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ÀÍÎÒÀÖIß

Êóçí¹öîâà I. Â. Ãîìîòîïi÷íi âëàñòèâîñòi ãëàäêèõ ôóíêöié íà ïî-

âåðõíÿõ. � Êâàëiôiêàöiéíà íàóêîâà ïðàöÿ íà ïðàâàõ ðóêîïèñó.

Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ äîêòîðà ôiëîñîôi¨ çà ñïåöiàëü-

íiñòþ 111 ¾Ìàòåìàòèêà¿ � Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè Íàöiîíàëüíî¨ àêàäåìi¨ íàóê

Óêðà¨íè, Êè¨â, 2021.

Äèñåðòàöiéíó ðîáîòó ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ ãîìîòîïi÷íèõ âëàñòèâîñòåé

ãëàäêèõ ôóíêöié íà ïîâåðõíÿõ.

Ãëàäêi ôóíêöi¨ íà ìíîãîâèäàõ ¹ âàæëèâèìè îá'¹êòàìè äîñëiäæåíü ó ñó÷àñíié

ìàòåìàòèöi i ìàþòü çàñòîñóâàííÿ â ðiçíèõ ãàëóçÿõ íàóêè. Çîêðåìà, âëàñòèâîñòi

òàêèõ ôóíêöié ÷àñòî íåñóòü iíôîðìàöiþ ïðî ãåîìåòðiþ òà òîïîëîãiþ ìíîãîâè-

äó, íà ÿêîìó âîíè âèçíà÷åíi.

Íàïðèêëàä, Ì. Ìîðñ äîâiâ, ùî â îêîëi êîæíî¨ ñâî¹¨ íåâèðîäæåíî¨ êðèòè-

÷íî¨ òî÷êè ãëàäêà ôóíêöiÿ, ïiñëÿ äåÿêî¨ çàìiíè êîîðäèíàò, ìà¹ ñòàíäàðòíèé

âèãëÿä êâàäðàòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíó (ëåìà Ìîðñà). Öå äîçâîëèëî éîìó âñòàíî-

âèòè çâ'ÿçîê ìiæ ÷èñëîì íåâèðîäæåíèõ êðèòè÷íèõ òî÷îê ðiçíèõ iíäåêñiâ ç

ðàíãàìè òà ñêðóòàìè ãðóï ãîìîëîãié ìíîãîâèäó (ñëàáêi òà ñèëüíi íåðiâíîñòi

Ìîðñà), à òàêîæ îòðèìàòè îöiíêè íà ÷èñëî çàìêíóòèõ ãåîäåçè÷íèõ ðiìàíîâîãî

ìíîãîâèäó. Òàêèì ÷èíîì, âèÿâèëîñü, ùî ìîæíà îòðèìàòè ãåîìåòðè÷íó iíôîð-

ìàöiþ ïðî ìíîãîâèä çàâäÿêè ôóíêöiÿì Ìîðñà íà íüîìó. Ðîçâèòêîì öèõ iäåé,

ÿêi îòðèìàëè íàçâó òåîðiÿ Ìîðñà, çàéìàëèñÿ Ë. Ëþñòåðíèê, Ë. Øíiðåëüìàí,

Ã. ×îãîøâiëi, Ë. Åëüñãîëüö, Ð. Áîò, Å. Âiòòåí, Ñ. Íîâiêîâ, Â. Øàðêî òà áàãàòî

iíøèõ ìàòåìàòèêiâ XX ñò.

Ñ. Ñìåéë îòðèìàâ òåîðåìó ïðî h-êîáîðäèçì (çîêðåìà, öèì äîâiâ ãiïîòåçó

Ïóàíêàðå ó ðîçìiðíîñòÿõ > 5), âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîäè ñêîðî÷åííÿ íåâèðî-

äæåíèõ êðèòè÷íèõ òî÷îê ñóñiäíiõ iíäåêñiâ.

Â. Øàðêî, âèêîðèñòîâóþ÷è àíàëîãi÷íi iäå¨, çìiã îòðèìàòè îöiíêè íà ìiíi-
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ìàëüíå ÷èñëî êðèòè÷íèõ òî÷îê ôóíêöié Ìîðñà íà çàäàíîìó ìíîãîâèäi ðîçìið-

íîñòi > 6. Çîêðåìà öi îöiíêè óòî÷íþâàëè íåðiâíîñòi îòðèìàíi Ìîðñîì, à òàêîæ

óçàãàëüíþâàëè ðåçóëüòàòè Ñ. Ñìåéëà íà íåîäíîçâ'ÿçíi ìíîãîâèäè. Òàêîæ âií

äîâiâ ¾áiëüø æîðñòêi¿ íåðiâíîñòi Ìîðñà äëÿ íåîäíîçâ'ÿçíèõ ìíîãîâèäiâ.

Êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi ïðîñòîðiâ ôóíêöié Ìîðñà â âèñîêèõ ðîçìiðíîñòÿõ

îïèñàíi Â. Øàðêî [38], à íà ïîâåðõíÿõ âîíè êëàñèôiêîâàíi â ðîáîòàõ Â. Øàðêà

[39], Ñ. Ìàòâ¹¹âà, Õ. Öèøàíãà, Î. Êóäðÿâöåâî¨ òà Ñ. Ìàêñèìåíêà [18, 21]. Ãðó-

ïè êîáîðäèçìiâ ôóíêöié Ìîðñà íà ïîâåðõíÿõ îá÷èñëèëè Ê. Ikegami i Î. Saeki

òà B. Kalmar [7].

Iíòåðåñ äî âèâ÷åííÿ òîïîëîãi¨ ôóíêöié, âåêòîðíèõ ïîëiâ, äèôåîìîðôiçìiâ íà

ïîâåðõíÿõ çíà÷íî çðiñ ïî÷èíàþ÷è ç 80-õ ðîêiâ çàâäÿêè ðîáîòàì À. Ôîìåíêà,

éîãî ó÷íiâ i êîëåã, ùîäî òîïîëîãi÷íî¨ êëàñèôiêàöi¨ ãàìiëüòîíîâèõ äèíàìi÷íèõ

ñèñòåì ç äâîìà ñòåìåíÿìè âiëüíîñòi. Äiÿëüíiñòü ó äàíîìó íàïðÿìêó â Óêðà¨íi

áóëà ïðîäîâæåíà Â.Øàðêî òà éîãî ó÷íÿìè. Òîïîëîãi÷íà êëàñèôiêàöiÿ ôóíêöié

íà êîìïàêòíèõ ïîâåðõíÿõ áóëè îòðèìàíi â ðîáîòàõ: A. Áîëñiíîâà òà À. Ôîìåí-

êî, À. Îøåìêîâà, Â. Øàðêî, �. Êóëiíi÷à, Î. Ïðèøëÿêà òà éîãî ó÷íiâ, çîêðåìà

Á. Ãëàäèø i Ä. Ëè÷àê, Ñ. Ìàêñèìåíêà, Î. Êàäóáîâñüêîãî, I. Þð÷óê i �. Ïîëó-

ëÿõà.

Ñ. Ìàêñèìåíêî äîñëiäæóâàâ ãîìîòîïi÷íi âëàñòèâîñòi ñòàáiëiçàòîðiâ òà îð-

áiò ãëàäêèõ ôóíêöié íà ïîâåðõíÿõ âiäíîñíî äi¨ ãðóï äèôåîìîðôiçìiâ. À ñàìå,

âií âèâ÷àâ âiäîáðàæåííÿ ç êëàñó F(M,P ), ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç ãëàäêèõ âiäîá-

ðàæåíü ç ïîâåðõíi M ó îäíîâèìiðíèé ìíîãîâèä P , ÿêi ïðèéìàþòü ïîñòiéíi

çíà÷åííÿ íà êîæíié çâ'ÿçíié êîìïîíåíòi ìåæi ïîâåðõíi, êðèòè÷íi òî÷êè ÿêèõ

íàëåæàòü äî âíóòðiøíîñòi ïîâåðõíi òà òàêi, ùî â îêîëi êîæíî¨ êðèòè÷íî¨ òî÷êè

âîíè ¹ ãëàäêî åêâiâàëåíòíèìè äåÿêèì îäíîðiäíèì ìíîãî÷ëåíàì áåç êðàòíèõ

ìíîæíèêiâ.

Ãîìîòîïi÷íi òèïè ñòàáiëiçàòîðiâ òà îðáiò ôóíêöié ç êëàñó F(M,P ) áóëè îá-
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÷èñëåíi ó ðÿäi ðîáiò Ñ. Ìàêñèìåíêà [24, 19], Á. Ôåùåíêà [4, 2], à òàêîæ äëÿ

ôóíêöié Ìîðñà ó ðîáîòàõ Î. Êóäðÿâöåâî¨ [9, 35, 10, 11]. Çîêðåìà, Ñ. Ìàêñè-

ìåíêî ïîêàçàâ ó ðîáîòi [19], ùî ÿêùî M 6= S2,RP 2, òî îðáiòà Of(f) ¹ àñôå-

ðè÷íîþ1, ïðè÷îìó ÿêùî f ¹ âiäîáðàæåííÿì Ìîðñà çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ, òî

îðáiòà Of(f) ãîìîòîïi÷íî åêâiâàëåíòíà (S1)k ' Zk äëÿ äåÿêîãî k. ßêùî æ

M = S2 àáî RP 2, òî πiOf(f) ' πi(SO(3)) äëÿ i ≥ 2, à ÿêùî f ¹ ôóíêöi¹þ

çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ, òî Of(f) ãîìîòîïi÷íî åêâiâàëåíòíà (S1)k × SO(3) äëÿ

äåÿêîãî k. Äàëi, Î. Êóäðÿâöåâà óçàãàëüíèëà öi ðåçóëüòàòè i ïîêàçàëà, ùî ÿê-

ùî M îði¹íòîâíà, à f : M → R � ôóíêöiÿ Ìîðñà, òî iñíó¹ âiëüíà äiÿ äåÿêî¨

ñêií÷åííî¨ ãðóïè H íà k-òîði (S1)k, òàêà, ùî Of(f) ãîìîòîïi÷íî åêâiâàëåíòíà

(S1)k/H, ÿêùîM 6= S2, òà ãîìîòîïi÷íî åêâiâàëåíòíà ((S1)k/H)×SO(3), ÿêùî

M = S2.

Íåõàé M � îði¹íòîâíà ïîâåðõíÿ âiäìiííà âiä 2-ñôåðè i 2-òîðó. ßê çàçíà÷à-

ëîñÿ âèùå, Of(f) ¹ àñôåðè÷íîþ i, çîêðåìà, ¨¨ ãîìîòîïi÷íèé òèï âèçíà÷à¹òüñÿ

ëèøå ôóíäàìåíòàëüíîþ ãðóïîþ π1Of(f). Òî÷íà àëãåáðà¨÷íà ñòðóêòóðà òàêèõ

ãðóï áóëà îïèñàíà ó ðîáîòi [24]. Çîêðåìà, ïîêàçàíî âñi òàêi ãðóïè íàòåæàòü

êëàñó T içîìîðôiçìó ãðóï, ùî ïîðîäæó¹òüñÿ ïðÿìèìè äîáóòêàìè òà ïåâíèìè

òèïàìè âiíöåâèõ äîáóòêiâ.

Òàêîæ ó ðîáîòi Ñ. Ìàêñèìåíêà [22] áóëî ïîêàçàíî, ùî îá÷èñëåííÿ ôóíäàìåí-

òàëüíèõ ãðóï îðáiò âiäîáðàæåíü ç êëàñó F(M,P ) íà êîìïàêòíèõ ïîâåðõíÿõ ç

åéëåðîâîþ õàðàêòåðèñòèêîþ ìåíøå íóëÿ çâîäèòüñÿ äî îá÷èñëåííÿ òàêèõ ãðóï

äëÿ âiäîáðàæåíü çàäàíèõ íà äèñêàõ òà öèëiíäðàõ òà ñòði÷êàõ Ìåáióñà. Òàêèì

÷èíîì îá÷èñëåííÿ öèõ ãðóï íà äèñêàõ i öèëiíäðàõ i äîçâîëèëî îòðèìàòè òî÷íó

àëãåáðà¨÷íó ñòðóêòóðó öèõ ãðóï íà êîìïàêòíèõ îði¹íòîâíèõ ïîâåðõíÿõ âiäìií-

íèõ âiä 2-ñôåðè i 2-òîðà. Âèïàäîê òîðà áóâ ðîçãëÿíóòèé ó ðîáîòàõ [28], [29],

[30], [4] Ñ. Ìàêñèìåíêa i Á. Ôåùåíêà.

1Òîáòî πiOf (f) ' 0 äëÿ âñiõ i ≥ 2.
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Âiäêðèòîþ çàëèøàëàñü çàäà÷à îïèñàííÿ ôóíäàìåíòàëüíèõ ãðóï îðáiò ãëàä-

êèõ ôóíêöié ç êëàñó F(M,P ) íà íåîði¹íòîâàíèõ ïîâåðõíÿõ M òà ó âèïàäêó

êîëè M ¹ 2-ñôåðîþ.

Îäíèì ç îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨ ¹ îïèñ ôóíäàìåíòàëüíèõ ãðóï îð-

áiò ãëàäêèõ âiäîáðàæåíü ç êëàñó F(B,P ) íà ñòði÷öi Ìåáióñà B.

Â ðîçäiëi 1 íàâîäÿòüñÿ äîïîìiæíi òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi, ùî áóäóòü âèêîðè-

ñòîâóâàòèñÿ â ïîäàëüøîìó âèêëàäi ðîáîòè. Çîêðåìà, ó �1.3 íàâîäÿòüñÿ îçíà-

÷åííÿ ñòàáiëiçàòîðiâ S(f,X) i îðáiò O(f,X), ó �1.4 íàâîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ ãðàôà

Êðîíðîäà-Ðiáà âiäîáðàæåííÿ f ∈ F(M,P ), à ó �1.8 îïèñàíi âiäîìi ðåçóëüòàòè

ïðî ãîìîòîïi÷íi òèïè ñòàáiëiçàòîðiâ S(f,X) i îðáiò O(f,X).

Ó ðîçäiëi 2 ìè ïðîäîâæó¹ìî âèâ÷àòè ãîìîòîïi÷íi òèïè ñòàáiëiçàòîðiâ S(f,X).

Ãîëîâíi ðåçóëüòàòè ðîçäiëó, Òåîðåìè 2.1.2 i 2.1.3, ïîâ'ÿçàíi ç ãðóïîþ π0S(f,X)

äëÿ âèïàäêó, êîëè M ¹ ñòði÷êîþ Ìåáióñà, X = ∂M , òà f : M → P íàëåæèòü

ïðîñòîðó âiäîáðàæåíü F(M,P ). Ó �2.2 äîâîäèìî Òåîðåìó 2.1.2. Ó �2.3 îïèñàíi

ïåâíi ðåçóëüòàòè ïðî âiäíîøåííÿ ãðóï äèôåîìîðôiçìiâ íåîði¹íòîâàíîãî ìíîãî-

âèäó i éîãî äâîëèñíîãî íàêðèòòÿ. Ó �2.4 ìè ââîäèìî äåêiëüêà ïiäãðóï ñòàáiëiçà-

òîðà S(f) i äîâîäèìî Òåîðåìó 2.4.2, ÿêà äîçâîëÿ¹ �ñïðîñòèòè� äèôåîìîðôiçìè

iç ñòàáiëiçàòîðà âiäîáðàæåííÿ f ∈ F(M,P ). Öi ðåçóëüòàòè ïðîäîâæóþòü [27,

�3 & �7] íà íåîði¹íòîâíèé âèïàäîê. Ó �2.5 îïèñàíi âiäíîøåííÿ ìiæ ãðóïàìè

S(f, ∂A) òà S ′(f, ∂A) äëÿ ôóíêöié íà öèëiíäði A = S1× [0, 1], äèâ. Ëåìó 2.5.1.

Ó �2.6 ìè äîâîäèìî Òåîðåìó 2.1.3.

Ðîçäië 3 ïðèñâÿ÷åíèé ãîìîòîïi÷íîìó àíàëîãó âëàñòèâîñòi ¾æîðñòêîñòi¿. Ó

�3.4 ìè ïðîäîâæó¹ìî äåÿêi ðåçóëüòàòè íà íåïåðåðâíi ïîòîêè. Ïiäðîçäië �3.5

ïðèñâÿ÷åíèé ãîìåîìîðôiçìàì êîëà, ÿêi çìiíþþòü îði¹íòàöiþ. Ó �3.7 ìè äî-

ñëiäæó¹ìî ïîòîêè áåç íåðóõîìèõ òî÷îê, à ó �3.9 íàâîäèìî äåÿêi ðåçóëüòàòè

ïðî ïåðåõiä âiä ïîòîêó íà ïëîùèíi äî ïîòîêó, çàïèñàíîãî ó ïîëÿðíèõ êîîð-

äèíàòàõ. Ó �3.11 ââîäÿòüñÿ ïåâíi ïiäïîâåðõíi ïîâåðõíi M , ÿêi âiäïîâiäàþòü
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âiäîáðàæåííþ f ∈ F(M,P ) òà íàçèâàþòüñÿ íàäùåðáëåíèìè öèëiíäðàìè. Ìè

äîâîäèìî Òåîðåìó 3.12.2, ÿêà îïèñó¹ ïîâåäiíêó äèôåîìîðôiçìiâ, ÿêi çìiíþþòü

îði¹íòàöiþ ðåãóëÿðíèõ ëèñòiâ âiäîáðàæåííÿ f , ÿêi ìiñòÿòüñÿ ó öèõ íàäùåð-

áëåíèõ öèëiíäðàõ. Ó �3.13 ìè äîâîäèìî Ëåìó 3.13.1, ÿêà äîçâîëÿ¹ çìiíþâàòè

f -çáåðiãàþ÷i äèôåîìîðôiçìè òàê, ùî ¨õ ñêií÷åííà ñòåïiíü áóäå içîòîïíîþ òîòî-

æíîìó äèôåîìîðôiçìó çà äîïîìîãîþ f -çáåðiãàþ÷î¨ içîòîïi¨. Íàðåøòi, ó �3.13

i �3.14 ìè äîâîäèìî Òåîðåìó 3.3.5.

Â ðîçäiëi 4 ìè ïðîäîâæó¹ìî âèâ÷àòè ôóíäàìåíòàëüíi ãðóïè îðáiò ãëàäêèõ

ôóíêöié íà ïîâåðõíÿõ. Â §4.2 îïèñàíî ÿê îá÷èñëþâàòè π1O(f) äëÿ âiäîáðà-

æåíü f íà çâ'ÿçíèõ êîìïàêòíèõ îði¹íòîâíèõ ïîâåðõíÿõ M , âiäìiííèõ âiä 2-

òîðà i 2-ñôåðè. Çîêðåìà îïèñàíi êîíñòðóêöi¨, ÿêi ëåæàòü â îñíîâi äîâåäåííÿ

Òâåðäæåííÿ 4.1.4(1).

Â §4.3 ìè äîâîäèìî Òåîðåìó 4.1.7(1).

Â §4.6 îïèñàíî ÿê îá÷èñëþâàòè π1O(f) äëÿ ôóíêöié f íà òîði. Çîêðåìà,

îïèñàíi êîíñòðóêöi¨, ÿêi ëåæàòü â îñíîâi äîâåäåííÿ Òâåðäæåííÿ 4.1.4(2). Â

öüîìó ïiäðîçäiëi ìè äîâîäèìî Òåîðåìó 4.1.7(2).

Â §4.7 ìè äîâîäèìî Òåîðåìó 4.7.2 ïðî öåíòðè âiíöåâèõ äîáóòêiâ äîâiëüíèõ

ãðóï A i B ó âèïàäêó íååôåêòèâíî¨ äi¨ B íà ìíîæèíi X. Ó Òåîðåìi 4.7.6 ìè

òàêîæ ïîêàçó¹ìî, ùî öåíòð äîâiëüíî¨ ãðóïè G ç êëàñó T içîìîðôíi Zβ1(ω), äå ω

� äîâiëüíà ðåàëiçàöiÿ G. Öÿ òåîðåìà ñêëàäà¹ ïåðøó ÷àñòèíó îäíîãî ç îñíîâíèõ

ðåçóëüòàòiâ � Òåîðåìè 4.1.5.

Â §4.8 ìè çíàõîäèìî êîìóòàíò ãðóïè G on Z (Òåîðåìà 4.8.2) i ôàêòîðãðóïè

G on Z
/

[G on Z, G on Z] (Òåîðåìà 4.8.3). Ó Òåîðåìi 4.8.4 äîâîäèòüñÿ, ùî ôàêòîð-

ãðóïà G/[G,G], äå G ∈ T , òàêîæ içîìîðôíà Zβ1(ω), ùî ñêëàäà¹ äðóãó ÷àñòèíó

Òåîðåìè 4.1.5.

Äîäàòîê ìiñòèòü ñïèñîê ïóáëiêàöié çà òåìîþ äèñåðòàöi¨ òà âiäîìîñòi ïðî

àïðîáàöiþ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨.
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Îñíîâíi ðåçóëüòàòè, ÿêi âèçíà÷àþòü íàóêîâó íîâèçíó äèñåðòàöi¨:

� ïîêàçàíî, ùî äëÿ êîæíîãî âiäîáðàæåííÿ ç êëàñó F(B,P ) ãëàäêèõ âi-

äîáðàæåíü íà ñòði÷öi Ìåáióñà B, iñíó¹ ¹äèíèé êðèòè÷íèé ðiâåíü, ÿêèé

ðîçáèâà¹ B â îá'¹äíàííÿ öèëiíäðà i 2-äèñêiâ (òàêèé ðiâåíü íàçâàíî ñïå-

öiàëüíèì).

� äëÿ âñiõ âiäîáðàæåíü ç F(B,P ) îá÷èñëåíî ôóíäàìåíòàëüíi ãðóïè ¨õ îðáiò

çà óìîâè òðèâiàëüíîñòi äié ñòàáiëiçàòîðiâ öèõ âiäîáðàæåíü íà êîìïîíåí-

òàõ çâ'ÿçíîñòi äîïîâíåííÿ äî âiäïîâiäíèõ ñïåöiàëüíèõ êðèòè÷íèõ ðiâíiâ;

� äîâåäåíî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî âiäîáðàæåííÿ ç êëàñó F(M,P ) íà çâ'ÿçíié

îði¹íòîâíié êîìïàêòíié ïîâåðõíi M i äëÿ äîâiëüíîãî äèôåîìîðôiçìà,

ÿêèé çàëèøà¹ iíâàðiàíòíîþ êîæíó ðåãóëÿðíó êîìïîíåíòó ìíîæèíè ðiâ-

íÿ öüîãî âiäîáðàæåííÿ òà çìiíþ¹ ¨¨ îði¹íòàöiþ, êâàäðàò öüîãî äèôåîìîð-

ôiçìà içîòîïíèé òîòîæíüîìó âiäîáðàæåííþ çi çáåðåæåííÿì âiäîáðàæåí-

íÿ (öå òâåðäæåííÿ ¹ ãîìîòîïi÷íèì òà ïîøàðîâèì àíàëîãîì âëàñòèâîñòi

¾æîðñòêîñòi¿ äëÿ çìiíþþ÷èõ îði¹íòàöiþ ëiíiéíèõ ðóõiâ ïëîùèíè, ÿêà

ñòâåðäæó¹, ùî êîæåí òàêèé ðóõ ìà¹ ïîðÿäîê 2);

� ðîçãëÿíóòî êëàñ içîìîðôiçìó ãðóï T , ùî ïîðîäæó¹òüñÿ ïðÿìèìè äîáó-

òêàìè òà ïåâíèìè òèïàìè âiíöåâèõ äîáóòêiâ, ÿêèé ìiñòèòü ôóíäàìåí-

òàëüíi ãðóïè îðáiò âñiõ ôóíêöié ç êëàñó F(M,R) íà îði¹íòîâíèõ ïîâåðõ-

íÿõ êðiì 2-ñôåðè. Äëÿ íüîãî äîâåäåíi òàêi ðåçóëüòàòè:

� îòðèìàíî òåîðåìè ðåàëiçàöi¨ äëÿ ãðóï iç êëàñó T ÿê ôóíäàìåíòàëü-

íèõ ãðóï îðáiò ôóíêöié ç êëàñó F(M,P ) íà ïîâåðõíÿõ âiäìiííèõ âiä

2-ñôåðè i 2-òîðà, çîêðåìà çà ïåâíèõ îáìåæåíü íà ïîâåäiíêó ôóíêöié

íà ìåæi;

� òàêîæ îòðèìàíî òåîðåìè ðåàëiçàöi¨ äëÿ ãðóï iç êëàñó T ÿê ôóíäà-

ìåíòàëüíèõ ãðóï îðáiò ôóíêöié ç êëàñó F(T 2,R) íà 2-òîði T 2;
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� îá÷èñëåíî öåíòð Z(G) i ôàêòîð-ãðóïó ïî êîìóòàíòó G/[G,G] äëÿ

êîæíî¨ ãðóïè G ç êëàñó T i ïîêàçàíî, ùî âîíè ¹ âiëüíèìè àáåëåâèìè

ãðóïàìè îäíàêîâîãî ðàíãó β1. Çîêðåìà, ÿêùî G � ôóíäàìåíòàëüíà

ãðóïà îðáiòè äåÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ F(M,R), òî β1 ¹ ïåðøèì ÷èñëîì

Áåòòi öi¹¨ îðáiòè, òîáòî ðàíãîì ïåðøî¨ ãðóïè ãîìîëîãié.

Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ íîñÿòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Îòðèìàíi â íié ðåçóëüòàòè

ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi â äîñëiäæåííÿõ ç òîïîëîãi¨, àëãåáðè, ìàòåìàòè÷íî¨

ôiçèêè, òåîði¨ ñèìåòðié äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ, òåîði¨

äèíàìi÷íèõ ñèñòåì, òåîði¨ îñîáëèâîñòåé ãëàäêèõ âiäîáðàæåíü òà iíøèõ ãàëóçåé

çíàíü, ìåòîäè ÿêèõ áàçóþòüñÿ íà òîïîëîãi÷íèõ âëàñòèâîñòÿõ ãëàäêèõ ôóíêöié.

Êëþ÷îâi ñëîâà: Ôóíêöi¨ Ìîðñà, äèôåîìîðôiçìè, ïîòîêè, ãðóïà Äiåäðà.

ABSTRACT

Kuznietsova I. V. Homotopy properties of smooth functions on surfaces. �

Manuscript.

The thesis for obtaining the the academic degree Doctor of Philosophy in speci-

ality 111 � Mathematics. � Institute of Mathematics of the National Academy of

Sciences of Ukraine, Kyiv, 2021.

The thesis is devoted to study of homotopy properties of smooth functions on

surfaces.

Smooth functions on manifolds are important research objects in modern mathema-

tics and have applications in various �elds of science. In particular, the properties

of such functions often carry information about the geometry and topology of the

manifold on which they are de�ned.

For example, M. Morse proved that in the neighborhood of each its non-degenerate

critical point, a smooth function, after some substitution of coordinates, has the

standard form of a quadratic polynomial (Morse Lemma). This allowed him to
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establish a relationship between the number of non-degenerate critical points of

various indices with the ranks and twists of groups of homologies of the manifold

(weak and strong Morse inequalities), as well as to obtain estimates on the number

of closed geodesic Riemannian manifolds. Thus, it turned out that it is possible to

get geometric information about the manifold due to the Morse functions on it. The

development of these ideas, which were called the Morse theory, was carried out

by L. Lesternik, L. Schnirelman, G. Chogoshvili, L. Elsholts, R. Bot, E. Witten, S.

Novikov, V. Sharko and many other mathematicians of the XX century.

S. Smale have obtained the theorem about h-cobordism (in particular, he proved

the Poincare Conjecture in dimensions > 5.) using methods of cancellation of non-

degenerate critical points of consecutive indices.

V. Sharko, using similar ideas, was able to obtain estimates on the minimum

number of critical points of Morse functions on a given manifold of dimension > 6.

In particular, these estimates re�ned the inequalities obtained by Morse, and also

generalized the results of S. Smale to non-simply connected manifolds. He also

proved ¾more rigid¿ Morse inequalities for unrelated manifolds.

The connected components of Morse function spaces in high dimensions are

described by V. Sharko [38], and on surfaces they are classi�ed in the works of

V. Sharko [39], S. Matveev, H. Tsishang, O. Kudryavtseva and S. Maksimenko

[18, 21]. Groups of cobordisms of Morse functions on surfaces were calculated by

K. Ikegami and O. Saeki and B. Kalmar [7].

Interest in studying the topology of functions, vector �elds, and di�eomorphisms

on surfaces has grown signi�cantly since the 80s thanks to the works of A. Fomenko,

his students and colleagues, on the topological classi�cation of Hamiltonian dynami-

cal systems with two degrees of freedom. Activity in this direction in Ukraine were

continued by V. Sharko and his students. Topological classi�cation of functions

on compact surfaces was obtained in the works: A. Bolsinov and A. Fomenko,
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A. Oshemkova, V. Sharko, E. Kulinich, O. Prishlyak and his students, in parti-

cular B. Gladysh and D. Lychak, S. Maksymenko, O. Kadubovsky, I. Yurchuk and

E. Polulyakh.

S. Maksimenko investigated the homotopic properties of stabilizers and orbits of

smooth functions on surfaces with respect to the action of difeomorphism groups.

Namely, he studied the maps from the class F(M,P ), which consists of smooth

maps from the surface M to the one-dimensional manifold P , which take constant

values on each connected component of the surface boundary, whose critical points

belong to the interior of the surface and are such that in the neighborhood of

each critical point they are smoothly equivalent to some homogeneous polynomials

without multiples.

Homotopic types of stabilizers and orbits of functions from the class F(M,P )

were calculated in a number of works by S. Maksymenko [24, 19], B. Feschenko

[4, 2], as well as for Morse functions in the works of O. Kudryavtseva [9, 35, 10, 11].

In particular, S. Maksymenko showed in [19] that if M 6= s2,RP 2, then the orbit

of Of(f) is aspherical2, and if f is a Morse map of the general position, then the

orbit Of(f) is homotopically equivalent to (S1)k ' zk for some k. If M = S2 or

RP 2, then πiOf(f) ' πi(SO(3)) for i ≥ 2, and if f is a general position function,

then Of(f) is homotopically equivalent to (S1)k × SO(3) for some k. Further,

O. Kudryavtseva generalized these results and showed that if M is orientable, and

f : M → R is a Morse function, then there exists a free action of some �nite group

H on k-torus (S1)k, such that Of(f) is homotopically equivalent to (S1)k/H, if

M 6= S2, and is homotopically equivalent to ((S1)k/H)× SO(3) if M = S2.

Let M be an orientable surface other than a 2-sphere and a 2-torus. As noted

above, Of(f) is aspherical and, in particular, its homotopic type is determined only

by the fundamental group π1Of(f). The exact algebraic structure of such groups

2i.e. πiOf (f) ' 0 for all i ≥ 2.
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was described in [24].

Also in the work of S. Maksymenko [22] it was shown that the calculation

of fundamental groups of orbits of maps from the class F(M,P ) on compact

surfaces with an Euler characteristic less than zero can be reduced to calculations

of such groups for mappings given on disks, cylinders, and Mobius strips. Thus,

the calculation of these groups on disks and cylinders made it possible to obtain an

accurate algebraic structure of these groups on compact orientable surfaces other

than the 2-sphere and 2-torus. The case of torus was considered in [28], [29], [30],

[4] by S. Maksymenko and B. Feshchenko.

The problem of describing the fundamental groups of orbits of smooth functions

from the class F(M,P ) on non-orientable surfaces M and in the case when M is

a 2-sphere remained open.

One of the main results of the dissertation is description of fundamental groups

of orbits of smooth maps from the class F(B,P ) on the Mobius strip B.

The section 1 provides auxiliary theoretical information that will be used in the

further presentation of the work. In particular, in �1.4 the de�nitions of stabilizers

S(f,X) and orbits O(f,X) are given, in �1.4 is given the concept of the Kronrod-

Reeb graph of a map f ∈ F(M,P ), and �1.8 describes the known results on

homotopy types of stabilizers S(f,X) and orbits O(f,X).

In the section 2 we continue to study the homotopy types of stabilizers S(f,X).

The main results of the section, Theorems 2.1.2 and 2.1.3, are related to the group

π0S(f,X) for the case whenM is Moebius tape,X = ∂M , and f : M → P belongs

to F(M,P ). In �2.2 we prove the Theorem 2.1.2. In �2.4 we introduce several

subgroups of S(f) and prove Theorem 2.4.2 allowing to �simplify� di�eomorphi-

sms from the stabilizer of f ∈ F(M,P ). These results extend [27, �3 & �7] to

non-orientable case. �2.5 describes the relation between the groups S(f, ∂A) and

S ′(f, ∂A) for functions on the annulus A = S1 × [0, 1], see Lemma 2.5.1. Finally
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in �2.6 we prove Theorem 2.1.3.

The section 3 is devoted to the homotopy analogue of the property "rigidity".

In �3.4 we discuss a notion of a shift map along orbits of a �ow. �3.5 devoted to

reversing orientation families of homeomorphisms of the circle. In � 3.7 we study

�ows without �xed point, and in �3.9 recall several results about passing from a

�ow on the plane to the �ow written in polar coordinates. �3.11 introduces a certain

subsurfaces of a surface M associated with a map f ∈ F(M,P ) and called chi-

pped cylinders . We prove Theorem 3.12.2 describing behaviour of di�eomorphisms

reversing regular leaves of f contained in those chipped cylinders. In �3.13 we prove

Lemma 3.13.1 allowing to change f -preserving di�eomorphisms so that its �nite

power will be isotopic to the identity by f -preserving isotopy. Finally, in �3.13

and �3.14 we prove Theorem 3.3.5.

In the section 4 we continue to study the fundamental groups of orbits of smooth

functions on surfaces. §4.2 describes how to compute π1O(f) for mappings of f

on connected compact orientable surfaces M other than 2-torus and 2-sphere. In

particular, the constructions that underlie the proof of Proposition 4.1.4(1) are

described.

In §4.3 we prove Theorem 4.1.7(1).

§4.6 describes how to compute π1O(f) for functions f on a torus. In particular,

the constructions that underlie the proof of Proposition 4.1.4(2) are described. In

this section we prove Theorem 4.1.7(2).

In §4.7 we prove Theorem 4.7.2 on the centers of wreath products of arbitrary

groups A and B in the case of ine�cient action of B on the set X. In Theorem 4.7.6

we also show that the center of an arbitrary group G of class T is isomorphic Zβ1(ω),

where ω is an arbitrary realization of G. This theorem is the �rst part of one of the

main results - Theorem 4.1.5.

In §4.8 we �nd the commutant of the group G on Z (Theorem 4.8.2) and the factor
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group G on Z
/

[G on Z, G on Z] (Theorem 4.8.3). In Theorem 4.8.4 it is proved that

the factor group G/[G,G], where G ∈ T , is also isomorphic to Zβ1(ω), which is the

second part of Theorem 4.1.5.

The application contains a list of publications of the applicant on the topic of

the dissertation and information about testing the results of the dissertation.

The main results that determine the scienti�c novelty of the dissertation:

� it is shown that for every map from the class F(B,P ) of smooth maps on the

Mobius strip B, there is a unique critical level that splits B into the union

of a cylinder and 2-disks (such a level is called special).

� for all mappings with F(B,P ) the fundamental groups of their orbits are

calculated in case where the actions of the stabilizers of these mappings are

trivial on the connected components to the corresponding special critical

levels;

� proved that for an arbitrary mapping from the class F(M,P ) on a connected

orientable compact surfaceM and for an arbitrary di�eomorphism that leaves

invariant each regular component of the level set of this mapping and changes

its orientation, the square of this di�eomorphism is isotopic to an identical

mapping with preserving the map (this statement is a homotopic and foliated

analog of the property of ¾rigidity¿ for orientation-changing linear motions

of the plane, which states that each such movement has an order of 2);

� there was considered the isomorphism class of groups T , which is generated

by direct products and certain types of wreath products, which contains

fundamental groups of orbits of all functions from the class F(M,R) on

oriented surfaces except for the 2-sphere. The following results have been

proven for it:
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� realization theorems are obtained for groups from the class T as funda-

mental groups of orbits of functions from the class F(M,P ) on surfaces

other than the 2-sphere and 2-torus, in particular under certain restri-

ctions on the behavior of functions at the boundary;

� also obtained realization theorems for groups from the class T as funda-

mental groups of orbits of functions of the class F(T 2,R) on the 2-torus

T 2;

� calculated the center Z(G) and the quotient group by the commutant

G/[G,G] for each group G of the class T and showed that they are

free Abelian groups of the same rank β1. In particular, if G is the

fundamental group of the orbit of some function f ∈ F(M,R), then

β1 is the �rst Betti number of this orbit, that is, the rank of the �rst

homology group.

The results of the dissertation are theoretical in nature. The results obtained in it

can be used in research on topology, algebra, mathematical physics, the theory of

symmetry of Partial Di�erential Equations, the theory of dynamical systems, the

theory of features of smooth maps and other branches of knowledge, the methods

of which are based on the topological properties of smooth functions.

Keywords: Morse functions, di�eomorphisms, �ows, dihedral group.
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ÂÑÒÓÏ

Äèñåðòàöiÿ ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ ãîìîòîïi÷íèõ âëàñòèâîñòåé ãëàäêèõ ôóí-

êöié íà ïîâåðõíÿõ.

Àêòóàëüíiñòü òåìè

Ãëàäêi ôóíêöi¨ íà ìíîãîâèäàõ ¹ âàæëèâèìè îá'¹êòàìè äîñëiäæåíü ó ñó÷àñíié

ìàòåìàòèöi i ìàþòü çàñòîñóâàííÿ â ðiçíèõ ãàëóçÿõ íàóêè. Çîêðåìà, âëàñòèâîñòi

òàêèõ ôóíêöié ÷àñòî íåñóòü iíôîðìàöiþ ïðî ãåîìåòðiþ òà òîïîëîãiþ ìíîãîâè-

äó, íà ÿêîìó âîíè âèçíà÷åíi.

Íàïðèêëàä, Ì. Ìîðñ äîâiâ, ùî â îêîëi êîæíî¨ ñâî¹¨ íåâèðîäæåíî¨ êðèòè-

÷íî¨ òî÷êè ãëàäêà ôóíêöiÿ, ïiñëÿ äåÿêî¨ çàìiíè êîîðäèíàò, ìà¹ ñòàíäàðòíèé

âèãëÿä êâàäðàòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíó (ëåìà Ìîðñà). Öå äîçâîëèëî éîìó âñòàíî-

âèòè çâ'ÿçîê ìiæ ÷èñëîì íåâèðîäæåíèõ êðèòè÷íèõ òî÷îê ðiçíèõ iíäåêñiâ ç

ðàíãàìè òà ñêðóòàìè ãðóï ãîìîëîãié ìíîãîâèäó (ñëàáêi òà ñèëüíi íåðiâíîñòi

Ìîðñà), à òàêîæ îòðèìàòè îöiíêè íà ÷èñëî çàìêíóòèõ ãåîäåçè÷íèõ ðiìàíîâîãî

ìíîãîâèäó. Òàêèì ÷èíîì, âèÿâèëîñü, ùî ìîæíà îòðèìàòè ãåîìåòðè÷íó iíôîð-

ìàöiþ ïðî ìíîãîâèä çàâäÿêè ôóíêöiÿì Ìîðñà íà íüîìó. Ðîçâèòêîì öèõ iäåé,

ÿêi îòðèìàëè íàçâó òåîðiÿ Ìîðñà, çàéìàëèñÿ Ë. Ëþñòåðíèê, Ë. Øíiðåëüìàí,

Ã. ×îãîøâiëi, Ë. Åëüñãîëüö, Ð. Áîò, Å. Âiòòåí, Ñ. Íîâiêîâ, Â. Øàðêî òà áàãàòî

iíøèõ ìàòåìàòèêiâ XX ñò.

Ñ. Ñìåéë îòðèìàâ òåîðåìó ïðî h-êîáîðäèçì (çîêðåìà, öèì äîâiâ ãiïîòåçó

Ïóàíêàðå ó ðîçìiðíîñòÿõ > 5), âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîäè ñêîðî÷åííÿ íåâèðî-

äæåíèõ êðèòè÷íèõ òî÷îê ñóñiäíiõ iíäåêñiâ.
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Â. Øàðêî, âèêîðèñòîâóþ÷è àíàëîãi÷íi iäå¨, çìiã îòðèìàòè îöiíêè íà ìiíi-

ìàëüíå ÷èñëî êðèòè÷íèõ òî÷îê ôóíêöié Ìîðñà íà çàäàíîìó ìíîãîâèäi ðîçìið-

íîñòi > 6. Çîêðåìà öi îöiíêè óòî÷íþâàëè íåðiâíîñòi îòðèìàíi Ìîðñîì, à òàêîæ

óçàãàëüíþâàëè ðåçóëüòàòè Ñ. Ñìåéëà íà íåîäíîçâ'ÿçíi ìíîãîâèäè. Òàêîæ âií

äîâiâ ¾áiëüø æîðñòêi¿ íåðiâíîñòi Ìîðñà äëÿ íåîäíîçâ'ÿçíèõ ìíîãîâèäiâ.

Êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi ïðîñòîðiâ ôóíêöié Ìîðñà â âèñîêèõ ðîçìiðíîñòÿõ

îïèñàíi Â. Øàðêî [38], à íà ïîâåðõíÿõ âîíè êëàñèôiêîâàíi â ðîáîòàõ Â. Øàðêà

[39], Ñ. Ìàòâ¹¹âà, Õ. Öèøàíãà, Î. Êóäðÿâöåâî¨ òà Ñ. Ìàêñèìåíêà [18, 21]. Ãðó-

ïè êîáîðäèçìiâ ôóíêöié Ìîðñà íà ïîâåðõíÿõ îá÷èñëèëè Ê. Ikegami i Î. Saeki

òà B. Kalmar [7].

Iíòåðåñ äî âèâ÷åííÿ òîïîëîãi¨ ôóíêöié, âåêòîðíèõ ïîëiâ, äèôåîìîðôiçìiâ íà

ïîâåðõíÿõ çíà÷íî çðiñ ïî÷èíàþ÷è ç 80-õ ðîêiâ çàâäÿêè ðîáîòàì À. Ôîìåíêî,

éîãî ó÷íiâ i êîëåã, ùîäî òîïîëîãi÷íî¨ êëàñèôiêàöi¨ ãàìiëüòîíîâèõ äèíàìi÷íèõ

ñèñòåì ç äâîìà ñòåìåíÿìè âiëüíîñòi. Äiÿëüíiñòü ó äàíîìó íàïðÿìêó â Óêðà¨íi

áóëà ïðîäîâæåíà Â.Øàðêî òà éîãî ó÷íÿìè. Òîïîëîãi÷íà êëàñèôiêàöiÿ ôóíêöié

íà êîìïàêòíèõ ïîâåðõíÿõ áóëè îòðèìàíi â ðîáîòàõ: A. Áîëñiíîâà òà À. Ôîìåí-

êî, À. Îøåìêîâà, Â. Øàðêî, �. Êóëiíi÷à, Î. Ïðèøëÿêà òà éîãî ó÷íiâ, çîêðåìà

Á. Ãëàäèø i Ä. Ëè÷àê, Ñ. Ìàêñèìåíêà, Î. Êàäóáîâñüêîãî, I. Þð÷óê i �. Ïîëó-

ëÿõà.

Ñ. Ìàêñèìåíêî äîñëiäæóâàâ ãîìîòîïi÷íi âëàñòèâîñòi ñòàáiëiçàòîðiâ òà îð-

áiò ãëàäêèõ ôóíêöié íà ïîâåðõíÿõ âiäíîñíî äi¨ ãðóï äèôåîìîðôiçìiâ. À ñàìå,

âií âèâ÷àâ âiäîáðàæåííÿ ç êëàñó F(M,P ), ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç ãëàäêèõ âiäîá-

ðàæåíü ç ïîâåðõíi M ó îäíîâèìiðíèé ìíîãîâèä P , ÿêi ïðèéìàþòü ïîñòiéíi

çíà÷åííÿ íà êîæíié çâ'ÿçíié êîìïîíåíòi ìåæi ïîâåðõíi, êðèòè÷íi òî÷êè ÿêèõ

íàëåæàòü äî âíóòðiøíîñòi ïîâåðõíi òà òàêi, ùî â îêîëi êîæíî¨ êðèòè÷íî¨ òî÷êè

âîíè ¹ ãëàäêî åêâiâàëåíòíèìè äåÿêèì îäíîðiäíèì ìíîãî÷ëåíàì áåç êðàòíèõ

ìíîæíèêiâ.
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Ãîìîòîïi÷íi òèïè ñòàáiëiçàòîðiâ òà îðáiò ôóíêöié ç êëàñó F(M,P ) áóëè îá-

÷èñëåíi ó ðÿäi ðîáiò Ñ. Ìàêñèìåíêà [24, 19], Á. Ôåùåíêà [4, 2], à òàêîæ äëÿ

ôóíêöié Ìîðñà ó ðîáîòàõ Î. Êóäðÿâöåâî¨ [9, 35, 10, 11]. Çîêðåìà, Ñ. Ìàêñè-

ìåíêî ïîêàçàâ ó ðîáîòi [19], ùî ÿêùî M 6= S2,RP 2, òî îðáiòà Of(f) ¹ àñôå-

ðè÷íîþ3, ïðè÷îìó ÿêùî f ¹ âiäîáðàæåííÿì Ìîðñà çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ, òî

îðáiòà Of(f) ãîìîòîïi÷íî åêâiâàëåíòíà (S1)k ' Zk äëÿ äåÿêîãî k. ßêùî æ

M = S2 àáî RP 2, òî πiOf(f) ' πi(SO(3)) äëÿ i ≥ 2, à ÿêùî f ¹ ôóíêöi¹þ

çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ, òî Of(f) ãîìîòîïi÷íî åêâiâàëåíòíà (S1)k × SO(3) äëÿ

äåÿêîãî k. Äàëi, Î. Êóäðÿâöåâà óçàãàëüíèëà öi ðåçóëüòàòè i ïîêàçàëà, ùî ÿê-

ùî M îði¹íòîâíà, à f : M → R � ôóíêöiÿ Ìîðñà, òî iñíó¹ âiëüíà äiÿ äåÿêî¨

ñêií÷åííî¨ ãðóïè H íà k-òîði (S1)k, òàêà, ùî Of(f) ãîìîòîïi÷íî åêâiâàëåíòíà

(S1)k/H, ÿêùîM 6= S2, òà ãîìîòîïi÷íî åêâiâàëåíòíà ((S1)k/H)×SO(3), ÿêùî

M = S2.

Íåõàé M � îði¹íòîâíà ïîâåðõíÿ âiäìiííà âiä 2-ñôåðè i 2-òîðó. ßê çàçíà÷à-

ëîñÿ âèùå, Of(f) ¹ àñôåðè÷íîþ i, çîêðåìà, ¨¨ ãîìîòîïi÷íèé òèï âèçíà÷à¹òüñÿ

ëèøå ôóíäàìåíòàëüíîþ ãðóïîþ π1Of(f). Òî÷íà àëãåáðà¨÷íà ñòðóêòóðà òàêèõ

ãðóï áóëà îïèñàíà ó ðîáîòi [24].

Òàêîæ ó ðîáîòi Ñ. Ìàêñèìåíêà [22] áóëî ïîêàçàíî, ùî îá÷èñëåííÿ ôóíäàìåí-

òàëüíèõ ãðóï îðáiò âiäîáðàæåíü ç êëàñó F(M,P ) íà êîìïàêòíèõ ïîâåðõíÿõ ç

åéëåðîâîþ õàðàêòåðèñòèêîþ ìåíøå íóëÿ çâîäèòüñÿ äî îá÷èñëåííÿ òàêèõ ãðóï

äëÿ âiäîáðàæåíü çàäàíèõ íà äèñêàõ òà öèëiíäðàõ òà ñòði÷êàõ Ìåáióñà. Òàêèì

÷èíîì îá÷èñëåííÿ öèõ ãðóï íà äèñêàõ i öèëiíäðàõ i äîçâîëèëî îòðèìàòè òî÷íó

àëãåáðà¨÷íó ñòðóêòóðó öèõ ãðóï íà êîìïàêòíèõ îði¹íòîâíèõ ïîâåðõíÿõ âiäìií-

íèõ âiä 2-ñôåðè i 2-òîðà. Âèïàäîê òîðà áóâ ðîçãëÿíóòèé ó ðîáîòàõ [28], [29],

[30], [4] Ñ. Ìàêñèìåíêa i Á. Ôåùåíêà.

Âiäêðèòîþ çàëèøàëàñü çàäà÷à îïèñàííÿ ôóíäàìåíòàëüíèõ ãðóï îðáiò ãëàä-

3Òîáòî πiOf (f) ' 0 äëÿ âñiõ i ≥ 2.
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êèõ ôóíêöié ç êëàñó F(M,P ) íà íåîði¹íòîâàíèõ ïîâåðõíÿõ M òà ó âèïàäêó

êîëè M ¹ 2-ñôåðîþ.

Îäíèì ç îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨ ¹ îïèñ ôóíäàìåíòàëüíèõ ãðóï îð-

áiò ãëàäêèõ âiäîáðàæåíü ç êëàñó F(B,P ) íà ñòði÷öi Ìåáióñà B.

Çâ'ÿçîê ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè

Ðîáîòà âèêîíàíà â ëàáîðàòîði¨ òîïîëîãi¨ ó ñêëàäi âiääiëó àëãåáðè i òîïîëîãi¨

Ií- ñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè â ðàìêàõ äåðæàâíî¨ íàóêîâî-äîñëiäíî¨

òåìè ¾Àëãåáðà¨÷íi òà òîïîëîãi÷íi iíâàðiàíòè ãëàäêèõ âiäîáðàæåíü¿, íîìåð äåð-

æàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0116U000069.

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ

Ìåòîþ ðîáîòè ¹ äîñëiäæåííÿ ôóíäàìåíòàëüíèõ ãðóï îðáiò øèðîêîãî êëàñó

ãëàäêèõ ôóíêöié íà ïîâåðõíÿõ âiäíîñíî ïðàâèõ äié ãðóï äèôåîìîðôiçìiâ ïî-

âåðõîíü.

Îá'¹êò äîñëiäæåííÿ: ðiçíi êëàñè ãëàäêèõ âiäîáðàæåíü ïîâåðõîíü òà ¨õ ãî-

ìîòîïiéíi âëàñòèâîñòi.

Ïðåäìåò äîñëiäæåííÿ: ãëàäêi ôóíêöi¨ íà ïîâåðõíÿõ òà äèôåîìîðôiçìè ïî-

âåðõîíü, ùî çáåðiãàþòü ôóíêöi¨.

Çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ:

� äëÿ ñòði÷êè Ìåáióñà B äîñëiäèòè ôóíäàìåíòàëüíi ãðóïè îðáiò âiäîáðà-

æåíü ç êëàñó F(B,P ).

� äëÿ çâ'ÿçíèõ îði¹íòîâíèõ êîìïàêòíèõ ïîâåðõîíü M äîñëiäèòè ìíîæèíè

äèôåîìîðôiçìiâ, ÿêi çìiíþþòü îði¹íòàöiþ òà çáåðiãàþòü çàäàíå âiäîáðà-

æåííÿ ç êëàñó F(M,P ).
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� îòðèìàòè òåîðåìè ðåàëiçàöi¨ ãðóï ç êëàñó T ó âèãëÿäi ôóíäàìåíòàëü-

íèõ ãðóï îðáiò ôóíêöié ç êëàñó F(M,R), äå M � êîìïàêòíà îði¹íòîâíà

ïîâåðõíÿ âiäìiííà âiä 2-ñôåðè;

� îá÷èñëèòè öåíòð Z(G) i ôàêòîð-ãðóïó ïî êîìóòàíòó G/[G,G] äëÿ êîæíî¨

ãðóïè G ç êëàñó T .

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ

Ó ðîáîòi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ìåòîäè àëãåáðè, àëãåáðà¨÷íî¨, ãåîìåòðè÷íî¨ òà äè-

ôåðåíöiàëüíî¨ òîïîëîãi¨, òåîði¨ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì òà òåîði¨ îñîáëèâîñòåé.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ

Ðåçóëüòàòè ðîáîòè, ùî âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò:

� ïîêàçàíî, ùî äëÿ êîæíîãî âiäîáðàæåííÿ ç êëàñó F(B,P ) ãëàäêèõ âi-

äîáðàæåíü íà ñòði÷öi Ìåáióñà B, iñíó¹ ¹äèíèé êðèòè÷íèé ðiâåíü, ÿêèé

ðîçáèâà¹ B â îá'¹äíàííÿ öèëiíäðà i 2-äèñêiâ (òàêèé ðiâåíü íàçâàíî ñïå-

öiàëüíèì).

� äëÿ âñiõ âiäîáðàæåíü ç F(B,P ) îá÷èñëåíî ôóíäàìåíòàëüíi ãðóïè ¨õ îðáiò

çà óìîâè òðèâiàëüíîñòi äié ñòàáiëiçàòîðiâ öèõ âiäîáðàæåíü íà êîìïîíåí-

òàõ çâ'ÿçíîñòi äîïîâíåííÿ äî âiäïîâiäíèõ ñïåöiàëüíèõ êðèòè÷íèõ ðiâíiâ;

� äîâåäåíî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî âiäîáðàæåííÿ ç êëàñó F(M,P ) íà çâ'ÿçíié

îði¹íòîâíié êîìïàêòíié ïîâåðõíi M i äëÿ äîâiëüíîãî äèôåîìîðôiçìà,

ÿêèé çàëèøà¹ iíâàðiàíòíîþ êîæíó ðåãóëÿðíó êîìïîíåíòó ìíîæèíè ðiâ-

íÿ öüîãî âiäîáðàæåííÿ òà çìiíþ¹ ¨¨ îði¹íòàöiþ, êâàäðàò öüîãî äèôåîìîð-

ôiçìà içîòîïíèé òîòîæíüîìó âiäîáðàæåííþ çi çáåðåæåííÿì âiäîáðàæåí-

íÿ (öå òâåðäæåííÿ ¹ ãîìîòîïi÷íèì òà ïîøàðîâèì àíàëîãîì âëàñòèâîñòi
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¾æîðñòêîñòi¿ äëÿ çìiíþþ÷èõ îði¹íòàöiþ ëiíiéíèõ ðóõiâ ïëîùèíè, ÿêà

ñòâåðäæó¹, ùî êîæåí òàêèé ðóõ ìà¹ ïîðÿäîê 2);

� ðîçãëÿíóòî êëàñ içîìîðôiçìó ãðóï T , ùî ïîðîäæó¹òüñÿ ïðÿìèìè äîáó-

òêàìè òà ïåâíèìè òèïàìè âiíöåâèõ äîáóòêiâ, ÿêèé ìiñòèòü ôóíäàìåí-

òàëüíi ãðóïè îðáiò âñiõ ôóíêöié ç êëàñó F(M,R) íà îði¹íòîâíèõ ïîâåðõ-

íÿõ êðiì 2-ñôåðè. Äëÿ íüîãî äîâåäåíi òàêi ðåçóëüòàòè:

� îòðèìàíî òåîðåìè ðåàëiçàöi¨ äëÿ ãðóï iç êëàñó T ÿê ôóíäàìåíòàëü-

íèõ ãðóï îðáiò ôóíêöié ç êëàñó F(M,P ) íà ïîâåðõíÿõ âiäìiííèõ âiä

2-ñôåðè i 2-òîðà, çîêðåìà çà ïåâíèõ îáìåæåíü íà ïîâåäiíêó ôóíêöié

íà ìåæi;

� òàêîæ îòðèìàíî òåîðåìè ðåàëiçàöi¨ äëÿ ãðóï iç êëàñó T ÿê ôóíäà-

ìåíòàëüíèõ ãðóï îðáiò ôóíêöié ç êëàñó F(T 2,R) íà 2-òîði T 2;

� îá÷èñëåíî öåíòð Z(G) i ôàêòîð-ãðóïó ïî êîìóòàíòó G/[G,G] äëÿ

êîæíî¨ ãðóïè G ç êëàñó T i ïîêàçàíî, ùî âîíè ¹ âiëüíèìè àáåëåâèìè

ãðóïàìè îäíàêîâîãî ðàíãó β1. Çîêðåìà, ÿêùî G � ôóíäàìåíòàëüíà

ãðóïà îðáiòè äåÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ F(M,R), òî β1 ¹ ïåðøèì ÷èñëîì

Áåòòi öi¹¨ îðáiòè, òîáòî ðàíãîì ïåðøî¨ ãðóïè ãîìîëîãié.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ

Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ íîñÿòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Îòðèìàíi â íié ðåçóëüòàòè

ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi â äîñëiäæåííÿõ ç òîïîëîãi¨, àëãåáðè, ìàòåìàòè÷íî¨

ôiçèêè, òåîði¨ ñèìåòðié äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ, òåîði¨

äèíàìi÷íèõ ñèñòåì, òåîði¨ îñîáëèâîñòåé ãëàäêèõ âiäîáðàæåíü òà iíøèõ ãàëóçåé

çíàíü, ìåòîäè ÿêèõ áàçóþòüñÿ íà òîïîëîãi÷íèõ âëàñòèâîñòÿõ ãëàäêèõ ôóíêöié.
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Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à

Âèçíà÷åííÿ çàãàëüíîãî ïëàíó äîñëiäæåíü òà ïîñòàíîâêà çàäà÷ íàëåæàòü íàó-

êîâîìó êåðiâíèêîâi. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè çäîáóâà÷åì îòðèìàíî ñàìîñòiéíî, à ó

ðîáîòàõ, ÿêi îïóáëiêîâàíi ó ñïiâàâòîðñòâi, âíåñîê óñiõ àâòîðiâ ¹ ðiâíîöiííèì.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ

Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ äîïîâiäàëèñü òà îáãîâîðþâàëèñü íà òàêèõ êîíôåðåíöiÿõ

òà ñåìiíàðàõ:

� The International Conference in Functional Analysis dedicated to the 125th

anniversary of Stefan Banach, Lviv, Ukraine, 18-23 September 2017, p.64-65.

� ¾Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ ìîëîäèõ â÷åíèõ¿, ì. Êè¨â, Iíñòèòóò ìàòåìà-

òèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, 6�8 ÷åðâíÿ 2019 ð., c.83

� International conference ¾Morse theory and its applications¿ dedicated to the

memory and 70th anniversary of Volodymyr Sharko, ì. Êè¨â, Íàöiîíàëüíèé

ïåäàãîãi÷íèé óíiâåðñèòåò iìåíi Ì.Ï.Äðàãîìàíîâà, 25-28 âåðåñíÿ 2019 ð,

c. 32-33.

� International conference ¾Algebraic and geometric methods of analysis¿, ì.

Îäåñà, îíëàéí êîíôåðåíöiÿ, 26-30 òðàâíÿ 2020 ð., p.41

� Ñåìiíàð êàôåäðè ãåîìåòði¨, òîïîëîãi¨ i äèíàìi÷íèõ ñèñòåì, Êè¨âñüêèé

íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà, ì. Êè¨â, 18 ëþòîãî

2021 ð.

Ïóáëiêàöi¨

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî â 3 ñòàòòÿõ [12, 15, 36] â íàóêîâèõ

âèäàííÿõ, ÿêi âõîäÿòü äî ïåðåëiêó ôàõîâèõ âèäàíü ÌÎÍ Óêðà¨íè, ñåðåä íèõ
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òðè ñòàòòi [12, 15, 36] � â æóðíàëàõ, ùî âõîäÿòü äî ìiæíàðîäíèõ íàóêîìåòðè-

÷íèõ áàç äàíèõ (Web of Science, Scopus).

Òàêîæ ðåçóëüòàòè ðîáîòè ïðåäñòàâëåíi â ìàòåðiàëàõ êîíôåðåíöié [6, 34, 14,

13].

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã äèñåðòàöi¨

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ñêëàäà¹òüñÿ ç àíîòàöi¨ (äâîìà ìîâàìè), âñòóïó, ÷îòèðüîõ

ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ, ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë, ùî ìiñòèòü 39 íàéìåíóâàíü,

òà äîäàòêó. Ïîâíèé îáñÿã ðîáîòè 146 ñòîðiíîê.

Ïîäÿêè

Àâòîð âèñëîâëþ¹ ùèðó âäÿ÷íiñòü ñâî¹ìó íàóêîâîìó êåðiâíèêîâi, äîêòîpó ôi-

çèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, çàâiäóâà÷ó ëàáîðàòîði¨ òîïîëîãi¨ Iíñòèòóòó ìàòåìà-

òèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè Ìàêñèìåíêó Ñåðãiþ Iâàíîâè÷ó, i êàíäèäàòó ôiçèêî-ìàòå-

ìàòè÷íèõ íàóê, ìîëîäøîìó íàóêîâîìó ñïiâðîáiòíèêó ëàáîðàòîði¨ òîïîëîãi¨ Ií-

ñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè Ñîðîöi Þëi¨ Þði¨âíi çà ñïiâïðàöþ, óâàãó,

ïiäòðèìêó òà äîïîìîãó ó ðîáîòi. Òàêîæ àâòîð äÿêó¹ âñiì ñïiâðîáiòíèêàì ëàáî-

ðàòîði¨ òîïîëîãi¨ Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè çà íàòõíåííÿ òà ïëiäíi

äèñêóñi¨, à òàêîæ áàòüêàì òà áðàòó çà ïîðàäè òà ïiäòðèìêó.



Ðîçäië 1. Ïîïåðåäíi âiäîìîñòi

1.1 Ãëàäêi ôóíêöi¨ íà ïîâåðõíÿõ

Íåõàé M � êîìïàêòíà ïîâåðõíÿ i P � äiéñíà ïðÿìà R àáî êîëî S1.

Îçíà÷åííÿ 1.1.1. Íåõàé F(M,P ) � ïiäìíîæèíà C∞(M,P ), ùî ñêëàäà¹òüñÿ

ç âiäîáðàæåíü f : M → P , ÿêi ìàþòü òàêi âëàñòèâîñòi:

(1) âiäîáðàæåííÿ f ïðèéìà¹ ïîñòiéíi çíà÷åííÿ íà êîæíié êîìïîíåíòi çâ'ÿçíîñòi

ìåæi ∂M i íå ìà¹ êðèòè÷íèõ òî÷îê íà ∂M ;

(2) äëÿ êîæíî¨ êðèòè÷íî¨ òî÷êè z âiäîáðàæåííÿ f ïàðîñòîê f ó òî÷öi z

¹ C∞ åêâiâàëåíòíèì äî äåÿêîãî îäíîðiäíîãî ìíîãî÷ëåíà v : R2 → R áåç

êðàòíèõ ìíîæíèêiâ.

Âiäîáðàæåííÿ f ∈ C∞(M,P ) áóäåìî íàçèâàòè âiäîáðàæåííÿì Ìîðñà, ÿê-

ùî âîíî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (1) i âñi éîãî êðèòè÷íi òî÷êè ¹ íåâèðîäæåíèìè.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç M(M,P ) ìíîæèíó âñiõ âiäîáðàæåíü Ìîðñà ç M â P . Âi-

äîáðàæåííÿ Ìîðñà f áóäåìî íàçèâàòè âiäîáðàæåííÿì çàãàëüíîãî ïîëî-

æåííÿ, ÿêùî âîíî ïðèéìà¹ ðiçíi çíà÷åííÿ ó ðiçíèõ êðèòè÷íèõ òî÷êàõ.

Îñêiëüêè ìíîãî÷ëåí ±x2 ± y2 ¹ îäíîðiäíèì i íå ìà¹ êðàòíèõ ìíîæíèêiâ, ç

ëåìè Ìîðñà âèïëèâà¹, ùî

M(M,P ) ⊂ F(M,P ).

Áiëüø òîãî, ìíîæèíàM(M,P ) ¹ âiäêðèòîþ i ñêðiçü ùiëüíîþ ó ïiäìíîæèíi

26
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ãëàäêèõ âiäîáðàæåíü ç C∞(M,P ), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâi (1). Òîìó F(M,P )

ñêëàäà¹òüñÿ ç áiëüø íiæ òèïîâèõ âiäîáðàæåíü ç M â P .

Äîáðå âiäîìî i ëåãêî äîâåñòè, ùî êîæåí îäíîðiäíèé ìíîãî÷ëåí f : R2 → R

¹ äîáóòêîì ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi ëiíiéíèõ i íåçâiäíèõ íàä R êâàäðàòè÷íèõ ìíî-

æíèêiâ: f =
l∏

i=1
Li ·

q∏
j=1

Qj, äå Li(x, y) = aix+biy òà Qj(x, y) = cix
2 +dixy+eiy

2.

Ïðèïóñòèìî, ùî deg f ≥ 2. Òîäi ïî÷àòîê êîîðäèíàò 0 ¹ ¹äèíîþ êðèòè÷íîþ

òî÷êîþ âiäîáðàæåííÿ f òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè f íå ìà¹ êðàòíèõ ëiíiéíèõ

ìíîæíèêiâ.

Òàêèì ÷èíîì ç óìîâè (2) âèïëèâà¹, ùî êîæíå âiäîáðàæåííÿ f ∈ F(M,P )

ìà¹ ëèøå içîëüîâàíi êðèòè÷íi òî÷êè. Ñòðóêòóðà øàðóâàíü ìíîæèí ðiâíÿ áiëÿ

êðèòè÷íèõ òî÷îê âiäîáðàæåííÿ f ∈ F(M,P ) çîáðàæåíà íà ðèñóíêó 1.1.1.1.

Êðèòè÷íà òî÷êà âiäîáðàæåííÿ f ∈ F(M,P ), ÿêà íå ¹ ëîêàëüíèì åêñòðåìóìîì,

áóäå íàçèâàòèñÿ ñiäëîì.

ëîêàëüíèé åêñòðåìóì ñiäëà

Ðèñ. 1.1.1.1: Òîïîëîãi÷íà ñòðóêòóðà ìíîæèí ðiâíÿ âiäîáðàæåíü ç F(M,P )

áiëÿ êðèòè÷íèõ òî÷îê.

Âiäìiòèìî òàêîæ, ùî êîæíîìó âiäîáðàæåííþ f ∈ F(M,P ) ìîæíà ïîñòàâè-

òè ó âiäïîâiäíiñòü (íåïåðåðâíó) ôóíêöiþ εf ç ìíîæèíè êîìïîíåíò çâ'ÿçíîñòi

ìåæi ∂M ó {±1}, ÿêà ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ −1, ÿêùî íà êîìïîíåíòi ìåæi f ìà¹

ëîêàëüíèé ìiíiìóì, òà +1, ÿêùî íà êîìïîíåíòi ìåæi f ìà¹ ëîêàëüíèé ìàêñè-

ìóì. Ó ðîçäiëi 4 ìè áóäåìî âèâ÷àòè ïiäìíîæèíó êëàñó F(M,P ) ôóíêöié f ,

äëÿ ÿêèõ εf ñïiâïàäà¹ ç çàäàíèìè íåïåðåðâíèìè ôóíêöiÿìè ε : ∂M → {±1}.



28

1.2 Äåÿêi êîíñòðóêöi¨, ïîâ'ÿçàíi ç f ∈ F(M,P ).

Íåõàé f ∈ F(M,P ). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Σf ìíîæèíó âñiõ êðèòè÷íèõ òî÷îê âiäîá-

ðàæåííÿ f . Òîäi ç óìîâè (2) âèïëèâà¹, ùî êîæíà òî÷êà z ∈ Σf ¹ içîëüîâàíîþ. Ó

âèïàäêó êîëè P = S1 ìîæíà òàêîæ ãîâîðèòè ïðî ëîêàëüíi åêñòðåìóìè âiäîá-

ðàæåííÿ f , i íàâiòü ïðî ëîêàëüíi ìiíiìóìè i ìàêñèìóìè, ÿêùî ìè çàôiêñó¹ìî

îði¹íòàöiþ S1.

Êîìïîíåíòó çâ'ÿçíîñòi K ìíîæèíè ðiâíÿ f−1(c), c ∈ P , ìè áóäåìî íàçèâàòè

ëèñòîì (âiäîáðàæåííÿ f). Òàêîæ ìè áóäåìî íàçèâàòè ìíîæèíè ðiâíÿ òà ëèñòè

âiäîáðàæåííÿ f ðåãóëÿðíèìè, ÿêùî âîíè íå ìiñòÿòü êðèòè÷íèõ òî÷îê. Iíàêøå

ìè áóäåìî íàçèâàòè ¨õ êðèòè÷íèìè.

Íåõàé U = U1 t U2 t · · · t Uk � íåçâ'ÿçíå îá'¹äíàííÿ çâ'ÿçíèõ îäíî- i äâî-

âèìiðíèõ ïiäìíîãîâèäiâ ïîâåðõíiM . Ìè áóäåìî êàçàòè, ùî U ¹ f -àäàïòîâàíèì

ïiäìíîãîâèäîì, ÿêùî äëÿ êîæíîãî i = 1, . . . , k âèêîíóþòüñÿ òàêi âëàñòèâîñòi:

1. ÿêùî dimUi = 1, òî Ui ¹ ðåãóëÿðíèì ëèñòîì âiäîáðàæåííÿ f ;

2. ÿêùî dimUi = 2, òî âñi êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi ìåæi ∂Ui ¹ ðåãóëÿðíèìè

ëèñòàìè âiäîáðàæåííÿ f .

Âiäìiòèìî, ùî ñêií÷åííå îá'¹äíàííÿ f -àäàïòîâàíèõ ïiäìíîãîâèäiâ òàêîæ ¹ f -

àäàïòîâàíèì ïiäìíîãîâèäîì. Î÷åâèäíî, ÿêùî U ¹ f -àäàïòîâàíîþ ïiäïîâåðõ-

íåþ, òî îáìåæåííÿ f |U íàëåæèòü ïðîñòîðó F(U, P ).

Îçíà÷åííÿ 1.2.1. Íåõàé K � ëèñò âiäîáðàæåííÿ f . Òîäi f-ðåãóëÿðíèì

îêîëîì ëèñòà K íàçèâà¹òüñÿ òàêà f -àäàïòîâàíà ïiäïîâåðõíÿ R ⊂M , ùî

1. R � çâ'ÿçíà,

2. R ìiñòèòü K òà R \K íå ìiñòèòü êðèòè÷íèõ òî÷îê f .

Áiëüø çàãàëüíî, íåõàé K = ∪ki=1Ki � íåçâ'ÿçíå îá'¹äíàííÿ ëèñòiâ Ki âiäîáðà-

æåííÿ f . Äëÿ êîæíîãîKi, i = 1, . . . , k, âèáåðåìî éîãî f -ðåãóëÿðíèé îêië òàêèì



29

÷èíîì, ùîá Ui ∩ Uj = ∅ äëÿ i 6= j. Òîäi îá'¹äíàííÿ U = ∪ki=1Ui íàçèâà¹òüñÿ

f -ðåãóëÿðíèì îêîëîì K.

ÍåõàéRK � f -ðåãóëÿðíèé îêië ëèñòàK òàD1, . . . ,Dq � êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi

M \RK , äèôåîìîðôíi 2-äèñêàì. Òîäi îá'¹äíàííÿ NK = RK∪D1 · · ·∪Dq áóäåìî

íàçèâàòè êàíîíi÷íèì îêîëîì K.

Ñèíãóëÿðíi øàðóâàííÿ âiäîáðàæåííÿ f

Ðîçãëÿíåìî áiëüø òîíêå ðîçáèòòÿ Ξf ïîâåðõíi M , åëåìåíòè ÿêîãî íàëåæàòü

îäíîìó ç òàêèõ òðüîõ òèïiâ:

(i) ðåãóëÿðíi ëèñòè âiäîáðàæåííÿ f ;

(ii) êðèòè÷íi òî÷êè âiäîáðàæåííÿ f ;

(iii) êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi ìíîæèí K \Σf , äå K ïðîáiãà¹ âñi êðèòè÷íi ëèñòè

âiäîáðàæåííÿ f (î÷åâèäíî, êîæíà òàêà êîìïîíåíòà ¹ âiäêðèòèì iíòåðâà-

ëîì).

Iíøèìè ñëîâàìè, êîæåí êðèòè÷íèé ëèñò âiäîáðàæåííÿ f äîäàòêîâî ðîçáèâà¹-

òüñÿ êðèòè÷íèìè òî÷êàìè. Ìè áóäåìî íàçèâàòè Ξf ñèíãóëÿðíèì øàðóâàííÿì

âiäîáðàæåííÿ f .

1.3 Ñòàáiëiçàòîðè òà îðáiòè ãëàäêèõ âiäîáðàæåíü

ÍåõàéM � ãëàäêà êîìïàêòíà ïîâåðõíÿ, òîáòî 2-âèìiðíèé ìíîãîâèä, ÿêèé ìîæå

áóòè íåçâ'ÿçíèì, íåîði¹íòîâíèì i ìàòè íåïîðîæíþ ìåæó, òà P � äiéñíà ïðÿìà

R àáî êîëî S1. Òîäi ãðóïà D(M) C∞-äèôåîìîðôiçìiâ ïîâåðõíi M äi¹ ñïðàâà

íà ïðîñòîði ãëàäêèõ âiäîáðàæåíü C∞(M,P ) çà òàêèì ïðàâèëîì: ðåçóëüòàò äi¨

äèôåîìîðôiçìó h ∈ D(M) íà f ∈ C∞(M,P ) ¹ êîìïîçèöi¹þ f ◦ h. Òîäi äëÿ

êîæíîãî f ∈ C∞(M,P ) ìîæíà âèçíà÷èòè ñòàáiëiçàòîð âiäîáðàæåííÿ f

S(f) = {h ∈ D(M) | f ◦ h = f}
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i éîãî îðáiòó

O(f) = {f ◦ h | h ∈ D(M)}

âiäíîñíî âêàçàíî¨ âèùå äi¨.

Áiëüø çàãàëüíî, ïîçíà÷èìî ÷åðåç D(M,X) ãðóïó äèôåîìîðôiçìiâ ïîâåðõíi

M , íåðóõîìèõ íà çàìêíåíié ïiäìíîæèíi X ⊂M . Íåõàé òàêîæ

S(f,X) = S(f) ∩ D(M,X) and O(f,X) = {f ◦ h | h ∈ D(M,X)}.

ÍàäiëèìîD(M,X) òà C∞(M,P ) C∞-òîïîëîãiÿìè Óiòíi i ¨õ ïiäïðîñòîðè S(f,X)

òà O(f,X) iíäóêîâàíèìè òîïîëîãiÿìè. Òîäi îòðèìó¹ìî âiäïîâiäíi òîïîëîãi¨ íà

ñòàáiëiçàòîðàõ i îðáiòàõ âiäîáðàæåíü f ∈ C∞(M,P ). Íåõàé òàêîæ Did(M,X) òà

Sid(f,X) � êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi ïðîñòîðiâ D(M,X) òà S(f,X), ÿêi ìiñòÿòü

òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ, i Of(f,X) � êîìïîíåíòà çâ'ÿçíîñòi îðáiòè O(f,X), ÿêà

ìiñòèòü f . Ïîçíà÷èìî òàêîæ

S ′(f,X) = S(f) ∩ Did(M,X).

ßêùî X = ∅, òî ìè áóäåìî âèêëþ÷àòè X iç ïîçíà÷åíü.

Äëÿ îði¹íòîâíî¨ ïîâåðõíiM ïîçíà÷èìî ÷åðåçD+(M) ãðóïó äèôåîìîðôiçìiâ,

ÿêi çáåðiãàþòü ¨¨ îði¹íòàöiþ. Òàêîæ äëÿ f ∈ C∞(M,P ) ïîêëàäåìî

S+(f) = D+(M) ∩ S(f), S−(f) = S(f) \ S+(f),

çâiäêè S−(f) ¹ iíøèì ñóìiæíèì êëàñîì ñòàáiëiçàòîðà S(f) ïî S+(f), âiäìiííèì

âiä S+(f).

1.4 Ãðàô Êðîíðîäà-Ðiáà

Íåõàé M � êîìïàêòíà ïîâåðõíÿ. Äëÿ çàäàíîãî âiäîáðàæåííÿ f ∈ F(M,P )

ðîçãëÿíåìî ðîçáèòòÿ ïîâåðõíi M íà ëèñòè öüîãî âiäîáðàæåííÿ. Íåõàé òàêîæ

Γf � ìíîæèíà åëåìåíòiâ öüîãî ðîçáèòòÿ i p : M → Γf � ôàêòîð âiäîáðàæåííÿ,
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ÿêå êîæíîìó x ∈M ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ëèñò âiäîáðàæåííÿ f , ÿêèé ìiñòèòü

x. Íàäiëèìî Γf âiäïîâiäíîþ ôàêòîð òîïîëîãi¹þ. Òîäi ïiäìíîæèíà W ⊂ Γf ¹

âiäêðèòîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ïðîîáðàç p−1(W ) ¹ âiäêðèòèì ó M .

Îñêiëüêè f ïðèéìà¹ ïîñòiéíi çíà÷åííÿ íà êîìïîíåíòàõ çâ'ÿçíîñòi ìåæi ∂M

i ìà¹ òiëüêè ñêií÷åííó êiëüêiñòü êðèòè÷íèõ òî÷îê, òî Γf ¹ �òîïîëîãi÷íèì ãðà-

ôîì�, òîáòî îäíîâèìiðíèì CW-êîìïëåêñîì. Âií òàêîæ íàçèâà¹òüñÿ ãðàôîì

Êðîíðîäà-Ðiáà àáî ïðîñòî ãðàôîì âiäîáðàæåííÿ f .

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ¹ î÷åâèäíèì.

Ëåìà 1.4.1. Äëÿ f ∈ F(M,P ) òàêi óìîâè ¹ åêâiâàëåíòíèìè:

(à) êîæíèé ðåãóëÿðíèé ëèñò âiäîáðàæåííÿ f â IntM ðîçáèâà¹ M ;

(á) ãðàô Γf âiäîáðàæåííÿ f ¹ äåðåâîì.

Íàïðèêëàä, öi óìîâè âèêîíóþòüñÿ, ÿêùî M ¹ îäíi¹þ ç òàêèõ ïîâåðõîíü: 2-

äèñê, öèëiíäð, 2-ñôåðà, ñòði÷êà Ìåáióñà, ïðîåêòèâíà ïëîùèíà.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ¹ äîáðå âiäîìèì äëÿ âiäîáðàæåíü Ìîðñà i ìîæå áóòè

ëåãêî ïðîäîâæåíèì äî âiäîáðàæåíü ç M ó P ç içîëüîâàíèìè êðèòè÷íèìè òî-

÷êàìè, ÿêi ïðèéìàþòü ïîñòiéíi çíà÷åííÿ íà êîìïîíåíòàõ çâ'ÿçíîñòi ìåæi ∂M .

Ëåìà 1.4.2. cf. [16, Corollary 3.8]. Íåõàé f ∈ F(M,P ). Òîäi ôàêòîð âiäîáðà-

æåííÿ p : M → Γf iíäóêó¹ åïiìîðôiçì

p∗ : H1(M,∂M,Z)→→ H1(Γf ,Z)

ìiæ âiäïîâiäíèìè öiëèìè ãðóïàìè ãîìîëîãié.

Äîâåäåííÿ. Ìîæíà ëåãêî ïîêàçàòè, ùî iñíó¹ íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ

s : Γf → M , òàêå, ùî p ◦ s ¹ ãîìîòîïíèì äî idΓf
, òîìó s ¹ �ãîìîòîïi÷íèì

ïåðåðiçîì� âiäîáðàæåííÿ p : M → Γf . Òîäi ìè îòðèìó¹ìî òàêó êîìóòàòèâíó
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äiàãðàìó

H1(M,Z)
p∗

'' ''

H1(Γf ,Z)
* 


s∗
77

id //H1(Γf ,Z),

çâiäêè âèïëèâà¹ ñþð'¹êòèâíiñòü p∗.

Íàñëiäîê 1.4.3. Íåõàé M � 2-ñôåðà àáî ïðîåêòèâíà ïëîùèíà ç k ≥ 0 äið-

êàìè. Òîäi äëÿ êîæíîãî f ∈ F(M,P ) ãîìîìîðôiçì p∗ ¹ íóëåì, çâiäêè ãðàô

Êðîíðîäà-Ðiáà Γf âiäîáðàæåííÿ f ¹ äåðåâîì.

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, äëÿ òàêèõ ïîâåðõîíü ãîìîìîðôiçì

i∗ : H1(∂M,Z)→ H1(M,Z),

iíäóêîâàíèé âêëþ÷åííÿì i : ∂M ⊂ M , ¹ ñþð'¹êòèâíèì. Îñêiëüêè f ïðèéìà¹

ïîñòiéíi çíà÷åííÿ íà êîìïîíåíòàõ ìåæi ∂M , òî p∗◦i∗ = 0, çâiäêè p∗ ¹ íóëüîâèì

åïiìîðôiçìîì. Òîìó H1(Γf ,Z) = 0, à îòæå Γf ¹ äåðåâîì.

1.5 Âiíöåâi äîáóòêè, ïîðîäæåíi öèêëi÷íèìè çñóâàìè

Íåõàé G � ãðóïà i n,m ∈ N. Âèçíà÷èìî íååôåêòèâíi ïðàâi äi¨

α : Gnm × Z2 → Gnm, β : Gn × Z→ Gn ãðóïè Z2 íà Gnm i Z íà Gn öèêëi÷íèìè

çñóâàìè êîîðäèíàò çà ôîðìóëàìè:

α((gi,j)
n,m
i,j=1, (a, b)) = (gi+a,j+b)

n,m
i,j=1 β((gi)

n
i=1, a) = (gi+a)

n
i=1,

äå a, b ∈ Z. Öi äi¨ äîçâîëÿþòü ââåñòè ñòðóêòóðè ãðóï íà äåêàðòîâèõ äîáóòêàõ

ìíîæèí Gnm × Z òà Gn × Z çà òàêèìè ñòàíäàðòíèìè ôîðìóëàìè

(g1, a1, b1)·(g2, a2, b2) = (α(g1, a2, b2)g2, a1+a2, b1+b2), g1, g2 ∈ Gnm, a1, a2, b1, b2 ∈ Z,

(g1, a1) · (g2, a2) = (β(g1, a2)g2, a1 + a2), g1, g2 ∈ Gn, a1, a2 ∈ Z.
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Îòðèìàíi ãðóïè ïîçíà÷èìî ÷åðåç G on,m Z2 òà G on Z âiäïîâiäíî. Çàóâàæèìî,

ùî öi ãðóïè ¹ âiíöåâèìè äîáóòêàìè G ç Z2 òà G ç Z âiäíîñíî äié α òà β.

Âiäìiòèìî, ùî ìàþòü ìiñöå içîìîðôiçìè:

G o
1
Z ' G× Z, 1 o

n
Z ' Z.

G o
1,1

Z2 ' G× Z2, 1 o
n,m

Z2 ' Z2.

1.6 Çñóâè âçäîâæ îðáiò ïîòîêiâ

Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið.

Îçíà÷åííÿ 1.6.1. Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ F : X×R→ X ¹ (ãëîáàëüíèì)

ïîòîêîì íà X, ÿêùî F0 = idX òà Fs ◦ Fϕ2
= Fs+ϕ2

äëÿ âñiõ s, ϕ2 ∈ R, äå

Fs : X → X çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ Fs(x) = F(x, s). Äëÿ x ∈ X ïiäìíîæèíà

F(x× R) ⊂ X íàçèâà¹òüñÿ îðáiòîþ òî÷êè x.

Äîáðå âiäîìî, ùî âåêòîðíå ïîëå F êëàñó Cr, 1 ≤ r ≤ ∞, ãëàäêîãî êîìïà-

êòíîãî ìíîãîâèäó X, ÿêå ¹ äîòè÷íèì äî ∂X, çàâæäè ïîðîäæó¹ ïîòiê F.

Äàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî F � ïîòiê íà òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X. Íåõàé

òàêîæ V ⊂ X � ïiäìíîæèíà öüîãî ïðîñòîðó. Áóäåìî êàçàòè, ùî íåïåðåðâíå

âiäîáðàæåííÿ h : V → X çáåðiãà¹ îðáiòè ïîòîêó F íà V , ÿêùî h(γ ∩ V ) ⊂ γ

äëÿ êîæíî¨ îðáiòè γ ïîòîêó F. Îñòàíí¹ îçíà÷à¹, ùî äëÿ êîæíîãî x ∈ U iñíó¹

÷èñëî αx ∈ R, òàêå, ùî h(x) = F(x, αx). Âiäìiòèìî, ùî âçàãàëi êàæó÷è αx íå ¹

¹äèíîþ i íå íåïåðåðâíî çàëåæèòü âiä x.

Íàâïàêè, íåõàé α : V → R � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ, òàêà, ùî ¨¨ ãðàô Γα =

{(x, α(x)) | x ∈ V } ìiñòèòüñÿ â W . Äëÿ ãëîáàëüíîãî ïîòîêó äîâiëüíà íåïå-

ðåðâíà ôóíêöiÿ α : V → R çàäîâîëüíÿ¹ öþ óìîâó. Òîäi ìîæíà âèçíà÷èòè

âiäîáðàæåííÿ Fα : V → X çà ôîðìóëîþ

Fα(z) := F(z, α(z)) = Fα(z)(z).
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Ìè áóäåìî íàçèâàòèFα çñóâîì âçäîâæ îðáiò ïîòîêó F ôóíêöi¹þ α, à ôóíêöiþ

α áóäåìî íàçèâàòè ôóíêöi¹þ çñóâó äëÿ Fα.

Âiäìiòèìî, ùî Fα çáåðiãà¹ îðáiòè ïîòîêó F íà V i âçàãàëi êàæó÷è íå ¹ ãîìå-

îìîðôiçìîì.

1.7 Ãàìiëüòîíîâîïîäiáíi ïîòîêè äëÿ g ∈ F(M,P )

Íåõàé M � îði¹íòîâíà êîìïàêòíà ïîâåðõíÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.7.1. Íåõàé g ∈ F(M,P ) i Σf � ìíîæèíà âñiõ êðèòè÷íèõ òî÷îê

âiäîáðàæåííÿ g. Ãëàäêå âåêòîðíå ïîëå F íà M áóäåìî íàçèâàòè ãàìiëüòî-

íîâîïîäiáíèì äëÿ g, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè.

(à) F (z) = 0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè z ¹ êðèòè÷íîþ òî÷êîþ âiäîáðàæåí-

íÿ g.

(á) F (g) ≡ 0 âñþäè íà M , òîáòî g ïîñòiéíå âçäîâæ îðáiò ïîëÿ F .

(â) Íåõàé z � êðèòè÷íà òî÷êà âiäîáðàæåííÿ g. Òîäi iñíó¹ ëîêàëüíå ïðåä-

ñòàâëåííÿ âiäîáðàæåííÿ g ó òî÷öi z, ÿêå ¹ îäíîðiäíèì ìíîãî÷ëåíîì

v : (R2, 0) → (R, 0) áåç êðàòíèõ ìíîæíèêiâ (ÿê ó Îçíà÷åííi 1.1.1) òà

äëÿ ÿêîãî ó òèõ ñàìèõ êîîðäèíàòàõ (x, y) áiëÿ ïî÷àòêó êîîðäèíàò 0 ó

R2 ìà¹ìî F = −v′y ∂
∂x + v′x

∂
∂y .

Ç (à) i Îçíà÷åííÿ 1.1.1 âèïëèâà¹, ùî âñi îðáiòè ïîëÿ F ¹ â òî÷íîñòi åëåìåíòà-

ìè ñèíãóëÿðíîãî øàðóâàííÿ Ξg, òîáòî êîæíà îðáiòà ïîëÿ F íàëåæèòü îäíîìó

ç òàêèõ òèïiâ:

� êðèòè÷íà òî÷êà âiäîáðàæåííÿ g;

� ðåãóëÿðíèé ëèñò âiäîáðàæåííÿ g, à òîìó ¹ çàìêíåíîþ îðáiòîþ ïîëÿ F ;

� êîìïîíåíòà çâ'ÿçíîñòi ìíîæèí K \ Σf , äå K ïðîáiãà¹ âñi êðèòè÷íi ëèñòè

âiäîáðàæåííÿ g.
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Çà [19, Lemma 5.1] àáî [23, Lemma 16] äëÿ êîæíîãî g ∈ F(M,P ) iñíó¹ ãàìiëü-

òîíîâîïîäiáíå âåêòîðíå ïîëå. Äëÿ äîâåäåííÿ âiçüìåìî ãàìiëüòîíîâå âåêòîðíå

ïîëå F äëÿ g âiäíîñíî äîâiëüíî¨ ñèìïëåêòè÷íî¨ ôîðìè ω íà M , i òîäi âiä-

ïîâiäíî çìiíèìî F áiëÿ êîæíî¨ êðèòè÷íî¨ òî÷êè âiäîáðàæåííÿ g çãiäíî ç (â)

Îçíà÷åííÿ 1.7.1.

Íåõàé F � ãàìiëüòîíîâîïîäiáíå âåêòîðíå ïîëå äëÿ g. Îñêiëüêè g ïðèéìà¹

ïîñòiéíi çíà÷åííÿ íà êîìïîíåíòàõ ìåæi ïîâåðõíi M , òî F ¹ äîòè÷íèì äî ∂M

i òîìó âîíî ïîðîäæó¹ ïîòiê F : M × R→M , ÿêèé ìè òàêîæ áóäåìî íàçèâàòè

ãàìiëüòîíîâîïîäiáíèì äëÿ g.

Äëÿ êîæíî¨ ãëàäêî¨ ôóíêöi¨ α : M → R íåõàé Fα : M →M � âiäîáðàæåííÿ,

âèçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ

Fα(x) = F(x, α(x)), x ∈M. (1.1)

Òîäi çíîâó áóäåìî íàçèâàòè Fα çñóâîì âçäîâæ îðáiò ïîòîêó F çà äîïîìîãîþ

ôóíêöi¨ α. Ó ñâîþ ÷åðãó, α áóäåìî íàçèâàòè ôóíêöi¹þ çñóâó äëÿ Fα.

Î÷åâèäíî, óìîâà (á) Îçíà÷åííÿ 1.7.1 åêâiâàëåíòíà ïðèïóùåííþ, ùî

g ◦ Ft = g

äëÿ âñiõ t ∈ R, òîáòî Ft ∈ S(g).

Áiëüø çàãàëüíî, îñêiëüêè Fα çàëèøà¹ iíâàðiàíòíîþ êîæíó îðáiòó ïîòîêó F,

ìè áà÷èìî, ùî g ◦ Fα = g äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ α ∈ C∞(M,R). Çîêðåìà, Fα

¹ äèôåîìîðôiçìîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè Fα ∈ S(g). Áiëüø òîãî, ó öüîìó

âèïàäêó Fα ∈ Sid(g) i {Ftα}t∈[0,1] ¹ içîòîïi¹þ ìiæ idM òà Fα.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç F (α) ïîõiäíó Ëi ôóíêöi¨ α âiäíîñíî F i íåõàé

Θ(F ) = {α ∈ C∞(M,R) | 1 + F (α) > −0}. (1.2)

Òåîðåìà 1.7.2. [19, Theorem 1.3], [23, Theorem 3].

Íåõàé g ∈ F(M,P ), F : M × R→ M � ïîòiê ïîðîäæåíèé äåÿêèì ãàìiëüòî-

íîâèì âåêòîðíèì ïîëåì F i ϕF : Θ(F )→ Sid(g) � âiäîáðàæåííÿ, âèçíà÷åíå çà
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ôîðìóëîþ ϕF (α) = Fα. ßêùî g ìà¹ ïðèíàéìíi îäíå ñiäëî àáî âèðîäæåíèé

ëîêàëüíèé åêñòðåìóì, òî ϕF ¹ ãîìåîìîðôiçìîì âiäíîñíî C∞ òîïîëîãié

i Sid(g) ¹ ñòÿãóâàíèì (îñêiëüêè Θ(F ) ¹ îïóêëîþ).

Iíàêøå, iñíó¹ θ ∈ Θ(F ), òàêà, ùî ϕF ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíå ÿê êîìïî-

çèöiÿ

ϕF : Θ(F )
quotient−−−−−→ Θ(F )/{nθ}n∈Z

homeomorphism−−−−−−−−−−→ Sid(g)

ôàêòîð âiäîáðàæåííÿ ïî çàìêíåíié äèñêðåòíié ïiäãðóïi Z = {nθ}n∈Z ìíî-

æèíè Θ(F ) i ãîìåîìîðôiçìó ôàêòîð ïðîñòîðó Θ(F ) ïî Z íà Sid(g). Çîêðåìà,

ϕF ¹ íåñêií÷åííèì öèêëi÷íèì íàêðèâàþ÷èì âiäîáðàæåííÿì i Sid(g) ¹ ãîìî-

òîïi÷íî åêâiâàëåíòíèì äî êîëà.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ¹ ïðèíöèïîâèì òåõíi÷íèì ðåçóëüòàòîì, îòðèìàíèì ó

ñåði¨ ñòàòåé Ñ.I. Ìàêñèìåíêà, äèâ. [25, Lemma 6.1(iv)], òà áóäå çàñòîñîâóâàòèñü

ó ðîçäiëi 3:

Ëåìà 1.7.3. Íåõàé F : M ×R→M � ãàìiëüòîíîâîïîäiáíèé ïîòiê äëÿ f òà

h ∈ S(f). Òîäi h ∈ Sid(f) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ C∞ ôóíêöiÿ α : M →

R, òàêà, ùî h(x) = F(x, α(x)) äëÿ âñiõ x ∈M . Áiëüø òîãî, ó öüîìó âèïàäêó

ãîìîòîïiÿ H : M × [0; 1] → M , çàäàíà ôîðìóëîþ H(x, ϕ2) = F(x, ϕ2α(x)), ¹

içîòîïi¹þ ìiæ H0 = idM òà H1 = h ó S(f).

1.8 Âiäîìîñòi ïðî ãëàäêi ôóíêöi¨ íà ïîâåðõíÿõ

Ó íàñòóïíîìó òâåðäæåííi îïèñàíà âiäîìà iíôîðìàöiÿ ïðî ãîìîòîïi÷íi òèïè

ñòàáiëiçàòîðiâ i îðáiò âiäîáðàæåíü f ∈ F(M,P ).

Òåîðåìà 1.8.1. Íåõàé M � çâ'ÿçíà êîìïàêòíà ïîâåðõíÿ, f ∈ F(M,P ), òà

X � îá'¹äíàííÿ ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi äåÿêèõ ëèñòiâ âiäîáðàæåííÿ f i äåÿêèõ

éîãî êðèòè÷íèõ òî÷îê. Òîäi ìàþòü ìiñöå òàêi òâåðäæåííÿ.
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(1) Âiäîáðàæåííÿ p : D(M,X) → O(f,X), âèçíà÷åíå ôîðìóëîþ p(h) =

f ◦ h, ¹ ãîëîâíèì ëîêàëüíî òðèâiàëüíèì S(f,X)-ðîçøàðóâàííÿì. Çîêðåìà,

âiäîáðàæåííÿ îáìåæåííÿ p : Did(M,X) → Of(f,X) òàêîæ ¹ ãîëîâíèì ëî-

êàëüíî òðèâiàëüíèì S ′(f,X)-ðîçøàðóâàííÿì, [33], [19].

(2) Ãðóïà Sid(f,X) ¹ ãîìîïîïi÷íî åêâiâàëåíòíîþ êîëó òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:

• M � îði¹íòîâíà, χ(M) ≥ 0, X ñêëàäà¹òüñÿ ç íå áiëüø íiæ χ(M) êðè-

òè÷íèõ òî÷îê âiäîáðàæåííÿ f , i êîæíà êðèòè÷íà òî÷êà öüîãî âiäîáðà-

æåíÿ ¹ íåâèðîäæåíèì ëîêàëüíèì åêñòðåìóìîì.

Iíàêøå, Sid(f,X) ¹ ñòÿãóâàíèì, i ó öüîìó âèïàäêó

(à) ÿêùî M = S2, X = ∅ òà f ¹ âiäîáðàæåííÿì Ìîðñà ç ðiâíî äâîìà

êðèòè÷íèìè òî÷êàìè (ìiíiìóìîì i ìàêñèìóìîì), òî Of(f) ¹ ãîìî-

òîïi÷íî åêâiâàëåíòíîþ äî S2;

(á) iíàêøå, ÿêùî M = S2 àáî RP 2 òà X = ∅, òî πkOf(f) ∼= πkS
3 äëÿ

k ≥ 2;

(â) iíàêøå, πkOf(f,X) = 0 äëÿ k ≥ 2, [19], [23].

(3) Ïðèïóñòèìî, ùî Sid(f,X) ¹ ñòÿãóâàíèì. Òîäi ìà¹ìî òàêó êîðîòêó òî-

÷íó ïîñëiäîâíîñòü1:

π1Did(M,X) ↪
p−−→ π1O(f,X) −→→ π0S ′(f,X). (1.3)

ßêùî χ(M) < |X|, ãðóïà Did(M,X) òàêîæ ¹ ñòÿãóâàíîþ i ç (1.3) âèïëèâà¹

içîìîðôiçì

π1Of(f,X) ∼= π0S ′(f,X),

äèâ. [19], [23].

1 Âñþäè ó äèñåðòàöi¨ ñòðiëêà ↪→ îçíà÷à¹ �ìîíîìîðôiçì� i →→ îçíà÷à¹ �åïiìîðôiçì�.
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(4) Of(f,X) = Of(f,X∪V ) äëÿ äîâiëüíîãî îá'¹äíàííÿ êîìïîíåíò çâ'ÿçíîñòi

ìåæi V ïîâåðõíi M , [37].

(5) ßêùî f ¹ âiäîáðàæåííÿì Ìîðñà i ìà¹ ðiâíî n êðèòè÷íèõ òî÷îê, òî

Of(f) ¹ ãîìîòîïi÷íî åêâiâàëåíòíîþ äî äåÿêîãî íàêðèâàþ÷îãî ïðîñòîðó n-

ãî êîíôiãóðàöiéíîãî ïðîñòîðó ïîâåðõíi M , ÿêèé ó ñâîþ ÷åðãó ¹ ãîìîòîïi÷íî

åêâiâàëåíòíèì äî äåÿêîãî (ìîæëèâî íåêîìïàêòíîãî) (2n−1)-âèìiðíîãî CW-

êîìïëåêñó. Çîêðåìà, π1Of(f) ¹ ïiäãðóïîþ n-¨ ãðóïè êiñ Bn(M) ïîâåðõíi M ,

[20].

(6) Íåõàé f ¹ âiäîáðàæåííÿì çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ. ßêùî M = S2

òà f ìà¹ äâi êðèòè÷íi òî÷êè, ÿêi ¹ ëîêàëüíèìè åêñòðåìóìàìè, òî Of(f) ¹

ãîìîòîïi÷íî åêâiâàëåíòíîþ äî S2. Iíàêøå, ÿêùîM = S2 àáî RP 2, òî Of(f) ¹

ãîìîòîïi÷íî åêâiâàëåíòíîþ äî SO(3)× (S1)k äëÿ äåÿêîãî k ≥ 0. Ó âñiõ iíøèõ

âèïàäêàõ Of(f) ¹ ãîìîòîïi÷íî åêâiâàëåíòíîþ äî (S1)k äëÿ äåÿêîãî k ≥ 0, [19].

(7) Íåõàé M ¹ îði¹íòîâíîþ, f ∈M(M,R) òà χ(M) < |Fix(S ′(f))| (ùî âè-

êîíó¹òüñÿ, íàïðèêëàä, ÿêùî χ(M) < 0 àáî ÿêùî f ¹ âiäîáðàæåííÿì çàãàëüíî-

ãî ïîëîæåííÿ i ìà¹ ïðèíàéìíi îäíó ñiäëîâó êðèòè÷íó òî÷êó). Òîäi Of(f) ìà¹

ãîìîòîïi÷íèé òèï ôàêòîð-ïðîñòîðó (S1)k/G k-òîðà (S1)k ïî âiëüíié äi¨ äå-

ÿêî¨ ñêií÷åííî¨ ãðóïè G, ÿêùîM 6= S2, i ãîìîòîïi÷íèé òèï ((S1)k/G)×SO(3),

ÿêùî M = S2, [9], [35], [10], i òàêîæ [11] äëÿ ôóíêöié ç ëîêàëüíèìè ñèíãó-

ëÿðíîñòÿìè Aµ-òèïiâ, µ ∈ N.

Ðåçóëüòàòè â (7) îòðèìàíi Î. Êóäðÿâöåâîþ.

Âiäìiòèìî, ùî ó âèïàäêó (â), íàïðèêëàä ÿêùîM âiäìiííà âiä 2-ñôåðè i ïðî-

åêòèâíî¨ ïëîùèíè, Of(f) ¹ àñôåðè÷íîþ, i òîìó ¨¨ ãîìîòîïi÷íèé òèï ïîâíiñòþ

âèçíà÷à¹òüñÿ ôóíäàìåíòàëüíîþ ãðóïîþ π1Of(f).

ßêùî f � âiäîáðàæåííÿ çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ, òî çà (6)Of(f) ¹ ãîìîòîïi÷íî

åêâiâàëåíòíîþ äåÿêîìó òîðó (S1)k, çâiäêè π1Of(f) = Zk ¹ âiëüíîþ àáåëåâîþ
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ãðóïîþ.

Íåõàé M ¹ îði¹íòîâíîþ i âiäìiííîþ âiä S2. Òîäi çà (7) ìà¹ìî äåÿêó âiëüíó

äiþ ñêií÷åííî¨ ãðóïè G íà òîði (S1)k. Òîäi ôàêòîð âiäîáðàæåííÿ q : (S1)k →

(S1)k/G ëîêàëüíî ¹ íàêðèâàþ÷èì âiäîáðàæåííÿì, çâiäêè ìà¹ìî òàêó êîðîòêó

òî÷íó ïîñëiäîâíiñòü:

π1(S
1)k ↪→ π1(S

1)k/G→→ G,

ÿêà çãiäíî ç (7) ìîæå áóòè ïåðåïèñàíà òàêèì ÷èíîì:

Zk ↪→ π1Of(f)→→ G.

Öÿ ïîñëiäîâíiñòü áóëà âïåðøå âiäêðèòà â [19, Eq. (1.6)]. Çîêðåìà, ç íå¨ âèïëè-

âà¹, ùî π1Of(f) ¹ êðèñòàëîãðàôi÷íîþ ãðóïîþ, òîáòî ìiñòèòü âiëüíó àáåëåâó

íîðìàëüíó ïiäãðóïó ñêií÷åííîãî iíäåêñó. Áiëüø òîãî, çãiäíî ç (5) π1Of(f) ¹

òàêîæ ïiäãðóïîþof äåÿêî¨ ãðóïè êiñ Bn(M) of M . Îñêiëüêè Bn(M) íå ìà¹ åëå-

ìåíòiâ ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó, π1Of(f) òàêîæ íå ìà¹ òàêèõ åëåìåíòiâ, i òîìó âîíà

¹ ãðóïîþ Áiáåðáàõà.

Äëÿ ïîäàëüøîãî îïèñó âiäîìèõ ðåçóëüòàòiâ, äëÿ êîæíî¨ f -àäàïòîâàíî¨ çâ'ÿçíî¨

ïiäïîâåðõíi X ⊂M íåõàé

Pf(X) := π1Of |X(f |X).

áóäå ôóíäàìåíòàëüíîþ ãðóïîþ îðáiòè îáìåæåííÿ f íà X. Çîêðåìà, ÿêùî ∂M

íåïîðîæíÿ àáî χ(M) < 0, òî ç Òåîðåìè 1.8.1 ìè îòðèìó¹ìî òàêi içîìîðôiçìè:

Pf(M) := π1Of(f)
(4)∼= π1Of(f, ∂M)

(3)∼= π0S ′(f, ∂M). (1.4)

1.9 Âèñíîâêè

Â ðîçäiëi 1, äëÿ çðó÷íîñòi, íàâîäÿòüñÿ äîïîìiæíi òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi, ùî

áóäóòü âèêîðèñòîâóâàòèñÿ â ïîäàëüøîìó âèêëàäi ðîáîòè.



Ðîçäië 2. Ôóíäàìåíòàëüíà ãðóïà îðáiò ãëàä-

êèõ ôóíêöié íà ñòði÷öi Ìåáióñà

2.1 Ãîëîâíi ðåçóëüòàòè

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè ïðîäîâæó¹ìî âèâ÷àòè ãîìîòîïi÷íi òèïè ñòàáiëiçàòîðiâ S(f,X)

i îðáiò O(f,X), iñòîðiÿ âèâ÷åííÿ ÿêèõ áóëà îïèñàíà ó ïiäðîçäiëi 1.8. Ãîëîâíi

ðåçóëüòàòè ðîçäiëó, Òåîðåìè 2.1.2 i 2.1.3, ïîâ'ÿçàíi ç ãðóïîþ π0S(f,X) äëÿ âè-

ïàäêó, êîëèM ¹ ñòði÷êîþ Ìåáióñà,X = ∂M , òà f : M → P íàëåæèòü ïðîñòîðó

âiäîáðàæåíü F(M,P ).

Ó íàñòóïíîìó òâåðäæåííi çiáðàíi äåêiëüêà ðåçóëüòàòiâ ïðî Pf(M).

Òåîðåìà 2.1.1. [22], [28], [29], [30], [4], [2]. Íåõàé M � êîìïàêòíà ïîâåðõ-

íÿ. Òîäi äëÿ êîæíîãî f ∈ F(M,P ) iñíóþòü ïîïàðíî íåçâ'ÿçíi f -àäàïòîâàíi

ïiäïîâåðõíi Y1, . . . , Yn ⊂M , êîæíà ç ÿêèõ ìiñòèòü êðèòè÷íi òî÷êè âiäîáðà-

æåííÿ f i ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi.

(1) ßêùî χ(M) < 0, òî êîæíà Yi ¹ àáî 2-äèñêîì, àáî öèëiíäðîì, àáî ñòði÷êîþ

Ìåáióñà, i

Pf(M) ∼=
n∏
i=1

Pf(Yi).

(2) Íåõàé M ¹ 2-äèñêîì i f ìà¹ ¹äèíó êðèòè÷íó òî÷êó z, ÿêà âiäïîâiäíî

¹ ëîêàëüíèì åêñòðåìóìîì. ßêùî z � íåâèðîäæåíà, òî Pf(M) = {1}.

Iíàêøå, Pf(M) = Z.

(3) ÿêùî M ¹ öèëiíäðîì i f íå ìà¹ êðèòè÷íèõ òî÷îê, òî Pf(M) = {1}.
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(4) ßêùî M � 2-äèñê àáî öèëiíäð i f ìà¹ ñiäëîâi êðèòè÷íi òî÷êè, òî êîæíà

Yi ¹ 2-äèñêîì, i ïiñëÿ âiäïîâiäíî¨ ¨õ ïåðåíóìåðàöi¨ ç äâîìà iíäåêñàìè {Yi,j}

ãðóïà Pf(M) ¹ içîìîðôíîþ îäíié ç òàêèõ ãðóï:

a∏
i=1

(( bi∏
j=1

Pf(Yi,j)
)
o
ki

Z
)
, Z×

a∏
i=1

(( bi∏
j=1

Pf(Yi,j)
)
o
ki

Z
)
,

äëÿ äåÿêèõ a, bi, ki, i = 1, . . . , a.

(5) Íåõàé M = T 2 ¹ 2-òîðîì.

(à) ßêùî ãðàô Êðîíðîäà-Ðiáà Γf âiäîáðàæåííÿ f (äèâ. îçíà÷åííÿ ó �1.4)

¹ äåðåâîì, òî êîæíà Yi ¹ 2-äèñêîì, i

Pf(T 2) ∼=
( n∏
k=1

Pf(Yk)
)
o
a,b

Z2.

äëÿ äåÿêèõ a, b ≥ 1.

(á) Iíàêøå, Γf ìiñòèòü ¹äèíèé öèêë, n = 1, Y1 ¹ öèëiíäðîì, i

Pf(T 2) ∼= Pf(Y1) o
k
Z

äëÿ äåÿêîãî k ≥ 1.

Âiäìiòèìî, ùî ó öié òåîðåìi Pf(M), Pf(Yi), Pf(Yi,j) ìîæíà çàìiíèòè äîâiëü-

íèìè ãðóïàìè òèïó (1.4). Ç iíøî¨ ñòîðîíè, Pf(T 2) = π1Of(f) íå òà æ ñàìà, ùî

π0S ′(f), îñêiëüêè π1D(T 2) ∼= Z2 i çãiäíî ç (1.3) ìè ìà¹ìî òàêó êîðîòêó òî÷íó

ïîñëiäîâíiñòü: Z2 ↪→ π1Of(f)→→ π0S ′(f).

Òåîðåìà 2.1.1 ïîêàçó¹, ùî äëÿ áiëüøîñòi ïîâåðõîíü (ìîæëèâî êðiì 2-ñôåðè,

ïðîåêòèâíî¨ ïëîùèíè i ïëÿøêè Êëåéíà) îá÷èñëåííÿ Pf(M) çâîäèòüñÿ äî âè-

ïàäêiâ 2-äèñêà i ñòði÷êè Ìåáióñà. Äiéñíî, âèïàäêè (1) òà (5) çâîäÿòü îá÷èñëå-

ííÿ äî 2-äèñêiâ, öèëiíäðiâ i ñòði÷îê Ìåáióñà. Äàëi, ó âèïàäêó (4) êîæíà Yi,j

ìiñòèòü ìåíøó êiëüêiñòü êðèòè÷íèõ òî÷îê, íiæ f , çâiäêè ãðóïà Pf(Yi,j) ìà¹
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ïîäiáíó ñòðóêòóðó i ìîæíà âèêîðèñòàòè iíäóêöiþ çà ÷èñëîì êðèòè÷íèõ òî÷îê

âiäîáðàæåííÿ f ç ïî÷àòêîâèì iíäóêöiéíèì êðîêîì, äàíèì ó âèïàäêàõ (3) òà (4).

Íàøà ìåòà � îïèñàòè ñòðóêòóðó Pf(M) äëÿ âèïàäêó, êîëè M ¹ ñòði÷êîþ

Ìåáióñà i ïðè ïåâíèõ îáåæåííÿõ íà f ∈ F(M,P ). Âiäêðèòèìè çàëèøàþòüñÿ

âèïàäêè 2-ñôåðè i âñiõ íåîði¹íòîâíèõ ïîâåðõîíü.

Òåîðåìà 2.1.2. Íåõàé B � ñòði÷êà Ìåáióñà i f ∈ F(B,P ). Iñíó¹ ¹äèíà êðèòè-

÷íà êîìïîíåíòà K äåÿêî¨ ìíîæèíè ðiâíÿ âiäîáðàæåííÿ f ç òàêèìè âëàñòè-

âîñòÿìè: ÿêùî W ¹ f -ðåãóëÿðíèì îêîëîì êîìïîíåíòè K òà Y0, Y1, . . . , Yn �

âñi êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi çàìèêàííÿ B \W çàíóìåðîâàíi òàêèì ÷èíîì, ùî

∂B ⊂ Y0, òî Y0 ¹ öèëiíäðîì S1× [0, 1] òà êîæíà êîìïîíåíòà Yk, k = 1, . . . , n,

¹ 2-äèñêîì. Çîêðåìà,

h(K) = K, h(Y0) = Y0, h
( n
∪
k=1

Yk
)

=
n
∪
k=1

Yk,

äëÿ êîæíîãî h ∈ S(f).

Íåõàé Y = {Y1, . . . , Yn} � ñiì'ÿ âñiõ êîìïîíåíò çâ'ÿçíîñòi çàìèêàííÿ B \W ,

ÿêi ¹ 2-äèñêàìè, ÿê ó Òåîðåìi 2.1.2. Îñêiëüêè
n
∪
k=1

Yk ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî

S(f, ∂B), ìè ìà¹ìî ïðèðîäíó äiþ ïåðåñòàíîâêàìè ñòàáiëiçàòîðà S(f, ∂B) íà

Y.

Çàôiêñó¹ìî îði¹íòàöiþ êîæíî¨ Yk, k = 1, . . . , n, òà ïîêëàäåìî Ŷ = Y×{±1}.

Òîäi äiÿ ñòàáiëiçàòîðà S(f, ∂B) íà Y ïðîäîâæó¹òüñÿ äî äi¨ íà Ŷ, âèçíà÷åíî¨

çà òàêèì ïðàâèëîì: ÿêùî h ∈ S(f, ∂B) òà Yk ∈ Y, òî h(Yk,+1) = (h(Yk), δ) òà

h(Yk,−1) = (h(Yk),−δ), äå

δ =


+1, ÿêùî îáìåæåííÿ h|Yk : Yk → h(Yk) çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ,

−1, iíàêøå.

Íåõàé Qf � íîðìàëüíà ïiäãðóïà ñòàáiëiçàòîðà S(f, ∂B), ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç äè-

ôåîìîðôiçìiâ, ÿêi çáåðiãàþòü êîæíó êîìïîíåíòó Yk ç ¨¨ îði¹íòàöi¹þ. Iíøèìè
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ñëîâàìè, Qf ¹ ÿäðîì íååôåêòèâíîñòi äi¨ ñòàáiëiçàòîðà S(f, ∂B) íà Ŷ. Òîäi äiÿ

ôàêòîð ãðóïè S(f, ∂B)/Qf íà Ŷ ¹ åôåêòèâíîþ. Òèì íå ìåíø iíäóêîâàíà äiÿ

ñòàáiëiçàòîðà S(f, ∂B)/Qf íà Y âçàãàëi êàæó÷è íå ¹ åôåêòèâíîþ.

Òåîðåìà 2.1.3. Ôàêòîð ãðóïà S(f, ∂B)/Qf âiëüíî äi¹ íà Ŷ, i ìè ìà¹ìî

içîìîðôiçì

π0Qf
∼= Z×

n∏
i=0

Pf(Yi). (2.1)

Çîêðåìà, ÿêùî S(f, ∂B) = Qf , òî

Pf(B) ∼= Z×
n∏
i=0

Pf(Yi). (2.2)

Çãiäíî ç (1) Òåîðåìè 2.1.1 iíôîðìàöiÿ ïðî Pf(B) äîçâîëèòü îá÷èñëèòè Pf(M)

äëÿ âñiõ íåîði¹íòîâíèõ ïîâåðõîíü ç χ(M) < 0. Ðàçîì ç ðåçóëüòàòàìè ó [27], ÿêi

îïèñóþòü àëãåáðà¨÷íó ñòðóêòóðó ãðóï Pf(M) äëÿ âèïàäêó, êîëè M � 2-äèñê

àáî öèëiíäð, öå äàñòü ïîâíèé îïèñ ãðóï Pf(M) äëÿ âñiõ êîìïàêòíèõ ïîâåðõîíü

êðiì 2-ñôåðè, ïðîåêòèâíî¨ ïëîùèíè i ïëÿøêè Êëåéíà. Òàêîæ â õîäi äîâåäåííÿ

Òåîðåìè 2.1.3 ìè îòðèìà¹ìî áiëüø äåòàëüíó iíôîðìàöiþ ïðî Pf(B).

(a) (b)

(c) (d)

Ðèñ. 2.1.3.1: Êðèòè÷íi ìíîæèíè ðiâíÿ äåÿêèõ ôóíêöié íà ñòði÷öi Ìåáióñà
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Ïðèêëàäè

Íåõàé A = S1×[0, 1] � öèëiíäð, ξ(φ, t) = (φ+π, 1−t) � iíâîëþöiÿ áåç íåðóõîìèõ

òî÷îê, ÿêà çìiíþ¹ îði¹íòàöiþ öèëiíäðà A. Òîäi B = A/ξ ¹ ñòði÷êîþ Ìåáióñà

i ôàêòîð âiäîáðàæåííÿ p : A → B ¹ îði¹íòîâíèì äâîëèñíèì íàêðèòòÿì B.

Íà ðèñóíêó 2.1.3.1 çîáðàæåíî ïðèêëàäè êðèòè÷íèõ ëèñòiâ K ôóíêöié Ìîðñà

f : B → R, îïèñàíèõ ó Òåîðåìi 2.1.2, i ¨õ ïðîîáðàçè â A. Äëÿ ñïðîùåííÿ

çîáðàæåííÿ ïîçíà÷èìî ÷åðåç Yi êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi ðiçíèöi B \ K (à íå

ðiçíèöi B \ W ÿê ó Òåîðåìi 2.1.2) i ÷åðåç X ′i òà X
′′
i � êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi

ïðîîáðàçiâ p−1(Yi) äëÿ i ≥ 1.

Âèïàäîê (à). Iñíó¹ h ∈ S(f, ∂B), òàêèé, ùî h(Y1) = Y1, òà ÿêèé çìiíþ¹

îði¹íòàöiþ êîìïîíåíò Yi. Òîäi S(f, ∂B)/Qf
∼= Z2 i öÿ ãðóïà ïîðîäæó¹òüñÿ

êëàñîì içîòîïi¨ äèôåîìîðôiçìó h. Áiëüø òîãî, äiÿ ôàêòîð ãðóïè S(f, ∂B)/Qf

íà Ŷ ¹ òðàíçèòèâíîþ.

Âèïàäîê (á). Ó öüîìó âèïàäêó S(f, ∂B)/Qf
∼= Z4 ïîðîäæó¹òüñÿ êëàñîì içî-

òîïi¨ äèôåîìîðôiçìó h ∈ S(f, ∂B), òàêîãî, ùî h(Y1) = Y2, h(Y2) = Y1 òà h2

çìiíþ¹ îði¹íòàöi¨ îáîõ Y1 òà Y2. Òåïåð äiÿ ñòàáiëiçàòîðà S(f, ∂B)/Qf íà Ŷ

òàêîæ ¹ òðàíçèòèâíîþ.

Âèïàäîê (â). Î÷åâèäíî, êîæíèé h ∈ S(f, ∂B) çáåðiãà¹ êîæíó êîìïîíåíòó

Yi, i = 1, 2, 3, ç ¨¨ îði¹íòàöi¹þ. Öå îçíà÷à¹, ùî S(f, ∂B) = Qf , òîìó ãðóïà

S(f, ∂B)/Qf ¹ òðèâiàëüíîþ.

Âèïàäîê (ã). Òåïåð S(f, ∂B)/Qf
∼= Z2 ïîðîäæó¹òüñÿ êëàñîì içîòîïi¨ äèôåî-

ìîðôiçìó h ∈ S(f, ∂B), òàêîãî, ùî

h(Y1,+) = (Y1,−), h(Y2,+) = (Y2,−), h(Y3) = (Y4), h(Y4) = (Y3).
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2.2 Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 2.1.3

Íåõàé B � ñòði÷êà Ìåáióñà, f ∈ F(B,P ), i Γf � ãðàô Êðîíðîäà-Ðiáà âiäîáðà-

æåííÿ f , ÿêèé çãiäíî ç Íàñëiäêîì 1.4.3 ¹ äåðåâîì. Íàì ïîòðiáíî çíàéòè êîì-

ïîíåíòó çâ'ÿçíîñòi K äåÿêî¨ ìíîæèíè ðiâíÿ âiäîáðàæåííÿ f , ÿêà çàäîâîëüíÿ¹

òâåðäæåííþ Òåîðåìè 2.1.3.

Íàãàäà¹ìî, ùî ç òî÷íiñòþ äî içîòîïi¨ i çìiíè îði¹íòàöi¨ ¹ ðiâíî äâà êëàñè

äâîñòîðîííiõ ïðîñòèõ çàìêíåíèõ êðèâèõ íà ñòði÷öi Ìåáióñà:

(B) içîòîïíà äî ∂B êðèâà, ÿêà ðîçáèâà¹ B íà öèëiíäð i ñòði÷êó Ìåáióñà;

(N ) ãîìîïîòíà íóëþ êðèâà, ÿêà ðîçáèâà¹ B íà 2-äèñê i ñòði÷êó Ìåáióñà ç

äèðêîþ.

Çîêðåìà, êîæåí ðåãóëÿðíèé ëèñò γ âiäîáðàæåííÿ f ¹ äâîñòîðîííüîþ ïðîñòîþ

çàìêíåíîþ êðèâîþ ó B, i òîìó âií ìà¹ îäèí ç çàçíà÷åíèõ âèùå òèïiâ (B) àáî

(N ). Âiäìiòèìî, ùî p(γ) ¹ âíóòðiøíüîþ òî÷êîþ äåÿêîãî âiäêðèòîãî ðåáðà e

ãðàôà Γf . ßêùî γ′ � iíøèé ðåãóëÿðíèé ëèñò, òàêèé, ùî p(γ′) ∈ e, òî γ′ ¹

içîòîïíèì äî γ, i òîìó ìà¹ òîé ñàìèé òèï (B) àáî (N ) ùî i γ. Òîäi êîæíîìó

ðåáðó e ãðàôà Γf ìîæíà ïîñòàâèòè ó âiäïîâiäíiñòü òèï (B) àáî (N ), ÿêèé ¹

òèïîì ïðîîáðàçó p−1(w), äå w � äîâiëüíà òî÷êà íà e.

Òîìó Òåîðåìó 2.1.3 ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè òàêèì ÷èíîì: iñíó¹ ¹äèíà âåð-

øèíà v ∈ Γf , ÿêà ìà¹ ðiâíî îäíå iíöèäåíòíå (B)-ðåáðî. Ó öüîìó âèïàäêó

K = p−1(v).

Äëÿ äîâåäåííÿ íàì ïîòðiáíà íàñòóïíà ëåìà. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç v0 = p(∂B)

âåðøèíó ãðàôà Γf , ÿêà âiäïîâiäà¹ ìåæi ∂B.

Ëåìà 2.2.1. (i) Âåðøèíà v ∈ Γf íå ìîæå ìàòè áiëüøå, íiæ äâà iíöèäåí-

òíi (B)-ðåáðà.
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(ii) Íåõàé e � âiäêðèòå (N )-ðåáðî, w ∈ e � òî÷êà i Tw � êîìïîíåíòà

çâ'ÿçíîñòi ìíîæèíè Γf \w, ÿêà íå ìiñòèòü v0. Òîäi êîæíå ðåáðî â Tw òåæ

¹ ðåáðîì òèïó (N ).

Äîâåäåííÿ. (i) Íåõàé p−1(v) � êðèòè÷íèé ëèñò âiäîáðàæåííÿ f , ÿêèé âiäïîâiäà¹

v, e1, . . . , em � âñi (B)-ðåáðà, iíöèäåíòíi v, òà γi, i = 1, . . . ,m, � ëèñò âiäîáðà-

æåííÿ f , ÿêèé âiäïîâiäà¹ äåÿêié òî÷öi íà ei. Íåõàé òàêîæ Q = B \
m
∪
i=1

γi òà

Q0, Q1, . . . , Qk � âñi êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi Q. Ìîæíà ïðèïóñòèòè, ùî p−1(v) ⊂

Q0, çâiäêè
m
∪
i=1

γi ⊂ Q0.

Òåïåð çà ïðèïóùåííÿì äîâiëüíi äâi êðèâi γi òà γj ¹ íåçâ'ÿçíèìè, íå ãîìîòî-

ïíèìè íóëþ i içîòîïíèìè îäíà îäíié. Îòæå, âîíè îáìåæóþòü öèëiíäð Aij ó B

ç ∂Aij = γi ∪ γj.

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî m ≥ 3, òîìó ìè ìà¹ìî øîíàéìåíøå òðè öèëiíäðè

A12, A13 òà A23. Òîäi ¨õ îá'¹äíàííÿ Z = A12 ∪ A13 ∪ A23 ¹ çâ'ÿçíèì.

ßêùî âíóòðiøíîñòi öèõ öèëiíäðiâ ¹ âçà¹ìíî íåçâ'ÿçíèìè, òî

(A12 \ γ1) ∩ A23 = γ2 6= ∅, (A13 \ γ1) ∩ A23 = γ3 6= ∅,

çâiäêè ìíîæèíà

Z \ γ1 = (A12 \ γ1) ∪ A23 ∪ (A13 \ γ1)

áóëà á çâ'ÿçíîþ, ùî ñóïåðå÷èòü âëàñòèâîñòi ïðî òå, ùî B \ γ1 ¹ íåçâ'ÿçíîþ.

Òîäi, ïåðåíóìåðîâàâøè iíäåêñè, ÿêùî ïîòðiáíî, ìîæíà ïðèïóñòèòè, ùîA12 ⊂

A13, à òîìó γ2 ⊂ IntA13. Àëå òàêîæ γ2 ⊂ Q0, çâiäêè

Q0 ⊂ A13 \ (γ1 ∪ γ2 ∪ γ3) = IntA12 ∪ IntA23,

à òîìó Q0 ìiñòèòüñÿ àáî ó IntA12, àáî ó IntA23. Ïðèïóñòèìî äëÿ âèçíà÷åíîñòi,

ùî Q0 ⊂ IntA12. Òîäi Q0 ⊂ A12 ⊂ B \ γ3, ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ ïðî òå,

ùî
m
∪
i=1

γi ⊂ Q0. Òîäi m ≤ 2.
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(ii) Âiäìiòèìî, ùî p−1(Tw) ¹ âiäêðèòèì äèñêîì. Òîäi ÿêùî e′ ⊂ Tw ¹ âiäêðè-

òèì ðåáðîì òà w′ ∈ e′ ¹ òî÷êîþ, òî êðèâà p−1(w) îáìåæó¹ äèñê â p−1(Tw), à

òîìó e′ ¹ ðåáðîì òèïó (N ).

Òåïåð ìè ìîæåìî çàâåðøèòè Òåîðåìó 2.1.3. Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî òàêà

âåðøèíà v iñíó¹. Íåõàé v0 = p(∂B) òà e0 = (v0, v1) � ¹äèíå ðåáðî ãðàôà Γf ,

iíöèäåíòíå v0, äå v1 � iíøà âåðøèíà e0. Î÷åâèäíî, e0 ¹ ðåáðîì òèïó (B). ßêùî

áiëüøå íåìà¹ (B)-ðåáåð, iíöèäåíòíèõ v1, êðiì e0, òî v = v1 � øóêàíà âåðøèíà.

Iíàêøå, çãiäíî ç (i) Ëåìè 2.2.1 iñíó¹ ¹äèíå (B)-ðåáðî e1 = (v1, v2), iíöèäåíòíå

v1 òà âiäìiííå âiä e0. Âèêîðèñòîâóþ÷è òi æ àðãóìåíòè äëÿ e1 i òàê äàëi ìè

çóïèíèìîñü (çàâäÿêè ñêií÷åííîñòi Γf) íà ¹äèíîìó øëÿõó

π : e0 = (v0, v1), e1 = (v1, v2), . . . , em = (vm, v)

âçà¹ìíî âiäìiííèõ (B)-ðåáåð, òàêîìó, ùî éîãî êðàéíÿ âåðøèíà v ìà¹ ¹äèíå

(B)-ðåáðî.

Äîâåäåìî ¹äèíiñòü v. Íåõàé v′ � âåðøèíà Γf , âiäìiííà âiä v, òà k � ÷èñëî

(B)-ðåáåð, iíöèäåíòíèõ v′. Íàì ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî k = 0 àáî 2. ßêùî v′ ∈ π,

òî çà ïîáóäîâîþ k = 2.

Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî k = 0 äëÿ âñiõ iíøèõ âåðøèí. Äiéñíî, íåõàé T � êîì-

ïîíåíòà çâ'ÿçíîñòi äîïîâíåííÿ Γf \ π, ÿêà ìiñòèòü v′. Òîäi T � ïiääåðåâî, ÿêå

ìà¹ ¹äèíó ñïiëüíó âåðøèíó, íàïðèêëàä, vi, çi øëÿõîì π. Íåõàé e′ = (vi, v
′
i) �

¹äèíå ðåáðî, ÿêå íàëåæèòü T . Òîäi çà ïîáóäîâîþ e′ ¹ ðåáðîì òèïó (N ), çâiäêè

çà (ii) Ëåìè 2.2.1 âñi iíøi ðåáðà T òàêîæ ¹ ðåáðàìè òèïó (N ). Çîêðåìà, òàêèìè

¹ âñi ðåáðà, iíöèäåíòíi v′, çâiäêè k = 0.

2.3 Äèôåîìîðôiçìè íåîði¹íòîâíèõ ìíîãîâèäiâ

Íåõàé N � ãëàäêèé íåîði¹íòîâíèé çâ'ÿçíèé ìíîãîâèä ðîçìiðíîñòi m,

p : M → N � îði¹íòîâàíå äâîëèñíå íàêðèòòÿ ìíîãîâèäó N òà ξ : M → M �
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âiäïîâiäíèé C∞ äèôåîìîðôiçì áåç íåðóõîìèõ òî÷îê, ÿêèé ïîðîäæó¹ ãðóïó Z2

íàêðèâàþ÷èõ ïåðåòâîðåíü, òîáòî ξ2 = idM òà p ◦ ξ = p.

Äèôåîìîðôiçì h̃ ∈ D(M) áóäå íàçèâàòèñÿ ñèìåòðè÷íèì, ÿêùî âií êîìóòó¹

ç ξ, òîáòî h̃◦ξ = ξ◦h̃. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç D̃(M,X) ãðóïó âñiõ ñèìåòðè÷íèõ äèôå-

îìîðôiçìiâM , íåðóõîìèõ íà çàìêíåíié ïiäìíîæèíi X ⊂M , i ÷åðåç D̃id(M,X)

� òîòîæíó êîìïîíåíòó ëiíiéíî¨ çâ'ÿçíîñòi ãðóïè D̃(M,X). ßêùî ìíîæèíà X

� ïîðîæíÿ, ìè áóäåìî âèêëþ÷àòè ¨¨ iç ïîçíà÷åíü.

Ìåòà öüîãî ðîçäiëó � çíàéòè òî÷íi âiäíîøåííÿ ìiæ ãðóïàìè D(N) òà D̃(M),

äèâ. Ëåìó 2.3.2 íèæ÷å.

Ëåìà 2.3.1. Íåõàé Y ⊂ N � ëiíiéíî çâ'ÿçíà ïiäìíîæèíà. Òîäi ïðîîáðàç X =

p−1(Y ) ¹ àáî ëiíiéíî çâ'ÿçíèì, àáî ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ íåçâ'ÿçíèõ êîìïîíåíò

ëiíiéíî¨ çâ'ÿçíîñòi, ÿêi ïåðåñòàâëÿþòüñÿ ξ.

Äîâåäåííÿ. Ìîæíà ëåãêî âèâåñòè ç àêñiîìè ïiäíÿòòÿ øëÿõiâ äëÿ íàêðèâàþ÷î-

ãî âiäîáðàæåííÿ p : M → N , ùî p(X) = Y äëÿ êîæíî¨ êîìïîíåíòè ëiíiéíî¨

çâ'ÿçíîñòi X ′ ìíîæèíè X. Òîäi äëÿ êîæíî¨ òî÷êè y ∈ Y ¨¨ ïðîîáðàç p−1(y)

ïåðåòèíà¹ êîæíó êîìïîíåíòó ëiíiéíî¨ çâ'ÿçíîñòi ìíîæèíè X. Àëå p−1(y) ñêëà-

äà¹òüñÿ ç äâîõ òî÷îê (ïîçíà÷èìî ¨õ x òà ξ(x)), çâiäêè X ìà¹ ñêëàäàòèñü ç îäíi¹¨

àáî äâîõ êîìïîíåíò ëiíiéíî¨ çâ'ÿçíîñòi. Áiëüø òîãî, ÿêùî X ìà¹ äâi êîìïîíåí-

òè ëiíiéíî¨ çâ'ÿçíîñòi X ′ òà X ′′, òàêi, ùî x ∈ X ′ òà ξ(x) ∈ X ′′, òî ξ ïåðåñòàâëÿ¹

x òà ξ(x), ÿê i êîìïîíåíòè X ′ òà X ′′.

Ëåìà 2.3.2. Äëÿ êîæíîãî q ∈ D̃(M) iñíó¹ äèôåîìîðôiçì h ∈ D(N), òà-

êèé, ùî p ◦ q = h ◦ p, òà âiäïîâiäíiñòü q 7→ h ¹ íåïåðåðâíèì åïiìîðôiçìîì

ρ : D̃(M) → D(N) ç ÿäðîì ker(ρ) = {idM , ξ} ∼= Z2. Áiëüø òîãî, ρ çàäà¹ içî-

ìîðôiçì D̃+(M) íà D(N), òîìó ìè îòðèìó¹ìî òàêó êîìóòàòèâíó äiàãðàìó,
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ðÿäêè ÿêî¨ ¹ òî÷íèìè i âñi âåðòèêàëüíi ñòðiëêè ÿêî¨ ¹ içîìîðôiçìàìè:

Z2
� � i 7→ (i,idM )

//

i 7→ ξi∼=
��

Z2 × D̃+(M)
(i,q) 7→ q

// //

(i,q) 7→ ξi◦q∼=
��

D̃+(M)

ρ




〈ξ〉 � � // D̃(M)
ρ // // D(N)

s

MM

(2.3)

äå s � îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ äî ρ.

Áiëüø òîãî, s òàêîæ iíäóêó¹ îïèñàíi íèæ÷å içîìîðôiçìè.

(1) Äëÿ êîæíî¨ ïiäìíîæèíè Y ⊂ N ìà¹ìî içîìîðôiçì

s : Did(N, Y ) ∼= D̃id(M, p−1(Y )). (2.4)

(2) Ïðèïóñòèìî Y ⊂ N ¹ ïiäìíîæèíîþ, òàêîþ, ùî äëÿ êîæíî¨ êîìïîíåíòè

ëiíiéíî¨ çâ'ÿçíîñòi Y ′ ìíîæèíè Y òà q ∈ D̃+(M) îáìåæåííÿ

q|p−1(Y ′), ξ|p−1(Y ′) : p−1(Y ′)→M

¹ ðiçíèìè âiäîáðàæåííÿìè, òîáòî âîíè ïðèéìàþòü ðiçíi çíà÷åííÿ â

äåÿêié òî÷öi. Òîäi ìè òàêîæ ìà¹ìî içîìîðôiçì

s : D(N, Y ) ∼= D̃(M, p−1(Y )). (2.5)

Íàïðèêëàä, öå âèêîíó¹òüñÿ, ÿêùî Y ¹ m-âèìiðíèì ïiäìíîãîâèäîì àáî

äâîñòîðîííiì (m − 1)-âèìiðíèì ïiäìíîãîâèäîì, àëå íå âèêîíó¹òüñÿ,

íàïðèêëàä, êîëè Y ¹ ñêií÷åííîþ ïiäìíîæèíîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé q ∈ D̃(M) òà h = ρ(q) ∈ D(N). Òîäi ρ−1(h) ñêëàäà¹òüñÿ ç

äâîõ äèôåîìîðôiçìiâ q òà ξ◦q, îäèí ç ÿêèõ çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ, à iíøèé çìiíþ¹

¨¨. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç s(h) òîé ç íèõ, ÿêèé çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ. Òîäi âiäïîâiäíiñòü

h 7→ s(h) ¹ íåïåðåðâíèì ãîìîìîðôiçìîì

s : D(N)→ D̃+(M),
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äëÿ ÿêîãî ρ ◦ s = idD(N). Îñêiëüêè çà îçíà÷åííÿì ξ êîìóòó¹ ç óñiìà äèôåîìîð-

ôiçìàìè ç D̃(M) òà ïîðîäæó¹ ÿäðî ãîìîìîðôiçìà ρ, ìè îòðèìó¹ìî øóêàíó

äiàãðàìó (2.3).

(1) Ñïî÷àòêó ïîìiòèìî, ùî D̃id(M) òàêîæ ¹ òîòîæíîþ êîìïîíåíòîþ ëiíié-

íî¨ çâ'ÿçíîñòi ãðóïè D̃+(M). Òîäi ρ iíäóêó¹ içîìîðôiçì D̃id(M) íà êîìïîíåíòó

ëiíiéíî¨ çâ'ÿçíîñòi Did(N) ãðóïè D(N), çâiäêè ìè îòðèìó¹ìî îáåðíåíèé içî-

ìîðôiçì

s : Did(N) ∼= D̃id(M),

ñïiâïàäà¹ ç (2.4) äëÿ âèïàäêó Y = ∅.

Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî Y ⊂ N ¹ íåïîðîæíüîþ ïiäìíîæèíîþ òà íåõàé X =

p−1(Y ). Î÷åâèäíî, ρ
(
D̃(M,X)

)
⊂ D(N, Y ), òîáòî, ÿêùî h ∈ D̃(M) ¹ íåðóõî-

ìèì íà X, òî ρ(q) ¹ íåðóõîìèì íà Y . Òîäi

ρ
(
D̃id(M,X)

)
⊂ Did(N, Y ).

Íàâïàêè, íåõàé h ∈ Did(N, Y ). Òîäi iñíó¹ içîòîïiÿ H : N × [0, 1] → N ,

òàêà, ùî H0 = idN , H1 = h, òà êîæåí Ht ¹ íåðóõîìèì íà Y . Îñêiëüêè p

¹ íàêðèâàþ÷èì âiäîáðàæåííÿì, H ïiäiéìà¹òüñÿ äî ¹äèíî¨ içîòîïi¨ H̃ : M ×

[0, 1] → M , òàêî¨, ùî H̃0 = idM òà ρ(H̃t) = Ht. Çîêðåìà, H̃t ∈ D̃id(M) ⊂

D̃+(M), à òîìó H̃t = s(Ht).

Çàëèøà¹òüñÿ ïîêàçàòè, ùî êîæíå H̃t ¹ íåðóõîìèì íà X, çâiäêè îòðèìà¹ìî

âêëþ÷åííÿ

s(Did(N, Y )) ⊂ D̃id(M,X)

òà içîìîðôiçì (1). Íåõàé x ∈ X òà y = p(x) ∈ Y . Îñêiëüêè H(x × [0, 1]) = y,

òî

H̃(x× [0, 1]) ⊂ p−1(y) = {x, ξ(x)}.

Àëå îñòàííÿ ìíîæèíà ¹ äèñêðåòíîþ òà H̃(x, 0) = x, çâiäêè H̃(x × [0, 1]) = x.

Îòæå, H̃t íåðóõîìå íà X.
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(2) Íåõàé X = p−1(Y ), òîäi îáìåæåííÿ p : X → Y � äâîëèñíå íàêðèâàþ÷å âi-

äîáðàæåííÿ. ßê çàçíà÷åíî âèùå ρ
(
D̃(M,X)

)
⊂ D(N, Y ), à òîìó íàì äîñòàòíüî

ïåðåâiðèòè, ùî

s
(
D(N, Y )

)
⊂ D̃(M,X). (2.6)

a) Ïðèïóñòèìî, ùî ìíîæèíà Y ¹ ëiíiéíî çâ'ÿçíîþ. Íåõàé òàêîæ h ∈ D(N, Y )

òà q = s(h) ∈ D̃+(M). Äëÿ äîâåäåííÿ (2.6) ïîòðiáíî ïåðåâiðèòè, ùî q íåðóõî-

ìèé íà X.

Îñêiëüêè h íåðóõîìèé íà Y , òî q(x) ∈ {x, ξ(x)} äëÿ âñiõ x ∈ X. Çà ïðè-

ïóùåííÿì h|X 6= ξ|X , òîìó iñíó¹ òî÷êà x ∈ X, òàêà, ùî q(x) 6= ξ(x), çâiäêè

q(x) = x.

Íåõàé X ′ � êîìïîíåíòà ëiíiéíî¨ çâ'ÿçíîñòi ìíîæèíè X, ÿêà ìiñòèòü x. Òîäi

q(X ′) = X ′ òà îáìåæåííÿ q|X ′ : X ′ → X ′ ¹ ¹äèíèì ïiäíÿòòÿì òîòîæíîãî

âiäîáðàæåííÿ idY : Y → Y äëÿ íàêðèâàþ÷îãî âiäîáðàæåííÿ p|X : X → Y , äëÿ

ÿêîãî q(x) = x. Òîäi q|X ¹ òîòîæíèì, òîáòî q ¹ íåðóõîìèì íà X ′.

Äàëi, ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ iíøà êîìïîíåíòà ëiíiéíî¨ çâ'ÿçíîñòiX ′′ ìíîæèíè

X. Òîäi çà Ëåìîþ 2.3.1 ξ(X ′) = X ′′ òà ξ(x) ∈ X ′′. Îñêiëüêè q(X ′) = X ′,

òî q(X ′′) = X ′′, à òîìó q(ξ(x)) = ξ(x). Òàêèì ÷èíîì, äèôåîìîðôiçì q ìà¹

íåðóõîìó òî÷êó â X ′′, à òîìó âií íåðóõîìèé òàêîæ i íà X ′′. Iíøèìè ñëîâàìè,

s(h) = q ∈ D̃(M,X), ùî äîâîäèòü (2.6) äëÿ âèïàäêó, êîëè ìíîæèíà Y ¹ ëiíiéíî

çâ'ÿçíîþ.

b) Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî Y íå ¹ ëiíiéíî çâ'ÿçíîþ, i íåõàé {Yi}i∈Λ � ìíîæèíà

âñiõ êîìïîíåíò ëiíiéíî¨ çâ'ÿçíîñòi ìíîæèíè Y , òîáòî Y = ∪
i∈Λ

Yi. Òîäi çà a)

s
(
D(N, Yi)

)
= D̃(M, p−1(Yi)), i ∈ Λ.
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Îòæå,

s
(
D(N, Y )

)
= s
(
D(N, ∪

i∈Λ
Yi)
)

= s
(
∩
i∈Λ
D(N, Yi)

)
= ∩

i∈Λ
s
(
D(M,Yi)

)
=

= ∩
i∈Λ
D̃(M, p−1(Yi)

)
= D̃(M, ∪

i∈Λ
p−1(Yi)

)
= D̃(M, p−1(Y )

)
.

Ëåìà äîâåäåíà.

Ëåìà 2.3.3. Íåõàé f : N → P � C∞ âiäîáðàæåííÿ, g = f ◦ p : M → P ,

S(f) := {h ∈ D(N) | f ◦ h = f}, S̃(g) := {q ∈ D̃(N) | g ◦ q = g}.

Ìàþòü ìiñöå òàêi òâåðäæåííÿ.

(à) ρ(S̃(g)) = S(f) and ρ−1(S(f)) = S̃(g);

(á) Ïðèïóñòèìî, ùî dimN = 2, f ∈ F(N,P ) òà íåõàé Y � f -àäàïòîâàíèé

ïiäìíîãîâèä. Òîäi s iíäóêó¹ içîìîðôiçì

s : S(f, Y ) ∼= S̃(g, p−1(Y )). (2.7)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé q ∈ D̃(M) òà h = ρ(q) ∈ D(N), òîäi

q ◦ ξ = ξ ◦ q, p ◦ q = h ◦ p, g = f ◦ p. (2.8)

Íàì ïîòðiáíî ïîêàçàòè, ùî h ∈ S(f) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè q ∈ S̃(g), òîáòî

ïîòðiáíî âèâåñòè ç (2.8) åêâiâàëåíòíiñòü òàêèõ ðiâíîñòåé:

f ◦ h = f, g ◦ q = g.

Íåõàé x ∈M òà y = p(x). ßêùî g ◦ q(x) = g(x), òî

f ◦ h(y) = f ◦ h ◦ p(y) = f ◦ p ◦ q(x) = g ◦ q(x) = g(x) = f ◦ p(x) = f(y).

Íàâïàêè, ÿêùî f ◦ h(y) = f(y), òî

g ◦ q(x) = f ◦ p ◦ q(x) = f ◦ h ◦ p(x) = f ◦ p(x) = g(x).
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(á) Ïîçíà÷èìî X = p−1(Y ). Îñêiëüêè X ¹ g-àäàïòîâàíèì ïiäìíîãîâèäîì,

ìîæíà ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî S(g,X) ⊂ D+(M). Òîäi çà (à) i Ëåìîþ 2.3.2 ρ

ií'¹êòèâíî âiäîáðàæà¹ S̃(g,X) íà S(f, Y ).

Íàâïàêè, ç (à) âèïëèâà¹, ùî s(S(f)) ⊂ S̃(g). Òîìó ç òâåðäæåííÿ (2) Ëå-

ìè 2.3.2 ìè îòðèìó¹ìî, ùî

s
(
S(f, Y )

)
= s
(
S(f) ∩ D(N, Y )

)
⊂ S̃(f) ∩ D̃(M,X) = S̃(f,X).

Îñêiëüêè ρ ◦ s = idD+(M), òî s içîìîðôíî âiäîáðàæà¹ S(f, Y ) íà S̃(f,X).

2.4 Ãðóïè ∆(f )

Äëÿ f ∈ F(N,P ) íåõàé ∆(f) � íîðìàëüíà ïiäãðóïà ñòàáiëiçàòîðó S(f), ÿêà

ñêëàäà¹òüñÿ ç äèôåîìîðôiçìiâ h ìíîãîâèäó N , ÿêi ìàþòü òàêi äâi âëàñòèâîñòi:

1) h çàëèøà¹ iíâàðiàíòíèì êîæíèé ëèñò âiäîáðàæåííÿ f ;

2) ÿêùî z ¹ âèðîäæåíèì ëîêàëüíèì åêñòðåìóìîì âiäîáðàæåííÿ f , òîìó,

çîêðåìà, h(z) = z, òî äîòè÷íå âiäîáðàæåííÿ Tzh : TzN → TzN ¹ òîòî-

æíèì.

Äëÿ çàìêíåíî¨ ïiäìíîæèíè Y ìíîãîâèäó N âèçíà÷èìî òàêi òðè ãðóïè:

D(N, Y ) = {h ∈ D(N) | h íåðóõîìèé íà Y },

Dnb(N, Y ) = {h ∈ D(N) | h íåðóõîìèé íà äåÿêîìó îêîëi Y },

Did(N, Y ) = {h ∈ D(N, Y ) | h içîòîïíèé idN âiäíîñíî Y }.

Âèçíà÷èìî òàêîæ ¨õ ïåðåòèíè ç ∆(f) òà S(f):

∆(f, Y ) = ∆(f) ∩ D(N, Y ), S(f, Y ) = S(f) ∩ D(N, Y ),

∆nb(f, Y ) = ∆(f) ∩ Dnb(N, Y ), Snb(f, Y ) = S(f) ∩ Dnb(N, Y ),

∆′(f, Y ) = ∆(f) ∩ Did(N, Y ), S ′(f, Y ) = S(f) ∩ Did(N, Y ),

∆′nb(f, Y ) = ∆′(f) ∩ Dnb(N, Y ), S ′nb(f, Y ) = S ′(f) ∩ Dnb(N, Y ),

(2.9)
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äå ìíîæèíà Y áóäå âèêëþ÷åíà ç ïîçíà÷åíü, ÿêùî âîíà ïîðîæíÿ. Íàïðèêëàä,

∆′(f) = ∆(f)∩Did(M). Íàñòóïíó ëåìó ìîæíà äîâåñòè àíàëîãi÷íî äî äåâåäåííÿ

[27, Lemma 3.4].

Ëåìà 2.4.1. cf. [27, Lemma 3.4]. Âñi ãðóïè â (2.9) ¹ íîðìàëüíèìè ïiäãðóïàìè

ñòàáiëiçàòîðà S(f, Y ).

Ãðóïè ∆′(f, Y ), ∆(f, Y ), S ′(f, Y ) ¹ îá'¹äíàííÿìè êîìïîíåíò ëiíiéíî¨ çâ'ÿçíîñòi

ñòàáiëiçàòîðà S(f, Y ). Çîêðåìà, Sid(f, Y ) ¹ òîòîæíîþ êîìïîíåíòîþ ëiíié-

íî¨ çâ'ÿçíîñòi êîæíî¨ ç öèõ ãðóï.

Àíàëîãi÷íî, ãðóïè ∆′nb(f, Y ), ∆nb(f, Y ) òà S ′nb(f, Y ) òàêîæ ¹ îá'¹äíàííÿìè

êîìïîíåíò ëiíiéíî¨ çâ'ÿçíîñòi ñòàáiëiçàòîðà Snb(f, Y ).

Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî π0∆(f, Y ) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê íîðìàëüíó ïiäãðóïó

ãðóïè π0S(f, Y ). Áiëüø òîãî, ÿêùî f íå ìà¹ âèðîäæåíèõ ëîêàëüíèõ åêñòðå-

ìóìiâ, òî âiäïîâiäíà ôàêòîð ãðóïà

G(f, Y ) :=
S(f, Y )

∆(f, Y )
=
S(f, Y )

Sid(f, Y )

/ ∆(f, Y )

Sid(f, Y )
=
π0S(f, Y )

π0∆(f, Y )

ìîæå áóòè iíòåðïðåòîâàíà ÿê ãðóïà àâòîìîðôiçìiâ ãðàôà Êðîíðîäà-Ðiáà âi-

äîáðàæåííÿ f , iíäóêîâàíà äèôåîìîðôiçìàìè ç S(f, Y ), äèâ. íàïðèêëàä [8],

[32], [1], [23]. ßêùî f ìà¹ âèðîäæåíi ëîêàëüíi åêñòðåìóìè, òî ìà¹ ìiñöå ïîäi-

áíà iíòåðïðåòàöiÿ ãðóïè G(f, Y ), àëå äî ãðàôà Êðîíðîäà-Ðiáà âiäîáðàæåííÿ f

ïîòðiáíî ïðèêëå¨òè äîäàòêîâi ðåáðà äî êîæíî¨ âåðøèíè, ÿêà âiäïîâiäà¹ êîæíî-

ìó âèðîäæåíîìó ëîêàëüíîìó åêñòðåìóìó, äèâ. äåòàëi ó [23]. Àíàëîãi÷íî, ìîæíà

âèçíà÷èòè

G′(f, Y ) =
π0S ′(f, Y )

π0∆′(f, Y )
, Gnb(f, Y ) =

π0Snb(f, Y )

π0∆nb(f, Y )
,

G′nb(f, Y ) =
π0S ′nb(f, Y )

π0∆′nb(f, Y )
.

Íàøà ìåòà � äîâåñòè íàñòóïíå òâåðäæåíííÿ, ÿêå ïðîäîâæó¹ [27, Corollary 7.2]

íà íåîði¹íòîâàíèé âèïàäîê, òà âèâåñòè ç íüîãî äåÿêi êîðèñíi ðåçóëüòàòè.
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Òåîðåìà 2.4.2. cf. [19, Corollary 6.1], [27, Corollary 7.2]. Íåõàé N � êîìïàêòíà

ïîâåðõíÿ, f ∈ F(N,P ), Y ⊂ N � êîìïàêòíèé f -àäàïòîâàíèé ïiäìíîãîâèä òà

UY � f -ðåãóëÿðíèé îêië öüîãî ïiäìíîãîâèäó Y . Òîäi òàêi âêëþ÷åííÿ ¹ ãîìî-

òîïi÷íèìè åêâiâàëåíòíîñòÿìè:

S(f, UY ) ⊂ Snb(f, Y ) ⊂ S(f, Y ), (2.10)

S ′(f, UY ) ⊂ S ′nb(f, Y ) ⊂ S ′(f, Y ), (2.11)

∆(f, UY ) ⊂ ∆nb(f, Y ) ⊂ ∆(f, Y ), (2.12)

∆′(f, UY ) ⊂ ∆′nb(f, Y ) ⊂ ∆′(f, Y ). (2.13)

Äîâåäåííÿ. Âèïàäîê, êîëè N � îði¹íòîâíà, äîâåäåíèé ó [27]. Òîìó íàøà ìåòà

� ïðîäîâæèòè äîâåäåííÿ äëÿ âèïàäêó, êîëè N � íåîði¹íòîâíà. Íàñïðàâäi öå

äîâåäåííÿ � àäàïòàöiÿ [27, Lemma 7.1], ñõîæî¨ íà [19, Lemma 4.14], i òîìó ìè

ëèøå âêàæåìî ïðèíöèïîâi àðãóìåíòè.

Òàêîæ âiäìiòèìî, ùî àíàëîãi÷íî äî [27, Corollary 7.2] äîñòàòíüî äîâåñòè,

ùî âêëþ÷åííÿ (2.10) ¹ ãîìîòîïíèìè åêâiâàëåíòíîñòÿìè, òîìó âîíè iíäóêóþòü

ái¹êöi¨ ìiæ êîìïîíåíòàìè ëiíiéíî¨ çâ'ÿçíîñòi âiäïîâiäíèõ ãðóï òà âêëþ÷åííÿ

âiäïîâiäíèõ êîìïîíåíò ëiíiéíî¨ çâ'ÿçíîñòi ¹ ãîìîòîïi÷íèìè åêâiâàëåíòíîñòÿìè.

Äiéñíî, ïîìiòèìî, ùî ãðóïè â (2.11) ¹ ïåðåòèíàìè âiäïîâiäíèõ ãðóï ç (2.10) iç

êîìïîíåíòîþDid(N) áiëüøî¨ ãðóïèD(N). ßêùî êîìïîíåíòà ëiíiéíî¨ çâ'ÿçíîñòi

K äîâiëüíî¨ ãðóïè â (2.11) ïåðåòèíà¹ Did(N), òî K ìiñòèòüñÿ â Did(N). Òîäi

âêëþ÷åííÿ (2.11) çàäàþòü ái¹êöi¨ ìiæ êîìïîíåíòàìè ëiíiéíî¨ çâ'ÿçíîñòi âiä-

ïîâiäíèõ ãðóï òà çãiäíî ç (2.10) âêëþ÷åííÿ êîìïîíåíò ëiíiéíî¨ çâ'ÿçíîñòi ¹

ãîìîòîïi÷íèìè åêâiâàëåíòíîñòÿìè.

Äîâåäåííÿ òîãî, ùî (2.12) òà (2.13) ¹ ãîìîòîïi÷íèìè åêâiâàëåíòíîñòÿìè, àíà-

ëîãi÷íi.

Îòæå, ïðèïóñòèìî, ùî N � íåîði¹íòîâíà çâ'ÿçíà êîìïàêòíà ïîâåðõíÿ. Ðîç-

ãëÿíåìî ¨¨ îði¹íòîâàíå äâîëèñíå íàêðèòòÿ p : M → N , òà íåõàé ξ : M → M �
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âiäïîâiäíèé C∞ äèôåîìîðôiçì áåç íåðóõîìèõ òî÷îê, ÿêèé ïîðîäæó¹ ãðóïó Z2

íàêðèâàþ÷èõ ïåðåòâîðåíü, òîáòî ξ2 = idM òà p ◦ ξ = p.

Ïîçíà÷èìî g = f ◦ p : M → P , X = p−1(Y ) òà UX = p−1(UY ). Òîäi g ∈

F(M,P ), Y ⊂ N � êîìïàêòíèé g-àäàïòîâàíèé ïiäìíîãîâèä ïîâåðõíi M òà UX

� g-ðåãóëÿðíèé îêië ìíîæèíè X.

Çàôiêñó¹ìî ãàìiëüòîíîâîïîäiáíå âåêòîðíå ïîëå F äëÿ g íà M òà íåõàé F :

M × R→M � ïîòiê, ïîðîäæåíèé F .

Íåõàé ξ∗F = Tξ−1 ◦ F ◦ ξ : M → TM � âåêòîðíå ïîëå íà M , iíäóêîâàíå

ξ ç F . Òîäi ìîæíà çàâæäè ââàæàòè, äèâ. [19, Lemma 5.1 (2)], ùî F ¹ òàêîæ

êîñîñèìåòðè÷íèì âiäíîñíî ξ ó òîìó ñåíñi, ùî ξ∗F = −F , çâiäêè

ξ ◦ Ft = F−t ◦ ξ (2.14)

äëÿ âñiõ t ∈ R. Äiéñíî, äîñòàòíüî çàìiíèòè F íà 1
2(F + ξ∗F ) i âiäïîâiäíî çìi-

íèòè éîãî áiëÿ êðèòè÷íèõ òî÷îê âiäîáðàæåííÿ f äëÿ òîãî, ùîá çáåðåãòè âëà-

ñòèâiñòü (â) Îçíà÷åííÿ 1.7.1.

Ëåìà 2.4.3. cf. [19, Lemma 4.14], [27, Lemma 7.1]. Íåõàé A ⊂ S(g) � ïiäìíî-

æèíà òà γ : A → C∞(X,R) � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ, òàêå, ùî

q(x) = F(x, γ(q)(x)) (2.15)

äëÿ âñiõ q ∈ A òà x ∈ X. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè U ⊂ V g-ðåãóëÿðíèõ

îêîëiâ ìíîæèíè X, òàêèõ, ùî U ⊂ IntV , iñíó¹ íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ

β : A → Θ(F ) ⊂ C∞(M,R), äèâ. (1.2), ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè.

(1) Äëÿ êîæíîãî q ∈ A ôóíêöiÿ β(q) ïðîäîâæó¹ γ(q) íà âñåM , çàäîâîëüíÿ¹

ðiâíiñòü (2.15) íà U òà íóëüîâà íà M \ V , òîáòî

� β(q) = γ(q) íà X,

� q(x) = F(x, β(q)(x)) äëÿ âñiõ x ∈ U ,
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� β(q) = 0 íà M \ V .

(2) ßêùî γ(q) = 0 òà q � íåðóõîìèé íà äåÿêîìó g-ðåãóëÿðíîìó îêîëi U ′ ⊂

U , òî β(q) ≡ 0 íà U ′.

(3) Ãîìîòîïiÿ H : A× I → S(g), âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ

H(q, t) = (Ftβ(q))
−1 ◦ q,

ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:

(à) H0 = idA òà H1(A) ⊂ S(g, U), òîìó âîíà äåôîðìó¹ A â S(g) ó S(g, U);

(á) ÿêùî γ(q) ≡ 0 òà q � íåðóõîìèé íà äåÿêîìó g-ðåãóëÿðíîìó îêîëi U ′ ⊂

U , òî Ht(q) òàêîæ íåðóõîìèé íà U ′ äëÿ âñiõ t ∈ [0, 1].

Ïðèïóñòèìî äîäàòêîâî, ùî F ¹ êîñîñèìåòðè÷íèì, òîáòî ξ∗F = −F , òà

âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç òàêèõ óìîâ:

(i) êîæíà êîìïîíåíòà çâ'ÿçíîñòi ìíîæèíè X ìiñòèòü êðèòè÷íó òî÷êó

âiäîáðàæåííÿ g, ÿêà íå ¹ íåâèðîäæåíèì ëîêàëüíèì åêñòðåìóìîì;

(ii) γ(q) ≡ 0 äëÿ âñiõ q ∈ A ∩ S̃(g).

Òîäi ìîæíà ââàæàòè, ùî

(4) β(q) ◦ ξ = −β(q) äëÿ êîæíîãî q ∈ A ∩ S̃(g);

(5) H
(
(A ∩ S̃(g)) × I

)
⊂ S̃(g), òîáòî ìíîæèíà ξ-ñèìåòðè÷íèõ äèôåîìîð-

ôiçìiâ çàëèøà¹òüñÿ iíâàðiàíòíîþ âiäíîñíî ãîìîòîïi¨ H.

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ (1)-(3) ñòàíîâëÿòü [27, Lemma 7.1]. Òîìó íàì ïîòðiáíî

ïåðåâiðèòè òâåðäæåííÿ (4) òà (5), ïîâ'ÿçàíi ç êîñîñèìåòðè÷íèìè äèôåîìîðôi-

çìàìè.
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Êîðîòêî íàâåäåìî iäåþ äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè UX � g-ðåãóëÿðíèé îêië ìíî-

æèíè X, äëÿ êîæíîãî q ∈ A ôóíêöiÿ γ(q) : X → R ¹äèíèì ÷èíîì ïðîäîâæó-

¹òüñÿ äî C∞ ôóíêöi¨ γ̃(q) : V → R, òàêî¨, ùî (2.15) âèêîíó¹òüñÿ íà V , òîáòî

q(x) = F(x, γ̃(q)(x)) äëÿ âñiõ x ∈ V . Áiëüø òîãî, âiäïîâiäíiñòü q → γ̃(q) ¹

íåïåðåðâíèì âiäîáðàæåííÿì γ̃ : A → C∞(V,R).

Çàôiêñó¹ìî C∞ ôóíêöiþ µ : M → [0, 1] ç òàêèìè âëàñòèâîñòÿìè:

� µ = 0 íà äåÿêîìó îêîëi çàìèêàííÿ M \ V ;

� µ = 1 íà äåÿêîìó îêîëi çàìèêàííÿ U ;

� F (µ) = 0, òîáòî µ ïðèéìà¹ ïîñòiéíi çíà÷åííÿ âçäîâæ îðáiò ïîëÿ F .

Òîäi øóêàíå âiäîáðàæåííÿ β : A → C∞(M,R) ìîæíà âèçíà÷èòè ôîðìóëîþ

β(q)(x) =


γ̃(q)(x) · µ(x), äëÿ x ∈ V,

0, äëÿ x ∈M \ V.
(2.16)

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî F ¹ êîñîñèìåòðè÷íèì âiäíîñíî ξ. Íèæ÷å ìè ïîêàæå-

ìî, ùî ó öüîìó âèïàäêó

− γ̃(q) ◦ ξ = γ̃(q), (2.17)

äëÿ âñiõ q ∈ A ∩ S̃(g).

Ââàæàþ÷è, ùî (2.17) âèêîíó¹òüñÿ, çàâåðøèìî äîâåäåííÿ Ëåìè 2.4.3. Îñêiëü-

êè U òà V ¹ iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî ξ òà ξ âiäîáðàæà¹ îðáiòè ïîëÿ F íà îðáiòè,

ìîæíà çàìiíèòè ôóíêöiþ µ íà 1
2(µ+µ ◦ ξ), íå ïîðóøóþ÷è âêàçàíi âèùå óìîâè

íà µ, à îòæå äîäàòêîâî ââàæà¹ìî, ùî

µ ◦ ξ = µ. (2.18)

ßêùî òåïåð ìè âèçíà÷èìî β òi¹þ æ ñàìîþ ôîðìóëîþ (2.16), òî óìîâè (4) òà (5)

áóäóòü âèêîíóâàòèñü.
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(4) ßêùî q ∈ A ∩ S̃(g) òà x ∈ V , òî

β(q) ◦ ξ(x) = γ̃(q) ◦ ξ(x) · µ ◦ ξ(x)
(2.17), (2.18)
====== −γ̃(q)(x) · µ(x) = −β(q)(x).

Ç iíøî¨ ñòîðîíè, ÿêùî x ∈M \ V , òî ξ(x) ∈M \ V , à òîìó

β(q)(x) = β(q) ◦ ξ(x) = 0.

(5) Âiäìiòèìî, ùî äëÿ êîæíîãî q ∈ A ∩ S̃(g) òà t ∈ [0, 1] ìà¹ìî, ùî

Ftβ(q) ◦ ξ(x) = Ftβ(q)◦ξ(x)(ξ(x))
(2.14)
=== ξ ◦ F−tβ(q)◦ξ(x)(x)

(4)
==

= ξ ◦ Ftβ(q)(x)(x) = ξ ◦ Ftβ(q)(x).

Öå îçíà÷à¹, ùî âiäîáðàæåííÿ Ftβ(q) íàëåæèòü S̃(g), çâiäêè

H(q, t) = (Ftβ(q))
−1 ◦ q ∈ S̃(g).

Îòæå, çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè (2.17). Íåõàé q ∈ A ∩ S̃(g), à òîìó

q ◦ ξ = ξ ◦ q, q(x) = F(x, γ̃(q)(x))

äëÿ âñiõ x ∈ V . Òîäi

q ◦ ξ(x) = F
(
ξ(x), γ̃(q) ◦ ξ(x)

)
= Fγ̃(q)◦ξ(x) ◦ ξ(x)

(2.14)
=== ξ ◦ F−γ̃(q)◦ξ(x)(x).

ξ ◦ q(x) = ξ ◦ F
(
x, γ̃(q)(x)

)
= ξ ◦ Fγ̃(q)(x)(x).

Òàêèì ÷èíîì

F−γ̃(q)◦ξ(x)(x) = Fγ̃(q)(x)(x) = q(x)

äëÿ âñiõ x ∈ V . Iíøèìè ñëîâàìè, −γ̃(q) ◦ ξ òà γ̃(q) ¹ ôóíêöiÿìè çñóâó äëÿ q íà

V .

(i) Ïðèïóñòèìî, ùî êîæíà êîìïîíåíòà çâ'ÿçíîñòi Y ìíîæèíè X ìiñòèòü âè-

ðîäæåíèé ëîêàëüíèé åêñòðåìóì àáî ñiäëîâó êðèòè÷íó òî÷êó âiäîáðàæåííÿ g.

Òîäi âiäîáðàæåííÿ çñóâó íà VY ¹ ií'¹êòèâíèì, òîáòî äîâiëüíi äâi ôóíêöi¨ çñóâó



60

äëÿ q íà VY ìàþòü ñïiâïàäàòè. Òàêèì ÷èíîì, −γ̃(q) ◦ ξ òà γ̃(q) ñïiâïàäàþòü íà

âñüîìó V .

(ii) ßêùî γ(q) ≡ 0 íà âñié ìíîæèíi X, òî γ(q) = −γ(q) ◦ ξ = 0 íà X,

áî ξ(X) = X. Áiëüø òîãî, îñêiëüêè V ¹ g-ðåãóëÿðíèì îêîëîì ìíîæèíè X,

òî X ïåðåòèíà¹ âíóòðiøíîñòi âñiõ êîìïîíåíò çâ'ÿçíîñòi îêîëó V . Òîäi ç [27,

Lemma 6.1(ii)] âèïëèâà¹, ùî −γ̃(q) ◦ ξ òà γ̃(q) ñïiâïàäàþòü íà âñüîìó V . Ëå-

ìà 2.4.3 äîâåäåíà.

Òåïåð ìè ìîæåìî äîâåñòè, ùî âêëþ÷åííÿ (2.10) ¹ ãîìîòîïi÷íèìè åêâiâàëåí-

òíîñòÿìè. Çãiäíî ç ëåìîþ 2.3.3(á), ìîæíà âèçíà÷àòè ãðóïè ç (2.10) çà ¨õ ¾ñè-

ìåòðè÷íèìè¿ àíàëîãàìè, i òîìó äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî íàñòóïíi âêëþ÷åííÿ ¹

ãîìîòîïi÷íèìè åêâiâàëåíòíîñòÿìè:

S̃(g, UX) ⊂ S̃nb(g,X) ⊂ S̃(g,X). (2.19)

Íåõàé V � äîâiëüíèé g-ðåãóëÿðíèé îêië îêîëó UX , A = S̃(g,X), i γ : A →

C∞(X,R) � ïîñòiéíå âiäîáðàæåííÿ ó íóëüîâó ôóíêöiþ. Òîäi äëÿ êîæíîãî x ∈ X

i q ∈ A ìà¹ìî

F(x, γ(q)(x)) = F(x, 0) = x = q(x).

Òàêèì ÷èíîì, çà ëåìîþ 2.4.3(5) iñíó¹ ãîìîòîïiÿ H : A× I → S(g), äëÿ ÿêî¨

� H0 = idA i H1(A) ⊂ S̃(g, V );

� ÿêùî q ∈ A íåðóõîìà íà äåÿêîìó g-ðåãóëÿðíîìó îêîëi ìíîæèíè X, ÿêèé

ìiñòèòü UX , òî òàêîþ ñàìîþ ¹ i Ht(q) äëÿ âñiõ t ∈ [0, 1];

Iíøèìè ñëîâàìè, H ¹ äåôîðìàöi¹þ A = S̃(g,X) â S̃(g, V ), ÿêà çàëèøà¹ iíâàði-

àíòíèìè ìíîæèíè S̃(g, UX) i S̃nb(g,X). Òîìó âêëþ÷åííÿ (2.19) i, îòæå, (2.10)

¹ ãîìîòîïi÷íèìè åêâiâàëåíòíîñòÿìè.
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Ñïðîùåííÿ äèôåîìîðôiçìiâ, ùî çáåðiãàþòü ôóíêöiþ çà

äîïîìîãîþ içîòîïié.

Íåõàé N � íåîði¹íòîâíà êîìïàêòíà çâ'ÿçíà ïîâåðõíÿ, p : M → N � îði¹í-

òîâíå äâîëèñíå íàêðèòòÿ, i ξ : M → M � iíâîëþöiÿ áåç íåðóõîìèõ òî÷îê,

ùî ïîðîäæó¹ ãðóïó Z2 íàêðèâàþ÷èõ ïåðåòâîðåíü. Íåõàé òàêîæ f ∈ F(N,P )

i g = f ◦ p ∈ F(M,P ). Îñêiëüêè M îði¹íòîâíà, ìîæíà ïîáóäóâàòè êîñîñèìå-

òðè÷íèé ãàìiëüòîíîâîïîäiáíèé ïîòiê F íà M äëÿ g.

Íåõàé Y ⊂ N � çâ'ÿçíà f -àäàïòîâàíà ïiäïîâåðõíÿ iW ⊂ N ¹ f -àäàïòîâàíèì

ïiäìíîãîâèäîì. Ïðçíà÷èìî X = p−1(Y ) i V = p−1(W ).

Íåõàé òàêîæ S(g, V ;X) ¹ ïiäìíîæèíîþ S(g, V ), ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç äèôåî-

ìîðôiçìiâ q, äëÿ ÿêèõ iñíó¹ ôóíêöiÿ αq ∈ C∞ : X → R iç íàñòóïíèìè âëàñòè-

âîñòÿìè:

1. q(x) = F(x, αq(x)) äëÿ âñiõ x ∈ X;

2. αq = 0 íà X ∩ V .

Ïîçíà÷èìî

S̃(g, V ;X) := S(g, V ;X) ∩ D̃(M).

Î÷åâèäíî, ìè ìà¹ìî òàêå âêëþ÷åííÿ:

S̃(g, V ∪X) ⊂ S̃(g, V ;X), (2.20)

îñêiëêè äëÿ êîæíîãî q ∈ S̃(g, V ∪X) ìîæíà ïîêëàñòè αq ≡ 0 íà X.

Âèêîðèñòîâóþ÷è içîìîðôiçì s ç (2.7), ïîêëàäåìî

S(f,W ;Y ) := s−1
(
S̃(g, V ;X)

)
, ∆(f,W ;Y ) := ∆(f) ∩ S(f,W ;Y ).

Òîäi ìè, î÷åâèäíî, ìà¹ìî òàêi âêëþ÷åííÿ:

∆(f,W ∪ Y ) ⊂ ∆(f,W ;Y ), S(f,W ∪ Y ) ⊂ S(f,W ;Y ) (2.21)
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Íàñëiäîê 2.4.4. cf. [27, Corollary 7.3]. Íåõàé N ¹ êîìïàêòíîþ ïîâåðõíåþ

(îði¹íòîâíîþ ÷è íi), f ∈ F(N,P ), W ¹ f -àäàïòîâàíèì ïiäìíîãîâèäîì i Y

� çâ'ÿçíà f -àäàïòîâàíà ïiäïîâåðõíÿ, ÿêà ìiñòèòü ùîíàéìåíøå îäíó ñiäëîâó

êðèòè÷íó òî÷êó âiäîáðàæåííÿ f . Òîäi âêëþ÷åííÿ (2.21) ¹ ãîìîòîïi÷íèìè

åêâiâàëåíòíîñòÿìè.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ∆(f) ìiñòèòü êîìïîíåíòè ëiíiéíî¨ çâ'ÿçíîñòi ñòàáiëiçàòî-

ðà S(f), òî äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî äðóãå âêëþ÷åííÿ ¹ ãîìîòîïi÷íîþ åêâiâà-

ëåíòíiñòþ.

Ó âèïàäêó îði¹íòîâíî¨ ïîâåðõíiN äàíå òâåðäæåííÿ ñïiâïàäà¹ ç [27, Corollary 7.3].

Êîðîòêî íàãàäà¹ìî îñíîâíi åòàïè éîãî äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè Y ¹ çâ'ÿçêîþ òà

ìiñòèòü ñiäëîâi êðèòè÷íi òî÷êè âiäîáðàæåííÿ f , ìîæíà ïîêàçàòè, ùî äëÿ áóäü-

ÿêîãî h ∈ S(f,W ;Y ) iñíó¹ ¹äèíà ôóíêöiÿ αh, à âiäïîâiäíiñòü h 7→ αh ¹ íåïå-

ðåðâíèì âiäîáðàæåííÿì γ : S(f,W ;Y )→ C∞(Y,R). Òîäi iñíóâàííÿ äåôîðìàöi¨

ñòàáiëiçàòîðà S(f,W ;Y ) ó S(f,W ∪ Y ) ãàðàíòó¹òüñÿ ëåìîþ [27, Lemma 7.1],

òàê ñàìî, ÿê i ëåìîþ 2.4.3.

Ïðèïóñòèìî, ùî N ¹ íåîði¹íòîâíîþ. Íåõàé p : M → N � îði¹íòîâíå äâîëè-

ñíå íàêðèòòÿ i ξ : M → M � iíâîëþöiÿ áåç íåðóõîìèõ òî÷îê, ÿêà ïîðîäæó¹

ãðóïó Z2 íàêðèâàþ÷èõ ïåðåòâîðåíü, g = f ◦ p ∈ F(M,P ), i F � êîñîñèìåòðè-

÷íå ãàìiëüòîíîâîïîäiáíå âåêòîðíå ïîëå äëÿ g íà M . Ïîçíà÷èìî X = p−1(Y ) i

V = p−1(W ). Òîäi, çãiäíî ç âèïàäêîì îði¹íòîâíîñòi, âêëþ÷åíÿ S(g, V ∪ X) ⊂

S(g, V ;X) ¹ ãîìîòîïi÷íîþ åêâiâàëåíòíiñòþ. Áiëüø òîãî, çà (i) i (ii) Ëåìè 2.4.3,

äåôîðìàöiÿ ñòàáiëiçàîòðà S(g, V ;X) ó S(g, V ∪ X) çáåðiãà¹ ξ-ñèìåòðè÷íi äè-

ôåîìîðôiçìè, ùî îçíà÷à¹, ùî âêëþ÷åííÿ S̃(g, V ∪ X) ⊂ S̃(g, V ;X) òàêîæ ¹

ãîìîòîïi÷íîþ åêâiâàëåíòíiñòþ.

Íàðåøòi, ìà¹ìî içîìîðôiçìè òîïîëîãi÷íèõ ãðóï (2.7):

s : S(f,W ∪ Y )→ S̃(g, V ∪X), s : S(f,W ;Y )→ S̃(g, V ;X),
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çâiäêè âêëþ÷åííÿ S(f,W ∪ Y ) ⊂ S(f,W ;Y ) òàêîæ ¹ ãîìîòîïi÷íîþ åêâiâàëåí-

òíiñòþ.

2.5 Ôóíêöi¨ íà öèëiíäði

Ëåìà 2.5.1. Íåõàé A = S1 × [0, 1] òà f ∈ F(A,P ). Òîäi ìè ìà¹ìî òàêó

êîìóòàòèâíó äiàãðàìó

π0∆(f, ∂A) �
� j //

∼=
��

π0S(f, ∂A)

ψ∼=
��

// // G(f, ∂A)

∼=
��

Z× π0∆
′(f, ∂A) �

� idZ×j // Z× π0S ′(f, ∂A) // // G′(f, ∂A),

(2.22)

â ÿêié j iíäóêîâàíèé âêëþ÷åííÿì ∆(f, ∂A) ⊂ S(f, ∂A), ðÿäêè ¹ òî÷íèìè òà

âåðòèêàëüíi ñòðiëêè ¹ içîìîðôiçìàìè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé U � äåÿêèé f -ðåãóëÿðíèé îêië ìåæi ∂A. Òîäi ìîæíà ïîáó-

äóâàòè ñêðó÷óâàííÿ Äåíà τ : A→ A âçäîâæ S1 × 0 ç íîñi¹ì â U , ÿêå çáåðiãà¹

f , òîáòî τ ∈ S(f, ∂A), äèâ. íàïðèêëàä [19, �6].

Äîáðå âiäîìî, ùî ãðóïà êëàñiâ âiäîáðàæåíü π0D(A, ∂A) âiëüíî ïîðîäæó¹òüñÿ

êëàñîì içîòîïié τ , òîìó ìà¹ìî íàñòóïíèé ëàíöþæîê ãîìîìîðôiçìiâ

α : D(A, ∂A) −−→ D(A, ∂A)

Did(A, ∂A)
≡ π0D(A, ∂A)

∼=−−−→ Z,

äå ïåðøà ñòðiëêà ¹ ïðèðîäíèì ãîìîìîðôiçìîì ó ãðóïó êëàñiâ âiäîáðàæåíü

öèëiíäðà A âiäíîñíî ∂A, ÿêèé êîæíîìó äèôåîìîðôiçìó h ∈ D(A, ∂A) ñòàâèòü

ó âiäïîâiäíiñòü éîãî êëàñ içîòîïié, à îñòàííÿ ñòðiëêà ¹ içîìîðôiçìîì. Ìîæíà

òàêîæ ââàæàòè, ùî q(τ) = 1. Çâiäñè îáìåæåííÿ α íà S(f, ∂A):

β = α|S(f,∂A) : S(f, ∂A)→→ Z

¹ ñþð'¹êòèâíèì. Áiëüø òîãî,

ker(β) = S(f, ∂A) ∩ ker(α) = S(f, ∂A) ∩ Did(A, ∂A) =: S ′(f, ∂A).
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Òîäi ìè ìà¹ìî òàêó êîðîòêó òî÷íó ïîñëiäîâíiñòü:

S ′(f, ∂A)→→ S(f, ∂A) ↪
β−−→ Z, (2.23)

i äëÿ β iñíó¹ îáåðíåíèé ñïðàâà σ : Z → S(f, ∂A), âèçíà÷åíèé çà ôîðìóëîþ

σ(k) = τ k, òîáòî β ◦ σ = idZ.

Çãiäíî ç (2.10) iñíó¹ içîìîðôiçì, iíäóêîâàíèé ïðèðîäíèì âêëþ÷åííÿì:

π0S ′(f, U) ∼= π0S ′(f, ∂A),

çâiäêè (2.23) çâîäèòüñÿ äî íàñòóïíî¨ òî÷íî¨ ïîëiäîâíîñòi:

π0S ′(f, U) ↪→ π0S(f, ∂A)
β̂−−→→ Z,

äå äëÿ β̂ iñíó¹ ïðàâèé îáåðíåíèé σ̂ : Z→ π0S(f, ∂A), ÿêèé çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

σ̂(k) = [τ ]k, k ∈ Z.

Îñêiëüêè τ ìà¹ íîñié â U , ëåãêî áà÷èòè, ùî τ êîìóòó¹ ç êîæíèì h ∈ S ′(f, U).

Òîäi ïiäãðóïè π0S ′(f, U) i 〈[τ ]〉 ∼= Z âçà¹ìíî êîìóòóþòü i ïîðîäæóþòü âñþ

ãðóïó π0S(f, ∂A). Îòæå, içîìîðôiçì (2.22) ìîæíà âèçíà÷èòè çà ôîðìóëîþ

ψ([h]) =
(
β(h), [h ◦ τ−β(h)]

)
,

äëÿ h ∈ S(f, ∂A).

Ðîçãëÿäàþ÷è π0∆(f, ∂A) ÿê ïiäãðóïó π0S(f, ∂A), ìîæíà ëåãêî ïåðåâiðèòè,

ùî ψ âiäîáðàæà¹ π0∆(f, ∂A) ó Z×π0S ′(f, ∂A), çâiäêè ëiâà i ïðàâà âåðòèêàëüíi

ñòðiëêè ó (2.22) ¹ içîìîðôiçìàìè.

2.6 Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 2.1.3

Çà Òåîðåìîþ 2.1.2 iñíó¹ ¹äèíèé êðèòè÷íèé ëèñò K âiäîáðàæåííÿ f , òàêèé,

ùî ÿêùî W � f -ðåãóëÿðíèé îêië ëèñòà K òà Y0, Y1, . . . , Yn � âñi êîìïîíåíòè

çâ'ÿçíîñòi çàìèêàííÿ B \W , çàíóìåðîâàíi òàê, ùî ∂B ⊂ Y0, òî Y0 ¹ öèëiíäðîì

S1 × [0, 1] òà êîæíà Yk, k = 1, . . . , n, ¹ 2-äèñêîì, äèâ. ðèñóíîê 2.6.0.1.

Òàêîæ iñíó¹ ïðèðîäíà äiÿ ñòàáiëiçàòîðà S(f, ∂B) íà Ŷ = {Y1, . . . , Yn}×{±1}.
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Ðèñ. 2.6.0.1

Äîâåäåííÿ òîãî, ùî S(f, ∂B)/Qf âiëüíî äi¹ íà Ŷ.

Çàêëå¨ìî ìåæó ∂B 2-äèñêîì i ïîçíà÷èìî îòðèìàíó ïîâåðõíþ (ÿêà ¹ ïðîåêòèâ-

íîþ ïëîùèíîþ) ÷åðåç B̂. Íåõàé òàêîæ Ŷi, i = 0, 1, . . . , n, ¹ çâ'ÿçíèìè êîìïî-

íåíòàìè B̂ \ K, ÿêi ìiñòÿòü Yi âiäïîâiäíî. Òàêèì ÷èíîì ìà¹ìî CW-ðîçáèòòÿ

Ξ ïîâåðõíi B̂, 0-êëiòèíè ÿêîãî ¹ êðèòè÷íèìè òî÷êàìè âiäîáðàæåííÿ f , ÿêi

íàëåæàòü äî K, 1-êëiòèíè ¹ çâ'ÿçíèìè êîìïîíåíòàìè äîïîâíåííÿ K \ Σf , à

2-êëiòèíàìè ¹ {Ŷi}i=0,...,n.

Çàçíà÷èìî, ùî âñi h ∈ S(f, ∂B) ïðîäîâæóþòüñÿ äî ¹äèíîãî ãîìåîìîðôiçìó

ĥ ïîâåðõíi B̂, íåðóõîìîãî íà B̂ \ B. Áiëüø òîãî, îñêiëüêè h(K) = K, òàêîæ

ìà¹ìî, ùî ĥ ¹ Ξ-êëiòèííèì, òîáòî âií iíäóêó¹ ïåðåñòàíîâêó êëiòèí ç Ξ.

Ïðèïóñòèìî, ùî ĥ(e) = e äëÿ äåÿêî¨ êëiòèíè e iç Ξ. ßêùî âèêîíó¹òüñÿ îäíà

ç óìîâ:

� dim e = 0 àáî

� dim e = 1, 2 i ĥ çáåðiãà¹ ¨¨ îði¹íòàöiþ,

òî ìè áóäåìî êàçàòè, ùî e ¹ ĥ+-iíâàðiàíòíîþ. Çîêðåìà, ĥ ìà¹ ĥ+-iíâàðiàíòíó

êëiòèíó Ŷ0.

Îñêiëüêè ĥ òàêîæ ¹ içîòîïíèì äî idB̂, éîãî ÷èñëî Ëåôøåöÿ L(ĥ) = χ(B̂) = 1.

Òîäi iç [22, Corollary 5.6] âèïëèâà¹, ùî

(à) àáî êiëüêiñòü ĥ+-iíâàðiàíòíèõ êëiòèí ðîçáèòòÿ Ξ ñïiâïàäà¹ ç χ(B̂) = 1,
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(á) âñi êëiòèíè ðîçáèòòÿ Ξ ¹ ĥ+-iíâàðiàíòíèìè.

Ïðèïóñòèìî, ùî h(Yi,+) = (Yi,+) äëÿ äåÿêîãî i ∈ {1, . . . , n}. Òîäi Ŷi ¹

ĥ+-iíâàðiàíòíîþ, à îòæå ĥ ìà¹ ùîíàéìåíøå äâi ĥ+-iíâàðiàíòíi êëiòèíè: Y0 i

Yi. Îñêiëüêè 2 > 1 = L(ĥ), ç (á) ìè îòðèìó¹ìî, ùî âñi êëiòèíè ðîçáèòòÿ Ξ

¹ ĥ+-iíâàðiàíòíèìè, çâiäêè âèïëèâà¹ h(Yj,+) = (Yj,+) äëÿ âñiõ iíøèõ j ∈

{1, . . . , n}. Öå îçíà÷à¹, ùî äiÿ ôàêòîðãðóïè S(f, ∂B)/Qf íà Ŷ ¹ âiëüíîþ.

Çàëèøèëîñÿ ïîáóäóâàòè içîìîðôiçì (2.1)

π0Qf
∼= Z×

n∏
i=0

Pf(Yi).

Äëÿ äîâåäåííÿ íàì çíàäîáëÿòüñÿ íàñòóïíi äâi ëåìè.

Ëåìà 2.6.1. Qf = S(f, ∂B;W ).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé h ∈ S(f, ∂B;W ). Òîäi çà Íàñëiäêîì 2.4.4, h ¹ içîòîïíèì ó

S(f, ∂B;W ) äî äåÿêîãî äèôåîìîðôiçìà h′ ∈ S(f, ∂B ∪W ). Îòæå, h i h′ äiþòü

íà Ŷ îäíàêîì ÷èíîì. Àëå h′ ¹ íåðóõîìèì íà W , à îòæå i íà ∂Yi äëÿ âñiõ

i = 1, . . . , k. Çâiäñè h′ çàëèøà¹ iíâàðiàíòíèìè êîæíó Yi i çáåðiãà¹ ¨¨ îði¹íòàöiþ,

òîáòî h′ ∈ Qf . Îòæå, òàê ñàìî äi¹ h, à òîìó i h ∈ Qf , òîáòî S(f, ∂B;W ) ⊂ Qf .

Íàâïàêè, íåõàé h ∈ Qf , p : A → B ¹ îði¹íòîâíèì äâîëèñíèì íàêðèòòÿì

ïîâåðõíi B, i q = s(h) ∈ S̃(g, ∂A) ¹ ¹äèíèì ïiäíÿòòÿì h, íåðóõîìèì íà ∂A.

Òîäi äëÿ êîæíîãî i = 1, . . . , n ïðîîáðàç p−1(Yi) ñêäàäà¹òüñÿ ç äâîõ êîìïîíåíò

çâ'ÿçíîñòiX ′i iX
′′
i , äèâ. Ðèñóíîê 2.6.0.1. Ïðèïóùåííÿ, ùî h(Yi) = Yi i h çáåðiãà¹

îði¹íòàöiþ êëiòèíè Yi ïðèçâîäèòü äî òîãî, ùî q çàëèøà¹ iíâàðiàíòíèìè îáèäâi

X ′i i X
′′
i i çáåðiãà¹ ¨õ îði¹íòàöiþ. Îòæå, çà [27, Lemma 7.4], äëÿ q iñíó¹ ¹äèíà

ôóíêöiÿ çñóâó αq : p−1(W )→ R. Iíøèìè ñëîâàìè, q ∈ S̃(g, ∂A; p−1(W )), çâiäêè

çà îçíà÷åííÿì h = s−1(q) = ρ(q) ∈ S(f, ∂B;W ).
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Ëåìà 2.6.2. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà êîìóòàòèâíà äiàãðàìà:

π0∆(f, ∂B;W ) �
� j //

∼=
��

π0S(f, ∂B;W )

ψ∼=
��

Z×
n∏
i=0

π0∆
′(f |Yi, ∂Yi) �

� idZ×j0×···×jn // Z×
n∏
i=0

π0S ′(f |Yi, ∂Yi)

äå j, j0, . . . , jn iíäóêîâàíi ïðèðîäíèì âêëþ÷åííÿì, à âåðòèêàëüíi ñòðiëêè ¹

içîìîðôiçìàìè. Çîêðåìà, ìè îòðèìó¹ìî içîìîðôiçì (2.1):

π0Qf
∼= π0S(f, ∂B;W ) ∼= Z×

n∏
i=0

π0S ′(f |Yi, ∂Yi) = Z×
n∏
i=0

Pf(Yi).

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè j ¹ ìîíîìîðôiçìîì, äîñòàòíüî ïîáóäóâàòè içîìîðôiçì

ψ, ÿêèé iíäóêó¹ ëiâó âåðòèêàëüíó ñòðiëêó. Çà Òåîðåìîþ 2.4.2 i Íàñëiäêîì 2.4.4

íàñòóïíi âêëþ÷åííÿ ¹ ãîìîòîïi÷íèìè åêâiâàëåíòíîñòÿìè:

Snb(f, ∂B ∪W ) ⊂ S(f, ∂B ∪W ) ⊂ S(f, ∂B;W ),

çâiäêè äîñòàòíüî îá÷èñëèòè ãðóïó π0Snb(f, ∂B ∪W ). Çàçíà÷èìî, ùî iñíó¹ ïðè-

ðîäíèé içîìîðôiçì

α : Snb(f, ∂B ∪W ) →
n∏
i=0

Snb(f |Yi, ∂Yi), α(h) =
(
h|Y0, . . . , h|Yn

)
,

ÿêèé iíäóêó¹ içîìîðôiçì âiäïîâiäíèõ π0-ãðóï:

π0Snb(f, ∂B ∪W ) ∼=
n∏
i=0

π0Snb(f |Yi, ∂Yi).

Îñêiëüêè Y0 ¹ öèëiíäðîì, ç Ëåìè 2.5.1 ìà¹ìî:

π0Snb(f |Y0, ∂Y0) ∼= Z× π0S ′nb(f |Y0, ∂Y0).

Áiëüø òîãî, Snb(f |Yi, ∂Yi) = S ′nb(f |Yi, ∂Yi), i = 1, . . . , n, äëÿ âñiõ iíøèõ 2-äèñêiâ

Yi, çâiäêè îòðèìó¹ìî íåîáõiäíèé içîìîðôiçì ψ:

ψ : π0Snb(f |Yi, ∂Yi) = π0S ′nb(f |Yi, ∂Yi) ∼= π0S ′(f |Yi, ∂Yi).
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Íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî ψ âiäîáðàæà¹ π0∆(f, ∂B;W ) (ÿêà ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê

ïiäãðóïà π0S(f, ∂B;W )) íà Z×
n∏
i=0

π0∆
′(f |Yi, ∂Yi).

Òåîðåìó 2.1.3 äîâåäåíî.

2.7 Âèñíîâêè

Â öüîìó ðîçäiëi ïîêàçàíî, ùî âiäîáðàæåííÿ f ∈ F(B,P ) çi ñòði÷êè Ìåáióñà

B ó êîëî àáî ïðÿìó P çàâæäè ìà¹ ¹äèíó êðèòè÷íó êîìïîíåíòó çâ'ÿçíîñòi K

äåÿêî¨ ìíîæèíè ðiâíÿ, òàêó, ùî K ¹ iíâàðiàíòíîþ âiäíîñíî S(f, ∂B), à äîïîâ-

íåííÿ B \ NK äî äåÿêîãî âiäêðèòîãî îêîëó NK êîìïîíåíòè K ¹ îá'¹äíàííÿì

çàìêíåíèõ 2-äèñêiâ X1, . . . , Xn òà îäíîãî öèëiíäðà, ùî ìiñòèòü ∂B.

Áiëüø òîãî, çà óìîâè, ùî S(f, ∂B) çàëèøà¹ iíâàðiàíòíèì òàêîæ êîæåí äèñê

Xi, îá÷èñëåíî ãðóïó π0S(f, ∂B) êëàñiâ içîòîïi¨ äèôåîìîðôiçìiâ ç S(f, ∂B).

Ðàçîì ç ïîïåðåäíiìè ðåçóëüòàòàìè öåé ðåçóëüòàò äîçâîëÿ¹ îá÷èñëèòè àíàëî-

ãi÷íi ãðóïè π0S(f, ∂N) äëÿ ôóíêöié f ∈ F(N,P ) íà äîâiëüíèõ êîìïàêòíèõ íå-

îði¹íòîâíèõ ïîâåðõíÿõ N , âiäìiííèõ âiä ïðîåêòèâíî¨ ïëîùèíè i ïëÿøêè Êëåé-

íà.



Ðîçäië 3. Ãîìåîìîðôiçìè ïîâåðõîíü, ÿêi çìi-

íþþòü îði¹íòàöiþ

3.1 Âëàñòèâiñòü ¾æîðñòêîñòi¿

Öåé ðîçäië îïèñó¹ ïåâíi ïîøàðîâi òà ãîìîòîïi÷íi àíàëîãè âëàñòèâîñòi ¾æîðñ-

òêîñòi¿ äëÿ çìiíþþ÷èõ îði¹íòàöiþ ëiíiéíèõ ðóõiâ ïëîùèíè, ÿêà ñòâåðäæó¹,

ùî êîæåí òàêèé ðóõ ìà¹ ïîðÿäîê 2. Õî÷à ìîòèâàöi¹þ áóëî âèâ÷åííÿ äåôîð-

ìàöié ãëàäêèõ ôóíêöié íà ïîâåðõíÿõ (i ìè äîâîäèìî âiäïîâiäíi òâåðäæåííÿ),

îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ¹ öiêàâèìè i íåçàëåæíî.

Íåõàé Dn = {r, s | rn = s2 = 1, rs = sr−1} � äiåäðàëüíà ãðóïà, òîáòî

ãðóïà ñèìåòðié ïðàâèëüíîãî n-êóòíèêà. Òîäi êîæíèé �çìiíþþ÷èé îði¹íòàöiþ�

åëåìåíò çàïèñó¹òüñÿ ÿê rks äëÿ äåÿêîãî k òà ìà¹ ïîðÿäîê 2:

(rks)2 = rksrks = rkr−kss = 1.

Áiëüø çàãàëüíî, íåõàé SO−(2) =
{(

sin t cos t
cos t − sin t

)
| t ∈ [0; 2π)

}
¹ ìíîæèíîþ çìi-

íþþ÷èõ îði¹íòàöiþ îðòîãîíàëüíèõ âiäîáðàæåíü ïëîùèíè R2, òîáòî êëàñ ñóìi-

æíîñòi ãðóïè O(2)/SO(2), âiäìiííèé âiä SO(2). Òîäi çíîâó ìîæíà ëåãêî ïåðå-

âiðèòè, ùî êîæåí åëåìåíò ç SO−(2) ìà¹ ïîðÿäîê 2.

Iíøèé àíàëîã öüîãî åôåêòó ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî êîæåí ðóõ ïðÿìî¨ R, ÿêèé

çìiíþ¹ îði¹íòàöiþ, çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ: f(x) = a − x äëÿ äåÿêîãî a ∈ R, à

òîìó âií ìà¹ ïîðÿäîê 2, òîáòî f(f(x)) = x.

Âiäìiòèìî, ùî òàêà âëàñòèâiñòü íå âèêîíó¹òüñÿ äëÿ �íåæîðñòêèõ ðóõiâ�, òà-

êèõ ÿê ãîìåîìîðôiçìè àáî äèôåîìîðôiçìè ïðÿìî¨ R àáî êîëà S1. Íàïðèêëàä,
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íåõàé h : R→ R çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ h(x) = −x3. Âií çìiíþ¹ îði¹íòàöiþ, àëå

h(h(x)) = −(−x3)3 = x9, à òîìó êâàäðàò íå ¹ òîòîæíèì.

Òèì íå ìåíø, àíàëîãè çàçíà÷åíèõ âèùå åôåêòiâ æîðñòêîñòi äëÿ ãîìåîìîð-

ôiçìiâ ìîæíà îòðèìàòè íà ¾ãîìîòîïi÷íîìó¿ ðiâíi.

Íàïðèêëàä, íåõàé H(S1) � ãðóïà âñiõ ãîìåîìîðôiçìiâ êîëà S1 òà H+(S1),

(âiäïîâiäíî H−(S1)), � ïiäãðóïà (âiäïîâiäíî ïiäìíîæèíà), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ

ç ãîìåîìîðôiçìiâ, ÿêi çáåðiãàþòü (âiäïîâiäíî çìiíþþòü) îði¹íòàöiþ. Íàäiëè-

ìî öi ïðîñòîðè êîìïàêòíî âiäêðèòèìè òîïîëîãiÿìè. Âiäìiòèìî, ùî ìà¹ ìi-

ñöå ïðèðîäíå âêëþ÷åííÿ O(2) ⊂ H(S1), ÿêå ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ âêëþ÷åíü

SO−(2) ⊂ H−(S1) òà SO(2) ⊂ H+(S1) ìiæ âiäïîâiäíèìè êîìïîíåíòàìè ëiíié-

íî¨ çâ'ÿçíîñòi. Äîáðå âiäîìî òà ëåãêî ïîáà÷èòè, ùî SO−(2) (âiäïîâiäíî SO(2)) ¹

ñèëüíèì äåôîðìàöiéíèì ðåòðàêòîì ïiäìíîæèíè H−(S1) (âiäïîâiäíî H+(S1)).

Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî âiäîáðàæåííÿ sq : H−(S1)→ H+(S1), âèçíà÷åíå ôîðìó-

ëîþ sq(h) = h2, ¹ ãîìîòîïíèì íóëþ.

Ìåòà öüîãî ðîçäiëó � äîâåñòè ïàðàìåòðè÷íèé âàðiàíò çàçíà÷åíèõ âèùå òâåð-

äæåíü �æîðñòêîñòi� äëÿ ãîìåîìîðôiçìiâ ó ñåáå âiäêðèòèõ ïiäìíîæèí òîïîëî-

ãi÷íèõ äîáóòêiâ X × S1, ÿêi çáåðiãàþòü ïåðøó êîîðäèíàòó (Òåîðåìà 3.8.1).

Öåé ðåçóëüòàò áóäå çàñòîñîâàíèé äî äèôåîìîðôiçìiâ, ÿêi çáåðiãàþòü ôóíêöiþ

Ìîðñà íà îði¹íòîâíèõ ïîâåðõíÿõ òà çìiíþþòü îði¹íòàöiþ ïåâíèõ ¨¨ ðåãóëÿðíèõ

ëèñòiâ (Òåîðåìè 3.3.1, 3.3.3 òà 3.3.5).

3.2 Îñíîâíi ðåçóëüòàòè

Íåõàé M � êîìïàêòíà ïîâåðõíÿ, h : M → M � ãîìåîìîðôiçì òà γ ⊂ M �

ïiäìíîãîâèä ïîâåðõíi M . Òîäi γ ¹ h-iíâàðiàíòíèì, ÿêùî h(γ) = γ.

Áiëüø òîãî, ïðèïóñòèìî, ùî γ ¹ çâ'ÿçíèì i îði¹íòîâíèì h-iíâàðiàíòíèì ïiä-

ìíîãîâèäîì ç dim γ ≥ 1. Òîäi γ ¹ h+-iíâàðiàíòíèì (âiäïîâiäíî h−-iíâàðiàíòíèì),

ÿêùî îáìåæåííÿ h|γ : γ → γ çáåðiãà¹ (âiäïîâiäíî çìiíþ¹) îði¹íòàöiþ ïiäìíî-
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ãîâèäó γ. ßêùî γ ¹ íåðóõîìîþ òî÷êîþ ãîìåîìîðôiçìó h, òî ìè ââàæà¹ìî, ùî

γ ¹ îäíî÷àñíî h+- òà h−-iíâàðiàíòíîþ.

Íàñ áóäå öiêàâèòè ñòðóêòóðà äèôåîìîðôiçìiâ, ÿêi çáåðiãàþòü f ∈ F(M,P )

òà çìiíþþòü îði¹íòàöi¨ äåÿêèõ ðåãóëÿðíèõ ëèñòiâ âiäîáðàæåííÿ f . Íàñòóïíó

ïðîñòó ëåìó ìîæíà äîâåñòè àíàëîãi÷íî äî [19, Lemma 3.5].

Ëåìà 3.2.1. Íåõàé M � çâ'ÿçíà îði¹íòîâíà ïîâåðõíÿ i h ∈ S(f) òàêèé, ùî

êîæåí ðåãóëÿðíèé ëèñò âiäîáðàæåííÿ f ¹ h-iíâàðiàíòíèì. Òîäi êîæíèé êðè-

òè÷íèé ëèñò âiäîáðàæåííÿ f òàêîæ ¹ h-iíâàðiàíòíèì i òàêi óìîâè ¹ åêâi-

âàëåíòíèìè:

(1) äåÿêèé ðåãóëÿðíèé ëèñò âiäîáðàæåííÿ f ¹ h+-iíâàðiàíòíèì;

(2) âñi ðåãóëÿðíi ëèñòè âiäîáðàæåííÿ f ¹ h+-iíâàðiàíòíèìè;

(3) h çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ ïîâåðõíi M .

Êîíòðïðèêëàä 3.3. Ëåìà 3.2.1 ïîðóøó¹òüñÿ ó âèïàäêó íåîði¹íòîâíèõ ïî-

âåðõîíü. Íåõàé M � ñòði÷êà Ìåáióñà i f : M → R � ôóíêöiÿ Ìîðñà, ÿêà ìà¹

äâi êðèòè÷íi òî÷êè: îäèí ëîêàëüíèé åêñòðåìóì z òà îäíå ñiäëî y. Íåõàé

òàêîæ K � êðèòè÷íèé ëèñò âiäîáðàæåííÿ f , ÿêèé ìiñòèòü y, i D òà E

� êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi ìíîæèíè M \K, ÿêi ìiñòÿòü z òà ∂M âiäïîâiä-

íî. Òîäi ëåãêî ïîáóäóâàòè äèôåîìîðôiçì h : M →M (ùî íàçèâàþòü çñóâîì

âçäîâæ öåíòðàëüíîãî êîëà ñòði÷êè Ìåáióñà), ÿêèé ¹ íåðóõîìèì íà ∂M

i äëÿ ÿêîãî D ¹ h−-iíâàðiàíòíîþ. Òîäi ðåãóëÿðíi ëèñòè ôóíêöi¨ f ó D ¹ h−-

iíâàðiàíòíèìè, òèì÷àñîì ÿê ðåãóëÿðíi ëèñòè f ó E ¹ h+-iíâàðiàíòíèìè.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ∆−(f) ïiäìíîæèíó ñòàáiëiçàòîðà S(f), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ

ç äèôåîìîðôiçìiâ h, òàêèõ, ùî êîæåí ðåãóëÿðíèé ëèñò âiäîáðàæåííÿ f ¹

h−-iíâàðiàíòíèì.

Íåõàé h ∈ ∆−(f). Òîäi çà Ëåìîþ 3.2.1 êîæåí êðèòè÷íèé ëèñò K âiäîáðàæåí-

íÿ f ¹ h−-iíâàðiàíòíèì, õî÷à, h ìîæå ìiíÿòè ìiñöÿìè êðèòè÷íi òî÷êè f ó K òà
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øàðè øàðóâàííÿ Ξf , ÿêi ìiñòÿòüñÿ ó K (òîáòî êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi K \Σf).

Âiäìiòèìî òàêîæ, ùî âçàãàëi êàæó÷è ∆−(f) ìîæå áóòè ïîðîæíüîþ.

Íàñòóïíó òåîðåìó ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ãîìîòîïi÷íèé i ïîøàðîâèé âàðiàíò

âêàçàíî¨ âèùå âëàñòèâîñòi æîðñòêîñòi äëÿ äèôåîìîðôiçìiâ, ÿêi çáåðiãàþòü f .

Òåîðåìà 3.3.1. Íåõàé M � çâ'ÿçíà êîìïàêòíà îði¹íòîâíà ïîâåðõíÿ, f ∈

F(M,P ) i h ∈ ∆−(f). Òîäi h2 ∈ Sid(f). Çîêðåìà, äëÿ êîæíîãî h ∈ ∆−(f)

êîæåí øàð øàðóâàííÿ Ξf ¹ (h2,+)-iíâàðiàíòíèì.

Íàñëiäîê 3.3.2. Íåõàé or : π0S(f)→ Z2 = {0, 1} � ãîìîìîðôiçì îði¹íòàöi¨,

âèçíà÷åíèé çà ôîðìóëàìè or(S+(f)) = 0 òà or(S−(f)) = 1. Òîäi äëÿ êîæíîãî

h ∈ ∆−(f) âiäîáðàæåííÿ s : Z2 → π0S(f), çàäàíå ôîðìóëàìè s(0) = [idM ]

òà s(1) = [h], ¹ ãîìîìîðôiçìîì, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ or ◦ s = idZ2
. Iíøèìè

ñëîâàìè, s ¹ ïåðåðiçîì ãîìîìîðôiçìà or, çâiäêè π0S(f) ¹ ïåâíèì íàïiâïðÿìèì

äîáóòêîì ãðóï π0S+(f) òà Z2.

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíüî âiäìiòèòè, ùî ç Òåîðåìè 3.3.1 âèïëèâà¹, ùî [h]2 = [idM ]

ó π0S(f).

Òåïåð ðîçãëÿíåìî ñèòóàöiþ, êîëè íå âñi ðåãóëÿðíi ëèñòè ¹ h−-iíâàðiàíòíèìè.

Ùîá ïðîÿñíèòè öþ ñèòóàöiþ, ìè ñïî÷àòêó ñôîðìóëþ¹ìî çàãàëüíå òâåðäæåííÿ

äëÿ âèïàäêó âiäîáðàæåíü íà 2-äèñêó i öèëiíäði.

Òåîðåìà 3.3.3. Íåõàé M � çâ'ÿçíà êîìïàêòíà îði¹íòîâíà ïîâåðõíÿ, f ∈

F(M,P ), V � ðåãóëÿðíèé ëèñò âiäîáðàæåííÿ f i h ∈ S(f). Ïðèïóñòèìî, ùî

êîæåí ðåãóëÿðíèé ëèñò âiäîáðàæåííÿ f ó IntM ðîçáèâà¹M (öå âèêîíó¹òüñÿ,

íàïðèêëàä, êîëè M ¹ 2-äèñêîì, öèëiíäðîì àáî 2-ñôåðîþ, äèâ. Ëåìó 1.4.1) i ùî

V ¹ h−-iíâàðiàíòíèì. Òîäi iñíó¹ g ∈ S(f), ÿêèé ñïiâïàäà¹ ç h íà äåÿêîìó

îêîëi ëèñòà V i òàêèé, ùî g2 ∈ Sid(f).

Çàóâàæèìî, ùî Òåîðåìà 3.3.3 íå ñòâåðäæó¹, ùî g ∈ ∆−(f), õî÷à g çìiíþ¹

îði¹íòàöiþ ëèñòà V i éîãî êâàäðàò íàëåæèòü Sid(f).



73

Çàãàëüíèé ðåçóëüòàò

Òåîðåìè 3.3.1 òà 3.3.3 ¹ íàñëiäêàìè âêàçàíî¨ íèæ÷å Òåîðåìè 3.3.5. Íåõàé M

� çâ'ÿçíà êîìïàêòíà (íåîáîâ'ÿçêîâî îði¹íòîâíà) ïîâåðõíÿ, f ∈ F(M,P ) òà

h ∈ S(f). Íåõàé òàêîæ

• A ¹ îá'¹äíàííÿì âñiõ h−-iíâàðiàíòíèõ ðåãóëÿðíèõ ëèñòiâ âiäîáðàæåí-

íÿ f ,

• K1, . . . , Kk � âñi êðèòè÷íi ëèñòè âiäîáðàæåííÿ f , òàêi, ùî A ∩Ki 6= ∅;

• äëÿ i = 1, . . . , k íåõàé RKi
� f -ðåãóëÿðíèé îêië ëèñòà Ki, âèáðàíèé òàê,

ùî RKi
∩RKj

= ∅ äëÿ i 6= j, òà

Z := A
⋃( k

∪
i=1

RKi

)
.

Î÷åâèäíî, Z ¹ f -àäàïòîâàíîþ ïiäïîâåðõíåþ ïîâåðõíi M i êîæíà ¨¨ êîì-

ïîíåíòà çâ'ÿçíîñòi ïåðåòèíà¹ A.

Ëåìà 3.3.4. Ïðèïóñòèìî, ùî Z ¹ îði¹íòîâíîþ. Íåõàé òàêîæ γ ¹ êîìïîíåí-

òîþ ìåæi ïîâåðõíi Z. Ðîçãëÿíåìî òàêi óìîâè:

(1) γ ⊂ IntM ;

(2) γ = ∂U ∩ ∂Z äëÿ äåÿêî¨ êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi U çàìèêàííÿ M \ Z;

(3) h(γ) ∩ γ = ∅;

(4) h(γ) 6= γ.

Òîäi (1)⇔(2) ⇒ (3)⇔(4).

Äîâåäåííÿ. (1)⇔(2) ¹ î÷åâèäíèì, à (3)⇔(4) âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî γ ¹ ðåãóëÿðíèì

ëèñòîì äèôåîìîðôiçìà h òà h ïåðåñòàâëÿ¹ ëèñòè âiäîáðàæåííÿ f .
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(2)⇒(4) Ïðèïóñòèìî, ùî h(γ) = γ. Íåõàé Z ′ � êîìïîíåíòà çâ'ÿçíîñòi ïîâåðõ-

íi Z, ÿêà ìiñòèòü γ. Òîäi çà ïîáóäîâîþ Z ′ ìà¹ ïåðåòèíàòè A, çâiäêè h çìiíþ¹

îði¹íòàöiþ äåÿêèõ ðåãóëÿðíèõ ëèñòiâ â Z ′. Îñêiëüêè Z ′ òàêîæ ¹ îði¹íòîâíîþ,

ìè îòðèìó¹ìî ç Ëåìè 3.2.1, ùî h çìiíþ¹ i îði¹íòàöiþ γ. Öå îçíà÷à¹, ùî γ ⊂ A,

à òîìó iñíó¹ âiäêðèòèé îêiëW ⊂ A êîìïîíåíòè γ, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç ðåãóëÿð-

íèõ ëèñòiâ âiäîáðàæåííÿ f . Çîêðåìà, ðåãóëÿðíi ëèñòè âW ∩ IntU ìàþòü ìiñòè-

òèñÿ ó A, ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ ïðî òå, ùî IntU ⊂M \ Z ⊂M \ A.

Îòæå, h ìiíÿ¹ ìiñöÿìè êîìïîíåíòè ìåæi ïîâåðõíi Z, ÿêi íàëåæàòü âíóòði-

øíîñòi ïîâåðõíi M . Ìè íàêëàäåìî òàêó óìîâó íà Z:

(B) êîæíà êîìïîíåíòà çâ'ÿçíîñòi ïåðåòèíó ∂Z ∩ IntM ðîçáèâà¹ M .

Öÿ óìîâà îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ ái¹êöiÿ ìiæ êîìïîíåíòàìè ìåæi ïåðåòèíó ∂Z ∩

IntM òà êîìïîíåíòàìè çâ'ÿçíîñòi äîïîâíåííÿ M \Z, çâiäêè çà Ëåìîþ 3.3.4 íå

áóäå æîäíî¨ h-iíâàðiàíòíî¨ êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi äîïîâíåííÿ M \ Z.

Òåîðåìà 3.3.5. ßêùî Z � íåïîðîæíÿ, îði¹íòîâíà i ìà¹ âëàñòèâiñòü (B), òî

iñíó¹ g ∈ S(f), òàêèé, ùî g = h íà Z òà g2 ∈ Sid(f).

Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 3.3.1.

Ïðèïóñòèìî, ùî M ¹ îði¹íòîâíîþ i h ∈ ∆−(f). Òîäi â òåðìiíàõ Òåîðåìè 3.3.5,

Z = M , i çà öi¹þ òåîðåìîþ iñíó¹ g ∈ S(f), òàêèé, ùî g = h íà Z òà g2 ∈ Sid(f).

Öå îçíà÷à¹, ùî h = g òà h2 ∈ Sid(f).

Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 3.3.3.

Óìîâà (B) âèïëèâà¹ ç ïðèïóùåííÿ ïðî òå, ùî êîæåí ðåãóëÿðíèé ëèñò âiäîá-

ðàæåííÿ f ó IntM ðîçáèâà¹ M .
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3.4 Òâåðäæåííÿ ïðî ïîòîêè

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ïðîäîâæó¹ìî äåÿêi ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi ó [17, 25] äëÿ

ãëàäêèõ ïîòîêiâ, íà íåïåðåðâíèé âèïàäîê.

Îçíà÷åííÿ 3.4.1. Íåõàé x íå ¹ íåðóõîìîþ òî÷êîþ ïîòîêó F òà Y � òîïî-

ëîãi÷íèé ïðîñòið. Íåõàé òàêîæ U � âiäêðèòèé îêië òî÷êè x òà φ = (ζ, ρ) :

U → Y × R � âiäêðèòå âêëàäåííÿ. Òîäi ïàðà (φ, U) áóäå íàçèâàòèñÿ òðèâià-

ëiçàöi¹þ ïîòîêó F â òî÷öi x, ÿêùî iñíó¹ ε > 0 i âiäêðèòèé îêië V òî÷êè x

â X, òàêi, ùî

φ ◦ F(z, ϕ2) =
(
ζ(z), ρ(z) + ϕ2

)
(3.1)

äëÿ âñiõ (z, ϕ2) ∈ V × (−ε; ε).

Iíøèìè ñëîâàìè, F ¹ ëîêàëüíî ñïðÿæåíèì äî ïîòîêó G : (Y ×R)×R→

Y ×R, çàäàíîãî ôîðìóëîþG(y, s, ϕ2) = (y, s+ϕ2), îñêiëüêè òîòîæíiñòü (3.1)

ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

φ ◦ F(z, ϕ2) =
(
ζ(z), ρ(z) + ϕ2

)
= G

(
ζ(z), ρ(z), ϕ2

)
= G(φ(z), ϕ2),

òîáòî

φ ◦ Fϕ2
(z) = Gϕ2

◦ φ(z). (3.2)

Äîáðå âiäîìî, ùî êîæåí ïîòiê êëàñó C2 (ïîðîäæåíèé äåÿêèì âåêòîðíèì ïî-

ëåì êëàñó C1) íà ãëàäêîìó ìíîãîâèäi äîïóñêà¹ òðèâiàëiçàöiþ â êîæíié íå íå-

ðóõîìié òî÷öi.

Ëåìà 3.4.2. ßêùî (φ, U) ¹ òðèâiàëiçàöi¹þ ïîòîêó F ó íå íåðóõîìié òî÷öi

x ∈ X, òî äëÿ äîâiëüíîãî τ ∈ R ïàðà (φ ◦ F−τ ,Fτ(U)) ¹ òðèâiàëiçàöi¹þ öüîãî

ïîòîêó â òî÷öi y = F(x, τ).

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî U ′ = Fτ(U) òà φ′ = φ ◦ F−τ . Íåõàé òàêîæ ε i V âèçíà-

÷àþòüñÿ ÿê ó Îçíà÷åííi 3.1 òà V ′ = Fτ(V ) � îêië òî÷êè y. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ
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(z, ϕ2) ∈ V ′ × (−ε; ε) ìà¹ìî

φ′ ◦ Fϕ2
(z) = (φ ◦ F−τ) ◦ Fϕ2

(z) = (φ ◦ Fϕ2−τ)(z) =

= (φ ◦ Fϕ2

(
F−τ(z)

) (3.1)
== Gϕ2

◦ φ(F−τ(z)) = Gϕ2
◦ φ′(z).

Íàñòóïíà ëåìà ïîêàçó¹, ùî äëÿ ïîòîêiâ, ÿêi äîïóñêàþòü òðèâiàëiçàöi¨ (íà-

ïðèêëàä, äëÿ ãëàäêèõ ïîòîêiâ) êîæíå âiäîáðàæåííÿ, ÿêå çáåðiãà¹ îðáiòè, äîïó-

ñêà¹ ôóíêöiþ çñóâó áiëÿ êîæíî¨ íå íåðóõîìî¨ òî÷êè. Áiëüø òîãî, òàêà ôóíêöiÿ

ëîêàëüíî âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ì çíà÷åííÿì â öié òî÷öi.

Ëåìà 3.4.3. (cf. [25, Lemma 6.1(i)]). Íåõàé ïîòiê F : X×R→ X ìà¹ òðèâià-

ëiçàöiþ (φ, U) ó äåÿêié íå íåðóõîìié òî÷öi x. Íåõàé òàêîæ h : U → X � íåïå-

ðåðâíå âiäîáðàæåííÿ, ÿêå çáåðiãà¹ îðáiòè ïîòîêó F i òàêå, ùî h(x) = F(x, τ)

äëÿ äåÿêîãî τ ∈ R. Òîäi iñíó¹ âiäêðèòèé îêië V ⊂ U òî÷êè x i ¹äèíà íåïå-

ðåðâíà ôóíêöiÿ α : V → R, òàêà, ùî

(1) α(x) = τ ;

(2) h(z) = F(z, α(z)) äëÿ âñiõ z ∈ V .

ßêùî äîäàòêîâî X ¹ ìíîãîâèäîì êëàñó Cr, (1 ≤ r ≤ ∞), F i h íàëåæàòü

êëàñó Cr òà φ ¹ Cr âêëàäåííÿì, òî α òàêîæ íàëåæèòü êëàñó Cr.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ìàéæå äîñëiâíî ïîâòîðþ¹ àðãóìåíòè [25, Lemma 6.2],

äîâåäåííÿ ÿêî¨ áóëî äëÿ ãëàäêèõ ïîòîêiâ i áàçóâàëîñÿ íà iñíóâàííi òðèâiàëiçàöi¨

ïîòîêiâ. Äëÿ ïîâíîòè âèêëàäó ìè íàâåäåìî êîðîòêå äîâåäåííÿ äëÿ íåïåðåðâ-

íîãî âèïàäêó.

1) Ñïî÷àòêó ïðèïóñòèìî, ùî τ = 0, òîìó h(x) = x. Íåõàé V i ε � òàêi æ ÿê

ó Îçíà÷åííi 3.4.1. Çìåíøóþ÷è V ìîæíà òàêîæ ââàæàòè, ùî V ⊂ U ∩ h−1(U),

òîìó, çîêðåìà, h(V ) ⊂ U . Ïîçíà÷èìî V̂ := φ(V ) òà Û := φ(U). Òîäi öi ìíîæèíè

¹ âiäêðèòèìè i ìè ìà¹ìî êîðåêòíî âèçíà÷åíå âiäîáðàæåííÿ ĥ = φ ◦ h ◦ φ−1 :
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V̂ → Û , ÿêå çáåðiãà¹ îðáiòè ïîòîêó G çãiäíî ç (3.2). Öå îçíà÷à¹, ùî ĥ(y, ϕ2) =(
y, η(y, ϕ2)

)
äëÿ äåÿêî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ Y ×R ⊃ V̂

η−→ R. Âèçíà÷èìî iíøó

íåïåðåðâíó ôóíêöiþ α′ : V̂ → R çà ôîðìóëîþ α′(y, ϕ2) = η(y, ϕ2)− ϕ2. Òîäi

ĥ(y, ϕ2) =
(
y, ϕ2 + α′(y, ϕ2)

)
= G

(
y, ϕ2, α

′(y, ϕ2)
)

= Gα′(y, ϕ2),

òîáòî φ ◦ h ◦ φ−1 = ĥ = Gα′, çâiäêè äëÿ êîæíî¨ z ∈ V ìà¹ìî

h(z) = φ−1 ◦Gα′ ◦ φ(z) = φ−1 ◦Gα′◦φ(z) ◦ φ(z) = Fα′◦φ(z)(z) = Fα′◦φ(z).

Îòæå, ìîæíà ïîêëàñòè α = α′ ◦ φ : V → R. Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî α ¹ íåïå-

ðåðâíîþ. Áiëüø òîãî, íåõàé ŷ, ϕ̂2) = φ(x). Îñêiëüêè h(x) = x, ìè îòðèìó¹ìî,

ùî h̃(ŷ, ϕ̂2) = ŷ, ϕ̂2), çâiäêè η(ŷ, ϕ̂2) = ϕ̂2, çâiäêè α
′(ŷ, ϕ̂2) = 0, à òîìó

α(x) = α′ ◦ φ(x) = α′(ŷ, ϕ̂2) = 0.

2) ßêùî τ 6= 0, òî ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ h̃ : U → X, çàäàíå ôîðìóëîþ

h̃ = F−τ ◦ h. Òîäi h̃(x) = F−τ ◦ h(x) = F(F(x, τ),−τ) = x, çâiäêè çà 1) h̃ = Fα̂

äëÿ ¹äèíî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ α̂ : V → R, òàêî¨, ùî α̂(x) = 0. Ïîêëàäåìî

α = α̂ + τ . Òîäi α(x) = τ òà

h(z) = Fτ ◦ h̃(z) = F(F(z, α̂(z)), τ) = F(z, α̂(z) + τ) = F(z, α(z)).

Ç ôîðìóë äëÿ α âèïëèâà¹, ùî ÿêùî X, F, φ òà h íàëåæàòü êëàñó Cr, (1 ≤

r ≤ ∞), òî α òàêîæ íàëåæèòü êëàñó Cr.

Íàñëiäîê 3.4.4. Ïðèïóñòèìî, ùî U ⊂ X ¹ âiäêðèòîþ çâ'ÿçíîþ ïiäìíîæè-

íîþ, òàêîþ, ùî êîæíà òî÷êà x ∈ U íå ¹ íåðóõîìîþ i äîïóñêà¹ òðèâiàëiçàöiþ

ïîòîêó F. Íåõàé òàêîæ α, α′ : U → R � äâi íåïåðåðâíi ôóíêöi¨, òàêi, ùî

Fα = Fα′ íà U . ßêùî α(x) = α′(x) â äåÿêié òî÷öi x ∈ U (öå âèêîíó¹òüñÿ, íà-

ïðèêëàä, ÿêùî F ìà¹ ùîíàéìåíøå îäíó íåïåðiîäè÷íó òî÷êó â U), òî α = α′

íà U .
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Äîâåäåííÿ. Ìíîæèíà A = {α(y) = α′(y) | y ∈ U} ¹ çàìêíåíîþ i çà ïðèïó-

ùåííÿì íåïîðîæíüîþ (ìiñòèòü x). Áiëüø òîãî, çà Ëåìîþ 3.4.3 öÿ ìíîæèíà ¹

âiäêðèòîþ, çâiäêè A = U .

Íàñëiäîê 3.4.5. Íåõàé F : X × R → X � íåïåðåðâíèé ïîòiê, U ⊂ X �

âiäêðèòà ïiäìíîæèíà, òàêà, ùî êîæíà òî÷êà x ∈ U ¹ íå íåðóõîìîþ i íå

ïåðiîäè÷íîþ òà äîïóñêà¹ òðèâiàëiçàöiþ ïîòîêó F, òà h : U → X � âiäîáðà-

æåííÿ, ÿêå çáåðiãà¹ îðáiòè. Òîäi iñíó¹ ¹äèíà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ α : U → R,

òàêà, ùî h(x) = F(x, α(x)) äëÿ âñiõ x ∈ U .

ßêùî äîäàòêîâî X ¹ ìíîãîâèäîì êëàñó Cr, (0 ≤ r ≤ ∞), F íàëåæèòü

êëàñó Cr òà äîïóñêà¹ Cr òðèâiàëiçàöiþ i h íàëåæèòü êëàñó Cr, òî α òàêîæ

íàëåæèòü êëàñó Cr.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè êîæíà òî÷êà x ∈ U ¹ íå íåðóõîìîþ i íå ïåðiîäè÷íîþ,

òî iñíó¹ ¹äèíå ÷èñëî α(x), òàêå, ùî h(x) = F(x, α(x)). Áiëüø òîãî, îñêiëüêè F

äîïóñêà¹ òðèâiàëiçàöiþ ó òî÷öi x, òî ç Ëåìè 3.4.3 âèïëèâà¹, ùî âiäïîâiäíiñòü

x 7→ α(x) ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ α : U → R, ÿêà òàêîæ íàëåæèòü êëàñó Cr

ïðè âiäïîâiäíèõ ïðèïóùåííÿõ ãëàäêîñòi íà X, F, φ òà h.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ïðîäîâæó¹ äåÿêi ðåçóëüòàòè, âñòàíîâëåíi ó [25] äëÿ

ãëàäêèõ ïîòîêiâ, íà íåïåðåðâíi ïîòîêè, ÿêi ìàþòü òðèâiàëiçàöi¨ â êîæíié íå

íåðóõîìié òî÷öi íà äîâiëüíèõ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðàõ.

Ëåìà 3.4.6. (cf. [25, Lemmas 6.1-6.3]) Íåõàé F : X × R→ X � äåÿêèé ïîòiê,

p : X̃ → X � íàêðèâàþ÷å âiäîáðàæåííÿ, à ξ : X̃ → X̃ � íàêðèâàþ÷å ïåðåòâî-

ðåííÿ, òîáòî ãîìåîìîðôiçì, äëÿ ÿêîãî p ◦ ξ = p. Òîäi âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi

òâåðäæåííÿ.

(1) Ïîòiê F ïiäíiìà¹òüñÿ äî ¹äèíîãî ïîòîêó F̃ : X̃ × R → X̃, òàêîãî, ùî

p ◦ F̃ϕ2
= Fϕ2

◦ p äëÿ âñiõ ϕ2 ∈ R.
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(2) Äëÿ áóäü-ÿêî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ α : X → R âiäîáðàæåííÿ

F̃α◦p : X̃ → R ¹ ïiäíÿòòÿì âiäîáðàæåííÿ Fα, òîáòî

(3) F̃ êîìóòó¹ ç ξ â òîìó ñåíñi, ùî F̃ϕ2
◦ξ = ξ ◦ F̃ϕ2

äëÿ âñiõ ϕ2 ∈ R. Áiëüø

çàãàëüíî, äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ β : X̃ → R ìà¹ìî F̃β ◦ ξ = ξ ◦ F̃β◦ξ.

(4) Äëÿ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ β : X̃ → R i òî÷êè z ∈ X̃ ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi

(�ãëîáàëüíó� i �â òî÷öi�) óìîâè:

(g1) β = β ◦ ξ;

(g2) F̃β = F̃β◦ξ;

(g3) F̃β ◦ ξ = ξ ◦ F̃β;

(p1) β(z) = β ◦ ξ(z);

(p2) F̃β(z) = F̃β◦ξ(z);

(p3) F̃β ◦ ξ(z) = ξ ◦ F̃β(z).

Òîäi ìà¹ìî íàñòóïíó äiàãðàìó iìïëiêàöié:

(g1) +3

��

(g2) ks
(2)
+3

��

(g3)

��

(p1) +3 (p2) ks
(2)
+3 (p3)

(3.3)

(i) ßêùî z íå ¹ íi íåðóõîìîþ, íi ïåðiîäè÷íîþ òî÷êîþ ïîòîêó F̃, òî(p2)⇒(p1).

(ii) ßêùî X̃ ¹ ëiíiéíî çâ'ÿçíèì i F̃β � ïiäíÿòòÿ äåÿêîãî íåïåðåðâíîãî âi-

äîáðàæåííÿ h : X → X, òîáòî h ◦ p = p ◦ F̃β, òî (p3)⇒(g3), çâiäêè âñi

óìîâè ó ïðàâîìó êâàäðàòi äiàãðàìè (3.3) ¹ åêâiâàëåíòíèìè.

(iii) ßêùî ïðîñòið X̃ ¹ ëiíiéíî çâ'ÿçíèì, à F̃ íå ìà¹ íåðóõîìèõ òî÷îê i

äîïóñêà¹ òðèâiàëiçàöiþ ó êîæíié òî÷öi X̃, òî (g2)&(p1)⇒ (g1).

Äîâåäåííÿ. (1) Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó ãîìîòîïiþ (ç ¾âiäêðèòèìè êiíöÿìè¿)

G = F ◦ (p× idR) : X̃ × R→ X, G(z, ϕ2) = F(p(z), ϕ2),

i íåõàé F̃ : X̃ × 0 → X̃ çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ F̃(z, 0) = z. Òîäi F̃ ¹ ïiäíÿòòÿì

âiäîáðàæåííÿ G|X̃×0, òîáòî p ◦ F̃(z, 0) = p(z) = F(p(z), 0) = G(z, 0). Îòæå, F̃
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ïðîäîâæó¹òüñÿ äî ¹äèíîãî ïiäíÿòòÿ F̃ : X̃ × R → X̃ âiäîáðàæåííÿ G. Ëåãêî

ïåðåâiðèòè, ùî öå ïiäíÿòòÿ ¹ ïîòîêîì íà X̃.

(2) Íåõàé z ∈ X̃ i ϕ2 = α ◦ p(z). Òîäi

p ◦ F̃α◦p(z)(z) = p ◦ F̃ϕ2
(z)

(1)
= Fϕ2

◦ p(z) = Fα◦p(z) ◦ p(z) = Fα ◦ p(z).

(3) Âiäìiòèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ F̃′ : X̃ × R → X̃, âèçíà÷åíå ôîðìóëîþ

F̃′ϕ2
= ξ ◦ F̃ϕ2

◦ ξ−1 òàêîæ ¹ ïîòîêîì íà X̃. Áiëüø òîãî,

p ◦ F̃′ϕ2
= p ◦ ξ ◦ F̃′ϕ2

◦ ξ−1 = p ◦ F̃ϕ2
◦ ξ−1 = Fϕ2

◦ p ◦ ξ−1 = Fϕ2
◦ p.

Òîìó F̃′ i F̃ � äâà ïiäíÿòòÿ ïîòîêó F, ÿêi ñïiâïàäàþòü â òî÷öi ϕ2 = 0, à îòæå

F̃′ = F̃ çà ¹äèíiñòþ ïiäíÿòòiâ. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ áóäü-ÿêî¨ íåïåðåðâíî¨ α̃ :

X̃ → R i z ∈ X̃ ìà¹ìî (cf. [25, Eq. (6.8)])

F̃α̃ ◦ ξ(z) = F̃
(
ξ(z), α̃(ξ(z))

)
= F̃α̃(ξ(z)) ◦ ξ(z)

= ξ ◦ F̃α̃◦ξ(z)(z) = ξ ◦ F̃α̃◦ξ(z).

(4) Iìïëiêàöi¨ ó Äiàãðàìi (3.3) ¹ òðèâiàëüíèìè. Ïðèïóñòèìî, ùî X̃ (à îòæå i

X) ¹ ëiíiéíî çâ'ÿçíèìè.

(i) ßêùî z íå ¹ íåðóõîìîþ i íå ¹ ïåðiîäè÷íîþ, òî ç ðiâíîñòi F̃(z, a) = F̃(z, b)

âèïëèâà¹, ùî a = b äëÿ âñiõ a, b. Çîêðåìà, öå ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ a = β(z) i

b = β ◦ ξ(z).

(ii) Ïðèïóñòèìî, ùî F̃β ¹ ïiäíÿòòÿì äåÿêîãî íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ h :

X → X. Òîäi p ◦ F̃β ◦ ξ = h ◦ p ◦ ξ = h ◦ p i p ◦ ξ ◦ F̃β = p ◦ F̃β = h ◦ p, òîáòî

îáèäâà âiäîáðàæåííÿ F̃β ◦ ξ òà ξ ◦ F̃β a¹ ïiäíÿòòÿìè âiäîáðàæåííÿ h.

Òåïåð, ÿêùî (p3) âèêîíó¹òüñÿ, òîáòî F̃β◦ξ(z) = ξ◦F̃β(z) äëÿ äåÿêî¨ òî÷êè z ∈

X̃, òî öi ïiäíÿòòÿ ïîâèííi ñïiâïàäàòè íà âñüîìó X̃, çâiäêè âèïëèâà¹ âëàñòèâiñòü

(g3).

(iii) Ïðèïóñòèìî, ùî ïîòiê F̃ íå ìà¹ íåðóõîìèõ òî÷îê i âèêîíóþòüñÿ óìîâè

(g2) òà (p1), òîáòî F̃(y, β(y)) = F̃(y, β ◦ ξ(y)) äëÿ âñiõ y ∈ X̃ òà β(z) = β ◦ ξ(z)
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äëÿ äåÿêî¨ z ∈ X̃. Çàçíà÷èìî, ùî ìíîæèíà A = {y ∈ X̃ | β(y) = β ◦ ξ(y)} ¹

çàìêíåíîþ. Áiëüø òîãî, âíàñëiäîê ëîêàëüíî¨ ¹äèíîñòi ôóíêöi¨ çñóâó (Íàñëiäîê

3.4.4) A òàêîæ ¹ âiäêðèòîþ. Îñêiëüêè X̃ ¹ çâ'ÿçíèì, ìíîæèíà A ¹ àáî ∅, àáî

X̃. Àëå z ∈ A, çâiäêè A = X̃, òîáòî óìîâà (g1) âèêîíó¹òüñÿ.

Íåõàé p : X̃ → X � ðåãóëÿðíå íàêðèâàþ÷å âiäîáðàæåííÿ äëÿ ëiíiéíî çâ'ÿçíèõ

X̃ òà X, G � ãðóïà íàêðèâàþ÷èõ ïåðåòâîðåíü, F : X ×R→ X � ïîòiê íà X, à

F̃ : X̃ × R→ X̃ éîãî ïiäíÿòòÿ, âèçíà÷åíå, ÿê â Ëåìi 3.4.6(1).

Íàñëiäîê 3.4.7. (cf. [25, Lemma 6.3]) Ïðèïóñòèìî, ùî âñi îðáiòè ïîòîêó

F̃ ¹ íåçàìêíåíèìè i íå ¹ íåðóõîìèìè, à ïîòiê F̃ ìà¹ òðèâiàëiçàöiþ â óñiõ

òî÷êàõ ïðîñòîðó X̃. Íåõàé òàêîæ h : X → X � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ,

ÿêå äîïóñêà¹ ïiäíÿòòÿ h̃ : X̃ → X̃, òîáòî p ◦ h̃ = h ◦ p, òàêå, ùî h̃ çàëèøà¹

iíâàðiàíòíîþ êîæíó îðáiòó γ ïîòîêó F̃ i êîìóòó¹ ç êîæíèì åëåìåíòîì

ξ ∈ G. Òîäi iñíó¹ ¹äèíà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ α : X → R, äëÿ ÿêî¨ h = Fα.

Çíîâó, ÿêùî X̃, X, p, h, F òà éîãî òðèâiàëiçàöiÿ íàëåæàòü êëàñó Cr, (1 ≤

r ≤ ∞), òî òîäi ôóíêöiÿ α òàêîæ íàëåæèòü äî êëàñó Cr.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç ïðèïóùåííÿìè íà ïîòiê F̃ ç Íàñëiäêó 3.4.5 îòðèìó¹ìî, ùî

iñíó¹ ¹äèíà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ β : X̃ → R, äëÿ ÿêî¨ h̃ = F̃β. Íåõàé ξ ∈ G.

Îñêiëüêè h̃ êîìóòó¹ ç ξ, òîáòî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (g3) Ëåìè 3.4.6, ìè îäåðæó¹ìî

íàñòóïíi iìïëiêàöi¨:

(g3) ks +3 (g2) +3 (p2)
(i)
+3 (p1)

(iii)
+3 (g1).

ùî îçíà÷à¹ β ◦ ξ = β. Îòæå, β ¹ iíâàðiàíòíîþ âiäíîñíî âñiõ ξ ∈ G, à òîìó

âîíà iíäóêó¹ ¹äèíó ôóíêöiþ α : X → R, äëÿ ÿêî¨ β = α ◦ p. Îñêiëüêè p ¹

ëîêàëüíèì ãîìåîìîðôiçìîì, ìà¹ìî, ùî α ¹ íåïåðåðâíîþ. Áiëüø òîãî, çà Ëåìîþ

3.4.6(2) h̃ = F̃β = F̃α◦p ¹ ïiäíÿòòÿì âiäîáðàæåííÿ Fα. Àëå h̃ òàêîæ ¹ ïiäíÿòòÿì

âiäîáðàæåííÿ h, çâiäêè h = Fα.
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Íåâàæêî ïîáà÷èòè, ùî òâåðäæåííÿ ïðî ãëàäêiñòü ôóêíöi¨ α âèïëèâà¹ ç âiä-

ïîâiäíèõ ÷àñòèí äîâåäåííÿ ãëàäêîñòi ó âèêîðèñòîâóâàíèõ ëåìàõ.

3.5 Âiäîáðàæåííÿ êîëà ó ñåáå

Íåõàé S1 = {z ∈ C | |z| = 1} � îäèíè÷íå êîëî íà êîìïëåêñíié ïëîùèíi,

p : R → S1 � óíiâåðñàëüíå íàêðèâàþ÷å âiäîáðàæåííÿ, âèçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ

p(s) = e2πis i ξ(s) = s + 1 � äèôåîìîðôiçì ìíîæèíè R, ÿêèé ïîðîäæó¹ ãðóïó

íàêðèâàþ÷èõ ïåðåòâîðåíü Z.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ck(S
1, S1), k ∈ Z ìíîæèíó âñiõ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü

h : S1 → S1 ñòåïåíÿ k, òîáòî âiäîáðàæåíü, ãîìîòîïíèõ äî âiäîáðàæåííÿ z 7→

zk. Òîäi {Ck(S1, S1)}k∈Z � ìíîæèíà âñiõ êîìïîíåíò ëiíiéíî¨ çâ'ÿçíîñòi ïðîñòîðó

C
(
S1, S1

)
iç êîìïàêòíî âiäêðèòîþ òîïîëîãi¹þ.

Äëÿ âiäîáðàæåííÿ h : X → X êîìïîçèöiþ h ◦ · · · ◦ h︸ ︷︷ ︸
n

áóäå çðó÷íî ïîçíà÷àòè

hn äëÿ n ∈ N. Òî÷êà x ∈ X íàçèâà¹òüñÿ íåðóõîìîþ äëÿ h, ÿêùî h(x) = x.

Ëåìà 3.5.1. Íåõàé h : S1 → S1 � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ i h̃0 : R → R �

äîâiëüíå ïiäíÿòòÿ h âiäíîñíî p, òîáòî íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ, äëÿ ÿêîãî

íàñòóïíà äiàãðàìà ¹ êîìóòàòèâíîþ:

R
p
��

h̃0 //R
p
��

S1 h // S1

òîáòî p ◦ h̃0 = h ◦ p, àáî e2πi h̃0(s) = h(e2πis) äëÿ s ∈ R. Äëÿ a ∈ Z âèçíà÷èìî

âiäîáðàæåííÿ h̃a : R → R çà ôîðìóëîþ h̃a = ξa ◦ h̃0, ùî îçíà÷à¹ h̃a(s) =

h̃0(s) + a. Òîäi íàñòóïíi óìîâè ¹ åêâiâàëåíòíèìè:

(à) h ∈ Ck(S1, S1);

(á) h̃0 ◦ ξ = ξk ◦ h̃ = h̃k, òîáòî h̃(s+ 1) = h̃(s) + k äëÿ âñiõ t ∈ R.
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Áiëüø òîãî, íåõàé k ïîçíà÷à¹ ñòåïiíü âiäîáðàæåííÿ h. Òîäi

(i) h ìà¹ ùîíàéìåíøå |k − 1| íåðóõîìèõ òî÷îê;

(ii) {h̃ak}a∈Z ¹ ìíîæèíîþ âñiõ ìîæëèâèõ ïiäíÿòòiâ âiäîáðàæåííÿ h;

(iii) h̃a ◦ h̃b = ξa+kb ◦ h2 äëÿ âñiõ a, b ∈ Z;

(iv) ÿêùî k = −1, òî h̃2
a = h̃2

0 äëÿ âñiõ a ∈ Z, iíøèìè ñëîâàìè, äëÿ êîæíî-

ãî ïiäíÿòòÿ h̃a âiäîáðàæåííÿ h0, éîãî êâàäðàò h̃2
a íå çàëåæèòü

âiä a. Áiëüø òîãî, ÿêùî A ¹ ìíîæèíîþ âñiõ íåðóõîìèõ òî÷îê

âiäîáðàæåííÿ h2, òî p−1(A) ¹ ìíîæèíîþ íåðóõîìèõ òî÷îê âiäîá-

ðàæåííÿ h̃2
0.

Äîâåäåííÿ. Âñi òâåðäæåííÿ ¹ ïðîñòèìè. Òâåðäæåííÿ (i) ¹ íàñëiäêîì òåîðåìè

ïðî ïðîìiæíå çíà÷åííÿ, à (ii) âèïëèâà¹ ç (á).

(iii) h̃a ◦ h̃b = ξa ◦ h̃0 ◦ ξb ◦ h̃0 = ξa ◦ ξkb ◦ h̃2
0 = ξa+kb ◦ h̃2

0.

(iv) ßêùî k = −1, òî, çà (iii), h̃a ◦ h̃a = ξa−a ◦ h̃2
0 = h̃2

0.

Îòæå, ìîæíà ïîêëàñòè g := h̃2
0 = h̃2

a i òàêå âiäîáðàæåííÿ íå çàëåæèòü âiä

a ∈ Z. Íåõàé òàêîæ Ã � ìíîæèíà âñiõ íåðóõîìèõ òî÷îê âiäîáðàæåííÿ g. Íàì

ïîòðiáíî ïîêàçàòè, ùî Ã = p−1(A).

Íåõàé s ∈ Ã i z = p(s). Òîäi ç ðiâíîñòi s = g2(s) = h̃2
a(s) âèïëèâà¹, ùî

z = p(s) = p ◦ h̃2
a(s) = h2 ◦ p(s) = h2(z),

òîìó z ∈ A, òîáòî p(Ã) ⊂ A, à îòæå Ã ⊂ p−1(A).

I íàâïàêè, íåõàé z ∈ A i s ∈ R ¹ òàêèìè, ùî z = p(s). Òîäi iñíó¹ ¹äèíå

ïiäíÿòòÿ h̃a âiäîáðàæåííÿ h , äëÿ ÿêîãî h̃a(s) = s. Àëå òîäi g(s) = h̃2
a(s) = s,

çâiäêè s ∈ Ã.

Íàñòóïíèé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî åôåêò, îïèñàíèé òâåðäæåííÿì (iv) Ëåìè

3.5.1 âêëþ÷à¹ âëàñòèâiñòüæîðñòêîñòi äçåðêàëüíèõ ñèìåòðié êîëà, ÿêà çãàäó-

âàëàñü âèùå.
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Ïðèêëàä 3.6. Íåõàé h(z) = ze−2πφe2πφ = z̄e2φ - äçåðêàëüíà ñèìåòðiÿ êîì-

ïëåêñíî¨ ïëîùèíè âiäíîñíî ïðÿìî¨, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò

ïiä êóòîì φ äî äîäàòíüîãî íàïðÿìó îñi x. Òîäi h ¹ iíâîëþöi¹þ, ÿêà çáåðiãà¹

îäèíè÷íå êîëî i îáìåæåííÿ h|S1 : S1 → S1 ¹ âiäîáðàæåííÿì ñòåïåíi −1, ÿêå

íàëåæèòü äî SO−(2). Áiëüø òîãî, êîæíå éîãî ïiäíÿòòÿ ha : R → R çàäà-

¹òüñÿ ôîðìóëîþ h̃a(s) = a + φ − s. Àëå òîäi h̃2
a = idR2 íå çàëåæèòü âiä a.

Áiëüø òîãî, ìíîæèíà íåðóõîìèõ òî÷îê âiäîáðàæåííÿ h̃2
a � öå R, ùî çáiãà¹-

òüñÿ iç p−1(S1), äå S1 ¹ ìíîæèíîþ íåðóõîìèõ òî÷îê âiäîáðàæåííÿ h2 = idS1.

Iíøå òëóìà÷åííÿ âèùåçàçíà÷åíèõ ðåçóëüòàòiâ ìîæíà äàòè ç òî÷êè çîðó ôóíê-

öi¨ çñóâó .

Íàñëiäîê 3.6.1. Íåõàé F : S1 × R → S1 � ïîòiê íà êîëi S1, ÿêèé íå ìà¹

íåðóõîìèõ òî÷îê, òîìó S1 � ¹äèíà ïåðiîäè÷íà îðáiòà ïîòîêó F äåÿêîãî ïå-

ðiîäó θ.

(1) Íåõàé h : S1 → S1 � äåÿêå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ. Òîäi h ∈ C1(S
1, S1)

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ α : S1 → R, äëÿ ÿêî¨

h = Fα. Òàêà ôóíêöiÿ íå ¹ ¹äèíîþ i âèçíà÷à¹òüñÿ ç òî÷íiñòþ äî ñòàëîãî

äîäàíêó nθ äëÿ n ∈ Z. ßêùî F òà h íàëåæàòü äî êëàñó Cr, (0 ≤ r ≤ ∞), òî

òàêîþ æ ¹ i α.

(2) Äëÿ êîæíîãî h ∈ C−1(S
1, S1) iñíó¹ ¹äèíà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ α : S1 → R,

òàêà, ùî

(à) h2(z) = F(z, α(z)) äëÿ âñiõ z ∈ S1;

(á) α(z) = 0 äëÿ äåÿêîãî z ∈ S1 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè h(z) = z, (çà

Ëåìîþ3.5.1(i) iñíóþòü ÿê ìiíiìóì äâi òàêi òî÷êè);

(â) ÿêùî F i h íàëåæàòü êëàñó Cr, (0 ≤ r ≤ ∞), òî α òåæ äî íüîãî

íàëåæèòü.
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(3) Íåõàé αk : S1 → R, k = 0, 1� äâi íåïåðåðâíi ôóíêöi¨, i äëÿ êîæíîãî

t ∈ [0; 1] íåõàé αt : S1 → R i ht : S1 → S1 çàäàþòüñÿ ôîðìóëàìè

αϕ2
= (1− ϕ2)α0 + ϕ2α1, hϕ2

(z) = ze2πiαk(z).

ßêùî h0 i h1 ¹ ãîìåîìîðôiçìàìè (äèôåîìîðôiçìàìè ç êëàñó Cr, 1 ≤ r ≤ ∞),

òî òàêèìè ¹ i âiäîáðàæåííÿ hϕ2
äëÿ êîæíîãî ϕ2 ∈ [0; 1].

Äîâåäåííÿ. Íåõàé F̃ : R× R→ R ¹äèíå ïiäíÿòòÿ F âiäíîñíî íàêðèòòÿ p. Òîäi

R ¹ ¹äèíîþ íåïåðiîäè÷íîþ îðáiòîþ ïîòîêó F̃.

(1) ßêùî α : S1 → R � äåÿêà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ, òî âiäîáðàæåííÿ Fα ¹

ãîìîòîïíèì äî òîòîäíüîãî âiäîáðàæåííÿ çà ãîìîòîïi¹þ {Fϕ2α}ϕ2∈[0;1], çâiäêè

Fα ìà¹ ñòåïiíü 1 (òàê ñàìî ÿê i idS1).

Íàâïàêè, íåõàé h ∈ C1(S
1, S1) i íåõàé h̃ ¹ äîâiëüíèì ïiäíÿòòÿì âiäîáðàæåííÿ

h. Òîäi çà Íàñëiäêîì 3.4.5 iñíó¹ ¹äèíà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ β : R→ R, äëÿ ÿêî¨t

h̃ = F̃β. Áiëüø òîãî, îñêiëüêè h ¹ âiäîáðàæåííÿì ñòåïåíi 1, ç Ëåìè 3.5.1(á)

ìà¹ìî, ùî âiäîáðàæåííÿ h̃ êîìóòó¹ ç ξ, òîáòî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (g3) Ëåìè

3.4.6. Îñêiëüêè h̃ = Fβ ¹ ïiäíÿòòÿì âiäîáðàæåííÿ h, ç Ëåìè 3.4.6(ii) âèïëèâà¹,

ùî óìîâà (g1) Ëåìè 3.4.6 òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ, òîáòî β ◦ ξ = β. Îòæå, β iíäóêó¹

¹äèíó ôóíêöiþ α : S1 → R, äëÿ ÿêî¨ β = α ◦ p i h̃ = F̃α◦p. Òîäi çà Ëåìîþ

3.4.6(2), h̃ ¹ ïiäíÿòòÿì âiäîáðàæåííÿ Fα. Àëå öå òàêîæ ¹ ïiäíÿòòÿ âiäîáðàæåííÿ

h, çâiäêè h = Fα.

(2) Îñêiëüêè h ∈ C−1(S
1, S1), ìà¹ìî h2 ∈ C1(S

1, S1), çâiäêè (à) i (â) îäðàçó

âèïëèâàþòü iç (1).

(á) ×åðåç A ïîçíà÷èìî ìíîæèíó âñiõ íåðóõîìèõ òî÷îê âiäîáðàæåííÿ h2. Íàì

ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî A = α−1(0). Î÷åâèäíî, ùî ÿêùî α(y) = 0, òî

h2(y) = F(y, α(y)) = h2(y) = F(y, 0) = y.

Â iíøó ñòîðîíó, íåõàé y ∈ A, òîäi h(y) = y, i íåõàé x ∈ R � äåÿêà òî÷êà, òàêà,

ùî p(x) = y. Òîäi iñíó¹ ¹äèíå ïiäíÿòòÿ h̃ âiäîáðàæåííÿ h, äëÿ ÿêîãî h̃(x) = x,
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i çà Ëåìîþ 3.5.1(iv) p−1(A) ¹ ìíîæèíîþ íåðóõîìèõ òî÷îê âiäîáðàæåííÿ h̃2.

Áiëüø òîãî, îñêiëüêè h̃2 ìà¹ ñòåïiíü 1, ç (1) ìà¹ìî, ùî h̃2 = F̃α◦p. Îñêiëüêè x

òàêîæ ¹ íåðóõîìîþ òî÷êîþ âiäîáðàæåííÿ h̃2, ìè îòðèìó¹ìî, ùî 0 = α ◦ p(x) =

α(y).

(3) Ðîçãëÿíåìî äâà ïîòîêè íà R i S1 âiäïîâiäíî:

F̃ : R× R→ R, F̃(x, ϕ2) = x+ ϕ2,

F : S1 × R→ S1, F(z, ϕ2) = ze2πiϕ2.

Î÷åâèäíî, ùî F̃ ¹ ïiäíÿòòÿì F, i hϕ2
= Fαϕ2

. Òîäi çà Ëåìîþ 3.4.6(2) âiäîáðà-

æåííÿ

h̃ϕ2
:= F̃αϕ2

◦p : R→ R, h̃ϕ2
(x) = x+ (1− ϕ2)α0(x) + ϕ2α1(x)

¹ ïiäíÿòòÿì âiäîáðàæåííÿ hϕ2
. Î÷åâèäíî, ùî h̃ϕ2

= (1−ϕ2)h̃0 +ϕ2h̃1. Îñêiëüêè

h0 i h1 ¹ ãîìåîìîðôiçìàìè (äèôåîìîðôiçìàìè êëàñó Cr), ìà¹ìî, ùî âiäîáðà-

æåííÿ h̃0 i h̃1 òàêîæ ¹ ãîìåîìîðôiçìàìè. Îòæå, òàêèìè æ ¹ i ¨õ îïóêëà ëiíiéíà

êîìáiíàöiÿ h̃ϕ2
òà iíäóêîâàíå âiäîáðàæåííÿ hϕ2

.

3.7 Ïîòîêè áåç íåðóõîìèõ òî÷îê

Íåõàé X � ãàóñäîðôîâèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i F : Y ×R→ Y � íåïåðåðâíèé

ïîòiê íà âiäêðèòié ïiäìíîæèíi Y ⊂ X × S1, äëÿ ÿêîãî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi

óìîâè:

(Φ1) îðáiòè ïîòîêó F ¹ â òî÷íîñòi êîìïîíåíòàìè çâ'ÿçíîñòi ïåðåòèíiâ

(x× S1) ∩ Y äëÿ âñiõ x ∈ X.

(Φ2) Ïîòiê F äîïóñêà¹ òðèâiàëiçàöiþ äëÿ êîæíî¨ òî÷êè (y, s) ∈ Y ;

(Φ3) ìíîæèíà B = {x ∈ X | x× S1 ⊂ Y } ¹ ùiëüíîþ â X;
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(Φ4) äëÿ êîæíîãî x ∈ X, ïåðåòèí (x×S1)∩Y ìà¹ ëèøå ñêií÷åííó êiëüêiñòü

êîìïîíåíò çâ'ÿçíîñòi (ÿêi çà (Φ1) ¹ îðáiòàìè ïîòîêó F).

Òàêèì ÷èíîì êîæíà îðáiòà ïîòîêó F ¹ àáî x×S1, àáî äåÿêîþ äóãîþ x×S1,

i, çîêðåìà, ïîòiê F íå ìà¹ íåðóõîìèõ òî÷îê. Òàêîæ ç óìîâè (Φ3) âèïëèâà¹, ùî

ìíîæèíà ïåðiîäè÷íèõ òðà¹êòîðié ïîòîêó F ¹ ùiëüíîþ ó X ×S1. Òîäi äîïîâíå-

ííÿ äî B:

A := X \B = {x ∈ X | x× S1 6⊂ Y }

ñêëàäà¹òüñÿ ç òî÷îê x ∈ X, äëÿ ÿêèõ x×S1 ìiñòÿòü íåçàìêíåíó îðáiòó ïîòîêó

F.

Òàêîæ áóäå çðó÷íî âèêîðèñòîâóâàòè íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ äëÿ x ∈ X:

Lx := (x× S1) ∩ Y, L̃x := p−1(Lx) = (x× R) ∩ Ỹ .

Ïðèêëàä 3.8. Íåõàé X � ãëàäêèé ìíîãîâèä, i G � âåêòîðíå ïîëå íàä X×S1,

âèçíà÷åíå ôîðìóëîþ G(x, s) = ∂
∂s, îòæå éîãî îðáiòè ¹ êîëàìè x× S1. Íåõàé

Y ⊂ X ×S1. Òîäi äîáðå âiäîìî, ùî iñíó¹ íåâiä'¹ìíà C∞ ôóíêöiÿ α : X ×S1 →

[0; +∞), äëÿ ÿêî¨ Y = (X ×S1) \α−1(0). Âèçíà÷åìî ùå îäíå âåêòîðíå ïîëå F

íàä X × S1 çà ôîðìóëîþ F = αG. Íåõàé òàêîæ

F : (X × S1)× R→ X × S1

¹ ïîòîêîì íàä X × S1, ïîðîäæåíèì ïîëåì F . Òîäi Y ¹ ìíîæèíîþ íå íåðó-

õîìèõ òî÷îê ïîòîêó F, i iíäóêîâàíèé ïîòiê íàä Y çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (Φ1)

òà (Φ2). Âèêîíàííÿ iíøèõ äâîõ óìîâ (Φ3) i (Φ4) çàëåæèòü òiëüêè âiä âèáî-

ðó Y . Íàïðèêëàä, âîíè áóäóòü âèêîíóâàòèñü, ÿêùî äîïîâíåííÿ (X × S1) \ Y

ñêií÷åííå.

Òåîðåìà 3.8.1. Íåõàé ïîòiê F çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (Φ1)-(Φ4). Íåõàé òàêîæ

h : Y → Y � ãîìåîìîðôiçì iç íàñòóïíèìè âëàñòèâîñòÿìè:
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(1) h(Lx) ⊂ x×S1 äëÿ êîæíîãî x ∈ X, à îòæå h çáåðiãà¹ ïåðøó êîîðäèíàòó,

i çîêðåìà, çàëèøà¹ iíâàðiàíòíîþ êîæíó ïåðiîäè÷íó îðáiòó ïîòîêó F,

îäíàê âií ìîæå ìiíÿòè ìiñöÿìè íåïåðiîäè÷íi îðáiòè, ùî ìiñòÿòüñÿ â

x× S1.

(2) Äëÿ êîæíîãî x ∈ B îáìåæåííÿ h : x × S1 → x × S1 ìà¹ ñòåïiíü −1 ÿê

âiäîáðàæåííÿ êîëà ó ñåáå.

Òîäi iñíó¹ ¹äèíà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ α : Y → R, äëÿ ÿêî¨

(à) h2(x, s) = F(x, s, α(x, s)) äëÿ âñiç (x, s) ∈ Y , çîêðåìà h2 çáåðiãà¹ êîæíó

îðáiòó ïîòîêó F;

(á) α(x, s) = 0 ðiâíîñèëüíî h(x, s) = (x, s);

(â) ÿêùî òàêîæ X ¹ ìíîãîâèäîì êëàñó Cr, (0 ≤ r ≤ ∞), ïîòiê F íàëåæèòü

äî êëàñó Cr i äîïóñêà¹ Cr òðèâiàëiçàöiþ, i h íàëæèòü äî Cr, òî α òàêîæ

íàëåæèòü äî êëàñó Cr.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé p : X × R→ X × S1 � íåñêií÷åííå öèêëi÷íå íàêðèòòÿ ìíî-

æèíè X × S1, âèçíà÷åíå çà ôîðìóëîþ p(x, s) = (x, e2πis) i ξ(x, s) = (x, s+ 1) ¹

äèôåîìîðôiçìîì ïðîñòîðó X ×R, ÿêèé ïîðîäæó¹ ãðóïó Z íàêðèâàþ÷èõ ïåðå-

òâîðåíü. Çîêðåìà, p◦ξ = p. Ïîçíà÷èìî Ỹ = p−1(Y ). Òîäi îáìåæåííÿ p : Ỹ → Y

¹ íàêðèòòÿì ìíîæèíè Y .

Íåõàé F̃ : Ỹ × R→ Ỹ � ïiäíÿòòÿ ïîòîêó F, òîäi

p ◦ F̃(y, ϕ2) = F(p(y), ϕ2), (y, ϕ2) ∈ Ỹ × R.

Îòæå, îðáiòè ïîòîêó F̃ â òî÷íîñòi ¹ êîìïîíåíòàìè çâ'ÿçíîñòi ïðîñòîðó L̃x äëÿ

âñiõ x ∈ X. Çîêðåìà, âñi îðáiòè ïîòîêó F̃ ¹ íåçàìêíåíèìè. Î÷åâèäíî, ùî äëÿ
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x ∈ X íàñòóïíi óìîâè ¹ åêâiâàëåíòíèìè:

• x× R ¹ îðáiîþ ïîòîêó F̃; • x× R ⊂ Ỹ ;

• x× S1 ¹ îðáiòîþ ïîòîêó F; • x× S1 ⊂ Y , òîáòî x ∈ B.

Ëåìà 3.8.2. Íåõàé h̃ : Ỹ → Ỹ � äåÿêå ïiäíÿòòÿ ãîìåîìîðôiçìà h, òîáòî

p ◦ h̃ = h ◦ p. Òîäi âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

(i) h̃(L̃x) ⊂ L̃x äëÿ âñiõ x ∈ X;

(ii) ÿêùî h̃1 � iíøå ïiäíÿòòÿ ãîìåîìîðôiçìà h, òî h̃2
1 = h̃2;

(iii) äëÿ êîæíîãî x ∈ X îáìåæåííÿ h̃ : L̃x → L̃x ñòðîãî ñïàäà¹ â òîìó ñåíñi,

ùî ÿêùî h(x, s) = (x, ϕ2) äëÿ äåÿêèõ s, ϕ2 ∈ R, òî s > ϕ2;

(iv) äëÿ êîæíîãî x ∈ X çâóæåííÿ h̃2 çàëèøà¹ iíâàðiàíòíèìè âñi îðáiòè

ïîòîêó F̃.

Äîâåäåííÿ. (i) Ïîìiòèìî, ùî p ◦ h̃(L̃x) = h ◦ p(L̃x) = h(Lx) ⊂ Lx, çâiäêè

h̃(L̃x) ⊂ p−1
(
h(Lx)

)
⊂ p−1(Lx) = L̃x.

(ii) Íåõàé x ∈ B, îòæå x × S1 ⊂ Y ¹ îðáiòîþ ïîòîêó F. Òîäi çâóæåííÿ

p|x×R : x× R→ x× S1 ¹ óíiâåðñàëüíèì íàêðèâàþ÷èì âiäîáðàæåííÿì, h|x×S1 :

x × S1 → x × S1 � âiäîáðàæåííÿ ñòåïåíi −1, à h̃|x×R, h̃1|x×R : x × R → x × R

¹ äâîìà ïiäíÿòòÿìè âiäîáðàæåííÿ h|x×S1. Òîäi çà Ëåìîþ 3.5.1(iv) ìà¹ ìiñöå

ðiâíiñòü h̃2|x×R = h̃2
1|x×R. Òîìó h̃2 = h̃2

1 íà B × R. Àëå çà âëàñòèâiñòþ (Φ3),

ìíîæèíà B ¹ ùiëüíîþ â X, çâiäêè B×R ¹ ùiëüíîþ â X×R. Îñêiëüêè ïðîñòið

X ¹ ãàóñäîðôîâèì, òî çâiäñè âèïëèâà¹ ðiâíiñòü h̃2 = h̃2
1 íà âñié ìíîæèíi X×R.

(iii) ßêùî x ∈ B, òî h|x×S1 : x × S1 → x × S1 ¹ âiäîáðàæåííÿì ñòåïåíi −1,

çâiäêè h̃|x×R : x × R → x × R çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ ïðÿìî¨ x × R, òîáòî ñòðîãî

ñïàäà¹.
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Ïðèïóñòèìî, ùî x ∈ X \ B, òîáòî x × R 6⊂ Ỹ . Íàì ïîòðiáíî ïîêàçàòè, ùî

âiäîáðàæåííÿ h̃|L̃x
: L̃x → L̃x ñòðîãî ñïàäà¹, òîáòî ÿêùî (x, s0), (x, s1) ∈ L̃x ¹

äâîìà ðiçíèìè òî÷êàìè, äëÿ ÿêèõ s0 < s1, (x, t0) = h̃(x, s0), i (x, t1) = h̃(x, s1),

òî t0 > t1.

Îñêiëüêè h̃ ¹ ãîìåîìîðôiçìîì, ìà¹ìî t0 6= t1. Ïðèïóñòèìî, ùî t0 < t1. Òîäi

iñíó¹ a > 0 i äâà âiäêðèòi îêîëè V ⊂ U òî÷êè x ó X, äëÿ ÿêèõ

h̃
(
V × si

)
⊂ U × (ti − a; ti + a), i = 0, 1, (3.4)

t0 + a < t1 − a. (3.5)

Çà âëàñòèâiñòþ (Φ3), ìíîæèíà B ¹ ùiëüíîþ â X, òîìó iñíó¹ òî÷êà y ∈ B∩V 6=

∅.

Òîäi, ç îäíi¹¨ ñòîðîíè, y × R ⊂ Ỹ ¹ îðáiòîþ ïîòîêó F̃, i ãîìåîìîðôiçì h̃ :

y × R → y × R çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ, òîìó ÿêùî (y, t′i) = h̃(y, si), i = 0, 1, òî

t′0 > t′1.

Ç iíøî¨ ñòîðîíè, çãiäíî ç (3.4) t′i ∈ (ti − a; ti + a), çâiäêè çà (3.5):

t′0 < t0 + a < t1 − a < t′1,

ùî ïðèâîäèòü äî ñóïåðå÷íîñòi. Îòæå, t0 > t1.

(iv) ßêùî x ∈ B, òî L̃x = x × R ¹ îðáiòîþ ïîòîêó F̃ i çà (i) âîíà ¹ iíâàði-

àíòíîþ âiäíîñíî ãîìåîìîðôiçìà h̃. Òîäi âîíà òàêîæ ¹ iíâàðiàíòíîþ âiäíîñíî

ãîìåîìîðôiçìà h̃2.

Ïðèïóñòèìî, ùî x ∈ X \ B. Òîäi çà âëàñòèâiñòþ (Φ4), ÿêùî Lx = (x ×

S1) ∩ Y ñêëàäà¹òüñÿ iç ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi êîìïîíåíò çâ'ÿçíîñòi I0, . . . , In−1

äëÿ äåÿêîãî n, ïðîíóìåðîâàíèõ ó öèêëi÷íîìó ïîðÿäêó âçâîâæ êîëà x × S1.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî L̃x ¹ íåçâ'ÿçíèì îá'¹äíàííÿì çëi÷åííî¨ êiëüêîñòi âiäêðèòèõ

iíòåðâàëiâ Ii, (i ∈ Z), ÿêi ¹ îðáiòàìè ïîòîêó F, ùî äîçâîëÿ¹ ïðîíóìåðóâàòè ¨õ

íàñòóïíèì ÷èíîì: ξ(Ĩk) = Ĩk+n i p(Ĩk) = Ik mod n.
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Îñêiëüêè h̃ ¹ ñòðîãî ñïàäíèì ãîìåîìîðôiçìîì ìíîæèíè L̃x, òî iñíó¹ a ∈ Z ,

òàêå, ùî h̃(Ĩk) = Ĩa−k. Îòæå,

h̃2(Ĩk) = h̃(Ĩa−k) = Ĩa−(a−k) = Ĩk.

Òåïåð ìè ìîæåìî âèâåñòè íàøó Òåîðåìó ç Ëåìè 3.8.2.

(à) Çàñòîñîâóþ÷è Íàñëiäîê 3.4.7 äî âiäîáðàæåííÿ h2 ìà¹ìî, ùî iñíó¹ ¹äèíà

íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ α : Y → R , äëÿ ÿêî¨

h̃2(x, s) = F̃(x, s, α ◦ p(x, s)), h2(x, s) = F(x, s, α(x, s)).

(á) Íåõàé (x, s) ∈ X × S1. ßêùî x ∈ B, òî x× S1 ⊂ Y ¹ îðáiòîþ ïîòîêó F i

çà Íàñëiäêîì 3.6.1(á) α(x, s) = 0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè h2(x, s) = (x, s).

Ïðèïóñòèìî, ùî x ∈ X \ B. Òîäi (x, s) ¹ íå ïåðiîäè÷íîþ òî÷êîþ ïîòîêó F,

çâiäêè h2(x, s) = F(x, s, α(x, s)) = (x, s) ìîæå âèêîíóâàòèñü òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè α(x, s) = 0.

(â) Âëàñòèâîñòi ãëàäêîñòi ôóíêöi¨ α ñõîæèì ÷èíîì âèïëèâàþòü ç òâåäæåííÿ

(â) Íàñëiäêó 3.4.7.

3.9 Ïîëÿðíi êîîðäèíàòè

Íåõàé H = R× [0; +∞), Int(H) = R× (0; +∞), i

p : H→ C ≡ R2, p(ρ, φ) = ρe2πiφ = (ρ cosφ, ρ sinφ),

¹ íåñêií÷åííî ðîçãàëóäæåíèì íàêðèâàþ÷èì âiäîáðàæåííÿì, ÿêå çàäà¹ ïîëÿðíi

êîîðäèíàòè.

Ëåìà 3.9.1. ([25, Ëåìà 11.1]) Íåõàé U ⊂ C ¹ âiäêðèòèì îêîëîì òî÷êè 0, à

h : U → C ¹ Cr, 1 ≤ r ≤ ∞, ãëàäêèì âêëàäåííÿì, äëÿ ÿêîãî h(0) = 0. Òîäi

iñíó¹ Cr−1-âêëàäåííÿ h̃ : p−1(U)→ H, äëÿ ÿêîãî p ◦ h̃ = h ◦ p.
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Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî ìàòðèöÿ ßêîái J(h, 0) ãîìåîìîðôiçìà h ¹ îðòî-

ãîíàëüíîþ â 0. Òîäi iñíó¹ a ∈ R, òàêå, ùî äëÿ êîæíîãî s ∈ R

h̃(0, s) =


(0, a+ s) if J(h, 0) ∈ SO(2),

(0, a− s) if J(h, 0) ∈ SO−(2).

Îòæå, ó äðóãié óìîâi (äå h çìiíþ¹ îði¹íòàöiþ) h̃2(0, s) = (0, s), òîáòî h̃2

çàâæäè ¹ íåðóõîìèì íà 0× R.

Íåõàé f : R2 → R � îäíîðiäíèé ìíîãî÷ëåí áåç êðàòíèõ ìíîæíèêiâ ñòåïå-

íi k ≥ 2 i F = −∂f
∂y

∂
∂x + ∂f

∂x
∂
∂y � ãàìiëüòîíîâå âåêòîðíå ïîëå ìíîãî÷ëåíà f .

Îñêiëüêè îáìåæåííÿ p : Int(H)→ R2 \ 0 ¹ íåñêií÷åííèì öèêëi÷íèì íàêðèâàþ-

÷èì âiäîáðàæåííÿì, ïîëå F iíäóêó¹ âåêòîðíå ïîëå F̃ íà Int(H). Ìîæíà íàâiòü

îòðèìàòè òî÷íi ôîðìóëè äëÿ F̃ (äèâ. [26, �4.2, Corolary 4.4]):

F̃ (r, φ) =
(
∂
∂ρ ,

∂
∂φ

) cosφ sinφ

−1
ρ sinφ 1

ρ cosφ

−f ′y(z)

f ′x(z)

 ,

äå z = p(ρ, φ) = ρe2πi. Îñòàííþ ôîðìóëó ìîæíà çâåñòè äî áiëüø ñïðîùåíî¨

ôîðìè. Âèçíà÷èìî íàñòóïíó ôóíêöiþ q : C \ 0→ C çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè

q(z) =
−f ′y(z) + ifx(z)

z
=

(−f ′y(z) + ifx(z))z̄

|z|2
.

Òîäi

F̃ (r, φ) = Re(q(z)) ∂
∂ρ + Im(q(z))1

ρ
∂
∂φ .

Îñêiëüêè f ¹ îäíîðiäíèì ñòåïåíi k ≥ 2, îòðèìó¹ìî, ùî F̃ (r, φ) ãëàäêî ïðîäîâ-

æó¹òüñÿ íà H.

Íåõàé F i F̃ ¹ ëîêàëüíèìè ïîòîêàìè, ïîðîäæåíèìè ïîëÿìè F i F̃ âiäïîâiäíî.

Òîäi Ft ◦ p(ρ, φ) = p ◦ F̃t(ρ, φ) ó âñiõ âèïàäêàõ, êîëè âèçíà÷åíi âñi ÷àñòèíè öi¹¨

ðiâíîñòi.
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Ïðèêëàä 3.10. 1) Íåõàé 0 ¹ íåâèðîäæåíèì ëîêàëüíèì åêñòðåìóìîì ôóíêöi¨

f . Òîäi ìîæíà ïðèïóñòèòè, ùî f(x, y) = 1
2(x2 + y2). Â öüîìó âèïàäêó

F (x, y) = −y ∂
∂x + x ∂

∂y , F(z, ϕ2) = ze2πiϕ2,

F̃ (ρ, φ) = ∂
∂φ , F̃(ρ, φ, ϕ2) = (ρ, φ+ ϕ2).

2) Íåõàé 0 ¹ íåâèðîäæåíèì ñiäëîì, òîäi ìîæíà ïðèïóñòèòè, ùî f(x, y) =

xy. Òîäi

F (x, y) = −x ∂
∂x + y ∂

∂y , F(x, y, ϕ2) =
(
xe−ϕ2, yeϕ2

)
,

F̃ (ρ, φ) = ρ cos 2φ ∂
∂ρ + sin 2φ ∂

∂φ .

Çàçíà÷èìî, çà íàïèñàííÿ òî÷íèõ ôîðìóë äëÿ ïîòîêó F̃ ¹ äîñòàòíüî ñêëà-

äíîþ çàäà÷åþ.

3) ßêùî 0 ¹ âèðîäæåíîþ êðèòè÷íîþ òî÷êîþ ôóíêöi¨ f , i òîìó deg f ≥ 3,

òî ñèòóàöiÿ ¹ áiëüø ñêëàäíîþ. Çàçíà÷èìî, ùî â öüîìó âèïàäêó F̃ äîðiâíþ¹

íóëþ íà ∂H = R× 0, çâiäêè F̃ íåðóõîìèé íà öié ïðÿìié. Çíîâó ôîðìóëè äëÿ

ïîòîêiâ F i F̃ ¹ äóæå ñêëàäíèìè.

Ëåìà 3.10.1. (äèâ. [26, Òåîðåìà 1.6], [25, Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 5.6]) Íåõàé U ⊂

R2 � âiäêðèòèé îêië ïî÷àòêó êîîðäèíàò 0 ∈ R2, h : U → R2� âêëàäåííÿ,

ÿêå çáåðiãà¹ îðáiòè ïîòîêó F, à α : U \ 0 → R ¹ C∞ ôóíêöi¹þ, äëÿ ÿêî¨

h(x) = F(x, α(x)) äëÿ âñiõ x ∈ U \ 0. Íåõàé òàêîæ h̃ : p−1(U) → H � äåÿêå

ïiäíÿòòÿ âêëàäåííÿ h, ÿê ó Ëåìi 3.9.1. Òîäi ôóíêöiÿ α ìîæå áóòè âèçíà÷åíà

â òî÷öi x òàê, ùî âîíà áóäå íàëåæàòè êëàñó C∞ â îêîëi U , ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ

îäíà ç íàñòóïíèõ óìîâ:

(à) x ¹ íåâèðîäæåíèì ëîêàëüíèì åêñòðåìóìîì ôóíêöi¨ f àáî (ìîæëèâî âè-

ðîäæåíîþ) ñiäëîâîþ òî÷êîþ;

(á) x ¹ âèðîäæåíèì ëîêàëüíèì åêñòðåìóìîì ôóíêöi¨ f i h̃ ¹ íåðóõîìèì íà

ïðÿìié R× 0.
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(â) x ¹ âèðîäæåíèì ëîêàëüíèì åêñòðåìóìîì ôóíêöi¨ f òà iñíó¹ âiäêðèòèé

îêië V ⊂ U òà iíøå âêëàäåííÿ q : U → R2, äëÿ ÿêîãî q(V ) ⊂ U , q çáåðiãà¹

îðáiòè ïîòîêó F i çìiíþ¹ ¨õ îði¹íòàöiþ, i h = q2.

Äîâåäåííÿ. Âèïàäêè (à) i (á) äîâåäåíi â [26, Theorem 1.6], äèâ. òàêîæ äîâåäåííÿ

Òåîðåìè 5.6 ó [25].

Âèïàäîê(á) ⇒ âèïàäîê(â). Íåõàé q̃ : p−1(U) → H � äîâiëüíå ïiäíÿòòÿ âêëà-

äåííÿ q, ÿê â Ëåìi 3.9.1. Òîäi q̃2 ¹ ïiäíÿòòÿì âiäîáðàæåííÿ q2 = h. Áiëüø òîãî,

îñêiëüêè q̃ çìiíþ¹ îði¹íòàöiþ îðáiò, ç Ëåìè 3.9.1 ìà¹ìî, ùî q̃2 ¹ íåðóõîìèì íà

ïðÿìié R × 0. Òàêèì ÷èíîì, óìîâà, ùî h̃ ¹ íåðóõîìèì íà ïðÿìié R × 0 âèêî-

íó¹òüñÿ. À îòæå, ç äîâåäåíîãî âèïàäêó (á) âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ α ìîæå áóòè

âèçíà÷åíà â òî÷öi x òàê, ùî âîíà áóäå íàëåæàòè êëàñó C∞ â îêîëi U .

3.11 Íàäùåðáëåíi öèëiíäðè âiäîáðàæåííÿ f ∈ F(M,P )

Íåõàé f ∈ F(M,P ). Ó ïîäàëüøîìó âèêëàäi ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òàêi

ïîçíà÷åííÿ.

(i) K1, . . . , Kk ïîçíà÷àþòü âñi êðèòè÷íi ëèñòè âiäîáðàæåííÿ f , i

K =
k
∪
i=1

Ki.

(ii) Íåõàé RKi
, i = 1, . . . , k, ¹ f -ðåãóëÿðíèìè îêîëàìè ëèñòiâ Ki, ÿêi âèáðàíi

òàê, ùî RKi
∩RKj

= ∅ äëÿ i 6= j.

(iii) Íåõàé òàêîæ L1, . . . , Ll ¹ âñiìà êîìïîíåíòàìè çâ'ÿçíîñòi M \ K;

(iv) Äëÿ êîæíîãî i = 1, . . . , l íåõàé

Ni = Li \ Σf .

Òîäi iñíóþòü ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà Qi ⊂ {−1, 1} × S1, iììåðñiÿ φi :
(
[−1, 1]×

S1
)
\ Qi → Ni i C∞-âêëàäåííÿ η : [0, 1] → P , äëÿ ÿêèõ íàñòóïíà äiàãðàìà ¹
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êîìóòàòèâíîþ: (
[0; 1]× S1

)
\Qi

φ //

p1
��

Ni

f
��

[0; 1]
η // P

äå p1 ¹ ïðîåêöi¹þ íà ïåðøó êîîðäèíàòó. Âiäìiòèìî, ùî φ ìîæå áåòè íå ií'¹êòèâíîþ

òiëüêè ó òî÷êàõ ç {−1, 1} × S1 , i öå ìîæå ñòàòèñÿ òiëüêè êîëè P = S1, äèâ.

Ïðèêëàä 3.12 òà Ðèñóíîê 3.12.0.1d) íèæ÷å.

Ìè áóäåìî íàçèâàòè Ni íàäùåðáëåíèì öèëiíäðîì âiäîáðàæåííÿ f , äèâ. Ðè-

ñóíîê 3.11.0.1.

Ðèñ. 3.11.0.1

Òàêîæ áóäå çðó÷íî ââåñòè íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ:

N−i = φi
(
[−1; 0]× S1

)
\Qi

)
, N+

i = φi
(
[0; 1]× S1

)
\Qi

)
,

IntNi = φi
(
(−1; 1)× S1

)
.

Ìè áóäåìî íàçèâàòè N−i i N+
i íàäùåðáëåíèìè íàïiâöèëiíäðàìè öèëiíäðà Ni i

âiäîáðàæåííÿ f , à IntNi � âíóòðiøíiñòþ öèëiíäðà Ni.

(v) Íåõàé òàêîæ

Zi = Ni

⋃(
∪

Ni∩Kj 6=∅
RKj

)
¹ îá'¹äíàííÿì íàäùåðáëåíîãî öèëiíäðà Ni ç f -ðåãóëÿðíèìè îêîëàìè êðèòè-

÷íèõ ëèñòiâ ôóíêöi¨ f , ÿêi ïåðåòèíàþòü çàìèêàííÿ Ni. Âåëè÷èíó Zi ìè áóäåìî

íàçèâàòè f -ðåãóëÿðíèì îêîëîì öèëiíäðà Ni.
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Ïðèêëàä 3.12. a) Íåõàé f : [0, 1]× S1 → P ¹ âiäîáðàæåííÿì êëàñó

F([0, 1]×S1, P ) áåç êðèòè÷íèõ òî÷îê, äèâ. Ðèñóíîê 3.12.0.1a). Òîäi âîíî ìà¹

¹äèíèé íàäùåðáëåíèé öèëiíäð N = [0, 1]×S1, ÿêèé ñïiâïàäà¹ çi ñâî¨ì f -îêîëîì

i K = ∅.

b) Íåõàé f : D2 → P ¹ âiäîáðàæåííÿì êëàñó F(D2, P ), ÿêå ìà¹ òiëüêè

îäíó êðèòè÷íó òî÷êó z, äèâ. Ðèñóíîê 3.12.0.1b). Òîäi K = {z}, âiäîáðàæåííÿ

f ìà¹ ¹äèíèé íàäùåðáëåíèé öèëiíäð N = D2 \ {z}, i éîãî f -ðåãóëÿðíèé îêië

¹ âñiì D2.

c) Íåõàé f : S2 → P ¹ âiäîáðàæåííÿì êëàñó F(S2, P ), ÿêå ìà¹ òiëüêè

äâi êðèòè÷íi òî÷êè z1 i z2, ÿêi â öüîìó ðàçi ìàþòü áóòè åêñòðåìóìàìè

âiäîáðàæåííÿ f , äèâ. Ðèñóíîê 3.12.0.1c). Òîäi K = {z1, z2}, âiäîáðàæåííÿ f

ìà¹ ¹äèíèé íàäùåðáëåíèé öèëiíäð N = S2 \ {z1, z2}, i éîãî f -ðåãóëÿðíèé îêië

¹ âñiì S2.

d) ÍåõàéM ¹ àáî 2-òîðîì, àáî ïëÿøêîþ Êëåéíà ç äiðêîþ i f : M → S1 ¹ âiä-

îáðàæåííÿì êëàñó F(M,S1), ñõåìàòè÷íî ïîêàçàíèì íà Ðèñóíêó 3.12.0.1d).

Âîíî ìà¹ òiëüêè îäíó êðèòè÷íó òî÷êó z i öÿ òî÷êà ¹ ñiäëîì, ¹äèíèé êðèòè-

÷íèé ëèñò K = K, i äâà íàäùåðáëåíi öèëiíäðè N1 òà N2. Ç Ðèñóíêà 3.12.0.1d)

âèïëèâà¹, ùî N1 ïåðåòèíà¹ òiëüêè îäèí K �ç äâîõ ñòîðií�, â òîìó ñåíñi, ùî

îáèäâà ïåðåòèíè N−1 ∩K i N+
1 ∩K ¹ íå ïóñòèìè.

e) Íåõàé f : [0, 1]×S1 → R ¹ ôóíêöi¹þ Ìîðñà ç îäíèì ìiíiìóìîì z ¹ îäíi¹þ

ñiäëîâîþ òî÷êîþ y ÿê íà Ðèñóíêó 3.12.0.2. Òîäi f ìà¹ äâà êðèòè÷íi ëèñòè:

òî÷êó z i êðèòè÷íèé ëèñò K, ùî ìiñòèòü y, i òðè íàäùåðáëåíèõ öèëiíäðà

N1, N2, N3. Íåõàé RK ¹ f -ðåãóëÿðíèì îêîëîì ëèñòà K. Òîäi âiäïîâiäíi f -

ðåãóëÿðíi îêîëè íàäùåðáëåíèõ öèëiíäðiâ çàäàþòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

Z1 = N1 ∪ {z} ∪RK , Z2 = N2 ∪RK , Z3 = N3 ∪RK .

Íàñòóïíà ëåìà îïèñó¹ äåÿêi ïðîñòi âëàñòèâîñòi íàäùåðáëåíèõ öèëiíäðiâ, ÿêi

íåâàæêî äîâåñòè.
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a) b) c) d)

Ðèñ. 3.12.0.1

Ðèñ. 3.12.0.2

Ëåìà 3.12.1. Íåõàé N ¹ íàäùåðáëåíèì öèëiíäðîì âiäîáðàæåííÿ f , N− i

N+ ¹ éîãî íàäùåðáëåíèìè íàïiâöèëiíäðàìè, Z ¹ f -ðåãóëÿðíèì îêîëîì öèëií-

äðà N , à p : M → Γf � ïðîåêöiÿ íà ãðàô âiäîáðàæåííÿ f . Òîäi ñïðàâåäëèâi

íàñòóïíi òâåðäæåííÿ:

(1) N− i N+ ¹ îði¹íòîâíèìè ìíîãîâèäàìè. Áiëüø òîãî, ÿêùî P = R, òî

N òàêîæ ¹ îði¹íòîâíèì. Îäíàê, ÿêùî P = S1, òî ìîæíà ïîáóäóâàòè

ïðèêëàä âiäîáðàæåííÿ f , ÿêå ìà¹ íåîði¹íòîâíèé íàäùåðáëåíèé öèëiíäð,

äèâ. Ïðèêëàä 3.12d).

(2) Îáèäâà çàìèêàííÿ N− i N+ ïåðåòèíàþòü ùîíàéáiëüøå îäèí êðèòè÷íèé

ëèñò âiäîáðàæåííÿ f , i öi ïåðåòèíè ñêëàäàþòüñÿ ç âiäêðèòèõ äóã, ÿêi ¹

ëèñòàìè ñèíãóëÿðíîãî øàðóâàííÿ Ξf .

(3) ßêùî N ∩ Ki = ∅, àëå N ∩ Ki 6= ∅, òî ëèñò Ki êðèòè÷íîþ òî÷êîþ

âiäîáðàæåííÿ f , ÿêà ¹ ëîêàëüíèì åêñòðåìóìîì.

(4) ßêøîM ¹ çâ'ÿçíîþ, i N íå ìiñòèòü æîäíî¨ ñiäëîâî¨ òî÷êè âiäîáðàæåííÿ

f , òî M = N = Z, à f ¹ îäíèì ç âiäîáðàæåíü ç )-c) Ïðèêëàäó 3.12.

(5) N ′ ∩N ′′ ⊂ K äëÿ áóäü-ÿêèõ äâîõ ðiçíèõ íàäùåðáëåíèõ öèëiíäðiâ N ′ i N ′′
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âiäîáðàæåííÿ f .

(6) Êîæåí ðåãóëÿðíèé ëèñò âiäîáðàæåííÿ f ìiñòèòüñÿ ó äåÿêîìó íàäùåð-

áëåíîìó öèëiíäði f .

Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ ïðèíöèïîâèì òåõíi÷íèì iíñòðóìåíòîì. Íåõàé M ¹ (ìî-

æëèâî íåîði¹íòîâíîþ) êîìïàêòíîþ ïîâåðõíåþ, f ∈ F(M,P ), N ¹ íàäùåðáëå-

íèì öèëiíäðîì âiäîáðàæåííÿ f , à Z = N
⋃(

∪
N∩Kj 6=∅

RKj

)
� f -ðåãóëÿðíèé îêië

öèëiíäðà N .

Òåîðåìà 3.12.2. 1) Íåõàé V ⊂ N � ðåãóëÿðíèé ëèñò âiäîáðàæåííÿ f i h ∈

S(f |Z) ¹ äèôåîìîðôiçìîì ìíîæèíè Z, òàêèì, ùî h(V ) = V i h çìiíþ¹

îði¹íòàöiþ ëèñòà V . Òîäi êîæåí ëèñò ñèíãóëÿðíîãî øàðóâàííÿ Ξf â Z ¹

(h2,+)-iíâàðiàíòíèì, òîáòî h2 íå çìiùó¹ âñi êðèòè÷íi òî÷êè âiäîáðàæåííÿ

f ó Z i çáåðiãà¹ âñi iíøi ëèñòè øàðóâàííÿ Ξf â Z ðàçîì ç ¨õ îði¹íòàöi¹þ.

2) Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî Z ¹ îði¹íòîâíîþ i íåõàé F � äåÿêèé ãàìiëü-

òîíîâîïîäiáíèé ïîòiê âiäîáðàæåííÿ f |Z íà Z. Òîäi iñíó¹ ¹äèíà C∞ ôóíêöiÿ

α : Z → R, äëÿ ÿêî¨ h2 = Fα íà Z i α = 0 ó êîæíié íåðóõîìié òî÷öi âiäîáð-

æåííÿ h2 â IntN i ó êîæíîìó ëîêàëüíîìó åêñòðåìóìi z âiäîáðàæåííÿ f ó

Z.

Äîâåäåííÿ. 1) Çàçíà÷èìî, ùî îñêiëüêè äèôåîìîðôiçì h çìiíþ¹ îði¹íòàöiþ ëè-

ñòà V , âií òàêîæ çìiíþ¹ îði¹íòàöiþ âñiõ ðåãóëÿðíèõ ëèñòiâ ó öèëiíäði N . Òîìó

öi ëèñòè ¹ (h2,+)-iíâàðiàíòíèìè, i íàì ïîòðiáíî äîâåñòè òå ñàìå äëÿ âñiõ iíøèõ

ëèñòiâ øàðóâàííÿ Ξf â Z.

Ñïî÷àòêó ââåäåìî íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ. ßêùî K ∩ N− 6= ∅, òî íåõàé K−

ïîçíà÷à¹ ¹äèíèé êðèòè÷íèé ëèñò âiäîáðàæåííÿ f , ÿêèé ïåðåòèíà¹ N−, i íåõàé

RK− ¹ éîãî f -ðåãóëÿðíèì îêîëîì. Iíàêøå, êîëè K∩N− = ∅, ïîêëàäåìî K− =

RK− = ∅. Âèçíà÷èìî äàëi K+ òà RK+ àíàëîãi÷íèì ÷èíîì âiäíîñíî N+. Òîäi

Z = RK− ∪N− ∪N+ ∪RK+.
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Âñi öi ÷îòèðè ìíîæèíè ¹ iíâàðiàíòíèìè äëÿ äèôåîìîðôiçìà h, çàëèøà¹òüñÿ

äîâåñòè, ùî h2 çáåðiãà¹ ëèñòè øàðóâàííÿ Ξf ç ¨õ îði¹íòàöiÿìè ó êîæíié ç öèõ

ìíîæèí.

1a) Ïîêàæåìî, ùî h2 çáåðiãà¹ âñi ëèñòè øàðóâàííÿ Ξf â N−.

ÎñêiëüêèN− ¹ îði¹íòîâíèì ìíîãîâèäîì, ìîæíà ïîáóäóâàòè ãàìiëüòîíîâîïî-

äiáíèé ïîòiê äèôåîìîðôiçìà f íà N−. Î÷åâèäíî, F çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (Φ1)-

(Φ4). Áiëüø òîãî, îñêiëüêè äèôåîìîðôiçì h çìiíþ¹ îði¹íòàöiþ âñiõ ïåðiîäè-

÷íèõ îðáiò ïîòîêó F ó N+, ç Òåîðåìè 3.8.1 âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ¹äèíà C∞ ôóíê-

öiÿ α : N → R, òàêà, ùî h2|N− = Fα i α îáåðòà¹òüñÿ â íóëü â íåðóõîìèõ òî÷êàõ

âiäîáðàæåííÿ h2 íà ðåãóëÿðíèõ ëèñòàõ âiäîáðàæåííÿ f ó N−. Çîêðåìà, êîæíà

íåïåðiîäè÷íà îðáiòà ïîòîêó F â N+ òàêîæ ¹ (h2,+)-iíâàðiàíòíîþ.

1b) Ïîêàæåìî, ùî êîæåí ëèñò øàðóâàííÿ Ξf âK
− òàêîæ ¹ (h2,+)-iíâàðiàíòíèì.

Ç öüîãî áóäå âèïëèâàòè (h2,+)-iíâàðiàíòíiñòü âñiõ ëèñòiâ øàðóâàííÿ Ξf â RK−

(äèâ. äîâåäåííÿ iìïëiêàöi¨ (iii)⇒(i) â [25, Lemma 7.4]).

ßêùî K− = ∅ íåìà ùî äîâîäèòè.

ßêùî K− ∩ N− = ∅, òî çà Ëåìîþ 3.12.1(3) K− ¹ ëîêàëüíèì åêñòðåìóìîì

âiäîáðàæåííÿ f . Îòæå,K ¹ åëåìåíòîì øàðóâàííÿ Ξf i î÷åâèäíî ¹ iíâàðiàíòíèì

âiäíîñíî âiäîáðàæåííÿ h, à îòæå i âiäíîñíî h2.

Òîìó áóäåìî ââàæàòè, ùîK−∩N− 6= ∅. Òîäi öåé ïåðåòèí ìiñòèòü íåïåðiîäè-

÷íó îðáiòó γ ïîòîêó F. Îñêiëüêè γ ¹ (h2,+)-iíâàðiàíòíîþ, ç [19, Claim 7.1.1] àáî

ç [25, Lemma 7.4] âèïëèâà¹, ùî âñi åëåìåíòè øàðóâàííÿ Ξf òàêîæ ¹ (h2,+)-

iíâàðiàíòíèìè.

Íàãàäà¹ìî ïðîñòå äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó. Äiéñíî, íåõàé v ¹ âåðøèíîþ γ, à

îòæå i êðèòè÷íîþ òî÷êîþ âiäîáðàæåííÿ f . Òîäi h(v) = v, çâiäêè h2 çáåðiãà¹

ìíîæèíó âñiõ ðåáåð, iíöèäåíòíèõ äî v. Áiëüø îãî, îñêiëüêè h2 çáåðiãà¹ îði¹íòà-

öiþ íà v, âií ìà¹ òàêîæ çáåðiãàòè öèêëi÷íèé ïîðÿäîê ðåáåð, ùî âõîäÿòü äî v.

Àëå îñêiëüêè γ (ùî ¹ îäíèì ç òàêèõ ðåáåð) ¹ (h2,+)-iíâàðiàíòíîþ, ìà¹ìî, ùî
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âñi iíøi ðåáðà iíöèäåíòíi äî v. Çàñòîñîâóþ÷è òi ñàìi àðãóìåíòè äî öèõ ðåáåð i

òàê äàëi, ìè ïîáà÷èìî, ùî h2 çáåðiãà¹ âñi ðåáðà K ðàçîì ç ¨õ îði¹íòàöiÿìè.

Äîâåäåííÿ äëÿ N+ i RK+ ¹ àíàëîãi÷íèìè.

2) Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî Z � äåÿêà îði¹íòîâíà ïîâåðõíÿ i F � äåÿêèé ãà-

ìiëüòîíîâîïîäiáíèé ïîòiê âiäîáðàæåííÿ f . Ç 1) ìè çíà¹ìî, ùî h2 çáåðiãà¹ âñi

îðáiòè ïîòîêó F ðàçîì ç ¨õ îði¹íòàöiÿìè.

2a) Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî iñíó¹ ¹äèíà C∞ ôóíêöiÿ α : N → R, äëÿ ÿêî¨

h2|N = Fα i α îáåðòà¹òüñÿ â íóëü íà íåðóõîìèõ òî÷êàõ âiäîáðàæåííÿ h2 íà

ïåðiîäè÷íèõ îðáiòàõ.

ßêùî îáèäâà K− i K+ ¹ íåïóñòèìè òà ðiçíèìè, òî îáìåæåííÿ ïîòîêó F

íà N çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (Φ1)-(Φ4). Áiëüø òîãî, îñêiëüêè äèôåîìîðôiçì h

çìiíþ¹ îði¹íòàöiþ âñiõ ïåðiîäè÷íèõ îðáiò ïîòîêó F, äàíå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹

ç Òåîðåìè 3.8.1, ÿê â 1a).

Îäíàê, ÿêùî K− = K+, ÿê ó Ïðèêëàäi 3.12d), ñèòóàöiÿ òðîõè óñêëàäíþ¹-

òüñÿ: N ìîæå íå ìàòè ôîðìó ([−1, 1]×S1) \Q äëÿ äåÿêî¨ ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè

Q ⊂ {−1, 1} × S1, à îòæå Òåîðåìó 3.8.1 íå ìîæíà áóäå çàñòîñóâàòè áåçïîñåðå-

äíüî. Òèì íå ìåíøå, öþ òåîðåìó ìîæíà çàñòîñóâàòè äî êîæíî¨ ç ìíîæèí N−,

N+, IntN i ïîáóäóâàòè òðè ôóíêöi¨

α− : N− → R, α− : N+ → R, α0 : IntN → R

ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè h2|N− = Fα−, h
2|N+ = Fα+, h2|IntN = Fα0, i îáåð-

òàþòüñÿ â íóëü â íåðóõîìèõ òî÷êàõ âiäîáðàæåííÿ h2 íà ïåðiîäè÷íèõ îðáiòàõ.

Ç ¹äèíîñòi òàêèõ ôóíêöié îòðèìó¹ìî α− = α0 íà N− ∩ IntN i α+ = α0 íà

N+ ∩ IntN .

Ìîæëèâîþ ïðîáëåìîþ ¹ òå, ùî N ïåðåòèíà¹ K− ¾ç äâîõ ñòîðií¿, à îòæå ó

çàãàëüíîìó âèïàäêó α+ i α− ìîæóòü âiäðiçíÿòèñü íà N− ∩ N+ ∩K−. Îäíàê,

N−∩N+∩K− ñêëàäà¹òüñÿ ç íåïåðiîäè÷íèõ îðáiò ïîòîêó F, à îòæå äëÿ êîæíî¨

òàêî¨ îðáiòè γ ç òîòîæíîñòi h2|γ = Fα−|γ = Fα+|γ âèïëèâà¹, ùî α− = α+ íà γ.
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Îòæå, α− = α+ íà N− ∩ N+ ∩K−, à òîìó öi ôóíêöi¨ çàäàþòü êîðåêòíî âè-

çíà÷åíó C∞ ôóíêöiþ α : N → R, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ h2|IntN = Fα i α îáåðòà¹òüñÿ

â íóëü íà íåðóõîìèõ òî÷êàõ âiäîáðàæåííÿ h2 íà ïåðiîäè÷íèõ îðáiòàõ.

2b) Çàëèøà¹òüñÿ ïîêàçàòè, ùî α ïðîäîâæó¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ çñóâó äëÿ h2 íà

RK− ∪RK+, à îòæå i íà âñüîìó Z. Äîñòàòíüî äîâåñòè öå äëÿ RK−.

ßêùî K− = ∅, òî RK− = ∅ i òóò íåìà ÷îãî äîâîäèòè.

ßêùî K− ¹ ëîêàëüíèì åêñòðåìóìîì âiäîáðàæåííÿ f , òî çà Ëåìîþ 3.10.1

(âèïàäêè (à) i (â) äëÿ íåâèðîäæåíî¨ i âèðîäæåíî¨ êðèòè÷íî¨ òî÷êè) α ìîæå

áóòè âèçíà÷åí íà K− i òîìó ñòà¹ C∞.

Ó âñiõ iíøèõ âèïàäêàõ K− ìiñòèòü íåïåðiîäè÷íó îðáiòó ïîòîêó F. Òîäi çà

iìïëiêàöi¹þ (ii)⇒(iv) ç [25, Lemma 7.4], α ïðîäîâæó¹òüñÿ äî C∞ ôóíêöi¨ çñóâó

äëÿ h2 íà RK−. Çàëèøèëîñÿ äîâåñòè òàêó ëåìó:

Ëåìà 3.12.3. α(z) = 0 äëÿ âñiõ ëîêàëüíèõ åêñòðåìóìiâ âiäîáðàæåííÿ f â Z.

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, ëåãêî áà÷èòè, ùî ÿê çàâãîäíî ìàëèé îêië òî÷êè z ìiñòèòü

äåÿêó ïåðiîäè÷íó îðáiòó γ ïîòîêó F. Îñêiëüêè äèôåîìîðôiçì h çìiíþ¹ îði¹í-

òàöiþ îðáiòè γ, ç Ëåìè 3.5.1(i) ìà¹ìî, ùî äèôåîìîðôiçì h çàâæäè ìà¹ ùîíàé-

ìåíøå îäíó íåðóõîìó òî÷êó x ∈ γ (íàñïðàâäi âií ìà¹ íàâiòü äâi òàêi òî÷êè).

Òîäi çà íàñëiäêîì 3.6.1(á) ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà ðiâíiñòü: α(x) = 0. Îòæå, çà

íåïåðåðâíiñòþ ôóíêöi¨ α îòðèìó¹ìî òàêîæ, ùî α(z) = 0.

Òåîðåìà 3.12.2 äîâåäåíà.

3.13 Ñòâîðåííÿ ìàéæå ïåðiîäè÷íèõ äèôåîìîðôiçìiâ

Íåõàé M � êîìïàêòíà îði¹íòîâíà ïîâåðõíÿ, f ∈ F(M,P ), Z ¹ f -àäàïòîâàíîþ

ïiäïîâåðõíåþ, h ∈ S(f) ¹ òàêèì, ùî h(Z) = Z i m ≥ 2. ßêùî hm|Z ¹ içîòî-

ïíèì äî òîòîæíüîãî âiäîáðàæåííÿ íà Z çà äîïîìîãîþ f -çáåðiãàþ÷î¨ içîòîïi¨,

òî íàñòóïíà Ëåìà 3.13.1 âèçíà÷à¹ óìîâè, êîëè ìîæíà çìiíèòè h íà M \ Z
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òàêèì ÷èíîì, ùîá éîãî m-òà ñòåïiíü áóëà f -çáåðiãàþ÷îþ içîòîïi¹þ äî òîòî-

æíüîãî âiäîáðàæåííÿ íà âñüîìóM . Äîâåäåííÿ ïîäiáíå äî äîâåäåííÿ Ëåìè [25,

Lemma 13.1(3)], â ÿêié M ¹ 2-äèñêîì àáî öèëiíäðîì.

Ëåìà 3.13.1. (cf. [25, Lemma 13.1(3)]) Íåõàé M � çâ'ÿçíà êîìïàêòíà îði¹í-

òîâíà ïîâåðõíÿ, f ∈ F(M,P ), Z ¹ f�àäàïòîâàíîþ ïiäïîâåðõíåþ, i h ∈ S(f)

¹ òàêèì, ùî h(Z) = Z. Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

(1) Êîæíà êîìïîíåíòà ïîâåðõíi Z ìiñòèòü ÿê ìiíiìóì îäíó ñiäëîâó òî÷êó

âiäîáðàæåííÿ f .

(2) hm ¹ içîòîïíèì â S(f) äî äèôåîìîðôiçìà τ , íåðóõîìîãî íà äåÿêîìó îêîëi

ïiäïîâåðõíi Z (çà [25, Lemma 7.1] öÿ óìîâà âèêîíó¹òüñÿ, ÿêùî iñíó¹ C∞

ôóíêöiÿ α : Z → R , äëÿ ÿêî¨ hm|Z = Fα).

(3) Iñíóþòü m ≥ 2 òà a ≥ 1, òàêi, ùî êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi ìíîæèíè

M \ Z ìîæóòü áóòè çàíóìåðîâàíi íàñòóïíèì ÷èíîì

Y1,0 Y1,1 · · · Y1,m−1

Y2,0 Y2,1 · · · Y2,m−1

· · · · · · · · · · · ·

Ya,0 Ya,1 · · · Ya,m−1

(3.6)

òàê, ùî h(Yi,j) = Yi,j+1 mod m äëÿ âñiõ i, j, òîáòî h öèêëi÷íî çñóâà¹ ñïîâáöi

â (3.6).

Òîäi iñíó¹ g ∈ S(f), äëÿ ÿêî¨ g = h íà Z i gm ∈ Sid(f), òîáòî gm = Fβ äëÿ

äåÿêî¨ C∞ ôóíêöi¨ β : M → R.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Yj =
a⋃
i=1

Yi,j, j = 0, . . . ,m − 1 � îá'¹äíàííÿ êîìïîíåíò ç

îäíîãî ñòîâáöÿ ìàòðèöi (3.6). Òîäi h(Yj) = Yj+1 mod m. Âiäìiòèìî, ùî ç óìîâè

(3) âèïëèâà¹, ùî hm(Yi,j) = Yi,j äëÿ âñiõ i, j.
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Ïîêàæåìî, ùî øóêàíèé äèôåîìîðôiçì g ∈ S(f) çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ:

g(x) =


h(x), x ∈ Z ∪ Y0 ∪ · · · ∪ Ym−2,

τ−1 ◦ h(x), x ∈ Ym−1.

Äiéñíî, çà îçíà÷åííÿì g = h íà Z. Áiëüø òîãî, îñêiëüêè τ ¹ íåðóõîìèì íà

äåÿêîìó îêîëi Z, âií ¹ òàêîæ íåðóõîìèì áiëÿ Z ∩Ym−1. Òàêèì ÷èíîì, g = h =

τ−1◦h áiëÿ Z∩Ym−1, à òîìó g ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíèì âiäîáðàæåííÿì êëàñó C∞.

Çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè, ùî gm = Fβ ∈ Sid(f) äëÿ äåÿêî¨ C∞ ôóíêöi¨ β : M → R.

Íåõàé F � ãàìiëüòîíîâîïîäiáíèé ïîòiê äëÿ f . Îñêiëüêè τ i hm ¹ içîòîïíèìè

â S(f), ìà¹ìî, ùî τ−1 ◦ hm ∈ Sid(f). Îòæå, çà Ëåìîþ 1.7.3, τ−1 ◦ hm = Fα äëÿ

äåÿêî¨ C∞ ôóíêöi¨ α : M → R.

Îñêiëüêè Sid(f) ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ â S(f), ìà¹ìî òàêîæ, ùî

hj ◦ (τ−1 ◦ hm) ◦ h−j = hj ◦ τ−1 ◦ hm−j ∈ Sid(f), j = 0, . . . ,m− 1,

Îòæå, çíîâó çà Ëåìîþ 1.7.3, hj ◦ τ−1 ◦ hm−j = Fαj
äëÿ äåÿêî¨ C∞ ôóíêöi¨

αj : M → R.

Îñêiëüêè τ ¹ íåðóõîìîþ íà äåÿêîìó îêîëi ïiäïîâåðõíi Z, äëÿ êîæíîãî j

ìà¹ìî

Fαj
= hj ◦ τ−1 ◦ hm−j = τ−1 ◦ hm = Fα on Z.

Òîäi ç ïðèïóùåííÿ (1), ùî êîæíà êîìïîíåíòà çâ'ÿçíîñòi Z ′ ïîâåðõíi Z ìiñòèòü

ñiäëîâó òî÷êó, âèïëèâà¹, ùî ïîòiê F ìà¹ íåçàìêíåíó îðáiòó γ â Z ′. Îòæå,

α = αj íà γ. Îñêiëüêè Z
′ ¹ çâ'ÿçíèì, ìà¹ìî, ùî ç ëîêàëüíî¨ ¹äèíîñòi ôóíêöi¨

çñóâó äëÿ τ−1 ◦ hm|Z (äèâ. Íàñëiäîê 3.4.4) âèïëèâà¹ α = αj áiëÿ Z
′ äëÿ âñiõ

j = 0, . . . ,m− 1. Îòæå, α = αj áiëÿ âñüîãî Z äëÿ âñiõ j = 0, . . . ,m− 1.

Òàêèì ÷èíîì, ìè îòðèìàëè êîðåêòíî âèçíà÷åíó C∞ ôóíêöiþ β : M → R,

ÿêà çàäà¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì:

β(x) =


α(x), x ∈ Z,

αj(x), x ∈ Yj, j = 0, . . . ,m− 1.
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Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî gm = Fβ.

a) Äiéñíî, ÿêùî x ∈ Z, òî gm(x) = hm(x) = Fα(x) = Fβ(x).

b) Òàêîæ âiäìiòèìî, ùî g(Yi,j) = Yi,j+1 mod m i g(Yj) = Yj+1 mod m. Òîäi g
m|Yj

¹ íàñòóïíîþ êîìïîçèöi¹þ âiäîáðàæåíü:

Yj
h−−→ Yj+1

h−−→ · · · h−−→ Ym−1
τ−1◦h−−−−→ Y0

h−−→ · · · h−−→ Yj

i òàêèì ÷èíîì ñïiâïàäà¹ ç hj ◦ τ−1 ◦ hm−j = Fαj
= Fβ.

3.14 Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 3.3.5

ÍåõàéM � çâ'ÿçíà êîìïàêòíà ïîâåðõíÿ, f ∈ F(M,P ), h ∈ S(f),A � îá'¹äíàííÿ

âñiõ ðåãóëÿðíèõ ëèñòiâ âiäîáðàæåííÿ f , ÿêi ¹ h−-iíâàðiàíòíèìè i K1, . . . , Kk âñi

êðèòè÷íi ëèñòè âiîáðàæåííÿ f , äëÿ ÿêèõ A ∩Ki 6= ∅. Äëÿ i = 1, . . . , k, íåõàé

RKi
� f -ðåãóëÿðíèé îêië ëèñòà Ki, âèáðàíèé òàê, ùî RKi

∩RKj
= ∅ äëÿ i 6= j i

Z := A
⋃( k
∪
i=1

RKi

)
.

Ïðèïóñòèìî, ùî Z ¹ íåïîðîæíüîþ òà îði¹íòîâíîþ, i êîæíà êîìïîíåíòà çâ'ÿçíîñòi

γ ìíîæèíè ∂Z ∩ IntM ðîçáèâà¹M . Íàì ïîòðiáíî ïîêàçàòè, ùî iñíó¹ g ∈ S(f),

ÿêèé ñïiâïàäà¹ ç h íà Z i äëÿ ÿêîãî g2 ∈ Sid(f).

Ëåìà 3.14.1. Iñíó¹ ¹äèíà C∞ ôóíêöiÿ α : Z → R, òàêà, ùî h2|Z = Fα i α = 0

ó êîæíié íåðóõîìié òî÷öi âiäîáðàæåííÿ h2 íà h−-iíâàðiàíòíèõ ðåãóëÿðíèõ

ëèñòàõ f .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé V � ðåãóëÿðíèé ëèñò V âiäîáðàæåííÿ f , iN � íàäùåðáëåíèé

öèëiíäð âiäîáðàæåííÿ f , äëÿ ÿêîãî V ⊂ IntN . ßêùî V ¹ h−-iíâàðiàíòíèì, òî

òàêèìè æ ¹ òàêîæ âñi iíøi ðåãóëÿðíi ëèñòè V ′ ⊂ IntN . Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî Z

¹ îá'¹äíàííÿì f -ðåãóëÿðíèõ îêîëiâ Z1, . . . , Zl äåÿêèõ íàäùåðáëåíèõ öèëiíäðiâ

N1, . . . ,Nl âiäîáðàæåííÿ f .
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Çà Òåîðåìîþ 3.12.2 äëÿ êîæíîãî i = 1, . . . , l iñíó¹ ¹äèíà C∞ ôóíêöiÿ αi :

Zi → R , äëÿ ÿêî¨ h2|Zi
= Fαi

i α = 0 ó êîæíié íåðóõîìié òî÷öi âiäîáðàæåííÿ

h2 íà êîæíîìó h−-iíâàðiàíòíîìó ðåãóëÿðíîìó ëèñòi âiäîáðàæåííÿ f â Zi.

Âiäìiòèìî, ùî ÿêùî Zi ∩ Zj 6= ∅, òî âñi êîïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi W öüîãî ïåðå-

òèíó çàâæäè ìiñòÿòü íåïåðiîäè÷íó îáiòó γ ïîòîêó F. Òîìó çà ¹äèíiñòþ ôóíêöi¨

çñóâó (Íàñëiäîê 3.4.4) ìà¹ìî, ùî αi = αj íà W .

Îòæå, ôóíêöi¨ {αi}i=1,...,l óçãîäæóþòüñÿ íà âiäïîâiäíèõ ïåðåòèíàõ, à òîìó

âîíè çàäàþòü ¹äèíó C∞ ôóíêöiþ α : Z → R, òàêó, ùî h2|Z = Fα. Òîäi α = 0

íà êîæíîìó h−-iíâàðiàíòíîìó ðåãóëÿðíîìó ëèñòi âiäîáðàæåííÿ f â Zi.

ßêùî M = Z, òî òåîðåìà äîâåäåíà. Òîìó ïðèïóñòèìî, ùî M 6= Z.

Ëåìà 3.14.2. Êiëüêiñòü êîìïîíåíò çâ'ÿçíîñòi ìíîæèíè M \ Z ¹ ïàðíîþ,

i âîíè ìîæóòü áóòè çàíóìåðîâàíi ïàðàìè ÷èñåë:

Y1,0 Y2,0 . . . Ya,0

Y1,1 Y2,1 . . . Ya,1

(3.7)

äëÿ äåÿêîãî a > 1 òàêèì ÷èíîì, ùî h ïåðåñòàâëÿ¹ ðÿäêè â (3.7), òîáòî

h(Yi,0) = Yi,1 i h(Yi,1) = Yi,0 äëÿ âñiõ i.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Y1, . . . , Yq � âñi êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi ìíîæèíè M \ Z. Ïî-

çíà÷èìî γi := Yi ∩ Z. Òîäi çà óìîâîþ (B), γi ¹ ¹äèíîþ ñïiëüíîþ êîìïîíåíòîþ

ãðàíèöi êîìïîíåíòè Yi i ìíîæèíè Z.

Îñêiëüêè h(Z) = Z, ìà¹ìî, ùî h iíäóêó¹ ïåðåñòàíîâêó êîìïîíåíò çâ'ÿçíîñòi

{Yi}i=1,...,q. Áiëüø òîãî, çà Ëåìîþ 3.3.4 h(γi) ∩ γi = ∅, çâiäêè h(Yi) ∩ Yi = ∅. Ç

iíøî¨ ñòîðîíè, h2 = Fα, çâiäêè h
2(γi) = Fα(γi) = γi, à òîìó h

2(Yi) = Yi.

Îòæå, {Yi}i=1,...,q ðîçáèâà¹òüñÿ íà ïàðè, ÿêi ïåðåñòàâëÿþòüñÿ âiäîáðàæåí-

íÿì h.

Òåïåð äîñòàòíüî çàñòîñóâàòè Ëåìó 3.13.1 ïðè m = 2. Òîäi iñíó¹ g, òàêà, ùî

g = h íà Z i g2 ∈ Sid(f). Çàçíà÷èìî, ùî êîæíà êîìïîíåíòà ìíîæèíè Z ìiñòèòü
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ïðèíàéìíi îäíó ñiäëîâó òî÷êó âiäîáðàæåííÿ f , iíàêøå çà Ëåìîþ 3.12.1 (4) ìè

á ìàëè M = Z. Òîìó ïåðøà óìîâà (1) Ëåìè 3.13.1 âèêîíó¹òüñÿ. Äðóãà óìîâà

(2) âèïëèâà¹ ç Ëåìè 3.14.1 , à òðåòÿ óìîâà (3) âèïëèâà¹ ç Ëåìè 3.14.2. Òåîðåìà

3.3.5 äîâåäåíà.

3.15 Âèñíîâêè

Â äàíîìó ðîçäiëi äîâåäåíèé ïàðàìåòðè÷íèé àíàëîã ïåâíèõ òâåðäæåíü ¾æîðñ-

òêîñòi¿ äëÿ ãîìåîìîðôiçìiâ ó ñåáå âiäêðèòèõ ïiäìíîæèí òîïîëîãi÷íèõ äîáó-

òêiâ X × S1, ÿêi çáåðiãàþòü ïåðøó êîîðäèíàòó (Òåîðåìà 3.8.1). Öåé ðåçóëüòàò

çàñòîñîâàíèé äî äèôåîìîðôiçìiâ, ÿêi çáåðiãàþòü ôóíêöiþ Ìîðñà íà îði¹íòîâ-

íèõ ïîâåðõíÿõ òà çìiíþþòü îði¹íòàöiþ ïåâíèõ ¨¨ ðåãóëÿðíèõ ëèñòiâ. Çîêðåìà,

ó Òåîðåìi 3.3.1 äîâåäåíî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî âiäîáðàæåííÿ ç êëàñó F(M,P )

íà çâ'ÿçíié îði¹íòîâíié êîìïàêòíié ïîâåðõíi M i äëÿ äîâiëüíîãî äèôåîìîð-

ôiçìà h, ÿêèé çàëèøà¹ iíâàðiàíòíîþ êîæíó ðåãóëÿðíó êîìïîíåíòó ìíîæèíè

ðiâíÿ öüîãî âiäîáðàæåííÿ òà çìiíþ¹ ¨¨ îði¹íòàöiþ, h2 ¹ içîòîïíèì òîòîæíüîìó

âiäîáðàæåííþ çi çáåðåæåííÿì âiäîáðàæåííÿ.



Ðîçäië 4. Ïåðøi ÷èñëà Áåòòi îðáiò ôóíêöié

Ìîðñà íà ïîâåðõíÿõ

4.1 Òâåðäæåííÿ ïðî êëàñè G òà T

Íåõàé M � êîìïàêòíà ïîâåðõíÿ.

Îñêiëüêè π1Of(f) òà π1O(f) â òî÷öi f içîìîðôíi, òî äëÿ ñïðîùåííÿ ïîçíà-

÷åíü ó öüîìó ðîçäiëi ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè π1Of(f) òà π1Of(f,X) ÷åðåç π1O(f)

òà π1O(f,X) âiäïîâiäíî.

Íàãàäà¹ìî, ùî êîæíîìó âiäîáðàæåííþ f ∈ F(M,P ) ìîæíà ïîñòàâèòè ó âiä-

ïîâiäíiñòü (íåïåðåðâíó) ôóíêöiþ εf ç ìíîæèíè êîìïîíåíò çâ'ÿçíîñòi ìåæi ∂M

ó {±1}, ÿêà ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ −1, ÿêùî íà êîìïîíåíòi ìåæi f ìà¹ ëîêàëüíèé

ìiíiìóì, òà +1, ÿêùî íà êîìïîíåíòi ìåæi f ìà¹ ëîêàëüíèé ìàêñèìóì.

Íåõàé EM � ìíîæèíà âñiõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ε : ∂M → {±1}.

Äëÿ ε ∈ EM ïîçíà÷èìî ÷åðåç F(M,P, ε) (Morse(M,P, ε)) ïiäìíîæèíó êëàñó

F(M,P ) (Morse(M,P )) ôóíêöié f , äëÿ ÿêèõ εf = ε.

Îçíà÷åííÿ 4.1.1. Íåõàé G � ìiíiìàëüíà ìíîæèíà êëàñiâ içîìîðôiçìó ãðóï,

ùî çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:

1) 1 ∈ G;

2) ÿêùî G1, G2 ∈ G, òî G1 ×G2 ∈ G;

3) ÿêùî G ∈ G i n ≥ 1, òî G on Z ∈ G.

Íåõàé òàêîæ T � ìíîæèíà êëàñiâ içîìîðôiçìiâ ãðóï, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç

ãðóï âèãëÿäó G on,m Z2, äå G ∈ G i n,m ≥ 1.
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Íåõàé òàêîæ GO � ïiäêëàñ G, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ãðóï (A × B) on Z, äå

A,B ∈ G \ {1} i n ≥ 1. Âiäìiòèìî, ùî GO ⊂ G ⊂ T .

Çàóâàæåííÿ 4.1.2. Ëåãêî áà÷èòè, ùî G íàëåæèòü êëàñó G (T ) òîäi i òiëü-

êè òîäi, êîëè G îòðèìó¹òüñÿ ç òðèâiàëüíî¨ ãðóïè ñêií÷åííèì ÷èñëîì îïå-

ðàöié ×, onZ (òà îñòàííüîþ îïåðàöi¹þ on,mZ2 ó âèïàäêó êëàñó T ). Òàêèì ÷è-

íîì, êîæíà ãðóïà G ∈ G (G ∈ T ) ìîæå áóòè çàïèñàíà ÿê ñëîâî â àëôàâi-

òi AG = {1,Z, (, ) ,×, o2, o3, o4, . . . } (AT = {1,Z, (, ) ,×, o2, o3, . . . , o1,1, o1,2, . . . }).

Ìè áóäåìî íàçèâàòè òàêå ñëîâî ðåàëiçàöi¹þ ãðóïè G â àëôàâiòi AG (AT ).

Î÷åâèäíî, ðåàëiçàöiÿ íå ¹ îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíîþ. Íàïðèêëàä, iñíóþòü òàêi

ðåàëiçàöi¨ îäíi¹¨ i òi¹¨ æ ãðóïè:(
1 o

3
Z
)
× Z = Z×

(
1 o

3
Z
)

= Z× Z = 1× Z× Z.

Ó [3, Ëåìà 3.1] áóëî ïîêàçàíî, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ F(T 2,R) íà

2-òîði ãðàô Êðîíðîäà-Ðiáà Γf àáî ¹ äåðåâîì, àáî ìà¹ ¹äèíèé öèêë.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

GX(M,P ) := {π1O(f,X) | f ∈ F(M,P )},

MX(M,P ) := {π1O(f,X) | f ∈Morse(M,P )},

GX(M,P, ε) := {π1O(f,X) | f ∈ F(M,P, ε)},

MX(M,P, ε) := {π1O(f,X) | f ∈Morse(M,P, ε)},

GΨ := {π1O(f) | f ∈ F(T 2,R),Γf − äåðåâî},

MΨ := {π1O(f) | f ∈Morse(T 2,R),Γf − äåðåâî},

GO := {π1O(f) | f ∈ F(T 2,R),Γf ìiñòèòü ¹äèíèé öèêë},

MO := {π1O(f) | f ∈Morse(T 2,R),Γf ìiñòèòü ¹äèíèé öèêë}.

Î÷åâèäíî, ùî

MX(M,P ) ⊂ GX(M,P ), MΨ ⊂ GΨ,

MX(M,P, ε) ⊂ GX(M,P, ε), MO ⊂ GO.
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Ó ðîáîòàõ [4, 37, 30, 24] áóëè îòðèìàíi òàêi ðåçóëüòàòè.

Òâåðäæåííÿ 4.1.3. [37] ÍåõàéM � çâ'ÿçíà êîìïàêòíà ïîâåðõíÿ i f ∈ F(M,P ).

Òîäi Of(f) = Of(f, ∂M). Çîêðåìà,

π1O(f) ' π1O(f, ∂M),

à òîìó G∂M(M,P ) = G(M,P ).

Òâåðäæåííÿ 4.1.4. Íåõàé M � çâ'ÿçíà êîìïàêòíà îði¹íòîâíà ïîâåðõíÿ âiä-

ìiííà âiä 2-ñôåðè.

1. ßêùî M òàêîæ âiäìiííà âiä 2-òîðà, òî G∂M(M,P ) ⊂ G, [24].

2. ßêùî M � 2-òîð, òî

à) GΨ ⊂ T , [4],

á) GO ⊂ G, [30, 29].

Áiëüø òî÷íi ôîðìóëþâàííÿ Òâåðäæåííÿ 4.1.4 íàâåäåíi ó Òâåðäæåííÿõ 4.2.5,

4.6.1, 4.6.2.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Z(G) òà [G,G] öåíòð i êîìóòàíò G âiäïîâiäíî. Íàñòóïíà

òåîðåìà ïîêàçó¹, ùî ÷èñëî ñèìâîëiâ Z ó ðåàëiçàöi¨ ãðóïè G ∈ G â àëôàâiòi AG

(ãðóïè G ∈ T â àëôàâiòi AT ) îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ãðóïîþ G.

Òåîðåìà 4.1.5. Íåõàé G ∈ G (G ∈ T ), ω � äîâiëüíà ðåàëiçàöiÿ G â àëôàâiòi

AG (AT ) i β1(ω) � ÷èñëî ñèìâîëiâ Z ó ðåàëiçàöi¨ ω. Òîäi ìàþòü ìiñöå òàêi

içîìîðôiçìè:

Z(G) ∼= G/[G,G] ∼= Zβ1(ω).

Çîêðåìà, ÷èñëî β1(ω) çàëåæèòü òiëüêè âiä ãðóïè G.

Ç Òâåðäæåííÿ 4.1.4 i Òåîðåìè 4.1.5 îòðèìó¹ìî òàêèé íàñëiäîê.



110

Íàñëiäîê 4.1.6. Íåõàé M � çâ'ÿçíà êîìïàêòíà îði¹íòîâíà ïîâåðõíÿ âiäìií-

íà âiä 2-ñôåðè i f ∈ F(M,P ), äå P = R äëÿ âèïàäêó M = T 2. Íåõàé òàêîæ

G = π1O(f), ω � äîâiëüíà ðåàëiçàöiÿ G â àëôàâiòi AG äëÿ M 6= T 2 i â àëôàâi-

òi AT äëÿ M = T 2, à β1(ω) � êiëüêiñòü ñèìâîëiâ Z ó ðåàëiçàöi¨ ω. Òîäi ïåðøà

öiëî÷èñåëüíà ãðóïà ãîìîëîãié H1(Of(f),Z) îðáiòè Of(f) ¹ âiëüíîþ àáåëåâîþ

ãðóïîþ ðàíãó β1(ω):

H1(Of(f),Z) ' Zβ1(ω).

Çîêðåìà, β1(ω) � öå ïåðøå ÷èñëî Áåòòi îðáiòè Of(f).

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòà¹ìî çàãàëüíîâiäîìó òåîðåìó Ãóðåâè÷à, [5], çãiäíî ç ÿêîþ

äëÿ êîæíîãî ëiíiéíî-çâ'ÿçíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðóX ìà¹ ìiñöå içîìîðôiçì

H1(X,Z) ' π1X
/

[π1X, π1X].

Âíàñëiäîê òåîðåìè Ãóðåâè÷à, Òâåðäæåíü 4.1.3, 4.1.4 i Òåîðåìè 4.1.5 îòðèìó¹ìî

H1(Of(f),Z) ' π1O(f)/[π1O(f), π1O(f)] = G/[G,G] ' Zβ1(ω).

Òåîðåìà 4.1.7.

1. Íåõàé M � çâ'ÿçíà êîìïàêòíà îði¹íòîâíà ïîâåðõíÿ âiäìiííà âiä 2-òîðà

i 2-ñôåðè òà ε : ∂M → {±1} � äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ ç EM . Òîäi

à) ÿêùî M = S1 × [0, 1], à ε � ïîñòiéíà, òîáòî ïðèéìà¹ îäíàêîâi

çíà÷åííÿ íà êîìïîíåíòàõ ìåæi ∂M , òî

M∂A(A,P, ε) = G∂A(A,P, ε) = G \ {1},

á) ÿêùî M = S1 × [0, 1], à ε ïðèéìà¹ ðiçíi çíà÷åííÿ íà êîìïîíåíòàõ

ìåæi ∂M àáî M 6= S1 × [0, 1], òî

M∂M(M,P, ε) = G∂M(M,P, ε) = G.

2. Ìàþòü ìiñöå òàêi òîòîæíîñòi

MΨ = GΨ = T , MO = GO = GO.
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4.2 Ïîáóäîâà ãðóïè çà çàäàíèì âiäîáðàæåííÿì

Â öüîìó ðîçäiëi îïèñàíi êîíñòðóêöi¨, ÿêi ëåæàòü â îñíîâi äîâåäåííÿ Òâåðäæåí-

íÿ 4.1.4(1).

Ó ñòàòòi [22] áóëî ïîêàçàíî, ùî îá÷èñëåííÿ ôóíäàìåíòàëüíèõ ãðóï îðáiò

âiäîáðàæåíü ç êëàñó F(M,P ) çâîäèòüñÿ äî îá÷èñëåííÿ òàêèõ ãðóï äëÿ âi-

äîáðàæåíü çàäàíèõ íà äèñêàõ òà öèëiíäðàõ. Ùå ðàç íàâåäåìî âiäîìi îñíîâíi

ðåçóëüòàòè. Âîíè òàêîæ áóëè çiáðàíi ó ñòàòòi [24].

Òâåðäæåííÿ 4.2.1. [24, Òåîðåìà 5.4] Íåõàé M � çâ'ÿçíà êîìïàêòíà îði¹í-

òîâíà ïîâåðõíÿ ç âiä'¹ìíîþ åéëåðîâîþ õàðàêòåðèñòèêîþ i íåõàé f ∈ F(M,P ).

Íåõàé òàêîæ K � îá'¹äíàííÿ âñiõ íååêñòðåìàëüíèõ êðèòè÷íèõ êîìïîíåíò

ìíîæèí ðiâíÿ f , ó ÿêèõ åéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ¨õ êàíîíi÷íèõ îêîëiâ ìåí-

øå íóëÿ, òà íåõàé R � f -ðåãóëÿðíèé îêië K òà X1, . . . , Xk � êîìïîíåíòè

çâ'ÿçíîñòi M \R. Òîäi

1. Xi ¹ 2-äèñêîì àáî öèëiíäðîì äëÿ êîæíîãî i, i = 1, . . . , k,

2. π1O(f, ∂M) ' π1O(f, ∂M ∪R) '
∏k

i=1 π1O(f |Xi
, ∂Xi).

Äëÿ âiäîáðàæåíü íà äèñêàõ òà öèëiíäðàõ áóëè îòðèìàíi òàêi ðåçóëüòàòè.

Òâåðäæåííÿ 4.2.2. [24, Òåîðåìà 5.6]

Íåõàé f ∈ F(D2, P ) ìà¹ ¹äèíó êðèòè÷íó òî÷êó z. Òîäi z ¹ ëîêàëüíèì

åêñòðåìóìîì, ïðè÷îìó

1. ÿêùî z � íåâèðîäæåíà, òî π1O(f, ∂D2) ¹ òðèâiàëüíîþ ãðóïîþ,

2. ÿêùî z � âèðîäæåíà, òî π1O(f, ∂D2) ' Z.

Òâåðäæåííÿ 4.2.3. [24, Òåîðåìà 5.5]

Íåõàé f ∈ F(S1 × [0, 1], P ). Òîäi
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1. ÿêùî f íå ìà¹ êðèòè÷íèõ òî÷îê, òî π1O(f, S1× 0) ¹ òðèâiàëüíîþ ãðó-

ïîþ,

2. π1O(f, ∂(S1 × [0, 1])) ' π1O(f, S1 × 0).

3. ÍåõàéM � 2-äèñê àáî öèëiíäð, V � êîìïîíåíòà çâ'ÿçíîñòi ∂M òà fM ∈

F(M,P ). Íåõàé òàêîæ W � ðåãóëÿðíà êîìïîíåíòà çâ'ÿçíîñòi äåÿêî¨

ìíîæèíè ðiâíÿ âiäîáðàæåííÿ fM , ÿêà ðîçáèâà¹ M íà äâi êîìïîíåíòè

çâ'ÿçíîñòi òà íåõàé A i B � çàìèêàííÿ öèõ êîìïîíåíò. Áiëüø òîãî,

íåõàé h(W ) = W äëÿ âñiõ h ∈ S(fM , V ). Áóäåìî ââàæàòè, ùî V ⊂ A.

Òîäi A � öèëiíäð, B � 2-äèñê àáî öèëiíäð òà ìà¹ ìiñöå òàêèé içîìîðôiçì

π1O(fM , ∂M) ' π1O(fM |A, ∂A)× π1O(fM |B, ∂B).

Íàñëiäîê 4.2.4. Íåõàé f ∈ F(S1 × [0, 1], P ), R � f -ðåãóëÿðíèé îêië êîìïî-

íåíòè çâ'ÿçíîñòi ìåæi ∂(S1 × [0, 1]) òà A = S1 × [0, 1] \R. Òîäi

π1O(f, ∂(S1 × [0, 1])) ' π1O(f |A, ∂A).

Ââåäåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ.

� (M,V ) � îäíà ç ïàð (D2, ∂D2), (S1 × [0, 1], S1 × 0), f ∈ F(M,P ).

� K � ¾íàéáëèæ÷à¿ äî V êðèòè÷íà êîìïîíåíòà çâ'ÿçíîñòi äåÿêî¨ ìíîæèíè

ðiâíÿ f , òîáòî K � ¹äèíà êðèòè÷íà êîìïîíåíòà, òàêà, ùî êîìïîíåíòà

çâ'ÿçíîñòi M \K, ÿêà ìiñòèòü V , íå ìiñòèòü êðèòè÷íèõ òî÷îê.

� RK � f -ðåãóëÿðíèé îêië K, ÿêèé äëÿ äîñòàòíüî ìàëîãî ε òà c = f(K) ¹

êîìïîíåíòîþ çâ'ÿçíîñòi ïðîîáðàçó f−1[c− ε, c+ ε], ÿêà ìiñòèòü K òà äëÿ

ÿêî¨ RK \K íå ìiñòèòü êðèòè÷íèõ òî÷îê.

� Z � ìíîæèíà êîìïîíåíò çâ'ÿçíîñòi M \RK . Îñêiëüêè h(RK) = RK äëÿ

áóäü-ÿêîãî h ∈ S(f, V ), òî h ïåðåñòàâëÿ¹ åëåìåíòè Z, òîáòî âèíèêà¹

ïðèðîäíÿ äiÿ S(f, V ) íà Z.
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� S(Z) = {h ∈ S(f, V )|h(Z) = Z äëÿ êîæíîãî Z ∈ Z} � ÿäðî íååôåêòèâ-

íîñòi äi¨ S(f, V ) íà Z. Òàêèì ÷èíîì, S(f, V )/S(Z) åôåêòèâíî äi¹ íà Z.

� Zfix = {X0, X1, . . . , Xa} � ìíîæèíà åëåìåíòiâ Z, ÿêi ¹ iíâàðiàíòíèìè

âiäíîñíî äi¨ S(f, V ). Çàíóìåðó¹ìî Xi òàê, ùîá X0 áóâ öèëiíäðîì, ÿêèé

ìiñòèòü V , à X1 áóâ öèëiíäðîì, ÿêèé ìiñòèòü êîìïîíåíòó ìåæi S1 × 1 ó

âèïàäêó M = S1 × [0, 1]. Òîäi ÿêùî M = D2, òî Xi áóäóòü äèñêàìè ïðè

i = 1, . . . , n, à ÿêùî M = S1 × [0, 1], òî ïðè i = 2, . . . , n.

� Zreg = Z \ Zfix = {Y1, Y2, . . . , Yb}.

Òâåðäæåííÿ 4.2.5. [24, Òåîðåìà 5.8]

1. Íåõàé Zreg = ∅, òîáòî Z = Zfix = {X0, X1, . . . , Xa}. Òîäi

π1O(f, ∂M) '
a∏
i=1

π1O(f |Xi
, ∂Xi)× Z.

2. Íåõàé Zreg = {Yi}bi=1 6= ∅. Òîäi S(f, V )/S(Z) ' Zm äëÿ äåÿêîãî m ≥ 2,

ïðè÷îìó Zm äi¹ íàïiââiëüíî íà Z, òîáòî âiëüíî íà Zreg. Òîìó m äiëèòü

b i öÿ äiÿ ìà¹ c = b/m îðáiò. Çàôiêñó¹ìî áóäü-ÿêi 2-äèñêè Y1, Y2 . . . , Yc,

ÿêi íàëåæàòü ïîïàðíî ðiçíèì îðáiòàì äi¨ Zm. Òîäi Zfix = {X0} àáî

Zfix = {X0, X1}. Áiëüø òîãî, âèêîíóþòüñÿ òàêi âëàñòèâîñòi.

à) ßêùî Zfix = {X0}, òî

π1O(f, ∂M) '
c∏
i=1

π1O(f |Yi, ∂Yi) om Z.

á) ßêùî æ Zfix = {X0, X1}, òî

π1O(f, ∂M) '
c∏
i=1

π1O(f |Yi, ∂Yi) om Z× (π1O(f |X1
, ∂X1)) .

Íàñëiäîê 4.2.6. Íåõàé M = S1 × [0, 1] òà f ∈ F(M,P, ε), äå ε ≡ 1 àáî

ε ≡ −1.

Òîäi π1O(f, ∂M) ∈ G \ {1}.
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Òàêèì ÷èíîì ó ñòàòòi [24] îïèñàíî, ÿê ñàìå îòðèìàòè ãðóïó ç êëàñó G çà

çàäàíèì âiäîáðàæåííÿì. Ìè îïèøåìî ÿê çà çàäàíîþ ãðóïîþG ∈ G ïîáóäóâàòè

âiäîáðàæåííÿ f1 ∈ F(D2, P ) òà f2 ∈ F(S1× [0, 1], P ) òàê, ùî π1O(f1, ∂D
2) ' G

òà π1O(f2, S
1 × 0) ' G.

4.3 Ïîáóäîâà âiäîáðàæåííÿ ç çàäàíîþ

ôóíäàìåíòàëüíîþ ãðóïîþ îðáiòè íà ïîâåðõíi

Ëåìà 4.3.1. Íåõàé C = S1 × [0, 1], V = S1 × 0, f ∈ F(C,P ), h ∈ S(f, V ) òà

W � ðåãóëÿðíà êîìïîíåíòà çâ'ÿçíîñòi äåÿêî¨ ìíîæèíè ðiâíÿ âiäîáðàæåííÿ

f . ßêùî W � içîòîïíà äî V , òî h(W ) = W .

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî h(W ) = W ′. ÎñêiëüêèW içîòîïíà äî V , òîW ðîçáèâà¹

C íà öèëiíäðè A0 ⊃ V òà A1. Íåõàé h(A0) = B0 òà h(A1) = B1. Òîäi W
′

ðîçáèâà¹ C íà öèëiíäðè B0 ⊃ V òà B1.

Ïðèïóñòèìî, ùî W ′ 6= W . Îñêiëüêè W òà W ′ ¹ êîìïîíåíòàìè çâ'ÿçíîñòi

ìíîæèíè ðiâíÿ âiäîáðàæåííÿ f , òî W ∩W ′ = ∅. À îñêiëüêè W òà W ′ içîòîïíi

äî V , òî àáî A0 ⊂ B0, àáî B0 ⊂ A0. Íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæíà ââàæàòè,

ùî A0 ⊂ B0. Íåõàé C
′ = B0\A0. Òîäi C

′ ¹ öèëiíäðîì, êîìïîíåíòàìè ìåæi ÿêîãî

¹ W òà W ′. Îñêiëüêè h ∈ S(f, V ), òî W òà W ′ ëåæàòü íà ñïiëüíié ìíîæèíi

ðiâíÿ âiäîáðàæåííÿ f , à îòæå A0 òà B0 = A0 ∪ C ′ ìiñòÿòü ðiçíó êiëüêiñòü

êðèòè÷íèõ òî÷îê âiäîáðàæåííÿ f , ùî íåìîæëèâî. Îòæå, h(W ) = W .

Ïðèêëàä 4.4. Íåõàé G = A × B, äå A,B ∈ G, òà C = S1 × [−1, 1] �

öèëiíäð. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ ε1, ε2 ∈ EC iñíóþòü âiäîáðàæåííÿ

fA ∈ F(C,P, ε1), fB ∈ F(C,P, ε2) (fA ∈Morse(C,P, ε1), fB ∈Morse(C,P, ε2)),

äëÿ ÿêèõ ìàþòü ìiñöå içîìîðôiçìè

π1O(fA, ∂C) ' A, π1O(fB, ∂C) ' B.

Ïîêàæåìî, ùî òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî ε ∈ EC iñíó¹ âiäîáðàæåííÿ f ∈ F(C,P, ε)
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(a) (b)

Ðèñ. 4.4.0.1

(f ∈Morse(C,P, ε)), òàêå, ùî

π1O(f, ∂C) ' A×B.

Íåâàæêî ïîáóäóâàòè âiäîáðàæåííÿ fA ∈ F(S1 × [−1, 0], P, εA), fB ∈ F(S1 ×

[0, 1], P, εB), f ′B ∈ F(S1 × [0, 1], P, ε′B) (fA ∈ Morse(S1 × [−1, 0], P, εA), fB ∈

Morse(S1 × [0, 1], P, εB), f ′B ∈ Morse(S1 × [0, 1], P, ε′B)), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü

íàñòóïíèì óìîâàì:

1. π1O(fA, ∂(S1 × [−1, 0])) ' A,

π1O(fB, ∂(S1 × [0, 1])) ' π1O(f ′B, ∂(S1 × [0, 1])) ' B,

2. εA(S1 × (−1)) = −1, εA(S1 × 0) = 1,

εB(S1 × 0) = −1, εB(S1 × 1) = 1,

ε′B(S1 × 0) = −1, ε′B(S1 × 1) = −1,

3. fA, fB, f
′
B çáiãàþòüñÿ ç ïðîåêöi¹þ ϕ(x, t) = t â îêîëi S1 × 0.

Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ g ∈ F(C,P ) i g′ ∈ F(C,P ) (g ∈ Morse(C,P ) i

g′ ∈Morse(C,P )), çîáðàæåíi íà Ðèñóíêó 4.4.0.1, òàê, ùîá

g|S1×[−1,0] = g′|S1×[−1,0] = fA, g|S1×[0,1] = fB, g′|S1×[0,1] = f ′B.
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Òîäi

εg(S
1 × (−1)) = −1, εg′(S

1 × (−1)) = −1,

εg(S
1 × 1) = 1, εg′(S

1 × 1) = −1.

Àíàëîãi÷íî,

−g ∈ F(C,P ),−g′ ∈ F(C,P )(−g ∈Morse(C,P ),−g′ ∈Morse(C,P ))

i ε−g = −εg, ε−g′ = −εg′. Òîäi çà Òâåðäæåííÿì 4.2.3(3) ìàþòü ìiñöå içîìîðôiçìè

π1O(g, ∂C) ' π1O(g′, ∂C) ' π1O(−g, ∂C) ' π1O(−g′, ∂C) ' A×B.

Îòæå, äëÿ áóäü-ÿêîãî ε ∈ EC iñíó¹ âiäîáðàæåííÿ

f ∈ F(C,P, ε)(f ∈Morse(C,P, ε)),

òàêå, ùî

π1O(f, ∂C) ' A×B.

Ïðèêëàä 4.5. Íåõàé G = A on Z, äå A ∈ G, òà C = S1 × [0, 1] � öèëiíäð.

Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ âiäîáðàæåííÿ fDA
∈ F(DA, P ) (fDA

∈ Morse(DA, P )) ç

äèñêà DA â P , äëÿ ÿêîãî π1O(fDA
, ∂DA) ' A.

Ðèñ. 4.5.0.1

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ε ∈ EC íåâàæêî ïîáóäóâàòè âiäîáðàæåííÿ f ∈ F(C,P, ε)

(f ∈Morse(C,P, ε)), òàêå, ùî
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1. f ìà¹ êðèòè÷íèé ðiâåíü K, ïîêàçàíèé íà Ðèñóíêó 4.5.0.1, íà ÿêîìó ëå-

æàòü n íåâèðîäæåíèõ ñiäëîâèõ òî÷îê,

2. âñi iíøi êðèòè÷íi òî÷êè ìiñòÿòüñÿ â äèñêàõ D0, . . . , Dn−1,

3. π1O(fDi
, ∂Di) ' A, i = 0, . . . , n− 1,

4. iñíó¹ h ∈ S(f, S1 × 0), òàêèé, ùî h(Di) = D(i+1) modn, i = 0, . . . , n− 1.

Òîäi çà Òâåðäæåííÿì 4.2.5 ìà¹ ìiñöå içîìîðôiçì π1O(f, ∂C) ' A on Z.

Íàãàäà¹ìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ ε ∈ EM âèçíà÷åíi êëàñè

GX(M,P, ε) := {π1O(f,X) | f ∈ F(M,P, ε)}, (4.1)

MX(M,P, ε) := {π1O(f,X) | f ∈Morse(M,P, ε)}. (4.2)

Òåîðåìà 4.1.7.

Íåõàé M � çâ'ÿçíà êîìïàêòíà îði¹íòîâíà ïîâåðõíÿ âiäìiííà âiä 2-òîðà i

2-ñôåðè òà ε ∈ EM . Òîäi

1. ÿêùîM � öèëiíäð òà ε ≡ 1 àáî ε ≡ −1, òîM∂A(A,P, ε) = G∂A(A,P, ε) =

G \ {1},

2. ÿêùî M � öèëiíäð òà ε(∂M) = {±1} àáî M íå ¹ öèëiíäðîì, òî

M∂M(M,P, ε) = G∂M(M,P, ε) = G.

Äîâåäåííÿ. Âêëþ÷åííÿ G∂M(M,P, ε) ⊂ G, à îòæå iM∂M(M,P, ε) ⊂ G, îäðàçó

âèïëèâàþòü ç Òâåðäæåííÿ 4.2.5. Ïîêàæåìî âêëþ÷åííÿ â iíøó ñòîðîíó äëÿ

âèïàäêó (2) òà âêëþ÷åííÿ G \ {1} ⊂ G∂M(M,P, ε), G \ {1} ⊂ M∂M(M,P, ε)

äëÿ âèïàäêó (1).

1. Ïîêàæåìî, ùî {1} ⊂ G∂M(M,P, ε), äåM = S1×[0, 1] � öèëiíäð òà ε(∂M) =

{±1}.
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Íåõàé f ∈ F(S1× [0, 1], P, ε) íå ìà¹ êðèòè÷íèõ òî÷îê. Òîäi ε(∂(S1× [0, 1])) =

{±1} òà çà Òâåðäæåííÿì 4.2.3(1),(2) ìà¹ìî π1O(f, ∂(S1× [0, 1])) ' π1O(f, S1×

0) ' {1}.

2. Ïîêàæåìî, ùî G ⊂ G∂D2(D2, P, ε) òà G \ {1} ⊂ G∂M(M,P, ε), äå M �

öèëiíäð.

Íåõàé G ∈ G \ {1}. Îñêiëüêè 1 o
n
Z = Z òà B × 1 = B äëÿ äîâiëüíî¨ B ∈ G,

òî iñíó¹ ðåàëiçàöiÿ ω ãðóïè G ó âèãëÿäi

G = G1 ×G2 × · · · ×Gn,

äå êîæíà ãðóïà Gi ìà¹ âèãëÿä Gi = Z àáî Gi = Hi oki Z, Hi ∈ G \ {1}.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç s(ω) ñóìàðíó êiëüêiñòü ñèìâîëiâ ×, on äëÿ âñiõ n ≥ 1 ó

ðåàëiçàöi¨ ω. Äîâåäåííÿ áóäåìî ïðîâîäèòè çà iíäóêöi¹þ ïî s(ω).

Áàçà iíäóêöi¨.

Ïîáóäîâà âiäîáðàæåííÿ ç D2 â P çà òðèâiàëüíîþ ãðóïîþ. Íåõàé f ∈ F(D2, P )

ìà¹ ¹äèíó íåâèðîäæåíó êðèòè÷íó òî÷êó. Òîäi çà Òâåðäæåííÿì 4.2.2(1) ìà¹ìî

π1O(f, ∂D2) ' {1}.

Ïîáóäîâà âiäîáðàæåííÿ ç D2 â P çà ãðóïîþ Z. Íåõàé f ∈ F(D2, P ) ìà¹ ¹äèíó

âèðîäæåíó êðèòè÷íó òî÷êó. Òîäi çà Òâåðäæåííÿì 4.2.2(2) ìà¹ìî π1O(f, ∂D2) '

Z.

Ïîáóäîâà âiäîáðàæåííÿ ç öèëiíäðà C â P çà ãðóïîþ Z. Íåõàé f ∈ F(D2, P )

ìà¹ ¹äèíó íåâèðîäæåíó êðèòè÷íó òî÷êó, òîáòî π1O(f, ∂D2) ' {1}. Ç Ïðèêëàäó

4.5 ïðè A = {1} âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ε′ ∈ EC ìîæíà ïîáóäóâàòè

âiäîáðàæåííÿ fC ∈ F(C,P, ε′), äëÿ ÿêîãî π1O(fC , ∂C) ' 1 on Z ' Z.

Iíäóêöiéíå ïðèïóùåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî ÿêùî s(ω) < n, òî

G ∈ G∂D2(D2, P, ε) òà G ∈ G∂M(M,P, ε), äå M � öèëiíäð.

Iíäóêöiéíèé ïåðåõiä. Ïîêàæåìî, ùî ÿêùî s(ω) = n, òî G ∈ G∂D2(D2, P, ε)

òà G ∈ G∂M(M,P, ε), äå M � öèëiíäð. Äëÿ âèïàäêó, êîëè M � öèëiíäð, öå

âèïëèâà¹ ç Ïðèêëàäiâ 4.4, 4.5. Ïîêàæåìî, ùî äëÿ âèïàäêó ç äèñêîì öå òàêîæ
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âèêîíó¹òüñÿ.

Ìàþ÷è âiäîáðàæåííÿ fC ′ ∈ F(C ′, P, ε′) ç öèëiíäðà C ′ â P , äå ε′ ∈ EC ′, òà

âìiþ÷è áóäóâàòè âiäîáðàæåííÿ ç äèñêà â P çà òðèâiàëüíîþ ãðóïîþ ìîæíà

ïîáóäóâàòè âiäîáðàæåííÿ f ∈ F(D,P ) ç äèñêà D â P , òàêå, ùî

π1O(f, ∂D) ' π1O(fC ′, ∂C
′).

À ñàìå, ìîæåìî âèçíà÷èòè âiäîáðàæåííÿ f ∈ F(D,P ) ç äèñêà D ðàäióñó 2 â

P , òàêå, ùî

1. f(D̂) = [1, 2], f(D \ D̂) = [0, 1], äå D̂ ⊂ D � äèñê ðàäióñó 1 ç öåíòðîì â

öåíòði äèñêà D,

2. π1O(f |D̂, ∂(D̂)) ' {1}, π1O(f |D\D̂, ∂(D \ D̂)) ' π1O(fC ′, ∂C
′).

Âiäìiòèìî, ùî ïðîîáðàç f−1(1) = S1 × 1 ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî áóäü-ÿêîãî

h ∈ S(f, ∂D). Òîäi çà Òâåðäæåííÿì 4.2.3(3)

π1O(f, ∂D) ' π1O(f |D\D̂, ∂(D \ D̂)× π1O(fD̂, ∂D̂) ' π1O(fC ′, ∂C
′)× {1}.

Îòæå, G ∈ G∂D2(D2, P, ε) òà G ∈ G∂M(M,P, ε), äå M � öèëiíäð.

3. Íåõàé ïîâåðõíÿ M âiäìiííà âiä äèñêà òà öèëiíäðà. Ïîêàæåìî, ùî G ⊂

G∂M(M,P, ε).

Ïîáóäó¹ìî âiäîáðàæåííÿ f ∈ F(M,P, ε), ÿêå ìà¹ õî÷à á îäíó òî÷êó ëî-

êàëüíîãî ìàêñèìóìó, âñi ñiäëîâi òî÷êè ÿêîãî ëåæàòü íà ñïiëüíié êîìïîíåíòi

çâ'ÿçíîñòi K äåÿêî¨ ìíîæèíè ðiâíÿ âiäîáðàæåííÿ f òà âñi ëîêàëüíi åêñòðåìó-

ìè ÿêîãî ¹ íåâèðîäæåíèìè. Îñêiëüêè G ⊂ G∂D2(D2, P ), òî äëÿ G ∈ G iñíó¹

âiäîáðàæåííÿ fD2 ∈ F(D2, P ) ç äèñêà D2 â P , òàêå, ùî π1O(fD2, ∂D2) ' G.

Çìiíèìî âiäîáðàæåííÿ f â f -ðåãóëÿðíîìó îêîëi Dm äåÿêî¨ òî÷êè ëîêàëüíîãî

ìàêñèìóìó òàêèì ÷èíîì, ùîá π1O(f |Dm
, ∂Dm) ' G. Íåõàé N � êàíîíi÷íèé

îêië êîìïîíåíòè K, ÿêèé ìiñòèòü âñi êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi ìåæi ∂M . Òîäi
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N = M , à îòæå N ìà¹ âiä'¹ìíó åéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó. Íåõàé òàêîæ R �

f -ðåãóëÿðíèé îêië êîìïîíåíòèK, ÿêèé ìiñòèòü âñi êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi ìåæi

∂M òà äëÿ ÿêîãî Dm ¹ êîìïîíåíòîþ çâ'ÿçíîñòi çàìèêàííÿM \R. Âñi iíøi êîì-

ïîíåíòè çâ'ÿçíîñòiM \R òàêîæ ¹ äèñêàìè, ïîçíà÷èìî ¨õ ÷åðåç D1, D2, . . . , Dn.

Òîäi çà Òâåðäæåííÿì 4.2.1 ìà¹ìî içîìîðôiçì

π1O(f, ∂M) ' π1O(f |Dm
, ∂Dm)×

n∏
i=1

π1O(f |Di
, ∂Di).

Îñêiëüêè çà Òâåðäæåííÿì 4.2.2 äëÿ êîæíîãî i = 1, . . . , n ìà¹ìî içîìîðôiçì

π1O(f |Di
, ∂Di) ' {1}, òî

π1O(f, ∂M) ' π1O(f |Dm
, ∂Dm) ' G.

4. Ëåãêî áà÷èòè, ùî ñïðàâäæóþòüñÿ íå òiëüêè äîâåäåíi âêëþ÷åííÿ, à i àíà-

ëîãi÷íi âêëþ÷åííÿ äëÿ ôóíäàìåíòàëüíèõ ãðóï îðáiò ôóíêöié Ìîðñà, à ñàìå

1. {1} ⊂ M∂M(M,P, ε), äå M = S1 × [0, 1] � öèëiíäð òà ε(∂M) = {±1},

2. G ⊂M∂D2(D2, P, ε) òà G \ {1} ⊂ G∂M(M,P, ε), äå M � öèëiíäð,

3. G ⊂M∂M(M,P, ε), äå ïîâåðõíÿ M âiäìiííà âiä äèñêà òà öèëiíäðà.

Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî ïîâòîðèòè ïîïåðåäíi ìiðêóâàííÿ, çìiíèâøè âiäîáðàæåííÿ

çà ãðóïîþ Z ç D2 â P òàêèì ÷èíîì.

Ïîáóäîâà âiäîáðàæåííÿ çà ãðóïîþ Z ç D2 â P . Íåõàé f ∈ Morse(DA, P ) �

âiäîáðàæåííÿ ç 2-äèñêà DA â P , ÿêå ìà¹ ¹äèíó íåâèðîäæåíó êðèòè÷íó òî÷êó,

òîáòî π1O(f, ∂DA) ' {1}. Àíàëîãi÷íî äî Ïðèêëàäó 4.5 ïðè A = {1} ìîæ-

íà ïîáóäóâàòè âiäîáðàæåííÿ fD2 ∈ Morse(D2, P ) ç äèñêà D2 â P , äëÿ ÿêîãî

π1O(fD2, ∂D2) ' 1 on Z ' Z.

Çàóâàæåííÿ 4.5.1. Ç Òâåðäæåííÿ 4.2.3 (1), (3) âèïëèâà¹, ùî ó âèïàäêó, êîëè

M � öèëiíäð òà ε ≡ 1 àáî ε ≡ −1, ìîæíà ïîáóäóâàòè f ∈ F(M,P, ε) (f ∈

Morse(M,P, ε)) òàê, ùîá f(∂M) = const.
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4.6 Ïîáóäîâà ãðóïè çà çàäàíîþ ôóíêöi¹þ íà òîði

Íåõàé T 2 = R2/Z2 � 2-òîð, f ∈ F(T 2,R) òà Γf � ãðàô Êðîíðîäà-Ðiáà ôóíêöi¨

f . Áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç pf : T 2 → Γf ïðîåêöiþ T 2 íà Γf . Íåõàé òàêîæ

Did(T 2) � êîìïîíåíòà çâ'ÿçíîñòi òîòîæíîãî âiäîáðàæåííÿ idT 2 â D(T 2) òà íåõàé

S ′(f) = S(f) ∩ Did(T 2).

Íàãàäà¹ìî, ùî Γf àáî ¹ äåðåâîì, àáî ìiñòèòü ¹äèíèé öèêë. Ó Òâåðäæåííÿõ

4.6.1, 4.6.2 îïèñàíà ñòðóêòóðà π1O(f) äëÿ îáîõ âèïàäêiâ.

1. Íåõàé Γf ¹ äåðåâîì. Òîäi çãiäíî ç [4, Ëåìà 2.4] iñíó¹ ¹äèíèé êðèòè-

÷íèé ðiâåíü K ôóíêöi¨ f òàêèé, ùî äëÿ f -ðåãóëÿðíîãî îêîëó NK ðiâíÿ K,

iíâàðiàíòíîãî âiäíîñíî S ′(f), âñi êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi çàìèêàííÿ T 2 \NK ¹

2-äèñêàìè. Òàêi 2-äèñêè ïîçíà÷èìî ÷åðåç D1, . . . , Db, à ðiâåíü K áóäåìî íà-

çèâàòè ñïåöiàëüíèì. Îñêiëüêè NK ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî S ′(f), òî äèñêè

D1, . . . , Db òàêîæ ¹ iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî S ′(f). Òîìó êîæíå h ∈ S ′(f) ií-

äóêó¹ ïåðåñòàíîâêó ρ(h) äèñêiâ D1, . . . , Db. Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî ãîìîìîðôiçì

ρ : S ′(f) → Σ{Di}bi=1 ç S ′(f) â ãðóïó ïåðåñòàíîâîê äèñêiâ D1, . . . , Db. Íåõàé

GK := ρ(S ′(f)) � ïiäãðóïà â Σ{Di}bi=1.

Òâåðäæåííÿ 4.6.1. [4, 2, 28]. Ìàþòü ìiñöå òàêi âëàñòèâîñòi.

1. Äëÿ äåÿêèõ n,m ≥ 1 ìà¹ ìiñöå içîìîðôiçì GK ' Zm × Zn.

2. Iñíó¹ ïåðåðiç s : GK → S ′(f) ãîìîìîðôiçìà ρ, òîáòî òàêèé ãîìîìîð-

ôiçì, ùî ρ ◦ s = idGK
.

3. Ïiäãðóïà s(GK) ' Zm × Zn âiëüíî äi¹ íà T 2, à îòæå âiëüíî äi¹ íà

D1, . . . , Db. Íåõàé r � êiëüêiñòü îðáiò öi¹¨ äi¨. Òîäi êîæíà îðáiòà ñêëà-

äà¹òüñÿ ç îäíàêîâî¨ êiëüêîñòi äèñêiâ mn, à îòæå b = mnr.

4. Â êîæíié îðáiòi âiëüíî¨ äi¨ Zm × Zn âèáåðåìî ïî îäíîìó äèñêó òà ïî-
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çíà÷èìî ¨õ D1, . . . , Dr. Òîäi ìà¹ ìiñöå içîìîðôiçì

π1O(f) '
( r∏
i=1

π1O(f |Di
, ∂Di)

)
om,nZ2.

2. Íåõàé Γf ìiñòèòü ¹äèíèé öèêë. Âèáåðåìî äîâiëüíó òî÷êó x íà äîâiëü-

íîìó ðåáði öüîãî öèêëó. Òîäi C = p−1
f (x) ¹ ðåãóëÿðíîþ êîìïîíåíòîþ çâ'ÿçíîñòi

äåÿêî¨ ìíîæèíè ðiâíÿ ôóíêöi¨ f , ÿêà íå ðîçáèâà¹ T 2. Íåõàé

C = {h(C) | h ∈ S ′(f)} = {C0 = C,C1, . . . , Cn−1}.

Îñêiëüêè êîæíà Ci, i = 0, . . . , n − 1, íå ðîçáèâà¹ òîð òà âñi Ci ïîïàðíî íå

ïåðåòèíàþòüñÿ, òî âîíè ¹ ïîïàðíî içîòîïíèìè. À îòæå ¨õ ìîæíà ïåðåïîçíà÷èòè

òàê, ùîá ó âèïàäêó n ≥ 2 äëÿ êîæíîãî i = 0, . . . , n − 1 êðèâi Ci òà C(i+1) modn

îáìåæóâàëè öèëiíäð, ÿêèé íå ìiñòèòü iíøèõ êðèâèõ ç C.

Íåõàé RCi
� f -ðåãóëÿðíi îêîëè Ci, i = 0, . . . , n− 1, òàêi, ùî

{h(RC) | h ∈ S ′(f)} = {RC0
, RC1

, . . . , RCn−1}.

Òîäi êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi çàìèêàííÿ T 2 \ ∪n−1
i=0 RCi

� öèëiíäðè. Ïîçíà÷èìî

äîâiëüíèé òàêèé öèëiíäð ÷åðåç Q.

Òâåðäæåííÿ 4.6.2. [29, 30].

1. Iñíó¹ h ∈ S ′(f), òàêèé, ùî

à) h íå ìà¹ íåðóõîìèõ òî÷îê,

á) hn = idT 2,

â) h(Ci) = C(i+1) modn, i = 0, . . . , n− 1.

Òàêèì ÷èíîì h iíäóêó¹ âiëüíó äiþ Zn íà T 2, ÿêà çáåðiãà¹ f ¹ iíâàðiàí-

òíîþ òà öèêëi÷íî ïåðåñòàâëÿ¹ êîìïîíåíòè Ci, i = 0, . . . , n−1. Çâiäêè,
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ìà¹ìî êîìóòàòèâíó äiàãðàìó

T 2

p

##

f //R

T 2/Zn

g

OO

äå ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿ p : T 2 → T 2/Zn ¹ n-ëèñòíèì íàêðèòòÿì òîðó

T 2/Zn òà ôóíêöiÿ g ∈ F(T 2/Zn,R) ìà¹ ãðàô Êðîíðîäà-Ðiáà ç ¹äèíèì

öèêëîì.

2. Ìà¹ ìiñöå içîìîðôiçì

π1O(f) ' π1O(f |Q, ∂Q) on Z.

Íàãàäà¹ìî, ùî T � ìíîæèíà êëàñiâ içîìîðôiçìiâ ãðóï, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç

ãðóï âèãëÿäó G on,m Z2, äå G ∈ G i n,m ≥ 1, à GO � ïiäêëàñ G, ùî ñêëàäà¹òüñÿ

ç ãðóï (A×B) on Z, äå A,B ∈ G \ {1} i n ≥ 1.

Òåîðåìà 4.1.7. Ìàþòü ìiñöå òàêi òîòîæíîñòi

MΨ = GΨ = T , MO = GO = GO.

Äîâåäåííÿ. Ç Òâåðäæåííÿ 4.6.1 âèïëèâàþòü âêëþ÷åííÿ

GΨ ⊂ T ,MΨ ⊂ T .

1. Ïîêàæåìî, ùî ìàþòü ìiñöå âêëþ÷åííÿ GO ⊂ GO,MO ⊂ GO.

Íåõàé f ∈ F(T 2,R) � ôóíêöiÿ íà òîði, òàêà, ùî Γf ìiñòèòü ¹äèíèé öèêë.

Òîäi çà Òâåðäæåííÿì 4.6.2 ìà¹ìî içîìîðôiçì π1O(f) ' π1O(f |Q, ∂Q) on Z, äå

Q ⊂ T 2 � öèëiíäð, âèçíà÷åíèé âèùå. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ∂Q−1 òà ∂Q1 êîìïî-

íåíòè çâ'ÿçíîñòi ìåæi ∂Q. Òîäi f(∂Q−1) < f(C) òà f(∂Q1) < f(C), äå C ∈ C.

Âiäìiòèìî òàêîæ, ùî εf |Q(∂Q) = ±1. Òîìó çà òåîðåìîþ ïðî ñåðåäí¹ çíà÷åí-

íÿ iñíó¹ êîìïîíåíòà çâ'ÿçíîñòi W ìíîæèíè ðiâíÿ âiäîáðàæåííÿ f , äëÿ ÿêî¨
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f(W ) = f(C). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç C−1 òà C1 öèëiíäðè, íà ÿêi W ðîçáèâà¹ Q.

Òîäi çà Òâåðäæåííÿì 4.2.3(3) ìà¹ìî içîìîðôiçì

π1O(f |Q, ∂Q) ' π1O(f |C−1, ∂C−1)× π1O(f |C1
, ∂C1),

ïðè÷îìó εf |C−1(∂C−1) ≡ −1 òà εf |C1
(∂C1) ≡ 1. Ç Íàñëiäêó 4.2.6 âèïëèâà¹, ùî

π1O(f |C−1, ∂C−1), π1O(f |C1
, ∂C1) ∈ GO. Îòæå, GO ⊂ GO, çâiäêèMO ⊂ GO.

2. Ïîêàæåìî, ùî ìàþòü ìiñöå âêëþ÷åííÿ

T ⊂ GΨ, T ⊂MΨ, GO ⊂ GO,GO ⊂MO.

Äëÿ ãðóïè G ïîáóäó¹ìî ôóíêöiþ f ∈ F(T 2,R) (f ∈ Morse(T 2,R)), äëÿ ÿêî¨

π1O(f) ' G.

Γf ¹ äåðåâîì. Íåõàé G ∈ T . Òîäi G = A om,n Z, äå A ∈ G, n,m ≥ 1.

Ðèñ. 4.6.2.1

Ïîáóäó¹ìî ôóíêöiþ f0 ∈ F(T 2,R) (f0 ∈ Morse(T 2,R)), çîáðàæåíó íà Ðè-

ñóíêó 4.6.2.1, ÿêà ìà¹ 2 ñiäëîâi êðèòè÷íi òî÷êè íà êðèòè÷íîìó ðiâíi K, îäèí

íåâèðîäæåíèé ìàêñèìóì v0 òà îäèí íåâèðîäæåíèé ìiíiìóì v1. Òîäi äëÿ iíâàði-

àíòíîãî âiäíîñíî S ′(f0) f0-ðåãóëÿðíîãî îêîëó RK ðiâíÿ K çàìèêàííÿ T 2 \RK

ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ 2-äèñêiâ: äèñêà D0, ÿêèé ìiñòèòü òî÷êó ìàêñèìóìó, òà äè-

ñêà D1, ÿêèé ìiñòèòü òî÷êó ìiíiìóìó. Çìiíèìî ôóíêöiþ f0 â f0-ðåãóëÿðíîìó

îêîëi D0 òî÷êè ìàêñèìóìó òàêèì ÷èíîì, ùîá π1O(f |D0
, ∂D0) ' A. Öå ìîæíà

çðîáèòè çà ðàõóíîê Òåîðåìè 4.1.7(1).
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Ðèñ. 4.6.2.2: m = 3, n = 4.

Âiçüìåìî mn-ëèñòíå íàêðèòòÿ p : T 2 → T 2 çàäàíå ôîðìóëîþ

p(x, y) = (mxmod 1, nymod 1), äå x ∈ R/Z, y ∈ R/Z, òà çîáðàæåíå íà Ðè-

ñóíêó 4.6.2.2. Íåõàé p−1(D0) = {Di,j
0 }

m,n
i,j=1, p

−1(D1) = {Di,j
1 }

m,n
i,j=1 � ìíîæèíè

êîìïîíåíò çâ'ÿçíîñòi ïðîîáðàçiâ äèñêiâ D0 òà D1. Òîäi ôóíêöiÿ f : T 2 → R,

âèçíà÷åíà çà ôîðìóëîþ f := f0◦p ¹ øóêàíîþ ôóíêöi¹þ. Äiéñíî, ëåãêî áà÷èòè,

ùî Γf � äåðåâî òà K � ñïåöiàëüíèé ðiâåíü. Òîäi çà Òâåðäæåííÿì 4.6.1 äëÿ

äåÿêèõ k, l ≥ 1 ìà¹ìî GK ' Zk × Zl.

Ïîêàæåìî, ùîGK ' Zm×Zn. Âiäìiòèìî, ùî äèôåîìîðôiçìè òîðà hi,j(x, y) =

(x+ i
m mod 1, y+ j

n mod 1), i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n, íàëåæàòü S ′(f). Òîìó ãðó-

ïà öèõ äèôåîìîðôiçìiâ H = {hi,j}m,ni,j=1 ¹ ïiäãðóïîþ S ′(f).

Âiäìiòèìî, ùî ρ(H) ií'¹êòèâíî âêëàäà¹òüñÿ óGK òà ìíîæèíè D0 = {Di,j
0 }

m,n
i,j=1,

D1 = {Di,j
1 }

m,n
i,j=1 ¹ iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî S ′(f). Îñêiëüêè çà Òâåðäæåííÿì

4.6.1 ãðóïà s(GK) äi¹ âiëüíî íà {Di,j
0 }

m,n
i,j=1, òî êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ó s(GK) òà ó

GK çáiãà¹òüñÿ ç êiëüêiñòþ äèñêiâ ó îðáiòi äèñêà D1,1
0 , òîáòî äîðiâíþ¹ mn. Êiëü-

êiñòü åëåìåíòiâ ó ρ(H) òàêîæ äîðiâíþ¹ mn. Òîìó GK = ρ(H) ' H ' Zm×Zn.

Òîäi çà Òâåðäæåííÿìè 4.6.1, 4.2.2 ìà¹ìî

π1O(f) '
(
π1O(f |D1,1

0
)× π1O(f |D1,1

1
)
)
om,n Z2 '

' (A× 1) om,n Z2 ' A om,n Z2.
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Γf íå ¹ äåðåâîì. Íåõàé G ∈ GO. Òîäi G = (A×B) on Z, äå A,B ∈ G \ {1} i

n ≥ 1. Ïîáóäó¹ìî ôóíêöiþ g ∈ F(T 2,R) (g ∈Morse(T 2,R)), ÿêà ìà¹ 2 ñiäëîâi

êðèòè÷íi òî÷êè, îäèí ìàêñèìóì òà îäèí ìiíiìóì. Íåõàé x � äåÿêà òî÷êà íà

ðåáði öüîãî öèêëó, C = p−1
f (x) � âiäïîâiäíà ðåãóëÿðíà êîìïîíåíòà çâ'ÿçíîñòi

äåÿêî¨ ìíîæèíè ðiâíÿ ôóíêöi¨ g òà C ′ � äðóãà êîìïîíåíòà çâ'ÿçíîñòi öi¹¨ ìíî-

æèíè ðiâíÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç RC òà RC ′ ðåãóëÿðíi îêîëè êîìïîíåíò C òà C ′

âiäïîâiäíî. Òîäi êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi CA òà CB çàìèêàííÿ T 2 \ (RC ∪RC ′) ¹

öèëiíäðàìè òà g|CA
∈ F(CA,R,+1), g|CB

∈ F(CB,R,−1), ïðè÷îìó g(∂CA) = a,

g(∂CB) = b äëÿ äåÿêèõ a, b ∈ R.

Çà Òåîðåìîþ 4.1.7(1) òà Çàóâàæåííÿì 4.5.1 ìîæíà âèáðàòè òàêi ôóíêöi¨ fA ∈

F(CA,R,−1), fB ∈ F(CB,R,+1) (fA ∈Morse(CA,R,−1),

fB ∈Morse(CB,R,+1)), äëÿ ÿêèõ

π1O(fA) = A, π1O(fB) = B

òà ÿêùî çàìiíèòè g|CA
, g|CB

íà fA, fB âiäïîâiäíî, òî g ∈ F(T 2,R) (g ∈Morse(T 2,R)).

Âiçüìåìî n-ëèñòíå íàêðèòòÿ p : T 2 → T 2 çàäàíå ôîðìóëîþ p(x, y) = (nxmod 1, y),

äå x ∈ R/Z, y ∈ R/Z. Âiäìiòèìî, ùî âñi êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi çàìèêàííÿ

T 2 \ p−1(RC) ¹ öèëiíäðàìè. Ïîçíà÷èìî äîâiëüíèé òàêèé öèëiíäð ÷åðåç Q.

Òîäi çà Òâåðäæåííÿì 4.6.2 ôóíêöiÿ f := g◦p ¹ øóêàíîþ, òîáòî f ∈ F(T 2,R)

(f ∈Morse(T 2,R)), Γf ìiñòèòü ¹äèíèé öèêë òà

π1O(f) ' π1O(f |Q, ∂Q) on Z
Íàñë.4.2.4' (A×B) on Z.

4.7 Öåíòðè âiíöåâèõ äîáóòêiâ

Íàâåäåìî îçíà÷åííÿ îáìåæåíèõ i íåîáìåæåíèõ âiíöåâèõ äîáóòêiâ.

Íåõàé A i B � äâi ãðóïè. Ïðèïóñòèìî B äi¹ íà ìíîæèíi X, iíøèìè ñëîâàìè

ìè ìà¹ìî ãîìîìîðôiçì ϕ çB ó ãðóïó ïåðåñòàíîâîê Σ(X). Äëÿ b ∈ B ïîçíà÷èìî

÷åðåç ϕb : X → X âiäïîâiäíó ïåðåñòàíîâêó. Íåõàé òàêîæ Map(X,A) � ãðóïà
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âñiõ âiäîáðàæåíü f : X → A âiäíîñíî îïåðàöi¨ ïîòî÷êîâîãî ìíîæåííÿ. Òîäi

ãðóïà B äi¹ íà Map(X,A) çà òàêèì ïðàâèëîì: ðåçóëüòàò äi¨ b ∈ B íà f ∈

Map(X,A) ¹ êîìïîçèöi¹þ:

f ◦ ϕb : X −→ X −→ A.

Íàïiâïðÿìèé äîáóòîê Map(X,A) oϕ B âiäíîñíî öi¹¨ äi¨ íàçèâà¹òüñÿ íåîáìå-

æåíèì âiíöåâèì äîáóòêîì A i B òà ïîçíà÷à¹òüñÿ A WrXB. Òàêèì ÷èíîì, öå

ïðÿìèé äîáóòîêMap(X,A)×B ç îïåðàöi¹þ ìíîæåííÿ, âèçíà÷åíîþ ôîðìóëîþ

(f1, b1) · (f2, b2) =
(
(f1 ◦ ϕb2) · f2, b1 · b2

)
äëÿ (f1, b1), (f2, b2) ∈Map(X,A) oϕ B.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç σ(f) íîñié ôóíêöi¨ f ∈Map(X,A):

σ(f) = {x ∈ X | f(x) 6= e, äå e ¹ îäèíèöåþ ãðóïè A} ,

à ÷åðåçMapfin(X,A) � ïiäìíîæèíóMap(X,A), ùî ñêëàäà¹òüñÿ òiëüêè ç ôóí-

êöié çi ñêií÷åííèì íîñi¹ì |σ(f)| < ∞. Íàïiâïðÿìèé äîáóòîêMapfin(X,A)oϕB

íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåíèì âiíöåâèì äîáóòêîì, ìè ïîçíà÷àòèìåìî éîãî A wrXB.

Çàóâàæåííÿ 4.7.1. ßêùî X = Zn òà B = Z äi¹ íà X öèêëi÷íèìè çñóâàìè,

òî A WrZn
Z ¹ âiíöåâèì äîáóòêîì AonZ. ßêùî æ X = Zn×Zm òà B = Z2 äi¹

íà X 2-öèêëi÷íèìè çñóâàìè, òî A WrZn×Zm
Z2 ¹ âiíöåâèì äîáóòêîì A on,mZ2.

Öåíòð ãðóïèA ïîçíà÷èìî Z(A). Íåõàé D̃(A) ïîçíà÷à¹ ïiäãðóïóMap(X,Z(A))

ôóíêöié h : X → Z(A) ïîñòiéíèõ íà êîæíié îðáiòi äi¨ ãðóïè B íà X, i íåõàé

D(A) ïîçíà÷à¹ ïiäãðóïó Mapfin(X,Z(A)) ôóíêöié ç òàêîþ æ âëàñòèâiñòþ.

Ç Òåîðåìè 4.2 [31] âèïëèâà¹, ùî ìàþòü ìiñöå òàêi içîìîðôiçìè:

Z(A WrXB) ∼= D̃(A), Z(A wrXB) ∼= D(A),

äå ãðóïà B äi¹ íà X åôåêòèâíî.
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Ó âèïàäêó íååôåêòèâíî¨ äi¨ B íà X äëÿ äîâiëüíèõ ãðóï A,B ìè îòðèìó¹ìî

áiëüø çàãàëüíó ñèòóàöiþ. Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè óçàãàëüíþ¹ìî Òåîðåìó 4.2 [31]

i ðîçãëÿäà¹ìî âèïàäîê íååôåêòèâíî¨ äi¨ B íà X.

Ïîçíà÷èìî ìíîæèíó âñiõ îðáiò B íà X ÷åðåç O, à ìíîæèíó ñêií÷åííèõ îðáiò

÷åðåç Ofin. Íàãàäà¹ìî, ùî ïðÿìèé äîáóòîê ìíîæèí V , iíäåêñîâàíèé íåñêií-

÷åííîþ ìíîæèíîþ, ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ íåñêií÷åííèõ ïîñëiäîâíîñòåé åëåìåíòiâ

ç V , à ïðÿìà ñóìà ñêëàäà¹òüñÿ òiëüêè ç ïîñëiäîâíîñòåé çi ñêií÷åííèì ÷èñëîì

åëåìåíòiâ âiäìiííèõ âiä íóëÿ.

Òåîðåìà 4.7.2. Ìàþòü ìiñöå òàêi içîìîðôiçìè:

Z(A WrXB) = D̃(A)× (kerϕ ∩ Z(B)) ∼=
(∏
λ∈O

Z(A)
)
× (kerϕ ∩ Z(B)) , (4.3)

Z(A wrXB) = D(A)× (kerϕ ∩ Z(B)) ∼=
( ⊕
λ∈Ofin

Z(A)
)
× (kerϕ ∩ Z(B)) . (4.4)

Íåõàé Q̃ � ïiäãðóïà A WrXB, åëåìåíòè (f, l) ÿêî¨ çàäîâîëüíÿþòü óìîâè:

a) f ¹ ïîñòiéíîþ íà êîæíié îðáiòi B íà X, òîáòî f(x) = aλ äëÿ áóäü-ÿêîãî

x ∈ Oλ, Oλ ∈ O, à êîæåí aλ ¹ åëåìåíòîì öåíòðó Z(A),

b) l ∈ kerϕ ∩ Z(B), äå Z(B) � öåíòð B.

Î÷åâèäíî, ÿêùî åëåìåíò ç A WrXB çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè a) i b), òî åëåìåíò

íàëåæèòü öåíòðó, òîìó Q̃ ⊂ Z(A WrXB).

Äëÿ áóäü-ÿêîãî y ∈ X i c ∈ A âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ gy,c ∈ Map(X,A) çà

ôîðìóëîþ:

gy,c(x) =


c, if x = y;

e, if x 6= y.

(4.5)

Íåõàé S � ìíîæèíà åëåìåíòiâ (gy,c, p) ç A WrXB, äå p ∈ B. Ìíîæèíà S

¹ òàêîæ ïiäìíîæèíîþ A wrXB. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç C̃(S) i C(S) öåíòðàëiçàòîð
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ìíîæèíè S ó A WrXB i öåíòðàëiçàòîð ìíîæèíè S of A wrXB âiäïîâiäíî.

Çðîçóìiëî, ùî Z(A WrXB) ⊂ C̃(S) òà Z(A wrXB) ⊂ C(S). Òîìó, äëÿ ãðóïè Q̃

ìà¹ìî âêëàäåííÿ:

Q̃ ⊂ Z(A WrXB) ⊂ C̃(S).

Ëåìà 4.7.3. Âèêîíóþòüñÿ òàêi ðiâíîñòi:

Z(A WrXB) = C̃(S) = Q̃.

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè âêëàäåííÿ C̃(S) ⊂ Q̃.

Ïðèïóñòèìî, ùî (gy,c, p) ∈ S òà (f, l) ∈ C̃(S), äå f, gy,c ∈Map(X,A), gy,c âè-

çíà÷åíèé ó (4.5), òà l, p ∈ B. Òîäi, çà îçíà÷åííÿì, ìà¹ìî ðiâíiñòü (f, l)(gy,c, p) =

(gy,c, p)(f, l). Îòæå,

((f ◦ ϕp) · gy,c, lp) = ((gy,c ◦ ϕl) · f, pl) .

Òîìó, lp = pl äëÿ áóäü-ÿêîãî p, çâiäêè l ∈ Z(B), i ìè îòðèìó¹ìî, ùî

(f ◦ ϕp(x)) · gy,c(x) = (gy,c ◦ ϕl(x)) · f(x). (4.6)

Äëÿ x 6= y, x 6= ϕ−1
l (y) ó (4.6) ìà¹ìî:

f ◦ ϕp(x) = f(x). (4.7)

Ðiâíiñòü (4.7) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ êîæíîãî p ∈ B, òîìó f ïðèéìà¹ îäíå é òå

ñàìå çíà÷åííÿ íà âñié îðáiòi.

Âiäìiòèìî, ùî ìîæíà âèáðàòè gy,c(x) ç iíøèì ôiêñîâàíèì åëåìåíòîì y. Òîìó

f ¹ ïîñòiéíîþ íà êîæíié îðáiòi B íà X, òîáòî f(x) = aλ äëÿ êîæíîãî x ∈ Oλ,

Oλ ∈ O.

Çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî êîæåí aλ ¹ åëåìåíòîì öåíòðó Z(A) òà l ∈ kerϕ.

Äëÿ öüîãî ïðîàíàëiçó¹ìî ðiâíiñòü (4.6) ó âèïàäêó x = y. Ìîæëèâi äâi ñèòó-

àöi¨:
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(i) ÿêùî ϕl(y) = y, îòðèìó¹ìî

f(y)gy,c(y) = gy,c(y)f(y),

(ii) ÿêùî ϕl(y) 6= y, îòðèìó¹ìî

f(y)gy,c(y) = f(y).

Äðóãèé âèïàäîê íåìîæëèâèé, îñêiëüêè gy,c(y) 6= e. Òîìó, l ∈ kerϕ. Ç ïåðøî-

ãî âèïàäêó âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî y ∈ X ìà¹ìî f(y) ∈ Z(A), îñêiëüêè

gy,c(y) = c, äå c � äîâiëüíèé åëåìåíò A. Îòæå, óìîâè a) òà b) âèêîíóþòüñÿ.

Ëåìà 4.7.4. Öåíòð Z(A wrXB) ¹ ïåðåòèíîì Z(A WrXB) òà A wrXB, òîá-

òî

Z(A wrXB) = Z(A WrXB) ∩ (A wrXB).

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, âêëàäåííÿ (Z(A WrXB) ∩ (A wrXB)) ⊂ Z(A wrXB) î÷å-

âèäíå.

Ïåðåâiðèìî ïðîòèëåæíå âêëàäåííÿ. Ïðèïóñòèìî (f, l) ∈ Z(AwrXB). Îñêiëü-

êè S ⊂ A wrXB, îòðèìó¹ìî

Z(A wrXB) ⊂ C(S) ⊂ C̃(S) ∩ (A wrXB)
Ëåìà 4.7.3

= Z(A WrXB) ∩ (A wrXB).

Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 4.7.2. Äëÿ íåîáìåæåíîãî âiíöåâîãî äîáóòêóAWrXB êiëü-

êiñòü îðáiò ó Z(AWrXB) ìîæå áóòè íåñêií÷åííîþ, à äëÿ îáìåæåíîãî âiíöåâîãî

äîáóòêó A wrXB êiëüêiñòü îðáiò ó Z(A wrXB) ìîæå áóòè òiëüêè ñêií÷åííîþ.

Çãiäíî ç Ëåìîþ 4.7.3 òà Ëåìîþ 4.7.4, ìàþòü ìiñöå òàêi ái¹êöi¨

ψ1 : Z(A WrXB)→
∏
λ∈Λ

Z(A)× (kerϕ ∩ Z(B)) ,

ψ2 : Z(A wrXB)→
⊕
λ∈Λfin

Z(A)× (kerϕ ∩ Z(B)) ,

âèçíà÷åíi çà ôîðìóëàìè ψ1(f, l) = (a1, a2, . . . , as1, l), ψ2(f, l) = (a1, a2, . . . , as2, l).

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ψ1 òà ψ2 ¹ ãîìîìîðôiçìàìè.
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Íàñëiäîê 4.7.5.

Z
(
A o
n
Z
)

= {(a, a, . . . , a, nk) | a ∈ Z(A), k ∈ Z} ∼= (4.8)

∼= D(A)× nZ ∼= Z(A)× Z.

Z
(
A o
n,m

Z2
)

=
{

(a)n,mi,j=1, nk,mp) | a ∈ Z(A), k, p ∈ Z
}
∼= (4.9)

∼= D(A)× nZ×mZ ∼= Z(A)× Z2.

Z(A×B) ∼= Z(A)× Z(B). (4.10)

Äiéñíî, äëÿ ãðóï A o
n
Z òà A o

n,m
Z2 ìà¹ìî òiëüêè îäíó îðáiòó äi¨ B íà X.

Çãiäíî ç Òåîðåìîþ 4.7.2, îòðèìó¹ìî (4.8), (4.9) Íàñëiäêó 4.7.5, (4.10) î÷åâèäíå.

Íàïðèêëàä,

Z
((

(Z o3 Z)× (Z o5 Z)
)
o7 Z
)
∼= Z

(
(Z o3 Z)× (Z o5 Z)

)
× 7Z ∼=

∼= Z
(

(Z o3 Z)× (Z o5 Z)
)
× Z ∼= Z

(
Z o3 Z

)
× Z

(
Z o5 Z

)
× Z ∼=

∼= Z× 3Z× Z× 5Z× Z ∼= Z4 × Z.

Òåîðåìà 4.7.6. Íåõàé G ∈ G (G ∈ T ), ω � äîâiëüíà ðåàëiçàöiÿ G â àëôàâiòi

AG (AT ), à β1(ω) � êiëüêiñòü ñèìâîëiâ Z ó ðåàëiçàöi¨ ω. Òîäi Z(G) ' Zβ1(ω).

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâåäëèâiñòü òåîðåìè âèïëèâà¹ ç Íàñëiäêó 4.7.5 òà iíäóêöi¨ ïî

êiëüêîñòi ñèìâîëiâ 1 òà Z ó ðåàëiçàöi¨ ω, ÿêó ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç l(ω). Äëÿ

çðó÷íîñòi ïîçíà÷èìî ÷åðåç ω̃ ãðóïó ç êëàñó G (T ), âèçíà÷åíó ñëîâîì ω. Çîêðå-

ìà, ω ¹ ðåàëiçàöi¹þ ω̃ â àëôàâiòi A (÷è â AT ). Îñêiëüêè ω̃ ¹ ãðóïîþ içîìîðôíîþ

G, ìà¹ìî

Z(G) = Z(ω̃).

Î÷åâèäíî, ÿêùî l(ω) = 1, òî ω � öå àáî 1, àáî Z, òîìó Z(G) ' 1 àáî Z(G) ' Z

âiäïîâiäíî. Ïðèïóñòèìî, ùî Z(G) ' Zβ1(ω) äëÿ âñiõ ñëiâ ç l(ω) ≤ k. Ïîêàæåìî

öå äëÿ l(ω) = k + 1. Ó öüîìó âèïàäêó ðåàëiçàöiÿ ω � öå àáî
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1. ïðÿìèé äîáóòîê ω1 × ω2, òàêèé, ùî l(ω1) + l(ω2) = k + 1, l(ω1) ≤ k,

l(ω2) ≤ k, àáî

2. âiíöåâèé äîáóòîê ω1 on Z, äå l(ω1) = k, àáî

3. âiíöåâèé äîáóòîê ω1 on,m Z2, äå l(ω1) = k − 1.

Iç Íàñëiäêó 4.7.5, iíäóêòèâíîãî ïðèïóùåííÿ òà î÷åâèäíîãî ñïîñòåðåæåííÿ, ùî

β1(ω1) + β1(ω2) = β1(ω1 × ω2), âèïëèâà¹, ùî ó ïåðøîìó âèïàäêó

Z(ω̃1×ω̃2) ∼= Z(ω̃1)×Z(ω̃2) ' Zβ1(ω1)×Zβ1(ω2) ' Zβ1(ω1)+β1(ω2) ' Zβ1(ω1×ω2) ' Zβ1(ω),

ó äðóãîìó âèïàäêó

Z(ω̃) ' Z(ω̃1 on Z) ' Z(ω̃1)× Z ' Zβ1(ω1) × Z ' Zβ1(ω1onZ) ' Zβ1(ω),

à ó òðåòüîìó âèïàäêó

Z(ω̃) ' Z(ω̃1 on,m Z2) ' Z(ω̃1)× Z2 ' Zβ1(ω1) × Z2 ' Zβ1(ω1on,mZ2) ' Zβ1(ω).

4.8 Êîìóòàíò

Òåîðåìà 4.8.1. Äëÿ äîâiëüíî¨ ãðóïè G êîìóòàíò G o
n,m

Z2 ñïiâïàäà¹ ç òàêîþ

ãðóïîþ [
G o

n,m
Z2, G o

n,m
Z2

]
=

((gi,j)
n,m
i,j=1, 0, 0

)
|
n,m∏
i,j=1

gi,j ∈ [G,G]

 .

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî êîæíèé g = ((gi,j)
n,m
i,j=1, 0, 0), òàêèé, ùî∏n,m

i,j=1 gi,j ∈ [G,G], íàëåæèòü

[
G o

n,m
Z2, G o

n,m
Z2

]
.

Äîâåäåìî, ùî åëåìåíòè h1, h2 ãðóïè G o
n,m

Z2,

h1 = ((gi,j)
n,m
i,j=1, k, s) h2 = ((gi,1)

n
i=1, · · · , (gi,m−2)

n
i=1, (gi,m−1gi,m)ni=1, e), k, s)
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Àíàëîãi÷íèìè äî Òåîðåìè 4.8.2 ìiðêóâàííÿìè ìîæíà âñòàíîâèòè òàêèé íà-

ñëiäîê.

Íàñëiäîê 4.8.2. Äëÿ äîâiëüíî¨ ãðóïè G êîìóòàíò G o
n
Z çáiãà¹òüñÿ ç ãðóïîþ

[
G o

n
Z, G o

n
Z
]

=

{
(g1, g2, . . . , gn, 0) |

n∏
i=1

gi ∈ [G,G]

}
.

Òåîðåìà 4.8.3. Äëÿ äîâiëüíî¨ ãðóïè G ìàþòü ìiñöå òàêi içîìîðôiçìè ôà-

êòîðãðóï

G o
n
Z
/

[G on Z, G on Z] ∼= G/[G,G]× Z,

G o
n,m

Z2
/[
G o

n,m
Z2, G o

n,m
Z2

]
∼= G/[G,G]× Z2.

Äîâåäåííÿ. Ïîáóäó¹ìî ãîìîìîðôiçìè

η : G on Z→ G/[G,G]× Z, µ : G on,m Z2 → G/[G,G]× Z2

âèçíà÷åíi ôîðìóëàìè

η((gi)
n
i=1, k) =

((
n∏
i=1

gi

)
[G,G], k

)
,

µ((gi,j)
n,m
i,j=1, k, p) =

 n,m∏
i,j=1

gi,j

 [G,G], k, p

 .

Äëÿ ïåðåâiðêè, ùî η ¹ ãîìîìîðôiçìîì, ïðîâåäåìî îá÷èñëåííÿ

η(a1, a2, . . . , an, k)η(b1, b2, . . . , bn, p) = (a1a2 · · · an[G,G], k)(b1b2 · · · bn[G,G], p) =

= (a1a2 · · · anb1b2 · · · bn[G,G], k + p),

η((a1, a2, . . . , an, k)(b1, b2, . . . , bn, p)) =

= η(a(1+p) modnb1, a(2+p) modnb2, . . . , a(n+p) modnbn, k + p) =

= (a(1+p) modnb1a(2+p) modnb2 · · · a(n+p) modnbn[G,G], k + p).
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Îñêiëüêè G/[G,G] àáåëåâà, ìà¹ìî

(a(1+p) modnb1a(2+p) modnb2 · · · a(n+p) modnbn[G,G], k + p) =

= (a1a2 · · · anb1b2 · · · bn[G,G], k + p),

òîìó η ¹ ãîìîìîðôiçìîì.

Ãîìîìîðôiçì η ¹ ñþð'¹êòèâíèì, îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî åëåìåíòó (h, n) ∈

G/[G,G]× Z iñíó¹ åëåìåíò (h, e, e, · · · , n), ùî çàäîâîëüíÿ¹

ϕ(h, e, e, . . . , n) = (h, n).

Òîäi, ÿäðî η ìà¹ âèãëÿä ker η = {(g1, g2, . . . , gn, 0)|
∏n

i=1 gi ∈ [G,G]} òà ñïiâïàäà¹

ç [G on Z, G on Z].

Àíàëîãi÷íî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî µ ¹ ñþð'¹êòèâíèì ãîìîìîðôiçìîì. ßäðî µ ìà¹

âèãëÿä kerµ = {(gi,j)n,mi,j=1, 0, 0)|
∏n,m

i,j=1 gi,j ∈ [G,G]} òà ñïiâïàäà¹ ç êîìóòàíòîì[
G o

n,m
Z2, G o

n,m
Z2

]
.

Òåîðåìà 4.8.4. Íåõàé G ∈ G (G ∈ T ), ω� äîâiëüíà ðåàëiçàöiÿ G â àëôàâiòi

AG (AT ) òà β1(ω) � êiëüêiñòü ñèìâîëiâ Z ó ðåàëiçàöi¨ ω. Òîäi G/[G,G] '

Zβ1(ω).

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íå äîâåäåííþ Òåîðåìè 4.7.6. Çàìiñòü Çàóâàæå-

ííÿ 4.7.5 äîñòàòíüî çàñòîñóâàòè Òåîðåìó 4.8.3 òà òâåðäæåííÿ ïðî òå, ùî äëÿ

äîâiëüíèõ äâîõ ãðóï A òà B âèêîíó¹òüñÿ

A×B/[A×B,A×B] ' A/[A,A]×B/[B,B]. (4.11)

Äëÿ äîâåäåííÿ (4.11) äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè, ùî âiäîáðàæåííÿ ϕ : A × B →

A/[A,A]×B/[B,B], âèçíà÷åíå ôîðìóëîþ

(a, b) 7→ (a[A,A], b[B,B]),

¹ ñþð'¹êòèâíèì ãîìîìîðôiçìîì ç ÿäðîì kerϕ = [A×B,A×B].



135

Îñêiëüêè ϕ ¹ äîáóòêîì ñþð'¹êòèâíèõ ãîìîìîðôiçìiâ ϕ1, ϕ2 âèçíà÷åíèõ ôîð-

ìóëàìè

ϕ1 : A×B → A/[A,A], ϕ1(a, b) = a[A,A],

ϕ2 : A×B → B/[B,B], ϕ2(a, b) = b[B,B],

âîíî òàêîæ ¹ ñþð'¹êòèâíèì ãîìîìîðôiçìîì.

Äàëi, âiäìiòèìî, ùî

kerϕ = {(a, b)|a ∈ [A,A], b ∈ [B,B]}.

Ïåðåâiðèìî, ùî kerϕ ⊂ [A× B,A× B]. Äiéñíî, íåõàé (
∏

[ai, bi],
∏

[cj, dj]) ∈

kerϕ, äå ai, bi ∈ A, cj, dj ∈ B, òîäi

(
∏
i

[ai, bi],
∏
j

[cj, dj]) = (
∏
i

[ai, bi], e)(e,
∏
j

[cj, dj]) =
∏
i

([ai, bi], e)
∏
j

(e, [cj, dj]) =

=
∏
i

[(ai, e), (bi, e)]
∏
j

[(e, cj), (e, dj)] ∈ [A×B,A×B].

Íàâïàêè, äëÿ áóäü-ÿêîãî êîìóòàòîðó [(a, b), (c, d)] â [A×B,A×B] ìà¹ìî

[(a, b), (c, d)] = (a, b)(c, d)(a−1, b−1)(c−1, d−1) = ([a, c], [b, d]) ∈ kerϕ.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Òåïåð ìè ìîæåìî îòðèìàòè î÷åâèäíå äîâåäåííÿ îäíîãî ç îñíîâíèõ ðåçóëü-

òàòiâ, Òåîðåìè 4.1.5.

Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 4.1.5. Ïðè òèõ ñàìèõ ïðèïóùåííÿõ, îòðèìó¹ìî ç Òåîðå-

ìè 4.7.6, ùî Z(G) ' Zβ1(ω), òà ç Òåîðåìè 4.8.4, ùî G/[G,G] ' Zβ1(ω). Òîäi,

î÷åâèäíî,

Z(G) ∼= G/[G,G] ∼= Zβ1(ω).
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4.9 Âèñíîâêè

Äëÿ ìíîæèí êëàñiâ G i T içîìîðôiçìó ãðóï, ùî ïîðîäæóþòüñÿ ïðÿìèìè äî-

áóòêàìè òà ïåâíèìè òèïàìè âiíöåâèõ äîáóòêiâ, áóëî äîâåäåíî, ùî âêëþ÷åííÿ

M(M,P ) ⊂ G, ÿêùî M âiäìiííà âiä 2-ñôåðè S2 i 2-òîðà T 2, òàM(T 2,R) ⊂ T

¹ ðiâíîñòÿìè òà îïèñàíî äåÿêi ïiäêëàñè âM(M,P ) ïðè ïåâíèõ îáìåæåííÿõ íà

ïîâåäiíêó ôóíêöié íà ìåæi ∂M .

Òàêîæ äîâåäåíî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ãðóïè G ∈ G (G ∈ T ) öåíòð Z(G) i

ôàêòîð-ãðóïà ïî êîìóòàíòó G/[G,G] ¹ âiëüíèìè àáåëåâèìè ãðóïàìè îäíàêî-

âîãî ðàíãó, ÿêèé ëåãêî îá÷èñëèòè iç ãåîìåòðè÷íèõ âëàñòèâîñòåé âiäîáðàæåííÿ

Ìîðñà f , òàêîãî, ùî π1O(f) ' G. Çîêðåìà, öåé ðàíã ¹ ïåðøèì ÷èñëîì Áåòòi

îðáiòè O(f) âiäîáðàæåííÿ f .



ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Äèñåðòàöiÿ ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ ãîìîòîïi÷íèõ âëàñòèâîñòåé ãëàäêèõ ôóí-

êöié íà ïîâåðõíÿõ. Â ðîáîòi îòðèìàíi òàêi ðåçóëüòàòè:

� ïîêàçàíî, ùî äëÿ êîæíîãî âiäîáðàæåííÿ ç êëàñó F(B,P ) ãëàäêèõ âi-

äîáðàæåíü íà ñòði÷öi Ìåáióñà B, iñíó¹ ¹äèíèé êðèòè÷íèé ðiâåíü, ÿêèé

ðîçáèâà¹ B â îá'¹äíàííÿ öèëiíäðà i 2-äèñêiâ (òàêèé ðiâåíü íàçâàíî ñïå-

öiàëüíèì).

� äëÿ âñiõ âiäîáðàæåíü ç F(B,P ) îá÷èñëåíî ôóíäàìåíòàëüíi ãðóïè ¨õ îðáiò

çà óìîâè òðèâiàëüíîñòi äié ñòàáiëiçàòîðiâ öèõ âiäîáðàæåíü íà êîìïîíåí-

òàõ çâ'ÿçíîñòi äîïîâíåííÿ äî âiäïîâiäíèõ ñïåöiàëüíèõ êðèòè÷íèõ ðiâíiâ;

� äîâåäåíî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî âiäîáðàæåííÿ ç êëàñó F(M,P ) íà çâ'ÿçíié

îði¹íòîâíié êîìïàêòíié ïîâåðõíi M i äëÿ äîâiëüíîãî äèôåîìîðôiçìà,

ÿêèé çàëèøà¹ iíâàðiàíòíîþ êîæíó ðåãóëÿðíó êîìïîíåíòó ìíîæèíè ðiâ-

íÿ öüîãî âiäîáðàæåííÿ òà çìiíþ¹ ¨¨ îði¹íòàöiþ, êâàäðàò öüîãî äèôåîìîð-

ôiçìà içîòîïíèé òîòîæíüîìó âiäîáðàæåííþ çi çáåðåæåííÿì âiäîáðàæåí-

íÿ (öå òâåðäæåííÿ ¹ ãîìîòîïi÷íèì òà ïîøàðîâèì àíàëîãîì âëàñòèâîñòi

¾æîðñòêîñòi¿ äëÿ çìiíþþ÷èõ îði¹íòàöiþ ëiíiéíèõ ðóõiâ ïëîùèíè, ÿêà

ñòâåðäæó¹, ùî êîæåí òàêèé ðóõ ìà¹ ïîðÿäîê 2);

� ðîçãëÿíóòî êëàñ içîìîðôiçìó ãðóï T , ùî ïîðîäæó¹òüñÿ ïðÿìèìè äîáó-

òêàìè òà ïåâíèìè òèïàìè âiíöåâèõ äîáóòêiâ, ÿêèé ìiñòèòü ôóíäàìåí-

òàëüíi ãðóïè îðáiò âñiõ ôóíêöié ç êëàñó F(M,R) íà îði¹íòîâíèõ ïîâåðõ-
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íÿõ êðiì 2-ñôåðè. Äëÿ íüîãî äîâåäåíi òàêi ðåçóëüòàòè:

� îòðèìàíî òåîðåìè ðåàëiçàöi¨ äëÿ ãðóï iç êëàñó T ÿê ôóíäàìåíòàëü-

íèõ ãðóï îðáiò ôóíêöié ç êëàñó F(M,P ) íà ïîâåðõíÿõ âiäìiííèõ âiä

2-ñôåðè i 2-òîðà, çîêðåìà çà ïåâíèõ îáìåæåíü íà ïîâåäiíêó ôóíêöié

íà ìåæi;

� òàêîæ îòðèìàíî òåîðåìè ðåàëiçàöi¨ äëÿ ãðóï iç êëàñó T ÿê ôóíäà-

ìåíòàëüíèõ ãðóï îðáiò ôóíêöié ç êëàñó F(T 2,R) íà 2-òîði T 2;

� îá÷èñëåíî öåíòð Z(G) i ôàêòîð-ãðóïó ïî êîìóòàíòó G/[G,G] äëÿ

êîæíî¨ ãðóïè G ç êëàñó T i ïîêàçàíî, ùî âîíè ¹ âiëüíèìè àáåëåâèìè

ãðóïàìè îäíàêîâîãî ðàíãó β1. Çîêðåìà, ÿêùî G � ôóíäàìåíòàëüíà

ãðóïà îðáiòè äåÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ F(M,R), òî β1 ¹ ïåðøèì ÷èñëîì

Áåòòi öi¹¨ îðáiòè, òîáòî ðàíãîì ïåðøî¨ ãðóïè ãîìîëîãié.
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