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Нехай (q0; q1; ...; qs−1) — стохастичний вектор з строго додатними координатами. Вiдомо [2], що
для довiльного дiйсного числа x ∈ [0; 1] iснує послiдовнiсть цифр αn ∈ {0; 1; ...; s − 1}, ∀n ∈ N
така, що

x = βα1 + βα2qα1 + βα3qα2qα1 + . . .+ βαn+1qαnqαn−1 . . . qα1 + . . . , (1)

де β0 = 0, β1 = q0, . . . , βs−1 = q0 + q1 + ...+ qs−2.

Представлення (1) називається Qs -представленням числа x . Число x у цьому випадку має
зображення:

x = ∆Qs
α1α2α3...αn....
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Qs - рацiональнi числа:
∆Qs

α1α2...αn(s−1) = ∆Qs

α1α2...αn+1(0)

Число x будемо називати Qs -нормальним, якщо

lim
n→∞

Nn(x ; (γ1; γ2; . . . ; γk))

n
=

k∏
j=1

qγj ,

де Nn(x ; (γ1; γ2; . . . ; γk)) — кiлькiсть блокiв (γ1; . . . ; γk) серед чисел α1, . . . , αn.
Якщо бути точним Nn(x ; (γ1; γ2; . . . ; γk)) — це кiлькiсть номерiв j ∈ {1; . . . ; n − k − 1}, таких що
αj+i−1 = γi для кожного i ∈ {1; . . . ; k}.
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Якщо q0 = q1 = . . . = qs−1 = 1
s , ми маємо класичне означення нормального числа.

Theorem

Теорема Вейля. Якщо (an) - послiдовнiсть рiзних цiлих чисел, то послiдовнiсть (anx) - рiвномiрно
розподiлена для майже всiх дiйсних x .

Послiдовнiсть (xn) називається рiвномiрно розподiленою за модулем 1, якщо для довiльних
дiйсних 0 6 a < b 6 1:

Nn([a; b])

n
→ b − a, (n→∞),

де Nn([a; b]) — кiлькiсть чисел серед {x1}, {x2}, . . . , {xn}, якi належать вiдрiзку [a; b].

Якщо взяти an = sn(Хардi та Лiтлвуд) snx- рiвномiрно розподiлена для майже всiх x ∈ R.
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Нехай (q0n; q1n; ...; q(s−1)n) — послiдовнiсть стохастичних векторiв з строго додатними
координатами, причому

+∞∏
n=1

max{q0n; q1n . . . ; q(s−1)n} = 0.

тодi для довiльного x ∈ [0; 1] iснує послiдовнiсть цифр αn ∈ {0; ...; s − 1}, така, що

x = βα11 + βα22qα11 + βα33qα11qα22 + . . .+ βαn+1(n+1)qα11qα22 . . . qαnn + . . . , (2)

де β0n = 0, β1n = q0n, . . . , β(s−1)n = q0n + ...+ q(s−2)n.
Q∗s - зображення має вигляд

x = ∆
Q∗

s
α1α2...αn....
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Якщо (q0n; q1n; ...; q(s−1)n)→ (q0; q1; ...; qs−1) (n→∞), то наведемо поняття Q∗s - нормального
числа.

Число x будемо називати Q∗s - нормальним, якщо

lim
n→∞

Nn(x ; (γ1; γ2; . . . ; γk))

n
=

k∏
j=1

qγj ,

де Nn(x ; (γ1; γ2; . . . ; γk)) — кiлькiсть блокiв (γ1; . . . ; γk) серед чисел α1, . . . , αn.
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Theorem
Теорема 1. Якщо виконується умова

+∞∑
n=1

(
(q0n − q0)2 + (q1n − q1)2 + . . .+ (q(s−1)n − qs−1)2)

)
< +∞,

то майже всi числа є Q∗s - нормальними.

Допомiжний об’єкт. Оператор зсуву

T (∆Qs
α1α2...αn...) = ∆Qs

α2α3...αn...

T1(∆
Q∗

s
α1α2...αn...) = ∆

Q∗
s

α2α3...αn...
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Lemma

Лема 1. Перетворення T (x) є ергодичним вiдносно мiри Лебега.

Збереження мiри

Зрозумiло, що

T−1
([

∆Qs

α1α2...αn(0)
; ∆Qs

α1α2...αn(s−1)

])
=

s−1⋃
k=0

[
∆Qs

kα1α2...αn(0)
; ∆Qs

kα1α2...αn(s−1)

]
Зрозумiло, що

λ
([

∆Qs

α1α2...αn(0)
; ∆Qs

α1α2...αn(s−1)

])
= qα1 · qα2 · . . . · qαn
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λ
[
∆Qs

kα1α2...αn(0)
; ∆Qs

kα1α2...αn(s−1)

]
= qk · qα1 · qα2 · . . . · qαn

λ

(
s−1⋃
k=0

[
∆Qs

kα1α2...αn(0)
; ∆Qs

kα1α2...αn(s−1)

])
= λ

([
∆Qs

α1α2...αn(0)
; ∆Qs

α1α2...αn(s−1)

])
Метрична транзитивнiсть

T (U) = U ⇒ λ(U) = 0

або 1

Здiйснюється по аналогiї з Q2-представленням.
Методология. А.Г.Постников. Арифметическое моделирование случайных процессов. Тр. МИАН.
СССР, 1960 г., том 57, 3-84 стр.
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Theorem

Лема 2. Для майже всiх чисел x = ∆Qs
α1α2...αn... послiдовнiсть

x ,T (x),T 2(x), . . . ,T k(x), . . .

є рiвномiрно розподiленою на [0; 1].

Доведення

Доведення. Оскiльки перетворення T (x) є ергодичним вiдносно мiри Лебега, то для заданого
h ∈ N за теоремою Бiргкофа-Хiнчiна

n∑
k=1

cos(2πhT k(x))

n
→

1∫
0

cos(2πhx)dx = 0 (n→ +∞) (3)

для майже всiх x ∈ [0; 1].
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Позначимо через Ah множину тих x ∈ [0; 1], для яких виконується умова (3), тодi λ(Ah) = 1.

Зрозумiло, що λ(A∗) = 1, де A∗ =
+∞⋂
k=1

Ak .

Отже, для довiльного x ∈ A∗ :

n∑
k=1

cos(2πhT k(x))

n
→ 0 ∀h ∈ N(n→∞).

Аналогiчно показуємо, що iснує множина B∗ така, що λ(B∗) = 1 i для довiльного x ∈ B∗ :

n∑
k=1

sin(2πhT k(x))

n
→

1∫
0

sin 2πhxdx = 0 (n→ +∞) ∀h ∈ N.
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Отже, для кожного x ∈ A∗ ∩ B∗

n∑
k=1

e2πihT k (x)

n
=

n∑
k=1

cos(2πhT k(x)) + i
n∑

k=1
sin(2πhT k(x))

n
→ 0

(n→ +∞) ∀h ∈ N,

тобто послiдовнiсть T n(x) є рiвномiрно розподiленою на [0; 1].
Зрозумiло, що

{T (x)} = T (x) ∀x ∈ [0; 1).

Оскiльки λ(A∗ ∩ B∗) = 1, маємо потрiбне.
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Вiдрiзок
∆(γ1; γ2; . . . ; γl) =

[
∆Qs

γ1γ2...γl (0)
; ∆Qs

γ1γ2...γl (s−1)

]
будемо називати Qs -цилiндром l-го рангу.

Lemma
Лема 3. Нехай M — множина всiх Qs -цилiндрiв l-го рангу для кожного натурального l .
Послiдовнiсть (xn) є рiвномiрно розподiленою тодi i тiльки тодi, коли

lim
n→∞

N(xn;A)

n
= λ(A),

для кожної множини A ∈ M, де λ(·) — мiра Лебега.
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Якщо (xn) рiвномiрно розподiлена, то очевидно рiвнiсть виконується. Розглянемо промiжок [a; b],
де a > 0 i b < 1 (випадок a = 0 або b = 1 розглядаються аналогiчним чином).
Нехай

a = ∆Qs
α1α2... b = ∆Qs

β1β2...

Розглянемо послiдовнiсть вiдрiзкiв

Cn =
[
∆Qs

α1α2...αn(0)
; ∆Qs

β1β2...βn(s−1)

]
.

C̃n =
[
∆Qs

α1α2...αn(s−1); ∆Qs

β1β2...βn(0)

]
.
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Зрозумiло, що знайдеться набiр Qs -цилiндрiв n-го рангу

∆
(
η
(1)
1 ; η

(1)
2 ; . . . ; η(1)n

)
, . . . , ∆

(
η
(j)
1 ; η

(j)
2 ; . . . ; η(j)n

)
,

такi, що

Cn =

j⋃
i=1

∆
(
η
(i)
1 ; η

(i)
2 ; . . . ; η(i)n

)
.

lim
l→∞

Nl(xk ;Cn)

l
=

j∑
r=1

lim
l→∞

Nl

(
xk ; ∆

(
η
(r)
1 ; . . . ; η

(r)
n

))
l

=

j∑
i=1

λ
(

∆
(
η
(r)
1 ; . . . ; η(r)n

))
= λ(Cn).
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Аналогiчно доводиться, що

lim
l→∞

Nl(xk ; C̃n)

l
= λ(C̃n).

Оскiльки
Nl(xk ; C̃n)

l
≤ Nl(xk ; (a; b))

l
≤ Nl(xk ;Cn)

l
∀n ∈ N,

то перейшовши до границi l → +∞ i врахувавши, що

lim
l→∞

λ(Cl) = b − a = lim
l→∞

λ(C̃l),

lim
l→∞

Nl(xk ; (a; b))

l
= b − a.
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Theorem
Лема 4. Число

z = ∆Qs
α1α2α3...

є Qs -нормальним тодi i тiльки тодi, коли послiдовнiсть (Tn(z)) є рiвномiрно розподiленою.

Доведення. Нехай (Tn(z)) рiвномiрно розподiлена.
Зрозумiло, що Nn(Tk(z); ∆(γ1; γ2; . . . ; γl)) дорiвнює кiлькостi блокiв (γ1; γ2; . . . ; γl) серед цифр
α1, α2, . . . , αn (оскiльки число ∆Q2

η1η2... належить вiдрiзку ∆(γ1; γ2; . . . ; γl) лише тодi, коли ηr = γr
для кожного r ∈ {1; . . . ; l}.)

Nn(z ; (γ1; . . . ; γl))

n
=

Nn(Tk(z); ∆(γ1; . . . ; γl))

n
→

λ(∆(γ1; . . . ; γl)) =
l∏

j=1

qγj (n→ +∞)

тобто z є Qs -нормальним.
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Theorem
Теорема 1. Якщо виконується умова

+∞∑
n=1

(
(q0n − q0)2 + (q1n − q1)2 + . . .+ (q(s−1)n − qs−1)2)

)
< +∞,

то майже всi числа є Q∗s - нормальними.

Розглянемо функцiю
f : ∆Qs

α1α2...αn... → ∆
Q∗

s
α1α2...αn...

1) Коректнiсть

∆Qs

α1α2...αn+1(0) = ∆Qs

α1α2...αn(s−1) → ∆
Q∗

s

α1α2...αn+1(0) = ∆
Q∗

s

α1α2...αn(s−1)
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2) f (x) - зростаюча

∆Qs
α1α2...αn... < ∆Qs

β1β2...βn...
⇔ ∆

Q∗
s

α1α2...αn... < ∆
Q∗

s

β1β2...βn...

3) f (x) - неперервна

f
(
∆Qs
α1α2...αn...

)
− f

(
∆Qs

α1α2...αn(r)

)
= ∆

Q∗
s

α1α2...αn... −∆
Q∗

s

α1α2...αn(r)
→ 0

(n→∞) для заданого r ∈ {0; 1; . . . ; s − 1}.

Легко отримати, що f (x) - неперервна злiва та справа.

Кривошия Ростислав Вiкторович (Iнститут математики НАН України Київ, Україна)Про множину нормальних чисел, побудовану в термiнах Q∗
s - представлення дiйсних чисел29 квiтня 2021 р. 19 / 24



Нехай τn - послiдовнiсть в.в., яка набуває значень 0, 1, 2, . . . , s − 1 з ймовiрностями
q0n, q1n, . . . , q(s−1)n.

τ = ∆Qs
τ1τ2...τn...

З одного боку,

f
(

∆Qs

α1α2...αn(s−1)

)
− f

(
∆Qs

α1α2...αn(0)

)
= ∆

Q∗
s

α1α2...αn(s−1) −∆
Q∗

s

α1α2...αn(0)
= qα11 · qα22 · . . . · qαnn.

З iншого боку,

P
(
τ ∈

[
∆Qs

α1α2...αn(0)
; ∆Qs

α1α2...αn(s−1)

])
= P(τ1 = α1)·P(τ2 = α2)·. . .·P(τn = αn) = qα11·qα22·. . .·qαnn.
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Отже,

f
(

∆Qs

α1α2...αn(s−1)

)
− f

(
∆Qs

α1α2...αn(0)

)
= Fτ

(
∆Qs

α1α2...αn(s−1)

)
− Fτ

(
∆Qs

α1α2...αn(0)

)
Fτ (x) = f (x)

Нехай L = min(q0; q1; . . . ; qn).
Маємо:

+∞∑
n=1

∑
j

(
qjn
qj
− 1
)2
 =

+∞∑
n=1

∑
j

(
(qjn − qj)

2

q2
j

)
<

1
L2

+∞∑
n=1

(
∑
j

(
qjn − qj)

2) < +∞.

Отже, Fτ (x) - абсолютно неперервна.
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Зрозумiло, що x = ∆Qs
α1α2...αn... - Qs - нормальне ⇔ f (x) = ∆

Q∗
s

α1α2...αn - Q∗s - нормальне.

Нехай A - множина Qs - нормальних чисел,

A ∪ B = [0; 1], A1 ∪ B1 = [0; 1], A1 = f (A), B1 = f (B).

Припустимо, що λ(A1) < 1, тодi λ(B1) > 0, але λ(B) = 0, i f (B) = B1, суперечнiсть.
Отже, λ(A1) = 1.
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Lemma

Лема 5. Якщо (q0n; q1n; ...; q(s−1)n)→ (q0; q1; ...; qs−1), то

T k
1 (x)− T k(x)→ 0, (k →∞).

Наслiдок 1. T k(x) рiвномiрно розподiлена тiльки тодi, коли T k
1 (x) рiвномiрно розподiлена.

Наслiдок 2. Число x = ∆
Q∗

s
α1α2...αn... є Q∗s - нормальним лише тодi, коли T k

1 (x) рiвномiрно
розподiлена.
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