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Анотацiя

Калюжний-Вербовецький Д. С. Основи теорiї вiльних некомутативних фун-
кцiй та деякi її застосування в алгебрi i аналiзi.–Квалiфiкацiйна праця на правах
рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-математичних на-
ук за спецiальнiстю 01.01.01–Математичний аналiз.–Пiвденноукраїнський нацiо-
нальний педагогiчний унiверситет iм. К. Д. Ушинського.–Iнститут математики
Нацiональної академiї наук України, Київ, 2021.

Метою цiєї роботи є систематичний розвиток, у повнiй природнiй загальностi,
основ теорiї функцiй вiльних некомутуючих змiнних. Ця теорiя пропонує єдиний
спосiб розгляду багатьох вiльних некомутативних (н.к.) об’єктiв, що виникають у
рiзних галузях математики.

Аналiтичнi функцiї вiд d некомутуючих змiнних з’явилися у новаторськiй пра-
цi Дж. Л. Тейлора у н.к. спектральнiй теорiї на початку 70-х рокiв 20 столiття.
Основна iдея полягає в тому, що функцiя вiд d некомутуючих змiнних - це функцiя
на наборах d квадратних матриць всiх розмiрiв, що є iнварiантною при одночасно-
му переплетеннi (або еквiвалентно - iнварiантною щодо прямих сум i одночасної
подiбностi). Тейлор показав, що такi функцiї дозволяють добре диференцiальне
(точнiше, рiзницево-диференцiальне) числення, аж до некомутативного аналогу
класичної формули (Брука) Тейлора. Теорiя була просунута далi у працях Вой-
кулеску на початку 21 столiття з орiєнтацiєю на застосування у теорiї вiльної
ймовiрностi.

У чисто алгебраїчнiй ситуацiї многочлени та рацiональнi функцiї вiд d некому-
туючих змiнних та їх значення на наборах d матриць довiльного фiксованого роз-
мiру (над комутативним кiльцем R) є центральними об’єктами в теорiї полiно-
мiальних i рацiональних тотожностей. Н.к. рiзницево-диференцiальний оператор
у налаштуваннi н.к. многочленiв добре вiдомий як унiверсальна деривацiя на вiль-
нiй алгебрi.

У теорiї систем i теорiї керування н.к. рацiональнi функцiї i формальнi степене-
вi ряди виникають природньо як впiзнаванi формальнi степеневi ряди теорiї авто-
матiв та формальних мов i як передавальнi функцiї багатовимiрних систем з ево-
люцiєю уздовж вiльного моноїду. Зокрема, передавальнi функцiї консервативних
н.к. багатовимiрних систем характеризуються як формальнi степеневi ряди, зна-
чення яких на певному класi наборiв d операторiв є стискаючими. З’являються
такi класи формальних степеневих рядiв як некомутативне узагальнення класич-
ного класу Шура стискаючих аналiтичних функцiй на одиничному крузi в теорiї
операторних моделей для рядкових стискiв та бiльш загальних некомутуючих на-
борiв операторiв, в теорiї зображень алгебри Кунця i в узагальненiй алгебрi Хардi,
пов’язанiй з W ∗ - вiдповiднiстю.

Виходячи з iншого напрямку, виявляється, що бiльшiсть проблем оптимiзацiї,
що з’являються в теорiї систем та теорiї керування, є безрозмiрними i проблема
мiстить рацiональнi вирази вiд цих матричних змiнних, якi, таким чином, мають
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однакову форму, незалежну вiд матричних розмiрiв. Це призводить до вивчення
таких методiв, як лiнiйнi матричнi нерiвностi (LMI) у контекстi н.к. опуклостi i
н.к. дiйсної напiвалгебраїчної геометрiї, де розглядаються многочлени та рацiона-
льнi функцiї вiд d некомутуючих змiнних обчисленi на наборах d матриць над
R.

Квазидетермiнанти та н.к. симетричнi функцiї є важливими прикладами н.к.
рацiональних функцiй, тодi як формальний ряд Бейкера–Кемпбела–Хаусдорфа
є важливим прикладом формального н.к. степеневого ряду. Згадаємо тут також
н.к. неперервнi дроби.

Наша робота забезпечує унiфiковану основу для вивчення всiх цих об’єктiв.
Як заради потенцiйних застосувань, так i заради розвитку теорiї в її природнiй
загальностi, виявляється, що правильне налаштування для теорiї н.к. функцiй -
це матрицi всiх розмiрiв над заданим векторним простором або заданим модулем.
В особливому випадку, коли модуль єRd, n×n матрицi надRd можна iдентифiку-
вати з наборами d матриць розмiру n × n над R, i ми маємо функцiї d змiнних,
ключовi приклади яких наведенi вище.

У роздiлi 1 ми представляємо нашi результати щодо рiзних класiв некомутатив-
них функцiй, що забезпечили нас мотивацiєю та прийомами для роботи над загаль-
ною теорiєю н.к. функцiй. У пiдроздiлi 1.1 розроблена теорiя матричнозначних
н.к. рацiональних функцiй з точки зору їх значень на наборах d матриць усiх роз-
мiрiв. Спочатку ми вводимо матричнозначнi некомутативнi рацiональнi вирази, а
потiм визначаємо матричнозначнi н.к. рацiональнi функцiї як класи еквiвалент-
ностi матричнозначних н.к. рацiональних виразiв. Тодi ми доводимо теорему про
особливостi таких функцiй, теорему 1.5, де множина особливостей матричнознач-
ної н.к. рацiональної функцiї описується з точки зору її мiнiмальної реалiзацiї н.к.
лiнiйною системою. Доведення використовує поняття лiвого та правого некомута-
тивних зсувiв назад для рацiональних виразiв, якi також введенi та вивчаються в
пiдроздiлi 1.1. Пiсля цього доведена теорема 1.11, де комутативний аналог теоре-
ми про особливостi встановлюється за допомогою н.к. лiфтiнгу матричнозначної
комутативної рацiональної функцiї, а потiм застосовуючи некомутативний резуль-
тат, теорему 1.5.

У пiдроздiлi 1.2 теореми особливостi з пiдроздiлу 1.1 застосовуються для отри-
мання стискаючого детермiнантного зображення довiльного стiйкого у полiкулi
комутативного многочлена.

У пiдроздiлi 1.3 ми представляємо рiзницево-диференцiальне числення для
матричнозначних н.к. рацiональних функцiй. Теорiя тут незалежна, але парале-
льна загальнiй теорiї н.к. функцiй, яку ми обговорюємо в роздiлi 2.

У пiдроздiлi 1.4 ми представляємо зразок результату для матричнозначних
некомутативних рацiональних функцiй iз симетрiями. Доведено так звану обме-
жену дiйсну лему без втрат для матрично-J-унiтарних н.к. рацiональних функцiй.

У пiдроздiлi 1.5 встановлюється формула, яка пов’язує перетин нульових пiд-
просторiв коефiцiєнтiв Fw н.к. формального степеневого ряду F =

∑
w∈Gd x

wFw
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матричнозначної рацiональної н.к. функцiї (тут Gd є вiльним моноїдом на d твiр-
них) iз перетином нульових пiдпросторiв значень F на наборах d матриць до-
статньо великого розмiру. З цiєї формули випливає добре вiдомий факт, що н.к.
рацiональна функцiя, яка зникає на матрицях усiх розмiрiв, дорiвнює нулю.

У пiдроздiлi 1.6 представлений iнший тип взаємозв’язку мiж коефiцiєнтами
н.к. формального степеневого ряду та його значеннями на матрицях усiх розмi-
рiв у налаштуваннi додатних ядер. Н.к. формальний степеневий ряд K(x, x′) =∑

w,w′∈Gd x
wx′w

′>
Kw,w′ вiд двох наборiв d змiнних називається формально додатним

ядром, якщо його матриця коефiцiєнтiв Kw,w′ є додатно напiввизначеною. Пока-
зано, що н.к. ядроK(x, x′) є формально додатним тодi i тiльки тодi, коли функцiя
K(X,X ′) є додатним ядром вiд двох наборiв матриць: коли X i X ′ - це набори d
спiльно нiльпотентних матриць усiх розмiрiв (i тодi сума, що визначає K(X,X ′),
є скiнченною), i коли X i X ′ належать якiйсь н.к. кулi, де ряд збiгається. Бiльше
того, у налаштуваннi нiльпотентних матриць достатньо мати оператори K(X,X)
додатно напiввизначеними. Як наслiдок, встановлюється факторизацiя додатних
некомутативних спадкових многочленiв, яка є аналогом результату Дж. В. Хелто-
на про зображення додатного н.к. многочлена як суми квадратiв некомутативних
многочленiв та iншого результату С. Маккалоу про факторизацiю додатних н.к.
спадкових многочленiв.

У пiдроздiлi 1.7 ми представляємо результати про консервативнi дiлатацiї диси-
пативних лiнiйних систем як у комутативному, так i в н.к. випадках. Подiбно до
1D випадку, цi результати можуть бути використанi для вивчення функцiй з ко-
мутативного або н.к. класу Шура–Аглера. Виявляється, хоча такi розширення
завжди iснують в н.к. випадку, вiдповiднi результати в комутативному випадку
рiзнi для рiзних класiв систем. Ми доводимо, що для комутативних систем Форна-
сiнi–Маркесiнi це не завжди так, i ми представляємо критерiй iснування консерва-
тивних дiлатацiй Форнасiнi - Маркесiнi. Розроблено методики використання н.к.
результатiв для вивчення комутативних багатовимiрних лiнiйних систем.

У пiдроздiлi 1.8 наведено н.к. аналоги класичних критерiїв розв’язностi задач
Каратeoдорi та Каратеодорi–Феєра. Вiдповiдне переформулювання класичних те-
орем Теплiця та Шура дає класичнi критерiї у термiнах значень многочлена, кое-
фiцiєнти якого є даними задачi, на довiльних нiльпотентних стисках. Ми знайшли
н.к. аналоги цих критерiїв у термiнах значень даного н.к. многочлена на наборах
d спiльно нiльпотентних стискiв.

Починаючи з роздiлу 2, ми розробляємо загальну теорiю вiльних н.к. функцiй.
У роздiлi 2 ми вводимо н.к. функцiї та їх рiзницево-диференцiальне числення. У
пiдроздiлi 2.1, ми визначаємо н.к. простори, н.к. множини та н.к. функцiї i доводи-
мо, що властивiсть iнварiантностi щодо прямих сум та подiбностей еквiвалентна
iнварiантностi щодо переплетень (пропозицiя 2.1). У пiдроздiлi 2.2 ми вводимо
правий та лiвий рiзницево-диференцiальнi оператори ∆R i ∆L через обчислен-
ня н.к. функцiї f на блочно-трикутнiй матрицi, а потiм беремо правий верхнiй
(лiвий нижнiй) блочний кут i показуємо, що ∆Rf(X, Y )(Z) i ∆Lf(X, Y )(Z) є лi-
нiйно залежними вiд Z (пропозицiї 2.4 та 2.6). Ми приступаємо до формулювання
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основних правил н.к. рiзницево-диференцiального числення у пiдроздiлi 2.3 та
встановлюємо формули скiнченнних рiзниць першого порядку у пiдроздiлi 2.4. У
пiдроздiлi 2.5 ми доводимо, що ∆Rf(X, Y )(Z) i ∆Lf(X, Y )(Z) iнварiантнi щодо
прямих сум i подiбностей як функцiї вiд X i Y (у термiнологiї роздiлу 3, ∆Rf i
∆Lf - н.к. функцiї порядку 1). Ми завершуємо роздiл 2, обговорюючи в пiдроз-
дiлi 2.6 напрямковий i (в особливому випадку некомутативних функцiй на модулi
M = Rd) частковий н.к. рiзницево-диференцiальнi оператори.

У роздiлi 3 ми спочатку вводимо н.к. функцiї вищого порядку, а потiм розши-
рюємо поняття рiзницево-диференцiальних операторiв до цих функцiй, що призво-
дить до числення вищого порядку для н.к. функцiй, як звичайних, так i вищого
порядку. У пiдроздiлi 3.1, ми даємо означення н.к. функцiй порядку k i вводимо
класи T k цих функцiй (так що оригiнальнi н.к. функцiї належать до класу T 0).
Значення н.к. функцiй порядку k є k-лiнiйними вiдображеннями матриць над мо-
дулями, якi також можна iнтерпретувати як елементи тензорних добуткiв k + 1
матричних модулiв (зауваження 3.4 та 3.5). Це дозволяє нам визначити природне
вiдображення T k⊗T ` → T k+`+1, k, ` = 0, 1, . . ., i, отже, — вiдображення з тензор-
ного добутка k + 1 класiв T 0 (можливо, над рiзними операторними просторами)
до T k (зауваження 3.6) i iнтерпретувати н.к. функцiю вищого порядку в термiнах
н.к. функцiй порядку 0. Далi ми продовжуємо у пiдроздiлi 3.2 правий рiзницево-
диференцiальний оператор ∆R до вiдображення класiв T k → T k+1, k = 0, 1, . . ..
У цьому означеннi ми обчислюємо f(X0, . . . , Xk), де f -це н.к. функцiя порядку
k, а останнiй аргумент є взятим у виглядi блочної матрицi Xk =

[
Xk′ Z

0 Xk′′

]
, а потiм

беремо верхнiй правий кутовий блок матричного значення. Розширений оператор
∆R також є лiнiйною функцiєю вiд Z (пропозицiї 3.8 та 3.9). Починаючи з цьо-
го моменту, ми концентруємося на правiй версiї числення, оскiльки лiву версiю
можна розробити аналогiчно або просто отримати з правої за симетрiєю.

Iтерований оператор ∆`
R : T k → T k+` також може бути обчисленим безпосеред-

ньо, обчислюючи н.к. функцiю на блочнiй верхньо-бiдiагональнiй матрицi, а по-
тiм взявши верхнiй правий кутовий блок її матричного значення (теореми 3.11 та
3.12). Означення розширеного оператора ∆R стає прозорiшим, коли ми iнтерпрету-
ємо н.к. функцiї вищого порядку за допомогою тензорних добуткiв н.к. функцiй
порядку 0 (зауваження 3.17).

Ми також можемо взяти Xj у f(X0, . . . , Xk) у верхньому блочно–трикутному
виглядi, що веде до операторiв j∆R : T k → T k+1, j = 0, 1, . . . (так що ∆R = k∆R),
що також розширює оригiнальний оператор ∆R : T 0 → T 1 (зауваження 3.18).
У пiдроздiлi 3.3 ми встановлюємо рiзницевi формули першого порядку для н.к.
функцiй вищого порядку (теорема 3.19) та їх узагальнену версiю для випадку
матриць X i Y , можливо рiзного розмiру, де ми обчислюємо функцiю вищого
порядку у цих формулах (теорема 3.20). Подiбнi формули дiйснi для операторiв
j∆R (зауваження 3.22).

У пiдроздiлi 3.4 ми показуємо, що для н.к. функцiї f ∈ T k, яка iнтегру-
ється k разiв, тобто може бути представленою як ∆k

Rg з g ∈ T 0, ми маємо
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i∆R j∆Rf = j∆R i∆Rf , для всiх i, j = 0, . . . , k. Нарештi, ми обговорюємо у пiд-
роздiлi 3.5 напрямковi н.к. рiзницево-диференцiальнi оператори вищого порядку;
зокрема, коли базовим модулем є Rd, ми обговорюємо частковi н.к. рiзницево-
диференцiальнi оператори ∆w

R, w ∈ Gd.
У роздiлi 4 ми встановлюємо формулу Тейлора–Тейлора (теорема 4.1 або бiльш

загальна теорема 4.2; у випадкуM = Rd — наслiдок 4.4 i, у тензорнiй iнтерпрета-
цiї коефiцiєнтiв ∆w>

R f–теорема 4.6). Ми показуємо у зауваженнi 4.3, що коефiцiєн-
ти у формулi Тейлора - Тейлора, багатолiнiйнi вiдображення f` = ∆Rf(Y, . . . , Y ),
` = 0, 1, . . ., задовольняють певним умовам сумiсностi. Їх вiдповiднi умови для по-
слiдовностi fw = ∆w>

R f(Y, . . . , Y ), w ∈ Gd, у випадку, колиM = Rd, встановлено
в зауваженнi 4.5.

Як перше застосування формули Тейлора–Тейлора, ми описуємо у роздiлi 5
н.к. функцiї на наборах Nilp(M) (або, загальнiше, на Nilp(M;Y )) нiльпотентних
матриць (або матриць нiльпотентних навколо Y ) над модулемM – див. означен-
ня у пiдроздiлi 0.2.1. У пiдроздiлi 5.1 ми показуємо, що кожна така н.к. функцiя є
сумою її ряду Tейлора–Тейлора (теореми 5.2, 5.4, 5.6 та 5.8). Далi ми показуємо,
що коефiцiєнти н.к. степеневого ряду, що представляє н.к. функцiю, є однозначно
визначеними. Фактично, цей ряд є єдиним i дорiвнює вiдповiдному ряду Тейлора–
Тейлора (теореми 5.9 та 5.10). У пiдроздiлi 5.2 ми показуємо, що, навпаки, для
даної послiдовностi f` : (Ms×s)` → N s×s, ` = 0, 1, . . . багатолiнiйних вiдображень,
що задовольняє умови сумiсностi, сума

∑∞
`=0(X −

⊕m
α=1 Y )�s`f` - це н.к. функцiя

на Nilp(M;Y ) зi значеннями в Nnc (теорема 5.13), а також версiю цього результа-
ту, теорему 5.15, для випадкуM = Rd i послiдовностi багатолiнiйних вiдображень
fw : (Ms×s)` → N s×s, w ∈ Gd, що задовольняє вiдповiднi умови сумiсностi. Цi ре-
зультати є алгебраїчними за своєю природою, оскiльки сума вiдповiдних рядiв
скiнченна у кожнiй точцi з Nilp(M;Y ).

У роздiлi 6 ми наводимо деякi iншi алгебраїчнi застосування формули Тейлора
- Тейлора. Доведено, що н.к. функцiя на (Kd)nc, де K нескiнченне поле, яка є
многочленом вiд матричних елементiв при обчисленнi на n × n матрицях, n =
1, 2, . . ., обмеженого ступеня, обов’язково є н.к. многочленом (теорема 6.1). Умова
обмеженостi ступеня є суттєвою i не може бути опущена (приклад 6.3). Однак,
якщо ми не вимагаємо цю умову, то справедливе наступне: довiльна н.к. функцiя
на (Kd)nc, яка є многочленом ступеняMn вiд матричних елементiв при обчисленнi
на n × n матрицях, це сума н.к. многочлена i нескiнченного ряду однорiдних
многочленiв fj, що зникають на всiх наборах d матриць розмiру n×n для j > Mn

(теорема 6.4). Ми також отримуємо узагальнення теореми 6.1 для н.к. функцiй,
якi є многочленами на зрiзах, на (набагато загальнiших) н.к. просторах (теорема
6.8).

У роздiлi 7 ми вивчаємо аналiтичнi н.к. функцiї та збiжнiсть їх рядiв Тейлора–
Тейлора. Ми розглядаємо три рiзнi топологiї на н.к. просторi Vnc (над комплекс-
ним векторним простором V) або три типи збiжностi н.к. степеневого ряду, i,
вiдповiдно, три типи аналiтичностi н.к. функцiї: скiнченно вiдкриту топологiю та
аналiтичнiсть на зрiзах, топологiю норми та аналiтичнiсть на n × n матрицях
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над V для кожного n = 1, 2, . . ., та рiвномiрно вiдкриту топологiю та рiвномiрну
(вiдносно n) аналiтичнiсть. Головна особливiсть аналiтичних н.к. функцiй, вста-
новлена в роздiлi 7, – це що локальна обмеженiсть тягне за собою аналiтичнiсть
у кожному з трьох налаштувань. У першiй частинi пiдроздiлу 7.1 ми вводимо
скiнченно-вiдкриту топологiю на Vnc i доводимо, що н.к. функцiя, яка є локально
обмеженою на зрiзах, є аналiтичною на зрiзах i обговорюємо збiжнiсть вiдповiд-
ного ряду Тейлора–Тейлора (теорема 7.2). У другiй частинi пiдроздiлу 7.1, ми
показуємо, що н.к. функцiя, яка є локально обмеженою (щодо топологiї норми на
Vn×n, для кожного n) є аналiтичною, i її ряд Тейлора–Тейлора збiгається рiвно-
мiрно i абсолютно на певних вiдкритих повних кругових н.к. множинах навколо
центру Y ∈ Ωs (теорема 7.4) або на вiдкритих кулях iз центром у Y (наслiдок 7.5).
Ми також встановлюємо єдинiсть розвинення у збiжний степеневий ряд, в обох ви-
щезазначених топологiях (теорема 7.9). У пiдроздiлi 7.2, ми вводимо та вивчаємо
рiвномiрно-вiдкриту топологiю на н.к. просторi Vnc над операторним простором
V . У пiдроздiлi 7.3, ми показуємо, що рiвномiрно локально обмежена н.к. фун-
кцiя є рiвномiрно аналiтичною, i її ряд Тейлора–Тейлора збiгається рiвномiрно i
абсолютно на певних рiвномiрно-вiдкритих повних кругових н.к. множинах нав-
коло Y (теорема 7.21), або на певних рiвномiрно-вiдкритих матрично-кругових
н.к. множинах (теорема 7.23), або на рiвномiрно-вiдкритих н.к. кулях (наслiдок
7.26). Ми також доводимо версiю цього результату для випадку, коли V = Cd

i ряд Тейлора–Тейлора є збiжним уздовж Gd (теорема 7.29 та наслiдок 7.31). У
пiдроздiлi 7.4 ми вводимо та вивчаємо аналiтичнi н.к. функцiї вищого порядку,
також у трьох рiзних налаштуваннях. Основнi результати є аналогiчними резуль-
татам у пiдроздiлах 7.1 та 7.3.

У роздiлi 8 ми вивчаємо збiжнiсть н.к. степеневих рядiв у трьох рiзних тополо-
гiях, що введенi у роздiлi 7 до (аналiтичної у вiдповiдному сенсi) н.к. функцiї.
Результати є зворотними до результатiв пiдроздiлiв 7.1 та 7.3. Ми обговорюємо
збiжнiсть н.к. степеневого ряду в скiнченно-вiдкритiй топологiї (вiдповiдно, в то-
пологiї норми та в рiвномiрно-вiдкритiй топологiї) у пiдроздiлi 8.1 (вiдповiдно,
8.2 та 8.3). В кожнiй топологiї ми маємо оцiнки типу Кошi–Адамара для радiусiв
збiжностi та найкращi оцiнки величини областi збiжностi рiзної форми. Ми та-
кож характеризуємо максимальнi н.к. множини, де сума ряду є аналiтичною на
зрiзах (вiдповiдно, аналiтичною та рiвномiрно аналiтичною) н.к. функцiєю i наво-
димо багато прикладiв що iлюструють вiдмiнностi мiж рiзними типами областей
збiжностi.

У роздiлi 9 ми визначаємо та вивчаємо так званi розширення на доданки пря-
мих сум н.к. множин та функцiй. Якщо н.к. множина Ω є iнварiантною щодо по-
дiбностей, тодi можна продовжити Ω на бiльшу н.к. множину, Ωd.s.e., яка мiстить
разом з матрицею, яка розкладається у пряму суму матриць, кожний прямий до-
данок розкладання. Це розширення зберiгає багато властивостей Ω (пропозицiя
9.1). Тодi ми можемо розширити н.к. функцiю f на Ω до н.к. функцiї fd.s.e. на Ωd.s.e.,
яка успадковує найважливiшi властивостi f , зокрема, аналiтичнiсть (пропозицiя
9.2). Подiбним чином ми визначаємо i встановлюємо властивостi розширень на
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доданки прямих сум н.к. функцiй вищого порядку (пропозицiя 9.3). Ми також
визначаємо та вивчаємо розширення на доданки прямих сум послiдовностей f`,
` = 0, 1, . . ., (вiдповiдно, fw, w ∈ Gd) багатолiнiйних вiдображень, що задоволь-
няють умови сумiсностi (вiдповiдно, їх аналоги у випадкуM = Rd) у пропозицiї
9.4 (вiдповiдно, у пропозицiї 9.6).

Для того, щоб визначити правi (лiвi) рiзницево-диференцiальнi оператори че-
рез обчислення н.к. функцiї f на блочнiй верхньо-трикутнiй (нижньо-трикутнiй)
матрицi з Ω, нам потрiбна н.к. множина Ω, що є допустимою справа (злiва), тобто
для (скажiмо, верхнього) блоку трикутної матрицi [X Z

0 Y ] ми можемо помножити
Z на деякий оборотний елемент r кiльця R, так що [X rZ

0 Y ] ∈ Ω. Тодi ми можемо
визначити ∆Rf(X, Y )(rZ) i розширити це означення на довiльнi Z за лiнiйнiстю
∆Rf(X, Y )(·). Хоча властивостi ∆R (∆L) можна встановити за допомогою цих
масштабувань, це створює громiздкi технiчнi ускладнення у доведеннях. Щоб їх
обiйти, ми визначаємо так званий подiбностно iнварiантний конверт, Ω̃, н.к. мно-
жини Ω, який є найменшою н.к. множиною, що мiстить Ω, та iнварiантною щодо
подiбностей. Тодi виявляється, що Ω̃ також iнварiантна щодо формування блочно-
трикутних матриць (пропозицiя 10.2). Нашим наступним кроком є розширення
н.к. функцiї f на Ω до н.к. функцiї f̃ на Ω̃. Таке розширення є єдиним (про-
позицiя 10.3). Подiбне розширення побудовано для н.к. функцiї вищого порядку
(пропозицiя 10.5). Виявляється, що (∆Rf̃)|Ω×Ω = ∆Rf (зауваження 2.5), що до-
зволяє нам доводити рiзнi твердження про рiзницево-диференцiальнi оператори
у всьому рукопису, припускаючи, не втрачаючи загальностi, що базова н.к. мно-
жина Ω є iнварiантною щодо подiбностей. Результати про подiбностно iнварiантнi
конверти та вiдповiднi розширення н.к. функцiй представленi в роздiлi 10.

Ключовi слова: Вiльна некомутативна функцiя, рiзницево-диференцiальне чи-
слення, формула Тейлора–Тейлора, спiльно нiльпотентнi матрицi, розширення на
прямi суми, подiбностно iнварiантнi конверти.
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Abstract

Kaliuzhnyi-Verbovetskyi D. S. Foundations of free noncommutative function theory
and some its applications in algebra and analysis.–Qualifying work with the right of
the manuscript.

Thesis for the doctor of mathematical and physical sciences degree in speciali-
ty 01.01.01–Mathematical Analysis.–South Ukrainian National Pedagogical University
named after K. D. Ushinsky.–Institute of Mathematics of the National Academy of
Sciences of Ukraine, Kyiv, 2021.

The goal of this work is to develop, in a systematic way and in a full natural
generality, the foundations of a theory of functions of free noncommuting variables.
This theory offers a unified treatment for many free noncommutative objects appearing
in various branches of mathematics.

Analytic functions of d noncommuting variables originate in the pioneering work
of J. L. Taylor on noncommutative spectral theory in the early 70s of 20th century.
The underlying idea is that a function of d noncommuting variables is a function on
d-tuples of square matrices of all sizes that is invariant under simultaneous intertwi-
nings (or equivalently – invariant under direct sums and simultaneous similarities).
Taylor showed that such functions admit a good differential (more precisely, difference-
differential) calculus, all the way to the noncommutative counterpart of the classical
(Brook) Taylor formula. The theory has been pushed forward by Voiculescu in the
beginning of 21st century with an eye towards applications in free probability.

In a purely algebraic setting, polynomials and rational functions in d noncommuting
indeterminates and their evaluations on d-tuples of matrices of an arbitrary fixed size
(over a commutative ring R) R are central objects in the theory of polynomial and
rational identities. The noncommutative difference-differential operator in the setting
of noncommutative polynomials is well known as the universal derivation on the free
algebra.

In systems and control, noncommutative rational functions and formal power series
appear naturally as recognizable formal power series of the theory of automata and
formal languages and as transfer functions of multidimensional systems with evolution
along the free monoid. In particular, transfer functions of conservative noncommutative
multidimensional systems are characterized as formal power series whose values on a
certain class of d-tuples of operators are contractive. Such classes of formal power series
appear as the noncommutative generalization of the classical Schur class of contractive
analytic functions on the unit disc in the operator model theory for row contractions
and more general noncommuting operator tuples, in the representation theory of the
Cuntz algebra, and in generalized Hardy algebras associated to a W ∗-correspondence.

Coming from a different direction, it turns out that most optimization problems
appearing in systems and control are dimension-independent, i.e., the natural variables
are matrices, and the problem involves rational expressions in these matrix variables
which have therefore the same form independent of matrix sizes. This leads to exploring
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such techniques as Linear Matrix Inequalities (LMIs) in the context of noncommutati-
ve convexity and noncommutative real semialgebraic geometry, where one considers
polynomials and rational functions in d noncommuting indeterminates evaluated on
d-tuples of matrices over R.

Quasideterminants and noncommutative symmetric functions are important exam-
ples of nc rational functions, whereas formal Baker–Campbell–Hausdorff series are an
important example of nc formal power series. Let us also mention here nc continued
fractions.

Our work provides a unified framework for study of all these objects. Both for the
sake of potential applications and for the sake of developing the theory in its natural
generality, it turns out that the proper setting for the theory of noncommutative (nc)
functions is that of matrices of all sizes over a given vector space or a given module.
In the special case when the module is Rd, n × n matrices over Rd can be identified
with d-tuples of n×n matrices over R, and we recover nc functions of d variables, key
examples of which appeared above.

In Chapter 1, we present our results on various classes of nc functions, which provi-
ded us with motivation and techniques for a work on the general nc function theory.
In Section 1.1, a theory of matrix-valued rational nc functions is developed in terms
of evaluations of them on d-tuples of matrices of all sizes. We first introduce matrix-
valued nc rational expressions, and then define matrix-valued rational nc functions
as classes of equivalence of matrix-valued nc rational expressions. Then we prove a
theorem on singularities for such functions, Theorem 1.5, where the singularity set of a
matrix-valued nc rational function is described in terms of its minimal nc linear system
realization. The proof uses the notions of left and right nc backward shifts for a rati-
onal expressions, which are also introduced and studied in Section 1.1. Then Theorem
1.11 is proved, where the commutative analog of the singularity theorem is established
using a nc lifting of underlying matrix-valued commutative rational function and then
applying the noncommutative result, Theorem 1.5.

In Section 1.2, the singularity theorems from Section 1.1 are applied to obtain
contractive determinantal representation of an arbitrary polyball-stable commutative
polynomial.

In Section 1.3, we present a difference-differential calculus for matrix-valued nc
rational functions. The theory here is independent, but parallel to that of general nc
functions which we discuss in Chapter 2.

In Section 1.4, we present a sample result on matrix-valued nc rational functions
with symmetries. We prove the so-called lossless bounded real lemma for matrix-J-
unitary nc rational functions.

In Section 1.5, a formula is established which relates the intersection of null spaces
of the coefficients Fw of a nc formal power series F =

∑
w∈Gd x

wFw of a matrix-valued nc
rational funcion (here Gd is a free monoid on d generators) with the intersection of null
spaces of the values of F on d-tuples of matrices of sufficiently large size. This formula
implies a well known fact that a nc rational function which vanishes on matrices of all
sizes is equal to zero.
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In Section 1.6, another type of relationship between the coefficients of a nc formal
power series and its values on matrices of all sizes is presented, in the framework of
positive kernels. A nc formal power series K(x, x′) =

∑
w,w′∈Gd x

wx′w
′>
Kw,w′ in two d-

tuples of noncommuting indeterminates is called a formal positive kernel if its matrix
of coefficients Kw,w′ is positive semidefinite. It is shown that the nc kernel K(x, x′)
is formal positive if and only if the function K(X,X ′) is a positive kernel in two
settings: when X and X ′ are d-tuples of jointly nilpotent matrices of all sizes (and the
sum defining K(X,X ′) is then finite), and when X and X ′ belong to some nc ball
where the series converges. Moreover, in the setting of nilpotent matrices, it suffices
to have operators K(X,X) positive semidefinite. As a corollary, a factorization of
positive hereditary polynomials is established, which is an analog of the nc sum-of-
square result of J. W. Helton and another type of nc polynomial factorization result
of S. McCullough.

In Section 1.7, we present the results on conservative dilations of dissipative li-
near systems, both in the commutative and noncommutative settings. Similarly to
the 1D case, these results can be used for study of functions from the commutative
or noncommutative Schur–Agler class. It turns out that while such dilations always
exist in the nc setting, the corresponding results in the commutative case are different
for different classes of systems. We prove that for commutative Fornasini–Marchesini
systems it is not always so, and we present a criterion for the existence of conservati-
ve Fornasini–Marchesini dilations. The techniques are developed for the use of the
noncommutative results in the study of commutative multidimensional linear systems.

In Section 1.8, the nc analogs of the classical criteria of solvability of the Carathéo-
dory and Carathéodory–Fejér problems are presented. An appropriate re-formulation
of the classical theorems of Toeplitz and Schur gives the classical criteria in terms
of the evaluations of the polynomial, whose coefficients are given problem data, on
arbitrary nilpotent contractions. We found the nc analogs of these criteria in terms of
the evaluations of the given nc polynomial on d-tuples of jointly nilpotent contractions.

Starting with Chapter 2, we develop the general theory of nc functions. In Chapter
2, we introduce nc functions and their difference-differential calculus. In Section 2.1, we
define nc spaces, nc sets, and nc functions, and prove that the property of invariance
under direct sums and similarities is equivalent to the invariance under intertwinings
(Proposition 2.1). In Section 2.2, we introduce the right and left difference-differential
operators ∆R and ∆L via evaluation of nc functions on block upper triangular matrices
and then taking the upper right (lower left) corner block of the value, and show that
∆Rf(X, Y )(Z) and ∆Lf(X, Y )(Z) are linear in Z (Propositions 2.4 and 2.6). We
proceed to formulate basic nc calculus rules in Section 2.3 and to establish the first-
order finite difference formulae in Section 2.4. Then we prove in Section 2.5 that
∆Rf(X, Y )(Z) and ∆Lf(X, Y )(Z) are invariant under direct sums and similarities
in X and in Y (in the terminology of Chapter 3, ∆Rf and ∆Lf are nc functions
of order 1). We conclude Chapter 2 by discussing in Section 2.6 directional and (in
the special case of nc functions on moduleM = Rd) partial nc difference-differential
operators.



11

In Chapter 3, we first introduce higher order nc functions, and then extend the
difference-differential operators to these functions, which leads to a higher order calculus
for ordinary and higher order nc functions. In Section 3.1, we define nc functions of
order k and introduce the classes T k of those functions (so that the original nc functi-
ons belong to the class T 0). The values of nc functions of order k are k-linear mappings
of matrices over modules, which can also be interpreted as elements of tensor products
of k + 1 matrix modules (Remarks 3.4 and 3.5). This allows us to define a natural
mapping T k ⊗ T ` → T k+`+1, k, ` = 0, 1, . . ., and consequently — a mapping from
the tensor product of k + 1 classes T 0 (perhaps over different operator spaces) to T k
(Remark 3.6) and interpret a higher order nc function in terms of nc functions of order
0. We then extend in Section 3.2 the right difference-differential operator ∆R to a
mapping of classes T k → T k+1, k = 0, 1, . . .. In this definition, the last argument of
f(X0, . . . , Xk), where f is a nc function of order k, is taken in the form of a block
matrix Xk =

[
Xk′ Z

0 Xk′′

]
, and then we take the upper right corner block of the matrix

value. The extended operator ∆R is also linear as a function of Z (Propositions 3.8 and
3.9). Starting from this point, we concentrate on the right version of calculus, since
the left version can be developed analogously or simply obtained from the right one
by symmetry.

The iterated operator ∆`
R : T k → T k+` can also be computed directly, by evaluating

a nc function on block upper bidiagonal matrices and then taking the upper right corner
block of its matrix value (Theorems 3.11 and 3.12). The definition of the extended
operator ∆R becomes more transparent when we interpret higher order nc functions
using tensor products of nc functions of order 0 (Remark 3.17).

We can also take Xj in f(X0, . . . , Xk) in the block upper triangular form, which
leads to operators j∆R : T k → T k+1, j = 0, 1, . . . (so that ∆R = k∆R), that also extend
the original operator ∆R : T 0 → T 1 (Remark 3.18). In Section 3.3, we establish the
first order difference formulae for higher order nc functions (Theorem 3.19) and its
generalized version for the case of matrices X and Y where we evaluate the higher
order nc function in these formulae, of possibly different size (Theorem 3.20). Similar
formulae are valid for operators j∆R (Remark 3.22).

In Section 3.4, we show that for a nc function f ∈ T k which is k times integrable,
i.e., can be represented as ∆k

Rg with g ∈ T 0, one has i∆R j∆Rf = j∆R i∆Rf , for all
i, j = 0, . . . , k. Finally, we discuss in Section 3.5 higher order directional nc difference-
differential operators; in particular, when the underlying module is Rd, we discuss
higher order partial difference-differential operators ∆w

R, w ∈ Gd.
In Chapter 4, we establish the Taylor–Taylor formula (Theorem 4.1 or more general

Theorem 4.2; in the caseM = Rd — Corollary 4.4 and, in tensor product interpretati-
on of ∆w>

R f , Theorem 4.6). We show in Remark 4.3 that the coefficients in the
TT formula, the multilinear mappings f` = ∆Rf(Y, . . . , Y ), ` = 0, 1, . . ., satisfy
certain compatibility conditions. The counterpart of these conditions for the sequence
fw = ∆w>

R f(Y, . . . , Y ), w ∈ Gd, in the caseM = Rd is established in Remark 4.5.
As a first application of the TT formula, we describe in Chapter 5 nc functions

on the set Nilp(M) (or, more generally, on Nilp(M;Y )) of nilpotent matrices (or
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nilpotent matrices about Y ) over a module M — see Section 0.2.1 for the definiti-
on. In Section 5.1 we show that every such a nc function is a sum of its TT series
(Theorems 5.2, 5.4, 5.6, and 5.8). Then we show that the coefficients of a nc power
series representing the nc function are uniquely determined. In fact, this series is unique
and is equal to the corresponding TT series (Theorems 5.9 and 5.10). In Section 5.2 we
show that, conversely, given a sequence of multilinear mappings f` : (Ms×s)` → N s×s,
` = 0, 1, . . ., satisfying the compatibility conditions, the sum of the nc power series∑∞

`=0(X−
⊕m

α=1 Y )�s`f` is a nc function on Nilp(M;Y ) with values in Nnc (Theorem
5.13), and a version of this result, Theorem 5.15, for the caseM = Rd and a sequence
of multilinear mappings fw : (Ms×s)` → N s×s, w ∈ Gd, satisfying the corresponding
compatibility conditions. These results are algebraic in their nature, since the sum of
the corresponding series is finite at every point of Nilp(M;Y ).

In Chapter 6, we give some other algebraic applications of the TT formula. We
prove that a nc function on (Kd)nc, with K an infinite field, which is polynomial in
matrix entries when evaluated on n × n matrices, n = 1, 2, . . ., of bounded degree,
is necessarily a nc polynomial (Theorem 6.1). The degree boundedness condition is
essential and cannot be omitted (Example 6.3). However, if we do not require this
condition, then the following is true: an arbitrary nc function on (Kd)nc, which is
polynomial of degree Mn in matrix entries when evaluated on n×n matrices, is a sum
of a nc polynomial and an infinite series of homogeneous polynomials fj vanishing on all
d-tuples of n×n matrices for j > Mn (Theorem 6.4). We also obtain a generalization of
Theorem 6.1 to nc functions on (much more general) nc spaces, which are polynomial
on slices (Theorem 6.8).

In Chapter 7, we study analytic nc functions and the convergence of their TT
series. We consider three different topologies on a nc space Vnc (over a complex vector
space V), or three types of convergence of nc power series, and, correspondingly, three
types of analyticity of nc functions: finitely open topology and analyticity on slices,
norm topology and analyticity on n × n matrices over V for every n = 1, 2, . . ., and
uniformly-open topology and uniform (in n) analyticity. The main feature of analytic
nc functions established in Chapter 7 is that local boundedness implies analyticity,
in each of the three settings. In the first part of Section 7.1, we introduce the finitely
open topology on Vnc and prove that a nc function which is locally bounded on slices is
analytic on slices and discuss the convergence of the corresponding TT series (Theorem
7.2). In the second part of Section 7.1, we show that a nc function which is locally
bounded (with respect to the norm topology on Vn×n, for every n) is analytic, with the
TT series convergent uniformly and absolutely on certain open complete circular nc
sets about the center Y ∈ Ωs (Theorem 7.4) or on open balls centered at Y (Corollary
7.5). We also establish the uniqueness of the convergent nc power series expansions,
in both of the above topologies (Theorem 7.9). In Section 7.2, we introduce and study
the uniformly-open topology on a nc space Vnc over an operator space V . In Section
7.3, we show that a uniformly locally bounded nc function is uniformly analytic, and
its TT series converges uniformly and absolutely on certain uniformly-open complete
circular nc sets about Y (Theorem 7.21) or on certain uniformly-open matrix circular
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nc sets (Theorem 7.23) or on uniformly-open nc balls (Corollary 7.26). We also prove
a version of this result for the case where V = Cd and the TT series convergent along
Gd (Theorem 7.29 and Corollary 7.31). In Section 7.4 we introduce and study analytic
higher order nc functions, also in the three different settings. The main results are
analogous to those in Sections 7.1 and 7.3.

In Chapter 8, we study the convergence of nc power series in the three different
topologies, as in Chapter 7, to an (analytic in the corresponding sense) nc functi-
on. The results are the converse of the results of Sections 7.1 and 7.3. We discuss
the convergence of nc power series in the finitely open topology (resp., in the norm
topology and in the uniformly-open topology) in Section 8.1 (resp., 8.2 and 8.3). In each
topology, we have Cauchy–Hadamard type estimates for radii of convergence and sharp
estimates for the size of convergence domains of various shapes. We also characterize
the maximal nc sets where the sum of the series is an analytic on slices (resp., analytic
and uniformly analytic) nc function and give many examples illustrating the differences
between various types of convergence domains.

In Chapter 9, we define and study so-called direct summands extensions of nc sets
and nc functions. If a nc set Ω is invariant under similarities, then one can extend Ω to a
larger nc set, Ωd.s.e., which contains, together with a matrix which is decomposable into
a direct sum of matrices, every direct summand of the decomposition. This extension
preserves many properties of Ω (Proposition 9.1). We then can extend a nc function
f on Ω to a nc function fd.s.e. on Ωd.s.e., which inherits most important properties of
f , in particular, analyticity (Proposition 9.2). Similarly, we define and establish the
properties of the direct summands extensions of higher order nc functions (Proposition
9.3). We also define and study direct summands extensions of sequences f`, ` = 0, 1, . . .,
(resp., fw, w ∈ Gd) of multilinear mappings satisfying the compatibility conditions
(resp., their counterparts in the caseM = Rd) in Proposition 9.4 (resp., in Proposition
9.6).

In order to define right (left) difference-differential operators via evaluations of
nc functions f on Ω at block upper (lower) triangular matrices, we need a nc set
Ω to be right (left) admissible, i.e., for a (say, upper) block triangular matrix [X Z

0 Y ]
we can multiply Z with some invertible r in the ring R, so that [X rZ

0 Y ] ∈ Ω. Then
we can define ∆Rf(X, Y )(rZ) and extend this definition to arbitrary Z by lineari-
ty of ∆Rf(X, Y )(·). Although the properties of ∆R (∆L) can be established using
these scalings, this creates cumbersome technicalities in the proofs. To bypass those
technicalities, we define the so-called similarity invariant envelope Ω̃ of Ω, which is the
smallest nc set containing Ω and invariant under similarities. Then it turns out that Ω̃
is also invariant under formation of block triangular matrices (Proposition 10.2). Our
next step is to extend a nc function f on Ω to a nc function f̃ on Ω̃. Such an extensi-
on is unique (Proposition 10.3). A similar extension is constructed for higher order
nc functions (Proposition 10.5). It turns out that (∆Rf̃)|Ω×Ω = ∆Rf (Remark 2.5),
which allows us to prove various statements about the difference-differential operators
throughout the manuscript assuming, without loss of generality, that the underlying
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nc set Ω is similarity invariant. The results on similarity invariant envelopes and the
corresponding extensions of nc functions are presented in Chapter 10.

Keywords: Free noncommutative function, difference-differential calculus, Taylor–
Taylor formula, jointly nilpotent matrices, direct summands extension, similarity invari-
ant envelope.



15

Список опублiкованих праць за темою дисертацiї

Публiкацiї, в яких опублiковано основнi результати дисертацiї

Монографiя:

D. S. Kaliuzhnyi-Verbovetskyi and V. Vinnikov, Foundations of Free Noncommuta-
tive Function Theory, 178 pp. Mathematical Surveys and Monographs, AMS, 2014.

Статтi у перiодичних виданнях:

1. D. Alpay, D. S. Kalyuzhny̆i-Verbovetzkĭi, Matrix-J-unitary non-commutative
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Вступ

Актуальнiсть теми. Ця робота присвячена розвитку основ теорiї функцiй
вiльних1 некомутуючих змiнних. Ця теорiя пропонує єдиний пiдхiд до багатьох
вiльних некомутативних (н.к.) об’єктiв, що виникають у рiзних галузях матема-
тики.

Аналiтичнi функцiї вiд d некомутуючих змiнних з’являются у новаторськiй
працi Дж. Л. Тейлора у некомутативнiй (н.к.) спектральнiй теорiї на початку
70-х рокiв 20 столiття [145, 146]. Основна iдея полягає в тому, що функцiя вiд
d некомутуючих змiнних - це функцiя на наборах d квадратних матриць всiх
розмiрiв, що є iнварiантною при одночасному переплетеннi (або еквiвалентно -
iнварiантною щодо прямих сум i одночаснiй подiбностi). Тейлор показав, що такi
функцiї дозволяють добре диференцiальне (точнiше, рiзницево-диференцiальне)
числення, аж до некомутативного аналогу класичної формули (Брука) Тейлора.
Звiсно, набiр d матриць (скажiмо, над C) - це теж саме, що i матриця над Cd,
так що ми можемо розглядати н.к. функцiю як визначену на квадратних ма-
трицях будь-яких розмiрiв над даним векторним простором. Це вкладає теорiю
н.к. функцiй у налаштування операторних просторiв [55, 117, 118]. Також, н.к.
функцiї, забеспеченi рiзницево-диференцiальним оператором, утворюють iнфiнi-
тезимальну бiалгебру [92, 5]. 2 Теорiя була просунута далi у працях Войкулеску
[152, 153, 154] на початку 21 столiття з орiєнтацiєю на застосування у теорiї
вiльної ймовiрностi [149, 150, 151, 155]. Ми згадуємо також роботи Хадвiна
[70], Хадвiна–Каонга–Матеса [71], Попеску [124, 125, 127, 128], Хелтона–Клепа–
Маккалоу [80, 76, 77, 78], та Мьюлi–Солеля [107, 109]. Вже нетривiальний ви-
падок функцiй однiєї н.к. змiнної був розглянутий Шануелем [135] (дивись також
статтi Шануеля–Зейма [136] i Нiмця [115]).

У чисто алгебраїчнiй ситуацiї многочлени та рацiональнi функцiї вiд d некому-
туючих змiнних та їх значення на наборах d матриць довiльного фiксованого
розмiру (над комутативним кiльцем R) є центральними об’єктами в теорiї полiно-
мiальних i рацiональних тотожностей [130, 62]. Глибоке i детальне вивчення кiль-
ця н.к. многочленiв та косого поля н.к. рацiональних функцiй було проведено у
роботах П. М. Кона [46, 48].

1Ми розглядаємо тiльки випадок вiльних некомутуючих змiнних, а саме, вiльну алгебру, або загальнiше, тен-
зорну алгебру модуля; таким чином, ми будемо казати просто "некомутативна"замiсть "вiльна некомутативна".

2Точнiше, використовуючи нашу термiнологiю, ми маємо розглядати н.к. функцiї iз значеннями у н.к. про-
сторi над алгеброю з напрямковим н.к. рiзницево-диференцiальним оператором як комноження, i це є топо-
логiчною версiєю поняття бiалгебри, де образ комноження - поповнений тензорний добуток. Дивись пiдроздiл
2.3.4 щодо правила Лейбнiця i пiдроздiл 3.4 щодо коасоцiативностi i комноження. Ми не будемо впроваджувати
точку зору iнфiнiтезимальної бiалгебри явно.
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Н.к. рiзницево-диференцiальний оператор у налаштуваннi н.к. многочленiв до-
бре вiдомий як унiверсальна деривацiя на вiльнiй алгебрi [104, 38, 50].

У теорiї систем i теорiї керування н.к. рацiональнi функцiї i формальнi степе-
невi ряди виникають природно як впiзнаванi формальнi степеневi ряди теорiї ав-
томатiв та формальних мов [103, 138, 139, 59, 60, 61, 39] i як передавальнi фун-
кцiї багатовимiрних систем з еволюцiєю уздовж вiльного моноїду [33, 24, 26, 25].
Зокрема, передавальнi функцiї консервативних н.к. багатовимiрних систем ха-
рактеризуються як формальнi степеневi ряди, значення яких на певному класi
наборiв d операторiв є стискаючими. З’являються такi класи формальних степе-
невих рядiв як некомутативне узагальнення класичного класу Шура стискаючих
аналiтичних функцiй на одиничному крузi [4, 72, 22] в теорiї операторних моде-
лей для рядкових стискiв та бiльш загальних некомутуючих наборiв операторiв
[120, 121, 122, 123, 126], в теорiї зображень алгебри Кунця [40, 49] i в узагаль-
ненiй алгебрi Хардi, пов’язанiй з W ∗ - вiдповiднiстю [106, 108, 20].

Виходячи з iншого напрямку, виявляється, що бiльшiсть проблем оптимiзацiї,
що з’являються в теорiї систем та теорiї керування, є безрозмiрними i проблема
мiстить рацiональнi вирази вiд цих матричних змiнних, якi, таким чином, мають
однаковий вигляд, незалежний вiд матричних розмiрiв [74]. Це призводить до ви-
вчення таких методiв, як лiнiйнi матричнi нерiвностi (LMI) – дивись, наприлад,
[112, 111, 141] – у контекстi н.к. опуклостi i н.к. дiйсна напiвалгебраїчна геоме-
трiя, де розглядаються многочлени та рацiональнi функцiї вiд d некомутуючих
змiнних обчисленi на наборах d матриць над R [73, 81, 85, 84, 79, 82].

Квазидетермiнанти [65, 66, 63] та н.к. симетричнi функцiї [64] є важливими
прикладами н.к. рацiональних функцiй, тодi як формальний ряд Бейкера - Кемп-
бела - Хаусдорфа [54] є важливим прикладом формального н.к. степеневого ряду.
Згадаємо тут також н.к. неперервнi дроби [157].

Наша робота забезпечує унiфiковану основу для вивчення всiх цих об’єктiв.
Як заради потенцiйних застосувань, так i заради розвитку теорiї в її природнiй
загальностi, виявляється, що правильне налаштування для теорiї н.к. функцiй -
це матрицi всiх розмiрiв над заданим векторним простором або заданим модулем.
В особливому випадку, коли модуль є Rd, n× n матрицi над Rd можна iдентифi-
кувати з наборами d матриць розмiру n×n над R, i ми маємо функцiї d змiнних,
ключовi приклади яких наводилися вище. Н.к. функцiї – це у нашому означеннi
вiдображення матриць усiх розмiрiв над модулем у матрицi того ж розмiру, що
є iнварiантними щодо прямих сум i подiбностей матриць, або, еквивалентно, iн-
варiантними щодо переплетень матриць. Ми спочатку вивчаємо деякi спецiальнi
класи н.к. функцiй. Потiм ми будуємо рiзницево–диференцiальне числення для
н.к. функцiй i доводимо н.к. аналог формули Тейлора, яку ми називаємо фор-
мулою Тейлора–Тейлора, у честь Брука Тейлора i Джозефа Л. Тейлора. Далi ми
описуємо деякi застосування цiєї формули в алгебрi i аналiзi, вивчаємо збiжнiсть
рядiв Тейлора–Тейлора, характерiзуємо три типу аналiтичностi для н.к. функцiй,
вiдповiдаючих трьом природним топологiям на н.к. просторi, а також будуємо
теорiю збiжностi н.к. степеневих рядiв.
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Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Ця робо-
та була частково пiдтримана грантом Двонацiональної Наукової Фундацiї США
та Iзраїля (BSF) 2010432, грантом Нацiональної Наукової Фундацiї США (NSF)
DMS 0901628 та Центром Передових Дослiджень з Математики унiверситету iме-
нi Бен-Гурiона (Iзраїль). Частина цiєї роботи була проведена пiд час вiзиту на
Мiжнароднiй Дослiдницькiй Станцiї Банфа (BIRS) за програмою “Дослiдження в
командах"(Банф, штат Альберта, Канада) 21-28 лютого 2010 р., та пiд час вiзиту
в Mathematisches Forschungsinstitut Oberwolfach (MFO) за програмою “Дослiдже-
ння в парах"(Обервольфах, Нiмеччина) з 2 по 15 травня 2010 року.

Мета та задачi дослiдження.Метою цiєї роботи є систематичний розвиток,
у повнiй природнiй загальностi, основ теорiї функцiй вiльних некомутуючих змiн-
них. Ця теорiя пропонує єдиний спосiб розглядання багатьох вiльних н.к. об’єктiв,
що з’являються в рiзних галузях математики.

Об’єктом дослiдження є вiльнi н.к. функцiї, тобто вiдображення матриць усiх
розмiрiв над модулем у матрицi того ж розмiру, що є iнварiантними щодо прямих
сум i подiбностей матриць, або, еквивалентно, iнварiантними щодо переплетень
матриць.

Предметом дослiдження є властивостi н.к. функцiй, зокрема рiзницево-дифе-
ренцiальне числення i аналiтичнiсть, а також збiжнiсть н.к. степеневих рядiв та
узагальнення класичних теорем аналiзу на н.к. випадок.

Методи дослiдження. У роботi використовуються як класичнi методи аналiзу
(наприклад, оцiнки суми ряду, методи теорiї зображень C∗-алгебр, теорiї лiнiйних
систем, теорiї полiномiальних тотожностей), так i розробленi в роботi новi методи,
спецiфiчнi для н.к. теорiї – дивись у наступному роздiлi.

Наукова новизна одержаних результатiв. Робота здобувача, описана в
цiй дисертацiї, будує основи теорiї вiльних н.к. функцiй в повнiй природнiй за-
гальностi, розробляє н.к. рiзницево-диференцiальне числення аж до н.к. аналогу
ряду Тейлора, що вiдкриває шлях для дослiдникiв у цiй галузi, яким потрiбен на-
дiйний ґрунт для подальшої роботи у цьому напрямку. Вона заснована на першiй
дослiдницькiй монографiї [97] , коли-небудь написанiй на цю тему. Хоча ця робота
й використовує деякi генiальнi iдеї Джозефа Тейлора i враховує рiзнi iншi дослi-
дницькi роботи, якi ми згадували вище, iдеї для найбiльш загальних налаштувань
є новими, i у доведеннi бiльшостi результатiв у загальному випадку було потрiбно
розробити новi методи та оригiнальнi пiдходи. Необхiднi та достатнi умови то-
го, щоб коефiцiєнти н.к. степеневого ряду були коефiцiєнтами Тейлора–Тейлора
н.к. функцiї, є новими. Алгебраїчнi та аналiтичнi застосування формули Тейлора–
Тейлора показують всю силу цiєї теорiї: так, ми показуємо, що н.к. функцiя на
н.к. просторi над Kd, де K – нескiнченне поле, яка є многочленом обмеженого
ступеня вiд матричних елементiв при обчисленнi на n× n матрицях, n = 1, 2, . . .,
обов’язково є н.к. многочленом; ми визначаємо та вивчаємо аналiтичнi н.к. фун-
кцiї в налаштуваннях трьох рiзних топологiй, i в кожному з цих налаштувань
ми показуємо, що локально обмежена н.к. функцiя є аналiтичною. Деякi нашi
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результати про збiжнiсть н.к. степеневих рядiв є передбачуваними, наприклад,
формули Кошi–Адамара для радiусiв збiжностi. Однак є багато вирiшених у цiй
роботi нових тонких питань, особливо пов’язаних iз збiжнiстю рядiв уздовж вiль-
ної напiвгрупи та збiжнiстю на зрiзах.

У роздiлi 2 представлено ряд результатiв здобувача щодо спецiальних класiв
н.к. функцiй. Цi роботи можна розглядати як мотивацiю до роботи з основ загаль-
ної теорiї н.к. функцiй. Можна подiлити цi роботи на три категорiї (хоча окрема
стаття може включати частини, що належать до рiзних категорiй). Перша кате-
горiя включає розробку теорiї матричнозначних н.к. рацiональних функцiй, яка
багато в чому паралельна побудовi загальної теорiї н.к. функцiй, здiйсненiй пiзнi-
ше в цiй дисертацiї, починаючи з роздiлу 3. Друга категорiя включає результати,
якi є специфiчними для н.к. випадку, а вiдповiднi факти у багатовимiрному кому-
тативному випадку є невiрними або невiдомими. Третя категорiя включає роботи,
де н.к. результат легше отримати, а потiм вiн використовується для отримання
його комутативного аналога шляхом н.к. лiфтiнгу.

У дисертацiї розроблено ряд нових методiв: н.к. лiфтiнг, обчислення н.к. фун-
кцiй та н.к. формальних степеневих рядiв на ретельно пiдiбраних нiльпотентних
матрицях, використання переплетень для доведення н.к. тотожностей, визначен-
ня та використання правих i лiвих н.к. зсувiв назад для матрично-значних н.к.
рацiональних функцiй, визначення та використання класу спiльно унiтарних на-
борiв d операторiв та його дуальнiсть iз класом наборiв d унiтарних операторiв,
розширення н.к. областей та н.к. функцiй на доданки прямих сум, подiбностно
iнварiантнi конверти та вiдповiднi розширення н.к. функцiй, та iн.

Практичне значення одержаних результатiв. Робота має теоретичний
характер. Отриманi результати є внеском в теорiю вiльних н.к. функцiй i можуть
бути використанi у н.к. алгебрi, теорiї вiльної ймовiрностi, спектральнiй теорiї
кiлькох некомутуючих операторiв, теорiї н.к. лiнiйних систем, у задачах оптимiза-
цiї iз матричними змiнними. Робота може також бути використана при пiдготовцi
спецiалiзованих курсiв для студентiв та аспiрантiв.

Деякi недавнi працi iнших авторiв у теорiї н.к. функцiй Недавнi статтi
[119, 34, 35] використали результати цiєї роботи у теорiї н.к. функцiй для дослi-
дження н.к. нескiнченної подiльностi i граничних теорем у теорiї операторнозна-
чної вiльної ймовiрностi. Наприклад, у скалярнозначному випадку мiра є вiльною
нескiнченно подiльною тодi i тiльки тодi, коли її так зване R-перетворення має
додатну уявлену частину у комплекснiй верхнiй пiвплощинi ([36], дивись також
[114] — це є вiльний аналог класичної тореми Левi–Хiнчина). Один з головних
результатiв у [119] – подiбне твердження в операторнозначному випадку, крiм то-
го, що R-перетворення у операторнозначному випадку - це н.к. функцiя. Недавнi
статтi [7, 8, 9] зробили подальший прогрес у теорiї н.к. функцiй. А саме, у [7]
встановлено аналог реалiзацiйної теореми з [14] i [21] для н.к. функцiй в областi
визначенiй матричним н.к. многочленом (цей результат був спочатку встановле-
ний у спецiальних випадках у [26] в налаштуваннi н.к. степеневих рядiв, дивись
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пiдроздiл 0.3.5). У [7] використовано цей реалiзацiйний результат, щоб встановити
н.к. аналоги апроксимацiйної теореми Ока–Вейля i теореми Карлесона про коро-
ну. У [8] застосовано цi iдеї до н.к. версiї iнтерполяцiйної задачи Неванлiнна–Пiка,
i у [9] - до симетричних функцiй двох н.к. змiнних. Ми також згадуємо канди-
датську дисертацiю Г. К. Абдувалiєвої [3] (дивись також [1, 2]), де доведенi н.к.
версiї класичних теорем про фiксовану точку i про неявну/обернену функцiю.

Особистий внесок здобувача. В основнiй частинi дисертацiї результати,
отриманi у спiвпрацi з рiзними колегами, включенi наступним чином. У спiльнiй
роботi з професором В. Вiннiковим [97, 98, 99, 101], розподiл робiт був специфi-
чним для кожного автора: постановка бiльшостi задач та загальна стратегiя були
сформульованi професором В. Вiннiковим, тодi як бiльшiсть методiв доведення
розробляв здобувач. Винятки є такi: iдея доведення теореми 1.5 (результат з [99])
належить проф. В. Вiннiкову, але деталi доведення були розробленi та подаль-
шi твердження з [99] запропонованi та доведенi здобувачем; деякi результати з
монографiї [97], а саме, леми 8.10 i 8.16, були доведенi проф. В. Вiннiковим, а
лема 5.12 i теореми 6.4, 7.2, 7.4, 8.2, 8.11 були доведенi здобувачем у спiвпрацi
з проф. В. Вiннiковим. Результати про конверти iнварiантнi щодо подiбностей i
вiдповiднi поширення н.к. функцiй, що представленi у роздiлi 10, що мiститься у
[97, додаток A], написанi у спiвпрацi з Шибанандою Бiсвасом, який запропонував
iдею таких конвертiв. Проте, доведення у роздiлi 10 належать здобувачу. У спiль-
нiй роботi з професорами А. Грiншпаном, В. Вiннiковим та Х. Дж. Вордеманом
[68], частина, включена в цю дисертацiю та пов’язана iз застосуванням теорiї н.к.
рацiональних функцiй, належить здобавачу. У статтях [13, 12] постановка задач
належить професору Д. Алпаю, тодi як доведення результатiв належать здобу-
вачу. Так само, у [27], постановка задач належить професору Дж. А. Боллу, тодi
як доведення результатiв належать здобувачу. Деякi технiки у дисертацiї, що за-
стосованi у пiдроздiлi 1.8, що взятi з сумiсних статей [28, 29] з професором Дж.
А. Боллом, належать частинi цих статей, що є внеском здобувача. У статтi [100]
здобувач є єдиним автором.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї доповiдались та
обговорювались на наукових конференцiях та засiданнях наукових семiнаров про-
вiдних українських та мiжнародних наукових установ, а саме:
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on his 90th anniversary, Beer-Sheva (Israel)

2008 International Symposium on Mathematical Theory of Networks and
Systems "MTNS-2008", Blacksburg, VA (USA)

2010 International Symposium on Mathematical Theory of Networks and
Systems "MTNS-2010", Budapest (Hungary)

2010 International Workshop on Operator Theory and Applications
“IWOTA-2010", Berlin (Germany)

2010 NSF Workshop “Control, Optimization, and Functional Analysis:
Synergies and Perspectives"in honor of Bill Helton, San Diego, CA
(USA)

2011 International Conference “Function theory and operator theory: Infi-
nite dimensional and free setting" Beer-Sheva (Israel)

2011 International Workshop on Operator Theory and Applications
“IWOTA-2011", Seville (Spain)

2011 50th IEEE Conference on Decision and Control and European Control
Conference, Orlando, FL (USA)

2012 Joint Mathematics Meetings, AMS-MAA, Boston, MA (USA)
2014 AMS Sectional Meeting, Albuquerque, NM (USA)
2014 International Symposium on Mathematical Theory of Networks and

Systems "MTNS-2014", Groningen (the Netherlands)
2014 International Workshop on Operator Theory and Applications

“IWOTA-2014", Amsterdam (the Netherlands)
2015 Joint Mathematical Meetings, San Antonio, TX (USA)
2015 International Workshop on Operator Theory and Applications

“IWOTA-2015", Tbilisi (Georgia)
2016 Workshop in Noncommutative Analysis, The University of Iowa, Iowa

City, IA (USA)
2016 International Workshop on Operator Theory and Applications

“IWOTA-2016", St. Louis, MO (USA)



25

2016 International Workshop “Complex Analysis and Noncommutative
Function Theory", Toulouse (France)

Доповiдi на семiнарах та колоквiумах:

2 червня 2005 The Mathematics Department Colloquium,
Drexel University (Philadelphia, PA)

14 грудня, 2005 The Dean seminar,
College of Art and Science, Drexel University
(Philadelphia, PA)

2005–2015 The Analysis seminar,
Drexel University (Philadelphia, PA)

24 серпня, 2007 The Mathematics Department Colloquium,
Virginia Tech (Blacksburg, VA)

16 грудня, 2009 Operator algebras/operator theory seminar,
Technion (Haifa, Israel)

12 листопада, 2012 Operator and system theory seminar,
Ben Gurion University of the Negev (Beer Sheva, Israel)

17 квiтня, 2014 Colloquium,
Department of Mathematics, University of Iowa
(Iowa City, IA)

19 квiтня, 2014 Iowa–Nebraska Functional Analysis seminar,
Iowa State University (Des Moines, IA)

15 грудня, 2014 Operator and System Theory seminar,
Ben-Gurion University of the Negev (Beer-Sheva, Israel)

27 сiчня, 2021 Київський Семiнар з функцiонального аналiзу
(Київ, Україна)

Публiкацiї. Результати дисертацiї опублiкованi в однiй монографiї [97] та 10
статтях [13, 12, 27, 28, 29, 68, 98, 99, 101, 100] у мiжнародних наукових перi-
одичних виданнях. 7 з цих статей [12, 28, 29, 68, 98, 100, 101] опублiкованi в
журналах, що належать до 1 квартиля (Q1), 2 з цих статей [27, 99] належать до
2-го квартиля (Q2), а 1 з цих статей [13] належить до 4-го квартиля (Q4) згiдно
з класифiкацiєю журналу SCImago Journal and Country Rank. Наказом Мiнiстер-
ства освiти i науки України №1220 вiд 23 вересня 2019 р. Публiкацiї у журналах
1-го i 2-го квартилей (Q1, Q2), згiдно з класифiкацiєю звiтiв про цитування жур-
налу SCImago та Country Rank of Journal, прирiвнюються до 3 публiкацiй, i кожна
з тих, що належать до 4-го квартиля (Q4), зараховується як одна публiкацiя. Усi
10 статей [13, 12, 27, 28, 29, 68, 98, 99, 101, 100], опублiкованi в наукових пе-
рiодичних виданнях, включених до мiжнародних наукових метричних баз даних
Scopus та/або Web of Science. Матерiали дисертацiї також додатково вiдображенi
у 3 матерiалах конференцiй [75, 95, 96].
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Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається iз анотацiї, вступу,
десяти роздiлiв, розбитих на пiдроздiли, висновкiв, списку використаних джерел
iз 158 найменувань, списку найважливiших понять та позначень та додатку, що
мiстить список публiкацiй здобувача за темою дисертацiї та вiдомостi про апроба-
цiю результатiв. Повний обсяг дисертацiї становить 309 сторiнок, основний текст
займає 270 сторiнок.

Автор висловлює щиру вдячнiсть науковому консультанту професо-
ру Пивоварчику Вячеславу Миколайовичу за увагу до моєї роботи та
пiдтримку.

Ми зараз наведемо деякi мотивуючi приклади н.к. функцiй з необхiдними
означеннями. Пiсля цього ми обговоримо рiзницево-диференцiальне числення i
представимо деякi з наших головних результатiв, i потiм дамо детальний огляд
дисертацiї.

0.1. Н.к. функцiї: приклади та походження

Нехай R - унiтальне комутативне кiльце, i нехай R〈x1, . . . , xd〉 - кiльце н.к.
многочленiв (вiльна асоцiативна алгебра) над R. Тут x1, . . . , xd - н.к. невизначенi,
i f ∈ R〈x1, . . . , xd〉 має вигляд

(0.1) f =
∑
w∈Gd

fwx
w,

де Gd позначає вiльний моноїд з d твiрними (лiтерами) g1, . . . , gd, з одиницею ∅
(пусте слово), fw ∈ R, xw - одночлени з x1, . . . , xd (xw = xj1 · · · xjm для w =
gj1 · · · gjm ∈ Gd i x∅ = 1), i сума скiнченна. f може бути обчислена звичай-
ним способом на наборах d квадратних матриць над R всiх розмiрiв: для X =
(X1, . . . , Xd) ∈ (Rn×n)d,

(0.2) f(X) =
∑
w∈Gd

fwX
w =

∑
w∈Gd

Xwfw ∈ Rn×n.

Ми можемо також розглядати н.к. формальнi степеневi ряди або рацiональнi
н.к. функцiї. Кiльце R〈〈x1, . . . , xd〉〉 н.к. формальних степеневих рядiв над R - це
(формальне) поповнення кiльця н.к. многочленiв; f ∈ R〈〈x1, . . . , xd〉〉 має такий
самий вiгляд, як в (0.1), за винятком того, що сума взагалi нескiнченна. Є два на-
лаштування, у яких ми можемо визначити обчислення f на наборах d квадратних
матриць:

• Припустимо, що X = (X1, . . . , Xd) ∈ (Rn×n)d - спiльно нiльпотентний
набiр d матриць, тобто Xw = 0 для всiх w ∈ Gd з |w| ≥ k для якогось k,
де |w| позначає довжину слова w; коли R = K - поле, це просто означає,
щоX спiльно подiбне до набору d строго верхньо-трикутних матриць. Тодi
ми можемо визначити f(X) як у (0.2), тому що сума скiнченна.
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• Припустимо, що R = K - поле дiйсних або комплексних чисел i що f має
додатний н.к. мультiрадiус збiжностi, тобто iснує набiр ρ = (ρ1, . . . , ρd)
строго додатних чисел таких, що

limsup
k→∞

k

√∑
|w|=k

|fw|ρw ≤ 1.

Тодi ми можемо визначити f(X) як у (0.2), де нескiнченний ряд збiгається
абсолютно i рiвномiрно на будь-якому н.к. полiкрузi

∞∐
n=1

{
X ∈

(
Kn×n)d : ‖Xj‖ < rj, j = 1, . . . , d

}
мультiрадiусу r = (r1, . . . , rd) з rj < ρj, j = 1, . . . , d.

Косе поле н.к. рацiональних функцiй над полем K -це унiверсальне косе поле
дробiв н.к. многочленiв над K. Це мiстить деякi нетривiальнi деталi тому, що на
вiдмiну вiд комутативного випадку, н.к. рацiональна функцiя не допускає кано-
нiчного взаємно простого дробового зображення; дивись [15, 37, 45, 47] щодо
деяких оригiнальних конструкцiй, а також [130, Chapter 8] i [46, 48] щодо до-
брих експозицiй i основ. Наступний швидкий опис слiдує статтям [98, 99], до яких
ми посилаємось як щодо деталей, так i щодо подальших посилань. Ми спочатку
визначаємо (скалярнi) н.к. рацiональнi вирази, починаючи з н.к. многочленiв, а
потiм застосовуючи послiдовнi арифметичнi операцiї – додавання, множення та
обернення. Н.к. рацiональний вираз r може бути обчислений на наборi X, що мi-
стить n × n матрицi, у його областi регулярностi, dom r, яка визначається як
множина всiх наборiв d квадратних матриць всiх розмiрiв таких, що всi оберненi,
що беруть участь в обчисленнi r(X), iснують. (Ми припускаємо, що dom r 6= ∅,
iнакше кажучи, пiд час формування н.к. рацiональних виразiв ми нiколи не обер-
таємо вираз, що є нiде не оборотний.) Два н.к. рацiональних вирази, r1 i r2, на-
зиваються еквiвалентними, якщо dom r1 ∩ dom r2 6= ∅ i r1(X) = r2(X) для всiх
наборiв X ∈ dom r1 ∩ dom r2. Ми визначаємо н.к. рацiональну функцiю r як клас
еквiвалентностi н.к. рацiональних виразiв; зауважимо, що вiн має добре визначене
значення

⋃
r∈r dom r (фактично, на деякiй трохи бiльшiй множинi, що називається

поширеною областю регулярностi r ).
Вiдмiтимо, що в усiх цих випадках обчислення формального алгебраїчного об’-

єкту f (н.к. многочлена, формального степеневого ряду або рацiональної функцiї)
на наборах d матриць має двi ключовi властивостi.

• f iнварiантна щодо прямих сум: f(X ⊕ Y ) = f(X)⊕ f(Y ), де

X ⊕ Y = (X1 ⊕ Y1, . . . , Xd ⊕ Yd) =

([
X1 0
0 Y1

]
, . . . ,

[
Xd 0
0 Yd

])
(ми припускаємо, що X = (X1, . . . , Xd), Y = (Y1, . . . , Yd) такi, що f(X),
f(Y ) обидвi є визначенi).
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• f iнварiантна щодо спiльних подiбностей: f(TXT−1) = Tf(X)T−1, де

TXT−1 = (TX1T
−1, . . . , TXdT

−1)

(ми припускаємо тут, що X = (X1, . . . , Xd) i T є такi, що f(X) i f(TXT−1)
обидвi є визначенi).

Загальнiше, можливо розглядати p× q матричний н.к. многочлен f з коефiцi-
єнтами fw ∈ Kp×q i з

(0.3) f(X) =
∑
w∈Gd

Xw ⊗ fw ∈ Kn×n ⊗Kp×q ∼= Knp×nq

для X ∈ (Kn×n)d, i подiбно для н.к. формальних степеневих рядiв з матричними
крефiцiєнтами i матричних рацiональних функцiй. Також вiрне те, що обчислення
f на матрицях є iнварiантним щодо прямих сум i спiльних подiбностей (де для
подiбностей ми замiнюємо Tf(X)T−1 на (T⊗Ip)f(X)(T⊗Iq)−1). У випадку K = C
або K = R, можливо розглядати також операторнi н.к. многочлени i формальнi
степеневi ряди.

0.2. Н.к. множини, н.к. функцiї i н.к. рiзнiцево-диференцiальне
числення

Як для потенцiальних застосувань, так i для розвитку теорiї у її природнiй
загальностi виявляється, що правильне налаштування для теорiї н.к. функцiй -
матрицi усiх розмiрiв над даним векторним простором або даним модулем. У
спецiальному випадку, коли модуль - це Rd, n × n матрицi над Rd можуть бути
ототожненi з наборами d матриць розмiру n×n надR, i ми отримаємо н.к. функцiї
d змiнних, ключовi приклади яких з’являлися у пiдроздiлi 0.1.

Означення i результати у цьому пiдроздiлi взятi з [97]. Нехай M - модуль
над унiтальним комутативним кiльцем R; ми називаємоMnc =

∐∞
n=1Mn×n н.к.

простором надM. Пiдмножина Ω ⊆Mnc називається н.к. множиною, якщо во-
на замкнена вiдносно прямих сум, тобто ми маємо X ⊕ Y = [X 0

0 Y ] ∈ Ωn+m для
всiх n,m ∈ N i всiх X ∈ Ωn, Y ∈ Ωm, де ми позначаємо Ωn = Ω ∩Mn×n. Н.к.
множини є єдиними природними областями для н.к. функцiй, але деякi додатковi
умови на область потрiбнi для розвитку н.к. рiзницево-диференцiального числен-
ня. Натурально, нам потрiбно, щоб область була замкнена вiдносно формування
верхньо-трикутних блочних матриць з довiльним верхнiм кутовим блоком, але це
є занадто суворою вимогою (наприклад, це не вiрно для н.к. полiкругiв або н.к.
куль – дивись пiдроздiл 0.2.3 нижче). Правильне поняття виявляється таким: н.к.
множина Ω ⊆ Mnc називається допустимою справа, 3 якщо для всiх X ∈ Ωn,
Y ∈ Ωm i всiх Z ∈Mn×m iснує оборотне r ∈ R таке, що [X rZ

0 Y ] ∈ Ωn+m.
Нашi основнi приклади допустимих справа н.к. множин такi:

3“Допустима зверху” може бути бiльш доречною термiнологiєю, проте ми дотримуватимося “допустимою
справа”, бо це пов’язано з правим рiзницево-диференцiальним оператором, дивись нижче. Подiбний коментар
застосовується до аналогiчного поняття “допустимої злiва” множини, що може бути також “допустимою знизу”.
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0.2.1. Множина Ω = Nilp(M) нiльпотентних матриць над модулем M. Тут
X ∈ Mn×n називається нiльпотентним, якщо X�k = 0 для якогось k, де X�k
позначає степень X як матрицi над тензорною алгеброю T(M) =

⊕∞
j=0M⊗j

модуляM (ця операцiя називається “помилковим” добутком в теорiї операторних
просторiв, колиM = V - операторний простiр); у випадку, коли R = K - поле, це
значить, що iснує оборотне T ∈ Kn×n таке, що матриця TXT−1 - строго верхньо-
трикутна.

0.2.2. Припустимо, що V - банахiв простiр (тут K = C або K = R), як i
Vn×n, n = 2, 3, . . .. Ми звичайно потребуємо, щоб топологiї на Vn×n були сумiснi
в наступному сенсi: ми вимагаємо, щоб вiдповiдна система матричних норм ‖ · ‖n
була допустимою, тобто щоб для кожних n,m ∈ N iснували C1(n,m), C ′1(n,m) >
0 такi, що для всiх X ∈ Vn×n i Y ∈ Vm×m,
(0.4)
C1(n,m)−1 max{‖X‖n, ‖Y ‖m} ≤ ‖X ⊕ Y ‖n+m ≤ C ′1(n,m) max{‖X‖n, ‖Y ‖m},

i щоб для кожного n ∈ N iснувало C2(n) > 0 таке, що для всiх X ∈ Vn×n i
S, T ∈ Kn×n,

(0.5) ‖SXT‖n ≤ C2(n)‖S‖ ‖X‖n‖T‖,

де ‖·‖ позначає операторну норму на Kn×n вiдносно стандартної евклiдової норми
простору Kn. Якщо Ω ⊆ Vnc - вiдрита множина у сенсi, що Ωn ⊆ Vn×n - вiдкрита
множина для всiх n, то Ω - допустима справа.

0.2.3. Припустимо, що V - операторний простiр, дивись, наприклад, [55, 117,
118, 132]. Нагадаємо, що це означає (за теоремою Руана), що iснує система норм
‖ · ‖n on Vn×n, n = 1, 2, . . ., що задовольняють

‖X ⊕ Y ‖n+m = max{‖X‖n, ‖Y ‖m} для всiх X ∈ Vn×n, Y ∈ Vm×m,(0.6)

i

‖TXS‖n ≤ ‖T‖‖X‖n‖S‖ для всiх X ∈ Vn×n, T, S ∈ Cn×n.(0.7)

Ясно, що ця система норм допустима, з константами у (0.4) i (0.5), що задоволь-
няють

C1(n,m) = C ′1(n,m) = C2(n) = 1, n,m ∈ N.
Для Y ∈ Vs×s i r > 0, визначимо н.к. кулю з центром у Y радiусу r як

Bnc(Y, r) =
∞∐
m=1

B
( m⊕
α=1

Y, r
)

=
∞∐
m=1

{
X ∈ Vsm×sm :

∥∥∥X − m⊕
α=1

Y
∥∥∥
sm
< r
}
.

Н.к. кулi складають базис топологiї на Vnc, яку ми називаємо рiвномiрно-вiдкри-
тою топологiєю, що є слабкiшою нiж топологiя дiз’юнктних об’єднань з пiдроз-
дiлу 0.2.2. Зокрема, кожна рiвномiрно-вiдкрита н.к. множина - допустима справа.
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НехайM i N - модулi над унiтальним комутативним кiльцем R, i нехай Ω ⊆
Mnc - н.к. множина. Вiдображення f : Ω→ Nnc з f(Ωn) ⊆ N n×n називається н.к.
функцiєю, якщо:

• f iнварiантна щодо прямих сум: f(X⊕Y ) = f(X)⊕f(Y ) для всiхX ∈ Ωn,
Y ∈ Ωm.

• f iнварiантна щодо подiбностей: f(TXT−1) = Tf(X)T−1 для всiх X ∈
Ωn i оборотних T ∈ Rn×n таких, що TXT−1 ∈ Ωn.

Виявляється, що цi двi умови еквiвалентнi однiй: f iнварiантна щодо перепле-
тень, а саме, якщоXS = SY , то f(X)S = Sf(Y ), деX ∈ Ωn, Y ∈ Ωm i S ∈ Rn×m.
Ця умова вперше виникає у новаторськiй працi Дж. Л. Тейлора [146]. Ми позна-
чаємо модуль н.к. функцiй на Ω iз значеннями у Nnc як T (Ω;Nnc).

Головна iдея поза н.к. рiзницево-диференцiальним численням - обчислення н.к.
функцiй на блочних верхньо-трикутних матрицях. Нехай f - н.к. функцiя на допу-
стимiй справа н.к. множинi Ω ⊆Mnc iз значеннями у Nnc. Нехай X ∈ Ωn, Y ∈ Ωm

i Z ∈Mn×m, i нехай r ∈ R - оборотне i таке, що
[
X rZ
0 Y

]
∈ Ωn+m. Тодi виявляється,

що

f

([
X rZ
0 Y

])
=

[
f(X) ∆Rf(X, Y )(rZ)

0 f(Y )

]
,

де вiдображення Z 7→ ∆Rf(X, Y )(Z) зMn×m у N n×m є R-лiнiйним.
Ми будемо називати ∆ = ∆R правим н.к. рiзницево-диференцiальним опера-

тором. (Лiвий н.к. рiзницево-диференцiальний оператор ∆L може бути визначе-
ним аналогiчно через обчислення на блочних нижньо-трикутних матрицях.) Його
головна властивiсть - це що для всiх n,m ∈ N, X ∈ Ωn, Y ∈ Ωm i S ∈ Rm×n маємо

(0.8) Sf(X)− f(Y )S = ∆f(Y,X)(SX − Y S).

Зокрема, коли n = m i S = In, ми маємо наступну формулу скiнченних рiзниць:

(0.9) f(X)− f(Y ) = ∆f(Y,X)(X − Y ) (= ∆f(X, Y )(X − Y )).

Таким чином, лiнiйне вiдображення ∆f(Y, Y )(·) грає роль н.к. диференцiалу.
Нехай R = K - поле дiйсних або комплексних чисел. Покладаючи X = Y + tZ

(з t ∈ K), ми отримаємо з (0.9) що

f(Y + tZ)− f(Y ) = t∆f(Y, Y + tZ)(Z).

За певних умов неперервностi, випливає, що ∆f(Y, Y )(Z) - напрямкова похiдна f
в Y у напрямку Z.

У випадкуM = Rd, (0.9) перетворюється у

(0.10) f(X)− f(Y ) =
d∑
i=1

∆if(Y,X)(Xi − Yi), X, Y ∈ Ωn,
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де ∆if(Y,X)(C) = ∆f(Y,X)(0, . . . , 0, C, 0, . . . , 0), i C ∈ Rn×n у i-й позицiї. Лiнiйне
вiдображення ∆if(Y, Y )(·) грає роль i-го часткового н.к. диференцiалу в точцi Y .

Для модулiв M0, M1, N0, N1 над унiтальним комутативним кiльцем R, i
н.к. множин Ω(0) ⊆ M0,nc, Ω(1) ⊆ M1,nc ми визначаємо н.к. функцiю поряд-
ку 1 як вiдображення f множини Ω(0) × Ω(1) таке, що для X0 ∈ Ω

(0)
n0 i X1 ∈

Ω
(1)
n1 , f(X0, X1) : N1

n0×n1 → N0
n0×n1 - лiнiйне вiдображення, i таке, що f iнварi-

антне, природним чином, щодо прямих сум i подiбностей у кожному аргумен-
тi. Типова н.к. функцiя порядку 1 - це f(X, Y )(Z) = f0(X)(Zf1(Y )), де f0 ∈
T (Ω(0);N0,nc) i f1 ∈ T (Ω(1);N ∗1,nc). Ми позначаємо клас н.к. функцiй порядку 1 як
T 1(Ω(0),Ω(1);N0,nc,N1,nc).

Виявляється, що для f ∈ T (Ω;Nnc) маємо ∆f ∈ T 1(Ω,Ω;Nnc,Mnc). Загаль-
нiше, можна визначити н.к. функцiї порядку k,

T k(Ω(0), . . . ,Ω(k);N0,nc, . . . ,Nk,nc),

де Ω(0) ⊆M0,nc, . . . , Ω(k) ⊆Mk,nc, як функцiї вiд k+1 аргументiв у Ω
(0)
n0 , . . . ,Ω

(k)
nk ,

чиї значення - k-лiнiйнi вiдображення

N1
n0×n1 × · · · × Nk

nk−1×nk −→ N0
n0×nk,

i якi є iнварiантними, природним чином, щодо прямих сум i подiбностей у кожному
аргументi. Є також рiзницево-диференцiальний оператор ∆: T k → T k+1 такий,
що iтерацiями ми отримаємо для f ∈ T (Ω;Nnc), що

∆`f ∈ T `(Ω, . . . ,Ω;Mnc,Nnc, . . . ,Nnc).

(Ми розглядаємо звичайнi н.к. функцiї як н.к. функцiї порядку 0: T (Ω;Nnc) =
T 0(Ω;Nnc).) Замiсть використання iтерацiй, ми можемо також обчислити

∆`f(X0, . . . , X`)(Z1, . . . , Z`)

безпосередньо, обчислюючи f на блочнiй матрицi, що маєX0, . . . , X` на її головнiй
дiагоналi, Z1, . . . , Z` понад головною дiагоналлю, i всi iншi блочнi елементи - нулi,
i беручи (1, `+ 1)-й блочний елемент.

Рiзницево-диференцiальнi оператори ∆ (i ∆i) є, звiсно, лiнiйними. Вони також
задовольняють певну версiю ланцюгового правила (для композицiї н.к. функцiй),
i – у випадку, коли добуток визначений – версiю правила Лейбниця.

Використання цих рiзницево-диференцiальних операторiв вищого порядку, iте-
рацiї скiнченно-рiзницевої формули першого порядку (0.9) i використання iнварi-
антностi щодо прямих сум ведуть до наступного н.к. аналогу класичної формули
Тейлора (дивись, наприклад, [140] для комутативної багатозмiнної версiї), яку
ми називаємо формулою Тейлора–Тейлора (або просто TT формулою), на честь
Брука Тейлора i Джозефа Л. Тейлора. Нехай f : Ω→ Nnc - н.к. функцiя на допу-
стимiй справа н.к. множинi Ω ⊆ Mnc, нехай s ∈ N, i нехай Y ∈ Ωs; тодi для всiх
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m ∈ N, X ∈ Ωms i N = 0, 1, . . . маємо

(0.11) f(X) =
N∑
`=0

(
X −

m⊕
α=1

Y
)�s `

∆`f(Y, . . . , Y︸ ︷︷ ︸
`+1 разiв

)

+
(
X −

m⊕
α=1

Y
)�sN+1

∆N+1f(Y, . . . , Y︸ ︷︷ ︸
N+1 разiв

, X).

Тут (X −
⊕m

α=1 Y )�s ` позначає `-ий степень X −
⊕m

α=1 Y розглянутий як m×m
матриця над тензорною алгеброю T(Ms×s); цей степень є m ×m матрицею над
(Ms×s)⊗`, до якої ∆`f(Y, . . . , Y ), розглянуте як лiнiйне вiдображення на (Ms×s)⊗`,
застосовано поелементно, призводячи до m×m матрицi над N s×s, тобто до еле-
менту Nms×ms. Залишок має подiбний сенс.

TT formula (0.11) робить це природним розглядати нескiнченнi TT ряди f
навколо Y ∈ Ωs,

(0.12)
∞∑
`=0

(
X −

m⊕
α=1

Y
)�s `

∆`f(Y, . . . , Y ).

У випадку M = Rd i коли Y = µ ∈ Kd - скалярна точка (так, що s = 1),
(0.12) може бути переписаний як звичайний н.к. степеневий ряд, використовуючи
набiр d часткових н.к. рiзницево-диференцiальних операторiв ∆ = (∆1, . . . ,∆d)
(з очевидним зловживанням позначень),

(0.13)
∑
w∈Gd

(X − µIm)w∆w>f(µ, . . . , µ),

де ∆w> = ∆i` · · ·∆i1 для слова w = gi1 · · · gi` ∈ Gd. Є також версiя (0.13) для
загального матричного центру Y :

(0.14)
∑
w∈Gd

(
X −

m⊕
α=1

Y
)�sw

∆w>f(Y, . . . , Y ).

Для f ∈ T (Ω;Nnc) i Y ∈ Ωs, послiдовнiсть `-лiнiйних вiдображень

f` := ∆`f(Y, . . . , Y ) :
(
Ms×s)` → N s×s, ` = 0, 1, . . .

задовольняє наступнi умови:

(0.15) Sf0 − f0S = f1(SY − Y S),

i для ` = 1, . . .,

(0.16) Sf`(Z
1, . . . , Z`)− f`(SZ1, Z2, . . . , Z`) = f`+1(SY − Y S, Z1, . . . , Z`),
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(0.17) f`(Z
1, . . . , Zj−1, ZjS,Zj+1, . . . , Z`)− f`(Z1, . . . , Zj, SZj+1, Zj+2, . . . , Z`)

= f`+1(Z
1, . . . , Zj, SY − Y S, Zj+1, . . . , Z`),

(0.18) f`(Z
1, . . . , Z`−1, Z`S)− f`(Z1, . . . , Z`)S = f`+1(Z

1, . . . , Z`, SY − Y S),

для кожного S ∈ Rs×s. (Зауважимо, що у випадку s = 1, умови (0.15)–(0.18) трiвi-
альнi.) Навпаки, якщо дана послiдовнiсть `-лiнiйних вiдображень f` : (Ms×s)` →
N s×s, ` = 0, 1, . . ., що задовольняють умови (0.15)–(0.18), сума ряду

(0.19) f(X) =
∞∑
`=0

(
X −

m⊕
α=1

Y
)�s `

f`,

коли вона має сенс, визначає н.к. функцiю. Подiбнi пряме i зворотнє твердження
можуть також бути сформульованi у випадку, коли M = Rd для ряду уздовж
Gd.

0.3. Застосування формули Тейлора–Тейлора

Формула Тейлора–Тейлора - це головний iнструмент для дослiдження локаль-
ної поведiнки н.к. функцiй. Ось деякi зразки результатiв (з [97]).

0.3.1. Будь-яка н.к. функцiя на Nilpd(R) := Nilp(Rd) (множинi спiльно нiль-
потентних наборiв d матриць над унiтальним комутативним кiльцем R) дається
н.к. степеневим рядом f(X) =

∑
w∈GdX

w∆w>f(0, . . . , 0), де сума скiнченна. За-
гальнiше, нехай Y ∈ (Rs×s)d. Позначимо як Nilpd(R, Y ) множину наборiв d ма-
триць над R розмiру sm × sm, m = 1, 2, . . ., таких, що X −

⊕m
α=1 Y ∈ Nilpd(R).

Тодi будь-яка н.к. функцiя на Nilpd(R, Y ) може бути записана як у (0.14), де сума
скiнченна.

0.3.2. Нехай K - нескiнченне поле, i нехай f - н.к. функцiя на (Kd)nc така, що
для кожного n кожний матричний елемент f(X1, . . . , Xd) - многочлен вiд матри-
чних елементiв матриць X1, . . . , Xd рiвномiрно (по n) обмеженого степеню. Тодi
f - н.к. многочлен.

Умова рiвномiрної обмеженостi степенiв необхiдна. Проте, ми можемо отри-
мати найкращий результат без цiєї умови теж: а саме, f належить поповненню
кiльця н.к. многочленiв вiдносно спадної послiдовностi iдеалiв {In}∞n=1, де In по-
значає iдеал тотожностей [130] для n× n матриць (над K i в d змiнних).

0.3.3. Нехай K = C, нехай V iW - банаховi простори, забезпеченi допустимою
системою матричних норм над V i надW – дивись пiдроздiл 0.2.2, i нехай Ω ⊆ Vnc -
вiдкрита множина. Якщо н.к. функцiя f на Ω локально обмежена, то вона аналiти-
чна, тобто f |Ωn - аналiтична функцiя на Ωn ⊆ Vn×n iз значеннями уWn×n (дивись,
наприклад, [88, 110] щодо загальної теорiї аналiтичних функцiй мiж банаховими
просторами), i TT ряд (0.12) збiгається до f локально рiвномiрно. Точнiше, якщо
f обмежена на B(

⊕m
α=1 Y, δ), то ряд (0.12) збiгається абсолютно i рiвномiрно на
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B(
⊕m

α=1 Y, r) для всiх r < δ. У випадку V = Cd i W = C, аналiтичнiсть просто
означає, що для кожного n кожний матричний елемент у матрицi f(X1, . . . , Xd)
- аналiтична функцiя вiд матричних елементiв матриць X1, . . . , Xd; у цьому ви-
падку достатньо вимагати, щоб для кожного n, f |Ωn була локально обмеженою на
зрiзах, тобто для кожних фiксованих наборiв d матриць X = (X1, . . . , Xd) ∈ Ωs i
Z = (Z1, . . . , Zd) ∈ (Cs×s)d, f(X + tZ) - обмежена для всiх t : |t| < ε, з якимось
ε > 0. Фактично, якщо н.к. функцiя f : Ω→Wnc (з загальним векторним просто-
ром V i банаховим простором W як ранiше) локально обмежена на зрiзах, то f
диференцiйована за Гато i її ТТ ряд збiгається.

0.3.4. Нехай V i W - операторнi простори, i нехай Ω ⊆ Vnc - рiвномiрно-
видкрита н.к. множина (дивись пiдроздiл 0.2.3). Якщо н.к. функцiя f на Ω ло-
кально обмежена в рiвномiрно-вiдкритiй топологiї, то TT ряд (0.12) збiгається до
f локально рiвномiрно у цiй топологiї. Точнiше, якщо f обмежена на Bnc(Y, δ), то
ряд збiгається абсолютно i рiвномiрно на Bnc(Y, r) для всiх r < δ. f називається
рiвномiрно аналiтичною н.к. функцiєю.

У випадку, коли V = Cd з деякою структурою операторного простору, визна-
ченою послiдовнiстю норм ‖ · ‖n, є далi вiрним, що ряд (0.13) – без групування
разом членiв однiєї степенi в однорiднi многочлени – збiгається абсолютно i рiвно-
мiрно на трохи менших множинах, а саме, на кожному вiдкритому н.к. дiамантi
навколо Y ,

♦nc(Y, r) :=
∞∐
m=1

{
X ∈ Ωsm :

d∑
j=1

‖ej‖1

∥∥∥Xj −
m⊕
α=1

Yj

∥∥∥ < r
}

з r < δ; тут e1, . . . , ed позначає стандартний базис Cd.

0.3.5. Розвинення у TT ряди дозволяють нам висловити деякi результати,
що спочатку були встановленi для н.к. степеневих рядiв, як результати для н.к.
функцiй. Це включає, зокрема, реалiзацiї н.к. степеневих рядiв як передавальних
функцiй н.к. багатовимiрних систем (систем з еволюцiєю уздовж вiльного моно-
їду Gd

4). Цi системи спочатку вивчалися у [33] в консервативному нескiнченно-
вимiрному налаштуваннi, в контекстi теорiї операторних моделей для рядкових
стискiв, в основному, у роботах Попеску [120, 121, 122, 123], i в контекстi теорiї
зображень алгебри Кунця [40, 49]. Детальне дослiдження н.к. теорiї реалiзацiй,
як у скiнченно-вимiрному, так i в нескiнченно-вимiрному налаштуваннi, виникає у
[24, 26, 25]; цi статтi дають єдине налаштування структурних н.к. багатовимiрних
лiнiйних систем для рiзних виглядiв реалiзацiйних формул. Ми також згадаємо
статтю [27], де навiть бiльш загальний клас н.к. систем (даний проте у частотнiй
областi) був описаний i вiдповiдна теорiя дiлатацiй розвинута.

Ми даємо тут (не зовсiм точну) версiю головної теореми про консервативну ре-
алiзацiю з [26], переформульовану як теорема про н.к. функцiї. Нехай Q1, . . . , Qd

4На яких часто посилаються як на системи з еволюцiєю уздовж вiльної пiвгрупи.
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- p× q комплекснi матрицi з певною додатковою структурою, що походить з дво-
хчастинного графу. Нехай U i Y - гiльбертовi простори, i нехай L(U ,Y) - про-
стiр обмежених лiнiйних операторiв з U у Y . Вiдповiдний н.к. клас Шура–Аглера
складається з стискозначних f ∈ T (Bnc(0, 1);L(U ,Y)nc), де Bnc(0, 1) ⊆ (Cd)nc, i
Cd забезпечене структурою операторного простору, визначеною системою матри-
чних норм ‖X‖n = ‖Q(X)‖L(Cn⊗Cq,Cn⊗Cp), де Q(X) := X1 ⊗ Q1 + · · · + Xd ⊗ Qd.
Тодi наступнi твердження еквiвалентнi:

(1) f належить н.к. класу Шура–Аглера.

(2) Iснує розкладання Аглера

ICn⊗Y − f(X)f(Y )∗ = H(X)(ICn⊗Cp⊗G − (Q(X)⊗ IG)(Q(Y )∗ ⊗ IG))H(Y )∗

для допомiжного гiльбертова простору G i деякогоH ∈ T (Bnc(0, 1);L(Cp⊗
G,Y)nc), який є обмеженим на кожнiй н.к. кулi Bnc(0, r) радiусу r < 1.

(3) Iснує консервативна реалiзацiя:

f(X) = In ⊗D + (In ⊗ C)(ICn⊗Cp⊗G −Q(X)(In ⊗ A))−1Q(X)(In ⊗B).

Тут вузлова матриця[
A B
C D

]
:

[
Cp ⊗ G
U

]
→
[
Cq ⊗ G
Y

]
унiтарна.

(Твердження у [26] - значно бiльш точне у iдентифiкацiї просторiв стану Cp⊗G i
Cq ⊗ G унiтарного вузла у термiнах двохчастинного графу, генеруючого матрицi
Q1, . . . , Qd.) Це є н.к. версiя комутативної багатовимiрної реалiзацiйної теореми
з [14] i [21] для лiнiйної функцiї Q, що визначає область f , що в свою чергу
узагальнює вiдомий результат Аглера для полiкругу [6], дивись також [31]. Такi
узагальненi реалiзацiї передавальними функцiями виникають також у контекстi
узагальнених алгебр Хардi з робiт Мьюлi i Солеля (елементи яких розглядаються
як функцiї на одиничнiй кулi зображень алгебри – дивись [106, 108, 20]) i класу
Шура–Аглера, асоцiйованого з допустимим класом тестових функцiй [52, 53].

Зауважимо, що формулювання реалiзацiйної теореми для н.к. класу Шура–
Аглера, що дане вище, пропонує узагальнення до довiльного скiнченно- або нескiн-
ченно-вимiрного операторного простору (замiстьCd, забезпеченого системою норм,
асоцiйованих з лiнiйною н.к. функцiєю Q) i до бiльш загальних н.к. областей (н.к.
аналогiв комутативних областей з [14] i [21], де визначальна н.к. функцiя Q - н.к.
многочлен). У скiнченно-вимiрному випадку така реалiзацiя була побудована не-
щодавно у [7]; ми посилаємось як на цю статтю, так i на [8, 9] за застосуваннями.
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0.4. Огляд

У роздiлi 1, ми представляємо нашi результати щодо рiзних класiв н.к. фун-
кцiй. У пiдроздiлi 1.1 представленi результати з [98] . Тут розвивається теорiя
матричнозначних рацiональних н.к. функцiй. Ми спочатку визначаємо матрично-
значнi н.к. рацiональнi вирази, а потiм визначаємо матричнозначнi рацiональнi
н.к. функцiї як класи еквiвалентностi матричнозначних н.к. рацiональних вира-
зiв. Пiсля цього ми доводимо теорему про сингулярностi таких функцiй, теоре-
му 1.5, де множина сингулярностей матричнозначної н.к. рацiональної функцiї
описана у термiнах її мiнiмальної реалiзацiї н.к. лiнiйною системою. Доведення
використовує поняття левих i правих н.к. зсувiв назад, також введених у [98]. По-
тiм доводиться теорема 1.11, де комутативний аналог теореми про сингулярностi
встановлюється за допомогою так званого н.к. лiфтiнгу даної матричнозначної
комутативної рацiональної функцiї i застосування н.к. результату, теореми 1.5.

У пiдроздiлi 1.2 ми представляємо результати з [68], де теореми про сингуляр-
ностi з пiдроздiлу 1.1 спочатку модифiкуються для налаштування комутативних
або н.к. полiкуль, а потiм застосовуються, щоб отримати стискаюче детермiнантне
зображення довiльного комутативного многочлена, що є стiйким у полiкулi.

У пiдроздiлi 1.3 ми представляємо рiзницево-диференцiальне числення для
матричнозначних н.к. рацiональних функцiй, розвинуте у [99]. Теорiя тут незале-
жна, але паралельна теорiї для загальних н.к. функцiй з [97], яку ми обговорюємо
у роздiлi 2.

У [13] вивчаються матричнозначнi н.к. рацiональнi функцiї з рiзними симетрi-
ями. У пiдроздiлi 1.4 ми представляємо зразок результату з [13], так звану обме-
жену дiйсну лему без втрат для матрично-J-унiтарних н.к. рацiональних функцiй.

У пiдроздiлi 1.5 представленi результати з [12]. Встановлена формула, яка по-
в’язує перетин нульових пiдпросторiв кофiцiєнтiв Fw матричнозначного н.к. фор-
мального степеневого ряду F з перетином нульових пiдпросторiв значень F на
наборах d матриць достатньо великого розмiру. Спецiальний випадок цiєї форму-
ли тягне за собою добре вiдомий факт про те, що н.к. рацiональна функцiя, яка
зникає на матрицях усiх розмiрiв, дорiвнює нулю.

У пiдроздiлi 1.6 представлений другий тип зв’язку мiж коефiцiєнтами н.к.
формального степеневого ряду i його значеннями на матрицях усiх розмiрiв, вiд-
повiдно до [101], у налаштуваннi додатних ядер. Н.к. формальний степеневий
ряд K(x, x′) вiд двох наборiв d н.к. невизначених називається формально дода-
тним ядром [32], якщо його матриця коефiцiєнтiв Kw,w′ додатно напiввизначена.
Показана, що н.к. ядро K(x, x′) формально додатне тодi i тiльки тодi, коли фун-
кцiя K(X,X ′) є додатним ядром, у двох налаштуваннях: коли X i X ′ - набори d
спiльно нiльпотентних матриць всiх розмiрiв (i сума, що визначає K(X,X ′) є тодi
скiнченною), i коли X i X ′ належать деякiй н.к. кулi, де ряд збiгається. Бiльше
того, у налаштуваннi нiльпотентних матриць, достатньо мати оператори K(X,X)
додатними напiввизначеними. Як наслiдок, встановлена факторизацiя додатних
наслiдкових многочленiв, яка є аналогом головних результатiв статей Хелтона
[73] i Маккалоу [105].
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У пiдроздiлi 1.7 ми представляємо результати з [27] про консервативнi дiлата-
цiї дисипативних лiнiйних систем, як у комутативному, так i у н.к. налаштуваннях.
Подiбно до 1D випадку, цi результати можуть бути використанi для вивчення фун-
кцiй з комутативного або н.к. класу Шура–Аглера. Виявляється, що цi дiлатацiї
завжди iснують у н.к. налаштуваннi, але вiдповiднi результати у комутативному
випадку є рiзними для рiзних класiв систем. Ми доводимо, що для комутатив-
них дисипативних систем Форнасiнi–Маркесiнi консервативнi дiлатацiї не завжди
iснують, i ми представляємо критерiй iснування таких дiлатацiй. Розробленi те-
хнiки для використання н.к. результатiв у вивченнi комутативних багатовимiрних
лiнiйних систем.

У пiдроздiлi 1.8 представленi н.к. аналоги з [100] класичних критерiїв розв’я-
зностi iнтерполяцiйних задач Каратеодорi i Каратеодорi–Феєра. Зручне нове фор-
мулювання класичних теорем Теплиця i Шура висловлює класичнi критерiї у тер-
мiнах обчислень многочлена, чиї коефiцiєнти - це вхiднi данi задачi, на будь-яких
нiльпотентних стисках. Ми знайшли н.к. аналоги цих критерiїв у термiнах обчи-
слень даного н.к. многочлена на наборах d спiльно нiльпотентних стискiв.

Починаючи з роздiлу 2, ми розробляємо загальну теорiю н.к. функцiй [97].
У роздiлi 2, ми вводимо н.к. функцiї i їх рiзницево-диференцiальне числення. У
пiдроздiлi 2.1 ми визначаємо н.к. простори, н.к. множини i н.к. функцiї, i доводи-
мо, що iнварiантнiсть щодо прямих сум i подiбностей еквiвалентна iнварiантно-
стi щодо переплетень (пропозицiя 2.1). У пiдроздiлi 2.2 ми вводимо правi i лiвi
рiзницево-диференцiальнi оператори ∆R i ∆L через обчислення н.к. функцiй на
блочних верхньо-трикутних (нижньо-трикутних) матрицях i потiм беручи верхнiй
правий (нижнiй лiвий) кутовий блок їх значень, i показуємо, що ∆Rf(X, Y )(Z)
i ∆Lf(X, Y )(Z) лiнiйнi у Z (пропозицiї 2.4 i 2.6). Ми формулюємо основнi пра-
вила н.к. числення у пiдроздiлi 2.3 i встановлюємо формули скiнченних рiзниць
першого порядку у пiдроздiлi 2.4. Пiсля цього ми доводимо у пiдроздiлi 2.5, що
∆Rf(X, Y )(Z) i ∆Lf(X, Y )(Z) iнварiантнi щодо прямих сум i подiбностей у X i
Y (в термiнологiї роздiлу 3, ∆Rf i ∆Lf - н.к. функцiї порядку 1). Ми закiнчуємо
роздiл 2 обговоренням у пiдроздiлi 2.6 напрямкових i (в спецiальному випадку
M = Rd) часткових н.к. рiзницево-диференцiальних операторiв.

У роздiлi 3 ми спочатку вводимо н.к. функцiї вищого порядку, а потiм по-
ширюємо рiзницево-диференцiальне числення на цi функцiї, що веде до числен-
ня вищого порядку для звичайних н.к. функцiй i н.к. функцiй вищого порядку.
У пiдроздiлi 3.1 ми визначаємо н.к. функцiї порядку k i вводимо класи T k цих
функцiй (так, що оригiнальнi н.к. функцiї належать класу T 0). Значення н.к.
функцiй порядку k - k-лiнiйнi вiдображення матриць над модулями, якi можуть
також бути iнтерпретованi як елементи тензорних добуткiв k + 1 матричних мо-
дулiв (зауваження 3.4 i 3.5). Це дозволяє нам визначити натуральне вiдображення
T k⊗T ` → T k+`+1, k, ` = 0, 1, . . ., i отже – вiдображення з тензорного добутку k+1
класiв T 0 (можливо, над рiзними операторними просторами) у T k (зауваження
3.6) i iнтерпретувати н.к. функцiю вищого порядку у термiнах н.к. функцiй по-
рядку 0. Ми далi поширюємо у пiдроздiлi 3.2 правий рiзницево-диференцiальний
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оператор ∆R до вiдображення класiв T k → T k+1, k = 0, 1, . . .. У цьому означеннi
останнiй аргумент f(X0, . . . , Xk), де f - н.к. функцiя порядку k, взятий у виглядi
блочної матрицi Xk =

[
Xk′ Z

0 Xk′′

]
, i далi ми беремо правий верхнiй кутовий блок

матричного значення. Поширений оператор ∆R є також лiнiйним як функцiя Z
(пропозицiї 3.8 i 3.9). Починаючи з цього моменту, ми концентруємось на правiй
версiї числення, тому що лiва версiя може бути розвинута аналогiчно або просто
отримана з правої за симетрiєю.

Iтерований оператор ∆`
R : T k → T k+` може також бути обчислений безпосере-

дньо, обчислюючи н.к. функцiю на блочних верхньо-двохдiагональних матрицях
i потiм беручи верхнiй правий кутовий блок її матричного значення (теореми 3.11
i 3.12). Означення поширеного оператора ∆R стає бiльш прозорим, коли ми iн-
терпретуємо н.к. функцiї вищого порядку використовуючи тензорнi добутки н.к.
функцiй порядку 0 (зауваження 3.17).

Ми можемо також взяти Xj в f(X0, . . . , Xk) у блочнiй верхньо-трикутнiй фор-
мi, що веде до операторiв j∆R : T k → T k+1, j = 0, 1, . . . (так що ∆R = k∆R), що
також поширює оригiнальний оператор ∆R : T 0 → T 1 (зауваження 3.18). У пiд-
роздiлi 3.3 ми встановлюємо рiзницевi формули першого порядку для н.к. функцiй
вищого порядку (теорема 3.19) i її узагальнену версiю для випадку матриць X i
Y , на яких ми обчислюємо н.к. функцiю вищого порядку, можливо рiзних розмi-
рiв (теорема 3.20). Подiбнi формули вiрнi також для операторiв j∆R (зауваження
3.22).

У пiдроздiлi 3.4 ми показуємо, що для н.к. функцiї f ∈ T k, яка k разiв iнтегров-
на, тобто може бути представлена як ∆k

Rg, з g ∈ T 0, маємо i∆R j∆Rf = j∆R i∆Rf
для всiх i, j = 0, . . . , k. Нарештi, ми обговорюємо у пiдроздiлi 3.5 н.к. напрям-
ковi рiзницево-диференцiальнi оператори вищого порядку; зокрема, коли модуль,
що розглядається, є Rd, ми обговорюємо н.к. частковi рiзницево-диференцiальнi
оператори вищого порядку ∆w

R, w ∈ Gd.
У роздiлi 4 ми встановлюємо формулу Тейлора–Тейлора (теорема 4.1 або бiльш

загальна теорема 4.2; у випадкуM = Rd – наслiдок 4.4 i, в iнтерпретацiї тензор-
ного добутку для ∆w>

R f , теорема 4.6). Ми показуємо у зауваженнi 4.3, що коефiцi-
єнти у ТТ формулi, мультiлiнiйнi вiдображення f` = ∆Rf(Y, . . . , Y ), ` = 0, 1, . . .,
задовольняють умови (0.15)–(0.18), якi ми згадували у пiдроздiлi 0.2. Вiдповiднi
до цих умов для послiдовностi fw = ∆w>

R f(Y, . . . , Y ), w ∈ Gd, у випадкуM = Rd

встановленi у зауваженнi 4.5.
Як перше застосування ТТ формули, ми описуємо у роздiлi 5 н.к. функцiї на

множинi Nilp(M) (або, загальнiше, на Nilp(M;Y )) нiльпотентних матриць (або
нiльпотентних матриць навколо Y ) над модулемM – дивись пiдроздiл 0.2.1 щодо
означення. У пiдроздiлi 5.1 ми показуємо, що кожна така н.к. функцiя - це сума
її TT ряду (теореми 5.2, 5.4, 5.6 i 5.8). Пiсля цього ми показуємо, що коефiцiєнти
н.к. степеневого ряду, що представляє н.к. фунцiю, однозначно визначенi. Фа-
ктично, цей ряд єдиний i спiвпадає з вiдповiдним TT рядом (теореми 5.9 i 5.10).
У пiдроздiлi 5.2 ми показуємо, що, навпаки, якщо дана послiдовнiсть мультiлi-
нiйних вiдображень f` : (Ms×s)` → N s×s, ` = 0, 1, . . ., що задовольняють умови
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(0.15)–(0.18), то сума н.к. степеневого ряду
∑∞

`=0(X−
⊕m

α=1 Y )�s`f` є н.к. функцi-
єю на Nilp(M;Y ) iз значеннями у Nnc (теорема 5.13), i також вiрна версiя цього
результату, теорема 5.15 для випадку M = Rd i послiдовностi мультiлiнiйних
вiдображень fw : (Ms×s)` → N s×s, w ∈ Gd, що задовольняють умови, аналогiчнi
(0.15)–(0.18). Цi результати алгебраїчнi за їх природою, бо сума вiдповiдного ряду
скiнченна у кожнiй точцi Nilp(M;Y ).

У роздiлi 6, ми даємо кiлька iнших алгебраїчних застосувань ТТ формули. Ми
доводимо, що н.к. функцiя на (Kd)nc, з нескiнченним полем K, яка є многочленом
вiд матричних елементiв, коли вона обчислюється на n×n матрицях, n = 1, 2, . . .,
обмеженого ступеню, є необхiдно н.к. многочленом (теорема 6.1). Умова обмеже-
ностi степенiв - iстотна i не може бути опущена (приклад 6.3). Проте, якщо ми
не вимагаємо цiєї умови, то наступне вiрно: довiльна н.к. функцiя на (Kd)nc, що
є многочленом ступеню Mn вiд матричних елементiв, коли вона обчислюється на
n× n матрицях, - це сума н.к. многочлена i нескiнченного ряду однорiдних мно-
гочленiв fj, що зникають на всiх наборах n × n матриць для j > Mn (теорема
6.4). Ми також отримаємо узагальнення теореми 6.1 до н.к. функцiй на (набагато
бiльш загальних) н.к. просторах, якi є многочленами на зрiзах (теорема 6.8).

У роздiлi 7 ми вивчаємо аналiтичнi н.к. функцiї i збiжнiсть їх TT рядiв. Ми
розглядаємо три рiзних топологiї на н.к. просторi Vnc (над комплексним вектор-
ним простором V), чи три типа збiжностi н.к. степеневих рядiв, i, вiдповiдно, три
типу аналiтичностi н.к. функцiй: скiнченно-вiдкриту топологiю i аналiтичнiсть на
зрiзах, топологiю норми i аналiтичнiсть на n × n матрицях над V для кожного
n = 1, 2, . . ., i рiвномiрно-вiдкриту топологiю i рiвномiрну (за n) аналiтичнiсть.
Головна особливiсть аналiтичних н.к. функцiй, встановлена у роздiлi 7, - це що
локальна обмеженiсть тягне за собою аналiтичнiсть, у кожному з трьох налашту-
вань. В першiй частинi пiдроздiлу 7.1 ми вводимо скiнченно-вiдкриту топологiю
на Vnc i доводимо, що н.к. функцiя, яка є локально обмеженою на зрiзах, - ана-
лiтична на зрiзах i обговорюємо збiжнiсть вiдповiдного TT ряду (теорема 7.2).
У другiй частинi пiдроздiлу 7.1 ми показуємо, що н.к. функцiя, яка є локаль-
но обмеженою (вiдносно топологiї норми на Vn×n, для кожного n), - аналiтична,
з TT рядом, що збiгається рiвномiрно i абсолютно на певних вiдкритих повних
кругових н.к. множинах навколо центру Y ∈ Ωs (теорема 7.4) або на вiдкритих
кулях з центром у Y (наслiдок 7.5). Ми також встановлюємо єдинiсть розвинень
у н.к. степеневий ряд, у обох топологiях, описаних вище (теорема 7.9). У пiдроз-
дiлi 7.2 ми вводимо i вивчаємо рiвномiрно-вiдкриту топологiю на н.к. просторi
Vnc над операторним простором V . У пiдроздiлi 7.3 ми показуємо, що рiвномiрно
локально обмежена н.к. функцiя є рiвномiрно аналiтичною, i її TT ряд збiгається
рiвномiрно i абсолютно на певних рiвномiрно-вiдкритих повних кругових н.к. мно-
жинах навколо Y (теорема 7.21), або на певних рiвномiрно-вiдкритих матрично
кругових н.к. множинах (теорема 7.23), або на рiвномiрно-вiдкритих н.к. кулях
(наслiдок 7.26). Ми також доводимо версiю цього результату для випадку V = Cd

i TT ряду збiжного уздовж Gd (теорема 7.29 i наслiдок 7.31). У пiдроздiлi 7.4 ми
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вводимо i вивчаємо аналiтичнi н.к. функцiї вищого порядку, також у трьох рiзних
топологiях. Головнi результати тут аналогiчнi результатам у пiдроздiлах 7.1 i 7.3.

У роздiлi 8 ми вивчаємо збiжнiсть н.к. степеневого ряду у трьох рiзних топо-
логiях, як у роздiлi 7, до (аналiтичної у вiдповiдному сенсi) н.к. функцiї. Резуль-
тати тут зворотнi до результатiв пiдроздiлiв 7.1 i 7.3. Ми обговорюємо збiжнiсть
н.к. степеневих рядiв у скiнченно-вiдкритiй топологiї (вiдп., у топологiї норми i у
рiвномiрно-вiдкритiй топологiї) у пiдроздiлi 8.1 (вiдп., 8.2 i 8.3). В кожнiй тополо-
гiї ми даємо оцiнки для радiусiв збiжностi типу Кошi–Адамара i точнi оцiнки для
розмiру областей збiжностi рiзної форми. Ми також характеризуємо максимальнi
н.к. множини, де сума ряду - аналiтична на зрiзах (вiдп., aналiтична i рiвномiр-
но аналiтична) н.к. функцiя i даємо багато прикладiв iлюструючих рiзницi мiж
рiзними типами областей збiжностi.

У роздiлi 9 ми визначаємо i вивчаємо так званi розширення на доданки пря-
мих сум для н.к. множин i н.к. функцiй [97]. Якщо н.к. множина Ω - iнварiантна
щодо подiбностей, то можливо розширити Ω до бiльшої н.к. множини, Ωd.s.e., яка
мiстить, разом з матрицею, що розкладається у пряму суму матриць, кожний
прямий доданок у цьому розкладаннi. Це поширення зберiгає багато властиво-
стей Ω (пропозицiя 9.1). Ми далi можемо розширити н.к. функцiю f на Ω до н.к.
функцiї fd.s.e. на Ωd.s.e., що спадкує бiльшiсть важливих властивостей f , зокрема,
аналiтичнiсть (пропозицiя 9.2). Подiбним чином, ми визначаємо i встановлюємо
властивостi розширень на доданки прямих сум для н.к. функцiй вищого порядку
(пропозицiя 9.3). Ми також визначаємо i вивчаємо розширення на доданки пря-
мих сум для послiдовностей f`, ` = 0, 1, . . . (вiдп., fw, w ∈ Gd) мiльтiлiнiйних
вiдображень, що задовольняють умови (0.15)–(0.18) (вiдп., їх аналоги у випадку
M = Rd) у пропозицiї 9.4 (вiдп., у пропозицiї 9.6).

Як ми згадували у пiдроздiлi 0.2, нам потрiбно, щоб н.к. множина Ω бу-
ла допустимою справа (злiва) для того, щоб визначити правi (лiвi) рiзницево-
диференцiальнi оператори через обчислення н.к. функцiй f на Ω в точках, що
є блочними верхньо- (нижньо-) трикутними матрицями. Проте, для (скажiмо,
верхньо-) блочно-трикутної матрицi [X Z

0 Y ] нам потрiбно масштабувати Z, так, щоб
[X rZ

0 Y ] ∈ Ω. Тодi ми можемо визначити ∆Rf(X, Y )(rZ) i поширити це означення
на довiльнi Z за лiнiйнiстю ∆Rf(X, Y )(·). Хоча властивостi ∆R (∆L) й можуть
бути встановленi використанням цих масштабувань, це створює громiздкi технi-
чнi труднощi у доведеннях. Щоб обiйти цi технiчнi труднощi, ми визначаємо так
званий подiбностно-iнварiантний конверт Ω̃ н.к. множини Ω, що є найменшою
н.к. множиною, що мiстить Ω i є iнварiантною щодо подiбностей. Тодi виявля-
ється, що Ω̃ - також iнварiантне щодо формування блочно-трикутних матриць
(пропозицiя 10.2). Наш наступний крок - розширити н.к. функцiю f на Ω до н.к.
функцiї f̃ на Ω̃. Таке поширення - єдине (пропозицiя 10.3). Подiбне поширення
будується для н.к. функцiй вищого порядку (пропозицiя 10.5). Виявляється, що
(∆Rf̃)|Ω×Ω = ∆Rf (зауваження 2.5), що дозволяє нам довести рiзнi твердження
про рiзницево-диференцiальнi оператори скрiзь рукопис, припускаючи, без втра-
ти загальностi, що дана н.к. множина Ω є подiбностно iнварiантна. Результати
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про подiбностно iнварiантнi конверти i вiдповiднi розширення н.к. функцiй пред-
ставленнi у роздiлi 10, який мiститься у [97, Appendix A], написаному у спiвпрацi
з Шибанандою Бiсвасом.





Роздiл 1

Рiзнi результати для спецiальних типiв н.к. функцiй

У цьому роздiлi ми розглядаємо рiзнi результати здобувача, що стали дже-
релом методiв i натхненням для побудови загальної теорiї н.к. функцiй, яку ми
розробляємо в подальших роздiлах.

1.1. Матричнозначнi н.к. рацiональнi функцiї i їх сингулярностi

Ми поширюємо тут означення н.к. рацiональних функцiй з пiдроздiлу 0.1 до
матричнозначного випадку (дивись [98]). Наш пiдхiд використовує рацiональнi
вирази i обчислення на матрицях усiх розмiрiв. Ми також придiляємо увагу до
областей регулярностi i вбудовуємо їх у нашi означення.

Нехай T = (T1, . . . , Td) - набiр n × n загальних матриць, тобто елементи
(Ti)jk, i = 1, . . . , d; j, k = 1, . . . , n, - це dn2 комутуючих невизначених. Для P =∑

w∈Gd x
wPw ∈ Kp×q〈x1, . . . , xd〉 (де Pw ∈ Kp×q i сума має тiльки скiнченну кiль-

кiсть ненульових членiв), ми визначаємо

(1.1) Pn =
∑
w∈Gd

Tw ⊗ Pw ∈ Knp×nq[(Ti)jk : i = 1, . . . , d; j, k = 1, . . . , n]

(тобто Pn - це np × nq матричнозначний многочлен вiд комутуючих невизначе-
них ((Ti)jk)). Ми також обчислюємо матричнозначнi н.к. многочлени на наборах
матриць над полем K, як у (0.3). Ми зараз визначаємо рекурсивно p × q ма-
тричнозначний н.к. рацiональний вираз R, його область регулярностi domR =∐∞

n=1 domnR, де domnR - вiдкрита за Зарiським пiдмножина у (Kn×n)d, i ї ї обчи-
слення на загальних матрицях

Rn ∈ Knp×nq((Ti)jk : i = 1, . . . , d; j, k = 1, . . . , n)

для n ∈ NR, де NR - непуста пiдпiвгрупа у N. Ми також визначаємо обчислення
R(X) ∈ Knp×nq для X = (X1, . . . , Xd) ∈ domnR.

Означення 1.1. (1) Н.к. многочлен P ∈ Kp×q〈x1, . . . , xd〉 - це p×q матри-
чнозначний н.к. рацiональний вираз з domP =

∐∞
n=1(Kn×n)d, NP = N, i

його обчислення визначенi як (1.1) i (0.3).

(2) Якщо R1 i R2 - p× q матричнозначнi н.к. рацiональнi вирази, то R1 + R2

- також p× q матричнозначний н.к. рацiональний вираз, dom(R1 +R2) =
domR1 ∩ domR2, NR = NR1

∩NR2
, i його обчислення данi як

(R1 +R2)n = (R1)n + (R2)n,

(R1 +R2)(X) = R1(X) +R2(X).
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(3) Якщо R1 - p× q матричнозначний н.к. рацiональний вираз i R2 - q× r ма-
тричнозначний н.к. рацiональний вираз, то R1R2 - p× r матричнозначний
н.к. рацiональний вираз, dom(R1R2) = domR1 ∩ domR2, NR = NR1

∩NR2

i його обчислення данi як

(R1R2)n = (R1)n(R2)n,

(R1R2)(X) = R1(X)R2(X).

(4) Якщо R - p × p матричнозначний н.к. рацiональний вираз i detRn ∈
K((Ti)jk) ненульовий для деякого n ∈ NR, то R−1 - p × p матричнозна-
чний н.к. рацiональний вираз,

domR−1 = {X ∈ domR : detR(X) 6= 0} ,
NR−1 = {n ∈ NR : detRn 6= 0},

i
(R−1)n = (Rn)

−1,

R−1(X) = R(X)−1.

(5) Якщо Rab, a = 1, . . . , p2, b = 1, . . . , q2, - p1 × q1 матричнозначнi н.к. рацiо-
нальнi вирази, то R = [Rab]a=1,...,p2; b=1,...,q2

- p1p2 × q1q2 матричнозначний
н.к. рацiональний вираз,

domR =
⋂

a=1,...,p2; b=1,...,q2

domRab,

NR =
⋂
a,b

NRab,

i
Rn = [(Rab)n]a=1,...,p2; b=1,...,q2

,

R(X) = [Rab(X)]a=1,...,p2; b=1,...,q2
.

Ясно, що domnR = ∅ для n /∈ NR i що якщо поле K - нескiнченне (так що
перетин непустих вiдкритих за Зарiським множин - непустий), то domnR 6= ∅ для
n ∈ NR.

Також ясно, що область регулярностi1 рацiональної матричнозначної функцiї
Rn вiд комутуючих невизначених ((Ti)jk) мiстить domnR (i R(X) = Rn(X) ∈
Knp×nq для X ∈ domnR). Ми визначаємо розширену область регулярностi R,
edomR =

∐∞
n=1 edomnR, де edomnR ⊆ (Kn×n)d - область регулярностi рацiо-

нальної матричнозначної функцiї Rn (ми покладаємо edomnR = ∅ для n /∈ NR).

1Область регулярностi рацiональної матричнозначної функцiї комутуючих невизначених визначається як
перетин областей регулярностi її матричних елементiв. Область регулярностi скалярної рацiональної функцiї -
це доповнення множини нулiв її знаменника у взаємно-простому дробовому зображеннi.
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Зауваження 1.2. З означення 1.1 безпосередньо випливає, що н.к. рацiональ-
нi вирази є iнварiантними щодо прямих сум i спiльних подiбностей. А саме, якщо
R - p × q матричнозначний рацiональний вираз, X ′ = (X ′1, . . . , X

′
d) ∈ domn′(R) i

X ′′ = (X ′′1 , . . . , X
′′
d ) ∈ domn′′(R), то X ′ ⊕X ′′ ∈ domn′+n′′(R) i

(1.2) R(X ′ ⊕X ′′) = R(X ′)⊕R(X ′′),

деX ′⊕X ′′ = (X ′1⊕X ′′1 , . . . , X ′d⊕X ′′d ); якщоX = (X1, . . . , Xd) ∈ domn(R) i матриця
S ∈ Kn×n - неособлива, то SXS−1 = (SX1S

−1, . . . , SXdS
−1) ∈ domn(R) i

(1.3) R(SXS−1) = (S ⊗ Ip)R(X)(S−1 ⊗ Iq).

Як показав Ю. Волчич у [156], розширена область регулярностi матричнозна-
чної н.к. рацiональної функцiї - iнварiантна щодо спiльних подiбностей, але вза-
галi не є iнварiантною щодо прямих сум. Вiн запропонував розглядати так звану
стабiльну розширену область регулярностi, edomstR =

∐∞
n=1 edomst

n R, яка вже
iнварiантна як щодо спiльних подiбностей, так i щодо прямих сум, таким чином:

edomst
n R := {X ∈ edomnR : I` ⊗X ∈ edomnR для всiх ` ∈ N}.

Легко побачити, що domR ⊆ edomstR ⊆ edomR.

Ми зараз визначаємо матричнозначну н.к. рацiональну функцiю шляхом вве-
дення вiдношення еквiвалентностi на основi обчислень матричнозначних н.к. ра-
цiональних виразiв.

Означення 1.3. Два p × q матричнозначнi н.к. рацiональнi вирази R1 i R2

називаються еквiвалентними, якщо (R1)n = (R2)n для всiх n ∈ NR1
∩ NR2

. p ×
q матричнозначна н.к. рацiональна функцiя R - це клас еквiвалентностi p × q
матричнозначних н.к. рацiональних виразiв.

Також ясно, що якщо R1 i R2 еквiвалентнi, то R1(X) = R2(X) для всiх X ∈
domR1 ∩ domR2.

Приклад 1.4. (1) 1× 1 рацiональнi вирази r1 = 0 i r2 = 0 · (x1x2−x2x1)
−1

еквiвалентнi, Nr1
= N, Nr2

= N \ {1} i dom r1 =
∐

n∈N(Kn×n)2, dom r2 =
{X = (X1, X2) : det(X1X2 −X2X1) 6= 0}.

(2) 1 × 1 рацiональнi вирази r1 = x1x2(x1x2 − x2x1)
−1 i r2 = 1 + x2x1(x1x2 −

x2x1)
−1 еквiвалентнi, Nr1

= Nr2
= N \ {1} i dom r1 = dom r2 = {X =

(X1, X2) : det(X1X2 −X2X1) 6= 0}.

(3) Користуючись стандартним розрахунком з доповненням Шура, ми може-
мо виявити, що 1× 1 рацiональнi вирази

r1 =
[
1 0

] [1− x1 −x2

−x2 1− x1

]−1 [
1
0

]
,
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r2 = (1− x1 − x2(1− x1)
−1x2)

−1

i
r3 = −x−1

2 (1− x1)(x2 − (1− x1)x
−1
2 (1− x1))

−1

еквiвалентнi, i ми маємо Nr1
= Nr2

= Nr3
= N, проте

dom r1 =

{
X = (X1, X2) : det

[
1−X1 −X2

−X2 1−X1

]
6= 0

}
,

dom r2 = {X = (X1, X2) : det(1−X1) 6= 0, det(1−X1 −X2(1−X1)
−1X2) 6= 0},

dom r3 = {X = (X1, X2) : det(X2) 6= 0, det(X2 − (1−X1)X
−1
2 (1−X1)) 6= 0}.

Ми будемо позначати матричнозначнi н.к. рацiональнi вирази римськими лi-
терами, а матричнозначнi н.к. рацiональнi функцiї готичними лiтерами.

Для p× q матричнозначної н.к. рацiональної функцiї R, ми визначаємо NR =⋃
R∈RNR i розширену область регулярностi R, edomR =

∐∞
n=1 edomnR, де

edomnR = ∅ для n /∈ NR i edomnR = edomnR для n ∈ NR i для будь-якого
R ∈ R таких, що n ∈ NR; зауважимо, що за означенням 1.3, edomnR не зале-
жить вiд вибору R. Таким самим чином [156] можна визначити стабiльну розши-
рену область регулярностi R, edomst R :=

∐∞
n=1 edomst

n R. Ми також визначаємо
обчислення R на загальних матрицях

Rn ∈ Knp×nq((Ti)jk : i = 1, . . . , d; j, k = 1, . . . , n)

як Rn = Rn. Ми визначаємо область регулярностi R, domR =
∐∞

n=1 domnR,
де domnR =

⋃
R∈R domnR; ми також визначаємо R(X) = R(X) ∈ Knp×nq для

X ∈ domnR i будь-якого R ∈ R з X ∈ domnR.
Добре вiдомо, що сингулярностi функцiй однiєї змiнної можуть бути вивченi

за допомогою їх реалiзацiй лiнiйними системами. Зокрема, фундаментальним фа-
ктом є те, що сингулярностi матричнозначної рацiональної функцiї однiєї змiнної
спiвпадають з сингулярностями резольвенти у її мiнiмальнiй реалiзацiї. Дивись,
наприклад, [23]. Точнiше, будь-яка p× q матриця R рацiональних функцiй змiн-
ної x над полем K (iншими словами, матричнозначна рацiональна функцiя R),
що регулярна в точцi 0, допускає зображення

(1.4) R = D + C(Im − xA)−1xB

для якогось m, з A ∈ Km×m, B ∈ Km×q, C ∈ Kp×m, D ∈ Kp×q. Таке зображе-
ння називається реалiзацiєю з простором станiв, тому що воно виражає R як
передавальну функцiю лiнiйної стацiонарної системи вхiд-стан-вихiд з простором
станiв Km, простором входiв Kq i простором виходiв Kp. Реалiзацiя (1.4) нази-
вається мiнiмальною, якщо вимiрнiсть m простору станiв - мiнiмальна можлива,
або еквiвалентно, якщо реалiзацiя керована:

(1.5) span
n≥0

ranAnB = Km,
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i спостережувана:

(1.6)
⋂
n≥0

kerCAn = {0}.

Мiнiмальна реалiзацiя єдина з точнiстю до iзоморфiзму простору станiв. Твердже-
ння про сингулярностi, на яке було натякнуте вище, каже, що область регулярно-
стi R (визначене як перетин областей регулярностi матричних елементiв R),
domR, спiвпадає з множиною

(1.7) {X ∈ K : det(Im − X A) 6= 0}.

Ми зараз узагальнюємо цей результат до налаштування н.к. рацiональних
функцiй. Бiльш того, як застосування н.к. результату, ми одержимо його кому-
тативний аналог у налаштуваннi матричнозначних раiональних функцiй кiлькох
комутуючих невизначених. Зокрема, як в н.к., так i в комутативному випадку
многовид сингулярностей матричнозначної рацiональної функцiї допускає лiнiй-
не детермiнантне зображення, порiвняй з [85, Section 14] i посиланнями там.

Сформулюємо зараз наш головний результат про сингулярностi [98].

Теорема 1.5. Нехай R - p × q матричнозначна н.к. рацiональна функцiя,
зображена виразом

(1.8) R = D(x) + C(x)(Im − x1A1 − · · · − xdAd)
−1B(x)

для якогось m, де Ak ∈ Km×m, k = 1, . . . , d, B(x) =
∑
|w|=lB x

wBw iC(x) =∑
|w|=lC x

wCw - однорiднi н.к. многочлени з коефiцiєнтами Bw ∈ Km×q, Cw ∈
Kp×m, i D(x) - н.к. многочлен з коефiцiєнтами у Kp×q. Припустимо, що

span
v,w∈Gd, |w|=lB

ranAvBw = Km,(1.9) ⋂
v,w∈Gd, |w|=lC

CwA
v = {0}.(1.10)

Тодi

edomst R = domR

=
∞∐
n=1

{
X ∈

(
Kn×n)d : det(In ⊗ Im −X1 ⊗ A1 − · · · −Xd ⊗ Ad) 6= 0

}
.(1.11)

Зауваження 1.6. Зауважимо тут, що в оригiнальному формулюваннi цiєї
теореми у [98] лiва частина (1.11) мiстила edomR замiсть edomst R. Але у такiй
формi перше з рiвнянь (1.11) не є завжди вiрним. Розрив у доведеннi був у тому,
що використовувалась iнварiантнiсть edomR щодо прямих сум, що не є вiрним
[156]. Але замiна edomR на edomst R, як показано у [156], дозволяє виправити
цю теорему, використовуючи такий самий аргумент у доведеннi.
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Зауваження 1.7. Зображення (1.8) має дуже загальний вигляд реалiзацiйної
формули. Степень н.к. многочлена D(x) звичайно не перевищує lB + lC ; проте, це
не є важливим для теореми 1.5. Перелiчимо найважливiшi спецiальнi випадки, де
теорема 1.5 може бути застосована:

• lB = lC = 0, D(x) = 0 – реалiзацiя впiзнаваними рядами [103, 138, 139,
60, 61, 39];

• lB = 1, lC = 0,D(x) - стала матриця – н.к. реалiзацiя Форнасiнi–Маркесiнi
[24] (дивись у [57, 58] оригiнальну комутативну версiю);

• lB = lC = 1, D(x) = x1D1 + · · · + xdDd – н.к. реалiзацiя Калюжного-
Вербовецького [27] (дивись у [93] оригiнальну комутативну версiю);

• lB = lC = 1, D(x) - н.к. многочлен другого степеню – чиста реалiзацiя
"метелика"[85].

Зображення (1.8) називається керованим (вiдп., спостережуваним), якщо (1.9)
(вiдп., (1.10)) має мiсце, i мiнiмальним, якщо воно є керованим i спостережува-
ним. Зауважимо, що у всiх спецiальних випадках, згаданих вище, цi означення
спiвпадають з оригiнальними. З другого боку, хоча структурнi н.к. реалiзацiї з
[24, 26, 25] мають також вигляд (1.8), означення керованостi i спостережувано-
стi для цих реалiзацiй вiдрiзняється вiд даного вище, i аналог теореми 1.5 може
бути невiрним.

Ключову роль у доведеннi грають операцiї лiвих i правих н.к. зсувiв назад,
якi ми вводимо наступним чином. Ми спочатку визначаємо рекурсивно лiвi зсуви
назад Lj(R), j = 1, . . . , d, для матричнозначного н.к. рацiонального виразу R,
регулярного у точцi 0.

Означення 1.8. (1) Для матричнозначного н.к. многочлена

P ∈ Kp×q〈x1, . . . , xd〉, P (x) =
∑
w∈Gd

xwPw,

покладемо

(1.12) Lj(P ) =
∑
w∈Gd

xwPgjw ∈ Kp×q〈x1, . . . , xd〉.

(2) Якщо R1 i R2 - p × q матричнозначнi н.к. рацiональнi вирази, якi обидва
регулярнi у 0, то

(1.13) Lj(R1 +R2) = Lj(R1) + Lj(R2).

(3) Якщо R1 - p × q матричнозначний н.к. рацiональний вираз i R2 - q × r
матричнозначний н.к. рацiональний вираз, i обидва R1 i R2 регулярнi у 0,
то

(1.14) Lj(R1R2) = Lj(R1)R2 +R1(0)Lj(R2).
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(4) Якщо R - p × p матричнозначний н.к. рацiональний вираз, регулярний у
0 i detR(0) 6= 0, то

(1.15) Lj(R−1) = −R(0)−1Lj(R)R−1.

(5) Якщо Rab, a = 1, . . . , p2, b = 1, . . . , q2 - p1 × q1 матричнозначнi н.к. ра-
цiональнi вирази, якi всi є регулярними у 0, i R = [Rab]a=1,...,p2; b=1,...,q2

, то
Lj(R) = [(Lj(R))ab]a=1,...,p2; b=1,...,q2

,

(1.16) (Lj(R))ab = Lj(Rab).

Ясно, що Lj(R) - це матричнозначний н.к. рацiональний вираз iз domLj(R) =
domR. Виявляється, що edomstLj(R) ⊇ edomstR, як наслiдок наступного клю-
чового факту про лiвi зсуви назад (доведення - не важке, i ми його опускаємо).

Теорема 1.9. Нехай R - p × q матричнозначний н.к. рацiональний вираз,
регулярний у 0. Нехай X ∈ domnR, i нехай W = (W1, . . . ,Wd) ∈ (K1×n)d. Тодi[

X 0
W 0

]
=

([
X1 0
W1 0

]
, . . . ,

[
Xd 0
Wd 0

])
∈ domn+1R

i

(1.17) R

([
X 0
W 0

])
=

 R(X) 0
d∑
j=1

(Wj ⊗ Ip)Lj(R)(X) R(0)

 .
Наслiдок 1.10. Якщо R1 i R2 - два еквiвалентних матричнозначних рацiо-

нальних вирази, якi обидва регулярнi у 0, то Lj(R1) i Lj(R2) - також еквiва-
лентнi.

Наслiдок 1.10 дозволяє нам визначити лiвi зсуви назад LjR для матричнозна-
чної н.к. рацiональної функцiї R, регулярної у 0: LjR - це клас еквiвалентностi
Lj(R) для будь-якого R ∈ R, що є регулярним у 0. Ми маємо

domLjR ⊇ domR, edomstLjR ⊇ edomst R.

Поняття правих н.к. зсувiв назад Rj вводиться аналогiчним чином.

Доведення теореми 1.5. Без втрати загальностi, ми можемо припустити,
що D(x) = 0. Ясно, що

edomst R ⊇ domR

⊇
∞∐
n=1

{
X ∈

(
Kn×n)d : det(In ⊗ Im −X1 ⊗ A1 − · · · −Xd ⊗ Ad) 6= 0

}
.
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Навпаки, припустимо, що X ∈ edomst
n R. Ми покажемо, що

det(In ⊗ Im −X1 ⊗ A1 − · · · −Xd ⊗ Ad) 6= 0.

Нехай L = (L1, . . . ,Ld), R = (R1, . . . ,Rd), i нехай w = gj1 · · · gjl ∈ Gd. Покла-
демо Lw = Lj1 · · · Ljl, Rw = Rj1 · · ·Rjl. Тодi для |w| ≥ lB, w = v′v з |v| = lB, ми
отримаємо (с точнiстю до тривiальної еквiвалентностi)

Rw(R) = C(x)(Im − x1A1 − · · · − xdAd)
−1Av′Bv + P,

де P - матричнозначний н.к. многочлен (тут ми користаємось однорiднiстю н.к.
многочлена B(z)). Оскiльки X ∈ edomst

n R, X ∈ edomst
n RwR = edomst

n Rw(R).
Отже, X ∈ edomst

n (C(x)(Im − x1A1 − · · · − xdAd)
−1Av′Bv), тобто np × nq матри-

чнозначна рацiональна функцiя

C(T )(In ⊗ Im − T1 ⊗ A1 − · · · − Td ⊗ Ad)
−1(In ⊗ Av′Bv)

регулярна вX. Тепер (1.9) тягне за собою, що np×nq матричнозначна рацiональна
функцiя C(T )(In⊗Im−T1⊗A1−· · ·−Td⊗Ad)

−1 регулярна в X. Iншими словами,
X ∈ edomst

n S, де S = C(x)(Im − x1A1 − · · · − xdAd)
−1 - p ×m матричнозначний

н.к. рацiональний вираз.
Далi, для |w| ≥ lC , w = v′>v> з |v| = lC , ми отримаємо (с точнiстю до тривi-

альної еквiвалентностi)

Lw(S) = CvA
v′(Im − x1A1 − · · · − xdAd)

−1

(тут ми користаємось однорiднiстю н.к. многочлена C(x)). ОскiлькиX ∈ edomst
n S,

X ∈ edomst
n Lw(S). Отже, np× nq матричнозначна рацiональна функцiя

(CvA
v′ ⊗ In)(In ⊗ Im − T1 ⊗ A1 − · · · − Td ⊗ Ad)

−1

- регулярна у X. Альтернативно, nm× np матричнозначна рацiональна функцiя

(In ⊗ Im − T>1 ⊗ A>1 − · · · − T>d ⊗ A>d )−1(A>
v′
>

C>v ⊗ In)

регулярна у X. Тепер, (1.10) еквiвалентне до

span
v′,v∈Gd, |v|=lC

ran A>
v′
>

C>v = Km,

що тягне за собою, що nm× nm матричнозначна рацiональна функцiя

(In ⊗ Im − T>1 ⊗ A>1 − · · · − T>d ⊗ A>d )−1

регулярна у X. Альтернативно,

(In ⊗ Im − T1 ⊗ A1 − · · · − Td ⊗ Ad)
−1
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регулярна у X.
Розглянемоm×m матричнозначний н.к. рацiональний вираз Q = (Im−x1A1−

· · · − xdAd)
−1. Оскiльки

Qn · (In ⊗ Im − T1 ⊗ A1 − · · · − Td ⊗ Ad) = In ⊗ Im,

ми маємо
detQn · det(In ⊗ Im − T1 ⊗ A1 − · · · − Td ⊗ Ad) = 1.

Оскiльки Qn регулярний у X, таким же є detQn, i ми можемо спецiалiзувати
останнiй вираз до X:

detQn(X) · det(In ⊗ Im −X1 ⊗ A1 − · · · −Xd ⊗ Ad) = 1.

Отже,
det(In ⊗ Im −X1 ⊗ A1 − · · · −Xd ⊗ Ad) 6= 0,

що i треба було довести. �

Як застосування нашого н.к. разультату про сингулярностi, ми отримаємо його
комутативний аналог.

Теорема 1.11. Нехай R - p × q матричнозначна рацiональна функцiя вiд
d комутуючих невизначених x1, . . . , xd (над полем K), регулярна у 0. Тодi для
будь-якої реалiзацiї Форнасiнi–Маркесiнi

(1.18) R = D + C(Im − x1A1 − · · · − xdAd)
−1(x1B1 + · · ·+ xdBd),

з мiнiмально можливим m (такi реалiзацiї завжди iснують), де Ak ∈ Km×m,
Bk ∈ Km×q, k = 1, . . . , d, C ∈ Kp×m, D ∈ Kp×q, область регулярностi R, domR,
спiвпадає з

{X = (X 1, . . . ,X d) ∈ Kd : det(Im − X 1A1 − · · · − X dAd) 6= 0}.

Доведення. Перш за все, зауважимо, що реалiзацiї Форнасiнi–Маркесiнi p×q
матричнозначної рацiональної функцiї R вiд d комутуючих невизначених x1, . . . , xd
(над полем K), регулярної у 0, завжди iснують (дивись [58]). Розглянемо будь-
яку таку реалiзацiю (1.18) з мiнiмально можливою вимiрнiстю простору станiв
m. Нехай R - p × q матричнозначна н.к. рацiональна функцiя, що є н.к. лiфтiн-
гом R, тобто R1 = R, отримана наступним чином: ми пiднiмаємо (1.18) до н.к.
рацiонального виразу R вигляду

(1.19) R = D + C(Im − x1A1 − · · · − xdAd)
−1(x1B1 + · · ·+ xdBd),

з тими самими даними A1, . . . , Ad, B1, . . . , Bd, C,D, замiною комутуючих неви-
значених xk у (1.18) на некомутуючi невизначенi xk, k = 1, . . . , d. Тодi R визначає
p× q матричнозначну н.к. рацiональну функцiю R i служить як її н.к. реалiзацiя
Форнасiнi–Маркесiнi.
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Остання реалiзацiя R є мiнiмальною. Справдi, якщо це не так, можна стиснути
її до мiнiмальної, RX , з даними AXk = PXAk|X , BXk = PXBk, k = 1, . . . , d, CX =
C|X , DX = D, де

X = PX oX c, X c = span
w∈Gd, k=1,...,d

AwBkKq, X o = span
w∈Gd

A>wC>Kp

(дивись [24] за деталями). Замiнив тепер н.к. невизначенi xk на комутуючi неви-
значенi xk, k = 1, . . . , d, у виразi RX , ми отримаємо iншу реалiзацiю Форнасiнi–
Маркесiнi R:

R = DX + CX (Im − x1A
X
1 − · · · − xdAXd )−1(x1B

X
1 + · · ·+ xdBXd ),

з dimX < m, що протиречiть нашому вибору m.
Твердження теореми тепер випливає з теореми 1.5, де ми спецiалiзуємо ви-

сновки до edomst
1 R, що спiвпадає з domR. �

1.2. Застосування результатiв про сингулярностi до стiйкостi
(комутативних) многочленiв

Многочлен p ∈ C[x1, . . . , xd] називається стiйким вiдносно областi D ⊆ Cd,
чи просто D-стiйким, якщо вiн не має нулiв у D, i строго D-стiйким, якщо вiн
не має нулiв у замиканнi областi D. У випадку, коли d = 1 i D - одиничний круг
D = {x ∈ C : |x| < 1}, i p(0) = 1, можна написати

p = (1− xa1) · · · (1− xan) = det(I − xK),

де ai = 1/xi, i = 1, . . . , n, нулi xi многочлена p рахуються вiдповiдно їх кратно-
стям, K = diag[a1, . . . , an] i n = deg p. Ясно, що матриця K стискаюча (вiдп.,
строго стискаюча), тобто ‖K‖ ≤ 1 (вiдп., ‖K‖ < 1); тут i далi у рукопису ‖ · ‖ -
операторна (2, 2) норма.

У [68], встановлюється iснування строго стискаючих детермiнантних зобра-
жень для строго стiйких многочленiв на декартовому добутку областей Картана
типу I, тобто на матричнiй одиничнiй полiкулi,

(1.20) B := B`1×m1 × · · · × B`k×mk

=
{
X = (X(1), . . . , X(k)) ∈ C`1×m1 × · · · × C`k×mk : ‖X(r)‖ < 1, r = 1, . . . , k

}
.

Теорема 1.12. Нехай p - многочлен вiд комутуючих невизначених z(r)
ij , r =

1, . . . , k, i = 1, . . . , `r, j = 1, . . . ,mr, з p(0) = 1, який є строго B-стiйким, де ма-
трична одинична полiкуля B визначена у (1.20). Тодi iснують n = (n1, . . . , nk) ∈
Zk+ i строгий стиск K ∈ C

∑k
r=1mrnr×

∑k
r=1 `rnr такi, що

(1.21) p = det(I −XnK), Xn =
k⊕
r=1

(X(r) ⊗ Inr).
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Доведення. Ми спочатку застосовуємо результат про стискаючу реалiзацiю
багатовимiрною лiнiйною системою з [69] у випадку полiкулi для рацiональної
функцiї 1/p, вiдповiдно масштабованої. Точнiше, для деякого c > 0, ми знаходимо
зображення

(1.22) c/p = D + C(I −XnA)−1XnB,

де Xn - як у (1.21), i матриця [ A B
C D ] розмiру (

∑k
r=1mrnr+1)×(

∑k
s=1 `sns+1) є сти-

скаючою, з ‖A‖ < 1 i ‖B‖ < 1. Тодi, як i у доведеннi теореми 1.11, ця реалiзацiя
пiднiмається до н.к. рацiонального виразу R замiною комутуючих невизначених
(матричних елементiв x(r)

ij ) на некомутуючi. Користаючись теорiєю н.к. структур-
них лiнiйних систем з [24], реалiзацiя тодi стискається до мiнiмальної, де поняття
мiнiмальностi визначається шляхом аналогiчним тому, що у пiдроздiлi 1.1:

R = Dmin + Cmin

(
I − xnmin

Amin

)−1

xnmin
Bmin,

чия вузлова матриця
[
Amin Bmin
Cmin Dmin

]
- все ще стискаюча i така, що ‖Amin‖ < 1 i

‖Bmin‖ < 1. Ми також отримаємо мiнiмальну реалiзацiю н.к. структурною си-
стемою для R−1 (дивись [24]),

R−1 = D×min + C×min

(
I − xnmin

A×min

)−1

xnmin
B×min,

з вузловою матрицею[
A×min B×min

C×min D×min

]
=

[
Amin −BminD

−1
minCmin BminD

−1
min

−D−1
minCmin D−1

min

]
.

Користаючись аналогом теорем 1.5 i 1.11 для налаштування полiкулi, ми отримає-
мо, що множина сингулярностей многочлена p/c (тобто пуста множина), спiвпадає
з {

X = (X(1), . . . , X(k)) ∈ C`1×m1 × · · · × C`k×mk : det(I −Xnmin
A×min) = 0

}
,

що можливо тiльки якщо det(I −Xnmin
A×min) ≡ 1.

Далi, з наступних двох факторiзацiй,[
I −Xnmin

Amin Xnmin
Bmin

−Cmin Dmin

]
=

[
I 0

−Cmin(I −Xnmin
Amin)−1 I

] [
I −Xnmin

Amin 0
0 c/p

] [
I (I −Xnmin

Amin)−1Xnmin
B

0 I

]
=

[
I Xnmin

B×min

0 I

] [
I −Xnmin

A×min 0
0 Dmin

] [
I 0

C×min I

]
,
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ми отримаємо, що

det

[
I −Xnmin

Amin Xnmin
Bmin

−Cmin Dmin

]
=
c

p
det(I −Xnmin

Amin) = Dmin det(I −Xnmin
A×min)

= Dmin =
c

p(0)
= c.

Отже, p = det(I − Xnmin
Amin). Оскiльки Amin є строгим стиском, ми отримаємо,

що (1.21) вiрне з K = Amin i nmin замiсть n. �

1.3. Рiзницево-диференцiальне числення для н.к. рацiональних
функцiй

У [99], розвивається рiзницево-диференцiальне числення для н.к. рацiональ-
них функцiй. Нехай K = K (<x1, . . . , xd )> позначає косе поле н.к. рацiональних
функцiй. Ми спочатку визначаємо рiзницево-диференцiальнi оператори

∆j : K→ K⊗K, j = 1, . . . , d,

якi є н.к. аналогом як часткових скiнченних рiзницевих, так i часткових дифе-
ренцiальних операторiв. Ми поширюємо ∆j на матричнозначнi н.к. рацiональнi
функцiї застосуванням цих операторiв поелементно; нагадаємо, що матричнозна-
чна н.к. рацiональна функцiя - це те же саме, що i матриця (скалярних) н.к.
рацiональних функцiй. Ми таким чином маємо

∆j : Kp×q → (K⊗K)p×q, j = 1, . . . , d.

Наша стратегiя буде визначити ∆j на матричнозначних н.к. рацiональних виразах
рекурсивно, починаючи з матричнозначних н.к. многочленiв, i постулюючи лiнiй-
нiсть i вiдповiдну версiю правила Лейбниця. Ми тодi перевiряємо, що еквiвален-
тнiсть зберiгається, таким чином ми можемо визначити ∆j на матричнозначних
н.к. рацiональних функцiях.

Щоб визначити ∆j на матричнозначних н.к. рацiональних виразах, нам буде
потрiбно ввести матричнозначнi н.к. рацiональнi вирази вiд двох наборiв н.к. не-
визначених, x1, . . . , xd i x′1, . . . , x′d. Вони отримаються застосуванням послiдовних
матричних арифметичних операцiй до тензорних добуткiв матричнозначних н.к.
рацiональних виразiв вiд x1, . . . , xd i x′1, . . . , x′d i формуванням блочних матриць.
Точнiше,

Означення 1.13. (1) Якщо R i R′ - p × q i p′ × q′ матричнозначнi н.к.
рацiональнi вирази вiд x1, . . . , xd i вiд x′1, . . . , x′d, вiдповiдно, то R ⊗ R′ -
pp′× qq′ матричнозначний н.к. рацiональний вираз вiд x1, . . . , xd i x′1, . . . ,
x′d, з dom(R⊗R′) = domR× domR′, i обчислення визначається як

(R⊗R′)(X,X ′) = R(X)⊗R′(X ′).

Тут для X ∈ (Kn×n)d i X ′ ∈
(
Kn′×n′)d ми маємо R(X) ∈ Kn×n ⊗ Kp×q,

R′(X ′) ∈ Kn′×n′ ⊗ Kp′×q′ i R(X) ⊗ R′(X ′) ∈ Kn×n ⊗ Kn′×n′ ⊗ Kpp′×qq′ через
канонiчне ототожнення Kp×q ⊗Kp′×q′ з Kpp′×qq′.
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(2) Якщо R1 i R2 - p × q матричнозначнi н.к. рацiональнi вирази вiд двох
наборiв невизначених, то таким є i R1 + R2, dom(R1 + R2) = domR1 ∩
domR2, i обчислення дається як

(R1 +R2)(X,X
′) = R1(X,X

′) +R2(X,X
′).

(3) Якщо R1 i R2 - p×q i q×r матричнозначнi н.к. рацiональнi вирази вiд двох
наборiв невизначених, то R1R2 - p× r матричнозначний н.к. рацiональний
вираз, dom(R1R2) = domR1 ∩ domR2, i обчислення дається як

(R1R2)(X,X
′) = R1(X,X

′)R2(X,X
′).

(4) Якщо R - p×p матричнозначний н.к. рацiональний вираз вiд двох наборiв
невизначених i detR(X,X ′) не зникає тотожньо на domR, то таким є i
R−1,

domR−1 = {(X,X ′) ∈ domR : detR(X,X ′) 6= 0}
i

R−1(X,X ′) = R(X,X ′)−1.

(5) Якщо Rab, a = 1, . . . , p2, b = 1, . . . , q2, - p1 × q1 матричнозначнi н.к. рацiо-
нальнi вирази вiд двох наборiв невизначених, то R = [Rab]a=1,...,p2; b=1,...,q2

-
p1p2 × q1q2 матричнозначний н.к. рацiональний вираз,

domR =
⋂

a=1,...,p2; b=1,...,q2

domRab

i
R(X,X ′) = [Rab(X,X

′)]a=1,...,p2; b=1,...,q2
.

Ми зауважимо, що для p×q матричнозначного н.к. рацiонального виразу R вiд
двох наборiв невизначених i для X ∈ (Kn×n)d i X ′ ∈

(
Kn′×n′)d з (X,X ′) ∈ domR,

обчислення R(X,X ′) ∈ Kn×n⊗Kn′×n′⊗Kp×q. Ми часто будемо користуватись кано-
нiчним ототожненням Kn×n⊗Kn′×n′⊗Kp×q =

(
Kn×n ⊗Kn′×n′)⊗Kp×q з Knn′p×nn′q.

Таким чином ми будемо часто розглядати R(X,X ′) як nn′p× nn′q матрицю.
Класи еквiвалентностi p × q матричнозначних н.к. рацiональних виразiв вiд

двох наборiв невизначених, якi формуються використанням тiльки правил (1), (2),
(3) i (5) у означеннi 1.13 є у природнiй взаємно-однозначнiй вiдповiдностi з p× q
матрицею над K ⊗ K. Ми визначаємо область регулярностi, domR, матрицi
R над K ⊗ K як об’єднання областей регулярностi всiх матричнозначних н.к.
рацiональних виразiв вiд двох наборiв невизначених, що представляють R.

Ми можемо обчислити матричнозначний н.к. рацiональний вираз R вiд двох
наборiв невизначених на загальних матрицях T1, . . . , Td i T ′1, . . . , T ′d, i ввести
пiдмножину NR ⊆ N, де обчислення визначене, i розширену область, edomR.
Ми тодi визначаємо NR i edomR, розширену область регулярностi матрицi R
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над K ⊗K, беручи об’єднання над усiма матричнозначними н.к. рацiональними
виразами вiд двох наборiв невизначених, що представляють R.

Ми зараз даємо означення рiзницево-диференцiальних операторiв ∆j. Для p×q
матричнозначного н.к. рацiонального виразу R, ∆j(R) - це p×q матричнозначний
н.к. рацiональний вираз вiд двох наборiв невизначених.

Означення 1.14. (1) Для матричнозначного н.к. многочлена
P ∈ Kp×q〈x1, . . . , xd〉, P (x) =

∑
w∈Gd x

wPw, покладемо

∆j(P ) =
∑
w∈Gd

∑
u,v : w=ugjv

(xu ⊗ x′v)Pw ∈ (K〈x1, . . . , xd〉 ⊗K〈x′1, . . . , x′d〉)⊗Kp×q.

(2) Якщо R1 i R2 - p× q матричнозначнi н.к. рацiональнi вирази, то

∆j(R1 +R2) = ∆j(R1) + ∆j(R2).

(3) Якщо R1 - p × q матричнозначний н.к. рацiональний вираз i R2 - q × s
матричнозначний н.к. рацiональний вираз, то

∆j(R1R2) = ∆j(R1)(1⊗R2) + (R1 ⊗ 1)∆j(R2).

(4) Якщо R - p × p матричнозначний н.к. рацiональний вираз, не тотожньо
особливий, то

∆j(R
−1) = −(R−1 ⊗ 1)∆j(R)(1⊗R−1).

(5) Якщо Rab, a = 1, . . . , p2, b = 1, . . . , q2, - p1 × q1 - матричнозначнi н.к.
рацiональнi вирази i R = [Rab]a=1,...,p2; b=1,...,q2

, то

∆j(R) = [(∆j(R))ab]a=1,...,p2; b=1,...,q2
, (∆j(R))ab = ∆j(Rab).

Ясно, що dom ∆j(R) = domR× domR.

Приклад 1.15. Для скалярного н.к. многочлена тотального степеня два вiд
двох невизначених,

p = α + x1β + x2γ + x2
1δ + x1x2ε+ x2x1ζ + x2

2η,

ми маємо

∆1(p) = (1⊗ 1)β + (1⊗ x′1)δ + (x1 ⊗ 1)δ + (1⊗ x′2)ε+ (x2 ⊗ 1)ζ

i
∆2(p) = (1⊗ 1)γ + (x1 ⊗ 1)ε+ (1⊗ x′1)ζ + (1⊗ x′2)η + (x2 ⊗ 1)η.
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Приклад 1.16. Розглянемо p× q матричнозначний н.к. рацiональний вираз

(1.23) R = C(Im − x1A1 − · · · − xdAd)
−1B,

де m ∈ N, Aj ∈ Km×m (j = 1, . . . , d), B ∈ Km×q, C ∈ Kp×m. (Це впiзнавана
реалiзацiя p × q матричнозначним н.к. рацiональним виразом матричнозначної
н.к. рацiональної функцiї; дивись [103, 138, 60].) Ми маємо

∆j(R) = (C ⊗ 1) ·
(
(Im − x1A1 − · · · − xdAd)

−1 ⊗ 1
)
· (1⊗ 1)Aj

·
(
1⊗ (Im − x′1A1 − · · · − x′dAd)

−1
)
· (1⊗B),

або с точнiстю до тривiальної еквiвалентностi,

(1.24) ∆j(R) ∼
(
C(Im − x1A1 − · · · − xdAd)

−1Aj ⊗ 1
)

·
(
1⊗ (Im − x′1A1 − · · · − x′dAd)

−1B
)

∼
(
C(Im − x1A1 − · · · − xdAd)

−1 ⊗ 1
)
·
(
1⊗ Aj(Im − x′1A1 − · · · − x′dAd)

−1B
)
.

A priori не ясно з означення 1.14, що ∆j зберiгає еквiвалентнiсть матрично-
значних н.к. рацiональних виразiв i може бути таким чином визначене на ма-
тричнозначних н.к. рацiональних функцiях. Це є наслiдком наступної ключової
теореми, що спiввiдносить обчислення ∆j(R)(Z,Z ′) до обчислення R на наборах
2 × 2 блочних верхньо-трикутних матриць з Zj i Z ′j на блочних дiагоналях. Ми
будемо ототожнювати Kn×n ⊗ Kn′×n′ з hom(Kn×n′,Kn×n′), так що

∑
iAi ⊗ Bi вiд-

повiдає лiнiйному вiдображенню H 7→
∑

iAiHBi. Ця вiдповiднiсть поширюється
природно на p × q матрицi: ми ототожнюємо Kn×n ⊗ Kn′×n′ ⊗ Kp×q = Kn×n ⊗
(Kn′×n′⊗Kp×q) з hom

(
Kn×n′,Kn×n′ ⊗Kp×q). Ми також користаємось позначенням

domnR := domR ∩ (Kn×n)d.

Теорема 1.17. Нехай R - p × q матричнозначний н.к. рацiональний вираз.
Нехай X ∈ domnR i X ′ ∈ domn′ R, i нехай Z = (Z1, . . . , Zd) ∈

(
Kn×n′)d. Тодi

[
X Z
0 X ′

]
=

([
X1 Z1

0 X ′1

]
, . . . ,

[
Xd Zd
0 X ′d

])
∈ domn+n′ R

i

(1.25) R

([
X Z
0 X ′

])
=

R(X)
d∑
j=1

∆j(R)(X,X ′)(Zj)

0 R(X ′)

 .
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Доведення. Ми встановлюємо (1.25) рекурсивно; мiркування також дає, що[
X Z
0 X ′

]
∈ domn+n′ R. Ми спочатку перевiряємо, що (1.25) є вiрним, коли R - ма-

тричнозначний н.к. многочлен P =
∑

w∈Gd x
wPw.

P

([
X Z
0 X ′

])
=
∑
w∈Gd

[
X Z
0 X ′

]w
⊗ Pw

=
∑

`∈Z+, i1,...,i`∈{1,...,d}

[
Xi1 Zi1
0 X ′i1

]
· · ·
[
Xi` Zi`
0 X ′i`

]
⊗ Pgi1 ···gi`

=
∑

`, i1,...,i`

Xi1 · · ·Xi`

∑̀
k=1

Xi1 · · ·Xik−1
ZikX

′
ik+1
· · ·X ′i`

0 X ′i1 · · ·X
′
i`

⊗ Pgi1 ···gi`
=

 ∑
`, i1,...,i`

Xi1 · · ·Xi` ⊗ Pgi1 ···gi`
∑

`, i1,...,i`

∑̀
k=1

Xi1 · · ·Xik−1
ZikX

′
ik+1
· · ·X ′i` ⊗ Pgi1 ···gi`

0
∑

`, i1,...,i`

X ′i1 · · ·X
′
i`
⊗ Pgi1 ···gi`


=

∑w Xw ⊗ Pw
∑
w

d∑
j=1

∑
u,v : w=ugjv

XuZjX
′v ⊗ Pw

0
∑
w
X ′w ⊗ Pw


=

P (X)
d∑
j=1

∆j(P )(X,X ′)(Zj)

0 P (X ′)

 .
Якщо (1.25) вiрне для R1 i для R2, то воно, звiсно, є вiрним для R = R1 +R2.
Зараз припустимо, що (1.25) є вiрним для p× q матричнозначного н.к. рацiо-

нального виразу R1 i для q × r матричнозначного н.к. рацiонального виразу R2.
Тодi

(R1R2)

([
X Z
0 X ′

])
= R1

([
X Z
0 X ′

])
R2

([
X Z
0 X ′

])

=

R1(X)
d∑
j=1

∆j(R1)(X,X
′)(Zj)

0 R1(X
′)

 ·
R2(X)

d∑
j=1

∆j(R2)(X,X
′)(Zj)

0 R2(X
′)


=

R1(X)R2(X)
d∑
j=1

(R1(X)∆j(R2)(X,X
′)(Zj) + ∆j(R1)(X,X

′)(Zj)R2(X
′))

0 R1(X
′)R2(X

′)


=

(R1R2)(X)
d∑
j=1

∆j(R1R2)(X,X
′)(Zj)

0 (R1R2)(X
′)

 .
Отже, (1.25) є вiрним для p×r матричнозначного н.к. рацiонального виразу R1R2.
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Далi, припустимо, що (1.25) є вiрним для p × p матричнозначного н.к. рацiо-
нального виразу R, який не є тотожньо особливим. Тодi

R−1

([
X Z
0 X ′

])
= R

([
X Z
0 X ′

])−1

=

R(X)
d∑
j=1

∆j(R)(X,X ′)(Zj)

0 R(X ′)

−1

=

R(X)−1 −R(X)−1

(
d∑
j=1

∆j(R)(X,X ′)(Zj)

)
R(X ′)−1

0 R(X ′)−1


=

R−1(X)
d∑
j=1

∆j(R
−1)(X,X ′)(Zj)

0 R−1(X ′)

 .
Отже, (1.25) є вiрним для матричнозначного н.к. рацiонального виразу R−1.

Нарештi, ми покажемо, що якщо (1.25) є вiрним для Rab, a = 1, . . . , p2, b =
1, . . . , q2, то воно є також вiрним для R = [Rab]. Ясно, що є достатнiм довести
(1.25) для випадку, коли тiльки один блок Rab ненульовий, тобто R = Eab ⊗ Rab,
з деякими a, b i Eab - p2 × q2 матрицею з 1 у позицiї (a, b) i 0 - у рештi матрицi.
Оскiльки (Eab ⊗Rab)(X) = (Eab ⊗ Ip1

) · (Iq2
⊗Rab)(X), це зводиться до доведення

(1.25) для Iq2
⊗ Rab. Спрощуючи позначення, ми можемо сформулювати задачу

таким чином: показати, що якщо p× q матричнозначний н.к. рацiональний вираз
R задовольняє (1.25), то також i sp×sq матричнозначний н.к. рацiональний вираз
Is ⊗R для кожного s ∈ N. Ми спочатку зауважимо, що для всiх m, s ∈ N i будь-
якого X ∈ dommR ми маємо X ⊗ Is ∈ dommsR i (Is ⊗ R)(X) = R(X ⊗ Is) – це
випливає прямо з означення матричнозначних н.к. рацiональних виразiв. Тодi ми
маємо

(Is ⊗R)

([
X Z
0 X ′

])
= R

([
X ⊗ Is Z ⊗ Is

0 X ′ ⊗ Is

])
=

[
R(X ⊗ Is)

∑d
j=1 ∆j(R)(X ⊗ Is, X ′ ⊗ Is)(Zj ⊗ Is)

0 R(X ′ ⊗ Is)

]
=

[
(Is ⊗R)(X)

∑d
j=1 ∆j(Is ⊗R)(X,X ′)(Zj)

0 (Is ⊗R)(X ′)

]
,

тобто Is ⊗R задовольняє (1.25).
Доведення є повним. �

Наслiдок 1.18. Якщо R1 i R2 - два еквiвалентних матричнозначних н.к.
рацiональних вирази, то ∆j(R1) i ∆j(R2) є також еквiвалентними.

Доведення випливає безпосередньо з (1.25).
Наслiдок 1.18 дозволяє нам визначити ∆jR для матричнозначної н.к. рацiо-

нальної функцiї R: ∆jR - це матриця над K⊗K, вiдповiдна до класу еквiвален-
тностi ∆j(R) для будь якого R ∈ R. Ми маємо dom ∆jR ⊇ domR × domR. Ми
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зараз опишемо деякi з багатьох граней н.к. рiзницево-диференцiальних операто-
рiв.

1.3.1. Напрямковi похiднi. Обчислюючи ∆j(R), j = 1, . . . , d, у X ′ = X дає
диференцiал або напрямковi похiднi матричнозначного н.к. рацiонального виразу
R у X:

(1.26)
d∑
j=1

∆j(R)(X,X)(Zj) =
d

dt
R(X + tZ)

∣∣
t=0
.

Тут X ∈ domR i ми розглядаємо R(X + tZ) як матричнозначну н.к. рацiональну
функцiю вiд невизначеної t. Формула (1.26) випливає легко з рекурсивного озна-
чення ∆j i вiдповiдних властивостей похiдної матричнозначної н.к. рацiональної
функцiї однiєї невизначеної. Звiсно, можна також написати аналог (1.26) для ма-
тричнозначних н.к. рацiональних функцiй.

1.3.2. Зсуви назад. Нехай R - матричнозначний н.к. рацiональний вираз,
регулярний в нулi, тобто 0 ∈ dom1R. Тодi

(1.27) ∆j(R)(X, 0) = RjR(X), ∆j(R)(0, X) = LjR(X),

де Rj i Lj - оператори правого i лiвого зсувiв назад, введених у [98] (дивись пiд-
роздiл 1.1). Формула (1.27) випливає легко з рекурсивних означень ∆j i зсувiв
назад. Звiсно, можна також написати аналог (1.27) для матричнозначних н.к. ра-
цiональних функцiй. Як iлюстрацiя дiї зсувiв назад, для многочлена p з приклада
1.15 ми маємо

R1p = β + x1δ + x2ζ, L1p = β + x1δ + x2ε,

R2p = γ + x1ε+ x2η, L2p = γ + x1ζ + x2η,

i для впiзнаваної реалiзацiї (1.23) з приклада 1.16, ми маємо

RjR = C(Im−x1A1−· · ·−xdAd)
−1AjB, LjR = CAj(Im−x1A1−· · ·−xdAd)

−1B.

1.3.3. Формули скiнченних рiзниць. Для p× q матричнозначного н.к. ра-
цiонального виразу R i X(0), X ∈ domnR ми маємо н.к. формулу скiнченних
рiзниць

R(X)−R
(
X(0)

)
=

d∑
j=1

∆j(R)
(
X(0), X

)(
Xj −X(0)

j

)
,

яка може бути доведена рекурсивно, i поширити її природним чином до матри-
чнозначної н.к. рацiональної функцiї.
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1.3.4. Рiзницево-диференцiальнi оператори вищого порядку. Ми мо-
жемо iтерувати рiзницево-диференцiальнi оператори ∆j: ми визначаємо лiнiйне
вiдображення

∆j : K⊗` → K⊗(`+1)

його дiєю на чистих тензорах як

∆j(r1 ⊗ · · · ⊗ r`) = r1 ⊗ · · · ⊗ r`−1 ⊗∆jr`.

Легко перевiрити, що ∆j задовольняє наступну версiю правила Лейбниця:

(1.28) ∆j(rr
′) = ∆jr · ι`r′ + (r⊗ 1) ·∆jr

′,

для всiх r, r′ ∈ K⊗`, де лiнiйне вiдображення ι` : K⊗` → K⊗`+1 (насправдi, гомо-
морфiзм K-алгебр) - визначений на чистих тензорах як

ι`(r1 ⊗ · · · ⊗ r`−1 ⊗ r`) = r1 ⊗ · · · ⊗ r`−1 ⊗ 1⊗ r`.

Застосовуючи (1.28) до обох сторiн тотожностi rr−1 = 1, ми отримаємо, що

(1.29) ∆j(r
−1) = −(r−1 ⊗ 1) ·∆jr · ι`(r−1).

Ми поширюємо ∆j i ι` поелементно на матрицi.
Ми можемо зараз визначити для слова w = gi` · · · gi1 довжини ` вiдповiднi

рiзницево-диференцiальнi оператори вищого порядку

∆w := ∆i` · · ·∆i1 : Kp×q →
(
K⊗(`+1)

)p×q
.

Приклад 1.19. Для матричнозначної н.к. рацiональної функцiї R, визначеної
матричнозначним н.к. рацiональним многочленом P =

∑
v∈Gd x

vPv, i для слова
w = gi` · · · gi1 довжини `, що не перевищує тотального степеня P , ми маємо

∆wR =
∑
v∈Gd

∑
v=u1gi1u2gi2 ···gi`u`+1

(
(x(1))u1 ⊗ (x(2))u2 ⊗ · · · ⊗ (x(`+1))u`+1

)
Pv.

Точнiше, кожний член у другiй сумi з правого боку - це тензорний добуток `+ 1
н.к. рацiональної функцiї визначеної вiдповiдними н.к. одночленами; альтерна-
тивно, права сторона (з деякими вкладеними дужками) - це матричнозначний
н.к. рацiональний вираз вiд ` наборiв невизначених, що визначає ∆wR.

Приклад 1.20. Для матричнозначної н.к. рацiональної функцiї R, визначеної
впiзнаваною реалiзацiєю вигляду (1.23), ми маємо, iтеруючи першу рiвнiсть у
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(1.24), що для кожного w = gi` · · · gi1,

∆wR =

(
C(Im − x(1)

1 A1 − · · · − x(1)
d Ad)

−1Ai1 ⊗ 1⊗ · · · ⊗ 1︸ ︷︷ ︸
` times

)

·
∏̀
j=2

1⊗ · · · ⊗ 1︸ ︷︷ ︸
j−1 разiв

⊗ (Im − x(j)
1 A1 − · · · − x(j)

d Ad)
−1Aij ⊗ 1⊗ · · · ⊗ 1︸ ︷︷ ︸

`−j+1 разiв


·

1⊗ · · · ⊗ 1︸ ︷︷ ︸
` разiв

⊗ (Im − x(`+1)
1 A1 − · · · − x(`+1)

d Ad)
−1B

 .

Ми ототожнюємо Kn1×n1 ⊗ · · · ⊗Kn`+1×n`+1 з `-лiнiйними вiдображеннями

Kn1×n2 × · · · ×Kn`×n`+1 −→ Kn1×n`+1,

так що
∑

i

(
A

(1)
i ⊗ · · · ⊗ A

(`+1)
i

)
вiдповiдає `-лiнiйному вiдображенню

(H1, . . . , H`) 7−→
∑
i

A
(1)
i H1A

(2)
i · · ·A

(`)
i H`A

(`+1)
i .

Ця вiдповiднiсть поширюється природно на матрицi. Тодi для p× q матричнозна-
чної н.к. рацiональної функцiї R i для X(1) ∈ Kn1×n1, . . . , X(`+1) ∈ Kn`+1×n`+1 у
вiдповiдних областях, ми маємо, що

∆wR
(
X(1), . . . , X(`+1)

)
∈ Kn1×n1 ⊗ · · · ⊗Kn`+1×n`+1 ⊗Kp×q,

i для (H1, . . . , H`) ∈ Kn1×n2 × · · · ×Kn`×n`+1, ми маємо, що

∆wR
(
X(1), . . . , X(`+1)

)
(H1, . . . , H`) ∈ Kn1×n`+1 ⊗Kp×q.

Зокрема, ми маємо

d∑
i=1

d∑
j=1

∆i∆jR(X,X,X)(Zi, Zj) =
d2

dt2
R(X + tZ)

∣∣∣
t=0
.

Це в точностi гессiан R, який грає центральну роль у вивчаннi н.к. опуклостi;
дивись, наприклад, [74, 85, 84]. Гессiани i напрямковi похiднi матричнозначних
н.к. рацiональних виразiв були застосованi у пакетi NCAlgebra, щоб виробити
алгоритм перевiрки опуклостi [41].

Зауваження 1.21. Ми можемо також визначити рiзницево-диференцiальнi
оператори на матрицях над тензорними степенями K на рiвнi матричнозначних
н.к. рацiональних виразiв вiд кiлькох наборiв невизначених. Для p× q матрично-
значного н.к. рацiонального виразу R вiд ` наборiв невизначених, ми визначаємо
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∆j(R), p×q матричнозначний н.к. рацiональний вираз вiд `+1 наборiв невизначе-
них аналогiчно означенню 1.14, за винятком того, що в правилi (1) ми розглядаємо
“чистi тензори"замiсть многочленiв, i ми модифiкуємо правила (3) i (4), дивись
(1.28) i (1.29). А саме,

(1) Якщо R i R′ - матричнозначнi н.к. рацiональнi вирази вiд t наборiв i вiд s
наборiв невизначених вiдповiдно, з t+ s = `, ми покладаємо

∆j(R⊗R′) = R⊗∆j(R
′).

(3) Якщо R1 i R2 - матричнозначнi н.к. рацiональнi вирази сумiсних розмiрiв
вiд ` наборiв невизначених, то

∆j(R1R2) = ∆j(R1)ι`(R2) + (R1 ⊗ 1)∆j(R2).

(4) Якщо R - квадратний матричнозначний н.к. рацiональний вираз вiд ` на-
борiв невизначених, який не є тотожньо особливим, то

∆j(R
−1) = −(R−1 ⊗ 1)∆j(R)ι`(R

−1).

Тут для матричнозначного н.к. рацiонального виразу R вiд ` наборiв невизначе-
них, ι`(R) - матричнозначний н.к. рацiональний вираз того ж розмiру вiд ` + 1
наборiв невизначених, визначений за допомогою ι1(R) = 1 ⊗ R i рекурсивних
спiввiдношень

(1) ιt+s(R⊗R′) = R⊗ ιs(R′);

(2) ι`(R1 +R2) = ι`(R1) + ι`(R2);

(3) ι`(R1R2) = ι`(R1)ι`(R2);

(4) ι`(R−1) = (ι`(R))−1;

(5) ι`([Rab]) = [ι`(Rab)]

для ` > 1. Зауважимо, що для наборiв матриць Xj ∈ (Knj×nj)d, j = 1, . . . , ` +
1, значення ι`(R)(X(1), . . . , X(`+1)) - це образ значення R(X(1), . . . , X(`−1), X(`+1))
лiнiйного вiдображення

Kn1×n1 ⊗ · · · ⊗Kn`−1×n`−1 ⊗Kn`+1×n`+1

−→ Kn1×n1 ⊗ · · · ⊗Kn`−1×n`−1 ⊗Kn`×n` ⊗Kn`+1×n`+1,

A(1) ⊗ · · · ⊗ A(`) 7−→ A(1) ⊗ · · · ⊗ A(`−1) ⊗ In` ⊗ A(`),

розширений природно до вiдображення

Kn1×n1 ⊗ · · · ⊗Kn`−1×n`−1 ⊗Kn`+1×n`+1 ⊗Kp×q

−→ Kn1×n1 ⊗ · · · ⊗Kn`−1×n`−1 ⊗Kn`×n` ⊗Kn`+1×n`+1 ⊗Kp×q.
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Ми тодi маємо аналог теореми 1.17 такий. Нехай R - p× q матричнозначний н.к.
рацiональний вираз вiд ` наборiв невизначених, нехай X(j) ∈ (Knj×nj)d, j = 1, . . . ,
`− 1, X ∈ (Kn×n)d, X ′ ∈

(
Kn′×n′)d, так що

(X(1), . . . , X(`−1), X), (X(1), . . . , X(`−1), X ′) ∈ domR,

i нехай Z ∈
(
Kn×n′)d. Тодi(

X(1), . . . , X(`−1),

[
X Z
0 X ′

])
∈ domR

i

(1.30) R

(
X(1), . . . , X(`−1),

[
X Z
0 X ′

])

=

R(X(1), . . . , X(`−1), X)
d∑
j=1

∆j(R)(X(1), . . . , X(`−1), X,X ′)(Zj)

0 R(X(1), . . . , X(`−1), X ′)

 .
Тут

∆j(R)(X(1), . . . , X(`−1), X,X ′) ∈ Kn1×n1 ⊗ · · · ⊗Kn`−1×n`−1 ⊗Kn×n ⊗Kn′×n′ ⊗Kp×q

i

∆j(R)(X(1), . . . , X(`−1), X,X ′)(Zj) ∈ Kn1×n1 ⊗ · · · ⊗ Kn`−1×n`−1 ⊗ Kn×n′ ⊗ Kp×q,

дивись обговорення перед теоремою 1.17 i пiсля прикладу 1.20. Доведення є анало-
гiчним доведенню теореми 1.17, за винятком того, що замiсть встановлення (1.25)
для многочленiв, ми встановлюємо (1.30) для чистих тензорiв. А саме, ми повиннi
показати, що якщо R i R′ задовольняють (1.30), то також i R⊗R′. Це може бути
досягнуте використанням тотожностi

R(X(1), . . . , X(`−1))⊗R′
([
X Z
0 X ′

])
=
(
R(X(1), . . . , X(`−1))⊗ I

)(
I ⊗R′

([
X Z
0 X ′

]))
.

З (1.30) випливає, що ∆j зберiгає еквiвалентнiсть матричнозначних н.к. рацiо-
нальних виразiв вiд ` наборiв невизначених i може бути таким чином визначеним
на матрицях над K⊗`.

Зауваження 1.22. Як спецiальний випадок попереднього зауваження, ми ба-
чимо, що для матричнозначної н.к. рацiональної функцiї R i для слова w довжи-
ни `, ∆wR - матриця над K⊗`, яка вiдповiдає класу еквiвалентностi ∆w(R) для
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будь-якого R ∈ R. Ми далi робимо висновок, що dom ∆wR ⊇ (domR)`+1. Це
включення випливає з рiвностi dom ∆wR = (domR)`+1 для матричнозначного
н.к. рацiонального виразу R, який може бути доведений рекурсивно. Зауважимо,
що для добутку ми маємо правило Лейбниця вищого порядку:

(1.31) ∆w(R1R2) =
∑

u,v∈Gd : w=uv

(∆v(R1)⊗ 1⊗ · · · ⊗ 1︸ ︷︷ ︸
`−|v| разiв

) · (1⊗ · · · ⊗ 1︸ ︷︷ ︸
`−|u| разiв

⊗∆u(R2)).

1.3.5. Формальнi степеневi ряди. Матричнозначний н.к. рацiональний ви-
раз, регулярний в нулi, визначає н.к. формальний степеневий ряд з матричними
коефiцiєнтами. Ця вiдповiднiсть визначається рекурсивно оберненням формаль-
ного степеневого ряду з оборотним сталим членом (коефiцiєнтом для x∅); дивись,
наприклад, [39]. Бiльше того, R1 i R2 еквiвалентнi тодi i тiльки тодi, коли вiдпо-
вiднi формальнi степеневi ряди спiвпадають, так що н.к. формальний степеневий
ряд матричнозначної н.к. рацiональної функцiї, регулярної у нулi, є добре визна-
ченим; дивись, наприклад, [98, Remark 2.14]. Якщо

∑
w∈Gd x

wRw - розвинення у
формальний степеневий ряд для R, то розвинення у формальний степеневий ряд
для ∆jR дається як ∑

u,v∈Gd

(xu ⊗ x′v)Rugjv.

Для доведення ми користаємось впiзнаваною реалiзацiєю i представляємо R ма-
тричнозначним н.к. рацiональним виразом вигляду (1.23). Отже, Rw = CAwB. З
другого боку, з прикладу 1.16 випливає, що розвинення у формальний степеневий
ряд для ∆jR дається як ∑

u,v∈Gd

(xu ⊗ x′v)CAuAjA
vB.

Таким чином, ми бачимо, що коефiцiєнт для xu ⊗ x′v є в точностi Rugjv.
Подiбний аргумент, що використовує приклад 1.20, показує, що розвинення у

формальний степеневий ряд для ∆wR, з w = gi` · · · gi1, дається як∑
u1,...,u`+1∈Gd

((x(1))u1 ⊗ (x(2))u2 ⊗ · · · ⊗ (x(`+1))u`+1)Ru1gi1u2gi2 ···gi`u`+1
.

Зокрема, дивлячись на сталий член цього розвинення (тобто для u1 = . . . = u`+1 =
∅), ми бачимо, що

∆wR(0, . . . , 0) = Rw>.

1.4. Н.к. обмежена дiйсна лема без втрат

У [13], класи матричнозначних н.к. рацiональних функцiй з рiзними симе-
трiями вивчались в термiнах їх реалiзацiй Джiвона–Росера (GR). Н.к. система
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Джiвона–Росера (оригiнальну комутативну версiю цих систем можна знайти у
[67]) дається як

(1.32) ΣGR :


h1(g1w) = A11h1(w) + · · ·+ A1dhd(w) +B1u(w),

...
hd(gdw) = Ad1h1(w) + · · ·+ Addhd +Bdu(w),

y(w) = C1h1(w) + · · ·+ Cdhd(w) +Du(w),

(w ∈ Gd).

Тут hj ∈ Kmj , тобто простiр станiв має d компонент: Km = Km1 ⊕ · · · ⊕ Kmd.
Передавальна функцiя н.к. системи Джiвона–Росера дається як

(1.33) F = D + C(Im −∆(x)A)−1∆(x)B,

де A - d×d блочна матриця з блоками Aij ∈ Kmi×mj , ∆(x) = x1P1 + · · ·+xdPd, i Pj
- ортогональна проєкцiя простору станiв Km на його j-у компоненту Kmj . Система
(1.32), що позначається також як ΣGR = (d;A,B,C,D;Km =

⊕d
k=1 Kmk,Kp,Kq),

називається керованою (вiдп., спостережуваною), якщо

span
w∈Gd

ran{PjAwB} = Kmj ,

(
вiдп.,

⋂
w∈Gd

ker{CAw|Kmj}

)
= {0}, j = 1, . . . , d.

Керована i спостережувана система називається мiнiмальною.
Зразок результату з [13] -це версiя так званої обмеженої дiйсної леми без втрат

(дивись [25] щодо загальної обмеженої дiйсної леми у н.к. налаштуваннi). Нехай
F - q × q матричнозначна н.к. рацiональна функцiя над полем C, регулярна в
нулi. Нехай J = J−1 = J∗ ∈ Cq×q. Тодi F називається матрично-J-унiтарною
на множинi Jd наборiв d косоермiтових n × n матриць, n = 1, 2, . . . (що є н.к.
аналогом уявленої осi комплексної площини), якщо

(1.34) F (X)(In ⊗ J)F (X)∗ = In ⊗ J (X ∈ Jd)

в усiх точкахX ∈ Jd∩domF для будь-якого матричнозначного н.к. рацiонального
виразу F , що представляє F.

Теорема 1.23. Нехай F - Cq×q-значна н.к. рацiональна функцiя з мiнiмаль-
ною GR-реалiзацiєю F як у (1.32)–(1.33). Тодi F - матрично-J-унiтарна на Jd
тодi i тiльки тодi, коли наступнi умови задовольняються:

a) D - J-унiтарне, тобто DJD∗ = J ;
b) iснує оборотний ермiтовий розв’язок H = diag(H1, . . . , Hd), з Hk ∈ Cmk×mk,

k = 1,. . . ,d, рiвняння Ляпунова

(1.35) A∗H +HA = −C∗JC,

i

(1.36) B = −H−1C∗JD.
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Властивiсть b) еквiвалентна
b’) iснує оборотна ермiтова матриця H = diag(H1, . . . , Hd), з Hk ∈ Cmk×mk,

k = 1,. . . ,d, така, що

(1.37) H−1A∗ + AH−1 = −BJB∗,

i

(1.38) C = −DJB∗H.

Доведення. Нехай F - матрично-J-унiтарна, i F - її GR-реалiзацiя, як у
(1.33), отже D = F (0) є J-унiтарним (зокрема, оборотним). Рiвнiсть (1.34) мо-
же бути переписана як

(1.39) F (X)−1 = (In ⊗ J)F (−X∗)∗(In ⊗ J),

для всiх X в щiльнiй за Зарiським множинi у (Cn×n)d, бо множина наборiв d косо-
ермiтових матриць є множиною єдиностi для голоморфних функцiй вiд змiнних
xk,ij, k = 1,. . . ,d, i, j = 1,. . . ,n [140]. Оскiльки (1.39) виконується для всiх n ∈ N,
з цього випливає (дивись, наприклад, [130, 62]), що н.к. формальнi степеневi ря-
ди, вiдповiднi до лiвої та правої частин рiвностi (1.39), спiвпадають. Тодi (дивись
[24]) ΣGR,× = (d;A×, B×, C×, D×;Cm =

⊕d
k=1 Cmk,Cq) з A×, B×, C×, D× дана як[

A× B×

C× D×

]
=

[
A−BD−1C BD−1

−D−1C D−1

]
,

(дивись пiдроздiл 1.2) є мiнiмальною GR-реалiзацiєю F−1. За (1.39), iнша мiнi-
мальна GR-реалiзацiя F−1 - це Σ̃GR = (d; Ã, B̃, C̃, D̃;Cm =

⊕d
k=1 Cmk,Cq), де

Ã = −A∗, B̃ = C∗J, C̃ = −JB∗, D̃ = JD∗J.

Тодi (дивись [24]) iснує єдине перетворення подiбностi T = diag(T1, . . . , Td), що
спiввiдносить ΣGR,× i Σ̃GR, де Tk ∈ Cmk×mk є оборотними для k = 1, . . . , d, i

(1.40) T (A−BD−1C) = −A∗T, TBD−1 = C∗J, D−1C = JB∗T.

Зауважимо, що спiввiдношення D−1 = JD∗J , що означає J-унiтарнiсть D, було
вже встановлено вище. Легко перевiрити, що спiввiдношення (1.40) є також вiрни-
ми для T ∗ на мiсцi T . Отже, за единiстю матрицi подiбностi, T = T ∗. Покладаючи
H = −T , ми отримаємо з (1.40) рiвностi (1.35) i (1.36), як i (1.37) i (1.38), прямим
обчисленням.

Доведемо зараз трохи загальнiше твердження нiж зворотне. Нехай ΣGR - (не
обов’язково мiнiмальна) GR-реалiзацiя F вигляду (1.32) з передавальною функцi-
єю F як у (1.33), де D є J-унiтарним, i нехай H = diag(H1, . . . , Hd), з Hk ∈ Crk×rk ,
k = 1, . . . , d, - ермiтова оборотна матриця, що задовольняює (1.35) i (1.36). Тодi
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таким же чином, як i у [11, теорема 2.1] для випадку однiєї змiнної, ми отримаємо
для X,X ′ ∈ Cn×n:

F (X)(In ⊗ J)F (X ′)∗ = In ⊗ J − (In ⊗ C) (In ⊗ Ir −∆(X)(In ⊗ A))−1

×∆(X +X ′∗)(In ⊗H−1) (In ⊗ Ir − (In ⊗ A∗)∆(X ′∗))−1 (In ⊗ C∗)(1.41)

(зауважимо, що ∆(X) комутує з In⊗H−1). Отримаємо з (1.41), що F (X) - (In⊗J)-
унiтарне на (Dn×n)d в усiх точкахX, де воно визначене. Оскiльки n ∈ N - довiльне,
F - матрично-J-унiтарна на Jd. Ясно, що умови a) i b’) також тягнуть за собою
матрично-J-унiтарнiсть F на Jd. �

З доведення теореми 1.23 випливає, що розв’язок H = diag(H1, . . . , Hd) рiвня-
ння Ляпунова (1.35) визначений однозначно даною мiнiмальною GR-реалiзацiєю
F. Матриця H = diag(H1, . . . , Hd) називається асоцiйованою структурною ермi-
товою матрицею (асоцiйованою з цiєю мiнiмальною GR-реалiзацiєю F).

1.5. Перетин нульових пiдпросторiв для матричних пiдстановок у н.к.
рацiональний степеневий ряд

В цьому пiдроздiлi ми обговорюємо результати з [12].

Теорема 1.24. Нехай P =
∑
|w|≤m x

wPw ∈ Cp×q 〈x1, . . . , xd〉. Тодi для кожного
n ∈ N : n ≥ mm (у випадку m = 0, для кожного n ∈ N),

(1.42)
⋂

X∈(Cn×n)d

kerP (X) = Cn ⊗
( ⋂
w∈Gd : |w|≤m

kerPw
)
,

i бiльше того, iснують l ∈ N : l ≤ qn, i набори d матриць X(1), . . . , X(l) ∈
(Cn×n)d такi, що

l⋂
j=1

kerP (X(j)) = Cn ⊗
( ⋂
w∈Gd : |w|≤m

kerPw
)
.

Доведення. Для m = 0, рiвнiсть (1.42) є очевидною для будь-якого n ∈ N.
Для m > 0, включення “⊃” у (1.42) є також очевидним для будь-якого n ∈ N.
Покажемо, що для m > 0 i n = mm включення “⊂” у (1.42) є вiрним.

Для m = n = 1, ми маємо P = P∅ +
∑d

k=1 xkPgk . Якщо h ∈
⋂
X∈Cd kerP (X),

то, звiсно, P∅h = Pg1
h = . . . = Pgdh = 0, що означає включення “⊂” у (1.42) для

цього випадку.
Для m > 1 i n = mm, нехай матриця S ∈ Cn×n ∼= (Cm×m)⊗m визначена

її дiєю на базисних векторах ei1 ⊗ · · · ⊗ eim ∈ (Cm)⊗m (тут ej, j = 1, . . . ,m, -
стандартний базис Cm) як S(ei1 ⊗ · · · ⊗ eim) = eim ⊗ ei1 ⊗ · · · ⊗ eim−1

. Отже, S -
матриця перестановки. Визначимо X ′ = (X ′1, . . . , X

′
d) ∈ (Cn×n)d ∼= ((Cm×m)⊗m)d
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як X ′j = (Mj ⊗ I⊗m−1
m )S, j = 1,. . . ,d, де Mj ∈ Cm×m, j = 1,. . . ,d, довiльнi. Нехай

h ∈
⋂
X∈(Cn×n)d kerP (X). Тодi

0 = P (X ′)h =
( ∑
w∈Gd : |w|≤m

X ′
w ⊗ Pw

)( ∑
1≤i1,...,im≤m

ei1 ⊗ · · · ⊗ eim ⊗ hi1,...,im
)

=
∑

w=gj1 ···gj|w| : |w|≤m

∑
1≤i1,...,im≤m

Mj1eim−|w|+1
⊗ · · · ⊗Mj|w|eim

⊗ei1 ⊗ · · · ⊗ eim−|w| ⊗ Pwhi1,...,im.

Права частина цiєї рiвностi - многочлен вiд скалярних змiнних (Mj)α,β, j = 1,. . . ,d;
α, β = 1,. . . ,m, який зникає тотожньо. Таким чином, всi його коефiцiєнти - нулi.
Зокрема,

∑
1≤i1,...,im≤m

ei1 ⊗ · · · ⊗ eim ⊗ P∅hi1,...,im = 0. Оскiльки множина векторiв

ei1 ⊗ · · · ⊗ eim, i1, . . . , im ∈ {1, . . . ,m}, лiнiйно незалежна, P∅hi1,...,im = 0 для всiх
i1, . . . , im ∈ {1, . . . ,m}. Коефiцiєнт для (Mj1)1,β1

· · · (Mj|w|)|w|,β|w|
є

∑
σ

∑
1≤i1,...,im−|w|≤m

eσ(1) ⊗ · · · ⊗ eσ(|w|)

⊗ ei1 ⊗ · · · ⊗ eim−|w| ⊗ Pgjσ(1)
···gjσ(|w|)

hi1,...,im−|w|,βσ(1),...,βσ(|w|) = 0,

де σ пробiгає множину всiх перестановок чисел 1, . . . , |w|. Оскiльки множина ве-
кторiв eσ(1) ⊗ · · · ⊗ eσ(|w|) ⊗ ei1 ⊗ · · · ⊗ eim−|w| лiнiйно незалежна, ми маємо, що
Pgjσ(1)

···gjσ(|w|)
hi1,...,im−|w|,βσ(1),...,βσ(|w|) = 0 для всiх σ i i1, . . . , im−|w| ∈ {1, . . . ,m}. Оскiль-

ки β1, . . . , β|w| ∈ {1, . . . ,m} - довiльнi, Pwhi1,...,im = 0 для всiх w ∈ Gd : |w| ≤ m i
i1, . . . , im ∈ {1, . . . ,m}. Таким чином, h ∈ Cn ⊗

(⋂
|w|≤m kerPw

)
, як треба.

Нехай тепер m > 0 i n > mm. Розглянемо будь-який пiдпростiр V у Cn ви-
гляду V = span{ej1, . . . , ejmm}, де ejk - рiзнi вектори iз стандартного базису Cn.
Визначимо множину MV ⊂ (Cn×n)d, що складається з наборiв n × n матриць
X = (X1, . . . , Xd) таких, що (Xj)α,β = 0 якщо (α, β) /∈ {j1, . . . , jmm}×{j1, . . . , jmm}.
Звiсно,MV iзоморфне (Cmm×mm

)d. Отже,⋂
X∈(Cn×n)d

kerP (X) ⊂
⋂

X∈MV

kerP (X)

=
(
V ⊗

( ⋂
w∈Gd : |w|≤m

kerPw
))
⊕
((
Cn 	 V

)
⊗ Cq

)
=
(
Cn ⊗

( ⋂
w∈Gd : |w|≤m

kerPw
))
⊕
((
Cn 	 V

)
⊗
(
Cq 	

( ⋂
w∈Gd : |w|≤m

kerPw
)))

.

Позначимо останню ортогональну суму як H0 ⊕ HV . Оскiльки
⋂
V HV = {0}, де

V пробiгає множину пiдпросторiв даного вигляду, ми маємо
⋂
V (H0 ⊕HV ) = H0.

Отже,
⋂
X∈(Cn×n)d kerP (X) ⊂ Cn ⊗

(⋂
|w|≤m kerPw

)
.
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Друга частина теореми випливає з аргументу вимiрностi, а саме,

dim
⋂

X∈(Cn×n)d

kerP (X) ≤ qn.

Теорема 1.24 доведена. �

Наслiдок 1.25. Нехай P =
∑
|w|≤m x

wPw ∈ Cp×q 〈x1, . . . , xd〉. Якщо для деяко-
го n ∈ N : n ≥ mm (у випадку m = 0, для деякого n ∈ N) ми маємо P (X) = 0 для
всiх X ∈ (Cn×n)d, то P = 0.

Зауважимо, що наша оцiнка mm для нижньої межи n у наслiдку 1.25 є, звiсно,
набагато слабкiша, нiж оцiнка [m/2] + 1, добре вiдома у теорiї полiномiальних
тотожностей кiлець (дивись, наприклад, сс. 22–23 у [130]). Тим не менше, вона
також тягне за собою те, що не iснує полiномiальних спiввiдношень, вiрних для
нескiнченно багатьох матричних кiлець Cnj×nj , nj ∈ N, j = 1, 2, . . ..

Ми зауважимо також, що для будь-якого ε > 0 ми можемо замiнити множину
(Cn×n)d в теоремi 1.24 множиною

Γn(ε) := {X = (X1, . . . , Xd) ∈
(
Cn×n)d : ‖Xk‖ < ε, k = 1, . . . , d}.

Справдi, за теоремою єдиностi, якщо P (X)h = 0 для деякого h ∈ Cn ⊗ Cq i усiх
X ∈ Γn(ε), то P (X)h = 0 для всiх X ∈ (Cn×n)d.

Теорема 1.26. Нехай F =
∑

w∈Gd x
wFw ∈ Cp×q 〈〈x1, . . . , xd〉〉 - н.к. формаль-

ний н.к. степеневий ряд рацiональної матричнозначної н.к. функцiї, регулярної
у 0, i m ∈ Z+ - таке, що ⋂

w∈Gd : |w|≤m

kerFw =
⋂
w∈Gd

kerFw.

Тодi iснує ε > 0 таке, що для кожного n ∈ N: n ≥ mm (у випадку m = 0, для
кожного n ∈ N),

(1.43)
⋂

X∈Γn(ε)

kerF(X) = Cn ⊗
( ⋂
w∈Gd : |w|≤m

kerFw
)
,

i бiльш того, iснують l ∈ N: l ≤ qn, i набори d матриць X(1),. . . ,X(l) ∈ Γn(ε)
такi, що

l⋂
j=1

kerF(X(j)) = Cn ⊗
( ⋂
w∈Gd : |w|≤m

kerFw
)
.

Доведення. Ясно (наприклад, з однiєї з реалiзацiйних формул з [24]), що
iснує ε > 0 таке, що для кожного n ∈ N функцiя F(X), яка розглядається як
рацiональна функцiя вiд скалярних змiнних (Xk)ij, k = 1,. . . ,d, i, j = 1,. . . ,n, є
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голоморфною на Γn(ε). Якщо m = 0, то рiвнiсть (1.43) очевидна для будь-якого
n ∈ N. Якщо m > 0, то включення “⊃” у (1.43) є також очевидним для будь-
якого n ∈ N. Навпаки, якщо n ≥ mm i h ∈ kerF(X), для всiх X ∈ Γn(ε), то
Pk(X)h ≡ 0 для кожного однорiдного многочлена Pk у розвиненнi F у однорiдних
многочленах. Отже, h ∈ kerP (X) для всiх X ∈ Γn(ε), де P =

∑
|w|≤m x

wFw. За
теоремою 1.24 i зауваженням перед цiєю теоремою, h ∈ Cn ⊗

(⋂
|w|≤m kerFw

)
,

i включення “⊂” у (1.43) виконується. Друга частина цiєї теореми отримається
таким же шляхом, як i у теоремi 1.24. Теорема 1.26 доведена. �

Наслiдок 1.27. За умов теореми 1.26, якщо для деякого n ∈ N: n ≥ mm (у
випадку m = 0, для деякого n ∈ N) ми маємо F(X) = 0 для всiх X ∈ Γn(ε), то
F = 0.

Таким чином, не iснує рацiональних тотожностей вiрних для нескiнченно бага-
тьох матричних кiлець Cnj×nj , nj ∈ N, j = 1, 2, . . ., що є добре вiдомим фактом у
теорiї рацiональних тотожностей кiлець з дiленням (дивись пiдроздiл 8.2 у [130]),
i наша теорема 1.26 може розглядатися як узагальнення цього факту.

1.6. Н.к. додатнi ядра i їх матричнi обчислення

Результати у пiдроздiлi 1.5 показують спiввiдношення мiж властивостями фор-
мальних степеневих рядiв з d н.к. невизначеними i властивостями матричнозна-
чних функцiй вiд d матриць всiх розмiрiв (або всiх достатньо великих розмiрiв)
отриманих з цих формальних степеневих рядiв матричними пiдстановками. У
[101], результати цього типу були встановленi для додатних ядер [16, 133]. Ми
нагадуємо, що якщо Ω - будь-яка множина i E - гiльбертiв простiр, операторно-
значна функцiя K : Ω × Ω → L(E)2 називається додатним L(E)-значним ядром
на Ω, якщо для будь-якого цiлого l, будь-яких точок ω(1), . . . , ω(l) ∈ Ω i будь-
яких векторiв h(1), . . . , h(l) ∈ E маємо

∑l
j,k=1

〈
K(ω(j), ω(k))h(k), h(j)

〉
E ≥ 0. Аль-

тернативно, iснує допомiжний гiльбертiв простiр H i операторнозначна функцiя
H : Ω→ L(H, E)3 такi, що факторiзацiя K(ω, ω′) = H(ω)H(ω′)∗ є вiрною для всiх
ω, ω′ ∈ Ω.

Формальний степеневий ряд з 2d н.к. невизначеними x = (x1, . . . , xd) i x′ =
(x′1, . . . , x

′
d),

(1.44) K(x, x′) =
∑

w,w′∈Gd

xwx′w
′>
Kw,w′ ∈ L(E)〈〈x, x′〉〉,

називається додатним н.к. ядром4, якщо (w,w′) 7→ Kw,w′ - додатне L(E)-значне
ядро на Gd, тобто для будь-якого цiлого l, будь-яких слiв w(1), . . . , w(l) ∈ Gd i
будь-яких векторiв h(1), . . . , h(l) ∈ E , маємо

∑l
j,k=1

〈
Kw(j),w(k)h(k), h(j)

〉
E ≥ 0. Аль-

тернативно, iснує допомiжний гiльбертiв простiр H i н.к. формальний степеневий

2L(E) позначає C∗-алгебру обмежених лiнiйних операторiв на E .
3L(H, E) позначає банахiв простiр обмежених лiнiйних операторiв з H у E .
4Ми нагадуємо, що для слова w = gi1 · · · gi` ми користаємось позначенням w> := gi` · · · gi1 .
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ряд

(1.45) H(x) =
∑
w∈Gd

xwHw ∈ L(H, E)〈〈x〉〉,

такi, що K(x, x′) = H(x)H(x′)∗, де ми користаємось домовленням, що (x′w)∗ =

x′w
>
. Це поняття додатностi було вивчено глибоко у [32].5
Нехай X = (X1, . . . , Xd) ∈ (Cn×n)d. Нехай n, r ∈ N. Визначимо множину

Nilpd(n, r) наборiвX всiх n×n матриць з комплексними елементами, якi є спiльно
нiльпотентними рангу не бiльше r, тобто Xw = 0 для всiх w ∈ Gd таких, що
|w| ≥ r. Визначимо також множину Nilpd(n) =

⋃∞
r=1 Nilpd(n, r) спiльно нiльпо-

тентних наборiв n× n матриць6.

Теорема 1.28. Н.к. формальний степеневий ряд K(x, x′) ∈ L(E)〈〈x, x′〉〉, як
у (1.44), - додатне н.к. ядро тодi i тiльки тодi, коли

(1.46) K(X,X ′) :=
∑

w,w′∈Gd

XwX ′
∗w′> ⊗Kw,w′ ∈ L(Cn ⊗ E)

де X,X ′ ∈ Nilpd(n), X ′∗ = (X ′∗1, . . . , X
′∗
d) (зауважимо, що сума скiнченна!), є

додатним L(Cn ⊗ E)-значним ядром на Nilpd(n) для кожного n ∈ N, тобто
для будь-якого цiлого l, будь-яких спiльно нiльпотентних наборiв d матриць
X(1), . . . , X(l) ∈ Nilpd(n) i будь-яких векторiв h(1), . . . , h(l) ∈ Cn ⊗ E , ми маємо

l∑
j,k=1

〈
K(X(j), X(k))h(k), h(j)

〉
Cn⊗E

≥ 0.

Один напрямок теореми є очевидним. Якщо K(x, x′) - додатне н.к. ядро, то
ми маємо факторiзацiю K(x, x′) = H(x)H(x′)∗ для деякого н.к. формального
степеневого ряду H(x), як у(1.45), i деякого гiльбертова простора H. Отже, для
будь-яких X,X ′ ∈ Nilpd(n) ми маємо K(X,X ′) = H(X)H(X ′)∗, де

(1.47) H(X) :=
∑
w∈Gd

Xw ⊗Hw ∈ L(Cn ⊗H,Cn ⊗ E)

(зауважимо, що сума скiнченна). Отже, для кожного n ∈ N ми маємо, щоK(X,X ′)
- додатне L(Cn ⊗ E)-значне ядро на Nilpd(n). Для доведення другого напрямку
нам знадобиться наступна лема.

5У[32] припускається, що xi комутує з x′j . Для нашої мети, зручнiше мати справу з 2d н.к. невизначеними;
зауважимо, що це не так важливо, тому що в усiх наших формулах кожний x′j виникає справа вiд кожного xi,
у кожному одночленi.

6Зауважимо, що спiльно нiльпотентний набiр матриць є спiльно подiбним до набору строго верхньо-
трикутних матриць.
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Лема 1.29. Нехай U - гiльбертiв простiв i нехай L(U)-значна полiномiальна
функцiя

P (λ, λ′) =
∑

t,t′∈Zd+: 0≤|t|,|t′|≤m

λt(λ′)t
′
Pt,t′

є додатним ядром на Cd. Тут для λ = (λ1, . . . , λd) ∈ Cd i t = (t1, . . . , td) ∈
Zd+ ми покладаємо λt = λ1

t1 · · ·λtdN i |t| = t1 + · · · + td. Тодi матриця MP =
(Pt,t′)0≤|t|,|t′|≤m (для певного порядку на Zd+) визначає додатно напiввизначений
оператор на U

(m+d)!
m!d! .

Доведення. Для довiльного u = (ut)0≤|t|≤m ∈ U
(m+d)!
m!d! ми маємо

〈MPu, u〉
U

(m+d)!
m!d!

=
∑

t,t′∈Zd+: 0≤|t|,|t′|≤m

〈Pt,t′ut′, ut〉U

=
∑

t,t′∈Zd+: 0≤|t|,|t′|≤m

∫
Td×Td

〈P (λ, λ′)ut′, ut〉U λ
t
λ′
t′
dmd(λ)dmd(λ

′),

де dmd(·) - нормалiзована мiра Лебега на Td. Для довiльного n ∈ N, нехай {∆j}nj=1

- розбиття Td таке, щоmd(∆j) = 1
n , i нехай λ

(j) ∈ ∆j, j = 1, . . . , n, - довiльнi точки.
Тодi

〈MPu, u〉
U

(m+d)!
m!d!

=
∑

0≤|t|,|t′|≤m

lim
n→∞

1

n2

n∑
j,k=1

〈
P (λ(j), λ(k))ut′, ut

〉
U

(λ(j))
t
(λ(k))

t′

= lim
n→∞

1

n2

n∑
j,k=1

〈
P (λ(j), λ(k))

∑
0≤|t′|≤m

(λ(k))
t′

ut′,
∑

0≤|t|≤m

(λ(j))
t
ut

〉
U

≥ 0,

як треба. �

Доведення теореми 1.28. Як ми вже сказали вище, один напрямок теоре-
ми є очевидним, отже тiльки другий залишилося довести. Припустимо, що фор-
мальний степеневий ряд K(x, x′) ∈ L(E)〈〈x, x′〉〉, як у (1.44), - такий, що фун-
кцiя K(X,X ′), як у (1.46), є додатним L(Cn ⊗ E)-значним ядром на Nilpd(n) для
кожного n ∈ N. Нехай m ∈ N, m > 1. Покладемо n = (d + 1)m. Визначимо
лiнiйний оператор S на просторi Cn ∼= (Cd+1)⊗m його дiєю на базисних векто-
рах ei1 ⊗ · · · ⊗ eim, де ej, j = 1, . . . , d + 1, - стандартнi базиснi вектори у Cd+1:
S(ei1 ⊗ · · · ⊗ eim) = eim ⊗ ei1 ⊗ · · · ⊗ eim−1

. Оператор S зображується у базисi
ei1 ⊗ · · · ⊗ eim, i1,. . . ,im ∈ {1, . . . , d + 1}, n × n матрицею перестановки. Нехай
Ei,j ∈ C(d+1)×(d+1), i, j = 1, . . . , d+ 1 - матрицi вигляду

(Ei,j)µ,ν =

{
1, (µ, ν) = (i, j),
0, (µ, ν) 6= (i, j).
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Визначимо Xk =
(
Ek+1,1 ⊗ I⊗m−1

d+1

)
S ∈ Cn×n ∼=

(
C(d+1)×(d+1)

)⊗m, k = 1,. . . ,d. Для
λ = (λ1, . . . , λd) ∈ Cd, покладемо X(λ) = (λ1X1, . . . , λdXd) ∈

(
Cn×n)d. Для w =

gj1 · · · gj|w| ∈ Gd: 0 < |w| ≤ m, маємо

X(λ)w = λj1Zj1 · · ·λj|w|Zj|w| = λw(Ej1+1,1 ⊗ · · · ⊗ Ej|w|+1,1 ⊗ I⊗m−|w|d+1 )S |w|

(у випадку |w| = m, останнiй член у тензорному добутку зникає i S |w| = In), або
на базисних векторах,

X(λ)w(ei1 ⊗ · · · ⊗ eim) = λw(Ej1+1,1eim−|w|+1
⊗ · · · ⊗ Ej|w|+1,1eim ⊗ ei1 ⊗ · · · ⊗ eim−|w|).

Зауважимо, що оскiльки λk, k = 1, . . . , d, - скаляри i, значить, комутують,
ми можемо переписати λw як λt(w), де t : Gd → Zd+ - вiдображення абелiанiзацiї :
t(w) = (t1(w), . . . , td(w)), з невiд’ємним цiлим числом tk(w) рiвним кiлькостi ра-
зiв, що лiтера gk з’являється у словi w. Таким чином, ми маємо λw = λt(w) =

λ
t1(w)
1 · · ·λtd(w)

d .
Для w = gj1 · · · gj|w| ∈ Gd: |w| = m+ 1, ми маємо

X(λ)w = λt(w)(Ej1+1,1 ⊗ I⊗m−1
d+1 )S(Ej2+1,1 ⊗ · · · ⊗ Ejm+1,1)

= λt(w)(Ej1+1,1Ejm+1,1 ⊗ Ej2+1,1 ⊗ · · · ⊗ Ejm,1)S = 0,

оскiлькиEj+1,1Ek+1,1 = 0 для будь-яких j, k ∈ {1, . . . , d}. Отже,X(λ) ∈ Nilpd(n,m+
1), i за припущенням,

P (λ, λ′) = K(X(λ), X(λ′)) =
∑

w,w′∈Gd : 0≤|w|,|w′|≤m

X(λ)wX(λ′)∗
w′
>

⊗Kw,w′

=
∑

t,t′∈Zd+ : 0≤|t|,|t′|≤m

( ∑
w,w′∈Gd : t(w)=t,t(w′)=t′

XwX∗w
′>
⊗Kw,w′

)
λt(λ′)

t′−

полiномiальна L(Cn ⊗ E)-значна функцiя, яка є додатним ядром на Cd. За ле-
мою 1.29, коефiцiєнти цього ядра слугують як операторнi блоки Pt,t′ ∈ L(Cn⊗E)
матрицi MP = (Pt,t′)0≤|t|,|t′|≤m (для деякого порядку на Zd+) що представляє дода-
тний напiввизначений оператор на гiльбертовому просторi (Cn ⊗ E)

(m+d)!
m!d! . Отже,

для довiльних векторiв

ut =
∑

1≤i1,...,im≤d+1

ei1 ⊗ · · · ⊗ eim ⊗ u
(t)
i1,...,im

∈ Cn ⊗ E ∼= (Cd+1)⊗m ⊗ E ,

де t ∈ Zd+: 0 ≤ |t| ≤ m, ми можемо написати

0 ≤
∑

t,t′∈Zd+ : 0≤|t|,|t′|≤m

〈Pt,t′ut′, ut〉Cn⊗E

=
( ∑
|t|=|t′|

+
∑
|t|>|t′|

+
∑
|t|<|t′|

)
〈Pt,t′ut′, ut〉Cn⊗E = A+B + C.
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Обчислимо кожну з сум A, B i C окремо:

A =
∑
|t|=|t′|

〈Pt,t′ut′, ut〉Cn⊗E

=
∑
|t|=|t′|

〈( ∑
w,w′∈Gd : t(w)=t, t(w′)=t′

XwX∗w
′>
⊗Kw,w′

)
ut′, ut

〉
Cn⊗E

=
∑
|t|=|t′|

∑
t(w)=t, t(w′)=t′

〈((
Ej1+1,1 ⊗ · · · ⊗ Ej|w|+1,1 ⊗ I⊗m−|w|d+1

)
S |w|

× S∗|w′|
(
E1,k1+1 ⊗ · · · ⊗ E1,k|w′|+1 ⊗ I⊗m−|w

′|
d+1

)
⊗Kw,w′

)
ut′, ut

〉
Cn⊗E

=
∑
|t|=|t′|

∑
t(w)=t, t(w′)=t′

〈(
Ej1+1,k1+1 ⊗ · · · ⊗ Ej|w|+1,k|w′|+1 ⊗ I⊗m−|t|d+1

)
×

∑
1≤i1,...,im≤d+1

ei1 ⊗ · · · ⊗ eim ⊗Kw,w′u
(t′)
i1,...,im

,∑
1≤s1,...,sm≤d+1

es1
⊗ · · · ⊗ esm ⊗ u(t)

s1,...,sm

〉
Cn⊗E

=
∑
|t|=|t′|

∑
t(w)=t, t(w′)=t′

∑
1≤i|t′|+1,...,im≤d+1

〈
Kw,w′u

(t′)
k1+1,...,k|w′|+1,i|t′|+1,...,im

,

u
(t)
j1+1,...,j|w|+1,i|t′|+1,...,im

〉
E ;

B =
∑
|t|>|t′|

〈Pt,t′ut′, ut〉Cn⊗E

=
∑
|t|>|t′|

〈( ∑
w,w′∈Gd : t(w)=t, t(w′)=t′

XwX∗w
′>
⊗Kw,w′

)
ut′, ut

〉
Cn⊗E

=
∑
|t|>|t′|

∑
t(w)=t, t(w′)=t′

〈((
Ej1+1,1 ⊗ · · · ⊗ Ej|w|+1,1 ⊗ I⊗m−|w|d+1

)
S |w|

× S∗|w′|
(
E1,k1+1 ⊗ · · · ⊗ E1,k|w′|+1 ⊗ I⊗m−|w

′|
d+1

)
⊗Kw,w′

)
ut′, ut

〉
Cn⊗E

=
∑
|t|>|t′|

∑
t(w)=t, t(w′)=t′

〈(
Ej1+1,1 ⊗ · · · ⊗ Ej|w|−|w′|+1,1

⊗ Ej|w|−|w′|+1+1,k1+1 ⊗ · · · ⊗ Ej|w|+1,k|w′|+1 ⊗ I⊗m−|t|d+1 ⊗Kw,w′
)

×
∑

1≤i1,...,im≤d+1

eim−|w|+|w′|+1
⊗ · · · ⊗ eim ⊗ ei1 ⊗ . . .⊗ eim−|w|+|w′| ⊗ u

(t′)
i1,...,im

,∑
1≤s1,...,sm≤d+1

es1
⊗ · · · ⊗ esm ⊗ u(t)

s1,...,sm

〉
Cn⊗E

=
∑
|t|>|t′|

∑
t(w)=t, t(w′)=t′

∑
1≤i|t′|+1,...,im−|t|+|t′|≤d+1

〈
Kw,w′

× u(t′)
k1+1,...,k|w′|+1,i|t′|+1,...,im−|t|+|t′|,1,...,1

, u
(t)
j1+1,...,j|w|+1,i|t′|+1,...,im−|t|+|t′|

〉
E ;
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C =
∑
|t|<|t′|

〈Pt,t′ut′, ut〉Cn⊗E

=
∑
|t|<|t′|

〈( ∑
w,w′∈Gd : t(w)=t, t(w′)=t′

XwX∗w
′>
⊗Kw,w′

)
ut′, ut

〉
Cn⊗E

=
∑
|t|<|t′|

∑
t(w)=t, t(w′)=t′

〈((
Ej1+1,1 ⊗ · · · ⊗ Ej|w|+1,1 ⊗ I⊗m−|w|d+1

)
S |w|

× S∗|w′|
(
E1,k1+1 ⊗ · · · ⊗ E1,k|w′|+1 ⊗ I⊗m−|w

′|
d+1

)
⊗Kw,w′

)
ut′, ut

〉
Cn⊗E

=
∑
|t|<|t′|

∑
t(w)=t, t(w′)=t′

〈(
Ej1+1,k|w′|−|w|+1+1 ⊗ · · · ⊗ Ej|w|+1,k|w′|+1

⊗ I⊗m−|t
′|

d+1 ⊗ E1,k1+1 ⊗ · · · ⊗ E1,k|w′|−|w|+1 ⊗Kw,w′
)

×
∑

1≤i1,...,im≤d+1

ei|w′|−|w|+1
⊗ · · · ⊗ eim ⊗ ei1 ⊗ · · · ⊗ ei|w′|−|w| ⊗ u

(t′)
i1,...,im

,∑
1≤s1,...,sm≤d+1

es1
⊗ · · · ⊗ esm ⊗ u(t)

s1,...,sm

〉
Cn⊗E

=
∑
|t|<|t′|

∑
t(w)=t, t(w′)=t′

∑
1≤i|t′|+1,...,im≤d+1

〈
Kw,w′

× u(t′)
k1+1,...,k|w′|+1,i|t′|+1,...,im

, u
(t)
j1+1,...,j|w|+1,i|t′|+1,...,im,1...,1

〉
E .

Зараз, для t ∈ Zd+: 0 ≤ |t| ≤ m, i w = gj1 · · · gj|w| ∈ Gd: t(w) = t, покладемо

u
(t)
j1+1,...,j|w|+1,i|t|+1,...,im

= 0 для (i|t|+1, . . . , im) 6= (1, . . . , 1),

i
u

(t)
j1+1,...,j|w|+1,1,...,1 = u

(t(w))
j1+1,...,j|w|+1,1,...,1 = hw ∈ E .

Тодi нерiвнiсть A+B + C ≥ 0 перетворюється у∑
w,w′∈Gd : 0≤|w|,|w′|≤m

〈Kw,w′hw′, hw〉E ≥ 0.

Оскiльки цiле m > 1 i вектори hw ∈ E обранi довiльно, це значить, що K(x, x′)
є додатним ядром (для випадкiв m = 0 i m = 1 нерiвнiсть вище випливає зараз
автоматично). �

Зауважимо, що використовуючи нiльпотентнi матричнi пiдстановки, можна
уникнути припущення збiжностi н.к. формальних степеневих рядiв. Iснує також
“збiжна” версiя теореми 1.28. Н.к. формальний ряд K(x, x′) ∈ L(E)〈〈x, x′〉〉, як у
(1.44), називається збiжним, якщо для кожного n ∈ N iснує зв’язний вiдкритий
окiл Un точки 0 у (Cn×n)d такий, що ряд K(X,X ′), як у (1.46), збiгається рiвно-
мiрно на компактних пiдмножинах Un × Un в нормi L(Cn ⊗ E) (ми припускаємо,
що Gd i Gd × Gd упорядкованi, скажiмо, лексикографiчно).
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Теорема 1.30. Н.к. формальний степеневий ряд K(x, x′) ∈ L(E)〈〈x, x′〉〉, що
є збiжним вiдносно сукупностi околiв Un точок 0 у (Cn×n)d, n ∈ N, є додатним
ядром тодi i тiльки тодi, коли K(X,X ′) - додатне L(Cn⊗E)-значне ядро на Un
для кожного n ∈ N.

Доведення. Припустимо, що збiжний формальний степеневий рядK(x, x′) ∈
L(E)〈〈x, x′〉〉 (вiдносно сукупностi околiв Un точок 0 у (Cn×n)d, n ∈ N), є додатним
ядром. Тодi [32]K(x, x′) допускає факторiзацiюK(x, x′) = H(x)H(x′)∗ для деяко-
го збiжного формального степеневого ряду H(x), як у (1.45), тобто для кожного
n ∈ N iснує окiл Vn точки 0 у (Cn×n)d такий, що ряд H(X) =

∑
w∈GdX

w ⊗ Hw

збiгається рiвномiрно на компактних пiдмножинах Vn (в нормi банахова простора
L(Cn ⊗H,Cn ⊗ E)). Оскiльки ми можемо замiнити Vn на Vn ∩ Un для всiх n ∈ N,
без втрати загальностi ми можемо припустити, що Vn ⊂ Un, n ∈ N. У цьому ви-
падку K(X,X ′) - додатне L(Cn⊗E)-значне ядро на Un. (Ми спочатку бачимо, що
K(X,X ′) = H(X)H(X ′)∗ - додатне ядро на Vn, потiм спостерiгаєм, що завдяки
рiвномiрнiй збiжностi ряду для K(X,X ′) на компактних пiдмножинах Un, фун-
кцiя K(X,X ′) є пiвторааналiтичною, i тодi користаємось фактом, що властивiсть
додатностi поширюється на довiльно великий регiон, на якому ядро пiвтораана-
лiтичне; дивись [10, теорема 1.1.4] в одновимiрному випадку – загальний випадок
є повнiстю аналогiчним.)

Навпаки, якщо K(x, x′) ∈ L(E)〈〈x, x′〉〉 - збiжний формальний степеневий ряд
i якщо K(X,X ′) - додатне L(Cn ⊗ E)-значне ядро на Un для кожного n ∈ N, то
K(x, x′) - додатне н.к. ядро. Доведення таке саме, як i для теореми 1.28, за виня-
тком того, що многочлен P (λ, λ′) є гарантовано додатним ядром тiльки на околi
точки 0 у Cd; з доведення леми 1.29 ясно, що це все ще стосується додатної напiв-
визначеностi блочної операторної матрицi MP (альтернативно, ми можемо вико-
ристати властивiсть поширення додатностi для пiвторааналiтичних ядер, згадану
вище, щоб показати спочатку, що P (λ, λ′) - додатне ядро на всьому Cd). �

В “нiльпотентному” випадку iснує значне посилення теореми 1.28.

Теорема 1.31. Н.к. формальний степеневий ряд K(x, x′) ∈ L(E)〈〈x, x′〉〉 ви-
гляду (1.44) - додатне ядро тодi i тiльки тодi, коли для кожних n ∈ N i
X ∈ Nilpd(n),

(1.48) K(X,X) :=
∑

w,w′∈Gd

XwX∗w
′>
⊗Kw,w′ ∈ L(Cn ⊗ E)−

додатно напiввизначений оператор, тобто для будь-якого h ∈ Cn⊗E ми маємо

〈K(X,X)h, h〉Cn⊗E ≥ 0.

Доведення цiєї теореми використовує конструкцiю, яка дуже вiдрiзняється вiд
тiєї, яку ми використовували у доведеннi теореми 1.28. Ясно, що теорема 1.31 тя-
гне за собою теорему 1.28. Проте, нам потрiбне оригiнальне незалежне доведення
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теореми 1.28 теж, оскiльки аргумент у тому доведеннi також виникає у доведеннi
теореми 1.30.

Доведення теореми 1.31. Один напрямок теореми є очевидним завдяки за-
уваженню пiсля формулювання теореми 1.28 i факту, що оператор H(X)H(X)∗ є
додатно напiввизначеним.

Для другого напрямку, припустимо, що K(x, x′) ∈ L(E) 〈〈x, x′〉〉, як у (1.44),
таке, що для кожних n ∈ N i X ∈ Nilpd(n) оператор K(X,X), як у (1.97), є
додатно напiввизначеним. Зафiксуємоm ∈ N, i для довiльного s > 0 позначимо як
Hs гiльбертiв простiр з ортогональним базисом, рiвним множинi G(m)

d слiв w ∈ Gd

довжини не бiльше m, нормалiзованих як 〈w,w〉 = s−|w|. Нехай S∗ позначає набiр
d зворотних зсувiв на Hs, визначений як S∗jw = v, якщо w = gjv, i S∗jw = 0 в
iнших випадках. Ясно, що S ∈ Nilpd(

∑m
j=0 d

j,m + 1). Для даних векторiв hα ∈
E (α ∈ G(m)

d ), обчислимо:〈
K(S, S)

∑
α∈G(m)

d

α⊗ hα,
∑

β∈G(m)
d

β ⊗ hβ
〉
Hs⊗E

=
〈 ∑
w,w′∈G(m)

d

SwS∗w
′T ⊗Kw,w′

∑
α∈G(m)

d

α⊗ hα,
∑

β∈G(m)
d

β ⊗ hβ
〉
Hs⊗E

=
∑

w,w′∈G(m)
d

∑
α,β∈G(m)

d

〈
S∗w

′T
α, S∗w

T

β
〉
Hs
〈Kw,w′hα, hβ〉E

=
∑
γ∈G(m)

d

∑
w,w′∈G(m−|γ|)

d

〈γ, γ〉Hs 〈Kw,w′hw′γ, hwγ〉E

=
∑
γ∈G(m)

d

∑
w,w′∈G(m−|γ|)

d

〈Kw,w′hw′γ, hwγ〉E s
−|γ|.

За гiпотезою, K(S, S) - додатно напiввизначений оператор на Hs для кожного
s > 0. Дозволяючи s прямувати до нескiнченностi, отримаємо∑

w,w′∈G(m)
d

〈Kw,w′hw′, hw〉E ≥ 0,

що, в силу довiльностi m ∈ N i векторiв hw ∈ E (w ∈ G(m)
d ), означає, що K(x, x′)

- додатне н.к. ядро. �

Зауважимо, що твердження, аналогiчне теоремi 1.31, не вiрне у “збiжному”
випадку. Справдi, покладемо K(x, x′) := 1 − xx′ ∈ C 〈x, x′〉 (тут d = 1). Ясно,
що K(X,X) > 0 для матрицi X (будь-якого размiру), близької до нуля, проте
K(x, x′) не є додатним н.к. ядром, оскiльки його матриця коефiцiєнтiв

[
1 0
0 −1

]
невизначена.
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Теорема 1.31 тягне за собою результат про факторiзацiю певного класу н.к.
многочленiв. Операторнозначний многочлен вiд 2d н.к. невизначених x = (x1, . . . ,-
xd) i x′ = (x′1, . . . , x

′
d) називається спадковим, якщо вiн має вигляд

(1.49) K(x, x′) =
∑

w,w′∈Gd : |w|≤m,|w′|≤m

zwz′
w′
T

Kw,w′ ∈ L(E) 〈x, x′〉 ,

де E - гiльбертiв простiр, тобто кожний x′j виникає справа вiд кожного xi, у ко-
жному одночленi.

Теорема 1.32. Спадковий многочлен K(x, x′) ∈ L(E) 〈x, x′〉, як у (1.49), задо-
вольняє K(X,X) ≥ 0 для всiх X ∈ Nilpd(n) (n = 1, 2, . . .) тодi i тiльки тодi, ко-
ли iснують гiльбертiв простiр H (вимiрностi не бiльше dim(E)

∑m
j=0 d

j) i мно-
гочлен H(x) =

∑
w∈Gd : |w|≤m x

wHw ∈ L(H, E) 〈x〉 такi, що K(x, x′) = H(x)H(x′)∗.

Бiльше того, для цiєї факторiзацiї достатньо припустити, що K(X,X) ≥ 0 є
вiрним для всiх X ∈ Nilpd(

∑m
j=0 d

j,m+ 1).

Доведення. Твердження випливає з теореми 1.31, оскiльки у цьому випадку
K(x, x′) ∈ L(E) 〈x, x′〉 - додатне н.к. ядро. Оцiнку для dim(H) легко отримати з
факту, що матриця (Kw,w′)|w|≤m,|w′|≤m iз блоками з L(E) має розмiр

(∑m
j=0 d

j
)
×(∑m

j=0 d
j
)
i є додатно напiввизначеною. Останнє твердження теореми (про розмiр

та ранг спiльної нiльпотентностi тестових матриць) випливає з доведення теореми
1.31. �

Теорема 1.32 є аналогом головного результату статтi [73] (пов’язанi з ним ре-
зультати i узагальнення дивись у [105] i [83]).

1.7. Консервативнi дiлатацiї дисипативних багатовимiрних систем:
комутативне i н.к. налаштування

Слiдуючи [27], ми формулюємо у цьому пiдроздiлi комутативний i н.к. анало-
ги класичних результатiв про консервативнi дiлатацiї дисипативних 1D лiнiйних
систем [17, 143], якi грають важливу роль у теорiї операторних моделей для
операторiв стиску [144].

Розглянемо 1D лiнiйну систему вигляду

(1.50) Σ :

{
h(x) = xAh(x) + xBu(x),
y(x) = Ch(x) +Du(x),

де h ∈ H 〈〈x〉〉 , u ∈ U 〈〈x〉〉 , y ∈ Y 〈〈x〉〉 - формальнi степеневi ряди вiд одного
невизначеного x з коефiцiєнтами у гiльбертових просторах H,U ,Y , вiдповiдно, i
A ∈ L(H), B ∈ L(U ,H), C ∈ L(H,Y), D ∈ L(U ,Y). Порiвнюючи коефiцiєн-
ти формальних степеневих рядiв у двох частинах рiвнянь (1.50), ми отримаємо
стандартний вигляд 1D лiнiйної системи у дискретнiй часовiй областi :

(1.51) Σ :

{
hj+1 = Ahj +Buj,
yj = Chj +Duj,

j = 0, 1, . . . ,
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разом з нульовою початковою умовою h0 = 0. Тут i далi ми вiддаємо перевагу
запису лiнiйної системи у виглядi рiвнянь для формальних степеневих рядiв вiд
однiєї чи кiлькох, комутуючих чи н.к., невизначених.

Ми отримаємо з (1.50) рiвнiсть y(x) = TΣ(x)u(x), де

TΣ(x) := D + C(IH − xA)−1xB = D +
∞∑
j=1

CAj−1Bxj ∈ L(U ,Y) 〈〈x〉〉

- формальний степеневий ряд вiд x з коефiцiєнтами у L(U ,Y), який називається
передавальною функцiєю системи Σ. Ясно, що пiдстановка скалярiв у ряд TΣ добре
визначена у деякому околi 0 ∈ C, де ряд збiгається, так що TΣ стає голоморфною
функцiєю на цьому околi. Якщо система Σ вигляду (1.50) дисипативна, тобто
оператор системи

(1.52) G :=

[
A B
C D

]
∈ L(H⊕ U ,H⊕ Y)

є стискаючим, то TΣ ∈ S(U ,Y) (клас Шура). Навпаки, кожний формальний сте-
пеневий ряд F з класу S(U ,Y) має дисипативну, бiльше того, консервативну реа-
лiзацiю (тобто 1D систему Σ з унiтарним оператором G з (1.52) таку, що F = TΣ).

Позначимо колекцiю даних для 1D системи (1.50) чи (1.51) як

Σ = (1;A,B,C,D;H,U ,Y).

Ми будемо ототожнювати систему Σ вигляду (1.50) з цiєю колекцiєю даних. На-
гадаємо, що 1D система Σ̃ = (1; Ã, B̃, C̃,D; H̃,U ,Y) називається дiлатацiєю 1D
системи Σ = (1;A,B,C,D;H,U ,Y), якщо iснують пiдпростори D i D∗ у H̃ такi,
що

H̃ = D ⊕H⊕D∗,(1.53)
ÃD ⊂ D, C̃D = {0}, Ã∗D∗ ⊂ D∗, B̃∗D∗ = {0},(1.54)

A = PHÃ|H, B = PHB̃, C = C̃|H(1.55)

(тут PH позначає отогональний проєктор на H у H̃). Наступна лема, яка була
доведена у [93], дає переформулювання цього геометричного визначення на ал-
гебраїчнiй мовi i узагальнює лему Сарасона [134, лема 0] на випадок дiлатацiй
систем.

Лема 1.33. Система Σ̃ = (1; Ã, B̃, C̃,D; H̃,U ,Y) є дiлатацiєю системи Σ =

(1;A,B,C,D;H,U ,Y) тодi i тiльки тодi, коли H̃ ⊃ H i для всiх j ∈ Z+ мають
мiсце наступнi рiвностi:

(1.56) Aj = PHÃ
j|H, AjB = PHÃ

jB̃, CAj = C̃Ãj|H, CAjB = C̃ÃjB̃.
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Спецiальним випадком леми 1.33, де U = Y = {0}, є лема Сарасона [134, ле-
ма 0]. З леми 1.33 ми отримаємо добре вiдомий факт (дивись, наприклад, [17]),
що передавальнi функцiї 1D системи i її дiлатацiї спiвпадають (як формальнi сте-
пеневi ряди i як функцiї, голоморфнi в 0 ∈ C, на деякому околi точки 0). В [17]
було доведено, що будь-яка дисипативна 1D система має консервативну дiлата-
цiю; бiльш того, iснує мiнiмальна така консервативна дiлатацiя, яка є єдиною с
точнiстю до унiтарної подiбностi. Цей результат є узагальненням теореми С.-Надя
про iснування унiтарної дiлатацiї стискаючого оператора [143].

Ми узагальнемо цi разультати на випадок dD систем, як у комутативному, так
i в н.к. налаштуваннi. Зауважимо, що iснують рiзнi типи dD систем. Вiдповiдно,
є рiзнi формулювання теореми про консервативну дiлатацiю. Ми концентруємось
тут на системах Форнасiнi–Маркесiнi (FM).

FM системи мають вигляд

(1.57) ΣFM :

{
h(x) = xAh(x) + xBu(x),
y(x) = Ch(x) +Du(x),

де h, u, y - (комутативнi або н.к., залежно вiд налаштування) формальнi степеневi
ряди вiд невизначених x1, . . . , xd, з коефiцiєнтами у гiльбертових просторах H,U i
Y , вiдповiдно, наборами операторiв A = (A1, . . . , Ad) ∈ L(H)d, B = (B1, . . . , Bd) ∈
L(U ,H)d i операторами C ∈ L(H,Y), D ∈ L(U ,Y). Порiвняння коефiцiєнтiв фор-
мальних степеневих рядiв в обох частинах рiвнянь (1.57) дає версiю FM системи
в часовiй областi, що з’явилась у [57] в комутативному налаштуваннi, i в [24, 26]
в н.к. налаштуваннi.

Передавальна функцiя (комутативної або н.к.) FM системи ΣFM = (d;A,B,-
C,D;H,U ,Y) - це (комутативний або н.к.) формальний степеневий ряд

TΣFM (x) = D + C(IH − xA)−1xB = D +
∞∑
j=0

C(xA)jxB

з коефiцiєнтами у L(U ,Y) (дивись також пiдроздiл 1.1). Тут ми користаємось
позначенням xA := x1A1 + · · ·+ xdAd, тощо.

Комутативна FM система ΣFM,c = (d;A,B,C,D;H,U ,Y) називається дисипа-
тивною (вiдп., консервативною) у полiкруговiй версiї, якщо для кожного ζ ∈ Td,
де

Td := {x ∈ Cd : |xk| = 1, k = 1, . . . , d}−
одиничний тор,

Gζ :=

[
ζA ζB
C D

]
∈ L(H⊕ U ,H⊕ Y)

є стискаючим (вiдп., унiтарним) оператором. Передавальна функцiя TΣFM,c диси-
пативної комутативної FM системи ΣFM,c = (d;A,B,C,D;H,U ,Y) належить кла-
су Bd(U ,Y) аналiтичних стискаючих L(U ,Y)-значних функцiй на одиничному по-
лiкрузi Dd. Як було показано неявно у [30], довiльний комутативний формальний
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степеневий ряд, асоцiйований з функцiєю F з класу Шура–Аглера SAd(U ,Y) має
консервативну комутативну реалiзацiю FM системою ΣFM,c = (d;A,B,C,D;-
H,U ,Y) вигляду (1.57), тобто F = TΣFM,c.

Н.к. FM система ΣFM,nc = (d;A,B,C,D;H,U ,Y) називається дисипативною
(вiдп., консервативною) в н.к. полiкруговiй версiї, якщо для кожного U ∈ Ud ∩
L(E)d, з деяким гiльбертовим простором E , де Ud - множина наборiв d унiтарних
операторiв в гiльбертовому просторi,

GU :=

[
U ⊗ A U ⊗B
IE ⊗ C IE ⊗D

]
∈ L(E ⊗ (H⊕ U), E ⊗ (H⊕ Y))

є стискаючим (вiдп., унiтарним) оператором. Тут U⊗A = U1⊗A1+· · ·+Ud⊗Ad, то-
що. Н.к. FM система ΣFM,nc = (d;A,B,C,D;H,U ,Y) - консервативна тодi i тiльки
тодi, коли вiдповiдна комутативна FM система ΣFM,c = (d;A,B,C,D;H,U ,Y)
- консервативна. Справдi, “тiльки тодi"частина очевидна. Для доведення “то-
дi"частини, припустимо, що ΣFM,c консервативна. Тодi для кожного ζ ∈ Td опе-
ратор Gζ - унiтарний, тобто iзометричний i коiзометричний. Вiдношення iзометрiї
для ζ ∈ Td разом еквiвалентнi наступним рiвностям (дивись (2.16) у [30]):

d∑
k=1

A∗kAk + C∗C = IH,
∑d

k=1A
∗
kBk + C∗D = 0,

d∑
k=1

B∗kBk +D∗D = IU ,

A∗kAj = 0, A∗kBj = 0, B∗kBj = 0 для k 6= j.(1.58)

Для довiльного набору U = (U1, . . . , Ud) (не обов’язково комутуючих) унiтарних
операторiв на спiльному гiльбертовому просторi E , в силу (1.58) ми отримаємо

G∗UGU =

[
U ⊗ A U ⊗B
IE ⊗ C IE ⊗D

]∗ [
U ⊗ A U ⊗B
IE ⊗ C IE ⊗D

]

=

 IE ⊗
(∑d

k=1A
∗
kAk + C∗C

)
0

0 IE ⊗
(∑d

k=1B
∗
kBk +D∗D

) 
=

[
IE⊗H 0

0 IE⊗U

]
,

тобто GU - iзометрiя. Аналогiчно, з вiдношень коiзометрiї для Gζ , ζ ∈ Td, ми
отримаємо вiдношення коiзометрiї для GU , U ∈ Ud. Отже, GU - унiтарне для
кожного U ∈ Ud, тобто система ΣFM,nc - консервативна.

Ясно, що якщо ΣFM,nc дисипативна, то ΣFM,c - також дисипативна. Зворотне є
вiрним у випадках d = 1 i d = 2, i не є вiрним у випадку d ≥ 3. Справдi, у випадку
d ≥ 3, за [94] iснує набiр A = (A1, . . . , Ad) операторiв на деякому гiльбертовому
просторi H i набiр T = (T1, . . . , Td) стискiв на деякому iншому гiльбертовому
просторi E такi, що ‖T ⊗ A‖ > 1 = maxζ∈Td ‖ζA‖. Тодi комутативна FM система
ΣFM,c := (d;A, 0, 0, 0;H, {0}, {0}) є дисипативною, i вiдповiдна н.к. FM система
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ΣFM,nc := (d;A, 0, 0, 0;X , {0}, {0}) не є дисипативною, тому що стиски Tk можуть
бути розширенi до унiтарних операторiв Uk на деякому бiльшому гiльбертовому
просторi i ‖U ⊗ A‖ ≥ ‖T ⊗ A‖ > 1.

Пропозицiя 1.34. Передавальна функцiя TΣFM,nc дисипативної н.к. FM си-
стеми ΣFM,nc = (d;A,B,C,D;H,U ,Y) належить н.к. класу Шура–Аглера
SAncd (U ,Y).

Доведення. Нехай ΣFM,nc = (d;A,B,C,D;H,U ,Y) - дисипативна н.к. FM
система. Нехай n ∈ Z+ \ {0} i T = (T1, . . . , Td) ∈ Ddnc ∩ (Cn×n)d. Тодi за принцiпом
максимума

‖GT‖ =

∥∥∥∥[ T ⊗ A T ⊗ A
In ⊗ C In ⊗D

]∥∥∥∥ ≤ 1

(ми нагадуємо, що Ud ∩ (Cn×n)d - границя Шiлова Ddnc ∩ (Cn×n)d [140]). Отже,
завдяки факту, що T = (T1, . . . , Td) - набiр строгих стискiв,

‖T ⊗ A‖ = ‖(In ⊗ PH)GT |Cn ⊗H‖ < 1.

Це тягне за собою, що

TΣFM,nc(T ) = In ⊗D + (In ⊗ C)
∞∑
j=0

(T ⊗ A)j(T ⊗B)

= In ⊗D + (In ⊗ C)(In ⊗ IH − T ⊗ A)−1(T ⊗B)

є добре визначеним. 1D система ΣFM,nc
T := (1;T ⊗ A, T ⊗B, In ⊗ C, In ⊗D;Cn ⊗

H,Cn ⊗ U ,Cn ⊗ Y) - дисипативна, i значить, її передавальна функцiя

TΣFM,nc
T

(λ) = In ⊗D + (In ⊗ C)(ICn⊗H − λ(T ⊗ A))−1λ(T ⊗B)

є стискаючою голоморфною функцiєю в одиничному крузi D. Функцiя TΣFM,nc(X),
як функцiя матричних елементiв (Xk)ij, k = 1, . . . , d, i, j = 1, . . . , n, є голомор-
фною, i значить, неперервною на Ddnc ∩ (Cn×n)d. Отже,

‖TΣFM,nc(T )‖ = lim
λ∈D, λ→1

‖TΣFM,nc(λT )‖ = lim
λ∈D, λ→1

‖TΣFM,nc
T

(λ)‖ ≤ 1,

з чого отримаємо, що TΣFM,nc ∈ SAncd (U ,Y). �

З iншого боку, з [26, теорема 5.3] випливає, що довiльний н.к. формальний
степеневий ряд F з класу SAncd (U ,Y) допускає консервативну реалiзацiю н.к. FM
системою, тобто F = TΣFM,nc. Оскiльки будь-яка консервативна н.к. FM система є
дисипативною, клас передавальних функцiй дисипативних н.к. FM систем, також
як i клас передавальних функцiй консервативних н.к. FM систем, з простором
входiв U i простором виходiв Y , є SAncd (U ,Y).
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Будемо казати, що н.к. FM система Σ̃FM,nc = (d; Ã, B̃, C̃,D; H̃,U ,Y) є дiла-
тацiєю н.к. FM системи ΣFM,nc = (d;A,B,C,D;H,U ,Y), якщо для кожних
n ∈ Z+ \ {0} i X = (X1, . . . , Xd) ∈ (Cn×n)d 1D система Σ̃X := (1;X ⊗ Ã,X ⊗
B̃, In⊗ C̃, In⊗D;Cn⊗H̃,Cn⊗U ,Cn⊗Y) є дiлатацiєю 1D системи ΣX := (1;X ⊗
A,X ⊗B, In⊗C, In⊗D;Cn⊗H,Cn⊗U ,Cn⊗Y), тобто для кожних n ∈ Z+ \ {0}
i X ∈ (Cn×n)d iснують пiдпростори DX i D∗,X у Cn ⊗ H̃ такi, що

(1.59) Cn ⊗ H̃ = DX ⊕ (Cn ⊗H)⊕D∗,X ,

(1.60)
(X⊗ Ã)DX ⊂ DX , (In⊗ C̃)DX = {0}, (X⊗ Ã)∗D∗,X ⊂ D∗,X , (X⊗ B̃)∗D∗,X = {0},

(1.61)
X⊗A = (In⊗PH)(X⊗Ã)|Cn⊗H, X⊗B = (In⊗PH)(X⊗B̃), In⊗C = (In⊗C̃)|Cn⊗H.

Пропозицiя 1.35. Система Σ̃FM,nc = (d; Ã, B̃, C̃,D; H̃,U ,Y) є дiлатацiєю
системи ΣFM,nc = (d;A,B,C,D;H,U ,Y) тодi i тiльки тодi, коли H̃ ⊃ H i для
всiх j ∈ Z+ наступнi рiвностi н.к. многочленiв мають мiсце:

(1.62) (xA)j = PH(xÃ)j|H, (xA)jxB = PH(xÃ)jxB̃,

C(xA)j = C̃(xÃ)j|H, C(xA)jxB = C̃(xÃ)jxB̃.

Доведення. З означення дiлатацiї, даного вище, i леми 1.33 випливає, що
система Σ̃FM,nc є дiлатацiєю системи ΣFM,nc тодi i тiльки тодi, коли для кожних
n ∈ Z+ \ {0}, X ∈ (Cn×n)d i j ∈ Z+,

(X ⊗ A)j = (In ⊗ PH)(X ⊗ Ã)j|Cn ⊗H,
(X ⊗ A)j(X ⊗B) = (In ⊗ PH)(X ⊗ Ã)j(X ⊗ B̃),

(In ⊗ C)(X ⊗ A)j = (In ⊗ C̃)(X ⊗ Ã)j|Cn ⊗H,
(In ⊗ C)(X ⊗ A)j(X ⊗B) = (In ⊗ C̃)(X ⊗ Ã)j(X ⊗ B̃).

Остання рiвнiсть еквiвалентна рiвностям (1.62) за вiдсутнiстю н.к. полiномiальних
тотожностей для матриць всiх розмiрiв, дивись [130, сс. 22–23] i наслiдок 1.25. �

Як наслiдок останньої з рiвностей (1.62) у пропозицiї 1.35, ми отримаємо на-
ступне твердження.

Пропозицiя 1.36. Передавальнi фунцiї TΣFM,nc i TΣ̃FM,nc системи ΣFM,nc =

(d;A,B,C,D;H,U ,Y) i її дiлатацiї Σ̃FM,nc = (d; Ã, B̃, C̃,D; H̃,U ,Y) спiвпада-
ють.

Нехай н.к. FM система Σ̃FM,nc = (d; Ã, B̃, C̃,D; H̃,U ,Y) - дiлатацiя н.к. FM
системи ΣFM,nc = (d;A,B,C,D;H,U ,Y). Ми будемо називати таку дiлатацiю
рiвномiрною, якщо пiдпростори DX i D∗,X у Cn ⊗ H̃ з рiвностей (1.59) i (1.60)
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незалежнi вiд X i мають вигляд DX = Cn ⊗ D, D∗,X = Cn ⊗ D∗. Таким чином,
Σ̃FM,nc називається рiвномiрною дiлатацiєю ΣFM,nc, якщо iснують пiдпростори D
i D∗ у H̃ такi, що

H̃ = D ⊕H⊕D∗,(1.63)

ÃkD ⊂ D, C̃D = {0}, Ãk

∗
D∗ ⊂ D∗, B̃k

∗
D∗ = {0}, k = 1, . . . , d,(1.64)

Ak = PHÃk|H, Bk = PHB̃k, C = C̃|H, k = 1, . . . , d.(1.65)

Введемо позначення для наборiв операторiв A = (A1, . . . , Ad) ∈ L(H)d, B =

(B1, . . . , Bd) ∈ L(U ,H)d:

(1.66) (A]B)w = Ai1 · · ·Aim−1
Bim, w = gi1 · · · gim ∈ Gd \ {∅},

де, зокрема,
(A]B)gk = Bk, k = 1, . . . , d.

Наступна пропозицiя є аналогом леми 1.33 для н.к. FM систем.

Пропозицiя 1.37. Для систем ΣFM,nc = (d;A,B,C,D;H,U ,Y) i Σ̃FM,nc =

(d; Ã, B̃, C̃,D; H̃,U ,Y) наступнi твердження еквiвалентнi:

(i): Σ̃FM,nc - дiлатацiя ΣFM,nc;

(ii): Σ̃FM,nc - рiвномiрна дiлатацiя ΣFM,nc;

(iii): H̃ ⊃ H i наступнi рiвностi є вiрними:

Aw = PHÃ
w|H, w ∈ Gd,(1.67)

(A]B)w = PH(Ã]B)w, w ∈ Gd \ {∅},(1.68)
CAw = C̃Ãw|H, w ∈ Gd,(1.69)

C(A]B)w = C̃(Ã]B̃)w, w ∈ Gd \ {∅}.(1.70)

Доведення. Ясно, що дивлячись на коефiцiєнти н.к. многочленiв у (1.62),
ми спостерiгаємо, що (i)⇔(iii). Також ясно, що (ii)⇒(i). Щоб довести, що (i)⇒(ii),
припустимо, що Σ̃FM,nc - дiлатацiя ΣFM,nc. Тодi за пропозицiєю 1.35 H̃ ⊃ H i
вiдношення (1.67)–(1.70) є вiрними. Покладемо

D := clos span
w∈Gd, k∈{1,...,d}

Ãw
(

(Ãk − Ak)H + (B̃k −Bk)U
)
.

Тодi D ⊥ H. Покладемо D∗ := H̃ 	 (D ⊕H). Тодi (1.63) є вiрним. З означення
D отримаємо, що ÃjD ⊂ D, j = 1,. . . ,d. Далi, для довiльних h ∈ H, u ∈ U , w ∈ Gd

i k, j ∈ {1, . . . , d} ми маємо, завдяки (1.69)–(1.70),

C̃Ãw
(

(Ãk − Ak)h+ (B̃k −Bk)u
)

= C̃Ãwgkh−
(
C̃Ãw|H

)
· Akh

+ C̃(Ã]B̃)wgku−
(
C̃Ãw|H

)
·Bku = 0.
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Звiдси ми отримаємо C̃D = {0}. Iншi спiввiдношення у (1.64) отримаються по-
дiбним чином. Отже, н.к. FM система Σ̃FM,nc є рiвномiрною дiлатацiєю н.к. FM
системи ΣFM,nc. �

Теорема 1.38. Кожна дисипативна н.к. FM система ΣFM,nc має (рiвномiр-
ну) консервативну дiлатацiю.

Доведення. Нехай н.к. FM система ΣFM,nc = (d;A,B,C,D;H,U ,Y) - диси-
пативна. Тодi (дивись доведення пропозицiї 1.34) Gx ∈ SAncd (H⊕ U ,H⊕ Y), де

Gx =

[
xA xB
C D

]
∈ L(H⊕ U ,H⊕ Y) 〈x1, . . . , xd〉 .

Як показано у [26], iснує консервативна реалiзацiя Джiвона–Росера, тобто така
GR система ΣGR,nc = (d;T, F,H, S; Ĥ =

⊕d
k=1 Ĥk,H⊕ U ,H⊕ Y), що

TΣGR,nc(x) = S +H(IĤ − xP̂T )−1xP̂F = Gx,

де P̂ = (P̂1, . . . , P̂d) ∈ L(Ĥ)d, з P̂k := PĤk , k = 1,. . . ,d. Тодi, в силу єдиностi
розвинення н.к. формального степеневого ряду у однорiдних многочленах, ми
отримаємо:

(1.71) S =

[
0 0
C D

]
, HxP̂F =

[
xA xB
0 0

]
, H(xP̂T )jxP̂F = 0 (j = 1, . . .).

Останнi два спiввiдношення можуть бути переписанi як
(1.72)

HF k =

[
Ak Bk

0 0

]
(k = 1, . . . , d), H(T]F )w = 0 (w ∈ Gd \ {∅, g1, . . . , gd}),

де T = (T 1, . . . , T d) ∈ L(Ĥ)d, з T k := P̂kT, k = 1, . . . , d, i F = (F 1, . . . , F d) ∈
L(H⊕ U , Ĥ)d, з F k := P̂kF, k = 1, . . . , d. Унiтарний оператор

G =

[
T F
H S

]
∈ L(Ĥ ⊕ (H⊕ U), Ĥ ⊕ (H⊕ Y))

допускає iнше блочне розбиття:

G =

[
Ȧ Ḃ

Ċ Ḋ

]
∈ L((Ĥ ⊕ H)⊕ U , (Ĥ ⊕ H)⊕ Y),

де

Ȧ =

[
T F |H

PHH 0

]
∈ L(Ĥ ⊕ H), Ḃ =

[
F |U

0

]
∈ L(U , Ĥ ⊕ H),

Ċ =
[
PYH C

]
∈ L(Ĥ ⊕ H,Y), Ḋ = D ∈ L(U ,Y).
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Покладемо Ṗ = (Ṗ1, . . . , Ṗd) ∈ L(Ĥ⊕H)d, з Ṗk := P̂k⊕Pk, k = 1, . . . , d. Покажемо,
що для j = 0, 1, . . . наступнi н.к. полiномiальнi спiввiдношення є вiрними:

(xA)j = PH(ȦxṖ Ȧ)j|H,(1.73)
(xA)jxB = PH(ȦxṖ Ȧ)jȦxṖ Ḃ,(1.74)
C(xA)j = Ċ(ȦxṖ Ȧ)j|H,(1.75)

C(xA)jxB = Ċ(ȦxṖ Ȧ)jȦxṖ Ḃ.(1.76)

Для j = 0 рiвнiсть (1.73) тривiальна. Для j = 1 ми маємо завдяки (1.71):

PHȦxṖ Ȧ|H = PHHxP̂F |H = xA,

тобто (1.73) задовольняється. Застосуємо iндукцiю за j. Припустимо, що (1.73)
виконується для j = k ∈ Z+ \ {0}. Тодi, завдяки (1.71),

(xA)k+1 = xA(xA)k = PHȦxṖ ȦPH(ȦxṖ Ȧ)k|H
= PHȦxṖ Ȧ(IĤ⊕H − PĤ)(ȦxṖ Ȧ)k|H
= PH(ȦxṖ Ȧ)k+1|H − PHȦxṖ ȦPĤ(ȦxṖ Ȧ)k|H
= PH(ȦxṖ Ȧ)k+1|H − PHHxṖT (TxṖT + FxPH)PĤ(ȦxṖ Ȧ)k−1|H
= PH(ȦxṖ Ȧ)k+1|H − PH(HxṖT )(TxṖT )PĤ(ȦxṖ Ȧ)k−1|H = . . .

= PH(ȦxṖ Ȧ)k+1|H − PH(HxṖT )(TxṖT )k−1PĤ(ȦxṖ Ȧ)|H
= PH(ȦxṖ Ȧ)k+1|H − PH(HxṖT )(TxṖT )k−1(TxṖF )|H
= PH(ȦxṖ Ȧ)k+1|H.

Таким чином, (1.73) виконується для всiх j ∈ Z+. Спiввiдношення (1.74)–(1.76)
доводяться аналогiчно. Покладемо Σ̇FM,nc := (d; Ȧ, Ḃ, Ċ,D; Ḣ,U ,Y), де Ḣ := Ĥ⊕
H, Ȧ := (Ȧ1, . . . , Ȧd) ∈ L(Ḣ)d, Ȧk := ȦPkȦ (k = 1, . . . , d), Ḃ := (Ḃ1, . . . , Ḃd) ∈
L(U , Ẋ )d, Ḃk := ȦPkḂ (k = 1, . . . , d). Тодi за пропозицiєю 1.35 система Σ̇FM,nc є
дiлатацiєю системи ΣFM,nc.

Нехай U - унiтарна дiлатацiя стискаючого оператора Ȧ = PĤ⊕HG|Ĥ⊕H, дiюча
на гiльбертовому просторi H̃ ⊃ Ḣ = Ĥ ⊕ H, який iснує вiдповiдно теоремi про
дiлатацiю С.-Надя [143]. За лемою Сарасона [134, Lemma 0], iснують пiдпростори
D i D∗ у H̃ такi, що H̃ = D ⊕ Ḣ ⊕ D∗ i UD ⊂ D, U ∗D∗ ⊂ D∗. Iнакше кажучи,
оператор U має наступний операторно-блочний матричний вигляд:

U =

 U11 U12 U13

0 Ȧ U23

0 0 U33

 ∈ L(D ⊕ Ḣ ⊕ D∗).

Визначимо також

xP̈ =

 x1ID 0 0

0 xṖ 0
0 0 x1ID∗

 ∈ L(D ⊕ Ḣ ⊕ D∗) 〈x1, . . . , xd〉 ,
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тобто

P̈1 =

 ID 0 0

0 Ṗ1 0
0 0 ID∗

 , P̈k =

 0 0 0

0 Ṗk 0
0 0 0

 (k = 2, . . . , d),

Ä :=

 ID 0 0

0 Ȧ 0
0 0 ID∗

 ∈ L(D ⊕ Ḣ ⊕ D∗), B̈ :=

 0

Ḃ
0

 ∈ L(U ,D ⊕ Ḣ ⊕ D∗),

C̈ :=
[

0 Ċ 0
]
∈ L(D ⊕ Ḣ ⊕ D∗,Y).

Тодi

UxP̈ Ä =

 x1U11 U12xṖ Ȧ x1U13

0 xȦ x1U23

0 0 x1U33

 , UxP̈ B̈ =

 U12xṖ Ḃ

xḂ
0

 .
Покладемо Σ̃FM,nc := (d; Ã, B̃, C̃,D; H̃,U ,Y), де Ã := (Ã1, . . . , Ãd) ∈ L(H̃)d,
Ãk := UP̈kÄ, B̃ := (B̃1, . . . , B̃d) ∈ L(U , H̃)d, B̃k := UP̈kB̈ (k = 1, . . . , d), C̃ := C̈.
Тодi легко перевiрити, що з вибором пiдпросторiв D i D∗ у H̃, система Σ̃FM,nc є
консервативною дiлатацiєю системи Σ̇FM,nc. Оскiльки дiлатацiя дiлатацiї є знов
дiлатацiя, система Σ̃FM,nc є консервативною длiтацiєю системи ΣFM,nc. За пропо-
зицiєю 1.37, ця дiлатацiя рiвномiрна. �

Ми будемо казати, що комутативна FM система Σ̃FM,c = (d; Ã, B̃, C̃,D; H̃,U ,Y)
- дiлатацiя комутативної FM системи ΣFM,c = (d;A,B,C,D;H,U ,Y), якщо
для кожного x ∈ Cd 1D система Σ̃x := (1;xÃ, xB̃, C̃,D; H̃,U ,Y) - дiлатацiя вiд-
повiдної 1D системи Σx := (1;xA, xB, C,D;H,U ,Y), тобто для кожного x ∈ Cd

iснують пiдпростори Dx i D∗,x у X̃ такi, що

H̃ = Dx ⊕H⊕D∗,x,(1.77)
xÃDx ⊂ Dx, C̃Dx = {0}, (xÃ)∗D∗,x ⊂ D∗,x, (xB̃)∗D∗,x = {0},(1.78)

xA = PH(xÃ)|H, xB = PH(xB̃), C = C̃|H.(1.79)

З леми 1.33 ми отримаємо наступне еквiвалентне переформулювання цього озна-
чення.

Пропозицiя 1.39. Система Σ̃FM,c = (d; Ã, B̃, C̃,D; H̃,U ,Y) є дiлатацiєю си-
стеми ΣFM,c = (d;A,B,C,D;H,U ,Y) тодi i тiльки тодi, коли H̃ ⊃ H i для всiх
x ∈ Cd i j ∈ Z+ виконаються наступнi рiвности:

(1.80) (xA)j = PH(xÃ)j|H, (xA)jxB = PH(xÃ)jxB̃,

C(xA)j = C̃(xÃ)j|H, C(xA)jxB = C̃(xÃ)jxB̃.
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Ми визначаємо зараз перетворення абелiанiзацiї γ : Gd → Zd+ як

w = gi1 · · · gim 7→ s = (s1, . . . , sd),

де sk ∈ Z+ - кiлькiсть разiв, що лiтера gk виникає у словi w, i ∅ 7→ 0. Для
s = (s1, . . . , sd) ∈ Zd+ позначимо як cs кардинальнiсть множини γ−1(s). Ясно, що

cs :=
(s1 + · · ·+ sd)!

s1! · · · sd!
.

Ми визначаємо зараз симетрiзованi мультiстепенi наступним чином. Для на-
борiв операторiв A = (A1, . . . , Ad) ∈ L(H)d i B = (B1, . . . , Bd) ∈ L(U ,H)d, ми
покладаємо

A0 := IX ,(1.81)
As := c−1

s

∑
w∈γ−1(s)

Aw, s ∈ Zd+ \ {0},(1.82)

(A]B)s := c−1
s

∑
w∈γ−1(s)

(A]B)w, s ∈ Zd+ \ {0},(1.83)

Переписуючи рiвностi для комутативних многочленiв у (1.80) як рiвностi для їх
коефiцiєнтiв, ми отримаємо наступну версiю леми Сарасона для комутативної
FM-системи.

Пропозицiя 1.40. Система Σ̃FM,c = (d; Ã, B̃, C̃,D; H̃,U ,Y) є дiлатацiєю си-
стеми ΣFM,c = (d;A,B,C,D;H,U ,Y) тодi i тiльки тодi, коли H̃ ⊃ H i насту-
пнi рiвностi виконанi:

(1.84)

∀s ∈ Zd+ As = PHÃ
s|H,

∀s ∈ Zd+ \ {0} (A]B)s = PH(Ã]B̃)s,

∀s ∈ Zd+ CAs = C̃Ãs|H,
∀s ∈ Zd+ \ {0} C(A]B)s = C̃(Ã]B̃)s.

Як наслiдок останньої з рiвностей (1.80) у пропозицiї 1.39, ми отримаємо на-
ступне твердження.

Пропозицiя 1.41. Передавальнi функцiї TΣFM,c i TΣ̃FM,c системи ΣFM,c = (d;-
A,B,C,D;H,U ,Y) i її дiлатацiї Σ̃FM,c = (d; Ã, B̃, C̃,D; H̃,U ,Y) спiвпадають.

Теорема 1.42. Дисипативна система ΣFM,c = (d;A,B,C,D;H,U ,Y) має
консервативну дiлатацiю тодi i тiльки тодi, коли лiнiйна функцiя

(1.85) Gx =

[
xA xB
C D

]
з коефiцiєнтами у L(H⊕ U ,H⊕ Y) належить класу SAd(H⊕ U ,H⊕ Y).
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Доведення. Нехай дисипативна система ΣFM,c = (d;A,B,C,D;H,U ,Y) має
консервативну дiлатацiю Σ̃FM,c = (d; Ã,B, C̃, D; H̃,U ,Y). Тодi для кожного ζ ∈
Td оператор

G̃ζ =

[
ζÃ ζB̃

C̃ D

]
∈ L(H̃ ⊕ U , H̃ ⊕ Y)

унiтарний. Як спостерiгалося вище, тодi н.к. FM система Σ̃FM,nc = (d; Ã, B̃, C̃,D;-
H̃,U ,Y) - теж консервативна, тобто для кожного U ∈ Ud оператор

G̃U =

[
U ⊗ Ã U ⊗ B̃
I ⊗ C̃ I ⊗D

]
унiтарний. Оскiльки довiльний набiр T = (T1, . . . , Td) (не обов’язково строгих i
не обов’язково комутуючих) стискiв на гiльбертовому просторi, скажiмо E , має
унiтарну дiлатацiю U = (U1, . . . , Ud) (дивись [144]), ми маємо ‖G̃T‖ ≤ ‖G̃U‖ = 1,
i таким чином G∗TGT = (IE ⊗ (PH⊕ IU))G̃∗T G̃T |E ⊗ (H⊕U) ≤ IE⊗(H⊕U), ми робимо
висновок, що Gx ∈ SAd(H⊕ U ,H⊕ Y).

Навпаки, припустимо, що Gx ∈ SAd(H ⊕ U ,H ⊕ Y). Ми покажемо, що роз-
ширення Gx до лiнiйного многочлена Gnc

x належить класу SAncd (H ⊕ U ,H ⊕ Y).
Справдi, якщо T = (T1, . . . , Td) ∈ Ddnc∩ (Cn×n)d для деякого n ∈ Z+ \{0}, то набiр
T̃ = (T̃1, . . . , T̃d) ∈ (C2n×2n)d, де

T̃k :=

[
0 Tk
0 0

]
, k = 1, . . . , d,

складається з комутуючих строго стискаючих матриць (зауважимо, що T̃kT̃j =
0, k, j = 1, . . . , d). Оскiльки

‖GT‖ =
∥∥(PCn⊕{0} ⊗ IH⊕Y

)
GT̃ |({0} ⊕ Cn)⊗ (H⊕ U)

∥∥
≤ ‖GT̃‖ ≤ 1,

ми отримаємо Gnc
x ∈ SAncd (H ⊕ U ,H ⊕ Y). Ясно, що для кожного набора (не

обов’язково строгих) стискiв T ми маємо ‖GT‖ ≤ 1, i також для кожного набора d
унiтарних операторiв). Останнє означає, що асоцiйована н.к. FM система ΣFM,nc =
(d;A,B,C,D;H,U ,Y) - дисипативна. Тодi за теоремою 1.38 iснує н.к. FM система
Σ̃FM,nc = (d; Ã, B̃, C̃,D; H̃,U ,Y), яка є (рiвномiрною) консервативною дiлатацiєю
ΣFM,nc. Легко побачити тепер, що вiдповiдна комутативна FM система Σ̃FM,c =
(d; Ã, B̃, C̃,D; H̃,U ,Y) є консервативною дiлатацiєю ΣFM,c. �

Зауважимо, що для d ≥ 3 не всi дисипативнi комутативнi FM системи ма-
ють консервативну дiлатацiю. Справдi, за головним результатом статтi [94], для
кожного d ≥ 3 можна знайти набiр операторiв A = (A1, . . . , Ad) на гiльберто-
вому просторi, скажiмо H, такий, що лiнiйна функцiя Gx = xA - стискаюча на
Dd, проте не з класу Шура–Аглера. Iншими словами, комутативна FM система
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ΣFM,c = (d;A, 0, 0, 0;H, {0}, {0}) - дисипативна, проте вiдповiдна лiнiйна функцiя
Gx не належить класу SAd(H). За теоремою 1.42, система ΣFM,c не має консерва-
тивної дiлатацiї.

Нехай система Σ̃FM,c = (d; Ã, B̃, C̃,D; H̃,U ,Y) є дiлатацiєю системи ΣFM,c =
(d;A,B,C,D;H,U ,Y). Ми будемо казати, що така дiлатацiя рiвномiрна, якщо
пiдпростори Dx не залежать вiд x ∈ Cd, тобто Dx = D, x ∈ Cd, чи еквiвалентно,
пiдпростори D∗,x не залежать вiд x ∈ Cd, тобто D∗,x = D, x ∈ Cd. Легко поба-
чити, що комутативна FM система Σ̃FM,c = (d; Ã, B̃, C̃,D; H̃,U ,Y) є рiвномiрною
дiлатацiєю комутативної FM системи ΣFM,c = (d;A,B,C,D;H,U ,Y) тодi i тiльки
тодi, коли вiдповiдна н.к. FM система Σ̃FM,nc = (d; Ã, B̃, C̃,D; H̃,U ,Y) є рiвномiр-
ною дiлатацiєю вiдповiдної н.к. FM системи ΣFM,nc = (d;A,B,C,D;H,U ,Y).

Наступна теорема є посиленням теореми 1.42.

Теорема 1.43. Дисипативна система ΣFM,c = (d;A,B,C,D;H,U ,Y) має
рiвномiрну консервативну дiлатацiю тодi i тiльки тодi, коли лiнiйний много-
член (1.85) належить класу SAd(H⊕ U ,H⊕ Y).

Доведення. Необхiднiсть випливає з теореми 1.42. Для доведення достатно-
стi, ми спостерiгаємо, що консервативна дiлатацiя Σ̃FM,nc системи ΣFM,nc у теоремi
1.42 є рiвномiрною. Таким чином, з огляду на зауваження перед цiєю теоремою,
вiдповiдна консервативна дiлатацiя Σ̃FM,c системи ΣFM,c є також рiвномiрною. �

Зауважимо, що у комутативному випадку не кожна дiлатацiя є рiвномiрною
(на вiдмiну вiд н.к. випадку, дивись пропозицiю 1.37). Бiльш того, не кожна консе-
рвативна дiлатацiя є рiвномiрною, тобто теорема 1.43 є насправдi посиленням те-
ореми 1.42. Щоб показати це, ми можемо використати приклад 1 у [27] i спостере-
ження, що для випадку, де простори входiв i виходiв нульовi (тобто U = Y = {0})
поняття KV системи i FM системи спiвпадають, як у комутативному, так i в н.к.
налаштуваннi.

1.8. Iнтерполяцiя Каратеодорi на н.к. полiкрузi

Класична iнтерполяцiйна задача Каратеодорi - така: якщо дана послiдовнiсть
комплексних чисел c0 > 0, c1,. . . ,cm, знайти голоморфну функцiю f(x) = f0 +
xf1 + x2f2 + · · · на вiдкритому одиничному крузi D, чиї значення у D мають
додатну дiйсну частину (тобто f належить до класу Герглотця, або Каратеодорi
H1, де нижнiй iндекс 1 означає одновiмiрний випадок) таку, що

f0 =
c0

2
, f1 = c1, . . . , fm = cm.

Ця проблема була поставлена Костянтином Каратеодорi у [42, 43], де були пред-
ставленi критерiї розв’язностi i єдиностi її розв’язку. Теплиць помiтив у [147],
що оригiнальний критерiй розв’язностi з [42], що був сформульований у тер-
мiнах опуклих тiл, допускає наступне формулювання у термiнах коефiцiєнтiв
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ck, k = 0, . . . ,m: задача Каратеодорi для цих даних має розв’язок тодi i тiль-
ки тодi, коли (m+ 1)× (m+ 1) матриця

(1.86) Tc =


c0 c∗1 . . . c∗m−1 c∗m
c1

. . . . . . . . . c∗m−1... . . . . . . . . . ...
cm−1 . . . . . . . . . c∗1
cm cm−1 . . . c1 c0


додатно напiввизначена (тут c∗k = ck). З iнтегрального зображення Рiса [129] та
Герглотця [86]

(1.87) f(x) =
1

2

∫
T

1 + λ̄x

1− λ̄x
dµ(λ) + i Im f(0), x ∈ D,

яке характерiзує функцiї з H1 (тут µ - додатна борелевська мiра на одиничному
колi T; у випадку, коли f(0) = 1

2 , другий доданок у правiй частинi (1.87) зникає
i µ має повну варiацiю |µ| = 1), можна отримати зображення для коефiцiєнтiв
Тейлора f ∈ H1:

f0 =
|µ|
2

+ i Im f(0), fk =

∫
T
λ̄k dµ(λ), k = 1, 2, . . . .

Таким чином, задача Каратеодорi має розв’язок тодi i тiльки тодi, коли iснує
додатна борелевська мiра µ на T така, що

(1.88) ck =

∫
T
λ̄k dµ(λ), k = 0, . . . ,m,

тобто µ розв’язує тригонометричну проблему моментiв для ck, k = 0,. . . ,m.
В операторнозначному випадку данi задачi Каратеодорi - обмеженi лiнiйнi опе-

ратори c0 ≥ 0, c1,. . . ,cm на сепарабельному гiльбертовому просторi7 Y , i клас H1

замiнюється на клас H1(Y) голоморфних функцiй на D, чиї значення - обмеженi
лiнiйнi оператори на Y з додатно напiввизначеною дiйсною частиною. Тодi кри-
терiй Каратеодорi–Теплиця, зображення (1.87) для f ∈ H1(Y) i тригонометричне
моментне зображення (1.88) залишаються вiрними з операторною блочною ма-
трицею Tc у (1.86), додатною борелевською L(Y)-значною мiрою µ i збiжнiстю
iнтегралiв у (1.87) i (1.88) в сильнiй операторнiй топологiї. Зображення Рiса–
Герглотця (1.87) для випадку, коли f(0) = IY

2 , а значить, i моментне зображення
(1.88) для випадку, коли c0 = IY , допускають наступний операторний вигляд:

f(x) =
1

2
V ∗(IH + xG)(IH − xG)−1V, x ∈ D,(1.89)

ck = V ∗GkV, k = 0, . . . ,m,(1.90)

7Ми будемо розглядати тiльки сепарабельнi гiльбертовi простори, i опускати слово “сепарабельний"для
стислостi.
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де G - унiтарний оператор на деякому допомiжному гiльбертовому просторi H, i
V ∈ L(Y ,H) - iзометрiя. Цi результати належать Наймарку [113].

Подiбна задача була розглянута вперше Каратеодорi i Феєром у [44] для кла-
су Шура S1 голоморфних стискаючих функцiй на D на мiсцi класу Герглотця
H1: якщо дана послiдовнiсть комплексних чисел s0, . . . , sm, знайти голоморфну
функцiю F (x) = F0 + xF1 + x2F2 + · · · з класу S1 таку, що

F0 = s0, . . . , Fm = sm.

Шур довiв у [137], що задача Каратеодорi–Феєра має розв’язок тодi i тiльки тодi,
коли матриця

(1.91) Ts =


s0 0 . . . 0

s1
. . . . . . ...

... . . . . . . 0
sm . . . s1 s0


стискаюча 8, тобто ‖Ts‖ ≤ 1. В операторнозначному випадку данi задачi Каратео-
дорi–Феєра - оператори s0,. . . ,sm ∈ L(U ,Y), з гiльбертовими просторами U i Y ,
клас S1 замiнюється на клас S1(U ,Y) голоморфних функцiй на D, чиї значення
- стискаючi оператори з L(U ,Y), i критерiй Шура формулюється таким самим
чином, як у скалярному випадку, але з операторно-блочною матрицею Ts.

У [100] результати, розглянутi вище, узагальнюються до н.к. налаштування.
На додачу до н.к. класу Шура–Аглера SAnc

d (U ,Y), що ми обговорювали у пiд-
роздiлi 1.7, ми вводимо н.к. клас Герглотця–Аглера HAnc

d (Y), що складається з
н.к. формальних степеневих рядiв f з d невизначеними i коефiцiєнтами у L(Y),
збiжних у н.к. одиничному полiкрузi Ddnc i маючих там додатно напiввизначену
дiйсну частину:

f(X) + f(X)∗ ≥ 0, X = (X1, . . . , Xd) ∈ Ddnc.

Зауважимо, що комутативнi аналоги класiв Герглотця–Аглера i Шура–Аглера бу-
ли детально вивченi у [28, 29]. Бiльш того, далi деякi з наших н.к. аргументiв
стосовно реалiзацiй н.к. функцiй взятi з [28, 29] i адаптованi до н.к. налаштува-
ння.

Ми називаємо множину Λ ∈ Gd допустимою, якщо gkw ∈ Gd \Λ i wgk ∈ Gd \Λ
для кожних w ∈ Gd \ Λ i k = 1, . . . , d.

Задача Каратеодорi на н.к. полiкрузi формулюється таким чином.

Задача 1.44. Нехай Λ ⊂ Gd - допустима множина. Якщо дана колекцiя опе-
раторiв {cw}w∈Λ ∈ L(Y), з c∅ ≥ 0, знайти f =

∑
w∈Gd x

wfw ∈ HAnc
d (Y) таке, що

f∅ =
c∅
2
, fw = cw для w ∈ Λ \ {∅}.

8Матрична норма розглянута ту є операторна (2, 2)-норма, тобте максимальне сингулярне значення матрицi.
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Ми також розглядаємо спецiальний випадок цiєї задачи, де c∅ = IY .

Задача 1.45. Нехай Λ ⊂ Gd - допустима множина. Якщо дана колекцiя опе-
раторiв {cw}w∈Λ ∈ L(Y), з c∅ = IY , знайти f =

∑
w∈Gd x

wf ∈ HAnc
d (Y) таке, що

f∅ =
c∅
2

=
IY
2
, fw = cw для w ∈ Λ \ {∅}.

Задача Каратеодорi–Феєра на н.к. полiкрузi формулюється таким чином.

Задача 1.46. Нехай Λ ⊂ Fd - допустима множина. Якщо дана колекцiя опе-
раторiв {sw}w∈Λ ∈ L(U ,Y), знайти F =

∑
w∈Gd x

wFw ∈ SAnc
d (U ,Y) таке, що

Fw = sw, w ∈ Λ.

Щоб дати iдею наших результатiв, критерiї розв’язностi цих задач, ми споча-
тку повернемось до одновимiрного випадку. Нехай S позначає стандартну (m +
1)× (m+ 1) матрицю зсуву:

(1.92) S =


0

1 . . .
. . . . . .

1 0

 ,
тобто Sij = 1 для i − j = 1, i Sij = 0 iнакше. Тодi Tc = Im+1 ⊗ c0 +

∑m
k=1 S

k ⊗
ck +

∑m
k=1 S

∗k⊗ c∗k. Якщо позначити p = c0
2 +

∑m
k=1 x

kck, то критерiй Каратеодорi–
Теплиця може бути сформульований як додатна напiввизначенiсть оператора

2 Re p(S) = p(S) + p(S)∗,

де p(S) := Im+1⊗c0
2 +

∑m
k=1 S

k ⊗ ck. За [19, роздiл 2.5], будь-який стиск T на гiль-
бертовому просторi E , який є нiльпотентним рангу не бiльше m + 1, тобто та-
кий, що T k = 0, k = m + 1, m + 2,. . . , допускає дiлатацiю вигляду S ⊗ IH, з
деяким гiльбертовим простором H, тобто iснує iзометрiя V ∈ L(E ,Cm+1 ⊗ H)
така, що T k = V ∗(Sk ⊗ IH)V , k = 1, 2,. . . . Оскiльки S - нiльпотентна матриця
рангу нiльпотентностi m+ 1, ми отримаємо наступний критерiй: задача Карате-
одорi з даними c0 ≥ 0,c1,. . . ,cm ∈ L(Y) має розв’язок тодi i тiльки тодi, коли
Re p(T ) ≥ 0 для кожного нiльпотентного стискаючого оператора T з рангом
нiльпотентностi не бiльше m+ 1. Аналогiчно, Ts =

∑m
k=0 S

k ⊗ sk. Якщо визна-
чити q :=

∑m
k=0 x

ksk, то критерiй Шура може бути сформульований як стискаю-
чiсть оператора q(S) =

∑m
k=0 S

k ⊗ sk. Таким чином, задача Каратеодорi–Феєра з
даними s0,. . . ,sm ∈ L(U ,Y) має розв’язок тодi i тiльки тодi, коли ‖q(T )‖ ≤ 1
для кожного нiльпотентного стискаючого оператора T з рангом нiльпотентно-
стi не бiльше m + 1. Бiльш того, аргумент вище, разом з апроксимацiєю S як
rS, 0 < r < 1, показує, що достатньо обчислювати p i q на нiльпотентних строго
стискаючих матрицях розмiру не бiльше m+ 1.
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Введемо клас Gd наборiв G = (G1, . . . , Gd) операторiв на спiльному гiльбер-
товому просторi таких, що ζG =

∑d
k=1 ζkGk - унiтарний оператор для кожного

ζ = (ζ1, . . . , ζd) ∈ Td (такi набори операторiв виникали у пiдроздiлi 1.7 в означен-
нi консервативних FM систем).

Наступний результат дає н.к. аналог (1.89).

Теорема 1.47. Формальний степеневий ряд f ∈ L(Y) 〈〈x1, . . . , xd〉〉 з f∅ = IY
2

належить класу HAncd (Y) тодi i тiльки тодi, коли iснують гiльбертiв простiр
E , набiр G ∈ Gd ∩ L(E)d i iзометрiя V ∈ L(Y , E) такi, що

(1.93) f =
1

2
V ∗(IE+xG)(IE−xG)−1V = −IY

2
+
∞∑
k=0

(xG)k =
IY
2

+
∑

w∈Gd\{∅}

xwV ∗GwV.

Доведення. Якщо (1.93) виконується, то f ∈ HAncd (Y). Справдi, для будь-
якого X ∈ Ddnc ∩ (Cn×n)d оператор X ⊗G є строгим стиском. Тодi ряд у (1.93),
обчислений в X, збiгається в операторнiй нормi, значить, оператор

(ICn⊗E +X ⊗G)(ICn⊗E −X ⊗G)−1

добре визначений i, як перетворення Келi строгого стиску, має додатно напiв-
визначену дiйсну частину, i таким же є f(X). Ясно, що оскiльки V - iзометрiя,
f∅ = IY

2 .
Доведемо зараз зворотне твердження. Формальний степеневий ряд F := (2f−

IY)(2f + IY)−1 є добре визначенним, тому що 2f∅ + IY = 2IY - оборотний, i таким
же є 2f + IY . Бiльш того, F ∈ SAnc

d (Y). За результатом [24], iснує гiльбертiв
простiр H, розкладання одиницi P = (P1, . . . , Pd) ∈ L(H)d i унiтарний оператор
U =

[
A B
C D

]
∈ L(H⊕ Y) такi, що

(1.94) F = D + C(IY − (xP )A)−1(xP )B

(порiвняй з (1.33)). Бiльш того, оскiльки 2f∅ = IY , ми маємо D = F∅ = 0.
Щоб отримати зображення (1.93) для f, ми застосуємо прийом, добре вiдомий
у одновимiрнiй теорiї систем (дивись, наприклад, [17]). Розглянемо н.к. систему
Джiвона–Росера (GR) (яка є спецiальним випадком н.к. FM системи) ΣGR,nc =

(d;A,B,C, 0;H =
⊕d

k=1Hk;Y), де Hk = ranPk, тобто систему рiвнянь

(1.95)
{
h(x) = (xP )Ah(x) + (xP )Bu(x),
y(x) = Ch(x),

де h(x) ∈ L(H) 〈〈x1, . . . , xd〉〉, u(x), y(x) ∈ L(Y) 〈〈x1, . . . , xd〉〉 (вiдповiдна система
рiвнянь для коефiцiєнтiв цих н.к. формальних степеневих рядiв - це одна з систем
з еволюцiєю уздовж вiльного моноїду розглянутих в [24, 26]; дивись також (1.32)
в пiдроздiлi 1.4). Система (1.95) еквiвалентна системi

(1.96)
{
h(x) = (IH − (xP )A)−1(xP )Bu(x),
y(x) = F(x)u(x).
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Друге рiвняння означає, що F - передавальна функцiя системи ΣGR,nc, або що
ΣGR,nc - реалiзацiя н.к. формального степеневого ряду F. Знайдемо реалiзацiю
Σ̃GR,nc = (d; Ã, B̃, C̃, D̃;H =

⊕d
k=1Hk,Y) н.к. формального степеневого ряду f.

Для цього ми застосовуємо так зване дiагональне перетворення:

(1.97) u(x) = 2ỹ(x) + ũ(x), y(x) = 2ỹ(x)− ũ(x).

Тодi ми отримаємо ỹ(x) = f(x)ũ(x), тобто аналог другого рiвняння у (1.96). Лег-
кий пiдрахунок дає потрiбну системну реалiзацiю Σ̃GR,nc:

(1.98)

{
h̃(x) = (xP )Ãh̃(x) + (xP )B̃ũ(x),

ỹ(x) = C̃h̃(x) + D̃ũ(x),

де Ã = A + BC, B̃ = 2B, C̃ = C
2 i D̃ = IY

2 . Оскiльки U - унiтарний оператор, в
цьому випадку B - iзометрiя, C - коiзометрiя, A∗B = 0 i AC∗ = 0. Отже, A+BC
- унiтарний оператор. Таким чином, ми можемо написати

f(x) =
IY
2

+ C(IH − (xP )(A+BC))−1(xP )B

=
1

2
(IY + 2C(IH − (xP )(A+BC))−1(xP )(A+BC)(A+BC)∗B

=
1

2
(CC∗ + 2C(IH − (xP )(A+BC))−1(xP )(A+BC)C∗

=
1

2
C(IH − (xP )(A+BC))−1((IH − (xP )(A+BC) + 2(xP )(A+BC))C∗

=
1

2
C(IH − (xP )(A+BC))−1((IH + (xP )(A+BC))C∗

=
1

2
V ∗(IH + xG)(IH − xG)−1V,

деGk = Pk(A+BC), k = 1,. . . ,d, i V = C∗. Легко перевiрити, щоG ∈ Gd. Оскiльки
C - коiзометрiя, V = C∗ - iзометрiя. Таким чином, ми отримали зображення (1.93)
для f. �

Наслiдок 1.48. Формальний степеневий ряд f ∈ L(Y) 〈〈x1, . . . , xd〉〉 нале-
жить класу HAncd (Y) i задовольняє f∅ = IY

2 тодi i тiльки тодi, коли iснують
гiльбертiв простiр E , набiр операторiв G ∈ Gd ∩ L(E)d i iзометрiя V ∈ L(Y , E)
такi, що послiдовнiсть a∅ := IY , aw := fw для w ∈ Gd \ {∅}, задовольняє
aw = V ∗GwV , w ∈ Gd.

З наслiдку 1.48 ми отримаємо наступний результат, який дає н.к. аналог розв’яз-
ку проблеми моментiв (1.90).

Теорема 1.49. Задача 1.45 має розв’язок тодi i тiльки тодi, коли iснують
гiльбертiв простiр E , набiр операторiв G ∈ Gd ∩ L(E)d i iзометрiя V ∈ L(Y , E)
такi, що

(1.99) cw = V ∗GwV, w ∈ Λ.
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Нехай Λ ⊂ Gd - допустима множина. Ми будемо казати, що T = (T1, . . . , Td) ∈
(Cn×n)d - набiр Λ-спiльно нiльпотентних матриць, якщо

Tw = 0 для всiх w ∈ Gd \ Λ.

Позначимо клас наборiв Λ-спiльно нiльпотентних матриць як Nilpd(Λ).

Приклад 1.50. Нехай Λ ⊂ Gd - допустима множина. Нехай HΛ - скiнченно-
вимiрний гiльбертiв простiр, чий ортогональний базис ототожнений з множиною
Λ. Для k = 1, . . . , d визначимо лiвi н.к. зсуви назад Sk ∈ L(HΛ) за їх дiєю на
базисних векторах:

Skw =

{
w′ якщо w = gkw

′ з деяким w′ ∈ Gd,
0 iнакше.

Оскiльки Λ - допустиме, цi оператори правильно визначенi (якщо w = gkw
′ i

w ∈ Λ, то w′ ∈ Λ). Набiр S := (S1, . . . , Sd) належить класу Nilpd(Λ). Справдi,
якщо v ∈ Gd \ Λ i w ∈ Λ, то Svw 6= 0 тягне за собою w = vw′ з деяким w′ ∈ Λ.
Але у цьому випадку (множина Λ - допустима!) ми отримаємо w ∈ Gd \ Λ, що
неможливо. Таким чином, Sv = 0 для кожного v ∈ Gd \Λ. Оскiльки для кожного
w ∈ Λ ми маємо Sww = ∅ 6= 0, ми отримаємо, що S не належить класу Nilpd(Λ̃) нi
для якої допустимої власної пiдмножини Λ̃ ⊂ Λ. Ми можемо побачити також, що
S ∈ Cd, тобто S - набiр d стискiв: для довiльного h =

∑
w∈Λ hww ∈ HΛ, з hw ∈ C

(w ∈ Λ) i k ∈ {1, . . . , d} ми отримаємо

‖Skh‖2 =
∥∥∑
w∈Λ

hwSkw
∥∥2

=
∥∥ ∑
w′∈Λ: gkw′∈Λ

hgkw′w
′∥∥2

=
∑

w′∈Λ: gkw′∈Λ

|hgkw′|2 ≤
∑
w∈Λ

|hw|2 = ‖h‖2,

що означає, що Sk є стисками.

Наступний н.к. аналог критерiя Теплиця для розв’язностi задачи Каратеодорi
є вiрним.

Теорема 1.51. Задача 1.44 має розв’язок тодi i тiльки тодi, коли многочлен

(1.100) p :=
c∅
2

+
∑

w∈Λ\{∅}

xwcw

задовольняє умову

Re p(X) ≥ 0, X ∈ Ddnc ∩ Nilpd(Λ).

Для доведення нам будуть потрiбнi певнi означення i три леми.
Розглянемо Gd як пiдмоноїд у вiльному моноїдi з iнволюцiєю Ĝ2d. Останнє є

вiльний моноїд G2d з твiрними g1,. . . ,gd,gd+1,. . . ,g2d i нейтральним елементом ∅,
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забезпечений iнволюцiєю ∗, визначеною таким чином: g∗k := gk+d для k = 1, . . . , d,
g∗k := gk−d для k = d + 1, . . . , 2d, ∅∗ := ∅ i (gi1 · · · gil)∗ := g∗il · · · g

∗
i1

для кожних
l ∈ N i ij ∈ {1, . . . , 2d}, j = 1,. . . ,l. Для множини Ω ⊂ Ĝ2d ми визначаємо мно-
жину Ω∗ := {w ∈ Ĝ2d : w∗ ∈ Ω}. Введемо також унiтальну ∗-алгебру Ad(Y) як
алгебру L(Y) 〈x1, . . . , xd, xd+1, . . . x2d〉, забезпечену iнволюцiєю ∗, визначеною та-
ким чином: 1) x∗k := xk+d для k = 1, . . . , d, x∗k := xk−d для k = d + 1, . . . , 2d,
(xi1 · · ·xil)∗ := x∗il · · ·x

∗
i1

для кожних l ∈ N i ij ∈ {1, . . . , 2d}, j = 1, . . . , l, так
що для x̂ := (x1, . . . , xd, xd+1, . . . x2d) = (x1, . . . , xd, x

∗
1, . . . , x

∗
d) i w ∈ Ĝ2d ми ма-

ємо (x̂w)∗ = x̂w
∗; 2) для довiльних скiнченної множини Ω ⊂ Ĝ2d i многочлена

p =
∑

w∈Ω x̂
wpw,

p∗ =
(∑
w∈Ω

x̂wpw
)∗

:=
∑
w∈Ω

x̂w
∗
p∗w =

∑
w∈Ω∗

x̂wp∗w∗

(тут p∗w - спряжений оператор до pw у L(Y)).
Нехай E - гiльбертiв простiр, i T = (T1, . . . , Td) ∈ L(E)d. Тодi покладемо

T̂ := (T1, . . . , Td, T
∗
1 , . . . , T

∗
d ) ∈ L(E)2d.

Для скiнченної множини Ω ⊂ Ĝ2d i многочлена p =
∑

w∈Ω x̂
wpw ∈ Ad(Y) визначи-

мо
p(T ) = p(T̂ ) :=

∑
w∈Ω

T̂w ⊗ pw ∈ L(Y ⊗ E).

Зокрема, якщо Ω = Λ ∪ Λ∗, де Λ ⊂ Gd - скiнченна множина i

p =
∑

w∈Λ∪Λ∗

x̂wpw = p∅ +
∑

w∈Λ\{∅}

xwpw +
∑

w∈Λ∗\{∅}

x∗wpw,

ми маємо

p(T ) =
∑

w∈Λ∪Λ∗

T̂w ⊗ pw = IE ⊗ p∅ +
∑

w∈Λ\{∅}

Tw ⊗ pw +
∑

w∈Λ∗\{∅}

T ∗w ⊗ pw,

де x∗ := (x∗1, . . . , x
∗
d) i T ∗ := (T ∗1 , . . . , T

∗
d ), i ми ототожнюємо xw = x̂w, Tw = T̂w

для w ∈ Gd ⊂ Ĝ2d, i x∗w = x̂∗w, T ∗w = T̂ ∗w для w ∈ G∗d ⊂ Ĝ2d. Таким чином,
обчислення многочленiв з Ad(Y) на наборах операторiв є добре визначеним.

Лема 1.52. Нехай ∅ ∈ Λ ⊂ Gd - скiнченна множина.

I: Многочлен

p = IY +
∑

w∈Λ\{∅}

xwpw +
∑

w∈Λ∗\{∅}

x∗wpw ∈ Ad(Y)
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є додатно напiввизначеним на Ud тодi i тiльки тодi, коли iснують гiль-
бертiв простiр E , набiр операторiв G ∈ Gd ∩ L(E)d i iзометрiя V ∈
L(Y , E) такi, що

pw = p∗w∗ = V ∗GwV, w ∈ Λ,(1.101)
0 = V ∗GwV, w ∈ Gd \ Λ.(1.102)

II: Многочлен

p = IY +
∑

w∈Λ\{∅}

xwpw +
∑

w∈Λ∗\{∅}

x∗wpw ∈ Ad(Y)

є додатно напiввизначеним на Gd тодi i тiльки тодi, коли iснують гiль-
бертiв простiр K, набiр операторiв U ∈ Ud ∩ L(K)d i iзометрiя W ∈
L(Y ,K) такi, що

pw = p∗w∗ = W ∗UwW, w ∈ Λ,(1.103)
0 = W ∗UwW, w ∈ Gd \ Λ.(1.104)

Доведення. I. Якщо многочлен p - додатно напiввизначений на Ud, то pw =
p∗w∗ для w ∈ Λ. Це можна побачити з факторiзацiї Маккалоу [105] p = h∗h, де h =∑

w∈Gd : |w|≤m x
whw ∈ L(Y ,V) 〈x1, . . . , xd〉, з допомiжним гiльбертовим простором

V . Покладемо f := IY
2 +

∑
w∈Λ\{∅} x

wpw. Тодi p(C) = 2 Re f(C) ≥ 0 для кожного
набора C строгих стискiв на гiльбертовому просторi E . Справдi, оскiльки C має
унiтарну дiлатацiю (дивись [144]) U ∈ Ud ∩ L(K)d, тобто K ⊃ E i Cw = PEU

w
∣∣
E ,

w ∈ Gd, i p(U) = 2 Re f(U) ≥ 0, ми отримаємо p(C) = (PE ⊗ IY)p(U)
∣∣
E⊗Y ≥ 0.

Таким чином, f ∈ HAnc
d (Y) i f∅ = IY

2 . За наслiдком 1.48, iснує зображення (1.101)–
(1.102).

Навпаки, якщо p має зображення (1.101)–(1.102), то p(x̂) = f(x) + f(x)∗, де

f(x) =
IY
2

+
∑

w∈Λ\{∅}

xwpw =
IY
2

+
∑

w∈Λ\{∅}

xwV ∗GwV.

За наслiдком 1.48, f ∈ HAnc
d (Y). Отже, p(U) = 2 Re f(U) = limr↑1 2 Re f(rU) ≥ 0,

U ∈ Ud.
II. Нехай p - додатно напiввизначений на Gd. Нехай AUd - C∗-алгебра, отримана

як поповнення за нормою фактор-алгебри унiтальної ∗-алгебри Ad = Ad(C) з
пiвнормою

‖q‖ := sup
U∈Ud

‖q(U)‖ = sup
U∈Ud

‖q(U1, . . . , Ud, U
∗
1 , . . . , U

∗
d )‖,

за двобiчним iдеалом елементiв нульової пiвнорми.
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Покажемо, що обмеження наведеного вище фактор-вiдображення на пiдпро-
стiр Bd ⊂ Ad многочленiв вигляду

(1.105) q(x̂) = q∅ +
∑

w∈Gd: 0<|w|≤m

xwqw +
∑

w∈G∗d: 0<|w|≤m

x∗wqw

є iн’єктивним, тобто що якщо q ∈ Bd ненульове, то вiдповiдна фактор-множина
[q] ∈ AUd ненульова. Справдi, якщо [q] = [0], то q(U) = 0 для кожного U ∈ Ud.
Зокрема, q додатно напiввизначене на Ud. За [105], iснує многочлен

h =
∑

w∈Gd: |w|≤m

xwhw ∈ L(C,Cr) 〈x1, . . . , xd〉 ,

з деяким r ∈ N такий, що q(x̂) = h(x)∗h(x). Тодi h зникає на Ud. Зокрема, для
кожного n ∈ N многочлен h зникає на Ud∩(Cn×n)d. Остання множина є множиною
єдиностi для функцiй вiд матричних елементiв, якi є голоморфними на областi, що
мiстить цю множину (дивись, наприклад, [140]). Тодi h зникає на всьому (Cn×n)d,
для кожного n ∈ N. За [130, сс. 22-23] такий многочлен повинен бути нулем, тобто
hw = 0 для всiх w ∈ Gd таких, що |w| ≤ m. Тодi qw = 0 для всiх w ∈ Gd ∪ G∗d з
|w| ≤ m.

Позначимо як BUd образ пiдпростора Bd при наведеному вище фактор-вiдобра-
женнi. Цей пiдпростiр C∗-алгебри AUd є самоспряженим, тобто

B∗Ud := {[q]∗ = [q∗] : [q] ∈ BUd} = BUd.

Визначимо лiнiйне вiдображення ϕ : BUd → L(Y) як ϕ([xw]) = pw для w ∈ Λ,
ϕ([x∗w]) = pw для w ∈ Λ∗, i ϕ([zw]) = ϕ([z∗w

∗
]) = 0 для w ∈ Gd \Λ. За результатом

попереднього абзацу разом з [130, сс. 22-23], це лiнiйне вiдображення коректно
визначене. Покажемо, що ϕ є цiлком додатним, тобто для кожного n ∈ N вiд-
ображення

ϕn := idn ⊗ ϕ : Cn×n ⊗ BUd → Cn×n ⊗ L(Y)

(тут idn - тотожнє вiдображення з C∗-алгебри Cn×n на себе) є додатним. Останнє
означає, в свою чергу, що ϕn вiдображає додатнi елементи (у сенсi C∗-алгебри
Cn×n ⊗ AUd) з Cn×n ⊗ BUd у додатнi елементи C∗-алгебри Cn×n ⊗ L(Y). Нехай
[q] ∈ Cn×n ⊗ BUd - додатний елемент C∗-алгебри Cn×n ⊗AUd, тобто [q] = [h]∗[h] з
деяким [h] ∈ Cn×n ⊗ AUd. Можна розглядати [q] як n × n матрицю ([q]ij)i,j=1,...,n

чиї елементи [q]ij = [qij] ∈ BUd i qij ∈ Bd, i таким чином q ∈ Cn×n ⊗ Bd - много-
член вигляду (1.105) з коефiцiєнтами з Cn×n. Спостерiгаємо, що в силу означення
C∗-алгебри AUd, для довiльного [a] ∈ AUd його значення на Ud добре визначе-
нi. Зокрема, якщо a ∈ Bd, то [a](U) = a(U) для будь-якого U ∈ Ud. Отже, для
довiльного [a] = ([a]ij)i,j=1,...,n = ([aij])i,j=1,...,n ∈ Cn×n ⊗ AUd можна коректно
визначити[a](U) := ([aij](U))i,j=1,...,n, U ∈ Ud. Зокрема, якщо a = (aij)i,j=1,...,n ∈
Cn×n ⊗ Bd, то [a](U) = a(U) = (aij(U))i,j=1,...,n для будь-якого U ∈ Ud. Оскiльки
q(U) = [q](U) = [h](U)∗[h](U) - додатно напiввизначене для кожного U ∈ Ud,
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многочлен q (з коефiцiєнтами з Cn×n) є додатно напiввизначеним на Ud. З факто-
рiзацiйної теореми Маккалоу [105] ми виводимо, що q∅ ≥ 0. Якщо q∅ = In, то за
частиною I цiєї леми, iснують гiльбертiв простiр E , набiр операторiвG ∈ Gd∩L(E)d

i iзометрiя V ∈ L(Cn, E) такi, що

qw = q∗w∗ = V ∗GwV, w ∈ Gd : |w| ≤ m,

0 = V ∗GwV, w ∈ Gd : |w| > m.

Тодi ми маємо

ϕn([q]) = (idn ⊗ ϕ)
(
In ⊗ [1] +

∑
w∈Gd : 0<|w|≤m

qw ⊗ [zw] +
∑

w∈G∗d : 0<|w|≤m

qw ⊗ [z∗w]
)

= ICn⊗Y +
∑

w∈Λ\{∅}

V ∗GwV ⊗ pw +
∑

w∈Λ∗\{∅}

V ∗G∗wV ⊗ pw

= (V ∗ ⊗ IY)p(G)(V ⊗ IY) ≥ 0.

У випадку, коли q∅ > 0 оборотне, ми визначаємо q̃(ẑ) := q
−1/2
∅ q(ẑ)q

−1/2
∅ . Оскiльки

ϕn([q̃]) ≥ 0, ми отримаємо

ϕn([q]) = (q
1/2
∅ ⊗ IY)ϕn([q̃])(q

1/2
∅ ⊗ IY) ≥ 0.

У випадку, коли матриця q∅ особлива, ми покладаємо qε(x̂) := εIn+q(x̂) для ε > 0.
Тодi qε,∅ > 0 оборотне i qε є додатним на Ud. Оскiльки ϕn([qε]) ≥ 0, ми отримаємо

ϕn([q]) = lim
ε↓0

ϕn([qε]) ≥ 0.

Нарештi, ми отримали, що ϕ : BUd → L(Y) є цiлком додатним.
Оскiльки ми маємо ϕ([1]) = IY , за теоремою про розширення Арвесона [18]

iснує цiлком додатне вiдображення ϕ̃ : AUd → L(Y), яке поширює ϕ. За теоремою
Стайнспрiнга [142], iснує ∗-зображення π алгебри AUd у деякий гiльбертiв простiр
K i iзометрiя W ∈ L(Y ,K) такi, що ϕ̃(a) = W ∗π(a)W , a ∈ AUd. Зокрема, ми
отримаємо

pw = ϕ([xw]) = ϕ̃([xw]) = W ∗π([xw])W = W ∗UwW, w ∈ Λ,(1.106)
pw = ϕ([x∗w]) = ϕ̃([x∗w]) = W ∗π([x∗w])W = W ∗U ∗wW, w ∈ Λ∗,(1.107)

0 = ϕ([xw]) = ϕ̃([xw]) = W ∗π([xw])W = W ∗UwW, w ∈ Gd \ Λ,(1.108)

де ми покладаємо U := (π([x1]), . . . , π([xd])). Ми маємо U ∈ Ud. Справдi, оскiльки

‖[1− x∗kxk]‖AUd = ‖[1− xkx∗k]‖AUd = 0,

ми отримаємо [x∗kxk] = [xkx
∗
k] = [1]. Отже,

U ∗kUk = π([xk])
∗π([xk]) = π([x∗kxk]) = π([1]) = IK, k = 1, . . . , d,
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UkU
∗
k = π([xk])π([xk])

∗ = π([xkx
∗
k]) = π([1]) = IK, k = 1, . . . , x.

Ясно, що (1.106) i (1.107) тягнуть за собою, що pw = p∗w∗ для w ∈ Λ. Таким чи-
ном, зображення (1.106)–(1.108) для коефiцiєнтiв p є потрiбне зображення (1.103)–
(1.104).

Навпаки, якщо коефiцiєнти p мають зображення (1.103)–(1.104), то для будь-
якого G ∈ Gd ∩ L(E)d ми маємо

p(G) = IE⊗Y +
∑

w∈Λ\{∅}

Gw ⊗ pw +
∑

w∈Λ∗\{∅}

G∗w ⊗ pw

= IE⊗Y +
∑

w∈Λ\{∅}

Gw ⊗W ∗UwW +
∑

w∈Λ∗\{∅}

G∗w ⊗W ∗U ∗wW

= IE⊗Y +
∑

w∈Gd\{∅}

Gw ⊗W ∗UwW +
∑

w∈G∗d\{∅}

G∗w ⊗W ∗U ∗wW

(зауважимо, що суми скiнченнi!). Формальний степеневий ряд

f :=
IE
2

+
∑

w∈Gd\{∅}

xwGw

за наслiдком 1.48 належить до класу HAnc
d (E). Отже, для 0 < r < 1 ми маємо

IE⊗Y +
∑

w∈Gd\{∅}

Gw ⊗W ∗(rU)wW +
∑

w∈G∗d\{∅}

G∗w ⊗W ∗(rU)∗wW

= (IE ⊗W ∗)2 Re fr(rU)(IE ⊗W ) ≥ 0.

Тут fr(rU) = IE⊗K
2 +

∑
w∈Gd\{∅}G

w ⊗ (rU)w. Сума злiва - скiнченна. Отже, покла-
даючи r ↑ 1, ми отримаємо p(G) ≥ 0. Ми зауважимо, що 2 Re fr(rU) ≥ 0 тодi i
тiльки тодi, коли 2 Re f(rU) ≥ 0. Таким чином, p є додатно напiввизначеним на
Gd. �

Лема 1.53. Нехай Λ ⊂ Gd - допустима множина. Якщо н.к. многочлен
p =

∑
w∈Λ x

wpw ∈ L(U ,Y) 〈x1, . . . , xd〉, з деякими гiльбертовими просторами
U i Y, задовольняє p(T ) = 0 для довiльного набору Λ-спiльно нiльпотентних
стискаючих n × n матриць T = (T1, . . . , Td), n ∈ N, то pw = 0 для всiх w ∈ Λ.
Бiльше того, достатньо взяти n рiвним #Λ, кiлькостi слiв у Λ.

Доведення. Ми маємо p(S) = 0, де S - набiр зворотних зсувiв з прикладу
1.50. Оскiльки S ∈ L(HΛ)d i dimHΛ = #Λ, ми можемо розглядати S як на-
бiр Λ-спiльно нiльпотентних стискаючих n × n матриць, з n = #Λ, як i λS :=
(λS1, . . . , λSd) для будь-якого λ ∈ D. Отже, многочлен з однiєю змiнною

rS(λ) =
m∑
k=0

λkrS,k :=
m∑
k=0

λk
( ∑
w∈Λ: |w|=k

Sw ⊗ pw
)

=
∑
w∈Λ

(λS)w ⊗ pw = p(λS),
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де m = maxw∈Λ |w|, зникає на D, i значить, зникає тотожньо. Таким чином,

rS,k =
∑

w∈Λ: |w|=k

Sw ⊗ pw = 0

для k = 0, . . . ,m. Для фiксованого k i будь-якого u ∈ U i v ∈ Λ: |v| = k (слово
v ототожнюється з базисним вектором у HΛ, чи еквiвалентно, iз стандартним
базисним вектором у Cn), ми маємо:

0 =
∑

w∈Λ: |w|=k

(Sw ⊗ pw)(v ⊗ u) =
∑

w∈Λ: |w|=k

Swv ⊗ pwu = ∅ ⊗ pvu.

Оскiльки ∅ 6= 0, ми отримаємо pvu = 0. Оскiльки k ∈ {0, . . . ,m}, v ∈ Λ i u ∈ U
були обранi довiльно, ми отримаємо результат леми. �

Лема 1.54. Нехай Λ ⊂ Gd - допустима множина, U ∈ Ud ∩ L(K)d, i нехай
W ∈ L(Y ,K) - iзометрiя , з гiльбертовими просторами Y i K такими, що

(1.109) W ∗UwW = 0 для w ∈ Gd \ Λ.

Тодi iснують гiльбертiв простiр E i набiр T ∈ Cd∩L(E)d iз Λ-спiльно нiльпотен-
тних операторiв таких, що

K ⊃ E ⊃ WY
i U - унiтарна дiлатацiя T : Tw = PEU

w
∣∣
E , w ∈ Gd. Зокрема,

(1.110) W ∗UwW = W̃ ∗TwW̃ , w ∈ Gd,

де W̃ = PEW ∈ L(Y , E) - iзометрiя. Якщо простiр Y - скiнченновимiрний, то
ми можемо обрати E теж скiнченновимiрним.

Доведення. Визначимо наступнi пiдпростори у K:

E0 := clos span
w∈Gd\Λ

UwWY ,

E :=
(

clos span
w∈Gd

UwWY
)
	
(

clos span
w∈Gd\Λ

UwWY
)
,

i визначимо оператори Tk := PEUk
∣∣
E , k = 1,. . . ,d. Ясно, що T = (T1, . . . , Td) ∈ Cd.

Оскiльки E0 i E0⊕E = clos spanw∈Gd U
wWY - iнварiантнi пiдпростори для кожного

Uk, k = 1,. . . ,d, простiр E - це ортогональна рiзниця двох iнварiантних пiдпро-
сторiв для цих унiтарних операторiв, тобто пiвiнварiантний пiдпростiр. Таким
чином, за лемою Сарасона [134, лема 0] U - унiтарна дiлатацiя T . Оскiльки для ко-
жного w ∈ Gd \Λ ми маємо UwE ⊂ E0, ми отримаємо Tw = PEU

w
∣∣
E = 0, тобто T ∈

Nilpd(Λ). Оскiльки за (1.109) W ∗E0 = {0}, i WY ⊂ E0 ⊕ E = clos spanw∈Gd U
wWY ,

ми отримаємо WY ⊂ E , як потрiбно. Таким чином, (1.110) є також вiрним, з
iзометрiєю W̃ = PEW ∈ L(Y , E).
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У випадку, коли dimY <∞, ми можемо написати

E0⊕E =
(

clos span
w∈Gd\Λ

UwWY
)
⊕PE

(
clos span

w∈Λ
UwWY

)
= E0⊕PE

(
clos span

w∈Λ
UwWY

)
,

i оскiльки множина Λ - скiнченна, як пiдпростiр clos spanw∈Λ U
wWY , так i пiд-

простiр E = PE
(

clos spanw∈Λ U
wWY

)
є скiнченновимiрними. �

Доведення теореми 1.51. Якщо задача 1.44 має розв’язок f ∈ HAnc
d (Y),

то для будь-якого набора C ∈ L(E)d строгих стискiв, з гiльбертовим простором
E , ряд f(C) :=

∑
w∈Gd C

w ⊗ fw збiгається в операторнiй нормi, i Re f(C) ≥ 0.
Якщо T ∈ Cd ∩ L(E)d - набiр Λ-спiльно нiльпотентних операторiв, то також i
rT = (rT1, . . . , rTd) для кожного r : 0 < r < 1. Отже,

Re p(T ) = Re f(rT ) = Re
(IE ⊗ c∅

2
+

∑
w∈Λ\{∅}

(rT )w ⊗ cw
)
≥ 0.

Покладаючи r ↑ 1, ми отримаємо Re p(T ) ≥ 0.
Для зворотного напрямку, розглянемо спочатку випадок, коли c∅ = IY . Нехай

Re p(T ) ≥ 0 для кожного набора T iз Λ-спiльно нiльпотентних стискаючих n× n
матриць, для всiх n ∈ N. Нехай AGd - C∗-алгебра, отримана як поповнення за
нормою фактор-алгебри унiтальної ∗-алгебри Ad (яка була введена у доведеннi
леми 1.52 вище) з пiвнормою

‖q‖ := sup
G∈Gd
‖q(G)‖ = sup

G∈Gd
‖q(G1, . . . , Gd, G

∗
1, . . . , G

∗
d)‖,

за двохстороннiм iдеалом елементiв нульової пiвнорми.
Покажемо, що обмеження фактор-вiдображення вище на пiдпростiр Bd ⊂ Ad

многочленiв вигляду (1.105) є iн’єктивним, тобто що якщо q ∈ Bd ненульове, то
вiдповiдна фактор-множина [q] ∈ AGd - ненульова. Справдi, якщо [q] = [0], то
q(G) = 0 для кожного G ∈ Gd ∩ L(H)d, з гiльбертовим простором H. Позначимо
q̃(x̂) := 1 + q(x̂). Тодi q̃(G) = IH > 0 для кожного G ∈ Gd ∩ L(H)d. Зокрема,
q̃(Gζ) = 1 для Gζ := (ζ, 0, . . . , 0) ∈ Gd ∩ Cd, ζ ∈ T. Отже,

q̃∅ =

∫
T
q̃(Gζ) dζ = 1,

i q∅ = 0. За частиною II леми 1.52, iснують гiльбертiв простiр K, набiр операторiв
U ∈ Ud ∩ L(K)d i iзометрiя W ∈ L(C,K) такi, що

q̃w = q̃∗w∗ = W ∗UwW, w ∈ Gd : |w| ≤ m,

0 = W ∗UwW, w ∈ Gd : |w| > m.

Тодi
qw = q̃w = q̃∗w∗ = q∗w∗ = W ∗UwW̃ , w ∈ Gd : 0 < |w| ≤ m.
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Для довiльного G ∈ Gd ∩ L(H)d тригонометричний многочлен вiд однiєї змiнної

tG(ζ) := q(ζG) =
m∑
k=1

ζk
∑

w∈Gd : |w|=k

Gwqw +
m∑
k=1

ζ̄k
∑

w∈Gd : |w|=k

G∗wqw

є тотожньо нулем, що дає зокрема∑
w∈Gd : |w|=k

Gwqw = 0, k = 1, . . . ,m.

Для довiльних n ∈ N i Ũ ∈ Ud ∩ (Cn×n)d ми маємо Ũ
◦
⊗ G := (Ũ1 ⊗ G1, . . . , Ũd ⊗

Gd) ∈ Gd, отже∑
w∈Gd : |w|=k

(Ũ
◦
⊗G)wqw =

∑
w∈Gd : |w|=k

Ũw ⊗Gwqw = 0, k = 1, . . . ,m.

Оскiльки Ud ∩ (Cn×n)d - множина єдиностi для голоморфних функцiй вiд матри-
чних елементiв (дивись, наприклад, [140]), н.к. многочлен

∑
w∈Gd : |w|=k x

wGwqw

зникає на всьому (Cn×n)d, для кожних k ∈ {1, . . . ,m} i n ∈ N:
∑

w∈Gd : |w|=kX
w ⊗

Gwqw = 0, X ∈ (Cn×n)d. Таким чином, за [130, сс. 22–23], Gwqw = 0, w ∈ Gd : 0 <
|w| ≤ m. Для кожного w ∈ Gd : 0 < |w| ≤ m ми можемо знайти G ∈ Gd таке, що
Gw 6= 0. Справдi, н.к. многочлен ψ(x) = 1 +xw належить класу HAnc

d = HAnc
d (C)

i ψ∅ = 1, отже за наслiдком 1.48, iснують гiльбертiв простiр E , набiр операторiв
G ∈ Gd ∩ L(E)d i iзометрiя V ∈ L(C, E) такi, що ψw = 1 = 2V ∗GwV , що тягне за
собою Gw 6= 0. Отже, qw = 0 для всiх w ∈ Gd : 0 < |w| ≤ m. Оскiльки ми показали
вже, що q∅ = 0 i qw = q∗w∗ для w ∈ Gd : 0 < |w| ≤ m, ми отримаємо q = 0.

Позначимо як BΛ ⊂ Bd скiнченновимiрний пiдпростiр многочленiв вигляду

(1.111) q(x̂) = q∅ +
∑

w∈Λ\{∅}

xwqw +
∑

w∈Λ∗\{∅}

x∗wqw,

i нехай BΛ,Gd - образ пiдпростора BΛ при фактор-вiдображеннi вище. Цей пiдпро-
стiр C∗-алгебри AGd - самоспряжений, тобто B∗Λ,Gd = BΛ,Gd. Визначимо лiнiйне
вiдображення ϕ : BΛ,Gd → L(Y) як ϕ([1]) = IY , ϕ([xw]) = cw для w ∈ Λ \ {∅}, i
ϕ([x∗w]) = c∗w∗ для w ∈ Λ∗ \ {∅}. За попереднiм абзацем разом з [130, сс. 22–23],
це лiнiйне вiдображення коректно визначене. Покажемо, що ϕ - цiлком додатне.
Нехай n ∈ N, i нехай [q] ∈ Cn×n⊗BΛ,Gd - додатний елемент C∗-алгебри Cn×n⊗AGd,
тобто [q] = [h]∗[h] з деяким [h] ∈ Cn×n ⊗AGd. Можна розглядати [q] як n× n ма-
трицю ([q]ij)i,j=1,...,n, чиї матричнi елементи [q]ij = [qij] ∈ BΛ,Gd i qij ∈ BΛ, i значить
q ∈ Cn×n⊗BΛ - многочлен вигляду (1.111) з коефiцiєнтами з Cn×n. Спостерiгаємо,
що в силу означення C∗-алгебри AGd, для довiльного [a] ∈ AGd його значення на
Gd - добре визначенi. Зокрема, якщо a ∈ BΛ, то [a](G) = a(G) для будь-якого
G ∈ Gd. Отже, для довiльного [a] = ([a]ij)i,j=1,...,n = ([aij])i,j=1,...,n ∈ Cn×n ⊗ AGd
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можна визначити коректно [a](G) := ([aij](G))i,j=1,...,n, G ∈ Gd. Зокрема, якщо
a = (aij)i,j=1,...,n ∈ Cn×n ⊗ BΛ, то [a](G) = a(G) = (aij(G))i,j=1,...,n для будь-якого
G ∈ Gd. Оскiльки q(G) = [q](G) = [h](G)∗[h](G) - додатно напiввизначене для ко-
жного G ∈ Gd, многочлен q (з коефiцiєнтами з Cn×n) є додатно напiввизначеним
на Gd. Зокрема, q(Gζ) ≥ 0 для Gζ := (ζ, 0, . . . , 0) ∈ Gd ∩ Cd, ζ ∈ T. Отже,

q∅ =

∫
T
q(Gζ) dζ ≥ 0.

Якщо q∅ = In, то за частиною II леми 1.52 iснують гiльбертiв простiр K, набiр
операторiв U ∈ Ud ∩ L(K)d i iзометрiя W ∈ L(Cn,K) такi, що

qw = q∗w∗ = W ∗UwW, w ∈ Λ,

0 = W ∗UwW, w ∈ Gd \ Λ.

Тодi ми маємо

ϕn([q]) = (idn ⊗ ϕ)
(
In ⊗ [1] +

∑
w∈Λ\{∅}

qw ⊗ [zw] +
∑

w∈Λ∗\{∅}

qw ⊗ [z∗w]
)

= ICn⊗Y +
∑

w∈Λ\{∅}

W ∗UwW ⊗ cw +
∑

w∈Λ∗\{∅}

W ∗U ∗wW ⊗ c∗w∗

= (W ∗ ⊗ IY)2 Re p(U)(W ⊗ IY)

За лемою 1.54, iснують скiнченновимiрний гiльбертiв простiр E i набiр T ∈ Cd ∩
L(E)d iз Λ-спiльно нiльпотентних операторiв такi, що (1.110) виконується з iзо-
метрiєю W̃ ∈ L(Cn, E). Таким чином, ϕn([q]) = (W̃ ∗ ⊗ IY)2 Re p(T )(W̃ ⊗ IY) -
додатно напiввизначений оператор за припущенням, що Re p(T ) ≥ 0. У випадку,
коли q∅ > 0 - оборотне, ми можемо позначити q̃(x̂) := q

−1/2
∅ q(x̂)q

−1/2
∅ . Оскiльки

ϕn([q̃]) ≥ 0, ми отримаємо ϕn([q]) = (q
1/2
∅ ⊗ IY)ϕn([q̃])(q

1/2
∅ ⊗ IY) ≥ 0. У випадку,

коли матриця q∅ особлива, ми покладаємо qε(x̂) := εIn + q(x̂) для ε > 0. Тодi qε є
додатно визначеним на Gd i (qε)∅ = εIn + q∅ > 0. Оскiльки ϕn([qε]) ≥ 0, ми отри-
маємо ϕn([q]) = limε↓0 ϕn([qε]) ≥ 0. Нарештi, ми отримали, що ϕ : BΛ,Gd → L(Y) є
цiлком додатним.

Оскiльки ми маємо ϕ([1]) = IY , за теоремою Арвесона про розширення [18],
iснує цiлком додатне вiдображення ϕ̃ : AGd → L(Y), що поширює ϕ. За теоремою
Стайнспрiнга [142], iснує ∗-зображення π алгебри AGd у деякому гiльбертовому
просторi H i iзометрiя V ∈ L(Y ,H) такi, що ϕ̃(a) = V ∗π(a)V, a ∈ AGd. Зокре-
ма, ми отримаємо

(1.112) cw = ϕ([xw]) = ϕ̃([xw]) = V ∗π([xw])V = V ∗GwV, w ∈ Λ,

де ми покладаємо G := (π([x1]), . . . , π([xd])). Ми маємо G ∈ Gd. Справдi, оскiльки
ми маємо ∥∥[1− d∑

k=1

x∗kxk
]∥∥
AGd

=
∥∥[1− d∑

k=1

xkx
∗
k

]∥∥
AGd

= 0,
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i
‖[x∗kxj]‖AGd = ‖[xkx∗j ]‖AGd = 0, k 6= j,

ми отримаємо [
∑d

k=1 x
∗
kxk] = [

∑x
k=1 xkx

∗
k] = [1] i [x∗kxj] = [xkx

∗
j ] = [0] для k 6= j.

Отже,

d∑
k=1

G∗kGk =
d∑

k=1

π([xk])
∗π([xk]) = π

([ d∑
k=1

x∗kxk
])

= π([1]) = IH,

G∗kGj = π([xk])
∗π([xj]) = π([x∗kxj]) = π([0]) = 0, k 6= j,

d∑
k=1

GkG
∗
k =

d∑
k=1

π([xk])π([xk])
∗ = π

([ d∑
k=1

xkx
∗
k

])
= π([1]) = IH,

GkG
∗
j = π([xk])π([xj])

∗ = π([xkx
∗
j ]) = π([0]) = 0, k 6= j,

що оначає, що G ∈ Gd. Нарештi, оскiльки (1.112) спiвпадає з (1.99), з теореми 1.49
ми отримаємо, що задача 1.45 має розв’язок.

Розглянемо зараз випадок, коли c∅ > 0. Нехай S - набiр операторiв на скiнчен-
новимiрному гiльбертовому просторi HΛ з прикладу 1.50. Оскiльки S складається
з Λ-спiльно нiльпотентних стискiв, Re p(S) ≥ 0 за припущенням про н.к. много-
член p. Нехай w ∈ Λ \ {∅}, y1 ∈ Y , y2 ∈ Y - довiльнi. Тодi, ототожнюючи слова з
Λ з вiдповiдними векторами з ортогонального базису у HΛ, ми маємо

0 ≤ 〈2 Re p(S)(∅ ⊗ y1 + w ⊗ y2), ∅ ⊗ y1 + w ⊗ y2〉
= 2 Re〈p(S)(∅ ⊗ y1 + w ⊗ y2), ∅ ⊗ y1 + w ⊗ y2〉

= 2 Re
〈(IHΛ

2
⊗ c∅ +

∑
v∈Λ\∅

Sv ⊗ cv
)
(∅ ⊗ y1 + w ⊗ y2), ∅ ⊗ y1 + w ⊗ y2

〉
= 〈(IHΛ

⊗ c∅)(∅ ⊗ y1), ∅ ⊗ y1〉+ 2 Re〈(Sw ⊗ cw)(w ⊗ y2), ∅ ⊗ y1〉
+ 〈(IHΛ

⊗ c∅)(w ⊗ y2), w ⊗ y2〉
= 〈c∅y1, y1〉+ 2 Re〈cwy2, y1〉+ 〈c∅y2, y2〉.

Iншими словами, для кожного w ∈ Λ \ ∅ операторна блочна матриця
[
c∅ cw
c∗w c∅

]
є

додатно напiввизначеною. За класичним результатом Шура (дивись, наприклад,
теорему XVI.1.1 у [56] або лему 1.2 у [51]), iснують стиски tw ∈ L(Y) такi, що
cw = c

1/2
∅ twc

1/2
∅ , w ∈ Λ \ ∅. Визначимо н.к. многочлен q(z) := IY

2 +
∑

v∈Λ\∅ x
wtw.

Оскiльки для кожного набора T iз Λ-спiльно нiльпотентних стискiв на гiльберто-
вому просторi H ми маємо

Re p(T ) = (IH ⊗ c1/2
∅ ) Re q(T )(IH ⊗ c1/2

∅ ) ≥ 0

i оператор c1/2
∅ має щiльний образ у Y , ми отримаємо, що Re q(T ) ≥ 0. Як ми по-

казали вище, задача 1.45 для даних tw, w ∈ Λ, розв’язна, тобто iснує g ∈ HAnc
d (Y)
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таке, що g∅ = IY
2 i gw = tw, w ∈ Λ \ {∅}. Тодi f(x) := c

1/2
∅ g(x)c

1/2
∅ ∈ HAnc

d (Y)
розв’язує задачу 1.44 для даних cw, w ∈ Λ.

Розглянемо зараз загальний випадок c∅ ≥ 0. Припустимо, що Re p(T ) ≥ 0 для
кожного набору T стискаючих Λ-спiльно нiльпотентних n × n матриць, для всiх
n ∈ N. Тодi для будь-якого такого T многочлен

fT (λ) := p(λT ) =
In ⊗ c∅

2
+

m∑
k=1

λk
∑

w∈Λ: |w|=k

Tw ⊗ cw, λ ∈ D,

де m = maxw∈Λ |w|, належить класу Герглотця H1(Cn⊗Y). Оскiльки його коефi-
цiєнти є c0(T )

2 := (fT )0 = In⊗c∅
2 , ck(T ) := (fT )k =

∑
w∈Λ: |w|=k T

w ⊗ cw, k = 1, . . . ,m,
з критерiя Каратеодорi–Теплиця для розв’язностi задачи Каратеодорi для однiєї
змiнної з даними c = {ck(T )}k=0,...,m, ми отримаємо Tc ≥ 0, де операторна блочна
матриця визначається у (1.86). Умова Tc ≥ 0 тягне за собою для k = 1, . . . ,m
наступнi нерiвностi:

(1.113) |
〈
ck(T )u, v

〉
|2 ≤

〈
(In ⊗ c∅)u, u

〉〈
(In ⊗ c∅)v, v

〉
, u, v ∈ Cn ⊗ Y ,

що дає ker In ⊗ c∅ ⊂ ker ck(T ) i ker In ⊗ c∅ ⊂ ker ck(T )∗. Нехай u ∈ ker c∅ i k ∈
{1, . . . ,m}. Тодi н.к. многочлен

∑
w∈Λ: |w|=k x

w(cwu) з коефiцiєнтами у Y ∼= L(C,Y)
зникає на наборах стискаючих Λ-спiльно нiльпотентних n×n матриць, для кожно-
го n ∈ N. За пропозицiєю 1.53, cwu = 0 для всiх w ∈ Λ |w| = k. Отже, для кожного
w ∈ Λ ми маємо ker c∅ ⊂ ker cw. Аналогiчно, ker c∅ ⊂ ker c∗w для кожного w ∈ Λ.
Ми отримаємо, що нашi данi задачи 1.44 мають наступний операторно-блочний
матричний вигляд вiдносно розкладання Y = ker c∅ ⊕ ran c∅:

cw =

[
0 0

0 c
(22)
w

]
, w ∈ Λ.

Оскiльки c(22)
∅ > 0, i многочлен

p(22)(x) :=
c

(22)
∅
2

+
∑

w∈Λ\{∅}

xwc(22)
w

задовольняє умову, що Re p(22)(T ) ≥ 0 для кожного набора стискаючих Λ-спiльно
нiльпотентних квадратних матриць одного розмiру, за результатом попереднього
абзацу, задача 1.44 для даних c(22)

w , w ∈ Λ, має розв’язок f(22) ∈ HAnc
d (ran c∅). Тодi

задача 1.44 для даних cw, w ∈ Λ, має розв’язок

f =

[
0 0
0 f(22)

]
∈ HAnc

d (Y).

�
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Наступний н.к. аналог критерiя Шура для розв’язностi задачи Каратеодорi–
Феєра є вiрним.

Теорема 1.55. Задача 1.46 має розв’язок тодi i тiльки тодi, коли многочлен

(1.114) q :=
∑
w∈Λ

xwsw

задовольняє ‖q(X)‖ ≤ 1 для всiх X ∈ Ddnc ∩ Nilpd(Λ).

Доведення. Якщо задача 1.46 має розв’язок F ∈ SAnc
d (Y), то для будь-якого

набора строгих стискiв C ∈ L(E)d, з гiльбертовим простором E , ряд F (C) :=∑
w∈Gd C

w⊗Fw збiгається в операторнiй нормi, i ‖F(C)‖ ≤ 1. Якщо T ∈ Cd∩L(E)d

- набiр Λ-спiльно нiльпотентних операторiв, то також i rT = (rT1, . . . , rTd) для
кожного r : 0 < r < 1. Отже,

‖q(rT )‖ = ‖F(rT )‖ =
∥∥∑
w∈Λ

(rT )w ⊗ sw
∥∥ ≤ 1.

Покладаючи r ↑ 1, ми отримаємо ‖q(T )‖ ≤ 1.
Для зворотного напрямку, розглянемо спочатку випадок, коли U = Y i −IY ≤

s∅ = s∗∅ ≤ 0. Тодi оператор IY−s∅ - обмежено оборотний, i (IY+s∅)(IY−s∅)−1 ≥ 0.
Бiльше того, формальний степеневий ряд h(x) := (IY + q(x))(IY − q(x))−1 ∈
L(Y)

〈〈
x1, . . . , xd

〉〉
є добре визначеним. Припустимо, що ‖q(T )‖ ≤ 1 виконується

для кожного набора T iз Λ-спiльно нiльпотентних стискаючих n×n матриць, для
всiх n ∈ N. Тодi Re h(T ) ≥ 0 для такого T (тут h(T ) =

∑
w∈Λ T

w⊗hw є добре визна-
ченим). Позначимо c∅ := 2h∅ = 2(IY+s∅)(IY−s∅)−1 ≥ 0, cw := hw для w ∈ Λ\{∅}.
Для многочлена p, визначеного у (1.100), умова, що Re p(T ) (= Re h(T )) - дода-
тно напiввизначений оператор для кожного набора T iз Λ-спiльно нiльпотентних
стискаючих n× n матриць, для всiх n ∈ N, виконується. За теоремою 1.51, iснує
f ∈ HAnc

d (Y) таке, що f∅ = c∅
2 = h∅, fw = cw = hw для w ∈ Λ \ {∅}. Тодi фор-

мальний степеневий ряд F(x) := (f(x) − IY)(f(x) + IY)−1 ∈ L(Y)
〈〈
x1, . . . , xd

〉〉
- добре визначений i належить класу SAnc

d (Y). Оскiльки f(T ) = h(T ) = p(T )
для будь-якого набора T iз Λ-спiльно нiльпотентних стискаючих n × n матриць,
n ∈ N, ми отримаємо F(T ) = q(T ) для такого T . Таким чином, многочлен∑

w∈Λ x
w(Fw− sw) ∈ L(Y) 〈x1, . . . , xd〉 зникає на наборах Λ-спiльно нiльпотентних

стискаючих n×n матриць, для кожного n ∈ N. За пропозицiєю 1.53, Fw = sw для
всiх w ∈ Λ, тобто F розв’язує задачу 1.46 для даних sw, w ∈ Λ.

Розглянемо зараз випадок, коли U = Y , проте s∅ - не обов’язково самоспря-
жений и вiд’ємно напiввизначений. Оператор s∅ має полярий розклад s∅ = UR,
де U ∈ L(Y) - унiтарний i R ∈ L(Y) - додатно напiввизначений. Припустимо, що
‖q(T )‖ ≤ 1 для кожного набора T iз Λ-спiльно нiльпотентних стискаючих n × n
матриць, для всiх n ∈ N. Тодi s∅ є стиск, i −IY ≤ −R ≤ 0. Визначимо оператори
s̃w := −U ∗sw, w ∈ Λ i многочлен q̃(x) := −U ∗q(x). Ясно, що ‖q̃(T )‖ ≤ 1 для
кожного набора T iз Λ-спiльно нiльпотентних стискаючих n×n матриць, для всiх
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n ∈ N, i −IY ≤ s̃∅ = −R ≤ 0. За результатом попереднього абзацу, iснує розв’язок
F̃(x) ∈ SAnc

d (Y) задачи 1.46 для даних s̃w, w ∈ Λ. Тодi F(x) := −U F̃(x) ∈ SAnc
d (Y)

- розв’язок задачи 1.46 для даних sw, w ∈ Λ.
Розглянемо зараз випадок, коли U не обов’язково спiвпадає з Y . Припустимо,

що ‖q(T )‖ ≤ 1 для кожного набора T iз Λ-спiльно нiльпотентних стискаючих
n× n матриць, для всiх n ∈ N. Позначимо

s̃w :=

[
0 0
sw 0

]
∈ L(U ⊕ Y), w ∈ Λ,

q̃(x) :=

[
0 0

q(x) 0

]
∈ L(U ⊕ Y) 〈x1, . . . , xd〉 .

Ясно, що ‖q̃(T )‖ ≤ 1 для кожного набора T iз Λ-спiльно нiльпотентних сти-
скаючих n × n матриць, для всiх n ∈ N. За результатом попереднього абзацу,
iснує розв’язок F̃(x) ∈ SAnc

d (U ⊕ Y) задачи 1.46 для даних s̃w, w ∈ Λ. Тодi
F(x) := PY F̃(x)

∣∣
U ∈ SA

nc
d (U ,Y) є розв’язком задачи 1.46 для даних sw, w ∈ Λ. �



Роздiл 2

Н.к. функцiї i їх рiзницево-диференцiальне числення

2.1. Н.к. функцiї

Вiдтепер, ми викладаємо основи теорiї н.к. функцiй, вiдповiдно до [97]. Нехай
R - комутативне кiльце з одиницею. ДляM, модуля над R, ми визначаємо н.к.
простiр надM

(2.1) Mnc =
∞∐
n=1

Mn×n.

Для X ∈Mn×n i Y ∈Mm×m ми визначаємо їх пряму суму

X ⊕ Y =

[
X 0
0 Y

]
∈M(n+m)×(n+m).

Зауважимо, що матрицi над R дiють справа i злiва на матрицi над M за стан-
дартними правилами матричного множення i дiї R на M: якщо X ∈ Mp×q i
T ∈ Rr×p, S ∈ Rq×s, то

TX ∈Mr×q, XS ∈Mp×s.

Пiдмножина Ω ⊆ Mnc називається н.к. множиною, якщо вона замкнена щодо
прямих сум; явно, визначаючи Ωn = Ω ∩ Mn×n, ми маємо X ⊕ Y ∈ Ωn+m для
всiх X ∈ Ωn, Y ∈ Ωm. Ми будемо iнодi користуватись домовленiстю, що Mn×0,
M0×n i Ω0 =M0×0 складається кожний з одного (нульового) елемента, порожньої
матрицi “вiдповiдного розмiру”, i що X⊕Y = Y ⊕X = X ∈ Ωn для n ∈ N, X ∈ Ωn

i Y ∈ Ω0.
У випадкуM = Rd, ми ототожнюємо матрицi надM з наборами матриць над

R: (
Rd
)p×q ∼= (Rp×q)d .

При такому ототожненнi, для наборiв X = (X1, . . . , Xd) ∈ (Rn×n)d i
Y = (Y1, . . . , Yd) ∈ (Rm×m)d,

X ⊕ Y =

([
X1 0
0 Y1

]
, . . . ,

[
Xd 0
0 Yd

])
∈
(
R(n+m)×(n+m)

)d
;

i для набора X = (X1, . . . , Xd) ∈ (Rp×q)d i матриць T ∈ Rr×p, S ∈ Rq×s,

TX = (TX1, . . . , TXd) ∈
(
Rr×q)d , XS = (X1S, . . . , XdS) ∈

(
Rp×s)d .

111
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НехайM i N - модулi над R, i нехай Ω ⊆Mnc - н.к. множина. Вiдображення
f : Ω → Nnc, з f(Ωn) ⊆ N n×n, n = 0, 1, . . ., називається н.к. функцiєю, якщо f
задовольняє наступнi двi умови:

• f iнварiантна щодо прямих сум:

(2.2) f(X ⊕ Y ) = f(X)⊕ f(Y )

для всiх X, Y ∈ Ω.

• f iнварiантна щодо подiбностей: якщо X ∈ Ωn i S ∈ Rn×n оборотне з
SXS−1 ∈ Ωn, то

(2.3) f(SXS−1) = Sf(X)S−1.

Двi умови у означеннi н.к. функцiї можуть бути замiненi одною.

Пропозицiя 2.1. Вiдображення f : Ω → Nnc, з f(Ωn) ⊆ N n×n, n = 0, 1, . . .,
є iнварiантним щодо прямих сум i подiбностей тодi i тiльки тодi, коли воно
є iнварiантним щодо переплетень: для будь-яких X ∈ Ωn, Y ∈ Ωm i T ∈ Rn×m,
маємо

(2.4) XT = TY =⇒ f(X)T = Tf(Y ).

Умова (2.4) використовувалась Дж. Л. Тейлором у [146].

Доведення пропозицiї 2.1. Припустимо, що f є iнварiантним щодо прямих
сум i подiбностей. Якщо X ∈ Ωn, Y ∈ Ωm i T ∈ Rn×m такi, що XT = TY , то[

X 0
0 Y

]
=

[
In −T
0 Im

] [
X 0
0 Y

] [
In T
0 Im

]
.

Оскiльки [
In −T
0 Im

]
=

[
In T
0 Im

]−1

,

ми можемо застосувати спочатку (2.3), а потiм (2.2), щоб отримати[
f(X) 0

0 f(Y )

]
=

[
In −T
0 Im

] [
f(X) 0

0 f(Y )

] [
In T
0 Im

]
.

Порявнюючи (1, 2) блочнi елементи у двох частинах цiєї рiвностi, ми отримаємо
0 = f(X)T − Tf(Y ), тобто (2.4) виконується.

Навпаки, припустимо, що f є iнварiантним щодо переплетень. Тодi ясно, що f
є iнварiантним щодо подiбностей. Щоб довести, що f є iнварiантним щодо прямих
сум, нехай X ∈ Ωn, Y ∈ Ωm. Звiсно,[

X 0
0 Y

] [
In
0

]
=

[
In
0

]
X.
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Отже,

(2.5) f

([
X 0
0 Y

])[
In
0

]
=

[
In
0

]
f(X).

Позначимо
f

([
X 0
0 Y

])
=

[
A B
C D

]
.

Тодi (2.5) стає [
A
C

]
=

[
f(X)

0

]
.

Таким самим чином тотожнiсть[
X 0
0 Y

] [
0
Im

]
=

[
0
Im

]
Y

тягне за собою [
B
D

]
=

[
0

f(Y )

]
.

Таким чином, A = f(X), B = 0, C = 0, D = f(Y ), тобто (2.2) виконується. �

2.2. Н.к. рiзницево-диференцiальнi оператори

Наша наступна мета - ввести правi i лiвi рiзницево-диференцiальнi оператори,
∆R i ∆L, на н.к.функцiях. Це буде зроблено шляхом обчислення н.к. функцiї f на
блочних верхньо- (вiдп., нижньо-) трикутних матрицях. Iдея в тому, щоб показати,
що для X ∈ Ωn i Y ∈ Ωm,

(2.6) f

([
X Z
0 Y

])
=

[
f(X) ∆Rf(X, Y )(Z)

0 f(Y )

]
.

Тут Z 7→ ∆Rf(X, Y )(Z) - R-лiнiйна функцiя з Mn×m у N n×m. Вiдображення
f 7→ ∆Rf грає роль правого н.к. рiзницевого оператора, коли Y 6= X, i правого
н.к. диференцiального оператора, коли Y = X. Аналогiчно,

(2.7) f

([
X 0
Z Y

])
=

[
f(X) 0

∆Lf(X, Y )(Z) f(Y )

]
,

де Z 7→ ∆Lf(X, Y )(Z) - R-лiнiйна функцiя з Mm×n у Nm×n. Вiдображення
f 7→ ∆Lf грає роль лiвого рiзницевого оператора, коли Y 6= X, i лiвого н.к.

диференцiального оператора, коли Y = X. Припущення, що
[
X Z
0 Y

]
∈ Ωn+m для

всiх X ∈ Ωn, Y ∈ Ωm i Z ∈ Mn×m (вiдп., що
[
X 0
Z Y

]
∈ Ωn+m для всiх X ∈ Ωn,

Y ∈ Ωm i Z ∈ Mm×n) було б проте занадто строгим, i ми будемо користуватись
слабкiшим припущенням про н.к. множину Ω, яке природно пiдказано наступною
пропозицiєю.
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Пропозицiя 2.2. Нехай f - н.к. функцiя на н.к. множинi Ω. Нехай X ∈

Ωn, Y ∈ Ωm i Z ∈ Mn×m такi, що
[
X Z
0 Y

]
∈ Ωn+m. Тодi (2.6) виконується,

де позадiагональний блочний елемент ∆Rf(X, Y )(Z) визначається однозначно у

(2.6) i має наступну властивiсть. Якщо r ∈ R таке, що
[
X rZ
0 Y

]
∈ Ωn+m, то

(2.8) ∆Rf(X, Y )(rZ) = r∆Rf(X, Y )(Z).

Доведення. Позначимо

f

([
X Z
0 Y

])
=

[
A ∆Rf(X, Y )(Z)
C D

]
.

Ми маємо [
X Z
0 Y

] [
In
0

]
=

[
In
0

]
X.

За пропозицiєю 2.1,

f

([
X Z
0 Y

])[
In
0

]
=

[
In
0

]
f(X).

Це тягне за собою, що A = f(X) i C = 0. Ми маємо також

Y
[
0 Im

]
=
[
0 Im

] [X Z
0 Y

]
.

За пропозицiєю 2.1,

f(Y )
[
0 Im

]
=
[
0 Im

]
f

([
X Z
0 Y

])
,

що тягне за собою D = f(Y ) i що C = 0. Таким чином, (2.6) виконується.
Далi, ми маємо [

rIn 0
0 Im

] [
X Z
0 Y

]
=

[
X rZ
0 Y

] [
rIn 0
0 Im

]
.

За пропозицiєю 2.1,[
rIn 0
0 Im

]
f

([
X Z
0 Y

])
= f

([
X rZ
0 Y

])[
rIn 0
0 Im

]
,

що за (2.6) є еквiвалентним до[
rIn 0
0 Im

] [
f(X) ∆f(X, Y )(Z)

0 f(Y )

]
=

[
f(X) ∆f(X, Y )(rZ)

0 f(Y )

] [
rIn 0
0 Im

]
.

Записуючи (1, 2) блок у матрицi добутку у двох частинах цiєї рiвностi, ми отри-
маємо (2.8). �
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“Лiвий"аналог пропозицiї 2.2 (який має подiбне доведення) - такий.

Пропозицiя 2.3. Нехай f - н.к. функцiя на н.к. множинi Ω. Нехай X ∈ Ωn,

Y ∈ Ωm i Z ∈ Mm×n - такi, що
[
X 0
Z Y

]
∈ Ωn+m. Тодi (2.7) виконується, де

позадiагональний блочний елемент ∆Lf(X, Y )(Z) визначається однозначно за

(2.7) i має наступну властивiсть. Якщо r ∈ R таке, що
[
X 0
rZ Y

]
∈ Ωn+m, то

(2.9) ∆Lf(X, Y )(rZ) = r∆Lf(X, Y )(Z).

Ми будемо казати, що н.к. множина Ω ⊆ Mnc допустима справа, якщо для

кожних X ∈ Ωn, Y ∈ Ωm i Z ∈ Mn×m iснує оборотне r ∈ R таке, що
[
X rZ
0 Y

]
∈

Ωn+m. Ми будемо казати, що н.к. множина Ω ⊆ Mnc допустима злiва, якщо
для кожних X ∈ Ωn, Y ∈ Ωm i Z ∈ Mm×n iснує оборотне r ∈ R таке, що[
X 0
rZ Y

]
∈ Ωn+m.

Нехай н.к. множина Ω - допустима справа, i нехай f - н.к. функцiя на Ω. Тодi
для кожних X ∈ Ωn, Y ∈ Ωm i Z ∈ Mn×m, i для оборотного r ∈ R такого, що[
X rZ
0 Y

]
∈ Ωn+m, ми визначаємо спочатку ∆Rf(X, Y )(rZ) як (1, 2) блок матрицi

f

([
X rZ
0 Y

])
(дивись (2.6)), а потiм визначаємо

(2.10) ∆Rf(X, Y )(Z) = r−1∆Rf(X, Y )(rZ).

Подiбним чином, нехай н.к. множина Ω - допустима злiва, i нехай f - н.к.
функцiя на Ω. Тодi для кожних X ∈ Ωn, Y ∈ Ωm i Z ∈ Mm×n, i для оборотного

r ∈ R такого, що
[
X 0
rZ Y

]
∈ Ωn+m, ми визначаємо спочатку ∆Lf(X, Y )(rZ) як

(2, 1) блок матрицi f
([

X 0
rZ Y

])
(дивись (2.7)), а потiм визначаємо

(2.11) ∆Lf(X, Y )(Z) = r−1∆Lf(X, Y )(rZ).

За пропозицiєю 2.2 (вiдп., за пропозицiєю 2.3), права частина (2.10) (вiдп.,
(2.11)) не залежить вiд r, отже лiва частина визначена однозначно. Бiльше того,
ми отримаємо наступне.

Пропозицiя 2.4. Нехай f - н.к. функцiя на н.к. множинi Ω. Вiдображення
Z 7→ ∆Rf(X, Y )(Z) i Z 7→ ∆Lf(X, Y )(Z) - однорiднi як оператори, дiючi зMn×m

у N n×m, i з Mm×n у Nm×n, вiдповiдно. Iншими словами, якщо Ω допустима
справа, то для кожних X ∈ Ωn, Y ∈ Ωm i Z ∈ Mn×m, i кожного r ∈ R, (2.8)
виконується; вiдповiдно, якщо Ω допустима злiва, то для кожних X ∈ Ωn,
Y ∈ Ωm i Z ∈Mm×n, i кожного r ∈ R, (2.9) виконується.



116

Доведення. Доведемо одну з цих властивостей однорiдностi – доведення дру-
гої аналогiчне. Нехай Ω - допустима справа, X ∈ Ωn, Y ∈ Ωm, Z ∈Mn×m i r ∈ R.

Тодi iснують оборотнi r1, r2 ∈ R такi, що
[
X r1Z
0 Y

]
∈ Ωn+m i

[
X r2rZ
0 Y

]
∈ Ωn+m.

Тодi
∆Rf(X, Y )(Z) = r−1

1 ∆Rf(X, Y )(r1Z)

i
∆Rf(X, Y )(rZ) = r−1

2 ∆Rf(X, Y )(r2rZ).

Бiльше того, за пропозицiєю 2.2,

∆Rf(X, Y )(r2rZ) = r2rr
−1
1 ∆Rf(X, Y )(r1Z).

Цi три рiвностi тягнуть за собою (2.8). �

Зауваження 2.5. Доведення пропозицiї 2.4 може бути спрощене використа-
нням подiбностно iнварiантного конверту Ω̃ допустимої справа (вiдп., злiва) н.к.
множини Ω i канонiчного розширення f̃ : Ω̃ → Nnc н.к. функцiї f : Ω → Nnc;
дивись роздiл 10 щодо означень. Ми покажемо це для допустимої справа н.к.

множини Ω. За пропозицiєю 10.2,
[
X̃ Z

0 Ỹ

]
∈ Ω̃n+m для всiх X̃ ∈ Ω̃n, Ỹ ∈ Ω̃m i

Z ∈ Mn×m, i за пропозицiєю 10.3, f̃ - н.к. функцiя. Отже, формула, аналогiчна
до (2.6), визначає ∆Rf̃(X̃, Ỹ )(Z) для всiх n,m ∈ N, X̃ ∈ Ω̃n, Ỹ ∈ Ω̃m i Z ∈Mn×m,
i за пропозицiєю 2.2, застосованою до f̃ , ми маємо

∆Rf̃(X̃, Ỹ )(rZ) = r∆Rf̃(X̃, Ỹ )(Z)

для кожного r ∈ R. Зокрема, якщо X ∈ Ωn, Y ∈ Ωm, Z ∈Mn×m i r ∈ R такi, що[
X rZ
0 Y

]
∈ Ωn+m, то

∆Rf(X, Y )(rZ) = ∆Rf̃(X, Y )(rZ) = r∆Rf̃(X, Y )(Z).

Якщо, додатково, r - оборотне, то з (2.10) ми отримаємо

(2.12) ∆Rf(X, Y )(Z) = ∆Rf̃(X, Y )(Z).

Отже, вiдображення Z 7→ ∆Rf(X, Y )(Z) - однорiдне, i твердження пропозицiї 2.4
для допустимої справа н.к. множини Ω випливає. Аналогiчний аргумент працює
для допустимої злiва н.к. множинї Ω.

Ми бачимо, що однорiднiсть вiдображення Z 7→ ∆Rf(X, Y )(Z) випливає пря-
мо з однорiдностi вiдображення Z 7→ ∆Rf̃(X̃, Ỹ )(Z), i доведення останнього є
менш складним, тому що воно не вимагає манiпулювання з вiдповiдними оборо-
тними елементами r ∈ R так, щоб вiдповiднi блочно-трикутнi матрицi потрапляли
у н.к. множину Ω. Далi ми будемо часто користуватись подiбностно iнварiантними
конвертами н.к. множин i канонiчними розширеннями н.к. функцiй, щоб спрости-
ти доведення.
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Пропозицiя 2.6. Нехай f - н.к. функцiя на н.к. множинi Ω. Вiдображення
Z 7→ ∆Rf(X, Y )(Z) i Z 7→ ∆Lf(X, Y )(Z) - адитивнi як оператори, дiючi зMn×m

у N n×m i з Mm×n у Nm×n, вiдповiдно. Iншими словами, якщо Ω - допустима
справа, то для кожних X ∈ Ωn, Y ∈ Ωm i ZI , ZII ∈Mn×m,

(2.13) ∆Rf(X, Y )(ZI + ZII) = ∆Rf(X, Y )(ZI) + ∆Rf(X, Y )(ZII);

вiдповiдно, якщо Ω - допустима злiва, то для кожних X ∈ Ωn, Y ∈ Ωm i ZI , ZII ∈
Mm×n,

(2.14) ∆Lf(X, Y )(ZI + ZII) = ∆Lf(X, Y )(ZI) + ∆Lf(X, Y )(ZII).

Доведення. Доведемо одну з цих властивостей адитивностi – доведення дру-
гої аналогiчне. Нехай Ω - допустима справа, X ∈ Ωn, Y ∈ Ωm, ZI , ZII ∈ Mn×m.
За (2.12), ми можемо припустити, без втрати загальностi, що Ω - подiбностно iн-
варiантна, тобто Ω̃ = Ω; дивись зауваження 2.5 i роздiл 10. Тодi, за пропозицiєю
10.2, [

X ZI
0 Y

]
∈ Ωn+m,

[
X ZII
0 Y

]
∈ Ωn+m,

[
X ZI + ZII
0 Y

]
∈ Ωn+m

i X 0 ZI
0 X ZII
0 0 Y

 ∈ Ω2n+m

(для останнього, ми користуємось фактом, що якщо X ∈ Ωn, то
[
X 0
0 X

]
∈ Ω2n).

Ми маємо [
In 0 0
0 0 Im

]X 0 ZI
0 X ZII
0 0 Y

 =

[
X ZI
0 Y

] [
In 0 0
0 0 Im

]
.

За пропозицiєю 2.1,[
In 0 0
0 0 Im

]
f

X 0 ZI
0 X ZII
0 0 Y

 = f

([
X ZI
0 Y

])[
In 0 0
0 0 Im

]
.

Ясно, що ми маємо

f

X 0 ZI
0 X ZII
0 0 Y

 =

f(X) 0 A
0 f(X) B
0 0 f(Y )

 ,
з деякими матрицями A i B, а також ми маємо

f

([
X ZI
0 Y

])
=

[
f(X) ∆Rf(X, Y )(ZI)

0 f(Y )

]
.
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Отже,[
In 0 0
0 0 Im

]f(X) 0 A
0 f(X) B
0 0 f(Y )

 =

[
f(X) ∆Rf(X, Y )(ZI)

0 f(Y )

] [
In 0 0
0 0 Im

]
.

Порiвнюючи (1, 3) блочнi елементи у добутку матриць у обох частинах, ми отри-
маємо

A = ∆Rf(X, Y )(ZI).

Подiбним чином, ми користуємось переплетенням[
0 In 0
0 0 Im

]X 0 ZI
0 X ZII
0 0 Y

 =

[
X ZII
0 Y

] [
0 In 0
0 0 Im

]
.

За пропозицiєю 2.1,[
0 In 0
0 0 Im

]
f

X 0 ZI
0 X ZII
0 0 Y

 = f

([
X ZII
0 Y

])[
0 In 0
0 0 Im

]
,

або еквiвалентно,[
0 In 0
0 0 Im

]f(X) 0 A
0 f(X) B
0 0 f(Y )

 =

[
f(X) ∆Rf(X, Y )(ZII)

0 f(Y )

] [
0 In 0
0 0 Im

]
.

Порiвнюючи (1, 3) блочнi елементи у матрицi добутку в обох частинах, ми отри-
маємо

B = ∆Rf(X, Y )(ZII).

Далi, ми користуємость спiввiдношенням переплетення[
In In 0
0 0 Im

]X 0 ZI
0 X ZII
0 0 Y

 =

[
X ZI + ZII
0 Y

] [
In In 0
0 0 Im

]
.

За пропозицiєю 2.1,[
In In 0
0 0 Im

]
f

X 0 ZI
0 X ZII
0 0 Y

 = f

([
X ZI + ZII
0 Y

])[
In In 0
0 0 Im

]
,

або еквiвалентно,[
In In 0
0 0 Im

]f(X) 0 ∆Rf(X, Y )(ZI)
0 f(X) ∆Rf(X, Y )(ZII)
0 0 f(Y )


=

[
f(X) ∆Rf(X, Y )(ZI + ZII)

0 f(Y )

] [
In In 0
0 0 Im

]
.
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Порiвнюючи (1, 3) блочнi елементи у матрицi добутку в обох частинах, ми отри-
маємо

∆Rf(X, Y )(ZI) + ∆Rf(X, Y )(ZII) = ∆Rf(X, Y )(ZI + ZII),

тобто (2.13) є вiрним. �

Транспозицiя матриць iндукує природно операцiю транспозицiї на н.к. функцi-
ях i дозволяє нам пов’язати мiж собою правi i лiвi н.к. рiзницево-диференцiальнi
оператори.

Пропозицiя 2.7. (1) Якщо Ω ⊆ Mnc - н.к. множина, тодi також є
Ω> := {X> : X ∈ Ω} ⊆ Mnc.

(2) Якщо f : Ω → Nnc - н.к. функцiя, то такою ж є f> : Ω> → Nnc, де
f>(X) := f

(
X>
)>.

(3) Якщо Ω - допустима справа (вiдп., злiва), то Ω> - допустима злiва
(вiдп., справа). У цьому випадку,

∆Lf
>(X, Y )(Z) =

(
∆Rf

(
X>, Y >

) (
Z>
))>

(вiдп., ∆Rf
>(X, Y )(Z) =

(
∆Lf

(
X>, Y >

) (
Z>
))>).

Доведення - безпосереднє. Пропозицiя 2.7 дозволяє нам вивести результати
для ∆L з вiдповiдних результатiв для ∆R i навпаки, використовуючи аргумент з
транспозицiєю.

У випадку, коли н.к. множина Ω є допустимою як справа, так i злiва, є також
просте спiввiдношення симетрiї мiж правим та лiвим н.к. рiзницево-диференцiаль-
ними операторами.

Пропозицiя 2.8. Нехай f : Ω → Nnc - н.к. функцiя на н.к. множинi Ω ⊆
Mnc, яка є допустимою як справа, так i злiва. Тодi

∆Rf(X, Y )(Z) = ∆Lf(Y,X)(Z)

для всiх n,m ∈ N, X ∈ Ωn, Y ∈ Ωm i Z ∈Mn×m.

Доведення. За (2.12) i його лiвим аналогом, ми можемо припустити, без втра-
ти загальностi, що Ω подiбностно iнварiантна, тобто Ω̃ = Ω; дивись зауваження
2.5 i роздiл 10. Тодi, за пропозицiєю 10.2, для довiльних n,m ∈ N,X ∈ Ωn, Y ∈ Ωm

i Z ∈Mn×m ми маємо [
X Z
0 Y

]
,

[
Y 0
Z X

]
∈ Ωn+m.

Ясно, що [
X Z
0 Y

] [
0 In
Im 0

]
=

[
0 In
Im 0

] [
Y 0
Z X

]
.
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За пропозицiєю 2.1,

f

([
X Z
0 Y

])[
0 In
Im 0

]
=

[
0 In
Im 0

]
f

([
Y 0
Z X

])
,

тобто [
f(X) ∆Rf(X, Y )(Z)

0 f(Y )

] [
0 In
Im 0

]
=

[
0 In
Im 0

] [
f(Y ) 0

∆Lf(Y,X)(Z) f(X)

]
.

Порiвнюючи (1,1) блочнi елементи у матричних добутках в лiвiй i правiй частинах,
ми отримаємо

∆Rf(X, Y )(Z) = ∆Lf(Y,X)(Z).

�

2.3. Основнi правила н.к. рiзницево-диференцiального числення

Ми зараз опишемо основнi будiвельнi блоки, якi дозволяють обчислювати ∆Rf
i ∆Lf , як i у класичному комутативному численнi; тут i нижче, коли це не викли-
кає плутанини, ми часто будемо писати ∆Rf i ∆Lf без аргументiв.

2.3.1. Якщо f : Mnc → Nnc - стала н.к. функцiя, тобто iснує c ∈ N таке, що
f(X) = cIn (= diag[c, . . . , c]) для всiх n ∈ N i всiх X ∈Mn×n, то ∆Rf(X, Y )(Z) =
0 i ∆Lf(X, Y )(Z) = 0 для всiх X, Y, Z вiдповiдних розмiрiв.

Доведення. Тривiальне. �

2.3.2. Якщо f, g : Ω → Nnc - н.к. функцiї на допустимiй справа (вiдп., злiва)
н.к. множинi Ω ⊆Mnc i a, b ∈ R, то ∆R(af + bg) = a∆Rf + b∆Rg (вiдп., ∆L(af +
bg) = a∆Lf + b∆Lg).

Доведення. Тривiальне. �

2.3.3. Нехай l : M → N - R-лiнiйне вiдображення. Ми розширюємо l до лi-
нiйного вiдображення з Mn×m у N n×m, n,m ∈ N як l([µij]) = [l(µij)]. Тодi l -
н.к. функцiя зMnc у Nnc, i ∆Rl(X, Y )(Z) = l(Z) i ∆Ll(X, Y )(Z) = l(Z) для всiх
X, Y, Z вiдповiдних розмiрiв. Зокрема, якщо lj : (Rd)nc → Rnc - j-а координатна
н.к. функцiя, тобто

lj(X) = lj(X1, . . . , Xd) = Xj,

то ∆Rlj(X, Y )(Z) = Zj i ∆Llj(X, Y )(Z) = Zj для всiх наборiв X, Y, Z матриць
над R вiдповiдних розмiрiв.

Доведення. Тривiальне. �
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2.3.4. Нехай f : Ω→ Nnc, g : Ω→ Onc - двi н.к. функцiї на допустимiй справа
(вiдп., злiва) н.к. множинi Ω ⊆ Mnc. Припустимо, що задана операцiя добутку
(x, y) 7→ x·y наN×O iз значеннями у модулi P надR, що є злiва i справа дистри-
бутивним i комутує з дiєю R (тобто задане R-лiнiйне вiдображення з N ⊗R O у
P). Ми розширюємо цю операцiю добутку на матрицi над N i над O вiдповiдних
розмiрiв. Легко перевiрити, що f · g : Ω→ Pnc - н.к. функцiя.

Тодi

∆R(f · g)(X, Y )(Z) = f(X) ·∆Rg(X, Y )(Z) + ∆Rf(X, Y )(Z) · g(Y )

для всiх n,m ∈ N, X ∈ Ωn, Y ∈ Ωm i Z ∈Mn×m (вiдп.,

∆L(f · g)(X, Y )(Z) = ∆Lf(X, Y )(Z) · g(X) + f(Y ) ·∆Lg(X, Y )(Z)

для всiх n,m ∈ N, X ∈ Ωn, Y ∈ Ωm i Z ∈Mm×n).

Доведення. Ми дамо доведення першої рiвностi. За (2.12), ми можемо при-
пустити, без втрати загальностi, що н.к. множина Ω є подiбностно iнварiантною,
тобто Ω̃ = Ω; дивись зауваження 2.5 i роздiл 10. Тодi за пропозицiєю 10.2, для

довiльних X ∈ Ωn, Y ∈ Ωm i Z ∈Mn×m ми маємо
[
X Z
0 Y

]
∈ Ωn+m. З одного боку,

(2.15) (f · g)

([
X Z
0 Y

])
=

[
(f · g)(X) ∆R(f · g)(X, Y )(Z)

0 (f · g)(Y )

]
.

З другого боку,

(2.16) f

([
X Z
0 Y

])
· g
([
X Z
0 Y

])
=

[
f(X) ∆Rf(X, Y )(Z)

0 f(Y )

]
·
[
g(X) ∆Rg(X, Y )(Z)

0 g(Y )

]
=

[
f(X) · g(X) f(X) ·∆Rg(X, Y )(Z) + ∆Rf(X, Y )(Z) · g(Y )

0 f(Y ) · g(Y )

]
.

Порiвнючи (1, 2) блоки у правих частинах (2.15) i (2.16), ми отримаємо потрiбну
формулу для ∆R(f · g)(X, Y )(Z).

Формула для ∆L(f · g)(X, Y )(Z) доводиться аналогiчно. У випадку, коли Ω
допустима як справа, так i злiва, ми можемо також використувати аргумент си-
метрiї (пропозицiя 2.8). �

Зауваження 2.9. Ми можемо визначити також операцiю протилежного до-
бутку (y, x) 7→ y ·op x на O × N iз значеннями у P як y ·op x := x · y (тобто
ми використовуємо канонiчний iзоморфiзм N ⊗R O ∼= O ⊗R N ). Продовжуючи
операцiю добутку “·op"на матрицi над O i над N вiдповiдних розмiрiв, ми маємо
(X · Y )> = X> ·op Y >, отже (f · g)> = f> ·op g>. Зокрема, ми можемо застосува-
ти пропозицiю 2.7, щоб вивести формулу для ∆L(f · g)(X, Y )(Z) з формули для
∆R

(
f> ·op g>

) (
X>, Y >

) (
Z>
)
.
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2.3.5. Нехай f : Ω → Anc - н.к. функцiя на допустимiй справа (вiдп., злiва)
н.к. множинi Ω ⊆Mnc, де A - унiтальна алгебра над R. Нехай

Ωinv :=
∞∐
n=1

{X ∈ Ωn : f(X) оборотна у An×n}.

Тодi Ωinv є допустимою справа (вiдп., злiва) н.к. множиною, f−1 : Ωinv → Anc,
визначена як f−1(X) := f(X)−1, - н.к. функцiя i

∆Rf
−1(X, Y )(Z) = −f(X)−1∆Rf(X, Y )(Z)f(Y )−1

для всiх n,m ∈ N, X ∈ Ωinv
n , Y ∈ Ωinv

m i Z ∈ An×m (вiдп.,

∆Lf
−1(X, Y )(Z) = −f(Y )−1∆Lf(X, Y )(Z)f(X)−1

для всiх n,m ∈ N, X ∈ Ωinv
n , Y ∈ Ωinv

m i Z ∈ Am×n).

Доведення. Ми спостерiгаємо, що Ωinv - н.к. множина, оскiльки f є iнварi-
антною щодо прямих сум.

Ми далi покажемо, що якщо Ω допустима справа, то такою ж є i Ωinv. Згадаємо

спочатку, що блочна верхньо-трикутна матриця
[
A C
0 B

]
- оборотна тодi i тiльки

тодi, коли A i B є обидвi оборотними, i у цьому випадку

(2.17)
[
A C
0 B

]−1

=

[
A−1 −A−1CB−1

0 B−1

]
.

Зараз, нехай X ∈ Ωinv
n ⊆ Ωn, Y ∈ Ωinv

m ⊆ Ωm i Z ∈ Mn×m. Тодi iснує оборотне

r ∈ R таке, що
[
X rZ
0 Y

]
∈ Ωn+m. Ми маємо

f

([
X rZ
0 Y

])
=

[
f(X) ∆Rf(X, Y )(rZ)

0 f(Y )

]
.

Оскiльки f(X) i f(Y ) - оборотнi, такою ж є i права частина. Отже,
[
X rZ
0 Y

]
∈

Ωinv
n+m, i Ωinv є допустимою справа.
За (2.17),

∆Rf
−1(X, Y )(rZ) = −f(X)−1∆Rf(X, Y )(rZ)f(Y )−1,

що тягне за собою потрiбну формулу для ∆Rf
−1(X, Y )(Z) за лiнiйнiстю.

“Лiвi"твердження можуть бути доведенi аналогiчно, або можуть бути виведенi
з “правих"тверджень застосуванням аргументу транспозицiї (дивись пропозицiю
2.7), використовуючи факт, що

(
f−1
)>

=
(
f>
)−1. У випадку, коли н.к. множина
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Ω допустима як справа, так i злiва, ми можемо також використовувати аргумент
симетрiї (пропозицiя 2.8).

Альтернативно, ми можемо також використовувати рiвнiсть (2.12) i її лiвий
аналог, i пропозицiю 10.2, яка гарантує, що подiбностно iнварiантний конверт Ω̃
допустимої справа (вiдп., злiва) н.к. множини Ω - допустима справа (вiдп., злiва)
н.к. множина; дивись зауваження 2.5 i роздiл 10. Тодi, подiбно до аргументу у
доведеннi вище, такою ж є i Ω̃inv = Ω̃inv, i тодi залишок доведення вище працює з
r = 1. �

2.3.6. Нехай f : Ω → Nnc i g : Λ → Onc - н.к. функцiї на допустимих спра-
ва (вiдп., злiва) н.к. множинах Ω ⊆ Mnc i Λ ⊆ Nnc такi, що f(Ω) ⊆ Λ. Тодi
композицiя g ◦ f : Ω→ Onc - н.к. функцiя i

∆R(g ◦ f)(X, Y )(Z) = ∆Rg(f(X), f(Y ))(∆Rf(X, Y )(Z))

для всiх n,m ∈ N, X ∈ Ωn, Y ∈ Ωm i Z ∈Mn×m (вiдп.,

∆L(g ◦ f)(X, Y )(Z) = ∆Lg(f(X), f(Y ))(∆Lf(X, Y )(Z))

для всiх n,m ∈ N, X ∈ Ωn, Y ∈ Ωm i Z ∈Mm×n).

Доведення. Легко побачити, що g ◦ f - н.к. функцiя.
За (2.12), застосованого до f , g i g ◦ f , ми можемо припустити, без втрати

загальностi, що н.к. множина Ω подiбностно iнварiантна, тобто Ω̃ = Ω; дивись
зауваження 2.5 i роздiл 10. Тодi, за пропозицiєю 10.2, для довiльних n,m ∈ N,

X ∈ Ωn, Y ∈ Ωm i Z ∈Mn×m ми маємо
[
X Z
0 Y

]
∈ Ωn+m. З одного боку,

(2.18) (g ◦ f)

([
X Z
0 Y

])
=

[
(g ◦ f)(X) ∆R(g ◦ f)(X, Y )(Z)

0 (g ◦ f)(Y )

]
.

З другого боку,

(2.19) g

(
f

([
X Z
0 Y

]))
= g

([
f(X) ∆Rf(X, Y )(Z)

0 f(Y )

])
=

[
g(f(X)) ∆Rg(f(X), f(Y ))(∆Rf(X, Y )(Z))

0 g(f(Y ))

]
.

Порiвнюючи (1, 2) блоки у правих частинах (2.18) i (2.19), ми отримаємо потрiбну
формулу для ∆R(g ◦ f)(X, Y )(Z).

Формула для ∆L(g ◦ f)(X, Y )(Z) може бути доведена аналогiчно або за аргу-
ментом транспозицiї, або (коли Ω допустима як справа, так i злiва) за аргументом
симетрiї. �
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2.4. Рiзницевi формули першого порядку

Ми встановлюємо зараз формули, якi обгрунтовують твердження, зроблене
у пiдроздiлi 2.2, що ∆R i ∆L грають роль н.к. операторiв скiнченних рiзниць
першого порядку. Ми побачимо пiзнiше, що цi формули є н.к. аналогами розвинень
першого порядку Брука Тейлора.

Теорема 2.10. Нехай f : Ω → Nnc - н.к. функцiя на допустимiй справа н.к.
множинi Ω. Тодi для всiх n ∈ N i довiльних X, Y ∈ Ωn,

f(X)− f(Y ) = ∆Rf(Y,X)(X − Y )(2.20)

i

f(X)− f(Y ) = ∆Rf(X, Y )(X − Y ).(2.21)

Аналогiчно, нехай f : Ω → Nnc - н.к. функцiя на допустимiй злiва н.к. мно-
жинi Ω. Тодi для всiх n ∈ N i довiльних X, Y ∈ Ωn,

f(X)− f(Y ) = ∆Lf(Y,X)(X − Y )(2.22)

i

f(X)− f(Y ) = ∆Lf(X, Y )(X − Y ).(2.23)

Фактично, теорема 2.10 - це спецiальний випадок наступної бiльш загальної
формули скiнченних рiзниць.

Теорема 2.11. Нехай f : Ω → Nnc - н.к. функцiя на допустимiй справа н.к.
множинi Ω. Тодi для всiх n,m ∈ N i довiльних X ∈ Ωn, Y ∈ Ωm i S ∈ Rm×n,

(2.24) Sf(X)− f(Y )S = ∆Rf(Y,X)(SX − Y S).

Аналогiчно, нехай f : Ω → Nnc - н.к. функцiя на допустимiй злiва н.к. мно-
жинi Ω. Тодi для всiх n,m ∈ N i довiльних X ∈ Ωn, Y ∈ Ωm i S ∈ Rm×n,

(2.25) Sf(X)− f(Y )S = ∆Lf(X, Y )(SX − Y S).

Доведення. Ми доведемо спочатку “праве"твердження. За (2.12) i пропози-
цiєю 10.3, ми можемо припустити, без втрати загальностi, що Ω є подiбностно
iнварiантною н.к. множиною, тобто Ω̃ = Ω; дивись зауваження 2.5 i роздiл 10.
Тодi, за пропозицiєю 10.2, для довiльних n,m ∈ N, X ∈ Ωn, Y ∈ Ωm i S ∈ Rm×n

ми маємо
[
Y SX − Y S
0 X

]
∈ Ωm+n. Ясно, що

[
Y SX − Y S
0 X

] [
S
In

]
=

[
S
In

]
X.
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Отже,

f

([
Y SX − Y S
0 X

])[
S
In

]
=

[
S
In

]
f(X),

тобто [
f(Y ) ∆Rf(Y,X)(SX − Y S)

0 f(X)

] [
S
In

]
=

[
S
In

]
f(X).

Порiвнюючи (1,1) блочнi елементи у матричних добутках в правiй i лiвiй частинах,
ми отримаємо

f(Y )S + ∆Rf(Y,X)(SX − Y S)) = Sf(X),

що дає (2.24).
“Лiвi"твердження можуть бути доведенi аналогiчно використанням переплете-

ння [
S −Im

] [ X 0
SX − Y S Y

]
= Y

[
S −Im

]
,

або за аргументом транспозицiї, або (у випадку, коли Ω є допустимою як справа,
так i злiва) за аргументом симетрiї. �

Зауваження 2.12. (2.20) i (2.21) у теоремi 2.10 отриманi з (2.24) написанням
X − Y = X · In − In · Y i X − Y = In ·X − Y · In, вiдповiдно. Ми зауважимо, що
(2.20) i (2.21) отримаються одне з одного взаємною замiною X i Y . Зокрема, ми
маємо

∆Rf(Y,X)(X − Y ) = ∆Rf(X, Y )(X − Y ).

Це випливає також прямо з переплетення[
Y X − Y
0 X

] [
In 0
In In

]
=

[
In 0
In In

] [
X X − Y
0 Y

]
,

використовуючи, якщо необхiдно, подiбностно iнварiантний конверт Ω̃ н.к. мно-
жини Ω i канонiчне розширення f̃ н.к. функцiї f , порiвнюючи (1,1) блочнi еле-
менти в матричних добутках. Зауважимо, що порiвняння (1,2) блочних елементiв
дає (2.20), а порiвняння (2,1) блочних елементiв дає (2.21).

Аналогiчне зауваження стосується до (2.22) i (2.23), i рiвностi

∆Lf(Y,X)(X − Y ) = ∆Lf(X, Y )(X − Y ).

Зауваження 2.13. Звiсно, кожна з формул (2.24) i (2.25) узагальнює умову
(2.4).

Зауваження 2.14. Нехай R = R або R = C. Покладаючи X = Y + tZ (з
t ∈ R або t ∈ C), ми отримаємо з теореми 2.10, що

f(Y + tZ)− f(Y ) = t∆Rf(Y, Y + tZ)(Z).

За певних умов неперервностi, це означає, що ∆Rf(Y, Y )(Z) - напрямкова похiдна
f у Y в напрямку Z, тобто ∆Rf(Y, Y ) - диференцiал f у Y .
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2.5. Властивостi ∆Rf(X, Y ) i ∆Lf(X, Y ) як функцiй вiд X i Y

Н.к. функцiя f має певнi ключовi властивостi: вона iнварiантна щодо прямих
сум, подiбностей i переплетень. Ми зараз покажемо, що цi властивостi спадкую-
ться, у вiдповiдному виглядi, ∆Rf(X, Y )(·) i ∆Lf(X, Y )(·) як функцiями вiд X i
Y .

Пропозицiя 2.15. Нехай f : Ω → Nnc - н.к. функцiя на допустимiй справа
н.к. множинi Ω ⊆Mnc. Тодi:

(1X) ∆Rf (X ′ ⊕X ′′, Y ) (col [Z ′, Z ′′]) = col [∆Rf (X ′, Y ) (Z ′) ,∆Rf (X ′′, Y ) (Z ′′)]

для n′, n′′,m ∈ N, X ′ ∈ Ωn′, X ′′ ∈ Ωn′′, Y ∈ Ωm, Z ′ ∈Mn′×m, Z ′′ ∈Mn′′×m;

(1Y) ∆Rf (X, Y ′ ⊕ Y ′′) (row [Z ′, Z ′′]) = row [∆Rf (X, Y ′) (Z ′) ,∆Rf (X, Y ′′) (Z ′′)]

для n,m′,m′′ ∈ N, X ∈ Ωn, Y ′ ∈ Ωm′, Y ′′ ∈ Ωm′′, Z ′ ∈Mn×m′, Z ′′ ∈Mn×m′′;

(2X) ∆Rf
(
TXT−1, Y

)
(TZ) = T ∆Rf(X, Y )(Z)

для n,m ∈ N, X ∈ Ωn, Y ∈ Ωm, Z ∈ Mn×m i оборотного T ∈ Rn×n таких, що
TXT−1 ∈ Ωn;

(2Y) ∆Rf
(
X,SY S−1

) (
ZS−1

)
= ∆Rf(X, Y )(Z)S−1

для n,m ∈ N, X ∈ Ωn, Y ∈ Ωm, Z ∈ Mn×m i оборотного S ∈ Rm×m таких, що
SY S−1 ∈ Ωm;

(3X) Якщо TX = X̃T, то T ∆Rf(X, Y )(Z) = ∆Rf(X̃, Y )(TZ)

для n, ñ,m ∈ N, X ∈ Ωn, X̃ ∈ Ωñ, Y ∈ Ωm, Z ∈Mn×m i T ∈ Rñ×n;

(3Y) Якщо Y S = SỸ , то ∆Rf(X, Y )(Z)S = ∆Rf(X, Ỹ )(ZS)

для n,m, m̃ ∈ N, X ∈ Ωn, Y ∈ Ωm, Ỹ ∈ Ωm̃, Z ∈Mn×m i S ∈ Rm×m̃.

Доведення. За (2.12), ми можемо припустити, без втрати загальностi, що
н.к. множина Ω є подiбностно iнварiантною, тобто Ω̃ = Ω; дивись зауваження
2.5 i роздiл 10. Тодi, за пропозицiєю 10.2, для довiльних n′, n′′,m ∈ N, X ′ ∈ Ωn′,
X ′′ ∈ Ωn′′, Y ∈ Ωm, Z ′ ∈ Rn′×m i Z ′′ ∈ Rn′′×m,[

X ′ Z ′

0 Y

]
∈ Ωn′+m,

[
X ′′ Z ′′

0 Y

]
∈ Ωn′′+m,

X ′ 0 Z ′

0 X ′′ Z ′′

0 0 Y

 ∈ Ωn′+n′′+m.

Ми маємо
In′ 0 0
0 0 Im
0 In′′ 0
0 0 Im


X ′ 0 Z ′

0 X ′′ Z ′′

0 0 Y

 =


X ′ Z ′ 0 0
0 Y 0 0
0 0 X ′′ Z ′′

0 0 0 Y



In′ 0 0
0 0 Im
0 In′′ 0
0 0 Im

 .
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За пропозицiєю 2.1,
In′ 0 0
0 0 Im
0 In′′ 0
0 0 Im

 f
X ′ 0 Z ′

0 X ′′ Z ′′

0 0 Y

 = f



X ′ Z ′ 0 0
0 Y 0 0
0 0 X ′′ Z ′′

0 0 0 Y




In′ 0 0
0 0 Im
0 In′′ 0
0 0 Im

 ,
тобто

In′ 0 0
0 0 Im
0 In′′ 0
0 0 Im


f(X ′)

0
0

f(X ′′)
∆Rf(X ′ ⊕X ′′, Y )(col[Z ′, Z ′′])

0 0 f(Y )



=


f(X ′) ∆Rf(X ′, Y )(Z ′) 0 0

0 f(Y ) 0 0
0 0 f(X ′′) ∆Rf(X ′′, Y )(Z ′′)
0 0 0 f(Y )



In′ 0 0
0 0 Im
0 In′′ 0
0 0 Im

 .
Порiвнюючи стовпцi сформованi (1,3) i (3,3) блочними елементами у матричних
добутках в лiвiй i правiй частинах, ми отримаємо (1X).

Твердження (1Y) доводиться аналогiчно, використовуючи переплетення

X Z ′ Z ′′

0 Y ′ 0
0 0 Y ′′

In 0 In 0
0 Im′ 0 0
0 0 0 Im′′

 =

In 0 In 0
0 Im′ 0 0
0 0 0 Im′′



X Z ′ 0 0
0 Y ′ 0 0
0 0 X Z ′′

0 0 0 Y ′′

 .
Далi, для довiльних n,m ∈ N, X ∈ Ωn, Y ∈ Ωm, Z ∈ Mn×m i оборотного

T ∈ Rn×n ми маємо
[
X Z
0 Y

]
,

[
TXT−1 TZ

0 Y

]
∈ Ωn+m. Звiсно,

[
TXT−1 TZ

0 Y

]
=

[
T 0
0 Im

] [
X Z
0 Y

] [
T 0
0 Im

]−1

.

Тодi

f

([
TXT−1 TZ

0 Y

])
=

[
T 0
0 Im

]
f

([
X Z
0 Y

])[
T 0
0 Im

]−1

,

тобто[
f
(
TXT−1

)
∆Rf

(
TXT−1, Y

)
(TZ)

0 f(Y )

]
=

[
T 0
0 Im

] [
f(X) ∆Rf(X, Y )(Z)

0 f(Y )

] [
T 0
0 Im

]−1

.
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Порiвнюючи (1,2) блочнi елементи у матричних добутках в лiвiй i правiй частинах,
ми отримаємо (2X). Твердження (2Y) отримається аналогiчно, використовуючи
подiбнiсть [

X ZS−1

0 SY S−1

]
=

[
In 0
0 S

] [
X Z
0 Y

] [
In 0
0 S

]−1

.

Твердження (3X) i (3Y) отримаються використанням переплетень[
T 0
0 Im

] [
X Z
0 Y

]
=

[
X̃ TZ
0 Y

] [
T 0
0 Im

]
i [

X Z
0 Y

] [
In 0
0 S

]
=

[
In 0
0 S

] [
X ZS

0 Ỹ

]
.

�

Зауваження 2.16. Як i у пропозицiї 2.1, iнварiантнiсть щодо переплетень
((3X) & (3Y)) еквiвалентна до iнварiантностi щодо прямих сум ((1X) & (1Y))
разом з iнварiантностю щодо подiбностей ((2X) & (2Y)). Ми покажемо цю еквiва-
лентнiсть пiзнiше у пропозицiї 3.1.

Комбiнуючи властивостi щодо X i Y у пропозицiї 2.15, ми отримаємо еквiва-
лентне спiльне формулювання.

Пропозицiя 2.17. Нехай f : Ω → Nnc - н.к. функцiя на допустимiй справа
н.к. множинi Ω ⊆Mnc. Тодi:

(2.26) ∆Rf (X ′ ⊕X ′′, Y ′ ⊕ Y ′′)
([

Z ′,′ Z ′,′′

Z ′′,′ Z ′′,′′

])
=

[
∆Rf (X ′, Y ′) (Z ′,′) ∆Rf (X ′, Y ′′) (Z ′,′′)
∆Rf (X ′′, Y ′) (Z ′′,′) ∆Rf (X ′′, Y ′′) (Z ′′,′′)

]
для n′,m′ ∈ N, n′′,m′′ ∈ Z+, X ′ ∈ Ωn′, X ′′ ∈ Ωn′′, Y ′ ∈ Ωm′, Y ′′ ∈ Ωm′′,[
Z ′,′ Z ′,′′

Z ′′,′ Z ′′,′′

]
∈ M(n′+n′′)×(m′+m′′), з блочними елементами вiдповiдних розмiрiв,

i якщо n′′ або m′′ є 0, то вiдповiднi блочнi елементи - порожнi;

(2.27) ∆Rf
(
TXT−1, SY S−1

) (
TZS−1

)
= T ∆Rf(X, Y )(Z)S−1

для n,m ∈ N, X ∈ Ωn, Y ∈ Ωm, Z ∈ Mn×m i оборотних T ∈ Rn×n, S ∈ Rm×m

таких, що TXT−1 ∈ Ωn, SY S−1 ∈ Ωm;

(2.28) TX = X̃T, Y S = SỸ =⇒ T ∆Rf(X, Y )(Z)S = ∆Rf
(
X̃, Ỹ

)
(TZS)

для n, ñ,m, m̃ ∈ N, X ∈ Ωn, X̃ ∈ Ωñ, Y ∈ Ωm, Ỹ ∈ Ωm̃, Z ∈ Mn×m i T ∈ Rñ×n,
S ∈ Rm×m̃.
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Фактично, пропозицiя 2.17 - спецiальний випадок пропозицiї 3.2, яка буде до-
ведена пiзнiше.

“Лiвi"аналоги пропозицiй 2.15 i 2.17 такi. Вони можуть бути доведенi ана-
логiчно або виведенi з вiдповiдних “правих"тверджень за допомогою аргументу
транспозицiї або (у випадку, коли н.к. множина Ω є допустимою як справа, так i
злiва) аргументу симетрiї.

Пропозицiя 2.18. Нехай f : Ω→ Nnc - н.к. функцiя на допустимiй злiва н.к.
множинi Ω ⊆Mnc. Тодi:

(1X) ∆Lf(X ′ ⊕X ′′, Y )(row[Z ′, Z ′′]) = row[∆Lf(X ′, Y )(Z ′),∆Lf(X ′′, Y )(Z ′′)]

для n′, n′′,m ∈ N, X ′ ∈ Ωn′, X ′′ ∈ Ωn′′, Y ∈ Ωm, Z ′ ∈Mm×n′, Z ′′ ∈Mm×n′′;

(1Y) ∆Lf(X, Y ′ ⊕ Y ′′)(col[Z ′, Z ′′]) = col[∆Lf(X, Y ′)(Z ′),∆Lf(X, Y ′′)(Z ′′)]

для n,m′,m′′ ∈ N, X ∈ Ωn, Y ′ ∈ Ωm′, Y ′′ ∈ Ωm′′, Z ′ ∈Mm′×n, Z ′′ ∈Mm′′×n;

(2X) ∆Lf
(
TXT−1, Y

) (
ZT−1

)
= ∆Lf(X, Y )(Z)T−1

для n,m ∈ N, X ∈ Ωn, Y ∈ Ωm, Z ∈ Mm×n i оборотного T ∈ Rn×n таких, що
TXT−1 ∈ Ωn;

(2Y) ∆Lf
(
X,SY S−1

)
(SZ) = S∆Lf(X, Y )(Z)

для n,m ∈ N, X ∈ Ωn, Y ∈ Ωm, Z ∈ Mm×n i оборотного S ∈ Rm×m таких, що
SY S−1 ∈ Ωm;

(3X) Якщо XT = TX̃, то ∆Lf(X, Y )(Z)T = ∆Lf(X̃, Y )(ZT )

для n, ñ,m ∈ N, X ∈ Ωn, X̃ ∈ Ωñ, Y ∈ Ωm, Z ∈Mm×n i T ∈ Rn×ñ;

(3Y) Якщо SY = Ỹ S, то S∆Lf(X, Y )(Z) = ∆Lf(X, Ỹ )(SZ)

для n,m, m̃ ∈ N, X ∈ Ωn, Y ∈ Ωm, Ỹ ∈ Ωm̃, Z ∈Mm×n i S ∈ Rm̃×m.

Пропозицiя 2.19. Нехай f : Ω→ Nnc - н.к. функцiя на допустимiй злiва н.к.
множинi Ω ⊆Mnc. Тодi:

(2.29) ∆Lf(X ′ ⊕X ′′, Y ′ ⊕ Y ′′)
([

Z ′,′ Z ′,′′

Z ′′,′ Z ′′,′′

])
=

[
∆Lf(X ′, Y ′)(Z ′,′) ∆Lf(X ′′, Y ′)(Z ′,′′)
∆Lf(X ′, Y ′′)(Z ′′,′) ∆Lf(X ′′, Y ′′)(Z ′′,′′)

]
для n′,m′ ∈ N, n′′,m′′ ∈ Z+, X ′ ∈ Ωn′, X ′′ ∈ Ωn′′, Y ′ ∈ Ωm′, Y ′′ ∈ Ωm′′,[
Z ′,′ Z ′,′′

Z ′′,′ Z ′′,′′

]
∈ M(m′+m′′)×(n′+n′′), з блочними елементами вiдповiдних розмiрiв,

i якщо n′′ або m′′ є 0, то вiдповiдний блочний елемент є порожнiм;

(2.30) ∆Lf
(
TXT−1, SY S−1

) (
SZT−1

)
= S∆Lf(X, Y )(Z)T−1
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для n,m ∈ N, X ∈ Ωn, Y ∈ Ωm, Z ∈ Mm×n i оборотних T ∈ Rn×n, S ∈ Rm×m

таких, що TXT−1 ∈ Ωn, SY S−1 ∈ Ωm;

(2.31) XT = TX̃, SY = Ỹ S =⇒ S∆Lf(X, Y )(Z)T = ∆Lf(X̃, Ỹ )(SZT )

для n, ñ,m, m̃ ∈ N, X ∈ Ωn, X̃ ∈ Ωñ, Y ∈ Ωm, Ỹ ∈ Ωm̃, Z ∈ Mm×n i T ∈ Rn×ñ,
S ∈ Rm̃×m.

2.6. Напрямковi н.к. рiзницево-диференцiальнi оператори

Разом з повними рiзницево-диференцiальними операторами, введеними вище,
ми також розглянемо їх напрямковi версiї. Нехай Ω ⊆ Mnc - допустима справа
(вiдп., злiва) н.к. множина, i нехай f : Ω → Nnc - н.к. функцiя. Якщо дане µ ∈
M, ми визначаємо для всiх n,m ∈ N, X ∈ Ωn, Y ∈ Ωm лiнiйне вiдображення
∆R,µf(X, Y ) : Rn×m → N n×m (вiдп., ∆L,µf(X, Y ) : Rm×n → Nm×n) як

(2.32) ∆R,µf(X, Y )(A) = ∆Rf(X, Y )(Aµ)

i, вiдповiдно,

(2.33) ∆L,µf(X, Y )(A) = ∆Lf(X, Y )(Aµ).

Тут для матрицi A над R i µ ∈ M, добуток Aµ - це матриця над M того ж
розмiру i (Aµ)ij = Aijµ для всiх i i j.

У спецiальному випадку, колиM = Rd, ми визначаємо j-й правий (вiдп., лi-
вий) частковий н.к. рiзницево-диференцiальний оператор як ∆R,j = ∆R,ej (вiдп.,
∆L,j = ∆L,ej) де ej - j-й стандартний базисний вектор у Rd, j = 1, . . . , d. За лi-
нiйнiстю, ми маємо

(2.34) ∆Rf(X, Y )(Z) =
d∑
j=1

∆R,jf(X, Y )(Zj)

i

(2.35) ∆Lf(X, Y )(Z) =
d∑
j=1

∆L,jf(X, Y )(Zj).

Основнi правила н.к. числення, 2.3.1, 2.3.2, 2.3.4 i 2.3.5, мають в точностi та-
кий самий вигляд для напрямкових н.к. рiзницево-диференцiальних операторiв.
В налаштуваннi 2.3.3,

∆R,µl(X, Y )(A) = Al(µ) i ∆L,µl(X, Y )(A) = Al(µ);

зокрема, у випадку, колиM = Rd, ми маємо

∆R,ilj(X, Y )(A) = δijA i ∆L,ilj(X, Y )(A) = δijA.
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Версiя 2.3.6 для правих i лiвих часткових н.к. рiзницево-диференцiальних опера-
торiв у випадку, колиM = Rd i N = R`, є

∆R,i(g ◦ f)(X, Y )(A) =
∑̀
j=1

∆R,jg(f(X), f(Y ))(∆R,ifj(X, Y )(A))

i

∆L,i(g ◦ f)(X, Y )(A) =
∑̀
j=1

∆L,jg(f(X), f(Y ))(∆L,ifj(X, Y )(A))

для i = 1, . . . , d, де f(X) = f1(X)e1 + · · ·+ f`(X)e`, з компонентними н.к. функцi-
ями fj : Ω→ Rnc.

Рiзницевi формули першого порядку з теореми 2.10 у випадку, коли M =
Rd, можуть бути записани у термiнах часткових н.к. рiзницево-диференцiальних
операторiв. З (2.20)–(2.21) i (2.34) випливає, що

f(X)− f(Y ) =
d∑
j=1

∆R,jf(X, Y )(Xj − Yj) =
d∑
j=1

∆R,jf(Y,X)(Xj − Yj).

Подiбним чином, з (2.22)–(2.23) i (2.35) випливає, що

f(X)− f(Y ) =
d∑
j=1

∆L,jf(X, Y )(Xj − Yj) =
d∑
j=1

∆L,jf(Y,X)(Xj − Yj).

Щодо властивостей∆R,µf(X, Y ) i ∆L,µf(X, Y ) як функцiй вiд X i Y , всi твер-
дження пiдроздiлу 2.5 мають в точностi такий самий вигляд.





Роздiл 3

Н.к. функцiї вищого порядку i їх рiзницево-диференцiальне числення

Наша наступна мета - дати означення диференцiалiв вищих порядкiв н.к. фун-
кцiї (точнiше, н.к. рiзницево-диференцiальнi оператори вищих порядкiв). Як ми
бачили у роздiлi 2, для н.к. функцiї f на н.к. множинi Ω ⊆Mnc у н.к. простiр Nnc,
∆Rf(X, Y )(·) - це функцiя двох аргументiв X ∈ Ωn i Y ∈ Ωm (для всiх n i m) iз
значеннями - лiнiйними вiдображеннямиMn×m → N n×m. Ми також бачили, що
∆Rf(X, Y )(·) є iнварiантним (вiдповiдним чином) щодо прямих сум, подiбностей
i переплетень. Це мотивує виникнення класiв

T k = T k(Ω(0), . . . ,Ω(k);N0,nc, . . . ,Nk,nc)

н.к. функцiй порядку k (k = 0, 1, . . .), разом з правими н.к. рiзницево-диференцi-
альними операторами

∆R : T k(Ω(0), . . . ,Ω(k);N0,nc, . . . ,Nk,nc)

→ T k+1(Ω(0), . . . ,Ω(k),Ω(k);N0,nc, . . . ,Nk,nc,Mk,nc).

Н.к. функцiя порядку k - це функцiя вiд k + 1 аргументiв, у н.к. множинах
Ω(0) ⊆ M0,nc, . . . , Ω(k) ⊆ Mk,nc, iз значеннями - певними k-лiнiйними вiдобра-
женнями, яка є iнварiантною (вiдповiдним чином) щодо прямих сум, подiбностей
i переплетень. Н.к. рiзницево-диференцiальнi оператори вищого порядку будуть
отриманi iтеруванням ∆R.

(Вiдтепер ми будемо концентруватись на правих н.к. рiзницево-диференцiаль-
них операторах. Звiсно, можливо побудувати й аналогiчну “лiву"теорiю.)

3.1. Н.к. функцiї вищого порядку

НехайM0, . . . ,Mk, N0, . . . , Nk - модулi над кiльцем R. Нехай Ω(j) ⊆Mj,nc -
н.к. множина, j = 0, . . . , k. Розглянемо функцiї f на Ω(0) × · · · × Ω(k) з

f(Ω(0)
n0
, . . . ,Ω(k)

nk
) ⊆ homR

(
N1

n0×n1 ⊗ · · · ⊗ Nk
nk−1×nk,N0

n0×nk
)
.

Iншими словами, для X0 ∈ Ω
(0)
n0 , . . . , Xk ∈ Ω

(k)
nk , f

(
X0, . . . , Xk

)
- k-лiнiйне вiд-

ображення над R з N1
n0×n1 × · · · ×Nk

nk−1×nk у N0
n0×nk. Ми будемо називати таку

функцiю f н.к. фунцiєю порядку k, якщо f задовольняє наступнi двi умови:
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• f iнварiантна щодо прямих сум: якщо n0, . . . , nk ∈ N, X0 ∈ Ω
(0)
n0 , . . . ,

Xk ∈ Ω
(k)
nk , Z1 ∈ N1

n0×n1, . . . , Zk ∈ Nk
nk−1×nk , то

(1X0) f(X0 ′ ⊕X0 ′′, X1, . . . , Xk)(col [Z1 ′, Z1 ′′], Z2, . . . , Zk)

= col [f(X0 ′, X1, . . . , Xk)(Z1 ′, Z2, . . . , Zk),

f(X0 ′′, X1, . . . , Xk)(Z1 ′′, Z2, . . . , Zk)]

для n′0, n
′′
0 ∈ N, X0 ′ ∈ Ω

(0)
n′0
, X0 ′′ ∈ Ω

(0)
n′′0
, Z1 ′ ∈ N1

n′0×n1, Z1 ′′ ∈ N1
n′′0×n1, де

Z2, . . . , Zk не з’являються, коли k = 1;

(1Xj) f(X0, . . . , Xj−1, Xj ′ ⊕Xj ′′, Xj+1, . . . , Xk)

(Z1, . . . , Zj−1, row [Zj ′, Zj ′′], col [Z(j+1) ′, Z(j+1) ′′], Zj+2, . . . , Zk)

= f(X0, . . . , Xj−1, Xj ′, Xj+1, . . . , Xk)

(Z1, . . . , Zj−1, Zj ′, Z(j+1) ′, Zj+2, . . . , Zk

+ f(X0, . . . , Xj−1, Xj ′′, Xj+1, . . . , Xk)

(Z1, . . . , Zj−1, Zj ′′, Z(j+1) ′′, Zj+2, . . . , Zk)

для кожного j ∈ {1, . . . , k − 1} i для n′j, n
′′
j ∈ N, Xj ′ ∈ Ω

(j)
n′j
, Xj ′′ ∈

Ω
(j)
n′′j
, Zj ′ ∈ Nj

nj−1×n′j , Zj ′′ ∈ Nj
nj−1×n′′j , Z(j+1) ′ ∈ (Nj+1)

n′j×nj+1, Z(j+1) ′′ ∈
(Nj+1)

n′′j×nj+1, де Z1, . . . , Zj−1 не з’являються для j = 1, i Zj+2, . . . , Zk не
з’являються для j = k − 1;

(1Xk) f(X0, . . . , Xk−1, Xk ′ ⊕Xk ′′)(Z1, . . . , Zk−1, row [Zk ′, Zk ′′])

= row [f(X0, . . . , Xk−1, Xk ′)(Z1, . . . , Zk−1, Zk ′,

f(X0, . . . , Xk−1, Xk ′′)(Z1, . . . , Zk−1, Zk ′′)]

для n′k, n
′′
k ∈ N, Xk ′ ∈ Ω

(k)
n′k

, Xk ′′ ∈ Ω
(k)
n′′k

, Zk ′ ∈ Nk
nk−1×n′k , Zk ′′ ∈ Nk

nk−1×n′′k ,
де Z1, . . . , Zk−1 не з’являться, коли k = 1.

• f iнварiантна щодо подiбностей: якщо n0, . . . , nk ∈ N, X0 ∈ Ω
(0)
n0 , . . . ,

Xk ∈ Ω
(k)
nk , Z1 ∈ N1

n0×n1, . . . , Zk ∈ Nk
nk−1×nk , то

(2X0) f(S0X
0S−1

0 , X1, . . . , Xk)(S0Z
1, Z2, . . . , Zk) = S0f(X0, . . . , Xk)(Z1, . . . , Zk)

для оборотного S0 ∈ Rn0×n0 такого, що S0X
0S−1

0 ∈ Ω
(0)
n0 , де Z2, . . . , Zk не

з’являються, коли k = 1;

(2Xj) f(X0, . . . , Xj−1, SjX
jS−1

j , Xj+1, . . . , Xk)

(Z1, . . . , Zj−1, ZjS−1
j , SjZ

j+1, Zj+2, . . . , Zk)

= f(X0, . . . , Xk)(Z1, . . . , Zk)
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для кожного j ∈ {1, . . . , k − 1} i оборотного Sj ∈ Rnj×nj такого, що
SjX

jS−1
j ∈ Ω

(j)
nj , де Z1, . . . , Zj−1 не з’являються для j = 1, i Zj+2, . . . , Zk

не з’являються для j = k − 1;

(2Xk) f(X0, . . . , Xk−1, SkX
kS−1

k )(Z1, . . . , Zk−1, ZkS−1
k )

= f(X0, . . . , Xk)(Z1, . . . , Zk)S−1
k

для оборотного Sk ∈ Rnk×nk такого, що SkXkS−1
k ∈ Ω

(k)
nk , де Z1, . . . , Zk−1

не з’являються, коли k = 1.

Ми визначаємо н.к. функцiї порядку нуль як просто н.к. функцiї, як у пiд-
роздiлi 2.1. Ми позначаємо як T k = T k(Ω(0), . . . ,Ω(k);N0,nc, . . . ,Nk,nc) клас н.к.
функцiй порядку k, k = 0, 1, . . .. У випадку, коли M0 = · · · = Mk =: M i
Ω(0) = · · · = Ω(k) =: Ω, ми будемо писати T k = T k(Ω;N0,nc, . . . ,Nk,nc). Ми да-
мо пiзнiше трохи iншу iнтерпретацiю н.к. функцiй порядку k, використовуючи
тензорнi добутки замiсть мультiлiнiйних вiдображень для їх значень, що пока-
зує, чому означення н.к. функцiй вищого порядку є природним i узагальнює н.к.
функцiї порядку нуль.

Подiбно до класу T 0 (дивись пропозицiю 2.1), двi умови у означеннi н.к. фун-
кцiї порядку k можуть бути замiненi однiєю.

Пропозицiя 3.1. Нехай Ω(j) ⊆Mj,nc, j = 0, . . . , k, - н.к. множини. Функцiя
f на Ω(0) × · · · × Ω(k) з

f(Ω(0)
n0
, . . . ,Ω(k)

nk
) ⊆ homR(N1

n0×n1 ⊗ · · · ⊗ Nk
nk−1×nk,N0

n0×nk)

є iнварiантною щодо прямих сум i подiбностей, тобто

f ∈ T k(Ω(0), . . . ,Ω(k);N0,nc, . . . ,Nk,nc),

тодi i тiльки тодi, коли f є iнварiантною щодо переплетень: якщо n0, . . . , nk ∈ N,
X0 ∈ Ω

(0)
n0 , . . . , Xk ∈ Ω

(k)
nk , Z1 ∈ N1

n0×n1, . . . , Zk ∈ Nk
nk−1×nk, то:

(3X0) якщо T0X
0 = X̃0T0, то

T0f(X0, . . . , Xk)(Z1, . . . , Zk) = f(X̃0, X1, . . . , Xk)(T0Z
1, Z2, . . . , Zk)

для ñ0 ∈ N, X̃0 ∈ Ω
(0)
ñ0

i T0 ∈ Rñ0×n0, де Z2, . . . , Zk не з’являються, коли k = 1;

(3Xj) якщо TjX
j = X̃jTj, то

f(X0, . . . , Xk)(Z1, . . . , Zj−1, Z̃jTj, Z
j+1, Zj+2, . . . , Zk)

= f(X0, . . . , Xj−1, X̃j, Xj+1, . . . , Xk)(Z1, . . . , Zj−1, Z̃j, TjZ
j+1, Zj+2, . . . , Zk)
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для кожного j ∈ {1, . . . , k−1} i для ñj ∈ N, X̃j ∈ Ω
(j)
ñj
, Z̃j ∈ Nj

nj−1×ñj , Tj ∈ Rñj×nj ,
де Z1, . . . , Zj−1 не з’являються для j = 1, i Zj+2, . . . , Zk не з’являються для
j = k − 1;

(3Xk) якщо XkTk = TkX̃
k, то

f(X0, . . . , Xk)(Z1, . . . , Zk)Tk = f(X0, . . . , Xk−1, X̃k)(Z1, . . . , Zk−1, ZkTk)

для ñk ∈ N, X̃k ∈ Ω
(k)
ñk

i Tk ∈ Rnk×ñk, де Z1, . . . , Zk−1 не з’являються, коли k = 1.
Бiльше того, умови (1X0) i (2X0) в означеннi н.к. функцiї порядку k разом

еквiвалентнi до умови (3X0), i подiбним чином, (1Xj) & (2Xj) ⇐⇒ (3Xj) (j =
1, . . . , k − 1), (1Xk) & (2Xk) ⇐⇒ (3Xk).

Доведення. Ми дамо детальне доведення (1X0) & (2X0)⇐⇒ (3X0). Iншi еквi-
валентностi у пропозицiї можуть бути доведенi аналогiчно.

Припустимо спочатку, що умови (1X0) i (2X0) у означеннi н.к. функцiї порядку
k виконуються. Нехай n0, ñ0, n1, . . . , nk ∈ N, X0 ∈ Ω

(0)
n0 , X̃0 ∈ Ω

(0)
ñ0
, X1 ∈ Ω

(1)
n1 , . . . ,

Xk ∈ Ω
(k)
nk , Z1 ∈ N1

n0×n1, Z̃1 ∈ N1
ñ0×n1, Z2 ∈ N2

n1×n2, . . . , Zk ∈ Nk
nk−1×nk , i нехай

T0 ∈ Rñ0×n0 такi, що T0X
0 = X̃0T0. За (1X0), ми маємо

f(X0 ⊕ X̃0, X1, . . . , Xk)(col [Z1, Z̃1], Z2, . . . , Zk)

= col [f(X0, . . . , Xk)(Z1, . . . , Zk), f(X̃0, X1, . . . , Xk)(Z̃1, Z2, . . . , Zk)].

З другого боку, використовуючи тотожнiсть[
X0 0

0 X̃0

]
=

[
In0

0
T0 Iñ0

] [
X0 0

0 X̃0

] [
In0

0
−T0 Iñ0

]
,

i умови (1X0) i (2X0), ми отримаємо

f(X0 ⊕ X̃0, X1, . . . , Xk)(col [Z1, Z̃1], Z2, . . . , Zk)

= f

([
In0

0
T0 Iñ0

] [
X0 0

0 X̃0

] [
In0

0
−T0 Iñ0

]
, X1, . . . , Xk

)
([
In0

0
T0 Iñ0

] [
In0

0
−T0 Iñ0

]
col[Z1, Z̃1], Z2, . . . , Zk

)
=

[
In0

0
T0 Iñ0

]
f(X0 ⊕ X̃0, X1, . . . , Xk)(col, [Z1,−T0Z

1 + Z̃1], Z2, . . . , Zk)

=

[
In0

0
T0 Iñ0

]
col [f(X0, . . . , Xk)(Z1, . . . , Zk),

f(X̃0, X1, . . . , Xk)(−T0Z
1 + Z̃1, Z2, . . . , Zk)]

= col [f(X0, . . . , Xk)(Z1, . . . , Zk),

T0f(X0, . . . , Xk)(Z1, . . . , Zk) + f(X̃0, . . . , Xk)(−T0Z
1 + Z̃1, Z2, . . . , Zk)].
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Порiвняння (2,1) блокiв у двох блочно-стовпчикових виразах для

f(X0 ⊕ X̃0, X1, . . . , Xk)(col [Z1, Z̃1], Z2, . . . , Zk)

дає

f(X̃0, X1, . . . , Xk)(Z̃1, Z2, . . . , Zk)

= T0f(X0, . . . , Xk)(Z1, . . . , Zk) + f(X̃0, X1, . . . , Xk)(−T0Z
1 + Z̃1, Z2, . . . , Zk).

Використовуючи лiнiйнiсть у Z1 для f(X0, . . . , Xk)(Z1, . . . , Zk), ми отримаємо

0 = T0f(X0, . . . , Xk)(Z1, . . . , Zk)− f(X̃0, X1, . . . , Xk)(T0Z
1, Z2, . . . , Zk),

i (3X0) виконується.
Навпаки, припустимо, що (3X0) виконується. Нехай n′0, n

′′
0, n1, . . . , nk ∈ N,

X0′ ∈ Ω
(0)
n′0
, X0′′ ∈ Ω

(0)
n′′0
, X1 ∈ Ω

(1)
n1 , . . . , Xk ∈ Ω

(k)
nk , Z1′ ∈ N1

n′0×n1, Z1′′ ∈ N1
n′′0×n1,

Z2 ∈ N2
n1×n2, . . . , Zk ∈ Nk

nk−1×nk . Переплетення

col [In′0, 0]X0′ = (X0′ ⊕X0′′) col [In′0, 0]

i
col [0, In′′0 ]X0′′ = (X0′ ⊕X0′′) col [0, In′′0 ]

тягнуть за собою, вiдповiдно,

col [In′0, 0]f(X0′, X1, . . . , Xk)(Z1′, Z2, . . . , Zk)

= f(X0′ ⊕X0′′, X1, . . . , Xk)(col [In′0, 0]Z1′, Z2, . . . , Zk)

i

col [0, In′′0 ]f(X0′′, X1, . . . , Xk)(Z1′′, Z2, . . . , Zk)

= f(X0′ ⊕X0′′, X1, . . . , Xk)(col [0, In′′0 ]Z1′′, Z2, . . . , Zk).

Додаючи цi рiвностi, ми отримаємо (1X0) за лiнiйнiстю.
Якщо n0 ∈ N, X0 ∈ Ω

(0)
n0 , Z1 ∈ N1

n0×n1 i S0 ∈ Rn0×n0 є оборотним, то, в силу
(3X0), переплетення S0X

0 =
(
S0X

0S−1
0

)
S0 тягне за собою (2X0). �

Подiбно до пропозицiї 2.17, кожна з цих умов iнварiантностi щодо прямих сум,
подiбностей i переплетень допускає еквiвалентне спiльне формулювання.

Пропозицiя 3.2. (1) Умови (1X0), (1Xj) для j = 1, . . . , k − 1, i (1Xk) є
еквiвалентними до

(3.1) f(X0′ ⊕X0′′, . . . , Xk′ ⊕Xk′′)

([
Z1′,′ Z1′,′′

Z1′′,′ Z1′′,′′

]
, . . . ,

[
Zk′,′ Zk′,′′

Zk′′,′ Zk′′,′′

])
=

[
f ′,′ f ′,′′

f ′′,′ f ′′,′′

]
,
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де для α, β ∈ {′,′′ },

(3.2) fα,β =
∑

α0,...,αk∈{′,′′} : α0=α,αk=β

f(X0α0, . . . , Xkαk)(Z1α0,α1, . . . , Zkαk−1,αk).

Тут n′j ∈ N, n′′j ∈ Z+, Xjα ∈ Ω
(j)
nαj

для j = 0, . . . , k, α ∈ {′,′′ }, Zjα,β ∈

Nj
nαj−1×n

β
j для j = 1, . . . , k, α, β ∈ {′,′′ }, блочний елемент fα,β є порожнiм,

якщо nα0 або nβk є 0, i доданок у (3.2) є 0, якщо принаймнi одне з nαjj ,
j = 1, . . . , k − 1, є 0.

(2) Умови (2X0), (2Xj) для j = 1, . . . , k − 1, i (2Xk) є еквiвалентними до

(3.3) f(S0X
0S−1

0 , . . . , SkX
kS−1

k )(S0Z
1S−1

1 , . . . , Sk−1Z
kS−1

k )

= S0f(X0, . . . , Xk)(Z1, . . . , Zk)S−1
k

для nj ∈ N, Xj ∈ Ω
(j)
nj , i оборотного Sj ∈ Rnj×nj такого, що SjXjS−1

j ∈
Ω

(j)
nj , j = 0, . . . , k, i для Zj ∈ Nj

nj−1×nj , j = 1, . . . , k.

(3) Умови (3X0), (3Xj) для j = 1, . . . , k − 1, i (3Xk) є еквiвалентними до

(3.4) Якщо TjX
j = X̃jTj, j = 0, . . . , k, то

T0f(X0, . . . , Xk)(Z1T1, . . . , Z
kTk)

= f(X̃0, . . . , X̃k)(T0Z
1, . . . , Tk−1Z

k)Tk

для nj, ñj ∈ N, Xj ∈ Ω
(j)
nj , X̃j ∈ Ω

(j)
ñj
, Tj ∈ Rñj×nj , j = 0, . . . , k, i для

Zj ∈ Nj
nj−1×ñj , j = 1, . . . , k.

Доведення. (1). Припустимо, що (1X0)–(1Xk) виконуються. Тодi

f(X0′ ⊕X0′′, . . . , Xk′ ⊕Xk′′)

([
Z1′,′ Z1′,′′

Z1′′,′ Z1′′,′′

]
, . . . ,

[
Zk′,′ Zk′,′′

Zk′′,′ Zk′′,′′

])
= col

α0∈{′,′′}

[
f(X0α0, X1′ ⊕X1′′, . . . , Xk′ ⊕Xk′′)(

row [Z1α0,′, Z1α0,′′],

[
Z2′,′ Z2′,′′

Z2′′,′ Z2′′,′′

]
, . . . ,

[
Zk′,′ Zk′,′′

Zk′′,′ Zk′′,′′

]) ]
= col

α0∈{′,′′}

[ ∑
α1∈{′,′′}

f(X0α0, X1α1, X2′ ⊕X2′′, . . . , Xk′ ⊕Xk′′)(
Z1α0,α1, row [Z2α1,′, Z2α1,′′],

[
Z3′,′ Z3′,′′

Z3′′,′ Z3′′,′′

]
, . . . ,

[
Zk′,′ Zk′,′′

Zk′′,′ Zk′′,′′

]) ]
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= col
α0∈{′,′′}

[ ∑
α1,α2∈{′,′′}

f(X0α0, X1α1, X2α2, X3′ ⊕X3′′, . . . , Xk′ ⊕Xk′′)(
Z1α0,α1, Z2α1,α2, row[Z3α2,′, Z3α2,′′],

[
Z4′,′ Z4′,′′

Z4′′,′ Z4′′,′′

]
, . . . ,

[
Zk′,′ Zk′,′′

Zk′′,′ Zk′′,′′

]) ]
= . . . = col

α0∈{′,′′}

[ ∑
α1,...,αk−1∈{′,′′}

f(X0α0, . . . , X(k−1)αk−1, Xk′ ⊕Xk′′)

(Z1α0,α1, . . . , Z(k−1)αk−2,αk−1, row [Zkαk−1,′, Zkαk−1,′′])
]

= col
α0∈{′,′′}

[ ∑
α1,...,αk−1∈{′,′′}

row
αk∈{′,′′}

[f(X0α0, . . . , Xkαk)(Z1α0,α1, . . . , Zkαk−1,αk)]
]

=

[
f ′,′ f ′,′′

f ′′,′ f ′′,′′

]
,

де fαβ є як у (3.2).
Навпаки, якщо (3.1) виконується, то кожне з (1X0)–(1Xk) отримається як спе-

цiальний випадок, коли всi n′′j ’s, крiм одного, дорiвнюють 0.
(2). Припустимо, що (2X0)–(2Xk) виконуються. Тодi

f(S0X
0S−1

0 , . . . , SkX
kS−1

k )(S0Z
1S−1

1 , . . . , Sk−1Z
kS−1

k )

= S0f(X0, S1X
1S−1

1 , . . . , SkX
kS−1

k )(Z1S−1
1 , S1Z

2S−1
2 , . . . , Sk−1Z

kS−1
k )

= S0f(X0, X1, S2X
2S−1

2 , . . . , SkX
kS−1

k )(Z1, Z2S−1
2 , S2Z

3S−1
3 , . . . , Sk−1Z

kS−1
k )

= . . . = S0f(X0, . . . , Xk−1, SkX
kS−1

k )(Z1, . . . , Zk−1, ZkS−1
k )

= S0f(X0, . . . , Xk)(Z1, . . . , Zk)S−1
k .

Навпаки, якщо (3.3) виконується, то кожне з (2X0)–(2Xk) отримається як спе-
цiальний випадок, коли Sj = Inj для всiх j’s, крiм одного.

(3). Припустимо, що (3X0)–(3Xk) виконуються i TjXj = X̃jTj, j = 0, . . . , k.
Тодi

T0f(X0, . . . , Xk)(Z1T1, . . . , Z
kTk)

= f(X̃0, X1, . . . , Xk)(T0Z
1T1, Z

2T2, . . . , Z
kTk)

= f(X̃0, X̃1, X2, . . . , Xk)(T0Z
1, T1Z

2T2, Z
3T3, . . . , Z

kTk)

= . . . = f(X̃0, . . . , X̃k−1, Xk)(T0Z
1, . . . , Tk−2Z

k−1, Tk−1Z
kTk)

= f(X̃0, . . . , X̃k)(T0Z
1, . . . , Tk−1Z

k)Tk.

Навпаки, якщо (3.4) виконується, то кожне з (3X0)–(3Xk) отримається як спе-
цiальний випадок, коли ñj = nj i Tj = Inj для всiх j’s, крiм одного. �
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Формули (3.1)–(3.2) допускають узагальнення на випадок прямих сум бiльше
нiж двох доданкiв таким чином. Нехай

Xj =

mj⊕
α=1

Xjα, Zj = [Zjα,β]α=1,...,mj−1, β=1,...,mj
,

де nαj ∈ Z+, Xjα ∈ Ω
(j)
nαj

для j = 0, . . . , k, α = 1, . . . ,mj; Zjα,β ∈ Nj
nαj−1×n

β
j для

j = 1, . . . , k, α = 1, . . . ,mj−1, β = 1, . . . ,mj. Тодi

(3.5) f(X0, . . . , Xk)(Z1, . . . , Zk) = [fα,β]α=1,...,m0, β=1,...,mk
,

де

(3.6) fα,β =
∑

αj=1,...,mj : α0=α,αk=β

f(X0α0, . . . , Xkαk)(Z1α0,α1, . . . , Zkαk−1,αk).

Тут блочний елемент fα,β - порожнiй, якщо nα0 або nβk є 0, i доданок у (3.6) є
0, якщо принаймнi один з nαjj , j = 1, . . . , k − 1, є 0. Доведення є подiбним до
доведення пропозицiї 3.2(1).

Випадок, коли для кожного j дiагональнi блоки Xjα всi рiвнi, буде мати спе-
цiальне значення (дивись роздiл 4). Ми зараз введемо деякi позначення. Для
Zj ∈ Nj

nj−1×nj , nj = mjsj, j = 1, . . . , k, ми визначаємо

Z1
s0,s2
�s1
· · · sk−2,sk�sk−1

Zk ∈
(
N1

s0×s1 ⊗ · · · ⊗ Nk
sk−1×sk

)m0×mk,

розглядаючи Zj як mj−1 ×mj матрицю над Nj
sj−1×sj i застосовуючи стандартнi

правила матричного множення, тобто

(3.7) (Z1
s0,s2
�s1
· · · sk−2,sk�sk−1

Zk)α,β =
∑

αj=1,...,mj : α0=α,αk=β

Z1α0,α1 ⊗ · · · ⊗Zkαk−1,αk,

де Zj = [Zjα,β]α=1,...,mj−1, β=1,...,mj
. Це є iтерацiя добутку матриць над двома моду-

лями, що забеспечена операцiєю добутку у третiй модуль, як у 2.3.4. У випадку
двох множникiв з квадратними блоками (обов’язково одного розмiру), ми опуска-
ємо лiвi нижнi iндекси, тобто ми пишемо Z1�sZ2 замiсть Z1

s,s�sZ2. Для s = 1 ми
опускаємо правий нижнiй iндекс, тобто ми пишемо Z1

s0,s2
�Z2 замiсть Z1

s0,s2
�1Z

2,
i ми пишемо Z1� · · · �Zk замiсть Z1�1 · · · �1Z

k; дивись, наприклад [118, с. 86]
або [117, с. 240].

Пропозицiя 3.3. Нехай f ∈ T k(Ω(0), . . . ,Ω(k);N0,nc, . . . ,Nk,nc) i nj = mjsj,
j = 0, . . . , k.

(1) Для Y j ∈ Ω
(j)
sj , Xj =

⊕mj

α=1 Y
j, j = 0, . . . , k, i для Zj ∈ Nj

nj−1×nj , j =
1, . . . , k,

(3.8) f(X0, . . . , Xk)(Z1, . . . , Zk) = Z1
s0,s2
�s1
· · · sk−2,sk�sk−1

Zkf(Y 0, . . . , Y k).
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Тут лiнiйне вiдображення

f(Y 0, . . . , Y k) : N1
s0×s1 ⊗ · · · ⊗ Nk

sk−1×sk −→ N0
s0×sk

дiє на матрицю Z1
s0,s2
�s1
· · · sk−2,sk�sk−1

Zk поелементно.

(2) Для Y j ∈ Ω
(j)
sj , Xj =

⊕mj

α=1 Y
j, j = 0, . . . , k − 1, Xk ∈ Ω

(k)
nk , i для Zj ∈

Nj
nj−1×nj , j = 1, . . . , k,

(3.9) f(X0, . . . , Xk)(Z1, . . . , Zk) = Z1
s0,s2
�s1
· · · sk−2,sk�sk−1

Zkf(Y 0, . . . , Y k−1, Xk).

Тут лiнiйне вiдображення

f(Y 0, . . . , Y k−1, Xk) : N1
s0×s1 ⊗ · · · ⊗ (Nk−1)

sk−2×sk−1 ⊗Nk
sk−1×mksk

∼=
(
N1

s0×s1 ⊗ · · · ⊗ Nk
sk−1×sk

)1×mk −→ N0
s0×mksk ∼= (N0

s0×sk)
1×mk

дiє на рядки матрицi Z1
s0,s2
�s1
· · · sk−2,sk�sk−1

Zk; тобто
f(Y 0, . . . , Y k−1, Xk) - mk ×mk матриця лiнiйних вiдображень

N1
s0×s1 ⊗ · · · ⊗ Nk

sk−1×sk −→ N0
s0×sk

що множить матрицю Z1
s0,s2
�s1
· · · sk−2,sk�sk−1

Zk справа.

Доведення. Випливає безпосередньо з (3.5)–(3.6). �

Зауваження 3.4. Ми зауважимо, що iснує природне вiдображення

(3.10) N0
n0×n0 ⊗N ∗1

n1×n1 ⊗ · · · ⊗ N ∗k
nk×nk

−→ homR
(
N1

n0×n1 ⊗ · · · ⊗ Nk
nk−1×nk,N0

n0×nk
)

для додатного цiлого k, визначене на елементарних тензорах Y 0 ⊗ Y 1 ⊗ · · · ⊗ Y k

як

(3.11) (Z1, . . . , Zk) 7−→ Y 0(Z1Y 1) · · · (ZkY k),

з ZjY j ∈ Rnj−1×nj для Zj ∈ Nj
nj−1×nj , j = 1, . . . , k. Якщо модулi N1, . . . , Nk вiльнi

i скiнченного рангу над R, i модуль N0 вiльний (зокрема, коли R - поле i N1, . . . ,
Nk - скiнченновимiрнi векторнi простори), природне вiдображення (3.10)–(3.11) є,
як легко бачити, iзоморфiзмом.

Зауваження 3.5. У випадку, коли природне вiдображення (3.10)–(3.11) -
iзоморфiзм, ми можемо розглядати н.к. функцiю порядку k як функцiю f на
Ω(0) × · · · × Ω(k) з

(3.12) f(Ω(0)
n0
, . . . ,Ω(k)

nk
) ⊆ N0

n0×n0 ⊗N ∗1
n1×n1 ⊗ · · · ⊗ N ∗k

nk×nk.
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Прямi суми i подiбностi на N0
n0×n0, N ∗1 n1×n1, . . . , N ∗k

nk×nk iндукують i-i прямi суми
i подiбностi на N0

n0×n0 ⊗ N ∗1 n1×n1 ⊗ · · · ⊗ N ∗k
nk×nk для вiдповiдних i = 0, . . . , k. З

цiєю iнтерпретацiєю, умови (1X0)–(1Xk) i (2X0)–(2Xk) означають, що прямi суми i
подiбностi за кожним аргументом f вiдбиваються на прямих сумах i подiбностях у
вiдповiдному множнику у значеннi f . Це пояснює вигляд умов вiдповiдних прямих
сум i подiбностей у означеннi н.к. функцiй порядку k, а також поєднує випадки
k = 0 i k > 0.

Зауваження 3.6. Iснує також природне вiдображення

(3.13) T k(Ω(0), . . . ,Ω(k);N0,nc, . . . ,Nk,nc)

⊗ T `(Ω(k+1), . . . ,Ω(k+`+1);L∗0,nc,L1,nc, . . . ,L`,nc)

−→ T k+`+1(Ω(0), . . . ,Ω(k+`+1);N0,nc, . . . ,Nk,nc,L0,nc, . . . ,L`,nc)

визначене на елементарних тензорах як f ⊗ g 7−→ h, де

(3.14) h(X0, . . . , Xk, U0, . . . , U `) = f(X0, . . . , Xk)⊗ g(U 0, . . . , U `),

iнтерпретуючи значення н.к. функцiй вищого порядку як елементи тензорних до-
буткiв (дивись зауваження 3.5), або

(3.15) h(X0, . . . , Xk, U0, . . . , U `)(Z1, . . . , Zk,W 0,W 1, . . . ,W `)

= f(X0, . . . , Xk)(Z1, . . . , Zk)
(
W 0g(U 0, . . . , U `)(W 1, . . . ,W `)

)
,

iнтерпретуючи значення н.к. функцiй вищого порядку як мультiлiнiйнi вiдобра-
ження. Тут X0 ∈ Ω

(0)
n0 , . . . , Xk ∈ Ω

(k)
nk , U 0 ∈ Ω

(k+1)
m0 , . . . , U ` ∈ Ω

(k+`+1)
m` , Z1 ∈ N1

n0×n1,
. . . , Zk ∈ Nk

nk−1×nk , W 0 ∈ L0
nk×m0, W 1 ∈ L1

m0×m1, . . . , W ` ∈ L`m`−1×m`.
Iтеруючи цю конструкцiю, ми отримаємо природне вiдображення

(3.16) T 0(Ω(0);N0,nc)⊗ T 0(Ω(1);N ∗1,nc)⊗ · · · ⊗ T 0(Ω(k);N ∗k,nc)

−→ T k(Ω(0), . . . ,Ω(k);N0,nc, . . . ,Nk,nc),

визначене на елементарних тензорах як f 0 ⊗ · · · ⊗ fk 7−→ h, де

(3.17) h(X0, X1, . . . , Xk) = f 0(X0)⊗ f 1(X1)⊗ · · · ⊗ fk(Xk),

iнтерпретуючи значення н.к. функцiй вищого порядку як елементи тензорних до-
буткiв, або

(3.18) h(X0, X1, . . . , Xk)(Z1, . . . , Zk) = f 0(X0)
(
Z1f 1(X1)

)
· · ·
(
Zkfk(Xk)

)
,

iнтерпретуючи значення н.к. функцiй вищого порядку як мультiлiнiйнi вiдобра-
ження. Тут X0 ∈ Ω

(0)
n0 , . . . , Xk ∈ Ω

(k)
nk , Z1 ∈ N1

n0×n1, . . . , Zk ∈ Nk
nk−1×nk .

Ясно, що природнi вiдображення (3.13)&(3.14) (або (3.13)&(3.15)) i, зокрема,
(3.16)&(3.17) (або (3.16)&(3.18)) - вкладення; ми будемо iнодi зловживати позна-
ченнями у написах h = f ⊗ g i h = f 0⊗· · ·⊗fk для (3.14) (або (3.15)) i (3.17) (або
(3.18)), вiдповiдно.
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3.2. Н.к. рiзницево-диференцiальнi оператори вищого порядку

Пропозицiя 2.15 каже в точностi, що для f ∈ T 0 ми маємо ∆Rf ∈ T 1. Ми
розширимо ∆R до оператора з T k у T k+1 для всiх k. Подiбно до випадку k = 0, це
буде зроблене обчисленням н.к. функцiї порядку k (> 0) на наборi (k+1) квадра-
тних матриць з одним з аргументiв блочним верхньо-трикутним. Ми починаємо
з наступного аналогу пропозицiї 2.2. Буде показано пiзнiше, з використаннями
iнтерпретацiї значень н.к. функцiй вищого порядку як тензорних добуткiв, що це
є справдi природний аналог.

Пропозицiя 3.7. Нехай Mj, Nj - модулi, i нехай Ω(j) ⊆ Mj,nc - н.к. мно-
жина, j = 0, . . . , k. Нехай f ∈ T k(Ω(0), . . . ,Ω(k);N0,nc, . . . ,Nk,nc). Нехай X0 ∈
Ω

(0)
n0 , . . . , Xk−1 ∈ Ω

(k−1)
nk−1 , Xk′ ∈ Ω

(k)
n′k
, Xk′′ ∈ Ω

(k)
n′′k
, Z1 ∈ N1

n0×n1, . . . , Zk−1 ∈
(Nk−1)

nk−2×nk−1, Zk′ ∈ Nk
nk−1×n′k, Zk′′ ∈ Nk

nk−1×n′′k . Нехай Z ∈ Mk
n′k×n′′k - таке, що[

Xk′ Z
0 Xk′′

]
∈ Ω

(k)
n′k+n′′k

. Тодi

(3.19) f

(
X0, . . . , Xk−1,

[
Xk′ Z
0 Xk′′

])
(Z1, . . . , Zk−1, row [Zk′, Zk′′])

= row
[
f(X0, . . . , Xk−1, Xk′)(Z1, . . . , Zk−1, Zk′),

∆Rf(X0, . . . , Xk−1, Xk′, Xk′′)(Z1, . . . , Zk−1, Zk′, Z)

+ f(X0, . . . , Xk−1, Xk′′)(Z1, . . . , Zk−1, Zk′′)
]
.

Тут ∆Rf = (X0, . . . , Xk−1, Xk′, Xk′′)(Z1, . . . , Zk−1, Zk′, Z) визначається однозна-
чно за (3.19), не залежить вiд Zk′′ i має наступну властивiсть. Якщо r ∈ R

таке, що
[
Xk′ rZ
0 Xk′′

]
∈ Ω

(k)
n′k+n′′k

, то

(3.20) ∆Rf(X0, . . . , Xk−1, Xk′, Xk′′)(Z1, . . . , Zk−1, Zk′, rZ)

= r∆Rf(X0, . . . , Xk−1, Xk′, Xk′′)(Z1, . . . , Zk−1, Zk′, Z).

Для k = 1, матрицi Z1, . . . , Zk−1 не з’являються у (3.19) i (3.20).

Доведення. Позначимо

f

(
X0, . . . , Xk−1,

[
Xk′ Z
0 Xk′′

]) (
Z1, . . . , Zk−1, row

[
Zk′, Zk′′]) =: row[A,B],

де A ∈ N0
n0×n′k , B ∈ N0

n0×n′′k . Ми маємо[
Xk′ Z
0 Xk′′

] [
In′k
0

]
=

[
In′k
0

]
Xk′.
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За (3Xk), A = f(X0, . . . , Xk−1, Xk′)(Z1, . . . , Zk−1, Zk′). Ми маємо також

Xk′′ [0 In′′k
]

=
[
0 In′′k

] [Xk′ Z
0 Xk′′

]
.

За (3Xk) i адитивнiстю f(X0, . . . , Xk−1, Xk′)(Z1, . . . , Zk−1, Zk) як функцiї вiд Zk,

row [0, f(X0, . . . , Xk−1, Xk′′)(Z1, . . . , Zk−1, Zk′′)]

= f

(
X0, . . . , Xk−1,

[
Xk′ Z
0 Xk′′

])
(Z1, . . . , Zk−1, row [0, Zk′′])

= row [A,B]− f
(
X0, . . . , Xk−1,

[
Xk′ Z
0 Xk′′

])
(Z1, . . . , Zk−1, row [Zk′, 0]),

що тягне за собою

B = f

(
X0, . . . , Xk−1,

[
Xk′ Z
0 Xk′′

])
(Z1, . . . , Zk−1, row [Zk′, 0])

[
0
In′′k

]
+ f(X0, . . . , Xk−1, Xk′′)(Z1, . . . , Zk−1, Zk′′).

Отже, ми отримаємо (3.19) з

(3.21) ∆Rf
(
X0, . . . , Xk−1, Xk′, Xk′′) (Z1, . . . , Zk−1, Zk′, Z

)
= f

(
X0, . . . , Xk−1,

[
Xk′ Z
0 Xk′′

]) (
Z1, . . . , Zk−1, row

[
Zk′, 0

]) [ 0
In′′k

]
.

Ми спостерiгаємо, що (3.21) тягне за собою, що для будь-якого r ∈ R ми маємо

(3.22) ∆Rf(X0, . . . , Xk−1, Xk′, Xk′′)(Z1, . . . , Zk−1, rZk′, Z)

= r∆Rf(X0, . . . , Xk−1, Xk′, Xk′′)(Z1, . . . , Zk−1, Zk′, Z).

Далi, для r ∈ R такого, що
[
Xk′ rZ
0 Xk′′

]
∈ Ω

(k)
n′k+n′′k

, ми маємо

[
Xk′ rZ
0 Xk′′

] [
rIn′k 0

0 In′′k

]
=

[
rIn′k 0

0 In′′k

] [
Xk′ Z
0 Xk′′

]
.

За (3Xk),

f

(
X0, . . . , Xk−1,

[
Xk′ rZ
0 Xk′′

])
(Z1, . . . , Zk−1, row [Zk′, Zk′′])

[
rIn′k 0

0 In′′k

]
= f

(
X0, . . . , Xk−1,

[
Xk′ Z
0 Xk′′

])
(Z1, . . . , Zk−1, row [rZk′, Zk′′]).



145

Множачи обидвi частини праворуч на
[

0
In′′k

]
i вiднiмаючи

f(X0, . . . , Xk−1, Xk′′)(Z1, . . . , Zk−1, Zk′′),

ми отримаємо в силу (3.19), що

∆Rf(X0, . . . , Xk−1, Xk′, Xk′′)(Z1, . . . , Zk−1, Zk′, rZ)

= ∆Rf(X0, . . . , Xk−1, Xk′, Xk′′) = (Z1, . . . , Zk−1, rZk′, Z).

Тодi, застосовуючи (3.22), ми отримаємо (3.20). �

Припустимо зараз, що н.к. множина Ω(k) ⊆Mk,nc - допустима справа, i нехай

f ∈ T k(Ω(0), . . . ,Ω(k);N0,nc, . . . ,Nk,nc).

Тодi для кожних X0 ∈ Ω
(0)
n0 , . . . , Xk−1 ∈ Ω

(k−1)
nk−1 , Xk′ ∈ Ω

(k)
n′k

, Xk′′ ∈ Ω
(k)
n′′k

, Z1 ∈
N1

n0×n1, . . . , Zk−1 ∈ (Nk−1)
nk−2×nk−1, Zk′ ∈ Nk

nk−1×n′k , Z ∈ Mk
n′k×n′′k , i для оборо-

тного r ∈ R такого, що
[
Xk′ rZ
0 Xk′′

]
∈ Ω

(k)
n′k+n′′k

, ми визначаємо спочатку

∆Rf(X0, . . . , Xk−1, Xk′, Xk′′)(Z1, . . . , Zk−1, Zk′, rZ)

як (3.19), з Z замiненим на rZ (для довiльного вибору Zk′′ ∈ Nk
nk−1×n′′k), i тодi

визначаємо

(3.23) ∆Rf(X0, . . . , Xk−1, Xk′, Xk′′)(Z1, . . . , Zk−1, Zk′, Z)

= r−1∆Rf(X0, . . . , Xk−1, Xk′, Xk′′)(Z1, . . . , Zk−1, Zk′, rZ).

За пропозицiєю 3.7, права сторона (3.23) не залежить вiд r, отже лiва сторона ви-
значається однозначно. Використовуючи пропозицiю 10.5, ми можемо встановити
версiю вищого порядку для (2.12),

(3.24) ∆Rf(X0, . . . , Xk−1, Xk′, Xk′′)(Z1, . . . , Zk−1, Zk′, Z)

= ∆Rf̃(X0, . . . , Xk−1, Xk′, Xk′′)(Z1, . . . , Zk−1, Zk′, Z).

Ми маємо наступний аналог пропозицiї 2.4, з таким самим доведенням.

Пропозицiя 3.8. Нехай f ∈ T k(Ω(0), . . . ,Ω(k);N0,nc, . . . ,Nk,nc), з Ω(k) ⊆Mk,nc

- допустимою справа н.к. множиною. Вiдображення

Z 7−→ ∆Rf(X0, . . . , Xk−1, Xk′, Xk′′)(Z1, . . . , Zk−1, Zk′, Z)

є однорiдним, як оператор з Mk
n′k×n′′k у N0

n0×n′′k , тобто (3.20) виконується для
кожних X0 ∈ Ω

(0)
n0 , . . . , Xk−1 ∈ Ω

(k−1)
nk−1 , Xk′ ∈ Ω

(k)
n′k
, Xk′′ ∈ Ω

(k)
n′′k
, Z1 ∈ N1

n0×n1, . . . ,
Zk−1 ∈ (Nk−1)

nk−2×nk−1, Zk′ ∈ Nk
nk−1×n′k, Z ∈Mk

n′k×n′′k i кожного r ∈ R.
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Ми зараз встановлюємо аналог пропозицiї 2.6.

Пропозицiя 3.9. Нехай f ∈ T k(Ω(0), . . . ,Ω(k);N0,nc, . . . ,Nk,nc), з Ω(k) ⊆Mk,nc

- допустимою справа н.к. множиною. Вiдображення

Z 7−→ ∆Rf(X0, . . . , Xk−1, Xk′, Xk′′)(Z1, . . . , Zk−1, Zk′, Z)

- адитивне як оператор зMk
n′k×n′′k у N0

n0×n′′k , тобто

(3.25) ∆Rf(X0, . . . , Xk−1, Xk′, Xk′′)(Z1, . . . , Zk−1, Zk′, ZI + ZII)

= ∆Rf(X0, . . . , Xk−1, Xk′, Xk′′)(Z1, . . . , Zk−1, Zk′, ZI)

+ ∆Rf(X0, . . . , Xk−1, Xk′, Xk′′)(Z1, . . . , Zk−1, Zk′, ZII)

для кожних X0 ∈ Ω
(0)
n0 , . . . , Xk−1 ∈ Ω

(k−1)
nk−1 , Xk′ ∈ Ω

(k)
n′k
, Xk′′ ∈ Ω

(k)
n′′k
, Z1 ∈ N1

n0×n1,
. . . , Zk−1 ∈ (Nk−1)

nk−2×nk−1, Zk′ ∈ Nk
nk−1×n′k i ZI , ZII ∈Mk

n′k×n′′k .

Доведення. Нехай X0 ∈ Ω
(0)
n0 , . . . , Xk−1 ∈ Ω

(k−1)
nk−1 , Xk′ ∈ Ω

(k)
n′k

, Xk′′ ∈ Ω
(k)
n′′k

, Z1 ∈
N1

n0×n1, . . . , Zk−1 ∈ (Nk−1)
nk−2×nk−1, Zk′ ∈ Nk

nk−1×n′k i ZI , ZII ∈Mk
n′k×n′′k - довiльнi.

За (3.24), ми можемо припустити, без втрати загальностi, що н.к. множина Ω(k)

є подiбностно iнварiантною, тобто Ω̃(k) = Ω(k); дивись зауваження 2.5 i роздiл 10.
Тодi за пропозицiєю 10.2,[

Xk′ ZI
0 Xk′′

]
∈ Ω

(k)
n′k+n′′k

,

[
Xk′ ZII
0 Xk′′

]
∈ Ω

(k)
n′k+n′′k

,

[
Xk′ (ZI + ZII)
0 Xk′′

]
∈ Ω

(k)
n′k+n′′k

i Xk′ 0 ZI
0 Xk′ ZII
0 0 Xk′′

 ∈ Ω
(k)
2n′k+n′′k

(для останнього, ми використовуємо факт, що якщо Xk′ ∈ Ω
(k)
n′k

, то
[
Xk′ 0
0 Xk′

]
∈

Ω
(k)
2n′k

). Ми маємо

[
Xk′ ZI
0 Xk′′

] [
In′k 0 0
0 0 In′′k

]
=

[
In′k 0 0
0 0 In′′k

]Xk′ 0 ZI
0 Xk′ ZII
0 0 Xk′′

 .
За (3Xk),

f

(
X0, . . . , Xk−1,

[
Xk′ ZI
0 Xk′′

])
(Z1, . . . , Zk−1, row [Zk′, 0])

[
In′k 0 0
0 0 In′′k

]

= f

X0, . . . , Xk−1,

Xk′ 0 ZI
0 Xk′ ZII
0 0 Xk′′

 (Z1, . . . , Zk−1, row [Zk′, 0, 0]).
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Помноживши обидвi частини на col[0, 0, In′′k ] i маючи на увазi (3.21), ми отримаємо

(3.26) ∆Rf(X0, . . . , Xk−1, Xk′, Xk′′)(Z1, . . . , Zk−1, Zk′, ZI)

= ∆Rf(X0, . . . , Xk−1, Xk′ ⊕Xk′, Xk′′)(Z1, . . . , Zk−1, row [Zk′, 0], col [ZI , ZII ]).

Подiбним чином, використовуючи спiввiдношення переплетення[
Xk′ ZII
0 Xk′′

] [
0 In′k 0
0 0 In′′k

]
=

[
0 In′k 0
0 0 In′′k

]Xk′ 0 ZI
0 Xk′ ZII
0 0 Xk′′

 ,
ми отримаємо

(3.27) ∆Rf(X0, . . . , Xk−1, Xk′, Xk′′)(Z1, . . . , Zk−1, Zk′, ZII)

=∆Rf(X0, . . . , Xk−1, Xk′ ⊕Xk′, Xk′′)(Z1, . . . , Zk−1, row [0, Zk′], col [ZI , ZII ]).

Далi, використовуючи спiввiдношення переплетення[
Xk′ ZI + ZII
0 Xk′′

] [
In′k In′k 0
0 0 In′′k

]
=

[
In′k In′k 0
0 0 In′′k

]Xk′ 0 ZI
0 Xk′ ZII
0 0 Xk′′

 ,
ми отримаємо

(3.28) ∆Rf(X0, . . . , Xk−1, Xk′, Xk′′)(Z1, . . . , Zk−1, Zk′, ZI + ZII)

=∆Rf(X0, . . . , Xk−1, Xk′ ⊕Xk′, Xk′′)(Z1, . . . , Zk−1, row [Zk′, Zk′], col [ZI , ZII ]).

Ми спостерiгаємо, що (3.21) тягне за собою адитивнiсть

∆Rf(X0, . . . , Xk−1, Xk′, Xk′′)(Z1, . . . , Zk−1, Zk′, Z)

як функцiї вiд Zk′. Отже, сума у правих частинах (3.26) i (3.27) дорiвнює правiй
частинi у (3.28), i (3.25) випливає. �

Теорема 3.10. Нехай f ∈ T k(Ω(0), . . . ,Ω(k);N0,nc, . . . ,Nk,nc), де Ω(k) ⊆Mk,nc -
допустима справа н.к. множина. Для кожних X0 ∈ Ω

(0)
n0 , . . . , Xk ∈ Ω

(k)
nk , Xk+1 ∈

Ω
(k)
nk+1, вiдображення

(Z1, . . . , Zk+1) 7−→ ∆Rf(X0, . . . , Xk+1)(Z1, . . . , Zk+1)

з N1
n0×n1 × · · · × Nk

nk−1×nk × Mk
nk×nk+1 у N0

n0×nk+1 є (k + 1)-лiнiйним над R.
Бiльше того, ∆Rf ∈ T k+1(Ω(0), . . . ,Ω(k),Ω(k);N0,nc, . . . ,Nk,nc,Mk,nc).

Доведення. Факт, що ∆Rf
(
X0, . . . , Xk+1

) (
Z1, . . . , Zk+1

)
- лiнiйне як фун-

кцiя вiд Zj, для кожного j = 1, . . . , k, випливає з (3.21). Лiнiйнiсть у Zk+1 ви-
пливає з пропозицiй 3.8 i 3.9. Ми також спостерiгаємо, що (3.21) тягне за собою,
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що функцiя ∆Rf
(
X0, . . . , Xk+1

) (
Z1, . . . , Zk+1

)
є iнварiантною щодо прямих сум i

подiбностей у змiнних X0, . . . , Xk−1. Таким чином, залишається тiльки показати,
що функцiя ∆Rf

(
X0, . . . , Xk+1

) (
Z1, . . . , Zk+1

)
є iнварiантною щодо прямих сум

i подiбностей, або еквiвалентно (за пропозицiєю 3.1), iнварiантною щодо перепле-
тень, у змiнних Xk i Xk+1.

Нехай X0 ∈ Ω
(0)
n0 , . . . , Xk ∈ Ω

(k)
nk , Xk+1 ∈ Ω

(k)
nk+1, X̃k ∈ Ω

(k)
ñk

, X̃k+1 ∈ Ω
(k)
ñk+1

,
Z1 ∈ N1

n0×n1, . . . , Zk−1 ∈ (Nk−1)
nk−2×nk−1, Zk ∈ Nk

nk−1×ñk i Zk+1 ∈ Mk
nk×ñk+1

- довiльнi, i нехай Tk ∈ Rñk×nk i Tk+1 ∈ Rñk+1×nk+1 задовольняють тотожностi
TkX

k = X̃kTk i Tk+1X
k+1 = X̃k+1Tk+1. За (3.24), ми можемо припустити, без

втрати загальностi, що н.к. множина Ω(k) є подiбностно iнварiантною, тобто Ω̃(k) =
Ω(k); дивись зауваження 2.5 i роздiл 10. Тодi за пропозицiєю 10.2,[

Xk Zk+1Tk+1

0 Xk+1

]
∈ Ω

(k)
nk+nk+1

,

[
X̃k+1 TkZ

k+1

0 X̃k+1

]
∈ Ω

(k)
ñk+ñk+1

.

Ми маємо [
Tk 0
0 Tk+1

] [
Xk Zk+1Tk+1

0 Xk+1

]
=

[
X̃k+1 TkZ

k+1

0 X̃k+1

] [
Tk 0
0 Tk+1

]
.

Використовуючи (3.21) i застосовуючи (3Xk) до f , ми отримаємо

∆Rf(X0, . . . , Xk−1, X̃k, X̃k+1)(Z1, . . . , Zk, TkZ
k+1)Tk+1

= f

(
X0, . . . , Xk−1,

[
X̃k TkZ

k+1

0 X̃k+1

])
(Z1, . . . , Zk−1, row [Zk, 0])

[
0

Ink+1

]
Tk+1

= f

(
X0, . . . , Xk−1,

[
X̃k TkZ

k+1

0 X̃k+1

]) (
Z1, . . . , Zk−1, row[Zk, 0]

) [Tk 0
0 Tk+1

]
×
[

0
Ink+1

]
= f

(
X0, . . . , Xk−1,

[
Xk Zk+1Tk+1

0 Xk+1

])(
Z1, . . . , Zk−1, row[Zk, 0]

[
Tk 0
0 Tk+1

])
×
[

0
Ink+1

]
= f(X0, . . . , Xk+1)(Z1, . . . , Zk−1, ZkTk, Z

k+1Tk+1),

що є спецiальним випадком (3Xk) застостованим до ∆Rf . �

Отже, ми маємо правий н.к. рiзницево-диференцiальнi оператор

∆R : T k(Ω(0), . . . ,Ω(k);N0,nc, . . . ,Nk,nc)

−→ T k+1(Ω(0), . . . ,Ω(k),Ω(k);N0,nc, . . . ,Nk,nc,Mk,nc),
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для k = 0, 1, . . .. Iтеруючи цей оператор ` разiв, ми отримаємо правий н.к. рiзницево-
диференцiальний оператор `-го порядку

∆`
R : T k(Ω(0), . . . ,Ω(k);N0,nc, . . . ,Nk,nc)

−→ T k+`(Ω(0), . . . ,Ω(k),Ω(k), . . . ,Ω(k)︸ ︷︷ ︸
` разiв

;N0,nc, . . . ,Nk,nc,Mk,nc, . . . ,Mk,nc︸ ︷︷ ︸
` разiв

),

для k = 0, 1, . . .. Вiдповiдно до нашого означення, ∆`
Rf обчислюється iтератив-

но обчисленням н.к. функцiй зростаючих порядкiв на 2 × 2 блочних верхньо-
трикутних матрицях на кожному кроцi. Виявляється, що ∆`

Rf може також бути
обчислена за один крок обчисленням f на (` + 1) × (` + 1) блочних верхньо-
двохдiагональних матрицях. Ми формулюємо результат окремо для випадку k =
0 i для випадку k > 0.

Теорема 3.11. Нехай f ∈ T 0(Ω;Nnc), з Ω ⊆ Mnc допустимою справа н.к.
множиною. Для кожних X0 ∈ Ωn0

, . . . , X` ∈ Ωn`, Z1 ∈ Mn0×n1, . . . , Z` ∈
Mn`−1×n` таких, що 

X0 Z1 0 · · · 0

0 X1 . . . . . . ...
... . . . . . . . . . 0
... . . . X`−1 Z`

0 · · · · · · 0 X`

 ∈ Ωn0+···+n`,

ми маємо

(3.29) f




X0 Z1 0 · · · 0

0 X1 . . . . . . ...
... . . . . . . . . . 0
... . . . X`−1 Z`

0 · · · · · · 0 X`





=


f(X0) ∆Rf(X0, X1)(Z1) · · · · · · ∆`

Rf(X0, . . . , X`)(Z1, . . . , Z`)

0 f(X1)
. . . ∆`−1

R f(X1, . . . , X`)(Z2, . . . , Z`)
... . . . . . . . . . ...
... . . . f(X`−1) ∆Rf(X`−1, X`)(Z`)
0 · · · · · · 0 f(X`)

 .

Теорема 3.12. Нехай f ∈ T k(Ω(0), . . . ,Ω(k);N0,nc, . . . ,Nk,nc), де Ω(k) ⊆ Mk,nc

- допустима справа н.к. множина, k > 0. Для кожних X0 ∈ Ω
(0)
n0 , . . . , Xk−1 ∈

Ω
(k−1)
nk−1 , Xk,0 ∈ Ω

(k)
nk,0, . . . , Xk,` ∈ Ω

(k)
nk,`, Zk+1,1 ∈Mk

nk,0×nk,1, . . . , Zk+1,` ∈Mk
nk,`−1×nk,`
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таких, що 
Xk,0 Zk+1,1 0 · · · 0

0 Xk,1 . . . . . . ...
... . . . . . . . . . 0
... . . . Xk,`−1 Zk+1,`

0 · · · · · · 0 Xk,`

 ∈ Ω
(k)
nk,0+···+nk,`,

ми маємо

(3.30) f

X0, . . . , Xk−1,


Xk,0 Zk+1,1 0 · · · 0

0 Xk,1 . . . . . . ...
... . . . . . . . . . 0
... . . . Xk,`−1 Zk+1,`

0 · · · · · · 0 Xk,`




(Z1, . . . , Zk−1, row [Zk,0, . . . , Zk,`])

= row
0≤j≤`

[ j∑
i=0

∆j−i
R f(X0, . . . , Xk−1, Xk,i, . . . , Xk,j)

(Z1, . . . , Zk−1, Zk,i, Zk+1,i+1, . . . , Zk+1,j)
]

для всiх Z1 ∈ N1
n0×n1, . . . , Zk−1 ∈ (Nk−1)

nk−2×nk−1, Zk,0 ∈ Nk
nk−1×nk,0, . . . , Zk,` ∈

Nk
nk−1×nk,`.

Зауваження 3.13. У спецiальному випадку, коли Zk,1 = 0, . . . , Zk,` = 0,
права частина (3.30) стає

row [ f(X0, . . . , Xk−1, Xk,0)(Z1, . . . , Zk−1, Zk,0),

∆Rf(X0, . . . , Xk−1, Xk,0, Xk,1)(Z1, . . . , Zk−1, Zk,0, Zk+1,1), . . . ,

∆`
Rf(X0, . . . , Xk−1, Xk,0, . . . , Xk,`)(Z1, . . . , Zk−1, Zk,0, Zk+1,1, . . . , Zk+1,`)

]
.

Для доведення теорем 3.11 i 3.12 нам буде потрiбна наступна лема.

Лема 3.14. Нехай Ω ⊆Mnc - подiбностно iнварiантна н.к. множина, тобто
Ω̃ = Ω; дивись роздiл 10. Тодi для всiх n0, . . . , n`, X0 ∈ Ωn0

, . . . , X` ∈ Ωn`,
Z1 ∈Mn0×n1, . . . , Z` ∈Mn`−1×n` ми маємо

Xj Zj+1 0 · · · 0

0 Xj+1 . . . . . . ...
... . . . . . . . . . 0
... . . . X`−1 Z`

0 · · · · · · 0 X`

 ∈ Ωnj+···+n`, j = 0, . . . , `− 1.

Доведення. Iндукцiєю за `, використовуючи пропозицiю 10.2. �
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Доведення теореми 3.11. За (3.24), ми можемо припустити, без втрати за-
гальностi, що н.к. множина Ω - подiбностно iнварiантна, тобто Ω̃ = Ω; дивись
зауваження 2.5 i роздiл 10. Ми доведемо твердження iндукцiєю за `. Для ` = 0,
двi сторони (3.29) є тотожнiми. Для ` = 1, (3.29) спiвпадає з (2.6), с точнiстю
до позначень. Припустимо зараз, що твердження є вiрним для ` = m, з деяким
m ∈ N. Нехай X0 ∈ Ωn0

, . . . , Xm+1 ∈ Ωnm+1
, Z1 ∈ Mn0×n1, . . . , Zm+1 ∈ Mnm×nm+1.

Використовуючи гiпотезу iндукцiї, лему 3.14 i (3.19), ми отримаємо

f





X0 Z1 0 · · · · · · 0

0 X1 . . . . . . ...
... . . . . . . . . . . . . ...
... . . . Xm−1 Zm 0
0 · · · · · · 0 Xm Zm+1

0 · · · · · · · · · 0 Xm+1





=



f(X0) · · · · · · ∆m
Rf
(
X0, . . . , Xm−1,

[
Xm Zm+1

0 Xm+1

])
(Z1, . . . , Zm−1, row[Zm, 0])

0
. . . ...

... . . . f(Xm−1)
...

0 · · · 0 f
([

Xm Zm+1

0 Xm+1

])



=


f(X0) ∆Rf(X0, X1)(Z1) · · · ∆m+1

R f
(
X0, . . . , Xm+1

)
(Z1, . . . , Zm+1)

0
. . . . . . ...

... . . . f(Xm) ∆Rf(Xm, Xm+1)(Zm+1)
0 · · · 0 f(Xm+1)



Отже, ми маємо (3.29) для ` = m+ 1. �

Доведення теореми 3.12. За (3.24), ми можемо припустити, без втрати за-
гальностi, що н.к. множина Ω(k) - подiбностно iнварiантна, тобто Ω̃(k) = Ω(k); ди-
вись зауваження 2.5 i роздiл 10. Ми доведемо твердження iндукцiєю за `. Для
` = 0, двi сторони (3.30) є тотожнiми. Для ` = 1, (3.30) спiвпадає з (3.19),
с точнiстю до позначень. Припустимо зараз, що твердження є вiрним для всiх
k > 0 i ` = m, з деяким m ∈ N. Нехай k > 0 - фiксоване. Нехай X0 ∈ Ω

(0)
n0 ,

. . . , Xk−1 ∈ Ω
(k−1)
nk−1 , Xk,0 ∈ Ω

(k)
nk,0, . . . , Xk,m+1 ∈ Ω

(k)
nk,m+1, Zk+1,1 ∈ Mk

nk,0×nk,1,
. . . , Zk+1,m+1 ∈ Mk

nk,m×nk,m+1, Z1 ∈ N1
n0×n1, . . . , Zk−1 ∈ (Nk−1)

nk−2×nk−1, Zk,0 ∈
Nk

nk−1×nk,0, . . . , Zk,m+1 ∈ Nk
nk−1×nk,m+1. За лемою 3.14,

Xk,j Zk+1,j+1 0 · · · 0

0 Xk,j+1 . . . . . . ...
... . . . . . . . . . 0
... . . . Xk,m Zk+1,m+1

0 · · · · · · 0 Xk,m+1

 ∈ Ω
(k)
nk,j+···+nk,m+1
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для кожного j = 0, . . . ,m. За (3.19), ми маємо

f

X0, . . . , Xk−1,


Xk,0 Zk+1,1 0 · · · 0

0 Xk,1 . . . . . . ...
... . . . . . . . . . 0
... . . . Xk,m Zk+1,m+1

0 · · · · · · 0 Xk,m+1




(Z1, . . . , Zk−1, row [Zk,0, . . . , Zk,m+1])

= row
[
f(X0, . . . , Xk−1, Xk,0)(Z1, . . . , Zk−1, Zk,0),

∆Rf

X0, . . . , Xk−1,


Xk,1 Zk+1,2 0 · · · 0

0 Xk,2 . . . . . . ...
... . . . . . . . . . 0
... . . . Xk,m Zk+1,m+1

0 · · · · · · 0 Xk,m+1




(Z1, . . . , Zk−1, Zk,0, row [Zk+1,1, 0, . . . , 0])

+ f

X0, . . . , Xk−1,


Xk,1 Zk+1,2 0 · · · 0

0 Xk,2 . . . . . . ...
... . . . . . . . . . 0
... . . . Xk,m Zk+1,m+1

0 · · · · · · 0 Xk,m+1




(Z1, . . . , Zk−1, row [Zk,1, . . . , Zk,m+1])

]
.

Застосовуючи припущення iндукцiї до правої частини останньї рiвностi (дивись
також зауваження 3.13), ми отримаємо

f

X0, . . . , Xk−1,


Xk,0 Zk+1,1 0 · · · 0

0 Xk,1 . . . . . . ...
... . . . . . . . . . 0
... . . . Xk,m Zk+1,m+1

0 · · · · · · 0 Xk,m+1




(Z1, . . . , Zk−1, row [Zk,0, . . . , Zk,m+1])

= row
[
f(X0, . . . , Xk−1, Xk,0)(Z1, . . . , Zk−1, Zk,0),

∆Rf(X0, . . . , Xk−1, Xk,0, Xk,1)(Z1, . . . , Zk−1, Zk,0, Zk+1,1)

+ f(X0, . . . , Xk−1, Xk,1)(Z1, . . . , Zk−1, Zk,1),

∆2
Rf(X0, . . . , Xk−1, Xk,0, Xk,1, Xk,2)(Z1, . . . , Zk−1, Zk,0, Zk+1,1, Zk+1,2)

+ ∆Rf(X0, . . . , Xk−1, Xk,1, Xk,2)(Z1, . . . , Zk−1, Zk,1, Zk+1,2)

+ f(X0, . . . , Xk−1, Xk,2)(Z1, . . . , Zk−1, Zk,2),



153

. . . ,

∆m+1
R (X0, . . . , Xk−1, Xk,0, . . . , Xk,m+1)(Z1, . . . , Zk−1, Zk,0, Zk+1,1, . . . , Zk+1,m+1)

+
m∑
i=0

∆m−i
R f(X0, . . . , Xk−1, Xk,i+1, . . . , Xk,m+1)

(Z1, . . . , Zk−1, Zk,i+1, Zk+1,i+2, . . . , Zk+1,m+1)
]

= row
0≤j≤m+1

[ j∑
i=0

∆j−i
R f(X0, . . . , Xk−1, Xk,i, . . . , Xk,j)

(Z1, . . . , Zk−1, Zk,i, Zk+1,i+1, . . . , Zk+1,j)
]
.

Таким чином, твердження є вiрним також i для ` = m+ 1. �

Зауваження 3.15. З теореми 3.11 (i леми 3.14) випливає, що якщо Ω′ - допу-
стима справа н.к. пiдмножина у Ω i X0, . . . , X` ∈ Ω′, то ∆`

Rf(X0, . . . , X`) визна-
чається як f |Ω′.

Зауваження 3.16. Використовуючи iнтерпретацiю значень н.к. функцiї f
порядку k як тензорного добутку (дивись зауваження 3.5), ми можемо розглядати
означення ∆Rf таким чином. Нехай nk = n′k + n′′k. Тодi ми маємо 2 × 2 блочнi
матричнi розкладання для nk × nk матриць над N ∗k :

N ∗k
nk×nk = N ∗k

n′k×n′k ⊕N ∗k
n′k×n′′k ⊕N ∗k

n′′k×n′k ⊕N ∗k
n′′k×n′′k .

Цi розкладання iндукують вiдповiдне розкладання

N0
n0×n0 ⊗N ∗1

n1×n1 ⊗ · · · ⊗ N ∗k
nk×nk,

i

f

(
X0, . . . , Xk−1,

[
Xk′ Z
0 Xk′′

])
= f(X0, . . . , Xk−1, Xk′)

+ ∆Rf(X0, . . . , Xk−1, Xk′, Xk′′)(·, . . . , ·, Z) + f(X0, . . . , Xk−1, Xk′′),

де

f(X0, . . . , Xk−1, Xk′) ∈ N0
n0×n0 ⊗N ∗1

n1×n1 ⊗ · · · ⊗ (N ∗k−1)
nk−1×nk−1 ⊗N ∗k

n′k×n′k,

∆Rf(X0, . . . , Xk−1, Xk′, Xk′′)(·, . . . , ·, Z)

∈ N0
n0×n0 ⊗N ∗1

n1×n1 ⊗ · · · ⊗ (N ∗k−1)
nk−1×nk−1 ⊗N ∗k

n′k×n′′k ,

f(X0, . . . , Xk−1, Xk′′) ∈ N0
n0×n0 ⊗N ∗1

n1×n1 ⊗ · · · ⊗ (N ∗k−1)
nk−1×nk−1 ⊗N ∗k

n′′k×n′′k

(це еквiвалентне до (3.19), якщо використати iнтерпретацiю значень f як мультi-
лiнiйних вiдображень). Бiльше того, вiдображення

Mk
n′k×n′′k −→ N0

n0×n0 ⊗N ∗1
n1×n1 ⊗ · · · ⊗ (N ∗k−1)

nk−1×nk−1 ⊗N ∗k
n′k×n′′k ,(3.31)

Z 7−→ ∆Rf(X0, . . . , Xk−1, Xk′, Xk′′)(·, . . . , ·, Z)(3.32)
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є лiнiйним (це еквiвалентне до пропозицiй 3.8 i 3.9). Ми маємо спецiальний випа-
док природного iзоморфiзма (3.10)–(3.11),

N ∗k
n′k×n′k ⊗M∗

k
n′′k×n′′k ∼−→ homR

(
Mk

n′k×n′′k ,N ∗k
n′k×n′′k

)
(ми припускаємо тут, що модульMk - вiльний i скiнченного рангу, на додачу до
наших попереднiх припущень, що модулi N1, . . . , Nk вiльнi i скiнченного рангу i
що модуль N0 є вiльним). Взявши тензорний добуток з N0

n0×n0 ⊗N ∗1 n1×n1 ⊗ · · · ⊗
(N ∗k−1)

nk−1×nk−1, отримаємо природний iзоморфiзм

N0
n0×n0 ⊗N ∗1

n1×n1 · · · ⊗ (N ∗k−1)
nk−1×nk−1 ⊗N ∗k

n′k×n′k ⊗M∗
k
n′′k×n′′k

∼−→ homR

(
Mk

n′k×n′′k ,N0
n0×n0 ⊗N ∗1

n1×n1 ⊗ · · · ⊗ (N ∗k−1)
nk−1×nk−1 ⊗N ∗k

n′k×n′′k
)
.

З (3.31)–(3.32) випливає, що

∆Rf(X0, . . . , Xk−1, Xk′, Xk′′)

∈ N0
n0×n0 ⊗N ∗1

n1×n1 ⊗ · · · ⊗ (N ∗k−1)
nk−1×nk−1 ⊗N ∗k

n′k×n′k ⊗M∗
k
n′′k×n′′k ,

що є еквiвалентним до першої частини теореми 3.10.

Зауваження 3.17. З означення ∆R випливає, що його дiя на тензорний до-
буток н.к. функцiй (можливо, вищого порядку; дивись зауваження 3.6) зводиться
до його дiї на останнiй множник:

(3.33) ∆R(f ⊗ g) = f ⊗∆Rg,

де

f ∈ T k(Ω(0), . . . ,Ω(k);N0,nc, . . . ,Nk,nc),

g ∈ T `(Ω(k+1), . . . ,Ω(k+`);L∗0,nc,L1,nc, . . . ,L`,nc),

i

(3.34) ∆R(f 0 ⊗ · · · ⊗ fk−1 ⊗ fk) = f 0 ⊗ · · · ⊗ fk−1 ⊗∆Rf
k,

де f 0 ∈ T 0(Ω(0);N0,nc), f 1 ∈ T 0(Ω(1);N ∗1,nc), . . . , fk ∈ T 0(Ω(k);N ∗k,nc).

Зауваження 3.18. Загальнiше, ми можемо визначити рiзницево-диференцi-
альний оператор j∆R обчисленням н.к. функцiї порядку k на наборi k + 1 ква-
дратних матриць з верхньо-трикутним (j + 1)-м аргументом, j = 0, . . . , k. Отже,
∆R = k∆R. Щоб визначити 0∆Rf для f ∈ T k(Ω(0), . . . ,Ω(k);N0,nc, . . . ,Nk,nc), де
Ω(0) ⊆ M0,nc - допустима справа н.к. множина, нехай X0′ ∈ Ω

(0)
n′0
, X0′′ ∈ Ω

(0)
n′′0
,

X1 ∈ Ω
(1)
n1 , . . . , Xk ∈ Ω

(k)
nk , Z1′ ∈ N1

n′0×n1, Z1′′ ∈ N1
n′′0×n1, Z2 ∈ N2

n1×n2 . . . ,
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Zk ∈ Nk
nk−1×nk . Нехай Z ∈ M0

n′0×n′′0 - таке, що
[
X0′ Z
0 X0′′

]
∈ Ω

(0)
n′0+n′′0

. Тодi, по-

дiбно до пропозицiї 3.7,

(3.35) f

([
X0′ Z
0 X0′′

]
, X1, . . . , Xk

)
(col [Z1′, Z1′′], Z2, . . . , Zk)

= col
[
f(X0′, X1, . . . , Xk)(Z1′, Z2, . . . , Zk)

+ 0∆Rf(X0′, X0′′, X1, . . . , Xk)(Z,Z1′′, Z2, . . . , Zk),

f(X0′′, X1, . . . , Xk)(Z1′′, Z2, . . . , Zk)
]
.

Тут 0∆Rf(X0′, X0′′, X1, . . . , Xk)(Z,Z1′′, Z2, . . . , Zk) визначається однозначно, не

залежить вiд Z1′ i є однорiдним за Z, коли
[
X0′ Z
0 X0′′

]
∈ Ω

(0)
n′0+n′′0

. Ми можемо

визначити 0∆Rf(X0′, X0′′, X1, . . . , Xk)(Z,Z1′′, Z2, . . . , Zk) для всiх Z ∈ M0
n′0×n′′0

за однорiднiстю аналогiчно до (3.23). Подiбно до пропозицiї 3.9, воно є лiнiйним
у Z; подiбно до теореми 3.10,

0∆Rf ∈ T k+1(Ω(0),Ω(0),Ω(1), . . . ,Ω(k);N0,nc,M0,nc,N1,nc, . . . ,Nk,nc).

Щоб визначити j∆Rf , 1 ≤ j ≤ k−1, ми припустимо зараз, що Ω(j) - допустима
справа н.к. множина. Нехай X0 ∈ Ω

(0)
n0 , . . . , Xj−1 ∈ Ω

(j−1)
nj−1 , Xj′ ∈ Ω

(j)
n′j
, Xj′′ ∈ Ω

(j)
n′′j
,

Xj+1 ∈ Ω
(j+1)
nj+1 , . . . , Xk ∈ Ω

(k)
nk , Z1 ∈ N1

n0×n1, . . . , Zj−1 ∈ (Nj−1)
nj−2×nj−1, Zj′ ∈

Nj
nj−1×n′j , Zj′′ ∈ Nj

nj−1×n′′j , Zj+1′ ∈ (Nj+1)
n′j×nj+1, Zj+1′′ ∈ (Nj+1)

n′′j×nj+1, Zj+2 ∈

(Nj+2)
nj+1×nj+2, . . . , Zk ∈ Nk

nk−1×nk . Нехай Z ∈ Mj
n′j×n′′j - таке, що

[
Xj′ Z
0 Xj′′

]
∈

Ω
(j)
n′j+n

′′
j
. Тодi, подiбно до пропозицiї 3.7,

(3.36) f

(
X0, . . . , Xj−1,

[
Xj′ Z
0 Xj′′

]
, Xj+1, . . . , Xk

)
(Z1, . . . , Zj−1, row [Zj′, Zj′′], col [Zj+1′, Zj+1′′], Zj+2, . . . , Zk)

= f(X0, . . . , Xj−1, Xj′, Xj+1, . . . , Xk)(Z1, . . . , Zj−1, Zj′, Zj+1′, Zj+2, . . . , Zk)

+ j∆Rf(X0, . . . , Xj−1, Xj′, Xj′′, Xj+1, . . . , Xk)

(Z1, . . . , Zj−1, Zj′, Z, Zj+1′′, Zj+2, . . . , Zk)

+ f(X0, . . . , Xj−1, Xj′′, Xj+1, . . . , Xk)(Z1, . . . , Zj−1, Zj′′, Zj+1′′, Zj+2, . . . , Zk).

Тут

j∆Rf(X0, . . . , Xj−1, Xj′, Xj′′, Xj+1, . . . , Xk)

(Z1, . . . , Zj−1, Zj′, Z, Zj+1′′, Zj+2, . . . , Zk)
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визначається однозначно за (3.36), не залежить вiд Zj′′ i Zj+1′, i є однорiдним у

Z, коли
[
Xj′ Z
0 Xj′′

]
∈ Ω

(j)
n′j+n

′′
j
. Ми можемо визначити

j∆Rf(X0, . . . , Xj−1, Xj′, Xj′′, Xj+1, . . . , Xk)

(Z1, . . . , Zj−1, Zj′, Z, Zj+1′′, Zj+2, . . . , Zk)

для всiх Z ∈Mj
n′j×n′′j за однорiднiстю, аналогiчно до (3.23). Подiбно до пропозицiї

3.9, цей вираз є лiнiйним за Z; подiбно до теореми 3.10,

j∆Rf ∈ T k+1(Ω(0), . . . ,Ω(j−1),Ω(j),Ω(j),Ω(j+1), . . . ,Ω(k);

N0,nc, . . . ,Nj,nc,Mj,nc,Nj+1,nc, . . . ,Nk,nc).

Використовуючи пропозицiю 10.5, ми можемо встановити j-й аналог (3.24),

(3.37) j∆Rf(X0, . . . , Xj−1, Xj′, Xj′′, Xj+1, . . . , Xk)

(Z1, . . . , Zj−1, Zj′, Z, Zj+1′′, Zj+2, . . . , Zk)

= j∆Rf̃(X0, . . . , Xj−1, Xj′, Xj′′, Xj+1, . . . , Xk)

(Z1, . . . , Zj−1, Zj′, Z, Zj+1′′, Zj+2, . . . , Zk)

Можливо також сформулювати означення j∆Rf , 0 ≤ j ≤ k, еквiвалентним
чином, використовуючи iнтерпретацiю значень н.к. функцiї f порядку k як тен-
зорного добутку, подiбно до зауваження 3.16.

Аналогiчно зауваженню 3.17, з означення j∆R випливає, що його дiя на тен-
зорному добутку н.к. функцiй (можливо, вищого порядку) зводиться до його дiї
на одному з множникiв:

(3.38) j∆R(f ⊗ g) =

{
j∆R(f)⊗ g, 0 ≤ j ≤ k,

f ⊗ j−k−1∆R(g), k + 1 ≤ j ≤ k + `+ 1,

де

f ∈ T k(Ω(0), . . . ,Ω(k);N0,nc, . . . ,Nk,nc),

g ∈ T `(Ω(k+1), . . . ,Ω(k+`);L∗0,nc, . . . ,L`,nc),

i
(3.39)
j∆R(f 0⊗· · ·⊗f j−1⊗f j⊗f j+1⊗· · ·⊗fk) = (f 0⊗· · ·⊗f j−1⊗∆Rf

j⊗f j+1⊗· · ·⊗fk).

3.3. Рiзницевi формули першого порядку для н.к. функцiй вищого
порядку

Ми зараз встановимо аналог теореми 2.10 для н.к. функцiй вищого порядку.
Iтеративне використання цього результату приведе нас у роздiлi 4 до аналогу
розвинення Брука Тейлора.
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Теорема 3.19. Нехай f ∈ T k(Ω(0), . . . ,Ω(k);N0,nc, . . . ,Nk,nc), де Ω(k) ⊆ Mk,nc

допустима справа н.к. множина. Тодi для всiх n0, . . . , nk ∈ N, i довiльних X0 ∈
Ω

(0)
n0 , . . . , Xk−1 ∈ Ω

(k−1)
nk−1 , X, Y ∈ Ω

(k)
nk , Z1 ∈ N1

n0×n1, . . . , Zk ∈ Nk
nk−1×nk,

(3.40) f(X0, . . . , Xk−1, X)(Z1, . . . , Zk)− f(X0, . . . , Xk−1, Y )(Z1, . . . , Zk)

= ∆Rf(X0, . . . , Xk−1, Y,X)(Z1, . . . , Zk, X − Y )

i

(3.41) f(X0, . . . , Xk−1, X)(Z1, . . . , Zk)− f(X0, . . . , Xk−1, Y )(Z1, . . . , Zk)

= ∆Rf(X0, . . . , Xk−1, X, Y )(Z1, . . . , Zk, X − Y ).

Як i теорема 2.10, вона є наслiдком наступного бiльш загального результату.

Теорема 3.20. Нехай f ∈ T k(Ω(0), . . . ,Ω(k);N0,nc, . . . ,Nk,nc), де Ω(k) ⊆ Mk,nc

- допустима справа н.к. множина. Тодi для всiх n0, . . . , nk−1 ∈ N i довiльних
X0 ∈ Ω

(0)
n0 , . . . , Xk−1 ∈ Ω

(k−1)
nk−1 , X ∈ Ω

(k)
n , Y ∈ Ω

(k)
m , Z1 ∈ N1

n0×n1, . . . , Zk−1 ∈
(Nk−1)

nk−2×nk−1, Zk ∈ Nk
nk−1×m, S ∈ Rm×n,

(3.42) f(X0, . . . , Xk−1, X)(Z1, . . . , ZkS)− f(X0, . . . , Xk−1, Y )(Z1, . . . , Zk)S

= ∆Rf(X0, . . . , Xk−1, Y,X)(Z1, . . . , Zk, SX − Y S).

Доведення. За (3.24), ми можемо припустити, без втрати загальностi, що
Ω(k) є подiбностно iнварiантним, тобто Ω̃(k) = Ω(k); дивись зауваження 2.5 i роздiл
10. За пропозицiєю 10.2, [

Y SX − Y S
0 X

]
∈ Ω

(k)
m+n.

Ми маємо [
Y SX − Y S
0 X

] [
S
In

]
=

[
S
In

]
X.

За (3Xk),

f

(
X0, . . . , Xk−1,

[
Y SX − Y S
0 X

])
(Z1, . . . , Zk−1, row [Zk, 0])

[
S
In

]
= f(X0, . . . , Xk−1, X)(Z1, . . . , Zk−1, ZkS).

За пропозицiєю 3.7, лiва частина дорiвнює

row [f(X0, . . . , Xk−1, Y )(Z1, . . . , Zk),

∆Rf(X0, . . . , Xk−1, Y,X)(Z1, . . . , Zk, SX − Y S)] col [S, In]

= f(X0, . . . , Xk−1, Y )(Z1, . . . , Zk)S

+ ∆Rf(X0, . . . , Xk−1, Y,X)(Z1, . . . , Zk, SX − Y S),

отже, (3.42) виконується. �
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Зауваження 3.21. Нехай R = R або R = C. Покладаючи X = Y + tZ (з
t ∈ R або t ∈ C) у теоремi 3.19, ми отримаємо

f(X0, . . . , Xk−1, Y + tZ)(Z1, . . . , Zk)− f(X0, . . . , Xk−1, Y )(Z1, . . . , Zk)

= t∆Rf(X0, . . . , Xk−1, Y, Y + tZ)(Z1, . . . , Zk, Z).

За певних умов неперервностi, ∆Rf(X0, . . . , Xk−1, Y, Y )(Z1, . . . , Zk, Z) є напрям-
ковою похiдною вiд f(X0, . . . , Xk−1, ·)(Z1, . . . , Zk) у Y в напрямку Z, тобто

∆Rf(X0, . . . , Xk−1, Y, Y )(Z1, . . . , Zk, ·)

є диференцiалом вiд f(X0, . . . , Xk−1, ·)(Z1, . . . , Zk) у Y .
Зауваження 3.22. Використовуючи рiзницево-диференцiальнi оператори j∆R

(дивись зауваження 3.18), ми можемо встановити рiзницевi формули першого по-
рядку для н.к. функцiй вищого порядку (порiвняй з теоремою 3.19) вiдносно j-й
змiнної: для j = 0, . . . , k,

(3.43) f(X0, . . . , Xj−1, X,Xj+1, . . . , Xk)(Z1, . . . , Zk)

− f(X0, . . . , Xj−1, Y,Xj+1, . . . , Xk)(Z1, . . . , Zk)

= j∆Rf(X0, . . . , Xj−1, Y,X,Xj+1, . . . , Xk)(Z1, . . . , Zj, X − Y, Zj+1, . . . , Zk)

i

(3.44) f(X0, . . . , Xj−1, X,Xj+1, . . . , Xk)(Z1, . . . , Zk)

− f(X0, . . . , Xj−1, Y,Xj+1, . . . , Xk)(Z1, . . . , Zk)

= j∆Rf(X0, . . . , Xj−1, X, Y,Xj+1, . . . , Xk)(Z1, . . . , Zj, X − Y, Zj+1, . . . , Zk).

Загальнiше (порiвняй з теоремою 3.20), ми маємо

(3.45) Sf(X,X1, . . . , Xk)(Z1, . . . , Zk)− f(Y,X1, . . . , Xk)(SZ1, Z2, . . . , Zk)

= 0∆Rf(Y,X,X1, . . . , Xk)(SX − Y S, Z1, . . . , Zk)

i для 0 < j < k,

(3.46) f(X0, . . . , Xj−1, X,Xj+1, . . . , Xk)(Z1, . . . , Zj−1, ZjS,Zj+1, . . . , Zk)

− f(X0, . . . , Xj−1, Y,Xj+1, . . . , Xk)(Z1, . . . , Zj, SZj+1, Zj+2, . . . , Zk)

= j∆Rf(X0, . . . , Xj−1, Y,X,Xj+1, . . . , Xk)(Z1, . . . , Zj, SX − Y S, Zj+1, . . . , Zk).

Доведення подiбне до доведення теореми 3.20, за винятком того, що ми використо-
вуємо (3X0) разом з (3.35) (у випадку (3.45)) або (3Xj) разом з (3.36) (у випадку
(3.46)) замiсть використання (3Xk) разом з (3.19). Ми можемо також використо-
вувати подiбностно-iнварiантний конверт Ω̃(j) вiдповiдної допустимої справа н.к.
множини Ω(j) i рiвнiсть (3.37).

Зауваження 3.23. Звiсно, формули (3.45), (3.46) i (3.42) узагальнюють (3X0),
(3Xj) i (3Xk), вiдповiдно.
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3.4. Н.к. iнтегровнiсть

Ми виведемо зараз необхiднi умови для iнтегровностi н.к. функцiй вищого
порядку, тобто для того, щоб цi н.к. функцiї вищого порядку були результатом
застосування рiзницево-диференцiального оператору до н.к. функцiї (або до н.к.
функцiї вищого порядку).

Теорема 3.24. Нехай f ∈ T k(Ω;Nnc,Mnc, . . . ,Mnc), з Ω ⊆ Mnc - допусти-
мою справа н.к. множиною. Якщо iснує н.к. функцiя g ∈ T 0(Ω;Nnc) така, що
f = ∆k

Rg, то

(3.47) i∆Rf = j∆Rf, i, j = 0, . . . , k.

Наслiдок 3.25. Для кожного g ∈ T 0(Ω;Nnc), ` ∈ N i js ∈ N з 0 ≤ js ≤ s,
s = 1, . . . , `, ми маємо

(3.48) j`∆R · · · j1∆Rg = ∆`
Rg.

Доведення теореми 3.24. Звiсно, достатньо показати, що j∆R∆k
Rg = ∆k+1

R g
для 0 ≤ j < k. Ми доведемо це для 0 < j < k (доведення для випадку, коли
j = 0 є аналогiчним, з використанням (3.35) замiсть (3.36)). За (3.37), ми мо-
жемо припустити, без втрати загальностi, що Ω є подiбностно iнварiантною н.к.
множиною, тобто Ω̃ = Ω; дивись зауваження 2.5 i роздiл 10. Нехай X0 ∈ Ωn0

,
. . . , Xj−1 ∈ Ωnj−1

, Xj′ ∈ Ωn′j
, Xj′′ ∈ Ωn′′j

, Xj+1 ∈ Ωnj+1
, . . . , Xk ∈ Ωnk , Z1 ∈

Mn0×n1, . . . , Zj−1 ∈ Mnj−2×nj−1, Zj′ ∈ Mnj−1×n′j , Z ∈ Mn′j×n′′j , Zj+1′′ ∈ Mn′′j×nj+1,

Zj+2 ∈Mnj+1×nj+2, . . . , Zk ∈Mnk−1×nk . За пропозицiєю 10.2,
[
Xj′ Z
0 Xj′′

]
∈ Ωn′j+n

′′
j
.

Вiдповiдно до (3.36),

(3.49) j∆R∆k
Rg(X0, . . . , Xj−1, Xj′, Xj′′, Xj+1, . . . , Xk)

(Z1, . . . , Zj−1, Zj′, Z, Zj+1′′, Zj+2, . . . , Zk)

= ∆k
Rg(X0, . . . , Xj−1,

[
Xj′ Z
0 Xj′′

]
, Xj+1, . . . , Xk)

(Z1, . . . , Zj−1, row[Zj′, 0], col[0, Zj+1′′], Zj+2, . . . , Zk).

За (3.29), це дорiвнює (1, k+1) блочному елементу (k+1)×(k+1) блочної матрицi

f





X0 Z1 0 · · · · · · · · · · · · · · · 0

0 X1 . . . . . . ...
... . . . . . . Zj−1 . . . ...
... . . . Xj−1 [

Zj′ 0
] . . . ...

... . . .
[
Xj′ Z
0 Xj′′

] [
0

Zj+1′′

]
. . . ...

... . . . Xj+1 Zj+2 . . . ...

... . . . . . . . . . 0

... . . . Xk−1 Zk

0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 Xk





,
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де обчислення f на блочно-двохдiагональнiй матрицi вище є добре визначеним,
оскiльки за лемою 3.14 ця матриця належить до Ωn0+···+nj−1+n′j+n

′′
j+nj+1+···+nk. Ми

розглядаємо
[
Zj′ 0

]
,
[
Xj′ Z
0 Xj′′

]
i
[

0
Zj+1′′

]
як блоки. Якщо ми вважаємо цю бло-

чну матрицю як (k + 2)× (k + 2) блочну матрицю, видаляючи квадратнi дужки
з цих блокiв, то вираз у (3.49) стає (1, k+ 2) блочним елементом, який за (3.29) є
рiвним

∆k+1
R g(X0, . . . , Xj−1, Xj′, Xj′′, Xj+1, . . . , Xk)

(Z1, . . . , Zj−1, Zj′, Z, Zj+1′′, Zj+2, . . . , Zk).

�

3.5. Напрямковi н.к. рiзницево-диференцiальнi оператори вищого
порядку

Подiбно до пiдроздiлу 2.6, ми будемо також розглядати напрямкову версiю
рiзницево-диференцiальних операторiв вищого порядку. Вона вводиться iтерува-
нням напрямкових н.к. рiзницево-диференцiальних операторiв на н.к. функцiях
вищого порядку.

Нехай Ω(j) ⊆ Mj,nc, j = 0, . . . , k, - н.к. множини, i нехай н.к. множина Ω(k) ⊆
Mk,nc - допустима справа. Нехай f ∈ T k(Ω(0), . . . ,Ω(k);N0,nc, . . . ,Nk,nc). Якщо дане
µ ∈ Mk, ми визначаємо для всiх n0, . . . , nk+1 ∈ N, X0 ∈ Ω

(0)
n0 , . . . , Xk ∈ Ω(k),

Xk+1 ∈ Ω
(k)
nk+1 (k + 1)-лiнiйне вiдображення

∆R,µf(X0, . . . , Xk+1) : N1
n0×n1 × · · · × Nk

nk−1×nk ×Rnk×nk+1 −→ N0
n0×nk+1

як
(3.50)

∆R,µf(X0, . . . , Xk+1)(Z1, . . . , Zk, A) = ∆Rf(X0, . . . , Xk+1)(Z1, . . . , Zk, Aµ).

Бiльше того, ∆R,µf ∈ T k+1(Ω(0), . . . ,Ω(k),Ω(k);N0,nc, . . . ,Nk,nc,Rnc).
У спецiальному випадкуMk = Rd, ми визначаємо j-й правий частковий н.к.

рiзницево-диференцiальний оператор як ∆R,j = ∆R,ej . За лiнiйнiстю, ми маємо

(3.51) ∆Rf(X0, . . . , Xk+1)(Z1, . . . , Zk+1)

=
d∑
j=1

∆R,jf(X0, . . . , Xk+1)(Z1, . . . , Zk, Zk+1
j ).

Тодi рiзницевi формули першого порядку з теореми 3.19 можуть бути написани у
цьому випадку в термiнах часткових н.к. рiзницево-диференцiальних операторiв:

f(X0, . . . , Xk−1, X)(Z1, . . . , Zk)− f(X0, . . . , Xk−1, Y )(Z1, . . . , Zk)



161

=
d∑
j=1

∆R,jf(X0, . . . , Xk−1, Y,X)(Z1, . . . , Zk, Xj − Yj)

=
d∑
j=1

∆R,jf(X0, . . . , Xk−1, X, Y )(Z1, . . . , Zk, Xj − Yj).

Якщо данi µ1, . . . , µ` ∈Mk, ми визначаємо вiдповiднi напрямковi н.к. рiзнице-
во-диференцiальнi оператори `-го порядку

∆`
R,µ1,...,µ` = ∆R,µ` · · ·∆R,µ1 : T k(Ω(0), . . . ,Ω(k);N0,nc, . . . ,Nk,nc)

−→ T k+`(Ω(0), . . . ,Ω(k),Ω(k), . . . ,Ω(k)︸ ︷︷ ︸
` times

;N0,nc, . . . ,Nk,nc,Rnc, . . . ,Rnc︸ ︷︷ ︸
` times

).

У явному виглядi, використовуючи (3.21) i iндукцiю за `, ми отримаємо

∆`
R,µ1,...,µ`f(X0, . . . , Xk+`)(Z1, . . . , Zk, A1, . . . , A`)

= ∆`
Rf(X0, . . . , Xk+`)(Z1, . . . , Zk, A1µ1, . . . , A`µ`).

В iнтерпретацiї тензорних добуткiв для значень н.к. функцiй (дивись зауваження
3.5), ми маємо

∆`
Rf(X0, . . . , Xk+`)

∈ N0
n0×n0 ⊗N ∗1

n1×n1 ⊗ · · · ⊗ N ∗k
nk×nk ⊗M∗

k
nk+1×nk+1 ⊗ · · · ⊗M∗

k
nk+`×nk+`,

∆`
R,µ1,...,µ`f(X0, . . . , Xk+`)

∈ N0
n0×n0 ⊗N ∗1

n1×n1 ⊗ · · · ⊗ N ∗k
nk×nk ⊗Rnk+1×nk+1 ⊗ · · · ⊗ Rnk+`×nk+`,

∆`
R,µ1,...,µ`f(X0, . . . , Xk+`)

= (In0
⊗ · · · ⊗ Ink ⊗ Ink+1

µ1 ⊗ · · · ⊗ Ink+`
µ`)∆`

Rf(X0, . . . , Xk+`).

Покладаючи Z1 = A1µ1, . . . , Z` = A`µ` у теоремi 3.11, ми можемо переписати
(3.29) як

(3.52) f




X0 A1µ1 0 · · · 0

0 X1 . . . . . . ...
... . . . . . . . . . 0
... . . . X`−1 A`µ`

0 · · · · · · 0 X`





=



f(X0) ∆R,µ1f(X0, X1)(A1) · · · · · · ∆`
R,µ1,...,µ`

f(X0, . . . , X`)(A1, . . . , A`)

0 f(X1)
. . . ...

... . . . . . . . . . ...

... . . . . . . ∆R,µ`f(X`−1, X`)(A`)
0 · · · · · · 0 f(X`)

 .
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Iснує також подiбна версiя теореми 3.12 у термiнах напрямкових н.к. рiзницево-
диференцiальних операторiв вищого порядку.

У спецiальному випадку, колиM = Rd, ми визначаємо частковий н.к. рiзни-
цево-диференцiальний оператор `-го порядку, вiдповiдаючий слову w = gi1 · · · gi` ∈
Gd як ∆w

R = ∆`
R,ei1 ,...,ei`

= ∆R,i` · · ·∆R,i1; дивись пiдроздiл 0.1 щодо означення вiль-
ного моноїду Gd i н.к. мультiстепенiв. (Зауважимо, що ми можемо iнтерпретувати
∆w
R як н.к. мультiстепiнь, якщо ми зловживаємо позначеннями, допускаючи ∆R

позначати набiр (∆R,1, . . . ,∆R,d) часткових рiзницево-диференцiальних операто-
рiв першого порядку, одночасно з повним рiзницево-диференцiальним операто-
ром.)

За мультiлiнiйнiстю, ми маємо для f ∈ T k,

(3.53) ∆`
Rf(X0, . . . , Xk+`)(Z1, . . . , Zk+`)

=
∑

w=gi1 ···gi`

∆w>

R f(X0, . . . , Xk+`)(Z1, . . . , Zk, Zk+1
i1

, . . . , Zk+`
i`

),

де додавання береться над всiма словами довжини ` (звертаємо увагу на транс-
позицiю слiв: для w = gi1 · · · gi` ми користуємось позначенням w> = gi` · · · gi1).

Покладаючи Z1 = A1ei1, . . . , Z` = A`ei` у теоремi 3.11, тобто обираючи µ1 =
ei1, . . . , µ` = ei` у (3.52), ми отримаємо

(3.54) f




X0 A1ei1 0 · · · 0

0 X1 . . . . . . ...
... . . . . . . . . . 0
... . . . X`−1 A`ei`
0 · · · · · · 0 X`





=


f(X0) ∆

gi1
R f(X0, X1)(A1) · · · · · · ∆

gi` ···gi1
R f(X0, . . . , X`)(A1, . . . , A`)

0 f(X1)
. . . ...

... . . . . . . . . . ...

... . . . . . . ∆
gi`
R f(X`−1, X`)(A`)

0 · · · · · · 0 f(X`)

.



Роздiл 4

Формула Тейлора–Тейлора

Ми використовуємо зараз числення н.к. рiзницево-диференцiальних операто-
рiв вищого порядку, щоб вивести н.к. аналог розвинення Брука Тейлора, яке ми
називаємо розвиненням Тейлора–Тейлора (або ТТ розвиненням), на честь Брука
Тейлора i Джозефа Л. Тейлора.

Теорема 4.1. Нехай f ∈ T 0(Ω;Nnc) з Ω ⊆ Mnc - допустимою справа н.к.
множиною, n ∈ N, i Y ∈ Ωn. Тодi для кожного N ∈ N i довiльного X ∈ Ωn,

(4.1) f(X) =
N∑
`=0

∆`
Rf(Y, . . . , Y︸ ︷︷ ︸

`+1 разiв

)(X − Y, . . . , X − Y︸ ︷︷ ︸
` разiв

)

+ ∆N+1
R f(Y, . . . , Y︸ ︷︷ ︸

N+1 разiв

, X)(X − Y, . . . , X − Y︸ ︷︷ ︸
N+1 разiв

).

Доведення. Використовуючи теореми 2.10 i 3.19, ми отримаємо

f(X) = f(Y ) + ∆Rf(Y,X)(X − Y )

= f(Y ) + ∆Rf(Y, Y )(X − Y ) + ∆2
Rf(Y, Y,X)(X − Y,X − Y )

= . . .

= f(Y ) + ∆Rf(Y, Y )(X − Y ) + · · ·+ ∆N
Rf(Y, . . . , Y︸ ︷︷ ︸

N+1 разiв

)(X − Y, . . . , X − Y︸ ︷︷ ︸
N разiв

)

+ ∆N+1
R f(Y, . . . , Y︸ ︷︷ ︸

N+1 разiв

, X)(X − Y, . . . , X − Y︸ ︷︷ ︸
N+1 разiв

).

�

Можливо також отримати версiю степеневого розвинення з центром у матрицi
Y ∈ Ωs i дiйсного у матричних розмiрах, кратних s. Для X ∈Mn×n i n = sm ми
позначаємо

X�s` := X �s · · · �s X︸ ︷︷ ︸
` разiв

,

де ми вживаємо позначення, введене перед пропозицiєю 3.3. Зауважимо, що X�s`
- це `-й степiнь X розглянутий як m×m матриця над T(Ms×s). Тут

T(L) :=
∞⊕
`=0

L⊗`
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позначає тензорну алгебру над модулем L над R. Ми також пишемо X�` замiсть
X�1`, опускаючи нижнiй iндекс у випадку s = 1.

Теорема 4.2. Нехай f ∈ T 0(Ω;Nnc) з Ω ⊆ Mnc - допустимою справа н.к.
множиною, i Y ∈ Ωs. Тодi для кожного N ∈ N i довiльних m ∈ N i X ∈ Ωms,

(4.2) f(X) =
N∑
`=0

(
X −

m⊕
α=1

Y
)�s`

∆`
Rf(Y, . . . , Y︸ ︷︷ ︸

`+1 разiв

)

+
(
X −

m⊕
α=1

Y
)�sN+1

∆N+1
R f(Y, . . . , Y︸ ︷︷ ︸

N+1 разiв

, X).

Зокрема, якщо µ ∈ Ω1, то для кожного N ∈ N i довiльних m ∈ N i X ∈ Ωm,

(4.3) f(X) =
N∑
`=0

(X − Imµ)�` ∆`
Rf(µ, . . . , µ︸ ︷︷ ︸

`+1 разiв

)

+ (X − Imµ)�N+1 ∆N+1
R f(µ, . . . , µ︸ ︷︷ ︸

N+1 разiв

, X).

Доведення. Перше твердження випливає безпосередньо з теореми 4.1 i про-
позицiї 3.3. Друге твердження - спецiальний випадок першого, коли s = 1. �

Зауваження 4.3. З (3.45), (3.46), (3.42) i (3.48) випливає, що мультiлiнiйнi
вiдображення f` := ∆`

Rf(Y, . . . , Y ) : (Ms×s)` → N s×s задовольняють

(4.4) Sf0 − f0S = f1(SY − Y S)

i для ` = 1, . . .,

(4.5) Sf`(Z
1, . . . , Z`)− f`(SZ1, Z2, . . . , Z`) = f`+1(SY − Y S, Z1, . . . , Z`),

(4.6) f`(Z
1, . . . , Zj−1, ZjS,Zj+1, . . . , Z`)− f`(Z1, . . . , Zj, SZj+1, Zj+2, . . . , Z`)

= f`+1(Z
1, . . . , Zj, SY − Y S, Zj+1, . . . , Z`),

(4.7) f`(Z
1, . . . , Z`−1, Z`S)− f`(Z1, . . . , Z`)S = f`+1(Z

1, . . . , Z`, SY − Y S),

для кожного S ∈ Rs×s.

Ми далi спецiалiзуємо теорему 4.2 на випадок, колиM = Rd, використовуючи
н.к. рiзницево-диференцiальнi оператори вищого порядку. Для X ∈ (Rn×n)d, n =
sm, i w = gi1 · · · gi` ми позначаємо

(4.8) X�sw := Xi1 �s · · · �s Xi`.
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Зауважимо, що X�sw - це w-й степiнь X, розглянутий як набiр m ×m матриць
над T(Rs×s). Ми також пишемо X�w замiсть X�1w, опускаючи нижнiй iндекс у
випадку s = 1. Зауважимо, що

(4.9) Z�s` =
∑

w=g1···gi`

(Z�sw)ei1 ⊗ · · · ⊗ ei`,

для кожних `,m ∈ N i Z ∈ (Rsm×sm)d, де ei, i = 1, . . . , d, - стандартний базис для
Rd. Ми також маємо

(4.10) ∆`
Rf(Y, . . . , Y )(Z1, . . . , Z`) =

∑
w=gi1 ...gi`

∆w>

R f(Y, . . . , Y )(Z1
i1
, . . . , Z`

i`
)

(дивись (3.53) з k = 0) i, подiбним чином,

(4.11) Z�s`∆`
Rf(Y, . . . , Y ) =

∑
w=g1···gi`

Z�sw∆w>

R f(Y, . . . , Y )

для н.к. функцiї f на н.к. множинi Ω ⊆ (Rd)nc iз значеннями у Nnc, i кожних
Y ∈ Ωs, Z1, . . . , Z` ∈ (Rs×s)d i Z ∈ (Rsm×sm)d. Теорема 4.2 тягне за собою
наступне твердження.

Наслiдок 4.4. Нехай f ∈ T 0(Ω;Nnc) з Ω ⊆ (Rd)nc - допустимою справа н.к.
множиною, m ∈ N i Y ∈ Ωs. Тодi для кожного N ∈ N i довiльного X ∈ Ωsm,

(4.12) f(X) =
N∑
`=0

∑
|w|=`

(
X −

m⊕
α=1

Y
)�sw

∆w>

R f(Y, . . . , Y︸ ︷︷ ︸
`+1 разiв

)

+
∑

|w|=N+1

(
X −

m⊕
α=1

Y
)�sw

∆w>

R f(Y, . . . , Y︸ ︷︷ ︸
N+1 разiв

, X).

Зокрема, для s = 1 i µ ∈ Ω1, ми отримаємо справжнє н.к. степеневе розвинення

(4.13) f(X) =
N∑
`=0

∑
|w|=`

(X − Imµ)w∆w>

R f(µ, . . . , µ︸ ︷︷ ︸
`+1 разiв

)

+
∑

|w|=N+1

(X − Imµ)w∆w>

R f(µ, . . . , µ︸ ︷︷ ︸
N+1 разiв

, X).

Тут ми ототожнюємо `-лiнiйне вiдображення ∆w>

R f(µ, . . . , µ) : R×· · ·×R → N
з вектором ∆w>

R f(µ, . . . , µ)(1, . . . , 1) ∈ N , i m ×m матрицю ∆w>

R f(µ, . . . , µ,X)
(N+1)-лiнiйних вiдображень R×· · ·×R → N (дивись формулу (3.9) у пропозицiї
3.3) з m × m матрицею над N , чий i-й рядок є ∆w>

R f(µ, . . . , µ,X)(1, . . . , 1, e>i ),
де ei - це i-й стандартний базисний вектор у Rm.
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Зауваження 4.5. Спецiалiзуючи зауваження 4.3 на випадокM = Rd i вико-
ристовуючи (4.10), ми отримаємо, що мультiлiнiйнi форми fw = ∆w>

R f(Y, . . . , Y ),
w ∈ Gd, задовольняють умови

(4.14) Sf∅ − f∅S =
d∑

k=1

fgk(SYk − YkS),

i для w = gi1 · · · gi` 6= ∅,

Sfw(A1, . . . , A`)− fw(SA1, A2, . . . , A`) =
d∑

k=1

fgkw(SYk − YkS,A1, . . . , A`),(4.15)

fw(A1, . . . , Aj−1, AjS,Aj+1, . . . , A`)− fw(A1, . . . , Aj, SAj+1, Aj+2, . . . , A`)(4.16)

=
d∑

k=1

fgi1 ···gijgkgij+1
···gi`(A

1, . . . , Aj, SYk − YkS,Aj+1, . . . , A`),

fw(A1, . . . , A`−1, A`S)− fw(A1, . . . , A`)S=
d∑

k=1

fwgk(A
1, . . . , A`, SYk − YkS),(4.17)

для всiх S,A1, . . . , A` ∈ Rs×s.

Зараз ми перепишемо TT формулу (4.12) у бiльш конкретному виглядi. Вико-
ристовуючи iнтерпретацiю тензорних добуткiв для значень н.к. функцiй вищого
порядку (дивись зауваження 3.5 – ми припускаємо, що модуль N - вiльний),

∆w>

R f(Y, . . . , Y︸ ︷︷ ︸
`+1 разiв

) ∈ N s×s ⊗Rs×s ⊗ · · · ⊗ Rs×s︸ ︷︷ ︸
` разiв

,

отже,

(4.18) ∆w>

R f(Y, . . . , Y︸ ︷︷ ︸
`+1 разiв

) = Aw,(0) ⊗ Aw,(1) ⊗ · · · ⊗ Aw,(`).

Тут ми використовуємо аналог позначення Свiдлера без додавання, вiдомого у
теорiї коалгебр [87],

(4.19) Aw,(0) ⊗ Aw,(1) ⊗ · · · ⊗ Aw,(`) =
∑
j

A
(j)
w,(0) ⊗ A

(j)
w,(1) ⊗ · · · ⊗ A

(j)
w,(`),

iз скiнченною сумою (що мiстить не бiльше (s2)
` членiв) i A(j)

w,(0) ∈ N
s×s, A(j)

w,(1),

. . . , A(j)
w,(`) ∈ R

s×s. Вiдповiдно до (3.11),

(4.20) ∆w>

R f(Y, . . . , Y︸ ︷︷ ︸
`+1 разiв

)(Xi1 − Yi1, . . . , Xi` − Yi`)

= (Aw,(0) ⊗ Aw,(1) ⊗ · · · ⊗ Aw,(`)) ? (X − Y )[w],
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де ми вводимо позначення

(4.21) (Cw,(0) ⊗ Cw,(1) ⊗ · · · ⊗ Cw,(`)) ? Z [w] =
∑
j

C
(j)
w,(0)

(
Zi1C

(j)
w,(1)

)
· · ·
(
Zi`C

(j)
w,(`)

)
,

де Cw,(0)⊗Cw,(1)⊗· · ·⊗Cw,(`) ∈ N s×s⊗Rs×s ⊗ · · · ⊗ Rs×s︸ ︷︷ ︸
` разiв

, у позначеннi Свiдлера без

додавання, i Z ∈ (Rn×n)d. Згадаємо, що для Z ∈ (Rsm×sm)d, w = gi1 · · · gi` ∈ Gd i
1 ≤ i, k ≤ m ми маємо

(Z�sw)ik =
∑

1≤j1,...,j`−1≤m
(Zi1)ii1 ⊗ (Zi2)j1j2 ⊗ · · · ⊗ (Zi`−1

)j`−2j`−1
⊗ (Zi`)j`−1k.

Отже,(
Z�sw∆w>

R f(Y, . . . , Y︸ ︷︷ ︸
`+1 разiв

)
)
ik

=
∑

1≤j1,...,j`−1≤m
∆w>

R f(Y, . . . , Y︸ ︷︷ ︸
`+1 разiв

)
(

(Zi1)ii1, (Zi2)j1j2, . . . , (Zi`−1
)j`−2j`−1

, (Zi`)j`−1k

)
=
∑
j

∑
1≤j1,...,j`−1≤m

A
(j)
w,(0)

(
(Zi1)ii1A

(j)
w,(1)

)(
(Zi2)j1j2A

(j)
w,(2)

)
· · ·
(

(Zi`−1
)j`−2j`−1

A
(j)
w,(`−1)

)(
(Zi`)j`−1kA

(j)
w,(`)

)
=

((( m⊕
α=1

Aw,(0)

)
⊗ · · · ⊗

( m⊕
α=1

Aw,(`)

))
? Z [w]

)
ik

для кожного Z ∈ (Rsm×sm)d, так що

(4.22)
(
X −

m⊕
α=1

Y
)�sw

∆w>

R f(Y, . . . , Y︸ ︷︷ ︸
`+1 times

)

=

(( m⊕
α=1

Aw,(0)

)
⊗ · · · ⊗

( m⊕
α=1

Aw,(`)

))
?
(
X −

m⊕
α=1

Y
)[w]

для кожного X ∈ (Rsm×sm)d.
Аналогiчно, для залишку ТТ формули (4.12) (з сумою над словами довжини

N + 1) ми маємо

∆w>

R f(Y, . . . , Y︸ ︷︷ ︸
N+1 разiв

, X) ∈ N n×n ⊗Rn×n ⊗ · · · ⊗ Rn×n︸ ︷︷ ︸
N+1 разiв

i таким чином,

(4.23) ∆w>

R f(Y, . . . , Y︸ ︷︷ ︸
N+1 разiв

, X) = Bw,(0) ⊗Bw,(1) ⊗ · · · ⊗Bw,(N+1)
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i

(4.24)
(
X −

m⊕
α=1

Y
)�sw

∆w>

R f(Y, . . . , Y︸ ︷︷ ︸
N+1 разiв

, X)

=

(( m⊕
α=1

Bw,(0)

)
⊗ · · · ⊗

( m⊕
α=1

Bw,(N)

)
⊗Bw,(N+1)

)
?
(
X −

m⊕
α=1

Y
)[w]

для кожногоX ∈ (Rsm×sm)d. Зауважимо, що хоча “TT коефiцiєнти"Aw,(0)⊗Aw,(1)⊗
· · · ⊗ Aw,(`) залежать тiльки вiд центральної точки Y , “залишковi коефiцiєнти"

Bw,(0) ⊗Bw,(1) ⊗ · · · ⊗Bw,(N+1)

залежать вiд Y i X.
Таким чином, ми отримаємо ТТ формулу у виглядi “н.к. псевдо-степеневого"

розвинення, яке є узагальненням н.к. степеневого розвинення (4.13) для випадку
s = 1 на випадок загального s.

Теорема 4.6. Нехай f ∈ T 0(Ω;Nnc) з Ω ⊆ (Rd)nc - допустимою справа н.к.
множиною, i Y ∈ Ωs. Тодi для кожного N ∈ N, довiльного m ∈ N i X ∈ Ωsm,

(4.25) f(X) =
N∑
`=0

∑
|w|=`

(( m⊕
α=1

Aw,(0)

)
⊗ · · · ⊗

( m⊕
α=1

Aw,(`)

))
?
(
X −

m⊕
α=1

Y
)[w]

+
∑

|w|=N+1

(( m⊕
α=1

Bw,(0)

)
⊗ · · · ⊗

( m⊕
α=1

Bw,(N)

)
⊗Bw,(N+1)

)
?
(
X −

m⊕
α=1

Y
)[w]

.

Тут Aw,(0) ⊗ · · · ⊗ Aw,(`) = ∆w>

R f(Y, . . . , Y︸ ︷︷ ︸
`+1 разiв

) i Bw,(0) ⊗ · · · ⊗ Bw,(N) ⊗ Bw,(N+1) =

∆w>

R f(Y, . . . , Y︸ ︷︷ ︸
N+1 разiв

, X), з iнтерпретацiєю тензорного добутку для значень ∆w>

R f (за-

уваження 3.5), позначенням Свiдлера без додавання (4.19), i псевдо-степеневим
позначенням (4.21).



Роздiл 5

Н.к. функцiї на нiльпотентних матрицях

Як перше застосування ТТ формули, ми зараз опишемо н.к. функцiї на нiль-
потентних матрицях як суми їх ТТ рядiв. Навпаки, ми побачимо, що сума н.к.
степеневого ряду, обчислена на нiльпотентних матрицях, визначає н.к. функцiю,
якщо коефiцiєнти ряду задовольняють умови, перерахованi в зауваженнях 4.3 i
4.5.

5.1. Вiд н.к. функцiй до н.к. степеневих рядiв

ТТ формула (4.3) дозволяє нам описати н.к. функцiї на нiльпотентних матри-
цях надM як суми н.к. степеневих рядiв. Нехай n, κ ∈ N. Визначимо множину
Nilp(M;n, κ), що складається з n× n матриць X надM, якi є нiльпотентними
рангу не бiльше κ, тобто X�` = 0 для всiх ` ≥ κ. Визначимо також множину
Nilp(M;n) =

⋃∞
κ=1 Nilp(M;n, κ) нiльпотентних n × n матриць над M i множи-

ну Nilp(M) =
∐∞

n=1 Nilp(M;n) нiльпотентних матриць над M. Зауважимо, що
Ω = Nilp(M) ⊆ Mnc - допустима справа (також, як i злiва) н.к. множина, i
Ωn = Nilp(M;n), n = 1, 2, . . ..

У спецiальному випадку M = Rd, множина Nilpd(R;n, κ) := Nilp(Rd;n, κ)
складається з наборiв X iз n× n матриць над R, якi є спiльно нiльпотентними
рангу не бiльше κ, тобто Xw = 0 для всiх w ∈ Gd таких, що |w| ≥ κ; дивись (4.9).
Ми також маємо множину Nilpd(R;n) := Nilp(Rd;n) спiльно нiльпотентних n×n
матриць над R i множину Nilpd(R) := Nilp(Rd) спiльно нiльпотентних наборiв d
матриць над R.

Зауваження 5.1. У випадку, колиR = K - поле, матрицяX ∈ Nilp(M;n) по-
дiбна до строго верхньо-трикутної матрицi. Справдi, розглянемо скiнченновимiр-
ний пiдмодуль модуляM, породжений елементамиX, i оберемо його базис υ1, . . . ,
υd; ми можемо тодi написати X = A1υ1 + · · ·+Adυd, де (A1, . . . , Ad) ∈ Nilpd(K;n).
Алгебра Лi у Kn×n, породжена A1, . . . , Ad, складається з нiльпотентних матриць.
За теоремою Енгеля (дивись, наприклад, [90, пiдроздiли 3.2, 3.3]), матрицi A1,
. . . , Ad є спiльно подiбними до строго верхньо-трикутних матриць. Отже, X є
подiбною до строго верхньо-трикутної матрицi.

Теорема 5.2. Нехай f ∈ T 0(Nilp(M);Nnc). Тодi для всiх X ∈ Nilp(M)

(5.1) f(X) =
∞∑
`=0

X�`∆`
Rf(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

`+1 разiв

),

де сума має скiнченну кiлькiсть ненульових членiв.
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Доведення. Нехай X ∈ Nilp(M;n, κ) для деяких додатних цiлих n i κ. Тодi
ТТ формула (4.3) з центром у µ = 0 для N > κ стає

f(X) =
κ−1∑
`=0

X�`∆`
Rf(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

`+1 разiв

).

�

Зауваження 5.3. З (5.1) випливає, що f(X)− Inf(0) ∈ Nilp(N ;n) для X ∈
Nilp(M;n). Альтернативно (порiвняй з зауваженням 5.1), якщоX - строго верхньо-
трикутна, то f(X) є верхньо-трикутною з усiма дiагональними елементами рiв-
ними f(0).

В спецiальному випадкуM = Rd, ми можемо використати (4.13) замiсть (4.3),
щоб отримати:

Теорема 5.4. Нехай f ∈ T 0(Nilpd(R);Nnc). Тодi для всiх X ∈ Nilpd(R)

(5.2) f(X) =
∑
w∈Gd

Xw∆w>

R f( 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
|w|+1 разiв

),

де сума має скiнченну кiлькiсть ненульових членiв.
Ми узагальнюємо зараз теореми 5.2 i 5.4 на випадок довiльного центру. Для

Y ∈Ms×s, ми визначаємо множину Nilp(M, Y ; sm, κ), що складається з sm×sm
матриць X над M, якi є нiльпотентними навколо Y рангу не бiльше κ, тобто
(X −

⊕m
α=1 Y )�s` = 0 для всiх ` ≥ κ. Ми також визначаємо множину Nilp(M,-

Y ; sm) =
⋃∞
κ=1 Nilp(M, Y ; sm, κ) i множину Nilp(M, Y ) =

∐∞
m=1 Nilp(M, Y ; sm).

Зауважимо, що Nilp(M, Y ) є допустимою справа (також, як i злiва) н.к. множи-
ною.

У спецiальному випадкуM = Rd, множина Nilpd(R, Y ; sm, κ) := Nilp(Rd; sm,-
κ) складається з наборiв X iз sm× sm матриць над R, якi є спiльно нiльпотен-
тними навколо Y рангу не бiльше κ, тобто (X−

⊕m
α=1 Y )�sw = 0 для всiх w ∈ Gd

таких, що |w| ≥ κ. Ми також маємо множини Nilpd(R, Y ; sm) := Nilp(Rd, Y ; sm)
i Nilpd(R, Y ) := Nilp(Rd, Y ).

Зауваження 5.5. Звiсно, ми маємо X ∈ Nilp(M, Y ; sm, κ) тодi i тiльки тодi,
колиX−

⊕m
α=1 Y ∈ Nilp(Ms×s;m,κ). Як випливає з зауваження 5.1, колиR = K -

поле,X ∈ Nilp(M, Y ; sm) подiбне, з матрицею подiбностi вигляду S⊗Is ∈ Ksm×sm,
до s × s-блочної верхньо-трикутної матрицi з усiма дiагональними блоками рiв-
ними Y .

Ми маємо наступний аналог теореми 5.2, з точно таким же доведенням.
Теорема 5.6. Нехай Y ∈ Ms×s i f ∈ T 0(Nilp(M, Y );Nnc). Тодi для всiх

X ∈ Nilp(M, Y ; sm)

(5.3) f(X) =
∞∑
`=0

(
X −

m⊕
α=1

Y
)�s`

∆`
Rf(Y, . . . , Y︸ ︷︷ ︸

`+1 разiв

),
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де сума має скiнченну кiлькiсть ненульових членiв.

Зауваження 5.7. З (5.3) випливає, що ми маємо f(X) ∈ Nilp(N , f(Y )) для
X ∈ Nilp(M, Y ). Альтернативно (порiвняй з зауваженням 5.5), якщо X є s × s
блочною верхньо-трикутною матрицею з усiма дiагональними блоками рiвними
Y , то f(X) є s× s блочною верхньо-трикутною матрицею з усiма дiагональними
блоками рiвними f(Y ).

В спецiальному випадкуM = Rd, ми маємо наступний аналог теореми 5.4.

Теорема 5.8. Нехай Y ∈ (Rs×s)d i f ∈ T 0(Nilpd(R, Y );Nnc). Тодi для всiх
X ∈ Nilpd(R, Y ; sm)

(5.4) f(X) =
∑
w∈Gd

(
X −

m⊕
α=1

Y
)�sw

∆w>

R f(Y, . . . , Y︸ ︷︷ ︸
|w|+1 разiв

)

=
N∑
`=0

∑
|w|=`

(( m⊕
α=1

Aw,(0)

)
⊗ · · · ⊗

( m⊕
α=1

Aw,(`)

))
?
(
X −

m⊕
α=1

Y
)[w]

,

де Aw,(0)⊗· · ·⊗Aw,(`) = ∆w>

R f(Y, . . . , Y︸ ︷︷ ︸
`+1 разiв

) з iнтерпретацiєю значень ∆w>

R f як тен-

зорних добуткiв (зауваження 3.5), позначенням Свiдлера без додавання (4.19) i
псевдостепеневим позначенням (4.21), i сума має скiнченну кiлькiсть ненульо-
вих членiв.

Ми зараз встановлюємо єдинiсть н.к степеневих розвинень для н.к. функцiй
на нiльпотентних матрицях.

Теорема 5.9. Нехай Y ∈Ms×s, f ∈ T 0(Nilp(M, Y );Nnc), i припустимо, що

f(X) =
∞∑
`=0

(
X −

m⊕
α=1

Y
)�s`

f`

для всiх m ∈ N, X ∈ Nilp(M, Y ; sm), i деяких `-лiнiйних вiдображень

f` :
(
Ms×s)` → N s×s, ` = 0, 1, . . .

(де сума має скiнченну кiлькiсть ненульових членiв). Тодi f` = ∆`
Rf(Y, . . . , Y )

для всiх `.

Доведення. За теоремою 5.6, достатньо показати, що коефiцiєнти f` одно-
значно визначенi н.к. функцiєю f . Для будь-якого фiксованого ` i будь-яких Z1,
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. . . , Z` ∈Ms×s,

f




Y Z1 0 · · · 0
... . . . . . . . . . ...
... . . . . . . 0
... . . . Z`

0 · · · · · · · · · Y



 =


f0 f1(Z

1) · · · · · · f`(Z
1, . . . , Z`)

0 f0
. . . ...

... . . . . . . . . . ...

... . . . . . . f1(Z
`)

0 · · · · · · 0 f0

 .

(1, `+ 1)-й елемент матрицi справа, тобто значення f` на довiльних ` матрицях у
Ms×s, є однозначно визначеним за f . (Аргументуючи iншим шляхом, ми бачимо,
що f` = ∆`

Rf(Y, . . . , Y ) завдяки (3.29).) �

Iснує також версiя теореми 5.9 у спецiальному випадкуM = Rd для коефiцi-
єнтiв н.к. степеневого ряду уздовж Gd, як у (5.4).

Теорема 5.10. Нехай Y ∈ Ms×s, f ∈ T 0(Nilpd(R, Y );Nnc), i припустимо,
що

f(X) =
∑
w∈Gd

(
X −

m⊕
α=1

Y
)�sw

fw

для всiх m ∈ N, X ∈ Nilpd(R, Y ; sm) i деяких `-лiнiйних вiдображень

fw :
(
Rs×s)|w| → N s×s, w ∈ Gd

(де сума має скiнченну кiлькiсть ненульових членiв). Тодi fw = ∆w>

R f(Y, . . . , Y )
для всiх w.

Доведення. Визначимо `-лiнiйнi вiдображення f` :
(

(Rs×s)d
)`
→ N s×s як

(5.5) f`(Z
1, . . . , Z`) =

∑
w=gi1 ···gi`∈Gd

fw(Z1
i1
, . . . , Z`

i`
),

так що для кожних m ∈ N i Z ∈ (Rsm×sm)d,

(5.6) Z�s`f` =
∑
|w|=`

Z�swfw.

Звiсно,

(5.7) fw(A1, . . . , A`) = f`(A
1ei1, . . . , A

`ei`) для кожного w = gi1 · · · gi`.

Результат зараз випливає з теореми 5.9 i означення ∆w>

R f . �
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Зауваження 5.11. Простий наслiдок теореми 5.6 або 5.8 - це достатньо явний
опис н.к. функцiй з Knc уWnc для поля K i векторного просторуW над K. Точнi-
ше, нехай Λn - множина всiх X ∈ Kn×n таких, що всi коренi характеристичного
многочлена X належать K, нехай Λ =

∐∞
n=1 Λn (звiсно, Λ ⊆ Knc - н.к. множина), i

нехай f : Λ→Wnc - н.к. функцiя. Для будь-якого X ∈ Λn, iснує оборотна матриця
T ∈ Kn×n така, що

(5.8) X = T−1

(⊕
λ

Xλ

)
T,

де додавання береться над всiма рiзними власними значеннями λ матрицi X з
алгебраїчними кратностями nλ i Xλ ∈ Nilp1(K, λ;nλ) (якщо ми хочемо, ми може-
мо взяти за Xλ пряму суму жорданових клiтин з власним значенням λ). Звiдси
випливає, що

(5.9) f(X) = T−1

(⊕
λ

nλ∑
`=0

(Xλ − Inλλ)`∆`
Rf(λ, . . . , λ)

)
T.

Навпаки, якщо данi будь-якi функцiї f` : K→ W , ` = 0, 1, . . ., ми можемо визна-
чити для будь-якої матрицi X ∈ Λn як вище,

(5.10) f(X) = T−1

(⊕
λ

nλ∑
`=0

(Xλ − Inλλ)`f`(λ)

)
T.

Можна безпосередньо побачити, що права частина добре визначена незалежно
вiд зображення (5.8) матрицi X, i що, якщо XS = SY , то f(X)S = Sf(Y ); отже,
(5.10) визначає н.к. функцiю f : Λ → Wnc, i з теореми 5.9 або 5.10 випливає, що
∆`
Rf(λ, . . . , λ) = f`(λ).

5.2. Вiд н.к. степеневих рядiв до н.к. функцiй

У цьому пiдроздiлi ми розглянемо суму степеневого ряду вигляду

(5.11)
∞∑
`=0

(
X −

m⊕
α=1

Y
)�s`

f`

на нiльпотентних матрицяхX навколо Y (так, що сума має скiнченну кiлькiсть не-
нульових членiв). Тут Y ∈Ms×s - даний центр;X ∈ Nilp(M, Y ; sm),m = 1, 2, . . .;
f` : (Ms×s)` → N s×s, ` = 0, 1, . . ., - дана послiдовнiсть `-лiнiйних вiдображень,
тобто лiнiйне вiдображення f : T(Ms×s) → N s×s; i умови (4.4)–(4.7) є виконанi.
Зауважимо, що останнi умови трiвiально задовольняються для будь-якої послi-
довностi f` у випадку s = 1.

Необхiднiсть умов (4.4)–(4.7) на коефiцiєнти f`, щоб сума ряду була н.к. фун-
кцiєю на Nilp(M, Y ) випливає з теореми 5.6 i зауваження 4.3. Виявляється, що цi
умови є також достатнiми; це буде випливати з наступної леми.
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Лема 5.12. Нехай M i N -модулi над кiльцем R. Нехай Y ∈ Ms×s, i нехай
f` : (Ms×s)` → N s×s, ` = 0, 1, . . ., - послiдовнiсть `-лiнiйних вiдображень, що
задовольняють (4.4)–(4.7). Нехай X ∈ Msm×sm, X̃ ∈ Msm̃×sm̃ i S ∈ Rsm̃×sm

задовольняють SX = X̃S. Тодi

(5.12) S

(
N∑
`=0

(
X −

m⊕
ν=1

Y
)�s`

f`

)
−

(
N∑
`=0

(
X̃ −

m̃⊕
ν=1

Y
)�s`

f`

)
S

=
N∑
k=0

((
X̃ −

m̃⊕
ν=1

Y
)�sk

�s
(
S

m⊕
ν=1

Y −
m̃⊕
ν=1

Y S
)
�s
(
X −

m⊕
ν=1

Y
)�s(N−k)

)
fN+1.

Доведення. Ми будемо розглядати X, X̃ i S як блочнi матрицi розмiрiв m×
m, m̃× m̃ i m̃×m, вiдповiдно, з s× s блоками. Оскiльки SX = X̃S, ми маємо

m∑
β=1

SαβXβγ =
m̃∑
β̃=1

X̃αβ̃Sβ̃γ, α = 1, . . . , m̃, γ = 1, . . . ,m.

Позначимо

L = S

(
N∑
`=0

(
X −

m⊕
ν=1

Y
)�s`

f`

)
, L̃ =

(
N∑
`=0

(
X̃ −

m̃⊕
ν=1

Y
)�s`

f`

)
S.

Тодi

Lαγ =
m∑

β0=1

Sαβ0

N∑
`=0

[(
X −

m⊕
ν=1

Y
)�s`

f`

]
β0γ

= Sαγf0 +
N∑
`=1

m∑
β0,β1,...,β`−1=1

Sαβ0
f`(Xβ0β1

− δβ0β1
Y, . . . , Xβ`−2β`−1

− δβ`−2β`−1
Y,

Xβ`−1γ − δβ`−1γY ),

L̃αγ =
m̃∑

β̃0=1

N∑
`=0

[(
X̃ −

m̃⊕
ν=1

Y
)�s`

f`

]
αβ̃0

Sβ̃0γ

= f0Sαγ +
N∑
`=1

m̃∑
β̃0,β̃1,...,β̃`−1=1

f`(X̃αβ̃0
− δαβ̃0

Y, X̃β̃0β̃1
− δβ̃0β̃1

Y, . . . ,

X̃β̃`−2β̃`−1
− δβ̃`−2β̃`−1

Y )Sβ̃`−1γ
,
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де δij - символ Кронекера i f0 ∈ Ws×s. Застосовуючи (4.4) i (4.5), ми отримаємо,
що

Lαγ = f0Sαγ + f1(SαγY − Y Sαγ) +
m∑

β0=1

f1(Sαβ0
Xβ0γ − Sαβ0

δβ0γY )

+
N∑
`=2

m∑
β0,β1,...,β`−1=1

f`(Sαβ0
Xβ0β1

− Sαβ0
δβ0β1

Y,Xβ1β2
− δβ1β2

Y, . . . ,

Xβ`−2β`−1
− δβ`−2β`−1

Y,Xβ`−1γ − δβ`−1γY )

+
N∑
`=1

m∑
β0,β1,...,β`−1=1

f`+1(Sαβ0
Y − Y Sαβ0

, Xβ0β1
− δβ0β1

Y, . . . ,

Xβ`−2β`−1
− δβ`−2β`−1

Y,Xβ`−1γ − δβ`−1γY ).

Використовуючи припущення, що SX = X̃S i мультiлiнiйнiсть вiдображень f`,
ми отримаємо, що

Lαγ = f0Sαγ + f1(SαγY )− f1(Y Sαγ) +
m̃∑

β̃0=1

f1(X̃αβ̃0
Sβ̃0γ

)− f1(SαγY )

+
N∑
`=2

m̃∑
β̃0=1

m∑
β1,...,β`−1=1

f`(X̃αβ̃0
Sβ̃0β1

, Xβ1β2
− δβ1β2

Y, . . . , Xβ`−2β`−1
− δβ`−2β`−1

Y,

Xβ`−1γ − δβ`−1γY )

−
N∑
`=2

m∑
β1,...,β`−1=1

f`(Sαβ1
Y,Xβ1β2

− δβ1β2
Y, . . . , Xβ`−2β`−1

− δβ`−2β`−1
Y,

Xβ`−1γ − δβ`−1γY )

+
N∑
`=1

m∑
β0,β1,...,β`−1=1

f`+1(Sαβ0
Y,Xβ0β1

− δβ0β1
Y, . . . , Xβ`−2β`−1

− δβ`−2β`−1
Y,

Xβ`−1γ − δβ`−1γY )

−
N∑
`=1

m∑
β0,β1,...,β`−1=1

f`+1(Y Sαβ0
, Xβ0β1

− δβ0β1
Y, . . . , Xβ`−2β`−1

− δβ`−2β`−1
Y,

Xβ`−1γ − δβ`−1γY ).

Пiсля очевидних скорочень i використання мультiлiнiйностi f`, ми отримаємо

Lαγ = f0Sαγ +
m̃∑

β̃0=1

f1((X̃αβ̃0
− δαβ̃0

Y )Sβ̃0γ
)
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+
N∑
`=2

m̃∑
β̃0=1

m∑
β1,...,β`−1=1

f`((X̃αβ̃0
− δαβ̃0

Y )Sβ̃0β1
, Xβ1β2

− δβ1β2
Y, . . . ,

Xβ`−2β`−1
− δβ`−2β`−1

Y,Xβ`−1γ − δβ`−1γY )

+
m∑

β0,β1,...,βN−1=1

fN+1(Sαβ0
Y − Y Sαβ0

, Xβ0β1
− δβ0β1

Y, . . . , XβN−2βN−1
− δβN−2βN−1

Y,

XβN−1γ − δβN−1γY ).

Використовуючи (4.7) i (4.6), ми отримаємо

Lαγ = f0Sαγ +
m̃∑

β̃0=1

f1(X̃αβ̃0
− δαβ̃0

Y )Sβ̃0γ
+

m̃∑
β̃0=1

f2(X̃αβ̃0
− δαβ̃0

Y, Sβ̃0γ
Y − Y Sβ̃0γ

)

+
m̃∑

β̃0=1

m∑
β1=1

f2(X̃αβ̃0
− δαβ̃0

Y, Sβ̃0β1
(Xβ1γ − δβ1γY ))

+
N∑
`=3

m̃∑
β̃0=1

m∑
β1,...,β`−1=1

f`(X̃αβ̃0
− δαβ̃0

Y, Sβ̃0β1
(Xβ1β2

− δβ1β2
Y ),

Xβ2β3
− δβ2β3

Y, . . . , Xβ`−2β`−1
− δβ`−2β`−1

Y,Xβ`−1γ − δβ`−1γY )

+
N∑
`=2

m̃∑
β̃0=1

m∑
β1,...,β`−1=1

f`+1(X̃αβ̃0
− δαβ̃0

Y, Sβ̃0β1
Y − Y Sβ̃0β1

, Xβ1β2
− δβ1β2

Y, . . . ,

Xβ`−2β`−1
− δβ`−2β`−1

Y,Xβ`−1γ − δβ`−1γY )

+
m∑

β0,β1,...,βN−1=1

fN+1(Sαβ0
Y − Y Sαβ0

, Xβ0β1
− δβ0β1

Y, . . . ,

XβN−2βN−1
− δβN−2βN−1

Y,XβN−1γ − δβN−1γY ).

Використовуючи SX = X̃S i мультiлiнiйнiсть вiдображень f`, ми отримаємо, що

Lαγ = f0Sαγ +
m̃∑

β̃0=1

f1(X̃αβ̃0
− δαβ̃0

Y )Sβ̃0γ

+
m̃∑

β̃0=1

f2(X̃αβ̃0
− δαβ̃0

Y, Sβ̃0γ
Y )−

m̃∑
β̃0=1

f2(X̃αβ̃0
− δαβ̃0

Y, Y Sβ̃0γ
)

+
m̃∑

β̃0,β̃1=1

f2(X̃αβ̃0
− δαβ̃0

Y, X̃β̃0β̃1
Sβ̃1γ

)−
m̃∑

β̃0=1

f2(X̃αβ̃0
− δαβ̃0

Y, Sβ̃0γ
Y )
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+
N∑
`=3

m̃∑
β̃0,β̃1=1

m∑
β2,...,β`−1=1

f`(X̃αβ̃0
− δαβ̃0

Y, X̃β̃0β̃1
Sβ̃1β2

, Xβ2β3
− δβ2β3

Y, . . . ,

Xβ`−2β`−1
− δβ`−2β`−1

Y,Xβ`−1γ − δβ`−1γY )

−
N∑
`=3

m̃∑
β̃0=1

m∑
β2,...,β`−1=1

f`(X̃αβ̃0
− δαβ̃0

Y, Sβ̃0β2
Y,Xβ2β3

− δβ2β3
Y, . . . ,

Xβ`−2β`−1
− δβ`−2β`−1

Y,Xβ`−1γ − δβ`−1γY )

+
N∑
`=2

m̃∑
β̃0=1

m∑
β1,...,β`−1=1

f`+1(X̃αβ̃0
− δαβ̃0

Y, Sβ̃0β1
Y,Xβ1β2

− δβ1β2
Y, . . . ,

Xβ`−2β`−1
− δβ`−2β`−1

Y,Xβ`−1γ − δβ`−1γY )

−
N∑
`=2

m̃∑
β̃0=1

m∑
β1,...,β`−1=1

f`+1(X̃αβ̃0
− δαβ̃0

Y, Y Sβ̃0β1
, Xβ1β2

− δβ1β2
Y, . . . ,

Xβ`−2β`−1
− δβ`−2β`−1

Y,Xβ`−1γ − δβ`−1γY )

+
m∑

β0,β1,...,βN−1=1

fN+1(Sαβ0
Y − Y Sαβ0

, Xβ0β1
− δβ0β1

Y, . . . ,

XβN−2βN−1
− δβN−2βN−1

Y,XβN−1γ − δβN−1γY ).

Пiсля очевидних скорочень i використання мультiлiнiйностi f`, ми отримаємо

Lαγ = f0Sαγ +
m̃∑

β̃0=1

f1(X̃αβ̃0
− δαβ̃0

Y )Sβ̃0γ

+
m̃∑

β̃0,β̃1=1

f2(X̃αβ̃0
− δαβ̃0

Y, (X̃β̃0β̃1
− δβ̃0β̃1

Y )Sβ̃1γ
)

+
N∑
`=3

m̃∑
β̃0,β̃1=1

m∑
β2,...,β`−1=1

f`(X̃αβ̃0
− δαβ̃0

Y, (X̃β̃0β̃1
− δβ̃0β̃1

Y )Sβ̃1β2
, Xβ2β3

− δβ2β3
Y,

. . . , Xβ`−2β`−1
− δβ`−2β`−1

Y,Xβ`−1γ − δβ`−1γY )

+
m∑

β0,β1,...,βN−1=1

fN+1(Sαβ0
Y − Y Sαβ0

, Xβ0β1
− δβ0β1

Y, . . . , XβN−2βN−1
− δβN−2βN−1

Y,

XβN−1γ − δβN−1γY )

+
m̃∑

β̃0=1

m∑
β1,...,βN−1=1

fN+1(X̃αβ̃0
− δαβ̃0

Y, Sβ̃0β1
Y − Y Sβ̃0β1

, Xβ1β2
− δβ1β2

Y, . . . ,

XβN−2βN−1
− δβN−2βN−1

Y,XβN−1γ − δβN−1γY ).
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Продовжуючи цей аргумент, ми отримаємо, що

Lαγ = f0Sαγ +
N∑
`=1

m̃∑
β̃0,β̃1,...,β̃`−1=1

f`(X̃αβ̃0
− δαβ̃0

Y, X̃β̃0β̃1
− δβ̃0β̃1

Y, . . . ,

X̃β̃`−2β̃`−1
− δβ̃`−2β̃`−1

Y )Sβ̃`−1γ

+
N∑
k=0

m̃∑
β̃0,...,β̃k−1=1

m∑
βk,...,βN−1=1

fN+1(X̃αβ̃0
− δαβ̃0

Y, X̃β̃0β̃1
− δβ̃0β̃1

Y, . . . ,

X̃β̃k−2β̃k−1
− δβ̃k−2β̃k−1

Y, Sβ̃k−1βk
Y − Y Sβ̃k−1βk

, Xβkβk+1
− δβkβk+1

Y, . . . ,

XβN−2βN−1
− δβN−2βN−1

Y,XβN−1γ − δβN−1γY )

=
[
L̃+

N∑
k=0

(
X̃ −

m̃⊕
ν=1

Y
)�sk
�s
(
S

m⊕
ν=1

Y −
m̃⊕
ν=1

Y S
)
�s
(
X −

m⊕
ν=1

Y
)�sN−k

fN+1

]
αγ
.

�

Теорема 5.13. Сума f ряду (5.11) - н.к. функцiя на Nilp(M, Y ) iз значення-
ми у Nnc.

Зауваження 5.14. За теоремою 5.9, коефiцiєнти f` (тобто лiнiйне вiдображе-
ння f : T(Ms×s) → N s×s) однозначно визначенi сумою вiдповiдного ряду, чому
ми й використовуємо таке саме позначення як для н.к. функцiї, так i для лiнiйного
вiдображення.

Доведення теореми 5.13. Нехай

X ∈ Nilp(M, Y ; sm, κ), X̃ ∈ Nilp(M, Y ; sm̃, κ̃)

i S ∈ Rsm̃×sm. Нехай N ≥ κ+ κ̃. Тодi

f(X) =
N∑
`=0

(
X −

m⊕
α=1

Y
)�s`

f`, f(X̃) =
N∑
`=0

(
X̃ −

m̃⊕
α=1

Y
)�s`

f`.

За лемою 5.12, Sf(X) − f(X)S = 0, оскiльки для кожного k : 0 ≤ k ≤ N маємо
k ≥ κ̃ або N − k ≥ κ, отже права частина (5.12) зникає. Таким чином, f є
iнварiантною щодо переплетень, тобто н.к. функцiєю. �

У спецiальному випадку M = Rd ми можемо розглядати замiсть (5.11) н.к.
степеневий ряд уздовж Gd, тобто ряд вигляду

(5.13)
∑
w∈Gd

(
X −

m⊕
α=1

Y
)�sw

fw
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на спiльно нiльпотентних наборах d матриць X навколо Y (так що сума має
скiнченну кiлькiсть ненульових членiв). Тут Y ∈ (Rs×s)d - даний центр; X ∈
Nilpd(R, Y ; sm), m = 1, 2, . . .; fw : (Rs×s)|w| → N s×s, w ∈ Gd, є дана послiдовнiсть
|w|-лiнiйних вiдображень; i умови (4.14)–(4.17) задовольняються. Ряд (5.13) може
бути також записаний як

∑
w∈Gd

(( m⊕
α=1

Aw,(0)

)
⊗
( m⊕
α=1

Aw,(1)

)
⊗ · · · ⊗

( m⊕
α=1

Aw,(|w|)

))
?
(
X −

m⊕
α=1

Y
)[w]

.

Тут
fw = Aw,(0) ⊗ Aw,(1) ⊗ · · · ⊗ Aw,(|w|) ∈ N s×s ⊗Rs×s ⊗ · · · ⊗ Rs×s︸ ︷︷ ︸

|w| times

,

з iнтерпретацiєю мультiлiнiйних вiдображень fw як тензорних добуткiв (зауваже-
ння 3.4), позначенням Свiдлера без додавання (4.19) i псевдостепеневим позначе-
нням (4.21). Зауважимо, що умови (4.14)–(4.17) тривiально задовольняються для
будь-якої послiдовностi fw у випадку s = 1. У цьому випадку (5.13) є справжнiм
н.к. степеневим рядом ∑

w∈G

(X − Imµ)wfw,

де Y = µ ∈ Rd i fw ∈ N .

Ми визначаємо послiдовнiсть `-лiнiйних вiдображень f` :
(

(Rs×s)d
)`
→ N s×s,

` = 0, 1, . . ., як (5.5), так що (5.6) i (5.7) виконуються. Отже, сума ряду вигляду
(5.13) спiвпадає з сумою вiдповiдного ряду вигляду (5.11). Подiбно до зауваження
4.5, умови (4.14)–(4.17) на мультiлiнiйнi вiдображення fw є еквiвалентними до
умов (4.4)–(4.7) на мультiлiнiйнi вiдображення f`. Отже, теорема 5.13 тягне за
собою такий факт:

Теорема 5.15. Сума f ряду (5.13) є н.к. функцiєю на Nilpd(R, Y ) iз значен-
нями у Nnc.





Роздiл 6

Н.к. многочлени i многочлени вiд матричних елементiв

Нехай

(6.1) p =
∑

w∈Gd : |w|≤L

pwx
w ∈ N〈x1, . . . , xd〉

- н.к. многочлен степеня L у x1, . . . , xd з коефiцiєнтами у модулi N над кiльцем
R. Обчислення p на наборах X = (X1, . . . , Xd) ∈ (Rn×n)d,

(6.2) p(X) =
∑

w∈Gd : |w|≤L

Xwpw ∈ N n×n, n = 1, 2, . . . ,

визначає н.к. функцiю на (Rd)nc iз значеннями у Nnc. Зауважимо, що н.к. мно-
гочлен p визначається цiєю н.к. функцiєю однозначно: принаймнi коли модуль N
вiльний, це випливає з вiдсутностi тотожностей для n× n матриць над R (тобто
н.к. многочленiв, що зникають на n × n матрицях над R) для всiх n = 1, 2, . . . –
дивись [130, приклад 1.4.4 i теорема 1.4.5, с. 22], а також випливає з теореми 5.10
обмеженням н.к. многочлена до Nilpd(R). Ми будемо часто ототожнювати два
н.к. об’єкти, (6.1) i (6.2), i використовувати одне i те ж позначення для обох. Ми
спостерiгаємо, що для кожного n, н.к. функцiя p є многочленом вiд dn2 комутую-
чих змiнних (Xi)jk, i = 1, . . . , d; j, k = 1, . . . , n, степеня не бiльше L iз значеннями
у N n×n.

Теорема 6.1. Нехай f - н.к. функцiя на (Kd)nc, де K - нескiнченне поле, iз
значеннями у Nnc (так що N є векторним простором над K). Припустимо,
що для кожного n, f(X1, . . . , Xd) - полiномiальна функцiя вiд dn2 комутуючих
змiнних (Xi)jk, i = 1, . . . , d; j, k = 1, . . . , n, iз значеннями у N n×n. Припустимо
також, що степенi цих полiномiальних функцiй вiд комутуючих змiнних (Xi)jk
обмеженi. Тодi f - н.к. многочлен з коефiцiєнтами у N .

Доведення. Спочатку ми спостерiгаємо, що для кожного n ∈ N i ` ∈ N
функцiя ∆`

Rf(X0, . . . , X`)(Z1, . . . , Z`) полiномiальна за комутуючими змiнними

(Xα
i )jk, (Z

β
i )jk : α = 0, . . . , `, β = 1, . . . , `; i = 1, . . . , d; j, k = 1, . . . , n,

з коефiцiєнтами у N n×n. Це випливає безпосередньо з (3.29).
Друге, ТТ формула (4.1) дає, що

(6.3) f(Y + tZ) =
N∑
`=0

t`∆`
Rf(Y, . . . , Y )(Z, . . . , Z)

+ tN+1∆N+1
R f(Y, . . . , Y, Y + tZ)(Z, . . . , Z)
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для n ∈ N, Y, Z ∈ (Kn×n)d, t ∈ K i для N = 0, 1, . . .. Для фiксованих n, Y i Z, як
fY,Z(t) := f(Y + tZ), так i ∆N+1

R (Y, . . . , Y, Y + tZ)(Z, . . . , Z) є многочленами вiд t
з коефiцiєнтами у N n×n.

Нехай L - максимальна степiнь f(X1, . . . , Xd) як полiномiальної функцiї вiд
dn2 комутуючих змiнних (Xi)jk, i = 1, . . . , d; j, k = 1, . . . , n, коли n змiнюється
вiд 1 до ∞. Тодi для будь-яких фiксованих n, Y i Z степiнь многочлена fY,Z(t)
є не бiльше L. Отже, для N = L залишковий член у (6.3) зникає тотожньо як
функцiя вiд t, i

fY,Z(t) =
L∑
`=0

t`∆`
Rf(Y, . . . , Y )(Z, . . . , Z).

Покладаючи t = 1 i X = Y + Z (так що f(X) = fY,Z(1)), ми отримаємо

(6.4) f(X) =
L∑
`=0

∆`
Rf(Y, . . . , Y︸ ︷︷ ︸

`+1 times

)(X − Y, . . . , X − Y︸ ︷︷ ︸
` times

).

Зауважимо, що це є (рiвномiрно за n) скiнченна версiя ТТ формули (4.1). Зокрема,
покладаючи Y = 0 i використовуючи (4.10), ми отримаємо

(6.5) f(X) =
∑
|w|≤L

Xw ∆w>

R f(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
|w|+1 разiв

)

(порiвняй з (5.2)). Отже, f - н.к. многочлен з коефiцiєнтами у N . �

Зауваження 6.2. Зауважимо, що якщо K -поле характеристики нуль, то за
(6.3) i класичною формулою Тейлора для однiєї змiнної, для всiх ` : 0 ≤ ` ≤ ML
ми маємо

(6.6) ∆`
Rf(Y, . . . , Y )(Z, . . . , Z) =

1

`!

d`fY,Z
dt`

∣∣∣∣
t=0

.

Наступний приклад показує, що припущення обмеженостi степенiв у теоремi
6.1 не може бути опущено.

Приклад 6.3. Припустимо, що ми маємо послiдовнiсть однорiдних многочле-
нiв pn ∈ K〈x1, x2〉 iз строго зростаючими степенями αn таких, що pn зникає на
(Kn×n)2. Наприклад, ми можемо взяти

pn =
∑

π∈Sn+1

sign(π)x
π(1)−1
1 x2 · · ·xπ(n+1)−1

1 x2

як у [130] або [62], де Sn+1 - симетрична група на n + 1 елементах i sign(π) -
знак перестановки π; ясно, що αn = (n+1)(n+2)

2 у цьому випадку. Визначимо н.к.
функцiю f : (K2)nc → Knc як

f(X1, X2) =
∞∑
k=1

pk(X1, X2),
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де сума - добре визначена: для n ∈ N i (X1, X2) ∈ (Kn×n)2 члени pk(X1, X2),
k ≥ n, всi зникають. Звiсно, для всiх n, f(X1, X2) - полiномiальна функцiя вiд
2n2 комутуючих змiнних (X1)jk, (X2)jk, j, k = 1, . . . , n, з коефiцiєнтами у Kn×n.
Проте, f не є н.к. многочленом. Справдi, припустимо, що f = q, де q ∈ K〈x1, x2〉.
Нехай deg q = L, i нехай q =

∑L
j=0 qj, з qj ∈ K〈x1, x2〉 однорiдними степеня j.

Визначимо послiдовнiсть однорiдних многочленiв

hj =

{
pk, j = αk для деякого k ∈ N,
0, iнакше,

степеня j. Тодi ми можемо написати

f(X1, X2) =
∞∑
j=0

hj(X1, X2) =

αn−1∑
j=0

hj(X1, X2)

для (X1, X2) ∈ (Kn×n)2. Порiвнюючи

f(tX1, tX2) =
∞∑
j=0

hj(X1, X2) t
j

з

q(tX1, tX2) =
L∑
j=0

qj(X1, X2) t
j

як многочлени вiд t ∈ K для фiксованого (X1, X2), ми робимо висновок, що
hj(X1, X2) = 0 для всiх j > L. За вiдсутнiстю полiномiальних тотожностей для
матриць всiх розмiрiв, hj = 0 для всiх j > L. Оскiльки послiдовнiсть {αn} - строго
зростаюча, отримаємо протирiччя.

Ми зараз покажемо, що приклад 6.3 вiдображає загальну ситуацiю: будь-яка
н.к. функцiя на (Kd)nc, яка для кожного матричного розмiру є многочлен вiд
матричних елементiв, може бути записана як сума н.к. многочлена i нескiнченного
ряду н.к. многочленiв, що зникають на матрицях зростаючих розмiрiв.

Теорема 6.4. Нехай f - н.к. функцiя на (Kd)nc, де K - нескiнченне поле, iз
значеннями у Nnc (так що N є векторним простором над K). Припустимо,
що для кожного n, f(X1, . . . , Xd) - полiномiальна функцiя степеня Ln вiд dn2

комутуючих змiнних (Xi)jk, i = 1, . . . , d; j, k = 1, . . . , n, iз значеннями у N n×n.
Тодi iснує єдина послiдовнiсть однорiдних н.к. многочленiв fj ∈ N〈x1, . . . , xd〉
степеня j, j = 0, 1, . . . , таких, що для всiх n ∈ N,

• fj зникає на (Kn×n)d для всiх j > Ln,

• якщо Ln > −∞ (де ми користуємось звичайною домовленiстю, що deg 0 =

−∞), то fLn не зникає тотожньо на (Kn×n)d,
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i для X ∈ (Kn×n)d ,

(6.7) f(X) =
∞∑
j=0

fj(X) =

Ln∑
j=0

fj(X).

Зауваження 6.5. Оскiльки n× n матрицi можуть бути вкладенi у (n+ 1)×
(n+ 1) матрицi додачею нульових рядку i стовпця, послiдовнiсть степенiв {Ln} є
неспадною. Вона з часом стабiлiзується у деякому L тодi i тiльки тодi, коли вона
обмежена, у якому випадку ми бачимо, що fj, j > L, зникає на (Kn×n)d для всiх
n; це означає, що f є н.к. многочленом, тобто теорема 6.1 випливає з теореми 6.4.

Зауваження 6.6. Розвинення (6.7) може бути записано у виглядi

(6.8) f(X) =

L1∑
j=0

fj(X) +
∞∑
k=1

Lk+1∑
j=Lk+1

fj(X).

Тут k-й член у нескiнченному рядi є н.к. многочленом степеня Lk+1, який зникає
на
(
Kk×k)d i не зникає тотожньо на

(
K(k+1)×(k+1)

)d.
Зауваження 6.7. Застосовуючи теорему 6.4 до н.к. функцiї f у прикладi

6.3, ми бачимо, що fj = hj, j = 0, 1, . . . . Якщо многочлени pn обранi так, що для
кожного n, pn не зникає тотожньо на

(
K(n+1)×(n+1)

)d, то Ln = αn−1, n = 2, 3, . . . (i
L1 = −∞).

Доведення теореми 6.4. Доведення є подiбним до того, що у теоремi 6.1.
Ми спочатку отримаємо, точно як у доведеннi теореми 6.1, що для будь-яких
фiксованих n, Y i Z степiнь многочлена fY,Z(t) є не бiльше Ln. Отже, ми маємо

fY,Z(t) =

Ln∑
`=0

t`∆`
Rf(Y, . . . , Y )(Z, . . . , Z).

Покладаючи t = 1 i X = Y + Z (так що f(X) = fY,Z(1)), ми отримаємо

(6.9) f(X) =

Ln∑
`=0

∆`
Rf(Y, . . . , Y︸ ︷︷ ︸

`+1 разiв

)(X − Y, . . . , X − Y︸ ︷︷ ︸
` разiв

).

Зауважимо, що для кожного n, це є скiнченною версiєю ТТ формули (4.1). Зокре-
ма, покладаючи Y = 0 i використовуючи (4.10), ми отримаємо, що

(6.10) f(X) =

Ln∑
`=0

∆`
Rf(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

`+1 разiв

)(X, . . . , X︸ ︷︷ ︸
` разiв

) =

Ln∑
`=0

∑
|w|=`

Xw ∆w>

R f(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
l+1 разiв

).
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Це дає розвинення (6.7) з

(6.11) fj =
∑
|w|=j

∆w>

R f(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
j+1 разiв

)xw.

Факт, що fj зникає на (Kn×n)d для всiх j > Ln, i факт, що fLMn
не зникає тотожньо

на (Kn×n)d, випливають з припущення на степiнь f(X1, . . . , Xd) як полiномiальної
функцiї вiд матричних елементiв (Xi)ab, i = 1, . . . , d; a, b = 1, . . . , n. Нарештi, н.к.
многочлени fj у розвиненнi (6.7) визначенi однозначно тому, що їх обчислення
fj(X) є однорiдними компонентами степеня j для f(X) розглянутого як много-
член вiд елементiв матрицi Xi. �

Н.к. функцiя f : (Kd)nc → Nnc, де N - векторний простiр над полем K, буде
називатися локально полiномiальною, якщо для кожного n, f(X1, . . . , Xd) - полi-
номiальна функцiя вiд dn2 комутуючих змiнних (Xi)jk, i = 1, . . . , d; j, k = 1, . . . , n,
iз значеннями у N n×n. Ми позначаємо K-векторний простiр локально полiно-
мiальних н.к. функцiй з Kd

nc у Nnc як Nloc〈x1, . . . , xd〉; вiн є, очевидно, моду-
лем над K-алгеброю Kloc〈x1, . . . , xd〉. Для кожного n, ми визначаємо пiдмодуль
J n
N ⊆ Nloc〈x1, . . . , xd〉, що складається з локально полiномiальних н.к. функцiй,

що зникають на (Kn×n)d. Пiдмодулi J n
N , n = 1, 2, . . ., становлять спадаючу по-

слiдовнiсть з нульовим перетином. Зокрема, ми отримаємо спадаючу послiдов-
нiсть iдеалiв J n

K , n = 1, 2, . . ., у алгебрi Kloc〈x1, . . . , xd〉 з нульовим перетином.
Розглядання iдеалiв J n

K як фундаментальної системи околiв нуля перетворює
Kloc〈x1, . . . , xd〉 у топологiчне кiльце. Аналогiчно, розглядання пiдмодулiв J n

N як
фундаментальної системи околiв нуля перетворює Nloc〈x1, . . . , xd〉 у топологiчний
модуль над топологiчним кiльцем Kloc〈x1, . . . , xd〉. Формули (6.7) i (6.11) озна-
чають, що ТТ ряд f ∈ Nloc〈x1, . . . , xd〉 збiгається до f у цiй топологiї як ряд
однорiдних многочленiв; отже, простiр N〈x1, . . . , xd〉 н.к. многочленiв є щiль-
ним у просторi Nloc〈x1, . . . , xd〉 локально полiномiальних н.к. функцiй. Фактично,
Nloc〈x1, . . . , xd〉 є повним як топологiчний модуль – вiн є поповненням модуля
N〈x1, . . . , xd〉.

Ми можемо поширити теорему 6.1 до налаштування довiльних (можливо, не-
скiнченновимiрних) векторних просторiв над нескiнченним полем K. НехайM i
N - векторнi простори над K. Н.к. функцiя f : Mnc → Nnc буде називатися по-
лiномiальною на зрiзах, якщо f |Mn×n - многочлен на зрiзах деякого степеня Ln
для кожного n = 1, 2, . . .; тобто для кожних Y, Z ∈ Mn×n, fY,Z(t) = f(Y + tZ)
є многочленом вiд однiєї змiнної з коефiцiєнтами у N n×n степеня не бiльше Ln, i
deg fY,Z = Ln для деяких Y, Z ∈Mn×n (для випадку K = C, дивись [88, пiдроздiл
26.2] або [110, роздiл 1]).

Н.к. многочлен надM з коефiцiєнтами у N - це формальна сума

(6.12) p =
L∑
`=0

p`,
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де p` : M× · · · ×M → N - `-лiнiйнi вдображення; ми кажемо, що p має степiнь
L, якщо pL 6= 0. Ми можемо обчислити p на X ∈Mn×n як

(6.13) p(X) =
L∑
`=0

X�`p` ∈ N n×n, n = 1, 2, . . . ,

що дає н.к. функцiю наMnc iз значеннями у Nnc. Обмежуючи цю н.к. функцiю
до Nilp(M), ми виводимо з теореми 5.9, що коефiцiєнти p` однозначно визначенi
н.к. функцiєю p, так що ми можемо ототожнювати н.к. многочлен (6.12) з н.к.
функцiєю (6.13) i використовувати одне позначення для обох. Зауважимо, що н.к.
многочлен над Kd може бути ототожненим з н.к. многочленом (6.1) вiд d н.к.
невизначених, як у (4.9), (5.5)–(5.7) (з s = 1).

Якщо p - н.к. многочлен надM степеня L, то н.к. функцiя p наMnc є много-
членом на зрiзах, з maxn∈N Ln = L. Як у спецiальному випадкуM = Kd, зворотне
є також вiрним; доведення - таке саме, с точнiстю до позначень, як i у теоремi
6.1.

Теорема 6.8. Нехай f : Mnc → Nnc - н.к. функцiя, яка є полiномiальною на
зрiзах. Припустимо, що степенi Ln многочленiв f |Mn×n, n = 1, 2, . . ., обмеженi.
Тодi f є н.к. многочленом надM з коефiцiєнтами у N .

Iснує також аналогiчне узагальнення теореми 6.4.



Роздiл 7

Н.к. аналiтичнiсть i збiжнiсть ТТ рядiв

У цьому пiдроздiлi ми обговорюємо аналiтичнiсть н.к. функцiй i збiжнiсть
ТТ рядiв. Виявляється, що дуже слабкi припущення обмеженностi тягнуть за
собою аналiтичнiсть. Iснують два iстотно рiзнi налаштування: одне, де припуще-
ння обмеженостi виконуються у кожнiй матричнiй вимiрностi окремо, i друге, де
припущення обмеженостi виконуються рiвномiрно для всiх матричних вимiрно-
стей. Ми припускаємо у цьому пiдроздiлi, що основне кiльце R є поле C; багато
результатiв мають аналоги для поля R, дивись зауваження 7.11, 7.35, i 7.56.

7.1. Аналiтичнi н.к. функцiї

У цьому пiдроздiлi ми будемо використовувати теорiю аналiтичних функцiй з
векторiв у вектори; наше основне посилання - це [88, роздiл III, 3.16–3.19 i роздiл
XXVI], дивись також [110].

Нехай V - векторний простiр над C. Множина Ω ⊆ Vnc називається скiнченно
вiдкритою, якщо для кожного n ∈ N множина Ωn ⊆ Vn×n є скiнченно вiдкритою,
тобто перетин Ωn з будь-яким скiнченновимiрним пiдпростором U у Vn×n є вiд-
критим у евклiдовiй топологiї U . Ми зауважимо, що скiнченно вiдкрита н.к. мно-
жина Ω є допустимою справа i злiва. Справдi, якщо X ∈ Ωn, Y ∈ Ωm, Z ∈ Vn×m
i W ∈ Vm×n, то множини

Ωn+m ∩ span

{[
X 0
0 Y

]
,

[
0 Z
0 0

]}
i

Ωn+m ∩ span

{[
X 0
0 Y

]
,

[
0 0
W 0

]}
- вiдкритi у вiдповiдних двохвимiрних просторах i мiстять

[
X 0
0 Y

]
, i таким чином[

X tZ
0 Y

]
,
[
X 0
tW Y

]
∈ Ωn+m для достатньо малого t ∈ C.

Нехай W - банахiв простiр над C. Допустима система матричних норм над
W - це послiдовнiсть норм ‖·‖n наWn×n, n = 1, 2, . . ., що задовольняють наступнi
двi умови:

• Для кожних n,m ∈ N iснують C1(n,m), C ′1(n,m) > 0 такi, що для всiх
X ∈ Wn×n i Y ∈ Wm×m,

(7.1)
C1(n,m)−1 max{‖X‖n, ‖Y ‖m} ≤ ‖X ⊕ Y ‖n+m ≤ C ′1(n,m) max{‖X‖n, ‖Y ‖m}.
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• Для кожного n ∈ N iснує C2(n) > 0 таке, що для всiх X ∈ Wn×n i S, T ∈
Cn×n,

(7.2) ‖SXT‖n ≤ C2(n)‖S‖ ‖X‖n‖T‖,

де ‖ ·‖ позначає операторну норму у Cn×n вiдносно стандартної евклiдової
норми у Cn.

Пропозицiя 7.1. Умови (7.1)–(7.2) еквiвалентнi обмеженостi iн’єкцiй

(7.3) ιij : W −→Wn×n, w 7−→ Eijw,

i проєкцiй

(7.4) πij : Wn×n −→W , W = [wi′j′]i′,j′=1,...,n 7−→ wij,

для всiх n ∈ N i всiх i, j = 1, . . . , n; тут Eij ∈ Cn×n має (i, j)-й елемент рiвний
1 i всi iншi елементи рiвними 0. Бiльше того, умови (7.1)–(7.2) тягнуть за
собою, що для будь-якого s ∈ N, блочнi iн’єкцiї

(7.5) ιsij : Ws×s −→Wns×ns ∼=
(
Ws×s)n×n, W 7−→ Eij ⊗W,

i блочнi проєкцiї

πsij : Wns×ns ∼=
(
Ws×s)n×n −→Ws×s,(7.6)

W = [([wab]a,b=1,...,s)i′j′]i′,j′=1,...,n 7−→ ([wab]a,b=1,...,s)ij = Wij,

є обмеженими.

Доведення. Нехай s, n ∈ N i W ∈ Ws×s. Використовуючи (7.1) i (7.2), ми
отримаємо

‖ιsij(W )‖ns = ‖Eij ⊗W‖ns = ‖(Pi1 ⊗ Is)(E11 ⊗W )(P1j ⊗ Is‖ns
≤ C2(ns)‖E11 ⊗W‖ns = C2(ns)‖W ⊕ 0(ns−s)×(ns−s)‖ns

≤ C2(ns)C
′
1(s, ns− s)‖W‖s.

Тут Pij = In−Eii−Ejj +Eij +Eji ∈ Cn×n - матриця перестановки (i 6= j). Отже,
блочнi iн’єкцiї ιsij (зокрема, iн’єкцiї ιij) є обмеженими.

Далi, нехай s, n ∈ N i W ∈ Wns×ns ∼= (Ws×s)n×n. Використовуючи (7.1) i (7.2),
ми отримаємо

‖(πsij(W )‖s = ‖Wij‖s ≤ C1(s, ns− s)‖Wij ⊕ 0(ns−s)×(ns−s)‖ns
= C1(s, ns− s)‖(E1i ⊗ IWs×s)W (Ej1 ⊗ IWs×s)‖ns

≤ C1(s, ns− s)C2(ns)‖W‖ns.
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Отже, блочнi проєкцiї πsij (зокрема, проєкцiї πij) є обмеженими.
Припустимо зараз, що iн’єкцiї (7.3) i проєкцiї (7.4) є всi обмеженi. Нехай n,m ∈

N i X ∈ Wn×n, Y ∈ Wm×m. Тодi ми отримаємо

‖X ⊕ Y ‖n+m =
∥∥∥ n∑
i,j=1

ιij(xij) +
m∑

i,j=1

ιn+i,n+j(yij)
∥∥∥
n+m

≤
n∑

i,j=1

‖ιij(xij)‖n+m +
m∑

i,j=1

‖ιn+i,n+j(yij)‖n+m

≤
n∑

i,j=1

‖ιij‖ · ‖xij‖1 +
m∑

i,j=1

‖ιn+i,n+j‖ · ‖yij‖1

=
n∑

i,j=1

‖ιij‖ · ‖πij(X)‖1 +
m∑

i,j=1

‖ιn+i,n+j‖ · ‖πij(Y )‖1

≤
( n∑
i,j=1

‖ιij‖ · ‖πij‖+
m∑

i,j=1

‖ιn+i,n+j‖ · ‖πij‖
)

max{‖X‖n, ‖Y ‖m}

i

max{‖X‖n, ‖Y ‖m} ≤ max
{∥∥∥ n∑

i,j=1

ιij(xij)
∥∥∥
n
,
∥∥∥ m∑
i,j=1

ιij(yij)
∥∥∥
m

}
≤ max

{ n∑
i,j=1

‖ιij‖ · ‖xij‖1,

m∑
i,j=1

‖ιij‖ · ‖yij‖1

}
= max

{ n∑
i,j=1

‖ιij‖ · ‖πij(X ⊕ Y )‖1,
m∑

i,j=1

‖ιij‖ · ‖πn+i,n+j(X ⊕ Y )‖1

}
≤ max

{ n∑
i,j=1

‖ιij‖ · ‖πij‖,
m∑

i,j=1

‖ιij‖ · ‖πn+i,n+j‖
}
‖X ⊕ Y ‖n+m.

Отже, (7.1) виконується.
Припустимо, що iн’єкцiї (7.3) i проєкцiї (7.4) є всi обмеженi. Нехай n ∈ N,

X ∈ Wn×n i S, T ∈ Cn×n. Тодi

‖SXT‖n =
∥∥∥ n∑
i,j=1

ιij((SXT )ij)
∥∥∥
n

=
∥∥∥ n∑
i,j=1

ιij

( n∑
k,`=1

sikxk`t`j

)∥∥∥
n

≤
n∑

i,j,k,`=1

‖ιij‖ · |sik| · ‖xk`‖1 · |t`j| =
n∑

i,j,k,`=1

‖ιij‖ · |sik| · ‖πk`(X)‖1 · |t`j|
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≤
( n∑
i,j=1

‖ιij‖
)( n∑

k,`=1

‖πk`‖
)(

max
i,k=1,...,n

|sik|
)
‖X‖n

(
max

`,j=1,...,n
|t`j|
)

≤
( n∑
i,j=1

‖ιij‖
)( n∑

k,`=1

‖πk`‖
)
‖S‖‖X‖n‖T‖,

тобто (7.2) виконується. �

Пропозицiя 7.1 означає, що послiдовнiсть норм ‖ · ‖n на Wn×n є допустимою
системою матричних норм над W тодi i тiльки тодi, коли Wn×n є гомеоморфним
до прямого добутку n2 копiйW для кожного n. Зокрема, будь-якi двi допустимих
системи матричних норм над W призводять до еквiвалентних норм на Wn×n для
кожного n, i для будь-якої допустимої системи матричних норм над W простори
Wn×n є всi повнi.

Нехай V - векторний простiр, нехай Ω ⊆ Vnc - скiнченно вiдкрита н.к. множина,
i нехай W - банахiв простiр з допустимою системою матричних норм над W .
Н.к. функцiя f : Ω → Wnc називається локально обмеженою на зрiзах, якщо
для кожного n ∈ N функцiя f |Ωn є локально обмеженою на зрiзах, тобто для
кожного X ∈ Ωn i Z ∈ Vn×n iснує ε > 0 таке, що f(X + tZ) обмежене для
|t| < ε. Н.к. функцiя f : Ω→Wnc називається диференцiйованою за Гато, або G-
диференцiйованою, якщо для кожного n ∈ N функцiя f |Ωn є G-диференцiйованою,
тобто для кожного X ∈ Ωn i Z ∈ Vn×n G-похiдна f в X у напрямку Z,

δf(X)(Z) = lim
t→0

f(X + tZ)− f(X)

t
=

d

dt
f(X + tZ)

∣∣∣
t=0
,

iснує. У цьому разi f є аналiтичною на зрiзах, тобто для кожного X ∈ Ωn i
Z ∈ Vn×n, f(X + tZ) - аналiтична функцiя вiд t в околi 0. За теоремою Хартогса
[140, с. 28], f є аналiтичною на U ∩ Ωn як функцiя кiлькох комплексних змiнних
для кожного n i кожного скiнченновимiрного пiдпростору U у Vn×n. Ми також
зауважимо, що δf(X) : Vn×n →Wn×n - лiнiйний оператор [88, теорема 26.3.2].

Нехай X - векторний простiр, i нехай Y ∈ X . Множина Υ ⊆ X називається
повною круговою (або c-зiркою навколо Y у термiнологiї [88, означення 3.16.1]),
якщо для кожного X ∈ Υ ми маємо, що Y + t(X − Y ) ∈ Υ для кожного t ∈ C з
|t| ≤ 1.

Теорема 7.2. Нехай н.к. функцiя f : Ω → Wnc - локально обмежена на зрi-
зах. Тодi

(1) f G-диференцiйована.

(2) Для кожних n ∈ N, Y ∈ Ωn, Z ∈ Vn×n i кожного N ∈ N,

1

N !

dN

dtN
f(Y + tZ)

∣∣∣
t=0

= ∆N
Rf(Y, . . . , Y︸ ︷︷ ︸

N+1 разiв

)(Z, . . . , Z︸ ︷︷ ︸
N разiв

).
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(3) Для кожних n ∈ N i Y ∈ Ωn, нехай

Υ(Y ) = {X ∈ Ωn : Y + t(X − Y ) ∈ Ωn для всiх t ∈ C з |t| ≤ 1}.

Тодi Υ(Y ) є максимальною повною круговою множиною навколо Y , що
мiститься у Ωn i є скiнченно вiдкритою. Для кожного X ∈ Υ(Y ),

(7.7) f(X) =
∞∑
`=0

∆`
Rf(Y, . . . , Y︸ ︷︷ ︸

`+1 разiв

)(X − Y, . . . , X − Y︸ ︷︷ ︸
` разiв

),

де ряд збiгається абсолютно.

(4) Ряд у (7.7) збiгається рiвномiрно на компактних пiдмножинах U∩Υ(Y )
для кожного скiнченновимiрного пiдпростору U у Vn×n. Бiльше того, для
кожної такої компактної множини K iснує скiнченно вiдкрита повна
кругова множина ΥK навколо Y , K ⊆ ΥK ⊆ Υ(Y ), така, що

(7.8)
∞∑
`=0

sup
X∈ΥK

‖∆`
Rf(Y, . . . , Y︸ ︷︷ ︸

`+1 разiв

)(X − Y, . . . , X − Y︸ ︷︷ ︸
` разiв

)‖n <∞.

Доведення. (1),(2). Нехай n,N ∈ N, Y ∈ Ωn i Z ∈ Vn×n - зафiксованi. Оскiль-
ки н.к. множина Ω - скiнченно вiдкрита, Y ⊕ . . .⊕ Y︸ ︷︷ ︸

N+2 разiв

∈ Ωn(N+2) i iснує r > 0 таке,

що (N + 2)× (N + 2) матриця над Vn×n,
Y rZ 0 . . . 0

0 . . . . . . . . . ...
... . . . . . . . . . 0
... . . . . . . rZ
0 . . . . . . 0 Y

 ,
належить Ωn(N+2). Оскiльки множина Ωn(N+2) є скiнченно вiдкритою i f є локаль-
но обмеженою на зрiзах, iснує ε1 > 0 таке, що

Y rZ 0 . . . 0

0 . . . . . . . . . ...
... . . . . . . . . . 0
... . . . Y rZ
0 . . . . . . 0 Y + trZ

 ∈ Ωn(N+2),

i

f




Y rZ 0 . . . 0

0 . . . . . . . . . ...
... . . . . . . . . . 0
... . . . Y rZ
0 . . . . . . 0 Y + trZ
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є обмеженим для t ∈ C : |t| < ε1. Оскiльки банахiв простiрW є забезпеченим допу-
стимою системою матричних норм надW , за теоремою 3.11, ∆N+1

R f(Y, . . . , Y, Y +
trZ)(rZ, . . . , rZ) є обмеженим для t ∈ C : |t| < ε1. Далi, оскiльки множина Ωn є
скiнченно вiдкритою, iснує ε2 > 0 таке, що Y + trZ ∈ Ωn для всiх t ∈ C : |t| < ε2.
Вiдповiдно до ТТ формули (4.1), ми маємо, що для ε = min{ε1, ε2} i |t| < ε,

f(Y + trZ) =
N∑
`=0

∆`
Rf(Y, . . . , Y )(trZ, . . . , trZ)

+ ∆N+1
R f(Y, . . . , Y, Y + trZ)(trZ, . . . , trZ),

або для |t| < εr, що

(7.9) f(Y + tZ) =
N∑
`=0

t`∆`
Rf(Y, . . . , Y )(Z, . . . , Z)

+ tN+1∆N+1
R f(Y, . . . , Y, Y + tZ)(Z, . . . , Z).

Оскiльки ∆N+1
R f(Y, . . . , Y, Y + tZ)(Z, . . . , Z) є обмеженим для |t| < εr, f(Y + tZ)

є N разiв диференцiйованою як функцiя вiд t в t = 0, i рiвнiсть в частинi (2)
виконується. Звiсно, частина (1) є вiрною як спецiальний випадок (2), де N = 1.

(3). Факт, що Υ(Y ) є максимальною повною круговою множиною навколо Y ,
що мiститься у Ωn, випливає безпосередньо з означення Υ(Y ).

Факт, що множина Υ(Y ) є скiнченно вiдкритою, можна отримати наступним
чином. Нехай U - скiнченновимiрний пiдпростiр у Vn×n. Тодi

U ∩Υ(Y ) = {X ∈ U ∩ Ωn : Y + t(X − Y ) ∈ Ωn для всiх t ∈ C з |t| ≤ 1}.

Припустимо, що нам дана норма ‖ · ‖ на просторi span{Y } + U . (Оскiльки цей
простiр скiнченновимiрний, всi норми на ньому є еквiвалентними.) Нехай X ∈
U ∩Υ(Y ). Тодi для кожного t ∈ D iснує вiдкрита куля Bt з центром в Y +t(X−Y )
у просторi span{Y } + U , що мiститься у вiдкритiй множинi (span{Y } + U) ∩ Ωn.
Оскiльки множина S := {Y +t(X−Y ) : |t| ≤ 1} є компактною у span{Y }+U , iснує
скiнченна кiлькiсть куль Btk , k = 1, . . . ,m, що покриває S. Нехай Rk - радiуси
Btk . Оскiльки для кожного t ∈ D iснує k : 1 ≤ k ≤ m таке, що Y + t(X−Y ) ∈ Btk ,
ми маємо, що

φ(t) := max
1≤k≤m

{Rk − |t− tk|‖X − Y ‖} > 0.

Звiсно, функцiя φ є неперервною на D, отже

R := min
t∈D

φ(t) > 0.

Тодi для кожного t ∈ D iснує k0 : 1 ≤ k0 ≤ m таке, що

Rk0
− |t− tk0

|‖X − Y ‖ = φ(t).
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Отже, ми маємо

Y + t(X +Z − Y ) = Y + tk0
(X − Y ) + (t− tk0

)(X − Y ) + tZ ∈ (span{Y }+U)∩Ωn

для кожного Z ∈ span{Y }+ U з ‖Z‖ < R, оскiльки

‖(t− tk0
)(X − Y ) + tZ‖ ≤ |t− tk0

|‖X − Y ‖+ |t|‖Z‖ < Rk0

i Y + t(X + Z − Y ) ∈ Btk0
. Зокрема, Y + t(X + Z − Y ) ∈ (span{Y } + U) ∩ Ωn

є вiрним для кожних t ∈ D i Z ∈ U з ‖Z‖ < R. (Звiсно, iндукована норма на U
еквiвалентна будь-якiй iншiй нормi на U .) Отже, X + Z ∈ U ∩ Υ(Y ). Ми робимо
висновок, що множина U ∩ Υ(Y ) вiдкрита у U , i таким чином множина Υ(Y ) є
скiнченно вiдкритою.

З частин (1) i (2) випливає, що для кожногоX ∈ Υ(Y ) функцiя f(Y +t(X−Y ))
аналiтична за t на замкненому крузi {t ∈ C : |t| ≤ 1} (дивись зауваження про
аналiтичнiсть на зрiзах перед цiєю теоремою), i

f(Y + t(X − Y )) =
∞∑
`=0

t`∆`
Rf(Y, . . . , Y )(X − Y, . . . , X − Y ), |t| ≤ 1,

де ряд збiгається абсолютно. Зокрема, це є вiрним для t = 1, що дає останнє
твердження у частинi (3).

(4). Нехай U - скiнченновимiрний пiдпростiр у Vn×n. Тодi, звiсно, (span{Y }+
U)∩Υ(Y ) є повною круговою множиною навколо Y , яка є вiдкритою у span{Y }+
U . За частиною (1), f є G-диференцiйованою у Ω, i зокрема у (span{Y }+U)∩Υ(Y ).
За зауваженням перед цiєю теоремою, f є аналiтичною у (span{Y } + U) ∩ Υ(Y )
як функцiя кiлькох комплексних змiнних. Точнiше, якщо ми оберемо деякий ба-
зис {Ej}j=1,...,d у span{Y } + U i напишемо X − Y =

∑d
j=1 zjEj, то g(z) := f(X)

є аналiтичною функцiєю кiлькох комплексних змiнних, z = (z1, . . . , zd), у повнiй
круговiй областi з центром z = 0. Оскiльки ∆`

Rf(Y, . . . , Y ) є `-лiнiйною формою,
ряд у (7.7) за z-координатами спiвпадає з рядом однорiдних многочленiв у тейло-
ровському розвиненнi g(z). За [140, теорема I.3.3], цей ряд збiгається рiвномiрно
на будь-якiй компактнiй пiдмножинi KY у (span{Y } + U) ∩ Υ(Y ). Зокрема, вiн
збiгається рiвномiрно на компактнiй множинi K := KY ∩U (хiба що остання мно-
жина є порожньою). З другого боку, якщо дана будь-яка компактна множина K
у U ∩Υ(Y ), iснує δ > 0 таке, що множина

KY := {X + sY : X ∈ K, s ∈ C, |s| ≤ δ}

мiститься у (span{Y } + U) ∩ Υ(Y ). Звiсно, KY є компактною множиною i K =
KY ∩U . Отже, ми можемо зробити висновок, що ряд у (7.7) збiгається рiвномiрно
на компактних пiдмножинах U ∩Υ(Y ).

Друге твердження у частинi (4) випливає з [88, теорема 26.3.8]. �
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Зауваження 7.3. Факт, що G-диференцiал δf(X) : Vn×n → Wn×n - лiнiй-
ний оператор, випливає також з теореми 7.2(2) для N = 1, оскiльки δf(X) =
∆Rf(X,X). Загальнiше, ми визначаємо N -й G-диференцiал δNf(X) : Vn×n →
Wn×n як

δNf(X)(Z) =
dN

dtN
f(X + tZ)

∣∣∣
t=0
.

Вiдомо [88, теорема 26.3.5], що δNf(X)(Z) - однорiдний многочлен степеня N вiд
Z, тобто δNf(X)(αZ + βW ) - однорiдний мноочлен степеня N вiд двох компле-
ксних змiнних α i β для будь-яких Z iW . Ми спостерiгаємо, що це також випливає
з теореми 7.2(2), оскiльки

(7.10)
1

N !
δNf(X) = ∆N

Rf(X, . . . , X︸ ︷︷ ︸
N+1 разiв

).

Нехай V - банахiв простiр, забезпечений допустимою системою матричних
норм над V . Ми будемо казати, що множина Ω ⊆ Vnc - вiдкрита, якщо для кожних
n ∈ N i Y ∈ Ωn iснує δn > 0 таке, що вiдкрита куля

B(Y, δn) := {X ∈ Vn×n : ‖X − Y ‖n < δn}

мiститься у Ωn. Звiсно, вiдкрита множина є скiнченно вiдкритою.
Нехай V i W - банаховi простори, забезпеченi допустимими системами матри-

чних норм над V i над W , i нехай Ω ⊆ Vnc - вiдкрита н.к. множина. Н.к. функцiя
f : Ω → Wnc називається локально обмеженою, якщо для кожного n ∈ N фун-
кцiя f |Ωn є локально обмеженою, тобто для кожного Y ∈ Ωn iснує δn > 0 таке,
що f - обмежена на B(Y, δn). Звiсно, локально обмежена н.к. функцiя є локально
обмеженою на зрiзах.

Нехай Ω ⊆ Vnc - вiдкрита н.к. множина. Н.к. функцiя f : Ω→Wnc називається
диференцiйованою за Фреше, або F-диференцiйованою, якщо для кожного n ∈ N
функцiя f |Ωn - F-диференцiйована, тобто f |Ωn - G-диференцiйована i для будь-
якого X ∈ Ωn лiнiйний оператор δf(X) : Vn×n → Wn×n є обмеженим. Як було
показано Цорном у [158], у цьому випадку

lim
‖Z‖n→0

‖f(X + Z)− f(X)− δf(X)(Z)‖n
‖Z‖n

= 0

для всiх X ∈ Ωn. Н.к. функцiя f : Ω → Wnc називається аналiтичною, якщо
для кожного n ∈ N функцiя f |Ωn є аналiтичною, тобто f |Ωn - локально обмеже-
на i G-диференцiйована. За [88, теорема 3.17.1], у цьому випадку f |Ωn є також
неперервною i F-диференцiйованою. Отримаємо тодi, що аналiтична н.к. фун-
кцiя f : Ω → Wnc є неперервною (тобто всi її обмеження f |Ωn - неперервнi) i
F-диференцiйованою.

Теорема 7.4. Нехай н.к. функцiя f : Ω → Wnc - локально обмежена. Тодi,
на додачу до висновкiв з теореми 7.2, f є аналiтичною. Нехай n ∈ N, Y ∈ Ωn,
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i нехай Υ - вiдкрита повна кругова множина навколо Y така, що Υ ⊆ Ωn i f
- обмежена на Υ. Для кожного ε > 0, ТТ ряд у (7.7) збiгається рiвномiрно на
множинi

Υε := {X ∈ Υ: Y + (1 + ε)(X − Y ) ∈ Υ}.
Бiльше того,

(7.11)
∞∑
`=0

sup
X∈Υε

‖∆`
Rf(Y, . . . , Y︸ ︷︷ ︸

`+1 разiв

)(X − Y, . . . , X − Y︸ ︷︷ ︸
` разiв

)‖n <∞.

Доведення. Оскiльки f - локально обмежена, f є також локально обмеженою
на зрiзах. За теоремою 7.2, f є G-диференцiйованою. Отже, f є аналiтичною.

Припустимо, що ‖f(X)‖n ≤M для деякогоM > 0 i всiх X ∈ Υ. Тодi для будь-
якого Z ∈ Vn×n з Y + Z ∈ Υ функцiя f(Y + tZ) аналiтична за t на замкненому
крузi {t ∈ C : |t| ≤ 1}, i нерiвностi Кошi

1

N !

∥∥∥∥ dNdtN f(Y + tZ)
∣∣∣
t=0

∥∥∥∥
n

≤M

виконуються для кожного N ∈ N. За теоремою 7.2(2) i однорiднiстю степеня N у
Z для ∆N

Rf(Y, . . . , Y )(Z, . . . , Z), ми отримаємо наступну оцiнку для всiх X ∈ Υε:

‖∆N
Rf(Y, . . . , Y )(X − Y, . . . , X − Y )‖n ≤

M

(1 + ε)N
.

Це тягне за собою збiжнiсть ряду у (7.11), i таким чином рiвномiрну збiжнiсть
ТТ ряду у (7.7). �

Вiдмiтимо важливий спецiальний випадок теореми 7.4.

Наслiдок 7.5. Нехай н.к. функцiя f : Ω → Wnc - локально обмежена. Для
кожного n ∈ N i Y ∈ Ωn, нехай δn = sup{r > 0: f обмежена на B(Y, r)}. Тодi
ТТ ряд у (7.7) збiгається абсолютно i рiвномiрно на кожнiй вiдкритiй кулi
B(Y, r) ( B(Y, δn). Бiльше того,

(7.12)
∞∑
`=0

sup
X∈B(Y,r)

‖∆`
Rf(Y, . . . , Y︸ ︷︷ ︸

`+1 разiв

)(X − Y, . . . , X − Y︸ ︷︷ ︸
` разiв

)‖n <∞.

Наслiдок 7.6. Нехай Ω ⊆ Vnc - вiдкрита н.к. множина. Тодi н.к. функцiя
f: Ω → Wnc є локально обмеженою тодi i тiльки тодi, коли f є неперервною,
тодi i тiльки тодi, коли f є F-диференцiйованою, тодi i тiльки тодi, коли f є
аналiтичною.

Зауваження 7.7. Факт, що δf(X) : Vn×n →Wn×n - обмежений лiнiйний опе-
ратор для будь-якого X ∈ Ωn (i, значить, f є F-диференцiйованою), випливає
також з рiвностi δf(X) = ∆Rf(X,X). Справдi, ∆Rf(X,X)(Z) - це (1, 2) блочний
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елемент матрицi f
([
X Z
0 X

])
. Оскiльки f є локально обмеженою, iснує δ > 0 та-

ке, що f
([
X Z
0 X

])
обмежене, коли ‖Z‖n < δ. Але тодi такою ж є ∆Rf(X,X)(Z),

оскiльки система матричних норм над W є допустимою. Загальнiше, є вiдомим
[88, теореми 26.3.5 i 26.3.6], що N -й G-диференцiал δNf(X) : Vn×n → Wn×n є
обмеженим однорiдним многочленом степеня N , тобто

‖δNf(X)(Z)‖n ≤ C‖Z‖Nn

для деякого C > 0. Це також випливає з (7.10), оскiльки ∆N
Rf(X, . . . , X)(Z, . . . , Z)

є (1, N + 1) блочним елементом (N + 1)× (N + 1) матрицi

f




X Z 0 . . . 0

0 . . . . . . . . . ...
... . . . . . . . . . 0
... . . . . . . Z
0 . . . . . . 0 X



 ,

дивись теорему 3.11. З доведення теореми 7.4 випливає, що, бiльше того, iснують
додатнi константи K i ρ такi, що

(7.13) ‖∆N
Rf(X, . . . , X)(Z, . . . , Z)‖n ≤ KρN‖Z‖Nn .

Результати про збiжнiсть, теореми 7.2 i 7.4, дозволяють нам написати нескiн-
ченнi н.к. степеневi розвинення з центром у матрицi Y ∈ Ωs у матричних розмiрах
кратних s, як у теоремi 4.2.

Теорема 7.8. Припустимо, що V - векторний простiр над C, Ω ⊆ Vnc -
скiнченно-вiдкрита н.к. множина, i W - банахiв простiр з допустимою систе-
мою матричних норм над W. Нехай f : Ω→Wnc - н.к. функцiя, яка є локально
обмеженою на зрiзах, i нехай Y ∈ Ωs. Тодi для довiльного m ∈ N,

(7.14) f(X) =
∞∑
`=0

(
X −

m⊕
α=1

Y
)�s`

∆`
Rf(Y, . . . , Y︸ ︷︷ ︸

`+1 разiв

),

де ряд збiгається абсолютно i рiвномiрно на компактних пiдмножинах U ∩
Υ(
⊕m

α=1 Y ) для будь-якого скiнченновимiрного пiдпростору U у Vsm×sm. Тут
Υ(
⊕m

α=1 Y ) є максимальною повною круговою множиною навколо
⊕m

α=1 Y , яка
мiститься у Ωsm, як у теоремi 4.2(3). (Зауважимо, що

∐∞
m=1 Υ

(⊕m
α=1 Y

)
є

н.к. множиною.)
Якщо, бiльше того, V - банахiв простiр з допустимою системою матричних

норм над V, Ω - вiдкрита н.к. множина i f - локально обмежена, то ТТ ряд
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у (7.14) збiгається рiвномiрно на Υε для кожного ε > 0 i кожного Υ - вiдкри-
тої повної кругової множини навколо

⊕m
α=1 Y , що мiститься у Ωsm i такої,

що f обмежена на Υ, де Υε визначене як у теоремi 7.4. Як спецiальний ви-
падок, ТТ ряд збiгається рiвномiрно на кожнiй вiдкритiй кулi B(

⊕m
α=1 Y, r) (

B(
⊕m

α=1 Y, δsm), де B(
⊕m

α=1 Y, δsm) визначене як у наслiдку 7.5.
Зокрема, якщо µ ∈ Ω1, то (7.14) стає

(7.15) f(X) =
∞∑
`=0

(X − Imµ)�` ∆`
Rf(µ, . . . , µ︸ ︷︷ ︸

`+1 разiв

).

Ми маємо наступну теорему єдиностi для збiжних степеневих розвинень н.к.
функцiї.

Теорема 7.9. Припустимо, що V - векторний простiр над C, Ω ⊆ Vnc -
скiнченно-вiдкрита множина i W - банахiв простiр з допустимою системою
матричних норм над W. Нехай f : Ω→Wnc - G-диференцiйована н.к. функцiя i
Y ∈ Ωs. Припустимо, що

f(X) =
∞∑
`=0

(
X −

m⊕
α=1

Y
)�s`

f`,

для X ∈ Γsm, m = 1, 2, . . ., де Γ - скiнченно-вiдкрита пiдмножина у Ω, що
мiстить

⊕m
α=1 Y для кожного m = 1, 2, . . ., i f` : (Vs×s)` → Ws×s - `-лiнiйнi

вiдображення, ` = 0, 1, . . .. Тодi

f` = ∆`
Rf(Y, . . . , Y︸ ︷︷ ︸

`+1 разiв

).

Доведення. Оскiльки Γ - скiнченно-вiдкрита, для кожних Z1, . . . , Z` ∈ Vs×s
iснує дiйсне r > 0 таке, що

X =


Y rZ1 0 . . . 0

0 . . . . . . . . . ...
... . . . . . . . . . 0
... . . . . . . rZ`

0 . . . . . . 0 Y

 ∈ Γ`+1.

Як у доведеннi теореми 5.9, ми бачимо, що f`(rZ1, . . . , rZ`), i значить,

f`(Z
1, . . . , Z`) = r−`f`(rZ

1, . . . , rZ`),

однозначно визначене значенням f(X). З другого боку, якщо r > 0 достатньо
мале, ми маємо X ∈ Υ(

⊕`+1
α=1 Y ) i ряд (7.14) збiгається – дивись теорему 7.2 i

теорему 7.8. Тодi ми маємо за (3.29), що

f`(Z
1, . . . , Z`) = ∆`

Rf(Y, . . . , Y )(Z1, . . . , Z`).

�
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У випадку, коли простiр V скiнченновимiрний, так що ми можемо припустити
без втрати загальностi, що V = Cd (забезпечене допустимою системою матричних
норм), ми можемо розкласти кожний член збiжного ТТ ряду, використовуючи
частковi рiзницево-диференцiальнi оператори вищого порядку, як у наслiдку 4.4 i
теоремi 4.6. Ми зауважимо, що у цьому випадку скiнченно-вiдкрита н.к. множина
- це те ж саме, що й вiдкрита н.к. множина, i G-диференцiйована н.к. функцiя -
те ж саме, що й F-диференцiйована н.к. функцiя.

Теорема 7.10. Припустимо, що Ω ⊆ (Cd)nc - вiдкрита н.к. множина i W -
банахiв простiр з допустимою системою матричних норм надW. Нехай f : Ω→
Wnc - н.к. функцiя, яка є локально обмеженою на зрiзах. Тодi f - аналiтична i
для будь-яких s ∈ N, Y ∈ Ωs i довiльного m ∈ N,

(7.16) f(X) =
∞∑
`=0

(
X −

m⊕
α=1

Y
)�s`

∆`
Rf(Y, . . . , Y︸ ︷︷ ︸

`+1 разiв

)

=
∞∑
`=0

∑
|w|=`

(
m⊕
α=1

Aw,(0) ⊗ · · · ⊗
m⊕
α=1

Aw,(`)

)
?

(
X −

m⊕
α=1

Y

)[w]
 ,

де ряд збiгається абсолютно i рiвномiрно на компактних пiдмножинах множи-
ни Υ (

⊕m
α=1 Y ). Тут Υ (

⊕m
α=1 Y ) - максимальна повна кругова множина навколо⊕m

α=1 Y , що мiститься у Ωsm, як у теоремi 4.2(3),

Aw,(0) ⊗ · · · ⊗ Aw,(`) = ∆w>

R f(Y, . . . , Y︸ ︷︷ ︸
`+1 разiв

),

з iнтерпретацiєю тензорних добуткiв для значень ∆w>

R f (зауваження 3.5), по-
значенням Свiдлера без додавання (4.19) i псевдостепеневим позначенням (4.21).

Зокрема, якщо µ ∈ Ω1 i Y = µ, то (7.16) стає

(7.17) f(X) =
∞∑
`=0

( ∑
|w|=`

(X − Imµ)w ∆w>

R f(µ, . . . , µ︸ ︷︷ ︸
`+1 разiв

)
)
.

Зауваження 7.11. Результати цього пiдроздiлу є мiшаної природи: некомута-
тивної i комплексно-аналiтичної. Отже, вони допускають тiльки частковi аналоги
у дiйсному випадку. Нехай V - векторний простiр над R, нехай Ω ⊆ Vnc - скiн-
ченно вiдкрита н.к. множина, i нехай W - банахiв простiр над R з допустимою
системою матричних норм над W . (Всi позначення вище вводяться точно так, як
i у комплексному випадку.) Якщо н.к. функцiя f : Ω→Wnc - локально обмежена
на зрiзах, то подiбно до теореми 7.2(1), f є G-диференцiйованою. Бiльше того,
подiбно до теореми 7.2(2), f(Y + tZ) є нескiнченно багато разiв диференцiйована
у 0 як функцiя вiд t ∈ R для кожних n ∈ N, Y ∈ Ωn i Z ∈ Vn×n, i

1

N !

dN

dtN
f(Y + tZ)

∣∣∣
t=0

= ∆N
Rf(Y, . . . , Y )(Z, . . . , Z), N = 1, 2, . . .
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виконується.
Це не означає, що f(Y + tZ) є аналiтичною у 0 як функцiя вiд t ∈ R, тобто ми

не можемо гарантувати збiжнiсть ТТ ряду для f , як у (7.7). Це також не означає,
що f є нескiнченно багато разiв диференцiйованою на U ∩Ωn як функцiя кiлькох
дiйсних змiнних, для скiнченновимiрного пiдпростору U i Vn×n.

Якщо, на додачу, f є локально обмеженою у Ω на афiнних скiнченновимiрних
пiдпросторах, тобто якщо для кожних n,M ∈ N, Y ∈ Ωn i Z1, . . . , ZM ∈ Vn×n
iснує ε > 0 таке, що f(Y + t1Z1 + · · · + tMZM) є обмеженим на множинi {t ∈
R : max1≤j≤M |tj| < ε}, то f(Y + t1Z1 + · · · + tMZM) є нескiнченно багато разiв
диференцiйованою у 0 як функцiя вiд t1, . . . , tM ∈ R, i тотожнiсть

(7.18)
1

k!

∂|k|

∂tk1
1 · · · ∂t

kM
M

f(Y + t1Z1 + · · ·+ tMZM)
∣∣∣
t1=···=tM=0

=
∑
π

∆
|k|
R f(Y, . . . , Y )(Zπ(1), . . . , Zπ(N))

має мiсце. Тут k = (k1, . . . , kM) - довiльний набiр M невiд’ємних цiлих,

|k| := k1 + · · ·+ kM , k! := k1! · · · kM !

i π пробiгає множину всiх перестановок з пiвторами множини {1, . . . ,M}, де еле-
мент j з’являється точно kj разiв. Тотожнiсть (7.18) є, звiсно, також вiрною у
комплексному випадку, i в обох випадках, дiйсному i комплексному, її доведення
є очевидною модифiкацiєю доведення частини (2) теореми 7.2.

Якщо f є дiйсно аналiтичною на зрiзах, тобто якщо f(Y + tZ) є аналiти-
чною у 0 як функцiя вiд t ∈ R для кожних n ∈ N, Y ∈ Ωn i Z ∈ Vn×n, то
ТТ ряд для f , як у (7.7) або як у (7.14) (зокрема, (7.15)), збiгається абсолю-
тно у деякому околi точки 0 в кожному зрiзi. У випадку, коли V = Rd, якщо
f є дiйсно аналiтичною, тобто f |Ωn є дiйсно аналiтичною для кожного n ∈ N,
можливо написати ТТ розвинення f навколо Y ∈ Ωn, як у (7.16) (зокрема,
(7.17)), з рядом, що збiгається абсолютно i рiвномiрно на компактних пiдмно-
жинах Υ(Y ) = {X ∈ Ωn : Y + t(X − Y ) ∈ Ωn для всiх t ∈ [−1, 1]}.

7.2. Рiвномiрно-вiдкрита топологiя над операторним простором

Нагадаємо, що бiнахiв простiр W над C, забезпечений допустимою системою
матричних норм таких, що (7.1) i (7.2) виконанi з C1 = C ′1 = C2 = 1 для всiх n
i m, є операторним простором; дивись [55, 118, 117]. Нехай W - операторний
простiр. Для Y ∈ Ws×s i r > 0, визначимо н.к. кулю з центром у Y радiусу r як

Bnc(Y, r) =
∞∐
m=1

B
( m⊕
α=1

Y, r
)

=
∞∐
m=1

{
X ∈ Wsm×sm :

∥∥∥X − m⊕
α=1

Y
∥∥∥
sm
< r
}
.

Пропозицiя 7.12. Нехай Y ∈ Ws×s i r > 0. Для будь-якого X ∈ Bnc(Y, r)
iснує ρ > 0 таке, що Bnc(X, ρ) ⊆ Bnc(Y, r). Отже, н.к. кулi становлять ба-
зис для топологiї на Wnc. Ця топологiя буде називатися рiвномiрно-вiдкритою
топологiєю.
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Доведення. Нехай X ∈ Bnc(Y, r)sm = B(
⊕m

α=1 Y, r), тобто

δ := ‖X −
m⊕
α=1

Y ‖sm < r.

Покладемо ρ := r − δ. Нехай Z ∈ Bnc(X, ρ)smn = B(
⊕n

β=1X, ρ). Тодi за (7.1) з
C ′1 = 1, ми маємо

∥∥∥Z − mn⊕
α=1

Y
∥∥∥
smn
≤
∥∥∥Z − n⊕

β=1

X
∥∥∥
smn

+
∥∥∥ n⊕
β=1

X −
mn⊕
α=1

Y
∥∥∥
smn

=
∥∥∥Z − n⊕

β=1

X
∥∥
smn

+
∥∥∥ n⊕
β=1

(
X −

m⊕
α=1

Y
)∥∥∥

smn

≤
∥∥∥Z − n⊕

β=1

X
∥∥∥
smn

+
∥∥∥X − m⊕

α=1

Y
∥∥∥
sm
< ρ+ δ = r,

тобто Z ∈ Bnc(Y, r)smn, що доводить перше твердження.
Нехай Y 1 ∈ Ws1×s1, Y 2 ∈ Ws2×s2 i r1, r2 > 0 такi, що Bnc(Y

1, r1)∩Bnc(Y
2, r2) 6=

∅. Нехайm - найменше спiльне кратне s1 i s2, для якогоBnc(Y
1, r1)m∩Bnc(Y

2, r2)m 6=
∅. Якщо X ∈ Bnc(Y

1, r1)m ∩Bnc(Y
2, r2)m, то покладаючи

ρ := min
{
r1 −

∥∥∥X − m/s1⊕
α=1

Y 1
∥∥∥
m
, r2 −

∥∥∥X − m/s2⊕
α=1

Y 2
∥∥∥
m

}
i використовуючи такий же аргумент, як у минулому абзацi, ми отримаємо, що

Bnc(X, ρ) ⊆ Bnc(Y
1, r1) ∩Bnc(Y

2, r2).

Таким чином, н.к. кулi становлять базис топологiї на Wnc. �

Зауваження 7.13. Зауважимо, що множення на скаляр як вiдображення C×
Wnc →Wnc є неперервним у рiвномiрно-вiдкритiй топологiї.

Вiдкритi множини в рiвномiрно-вiдкритiй топологiї наWnc будуть називатись
рiвномiрно-вiдкритими. Рiвномiрно-вiдкрита топологiя не є хаусдорфовою: точки⊕m

α=1 Y i
⊕m′

β=1 Y ,m 6= m′, не можуть бути роздiленi н.к. кулями. Проте, наступна
властивiсть типа Хаусдорфа має мiсце: якщо X ∈ Wn×n i X ′ ∈ Wn′×n′ такi, що
не iснує Y ∈ Wnc, для якого X =

⊕m
α=1 Y i X ′ =

⊕m′

β=1 Y для деяких m i m′, то
iснують додатнi δ i δ′ такi, що Bnc(X, δ)∩Bnc(X

′, δ′) = ∅. Можна обрати δ i δ′ такi,
що δ + δ′ <

∥∥∥⊕M
α=1X −

⊕M ′

β=1X
′
∥∥∥
Mn
, де Mn = M ′n′ - найменше спiльне кратне

n i n′. Ми тiльки маємо показати, що норма вище ненульова у цьому випадку.
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Пропозицiя 7.14. Для X ∈ Wn×n i X ′ ∈ Wn′×n′, ми маємо

∥∥∥ M⊕
α=1

X −
M ′⊕
β=1

X ′
∥∥∥
Mn

= 0

тодi i тiльки тодi, коли iснує Y ∈ Wnc для якого X =
⊕m

α=1 Y i X ′ =
⊕m′

β=1 Y .

Доведення. Частина “тодi"очевидна. Припустимо, що

(X :=)
M⊕
α=1

X =
M ′⊕
β=1

X ′.

Для мети цього доведення, будемо використовувати домовлення, що рядки i стов-
пцi N ×N матрицi Z над W занумерованi з 0 до N − 1. Визначимо дiагональний
зсув S, який дiє на таких матрицях наступним чином:

(SZ)ij = Z(i−1) mod N,(j−1) mod N , i, j = 0, . . . , N − 1.

Ясно, що зворотний зсув дається як

(S−1Z)ij = Z(i+1) mod N,(j+1) mod N , i, j = 0, . . . , N − 1.

Звiсно, ми маємо S±nX = X i S±n′X = X, де N = Mn. Нехай d = gcd(n, n′).
Оскiльки iснують k, k′ ∈ Z такц, що d = kn + k′n′ (дивись, наприклад, [148,
задача 1.1]), ми отримаємо, що SdX = X. Отже, всi d×d блоки на головнiй блочнiй
дiагоналi матрицiX є рiвними, скажiмо Y . Оскiльки всi iншi d×d-блочнi дiагоналi,
що паралельнi головнiй дiагоналi X, мають принаймнi один нульовий блок, вони
повиннi мати всi нульовi блоки. Ми робимо висновок, що X =

⊕Mn/d
γ=1 Y , отже,

X =
⊕m

α=1 Y i X ′ =
⊕m′

β=1 Y , with m = n/d i m′ = n′/d. Теорема доведена. �

Альтернативно, замикання X ∈ Wn×n, clos{X}, складається з усiх X ′ =⊕m′

β=1 Y , m′ = 1, 2, . . ., де Y ∈ Ws×s таке, що n = sm i X =
⊕m

α=1 Y , з Y не
зображуваним як пряма сума матриць надW – таке Y єдине за пропозицiєю 7.14;
фактор-топологiя на Ŵnc :=Wnc/∼ де X ∼ X ′, якщо X =

⊕m
α=1 Y i X ′ =

⊕m′

β=1 Y
для деякого Y ∈ Wnc, є хаусдорфовою.

НехайM - модуль. Для множини Ω ⊆Mnc, радикал Ω - це множина

rad Ω :=
{
Y ∈Mnc :

m⊕
α=1

Y ∈ Ω для деякого m ∈ N
}
.

Ми будемо казати, що Ω ⊆Mnc є радикальною множиною, якщо rad Ω = Ω.
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Пропозицiя 7.15. Для множини Ω ⊆Mnc ми маємо

(7.19) r̃ad Ω ⊆ rad Ω̃,

де Ω̃ i r̃ad Ω визначенi як у (10.1). Зокрема, якщо множина Ω iнварiантна щодо
подiбностей, то такою ж є rad Ω. Якщо Ω є н.к. множиною, то такою ж є
rad Ω. Якщо Ω є допустимою справа, то такою ж є rad Ω.

Доведення. Якщо Y ∈ r̃ad Ω, то SY S−1 ∈ rad Ω для кожної оборотної ма-
трицi над R того ж розмiру, що i Y , тобто

m⊕
α=1

SY S−1 =
( m⊕
α=1

S
)( m⊕

α=1

Y
)( m⊕

α=1

S
)−1

∈ Ω

для деякого m ∈ N. Отже,
⊕m

α=1 Y ∈ Ω̃ i, значить, Y ∈ rad Ω̃. Включення (7.19)
з цього випливає.

Зокрема, якщо Ω̃ = Ω, ми отримаємо r̃ad Ω ⊆ rad Ω. Разом з очевидним вклю-
ченням r̃ad Ω ⊇ rad Ω, це тягне за собою рiвнiсть r̃ad Ω = rad Ω, тобто rad Ω є
iнварiантним щодо подiбностей.

Нехай Y, Y ′ ∈ rad Ω. Тодi
⊕m

α=1 Y ∈ Ω i
⊕m′

α=1 Y
′ ∈ Ω для деяких m i m′.

Якщо Ω - н.к. множина, то
⊕lcm(m,m′)

α=1 Y ⊕
⊕lcm(mm′)

β=1 Y ′ ∈ Ω. Оскiльки множина Ω -
iнварiантна щодо подiбностей, перестановка блокiв дає, що

⊕lcm(m,m′)
α=1 (Y ⊕Y ′) ∈ Ω,

отже Y ⊕ Y ′ ∈ rad Ω. Ми робимо висновок, що rad Ω є н.к. множиною у цьому
випадку.

Припустимо, що Ω - допустима справа, iнварiантна щодо подiбностей н.к. мно-
жина. Нехай Y ∈ (rad Ω)n, Y ′ ∈ (rad Ω)n′, Z ∈ Rn×n′. Тодi

⊕m
α=1 Y ∈ Ωnm i⊕m′

α=1 Y
′ ∈ Ωn′m′ для деяких m i m′. Бiльше того,

⊕lcm(m,m′)
α=1 Y ∈ Ωlcm(m,m′)n i⊕lcm(m,′m′)′

α=1 Y ′ ∈ Ωlcm(m,m′)n′. За пропозицiєю 10.2,
lcm(m,m′)⊕

α=1
Y

lcm(m,m′)⊕
α=1

Z

0
lcm(m,m′)⊕

α=1
Y ′

 ∈ Ω(n+n′)lcm(m,m′).

Оскiльки Ω iнварiантна щодо подiбностей, перестановка блокiв дає, що

lcm(m,m′)⊕
α=1

[
Y Z
0 Y ′

]
∈ Ω(n+n′)lcm(m,m′).

Отже,
[
Y Z
0 Y ′

]
∈ rad Ω. Це тягне за собою, що н.к. множина rad Ω є допустимою

справа. �
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Ми зауважимо, що включення (7.19) може бути строгим, навiть у випадку н.к.
множин. Наступний приклад також показує, що Ω̃ не обов’язково є радикальним,
навiть якщо Ω є таким.

Приклад 7.16. Нехай Ω ⊆ Cnc - н.к. множина, що складається з матриць⊕m
α=1 Y , m = 1, 2, . . ., з Y = diag[0, 1, 1, 0] ∈ C4×4. Ясно, що множина Ω - ра-

дикальна. Її подiбностно iнварiантний конверт, Ω̃, складається з дiагоналiзов-
них квадратних матриць над C з власними значеннями 0 i 1 однакової парної
кратностi. Зокрема, Ω̃ мiстить матрицю diag[0, 1, 0, 1] ∈ C4×4, так що матриця
diag[0, 1] ∈ C2×2 належить до rad Ω̃. Таким чином, r̃ad Ω = Ω̃ є власна пiдмножи-
на у rad Ω̃.

Ми також зауважимо, що rad Ω не обов’язково є н.к. множиною, навiть якщо
Ω є такою.

Приклад 7.17. Нехай Ω ⊆ Cnc - н.к. множина, що складається з матриць
02×2, I2 ∈ Ω2 i всiх їх прямих сум , в будь-якому можливому порядку. Тодi 1 × 1
матрицi 0 i 1 належать до rad Ω, проте їх пряма сума, 0⊕1 = diag[0, 1] не належить
до rad Ω.

Нехай W - операторний простiр. Ми зараз визначимо iншу топологiю на Wnc

за допомогою псевдометрики τ : Wnc ×Wnc → R+:

(7.20) τ(X,X ′) :=
∥∥∥ lcm(n,n′)/n⊕

α=1

X −
lcm(n,n′)/n′⊕

β=1

X ′
∥∥∥

lcm(n,n′)

для кожних n, n′ ∈ N,X ∈ Wn×n iX ′ ∈ Wn′×n′. Ми будему називати цю топологiю
τ -топологiєю, i вiдповiднi вiдкритi множини τ -вiдкритими. τ -кулi з центром у
Y ∈ Wnc i радiусом δ > 0,

Bτ(Y, δ) := {X ∈ Wnc : τ(X, Y ) < δ},

складають базу для τ -топологiї. Зауважимо, що τ -кулi, а значить, τ -вiдкритi мно-
жини, є радикальними.

Пропозицiя 7.18. Нехай W - операторний простiр.

(1) Для кожних s ∈ N, Y ∈ Ws×s i δ > 0 ми маємо

(7.21) Bnc(Y, δ) = Bτ(Y, δ) ∩
∞∐
m=1

Wsm×sm.

(2) Якщо Ω ⊆ Wnc - рiвномiрно-вiдкрита множина, то rad Ω є найменшою
τ -вiдкритою множиною, що мiстить Ω.
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(3) Ω ⊆ Wnc є τ -вiдкритою множиною тодi i тiльки тодi, коли Ω є рiвномiрно-
вiдкритою i радикальною.

Доведення. (1) випливає з означення τ -куль.
(2) З (7.21) випливає, що rad Bnc(Y, δ) = Bτ(Y, δ). Тодi

rad Ω = rad
⋃
Y ∈Ω

Bnc(Y, δY ) =
⋃
Y ∈Ω

rad Bnc(Y, δY ) =
⋃
Y ∈Ω

Bτ(Y, δY ),

де δY - будь-яке додатне дiйсне число, для якого Bnc(Y, δY ) ⊆ Ω. Отже, rad Ω є
τ -вiдкритим. Оскiльки будь-яка τ -вiдкрита множина є радикальною, якщо така
множина мiстить Ω, то вона повинна мiстити також rad Ω. Ми робимо висновок,
що rad Ω - найменша τ -вiдкрита множина, що мiстить Ω.

(3) Частина (2) тягне за собою, що якщо множина Ω - рiвномiрно-вiдкрита i
радикальна, тобто rad Ω = Ω, то Ω є τ -вiдкритою. Зворотне є очевидним. �

З частини (1) пропозицiї 7.18 випливає, що τ -топологiя наWnc є слабкiшою за
рiвномiрно-вiдкриту топологiю. Проте, двi точки уWnc не можуть бути вiдокрем-
ленi двома н.к. кулями тодi i тiльки тодi, коли вони не можуть бути вiдокремлени-
ми двома τ -кулями. Справдi, пропозицiя 7.14 каже, що X ∼ X ′ тодi i тiльки тодi,
коли τ(X,X ′) = 0. Отже, фактор-простори Wnc вiдносно еквiвалентностi ∼ i τ -
еквiвалентностi спiвпадають як множини. Оскiльки прообраз будь-якої множини
у фактор-просторi Ŵnc вiдносно фактор-вiдображення є радикальним, вiдповiднi
фактор-топологiї на Ŵnc спiвпадають. Фактично, Ŵnc є метричним простором вiд-
носно фактор-метрики τ̂ , що визначається як τ̂(X̂, X̂ ′) := τ(X,X ′) для будь-яких
представникiв X i X ′ класiв X̂ i X̂ ′, вiдповiдно (означення є коректним завдя-
ки властивостям системи норм ‖ · ‖n на матрицях над операторним простором).
Фактор-топологiя на Ŵnc - це метрична топологiя вiдносно метрики τ̂ .

7.3. Рiвномiрно аналiтичнi н.к. функцiї

Нехай V i W - банаховi простори, забезпеченi допустимими системами матри-
чних норм. Лiнiйне вiдображення φ : V → W називається цiлком обмеженим,
якщо

‖φ‖cb := sup
n∈N
‖ idCn×n ⊗φ‖Vn×n→Wn×n <∞,

цiлком стискаючим, якщо ‖φ‖cb ≤ 1, i цiлком iзометричним, якщо idCn×n ⊗φ є
iзометрiєю для кожного n ∈ N.

Пропозицiя 7.19. Якщо W - банахiв простiр, забезпечений допустимою си-
стемою матричних норм ‖ · ‖n таких, що (7.1) i (7.2) виконуються з C1, C ′1 i
C2 не залежними вiд n i m, то iн’єкцiї (7.3) i проєкцiї (7.4) є рiвномiрно цiлком
обмеженими, тобто для кожного n ∈ N та i, j = 1, . . . , n вiдображення ιij i πij
є цiлком обмеженими. Бiльше того,

‖ιij‖cb ≤ C ′1C
2
2 , ‖πij‖cb ≤ C1C

2
2 .
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Якщо W - операторний простiр, то всi ιij є цiлком iзометричними i всi πij є
цiлком коiзометричними.

Доведення. З доведення пропозицiї 7.1 випливає, що ‖ιsij‖ ≤ C ′1C2 i ‖πsij‖ ≤
C1C2 для всiх n, i, j, s. Ми маємо для всiх n, i, j, s i W ∈ Ws×s, що

‖(idCs×s ⊗ιij)(W )‖sn =
∥∥∥( idCs×s ⊗ιij

)( s∑
a,b=1

Eabwab

)∥∥∥
sn

=
∥∥∥ s∑
a,b=1

Eab ⊗ ιij(wab)
∥∥∥
sn

=
∥∥∥ s∑
a,b=1

Eab ⊗ (Eijwab)
∥∥∥
sn

=
∥∥∥ s∑
a,b=1

(Eab ⊗ Eij)wab

∥∥∥
sn

=
∥∥∥ s∑
a,b=1

P (s, n)(Eij ⊗ Eab)P (s, n)>wab

∥∥∥
sn

=
∥∥∥ s∑
a,b=1

P (s, n)(Eij ⊗ Eabwab)P (s, n)>
∥∥∥
sn

= ‖P (s, n)(Eij ⊗W )P (s, n)>‖sn

≤ C2‖Eij ⊗W‖sn = C2‖ιsij(W )‖sn ≤ C2‖ιsij‖‖W‖s.

Тут ми використовуємо sn× sn матрицi перестановок P (s, n) = [ET
ij]i=1,...,s; j=1,...,n,

якi дозволяють нам змiнити порядок множникiв у тензорних добутках:

(7.22) A⊗B = P (r, p)(B ⊗ A)P (m, q)>

для будь-яких A ∈ Cr×m i B ∈ Cp×q. Дивись [89, сс. 259–261]. Ми робимо висновок
з обчислень вище, що

‖ιij‖cb ≤ C2 sup
s∈N
‖ιsij‖ ≤ C ′1C

2
2 .

Припустимо тепер, що

W = [([wi′j′]i′,j′=1,...,n)ab]a,b=1,...,s ∈
(
Wn×n)s×s ∼= Cs×s ⊗Wn×n.

Тодi

W̃ := P (n, s)WP (n, s)> = [([w̃ab]a,b=1,...,s)i′j′]i′,j′=1,...,n

∈
(
Ws×s)n×n ∼= Cn×n ⊗Ws×s,

де

(w̃ab)i′j′ = (wi′j′)ab, a, b = 1 . . . , s; i′, j′ = 1, . . . , n.
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Ми маємо

‖(idCs×s ⊗πij)(W )‖s =
∥∥∥( idCs×s ⊗πij

)( s∑
a,b=1

n∑
i′,j′=1

Eab ⊗ Ei′j′(wi′j′)ab

)∥∥∥
s

=
∥∥∥ s∑
a,b=1

Eab(wij)ab

∥∥∥
s

=
∥∥∥ s∑
a,b=1

Eab(w̃ab)ij)
∥∥∥
s

= ‖W̃ij‖s = ‖πsij(W̃ )‖s

≤ ‖πsij‖ ‖W̃‖sn ≤ C2‖πsij‖ ‖W‖sn.

Отже,
‖πij‖cb ≤ C2 sup

s∈N
‖πsij‖ ≤ C1C

2
2 .

У випадку операторних просторiв, виявляється, що всi оператори ιij i πij є цiлком
стискаючими. Бiльше того, оскiльки πijιij = IW , ми робимо висновок, що всi ιij є
цiлком iзометричними, а всi πij є цiлком коiзометричними. �

Нехай V ,W - операторнi простори, i нехай Ω ⊆ Vnc - рiвномiрно вiдкрита н.к.
множина. Н.к. функцiя f : Ω → Wnc називаєтсья рiвномiрно локально обмеже-
ною, якщо для будь-яких s ∈ N i Y ∈ Ωs iснує r > 0 таке, що Bnc(Y, r) ⊆ Ω
i f - обмежена на Bnc(Y, r), тобто iснує M > 0 таке, що ‖f(X)‖sm ≤ M для
всiх m ∈ N i X ∈ Bnc(Y, r)sm. Н.к. функцiя f : Ω → Wnc називається рiвномiрно
аналiтичною, якщо f є рiвномiрно локально обмеженою i аналiтичною, тобто f
є рiвномiрно локально обмеженою i G-диференцiйованою. Пiзнiше (дивись при-
клад 8.14) ми дамо приклад аналiтичної (фактично, цiлої) н.к. функцiї, яка не є
рiвномiрно аналiтичною в будь-якому околi точки 01×1.

Пропозицiя 7.20. Нехай Ω ⊆ Vnc - рiвномiрно вiдкрита н.к. множина. Якщо
н.к. функцiя f : Ω→Wncнеперервна у рiвномiрно-вiдкритих топологiях на Vnc i
Wnc, то f є рiвномiрно локально обмеженою.

Доведення. Якщо данi s ∈ N i Y ∈ Ωs, iснує н.к. куля Bnc(Y, r) ⊆ Ω така,
що ‖f(X)− f(

⊕m
α=1 Y )‖sm < 1 для всiх m ∈ N i X ∈ Bnc(Y, r)sm. Тодi

‖f(X)‖sm <
∥∥∥f( m⊕

α=1

Y
)∥∥∥

sm
+ 1 =

∥∥∥ m⊕
α=1

f(Y )
∥∥∥
sm

+ 1 ≤ ‖f(Y )‖s + 1.

�

Нехай l : V → W - лiнiйне вiдображення операторних просторiв. Ми поширю-
ємо l до н.к. функцiї l̃ : Vnc → Wnc такої,що ln := l̃|Vn×n - лiнiйне вiдображення з
Vn×n у Wn×n, визначене як ln([vij]) = [l(vij)], n ∈ N, тобто ln = idCn×n ⊗l. Тодi
ясно, що l̃ є рiвномiрно локально обмеженим тодi i тiльки тодi, коли l̃ є неперерв-
ним у рiвномiрно-вiдкритих топологiях тодi i тiльки тодi, коли l є цiлком обме-
женим. Ми раптом побачимо (наслiдок 7.28), що перша еквiвалентнiсть є вiрною
для довiльних н.к. функцiй.
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Ми представимо двi версiї головного результату про рiвномiрну збiжнiсть ТТ
рядiв у рiвномiрно-вiдкритiй топологiї на двох рiзних типах областей. Доведе-
ння першої теореми (як i теореми 7.4) є мiшаної природи: некомутативної та
комплексно-аналiтичної. Друга теорема допускає чисто некомутативне доведен-
ня; зокрема, вона допускає аналог у дiйсному випадку, дивись зауваження 7.35
нижче.

Нехай X - векторний простiр над C i нехай Y ∈ X s×s. Н.к. множина Υnc ⊆ Xnc

називається повною круговою навколо Y , якщо для кожного m ∈ N множина
(Υnc)sm = Υnc ∩ X sm×sm є повною круговою наколо

⊕m
α=1 Y (дивись абзац, попе-

реднiй до теореми 7.2). Для будь-якого ε > 0, ми визначимо

(7.23) Υnc,ε :=
∞∐
m=1

{
X ∈ (Υnc)sm :

m⊕
α=1

Y + (1 + ε)
(
X −

m⊕
α=1

Y
)
∈ (Υnc)sm

}
.

Легко побачити, що якщо Υnc - рiвномiрно-вiдкрита повна кругова множина нав-
коло Y , то такою ж є i Υnc,ε, i

⋃
ε>0 Υnc,ε = Υnc.

Теорема 7.21. Нехай н.к. функцiя f : Ω → Wnc - рiвномiрно локально обме-
жена. Нехай s ∈ N, Y ∈ Ωs i нехай Υnc - рiвномiрно-вiдкрита повна кругова н.к.
множина навколо Y така, що Υnc ⊆ Ω i f обмежена на Υnc. Тодi для кожних
ε > 0, m ∈ N i X ∈ (Υnc,ε)sm,

(7.24) f(X) =
∞∑
`=0

(
X −

m⊕
α=1

Y
)�s`

∆`
Rf
(
Y, . . . , Y︸ ︷︷ ︸
`+1 разiв

)
,

де ряд збiгається абсолютно i рiвномiрно на Υnc,ε. Бiльше того,

(7.25)
∞∑
`=0

sup
m∈N, X∈(Υnc,ε)sm

∥∥∥(X − m⊕
α=1

Y
)�s`

∆`
Rf
(
Y, . . . , Y︸ ︷︷ ︸
`+1 разiв

)∥∥∥
sm
<∞.

Доведення. Нехай s ∈ N i Y ∈ Ωs - зафiксованi. Нехай Υnc - рiвномiрно-
вiдкрита повна кругова множина навколо Y , на якiй f обмежена, скажiмо сталою
M . Якщо данi ε > 0, m ∈ N i X ∈ (Υnc,ε)sm, як у доведеннi теореми 7.4 ми маємо,
що

(7.26)
∥∥∥(X − m⊕

α=1

Y
)�s`

∆`
Rf
(
Y, . . . , Y︸ ︷︷ ︸
`+1 разiв

)∥∥∥
sm

=
∥∥∥∆`

Rf
( m⊕
α=1

Y, . . . ,

m⊕
α=1

Y︸ ︷︷ ︸
`+1 разiв

)(
X −

m⊕
α=1

Y, . . . , X −
m⊕
α=1

Y︸ ︷︷ ︸
` разiв

)∥∥∥
sm
≤ M

(1 + ε)`
,

але у цьому випадку стала M є незалежною вiд m. Отже, (7.25) виконується i
ТТ ряд у (7.24) збiгається абсолютно i рiвномiрно на Υnc,ε. Факт, що сума ряду
дорiвнює f(X), випливає з теореми 7.2. �
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Нехай X - векторний простiр над C i нехай Y ∈ X s×s. Н.к. множина Υnc ⊆
Xnc називається матрично-круговою навколо Y , якщо для кожних m ∈ N, X ∈
(Υnc)sm i унiтарних матриць U, V ∈ Cm×m ми маємо

m⊕
α=1

Y + (U ⊗ Is)
(
X −

m⊕
α=1

Y
)

(V ⊗ Is) ∈ (Υnc)sm.

Для будь-якого ε > 0, ми визначаємо Υnc,ε як у (7.23). Легко побачити, що якщо
Υnc - рiвномiрно-вiдкрита матрично-кругова н.к. множина навколо Y , то такою є
i Υnc,ε.

Лема 7.22. Нехай Υnc ⊆ Xnc - матрично-кругова н.к. множина навколо Y ∈
X s×s. Тодi для кожних m,N ∈ N, X ∈ (Υnc)sm i ζ, η ∈ C, з |ζ|2 + |η|2 = 1,

(7.27) A :=



m⊕
α=1

Y X −
m⊕
α=1

Y 0 . . . 0

0 . . . . . . . . . ...
... . . . . . . . . . 0
... . . . . . . X −

m⊕
α=1

Y

0 . . . . . . 0
m⊕
α=1

Y


∈ (Υnc)sm(N+1)

i

(7.28) B :=



m⊕
α=1

Y X −
m⊕
α=1

Y 0 . . . 0

0
. . . . . . . . . ...

... . . . . . . X −
m⊕
α=1

Y 0

... . . .
m⊕
α=1

Y ζ

(
X −

m⊕
α=1

Y

)
0 . . . . . . 0

m⊕
α=1

Y + η

(
X −

m⊕
α=1

Y

)


∈ (Υnc)sm(N+2).

Доведення. Ми спостерiгаємо, що




0 . . . . . . 0 Im

Im
. . . ... 0

0 . . . . . . ... ...
... . . . . . . 0

...
0 . . . 0 Im 0

⊗ Is

A− m(N+1)⊕

α=1

Y

 =


0 0 . . . 0

0 X −
m⊕
α=1

Y . . . ...
... . . . . . . 0

0 . . . 0 X −
m⊕
α=1

Y
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i 



0 . . . . . . 0 −ηIm ζIm

Im
. . . ... 0 0

0 . . . . . . ... ... ...
... . . . . . . 0

... ...
... . . . Im 0 0
0 . . . . . . 0 ζIm ηIm


⊗ Is


B − m(N+2)⊕

α=1

Y



=


0 0 . . . 0

0 X −
m⊕
α=1

Y . . . ...
... . . . . . . 0

0 . . . 0 X −
m⊕
α=1

Y

 ,

з квадратними матрицями розмiру sm(N + 1) у першiй рiвностi i sm(N + 2) у
другiй рiвностi. Отже, ми отримаємо потрiбний результат. �

Теорема 7.23. Нехай н.к. функцiя f : Ω → Wnc - рiвномiрно локально обме-
жена. Нехай s ∈ N, Y ∈ Ωs i Υnc - рiвномiрно-вiдкрита матрично-кругова навко-
ло Y н.к. множина, яка мiститься у Ω i на якiй f обмежена. Тодi для кожного
ε > 0, (7.24) є вiрним, з ТТ рядом збiжним абсолютно i рiвномiрно на Υnc,ε, i
(7.25) виконується.

Доведення. Нехай Υnc - рiвномiрно-вiдкрита матрично-кругова н.к. множина
навколо Y , з нормою f обмеженою на Υnc, скажiмо сталою M > 0. Для ε > 0,
m ∈ N i X ∈ (Υnc,ε)sm, ми маємо

(7.29)
∥∥∥∆`

Rf
( m⊕
α=1

Y, . . . ,
m⊕
α=1

Y︸ ︷︷ ︸
`+1 разiв

)(
X −

m⊕
α=1

Y, . . . , X −
m⊕
α=1

Y︸ ︷︷ ︸
` разiв

)∥∥∥
sm

=(1 + ε)−
∥̀∥∥∆`

Rf
( m⊕
α=1

Y, . . . ,

m⊕
α=1

Y︸ ︷︷ ︸
`+1 разiв

)(
(1 + ε)

(
X −

m⊕
α=1

Y
)
, . . . , (1 + ε)

(
X −

m⊕
α=1

Y
)

︸ ︷︷ ︸
` разiв

)∥∥∥
sm

=(1 + ε)−`

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
π1,`+1f





m⊕
α=1

Y (1 + ε)(X −
m⊕
α=1

Y ) 0 . . . 0

0
. . . . . . . . . ...

... . . . . . . . . . 0

... . . . . . . (1 + ε)(X −
m⊕
α=1

Y )

0 . . . . . . 0
m⊕
α=1

Y





∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
sm

≤ M

(1 + ε)`
,
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що тягне за собою, що (7.25) виконується i ТТ ряд у (7.24) збiгається абсолютно
i рiвномiрно на Υnc,ε. Тут ми використали факт, що

(7.30)



m⊕
α=1

Y (1 + ε)(X −
m⊕
α=1

Y ) 0 . . . 0

0
. . . . . . . . . ...

... . . . . . . . . . 0

... . . . . . . (1 + ε)(X −
m⊕
α=1

Y )

0 . . . . . . 0
m⊕
α=1

Y


∈ (Υnc)sm(`+1)

за (7.27), з X замiненим на
m⊕
α=1

Y + (1 + ε)(X −
m⊕
α=1

Y ) i N замiненим на `.

Залишається довести, що сума ряду дорiвнює f(X), тобто що залишковий член
у ТТ формулi (дивись (4.1) i (4.2)),

∆N+1
R f

( m⊕
α=1

Y, . . . ,
m⊕
α=1

Y︸ ︷︷ ︸
N+1 разiв

, X
)((

X −
m⊕
α=1

Y
)
, . . . ,

(
X −

m⊕
α=1

Y
)

︸ ︷︷ ︸
N+1 разiв

)

=
(
X −

m⊕
α=1

Y
)�s(N+1)

∆N+1
R f

(
Y, . . . , Y︸ ︷︷ ︸, X
N+1 разiв

)
,

прямує до 0, коли N →∞. Ми маємо

∥∥∥∆N+1
R f

( m⊕
α=1

Y, . . . ,
m⊕
α=1

Y︸ ︷︷ ︸
N+1 разiв

, X
)((

X −
m⊕
α=1

Y
)
, . . . ,

(
X −

m⊕
α=1

Y
)

︸ ︷︷ ︸
N+1 разiв

)∥∥∥
sm

=
1

δ(1 + ε)N

∥∥∥∆N+1
R f

( m⊕
α=1

Y, . . . ,

m⊕
α=1

Y︸ ︷︷ ︸
N+1 разiв

, X
)

(
(1 + ε)

(
X −

m⊕
α=1

Y
)
, . . . , (1 + ε)

(
X −

m⊕
α=1

Y
)

︸ ︷︷ ︸
N разiв

, δ
(
X −

m⊕
α=1

Y
))∥∥∥

sm

=
1

δ(1 + ε)N
·

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
π1,N+2f





m⊕
α=1

Y (1 + ε)(X −
m⊕
α=1

Y ) 0 . . . 0

0
. . . . . . . . . ...

... . . . . . . (1 + ε)(X −
m⊕
α=1

Y ) 0

... . . .
m⊕
α=1

Y δ(X −
m⊕
α=1

Y )

0 . . . . . . 0 X





∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
sm

≤ M

δ(1 + ε)N
−→ 0
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коли N →∞. Остання нерiвнiсть виконується з δ =
√
ε2 + 2ε; справдi, для цього

вибору δ ми маємо

(7.31)



m⊕
α=1

Y (1 + ε)(X −
m⊕
α=1

Y ) 0 . . . 0

0
. . . . . . . . . ...

... . . . . . . (1 + ε)(X −
m⊕
α=1

Y ) 0

... . . .
m⊕
α=1

Y δ(X −
m⊕
α=1

Y )

0 . . . . . . 0 X


∈ (Υnc)sm(N+2)

за (7.28) з X замiненим на
m⊕
α=1

Y + (1 + ε)(X −
m⊕
α=1

Y ), ζ = δ
1+ε , η = 1

1+ε . �

Зауваження 7.24. Теорема 7.23 є вiрною за слабкiшим припущенням, що Υnc

є рiвномiрно-вiдкритою н.к. множиною, що задовольняє (7.27) i (7.28).

Зауваження 7.25. У доведеннi теореми 7.23 ми фактично встановили на-
ступний результат. Нехай Υnc - рiвномiрно-вiдкрита н.к. множина, що мiстить Y ,
мiститься у Ω, i на якiй f обмежена. Тодi, для кожного ε > 0, (7.24) виконується,
з рядом збiжним абсолютно i рiвномiрно на множинi всiх X ∈ Ω таких, що

• (7.30) виконується для всiх ` ∈ N;

• iснує δ > 0 таке, що (7.31) виконується для всiх N ∈ N.

Це дає навiть слабкiшi припущення на область, де ТТ ряд у (7.24) збiгається
абсолютно i рiвномiрно.

Вiдмiтимо важливий спецiальний випадок двох попереднiх теорем для рiвно-
мiрної збiжностi на вiдкритих н.к. кулях – звiсно, н.к. кулi є як повними круго-
вими, так i матрично-круговими.

Наслiдок 7.26. Нехай н.к. функцiя f : Ω→Wnc - рiвномiрно локально обме-
жена. Для кожних s ∈ N, Y ∈ Ωs, нехай

δ := sup{r > 0: f є обмеженою на Bnc(Y, r)}.

Тодi (7.24) виконується, з ТТ рядом, який збiгається абсолютно i рiвномiрно
на кожнiй вiдкритiй н.к. кулi Bnc(Y, r) з r < δ. Бiльше того,

(7.32)
∞∑
`=0

sup
m∈N, X∈Bnc(Y,r)sm

∥∥∥(X − m⊕
α=1

Y
)�s`

∆`
Rf
(
Y, . . . , Y︸ ︷︷ ︸
`+1 разiв

)∥∥∥
sm
<∞.

Зауваження 7.27. У випадку, коли Y = µ ∈ Ω1, теореми 7.21 i 7.23, i наслiдок
7.26 дають результати про абсолютну i рiвномiрну збiжнiсть ТТ ряду (7.15) з
центром у скалярнiй точцi.
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Наслiдок 7.28. Нехай Ω ⊆ Vnc - рiвномiрно-вiдкрита н.к. множина. Тодi
н.к. функцiя f : Ω→Wnc є рiвномiрно локально обмеженою тодi i тiльки тодi,
коли f є неперервною у рiвномiрно-вiдкритих топологiях на Vnc i Wnc, тодi i
тiльки тодi, коли f є рiвномiрно аналiтичною.

Доведення. Якщо f рiвномiрно локально обмежена, то f є також локально
обмеженою на зрiзах, тодi за теоремою 7.2 f є G-диференцiйованою. Отже, f є
рiвномiрно аналiтичною. Взявши на увагу пропозицiю 7.20, залишається показати,
що якщо f - рiвномiрно локально обмежена, то f - неперервна у рiвномiрно-
вiдкритих топологiях.

Нехай норма f - обмежена сталою M > 0 на н.к. кулi Bnc(Y, r1) з центром у
Y ∈ Vs×s. Тодi, використовуючи оцiнку (7.26) або (7.29) з ε = r1−r

r для r < r1, ми
отримаємо для X ∈ Bnc(Y, r)sm, m ∈ N, що

∥∥∥f(X)− f
( m⊕
α=1

Y
)∥∥∥

sm
≤M

∞∑
`=1

( r
r1

)`
=

Mr

r1 − r
.

Отже, для будь-якого даного η > 0 iснує r < r1 таке, що для кожних m ∈ N i
X ∈ Bnc(Y, r)sm ми маємо

∥∥∥f(X)− f
( m⊕
α=1

Y
)∥∥∥

sm
< η.

Iншими словами, f є неперервною в Y у рiвномiрно-вiдкритих топологiях. �

Ми тепер розглянемо випадок, коли простiр V - скiнченновимiрний, так що
ми можемо припустити без втрати загальностi, що V = Cd з деякою структу-
рою операторного простору. Зауважимо, що будь-якi двi структури операторного
простору на Cd є цiлком iзоморфнi, тобто тотожнє вiдображення Cd є цiлком
обмежене в обох напрямках (дивись, наприклад, [118, пропозицiя 1.10(iii)]), так
що рiвномiрно-вiдкрита топологiя на (Cd)nc однозначно визначена. Ми можемо
розширити кожний член збiжного ТТ ряду (з мультiлiнiйних форм), використо-
вуючи рiзницево-диференцiальнi оператори вищого порядку як у (4.12), (7.16) i
(7.17), i розглянути питання про збiжнiсть уздовж вiльного моноїду Gd. Це є силь-
нiше поняття збiжностi, оскiльки ми не групуємо разом всi члени вiдповiднi до
слiв даної довжини. Щоб визначити цю збiжнiсть, нам потрiбно задати порядок
на Gd; проте, ми будемо головним чином мати справу з абсолютною збiжнiстю
уздовж Gd, так що вибiр порядку не є важливим.

Нехай Υnc ⊆ (Cd)nc - матрично-кругова н.к. множина навколо Y = (Y1, . . . , Yd) ∈
(Cs×s)d i нехай ρ = (ρ1, . . . , ρd) - набiр d додатних дiйсних чисел з

∑d
j=1 ρj < 1.
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Ми позначаємо

Υnc,ρ :=
∞∐
m=1

{
X ∈ (Υnc)sm :

m⊕
α=1

Y +
1

ρj

(
0, . . . , 0, Xj −

m⊕
α=1

Yj︸ ︷︷ ︸
j−е мiсце

, 0, . . . , 0
)
∈ (Υnc)sm

(7.33)

для всiх j = 1, . . . , d
}
.(7.34)

Якщо Υnc - рiвномiрно-вiдкрита матрично-кругова н.к. множина навколо Y , то
така є i Υnc,ρ; факт, що н.к. множина Υnc,ρ є рiвномiрно-вiдкритою, випливає з
факту, що лiнiйне вiдображення Z 7→ Zjej на (Cs×s)d є цiлком обмеженим як
вiдображення операторних просторiв скiнченного рангу, дивись [118, пропозицiя
1.10(iii)].

Теорема 7.29. Припустимо, що Ω ⊆ (Cd)nc - рiвномiрно-вiдкрита н.к. мно-
жина,W - операторний простiр, f : Ω→Wnc - н.к. функцiя, яка є рiвномiрно ло-
кально обмеженою, s ∈ N, Y ∈ Ωs. Нехай Υnc - рiвномiрно-вiдкрита матрично-
кругова н.к. множина навколо Y , яка мiститься у Ω i на якiй f обмежена. Тодi
для кожних ρ = (ρ1, . . . , ρd) ∈ (R+ \ {0})d з

∑d
j=1 ρj < 1, m ∈ N i X ∈ (Υnc,ρ)sm,

(7.35) f(X) =
∑
w∈Gd

(
X −

m⊕
α=1

Y
)

∆w>

R f(Y, . . . , Y︸ ︷︷ ︸
|w|+1 разiв

)

=
∑
w∈Gd

(( m⊕
α=1

Aw,(0)

)
⊗
( m⊕
α=1

Aw,(1)

)
⊗ · · · ⊗

( m⊕
α=1

Aw,(|w|)

))
?
(
X −

m⊕
α=1

Y
)[w]

,

де ряд збiгається абсолютно i рiвномiрно на Υnc,ρ. Бiльше того,

(7.36)
∑
w∈Gd

sup
m∈N, X∈(Υnc,ρ)sm

∥∥∥∥∥
(( m⊕

α=1

Aw,(0)

)
⊗
( m⊕
α=1

Aw,(1)

)
⊗ · · · ⊗

( m⊕
α=1

Aw,(|w|)

))

?
(
X −

m⊕
α=1

Y
)[w]

∥∥∥∥∥
sm

<∞.

Тут Aw,(0)⊗Aw,(1)⊗· · ·⊗Aw,(|w|) = ∆w>

R f(Y, . . . , Y︸ ︷︷ ︸
|w|+1 разiв

), з iнтерпретацiєю тензорних

добуткiв для значень ∆w>

R f (зауваження 3.5), позначенням Свiдлера без додава-
ння (4.19) i псевдостепеневим позначенням (4.21).

Доведення. Нехай Υnc - рiвномiрно-вiдкрита матрично-кругова н.к. множина
навколо Y така, що норма f обмежена, скажiмо сталою M > 0, на Υnc. Для
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ρ = (ρ1, . . . , ρd)∈ (R+ \ {0})d з
∑d

j=1 ρj < 1, m ∈ N i X ∈ (Υnc,ρ)sm ми отримаємо
використовуючи (3.54), що

∑
|w|=`

∥∥∥∆w>

R f
( m⊕
α=1

Y, . . . ,

m⊕
α=1

Y︸ ︷︷ ︸
`+1 разiв

)(
Xi1 −

m⊕
α=1

Yi1 , . . . , Xi` −
m⊕
α=1

Yi`

)∥∥∥
sm

=
∑
|w|=`

ρw
∥∥∥∆w>

R f
( m⊕
α=1

Y, . . . ,
m⊕
α=1

Y︸ ︷︷ ︸
`+1 разiв

)( 1

ρi1

(
Xi1 −

m⊕
α=1

Yi1

)
, . . . ,

1

ρi`

(
Xi` −

m⊕
α=1

Yi`

))∥∥∥
sm

=
∑
|w|=`

ρw

·

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
π1,`+1f





m⊕
α=1

Y 1
ρi1

(Xi1 −
m⊕
α=1

Yi1)ei1 0 . . . 0

0
. . . . . . . . . ...

... . . . . . . . . . 0

... . . . . . . 1
ρi`

(Xi` −
m⊕
α=1

Yi`)ei`

0 . . . . . . 0
m⊕
α=1

Y





∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
sm

≤M
∑
|w|=`

ρw = M
( d∑
j=1

ρj

)`
,

що тягне за собою, що (7.36) виконується i ТТ ряд у (7.35) збiгається абсолютно
i рiвномiрно на Υnc,ρ. Тут ми використали факт, що

(7.37)



m⊕
α=1

Y 1
ρi1

(Xi1 −
m⊕
α=1

Yi1)ei1 0 . . . 0

0 . . . . . . . . . ...
... . . . . . . . . . 0
... . . . . . . 1

ρi`
(Xi` −

m⊕
α=1

Yi`)ei`

0 . . . . . . 0
m⊕
α=1

Y


∈ (Υnc)sm(`+1),

який отримається, використовуючи такий самий аргумент, як у доведеннi (7.27)
у лемi 7.22.

Щоб показати, що сума (абсолютно збiжного) ТТ ряду у (7.35) дорiвнює f(X),
ми спостерiгаємо, що його сума повинна спiвпадати з сумою ТТ ряду у (7.24),
який отримається групуванням разом членiв, що вiдповiдають словам однакової
довжини. Але зауваження, зроблене в абзацi перед лемою 7.22, разом з теоремою
7.23 означає, що ТТ ряд (7.24) збiгається до f(X) всюди у Υnc. �

Зауваження 7.30. У доведеннi теореми 7.29 ми фактично встановили на-
ступний результат. Нехай Υnc - рiвномiрно-вiдкрита н.к. множина, що мiстить Y ,
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мiститься у Ω i на якiй f обмежена. Тодi для кожного ρ = (ρ1, . . . , ρd) ∈ (R+\{0})d
з
∑d

j=1 ρj < 1, (7.35) виконується, з рядом, що збiгається абсолютно i рiвномiрно
на множинi всiх X ∈ Ω таких, що (7.37) виконується для всiх ` ∈ N i таких,
що ТТ ряд у (7.24), який отримається групуванням разом членiв, що вiдповiда-
ють словам однакової довжини, збiгається до f(X). Це дає слабке припущення на
область, де ТТ ряд у (7.35) збiгається абсолютно i рiвномiрно.

На вiдмiну вiд налаштування теореми 7.21 або теореми 7.23, може стати-
ся, що для рiвномiрно-вiдкритої матрично-кругової н.к. множини Υnc ми маємо⋃

ρ Υnc,ρ ( Υnc, тобто ми не можемо гарантувати абсолютну збiжнiсть уздовж Gd

для ТТ ряду у (7.35) на всьому Υnc. Ми з’ясуємо ситуацiю у спецiальному випадку
вiдкритих н.к. куль.

Наслiдок 7.31. Нехай н.к. функцiя f : Ω→Wnc - рiвномiрно локально обме-
жена. Для кожних s ∈ N, Y ∈ Ωs, нехай

δ := sup{r > 0: fє обмеженою на Bnc(Y, r)}.

Тодi (7.35) виконується з ТТ рядом, що збiгається абсолютно i рiвномiрно на
кожному вiдкритому н.к. дiамантi навколо Y ,

(7.38) ♦nc(Y, r) :=
∞∐
m=1

{
X ∈ Ωsm :

d∑
j=1

‖ej‖1

∥∥∥Xj −
m⊕
α=1

Yj

∥∥∥ < r
}

з r < δ. Бiльше того,

(7.39)∑
w∈Gd

sup
m∈N, X∈♦nc(Y,r)sm

∥∥∥∥∥
(( m⊕

α=1

Aw,(0)

)
⊗
( m⊕
α=1

Aw,(1)

)
⊗ · · · ⊗

( m⊕
α=1

Aw,(|w|)

))

?
(
X −

m⊕
α=1

Y
)[w]

∥∥∥∥∥
sm

<∞.

Доведення. Ми спочатку спостерiгаємо, що для будь-яких n ∈ N, A ∈ Cn×n

i j = 1, . . . , d ми маємо ‖Aej‖n = ‖ej‖1‖A‖, оскiльки span{ej} є одновимiрним
пiдпростором у Cd i, отже, iснує тiльки одна структура операторного простору на
span ej, с точнiстю до сталого множника ‖ej‖1; дивись [118, пропозицiя 1.10(ii)].

Нехай r таке, що 0 < r < δ. Нехай r′ - дiйсне число з r < r′ < δ, i нехай норма
f - обмежена сталою M > 0 на Bnc(Y, r

′). Якщо X ∈ ♦nc(Y, r)sm, ми можемо
знайти ρ = (ρ1, . . . , ρd) з

ρj >
1

r′
‖ej‖1

∥∥∥Xj −
m⊕
α=1

Y
∥∥∥, j = 1, . . . , d,
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таке, що
∑d

j=1 ρj < r
r′ . Оскiльки вiдкритi н.к. кулi є рiвномiрно-вiдкритими i

матрично-круговими н.к. множинами, таким є i Υnc := Bnc(Y, r
′). Для X i ρ,

як вище, ми спостерiгаємо, що X ∈ Υnc,ρ. Отже, (7.35) виконується з рядом, що
збiгається абсолютно. Використовуючи оцiнку у доведеннi теореми 7.29, ми отри-
маємо, що

∑
|w|=`

∥∥∥∆w>

R f
( m⊕
α=1

Y, . . . ,
m⊕
α=1

Y︸ ︷︷ ︸
`+1 разiв

)(
Xi1 −

m⊕
α=1

Yi1, . . . , Xi` −
m⊕
α=1

Yi`

)∥∥∥
sm
≤M

( r
r′

)`
.

Оскiльки права частина не залежить вiд ρ, m i X, (7.39) виконується. �

Зауваження 7.32. Оскiльки
⋃

0<r<δ♦nc(Y, r) = ♦nc(Y, δ), ТТ ряд у (7.35)
збiгається абсолютно уздовж Gd на н.к. дiамантi ♦nc(Y, δ).

Зауваження 7.33. Ясно, що вiдкритi н.к. дiаманти є рiвномiрно-вiдкритими
i що для всiх Y i r, ♦nc(Y, r) ⊆ Bnc(Y, r). Це включення завжди власне. Рiв-
нiсть вiдбувається тодi i тiльiки тодi, коли для всiх m ∈ N i X ∈ (Csm×sm)d

маємо ‖X‖sm =
∑d

j=1 ‖ej‖1 ‖Xj‖. Справдi, ми маємо X =
∑d

j=1Xjej i ‖X‖sm ≤∑d
j=1 ‖Xjej‖sm =

∑d
j=1 ‖ej‖1 ‖Xj‖ для всiх m i X, так що нерiвнiсть є завжди

рiвнiстю тодi i тiльки тодi, коли ♦nc(Y, r) = Bnc(Y, r) для деякого, а значить, для
всiх Y ∈ (Cs×s)d i r. Проте

∑d
j=1 αj ‖Xj‖ з деякими додатними коефiцiєнтами αj

не є нормою операторного простору на ((Cd)
s×s

)nc.

Зауваження 7.34. Замiсть розглядання операторних просторiв, ми можемо
розглядати банаховi простори, забезпеченi допустимими системами матричних
норм таких, що (7.1) i (7.2) виконуються iз сталими C1, C ′1 i C2 для всiх n i m, як
у пропозицiї 7.19. Ми маємо вимагати C ′1 = 1, щоб забезпечити, що пропозицiя
7.12 виконується, тобто н.к. кулi складають базу топологiї на вiдповiдному н.к.
просторi. У цьому випадку, ми все ще можемо розглядати рiвномiрно локально
обмеженi н.к. функцiї i пропозицiя 7.20, теорема 7.21, наслiдок 7.26 i наслiдок 7.28
залишаються вiрними. Умова C1 = 1 є природною для того, щоб забезпечити вла-
стивiсть типу Хаусдорфа для рiвномiрно-вiдкритої топологiї, дивись пропозицiю
7.14 разом з абзацем, попереднiм до неї. Умова C2 = 1 є iстотною для доведень
теорем 7.23, 7.29 i наслiдка 7.31 (зокрема, вона гарантує, що н.к. кулi є матрично-
круговими н.к. множинами).

Зауваження 7.35. Результати цього пiдроздiлу, на вiдмiну вiд результатiв у
пiдроздiлi 7.1 – дивись зауваження 7.11, є чисто некомутативної природи (за ви-
нятком теореми 7.21). Отже, вони допускають повнi аналоги у дiйсному випадку.
Операторний простiр над R - це банахiв простiр над R, забезпечений допустимою
системою матричних норм таких, що дiйснi аналоги (7.1) i (7.2) виконуються з
C1 = C ′1 = C2 = 1 для всiх вiд n i m (дивись [132]). Теорема 7.23 i наслiдки
7.26, 7.28 є вiрними для випадку, коли V iW - операторнi простори над R, з усiма
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поняттями, визначеними точно так, як i у комплексному випадку. Також, теорема
7.29 i наслiдок 7.31 є вiрними з Cd замiненим на Rd iW - операторним простором
над R.

7.4. Аналiтичнi i рiвномiрно аналiтичнi н.к. функцiї вищого порядку

Ми зараз будемо обговорювати аналiтичнiсть н.к. функцiй вищого порядку в
рiзних налаштуваннях. Наша головна мета тут є довести аналоги теореми 3.10
для вiдповiдних класiв н.к. функцiй вищого порядку.

Нехай W - банахiв простiр над C. Допустима система норм прямокутних
матриць над W - це двох-iндексова послiдовнiсть норм ‖ · ‖n,m на Wn×m, n,m =
1, 2, . . ., яка задовольняє наступну умову: для кожних n, p, q,m ∈ N iснує стала
C(n, p, q,m) > 0 така, що для всiх X ∈ Wp×q, S ∈ Cn×p i T ∈ Cq×m,

(7.40) ‖SXT‖n,m ≤ C(n, p, q,m)‖S‖ ‖X‖p,q‖T‖,

де ‖ · ‖ позначає операторну норму прямокутних матриць над C вiдносно стан-
дартних евклiдових норм; порiвняй з (7.2). Далi ми показуємо, що (7.40) тягне за
собою аналог (7.1) для прямокутних матриць,

(7.41) C1(n,m, r, s)
−1 max{‖X‖n,m, ‖Y ‖r,s} ≤ ‖X ⊕ Y ‖n+r,m+s

≤ C ′1(n,m, r, s) max{‖X‖n,m, ‖Y ‖r,s},

для кожних n,m, r, s ∈ N, X ∈ Wn×m, Y ∈ Wr×s i деяких додатних сталих
C1(n,m, r, s) i C ′1(n,m, r, s).

Пропозицiя 7.36. Нехай W - банахiв простiр, забезпечений допустимою
системою норм прямокутних матриць над W, тобто (7.40) виконується. Тодi
(7.41) виконується для кожних n,m, r, s ∈ N, X ∈ Wn×m i Y ∈ Wr×s з

C1(n,m, r, s) = max{C(n, n+ r,m+ s,m), C(r, n+ r,m+ s, s)},
C ′1(n,m, r, s) = C(n+ r, n,m,m+ s) + C(n+ r, r, s,m+ s).

Доведення. Нехай X ∈ Wn×m i Y ∈ Wr×s. Тодi

‖X ⊕ Y ‖n+r,m+s = ‖(X ⊕ 0r×s) + (0n×m ⊕ Y )‖n+r,m+s

≤
∥∥∥ [ In

0r×n

]
X
[
Im 0m×s

]
+

[
0n×r
Ir

]
Y
[
0s×m Is

] ∥∥∥
≤
(
C(n+ r, n,m,m+ s) + C(n+ r, r, s,m+ s)

)
max{‖X‖n,m, ‖Y ‖r,s}
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i

max{‖X‖n,m, ‖Y ‖r,s}

= max
{∥∥∥ [In 0n×r

] [ X 0n×s
0r×m Y

] [
Im

0s×m

] ∥∥∥
n,m
,∥∥∥ [0r×n Ir

] [ X 0n×s
0r×m Y

] [
0m×s
Is

] ∥∥∥
r,s

}
≤ max{C(n, n+ r,m+ s,m), C(r, n+ r,m+ s, s)}‖X ⊕ Y ‖n+r,m+s.

�

Звiсно, допустима система норм прямокутних матриць над W iндукує допу-
стиму систему норм квадратних матриць над W . Зауважимо, що якщо W - опе-
раторний простiр, то допустима система норм прямокутних матриць над W є
єдиною, i ми можемо обрати

C(n, p, q,m) = C1(n, p, q,m) = C ′1(n, p, q,m) = 1

для кожних n, p, q,m ∈ N [117, вправи 13.1 i 13.2].
Ми можемо також ввести прямокутнi блочнi iн’єкцiї i проєкцiї наступним чи-

ном. Нехай R - унiтальне комутативне кiльце, нехайM - модуль над R, i нехай
s, s1, . . . , sm ∈ N такi, що s = s1 + · · ·+ sm. Покладемо

Ei := col [0s1×si, . . . , 0si−1×si, Isi, 0si+1×si+1
, · · · , 0sm×si] ∈ Rs×si, i = 1, . . . ,m.

Прямокутнi блочнi iн’єкцiї є визначеними як

(7.42) ι
(s1,...,sm)
ij : Msi×sj →Ms×s, ι

(s1,...,sm)
ij : Z 7→ EiZE

>
j , i, j = 1, . . . ,m,

i прямокутнi блочнi проєкцiї є визначеними як

(7.43) π
(s1,...,sm)
ij : Ms×s →Msi×sj , π

(s1,...,sm)
ij : Z 7→ E>i ZEj, i, j = 1, . . . ,m.

Наступний аналог пропозицiї 7.1, у вiдповiдностi до пропозицiї 7.36, має мiсце.

Пропозицiя 7.37. Умова (7.40) (дiйсна для всiх n, p, q, m ∈ N, X ∈ Wp×q,
S ∈ Cn×p i T ∈ Cq×m) еквiвалентна до обмеженостi прямокутних блочних
iн’єкцiй ι(s1,...,sm)

ij i прямокутних блочних проєкцiй π(s1,...,sm)
ij , m ∈ N, s1, . . . , sm ∈

N, i, j = 1, . . . ,m. Зокрема,

(7.44) ‖ι(s1,...,sm)
ij ‖ ≤ C(s, si, sj, s), ‖π(s1,...,sm)

ij ‖ ≤ C(si, s, s, sj).

Доведення. Якщо (7.40) виконується для всiх n, p, q, m ∈ N, X ∈ Wp×q,
S ∈ Cn×p i T ∈ Cq×m, то (7.44) випливає безпосередньо з (7.42) i (7.43), таким
чином, ι(s1,...,sm)

ij i π(s1,...,sm)
ij є обмеженими.

Зворотний напрямок може бути показаним аналогiчно тому, як у пропозицiї
7.1. �
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Ми також маємо наступний аналог пропозицiї 7.19.

Пропозицiя 7.38. Якщо W - банахiв простiр, забезпечений допустимою си-
стемою норм прямокутних матриць над W таких, що (7.40) виконується з C
незалежним вiд n, p, q i m, то прямокутнi блочнi iн’єкцiї (7.42) i прямокутнi
блочнi проєкцiї (7.43) - рiвномiрно цiлком обмеженi, тобто для кожних m ∈ N
i s1, . . . , sm ∈ N, вiдображення ι

(s1,...,sm)
ij i π(s1,...,sm)

ij - цiлком обмеженi. Бiльше
того,

(7.45) ‖ι(s1,...,sm)
ij ‖cb ≤ C, ‖π(s1,...,sm)

ij ‖cb ≤ C.

Якщо W - операторний простiр, то всi ι(s1,...,sm)
ij є цiлком iзометричними, i всi

π
(s1,...,sm)
ij є цiлком коiзометричними.

Доведення. Нехай n,m ∈ N, 1 ≤ i, j ≤ m, s1, . . . , sm ∈ N,W = (wab)a,b=1,...,n ∈
(Wsi×sj)n×n ∼= Wsin×sjn. Для a, b = 1, . . . , n, нехай Eab ∈ Cn×n визначене як
(Eab)αβ = δ(a,b),(α,β), α, β = 1, . . . , n. Тодi

‖(idCn×n ⊗ι(s1,...,sm)
ij )(W )‖(s1+···+sm)n

=
∥∥∥(idCn×n ⊗ι(s1,...,sm)

ij )
( n∑
a,b=1

Eab ⊗ wab
)∥∥∥

(s1+···+sm)n

=
∥∥∥ n∑
a,b=1

Eab ⊗ ι(s1,...,sm)
ij (wab)

∥∥∥
(s1+···+sm)n

=
∥∥∥ n∑
a,b=1

Eab ⊗ EiwabE
>
j

∥∥∥
(s1+···+sm)n

= ‖(In ⊗ Ei)W (In ⊗ E>j )‖(s1+···+sm)n ≤ C‖W‖sin,sjn.

Це доводить першу нерiвнiсть у (7.45).
Припустимо тепер, що

W =(wab)a,b=1,...,n ∈
(
W (s1+···+sm)×(s1+···+sm)

)n×n∼=W (s1+···+sm)n×(s1+···+sm)n.

Тодi

‖(idCn×n ⊗π(s1,...,sm)
ij )(W )‖sin,sjn =

∥∥∥(idCn×n ⊗π(s1,...,sm)
ij )

( n∑
a,b=1

Eab ⊗ wab
)∥∥∥

sin,sjn

=
∥∥∥ n∑
a,b=1

Eab ⊗ π(s1,...,sm)
ij (wab)

∥∥∥
sin,sjn

=
∥∥∥ n∑
a,b=1

Eab ⊗ E>i wabEj

∥∥∥
sin,sjn

= ‖(In ⊗ E>i )W (In ⊗ Ej)‖sin,sjn ≤ C‖W‖(s1+···+sm)n.

Це доводить другу нерiвнiсть у (7.45).
ЯкщоW - операторний простiр, ми отримаємо, що оператори ι(s1,...,sm)

ij i π(s1,...,sm)
ij

є цiлком стискаючими. Бiльше того, оскiльки π(s1,...,sm)
ij ι

(s1,...,sm)
ij = idWsi×sj , всi ι(s1,...,sm)

ij

є цiлком iзометричними, i всi π(s1,...,sm)
ij є цiлком коiзометричними. �
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Нехай V0, . . . , Vk, W1, . . . , Wk - векторнi простори над C, нехай Ω(j) ⊆ Vj,nc,
j = 0, . . . , k, - скiнченно-вiдкритi н.к. множини, i нехай W0 - банахiв простiр з
допустимою системою норм прямокутних матриць над W0. Н.к. функцiя вищо-
го порядку f ∈ T k(Ω(0), . . . ,Ω(k);W0,nc, . . . ,Wk,nc) називається W -локально обме-
женою на зрiзах, якщо для кожних n0, . . . , nk ∈ N, Y 0 ∈ Ω

(0)
n0 , . . . , Y k ∈ Ω

(k)
nk ,

Z0 ∈ V0
n0×n0, . . . , Zk ∈ Vknk×nk , W 1 ∈ W1

n0×n1, . . . , W k ∈ Wk
nk−1×nk iснує ε > 0

таке, що f(Y 0 + tZ0, . . . , Y k + tZk)(W 1, . . . ,W k) обмежене у W0
n0×nk для |t| < ε,

тобто функцiя f |
Ω

(0)
n0×···×Ω

(k)
nk

- локально обмежена на зрiзах для кожних фiксованих

W 1, . . . , W k. Н.к. функцiя вищого порядку f ∈ T k(Ω(0), . . . ,Ω(k);W0,nc, . . . ,Wk,nc)
називається W -Гато (GW -) диференцiйованою, якщо для кожних n0, . . . , nk ∈ N,
Y 0 ∈ Ω

(0)
n0 , . . . , Y k ∈ Ω

(k)
nk , Z0 ∈ V0

n0×n0, . . . , Zk ∈ Vknk×nk , W 1 ∈ W1
n0×n1, . . . ,

W k ∈ Wk
nk−1×nk G-похiдна,

(7.46) lim
t→0

f(Y 0 + tZ0, . . . , Y k + tZk)(W 1, . . . ,W k)− f(Y 0, . . . , Y k)(W 1, . . . ,W k)

t

=
d

dt
f(Y 0 + tZ0, . . . , Y k + tZk)(W 1, . . . ,W k)

∣∣∣
t=0
,

iснує, тобто функцiя f |
Ω

(0)
n0×···×Ω

(k)
nk

є G-диференцiйованою для кожних фiксованих
W 1, . . . , W k. Тодi маємо, що f - W -аналiтична на зрiзах, тобто для кожних
Y 0 ∈ Ω

(0)
n0 , . . . , Y k ∈ Ω

(k)
nk , Z0 ∈ V0

n0×n0, . . . , Zk ∈ Vknk×nk , W 1 ∈ W1
n0×n1, . . . ,

W k ∈ Wk
nk−1×nk , f(Y 0 + tZ0, . . . , Y k + tZk)(W 1, . . . ,W k) - аналiтична функцiя вiд

t в околi точки 0. За теоремою Хартогса [140, с. 28], f є аналiтичною на

(U0 ∩ Ω(0)
n0

)× · · · × (Uk ∩ Ω(k)
nk

)× Y1 × · · · × Yk

як функцiя кiлькох комплексних змiнних для кожних n0, . . . , nk ∈ N i для всiх
скiнченновимiрних пiдпросторiв U0 ⊆ V0

n0×n0, . . . , Uk ⊆ Vknk×nk , Y1 ⊆ W1
n0×n1,

. . . , Yk ⊆ Wk
nk−1×nk .

Теорема 7.39. Припустимо, що f ∈ T k(Ω(0), . . . ,Ω(k);W0,nc, . . . ,Wk,nc) - W -
локально обмежена на зрiзах. Тодi такою є i

∆Rf ∈ T k+1(Ω(0), . . . ,Ω(k),Ω(k);W0,nc, . . . ,Wk,nc,Vk,nc).

Доведення. Нехай n0, . . . , nk+1 ∈ N, Y 0 ∈ Ω
(0)
n0 , . . . , Y k ∈ Ω

(k)
nk , Y k+1 ∈

Ω
(k)
nk+1, Z0 ∈ V0

n0×n0, . . . , Zk ∈ Vknk×nk , Zk+1 ∈ Vknk+1×nk+1, W 1 ∈ W1
n0×n1, . . . ,

W k+1 ∈ (Wk+1)
nk×nk+1. Оскiльки Ω(k) ⊆ Vk,nc - допустима справа н.к. множи-

на, iснує r > 0 таке, що
[
Y k rW k+1

0 Y k+1

]
∈ Ω

(k)
nk+nk+1

. Оскiльки н.к. множина Ω(k) -

скiнченно-вiдкрита, iснує ε1 > 0 таке, що
[
Y k + tZk rW k+1

0 Y k+1 + tZk+1

]
∈ Ωnk+nk+1

для всiх t з |t| < ε1. Оскiльки f є W -локально обмеженим на зрiзах, iснує ε2 > 0
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таке, що

f

(
Y 0 + tZ0, . . . , Y k−1 + tZk−1,

[
Y k + tZk rW k+1

0 Y k+1 + tZk+1

])
(W 1, . . . ,W k−1, row[W k, 0])

обмежене для |t| < ε2. Отже, використовуючи (3.19), ми отримаємо, що

∆Rf(Y 0 + tZ0, . . . , Y k+1 + tZk+1)(W 1, . . . ,W k+1)

= r−1f

(
Y 0 + tZ0, . . . , Y k−1 + tZk−1,

[
Y k + tZk rW k+1

0 Y k+1 + tZk+1

])
(W 1, . . . ,W k−1, row[W k, 0])

[
0

Ink+1

]
є обмеженим для |t| < min{ε1, ε2}. Ми робимо висновок, що ∆Rf є W -локально
обмеженим на зрiзах. Зауважимо, що ми використали тут факт, щоW0,nc забезпе-
чене допустимою системою норм прямокутних матриць (точнiше, факт, що блочна

проєкцiя, застосована множенням на
[

0
Ink+1

]
справа, є обмеженою). �

Зауваження 7.40. Аналог теореми 7.39 також виконується, з аналогiчним
доведенням, для j∆Rf , дивись зауваження 3.18.

Теорема 7.41. Припустимо, що f ∈ T k(Ω(0), . . . ,Ω(k);W0,nc, . . . ,Wk,nc) - W -
локально обмежена на зрiзах. Тодi f є GW -диференцiйованою.

Доведення. Ми спочатку покажемо, що f є W -неперервною на зрiзах, тобто

lim
t→0

f(Y 0 + tZ0, . . . , Y k + tZk)(W 1, . . . ,W k) = f(Y 0, . . . , Y k)(W 1, . . . ,W k)

для всiх n0,. . . ,nk ∈ N, Y 0 ∈ Ω
(0)
n0 ,. . . ,Y k ∈ Ω

(k)
nk ,Z0 ∈ V0

n0×n0,. . . ,Zk ∈ Vknk×nk ,
W 1 ∈ W1

n0×n1,. . . ,W k ∈ Wk
nk−1×nk . Ми маємо за (3.44), що

(7.47) f(Y 0 + tZ0, . . . , Y k + tZk)(W 1, . . . ,W k)− f(Y 0, . . . , Y k)(W 1, . . . ,W k)

=
k∑
j=0

(
f(Y 0 + tZ0, . . . , Y j + tZj, Y j+1, . . . , Y k)(W 1, . . . ,W k)

−f(Y 0 + tZ0, . . . , Y j−1 + tZj−1, Y j, . . . , Y k)(W 1, . . . ,W k)
)

= t
k∑
j=0

j∆Rf(Y 0 + tZ0, . . . , Y j−1 + tZj−1, Y j + tZj, Y j, Y j+1, . . . , Y k)

(W 1, . . . ,W j−1, Zj,W j,W j+1, . . . ,W k)→ 0

коли t→ 0, тому що остання сума є обмеженою для малого t, дивись зауваження
7.40.
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Оскiльки j∆Rf є W -неперервним на зрiзах за зауваженням 7.40 i попереднiм
абзацем, з (7.47) випливає, що f є GW -диференцiйованою i

(7.48)
d

dt
f(Y 0 + tZ0, . . . , Y k + tZk)(W 1, . . . ,W k)

∣∣∣
t=0

=
k∑
j=0

j∆Rf(Y 0, . . . , Y j−1, Y j, Y j, Y j+1, . . . , Y k)

(W 1, . . . ,W j−1,W j, Zj,W j+1, . . . ,W k).

�

Зворотна теорема до теореми 7.41 є очевидною. Ми позначаємо як

T kGW = T kGW (Ω(0), . . . ,Ω(k);W0,nc, . . . ,Wk,nc)

пiдклас класу T k(Ω(0), . . . ,Ω(k);W0,nc, . . . ,Wk,nc), що складається з н.к. функцiй
порядку k, якi є GW -диференцiйованими.

Наступне твердження - очевидний наслiдок теорем 7.39 i 7.41.

Наслiдок 7.42. Нехай f ∈ T kGW (Ω(0), . . . ,Ω(k);W0,nc, . . . ,Wk,nc). Тодi

∆Rf ∈ T k+1
GW

(Ω(0), . . . ,Ω(k),Ω(k);W0,nc, . . . ,Wk,nc,Vk,nc).

Зауваження 7.43. Аналог наслiдку 7.42 також виконується для j∆Rf , ди-
вись зауваження 3.18 i 7.40.

Нагадаємо, що k-лiнiйне вiдображення ω : W1 × · · · × Wk → W0, де W0, . . . ,
Wk - банаховi простори, називається обмеженим, якщо

‖ω‖Lk := sup
‖w1‖=...=‖wk‖=1

‖ω(w1, . . . , wk)‖ <∞;

ми позначаємо як Lk(W1 × · · · × Wk,W0) банахiв простiр таких обмежених k-
лiнiйних вiдображень. Нехай V0, . . . , Vk, W0, . . . , Wk - банаховi простори над C,
забезпеченi допустимими системами норм прямокутних матриць, i нехай Ω(j) ⊆
Vj,nc, j = 0, . . . , k, - вiдкритi н.к. множини. Н.к. функцiя вищого порядку f ∈
T k(Ω(0), . . . ,Ω(k);W0,nc, . . . ,Wk,nc) називається локально обмеженою, якщо для
кожних n0, . . . , nk ∈ N функцiя f |

Ω
(0)
n0×···×Ω

(k)
nk

має значення у Lk(W1
n0×n1 × · · · ×

Wk
nk−1×nk,W0

n0×nk) i є локально обмеженою, тобто для кожних Y 0 ∈ Ω
(0)
n0 , . . . ,

Y k ∈ Ω
(k)
nk iснує δ > 0 таке, що ‖f(X0, . . . , Xk)‖Lk обмежене для X0 ∈ B(Y 0, δ),

. . . , Xk ∈ B(Y k, δ). Звiсно, локально обмежена н.к. функцiя вищого порядку є
W -локально обмеженою на зрiзах.

Н.к. функцiя вищого порядку f ∈ T k(Ω(0), . . . ,Ω(k);W0,nc, . . . ,Wk,nc) називає-
ться G-диференцiйованою, якщо для кожних n0, . . . , nk ∈ N функцiя f |

Ω
(0)
n0×···×Ω

(k)
nk
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має значення у Lk(W1
n0×n1 × · · · × Wk

nk−1×nk,W0
n0×nk) i є G-диференцiйованою,

тобто для кожних Y 0 ∈ Ω
(0)
n0 , . . . , Y k ∈ Ω

(k)
nk , Z0 ∈ V0

n0×n0, . . . , Zk ∈ V)knk×nk ,
G-похiдна

(7.49)

δf(Y 0, . . . , Y k)(Z0, . . . , Zk) = lim
t→0

f(Y 0 + tZ0, . . . , Y k + tZk)− f(Y 0, . . . , Y k)

t

=
d

dt
f(Y 0 + tZ0, . . . , Y k + tZk)

∣∣∣
t=0

iснує у нормi Lk(W1
n0×n1 × · · · × Wk

nk−1×nk,W0
n0×nk). Звiсно, G-диференцiйована

н.к. функцiя вищого порядку є GW -диференцiйованою – порiвняй з (7.49) i (7.46).
Н.к. функцiя вищого порядку f ∈ T k(Ω(0), . . . ,Ω(k);W0,nc, . . . ,Wk,nc) нази-

вається диференцiйованою за Фреше (F-диференцiйованою), якщо для кожних
n0, . . . , nk ∈ N функцiя f |

Ω
(0)
n0×···×Ω

(k)
nk

має значення у

Lk(W1
n0×n1 × · · · ×Wk

nk−1×nk,W0
n0×nk)

i є F-диференцiйованою, тобто f |
Ω

(0)
n0×···×Ω

(k)
nk

- G-диференцiйована i для будь-яких

Y 0 ∈ Ω
(0)
n0 , . . . , Y k ∈ Ω

(k)
nk лiнiйний оператор

δf(Y 0, . . . , Y k) : V0
n0×n0⊕· · ·⊕Vknk×nk → Lk(W1

n0×n1×· · ·×Wk
nk−1×nk,W0

n0×nk)

є обмеженим.
Н.к. функцiя вищого порядку f ∈ T k(Ω(0), . . . ,Ω(k);W0,nc, . . . ,Wk,nc) називає-

ться аналiтичною, якщо f є локально обмеженою i G-диференцiйованою. Звiсно,
аналiтична н.к. функцiя вищого порядку є W -аналiтичною. Якщо

f ∈ T k(Ω(0), . . . ,Ω(k);W0,nc, . . . ,Wk,nc)

- аналiтична, то за [88, теорема 3.17.1] f |
Ω

(0)
n0×···×Ω

(k)
nk

- також аналiтична i F-диферен-
цiйована. Отже, аналiтична н.к. фунцiя вищого порядку f є неперервною (тобто
всi її обмеження f |

Ω
(0)
n0×···×Ω

(k)
nk

є неперервними) i F-диференцiйованою.

Теорема 7.44. Якщо f ∈ T k(Ω(0), . . . ,Ω(k);W0,nc, . . . ,Wk,nc) - локально обме-
жена, то таким є i ∆Rf ∈ T k+1(Ω(0), . . . ,Ω(k),Ω(k);W0,nc, . . . ,Wk,nc,Vk,nc).

Доведення. Нехай n0, . . . , nk+1 ∈ N, Y 0 ∈ Ω
(0)
n0 , . . . , Y k ∈ Ω

(k)
nk , Y k+1 ∈ Ω

(k)
nk+1.

Оскiльки f - локально обмежена, iснує δ > 0 таке, що

‖f(X0, . . . , Xk−1, X)‖Lk
= sup
‖W 1‖n0,n1

=...=‖W k−1‖nk−2,nk−1
=‖W‖nk−1,nk+nk+1

=1

‖f(X0, . . . , Xk−1, X)

(W 1, . . . ,W k−1,W )‖n0,nk+nk+1
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обмежене для всiх X0 ∈ B(Y 0, δ), . . . , Xk−1 ∈ B(Y k−1, δ), X ∈ B(Y k ⊕ Y k+1, δ).
Оскiльки [

Xk δ
2W

k+1

0 Xk+1

]
∈ B(Y k ⊕ Y k+1, δ),

колиXk ∈ B(Y k, δ2),Xk+1 ∈ B(Y k+1, δ2), iW k+1 ∈ Vknk×nk+1 таке, що ‖W k+1‖nk,nk+1
=

1, ми отримаємо, що∥∥∥∥f (X0, . . . , Xk−1,

[
Xk δ

2W
k+1

0 Xk+1

])
(W 1, . . . ,W k−1, row[W k, 0])

∥∥∥∥
n0,nk+nk+1

обмежене для X0 ∈ B(Y 0, δ2), . . . , Xk+1 ∈ B(Y k+1, δ2), i

‖W 1‖n0,n1
= . . . = ‖W k+1‖nk,nk+1

= 1.

Тут ми використали обмеженiсть блочної iн’єкцiї

W k ∈ Wk
nk−1×nk 7−→ row[W k, 0] ∈ Wk

nk−1×(nk+nk+1).

Отже,

‖∆Rf(X0, . . . , Xk+1)‖Lk+1

= sup
‖W 1‖n0,n1

=...=‖W k+1‖nk,nk+1
=1

‖∆Rf(X0, . . . , Xk+1)(W 1, . . . ,W k+1)‖n0,nk+1

=
2

δ
sup

‖W 1‖n0,n1
=...=‖W k+1‖nk,nk+1

=1

∥∥∥f (X0, . . . , Xk−1,

[
Xk δ

2W
k+1

0 Xk+1

])
(W 1, . . . ,W k−1, row[W k, 0])

[
0

Ink+1

] ∥∥∥
n0,nk+1

обмежене для X0 ∈ B(Y 0, δ2), . . . , Xk+1 ∈ B(Y k+1, δ2). Тут ми використали обме-

женiсть блочної проєкцiї, застосованої множенням на
[

0
Ink+1

]
справа. �

Зауваження 7.45. Аналог теореми 7.44 також має мiсце, з аналогiчним до-
веденням, для j∆Rf , дивись зауваження 3.18.

Теорема 7.46. Якщо f ∈ T k(Ω(0), . . . ,Ω(k);W0,nc, . . . ,Wk,nc) - локально обме-
жена, то f - аналiтична.

Доведення. Ми спочатку покажемо, що f неперервна на зрiзах, тобто

lim
t→0
‖f(Y 0 + tZ0, . . . , Y k + tZk)− f(Y 0, . . . , Y k)‖Lk = 0

для всiх n0, . . . , nk ∈ N, Y 0 ∈ Ω
(0)
n0 , . . . , Y k ∈ Ω

(k)
nk , Z0 ∈ V0

n0×n0, . . . , Zk ∈ Vknk×nk .
Справдi, збiжнiсть у (7.47) є рiвномiрною на множинi тих W 1 ∈ W1

n0×n1, . . . ,
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W k ∈ Wk
nk−1×nk , якi задовольняють ‖W 1‖n0,n1

= . . . = ‖W k‖nk−1,nk = 1 тому, що
остання сума у (7.47) є рiвномiрно обмеженою на цiй множинi для малих t, дивись
зауваження 7.45.

Оскiльки j∆Rf - неперервна на зрiзах за зауваженням 7.45 i попереднiм абза-
цем, (7.47) тягне за собою, що f є G-диференцiйованою i

δf(Y 0, . . . , Y k)(Z0, . . . , Zk)

обчислюється як (7.48), де границя є рiвномiрною на множинi тих W 1 ∈ W1
n0×n1,

. . . , W k ∈ Wk
nk−1×nk , що задовольняють ‖W 1‖n0,n1

= . . . = ‖W k‖nk−1,nk = 1. Ми
робимо висновок, що f - аналiтична. �

З теореми 7.46 випливає, що н.к. функцiя вищого порядку f - локально обме-
жена тодi i тiльки тодi, коли f - неперервна, тодi i тiльки тодi, коли f - F-
диференцiйована, тодi i тiльки тодi, коли f - аналiтична. Ми позначаємо як T kan =
T kan(Ω(0), . . . ,Ω(k);W0,nc, . . . ,Wk,nc) пiдклас T k(Ω(0), . . . ,Ω(k);W0,nc, . . . ,Wk,nc), що
складається з н.к. функцiй порядку k, якi є аналiтичними.

Наступне твердження є очевидним наслiдком теорем 7.44 i 7.46.

Наслiдок 7.47. Нехай f ∈ T kan(Ω(0), . . . ,Ω(k);W0,nc, . . . ,Wk,nc). Тодi

∆Rf ∈ T k+1
an (Ω(0), . . . ,Ω(k),Ω(k);W0,nc, . . . ,Wk,nc,Vk,nc).

Зауваження 7.48. Аналог наслiдку 7.47 також виконується для j∆Rf , ди-
вись зауваження 3.18 i 7.45.

Нехай W0, . . . , Wk - банаховi простори, забезпеченi допустимими системами
норм прямокутних матриць, i нехай ω : W1 × · · · ×Wk →W0 - k-лiнiйне вiдобра-
ження. Для кожних n0, n1, . . . , nk ∈ N ми визначаємо k-лiнiйне вiдображення
ω(n0,...,nk) : W1

n0×n1 × · · · ×Wk
nk−1×nk →W0

n0×nk як

(7.50) ω(n0,...,nk)(W 1, . . . ,W k) = (W 1 � · · · �W k)ω,

де ми використовуємо позначення (3.7), i ω дiє на матрицю

W 1 � · · · �W k ∈ (W1 ⊗ · · · ⊗Wk)
n0×nk

справа поелементно, порiвняй з (3.8). k-лiнiйне вiдображення ω називається цiл-
ком обмеженим (у сенсi Кристенсена i Сiнклера, дивись, наприклад, [117, роздiл
17]), якщо

‖ω‖Lkcb
:= sup

n0,...,nk∈N
‖ω(n0,...,nk)‖Lk <∞.

Ми позначаємо як Lkcb(W1×· · ·×Wk,W0) банахiв простiр таких цiлком обмежених
k-лiнiйних вiдображень.

Нагадаємо [117, с. 185, вправа 13.2], що операторний простiрWnc є забезпече-
ним єдиною допустимою системою норм прямокутних матриць такою, що аналоги
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(7.1) i (7.2) (тобто (7.40)) для прямокутних матриць виконуються з константами
рiвними 1 незалежно вiд матричних розмiрiв. Ми зауважимо (дивись, наприклад,
[117, роздiл 17] або [118, роздiл 5]), що якщо W0, . . . , Wk - операторнi простори,
то ‖ω‖Lkcb

спiвпадає з цiлком обмеженою нормою ω, що розглядається як лiнiйне
вiдображення W1 ⊗ · · · ⊗ Wk → W0, де векторнi простори (W1 ⊗ · · · ⊗Wk)

n0×nk ,
n0, nk ∈ N, забезпеченi нормою Хагерупа, ‖ · ‖H,n0,nk :

(7.51) ‖W‖H,n0,nk

= inf{‖W 1‖n0,n1
· · · ‖W k‖nk−1,nk : n1, . . . , nk−1 ∈ N, W = W 1 � · · · �W k}.

Пропозицiя 7.49. Нехай V i W - операторнi простори, i нехай ω : Vk →W
- k-лiнiйне вiдображення. Тодi

(7.52) ‖ω‖Lkcb
= sup{‖W�kω‖n : n ∈ N,W ∈ Vn×n, ‖W‖n = 1}.

Доведення. Нерiвнiть “≥"є очевидною. Для того, щоб показати, що “≤"теж
виконується, нехай n0, . . . , nk ∈ N, W 1 ∈ Vn0×n1, . . . , W k ∈ Vnk−1×nk - довiльнi.
Покладемо

W̃ =


0n0×n0

W 1 0n0×n2
. . . 0n0×nk... . . . . . . . . . ...

... . . . . . . 0nk−2×nk... . . . W k

0nk×n0
. . . . . . . . . 0nk×nk

 ∈ V (n0+···+nk)×(n0+···+nk).

Тодi

‖(W 1 � · · · �W k)ω‖n0×nk

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥


0n0×n0

. . . 0n0×nk−1
(W 1 � · · · �W k)ω

... . . . 0n1×nk... . . . ...
0nk×n0

. . . . . . 0nk×nk


∥∥∥∥∥∥∥∥∥
n0+···+nk

= ‖W̃�kω‖n0+···+nk

є не бiльшим нiж права частина (7.52). Взявши супремум ‖(W 1�· · ·�W k)ω‖n0×nk
над усiма n0, . . . , nk ∈ N i усiма W 1 ∈ Vn0×n1, . . . , W k ∈ Vnk−1×nk норми 1, ми
отримаємо потрiбну нерiвнiсть “≤"у (7.52). �

Зауваження 7.50. Пропозицiя 7.49 каже нам, що обчислення на дiагоналi є
iзометричним iзоморфiзмом з простору Lkcb(V × · · · × V ,W) у простiр обмежених
н.к. однорiдних многочленiв степеня k на Vnc iз значеннями у Wnc i супремум-
нормою на Bnc(0, 1), дивись коментар у кiнцi роздiлу 6. Це є н.к. аналогом добре



227

вiдомого спiввiдношення мiж обмеженими однорiдними многочленами i обмеже-
ними симетричними мультiлiнiйними формами на банахових просторах, де iзо-
морфiзм проте не є iзометричним, дивись [88, пiдроздiл 26.2] i [110, пiдроздiл
2].

Нехай V0, . . . ,Vk,W0, . . . ,Wk - операторнi простори, i нехай Ω(j) ⊆ Vj,nc, j =
0, . . . , k, - рiвномiрно-вiдкритi множини. Ми називаємо н.к. функцiю вищого по-
рядку f ∈ T k(Ω(0), . . . ,Ω(k);W0,nc, . . . ,Wk,nc) рiвномiрно локально цiлком обме-
женою, якщо для кожних n0, . . . , nk ∈ N функцiя f |

Ω
(0)
n0×···×Ω

(k)
nk

має значення у

Lkcb(W1
n0×n1 × · · · ×Wk

nk−1×nk,W0
n0×nk)

i f є локально обмеженою у рiвномiрно-вiдкритiй топологiї, тобто для кожних
Y 0 ∈ Ω

(0)
n0 , . . . , Y k ∈ Ω

(k)
nk iснує δ > 0 таке, що ‖f(X0, . . . , Xk)‖Lkcb є обмеженим

для X0 ∈ Bnc(Y
0, δ), . . . , Xk ∈ Bnc(Y

k, δ). (Зауважимо, що p × q матрицi над
операторним простором W складають операторний простiр.)

Для φ ∈ Lkcb(W1
s0×s1 × · · · ×Wk

sk−1×sk,W0
s0×sk) i r > 0, визначимо н.к. кулю з

центром у φ радiуса r як

Bnc(φ, r) =
∞∐

m0,...,mk=1

{
ψ ∈ Lkcb(W1

s0m0×s1m1×· · ·×Wk
sk−1mk−1×skmk,W0

s0m0×skmk) :

‖ψ − φ(m0,...,mk)‖Lkcb < r
}
.

Зауважимо, що тут, для W 1 ∈ W1
s0m0×s1m1, . . . , W k ∈ Wk

sk−1mk−1×skmk ,

φ(m0,...,mk)(W 1, . . . ,W k) := (W 1
s0,s2
�s1
· · ·sk−2,sk �sk−1

W k)φ,

дивись (3.7) i (7.50). Аналогiчно до пропозицiї 7.12, н.к. кулi складають базу для
топологiї на ∞∐

n0,...,nk=1

Lkcb(W1
n0×n1 × · · · ×Wk

nk−1×nk,W0
n0×nk),

яка буде називатися рiвномiрно-вiдкритою топологiєю. Аналогiчно до пропозицiї
7.20, якщо н.к. функцiя вищого порядку f ∈ T k(Ω(0), . . . ,Ω(k);W0,nc, . . . ,Wk,nc) -
неперервна вiдносно топологiї добутку на

V0,nc × · · · × Vk,nc︸ ︷︷ ︸
k+1 разiв

(рiвномiрно-вiдкритих топологiй на Vj,nc) i рiвномiрно-вiдкритої топологiї на

∞∐
n0,...,nk=1

Lkcb(W1
n0×n1 × · · · ×Wk

nk−1×nk,W0
n0×nk),
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то f є рiвномiрно локально цiлком обмеженою.
Н.к. функцiя вищого порядку f ∈ T k(Ω(0), . . . ,Ω(k);W0,nc, . . . ,Wk,nc) назива-

ється цiлком обмежено диференцiйованою за Гато, або Gcb-диференцiйованою,
якщо для кожних n0, . . . , nk ∈ Nфункцiя f |

Ω
(0)
n0×···×Ω

(k)
nk

має значення у Lkcb(W1
n0×n1×

· · · × Wk
nk−1×nk,W0

n0×nk) i є G-диференцiйованою, тобто для кожних Y 0 ∈ Ω
(0)
n0 ,

. . . , Y k ∈ Ω
(k)
nk , Z0 ∈ V0

n0×n0, . . . , Zk ∈ Vknk×nk , G-похiдна (7.49) iснує в нормi

Lkcb(W1
n0×n1 × · · · ×Wk

nk−1×nk,W0
n0×nk).

Н.к. функцiя вищого порядку f ∈ T k(Ω;W0,nc, . . . ,Wk,nc) називається рiвно-
мiрно цiлком обмежено (ц.о.-) аналiтичною, якщо f є рiвномiрно локально цiл-
ком обмеженою i Gcb-диференцiйованою.

Теорема 7.51. Якщо f ∈ T k(Ω(0), . . . ,Ω(k);W0,nc, . . . ,Wk,nc) - рiвномiрно ло-
кально цiлком обмежена, то таким є i

∆Rf ∈ T k+1(Ω(0), . . . ,Ω(k),Ω(k);W0,nc, . . . ,Wk,nc,Vk,nc).

Доведення. Нехай s0, . . . , sk+1 ∈ N, Y 0 ∈ Ω
(0)
s0 , . . . , Y k ∈ Ω

(k)
sk , Y k+1 ∈ Ω

(k)
sk+1.

Оскiльки f - рiвномiрно локально цiлком обмежена, iснує δ > 0 таке, що

(7.53) ‖(f(X0, . . . , Xk−1, X))(n0,...,nk−1,n)(W 1, . . . ,W k−1,W )‖s0m0n0,(sk+sk+1)mn

є обмеженим для всiх m0, . . . , mk−1, m, n0, . . . , nk−1, n ∈ N, X0 ∈ Bnc(Y
0, δ)s0m0

,
. . . , Xk−1 ∈ Bnc(Y

k−1, δ)sk−1mk−1
, X ∈ Bnc(Y

k ⊕ Y k+1, δ)(sk+sk+1)m,
W 1 ∈ W1

s0m0n0×s1m1n1, . . . , W k−1 ∈ (Wk−1)
sk−2mk−2nk−2×sk−1mk−1nk−1,

i W ∈ Wk
sk−1mk−1nk−1×(sk+sk+1)mn, з

‖W 1‖s0m0n0,s1m1n1
= . . . = ‖W k−1‖sk−2mk−2nk−2,sk−1mk−1nk−1

= ‖W‖sk−1mk−1nk−1,(sk+sk+1)mn = 1.

За означенням, (7.53) дорiвнює

‖(W 1
s0m0,s2m2

�s1m1
· · ·sk−3mk−3,sk−1mk−1

�sk−2mk−2
W k−1

sk−2mk−2,(sk+sk+1)m �sk−1mk−1
W )f(X0, . . . , Xk−1, X)‖s0m0n0,(sk+sk+1)mn.

Використовуючи (3.8), ми переписуєм це як

∥∥∥f( n0⊕
α=1

X0, . . . ,

nk−1⊕
α=1

Xk−1,

n⊕
α=1

X
)

(W 1, . . . ,W k−1,W )
∥∥∥
s0m0n0,(sk+sk+1)mn

.
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Оскiльки



nk⊕
α=1

Xk δ
2W

k+1 0

0
nk+1⊕
α=1

Xk+1 0

0 0
|mk+1nk+1−mknk|⊕

α=1
Y

 ∈ Bnc(Y
k⊕Y k+1, δ)(sk+sk+1) max{mknk,mk+1nk+1}

пiсля перестановки блочних рядкiв i стовпцiв, коли Xk ∈ Bnc(Y
k, δ2)skmk

, Xk+1 ∈
Bnc(Y

k+1, δ2)sk+1mk+1
i W k+1 ∈ Vskmknk×sk+1mk+1nk+1 з

‖W k+1‖skmknk,sk+1mk+1nk+1
= 1, де

(7.54) Y =

{
Y k if mknk < mk+1nk+1,
Y k+1 if mknk > mk+1nk+1,

ми отримаємо, що

∥∥∥f


n0⊕
α=1

X0, . . . ,

nk−1⊕
α=1

Xk−1,



nk⊕
α=1

Xk δ
2W

k+1 0

0
nk+1⊕
α=1

Xk+1 0

0 0
|mk+1nk+1−mknk|⊕

α=1
Y




(W 1, . . . ,W k−1, row[W k, 0, 0])

∥∥∥
s0m0n0,(sk+sk+1) max{mknk,mk+1nk+1}

є обмеженим для всiх m0, . . . , mk+1, n0, . . . , nk+1 ∈ N, X0 ∈ Bnc(Y
0, δ2)s0m0

, . . . ,
Xk+1 ∈ Bnc(Y

k+1, δ2)sk+1mk+1
i W 1 ∈ W1

s0m0n0×s1m1n1, . . . ,
W k+1 ∈ (Wk+1)

skmknk×sk+1mk+1nk+1, з

‖W 1‖s0m0n0,s1m1n1
= . . . = ‖W k+1‖skmknk,sk+1mk+1nk+1

= 1.

Тут ми використали iзометричнiсть блочної iн’єкцiї

W k ∈ Wk
sk−1mk−1nk−1×skmknk 7−→ row[W k, 0, 0]

∈ Wk
sk−1mk−1nk−1×(sk+sk+1) max{mknk,mk+1nk+1}.
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Отже,

∥∥∥∆Rf
( n0⊕
α=1

X0, . . . ,

nk+1⊕
α=1

Xk+1
)

(W 1, . . . ,W k+1)
∥∥∥
s0m0n0,sk+1mk+1nk+1

=
2

δ

∥∥∥f


n0⊕
α=1

X0, . . . ,

nk−1⊕
α=1

Xk−1,



nk⊕
α=1

Xk δ
2W

k+1 0

0
nk+1⊕
α=1

Xk+1 0

0 0
|mk+1nk+1−mknk|⊕

α=1
Y




(W 1, . . . ,W k−1, row[W k, 0, 0])

 0
Isk+1mk+1nk+1

0

∥∥∥
s0m0n0,sk+1mk+1nk+1

є обмеженим для всiх m0, . . . , mk+1, n0, . . . , nk+1 ∈ N, X0 ∈ Bnc(Y
0, δ2)s0m0

, . . . ,
Xk+1 ∈ Bnc(Y

k+1, δ2)sk+1mk+1
, i W 1 ∈ W1

s0m0n0×s1m1n1, . . . ,
W k+1 ∈ (Wk+1)

skmknk×sk+1mk+1nk+1, з

‖W 1‖s0m0n0,s1m1n1
= . . . = ‖W k+1‖skmknk,sk+1mk+1nk+1

= 1.

Тут ми використали те, що блочна проєкцiя є стиском, для блочної проєкцiї, що
застосовує множення на  0

Isk+1mk+1nk+1

0


справа.

Вживаючи такий самий аргумент, як на початку доведення, для ∆Rf на мiсцi
f , ми отримаємо

‖(∆Rf(X0, . . . , Xk+1))(n0,...,nk+1)(W 1, . . . ,W k+1)‖s0m0n0,sk+1mk+1nk+1

=
∥∥∥∆Rf

( n0⊕
α=1

X0, . . . ,

nk+1⊕
α=1

Xk+1
)

(W 1, . . . ,W k+1)
∥∥∥
s0m0n0,sk+1mk+1nk+1

,

що за результатом попереднього абзацу тягне за собою рiвномiрну локальну цiл-
ком обмеженiсть ∆Rf . �

Зауваження 7.52. Аналог теореми 7.51 також виконується, з аналогiчним
доведенням, для j∆Rf , дивись зауваження 3.18.

Теорема 7.53. Якщо f ∈ T k(Ω(0), . . . ,Ω(k);W0,nc, . . . ,Wk,nc) - рiвномiрно ло-
кально цiлком обмежена, то f є неперервною у рiвномiрно-вiдкритих топологi-
ях i рiвномiрно ц.о.-аналiтичною.
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Доведення. Нехай s0, . . . , sk+1 ∈ N, Y 0 ∈ Ω
(0)
s0 , . . . , Y k ∈ Ω

(k)
sk , Y k+1 ∈ Ω

(k)
sk+1.

Оскiльки f є рiвномiрно локально цiлком обмеженою, вiдповiдно до зауваження
7.52 такими є i j∆Rf , j = 0, . . . , k. Отже, iснують δ > 0 i C > 0 такi, що

‖(j∆Rf(X0, . . . , Xk+1))(n0,...,nk+1)(W 1, . . . ,W k+1)‖s0m0n0,sk+1mk+1nk+1

=
∥∥∥j∆Rf

( n0⊕
α=1

X0, . . . ,

nk+1⊕
α=1

Xk+1
)

(W 1, . . . ,W k+1)
∥∥∥
s0m0n0,sk+1mk+1nk+1

≤ C

для j = 0, . . . , k, i для всiх m0, . . . , mk+1, n0, . . . , nk+1 ∈ N, X0 ∈ Bnc(Y
0, δ)s0m0

,
. . . , Xk+1 ∈ Bnc(Y

k+1, δ)sk+1mk+1
, i

W 1 ∈ W1
s0m0n0×s1m1n1, . . . ,W k+1 ∈ (Wk+1)

skmknk×sk+1mk+1nk+1,

з
‖W 1‖s0m0n0,s1m1n1

= . . . = ‖W k+1‖skmknk,sk+1mk+1nk+1
= 1.

Ми маємо за (3.43) (порiвняй з (7.47)), що

∥∥∥f( n0⊕
α=1

X0, . . . ,

nk⊕
α=1

Xk
)

(W 1, . . . ,W k)

− f
(m0n0⊕

α=1

Y 0, . . . ,

mknk⊕
α=1

Y k
)

(W 1, . . . ,W k)
∥∥∥
s0m0n0,skmknk

=
∥∥∥ k∑
j=0

(
f
( n0⊕
α=1

X0, . . . ,

nj⊕
α=1

Xj,

mj+1nj+1⊕
α=1

Y j+1, . . . ,

mknk⊕
α=1

Y k
)

(W 1, . . . ,W k)

− f
( n0⊕
α=1

X0, . . . ,

nj−1⊕
α=1

Xj−1,

mjnj⊕
α=1

Y j, . . . ,

mknk⊕
α=1

Y k
)

(W 1, . . . ,W k)

)∥∥∥
s0m0n0,skmknk

=
∥∥∥ k∑
j=0

j∆Rf
( n0⊕
α=1

X0, . . . ,

nj⊕
α=1

Xj,

mjnj⊕
α=1

Y j, . . . ,

mknk⊕
α=1

Y k
)

(
W 1, . . . ,W j−1,

nj⊕
α=1

Xj −
mjnj⊕
α=1

Y j,W j, . . . ,W k
)∥∥∥

s0m0n0,skmknk

≤ C
k∑
j=0

∥∥∥Xj −
mj⊕
α=1

Y j‖sjmj

для всiх m0, . . . , mk, n0, . . . , nk ∈ N, X0 ∈ Bnc(Y
0, δ)s0m0

, . . . , Xk∈Bnc(Y
k, δ)skmk

,
i W 1 ∈ W1

s0m0n0×s1m1n1, . . . , W k ∈ (Wk)
sk−1mk−1nk−1×skmknk , з

‖W 1‖s0m0n0,s1m1n1
= . . . = ‖W k‖sk−1mk−1nk−1,skmknk = 1.
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Якщо дане ε > 0, ми покладаємо η = min{δ, ε
C(k+1)} i отримаємо, що

∥∥∥f( n0⊕
α=1

X0, . . . ,

nk⊕
α=1

Xk
)

(W 1, . . . ,W k)

− f
(m0n0⊕

α=1

Y 0, . . . ,

mknk⊕
α=1

Y k
)

(W 1, . . . ,W k)
∥∥∥
s0m0n0,skmknk

< ε

для всiх m0, . . . , mk, n0, . . . , nk ∈ N, X0 ∈ Bnc(Y
0, η)s0m0

, . . . , Xk∈Bnc(Y
k, η)skmk

,
i W 1 ∈ W1

s0m0n0×s1m1n1, . . . , W k ∈ Wk
sk−1mk−1nk−1×skmknk , з

‖W 1‖s0m0n0,s1m1n1
= . . . = ‖W k‖sk−1mk−1nk−1,skmknk = 1.

Таким чином, f - неперервна у рiвномiрно-вiдкритих топологiях.
За зауваженням 7.52, j∆Rf є рiвномiрно локально цiлком обмеженим для j =

0, . . . , k. Застосовуючи першу частину цiєї теореми до j∆Rf , ми отримаємо, що
j∆Rf є неперервним у рiвномiрно-вiдкритих топологiях. Нехай s0, . . . , sk+1 ∈ N,
Y 0 ∈ Ω

(0)
s0 , . . . , Y k ∈ Ω

(k)
sk . За (7.47) ми маємо

(7.55) f
( n0⊕
α=1

Y 0 + t

n0⊕
α=1

Z0, . . . ,

nk⊕
α=1

Y k + t

nk⊕
α=1

Zk
)

(W 1, . . . ,W k)

− f
( n0⊕
α=1

Y 0, . . . ,

nk⊕
α=1

Y k
)

(W 1, . . . ,W k)

= t
k∑
j=0

j∆Rf
( n0⊕
α=1

Y 0 + t

n0⊕
α=1

Z0, . . . ,

nj⊕
α=1

Y j + t

nj⊕
α=1

Zj,

nj⊕
α=1

Y j, . . . ,

nk⊕
α=1

Y k
)

(
W 1, . . . ,W j,

nj⊕
α=1

Zj,W j+1, . . . ,W k
)

для будь-яких n0, . . . , nk ∈ N, Z0 ∈ V0
s0×s0 . . . , Zk ∈ Vksk×sk , i W 1 ∈ W1

s0n0×s1n1,
. . . , W k ∈ Wk

sk−1nk−1×sknk , з

‖W 1‖s0n0,s1n1
= . . . = ‖W k‖sk−1nk−1,sknk = 1,
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i t достатньо малого. Роздiляючи обидвi частини (7.55) на t i дозволяючи t → 0,
ми отримаємо (порiвняй (7.48))

d

dt
f
( n0⊕
α=1

Y 0 + t

n0⊕
α=1

Z0, . . . ,

nk⊕
α=1

Y k + t

nk⊕
α=1

Zk
)

(W 1, . . . ,W k)
∣∣∣
t=0

=
k∑
j=0

j∆Rf
( n0⊕
α=1

Y 0, . . . ,

nj−1⊕
α=1

Y j−1,

nj⊕
α=1

Y j,

nj⊕
α=1

Y j,

nj+1⊕
α=1

Y j+1, . . . ,

nk⊕
α=1

Y k
)

(
W 1, . . . ,W j−1,

nj⊕
α=1

Zj,W j+1, . . . ,W k
)

де границя є рiвномiрною за n0, . . . , nk ∈ N, i за W 1 ∈ W1
s0n0×s1n1, . . . , W k ∈

Wk
sk−1nk−1×sknk , з

‖W 1‖s0n0,s1n1
= . . . = ‖W k‖sk−1nk−1,sknk = 1.

Отже, G-похiдна

δf(Y 0, . . . , Y k)(Z0, . . . , Zk) =
d

dt
f
(
Y 0 + tZ0, . . . , Y k + tZk

) ∣∣∣
t=0

(дивись (7.49)) iснує у нормi

Lkcb(W1
s0×s1 × · · · ×Wk

sk−1×sk,W0
s0×sk),

тобто f - Gcb-диференцiйована. Оскiльки f є також рiвномiрно локально цiлком
обмеженою, ми робимо висновок, що f є рiвномiрно ц.о.-аналiтичною. �

З теореми 7.53 випливає, що н.к. функцiя вищого порядку f є рiвномiрно ло-
кально цiлком обмеженою тодi i тiльки тодi, коли f є неперервною у рiвномiрно-
вiдкритих топологiях, тодi i тiльки тодi, коли f є рiвномiрно ц.о. аналiтичною.
Ми позначаємо як

T kuan = T kuan(Ω(0), . . . ,Ω(k);W0,nc, . . . ,Wk,nc)

пiдклас у T k(Ω(0), . . . ,Ω(k);W0,nc, . . . ,Wk,nc), що складається з н.к. функцiй по-
рядку k, що є рiвномiрно ц.о. аналiтичними.

Наступне твердження є очевидним наслiдком теорем 7.51 i 7.53.

Наслiдок 7.54. Нехай f ∈ T kuan(Ω(0), . . . ,Ω(k);W0,nc, . . . ,Wk,nc). Тодi

∆Rf ∈ T k+1
uan (Ω(0), . . . ,Ω(k),Ω(k);W0,nc, . . . ,Wk,nc,Vk,nc).

Зауваження 7.55. Аналог наслiдку 7.54 також виконується для j∆Rf , ди-
вись зауваження 3.18 i 7.52.
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Зауваження 7.56. Результати цього пiдроздiлу допускають аналоги у дiй-
сному випадку – порiвняй з зауваженнями 7.11 i 7.35. Теорема 7.39, зауваження
7.40, теорема 7.41, наслiдок 7.42 i зауваження 7.43 є вiрними для випадку, де V0,
. . . , Vk,W1, . . . ,Wk -векторнi простори над R iW0 - банахiв простiр над R, забез-
печений допустимою системою норм прямокутних матриць (всi поняття визначенi
точно як у комплексному випадку). Якщо f ∈ T k(Ω(0), . . . ,Ω(k);W0,nc, . . . ,Wk,nc)
- GW -диференцiйована, не є обов’язково вiрним, що f - W -аналiтична на зрiзах,
нi те, що f нескiнченно багато разiв диференцiйована на

(7.56) (U0 ∩ Ω(0)
n0

)× · · · × (Uk ∩ Ω(k)
nk

)× Y1 × · · · × Yk

як функцiя кiлькох дiйсних змiнних для кожних n0, . . . , nk ∈ N i для всiх скiн-
ченновимiрних пiдпросторiв U0 ⊆ V0

n0×n0, . . . , Uk ⊆ Vknk×nk , Y1 ⊆ Wn0×n1, . . . ,
Yk ⊆ Wnk−1×nk . Припустимо на додачу, що f - W -локально обмежена на афiн-
них скiнченновимiрних пiдпросторах, тобто що f |

Ω
(0)
n0×···×Ω

(k)
nk

- локально обмежена
на афiнних скiнченновимiрних пiдпросторах, подiбно до зауваження 7.11, для ко-
жних фiксованих W1, . . . , Wk. Тодi

∆Rf ∈ T k+1(Ω(0), . . . ,Ω(k),Ω(k);W0,nc, . . . ,Wk,nc,Vk,nc)

є також W -локально обмеженим на афiнних скiнченновимiрних пiдпросторах i
f є нескiнченно багато разiв диференцiйована на множинах (7.56) – доведення
подiбне до доведення теорем 7.39 i 7.41.

Теорема 7.44 i зауваження 7.45 є вiрними для випадку, коли V0, . . . , Vk, W0,
. . . , Wk - банаховi простори над R, забезпеченi допустимою системою норм пря-
мокутних матриць. Аналогом теореми 7.41 є наступне твердження: якщо

f ∈ T k(Ω(0), . . . ,Ω(k);W0,nc, . . . ,Wk,nc)

- локально обмежена, то f є G-диференцiйованою, i бiльше того, f є нескiнчен-
но багато разiв диференцiйованою на (U0 ∩ Ω

(0)
n0 ) × · · · × (Uk ∩ Ω

(k)
nk ) як функцiя

кiлькох дiйсних змiнних для кожних n0, . . . , nk ∈ N i для всiх скiнченновимiр-
них пiдпросторiв U0 ⊆ V0

n0×n0, . . . , Uk ⊆ Vknk×nk , де похiдна береться у нормi
Lk(W1

n0×n1 × · · · ×Wk
nk−1×nk,W0

n0×nk).
Теорема 7.51, зауваження 7.52, теорема 7.53, наслiдок 7.54 i зауваження 7.55 є

вiрними для випадку, коли V0, . . . , Vk, W0, . . . , Wk - операторнi простори над R.



Роздiл 8

Збiжнiсть н.к. степеневих рядiв

У цьому роздiлi ми будемо вивчати збiжнiсть степеневих рядiв вигляду

(8.1)
∞∑
`=0

(
X −

m⊕
α=1

Y
)�s`

f`

до н.к. функцiї. Тут V i W - векторнi простори над C; Y ∈ Vs×s - даний центр;
X ∈ Vsm×sm, m = 1, 2, . . .; f` : (Vs×s)` → Ws×s, ` = 0, 1, . . ., - дана послiдовнiсть
`-лiнiйних вiдображень, тобто лiнiйне вiдображення f : T(Vs×s)→Ws×s; i умови
(4.4)–(4.7) задовольняються. Зауважимо, що для s = 1 цi умови тривiально за-
довольняються для будь-якої послiдовностi f` лiнiйних вiдображень. Нас будуть
цiкавити умови зростання коефiцiєнтiв f`, за якими сума у (8.1) є аналiтичною або
рiвномiрно аналiтичною н.к. функцiєю. Результати цього пiдроздiлу є зворотнi до
результатiв пiдроздiлiв 7.1 i 7.3, як i результати пiдроздiлу 5.2 були зворотними
до результатiв пiдроздiлу 5.1, де ми обчислюємо степеневi ряди на нiльпотентних
матрицях, де питання про збiжнiсть не виникають.

8.1. Скiнченно-вiдкрита топологiя

Нехай V - векторний простiр над C, нехай W - банахiв простiр над C, забез-
печений допустимою системою матричних норм (дивись пiдроздiл 7.1), i нехай
f : T(Vs×s)→Ws×s - лiнiйне вiдображення. Зауважимо, що для Z ∈ Vsm×sm,

Z�s`f` = f
(m,...,m)
` (Z, . . . , Z)

(дивись (7.50)) - однорiдний многочлен степеня ` на Vsm×sm iз значеннями у
Wsm×sm i ряд (8.1) - степеневий ряд на Vsm×sm з центром у

⊕m
α=1 Y i значеннями

у Wsm×sm, як у [88, роздiл 26] i [110, роздiл 1].
Якщо ряд (8.1) збiгається на скiнченно-вiдкритiй н.к. множинi, що мiстить Y ,

то за теоремою 7.9 i зауваженням 4.3, умови (4.4)–(4.7) є необхiдними для того,
щоб сума ряду (8.1) була н.к. функцiєю. Ми покажемо у теоремi 8.2 нижче, що цi
умови є також достатнiми, використовуючи наступну лему.

Лема 8.1. Нехай M - модуль над кiльцем R, A ∈ Mm×m, B ∈ Mm×m̃, Ã ∈
Mm̃×m̃. Тодi для будь-якого ` ∈ N,

(8.2)
[
A B

0 Ã

]�`
=

[
A�`

∑`−1
k=0A

�k �B � C�(`−1−k)

0 C�`

]
.

Доведення. Тривiальна iндукцiя. �
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Для всiх m = 1, 2, . . . i всiх Z ∈ Vsm×sm ми вводимо кiлькостi

(8.3) µ(Z) = lim sup
`→∞

√̀
‖Z�s`f`‖sm, ρ(Z) = µ(Z)−1,

i

(8.4) ρfin(Z) = lim inf
W

fin→Z
ρ(W ),

деW fin→ Z означає, що нижня границя береться у скiнченно-вiдкритiй топологiї на
Vsm×sm. Ясно, що функцiя ρ(·) - додатно-однорiдна степеня −1, тобто задовольняє
ρ(λZ) = 1

|λ|ρ(Z) для кожного ненульового λ ∈ C. Оскiльки множення на λ є
неперервним у скiнченно-вiдкритiй топологiї, ρfin(·) також є додатно-однорiдною
степеня −1.

Теорема 8.2. 1. Множина збiжностi, Υnc ⊆ Vnc, для ряду (8.1) - це н.к.
множина, яка є повною круговою навколо Y , так що сума ряду (8.1), f : Υnc →
Wnc є добре визначеним вiдображенням. Ми маємо

(8.5)
∞∐
m=1

{
X ∈ Vsm×sm : ρ

(
X −

m⊕
α=1

Y
)
> 1
}
⊆ Υnc

⊆
∞∐
m=1

{
X ∈ Vsm×sm : ρ

(
X −

m⊕
α=1

Y
)
≥ 1
}
.

Множина

(8.6) Υnc,fin =
∞∐
m=1

{
X ∈ Vsm×sm : ρfin

(
X −

m⊕
α=1

Y
)
> 1
}

є внутрiшнiсть Υnc у скiнченно-вiдкритiй топологiї на Vnc.
2. Для кожного m, множина (Υnc,fin)sm - непорожня тодi i тiльки тодi, коли

вона мiстить
⊕m

α=1 Y . У цьому випадку

• ρfin(0sm×sm) =∞ i ρfin(Z) > 0 для кожного Z ∈ Vsm×sm,

• (Υnc,fin)sm - повна кругова множина навколо
⊕m

α=1 Y ,

• ряд (8.1) збiгається абсолютно на (Υnc,fin)sm, i функцiя f |(Υnc,fin)sm є G-
диференцiйованою.

3. Для кожнихm ∈ N i X ∈ (Υnc,fin)sm iснує скiнченно-вiдкрита повна кругова
множина Υfin,X навколо

⊕m
α=1 Y , яка мiстить X i така, що

(8.7)
∞∑
`=0

sup
W∈Υfin,X

∥∥∥(W − m⊕
α=1

Y
)�s`

f`

∥∥∥
sm
<∞.
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4. Для будь-якої скiнченно-вiдкритої н.к. множини Γ ⊆ Υnc,fin, f |Γ - G-
диференцiйована н.к. функцiя. Нехай

(8.8) Υnc,fin−G := {X ∈ Υnc,fin :

∃Γ, скiнченно-вiдкрита н.к. множина така, що X ∈ Γ ⊆ Υnc,fin}.

Тодi н.к. множина Υnc,fin−G непорожня тодi i тiльки тодi, коли iснує скiнченно-
вiдкрита н.к. множина U ⊆ Vnc така, що inf

Z∈U
ρ(Z) > 0. Ми маємо Y ∈ Υnc,fin−G

тодi i тiльки тодi, коли iснує скiнченно-вiдкритий н.к. окiл U точки Y такий,
що inf

X∈U
ρ(X−

⊕mX

α=1 Y ) > 0; тут mX - розмiр блочної матрицi X з s×s блоками.

Зауваження 8.3. Якщо Y ∈ Υnc,fin−G, то обмеження f на скiнченно-вiдкритий
н.к. окiл точки Y - це G-диференцiйована н.к. функцiя, i вiдповiдно до теореми
7.9 ми маємо

f` = ∆`
Rf(Y, . . . , Y︸ ︷︷ ︸

`+1 разiв

), ` = 0, 1, . . . .

Зокрема, коефiцiєнти f` (тобто оригiнальне лiнiйне вiдображення f) однозначно
визначенi вiдповiдною н.к. функцiєю, чому ми й використовували одне i теж по-
значення для н.к. функцiї i для лiнiйного вiдображення.

Доведення теореми 8.2. 1. Твердження про Υnc є безпосереднiм. Включе-
ння у (8.5) випливають з класичної теореми Кошi–Адамара, оскiльки для фiксо-
ваного Z, ρ(Z) - радiус збiжностi ряду

(8.9)
∞∑
`=0

Z�s`f`λ
`

як ряду вiд λ ∈ C. Далi ми спостерiгаємо, що, за конструкцiєю, ρfin(Z) - це пiвне-
перервна знизу функцiя вiд Z у скiнченно-вiдкритiй топологiї на Vnc. Це тягне за
собою, що Υnc,fin - скiнченно-вiдкрита множина. Звiсно, ρfin(Z) ≤ ρ(Z), отже, за
класичною теоремою Кошi–Адамара, ряд (8.1) збiгається абсолютно на Υnc,fin. З
другого боку, якщо Z /∈ Υnc,fin, тобто якщо ρfin(Z) ≤ 1, то за додатною однорiднi-
стю степеня −1 функцiї ρfin(·) ми маємо, що ρfin((1 + ε)Z) ≤ 1

1+ε для довiльного
ε > 0. Отже, у кожному скiнченно-вiдкритому околi (1 + ε)Z є точка W така, що
ρ(W ) < 1. Це означає, що (1+ε)Z не належить внутрiшностi у скiнченно-вiдкритiй
топологiї на Vnc множини збiжностi ряду (8.1), i тодi таке саме є вiрним i для Z.
Таким чином, ми отримаємо, що Υnc,fin - внутрiшнiсть Υnc у скiнченно-вiдкритiй
топологiї на Vnc.

2. Нехайm ∈ N - фiксоване. Якщо
⊕m

α=1 Y ∈ (Υnc,fin)sm, то ясно, що (Υnc,fin)sm 6=
∅. Навпаки, якщо (Υnc,fin)sm, що є внутрiшнiстю (Υnc)sm у скiнченно-вiдкритiй то-
пологiї на Vsm×sm, непорожнє, то за [88, теорема 26.5.9] (дивись також [88, теорема
26.5.2])

⊕m
α=1 Y - внутрiшня точка у (Υnc)sm у цiй топологiї, тобто ρfin(0sm×sm) > 1.

Бiльше того, за додатною однорiднiстю степеня −1 i пiвнеперервнiстю знизу ρfin(·)
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ми маємо, що ρfin(Z) > 0 для кожного Z ∈ Vsm×sm i що ρfin(0sm×sm) = ∞. Вiд-
тепер, припустимо що (Υnc,fin)sm 6= ∅. За додатною однорiднiстю ρfin(·) множина
(Υnc,fin)sm - повна кругова множина навколо

⊕m
α=1 Y , для кожного m ∈ N (дивись

також [88, теорема 26.5.9]). За [88, теорема 26.5.6] (дивись також [88, теорема
26.5.3 i теорема 26.5.4]) сума ряду (8.1) є G-диференцiйованою на (Υnc,fin)sm. Аб-
солютна збiжнiсть ряду (8.1) на (Υnc,fin)sm була доведена у попередньому абзацi.
Ми також можемо довести це, використовуючи теорему Хартогса про збiжнiсть
у однорiдних многочленах [140, теорема I.3.3].

3. Це твердження для будь-яких фiксованих m i X випливає з [88, теорема
26.3.8] (порiвняй з теоремою 7.2(4)).

4. Ясно, що f((Υnc)sm) ⊆ Wsm×sm. Нехай X ∈ (Υnc)sm, X̃ ∈ (Υnc)sm̃, i S ∈
Csm̃×sm таке, що SX = X̃S. Взявши границю, коли N → ∞, у (5.12) (дивись
лему 5.12) i використовуючи лему 8.1, ми бачимо, що Sf(X) = f(X̃)S тодi i тiльки

тодi, коли загальний член ряду (8.1), обчислений у
[
X̃ S

⊕m
ν=1 Y −

⊕m̃
ν̃=1 Y S

0 X

]
,

збiгається до 0. Для X, X̃ ∈ Γ, де Γ ⊆ Υnc,fin - скiнченно-вiдкрита н.к. множина,

ми маємо, що
[
X̃ ε(S

⊕m
ν=1 Y −

⊕m̃
ν̃=1 Y S)

0 X

]
∈ Γ для ε > 0 достатньо малого,

так що ряд (8.1) збiгається у цiй точцi, i тодi його загальний член збiгається до
0; отже, Sf(X) = f(X̃)S. Ми робимо висновок, що f |Γ - н.к. функцiя. Вона є
G-диференцiйованою н.к. функцiєю за частиною 2 цiєї теореми.

Далi, якщо Υnc,fin−G 6= ∅, то iснує непорожня скiнченно-вiдкрита н.к. множина
Γ ⊆ Υnc,fin, тобто ρfin(W ) > 1 для кожного W ∈ Γ. Ми маємо

inf
W∈Γ

ρ(W ) ≥ inf
W∈Γ

ρfin(W ) ≥ 1 > 0.

Навпаки, якщо U ⊆ Vnc - непорожня скiнченно-вiдкрита н.к. множина така, що
ρ0 := inf

W∈U
ρ(W ) > 0, то для будь-якого додатного ε < ρ0 множина (ρ0−ε)U ⊆ Vnc є

також непорожньою скiнченно-вiдкритою н.к. множиною, i inf
W∈(ρ0−ε)U

ρ(W ) = ρ0

ρ0−ε .

Отже, для будь-якого Z ∈ (ρ0 − ε)U ми маємо

ρfin(Z) = lim inf
fin

W→Z

ρ(W ) ≥ ρ0

ρ0 − ε
> 1,

i таким чином скiнченно-вiдкрита н.к. множина (ρ0 − ε)U мiститься у Υnc,fin. Ми
робимо висновок, що Υnc,fin−G 6= ∅.

Якщо Y ∈ Υnc,fin−G, то iснує скiнченно-вiдкритий н.к. окiл Γ точки Y такий, що
Γ ⊆ Υnc,fin. Тодi, як ми показали в попередньому абзацi, inf

X∈Γ
ρ(X −

⊕mX

α=1 Y ) > 0.

Навпаки, якщо iснує скiнченно-вiдкритий н.к. окiл U точки Y такий, що ρ0 :=
inf
X∈U

ρ(X −
⊕mX

α=1 Y ) > 0, то мiркуючи як у попередньому абзацi, ми отримаємо,
що для ε > 0 достатньо малого, множина Γ, що складається з X ∈ Υnc, для яких
iснує X̃ ∈ U , що задовольняє X−

⊕mX

α=1 Y = (ρ0−ε)(X̃−
⊕mX

α=1 Y ), є пiдмножиною
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у Υnc,fin. Оскiльки Γ - скiнченно-вiдкритий н.к. окiл точки Y , ми робимо висновок,
що Y ∈ Υnc,fin−G. �

Зауваження 8.4. У випадку s = 1, f - н.к. функцiя на Υnc. Це ясно з вигляду
ряду (8.1). Це також випливає з доведення частини 4 теореми 8.2, оскiльки у цьому
випадку S

⊕m
ν=1 Y −

⊕m̃
ν̃=1 Y S = 0.

Наступний приклад демонструє можливiсть, що Y = 01×1∈Υnc,fin−G(Υnc,fin.

Приклад 8.5. Розглянемо ряд

∞∑
`=0

Z`
1(Z1Z2 − Z2Z1).

Тут V = C2, W = C, з евклiдовими топологiями на Vn×n = (C2)
n×n ∼= (Cn×n)2 i

Wn×n = Cn×n. Якщо Z = (Z1, Z2) ∈ (Cn×n)2 задовольняє Z1Z2 = Z2Z1 (зокрема,
це завжди так, коли n = 1), то ρ(Z) = ∞. Якщо z = (z1, z2) ∈ V1×1 = C2, то ми
маємо ρfin(z) = ρ(z) =∞ i, отже, (Υnc,fin)1 = C2. Якщо Z = z ⊕ z ∈ V2×2 i z1 6= 0,
то, звiсно, ми маємо ρ(Z) = ∞, проте ρfin(Z) = 1

|z1| . Щоб показати останнє, ми
спочатку обчислюємо, для будь-якого фiксованого ε > 0,

µ

([
z1 ε
0 z1

]
,

[
z2 0
ε z2

])
= lim sup

`→∞

`+2

√√√√∥∥∥∥∥
[
z1 ε
0 z1

]` [
ε2 0
0 −ε2

]∥∥∥∥∥
= lim sup

`→∞

`+2

√∥∥∥∥[ε2z`1 −`ε3z`−1
1

0 −ε2z`1

]∥∥∥∥ = lim sup
`→∞

`+2

√
ε2|z1|`−1

∥∥∥∥[z1 −`ε
0 −z1

]∥∥∥∥ = |z1|.

Отже,

ρfin(Z) ≤ lim
ε→0

ρ

([
z1 ε
0 z1

]
,

[
z2 0
ε z2

])
=

1

|z1|
.

З iншого боку, для будь-яких M,N ∈ C2×2 ми маємо

µ(z1I2 +M, z2I2 +N) = lim sup
`→∞

`+2

√
‖(z1I2 +M)`(MN −NM)‖

≤ ‖z1I2 +M‖ lim
`→0

`+2
√
‖MN −NM‖ ≤ ‖z1I2 +M‖,

i для M достатньо малого ми маємо ρ(z1I2 +M, z2I2 +N) ≥ 1
‖z1I2+M‖ . Отже,

ρfin(Z) ≥ 1

|z1|
.

Ми робимо висновок, що ρfin(Z) = 1
|z1| . Якщо |z1| > 1, ми маємо, що z = (z1, z2) ∈

Υnc,fin, проте Z = z⊕z /∈ Υnc,fin. Таким чином, множина Υnc,fin не є н.к. множиною.
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З iншого боку, пiдмножина Γ ( Υnc,fin, що складається з пар матриць Z = (Z1, Z2),
що задовольняють ‖Z1‖ < 1 (з операторною нормою ‖ · ‖) є рiвномiрно-вiдкритою
(i, отже, скiнченно-вiдкритою) н.к. множиною, ряд

∑∞
`=0 Z

`
1(Z1Z2 − Z2Z1) збiгає-

ться абсолютно на Γ, i його сума f : Γ→ Cnc є G-диференцiйованою н.к. функцiєю.

Наступний приклад показує, що є також можливим, що (Υnc,fin)1·m 6= ∅, тобто⊕m
α=1 Y = 01·m×1·m ∈ Υnc,fin для всiхm ∈ N, проте Y = 01×1 /∈ Υnc,fin−G (фактично,

ми маємо 01·m×1·m /∈ Υnc,fin−G для всiх m ∈ N).

Приклад 8.6. Нехай pn - однорiдний многочлен вiд двох н.к. змiнних степеня
αn = (n+1)(n+2)

2 , n = 1, 2, . . ., з прикладу 6.3. Ми нагадуємо, що pn зникає на парах
n× n матриць. Розглянемо ряд

∞∑
j=2

j−1∑
k=1

(kZ1)
αj−αk−j+kpk(Z1, Z2).

Ми зауважимо, що тотальнi степенi однорiдних многочленiв у цьому рядi строго
зростають. Справдi, для будь-якого фiксованого j ми маємо, що

deg
(
(kx1)

αj−αk−j+kpk
)

= αj − j + k

зростає, коли k змiнюється вiд 1 до j − 1. З другого боку, для будь-якого фiксо-
ваного j ми маємо

αj − j + (j − 1) = αj − 1 < αj+1 − j = αj+1 − (j + 1) + 1,

тобто степiнь зростає, коли ми переходимо вiд останнього члена у j-й сумi до
першого члена у (j + 1)-й сумi. Подiбно до прикладу 8.5, ми маємо V = C2,
W = C, з евклiдовими топологiями на Vn×n = (C2)

n×n ∼= (Cn×n)2 iWn×n = Cn×n, i
(Υnc,fin)1 = C2. Нехай z = (z1, z2) ∈ V1×1 = C2 таке, що z1 6= 0. Позначимо Z(k) :=⊕k

j=1 z ∈ Vk×k. Мiркуючи як у прикладi 8.5 i використовуючи пiдпослiдовнiсть
однорiдних многочленiв (kx1)

αj−αk−j+kpk, j = 2, 3, . . ., ми можемо легко показати,
що ρfin(Z(k)) = 1

k|z1| . Отже, не iснує скiнченно-вiдкритого н.к. околу точки 0m×m,
для будь-якого m, де ряд збiгається (iнакше |z1| < 1

k для всiх k, що неможливо).

8.2. Топологiя норми

Нехай V i W - банаховi простори над C, забезпеченi допустимою системою
матричних норм, i нехай f` : (Vs×s)` → Ws×s, ` = 0, 1, . . ., - послiдовнiсть обме-
жених `-лiнiйних вiдображень. Тодi для всiх m0, . . . , mk ∈ N, f (m0,...,mk)

` є також
послiдовнiсть обмежених `-лiнiйних вiдображень. Отже, для Z ∈ Vsm×sm,

Z�s`f` = f
(m,...,m)
` (Z, . . . , Z)

- обмежений однорiдний многочлен степеня ` на Vsm×sm iз значеннями уWsm×sm,
i ряд (8.1) - F-степеневий ряд (тобто степеневий ряд обмежених однорiдних мно-
гочленiв) на Vsm×sm з центром у

⊕m
α=1 Y i значеннями уWsm×sm, як у [88, роздiл

26] i [110, роздiл 1].
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Введемо кiлькостi

(8.10) ρnorm(Z) = lim inf
W→Z

ρ(W )

(порiвняй з (8.4)),

(8.11) µm = lim sup
`→∞

√̀
sup

‖Z‖sm=1

‖Z�s`f`‖sm, ρm = µ−1
m .

Аналогiчно до ρfin(·), функцiя ρnorm(·) є додатно-однорiдною степеня −1. Ми за-
уважимо, що вираз пiд `-м коренем є норма однорiдного многочлена Z�s`f`, ди-
вись [88, означення 26.2.4] i [110, означення 2.1].

Пропозицiя 8.7. Наступнi нерiвностi мають мiсце:

(8.12)
1

e
lim sup
`→∞

√̀
‖f`‖ ≤ µ1 ≤ K1µm ≤ mK1K2 lim sup

`→∞

√̀
‖f`‖,

де

K1 = min
1≤i≤m

‖ιsii‖, K2 = max
1≤i,j≤m

‖πsij‖;

блочнi iн’єкцiї, ιsij, i блочнi проєкцiї, πsij, визначенi у (7.5) i (7.6).

Зауважимо, що ми також маємо оцiнки для K1 i K2 з доведення пропозицiї 7.1
через константи у (7.1) i (7.2), якi визначають допустиму систему норм на Vn×n i
Wn×n, n = 1, 2, . . .:

K1 ≤ C2(sm)C ′1(s, sm− s), K2 ≤ C1(s, sm− s)C2(sm),

i що у випадку, коли V i W - операторнi простори, ми маємо K1 = K2 = 1.

Доведення пропозицiї 8.7. Крайня лiва нерiвнiсть у (8.12) випливає з оцiн-
ки

‖f`‖ = sup
‖Z1‖s=···=‖Z`‖s=1

‖(Z1 ⊗ · · · ⊗ Z`)f`‖s ≤
``

`!
sup
‖Z‖s=1

‖Z⊗`f`‖s

(дивись [110, теорема 2.2]), якщо взяти `-й корень вiд обох частин, пiсля цьо-
го lim sup`→∞, i тодi застосувати формулу Стiрлiнга. Друга нерiвнiсть у (8.12)
випливає з оцiнки

sup
‖Z‖s=1

‖Z⊗`f`‖s = sup
‖Z‖s=1

‖πsii
(
(ιsiiZ)�s`f`

)
‖s ≤ ‖πsii‖‖ιsii‖` sup

‖W‖sm=1

‖W�s`f`‖sm,
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якщо взяти `-й корень вiд обох частин, потiм lim sup`→∞, i тодi min1≤i≤m. Остання
нерiвнiсть у (8.12) випливає з оцiнки

sup
‖Z‖sm=1

‖Z�s`f`‖sm = sup
‖Z‖sm=1

∥∥∥ ∑
1≤i,j≤m

ιsij(Z
�s`f`)ij

∥∥∥
sm

≤
∑

1≤i,j≤m
‖ιsij‖ sup

‖Z‖sm=1

‖(Z�s`f`)ij‖s

=
∑

1≤i,k1,...,k`−1,j≤m

‖ιsij‖ sup
‖Z‖sm=1

‖(πsik1
Z ⊗ πsk1k2

Z ⊗ · · · ⊗ πsk`−2k`−1
Z ⊗ πsk`−1j

Z)f`‖s

≤
∑

1≤i,k1,...,k`−1,j≤m

‖ιsij‖‖πsik1
‖‖πsk1k2

‖ · · · ‖πsk`−2k`−1
‖‖πsk`−1j

‖‖f`‖s

≤ m`+1K`
2 sup

1≤i,j≤m
‖ιsij‖ ‖f`‖,

якщо взяти `-й корень, потiм lim sup`→∞, i тодi домножити на K1. �

Ми нагадаємо, що Υnc ⊆ Vnc позначає множину збiжностi для ряду (8.1), i f
позначає суму ряду.

Теорема 8.8. 1. Множина

(8.13) Υnc,norm =
∞∐
m=1

{
X ∈ Vsm×sm : ρnorm

(
X −

m⊕
α=1

Y
)
> 1
}

мiститься у Υnc,fin i є внутрiшнiстю Υnc в топологiї норми на Vnc, тобто в
топологiї на Vnc, визначенiй у абзацi пiсля зауваження 7.3.

2. Для кожного m, множина (Υnc,norm)sm - непорожня тодi i тiльки тодi,
коли вона мiстить

⊕m
α=1 Y . У цьому випадку,

• ρnorm(0sm×sm) =∞ i ρnorm(Z) > 0 для кожного Z ∈ Vsm×sm,

• (Υnc,norm)sm є повною круговою множиною навколо
⊕m

α=1 Y , i

• f |(Υnc,norm)sm - аналiтична.

3. Для кожних m ∈ N i X ∈ (Υnc,norm)sm iснує вiдкрита повна кругова мно-
жина Υnorm,X навколо

⊕m
α=1 Y , яка мiстить X i така, що

(8.14)
∞∑
`=0

sup
W∈Υnorm,X

∥∥∥(W − m⊕
α=1

Y
)�s`

f`

∥∥∥
sm
<∞.

4. Для будь-якої вiдкритої н.к. множини Γ ⊆ Υnc,norm, f |Γ - аналiтична н.к.
функцiя. Нехай

(8.15) Υnc,norm−an := {X ∈ Υnc,norm :

∃Γ, вiдкрита н.к. множина така, що X ∈ Γ ⊆ Υnc,norm}.
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Тодi множина Υnc,norm−an непорожня тодi i тiльки тодi, коли iснує непоро-
жня вiдкрита н.к. множина U ⊆ Vnc така, що inf

Z∈U
ρ(Z) > 0. Ми маємо Y ∈

Υnc,norm−an тодi i тiльки тодi, коли iснує вiдкритий н.к. окiл точки Y такий,
що inf

X∈U
ρ(X−

⊕mX

α=1 Y ) > 0; тут mX - розмiр блочної матрицi X з s×s блоками.
5. Ряд (8.1) збiгається рiвномiрно на кожнiй кулi B(

⊕m
α=1 Y, δ) з δ < ρm,

бiльше того,

(8.16)
∞∑
`=0

sup
X∈B(

⊕m
α=1 Y,δ)

∥∥∥(X − m⊕
α=1

Y
)�s`

f`

∥∥∥
sm
<∞.

Ряд (8.1) не збiгається рiвномiрно на жоднiй кулi B(
⊕m

α=1 Y, δ) з δ > ρm. Мно-
жина (Υnc,norm)sm - непорожня тодi i тiльки тодi, коли ρm > 0, тодi i тiльки
тодi, коли inf{ρ(W ) : W ∈ Vsm×sm, ‖W‖sm = 1} > 0.

Доведення. 1. Ми спочатку спостерiгаємо, що скiнченно-вiдкрита тополо-
гiя на Vnc є сильнiшою, нiж топологiя норми, отже ρnorm(Z) ≤ ρfin(Z) для будь
якого Z, i Υnc,norm ⊆ Υnc,fin. Далi ми спостерiгаємо, що функцiя ρnorm(·) є пiв-
неперервна знизу у топологiї норми, i нагадаємо, що функцiя ρnorm(·) є також
додатно-однорiдною степеня −1. Залишок доведення частини 1 - аналогiчний до
доведення частини 1 теореми 8.2.

2. Нехай m ∈ N - фiксоване. Якщо
⊕m

α=1 Y ∈ (Υnc,norm)sm, то (Υnc,norm)sm 6= ∅.
Навпаки, якщо (Υnc,norm)sm, що є внутрiшнiстю (Υnc)sm в топологiї норми на
Vsm×sm, - непорожнє, тодi за [88, теорема 26.6.1]

⊕m
α=1 Y - внутрiшня точка (Υnc)sm

у цiй топологiї, i (Υnc,norm)sm - повна кругова множина навколо
⊕m

α=1 Y . Тодi
ρnorm(0sm×sm) > 1. Бiльше того, за додатною однорiднiстю степеня −1 i пiвнепе-
рервнiстю знизу ρnorm(·) ми маємо, що ρnorm(Z) > 0 для кожного Z ∈ Vsm×sm, i
що ρnorm(0sm×sm) =∞. Аналiтичнiсть f |(Υnorm)sm випливає з [88, теорема 26.6.4].

3. Це твердження для будь-яких фiксованих m i X випливає з [88, теорема
26.6.5] (порiвняй з теоремою 7.4).

4. Оскiльки вiдкрита множина є скiнченно-вiдкритою, f |Γ - н.к. функцiя за
теоремою 8.2, частина 4. Вона є аналiтичною за частиною 2 цiєї теореми. Твер-
дження, що залишились, можуть бути доведенi аналогiчно доведенню частини 4
теореми 8.2.

5. Нехай δ < ρm. Тодi для будь-якого ε > 0 iснує L > 0 таке, що

sup
‖W‖sm=1

‖W�s`f`‖sm < (µm + ε)`

для всiх ` > L. Обираючи ε < δ−1 − µm, ми отримаємо, що для всiх ` > L,

sup
W∈B(0sm×sm,δ)

‖W�s`f`‖sm < δ`(µm + ε)`.
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Оскiльки δ(µm + ε) < 1, ряд (8.1) збiгається абсолютно i рiвномiрно на кулi
B(0sm×sm, δ), i

∞∑
`=0

sup
W∈B(0sm×sm,δ)

‖W�s`f`‖sm

<
L∑
`=0

sup
W∈B(0sm×sm,δ)

‖W�s`f`‖sm +
∞∑

`=L+1

δ`(µm + ε)` <∞,

тобто (8.16) виконується, якщо покласти X = W +
⊕m

α=1 Y .
Зараз нехай δ > ρm - фiксоване. Оберемо будь-яке ε з 0 < ε < µm − δ−1. Тодi

для будь-якого L > 0 iснує ` > L таке, що

sup
‖W‖sm=1

‖W�s`f`‖sm > (µm − ε)`.

Для будь-якого такого ` iснує Z ∈ Vsm×sm з ‖Z‖sm = (µm − ε)−1 < δ таке, що

‖Z�s`f`‖sm > (µm − ε)`‖Z‖`sm = 1.

Отже, послiдовнiсть Z�s`f`, ` = 1, 2, . . ., не збiгається до 0sm×sm рiвномiрно на
кулi B(0sm×sm, δ). Ми робимо висновок, що ряд (8.1) не збiгається рiвномiрно на
B(
⊕m

α=1 Y, δ).
Якщо (Υnc,norm)sm 6= ∅, тобто внутрiшнiсть Υnc в топологiї норми непорожня,

то за [88, теорема 26.6.2] ряд (8.1) збiгається рiвномiрно на B(
⊕m

α=1 Y, δ) для до-
статньо малого δ, отже ρm > 0. Оскiльки ρm ≤ ρ(W ) для кожного W ∈ Vsm×sm з
‖W‖sm = 1, ми маємо, що ρm > 0 тягне за собою inf{ρ(W ) : W ∈ Vsm×sm, ‖W‖sm =
1} > 0. Нарештi, якщо α = inf{ρ(W ) : W ∈ Vsm×sm, ‖W‖sm = 1} > 0, то за дода-
тною однорiднiстю степеня −1 як ρ(·), так i ρnorm(·), ми маємо, що ρnorm(Z) ≥ α
для будь-якого Z ∈ Vsm×sm з ‖Z‖sm = 1, i що ρnorm(0sm×sm) =∞. Остнаннє тягне
за собою за частиною 2, що (Υnc,norm)sm 6= ∅. Таким чином, останнє твердження
теореми доведено. �

Зауваження 8.9. Оскiльки скiнченно-вiдкрита топологiя i топологiя норми
спiвпадають для скiнченновимiрних просторiв, приклади 8.5 i 8.6 також показу-
ють, що Υnc,norm не є обов’язово н.к. множиною, i що (вiдкритий за нормою) н.к.
окiл точки Y , який мiститься у Υnc,norm, може iснувати, а може i не iснувати.

8.3. Рiвномiрно-вiдкрита топологiя

Нехай V i W - операторнi простори над C, i нехай f` : (Vs×s)` → Ws×s, ` =
0, 1, . . ., - послiдовнiсть цiлком обмежених `-лiнiйних вiдображень. Ми вводимо

(8.17) ρunif(Z) = lim inf
W

unif→ Z

ρ(W )
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(порiвняй з (8.4) i (8.10)), де W unif→ Z означає, що нижня границя береться в
рiвномiрно-вiдкритiй топологiї на Vnc,

µunif−normal(Z) = lim
δ→0

lim sup
`→∞

√̀
sup

W∈Bnc(Z,δ)

‖W�s`f`‖,

ρunif−normal(Z) = µunif−normal(Z)−1,

(8.18)

де ‖W�s`f`‖ = ‖W�s`f`‖sm для W ∈ Vsm×sm, i

(8.19) µcb = lim sup
`→∞

√̀
‖f`‖L`cb

, ρcb = µ−1
cb .

Ми зауважимо, що границя lim
δ→0

у (8.18) iснує як границя монотонної функцiї (спа-
даючої, коли δ ↓ 0), обмеженої знизу нулем. Аналогiчно до ρfin(·) i ρnorm(·), функцiї
ρunif(·) i ρunif−normal(·) є додатно-однорiдними степеня −1, порiвняй з зауваженням
7.13.

Нам буде потрiбна наступна лема [88, лема 26.5.1]; ми наводимо її доведення
для повноти.

Лема 8.10. Нехай V - векторний простiр над C, W - банахiв простiр над C,
i нехай Γ ⊆ V - повна кругова множина навколо 0. Припустимо, що ω : Vk →W
- k-лiнiйне вiдображення i що X ∈ V. Тодi

sup
W∈

⋃
ζ∈D

(ζX+Γ)

‖ω(W, . . . ,W )‖ = sup
W∈X+Γ

‖ω(W, . . . ,W )‖,

де D = {ζ ∈ C : |ζ| ≤ 1} - замкнений одиничний круг; X + Γ := {X + Z : Z ∈ Γ}
- повна кругова множина навколо X i

⋃
ζ∈D

(ζX + Γ) - повна кругова множина

навколо 0.

Доведення. Зафiксуємо довiльне Z0 ∈ Γ. Розглянемо функцiю

φ : D→W , φ : ζ 7→ ω(ζX + Z0, . . . , ζX + Z0).

Звiсно, φ - многочлен i, отже, функцiя φ є аналiтичною. За принцiпом максимума,
iснує ζ0 з |ζ0| = 1 таке, що ‖φ(ζ0)‖ = maxζ∈D ‖φ(ζ)‖. За однорiднiстю (степеня k)
функцiї ω,

‖ω(ζ0X + Z0, . . . , ζ0X + Z0)‖ = ‖ω(X + ζ−1
0 Z0, . . . , X + ζ−1

0 Z0)‖
≤ sup

Z∈Γ
‖ω(X + Z, . . . , X + Z)‖

оскiльки множина Γ - повна кругова навколо 0. Це доводить лему. �
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Теорема 8.11. 1. Множина

(8.20) Υnc,unif =
∞∐
m=1

{
X ∈ Vsm×sm : ρunif

(
X −

m⊕
α=1

Y
)
> 1
}

мiститься у Υnc,norm ⊆ Υnc,fin i є внутрiшнiстю Υnc у рiвномiрно-вiдкритiй
топологiї на Vnc.

2. Множина

(8.21) Υnc,unif−normal =
∞∐
m=1

{
X ∈ Vsm×sm : ρunif−normal

(
X −

m⊕
α=1

Y
)
> 1
}

є рiвномiрно-вiдкритою пiдмножиноюΥnc,unif ⊆ Υnc,norm ⊆ Υnc,fin i

Υnc,unif−normal

=
{
X ∈ Υnc,unif : ∃δ > 0 таке, що sup

`∈N
sup

W∈Bnc(X,δ)

∥∥(W − mW⊕
α=1

Y
)�s`f`∥∥smW

<∞
}(8.22)

=
{
X ∈ Υnc,unif : ∃δ > 0 таке, що

∞∑
`=0

sup
W∈Bnc(X,δ)

∥∥(W − mW⊕
α=1

Y
)�s`f`∥∥smW

<∞
}

;

(8.23)

тут mW - розмiр блочної матрицi W з s× s блоками. Множина Υnc,unif−normal -
непорожня тодi i тiльки тодi, коли вона мiстить Y . У цьому випадку,

• ρunif−normal(0s×s) =∞ i ρunif−normal(Z) > 0 для кожного Z ∈ (Vs×s)nc,

• Множина Υnc,unif−normal - повна кругова навколо Y (тобто (Υnc,unif−normal)sm
- повна кругова множина навколо

⊕m
α=1 Y для кожного m ∈ N).

3. Для кожних m ∈ N i X ∈ (Υnc,unif−normal)sm iснує рiвномiрно-вiдкрита
повна кругова множина Υnc,X навколо

⊕m
α=1 Y , яка мiстить X i така, що

(8.24)
∞∑
`=0

sup
W∈Υnc,X

∥∥∥(W − mW⊕
α=1

Y
)�s`

f`

∥∥∥
smW

<∞.

4. Для будь-якої рiвномiрно-вiдкритої н.к. множини Γ ⊆ Υnc,unif−normal, f |Γ є
рiвномiрно аналiтичною н.к. функцiєю.

5. Ряд (8.1) збiгається рiвномiрно на кожнiй н.к. кулi Bnc(Y, δ) з δ < ρcb,
бiльше того,

(8.25)
∞∑
`=0

sup
W∈Bnc(Y,δ)

∥∥∥(W − mW⊕
α=1

Y
)�s`

f`

∥∥∥
smW

<∞.

Ряд (8.1) не збiгається рiвномiрно на жоднiй н.к. кулi Bnc(Y, δ) з δ > ρcb. Мно-
жина Υnc,unif−normal - непорожня тодi i тiльки тодi, коли ρcb > 0.
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Зауваження 8.12. Вiдкритим залишається питання, чи є Υnc,unif непорожнiм
тодi i тiльки тодi, коли ρunif(0s×s) > 0. Якщо ρunif(0s×s) > 0, то подiбно до теорем
8.2 i 8.8, ρunif(0s×s) =∞ i Υnc,unif - повна кругова множина навколо Y .

Доведення теореми 8.11. 1. Ми спочатку спостерiгаємо, що топологiя нор-
ми на Vnc - сильнiша, нiж рiвномiрно-вiдкрита топологiя, отже, ρunif(Z) ≤ ρnorm(Z)
для будь-якого Z, i Υnc,unif ⊆ Υnc,norm. Доведення частини 1 аналогiчне доведенню
частини 1 теорем 8.2 i 8.8.

2&3. Ми спочатку показуємо, що ρunif−normal(·) є пiвнеперервним знизу у рiвно-
мiрно-вiдритiй топологiї на Vnc. Нехай

κ := lim sup
W

unif→ Z

µunif−normal(W ) = lim sup
W

unif→ Z

lim
δ→0

lim sup
`→∞

√̀
sup

W̃∈Bnc(W,δ)

‖W̃�s`f`‖.

Тодi для довiльного ε > 0 iснує послiдовнiсть Wn
unif→ Z така, що

lim
δ→0

lim sup
`→∞

√̀
sup

W̃∈Bnc(Wn,δ)

‖W̃�s`f`‖ > κ− ε, n = 1, 2, . . . .

Звiсно, iснує N ∈ N таке, що Wn ∈ Bnc(Z, δ) для всiх n ≥ N . Отже,

µunif−normal(Z) = lim
δ→0

lim sup
`→∞

√̀
sup

W̃∈Bnc(Z,2δ)

‖W̃�s`f`‖

≥ lim
δ→0

lim sup
`→∞

√̀
sup

W̃∈Bnc(Wn,δ)

‖W̃�s`f`‖ > κ− ε, n ≥ N.

Оскiльки ε може бути обране довiльно малим, ми отримаємо, що

µunif−normal(Z) ≥ κ = lim sup
W

unif→ Z

µunif−normal(W ),

тобто µunif−normal(·) є пiвнеперервним зверху, i таким чином, ρunif−normal(·) є пiв-
неперервним знизу у рiвномiрно-вiдкритiй топологiї на Vnc. Це тягне за собою
також, що множина Υnc,unif−normal є рiвномiрно-вiдкритою.

Оскiльки, звiсно, ρunif−normal(Z) ≤ ρ(Z) для будь-якого Z, за пiвнеперервнiстю
знизу фунцiї ρunif−normal(·) ми отримаємо, що ρunif−normal(Z) ≤ ρunif(Z) для будь-
якого Z и, отже,

Υnc,unif−normal ⊆ Υnc,unif .

Нехай X ∈ Υnc,unif−normal. Тодi

µunif−normal

(
X −

mX⊕
α=1

Y
)

=lim
δ→0

lim sup
`→∞

√̀√√√ sup
W∈Bnc(X,δ)

∥∥∥(W − mW⊕
α=1

Y
)�s`

f`

∥∥∥
smW

< 1.
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Отже, iснує δ > 0 таке, що

lim sup
`→∞

√̀√√√ sup
W∈Bnc(X,δ)

∥∥∥(W − mW⊕
α=1

Y
)�s`

f`

∥∥∥
smW

< 1.

Це тягне за собою, що послiдовнiсть

sup
W∈Bnc(X,δ)

∥∥∥(W − mW⊕
α=1

Y
)�s`

f`

∥∥∥
smW

, ` = 1, 2, . . . ,

- обмежена, бiльше того, iснують C > 0 i η : 0 < η < 1 такi, що

sup
W∈Bnc(X,δ)

∥∥∥(W − mW⊕
α=1

Y
)�s`

f`

∥∥∥
smW

≤ Cη`, ` = 1, 2, . . . .

Отже,
∞∑
`=0

sup
W∈Bnc(X,δ)

∥∥∥(W − mW⊕
α=1

Y
)�s`

f`

∥∥∥
smW

<∞.

Навпаки, якщо X ∈ Υnc,unif таке, що для деякого δ > 0 ряд

∞∑
`=0

sup
W∈Bnc(X,δ)

∥∥∥∥∥∥
(
W −

mW⊕
α=1

Y

)�s`
f`

∥∥∥∥∥∥
smW

збiгається, то ряд

∞∑
`=0

λ` sup
W∈Bnc(X,δ)

∥∥∥(W − mW⊕
α=1

Y
)�s`

f`

∥∥∥
smW

як ряд вiд λ збiгається рiвномiрно i абсолютно на замкненому одиничному крузi
D, i значить, його радiус збiжностilim sup

`→∞

√̀√√√ sup
W∈Bnc(X,δ)

∥∥∥(W − mW⊕
α=1

Y
)�s`

f`

∥∥∥
smW

−1

> 1.

Оскiльки лiва частина зростає, якщо δ ↓ 0, ми маємо, що

ρunif−normal

(
X−

mX⊕
α=1

Y
)

=

lim
δ→0

lim sup
`→∞

√̀√√√ sup
W∈Bnc(X,δ)

∥∥∥(W − mW⊕
α=1

Y
)�s`

f`

∥∥∥
smW

−1

> 1,

тобто X ∈ Υnc,unif−normal. Це доводить рiвностi (8.22) i (8.23).
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Далi, якщо Y ∈ Υnc,unif−normal, то Υnc,unif−normal 6= ∅. Навпаки, припустимо, що
X ∈ (Υnc,unif−normal)sm для деякого m ∈ N. Тодi за (8.23) iснує н.к. куля Bnc(X, δ)
така, що

∞∑
`=0

sup
W∈Bnc(X,δ)

∥∥∥(W − mW⊕
α=1

Y
)�s`

f`

∥∥∥
smW

<∞.

За лемою 8.10 ця нерiвнiсть виконується з супремумами над Bnc(X, δ) замiненими
на супремуми над

Υnc,X :=
⋃
ζ∈D

Bnc

(
m⊕
α=1

Y + ζ
(
X −

m⊕
α=1

Y
)
, δ

)
.

Це тягне за собою частину 3 теореми, з Υnc,X як вище. Зокрема, ми отримаємо, що⊕m
α=1 Y ∈ Υnc,unif−normal. Ми стверджуємо ρunif−normal(

⊕m
j=1W ) = ρunif−normal(W )

для кожних k ∈ N i W ∈ Vsk×sk, що дає Y ∈ Υnc,unif−normal. Справдi, це випливає
з рiвностi ∥∥∥( m⊕

j=1

W
)�s`

f`

∥∥∥
skm

= ‖W�s`f`‖sk

i означення ρunif−normal(·).
Решта тверджень частини 2 випливає з додатної однорiдностi i пiвнеперервно-

стi знизу функцiї ρunif−normal(·).
4. Оскiльки рiвномiрно-вiдкрита н.к. множина є скiнченно-вiдкритою, f |Γ є G-

диференцiйованою н.к. функцiєю за теоремою 8.2, частина 4. З (8.23) випливає, що
f |Γ є локально рiвномiрно обмеженою. Ми робимо висновок, що f |Γ - рiвномiрно
аналiтична н.к. функцiя.

5. Якщо ρcb > δ > 0, то ми маємо

µcb = lim sup
`→∞

√̀
‖f`‖L`cb

<∞

i iснує C > 0 таке, що

‖f`‖L`cb
≤ Cµ`cb, ` = 0, 1, . . . .

Отже,

∞∑
`=0

sup
W∈Bnc(0s×s,δ)

‖W�s`f`‖ =
∞∑
`=0

sup
‖W‖=δ

‖W�s`f`‖

=
∞∑
`=0

δ` sup
‖W‖=1

‖W�s`f`‖ =
∞∑
`=0

δ`‖f`‖L`cb
≤ C

∞∑
`=0

δ`µ`cb <∞,

що екiвiвалентне до (8.25); тут ми використали пропозицiю 7.49 i нерiвнiсть δµcb <
1. Зокрема, ряд (8.1) збiгається абсолютно i рiвномiрно на Bnc(Y, δ), так що Y ∈
Υnc,unif−normal i, таким чином, Υnc,unif−normal 6= ∅.
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Зараз припустимо, що δ > ρcb. Тодi для будь-яких ε : 0 < ε < µcb − δ−1 i
L > 0 iснує ` > L таке, що ‖f`‖L`cb

> (µcb − ε)`. Для будь-якого такого ` iснує
W ∈ (Vs×s)nc з ‖W‖ = (µcb − ε)−1 < δ таке, що

‖W�s`f`‖ > (µcb − ε)`‖W‖ = 1.

Отже, послiдовнiсть ‖W�s`f`‖, ` = 0, 1, . . ., не збiгається до 0 рiвномiрно на
Bnc(0s×s, δ), i ряд (8.1) не збiгається рiвномiрно на Bnc(Y, δ).

Нарештi, якщо Υnc,unif−normal 6= ∅, то за частиною 2, Y ∈ Υnc,unif−normal. Отже,
за частиною 2, iснує δ > 0 таке, що ряд (8.1) збiгається абсолютно i рiвномiрно на
Bnc(Y, δ). Це тягне за собою, що ρcb ≥ δ > 0. Теорема доведена. �

Наступний приклад демонструє можливiсть, що 0 = ρunif(Z) < ρnorm(Z) для
деякого Z i значить, Υnc,unif ( Υnc,norm. Ми також маємо у цьому прикладi, що
0 = ρcb < ρm для кожного фiксованого m ∈ N.

Приклад 8.13. Як було показано у [116] (дивись також [118, роздiл 3]), для
кожного p = 3, 4, . . . iснують kp ∈ N (з kp зростаючими, коли p зростає) i лiнiйне
вiдображення φp : Cp → Ckp×kp таке, що maxζ∈Dp ‖φp(ζ)‖ = 1 i

(8.26) sup
n∈N,Zp1,...,Zpp∈Cn×n : ‖Zp1‖=...=‖Zpp‖=1

‖(idCn×n ⊗φp)(Zp1, . . . , Zpp)‖

= ‖(idCkp×kp ⊗φp)(Z0
p1, . . . , Z

0
pp)‖ =

√
p

2

для деяких Z0
p1, . . . , Z0

pp ∈ Ckp×kp норми 1, де ‖ · ‖ позначає операторну норму
вiдносно стандартних евклiдових норм. Бiльше того,

(8.27) ‖(idCkp×kp ⊗φp)(Z0
p1, . . . , Z

0
pp)

`‖ =

(√
p

2

)`
, ` = 1, 2, . . . .

Нехай V - банахiв простiр, що мiстить обмеженi двохiндексовi послiдовностi ком-
плексних чисел z = (zpq)p=3,4,...; q=1,...,p з нормою ‖z‖∞ = supp,q |zpq|. Ми може-
мо ототожнити n × n матрицi над V з послiдовностями n × n матриць над C,
Z = (Zpq)p=3,4,...; q=1,...,p. Тодi множення такого Z справа (злiва) на n × n ма-
трицю над C визначається як одночасне праве (лiве) множення на цю матри-
цю для всiх компонент Zpq. Легко побачити, що норми на Vn×n, визначенi як
‖Z‖∞,n = supp,q ‖Zpq‖ для n = 1, 2, . . ., визначають структуру операторного про-
стору на V . Нехай W - банахiв простiр, що складається з блочно-дiагональних
нескiнченних матриць (нескiнченнi прямi суми) W =

⊕∞
p=3Wp з Wp ∈ Ckp×kp

i з нормою ‖W‖∞ = supp ‖Wp‖. Ми можемо ототожнити n × n матрицi над W
з прямими сумами n × n матриць над Ckp×kp, W =

⊕∞
p=3Wp. Множення тако-

го W справа (злiва) на n × n матрицю S над C тодi зводиться до одночасно-
го правого (лiвого) множення на цю матрицю для всiх дiагональних блокiв Wp:
(WS)p = Wp(S ⊗ Ikp) (вiдп., (SW )p = (S ⊗ Ikp)Wp. Легко побачити, що норми на
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Wn×n, визначенi як ‖W‖∞,n = supp ‖Wp‖ для n = 1, 2, . . . визначають структуру
операторного простору на W . Для кожного ` = 3, 4, . . . ми визначаємо лiнiйне
вiдображення φ(`) : V → W як

φ(`)(z) = φ3(z31, z32, z33)⊕ · · · ⊕ φ`(z`1, . . . , z``)⊕ 0k`+1×k`+1
⊕ 0k`+2×k`+2

⊕ · · ·

i `-лiнiйне вiдображення f` : V` →W як

f`(z
1, . . . , z`) = φ(`)(z1) · · ·φ(`)(z`),

так що
f`(z, . . . , z) = φ(`)(z)`.

Вiдображення φ(`) i f` розширюються на n×n матрицi над V стандартним шляхом.
Тодi за пропозицiєю 7.49 i рiвностями (8.26), (8.27) ми маємо

‖f`‖L`cb
= sup

n∈N,Z∈Vn×n : ‖Z‖∞,n=1

‖Z�`f`‖∞,n = sup
n∈N,Z∈Vn×n : ‖Z‖∞,n=1

‖f`(Z, . . . , Z)‖∞,n

= sup
n∈N,Z∈Vn×n : ‖Z‖∞,n=1

‖φ(`)(Z)`‖∞,n

= sup
n∈N,Z`1,...,Z``∈Cn×n : ‖Z`1‖=...=‖Z``‖=1

‖(idCn×n ⊗φ`)(Z`1, . . . , Z``)`‖

=

(√
`

2

)`

,

отже, `-лiнiйнi вiдображення f`, ` = 3, 4, . . ., є цiлком обмеженими. Зараз розгля-
немо степеневий ряд

∞∑
`=3

Z�`f`.

Ми маємо для кожних фiксованих m ∈ N i Z = (Zpq)p=3,4,...;q=1,...,p ∈ Vm×m з
‖Z‖∞,m = 1, що

µ(Z) = lim sup
`→∞

√̀
‖Z�`f`‖∞,m ≤ lim sup

`→∞
‖φ(`)(Z)‖

≤ m2 lim sup
`→∞

max
p=3,...,`

max
1≤i,j≤m

‖φp(Z ij
p1, . . . , Z

ij
pp)‖ ≤ m2,

де Z ij
pq - (i, j)-й елемент матрицi Zpq. Отже, ρ(Z) ≥ m−2 для кожного Z ∈ Vm×m

з ‖Z‖∞,m = 1. Легко побачити, що за однорiднiстю степеня −1 ми також маємо
ρnorm(Z) ≥ m−2 для кожного Z ∈ Vm×m з ‖Z‖∞,m = 1. Це тягне за собою, що
ρnorm(Z) > 0 для кожного Z ∈ Vnc i, отже, ρnorm(0m×m) =∞ для кожного m ∈ N.
Ми також отримаємо, що ρm ≥ m−2 для кожного m ∈ N.

Введемо послiдовнiсть Zj = (Zj
pq)p=3,4,...;q=1,...,p ∈ Vkj×kj , j = 3, 4, . . ., як

Zj
pq =

{
0kj×kj для p 6= j,

1
4
√
j
Z0
jq для p = j, 1 ≤ q ≤ j.
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Тодi
lim
j→∞
‖Zj‖∞,kj = lim

j→∞

1
4
√
j

= 0,

проте

lim
j→∞

µ(Zj) = lim
j→∞

lim sup
`→∞

√̀
‖(Zj)�`f`‖∞,kj

= lim
j→∞

1
4
√
j

lim sup
`→∞

√̀
‖(idCkj×kj ⊗φj)(Z0

j1, . . . , Z
0
jj)

`‖∞,kj = lim
j→∞

1
4
√
j

√
j

2
=∞.

Таким чином,
ρunif(01×1) = lim

j→∞
ρ(Zj) = 0.

Зауважимо, що ми можемо показати аналогiчно, що ρunif(Z) = 0 з Z 6= 0. Напри-
клад, для z = (zpq)p=3,4,...;q=1,...,p з будь-якими z3,q 6= 0, q = 1, 2, 3, i zpq = 0 для
всiх p > 3 i всiх q, ми можемо визначити послiдовнiсть z ⊗ Ikj + Zj з Zj як вище
i перевiрити, що

ρunif(z) = lim
j→∞

ρ(z ⊗ Ikj + Zj) = 0.

Нарештi, ми спостерiгаємо, що

ρcb =

(
lim sup
`→∞

√̀
‖f`‖L`cb

)−1

=

(
lim sup
`→∞

√
`

2

)−1

= 0.

Таким чином, всi твердження, сформульованi в абзацi перед цiм прикладом, є
вiрнi.

У наступному прикладi ми демонструємо можливiсть, що

0 = ρunif−normal(01×1)<ρunif(01×1)

i значить, ∅ = Υnc,unif−normal ( Υnc,unif . Сума н.к. степеневого ряду у цьому при-
кладi - цiла (тобто аналiтична скрiзь i обмежена на кожнiй кулi n × n матриць,
n = 1, 2, . . .) н.к. функцiя, яка не є рiвномiрно аналiтичною в точцi 01×1, тобто не
є рiвномiрно аналiтичною у жодному рiвномiрно-вiдкритому околi точки 01×1.

Приклад 8.14. Нехай V = C2 з нормою ‖(z1, z2)‖ = max{|z1|, |z2|} i W = C.
Ми ототожнюємо n × n матрицi над V = C2 з парами матриць над C. Ясно,
що норми на Vn×n, n = 1, 2, . . ., визначенi як ‖(Z1, Z2)‖n = max{‖Z1‖, ‖Z2‖}, i
покомпонентне множення пар (Z1, Z2) матриць над C злiва (справа) з матрицею
над C визначають структуру операторного простору на V . Канонiчна (тобто з
‖1‖1 = 1) структура операторного простору на W = C визначена однозначно.
Розглянемо степеневий ряд

∞∑
k=1

Z�αkfαk =
∞∑
k=1

ckpk(Z1, Z2) =
∞∑
k=1

ck
∑
π∈Sk+1

sign(π)Z
π(1)−1
1 Z2 · · ·Zπ(k+1)−1

1 Z2
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з додатними константами ck, якi будуть визначенi пiзнiше, i αk = deg pk = (k+1)(k+2)
2

(дивись приклад 6.3 за додатковими деталями щодо многочленiв pk). αk-лiнiйнi
вiдображення fαk є цiлком обмеженими. Справдi, за пропозицiєю 7.49 ми маємо

‖fαk‖Lαkcb
= sup

n∈N, Z=(Z1,Z2)∈(Cn×n)2 : max{‖Z1‖,‖Z2‖}=1

ck‖pk(Z1, Z2)‖n ≤ ck(k+1)! <∞.

Оскiльки многочлени pk зникають тотожньо на парах k×k матриць для кожного
фiксованого n ∈ N i будь-якого Z = (Z1, Z2) ∈ (Cn×n)2, ряд мiстить тiльки сте-
пенi менше, нiж αn, i значить, збiгається рiвномiрно на (Cn×n)2. Отже, ρ(Z) =∞
для кожного Z ∈ Vnc. Ми також маємо ρunif(Z) = ∞ для кожного Z ∈ Vnc i
Υnc,unif = Vnc. З другого боку, будь-який ненульовий многочлен p у двох н.к. неви-
значених не є тотожньо нулем на парах квадратних матриць достатньо великого
розмiру, завдяки вiдсутностi полiномiальних тотожностей для матриць всiх роз-
мiрiв – дивись [130, приклад 1.4.4 i теорема 1.4.5, с. 22]. Отже,

sup
n∈N, Z=(Z1,Z2)∈(Cn×n)2 : max{‖Z1‖,‖Z2‖}=1

‖pk(Z1, Z2)‖n 6= 0.

Позначимо

ck = kαk
(

sup
n∈N, Z=(Z1,Z2)∈(Cn×n)2 : max{‖Z1‖,‖Z2‖}=1

‖pk(Z1, Z2)‖n
)−1

.

Тодi
‖fαk‖Lαkcb

= kαk.

Для будь-якого δ > 0 ми маємо

sup
`∈N

sup
W∈Bnc(01×1,δ)

‖W�`f`‖

= sup
k∈N

ckδ
αkkαk sup

n∈N, Z=(Z1,Z2)∈(Cn×n)2 : max{‖Z1‖,‖Z2‖}=1

‖pk(Z1, Z2)‖n

= sup
k∈N

(δk)αk =∞.

Тодi за частиною 2 теореми 8.11 ми маємо, що 01×1 /∈ Υnc,unif−normal i, значить,

Υnc,unif−normal = ∅.

Альтернативно, ми можемо обчислити

µunif−normal(01×1) = lim
δ→0

lim sup
`→0

√̀
sup

W∈Bnc(01×1,δ)

‖W�`f`‖ = lim
δ→0

lim
k→∞

δk =∞,

i тодi ρunif−normal(01×1) = 0. За зауваженням 8.3 i теоремою 7.21, сума ряду, f(Z) =∑∞
k=1 Z

�αkfαk не є рiвномiрно аналiтичною у точцi 01×1.
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Зауваження 8.15. Не дуже важко модифiкувати приклад 8.14 змiнюючи
коефiцiєнти ck так, щоб Υnc,unif−normal ( Υnc,unif = (C2)nc мiстило н.к. кулю з
центром у точцi 01×1 i даного скiнченного радiусу.

Ми розглянемо зараз випадок, коли V = Cd з деякою структурою операторного
простору, i ми розвинемо кожний член у степеневому рядi (8.1), отримаючи ряд
уздовж вiльного моноїду Gd. Нашi результати будуть зворотними до теореми 7.29.
Iншими словами, ми розглянемо збiжнiсть степеневого ряду вигляду

(8.28)
∑
w∈Gd

(
X −

m⊕
α=1

Y
)�sw

fw.

Тут Y = (Y1, . . . , Yd) ∈ (Cs×s)d - даний центр; X = (X1, . . . , Xd) ∈ (Csm×sm)d,
m = 1, 2, . . .; Z�sw для w = gi1 · · · gi`, i Z = (Z1, . . . , Zd) ∈ (Csm×sm)d визначається
у (4.8); fw : (Cs×s)` → Ws×s, w ∈ Gd, ` = |w|, - дана послiдовнiсть `-лiнiйних вiд-
ображень (тут C i, отже, Cs×s забезпеченi канонiчною структурою операторного
простору); i умови (4.14)–(4.17) задовольняються. Ряд (8.28) може бути записаний
альтернативно як

∑
w∈Gd

(( m⊕
α=1

Aw,(0)

)
⊗
( m⊕
α=1

Aw,(1)

)
⊗ · · · ⊗

( m⊕
α=1

Aw,(|w|)

))
? Z [w].

Тут
fw = Aw,(0) ⊗ Aw,(1) ⊗ · · · ⊗ Aw,(|w|) ∈ Ws×s ⊗ Cs×s ⊗ · · · ⊗ Cs×s︸ ︷︷ ︸

|w| разiв

,

з iнтерпретацiєю тензорного добутку для мультiлiнiйних вiдображень fw (заува-
ження 3.4), позначенням Свiдлера без додавання (4.19) i псевдо-степеневим по-
значенням (4.21). У випадку s = 1, ряд (8.28) стає∑

w∈Gd

Zwfw,

з fw ∈ W ; точнiше, ми ототожнюємо `-лiнiйнi вiдображення fw : C` →W з векто-
ром fw(1, . . . , 1) ∈ W , i

(8.29) ‖Zwfw‖m = ‖Zw‖‖fw‖1

для кожних m ∈ N i Z ∈ (Cm×m)d (дивись [118, пропозицiя 1.10(ii)]), так що

(8.30) ‖fw‖L`cb
= ‖fw‖1.

Ми асоцiюємо з рядом (8.28) ряд (8.1), де `-лiнiйнi вiдображення f` : ((Cs×s)d)` →
Ws×s визначаються як (5.5), так що (5.6) i (5.7) виконанi. Подiбно до зауваження
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4.5, умови (4.14)–(4.17) на лiнiйнi вiдображення fw, як легко побачити, еквiвален-
тнi до умов (4.4)–(4.7) на лiнiйнi вiдображення f`. Зауважимо, що цiлком обмеженi
норми f` i fw для всiх w з |w| = ` пов’язанi як

(8.31) ‖f`‖L`cb
≤
∑
|w|=`

Cw
1 ‖fw‖L`cb

,

де C1 = (‖π1‖cb, . . . , ‖πd‖cb) для i-го координатного вiдображення πi : Cd → C, i

(8.32) ‖fw‖L`cb
≤ Cw

2 ‖f`‖L`cb
,

де C2 = (‖e1‖1, . . . , ‖ed‖1).
НехайX - векторний простiр надC з розкладанням в пряму сумуX =

⊕d
j=1Xj,

i нехай Y = (Y1, . . . , Yd) ∈ X . Множина Υ ⊆ X називається повною множиною
типу Рейнхардта навколо Y , якщо для кожного X = (X1, . . . , Xd) ∈ Υ i кожно-
го t = (t1, . . . , td) ∈ Cd з |tj| ≤ 1 для всiх j, ми маємо Y + t ◦ (X − Y ) ∈ Υ,
де t ◦ (X − Y ) := (t1(X1 − Y1), . . . , td(Xd − Yd)). Ясно, що повна множина типу
Рейнхардта є повною круговою. У випадку d = 1 ми отримаємо означення повної
кругової множини. У випадку, коли X = Cd i Xj = Cej, j = 1, . . . , d, ми отримаємо
звичайне означення повної множини Рейнхардта [140, с. 8].

Наступна лема є аналогом леми 8.10 для повних множин типу Рейнхардта.

Лема 8.16. Нехай X - векторний простiр над C з розкладанням в пряму
суму X =

⊕d
j=1Xj, нехай W - банахiв простiр над C, i нехай Γ ⊆ X - повна

множина типу Рейнхардта навколо 0. Припустимо, що ω : X k →W - k-лiнiйне
вiдображєння, чиє обмеження на множину

diag[X k] = {(W, . . . ,W︸ ︷︷ ︸
k разiв

) : W = (W1, . . . ,Wd) ∈ X}

є однорiдним у Wj степеня kj (так що k1 + · · · + kd = k), i припустимо, що
X = (X1, . . . , Xd) ∈ X . Тодi

sup
W∈

⋃
t∈Dd

(t◦X+Γ)

‖ω(W, . . . ,W )‖ = sup
W∈X+Γ

‖ω(W, . . . ,W )‖,

де Dd = Dd
= {t = (t1, . . . , td) ∈ Cd : |tj| ≤ 1} - замкнений одиничний полiкруг,

X + Γ := {X + Z : Z ∈ Γ} - повна множина типу Рейнхардта навколо X i⋃
t∈Dd

(t ◦X + Γ) - повна множина типу Рейнхардта навколо 0.

Доведення. Зафiксуємо довiльне Z0 ∈ Γ. Розглянемо функцiю

φ : Dd →W , φ : t 7→ ω(t ◦X + Z0, . . . , t ◦X + Z0).
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Звiсно, φ - многочлен вiд t1, . . . , td i, отже, функцiя φ - аналiтична. За принцiпом
максимума, iснує t0 з |t0j | = 1, j = 1, . . . , d, таке, що ‖φ(t0)‖ = maxt∈Dd ‖φ(t)‖. За
одночасною однорiднiстю ω,

‖ω(t0 ◦X + Z0, . . . , t0 ◦X + Z0)‖ = ‖ω(X + (t0)−1 ◦ Z0, . . . , X + (t0)−1 ◦ Z0)‖
≤ sup

Z∈Γ
‖ω(X + Z, . . . , X + Z)‖,

де (t0)−1 = ((t01)
−1, . . . , (t0d)

−1), оскiльки Γ є повною множиною типа Рейнхардта
навколо 0. Лема доведена. �

Нас буде цiкавити головним чином випадок, де X = (Cn×n)d i Xj = Cn×nej.
Н.к. множина Υnc ⊆ (Cd)nc називається повною н.к. множиною типу Рейнхардта
навколо Y ∈ (Cs×s)d, якщо (Υnc)sm ⊆ (Csm×sm)d - повна множина типу Рейнхардта
навколо

⊕m
α=1 Y для кожного m ∈ N.

Для Y = (Y1, . . . , Yd) ∈ (Cs×s)d i набора r = (r1, . . . , rd) додатних поширених
дiйсних чисел (тобто 0 < rj ≤ ∞, j = 1, . . . , d), визначимо н.к. полiкруг з центром
у Y мультiрадiусу r:

(Dd)nc(Y, r)

=
{
Z = (Z1, . . . , Zd) ∈

∞∐
m=1

(
Csm×sm)d :

∥∥∥Zj − m⊕
α=1

Yj

∥∥∥
sm
< rj, j = 1, . . . , d

}
.

Звiсно, (Dd)nc(Y, r) - повна н.к. множина типу Рейнхардта навколо Y .
Для набору r = (r1, . . . , rd) невiд’ємних дiйсних чисел, ми визначаємо

(8.33) µ(r) = lim sup
`→∞

√̀ ∑
w∈Gd : |w|=`

rw‖fw‖L`cb
.

Лема 8.17. Функцiя µ(·) є неперервною на наборах строго додатних дiйсних
чисел.

Доведення. Нехай r0 = (r0
1, . . . , r

0
d) ∈ Rd

+ з r0
j > 0 для всiх j = 1, . . . , d.

Нехай ε > 0. Тодi для всiх наборiв r додатних дiйсних чисел, задовольняючих
умову 1− ε < r0

j

rj
< 1 + ε для всiх j = 1, . . . , d, ми маємо

(1− ε)µ(r) = µ((1− ε)r) ≤ µ(r0) ≤ µ((1 + ε)r) = (1 + ε)µ(r),

оскiльки функцiя µ(·) - неспадна за кожним аргументом i однорiдна степеня один.
Отже, limr→r0 µ(r) = µ(r0), тобто µ(·) - неперервна у r0. �

Ми називаємо невiд’ємнi розширенi дiйснi числа ρ1, . . . , ρd асоцiйованими
радiусами нормальної збiжностi ряду, (8.28) якщо µ(r) ≤ 1 для кожного r =
(r1, . . . , rd) з rj ≤ ρj, j = 1, . . . , d, i для кожного набору r′ = (r′1, . . . , r

′
d) невiд’єм-

них розширених дiйсних чисел з r′j ≥ ρj такого, щo строга нерiвнiсть виконується
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для принаймнi одного j, iснує набiр r = (r1, . . . , rd) невiд’ємних дiйсних чисел
rj ≤ r′j, j = 1, . . . , d, таких, що µ(r) > 1.

Теорема 8.18. 1. Множина абсолютної збiжностi ряду (8.28),

(8.34) Υfree,abs =
∞∐
m=1

{
X ∈

(
Csm×sm)d :

∑
w∈Gd

∥∥∥(X − m⊕
α=1

Y
)�sw

fw

∥∥∥
sm
<∞

}
⊆ Υnc ⊆ (Cd)nc,

є повною н.к. множиною типу Рейнхардта навколо Y . Тут Υnc - множина
збiжностi (дивись теорему 8.2) вiдповiдного ряду (8.1); дивись (5.5) i (5.6).

2. Множина

(8.35) Υfree,unif−normal =
{
X ∈ Υfree,abs : ∃δ > 0 таке, що∑

w∈Gd

sup
W∈Bnc(X,δ)

∥∥∥(W − mW⊕
α=1

Y
)�sw

fw

∥∥∥
smW

<∞
}
⊆ Υnc,unif−normal

(дивись теорему 8.11 для означення множини Υnc,unif−normal; тут mW - розмiр
блочної матрицiW з s×s блоками) - рiвномiрно-вiдкрита пiдмножина у Υfree,abs,
яка є непорожньою тодi i тiльки тодi, коли вона мiстить Y . У цьому випад-
ку, Υfree,unif−normal - повна н.к. множина типу Рейнхардта навколо Y (тобто
(Υfree,unif−normal)sm - повна множина типу Рейнхардта навколо

⊕m
α=1 Y для ко-

жного m ∈ N).
3. Для кожних m ∈ N i X ∈ (Υfree,unif−normal)sm iснує рiвномiрно-вiдкрита

повна множина типу Рейнхардта Υfree,X навколо
⊕m

α=1 Y , яка мiстить X i
така, що

(8.36)
∑
w∈Gd

sup
W∈Υfree,X

∥∥∥(W − mW⊕
α=1

Y
)�sw

fw

∥∥∥
smW

<∞.

4. Нехай ρ = (ρ1, . . . , ρd) - набiр асоцiйованих радiусiв нормальної збiжностi
ряду (8.28). Тодi ряд збiгається абсолютно на кожному н.к. полiкрузi (Dd)nc(Y, r)
з rj < ρj для всiх j = 1, . . . , d, бiльше того,

(8.37)
∑
w∈Gd

sup
W∈(Dd)nc(Y,r)

∥∥∥(W − mW⊕
α=1

Y
)�sw

fw

∥∥∥
smW

<∞.

Для кожного r з rj ≥ ρj для всiх j = 1, . . . , d, такого, що строга нерiвнiсть
виконується для принаймнi одного j, (8.37) не виконується. У випадку s = 1,
iснує Z ∈ (Dd)nc(Y, r) таке, що ряд (8.28) не збiгається абсолютно у Z. Мно-
жина Υfree,unif−normal є непорожньою тодi i тiльки тодi, коли iснує набiр строго
додатних асоцiйованих радiусiв нормальної збiжностi ряду (8.28).
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Доведення теореми 8.18. 1. Твердження у цiєї частинi є очевидними.
2 & 3. Включення у (8.35) i факт, що Υfree,unif−normal - рiвномiрно-вiдкрита

множина у Υfree,abs, є очевидними.
Звiсно, якщо Y ∈ Υfree,unif−normal, то н.к. множина Υfree,unif−normal - непорожня.

Навпаки, припустимо, що iснуютьm ∈ N iX ∈ (Υfree,unif−normal)sm. Тодi iснує δ > 0
таке, що

(8.38)
∑
w∈Gd

sup
W∈Bnc(X,δ)

∥∥∥(W − mW⊕
α=1

Y
)�sw

fw

∥∥∥
smW

<∞.

Iснує н.к. полiкруг (Dd)nc(X,ρ), що мiститься у Bnc(X, δ), наприклад, ми можемо
покласти ρj = δ

d‖ej‖1 , j = 1, . . . , d, i тодi для W ∈ (Dd)nc(X,ρ)smk ми маємо

∥∥∥W − k⊕
α=1

X
∥∥∥
smk
≤

d∑
j=1

∥∥∥Wj −
k⊕

α=1

Xj

∥∥∥
smk
‖ej‖1 < δ,

тобто W ∈ Bnc(X, δ)smk. Оскiльки Γ = (Dd)nc (
⊕m

α=1 Y,ρ) - повна н.к. множина
типу Рейнхардта навколо

⊕m
α=1 Y , з леми 8.16 випливає, що нерiвнiсть у (8.38)

виконується з супремами над Bnc(X, δ) замiненими на супремуми над

Υfree,X :=
⋃
t∈Dd

(Dd)nc

(
m⊕
α=1

Y + t ◦
(
X −

m⊕
α=1

Y
)
,ρ

)
.

Це тягне за собою частину 3 теореми з Υfree,X як вище. Зокрема,
⊕m

α=1 Y ∈
Υfree,unif−normal i ∑

w∈Gd

sup
W∈Bnc(

⊕m
α=1 Y,δ)

∥∥∥(W − mW⊕
α=1

Y
)�sw

fw

∥∥∥
smW

<∞.

Обираючи тiльки W ∈ Bnc (
⊕m

α=1 Y, δ) вигляду W =
⊕m

α=1 V , де V ∈ Bnc(Y, δ),
ми отримаємо, що

∑
w∈Gd

sup
V ∈Bnc(Y,δ)

∥∥∥(V − mV⊕
α=1

Y
)�sw

fw

∥∥∥
smV

<∞,

тобто Y ∈ Υfree,unif−normal.
Оскiльки Y ∈ Υfree,unif−normal i об’єднання повних множин типу Рейнхардта

навколо
⊕m

α=1 Y для всiх m ∈ N є повною множиною типу Рейнхардта навколо
Y , множина

Υfree,unif−normal =
⋃

X∈Υfree,unif−normal

Υfree,X

є повною множиною типу Рейнхардта навколо Y . Частина 2 доведена.
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4. Нехай ρ = (ρ1, . . . , ρd) - набiр асоцiйованих радiусiв збiжностi ряду (8.28),
i нехай r = (r1, . . . , rd) - набiр додатних дiйсних чисел таких, що rj < ρj. Тодi
iснує ε > 0 достатньо мале, так що r̃j = rj(1 + ε) < ρj, j = 1, . . . , d. Тодi для
r̃ = (r̃1, . . . , r̃d) ми маємо µ(r̃) ≤ 1. Оскiльки функцiя µ(·) є однорiдною степеня
1, ми маємо

µ(r) =
µ(r̃)

1 + ε
≤ 1

1 + ε
.

Отже, iснує `0 ∈ N таке, що√̀∑
|w|=`

rw‖fw‖L`cb
<

1 + 0.5ε

1 + ε
< 1

для всiх ` > `0. Це тягне за собою, що ряд (8.28) збiгається абсолютно на н.к.
полiкрузi (Dd)nc(Y, r), бiльше того,

∑
w∈Gd

sup
W∈(Dd)nc(Y,r)

∥∥∥(W − mW⊕
α=1

Y
)�sw

fw

∥∥∥
smW

=
∞∑
`=0

∑
|w|=`

rw‖fw‖L`cb

<

`0∑
`=0

∑
|w|=`

rw‖fw‖L`cb
+

∞∑
`=`0+1

(
1 + 0.5ε

1 + ε

)`
<∞.

Зараз припустимо, що r = (r1, . . . , rd) - набiр додатних розширених дiйсних
чисел з rj ≥ ρj для всiх j, i ri > ρi для деякого i. Тодi iснує набiр r̃ = (r̃1, . . . , r̃d)
додатних дiйсних чисел з r̃j < rj таких, що µ(r̃) > 1, i iснує ε > 0 таке, що
µ(r̃) > 1 + ε. Отже,

(8.39)
∑
|w|=`

r̃w‖fw‖L`cb
> (1 + 0.5ε)` > 1 + 0.5`ε

для нескiнченно багатьох ` ∈ N. Нехай S ⊆ N - (нескiнченна) множина всiх таких
`. Для будь-якого ` ∈ S i w ∈ Gd з |w| = `, використовуючи аргумент подiбний до
того, що в пропозицiї 7.49, ми отримаємо, що

‖fw‖L`cb
= sup{‖W�swfw‖sm :(8.40)

m ∈ N, W ∈ (Csm×sm)d, ‖Wj‖sm ≤ 1, j = 1, . . . , d}.

Отже, iснують mw ∈ N i Ww ∈ (Dd)nc(0s×s, r̃)smw
такi, що

‖W�sw
w fw‖smw

> r̃w‖fw‖L`cb
− 0.5`ε

d`
.

Покладемо m(`) =
∑
|w|=`mw i W (`) =

⊕
|w|=`

(
Ww +

⊕mw

α=1 Y
)
. Тодi

W (`) ∈ (Dd)nc(Y, r̃)sm(`)
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i ∑
|w|=`

∥∥∥(W (`)−
m(`)⊕
α=1

Y
)�sw

fw‖sm(`) >
∑
|w|=`

r̃w‖fw‖L`cb
− 0.5`ε > 1.

Таким чином, для r̃, i значить, для r, (8.37) не виконується.
Зараз нехай s = 1. Обираючи r̃ ∈ (Dd)nc(01×1, r)1 як у попередньому абзацi, ми

отримаємо з (8.29), (8.30) i (8.39), що∑
w∈Gd

‖r̃wfw‖1 =
∑
w∈Gd

r̃w‖fw‖L|w|cb
=∞,

тобто ряд (8.28) не збiгається абсолютно у Z = r̃ + Y .
Для доведення останнього твердження, припустимо, що ρ = (ρ1, . . . , ρd) - на-

бiр строго додатних асоцiйованих радiусiв нормальної збiжностi ряду (8.28). Ми
маємо Bnc(Y, δ) ⊆ (Dd)nc(Y, (δ, . . . , δ)) ⊆ (Dd)nc(Y,ρ) для будь-якого додатного
дiйсного δ < min

1≤j≤d
ρj, де для першого включення ми використали факт, що бло-

чнi проєкцiї πsij є цiлком стискаючими. За (вже доведеним) першим твердженням
частини 4, (8.37) виконується з r = (δ, . . . , δ). Тодi

(8.41)
∑
w∈Gd

sup
W∈Bnc(Y,δ)

∥∥∥(W − mW⊕
α=1

Y
)�sw

fw

∥∥∥
smW

<∞,

тобто Y ∈ Υfree,unif−normal. Навпаки, якщо Υfree,unif−normal непорожнє, то за частиною
2 теореми ми маємо, що Y ∈ Υfree,unif−normal. Останнє значить, що (8.41) виконує-
ться для деякого δ > 0. Тодi iснує полiкруг (Dd)nc(Y, r

0), що мiститься у Bnc(Y, δ),
скажiмо для r0

j = δ
d‖ej‖1 , j = 1, . . . , d, так, що (8.37) виконується з r0 замiсть r.

Звiсно, у цьому випадку µ(r0) ≤ 1. Нехай

ρ1 = sup{r1 ≥ r0
1 : µ(r1, r

0
2, . . . , r

0
d) ≤ 1}.

Тодi для будь-якого додатного дiйсного числа r1 ≤ ρ1 ми маємо µ(r1, r
0
2, . . . , r

0
d) ≤

1 (у випадку ρ1 <∞ це є наслiдком леми 8.17). Нехай

ρ2 = sup{r2 ≥ r0
2 : µ(r1, r2, r

0
3, . . . , r

0
d) ≤ 1 для кожного r1 < ρ1}.

Тодi для будь-яких додатних дiйсних чисел r1≤ρ1 i r2≤ρ2 ми маємо

µ(r1, r2, r
0
3, . . . , r

0
d)≤1

(тут ми використовуємо лему 8.17 у випадку ρ1 <∞ i/або ρ2 <∞). Продовжуючи
цю конструкцiю очевидним шляхом, ми визначаємо ρ3, . . . , ρd−1, i нарештi,

ρd = sup{rd ≥ r0
d : µ(r1, . . . , rd−1, rd) ≤ 1 для кожних r1 < ρ1, . . . , rd−1 < ρd−1}.

Тодi для будь-якого набору r = (r1, . . . , rd) додатних дiйсних чисел rj ≤ ρj ми
маємо µ(r) ≤ 1 (ми використовуємо лему 8.17, коли ρj є скiнченними). Ясно,
що ρ = (ρ1, . . . , ρd) - це набiр строго додатних асоцiйованих радiусiв нормальної
збiжностi ряду (8.28). �



261

Зауваження 8.19. З однорiдностi i монотонностi µ(·) випливає, що ми маємо
наступну трихотомiю:

(1) µ(r) =∞ для деякого, i значить для всiх, наборiв r строго додатних дiй-
сних чисел; таким чином, не iснує строго позитивних асоцiйованих радiусiв
нормальної збiжностi ряду (8.28).

(2) 0 < µ(r) < ∞ для деякого, i значить для всiх, наборiв r строго додатних
дiйсних чисел; аргумент у останньому абзацi доведення теореми 8.18 по-
казує, що iснує набiр строго додатних асоцiйованих радiусiв нормальної
збiжностi (8.28), не всi з яких рiвнi ∞.

(3) µ(r) = 0 для деякого, i значить для всiх, наборiв r строго додатних дiйсних
чисел; таким чином, тiльки (∞, . . . ,∞) є набором асоцiйованих радiусiв
нормальної збiжностi ряду (8.28).

Зауваження 8.20. Набiр строго позитивних асоцiйованих радiусiв нормаль-
ної збiжностi ряду (8.28) iснує тодi i тiльки тодi, коли ρcb > 0 – дивись (8.19).
Один напрямок є очевидним, оскiльки Υfree,unif−normal ⊆ Υnc,unif−normal. Другий на-
прямок можна отримати застосовуючи теорему 7.29 (або наслiдок 7.31) до н.к.
функцiї f , яка є рiвномiрно аналiтичною на Υnc,unif−normal. Твердження також мо-
жна отримати прямими оцiнками. Ми отримаємо з (8.31), (8.32), (8.33) i (8.19),
що

µ(r) ≤ (r ·C2)µcb =
( d∑
j=1

rj‖ej‖1

)
µcb,(8.42)

µcb ≤ µ(C1).(8.43)

Цi нерiвностi тягнуть за собою, що µcb <∞ тодi i тiльки тодi, коли µ(r) <∞ для
деякого набору r строго додатних дiйсних чисел. Звiсно, µcb <∞ еквiвалентне до
ρcb > 0, i висновок випливає з зауваження 8.19.

Для степеневого ряду вiд кiлькох комплексних змiнних класична лема Абеля
стверджує, що якщо члени ряду у точцi µ = (µ1, . . . , µd) обмеженi, то ряд збiгає-
ться абсолютно i локально нормально в полiкрузi мультiрадiусу (|µ1|, . . . , |µd|) –
дивись [140, с. 19]. Ми встановлюємо н.к. аналог цього твердження.

Для Y = (Y1, . . . , Yd) ∈ (Cs×s)d i набору r = (r1, . . . , rd) додатних дiйсних
чисел, визначимо н.к. дiамант з центром у Y i мультiрадiусом r,

(♦d)nc(Y, r) :=
∞∐
m=1

{
Z = (Z1, . . . , Zd) ∈

(
Csm×sm)d :

d∑
j=1

‖Zj −
⊕m

α=1 Yj‖
rj

< 1
}
.

Зауважимо, що ♦nc(Y, r) = (♦d)nc(Y, r) з r =
(

r
‖e1‖1 , . . . ,

r
‖ed‖1

)
– дивись (7.38).
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Теорема 8.21. 1. Припустимо, що iснує µ = (µ1, . . . , µd) ∈ Cd з усiма µj 6= 0
i C > 0 такими, що |µw|‖fw‖L|w|cb

≤ C для кожного w ∈ Gd (у випадку s = 1

це означає, що члени ряду (8.28) у Y + µ обмеженi). Тодi ряд (8.28) збiгається
абсолютно на кожному н.к. дiамантi (♦d)nc(Y, r) з rj < |µj| для всiх j = 1, . . . , d.
Бiльше того,

(8.44)
∑
w∈Gd

sup
W∈(♦d)nc(Y,r)

∥∥∥(W − mW⊕
α=1

Y
)�sw

fw

∥∥∥
smW

<∞;

тут mW - розмiр блочної матрицi W з s× s блоками.
2. Припустимо, що iснують m ∈ N i X = (X1, . . . , Xd) ∈ (Csm×sm)d такi, що

члени рiду (8.28) обмеженi на деякому рiвномiрно-вiдкритому околi X, тобто
iснують δ > 0 i C > 0 такi, що ‖(W −

⊕mW

α=1 Y )�swfw‖smW
≤ C для кожних

W ∈ Bnc(X, δ) i w ∈ Gd. Тодi множина Υfree,unif−normal є непорожньою.

Доведення. 1. Ми можемо припустити, що 0 < rj < (1 − ε)|µj| для деякого
ε > 0 i для всiх j = 1, . . . , d. Тодi∑
w∈Gd

sup
W∈(♦d)nc(0s×s,r)

‖W�swfw‖ =
∞∑
`=0

∑
|w|=`

sup
W∈(♦d)nc(0s×s,r)

‖W�swfw‖

=
∞∑
`=0

∑
|w|=`

sup
W∈(♦d)nc(0s×s,r)

(
‖W1‖
r1

, . . . ,
‖Wd‖
rd

)w
rw‖fw‖L`cb

<

∞∑
`=0

(1− ε)`
∑
|w|=`

sup
W∈(♦d)nc(0s×s,r)

(
‖W1‖
r1

, . . . ,
‖Wd‖
rd

)w
|µw|‖fw‖L`cb

≤ C

∞∑
`=0

(1− ε)`
∑
|w|=`

sup
W∈(♦d)nc(0s×s,r)

(
‖W1‖
r1

, . . . ,
‖Wd‖
rd

)w
.

Для будь-якого фiксованого ` i будь-якого w ∈ Gd зб |w| = ` iснуєWw ∈ (♦d)nc(0s×s, r)
таке, що

sup
W∈(♦d)nc(0s×s,r)

(
‖W1‖
r1

, . . . ,
‖Wd‖
rd

)w
≤ (1 + ε)`

(
‖(Ww)1‖

r1
, . . . ,

‖(Ww)d‖
rd

)w
.

Позначимо W (`) =
⊕
|w|=`Ww ∈ (♦d)nc(0s×s, r). Звiсно,(

‖(Ww)1‖
r1

, . . . ,
‖(Ww)d‖

rd

)w
≤
(
‖W (`)1‖

r1
, . . . ,

‖W (`)d‖
rd

)w
.

Отже,∑
w∈Gd

sup
W∈(♦d)nc(0s×s,r)

‖W�swfw‖ ≤ C

∞∑
`=0

(1− ε2)`
∑
|w|=`

(
‖W (`)1‖

r1
, . . . ,

‖W (`)d‖
rd

)w
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= C
∞∑
`=0

(1 − ε2)`
( d∑
j=1

‖W (`)j‖
rj

)`
< C

∞∑
`=0

(1 − ε2)` =
C

ε2
< ∞,

тобто (8.44) виконується. У випадку s = 1 ми маємо за (8.29) i (8.30), що

‖fw(µ1, . . . , µd)‖1 = |µw|‖fw‖L|w|cb
≤ C, w ∈ Gd.

2. За лемою 8.10, нерiвнiсть

sup
W∈Bnc(X,δ)

∥∥∥(W − mW⊕
α=1

Y
)�sw

fw

∥∥∥
smW

≤ C, w ∈ Gd,

виконується з супремумами над Bnc(X, δ) замiненими на супремуми над⋃
ζ∈D

Bnc

(
m⊕
α=1

Y + ζ
(
X −

m⊕
α=1

Y
)
, δ

)
.

Зокрема, взявши ζ = 0, ми отримаємо, що

sup
W∈Bnc(

⊕m
α=1 Y,δ)

∥∥∥(W − mW⊕
α=1

Y
)�sw

fw

∥∥∥
smW

≤ C, w ∈ Gd.

Беручи тiльки W ∈ Bnc

(⊕m
α=1 Y, δ

)
вигляду W =

⊕m
α=1 V , де V ∈ Bnc(Y, δ), ми

отримаємо, що

sup
V ∈Bnc(Y,δ)

∥∥∥(V − mV⊕
α=1

)�sw
fw

∥∥∥
smV

≤ C, w ∈ Gd.

Як у доведеннi теореми 8.18, ми можемо знайти н.к. полiкруг (Dd)nc(Y,ρ), що
мiститься у Bnc(Y, δ), з ρj = δ

d‖ej‖1 , j = 1, . . . , d. Тодi

ρw‖fw‖L|w|cb
= sup

W∈(Dd)nc(Y,ρ)

(∥∥∥V1 −
mV⊕
α=1

Y1

∥∥∥
smV

, . . . ,
∥∥∥Vd − mV⊕

α=1

Yd

∥∥∥
smV

)w
‖fw‖L|w|cb

= sup
V ∈(Dd)nc(Y,ρ)

∥∥∥(V − mV⊕
α=1

Y
)�sw

fw‖smV
≤ C, w ∈ Gd.

За частиною 1 теореми для µ = ρ i кожного r = (r1, . . . , rd) з 0 < rj < µj,
j = 1, . . . , d, (8.44) виконується. Звiсно, н.к. дiамант (♦d)nc(Y, r) є вiдкритим у
рiвномiрно-вiдкритiй топологiї на (Cd)nc. Зокрема, Y - внутрiшня точка. Справдi,
Bnc(Y,

1
d min1≤j≤d rj) ⊆ (♦d)nc(Y, r). Отже, ми отримаємо, що∑

w∈Gd

sup
W∈Bnc(Y, 1d min1≤j≤d rj)

∥∥∥(W − mW⊕
α=1

Y
)�sw

fw

∥∥∥
smW

<∞,

тобто Y ∈ Υfree,unif−normal. �
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Зауваження 8.22. З теореми 8.21, частина 1, випливає, що ми можемо сфор-
мулювати аналог теореми 8.18, частина 4, для н.к. дiамантiв замiсть полiкругiв,
замiнюючи (8.33) на

(8.45) µ♦(r) = lim sup
`→∞

√̀
max

w∈Gd : |w|=`
rw‖fw‖L`cb

i визначаючи вiдповiднi асоцiйованi радiуси нормальної збiжностi.

Для степеневих рядiв у кiлькох комплексних змiнних, об’єднання полiкругiв
(абсолютної) збiжностi дорiвнює внутрiшностi множини збiжностi. З iншого боку,
внутрiшнiсть множини збiжностi степеневого ряду у кiлькох комплексних змiнних
може бути строго включеною у множину збiжностi вiдповiдного ряду однорiдних
многочленiв – розглянемо, наприклад, степеневий ряд

∑∞
n=0(z1 + z2)

n.
У н.к. налаштуваннi ми маємо, для ряду (8.28), наступну послiдовнiсть вклю-

чень:

(8.46)
⋃
ρ

(Dd)nc(0s×s,ρ) ⊆ Υfree,unif−normal ⊆ Int Υfree,abs ⊆ Int Υfree,≺ ⊆ Υnc,unif .

Тут об’єднання взято над усiма наборами ρ = (ρ1, . . . , ρd) строго додатних асоцi-
йованих радiусiв нормальної збiжностi, Int позначає внутрiшнiсть у рiвномiрно-
вiдкритiй топологiї, Υfree,≺ - множина збiжностi ряду (8.28) вiдносно деякого по-
рядку ≺ на вiльному моноїдi Gd, який є сумiсним з довжиною слова (тобто w ≺
w′ =⇒ |w| < |w′|), i Υnc,unif = Int Υnc (дивись теорему 8.11).

Ми будемо обчислювати рiзнi множини, що виникають у (8.46) для кiлькох
прикладiв. Нам потрiбна наступна лема (де rspec(Z) позначає спектральний радiус
матрицi Z).

Лема 8.23.

lim
δ→0

lim sup
`→∞

√̀
sup

W∈Bnc(Z,δ)

‖W `‖ = lim
δ→0

lim inf
`→∞

√̀
sup

W∈Bnc(Z,δ)

‖W `‖ = rspec(Z).

Доведення. Припустимо, що Z ∈ Cs×s, i нехай ε > 0. Використовуючи ни-
жню пiвнеперервнiсть спектрального радiусу для елементiв L(`2) [88, с. 167], ми
отримаємо, що iснує δ > 0 таке, що

rspec(X) < rspec

( ∞⊕
α=1

Z
)

+ ε = rspec(Z) + ε

для кожного X ∈ L(`2) з ‖X −
⊕∞

α=1 Z‖ < δ. Тодi rspec(W ) < rspec(Z) + ε для
кожного W ∈ Bnc(Z, δ) (беручи X =

⊕∞
β=1W ). Покладемо

M` := sup
W∈Bnc(Z,δ)

‖W `‖, ` ∈ N.



265

Тодi для будь-якого фiксованого ` ми маємо M` ≤ (‖Z‖ + δ)` < ∞. Далi, для
кожного фiксованого ` ми можемо знайти W` ∈ Bnc(Z, δ) таке, що ‖W `

` ‖ ≥
M`

2 .
ПокладемоX :=

⊕∞
`=1W` ∈ L(`2). Оскiльки rspec(X) = sup` rspec(W`) i rspec(W`) <

rspec(Z) + ε, ми маємо

rspec(Z) + ε ≥ rspec(X) = lim
`→∞

√̀
‖X`‖ ≥ lim sup

`→∞

√̀
‖W `

` ‖ ≥ lim sup
`→∞

√̀
M`

2

= lim sup
`→∞

√̀
M` = lim sup

`→∞

√̀
sup

W∈Bnc(Z,δ)

‖W `‖ ≥ lim
δ→0

lim inf
`→∞

√̀
sup

W∈Bnc(Z,δ)

‖W `‖

≥ lim
`→∞

√̀
‖Z`‖ = rspec(Z).

Ми робимо висновок, що

lim
δ→0

lim sup
`→∞

√̀
sup

W∈Bnc(Z,δ)

‖W `‖ = lim
δ→0

lim inf
`→∞

√̀
sup

W∈Bnc(Z,δ)

‖W `‖ = rspec(Z),

як потрiбно. �

Наступнi два приклади показують, що перше включення у (8.46) може бути
строгим.

Приклад 8.24. Нехай d = 1 i s = 1, тобто (8.1) i (8.28) обидва зводяться до

(8.47)
∞∑
`=0

Z`f`,

де Z ∈ Cm×m, m = 1, 2, . . ., для даної послiдовностi векторiв f` ∈ W . Нехай

ρ =
(

lim sup`→∞
√̀
‖f`‖

)−1

- (єдиний асоцiйований) радiус нормальної збiжностi;
звiсно, ρ = ρcb = ρm для всiх m. Тодi

ρ(Z) =
ρ

rspec(Z)
,

з домовленiстю, що цей дрiб дорiвнює∞, коли знаменник є нулем, незалежно вiд
чисельнику. З леми 8.23 випливає, що якщо ρ i rspec(Z) не є обидва нулем, то ми
маємо також

ρunif−normal(Z) =
ρ

rspec(Z)
.
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Справдi,

ρ(Z) ≥ ρunif−normal(Z) =
1

lim
δ→0

lim sup
`→∞

√̀
sup

W∈Bnc(Z,δ)

‖W `f`‖

=
1

lim
δ→0

lim sup
`→∞

√̀
sup

W∈Bnc(Z,δ)

‖W `‖‖f`‖

≥ 1

lim
δ→0

lim sup
`→∞

√̀
sup

W∈Bnc(Z,δ)

‖W `‖ lim sup
`→∞

√̀
‖f`‖

=
ρ

rspec(Z)
= ρ(Z),

що тягне за собою потрiбну нерiвнiсть. Тодi

Υnc,unif−normal = Υnc,unif = Υnc,norm = {Z ∈ Cnc : rspec(Z) < ρ} .

Звiсно, Υfree,unif−normal = Υnc,unif−normal; за винятком випадкiв ρ = 0 i ρ = ∞ це є
набагато бiльшою множиною, нiж

(D1)nc(01×1,ρ) = {Z ∈ Cnc : ‖Z‖ < ρ} .

Приклад 8.25. Розглянемо ряд
∞∑
n=0

(Z1Z2)
n.

Ми маємо
µ(r) = lim sup

n→∞
2n
√
rn1r

n
2 =
√
r1r2.

Тодi пара ρ = (ρ1, ρ2) строго додатних розширених дiйсних чисел є парою асо-
цiйованих радiусiв нормальної збiжностi ряду тодi i тiльки тодi, коли ρ1ρ2 = 1,
i ⋃

ρ

(D2)nc(01×1,ρ) =
{

(Z1, Z2) ∈ (C2)nc : ‖Z1Z2‖ < 1
}
.

Ясно, що множина збiжностi цього ряду є

Υnc = {(Z1, Z2) ∈ (C2)nc : rspec(Z1Z2) < 1},

i ρ(Z) = (rspec(Z1Z2))
−1. З леми 8.23 випливає, що

ρ(Z) ≥ ρunif−normal(Z) =
(

lim
δ→0

lim sup
`→∞

√̀
sup

(W1,W2)∈Bnc(Z,δ)

‖(W1W2)`‖
)−1

≥
(

lim
δ→0

lim sup
`→∞

√̀
sup

(W )∈Bnc(Z1Z2,δ)

‖W `‖
)−1

= (rspec(Z1Z2))
−1 = ρ(Z),
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i, отже,

Υnc,unif−normal = Υnc,unif = Υnc,norm = {(Z1, Z2) ∈ (C2)nc : rspec(Z1Z2) < 1}.

Оскiльки кожний однорiдний многочлен у рядi має тiльки один член, збiжнiсть
цього ряду уздовж вiльного моноїду є такою самою, як i його збiжнiсть як ряду
однорiдних многочленiв, так що Υfree,unif−normal = Υnc,unif−normal. Подiбно до попе-
реднього прикладу, друга множина у (8.46) є набагато бiльшою, нiж перша.

Наступних два приклади показують, що останнє включення у (8.46) може бути
строгим. Перший приклад також показує, що на вiдмiну вiд класичної леми Абеля,
збiжнiсть ряду (8.28) у точцi µ = (µ1, . . . , µd) ∈ Cd не тягне за собою збiжнiсть на
н.к. полiкрузi мультiрадiусу (|µ1|, . . . , |µd|). Другий приклад також показує, що
ТТ ряд рiвномiрно аналiтичної н.к. функцiї уздовж Gd не обов’язково збiгається
на н.к. полiкрузi, коли н.к. функцiя є там обмеженою – порiвняй з теоремою 7.29
i наслiдком 7.31.

Приклад 8.26. Нехай d > 1; розглянемо “н.к. геометричний ряд”

(8.48)
∑
w∈Gd

Zw,

де Z ∈ Cm×m, m = 1, 2, . . . (тобто s = 1, W = C i fw = 1 для всiх w ∈ Gd).
Зауважимо, що ∑

w∈Gd, |w|=`

Zw = (Z1 + · · ·+ Zd)
`,

отже
Υnc =

{
(Z1, . . . , Zd) ∈ (Cd)nc : rspec(Z1 + · · ·+ Zd) < 1

}
i ρ(Z) = (rspec(Z1 + · · ·+ Zd))

−1. Подiбно до прикладу 8.25, з леми 8.23 випливає,
що

(8.49) Υnc,unif−normal = Υnc,unif = Υnc,norm

=
{

(Z1, . . . , Zd) ∈ (Cd)nc : rspec(Z1 + · · ·+ Zd) < 1
}
.

Зауважимо, що множина Υfree,prec строго мiститься у (8.49) для будь-якого по-
рядку ≺ на Gd, який є сумiсним з довжиною слова – тому, що rspec(Z

w) < 1 для
кожного w ∈ Gd є необхiдною умовою для збiжностi ряду (8.48), i є багато наборiв
матриць в (8.49), що не задовольняють цю умову.

Далi, для набору r = (r1, . . . , rd) невiд’ємних дiйсних чисел, µ(r) = r1+· · ·+rd.
Отже, набiр ρ = (ρ1, . . . , ρd) строго додатних розширених дiйсних чисел є набором
асоцiйованих радiусiв нормальної збiжностi тодi i тiльки тодi, коли ρ1+· · ·+ρd = 1,
так що

(8.50)
⋃
ρ

(Dd)nc(01×1,ρ) =
{
Z ∈ (Cd)nc : ‖Z1‖+ · · ·+ ‖Zd‖ < 1

}
= (♦d)nc(01×1, (1, . . . , 1)).
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З другого боку, для набору r = (r1, . . . , rd) невiд’ємних дiйсних чисел, µ♦(r) =
maxj rj. Отже, набiр ρ = (ρ1, . . . , ρd) строго додатних розширених дiйсних чисел
є набором асоцiйованих радiусiв нормальної збiжностi у сенсi дiамантiв – дивись
зауваження 8.22 – тодi i тiльки тодi, коли ρ1 = · · · = ρd = 1, так що множина
(8.50) спiвпадає з

⋃
ρ(♦d)nc(01×1,ρ), де об’єднання береться над усiма наборами

ρ = (ρ1, . . . , ρd) строго додатних асоцiйованих радiусiв нормальної збiжностi у
сенсi дiамантiв.

Звiсно, Z ∈ Υfree,≺ тодi i тiльки тодi, коли Z ∈ Υnc, тобто rspec(Z1+· · ·+Zd) < 1,
i

lim
w1�w2,|w1|=|w2|→∞

∑
w1�w�w2

Zw = 0.

Нехай d = 2 i ζ ∈ C,
1

2
< |ζ| < 1. Тодi (ζ,−ζ) ∈ Υfree,≺ тодi i тiльки тодi, коли

(8.51) lim
w1�w2,|w1|=|w2|→∞

ζ |w1|
∑

w1�w�w2

(−1)|w|2 = 0,

де |w|2 позначає число разiв, що лiтера g2 з’являється у словi w. Зауважимо, що
число слiв довжини ` з |w|2 парним є таким самим, як число слiв довжини ` з
|w|2 непарним, i дорiвнює 2`−1. Таким чином, якщо ми оберемо порядок ≺ так,
що всi слова даної довжини з |w|2 парним передують усiм словам даної довжи-
ни з |w|2 непарним, то (8.51) не виконується. З iншого боку, якщо ми оберемо
порядок ≺ так, щоб слова з |w|2 парним i слова з |w|2 непарним переплеталися,
то (8.51) виконується. Отже, (ζ,−ζ) /∈ Υfree,≺ або (ζ,−ζ) ∈ Υfree,≺, залежно вiд
вибору ≺. Бiльше того, у випадку, коли (ζ,−ζ) ∈ Υfree,≺ ряд не збiгається на
(D2)nc(01×1, (|ζ|, |ζ|)), наприклад, вiн не збiгається у точцi (εζ, εζ) для 1

2|ζ| < ε < 1.

Приклад 8.27. Розглянемо

f(Z) = (I −Z(Z)⊗ A)−1 = (I − Z1(P1A)− Z2(P2A))−1,

де

A =

[
a11 a12

a21 a22

]
, P1 =

[
1 0
0 0

]
, P2 =

[
0 0
0 1

]
- 2×2 матрицi над C, i Z(Z) =

[
Z1 0
0 Z2

]
= Z1⊗P1 +Z2⊗P2 - 2n×2n матриця над

C для кожних n ∈ N i Z ∈ Cn×n. Легко побачити, що f - рiвномiрно аналiтична
н.к. функцiя на рiвномiрно-вiдкритiй н.к. множинi{

Z ∈ (C2)nc : det(I −Z(Z)⊗ A) 6= 0
}
.

Вiдтепер, припустимо, що ‖A‖ < 1, так що f обмежена сталою (1−‖A‖)−1 на
(D2)nc(01×1, (1, . . . , 1)). ТТ ряд f у точцi 01×1 є

∞∑
`=0

(Z(Z)⊗ A)`.
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Для цього ряду ясно, що

Υnc =
{
Z ∈ (C2)nc : rspec(Z(Z)⊗ A) < 1

}
i ρ(Z) = (rspec(Z(Z)⊗ A))−1. Використовуючи лему 8.23, ми отримаємо, що

Υnc,unif−normal = Υnc,unif = Υnc,norm =
{
Z ∈ (C2)nc : rspec(Z(Z)⊗ A) < 1

}
.

Розглянемо тепер вiдповiдний ряд уздовж G2. (i, j)-й елемент суми є

δij +
∞∑
`=0

∑
1≤i1,...,i`−1≤2

aii1ai1i2 · · · ai`−1jZiZi1 · · ·Zi`−1
,

для всiх i, j = 1, 2. Для (z1, z2) ∈ C2, ряд збiгається абсолютно тодi i тiльки тодi,
коли ряд

(8.52)
∞∑
`=0

([
|z1| 0
0 |z2|

] [
|a11| |a12|
|a21| |a22|

])`

збiгається. Ми обираємо A з ‖A‖ < 1 i rspec

[
|a11| |a12|
|a21| |a22|

]
> 1, наприклад,

A =
1− ε√

2

[
1 −1
1 1

]
,

з ε > 0 достатньо малим. Тодi для |z1|, |z2| < 1 достатньо близькими до 1, ряд
(8.52) розбiгається.





Роздiл 9

Розширення н.к. множин i н.к. функцiй на доданки прямих сум

У цьому роздiлi ми розглядаємо природне розширення iнварiантної щодо подi-
бностей н.к. множини Ω до бiльшої н.к. множини, Ωd.s.e., яка мiстить всi доданки
у прямих сумах матриць з Ω, i вiдповiдне розширення н.к. функцiй на Ω до н.к.
функцiй на Ωd.s.e.. Звiсно, Ωd.s.e. мiстить не тiльки Ω, але також множину rad Ω,
яка була введена у пiдроздiлi 7.2 – дивись абзац попереднiй до пропозицiї 7.15.

Нехай M - модуль над комутативним унiтальним кiльцем R, i нехай Ω ⊆
Mnc - iнварiантна щодо подiбностей н.к. множина. Ми визначаємо розширення
на доданки прямих сум Ω як

(9.1) Ωd.s.e. := {X ∈Mnc : X ⊕ Y ∈ Ω для деякого Y ∈Mnc}.

Оскiльки Ω - iнварiантна щодо подiбностей, зокрема, коли матриця подiбностi є
перестановка рядкiв (стовпцiв), X ∈ Ωd.s.e. тодi i тiльки тодi, коли якщо Y 1⊕X⊕
Y 2 ∈ Ω для деякого Y 1, то Y 2 ∈Mnc.

Пропозицiя 9.1. Нехай Ω ⊆Mnc - iнварiантна щодо подiбностей н.к. мно-
жина. Тодi

(1) Ωd.s.e. - радикальна н.к. множина, iнварiантна щодо подiбностей;

(2) Якщо Ω - допустима справа (вiдп., злiва) н.к. множина, то такою ж є
i Ωd.s.e.;

(3) Якщо Ω - скiнченно-вiдкрита (вiдп., вiдкрита, рiвномiрно-вiдкрита) н.к.
множина, то такою ж є i Ωd.s.e.; бiльше того, якщо Ω - рiвномiрно-
вiдкрита, то Ωd.s.e. є τ -вiдкритою (дивись пiдроздiл 7.2 для означення
псевдометрики τ).

Доведення. (1) Якщо X1, X2 ∈ Ωd.s.e., то X1 ⊕ Y 1 ∈ Ω i X2 ⊕ Y 2 ∈ Ω для
деяких Y 1, Y 2 ∈Mnc. Оскiльки Ω - н.к. множина,X1⊕Y 1⊕X2⊕Y 2 ∈ Ω. Оскiльки
н.к. множина Ω - iнварiантна щодо подiбностей, i мaтриця X1 ⊕ Y 1 ⊕X2 ⊕ Y 2 є
подiбною до X1⊕X2⊕Y 1⊕Y 2, з матрицею перестановки як матрицею подiбностi,
X1 ⊕X2 ⊕ Y 1 ⊕ Y 2 ∈ Ω. Отже, X1 ⊕X2 ∈ Ωd.s.e., i ми робимо висновок, що Ωd.s.e.

- н.к. множина.
Нехай X ∈ (Ωd.s.e.)n, i нехай матриця S ∈ Rn×n - оборотна. Тодi X⊕Y ∈ Ωn+m

для деяких m ∈ N i Y ∈Mm×m, i оскiльки Ω є iнварiантною щодо подiбностей,

SXS−1 ⊕ Y = (S ⊕ Im)(X ⊕ Y )(S ⊕ Im)−1 ∈ Ωn+m.
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Отже, SXS−1 ∈ (Ωd.s.e.)n, i ми робимо висновок, що н.к. множина Ωd.s.e. - iнварi-
антна щодо подiбностей.

Припустимо, що Y ∈ rad Ωd.s.e.. Тодi X =
⊕m

α=1 Y ∈ Ωd.s.e. для деякого m ∈ N.
Отже, X ⊕ Z ∈ Ω для деякого Z ∈Mnc, тобто

Y ⊕
(m−1⊕
α=1

Y
)
⊕ Z ∈ Ω.

Отже, Y ∈ Ωd.s.e.. Це доводить включення rad Ωd.s.e. ⊆ Ωd.s.e.. Разом з очевидним
включенням rad Ωd.s.e. ⊇ Ωd.s.e., це тягне за собою, що rad Ωd.s.e. = Ωd.s.e., тобто
множина Ωd.s.e. є радикальною.

(2) Припустимо, що н.к. множина Ω - допустима справа. Нехай X1 ∈ (Ωd.s.e.)n1
,

X2 ∈ (Ωd.s.e.)n2
i Z ∈ Mn1×n2. Тодi iснують m1,m2 ∈ N i Y 1 ∈ Mm1×m1, Y 2 ∈

Mm2×m2 такi, що X1 ⊕ Y 1 ∈ Ωn1+m1
i X2 ⊕ Y 2 ∈ Ωn2+m2

. Оскiльки Ω - допустима
справа н.к. множина, яка є iнварiантною щодо подiбностей, за пропозицiєю 10.2,

X1 0 Z 0
0 Y 1 0 0
0 0 X2 0
0 0 0 Y 2

 ∈ Ωn1+m1+n2+m2
.

Остання матриця подiбна, з матрицею перестановки як матрицею подiбностi, до
X1 Z 0 0
0 X2 0 0
0 0 Y 1 0
0 0 0 Y 2

 ,
яка, значить, також належить до Ωn1+m1+n2+m2

= Ωn1+n2+m1+m2
. Отже,[

X1 Z
0 X2

]
∈ (Ωd.s.e.)n1+n2

,

i ми робимо висновок, що н.к. множина Ωd.s.e. є допустимою справа.
Твердження для допустимої злiва н.к. множини Ω доводиться аналогiчно.
(3) Нехай M = V - векторний простiр над C, i нехай н.к. множина Ω ⊆ Vnc

- скiнченно-вiдкрита. Нехай X ∈ (Ωd.s.e.)n. Тодi iснують m ∈ N i Y ∈ Vm×m такi,
що X ⊕ Y ∈ Ωn+m. Нехай U - скiнченновимiрний пiдпростiр у Vn×n, який мiстить
X. Тодi простiр U ⊕ span{Y } := {U ⊕ αY : U ∈ U , α ∈ C} є скiнченновимiрним
i мiстить Y . Оскiльки Ωn+m є скiнченно-вiдкритим, iснує вiдкритий окiл Γ точки
X⊕Y у U⊕span{Y }, що мiститься у Ωn+m. Бiльше того, ми можемо обрати такий
окiл у виглядi Γ = Φ⊕Ψ, де Φ - вiдкритий окiл точки X у U i Ψ - вiдкритий окiл
точки Y у span{Y }. Оскiльки для кожного U ∈ Φ iW ∈ Ψ ми маємо U⊕W ∈ Γ ⊆
Ωn+m, ми маємо також, що Φ ⊆ (Ωd.s.e.)n. Ми робимо висновок, що н.к. множина
Ωd.s.e. є скiнченно-вiдкритою.
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Нехай M = V - банахiв простiр, забезпечений допустимою системою матри-
чних норм над V , i нехай н.к. множина Ω ⊆ Vnc - вiдкрита. Нехай X ∈ (Ωd.s.e.)n.
Тодi iснують m ∈ N i Y ∈ Vm×m такi, що X ⊕ Y ∈ Ωn+m. Нехай ε > 0 - таке,
шо B(X ⊕ Y, ε) ⊆ Ωn+m. Покладемо δ := C ′1(n,m)−1ε (дивись (7.1), де C ′1(n,m) є
даним). Тодi для кожного U ∈ B(X, δ) ми маємо U ⊕ Y ∈ B(X ⊕ Y, ε) ⊆ Ωn+m,
отже U ∈ (Ωd.s.e.)n. Ми робимо висновок, що н.к. множина Ωd.s.e. є вiдкритою.

НехайM = V - операторний простiр, i нехай н.к. множина Ω ⊆ Vnc - рiвномiрно-
вiдкрита. Нехай X ∈ (Ωd.s.e.)n. Тодi iснують m ∈ N i Y ∈ Vm×m такi, що X ⊕ Y ∈
Ωn+m. Нехай ε > 0 - таке, що Bnc(X ⊕ Y, ε) ⊆ Ω. Нехай Z ∈ Bnc(X, ε)nk, i нехай
U ∈ R(n+m)k×(n+m)k - матриця перестановки така, що

(9.2) U
( k⊕
α=1

(X ⊕ Y )
)
U−1 =

( k⊕
α=1

X
)
⊕
( k⊕
β=1

Y
)
.

Оскiльки Ω - н.к. множина, що є iнварiантною щодо подiбностей, остання матриця
належить до Ω(n+m)k. Оскiльки матриця U - унiтарна,

(9.3) U−1
(
Z ⊕

k⊕
β=1

Y
)
U ∈ Bnc(X ⊕ Y, ε) ⊆ Ω(n+m)k,

i оскiльки н.к. множина Ω - iнварiантна щодо подiбностей, Z⊕
⊕k

β=1 Y ∈ Ω(n+m)k.
Отже, Z ∈ (Ωd.s.e.)nk. Це доводить, що Bnc(X, ε) ⊆ Ωd.s.e., i ми робимо висновок,
що н.к. множина Ωd.s.e. є рiвномiрно-вiдкритою. �

Ми далi визначаємо розширення fd.s.e. н.к. функцiї f на доданки прямих сум.

Пропозицiя 9.2. Нехай M, N - модулi над унiтальним комутативним
кiльцем R, нехай Ω ⊆ Mnc - iнварiантна щодо подiбностей н.к. множина, i
нехай f : Ω→ Nnc - н.к. функцiя. Тодi

(1) Iснує однозначно визначене розширення на доданки прямих сум н.к. фун-
кцiї f , тобто н.к. функцiя fd.s.e. : Ωd.s.e. → Nnc така, що fd.s.e.|Ω = f ;

(2) Якщо R = K - нескiнченне поле, Ω =
∐∞

m=1Msm×sm i f |Msm×sm - много-
член на зрiзах для кожного m ∈ N, то Ωd.s.e. =Mnc, i fd.s.e. - многочлен
на зрiзах; якщо, бiльше того, степенi f |Msm×sm, m = 1, 2, . . ., обмеже-
нi, то такими є i степенi fd.s.e.|Mn×n, n = 1, 2, . . ., так що fd.s.e. - н.к.
многочлен надM;

(3) Якщо M = V - векторний простiр над C, N = W - банахiв простiр,
забезпечений допустимою системою матричних норм над W, Ω ⊆ Vnc -
скiнченно-вiдкрита н.к. множина, i f - G-диференцiйована н.к. функцiя
на Ω, то fd.s.e. - G-диференцiйована на Ωd.s.e.; бiльше того, якщо X ∈
(Ωd.s.e.)n, Z ∈ Vn×n i X ⊕ Y ∈ Ωn+m, то

δf(X ⊕ Y )(Z ⊕ 0m×m) = δfd.s.e.(X)(Z)⊕ fd.s.e.(Y );
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(4) Якщо M = V i N = W - банаховi простори, забезпеченi допустимими
системами матричних норм над V i над W, Ω ⊆ Vnc - вiдкрита н.к.
множина, i f - аналiтична н.к. функцiя на Ω, то fd.s.e. - аналiтична н.к.
функцiя на Ωd.s.e.;

(5) Якщо M = V i N = W - операторнi простори, Ω ⊆ Vnc - рiвномiрно-
вiдкрита н.к. множина, i н.к. функцiя f - рiвномiрно аналiтична на Ω,
то fd.s.e. - рiвномiрно аналiтична н.к. функцiя на Ωd.s.e..

Доведення. (1) Нехай X ∈ (Ωd.s.e.)n. Тодi iснують m ∈ N i Y ∈ Mm×m такi,
що X ⊕ Y ∈ Ωn+m. Матриця µIn ⊕ νIm ∈ R(n+m)×(n+m), з довiльними вiдмiнними
µ, ν ∈ R, комутує з X ⊕ Y . Отже, µIn ⊕ νIm комутує з f(X ⊕ Y ). Це можливо
тiльки якщо f(X ⊕ Y ) = A⊕B, з деякими A ∈ N n×n i B ∈ Nm×m. Ми покажемо
зараз, що A не залежить вiд Y , тобто є визначеним тiльки за f i X. Припустимо,
що X ⊕ Y ′ ∈ Ωn+m′ для деяких m′ ∈ N i Y ′ ∈ Mm′×m′. Тодi, використовуючи
такий же аргумент, як вище, ми робимо висновок, що f(X ⊕ Y ′) = A′ ⊕ B′, для
деяких A′ ∈ N n×n i B′ ∈ Nm′×m′. Оскiльки

(X ⊕ Y )(In ⊕ 0m×m′) = (In ⊕ 0m×m′)(X ⊕ Y ′),

ми повиннi мати

(A⊕B)(In ⊕ 0m×m′) = (In ⊕ 0m×m′)(A
′ ⊕B′),

так що A = A′. Ми позначаємо fd.s.e.(X) := A. З другого боку, оскiльки н.к.
множина Ω є iнварiантною щодо подiбностей, ми маємо, що Y ∈ (Ωd.s.e.)m. Ана-
логiчний аргумент тодi показує, що B є однозначно визначеним за f i Y , i ми
позначаємо fd.s.e.(Y ) := B.

Вiдображення fd.s.e. : Ωd.s.e. → Nnc є коректно визначеним. Справдi, за iнварi-
антностю н.к. множини Ω щодо подiбностей, якщо X⊕Y ∈ Ω i f(X⊕Y ) = A⊕B,
то Y ⊕X ∈ Ω i f(Y ⊕X) = B ⊕ A.

Звiсно, fd.s.e.((Ωd.s.e.)n) ⊆ N n×n для кожного n ∈ N. Оскiльки, за пропозицiєю
9.1, Ωd.s.e. - н.к. множина, ми маємо для довiльних X ∈ (Ωd.s.e.)n i X ′ ∈ (Ωd.s.e.)n′,
що X ⊕ X ′ ∈ (Ωd.s.e.)n+n′ i X ⊕ X ′ ⊕ Y ∈ Ωn+n′+m, з деякими m ∈ N i Y ∈
Mm×m. Використовуючи iнварiантнiсть щодо подiбностей н.к. множини Ω, ми
спостерiгаємо, що

f(X ⊕X ′ ⊕ Y ) = fd.s.e.(X)⊕ fd.s.e.(X
′)⊕ fd.s.e.(Y ) = fd.s.e.(X ⊕X ′)⊕ fd.s.e.(Y ),

таким чином, fd.s.e.(X ⊕X ′) = fd.s.e.(X)⊕ fd.s.e.(X
′), тобто функцiя fd.s.e. є iнварi-

антною щодо прямих сум.
Якщо X ∈ (Ωd.s.e.)n i матриця S ∈ Rn×n - оборотна, то, за пропозицiєю 9.1,

SXS−1 ∈ (Ωd.s.e.)n. Ми маємо X ⊕ Y ∈ Ωn+m для деяких m ∈ N i Y ∈ Mm×m.
Оскiльки н.к. множина Ω є iнварiантною щодо подiбностей, ми також маємо, що

SXS−1 ⊕ Y = (S ⊕ Im)(X ⊕ Y )(S ⊕ Im)−1 ∈ Ωn+m.
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Тодi

fd.s.e.(SXS
−1)⊕ fd.s.e.(Y ) = f(SXS−1 ⊕ Y )

= f
(

(S ⊕ Im)(X ⊕ Y )(S ⊕ Im)−1
)

= (S ⊕ Im)f(X ⊕ Y )(S ⊕ Im)−1

= (S ⊕ Im)(fd.s.e.(X)⊕ fd.s.e.(Y ))(S ⊕ Im)−1 = Sfd.s.e.(X)S−1 ⊕ fd.s.e.(Y ),

таким чином, fd.s.e.(SXS
−1) = Sfd.s.e.(X)S−1, тобто функцiя fd.s.e. є iнварiантною

щодо подiбностей.
Ми робимо висновок, що fd.s.e. - н.к. функцiя. За конструкцiєю, fd.s.e. розширює

f до Ωd.s.e. i така розширена н.к. функцiя є єдиною.
(2) Очевидно, що Ωd.s.e. =Mnc. Нехай X ∈Mn×n. Тодi X ⊕ Y ∈Msm×sm для

деяких m ∈ N i Y ∈ M(sm−n)×(sm−n). Оскiльки f |Msm×sm є многочленом на зрiзах
деякого скiнченного степеня Msm, ми маємо, що для довiльного Z ∈Mn×n,

fX⊕Y,Z⊕0(sm−n)×(sm−n)
(t) = f((X + tZ)⊕ Y ) = fd.s.e.(X + tZ)⊕ fd.s.e.(Y )

є многочленом вiд t степеня не бiльше Msm. Тодi таким же є i (fd.s.e.)X,Z(t) =
fd.s.e.(X + tZ), i отже, fd.s.e. - многочлен на зрiзах. Якщо, на додачу, степенi Msm

многочленiв f |Msm×sm, m = 1, 2, . . ., обмеженi, то степенi fd.s.e.|Mn×n, n = 1, 2, . . ., є
обмеженими такою самою сталою. За теоремою 6.8, f |d.s.e. є многочленом надM
з коефiцiєнтами у N .

(3) Нехай X ∈ (Ωd.s.e.)n i Z ∈ Vn×n. Тодi X ⊕ Y ∈ Ωn+m для деяких m ∈ N
i Y ∈ Vm×m. Оскiльки н.к. множина Ω - скiнченно-вiдкрита, такою ж є i Ωd.s.e.

за пропозицiєю 9.1. Тодi як X + tZ ∈ (Ωd.s.e.)n, так i (X + tZ) ⊕ Y ∈ Ωn+m для
достатньо малого скаляру t. Оскiльки f є G-диференцiйованою у X⊕Y , ми маємо

δf(X ⊕ Y )(Z ⊕ 0m×m) = lim
t→0

f((X ⊕ Y ) + t(Z ⊕ 0m×m))− f(X ⊕ Y )

t

= lim
t→0

f((X + tZ)⊕ Y )− f(X ⊕ Y )

t

= lim
t→0

(fd.s.e.(X + tZ)⊕ fd.s.e.(Y ))− (fd.s.e.(X)⊕ fd.s.e.(Y ))

t

= lim
t→0

(fd.s.e.(X + tZ)− fd.s.e.(X))⊕ fd.s.e.(Y )

t

= lim
t→0

fd.s.e.(X + tZ)− fd.s.e.(X)

t
⊕ fd.s.e.(Y )

= δfd.s.e.(X)(Z)⊕ fd.s.e.(Y ),

тобто δfd.s.e.(X)(Z) iснує i визначається за δf(X ⊕ Y )(Z ⊕ 0m×m). Є очевидним,
що δfd.s.e.(X)(Z) не залежить вiд вибору Y , оскiльки воно є єдиним як границя.
Ми робимо висновок, що fd.s.e. є G-диференцiйованою на Ωd.s.e..

(4) Достатньо показати, за результатом частини (4) i означенням аналiтичної
н.к. функцiї або за теоремою 7.4, що н.к. функцiя fd.s.e. - локально обмежена
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на Ωd.s.e.. Нехай X ∈ (Ωd.s.e.)n. Тодi X ⊕ Y ∈ Ωn+m для деяких m ∈ N i Y ∈
Vm×m. Оскiльки множина Ωn+m - вiдкрита i f локально обмежена на Ωn+m, iснує
стала K > 0 така, що ‖f(W )‖n+m ≤ K для кожного W у деякiй вiдкритiй кулi
B(X ⊕ Y, ε) ⊆ Ωn+m. За пропозицiєю 9.1, н.к. множина (Ωd.s.e.)n - вiдкрита. Нехай
δ < C ′1(n,m)−1ε - таке, що B(X, δ) ⊆ (Ωd.s.e.)n, де C ′1(n,m) = C ′1(V ;n,m) - стала у
правiй частинi (7.1) для V . Нехай Z ∈ B(X, δ) - довiльне. Тодi Z⊕Y ∈ B(X⊕Y, ε)
i

‖fd.s.e.(Z)‖n ≤ max{‖fd.s.e.(Z)‖n, ‖fd.s.e.(Y )‖m}
≤ C1(n,m)‖fd.s.e.(Z)⊕ fd.s.e.(Y )‖n+m

= C1(n,m)‖f(Z ⊕ Y )‖n+m ≤ C1(n,m)K,

де C1(n,m) = C1(W ;n,m) - стала у лiвiй частинi (7.1) для W . Таким чином, н.к.
функцiя fd.s.e. - локально обмежена на Ωd.s.e..

(5) Достатньо показати, за результатом частини (4) i означенням рiвномiрно
аналiтичної н.к. функцiї або за наслiдком 7.28, що н.к. функцiя fd.s.e. є рiвномiрно
локально обмеженою на Ωd.s.e.. НехайX ∈ (Ωd.s.e.)n. ТодiX⊕Y ∈ Ωn+m для деяких
m ∈ N i Y ∈ Vm×m. Оскiльки н.к. множина Ω - рiвномiрно-вiдкрита i f - рiвно-
мiрно локально обмежена на Ω, iснує стала K > 0 така, що ‖f(W )‖nW ≤ K для
кожногоW в деякiй вiдкритiй н.к. кулi Bnc(X⊕Y, ε) ⊆ Ω (тут nW - розмiр матрицi
W ). За пропозицiєю 9.1, н.к. множина Ωd.s.e. є рiвномiрно-вiдкритою. Бiльше того,
аргумент у доведеннi пропозицiї 9.1 тягне за собою, що Bnc(X, ε) ⊆ Ωd.s.e.: для до-
вiльного Z ∈ Bnc(X, ε)nk ми маємо (9.3) з матрицею перестановки U , визначеною
за (9.2). За властивостями норм операторних просторiв,

‖fd.s.e.(Z)‖nk ≤
∥∥∥fd.s.e.(Z)⊕

k⊕
β=1

fd.s.e.(Y )
∥∥∥
nk

=
∥∥∥f(Z ⊕ k⊕

β=1

Y
)∥∥∥

nk

=
∥∥∥U−1f

(
Z ⊕

k⊕
β=1

Y
)
U
∥∥∥
nk

=
∥∥∥f(U−1

(
Z ⊕

k⊕
β=1

Y
)
U
)∥∥∥

nk
≤ K.

Ми робимо висновок, що н.к. функцiя fd.s.e. - рiвномiрно локально обмежена на
Ωd.s.e.. �

Пропозицiя 9.2 може бути розширена на н.к. функцiї вищого порядку насту-
пним чином.

Пропозицiя 9.3. Нехай M0, . . . , Mk, N0, . . . , Nk - модулi над комута-
тивним кiльцем R, нехай Ω(0) ⊆ M0,nc, . . . , Ω(k) ⊆ Mk,nc - iнварiантнi щодо
подiбностей н.к. множини, i нехай f ∈ T k(Ω(0), . . . ,Ω(k);N0,nc, . . . ,Nk,nc). Тодi

(1) Iснує однозначно визначене розширення на доданки прямих сум н.к. фун-
кцiї вищого порядку f , тобто н.к. функцiя порядку k,

fd.s.e. ∈ T k(Ω(0)
d.s.e., . . . ,Ω

(k)
d.s.e.;N0,nc, . . . ,Nk,nc),
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така, що fd.s.e.|Ω(0)×···×Ω(k) = f ;

(2) Якщо M0 = V0, . . . , Mk = Vk - векторнi простори над C, N0 = W0,
. . . , Nk =Wk - банаховi простори, забезпеченi допустимими системами
норм прямокутних матриць над W0, . . . , Wk, Ω(0) ⊆ V0,nc, . . . , Ω(k) ⊆
Vk,nc - скiнченно-вiдкритi н.к. множини, i f - GW -диференцiйована на
Ω(0) × · · · × Ω(k), то fd.s.e. є GW -диференцiйованою на Ω

(0)
d.s.e. × · · · × Ω

(k)
d.s.e.;

бiльше того, якщо X0 ∈ (Ω
(0)
d.s.e.)n0

, . . . , Xk ∈ (Ω
(k)
d.s.e.)nk, Z

0 ∈ V0
n0×n0, . . . ,

Zk ∈ Vknk×nk, W 1 ∈ W1
n0×n1, . . . , W k ∈ Wk

nk−1×nk i X0⊕Y 0 ∈ Ω
(0)
n0+m0

, . . . ,
Xk ⊕ Y k ∈ Ω

(k)
nk+mk

, то

d

dt
f
(

(X0 ⊕ Y 0) + t(Z0 ⊕ 0m0×m0
), . . . , (Xk ⊕ Y k) + t(Zk ⊕ 0mk×mk

)
)

(W 1 ⊕ 0m0×m1
, . . . ,W k ⊕ 0mk−1×mk

)
∣∣∣
t=0

=
d

dt
fd.s.e.(X

0 + tZ0, . . . , Xk + tZk)(W 1, . . . ,W k)
∣∣∣
t=0
⊕ 0m0×mk

;

(3) ЯкщоM0 = V0, . . . ,Mk = Vk, N0 =W0, . . . , Nk =Wk - банаховi просто-
ри, забезпеченi допустимими системами норм прямокутних матриць
над V0, . . . , Vk, W0, . . . , Wk, Ω(0) ⊆ V0,nc, . . . , Ω(k) ⊆ Vk,nc - вiдкритi н.к.
множини, i f - аналiтична на Ω(0) × · · · × Ω(k), то fd.s.e. є аналiтичною
на Ω

(0)
d.s.e. × · · · × Ω

(k)
d.s.e.;

(4) ЯкщоM0 = V0, . . . ,Mk = Vk, N0 =W0, . . . , Nk =Wk - операторнi про-
стори, Ω(0) ⊆ V0,nc, . . . , Ω(k) ⊆ Vk,nc - рiвномiрно-вiдкритi н.к. множини,
i f - рiвномiрно аналiтична на Ω(0) × · · · × Ω(k), то fd.s.e. є рiвномiрно
аналiтичною на Ω

(0)
d.s.e. × · · · × Ω

(k)
d.s.e..

Ми опускаємо доведення, яке є iстотно подiбне до того, що наведено для про-
позицiї 9.2.

Наша наступна мета - дати означення розширення послiдовностi `-лiнiйних
вiдображень f` : (Ms×s)` → N s×s, ` = 0, 1, . . ., що задовольняють умови(4.4)–
(4.7), на доданки прямих сум.

Пропозицiя 9.4. Нехай M i N - модулi над комутативним унiтальним
кiльцем R, нехай s1, . . . , sm ∈ N - такi, що s = s1 + · · · + sm, нехай Y =
Y11 ⊕ · · · ⊕ Ymm ∈ Ms×s, з Yii ∈ Msi×si, i = 1, . . . ,m, i нехай послiдовнiсть `-
лiнiйних вiдображень f` : (Ms×s)` → N s×s, ` = 0, 1, . . . задовольняє (4.4)–(4.7).
Тодi

(1) Вiдносно вiдповiдних блочних розкладань s× s матриць,

(9.4) fd.s.e.
0;α,β := (f0)αβ ∈ N sα×sβ , α, β = 1, . . . ,m,
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задовольняють fd.s.e.
0;α,β = 0 якщо α 6= β,

(9.5) f`(Z
1, . . . , Z`)αβ =

∑
1≤α1,...,α`−1≤m

fd.s.e.
`;α0,...,α`

(Z1
α0α1

, . . . , Z`
α`−1α`

),

де α0 = α, α` = β, α, β = 1, . . . ,m, ` = 1, 2, . . . ,

з однозначно визначеними `-лiнiйними вiдображеннями

fd.s.e.
`;α0,...,α`

: Msα0
×sα1 × · · · ×Msα`−1

×sα` → N sα0
×sα` ,

що задовольняють

(9.6) Sfd.s.e.
0;β,β − fd.s.e.

0;α,αS = fd.s.e.
1;α,β (SYββ − YααS), S ∈ Rsα×sβ ,

i для ` = 1, 2, . . .,

Sfd.s.e.
`;γ,α1,...,α`

(W 1, . . . ,W `)− fd.s.e.
`;α0,...,α`

(SW 1,W 2, . . . ,W `)(9.7)
= fd.s.e.

`+1;α0,γ,α1,...,α`
(SYγγ − Yα0α0

S,W 1, . . . ,W `), S ∈ Rsα0
×γ,

fd.s.e.
`;α0,...,αj−1,γ,αj+1,...,α`

(W 1, . . . ,W j−1,W jS,W j+1, . . . ,W `)(9.8)

−fd.s.e.
`;α0,...,α`

(W 1, . . . ,W j, SW j+1,W j+2, . . . ,W `)

= fd.s.e.
`+1;α0,...,αj ,γ,αj+1,...,α`

(W 1, . . . ,W j, SYγγ − YαjαjS,W j+1, . . . ,W `),

S ∈ Rsαj×γ,

fd.s.e.
`;α0,...,α`−1,γ

(W 1, . . . ,W `−1,W `S)− fd.s.e.
`;α0,...,α`

(W 1, . . . ,W `)S(9.9)

= fd.s.e.
`+1;α0,...,α`,γ

(W 1, . . . ,W `, SYγγ − Yα`α`S), S ∈ Rα`×γ.

Зокрема, умови (9.6)–(9.9) для fd.s.e.
`;α,...,α, ` = 0, 1, . . ., з фiксованим α, спiв-

падають з (4.4)–(4.7) для s замiненого на sα i Y замiненого на Yαα;

(2) Якщо s1 = . . . = sm i Y11 = · · · = Ymm, то вiдображення fd.s.e.
`;α0,...,α`

, 1 ≤ α0,
. . . , α` ≤ m, спiвпадають для кожного фiксованого `;

(3) Якщо R = C, M = V i N = W - банаховi простори, забезпеченi допу-
стимими системами норм прямокутних матриць над V iW, i `-лiнiйнi
вiдображення f` - обмеженi, то такими ж є i fd.s.e.

`;α0,...,α`
;

(4) Якщо R = C, M = V i N = W - банаховi простори, забезпеченi допу-
стимими системами норм прямокутних матриць над V i W, (7.40) ви-
конується для V i W з константами CV i CW , якi не залежать вiд
n, p, q i m, i `-лiнiйнi вiдображення f` - цiлком обмеженi, то такими ж
є i fd.s.e.

`;α0,...,α`
, i

(9.10) ‖fd.s.e.
`;α0,...,α`

‖L`cb
≤ CW(CV)`‖f`‖L`cb

;

зокрема, якщо V i W - операторнi простори, то

(9.11) ‖fd.s.e.
`;α0,...,α`

‖L`cb
≤ ‖f`‖L`cb

.
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Доведення. (1) Нехай S = EαE
>
α ∈ Rs×s. Оскiльки SY = Y S, ми отримаємо

з (4.4), що (Sf0)αβ = (f0S)αβ, тобто (f0)αβ = (f0)ααδαβ, отже, (f0)αβ = 0, якщо
α 6= β.

Для будь-яких α, β = 1, . . . ,m, i для довiльного S ∈ Rsα×sβ , ми покладає-
мо T = EαSE

>
β . Визначимо лiнiйне вiдображення fd.s.e.

1;α,β : Msα×sβ → N sα×sβ як
fd.s.e.

1;α,β (W ) := f1(EαWE>β )αβ. Тодi (4.4) з T замiсть S тягне за собою

Sfd.s.e.
0;β,β − fd.s.e.

0;α,αS = S(f0)ββ − (f0)ααS = (Tf0 − f0T )αβ = f1(TY − Y T )αβ

= f1(Eα(SYββ − YααS)E>β )αβ = fd.s.e.
1;α,β (SYββ − YααS),

тобто (9.6) виконується. Подiбним чином, для кожних ` = 2, 3, . . ., α0, . . . , α` =
1, . . . ,m, ми вводимо `-лiнiйне вiдображення

fd.s.e.
`;α0,...,α`

: Mα0×α1 × · · · ×Mα`−1×α` → N α0×α`

як

(9.12) fd.s.e.
`;α0,...,α`

(W 1, . . . ,W `) := f`(Eα0
W 1E>α1

, . . . , Eα`−1
W `E>α`)α0α`

i перевiряємо, що (9.7)–(9.9) виконуються.
Нехай 1 ≤ α, β ≤ m - довiльнi. Оскiльки EiE

>
i комутує з Y для кожного

i = 1, . . . ,m, з (4.5)–(4.7) випливає за лiнiйнiстю, що

f`(Z
1, . . . , Z`)αβ = f`

( ∑
1≤γ0,α1≤m

Eγ0
Z1
γ0α1

E>α1
, . . . ,

∑
1≤γ`−2,α`−1≤m

Eγ`−2
Z`−1
γ`−2α`−1

E>α`−1
,

∑
1≤γ`−1,γ`≤m

Eγ`−1
Z`
γ`−1γ`

E>γ`

)
αβ

=

(
EαE

>
α f`

( ∑
1≤γ0,α1≤m

Eγ0
Z1
γ0α1

E>α1
Eα1

E>α1
, . . . ,∑

1≤γ`−2,α`−1≤m
Eγ`−2

Z`−1
γ`−2α`−1

E>α`−1
Eα`−1

E>α`−1
,

∑
1≤γ`−1,γ`≤m

Eγ`−1
Z`
γ`−1γ`

E>γ`

)
EβE

>
β

)
αβ

= f`

(
EαE

>
α

∑
1≤γ0,α1≤m

Eγ0
Z1
γ0α1

E>α1
, Eα1

E>α1

∑
1≤γ1,α2≤m

Eγ1
Z1
γ1α2

E>α2
, . . . ,

Eα`−2
E>α`−2

∑
1≤γ`−2,α`−1≤m

Eγ`−2
Z`−1
γ`−2α`−1

E>α`−1
,

Eα`−1
E>α`−1

∑
1≤γ`−1,γ`≤m

Eγ`−1
Z`
γ`−1γ`

E>γ`EβE
>
β

)
αβ
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=
∑

1≤α1,...,α`−1≤m
f`(EαZ

1
αα1
E>α1

, Eα1
Z2
α1α2

E>α2
, . . . ,

Eα`−2
Z`−1
α`−2α`−1

E>α`−1
, Eα`−1

Z`
α`−1β

E>β )αβ

=
∑

1≤α1,...,α`−1≤m
fd.s.e.
`;α,α1,...,α`−1,α`

(Z1
αα1
, Z2

α1α2
, . . . , Z`−1

α`−2α`−1
, Z`

α`−1β
),

тобто (9.5) виконується. З другого боку, якщо (9.5) задовольняється з деякими
`-лiнiйними вiдображеннями

fd.s.e.
`;α0,...,α`

: Msα0
×sα1 × · · · ×Msα`−1

×sα` → N sα0
×sα` ,

то

f`(Eα0
Z1
α0α1

E>α1
, . . . , Eα`−1

Z`
α`−1α`

E>α`)α0α`

= fd.s.e.
`;α0,...,α`

(
(Eα0

Z1
α0α1

E>α1
)α0α1

, . . . , (Eα`−1
Z`
α`−1α`

E>α`)α`−1α`

)
= fd.s.e.

`;α0,...,α`
(Z1

α0α1
, . . . , Z`

α`−1α`
),

що спiвпадає з нашим оригiнальним означенням fd.s.e.
`;α0,...,α`

у (9.12).
(2) випливає з (9.6)–(9.9) з S = Is/m.
(3) За (9.12) i (7.44), ми маємо для W 1 ∈ Vsα0

×sα1 , . . . , W ` ∈ Vsα`−1
×sα` :

‖fd.s.e.
`;α0,...,α`

(W 1, . . . ,W `)‖sα0
,sα1

= ‖π(s1,...,sm),W
α0,α`

f `(Eα0
W 1E>α1

, . . . , Eα`−1
W `E>α`)‖sα0

,sα1

≤ CW(sα0
, s, s, sα`)‖f`‖‖Eα0

W 1E>α1
‖s · · · ‖Eα`−1

W `E>α`‖s
≤ CW(sα0

, s, s, sα`)C
V(s, sα0

, sα1
, s) · · ·CV(s, sα0

, sα1
, s)

· ‖f`‖ ‖W 1‖sα0
,sα1
· · · ‖W `‖sα`−1

,sα`
,

де ми вказуємо вiдповiдний банахiв простiр у нижньому iндексi для вiдповiдних
прямокутних блочних проєкцiй i констант. Таким чином, `-лiнiйнi вiдображення
fd.s.e.
`;α0,...,α`

є обмеженими.
(4) За (9.12) i (7.44), ми маємо для кожних n0, . . . , n` ∈ N i для кожних

W 1 ∈ (Vsα0
×sα1)n0×n1 ∼= Vsα0

n0×sα1
n1, . . . , W ` ∈

(
Vsα`−1

×sα`
)n`−1×n` ∼= Vsα`−1

n`−1×sα`n`:

‖fd.s.e.(n0,...,n`)
`;α0,...,α`

(W 1, . . . ,W `)‖sα0
n0,sα1

n1

= ‖f (n0,...,n`)
` ((idCn0×n0 ⊗Eα0

)W 1(idCn1×n1 ⊗E>α1
), . . . ,

(idCn`−1×n`−1 ⊗Eα`−1
)W `(idCn`×n` ⊗E>α`))sα0

n0,sα1
n1
‖sα0

n0,sα1
n1

≤ CW‖f`‖L`cb
‖(idCn0×n0 ⊗Eα0

)W 1(idCn1×n1 ⊗E>α1
)‖sn0,sn1

· · ·
· ‖(idCn`−1×n`−1 ⊗Eα`−1

)W `(idCn`×n` ⊗E>α`)‖sn`−1,sn`

≤ CW(CV)`‖f`‖L`cb
‖W 1‖sα0

n0,sα1
n1
· · · ‖W `‖sα`−1n`−1

,sα`n`
,
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що тягне за собою (9.10). Звiсно, у випадку операторних просторiв, CV = CW = 1,
i (9.10) стає (9.11). �

Зауваження 9.5. Нехай Ω ⊆ Mnc - н.к. множина, яка є iнварiантною щодо
подiбностей, нехай f : Ω → Nnc - н.к. функцiя, i нехай Y =

⊕m
i=1 Yii ∈ Ωs, з

Yii ∈Msi×si. Тодi послiдовнiсть `-лiнiйних вiдображень

f` := ∆`
Rf(Y, . . . , Y ) :

(
Ms×s)` → N s×s, ` = 0, 1, . . . ,

задовольняє (4.4)–(4.7); дивись зауваження 4.3. За пропозицiєю 9.1, Ωd.s.e. ⊆Mnc

є н.к. множиною, iнварiантною щодо подiбностей, яка мiстить Ω, i за пропозицiєю
9.2, iснує н.к. функцiя fd.s.e. : Ωd.s.e. → Nnc, що поширює f . Ми тодi маємо (3.6) для
k = ` iX0 = · · · = X` = Y , з f у лiвiй частинi замiненою на f`, i f у правiй частинi
замiненою на ∆`

Rfd.s.e.. Порiвнюючи цю нерiвнiсть з (9.5), ми робимо висновок, що

(9.13) fd.s.e.
`;α0,...,α`

= ∆`
Rfd.s.e.(Yα0α0

, . . . , Yα`α`).

З другого боку, для даної послiдовностi `-лiнiйних вiдображень f` : (Ms×s)` →
N s×s, ` = 0, 1, . . ., що задовольняють умови (4.4)–(4.7) для Y =

⊕m
i=1 Yii ∈Ms×s,

за теоремою 5.13 ми можемо розглянути н.к. функцiю

(9.14) f(X) =
∞∑
`=0

(
X −

m⊕
α=1

Y
)�s`

f`

на Nilp(M, Y ) iз значеннями у Nnc. Бiльше того, за теоремою 5.9, ми маємо,
що f` = ∆`

Rf(Y, . . . , Y ). Поширюючи f до Nilp(M, Y )d.s.e. i записуючи ТТ роз-
винення для fd.s.e. (яке є скiнченною сумою у кожнiй точцi Nilp(M, Y )d.s.e.), ми
можемо визначити розширення на доданки прямих сум fd.s.e.

`;α0,...,α`
для `-лiнiйних

вiдображень f` за (9.13). Це дає альтернативний шлях доведення частин (1) i (2)
пропозицiї 9.4, використовуючи пропозицiю 9.2. Частини (3) i (4) пропозицiї 9.4
можуть також бути виведенi з пропозицiї 9.2 за умови, що ряд у (9.14) визначає
аналiтичну (вiдп., рiвномiрно аналiтичну) н.к. функцiю f на деякому вiдкритому
(вiдп., рiвномiрно-вiдкритому) околi Y .

Подiбним шляхом, ми можемо визначити розширення послiдовностi `-лiнiйних
вiдображень fw : (Ms×s)` → N s×s, w ∈ Gd, що задовольняють умови (4.14)–
(4.17), на доданки прямих сум. Наступна пропозицiя може бути доведена подiбно
до доведення пропозицiї 9.4, або може бути виведена з результату пропозицiї 9.4
за допомогою спiввiдношень (5.5), (5.7).

Пропозицiя 9.6. Нехай R - комутативне унiтальне кiльце, нехай N - мо-
дуль над R, нехай s1, . . . , sm ∈ N такi, що s = s1 + · · · + sm, нехай Y =
(Y1, . . . , Yd) ∈ (Rs×s)d i Yk = (Yk)11 ⊕ · · · ⊕ (Yk)mm ∈ Rs×s, з (Yk)ii ∈ Rsi×si, k =

1, . . . , d, i = 1, . . . ,m, i нехай послiдовнiсть `-лiнiйних вiдображень fw : (Rs×s)` →
N s×s, w ∈ Gd : |w| = `, ` = 0, 1, . . ., задовольняє (4.14)–(4.17). Тодi
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(1) Вiдносно вiдповiдного блочного розкладання s× s матриць,

(9.15) fd.s.e.
∅;α,β := (f∅)αβ ∈ N sα×sβ , α, β = 1, . . . ,m,

задовольняє fd.s.e.
∅;α,β = 0 якщо α 6= β,

(9.16) fw(A1, . . . , A`)αβ =
∑

1≤α1,...,α`−1≤m
fd.s.e.
w;α0,...,α`

(A1
α0α1

, . . . , A`
α`−1α`

),

де |w| = `, α0 = α, α` = β, α, β = 1, . . . ,m, ` = 1, 2, . . . ,

з однозначно визначеними `-лiнiйними вiдображеннями

fd.s.e.
w;α0,...,α`

: Rsα0
×sα1 × · · · × Rsα`−1

×sα` → N sα0
×sα` ,

що задовольняють

(9.17) Sfd.s.e.
∅;β,β − fd.s.e.

∅;α,αS =
d∑

k=1

fd.s.e.
gk;α,β(S(Yk)ββ − (Yk)ααS), S ∈ Rsα×sβ ,

i для ` = 1, 2, . . .,

Sfd.s.e.
w;γ,α1,...,α`

(A1, . . . , A`)− fd.s.e.
w;α0,...,α`

(SA1, A2, . . . , A`)(9.18)

=
d∑

k=1

fd.s.e.
gkw;α0,γ,α1,...,α`

(S(Yk)γγ − (Yk)α0α0
S,A1, . . . , A`), S ∈ Rsα0

×γ,

fd.s.e.
w;α0,...,αj−1,γ,αj+1,...,α`

(A1, . . . , Aj−1, AjS,Aj+1, . . . , A`)(9.19)

−fd.s.e.
w;α0,...,α`

(A1, . . . , Aj, SAj+1, Aj+2, . . . , A`)

=
d∑

k=1

fd.s.e.
gi1 ···gijgkgij+1

···gi` ;α0,...,αj ,γ,αj+1,...,α`
(A1, . . . , Aj, S(Yk)γγ − (Yk)αjαjS,A

j+1, . . . , A`),

w = gi1 · · · gi` ∈ Gd, S ∈ Rsαj×γ,

fd.s.e.
w;α0,...,α`−1,γ

(A1, . . . , A`−1, A`S)− fd.s.e.
w;α0,...,α`

(A1, . . . , A`)S(9.20)

=
d∑

k=1

fd.s.e.
wgk;α0,...,α`,γ

(A1, . . . , A`, S(Yk)γγ − (Yk)α`α`S), S ∈ Rα`×γ.

Зокрема, умови (9.17)–(9.20) для fd.s.e.
w;α,...,α, w ∈ Gd, з фiксованим α, спiв-

падають з (4.14)–(4.17) для s замiненим на sα i Y замiненим на Yαα;

(2) Якщо s1 = . . . = sm i Y11 = · · · = Ymm, то вiдображення fd.s.e.
w;α0,...,α`

, 1 ≤ α0,
. . . , α` ≤ m, спiвпадають для кожного фiксованого w;

(3) Якщо R = C, M = V i N = W - банаховi простори, забезпеченi допу-
стимими системами норм прямокутних матриць над V iW, i `-лiнiйнi
вiдображення fw - обмеженi, то такими ж є i fd.s.e.

w;α0,...,α`
;
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(4) Якщо R = C, M = V i N = W - банаховi простори, забезпеченi допу-
стимими системами норм прямокутних матриць над V i W, (7.40) ви-
конуються для V i W з константами CV i CW , якi не залежать вiд
n, p, q i m, i `-лiнiйнi вiдображення fw - цiлком обмеженi, то такими ж
є i fd.s.e.

w;α0,...,α`
, i

(9.21) ‖fd.s.e.
w;α0,...,α`

‖L`cb
≤ CW(CV)`‖fw‖L`cb

;

зокрема, якщо V i W - операторнi простори, то

(9.22) ‖fd.s.e.
w;α0,...,α`

‖L`cb
≤ ‖fw‖L`cb

.





Роздiл 10

Подiбностно iнварiантнi конверти i розширення н.к. функцiй

Пропозицiя 10.1. НехайM - модуль над комутативним унiтальним кiль-
цем R, i нехай Ω ⊆Mnc - н.к. множина. Тодi

Ω̃ := {SXS−1 : X ∈ Ωn, S ∈ Rn×n оборотна, n ∈ N}

- н.к. множина.

Ясно, що Ω̃ - найменша н.к. множина, що мiстить Ω i є iнварiантною щодо
подiбностей. Ми будемо називати Ω̃ подiбностно iнварiантним конвертом н.к.
множини Ω.

Доведення пропозицiї 10.1. Нехай X ∈ Ωn, Y ∈ Ωm, i нехай S ∈ Rn×n,
T ∈ Rm×m - оборотнi, n,m ∈ N. Тодi матриця S ⊕ T ∈ R(n+m)×(n+m) є оборотною,
X ⊕ Y ∈ Ωn+m i

SXS−1 ⊕ TY T−1 = (S ⊕ T )(X ⊕ Y )(S ⊕ T )−1 ∈ Ω̃n+m.

�

Пропозицiя 10.2. Якщо Ω ⊆ Mnc - допустима справа (вiдп., злiва) н.к.
множина, то такою є i її подiбностно iнварiантний конверт Ω̃. Бiльше того,
для будь-яких X̃ ∈ Ω̃n, Ỹ ∈ Ω̃m i Z ∈Mn×m ми маємо[

X̃ Z

0 Ỹ

]
∈ Ω̃n+m,

i, вiдповiдно, для будь-яких X̃ ∈ Ω̃n, Ỹ ∈ Ω̃m i Z ∈Mm×n ми маємо[
X̃ 0

Z Ỹ

]
∈ Ω̃n+m.

Доведення. Ми дамо доведення для допустимої справа н.к. множини Ω. По-
дiбний аргумент працює для допустимої злiва н.к. множини Ω. Нехай X̃ ∈ Ω̃n,
Ỹ ∈ Ω̃m i Z ∈ Mn×m. Тодi iснують X ∈ Ωn, Y ∈ Ωm i оборотнi S ∈ Rn×n,
T ∈ Rm×m, а також r ∈ R, такi, що X̃ = SXS−1, Ỹ = TY T−1 i[

X rS−1ZT
0 Y

]
∈ Ωn+m.

285
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Тодi [
X̃ Z

0 Ỹ

]
=

[
r−1S 0

0 T

] [
X rS−1ZT
0 Y

] [
r−1S 0

0 T

]−1

∈ Ω̃n+m.

�

Пропозицiя 10.3. Нехай M, N - модулi над комутативним унiтальним
кiльцем R, нехай Ω ⊆ Mnc - н.к. множина, i нехай f : Ω → Nnc - н.к. функцiя.
Тодi iснує єдина н.к. функцiя f̃ : Ω̃→ Nnc така, що f̃ |Ω = f .

Доведення. Для будь-яких n ∈ N i X̃ ∈ Ω̃n, iснують X ∈ Ωn i оборотне
S ∈ Rn×n такi, що X̃ = SXS−1, i ми покладаємо f̃(X̃) = Sf(X)S−1. Це озна-
чення - коректне, оскiльки SXS−1 = TY T−1 для всiх X, Y ∈ Ωn i для оборо-
тних S, T ∈ Rn×n тягне за собою, що Y = (T−1S)X(T−1S)−1, отже, f(Y ) =
(T−1S)f(X)(T−1S)−1 i Tf(Y )T−1 = Sf(X)S−1. Безпосердньо перевiряється, що
f̃ : Ω̃ → Nnc - н.к. функцiя i що f̃ |Ω = f . Якщо g̃ : Ω̃ → Nnc - iнша н.к. функцiя
така, що g̃ |Ω = f , то для будь-якого X ∈ Ωn i оборотного S ∈ Rn×n ми маємо

g̃(SXS−1) = Sg̃(X)S−1 = Sf(X)S−1 = f̃(SXS−1),

тобто ми необхiдно маємо g̃ = f̃ . �

Ми будемо називати н.к. функцiю f̃ : Ω̃ → Nnc з пропозицiї 10.3 канонiчним
розширенням н.к. функцiї f : Ω→ Nnc.

Приклад 10.4. Нехай V = W = C, з канонiчною структурою операторного
простору. Н.к. одинична куля Ω = Bnc(01×1, 1) є н.к. множиною. Тодi її подiбно-
стно iнварiантний конверт - це

Ω̃ = {Z ∈ Cnc : rspec(Z) < 1}.

Справдi, нехай Z ∈ Cn×n - таке, що rspec(Z) < 1. Нам потрiбно показати, що
Z = SXS−1 для деякогоX ∈ Cn×n з ‖X‖ < 1 i деякої оборотної матрицi S ∈ Cn×n.
Достатньо показати це для жорданової клiтини Z, тобто для

Z =


λ 1

. . . . . .
. . . 1

λ


з |λ| < 1. Нехай ε > 0 - таке, що ‖X‖ < 1, де

X =


λ ε

. . . . . .
. . . ε

λ

 .
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Тодi Z = SXS−1 з S = diag(ε−1, . . . , ε−n).
Ясно, що н.к. функцiя f : Ω→Wnc, визначена як f(Z) = (I−Z)−1, може бути

канонiчно розширена до н.к. функцiї на Ω̃, використовуючи таку саму формулу.

Пропозицiя 10.3 може бути розширена на н.к. функцiї вищого порядку насту-
пним чином.

Пропозицiя 10.5. НехайM0, . . . ,Mk, N0, . . . , Nk - модулi над комутатив-
ним унiтальним кiльцем R, нехай Ω(0) ⊆M0,nc, . . . , Ω(k) ⊆Mk,nc - н.к. множи-
ни, i нехай f ∈ T k(Ω(0), . . . ,Ω(k);N0,nc, . . . ,Nk,nc). Тодi iснує єдина н.к. функцiя
порядку k, f̃ ∈ T k(Ω̃(0), . . . , Ω̃(k);N0,nc, . . . ,Nk,nc), така, що f̃ |Ω(0)×···×Ω(k) = f .

Доведення. Для будь-яких n0, . . . , nk ∈ N i X̃j ∈ Ω̃
(j)
nj , iснують Xj ∈ Ω

(j)
nj i

оборотна матриця Sj ∈ Rnj×nj такi, що X̃j = SjX
jS−1

j , j = 0, . . . , k. Ми поклада-
ємо для будь-якого Zj ∈ Nj

nj−1×nj , j = 1, . . . , k,

f̃(X̃0, . . . , X̃k)(Z1, . . . , Zk) = S0f(X0, . . . , Xk)(S−1
0 Z1S1, . . . , S

−1
k−1Z

kSk)S
−1
k .

Це означення коректне, оскiльки рiвностi SjXjS−1
j = TjY

jT−1
j для Xj, Y j ∈ Ω

(j)
nj i

для оборотних Sj, Tj ∈ Rnj×nj тягнуть за собою Y j = (T−1
j Sj)X

j(T−1
j Sj)

−1, отже,
за (3.3),

f(Y 0, . . . , Y k)(T−1
0 S0Z

1S−1
1 T1, . . . , T

−1
k−1Sk−1Z

kS−1
k Tk)

= T−1
0 S0f(X0, . . . , Xk)(Z1, . . . , Zk)S−1

k Tk,

i для Wj = Sj−1Z
jS−1

j ми маємо

T0f(Y 0, . . . , Y k)(T−1
0 W 1T1, . . . , T

−1
k−1W

kTk)T
−1
k

= S0f(X0, . . . , Xk)(S−1
0 W jS1, . . . , S

−1
k−1W

1Sk)S
−1
k .

Очевидно, що f̃ є iнварiантною щодо подiбностей, i що f̃ |Ω(0)×···×Ω(k) = f . Ми також
маємо

f̃(X̃0′ ⊕ X̃0′′, . . . , X̃k′ ⊕ X̃k′′)

([
Z1′,′ Z1′,′′

Z1′′,′ Z1′′,′′

]
, . . . ,

[
Zk′,′ Zk′,′′

Zk′′,′ Zk′′,′′

])
= (S ′0 ⊕ S ′′0 )f(X0′ ⊕X0′′, . . . , Xk′ ⊕Xk′′)

([
(S ′0)

−1Z1′,′S ′1 (S ′0)
−1Z1′,′′S ′′1

(S ′′0 )−1Z1′′,′S ′1 (S ′′0 )−1Z1′′,′′S ′′1

]
,

. . . ,

[
(S ′k−1)

−1Zk′,′S ′k (S ′k−1)
−1Zk′,′′S ′′k

(S ′′k−1)
−1Zk′′,′S ′k (S ′′k)−1Zk′′,′′S ′′k

])
(S ′k ⊕ S ′′k)−1

=

[
S ′0f

′,′(S ′k)
−1 S ′0f

′,′′(S ′′k)−1

S ′′0f
′′,′(S ′k)

−1 S ′′0f
′′,′′(S ′′k)−1

]
,
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де вiдповiдно до (3.1) i (3.2), для α, β ∈ {′,′′ },

fα,β =
∑

α0,...,αk∈{′,′′} : α0=α,αk=β

f(X0α0, . . . , Xkαk)

(
(Sα0

0 )−1Z1α0,α1Sα1
1 , . . . , (S

αk−1

k−1 )−1Zkαk−1,αkSαkk
)
.

Тут n′j ∈ N, n′′j ∈ Z+, Xjα ∈ Ω
(j)
nαj
, X̃jα ∈ Ω̃

(j)
nαj

для j = 0, . . . , k - такi, що X̃jα =

Sαj X
jα(Sαj )−1 для оборотних Sj ∈ Rnαj ×nαj , α ∈ {′,′′ }; Zjα,β ∈ Nj

nαj−1×n
β
j для j =

1, . . . , k, α, β ∈ {′,′′ }, блочний елемент fα,β є порожнiм, якщо nα0 або nβk є 0, i
доданок у сумi в правiй частинi є 0, якщо принаймнi один з nαjj , j = 1, . . . , k − 1,
є 0. Отже,

f̃(X̃0′ ⊕ X̃0′′, . . . , X̃k′ ⊕ X̃k′′)

([
Z1′,′ Z1′,′′

Z1′′,′ Z1′′,′′

]
, . . . ,

[
Zk′,′ Zk′,′′

Zk′′,′ Zk′′,′′

])
=

[
f̃ ′,′ f̃ ′,′′

f̃ ′′,′ f̃ ′′,′′

]
,

з

f̃α,β = Sα0 f
α,β(Sβk )−1 =

∑
α0,...,αk∈{′,′′} : α0=α,αk=β

Sα0 f
(
X0α0, . . . , Xkαk

)
(
(Sα0

0 )−1Z1α0,α1Sα1
1 , . . . , (S

αk−1

k−1 )−1Zkαk−1,αkSαkk
)

(Sβk )−1

=
∑

α0,...,αk∈{′,′′} : α0=α,αk=β

f̃(X̃0α0, . . . , X̃kαk)(Z1α0,α1, . . . , Zkαk−1,αk).

Таким чином, f̃ є iнварiантною щодо прямих сум. Далi, якщо

g̃ ∈ T k(Ω̃(0), . . . ,Ω(k);N0,nc, . . . ,Nk,nc)

- iнша н.к. функцiя порядку k така, що g̃ |Ω(0)×···×Ω(k) = f , то для будь-яких Xj ∈
Ω

(j)
nj i оборотних Sj ∈ Rnj×nj , j = 0, . . . , k, ми маємо

g̃(S0X
0S−1

0 , . . . , SkX
kS−1

k )(S0Z
1S−1

1 , . . . , Sk−1Z
kS−1

k )

= S0g̃(X0, . . . , Xk)(Z1, . . . , Zk)S−1
k = S0f(X0, . . . , Xk)(Z1, . . . , Zk)S−1

k

= f̃(S0X
0S−1

0 , . . . , SkX
kS−1

k )(S0Z
1S−1

1 , . . . , Sk−1Z
kS−1

k ),

тобто ми маємо обов’язково g̃ = f̃ . �

Ми будемо називати н.к. функцiю f̃ ∈ T k(Ω̃(0), . . . , Ω̃(k);N0,nc, . . . ,Nk,nc) кано-
нiчним розширенням н.к. функцiї f ∈ T k(Ω(0), . . . ,Ω(k);N0,nc, . . . ,Nk,nc).



Висновки

Аналiтичнi функцiї вiд d некомутуючих змiнних з’являются у роботi Дж. Л.
Тейлора у некомутативнiй спектральнiй теорiї на початку 70-х рокiв 20 столiття.
Наприкiнцi 90-х рокiв та на початку 21 столiття iнтерес до цих фунцiй пiдвищив-
ся у зв’язку з розвитком теорiї вiльної ймовiрностi у роботах Д.-В. Войкулеску.
Iншi некомутативнi об’єкти, такi як квазидетермiнанти, некомутативнi многочле-
ни i рацiональнi функцiї, формальнi степеневi ряди виникали у рiзних областях
алгебри i аналiзу, теорiї автоматiв i лiнiйних систем, теорiї зображень оператор-
них алгебр. Незважаючи на широкий спектр задач i областей дослiдження, деякi
спiльнi характеристики цих об’єктiв вимагали побудову загальної теорiї, яка би
допускала дослiдження їх разом.

У дисертацiї спочатку розглянутi задачи, в яких дослiдженi рiзнi типи некому-
тативних об’єктiв, що може розглядатися як мотивацiя для розвитку загальної
теорiї, а потiм побудовано основи теорiї вiльних некомутативних функцiй, тобто
вiдображень матриць над деяким модулем (у спецiальному випадку, над лiнiйним
простором) у матрицi над iншим модулем, якi зберiгають матричнi розмiри i є iн-
варiантними щодо прямих сум i подiбностей, або еквiвалентно, щодо переплетень
матриць.

Основнi результати дисертацiї такi:

• побудована теорiя матричнозначних некомутативних рацiональних функ-
цiй, зокрема розвинуте диференцiальне числення i дослiдженi оператори
лiвого та правого зворотних зсувiв;

• доведена теорема про сингулярностi матричнозначних некомутативних ра-
цiональних функцiй у термiнах їх мiнiмальних реалiзацiй;

• розвинуто метод некомутативного лiфтiнгу, за допомогою якого, зокрема,
результат про сингулярностi застосовано для отримання аналогiчного ре-
зультату у комутативному випадку;

• результати про сингулярностi модифiковано i застосовано для отримання
стискаючого детермiнантного зображення комутативних многочленiв, що
є стiйкими у матричнiй полiкулi;

• дослiдженi некомутативнi рацiональнi функцiї з симетрiями, зокрема дове-
дена так звана некомутативна обмежена дiйсна лема без втрат;

• доведено формулу, що пов’язує перетин нульових пiдпросторiв коефiцiєн-
тiв некомутативного формального степеневого ряду з перетином нульових
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пiдпросторiв значень суми цього ряду на матрицях достатньо великого
розмiру; ця формула узагальнює вiдому теорему про вiдсутнiсть рацiо-
нальних тотожностей вiрних на матрицях усiх розмiрiв;

• доведено, що формально додатнi некомутативнi ядра можна описати як
ядра додатнi на матрицях досить великого розмiру;

• доведено, що спадковий некомутативний многочлен з операторними коефi-
цiєнтами, що є додатним на наборах спiльно нiльпотентних матриць, до-
пускає факторiзацiю як “квадрат” iншого некомутативного многочлена з
операторними коефiцiєнтами;

• показано, що дисипативна некомутативна лiнiйна система завжди допу-
скає консервативну дiлатацiю, i методом некомутативного лiфтiнгу зна-
йден критерiй iснування консервативної дiлатацiї для вiдповiдної дисипа-
тивної комутативної системи;

• знайденi критерiї розв’язностi iнтерполяцiйних задач Каратеодорi i Карате-
одорi - Феєра у некомутативному полiкрузi;

• розвинуте рiзницево-диференцiальне числення для некомутативних функ-
цiй у найбiльш загальному випадку;

• введенi некомутативнi функцiї вищого порядку та встановленi їх основнi
властивостi;

• отримана некомутативна формула Тейлора;

• знайденi спiввiдношення для коефiцiєнтiв формального степеневого ряду
необхiднi i достатнi для того, щоб цей ряд був рядом Тейлора некомутатив-
ної функцiї;

• як алгебраїчне застосування некомутативної формули Тейлора, отрима-
на така теорема: некомутативна функцiя на наборах матриць над нескiн-
ченним полем, що є многочленом вiд матричних елементiв для кожного
матричного розмiру обмеженого степеня, є некомутативний многочлен;

• розглянуто три природнi топологiї на некомутативному просторi i данi вiд-
повiднi означення аналiтичних некомутативних функцiй; як аналiтичне
застосування некомутативної формули Тейлора, у кожнiй з трьох топо-
логiй, доведено, що локально обмежена некомутативна функцiя має бути
аналiтичною;

• побудовано теорiю збiжностi для некомутативних степеневих рядiв з матри-
чним центром;
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• розвинуто метод поширень некомутативних множин та некомутативних
функцiй на доданки у прямих сумах;

• розвинуто метод подiбностно iнварiантних конвертiв некомутативних мно-
жин та вiдповiдних поширень некомутативних функцiй.
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50, Birkhäuser-Verlag, Boston, 1991.

293



294

[23] H. Bart, I. Gohberg, and M. A. Kaashoek. Minimal factorization of matrix and operator functions, volume 1 of
Operator Theory: Adv. Appl.. Birkhäuser Verlag, Basel, 1979.
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[156] J. Volčič. On domains of noncommutative rational functions. Linear Algebra Appl. 516 (2017), 69–81.

[157] J. H. M. Wedderburn. On continued fractions in non-commutative quantities. Ann. of Math. 15 (1913), 101–105.
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