
ÄÂÍÇ �ÏÐÈÊÀÐÏÀÒÑÜÊÈÉ ÍÀÖIÎÍÀËÜÍÈÉ ÓÍIÂÅÐÑÈÒÅÒ

IÌÅÍI ÂÀÑÈËß ÑÒÅÔÀÍÈÊÀ�

ÌIÍIÑÒÅÐÑÒÂÎ ÎÑÂIÒÈ I ÍÀÓÊÈ ÓÊÐÀ�ÍÈ

IÍÑÒÈÒÓÒ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ

ÍÀÖIÎÍÀËÜÍÀ ÀÊÀÄÅÌIß ÍÀÓÊ ÓÊÐÀ�ÍÈ

Êâàëiôiêàöiéíà íàóêîâà

ïðàöÿ íà ïðàâàõ ðóêîïèñó

ÂÀÑÈËÈØÈÍ ÒÀÐÀÑ ÂÀÑÈËÜÎÂÈ×

ÓÄÊ 517.98

ÄÈÑÅÐÒÀÖIß

ÀÍÀËIÇ ÍÀ ÑÏÅÊÒÐÀÕ ÀËÃÅÁÐ ÀÍÀËIÒÈ×ÍÈÕ ÒÀ

ÃËÀÄÊÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ ÍÀ ÁÀÍÀÕÎÂÎÌÓ ÏÐÎÑÒÎÐI

01.01.01 � ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç

Ïîäà¹òüñÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ

äîêòîðà ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê

Äèñåðòàöiÿ ìiñòèòü ðåçóëüòàòè âëàñíèõ äîñëiäæåíü. Âèêîðèñòàííÿ iäåé,

ðåçóëüòàòiâ i òåêñòiâ iíøèõ àâòîðiâ ìàþòü ïîñèëàííÿ íà âiäïîâiäíå äæå-

ðåëî Ò. Â. Âàñèëèøèí

Íàóêîâèé êîíñóëüòàíò

ÇÀÃÎÐÎÄÍÞÊ ÀÍÄÐIÉ

ÂÀÑÈËÜÎÂÈ×,

äîêòîð ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ

íàóê, ïðîôåñîð

IÂÀÍÎ-ÔÐÀÍÊIÂÑÜÊ � 2021



2

ÀÍÎÒÀÖIß

Âàñèëèøèí Ò. Â. Àíàëiç íà ñïåêòðàõ àëãåáð àíàëiòè÷íèõ òà ãëàäêèõ

ôóíêöié íà áàíàõîâîìó ïðîñòîði. � Êâàëiôiêàöiéíà íàóêîâà ïðàöÿ íà ïðà-

âàõ ðóêîïèñó.

Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ äîêòîðà ôiçèêî-ìàòåìàòè÷-

íèõ íàóê çà ñïåöiàëüíiñòþ 01.01.01 � ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. � ÄÂÍÇ �Ïðè-

êàðïàòñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Âàñèëÿ Ñòåôàíèêà�. � Iíñòè-

òóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, Êè¨â, 2021.

Äèñåðòàöiéíó ðîáîòó ïðèñâÿ÷åíî âèâ÷åííþ ñïåêòðiâ (ìíîæèí íåòðèâi-

àëüíèõ íåïåðåðâíèõ ñêàëÿðíîçíà÷íèõ ãîìîìîðôiçìiâ) òîïîëîãi÷íèõ àëãåáð

àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà êîìïëåêñíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ i òîïîëîãi÷íèõ

àëãåáð ãëàäêèõ ôóíêöié íà äiéñíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ iç äåÿêèìè äîäà-

òêîâèìè âëàñòèâîñòÿìè ñèìåòði¨.

Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó i ñåìè ðîçäiëiâ.

Ïåðøèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî îãëÿäó ëiòåðàòóðè ç òåìè äèñåðòàöi¨ òà âè-

êëàäåííþ äîïîìiæíèõ ïîíÿòü i òâåðäæåíü.

Äðóãèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî âèâ÷åííþ ñèìåòðè÷íèõ (iíâàðiàíòíèõ âiä-

íîñíî êîìïîçèöi¨ àðãóìåíòó iç äîâiëüíèì âèìiðíèì àâòîìîðôiçìîì âiäðiç-

êà) íåïåðåðâíèõ ïîëiíîìiâ i ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà êîìïëå-

êñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì

ñóòò¹âî îáìåæåíèõ ôóíêöié íà âiäðiçêó.

Â ïiäðîçäiëi 2.1 ïîêàçàíî, ùî åëåìåíòàðíi ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè, âèçíà-

÷åíi ÿê iíòåãðàëè âiä ñòåïåíiâ ôóíêöi¨, óòâîðþþòü çëi÷åííèé àëãåáðà¨÷íèé

áàçèñ àëãåáðè âñiõ ñèìåòðè÷íèõ íåïåðåðâíèõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ïîëiíîìiâ

íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði L∞[0, 1] âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ âè-

ìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ ôóíêöié íà âiäðiçêó [0, 1]. Òàêîæ

ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó ïîáóäîâè åëåìåíòà ïðîñòîðó L∞[0, 1] çà íàïåðåä çàäàíè-

ìè çíà÷åííÿìè åëåìåíòàðíèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ.

Ïiäðîçäië 2.2 ïðèñâÿ÷åíî âèâ÷åííþ ñïåêòðà àëãåáðè ÔðåøåHbs (L∞[0, 1])

âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ñèìåòðè÷íèõ öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæå-
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íîãî òèïó íà ïðîñòîði L∞[0, 1] iç òîïîëîãi¹þ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi íà îáìå-

æåíèõ ïiäìíîæèíàõ ïðîñòîðó L∞[0, 1]. Ïîêàçàíî, ùî êîæåí õàðàêòåð (åëå-

ìåíò ñïåêòðà) öi¹¨ àëãåáðè ¹ ôóíêöiîíàëîì îá÷èñëåííÿ çíà÷åííÿ â òî÷öi.

Òàêîæ ïîêàçàíî, ùî ñïåêòð àëãåáðè Ôðåøå Hbs (L∞[0, 1]) ìîæíà îòîòîæíè-

òè iç ìíîæèíîþ âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé êîìïëåêñíèõ ÷èñåë {cn}∞n=1, äëÿ ÿêèõ

ïîñëiäîâíiñòü
{
|cn|1/n

}∞
n=1

¹ îáìåæåíîþ.

Â ïiäðîçäiëi 2.3 çàäàíî àíàëiòè÷íó ñòðóêòóðó íà ñïåêòði àëãåáðè Ôðå-

øåHbs (L∞[0, 1]). Ðîçãëÿíóòî ñïåêòð ÿê ñèëüíèé ñïðÿæåíèé ïðîñòiðH ′(C)β

äî ïðîñòîðó Ôðåøå H(C) âñiõ öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié âiä îäíi¹¨ êîì-

ïëåêñíî¨ çìiííî¨ iç òîïîëîãi¹þ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi íà îáìåæåíèõ ìíîæè-

íàõ. Ïîêàçàíî, ùî àëãåáðà Ôðåøå Hbs (L∞[0, 1]) ¹ içîìîðôíîþ äî àëãåáðè

Ôðåøå H(H ′(C)β) âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà

ïðîñòîði H ′(C)β.

Òðåòié ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî âèâ÷åííþ ñèìåòðè÷íèõ (iíâàðiàíòíèõ âiäíî-

ñíî ïåðåñòàíîâîê êîîðäèíàò àðãóìåíòó) i ñêií÷åííî-ñèìåòðè÷íèõ (iíâàðiàí-

òíèõ âiäíîñíî ñêií÷åííèõ ïåðåñòàíîâîê êîîðäèíàò àðãóìåíòó) êîìïëåêñíî-

çíà÷íèõ íåïåðåðâíèõ ïîëiíîìiâ i àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà äåÿêèõ ïðîñòîðàõ

ïîñëiäîâíîñòåé.

Â ïiäðîçäiëi 3.1 ïîêàçàíî, ùî êîæåí êîìïëåêñíîçíà÷íèé íåïåðåðâíèé

ñèìåòðè÷íèé ïîëiíîì íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði `∞ âñiõ îáìå-

æåíèõ ïîñëiäîâíîñòåé êîìïëåêñíèõ ÷èñåë îáîâ'ÿçêîâî ¹ ñòàëèì âiäîáðàæå-

ííÿì.

Ïiäðîçäië 3.2 ïðèñâÿ÷åíî âèâ÷åííþ ñêií÷åííî-ñèìåòðè÷íèõ êîìïëå-

êñíîçíà÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà êîìïëåêñíîìó ïðîñòîði `∞.Ïîêàçàíî,

ùî àëãåáðà Ôðåøå âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ñêií÷åííî-ñèìåòðè÷íèõ öiëèõ

àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà ïðîñòîði `∞ iç òîïîëîãi¹þ ðiâíî-

ìiðíî¨ çáiæíîñòi íà îáìåæåíèõ ìíîæèíàõ ¹ içîìîðôíîþ äî àëãåáðè Ôðåøå

âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà

ôàêòîð-ïðîñòîði `∞/c0, äå c0 � öå êîìïëåêñíèé áàíàõiâ ïðîñòið âñiõ çái-

æíèõ äî íóëÿ ïîñëiäîâíîñòåé êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.
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Ïiäðîçäië 3.3 ïðèñâÿ÷åíî âèâ÷åííþ àëãåáðè Ps(`p(Cn)) âñiõ êîìïëå-

êñíîçíà÷íèõ ñèìåòðè÷íèõ íåïåðåðâíèõ ïîëiíîìiâ íà êîìïëåêñíîìó áàíàõî-

âîìó ïðîñòîði `p(Cn) âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé n-âèìiðíèõ êîìïëåêñíèõ âåêòîðiâ

òàêèõ, ùî ðÿä iç p-íîðì öèõ âåêòîðiâ, ïiäíåñåíèõ äî ñòåïåíÿ p, ¹ çáiæíèì,

äå n ∈ N i 1 ≤ p < +∞. Äîâåäåíî, ùî òàê çâàíi ñòåïåíåâi ñèìåòðè÷íi ïîëi-
íîìè óòâîðþþòü çëi÷åííèé àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ àëãåáðè Ps(`p(Cn)). Òàêîæ

ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó ïîáóäîâè åëåìåíòà ñêií÷åííîâèìiðíîãî ïiäïðîñòîðó ïðî-

ñòîðó `p(Cn) çà íàïåðåä çàäàíèìè çíà÷åííÿìè ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi ñòåïåíå-

âèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà öüîìó åëåìåíòi. Çàóâàæèìî, ùî ðåçóëüòàòè

öüîãî ïiäðîçäiëó ¹ âàæëèâèìè äëÿ äîñëiäæåíü ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ

ôóíêöié íà äåêàðòîâèõ ñòåïåíÿõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ iíòåãðîâíèõ çà Ëåáå-

ãîì ôóíêöié.

×åòâåðòèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî âèâ÷åííþ ñèìåòðè÷íèõ i ñêií÷åííî-ñè-

ìåòðè÷íèõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ íåïåðåðâíèõ ïîëiíîìiâ i àíàëiòè÷íèõ ôóí-

êöié íà äåÿêèõ êîìïëåêñíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì

ôóíêöié íà ìíîæèíàõ íåñêií÷åííî¨ ìiðè.

Â ïiäðîçäiëi 4.1 ïîêàçàíî, ùî êîæåí êîìïëåêñíîçíà÷íèé íåïåðåðâíèé

ñèìåòðè÷íèé ïîëiíîì íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði L∞[0,+∞)

âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ ôóíêöié

íà ïiâîñi îáîâ'ÿçêîâî ¹ ñòàëèì âiäîáðàæåííÿì. Öåé ðåçóëüòàò àíàëîãi÷íèé

äî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó ïiäðîçäiëó 3.1.

Â ïiäðîçäiëi 4.2 ïîêàçàíî, ùî àëãåáðà Ôðåøå âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ

ñêií÷åííî-ñèìåòðè÷íèõ öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà

ïðîñòîði L∞[0,+∞) iç òîïîëîãi¹þ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi íà îáìåæåíèõ ìíî-

æèíàõ ¹ içîìîðôíîþ äî àëãåáðè Ôðåøå âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ öiëèõ àíà-

ëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà ôàêòîð-ïðîñòîði L∞[0,+∞)/M0, äå

M0 � öå çàìèêàííÿ ó ïðîñòîði L∞[0,+∞) ïiäïðîñòîðó âñiõ ïðîñòèõ âèìið-

íèõ çà Ëåáåãîì ôóíêöié iç îáìåæåíèìè íîñiÿìè. Äàíèé ðåçóëüòàò àíàëîãi-

÷íèé äî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó ïiäðîçäiëó 3.2.

Ïiäðîçäië 4.3 ïðèñâÿ÷åíî âèâ÷åííþ ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié
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íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði (L1 ∩ L∞)[0,+∞) âñiõ êîìïëåêñíî-

çíà÷íèõ iíòåãðîâíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ ôóíêöié íà ïiâîñi. Ïî-

áóäîâàíî çëi÷åííèé àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ àëãåáðè âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ

íåïåðåðâíèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà ïðîñòîði (L1 ∩ L∞)[0,+∞) i ïîêà-

çàíî, ùî àëãåáðè Ôðåøå êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ñèìåòðè÷íèõ öiëèõ àíàëiòè-

÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà ïðîñòîðàõ (L1 ∩L∞)[0,+∞) i L∞[0, 1] ¹

içîìîðôíèìè.

Â ïiäðîçäiëi 4.4 ïîáóäîâàíî çëi÷åííèé àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ àëãåáðè âñiõ

êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ñèìåòðè÷íèõ íåïåðåðâíèõ ïîëiíîìiâ íà êîìïëåêñíîìó

áàíàõîâîìó ïðîñòîði âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ iíòåãðîâíèõ ñóòò¹âî îáìåæå-

íèõ ôóíêöié íà äîâiëüíîìó îá'¹äíàííi ïðîñòîðiâ Ëåáåãà-Ðîõëiíà iç íåïå-

ðåðâíèìè ìiðàìè.

Ï'ÿòèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî âèâ÷åííþ ñèìåòðè÷íèõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ

àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà äåêàðòîâèõ ñòåïåíÿõ êîìïëåêñíèõ áàíàõîâèõ ïðî-

ñòîðiâ Lp[0, 1] i Lp[0,+∞) âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ iíòåãðîâíèõ çà Ëåáåãîì

ó ñòåïåíi p ôóíêöié íà ìíîæèíàõ [0, 1] i [0,+∞) âiäï., äå 1 ≤ p < +∞.
Â ïiäðîçäiëi 5.1 ïîáóäîâàíî ñêií÷åííèé àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ àëãåáðè

âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ñèìåòðè÷íèõ íåïåðåðâíèõ ïîëiíîìiâ íà äåêàðòî-

âîìó ñòåïåíi ïðîñòîðó Lp[0, 1] i ïîêàçàíî, ùî àëãåáðà Ôðåøå âñiõ êîìïëå-

êñíîçíà÷íèõ ñèìåòðè÷íèõ öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà äåêàðòîâîìó ñòå-

ïåíi ïðîñòîðó Lp[0, 1] içîìîðôíà äî àëãåáðè Ôðåøå H(Cm) âñiõ êîìïëå-

êñíîçíà÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà ïðîñòîði Cm, äå m � öå ïîòóæíiñòü

âèùåçãàäàíîãî àëãåáðà¨÷íîãî áàçèñó.

Â ïiäðîçäiëi 5.2 ïîêàçàíî, ùî ó âèïàäêó p 6∈ N êîæåí êîìïëåêñíîçíà-

÷íèé ñèìåòðè÷íèé íåïåðåðâíèé ïîëiíîì íà äåêàðòîâîìó ñòåïåíi ïðîñòîðó

Lp[0,+∞) îáîâ'ÿçêîâî ¹ ñòàëèì âiäîáðàæåííÿì. Ó âèïàäêó p ∈ N âñòàíîâ-

ëåíî ðåçóëüòàòè äëÿ ñèìåòðè÷íèõ íåïåðåðâíèõ ïîëiíîìiâ i ñèìåòðè÷íèõ

àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà äåêàðòîâîìó ñòåïåíi ïðîñòîðó Lp[0,+∞), àíàëîãi-

÷íi äî ðåçóëüòàòiâ ïiäðîçäiëó 5.1.

Øîñòèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî âèâ÷åííþ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ñèìåòðè÷íèõ



6

àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà äåêàðòîâîìó ñòåïåíi êîìïëåêñíîãî áàíàõîâîãî ïðî-

ñòîðó L∞[0, 1].

Â ïiäðîçäiëi 6.1 ïîáóäîâàíî çëi÷åííèé àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ àëãåáðè âñiõ

êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ñèìåòðè÷íèõ íåïåðåðâíèõ ïîëiíîìiâ íà äåêàðòîâîìó

ñòåïåíi ïðîñòîðó L∞[0, 1].

Â ïiäðîçäiëi 6.2 îïèñàíî ñïåêòð àëãåáðè Ôðåøå âñiõ êîìïëåêñíîçíà-

÷íèõ ñèìåòðè÷íèõ öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà äåêàð-

òîâîìó ñòåïåíi ïðîñòîðó L∞[0, 1]. Ïîêàçàíî, ùî êîæåí åëåìåíò ñïåêòðà ¹

ôóíêöiîíàëîì îá÷èñëåííÿ çíà÷åííÿ â òî÷öi.

Ñüîìèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî âèâ÷åííþ äåÿêèõ êëàñiâ äèôåðåíöiéîâíèõ

ó äiéñíîìó ñåíñi ôóíêöié íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ.

Ïiäðîçäië 7.1 ïðèñâÿ÷åíî âèâ÷åííþ àëãåáðè Ps(`p(Rn)) âñiõ ñèìåòðè-

÷íèõ íåïåðåðâíèõ ïîëiíîìiâ íà äiéñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði `p(Rn) âñiõ

ïîñëiäîâíîñòåé n-âèìiðíèõ äiéñíèõ âåêòîðiâ òàêèõ, ùî ðÿä iç p-íîðì öèõ

âåêòîðiâ, ïiäíåñåíèõ äî ñòåïåíÿ p, ¹ çáiæíèì, äå n ∈ N i 1 ≤ p < +∞.
Ïîáóäîâàíî çëi÷åííèé àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ àëãåáðè Ps(`p(Rn)).

Â ïiäðîçäiëi 7.2 ïîáóäîâàíî ôîðìóëè äëÿ âiäíîâëåííÿ (p, q)-ïîëiíî-

ìiàëüíèõ êîìïîíåíò ∗-ïîëiíîìiâ, ÿêi äiþòü ìiæ êîìïëåêñíèìè ëiíiéíèìè

ïðîñòîðàìè, çà çíà÷åííÿìè ∗-ïîëiíîìiâ. Öi ôîðìóëè âèêîðèñòàíî äëÿ äî-

ñëiäæåíü ñèìåòðè÷íèõ ∗-ïîëiíîìiâ, ÿêi äiþòü ç Cn â C. Ïîêàçàíî, ùî êîæåí
òàêèé ∗-ïîëiíîì ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi àëãåáðà¨÷íî¨ êîìáiíàöi¨ äåÿêèõ

�åëåìåíòàðíèõ� ñèìåòðè÷íèõ ∗-ïîëiíîìiâ.
Â ïiäðîçäiëi 7.3 ïîáóäîâàíî çëi÷åííèé àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ àëãåáðè âñiõ

êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ñèìåòðè÷íèõ íåïåðåðâíèõ ∗-ïîëiíîìiâ íà ïðîñòîði `p(Cn).

Ïiäðîçäië 7.4 ïðèñâÿ÷åíî âèâ÷åííþ òàê çâàíèõ îïåðàòîðiâ çñóâó íà

àëãåáði Ôðåøå ôóíêöié, ÿêà ¹ ïîïîâíåííÿì àëãåáðè âñiõ íåïåðåðâíèõ êîì-

ïëåêñíîçíà÷íèõ ∗-ïîëiíîìiâ íà äîâiëüíîìó êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðî-
ñòîði.

Â ïiäðîçäiëi 7.5 ïîáóäîâàíî çëi÷åííèé àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ àëãåáðè âñiõ

äiéñíîçíà÷íèõ ñèìåòðè÷íèõ íåïåðåðâíèõ ïîëiíîìiâ íà äåêàðòîâîìó ñòåïå-
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íi äiéñíîãî áàíàõîâîãî ïðîñòîðó L∞[0, 1] âñiõ äiéñíîçíà÷íèõ âèìiðíèõ çà

Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ ôóíêöié íà âiäðiçêó [0, 1].

Ïiäðîçäië 7.6 ïðèñâÿ÷åíî âèâ÷åííþ äiéñíîçíà÷íèõ ñèìåòðè÷íèõ ôóí-

êöié íà äiéñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði L∞[0, 1]. Îïèñàíî ñïåêòð àëãåáðè

Ôðåøå As (L∞[0, 1]) , ÿêà ¹ ïîïîâíåííÿì àëãåáðè âñiõ äiéñíîçíà÷íèõ ñè-

ìåòðè÷íèõ íåïåðåðâíèõ ïîëiíîìiâ íà ïðîñòîði L∞[0, 1] âiäíîñíî ñiì'¨ íîðì

âiä êîìïëåêñèôiêàöié ïîëiíîìiâ. Ïîêàçàíî, ùî äàíà àëãåáðà Ôðåøå ìiñòèòü

íåàíàëiòè÷íi ôóíêöi¨.

Ïiäðîçäië 7.7 ìiñòèòü äåÿêi ðåçóëüòàòè ñòîñîâíî ïðîäîâæåíü ïîëiëi-

íiéíèõ âiäîáðàæåíü íà äåêàðòîâi ñòåïåíi.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ïîëiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ, ïîëiíîì, îäíîðiäíèé ïîëi-

íîì, ∗-ïîëiíîì, (m,n)-ïîëiíîì, àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ, ãëàäêà ôóíêöiÿ, ñè-

ìåòðè÷íà ôóíêöiÿ, ñêií÷åííî-ñèìåòðè÷íà ôóíêöiÿ, òîïîëîãi÷íà àëãåáðà,

àëãåáðà Ôðåøå, ñïåêòð òîïîëîãi÷íî¨ àëãåáðè, àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ àëãåáðè,

ôóíêöiÿ îáìåæåíîãî òèïó, âèìiðíà çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíà ôóíêöiÿ,

iíòåãðîâíà çà Ëåáåãîì ôóíêöiÿ, ïðîñòið Ëåáåãà-Ðîõëiíà.
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ABSTRACT

Vasylyshyn T. V. Analysis on spectra of algebras of analytic and smooth

functions on a Banach space. � Qualifying scienti�c work on rights of manuscri-

pt.

The thesis for obtaining the Doctor of Physical and Mathematical Sciences

degree on the speciality 01.01.01 � mathematical analysis. � Public Higher

Education Institution �Vasyl Stefanyk Precarpathian National University�. �

Institute of Mathematics, National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2021.

The thesis is devoted to the study of spectra (sets of nontrivial continuous

scalar-valued homomorphisms) of topological algebras of analytic functions on

complex Banach spaces and topological algebras of smooth functions on real

Banach spaces with some additional properties of symmetry.

The thesis consists of an introduction and seven sections.

The �rst section is devoted to the literature review on the topic of the

thesis and to the presentation of the auxiliary concepts and statements.

The second section is devoted to the study of symmetric (invariant under

the composition of its argument with any measurable automorphism of a seg-

ment) continuous polynomials and symmetric analytic functions on the complex

Banach space of all complex-valued Lebesgue measurable essentially bounded

functions on a segment.

In the subsection 2.1 it is shown that elementary symmetric polynomials,

which are de�ned as integrals of powers of a function, form a countable algebraic

basis of the algebra of all symmetric continuous complex-valued polynomials on

the complex Banach space L∞[0, 1] of all complex-valued Lebesgue measurable

essentially bounded functions on [0, 1]. Also it is solved the problem of the

construction of an element of the space L∞[0, 1] by the prede�ned values of

elementary symmetric polynomials.

The subsection 2.2 is devoted to the study of the spectrum of the Fr�echet

algebraHbs (L∞[0, 1]) of all complex-valued symmetric entire analytic functions

of bounded type on the space L∞[0, 1] endowed with the topology of uniform
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convergence on bounded subsets of the space L∞[0, 1]. It is shown that every

character (element of the spectrum) of this algebra is a point-evaluation functi-

onal. Also it is shown that the spectrum of the Fr�echet algebra Hbs (L∞[0, 1])

can be identi�ed with the set of all sequences of complex numbers {cn}∞n=1 such

that the sequence
{
|cn|1/n

}∞
n=1

is bounded.

In the subsection 2.3 it is endowed the spectrum of the Fr�echet algebra

Hbs (L∞[0, 1]) with an analytic structure. It is considered the spectrum as the

strong dual spaceH ′(C)β to the Fr�echet spaceH(C) of all entire analytic functi-

ons of one complex variable with the topology of the uniform convergence on

bounded sets. It is shown that the Fr�echet algebra Hbs (L∞[0, 1]) is isomorphic

to the Fr�echet algebra H(H ′(C)β) of all complex-valued entire analytic functi-

ons on the space H ′(C)β.

The third section is devoted to the study of symmetric (invariant under the

action of permutations on its argument) and �nitely symmetric (invariant under

the action of �nite permutations on its argument) complex-valued continuous

polynomials and analytic functions on some sequence spaces.

In the subsection 3.1 it is shown that every complex-valued continuous

symmetric polynomial on the complex Banach space `∞ of all bounded sequences

of complex numbers is necessarily constant.

The subsection 3.2 is devoted to the study of �nitely symmetric complex-

valued analytic functions on the complex space `∞. It is shown that the Fr�echet

algebra of all complex-valued �nitely symmetric entire analytic functions of

bounded type on the space `∞ endowed with the topology of uniform convergence

on bounded sets is isomorphic to the Fr�echet algebra of all complex-valued enti-

re analytic functions of bounded type on the quotient space `∞/c0, where c0

is the complex Banach space of all convergent to zero sequences of complex

numbers.

The subsection 3.3 is devoted to the study of the algebra Ps(`p(Cn)) of

all complex-valued symmetric continuous polynomials on the complex Banach

space `p(Cn) of all sequences of n-dimensional complex vectors such that the
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series of pth powers of p-norms of these vectors is convergent, where n ∈ N and

1 ≤ p < +∞. It is proved that the so-called power sum symmetric polynomials

form a countable algebraic basis of the algebra Ps(`p(Cn)). Also it is solved

the problem of the construction of an element of a �nite-dimensional subspace

of the space `p(Cn) by the prede�ned values of a �nite number of power sum

symmetric polynomials on this element. Note that the results of this subsection

are important for investigations of symmetric analytic functions on Cartesian

powers of Banach spaces of Lebesgue integrable functions.

The fourth section is devoted to the study of symmetric and �nitely sym-

metric complex-valued continuous polynomials and analytic functions on some

complex Banach spaces of Lebesgue measurable functions on sets of in�nite

measure.

In the subsection 4.1 it is shown that every complex-valued continuous

symmetric polynomial on the complex Banach space L∞[0,+∞) of all complex-

valued Lebesgue measurable essentially bounded functions on the semi-axis is

necessarily constant. This result is analogical to the main result of the subsecti-

on 3.1.

In the subsection 4.2 it is shown that the Fr�echet algebra of all complex-

valued �nitely symmetric entire analytic functions of bounded type on the space

L∞[0,+∞) endowed with the topology of uniform convergence on bounded

sets is isomorphic to the Fr�echet algebra of all complex-valued entire analytic

functions of bounded type on the quotient space L∞[0,+∞)/M0, where M0 is

the closure of the subspace of all simple Lebesgue measurable functions with

bounded supports in the space L∞[0,+∞). This result is analogical to the main

result of the subsection 3.2.

The subsection 4.3 is devoted to the study of symmetric analytic functions

on the complex Banach space (L1∩L∞)[0,+∞) of all complex-valued Lebesgue

integrable essentially bounded functions on the semi-axis. It is constructed

a countable algebraic basis of the algebra of all complex-valued continuous

symmetric polynomials on the space (L1 ∩ L∞)[0,+∞) and it is shown that
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the Fr�echet algebras of complex-valued symmetric entire analytic functions of

bounded type on the spaces (L1 ∩ L∞)[0,+∞) and L∞[0, 1] are isomorphic.

In the subsection 4.4 it is constructed a countable algebraic basis of the

algebra of all complex-valued symmetric continuous polynomials on the complex

Banach space of all complex-valued integrable essentially bounded functions

on the arbitrary union of Lebesgue-Rohlin measure spaces with continuous

measures.

The �fth section is devoted to the study of symmetric complex-valued

analytic functions on Cartesian powers of complex Banach spaces Lp[0, 1] and

Lp[0,+∞) of all complex-valued Lebesgue integrable in a power p functions on

[0, 1] and [0,+∞) resp., where 1 ≤ p < +∞.
In the subsection 5.1 it is constructed a �nite algebraic basis of the algebra

of all complex-valued symmetric continuous polynomials on the Cartesian power

of the space Lp[0, 1] and it is shown that the Fr�echet algebra of all complex-

valued symmetric entire analytic functions on the Ñartesian power of the space

Lp[0, 1] is isomorphic to the Fr�echet algebra H(Cm) of all complex-valued

analytic functions on Cm, where m is the cardinality of the above-mentioned

algebraic basis.

In the subsection 5.2 it is shown that in the case p 6∈ N every complex-

valued symmetric continuous polynomial on the Cartesian power of the space

Lp[0,+∞) is necessarily constant. In the case p ∈ N there are established

results for symmetric continuous polynomials and symmetric analytic functions

on the Cartesian power of the space Lp[0,+∞), analogical to the results of the

subsection 5.1.

The sixth section is devoted to the study of complex-valued symmetric

analytic functions on the Cartesian power of the complex Banach space L∞[0, 1].

In the subsection 6.1 it is constructed a countable algebraic basis of the

algebra of all complex-valued symmetric continuous polynomials on the Cartesi-

an power of the space L∞[0, 1].

In the subsection 6.2 it is described the spectrum of the Fr�echet algebra of
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all complex-valued symmetric entire analytic functions of bounded type on the

Cartesian power of the space L∞[0, 1]. It is shown that every element of the

spectrum is a point-evaluation functional.

The seventh section is devoted to the study of some classes of di�erentiable

in the real sense functions on Banach spaces.

The subsection 7.1 is devoted to the study of the algebra Ps(`p(Rn)) of

all symmetric continuous polynomials on the real Banach space `p(Rn) of all

sequences of n-dimensional real vectors such that the series of pth powers of

p-norms of these vectors is convergent, where 1 ≤ p < +∞ and n ∈ N. It is
constructed a countable algebraic basis of the algebra Ps(`p(Rn)).

In the subsection 7.2 it is constructed formulas for recovering of (p, q)-

polynomial components of ∗-polynomials, acting between complex vector spaces,
by the values of ∗-polynomials. These formulas are used for investigations

of symmetric ∗-polynomials, acting from Cn to C. It is shown that every

such a ∗-polynomial can be represented as an algebraic combination of some

�elementary� symmetric ∗-polynomials.
In the subsection 7.3 it is constructed a countable algebraic basis of the

algebra of all complex-valued symmetric continuous ∗-polynomials on the space
`p(Cn).

The subsection 7.4 is devoted to the study of the so-called shift operators

on the Fr�echet algebra of functions, which is the completion of the algebra of

all continuous complex-valued ∗-polynomials on a complex Banach space.

In the subsection 7.5 it is constructed a countable algebraic basis of the

algebra of all real-valued symmetric continuous polynomials on the Cartesian

power of the real Banach space L∞[0, 1] of all real-valued Lebesgue measurable

essentially bounded functions on [0, 1].

The subsection 7.6 is devoted to the study of real-valued symmetric functi-

ons on the real Banach space L∞[0, 1]. It is described the spectrum of the

Fr�echet algebra As (L∞[0, 1]) , which is the completion of the algebra of all real-

valued symmetric continuous polynomials on the space L∞[0, 1] with respect to
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the system of norms of complexi�cations of polynomials. It is shown that this

Fr�echet algebra contains nonanalytic functions.

The subsection 7.7 contains some results on extensions of multilinear map-

pings to Cartesian powers.

Key words: multilinear mapping, polynomial, homogeneous polynomial,

analytic function, smooth function, ∗-polynomial, (m,n)-polynomial, symmetric

function, �nitely symmetric function, topological algebra, Fr�echet algebra, spect-

rum of a topological algebra, algebraic basis of an algebra, function of a bounded

type, Lebesgue measurable essentially bounded function, Lebesgue integrable

function, Lebesgue-Rohlin measure space.



14

ÑÏÈÑÎÊ ÏÓÁËIÊÀÖIÉ ÇÄÎÁÓÂÀ×À,

Â ßÊÈÕ ÎÏÓÁËIÊÎÂÀÍI ÎÑÍÎÂÍI ÍÀÓÊÎÂI

ÐÅÇÓËÜÒÀÒÈ ÄÈÑÅÐÒÀÖI�

1. Âàñèëèøèí Ò. Â. Ïðî ïðîñòîðè (p, q)-ëiíiéíèõ i (p, q)-îäíîðiäíèõ âiäî-

áðàæåíü ìiæ êîìïëåêñíèìè ëiíiéíèìè ïðîñòîðàìè // Ïðèêàðïàòñüêèé

âiñíèê ÍÒØ. ×èñëî. � 2015. � � 1(29). � Ñ. 31�34.

2. Âàñèëèøèí Ò. Â. Îïåðàöiÿ çãîðòêè íà ïðîñòîði, ñïðÿæåíîìó äî àë-

ãåáðè C(P∗(X)) // Ïðèêàðïàòñüêèé âiñíèê ÍÒØ. ×èñëî. � 2017. �

� 2(38). � Ñ. 23�27.

3. Âàñèëèøèí Ò. Â. Ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè íà äiéñíîìó áàíàõîâîìó ïðî-

ñòîði L∞[0, 1] // Ïðèêàðïàòñüêèé âiñíèê ÍÒØ. ×èñëî. � 2018. �

� 1(45). � Ñ. 21�25.

4. Âàñèëèøèí Ò. Â. Äåÿêi âëàñòèâîñòi åëåìåíòàðíèõ ñèìåòðè÷íèõ ïî-

ëiíîìiâ íà äåêàðòîâîìó êâàäðàòi êîìïëåêñíîãî áàíàõîâîãî ïðîñòîðó

L∞[0, 1] // Ïðèêàðïàòñüêèé âiñíèê ÍÒØ. ×èñëî. � 2018. � � 2(46).

� Ñ. 9�16.

5. Âàñèëèøèí Ò. Â., Ñòðóòèíñüêèé Ì. Ì. Àëãåáðè ñèìåòðè÷íèõ ∗-ïîëi-
íîìiâ íà ïðîñòîði C2 // Ìàò. ìåò. òà ôiç.-ìåõ. ïîëÿ. � 2018. � Ò. 61,

� 2. � C. 38�48.

6. Galindo P., Vasylyshyn T., Zagorodnyuk A. The algebra of symmetric

analytic functions on L∞ // Proceedings of the Royal Society of Edi-

nburgh: Section A Mathematics � 2017. � Vol. 147, Iss. 4. � P. 743�761.

7. Galindo P., Vasylyshyn T., Zagorodnyuk A. Symmetric and �nitely sym-

metric polynomials on the spaces `∞ and L∞[0,+∞) // Mathematische

Nachrichten. � 2018. � Vol. 291, Iss. 11�12. � P. 1712�1726.

8. Galindo P., Vasylyshyn T., Zagorodnyuk A. Analytic structure on the

spectrum of the algebra of symmetric analytic functions on L∞ // RACSAM

� 2020. � Vol. 114, Article number 56.

9. Kravtsiv V., Vasylyshyn T., Zagorodnyuk A. On algebraic basis of the

algebra of symmetric polynomials on `p(Cn) // Journal of Function Spaces



15

� 2017. � Vol. 2017. � Article ID 4947925, 8 p.

10. Vasylyshyn T. V. Symmetric continuous linear functionals on complex

space L∞[0, 1] // Carpathian Math. Publ. � 2014. � Vol. 6, No. 1. �

P. 8�10.

11. Vasylyshyn T. V. Continuous block-symmetric polynomials of degree at

most two on the space (L∞)2 // Carpathian Math. Publ. � 2016. � Vol. 8,

No. 1. � P. 38�43.

12. Vasylyshyn T. V. Extensions of multilinear mappings to powers of linear

spaces // Carpathian Math. Publ. � 2016. � Vol. 8, No. 2. � P. 211�214.

13. Vasylyshyn T. V. Some properties of shift operators on algebras generated

by ∗-polynomials // Carpathian Math. Publ. � 2018. � Vol. 10, No. 1. �

P. 206�212.

14. Vasylyshyn T. V. Symmetric ∗-polynomials on Cn // Carpathian Math.

Publ. � 2018. � Vol. 10, No. 2. � P. 395�401.

15. Vasylyshyn T. V. Point-evaluation functionals on algebras of symmetric

functions on (L∞)2 // Carpathian Math. Publ. � 2019. � Vol. 11, No. 2.

� P. 493�501.

16. Vasylyshyn T. V. Symmetric functions on spaces `p(Rn) and `p(Cn) //

Carpathian Math. Publ. � 2020. � Vol. 12, No. 1. � P. 5�16.

17. Vasylyshyn T. Symmetric polynomials on (Lp)
n // Eur. J. Math. � 2020.

� Vol. 6, Iss. 1. � P. 164�178.

18. Vasylyshyn T. V. Symmetric polynomials on the Cartesian power of Lp on

the semi-axis // Mat. Stud. � 2018. � Vol. 50, Iss. 1. � P. 93�104.

19. Vasylyshyn T. V. The algebra of symmetric polynomials on (L∞)n // Mat.

Stud. � 2019. � Vol. 52, Iss. 1. � P. 71�85.

20. Vasylyshyn T. Algebras of entire symmetric functions on spaces of Lebesgue-

measurable essentially bounded functions // J. Math. Sci. � 2020. �

Vol. 246. � P. 264�276.

21. Vasylyshyn T. Symmetric polynomials on the space of bounded integrable

functions on the semi-axis // International Journal of Pure and Applied

Mathematics � 2017. � Vol. 117, Iss. 3. � P. 425�430.



16

22. Vasylyshyn T. V., Zagorodnyuk A. V. Continuous symmetric 3-homoge-

neous polynomials on spaces of Lebesgue measurable essentially bounded

functions // Methods of Functional Analysis and Topology � 2018. �

Vol. 24, Iss. 4. � P. 381�398.

23. Vasylyshyn T. V., Zagorodnyuk A. V. Symmetric polynomials on the

Ñartesian power of the real Banach space L∞[0, 1] // Mat. Stud. � 2020.

� Vol. 53, � 2. � P. 192�205.

ÑÏÈÑÎÊ ÏÓÁËIÊÀÖIÉ ÇÄÎÁÓÂÀ×À,

ßÊI ÇÀÑÂIÄ×ÓÞÒÜ ÀÏÐÎÁÀÖIÞ ÌÀÒÅÐIÀËIÂ

ÄÈÑÅÐÒÀÖI�

1. Âàñèëèøèí Ò. Â. Ñèìåòðè÷íi ôóíêöiîíàëè íà ïðîñòîði L∞[0, 1] //

IX Ëiòíÿ øêîëà �Àëãåáðà, òîïîëîãiÿ i àíàëiç� (Ïîëÿíèöÿ, 7�18 ëèïíÿ

2014 ð.): òåçè äîï. � Iâàíî-Ôðàíêiâñüê, 2014. � Ñ. 21.

2. Âàñèëèøèí Ò. Â., Çàãîðîäíþê À. Â. Îïèñ ñïåêòðà àëãåáðè àíàëiòè÷íèõ

ñèìåòðè÷íèõ ôóíêöié íà ïðîñòîði L∞[0, 1] // IV Ìiæíàðîäíà ãàíñüêà

êîíôåðåíöiÿ, ïðèñâÿ÷åíà 135 ði÷íèöi âiä äíÿ íàðîäæåííÿ Ãàíñà Ãàíà

(×åðíiâöi, 30 ÷åðâíÿ � 5 ëèïíÿ 2014 ð.): òåçè äîï. � ×åðíiâöi, 2014. �

Ñ. 15.

3. Âàñèëèøèí Ò. Â. Áàçèñ àëãåáðè íåïåðåðâíèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ

íà ïðîñòîði L∞[0, 1] // Âñåóêðà¨íñüêà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ �Ñó÷àñíi

ïðîáëåìè òåîði¨ éìîâiðíîñòåé i ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó� (Âîðîõòà, 25

ëþòîãî � 1 áåðåçíÿ 2015 ð.): òåçè äîï. � Iâàíî-Ôðàíêiâñüê, 2015. �

Ñ. 13.

4. Âàñèëèøèí Ò. Â., Çàãîðîäíþê À. Â. Ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè íà ïðîñòî-

ðàõ L∞[0, 1] i L∞[0,+∞) // Âñåóêðà¨íñüêà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ, ïðè-

ñâÿ÷åíà 55-ði÷÷þ êàôåäðè âèùî¨ ìàòåìàòèêè Iâàíî-Ôðàíêiâñüêîãî íà-

öiîíàëüíîãî òåõíi÷íîãî óíiâåðñèòåòó íàôòè i ãàçó �Ïðèêëàäíi çàäà÷i

ìàòåìàòèêè� (Iâàíî-Ôðàíêiâñüê, 13�15 æîâòíÿ 2016 ð.): òåçè äîï. �

Iâàíî-Ôðàíêiâñüê, 2016. � Ñ. 26.



17

5. Âàñèëèøèí Ò. Â., Çàãîðîäíþê À. Â., Êðàâöiâ Â. Â. Àëãåáðè áëî÷íî-

ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ // Âñåóêðà¨íñüêà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ, ïðè-

ñâÿ÷åíà 55-ði÷÷þ êàôåäðè âèùî¨ ìàòåìàòèêè Iâàíî-Ôðàíêiâñüêîãî íà-

öiîíàëüíîãî òåõíi÷íîãî óíiâåðñèòåòó íàôòè i ãàçó �Ïðèêëàäíi çàäà÷i

ìàòåìàòèêè� (Iâàíî-Ôðàíêiâñüê, 13�15 æîâòíÿ 2016 ð.): òåçè äîï. �

Iâàíî-Ôðàíêiâñüê, 2016. � ñ. 27�28.

6. Âàñèëèøèí Ò. Â., Êðàâöiâ Â. Â. Àëãåáðà ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà

ïðîñòîði `p(Cn) // Âñåóêðà¨íñüêà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ �Ñó÷àñíi ïðî-

áëåìè òåîði¨ éìîâiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó� (Âîðîõòà, 22�25

ëþòîãî 2017 ð.): òåçè äîï. � Iâàíî-Ôðàíêiâñüê, 2017. � Ñ. 56.

7. Âàñèëèøèí Ò. Â. Ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè òà ñèìåòðè÷íi àíàëiòè÷íi ôóí-

êöi¨ íà ïðîñòîðàõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ôóíêöié // Ìiæíàðîäíà íàóêî-

âà êîíôåðåíöiÿ �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè ìåõàíiêè òà ìàòåìàòèêè� ïðèñâÿ-

÷åíà 90-ði÷÷þ âiä äíÿ íàðîäæåííÿ àêàäåìiêà ÍÀÍ Óêðà¨íè ß.Ñ. Ïiä-

ñòðèãà÷à òà 40-ði÷÷þ ñòâîðåíîãî íèì Iíñòèòóòó ïðèêëàäíèõ ïðîáëåì

ìåõàíiêè i ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè (Ëüâiâ, 22�25 òðàâíÿ 2018 ð.):

çáiðíèê íàóê. ïðàöü ó 3-õ ò. � Ëüâiâ, 2018. � Ò. 3, Ñ. 50.

8. Âàñèëèøèí Ò. Â. Áàçèñè àëãåáð ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà äåÿêèõ áà-

íàõîâèõ ïðîñòîðàõ // VI Âñåóêðà¨íñüêà ìàòåìàòè÷íà êîíôåðåíöiÿ �Íå-

ëiíiéíi ïðîáëåìè àíàëiçó� iìåíi Á.Â. Âàñèëèøèíà (Ìèêóëè÷èí, 26�28

âåðåñíÿ 2018 ð.): òåçè äîï. � Iâàíî-Ôðàíêiâñüê, 2018. � Ñ. 12.

9. Vasylyshyn T. V. Topology on the spectrum of the algebra of entire sym-

metric functions of bounded type on the complex L∞ // International

Conference in Functional Analysis dedicated to the 125th anniversary of

Stefan Banach (Lviv, 18�23 September 2017): book of abstracts � Lviv,

2017. � p. 31�33.

10. Vasylyshyn T. V. The spectrum of the algebra of symmetric analytic

functions on L∞ // Conference on NonLinear Functional Analysis (Valen-

cia, Spain, 17�20 October 2017): book of abstracts � Valencia, 2017. �

P. 46.

11. Vasylyshyn T. V. Symmetric analytic functions on some Banach spaces



18

of Lebesgue measurable functions // International Scienti�c Conference

�Banach Spaces and their Applications� dedicated to the 70th anniversary

of Prof. A.M. Plichko (Lviv, Ukraine, 26�29 June 2019): book of abstracts

� Lviv, 2019. � P. 122.

12. Vasylyshyn T. V. Symmetric analytic functions on Banach spaces // In-

ternational Conference �Morse theory and its applications� dedicated to

the memory and 70th anniversary of Volodymyr Sharko (Kyiv, Ukraine,

25�28 September 2019): book of abstracts � Kyiv, 2019. � p. 52�53.

13. Vasylyshyn T. V. Some classes of symmetric functions on Banach spaces //

XI International V. Skorobohatko Mathematical Conference (Lviv, Ukrai-

ne, 26�30 October 2020): book of abstracts � Lviv, 2020. � P. 118.



19

ÇÌIÑÒ

ÏÅÐÅËIÊ ÓÌÎÂÍÈÕ ÏÎÇÍÀ×ÅÍÜ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

ÂÑÒÓÏ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

ÐÎÇÄIË 1. ÎÃËßÄ ËIÒÅÐÀÒÓÐÈ I ÏÎÏÅÐÅÄÍI ÂIÄÎÌÎÑÒI. . . . . . 39

1.1. Îãëÿä ëiòåðàòóðè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

1.2. Ïîïåðåäíi âiäîìîñòi. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

1.2.1. Ïîëiíîìè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

1.2.2. ∗-Ïîëiíîìè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

1.2.3. Àëãåáðè òà ¨õíi ñïåêòðè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

1.2.4. Àëãåáðà¨÷íi êîìáiíàöi¨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

1.2.5. Àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ íà ëîêàëüíî îïóêëèõ ïðîñòîðàõ . . . . 56

1.2.6. Àëãåáðà öiëèõ ôóíêöié âiä ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi êîìïëåêñíèõ

çìiííèõ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

1.2.7. Ïðîñòîðè Ëåáåãà-Ðîõëiíà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

1.2.8. Ñèìåòðè÷íi ôóíêöi¨ íà ïðîñòîðàõ âèìiðíèõ ôóíêöié . . . . 63

1.2.9. Ñèìåòðè÷íi ôóíêöi¨ íà ïðîñòîðàõ ïîñëiäîâíîñòåé . . . . . . 64

ÐÎÇÄIË 2. ÑÈÌÅÒÐÈ×ÍI ÀÍÀËIÒÈ×ÍI ÔÓÍÊÖI� ÎÁÌÅÆÅÍÎÃÎ

ÒÈÏÓ ÍÀ ÊÎÌÏËÅÊÑÍÎÌÓ ÁÀÍÀÕÎÂÎÌÓ ÏÐÎÑÒÎÐI ÂÈ-

ÌIÐÍÈÕ ÇÀ ËÅÁÅÃÎÌ ÑÓÒÒ�ÂÎ ÎÁÌÅÆÅÍÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ

ÍÀ ÂIÄÐIÇÊÓ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

2.1. Ñèìåòðè÷íi íåïåðåðâíi ïîëiíîìè íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðî-

ñòîði âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ ôóíêöié íà âiäðiçêó 66

2.2. Ñïåêòð àëãåáðè Ôðåøå öiëèõ ñèìåòðè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òè-

ïó íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóò-

ò¹âî îáìåæåíèõ ôóíêöié íà âiäðiçêó . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

2.3. Içîìîðôiçì àëãåáðè Ôðåøå öiëèõ ñèìåòðè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíî-

ãî òèïó íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì

ñóòò¹âî îáìåæåíèõ ôóíêöié íà âiäðiçêó i àëãåáðè Ôðåøå öiëèõ ôóí-

êöié íà ñèëüíî ñïðÿæåíîìó ïðîñòîði äî ïðîñòîðó öiëèõ ôóíêöié âiä



20

îäíi¹¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ 87

2.4. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

ÐÎÇÄIË 3. ÑÈÌÅÒÐÈ×ÍI I ÑÊIÍ×ÅÍÍÎ-ÑÈÌÅÒÐÈ×ÍI ÀÍÀËI-

ÒÈ×ÍI ÔÓÍÊÖI� ÍÀ ÄÅßÊÈÕ ÊÎÌÏËÅÊÑÍÈÕ ÁÀÍÀÕÎÂÈÕ

ÏÐÎÑÒÎÐÀÕ ÏÎÑËIÄÎÂÍÎÑÒÅÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

3.1. Ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè íà áàíàõîâîìó ïðîñòîði îáìåæåíèõ ïîñëiäîâ-

íîñòåé êîìïëåêñíèõ ÷èñåë . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

3.2. Ñêií÷åííî-ñèìåòðè÷íi àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ íà áàíàõîâîìó ïðîñòîði

îáìåæåíèõ ïîñëiäîâíîñòåé êîìïëåêñíèõ ÷èñåë . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

3.3. Ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè íà äåÿêèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ ïîñëiäîâíî-

ñòåé êîìïëåêñíèõ âåêòîðiâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

3.4. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126

ÐÎÇÄIË 4. ÑÈÌÅÒÐÈ×ÍI I ÑÊIÍ×ÅÍÍÎ-ÑÈÌÅÒÐÈ×ÍI ÔÓÍÊÖI�

ÍÀ ÊÎÌÏËÅÊÑÍÈÕ ÁÀÍÀÕÎÂÈÕ ÏÐÎÑÒÎÐÀÕ ÂÈÌIÐÍÈÕ

ÇÀ ËÅÁÅÃÎÌ ÑÓÒÒ�ÂÎ ÎÁÌÅÆÅÍÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ ÍÀ ÌÍÎ-

ÆÈÍÀÕ ÍÅÑÊIÍ×ÅÍÍÎ� ÌIÐÈ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

4.1. Ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði âèìið-

íèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ ôóíêöié íà ïiâîñi . . . . . . . . . . . . . 127

4.2. Ñêií÷åííî-ñèìåòðè÷íi àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ íà êîìïëåêñíîìó áàíàõî-

âîìó ïðîñòîði âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ ôóíêöié íà

ïiâîñi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134

4.3. Ñèìåòðè÷íi àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðî-

ñòîði iíòåãðîâíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ ôóíêöié íà ïiâîñi 142

4.4. Ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði iíòå-

ãðîâíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ ôóíêöié íà îá'¹äíàííi ïðî-

ñòîðiâ Ëåáåãà-Ðîõëiíà. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157

4.5. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168

ÐÎÇÄIË 5. ÑÈÌÅÒÐÈ×ÍI ÀÍÀËIÒÈ×ÍI ÔÓÍÊÖI� ÍÀ ÄÅÊÀÐÒÎ-

ÂÈÕ ÑÒÅÏÅÍßÕ ÊÎÌÏËÅÊÑÍÈÕ ÁÀÍÀÕÎÂÈÕ ÏÐÎÑÒÎÐIÂ

IÍÒÅÃÐÎÂÍÈÕ ÇÀ ËÅÁÅÃÎÌ Ó ÑÒÅÏÅÍI p, (1 ≤ p <∞),ÔÓÍ-

ÊÖIÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169



21

5.1. Ñèìåòðè÷íi àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ íà äåêàðòîâîìó ñòåïåíi êîìïëå-

êñíîãî áàíàõîâîãî ïðîñòîðó iíòåãðîâíèõ çà Ëåáåãîì ó ñòåïåíi p,

äå 1 ≤ p <∞, ôóíêöié íà âiäðiçêó . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169

5.2. Ñèìåòðè÷íi àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ íà äåêàðòîâîìó ñòåïåíi êîìïëå-

êñíîãî áàíàõîâîãî ïðîñòîðó iíòåãðîâíèõ çà Ëåáåãîì ó ñòåïåíi p,

äå 1 ≤ p <∞, ôóíêöié íà ïiâîñi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 190

5.3. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205

ÐÎÇÄIË 6. ÑÈÌÅÒÐÈ×ÍI ÀÍÀËIÒÈ×ÍI ÔÓÍÊÖI� ÍÀ ÄÅÊÀÐÒÎ-

ÂÎÌÓ ÑÒÅÏÅÍI ÊÎÌÏËÅÊÑÍÎÃÎ ÁÀÍÀÕÎÂÎÃÎ ÏÐÎÑÒÎ-

ÐÓ ÂÈÌIÐÍÈÕ ÇÀ ËÅÁÅÃÎÌ ÑÓÒÒ�ÂÎ ÎÁÌÅÆÅÍÈÕ ÔÓÍ-

ÊÖIÉ ÍÀ ÂIÄÐIÇÊÓ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206

6.1. Ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè íà äåêàðòîâîìó ñòåïåíi êîìïëåêñíîãî áàíà-

õîâîãî ïðîñòîðó âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ ôóíêöié

íà âiäðiçêó . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206

6.2. Ñïåêòð àëãåáðè Ôðåøå öiëèõ ñèìåòðè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òè-

ïó íà äåêàðòîâîìó ñòåïåíi êîìïëåêñíîãî áàíàõîâîãî ïðîñòîðó âè-

ìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ ôóíêöié íà âiäðiçêó . . . . . . . 222

6.3. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 239

ÐÎÇÄIË 7. ÄÎÑËIÄÆÅÍÍß ÄÅßÊÈÕ ÊËÀÑIÂ ÃËÀÄÊÈÕ ÔÓÍ-

ÊÖIÉ ÍÀ ÁÀÍÀÕÎÂÈÕ ÏÐÎÑÒÎÐÀÕ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 240

7.1. Ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè íà äåÿêèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ ïîñëiäîâíî-

ñòåé äiéñíèõ âåêòîðiâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 240

7.2. Ñèìåòðè÷íi ∗-ïîëiíîìè íà ïðîñòîði Cn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 247

7.3. Ñèìåòðè÷íi ∗-ïîëiíîìè íà äåÿêèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ ïîñëiäîâíî-
ñòåé êîìïëåêñíèõ âåêòîðiâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 255

7.4. Äåÿêi âëàñòèâîñòi îïåðàòîðiâ çñóâó íà àëãåáðàõ ôóíêöié, ïîðîäæå-

íèõ ∗-ïîëiíîìàìè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 259
7.5. Ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè íà äåêàðòîâîìó ñòåïåíi äiéñíîãî áàíàõîâîãî

ïðîñòîðó âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ ôóíêöié íà âiä-

ðiçêó . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 267



22

7.6. Ïîïîâíåííÿ àëãåáðè ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà äiéñíîìó áàíàõîâî-

ìó ïðîñòîði âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ ôóíêöié íà

âiäðiçêó . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 273

7.7. Ïðîäîâæåííÿ ïîëiëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü íà äåêàðòîâi ñòåïåíi ëiíié-

íèõ ïðîñòîðiâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 281

7.8. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 7 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 286

ÂÈÑÍÎÂÊÈ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 288

ÑÏÈÑÎÊ ÂÈÊÎÐÈÑÒÀÍÈÕ ÄÆÅÐÅË . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 292



23

ÏÅÐÅËIÊ ÓÌÎÂÍÈÕ ÏÎÇÍÀ×ÅÍÜ

N � ìíîæèíà âñiõ öiëèõ äîäàòíèõ ÷èñåë

Z+ � ìíîæèíà âñiõ öiëèõ íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë

Q,R,C � ìíîæèíè âñiõ ðàöiîíàëüíèõ, äiéñíèõ, êîìïëå-

êñíèõ ÷èñåë âiäïîâiäíî

S � ìíîæèíà âñiõ ái¹êöié ìíîæèíè N

Sn � ìíîæèíà âñiõ ái¹êöié ìíîæèíè {1, . . . , n}

Hb(X) � àëãåáðà Ôðåøå âñiõ öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié

îáìåæåíîãî òèïó (îáìåæåíèõ íà îáìåæåíèõ ìíî-

æèíàõ) íà áàíàõîâîìó ïðîñòîði X

Hbs(X) � àëãåáðà Ôðåøå âñiõ ñèìåòðè÷íèõ öiëèõ àíàëiòè-

÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà áàíàõîâîìó

ïðîñòîði X

H(Cm) � àëãåáðà Ôðåøå âñiõ öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà

ïðîñòîði Cm
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ÂÑÒÓÏ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Ïåðøi âèçíà÷àëüíi êðîêè ó ñòâîðåííi òåîði¨ äè-

ôåðåíöiàëüíîãî ÷èñëåííÿ íà íåñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðîñòîðàõ áóëè çðîáëåíi

Â. Âîëüòåððà (1887 ð.), Ã. ôîí Êîõîì (1899 ð.), Ì. Ôðåøå (1899 ð.) i Ä. Ãiëü-

áåðòîì (1909 ð.). Ã. ôîí Êîõ çàïðîïîíóâàâ ìîíîìiàëüíèé ïiäõiä äëÿ äîñëi-

äæåííÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà íåñêií÷åííîâèìiðíèõ ïîëiäèñêàõ. Äàíèé

ïiäõiä áóëî óçàãàëüíåíî Ä. Ãiëüáåðòîì. Ì. Ôðåøå ó öåé ÷àñ ðîçðîáèâ ïîíÿ-

òòÿ ïîõiäíî¨ i ïîëiíîìà íà äiéñíèõ i íà êîìïëåêñíèõ íåñêií÷åííîâèìiðíèõ

ïðîñòîðàõ. Ð. Ãàòî ïðîàíàëiçóâàâ i óçàãàëüíèâ ðîáîòè Ì. Ôðåøå i Ä. Ãiëü-

áåðòà. Âií äàâ îçíà÷åííÿ êîìïëåêñíîãî ïîëiíîìà, ïîõiäíî¨, çãîäîì íàçâàíî¨

ïîõiäíîþ çà Ãàòî, óçàãàëüíèâ iíòåãðàëüíó ôîðìóëó Êîøi i íåðiâíiñòü Êîøi,

äîâiâ òåîðåìè çáiæíîñòi äëÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié, âñòàíîâèâ âiäïîâiäíiñòü

ìiæ ïîõiäíèìè àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ i îäíîðiäíèìè ïîëiíîìàìè ó ðîçêëàäi

öi¹¨ ôóíêöi¨ ó ðÿä Òåéëîðà, à òàêîæ îòðèìàâ ðiçíîìàíiòíi ðåçóëüòàòè ùîäî

àíàëiòè÷íèõ ïðîäîâæåíü i ðîçêëàäiâ ó ñòåïåíåâi ðÿäè äëÿ íåñêií÷åííîâè-

ìiðíîãî âèïàäêó. Ïîêðàùåíà âåðñiÿ îçíà÷åííÿ îäíîðiäíîãî ïîëiíîìà áóëà

äàíà Â. Áîãíåíáëóñòîì i Å. Õiëëå (1931 ð.), ÿêi çàéìàëèñÿ äîñëiäæåííÿìè

ðÿäiâ Äiðiõëå íà íåñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðîñòîðàõ.

Â 1923 ðîöi Í. Âiíåð çàóâàæèâ, ùî iíòåãðàëüíó ôîðìóëó Êîøi ìî-

æíà óçàãàëüíèòè íà âèïàäîê àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié âiä îäíi¹¨ êîìïëåêñíî¨

çìiííî¨ çi çíà÷åííÿìè â áàíàõîâîìó ïðîñòîði i ó öüîìó âèïàäêó áàãàòî êëà-

ñè÷íèõ ðåçóëüòàòiâ, òàêèõ, ÿê òåîðåìà Ìîðåðè, òåîðåìà Àáåëÿ i òåîðåìà

ïðî ëèøêè, çàëèøàþòüñÿ iñòèííèìè.

Â 1930-õ ðîêàõ iíòåíñèâíå âèâ÷åííÿ àíàëiçó i ãåîìåòði¨ íà àáñòðàêòíèõ

ïðîñòîðàõ áóëî çäiéñíåíî À. Ä. Ìiõàëîì i éîãî ó÷íÿìè Ð. Ñ. Ìàðòiíîì,

À. Õ. Êëiôîðäîì, I. Å. Õàéáåðãîì i À. Å. Òåéëîðîì. Â 1932 ðîöi Ð. Ñ. Ìàð-

òií ðîçðîáèâ òåîðiþ àíàëiòè÷íèõ âiäîáðàæåíü íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ iç

âèêîðèñòàííÿì ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ. Ôiíàëüíèé êðîê äî ñó÷àñíîãî îçíà÷åí-

íÿ àíàëiòè÷íîãî âiäîáðàæåííÿ áóâ çðîáëåíèé íåçàëåæíî À. Ì. Ãðåéâñîì â

1935 ðîöi i À. Å. Òåéëîðîì â 1937 ðîöi. Ëüâiâñüêà øêîëà ôóíêöiîíàëüíî-
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ãî àíàëiçó, âêëþ÷àþ÷è Ñ. Áàíàõà, Ñ. Ìàçóðà i Â. Îðëi÷à, òàêîæ çðîáèëà

çíà÷íèé âíåñîê ó ðîçâèòîê òåîði¨ ó öåé ïåðiîä.

Â ñåðåäèíi 1940-õ ðîêiâ çíà÷íèé âíåñîê ó ðîçâèòîê òåîði¨ çðîáèâ Ì. À.

Öîðí. Æ. Ñåáàñòüÿî å Ñiëâà íà ïî÷àòêó 1950-õ ðîêiâ ðîçðîáèâ òåîðiþ äè-

ôåðåíöiþâàííÿ íà äîâiëüíèõ ëîêàëüíî îïóêëèõ ïðîñòîðàõ. Â êiíöi 1950-õ

� íà ïî÷àòêó 1960-õ ðîêiâ Ã. Õ. Áðåìåðìàíîì áóëî ðîçïî÷àòî âèâ÷åííÿ

ïñåâäîîïóêëèõ îáëàñòåé àíàëiòè÷íîñòi. Â 1960-õ � 1970-õ ðîêàõ iíòåíñèâ-

íèé ðîçâèòîê òåîði¨ âiäáóâàâñÿ çàâäÿêè òàêèì ìàòåìàòèêàì, ÿê À. Äóàäi,

À. Êàðòàí, Ã. Õ. Áðåìåðìàí, Ì. Åðâå, Ï. Ëåëîíã, À. Ìàðòiíó, Ë. Íàõáií,

Ê. Ñòåéí òà iíøi.

Àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ íà ÿäåðíèõ ïðîñòîðàõ i íà ïðîñòîðàõ, ñïðÿæåíèõ

äî ÿäåðíèõ, âïåðøå ïî÷àâ äîñëiäæóâàòè Ô. Äæ. Áîëàíä â 1978 ðîöi. Öiëêî-

âèòî ÿäåðíi ïðîñòîðè iç áàçèñîì âèâ÷àëèñÿ Ô. Äæ. Áîëàíäîì i Ø. Äiíiíîì

ó çâ'ÿçêó iç âèâ÷åííÿì ïèòàííÿ iñíóâàííÿ àáñîëþòíîãî áàçèñó ïðîñòîðó

öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié iç òîïîëîãi¹þ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi íà êîìïà-

êòíèõ ìíîæèíàõ. A-ÿäåðíi ïðîñòîðè áóëî ââåäåíî Ø. Äiíiíîì â 1982 ðîöi.

Òåîðiÿ A-ÿäåðíèõ ïðîñòîðiâ áóëà ðîçâèíóòà ó ðîáîòàõ Ô. Äæ. Áîëàíäà i

Ø. Äiíiíà.

Í. Â. Êóå â 1984 ðîöi i Ð. Ìåéñå, Ä. Âîãò â 1986 ðîöi ðîçïî÷àëè äî-

ñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòåé àëãåáðè Ôðåøå Hb(X) öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié

îáìåæåíîãî òèïó iç òîïîëîãi¹þ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi íà îáìåæåíèõ ìíî-

æèíàõ.

Çàóâàæèìî, ùî âàæëèâîþ çàäà÷åþ ïðè äîñëiäæåííi àëãåáð Ôðåøå ¹

îïèñ ñïåêòðà (ìíîæèíè âñiõ íåòðèâiàëüíèõ íåïåðåðâíèõ ñêàëÿðíîçíà÷íèõ

ãîìîìîðôiçìiâ àëãåáðè àáî òàê çâàíèõ õàðàêòåðiâ) àëãåáðè. Çàâäÿêè ïåðå-

òâîðåííþ Ãåëüôàíäà, åëåìåíòè àëãåáðè Ôðåøå ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi

íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà ñïåêòði, à ñàìó àëãåáðó Ôðåøå � ÿê ïiäàëãåáðó

àëãåáðè âñiõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà ñïåêòði. ßêùî æ äîäàòêîâî âäà¹òüñÿ

ââåñòè íà ñïåêòði ñòðóêòóðó àíàëiòè÷íîãî ìíîãîâèäó, òî ïðèðîäíî âèíèêà¹

ïèòàííÿ ïðî òàêi äîäàòêîâi âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ íà ñïåêòði, ÿêà ¹ ðåçóëüòà-
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òîì ïåðåòâîðåííÿ Ãåëüôàíäà, ÿê äèôåðåíöiéîâíiñòü.

Âèâ÷åííÿ ñïåêòðiâ àëãåáð àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó ïî-

÷àëîñü ç ðîáiò Á. Êîóëà, Ò. Ãàìåëiíà 1986 ðîêó i Ò. Êîðíà, Á. Êîóëà, Ò. Ãàìå-

ëiíà 1989 ðîêó. Â öèõ ðîáîòàõ äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi àëãåáðè àíàëiòè÷íèõ

ôóíêöié íà îäèíè÷íié êóëi ñïðÿæåíîãî ïðîñòîðó, ÿêà ïîðîäæåíà ∗-ñëàáêî
íåïåðåðâíèìè ëiíiéíèìè ôóíêöiîíàëàìè. Ð. Àðîí, Á. Êîóë i Ò. Ãàìåëií

ó ñâî¨é ñòàòòi 1991 ðîêó çàéìàëèñÿ äîñëiæåííÿì, çîêðåìà, ñïåêòðà àëãå-

áðè öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà áàíàõîâîìó ïðîñòîði.

Àâòîðè äîñëiäèëè òîïîëîãiþ íà ñïåêòði, ïîêàçàâøè, ùî öÿ òîïîëîãiÿ, â çà-

ãàëüíîìó âèïàäêó, íå ¹ ëiíiéíîþ. Òàêîæ äîâåäåíî �ñëàáêó âåðñiþ òåîðåìè

ïðî êîðîíó äëÿ àëãåáðè Hb(X)�. Òîáòî, ïîêàçàíî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî (íå

îáîâ'ÿçêîâî íåïåðåðâíîãî) êîìïëåêñíîçíà÷íîãî ãîìîìîðôiçìó íà àëãåáði

Hb(X) iñíó¹ íàïðÿìëåíiñòü ÿêà çáiãà¹òüñÿ äî öüîãî ãîìîìîðôiçìó ó ñëàá-

êî ïîëiíîìiàëüíié òîïîëîãi¨. Çàóâàæèìî, ùî iñíóâàííÿ ðîçðèâíîãî êîìïëå-

êñíîçíà÷íîãî ãîìîìîðôiçìó íà àëãåáði Ôðåøå (çîêðåìà íà Hb(X)) ñêëàäà¹

âiäîìó ïðîáëåìó Ìàéêëà, ñôîðìóëüîâàíó Å. Ìàéêëîì ó 1952 ðîöi.

Çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ Àðîíà-Áåðíåðà êîæåí ñêàëÿðíîçíà÷íèé

ïîëiíîì ìîæíà îäíîçíà÷íî ïðîäîâæèòè iç áàíàõîâîãî ïðîñòîðó íà äðóãèé

ñïðÿæåíèé ïðîñòið çi çáåðåæåííÿì íîðìè. Äëÿ öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóí-

êöié îáìåæåíîãî òèïó öåé ðåçóëüòàò óçàãàëüíåíî À. Äàâi¹ i Ò. Ãàìåëiíîì â

1989 ðîöi. Ð. Àðîí, Á. Êîóë i Ò. Ãàìåëií çà äîïîìîãîþ äàíîãî ðåçóëüòàòó

ïîêàçàëè, ùî êîæåí åëåìåíò ïðîñòîðó X ′′ ïîðîäæó¹ õàðàêòåð íà àëãåáði

Hb(X).

Ð. Àðîí, Ï. Ãàëiíäî, Ä. Ãàðñiÿ, Ì. Ìàåñòðå â ðîáîòi 1996 ðîêó ïîêàçà-

ëè, ùî ÿêùî íà ïðîñòîði X iñíó¹ ïîëiíîì, ÿêèé íå ¹ ñëàáêî íåïåðåðâíèì

íà îáìåæåíèõ ìíîæèíàõ, òî íà àëãåáði Hb(X) iñíó¹ õàðàêòåð, ÿêèé íå ¹

ïîðîäæåíèé åëåìåíòîì ïðîñòîðó X ′′.

Àëãåáðè àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié òà ¨õíi ñïåêòðè äîñëiäæóâàëèñü ó ðîáî-

òàõ Æ. Ìóõiêè. Çîêðåìà, ó ñâî¨é ðîáîòi 2001 ðîêó Æ. Ìóõiêà äîñëiäæóâàâ

óìîâè, ïðè ÿêèõ âñi õàðàêòåðè àëãåáðè àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî
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òèïó íà äåÿêié âiäêðèòié çáàëàíñîâàíié ìíîæèíi áàíàõîâîãî ïðîñòîðó X

ïîðîäæóþòüñÿ çíà÷åííÿìè â äåÿêié òî÷öi öi¹¨ ìíîæèíè.

Â 2006 ðîöi À. Â. Çàãîðîäíþêîì îòðèìàíî îïèñ ñïåêòðà àëãåáðèHb(X)

ó âèãëÿäi ìíîæèíè ïîñëiäîâíîñòåé ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöiîíàëiâ íà

òåíçîðíèõ ñòåïåíÿõ ïðîñòîðó X.

Âèâ÷åííÿ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ âiäíîñíî äi¨ ãðóïè ïiäñòàíîâîê íà

áàçèñíèõ âåêòîðàõ â `p òà âiäíîñíî äi¨ ãðóïè âèìiðíèõ àâòîìîðôiçìiâ ìíî-

æèíè [0, 1] â ïðîñòîði Lp[0, 1] áóëî çàïî÷àòêîâàíî À. Ñ. Íåìèðîâñüêèì i

Ñ. Ì. Ñåìåíîâèì â ¨õíié ñòàòòi 1973 ðîêó, äå, çîêðåìà, ïîêàçàíî, ùî êîæåí

íåïåðåðâíèé ñèìåòðè÷íèé ïîëiíîì íà ïðîñòîði `p ìîæíà ¹äèíèì ÷èíîì ïî-

äàòè ó âèãëÿäi àëãåáðà¨÷íî¨ êîìáiíàöi¨ (ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ äîáóòêiâ) òàê

çâàíèõ åëåìåíòàðíèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ. Àíàëîãi÷íèé ðåçóëüòàò âñòà-

íîâëåíî äëÿ íåïåðåðâíèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà ïðîñòîði Lp[0, 1]. Öi

ðåçóëüòàòè áóëî óçàãàëüíåíî Ì. Ãîíçàëåçîì, Ð. Ãîíçàëî i Õ. Õàðàìiëëî â

¨õíié ðîáîòi 1999 ðîêó äëÿ ïðîñòîðiâ ç ñèìåòðè÷íèì áàçèñîì òà ïåðåñòàâíî-

iíâàðiàíòíèõ ïðîñòîðiâ.

Àëãåáðè ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà ïðîñòîðàõ `p ïî÷àëè

âèâ÷àòèñÿ Ð. Àëåíêàðîì, Ð. Àðîíîì, Ï. Ãàëiíäî, À. Â. Çàãîðîäíþêîì â

¨õíié ðîáîòi 2003 ðîêó. Çîêðåìà, â öié ðîáîòi äîñëiäæåíî àëãåáðè ñèìåòðè-

÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié, ÿêi ¹ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíèìè íà îäèíè÷íié

êóëi ïðîñòîðó `p, 1 ≤ p < ∞, îïèñàíî ñïåêòð òàêî¨ àëãåáðè. Â ñåði¨ ðî-

áiò, Ï. Ãàëiíäî, À. Â. Çàãîðîäíþêîì òà I. Â. ×åðíåãîþ äîñëiäæåíî àëãå-

áðó Hbs(`p) ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà ïðî-

ñòîðàõ `p, 1 ≤ p < ∞, òà àëãåáðó ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà

ïîëiäèñêó ïðîñòîðó `1, äîñëiäæåíî îïåðàòîðè ñèìåòðè÷íîãî çñóâó àëãåáðè

Hbs(`1) òà ïîêàçàíî, ùî ñïåêòð öi¹¨ àëãåáðè ìîæíà îïèñàòè ó âèãëÿäi ìóëü-

òèïëiêàòèâíî¨ ïiäãðóïè â àëãåáði àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié åêñïîíåíöiàëüíî-

ãî òèïó, ðîçãëÿíóòî àëãåáðà¨÷íi ñòðóêòóðè íà ñïåêòði àëãåáðè Hbs(`1) òà

äîñëiäæåíî îïåðàòîðè ìóëüòèïëiêàòèâíîãî çñóâó öi¹¨ àëãåáðè. Òàê çâàíi

áëî÷íî-ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè i àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ íà ïðîñòîðàõ `p, iíâàði-
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àíòíi âiäíîñíî ïåðåñòàíîâîê áëîêiâ êîîðäèíàò àðãóìåíòó, äîñëiäæóâàëèñÿ

â ðîáîòàõ Â. Â. Êðàâöiâ.

Çàãàëüíèé ïiäõiä äî âèâ÷åííÿ ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà

áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ áóëî ïðåäñòàâëåíî Ð. Àðîíîì, Ï. Ãàëiíäî, Ä. Ïiíàñêî,

I. Çàëäóåíüéî â ¨õíié ðîáîòi 2016 ðîêó, äå âèâ÷àëèñÿ àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ íà

áàíàõîâîìó ïðîñòîði, ÿêi ¹ iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî äi¨ ïåâíî¨ ôiêñîâàíî¨

ãðóïè ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ íà ïðîñòîði. Ñïåêòðè àëãåáð ñèìåòðè÷íèõ àíà-

ëiòè÷íèõ ôóíêöié íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ âèâ÷àëèñÿ Ä. Ãàðñi¹þ, Ì. Ìàå-

ñòðå, I. Çàëäóåíüéî â ¨õíié ðîáîòi 2019 ðîêó. Òàêîæ ñèìåòðè÷íi àíàëiòè÷íi

ôóíêöi¨ âiä ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çìiííèõ âèâ÷àëèñÿ Ð. Àðîíîì, Ä. Ãàðñi-

¹þ, Õ. Ôàëêî i Ì. Ìàåñòðå â 2018 ð. Â òîìó æ ðîöi ïèòàííÿ âiääiëüíîñòi

òî÷îê ñèìåòðè÷íèìè (iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî äi¨ ãðóïè îïåðàòîðiâ) ïîëi-

íîìàìè âiä ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çìiííèõ âèâ÷àëèñÿ Ð. Àðîíîì, Õ. Ôàëêî i

Ì. Ìàåñòðå.

Â àíàëiçi ïðèðîäíèì ÷èíîì âèíèêàþòü òàêîæ ôóíêöi¨, ÿêi íå ¹ àíà-

ëiòè÷íèìè, àëå ¹ äèôåðåíöiéîâíèìè ó äiéñíîìó ñåíñi. Íàïðèêëàä, ó êîì-

ïëåêñíié âåðñi¨ òåîðåìè Ñòîóíà-Âåé¹ðøòðàññà ñòâåðäæó¹òüñÿ, ùî äîâiëüíó

íåïåðåðâíó êîìïëåêñíîçíà÷íó ôóíêöiþ, çàäàíó íà êîìïàêòi, ìîæíà ðiâíî-

ìiðíî íàáëèçèòè ôóíêöiÿìè, îòðèìàíèìè çi çìiííèõ ñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ

îïåðàöié äîäàâàííÿ, ìíîæåííÿ, âçÿòòÿ êîìïëåêñíîãî ñïðÿæåííÿ i ìíîæå-

ííÿ íà êîìïëåêñíi ñêàëÿðè. Òàêi ôóíêöi¨, ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, íå ¹ àíà-

ëiòè÷íèìè, ïðîòå âîíè ¹ äèôåðåíöiéîâíèìè ó äiéñíîìó ñåíñi. Ïðèêëàäàìè

òàêèõ ôóíêöié ó íåñêií÷åííîâèìiðíîìó íåëiíiéíîìó àíàëiçi ¹ òàê çâàíi ∗-
ïîëiíîìè, ÿêi âïåðøå áóëî ââåäåíî (áåç íàçâè) Æ. Ìóõiêîþ. Ì. À. Ìèòðî-

ôàíîâ â 2009 ðîöi äîñëiäæóâàâ àïðîêñèìàöiéíi âëàñòèâîñòi ∗-ïîëiíîìiâ i ïî-
áóäóâàâ ∗-ïîëiíîì íà êîìïëåêñíîìó ïðîñòîði `2, ÿêèé íå ìîæíà ðiâíîìiðíî

íàáëèçèòè åëåìåíòàìè àëãåáðè, ïîðîäæåíî¨ ïîëiíîìàìè i êîìïëåêñíî ñïðÿ-

æåíèìè äî ïîëiíîìiâ ôóíêöiÿìè. Ó öüîìó, çîêðåìà, ïîëÿãà¹ ðiçíèöÿ ìiæ

íåñêií÷åííîâèìiðíèì i ñêií÷åííîâèìiðíèì âèïàäêàìè. Iç äàíîãî ïðèêëàäó

âèïëèâà¹, ùî ∗-ïîëiíîìàìè ìîæíà ðiâíîìiðíî íàáëèçèòè áiëüøó êiëüêiñòü
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íåïåðåðâíèõ ôóíêöié, íiæ åëåìåíòàìè àëãåáðè, ïîðîäæåíî¨ ïîëiíîìàìè i

ôóíêöiÿìè, êîìïëåêñíî ñïðÿæåíèìè äî ïîëiíîìiâ, ó âèïàäêó ôóíêöié íà

ïðîñòîði `2.

Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ïðîäîâæåíî äîñëiäæåííÿ ñïåêòðiâ àëãåáð àíà-

ëiòè÷íèõ ôóíêöié íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ òà iíøèõ ïîâ'ÿçàíèõ ç íèìè àë-

ãåáð. Çîêðåìà, äîñëiäæåíî àëãåáðè ôóíêöié ç äîäàòêîâèìè âëàñòèâîñòÿìè

ñèìåòðè÷íîñòi íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ ç ñèìåòðè÷íîþ ñòðóêòóðîþ. Òîìó

òåìà äèñåðòàöi¨ ¹ âàæëèâîþ i àêòóàëüíîþ.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè.

Äîñëiäæåííÿ âèêîíóâàëèñü ó ðàìêàõ íàóêîâî-äîñëiäíèõ äåðæáþäæåòíèõ

òåì �Ðîçðîáêà àíàëiòè÷íèõ ìåòîäiâ ó íåñêií÷åííîâèìiðíîìó êîìïëåêñíî-

ìó àíàëiçi òà òåîði¨ îïåðàòîðiâ� (íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0113U000184),

�Ãîìîìîðôiçìè òà ôóíêöiîíàëüíå ÷èñëåííÿ â àëãåáðàõ àíàëiòè÷íèõ ôóí-

êöié íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ� (íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0115U002305),

�Äîñëiäæåííÿ àíàëiòè÷íèõ ñòðóêòóð ó ñïåêòði àëãåáð ãîëîìîðôíèõ ôóí-

êöié áàíàõîâîãî ïðîñòîðó òà â îáåðíåíèõ ñïåêòðàëüíèõ çàäà÷àõ� (íîìåð

äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0116U003562) êàôåäðè ìàòåìàòè÷íîãî i ôóíêöiîíàëü-

íîãî àíàëiçó ôàêóëüòåòó ìàòåìàòèêè òà iíôîðìàòèêè ÄÂÍÇ �Ïðèêàðïàò-

ñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Âàñèëÿ Ñòåôàíèêà�, à òàêîæ, ó ðàì-

êàõ íàóêîâî-äîñëiäíî¨ ðîáîòè �Äîñëiäæåííÿ ñèìåòðè÷íèõ ôóíêöié íà äå-

ÿêèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ� (íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0119U103204) çà

ïiäòðèìêè Ãðàíòó Ïðåçèäåíòà Óêðà¨íè äëÿ ìîëîäèõ â÷åíèõ.

Ìåòà i çàäà÷i äîñëiäæåííÿ. Ìåòîþ äîñëiäæåííÿ ¹ âèâ÷åííÿ âëà-

ñòèâîñòåé àëãåáð íåïåðåðâíèõ ïîëiíîìiâ iç äåÿêèìè äîäàòêîâèìè âëàñòèâî-

ñòÿìè ñèìåòði¨, âèçíà÷åíèõ íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ, îïèñ ñïåêòðiâ àëãåáð

Ôðåøå àíàëiòè÷íèõ òà äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié, ïîðîäæåíèõ âêàçàíèìè

ïiäàëãåáðàìè ïîëiíîìiâ, çîáðàæåííÿ öèõ àëãåáð Ôðåøå ÿê àëãåáð àíàëiòè-

÷íèõ òà äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié íà ¨õíiõ ñïåêòðàõ.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ àëãåáðè íåïåðåðâíèõ ïîëiíîìiâ i ∗-ïîëiíîìiâ
íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ, ñèìåòðè÷íi ôóíêöi¨ íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ âè-
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ìiðíèõ çà Ëåáåãîì ôóíêöié, ñèìåòðè÷íi ôóíêöi¨ íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ

ïîñëiäîâíîñòåé, ñèìåòðè÷íi ôóíêöi¨ íà äåêàðòîâèõ ñòåïåíÿõ áàíàõîâèõ ïðî-

ñòîðiâ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ôóíêöié, ñïåêòðè àëãåáð Ôðåøå ôóíêöié íà

áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ âëàñòèâîñòi àëãåáð íåïåðåðâíèõ ïîëiíîìiâ

i ∗-ïîëiíîìiâ íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ, ñòðóêòóðè ñïåêòðiâ àëãåáð Ôðåøå

ôóíêöié íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ.

Çàäà÷i äîñëiäæåííÿ:

� Ïîáóäóâàòè àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ àëãåáðè âñiõ ñèìåòðè÷íèõ íåïåðåðâ-

íèõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ïîëiíîìiâ íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðî-

ñòîði âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ

ôóíêöié íà âiäðiçêó;

� Îïèñàòè ñïåêòð (ìíîæèíó íåòðèâiàëüíèõ íåïåðåðâíèõ êîìïëåêñíîçíà-

÷íèõ ãîìîìîðôiçìiâ) àëãåáðè Ôðåøå âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ñèìå-

òðè÷íèõ öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà êîìïëåêñíî-

ìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì

ñóòò¹âî îáìåæåíèõ ôóíêöié íà âiäðiçêó i çîáðàçèòè äàíó àëãåáðó Ôðå-

øå ÿê àëãåáðó àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà ñïåêòði;

� Äîñëiäèòè àëãåáðè ñèìåòðè÷íèõ i ñêií÷åííî-ñèìåòðè÷íèõ íåïåðåðâíèõ

ïîëiíîìiâ i àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòî-

ði âñiõ îáìåæåíèõ ïîñëiäîâíîñòåé êîìïëåêñíèõ ÷èñåë;

� Ïîáóäóâàòè àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ àëãåáðè âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ñè-

ìåòðè÷íèõ íåïåðåðâíèõ ïîëiíîìiâ íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðî-

ñòîði âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé n-âèìiðíèõ êîìïëåêñíèõ âåêòîðiâ òàêèõ, ùî

ðÿä iç p-íîðì öèõ âåêòîðiâ, ïiäíåñåíèõ äî ñòåïåíÿ p, ¹ çáiæíèì, äå

1 ≤ p < +∞;

� Äîñëiäèòè àëãåáðè ñèìåòðè÷íèõ i ñêií÷åííî-ñèìåòðè÷íèõ íåïåðåðâíèõ

ïîëiíîìiâ i àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòî-

ði âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ
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ôóíêöié íà ïiâîñi;

� Ïîáóäóâàòè àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ àëãåáðè âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ íåïå-

ðåðâíèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòî-

ði âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ iíòåãðîâíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ

ôóíêöié íà ïiâîñi i äîñëiäèòè àëãåáðó Ôðåøå âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ

ñèìåòðè÷íèõ öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà öüîìó

ïðîñòîði;

� Ïîáóäóâàòè àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ àëãåáðè âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ íåïå-

ðåðâíèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòî-

ði âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ iíòåãðîâíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ

ôóíêöié íà îá'¹äíàííi ïðîñòîðiâ Ëåáåãà-Ðîõëiíà iç íåïåðåðâíèìè ìi-

ðàìè;

� Ïîáóäóâàòè àëãåáðà¨÷íi áàçèñè àëãåáð âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ íåïå-

ðåðâíèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà äåêàðòîâèõ ñòåïåíÿõ êîìïëåêñíèõ

áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ iíòåãðîâíèõ çà Ëåáåãîì

ó ñòåïåíi p, äå 1 ≤ p < +∞, ôóíêöié íà âiäðiçêó i íà ïiâîñi, îïèñà-

òè ñïåêòðè àëãåáð Ôðåøå âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ñèìåòðè÷íèõ öiëèõ

àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà öèõ äåêàðòîâèõ ñòåïåíÿõ

i çîáðàçèòè äàíi àëãåáðè Ôðåøå ÿê àëãåáðè àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà

¨õíiõ ñïåêòðàõ;

� Ïîáóäóâàòè àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ àëãåáðè âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ íåïå-

ðåðâíèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà äåêàðòîâîìó ñòåïåíi êîìïëåêñíî-

ãî áàíàõîâîãî ïðîñòîðó âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì

ñóòò¹âî îáìåæåíèõ ôóíêöié íà âiäðiçêó, îïèñàòè ñïåêòð àëãåáðè Ôðå-

øå âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ñèìåòðè÷íèõ öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié

îáìåæåíîãî òèïó íà öüîìó äåêàðòîâîìó ñòåïåíi;

� Ïîáóäóâàòè àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ àëãåáðè âñiõ äiéñíîçíà÷íèõ ñèìåòðè-

÷íèõ íåïåðåðâíèõ ïîëiíîìiâ íà äiéñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði âñiõ ïî-
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ñëiäîâíîñòåé n-âèìiðíèõ äiéñíèõ âåêòîðiâ òàêèõ, ùî ðÿä iç p-íîðì öèõ

âåêòîðiâ, ïiäíåñåíèõ äî ñòåïåíÿ p, ¹ çáiæíèì, äå 1 ≤ p < +∞;

� Äîñëiäèòè àëãåáðè ñèìåòðè÷íèõ íåïåðåðâíèõ ∗-ïîëiíîìiâ íà ñêií÷åí-
íîâèìiðíîìó êîìïëåêñíîìó ïðîñòîði;

� Ïîáóäóâàòè àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ àëãåáðè âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ñèìå-

òðè÷íèõ íåïåðåðâíèõ ∗-ïîëiíîìiâ íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðî-

ñòîði âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé n-âèìiðíèõ äiéñíèõ âåêòîðiâ òàêèõ, ùî ðÿä

iç p-íîðì öèõ âåêòîðiâ, ïiäíåñåíèõ äî ñòåïåíÿ p, ¹ çáiæíèì, äå 1 ≤ p <

+∞;

� Ïîáóäóâàòè i äîñëiäèòè âëàñòèâîñòi îïåðàòîðiâ çñóâó íà àëãåáði Ôðåøå

ôóíêöié, ÿêà ¹ ïîïîâíåííÿì àëãåáðè âñiõ íåïåðåðâíèõ êîìïëåêñíîçíà-

÷íèõ ∗-ïîëiíîìiâ íà äîâiëüíîìó êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði;

� Ïîáóäóâàòè àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ àëãåáðè âñiõ äiéñíîçíà÷íèõ íåïåðåðâ-

íèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà äåêàðòîâîìó ñòåïåíi äiéñíîãî áàíàõî-

âîãî ïðîñòîðó âñiõ äiéñíîçíà÷íèõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìå-

æåíèõ ôóíêöié íà âiäðiçêó;

� Îïèñàòè ñïåêòð àëãåáðè Ôðåøå, ÿêà ¹ ïîïîâíåííÿì àëãåáðè âñiõ äié-

ñíîçíà÷íèõ ñèìåòðè÷íèõ íåïåðåðâíèõ ïîëiíîìiâ íà äiéñíîìó áàíàõî-

âîìó ïðîñòîði âñiõ äiéñíîçíà÷íèõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìå-

æåíèõ ôóíêöié íà âiäðiçêó.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Ó ðîáîòi âèêîðèñòàíî ìåòîäè òåîði¨ àëãåáð

Ôðåøå, òåîði¨ âèïàäêîâèõ çáiæíèõ ðÿäiâ, òåîði¨ ÿäåðíèõ ïðîñòîðiâ.

Íàóêîâà íîâèçíà îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Óñi ðåçóëüòàòè äèñåð-

òàöiéíî¨ ðîáîòè ¹ íîâèìè i ïîëÿãàþòü ó òàêîìó:

� ïîáóäîâàíî çëi÷åííèé àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ àëãåáðè âñiõ ñèìåòðè÷íèõ

íåïåðåðâíèõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ïîëiíîìiâ íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó

ïðîñòîði âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ

ôóíêöié íà âiäðiçêó;
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� îïèñàíî ñïåêòð àëãåáðè Ôðåøå âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ñèìåòðè-

÷íèõ öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà êîìïëåêñíîìó áà-

íàõîâîìó ïðîñòîði âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî

îáìåæåíèõ ôóíêöié íà âiäðiçêó;

� çîáðàæåíî àëãåáðó Ôðåøå âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ñèìåòðè÷íèõ öi-

ëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó

ïðîñòîði âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ

ôóíêöié íà âiäðiçêó ÿê àëãåáðó àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà ñïåêòði, ÿêèé îòî-

òîæåíî iç ñèëüíèì ñïðÿæåíèì ïðîñòîðîì äî ïðîñòîðó Ôðåøå âñiõ öiëèõ

àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié âiä îäíi¹¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨;

� ïîêàçàíî, ùî êîæåí êîìïëåêñíîçíà÷íèé íåïåðåðâíèé ñèìåòðè÷íèé

ïîëiíîì íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði `∞ âñiõ îáìåæåíèõ ïîñëi-

äîâíîñòåé êîìïëåêñíèõ ÷èñåë îáîâ'ÿçêîâî ¹ ñòàëèì âiäîáðàæåííÿì;

� ïîêàçàíî, ùî àëãåáðà Ôðåøå âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ñêií÷åííî-

ñèìåòðè÷íèõ öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà êîìïëåêñíî-

ìó ïðîñòîði `∞ ¹ içîìîðôíîþ äî àëãåáðè Ôðåøå âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ

öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà ôàêòîð-ïðîñòîði `∞/c0, äå

c0 � öå êîìïëåêñíèé áàíàõiâ ïðîñòið âñiõ çáiæíèõ äî íóëÿ ïîñëiäîâíîñòåé

êîìïëåêñíèõ ÷èñåë;

� ïîáóäîâàíî çëi÷åííèé àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ àëãåáðè âñiõ êîìïëåêñíî-

çíà÷íèõ ñèìåòðè÷íèõ íåïåðåðâíèõ ïîëiíîìiâ íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâî-

ìó ïðîñòîði âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé n-âèìiðíèõ êîìïëåêñíèõ âåêòîðiâ òàêèõ,

ùî ðÿä iç p-íîðì öèõ âåêòîðiâ, ïiäíåñåíèõ äî ñòåïåíÿ p, ¹ çáiæíèì, äå

1 ≤ p < +∞;

� ïîêàçàíî, ùî êîæåí êîìïëåêñíîçíà÷íèé íåïåðåðâíèé ñèìåòðè÷íèé

ïîëiíîì íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði L∞[0,+∞) âñiõ êîìïëå-

êñíîçíà÷íèõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ ôóíêöié íà ïiâîñi

îáîâ'ÿçêîâî ¹ ñòàëèì âiäîáðàæåííÿì;

� ïîêàçàíî, ùî àëãåáðà Ôðåøå âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ñêií÷åííî-

ñèìåòðè÷íèõ öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà êîìïëåêñíî-
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ìó ïðîñòîði L∞[0,+∞) ¹ içîìîðôíîþ äî àëãåáðè Ôðåøå âñiõ êîìïëåêñíî-

çíà÷íèõ öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà ôàêòîð-ïðîñòîði

L∞[0,+∞)/M0, äå M0 � öå çàìèêàííÿ ó ïðîñòîði L∞[0,+∞) ïiäïðîñòîðó

âñiõ ïðîñòèõ âèìiðíèõ ôóíêöié iç îáìåæåíèìè íîñiÿìè;

� ïîáóäîâàíî çëi÷åííèé àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ àëãåáðè âñiõ êîìïëåêñíî-

çíà÷íèõ íåïåðåðâíèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó

ïðîñòîði âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ iíòåãðîâíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæå-

íèõ ôóíêöié íà ïiâîñi i ïîêàçàíî, ùî àëãåáðà Ôðåøå êîìïëåêñíîçíà÷íèõ

ñèìåòðè÷íèõ öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà öüîìó ïðî-

ñòîði içîìîðôíà äî àëãåáðè Ôðåøå âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ñèìåòðè÷íèõ

öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó

ïðîñòîði âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ

ôóíêöié íà âiäðiçêó;

� ïîáóäîâàíî çëi÷åííèé àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ àëãåáðè âñiõ êîìïëåêñíî-

çíà÷íèõ íåïåðåðâíèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó

ïðîñòîði âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ iíòåãðîâíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæå-

íèõ ôóíêöié íà îá'¹äíàííi ïðîñòîðiâ Ëåáåãà-Ðîõëiíà iç íåïåðåðâíèìè ìi-

ðàìè;

� ïîáóäîâàíî ñêií÷åííi àëãåáðà¨÷íi áàçèñè àëãåáð âñiõ êîìïëåêñíîçíà-

÷íèõ íåïåðåðâíèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà äåêàðòîâèõ ñòåïåíÿõ êîìïëå-

êñíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ iíòåãðîâíèõ çà Ëåáå-

ãîì ó ñòåïåíi p, äå 1 ≤ p < +∞, ôóíêöié íà âiäðiçêó i íà ïiâîñi, îïèñàíî

ñïåêòðè àëãåáð Ôðåøå âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ñèìåòðè÷íèõ öiëèõ àíàëi-

òè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà öèõ äåêàðòîâèõ ñòåïåíÿõ i çîáðàæåíî

äàíi àëãåáðè Ôðåøå ÿê àëãåáðè àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié âiä ñêií÷åííî¨ êiëü-

êîñòi êîìïëåêñíèõ çìiííèõ;

� ïîáóäîâàíî çëi÷åííèé àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ àëãåáðè âñiõ êîìïëåêñíî-

çíà÷íèõ íåïåðåðâíèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà äåêàðòîâîìó ñòåïåíi êîì-

ïëåêñíîãî áàíàõîâîãî ïðîñòîðó âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ âèìiðíèõ çà Ëåáå-

ãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ ôóíêöié íà âiäðiçêó, îïèñàíî ñïåêòð àëãåáðè Ôðåøå
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âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ñèìåòðè÷íèõ öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæå-

íîãî òèïó íà öüîìó äåêàðòîâîìó ñòåïåíi;

� ïîáóäîâàíî çëi÷åííèé àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ àëãåáðè âñiõ äiéñíîçíà-

÷íèõ ñèìåòðè÷íèõ íåïåðåðâíèõ ïîëiíîìiâ íà äiéñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði

âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé n-âèìiðíèõ äiéñíèõ âåêòîðiâ òàêèõ, ùî ðÿä iç p-íîðì

öèõ âåêòîðiâ, ïiäíåñåíèõ äî ñòåïåíÿ p, ¹ çáiæíèì, äå 1 ≤ p < +∞;

� ïîáóäîâàíî ôîðìóëè äëÿ âiäíîâëåííÿ (p, q)-ïîëiíîìiàëüíèõ êîìïî-

íåíò ∗-ïîëiíîìiâ, ÿêi äiþòü ìiæ êîìïëåêñíèìè ëiíiéíèìè ïðîñòîðàìè, çà

çíà÷åííÿìè ∗-ïîëiíîìiâ. Öi ôîðìóëè âèêîðèñòàíî äëÿ äîñëiäæåíü ñèìåòðè-
÷íèõ ∗-ïîëiíîìiâ, ÿêi äiþòü ç Cn â C. Ïîêàçàíî, ùî êîæåí òàêèé ∗-ïîëiíîì
ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi àëãåáðà¨÷íî¨ êîìáiíàöi¨ äåÿêèõ �åëåìåíòàðíèõ� ñè-

ìåòðè÷íèõ ∗-ïîëiíîìiâ;
� ïîáóäîâàíî çëi÷åííèé àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ àëãåáðè âñiõ êîìïëåêñíî-

çíà÷íèõ ñèìåòðè÷íèõ íåïåðåðâíèõ ∗-ïîëiíîìiâ íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâî-
ìó ïðîñòîði âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé n-âèìiðíèõ êîìïëåêñíèõ âåêòîðiâ òàêèõ,

ùî ðÿä iç p-íîðì öèõ âåêòîðiâ, ïiäíåñåíèõ äî ñòåïåíÿ p, ¹ çáiæíèì, äå

1 ≤ p < +∞;

� ïîáóäîâàíî i äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi îïåðàòîðiâ çñóâó íà àëãåáði

Ôðåøå ôóíêöié, ÿêà ¹ ïîïîâíåííÿì àëãåáðè âñiõ íåïåðåðâíèõ êîìïëåêñíî-

çíà÷íèõ ∗-ïîëiíîìiâ íà äîâiëüíîìó êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði;
� ïîáóäîâàíî çëi÷åííèé àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ àëãåáðè âñiõ äiéñíîçíà-

÷íèõ íåïåðåðâíèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà äåêàðòîâîìó ñòåïåíi äiéñíîãî

áàíàõîâîãî ïðîñòîðó âñiõ äiéñíîçíà÷íèõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìå-

æåíèõ ôóíêöié íà âiäðiçêó;

� îïèñàíî ñïåêòð àëãåáðè Ôðåøå, ÿêà ¹ ïîïîâíåííÿì àëãåáðè âñiõ äié-

ñíîçíà÷íèõ ñèìåòðè÷íèõ íåïåðåðâíèõ ïîëiíîìiâ íà äiéñíîìó áàíàõîâîìó

ïðîñòîði âñiõ äiéñíîçíà÷íèõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ ôóí-

êöié íà âiäðiçêó i ïîêàçàíî, ùî öÿ àëãåáðà ìiñòèòü íåàíàëiòè÷íi ôóíêöi¨.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äèñåðòàöiéíà ðî-

áîòà ìà¹ òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. �¨ ðåçóëüòàòè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi â
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òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ, òåîði¨ ãëàäêèõ ôóí-

êöié íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ, òåîði¨ àëãåáð Ôðåøå, òåîði¨ ïîëiíîìiâ íà áà-

íàõîâèõ ïðîñòîðàõ.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Óñi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨, ùî âèíî-

ñÿòüñÿ íà çàõèñò, îòðèìàíî àâòîðîì ñàìîñòiéíî. Ó ñòàòòi [5] Ì. Ì. Ñòðó-

òèíñüêîìó íàëåæàòü òåîðåìà 1 i íàñëiäîê 1. Ó ñòàòòi [58] Ï. Ãàëiíäî íàëå-

æàòü íàñëiäîê 4.8 i òâåðäæåííÿ 5.1, À. Â. Çàãîðîäíþêó íàëåæàòü íàñëiäîê

5.5, íàñëiäîê 6.1 i òåîðåìà 6.2. Ó ñòàòòi [59] Ï. Ãàëiíäî íàëåæèòü ëåìà

6.2, À. Â. Çàãîðîäíþêó íàëåæèòü òâåðäæåííÿ 4.2. Ó ñòàòòi [60] Ï. Ãàëiíäî

íàëåæèòü òåîðåìà 4.1, À. Â. Çàãîðîäíþêó íàëåæàòü òâåðäæåííÿ 4.2, íà-

ñëiäîê 4.3 i íàñëiäîê 4.4. Ó ñòàòòi [82] À. Â. Çàãîðîäíþêó i Â. Â. Êðàâöiâ

íàëåæèòü òåîðåìà 8. Ó ñòàòòi [124] À. Â. Çàãîðîäíþêó íàëåæàòü òâåðäæåí-

íÿ 3.1 i òâåðäæåííÿ 3.3. Êðiì öüîãî, ó ñòàòòÿõ [58], [59], [60], [82], [124], [125]

À. Â. Çàãîðîäíþêó íàëåæàòü ïîñòàíîâêè çàäà÷ òà àíàëiç îòðèìàíèõ ðåçóëü-

òàòiâ.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáî-

òè äîïîâiäàëèñÿ òà îáãîâîðþâàëèñÿ íà:

� Äåâ'ÿòié ëiòíié øêîëi �Àëãåáðà, òîïîëîãiÿ i àíàëiç� (Ïîëÿíèöÿ, 7�18

ëèïíÿ 2014 ð.);

� ×åòâåðòié ìiæíàðîäíié ãàíñüêié êîíôåðåíöi¨, ïðèñâÿ÷åíié 135 ði÷íè-

öi âiä äíÿ íàðîäæåííÿ Ãàíñà Ãàíà (×åðíiâöi, 30 ÷åðâíÿ � 5 ëèïíÿ 2014 ð.);

� Âñåóêðà¨íñüêié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨ éìî-

âiðíîñòåé i ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó� (Âîðîõòà, 25 ëþòîãî � 1 áåðåçíÿ 2015 ð.);

� Âñåóêðà¨íñüêié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨, ïðèñâÿ÷åíié 55-ði÷÷þ êàôå-

äðè âèùî¨ ìàòåìàòèêè Iâàíî-Ôðàíêiâñüêîãî íàöiîíàëüíîãî òåõíi÷íîãî óíi-

âåðñèòåòó íàôòè i ãàçó �Ïðèêëàäíi çàäà÷i ìàòåìàòèêè� (Iâàíî-Ôðàíêiâñüê,

13�15 æîâòíÿ 2016 ð.);

� Âñåóêðà¨íñüêié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨ éìî-

âiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó� (Âîðîõòà, 22�25 ëþòîãî 2017 ð.);

� Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè ìåõàíiêè òà
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ìàòåìàòèêè� ïðèñâÿ÷åíié 90-ði÷÷þ âiä äíÿ íàðîäæåííÿ àêàäåìiêà ÍÀÍ

Óêðà¨íè ß. Ñ. Ïiäñòðèãà÷à òà 40-ði÷÷þ ñòâîðåíîãî íèì Iíñòèòóòó ïðèêëà-

äíèõ ïðîáëåì ìåõàíiêè i ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè (Ëüâiâ, 22�25 òðàâíÿ

2018 ð.);

�Øîñòié âñåóêðà¨íñüêié ìàòåìàòè÷íié êîíôåðåíöi¨ �Íåëiíiéíi ïðîáëå-

ìè àíàëiçó� iìåíi Á. Â. Âàñèëèøèíà (Ìèêóëè÷èí, 26�28 âåðåñíÿ 2018 ð.);

� Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ ç ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó, ïðèñâÿ÷åíié

125 ði÷íèöi âiä äíÿ íàðîäæåííÿ Ñòåôàíà Áàíàõà (Ëüâiâ, 18�23 âåðåñíÿ

2017 ð.);

� Êîíôåðåíöi¨ iç íåëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó (Âàëåíñiÿ, Iñïà-

íiÿ, 17�20 æîâòíÿ 2017 ð.);

� Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Áàíàõîâi ïðîñòîðè òà ¨õ çàñòî-

ñóâàííÿ�, ïðèñâÿ÷åíié 70-ði÷÷þ ïðîô. À. Ì. Ïëi÷êà (Ëüâiâ, 26�29 ÷åðâíÿ

2019 ð.);

� Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ �Òåîðiÿ Ìîðñà òà ¨¨ çàñòîñóâàííÿ�, ïðè-

ñâÿ÷åíié ïàì'ÿòi i 70 ði÷íèöi ç äíÿ íàðîäæåííÿ Âîëîäèìèðà Øàðêà (Êè¨â,

25�28 âåðåñíÿ 2019 ð.);

� Îäèíàäöÿòié ìiæíàðîäíié ìàòåìàòè÷íié êîíôåðåíöi¨ iìåíi Â. Ñêî-

ðîáîãàòüêà (Ëüâiâ, 26�30 æîâòíÿ 2020 ð.);

à òàêîæ íà:

� íàóêîâîìó ñåìiíàði iç òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié Äåðæàâíî¨ øêîëè

âèùî¨ îñâiòè â Õåëìi (Õåëì, Ðåñïóáëiêà Ïîëüùà);

� íàóêîâîìó ñåìiíàði ç ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçóÆåøóâñüêîãî óíiâåð-

ñèòåòó (Æåøóâ, Ðåñïóáëiêà Ïîëüùà, êåðiâíèê ñåìiíàðó: ä.ô.-ì.í., ïðîô.

Î. Â. Ëîïóøàíñüêèé);

� íàóêîâîìó ñåìiíàði ç ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó Êðàêiâñüêî¨ ïîëiòå-

õíiêè iìåíi Òàäåóøà Êîñòþøêà (Êðàêiâ, Ðåñïóáëiêà Ïîëüùà, êåðiâíèê ñå-

ìiíàðó: ä.ô.-ì.í., ïðîô. À. Ì. Ïëi÷êî);

� íàóêîâîìó ñåìiíàði ç ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó Óíiâåðñèòåòó Âàëåí-

ñi¨ (Âàëåíñiÿ, Iñïàíiÿ);
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� íàóêîâîìó ñåìiíàði âiääiëó àíàëiçó, ãåîìåòði¨ òà òîïîëîãi¨ Iíñèòóòó

ïðèêëàäíèõ ïðîáëåì ìåõàíiêè i ìàòåìàòèêè iì. ß. Ñ. Ïiäñòðèãà÷à ÍÀÍ

Óêðà¨íè (Ëüâiâ);

� Çàõiäíîóêðà¨íñüêîìó ìàòåìàòè÷íîìó ñåìiíàði (êåðiâíèê ñåìiíàðó:

ä.ô.-ì.í., ïðîô. Ò. Î. Áàíàõ);

� íàóêîâîìó ñåìiíàði ôàêóëüòåòó ìàòåìàòèêè òà iíôîðìàòèêè ÄÂÍÇ

�Ïðèêàðïàòñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Âàñèëÿ Ñòåôàíèêà�;

� íàóêîâèõ ñåìiíàðàõ êàôåäðè ìàòåìàòè÷íîãî i ôóíêöiîíàëüíîãî àíà-

ëiçó ÄÂÍÇ �Ïðèêàðïàòñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Âàñèëÿ Ñòå-

ôàíèêà�;

� çàñiäàííÿõ Íàóêîâîãî òîâàðèñòâà iìåíi Ò. Ã. Øåâ÷åíêà.

Ïóáëiêàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî ó 36 äðóêîâàíèõ ïðà-

öÿõ, ñåðåä ÿêèõ: 23 ñòàòòi ó âiò÷èçíÿíèõ òà çàêîðäîííèõ ôàõîâèõ íàóêîâèõ

âèäàííÿõ [1], [2], [3], [4], [5], [58], [59], [60], [82], [106], [107], [108], [109], [110],

[111], [112], [113], [114], [115], [116], [117], [124], [125], ðåøòà ó ìàòåðiàëàõ

ìiæíàðîäíèõ òà âñåóêðà¨íñüêèõ íàóêîâèõ êîíôåðåíöié [6], [7], [8], [9], [10],

[11], [12], [13], [118], [119], [120], [121], [122]; 17 ñòàòåé îïóáëiêîâàíî ó âè-

äàííÿõ, ïðîiíäåêñîâàíèõ ó áàçàõ äàíèõ Scopus òà/àáî Web of Science Core

Collection [58], [59], [60], [82], [106], [107], [108], [110], [111], [112], [113], [114],

[115], [116], [117], [124], [125].

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ iç âñòóïó,

ñåìè ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ, ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë i äîäàòêiâ. Ïîâíèé

îáñÿã ðîáîòè ñòàíîâèòü 309 ñòîðiíîê äðóêîâàíîãî òåêñòó. Ñïèñîê âèêîðè-

ñòàíèõ äæåðåë çàéìà¹ 13 ñòîðiíîê i ìiñòèòü 132 íàéìåíóâàííÿ. Äîäàòêè

çàéìàþòü 5 ñòîðiíîê i ìiñòÿòü ñïèñîê ïóáëiêàöié çà òåìîþ äèñåðòàöi¨ òà

âiäîìîñòi ïðî àïðîáàöiþ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨.
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ÐÎÇÄIË 1

ÎÃËßÄ ËIÒÅÐÀÒÓÐÈ I ÏÎÏÅÐÅÄÍI ÂIÄÎÌÎÑÒI

Ó öüîìó ðîçäiëi íàâåäåíî íåîáõiäíèé òåîðåòè÷íèé ìàòåðiàë. Çðîáëåíî

îãëÿä ðåçóëüòàòiâ äîñëiäæåíü, ÿêi ñòîñóþòüñÿ òåìè äèñåðòàöi¨. Óñi ïîíÿòòÿ

i òâåðäæåííÿ, ÿêi íå íàëåæàòü àâòîðó, íàâåäåíî iç çàçíà÷åííÿì àâòîðñòâà

i âiäïîâiäíîãî ïîñèëàííÿ íà äæåðåëî.

1.1. Îãëÿä ëiòåðàòóðè

Ïåðøi âèçíà÷àëüíi êðîêè ó ñòâîðåííi íåñêií÷åííîâèìiðíî¨ òåîði¨ äèôå-

ðåíöiþâàííÿ áóëè çðîáëåíi Â. Âîëüòåððà (1887 ð.), Ã. ôîí Êîõîì (1899 ð.),

Ì. Ôðåøå (1899 ð.) i Ä. Ãiëüáåðòîì (1909 ð.). Ã. ôîí Êîõ [77] çàïðîïîíó-

âàâ ìîíîìiàëüíèé ïiäõiä äëÿ äîñëiäæåííÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà íåñêií-

÷åííîâèìiðíèõ ïîëiäèñêàõ. Äàíèé ïiäõiä áóëî óçàãàëüíåíî Ä. Ãiëüáåðòîì.

Ì. Ôðåøå [54,55] ó öåé ÷àñ ðîçðîáèâ ïîíÿòòÿ ïîõiäíî¨ i ïîëiíîìà íà äiéñíèõ

i íà êîìïëåêñíèõ íåñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðîñòîðàõ. Ð. Ãàòî [63�65] ïðîàíàëi-

çóâàâ i óçàãàëüíèâ ðîáîòè Ì. Ôðåøå i Ä. Ãiëüáåðòà. Â ðîáîòàõ [63,64] Ð. Ãàòî

äàâ îçíà÷åííÿ êîìïëåêñíîãî ïîëiíîìà, ïîõiäíî¨, çãîäîì íàçâàíî¨ ïîõiäíîþ

çà Ãàòî, óçàãàëüíèâ iíòåãðàëüíó ôîðìóëó Êîøi i íåðiâíiñòü Êîøi, äîâiâ

òåîðåìè çáiæíîñòi äëÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié, âñòàíîâèâ âiäïîâiäíiñòü ìiæ

ïîõiäíèìè àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ i îäíîðiäíèìè ïîëiíîìàìè ó ðîçêëàäi öi¹¨

ôóíêöi¨ ó ðÿä Òåéëîðà, à òàêîæ îòðèìàâ ðiçíîìàíiòíi ðåçóëüòàòè ùîäî àíà-

ëiòè÷íèõ ïðîäîâæåíü i ðîçêëàäiâ ó ñòåïåíåâi ðÿäè äëÿ íåñêií÷åííîâèìið-

íîãî âèïàäêó. Äîñëiäæåííÿ Ð. Ãàòî â îñíîâíîìó çîñåðåäæåíi íà ïðîñòîðàõ

CN, C[a, b] i `2. Ïîêðàùåíà âåðñiÿ îçíà÷åííÿ îäíîðiäíîãî ïîëiíîìà áóëà äà-

íà Â. Áîãíåíáëóñòîì i Å. Õiëëå â [32], ÿêi çàéìàëèñÿ äîñëiäæåííÿìè ðÿäiâ

Äiðiõëå íà íåñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðîñòîðàõ.

Â 1920 ðîöi Ñ. Áàíàõ ó ñâî¨é äèñåðòàöi¨ îïèñàâ àêñiîìè ïîâíîãî íîðìî-

âàíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó, çãîäîì íàçâàíîãî áàíàõîâèì. Â 1923 ðîöi Í. Âi-

íåð, ÿêèé íà òðè ìiñÿöi ïiçíiøå âiä Ñ. Áàíàõà ñôîðìóëþâàâ òi ñàìi àêñiîìè,
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çàóâàæèâ, ùî iíòåãðàëüíó ôîðìóëó Êîøi ìîæíà óçàãàëüíèòè íà âèïàäîê

âåêòîðíîçíà÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié âiä îäíi¹¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ i ó

öüîìó âèïàäêó áàãàòî êëàñè÷íèõ ðåçóëüòàòiâ, òàêèõ, ÿê òåîðåìà Ìîðåðè,

òåîðåìà Àáåëÿ i òåîðåìà ïðî ëèøêè, çàëèøàþòüñÿ iñòèííèìè.

Â 1930-õ ðîêàõ iíòåíñèâíå âèâ÷åííÿ àíàëiçó i ãåîìåòði¨ íà àáñòðàêòíèõ

ïðîñòîðàõ áóëî çäiéñíåíî À. Ä. Ìiõàëîì i éîãî ó÷íÿìè Ð. Ñ. Ìàðòiíîì,

À. Õ. Êëiôîðäîì, I. Å. Õàéáåðãîì i À. Å. Òåéëîðîì. Â 1932 ðîöi Ð. Ñ. Ìàð-

òií [86] ðîçðîáèâ òåîðiþ àíàëiòè÷íèõ âiäîáðàæåíü íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ

iç âèêîðèñòàííÿì ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ. Ôiíàëüíèé êðîê äî ñó÷àñíîãî îçíà-

÷åííÿ àíàëiòè÷íîãî âiäîáðàæåííÿ áóâ çðîáëåíèé íåçàëåæíî À. Ì. Ãðåéâ-

ñîì [69] i À. Å. Òåéëîðîì [102,103]. Ëüâiâñüêà øêîëà ôóíêöiîíàëüíîãî àíà-

ëiçó, âêëþ÷àþ÷è Ñ. Áàíàõà, Ñ. Ìàçóðà i Â. Îðëi÷à, òàêîæ çðîáèëà çíà÷íèé

âíåñîê ó ðîçâèòîê òåîði¨ ó öåé ïåðiîä.

Â ñåðåäèíi 1940-õ ðîêiâ çíà÷íèé âêëàä ó ðîçâèòîê òåîði¨ çðîáèâ Ì. À.

Öîðí [130�132]. Æ. Ñåáàñòüÿî å Ñiëâà [98,99] íà ïî÷àòêó 1950-õ ðîêiâ ðîç-

ðîáèâ òåîðiþ äèôåðåíöiþâàííÿ íà äîâiëüíèõ ëîêàëüíî îïóêëèõ ïðîñòîðàõ.

Â êiíöi 1950-õ � íà ïî÷àòêó 1960-õ ðîêiâ Ã. Õ. Áðåìåðìàíîì áóëî ðîçïî÷à-

òî âèâ÷åííÿ ïñåâäîîïóêëèõ îáëàñòåé àíàëiòè÷íîñòi. Ñåðåäèíà 1960-õ ðîêiâ

îçíàìåíóâàëàñÿ âèõîäîì äèñåðòàöi¨ À. Äóàäi [52]. Ø. Äiíií ó ñâî¨é ìîíîãðà-

ôi¨ [48] ïèøå: �Òîé ôàêò, ùî Äóàäi âèêîðèñòîâóâàâ ó ñâî¨é äèñåðòàöi¨ àíà-

ëiòè÷íi ôóíêöi¨ íà íåñêií÷åííîâèìiðíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ, ïðèâåðíóâ

óâàãó òàêèõ âiäîìèõ ìàòåìàòèêiâ, ÿê À. Êàðòàí, Ã. Õ. Áðåìåðìàí, Ì. Åðâå,

Ï. Ëåëîíã, À. Ìàðòiíó, Ë. Íàõáií, Ê. Ñòåéí i ìîòèâóâàâ ¨õ ñïðÿìîâóâàòè

¨õíiõ ó÷íiâ äî âèâ÷åííÿ íåñêií÷åííîâèìiðíî¨ àíàëiòè÷íîñòi. Öå ïðèçâåëî äî

áóðõëèâîãî ðîçâèòêó òåîði¨�.

Àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ íà ÿäåðíèõ ïðîñòîðàõ i íà ïðîñòîðàõ, ñïðÿæåíèõ

äî ÿäåðíèõ, âïåðøå ïî÷àâ äîñëiäæóâàòè Ô. Äæ. Áîëàíä, ÿêèé ó ðîáîòi [34]

äîâiâ, ùî òîïîëîãi÷íèé âåêòîðíèé ïðîñòið (H(X), τ0) öiëèõ àíàëiòè÷íèõ

ôóíêöié íà ïðîñòîði X, äå τ0 � öå òîïîëîãiÿ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi íà êîì-

ïàêòíèõ ìíîæèíàõ ïðîñòîðó X, ¹ ÿäåðíèì, ÿêùî ïðîñòið X ¹ êâàçiïîâíèì
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ñïðÿæåíèì ÿäåðíèì ïðîñòîðîì. Öiëêîâèòî ÿäåðíi ïðîñòîðè iç áàçèñîì âè-

â÷àëèñÿ Ô. Äæ. Áîëàíäîì i Ø. Äiíiíîì [35,36] ó çâ'ÿçêó iç âèâ÷åííÿì ïèòà-

ííÿ iñíóâàííÿ àáñîëþòíîãî áàçèñó ïðîñòîðó (H(X), τ0). A-ÿäåðíi ïðîñòîðè

áóëî ââåäåíî Ø. Äiíiíîì [50]. Òåîðiÿ A-ÿäåðíèõ ïðîñòîðiâ áóëà ðîçâèíóòà

ó ðîáîòàõ [37,38,49].

Àëãåáðà Hb(X) öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó (îáìåæå-

æåíèõ íà îáìåæåíèõ ìíîæèíàõ) i àëãåáðà Hub(X) öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóí-

êöié ðiâíîìiðíî îáìåæåíîãî òèïó (òàêèõ ôóíêöié f, äëÿ ÿêèõ iñíó¹ îêië

íóëÿ V, ùî ôóíêöiÿ f ¹ îáìåæåíîþ íà ìíîæèíi αV äëÿ êîæíîãî α > 0)

âèâ÷àëèñÿ ç òî÷êè çîðó ¨õíüî¨ ñòðóêòóðè, ÿê òîïîëîãi÷íèõ âåêòîðíèõ ïðî-

ñòîðiâ, ó ðîáîòàõ [56], [76] i [88, òâåðäæåííÿ 4.1]. ßêùî X ¹ áàíàõîâèì ïðî-

ñòîðîì, òî Hb(X) iç òîïîëîãi¹þ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi íà îáìåæåíèõ ìíî-

æèíàõ ¹ ëîêàëüíî ìóëüòèïëiêàòèâíî îïóêëîþ àëãåáðîþ Ôðåøå i, ÿê íàñëi-

äîê, ìà¹ ìåíø ñêëàäíó òîïîëîãi÷íó âåêòîðíó ñòðóêòóðó âiä ñòðóêòóð, ÿêi

ââîäÿòü íà àëãåáði H(X) âñiõ öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié. Âiäïîâiäíî, âè-

â÷åííÿ âëàñòèâîñòåé àëãåáðè Hb(X) ìîæå ñëóæèòè ñõîäèíêîþ äî âèâ÷åííÿ

âiäïîâiäíèõ âëàñòèâîñòåé àëãåáðè H(X). Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ íà ñåïà-

ðàáåëüíîìó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði, çàäàíà ÿê f((x1, x2, . . .)) =
∑∞

n=1 x
n
n,

¹ öiëîþ àíàëiòè÷íîþ ôóíêöi¹þ íà âñüîìó ïðîñòîði, àëå ¹ íåîáìåæåíîþ íà

êîæíié êóëi ðàäióñà, áiëüøîãî âiä 1, ç öåíòðîì â íóëi. Ó âiäîìié òåîðåìi

Äæîçåôñîíà-Íiçåíöâåéãà, äîâåäåíié äàíèìè àâòîðàìè íåçàëåæíî, ñòâåð-

äæó¹òüñÿ: ÿêùî X ¹ íåñêií÷åííîâèìiðíèì áàíàõîâèì ïðîñòîðîì, òî iñíó¹

∗-ñëàáêî çáiæíà äî íóëÿ ïîñëiäîâíiñòü åëåìåíòiâ ç îäèíè÷íèìè íîðìàìè

ïðîñòîðó X ′. Âiäïîâiäíî, Á. Äæîçåôñîí [74] íà îñíîâi äàíî¨ òåîðåìè ïî-

áóäóâàâ ïðèêëàä ôóíêöi¨, ÿêà íàëåæèòü àëãåáði H(X), àëå íå íàëåæèòü

àëãåáði Hb(X), äëÿ äîâiëüíîãî íåñêií÷åííîâèìiðíîãî áàíàõîâîãî ïðîñòî-

ðó X, çàìiíèâøè ó ïðèêëàäi, íàâåäåíîìó âèùå, êîîðäèíàòó xn íà n-òèé

÷ëåí ïîñëiäîâíîñòi ôóíêöiîíàëiâ. Òàêèì ÷èíîì, àëãåáðà Hb(X) ¹ âëàñíîþ

ïiäàëãåáðîþ àëãåáðè H(X) äëÿ êîæíîãî íåñêií÷åííîâèìiðíîãî áàíàõîâîãî

ïðîñòîðó X.
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Ïèòàííÿ ïðî ïðîäîâæóâàíiñòü ïîëiíîìiâ ç ïiäïðîñòîðó íà øèðøèé

ïðîñòið ðîçãëÿäàëîñü ó ðîáîòi Ð. Àðîíà i Ï. Áåðíåðà [20]. Âèÿâëÿ¹òüñÿ,

ùî â çàãàëüíîìó âèïàäêó, äëÿ íåïåðåðâíîãî ïîëiíîìà íà ïiäïðîñòîði áà-

íàõîâîãî ïðîñòîðó ìîæå íå iñíóâàòè ïðîäîâæåííÿ íà óâåñü ïðîñòið. Ïðîòå

êîæåí ñêàëÿðíîçíà÷íèé ïîëiíîì ìîæíà îäíîçíà÷íî ïðîäîâæèòè íà äðóãèé

ñïðÿæåíèé ïðîñòið çi çáåðåæåííÿì íîðìè. Äëÿ öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié

îáìåæåíîãî òèïó öåé ðåçóëüòàò óçàãàëüíåíî À. Äàâi¹ i Ò. Ãàìåëiíîì â [46].

Ïðîáëåìà ïðîäîâæóâàíîñòi ïîëiíîìiâ i ïîëiëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü ç áà-

íàõîâîãî ïðîñòîðó íà øèðøèé ïðîñòið òàêîæ äîñëiäæóâàëàñü â ðîáîòàõ

[21], [91], [129] òà iíøèõ. Öÿ ïðîáëåìà ìà¹ âiäíîøåííÿ äî îïèñó ñïåêòðiâ

(ìíîæèí íåòðèâiàëüíèõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ íåïåðåðâíèõ ãîìîìîðôiçìiâ)

àëãåáð àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà êîìïëåêñíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ. Ñïðàâ-

äi, ÿêùî f̃ � ïðîäîâæåííÿ Àðîíà-Áåðíåðà àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Hb(X)

äî äðóãîãî ñïðÿæåíîãî ïðîñòîðó, òî áóäü-ÿêà òî÷êà z ∈ X ′′ ïîðîäæó¹ õà-
ðàêòåð (åëåìåíò ñïåêòðà) ϕz íà Hb(X) çà ôîðìóëîþ ϕz(f) = f̃(z).

Âèâ÷åííÿ ñïåêòðiâ àëãåáð àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó ïî-

÷àëîñü ç ðîáiò Á. Êîóëà, Ò. Ãàìåëiíà [45] i Ò. Êîðíà, Á. Êîóëà, Ò. Ãàìåëi-

íà [40]. Çîêðåìà, ó ðîáîòi [40] äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi àëãåáðè àíàëiòè÷íèõ

ôóíêöié íà îäèíè÷íié êóëi ñïðÿæåíîãî ïðîñòîðó, ÿêà ïîðîäæåíà ∗-ñëàáêî
íåïåðåðâíèìè ëiíiéíèìè ôóíêöiîíàëàìè. Ñóòò¹âå ïðîñóâàííÿ ó öüîìó íà-

ïðÿìêó âiäáóëîñü ïiñëÿ ïóáëiêàöi¨ ñòàòòi Ð. Àðîíà, Á. Êîóëà i Ò. Ãàìåëi-

íà [22]. Ó öié ðîáîòi äîñëiäæó¹òüñÿ, çîêðåìà, ñïåêòð àëãåáðè öiëèõ àíà-

ëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà áàíàõîâîìó ïðîñòîði. Àâòîðè äî-

ñëiäèëè òîïîëîãiþ íà ñïåêòði, ïîêàçàâøè, ùî öÿ òîïîëîãiÿ, â çàãàëüíîìó

âèïàäêó, íå ¹ ëiíiéíîþ (äèâ. òàêîæ [31]). Òàêîæ, ó [22] äîâåäåíî �ñëàáêó

âåðñiþ òåîðåìè ïðî êîðîíó äëÿ Hb(X)�. Òîáòî, ïîêàçàíî, ùî äëÿ äîâiëüíî-

ãî (íå îáîâ'ÿçêîâî íåïåðåðâíîãî) êîìïëåêñíîçíà÷íîãî ãîìîìîðôiçìó ϕ íà

àëãåáði Hb(X) iñíó¹ íàïðÿìëåíiñòü (xα) ⊂ X, ÿêà çáiãà¹òüñÿ äî ϕ ó ñëàá-

êî ïîëiíîìiàëüíié òîïîëîãi¨. Òîáòî, äëÿ êîæíîãî íåïåðåðâíîãî ïîëiíîìà P,

P (xα) → ϕ(P ). Çàóâàæèìî, ùî iñíóâàííÿ ðîçðèâíîãî êîìïëåêñíîçíà÷íî-
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ãî ãîìîìîðôiçìó íà àëãåáði Ôðåøå (çîêðåìà íà Hb(X)) ñêëàäà¹ âiäîìó

ïðîáëåìó Ìàéêëà [89] (äèâ. òàêîæ [51]). Ó [92, ñ. 240] Æ. Ìóõiêà ïîêà-

çàâ, ùî âñi êîìïëåêñíîçíà÷íi ãîìîìîðôiçìè íà äîâiëüíié àëãåáði Ôðåøå ¹

íåïåðåðâíèìè òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ íåñêií÷åííîâèìiðíèé áàíàõiâ

ïðîñòið X ç áàçèñîì Øàóäåðà òàêèé, ùî âñi êîìïëåêñíîçíà÷íi ãîìîìîðôi-

çìè íà àëãåáði Hb(X) ¹ íåïåðåðâíèìè. Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî â [57] ïîáóäî-

âàíî ðîçðèâíèé êîìïëåêñíîçíà÷íèé ãîìîìîðôiçì íà àëãåáði ïîëiíîìiâ íà

äîâiëüíîìó íåñêií÷åííîâèìiðíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði (àëãåáðà ïîëiíîìiâ

íå ¹ àëãåáðîþ Ôðåøå). Ó ðîáîòi [22] òà íàñòóïíié ñòàòòi öèõ àâòîðiâ [23]

äîâåäåíî, ùî ÿêùî ïîëiíîìè ñêií÷åííîãî òèïó (ÿêi ¹ ëiíiéíèìè êîìáiíà-

öiÿìè äîáóòêiâ ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöiîíàëiâ) ¹ ùiëüíèìè â àëãåáði

Hb(X), òî ñïåêòð àëãåáðè Hb(X) çáiãà¹òüñÿ iç ïðîñòîðîì X ′′. Â ðîáîòi [26]

Ð. Àðîí, Ï. Ãàëiíäî, Ä. Ãàðñiÿ, Ì. Ìàåñòðå ïîêàçàëè, ùî ÿêùî íà ïðîñòîði

X iñíó¹ ïîëiíîì, ÿêèé íå ¹ ñëàáêî íåïåðåðâíèì íà îáìåæåíèõ ìíîæèíàõ, òî

íà àëãåáði Hb(X) iñíó¹ õàðàêòåð, ÿêèé íå íàëåæèòü ïðîñòîðó X ′′. Çàóâà-

æèìî, ùî êîæåí àïðîêñèìàöiéíèé ïîëiíîì (ïîëiíîì, ÿêèé íàáëèæà¹òüñÿ

ïîëiíîìàìè ñêií÷åííîãî òèïó) ¹ ñëàáêî íåïåðåðâíèì íà îáìåæåíèõ ìíîæè-

íàõ. Ïðàâèëüíî i íàâïàêè, ÿêùî ïðîñòið X ′ ìà¹ âëàñòèâiñòü àïðîêñèìàöi¨.

Òî÷íiøå, ïðîñòið X ′ ìà¹ âëàñòèâiñòü àïðîêñèìàöi¨ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

ïðîñòið àïðîêñèìàöiéíèõ ïîëiíîìiâ ç X â Y çáiãà¹òüñÿ ç ïðîñòîðîì ñëàá-

êî íåïåðåðâíèõ ïîëiíîìiâ ç X â Y äëÿ äîâiëüíîãî áàíàõîâîãî ïðîñòîðó

Y [28]. Òàêîæ â ðîáîòi [22] ââåäåíî îïåðàöiþ çãîðòêè äëÿ õàðàêòåðiâ àëãå-

áðè Hb(X) òà äîñëiäæåíî óìîâè, ïðè ÿêèõ öÿ çãîðòêà áóäå êîìóòàòèâíîþ.

Öi äîñëiäæåííÿ ïðîäîâæåíî â ðîáîòi [26].

Àëãåáðè àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié òà ¨õíi ñïåêòðè äîñëiäæóâàëèñü ó ðî-

áîòàõ Æ. Ìóõiêè. Ó ðîáîòi [93] ðîçãëÿíóòî ïèòàííÿ ëiíåàðèçàöi¨ àíàëiòè-

÷íèõ ôóíêöié, òîáòî çîáðàæåííÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié ó âèãëÿäi ëiíiéíèõ

ôóíêöiîíàëiâ íà äåÿêèõ òîïîëîãi÷íèõ âåêòîðíèõ ïðîñòîðàõ. Ó ðîáîòi [94]

äîñëiäæóâàëèñü óìîâè, ïðè ÿêèõ âñi õàðàêòåðè àëãåáðè àíàëiòè÷íèõ ôóí-

êöié îáìåæåíîãî òèïó íà äåÿêié âiäêðèòié çáàëàíñîâàíié ìíîæèíi áàíàõî-
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âîãî ïðîñòîðó X ïîðîäæóþòüñÿ çíà÷åííÿìè â äåÿêié òî÷öi öi¹¨ ìíîæèíè.

Çîêðåìà, äîâåäåíî, ùî ÿêùî ïðîñòið X ′ ìà¹ âëàñòèâiñòü àïðîêñèìàöi¨, òî

äëÿ öüîãî íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá ïðîñòið X áóâ ðåôëåêñèâíèì i ïîëiíî-

ìè ñêií÷åííîãî òèïó áóëè ùiëüíèìè â ìíîæèíi âñiõ íåïåðåðâíèõ ïîëiíîìiâ.

Òàêîæ ïîêàçàíî, ùî ïðè çãàäàíèõ óìîâàõ íà ïðîñòið X, â àëãåáði àíàëi-

òè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó âèêîíó¹òüñÿ òåîðåìà Ãiëüáåðòà ïðî íóëi

äëÿ ñêií÷åííîïîðîäæåíèõ iäåàëiâ. Ïðèêëàäîì íåñêií÷åííîâèìiðíîãî áàíà-

õîâîãî ïðîñòîðó, äëÿ ÿêîãî âèêîíóþòüñÿ öi óìîâè, ¹ ïðîñòið Öiðåëüñîíà,

ââåäåíèé ó [104].

Â ðîáîòàõ [127,128] À. Â. Çàãîðîäíþê ïîêàçàâ, ùî êîæåí õàðàêòåð àë-

ãåáðè Hb(X) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ïîñëiäîâíîñòi ëiíiéíèõ ôóíêöiîíàëiâ

{uk}∞k=1 òàêèõ, ùî êîæåí ôóíêöiîíàë uk íàëåæèòü äî áàíàõîâîãî ïðîñòîðó

Ek, äå E1 = X ′′ i En çáiãà¹òüñÿ iç äåÿêèì ïiäïðîñòîðîì ñïðÿæåíîãî ïðî-

ñòîðó äî ïðîñòîðó n-îäíîðiäíèõ íåïåðåðâíèõ ïîëiíîìiâ P(nX) íà ïðîñòîði

X äëÿ n ≥ 2. Áiëüø äåòàëüíî, äëÿ n ∈ N ïîçíà÷èìî An(X) çàìèêàí-

íÿ àëãåáðè, ïîðîäæåíî¨ ïîëiíîìàìè ñòåïåíÿ, íå áiëüøîãî âiä n, â àëãåáði

Hb(X). Çàóâàæèìî, ùî A1(X) ⊂ A2(X) ⊂ . . . Äëÿ n ≥ 2 íåõàé En � öå

ïðîñòið âñiõ ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöiîíàëiâ íà ïðîñòîði P(nX), çâó-

æåííÿ ÿêèõ íà ïðîñòið P(nX) ∩ An−1(X) ¹ òîòîæíèì íóëåì. Âiäîìî, ùî

A1(c0) = A2(c0) = . . . Çâiäñè, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî ñïåêòð àëãåáðè Hb(c0)

çáiãà¹òüñÿ iç äðóãèì ñïðÿæåíèì ïðîñòîðîì äî ïðîñòîðó c0, òîáòî iç ïðîñòî-

ðîì `∞. Òàêîæ âiäîìî, ùî Ak(`p) = Am(`p) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè k < p

i m < p. Çîêðåìà, Ak(`1) 6= Am(`1), ÿêùî k 6= m. Íàïðèêëàä, òàê çâàíi

åëåìåíòàðíi ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè Fk : `1 → C, âèçíà÷åíi ðiâíiñòþ

Fk(x) =
∞∑
n=1

xkn,

äå x = (x1, x2, . . .) ∈ `1, ¹ òàêèìè, ùî Fk ∈ Ak(`1) \ Ak−1(`1) äëÿ k ≥ 2.

Âèâ÷åííÿ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ âiäíîñíî äi¨ ãðóïè ïiäñòàíîâîê íà

áàçèñíèõ âåêòîðàõ â `p òà âiäíîñíî äi¨ ãðóïè âèìiðíèõ àâòîìîðôiçìiâ ìíî-

æèíè [0, 1] â ïðîñòîði Lp[0, 1] áóëî çàïî÷àòêîâàíî À. Ñ. Íåìèðîâñüêèì i
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Ñ. Ì. Ñåìåíîâèì â ñòàòòi [95], äå, çîêðåìà, ïîêàçàíî, ùî êîæåí íåïåðåðâ-

íèé ñèìåòðè÷íèé ïîëiíîì íà ïðîñòîði `p ìîæíà ¹äèíèì ÷èíîì ïîäàòè ó

âèãëÿäi àëãåáðà¨÷íî¨ êîìáiíàöi¨ (ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ äîáóòêiâ) åëåìåíòàð-

íèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ Fk, äå k ∈ {dpe, dpe+ 1, . . .} âèçíà÷åíèõ ïîïå-

ðåäíüîþ ðiâíiñòþ (ñòðîãî êàæó÷è, ïðîäîâæåíü öèõ ïîëiíîìiâ íà ïðîñòið `p,

âèçíà÷åíèõ öi¹þ æ ðiâíiñòþ). Òàêîæ â [95] ïîêàçàíî, ùî êîæåí íåïåðåðâ-

íèé ñèìåòðè÷íèé ïîëiíîì íà ïðîñòîði Lp[0, 1] ìîæíà ¹äèíèì ÷èíîì ïîäàòè

ó âèãëÿäi àëãåáðà¨÷íî¨ êîìáiíàöi¨ ïîëiíîìiâ

Rk : Lp[0, 1] 3 x 7→
∫

[0,1]

(x(t))k dt,

äå k ∈ {1, . . . , bpc}. Öi ðåçóëüòàòè áóëî óçàãàëüíåíî Ì. Ãîíçàëåçîì, Ð. Ãîí-

çàëî i Õ. Õàðàìiëëî â [67] äëÿ ïðîñòîðiâ ç ñèìåòðè÷íèì áàçèñîì òà ïåðå-

ñòàâíî iíâàðiàíòíèõ ïðîñòîðiâ. Çîêðåìà, â [67] âèâ÷àëèñÿ ñèìåòðè÷íi ïîëi-

íîìè âiäíîñíî äi¨ ãðóïè âèìiðíèõ àâòîìîðôiçìiâ ìíîæèíè [0,+∞) â ïðî-

ñòîði Lp[0,+∞). Áóëî ïîêàçàíî, ùî ÿêùî p 6∈ N, òî iñíóþòü ëèøå ñòàëi

íåïåðåðâíi ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè íà ïðîñòîði Lp[0,+∞), à ÿêùî p ∈ N,
òî êîæåí íåïåðåðâíèé ñèìåòðè÷íèé ïîëiíîì íà ïðîñòîði Lp[0,+∞) ìîæíà

¹äèíèì ÷èíîì ïîäàòè ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ ñòåïåíiâ ïîëiíîìà

R̃p : Lp[0,+∞) 3 x 7→
∫

[0,+∞)

(x(t))p dt.

Çàóâàæèìî, ùî â [95] âïåðøå ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïèòàííÿ ïðî ñòàáiëiçàöiþ àë-

ãåáð An i ïîêàçàíî, ùî äëÿ ïðîñòîðiâ `p, 1 ≤ p <∞, ëàíöþã òàêèõ àëãåáð
íå ñòàáiëiçó¹òüñÿ. Öåé ðåçóëüòàò óòî÷íåíî â [68].

Àëãåáðè ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà ïðîñòîðàõ `p ïî÷àëè

âèâ÷àòèñÿ Ð. Àëåíêàðîì, Ð. Àðîíîì, Ï. Ãàëiíäî, À. Â. Çàãîðîäíþêîì â ðî-

áîòi [17]. Çîêðåìà, â ðîáîòi [17] äîñëiäæåíî àëãåáðè ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè-

÷íèõ ôóíêöié, ÿêi ¹ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíèìè íà îäèíè÷íié êóëi ïðîñòîðó

`p, 1 ≤ p < ∞, îïèñàíî ñïåêòð òàêî¨ àëãåáðè. Ó [41] äîñëiäæåíî àëãåáðó

Hbs(`p) ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà ïðîñòîðàõ

`p, 1 ≤ p < ∞ òà àëãåáðó ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà ïîëiäè-

ñêó ïðîñòîðó `1. Â ðîáîòi [42] äîñëiäæåíî îïåðàòîðè ñèìåòðè÷íîãî çñóâó
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àëãåáðè Hbs(`1) òà ïîêàçàíî, ùî ñïåêòð öi¹¨ àëãåáðè ìîæíà îïèñàòè ó âè-

ãëÿäi ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ ïiäãðóïè â àëãåáði àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié åêñïîíåí-

öiàëüíîãî òèïó. Â ðîáîòi [43] ðîçãëÿíóòî àëãåáðà¨÷íi ñòðóêòóðè íà ñïåêòði

àëãåáðè Hbs(`1) òà äîñëiäæåíî îïåðàòîðè ìóëüòèïëiêàòèâíîãî çñóâó öi¹¨ àë-

ãåáðè. Äèâ. òàêîæ îãëÿä [44] còîñîâíî ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié

íà ïðîñòîðàõ `p. Òàê çâàíi áëî÷íî-ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè i àíàëiòè÷íi ôóí-

êöi¨ íà ïðîñòîðàõ `p, iíâàðiàíòíi âiäíîñíî ïåðåñòàíîâîê áëîêiâ êîîðäèíàò

àðãóìåíòó, äîñëiäæóâàëèñÿ â ðîáîòàõ [79�81,83,84].

Çàãàëüíèé ïiäõiä äî âèâ÷åííÿ ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà

áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ áóëî ïðåäñòàâëåíî Ð. Àðîíîì, Ï. Ãàëiíäî, Ä. Ïiíàñêî,

I. Çàëäóåíüéî â ðîáîòi [27], äå âèâ÷àëèñÿ àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ íà áàíàõîâîìó

ïðîñòîði, ÿêi ¹ iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî äi¨ ïåâíî¨ ôiêñîâàíî¨ ãðóïè ëiíiéíèõ

îïåðàòîðiâ íà ïðîñòîði. Ñïåêòðè àëãåáð ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié

íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ âèâ÷àëèñÿ Ä. Ãàðñi¹þ, Ì. Ìàåñòðå, I. Çàëäóåíüéî

â ðîáîòi [62]. Òàêîæ ñèìåòðè÷íi àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ âiä ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi

çìiííèõ âèâ÷àëèñÿ Ð. Àðîíîì, Ä. Ãàðñi¹þ, Õ. Ôàëêî, Ì. Ìàåñòðå â ðîáîòi

[24]. Ïèòàííÿ âiääiëüíîñòi òî÷îê ñèìåòðè÷íèìè (iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî äi¨

ãðóïè îïåðàòîðiâ) ïîëiíîìàìè âiä ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çìiííèõ âèâ÷àëèñÿ

Ð. Àðîíîì, Õ. Ôàëêî, Ì. Ìàåñòðå â ðîáîòi [25].

Íàñòóïíèì ïèòàííÿì, ÿêå ïîâ'ÿçàíå ç àëãåáðàìè àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié

¹ ïðîáëåìà iñíóâàííÿ ñòðóêòóðè àíàëiòè÷íîãî ìíîãîâèäó íà ñïåêòði äîâiëü-

íî¨ áàíàõîâî¨ àëãåáðè òà àëãåáðè Ôðåøå. Öå ïèòàííÿ ¹ âàæëèâèì i àêòèâíî

äîñëiäæóâàëîñü áàãàòüìà àâòîðàìè ó âèïàäêó ñêií÷åííîâèìiðíèõ àíàëiòè-

÷íèõ ñòðóêòóð. Äåòàëüíiøå ç öüîãî ïðèâîäó ìîæíà äiçíàòèñü ç îãëÿäó [78],

äèâ. òàêîæ [29] òà [101]. Àáñòðàêòíi àíàëiòè÷íi ìíîãîâèäè íàä ëîêàëüíî

îïóêëèìè ïðîñòîðàìè âèâ÷àþòüñÿ ó äðóãié ÷àñòèíi ìîíîãðàôi¨ Ï. Ìàçå [87].

Ó [26] îïèñàíî äåÿêó íåñêií÷åííîâèìiðíó àíàëiòè÷íó ñòðóêòóðó íà ñïåêòði

àëãåáðè àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà âiäêðèòèõ îáëàñòÿõ äëÿ

ñèìåòðè÷íî ðåãóëÿðíèõ çà Àðåíñîì ïðîñòîðiâ. Ïîíÿòòÿ ðåãóëÿðíîãî ïðî-

ñòîðó (àëãåáðè) áóëî ââåäåíî Ð. Àðåíñîì ó [18] i äîñëiäæóâàëîñü â [66]
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òà [105].

Äåòàëüíiøå ç ñó÷àñíèì ñòàíîì äîñëiäæåíü ó òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ i ïîëi-

ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ ìîæíà îçíàéîìèòèñü â ìî-

íîãðàôiÿõ òà îãëÿäîâèõ ñòàòòÿõ [19], [39], [47], [48], [61], [70], [71], [72], [92].

Â àíàëiçi ïðèðîäíèì ÷èíîì âèíèêàþòü òàêîæ ôóíêöi¨, ÿêi íå ¹ àíà-

ëiòè÷íèìè, àëå ¹ äèôåðåíöiéîâíèìè ó äiéñíîìó ñåíñi. Íàïðèêëàä, ó êîì-

ïëåêñíié âåðñi¨ òåîðåìè Ñòîóíà-Âåé¹ðøòðàññà ñòâåðäæó¹òüñÿ, ùî äîâiëüíó

íåïåðåðâíó êîìïëåêñíîçíà÷íó ôóíêöiþ, çàäàíó íà êîìïàêòi, ìîæíà ðiâ-

íîìiðíî íàáëèçèòè ôóíêöiÿìè, îòðèìàíèìè çi çìiííèõ ñêií÷åííîþ êiëü-

êiñòþ îïåðàöié äîäàâàííÿ, ìíîæåííÿ, âçÿòòÿ êîìïëåêñíîãî ñïðÿæåííÿ i

ìíîæåííÿ íà êîìïëåêñíi ñêàëÿðè. Òàêi ôóíêöi¨, ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, íå

¹ àíàëiòè÷íèìè, ïðîòå âîíè ¹ äèôåðåíöiéîâíèìè ó äiéñíîìó ñåíñi. Ïðè-

êëàäàìè òàêèõ ôóíêöié ó íåñêií÷åííîâèìiðíîìó íåëiíiéíîìó àíàëiçi ¹ òàê

çâàíi ∗-ïîëiíîìè, ÿêi âïåðøå áóëî ââåäåíî (áåç íàçâè) ó ìîíîãðàôi¨ [92]. Â
ðîáîòi [90] äîñëiäæóâàëèñÿ àïðîêñèìàöiéíi âëàñòèâîñòi ∗-ïîëiíîìiâ. Òàêîæ
â öié ðîáîòi ïîêàçàíî, ùî íàñòóïíèé ∗-ïîëiíîì, çàäàíèé íà êîìïëåêñíîìó

ïðîñòîði `2,

`2 3 (x1, x2, . . .) 7→
∞∑
n=1

xnx̄n ∈ C

íå ìîæíà ðiâíîìiðíî íàáëèçèòè åëåìåíòàìè àëãåáðè, ïîðîäæåíî¨ ïîëiíî-

ìàìè i êîìïëåêñíî ñïðÿæåíèìè äî ïîëiíîìiâ ôóíêöiÿìè. Ó öüîìó, çîêðåìà,

ïîëÿãà¹ ðiçíèöÿ ìiæ íåñêií÷åííîâèìiðíèì i ñêií÷åííîâèìiðíèì âèïàäêàìè.

Iç äàíîãî ïðèêëàäó âèïëèâà¹, ùî ∗-ïîëiíîìàìè ìîæíà ðiâíîìiðíî íàáëè-

çèòè áiëüøó êiëüêiñòü íåïåðåðâíèõ ôóíêöié, íiæ åëåìåíòàìè àëãåáðè, ïî-

ðîäæåíî¨ ïîëiíîìàìè i ôóíêöiÿìè, êîìïëåêñíî ñïðÿæåíèìè äî ïîëiíîìiâ,

ó âèïàäêó ôóíêöié íà ïðîñòîði `2.
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1.2. Ïîïåðåäíi âiäîìîñòi

Ïîçíà÷èìî N ìíîæèíó âñiõ äîäàòíèõ öiëèõ ÷èñåë i Z+ ìíîæèíó âñiõ

íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë. Ïîçíà÷èìî S ìíîæèíó âñiõ ái¹êöié σ : N → N.
Äëÿ n ∈ N, ïîçíà÷èìî Sn ìíîæèíó âñiõ ái¹êöié σ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n}.

1.2.1. Ïîëiíîìè

Íåõàé X i Y � öå ëiíiéíi ïðîñòîðè íàä ïîëÿìè K1 i K2 âiäïîâiäíî,

òàêèìè, ùî K1 ⊂ K2 i K1,K2 ∈ {R,C}. Âiäîáðàæåííÿ A : Xm → Y, äå

m ∈ N, íàçèâàþòü m-ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì, ÿêùî âiäîáðàæåííÿ A ¹

ëiíiéíèì âiäíîñíî êîæíîãî çi ñâî¨õ m àðãóìåíòiâ (÷àñòî âèêîðèñòîâóþòü

òåðìiíè �ïîëiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ�, ÿêùî íå óòî÷íåíî ÷èñëîm).m-Ëiíiéíå

âiäîáðàæåííÿ, ÿêå ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî ïåðåñòàíîâîê ñâî¨õ àðãóìåíòiâ,

íàçèâàþòü ñèìåòðè÷íèì. Äëÿ m-ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ A : Xm → Y

âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ A(s) : Xm → Y ôîðìóëîþ:

A(s)(x1, . . . , xm) =
1

m!

∑
τ∈Sm

A
(
xτ(1), . . . , xτ(m)

)
,

äå x1, . . . , xm ∈ X. Âiäîáðàæåííÿ A(s) ¹ ñèìåòðè÷íèì i m-ëiíiéíèì. Öå

âiäîáðàæåííÿ íàçèâàþòü ñèìåòðèçàöi¹þ âiäîáðàæåííÿ A. Âiäîáðàæåííÿ

P : X → Y íàçèâàþòü m-îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì, ÿêùî iñíó¹ m-ëiíiéíå

âiäîáðàæåííÿ A : Xm → Y òàêå, ùî âiäîáðàæåííÿ P ¹ çâóæåííÿì íà

äiàãîíàëü âiäîáðàæåííÿ A, òîáòî

P (x) = A(x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
m

)

äëÿ êîæíîãî x ∈ X. Çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ P òàêîæ ¹ çâóæåííÿì

íà äiàãîíàëü âiäîáðàæåííÿ AP := A(s), ÿêå ¹ ñèìåòðèçàöi¹þ âiäîáðàæåííÿ

A. Âiäîáðàæåííÿ AP íàçèâàþòü ñèìåòðè÷íèì m-ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì,

àñîöiéîâàíèì çm-îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì P. Çãiäíî iç [92, òåîðåìà 1.10, ñ. 6],

âiäîáðàæåííÿ AP ìîæíà âiäíîâèòè çà çíà÷åííÿìè m-îäíîðiäíîãî ïîëiíîìà
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P çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè:

AP (x1, . . . , xm) =
1

2mm!

∑
ε1,...,εm=±1

ε1 . . . εmP (ε1x1 + . . .+ εmxm), (1.1)

ÿêó íàçèâàþòü ïîëÿðèçàöiéíîþ ôîðìóëîþ. Òàêîæ áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè

ïîëiíîìiàëüíó ôîðìóëó (äèâ. [92, òåîðåìà 1.8, c. 5]):

P (x1 + . . .+ xk) =

=
∑

n1+...+nk=n

n!

n1! . . . nk!
AP (x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸

n1

, x2, . . . , x2︸ ︷︷ ︸
n2

, . . . , xk, . . . , xk︸ ︷︷ ︸
nk

) (1.2)

òà ¨¨ íàñëiäîê, áiíîìiàëüíó ôîðìóëó (äèâ. [92, íàñëiäîê 1.9, c. 6]):

P (x+ y) =
n∑

m=0

(
n

m

)
AP (x, . . . , x︸ ︷︷ ︸

n

, y, . . . , y︸ ︷︷ ︸
m

), (1.3)

äå (
n

m

)
=

n!

m!(n−m)!
.

Iç ôîðìóëè (1.1) âèïëèâà¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1.1. Íåõàé P � m-îäíîðiäíèé ïîëiíîì, ÿêèé äi¹ ç ïðî-

ñòîðó X â ïðîñòið Y. Íåõàé J � ëiíiéíèé îïåðàòîð, ÿêèé äi¹ ç ïðîñòîðó

X â X òàêèé, ùî P (J(x)) = P (x) äëÿ êîæíîãî x ∈ X. Òîäi

AP (J(x1), . . . , J(xm)) = AP (x1, . . . , xm)

äëÿ êîæíèõ x1, . . . , xm ∈ X, äå AP � öå ñèìåòðè÷íå m-ëiíiéíå âiäîáðà-

æåííÿ, àñîöiéîâàíå iç m-îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì P.

Äëÿ çðó÷íîñòi âèçíà÷èìî 0-îäíîðiäíi ïîëiíîìè, ÿêi äiþòü ç ïðîñòîðó

X â ïðîñòið Y, ÿê ñòàëi âiäîáðàæåííÿ.

Âiäîáðàæåííÿ P : X → Y íàçèâàþòü ïîëiíîìîì, ÿêùî éîãî ìîæíà

ïîäàòè ó âèãëÿäi

P =
K∑
j=0

Pj, (1.4)
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äå K ∈ Z+ i Pj ¹ j-îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì äëÿ êîæíîãî j ∈ {0, . . . , K}.
Íåõàé degP � öå íàéáiëüøå ÷èñëî j ∈ {0, . . . , K} òàêå, ùî Pj 6≡ 0.

Äëÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë t1, . . . , tm íåõàé Vt1,...,tm � öå ìàòðèöÿ Âàíäåð-

ìîíäà:

Vt1,...,tm :=


1 t1 t21 . . . tm−1

1

1 t2 t22 . . . tm−1
2

... ... ... . . . ...

1 tm t2m . . . tm−1
m

 .

Âiäîìî, ùî

det(Vt1,...,tm) =
∏

1≤j<s≤m
(ts − tj).

ßêùî ÷èñëà t1, . . . , tm ¹ ïîïàðíî ðiçíèìè, òî det(Vt1,...,tm) 6= 0.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ äà¹ ìåòîä âiäíîâëåííÿ îäíîðiäíèõ êîìïîíåíò

äîâiëüíîãî ïîëiíîìà P çà çíà÷åííÿìè öüîãî ïîëiíîìà.

Òâåðäæåííÿ 1.2. (Äèâ. [86]) Íåõàé P � öå ïîëiíîì âèãëÿäó (1.4).

Íåõàé λ0, . . . , λK � öå ïîïàðíî ðiçíi íåíóëüîâi äiéñíi ÷èñëà. Òîäi

Pj(x) =
K∑
s=0

wjsP (λsx),

äëÿ êîæíîãî j ∈ {0, . . . , K}, äå ÷èñëà wjs � öå åëåìåíòè ìàòðèöi W =

(wjs)j,s=0,K , ÿêà ¹ îáåðíåíîþ ìàòðèöåþ äî ìàòðèöi Âàíäåðìîíäà Vλ0,...,λK .

Ïðèïóñòèìî, ùî ïðîñòîðèX i Y ¹ íîðìîâàíèìè ïðîñòîðàìè ç íîðìàìè

‖ ·‖X i ‖ ·‖Y âiäïîâiäíî. Çàóâàæèìî, ùî m-ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ A : Xm →
Y ¹ íåïåðåðâíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè çíà÷åííÿ

‖A‖ = sup
‖x1‖X≤1,...,‖xm‖X≤1

‖A(x1, . . . , xm)‖Y

¹ ñêií÷åííèì. ßê íàñëiäîê, ÿêùî âiäîáðàæåííÿ A � íåïåðåðâíå, òî

‖A(x1, . . . , xm)‖Y ≤ ‖A‖‖x1‖X , . . . , ‖xm‖X (1.5)

äëÿ êîæíèõ x1, . . . , xm ∈ X. Àíàëîãi÷íî,m-îäíîðiäíèé ïîëiíîì P : X → Y

¹ íåïåðåðâíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè çíà÷åííÿ

‖P‖ = sup
‖x‖X≤1

‖P (x)‖Y
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¹ ñêií÷åííèì. Çâiäñè

‖P (x)‖Y ≤ ‖P‖‖x‖mX (1.6)

äëÿ êîæíîãî x ∈ X. Iç ôîðìóëè (1.1) âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî íåïåðåðâ-
íîãî m-îäíîðiäíîãî ïîëiíîìà P : X → Y âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà íåðiâíiñòü:

‖P‖ ≤ ‖AP‖ ≤
mm

m!
‖P‖, (1.7)

ÿêó íàçèâàþòü ïîëÿðèçàöiéíîþ íåðiâíiñòþ.

1.2.2. ∗-Ïîëiíîìè

Â [92, ñ. 8] ââåäåíî ïîíÿòòÿ âiäîáðàæåíü ìiæ êîìïëåêñíèìè ëiíiéíèìè

ïðîñòîðàìè, ÿêi ¹ ëiíiéíèìè âiäíîñíî ÷àñòèíè ñâî¨õ àðãóìåíòiâ i àíòèëiíié-

íèìè âiäíîñíî óñiõ iíøèõ àðãóìåíòiâ. Êëàñè òàêèõ âiäîáðàæåíü ìiñòÿòü â

ñîái êëàñè ïîëiëiíiíèõ âiäîáðàæåíü. Âîäíî÷àñ, çãàäàíi âiäîáðàæåííÿ òà ¨õ

çâóæåííÿ íà äiàãîíàëi ìàþòü êðàùi àïðîêñèìàöiéíi âëàñòèâîñòi ùîäî íà-

áëèæåííÿ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà êîìïëåêñíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ, íiæ

ïîëiëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ i ïîëiíîìè. Äàìî ôîðìàëüíi îçíà÷åííÿ.

Íåõàé X i Y � öå êîìïëåêñíi ëiíiéíi ïðîñòîðè. Âiäîáðàæåííÿ A :

Xm+n → Y, äå (m,n) ∈ Z2
+ \ {(0, 0)}, íàçèâàþòü (m,n)-ëiíiéíèì âiäîáðà-

æåííÿì, ÿêùî âiäîáðàæåííÿ A ¹ ëiíiéíèì âiäíîñíî êîæíîãî iç ïåðøèõ

m àðãóìåíòiâ i ¹ àíòèëiíiéíèì âiäíîñíî êîæíîãî ç îñòàííiõ n àðãóìåí-

òiâ. (m,n)-Ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ, ÿêå ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî ïåðåñòàíî-

âîê éîãî ïåðøèõ m àðãóìåíòiâ i îñòàííiõ n àðãóìåíòiâ îêðåìî, íàçèâàþòü

(m,n)-ñèìåòðè÷íèì. Äëÿ (m,n)-ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ A : Xm+n → Y,

âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ A(s) : Xm+n → Y ðiâíiñòþ:

A(s)(x1, . . . , xm, xm+1, . . . , xm+n) =

=
1

m!n!

∑
τ∈Sm

∑
θ∈Sn

A
(
xτ(1), . . . , xτ(m), xm+θ(1), . . . , xm+θ(n)

)
.

Âiäîáðàæåííÿ A(s) ¹ (m,n)-ñèìåòðè÷íèì i (m,n)-ëiíiéíèì. Öå âiäîáðàæå-

ííÿ íàçèâàþòü (m,n)-ñèìåòðèçàöi¹þ âiäîáðàæåííÿ A. Âiäîáðàæåííÿ P :
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X → Y íàçèâàþòü (m,n)-ïîëiíîìîì, ÿêùî iñíó¹ (m,n)-ëiíiéíå âiäîáðàæå-

ííÿ AP : Xm+n → Y òàêå, ùî âiäîáðàæåííÿ P ¹ çâóæåííÿì íà äiàãîíàëü

âiäîáðàæåííÿ AP , òîáòî

P (x) = AP (x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
m+n

)

äëÿ êîæíîãî x ∈ X. Çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ P ¹ òàêîæ çâóæåííÿì

íà äiàãîíàëü âiäîáðàæåííÿ A
(s)
P , ÿêå ¹ (m,n)-ñèìåòðèçàöi¹þ âiäîáðàæåí-

íÿ AP . Âiäîáðàæåííÿ A
(s)
P íàçèâàþòü (m,n)-ñèìåòðè÷íèì (m,n)-ëiíiéíèì

âiäîáðàæåííÿì, àñîöiéîâàíèì iç (m,n)-ïîëiíîìîì P. Çãiäíî iç [123, òåîðå-

ìà 3.1], âiäîáðàæåííÿ A(s)
P ìîæíà âiäíîâèòè çà çíà÷åííÿìè (m,n)-ïîëiíîìà

P çà äîïîìîãîþ ïîëÿðèçàöiéíî¨ ôîðìóëè:

A
(s)
P (x1, . . . , xm+n) =

1

2m+nm!n!

∑
ε1,...,εm+n=±1

ε1 . . . εm+n

2n+1∑
j=1

1

2n+ 1
×

× α2n+1−m
j P

(
αj(ε1x1 + . . .+ εmxm) + εm+1xm+1 + . . .+ εm+nxm+n

)
, (1.8)

äå αj = e2πij/(2n+1) äëÿ j ∈ {1, . . . , 2n+ 1}.
Çàóâàæèìî, ùî äëÿ (m,n)-ïîëiíîìà P : X → Y i äëÿ äîâiëüíèõ åëå-

ìåíòiâ x1, . . . , xk ∈ X, äå k ∈ N, âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

P (x1 + . . .+ xk) =
∑

µ1+...+µk=m
µ1,...,µk∈Z+

∑
ν1+...+νk=n
ν1,...,νk∈Z+

m!

µ1! . . . µk!

n!

ν1! . . . νk!
×

× AP (x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸
µ1

, . . . , xk, . . . , xk︸ ︷︷ ︸
µk

, x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸
ν1

, . . . , xk, . . . , xk︸ ︷︷ ︸
νk

). (1.9)

Òàêîæ çàóâàæèìî, ùî

P (λx) = λmλ̄nP (x) (1.10)

äëÿ êîæíèõ x ∈ X i λ ∈ C.
Äëÿ çðó÷íîñòi âèçíà÷èìî (0, 0)-ïîëiíîìè, ÿêi äiþòü ç X â Y, ÿê ñòàëi

âiäîáðàæåííÿ.

Âiäîáðàæåííÿ P : X → Y íàçèâàþòü ∗-ïîëiíîìîì, ÿêùî éîãî ìîæíà
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ïîäàòè ó âèãëÿäi

P =
K∑
t=0

t∑
j=0

Pj,t−j, (1.11)

äå K ∈ Z+ i Pj,t−j � öå (j, t − j)-ïîëiíîì äëÿ êîæíèõ t ∈ {0, . . . , K} i
j ∈ {0, . . . , t}. Íåõàé degP � öå íàéáiëüøå ÷èñëî t ∈ {0, . . . , K}, äëÿ ÿêîãî
iñíó¹ ÷èñëî j ∈ {0, . . . , t} òàêå, ùî Pj,t−j 6≡ 0.

Ïðèïóñòèìî, ùî X i Y � öå êîìïëåêñíi íîðìîâàíi ïðîñòîðè ç íîðìàìè

‖ · ‖X i ‖ · ‖Y âiäïîâiäíî. Çàóâàæèìî, ùî (m,n)-ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ A :

Xm+n → Y ¹ íåïåðåðâíèì ÿêùî i òiëüêè ÿêùî çíà÷åííÿ

‖A‖ = sup
‖x1‖X≤1,...,‖xm+n‖X≤1

‖A(x1, . . . , xm+n)‖Y

¹ ñêií÷åííèì. Àíàëîãi÷íî, (m,n)-ïîëiíîì P : X → Y ¹ íåïåðåðâíèì ÿêùî

i òiëüêè ÿêùî çíà÷åííÿ

‖P‖ = sup
‖x‖X≤1

‖P (x)‖Y

¹ ñêií÷åííèì. Iç ôîðìóëè (1.8) âèïëèâà¹ íàñòóïíà íåðiâíiñòü:

‖A(s)
P ‖ ≤

(m+ n)m+n

m!n!
‖P‖. (1.12)

1.2.3. Àëãåáðè òà ¨õíi ñïåêòðè

Íåõàé K = R àáî C.

Îçíà÷åííÿ 1.1. Ëiíiéíèé ïðîñòið A íàä ïîëåì K íàçèâàþòü àëãå-

áðîþ, ÿêùî â íüîìó ââåäåíî ùå îäíó àëãåáðà¨÷íó îïåðàöiþ � ìíîæåííÿ,

ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ òàêèì àêñiîìàì:

1. (xy)z = x(yz) äëÿ êîæíèõ x, y, z ∈ A.

2. x(y + z) = xy + xz; (y + z)x = yx+ zx äëÿ êîæíèõ x, y, z ∈ A.

3. α(xy) = (αx)y = x(αy) äëÿ êîæíèõ x, y ∈ A, α ∈ K.
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ßêùî iñíó¹ åëåìåíò e ∈ A òàêèé, ùî ex = xe = x äëÿ êîæíîãî

x ∈ A, òî åëåìåíò e íàçèâàþòü îäèíèöåþ àëãåáðè A, à ñàìó àëãåáðó

íàçèâàþòü àëãåáðîþ ç îäèíèöåþ.

ßêùî îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ êîìóòàòèâíà, òîáòî ÿêùî xy = yx äëÿ

êîæíèõ x, y ∈ A, òî àëãåáðó A íàçèâàþòü êîìóòàòèâíîþ àëãåáðîþ.

Îçíà÷åííÿ 1.2. Íîðìîâàíèé ïðîñòið A íàçèâàþòü íîðìîâàíîþ àë-

ãåáðîþ, ÿêùî âií ¹ àëãåáðîþ ç îäèíèöåþ i âèêîíàíi òàêi àêñiîìè:

1. ‖e‖ = 1.

2. ‖xy‖ ≤ ‖x‖‖y‖.

ßêùî íîðìîâàíà àëãåáðà A ¹ ïîâíîþ (òîáòî ¹ áàíàõîâèì ïðîñòîðîì),

òî ¨¨ íàçèâàþòü áàíàõîâîþ àëãåáðîþ.

Îçíà÷åííÿ 1.3. Òîïîëîãi÷íèé ëiíiéíèé ïðîñòið A íàçèâàþòü òîïî-

ëîãi÷íîþ àëãåáðîþ, ÿêùî âií ¹ àëãåáðîþ ç îäèíèöåþ i ìíîæåííÿ ¹ ñóêóïíî

íåïåðåðâíèì.

Îçíà÷åííÿ 1.4. Òîïîëîãi÷íó àëãåáðó A íàçèâàþòü ëîêàëüíî ìóëüòè-

ïëiêàòèâíî îïóêëîþ, ÿêùî òîïîëîãiÿ íà àëãåáði A ¹ ïîðîäæåíîþ äåÿêîþ

ñiì'¹þ íàïiâíîðì {pj : j ∈ J}, äå J � äåÿêà iíäåêñíà ìíîæèíà, äëÿ ÿêèõ

âèêîíóþòüñÿ òàêi äâi óìîâè:

1. pj(e) = 1 äëÿ êîæíîãî j ∈ J.

2. pj(xy) ≤ pj(x)pj(y) äëÿ êîæíèõ x, y ∈ A, j ∈ J.

Îçíà÷åííÿ 1.5. Ïîâíó ìåòðèçîâíó ëîêàëüíî ìóëüòèïëiêàòèâíî îïó-

êëó òîïîëîãi÷íó àëãåáðó íàçèâàþòü àëãåáðîþ Ôðåøå.

Îçíà÷åííÿ 1.6. Íåõàé A � òîïîëîãi÷íà àëãåáðà íàä ïîëåì K. Íå-
òðèâiàëüíèé íåïåðåðâíèé ãîìîìîðôiçì ϕ : A → K íàçèâàþòü õàðàêòåðîì

àëãåáðè A. Ìíîæèíó âñiõ õàðàêòåðiâ àëãåáðè A íàçèâàþòü ñïåêòðîì àë-

ãåáðè A i ïîçíà÷àþòüM(A).
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Òâåðäæåííÿ 1.3. (Äèâ. [14, c. 521�522]) Íîðìà êîæíîãî íåïåðåðâíîãî

õàðàêòåðà íà íîðìîâàíié àëãåáði äîðiâíþ¹ 1.

1.2.4. Àëãåáðà¨÷íi êîìáiíàöi¨

Íåõàé T � äîâiëüíà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà i K = R àáî C.

Îçíà÷åííÿ 1.7. Âiäîáðàæåííÿ f : T → K íàçèâàþòü àëãåáðà¨÷íîþ

êîìáiíàöi¹þ âiäîáðàæåíü f1, . . . , fm : T → K íàä ïîëåì K, ÿêùî iñíó¹

ïîëiíîì Q : Km → K òàêèé, ùî

f(x) = Q(f1(x), . . . , fm(x))

äëÿ êîæíîãî x ∈ T.

Îçíà÷åííÿ 1.8. Ìíîæèíó {f1, . . . , fm} âiäîáðàæåíü f1, . . . , fm : T →
K íàçèâàþòü àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíîþ, ÿêùî êîæåí ïîëiíîì Q : Km → K,
äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Q(f1(x), . . . , fm(x)) = 0

äëÿ êîæíîãî x ∈ T, òîòîæíî äîðiâíþ¹ íóëþ.

ßêùî ìíîæèíà âiäîáðàæåíü {f1, . . . , fm} ¹ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíîþ i

ïîëiíîìè Q1, Q2 : Km → K òàêi, ùî

Q1(f1(x), . . . , fm(x)) = Q2(f1(x), . . . , fm(x))

äëÿ êîæíîãî x ∈ T, òîäi ïîëiíîì Q1 òîòîæíî äîðiâíþ¹ ïîëiíîìó Q2. Îòæå,

êîæíà àëãåáðà¨÷íà êîìáiíàöiÿ åëåìåíòiâ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíî¨ ìíîæèíè

âiäîáðàæåíü ¹ ¹äèíîþ.

Îçíà÷åííÿ 1.9. Íåñêiíåííó ìíîæèíó âiäîáðàæåíü íàçèâàþòü àëãå-

áðà¨÷íî íåçàëåæíîþ, ÿêùî êîæíà ¨¨ ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà ¹ àëãåáðà¨÷íî

íåçàëåæíîþ.
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Îçíà÷åííÿ 1.10. Íåõàé A � äåÿêà àëãåáðà íàä ïîëåì K âiäîáðàæåíü

f : T → K iç ïîòî÷êîâèìè îïåðàöiÿìè, äå T � äåÿêà íåïîðîæíÿ ìíîæè-

íà. Íåïîðîæíþ ïiäìíîæèíó B àëãåáðè A íàçèâàþòü àëãåáðà¨÷íèì áà-

çèñîì àëãåáðè A, ÿêùî êîæåí åëåìåíò àëãåáðè A ìîæíà ¹äèíèì ÷èíîì

ïîäàòè ó âèãëÿäi àëãåáðà¨÷íî¨ êîìáiíàöi¨ äåÿêèõ åëåìåíòiâ ïiäìíîæèíè

B.

Çàóâàæèìî, ùî iç äàíîãî îçíà÷åííÿ âèïëèâà¹, ùî êîæåí àëãåáðà¨÷íèé

áàçèñ ¹ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíîþ ìíîæèíîþ.

1.2.5. Àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ íà ëîêàëüíî îïóêëèõ ïðîñòîðàõ

Îçíà÷åííÿ 1.11. (Äèâ. [47, îçíà÷åííÿ 2.1, ñ. 53]) Ïiäìíîæèíó U

ëiíiéíîãî ïðîñòîðó X íàçèâàþòü ñêií÷åííî-âiäêðèòîþ, ÿêùî ìíîæèíà

U ∩ F ¹ âiäêðèòîþ ïiäìíîæèíîþ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó F äëÿ êîæíîãî

ñêií÷åííîâèìiðíîãî ïiäïðîñòîðó F ïðîñòîðó X.

(Äèâ. [47, ñ. 53]). Ñêií÷åííî-âiäêðèòi ïiäìíîæèíè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó

X óòâîðþþòü iíâàðiàíòíó âiäíîñíî çñóâiâ òîïîëîãiþ τf . Çáàëàíñîâàíi τf -

îêîëè íóëÿ óòâîðþþòü áàçó τf -îêîëiâ íóëÿ. Íà ëîêàëüíî îïóêëîìó ïðîñòîði

(X, τ) òîïîëîãiÿ τf ¹ íå ñëàáøîþ âiä òîïîëîãi¨ τ, òîáòî τf ≥ τ.

Îçíà÷åííÿ 1.12. (Äèâ. [47, îçíà÷åííÿ 2.2, ñ. 54]) Êîìïëåêñíîçíà÷íó

ôóíêöiþ f, âèçíà÷åíó íà ñêií÷åííî-âiäêðèòié ïiäìíîæèíi U êîìïëåêñíî-

ãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó X íàçèâàþòü G-àíàëiòè÷íîþ, àáî àíàëiòè÷íîþ çà

Ãàòî, ÿêùî äëÿ êîæíèõ a ∈ U, b ∈ X êîìïëåêñíîçíà÷íà ôóíêöiÿ âiä îäíi¹¨

êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨

λ 7→ f(a+ λb)

¹ àíàëiòè÷íîþ â äåÿêîìó îêîëi íóëÿ. Ïîçíà÷èìî HG(U) ìíîæèíó âñiõ

G-àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié, ÿêi äiþòü ç ìíîæèíè U â ïîëå C.

Iç [47, òâåðäæåííÿ 2.4, ñ. 55] âèïëèâà¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.
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Òâåðäæåííÿ 1.4. Íåõàé U ¹ ñêií÷åííî-âiäêðèòîþ ïiäìíîæèíîþ êîì-

ïëåêñíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó X i f ∈ HG(U). Òîäi äëÿ êîæíî¨ òî÷êè

a ∈ U iñíó¹ ¹äèíà ïîñëiäîâíiñòü îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ, ÿêi äiþòü ç ïðî-

ñòîðó X â ïîëå C,
{
f

(a)
m

}∞
m=0

, òàêà, ùî

f(a+ y) =
∞∑
m=0

f (a)
m (y)

äëÿ êîæíîãî y iç äåÿêîãî τf -îêîëó íóëÿ. Äàíèé ðÿä íàçèâàþòü ðÿäîì Òåé-

ëîðà ôóíêöi¨ f ó òî÷öi a.

Îçíà÷åííÿ 1.13. (Äèâ. [47, îçíà÷åííÿ 2.6, ñ. 57]) Íåõàé (X, τ) � öå

êîìïëåêñíèé ëîêàëüíî îïóêëèé ïðîñòið i íåõàé U � öå äåÿêà ñêií÷åííî-

âiäêðèòà ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó X. Ôóíêöiþ f : U → C íàçèâàþòü àíà-

ëiòè÷íîþ, ÿêùî âîíà ¹ G-àíàëiòè÷íîþ i äëÿ êîæíîãî a ∈ U iñíó¹ τ -îêië

íóëÿ V òàêèé, ùî ðÿä
∞∑
m=0

f (a)
m (y)

¹ çáiæíèì äëÿ êîæíîãî y ∈ V i ôóíêöiÿ

V 3 y 7→
∞∑
m=0

f (a)
m (y) ∈ C

¹ íåïåðåðâíîþ. Ëiíiéíèé ïðîñòið âñiõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié, ÿêi äiþòü ç

ìíîæèíè U â ïîëå C, ïîçíà÷àþòü H(U). Ôóíêöiþ, ÿêà ¹ àíàëiòè÷íîþ íà

âñüîìó ïðîñòîði X, íàçèâàþòü öiëîþ.

Iç [47, ëåìà 2.8, ñ. 58] âèïëèâà¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1.5. Íåõàé U � öå ñêií÷åííî-âiäêðèòà ïiäìíîæèíà äå-

ÿêîãî êîìïëåêñíîãî ëîêàëüíî îïóêëîãî ïðîñòîðó X i ôóíêöiÿ f : U → C ¹

G-àíàëiòè÷íîþ. Òîäi ôóíêöiÿ f ¹ àíàëiòè÷íîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

âîíà ¹ ëîêàëüíî îáìåæåíîþ.

Iç [47, íàñëiäîê 2.9, ñ. 59] âèïëèâà¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.
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Òâåðäæåííÿ 1.6. Íåõàé X � öå êîìïëåêñíèé ëîêàëüíî îïóêëèé ïðî-

ñòið. Íåõàé U � âiäêðèòà ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó X i íåõàé f ∈ H(U). Òî-

äi äëÿ êîæíî¨ òî÷êè a iç ìíîæèíè U i äëÿ êîæíîãî m ∈ N, m-îäíîðiäíèé
ïîëiíîì f

(a)
m ¹ íåïåðåðâíèì.

(Äèâ. [47, c. 166]). Íåõàé U � âiäêðèòà ïiäìíîæèíà êîìïëåêñíîãî ëî-

êàëüíî îïóêëîãî ïðîñòîðó X i íåõàé B � çáàëàíñîâàíà çàìêíåíà ïiäìíî-

æèíà ïðîñòîðó X. Íåõàé

dB(a, U) = sup
{
|λ| : λ ∈ C, a+ λB ⊂ U

}
äëÿ a ∈ U. ßêùî X ¹ íîðìîâàíèì ïðîñòîðîì, à B � öå çàìêíåíà êóëÿ

îäèíè÷íîãî ðàäióñà ç öåíòðîì â íóëi ïðîñòîðó X, òî ÷èñëî dB(a, U) � öå

âiäñòàíü âiä òî÷êè a äî äîïîâíåííÿ ìíîæèíè U.

Íåõàé f ∈ H(U). Ðàäióñîì îáìåæåíîñòi ôóíêöi¨ f ó òî÷öi a ∈ U

âiäíîñíî ìíîæèíè B íàçèâàþòü ÷èñëî

rf(a,B) = sup
{
|λ| : λ ∈ C, a+ λB ⊂ U, sup

y∈a+λB
|f(y)| <∞

}
.

Ðàäióñîì ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi ôóíêöi¨ f ó òî÷öi a ∈ U âiäíîñíî ìíîæèíè

B íàçèâàþòü ÷èñëî

Rf(a,B) = sup
{
|λ| : λ ∈ C, a+ λB ⊂ U, i ðÿä Òåéëîðà ôóíêöi¨ f ó

òî÷öi a ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ f íà ìíîæèíi a+ λB
}
.

×àñòêîâèì âèïàäêîì [47, òâåðäæåííÿ 4.7, ñ. 166] ¹ íàñòóïíå òâåðäæå-

ííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1.7. Íåõàé U � âiäêðèòà ïiäìíîæèíà êîìïëåêñíîãî

ëîêàëüíî îïóêëîãî ïðîñòîðó X. Íåõàé f ∈ H(U). ßêùî a ∈ U, B � çà-

ìêíåíà çáàëàíñîâàíà ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó X i rf(a,B) > 0, òî

rf(a,B) = Rf(a,B) = min

{
dB(a, U),

(
lim sup
n→∞

sup
y∈B

∣∣f (a)
n (y)

∣∣1/n)−1}
.

Ïðè öüîìó, ìîæëèâèì ¹ âàðiàíò rf(a,B) = Rf(a,B) = +∞.
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Íåõàé X � öå êîìïëåêñíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið. Öiëó ôóíêöiþ f :

X → C, äëÿ ÿêî¨ rf(0, B) = +∞, äå B � çàìêíåíà êóëÿ îäèíè÷íîãî ðàäi-

óñà ç öåíòðîì â íóëi ïðîñòîðó X, íàçèâàþòü ôóíêöi¹þ îáìåæåíîãî òèïó.

Iíøèìè ñëîâàìè, ôóíêöiþ f íàçèâàþòü ôóíêöi¹þ îáìåæåíîãî òèïó, ÿêùî

âîíà ¹ îáìåæåíîþ íà êîæíié îáìåæåíié ïiäìíîæèíi ïðîñòîðó X. Iç òâåð-

äæåííÿ 1.7 âèïëèâà¹, ùî äî òàêî¨ ôóíêöi¨ f ¨¨ ðÿä Òåéëîðà ó òî÷öi íóëü,∑∞
m=0 fm, ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ íà êîæíié îáìåæåíié ïiäìíîæèíi ïðîñòî-

ðó X (äëÿ ñïðîùåííÿ çàïèñó, ÷åðåç fm ïîçíà÷åíî f (0)
m ). Iç [92, íàñëiäîê 7.3,

ñ. 47] âèïëèâà¹ íàñòóïíà ôîðìóëà, ÿêó íàçèâàþòü iíòåãðàëüíîþ ôîðìóëîþ

Êîøi:

fm(y) =
1

2πi

∫
|ξ|=r

f(ξy)

ξm+1
dξ, (1.13)

äå m ∈ Z+, y ∈ X i r > 0.

ÍåõàéX � öå êîìïëåêñíèé áàíàõiâ ïðîñòið. ÍåõàéHb(X) � öå àëãåáðà

Ôðåøå âñiõ öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó f : X → C iç òîïîëîãi¹þ ðiâ-

íîìiðíî¨ çáiæíîñòi íà îáìåæåíèõ ìíîæèíàõ. Íåõàé

‖f‖r = sup
‖x‖≤r

|f(x)|

äëÿ f ∈ Hb(X) i r ∈ (0,+∞). Òîïîëîãiÿ àëãåáðè Ôðåøå Hb(X) ¹ ïîðîäæå-

íîþ áóäü-ÿêîþ ìíîæèíîþ íîðì

{‖ · ‖r : r ∈ U},

äå U � öå äîâiëüíà íåîáìåæåíà ïiäìíîæèíà ìíîæèíè (0,+∞).

1.2.6. Àëãåáðà öiëèõ ôóíêöié âiä ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi êîìïëå-

êñíèõ çìiííèõ

Çàóâàæèìî, ùî êîæíà öiëà ôóíêöiÿ íà ïðîñòîði Cm, äåm ∈ N, ¹ ôóíê-
öi¹þ îáìåæåíîãî òèïó, òîìó Hb(Cm) = H(Cm). Òàêèì ÷èíîì, H(Cm) � öå

àëãåáðà Ôðåøå âñiõ öiëèõ ôóíêöié f : Cm → C iç òîïîëîãi¹þ ðiâíîìiðíî¨

çáiæíîñòi íà îáìåæåíèõ ìíîæèíàõ. Òîïîëîãiÿ àëãåáðè Ôðåøå H(Cm) ¹ ïî-

ðîäæåíîþ áóäü-ÿêîþ ìíîæèíîþ íîðì {‖ · ‖r : r ∈ U}, äå U � öå äîâiëüíà
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íåîáìåæåíà ïiäìíîæèíà ìíîæèíè (0,+∞), âèçíà÷åíèõ ôîðìóëîþ

‖f‖r = sup
‖z‖∞≤r

|f(z)|

äëÿ f ∈ H(Cm) i r ∈ (0,+∞), äå ‖z‖∞ = max1≤j≤m |zj| äëÿ z = (z1, . . . , zm) ∈
Cm.

Íàñòóïíi îçíà÷åííÿ ïîòðiáíi äëÿ âñòàíîâëåííÿ äåÿêèõ âëàñòèâîñòåé

àëãåáðè Ôðåøå H(C).

Îçíà÷åííÿ 1.14. (Äèâ. [47, ñ. 218]) Áàçèñ Øàóäåðà {en}∞n=1 â ëîêàëüíî

îïóêëîìó ïðîñòîði X íàçèâàþòü àáñîëþòíèì áàçèñîì, ÿêùî äëÿ êîæíî¨

íåïåðåðâíî¨ íàïiâíîðìè p íà X iñíó¹ íåïåðåðâíà íàïiâíîðìà q íà X òàêà,

ùî
∞∑
n=1

|xn|p(en) ≤ q
( ∞∑
n=1

xnen

)
äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà

∑∞
n=1 xnen ∈ X.

Îçíà÷åííÿ 1.15. (Äèâ. [47, ñ. 226, îçíà÷åííÿ 5.11]) Ëîêàëüíî îïóêëèé

ïðîñòið X íàçèâàþòü A-ÿäåðíèì, ÿêùî â íüîìó iñíó¹ àáñîëþòíèé áàçèñ

{en}∞n=1 i iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ äiéñíèõ ÷èñåë {δn}∞n=1 òàêà, ùî

ðÿä
∑∞

n=1
1
δn
¹ çáiæíèì i íàïiâíîðìà q, âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ

q
( ∞∑
n=1

xnen

)
=

∞∑
n=1

δnp(xnen)

äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà
∑∞

n=1 xnen ∈ X, ¹ íåïåðåðâíîþ äëÿ êîæíî¨ íåïå-

ðåðâíî¨ íàïiâíîðìè p íà X.

Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íàñòóïíèé ðåçóëüòàò, ÿêèé ¹ ÷àñòêîâèì ðå-

çóëüòàòîì [47, íàñëiäîê 5.22].

Ëåìà 1.1. Ïîñëiäîâíiñòü ïîëiíîìiâ en : C → C, en(z) = zn−1, äå

n ∈ N, óòâîðþ¹ àáñîëþòíèé áàçèñ Øàóäåðà ïðîñòîðó H(C). Áiëüøå òîãî,

ïðîñòið H(C) ¹ A-ÿäåðíèì ïðîñòîðîì.
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Îçíà÷åííÿ 1.16. (Äèâ. [47, ñ. 221, îçíà÷åííÿ 5.3]) Íåõàé P � öå ìíî-

æèíà ïîñëiäîâíîñòåé íåâiä'¹ìíèõ äiéñíèõ ÷èñåë òàêèõ, ùî äëÿ êîæíîãî

r ∈ N iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü w = {wn}∞n=1 ∈ P òàêà, ùî wr > 0. Íåõàé Λ(P )

� öå ìíîæèíà âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, {xn}∞n=1, òàêèõ,

ùî
∑∞

n=1wn|xn| < ∞ äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi w = {wn}∞n=1 ∈ P. Áó-

äåìî ðîçãëÿäàòè íà Λ(P ) òîïîëîãiþ, ïîðîäæåíó íàïiâíîðìàìè pw, w =

{wn}∞n=1 ∈ P, äå

pw
(
{xn}∞n=1

)
=

∞∑
n=1

wn|xn|

äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi {xn}∞n=1 ∈ Λ(P ).

Iç òîãî, ùî àëãåáðà Ôðåøå H(C) ¹ ïîâíèì ëîêàëüíî îïóêëèì ïðîñòî-

ðîì iç àáñîëþòíèì áàçèñîì, âèïëèâà¹ ïðàâèëüíiñòü íàñòóïíîãî òâåðäæåí-

íÿ.

Òâåðäæåííÿ 1.8. (Äèâ. [47, ñ. 221�222] àáî [73, �2.10 I, òâåðäæåí-

íÿ 11]) Âiäîáðàæåííÿ

H(C) 3
∞∑
n=0

anz
n 7→ {an−1}∞n=1 ∈ Λ(PH),

äå

PH =
{
{mn−1}∞n=1 : m ∈ N

}
,

¹ içîìîðôiçìîì.

1.2.7. Ïðîñòîðè Ëåáåãà-Ðîõëiíà

Ïðîñòið ç ìiðîþ � öå òðiéêà (Ω,F , ν), äå Ω � íåïîðîæíÿ ìíîæè-

íà, F � σ-àëãåáðà ïiäìíîæèí ìíîæèíè Ω, i ν : F → [0,+∞) � ìi-

ðà. Òàêîæ áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî ìiðà ν ¹ ïîâíîþ, òîáòî ùî êîæíà ïiä-

ìíîæèíà âèìiðíî¨ ìíîæèíè íóëüîâî¨ ìiðè òàêîæ ¹ âèìiðíîþ. Içîìîðôiçì

ìiæ äâîìà ïðîñòîðàìè ç ìiðàìè (Ω1,F1, ν1) i (Ω2,F2, ν2) � öå ái¹êöiÿ f :

Ω1 → Ω2 òàêà, ùî f i f−1 ¹ âèìiðíèìè i çáåðiãàþòü ìiðó. Ó âèïàäêó, êîëè
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(Ω1,F1, ν1) = (Ω2,F2, ν2), âiäîáðàæåííÿ f íàçèâàþòü âèìiðíèì àâòîìîð-

ôiçìîì. Äâà ïðîñòîðè ç ìiðàìè (Ω1,F1, ν1) i (Ω2,F2, ν2) íàçèâàþòü içîìîð-

ôíèìè çà ìîäóëåì íóëü, ÿêùî iñíóþòü íåõòîâíi ìíîæèíè, òîáòî ìíîæèíè

íóëüîâî¨ ìiðè,M ⊂ Ω1 i N ⊂ Ω2 òàêi, ùî ïðîñòîðè ç ìiðàìè Ω1\M i Ω2\N
¹ içîìîðôíèìè [96, �1, �5].

Íåõàé ïðîñòið ç ìiðîþ (Ω,F , ν) òàêèé, ùî ν(Ω) = 1. Ïðîñòið ç ìiðîþ

(Ω,F , ν) íàçèâàþòü ñåïàðàáåëüíèì (äèâ. [96, �2, �1]), ÿêùî iñíó¹ çëi÷åííà

ñiì'ÿ G âèìiðíèõ ïiäìíîæèí, ÿêà ìà¹ íàñòóïíi äâi âëàñòèâîñòi:

1. Äëÿ êîæíî¨ âèìiðíî¨ ìíîæèíè A ⊂ Ω iñíó¹ ìíîæèíà B òàêà, ùî A ⊂
B ⊂ Ω, ìíîæèíà B çáiãà¹òüñÿ iç ìíîæèíîþ A çà ìîäóëåì íóëü, i

ìíîæèíà B ¹ åëåìåíòîì σ-àëãåáðè, ïîðîäæåíî¨ ñiì'¹þ G.

2. Äëÿ êîæíî¨ ïàðè òî÷îê x, y ∈ Ω iñíó¹ ìíîæèíà G ⊂ G òàêà, ùî àáî

x ∈ G, y 6∈ G, àáî x 6∈ G, y ∈ G.

Êîæíó çëi÷åííó ñiì'þ G âèìiðíèõ ìíîæèí, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (1) i (2),
íàçèâàþòü áàçèñîì ïðîñòîðó (Ω,F , ν).

Íåõàé (Ω,F , ν) � öå ñåïàðàáåëüíèé ïðîñòið ç ìiðîþ i íåõàé B =

{Bn}∞n=1 � öå äîâiëüíèé áàçèñ â ïðîñòîði (Ω,F , ν). ßêùî âñi ïåðåòèíè

âèãëÿäó
⋂∞
n=1An, äå An ¹ îäíi¹þ iç äâîõ ìíîæèí Bn i Ω \ Bn, ¹ íåïîðî-

æíiìè, òîäi ïðîñòið (Ω,F , ν) íàçèâàþòü ïîâíèì âiäíîñíî áàçèñó B. Çãiäíî

iç [96, �2, �2], ÿêùî ïðîñòið (Ω,F , ν) ¹ ïîâíèì çà ìîäóëåì íóëü (òîáòî,

içîìîðôíèé çà ìîäóëåì íóëü äî äåÿêîãî ïîâíîãî ïðîñòîðó ç ìiðîþ) âiäíî-

ñíî äåÿêîãî áàçèñó, òîäi öåé ïðîñòið ¹ ïîâíèì çà ìîäóëåì íóëü âiäíîñíî

êîæíîãî iíøîãî áàçèñó. Ñåïàðàáåëüíèé ïðîñòið ç ìiðîþ, ÿêèé ¹ ïîâíèì çà

ìîäóëåì íóëü âiäíîñíî ñâîãî áàçèñó, íàçèâàþòü ïðîñòîðîì Ëåáåãà-Ðîõëiíà.

Òåîðåìà 1.1. (Äèâ. [96, �2, �1�4]). Êîæåí ïðîñòið Ëåáåãà-Ðîõëiíà

iç íåïåðåðâíîþ ìiðîþ (òîáòî, íåìà¹ òî÷îê iç äîäàòíîþ ìiðîþ) ¹ içîìîð-

ôíèì çà ìîäóëåì íóëü äî âiäðiçêà [0, 1] iç ëiíiéíîþ ìiðîþ Ëåáåãà.

Òåîðåìà 1.2. (Äèâ. [96, �2, �1�4]). Êîæíà âèìiðíà çà Ëåáåãîì ïiä-

ìíîæèíà E ⊂ [0, 1] ¹ içîìîðôíîþ çà ìîäóëåì íóëü äî âiäðiçêà äîâæèíè
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µ(E), äå µ � ëiíiéíà ìiðà Ëåáåãà.

1.2.8. Ñèìåòðè÷íi ôóíêöi¨ íà ïðîñòîðàõ âèìiðíèõ ôóíêöié

Íåõàé Ω � âèìiðíà çà Ëåáåãîì ïiäìíîæèíà ìíîæèíè R, äëÿ ÿêî¨

µ(Ω) > 0. Íåõàé ΞΩ � öå ìíîæèíà âñiõ ái¹êöié σ : Ω → Ω òàêèõ, ùî

äëÿ êîæíî¨ âèìiðíî¨ çà Ëåáåãîì ìíîæèíè E ⊂ Ω ìíîæèíè σ(E) i σ−1(E)

¹ âèìiðíèìè çà Ëåáåãîì i µ(σ(E)) = µ(σ−1(E)) = µ(E). Çàóâàæèìî, ùî

ìíîæèíà ΞΩ ¹ ìíîæèíîþ âñiõ âèìiðíèõ àâòîìîðôiçìiâ ìíîæèíè Ω.

Íåõàé X(Ω) � ëiíiéíèé ïðîñòið êëàñiâ ôóíêöié, çàäàíèõ íà ìíîæèíi

Ω, òàêèé, ùî äëÿ êîæíîãî êëàñó θ ∈ X(Ω) i äëÿ êîæíî¨ ái¹êöi¨ σ ∈ ΞΩ,

ìíîæèíà

θ ◦ σ := {x ◦ σ : x ∈ θ}

¹ êëàñîì, ÿêèé íàëåæèòü ïðîñòîðó X(Ω).

Îçíà÷åííÿ 1.17. Ôóíêöiþ f, çàäàíó íà ïðîñòîði X(Ω), íàçâåìî ñè-

ìåòðè÷íîþ, ÿêùî äëÿ êîæíèõ θ ∈ X(Ω) i σ ∈ ΞΩ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

f(θ ◦ σ) = f(θ).

Îçíà÷åííÿ 1.18. Íåõàé n ∈ N. Ôóíêöiþ f, çàäàíó íà n-òîìó äåêàð-

òîâîìó ñòåïåíi ïðîñòîðó X(Ω), íàçâåìî ñèìåòðè÷íîþ, ÿêùî äëÿ êîæíèõ

θ = (θ1, . . . , θn) ∈ (X(Ω))n i σ ∈ ΞΩ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

f(θ ◦ σ) = f(θ),

äå

θ ◦ σ = (θ1 ◦ σ, . . . , θn ◦ σ).

Îçíà÷åííÿ 1.19. Íåõàé ìíîæèíà Ω � íåîáìåæåíà. Ái¹êöiþ σ ∈ ΞΩ

íàçâåìî ñêií÷åííîþ, ÿêùî äëÿ íå¨ iñíó¹ ÷èñëî a > 0 òàêå, ùî σ(t) = t

ìàéæå ñêðiçü íà ìíîæèíi {t ∈ Ω : |t| > a}. Ïîçíà÷èìî Ξ0
Ω ìíîæèíó

âñiõ ái¹êöié σ ∈ ΞΩ, ÿêi ¹ ñêií÷åííèìè. Ôóíêöiþ f, çàäàíó íà ïðîñòîði

X(Ω), íàçâåìî ñêií÷åííî-ñèìåòðè÷íîþ, ÿêùî f(θ ◦ σ) = f(θ) äëÿ êîæíèõ

θ ∈ X(Ω) i σ ∈ Ξ0
Ω.
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Íàâåäåìî ïðèêëàäè ïðîñòîðiâ òèïó ïðîñòîðó X(Ω).

Ïðèêëàä 1.1. Íåõàé K = R àáî C. Íåõàé Ω � âèìiðíà çà Ëåáåãîì

ïiäìíîæèíà ìíîæèíè R ç äîäàòíîþ ìiðîþ. Íåõàé L
(K)
∞ (Ω) � öå áàíàõiâ

ïðîñòið íàä ïîëåì K âñiõ (êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi ðiâíèõ ìàéæå ñêðiçü)

âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ ôóíêöié x : Ω→ K, ç íîðìîþ

‖x‖
L
(K)
∞ (Ω)

= ess supt∈Ω|x(t)|. (1.14)

Ïðèêëàä 1.2. Íåõàé K = R àáî C. Íåõàé p ∈ [1,+∞) i íåõàé Ω �

âèìiðíà çà Ëåáåãîì ïiäìíîæèíà ìíîæèíè R ç äîäàòíîþ ìiðîþ. Íåõàé

L
(K)
∞ (Ω) � öå áàíàõiâ ïðîñòið íàä ïîëåì K âñiõ (êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi

ðiâíèõ ìàéæå ñêðiçü) âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ôóíêöié x : Ω→ K, äëÿ ÿêèõ

ñòåïiíü p àáñîëþòíîãî çíà÷åííÿ ¹ iíòåãðîâíèì çà Ëåáåãîì, ç íîðìîþ

‖x‖
L
(K)
p (Ω)

=

(∫
Ω

|x(t)|p dt
)1/p

. (1.15)

1.2.9. Ñèìåòðè÷íi ôóíêöi¨ íà ïðîñòîðàõ ïîñëiäîâíîñòåé

Íåõàé K = R àáî C. Íåõàé Y � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì K. Íåõàé
X � ëiíiéíèé ïðîñòið ïîñëiäîâíîñòåé x = (x1, x2, . . .), äå x1, x2, . . . ∈ Y,

òàêèé, ùî äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi x = (x1, x2, . . .) ∈ X i äëÿ êîæíî¨

ái¹êöi¨ σ : N→ N ïîñëiäîâíiñòü

x ◦ σ := (xσ(1), xσ(2), . . .)

íàëåæèòü ïðîñòîðó X.

Îçíà÷åííÿ 1.20. Ôóíêöiþ f, çàäàíó íà ïðîñòîði X íàçèâàþòü ñè-

ìåòðè÷íîþ, ÿêùî f(x ◦ σ) = f(x) äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi x ∈ X i äëÿ

êîæíî¨ ái¹êöi¨ σ : N→ N.

Îçíà÷åííÿ 1.21. Íåõàé âiäîáðàæåííÿ σ : N → N ¹ ái¹êöi¹þ. Íàçâå-

ìî âiäîáðàæåííÿ σ ñêií÷åííîþ ái¹êöi¹þ, ÿêùî iñíó¹ ÷èñëî a ∈ N òàêå,

ùî çâóæåííÿ âiäîáðàæåííÿ σ íà ìíîæèíó {a, a + 1, . . .} ¹ òîòîæíèì
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âiäîáðàæåííÿì. Ôóíêöiþ f, çàäàíó íà ïðîñòîði X íàçèâàþòü ñêií÷åííî-

ñèìåòðè÷íîþ, ÿêùî f(x ◦σ) = f(x) äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi x ∈ X i äëÿ

êîæíî¨ ñêií÷åííî¨ ái¹êöi¨ σ : N→ N.

Íàâåäåìî ïðèêëàä ïðîñòîðó òèïó ïðîñòîðó X.

Ïðèêëàä 1.3. Íåõàé K = R àáî C. Íåõàé n ∈ N i p ∈ [1,+∞).

Ïîçíà÷èìî `p(Kn) ëiíiéíèé ïðîñòið âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé

x = (x1, x2, . . .),

äå xj =
(
x

(1)
j , . . . , x

(n)
j

)
∈ Kn äëÿ j ∈ N òàêèõ, ùî ðÿä

∑∞
j=1

∑n
s=1

∣∣x(s)
j

∣∣p
çáiæíèé. Ïðîñòið `p(Kn) ç íîðìîþ

‖x‖`p(Kn) =

( ∞∑
j=1

n∑
s=1

∣∣x(s)
j

∣∣p)1/p

(1.16)

¹ áàíàõîâèì ïðîñòîðîì.
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ÐÎÇÄIË 2

ÑÈÌÅÒÐÈ×ÍI ÀÍÀËIÒÈ×ÍI ÔÓÍÊÖI�

ÎÁÌÅÆÅÍÎÃÎ ÒÈÏÓ ÍÀ ÊÎÌÏËÅÊÑÍÎÌÓ

ÁÀÍÀÕÎÂÎÌÓ ÏÐÎÑÒÎÐI ÂÈÌIÐÍÈÕ ÇÀ

ËÅÁÅÃÎÌ ÑÓÒÒ�ÂÎ ÎÁÌÅÆÅÍÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ

ÍÀ ÂIÄÐIÇÊÓ

Äàíèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî âèâ÷åííþ ñèìåòðè÷íèõ (iíâàðiàíòíèõ âiäíî-

ñíî êîìïîçèöi¨ àðãóìåíòó iç äîâiëüíèì âèìiðíèì àâòîìîðôiçìîì âiäðiçêà)

íåïåðåðâíèõ ïîëiíîìiâ i ñèìåòðè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà êîìïëåêñíî-

ìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóò-

ò¹âî îáìåæåíèõ ôóíêöié íà âiäðiçêó.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ, ÿêi áóäóòü âèêîðèñòîâóâàòèñÿ ó ìåæàõ äàíîãî

ðîçäiëó. Íåõàé L∞[0, 1] := L
(C)
∞ ([0, 1]) � öå êîìïëåêñíèé áàíàõiâ ïðîñòið

âñiõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ êîìïëåêñíîçíà÷èõ ôóíêöié,

çàäàíèõ íà âiäðiçêó [0, 1] (äèâ. ïðèêëàä 1.1). Íîðìó ‖ · ‖
L
(C)
∞ ([0,1])

íà öüîìó

ïðîñòîði, âèçíà÷åíó ôîðìóëîþ (1.14), â öüîìó ðîçäiëi áóäåìî ïîçíà÷àòè

‖ · ‖∞.

2.1. Ñèìåòðè÷íi íåïåðåðâíi ïîëiíîìè íà êîìïëåêñíîìó áàíà-

õîâîìó ïðîñòîði âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ ôóí-

êöié íà âiäðiçêó

Ó äàíîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿíåìî êîìïëåêñíîçíà÷íi ñèìåòðè÷íi n-îäíî-

ðiäíi íåïåðåðâíi ïîëiíîìè íà ïðîñòîði L∞[0, 1]. Ó öüîìó ïiäðîçäiëi äîâåäå-

ìî, ùî êîæåí òàêèé ïîëiíîì ìîæíà ïîäàòè, i ïðè öüîìó ¹äèíèì ÷èíîì, ÿê

àëãåáðà¨÷íó êîìáiíàöiþ òàê çâàíèõ åëåìåíòàðíèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ.

Çãiäíî iç îçíà÷åííÿì 1.17, ôóíêöiþ f , çàäàíó íà ïðîñòîði L∞[0, 1],

íàçèâàþòü ñèìåòðè÷íîþ, ÿêùî

f(x ◦ σ) = f(x)
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äëÿ êîæíèõ ôóíêöié x ∈ L∞[0, 1] i σ ∈ Ξ[0,1], äå Ξ[0,1] � öå ìíîæèíà ái¹êöié

âiäðiçêà [0, 1], ÿêi çáåðiãàþòü ìiðó Ëåáåãà, âèçíà÷åíà íà ñ. 63.

Äëÿ êîæíîãî n ∈ N âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ Rn : L∞[0, 1] → C ôîð-

ìóëîþ

Rn(x) =

∫
[0,1]

(x(t))n dt, (2.1)

äå x ∈ L∞[0, 1]. Çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ Rn ¹ n-îäíîðiäíèì ñèìåòðè-

÷íèì íåïåðåðâíèì ïîëiíîìîì òàêèì, ùî ‖Rn‖ = 1 äëÿ êîæíîãî n ∈ N.
Íàçâåìî ïîëiíîìè Rn åëåìåíòàðíèìè ñèìåòðè÷íèìè ïîëiíîìàìè.

Äîâåäåìî äåÿêi äîïîìiæíi ðåçóëüòàòè. Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ïîêàçó¹,

ùî âèìiðíèé àâòîìîðôiçì âiäðiçêà [0, 1] ìîæå áóòè âèçíà÷åíèé ç òî÷íiñòþ

äî íåõòîâíèõ ìíîæèí.

Òâåðäæåííÿ 2.1. Íåõàé f � öå içîìîðôiçì çà ìîäóëåì íóëü âiäðiçêà

[0, 1]. Òîäi iñíó¹ âèìiðíèé àâòîìîðôiçì âiäðiçêà [0, 1], ÿêèé çáiãà¹òüñÿ ç

f ìàéæå ñêðiçü.

Äîâåäåííÿ. Iñíóþòü íåõòîâíi ìíîæèíè M i N òàêi, ùî âiäîáðàæåííÿ

f : [0, 1] \M → [0, 1] \N

¹ içîìîðôiçìîì. Íåõàé K � öå êàíòîðîâà ìíîæèíà. Íåõàé

C1 = K ∩ ([0, 1] \M) i C2 = K ∩ ([0, 1] \N).

Ìíîæèíè

U = K ∪ f−1(C2) ∪M i V = K ∪ f(C1) ∪N

¹ íåõòîâíèìè ìíîæèíàìè ïîòóæíîñòi êîíòèíóóì. Íåõàé h � öå ái¹êöiÿ ìiæ

ìíîæèíàìè U i V. Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ

g(t) =

{
h(t), ÿêùî t ∈ U
f(t), ÿêùî t ∈ [0, 1] \ U

¹ ái¹êöi¹þ, i òîìó ¹ âèìiðíèì àâòîìîðôiçìîì âiäðiçêà [0, 1].

Äëÿ êîæíî¨ ìíîæèíè E ⊂ [0, 1] íåõàé

1E(t) =

{
1, ÿêùî t ∈ E
0, iíàêøå.
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Òâåðäæåííÿ 2.2. Íåõàé E1, . . . , EN ⊂ [0, 1] � öå âèìiðíi ìíîæèíè

òàêi, ùî µ(Ej ∩ Ek) = 0 ÿêùî j 6= k, äå µ � öå ëiíiéíà ìiðà Ëåáåãà. Òîäi

iñíó¹ ái¹êöiÿ σE1,...,EN ∈ Ξ[0,1] òàêà, ùî

1Em = 1[bm−1,bm] ◦ σE1,...,EN

äëÿ êîæíîãî m ∈ {1, . . . , N} ìàéæå ñêðiçü íà âiäðiçêó [0, 1], äå bk =∑k
j=1 µ(Ej) äëÿ k ∈ {1, . . . , N} i b0 = 0.

Äîâåäåííÿ. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæåìî ïðèïóñòèòè, ùî ìíîæèíè

Em � íåïåðåòèííi. Íåõàé EN+1 = [0, 1] \
⋃N
m=1Em i bN+1 = 1. Çãiäíî iç

òåîðåìîþ 1.2, êîæíà âèìiðíà ìíîæèíà E ⊂ [0, 1] ¹ içîìîðôíîþ çà ìîäóëåì

íóëü äî âiäðiçêà äîâæèíè µ(E). Òàêèì ÷èíîì, êîæíà ìíîæèíà Em ¹ içî-

ìîðôíîþ çà ìîäóëåì íóëü äî âiäðiçêà [bm, bm+1]. Íåõàé fm � öå âiäïîâiäíèé

içîìîðôiçì. Íåõàé

σE1,...,EN (t) = fm(t)

ÿêùî t ∈ Em, m ∈ {1, . . . , N + 1}. Ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî âiäîáðàæåííÿ

σE1,...,EN çàäîâîëüíÿ¹ ïîòðiáíi óìîâè. Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.

Íåõàé εk � öå k-òà ôóíêöiÿ Ðàäåìàõåðà, òîáòî

εk(t) = sign sin 2kπt

äëÿ t ∈ [0, 1].

Òâåðäæåííÿ 2.3. Ðÿä
∑∞

k=1
εk(t)
k+1 ¹ çáiæíèì ìàéæå ñêðiçü íà âiäðiçêó

[0, 1].

Äîâåäåííÿ. Âiäîìî (äèâ. [75, ðîçäië 3] àáî [16, ñ. 162]), ùî ðÿä
∑∞

k=1 εk(t)uk

¹ çáiæíèì ìàéæå ñêðiçü íà âiäðiçêó [0, 1] òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ðÿä
∑∞

k=1 |uk|2

¹ çáiæíèì. ßê íàñëiäîê, ðÿä
∑∞

k=1
εk(t)
k+1 ¹ çáiæíèì ìàéæå ñêðiçü íà âiäðiçêó

[0, 1].
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Òåîðåìà 2.1. Äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi ξ = {ξn}∞n=1 ⊂ C òàêî¨, ùî

ïîñëiäîâíiñòü
{

n
√
|ξn|
}∞
n=1

¹ îáìåæåíîþ, iñíó¹ ôóíêöiÿ xξ ∈ L∞[0, 1] òàêà,

ùî Rn

(
xξ
)

= ξn äëÿ êîæíîãî n ∈ N i

‖xξ‖∞ ≤
2

M
sup
n∈N

n
√
|ξn|,

äå

M =
∞∏
k=1

cos

(
π

2
· 1

k + 1

)
. (2.2)

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî iç òâåðäæåííÿì 2.3, ðÿä
∑∞

k=1
εk(t)
k+1 ¹ çáiæíèì ìàéæå

ñêðiçü íà âiäðiçêó [0, 1]. Äëÿ êîæíîãî ÷èñëà n ∈ N âèçíà÷èìî ôóíêöiþ

pn : [0, 1]→ C ôîðìóëîþ

pn(t) = exp

(
iπ

2n

∞∑
k=1

εk(t)

k + 1

)

äëÿ òèõ t ∈ [0, 1], äëÿ ÿêèõ ðÿä
∑∞

k=1
εk(t)
k+1 çáiæíèé, i pn(t) = 0 äëÿ òèõ

t ∈ [0, 1], äëÿ ÿêèõ öåé ðÿä ðîçáiæíèé. Çàóâàæèìî, ùî |pn(t)| = 1 ìàéæå

ñêðiçü. Òîìó pn ∈ L∞[0, 1] i ‖pn‖∞ = 1.

Äîâåäåìî äåÿêi ëåìè, ÿêi ïîòðiáíi äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Ëåìà 2.1. Äëÿ êîæíèõ m,n ∈ N ìà¹ìî

Rm(pn) =
∞∏
k=1

cos

(
π

2
· m

n(k + 1)

)
.

Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì,

Rm(pn) =

∫ 1

0

(pn(t))
m dt.

Ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié
{
p

(l)
n

}∞
l=1
⊂ L∞[0, 1], çàäàíèõ ôîðìóëîþ

p(l)
n (t) = exp

(
iπ

2n

l∑
k=1

εk(t)

k + 1

)
,
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çáiãà¹òüñÿ ìàéæå ñêðiçü äî ôóíêöi¨ pn. Çà òåîðåìîþ Ëåáåãà ïðî ìàæîðîâàíó

çáiæíiñòü, ∫ 1

0

(pn(t))
m dt = lim

l→∞

∫ 1

0

(
p(l)
n (t)

)m
dt.

Çàóâàæèìî, ùî∫ 1

0

(
p(l)
n (t)

)m
dt =

∫ 1

0

exp

(
iπm

2n

l∑
k=1

εk(t)

k + 1

)
dt =

=

∫ 1

0

exp

(
iπm

2n
· ε1(t)

2

)
exp

(
iπm

2n

l∑
k=2

εk(t)

k + 1

)
dt =

= exp

(
iπm

2n
· 1

2

)∫
[0, 12 ]

exp

(
iπm

2n

l∑
k=2

εk(t)

k + 1

)
dt+

+ exp

(
iπm

2n
· (−1)

2

)∫
[ 12 ,1]

exp

(
iπm

2n

l∑
k=2

εk(t)

k + 1

)
dt =

= 2 cos

(
πm

2n
· 1

2

)∫
[0, 12 ]

exp

(
iπm

2n

l∑
k=2

εk(t)

k + 1

)
dt =

= 4 cos

(
πm

2n
· 1

2

)
cos

(
πm

2n
· 1

3

)∫
[0, 14 ]

exp

(
iπm

2n

l∑
k=3

εk(t)

k + 1

)
dt =

= 2l
l∏

k=1

cos

(
πm

2n
· 1

k + 1

)∫
[0, 1

2l
]

dt =
l∏

k=1

cos

(
πm

2n
· 1

k + 1

)
.

Òîìó

Rm(pn) = lim
l→∞

l∏
k=1

cos

(
πm

2n
· 1

k + 1

)
=
∞∏
k=1

cos

(
πm

2n
· 1

k + 1

)
.

Ëåìó äîâåäåíî.

Ïðîäîâæåííÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Íåõàé αk = exp
(

2πik
n

)
äëÿ k = 1, 2, . . . , n. Âèçíà÷èìî ôóíêöiþ yn :

[0, 1]→ C íàñòóïíèì ÷èíîì: äëÿ t ∈
[
k−1
n , kn

)
, äå k ∈ {1, . . . , n}, ïîêëàäåìî

yn(t) = αkpn(nt− k + 1).
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Òàêîæ ïîêëàäåìî yn(1) = 1. Çàóâàæèìî, ùî yn ∈ L∞[0, 1] i ‖yn‖∞ = 1.

Ëåìà 2.2. Äëÿ m,n ∈ N ìà¹ìî

Rm(yn) =

{
M, ÿêùî m = n

0, iíàêøå,

äå M =
∏∞

k=1 cos
(
π
2 ·

1
k+1

)
.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî

Rm(yn) =

∫ 1

0

(yn(t))
m dt =

n∑
k=1

∫
[ k−1n , kn)

(
αkpn(nt− k + 1)

)m
dt =

=

(
1

n

n∑
k=1

αmk

)∫ 1

0

(pn(t))
m dt =

(
1

n

n∑
k=1

αmk

)
Rm(pn).

Îñêiëüêè
1

n

n∑
k=1

αmk =

{
1, ÿêùî m ¹ êðàòíèì n

0, iíàêøå,

òî Rm(yn) = 0, ÿêùî m íå ¹ êðàòíèì n. ßêùî æ m ¹ êðàòíèì n, òîáòî

m = k0n äëÿ äåÿêîãî k0 ∈ N, òî

Rm(yn) = Rm(pn) =
∞∏
k=1

cos

(
π

2
· m

n(k + 1)

)
=
∞∏
k=1

cos

(
π

2
· k0

k + 1

)
.

ßêùî m 6= n, òî k0 > 1 i îäèí iç ìíîæíèêiâ äîðiâíþ¹ cos π
2 , i, ÿê íàñëiäîê,

Rm(yn) = 0. Ó âèïàäêó m = n ìà¹ìî

Rn(yn) =
∞∏
k=1

cos

(
π

2
· 1

k + 1

)
= M.

Ëåìó äîâåäåíî.

Ïðîäîâæåííÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Ïîêëàäåìî

xn(t) =
1

n
√
M
yn(t).

Âðàõîâóþ÷è, ùî ‖yn‖∞ = 1 i 0 < M < 1, ìà¹ìî

‖xn‖∞ =
1

n
√
M
‖yn‖∞ =

1
n
√
M
≤ 1

M
.
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Iç ëåìè 2.2 âèïëèâà¹, ùî

Rm(xn) =

{
1, ÿêùî m = n

0, iíàêøå.

Òåïåð ïîáóäó¹ìî ôóíêöiþ xξ. Äëÿ t ∈
[

2n−1−1
2n−1 ,

2n−1
2n

)
, äå n ∈ N, ïîêëàäåìî

xξ(t) = 2 n
√
ξn xn(2

nt− 2n + 2).

Íåõàé a = supn∈N
n
√
|ξn|. Òîäi |ξn| ≤ an äëÿ êîæíîãî n ∈ N. Çàóâàæèìî, ùî

‖xξ‖∞ ≤ sup
n∈N

2
∣∣∣ n√ξn

∣∣∣ ‖xn‖∞ ≤ 2a

M
.

Îòæå, xξ ∈ L∞[0, 1]. Äëÿ m ∈ N ìà¹ìî

Rm(xξ) =

∫ 1

0

(xξ(t))
m dt =

=
∞∑
n=1

(
2 n
√
ξn

)m ∫
[ 2n−1−1

2n−1 , 2
n−1
2n )

(
xn(2

nt− 2n + 2)
)m
dt =

=
∞∑
n=1

(
2 n
√
ξn

)m 1

2n

∫ 1

0

(xn(t))
m dt =

(
2 m
√
ξm

)m 1

2m
= ξm.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Âðàõîâóþ÷è, ùî âiäîáðàæåííÿ

L∞[0, 1] 3 x 7→ x ◦ σ ∈ L∞[0, 1],

äå σ � äîâiëüíèé åëåìåíò ìíîæèíè Ξ[0,1], ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì, iç òâåð-

äæåííÿ 1.1 âèïëèâà¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 2.4. Äëÿ êîæíîãî ñèìåòðè÷íîãî k-îäíîðiäíîãî ïîëiíî-

ìà Q : L∞[0, 1] → C i äëÿ êîæíèõ ôóíêöié σ ∈ Ξ[0,1], x1, . . . , xk ∈ L∞[0, 1]

ìà¹ìî ðiâíiñòü

AQ(x1 ◦ σ, . . . , xk ◦ σ) = AQ(x1, . . . , xk),

äå AQ � öå k-ëiíiéíå ñèìåòðè÷íå âiäîáðàæåííÿ, àñîöiéîâàíå iç ïîëiíîìîì

Q.
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Äîâåäåìî, ùî êîåôiöi¹íòè àëãåáðà¨÷íî¨ êîìáiíàöi¨ åëåìåíòàðíèõ ñèìå-

òðè÷íèõ ïîëiíîìiâ ìîæíà âiäíîâèòè çà çíà÷åííÿìè êîìáiíàöi¨.

Òâåðäæåííÿ 2.5. Äëÿ êîæíîãî N ∈ N iñíóþòü ôóíêöi¨ xj ∈ L∞[0, 1]

i ñòàëi u
(j)
k1,...,kN

∈ C, äå j ∈ {1, . . . , (N+1)N} i k1, . . . , kN ∈ {0, . . . , N} òàêi,
ùî äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ G : L∞[0, 1]→ C âèãëÿäó

G(x) =
N∑

k1=0

. . .
N∑

kN=0

αk1,...,kNR
k1
1 (x) . . . RkN

N (x),

äå αk1,...,kN ∈ C, âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà ðiâíiñòü:

αk1,...,kN =

(N+1)N∑
j=1

u
(j)
k1,...,kN

G(xj).

Äîâåäåííÿ. Äëÿ êîæíîãî j ∈
{

1, . . . , (N+1)N
}
çà òåîðåìîþ 2.1, iñíó¹ ôóí-

êöiÿ xj ∈ L∞[0, 1] òàêà, ùî Rm(xj) = j(N+1)m−1 äëÿ 1 ≤ m ≤ (N + 1)N i

Rm(xj) = 0 äëÿ m > (N + 1)N . Òîäi

N∑
k1=0

. . .

N∑
kN=0

αk1,...,kN j
k1+k2(N+1)+k3(N+1)2+...+kN (N+1)N−1 = G(xj) (2.3)

äëÿ êîæíîãî j ∈
{

1, . . . , (N+1)N
}
.Ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî âèðàç k1+k2(N+

1)+k3(N+1)2+. . .+kN(N+1)N−1 íàáóâà¹ âñiõ çíà÷åíü âiä 0 äî (N+1)N−1.

Îòæå, âèçíà÷íèê ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (2.3) ¹, ç òî÷íiñòþ äî ïåðåñòà-

íîâêè, âèçíà÷íèêîì Âàíäåðìîíäà, ÿêèé íå äîðiâíþ¹ íóëþ. Òîìó iñíóþòü

ñòàëi u(j)
k1,...,kN

∈ C, äå j ∈
{

1, . . . , (N + 1)N
}
i k1, . . . , kN ∈ {0, . . . , N}, òàêi,

ùî

αk1,...,kN =

(N+1)N∑
j=1

u
(j)
k1,...,kN

G(xj).

Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.

Äîâåäåìî îñíîâíèé ðåçóëüòàò äàíîãî ïiäðîçäiëó.
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Òåîðåìà 2.2. Êîæåí ñèìåòðè÷íèé íåïåðåðâíèé n-îäíîðiäíèé ïîëi-

íîì P : L∞[0, 1]→ C ìîæíà ¹äèíèì ÷èíîì ïîäàòè ó âèãëÿäi

P (x) =
∑

k1+2k2+...+nkn=n
k1,...,kn∈Z+

αk1,...,knR
k1
1 (x) . . . Rkn

n (x), (2.4)

äå αk1,...,kn ∈ C i x ∈ L∞[0, 1]. Iíøèìè ñëîâàìè, ìíîæèíà {Rn : n ∈ N}
¹ àëãåáðà¨÷íèì áàçèñîì àëãåáðè âñiõ ñèìåòðè÷íèõ íåïåðåðâíèõ ïîëiíîìiâ

íà ïðîñòîði L∞[0, 1].

Äîâåäåííÿ. Êîëè iñíóâàííÿ êîåôiöi¹íòiâ áóäå äîâåäåíî, ¨õíÿ ¹äèíiñòü âè-

ïëèâàòèìå ç òâåðäæåííÿ 2.5.

Iñíóâàííÿ êîåôiöi¹íòiâ áóäåìî äîâîäèòè iíäóêöi¹þ çà n. Ó âèïàäêó

n = 1 ïîëiíîì P ¹ ñèìåòðè÷íèì íåïåðåâíèì ëiíiéíèì ôóíêöiîíàëîì. Âè-

çíà÷èìî ôóíêöiþ g : [0, 1]→ C ðiâíiñòþ

g(t) = P (1[0,t]).

Çà ñèìåòðè÷íiñòþ i ëiíiéíiñòþ ïîëiíîìà P,

g(t1 + t2) = P
(
1[0,t1+t2]

)
= P

(
1[0,t1] +1[t1,t1+t2]

)
= P

(
1[0,t1]

)
+P

(
1[t1,t1+t2]

)
=

= P
(
1[0,t1]

)
+ P

(
1[0,t2]

)
= g(t1) + g(t2), (2.5)

äå t1, t2 ∈ [0, 1] òàêi, ùî t1 + t2 ≤ 1. Îòæå, ôóíêöiÿ g ¹ àäèòèâíîþ, òîáòî,

çàäîâîëüíÿ¹ ôóíêöiîíàëüíå ðiâíÿííÿ Êîøi. Çà íåïåðåðâíiñòþ ïîëiíîìà P

òàêîæ îòðèìó¹ìî îáìåæåíiñòü ôóíêöi¨ g. Âiäîìî, ùî êîæíà îáìåæåíà àäè-

òèâíà ôóíêöiÿ íà âiäðiçêó [0, 1] ¹ îáîâ'ÿçêîâî ëiíiéíîþ (äèâ., íàïð., [15, ðîç-

äië 2]). Îòæå, ôóíêöiÿ g ¹ ëiíiéíîþ i, ÿê íàñëiäîê, g(t) = tg(1) äëÿ êîæíîãî

t ∈ [0, 1]. Îòæå,

P
(
1[0,t]

)
= tP

(
1[0,1]

)
. (2.6)

Íåõàé E � öå âèìiðíà ïiäìíîæèíà âiäðiçêà [0, 1]. Iç òâåðäæåííÿ 2.2, ó

ÿêîìó âiçüìåìî N = 1 i E1 = E, âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ôóíêöiÿ σE ∈ Ξ[0,1]
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òàêà, ùî 1E = 1[0,µ(E)] ◦σE ìàéæå ñêðiçü íà âiäðiçêó [0, 1]. Iç ñèìåòðè÷íîñòi

ïîëiíîìà P i ç ðiâíîñòi (2.6) âèïëèâà¹, ùî

P
(
1E
)

= P
(
1[0,µ(E)]

)
= µ(E)P

(
1[0,1]

)
.

Äëÿ ïðîñòî¨ âèìiðíî¨ çà Ëåáåãîì ôóíêöi¨ x =
∑J

j=1 hj1Ej , äå J ∈ N, hj ∈ C
i Ej ⊂ [0, 1] äëÿ j ∈ {1, . . . , J}, çà ëiíiéíiñòþ ïîëiíîìà P ,

P (x) =
J∑
j=1

hjP
(
1Ej
)

= P
(
1[0,1]

) J∑
j=1

hjµ(Ej) = P
(
1[0,1]

)
R1(x).

Îñêiëüêè ìíîæèíà ïðîñòèõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ôóíêöié ¹ ùiëüíîþ â ïðî-

ñòîði L∞[0, 1], òî iç íåïåðåðâíîñòi ïîëiíîìà P âèïëèâà¹, ùî

P (x) = P
(
1[0,1]

)
R1(x)

äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ x ∈ L∞[0, 1]. Äëÿ âèïàäêó n = 1 äîâåäåííÿ çàâåðøåíî.

Ïðèïóñòèìî, ùî òåîðåìà ¹ ïðàâèëüíîþ äëÿ êîæíîãîm ∈ {1, . . . , n−1}.
Äîâåäåìî ¨¨ äëÿ n. Äëÿ òîãî, ùîá öå çðîáèòè, äîâåäåìî äåÿêi ëåìè.

Ëåìà 2.3. Íåõàé 1 ≤ m < n, [a, b] ⊂ [0, 1] i íåõàé ôóíêöi¨ y1, . . . , yn−m ∈
L∞[0, 1] òàêi, ùî ¨õíi çâóæåííÿ íà âiäðiçîê [a, b] ¹ ñòàëèìè. Òîäi iñíó¹

ñòàëà C1(m, a, b) > 0 òàêà, ùî äëÿ êîæíî¨ âèìiðíî¨ ïiäìíîæèíè E âiä-

ðiçêà [a, b]∣∣AP

(
1E, . . . ,1E︸ ︷︷ ︸

m

, y1, . . . , yn−m
)∣∣ ≤ µ(E)‖y1‖∞ . . . ‖yn−m‖∞C1(m, a, b).

Äîâåäåííÿ. Äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ x ∈ L∞[0, 1] ïîêëàäåìî

x̂(t) =

{
x
(
t−a
b−a
)
, ÿêùî t ∈ [a, b]

0, ÿêùî t ∈ [0, 1] \ [a, b].

Íåõàé

L(x) = AP

(
x̂, . . . , x̂︸ ︷︷ ︸

m

, y1, . . . , yn−m
)

äëÿ x ∈ L∞[0, 1]. Äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ σ ∈ Ξ[0,1] ïîêëàäåìî

σ̃(t) =

{
a+ (b− a)σ

(
t−a
b−a
)
, ÿêùî t ∈ [a, b]

t, ÿêùî t ∈ [0, 1] \ [a, b].
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Ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî σ̃ ∈ Ξ[0,1]. Äîâåäåìî, ùî x̂ ◦ σ = x̂ ◦ σ̃. Ñïðàâäi,
ÿêùî t ∈ [a, b], òî

x̂ ◦ σ(t) = (x ◦ σ)

(
t− a
b− a

)
i (
x̂ ◦ σ̃

)
(t) = x̂

(
σ̃(t)

)
= x̂

(
a+ (b− a)σ

(
t− a
b− a

))
=

= x

(
a+ (b− a)σ

(
t−a
b−a
)
− a

b− a

)
= (x ◦ σ)

(
t− a
b− a

)
.

ßêùî t ∈ [0, 1] \ [a, b], òî x̂ ◦ σ(t) = 0 i òîìó
(
x̂ ◦ σ̃

)
(t) = x̂

(
σ̃(t)

)
= x̂(t) = 0.

Äîâåäåíî. Òàêèì ÷èíîì,

L(x ◦ σ) = AP

(
x̂ ◦ σ, . . . , x̂ ◦ σ︸ ︷︷ ︸

m

, y1, . . . , yn−m
)

=

= AP

(
x̂ ◦ σ̃, . . . , x̂ ◦ σ̃︸ ︷︷ ︸

m

, y1, . . . , yn−m
)
.

Îñêiëüêè çâóæåííÿ íà âiäðiçîê [a, b] ôóíêöié yj ¹ ñòàëèìè, òî yj ◦ σ̃ = yj

äëÿ j ∈ {1, . . . , n−m}. Òîìó

AP

(
x̂ ◦ σ̃, . . . , x̂ ◦ σ̃︸ ︷︷ ︸

m

, y1, . . . , yn−m
)

= AP

(
x̂ ◦ σ̃, . . . , x̂ ◦ σ̃︸ ︷︷ ︸

m

, y1 ◦ σ̃, . . . , yn−m ◦ σ̃
)
.

Çãiäíî iç òâåðäæåííÿì 2.4,

AP

(
x̂ ◦ σ̃, . . . , x̂ ◦ σ̃︸ ︷︷ ︸

m

, y1◦σ̃, . . . , yn−m◦σ̃
)

= AP

(
x̂, . . . , x̂︸ ︷︷ ︸

m

, y1, . . . , yn−m
)

= L(x).

Îòæå, L(x ◦ σ) = L(x) äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ σ ∈ Ξ[0,1]. Iç íåïåðåðâíîñòi

âiäîáðàæåííÿ AP âèïëèâà¹ íåïåðåðâíiñòü ïîëiíîìà L. Îòæå, L ¹ íåïåðåðâ-

íèì ñèìåòðè÷íèì m-îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì íà ïðîñòîði L∞[0, 1]. Çãiäíî iç

ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨, ïîëiíîì L ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

L(x) =
∑

k1+2k2+...+mkm=m
k1,...,km∈Z+

α
([a,b])
k1,...,km

(y1, . . . , yn−m)Rk1
1 (x) . . . Rkm

m (x),

äå êîåôiöi¹íòè çàëåæàòü âiä âèáîðó âiäðiçêà [a, b] i ôóíêöié y1, . . . , yn−m.



77

Çãiäíî iç òâåðäæåííÿì 2.5, iñíóþòü ôóíêöi¨ xj ∈ L∞[0, 1] i ñòàëi u(j)
k1,...,km

∈
C, äå j ∈ {1, . . . , (m+ 1)m} i k1, . . . , km ∈ {0, . . . ,m}, òàêi, ùî

α
([a,b])
k1,...,km

(y1, . . . , yn−m) =

(m+1)m∑
j=1

u
(j)
k1,...,km

L(xj).

Îòæå,

α
([a,b])
k1,...,km

(y1, . . . , yn−m) =

(m+1)m∑
j=1

u
(j)
k1,...,km

AP

(
x̂j, . . . , x̂j︸ ︷︷ ︸

m

, y1, . . . , yn−m
)
.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî âiäîáðàæåííÿ α([a,b])
k1,...,km

: (L∞[0, 1])n−m → C ¹ íåïåðåðâ-

íèì i (n−m)-ëiíiéíèì. Òîìó, çãiäíî iç íåðiâíiñòþ (1.5),∣∣∣α([a,b])
k1,...,km

(y1, . . . , yn−m)
∣∣∣ ≤ ∥∥∥α([a,b])

k1,...,km

∥∥∥ ‖y1‖∞ . . . ‖yn−m‖∞.

Íåõàé E � âèìiðíà ïiäìíîæèíà âiäðiçêà [a, b]. Ïîêëàäåìî

Ê =

{
t− a
b− a

: t ∈ E
}
.

Îñêiëüêè E ⊂ [a, b], òî Ê ⊂ [0, 1]. Îñêiëüêè 1̂Ê = 1E, òî

AP

(
1E, . . . ,1E︸ ︷︷ ︸

m

, y1, . . . , yn−m
)

= AP

(
1̂Ê, . . . , 1̂Ê︸ ︷︷ ︸

m

, y1, . . . , yn−m

)
= L

(
1Ê
)

=

=
∑

k1+2k2+...+mkm=m
k1,...,km∈Z+

α
([a,b])
k1,...,km

(y1, . . . , yn−m)Rk1
1

(
1Ê
)
. . . Rkm

m

(
1Ê
)

=

=
∑

k1+2k2+...+mkm=m
k1,...,km∈Z+

α
([a,b])
k1,...,km

(y1, . . . , yn−m)µ
(
Ê
)k1+k2+...+km.

Âçÿâøè äî óâàãè, ùî µ
(
Ê
)k1+k2+...+km ≤ µ

(
Ê
)

= 1
b−aµ(E), îòðèìó¹ìî íåðiâ-

íiñòü∣∣AP

(
1E, . . . ,1E︸ ︷︷ ︸

m

, y1, . . . , yn−m
)∣∣ ≤

≤ 1

b− a
µ(E)‖y1‖∞ . . . ‖yn−m‖∞

∑
k1+2k2+...+mkm=m

k1,...,km∈Z+

∥∥∥α([a,b])
k1,...,km

∥∥∥ .



78

Ïîçíà÷èâøè

C1(m, a, b) =
1

b− a
∑

k1+2k2+...+mkm=m
k1,...,km∈Z+

∥∥∥α([a,b])
k1,...,km

∥∥∥ ,
îòðèìó¹ìî ïîòðiáíèé ðåçóëüòàò. Ëåìó äîâåäåíî.

Ëåìà 2.4. Íåõàé 1 ≤ m < n i âiäðiçêè [a, b], [c1, d1], [c2, d2] ⊂ [0, 1]

òàêi, ùî µ
(
[a, b]∩ [c1, d1]

)
= 0, µ

(
[a, b]∩ [c2, d2]

)
= 0, µ

(
[c1, d1]∩ [c2, d2]

)
= 0

i µ
(
[c1, d1]∪ [c2, d2]

)
≤ µ

(
[a, b]

)
. Íåõàé ôóíêöi¨ y1, . . . , yn−m ∈ L∞[0, 1] òàêi,

ùî ¨õíi çâóæåííÿ íà ìíîæèíó [a, b]∪[c1, d1]∪[c2, d2] ¹ ñòàëèìè. Òîäi iñíó¹

ñòàëà C(m, a, b) > 0 òàêà, ùî∣∣AP

(
1[c1,d1]∪[c2,d2], . . . ,1[c1,d1]∪[c2,d2]︸ ︷︷ ︸

m

, y1, . . . , yn−m
)∣∣ ≤

≤ µ
(
[c1, d1] ∪ [c2, d2]

)
‖y1‖∞ . . . ‖yn−m‖∞C(m, a, b).

Äîâåäåííÿ. Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ σ1 : [0, 1]→ [0, 1] ôîðìóëîþ:

σ1(t) =



a+ t− c1, ÿêùî t ∈ (c1, d1)

c1 + t− a, ÿêùî t ∈ (a, a+ d1 − c1)

a+ d1 − c1 + t− c2, ÿêùî t ∈ (c2, d2)

c2 + t− (a+ d1 − c1), ÿêùî t ∈ (a+ d1 − c1, a+ d1 − c1 + d2 − c2)

t, iíàêøå.

Ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî σ1 ∈ Ξ[0,1]. Çãiäíî iç òâåðäæåííÿì 2.4,

AP

(
1[c1,d1]∪[c2,d2], . . . ,1[c1,d1]∪[c2,d2]︸ ︷︷ ︸

m

, y1, . . . , yn−m
)

=

= AP

(
1[c1,d1]∪[c2,d2] ◦ σ1, . . . ,1[c1,d1]∪[c2,d2] ◦ σ1︸ ︷︷ ︸

m

, y1 ◦ σ1, . . . , yn−m ◦ σ1

)
.

Îñêiëüêè 1[c1,d1]∪[c2,d2] ◦ σ1 = 1[a,a+d1−c1+d2−c2] i yj ◦ σ1 = yj äëÿ êîæíîãî

j ∈ {1, . . . , n−m}, òî

AP

(
1[c1,d1]∪[c2,d2], . . . ,1[c1,d1]∪[c2,d2]︸ ︷︷ ︸

m

, y1, . . . , yn−m
)

=

= AP

(
1[a,a+d1−c1+d2−c2], . . . ,1[a,a+d1−c1+d2−c2]︸ ︷︷ ︸

m

, y1, . . . , yn−m
)
.
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Çãiäíî iç ëåìîþ 2.3, iñíó¹ ñòàëà C1(m, a, b) > 0 òàêà, ùî∣∣AP

(
1[a,a+d1−c1+d2−c2], . . . ,1[a,a+d1−c1+d2−c2]︸ ︷︷ ︸

m

, y1, . . . , yn−m
)∣∣ ≤

≤ µ
(
[a, a+ d1 − c1 + d2 − c2]

)
‖y1‖∞ . . . ‖yn−m‖∞C1(m, a, b).

Ïîêëàäåìî C(m, a, b) = C1(m, a, b). Ëåìó äîâåäåíî.

Ëåìà 2.5. Iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü {sk}∞k=1 ⊂ [0, 1] òàêà, ùî lim
k→∞

sk = 0

i äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi {rk}∞k=1 òàêî¨, ùî 0 ≤ rk ≤ sk, âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü ∣∣P(1[0,rk]

)∣∣ ≤ 1

k

(
‖P‖+ 1

)
.

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî s1 = 1. Çà íåïåðåðâíiñòþ ïîëiíîìà P,∣∣P(1[0,r1]

)∣∣ ≤ ‖P‖ < ‖P‖+ 1

äëÿ êîæíîãî 0 ≤ r1 ≤ s1.

Äëÿ k ≥ 2 íåõàé t ≥ 0 òàêå, ùî kt < 1
2 . Îñêiëüêè 1[0,kt] =

∑k
j=1 1[(j−1)t,jt]

ìàéæå ñêðiçü, òî, çãiäíî iç ïîëiíîìiàëüíîþ ôîðìóëîþ (1.2),

P
(
1[0,kt]

)
=

∑
n1+n2+...+nk=n
n1,n2,...,nk∈Z+

n!

n1!n2! . . . nk!
×

× AP

(
1[0,t], . . . ,1[0,t]︸ ︷︷ ︸

n1

,1[t,2t], . . . ,1[t,2t]︸ ︷︷ ︸
n2

, . . . ,1[(k−1)t,kt], . . . ,1[(k−1)t,kt]︸ ︷︷ ︸
nk

)
.

Äëÿ êîæíîãî ìóëüòèiíäåêñó (n1, n2, . . . , nk), íåõàé l = l(n1,n2,...,nk) ∈ {1, . . . , k}
� öå ïîçèöiÿ ïåðøîãî íåíóëüîâîãî åëåìåíòà â (n1, n2, . . . , nk). Ñóìà äîäàí-

êiâ, äëÿ ÿêèõ nl = n, òîáòî ìóëüòèiíäåêñ ìà¹ ëèøå îäèí íåíóëüîâèé åëå-

ìåíò, äîðiâíþ¹ kP
(
1[0,t]

)
çà ñèìåòðè÷íiñòþ P. Òîìó

kP
(
1[0,t]

)
= P

(
1[0,kt]

)
−

∑
n1+n2+...+nk=n

nl<n
n1,n2,...,nk∈Z+

n!

n1!n2! . . . nk!
×

× AP

(
1[0,t], . . . ,1[0,t]︸ ︷︷ ︸

n1

,1[t,2t], . . . ,1[t,2t]︸ ︷︷ ︸
n2

, . . . ,1[(k−1)t,kt], . . . ,1[(k−1)t,kt]︸ ︷︷ ︸
nk

)
.
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ßêùî nl < n, òî, çãiäíî iç ëåìîþ 2.4, â ÿêié ïîêëàäåìîm = nl, [a, b] = [1
2 , 1],

[c1, d1] = [(l − 1)t, lt] i c2 = d2,∣∣AP

(
1[0,t], . . . ,1[0,t]︸ ︷︷ ︸

n1

,1[t,2t], . . . ,1[t,2t]︸ ︷︷ ︸
n2

, . . . ,1[(k−1)t,kt], . . . ,1[(k−1)t,kt]︸ ︷︷ ︸
nk

)∣∣ ≤
≤ tC

(
nl,

1

2
, 1
)
.

Âðàõóâàâøè, ùî
∣∣P(1[0,kt]

)∣∣ ≤ ‖P‖, ìà¹ìî∣∣kP(1[0,t]

)∣∣ ≤ ‖P‖+ t
∑

n1+n2+...+nk=n
nl<n

n1,n2,...,nk∈Z+

n!

n1!n2! . . . nk!
C
(
nl,

1

2
, 1
)
.

Ïîêëàäåìî

sk = min

{
(2k + 1)−1,

( ∑
n1+n2+...+nk=n

nl<n
n1,n2,...,nk∈Z+

n!

n1!n2! . . . nk!
C
(
nl,

1

2
, 1
))−1}

.

Òîäi äëÿ 0 ≤ t ≤ sk,

k
∣∣P(1[0,t]

)∣∣ ≤ ‖P‖+ 1.

Îòæå, ∣∣P(1[0,rk]

)∣∣ ≤ 1

k

(
‖P‖+ 1

)
.

Ëåìó äîâåäåíî.

Ëåìà 2.6. Íåõàé x =
∑N

j=1 hj1[aj ,bj ], äå n ∈ N, hj ∈ C äëÿ j ∈
{1, . . . , N} i aj < bj ≤ aj+1 äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, . . . , N − 1}. Òîäi äëÿ
êîæíîãî l ∈ {1, . . . , N} i äëÿ êîæíèõ ïîñëiäîâíîñòåé

{
a

(k)
l

}∞
k=1

,
{
b

(k)
l

}∞
k=1

,

òàêèõ, ùî al ≤ a
(k)
l ≤ al+

1
2 min{sk, bl−al} i bl− 1

2 min{sk, bl−al} ≤ b
(k)
l ≤ bl,

áóäå âèêîíóâàòèñü ðiâíiñòü

lim
k→∞

P
(
x(k)
)

= P (x),

äå

x(k) =
N∑
j=1
j 6=l

hj1[aj ,bj ] + hl1[a(k)l ,b
(k)
l ].
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé δ(k) = −hl1[al,a(k)l ]∪[b(k)l ,bl]. Òîäi x
(k) = x + δ(k). Çãiäíî iç

áiíîìiàëüíîþ ôîðìóëîþ (1.3),

P
(
x(k)
)

= P (x) + P
(
δ(k)
)

+
n−1∑
m=1

(
n

m

)
AP

(
δ(k), . . . , δ(k)︸ ︷︷ ︸

m

, x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
n−m

)
.

Îñêiëüêè P ¹ ñèìåòðè÷íèì n-îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì, òî

P
(
δ(k)
)

= (−hl)nP
(
1[al,a(k)l ]∪[b(k)l ,bl]

)
= (−hl)nP

(
1[0,a(k)l −al+bl−b

(k)
l ]

)
.

Îñêiëüêè a(k)
l − al + bl − b(k)

l ≤ sk, òî çà ëåìîþ 2.5,∣∣∣P(1[0,a(k)l −al+bl−b
(k)
l ]

)∣∣∣ ≤ 1

k

(
‖P‖+ 1

)
.

Îòæå, ∣∣P(δ(k)
)∣∣ ≤ 1

k
|hl|n

(
‖P‖+ 1

)
.

Çãiäíî iç ëåìîþ 2.4, â ÿêié ïîêëàäåìî [c1, d1] =
[
al, a

(k)
l

]
, [c2, d2] =

[
b

(k)
l , bl

]
,

[a, b] = [al, bl] i y1 = . . . = yn−m = x,∣∣AP

(
δ(k), . . . , δ(k)︸ ︷︷ ︸

m

, x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
n−m

)∣∣ = |hl|m
∣∣AP

(
1A, . . . ,1A︸ ︷︷ ︸

m

, x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
n−m

)∣∣ ≤
≤ µ

([
al, a

(k)
l

]
∪
[
b

(k)
l , bl

])
|hl|m‖x‖n−m∞ C(m, al, bl) ≤

≤ sk|hl|m‖x‖n−m∞ C(m, al, bl).

Òîìó

∣∣P(x(k)
)
− P (x)

∣∣ ≤ 1

k
|hl|n

(
‖P‖+ 1

)
+ sk

n−1∑
m=1

(
n

m

)
|hl|m‖x‖n−m∞ C(m, al, bl).

Íàãàäà¹ìî, ùî limk→∞ sk = 0. Îòæå,

lim
k→∞

P
(
x(k)
)

= P (x).

Ëåìó äîâåäåíî.

Ïðîäîâæåííÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè.
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Äëÿ M ∈ N ïîêëàäåìî

GM =

{
2M∑
j=1

dj1[ j−1
2M

, j

2M
] : dj ∈ C

}
.

Òàêîæ ïîêëàäåìî

G =
∞⋃

M=1

GM .

Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ gM : C2M → C ðiâíiñòþ

gM
(
d1, . . . , d2M

)
= P

(
2M∑
j=1

dj1[ j−1
2M

, j

2M
]

)
,

äå d1, . . . , d2M ∈ C. Çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ gM ¹ ñèìåòðè÷íèì ïîëi-

íîìîì ñòåïåíÿ n âiä 2M ñêàëÿðíèõ çìiííèõ. Âiäîìî, ùî iñíó¹ ïîëiíîì pM

òàêèé, ùî

gM
(
d1, . . . , d2M

)
= pM

(
1

2M

2M∑
j=1

dj,
1

2M

2M∑
j=1

d2
j , . . . ,

1

2M

2M∑
j=1

dnj

)
.

Îòæå, äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ x ∈ GM ,

P (x) = pM
(
R1(x), R2(x), . . . , Rn(x)

)
.

Òîáòî,

P (x) =
∑

k1+2k2+...+nkn=n

αk1,...,knR
k1
1 (x)Rk2

2 (x) . . . Rkn
n (x). (2.7)

Îñêiëüêè GM ⊂ GM ′ äëÿ M ≤ M ′, òî êîåôiöi¹íòè αk1,...,kn íå çàëåæàòü âiä

M . Îòæå, ðiâíiñòü (2.7) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ x ∈ G.
Íåõàé

D =

{
K

2M
: M ∈ N, K ∈

{
0, 1, . . . , 2M

}}
.

Íåõàé x =
∑N

j=1 hj1[aj ,bj ], äå hj ∈ C äëÿ j ∈ {1, . . . , N} i aj < bj ≤ aj+1 äëÿ

j ∈ {1, . . . , N − 1}.
Äëÿ êîæíîãî l ∈ {1, . . . , N} âèáåðåìî ïîñëiäîâíîñòi

{
a

(k)
l

}∞
k=1

,
{
b

(k)
l

}∞
k=1
⊂

D òàêi, ùî

al ≤ a
(k)
l ≤ al +

1

2
min{sk, bl − al},
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bl −
1

2
min{sk, bl − al} ≤ b

(k)
l ≤ bl.

Òîäi äëÿ êîæíîãî ìóëüòèiíäåêñó κ = (κ1,κ2, . . . ,κN) ∈ NN ôóíêöiÿ

xκ =
N∑
j=1

hj1[
a
(κj)
j ,b

(κj)
j

]
íàëåæèòü äî ìíîæèíè G. Âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 2.6 N ðàçiâ, îòðèìó¹ìî

P (x) = lim
κ1→∞

lim
κ2→∞

. . . lim
κN→∞

P (xκ) =

= lim
κ1→∞

lim
κ2→∞

. . . lim
κN→∞

∑
k1+2k2+...+nkn=n

k1,...,kn∈Z+

αk1,...,knR
k1
1 (xκ) . . . Rkn

n (xκ) =

=
∑

k1+2k2+...+nkn=n
k1,...,kn∈Z+

αk1,...,knR
k1
1 (x) . . . Rkn

n (x).

Íåõàé

x =
N∑
j=1

hj1Ej ,

äå E1, E2, . . . , EN � öå íåïåðåòèííi âèìiðíi ïiäìíîæèíè âiäðiçêà [0, 1]. Çãi-

äíî iç òâåðäæåííÿì 2.2, iñíó¹ ôóíêöiÿ σ = σE1,...,EN ∈ Ξ[0,1] òàêà, ùî

1Em = 1[
∑m−1
j=1 µ(Ej),

∑m
j=1 µ(Ej)] ◦ σ

äëÿ êîæíîãî m ∈ {1, . . . , N} ìàéæå ñêðiçü íà âiäðiçêó [0, 1]. Çãiäíî iç ñè-

ìåòðè÷íiñòþ ïîëiíîìà P,

P (x) = P
(
x ◦ σ−1

)
= P

(
N∑
j=1

hj1[
∑j−1
m=1 µ(Am),

∑j
m=1 µ(Am)]

)
=

=
∑

k1+2k2+...+nkn=n
k1,...,kn∈Z+

αk1,...,knR
k1
1 (x) . . . Rkn

n (x).

Îòæå, äëÿ êîæíî¨ ïðîñòî¨ âèìiðíî¨ ôóíêöi¨ x ðiâíiñòü (2.7) âèêîíó¹òüñÿ.

Îñêiëüêè ìíîæèíà ïðîñòèõ âèìiðíèõ ôóíêöié ¹ ùiëüíîþ â ïðîñòîði L∞[0, 1],

òî iç íåïåðåðâíîñòi ïîëiíîìà P âèïëèâà¹, ùî ðiâíiñòü (2.7) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ

êîæíî¨ ôóíêöi¨ x ∈ L∞[0, 1]. Òåîðåìó äîâåäåíî.
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2.2. Ñïåêòð àëãåáðè Ôðåøå öiëèõ ñèìåòðè÷íèõ ôóíêöié îáìå-

æåíîãî òèïó íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði âèìiðíèõ çà

Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ ôóíêöié íà âiäðiçêó

Íåõàé Hbs(L∞[0, 1]) � öå ïiäàëãåáðà àëãåáðè Ôðåøå Hb(L∞[0, 1]), ââå-

äåíî¨ íà ñ. 59, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ çi âñiõ ôóíêöié f ∈ Hb(L∞[0, 1]), ÿêi ¹ ñèìå-

òðè÷íèìè. Äàíèé ïiäðîçäië ïðèñâÿ÷åíî âèâ÷åííþ ñïåêòðà àëãåáðè Ôðåøå

Hbs (L∞[0, 1]) . Áóäå ïîêàçàíî, ùî êîæåí õàðàêòåð (åëåìåíò ñïåêòðà) öi¹¨

àëãåáðè ¹ ôóíêöiîíàëîì îá÷èñëåííÿ çíà÷åííÿ â òî÷öi. Òàêîæ áóäå ïîêà-

çàíî, ùî ñïåêòð àëãåáðè Ôðåøå Hbs (L∞[0, 1]) ìîæíà îòîòîæíèòè iç ìíî-

æèíîþ âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé êîìïëåêñíèõ ÷èñåë {cn}∞n=1, äëÿ ÿêèõ ïîñëiäîâ-

íiñòü
{
|cn|1/n

}∞
n=1

¹ îáìåæåíîþ.

Çàóâàæèìî, ùî ïîâíîòà àëãåáðè Hbs(L∞[0, 1]) âèïëèâà¹ iç íàñòóïíî¨

ëåìè.

Ëåìà 2.7. Íåõàé X � êîìïëåêñíèé áàíàõiâ ïðîñòið i íåõàé ïîñëiäîâ-

íiñòü ôóíêöié {fn}∞n=1 ⊂ Hb(X) çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ f ∈ Hb(X). Íåõàé

A : X → X � äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ. ßêùî äëÿ äåÿêîãî x ∈ X âèêîíó-

¹òüñÿ ðiâíiñòü fn(A(x)) = fn(x) äëÿ êîæíîãî n ∈ N, òî f(A(x)) = f(x).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x ∈ X òàêèé, ùî fn(A(x)) = fn(x) äëÿ êîæíîãî n ∈ N.
Íåõàé r = max{‖x‖, ‖A(x)‖}. Îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü {fn}∞n=1 çáiãà¹òüñÿ äî

ôóíêöi¨ f, òî, çîêðåìà, limn→∞ ‖fn − f‖r = 0, òîáòî

lim
n→∞

sup
‖y‖≤r

|f(y)− fn(y)| = 0. (2.8)

Îñêiëüêè ‖x‖ ≤ r i ‖A(x)‖ ≤ r, òî iç ðiâíîñòi (2.8) âèïëèâàþòü ðiâíîñòi

limn→∞ fn(x) = f(x) i limn→∞ fn(A(x)) = f(A(x)). Îñêiëüêè fn(A(x)) =

fn(x) äëÿ êîæíîãî n ∈ N, òî limn→∞ fn(x) = f(A(x)). Âíàñëiäîê ¹äèíîñòi

ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòi, f(x) = f(A(x)). Ëåìó äîâåäåíî.

Iç ëåìè 2.7 âèïëèâà¹, ùî ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü ñèìåòðè÷íèõ ôóíêöié

{fn}∞n=1 ⊂ Hb(L∞[0, 1]) çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ f ∈ Hb(L∞[0, 1]), òî ôóíêöiÿ
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f ¹ ñèìåòðè÷íîþ. Çâiäñè âèïëèâà¹ ïîâíîòà àëãåáðè Hbs(L∞[0, 1]). Îòæå,

àëãåáðà Hbs(L∞[0, 1]) ¹ àëãåáðîþ Ôðåøå.

Êîæíó ôóíêöiþ f ∈ Hbs(L∞[0, 1]) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ¨¨ ðÿäó Òåé-

ëîðà iç íåïåðåðâíèõ îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ, ÿêi, ó ñâîþ ÷åðãó, ÿê íàñëiäîê

iíòåãðàëüíî¨ ôîðìóëè Êîøi (1.13) i ñèìåòðè÷íîñòi ôóíêöi¨ f , òåæ ¹ ñèìå-

òðè÷íèìè. Òîìó, çãiäíî iç òåîðåìîþ 2.2, êîæíó ôóíêöiþ f ∈ Hbs(L∞[0, 1])

ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

f(x) = α0 +
∞∑
n=1

∑
k1+2k2+...+nkn=n

k1,...,kn∈Z+

αk1,...,knR
k1
1 (x) · · ·Rkn

n (x) (2.9)

äå αk1k2...kn ∈ C i ðÿä çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà îáìåæåíèõ ìíîæèíàõ. Äëÿ

êîæíîãî õàðàêòåðà ϕ ∈ M(Hbs(L∞[0, 1])), äå M(Hbs(L∞[0, 1])) � ñïåêòð

(äèâ. îçíà÷åííÿ 1.6) àëãåáðè Ôðåøå Hbs(L∞[0, 1]), âíàñëiäîê íåïåðåðâíîñòi,

ëiíiéíîñòi i ìóëüòèïëiêàòèâíîñòi õàðàêòåðà ϕ, ìà¹ìî

ϕ(f) = α0ϕ(1) +
∞∑
n=1

∑
k1+2k2+...+nkn=n

k1,...,kn∈Z+

αk1,...,knϕ(R1)
k1 · · ·ϕ(Rn)

kn.

Îñêiëüêè õàðàêòåð ϕ ¹ íåòðèâiàëüíèì ôóíêöiîíàëîì, òî ϕ(1) = 1 âíà-

ñëiäîê ðiâíîñòi

ϕ(1) = ϕ(1 · 1) = ϕ(1)2.

Òîìó äëÿ êîæíîãî õàðàêòåðà ϕ ∈M(Hbs(L∞[0, 1])),

ϕ(f) = α0 +
∞∑
n=1

∑
k1+2k2+...+nkn=n

k1,...,kn∈Z+

αk1,...,knϕ(R1)
k1 · · ·ϕ(Rn)

kn.

Òàêèì ÷èíîì, áà÷èìî, ùî êîæåí õàðàêòåð ϕ ∈ M(Hbs(L∞[0, 1])) öiëêîì

âèçíà÷åíî ïîñëiäîâíiñòþ éîãî çíà÷åíü íà ïîëiíîìàõ Rn :

(ϕ(R1), ϕ(R2), . . . , ϕ(Rn), . . .).

Òâåðäæåííÿ 2.6. Äëÿ êîæíîãî õàðàêòåðà ϕ ∈ M(Hbs(L∞[0, 1]))

iñíó¹ ÷èñëî a > 0 òàêå, ùî |ϕ(Rn)| ≤ an äëÿ êîæíîãî n ∈ N.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé ϕ ∈M(Hbs(L∞[0, 1])). Îñêiëüêè õàðàêòåð ϕ ¹ íåïåðåðâ-

íèì ëiíiéíèì ôóíêöiîíàëîì íà àëãåáði Ôðåøå Hbs(L∞[0, 1]), òî iñíó¹ ÷èñëî

r > 0 òàêå, ùî õàðàêòåð ϕ ¹ íåïåðåðâíèì âiäíîñíî íîðìè ‖ · ‖r. Çàóâàæè-
ìî, ùî àëãåáðà Hbs(L∞[0, 1]) ¹ íîðìîâàíîþ àëãåáðîþ âiäíîñíî íîðìè ‖ · ‖r,
òîìó, çãiäíî iç òâåðäæåííÿì 1.3,

sup
f∈Hbs(L∞[0,1])
‖f‖r≤1

|ϕ(f)| = 1. (2.10)

Çàóâàæèìî, ùî ‖Rn‖r = rn äëÿ êîæíîãî n ∈ N, òîìó ‖r−nRn‖r = 1. Òîìó,

çãiäíî iç ðiâíiñòþ (2.10),

|ϕ(r−nRn)| ≤ 1

äëÿ êîæíîãî n ∈ N. Òîìó, âðàõîâóþ÷è îäíîðiäíiñòü ôóíêöiîíàëà ϕ, îòðè-

ìó¹ìî íåðiâíiñòü

|ϕ(Rn)| ≤ rn

äëÿ êîæíîãî n ∈ N. Îòæå, äîñòàòíüî ïîêëàñòè a = r. Òâåðäæåííÿ äîâåäå-

íî.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî åëåìåíòà x ∈ L∞[0, 1]

ôóíêöiîíàë îá÷èñëåííÿ çíà÷åííÿ â òî÷öi δx : Hbs(L∞[0, 1]) → C, âèçíà-
÷åíèé ôîðìóëîþ

δx(f) = f(x),

äå f ∈ Hbs(L∞[0, 1]), íàëåæèòü äî ñïåêòðàM(Hbs(L∞[0, 1])). Çãiäíî iç òåî-

ðåìîþ 2.1, äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi {ξn}∞n=1 ⊂ C òàêî¨, ùî ïîñëiäîâíiñòü{
n
√
|ξn|
}∞
n=1

¹ îáìåæåíîþ, iñíó¹ ôóíêöiÿ xξ ∈ L∞[0, 1] òàêà, ùî Rn

(
xξ
)

= ξn

äëÿ êîæíîãî n ∈ N. Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî íàñòóïíi íàñëiäêè.

Íàñëiäîê 2.1. Êîæåí õàðàêòåð ϕ ∈ M(Hbs(L∞[0, 1])) ¹ ôóíêöiîíà-

ëîì îá÷èñëåííÿ çíà÷åííÿ â òî÷öi.

Íàñëiäîê 2.2. Ìíîæèíà M(Hbs(L∞[0, 1])) ìîæå áóòè îòîòîæíå-

íà ç ìíîæèíîþ ∆ ⊂ CN âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé {ξn}∞n=1 ⊂ C òàêèõ, ùî

ïîñëiäîâíiñòü
{

n
√
|ξn|
}∞
n=1

¹ îáìåæåíîþ.
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2.3. Içîìîðôiçì àëãåáðè Ôðåøå öiëèõ ñèìåòðè÷íèõ ôóíêöié

îáìåæåíîãî òèïó íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði âèìið-

íèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ ôóíêöié íà âiäðiçêó i àëãåáðè

Ôðåøå öiëèõ ôóíêöié íà ñèëüíî ñïðÿæåíîìó ïðîñòîði äî ïðîñòî-

ðó öiëèõ ôóíêöié âiä îäíi¹¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨

Â äàíîìó ïiäðîçäiëi áóäå çàäàíî àíàëiòè÷íó ñòðóêòóðó íà ñïåêòði àë-

ãåáðè Ôðåøå Hbs (L∞[0, 1]). Áóäå ðîçãëÿíóòî ñïåêòð àëãåáðè Hbs (L∞[0, 1])

ÿê ñèëüíèé ñïðÿæåíèé ïðîñòið H ′(C)β äî ïðîñòîðó Ôðåøå H(C) âñiõ öiëèõ

àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié âiä îäíi¹¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ iç òîïîëîãi¹þ ðiâíîìið-

íî¨ çáiæíîñòi íà îáìåæåíèõ ìíîæèíàõ i áóäå ïîêàçàíî, ùî àëãåáðà Ôðåøå

Hbs (L∞[0, 1]) ¹ içîìîðôíîþ äî àëãåáðè Ôðåøå H(H ′(C)β) âñiõ êîìïëåêñíî-

çíà÷íèõ öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà ïðîñòîði H ′(C)β.

Çãiäíî iç [47, c. 226, Íàñëiäîê. 5.10], ñèëüíî ñïðÿæåíèé ïðîñòið H ′(C)β

äî ïðîñòîðó âñiõ öiëèõ ôóíêöié H(C) iç òîïîëîãi¹þ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíî-

ñòi íà îáìåæåíèõ ìíîæèíàõ (äèâ. âèçíà÷åííÿ íà ñ. 59), ¹ içîìîðôíèì iç

âèçíà÷åíèì â îçíà÷åííi 1.16 ïðîñòîðîì Λ(P ′H), äå

P ′H =
{
{|xn|}∞n=1 : {xn}∞n=1 ∈ Λ(PH)

}
,

òîáòî

P ′H =
{
{wn}∞n=1 ⊂ [0,+∞) : lim

n→∞
w1/n
n = 0

}
.

Ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî Λ(P ′H) ¹ ïðîñòîðîì âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé êîìïëåêñíèõ

÷èñåë {cn}∞n=1 òàêèõ, ùî supn∈N |cn|1/n <∞, òîáòî â òåîðåòèêî-ìíîæèííîìó
ñåíñi ïðîñòið Λ(P ′H) çáiãà¹òüñÿ iç ìíîæèíîþ ïîñëiäîâíîñòåé ∆, âèçíà÷åíié

ó íàñëiäêó 2.2, ÿêà, â ñâîþ ÷åðãó, ¹ ó ái¹êòèâíié âiäïîâiäíîñòi iç ñïåêòðîì

M(Hbs(L∞[0, 1])). Òàêèì ÷èíîì, ïðîñòið Λ(P ′H) (âiäïîâiäíî, i içîìîðôíèé

äî öüîãî ïðîñòîðó ïðîñòið H ′(C)β) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ðåàëiçàöiþ ñïå-

êòðàM(Hbs(L∞[0, 1])) iç ââåäåíîþ íà íüîìó ñòðóêòóðîþ òîïîëîãi÷íîãî ëi-

íiéíîãî ïðîñòîðó.

ßê çãàäóâàëîñÿ ó ëåìi 1.1, ïðîñòið H(C) ¹ A-ÿäåðíèì ïðîñòîðîì. ßê

íàñëiäîê, çãiäíî iç [47, ñ. 227, òâåðäæåííÿ 5.12], ïðîñòið H ′(C)β òàêîæ ¹ A-
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ÿäåðíèì ïðîñòîðîì. Îñêiëüêè ïðîñòiðH(C) ¹ ïðîñòîðîì Ôðåøå, òî ïðîñòið

H ′(C)β ¹ (DF)-ïðîñòîðîì. Îñêiëüêè ïðîñòið H(C) ¹ ïðîñòîðîì Ìîíòåëÿ,

òî, çãiäíî iç [97, ñ. 188, ï. 5.9], ïðîñòið H ′(C)β òàêîæ ¹ ïðîñòîðîì Ìîíòåëÿ.

Òàêèì ÷èíîì, ïðîñòiðH ′(C)β, à ç íèì i ïðîñòið Λ(P ′H), ¹ A-ÿäåðíèì (DFM)-

ïðîñòîðîì.

Ó íàñòóïíèõ äâîõ ëåìàõ ïîáóäîâàíî ÿâíèì ÷èíîì ôóíäàìåíòàëüíó

ïîñëiäîâíiñòü îáìåæåíèõ ìíîæèí â ïðîñòîði Λ(P ′H).

Ëåìà 2.8. Íåõàé r > 0. Ìíîæèíà

Kr =
{
{cn}∞n=1 ∈ Λ(P ′H) : |cn| ≤ rn äëÿ êîæíîãî n ∈ N

}
(2.11)

¹ êîìïàêòíîþ â ïðîñòîði Λ(P ′H).

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ïðîñòið Λ(P ′H) ¹ ïðîñòîðîì Ìîíòåëÿ, òî êîæíà îáìå-

æåíà çàìêíåíà ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó Λ(P ′H) ¹ êîìïàêòíîþ. Ñïåðøó äîâå-

äåìî, ùî ìíîæèíà Kr ¹ îáìåæåíîþ. Íåõàé w = {wn}∞n=1 ∈ P ′H . Ïîêàæåìî,
ùî

sup
c∈Kr

pw(c) <∞.

Îñêiëüêè w ∈ P ′H , òî limn→∞w
1/n
n = 0. ßê íàñëiäîê, ôóíêöiÿ h(z) =∑∞

n=1wnz
n, äå z ∈ C, ¹ öiëîþ. Òîìó äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi c = {cn}∞n=1 ∈

Kr,

pw(c) =
∞∑
n=1

wn|cn| ≤
∞∑
n=1

wnr
n = h(r).

ßê íàñëiäîê,

sup
c∈Kr

pw(c) ≤ h(r) <∞.

Îòæå, ìíîæèíà Kr ¹ îáìåæåíîþ. Äëÿ òîãî, ùîá ïîêàçàòè, ùî ìíîæèíà

Kr ¹ çàìêíåíîþ, ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü y = {yn}∞n=1 ∈ Λ(P ′H) \ Kr i

ïîêàæåìî, ùî iñíó¹ îêië ïîñëiäîâíîñòi y, ÿêèé ¹ íåïåðåòèííèì ç ìíîæèíîþ

Kr. Îñêiëüêè y 6∈ Kr, òî iñíó¹ n0 ∈ N òàêå, ùî |yn0| > rn0. Âèçíà÷èìî

ïîñëiäîâíiñòü v = {vn}∞n=1 ôîðìóëîþ

vn =

{
1, ÿêùî n = n0

0, iíàêøå.
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Òîäi v ∈ P ′H i îêië ïîñëiäîâíîñòi y

V =
{
c ∈ Λ(P ′H) : pv(y − c) < |yn0| − rn0

}
¹ íåïåðåòèííèì ç ìíîæèíîþ Kr. Îòæå, ìíîæèíà Kr ¹ çàìêíåíîþ. Òàêèì

÷èíîì, ìíîæèíà Kr ¹ êîìïàêòíîþ.

Ëåìà 2.9. Äëÿ êîæíî¨ îáìåæåíî¨ ìíîæèíè S ⊂ Λ(P ′H) iñíó¹ ÷èñëî

r > 0 òàêå, ùî S ⊂ Kr, äå ìíîæèíà Kr âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ (2.11).

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî iç [47, ñ. 223, ëåìà 5.6], iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü a = {an}∞n=1 ∈
Λ(P ′H) òàêà, ùî äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi c = {cn}∞n=1 ∈ S âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü |cn| ≤ |an| äëÿ êîæíîãî n ∈ N. Íåõàé r = supn∈N |an|1/n. Òîäi
|an| ≤ rn äëÿ êîæíîãî n ∈ N. Òîìó S ⊂ Kr.

Íåõàé H
(
Λ(P ′H)

)
� öå àëãåáðà âñiõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié g : Λ(P ′H)→

C ç òîïîëîãi¹þ τ0 ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi íà êîìïàêòíèõ ïiäìíîæèíàõ ïðî-

ñòîðó Λ(P ′H). Íåõàé

‖g‖K = sup
x∈K
|g(x)|

äëÿ g ∈ H(Λ(P ′H)) i äëÿ êîìïàêòíî¨ ïiäìíîæèíè K ïðîñòîðó Λ(P ′H). Òîïî-

ëîãiÿ τ0 ¹ ïîðîäæåíîþ ñiì'¹þ íàïiâíîðì{
‖ · ‖K : K ¹ êîìïàêòíîþ ïiäìíîæèíîþ ïðîñòîðó Λ(P ′H)

}
.

Îñêiëüêè ïðîñòið Λ(P ′H) ¹ (DFM)-ïðîñòîðîì, òî H
(
Λ(P ′H)

)
¹ ïðîñòîðîì

Ôðåøå.

Îçíà÷åííÿ 2.1. (Äèâ. [47, ñ. 236, îçíà÷åííÿ 5.20]) Ôóíêöiþ

Λ 3 x = {xn}∞n=1 7→
∞∏
n=1

xmn
n ∈ C,

äå {mn}∞n=1 � öå ïîñëiäîâíiñòü íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë òàêà, ùî mn = 0

äëÿ âñiõ äîñòàòíüî âåëèêèõ n, íàçèâàþòü ìîíîìîì íà ïðîñòîði ïîñëi-

äîâíîñòåé Λ. (Òóò 00 = 1.)
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Çãiäíî iç [47, ñ. 240, íàñëiäîê 5.22], ìîíîìè óòâîðþþòü àáñîëþòíèé

áàçèñ â ïðîñòîði H
(
Λ(P ′H)

)
i ïðîñòið H

(
Λ(P ′H)

)
¹ A-ÿäåðíèì ïðîñòîðîì.

ßê íàñëiäîê, îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Ëåìà 2.10. Êîæíà ôóíêöiÿ g ∈ H(Λ(P ′H)) ìîæå áóòè âèðàæåíà

÷åðåç ìîíîìè ó âèãëÿäi

g
(
{cn}∞n=1

)
= γ0 +

∞∑
n=1

∑
k1+2k2+···+nkn=n

k1,...,kn∈Z+

γk1,...,knc
k1
1 · · · cknn ,

äå {cn}∞n=1 ∈ Λ(P ′H) i γk1,...,kn ∈ C. Êðiì òîãî, çà îçíà÷åííÿì àáñîëþòíîãî

áàçèñó, äëÿ êîæíîãî r > 0 iñíó¹ r∗ > 0 (ÿêå íå çàëåæèòü âiä g) òàêå, ùî

|γ0|+
∞∑
n=1

∑
k1+2k2+···+nkn=n

k1,...,kn∈Z+

|γk1,...,kn|‖c
k1
1 · · · cknn ‖Kr

≤ ‖g‖Kr∗ .

Êîæíó ôóíêöiþ f ∈ Hbs(L∞[0, 1]) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

f = α0 +
∞∑
n=1

∑
k1+2k2+···+nkn=n

k1,...,kn∈Z+

αk1,...,knR
k1
1 · · ·Rkn

n .

Âèçíà÷èìî ôóíêöiþ J(f) : Λ(P ′H)→ C ðiâíiñòþ

J(f)
(
{cn}∞n=1

)
= α0 +

∞∑
n=1

∑
k1+2k2+···+nkn=n

k1,...,kn∈Z+

αk1,...,knc
k1
1 · · · cknn (2.12)

äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi {cn}∞n=1 ∈ Λ(P ′H).

Òåîðåìà 2.3. Äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Hbs(L∞[0, 1]) ôóíêöiÿ J(f),

âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ (2.12), ¹ öiëîþ ôóíêöi¹þ íà ïðîñòîði Λ(P ′H). Äàëi,

âiäîáðàæåííÿ

J : Hbs(L∞[0, 1]) 3 f 7→ J(f) ∈ H
(
Λ(P ′H)

)
¹ içîìîðôiçìîì ìiæ àëãåáðàìè Ôðåøå Hbs(L∞[0, 1]) i H

(
Λ(P ′H)

)
.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé f ∈ Hbs(L∞[0, 1]). Ôóíêöiþ f ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

f = α0 +
∞∑
n=1

∑
k1+2k2+···+nkn=n

k1,...,kn∈Z+

αk1,...,knR
k1
1 · · ·Rkn

n .

Äîâåäåìî, ùî ôóíêöiÿ J(f) ¹ äîáðå âèçíà÷åíîþ. Íåõàé c ∈ Λ(P ′H). Çãiäíî iç

òåîðåìîþ 2.1, iñíó¹ ôóíêöiÿ xc ∈ L∞[0, 1] òàêà, ùî {Rn(xc)}∞n=1 = c. Òîìó,

çãiäíî iç ðiâíiñòþ (2.12),

J(f)(c) = f(xc),

i, îñêiëüêè çíà÷åííÿ f(xc) ¹ ñêií÷åííèì, òî çíà÷åííÿ J(f)(c) òàêîæ ¹ ñêií-

÷åííèì. Îòæå, ôóíêöiÿ J(f) ¹ äîáðå âèçíà÷åíîþ.

Äîâåäåìî, ùî J(f) ∈ H(Λ(P ′H)). Çãiäíî iç òâåðäæåííÿì 1.5, äîñòàòíüî

ïîêàçàòè, ùî ôóíêöiÿ J(f) ¹ G-àíàëiòè÷íîþ i ëîêàëüíî îáìåæåíîþ íà ïðî-

ñòîði Λ(P ′H). Äëÿ òîãî, ùîá äîâåñòè, ùî ôóíêöiÿ J(f) ¹ G-àíàëiòè÷íîþ

íà ïðîñòîði Λ(P ′H), çàôiêñó¹ìî ïîñëiäîâíîñòi a = {an}∞n=1, b = {bn}∞n=1 ∈
Λ(P ′H) i ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ h : C 3 λ 7→ J(f)(a+ λb) ∈ C. Äîâåäåìî, ùî
ôóíêöiÿ h ¹ öiëîþ. Çãiäíî iç ðiâíiñòþ (2.12),

h(λ) = α0 +
∞∑
n=1

∑
k1+2k2+···+nkn=n

k1,...,kn∈Z+

αk1,...,kn(a1 + λb1)
k1 · · · (an + λbn)

kn.

Äëÿ m ∈ N ïîêëàäåìî

hm(λ) = α0 +
m∑
n=1

∑
k1+2k2+···+nkn=n

k1,...,kn∈Z+

αk1,...,kn(a1 + λb1)
k1 · · · (an + λbn)

kn,

äå λ ∈ C. Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ hm ¹ ïîëiíîìîì.

Äîâåäåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü ïîëiíîìiâ {hm}∞m=1 çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨

h âiäíîñíî òîïîëîãi¨ àëãåáðè Ôðåøå H(C). Íåõàé D � öå îäèíè÷íèé êðóã

â ìíîæèíi C. Çàôiêñó¹ìî l ∈ N. Íåõàé λ ∈ lD. Çà òåîðåìîþ 2.1, iñíó¹

ôóíêöiÿ xa+λb ∈ L∞[0, 1] òàêà, ùî
{
Rn(xa+λb)

}∞
n=1

= a+ λb i

‖xa+λb‖∞ ≤
2

M
sup
n∈N
|an + λbn|1/n,
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äå ñòàëà M âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ (2.2). ßêùî ρa = supn∈N |an|1/n i ρb =

supn∈N |bn|1/n, òî |an| ≤ ρna i |bn| ≤ ρnb äëÿ êîæíîãî n ∈ N. Òîìó

|an + λbn| ≤ |an|+ |λ||bn| ≤ |an|+ l|bn| ≤ ρna + lρnb ≤ ρna + lnρnb ≤

≤ 2
(
max{ρa, lρb}

)n ≤ (2 max{ρa, lρb}
)n
.

ßê íàñëiäîê,

sup
n∈N
|an + λbn|1/n ≤ 2 max{ρa, lρb}.

Îòæå, ÿêùî ρ = 2 max{ρa, lρb}, òî ‖xa+λb‖∞ ≤ 2ρ
M . Çàóâàæèìî, ùî h(λ) =

f(xa+λb) i hm(λ) = fm(xa+λb), äå

fm = α0 +
m∑
n=1

∑
k1+2k2+···+nkn=n

k1,...,kn∈Z+

αk1,...,knR
k1
1 · · ·Rkn

n .

Òîìó äëÿ êîæíîãî λ ∈ lD,

|h(λ)− hm(λ)| = |f(xa+λb)− fm(xa+λb)| ≤ ‖f − fm‖ 2ρ
M
.

ßê íàñëiäîê,

sup
λ∈lD
|h(λ)− hm(λ)| ≤ ‖f − fm‖ 2ρ

M
.

Îñêiëüêè ‖f − fm‖ 2ρ
M
→ 0 ïðè m → ∞, òî ïîñëiäîâíiñòü {hm}∞m=1 ðiâíî-

ìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ h íà êðóçi lD . Îòæå, ôóíêöiÿ h ¹ öiëîþ. Òîìó

ôóíêöiÿ J(f) ¹ G-àíàëiòè÷íîþ.

Äîâåäåìî, ùî ôóíêöiÿ J(f) ¹ îáìåæåíîþ íà êîæíié îáìåæåíié ïiä-

ìíîæèíi S ïðîñòîðó Λ(P ′H). Çà ëåìîþ 2.9, iñíó¹ r > 0 òàêå, ùî S ⊂ Kr,

äå ìíîæèíà Kr âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (2.11). Íåõàé c = {cn}∞n=1 ∈ Kr.

Çà òåîðåìîþ 2.1, iñíó¹ ôóíêöiÿ xc ∈ L∞[0, 1] òàêà, ùî {Rn(xc)}∞n=1 = c

i ‖xc‖∞ ≤ 2
M supn∈N |cn|1/n. Îñêiëüêè |cn| ≤ rn äëÿ êîæíîãî n ∈ N, òî

‖xc‖∞ ≤ 2r
M . ßê íàñëiäîê,

|J(f)(c)| = |f(xc)| ≤ ‖f‖ 2r
M
,

i, îòæå,

sup
c∈S
|J(f)(c)| ≤ ‖f‖ 2r

M
.
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Îòæå, ôóíêöiÿ J(f) ¹ îáìåæåíîþ íà ìíîæèíi S. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ

J(f) ¹ îáìåæåíîþ íà êîæíié îáìåæåíié ïiäìíîæèíi (DFM)-ïðîñòîðó Λ(P ′H),

òî öÿ ôóíêöiÿ ¹ ëîêàëüíî îáìåæåíîþ (äèâ. [47, âïðàâà 2.27]). Îòæå, ôóí-

êöiÿ J(f) ¹ àíàëiòè÷íîþ, ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.

Òåïåð, êîëè ìè çíà¹ìî, ùî âiäîáðàæåííÿ J ¹ äîáðå âèçíà÷åíèì, ïîêà-

æåìî, ùî öå âiäîáðàæåííÿ ¹ ái¹êöi¹þ. Íåõàé ôóíêöi¨ f1, f2 ∈ Hbs(L∞[0, 1])

òàêi, ùî f1 6= f2. Òîäi iñíó¹ ôóíêöiÿ x ∈ L∞[0, 1] òàêà, ùî f1(x) 6= f2(x).

Òîäi

J(f1)
(
{Rn(x)}∞n=1

)
= f1(x) 6= f2(x) = J(f2)

(
{Rn(x)}∞n=1

)
.

Òîìó J(f1) 6= J(f2). Îòæå, âiäîáðàæåííÿ J ¹ ií'¹êòèâíèì. Ïîêàæåìî, ùî

âiäîáðàæåííÿ J ¹ ñþð'¹êòèâíèì. Íåõàé g ∈ H(Λ(P ′H)). Ïîáóäó¹ìî ôóíêöiþ

f ∈ Hbs(L∞[0, 1]) òàêó, ùî J(f) = g. Çãiäíî iç ëåìîþ 2.10, ôóíêöiþ g ìîæíà

ïîäàòè ó âèãëÿäi

g
(
{cn}∞n=1

)
= γ0 +

∞∑
n=1

∑
k1+2k2+···+nkn=n

k1,...,kn∈Z+

γk1,...,knc
k1
1 · · · cknn ,

äå {cn}∞n=1 ∈ Λ(P ′H) i γk1,...,kn ∈ C. Âèçíà÷èìî ôóíêöiþ f : L∞[0, 1] → C
ôîðìóëîþ

f = γ0 +
∞∑
n=1

∑
k1+2k2+···+nkn=n

k1,...,kn∈Z+

γk1,...,knR
k1
1 · · ·Rkn

n .

Îñêiëüêè f(x) = g
(
{Rn(x)}∞n=1

)
äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ x ∈ L∞[0, 1] i ôóíêöiÿ

g ¹ äîáðå âèçíà÷åíîþ íà ïðîñòîði Λ(P ′H), òî ôóíêöiÿ f ¹ äîáðå âèçà÷å-

íîþ íà ïðîñòîði L∞[0, 1]. Ïîêàæåìî, ùî f ∈ Hbs(L∞[0, 1]). Çàóâàæèìî, ùî

ôóíêöiÿ f ¹ ñèìåòðè÷íîþ. Äîâåäåìî, ùî ôóíêöiÿ f ¹ îáìåæåíîþ íà êîæíié

çàìêíåíié êóëi ç öåíòðîì â íóëi. Äëÿ êîæíîãî r > 0, çãiäíî iç ëåìîþ 2.10,

iñíó¹ r∗ > 0 òàêå, ùî

|γ0|+
∞∑
n=1

∑
k1+2k2+···+nkn=n

k1,...,kn∈Z+

|γk1,...,kn|‖c
k1
1 · · · cknn ‖Kr

≤ ‖g‖Kr∗ . (2.13)
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Äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ x ∈ L∞[0, 1] òàêî¨, ùî ‖x‖∞ ≤ r, ìà¹ìî {Rn(x)}∞n=1 ⊂
Kr i, ÿê íàñëiäîê,

|f(x)| ≤ |γ0|+
∞∑
n=1

∑
k1+2k2+···+nkn=n

k1,...,kn∈Z+

|γk1,...,kn||R1(x)|k1 · · · |Rn(x)|kn ≤

≤ |γ0|+
∞∑
n=1

∑
k1+2k2+···+nkn=n

k1,...,kn∈Z+

|γk1,...,kn|‖c
k1
1 · · · cknn ‖Kr

.

Âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü (2.13),

|f(x)| ≤ ‖g‖Kr∗ .

ßê íàñëiäîê, ‖f‖r ≤ ‖g‖Kr∗ . Îòæå, ôóíêöiÿ f ¹ îáìåæåíîþ íà îáìåæåíèõ

ïiäìíîæèíàõ ïðîñòîðó L∞[0, 1].

Äîâåäåìî, ùî ôóíêöiÿ f ¹ àíàëiòè÷íîþ. Çãiäíî iç òâåðäæåííÿì 1.5, äî-

ñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî ôóíêöiÿ f ¹ G-àíàëiòè÷íîþ i ëîêàëüíî îáìåæåíîþ.

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ f ¹ îáìåæåíîþ íà îáìåæåíèõ ïiäìíîæèíàõ ïðîñòîðó

L∞[0, 1], òî öÿ ôóíêöiÿ ¹ ëîêàëüíî îáìåæåíîþ. Îòæå, äîñòàòíüî ïîêàçàòè,

ùî ôóíêöiÿ f ¹ G-àíàëiòè÷íîþ. Çàôiêñó¹ìî ôóíêöi¨ x, y ∈ L∞[0, 1]. Ðîç-

ãëÿíåìî ôóíêöiþ h : C 3 λ 7→ f(x + λy) ∈ C. Ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ h ¹

öiëîþ. Çàóâàæèìî, ùî

h(λ) = γ0 +
∞∑
n=1

∑
k1+2k2+···+nkn=n

k1,...,kn∈Z+

γk1,...,knR
k1
1 (x+ λy) · · ·Rkn

n (x+ λy).

Äëÿ m ∈ N ïîêëàäåìî

hm(λ) = γ0 +
m∑
n=1

∑
k1+2k2+···+nkn=n

k1,...,kn∈Z+

γk1,...,knR
k1
1 (x+ λy) · · ·Rkn

n (x+ λy),

äå λ ∈ C. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ λ 7→ Rj(x + λy) ¹ ïîëiíîìîì äëÿ êîæíîãî

j ∈ N, òî ôóíêöiÿ hm ¹ ïîëiíîìîì äëÿ êîæíîãî m ∈ N. Ïîêàæåìî, ùî ïî-
ñëiäîâíiñòü ïîëiíîìiâ {hm}∞m=1 ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ h íà êðóçi



95

lD, äëÿ êîæíîãî l ∈ N. Íåõàé ρ = ‖x‖∞+ l‖y‖∞. Çãiäíî iç ëåìîþ 2.10, iñíó¹

ρ∗ > 0 òàêå, ùî

|γ0|+
∞∑
n=1

∑
k1+2k2+···+nkn=n

k1,...,kn∈Z+

|γk1,...,kn|‖c
k1
1 · · · cknn ‖Kρ

≤ ‖g‖Kρ∗ . (2.14)

Íåõàé λ ∈ lD. Òîäi ‖x + λy‖∞ ≤ ρ i, ÿê íàñëiäîê, {Rn(x + λy)}∞n=1 ∈ Kρ.

Òîìó

|h(λ)− hm(λ)| ≤

≤
∞∑

n=m+1

∑
k1+2k2+···+nkn=n

k1,...,kn∈Z+

|γk1,...,kn||R1(x+ λy)|k1 · · · |Rn(x+ λy)|kn ≤

≤
∞∑

n=m+1

∑
k1+2k2+···+nkn=n

k1,...,kn∈Z+

|γk1,...,kn|‖c
k1
1 · · · cknn ‖Kρ

.

ßê íàñëiäîê,

sup
λ∈lD
|h(λ)− hm(λ)| ≤

∞∑
n=m+1

∑
k1+2k2+···+nkn=n

k1,...,kn∈Z+

|γk1,...,kn|‖c
k1
1 · · · cknn ‖Kρ

.

Çãiäíî iç íåðiâíiñòþ (2.14), ðÿä
∞∑
n=1

∑
k1+2k2+···+nkn=n

k1,...,kn∈Z+

|γk1,...,kn|‖c
k1
1 · · · cknn ‖Kρ

çáiæíèé. Òîìó

lim
m→∞

∞∑
n=m+1

∑
k1+2k2+···+nkn=n

k1,...,kn∈Z+

|γk1,...,kn|‖c
k1
1 · · · cknn ‖Kρ

= 0.

ßê íàñëiäîê, supλ∈lD |h(λ) − hm(λ)| → 0 ïðè m → ∞, òîáòî ïîñëiäîâíiñòü
{hm}∞m=1 ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ h íà êðóçi lD. Ç öüîãî âèïëèâà¹,

ùî ôóíêöiÿ h ¹ öiëîþ. Îòæå, ôóíêöiÿ f ¹ G-àíàëiòè÷íîþ i, ÿê íàñëiäîê,

¹ àíàëiòè÷íîþ. Îòæå, f ∈ Hbs(L∞[0, 1]) i J(f) = g. Òàêèì ÷èíîì, âiäîáðà-

æåííÿ J ¹ ñþð'¹êòèâíèì.
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Çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ J ¹ ëiíiéíèì.

Äîâåäåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ J ¹ íåïåðåðâíèì. Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ

J ¹ ëiíiéíèì, òî äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî öå âiäîáðàæåííÿ âiäîáðàæà¹ îáìå-

æåíi ìíîæèíè â îáìåæåíi ìíîæèíè. Íåõàé B � öå äîâiëüíà îáìåæåíà ïiä-

ìíîæèíà àëãåáðè Hbs(L∞[0, 1]). Ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà J(B) ¹ îáìåæåíîþ

ïiäìíîæèíîþ àëãåáðè H
(
Λ(P ′H)

)
. Çàôiêñó¹ìî r > 0 i ðîçãëÿíåìî c ∈ Kr.

Çãiäíî iç òåîðåìîþ 2.1, iñíó¹ ôóíêöiÿ xc ∈ L∞[0, 1] òàêà, ùî {Rn(xc)}∞n=1 = c

i ‖xc‖∞ ≤ 2r
M . Äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ B, ìà¹ìî J(f)(c) = f(xc). Îñêiëüêè

‖xc‖∞ ≤ 2r
M , òî |f(xc)| ≤ ‖f‖ 2r

M
. Òîìó |J(f)(c)| ≤ ‖f‖ 2r

M
i, ÿê íàñëiäîê,

‖J(f)‖Kr
≤ ‖f‖ 2r

M
. (2.15)

Îñêiëüêè ìíîæèíà B ¹ îáìåæåíîþ â àëãåáði Hbs(L∞[0, 1]), òî

sup
f∈B
‖f‖ 2r

M
<∞. (2.16)

Çãiäíî iç íåðiâíiñòþ (2.15), âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü (2.16),

sup
f∈B
‖J(f)‖Kr

≤ sup
f∈B
‖f‖ 2r

M
<∞.

Îòæå, ìíîæèíà J(B) ¹ îáìåæåíîþ. Òàêèì ÷èíîì, âiäîáðàæåííÿ J ¹ íåïå-

ðåðâíèì.

Çãiäíî iç òåîðåìîþ ïðî âiäêðèòå âiäîáðàæåííÿ (äèâ. [53, òåîðåìà 5.4.5]),

âiäîáðàæåííÿ J−1 ¹ îáìåæåíèì. Òàêîæ çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ J ¹

ìóëüòèïëiêàòèâíèì, îñêiëüêè âîíî ¹ ìóëüòèïëiêàòèâíèì íà ùiëüíié ïiäàë-

ãåáði, ïîðîäæåíié ïîñëiäîâíiñòþ {Rn}∞n=1. Îòæå, âiäîáðàæåííÿ J ¹ içîìîð-

ôiçìîì. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Îòðèìàíèé ðåçóëüòàò ïîêàçó¹, ùî íà ñïåêòði àëãåáðè Hbs(L∞[0, 1]),

îòîòîæíåíîìó iç ïðîñòîðîì Λ(P ′H), ìîæíà âèçíà÷èòè òàêó àíàëiòè÷íó ñòðó-

êòóðó, ùî âñi ôóíêöi¨ iç àëãåáðè Hbs(L∞[0, 1]) ñòàþòü àíàëiòè÷íèìè íà ñïå-

êòði. ßê óæå áóëî çàóâàæåíî, ïðîñòið H ′(C)β ¹ içîìîðôíèì ç ïðîñòîðîì

Λ(P ′H). Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî íàñòóïíèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 2.3. Àëãåáðè Ôðåøå Hbs(L∞[0, 1]) i H(H ′(C)β) ¹ içîìîð-

ôíèìè.
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2.4. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 2

Öåé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííÿì êîìïëåêñíîçíà÷íèõ íåïåðåðâíèõ

ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ i öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ñèìåòðè÷íèõ ôóíêöié íà êîì-

ïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ âèìiðíèõ çà Ëåáå-

ãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ ôóíêöié íà âiäðiçêó.

Ïîáóäîâàíî çëi÷åííèé àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ àëãåáðè âñiõ ñèìåòðè÷íèõ

íåïåðåðâíèõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ïîëiíîìiâ íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó

ïðîñòîði âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ

ôóíêöié íà âiäðiçêó.

Îïèñàíî ñïåêòð àëãåáðè Ôðåøå âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ñèìåòðè÷íèõ

öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó

ïðîñòîði âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ

ôóíêöié íà âiäðiçêó.

Çîáðàæåíî àëãåáðó Ôðåøå âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ñèìåòðè÷íèõ öi-

ëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó

ïðîñòîði âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ

ôóíêöié íà âiäðiçêó ÿê àëãåáðó àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà ñïåêòði, ÿêèé îòî-

òîæåíî iç ñèëüíèì ñïðÿæåíèì ïðîñòîðîì äî ïðîñòîðó Ôðåøå âñiõ öiëèõ

àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié âiä îäíi¹¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨.

Ðåçóëüòàòè, íàâåäåíi â öüîìó ðîçäiëi, îïóáëiêîâàíî â òàêèõ ïðàöÿõ:

[58], [60], [106].



98

ÐÎÇÄIË 3

ÑÈÌÅÒÐÈ×ÍI I ÑÊIÍ×ÅÍÍÎ-ÑÈÌÅÒÐÈ×ÍI

ÀÍÀËIÒÈ×ÍI ÔÓÍÊÖI� ÍÀ ÄÅßÊÈÕ

ÊÎÌÏËÅÊÑÍÈÕ ÁÀÍÀÕÎÂÈÕ ÏÐÎÑÒÎÐÀÕ

ÏÎÑËIÄÎÂÍÎÑÒÅÉ

Äàíèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî âèâ÷åííþ ñèìåòðè÷íèõ (iíâàðiàíòíèõ âiäíî-

ñíî ïåðåñòàíîâîê êîîðäèíàò àðãóìåíòó) i ñêií÷åííî-ñèìåòðè÷íèõ (iíâàðiàí-

òíèõ âiäíîñíî ñêií÷åííèõ ïåðåñòàíîâîê êîîðäèíàò àðãóìåíòó) êîìïëåêñíî-

çíà÷íèõ íåïåðåðâíèõ ïîëiíîìiâ i àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà äåÿêèõ ïðîñòîðàõ

ïîñëiäîâíîñòåé.

3.1. Ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè íà áàíàõîâîìó ïðîñòîði îáìåæåíèõ

ïîñëiäîâíîñòåé êîìïëåêñíèõ ÷èñåë

Íåõàé `∞ � öå êîìïëåêñíèé áàíàõiâ ïðîñòið âñiõ îáìåæåíèõ ïîñëi-

äîâíîñòåé êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Â äàíîìó ïiäðîçäiëi áóäå ïîêàçàíî, ùî êî-

æåí êîìïëåêñíîçíà÷íèé íåïåðåðâíèé ñèìåòðè÷íèé ïîëiíîì íà ïðîñòîði `∞

îáîâ'ÿçêîâî ¹ ñòàëèì âiäîáðàæåííÿì.

Ó äàíîìó ïiäðîçäiëi, äëÿ çðó÷íîñòi, áóäåìî ðîçãëÿäàòè ÷èñëîâi ïîñëi-

äîâíîñòi iç ïðîñòîðó `∞ ÿê ôóíêöi¨, çàäàíi íà ìíîæèíi N. Âiäïîâiäíî, iíäåêñ
åëåìåíòà ïîñëiäîâíîñòi áóäåìî çàïèñóâàòè â êðóãëèõ äóæêàõ, ÿê àðãóìåíò

ôóíêöi¨.

Çãiäíî iç îçíà÷åííÿì 1.20, ôóíêöiþ f : `∞ → C íàçèâàþòü ñèìåòðè-

÷íîþ, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü f(x ◦ σ) = f(x) äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi

x = (x(1), x(2), . . .) ∈ `∞ i äëÿ êîæíî¨ ái¹êöi¨ σ : N→ N.
Â äàíîìó ïiäðîçäiëi äîâåäåíî, ùî ¹äèíèìè êîìïëåêñíîçíà÷íèìè ñèìå-

òðè÷íèìè íåïåðåðâíèìè ïîëiíîìàìè íà ïðîñòîði `∞ ¹ ñòàëi âiäîáðàæåííÿ.

Äëÿ ìíîæèíè E ⊂ N ïîçíà÷èìî 1E ïîñëiäîâíiñòü (x(1), . . . , x(m), . . .)
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òàêó, ùî

x(m) =

{
1, ÿêùî m ∈ E
0, ÿêùî m ∈ N \ E.

Äëÿ íåñêií÷åííî¨ ìíîæèíè E ⊂ N iñíó¹ ¹äèíà çðîñòàþ÷à ái¹êöiÿ, ùî äi¹ ç

N â E, ÿêó ïîçíà÷èìî vE.

Òâåðäæåííÿ 3.1. Íåõàé ϕ : `∞ → C � öå ñèìåòðè÷íà (íå îáîâ'ÿçêîâî

ëiíiéíà) ôóíêöiÿ òàêà, ùî

ϕ(1E1∪E2
) = ϕ(1E1

) + ϕ(1E2
) (3.1)

äëÿ êîæíèõ äâîõ íåïåðåòèííèõ ìíîæèí E1, E2 ⊂ N. Òîäi ϕ(1E) = 0 äëÿ

êîæíî¨ ìíîæèíè E ⊂ N.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé F i F1 � öå íåñêií÷åííi ïiäìíîæèíè ìíîæèíè N òàêi,

ùî ìíîæèíè N \F i N \F1 òàêîæ ¹ íåñêií÷åííèìè. Ïîêàæåìî, ùî ϕ(1F ) =

ϕ(1F1
). Çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ

σF,F1
(m) =

{
vF1

(v−1
F (m)), ÿêùî m ∈ F

vN\F1
(v−1

N\F (m)), ÿêùî m ∈ N \ F

¹ ái¹êöi¹þ ç N â N òàêîþ, ùî σF,F1
(F ) = F1 i σF,F1

(N \ F ) = N \ F1. Òîìó

1F = 1F1
◦ σF,F1

. Çãiäíî iç ñèìåòðè÷íiñòþ âiäîáðàæåííÿ ϕ,

ϕ(1F ) = ϕ(1F1
). (3.2)

Íåõàé A � öå íåñêií÷åííà ïiäìíîæèíà â N òàêà, ùî ìíîæèíà N \A òàêîæ

¹ íåñêií÷åííîþ. Ïåðåâiðèìî, ùî ϕ(1A) = 0. Íåõàé A1 i A2 � öå íåïåðåòèííi

íåñêií÷åííi ïiäìíîæèíè ìíîæèíè A òàêi, ùî A = A1 ∪ A2. Òîäi, çãiäíî iç

ðiâíiñòþ (3.2),

ϕ(1A) = ϕ(1A1
) = ϕ(1A2

).

Ç iíøîãî áîêó, çãiäíî iç ðiâíiñòþ (3.1),

ϕ(1A) = ϕ(1A1
) + ϕ(1A2

).

Òîìó

ϕ(1A) = 0. (3.3)
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Íåõàé B � öå äîâiëüíà íåñêií÷åííà ïiäìíîæèíà ìíîæèíè N. Ïîêàæå-
ìî, ùî ϕ(1B) = 0. Íåõàé B1 i B2 � öå íåïåðåòèííi íåñêií÷åííi ïiäìíîæèíè

ìíîæèíè B òàêi, ùî B = B1 ∪ B2. Òîäi ìíîæèíè N \ B1 i N \ B2 ¹ íåñêií-

÷åííèìè. Òîìó, çãiäíî iç ðiâíiñòþ (3.3), ϕ(1B1
) = 0 i ϕ(1B2

) = 0. Çãiäíî iç

ðiâíiñòþ (3.1),

ϕ(1B) = ϕ(1B1
) + ϕ(1B2

).

Îòæå,

ϕ(1B) = 0. (3.4)

Íåõàé C � öå ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà ìíîæèíè N. Òîäi, çãiäíî iç ðiâíi-
ñòþ (3.1),

ϕ(1N) = ϕ(1C) + ϕ(1N\C).

Îñêiëüêè ìíîæèíè N i N \ C ¹ íåñêií÷åííèìè, òî, çãiäíî iç ðiâíiñòþ (3.4),

ϕ(1N) = 0 i ϕ(1N\C) = 0. Òîìó ϕ(1C) = 0. Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.

Òåîðåìà 3.1. Íåõàé n ∈ N. Íåõàé P : `∞ → C � öå ñèìåòðè÷íèé

íåïåðåðâíèé n-îäíîðiäíèé ïîëiíîì. Òîäi ïîëiíîì P òîòîæíî äîðiâíþ¹ íó-

ëþ.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî òåîðåìó ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ïî n. Ó âè-

ïàäêó n = 1 ïîëiíîì P ¹ ñèìåòðè÷íèì íåïåðåðâíèì ëiíiéíèì ôóíêöiîíà-

ëîì. Íåõàé

x =
N∑
j=1

aj1Bj , (3.5)

äå N ∈ N, a1, . . . , aN ∈ C i B1, . . . , BN � öå ïîïàðíî íåïåðåòèííi ïiäìíî-

æèíè ìíîæèíè N. Çãiäíî iç ëiíiéíiñòþ ïîëiíîìà P,

P (x) =
N∑
j=1

ajP (1Bj).

Çãiäíî iç òâåðäæåííÿì 3.1, P (1Bj) = 0. Òîìó P (x) = 0. Çàóâàæèìî, ùî ìíî-

æèíà ïîñëiäîâíîñòåé âèãëÿäó (3.5) ¹ ùiëüíîþ â ïðîñòîði `∞. Òîìó, çãiäíî

iç íåïåðåðâíiñòþ ïîëiíîìà P, P (y) = 0 äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi y ∈ `∞.
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Íåõàé n ≥ 2. Ïðèïóñòèìî, ùî òåîðåìà ¹ ïðàâèëüíîþ äëÿ êîæíîãî k ∈
{1, . . . , n−1}.Äîâåäåìî ïðàâèëüíiñòü òåîðåìè äëÿ n.ÍåõàéAP : (`∞)n → C
� öå íåïåðåðâíå n-ëiíiéíå ñèìåòðè÷íå âiäîáðàæåííÿ, àñîöiéîâàíå ç ïîëiíî-

ìîì P. Çãiäíî iç òâåðäæåííÿì 1.1, äå J : x 7→ x ◦ σ,

AP (x1 ◦ σ, . . . , xn ◦ σ) = AP (x1, . . . , xn) (3.6)

äëÿ êîæíèõ ïîñëiäîâíîñòåé x1, . . . , xn ∈ `∞ i äëÿ êîæíî¨ ái¹êöi¨ σ : N→ N.
Äîâåäåìî íàñòóïíó äîïîìiæíó ëåìó.

Ëåìà 3.1. Íåõàé F1, . . . , Fl � öå ïîïàðíî íåïåðåòèííi ïiäìíîæèíè

ìíîæèíè N, äå 2 ≤ l ≤ n. Òîäi

AP (1F1
, . . . ,1F1︸ ︷︷ ︸
k1

, . . . ,1Fl, . . . ,1Fl︸ ︷︷ ︸
kl

) = 0,

äå k1, . . . , kl ∈ N òàêi, ùî k1 + . . .+ kl = n.

Äîâåäåííÿ. Áåç çìåíøåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæåìî ââàæàòè, ùî ìíîæèíà Ω =

N \
⋃l−1
s=1 Fs ¹ íåñêií÷åííîþ. Íåõàé âiäîáðàæåííÿ w : Ω → N ¹ ái¹êöi¹þ.

Íåõàé

ŷ(m) =

{
y(w(m)), ÿêùî m ∈ Ω

0, ÿêùî m ∈ N \ Ω

äëÿ ïîñëiäîâíîñòi y ∈ `∞. Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ Q : `∞ → C ôîðìóëîþ

Q : y 7→ AP (1F1
, . . . ,1F1︸ ︷︷ ︸
k1

, . . . ,1Fl−1, . . . ,1Fl−1︸ ︷︷ ︸
kl−1

, ŷ, . . . , ŷ︸ ︷︷ ︸
kl

).

Çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ Q ¹ íåïåðåðâíèì kl-îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì.

Ïîêàæåìî, ùî ïîëiíîì Q ¹ ñèìåòðè÷íèì. Íåõàé âiäîáðàæåííÿ σ : N → N
¹ ái¹êöi¹þ. Çàóâàæèìî, ùî

ŷ ◦ σ = ŷ ◦ σ̃,

äå âiäîáðàæåííÿ σ̃ : N→ N âèçíà÷åíå ôîðìóëîþ

σ̃(m) =

{
w−1(σ(w(m))), ÿêùî m ∈ Ω

m, ÿêùî m ∈ N \ Ω.
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Ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî âiäîáðàæåííÿ σ̃ ¹ ái¹êöi¹þ. Îñêiëüêè σ̃(m) = m

äëÿ m ∈ N \ Ω, òî 1Fs ◦ σ̃ = 1Fs äëÿ s ∈ {1, . . . , l − 1}. Òîìó

Q(y ◦ σ) = AP (1F1
, . . . ,1F1︸ ︷︷ ︸
k1

, . . . ,1Fl−1, . . . ,1Fl−1︸ ︷︷ ︸
kl−1

, ŷ ◦ σ, . . . , ŷ ◦ σ︸ ︷︷ ︸
kl

) =

= AP (1F1
◦ σ̃, . . . ,1F1

◦ σ̃︸ ︷︷ ︸
k1

, . . . ,1Fl−1 ◦ σ̃, . . . ,1Fl−1 ◦ σ̃︸ ︷︷ ︸
kl−1

, ŷ ◦ σ̃, . . . , ŷ ◦ σ̃︸ ︷︷ ︸
kl

).

Çãiäíî iç ðiâíiñòþ (3.6),

AP (1F1
◦ σ̃, . . . ,1F1

◦ σ̃︸ ︷︷ ︸
k1

, . . . ,1Fl−1 ◦ σ̃, . . . ,1Fl−1 ◦ σ̃︸ ︷︷ ︸
kl−1

, ŷ ◦ σ̃, . . . , ŷ ◦ σ̃︸ ︷︷ ︸
kl

) =

= AP (1F1
, . . . ,1F1︸ ︷︷ ︸
k1

, . . . ,1Fl−1, . . . ,1Fl−1︸ ︷︷ ︸
kl−1

, ŷ, . . . , ŷ︸ ︷︷ ︸
kl

) = Q(y).

Îòæå, Q(y ◦ σ) = Q(y). Òàêèì ÷èíîì, âiäîáðàæåííÿ Q ¹ íåïåðåðâíèì kl-

îäíîðiäíèì ñèìåòðè÷íèì ïîëiíîìîì. Îñêiëüêè kl < n, òî Q = 0 çà ïðèïó-

ùåííÿì iíäóêöi¨. Íåõàé H = w(Fl). Òîäi 1̂H = 1Fl. Òîìó

Q(1H) = AP (1F1
, . . . ,1F1︸ ︷︷ ︸
k1

, . . . ,1Fl, . . . ,1Fl︸ ︷︷ ︸
kl

).

Îòæå,

AP (1F1
, . . . ,1F1︸ ︷︷ ︸
k1

, . . . ,1Fl, . . . ,1Fl︸ ︷︷ ︸
kl

) = 0.

Ëåìó äîâåäåíî.

Ïðîäîâæåííÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Íåõàé E1 i E2 � öå íåïåðåòèííi ïiäìíîæèíè ìíîæèíè N. Çãiäíî iç

áiíîìiàëüíîþ ôîðìóëîþ (1.3),

P (1E1∪E2
) = P (1E1

) +
n−1∑
j=1

n!

j!(n− j)!
AP (1E1

, . . . ,1E1︸ ︷︷ ︸
n−j

,1E2
, . . . ,1E2︸ ︷︷ ︸

j

) + P (1E2
).

Çãiäíî iç ëåìîþ 3.1,

AP (1E1
, . . . ,1E1︸ ︷︷ ︸
n−j

,1E2
, . . . ,1E2︸ ︷︷ ︸

j

) = 0.
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Òîìó P (1E1∪E2
) = P (1E1

) + P (1E2
). Òàêèì ÷èíîì, çãiäíî iç òâåðäæåííÿì

3.1,

P (1E) = 0 (3.7)

äëÿ êîæíî¨ ìíîæèíè E ⊂ N.
Äëÿ ïîñëiäîâíîñòi x âèãëÿäó (3.5), çãiäíî iç ïîëiíîìiàëüíîþ ôîðìóëîþ

(1.2),

P (x) = an1P (1B1
) + . . .+ anNP (1Bn)+

+
∑

k1+...+kl=n, l≥2

n!

k1! . . . kl!
AP (1B1

, . . . ,1B1︸ ︷︷ ︸
k1

, . . . ,1Bl, . . . ,1Bl︸ ︷︷ ︸
kl

).

Òîìó, çãiäíî iç ðiâíiñòþ (3.7) i çãiäíî iç ëåìîþ 3.1, P (x) = 0. Îñêiëüêè

ìíîæèíà ïîñëiäîâíîñòåé âèãëÿäó (3.5) ¹ ùiëüíîþ â ïðîñòîði `∞ i ïîëiíîì

P ¹ íåïåðåðâíèì, òî P (y) = 0 äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi y ∈ `∞. Òåîðåìó
äîâåäåíî.

Íàñëiäîê 3.1. Íåõàé P : `∞ → C � öå ñèìåòðè÷íèé íåïåðåðâíèé

ïîëiíîì. Òîäi ïîëiíîì P ¹ ñòàëèì âiäîáðàæåííÿì.
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3.2. Ñêií÷åííî-ñèìåòðè÷íi àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ íà áàíàõîâîìó

ïðîñòîði îáìåæåíèõ ïîñëiäîâíîñòåé êîìïëåêñíèõ ÷èñåë

Çãiäíî iç îçíà÷åííÿì 1.21, ôóíêöiþ f, çàäàíó íà êîìïëåêñíîìó áàíàõî-

âîìó ïðîñòið âñiõ îáìåæåíèõ ïîñëiäîâíîñòåé êîìïëåêñíèõ ÷èñåë `∞ íàçè-

âàþòü ñêií÷åííî-ñèìåòðè÷íîþ, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü f(x ◦ σ) = f(x)

äëÿ êîæíî¨ ñêií÷åííî¨ ái¹êöi¨ σ : N→ N i äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi x ∈ `∞.
Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì äàíîãî ïiäðîçäiëó ¹ âñòàíîâëåíèé ôàêò, ùî àëãåáðà

Ôðåøå ñêií÷åííî-ñèìåòðè÷íèõ öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà ïðîñòî-

ði `∞ içîìîðôíà ç àëãåáðîþ Ôðåøå öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà

ôàêòîð-ïðîñòîði `∞/c0, äå c0 � öå ïðîñòið çáiæíèõ äî íóëÿ ïîñëiäîâíîñòåé

êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

Çàóâàæèìî, ùî iñíó¹ âåëèêà êiëüêiñòü ñêií÷åííî-ñèìåòðè÷íèõ àíàëi-

òè÷íèõ ôóíêöié íà ïðîñòîði `∞. Íàñòóïíèé ïðèêëàä íàâåäåíî À. Çàãîðî-

äíþêîì ó ðîáîòi [59].

Ïðèêëàä 3.1. (Äèâ. [59, ñ. 5]) ßêùî U ¹ âiëüíèì óëüòðàôiëüòðîì

íà ìíîæèíi N i g � öiëà ôóíêöiÿ íà ìíîæèíi C, òî âiäîáðàæåííÿ

`∞ 3 x = {xn}∞n=1 7→ lim
U
g(xn) ∈ C

¹ ñêií÷åííî-ñèìåòðè÷íîþ öiëîþ ôóíêöi¹þ îáìåæåíîãî òèïó íà ïðîñòîði

`∞. Òàêîæ êîæíà áàíàõîâà ãðàíèöÿ ¹ ñêií÷åííî-ñèìåòðè÷íèì ëiíiéíèì

ôóíêöiîíàëîì íà ïðîñòîði `∞.

Ïîçíà÷èìî Pfs(`∞) àëãåáðó âñiõ ñêií÷åííî-ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ i

Hbfs(`∞) àëãåáðó âñiõ ñêií÷åííî-ñèìåòðè÷íèõ öiëèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî

òèïó íà ïðîñòîði `∞.

Äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi y ∈ `∞, âèçíà÷èìî ìíîæèíó supp y íàñòó-

ïíèì ÷èíîì:

supp y =
{
m ∈ N : y(m) 6= 0

}
i íàçâåìî öþ ìíîæèíó íîñi¹ì ïîñëiäîâíîñòi y. Íåõàé c00 � öå ïðîñòið âñiõ

ïîñëiäîâíîñòåé y ∈ `∞, äëÿ ÿêèõ íîñié ¹ ñêií÷åííîþ ìíîæèíîþ.

Â ðîáîòi [59] À. Çàãîðîäíþê äîâiâ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.
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Òâåðäæåííÿ 3.2. (Äèâ. [59, Òâåðäæåííÿ 4.2]) Íåõàé f ∈ Hbfs(`∞).

Òîäi çâóæåííÿ ôóíêöi¨ f íà ïðîñòið c0 ¹ ñòàëîþ ôóíêöi¹þ.

Íàâåäåíå òâåðäæåííÿ áóäå âèêîðèñòàíî ó äîâåäåííi íàñòóïíî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 3.2. Öiëà ôóíêöiÿ f ∈ Hb(`∞) ¹ ñêií÷åííî-ñèìåòðè÷íîþ

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ ôóíêöiÿ f̃ ∈ Hb(`∞/c0) òàêà, ùî f = f̃ ◦Q,
äå Q � öå ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿ iç `∞ â `∞/c0.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ êîæíî¨ ñêií÷åííî¨ ïåðåñòàíîâêè σ : N→ N i äëÿ êîæíî¨

ïîñëiäîâíîñòi x ∈ `∞ ìà¹ìî x − x ◦ σ ∈ c0 i, òîìó, Q(x) = Q(x ◦ σ), îòæå

f̃ ◦ Q(x) = f̃ ◦ Q(x ◦ σ).

Äëÿ òîãî, ùîá äîâåñòè çâîðîòíå òâåðäæåííÿ, äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî

P (x+ y) = P (x)

äëÿ êîæíîãî íåïåðåðâíîãî ñêií÷åííî-ñèìåòðè÷íîãî n-îäíîðiäíîãî ïîëiíîìà

P : `∞ → C i äëÿ êîæíèõ ïîñëiäîâíîñòåé x ∈ `∞ i y ∈ c0.

Íåõàé AP � öå íåïåðåðâíå n-ëiíiéíå ñèìåòðè÷íå âiäîáðàæåííÿ, àñîöi-

éîâàíå iç ïîëiíîìîì P. Çãiäíî iç áiíîìiàëüíîþ ôîðìóëîþ (1.3),

P (x+ y) = P (x) + P (y) +
n−1∑
k=1

n!

k!(n− k)!
AP (y, . . . , y︸ ︷︷ ︸

k

, x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
n−k

).

Çãiäíî iç òâåðäæåííÿì 3.2, P (y) = 0. Äîâåäåìî, ùî

AP (y, . . . , y︸ ︷︷ ︸
k

, x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
n−k

) = 0

äëÿ k ∈ {1, . . . , n− 1}.
Ñïî÷àòêó ïðèïóñòèìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü y ìà¹ ñêií÷åííèé íîñié, òîáòî,

y ∈ c00. Íåõàé K = max{j ∈ N : y(j) 6= 0} i Ω0 = {1, . . . , K}. Íåõàé
Ω1, . . . ,Ωn � öå äåÿêi ïîïàðíî íåïåðåòèííi íåñêií÷åííi ìíîæèíè òàêi, ùî

N \ Ω0 =
⋃n
j=1 Ωj. Äëÿ êîæíîãî j ∈ {0, . . . , n} âèçíà÷èìî ïîñëiäîâíiñòü

xj(m) =

{
x(m), ÿêùî m ∈ Ωj

0, ÿêùî m ∈ N \ Ωj.
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Îñêiëüêè x =
∑n

j=0 xj, òî

AP (y, . . . , y︸ ︷︷ ︸
k

, x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
n−k

) =
n∑

j1=0

. . .
n∑

jn−k=0

AP (y, . . . , y︸ ︷︷ ︸
k

, xj1, . . . , xjn−k).

Íåõàé j1, . . . , jn−k ∈ {0, . . . , n}. Äîâåäåìî, ùî

AP (y, . . . , y︸ ︷︷ ︸
k

, xj1, . . . , xjn−k) = 0.

Áåç çìåíøåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæåìî ïðèïóñòèòè, ùî j1 = . . . = jk0 = 0,

jk0+1 = . . . = jk0+k1 = 1, . . . , jk0+...+kl−1+1 = . . . = jk0+...+kl = l, äå l ∈
{0, . . . , n−k}, k0 ≥ 0, k1, . . . , kl ≥ 1 (ó âèïàäêó l ≥ 1) i k0+k1+. . .+kl = n−k.
Íåõàé w′ : Ωl+1 → N \ Ω0 � öå çðîñòàþ÷à ái¹êöiÿ. Âèçíà÷èìî ái¹êöiþ

w : Ω0 ∪ Ωl+1 → N ôîðìóëîþ

w(m) =

{
m, ÿêùî m ∈ Ω0

w′(m), ÿêùî m ∈ Ωl+1.

Äëÿ ïîñëiäîâíîñòi z ∈ `∞ íåõàé

ẑ(m) =

{
(z ◦ w)(m), ÿêùî m ∈ Ω0 ∪ Ωl+1

0, ÿêùî m ∈ N \ (Ω0 ∪ Ωl+1).

Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ B : (`∞)k+k0 → C íàñòóïíèì ÷èíîì:

B : (z1, . . . , zk+k0) 7→ AP

(
ẑ1, . . . , ẑk+k0, x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸

k1

, . . . , xl, . . . , xl︸ ︷︷ ︸
kl

)
.

Çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ B � öå íåïåðåðâíå ñèìåòðè÷íå (k + k0)-

ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ. Äëÿ êîæíî¨ ñêií÷åííî¨ ái¹êöi¨ σ : N→ N, âèçíà÷èìî
ñêií÷åííó ái¹êöiþ σ̃ : N→ N ôîðìóëîþ

σ̃(m) =

{
(w−1 ◦ σ ◦ w)(m), ÿêùî m ∈ Ω0 ∪ Ωl+1

m, ÿêùî m ∈ N \ (Ω0 ∪ Ωl+1).

Ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî ẑ ◦ σ = ẑ ◦ σ̃ i xj ◦ σ̃ = xj äëÿ z ∈ `∞ i j ∈ {1, . . . , l}.
Òîìó äëÿ êîæíèõ ïîñëiäîâíîñòåé z1, . . . , zk+k0 ∈ `∞ i äëÿ êîæíî¨ ñêií÷åííî¨
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ái¹êöi¨ σ : N→ N îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü

B(z1 ◦ σ, . . . , zk+k0 ◦ σ) =

= AP

(
ẑ1 ◦ σ̃, . . . , ẑk+k0 ◦ σ̃, x1 ◦ σ̃, . . . , x1 ◦ σ̃︸ ︷︷ ︸

k1

, . . . , xl ◦ σ̃, . . . , xl ◦ σ̃︸ ︷︷ ︸
kl

)
=

= AP

(
ẑ1, . . . , ẑk+k0, x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸

k1

, . . . , xl, . . . , xl︸ ︷︷ ︸
kl

)
= B(z1, . . . , zk+k0).

Îòæå, çâóæåííÿ âiäîáðàæåííÿ B íà äiàãîíàëü ¹ íåïåðåðâíèì ñêií÷åííî-

ñèìåòðè÷íèì (k + k0)-îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì. Çãiäíî iç òâåðäæåííÿì 3.2,

B(z, . . . , z) = 0 äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi z ∈ c00. Çãiäíî iç ïîëÿðèçà-

öiéíîþ ôîðìóëîþ (1.1), B(z1, . . . , zk+k0) = 0 äëÿ êîæíèõ ïîñëiäîâíîñòåé

z1, . . . , zk+k0 ∈ c00. Îñêiëüêè ïîñëiäîâíîñòi y i x0 íàëåæàòü ïðîñòîðó c00, òî

B(y, . . . , y︸ ︷︷ ︸
k

, x0, . . . , x0︸ ︷︷ ︸
k0

) = 0, òîáòî

AP

(
ŷ, . . . , ŷ︸ ︷︷ ︸

k

, x̂0, . . . , x̂0︸ ︷︷ ︸
k0

, x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸
k1

, . . . , xl, . . . , xl︸ ︷︷ ︸
kl

)
= 0.

Çàóâàæèìî, ùî ŷ = y i x̂0 = x0. Òîìó

AP (y, . . . , y︸ ︷︷ ︸
k

, x0, . . . , x0︸ ︷︷ ︸
k0

, x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸
k1

, . . . , xl, . . . , xl︸ ︷︷ ︸
kl

) = 0.

Îòæå, P (x+y) = P (x) äëÿ êîæíèõ ïîñëiäîâíîñòåé x ∈ `∞ i y ∈ c00. Îñêiëü-

êè êîæåí åëåìåíò ó ïðîñòîði c0 ìîæíà íàáëèçèòè åëåìåíòàìè çi ñêií÷åííè-

ìè íîñiÿìè, âðàõîâóþ÷è íåïåðåðâíiñòü ïîëiíîìà P, ìà¹ìî P (x+ y) = P (x)

äëÿ êîæíèõ y ∈ c0, x ∈ `∞. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Íàñëiäîê 3.2. Àëãåáðà Ôðåøå ñêií÷åííî-ñèìåòðè÷íèõ öiëèõ ôóíêöié

îáìåæåíîãî òèïó íà ïðîñòîði `∞ içîìîðôíà ç àëãåáðîþ Ôðåøå Hb(`∞/c0).
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3.3. Ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè íà äåÿêèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ ïî-

ñëiäîâíîñòåé êîìïëåêñíèõ âåêòîðiâ

Äàíèé ïiäðîçäië ïðèñâÿ÷åíî âèâ÷åííþ àëãåáðè âñiõ êîìïëåêñíîçíà-

÷íèõ ñèìåòðè÷íèõ íåïåðåðâíèõ ïîëiíîìiâ íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðî-

ñòîði `p(Cn) (äèâ. ïðèêëàä 1.3). Áóäå äîâåäåíî, ùî òàê çâàíi ñòåïåíåâi ñè-

ìåòðè÷íi ïîëiíîìè óòâîðþþòü çëi÷åííèé àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ öi¹¨ àëãåáðè.

Òàêîæ áóäå ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó ïîáóäîâè åëåìåíòà ñêií÷åííîâèìiðíîãî ïiä-

ïðîñòîðó ïðîñòîðó `p(Cn) çà íàïåðåä çàäàíèìè çíà÷åííÿìè ñêií÷åííî¨ êiëü-

êîñòi ñòåïåíåâèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà öüîìó åëåìåíòi.

Íåõàé n ∈ N i p ∈ [1,+∞). Ðîçãëÿíåìî áàíàõiâ ïðîñòið `p(Cn) âñiõ

ïîñëiäîâíîñòåé âåêòîðiâ

x = (x1, x2, . . .),

äå xj =
(
x

(1)
j , . . . , x

(n)
j

)
∈ Cn äëÿ j ∈ N, òàêèõ, ùî ðÿä

∞∑
j=1

n∑
s=1

∣∣x(s)
j

∣∣p
çáiæíèé (äèâ. ïðèêëàä 1.3), iç íîðìîþ ‖ · ‖`p(Cn), âèçíà÷åíîþ ôîðìóëîþ

(1.16). Çãiäíî iç îçíà÷åííÿì 1.20, ôóíêöiþ f : `p(Cn) → C íàçèâàþòü ñè-

ìåòðè÷íîþ, ÿêùî f(x ◦ σ) = f(x) äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi x ∈ `p(Cn) i

êîæíî¨ ái¹êöi¨ σ : N→ N, äå x ◦ σ = (xσ(1), xσ(2), . . .).

Ïîçíà÷èìî Ps(`p(Cn)) àëãåáðó âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ íåïåðåðâíèõ

ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà ïðîñòîði `p(Cn).

Äëÿ ìóëüòèiíäåêñó k = (k1, . . . , kn) ∈ Zn+ ïîêëàäåìî |k| = k1 + . . . +

kn. Äëÿ êîæíîãî ìóëüòèiíäåêñó k ∈ Zn+ òàêîãî, ùî |k| ≥ dpe, äå dpe �
öå íàéìåíøå öiëå ÷èñëî, ÿêå ¹ íå ìåíøèì âiä p, âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ

H
(Cn)
k : `p(Cn)→ C ôîðìóëîþ

H
(Cn)
k (x) =

∞∑
j=1

n∏
s=1
ks>0

(
x

(s)
j

)ks. (3.8)
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Çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ H(Cn)
k ¹ ñèìåòðè÷íèì |k|-îäíîðiäíèì ïîëiíî-

ìîì. ÏîëiíîìèH(Cn)
k ¹ óçàãàëüíåííÿìè òàê çâàíèõ ñòåïåíåâèõ ñèìåòðè÷íèõ

ïîëiíîìiâ íà ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðîñòîðàõ (äèâ., íàïð., [85, ñ. 23] àáî [100,

ñ. 297]).

Òâåðäæåííÿ 3.3. Äëÿ p ∈ [1,+∞) i äëÿ êîæíîãî ìóëüòèiíäåêñó k ∈
Zn+ òàêîãî, ùî |k| ≥ dpe, ïîëiíîì H

(Cn)
k íà ïðîñòîði `p(Cn) ¹ íåïåðåðâíèì

i
∥∥H(Cn)

k

∥∥ ≤ 1.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü x ∈ `p(Cn) òàêà, ùî ‖x‖`p(Cn) ≤ 1. Çàóâà-

æèìî, ùî ∣∣H(Cn)
k (x)

∣∣ ≤ ∞∑
j=1

n∏
s=1
ks>0

∣∣x(s)
j

∣∣ks.
Îñêiëüêè

∣∣x(s)
j

∣∣ ≤ max1≤m≤n
∣∣x(m)
j

∣∣ äëÿ êîæíèõ s ∈ {1, . . . , n} i j ∈ N, òî
n∏
s=1
ks>0

∣∣x(s)
j

∣∣ks ≤ ( max
1≤m≤n

∣∣x(m)
j

∣∣)|k|
äëÿ êîæíîãî j ∈ N. Çàóâàæèìî, ùî(

max
1≤m≤n

∣∣x(m)
j

∣∣)|k| = max
1≤m≤n

∣∣x(m)
j

∣∣|k| ≤ n∑
m=1

∣∣x(m)
j

∣∣|k|.
Òîìó ∣∣H(Cn)

k (x)
∣∣ ≤ ∞∑

j=1

n∑
m=1

∣∣x(m)
j

∣∣|k|.
Îñêiëüêè ‖x‖`p(Cn) ≤ 1, òî

∣∣x(m)
j

∣∣ ≤ 1 äëÿ êîæíèõ m ∈ {1, . . . , n} i j ∈ N,
òîìó, âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü |k| ≥ dpe, ìà¹ìî

∣∣x(m)
j

∣∣|k| ≤ ∣∣x(m)
j

∣∣p. Îòæå,∣∣H(Cn)
k (x)

∣∣ ≤ ∞∑
j=1

n∑
m=1

∣∣x(m)
j

∣∣p = ‖x‖p`p(Cn) ≤ 1.

Òîìó ∥∥H(Cn)
k

∥∥ = sup
‖x‖`p(Cn)≤1

∣∣H(Cn)
k (x)

∣∣ ≤ 1.

Îòæå, ïîëiíîì H(Cn)
k ¹ îáìåæåíèì i, ÿê íàñëiäîê, ¹ íåïåðåðâíèì. Òâåðäæå-

ííÿ äîâåäåíî.
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Çàéìåìîñÿ äîñëiäæåííÿì ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà ïðîñòîði `p(Cn).

Äëÿ m ∈ N, íåõàé c(m)
00 (Cn) � öå ïðîñòið âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé

x = (x1, . . . , xm, 0̄, . . .),

äå x1, . . . , xm ∈ Cn i 0̄ = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n

) ∈ Cn. Çàóâàæèìî, ùî ïðîñòið c(m)
00 (Cn)

içîìîðôíèé ç ïðîñòîðîì (Cn)m. Íåõàé

c00(Cn) =
∞⋃
m=1

c
(m)
00 (Cn).

Çàóâàæèìî, ùî ïðîñòið c00(Cn) ¹ ùiëüíèì ïiäïðîñòîðîì ïðîñòîðó `p(Cn).

Òàêîæ çàóâàæèìî, ùî ïîëiíîìH(Cn)
k ¹ äîáðå âèçíà÷åíèì íà ïðîñòîði c00(Cn)

äëÿ êîæíîãî íåíóëüîâîãî ìóëüòèiíäåêñó k ∈ Zn+.
Äëÿ äîâiëüíèõ ïîñëiäîâíîñòåé n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë

x = (x1, . . . , xm, 0̄, . . .), y = (y1, . . . , ys, 0̄, . . .) ∈ c00(Cn) ïîêëàäåìî

x⊕ y = (x1, . . . , xm, y1, . . . , ys, 0̄, . . .).

Äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé x(1), . . . , x(r) ∈ c00(Cn), íåõàé

r⊕
j=1

x(j) = x(1) ⊕ . . .⊕ x(r).

Çàóâàæèìî, ùî ∥∥∥∥ r⊕
j=1

x(j)

∥∥∥∥p
`p(Cn)

=
r∑
j=1

‖x(j)‖p`p(Cn). (3.9)

Òàêîæ çàóâàæèìî, ùî äëÿ êîæíîãî íåíóëüîâîãî ìóëüòèiíäåêñó k ∈ Zn+
âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

H
(Cn)
k

( r⊕
j=1

x(j)

)
=

r∑
j=1

H
(Cn)
k

(
x(j)
)
. (3.10)

Äëÿ êîæíèõ m ∈ N i j ∈ {1, . . . ,m} ïîêëàäåìî

αmj =
1

m1/m
exp(2πij/m). (3.11)
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Òàêîæ ïîêëàäåìî α01 = 0. Äëÿ ìóëüòèiíäåêñó l = (l1, . . . , ln) ∈ Zn+, íåõàé

al =

l̂1⊕
j1=1

. . .

l̂n⊕
jn=1

(
(αl1j1, . . . , αlnjn), 0̄, . . .

)
, (3.12)

äå l̂j = max{1, lj} äëÿ j ∈ {1, . . . , n}.
Âèçíà÷èìî ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê íà ìíîæèíi Zn+ íàñòóïíèì ÷èíîì. Äëÿ

ìóëüòèiíäåêñiâ k, l ∈ Zn+ ïîêëàäåìî k � l ÿêùî i òiëüêè ÿêùî iñíó¹ ìóëü-

òèiíäåêñ m ∈ Zn+ òàêèé, ùî ks = msls äëÿ êîæíîãî s ∈ {1, . . . , n}. Áóäåìî
ïèñàòè k � l, ÿêùî k � l i k 6= l.

Òâåðäæåííÿ 3.4. Äëÿ ìóëüòèiíäåêñó k ∈ Zn+ òàêîãî, ùî |k| ≥ 1, i

äëÿ äîâiëüíîãî ìóëüòèiíäåêñó l ∈ Zn+ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

H
(Cn)
k (al) =


n∏
s=1
ks>0

1

l
ks/ls−1
s

n∏
s=1
ks=0

l̂s, ÿêùî k � l

0, iíàêøå,

äå, çà îçíà÷åííÿì, äîáóòîê íóëüîâî¨ êiëüêîñòi ìíîæíèêiâ ââàæà¹òüñÿ

ðiâíèì 1. Çîêðåìà, âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü H
(Cn)
k (ak) = 1.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî iç ðiâíîñòÿìè (3.10) i (3.12),

H
(Cn)
k (al) =

l̂1∑
j1=1

. . .

l̂n∑
jn=1

H
(Cn)
k

((
(αl1j1, . . . , αlnjn), 0̄, . . .

))
.

Çà îçíà÷åííÿì ïîëiíîìà H(Cn)
k ,

H
(Cn)
k

((
(αl1j1, . . . , αlnjn), 0̄, . . .

))
=

n∏
s=1
ks>0

(αlsjs)
ks.

Òîìó

H
(Cn)
k (al) =

l̂1∑
j1=1

. . .

l̂n∑
jn=1

n∏
s=1
ks>0

(αlsjs)
ks =

=
n∏
s=1
ks>0

l̂s∑
js=1

(αlsjs)
ks

n∏
s=1
ks=0

l̂s∑
js=1

1 =
n∏
s=1
ks>0

l̂s∑
js=1

(αlsjs)
ks

n∏
s=1
ks=0

l̂s. (3.13)
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Íåõàé k � l. Òîäi iñíó¹ ìóëüòèiíäåêñ m ∈ Zn+ òàêèé, ùî ks = msls äëÿ

êîæíîãî s ∈ {1, . . . , n}. Äëÿ s ∈ {1, . . . , n} òàêîãî, ùî ks > 0, òàêîæ áóäå

ls > 0. ßê íàñëiäîê, äëÿ òàêîãî s ìà¹ìî l̂s = ls, i, çãiäíî iç ðiâíiñòþ (3.11),

l̂s∑
js=1

(αlsjs)
ks =

ls∑
js=1

(
1

l
1/ls
s

exp(2πijs/ls)

)msls

=

=
1

lms
s

ls∑
js=1

exp(2πijsms) =
1

lms
s

ls∑
js=1

1 =
1

lms−1
s

=
1

l
ks/ls−1
s

.

Òîìó, çãiäíî iç ðiâíiñòþ (3.13),

H
(Cn)
k (al) =

n∏
s=1
ks>0

1

l
ks/ls−1
s

n∏
s=1
ks=0

l̂s.

Ó âèïàäêó k = l ìà¹ìî

H
(Cn)
k (ak) =

n∏
s=1
ks>0

1

k
ks/ks−1
s

n∏
s=1
ks=0

k̂s = 1.

Íåõàé k 6� l. Òîäi ìà¹ìî äâà âèïàäêè.

Âèïàäîê 1: iñíó¹ ÷èñëî s ∈ {1, . . . , n} òàêå, ùî ks > ls = 0. Òîäi

l̂s∑
js=1

(αlsjs)
ks = (α01)

ks = 0,

òîìó H(Cn)
k (al) = 0.

Âèïàäîê 2: iñíó¹ s ∈ {1, . . . , n} òàêå, ùî ls > ks > 0. Òîäi

l̂s∑
js=1

(αlsjs)
ks =

ls∑
js=1

(
1

l
1/ls
s

exp(2πijs/ls)

)ks
=

1

l
ks/ls
s

ls∑
js=1

exp(2πijs/ls)
ks.

Âiäîìî, ùî
q∑
j=1

exp(2πij/q)r = 0

äëÿ êîæíèõ q ∈ {2, 3, . . .} i r ∈ {1, . . . , q − 1}. Òîìó
ls∑

js=1

exp(2πijs/ls)
ks = 0
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i, ÿê íàñëiäîê, H(Cn)
k (al) = 0. Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.

Äîâåäåìî íàñòóïíå äîïîìiæíå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 3.5. Ôóíêöiÿ g : (0,+∞)→ R, g(x) = (cx1 + . . .+ cxm)1/x,

äå m ∈ N i c1, . . . , cm > 0, ¹ ñòðîãî ñïàäíîþ.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî, ùî g′(x) < 0 äëÿ êîæíîãî x ∈ (0,+∞). Çàóâàæèìî,

ùî g(x) = exp
(

1
x ln(cx1 + . . .+ cxm)

)
. Òîìó

g′(x) = g(x)

(
− 1

x2
ln(cx1 + . . .+ cxm) +

1

x

cx1 ln c1 + . . .+ cxm ln cm
cx1 + . . .+ cxm

)
=

= − g(x)

x2(cx1 + . . .+ cxm)

(
(cx1 + . . .+ cxm) ln(cx1 + . . .+ cxm)− x(cx1 ln c1 + . . .+

+ cxm ln cm)
)

= − g(x)

x2(cx1 + . . .+ cxm)

(
cx1
(
ln(cx1 + . . .+ cxm)− ln cx1

)
+ . . .+

+ cxm
(
ln(cx1 + . . .+ cxm)− ln cxm

))
.

Îñêiëüêè g(x)
x2(cx1+...+cxm) > 0 i ln(cx1 + . . . + cxm) > ln cxj äëÿ êîæíîãî j ∈

{1, . . . ,m}, òî g′(x) < 0. Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.

Íàñëiäîê 3.3. Äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi x ∈ `p(Cn) i äëÿ êîæíîãî

q ≥ p âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

‖x‖`p(Cn) ≥ ‖x‖`q(Cn).

Äëÿ äîâiëüíî¨ íåïîðîæíüî¨ ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè M ⊂ Zn+ âèçíà÷èìî

âiäîáðàæåííÿ πM : c00(Cn) → C|M |, äå |M | � öå ïîòóæíiñòü ìíîæèíè M,

ôîðìóëîþ

πM(x) =
(
H

(Cn)
k (x)

)
k∈M , (3.14)

äå
(
H

(Cn)
k (x)

)
k∈M � öå |M |-âèìiðíèé âåêòîð çíà÷åíü ïîëiíîìiâ H(Cn)

k íà

ïîñëiäîâíîñòi x, çàiíäåêñîâàíèé ìóëüòèiíäåêñàìè k ∈M. Íà ïðîñòîði C|M |

çàäàìî íîðìó ‖ξ‖∞ = maxk∈M |ξk|, äå ξ = (ξk)k∈M ∈ C|M |.

Òåîðåìà 3.3. ÍåõàéM � öå ñêií÷åííà íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà ìíî-

æèíè Zn+ òàêà, ùî |k| ≥ 1 äëÿ êîæíîãî ìóëüòèiíäåêñó k ∈M. Òîäi
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(i) iñíó¹ ÷èñëî m ∈ N òàêå, ùî äëÿ êîæíîãî âåêòîðà ξ = (ξk)k∈M ∈
C|M | çíàéäåòüñÿ ïîñëiäîâíiñòü xξ ∈ c(m)

00 (Cn) òàêà, ùî πM(xξ) = ξ;

(ii) iñíó¹ ñòàëà ρM > 0 òàêà, ùî ïðè ‖ξ‖∞ < 1 áóäå ‖xξ‖`p(Cn) < ρM

äëÿ êîæíîãî p ∈ [1,+∞).

Äîâåäåííÿ. (i) Íåõàé ξ = (ξk)k∈M ∈ C|M |. Äëÿ êîæíîãî k ∈ M âèçíà÷èìî

÷èñëî ηk ∈ C i ïîñëiäîâíiñòü bk ∈ c00(Cn) íàñòóïíèì ÷èíîì. Äëÿ ìiíiìàëü-

íèõ åëåìåíòiâ k ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè (M,�), íåõàé ηk = ξk i

bk = |k|
√
ηkak, äå ïîñëiäîâíiñòü ak âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (3.12), i

|k|
√
ηk =

{
|k|
√
|ηk|ei arg ηk/|k|, ÿêùî ηk 6= 0

0, ÿêùî ηk = 0.

Äëÿ ìóëüòèiíäåêñiâ k ∈ M, ÿêi íå ¹ ìiíiìàëüíèìè åëåìåíòàìè ìíîæèíè

(M,�), âèçíà÷èìî ÷èñëî ηk i ïîñëiäîâíiñòü bk çà iíäóêöi¹þ ôîðìóëàìè

ηk = ξk −
∑
l∈M
l≺k

H
(Cn)
k (bl) (3.15)

i

bk = |k|
√
ηkak (3.16)

âiäïîâiäíî. Ïîêëàäåìî xξ =
⊕
l∈M

bl. Çàóâàæèìî, ùî xξ ∈ c(m)
00 (Cn), äå

m =
∑
k∈M

min{j ∈ N : ak ∈ c(j)
00 (Cn)}.

Äëÿ k ∈ M, çãiäíî iç ðiâíiñòþ (3.10), H(Cn)
k (xξ) =

∑
l∈M

H
(Cn)
k (bl). Îñêiëüêè

âiäîáðàæåííÿ H(Cn)
k ¹ |k|-îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì, òî

H
(Cn)
k (bl) =

(
|l|
√
ηl
)|k|
H

(Cn)
k (al). (3.17)

Çãiäíî iç òâåðäæåííÿì 3.4, H(Cn)
k (al) íå äîðiâíþ¹ íóëþ ëèøå äëÿ ìóëüòèií-

äåêñiâ l ∈M òàêèõ, ùî l � k. Òîìó

H
(Cn)
k (xξ) = H

(Cn)
k (bk) +

∑
l∈M
l≺k

H
(Cn)
k (bl).
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Çãiäíî iç òâåðäæåííÿì 3.4, H(Cn)
k (ak) = 1, òîìó, çãiäíî iç ðiâíiñòþ (3.17),

H
(Cn)
k (bk) = ηk. Îòæå,

H
(Cn)
k (xξ) = ηk +

∑
l∈M
l≺k

H
(Cn)
k (bl).

Âðàõîâóþ÷è ðiâíiñòü (3.15), ìà¹ìî H(Cn)
k (xξ) = ξk. Îòæå, πM(xξ) = ξ.

(ii) Íåõàé âåêòîð ξ = (ξk)k∈M ∈ C|M | òàêèé, ùî ‖ξ‖∞ < 1. Äëÿ ìóëü-

òèiíäåêñó k ∈M, íåõàé

〈k〉 = max
{
s ∈ N : ∃l(1), . . . , l(s) ∈M òàêi, ùî l(1) ≺ . . . ≺ l(s) = k

}
Çàóâàæèìî, ùî äëÿ ìiíiìàëüíèõ åëåìåíòiâ k ∈M ìà¹ìî 〈k〉 = 1.

Íåõàé

C = max
{

1,max
k∈M
‖ak‖`1(Cn)

}
. (3.18)

Íåõàé

r = max
k∈M
〈k〉

i äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, . . . , r} íåõàé

µj =

j∏
s=1

(1 +ms),

äå

ms =
∣∣{k ∈M : 〈k〉 = s}

∣∣.
Òàêîæ ïîêëàäåìî µ0 = 1.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, . . . , r},

µj = µj−1(1 +mj) = µj−1 + µj−1mj = µj−2 + µj−2mj−1 + µj−1mj =

= . . . = µ0 + µ0m1 + µ1m2 + . . .+ µj−1mj. (3.19)

Äîâåäåìî, ùî äëÿ êîæíîãî ìóëüòèiíäåêñó k ∈M

‖bk‖`1(Cn) < µ〈k〉−1C
〈k〉. (3.20)

Áóäåìî äîâîäèòè ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ïî âåëè÷èíi 〈k〉. Ó âè-

ïàäêó 〈k〉 = 1 ìà¹ìî ηk = ξk, òîìó ‖bk‖`1(Cn) = |k|
√
|ξk|‖ak‖`1(Cn). Îñêiëüêè
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|ξk| < 1, òî ‖bk‖`1(Cn) < ‖ak‖`1(Cn) ≤ C = µ0C. ßêùî r = 1, òî íåðiâ-

íiñòü (3.20) äîâåäåíî. Íåõàé r ≥ 2 i j ∈ {2, . . . , r}. Ïðèïóñòèìî, ùî íå-

ðiâíiñòü (3.20) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ êîæíîãî ìóëüòèiíäåêñó k ∈ M òàêîãî, ùî

〈k〉 ∈ {1, . . . , j − 1}. Äîâåäåìî íåðiâíiñòü (3.20) äëÿ ìóëüòèiíäåêñiâ k ∈ M
òàêèõ, ùî 〈k〉 = j. Iç ðiâíîñòåé (3.16) i (3.18) âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

‖bk‖`1(Cn) ≤ |k|
√
|ηk|‖ak‖`1(Cn) ≤ |k|

√
|ηk|C. (3.21)

Iç ðiâíîñòi (3.15) âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

|ηk| ≤ |ξk|+
∑
l∈M
l≺k

|H(Cn)
k (bl)|.

Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿH(Cn)
k ¹ |k|-îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì íà ïðîñòîði `1(Cn)

i
∥∥H(Cn)

k

∥∥ ≤ 1, òî∣∣H(Cn)
k (bl)

∣∣ ≤ ∥∥H(Cn)
k

∥∥‖bl‖|k|`1(Cn) ≤ ‖bl‖
|k|
`1(Cn).

Òîìó, âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü |ξk| < 1, ìà¹ìî

|ξk|+
∑
l∈M
l≺k

∣∣H(Cn)
k (bl)

∣∣ < 1 +
∑
l∈M
l≺k

‖bl‖|k|`1(Cn).

Òîìó

|k|
√
|ηk| <

(
1 +

∑
l∈M
l≺k

‖bl‖|k|`1(Cn)

)1/|k|
. (3.22)

Çãiäíî iç òâåðäæåííÿì 3.5,(
1 +

∑
l∈M
l≺k

‖bl‖|k|`1(Cn)

)1/|k|
≤ 1 +

∑
l∈M
l≺k

‖bl‖`1(Cn). (3.23)

Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî l ≺ k, òî 〈l〉 < 〈k〉. Òîìó∑
l∈M
l≺k

‖bl‖`1(Cn) ≤
∑
l∈M
〈l〉<〈k〉

‖bl‖`1(Cn). (3.24)
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Îñêiëüêè 〈k〉 = j, òî

∑
l∈M
〈l〉<〈k〉

‖bl‖`1(Cn) =

j−1∑
s=1

∑
l∈M
〈l〉=s

‖bl‖`1(Cn). (3.25)

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨, ÿêùî 〈l〉 = s, äå s ∈ {1, . . . , j−1}, òî âèêîíó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü ‖bl‖`1(Cn) < µs−1C

s. Òîìó∑
l∈M
〈l〉=s

‖bl‖`1(Cn) <
∑
l∈M
〈l〉=s

µs−1C
s = µs−1C

s
∑
l∈M
〈l〉=s

1 = µs−1msC
s. (3.26)

Îñêiëüêè C ≥ 1, òî Cs ≤ Cj−1 äëÿ êîæíîãî s ∈ {1, . . . , j − 1}, òîìó

1 +

j−1∑
s=1

µs−1msC
s ≤ 1 + Cj−1

j−1∑
s=1

µs−1ms ≤
(

1 +

j−1∑
s=1

µs−1ms

)
Cj−1. (3.27)

Îñêiëüêè µ0 = 1, òî, çãiäíî iç ðiâíiñòþ (3.19),

1 +

j−1∑
s=1

µs−1ms = µj−1. (3.28)

Çãiäíî iç ðiâíîñòÿìè i íåðiâíîñòÿìè (3.22) � (3.28),

|k|
√
|ηk| < µj−1C

j−1. (3.29)

Çãiäíî iç íåðiâíîñòÿìè (3.21) i (3.29), ‖bk‖`1(Cn) ≤ µj−1C
j. Îòæå, íåðiâíiñòü

(3.20) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ êîæíîãî ìóëüòèiíäåêñó k ∈M.

Çãiäíî iç ðiâíiñòþ (3.9) i çãiäíî iç òâåðäæåííÿì 3.5,

‖xξ‖`1(Cn) ≤
∑
l∈M

‖bl‖`1(Cn).

Çãiäíî iç íåðiâíiñòþ (3.20),

∑
l∈M

‖bl‖`1(Cn) =
r∑
j=1

∑
l∈M
〈l〉=j

‖bl‖`1(Cn) <

r∑
j=1

∑
l∈M
〈l〉=j

µj−1C
j =

r∑
j=1

µj−1C
j
∑
l∈M
〈l〉=j

1 =

=
r∑
j=1

µj−1mjC
j ≤

( r∑
j=1

µj−1mj

)
Cr <

(
µ0 +

r∑
j=1

µj−1mj

)
Cr = µrC

r.



118

Ïîêëàäåìî ρM = µrC
r. Ìà¹ìî, ùî ‖xξ‖`1(Cn) < ρM , ÿêùî ‖ξ‖∞ < 1. Çãiäíî

iç íàñëiäêîì 3.3, ‖xξ‖`p(Cn) ≤ ‖xξ‖`1(Cn) ≤ ρM äëÿ êîæíîãî p ∈ [1,+∞).

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Íàñëiäîê 3.4. Íåõàé ìíîæèíà M = {k(1), . . . , k(s)} ⊂ Zn+ òàêà, ùî

|k(j)| ≥ 1 äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, . . . , s}. Òîäi iñíó¹ m ∈ N òàêå, ùî äëÿ

êîæíîãî m′ ≥ m ïîëiíîìè H
(Cn)

k(1)
, . . . , H

(Cn)

k(s)
¹ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíèìè íà

ïðîñòîði c
(m′)
00 (Cn).

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî iç òåîðåìîþ 3.3, iñíó¹ m ∈ N òàêå, ùî äëÿ êîæíîãî

âåêòîðà ξ = (ξ1, . . . , ξs) ∈ Cs iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü xξ ∈ c(m)
00 (Cn) òàêà, ùî

H
(Cn)

k(j)
(xξ) = ξj (3.30)

äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, . . . , s}. Ïîêàæåìî, ùî ïîëiíîìè H(Cn)

k(1)
, . . . , H

(Cn)

k(s)
¹ àë-

ãåáðà¨÷íî íåçàëåæíèìè íà ïðîñòîði c(m′)
00 (Cn) äëÿ êîæíîãî m′ ≥ m. Íåõàé

Q : Cs → C � öå òàêèé ïîëiíîì, ùî

Q
(
H

(Cn)

k(1)
(x), . . . , H

(Cn)

k(s)
(x)
)

= 0

äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi x ∈ c
(m′)
00 (Cn). Ïîêëàäåìî x = xξ. Âðàõîâóþ÷è

ðiâíiñòü (3.30), ìà¹ìî Q(ξ1, . . . , ξs) = 0 äëÿ äîâiëüíèõ ξ1, . . . , ξs ∈ C, òîáòî
Q ≡ 0. Îòæå, ìíîæèíà ïîëiíîìiâ

{
H

(Cn)

k(1)
, . . . , H

(Cn)

k(s)

}
¹ àëãåáðà¨÷íî íåçàëå-

æíîþ. Íàñëiäîê äîâåäåíî.

Ïîáóäó¹ìî àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ àëãåáðè Ps(`1(Cn)).

Â ðîáîòi [82] À. Â. Çàãîðîäíþê i Â. Â. Êðàâöiâ äîâåëè íàñòóïíó òåîðå-

ìó.

Òåîðåìà 3.4. (Äèâ. [82, Òåîðåìà 8]) Êîæåí N -îäíîðiäíèé ïîëiíîì

P ∈ Ps(c(m)
00 (Cn)), äå m � öå äîâiëüíå äîäàòíå öiëå ÷èñëî, ìîæíà ïîäàòè ó

âèãëÿäi àëãåáðà¨÷íî¨ êîìáiíàöi¨ ïîëiíîìiâ H
(Cn)
k , äå ìóëüòèiíäåêñè k ∈ Zn+

òàêi, ùî 1 ≤ |k| ≤ N.

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ öi¹þ òåîðåìîþ äëÿ äîâåäåííÿ íàñòóïíîãî ðåçóëüòàòó.
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Òåîðåìà 3.5. Íåõàé P : c00(Cn)→ C � öå ñèìåòðè÷íèé N -îäíîðiäíèé

ïîëiíîì. Íåõàé MN = {k ∈ Zn+ : 1 ≤ |k| ≤ N}. Iñíó¹ ïîëiíîì q : C|MN | →
C òàêèé, ùî P = q ◦ πMN

, äå âiäîáðàæåííÿ πMN
âèçíà÷åíå ôîðìóëîþ

(3.14).

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî iç íàñëiäêîì 3.4, iñíó¹ m ∈ N òàêå, ùî äëÿ êîæíîãî

m′ ≥ m ïîëiíîìè H
(Cn)
k , äå k ∈ MN , ¹ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíèìè. Òîìó

çîáðàæåííÿ, ÿêå iñíó¹ çãiäíî iç òåîðåìîþ 3.4 äëÿ çâóæåííÿ ïîëiíîìà P

íà ïðîñòið c(m′)
00 (Cn), ¹ ¹äèíèì. Îòæå, äëÿ êîæíîãî m′ ≥ m iñíó¹ ¹äèíèé

ïîëiíîì qm′ : C|MN | → C òàêèé, ùî P (x) = (qm′ ◦ πMN
)(x) äëÿ êîæíîãî

x ∈ c
(m′)
00 (Cn). Îñêiëüêè c(m′)

00 (Cn) ⊃ c
(m)
00 (Cn), òî ïîëiíîì qm ¹ çâóæåííÿì

ïîëiíîìà qm′ íà πMN
(c

(m)
00 (Cn)). Çãiäíî iç òåîðåìîþ 3.3, πMN

(c
(m)
00 (Cn)) =

C|MN |, òîìó qm′ ≡ qm. Íåõàé q = qm. Òîäi P (x) = (q ◦ πMN
)(x) äëÿ êîæíîãî

x ∈ c00(Cn). Òåîðåìó äîâåäåíî.

Òåîðåìà 3.6. Ìíîæèíà ïîëiíîìiâ{
H

(Cn)
k : k ∈ Zn+ \ {(0, . . . , 0)}

}
¹ àëãåáðà¨÷íèì áàçèñîì àëãåáðè Ps(`1(Cn)).

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî, ùî êîæåí ñèìåòðè÷íèé íåïåðåðâíèé ïîëiíîì íà ïðî-

ñòîði `1(Cn) ìîæíà ¹äèíèì ÷èíîì ïîäàòè ó âèãëÿäi àëãåáðà¨÷íî¨ êîìáiíàöi¨

ïîëiíîìiâ H(Cn)
k . Äîñòàòíüî äîâåñòè òåîðåìó äëÿ îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ. Íå-

õàé P : `1(Cn)→ C � öå ñèìåòðè÷íèé íåïåðåðâíèé N -îäíîðiäíèé ïîëiíîì.

Çãiäíî iç òåîðåìîþ 3.5, çâóæåííÿ ïîëiíîìà P íà ïðîñòið c00(Cn) ìîæíà

¹äèíèì ÷èíîì ïîäàòè ó âèãëÿäi àëãåáðà¨÷íî¨ êîìáiíàöi¨ ïîëiíîìiâ H(Cn)
k , äå

ìóëüòèiíäåêñè k ∈ Zn+ òàêi, ùî 1 ≤ |k| ≤ N. Îñêiëüêè ïðîñòið c00(Cn) ¹

ùiëüíèì ó ïðîñòîði `1(Cn) i ïîëiíîìè H(Cn)
k ¹ äîáðå âèçíà÷åíèìè i íåïå-

ðåðâíèìè íà ïðîñòîði `1(Cn), òî äàíå çîáðàæåííÿ ìîæíà ïðîäîâæèòè íà

ïðîñòið `1(Cn). Òåîðåìó äîâåäåíî.

Íåõàé p ∈ (1,+∞). Ïîáóäó¹ìî àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ àëãåáðè Ps(`p(Cn)).

Äîâåäåìî êîìïëåêñíèé àíàëîã ëåìè 2 iç ñòàòòi [95].
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Ëåìà 3.2. Íåõàé K ⊂ Cm i κ : K → Cm−1 � öå îðòîãîíàëüíà ïðî-

åêöiÿ: κ
(
(x1, x2, . . . , xm)

)
= (x2, . . . , xm). Íåõàé K1 = κ(K), intK1 6= ∅ i

äëÿ êîæíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U ⊂ K1 ìíîæèíà κ−1(U) ¹ íåîáìåæå-

íîþ. ßêùî ïîëiíîì Q(x1, . . . , xm) ¹ îáìåæåíèì íà ìíîæèíi K, òî Q íå

çàëåæèòü âiä x1.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî ïîëiíîì Q çàëåæèòü âiä x1. Òîäi

Q(x1, . . . , xm) =
k∑
j=0

qj(x2, . . . , xm)xj1,

äå 1 ≤ k ≤ degQ i qk 6≡ 0. Çàóâàæèìî, ùî qk 6≡ 0 íà ìíîæèíi intK1,

òîìó iñíó¹ òî÷êà a ∈ intK1 òàêà, ùî qk(a) 6= 0. Îñêiëüêè ìíîæèíà intK1

¹ âiäêðèòîþ i ïîëiíîì qk ¹ íåïåðåðâíèì, òî iñíó¹ r > 0 òàêå, ùî B(a, r) ⊂
intK1 i infb∈B(a,r) |qk(b)| > 0, äå B(a, r) � öå âiäêðèòà êóëÿ ç öåíòðîì a

i ðàäióñîì r ó ïðîñòîði Cm−1. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ òî÷êè (x1, . . . , xm) ∈
κ−1(B(a, r)),

|Q(x1, . . . , xm)| ≥ |qk(x2, . . . , xm)||x1|k −
k−1∑
j=0

|qj(x2, . . . , xm)||x1|j ≥

≥ c|x1|k −
k−1∑
j=0

dj|x1|j, (3.31)

äå

c = inf
b∈B(a,r)

|qk(b)| i dj = sup
b∈B(a,r)

|qj(b)|

äëÿ j ∈ {0, . . . , k − 1}. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ ïîëiíîìà cxk1 +
∑k−1

j=0 djx
j
1 iñíó¹

R > 0 òàêå, ùî ÿêùî |x1| > R, òî

c|x1|k > 2
k−1∑
j=0

dj|x1|j,

òîáòî
k−1∑
j=0

dj|x1|j <
1

2
c|x1|k.
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Òîìó, ÿêùî |x1| > R, òî

c|x1|k −
k−1∑
j=0

dj|x1|j > c|x1|k −
1

2
c|x1|k =

1

2
c|x1|k. (3.32)

Îñêiëüêè ìíîæèíà κ−1(B(a, r)) ¹ íåîáìåæåíîþ, òî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü{(
x

(n)
1 , . . . , x(n)

m

)}∞
n=1
⊂ κ−1(B(a, r))

òàêà, ùî x(n)
1 → ∞ ïðè n → +∞. Âðàõîâóþ÷è íåðiâíîñòi (3.31) i (3.32),

ìà¹ìî ∣∣Q(x(n)
1 , . . . , x(n)

m

)∣∣ > 1

2
c
∣∣x(n)

1

∣∣k → +∞

ïðè n→ +∞, ùî ñóïåðå÷èòü îáìåæåíîñòi ïîëiíîìà Q íà ìíîæèíi K. Ëåìó

äîâåäåíî.

Äëÿ k = (k1, . . . , kn) ∈ Zn+ íåõàé V(k) =
{
s ∈ {1, . . . , n} : ks 6= 0

}
i

ν(k) = |V(k)|.

Ëåìà 3.3. Äëÿ k, l ∈ Zn+, ÿêùî l � k i ν(l) ≥ ν(k), òî |l| > |k|.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè l � k, òî iñíó¹ ìóëüòèiíäåêñ m ∈ Zn+ òàêèé, ùî

(l1, . . . , ln) = (m1k1, . . . ,mnkn)

i l 6= k. Òîìó, ÿêùî ks = 0 äëÿ äåÿêîãî s ∈ {1, . . . , n}, òî ls = 0 òàêîæ.

Öå îçíà÷à¹, ùî V(l) ⊂ V(k). Ç iíøîãî áîêó, ν(l) ≥ ν(k). Òîìó V(l) = V(k),

òîáòî äëÿ s ∈ {1, . . . , n} ìà¹ìî, ùî ls 6= 0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ks 6= 0.

Òîìó äëÿ êîæíîãî s ∈ V(l) ìà¹ìî, ùî ms ≥ 1. Îñêiëüêè l 6= k, òî iñíó¹

s0 ∈ V(l) òàêå, ùî ms0 ≥ 2. Òîìó

|l| = m1k1 + . . .+mnkn > k1 + . . .+ kn = |k|.

Ëåìó äîâåäåíî.

Äëÿ N ∈ N i J ∈ {1, . . . , n}, íåõàé

M
(J)
N =

{
l ∈ Zn+ : 1 ≤ |l| < dpe, ν(l) ≥ J

}
∪

∪
{
l ∈ Zn+ : dpe ≤ |l| ≤ N

}
. (3.33)
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Çãiäíî iç òåîðåìîþ 3.3, äëÿ M = M
(1)
N iñíó¹ ñòàëà ρ = ρM > 0 òàêà, ùî

ìíîæèíà πM(Vρ) ìiñòèòü âiäêðèòó îäèíè÷íó êóëþ ïðîñòîðó C|M | ç íîðìîþ
‖ · ‖∞, äå

Vρ =
{
x ∈ c00(Cn) : ‖x‖`p(Cn) < ρ

}
. (3.34)

Òâåðäæåííÿ 3.6. Äëÿ J ∈ {1, . . . , N} íåõàé q
(

(ξl)l∈M (J)
N

)
� öå ïî-

ëiíîì íà ïðîñòîði C|M
(J)
N |. ßêùî ïîëiíîì q ¹ îáìåæåíèì íà ìíîæèíi

π
M

(J)
N

(Vρ), òî ïîëiíîì q íå çàëåæèòü âiä çìiííî¨ ξk òàêî¨, ùî ν(k) = J i

1 ≤ |k| < dpe.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ìóëüòèiíäåêñ k ∈ Zn+ òàêèé, ùî ν(k) = J i 1 ≤ |k| < dpe.
Íåõàé K = π

M
(J)
N

(Vρ), K1 = π
M

(J)
N \{k}

(Vρ) i κ : K → K1 � öå îðòîãîíàëüíà

ïðîåêöiÿ, âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ

κ : (ξl)l∈M (J)
N
7→ (ξl)l∈M (J)

N \{k}
.

Ïîêàæåìî, ùî äëÿ êîæíî¨ êóëi

B(u, r) =
{
ξ ∈ C|M

(J)
N \{k}| : ‖ξ − u‖∞ < r

}
ç öåíòðîì u = (ul)l∈M (J)

N \{k}
∈ C|M

(J)
N \{k}| i ðàäióñîì r > 0 òàêèì, ùî

B(u, r) ⊂ π
M

(J)
N \{k}

(Vρ), ìíîæèíà κ−1(B(u, r)) ¹ íåîáìåæåíîþ. Îñêiëüêè

u ∈ π
M

(J)
N \{k}

(Vρ), òî iñíó¹ òî÷êà xu ∈ Vρ òàêà, ùî πM (J)
N \{k}

(xu) = u. Äëÿ

m ∈ N ïîêëàäåìî xm =
m⊕
j=1

1
j1/|k|

ak, äå ïîñëiäîâíiñòü ak âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ

(3.12). Âèáåðåìî ε òàêå, ùî

0 < ε < min

{
1,

ρ− ‖xu‖`p(Cn)

‖ak‖`p(Cn)ζ(p/|k|)1/p
,

r

‖ak‖N`1(Cn)ζ(1 + 1/|k|)

}
,

äå ζ(·) � öå äçåòà-ôóíêöiÿ Ðiìàíà. Íåõàé xm,ε = (εxm)⊕xu. Ïîêàæåìî, ùî
xm,ε ∈ Vρ. Çãiäíî iç ðiâíiñòþ (3.9),

‖xm‖p`p(Cn) =
m∑
j=1

∥∥∥ 1

j1/|k|ak

∥∥∥p
`p(Cn)

=
m∑
j=1

1

jp/|k|
‖ak‖p`p(Cn) =

= ‖ak‖p`p(Cn)

m∑
j=1

1

jp/|k|
< ‖ak‖p`p(Cn)ζ(p/|k|).
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Òîìó ‖xm‖`p(Cn) < ‖ak‖`p(Cn)ζ(p/|k|)1/p. Çãiäíî iç íåðiâíiñòþ òðèêóòíèêà,

‖xm,ε‖`p(Cn) ≤ ε‖xm‖`p(Cn) + ‖xu‖`p(Cn) < ε‖ak‖`p(Cn)ζ(p/|k|)1/p + ‖xu‖`p(Cn).

Îñêiëüêè ε <
ρ−‖xu‖`p(Cn)

‖ak‖`p(Cn)ζ(p/|k|)1/p , òî ‖xm,ε‖`p(Cn) < ρ. Îòæå, xm,ε ∈ Vρ.
Çàóâàæèìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íåíóëüîâîãî ìóëüòèiíäåêñó l ∈ Zn+, çãi-

äíî iç ðiâíiñòþ (3.10),

H
(Cn)
l (xm) =

m∑
j=1

1

j|l|/|k|
H

(Cn)
l (ak) = H

(Cn)
l (ak)

m∑
j=1

1

j|l|/|k|

i

H
(Cn)
l (xm,ε) = ε|l|H

(Cn)
l (xm) +H

(Cn)
l (xu) =

= ε|l|H
(Cn)
l (ak)

m∑
j=1

1

j|l|/|k|
+H

(Cn)
l (xu). (3.35)

Ïîêàæåìî, ùî π
M

(J)
N \{k}

(xm,ε) ∈ B(u, r). Äëÿ ìóëüòèiíäåêñó l ∈ M (J)
N \ {k}

òàêîãî, ùî l 6� k, çãiäíî iç òâåðäæåííÿì 3.4, H(Cn)
l (ak) = 0, òîìó, çãiäíî iç

ðiâíiñòþ (3.35),

H
(Cn)
l (xm,ε) = H

(Cn)
l (xu) = ul.

Íåõàé ìóëüòèiíäåêñ l ∈ M (J)
N \ {k} òàêèé, ùî l � k. ßêùî dpe ≤ |l| ≤ N,

òî |l| > |k|, îñêiëüêè |k| < dpe. ßêùî 1 ≤ |l| < dpe i ν(l) ≥ J, òî |l| > |k|
çãiäíî iç ëåìîþ 3.3. Îòæå, |l| > |k| â îáèäâîõ âèïàäêàõ. Çãiäíî iç ðiâíiñòþ
(3.35), ∣∣H(Cn)

l (xm,ε)− ul
∣∣ ≤ ε|l|

∣∣H(Cn)
l (ak)

∣∣ m∑
j=1

1

j|l|/|k|
.

Îñêiëüêè 0 < ε < 1, òî

ε|l| ≤ ε.

Çãiäíî iç òâåðäæåííÿì 3.3,
∥∥H(Cn)

l

∥∥ ≤ 1, òîìó, çãiäíî iç íåðiâíiñòþ (1.6),∣∣H(Cn)
l (ak)

∣∣ ≤ ‖ak‖|l|`1(Cn).
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Âðàõîâóþ÷è, ùî ‖ak‖`1(Cn) ≥ 1 i |l| ≤ N, ìà¹ìî, ùî
∣∣H(Cn)

l (ak)
∣∣ ≤ ‖ak‖N`1(Cn).

Îñêiëüêè |l| i |k| ¹ öiëèìè ÷èñëàìè i |l| > |k|, òî |l| ≥ |k|+ 1, òîìó,

m∑
j=1

1

j|l|/|k|
≤

m∑
j=1

1

j1+1/|k| < ζ(1 + 1/|k|).

Îòæå, ∣∣H(Cn)
l (xm,ε)− ul

∣∣ < ε‖ak‖N`1(Cn)ζ(1 + 1/|k|).

Îñêiëüêè ε < r
‖ak‖N`1(Cn)ζ(1+1/|k|) , òî

∣∣H(Cn)
l (xm,ε)−ul

∣∣ < r, òîìó π
M

(J)
N \{k}

(xm,ε) ∈
B(u, r).

Çãiäíî iç òâåðäæåííÿì 3.4, H(Cn)
k (ak) = 1, òîìó, çãiäíî iç ðiâíiñòþ

(3.35),

H
(Cn)
k (xm,ε) = ε|l|

m∑
j=1

1

j
+H

(Cn)
k (xu)→∞

ïðè m → +∞. Îòæå, ìíîæèíà κ−1(B(u, r)) ¹ íåîáìåæåíîþ. Çãiäíî iç ëå-

ìîþ 3.2, ïîëiíîì q íå çàëåæèòü âiä çìiííî¨ ξk. Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.

Òåîðåìà 3.7. Íåõàé P ∈ Ps(`p(Cn)) � öå N -îäíîðiäíèé ïîëiíîì, äå

N ∈ N. ßêùî N < dpe, òî P ≡ 0. Iíàêøå iñíó¹ ¹äèíèé ïîëiíîì q :

C|Mp,N | → C òàêèé, ùî P = q ◦ π(p)
Mp,N

, äå

Mp,N =
{
k ∈ Zn+ : dpe ≤ |k| ≤ N

}
i âiäîáðàæåííÿ π

(p)
Mp,N

: `p(Cn)→ C|Mp,N | âèçíà÷åíå ðiâíiñòþ

π
(p)
Mp,N

(x) =
(
H

(Cn)
k (x)

)
k∈Mp,N

,

äå x ∈ `p(Cn).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé P0 � öå çâóæåííÿ ïîëiíîìà P íà ïðîñòið c00(Cn). Çà-

óâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ P0 ¹ íåïåðåðâíèì ñèìåòðè÷íèì N -îäíîðiäíèì

ïîëiíîìîì. Çãiäíî iç òåîðåìîþ 3.5, iñíó¹ ¹äèíèé ïîëiíîì q : C|MN | → C, äå
MN = M

(1)
N òàêèé, ùî P0 = q ◦πMN

. Îñêiëüêè ïîëiíîì P0 ¹ íåïåðåðâíèì, òî

P0 ¹ îáìåæåíèì íà ìíîæèíi Vρ, âèçíà÷åíié ôîðìóëîþ (3.34). Òîìó ïîëiíîì

q ¹ îáìåæåíèì íà ìíîæèíi πMN
(Vρ).
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Äîâåäåìî, ùî ïîëiíîì q íå çàëåæèòü âiä àðãóìåíòiâ ξk, äå ìóëüòèiíäå-

êñè k òàêi, ùî 1 ≤ |k| < dpe ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ïî ν(k). Çãiäíî

iç òâåðäæåííÿì 3.6, äëÿ J = 1 ìà¹ìî, ùî ïîëiíîì q
(
(ξk)k∈MN

)
íå çàëåæèòü

âiä àðãóìåíòiâ ξk òàêèõ, ùî ν(k) = 1 i 1 ≤ |k| < dpe. Ïðèïóñòèìî, ùî òâåð-
äæåííÿ ¹ ïðàâèëüíèì äëÿ ν(k) ∈ {1, . . . , J−1}, äå J ∈ {2, . . . , n}, òîáòî ïî-
ëiíîì q

(
(ξk)k∈MN

)
íå çàëåæèòü âiä àðãóìåíòiâ ξk, äëÿ ÿêèõ 1 ≤ ν(k) ≤ J−1

i 1 ≤ |k| < dpe. Òîäi çâóæåííÿ ïîëiíîìà q íà ïðîñòið C|M
(J)
N |, çãiäíî iç

òâåðäæåííÿì 3.6, íå çàëåæèòü âiä àðãóìåíòiâ ξk, äëÿ ÿêèõ ν(k) = J i

1 ≤ |k| < dpe. Îòæå, ïîëiíîì q íå çàëåæèòü âiä àðãóìåíòiâ ξk, äëÿ ÿêèõ

1 ≤ |k| < dpe.
Îñêiëüêè ïîëiíîìè H(Cn)

k , äå k ∈Mp,N , ¹ âèçíà÷åíèìè i íåïåðåðâíèìè

íà ïðîñòîði `p(Cn), i ïðîñòið c00(Cn) ¹ ùiëüíèì â ïðîñòîði `p(Cn), òî ìà¹ìî

ðiâíiñòü P = q ◦ π(p)
Mp,N

. Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó N < dpe ìà¹ìî Mp,N = ∅
i, ÿê íàñëiäîê, P ≡ 0. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Íàñëiäîê 3.5. Ìíîæèíà ïîëiíîìiâ{
H

(Cn)
k : k ∈ Zn+, |k| ≥ dpe

}
¹ àëãåáðà¨÷íèì áàçèñîì àëãåáðè Ps(`p(Cn)).



126

3.4. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3

Öåé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííÿì ñèìåòðè÷íèõ i ñêií÷åííî-ñèìåò-

ðè÷íèõ íåïåðåðâíèõ ïîëiíîìiâ i öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà êîìïëåêñíî-

ìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði âñiõ îáìåæåíèõ ïîñëiäîâíîñòåé êîìïëåêñíèõ ÷èñåë,

à òàêîæ, äîñëiäæåííÿì íåïåðåðâíèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà êîìïëå-

êñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé n-âèìiðíèõ êîìïëåêñíèõ

âåêòîðiâ òàêèõ, ùî ðÿä iç p-íîðì öèõ âåêòîðiâ, ïiäíåñåíèõ äî ñòåïåíÿ p, ¹

çáiæíèì, äå 1 ≤ p < +∞.
Ïîêàçàíî, ùî êîæåí êîìïëåêñíîçíà÷íèé íåïåðåðâíèé ñèìåòðè÷íèé ïî-

ëiíîì íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði `∞ âñiõ îáìåæåíèõ ïîñëiäîâ-

íîñòåé êîìïëåêñíèõ ÷èñåë îáîâ'ÿçêîâî ¹ ñòàëèì âiäîáðàæåííÿì.

Ïîêàçàíî, ùî àëãåáðà Ôðåøå âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ñêií÷åííî-ñè-

ìåòðè÷íèõ öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà êîìïëåêñíîìó

ïðîñòîði `∞ ¹ içîìîðôíîþ äî àëãåáðè Ôðåøå âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ öiëèõ

àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà ôàêòîð-ïðîñòîði `∞/c0, äå c0

� öå êîìïëåêñíèé áàíàõiâ ïðîñòið âñiõ çáiæíèõ äî íóëÿ ïîñëiäîâíîñòåé

êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

Ïîáóäîâàíî çëi÷åííèé àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ àëãåáðè âñiõ êîìïëåêñíî-

çíà÷íèõ ñèìåòðè÷íèõ íåïåðåðâíèõ ïîëiíîìiâ íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâî-

ìó ïðîñòîði âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé n-âèìiðíèõ êîìïëåêñíèõ âåêòîðiâ òàêèõ,

ùî ðÿä iç p-íîðì öèõ âåêòîðiâ, ïiäíåñåíèõ äî ñòåïåíÿ p, ¹ çáiæíèì, äå

1 ≤ p < +∞.
Ðåçóëüòàòè, íàâåäåíi â öüîìó ðîçäiëi, îïóáëiêîâàíî â òàêèõ ïðàöÿõ:

[59], [82].
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ÐÎÇÄIË 4

ÑÈÌÅÒÐÈ×ÍI I ÑÊIÍ×ÅÍÍÎ-ÑÈÌÅÒÐÈ×ÍI

ÔÓÍÊÖI� ÍÀ ÊÎÌÏËÅÊÑÍÈÕ ÁÀÍÀÕÎÂÈÕ

ÏÐÎÑÒÎÐÀÕ ÂÈÌIÐÍÈÕ ÇÀ ËÅÁÅÃÎÌ ÑÓÒÒ�ÂÎ

ÎÁÌÅÆÅÍÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ ÍÀ ÌÍÎÆÈÍÀÕ

ÍÅÑÊIÍ×ÅÍÍÎ� ÌIÐÈ

Äàíèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî âèâ÷åííþ ñèìåòðè÷íèõ i ñêií÷åííî-ñèìåò-

ðè÷íèõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ íåïåðåðâíèõ ïîëiíîìiâ i àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié

íà äåÿêèõ êîìïëåêñíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ôóíêöié

íà ìíîæèíàõ íåñêií÷åííî¨ ìiðè.

4.1. Ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðî-

ñòîði âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ ôóíêöié íà ïiâîñi

Â äàíîìó ïiäðîçäiëi áóäå ïîêàçàíî, ùî êîæåí êîìïëåêñíîçíà÷íèé íåïå-

ðåðâíèé ñèìåòðè÷íèé ïîëiíîì íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði âñiõ

êîìïëåêñíîçíà÷íèõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ ôóíêöié íà

ïiâîñi îáîâ'ÿçêîâî ¹ ñòàëèì âiäîáðàæåííÿì. Öåé ðåçóëüòàò àíàëîãi÷íèé äî

îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó ïiäðîçäiëó 3.1.

Íåõàé Ω � öå âèìiðíà çà Ëåáåãîì ïiäìíîæèíà ìíîæèíè [0,+∞) íåíó-

ëüîâî¨ ìiðè. Íåõàé L∞(Ω) := L
(C)
∞ (Ω) � öå êîìïëåêñíèé áàíàõiâ ïðîñòið âñiõ

âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ôóíêöié, çà-

äàíèõ íà ìíîæèíi Ω (äèâ. ïðèêëàä 1.1). Çãiäíî iç îçíà÷åííÿì 1.17, ôóíêöiþ

f, çàäàíó íà ïðîñòîði L∞(Ω) íàçèâàþòü ñèìåòðè÷íîþ, ÿêùî f(x◦σ) = f(x)

äëÿ êîæíèõ ôóíêöié x ∈ L∞(Ω) i σ ∈ ΞΩ, äå ΞΩ � öå ìíîæèíà âñiõ ái¹êöié

ìíîæèíè Ω, ÿêi çáåðiãàþòü ìiðó Ëåáåãà, âèçíà÷åíà íà ñ. 63.

Ïîçíà÷èìî Ps(nL∞(Ω)) áàíàõiâ ïðîñòið âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ íåïå-

ðåðâíèõ n-îäíîðiäíèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà ïðîñòîði L∞(Ω), äå n ∈ N.
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Â äàíîìó ïiäðîçäiëi áóäå äîâåäåíî, ùî ÿêùî µ(Ω) = +∞, äå µ � öå ëiíiéíà

ìiðà Ëåáåãà, òî Ps(nL∞(Ω)) = {0} äëÿ êîæíîãî n ∈ N.
Ñïî÷àòêó äîâåäåìî äåÿêi äîïîìiæíi ðåçóëüòàòè.

Íåõàé D =
⋃∞
k=1[αk, βk), äå 0 ≤ α1 < β1 ≤ α2 < β2 ≤ . . . òàêi, ùî

µ(D) = +∞. Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ δD : [0,+∞)→ D íàñòóïíèì ÷èíîì.

Äëÿ t ∈ [0,+∞) iñíó¹ m ∈ N òàêå, ùî
∑m−1

k=1 (βk−αk) ≤ t <
∑m

k=1(βk−αk).
Ïîêëàäåìî

δD(t) = αm + t−
m−1∑
k=1

(βk − αk). (4.1)

Ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî âiäîáðàæåííÿ δD ¹ ái¹êöi¹þ, ÿêà çáåðiãà¹ ìiðó.

Ïîçíà÷èìî ∆1 =
⋃∞
k=1[2k − 2, 2k − 1) i ∆2 =

⋃∞
k=1[2k − 1, 2k).

Äëÿ êîæíî¨ ìíîæèíè E ⊂ [0,+∞), íåõàé

1E(t) =

{
1, ÿêùî t ∈ E
0, iíàêøå,

äå t ∈ [0,+∞). Çàóâàæèìî, ùî

1E = 1σ(E) ◦ σ

ìàéæå ñêðiçü íà ìíîæèíi [0,+∞) äëÿ êîæíî¨ âèìiðíî¨ ìíîæèíè E ⊂
[0,+∞) i äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ σ ∈ Ξ[0,+∞).

Òâåðäæåííÿ 4.1. Äëÿ êîæíî¨ âèìiðíî¨ ìíîæèíè E ⊂ [0,+∞) iñíó¹

ôóíêöiÿ σE ∈ Ξ[0,+∞) òàêà, ùî

1E = 1∆ ◦ σE

ìàéæå ñêðiçü íà ìíîæèíi [0,+∞), äå

∆ =


[0, µ(E)), ÿêùî µ(E) < +∞
[µ([0,+∞) \ E),+∞), ÿêùî µ(E) = +∞ i µ([0,+∞) \ E) < +∞
∆1, ÿêùî µ(E) = +∞ i µ([0,+∞) \ E) = +∞.

(4.2)

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî iç òâåðäæåííÿì 4.2, äëÿ êîæíîãî n ∈ N iñíó¹ ôóíêöiÿ

σn ∈ Ξ[n−1,n] òàêà, ùî

1E∩[n−1,n] = 1[n−1,n−1+an) ◦ σn
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ìàéæå ñêðiçü íà âiäðiçêó [n − 1, n], äå an = µ
(
E ∩ [n − 1, n]

)
. Âèçíà÷èìî

âiäîáðàæåííÿ σ′ : [0,+∞) → [0,+∞), ïîêëàâøè σ′(t) = σn(t) äëÿ t ∈
[n− 1, n], äå n ∈ N. Òîäi σ′ ∈ Ξ[0,+∞) i

1E = 1⋃∞
n=1[n−1,n−1+an) ◦ σ′ (4.3)

ìàéæå ñêðiçü íà ìíîæèíi [0,+∞).

Íåõàé bn =
∑n

k=1 ak, b0 = 0, cn =
∑n

k=1(1 − ak) i c0 = 0. Âèçíà÷èìî

âiäîáðàæåííÿ σ′′ : [0,+∞) → [0,+∞) íàñòóïíèì ÷èíîì. ßêùî µ(E) <

+∞, òî ïîêëàäåìî

σ′′(t) =


bn−1 + t− (n− 1), ÿêùî iñíó¹ n ∈ N òàêå, ùî

t ∈ [n− 1, n− 1 + an)

µ(E) + cn−1 + t− (n− 1 + an), iíàêøå.

ßêùî µ(E) = +∞ i µ
(
[0,+∞) \ E

)
< +∞, òî ïîêëàäåìî

σ′′(t) =


µ
(
[0,+∞) \ E

)
+ bn−1 + t− (n− 1), ÿêùî iñíó¹ n ∈ N òàêå, ùî

t ∈ [n− 1, n− 1 + an)

cn−1 + t− (n− 1 + an), iíàêøå.

ßêùî µ(E) = +∞ i µ
(
[0,+∞) \ E

)
= +∞, òî ïîêëàäåìî

σ′′(t) =


δ∆1

(
bn−1 + t− (n− 1)

)
, ÿêùî iñíó¹ n ∈ N òàêå, ùî

t ∈ [n− 1, n− 1 + an)

δ∆2

(
cn−1 + t− (n− 1 + an)

)
, iíàêøå,

äå âiäîáðàæåííÿ δ∆1
i δ∆2

âèçíà÷åíi ôîðìóëîþ (4.1). Ó êîæíîìó âèïàäêó

σ′′
( ∞⋃
n=1

[n− 1, n− 1 + an)
)

= ∆,

äå ìíîæèíà ∆ âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (4.2). Òîìó

1⋃∞
n=1[n−1,n−1+an) = 1∆ ◦ σ′′ (4.4)

ìàéæå ñêðiçü íà ìíîæèíi [0,+∞).
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Çãiäíî iç ðiâíîñòÿìè (4.3) i (4.4), âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

1E = 1∆ ◦ σE

ìàéæå ñêðiçü íà ìíîæèíi [0,+∞), äå σE = σ′′ ◦ σ′. Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.

Òâåðäæåííÿ 4.2. Äëÿ êîæíî¨ âèìiðíî¨ ìíîæèíè E ⊂ [0,+∞) i

äëÿ êîæíîãî íåïåðåðâíîãî ñèìåòðè÷íîãî ïîëiíîìà P : L∞[0,+∞) → C
òàêîãî, ùî P (0) = 0, âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü P (1E) = 0.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ α > 0 íåõàé Sα � öå ïiäïðîñòið ïðîñòîðó L∞[0,+∞) âñiõ

ôóíêöié âèãëÿäó

x =
∞∑
n=1

zn1[α(n−1),αn),

äå (z1, . . . , zn, . . .) ∈ `∞. Ïðîñòið Sα ¹ içîìåòðè÷íî içîìîðôíèì ç ïðîñòîðîì

`∞. Òîìó çâóæåííÿ ïîëiíîìà P íà ïðîñòið Sα, çãiäíî iç òåîðåìîþ 3.1, âðàõî-

âóþ÷è ðiâíiñòü P (0) = 0, äîðiâíþ¹ íóëþ. Íåõàé E � öå âèìiðíà ïiäìíîæè-

íà ìíîæèíè [0,+∞). Çãiäíî iç òâåðäæåííÿì 4.1, iñíó¹ ôóíêöiÿ σE ∈ Ξ[0,+∞)

òàêà, ùî

1E = 1∆ ◦ σE

ìàéæå ñêðiçü íà ìíîæèíi [0,+∞), äå ìíîæèíà ∆ âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ

(4.2). Îñêiëüêè ïîëiíîì P ¹ ñèìåòðè÷íèì, òî

P (1E) = P (1∆).

ßêùî µ(E) < +∞, òî 1∆ = 1[0,µ(E)) ∈ Sµ(E).ßêùî µ(E) = +∞ i µ
(
[0,+∞)\

E
)
< +∞, òî 1∆ = 1[µ([0,+∞)\E),+∞) ∈ Sµ([0,+∞)\E). ßêùî µ(E) = +∞

i µ([0,+∞) \ E) = +∞, òî 1∆ = 1∆1
∈ S1. Òîìó, ó êîæíîìó âèïàäêó,

P (1∆) = 0. Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.

Òâåðäæåííÿ 4.3. Íåõàé Ω � öå âèìiðíà ïiäìíîæèíà ìíîæèíè

[0,+∞) òàêà, ùî µ(Ω) = +∞. Òîäi ïðîñòið Ps(nL∞(Ω)) ¹ içîìåòðè÷íî

içîìîðôíèì ç ïðîñòîðîì Ps(nL∞[0,+∞)), äå n ∈ N.
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Äîâåäåííÿ. Çãiäíî iç òâåðäæåííÿì 4.1, iñíó¹ ôóíêöiÿ σΩ ∈ Ξ[0,+∞) òàêà, ùî

1Ω = 1∆ ◦ σΩ ìàéæå ñêðiçü íà ìíîæèíi [0,+∞), äå

∆ =

{
[µ([0,+∞) \ Ω),+∞), ÿêùî µ([0,+∞) \ Ω) < +∞
∆1, ÿêùî µ([0,+∞) \ Ω) = +∞.

Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ γ : [0,+∞) → Ω ôîðìóëîþ γ = σ−1
Ω |∆ ◦ δ∆.

Âiäîáðàæåííÿ γ ¹ ái¹êöi¹þ, ÿêà çáåðiãà¹ ìiðó.

Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ β : L∞(Ω) → L∞[0,+∞) ÿê β : x 7→ x ◦ γ.
Çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ β ¹ içîìåòðè÷íèì içîìîðôiçìîì.

Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ α : Ps(nL∞[0,+∞)) → Ps(nL∞(Ω)) ÿê α :

P 7→ P ◦ β. Ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî âiäîáðàæåííÿ α(P ) ¹ íåïåðåðâíèì

n-îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì äëÿ êîæíîãî ïîëiíîìà P ∈ Ps(nL∞[0,+∞)). Äî-

âåäåìî, ùî ïîëiíîì α(P ) ¹ ñèìåòðè÷íèì. Íåõàé σ ∈ ΞΩ. Çà îçíà÷åííÿì,

äëÿ ôóíêöi¨ x ∈ L∞(Ω),

α(P )(x ◦ σ) = P (β(x ◦ σ)).

Çàóâàæèìî, ùî

β(x ◦ σ) = β(x) ◦ v(σ),

äå âiäîáðàæåííÿ v : ΞΩ → Ξ[0,+∞) âèçíà÷åíå ÿê v : σ 7→ γ−1 ◦ σ ◦ γ. Òîìó

α(P )(x ◦ σ) = P (β(x) ◦ v(σ)).

Çãiäíî iç ñèìåòðè÷íiñòþ ïîëiíîìà P, âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

P (β(x) ◦ v(σ)) = P (β(x)).

Îòæå, ïîëiíîì α(P ) ¹ ñèìåòðè÷íèì. Àíàëîãi÷íî ìîæíà äîâåñòè, ùî âiäî-

áðàæåííÿ α−1(Q) ¹ íåïåðåðâíèì n-îäíîðiäíèì ñèìåòðè÷íèì ïîëiíîìîì íà

ïðîñòîði L∞[0,+∞) äëÿ êîæíîãî ïîëiíîìàQ ∈ Ps(nL∞(Ω)).Îñêiëüêè âiäî-

áðàæåííÿ β � öå içîìåòðè÷íèé içîìîðôiçì, òî âiäîáðàæåííÿ α òàêîæ ¹

içîìåòðè÷íèì içîìîðôiçìîì. Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.

Îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé íàñëiäîê iç òâåðäæåíü 4.2 i 4.3.
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Íàñëiäîê 4.1. Íåõàé Ω � öå âèìiðíà ïiäìíîæèíà ìíîæèíè [0,+∞)

òàêà, ùî µ(Ω) = +∞. Òîäi äëÿ êîæíî¨ âèìiðíî¨ ìíîæèíè E ⊂ Ω i äëÿ

êîæíîãî íåïåðåðâíîãî ñèìåòðè÷íîãî ïîëiíîìà P : L∞(Ω) → C òàêîãî,

ùî P (0) = 0, âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü P (1E) = 0.

Òåîðåìà 4.1. Íåõàé P � öå íåïåðåðâíèé n-îäíîðiäíèé ñèìåòðè÷íèé

ïîëiíîì íà ïðîñòîði L∞[0,+∞), äå n ∈ N. Òîäi ïîëiíîì P òîòîæíî äî-

ðiâíþ¹ íóëþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé AP : (L∞[0,+∞))n → C � öå íåïåðåðâíå n-ëiíiéíå ñè-

ìåòðè÷íå âiäîáðàæåííÿ, àñîöiéîâàíå iç ïîëiíîìîì P. Çãiäíî iç òâåðäæåí-

íÿì 1.1, äå J : x 7→ x ◦ σ,

AP (x1 ◦ σ, . . . , xn ◦ σ) = AP (x1, . . . , xn) (4.5)

äëÿ êîæíèõ ôóíêöié x1, . . . , xn ∈ L∞[0,+∞) i σ ∈ Ξ[0,+∞).

Äîâåäåìî, ùî P (x) = 0 äëÿ êîæíî¨ ïðîñòî¨ âèìiðíî¨ ôóíêöi¨ x ∈
L∞[0,+∞). Íåõàé x =

∑m
j=1 zj1Ej , äå z1, . . . , zm ∈ C i E1, . . . , Em � öå

ïîïàðíî íåïåðåòèííi âèìiðíi ïiäìíîæèíè ìíîæèíè [0,+∞). Çãiäíî iç n-

ëiíiéíiñòþ âiäîáðàæåííÿ AP ,

P (x) = AP (x, . . . , x) =
m∑
j1=1

. . .

m∑
jn=1

zj1 . . . zjnAP (1Ej1 , . . . ,1Ejn).

Äîâåäåìî, ùî AP (1Ej1 , . . . ,1Ejn) = 0 äëÿ êîæíèõ j1, . . . , jn ∈ {1, . . . ,m}.
Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæåìî ïðèïóñòèòè, ùî

j1 = . . . = jk1 = 1, jk1+1 = . . . = jk1+k2 = 2, . . .

. . . , jk1+...+kl−1+1 = . . . = jk1+...+kl = l,

äå l ∈ {1, . . . ,m}, k1 + . . .+ kl = n, i µ(Ω) = +∞, äå

Ω =

{
[0,+∞), ÿêùî l = 1

[0,+∞) \
⋃l−1
s=1Es, ÿêùî l > 1.

Äëÿ ôóíêöi¨ y ∈ L∞(Ω) ïîêëàäåìî

ŷ(t) =

{
y(t), ÿêùî t ∈ Ω

0, ÿêùî t ∈ [0,+∞) \ Ω.
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Âiäîáðàæåííÿ Q : L∞(Ω)→ C, âèçíà÷åíå ôîðìóëîþ

Q : y 7→ AP

(
1E1

, . . . ,1E1
, . . . ,1El−1, . . . ,1El−1, ŷ, . . . , ŷ

)
,

¹ íåïåðåðâíèì kl-îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì. Ïîêàæåìî, ùî ïîëiíîì Q ¹ ñèìå-

òðè÷íèì. Íåõàé σ ∈ ΞΩ. Ïîêëàäåìî

σ̃(t) =

{
σ(t), ÿêùî t ∈ Ω

t, ÿêùî t ∈ [0,+∞) \ Ω.

Çàóâàæèìî, ùî σ̃ ∈ Ξ[0,+∞) i 1Es ◦ σ̃ = 1Es äëÿ êîæíîãî s ∈ {1, . . . , l − 1},
îñêiëüêè E1, . . . , El−1 ⊂ [0,+∞)\Ω. Çàóâàæèìî, ùî ŷ ◦ σ = ŷ◦σ̃ äëÿ êîæíî¨
ôóíêöi¨ y ∈ L∞(Ω). Òîìó

Q(y ◦σ) = AP

(
1E1
◦ σ̃, . . . ,1E1

◦ σ̃, . . . ,1El−1 ◦ σ̃, . . . ,1El−1 ◦ σ̃, ŷ ◦ σ̃, . . . , ŷ ◦ σ̃
)
.

Çãiäíî iç ðiâíiñòþ (4.5),

AP

(
1E1
◦ σ̃, . . . ,1E1

◦ σ̃, . . . ,1El−1 ◦ σ̃, . . . ,1El−1 ◦ σ̃, ŷ ◦ σ̃, . . . , ŷ ◦ σ̃
)

=

= AP

(
1E1

, . . . ,1E1
, . . . ,1El−1, . . . ,1El−1, ŷ, . . . , ŷ

)
.

Òîìó Q(y ◦ σ) = Q(y). Îòæå, ïîëiíîì Q ¹ ñèìåòðè÷íèì.

Çàóâàæèìî, ùî El ⊂ Ω. Òîìó, çãiäíî iç íàñëiäêîì 4.1, Q(1El) = 0,

òîáòî

AP

(
1E1

, . . . ,1E1
, . . . ,1El, . . . ,1El

)
= 0.

Îòæå, P (x) = 0 äëÿ êîæíî¨ ïðîñòî¨ âèìiðíî¨ ôóíêöi¨ x ∈ L∞[0,+∞).

Îñêiëüêè ìíîæèíà òàêèõ ôóíêöié ¹ ùiëüíîþ â ïðîñòîði L∞[0,+∞), òî,

çà íåïåðåðâíiñòþ ïîëiíîìà P, ìà¹ìî, ùî P (x) = 0 äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨

x ∈ L∞[0,+∞). Òåîðåìó äîâåäåíî.

Îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé íàñëiäîê iç òâåðäæåííÿ 4.3 i òåîðåìè 4.1.

Íàñëiäîê 4.2. Íåõàé Ω � öå âèìiðíà ïiäìíîæèíà ìíîæèíè [0,+∞)

òàêà, ùî µ(Ω) = +∞ i íåõàé P � öå íåïåðåðâíèé n-îäíîðiäíèé ñèìåòðè-

÷íèé ïîëiíîì íà ïðîñòîði L∞(Ω). Òîäi P = 0.

Òàêèì ÷èíîì, ¹äèíèìè íåïåðåðâíèìè ñèìåòðè÷íèìè ïîëiíîìàìè íà

ïðîñòîði L∞(Ω), äå Ω � öå âèìiðíà ïiäìíîæèíà ìíîæèíè [0,+∞) òàêà, ùî

µ(Ω) = +∞, ¹ ñòàëi âiäîáðàæåííÿ.
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4.2. Ñêií÷åííî-ñèìåòðè÷íi àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ íà êîìïëåêñíî-

ìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ

ôóíêöié íà ïiâîñi

Íåõàé L∞[0,+∞) := L
(C)
∞ ([0,+∞)) � öå êîìïëåêñíèé áàíàõiâ ïðî-

ñòið âñiõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ôóí-

êöié, çàäàíèõ íà ìíîæèíi [0,+∞) (äèâ. ïðèêëàä 1.1). Çãiäíî iç îçíà÷åí-

íÿì 1.19, ôóíêöiþ f, çàäàíó íà ïðîñòîði L∞[0,+∞) íàçèâàþòü ñêií÷åííî-

ñèìåòðè÷íîþ, ÿêùî f(x ◦ σ) = f(x) äëÿ êîæíèõ x ∈ L∞[0,+∞) i σ ∈
Ξ0

[0,+∞), äå Ξ0
[0,+∞) � öå ìíîæèíà âñiõ ñêií÷åííèõ ái¹êöié ìíîæèíè [0,+∞),

ÿêi çáåðiãàþòü ìiðó Ëåáåãà, âèçíà÷åíà â îçíà÷åííi 1.19.

Â äàíîìó ïiäðîçäiëi áóäå ïîêàçàíî, ùî àëãåáðà Ôðåøå âñiõ êîìïëå-

êñíîçíà÷íèõ ñêií÷åííî-ñèìåòðè÷íèõ öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæå-

íîãî òèïó íà ïðîñòîði L∞[0,+∞) ¹ içîìîðôíîþ äî àëãåáðè Ôðåøå âñiõ êîì-

ïëåêñíîçíà÷íèõ öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà ôàêòîð-

ïðîñòîði L∞[0,+∞)/M0, äå M0 � öå çàìèêàííÿ ó ïðîñòîði L∞[0,+∞) ïiä-

ïðîñòîðó âñiõ ïðîñòèõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ôóíêöié iç îáìåæåíèìè íîñiÿ-

ìè. Äàíèé ðåçóëüòàò àíàëîãi÷íèé äî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó ïiäðîçäiëó 3.2.

À. Â. Çàãîðîäíþêîì ó ðîáîòi [59] íàâåäåíî íàñòóïíèé ïðèêëàä ñêií-

÷åííî-ñèìåòðè÷íî¨ ôóíêöi¨ íà ïðîñòîði L∞[0,+∞).

Ïðèêëàä 4.1. (Äèâ. [59, ñ. 1722]) Íåõàé U � öå âiëüíèé óëüòðà-

ôiëüòð íà ìíîæèíi N i íåõàé g � öiëà ôóíêöiÿ íà ìíîæèíi C. Òîäi
âiäîáðàæåííÿ

L∞[0,+∞) 3 x 7→ lim
U

∫
[n,n+1]

g(x(t)) dt ∈ C

¹ ñêií÷åííî-ñèìåòðè÷íîþ öiëîþ ôóíêöi¹þ îáìåæåíîãî òèïó íà ïðîñòîði

L∞[0,+∞).

Â ðîáîòi [59] Ï. Ãàëiíäî äîâiâ íàñòóïíó ëåìó, ÿêà áóäå âèêîðèñòàíà ó

äàíîìó ïiäðîçäiëi.
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Ëåìà 4.1. (Äèâ. [59, Ëåìà 6.2]) ßêùî ìíîæèíè A,B ⊂ [0,+∞) ¹ íå-

ïåðåòèííèìè âèìiðíèìè ìíîæèíàìè íåíóëüîâî¨ ìiðè òàêèìè, ùî ìíî-

æèíà [0,+∞)\(A∪B) òàêîæ ìà¹ íåíóëüîâó ìiðó, òîäi iñíó¹ âèìiðíà ái¹-

êöiÿ w : [0,+∞)\B → [0,+∞) òàêà, ùî w([0,+∞)\(A∪B))
ì. ñ.

= [0,+∞)\A
i w(t) = t äëÿ t ∈ A.

Íåõàé M00 � öå ïðîñòið âñiõ ôóíêöié âèãëÿäó

x =
N∑
j=1

aj1Ej , (4.6)

äå N ∈ N, a1, . . . , aN ∈ C i E1, . . . , EN � öå ïîïàðíî íåïåðåòèííi îáìåæåíi

âèìiðíi ïiäìíîæèíè ìíîæèíè [0,+∞) íåíóëüîâî¨ ìiðè. Íåõàé M0 � öå

çàìèêàííÿ ìíîæèíè M00 â ïðîñòîði L∞[0,+∞).

Òâåðäæåííÿ 4.4. Íåõàé P : L∞[0,+∞) → C � öå íåïåðåðâíèé

ñêií÷åííî-ñèìåòðè÷íèé n-îäíîðiäíèé ïîëiíîì. Òîäi P (x) = 0 äëÿ êîæíî¨

ôóíêöi¨ x ∈M0.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ìíîæèíàM00 ¹ ùiëüíîþ â ìíîæèíiM0, òî äîñòàòíüî

äîâåñòè ðåçóëüòàò äëÿ ôóíêöié x ∈M00.

Íåõàé a > 0 i ym = 1[0,am) äëÿ m ∈ N. Çàóâàæèìî, ùî ïîñëiäîâ-

íiñòü {ym}∞m=1 ¹ îáìåæåíîþ. Çà íåïåðåðâíiñòþ ïîëiíîìà P, ïîñëiäîâíiñòü

{P (ym)}∞m=1 òàêîæ ¹ îáìåæåíîþ. Îñêiëüêè ïîëiíîì P ¹ ñêií÷åííî-ñèìåò-

ðè÷íèì, òî

P (1[0,a)) = P (1[a(k−1),ak)) (4.7)

äëÿ êîæíîãî k ∈ N i

P (1E) = P (1[0,µ(E))) (4.8)

äëÿ êîæíî¨ îáìåæåíî¨ âèìiðíî¨ ìíîæèíè E ⊂ [0,+∞). Áóäåìî äîâîäèòè

òâåðäæåííÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ïî n. Ó âèïàäêó n = 1 ïîëiíîì

P ¹ ëiíiéíèì ôóíêöiîíàëîì. Òîìó

P (ym) =
m∑
k=1

P (1[a(k−1),ak)).
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Çãiäíî iç ðiâíiñòþ (4.7),

P (ym) = mP (1[0,a)).

Ïîñëiäîâíiñòü {P (ym)}∞m=1 ¹ îáìåæåíîþ ÿêùî i òiëüêè ÿêùî P (1[0,a)) = 0.

Îñêiëüêè ïîëiíîì P ¹ ñêií÷åííî-ñèìåòðè÷íèì, òî, çãiäíî iç ðiâíiñòþ (4.8),

äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ x âèãëÿäó (4.6),

P (x) =
N∑
j=1

ajP (1Ej) = 0.

Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ äëÿ êîæíîãî k ∈ {1, . . . , n − 1}.
Äîâåäåìî éîãî äëÿ n. Íåõàé AP � öå íåïåðåðâíå n-ëiíiéíå ñèìåòðè÷íå

âiäîáðàæåííÿ, àñîöiéîâàíå iç ïîëiíîìîì P. Çãiäíî iç n-ëiíiéíiñòþ âiäîáðà-

æåííÿ AP ,

P (x) =
N∑
j1=1

. . .

N∑
jn=1

aj1 . . . ajnAP (1Ej1 , . . . ,1Ejn)

äëÿ ôóíêöié x âèãëÿäó (4.6). Íåõàé j1, . . . , jn ∈ {1, . . . , N} òàêi, ùî jm 6= js

äëÿ äåÿêèõ m, s ∈ {1, . . . , n}. Äîâåäåìî, ùî ó öüîìó âèïàäêó

AP (1Ej1 , . . . ,1Ejn) = 0.

Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæåìî ïðèïóñòèòè, ùî j1 = . . . = jk1 = 1,

jk1+1 = . . . = jk1+k2 = 2, . . . , jk1+...+kl−1+1 = . . . = jk1+...+kl = l, äå l ≥ 2,

k1, . . . , kl ≥ 1 i k1 + . . . + kl = n. Îñêiëüêè ìíîæèíà
⋃l
s=1Es ¹ îáìåæåíîþ,

òîáòî iñíó¹ c > 0 òàêå, ùî
⋃l
s=1Es ⊂ [0, c), ìîæåìî ðîçãëÿíóòè ìíîæèíó

E ′1 = E1 ∪ [c,+∞). Äëÿ ìíîæèí B =
⋃l
s=2Es i A = E ′1 âèêîíóþòüñÿ óìîâè

ëåìè 4.1, òîìó iñíó¹ âèìiðíà ái¹êöiÿ

w : [0,+∞) \
l⋃

s=2

Es → [0,+∞)

òàêà, ùî w(t) = t ÿêùî t ∈ E ′1 i

w

(
[0,+∞) \

( l⋃
s=2

Es ∪ E ′1
))

ì. ñ.

= [0,+∞) \ E ′1.
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Äëÿ ôóíêöi¨ z ∈ L∞[0,+∞) íåõàé

ẑ(t) =

{
(z ◦ w)(t), ÿêùî t ∈ [0,+∞) \

⋃l
s=2Es

0, ÿêùî t ∈
⋃l
s=2Es.

Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ B : (L∞[0,+∞))k1 → C íàñòóïíèì ÷èíîì:

B : (z1, . . . , zk1) 7→ AP (ẑ1, . . . , ẑk1,1E2
, . . . ,1E2︸ ︷︷ ︸
k2

, . . . ,1El, . . . ,1El︸ ︷︷ ︸
kl

).

Çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ B ¹ íåïåðåðâíèì ñèìåòðè÷íèì k1-ëiíiéíèì

âiäîáðàæåííÿì. Ïîêàæåìî, ùî

B(z1 ◦ σ, . . . , zk1 ◦ σ) = B(z1, . . . , zk1)

äëÿ z1, . . . , zk1 ∈ L∞[0,+∞) i σ ∈ Ξ0
[0,+∞). Äëÿ äàíî¨ ôóíêöi¨ σ ∈ Ξ0

[0,+∞)

ïîáóäó¹ìî ôóíêöiþ σ̃ íàñòóïíèì ÷èíîì:

σ̃(t) =

{
(w−1 ◦ σ ◦ w)(t), ÿêùî t ∈ [0,+∞) \

⋃l
s=2Es

t, ÿêùî t ∈
⋃l
s=2Es.

Çàóâàæèìî, ùî σ̃ ∈ Ξ0
[0,+∞), îñêiëüêè äëÿ t > c, ìà¹ìî t ∈ E ′1, i, îòæå,

w(t) = t. Ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî ẑ ◦ σ = ẑ ◦ σ̃ äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ z ∈
L∞[0,+∞), i ùî 1Ej ◦ σ̃ = 1Ej äëÿ êîæíîãî j ∈ {2, . . . , l}. Òîìó

B(z1 ◦ σ, . . . , zk1 ◦ σ) =

= AP (ẑ1 ◦ σ̃, . . . , ẑk1 ◦ σ̃,1E2
◦ σ̃, . . . ,1E2

◦ σ̃︸ ︷︷ ︸
k2

, . . . ,1El ◦ σ̃, . . . ,1El ◦ σ̃︸ ︷︷ ︸
kl

).

Îñêiëüêè

AP (ẑ1 ◦ σ̃, . . . , ẑk1 ◦ σ̃,1E2
◦ σ̃, . . . ,1E2

◦ σ̃︸ ︷︷ ︸
k2

, . . . ,1El ◦ σ̃, . . . ,1El ◦ σ̃︸ ︷︷ ︸
kl

) =

= AP (ẑ1, . . . , ẑk1,1E2
, . . . ,1E2︸ ︷︷ ︸
k2

, . . . ,1El, . . . ,1El︸ ︷︷ ︸
kl

),

òî B(z1◦σ, . . . , zk1◦σ) = B(z1, . . . , zk1). Îòæå, çâóæåííÿ âiäîáðàæåííÿ B íà

äiàãîíàëü ¹ íåïåðåðâíèì ñêií÷åííî-ñèìåòðè÷íèì k1-îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì.
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Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨, B(1E1
, . . . ,1E1

) = 0, òîáòî

AP (1̂E1
, . . . , 1̂E1︸ ︷︷ ︸
k1

,1E2
, . . . ,1E2︸ ︷︷ ︸
k2

, . . . ,1El, . . . ,1El︸ ︷︷ ︸
kl

) = 0.

Çàóâàæèìî, ùî 1̂E1
= 1E1

. Îòæå, äëÿ ôóíêöié x âèãëÿäó (4.6),

P (x) =
N∑
j=1

aNj P (1Ej).

Òîìó P (ym) = P (
∑m

k=1 1[a(k−1),ak)) = mP (1[0,a)). Îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü

{P (ym)}∞m=1 ¹ îáìåæåíîþ, òî P (1[0,a)) = 0. Âiäïîâiäíî äî (4.8), äëÿ êîæíî¨

îáìåæåíî¨ âèìiðíî¨ ìíîæèíè E ⊂ [0,+∞), ìà¹ìî P (1E) = P (1[0,µ(E))),

îòæå, P (1E) = 0. Òàêèì ÷èíîì,

P (x) =
N∑
j=1

anjP (1[0,µ(Ej))) = 0.

Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.

Îçíà÷åííÿ 4.1. Äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ x ∈ L∞[0,+∞) âèçíà÷èìî ìíî-

æèíó suppx íàñòóïíèì ÷èíîì:

suppx =
∞⋂
n=1

∞⋃
k=1

Γx

([
k − 1

2n
,
k

2n

])
,

äå

Γx(A) =

{
A, ÿêùî ess supt∈A|x(t)| > 0

∅, iíàêøå

äëÿ êîæíî¨ ìíîæèíè A ⊂ [0,+∞). Ìíîæèíó suppx íàçèâàþòü íîñi¹ì

ôóíêöi¨ x.

Òâåðäæåííÿ 4.5. Íåõàé P : L∞[0,+∞) → C � öå íåïåðåðâíèé

ñêií÷åííî-ñèìåòðè÷íèé n-îäíîðiäíèé ïîëiíîì. Òîäi P (x + y) = P (x) äëÿ

êîæíèõ ôóíêöié x ∈ L∞[0,+∞) i y ∈M00.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé AP � öå íåïåðåðâíå n-ëiíiéíå ñèìåòðè÷íå âiäîáðàæåííÿ,

àñîöiéîâàíå iç ïîëiíîìîì P. Çãiäíî iç áiíîìiàëüíîþ ôîðìóëîþ (1.3),

P (x+ y) = P (x) + P (y) +
n−1∑
k=1

n!

k!(n− k)!
AP (y, . . . , y︸ ︷︷ ︸

k

, x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
n−k

).
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Çãiäíî iç òâåðäæåííÿì 4.4, P (y) = 0. Äîâåäåìî, ùî

AP (y, . . . , y︸ ︷︷ ︸
k

, x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
n−k

) = 0

äëÿ k ∈ {1, . . . , n− 1}.
Íåõàé Ω0 = supp y ⊂ [0, a]. Íåõàé Ω1, . . . ,Ωn � öå ïîïàðíî íåïåðåòèí-

íi âèìiðíi ìíîæèíè òàêi, ùî [0,+∞) \ Ω0 =
⋃n
j=1 Ωj i µ(Ωj) = +∞ äëÿ

êîæíîãî j ∈ {1, . . . , n}. Âèçíà÷èìî äëÿ j ∈ {0, . . . , n}, ôóíêöi¨

xj(t) =

{
x(t), ÿêùî t ∈ Ωj

0, ÿêùî t ∈ [0,+∞) \ Ωj.

Îñêiëüêè x =
∑n

j=0 xj, òî

AP (y, . . . , y︸ ︷︷ ︸
k

, x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
n−k

) =
n∑

j1=0

. . .

n∑
jn−k=0

AP (y, . . . , y︸ ︷︷ ︸
k

, xj1, . . . , xjn−k).

Íåõàé j1, . . . , jn−k ∈ {0, . . . , n}. Äîâåäåìî, ùî

AP (y, . . . , y︸ ︷︷ ︸
k

, xj1, . . . , xjn−k) = 0.

Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæåìî ââàæàòè, ùî j1 = . . . = jk0 = 0, jk0+1 =

. . . = jk0+k1 = 1, . . . , jk0+...+kl−1+1 = . . . = jk0+...+kl = l, äå l ∈ {0, . . . , n −
k}, k0 ≥ 0, k1, . . . , kl ≥ 1 (ó âèïàäêó l ≥ 1) i k0 + k1 + . . .+ kl = n− k.

Ñêîðèñòàâøèñü ëåìîþ 4.1 ç A = Ω0 ∪ (Ωl+1 ∩ [a,+∞)) i B = [0,+∞) \
(Ω0 ∪ Ωl+1), îòðèìà¹ìî âèìiðíó ái¹êöiþ w : Ω0 ∪ Ωl+1 → [0,+∞) òàêó, ùî

w(t) = t äëÿ t ∈ Ω0 ∪ (Ωl+1 ∩ [a,+∞)).

Äëÿ z ∈ L∞[0,+∞) íåõàé

ẑ(t) =

{
(z ◦ w)(t), ÿêùî t ∈ Ω0 ∪ Ωl+1

0, ÿêùî t ∈ [0,+∞) \ (Ω0 ∪ Ωl+1).

Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ B : (L∞[0,+∞))k+k0 → C íàñòóïíèì ÷èíîì:

B : (z1, . . . , zk+k0) 7→ AP (ẑ1, . . . , ẑk+k0, x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸
k1

, . . . , xl, . . . , xl︸ ︷︷ ︸
kl

).
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Çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ B ¹ íåïåðåðâíèì ñèìåòðè÷íèì (k+k0)-ëiíié-

íèì âiäîáðàæåííÿì. Äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ σ ∈ Ξ0
[0,+∞), ïîáóäó¹ìî ôóíêöiþ

σ̃ ∈ Ξ[0,+∞) íàñòóïíèì ÷èíîì:

σ̃ =

{
(w−1 ◦ σ ◦ w)(t), ÿêùî t ∈ Ω0 ∪ Ωl+1

t, ÿêùî t ∈ [0,+∞) \ (Ω0 ∪ Ωl+1).

Çàóâàæèìî, ùî σ̃ ∈ Ξ0
[0,+∞), îñêiëüêè äëÿ t > a, ìà¹ìî w(t) = t.

Ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ẑ ◦ σ = ẑ ◦ σ̃ i xj ◦ σ̃ = xj äëÿ êîæíèõ

z ∈ L∞[0,+∞) i j ∈ {1, . . . , l}. Òîìó äëÿ êîæíèõ ôóíêöié z1, . . . , zk+k0 ∈
L∞[0,+∞) i σ ∈ Ξ0

[0,+∞)

B(z1 ◦ σ, . . . , zk+k0 ◦ σ) =

= AP (ẑ1 ◦ σ̃, . . . , ẑk+k0 ◦ σ̃, x1 ◦ σ̃, . . . , x1 ◦ σ̃︸ ︷︷ ︸
k1

, . . . , xl ◦ σ̃, . . . , xl ◦ σ̃︸ ︷︷ ︸
kl

) =

= AP (ẑ1, . . . , ẑk+k0, x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸
k1

, . . . , xl, . . . , xl︸ ︷︷ ︸
kl

) = B(z1, . . . , zk+k0).

Îòæå, çâóæåííÿ âiäîáðàæåííÿ B íà äiàãîíàëü ¹ íåïåðåðâíèì ñêií÷åííî-

ñèìåòðè÷íèì (k + k0)-îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì. Çãiäíî iç òâåðäæåííÿì 4.4,

B(z, . . . , z) = 0 äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ z ∈ M00. Çãiäíî iç ïîëÿðèçàöiéíîþ

ôîðìóëîþ (1.1), B(z1, . . . , zk+k0) = 0 äëÿ êîæíèõ ôóíêöié z1, . . . , zk+k0 ∈
M00. Îñêiëüêè ôóíêöi¨ y i x0 íàëåæàòü äî ìíîæèíè M00, òî

B(y, . . . , y︸ ︷︷ ︸
k

, x0, . . . , x0︸ ︷︷ ︸
k0

) = 0,

òîáòî

AP (ŷ, . . . , ŷ︸ ︷︷ ︸
k

, x̂0, . . . , x̂0︸ ︷︷ ︸
k0

, x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸
k1

, . . . , xl, . . . , xl︸ ︷︷ ︸
kl

) = 0.

Çàóâàæèìî, ùî ŷ = y i x̂0 = x0. Òîìó

AP (y, . . . , y︸ ︷︷ ︸
k

, x0, . . . , x0︸ ︷︷ ︸
k0

, x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸
k1

, . . . , xl, . . . , xl︸ ︷︷ ︸
kl

) = 0.

Îòæå, P (x + y) = P (x) äëÿ êîæíèõ ôóíêöié x ∈ L∞[0,+∞) i y ∈ M00.

Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.
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Iç íåïåðåðâíîñòi ïîëiíîìà P âèïëèâà¹ íàñòóïíèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 4.3. Íåõàé P : L∞[0,+∞)→ C � öå íåïåðåðâíèé ñêií÷åííî-

ñèìåòðè÷íèé n-îäíîðiäíèé ïîëiíîì. Òîäi P (x + y) = P (x) äëÿ êîæíèõ

ôóíêöié x ∈ L∞[0,+∞) i y ∈M0.

Íåõàé Q � öå ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿ, ÿêå äi¹ ç ïðîñòîðó L∞[0,+∞) â

ôàêòîð-ïðîñòið L∞[0,+∞)/M0.

Íàñëiäîê 4.4. Öiëà ôóíêöiÿ f ∈ Hb(L∞[0,+∞)) ¹ ñêií÷åííî-ñèìåò-

ðè÷íîþ, òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ ôóíêöiÿ f̃ ∈ Hb(L∞[0,+∞)/M0)

òàêà, ùî f = f̃ ◦ Q.

Íàñëiäîê 4.5. Àëãåáðà Ôðåøå ñêií÷åííî-ñèìåòðè÷íèõ öiëèõ ôóíêöié

îáìåæåíîãî òèïó íà ïðîñòîði L∞[0,+∞) içîìîðôíà ç àëãåáðîþ Ôðåøå

Hb(L∞[0,+∞)/M0).
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4.3. Ñèìåòðè÷íi àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ íà êîìïëåêñíîìó áàíàõî-

âîìó ïðîñòîði iíòåãðîâíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ ôóí-

êöié íà ïiâîñi

Â äàíîìó ïiäðîçäiëi áóäå ïîáóäîâàíî çëi÷åííèé àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ àë-

ãåáðè âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ íåïåðåðâíèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà êîì-

ïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ iíòåãðîâíèõ çà Ëå-

áåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ ôóíêöié íà ïiâîñi i áóäå ïîêàçàíî, ùî àëãåáðà

Ôðåøå êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ñèìåòðè÷íèõ öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìå-

æåíîãî òèïó íà öüîìó ïðîñòîði içîìîðôíà äî àëãåáðè Ôðåøå âñiõ êîìïëå-

êñíîçíà÷íèõ ñèìåòðè÷íèõ öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà

êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ âèìiðíèõ çà

Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ ôóíêöié íà âiäðiçêó.

Íåõàé L∞[0,+∞) := L
(C)
∞ ([0,+∞)) � öå êîìïëåêñíèé áàíàõiâ ïðîñòið

âñiõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ êîìïëåêñíîçíà÷èõ ôóíêöié,

çàäàíèõ íà ïiâîñi [0,+∞) (äèâ. ïðèêëàä 1.1). Íîðìó ‖·‖
L
(C)
∞ ([0,+∞))

íà öüîìó

ïðîñòîði, âèçíà÷åíó ôîðìóëîþ (1.14), â äàíîìó ïiäðîçäiëi áóäåìî ïîçíà÷à-

òè ‖ · ‖∞.
Íåõàé L1[0,+∞) := L

(C)
1 ([0,+∞)) � öå êîìïëåêñíèé áàíàõiâ ïðîñòið

âñiõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì iíòåãðîâíèõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ôóíêöié, çàäà-

íèõ íà ïiâîñi [0,+∞) (äèâ. ïðèêëàä 1.2). Íîðìó ‖ · ‖
L
(C)
1 ([0,+∞))

íà öüîìó

ïðîñòîði, âèçíà÷åíó ôîðìóëîþ (1.15), â äàíîìó ïiäðîçäiëi áóäåìî ïîçíà÷à-

òè ‖ · ‖1.

Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið (L1∩L∞)[0,+∞) := L1[0,+∞)∩L∞[0,+∞) ç íîð-

ìîþ ‖x‖1,∞ = max{‖x‖1, ‖x‖∞}. Çãiäíî iç [30, òåîðåìà 1.3, ñ. 97], ïðîñòið

(L1 ∩ L∞)[0,+∞) ¹ áàíàõîâèì ïðîñòîðîì.

Çãiäíî iç îçíà÷åííÿì 1.17, ôóíêöiþ f , çàäàíó íà ïðîñòîði (L1∩L∞)[0,+∞),

íàçèâàþòü ñèìåòðè÷íîþ, ÿêùî

f(x ◦ σ) = f(x)

äëÿ êîæíèõ ôóíêöié x ∈ (L1 ∩ L∞)[0,+∞) i σ ∈ Ξ[0,+∞), äå Ξ[0,+∞) � öå
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ìíîæèíà ái¹êöié âiäðiçêà [0,+∞), ÿêi çáåðiãàþòü ìiðó Ëåáåãà, âèçíà÷åíà

íà ñ. 63.

Çàóâàæèìî, ùî ìíîæèíà ôóíêöié {1[0,a] : a > 0}, äå 1[0,a] � öå õàðà-

êòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ âiäðiçêà [0, a], ¹ íåçëi÷åííîþ i âiäñòàíü ìiæ äâîìà ði-

çíèìè òàêèìè ôóíêöiÿìè ¹ íå ìåíøîþ âiä 1. Òîìó ïðîñòið (L1∩L∞)[0,+∞)

¹ íåñåïàðàáåëüíèì.

Äëÿ n ∈ N âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ R̃n : (L1 ∩ L∞)[0,+∞)→ C ôîð-

ìóëîþ

R̃n(x) =

∫
[0,+∞)

(x(t))n dt.

Çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ R̃n ¹ ñèìåòðè÷íèì n-îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì.

Ïîêàæåìî, ùî ‖R̃n‖ = 1. Íåõàé ôóíêöiÿ x ∈ (L1 ∩ L∞)[0,+∞) òàêà, ùî

‖x‖1,∞ ≤ 1. Òîäi ‖x‖1 ≤ 1 i ‖x‖∞ ≤ 1. Îñêiëüêè ‖x‖∞ ≤ 1, òî |x(t)|n ≤ |x(t)|
äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ [0,+∞). Òîìó

|R̃n(x)| ≤
∫

[0,+∞)

|x(t)|n dt ≤
∫

[0,+∞)

|x(t)| dt = ‖x‖1 ≤ 1.

Îòæå,

‖R̃n‖ = sup
‖x‖1,∞≤1

|R̃n(x)| ≤ 1.

Ç iíøîãî áîêó, ìà¹ìî ‖1[0,1]‖1,∞ = 1 i R̃n(1[0,1]) = 1. Òîìó ‖R̃n‖ = 1 i, ÿê

íàñëiäîê, ïîëiíîì R̃n ¹ íåïåðåðâíèì.

Òåîðåìà 4.2. Êîæåí ñèìåòðè÷íèé íåïåðåðâíèé n-îäíîðiäíèé ïîëi-

íîì P : (L1 ∩ L∞)[0,+∞)→ C ìîæíà ¹äèíèì ÷èíîì ïîäàòè ó âèãëÿäi

P (x) =
∑

k1+2k2+...+nkn=n
k1,...,kn∈Z+

αk1,...,knR̃
k1
1 (x) · · · R̃kn

n (x),

äå αk1,...,kn ∈ C.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé P : (L1 ∩ L∞)[0,+∞) → C � öå íåïåðåðâíèé ñèìåòðè-

÷íèé n-îäíîðiäíèé ïîëiíîì. Äëÿ a > 0 âèçíà÷èìî Xa ÿê ïiäïðîñòið âñiõ

ôóíêöié x ∈ (L1 ∩ L∞)[0,+∞) òàêèõ, ùî supp x ⊂ [0, a], äå supp x � öå

íîñié ôóíêöi¨ x (äèâ. îçíà÷åííÿ 4.1). Ïîçíà÷èìî Pa çâóæåííÿ ïîëiíîìà P
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íà ïiäïðîñòið Xa. Çàóâàæèìî, ùî ïiäïðîñòið X1 içîìåòðè÷íî içîìîðôíèé ç

ïðîñòîðîì L∞[0, 1]. Òîìó, çãiäíî iç òåîðåìîþ 2.2, iñíóþòü ¹äèíi êîåôiöi¹íòè

αk1,...,kn ∈ C òàêi, ùî

P1(x) =
∑

k1+2k2+...+nkn=n
k1,...,kn∈Z+

αk1,...,knR
k1
1 (x) · · ·Rkn

n (x)

äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ x ∈ X1. Äëÿ a > 1 âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ Ja : X1 →
Xa ôîðìóëîþ Ja(x)(t) = x(t/a). Çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ Ja ¹ ëiíié-

íîþ ái¹êöi¹þ. Çàóâàæèìî, ùî ‖Ja(x)‖1 = a‖x‖1 i ‖Ja(x)‖∞ = ‖x‖∞, òîìó

‖x‖1,∞ ≤ ‖Ja(x)‖1,∞ ≤ a‖x‖1,∞.

Îòæå, âiäîáðàæåííÿ Ja ¹ içîìîðôiçìîì. Íåõàé Ga = Pa◦Ja. Çàóâàæèìî, ùî
âiäîáðàæåííÿ Ga ¹ íåïåðåðâíèì ñèìåòðè÷íèì n-îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì íà

ïðîñòîði X1. Òîìó, çãiäíî iç òåîðåìîþ 2.2, iñíóþòü êîåôiöi¹íòè α(a)
k1,...,kn

∈ C
òàêi, ùî

Ga(x) =
∑

k1+2k2+...+nkn=n
k1,...,kn∈Z+

α
(a)
k1,...,kn

Rk1
1 (x) · · ·Rkn

n (x)

äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ x ∈ X1. Íåõàé x = J−1
a (y) äëÿ y ∈ Xa. Çàóâàæèìî, ùî

Ga(x) = Ga(J
−1
a (y)) = Pa(Ja(J

−1
a (y))) = Pa(y)

i

Rj(x) = Rj(J
−1
a (y)) =

∫
[0,1]

(y(at))j dt =
1

a

∫
[0,a]

(y(t))j dt =
1

a
R̃j(y).

Òîìó

Pa(y) =
∑

k1+2k2+...+nkn=n
k1,...,kn∈Z+

α
(a)
k1,...,kn

ak1+...+kn
R̃k1

1 (y) · · · R̃kn
n (y).

Çàóâàæèìî, ùî çâóæåííÿ ïîëiíîìà Pa íà ïiäïðîñòið X1 çáiãà¹òüñÿ ç P1. Ç

iíøîãî áîêó, çâóæåííÿ ïîëiíîìà R̃j íà ïiäïðîñòið X1 çáiãà¹òüñÿ ç Rj. Òîìó,

âðàõîâóþ÷è ¹äèíiñòü êîåôiöi¹íòiâ αk1,...,kn, ìà¹ìî
α
(a)
k1,...,kn

ak1+...+kn
= αk1,...,kn. Îòæå,
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äëÿ êîæíîãî a ≥ 1 i äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ y ∈ Xa,

Pa(y) =
∑

k1+2k2+...+nkn=n
k1,...,kn∈Z+

αk1,...,knR̃
k1
1 (y) · · · R̃kn

n (y). (4.9)

Íåõàé E � öå âèìiðíà çà Ëåáåãîì ïiäìíîæèíà ìíîæèíè [0,+∞) òàêà,

ùî µ(E) < +∞, äå µ � öå ëiíiéíà ìiðà Ëåáåãà. Äëÿ êîæíîãî j ∈ N,
íåõàé Ej = [j − 1, j) ∩ E i Fj = τj(Ej), äå τj(t) = t − (j − 1). Çãiäíî

iç òåîðåìîþ 1.2, êîæíà âèìiðíà ïiäìíîæèíà F ⊂ [0, 1] ¹ içîìîðôíîþ çà

ìîäóëåì íóëü äî âiäðiçêà äîâæèíè µ(F ). Òîìó äëÿ êîæíîãî j ∈ N iñíó¹

ôóíêöiÿ σj ∈ Ξ[0,1] òàêà, ùî σj(Fj)
ì. ñ.

= [0, µ(Fj)] i σj([0, 1]\Fj)
ì. ñ.

= [µ(Fj), 1].

Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ σE : [0,+∞) → [0,+∞) íàñòóïíèì ÷èíîì: äëÿ

t ∈ [0,+∞) òàêîãî, ùî m− 1 ≤ t < m, äå m ∈ N, ïîêëàäåìî

σE(t) =

{ ∑m−1
k=1 µ(Ek) + σm(τm(t)), ÿêùî t ∈ E

µ(E) +
∑m−1

k=1 (1− µ(Ek)) + σm(τm(t))− µ(Em), iíàêøå.

Ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî σE ∈ Ξ[0,+∞), σE(E)
ì. ñ.

= [0, µ(E)] i σE([0,+∞) \
E)

ì. ñ.

= [µ(E),+∞).

Íåõàé ôóíêöiÿ y ∈ (L1 ∩ L∞)[0,+∞) òàêà, ùî µ(supp y) < +∞.
Îñêiëüêè ïîëiíîì P ¹ ñèìåòðè÷íèì, òî P (y) = P (y ◦ σ−1

supp y). Çàóâàæè-

ìî, ùî y ◦ σ−1
supp y ∈ Xµ(supp y) ⊂ Xmax{1,µ(supp y)}. Òîìó, çãiäíî iç ðiâíiñòþ

(4.9),

P (y) =
∑

k1+2k2+...+nkn=n
k1,...,kn∈Z+

αk1,...,knR̃
k1
1 (y ◦ σ−1

supp y) · · · R̃kn
n (y ◦ σ−1

supp y) =

=
∑

k1+2k2+...+nkn=n
k1,...,kn∈Z+

αk1,...,knR̃
k1
1 (y) · · · R̃kn

n (y). (4.10)

Íåõàé x ∈ (L1 ∩ L∞)[0,+∞). Äëÿ êîæíîãî m ∈ N, íåõàé

xm(t) =

{
x(t), ÿêùî |x(t)| > 1

m ,

0, iíàêøå.

Íåõàé

A0 = {t ∈ [0,+∞) : |x(t)| > 1}
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i

Am =

{
t ∈ [0,+∞) :

1

m+ 1
< |x(t)| ≤ 1

m

}
äëÿm ∈ N. Çàóâàæèìî, ùî ìíîæèíèA0, A1, A2, . . . ¹ íåïåðåòèííèìè. Îñêiëü-

êè x ∈ L1[0,+∞), òî µ(Am) < +∞ äëÿ êîæíîãî m ∈ Z+. Îñêiëüêè ðÿä

‖x‖1 =
∞∑
m=0

∫
Am

|x(t)| dt

çáiæíèé, òî

‖x− xj‖1 =
∞∑
m=0

∫
Am

|x(t)− xj(t)| dt =

j−1∑
m=0

∫
Am

|x(t)− x(t)| dt+

+
+∞∑
m=j

∫
Am

|x(t)− 0| dt =
+∞∑
m=j

∫
Am

|x(t)| dt→ 0

ïðè j → +∞. Çàóâàæèìî, ùî ‖x − xj‖∞ ≤ 1
j . Îòæå, ‖x − xj‖1,∞ → 0,

òîáòî xj → x, ïðè j → +∞. Çàóâàæèìî, ùî supp xj =
⋃j−1
m=0Am. Îñêiëüêè

µ(Am) < +∞ äëÿ êîæíîãî m ∈ Z+, òî µ(supp xj) < +∞. Òîìó, çãiäíî iç
ðiâíiñòþ (4.10),

P (xj) =
∑

k1+2k2+...+nkn=n
k1,...,kn∈Z+

αk1,...,knR̃
k1
1 (xj) · · · R̃kn

n (xj).

Çà íåïåðåðâíiñòþ ïîëiíîìiâ R̃1, . . . , R̃n i P,

P (x) = lim
j→+∞

P (xj) =
∑

k1+2k2+...+nkn=n
k1,...,kn∈Z+

αk1,...,knR̃
k1
1 (x) · · · R̃kn

n (x).

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Íàñëiäîê 4.6. Ìíîæèíà {R̃n : n ∈ N} ¹ àëãåáðà¨÷íèì áàçèñîì àëãå-

áðè âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ íåïåðåðâíèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà ïðî-

ñòîði (L1 ∩ L∞)[0,+∞).
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Íåõàé Hbs((L1 ∩L∞)[0,+∞)) � öå àëãåáðà Ôðåøå âñiõ öiëèõ ñèìåòðè-

÷íèõ ôóíêöié f : (L1 ∩ L∞)[0,+∞)→ C, ÿêi ¹ îáìåæåíèìè íà îáìåæåíèõ

ìíîæèíàõ ïðîñòîðó (L1 ∩ L∞)[0,+∞) iç òîïîëîãi¹þ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi

íà îáìåæåíèõ ìíîæèíàõ. Íåõàé

‖f‖r = sup
‖x‖1,∞≤r

|f(x)|

äëÿ f ∈ Hbs(L∞[0, 1]) i r ∈ (0,+∞). Òîïîëîãiÿ àëãåáðè Hbs(L∞[0, 1]) ¹

ïîðîäæåíîþ áóäü-ÿêîþ ìíîæèíîþ íîðì

{‖ · ‖r : r ∈ U},

äå U � öå äîâiëüíà íåîáìåæåíà ïiäìíîæèíà ìíîæèíè (0,+∞). Iç òåîðåìè

4.2 i ç iíòåãðàëüíî¨ ôîðìóëè Êîøi âèïëèâà¹ íàñòóïíèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 4.7. Êîæíó ôóíêöiþ f ∈ Hbs((L1 ∩ L∞)[0,+∞)) ìîæíà

¹äèíèì ÷èíîì ïîäàòè ó âèãëÿäi

f = α0 +
∞∑
n=1

∑
k1+2k2+...+nkn=n

k1,...,kn∈Z+

αk1,...,knR̃
k1
1 . . . R̃kn

n ,

äå αk1k2...kn ∈ C, i ðÿä çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà îáìåæåíèõ ìíîæèíàõ.

ßê áà÷èìî, åëåìåíòè àëãåáð ÔðåøåHbs(L∞[0, 1]) iHbs((L1∩L∞)[0,+∞))

ìàþòü ñõîæó áóäîâó. Äàëi ïîáóäó¹ìî içîìîðôiçì ìiæ öèìè àëãåáðàìè, òîá-

òî ëiíiéíå ìóëüòèïëiêàòèâíå ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ, ÿêå ¹ íåïåðåðâíèì

ðàçîì iç îáåðíåíèì äî íüîãî âiäîáðàæåííÿì.

Ëåìà 4.2. Äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ y ∈ (L1 ∩ L∞)[0,+∞) iñíó¹ ôóíêöiÿ

x ∈ L∞[0, 1] òàêà, ùî R̃n(y) = Rn(x) äëÿ êîæíîãî n ∈ N i

‖x‖∞ ≤
2

M
‖y‖1,∞,

äå ñòàëà M âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ (2.2).

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ÷èñëîâó ïîñëiäîâíiñòü ξ = {ξn}∞n=1, äå ξn = R̃n(y)

äëÿ n ∈ N. Îñêiëüêè R̃n ¹ n-îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì i ‖R̃n‖ = 1, òî

|R̃n(y)| ≤ ‖y‖n1,∞
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äëÿ êîæíîãî n ∈ N. ßê íàñëiäîê,

sup
n∈N

n
√
|ξn| ≤ ‖y‖1,∞ <∞.

Òîìó, çãiäíî ç òåîðåìîþ 2.1, iñíó¹ ôóíêöiÿ x ∈ L∞[0, 1] òàêà, ùî Rn(x) = ξn

äëÿ êîæíîãî n ∈ N i

‖x‖∞ ≤
2

M
sup
n∈N

n
√
|ξn| ≤

2

M
‖y‖1,∞,

äå ñòàëà M âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ (2.2). Ëåìó äîâåäåíî.

Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ J : Hbs(L∞[0, 1]) → Hbs((L1 ∩ L∞)[0,+∞)).

Íåõàé ôóíêöiÿ f íàëåæèòü àëãåáði Hbs(L∞[0, 1]), òîäi ¨¨ ìîæíà ¹äèíèì

÷èíîì ïîäàòè ó âèãëÿäi (2.9), òîáòî

f = α0 +
∞∑
n=1

∑
k1+2k2+...+nkn=n

k1,...,kn∈Z+

αk1,...,knR
k1
1 . . . Rkn

n . (4.11)

Ïîêëàäåìî

J(f) = α0 +
∞∑
n=1

∑
k1+2k2+...+nkn=n

k1,...,kn∈Z+

αk1,...,knR̃
k1
1 . . . R̃kn

n (4.12)

Ïîêàæåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ J ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíèì.

Òâåðäæåííÿ 4.6. Äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Hbs(L∞[0, 1]) ôóíêöiÿ

J(f) íàëåæèòü àëãåáði Ôðåøå Hbs((L1∩L∞)[0,+∞)) i äëÿ êîæíîãî r > 0

âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà

‖J(f)‖r ≤ ‖f‖ 2
M r, (4.13)

äå ñòàëà M âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ (2.2).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f ∈ Hbs(L∞[0, 1]). Òîäi ôóíêöiþ f ìîæíà ïîäàòè ó âè-

ãëÿäi (4.11). Ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ J(f), âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ (4.12), íàëå-

æèòü àëãåáði Ôðåøå Hbs((L1 ∩ L∞)[0,+∞)), òîáòî ¹ öiëîþ ñèìåòðè÷íîþ

ôóíêöi¹þ îáìåæåíîãî òèïó íà ïðîñòîði (L1 ∩ L∞)[0,+∞). Çãiäíî ç ëåìîþ

4.2, äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ y ∈ (L1 ∩ L∞)[0,+∞) iñíó¹ ôóíêöiÿ x ∈ L∞[0, 1]
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òàêà, ùî R̃n(y) = Rn(x) äëÿ êîæíîãî n ∈ N i ‖x‖∞ ≤ 2
M ‖y‖1,∞. Îñêiëüêè

R̃n(y) = Rn(x) äëÿ êîæíîãî n ∈ N, òî J(f)(y) = f(x). Âðàõîâóþ÷è, ùî

‖x‖∞ ≤ 2
M ‖y‖1,∞, îòðèìó¹ìî íåðiâíiñòü

sup
‖y‖1,∞≤r

|J(f)(y)| ≤ sup
‖x‖∞≤ 2

M r

|f(x)|

äëÿ êîæíîãî r > 0. Òîáòî

‖J(f)‖r ≤ ‖f‖ 2
M r (4.14)

äëÿ êîæíîãî r > 0. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ J(f) ¹ êîðåêòíî âèçíà-

÷åíîþ ôóíêöi¹þ íà ïðîñòîði (L1 ∩ L∞)[0,+∞), òîáòî äëÿ êîæíîãî y ∈
(L1 ∩ L∞)[0,+∞) çíà÷åííÿ J(f)(y) ¹ ñêií÷åííèì. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ f ¹

ôóíêöi¹þ îáìåæåíîãî òèïó, òî âîíà ¹ îáìåæåíîþ íà êîæíié êóëi ç öåíòðîì

â íóëi ïðîñòîðó L∞[0, 1]. Òîìó, çãiäíî ç íåðiâíiñòþ (4.14), ôóíêöiÿ J(f) ¹

îáìåæåíîþ íà êîæíié êóëi ç öåíòðîì â íóëi ïðîñòîðó (L1 ∩ L∞)[0,+∞),

òîáòî ôóíêöiÿ J(f) ¹ ôóíêöi¹þ îáìåæåíîãî òèïó. Ñèìåòðè÷íiñòü ôóíêöi¨

J(f) âèïëèâà¹ iç ñèìåòðè÷íîñòi ïîëiíîìiâ R̃n. Äîâåäåìî, ùî ôóíêöiÿ J(f) ¹

öiëîþ. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ f ¹ öiëîþ i îáìåæåíîþ íà âñiõ îáìåæåíèõ ïiäìíî-

æèíàõ ïðîñòîðó L∞[0, 1], òî ¨¨ ðàäióñ îáìåæåíîñòi äîðiâíþ¹ íåñêií÷åííîñòi

i, çãiäíî iç òâåðäæåííÿì 1.7,

lim sup
n→∞

‖Pn‖1/n
1 = 0, (4.15)

äå P0 = α0 i

Pn =
∑

k1+2k2+...+nkn=n
k1,...,kn∈Z+

αk1,...,knR
k1
1 . . . Rkn

n

äëÿ n ∈ N. Ðîçãëÿíåìî ðÿä
∞∑
n=0

P̃n, (4.16)

äå P̃0 = α0 i

P̃n =
∑

k1+2k2+...+nkn=n
k1,...,kn∈Z+

αk1,...,knR̃
k1
1 . . . R̃kn

n
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äëÿ n ∈ N. Çàóâàæèìî, ùî P̃n = J(Pn), òîìó, çãiäíî ç íåðiâíiñòþ (4.14),

‖P̃n‖1 ≤ ‖Pn‖ 2
M

äëÿ êîæíîãî n ∈ N. Îñêiëüêè ïîëiíîì Pn ¹ n-îäíîðiäíèì, òî

‖Pn‖ 2
M

= sup
‖x‖≤ 2

M

|Pn(x)| = sup
‖x‖≤1

∣∣∣Pn( 2

M
x
)∣∣∣ =

( 2

M

)n
sup
‖x‖≤1

|Pn(x)| =

=
( 2

M

)n
‖Pn‖1.

Òîìó

‖P̃n‖1 ≤
( 2

M

)n
‖Pn‖1. (4.17)

Çãiäíî ç ðiâíiñòþ (4.15) i íåðiâíiñòþ (4.17),

0 ≤ lim sup
n→∞

‖P̃n‖1/n
1 ≤ 2

M
lim sup
n→∞

‖Pn‖1/n
1 = 0.

Òîìó

lim sup
n→∞

‖P̃n‖1/n
1 = 0

i, ÿê íàñëiäîê, çãiäíî iç òâåðäæåííÿì 1.7, ñóìà ðÿäó (4.16) ¹ öiëîþ ôóíê-

öi¹þ íà ïðîñòîði (L1 ∩ L∞)[0,+∞), ðàäióñ îáìåæåíîñòi ÿêî¨ äîðiâíþ¹ íå-

ñêií÷åííîñòi. Çãiäíî ç ðiâíiñòþ (4.12) öÿ ñóìà äîðiâíþ¹ ôóíêöi¨ J(f). Îò-

æå, ôóíêöiÿ J(f) ¹ öiëîþ ñèìåòðè÷íîþ ôóíêöi¹þ îáìåæåíîãî òèïó íà

ïðîñòîði (L1 ∩ L∞)[0,+∞), òîáòî ôóíêöiÿ J(f) íàëåæèòü àëãåáði Ôðåøå

Hbs((L1 ∩ L∞)[0,+∞)). Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.

Òâåðäæåííÿ 4.7. Âiäîáðàæåííÿ J , âèçíà÷åíå ðiâíiñòþ (4.12), ¹ ëi-

íiéíèì i íåïåðåðâíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f i g � äîâiëüíi ôóíêöi¨, ÿêi íàëåæàòü àëãåáði Ôðåøå

Hbs(L∞[0, 1]). Òîäi ôóíêöi¨ f i g ìîæíà ¹äèíèì ÷èíîì ïîäàòè ó âèãëÿäi

f = α0 +
∞∑
n=1

∑
k1+2k2+...+nkn=n

k1,...,kn∈Z+

αk1,...,knR
k1
1 . . . Rkn

n ,
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g = β0 +
∞∑
n=1

∑
k1+2k2+...+nkn=n

k1,...,kn∈Z+

βk1,...,knR
k1
1 . . . Rkn

n

âiäïîâiäíî. Íåõàé λ � äîâiëüíå êîìïëåêñíå ÷èñëî. Çàóâàæèìî, ùî

λf = λα0 +
∞∑
n=1

∑
k1+2k2+...+nkn=n

k1,...,kn∈Z+

λαk1,...,knR
k1
1 . . . Rkn

n

i

f + g = α0 + β0 +
∞∑
n=1

∑
k1+2k2+...+nkn=n

k1,...,kn∈Z+

(αk1,...,kn + βk1,...,kn)R
k1
1 . . . Rkn

n .

Òîìó

J(λf) = λα0 +
∞∑
n=1

∑
k1+2k2+...+nkn=n

k1,...,kn∈Z+

λαk1,...,knR̃
k1
1 . . . R̃kn

n = λJ(f)

i

J(f + g) = α0 + β0 +
∞∑
n=1

∑
k1+2k2+...+nkn=n

k1,...,kn∈Z+

(αk1,...,kn + βk1,...,kn)R̃
k1
1 . . . R̃kn

n =

= J(f) + J(g).

Îòæå, âiäîáðàæåííÿ J ¹ ëiíiéíèì. Îñêiëüêè àëãåáðè Ôðåøå Hbs(L∞[0, 1]) i

Hbs((L1∩L∞)[0,+∞)) ¹ çëi÷åííî-íîðìîâàíèìè òîïîëîãi÷íèìè âåêòîðíèìè

ïðîñòîðàìè, òî äëÿ ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ J íåïåðåðâíiñòü åêâiâàëåíòíà

îáìåæåíîñòi. Îáìåæåíiñòü, ó ñâîþ ÷åðãó, âèïëèâà¹ ç îöiíêè (4.13). Îòæå,

âiäîáðàæåííÿ J ¹ íåïåðåðâíèì. Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.

Òâåðäæåííÿ 4.8. Âiäîáðàæåííÿ J , âèçíà÷åíå ðiâíiñòþ (4.12), ¹ ìóëü-

òèïëiêàòèâíèì.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç ðiâíiñòþ (4.12),

J(Rk1
1 . . . Rkn

n ) = R̃k1
1 . . . R̃kn

n
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äëÿ âñiõ n ∈ N i k1, . . . , kn ∈ Z+. Òîìó, âðàõîâóþ÷è, ùî êîæåí íåïåðåðâíèé

îäíîðiäíèé ñèìåòðè÷íèé ïîëiíîì íà L∞[0, 1] ìîæíà ¹äèíèì ÷èíîì ïîäàòè

ó âèãëÿäi (2.4), à òàêîæ âðàõîâóþ÷è ëiíiéíiñòü âiäîáðàæåííÿ J , îòðèìó¹ìî,

ùî

J(PQ) = J(P )J(Q) (4.18)

äëÿ äîâiëüíèõ ïîëiíîìiâ P,Q ∈ Hbs(L∞[0, 1]). Òåïåð ðîçãëÿíåìî äâi äîâiëü-

íi ôóíêöi¨ f, g ∈ Hbs(L∞[0, 1]). Îñêiëüêè ôóíêöi¨ f i g � öå öiëi ôóíêöi¨

îáìåæåíîãî òèïó, òî ¨õ ìîæíà ïîäàòè ÿê ñóìè âiäïîâiäíèõ ðÿäiâ Òåéëîðà:

f =
∞∑
n=0

Pn, g =
∞∑
n=0

Qn.

Îñêiëüêè äîáóòîê äâîõ åëåìåíòiâ àëãåáðè íàëåæèòü àëãåáði, òî ôóíêöiÿ fg

¹ öiëîþ ñèìåòðè÷íîþ ôóíêöi¹þ îáìåæåíîãî òèïó íà ïðîñòîði L∞[0, 1]. Òîäi

fg =
∞∑
k=0

k∑
s=0

PsQk−s.

Ç ëiíiéíîñòi i íåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåííÿ J ìà¹ìî:

J(fg) =
∞∑
k=0

k∑
s=0

J(PsQk−s).

Çãiäíî ç ðiâíiñòþ (4.18), J(PsQk−s) = J(Ps)J(Qk−s). Òîìó

J(fg) =
∞∑
k=0

k∑
s=0

J(Ps)J(Qk−s) =

( ∞∑
n=0

J(Pn)

)( ∞∑
n=0

J(Qn)

)
.

Ç îãëÿäó íà ëiíiéíiñòü i íåïåðåðâíiñòü âiäîáðàæåííÿ J, çàïèøåìî:

∞∑
n=0

J(Pn) = J

( ∞∑
n=0

Pn

)
= J(f),

∞∑
n=0

J(Qn) = J

( ∞∑
n=0

Qn

)
= J(g).

Òîìó J(fg) = J(f)J(g). Îòæå, âiäîáðàæåííÿ J ¹ ìóëüòèïëiêàòèâíèì. Òâåð-

äæåííÿ äîâåäåíî.
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Ïîêàæåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ J ¹ ái¹êöi¹þ. Äëÿ öüîãî ïîáóäó¹ìî içî-

ìåòðè÷íå âêëàäåííÿ ïðîñòîðó L∞[0, 1] ó ïðîñòið (L1 ∩L∞)[0,+∞). Âèçíà-

÷èìî âiäîáðàæåííÿ v : L∞[0, 1] → (L1 ∩ L∞)[0,+∞) òàêèì ÷èíîì: äëÿ

x ∈ L∞[0, 1] ïîêëàäåìî

v(x)(t) =

{
x(t), ÿêùî t ∈ [0, 1]

0, ÿêùî t ∈ (1,+∞).
(4.19)

ßê ëåãêî ïåðåâiðèòè, âiäîáðàæåííÿ v ¹ ëiíiéíèì i ií'¹êòèâíèì. Ïîêàæåìî,

ùî âiäîáðàæåííÿ v ¹ içîìåòðè÷íèì. Äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ L∞[0, 1] ìà¹ìî

ess sup
t∈[0,+∞)

|v(x)(t)| = ess sup
t∈[0,1]

|x(t)| = ‖x‖∞

i ∫
[0,+∞)

|v(x)(t)| dt =

∫
[0,1]

|x(t)| dt ≤ ess sup
t∈[0,1]

|x(t)| = ‖x‖∞.

Òîìó ‖v(x)‖1,∞ = ‖x‖∞. Îòæå, âiäîáðàæåííÿ v ¹ içîìåòðè÷íèì âêëàäåí-

íÿì. Çâiäñè, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî r > 0 ìíîæèíà{
v(x) : x ∈ L∞[0, 1], ‖x‖∞ ≤ r

}
¹ ïiäìíîæèíîþ çàìêíåíî¨ êóëi iç öåíòðîì â íóëi i ðàäióñîì r ïðîñòîðó

(L1 ∩ L∞)[0,+∞). Òîìó äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ îáìåæåíîãî òèïó g : (L1 ∩
L∞)[0,+∞)→ C i äëÿ äîâiëüíîãî r > 0

sup
x∈L∞[0,1], ‖x‖∞≤r

|g(v(x))| ≤ sup
y∈(L1∩L∞)[0,+∞), ‖y‖1,∞≤r

|g(y)|. (4.20)

Ëåìà 4.3. Äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ g ∈ Hbs((L1 ∩ L∞)[0,+∞)) ôóíêöiÿ

g ◦v íàëåæèòü àëãåáði Ôðåøå Hbs(L∞[0, 1]), äå âiäîáðàæåííÿ v âèçíà÷åíå

ôîðìóëîþ (4.19).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé g ∈ Hbs((L1 ∩ L∞)[0,+∞)). Îñêiëüêè ôóíêöiÿ g ¹ ôóí-

êöi¹þ îáìåæåíîãî òèïó, òî äëÿ êîæíîãî r > 0 çíà÷åííÿ ‖g‖r ¹ ñêií÷åííèì.
Òîìó ç íåðiâíîñòi (4.20) âèïëèâà¹, ùî çíà÷åííÿ ‖g ◦ v‖r òàêîæ ¹ ñêií÷åí-

íèì äëÿ êîæíîãî r > 0. Îòæå, ôóíêöiÿ g ◦ v ¹ ôóíêöi¹þ îáìåæåíîãî òèïó.
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Ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ g ◦ v ¹ ñèìåòðè÷íîþ. Íåõàé σ ∈ Ξ[0,1]. Ïîêëàäåìî

σ̃(t) =

{
σ(t), ÿêùî t ∈ [0, 1]

t, ÿêùî t ∈ (1,+∞).

Çàóâàæèìî, ùî σ̃ ∈ Ξ[0,+∞). Òîìó, âíàñëiäîê ñèìåòðè÷íîñòi ôóíêöi¨ g ìà-

¹ìî, ùî g(y ◦ σ̃) = g(y) äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà y ∈ (L1 ∩ L∞)[0,+∞).

Òàêèì ÷èíîì, âðàõîâóþ÷è, ùî v(x ◦ σ) = v(x) ◦ σ̃, îòðèìó¹ìî, ùî

(g ◦ v)(x ◦ σ) = g(v(x) ◦ σ̃) = g(v(x)) = (g ◦ v)(x).

Îòæå, ôóíêöiÿ g ◦ v ¹ ñèìåòðè÷íîþ. Äîâåäåìî, ùî ôóíêöiÿ g ◦ v ¹ öiëîþ.
Îñêiëüêè ôóíêöiÿ g ¹ öiëîþ ôóíêöi¹þ îáìåæåíîãî òèïó, òî ¨¨ ðÿä Òåéëî-

ðà, ÷ëåíè ÿêîãî ïîçíà÷èìî P0, P1, . . . , Pn, . . ., ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî g íà

êîæíié çàìêíåíié êóëi iç öåíòðîì â íóëi ïðîñòîðó (L1 ∩ L∞)[0,+∞). Ïðè

öüîìó, çãiäíî iç òâåðäæåííÿì 1.7,

lim sup
n→∞

‖Pn‖1/n
1 = 0.

Ðîçãëÿíåìî ðÿä
∞∑
n=0

Pn ◦ v. (4.21)

Çãiäíî iç íåðiâíiñòþ (4.20), ‖Pn ◦ v‖1 ≤ ‖Pn‖1 äëÿ êîæíîãî n ∈ N. Òîìó

lim sup
n→∞

‖Pn ◦ v‖1/n
1 = 0,

òîáòî ñóìà ðÿäó (4.21) ¹ öiëîþ ôóíêöi¹þ îáìåæåíîãî òèïó íà ïðîñòîði

L∞[0, 1]. Íåõàé r > 0. Ïîêàæåìî, ùî ðÿä (4.21) ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî

ôóíêöi¨ g ◦ v íà çàìêíåíié êóëi ç öåíòðîì â íóëi i ðàäióñîì r. Íåõàé ε > 0.

Îñêiëüêè ðÿä
∞∑
n=0

Pn

ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ g íà çàìêíåíié êóëi ç öåíòðîì â íóëi i

ðàäióñîì r, òî iñíó¹ ÷èñëî N ∈ N òàêå, ùî äëÿ êîæíîãîm > N âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü ∥∥∥∥g − m∑
n=0

Pn

∥∥∥∥
r

< ε.
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Òîìó, çãiäíî ç íåðiâíiñòþ (4.20),∥∥∥∥g ◦ v − m∑
n=0

Pn ◦ v
∥∥∥∥
r

≤
∥∥∥∥g − m∑

n=0

Pn

∥∥∥∥
r

< ε

ïðè m > N . Îòæå, ðÿä (4.21) ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ g ◦ v íà

êîæíié çàìêíåíié êóëi ç öåíòðîì â íóëi ïðîñòîðó L∞[0, 1]. Òîìó ôóíêöiÿ

g ◦ v ¹ öiëîþ. Ëåìó äîâåäåíî.

Ïîêàæåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ J , âèçíà÷åíå ôîðìóëîþ (4.12), ¹ ñþð'¹êöi¹þ.

Íåõàé g � äîâiëüíà ôóíêöiÿ, ÿêà íàëåæèòü àëãåáði Hbs((L1∩L∞)[0,+∞)).

Òîäi ôóíêöiþ g ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

g = α0 +
∞∑
n=1

∑
k1+2k2+...+nkn=n

k1,...,kn∈Z+

αk1,...,knR̃
k1
1 . . . R̃kn

n . (4.22)

Çà ëåìîþ 4.3, ôóíêöiÿ f = g ◦ v íàëåæèòü àëãåáði Hbs(L∞[0, 1]). Çãiäíî ç

ðiâíiñòþ (4.22),

f = α0 +
∞∑
n=1

∑
k1+2k2+...+nkn=n

k1,...,kn∈Z+

αk1,...,kn(R̃1 ◦ v)k1 . . . (R̃n ◦ v)kn.

Âðàõóâàâøè, ùî R̃n ◦ v = Rn, îòðèìó¹ìî, ùî

f = α0 +
∞∑
n=1

∑
k1+2k2+...+nkn=n

k1,...,kn∈Z+

αk1,...,knR
k1
1 . . . Rkn

n .

Ç îãëÿäó íà ðiâíiñòü (4.12) îòðèìó¹ìî, ùî J(f) = g. Îòæå, âiäîáðàæåííÿ

J ¹ ñþð'¹êöi¹þ. Áiëüøå òîãî, äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Hbs(L∞[0, 1])

J(f) ◦ v = f. (4.23)

Òåïåð äîâåäåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ J ¹ ií'¹êöi¹þ. Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ J

¹ ëiíiéíèì, òî äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî îáðàçîì êîæíîãî íåíóëüîâîãî åëå-

ìåíòà àëãåáðè Hbs(L∞[0, 1]) ïðè äi¨ âiäîáðàæåííÿ J ¹ íåíóëüîâèé åëåìåíò

àëãåáðè Hbs((L1 ∩ L∞)[0,+∞)). Íåõàé f � äîâiëüíà íåíóëüîâà ôóíêöiÿ,
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ÿêà íàëåæèòü àëãåáði Hbs(L∞[0, 1]). Ïðèïóñòèìî, ùî J(f) = 0. Òîäi, çãi-

äíî ç ðiâíiñòþ (4.23), f = J(f) ◦ v = 0. Îòðèìàëè ñóïåðå÷íiñòü. Îòæå,

âiäîáðàæåííÿ J ¹ ií'¹êöi¹þ. Òàêèì ÷èíîì, âiäîáðàæåííÿ J ¹ ái¹êöi¹þ. Iç

íåðiâíîñòåé (4.13) i (4.20), ìà¹ìî, ùî

‖f‖r ≤ ‖J(f)‖r ≤ ‖f‖ 2
M r

äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Hbs(L∞[0, 1]) i äëÿ êîæíîãî r > 0. Ç öi¹¨ íåðiâ-

íîñòi âèïëèâà¹, ùî âiäîáðàæåííÿ J i J−1 ¹ íåïåðåðâíèìè. Òàêèì ÷èíîì,

îòðèìó¹ìî íàñòóïíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 4.3. Âiäîáðàæåííÿ J , âèçíà÷åíå ôîðìóëîþ (4.12), ¹ içîìîð-

ôiçìîì àëãåáð Ôðåøå Hbs(L∞[0, 1]) i Hbs((L1 ∩ L∞)[0,+∞)).
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4.4. Ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðî-

ñòîði iíòåãðîâíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ ôóíêöié íà îá'¹ä-

íàííi ïðîñòîðiâ Ëåáåãà-Ðîõëiíà

Â äàíîìó ïiäðîçäiëi óçàãàëüíåíî äåÿêi ðåçóëüòàòè ïiäðîçäiëó 4.3 íà

âèïàäîê íåïåðåðâíèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó

ïðîñòîði iíòåãðîâíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ ôóíêöié íà äîâiëüíèõ

îá'¹äíàííÿõ ïðîñòîðiâ Ëåáåãà-Ðîõëiíà (äèâ. îçíà÷åííÿ íà ñ. 62), à ñàìå,

ïîáóäîâàíî çëi÷åííèé àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ àëãåáðè òàêèõ ïîëiíîìiâ.

Çãiäíî iç òåîðåìîþ 1.1, êîæåí ïðîñòið Ëåáåãà-Ðîõëiíà iç íåïåðåðâíîþ

ìiðîþ ¹ içîìîðôíèì çà ìîäóëåì íóëü äî âiäðiçêà [0, 1] iç ëiíiéíîþ ìiðîþ Ëå-

áåãà. Íàñòóïíà ïðîñòà ëåìà ïîêàçó¹, ùî çà òàêèì içîìîðôiçìîì çà ìîäóëåì

íóëü ìîæíà ïîáóäóâàòè içîìîðôiçì.

Ëåìà 4.4. Êîæåí ïðîñòið Ëåáåãà-Ðîõëiíà iç íåïåðåðâíîþ ìiðîþ ¹

içîìîðôíèì äî âiäðiçêà [0, 1] iç ëiíiéíîþ ìiðîþ Ëåáåãà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé (Ω,F , ν) � öå ïðîñòið Ëåáåãà-Ðîõëiíà iç íåïåðåðâíîþ

ìiðîþ. Çãiäíî iç òåîðåìîþ 1.1, ïðîñòið (Ω,F , ν) ¹ içîìîðôíèì çà ìîäóëåì

íóëü äî âiäðiçêà [0, 1] iç ëiíiéíîþ ìiðîþ Ëåáåãà, òîáòî iñíóþòü íåõòîâíi

ìíîæèíè M ⊂ Ω i N ⊂ [0, 1] òàêi, ùî ìíîæèíà Ω \ M ¹ içîìîðôíîþ

äî ìíîæèíè [0, 1] \ N. Íåõàé f : Ω \ M → [0, 1] \ N � öå âiäïîâiäíèé

içîìîðôiçì. ÍåõàéK � öå äîâiëüíà íåõòîâíà ïiäìíîæèíà ìíîæèíè [0, 1]\N
iç ïîòóæíiñòþ êîíòèíóóì. Òîäi ìíîæèíà f−1(K) ¹ íåõòîâíîþ ïiäìíîæèíîþ

ìíîæèíè Ω \M iç ïîòóæíiñòþ êîíòèíóóì. ßê íàñëiäîê, îáèäâi ìíîæèíè

C1 = M ∪ f−1(K) i C2 = N ∪ K ¹ íåõòîâíèìè ìíîæèíàìè ïîòóæíîñòi

êîíòèíóóì. Íåõàé h : C1 → C2 � öå ái¹êöiÿ. Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ

g : Ω→ [0, 1] ðiâíiñòþ

g(t) =

{
h(t), ÿêùî t ∈ C1

f(t), ÿêùî t ∈ [0, 1] \ C1.

Çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ g ¹ içîìîðôiçìîì ìiæ ïðîñòîðîì (Ω,F , ν) i

âiäðiçêîì [0, 1] iç ëiíiéíîþ ìiðîþ Ëåáåãà. Ëåìó äîâåäåíî.
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Íåõàé Γ � öå äîâiëüíà íåïîðîæíÿ iíäåêñíà ìíîæèíà. Íåõàé{
(Ωγ,Fγ, νγ) : γ ∈ Γ

}
(4.24)

� öå ìíîæèíà ïðîñòîðiâ Ëåáåãà-Ðîõëiíà iç íåïåðåðâíèìè ìiðàìè. Íåõàé

(Ω,F , ν) � öå äèç'þíêòíå îá'¹äíàííÿ óñiõ ïðîñòîðiâ, ÿêi íàëåæàòü äî ìíî-

æèíè (4.24), òîáòî

Ω =
⊔
γ∈Γ

Ωγ,

F =
{
A ∈ Ω : A ∩ Ωγ ∈ Fγ äëÿ êîæíîãî γ ∈ Γ

}
i

ν(A) =
∑
γ∈Γ

νγ(A ∩ Ωγ)

äëÿ A ∈ F . Çãiäíî iç ëåìîþ 4.4, äëÿ êîæíîãî γ ∈ Γ iñíó¹ içîìîðôiçì wγ ìiæ

ïðîñòîðîì (Ωγ,Fγ, νγ) i âiäðiçêîì [0, 1] iç ëiíiéíîþ ìiðîþ Ëåáåãà. Òîìó äëÿ

êîæíîãî γ ∈ Γ âiäîáðàæåííÿ Wγ : L∞[0, 1]→ L∞(Ωγ), âèçíà÷åíå ðiâíiñòþ

Wγ(x) = x ◦ wγ (4.25)

äëÿ x ∈ L∞[0, 1], ¹ ëiíiéíîþ içîìåòðè÷íîþ ái¹êöi¹þ.

Íåõàé (L1 ∩ L∞)(Ω) � öå êîìïëåêñíèé áàíàõiâ ïðîñòið âñiõ âèìiðíèõ

iíòåãðîâíèõ ñóòò¹âî îáìåæåíèõ ôóíêöié x : Ω→ C iç íîðìîþ

‖x‖ = max{‖x‖1, ‖x‖∞},

äå

‖x‖1 =

∫
Ω

|x(t)| dt,

‖x‖∞ = ess supt∈Ω|x(t)|.

Ëåìà 4.5. Íåõàé γ ∈ Γ. Âiäîáðàæåííÿ Jγ : L∞(Ωγ) → (L1 ∩ L∞)(Ω),

âèçíà÷åíå ðiâíiñòþ

Jγ(x)(t) =

{
x(t), ÿêùî t ∈ Ωγ,

0, ÿêùî t ∈ Ω \ Ωγ

(4.26)
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äëÿ x ∈ L∞(Ωγ), ¹ ëiíiéíèì içîìåòðè÷íèì ií'¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì.

ßê íàñëiäîê, ïðîñòið L∞(Ωγ) ìîæíà ðîçãëÿäàòè, ÿê ïiäïðîñòið ïðîñòîðó

(L1 ∩ L∞)(Ω).

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ Jγ ¹ ëiíiéíèì i ií'¹êòèâíèì. Ïî-

êàæåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ Jγ ¹ içîìåòðè÷íèì. Íåõàé x ∈ L∞(Ωγ). Çàóâà-

æèìî, ùî ‖Jγ(x)‖∞ = ‖x‖∞. Îñêiëüêè νγ(Ωγ) = 1, òî

‖Jγ(x)‖1 =

∫
Ω

|Jγ(x)(t)| dt =

∫
Ωγ

|x(t)| dt ≤ ‖x‖∞.

Òîìó

‖Jγ(x)‖ = max
{
‖Jγ(x)‖1, ‖Jγ(x)‖∞

}
= ‖x‖∞.

Îòæå, âiäîáðàæåííÿ Jγ ¹ içîìåòðè÷íèì. Ëåìó äîâåäåíî.

Àíàëîãi÷íî äî ïîíÿòü i ïîçíà÷åíü, ââåäåíèõ ó ïiäðîçäiëi 1.2.8, áóäåìî

ïîçíà÷àòè ΞΩ ìíîæèíó âñiõ ái¹êöié σ : Ω → Ω òàêèõ, ùî äëÿ êîæíî¨

âèìiðíî¨ ìíîæèíè E ⊂ Ω ìíîæèíè σ(E) i σ−1(E) ¹ âèìiðíèìè i ν(σ(E)) =

ν(σ−1(E)) = ν(E). Ôóíêöiþ f : (L1 ∩ L∞)(Ω) → C íàçâåìî ñèìåòðè÷íîþ,

ÿêùî

f(x ◦ σ) = f(x)

äëÿ êîæíèõ x ∈ (L1 ∩ L∞)(Ω) i σ ∈ ΞΩ.

Äëÿ n ∈ N âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ R̃n,Ω : (L1∩L∞)(Ω)→ C ðiâíiñòþ

R̃n,Ω(x) =

∫
Ω

(x(t))n dt,

äå x ∈ (L1 ∩ L∞)(Ω). Çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ R̃n,Ω ¹ n-îäíîðiäíèì

ñèìåòðè÷íèì ïîëiíîìîì äëÿ êîæíîãî n ∈ N.
Äëÿ êîæíî¨ ìíîæèíè E ⊂ Ω íåõàé

1E(t) =

{
1, ÿêùî t ∈ E
0, ÿêùî t ∈ Ω \ E.

Ïîêàæåìî, ùî ïîëiíîìè R̃n,Ω ¹ íåïåðåðâíèìè.
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Ëåìà 4.6. Äëÿ êîæíîãî n ∈ N âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü ‖R̃n,Ω‖ = 1 i,

ÿê íàñëiäîê, ïîëiíîì R̃n,Ω ¹ íåïåðåðâíèì.

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî ‖R̃n,Ω‖ = 1. Íåõàé åëåìåíò x ∈ (L1 ∩ L∞)(Ω)

òàêèé, ùî ‖x‖ ≤ 1. Òîäi ‖x‖1 ≤ 1 i ‖x‖∞ ≤ 1. Îñêiëüêè ‖x‖∞ ≤ 1, òî

|x(t)| ≤ 1 äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ Ω. ßê íàñëiäîê, |x(t)|n ≤ |x(t)| äëÿ ìàéæå

âñiõ t ∈ Ω. Òîìó

|R̃n(x)| ≤
∫

Ω

|x(t)|n dt ≤
∫

Ω

|x(t)| dt = ‖x‖1 ≤ 1.

Îòæå,

‖R̃n,Ω‖ = sup
‖x‖≤1

|R̃n(x)| ≤ 1.

Ç iíøîãî áîêó, äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî iíäåêñó γ ∈ Γ, ìà¹ìî ‖1Ωγ‖ = 1 i

R̃n,Ω(1Ωγ) = 1. Òîìó ‖R̃n,Ω‖ = 1. ßê íàñëiäîê, ïîëiíîì R̃n,Ω ¹ íåïåðåðâíèì.

Ëåìó äîâåäåíî.

Òåîðåìà 4.4. Êîæåí ñèìåòðè÷íèé íåïåðåðâíèé n-îäíîðiäíèé ïîëi-

íîì P : (L1 ∩ L∞)(Ω)→ C ìîæíà ¹äèíèì ÷èíîì ïîäàòè ó âèãëÿäi

P (x) =
∑

k1+2k2+...+nkn=n
k1,...,kn∈Z+

αk1,...,kn

(
R̃1,Ω(x)

)k1
· · ·
(
R̃n,Ω(x)

)kn
,

äå x ∈ (L1 ∩ L∞)(Ω) i αk1,...,kn ∈ C.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ γ ∈ Γ âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ Qγ : L∞[0, 1]→ C ðiâíiñòþ

Qγ = P ◦ Jγ ◦Wγ, (4.27)

äå âiäîáðàæåííÿ Wγ i Jγ âèçíà÷åíi ðiâíîñòÿìè (4.25) i (4.26) âiäïîâiäíî.

Ìà¹ìî íàñòóïíó äiàãðàìó:

L∞[0, 1]
Wγ−→ L∞(Ωγ)

Jγ−→ (L1 ∩ L∞)(Ω)
P−→ C.

Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿWγ i Jγ ¹ ëiíiéíèìè i íåïåðåðâíèìè, à âiäîáðàæåííÿ

P ¹ íåïåðåðâíèì n-îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì, òî âiäîáðàæåííÿ P ◦ Jγ i Qγ ¹

íåïåðåðâíèìè n-îäíîðiäíèìè ïîëiíîìàìè.
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Äîâåäåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ P ◦ Jγ ¹ ñèìåòðè÷íèì ïîëiíîìîì íà ïðî-

ñòîði L∞(Ωγ). Íåõàé x ∈ L∞(Ωγ) i σ ∈ ΞΩγ . Ïîêàæåìî, ùî

(P ◦ Jγ)(x ◦ σ) = (P ◦ Jγ)(x).

Çàóâàæèìî, ùî

Jγ(x ◦ σ) = Jγ(x) ◦ σ′,

äå âiäîáðàæåííÿ σ′ : Ω→ Ω âèçíà÷åíå ðiâíiñòþ

σ′(t) =

{
σ(t), ÿêùî t ∈ Ωγ

t, ÿêùî t ∈ Ω \ Ωγ.

Ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî σ′ ∈ ΞΩ. Îñêiëüêè ïîëiíîì P ¹ ñèìåòðè÷íèì, òî

(P ◦ Jγ)(x ◦ σ) = P (Jγ(x) ◦ σ′) = P (Jγ(x)) = (P ◦ Jγ)(x).

Îòæå, ïîëiíîì P ◦ Jγ ¹ ñèìåòðè÷íèì.
Äîâåäåìî, ùî ïîëiíîì Qγ ¹ ñèìåòðè÷íèì. Íåõàé x ∈ L∞[0, 1] i τ ∈

Ξ[0,1]. Çãiäíî iç ðiâíiñòþ (4.27),

Qγ(x ◦ τ) = (P ◦ Jγ)(Wγ(x ◦ τ)).

Çãiäíî iç ðiâíiñòþ (4.25),

Wγ(x ◦ τ) = x ◦ τ ◦ wγ.

Òîìó

Qγ(x ◦ τ) = (P ◦ Jγ)(x ◦ τ ◦ wγ).

Çàóâàæèìî, ùî x ◦ τ ◦wγ = x ◦wγ ◦w−1
γ ◦ τ ◦wγ. Ìà¹ìî íàñòóïíó äiàãðàìó:

Ωγ
wγ−−→ [0, 1]

τ−−→ [0, 1]
w−1γ−−→ Ωγ

wγ−−→ [0, 1]
x−−→ C.

Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ wγ i τ ¹ içîìîðôiçìàìè, òî w−1
γ ◦ τ ◦ wγ ∈ ΞΩγ .

Îñêiëüêè ïîëiíîì P ◦ Jγ ¹ ñèìåòðè÷íèì, òî

(P ◦ Jγ)(x ◦ τ ◦ wγ) =
(
P ◦ Jγ

)(
x ◦ wγ ◦ (w−1

γ ◦ τ ◦ wγ)
)

= (P ◦ Jγ)(x ◦ wγ).
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Çãiäíî iç ðiâíîñòÿìè (4.25) i (4.27), âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

(P ◦ Jγ)(x ◦ wγ) = Qγ(x).

Òîìó Qγ(x ◦ τ) = Qγ(x). Îòæå, ïîëiíîì Qγ ¹ ñèìåòðè÷íèì.

Äîâåäåìî, ùî ïîëiíîì Qγ íå çàëåæèòü âiä iíäåêñó γ. Íåõàé iíäåêñè

γ1, γ2 ∈ Γ òàêi, ùî γ1 6= γ2. Ïîêàæåìî, ùî Qγ1 ≡ Qγ2. Íåõàé x ∈ L∞[0, 1].

Çãiäíî iç ðiâíîñòÿìè (4.25) i (4.27), âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Qγ1(x) = P (Jγ1(x ◦ wγ1)). (4.28)

Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ σγ1,γ2 : Ω→ Ω ðiâíiñòþ

σγ1,γ2(t) =


(w−1

γ2
◦ wγ1)(t), ÿêùî t ∈ Ωγ1,

(w−1
γ1
◦ wγ2)(t), ÿêùî t ∈ Ωγ2,

t, ÿêùî t ∈ Ω \ (Ωγ1 ∩ Ωγ2).

Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ wγ1 i wγ2 ¹ içîìîðôiçìàìè, òî σγ1,γ2 ∈ ΞΩ. Îñêiëüêè

ïîëiíîì P ¹ ñèìåòðè÷íèì, òî

P (Jγ1(x ◦ wγ1)) = P (Jγ1(x ◦ wγ1) ◦ σγ1,γ2). (4.29)

Ïîêàæåìî, ùî

Jγ1(x ◦ wγ1) ◦ σγ1γ2 = Jγ2(x ◦ wγ2).

ßêùî t ∈ Ωγ2, òî σγ1,γ2(t) = (w−1
γ1
◦wγ2)(t). Ó öüîìó âèïàäêó σγ1,γ2(t) ∈ Ωγ1,

òîìó, çãiäíî iç ðiâíiñòþ (4.26),(
Jγ1(x ◦ wγ1)

)(
σγ1,γ2(t)

)
=
(
x ◦ wγ1

)(
(w−1

γ1
◦ wγ2)(t)

)
= (x ◦ wγ2)(t).

ßêùî t ∈ Ω \ Ωγ2, òî σγ1,γ2(t) ∈ Ω \ Ωγ1, òîìó, çãiäíî iç ðiâíiñòþ (4.26),(
Jγ1(x ◦ wγ1)

)(
σγ1,γ2(t)

)
= 0.

Îòæå,

(
Jγ1(x ◦ wγ1)

)(
σγ1,γ2(t)

)
=

{
(x ◦ wγ2)(t), ÿêùî t ∈ Ωγ2,

0, ÿêùî t ∈ Ω \ Ωγ2,
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òîáòî (
Jγ1(x ◦ wγ1)

)(
σγ1γ2(t)

)
= (Jγ2(x ◦ wγ2))(t)

äëÿ êîæíîãî t ∈ Ω. Òîìó

Jγ1(x ◦ wγ1) ◦ σγ1,γ2 = Jγ2(x ◦ wγ2). (4.30)

ßê íàñëiäîê, çãiäíî iç ðiâíîñòÿìè (4.28), (4.29) i (4.30),

Qγ1(x) = P (Jγ2(x ◦ wγ2)) = Qγ2(x).

Òîìó Qγ1 ≡ Qγ2. Òàêèì ÷èíîì, ïîëiíîì Qγ íå çàëåæèòü âiä γ.

Îñêiëüêè Qγ ¹ íåïåðåðâíèì n-îäíîðiäíèì ñèìåòðè÷íèì ïîëiíîìîì íà

ïðîñòîði L∞[0, 1], òî, çãiäíî iç òåîðåìîþ 2.2, ïîëiíîì Qγ ìîæíà ¹äèíèì

÷èíîì ïîäàòè ó âèãëÿäi

Q(x) =
∑

k1+2k2+...+nkn=n
k1,...,kn∈Z+

αk1,...,knR
k1
1 (x) . . . Rkn

n (x), (4.31)

äå x ∈ L∞[0, 1] i αk1,...,kn ∈ C, à ïîëiíîìè R1, . . . , Rn âèçíà÷åíî ôîðìó-

ëîþ (2.1).

Íàãàäà¹ìî, ùî äëÿ êîæíîãî iíäåêñó γ ∈ Γ âiäîáðàæåííÿ wγ ¹ içîìîðôi-

çìîì ìiæ ïðîñòîðîì (Ωγ,Fγ, νγ) i âiäðiçêîì [0, 1] iç ëiíiéíîþ ìiðîþ Ëåáåãà

µ. Äëÿ êîæíîãî iíäåêñó γ ∈ Γ ïîáóäó¹ìî içîìîðôiçì w′γ ìiæ ìiæ ïðîñòî-

ðîì (Ωγ,Fγ, νγ) i ïiâiíòåðâàëîì [0, 1) iç ëiíiéíîþ ìiðîþ Ëåáåãà. Âèáåðåìî

çëi÷åííó ìíîæèíó M ⊂ Ωγ òàêó, ùî w−1
γ (1) ∈M. Íåõàé N = wγ(M) \ {1}.

Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ wγ ¹ ái¹êöi¹þ, òî ìíîæèíà N ¹ çëi÷åííîþ. Âíà-

ñëiäîê òîãî, ùî ìiðè νγ i µ ¹ íåïåðåðâíèìè, ìíîæèíè M i N ¹ íåõòîâ-

íèìè. Íåõàé h : M → N � äîâiëüíà ái¹êöiÿ. Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ

w′γ : Ωγ → [0, 1) ðiâíiñòþ

w′γ(t) =

{
wγ(t), ÿêùî t ∈ Ωγ \M
h(t), ÿêùî t ∈M

ßê ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, âiäîáðàæåííÿ w′γ ¹ içîìîðôiçìîì ìiæ ïðîñòîðîì

(Ωγ,Fγ, νγ) i ïiâiíòåðâàëîì [0, 1) iç ëiíiéíîþ ìiðîþ Ëåáåãà.
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Íåõàé {γn}∞n=1 ∈ Γ � öå äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü ïîïàðíî ðiçíèõ iíäå-

êñiâ. Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ v{γn}∞n=1
:
∞
t
n=1

Ωγn → [0,+∞), ïîêëàâøè

v{γn}∞n=1
(t) = w′k(t) + k − 1

äëÿ t ∈ Ωγk, k ∈ N. Çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ v{γn}∞n=1
¹ içîìîðôiçìîì

ïðîñòîðiâ
∞
t
n=1

Ωγn i [0,+∞).

Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ V{γn}∞n=1
: (L1∩L∞)[0,+∞)→ (L1∩L∞)

( ∞
t
n=1

Ωγn

)
ðiâíiñòþ

V{γn}∞n=1
(x) = x ◦ v{γn}∞n=1

,

äå x ∈ (L1 ∩ L∞)[0,+∞). Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ v{γn}∞n=1
¹ içîìîðôiçìîì

âiäïîâiäíèõ ïðîñòîðiâ ç ìiðàìè, òî, ÿê ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, âiäîáðàæåííÿ

V{γn}∞n=1
¹ ëiíiéíîþ içîìåòðè÷íîþ ái¹êöi¹þ.

Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ I{γn}∞n=1
: (L1∩L∞)

( ∞
t
n=1

Ωγn

)
→ (L1∩L∞)(Ω)

ðiâíiñòþ

I{γn}∞n=1
(x)(t) =

 x(t), ÿêùî t ∈
∞
t
n=1

Ωγn

0, ÿêùî t ∈ Ω \
∞
t
n=1

Ωγn,

äå x ∈ (L1∩L∞)
( ∞
t
n=1

Ωγn

)
. Ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî âiäîáðàæåííÿ I{γn}∞n=1

¹ ëiíiéíèì, içîìåòðè÷íèì i ií'¹êòèâíèì.

Ìà¹ìî íàñòóïíó äiàãðàìó:

(L1 ∩L∞)[0,+∞)
V{γn}∞n=1−−−−−→ (L1 ∩L∞)

( ∞
t
n=1

Ωγn

) I{γn}∞n=1−−−−−→ (L1 ∩L∞)(Ω)
P−→ C.

Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ V{γn}∞n=1
i I{γn}∞n=1

¹ ëiíiéíèìè i íåïåðåðâíèìè, à

âiäîáðàæåííÿ P ¹ íåïåðåðâíèì n-îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì, òî âiäîáðàæåííÿ

P ◦ I{γn}∞n=1
◦V{γn}∞n=1

¹ íåïåðåðâíèì n-îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì. Òàêîæ ìîæíà

ïåðåâiðèòè, ùî ïîëiíîì P ◦ I{γn}∞n=1
◦V{γn}∞n=1

¹ ñèìåòðè÷íèì. Òîìó, çãiäíî iç

òåîðåìîþ 4.2, ïîëiíîì P ◦ I{γn}∞n=1
◦ V{γn}∞n=1

ìîæíà ¹äèíèì ÷èíîì ïîäàòè ó

âèãëÿäi(
P ◦ I{γn}∞n=1

◦ V{γn}∞n=1

)
(x) =

∑
k1+2k2+...+nkn=n

k1,...,kn∈Z+

βk1,...,knR̃
k1
1 (x) · · · R̃kn

n (x),
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äå x ∈ (L1 ∩ L∞)[0,+∞) i βk1,...,kn ∈ C. Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ V{γn}∞n=1
¹

içîìîðôiçìîì, òî(
P ◦ I{γn}∞n=1

)
(y) =

∑
k1+2k2+...+nkn=n

k1,...,kn∈Z+

βk1,...,kn×

×
((
R̃1 ◦ V −1

{γn}∞n=1

)
(y)
)k1
· · ·
((
R̃n ◦ V −1

{γn}∞n=1

)
(y)
)kn

(4.32)

äëÿ êîæíîãî y ∈ (L1 ∩ L∞)
( ∞
t
n=1

Ωγn

)
. Ïîêàæåìî, ùî êîåôiöi¹íòè βk1,...,kn

çáiãàþòüñÿ iç âiäïîâiäíèìè êîåôiöi¹íòàìè αk1,...,kn, îòðèìàíèìè ó ôîðìó-

ëi (4.31). Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ T : L∞(Ωγ1) → (L1 ∩ L∞)
( ∞
t
n=1

Ωγn

)
ðiâíiñòþ

T (x)(t) =

 x(t), ÿêùî t ∈ Ωγ1

0, ÿêùî t ∈
∞
t
n=2

Ωγn,

äå x ∈ L∞(Ωγ1). Ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî âiäîáðàæåííÿ T ¹ ëiíiéíèì, içî-

ìåòðè÷íèì i ií'¹êòèâíèì. Îòðèìó¹ìî íàñòóïíó äiàãðàìó:

L∞[0, 1]
Wγ1−−−−−→ L∞(Ωγ1)

T−−−−−→ (L1 ∩ L∞)
( ∞
t
n=1

Ωγn

) I{γn}∞n=1−−−−−→

I{γn}∞n=1−−−−−→ (L1 ∩ L∞)(Ω)
P−−−−−→ C.

Iç ðiâíîñòi (4.32) âèïëèâà¹ ðiâíiñòü(
P ◦ I{γn}∞n=1

◦ T ◦Wγ1

)
(x) =

∑
k1+2k2+...+nkn=n

k1,...,kn∈Z+

βk1,...,kn×

×
((
R̃1 ◦ V −1

{γn}∞n=1
◦ T ◦Wγ1

)
(y)
)k1
· · ·
((
R̃n ◦ V −1

{γn}∞n=1
◦ T ◦Wγ1

)
(y)
)kn
(4.33)

äëÿ êîæíîãî x ∈ L∞[0, 1]. Âðàõóâàâøè, ùî P ◦ I{γn}∞n=1
◦ T ◦Wγ1 = Qγ1 i

R̃j ◦V −1
{γn}∞n=1

◦T ◦Wγ1 = Rj äëÿ êîæíîãî j ∈ N, iç ðiâíîñòi (4.33) îòðèìó¹ìî
ðiâíiñòü

Qγ(x) =
∑

k1+2k2+...+nkn=n
k1,...,kn∈Z+

βk1,...,knR
k1
1 (x) · · ·Rkn

n (x)
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äëÿ êîæíîãî x ∈ L∞[0, 1]. Âíàñëiäîê ¹äèíîñòi çîáðàæåííÿ (4.31), îòðè-

ìó¹ìî ðiâíiñòü βk1,...,kn = αk1,...,kn äëÿ êîæíèõ k1, . . . , kn ∈ Z+ òàêèõ, ùî

k1 + 2k2 + . . .+ nkn = n. Òîìó iç ðiâíîñòi (4.32) îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü(
P ◦ I{γn}∞n=1

)
(y) =

∑
k1+2k2+...+nkn=n

k1,...,kn∈Z+

αk1,...,kn×

×
((
R̃1 ◦ V −1

{γn}∞n=1

)
(y)
)k1
· · ·
((
R̃n ◦ V −1

{γn}∞n=1

)
(y)
)kn

,

ÿêà âèêîíó¹òüñÿ äëÿ êîæíîãî y ∈ (L1∩L∞)
( ∞
t
n=1

Ωγn

)
. Çâiäñè, äëÿ êîæíîãî

z ∈ (L1 ∩ L∞)(Ω), ÿêèé íàëåæèòü îáðàçó I{γn}∞n=1

(
(L1 ∩ L∞)

( ∞
t
n=1

Ωγn

))
,

ìà¹ìî

P (z) =
∑

k1+2k2+...+nkn=n
k1,...,kn∈Z+

αk1,...,kn×

×
((
R̃1 ◦ V −1

{γn}∞n=1
◦ I−1
{γn}∞n=1

)
(z)
)k1
· · ·
((
R̃n ◦ V −1

{γn}∞n=1
◦ I−1
{γn}∞n=1

)
(z)
)kn

.

Âðàõóâàâøè, ùî (
R̃j ◦ V −1

{γn}∞n=1
◦ I−1
{γn}∞n=1

)
(z) = R̃j,Ω(z)

äëÿ êîæíîãî j ∈ N, îòðèìó¹ìî, ùî äëÿ êîæíîãî z ∈ (L1 ∩ L∞)(Ω), ÿêèé

íàëåæèòü îáðàçó I{γn}∞n=1

(
(L1 ∩ L∞)

( ∞
t
n=1

Ωγn

))
, âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

P (z) =
∑

k1+2k2+...+nkn=n
k1,...,kn∈Z+

αk1,...,kn

(
R̃1,Ω(z)

)k1
· · ·
(
R̃n,Ω(z)

)k1
. (4.34)

ßê áà÷èìî, êîåôiöi¹íòè ó äàíié ðiâíîñòi íå çàëåæàòü âiä âèáîðó ïîñëiäîâ-

íîñòi iíäåêñiâ {γn}∞n=1.

Ïîêàæåìî, ùî ðiâíiñòü (4.34) ¹ ïðàâèëüíîþ äëÿ êîæíîãî z ∈ (L1 ∩
L∞)(Ω). Íåõàé z � öå äîâiëüíèé åëåìåíò ïðîñòîðó (L1∩L∞)(Ω). Îñêiëüêè

íîðìà

‖z‖1 =

∫
Ω

|z(t)| dt =
∑
γ∈Γ

∫
Ωγ

|z(t)| dt



167

¹ ñêií÷åííîþ, òî iñíó¹ íå áiëüøå, íiæ çëi÷åííà êiëüêiñòü iíäåêñiâ γ ∈ Γ, äëÿ

ÿêèõ
∫

Ωγ
|z(t)| dt > 0. Òàêèì ÷èíîì, iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ïîïàðíî ðiçíèõ

iíäåêñiâ {γn}∞n=1 ⊂ Γ òàêà, ùî z = 0 ìàéæå ñêðiçü íà ìíîæèíi Ωγ äëÿ

êîæíîãî iíäåêñó γ ∈ Γ \ {γn}∞n=1. Òîìó z ∈ I{γn}∞n=1

(
(L1 ∩ L∞)

( ∞
t
n=1

Ωγn

))
.

ßê íàñëiäîê, äëÿ åëåìåíòà z âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (4.34). Òåîðåìó äîâåäåíî.
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4.5. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 4

Öåé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííÿì ñèìåòðè÷íèõ i ñêií÷åííî-ñèìåò-

ðè÷íèõ íåïåðåðâíèõ ïîëiíîìiâ i àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà ïðîñòîðàõ âèìið-

íèõ çà Ëåáåãîì ôóíêöié íà ìíîæèíàõ ç íåñêií÷åííèìè ìiðàìè.

Ïîêàçàíî, ùî êîæåí êîìïëåêñíîçíà÷íèé íåïåðåðâíèé ñèìåòðè÷íèé ïî-

ëiíîì íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði L∞[0,+∞) âñiõ êîìïëåêñíî-

çíà÷íèõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ ôóíêöié íà ïiâîñi îáî-

â'ÿçêîâî ¹ ñòàëèì âiäîáðàæåííÿì.

Ïîêàçàíî, ùî àëãåáðà Ôðåøå âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ñêií÷åííî-ñè-

ìåòðè÷íèõ öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà êîìïëåêñíî-

ìó ïðîñòîði L∞[0,+∞) ¹ içîìîðôíîþ äî àëãåáðè Ôðåøå âñiõ êîìïëåêñíî-

çíà÷íèõ öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà ôàêòîð-ïðîñòîði

L∞[0,+∞)/M0, äå M0 � öå çàìèêàííÿ ó ïðîñòîði L∞[0,+∞) ïiäïðîñòîðó

âñiõ ïðîñòèõ âèìiðíèõ ôóíêöié iç îáìåæåíèìè íîñiÿìè.

Ïîáóäîâàíî çëi÷åííèé àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ àëãåáðè âñiõ êîìïëåêñíî-

çíà÷íèõ íåïåðåðâíèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó

ïðîñòîði âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ iíòåãðîâíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæå-

íèõ ôóíêöié íà ïiâîñi i ïîêàçàíî, ùî àëãåáðà Ôðåøå êîìïëåêñíîçíà÷íèõ

ñèìåòðè÷íèõ öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà öüîìó ïðî-

ñòîði içîìîðôíà äî àëãåáðè Ôðåøå âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ñèìåòðè÷íèõ

öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó

ïðîñòîði âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ

ôóíêöié íà âiäðiçêó.

Ïîáóäîâàíî çëi÷åííèé àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ àëãåáðè âñiõ êîìïëåêñíî-

çíà÷íèõ íåïåðåðâíèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó

ïðîñòîði âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ iíòåãðîâíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæå-

íèõ ôóíêöié íà îá'¹äíàííi ïðîñòîðiâ Ëåáåãà-Ðîõëiíà iç íåïåðåðâíèìè ìi-

ðàìè.

Ðåçóëüòàòè, íàâåäåíi â öüîìó ðîçäiëi, îïóáëiêîâàíî â òàêèõ ïðàöÿõ:

[59], [109], [117].
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ÐÎÇÄIË 5

ÑÈÌÅÒÐÈ×ÍI ÀÍÀËIÒÈ×ÍI ÔÓÍÊÖI� ÍÀ

ÄÅÊÀÐÒÎÂÈÕ ÑÒÅÏÅÍßÕ ÊÎÌÏËÅÊÑÍÈÕ

ÁÀÍÀÕÎÂÈÕ ÏÐÎÑÒÎÐIÂ IÍÒÅÃÐÎÂÍÈÕ ÇÀ

ËÅÁÅÃÎÌ Ó ÑÒÅÏÅÍI p, (1 ≤ p <∞), ÔÓÍÊÖIÉ

Äàíèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî âèâ÷åííþ ñèìåòðè÷íèõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ

àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà äåêàðòîâèõ ñòåïåíÿõ êîìïëåêñíèõ áàíàõîâèõ ïðî-

ñòîðiâ Lp[0, 1] i Lp[0,+∞) âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ iíòåãðîâíèõ çà Ëåáåãîì

ó ñòåïåíi p ôóíêöié íà ìíîæèíàõ [0, 1] i [0,+∞) âiäïîâiäíî, äå 1 ≤ p < +∞.

5.1. Ñèìåòðè÷íi àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ íà äåêàðòîâîìó ñòåïåíi

êîìïëåêñíîãî áàíàõîâîãî ïðîñòîðó iíòåãðîâíèõ çà Ëåáåãîì ó ñòå-

ïåíi p, äå 1 ≤ p <∞, ôóíêöié íà âiäðiçêó

Â äàíîìó ïiäðîçäiëi áóäå ïîáóäîâàíî ñêií÷åííèé àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ

àëãåáðè âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ íåïåðåðâíèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà

äåêàðòîâîìó ñòåïåíi ïðîñòîðó Lp[0, 1] i áóäå ïîêàçàíî, ùî àëãåáðà Ôðåøå

âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ñèìåòðè÷íèõ öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà öüî-

ìó äåêàðòîâîìó ñòåïåíi içîìîðôíà äî àëãåáðè Ôðåøå H(Cm) âñiõ êîìïëå-

êñíîçíà÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà ïðîñòîði Cm, äå m � öå ïîòóæíiñòü

âèùåçãàäàíîãî àëãåáðà¨÷íîãî áàçèñó.

Íåõàé p ∈ [1,+∞) i n ∈ N. Íåõàé Lp[0, 1] := L
(C)
p ([0, 1]) � öå êîì-

ïëåêñíèé áàíàõiâ ïðîñòið âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ôóíêöié y : [0, 1]→ C, äëÿ
ÿêèõ ñòåïiíü p àáñîëþòíîãî çíà÷åííÿ ¹ iíòåãðîâíèì çà Ëåáåãîì (äèâ. ïðè-

êëàä 1.2) iç íîðìîþ ‖ · ‖Lp[0,1] := ‖ · ‖
L
(C)
p ([0,1])

, âèçíà÷åíîþ ôîðìóëîþ (1.15).

Íåõàé (Lp[0, 1])n � öå n-òèé äåêàðòiâ ñòåïiíü ïðîñòîðó Lp[0, 1] ç íîð-

ìîþ

‖y‖p,n,[0,1] =

( n∑
s=1

∫
[0,1]

|ys(t)|p dt
)1/p

,
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äå y = (y1, . . . , yn) ∈ (Lp[0, 1])n.

Çãiäíî iç îçíà÷åííÿì 1.18, ôóíêöiþ f : (Lp[0, 1])n → C íàçèâàþòü

ñèìåòðè÷íîþ, ÿêùî f((y1 ◦ σ, . . . , yn ◦ σ)) = f((y1, . . . , yn)) äëÿ êîæíîãî

åëåìåíòà (y1, . . . , yn) ∈ (Lp[0, 1])n i äëÿ êîæíî¨ ái¹êöi¨ σ ∈ Ξ[0,1], äå ìíîæèíà

ΞΩ âèçíà÷åíà íà ñ. 63.

Ïîçíà÷èìî Ps((Lp[0, 1])n) àëãåáðó âñiõ ñèìåòðè÷íèõ íåïåðåðâíèõ êîì-

ïëåêñíîçíà÷íèõ ïîëiíîìiâ íà ïðîñòîði (Lp[0, 1])n.

Äëÿ êîæíîãî ìóëüòèiíäåêñó k = (k1, . . . , kn) ∈ Zn+ òàêîãî, ùî 1 ≤
|k| ≤ bpc, äå |k| = k1 + . . .+ kn i bpc � öå öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà p, âèçíà÷èìî

âiäîáðàæåííÿ Rk,[0,1] : (Lp[0, 1])n → C ôîðìóëîþ

Rk,[0,1](y) =

∫
[0,1]

n∏
s=1
ks>0

(ys(t))
ks dt, (5.1)

äå y = (y1, . . . , yn) ∈ (Lp[0, 1])n.

Òåîðåìà 5.1. Äëÿ ìóëüòèiíäåêñó k ∈ Zn+ òàêîãî, ùî 1 ≤ |k| ≤ bpc,
âiäîáðàæåííÿ Rk,[0,1], âèçíà÷åíå ôîðìóëîþ (5.1), ¹ äîáðå âèçíà÷åíèì íåïå-

ðåðâíèì ñèìåòðè÷íèì |k|-îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì íà ïðîñòîði (Lp[0, 1])n.

Äîâåäåííÿ. Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ B : (Lp[0, 1])|k| → C ôîðìóëîþ

B(x1, . . . , x|k|) =

∫
[0,1]

x1(t) . . . x|k|(t) dt.

Çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ B ¹ |k|-ëiíiéíèì. Íåõàé Q : Lp[0, 1] → C �

öå çâóæåííÿ âiäîáðàæåííÿ B íà äiàãîíàëü. Îñêiëüêè

|Q(x)| =
∣∣∣∣∫

[0,1]

(x(t))|k| dt

∣∣∣∣ ≤ ∫
[0,1]

|x(t)||k| dt = ‖x‖|k|L|k|[0,1] ≤ ‖x‖
|k|
Lp[0,1]

äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ x ∈ Lp[0, 1], òî

‖Q‖ = sup
‖x‖Lp[0,1]≤1

|Q(x)| ≤ sup
‖x‖Lp[0,1]≤1

‖x‖|k|Lp[0,1] = 1.

Òîìó âiäîáðàæåííÿ Q ¹ íåïåðåðâíèì, îòæå, âiäîáðàæåííÿ B òàêîæ ¹ íåïå-

ðåðâíèì.
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Çàóâàæèìî, ùî

Rk,[0,1](y) = B(y1, . . . , y1︸ ︷︷ ︸
k1

, . . . , yn, . . . , yn︸ ︷︷ ︸
kn

), (5.2)

äå y = (y1, . . . , yn) ∈ (Lp[0, 1])n. Îòæå, âiäîáðàæåííÿ Rk,[0,1] ¹ äîáðå âèçíà-

÷åíèì.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ ôiêñîâàíèõ åëåìåíòiâ x, y ∈ (Lp[0, 1])n ôóíêöiÿ

λ ∈ C 7→ Rk,[0,1](x + λy) ∈ C ¹ ïîëiíîìîì ñòåïåíÿ ùîíàéáiëüøå |k|. Òîìó,
çãiäíî iç [92, òåîðåìà 3.6, ñ. 22], âiäîáðàæåííÿ Rk,[0,1] ¹ ïîëiíîìîì ñòåïåíÿ

ùîíàéáiëüøå |k|. Òàêîæ çàóâàæèìî, ùî Rk(λy) = λ|k|Rk,[0,1](y) äëÿ êîæíèõ

λ ∈ C i y ∈ (Lp[0, 1])n. Òîìó, çãiäíî iç [92, âïðàâà 2.C, ñ. 16], âiäîáðàæåííÿ

Rk,[0,1] ¹ |k|-îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì.

Çãiäíî iç ðiâíiñòþ (5.2),

|Rk,[0,1](y)| ≤ ‖B‖‖y1‖k1Lp[0,1] . . . ‖yn‖
kn
Lp[0,1]

äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà y = (y1, . . . , yn) ∈ (Lp[0, 1])n. Òîìó, äëÿ êîæíîãî åëå-

ìåíòà y ∈ (Lp[0, 1])n òàêîãî, ùî ‖y‖p,n,[0,1] ≤ 1, ìà¹ìî |Rk,[0,1](y)| ≤ ‖B‖.
Îòæå, ‖Rk,[0,1]‖ ≤ ‖B‖. ßê íàñëiäîê, ïîëiíîì Rk,[0,1] ¹ íåïåðåðâíèì. ßê

ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ïîëiíîì Rk,[0,1] ¹ ñèìåòðè÷íèì. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ëåìà 5.1. Íåõàé P = P0 +P1 + . . .+PN � öå ñèìåòðè÷íèé íåïåðåðâ-

íèé êîìïëåêñíîçíà÷íèé ïîëiíîì íà ïðîñòîði (Lp[0, 1])n, äå P0 ∈ C i Pj �

öå j-îäíîðiäíèé ïîëiíîì äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, . . . , N}. Òîäi êîæåí ïîëiíîì

Pj ¹ ñèìåòðè÷íèì i íåïåðåðâíèì, äå j ∈ {0, . . . , N}.

Äîâåäåííÿ. Äàíèé ðåçóëüòàò âèïëèâà¹ iç iíòåãðàëüíî¨ ôîðìóëè Êîøi (1.13),

îñêiëüêè ñóìà P0 + P1 + . . .+ PN ¹ ðîçêëàäîì ó ðÿä Òåéëîðà ïîëiíîìà P â

òî÷öi 0.

Äëÿ m ∈ N âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ Jm : c
(m)
00 (Cn) → (Lp[0, 1])n ôîð-

ìóëîþ

Jm(x) =

( m∑
j=1

x
(1)
j 1[ j−1m , jm ], . . . ,

m∑
j=1

x
(n)
j 1[ j−1m , jm ]

)
(5.3)
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äëÿ x = (x1, . . . , xm, 0, . . .) ∈ c
(m)
00 (Cn), äå ïðîñòið c

(m)
00 (Cn) âèçíà÷åíî íà

ñ. 110. Çàäàìî íà ïðîñòîði c(m)
00 (Cn) íîðìó ‖ · ‖`p(Cn), âèçíà÷åíó ôîðìóëîþ

(1.16). Çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ Jm ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì. Ïîêàæåìî,

ùî âiäîáðàæåííÿ Jm ¹ íåïåðåðâíèì.

Ëåìà 5.2. Äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi x ∈ c(m)
00 (Cn) âèêîíó¹òüñÿ ðiâ-

íiñòü

‖Jm(x)‖p,n,[0,1] =
1

m1/p
‖x‖`p(Cn).

Äîâåäåííÿ. Äëÿ ïîñëiäîâíîñòi x = (x1, . . . , xm, 0̄, . . .) ∈ c(m)
00 (Cn) ìà¹ìî

‖Jm(x)‖pp,n,[0,1] =
n∑
s=1

∫
[0,1]

∣∣∣∣ m∑
j=1

x
(s)
j 1[ j−1m , jm ](t)

∣∣∣∣p dt =

=
n∑
s=1

∫
[0,1]

m∑
j=1

∣∣x(s)
j

∣∣p1[ j−1m , jm ](t) dt =
n∑
s=1

m∑
j=1

∣∣x(s)
j

∣∣p ∫
[0,1]

1[ j−1m , jm ](t) dt =

=
1

m

n∑
s=1

m∑
j=1

∣∣x(s)
j

∣∣p =
1

m
‖x‖p`p(Cn).

Òîìó ‖Jm(x)‖p,n,[0,1] = 1
m1/p‖x‖`p(Cn). Ëåìó äîâåäåíî.

ßê íàñëiäîê, âiäîáðàæåííÿ Jm ¹ íåïåðåðâíèì. Äëÿ l ∈ N, íåõàé

Dl = J2l

(
c

(2l)
00 (Cn)

)
.

Çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ J2l ¹ ái¹êöi¹þ ìiæ ïðîñòîðàìè c(2l)
00 (Cn) i Dl.

Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ J2l ¹ ëiíiéíèì i íåïåðåðâíèì, òî öå âiäîáðàæåííÿ

¹ íåïåðåðâíèì içîìîðôiçìîì ìiæ ïðîñòîðàìè c(2l)
00 (Cn) i Dl. Íåõàé

D =
∞⋃
l=1

Dl.

Çàóâàæèìî, ùî ïðîñòið D ¹ ùiëüíèì ó ïðîñòîði (Lp[0, 1])n.

Äëÿ m ∈ N i äëÿ êîæíîãî íåíóëüîâîãî ìóëüòèiíäåêñó k ∈ Zn+ âèçíà÷è-

ìî âiäîáðàæåííÿ H(m)
k : c

(m)
00 (Cn)→ C ðiâíiñòþ

H
(m)
k (x) =

m∑
j=1

n∏
s=1
ks>0

(
x

(s)
j

)ks, (5.4)
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äå x = (x1, . . . , xm, 0̄, . . .) ∈ c(m)
00 (Cn). Çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ H(m)

k ¹

ñèìåòðè÷íèì |k|-îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì i, îñêiëüêè ïðîñòið c(m)
00 (Cn) ¹ ñêií-

÷åííîâèìiðíèì, òî ïîëiíîì H
(m)
k ¹ íåïåðåðâíèì âiäíîñíî áóäü-ÿêî¨ íîðìè,

çàäàíî¨ íà ïðîñòîði c(m)
00 (Cn). Òàêîæ çàóâàæèìî, ùî ïîëiíîìè H(m)

k ¹ çâó-

æåííÿìè ïîëiíîìiâ H(Cn)
k , âèçíà÷åíèõ ðiâíiñòþ (7.5).

Ëåìà 5.3. Äëÿ êîæíîãî íåíóëüîâîãî ìóëüòèiíäåêñó k ∈ Zn+ âèêîíó-

¹òüñÿ ðiâíiñòü

Rk,[0,1](J2l(x)) =
1

2l
H

(2l)
k (x)

äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi x ∈ c(2l)
00 (Cn), äå l ∈ N.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ ïîñëiäîâíîñòi x = (x1, . . . , x2l, 0̄, . . .) ∈ c
(2l)
00 (Cn) ìà¹ìî

Rk,[0,1](J2l(x)) =

∫
[0,1]

n∏
s=1
ks>0

( 2l∑
j=1

x
(s)
j 1[ j−1

2l
, j
2l

](t)

)ks
dt =

=

∫
[0,1]

n∏
s=1
ks>0

2l∑
j=1

(
x

(s)
j

)ks1[ j−1
2l
, j
2l

](t) dt =

∫
[0,1]

2l∑
j=1

n∏
s=1
ks>0

(
x

(s)
j

)ks1[ j−1
2l
, j
2l

](t) dt =

=
2l∑
j=1

n∏
s=1
ks>0

(
x

(s)
j

)ks ∫
[0,1]

1[ j−1
2l
, j
2l

](t) dt =
1

2l

2l∑
j=1

n∏
s=1
ks>0

(
x

(s)
j

)ks =
1

2l
H

(2l)
k (x).

Ëåìó äîâåäåíî.

Íåõàé ÷èñëà a, b ∈ [0, 1] òàêi, ùî a < b i iñíóþòü ÷èñëà r1, r2, s ∈ Z+,

äëÿ ÿêèõ a = r1/2
s i b = r2/2

s. Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ S[a,b] : D → D

íàñòóïíèì ÷èíîì. Äëÿ y ∈ D, ïîêëàäåìî

(S[a,b](y))(t) =

{
y
(
t−a
b−a
)
, ÿêùî t ∈ [a, b]

(0, . . . , 0), ÿêùî t ∈ [0, 1] \ [a, b].

Ëåìà 5.4. Äëÿ êîæíîãî y ∈ D âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

‖S[a,b](y)‖p,n,[0,1] = (b− a)1/p‖y‖p,n,[0,1].
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Äîâåäåííÿ. Äëÿ y = (y1, . . . , yn) ∈ D ìà¹ìî

‖S[a,b](y)‖pp,n,[0,1] =
n∑
s=1

∫
[a,b]

∣∣∣ys( t− a
b− a

)∣∣∣p dt = (b− a)
n∑
s=1

∫
[0,1]

|ys(θ)|p dθ =

= (b− a)‖y‖pp,n,[0,1].

Òîìó ‖S[a,b](y)‖p,n,[0,1] = (b− a)1/p‖y‖p,n,[0,1]. Ëåìó äîâåäåíî.

Ëåìà 5.5. Äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà y ∈ D i êîæíîãî íåíóëüîâîãî

ìóëüòèiíäåêñó k ∈ Zn+ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Rk,[0,1](S[a,b](y)) = (b− a)Rk,[0,1](y).

Äîâåäåííÿ. Äëÿ y = (y1, . . . , yn) ∈ D ìà¹ìî

Rk,[0,1](S[a,b](y)) =

∫
[a,b]

n∏
s=1
ks>0

(
ys

( t− a
b− a

))ks
dt = (b−a)

∫
[0,1]

n∏
s=1
ks>0

(ys(θ))
ks dθ =

= (b− a)Rk,[0,1](y).

Ëåìó äîâåäåíî.

Òåîðåìà 5.2. Êîæåí N -îäíîðiäíèé ñèìåòðè÷íèé íåïåðåðâíèé ïîëi-

íîì P : (Lp[0, 1])n → C ìîæíà ¹äèíèì ÷èíîì ïîäàòè ó âèãëÿäi àëãå-

áðà¨÷íî¨ êîìáiíàöi¨ ïîëiíîìiâ Rk,[0,1], äå ìóëüòèiíäåêñè k ∈ Zn+ òàêi, ùî

1 ≤ |k| ≤ min{bpc, N}.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Q � öå çâóæåííÿ ïîëiíîìà P íà ìíîæèíó D. Íåõàé

MN = {k ∈ Zn+ : 1 ≤ |k| ≤ N}.

Çãiäíî iç òåîðåìîþ 3.3, ó ÿêié ïîêëàäåìî M = MN , iñíóþòü ÷èñëà m ∈ N i

ρ > 0 òàêi, ùî äëÿ êîæíîãî ξ ∈ CMN iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü xξ ∈ c(m)
00 (Cn) òàêà,

ùî π(m)
MN

(xξ) = ξ i ÿêùî ‖ξ‖∞ < 1, òî ‖xξ‖`p(Cn) < ρ. Îòæå, âiäîáðàæåííÿ

π
(m)
MN

¹ ñþð'¹êòèâíèì. Äëÿ m′ ≥ m, çâóæåííÿ ïîëiíîìà H(m′)
k íà ïðîñòið

c
(m)
00 (Cn) äîðiâíþ¹ ïîëiíîìó H(m)

k äëÿ êîæíîãî ìóëüòèiíäåêñó k ∈ Zn+ òà-

êîãî, ùî |k| ≥ 1. ßê íàñëiäîê, çâóæåííÿ âiäîáðàæåííÿ π
(m′)
MN

íà ïðîñòið
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c
(m)
00 (Cn) äîðiâíþ¹ π(m)

MN
. Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ π

(m)
MN

¹ ñþð'¹êòèâíèì, òî

âiäîáðàæåííÿ π(m′)
MN

òàêîæ ¹ ñþð'¹êòèâíèì.

Íåõàé

l0 = blog2mc+ 1. (5.5)

Òîäi 2l0 ≥ m. Íåõàé l ≥ l0. Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ J2l ¹ íåïåðåðâíèì i

ëiíiéíèì, òî âiäîáðàæåííÿ Q ◦ J2l ¹ N -îäíîðiäíèì íåïåðåðâíèì ïîëiíîìîì

íà ïðîñòîði c(2l)
00 (Cn). Òàêîæ çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ Q ◦ J2l ¹ ñèìå-

òðè÷íèì. Òîìó, çãiäíî iç òåîðåìîþ 3.4, âiäîáðàæåííÿ Q ◦ J2l ìîæíà ïîäàòè

ÿê àëãåáðà¨÷íó êîìáiíàöiþ ïîëiíîìiâ H(2l)
k , äå k ∈ MN . Iíøèìè ñëîâàìè,

iñíó¹ ïîëiíîì ql : CMN → C òàêèé, ùî

(Q ◦ J2l)(x) = ql
(
π

(2l)
MN

(x)
)

äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi x ∈ c(2l)
00 (Cn).Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ π(2l)

MN
¹ ñþð'¹ê-

òèâíèì, òî òàêèé ïîëiíîì ql ¹äèíèé.

Äëÿ y ∈ Dl, íåõàé x = J−1
2l

(y). Òîäi

(Q ◦ J2l)(J
−1
2l (y)) = ql

(
π

(2l)
MN

(J−1
2l (y))

)
.

Çãiäíî iç ëåìîþ 5.3, Rk,[0,1](J2l(x)) = 1
2l
H

(2l)
k (x). Òîìó

H
(2l)
k (J−1

2l (y)) = 2lRk,[0,1](y).

ßê íàñëiäîê,

π
(2l)
MN

(J−1
2l (y)) =

(
2lRk,[0,1](y)

)
k∈MN

.

Îòæå, äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà y ∈ Dl âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Q(y) = ql
((

2lRk,[0,1](y)
)
k∈MN

)
.

Äëÿ a ∈ C âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ γa : CMN → CMN ôîðìóëîþ

γa
(
(ξk)k∈MN

)
= (aξk)k∈MN

,

äå (ξk)k∈MN
∈ CMN . Íåõàé q̃l = ql ◦ γ2l. Òîäi âiäîáðàæåííÿ q̃l ¹ ïîëiíîìîì

íà ïðîñòîði CMN i

Q(y) = q̃l
((
Rk,[0,1](y)

)
k∈MN

)
(5.6)
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äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà y ∈ Dl.

Ïîêàæåìî, ùî q̃l0 ≡ q̃l0+1 ≡ . . . Äëÿ l > l0 ìà¹ìî Dl0 ⊂ Dl. Òîìó, çãiäíî

iç ðiâíiñòþ (5.6),

q̃l
((
Rk,[0,1](y)

)
k∈MN

)
= Q(y) = q̃l0

((
Rk,[0,1](y)

)
k∈MN

)
(5.7)

äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà y ∈ Dl0. Íåõàé η = (ηk)k∈MN
� öå äîâiëüíèé åëåìåíò

ïðîñòîðó CMN . Äëÿ ξ = γ2l0(η) iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü xξ ∈ c(m)
00 (Cn) òàêà, ùî

π
(m)
MN

(xξ) = ξ. Îñêiëüêè 2l0 ≥ m, òî π(2l0)
MN

(xξ) = ξ, òîáòî, H(2l0)
k (xξ) = ξk äëÿ

êîæíîãî ìóëüòèiíäåêñó k ∈MN . Íåõàé yξ = J2l0(xξ). Çãiäíî iç ëåìîþ 5.3,

Rk,[0,1](yξ) =
1

2l0
H

(2l0)
k (xξ) =

1

2l0
ξk = ηk

äëÿ êîæíîãî ìóëüòèiíäåêñó k ∈ MN . Îòæå,
(
Rk,[0,1](yξ)

)
k∈MN

= η. Çãiäíî

iç ôîðìóëîþ (5.7), ó ÿêié ïîêëàäåìî y = yξ, ìà¹ìî q̃l(η) = q̃l0(η). Îñêiëüêè

öÿ ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ äëÿ êîæíîãî η ∈ CMN , òî q̃l ≡ q̃l0. Îòæå,

q̃l0 ≡ q̃l0+1 ≡ . . .

Íåõàé q = q̃l0. Çãiäíî iç ðiâíiñòþ (5.6), âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Q(y) = q
((
Rk,[0,1](y)

)
k∈MN

)
(5.8)

äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà y ∈ D.
Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê N > p. Íåõàé ìóëüòèiíäåêñ k0 ∈ Zn+ òàêèé, ùî

bpc < |k0| ≤ N. Ïîêàæåìî, ùî ïîëiíîì q = q
(
(ξk)k∈MN

)
íå çàëåæèòü âiä

àðãóìåíòó ξk0. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ëåìîþ 3.2. Íåõàé

V =
{
y ∈ D : ‖y‖p,n,[0,1] <

ρ

2l0/p

}
i

K = ν(V ),

äå âiäîáðàæåííÿ ν : D → CMN âèçíà÷åíå ôîðìóëîþ

ν(y) =
(
Rk,[0,1](y)

)
k∈MN
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äëÿ y ∈ D. Íåõàé κ : CMN → CMN\{k0} � öå îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ, âèçíà-

÷åíà ôîðìóëîþ

κ
(
(ξk)k∈MN

)
= (ξk)k∈MN\{k0}

äëÿ (ξk)k∈MN
∈ CMN . Íåõàé K1 = κ(K). Ïîêàæåìî, ùî intK1 6= ∅. Äëÿ

äîâiëüíîãî åëåìåíòà ξ = (ξk)k∈MN
∈ CMN òàêîãî, ùî ‖ξ‖∞ < 1 iñíó¹ ïî-

ñëiäîâíiñòü xξ ∈ c
(m)
00 (Cn) òàêà, ùî ‖xξ‖`p(Cn) < ρ i π(m)

MN
(xξ) = ξ. Íåõàé

yξ = J2l0(xξ), äå ÷èñëî l0 âèçíà÷åíå ôîðìóëîþ (5.5). Çãiäíî iç ëåìîþ 5.2,

‖yξ‖p,n,[0,1] =
1

2l0/p
‖xξ‖`p(Cn) <

ρ

2l0/p
.

Îòæå, yξ ∈ V. Çãiäíî iç ëåìîþ 5.3, âðàõîâóþ÷è, ùî âiäîáðàæåííÿ π(m)
MN

�

öå çâóæåííÿ âiäîáðàæåííÿ π(2l0)
MN

,

ν(yξ) =
(
Rk,[0,1](yξ)

)
k∈MN

=
( 1

2l0
H

(2l0)
k (xξ)

)
k∈MN

=
1

2l0
π

(2l0)
MN

(xξ) =

=
1

2l0
π

(m)
MN

(xξ) =
1

2l0
ξ.

Îñêiëüêè yξ ∈ V i K = ν(V ), òî 1
2l0
ξ ∈ K. Îòæå, ìíîæèíà K ìiñòèòü

âiäêðèòó êóëþ

F =
{
η ∈ CMN : ‖η‖∞ <

1

2l0

}
.

Îñêiëüêè ‖κ(η)‖∞ ≤ ‖η‖∞, òî ìíîæèíà κ(F ) ìiñòèòü âiäêðèòó êóëþ

F ′ =
{
η′ ∈ CMN\{k0} : ‖η′‖∞ <

1

2l0

}
.

Òîìó ìíîæèíà K1 ìiñòèòü ìíîæèíó F ′. Îòæå, intK1 6= ∅.
Íåõàé U � öå íåïîðîæíÿ âiäêðèòà ïiäìíîæèíà ìíîæèíè K1. Ïîêàæå-

ìî, ùî ìíîæèíà κ−1(U) ¹ íåîáìåæåíîþ. Îñêiëüêè ìíîæèíà U ¹ âiäêðèòîþ

i íåïîðîæíüîþ, òî iñíóþòü ζ ′ ∈ U i ε > 0 òàêi, ùî âiäêðèòà êóëÿ

B(ζ ′, ε) =
{
η′ ∈ CMN\{k0} : ‖η′ − ζ ′‖∞ < ε

}
ìiñòèòüñÿ ó ìíîæèíi U. Îñêiëüêè ζ ′ ∈ U ⊂ K1 i K1 = κ(K), òî iñíó¹

åëåìåíò ζ ∈ K òàêèé, ùî κ(ζ) = ζ ′. Îñêiëüêè K = ν(V ), òî iñíó¹ åëåìåíò

yζ ∈ V òàêèé, ùî ν(yζ) = ζ.



178

Âèçíà÷èìî åëåìåíò δ = (δk)k∈MN
∈ CMN ôîðìóëîþ

δk =

{
1/2, ÿêùî k = k0

0, ÿêùî k ∈MN \ {k0}.

Îñêiëüêè ‖δ‖∞ = 1/2 < 1, òî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü xδ ∈ c
(m)
00 (Cn) òàêà, ùî

‖xδ‖`p(Cn) < ρ i π(m)
MN

(xδ) = δ, òîáòî

H
(m)
k (xδ) =

{
1/2, ÿêùî k = k0

0, ÿêùî k ∈MN \ {k0}.
Íåõàé ÷èñëî l ≥ l0 òàêå, ùî

2l >
1

ε
max

k∈MN\{k0}
|ζk|. (5.9)

Íåõàé yδ = J2l(xδ). Òîäi, çãiäíî iç ëåìîþ 5.3, Rk,[0,1](yδ) = 1
2l
H

(2l)
k (xδ).

Îñêiëüêè 2l ≥ m i xδ ∈ c(m)
00 (Cn), òî H(2l)

k (xδ) = H
(m)
k (xδ). Òîìó

Rk,[0,1](yδ) =

{
1/2l+1, ÿêùî k = k0

0, ÿêùî k ∈MN \ {k0}
= (1/2l)δk.

Îñêiëüêè Rk0(yδ) 6= 0, òî ‖yδ‖p,n,[0,1] > 0. Îñêiëüêè |k0| > bpc i îáèäâà ÷èñëà
|k0| i bpc ¹ öiëèìè, òî |k0| ≥ bpc+ 1. Òîìó |k0| > p. ßê íàñëiäîê, p/|k0| < 1.

Òîìó iñíó¹ ÷èñëî β òàêå, ùî

0 < β <
1

‖yδ‖p,n,[0,1]

ρ

2l0/p

(
1− (1/2)1−p/|k0|

)1/p

.

Äëÿ j ∈ N, íåõàé

zj = S[1/2l,1](yζ) +

j∑
s=1

αsS[1/2l+s,1/2l+s−1](yδ),

äå

αs = β
(2s

s

)1/|k0|
.

Ïîêàæåìî, ùî zj ∈ V. Çãiäíî iç ëåìîþ 5.4,

‖zj‖pp,n,[0,1] = ‖S[1/2l,1](yζ)‖pp,n,[0,1] +

j∑
s=1

αps‖S[1/2l+s,1/2l+s−1](yδ)‖pp,n,[0,1] =

= (1− 1/2l)‖yζ‖pp,n,[0,1] +

j∑
s=1

αps

( 1

2l+s−1
− 1

2l+s

)
‖yδ‖pp,n,[0,1].



179

Çàóâàæèìî, ùî ‖yζ‖p,n,[0,1] <
ρ

2l0/p
, îñêiëüêè yζ ∈ V. Òàêîæ çàóâàæèìî, ùî

j∑
s=1

αps

( 1

2l+s−1
− 1

2l+s

)
‖yδ‖pp,n,[0,1] =

1

2l
‖yδ‖pp,n,[0,1]

j∑
s=1

αps
2s

=

=
1

2l
‖yδ‖pp,n,[0,1]

j∑
s=1

βp(2s/s)p/|k0|

2s
=

1

2l
βp‖yδ‖pp,n,[0,1]

j∑
s=1

(
(1/2)1−p/|k0|

)s 1

sp/|k0|
≤

≤ 1

2l
βp‖yδ‖pp,n,[0,1]

j∑
s=1

(
(1/2)1−p/|k0|

)s
<

1

2l
βp‖yδ‖pp,n,[0,1]

∞∑
s=1

(
(1/2)1−p/|k0|

)s
=

=
1

2l
βp‖yδ‖pp,n,[0,1]

1

1− (1/2)1−p/|k0|
<

<
1

‖yδ‖pp,n,[0,1]

ρp

2l0

(
1− (1/2)1−p/|k0|

) 1

2l
‖yδ‖pp,n,[0,1]

1

1− (1/2)1−p/|k0|
=

ρp

2l0+l
.

Òîìó

‖zj‖pp,n,[0,1] < (1− 1/2l)
ρp

2l0
+

ρp

2l0+l
=
ρp

2l0
.

Îòæå, ‖zj‖p,n,[0,1] <
ρ

2l0/p
i, ÿê íàñëiäîê, zj ∈ V. Òîìó ν(zj) ∈ K.

Äëÿ êîæíîãî ìóëüòèiíäåêñó k ∈MN , çãiäíî iç ëåìîþ 5.5,

Rk,[0,1](zj) = Rk,[0,1](S[1/2l,1](yζ)) +

j∑
s=1

α|k0|s Rk,[0,1](S[1/2l+s,1/2l+s−1](yδ)) =

= (1− 1/2l)Rk,[0,1](yζ) +

j∑
s=1

α|k0|s

( 1

2l+s−1
− 1

2l+s

)
Rk,[0,1](yδ) =

= (1− 1/2l)ζk +

j∑
s=1

α|k0|s

1

22l+s
δk. (5.10)

Ïîêàæåìî, ùî κ(zj) ∈ B(ζ ′, ε). Äëÿ k ∈ MN \ {k0}, çãiäíî iç ðiâíiñòþ
(5.10),

Rk,[0,1](zj) = (1− 1/2l)ζk.

Òîìó, âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü (5.9),∥∥∥(Rk,[0,1](zj)
)
k∈MN\{k0}

− ζ ′
∥∥∥
∞

= max
k∈MN\{k0}

∣∣(1− 1/2l)ζk − ζk
∣∣ =

=
1

2l
max

k∈MN\{k0}
|ζk| < ε.
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Îòæå, κ(zj) ∈ B(ζ ′, ε).

Ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà κ−1(B(ζ ′, ε)) ¹ íåîáìåæåíîþ. Çãiäíî iç ðiâíi-

ñòþ (5.10),

Rk0(zj) = (1− 1/2l)ζk0 +

j∑
s=1

α|k0|s

1

22l+s
· 1

2
.

Çàóâàæèìî, ùî

j∑
s=1

α|k0|s

1

22l+s+1
=

1

22l+1

j∑
s=1

α
|k0|
s

2s
=

β

22l+1

j∑
s=1

1

s
.

Òîìó Rk0(zj) = (1 − 1/2l)ζk0 + β
22l+1

∑j
s=1

1
s → ∞ ïðè j → +∞. Îòæå,

ìíîæèíà κ−1(B(ζ ′, ε)) ¹ íåîáìåæåíîþ. Îñêiëüêè B(ζ ′, ε) ⊂ U òî ìíîæèíà

κ−1(U) òàêîæ ¹ íåîáìåæåíîþ.

Çàóâàæèìî, ùî

sup
y∈V
|Q(y)| = sup

y∈D, ‖y‖p,n,[0,1]< ρ

2l0/p

|P (y)| ≤ sup
y∈(Lp[0,1])n, ‖y‖p,n,[0,1]< ρ

2l0/p

|P (y)| =

=
( ρ

2l0/p

)N
‖P‖.

Îòæå, ïîëiíîì Q ¹ îáìåæåíèì íà ìíîæèíi V. ßê íàñëiäîê, ïîëiíîì q ¹

îáìåæåíèì íà ìíîæèíi K. Çãiäíî iç ëåìîþ 3.2, ïîëiíîì q íå çàëåæèòü âiä

àðãóìåíòó ξk0. Òîìó, ó âèïàäêóN > p, ïîëiíîì q íå çàëåæèòü âiä àðãóìåíòó

ξk, äëÿ ÿêîãî bpc < |k| ≤ N.

Îòæå, ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, ïîëiíîì q çàëåæèòü òiëüêè âiä àðãóìåíòiâ

ξk, äëÿ ÿêèõ k ∈M ′, äå

M ′ =
{
k ∈ Zn+ : 1 ≤ |k| ≤ min{bpc, N}

}
.

Íåõàé q̂ � öå çâóæåííÿ ïîëiíîìà q íà ìíîæèíó CM ′. Çãiäíî iç ðiâíiñòþ

(5.8),

Q(y) = q̂
((
Rk,[0,1](y)

)
k∈M ′

)
äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà y ∈ D.

Ïîêàæåìî, ùî

P (y) = q̂
((
Rk,[0,1](y)

)
k∈M ′

)
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äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà y ∈ (Lp[0, 1])n. Îñêiëüêè ìíîæèíà D ¹ ùiëüíîþ â

ïðîñòîði (Lp[0, 1])n, äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà y ∈ (Lp[0, 1])n, òî iñíó¹ ïîñëi-

äîâíiñòü {yj}+∞
j=1 ⊂ D, ÿêà çáiãà¹òüñÿ äî åëåìåíòà y. Îñêiëüêè ïîëiíîì P ¹

íåïåðåðâíèì, òî

P (y) = lim
j→+∞

Q(yj) = lim
j→+∞

q̂
((
Rk,[0,1](yj)

)
k∈M ′

)
.

Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ q̂ ¹ ïîëiíîìîì íà ñêií÷åííîâèìiðíîìó ïðîñòîði, òî

âîíî ¹ íåïåðåðâíèì. Òîìó

lim
j→+∞

q̂
((
Rk,[0,1](yj)

)
k∈M ′

)
= q̂
((

lim
j→+∞

Rk,[0,1](yj)
)
k∈M ′

)
.

Çãiäíî iç òåîðåìîþ 5.1, ïîëiíîì Rk,[0,1] ¹ íåïåðåðâíèì. Òîìó

lim
j→+∞

Rk,[0,1](yj) = Rk,[0,1](y).

Îòæå, P (y) = q̂
((
Rk,[0,1](y)

)
k∈M ′

)
äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà y ∈ (Lp[0, 1])n.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Íàñëiäîê 5.1. Ìíîæèíà ïîëiíîìiâ
{
Rk,[0,1] : k ∈ Zn+, 1 ≤ |k| ≤ bpc

}
¹ àëãåáðà¨÷íèì áàçèñîì àëãåáðè Ps((Lp[0, 1])n).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé P = P0 + P1 + . . . + PN � öå ñèìåòðè÷íèé íåïåðåðâíèé

êîìïëåêñíîçíà÷íèé ïîëiíîì íà ïðîñòîði (Lp[0, 1])n, äå P0 ∈ C i Pj � öå

j-îäíîðiäíèé ïîëiíîì äëÿ j ∈ {1, . . . , N}. Çãiäíî iç ëåìîþ 5.1, äëÿ êîæíîãî

j ∈ {1, . . . , N} ïîëiíîì Pj ¹ ñèìåòðè÷íèì íåïåðåðâíèì j-îäíîðiäíèì ïî-

ëiíîìîì. Òîìó, çãiäíî iç òåîðåìîþ 5.2, ïîëiíîìè Pj ìîæíà ¹äèíèì ÷èíîì

ïîäàòè ó âèãëÿäi àëãåáðà¨÷íèõ êîìáiíàöié ïîëiíîìiâ Rk,[0,1], äå ìóëüòèiíäå-

êñè k ∈ Zn+ òàêi, ùî 1 ≤ |k| ≤ min{bpc, j}. ßê íàñëiäîê, ïîëiíîì P ìîæíà

ïîäàòè ÿê ñóìó öèõ àëãåáðà¨÷íèõ êîìáiíàöié. Íàñëiäîê äîâåäåíî.

Íåõàé Hbs ((Lp[0, 1])n) � öå ïiäàëãåáðà àëãåáðè Ôðåøå Hb ((Lp[0, 1])n) ,

ââåäåíî¨ íà ñ. 59, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ çi âñiõ ôóíêöié f ∈ Hb ((Lp[0, 1])n) , ÿêi

¹ ñèìåòðè÷íèìè.
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Iç ëåìè 2.7 âèïëèâà¹, ùî ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü ñèìåòðè÷íèõ ôóíêöié

{fm}∞m=1 ⊂ Hb((Lp[0, 1])n) çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ f ∈ Hb((Lp[0, 1])n), òî ôóí-

êöiÿ f ¹ ñèìåòðè÷íîþ. Çâiäñè âèïëèâà¹ ïîâíîòà àëãåáðè Hbs((Lp[0, 1])n).

Îòæå, àëãåáðà Hbs((Lp[0, 1])n) ¹ àëãåáðîþ Ôðåøå.

Äîâåäåìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò, ÿêèé áóäå âèêîðèñòàíî äëÿ îïèñó ñïå-

êòðà (äèâ. îçíà÷åííÿ 1.6) àëãåáðè Ôðåøå Hbs((Lp[0, 1])n).

Òåîðåìà 5.3. Íåõàé X � öå êîìïëåêñíèé áàíàõiâ ïðîñòið. Íåõàé

m ∈ N i íåõàé Γ = {P1, P2, . . . , Pm} � öå ìíîæèíà ïîëiíîìiâ íà ïðîñòîði

X, ÿêà ìà¹ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:

1. Äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, . . . ,m} âiäîáðàæåííÿ Pj : X → C ¹ íåïåðåðâíèì

dj-îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì, äå dj ∈ N.

2. Ìíîæèíà ïîëiíîìiâ Γ ¹ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíîþ.

3. Iñíó¹ ñòàëà C > 0 òàêà, ùî äëÿ êîæíîãî âåêòîðà z = (z1, . . . , zm) ∈
Cm iñíó¹ åëåìåíò xz ∈ X òàêèé, ùî ‖xz‖ ≤ C‖z‖∞ i Pj(xz) = zj äëÿ

êîæíîãî j ∈ {1, . . . ,m}.

Íåõàé A(X) � öå çàìêíåíà ïiäàëãåáðà àëãåáðè Ôðåøå Hb(X) òàêà, ùî

äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ A(X) êîæåí ÷ëåí ðÿäó Òåéëîðà öi¹¨ ôóíêöi¨ ¹ àë-

ãåáðà¨÷íîþ êîìáiíàöi¹þ åëåìåíòiâ ìíîæèíè Γ. Òîäi àëãåáðè Ôðåøå A(X)

i H(Cm) ¹ içîìîðôíèìè. Cïåêòð àëãåáðè Ôðåøå A(X) çáiãà¹òüñÿ iç ìíî-

æèíîþ óñiõ ôóíêöiîíàëiâ îá÷èñëåííÿ çíà÷åíü â òî÷êàõ ïðîñòîðó X.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f ∈ A(X). Îñêiëüêè A(X) ⊂ Hb(X), òî ôóíêöiÿ f ¹

öiëîþ àíàëiòè÷íîþ ôóíêöi¹þ îáìåæåíîãî òèïó íà ïðîñòîði X. Òîìó iñíó¹

ðiâíîìiðíî çáiæíèé äî ôóíêöi¨ f íà êîæíié îáìåæåíié ïiäìíîæèíi ïðîñòî-

ðó X ðÿä Òåéëîðà
∑∞

n=0 fn, äå fn � öå íåïåðåðâíèé n-îäíîðiäíèé ïîëiíîì

äëÿ êîæíîãî n ∈ Z+. Çãiäíî iç óìîâîþ òåîðåìè, êîæåí ïîëiíîì fn ìîæíà

çîáðàçèòè ó âèãëÿäi àëãåáðà¨÷íî¨ êîìáiíàöi¨ åëåìåíòiâ ìíîæèíè Γ. Çãiäíî iç

óìîâîþ 2, òàêà àëãåáðà¨÷íà êîìáiíàöiÿ ¹ ¹äèíîþ. Îñêiëüêè ïîëiíîì fn ¹ n-

îäíîðiäíèì, òî öÿ àëãåáðà¨÷íà êîìáiíàöiÿ ïîâèííà áóòè ëiíiéíîþ êîìáiíà-

öi¹þ n-îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ âèãëÿäó P k1
1 P

k2
2 · · ·P km

m , äå k1, k2, . . . , km ∈ Z+,
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(òóò ââàæà¹ìî, ùî 00 = 1). Çàóâàæèìî, ùî ïîëiíîì P k1
1 P

k2
2 · · ·P km

m ¹ n-

îäíîðiäíèì ÿêùî i òiëüêè ÿêùî d1k1 + . . . + dmkm = n. Âiäïîâiäíî, êîæåí

ïîëiíîì fn ìîæíà ¹äèíèì ÷èíîì çîáðàçèòè ó âèãëÿäi

fn =
∑

d1k1+...+dmkm=n
k1,...,km∈Z+

α
(n)
k1,...,km

P k1
1 P

k2
2 · · ·P km

m ,

äå α(n)
k1,...,km

∈ C. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî êîæíó ôóíêöiþ f ∈ A(X) ìîæíà

¹äèíèì ÷èíîì ïîäàòè ó âèãëÿäi ðÿäó

f =
∞∑
n=0

∑
d1k1+...+dmkm=n

k1,...,km∈Z+

α
(n)
k1,...,km

P k1
1 P

k2
2 · · ·P km

m , (5.11)

äå α(n)
k1,...,km

∈ C.
Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ J : A(X) → H(Cm), ïîêëàâøè äëÿ êîæíî¨

ôóíêöi¨ f ∈ A(X) âèãëÿäó (5.11),

J(f)(z) =
∞∑
n=0

∑
d1k1+...+dmkm=n

k1,...,km∈Z+

α
(n)
k1,...,km

zk11 z
k2
2 · · · zkmm , (5.12)

äå z = (z1, . . . , zm) ∈ Cm. Ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ J(f) íàëåæèòü àëãåáði

Ôðåøå H(Cm) äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ A(X). Çà óìîâîþ òåîðåìè, iñíó¹

ñòàëà C > 0 òàêà, ùî äëÿ êîæíîãî âåêòîðà z = (z1, . . . , zm) ∈ Cm iñíó¹

åëåìåíò xz ∈ X òàêèé, ùî ‖xz‖ ≤ C‖z‖∞ i Pj(xz) = zj äëÿ êîæíîãî j ∈
{1, . . . ,m}. Òîìó, çâàæàþ÷è íà ðiâíîñòi (5.11) i (5.12),

J(f)(z) = f(xz) (5.13)

äëÿ êîæíîãî z ∈ Cm. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ f ¹ äîáðå âèçíà÷åíîþ íà ïðîñòîði

X, òî iç ðiâíîñòi (5.13) âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ J(f) ¹ äîáðå âèçíà÷åíîþ

íà ïðîñòîði Cm. Òîìó ðÿä ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (5.12) ¹ çáiæíèì äëÿ

êîæíîãî z ∈ Cm. Âiäïîâiäíî, ôóíêöiÿ J(f) ¹ àíàëiòè÷íîþ íà ïðîñòîði Cm,

òîáòî J(f) ∈ H(Cm).

Äîâåäåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ J ¹ içîìîðôiçìîì ìiæ àëãåáðàìè Ôðåøå

A(X) i H(Cm).
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Çàóâàæèìî, ùî ëiíiéíiñòü i ìóëüòèïëiêàòèâíiñòü âiäîáðàæåííÿ J ìî-

æíà ïåðåâiðèòè áåçïîñåðåäíüî.

Äîâåäåìî ií'¹êòèâíiñòü âiäîáðàæåííÿ J. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ êîæíî¨

ôóíêöi¨ f ∈ A(X) i äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà x ∈ X âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

f(x) = J(f)
((
P1(x), P2(x), . . . , Pm(x)

))
. (5.14)

ßêùî äâi ôóíêöi¨ f, g ∈ A(X) ¹ ðiçíèìè, òî iñíó¹ åëåìåíò x0 ∈ X òàêèé,

ùî f(x0) 6= g(x0). Âiäïîâiäíî, çãiäíî iç ðiâíiñòþ (5.14),

J(f)
((
P1(x0), P2(x0), . . . , Pm(x0)

))
6= J(g)

((
P1(x0), P2(x0), . . . , Pm(x0)

))
.

Îòæå, J(f) 6= J(g). Òàêèì ÷èíîì, âiäîáðàæåííÿ J ¹ ií'¹êòèâíèì.

Äîâåäåìî íåïåðåðâíiñòü âiäîáðàæåííÿ J. Íåõàé r > 0. Äëÿ f ∈ A(X)

ìà¹ìî

‖J(f)‖r = sup
‖z‖∞≤r

|J(f)(z)|.

Âðàõîâóþ÷è óìîâó 3 i ðiâíiñòü (5.13), îòðèìó¹ìî

sup
‖z‖∞≤r

|J(f)(z)| = sup
‖z‖∞≤r

|f(xz)| ≤ sup
‖x‖≤Cr

|f(x)| = ‖f‖Cr.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ êîæíîãî r > 0 i äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ A(X) ìà¹ìî

íåðiâíiñòü

‖J(f)‖r ≤ ‖f‖Cr.

Îòæå, âiäîáðàæåííÿ J ¹ íåïåðåðâíèì.

Äîâåäåìî ñþð'¹êòèâíiñòü âiäîáðàæåííÿ J. Ñïî÷àòêó âñòàíîâèìî äå-

ÿêèé äîïîìiæíèé ôàêò. Íåõàé r > 0 i f ∈ A(X). Çãiäíî iç ðiâíiñòþ (5.14),

‖f‖r = sup
‖x‖≤r

|f(x)| = sup
‖x‖≤r

∣∣J(f)
((
P1(x), P2(x), . . . , Pm(x)

))∣∣.
Çãiäíî iç íåðiâíiñòþ (1.6),

|Pj(x)| ≤ ‖Pj‖‖x‖dj

äëÿ êîæíîãî x ∈ X i j ∈ {1, . . . ,m}. Òîìó, çà óìîâè ‖x‖ ≤ r, ìà¹ìî∥∥(P1(x), P2(x), . . . , Pm(x)
)∥∥
∞ ≤ ρ(r),
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äå

ρ(r) = max
1≤j≤m

(
‖Pj‖rdj

)
.

Òîìó

sup
‖x‖≤r

∣∣J(f)
((
P1(x), P2(x), . . . , Pm(x)

))∣∣ ≤ sup
‖z‖∞≤ρ(r)

|J(f)(z)| = ‖J(f)‖ρ(r).

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ êîæíèõ r > 0 i f ∈ A(X) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

‖f‖r ≤ ‖J(f)‖ρ(r). (5.15)

Íåõàé g ∈ H(Cm). Ïîáóäó¹ìî ôóíêöiþ f ∈ A(X) òàêó, ùî J(f) = g. Îñ-

êiëüêè ôóíêöiÿ g íàëåæèòü àëãåáði H(Cm), òî ¨¨ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

çáiæíîãî íà âñüîìó ïðîñòîði Cm ðÿäó Òåéëîðà:

g(z) =
∞∑
n=0

∑
l1+...+lm=n
l1,...,lm∈Z+

βl1,...,lmz
l1
1 z

l2
2 · · · zlmm ,

äå z = (z1, . . . , zm) ∈ Cm i βl1,...,lm ∈ C. Äëÿ êîæíîãî N ∈ N âèçíà÷èìî

ïîëiíîì gN : Cm → C ðiâíiñòþ

gN(z) =
N∑
n=0

∑
l1+...+lm=n
l1,...,lm∈Z+

βl1,...,lmz
l1
1 z

l2
2 · · · zlmm ,

äå z = (z1, . . . , zm) ∈ Cm, à òàêîæ, âèçíà÷èìî ïîëiíîì fN : X → C ðiâíiñòþ

fN(x) =
N∑
n=0

∑
l1+...+lm=n
l1,...,lm∈Z+

βl1,...,lmP
l1
1 (x)P l2

2 (x) · · ·P lm
m (x),

äå x ∈ X. Çàóâàæèìî, ùî fN ∈ A(X) i âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü J(fN) = gN äëÿ

êîæíîãî N ∈ N. Òàêîæ çàóâàæèìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü {gN}∞N=1 çáiãà¹òüñÿ

äî ôóíêöi¨ g âiäíîñíî òîïîëîãi¨ àëãåáðè ÔðåøåH(Cm). Çãiäíî iç íåðiâíiñòþ

(5.15), äëÿ êîæíèõ r > 0, j, N ∈ N âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

‖fN+j − fN‖r ≤ ‖gN+j − gN‖ρ(r),
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òîìó iç ôóíäàìåíòàëüíîñòi ïîñëiäîâíîñòi {gN}∞N=1 âèïëèâà¹ ôóíäàìåíòàëü-

íiñòü ïîñëiäîâíîñòi {fN}∞N=1. Îñêiëüêè àëãåáðà A(X) � ïîâíà, òî ïîñëiäîâ-

íiñòü {fN}∞N=1 ¹ çáiæíîþ äî äåÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ A(X). Çà íåïåðåðâíiñòþ

âiäîáðàæåííÿ J, îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü

J(f) = lim
N→∞

J(fN) = lim
N→∞

gN = g.

Îòæå, âiäîáðàæåííÿ J ¹ ñþð'¹êòèâíèì.

Òàêèì ÷èíîì, âiäîáðàæåííÿ J ¹ ëiíiéíèì, ìóëüòèïëiêàòèâíèì, ái¹êòèâ-

íèì i íåïåðåðâíèì. Íåïåðåðâíiñòü îáåðíåíîãî âiäîáðàæåííÿ J−1 âèïëèâà¹

iç íåðiâíîñòi (5.15). Îòæå, âiäîáðàæåííÿ J ¹ içîìîðôiçìîì.

Îïèøåìî ñïåêòðM(A(X)) àëãåáðè Ôðåøå A(X). Íàãàäà¹ìî, ùî ôóí-

êöiîíàëîì îá÷èñëåííÿ çíà÷åííÿ â òî÷öi x ∈ X íàçèâàþòü âiäîáðàæåííÿ

δx : A(X) → C, âèçíà÷åíå ðiâíiñòþ δx(f) = f(x), äå f ∈ A(X). Çàóâàæè-

ìî, ùî δx ∈M(A(X)) äëÿ êîæíîãî x ∈ X. Ïîêàæåìî, ùî êîæåí õàðàêòåð
àëãåáðè Ôðåøå A(X) ¹ ôóíêöiîíàëîì îá÷èñëåííÿ çíà÷åííÿ â äåÿêié òî÷öi

ïðîñòîðó X. Íåõàé ϕ ∈M(A(X)). Íåõàé

z =
(
ϕ(P1), ϕ(P2), . . . , ϕ(Pm)

)
.

Çãiäíî iç óìîâîþ òåîðåìè, iñíó¹ åëåìåíò xz ∈ X òàêèé, ùî Pj(xz) = ϕ(Pj)

äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, . . . ,m}. Ðîçãëÿíåìî äiþ õàðàêòåðiâ ϕ i δxz íà äîâiëüíó

ôóíêöiþ f ∈ A(X). Ôóíêöiþ f ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi (5.11). Òîäi

δxz(f) =
∞∑
n=0

∑
d1k1+...+dmkm=n

k1,...,km∈Z+

α
(n)
k1,...,km

(
P1(xz)

)k1(P2(xz)
)k2 · · · (Pm(xz)

)km =

=
∞∑
n=0

∑
d1k1+...+dmkm=n

k1,...,km∈Z+

α
(n)
k1,...,km

(
ϕ(P1)

)k1(ϕ(P2))
)k2 · · · (ϕ(Pm)

)km.
Ç iíøîãî áîêó, âíàñëiäîê íåïåðåðâíîñòi, ëiíiéíîñòi i ìóëüòèïëiêàòèâíîñòi

õàðàêòåðà ϕ, ìà¹ìî

ϕ(f) =
∞∑
n=0

∑
d1k1+...+dmkm=n

k1,...,km∈Z+

α
(n)
k1,...,km

(
ϕ(P1)

)k1(ϕ(P2))
)k2 · · · (ϕ(Pm)

)km.
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Îòæå, ϕ(f) = δxz(f) äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ A(X), òîáòî ϕ = δxz . Òà-

êèì ÷èíîì, ñïåêòð M(A(X)) ¹ ìíîæèíîþ óñiõ ôóíêöiîíàëiâ îá÷èñëåííÿ

çíà÷åíü ó òî÷êàõ ïðîñòîðó X. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Âèêîðèñòà¹ìî äîâåäåíèé ðåçóëüòàò äëÿ âèïàäêó, êîëè A(X) � öå àë-

ãåáðà Ôðåøå Hbs((Lp[0, 1])n).

Òåîðåìà 5.4. Àëãåáðà Ôðåøå Hbs((Lp[0, 1])n) içîìîðôíà iç àëãåáðîþ

Ôðåøå H(Cm), äå m � öå ïîòóæíiñòü ìíîæèíè ìóëüòèiíäåêñiâ

M =
{
k ∈ Zn+ : 1 ≤ |k| ≤ bpc

}
.

Ñïåêòð àëãåáðè Ôðåøå Hbs((Lp[0, 1])n) çáiãà¹òüñÿ iç ìíîæèíîþ óñiõ ôóí-

êöiîíàëiâ îá÷èñëåííÿ çíà÷åíü â òî÷êàõ ïðîñòîðó (Lp[0, 1])n.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé X = (Lp[0, 1])n, A(X) = Hbs((Lp[0, 1])n) i

Γ = {Rk,[0,1] : k ∈M}.

Ïåðåâiðèìî âèêîíàííÿ óìîâ òåîðåìè 5.3. Äëÿ êîæíîãî ìóëüòèiíäåêñó k ∈
M, çãiäíî iç òåîðåìîþ 5.1, âiäîáðàæåííÿ Rk,[0,1] ¹ íåïåðåðâíèì |k|-îäíî-
ðiäíèì ïîëiíîìîì. Iç íàñëiäêó 5.1 âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà ïîëiíîìiâ Γ ¹

àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíîþ. Îòæå, óìîâè 1 i 2 âèêîíàíî.

Äîâåäåìî âèêîíàííÿ óìîâè 3. Iç òåîðåìè 3.3 âèïëèâà¹, ùî äëÿ ìíî-

æèíè M iñíóþòü ÷èñëà l ∈ N i ρM > 0 òàêi, ùî äëÿ êîæíîãî íàáîðó êîì-

ïëåêñíèõ ÷èñåë ξ = (ξk)k∈M , çàiíäåêñîâàíîãî åëåìåíòàìè ìíîæèíè M, äëÿ

ÿêîãî ‖ξ‖∞ < 1, iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü yξ ∈ c(2l)
00 (Cn) òàêà, ùî ‖yξ‖`p(Cn) < ρM

i H(2l)
k (yξ) = ξk äëÿ êîæíîãî k ∈ M, äå ïîëiíîìè H

(2l)
k âèçíà÷åíî ðiâíi-

ñòþ (5.4).

Íåõàé z = (zk)k∈M � äîâiëüíèé íàáið êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, çàiíäåêñîâà-

íèé åëåìåíòàìè ìíîæèíè M. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê ‖z‖∞ > 0. Íåõàé

a = 2l+1‖z‖∞.

Íåõàé

ξ =

(
2lzk
a|k|

)
k∈M

.
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Òîäi

‖ξ‖∞ = max
k∈M

∣∣∣∣2lzka|k|

∣∣∣∣ ≤ max
k∈M

∣∣∣∣2lzka
∣∣∣∣ =

2l‖z‖∞
a

=
1

2
< 1.

Òîìó iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü yξ ∈ c(2l)
00 (Cn) òàêà, ùî ‖yξ‖`p(Cn) < ρM i

H
(2l)
k (yξ) =

2lzk
a|k|

(5.16)

äëÿ êîæíîãî k ∈M. Íåõàé

xz = J2l
(
ayξ
)
,

äå âiäîáðàæåííÿ J2l âèçíà÷åíî ðiâíiñòþ (5.3). Çãiäíî iç ëåìîþ 5.2, âðàõîâó-

þ÷è íåðiâíiñòü ‖yξ‖`p(Cn) < ρM , ìà¹ìî

‖xz‖p,n,[0,1] =
1

2l/p
‖ayξ‖`p(Cn) <

aρM
2l/p

=
2l+1ρM

2l/p
‖z‖∞.

Òàêèì ÷èíîì,

‖xz‖p,n,[0,1] ≤ C‖z‖∞,

äå C = 2l+1ρM
2l/p

. Ïðè öüîìó, ñòàëà C íå çàëåæèòü âiä z. Çãiäíî iç ëåìîþ 5.3,

âðàõîâóþ÷è ðiâíiñòü (5.16), à òàêîæ, âçÿâøè äî óâàãè |k|-îäíîðiäíiñòü ïî-
ëiíîìà H(2l)

k , îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü

Rk,[0,1](xξ) =
1

2l
H

(2l)
k (ayξ) =

1

2l
a|k|H

(2l)
k (yξ) =

1

2l
a|k|

2lzk
a|k|

= zk

äëÿ êîæíîãî k ∈ M. Çàëèøèëîñÿ ðîçãëÿíóòè âèïàäîê ‖z‖∞ = 0. Ó öüîìó

âèïàäêó ïîêëàäåìî xz ≡ 0. Òàêèì ÷èíîì, óìîâà 3 âèêîíàíà.

ßê áóëî çàóâàæåíî âèùå, àëãåáðà Hbs((Lp[0, 1])n) ¹ çàìêíåíîþ ïiäàë-

ãåáðîþ àëãåáðè Hbs((Lp[0, 1])n).

Êîæíó ôóíêöiþ f ∈ Hbs((Lp[0, 1])n) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ¨¨ ðÿäó

Òåéëîðà iç íåïåðåðâíèõ îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ, ÿêi, ó ñâîþ ÷åðãó, ÿê íà-

ñëiäîê iíòåãðàëüíî¨ ôîðìóëè Êîøi (1.13) i ñèìåòðè÷íîñòi ôóíêöi¨ f , òåæ

¹ ñèìåòðè÷íèìè. Òîìó, çãiäíî iç òåîðåìîþ 5.2, N -òèé ÷ëåí ðÿäó Òåéëîðà

ôóíêöi¨ f, äå N ∈ N, ìîæíà ¹äèíèì ÷èíîì ïîäàòè ó âèãëÿäi àëãåáðà¨÷íî¨

êîìáiíàöi¨ ïîëiíîìiâ Rk,[0,1], äå ìóëüòèiíäåêñè k ∈ Zn+ òàêi, ùî âèêîíó¹òüñÿ
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íåðiâíiñòü 1 ≤ |k| ≤ min{bpc, N}. Îñêiëüêè êîæåí òàêèé ìóëüòèiíäåêñ k

¹ åëåìåíòîì ìíîæèíè M, òî êîæåí âiäïîâiäíèé ïîëiíîì Rk,[0,1] ¹ åëåìåí-

òîì ìíîæèíè Γ. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ àëãåáðè Ôðåøå Hbs((Lp[0, 1])n) âèêî-

íàíî âñi óìîâè òåîðåìè 5.3. Îòæå, çãiäíî iç òåîðåìîþ 5.3, àëãåáðà Ôðåøå

Hbs((Lp[0, 1])n) içîìîðôíà iç àëãåáðîþ ÔðåøåH(Cm), äåm� öå ïîòóæíiñòü

ìíîæèíè ìóëüòèiíäåêñiâ M i ñïåêòð àëãåáðè Ôðåøå Hbs((Lp[0, 1])n) çáiãà¹-

òüñÿ iç ìíîæèíîþ óñiõ ôóíêöiîíàëiâ îá÷èñëåííÿ çíà÷åíü â òî÷êàõ ïðîñòîðó

(Lp[0, 1])n. Òåîðåìó äîâåäåíî.
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5.2. Ñèìåòðè÷íi àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ íà äåêàðòîâîìó ñòåïåíi

êîìïëåêñíîãî áàíàõîâîãî ïðîñòîðó iíòåãðîâíèõ çà Ëåáåãîì ó ñòå-

ïåíi p, äå 1 ≤ p <∞, ôóíêöié íà ïiâîñi

Â äàíîìó ïiäðîçäiëi áóäå ïîêàçàíî, ùî ó âèïàäêó p 6∈ N êîæåí êîì-

ïëåêñíîçíà÷íèé íåïåðåðâíèé ñèìåòðè÷íèé ïîëiíîì íà äåêàðòîâîìó ñòåïåíi

êîìïëåêñíîãî áàíàõîâîãî ïðîñòîðó Lp[0,+∞) âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ií-

òåãðîâíèõ çà Ëåáåãîì ó ñòåïåíi p ôóíêöié íà ìíîæèíi [0,+∞) îáîâ'ÿçêîâî

¹ ñòàëèì âiäîáðàæåííÿì. Ó âèïàäêó p ∈ N áóäå ïîáóäîâàíî ñêií÷åííèé

àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ àëãåáðè âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ íåïåðåðâíèõ ñèìåòðè-

÷íèõ ïîëiíîìiâ íà äåêàðòîâîìó ñòåïåíi ïðîñòîðó Lp[0,+∞) i áóäå ïîêàçàíî,

ùî àëãåáðà Ôðåøå âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ñèìåòðè÷íèõ öiëèõ àíàëiòè÷íèõ

ôóíêöié íà öüîìó äåêàðòîâîìó ñòåïåíi içîìîðôíà äî àëãåáðè ÔðåøåH(Cm)

âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà ïðîñòîði Cm, äå m � öå

ïîòóæíiñòü âèùåçãàäàíîãî àëãåáðà¨÷íîãî áàçèñó.

Íåõàé p ∈ [1,+∞) i n ∈ N. Íåõàé Ω � âèìiðíà çà Ëåáåãîì ïiä-

ìíîæèíà ìíîæèíè R ç äîäàòíîþ ìiðîþ. Íåõàé Lp(Ω) := L
(C)
p (Ω) � êîì-

ïëåêñíèé áàíàõiâ ïðîñòið âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ôóíêöié y : Ω → C äëÿ

ÿêèõ ñòåïiíü p àáñîëþòíîãî çíà÷åííÿ ¹ iíòåãðîâíèì çà Ëåáåãîì (äèâ. ïðè-

êëàä 1.2). Òàêîæ ââåäåìî ñïðîùåíi ïîçíà÷åííÿ Lp[0,+∞) := Lp([0,+∞)) i

Lp[a, b] := Lp([a, b]) äëÿ âiäðiçêà [a, b]. Íåõàé (Lp(Ω))n � öå n-òèé äåêàðòiâ

ñòåïiíü ïðîñòîðó Lp(Ω) ç íîðìîþ

‖y‖p,n,Ω =

( n∑
s=1

∫
Ω

|ys(t)|p dt
)1/p

,

äå y = (y1, . . . , yn) ∈ (Lp(Ω))n.

Çãiäíî iç îçíà÷åííÿì 1.18, ôóíêöiþ f : (Lp(Ω))n → C íàçèâàþòü ñèìå-

òðè÷íîþ, ÿêùî f((y1◦σ, . . . , yn◦σ)) = f((y1, . . . , yn)) äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà

(y1, . . . , yn) ∈ (Lp(Ω))n i äëÿ êîæíî¨ ái¹êöi¨ σ ∈ ΞΩ, äå ìíîæèíà ΞΩ âèçíà-

÷åíà íà ñ. 63.

Â äàíîìó ïiäðîçäiëi ïîáóäîâàíî àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ àëãåáðè âñiõ ñèìå-

òðè÷íèõ íåïåðåðâíèõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ïîëiíîìiâ i îïèñàíî ñïåêòð àëãå-
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áðè Ôðåøå âñiõ öiëèõ ñèìåòðè÷íèõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíî-

ãî òèïó íà ïðîñòîði (Lp[0,+∞))n.

ßêùî p ∈ N, òî äëÿ êîæíîãî ìóëüòèiíäåêñó k = (k1, . . . , kn) ∈ Zn+
òàêîãî, ùî |k| = p, âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ Rk,[0,+∞) : (Lp[0,+∞))n → C
ôîðìóëîþ

Rk,[0,+∞)(y) =

∫
[0,+∞)

n∏
s=1
ks>0

(ys(t))
ks dt,

äå y = (y1, . . . , yn) ∈ (Lp[0,+∞))n.

Äëÿ êîæíîãî ìóëüòèiíäåêñó k = (k1, . . . , kn) ∈ Zn+ òàêîãî, ùî 1 ≤
|k| ≤ bpc, äå |k| = k1 + . . . + kn, i äëÿ êîæíîãî âiäðiçêà [a, b], âèçíà÷èìî

âiäîáðàæåííÿ Rk,[a,b] : (Lp[a, b])
n → C ôîðìóëîþ

Rk,[a,b](y) =

∫
[a,b]

n∏
s=1
ks>0

(ys(t))
ks dt,

äå y = (y1, . . . , yn) ∈ (Lp[a, b])
n.

Çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ Rk,[a,b] i Rk,[0,+∞) ¹ |k|-îäíîðiäíèìè ñè-

ìåòðè÷íèìè ïîëiíîìàìè. Íåïåðåðâíiñòü öèõ ïîëiíîìiâ ìîæíà äîâåñòè àíà-

ëîãi÷íî äî äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.1.

Äëÿ êîæíîãî m ∈ N âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ v1,m : (Lp[0, 1])n →
(Lp[0,m])n íàñòóïíèì ÷èíîì. Ó âèïàäêó m = 1, íåõàé v1,m(x) = x äëÿ

êîæíîãî åëåìåíòà x ∈ (Lp[0, 1])n. Ó âèïàäêó m ≥ 2, íåõàé

v1,m(x)(t) =

{
x(t), ÿêùî t ∈ [0, 1]

0, ÿêùî t ∈ (1,m]

äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà x ∈ (Lp[0, 1])n i äëÿ êîæíîãî t ∈ [0,m]. Àíàëîãi÷íèì

÷èíîì, äëÿ êîæíîãî m ∈ N, âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ vm,∞ : (Lp[0,m])n →
(Lp[0,+∞))n ôîðìóëîþ

vm,∞(x)(t) =

{
x(t), ÿêùî t ∈ [0,m]

0, ÿêùî t ∈ (m,+∞),
(5.17)

äå x ∈ (Lp[0,m])n i t ∈ [0,+∞). Çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ v1,m i vm,∞ ¹

içîìåòðè÷íèìè i ëiíiéíèìè.
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Ëåìà 5.6. Íåõàé m,N ∈ N i P : (Lp[0,+∞))n → C � öå íåïåðåðâíèé

ñèìåòðè÷íèé N -îäíîðiäíèé ïîëiíîì. Òîäi âiäîáðàæåííÿ P ◦ vm,∞ ¹ íåïå-

ðåðâíèì ñèìåòðè÷íèì N -îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì íà ïðîñòîði (Lp[0,m])n.

Äîâåäåííÿ. Ìà¹ìî íàñòóïíó äiàãðàìó:

(Lp[0,m])n
vm,∞ // (Lp[0,+∞))n P //C.

Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ vm,∞ ¹ ëiíiéíèì òà içîìåòðè÷íèì, à ïîëiíîì P ¹

íåïåðåðâíèì i N -îäíîðiäíèì, òî âiäîáðàæåííÿ P ◦ vm,∞ ¹ íåïåðåðâíèì

N -îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì. Ïîêàæåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ P ◦ vm,∞ ¹ ñèìå-

òðè÷íèì. Íåõàé x ∈ (Lp[0,m])n i σ ∈ Ξ[0,m]. Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ

σ̃ : [0,+∞)→ [0,+∞) ôîðìóëîþ

σ̃(t) =

{
σ(t), ÿêùî t ∈ [0,m]

t, ÿêùî t ∈ (m,+∞).

Îñêiëüêè σ ∈ Ξ[0,m], òî σ̃ ∈ Ξ[0,+∞). Ïîêàæåìî, ùî vm,∞(x◦σ) = vm,∞(x)◦ σ̃.
Îñêiëüêè σ̃(t) ∈ [0,m] òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè t ∈ [0,m], i σ̃(t) ∈ (m,+∞)

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè t ∈ (m,+∞), òî

(vm,∞(x) ◦ σ̃)(t) = vm,∞(x)(σ̃(t)) =

=

{
x(σ̃(t)), ÿêùî σ̃(t) ∈ [0,m]

0, ÿêùî σ̃(t) ∈ (m,+∞)
=

=

{
x(σ̃(t)), ÿêùî t ∈ [0,m]

0, ÿêùî t ∈ (m,+∞)
=

=

{
x(σ(t)), ÿêùî t ∈ [0,m]

0, ÿêùî t ∈ (m,+∞)
= vm,∞(x ◦ σ)(t).

Îòæå, vm,∞(x ◦ σ) = vm,∞(x) ◦ σ̃. Òîìó

(P ◦ vm,∞)(x ◦ σ) = P (vm,∞(x) ◦ σ̃).

Îñêiëüêè ïîëiíîì P ¹ ñèìåòðè÷íèì i σ̃ ∈ Ξ[0,+∞), òî

P (vm,∞(x) ◦ σ̃) = P (vm,∞(x)).
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Òîìó

(P ◦ vm,∞)(x ◦ σ) = (P ◦ vm,∞)(x).

Îòæå, âiäîáðàæåííÿ P ◦ vm,∞ ¹ ñèìåòðè÷íèì. Ëåìó äîâåäåíî.

Äëÿ m ∈ N, âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ Im : (Lp[0, 1])n → (Lp[0,m])n

ôîðìóëîþ

Im(x)(t) = x(t/m),

äå x ∈ (Lp[0, 1])n i t ∈ [0,m]. Çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ Im ¹ ëiíiéíîþ

ái¹êöi¹þ. Ïîêàæåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ Im ¹ íåïåðåðâíèì. Äëÿ åëåìåíòà

x = (x1, . . . , xn) ∈ (Lp[0, 1])n ìà¹ìî

‖Im(x)‖p,n,[0,m] =

(∫
[0,m]

|x1(t/m)|p dt+ . . .+

∫
[0,m]

|xn(t/m)|p dt
)1/p

=

=

(
m

∫
[0,1]

|x1(τ)|p dτ + . . .+m

∫
[0,1]

|xn(τ)|p dτ
)1/p

=

= m1/p‖x‖p,n,[0,1].

Îòæå, âiäîáðàæåííÿ Im ¹ íåïåðåðâíèì. Òàêèì ÷èíîì, âiäîáðàæåííÿ Im ¹

içîìîðôiçìîì.

Ëåìà 5.7. Íåõàé m,N ∈ N i P : (Lp[0,+∞))n → C � öå íåïåðåðâíèé

ñèìåòðè÷íèé N -îäíîðiäíèé ïîëiíîì. Òîäi âiäîáðàæåííÿ P ◦vm,∞◦Im ¹ íå-

ïåðåðâíèì ñèìåòðè÷íèì N -îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì íà ïðîñòîði (Lp[0, 1])n.

Äîâåäåííÿ. Ìà¹ìî íàñòóïíó äiàãðàìó:

(Lp[0, 1])n
Im // (Lp[0,m])n

vm,∞ // (Lp[0,+∞))n P //C.

Çãiäíî iç ëåìîþ 5.6, âiäîáðàæåííÿ P ◦ vm,∞ ¹ íåïåðåðâíèì ñèìåòðè÷íèì

N -îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì íà ïðîñòîði (Lp[0,m])n. Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ

Im ¹ içîìîðôiçìîì i âiäîáðàæåííÿ P ◦ vm,∞ ¹ íåïåðåðâíèì N -îäíîðiäíèì

ïîëiíîìîì, òî âiäîáðàæåííÿ P ◦ vm,∞ ◦ Im ¹ íåïåðåðâíèì N -îäíîðiäíèì

ïîëiíîìîì. Ïîêàæåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ P ◦ vm,∞ ◦ Im ¹ ñèìåòðè÷íèì. Íå-

õàé x ∈ (Lp[0, 1])n i σ ∈ Ξ[0,1]. Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ σ̂ : [0,m] → [0,m]
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ôîðìóëîþ

σ̂(t) = mσ(t/m).

Çàóâàæèìî, ùî σ̂ ∈ Ξ[0,m]. Ïîêàæåìî, ùî Im(x◦σ) = Im(x)◦ σ̂. Çàóâàæèìî,
ùî äëÿ êîæíîãî t ∈ [0,m]

(Im(x) ◦ σ̂)(t) = Im(x)(σ̂(t)) = x(σ̂(t)/m) = x(σ(t/m)) = (x ◦ σ)(t/m) =

= Im(x ◦ σ)(t).

Îòæå, Im(x ◦ σ) = Im(x) ◦ σ̂. Òîìó

(P ◦ vm,∞ ◦ Im)(x ◦ σ) = (P ◦ vm,∞)(Im(x ◦ σ)) = (P ◦ vm,∞)(Im(x) ◦ σ̂).

Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ P ◦ vm,∞ ¹ ñèìåòðè÷íèì i σ̂ ∈ Ξ[0,m], òî

(P ◦ vm,∞)(Im(x) ◦ σ̂) = (P ◦ vm,∞)(Im(x)).

Òîìó

(P ◦ vm,∞ ◦ Im)(x ◦ σ) = (P ◦ vm,∞ ◦ Im)(x).

Îòæå, âiäîáðàæåííÿ P ◦ vm,∞ ◦ Im ¹ ñèìåòðè÷íèì. Ëåìó äîâåäåíî.

Äëÿ êîæíî¨ íåïîðîæíüî¨ ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè M ⊂ Zn+ i äëÿ êîæíîãî

âiäîáðàæåííÿ l : M → Z+, íåõàé

κ(l,M) =
∑
k∈M

|k|l(k).

Ëåìà 5.8. Íåõàé P : (Lp[0,+∞))n → C � öå íåïåðåðâíèé ñèìåòðè-

÷íèé N -îäíîðiäíèé ïîëiíîì, äå N ∈ N. Òîäi äëÿ êîæíîãî m ∈ N, ïîëiíîì
P ◦ vm,∞ ìîæíà ¹äèíèì ÷èíîì ïîäàòè ó âèãëÿäi

P ◦ vm,∞ =
∑

l:M1→Z+

κ(l,M1)=N

αl
∏
k∈M1
l(k)>0

R
l(k)
k,[0,m],

äå

M1 =
{
k ∈ Zn+ : 1 ≤ |k| ≤ min{bpc, N}

}
(5.18)

i êîåôiöi¹íòè αl ∈ C íå çàëåæàòü âiä m.
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Äîâåäåííÿ. Çãiäíî iç ëåìîþ 5.6, âiäîáðàæåííÿ P ◦ v1,∞ ¹ íåïåðåðâíèì ñè-

ìåòðè÷íèì N -îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì íà ïðîñòîði (Lp[0, 1])n. Òîìó, çãiäíî

iç òåîðåìîþ 5.2, ïîëiíîì P ◦ v1,∞ ìîæíà ¹äèíèì ÷èíîì ïîäàòè ÿê àëãå-

áðà¨÷íó êîìáiíàöiþ ïîëiíîìiâ Rk,[0,1], äå ìóëüòèiíäåêñè k ∈ Zn+ òàêi, ùî

1 ≤ |k| ≤ min{bpc, N}. Iíøèìè ñëîâàìè, ïîëiíîì P ◦ v1,∞ ìîæíà ¹äèíèì

÷èíîì ïîäàòè ó âèãëÿäi

P ◦ v1,∞ =
∑

l:M1→Z+

κ(l,M1)=N

αl
∏
k∈M1
l(k)>0

R
l(k)
k,[0,1], (5.19)

äå αl ∈ C i ìíîæèíà M1 âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (5.18).

Íåõàé m ∈ N. Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó äiàãðàìó:

(Lp[0, 1])n

v1,m

��

v1,∞

&&

(Lp[0, 1])n
Im

// (Lp[0,m])n vm,∞
// (Lp[0,+∞))n

P
//C.

Çàóâàæèìî, ùî vm,∞ ◦ v1,m = v1,∞. Çãiäíî iç ëåìîþ 5.7, âiäîáðàæåííÿ

P ◦vm,∞ ◦Im ¹ íåïåðåðâíèì ñèìåòðè÷íèì N -îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì íà ïðî-

ñòîði (Lp[0, 1])n. Òîìó, çãiäíî iç òåîðåìîþ 5.2, ïîëiíîì P ◦ vm,∞ ◦ Im ìîæíà

¹äèíèì ÷èíîì ïîäàòè ÿê àëãåáðà¨÷íó êîìáiíàöiþ ïîëiíîìiâ Rk,[0,1], äå ìóëü-

òèiíäåêñè k ∈ Zn+ òàêi, ùî 1 ≤ |k| ≤ min{bpc, N}. Iíøèìè ñëîâàìè, ïîëiíîì
P ◦ vm,∞ ◦ Im ìîæíà ¹äèíèì ÷èíîì ïîäàòè ó âèãëÿäi

P ◦ vm,∞ ◦ Im =
∑

l:M1→Z+

κ(l,M1)=N

β
(m)
l

∏
k∈M1
l(k)>0

R
l(k)
k,[0,1], (5.20)

äå β(m)
l ∈ C i ìíîæèíà M1 âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (5.18). Îñêiëüêè âiäîáðà-

æåííÿ Im ¹ içîìîðôiçìîì, òî, çãiäíî iç ðiâíiñòþ (5.20),

P ◦ vm,∞ =
∑

l:M1→Z+

κ(l,M1)=N

β
(m)
l

∏
k∈M1
l(k)>0

(
Rk,[0,1] ◦ I−1

m

)l(k)
. (5.21)
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Äëÿ åëåìåíòà x = (x1, . . . , xn) ∈ (Lp[0,m])n i äëÿ ìóëüòèiíäåêñó k ∈ M1

ìà¹ìî(
Rk,[0,1] ◦ I−1

m

)
(x) =

∫
[0,1]

n∏
s=1
ks>0

(xs(mt))
ks dt =

1

m

∫
[0,m]

n∏
s=1
ks>0

(xs(τ))ks dτ =

=
1

m
Rk,[0,m](x).

Îòæå, Rk,[0,1] ◦ I−1
m = 1

mRk,[0,m]. Òîìó, çãiäíî iç ðiâíiñòþ (5.21),

P ◦ vm,∞ =
∑

l:M1→Z+

κ(l,M1)=N

β
(m)
l

∏
k∈M1
l(k)>0

(
1

m
Rk,[0,m]

)l(k)

=

=
∑

l:M1→Z+

κ(l,M1)=N

β
(m)
l

m
∑
k∈M1

l(k)

∏
k∈M1
l(k)>0

R
l(k)
k,[0,m]. (5.22)

Çãiäíî iç ðiâíiñòþ (5.22),

P ◦ vm,∞ ◦ v1,m =
∑

l:M1→Z+

κ(l,M1)=N

β
(m)
l

m
∑
k∈M1

l(k)

∏
k∈M1
l(k)>0

(
Rk,[0,m] ◦ v1,m

)l(k)
.

Âðàõîâóþ÷è, ùî vm,∞ ◦ v1,m = v1,∞ i Rk,[0,m] ◦ v1,m = Rk,[0,1], ìà¹ìî

P ◦ v1,∞ =
∑

l:M1→Z+

κ(l,M1)=N

β
(m)
l

m
∑
k∈M1

l(k)

∏
k∈M1
l(k)>0

R
l(k)
k,[0,1].

Iç ¹äèíîñòi çîáðàæåííÿ (5.19) âèïëèâà¹, ùî

αl =
β

(m)
l

m
∑
k∈M1

l(k)

äëÿ êîæíîãî âiäîáðàæåííÿ l : M1 → Z+ òàêîãî, ùî κ(l,M1) = N. Òîìó,

çãiäíî iç ðiâíiñòþ (5.22),

P ◦ vm,∞ =
∑

l:M1→Z+

κ(l,M1)=N

αl
∏
k∈M1
l(k)>0

R
l(k)
k,[0,m].

Ëåìó äîâåäåíî.
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Òåîðåìà 5.5. Íåõàé N ∈ N. Íåõàé P : (Lp[0,+∞))n → C � öå

ñèìåòðè÷íèé íåïåðåðâíèé N -îäíîðiäíèé ïîëiíîì. ßêùî p 6∈ N àáî N < p,

òî P ≡ 0. ßêùî p ∈ N i N ≥ p, òî P ìîæíà ¹äèíèì ÷èíîì ïîäàòè

ÿê àëãåáðà¨÷íó êîìáiíàöiþ ïîëiíîìiâ Rk,[0,+∞), äå ìóëüòèiíäåêñè k ∈ Zn+
òàêi, ùî |k| = p.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî iç ëåìîþ 5.8, äëÿ êîæíîãî m ∈ N, ïîëiíîì P ◦ vm,∞
ìîæíà ¹äèíèì ÷èíîì ïîäàòè ó âèãëÿäi

P ◦ vm,∞ =
∑

l:M1→Z+

κ(l,M1)=N

αl
∏
k∈M1
l(k)>0

R
l(k)
k,[0,m], (5.23)

äå ìíîæèíà M1 âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (5.18) i êîåôiöi¹íòè αl ∈ C íå çàëå-

æàòü âiä m.

Äîâåäåìî íàñòóïíi ôàêòè:

(i) ßêùî 1 ≤ N < dpe, òî αl = 0 äëÿ êîæíîãî âiäîáðàæåííÿ l : M1 → Z+

òàêîãî, ùî κ(l,M1) = N.

(ii) ßêùî p 6∈ N, òî αl = 0 äëÿ êîæíîãî âiäîáðàæåííÿ l : M1 → Z+ òàêîãî,

ùî κ(l,M1) = N.

(iii) ßêùî p ∈ N i p > 1, òî αl = 0 äëÿ êîæíîãî âiäîáðàæåííÿ l : M1 → Z+,

äëÿ ÿêîãî κ(l,M1) = N i iñíó¹ k ∈ Zn+, 1 ≤ |k| < p, òàêå, ùî l(k) 6= 0.

Íåõàé

M =
{
k ∈ Zn+ : 1 ≤ |k| ≤ max{dpe, N}

}
.

Çãiäíî iç íàñëiäêîì 3.4, iñíó¹ ÷èñëî m0 ∈ N òàêå, ùî ïîëiíîìè {H(m0)
k : k ∈

M}, âèçíà÷åíi ôîðìóëîþ (5.4), ¹ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíèìè íà ïðîñòîði

c
(m0)
00 (Cn). Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó äiàãðàìó:

c
(m0)
00 (Cn)

u

��

J ′ // (Lp[0,m0])
n

vm0,∞

��

`p(Cn)
J

// (Lp[0,+∞))n
P

//C,

(5.24)
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äå âiäîáðàæåííÿ u, J ′ i J âèçíà÷åíi íàñòóïíèì ÷èíîì. Âiäîáðàæåííÿ u ¹

âêëàäåííÿì ïðîñòîðó c(m0)
00 (Cn) â ïðîñòið `p(Cn). Âiäîáðàæåííÿ J ′ âèçíà-

÷èìî ôîðìóëîþ

J ′(a) =
( m0∑
j=1

a
(1)
j 1[j−1,j], . . . ,

m0∑
j=1

a
(n)
j 1[j−1,j]

)
,

äå

a =
((
a

(1)
1 , . . . , a

(n)
1

)
, . . . ,

(
a(1)
m0
, . . . , a(n)

m0

)
, 0̄, . . .

)
∈ c(m0)

00 (Cn)

i

1[j−1,j](t) =

{
1, ÿêùî t ∈ [j − 1, j]

0, ÿêùî t ∈ [0,+∞) \ [j − 1, j]

äëÿ êîæíîãî j ∈ N. Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì, âiäîáðàæåííÿ J âèçíà÷èìî ôîð-

ìóëîþ

J(a) =
(+∞∑
j=1

a
(1)
j 1[j−1,j], . . . ,

+∞∑
j=1

a
(n)
j 1[j−1,j]

)
,

äå

a =
((
a

(1)
1 , . . . , a

(n)
1

)
,
(
a

(1)
2 , . . . , a

(n)
2

)
, . . .

)
∈ `p(Cn).

Çàóâàæèìî, ùî vm0,∞ ◦ J ′ = J ◦ u. Îòæå, äiàãðàìà (5.24) ¹ êîìóòàòèâ-
íîþ. Çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ u, J ′ i J ¹ ëiíiéíèìè. Òàêîæ çàóâàæèìî,

ùî äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi a ∈ `p(Cn),

‖J(a)‖p,n,[0,+∞) =
( n∑
s=1

∫
[0,+∞)

+∞∑
j=1

∣∣a(s)
j

∣∣p1[j−1,j](t) dt
)1/p

=

=
( n∑
s=1

+∞∑
j=1

∣∣a(s)
j

∣∣p)1/p

= ‖a‖`p(Cn).

Îòæå, âiäîáðàæåííÿ J ¹ içîìåòðè÷íèì. Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì, ìîæíà ïåðå-

êîíàòèñÿ, ùî âiäîáðàæåííÿ J ′ ¹ içîìåòðè÷íèì.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi a ∈ c(m0)
00 (Cn) i äëÿ êîæíîãî
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ìóëüòèiíäåêñó k ∈ Zn+ òàêîãî, ùî |k| ≥ 1,

(Rk,[0,m0] ◦ J ′)(a) =

∫
[0,m0]

n∏
s=1
ks>0

( m0∑
j=1

a
(s)
j 1[j−1,j](t)

)ks
dt =

=

∫
[0,m0]

m0∑
j=1

n∏
s=1
ks>0

(
a

(s)
j

)ks1[j−1,j](t) dt =

=

m0∑
j=1

n∏
s=1
ks>0

(
a

(s)
j

)ks = H
(m0)
k (a),

òîáòî, Rk,[0,m0] ◦ J ′ = H
(m0)
k . Òîìó, çãiäíî iç ðiâíiñòþ (5.23),

P ◦ vm0,∞ ◦ J ′ =
∑

l:M1→Z+

κ(l,M1)=N

αl
∏
k∈M1
l(k)>0

(
H

(m0)
k

)l(k)
. (5.25)

Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ P ¹ íåïåðåðâíèì N -îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì i

âiäîáðàæåííÿ J ¹ íåïåðåðâíèì i ëiíiéíèì, òî âiäîáðàæåííÿ P ◦ J ¹ íåïå-

ðåðâíèì N -îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì. Ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî âiäîáðàæåííÿ

P ◦ J ¹ ñèìåòðè÷íèì.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê 1 ≤ N < dpe. Çãiäíî iç òåîðåìîþ 3.7, P ◦ J ≡ 0.

Òîìó P ◦ J ◦u ≡ 0. Îñêiëüêè J ◦u = vm0,∞ ◦ J ′, òî P ◦ vm0,∞ ◦ J ′ ≡ 0. Îòæå,

çãiäíî iç ðiâíiñòþ (5.25),∑
l:M1→Z+

κ(l,M1)=N

αl
∏
k∈M1
l(k)>0

(
H

(m0)
k

)l(k) ≡ 0. (5.26)

ÎñêiëüêèM1 ⊂M i ïîëiíîìè {H(m0)
k : k ∈M} ¹ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíèìè,

òî ïîëiíîìè {H(m0)
k : k ∈ M1} ¹ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíèìè. Òîìó, çãiäíî iç

ðiâíiñòþ (5.26), αl = 0 äëÿ êîæíîãî âiäîáðàæåííÿ l : M1 → Zn+ òàêîãî, ùî

κ(l,M1) = N. Äîâåäåííÿ ôàêòó (i) çàâåðøåíî.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê N ≥ dpe i p > 1. Çãiäíî iç òåîðåìîþ 3.7, ïîëiíîì

P ◦ J ìîæíà ¹äèíèì ÷èíîì ïîäàòè ó âèãëÿäi àëãåáðà¨÷íî¨ êîìáiíàöi¨ ïî-

ëiíîìiâ Hk, äå dpe ≤ |k| ≤ N, òîáòî, ïîëiíîì P ◦ J ìîæíà ¹äèíèì ÷èíîì
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ïîäàòè ó âèãëÿäi

P ◦ J =
∑

r:M2→Z+

κ(r,M2)=N

γr
∏
k∈M2
r(k)>0

(Hk)
r(k), (5.27)

äå γr ∈ C i

M2 =
{
k ∈ Zn+ : dpe ≤ |k| ≤ N

}
.

Çãiäíî iç ðiâíiñòþ (5.27), âðàõîâóþ÷è, ùî Hk ◦ u = H
(m0)
k ,

P ◦ J ◦ u =
∑

r:M2→Z+

κ(r,M2)=N

γr
∏
k∈M2
r(k)>0

(
H

(m0)
k

)r(k)
. (5.28)

Îñêiëüêè p > 1, òî ìíîæèíà

M ′
1 := M \M2 =

{
k ∈ Zn+ : 1 ≤ |k| < p

}
¹ íåïîðîæíüîþ. Äëÿ êîæíîãî âiäîáðàæåííÿ q : M → Z+ äëÿ ÿêîãî âèêîíó-

¹òüñÿ ðiâíiñòü κ(q,M) = N, âèçíà÷èìî êîìïëåêñíi ÷èñëà Aq i Γq íàñòóïíèì

÷èíîì. ßêùî M = M1, òî ïîêëàäåìî Aq = αq. Iíàêøå, íåõàé

Aq =

{
αq|M1

, ÿêùî q|M\M1
≡ 0

0, iíàêøå.

Íåõàé

Γq =

{
γq|M2

, ÿêùî q|M\M2
≡ 0

0, iíàêøå.

Òîäi ðiâíîñòi (5.25) i (5.28) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

P ◦ vm0,∞ ◦ J ′ =
∑

q:M→Z+

κ(q,M)=N

Aq

∏
k∈M
q(k)>0

(
H

(m0)
k

)q(k)
(5.29)

i

P ◦ J ◦ u =
∑

q:M→Z+

κ(q,M)=N

Γq
∏
k∈M
q(k)>0

(
H

(m0)
k

)q(k)
(5.30)

âiäïîâiäíî. Îñêiëüêè P ◦ vm0,∞ ◦ J ′ = P ◦ J ◦ u, òî, çãiäíî iç ðiâíîñòÿìè

(5.29) i (5.30), ∑
q:M→Z+

κ(q,M)=N

(Aq − Γq)
∏
k∈M
q(k)>0

(
H

(m0)
k

)q(k) ≡ 0.
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Îñêiëüêè ïîëiíîìè {H(m0)
k : k ∈M} ¹ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíèìè, òî

Aq − Γq = 0 (5.31)

äëÿ êîæíîãî âiäîáðàæåííÿ q : M → Z+ òàêîãî, ùî κ(q,M) = N.

Äîâåäåìî ôàêò (ii). Íåõàé p 6∈ N. ßêùî N < dpe, òî ç ôàêòó (i)

âèïëèâà¹ ôàêò (ii). Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê N ≥ dpe. Ó öüîìó âèïàäêó, M =

M1 tM2 i îáèäâi ìíîæèíè M1 i M2 ¹ íåïîðîæíiìè. Íåõàé âiäîáðàæåííÿ

l : M1 → Z+ òàêå, ùî κ(l,M1) = N. Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ l̂ : M → Z+

ôîðìóëîþ

l̂(k) =

{
l(k), ÿêùî k ∈M1

0, ÿêùî k ∈M2.

Òîäi κ(l̂,M) = N. Îñêiëüêè l̂|M\M1
≡ 0, òî Al̂ = αl. Îñêiëüêè κ(l,M1) 6= 0,

òî iñíó¹ ìóëüòèiíäåêñ k0 ∈M1 òàêèé, ùî l(k0) 6= 0. Îñêiëüêè l̂(k0) = l(k0) 6=
0 i k0 ∈M1 = M \M2, òî l̂|M\M2

6≡ 0. ßê íàñëiäîê, Γl̂ = 0. Çãiäíî iç ðiâíiñòþ

(5.31), Al̂ = Γl̂, òîáòî, αl = 0. Äîâåäåííÿ ôàêòó (ii) çàâåðøåíî.

Äîâåäåìî ôàêò (iii). Íåõàé p ∈ N i p > 1. ßêùî N < p, òî iç ôàêòó (i)

âèïëèâà¹ ôàêò (iii). Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê N ≥ p. Ó öüîìó âèïàäêó,

M1 =
{
k ∈ Zn+ : 1 ≤ |k| ≤ p

}
,

M2 =
{
k ∈ Zn+ : p ≤ |k| ≤ N

}
,

M =
{
k ∈ Zn+ : 1 ≤ |k| ≤ N

}
.

Íåõàé âiäîáðàæåííÿ l : M1 → Z+ òàêå, ùî κ(l,M1) = N i iñíó¹ ìóëüòè-

iíäåêñ k0 ∈ Zn+, 1 ≤ |k0| < p, äëÿ ÿêîãî l(k0) 6= 0. Îñêiëüêè 1 ≤ |k0| < p,

òî k0 ∈ M \M2. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê M1 = M. Ó öüîìó âèïàäêó Al = αl i

Γl = 0, îñêiëüêè l|M\M2
6≡ 0. Òîìó, çãiäíî iç ðiâíiñòþ (5.31), αl = 0. Ðîçãëÿ-

íåìî âèïàäîê M1 6= M. Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ l̂ : M → Z+ ôîðìóëîþ

l̂(k) =

{
l(k), ÿêùî k ∈M1

0, ÿêùî k ∈M \M1.
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Òîäi κ(l̂,M) = N. Îñêiëüêè l̂|M\M1
≡ 0, òî Al̂ = αl. Îñêiëüêè l̂(k0) =

l(k0) 6= 0 i k0 ∈ M \M2, òî l̂|M\M2
6≡ 0 i, ÿê íàñëiäîê, Γl̂ = 0. Òîìó, çãiäíî

iç ðiâíiñòþ (5.31), αl = 0. Ôàêò (iii) äîâåäåíî.

Çãiäíî iç ðiâíiñòþ (5.23), âðàõîâóþ÷è ôàêòè (i) � (iii), äëÿ êîæíîãî

m ∈ N, ÿêùî p 6∈ N àáî N < p, òî P ◦ vm,∞ ≡ 0, i ÿêùî p ∈ N i N ≥ p, òî

P ◦ vm,∞ =
∑

w:M0→Z+

κ(w,M0)=N

αw̃
∏
k∈M0
w(k)>0

R
w(k)
k,[0,m],

äå

M0 =
{
k ∈ Zn+ : |k| = p

}
i âiäîáðàæåííÿ w̃ : M1 → Z+ âèçíà÷åíå ôîðìóëîþ

w̃(k) =

{
w(k), ÿêùî k ∈M0

0, iíàêøå

äëÿ êîæíîãî âiäîáðàæåííÿ w : M0 → Z+.

Íåõàé D =
⋃∞
m=1 vm,∞

(
(Lp[0,m])n

)
. Çàóâàæèìî, ùî ìíîæèíà D ¹ ëi-

íiéíèì ïiäïðîñòîðîì ïðîñòîðó (Lp[0,+∞))n. Ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî ìíî-

æèíà D ¹ ùiëüíîþ â ïðîñòîði (Lp[0,+∞))n.

Íåõàé x ∈ D. Òîäi iñíó¹ ÷èñëî m ∈ N òàêå, ùî x ∈ vm,∞
(
(Lp[0,m])n

)
.

ßê íàñëiäîê, iñíó¹ åëåìåíò y ∈ (Lp[0,m])n òàêèé, ùî x = vm,∞(y). Òîäi

(P◦vm,∞)(y) =


∑

w:M0→Z+

κ(w,M0)=N

αw̃
∏
k∈M0
w(k)>0

(
Rk,[0,m](y)

)w(k)
, ÿêùî p ∈ N i N ≥ p

0, ÿêùî p 6∈ N àáî N < p.

Îñêiëüêè (P ◦ vm,∞)(y) = P (vm,∞)(y) = P (x) i Rk,[0,m](y) = Rk,[0,+∞)(x), òî

P (x) =


∑

w:M0→Z+

κ(w,M0)=N

αw̃
∏
k∈M0
w(k)>0

(
Rk,[0,+∞)(x)

)w(k)
, ÿêùî p ∈ N i N ≥ p,

0, ÿêùî p 6∈ N àáî N < p.

(5.32)

Îñêiëüêè ïîëiíîìè P i Rk,[0,+∞), äå k ∈ M0, ¹ íåïåðåðâíèìè íà ïðîñòîði

(Lp[0,+∞))n i ðiâíiñòü (5.32) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà x ùiëü-

íîãî ïiäïðîñòîðó D ïðîñòîðó (Lp[0,+∞))n, òî ðiâíiñòü (5.32) âèêîíó¹òüñÿ
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äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà x ïðîñòîðó (Lp[0,+∞))n. Îñêiëüêè êîåôiöi¹íòè αl

ó çîáðàæåííi (5.23) ¹ ¹äèíèìè, òî çîáðàæåííÿ (5.32) ¹ ¹äèíèì. Îòæå, äî-

âåäåíî, ùî ÿêùî p 6∈ N àáî N < p, òî P ≡ 0, iíàêøå ïîëiíîì P ìîæíà

¹äèíèì ÷èíîì ïîäàòè ó âèãëÿäi àëãåáðà¨÷íî¨ êîìáiíàöi¨ ïîëiíîìiâ Rk,[0,+∞),

äå ìóëüòèiíäåêñè k ∈ Zn+ òàêi, ùî |k| = p.

Íàñëiäîê 5.2. Íåõàé P � öå ñèìåòðè÷íèé íåïåðåðâíèé ïîëiíîì íà

ïðîñòîði (Lp[0,+∞))n. ßêùî p 6∈ N, òî ïîëiíîì P ¹ ñòàëèì âiäîáðàæå-

ííÿì. ßêùî p ∈ N, òî ïîëiíîì P ìîæíà ¹äèíèì ÷èíîì ïîäàòè ÿê àë-

ãåáðà¨÷íó êîìáiíàöiþ ïîëiíîìiâ Rk,[0,+∞), äå ìóëüòèiíäåêñè k ∈ Zn+ òàêi,

ùî |k| = p.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé P = P0 + P1 + . . . + PN , äå P0 ∈ C i Pj ¹ j-îäíîðiäíèì

ïîëiíîìîì äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, . . . , N}. Çãiäíî iç iíòåãðàëüíîþ ôîðìóëîþ

Êîøi (1.13), îñêiëüêè P0+P1+. . .+PN � öå ðÿä Òåéëîðà ïîëiíîìà P ó òî÷öi

0, òî êîæåí ïîëiíîì Pj ¹ ñèìåòðè÷íèì i íåïåðåðâíèì, äå j ∈ {1, . . . , N}.
ßêùî p 6∈ N, òî, çãiäíî iç òåîðåìîþ 5.5, Pj ≡ 0 äëÿ êîæíîãî j ∈

{1, . . . , N}, òîìó, P = P0.

ßêùî p ∈ N, òî, çãiäíî iç òåîðåìîþ 5.5, êîæåí ïîëiíîì Pj, äå j ∈
{1, . . . , N}, ìîæíà ¹äèíèì ÷èíîì ïîäàòè, ÿê àëãåáðà¨÷íó êîìáiíàöiþ ïîëi-

íîìiâ Rk,[0,+∞), äå ìóëüòèiíäåêñè k ∈ Zn+ òàêi, ùî |k| = p (êîæåí ïîëiíîì Pj

òàêèé, ùî Pj ≡ 0, ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê òðèâiàëüíó àëãåáðà¨÷íó êîìáiíà-

öiþ ïîëiíîìiâ Rk,[0,+∞)). Îòæå, ïîëiíîì P ìîæíà çîáðàçèòè, ÿê àëãåáðà¨÷íó

êîìáiíàöiþ ïîëiíîìiâ Rk,[0,+∞), äå ìóëüòèiíäåêñè k ∈ Zn+ òàêi, ùî |k| = p.

Öå çîáðàæåííÿ ¹ ¹äèíèì, îñêiëüêè êîæåí ïîëiíîì Pj ¹äèíèì ÷èíîì âèçíà-

÷à¹òüñÿ çíà÷åííÿìè ïîëiíîìà P çãiäíî iç iíòåãðàëüíîþ ôîðìóëîþ Êîøi.

Íàñëiäîê äîâåäåíî.

Íåõàé p ∈ N. Íåõàé Hbs ((Lp[0,+∞)n) � öå ïiäàëãåáðà àëãåáðè Ôðåøå

Hb ((Lp[0,+∞))n) , ââåäåíî¨ íà ñ. 59, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ çi âñiõ ôóíêöié f ∈
Hb ((Lp[0,+∞))n) , ÿêi ¹ ñèìåòðè÷íèìè.

Iç ëåìè 2.7 âèïëèâà¹, ùî ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü ñèìåòðè÷íèõ ôóíêöié

{fm}∞m=1 ⊂ Hb((Lp[0,+∞))n) çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ f ∈ Hb((Lp[0,+∞))n),
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òî ôóíêöiÿ f ¹ ñèìåòðè÷íîþ. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî àëãåáðàHbs((Lp[0,+∞))n)

¹ ïîâíîþ. Îòæå, àëãåáðà Hbs((Lp[0,+∞))n) ¹ àëãåáðîþ Ôðåøå.

Çàñòîñóâàâøè äî àëãåáðè Ôðåøå Hbs((Lp[0,+∞))n) òåîðåìó 5.3, îòðè-

ìó¹ìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò, ÿêèé ìîæíà äîâåñòè àíàëîãi÷íî äî òåîðåìè 5.4.

Òåîðåìà 5.6. Íåõàé p ∈ N. Àëãåáðà Ôðåøå Hbs((Lp[0,+∞)n) içîìîð-

ôíà iç àëãåáðîþ Ôðåøå H(Cm), äå m � öå ïîòóæíiñòü ìíîæèíè ìóëü-

òèiíäåêñiâ

M =
{
k ∈ Zn+ : |k| = p

}
.

Ñïåêòð àëãåáðè Ôðåøå Hbs((Lp[0,+∞)n) çáiãà¹òüñÿ iç ìíîæèíîþ óñiõ

ôóíêöiîíàëiâ îá÷èñëåííÿ çíà÷åíü â òî÷êàõ ïðîñòîðó (Lp[0,+∞))n.
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5.3. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 5

Öåé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííÿì íåïåðåðâíèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëi-

íîìiâ i öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ñèìåòðè÷íèõ ôóíêöié íà äåêàðòîâèõ ñòåïåíÿõ

êîìïëåêñíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì iíòåãðîâíèõ ó ñòå-

ïåíi p, äå 1 ≤ p < +∞, ôóíêöié íà âiäðiçêó i íà ïiâîñi.

Â äàíîìó ðîçäiëi ïîáóäîâàíî ñêií÷åííi àëãåáðà¨÷íi áàçèñè àëãåáð âñiõ

êîìïëåêñíîçíà÷íèõ íåïåðåðâíèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà äåêàðòîâèõ ñòå-

ïåíÿõ êîìïëåêñíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ iíòåãðîâ-

íèõ çà Ëåáåãîì ó ñòåïåíi p, äå 1 ≤ p < +∞, ôóíêöié íà âiäðiçêó i íà ïiâîñi,
îïèñàíî ñïåêòðè àëãåáð Ôðåøå âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ñèìåòðè÷íèõ öiëèõ

àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà öèõ äåêàðòîâèõ ñòåïåíÿõ i çîáðà-

æåíî äàíi àëãåáðè Ôðåøå ÿê àëãåáðè àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié âiä ñêií÷åííî¨

êiëüêîñòi êîìïëåêñíèõ çìiííèõ.

Ðåçóëüòàòè, íàâåäåíi â öüîìó ðîçäiëi, îïóáëiêîâàíî â òàêèõ ïðàöÿõ:

[112], [116].
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ÐÎÇÄIË 6

ÑÈÌÅÒÐÈ×ÍI ÀÍÀËIÒÈ×ÍI ÔÓÍÊÖI� ÍÀ

ÄÅÊÀÐÒÎÂÎÌÓ ÑÒÅÏÅÍI ÊÎÌÏËÅÊÑÍÎÃÎ

ÁÀÍÀÕÎÂÎÃÎ ÏÐÎÑÒÎÐÓ ÂÈÌIÐÍÈÕ ÇÀ

ËÅÁÅÃÎÌ ÑÓÒÒ�ÂÎ ÎÁÌÅÆÅÍÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ

ÍÀ ÂIÄÐIÇÊÓ

Äàíèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî âèâ÷åííþ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ñèìåòðè÷íèõ

àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà äåêàðòîâîìó ñòåïåíi êîìïëåêñíîãî áàíàõîâîãî ïðî-

ñòîðó L∞[0, 1] âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷èõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìå-

æåíèõ ôóíêöié íà âiäðiçêó [0, 1].

6.1. Ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè íà äåêàðòîâîìó ñòåïåíi êîìïëå-

êñíîãî áàíàõîâîãî ïðîñòîðó âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìå-

æåíèõ ôóíêöié íà âiäðiçêó

Â äàíîìó ïiäðîçäiëi áóäå ïîáóäîâàíî çëi÷åííèé àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ àë-

ãåáðè âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ íåïåðåðâíèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà äå-

êàðòîâîìó ñòåïåíi êîìïëåêñíîãî áàíàõîâîãî ïðîñòîðó âñiõ êîìïëåêñíîçíà-

÷èõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ ôóíêöié íà âiäðiçêó.

Íåõàé L∞[0, 1] := L
(C)
∞ ([0, 1]) � öå êîìïëåêñíèé áàíàõiâ ïðîñòið âñiõ âè-

ìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ êîìïëåêñíîçíà÷èõ ôóíêöié, çàäàíèõ

íà âiäðiçêó [0, 1] (äèâ. ïðèêëàä 1.1). Íîðìó ‖ · ‖
L
(C)
∞ [0,1]

íà öüîìó ïðîñòîði,

âèçíà÷åíó ôîðìóëîþ (1.14), â öüîìó ðîçäiëi áóäåìî ïîçíà÷àòè ‖ · ‖∞.
Íåõàé n ∈ N. Íåõàé (L∞[0, 1])n � öå n-òèé äåêàðòiâ ñòåïiíü ïðîñòîðó

L∞[0, 1] ç íîðìîþ

‖y‖∞,n = max
1≤s≤n

‖ys‖∞,

äå y = (y1, . . . , yn) ∈ (L∞[0, 1])n.

Çãiäíî iç îçíà÷åííÿì 1.18, ôóíêöiþ f : (L∞[0, 1])n → C íàçèâàþòü

ñèìåòðè÷íîþ, ÿêùî f((y1 ◦ σ, . . . , yn ◦ σ)) = f((y1, . . . , yn)) äëÿ êîæíîãî
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åëåìåíòà (y1, . . . , yn) ∈ (L∞[0, 1])n i äëÿ êîæíî¨ ái¹êöi¨ σ ∈ Ξ[0,1], äå ìíîæè-

íà Ξ[0,1] âèçíà÷åíà íà ñ. 63.

Iç òâåðäæåííÿ 1.1 âèïëèâà¹ íàñòóïíèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 6.1. Íåõàé P : (L∞[0, 1])n → C � ñèìåòðè÷íèé N -îäíî-

ðiäíèé ïîëiíîì. Òîäi

AP (z1 ◦ σ, . . . , zN ◦ σ) = AP (z1, . . . , zN)

äëÿ êîæíèõ z1, . . . , zN ∈ (L∞[0, 1])n i σ ∈ Ξ[0,1], äå AP � öå N -ëiíiéíå

ñèìåòðè÷íå âiäîáðàæåííÿ, àñîöiéîâàíå iç ïîëiíîìîì P.

Äëÿ êîæíîãî ìóëüòèiíäåêñó k = (k1, . . . , kn) ∈ Zn+ òàêîãî, ùî |k| ≥ 1,

äå |k| = k1 + . . . + kn, âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ Rk : (L∞[0, 1])n → C ôîð-

ìóëîþ

Rk(y) =

∫
[0,1]

n∏
s=1
ks>0

(ys(t))
ks dt, (6.1)

äå y = (y1, . . . , yn) ∈ (L∞[0, 1])n. Çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ Rk ¹ íåïå-

ðåðâíèì ñèìåòðè÷íèì |k|-îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì i ‖Rk‖ = 1.

Äëÿ m ∈ N, âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ Jm : c
(m)
00 (Cn) → (L∞[0, 1])n

ôîðìóëîþ

Jm(x) =

( m∑
j=1

x
(1)
j 1[ j−1m , jm ], . . . ,

m∑
j=1

x
(n)
j 1[ j−1m , jm ]

)
äëÿ x = (x1, . . . , xm, 0̄, . . .) ∈ c

(m)
00 (Cn), äå ïðîñòið c

(m)
00 (Cn) âèçíà÷åíî íà

ñ. 110. Çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ Jm ¹ ëiíiéíèì ií'¹êòèâíèì îïåðàòîðîì.

Ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî

(Rk ◦ Jm)(x) =
1

m
H

(m)
k (x) (6.2)

äëÿ êîæíèõ m ∈ N i x ∈ c(m)
00 (Cn), äå âiäîáðàæåííÿ H(m)

k : c
(m)
00 (Cn) → C

âèçíà÷åíî ôîðìóëîþ (5.4).

Äëÿ r ∈ N, íåõàé

Dr = J2r

(
c

(2r)
00 (Cn)

)
.
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Íåõàé

D =
∞⋃
r=1

Dr. (6.3)

Äëÿ êîæíî¨ íåïîðîæíüî¨ ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè M ⊂ Zn+ i äëÿ êîæíîãî

âiäîáðàæåííÿ l : M → Z+, íåõàé

κ(l,M) =
∑
k∈M

|k|l(k). (6.4)

Äëÿ N ∈ N, íåõàé

MN =
{
k ∈ Zn+ : 1 ≤ |k| ≤ N

}
. (6.5)

Òâåðäæåííÿ 6.1. Íåõàé ìíîæèíà M = {k(1), . . . , k(s)} ⊂ Zn+ òàêà,

ùî |k(j)| ≥ 1 äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, . . . , s}. Òîäi ïîëiíîìè Rk(1), . . . , Rk(s) ¹

àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíèìè íà ïðîñòîði (L∞[0, 1])n.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ïîëiíîì Q : Cs → C,

Q(z1, . . . , zs) =
∑

(l1,...,ls)∈Ω

γ(l1,...,ls)z
l1
1 . . . z

ls
s ,

äå Ω � öå ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà ìíîæèíè Zs+ i γ(l1,...,ls) ∈ C, òàêèé, ùî

Q
(
Rk(1)(y), . . . , Rk(s)(y)

)
= 0 (6.6)

äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà y ∈ (L∞[0, 1])n. Ïîêàæåìî, ùî ïîëiíîì Q òîòîæíî

äîðiâíþ¹ íóëþ. Çãiäíî iç íàñëiäêîì 3.4, iñíó¹ m ∈ N òàêå, ùî ïîëiíîìè

H
(m)

k(1)
, . . . , H

(m)

k(s)
¹ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíèìè íà ïðîñòîði c(m)

00 (Cn). Çãiäíî iç

ðiâíîñòÿìè (6.2) i (6.6),

Q
( 1

m
H

(m)

k(1)
(x), . . . ,

1

m
H

(m)

k(s)
(x)
)

= 0

äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi x ∈ c(m)
00 (Cn), òîáòî,

Q̃
(
H

(m)

k(1)
(x), . . . , H

(m)

k(s)
(x)
)

= 0

äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi x ∈ c(m)
00 (Cn), äå

Q̃(z1, . . . , zs) =
∑

(l1,...,ls)∈Ω

γ(l1,...,ls)
1

ml1+...+ls
zl11 . . . z

ls
s .
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Îñêiëüêè ïîëiíîìè H
(m)

k(1)
, . . . , H

(m)

k(s)
¹ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíèìè, òî ïîëi-

íîì Q̃ òîòîæíî äîðiâíþ¹ íóëþ. Òîìó γ(l1,...,ls)
1

ml1+...+ls
= 0 i, ÿê íàñëiäîê,

γ(l1,...,ls) = 0 äëÿ êîæíîãî ìóëüòèiíäåêñó (l1, . . . , ls) ∈ Ω. Îòæå, ïîëiíîì Q

òîòîæíî äîðiâíþ¹ íóëþ. Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.

Òâåðäæåííÿ 6.2. Íåõàé P : (L∞[0, 1])n → C � öå ñèìåòðè÷íèé

N -îäíîðiäíèé ïîëiíîì. Òîäi iñíóþòü ¹äèíi êîåôiöi¹íòè{
αl ∈ C : âiäîáðàæåííÿ l : MN → Z+ òàêå, ùî κ(l,MN) = N

}
òàêi, ùî

P (y) =
∑

l:MN→Z+

κ(l,MN )=N

αl
∏
k∈MN
l(k)>0

(Rk(y))l(k)

äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà y ∈ D, äå ìíîæèíàMN âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (6.5),

âiäîáðàæåííÿ κ âèçíà÷åíå ôîðìóëîþ (6.4), i ìíîæèíà D âèçíà÷åíà ôîð-

ìóëîþ (6.3).

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ P ◦ Jm ¹ ñèìåòðè÷íèì N -îäíî-

ðiäíèì ïîëiíîìîì íà ïðîñòîði c(m)
00 (Cn) äëÿ êîæíîãî m ∈ N. Òîìó, çãiäíî

iç òåîðåìîþ 3.4, âiäîáðàæåííÿ P ◦Jm ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi àëãåáðà¨÷íî¨

êîìáiíàöi¨ ïîëiíîìiâ
{
H

(m)
k : k ∈MN

}
, òîáòî iñíóþòü êîåôiöi¹íòè β(m)

l ∈ C
òàêi, ùî

(P ◦ Jm)(x) =
∑

l:MN→Z+

κ(l,MN )=N

β
(m)
l

∏
k∈MN
l(k)>0

(
H

(m)
k (x)

)l(k)
(6.7)

äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi x ∈ c(m)
00 (Cn). Çãiäíî iç íàñëiäêîì 3.4, iñíó¹m′ ∈ N

òàêå, ùî ïîëiíîìè
{
H

(m)
k : k ∈ MN

}
¹ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíèìè äëÿ

êîæíîãî m ≥ m′. Òîìó, äëÿ m ≥ m′ çîáðàæåííÿ (6.7) ¹ ¹äèíèì.

Çãiäíî iç ðiâíîñòÿìè (6.2) i (6.7),

(P ◦ Jm)(x) =
∑

l:MN→Z+

κ(l,MN )=N

α
(m)
l

∏
k∈MN
l(k)>0

(
(Rk ◦ Jm)(x)

)l(k)
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äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi x ∈ c(m)
00 (Cn), äå α(m)

l = β
(m)
l m

∑
k∈MN

l(k). ßê íàñëi-

äîê,

P (y) =
∑

l:MN→Z+

κ(l,MN )=N

α
(2r)
l

∏
k∈MN
l(k)>0

(
Rk(y)

)l(k)
(6.8)

äëÿ êîæíèõ r ∈ N i y ∈ Dr. Çîáðàæåííÿ (6.8) ¹ ¹äèíèì, ÿêùî 2r ≥ m′.

Íåõàé ÷èñëî r′ ∈ N òàêå, ùî 2r
′ ≥ m′. Îñêiëüêè Dr′ ⊂ Dr′+1 ⊂ . . . , òî

α
(2r
′
)

l = α
(2r
′+1)

l = . . . Íåõàé αl = α
(2r
′
)

l . Òîäi

P (y) =
∑

l:MN→Z+

κ(l,MN )=N

αl
∏
k∈MN
l(k)>0

(
Rk(y)

)l(k)
(6.9)

äëÿ êîæíîãî y ∈ D, i çîáðàæåííÿ (6.9) � ¹äèíå. Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.

Ëåìà 6.1. Ìíîæèíà âñiõ ôóíêöié âèãëÿäó( ι∑
j=1

h
(1)
j 1Ej , . . . ,

ι∑
j=1

h
(n)
j 1Ej

)
, (6.10)

äå ι ∈ N,
(
h

(1)
j , . . . , h

(n)
j

)
∈ Cn äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, . . . , ι}, i E1, . . . , Eι �

öå ïîïàðíî íåïåðåòèííi âèìiðíi çà Ëåáåãîì ïiäìíîæèíè âiäðiçêà [0, 1], ¹

ùiëüíîþ â ïðîñòîði (L∞[0, 1])n.

Äîâåäåííÿ. Ìíîæèíà âñiõ ôóíêöié âèãëÿäó
µ∑

m=1

dm1Fm,

äå µ ∈ N, dm ∈ C äëÿ êîæíîãî m ∈ {1, . . . , µ}, i ìíîæèíè F1, . . . , Fµ

¹ ïîïàðíî íåïåðåòèííèìè âèìiðíèìè çà Ëåáåãîì ïiäìíîæèíàìè âiäðiçêà

[0, 1], ¹ ùiëüíîþ ó ïðîñòîði L∞[0, 1]. Òîìó ùiëüíîþ â ïðîñòîði (L∞[0, 1])n ¹

ìíîæèíà âñiõ ôóíêöié âèãëÿäó( µ1∑
m1=1

d(1)
m1
1
F

(1)
m1

, . . . ,

µn∑
mn=1

d(n)
mn

1
F

(n)
mn

)
, (6.11)

äå µ1, . . . , µn ∈ N, d(s)
m ∈ C äëÿ êîæíèõ s ∈ {1, . . . , n}, m ∈ {1, . . . , µs}, i

ìíîæèíè F (s)
1 , . . . , F

(s)
µs � öå ïîïàðíî íåïåðåòèííi âèìiðíi çà Ëåáåãîì ïiä-

ìíîæèíè âiäðiçêà [0, 1] äëÿ êîæíîãî s ∈ {1, . . . , n}.



211

Íåõàé y ∈ (L∞[0, 1])n � öå åëåìåíò âèãëÿäó (6.11). Íåõàé

Ω = {1, . . . , µ1} × . . .× {1, . . . , µn}.

Íåõàé β � öå ái¹êöiÿ ìiæ ìíîæèíàìè Ω i {1, . . . , ι}, äå ι = |Ω|. Äëÿ êîæíîãî
ìóëüòèiíäåêñó ω = (ω1, . . . , ωn) ∈ Ω, íåõàé

Eβ(ω) =
n⋂
s=1

F (s)
ωs
.

Òîäi E1, . . . , Eι � öå ïîïàðíî íåïåðåòèííi âèìiðíi çà Ëåáåãîì ïiäìíîæèíè

âiäðiçêà [0, 1]. Äëÿ êîæíèõ s ∈ {1, . . . , n} i j ∈ {1, . . . , ι}, âèçíà÷èìî ÷èñëî
h

(s)
j ∈ C íàñòóïíèì ÷èíîì. ßêùî ìíîæèíè Ej i

⋃µs
m=1 F

(s)
m ¹ íåïåðåòèííèìè,

òîäi ïîêëàäåìî h(s)
j = 0. Iíàêøå, iñíó¹ ¹äèíå m′ ∈ {1, . . . , µs} òàêå, ùî

Ej ⊂ F
(s)
m′ . Ó öüîìó âèïàäêó ïîêëàäåìî h(s)

j = d
(s)
m′ . Òîäi

y =

( ι∑
j=1

h
(1)
j 1Ej , . . . ,

ι∑
j=1

h
(n)
j 1Ej

)
.

Îòæå, êîæíà ôóíêöiÿ âèãëÿäó (6.11) íàëåæèòü ìíîæèíi âñiõ ôóíêöié âè-

ãëÿäó (6.10). ßê íàñëiäîê, ìíîæèíà âñiõ ôóíêöié âèãëÿäó (6.10) ¹ ùiëüíîþ

â ïðîñòîði (L∞[0, 1])n. Ëåìó äîâåäåíî.

Äëÿ h = (h1, . . . , hn) ∈ Cn i A ⊂ [0, 1], íåõàé

h ∗ 1A = (h11A, . . . , hn1A).

ßêùî ìíîæèíà A ¹ âèìiðíîþ çà Ëåáåãîì, òî h ∗ 1A ∈ (L∞[0, 1])n i

‖h ∗ 1A‖∞,n = max
1≤j≤n

‖hj1A‖∞ = max
1≤j≤n

|hj|.

Ëåìà 6.2. Íåõàé P : (L∞[0, 1])n → C � öå íåïåðåðâíèé ñèìåòðè÷íèé

N -îäíîðiäíèé ïîëiíîì, äå N ≥ 2. Íåõàé 1 ≤ m < N i [a, b], [c1, d1], [c2, d2] ⊂
[0, 1] òàêi, ùî µ

(
[a, b] ∩ [c1, d1]

)
= 0, µ

(
[a, b] ∩ [c2, d2]

)
= 0, µ

(
[c1, d1] ∩

[c2, d2]
)

= 0 i µ
(
[c1, d1]∪[c2, d2]

)
≤ µ

(
[a, b]

)
. Íåõàé y1, . . . , yN−m ∈ (L∞[0, 1])n

òàêi, ùî çâóæåííÿ y1, . . . , yN−m íà [a, b]∪ [c1, d1]∪ [c2, d2] ¹ ñòàëèìè. Òîäi
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iñíó¹ ñòàëà C(m, a, b) > 0 òàêà, ùî∣∣∣AP

(
h ∗ 1[c1,d1]∪[c2,d2], . . . , h ∗ 1[c1,d1]∪[c2,d2]︸ ︷︷ ︸

m

, y1, . . . , yN−m
)∣∣∣ ≤

≤ nN
(

max
1≤j≤n

∣∣h(j)
∣∣)mµ([c1, d1] ∪ [c2, d2]

)
‖y1‖∞,n . . . ‖yN−m‖∞,nC(m, a, b)

äëÿ êîæíîãî h =
(
h(1), . . . , h(n)

)
∈ Cn.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ k ∈ {1, . . . , n}, âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ vk : L∞[0, 1] →
(L∞[0, 1])n ôîðìóëîþ

vk(x) =
(
0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

k−1

, x, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−k

)
,

äå x ∈ L∞[0, 1]. Çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ vk ¹ íåïåðåðâíèì i ëiíiéíèì.

Äëÿ (k1, . . . , kN) ∈ {1, . . . , n}N , âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ B(k1,...,kN ) :

L∞[0, 1]× . . .× L∞[0, 1]︸ ︷︷ ︸
N

→ C ôîðìóëîþ

B(k1,...,kN )(x1, . . . , xN) = AP

(
vk1(x1), . . . , vkN (xN)

)
,

äå x1, . . . , xN ∈ L∞[0, 1]. Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ vk ¹ íåïåðåðâíèì i ëi-

íiéíèì, à âiäîáðàæåííÿ AP ¹ íåïåðåðâíèì i N -ëiíiéíèì, òî âiäîáðàæåí-

íÿ B(k1,...,kN ) ¹ íåïåðåðâíèì i N -ëiíiéíèì. Iç ñèìåòðè÷íîñòi âiäîáðàæåííÿ

AP âèïëèâà¹ ñèìåòðè÷íiñòü âiäîáðàæåííÿ B(k1,...,kN ). Òîìó âiäîáðàæåííÿ

B̂(k1,...,kN ) : L∞[0, 1]→ C, âèçíà÷åíå ôîðìóëîþ

B̂(k1,...,kN )(x) = B(k1,...,kN )(x, . . . , x),

äå x ∈ L∞[0, 1], ¹ íåïåðåðâíèì N -îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì. Çàóâàæèìî, ùî

vk(x ◦ σ) = vk(x) ◦ σ äëÿ êîæíèõ k ∈ {1, . . . , n} i σ ∈ Ξ[0,1]. Òîìó, çãiäíî iç

íàñëiäêîì 6.1,

B(k1,...,kN )(x1 ◦ σ, . . . , xN ◦ σ) = AP

(
vk1(x1 ◦ σ), . . . , vkN (xN ◦ σ)

)
=

= AP

(
vk1(x1) ◦ σ, . . . , vkN (xN) ◦ σ

)
= AP

(
vk1(x1), . . . , vkN (xN)

)
=

= B(k1,...,kN )(x1, . . . , xN)
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äëÿ êîæíèõ x1, . . . , xN ∈ L∞[0, 1] i σ ∈ Ξ[0,1]. ßê íàñëiäîê, B̂(k1,...,kN )(x◦σ) =

B̂(k1,...,kN )(x) äëÿ êîæíîãî x ∈ L∞[0, 1] i σ ∈ Ξ[0,1]. Îòæå, ïîëiíîì B̂(k1,...,kN )

¹ ñèìåòðè÷íèì. Òîìó, çãiäíî iç ëåìîþ 2.4, iñíó¹ ñòàëà C(k1,...,kN )(m, a, b) > 0

òàêà, ùî∣∣B(k1,...,kN )

(
1[c1,d1]∪[c2,d2], . . . ,1[c1,d1]∪[c2,d2]︸ ︷︷ ︸

m

, z1, . . . , zN−m
)∣∣ ≤

≤ µ
(
[c1, d1] ∪ [c2, d2]

)
‖z1‖∞ . . . ‖zN−m‖∞C(k1,...,kN )(m, a, b) (6.12)

äëÿ êîæíèõ z1, . . . , zN−m ∈ L∞[0, 1] òàêèõ, ùî çâóæåííÿ ôóíêöié z1, . . . , zN−m

íà [a, b] ∪ [c1, d1] ∪ [c2, d2] ¹ ñòàëèìè.

Íåõàé h =
(
h(1), . . . , h(n)

)
∈ Cn i ôóíêöi¨ yj =

(
y

(1)
j , . . . , y

(n)
j

)
∈ (L∞)n,

äå j ∈ {1, . . . , N−m}, òàêi, ùî çâóæåííÿ ôóíêöi¨ yj íà [a, b]∪[c1, d1]∪[c2, d2]

¹ ñòàëîþ äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, . . . , N −m}. Îñêiëüêè

h ∗ 1[c1,d1]∪[c2,d2] =
n∑
k=1

h(k)vk(1[c1,d1]∪[c2,d2])

i

yj =
n∑
k=1

vk
(
y

(k)
j

)
äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, . . . , N −m}, òî, çãiäíî iç N -ëiíiéíiñòþ âiäîáðàæåííÿ

AP ,

AP

(
h ∗ 1[c1,d1]∪[c2,d2], . . . , h ∗ 1[c1,d1]∪[c2,d2]︸ ︷︷ ︸

m

, y1, . . . , yN−m
)

=

= AP

( n∑
k1=1

h(k1)vk1(1[c1,d1]∪[c2,d2]), . . . ,
n∑

km=1

h(km)vkm(1[c1,d1]∪[c2,d2]),

n∑
km+1=1

vkm+1

(
y

(km+1)
1

)
, . . . ,

n∑
kN=1

vkN
(
y

(kN )
N−m

))
=

=
n∑

k1=1

. . .
n∑

kN=1

h(k1) . . . h(km)B(k1,...,kN )

(
1[c1,d1]∪[c2,d2], . . . ,1[c1,d1]∪[c2,d2]︸ ︷︷ ︸

m

,

y
(km+1)
1 , . . . , y

(kN )
N−m

)
.
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Òîìó, çãiäíî iç íåðiâíiñòþ (6.12),∣∣∣AP

(
h ∗ 1[c1,d1]∪[c2,d2], . . . , h ∗ 1[c1,d1]∪[c2,d2]︸ ︷︷ ︸

m

, y1, . . . , yN−m
)∣∣∣ ≤

≤
n∑

k1=1

. . .
n∑

kN=1

∣∣h(k1)
∣∣ . . . ∣∣h(km)

∣∣µ([c1, d1] ∪ [c2, d2]
)∥∥y(km+1)

1

∥∥
∞ . . .

∥∥y(kN )
N−m

∥∥
∞×

× C(k1,...,kN )(m, a, b).

Íåõàé

C(m, a, b) = max
(k1,...,kN )∈{1,...,n}N

C(k1,...,kN )(m, a, b).

Îñêiëüêè
∣∣h(k)

∣∣ ≤ max
1≤j≤n

∣∣h(j)
∣∣ äëÿ êîæíèõ k ∈ {1, . . . , n} i ∥∥y(k)

j

∥∥
∞ ≤ ‖yj‖∞,n

äëÿ êîæíèõ j ∈ {1, . . . , N −m} i k ∈ {1, . . . , n}, òî
n∑

k1=1

. . .

n∑
kN=1

∣∣h(k1)
∣∣ . . . ∣∣h(km)

∣∣µ([c1, d1] ∪ [c2, d2]
)
×

×
∥∥y(km+1)

1

∥∥
∞ . . .

∥∥y(kN )
N−m

∥∥
∞C(k1,...,kN )(m, a, b) ≤

≤
n∑

k1=1

. . .

n∑
kN=1

(
max
1≤j≤n

∣∣h(j)
∣∣)mµ([c1, d1] ∪ [c2, d2]

)
×

× ‖y1‖∞,n . . . ‖yN−m‖∞,nC(m, a, b) =

= nN
(

max
1≤j≤n

∣∣h(j)
∣∣)mµ([c1, d1] ∪ [c2, d2]

)
‖y1‖∞,n . . . ‖yN−m‖∞,nC(m, a, b).

Ëåìó äîâåäåíî.

Ëåìà 6.3. Íåõàé P : (L∞[0, 1])n → C � öå íåïåðåðâíèé ñèìåòðè÷íèé

N -îäíîðiäíèé ïîëiíîì, äå N ≥ 2. Òîäi iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü {sk}∞k=1 ⊂ [0, 1]

òàêà, ùî limk→∞ sk = 0 i∣∣P(h ∗ 1[0,rk]

)∣∣ ≤ 1

k

(
‖P‖+ 1

)(
max
1≤j≤n

∣∣h(j)
∣∣)N

äëÿ êîæíîãî âåêòîðà h =
(
h(1), . . . , h(n)

)
∈ Cn i äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi

{rk}∞k=1 òàêî¨, ùî 0 ≤ rk ≤ sk äëÿ êîæíîãî k ∈ N.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé h =
(
h(1), . . . , h(n)

)
∈ Cn. Çãiäíî iç íåðiâíiñòþ (1.6),∣∣P(h ∗ 1[0,a]

)∣∣ ≤ ‖P‖∥∥h ∗ 1[0,a]

∥∥N
∞,n ≤ ‖P‖

(
max
1≤j≤n

∣∣h(j)
∣∣)N (6.13)
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äëÿ êîæíîãî a ∈ [0, 1].

Ïîêëàäåìî s1 = 1. Çãiäíî iç íåðiâíiñòþ (6.13),∣∣P(h ∗ 1[0,r1]

)
≤ ‖P‖

(
max
1≤j≤n

∣∣h(j)
∣∣)N ≤ (‖P‖+ 1

)(
max
1≤j≤n

∣∣h(j)
∣∣)N

äëÿ êîæíîãî r1 ∈ [0, s1].

Íåõàé k ≥ 2. Íåõàé t ≥ 0 òàêå, ùî kt < 1/2. Îñêiëüêè, ìàéæå ñêðiçü

íà âiäðiçêó [0, 1],

h ∗ 1[0,kt] =
k∑
j=1

h ∗ 1[(j−1)t,jt],

òî, çãiäíî iç ôîðìóëîþ (1.2),

P
(
h ∗ 1[0,kt]

)
=

∑
N1+...+Nk=N

N !

N1! . . . Nk!
AP

(
h ∗ 1[0,t], . . . , h ∗ 1[0,t]︸ ︷︷ ︸

N1

,

h ∗ 1[t,2t], . . . , h ∗ 1[t,2t]︸ ︷︷ ︸
N2

, . . . , h ∗ 1[(k−1)t,kt], . . . , h ∗ 1[(k−1)t,kt]︸ ︷︷ ︸
Nk

)
,

äå N1, . . . , Nk ∈ Z+. Äëÿ êîæíîãî ìóëüòèiíäåêñó (N1, . . . , Nk) ∈ Zk+, íåõàé

V((N1, . . . , Nk)) =
{
j ∈ {1, . . . , k} : Nj > 0

}
.

Òîäi

P
(
h ∗ 1[0,kt]

)
=

k∑
j=1

P
(
h ∗ 1[(j−1)t,jt]

)
+

∑
N1+...+Nk=N
|V((N1,...,Nk))|≥2

N !

N1! . . . Nk!
×

× AP

(
h ∗ 1[0,t], . . . , h ∗ 1[0,t]︸ ︷︷ ︸

N1

, h ∗ 1[t,2t], . . . , h ∗ 1[t,2t]︸ ︷︷ ︸
N2

, . . .

. . . , h ∗ 1[(k−1)t,kt], . . . , h ∗ 1[(k−1)t,kt]︸ ︷︷ ︸
Nk

)
.

Îñêiëüêè ïîëiíîì P � ñèìåòðè÷íèé, òî

P
(
h ∗ 1[(j−1)t,jt]

)
= P

(
h ∗ 1[0,t]

)
äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, . . . , k}. Òîìó

k∑
j=1

P
(
h ∗ 1[(j−1)t,jt]

)
= kP

(
h ∗ 1[0,t]

)
.
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Îòæå,

kP
(
h ∗ 1[0,t]

)
= P

(
h ∗ 1[0,kt]

)
−

∑
N1+...+Nk=N
|V((N1,...,Nk))|≥2

N !

N1! . . . Nk!
×

× AP

(
h ∗ 1[0,t], . . . , h ∗ 1[0,t]︸ ︷︷ ︸

N1

, h ∗ 1[t,2t], . . . , h ∗ 1[t,2t]︸ ︷︷ ︸
N2

, . . .

. . . , h ∗ 1[(k−1)t,kt], . . . , h ∗ 1[(k−1)t,kt]︸ ︷︷ ︸
Nk

)
. (6.14)

Íåõàé ìóëüòèiíäåêñ (N1, . . . , Nk) ∈ Zk+ òàêèé, ùî N1 + . . . + Nk = N i

|V((N1, . . . , Nk))| ≥ 2. Íåõàé ν = |V((N1, . . . , Nk))|. Òîäi V((N1, . . . , Nk)) =

{l1, . . . , lν} äëÿ äåÿêèõ l1, . . . , lν ∈ {1, . . . , k} òàêèõ, ùî l1 < . . . < lν. Çãiäíî

iç ëåìîþ 6.2, ó ÿêié âiçüìåìî

m = Nl1, [a, b] = [1/2, 1], [c1, d1] = [(l1 − 1)t, l1t], c2 = d2 = 0,

y1 = . . . = yNl2 = h ∗ 1[(l2−1)t,l2t],

yNl2+1 = . . . = yNl2+Nl3
= h ∗ 1[(l3−1)t,l3t], . . . ,

yNl2+...+Nlν−1+1 = . . . = yNl2+...+Nlν = h ∗ 1[(lν−1)t,lνt],

îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü∣∣∣AP

(
h ∗ 1[(l1−1)t,l1t], . . . , h ∗ 1[(l1−1)t,l1t]︸ ︷︷ ︸

Nl1

, . . .

. . . , h ∗ 1[(lν−1)t,lνt], . . . , h ∗ 1[(lν−1)t,lνt]︸ ︷︷ ︸
Nlν

)∣∣∣ ≤
≤ nN

(
max
1≤j≤n

∣∣h(j)
∣∣)Nl1µ([(l1 − 1)t, l1t]

)∥∥h ∗ 1[(l2−1)t,l2t]

∥∥Nl2
∞,n × . . .×

×
∥∥h ∗ 1[(lν−1)t,lνt]

∥∥Nlν
∞,nC(Nl1, 1/2, 1) ≤

≤ nN
(

max
1≤j≤n

∣∣h(j)
∣∣)N tC(Nl1, 1/2, 1) ≤ nN

(
max
1≤j≤n

∣∣h(j)
∣∣)N tC̃,

äå

C̃ = max
1≤j≤N

C(j, 1/2, 1).
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Òîìó, çãiäíî iç ðiâíiñòþ (6.14), âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü (6.13),

k
∣∣P(h ∗ 1[0,t]

)∣∣ ≤ ‖P‖(max
1≤j≤n

∣∣h(j)
∣∣)N+

+ nN
(

max
1≤j≤n

∣∣h(j)
∣∣)N tC̃ ∑

N1+...+Nk=N
|V((N1,...,Nk))|≥2

N !

N1! . . . Nk!
≤

≤ ‖P‖
(

max
1≤j≤n

∣∣h(j)
∣∣)N + nN

(
max
1≤j≤n

∣∣h(j)
∣∣)N tC̃ ∑

N1+...+Nk=N

N !

N1! . . . Nk!
=

=
(
‖P‖+ C̃nNkN t

)(
max
1≤j≤n

∣∣h(j)
∣∣)N .

Ïîêëàäåìî sk = 1/
(
C̃nNkN

)
. Òîäi, äëÿ êîæíîãî rk ∈ [0, sk],

C̃nNkNrk ≤ 1

i, ÿê íàñëiäîê,

k
∣∣P(h ∗ 1[0,rk]

)∣∣ ≤ (‖P‖+ 1)
(

max
1≤j≤n

∣∣h(j)
∣∣)N .

Ëåìó äîâåäåíî.

Ëåìà 6.4. Íåõàé P : (L∞[0, 1])n → C � öå íåïåðåðâíèé ñèìåòðè÷íèé

N -îäíîðiäíèé ïîëiíîì, äå N ≥ 2. Íåõàé

x =
ι∑

j=1

hj ∗ 1[aj ,bj ],

äå ι ∈ N, hj =
(
h

(1)
j , . . . , h

(n)
j

)
∈ Cn äëÿ j ∈ {1, . . . , ι}, i ÷èñëà a1, . . . , aι,

b1, . . . , bι ∈ [0, 1] òàêi, ùî a1 < b1 ≤ a2 < . . . < bι. Íåõàé l ∈ {1, . . . , ι} i

εk =
1

2
min{sk, bl − al}

äëÿ k ∈ N, äå ïîñëiäîâíiñòü {sk}∞k=1 iñíó¹ çãiäíî iç ëåìîþ 6.3. Òîäi äëÿ êî-

æíèõ ïîñëiäîâíîñòåé
{
a

(k)
l

}∞
k=1

,
{
b

(k)
l

}∞
k=1
⊂ [0, 1] òàêèõ, ùî a

(k)
l ∈ [al, al +

εk] i b
(k)
l ∈ [bl − εk, bl] äëÿ êîæíîãî k ∈ N,

lim
k→∞

P (x− δk) = P (x),

äå

δk = hl ∗ 1[
al,a

(k)
l

]
∪
[
b
(k)
l ,bl

].
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Äîâåäåííÿ. Çãiäíî iç ôîðìóëîþ (1.3),

P (x− δk) = P (x) + P (−δk) +
N−1∑
m=1

(
N

m

)
AP

(
−δk, . . . ,−δk︸ ︷︷ ︸

m

, x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
N−m

)
.

Îñêiëüêè ïîëiíîì P � ñèìåòðè÷íèé, òî

P (−δk) = P
(
−hl ∗ 1[

0,a
(k)
l −al+bl−b

(k)
l

]).
Îñêiëüêè a(k)

l − al + bl − b(k)
l ≤ 2εk ≤ sk, òî, çãiäíî iç ëåìîþ 6.3,

|P (−δk)| ≤
1

k

(
‖P‖+ 1

)(
max
1≤j≤n

∣∣h(j)
l

∣∣)N .
Äëÿ êîæíîãî m ∈ {1, . . . , N − 1}, çãiäíî iç ëåìîþ 6.2, ó ÿêié ïîêëàäåìî

[a, b] = [al, bl], [c1, d1] =
[
al, a

(k)
l

]
, [c2, d2] =

[
b

(k)
l , bl

]
i y1 = . . . = yN−m = x,

iñíó¹ ñòàëà C(m, al, bl) > 0 òàêà, ùî∣∣∣AP

(
−δk, . . . ,−δk︸ ︷︷ ︸

m

, x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
N−m

)∣∣∣ ≤
≤ nN

(
max
1≤j≤n

∣∣h(j)
∣∣)mµ([al, a(k)

l

]
∪
[
b

(k)
l , bl

])
‖x‖N−m∞,n C(m, a, b) ≤

≤ skn
N
(

max
1≤j≤n

∣∣h(j)
∣∣)m‖x‖N−m∞,n C(m, al, bl).

Òîìó

|P (x− δk)− P (x)| ≤ 1

k

(
‖P‖+ 1

)(
max
1≤j≤n

∣∣h(j)
l

∣∣)N+

+ skn
N
N−1∑
m=1

(
N

m

)(
max
1≤j≤n

∣∣h(j)
∣∣)m‖x‖N−m∞,n C(m, al, bl)→ 0

ïðè k →∞, îñêiëüêè limk→∞ sk = 0. Îòæå, limk→∞ P (x− δk) = P (x). Ëåìó

äîâåäåíî.

Òåîðåìà 6.1. Êîæåí ñèìåòðè÷íèé íåïåðåðâíèé N -îäíîðiäíèé ïîëi-

íîì P : (L∞[0, 1])n → C ìîæíà ¹äèíèì ÷èíîì ïîäàòè ó âèãëÿäi

P (y) =
∑

l:MN→Z+

κ(l,MN )=N

αl
∏
k∈MN
l(k)>0

(Rk(y))l(k),

äå y ∈ (L∞[0, 1])n, αl ∈ C, ìíîæèíà MN âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (6.5), i

âiäîáðàæåííÿ κ âèçíà÷åíå ôîðìóëîþ (6.4).
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Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê N = 1. Ó öüîìó âèïàäêó, ïîëiíîì P ¹

íåïåðåðâíèì ñèìåòðè÷íèì ëiíiéíèì ôóíêöiîíàëîì. Òîìó, äëÿ êîæíîãî åëå-

ìåíòà y =
(
y(1), . . . , y(n)

)
∈ (L∞[0, 1])n,

P (y) =
n∑
j=1

P
((

0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
j−1

, y(j), 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−j

))
.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, . . . , n} âiäîáðàæåííÿ

L∞[0, 1] 3 x 7→ P
((

0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
j−1

, x, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−j

))
∈ C

¹ íåïåðåðâíèì ñèìåòðè÷íèì ëiíiéíèì ôóíêöiîíàëîì. Çãiäíî iç òåîðåìîþ 2.2,

êîæåí íåïåðåðâíèé ñèìåòðè÷íèé ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë f : L∞[0, 1]→ C ìî-

æíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

f(x) = α

∫
[0,1]

x(t) dt,

äå x ∈ L∞[0, 1] i α ∈ C. Òîìó iñíóþòü êîåôiöi¹íòè α1, . . . , αn ∈ C òàêi, ùî

P (y) =
n∑
j=1

αj

∫
[0,1]

y(j)(t) dt =
n∑
j=1

αjR(0,...,0︸︷︷︸
j−1

,1,0,...,0︸︷︷︸
n−j

)(y) (6.15)

äëÿ êîæíîãî y =
(
y(1), . . . , y(n)

)
∈ (L∞[0, 1])n. Çãiäíî iç òâåðäæåííÿì 6.1,

ïîëiíîìè

R(1,0,...,0︸︷︷︸
n−1

), R(0,1,0,...,0︸︷︷︸
n−2

), . . . , R(0,...,0︸︷︷︸
n−1

,1)

¹ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíèìè. Òîìó çîáðàæåííÿ (6.15) ¹ ¹äèíèì. Äîâåäåííÿ

òåîðåìè äëÿ âèïàäêó N = 1 çàâåðøåíî.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê N ≥ 2. Çãiäíî iç òâåðäæåííÿì 6.2, iñíóþòü ¹äèíi

êîåôiöi¹íòè{
αl ∈ C : âiäîáðàæåííÿ l : MN → Z+ òàêi, ùî κ(l,MN) = N

}
òàêi, ùî

P (y) =
∑

l:MN→Z+

κ(l,MN )=N

αl
∏
k∈MN
l(k)>0

(Rk(y))l(k) (6.16)
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äëÿ êîæíîãî y ∈ D.
Íåõàé

x =
ι∑

j=1

hj ∗ 1[aj ,bj ], (6.17)

äå ι ∈ N, hj =
(
h

(1)
j , . . . , h

(n)
j

)
∈ Cn äëÿ j ∈ {1, . . . , ι}, i ÷èñëà a1, . . . , aι,

b1, . . . , bι ∈ [0, 1] òàêi, ùî a1 < b1 ≤ a2 < . . . < bι. Äëÿ êîæíîãî l ∈
{1, . . . , ι}, âèáåðåìî ïîñëiäîâíîñòi{

a
(k)
l

}∞
k=1

,
{
b

(k)
l

}∞
k=1
⊂

∞⋃
m=1

{ j

2m
: j ∈ {1, . . . , 2m}

}
òàêi, ùî

al ≤ a
(k)
l ≤ al +

1

2
min{sk, bl − al}

i

bl −
1

2
min{sk, bl − al} ≤ b

(k)
l ≤ bl,

äå ïîñëiäîâíiñòü {sk}∞k=1 îòðèìàíà iç ëåìè 6.3. Òîäi äëÿ êîæíîãî ìóëüòèií-

äåêñó η = (η1, . . . , ηι) ∈ Nι ôóíêöiÿ

xη =
ι∑

j=1

hj ∗ 1[
a
(ηj)

j ,b
(ηj)

j

]
íàëåæèòü ìíîæèíi D. Ñêîðèñòàâøèñü ëåìîþ 6.4 ι ðàçiâ, ìà¹ìî

P (x) = lim
η1→∞

lim
η2→∞

. . . lim
ηι→∞

P
(
x(η1,...,ηι)

)
=

= lim
η1→∞

lim
η2→∞

. . . lim
ηι→∞

∑
l:MN→Z+

κ(l,MN )=N

αl
∏
k∈MN
l(k)>0

(
Rk

(
x(η1,...,ηι)

))l(k)
=

=
∑

l:MN→Z+

κ(l,MN )=N

αl
∏
k∈MN
l(k)>0

(Rk(x))l(k).

Îòæå, ðiâíiñòü (6.16) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ x ∈ (L∞[0, 1])n âè-

ãëÿäó (6.17).

Íåõàé

z =
ι∑

j=1

hj ∗ 1Ej , (6.18)
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äå ι ∈ N, hj =
(
h

(1)
j , . . . , h

(n)
j

)
∈ Cn äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, . . . , ι}, i E1, . . . , Eι

� öå ïîïàðíî íåïåðåòèííi âèìiðíi çà Ëåáåãîì ïiäìíîæèíè âiäðiçêà [0, 1].

Çãiäíî iç òâåðäæåííÿì 2.2, iñíó¹ ôóíêöiÿ σE1,...,Eι ∈ Ξ[0,1] òàêà, ùî

1Ej = 1[∑j−1
m=1 µ(Em),

∑j
m=1 µ(Em)

] ◦ σE1,...,Eι

äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, . . . , ι} ìàéæå ñêðiçü íà âiäðiçêó [0, 1]. ßê íàñëiäîê,

z = ẑ ◦ σE1,...,Eι,

äå

ẑ =
ι∑

j=1

hj ∗ 1[∑j−1
m=1 µ(Em),

∑j
m=1 µ(Em)

].
Òîìó P (z) = P (ẑ) çãiäíî iç ñèìåòðè÷íiñòþ ïîëiíîìà P. Îñêiëüêè ẑ � öå

ôóíêöiÿ âèãëÿäó (6.17), òî

P (ẑ) =
∑

l:MN→Z+

κ(l,MN )=N

αl
∏
k∈MN
l(k)>0

(Rk(ẑ))l(k).

Îñêiëüêè ïîëiíîìè Rk ¹ ñèìåòðè÷íèìè, òî Rk(ẑ) = Rk(z) äëÿ êîæíîãî

ìóëüòèiíäåêñó k ∈MN . Îòæå,

P (z) =
∑

l:MN→Z+

κ(l,MN )=N

αl
∏
k∈MN
l(k)>0

(Rk(z))l(k).

Çãiäíî iç ëåìîþ 6.1, ìíîæèíà âñiõ ôóíêöié âèãëÿäó (6.18) ¹ ùiëüíîþ â

ïðîñòîði (L∞[0, 1])n. Òîìó, çãiäíî iç íåïåðåðâíiñòþ ïîëiíîìà P,

P (y) =
∑

l:MN→Z+

κ(l,MN )=N

αl
∏
k∈MN
l(k)>0

(Rk(y))l(k) (6.19)

äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà y ∈ (L∞[0, 1])n. Çãiäíî iç òâåðäæåííÿì 6.1, ïîëiíîìè

Rk, äå k ∈ MN , ¹ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíèìè. Òîìó çîáðàæåííÿ (6.19) �

¹äèíå. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Íàñëiäîê 6.2. Ìíîæèíà ïîëiíîìiâ
{
Rk : k ∈ Zn+, |k| ≥ 1

}
¹ àëãåáðà-

¨÷íèì áàçèñîì àëãåáðè âñiõ íåïåðåðâíèõ ñèìåòðè÷íèõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ

ïîëiíîìiâ íà ïðîñòîði (L∞[0, 1])n.
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6.2. Ñïåêòð àëãåáðè Ôðåøå öiëèõ ñèìåòðè÷íèõ ôóíêöié îáìå-

æåíîãî òèïó íà äåêàðòîâîìó ñòåïåíi êîìïëåêñíîãî áàíàõîâîãî

ïðîñòîðó âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ ôóíêöié íà

âiäðiçêó

Â äàíîìó ïiäðîçäiëi áóäå îïèñàíî ñïåêòð àëãåáðè Ôðåøå âñiõ êîìïëå-

êñíîçíà÷íèõ ñèìåòðè÷íèõ öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà

äåêàðòîâîìó ñòåïåíi êîìïëåêñíîãî áàíàõîâîãî ïðîñòîðó L∞[0, 1] âñiõ êîì-

ïëåêñíîçíà÷èõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ ôóíêöié íà âiäðiç-

êó [0, 1]. Áóäå ïîêàçàíî, ùî êîæåí åëåìåíò ñïåêòðà ¹ ôóíêöiîíàëîì îá÷è-

ñëåííÿ çíà÷åííÿ â òî÷öi.

Äîâåäåìî äåÿêi äîïîìiæíi ðåçóëüòàòè.

Ëåìà 6.5. Íåõàé q ∈ N. Íåõàé ôóíêöi¨ f, g : [a, b] → C ¹ âèìiðíèìè

çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèìè ôóíêöiÿìè òàêèìè, ùî äëÿ êîæíîãî

j ∈ {1, . . . , q} çâóæåííÿ ôóíêöi¨ f íà iíòåðâàë
(
a + (j−1)(b−a)

q , a + j(b−a)
q

)
¹ ñòàëîþ ôóíêöi¹þ i ôóíêöiÿ g ¹ ïåðiîäè÷íîþ ôóíêöi¹þ iç ïåðiîäîì b−a

q .

Òîäi ∫
[a,b]

f(t)g(t) dt =
q

b− a

∫
[a,b]

f(t) dt

∫[
a,a+ b−a

q

] g(t) dt.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, . . . , q} çâóæåííÿ ôóíêöi¨ f íà ií-

òåðâàë
(
a+ (j−1)(b−a)

q , a+ j(b−a)
q

)
äîðiâíþ¹ αj, äå αj ∈ C. Òîäi

∫
[a,b]

f(t)g(t) dt =

q∑
j=1

∫(
a+ (j−1)(b−a)

q ,a+ j(b−a)
q

) f(t)g(t) dt =

=

q∑
j=1

αj

∫(
a+ (j−1)(b−a)

q ,a+ j(b−a)
q

) g(t) dt.

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ g ¹ ïåðiîäè÷íîþ ç ïåðiîäîì b−a
q , òî∫(

a+ (j−1)(b−a)
q ,a+ j(b−a)

q

) g(t) dt =

∫(
a,a+ b−a

q

) g(t) dt
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äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, . . . , q}. Òîìó
q∑
j=1

αj

∫(
a+ (j−1)(b−a)

q ,a+ j(b−a)
q

) g(t) dt =

(
q∑
j=1

αj

)∫(
a,a+ b−a

q

) g(t) dt.

Îñêiëüêè ∫
[a,b]

f(t) dt =
b− a
q

q∑
j=1

αj,

òî (
q∑
j=1

αj

)∫(
a,a+ b−a

q

) g(t) dt =
q

b− a

∫
[a,b]

f(t) dt

∫(
a,a+ b−a

q

) g(t) dt.

Ëåìó äîâåäåíî.

Ëåìà 6.6. Íåõàé N ∈ N òàêå, ùî N ≥ 2, i q1, . . . , qN−1 ∈ N. Íåõàé
Q0 = 1 i Qj =

∏j
l=1 ql äëÿ j ∈ {1, . . . , N − 1}. Íåõàé ôóíêöi¨ f1, . . . , fN :

[a, b]→ C ¹ âèìiðíèìè çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèìè ôóíêöiÿìè, òà-

êèìè, ùî äëÿ êîæíîãî l ∈ {1, . . . , N − 1} i äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, . . . , Ql}
çâóæåííÿ ôóíêöi¨ fl íà iíòåðâàë

(
a+ (j−1)(b−a)

Ql
, a+ j(b−a)

Ql

)
¹ ñòàëîþ ôóí-

êöi¹þ i äëÿ êîæíîãî l ∈ {2, . . . , N} ôóíêöiÿ fl ¹ ïåðiîäè÷íîþ ôóíêöi¹þ ç

ïåðiîäîì b−a
Ql−1

. Òîäi∫
[a,b]

f1(t) . . . fN(t) dt =
Q1Q2 . . . QN−1

(b− a)N−1

N∏
j=1

∫(
a,a+ b−a

Qj−1

) fj(t) dt.
Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòàâøèñü ëåìîþ 6.5 N − 1 ðàçiâ, îòðèìó¹ìî ïîòðiáíèé

ðåçóëüòàò.

Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ âàæëèâîþ äëÿ ïîáóäîâè ôóíêöiîíàëiâ îá÷èñëåííÿ

çíà÷åííÿ â òî÷êàõ íà àëãåáði Ôðåøå âñiõ öiëèõ ñèìåòðè÷íèõ êîìïëåêñíî-

çíà÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà ïðîñòîði (L∞[0, 1])n.

Òåîðåìà 6.2. Íåõàé n ∈ N. Iñíó¹ ñòàëà Kn > 0 òàêà, ùî äëÿ êî-

æíîãî âiäîáðàæåííÿ c : Zn+ \ {(0, . . . , 0)} → C òàêîãî, ùî

sup
k∈Zn+\{(0,...,0)}

|c(k)|1/|k| < +∞,
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iñíó¹ åëåìåíò xc ∈ (L∞[0, 1])n òàêèé, ùî Rk(xc) = c(k) äëÿ êîæíîãî

k ∈ Zn+ \ {(0, . . . , 0)} i

‖xc‖∞,n ≤ Kn sup
k∈Zn+\{(0,...,0)}

|c(k)|1/|k|.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ïî n. Ðåçóëüòàò äëÿ

âèïàäêó n = 1 âèïëèâà¹ iç òåîðåìè 2.1. Ïðèïóñòèìî, ùî òåîðåìà ¹ ïðà-

âèëüíîþ äëÿ n− 1, äå n ≥ 2. Äîâåäåìî ¨¨ äëÿ n.

Âiäîìî (äèâ. [75, ðîçäië 3] àáî [16, ñ. 162]), ùî ðÿä
∑∞

q=1 εq(t)uq çái-

ãà¹òüñÿ ìàéæå ñêðiçü íà âiäðiçêó [0, 1] ÿêùî i òiëüêè ÿêùî ðÿä
∑∞

q=1 |uq|2

çáiãà¹òüñÿ, äå uq ∈ R i

εq(t) = sign sin 2qπt,

òîáòî, ôóíêöiÿ εq � öå q-òà ôóíêöiÿ Ðàäåìàõåðà. Äëÿ q ∈ N i s ∈ {1, . . . , n},
íåõàé

u(s)
q =

{
1
j+2 , ÿêùî iñíó¹ j ∈ Z+ òàêå, ùî q = nj + s

0, iíàêøå.

Äëÿ êîæíîãî s ∈ {1, . . . , n} ðÿä
∑∞

q=1

∣∣u(s)
q

∣∣2 =
∑∞

j=0
1

(j+2)2 ¹ çáiæíèì, òîìó

ðÿä
∑∞

q=1 εq(t)u
(s)
q =

∑∞
j=0

εnj+s(t)
j+2 ¹ çáiæíèì ìàéæå ñêðiçü íà âiäðiçêó [0, 1].

Äëÿ l ∈ N i s ∈ {1, . . . , n} âèçíà÷èìî ôóíêöiþ pl,s : [0, 1] → C íàñòó-

ïíèì ÷èíîì. Äëÿ t ∈ [0, 1] òàêîãî, ùî ðÿä
∑∞

j=0
εnj+s(t)
j+2 ¹ çáiæíèì, ïîêëàäåìî

pl,s(t) = exp

(
iπ

2l

∞∑
j=0

εnj+s(t)

j + 2

)
.

Äëÿ êîæíîãî t ∈ [0, 1] òàêîãî, ùî ðÿä
∑∞

j=0
εnj+s(t)
j+2 ¹ ðîçáiæíèì, ïîêëàäåìî

pl,s(t) = 0.

Äëÿ l ∈ N, s ∈ {1, . . . , n} i r ∈ Z+, âèçíà÷èìî ôóíêöiþ p
(r)
l,s : [0, 1]→ C

ðiâíiñòþ

p
(r)
l,s (t) = exp

(
iπ

2l

r∑
j=0

εnj+s(t)

j + 2

)
. (6.20)

Çàóâàæèìî, ùî p(r)
l,s ∈ L∞[0, 1]. Îñêiëüêè ðÿä

∑∞
j=0

εnj+s(t)
j+2 ¹ çáiæíèì ìàéæå

ñêðiçü íà âiäðiçêó [0, 1] i p(r)
l,s (t) → pl,s(t) ïðè r → ∞ äëÿ êîæíîãî t ∈
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[0, 1] òàêîãî, ùî ðÿä
∑∞

j=0
εnj+s(t)
j+2 ¹ çáiæíèì, òî ôóíêöiÿ pl,s ¹ âèìiðíîþ çà

Ëåáåãîì. Îñêiëüêè |pl,s(t)| = 1 ìàéæå ñêðiçü íà âiäðiçêó [0, 1], òî ôóíêöiÿ

pl,s ¹ ñóòò¹âî îáìåæåíîþ íà âiäðiçêó [0, 1] i ‖pl,s‖∞ = 1.Îòæå, pl,s ∈ L∞[0, 1].

Äëÿ m = (m1, . . . ,mn) ∈ Nn âèçíà÷èìî ôóíêöiþ pm : [0, 1] → Cn

ðiâíiñòþ

pm(t) =
(
pm1,1(t), . . . , pmn,n(t)

)
.

Îñêiëüêè äëÿ êîæíèõ l ∈ N i s ∈ {1, . . . , n} ôóíêöiÿ pl,s íàëåæèòü ïðîñòî-
ðó L∞[0, 1] i ‖pl,s‖∞ = 1, òî ôóíêöiÿ pm íàëåæèòü ïðîñòîðó (L∞[0, 1])n i

‖pm‖∞,n = 1.

Äëÿ m = (m1, . . . ,mn) ∈ Nn i r ∈ Z+ âèçíà÷èìî ôóíêöiþ p
(r)
m : [0, 1]→

Cn ðiâíiñòþ

p(r)
m (t) =

(
p

(r)
m1,1

(t), . . . , p(r)
mn,n

(t)
)
. (6.21)

Äëÿ k = (k1, . . . , kn) ∈ Zn+ \ {(0, . . . , 0)}, l ∈ N i r ∈ Z+ ìà¹ìî

Rk(pm) =

∫
[0,1]

n∏
s=1
ks>0

(
pms,s(t)

)ks dt i Rk

(
p(r)
m

)
=

∫
[0,1]

n∏
s=1
ks>0

(
p(r)
ms,s

(t)
)ks dt.

Îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié
{
p

(r)
l,s

}∞
r=0

¹ ïîòî÷êîâî çáiæíîþ äî ôóíêöi¨

pl,s ìàéæå ñêðiçü íà âiäðiçêó [0, 1], òî ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié{
t 7→

n∏
s=1
ks>0

(
p(r)
ms,s

(t)
)ks}∞

r=0

¹ ïîòî÷êîâî çáiæíîþ äî ôóíêöi¨

t 7→
n∏
s=1
ks>0

(
pms,s(t)

)ks
ìàéæå ñêðiçü íà âiäðiçêó [0, 1] äëÿ êîæíèõ l ∈ N i s ∈ {1, . . . , n}. Òîìó,
çãiäíî iç òåîðåìîþ Ëåáåãà ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü,

lim
r→∞

∫
[0,1]

n∏
s=1
ks>0

(
p(r)
ms,s

(t)
)ks dt =

∫
[0,1]

n∏
s=1
ks>0

(
pms,s(t)

)ks dt,
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òîáòî

Rk(pm) = lim
r→∞

Rk

(
p(r)
m

)
. (6.22)

Äîâåäåìî, ùî äëÿ êîæíèõ k = (k1, . . . , kn) ∈ Nn,m = (m1, . . . ,mn) ∈ Nn i

r ∈ Z+ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Rk

(
p(r)
m

)
=

r∏
j=0

n∏
s=1

cos

(
πks
2ms

1

j + 2

)
.

Îñêiëüêè k ∈ Nn, òî

Rk

(
p(r)
m

)
=

∫
[0,1]

n∏
s=1

(
p(r)
ms,s

(t)
)ks dt. (6.23)

Çãiäíî iç ðiâíîñòÿìè (6.20), (6.21) i (6.23),

Rk

(
p(r)
m

)
=

∫
[0,1]

n∏
s=1

exp

(
iπks
2ms

r∑
j=0

εnj+s(t)

j + 2

)
dt =

=

∫
[0,1]

n∏
s=1

r∏
j=0

exp

(
iπks
2ms

εnj+s(t)

j + 2

)
dt.

Çãiäíî iç ëåìîþ 6.6, ó ÿêié ïîêëàäåìî [a, b] = [0, 1], N = n(r+1), q1 = . . . =

qN−1 = 2 i

fnj+s(t) = exp

(
iπks
2ms

εnj+s(t)

j + 2

)
äëÿ j ∈ {0, 1, . . . , r} i s ∈ {1, . . . , n}, îñêiëüêè ôóíêöiÿ fl ¹ ïåðiîäè÷íîþ ç

ïåðiîäîì 1
2l−1

= 1
Ql−1

äëÿ êîæíîãî l ∈ {2, . . . , N}, äå Q0 = 1 i Ql = 2l, ìà¹ìî

∫
[0,1]

r∏
j=0

n∏
s=1

exp

(
iπks
2ms

εnj+s(t)

j + 2

)
dt =

=
Q1Q2 . . . QN−1

(1− 0)N−1

r∏
j=0

n∏
s=1

∫(
0, 1
Qnj+s−1

) exp

(
iπks
2ms

εnj+s(t)

j + 2

)
dt =

= 2(N−1)N/2
r∏
j=0

n∏
s=1

∫(
0, 1

2nj+s−1

) exp

(
iπks
2ms

εnj+s(t)

j + 2

)
dt.
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Çàóâàæèìî, ùî∫(
0, 1

2nj+s−1

) exp

(
iπks
2ms

εnj+s(t)

j + 2

)
dt =

=

∫(
0, 1

2nj+s

) exp

(
iπks
2ms

εnj+s(t)

j + 2

)
dt+

∫(
1

2nj+s
, 1

2nj+s−1

) exp

(
iπks
2ms

εnj+s(t)

j + 2

)
dt =

=

∫(
0, 1

2nj+s

) exp

(
iπks
2ms

sign sin 2nj+sπt

j + 2

)
dt+

+

∫(
1

2nj+s
, 1

2nj+s−1

) exp

(
iπks
2ms

sign sin 2nj+sπt

j + 2

)
dt =

=

∫(
0, 1

2nj+s

) exp

(
iπks
2ms

1

j + 2

)
dt+

∫(
1

2nj+s
, 1

2nj+s−1

) exp

(
iπks
2ms

−1

j + 2

)
dt =

=
1

2nj+s

(
exp

(
iπks
2ms

1

j + 2

)
+ exp

(
iπks
2ms

−1

j + 2

))
=

=
1

2nj+s
· 2 cos

(
πks
2ms

1

j + 2

)
=

1

2nj+s−1
cos

(
πks
2ms

1

j + 2

)
.

Òîìó

Rk

(
p(r)
m

)
= 2(N−1)N/2

r∏
j=0

n∏
s=1

1

2nj+s−1
cos

(
πks
2ms

1

j + 2

)
.

Ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî

2(N−1)N/2
r∏
j=0

n∏
s=1

1

2nj+s−1
= 1.

ßê íàñëiäîê,

Rk

(
p(r)
m

)
=

r∏
j=0

n∏
s=1

cos

(
πks
2ms

1

j + 2

)
. (6.24)

Çãiäíî iç ðiâíîñòÿìè (6.22) i (6.24),

Rk(pm) =
∞∏
j=0

n∏
s=1

cos

(
πks
2ms

1

j + 2

)
. (6.25)

Äëÿ l ∈ N i j ∈ {1, . . . , l} íåõàé

αj,l = exp
(2πij

l

)
.
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Äëÿ l ∈ N âèçíà÷èìî ôóíêöiþ Sl : [0, 1]→ C ðiâíiñòþ

Sl(t) =

{
αj,l, ÿêùî iñíó¹ j ∈ {1, . . . , l} òàêå, ùî t ∈

(
j−1
l ,

j
l

)
0, iíàêøå.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ êîæíèõ l, q ∈ N,∫
[0,1]

Sql (t) dt =
1

q

l∑
j=1

aqj,l =

{
1, ÿêùî q ¹ êðàòíèì l

0, iíàêøå.
(6.26)

Íåõàé frac(t) � öå äðîáîâà ÷àñòèíà äiéñíîãî ÷èñëà t. Äëÿ êîæíîãî

m = (m1, . . . ,mn) ∈ Nn, âèçíà÷èìî ôóíêöiþ ym : [0, 1]→ Cn ðiâíiñòþ

ym(t) =
(
Sm1

(t)pm1,1

(
frac(m1m2 . . .mnt)

)
,

Sm2

(
frac(m1t)

)
pm2,2

(
frac(m1m2 . . .mnt)

)
, . . .

. . . , Smn

(
frac(m1m2 . . .mn−1t)

)
pmn,n

(
frac(m1m2 . . .mnt)

))
.

Çàóâàæèìî, ùî ym ∈ (L∞[0, 1])n i ‖ym‖∞,n = 1. Íåõàé k = (k1, . . . , kn) ∈ Nn.

Òîäi

Rk(ym) =

∫
[0,1]

Sk1m1
(t)pk1m1,1

(
frac(m1m2 . . .mnt)

)
×

× Sk2m2

(
frac(m1t)

)
pk2m2,2

(
frac(m1m2 . . .mnt)

)
× . . .×

× Sknmn

(
frac(m1m2 . . .mn−1t)

)
pknmn,n

(
frac(m1m2 . . .mnt)

)
dt.

Çàñòîñóâàâøè ëåìó 6.6, ó ÿêié ïîêëàäåìî

[a, b] = [0, 1], N = n+ 1, q1 = m1, q2 = m2, . . . , qn = mn,

f1(t) = Sk1m1
(t), f2(t) = Sk2m2

(
frac(m1t)

)
, . . . ,

fn(t) = Sknmn

(
frac(m1m2 . . .mn−1t)

)
,

fn+1(t) = pk1m1,1

(
frac(m1m2 . . .mnt)

)
pk2m2,2

(
frac(m1m2 . . .mnt)

)
× . . .×

× pknmn,n

(
frac(m1m2 . . .mnt)

)
,
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îòðèìó¹ìî

Rk(ym) = Q1Q2 . . . Qn

n+1∏
j=1

∫(
0, 1
Qj−1

) fj(t) dt,
äå Q0 = 1, Q1 = m1, Q2 = m1m2, . . . , Qn = m1m2 . . .mn. Äëÿ êîæíîãî

j ∈ {1, . . . , n},∫(
0, 1
Qj−1

) fj(t) dt =

∫(
0, 1
m1m2...mj−1

) Skjmj

(
frac(m1m2 . . .mj−1t)

)
dt =

=
1

m1m2 . . .mj−1

∫
(0,1)

Skjmj

(
frac(t)

)
dt =

1

Qj−1

∫
(0,1)

Skjmj
(t) dt.

Òàêîæ çàóâàæèìî, ùî∫(
0, 1
Qn

) fn+1(t) dt =

∫(
0, 1
m1m2...mn

) pk1m1,1

(
frac(m1m2 . . .mnt)

)
×

× pk2m2,2

(
frac(m1m2 . . .mnt)

)
× . . .× pknmn,n

(
frac(m1m2 . . .mnt)

)
dt =

=
1

m1m2 . . .mn

∫
(0,1)

pk1m1,1

(
frac(t)

)
pk2m2,2

(
frac(t)

)
× . . .× pknmn,n

(
frac(t)

)
dt =

=
1

Qn

∫
(0,1)

pk1m1,1
(t)pk2m2,2

(t) . . . pknmn,n
(t) dt =

1

Qn
Rk(pm).

Òîìó

Rk(ym) =

∫
(0,1)

Sk1m1
(t) dt× . . .×

∫
(0,1)

Sknmn
(t) dt×Rk(pm). (6.27)

Çãiäíî iç ðiâíiñòþ (6.26), ÿêùî iñíó¹ j ∈ {1, . . . , n} òàêå, ùî kj íå ¹ êðà-
òíèì mj, òî

∫
(0,1) S

kj
mj(t) dt = 0. Òîìó, ó öüîìó âèïàäêó, çãiäíî iç ðiâíiñòþ

(6.27), Rk(ym) = 0. Íåõàé (k1, . . . , kn) = (ν1m1, . . . , nunmn) äëÿ äåÿêèõ

ν1, . . . , νn ∈ N. Òîäi, çãiäíî iç ðiâíiñòþ (6.26),
∫

(0,1) S
kj
mj(t) dt = 1 äëÿ êî-

æíîãî j ∈ {1, . . . , n}. ßê íàñëiäîê, ó öüîìó âèïàäêó, âðàõîâóþ÷è ðiâíiñòü

(6.25),

Rk(ym) = Rk(pm) =
∞∏
j=0

n∏
s=1

cos

(
πks
2ms

1

j + 2

)
=
∞∏
j=0

n∏
s=1

cos

(
πνs
2

1

j + 2

)
.

ßêùî iñíó¹ s ∈ {1, . . . , n} òàêå, ùî νs > 1, òîäi îäèí iç ìíîæíèêiâ äîðiâíþ¹
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cos π
2 , i òîìó Rk(ym) = 0. Ó âèïàäêó m = k ìà¹ìî

Rk(yk) =
∞∏
j=0

n∏
s=1

cos

(
π

2

1

j + 2

)
= Mn, (6.28)

äå ñòàëà M âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ (2.2). Îòæå, äëÿ êîæíèõ k,m ∈ Nn,

Rk(ym) =

{
Mn, ÿêùî k = m

0, iíàêøå.
(6.29)

Äëÿ êîæíîãî m = (m1, . . . ,mn) ∈ Nn, âèçíà÷èìî ôóíêöiþ zm : [0, 1]→ Cn

ðiâíiñòþ

zm =
1

|m|
√
Mn

ym. (6.30)

Âçÿâøè äî óâàãè ðiâíiñòü ‖ym‖∞,n = 1 i íåðiâíiñòü 0 < M < 1, îòðèìó¹ìî

‖zm‖∞,n =
1

|m|
√
Mn
‖ym‖∞,n ≤

1

Mn
. (6.31)

Äëÿ êîæíîãî k ∈ Nn, çâàæàþ÷è íà òå, ùî ïîëiíîì Rk ¹ |k|-îäíîðiäíèì,
çãiäíî iç ðiâíîñòÿìè (6.29) i (6.30),

Rk(zm) =

{
1, ÿêùî k = m

0, iíàêøå.
(6.32)

Äëÿ êîæíîãî iíòåðâàëà (a, b) ⊂ [0, 1], âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ G(a,b) :

(L∞[0, 1])n → (L∞[0, 1])n ðiâíiñòþ

G(a,b)(x)(t) =


x
(
t−a
b−a
)
, ÿêùî t ∈ (a, b)

(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n

), iíàêøå,

äå x ∈ (L∞[0, 1])n, t ∈ [0, 1]. Ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî äëÿ êîæíîãî k ∈
Zn+ \ {(0, . . . , 0)} i äëÿ êîæíîãî x ∈ (L∞[0, 1])n âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Rk

(
G(a,b)(x)

)
= (b− a)Rk(x). (6.33)

Òàêîæ çàóâàæèìî, ùî ∥∥G(a,b)(x)
∥∥
∞,n = ‖x‖∞,n (6.34)
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äëÿ êîæíîãî x ∈ (L∞[0, 1])n.

Ïîáóäó¹ìî ôóíêöiþ z ∈ (L∞[0, 1])n òàêó, ùî z(t) = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n

) äëÿ êî-

æíîãî t ∈
[
0, 1

2

]
i Rk(z) = c(k) äëÿ êîæíîãî k ∈ Nn. Äëÿ w ∈ {n, n+ 1, . . .}

íåõàé

Λw =
{
k ∈ Nn : |k| = w

}
.

Çàóâàæèìî, ùî |Λw| =
(
w−1
n−1

)
. Çàôiêñó¹ìî ëåêñèêîãðàôi÷íèé ïîðÿäîê íà

ìíîæèíi Λw. Íåõàé âiäîáðàæåííÿ κw : Λw →
{

1, 2, . . . ,
(
w−1
n−1

)}
� öå ái¹êöiÿ,

ÿêà çáåðiãà¹ ïîðÿäîê. Äëÿ w ∈ {n, n+ 1, . . .} i j ∈
{

1, 2, . . . ,
(
w−1
n−1

)}
íåõàé

∆w,j =

(
1

2w−n+1
+

j − 1(
w−1
n−1

)
2w−n+1

,
1

2w−n+1
+

j(
w−1
n−1

)
2w−n+1

)
.

Çàóâàæèìî, ùî

µ(∆w,j) =
1(

w−1
n−1

)
2w−n+1

.

Âèçíà÷èìî ôóíêöiþ z : [0, 1]→ Cn ðiâíiñòþ

z(t) =
∞∑
w=n

(w−1n−1)∑
j=1

(
c
(
κ−1
w (j)

)
µ(∆w,j)

)1/|κ−1w (j)|

G∆w,j

(
zκ−1w (j)

)
(t).

Îñêiëüêè ìíîæèíè ∆w,j, äå w ∈ {n, n + 1, . . .} i j ∈
{

1, 2, . . . ,
(
w−1
n−1

)}
, ¹

ïîïàðíî íåïåðåòèííèìè, òî

‖z‖∞,n = max
w∈{n,n+1,...}

j∈{1,2,...,(w−1n−1)}

∣∣∣∣∣c
(
κ−1
w (j)

)
µ(∆w,j)

∣∣∣∣∣
1/|κ−1w (j)| ∥∥G∆w,j

(
zκ−1w (j)

)∥∥
∞,n.

Çãiäíî iç íåðiâíiñòþ (6.31) i ðiâíiñòþ (6.34),∥∥G∆w,j

(
zκ−1w (j)

)∥∥
∞,n =

∥∥zκ−1w (j)

∥∥
∞,n ≤

1

Mn
.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ êîæíèõ w ∈ {n, n+ 1, . . .} i j ∈
{

1, 2, . . . ,
(
w−1
n−1

)}
,∣∣c(κ−1

w (j)
)∣∣1/|κ−1w (j)| ≤ sup

k∈Zn+\{(0,...,0)}
|c(k)|1/|k|
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i ∣∣∣∣ 1

µ(∆w,j)

∣∣∣∣1/|κ−1w (j)|
=

((
w − 1

n− 1

)
2w−n+1

)1/w

.

Âðàõîâóþ÷è íåðiâíîñòi
(
w−1
n−1

)
≤ 2w−1 i 2w−n+1 < 2w+1, îòðèìó¹ìî((

w − 1

n− 1

)
2w−n+1

)1/w

≤
(
2w−12w+1

)1/w
= 4.

Îòæå,

‖z‖∞,n ≤
4

Mn
sup

k∈Zn+\{(0,...,0)}
|c(k)|1/|k|. (6.35)

Äëÿ k ∈ Nn, âçÿâøè äî óâàãè ðiâíîñòi (6.32) i (6.33),

Rk(z) =
∞∑
w=n

(w−1n−1)∑
j=1

(
c
(
κ−1
w (j)

)
µ(∆w,j)

)|k|/|κ−1w (j)|

Rk

(
G∆w,j

(
zκ−1w (j)

))
=

=
∞∑
w=n

(w−1n−1)∑
j=1

(
c
(
κ−1
w (j)

)
µ(∆w,j)

)|k|/w
µ(∆w,j)Rk

(
zκ−1w (j)

)
=

=

(
c(k)

µ(∆|k|,κw(k))

)|k|/|k|
µ(∆|k|,κw(k)) = c(k). (6.36)

Òàêîæ çàóâàæèìî, ùî z(t) = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n

) äëÿ êîæíîãî t ∈
[
0, 1

2

]
, îñêiëüêè

∆w,j ⊂
(

1
2 , 1
]
äëÿ êîæíèõ w ∈ {n, n+ 1, . . .} i j ∈

{
1, 2, . . . ,

(
w−1
n−1

)}
.

Ïîáóäó¹ìî ôóíêöiþ xc ∈ (L∞[0, 1])n òàêó, ùî Rk(xc) = c(k) äëÿ êî-

æíîãî k ∈ Zn+ \ {(0, . . . , 0)}. Äëÿ êîæíîãî s ∈ {1, . . . , n}, íåõàé

Ψs =
{
k = (k1, . . . , kn) ∈ Zn+ \ {(0, . . . , 0)} : ks = 0

}
.

Íåõàé Ω1 = Ψ1 i

Ωs =
{
k = (k1, . . . , kn) ∈ Zn+ \ {(0, . . . , 0)} : k1 ≥ 1, . . . , ks−1 ≥ 1, ks = 0

}
äëÿ êîæíîãî s ∈ {2, . . . , n}. Çàóâàæèìî, ùî ìíîæèíè Ω1, . . . ,Ωn ¹ ïîïàðíî

íåïåðåòèííèìè. Òàêîæ çàóâàæèìî, ùî Ψs ⊂ Ω1 t . . . t Ωs äëÿ êîæíîãî

s ∈ {1, . . . , n}. Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ d1 : Ψ1 → C ðiâíiñòþ

d1(k) = 2n
(
c(k)−Rk(z)

)
, (6.37)
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äå k ∈ Ψ1. Äëÿ s ∈ {2, . . . , n}, âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ ds : Ψs → C
ðiâíiñòþ

ds(k) =

{
0, ÿêùî k ∈ Ψs ∩ (Ω1 t . . . t Ωs−1)

2n
(
c(k)−Rk(z)

)
, ÿêùî k ∈ Ψs ∩ Ωs,

(6.38)

äå k ∈ Ψs.Ïîêàæåìî, ùî supk∈Ψs
|ds(k)|1/|k| <∞ äëÿ êîæíîãî s ∈ {1, . . . , n}.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ êîæíîãî k ∈ Ψs,

|ds(k)| ≤ 2n
(
|c(k)|+ |Rk(z)|

)
.

Îñêiëüêè

|c(k)|1/|k| ≤ sup
m∈Zn+\{(0,...,0)}

|c(m)|1/|m|,

òî

|c(k)| ≤

(
sup

m∈Zn+\{(0,...,0)}
|c(m)|1/|m|

)|k|
.

Çãiäíî ç íåðiâíîñòÿìè (1.6) i (6.35), âðàõîâóþ÷è, ùî ‖Rk‖ = 1,

|Rk(z)| ≤ ‖Rk‖‖z‖|k|∞,n ≤

(
4

Mn
sup

m∈Zn+\{(0,...,0)}
|c(m)|1/|m|

)|k|
.

Òîìó

|c(k)|+ |Rk(z)| ≤

≤

(
sup

m∈Zn+\{(0,...,0)}
|c(m)|1/|m|

)|k|
+

(
4

Mn
sup

m∈Zn+\{(0,...,0)}
|c(m)|1/|m|

)|k|
=

=

(
1 +

(
4

Mn

)|k|)(
sup

m∈Zn+\{(0,...,0)}
|c(m)|1/|m|

)|k|
.

Îòæå,

|ds(k)| ≤ 2n

(
1 +

(
4

Mn

)|k|)(
sup

m∈Zn+\{(0,...,0)}
|c(m)|1/|m|

)|k|
.

Îñêiëüêè 2n ≤ (2n)|k| i 1 +
(

4
Mn

)|k| ≤ (1 + 4
Mn

)|k|
, òî

|ds(k)| ≤

(
2n

(
1 +

4

Mn

)
sup

m∈Zn+\{(0,...,0)}
|c(m)|1/|m|

)|k|
,
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òîáòî

|ds(k)|1/|k| ≤ 2n

(
1 +

4

Mn

)
sup

m∈Zn+\{(0,...,0)}
|c(m)|1/|m|.

Îòæå,

sup
k∈Ψs

|ds(k)|1/|k| ≤ 2n

(
1 +

4

Mn

)
sup

m∈Zn+\{(0,...,0)}
|c(m)|1/|m| <∞. (6.39)

Òîìó, çãiäíî iç ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨, iñíó¹ ñòàëà Kn−1 > 0 òàêà, ùî äëÿ

êîæíîãî s ∈ {1, . . . , n} iñíó¹ ôóíêöiÿ v(s) =
(
v

(s)
1 , . . . , v

(s)
n

)
∈ (L∞[0, 1])n

òàêà, ùî v(s)
s ≡ 0,

Rk

(
v(s)
)

= ds(k) (6.40)

äëÿ êîæíîãî k ∈ Ψs, i∥∥v(s)
∥∥
∞,n ≤ Kn−1 sup

k∈Ψs

|ds(k)|1/|k|. (6.41)

Çãiäíî iç íåðiâíîñòÿìè (6.39) i (6.41),∥∥v(s)
∥∥
∞,n ≤ 2nKn−1

(
1 +

4

Mn

)
sup

m∈Zn+\{(0,...,0)}
|c(m)|1/|m|. (6.42)

Íåõàé

xc = z +
n∑
j=1

GΓj

(
v(j)
)
,

äå

Γj =

(
j − 1

2n
,
j

2n

)
äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, . . . , n}. Çàóâàæèìî, ùî

‖xc‖∞,n = max
{
‖z‖∞,n,

∥∥GΓ1

(
v(1)
)∥∥
∞,n, . . . ,

∥∥GΓn

(
v(n)
)∥∥
∞,n

}
.

Çãiäíî iç ðiâíiñòþ (6.34),
∥∥GΓj

(
v(j)
)∥∥
∞,n =

∥∥v(j)
∥∥
∞,n äëÿ êîæíîãî j ∈

{1, . . . , n}. Òîìó, âðàõîâóþ÷è íåðiâíîñòi (6.35) i (6.42),

‖xc‖∞,n ≤ max

{
4

Mn
sup

k∈Zn+\{(0,...,0)}
|c(k)|1/|k|,

2nKn−1

(
1 +

4

Mn

)
sup

k∈Zn+\{(0,...,0)}
|c(k)|1/|k|

}
=

= max

{
4

Mn
, 2nKn−1

(
1 +

4

Mn

)}
sup

k∈Zn+\{(0,...,0)}
|c(k)|1/|k|.
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Îòæå,

‖xc‖∞,n ≤ Kn sup
k∈Zn+\{(0,...,0)}

|c(k)|1/|k|,

äå

Kn = max

{
4

Mn
, 2nKn−1

(
1 +

4

Mn

)}
.

Äëÿ êîæíîãî k ∈ Zn+ \ {(0, . . . , 0)}, âðàõîâóþ÷è ðiâíiñòü (6.33),

Rk(xc) = Rk(z) +
n∑
j=1

µ(Γj)Rk

(
v(j)
)

= Rk(z) +
1

2n

n∑
j=1

Rk

(
v(j)
)
.

Äëÿ k ∈ Nn, âðàõîâóþ÷è, ùî v(s)
s ≡ 0, i, ÿê íàñëiäîê, Rk

(
v

(s)
s

)
= 0 äëÿ

êîæíîãî s ∈ {1, . . . , n}, ìà¹ìî Rk(xc) = Rk(z). Òîìó, çãiäíî iç ðiâíiñòþ

(6.36), Rk(xc) = c(k).

Íåõàé k = (k1, . . . , kn) ∈ Zn+ \ ({(0, . . . , 0)} ∪ Nn) . Çàóâàæèìî, ùî

Zn+ \ ({(0, . . . , 0)} ∪ Nn) = Ω1 t . . . t Ωn.

Òîìó iñíó¹ s ∈ {1, . . . , n} òàêå, ùî k ∈ Ωs. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê k ∈ Ω1.

Ïîêàæåìî, ùî Rk(xc) = c(k) ó öüîìó âèïàäêó. Íàãàäà¹ìî, ùî Ω1 = Ψ1.

Çãiäíî iç ðiâíîñòÿìè (6.37) i (6.40),

Rk

(
v(1)
)

= 2n
(
c(k)−Rk(z)

)
.

Äëÿ j ∈ {2, . . . , n}, ÿêùî kj > 0, òî Rk

(
v(j)
)

= 0, îñêiëüêè v(j)
j ≡ 0, i ÿêùî

kj = 0, òî k ∈ Ψj i, ÿê íàñëiäîê, çãiäíî iç ðiâíiñòþ (6.38), Rk

(
v(j)
)

= 0.

Òîìó

Rk(xc) = Rk(z) +
1

2n
· 2n
(
c(k)−Rk(z)

)
= c(k).

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê k ∈ Ωs, äå s ∈ {2, . . . , n}. Ïîêàæåìî, ùî Rk(xc) = c(k)

ó öüîìó âèïàäêó. Ìà¹ìî k1 ≥ 1, . . . , ks−1 ≥ 1 i ks = 0. Òîìó Rk

(
v(j)
)

= 0

äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, . . . , s − 1}, îñêiëüêè v
(j)
j ≡ 0. Îñêiëüêè ks = 0, òî

k ∈ Ψs. Òîìó, çãiäíî iç ðiâíîñòÿìè (6.38) i (6.40), âðàõîâóþ÷è, ùî k ∈ Ωs,

ìà¹ìî Rk

(
v(s)
)

= 2n
(
c(k)−Rk(z)

)
. Äëÿ j ∈ {s+ 1, . . . , n}, ÿêùî kj = 0, òî

k ∈ Ψj ∩ Ωs, òîìó, çãiäíî iç ðiâíîñòÿìè (6.38) i (6.40), ìà¹ìî Rk

(
v(j)
)

= 0,
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iíàêøå, ÿêùî kj ≥ 1, òî Rk

(
v(j)
)

= 0, îñêiëüêè v
(j)
j ≡ 0. Òîìó, ó öüîìó

âèïàäêó

Rk(xc) = Rk(z) +
1

2n
· 2n
(
c(k)−Rk(z)

)
= c(k).

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Íåõàé Hbs ((L∞[0, 1])n) � öå àëãåáðà Ôðåøå âñiõ öiëèõ ñèìåòðè÷íèõ

ôóíêöié f : (L∞[0, 1])n → C, ÿêi ¹ îáìåæåíèìè íà îáìåæåíèõ ìíîæèíàõ,

iç òîïîëîãi¹þ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi íà îáìåæåíèõ ìíîæèíàõ. Íåõàé

‖f‖r = sup
‖x‖∞,n≤1

|f(x)|

äëÿ f ∈ Hbs ((L∞[0, 1])n) i r > 0. Òîïîëîãiÿ àëãåáðè Ôðåøå Hbs ((L∞[0, 1])n)

¹ ïîðîäæåíîþ êîæíîþ ñiì'¹þ íîðì{
‖ · ‖r : r ∈ U

}
,

äå U � öå äîâiëüíà íåîáìåæåíà ïiäìíîæèíà ìíîæèíè (0,+∞).

Êîæíó ôóíêöiþ f ∈ Hbs ((L∞[0, 1])n) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ðÿäó

Òåéëîðà iç íåïåðåðâíèõ îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ, ÿêi, çãiäíî iç iíòåãðàëüíîþ

ôîðìóëîþ Êîøi (1.13) i çãiäíî iç ñèìåòðè÷íiñòþ ôóíêöi¨ f, òàêîæ ¹ ñèìå-

òðè÷íèìè. Òîìó, çãiäíî iç òåîðåìîþ 6.1, êîæíó ôóíêöiþ f ∈ Hbs ((L∞[0, 1])n)

ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi

f(x) = f(0) +
∞∑
N=1

∑
l:MN→Z+

κ(l,MN )=N

αl
∏
k∈MN
l(k)>0

(
Rk(x)

)l(k)
,

äå x ∈ (L∞[0, 1])n, αl ∈ C, ìíîæèíà MN âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ (6.5) i âiäîáðà-

æåííÿ κ âèçíà÷åíå ðiâíiñòþ (6.4). Çàóâàæèìî, ùî äàíèé ðÿä çáiãà¹òüñÿ

ðiâíîìiðíî íà îáìåæåíèõ ìíîæèíàõ.

Çàéìåìîñÿ äîñëiäæåííÿì ñïåêòðà M (Hbs ((L∞[0, 1])n)) àëãåáðè Ôðå-

øå Hbs ((L∞[0, 1])n) , òîáòî ìíîæèíè âñiõ íåïåðåðâíèõ íåòðèâiàëüíèõ êîì-

ïëåêñíîçíà÷íèõ ãîìîìîðôiçìiâ (õàðàêòåðiâ) íà öié àëãåáði. Äëÿ êîæíîãî
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õàðàêòåðà ϕ ∈M (Hbs ((L∞[0, 1])n)) , iç íåïåðåðâíîñòi, ëiíiéíîñòi i ìóëüòè-

ïëiêàòèâíîñòi, âðàõîâóþ÷è ðiâíiñòü ϕ(1) = 1, âèïëèâà¹ ðiâíiñòü

ϕ(f) = f(0) +
∞∑
N=1

∑
l:MN→Z+

κ(l,MN )=N

αl
∏
k∈MN
l(k)>0

(
ϕ(Rk)

)l(k)
.

Îòæå, õàðàêòåð ϕ ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ìè çíà÷åííÿìè íà ïîëiíîìàõ

Rk, äå k ∈ Zn+ \ {(0, . . . , 0)}.Îòæå, êîæåí õàðàêòåð ϕ ∈M (Hbs ((L∞[0, 1])n))

öiëêîì âèçíà÷à¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿì cϕ : Zn+ \ {(0, . . . , 0)} → C, âèçíà÷åíèì
ðiâíiñòþ

cϕ(k) = ϕ(Rk), (6.43)

äëÿ k ∈ Zn+ \ {(0, . . . , 0)}.

Òâåðäæåííÿ 6.3. Äëÿ êîæíîãî ϕ ∈M (Hbs ((L∞[0, 1])n)) ,

sup
k∈Zn+\{(0,...,0)}

∣∣ϕ(Rk)
∣∣1/|k| <∞.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ϕ ∈ M (Hbs ((L∞[0, 1])n)) . Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ ϕ ¹

íåïåðåðâíèì ëiíiéíèì ôóíêöiîíàëîì, òî iñíó¹ r > 0 òàêå, ùî âiäîáðàæåííÿ

ϕ ¹ íåïåðåðâíèì âiäíîñíî íîðìè ‖ ·‖r. ßê íàñëiäîê, iñíó¹ ñòàëà C > 0 òàêà,

ùî

|ϕ(f)| ≤ C‖f‖r

äëÿ êîæíîãî f ∈ Hbs ((L∞[0, 1])n) . Òîìó, âðàõîâóþ÷è, ùî ‖Rk‖r = r|k|,

ìà¹ìî

|ϕ(Rk)| ≤ Cr|k|

äëÿ êîæíîãî k ∈ Zn+ \ {(0, . . . , 0)}. ßê íàñëiäîê,

sup
k∈Zn+\{(0,...,0)}

∣∣ϕ(Rk)
∣∣1/|k| ≤ r sup

k∈Zn+\{(0,...,0)}
C1/|k| ≤ rmax{1, C} <∞.

Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà x ∈ (L∞[0, 1])n ôóíêöiîíàë îá-

÷èñëåííÿ çíà÷åííÿ â òî÷öi δx, âèçíà÷åíèé ðiâíiñòþ

δx(f) = f(x),
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äå f ∈ Hbs ((L∞[0, 1])n) , íàëåæèòü äî ìíîæèíèM (Hbs ((L∞[0, 1])n)) .

Òâåðäæåííÿ 6.4. Êîæåí õàðàêòåð ϕ ∈M (Hbs ((L∞[0, 1])n)) ¹ ôóí-

êöiîíàëîì îá÷èñëåííÿ çíà÷åííÿ â òî÷öi.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ϕ ∈M (Hbs ((L∞[0, 1])n)) . Çãiäíî iç òâåðäæåííÿì 6.3,

sup
k∈Zn+\{(0,...,0)}

∣∣cϕ(k)
∣∣1/|k| <∞,

äå âiäîáðàæåííÿ cϕ âèçíà÷åíå ðiâíiñòþ (6.43). Òîìó, çãiäíî iç òåîðåìîþ 6.2,

iñíó¹ ôóíêöiÿ xcϕ ∈ (L∞[0, 1])n òàêà, ùî Rk

(
xcϕ
)

= cϕ(k), òîáòî δxcϕ(Rk) =

cϕ(k) äëÿ êîæíîãî k ∈ Zn+ \ {(0, . . . , 0)}. Òîìó δxcϕ = ϕ. Òâåðäæåííÿ äîâå-

äåíî.

Íåõàé ∆ � öå ìíîæèíà âñiõ âiäîáðàæåíü c : Zn+ \ {(0, . . . , 0)} → C
òàêèõ, ùî

sup
k∈Zn+\{(0,...,0)}

∣∣c(k)
∣∣1/|k| <∞.

Òâåðäæåííÿ 6.5. Âiäîáðàæåííÿ

Φ :M (Hbs ((L∞[0, 1])n)) 3 ϕ 7→ cϕ ∈ ∆,

äå âiäîáðàæåííÿ cϕ âèçíà÷åíå ðiâíiñòþ (6.43), ¹ ái¹êöi¹þ.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè êîæåí õàðàêòåð ϕ ∈M (Hbs ((L∞[0, 1])n)) öiëêîì âè-

çíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ìè çíà÷åííÿìè íà ïîëiíîìàõ Rk, äå k ∈ Zn+ \ {(0, . . . , 0)}, òî
âiäîáðàæåííÿ Φ ¹ ií'¹êòèâíèì.

Äëÿ êîæíîãî âiäîáðàæåííÿ c ∈ ∆, çãiäíî iç òåîðåìîþ 6.2, iñíó¹ ôóí-

êöiÿ xc ∈ (L∞[0, 1])n òàêà, ùî Φ(δxc) = c. Òîìó âiäîáðàæåííÿ Φ ¹ ñþð'¹ê-

òèâíèì. Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.



239

6.3. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 6

Öåé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííÿì íåïåðåðâíèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëi-

íîìiâ i öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ñèìåòðè÷íèõ ôóíêöié íà äåêàðòîâîìó ñòåïåíi

êîìïëåêñíîãî áàíàõîâîãî ïðîñòîðó L∞[0, 1] âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ âèìið-

íèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ ôóíêöié íà âiäðiçêó [0, 1].

Ïîáóäîâàíî çëi÷åííèé àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ àëãåáðè âñiõ êîìïëåêñíîçíà-

÷íèõ íåïåðåðâíèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà äåêàðòîâîìó ñòåïåíi ïðîñòîðó

L∞[0, 1].

Îïèñàíî ñïåêòð àëãåáðè Ôðåøå âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ñèìåòðè÷íèõ

öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà äåêàðòîâîìó ñòåïåíi ïðî-

ñòîðó L∞[0, 1].

Ðåçóëüòàòè, íàâåäåíi â öüîìó ðîçäiëi, îïóáëiêîâàíî â òàêèõ ïðàöÿõ: [4],

[107], [113], [114], [124].
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ÐÎÇÄIË 7

ÄÎÑËIÄÆÅÍÍß ÄÅßÊÈÕ ÊËÀÑIÂ ÃËÀÄÊÈÕ

ÔÓÍÊÖIÉ ÍÀ ÁÀÍÀÕÎÂÈÕ ÏÐÎÑÒÎÐÀÕ

Äàíèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî âèâ÷åííþ äåÿêèõ êëàñiâ äèôåðåíöiéîâíèõ ó

äiéñíîìó ñåíñi ôóíêöié íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ.

7.1. Ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè íà äåÿêèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ ïî-

ñëiäîâíîñòåé äiéñíèõ âåêòîðiâ

Äàíèé ïiäðîçäië ïðèñâÿ÷åíî âèâ÷åííþ àëãåáðè âñiõ äiéñíîçíà÷íèõ ñè-

ìåòðè÷íèõ íåïåðåðâíèõ ïîëiíîìiâ íà äiéñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði `p(Rn)

(äèâ. ïðèêëàä 1.3). Áóäå äîâåäåíî, ùî òàê çâàíi ñòåïåíåâi ñèìåòðè÷íi ïîëi-

íîìè óòâîðþþòü çëi÷åííèé àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ öi¹¨ àëãåáðè.

Íåõàé n ∈ N i p ∈ [1,+∞). Íåõàé K = R àáî C. Ðîçãëÿíåìî áàíàõiâ
ïðîñòið `p(Kn) âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé âåêòîðiâ

x = (x1, x2, . . .),

äå xj =
(
x

(1)
j , . . . , x

(n)
j

)
∈ Kn äëÿ j ∈ N, òàêèõ, ùî ðÿä

∞∑
j=1

n∑
s=1

∣∣x(s)
j

∣∣p
çáiæíèé (äèâ. ïðèêëàä 1.3), iç íîðìîþ ‖ · ‖`p(Kn), âèçíà÷åíîþ ôîðìóëîþ

(1.16). Çãiäíî iç îçíà÷åííÿì 1.20, ôóíêöiþ f, çàäàíó íà ïðîñòîði `p(Kn)

íàçèâàþòü ñèìåòðè÷íîþ, ÿêùî f(x ◦ σ) = f(x) äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi

x ∈ `p(Kn) i êîæíî¨ ái¹êöi¨ σ : N→ N, äå x ◦ σ = (xσ(1), xσ(2), . . .).

Äëÿ êîæíîãî íåïåðåðâíîãî m-îäíîðiäíîãî êîìïëåêñíîçíà÷íîãî (íàì

ïîòðiáíå öå ïðèïóùåííÿ çàðàäè ìîæëèâîñòi çàñòîñóâàííÿ ðåçóëüòàòiâ äà-

íîãî ïiäðîçäiëó ó ïiäðîçäiëi 7.3) ïîëiíîìà P íà ïðîñòîði `p(Rn) âèçíà÷èìî

m-îäíîðiäíèé ïîëiíîì P̂ : `p(Cn) → C íàñòóïíèì ÷èíîì. Íåõàé A(s)
P � öå
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m-ëiíiéíå ñèìåòðè÷íå âiäîáðàæåííÿ, àñîöiéîâàíå ç ïîëiíîìîì P. Âèçíà÷è-

ìî âiäîáðàæåííÿ A(s)

P̂
: `p(Cn)× . . .× `p(Cn)︸ ︷︷ ︸

m

→ C ôîðìóëîþ

A
(s)

P̂
(z1, . . . , zm) =

1∑
j1=0

. . .
1∑

jm=0

ij1+...+jmA
(s)
P

(
wj1(z1), . . . , wjm(zm)

)
, (7.1)

äå îïåðàòîðè w0, w1 : `p(Cn)→ `p(Rn) âèçíà÷åíi ôîðìóëàìè

w0(z) =
((

Rex
(1)
1 , . . . ,Rex

(n)
1

)
,
(
Rex

(1)
2 , . . . ,Rex

(n)
2

)
, . . .

)
,

w1(z) =
((

Imx
(1)
1 , . . . , Imx

(n)
1

)
,
(
Imx

(1)
2 , . . . , Imx

(n)
2

)
, . . .

)
äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi z =

((
x

(1)
1 , . . . , x

(n)
1

)
,
(
x

(1)
2 , . . . , x

(n)
2

)
, . . .

)
∈ `p(Cn).

Çàóâàæèìî, ùî îïåðàòîðè w1 i w2 ¹ ëiíiéíèìè, íåïåðåðâíèìè, ‖w0‖ = 1 i

‖w1‖ = 1. Ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî A(s)

P̂
¹ m-ëiíiéíèì ñèìåòðè÷íèì âiäîáðà-

æåííÿì. Çãiäíî iç íåïåðåðâíiñòþ âiäîáðàæåíü A(s)
p , w0 i w1, âiäîáðàæåííÿ

A
(s)

P̂
¹ íåïåðåðâíèì. Çãiäíî iç ðiâíiñòþ (7.1), âðàõîâóþ÷è, ùî ‖w0‖ = 1 i

‖w1‖ = 1, ∥∥A(s)

P̂

∥∥ ≤ 2m
∥∥A(s)

P

∥∥. (7.2)

Íåõàé P̂ � öå çâóæåííÿ âiäîáðàæåííÿ A(s)

P̂
íà äiàãîíàëü. Îñêiëüêè âiäîáðà-

æåííÿ A(s)
P ¹ íåïåðåðâíèì i m-ëiíiéíèì, òî âiäîáðàæåííÿ P̂ ¹ íåïåðåðâíèì

m-îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì. Çãiäíî iç íåðiâíîñòÿìè (1.7) i (7.2) òà ðiâíiñòþ

(7.1), ∥∥P̂∥∥ ≤ ∥∥A(s)

P̂

∥∥ ≤ 2m
∥∥A(s)

P

∥∥ ≤ (2m)m

m!
‖P‖. (7.3)

Ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî äëÿ êîæíîãî m1-îäíîðiäíîãî ïîëiíîìà P1 i äëÿ

êîæíîãî m2-îäíîðiäíîãî ïîëiíîìà P2, ÿêi äiþòü ç ïðîñòîðó `p(Rn) â C, äå
m1,m2 ∈ N, ìà¹ìî P̂1P2 = P̂1P̂2.

Äëÿ êîæíîãî íåïåðåðâíîãî ïîëiíîìà P : `p(Rn) → C âèãëÿäó (1.4)

íåõàé

P̂ = P0 + P̂1 + . . .+ P̂K .

Òâåðäæåííÿ 7.1. Íåõàé Γ � öå äåÿêà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà iíäå-

êñiâ. Äëÿ êîæíîãî γ ∈ Γ, íåõàé Pγ : `p(Rn) → C � öå íåïåðåðâíèé



242

mγ-îäíîðiäíèé ïîëiíîì, äå mγ ∈ N. Ïðèïóñòèìî, ùî ìíîæèíà ïîëiíî-

ìiâ
{
P̂γ : γ ∈ Γ

}
¹ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíîþ. Òîäi ìíîæèíà ïîëiíîìiâ{

Pγ : γ ∈ Γ
}
¹ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Γ0 � öå äîâiëüíà ñêií÷åííà íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà ìíî-

æèíè Γ. Ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà ïîëiíîìiâ
{
Pγ : γ ∈ Γ0

}
¹ àëãåáðà¨÷íî

íåçàëåæíîþ. Ïðèïóñòèìî, ùî

α0 +

µ′∑
µ=1

∑
l:Γ0→Z+

κ(l)=µ

αl
∏
γ∈Γ0

l(γ)>0

(
Pγ(x)

)l(γ)

= 0 (7.4)

äëÿ êîæíîãî x ∈ `p(Rn), äå α0, αl ∈ C, µ′ ∈ N, κ(l) =
∑

γ∈Γ0
l(γ)mγ. Äëÿ

µ ∈ {1, . . . , µ′} âèçíà÷èìî ïîëiíîì Qµ : `p(Rn)→ C ðiâíiñòþ

Qµ(x) =
∑

l:Γ0→Z+

κ(l)=µ

αl
∏
γ∈Γ0

l(γ)>0

(
Pγ(x)

)l(γ)

,

äå x ∈ `p(Rn). Çãiäíî iç òâåðäæåííÿì 1.2, âçÿâøè äî óâàãè ðiâíiñòü (7.4),

îòðèìó¹ìî, ùî α0 = 0 i äëÿ êîæíîãî µ ∈ {1, . . . , µ′} ïîëiíîì Qµ òîòîæíî

äîðiâíþ¹ íóëþ, òîáòî ‖Qµ‖ = 0. Çãiäíî ç íåðiâíiñòþ (7.3),

‖Q̂µ‖ ≤
(2µ)µ

µ!
‖Qµ‖,

òîìó ‖Q̂µ‖ = 0. ßê íàñëiäîê, ïîëiíîì Q̂µ òîòîæíî äîðiâíþ¹ íóëþ, òîáòî∑
l:Γ0→Z+

κ(l)=µ

αl
∏
γ∈Γ0

l(γ)>0

(
P̂γ(z)

)l(γ)

= 0

äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi z ∈ `p(Cn). Îñêiëüêè ìíîæèíà ïîëiíîìiâ
{
P̂γ :

γ ∈ Γ0

}
¹ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíîþ, òî êîæåí êîåôiöi¹íò αl äîðiâíþ¹ íóëþ.

Îòæå, ìíîæèíà ïîëiíîìiâ
{
Pγ : γ ∈ Γ0

}
¹ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíîþ.

Îñêiëüêè êîæíà ñêií÷åííà íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà ìíîæèíè ïîëiíîìiâ{
Pγ : γ ∈ Γ

}
¹ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíîþ, òî ìíîæèíà

{
Pγ : γ ∈ Γ

}
¹

àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíîþ. Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.
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Äëÿ êîæíîãî ìóëüòèiíäåêñó k ∈ Zn+ òàêîãî, ùî |k| ≥ dpe âèçíà÷èìî
âiäîáðàæåííÿ H(Rn)

k : `p(Rn)→ R ôîðìóëîþ

H
(Rn)
k (x) =

∞∑
j=1

n∏
s=1
ks>0

(
x

(s)
j

)ks. (7.5)

Çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ H(Rn)
k ¹ ñèìåòðè÷íèì |k|-îäíîðiäíèì ïîëiíî-

ìîì. Íåïåðåðâíiñòü öüîãî ïîëiíîìà ìîæíà äîâåñòè àíàëîãi÷íî äî òâåðäæå-

ííÿ 3.3.

Òåîðåìà 7.1. Íåõàé P : `p(Rn)→ C � öå íåïåðåðâíèé m-îäíîðiäíèé

ñèìåòðè÷íèé ïîëiíîì. Òîäi ó âèïàäêó 1 ≤ m < dpe ïîëiíîì P òîòîæíî

äîðiâíþ¹ íóëþ. Ó âèïàäêó m ≥ dpe ïîëiíîì P ìîæíà ¹äèíèì ÷èíîì ïî-

äàòè ó âèãëÿäi

P (x) =
∑

l:Γm→Z+

κ(l)=m

αl
∏
k∈Γm
l(k)>0

(
H

(Rn)
k (x)

)l(k)

,

äå x ∈ `p(Rn), αl ∈ C, Γm =
{
k ∈ Zn+ : dpe ≤ |k| ≤ m

}
i ôóíêöiÿ κ âiä

âiäîáðàæåííÿ l : Γm → Z+ âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ κ(l) =
∑

k∈Γm
|k|l(k).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé P � öå íåïåðåðâíèém-îäíîðiäíèé ñèìåòðè÷íèé êîìïëå-

êñíîçíà÷íèé ïîëiíîì íà ïðîñòîði `p(Rn), äå m ∈ N. Òîäi P̂ ¹ íåïåðåðâíèì

m-îäíîðiäíèì êîìïëåêñíîçíà÷íèì ïîëiíîìîì íà ïðîñòîði `p(Cn). Ïîêàæå-

ìî, ùî ïîëiíîì P̂ ¹ ñèìåòðè÷íèì. Íåõàé z ∈ `p(Cn) i σ : N→ N � ái¹êöiÿ.

Ïîêàæåìî, ùî P̂ (z ◦ σ) = P̂ (z). Çãiäíî iç ïîëÿðèçàöiéíîþ ôîðìóëîþ (1.1),

âçÿâøè äî óâàãè, ùî ïîëiíîì P ¹ ñèìåòðè÷íèì,

A
(s)
P (x1 ◦ σ, . . . , xm ◦ σ) =

=
1

2mm!

∑
ε1,...,εm=±1

ε1 . . . εmP (ε1x1 ◦ σ + . . .+ εmxm ◦ σ) =

=
1

2mm!

∑
ε1,...,εm=±1

ε1 . . . εmP ((ε1x1 + . . .+ εmxm) ◦ σ) =

=
1

2mm!

∑
ε1,...,εm=±1

ε1 . . . εmP (ε1x1 + . . .+ εmxm) =

= A
(s)
P (x1, . . . , xm)

(7.6)
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äëÿ êîæíèõ x1, . . . , xm ∈ `p(Rn). Çãiäíî iç ðiâíîñòÿìè (7.1) i (7.6), âçÿâøè

äî óâàãè ðiâíîñòi w0(z ◦ σ) = w0(z) i w1(z ◦ σ) = w1(z), îòðèìó¹ìî

P̂ (z ◦ σ) = AP̂ (z ◦ σ, . . . , z ◦ σ︸ ︷︷ ︸
m

) =

=
1∑

j1=0

. . .
1∑

jm=0

ij1+...+jmAP

(
wj1(z ◦ σ), . . . , wjm(z ◦ σ)

)
=

=
1∑

j1=0

. . .
1∑

jm=0

ij1+...+jmAP

(
wj1(z) ◦ σ, . . . , wjm(z) ◦ σ

)
=

=
1∑

j1=0

. . .
1∑

jm=0

ij1+...+jmAP

(
wj1(z), . . . , wjm(z)

)
= P̂ (z).

Îòæå, ïîëiíîì P̂ ¹ ñèìåòðè÷íèì. Òàêèì ÷èíîì, âiäîáðàæåííÿ P̂ ¹ êîìïëå-

êñíîçíà÷íèì íåïåðåðâíèì ñèìåòðè÷íèì m-îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì íà ïðî-

ñòîði `p(Cn). Òîìó, çãiäíî iç íàñëiäêîì 3.5, ïîëiíîì P̂ ìîæíà ¹äèíèì ÷èíîì

ïîäàòè ó âèãëÿäi àëãåáðà¨÷íî¨ êîìáiíàöi¨ ïîëiíîìiâ H(Cn)
k , äå ìóëüòèiíäåêñè

k ∈ Zn+ òàêi, ùî |k| ≥ dpe. Îñêiëüêè êîæåí ïîëiíîì H
(Cn)
k ¹ |k|-îäíîðiäíèì

i |k| ≥ dpe, òî, ó âèïàäêó m < dpe, ïîëiíîì P̂ òîòîæíî äîðiâíþ¹ íóëþ. Ó

âèïàäêó m ≥ dpe, ïîëiíîì P̂ ¹ àëãåáðà¨÷íîþ êîìáiíàöi¹þ ïîëiíîìiâ H(Cn)
k ,

äå k ∈ Zn+ òàêi, ùî m ≥ |k| ≥ dpe, òîáòî

P̂ (z) =
∑

l:Γm→Z+

κ(l)=m

αl
∏
k∈Γm
l(k)>0

(
H

(Cn)
k (z)

)l(k)

, (7.7)

äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi z ∈ `p(Cn), äå αl ∈ C, Γm =
{
k ∈ Zn+ : dpe ≤

|k| ≤ m
}
i κ(l) =

∑
k∈Γm

|k|l(k). Îñêiëüêè ïîëiíîìè P i H(Rn)
k ¹ çâóæåííÿìè

íà ïðîñòið `p(Rn) ïîëiíîìiâ P̂ i H(Cn)
k âiäïîâiäíî, òî, çãiäíî ç ðiâíiñòþ (7.7),

P (x) =
∑

l:Γm→Z+

κ(l)=m

αl
∏
k∈Γm
l(k)>0

(
H

(Rn)
k (x)

)l(k)

(7.8)

äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi x ∈ `p(Rn). Çãiäíî iç íàñëiäêîì 3.5, ìíîæèíà ïî-

ëiíîìiâ
{
H

(Cn)
k : k ∈ Γm

}
¹ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíîþ. ßê íàñëiäîê, çãiäíî
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iç òâåðäæåííÿì 7.1, âçÿâøè äî óâàãè ðiâíiñòü Ĥ(Rn)
k = H

(Cn)
k , ìíîæèíà ïî-

ëiíîìiâ
{
H

(Rn)
k : k ∈ Γm

}
¹ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíîþ íàä ïîëåì C. Òîìó

çîáðàæåííÿ (7.8) ¹ ¹äèíèì. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Òåîðåìà 7.2. Ïîëiíîìè H
(Rn)
k , äå ìóëüòèiíäåêñè k ∈ Zn+ òàêi, ùî

|k| ≥ dpe, óòâîðþþòü àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ àëãåáðè âñiõ ñèìåòðè÷íèõ íå-

ïåðåðâíèõ äiéñíîçíà÷íèõ ïîëiíîìiâ íà ïðîñòîði `p(Rn).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé P � öå íåïåðåðâíèé ñèìåòðè÷íèé äiéñíîçíà÷íèé ïîëi-

íîì íà ïðîñòîði `p(Rn) âèãëÿäó (1.4). Ïîêàæåìî, ùî ïîëiíîì P ìîæíà

¹äèíèì ÷èíîì ïîäàòè ó âèãëÿäi àëãåáðà¨÷íî¨ êîìáiíàöi¨ äåÿêèõ åëåìåíòiâ

ìíîæèíè
{
H

(Rn)
k : k ∈ Zn+, |k| ≥ dpe

}
. Çãiäíî iç òâåðäæåííÿì 1.2, äëÿ

êîæíîãî j ∈ {1, . . . , degP}, j-îäíîðiäíèé ïîëiíîì Pj ¹ íåïåðåðâíèì, ñèìå-

òðè÷íèì i äiéñíîçíà÷íèì. Òîìó, çãiäíî iç òåîðåìîþ 7.1, ÿêùî 1 ≤ j < dpe,
òî ïîëiíîì Pj òîòîæíî äîðiâíþ¹ íóëþ, iíàêøå

Pj(x) =
∑

l:Γj→Z+

κj(l)=j

αl
∏
k∈Γj
l(k)>0

(
H

(Rn)
k (x)

)l(k)

äëÿ êîæíîãî x ∈ `p(Rn), äå αl ∈ C, Γj =
{
k ∈ Zn+ : dpe ≤ |k| ≤ j

}
i

κj(l) =
∑

k∈Γj
|k|l(k). Ïîêàæåìî, ùî âñi êîåôiöi¹íòè αl ¹ äiéñíèìè. Îñêiëü-

êè ïîëiíîì Pj ¹ äiéñíîçíà÷íèì, òî Pj(x)− Pj(x) = 0 äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâ-

íîñòi x ∈ `p(Rn), òîáòî

2i
∑

l:Γj→Z+

κj(l)=j

Imαl
∏
k∈Γj
l(k)>0

(
H

(Rn)
k (x)

)l(k)

= 0 (7.9)

äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi x ∈ `p(Rn). Çãiäíî iç òâåðäæåííÿì 7.1, ìíîæèíà

ïîëiíîìiâ
{
H

(Rn)
k : k ∈ Zn+, |k| ≥ dpe

}
¹ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíîþ íàä

ïîëåì C, òîìó âîíà ¹ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíîþ íàä ïîëåì R. ßê íàñëiäîê,

çãiäíî iç ðiâíiñòþ (7.9), Imαl = 0 äëÿ êîæíîãî êîåôiöi¹íòà αl, òîáòî êîæåí

êîåôiöi¹íò αl ¹ äiéñíèì. Îòæå, ìà¹ìî, ùî äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi x ∈



246

`p(Rn), P (x) = P0 ó âèïàäêó degP < dpe, i

P (x) = P0 +

degP∑
j=dpe

∑
l:Γj→Z+

κj(l)=j

αl
∏
k∈Γj
l(k)>0

(
H

(Rn)
k (x)

)l(k)

(7.10)

iíàêøå. Îñêiëüêè ìíîæèíà ïîëiíîìiâ {H(Rn)
k : k ∈ Zn+, |k| ≥ dpe

}
¹ àëãå-

áðà¨÷íî íåçàëåæíîþ íàä ïîëåì R, òî çîáðàæåííÿ (7.10) ¹ ¹äèíèì. Òåîðåìó
äîâåäåíî.
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7.2. Ñèìåòðè÷íi ∗-ïîëiíîìè íà ïðîñòîði Cn

Äàíèé ïiäðîçäië ïðèñâÿ÷åíî âñòàíîâëåííþ äåÿêèõ âëàñòèâîñòåé ∗-ïî-
ëiíîìiâ i âèâ÷åííþ ñèìåòðè÷íèõ ∗-ïîëiíîìiâ íà ïðîñòîði Cn.

Íàãàäà¹ìî, ùî âiäîáðàæåííÿ P : X → Y, äå X, Y � êîìïëåêñíi ëiíiéíi

ïðîñòîðè, íàçèâàþòü ∗-ïîëiíîìîì, ÿêùî éîãî ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

P =
K∑
k=0

k∑
j=0

Pj,k−j, (7.11)

äå K ∈ Z+ i Pj,k−j � öå (j, k − j)-ïîëiíîì äëÿ êîæíèõ k ∈ {0, . . . , K} i
j ∈ {0, . . . , k}.

Äîâåäåìî ôîðìóëè äëÿ âiäíîâëåííÿ (p, q)-ïîëiíîìiâ çà çíà÷åííÿìè ∗-
ïîëiíîìiâ.

Òâåðäæåííÿ 7.2. Íåõàé P : X → Y � öå ∗-ïîëiíîì âèãëÿäó (7.11),

äå X i Y � öå êîìïëåêñíi ëiíiéíi ïðîñòîðè. Íåõàé λ0, . . . , λK � öå ïîïàðíî

ðiçíi äiéñíi ÷èñëà. Òîäi

k∑
j=0

Pj,k−j(x) =
K∑
s=0

wksP (λsx)

äëÿ êîæíèõ k ∈ {0, . . . , K} i x ∈ X, äå wks � öå åëåìåíòè ìàòðèöi

W = (wks)k,s=0,K , ÿêà ¹ îáåðíåíîþ ìàòðèöåþ äî ìàòðèöi Âàíäåðìîíäà

Vλ0,...,λK .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x ∈ X. Äëÿ êîæíîãî s ∈ {0, . . . , K}, çãiäíî iç ðiâíiñòþ
(7.11),

P (λsx) =
K∑
k=0

k∑
j=0

Pj,k−j(λsx).

Çãiäíî iç ðiâíiñòþ (1.10), âçÿâøè äî óâàãè, ùî ÷èñëî λs ¹ äiéñíèì,

Pj,k−j(λsx) = λjsλ̄
k−j
s Pj,k−j(x) = λjsλ

k−j
s Pj,k−j(x) = λksPj,k−j(x).

Òîìó äëÿ êîæíîãî s ∈ {0, . . . , K},

P (λsx) =
K∑
k=0

λks

k∑
j=0

Pj,k−j(x).
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Îòæå, ìà¹ìî âåêòîðíó ðiâíiñòü(
P (λ0x), . . . , P (λKx)

)T
=

= Vλ0,...,λK
(
P0,0(x),

∑1
j=0 Pj,1−j(x), . . . ,

∑K
j=0 Pj,K−j(x)

)T
.

Îñêiëüêè ÷èñëà λ0, . . . , λK ¹ ïîïàðíî ðiçíèìè, òî det(Vλ0,...,λK) 6= 0. ßê íà-

ñëiäîê, ìàòðèöÿ Vλ0,...,λK ¹ íåâèðîäæåíîþ. Íåõàé

W = (wks)k,s=0,K := V −1
λ0,...,λK

.

Òîäi(
P0,0(x),

∑1
j=0 Pj,1−j(x), . . . ,

∑K
j=0 Pj,K−j(x)

)T
= W

(
P (λ0x), . . . , P (λKx)

)T
.

Òîìó
k∑
j=0

Pj,k−j(x) =
K∑
s=0

wksP (λsx)

äëÿ êîæíîãî k ∈ {0, . . . , K}. Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.

Òâåðäæåííÿ 7.3. Íåõàé k ∈ Z+ i Pj,k−j : X → Y � öå (j, k − j)-

ïîëiíîì äëÿ êîæíîãî j ∈ {0, . . . , k}, äå X i Y � öå êîìïëåêñíi ëiíiéíi

ïðîñòîðè. Íåõàé ε0, . . . , εk � öå êîìïëåêñíi ÷èñëà òàêi, ùî ÷èñëà ε2
0, . . . , ε

2
k

¹ ïîïàðíî ðiçíèìè i |ε0| = . . . = |εk| = 1. Òîäi

Pj,k−j(x) =
k∑
l=0

ujlε
k
l

k∑
j=0

Pj,k−j(εlx)

äëÿ êîæíèõ j ∈ {0, . . . , k} i x ∈ X, äå ujl � öå åëåìåíòè ìàòðèöi U =

(ujl)j,l=0,K , ÿêà ¹ îáåðíåíîþ ìàòðèöåþ äî ìàòðèöi Âàíäåðìîíäà Vε20,...,ε2K .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x ∈ X. Äëÿ êîæíèõ j, l ∈ {0, . . . , k}, çãiäíî iç ðiâíiñòþ
(1.10),

Pj,k−j(εlx) = εjl ε̄
k−j
l Pj,k−j(x).

Îñêiëüêè |εl| = 1, òî ε̄k−jl = εj−kl . Òîìó

Pj,k−j(εlx) = ε2j−k
l Pj,k−j(x).
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ßê íàñëiäîê,

εkl

k∑
j=0

Pj,k−j(εlx) =
k∑
j=0

ε2j
l Pj,k−j(x)

äëÿ êîæíîãî l ∈ {0, . . . , k}. Îòæå, ìà¹ìî íàñòóïíó âåêòîðíó ðiâíiñòü:(
εk0
∑k

j=0 Pj,k−j(ε0x), . . . , εkk
∑k

j=0 Pj,k−j(εkx)
)T

=

= Vε20,...,ε2k
(
P0,k(x), P1,k−1(x), . . . , Pk,0(x)

)T
.

Îñêiëüêè ÷èñëà ε2
0, . . . , ε

2
k ¹ ïîïàðíî ðiçíèìè, òî det(Vε20,...,ε2k) 6= 0. ßê íàñëi-

äîê, ìàòðèöÿ Vε20,...,ε2k ¹ íåâèðîäæåíîþ. Íåõàé

U = (ujl)j,l=0,k := V −1
ε20,...,ε

2
k
.

Çâiäñè(
P0,k(x), P1,k−1(x), . . . , Pk,0(x)

)T
=

= U
(
εk0
∑k

j=0 Pj,k−j(ε0x), . . . , εkk
∑k

j=0 Pj,k−j(εkx)
)T
.

Òîìó

Pj,k−j(x) =
k∑
l=0

ujlε
k
l

k∑
j=0

Pj,k−j(εlx)

äëÿ êîæíîãî j ∈ {0, . . . , k}. Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.

Iç òâåðäæåíü 7.2 i 7.3 âèïëèâà¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 7.4. Íåõàé P : X → Y � öå ∗-ïîëiíîì âèãëÿäó (7.11),

äå X i Y � öå êîìïëåêñíi ëiíiéíi ïðîñòîðè. Íåõàé λ0, . . . , λK � öå ïîïàðíî

ðiçíi äiéñíi ÷èñëà. Íåõàé ε0, . . . , εK � öå êîìïëåêñíi ÷èñëà òàêi, ùî ÷èñëà

ε2
0, . . . , ε

2
K ¹ ïîïàðíî ðiçíèìè i |ε0| = . . . = |εK | = 1. Òîäi

Pj,t−j(x) =
t∑
l=0

ujlε
t
l

K∑
s=0

wtsP (λsεlx)

äëÿ êîæíèõ t ∈ {0, . . . , K}, j ∈ {0, . . . , t} i x ∈ X, äå wts � öå åëåìåíòè

ìàòðèöi W = (wts)t,s=0,K , ÿêà ¹ îáåðíåíîþ ìàòðèöåþ äî ìàòðèöi Âàí-

äåðìîíäà Vλ0,...,λK , i ujl � öå åëåìåíòè ìàòðèöi U = (ujl)j,l=0,K , ÿêà ¹

îáåðíåíîþ ìàòðèöåþ äî ìàòðèöi Âàíäåðìîíäà Vε20,...,ε2K .
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Ðîçãëÿíåìî ∗-ïîëiíîìè íà ïðîñòîði Cn.

Ëåìà 7.1. Êîæåí ∗-ïîëiíîì P : Cn → C ìîæíà ¹äèíèì ÷èíîì ïî-

äàòè ó âèãëÿäi

P (z) =
K∑
k=0

k∑
j=0

∑
µ1+...+µn=j
µ1,...,µn∈Z+

∑
ν1+...+νn=k−j
ν1,...,νn∈Z+

αµ1,...,µn,ν1,...,νnz
µ1

1 . . . zµnn z̄
ν1
1 . . . z̄νnn ,

(7.12)

äå z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn, K = degP i αµ1,...,µn,ν1,...,νn ∈ C.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé P : Cn → C � öå ∗-ïîëiíîì âèãëÿäó (7.11). ßêùî K =

0, òî P = P0,0, äå P0,0 ∈ C. Îòæå, ó öüîìó âèïàäêó ìà¹ìî çîáðàæåííÿ

ïîëiíîìà P ó âèãëÿäi (7.12). Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê K > 0. Êîæåí âåêòîð

z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

z =
n∑

m=1

zmem,

äå

em = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m−1

, 1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−m

)

äëÿ êîæíîãî m ∈ {1, . . . , n}. Òîìó, çãiäíî iç ôîðìóëîþ (1.9),

P (z) = P0,0+

+
K∑
k=0

k∑
j=0

∑
µ1+...+µn=j
µ1,...,µn∈Z+

∑
ν1+...+νn=k−j
ν1,...,νn∈Z+

j!

µ1! . . . µn!

(k − j)!
ν1! . . . νn!

zµ1

1 . . . zµnn z̄
ν1
1 . . . z̄νnn ×

× APj,k−j(e1, . . . , e1︸ ︷︷ ︸
µ1

, . . . , en, . . . , en︸ ︷︷ ︸
µn

, e1, . . . , e1︸ ︷︷ ︸
ν1

, . . . , en, . . . , en︸ ︷︷ ︸
νn

),

äå APj,k−j � öå (j, k − j)-ñèìåòðè÷íå (j, k − j)-ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ, àñîöi-
éîâàíå ç (j, k − j)-ïîëiíîìîì Pj,k−j. Íåõàé α0,...,0 = P0,0 i

αµ1,...,µn,ν1,...,νn =
j!

µ1! . . . µn!

(k − j)!
ν1! . . . νn!

×

× APj,k−j(e1, . . . , e1︸ ︷︷ ︸
µ1

, . . . , en, . . . , en︸ ︷︷ ︸
µn

, e1, . . . , e1︸ ︷︷ ︸
ν1

, . . . , en, . . . , en︸ ︷︷ ︸
νn

)
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äëÿ µ1, . . . , µn, ν1, . . . , νn ∈ Z+ òàêèõ, ùî 1 ≤ µ1+. . .+µn+ν1+. . .+νn ≤ K.

Òîäi

P (z) =
K∑
k=0

k∑
j=0

∑
µ1+...+µn=j
µ1,...,µn∈Z+

∑
ν1+...+νn=k−j
ν1,...,νn∈Z+

αµ1,...,µn,ν1,...,νnz
µ1

1 . . . zµnn z̄
ν1
1 . . . z̄νnn .

Ëåìó äîâåäåíî.

∗-Ïîëiíîì P : Cn → C, äå n ∈ N, íàçèâàþòü ñèìåòðè÷íèì, ÿêùî

P ((z1, . . . , zn)) = P ((zσ(1), . . . , zσ(n)))

äëÿ êîæíîãî (z1, . . . , zn) ∈ Cn i äëÿ êîæíî¨ ái¹êöi¨ σ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n}.
Äëÿ êîæíîãî ìóëüòèiíäåêñó γ = (γ1, γ2) ∈ Z2

+ âèçíà÷èìî (γ1, γ2)-

ïîëiíîì H
(n)
γ : Cn → C ôîðìóëîþ

H(n)
γ (z) =

n∑
m=1

zγ1m z̄
γ2
m , (7.13)

äå z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn. Çàóâàæèìî, ùî ïîëiíîì H
(n)
γ ¹ ñèìåòðè÷íèì.

Ïîêàæåìî, ùî êîæåí ñèìåòðè÷íèé ∗-ïîëiíîì, ÿêèé äi¹ ç Cn â C, ìî-
æíà ïîäàòè ó âèãëÿäi àãëåáðà¨÷íî¨ êîìáiíàöi¨ ∗-ïîëiíîìiâ H(n)

γ , âèçíà÷åíèõ

ôîðìóëîþ (7.13).

Òåîðåìà 7.3. Êîæåí ñèìåòðè÷íèé ∗-ïîëiíîì P : Cn → C ìîæíà

ïîäàòè ó âèãëÿäi àëãåáðà¨÷íî¨ êîìáiíàöi¨ ∗-ïîëiíîìiâ H(n)
γ , äå γ = (γ1, γ2) ∈

Z2
+ òàêi, ùî γ1 + γ2 ≤ degP.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ïî n. Ó âèïàäêó n =

1 äëÿ z = z1 ∈ C, çãiäíî iç ëåìîþ 7.1, ìà¹ìî

P (z) =

degP∑
k=0

k∑
j=0

αj,k−jz
j
1z̄
k−j
1 =

degP∑
k=0

k∑
j=0

αj,k−jH
(1)
(j,k−j)(z).

Ïðèïóñòèìî, ùî òåîðåìà âèêîíó¹òüñÿ äëÿ n− 1 i äîâåäåìî ¨¨ äëÿ n. Íåõàé

P : Cn → C � öå ñèìåòðè÷íèé ∗-ïîëiíîì i z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn. Òîäi P (z)
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ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

P (z) =
K∑
k=0

k∑
j=0

zjnz̄
k−j
n rj,k−j((z1, . . . , zn−1)),

äå K = degP i rj,k−j : Cn−1 → C � öå ∗-ïîëiíîìè. Ïîêàæåìî, ùî ∗-
ïîëiíîìè rj,k−j ¹ ñèìåòðè÷íèìè. Äëÿ ôiêñîâàíèõ z1, . . . , zn−1 ∈ C, âiäîáðà-
æåííÿ R : zn 7→ P ((z1, . . . , zn)) ¹ ∗-ïîëiíîìîì, ÿêèé äi¹ ç C â C. Íåõàé
λ0, . . . , λK � öå ïîïàðíî ðiçíi äiéñíi ÷èñëà. Òîäi, çãiäíî iç òâåðäæåííÿì 7.2,

k∑
j=0

zjnz̄
k−j
n rj,k−j((z1, . . . , zn−1)) =

K∑
s=0

wksR(λszn) (7.14)

äëÿ êîæíîãî k ∈ {0, . . . , K}. Äëÿ k ∈ {0, . . . , K}, íåõàé ε0, . . . , εk � öå

êîìïëåêñíi ÷èñëà òàêi, ùî ÷èñëà ε2
0, . . . , ε

2
k ¹ ïîïàðíî ðiçíèìè i |ε0| = . . . =

|εk| = 1. Òîäi, çãiäíî iç òâåðäæåííÿì 7.3,

zjnz̄
k−j
n rj,k−j((z1, . . . , zn−1)) =

k∑
l=0

ujlε
k
l

k∑
j=0

(εlzn)
j(ε̄lz̄n)

k−jrj,k−j((z1, . . . , zn−1))

(7.15)

äëÿ êîæíîãî j ∈ {0, . . . , k}. Çãiäíî iç ðiâíîñòÿìè (7.14) i (7.15),

zjnz̄
k−j
n rj,k−j((z1, . . . , zn−1)) =

k∑
l=0

ujlε
k
l

K∑
s=0

wksR(λsεlzn)

äëÿ êîæíîãî k ∈ {0, . . . , K} i j ∈ {0, . . . , k}. Íåõàé zn = 1. Òîäi

rj,k−j((z1, . . . , zn−1)) =
k∑
l=0

ujlε
k
l

K∑
s=0

wksR(λsεl) =

=
k∑
l=0

ujlε
k
l

K∑
s=0

wksP ((z1, . . . , zn−1, λsεl)). (7.16)

Íåõàé σ : {1, . . . , n − 1} → {1, . . . , n − 1} � öå ái¹êöiÿ. Òîäi, çãiäíî iç
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ðiâíiñòþ (7.16) i çãiäíî iç ñèìåòðè÷íiñòþ P,

rj,k−j((zσ(1), . . . , zσ(n−1))) =
k∑
l=0

ujlε
k
l

K∑
s=0

wksP ((zσ(1), . . . , zσ(n−1), λsεl)) =

=
k∑
l=0

ujlε
k
l

K∑
s=0

wksP ((z1, . . . , zn−1, λsεl)) = rj,k−j((z1, . . . , zn−1)).

Îòæå, ∗-ïîëiíîì rj,k−j ¹ ñèìåòðè÷íèì äëÿ êîæíèõ k ∈ {0, . . . , K} i j ∈
{0, . . . , k}. Çãiäíî iç ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨, êîæåí ∗-ïîëiíîì rj,k−j ìîæíà

ïîäàòè ó âèãëÿäi àëãåáðà¨÷íî¨ êîìáiíàöi¨ ∗-ïîëiíîìiâ H(n−1)
γ . Îñêiëüêè

H(n−1)
γ ((z1, . . . , zn−1)) = H(n)

γ ((z1, . . . , zn))− zγ1n z̄γ2n

äëÿ êîæíîãî γ = (γ1, γ2) ∈ Z2
+, òî ∗-ïîëiíîì P ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

àëãåáðà¨÷íî¨ êîìáiíàöi¨ ∗-ïîëiíîìiâ H(n)
γ i ∗-ïîëiíîìiâ, âèçíà÷åíèõ ÿê Cn 3

(z1, . . . , zn) 7→ zγ1n z̄
γ2
n ∈ C, äå γ = (γ1, γ2) ∈ Z2

+. Òîìó

P (z) =
K∑
k=0

k∑
j=0

zjnz̄
k−j
n Qj,k−j(z),

äå Qj,k−j ¹ àëãåáðà¨÷íîþ êîìáiíàöi¹þ ∗-ïîëiíîìiâ H(n)
γ äëÿ êîæíèõ k ∈

{0, . . . , K} i j ∈ {0, . . . , k}. Îñêiëüêè ∗-ïîëiíîìè H(n)
γ ¹ ñèìåòðè÷íèìè, òî

∗-ïîëiíîìè Qj,k−j òàêîæ ¹ ñèìåòðè÷íèìè. Îñêiëüêè ∗-ïîëiíîìè P i Qj,k−j

¹ ñèìåòðè÷íèìè, òî

P (z) =
K∑
k=0

k∑
j=0

zjmz̄
k−j
m Qj,k−j(z)

äëÿ êîæíîãî m ∈ {1, . . . , n}. Òîìó

n∑
m=1

P (z) =
n∑

m=1

K∑
k=0

k∑
j=0

zjmz̄
k−j
m Qj,k−j(z),

òîáòî

nP (z) =
K∑
k=0

k∑
j=0

n∑
m=1

zjmz̄
k−j
m Qj,k−j(z).
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Îòæå,

P (z) =
1

n

K∑
k=0

k∑
j=0

H
(n)
(j,k−j)(z)Qj,k−j(z).

Òàêèì ÷èíîì, ∗-ïîëiíîì P ¹ àëãåáðà¨÷íîþ êîìáiíàöi¹þ ∗-ïîëiíîìiâ H(n)
γ .

Òåîðåìó äîâåäåíî.
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7.3. Ñèìåòðè÷íi ∗-ïîëiíîìè íà äåÿêèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ

ïîñëiäîâíîñòåé êîìïëåêñíèõ âåêòîðiâ

Íåõàé n ∈ N i p ∈ [1,+∞). Ðîçãëÿíåìî ñèìåòðè÷íi ∗-ïîëiíîìè íà

ïðîñòîði `p(Cn). Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ J : `p(Cn)→ `p(R2n) ôîðìóëîþ

J(z) =
((

Re z
(1)
1 , Im z

(1)
1 , . . . ,Re z

(n)
1 , Im z

(n)
1

)
,(

Re z
(1)
2 , Im z

(1)
2 , . . . ,Re z

(n)
2 , Im z

(n)
2

)
, . . .

)
,

äå z =
((
z

(1)
1 , . . . , z

(n)
1

)
,
(
z

(1)
2 , . . . , z

(n)
2

)
, . . .

)
∈ `p(Cn). Ïîêàæåìî, ùî âiäîáðà-

æåííÿ J ¹ äîáðå âèçíà÷åíèì i ái¹êòèâíèì. Îñêiëüêè âñi íîðìè íà ïðîñòîði

R2 ¹ åêâiâàëåíòíèìè, òî iñíóþòü ñòàëi C > 0 i c > 0 òàêi, ùî

c
√
|t1|2 + |t2|2 ≤

(
|t1|p + |t2|p

)1/p ≤ C
√
|t1|2 + |t2|2 (7.17)

äëÿ êîæíîãî (t1, t2) ∈ R2. Òîìó

∞∑
j=1

n∑
s=1

(∣∣Re z
(s)
j

∣∣p +
∣∣Im z

(s)
j

∣∣p) ≤ Cp
∞∑
j=1

n∑
s=1

(√∣∣Re z
(s)
j

∣∣2 +
∣∣Im z

(s)
j

∣∣2)p =

= Cp
∞∑
j=1

n∑
s=1

∣∣z(s)
j

∣∣p = Cp‖z‖p`p(Cn).

Îòæå, äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi z ∈ `p(Cn) ïîñëiäîâíiñòü J(z) íàëåæèòü

ïðîñòîðó `p(R2n) i ‖J(z)‖p`p(R2n) ≤ Cp‖z‖p`p(Cn), òîáòî

‖J(z)‖`p(R2n) ≤ C‖z‖`p(Cn). (7.18)

Îòæå, âiäîáðàæåííÿ J ¹ äîáðå âèçíà÷åíèì. Ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî âiäîáðà-

æåííÿ J ¹ ií'¹êòèâíèì. Ïîêàæåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ J ¹ ñþð'¹êòèâíèì.

Íåõàé

x =
((
x

(1)
1 , x

(2)
1 , . . . , x

(2n−1)
1 , x

(2n)
1

)
,
(
x

(1)
2 , x

(2)
2 , . . . , x

(2n−1)
2 , x

(2n)
2

)
, . . .

)
∈ `p(R2n).

Ïîáóäó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü zx ∈ `p(Cn) òàêó, ùî J(zx) = x. Íåõàé

zx =
((
x

(1)
1 + ix

(2)
1 , . . . , x

(2n−1)
1 + ix

(2n)
1

)
,
(
x

(1)
2 + ix

(2)
2 , . . . , x

(2n−1)
2 + ix

(2n)
2

)
, . . .

)
.
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Ïîêàæåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü zx íàëåæèòü ïðîñòîðó `p(Cn). Çãiäíî iç íåðiâ-

íiñòþ (7.17),

∞∑
j=1

n∑
s=1

∣∣x(2s−1)
j + ix

(2s)
j

∣∣p =
∞∑
j=1

n∑
s=1

(√∣∣x(2s−1)
j

∣∣2 +
∣∣x(2s)
j

∣∣2)p ≤
≤

∞∑
j=1

n∑
s=1

(
1

c

(∣∣x(2s−1)
j

∣∣p +
∣∣x(2s)
j

∣∣p)1/p
)p

=
1

cp

∞∑
j=1

n∑
s=1

(∣∣x(2s−1)
j

∣∣p +
∣∣x(2s)
j

∣∣p) =

=
1

cp
‖x‖p`p(R2n).

Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü zx íàëåæèòü ïðîñòîðó `p(Cn) i ‖zx‖p`p(Cn) ≤
1
cp‖x‖

p
`p(R2n),

òîáòî, âçÿâøè äî óâàãè ðiâíiñòü J(zx) = x,

‖J−1(x)‖`p(Cn) ≤
1

c
‖x‖`p(R2n) (7.19)

äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi x ∈ `p(R2n). Îòæå, âiäîáðàæåííÿ J ¹ ái¹êòèâ-

íèì. Çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ J ¹ àäèòèâíèì i J(λz) = λJ(z) äëÿ

êîæíèõ λ ∈ R i z ∈ `p(Cn). Çãiäíî iç íåðiâíîñòÿìè (7.18) i (7.19), îáèäâà

âiäîáðàæåííÿ J i J−1 ¹ íåïåðåðâíèìè.

Òâåðäæåííÿ 7.5. Äëÿ êîæíîãî íåïåðåðâíîãî ñèìåòðè÷íîãî (m1,m2)-

ïîëiíîìà P : `p(Cn) → C âiäîáðàæåííÿ P ◦ J−1 ¹ íåïåðåðâíèì ñèìåòðè-

÷íèì (m1 +m2)-îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì, ÿêèé äi¹ ç ïðîñòîðó `p(R2n) â C.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé P : `p(Cn)→ C� öå íåïåðåðâíèé ñèìåòðè÷íèé (m1,m2)-

ïîëiíîì. Íåõàé A(s)
P � öå (m1,m2)-ñèìåòðè÷íå (m1,m2)-ëiíiéíå âiäîáðàæå-

ííÿ, àñîöiéîâàíå iç (m1,m2)-ïîëiíîìîì P. Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ BP̃ :(
`p(R2n)

)m1+m2 → C ôîðìóëîþ

BP̃ (x1, . . . , xm1+m2
) = AP (J−1(x1), . . . , J

−1(xm1+m2
)),

äå x1, . . . , xm1+m2
∈ `p(R2n).Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ J−1 ¹ àäèòèâíèì i îäíî-

ðiäíèì âiäíîñíî äiéñíèõ ñêàëÿðiâ i âiäîáðàæåííÿ AP ¹ (m1,m2)-ëiíiéíèì,

òî âiäîáðàæåííÿ BP̃ ¹ (m1 + m2)-ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì. Çãiäíî ç íåðiâ-
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íîñòÿìè (1.12) i (7.19),

‖BP̃‖ = sup
‖x1‖`p(R2n)≤1,...,‖xm1+m2

‖`p(R2n)≤1

|BP̃ (x1, . . . , xm1+m2
)| =

= sup
‖x1‖`p(R2n)≤1,...,‖xm1+m2

‖`p(R2n)≤1

|AP (J−1(x1), . . . , J
−1(xm1+m2

))| ≤

≤ sup
‖x1‖`p(R2n)≤1,...,‖xm1+m2

‖`p(R2n)≤1

(
‖AP‖×

× ‖J−1(x1)‖`p(Cn) . . . ‖J−1(xm1+m2
)‖`p(Cn)

)
≤

≤ ‖AP‖
cm1+m2

sup
‖x1‖`p(R2n)≤1,...,‖xm1+m2

‖`p(R2n)≤1

‖x1‖`p(R2n) . . . ‖xm1+m2
‖`p(R2n) =

=
‖AP‖
cm1+m2

≤ (m1 +m2)
m1+m2‖P‖

m1!m2!cm1+m2
.

Îòæå, íîðìà ‖BP̃‖ ¹ ñêií÷åííîþ i, ÿê íàñëiäîê, âiäîáðàæåííÿ BP̃ ¹ íå-

ïåðåðâíèì. Íåõàé P̃ � öå çâóæåííÿ íà äiàãîíàëü âiäîáðàæåííÿ BP̃ . Òîäi

âiäîáðàæåííÿ P̃ ¹ (m1+m2)-îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì. Îñêiëüêè ‖P̃‖ ≤ ‖BP̃‖,
òî ïîëiíîì P̃ ¹ íåïåðåðâíèì. Çàóâàæèìî, ùî P̃ = P ◦ J−1. Ïîêàæåìî, ùî

ïîëiíîì P̃ ¹ ñèìåòðè÷íèì. Íåõàé x ∈ `p(R2n) i σ : N → N � öå ái¹êöiÿ.

Çàóâàæèìî, ùî J−1(x ◦σ) = J−1(x) ◦σ. Òîìó, îñêiëüêè (m1,m2)-ïîëiíîì P

¹ ñèìåòðè÷íèì, òî

P̃ (x ◦ σ) = P (J−1(x ◦ σ)) = P (J−1(x) ◦ σ) = P (J−1(x)) = P̃ (x).

Îòæå, ïîëiíîì P̃ ¹ ñèìåòðè÷íèì. Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.

Òåîðåìà 7.4. Ìíîæèíà âiäîáðàæåíü{
H

(R2n)
k ◦ J : k ∈ Z2n

+ , |k| ≥ dpe
}

¹ àëãåáðà¨÷íèì áàçèñîì àëãåáðè âñiõ íåïåðåðâíèõ ñèìåòðè÷íèõ ∗-ïîëiíîìiâ,
ÿêi äiþòü ç ïðîñòîðó `p(Cn) â C.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé P : `p(Cn) → C � öå íåïåðåðâíèé ñèìåòðè÷íèé ∗-
ïîëiíîì âèãëÿäó (7.11). Çãiäíî iç òâåðäæåííÿì 7.4, âçÿâøè äî óâàãè íå-

ïåðåðâíiñòü i ñèìåòðè÷íiñòü ∗-ïîëiíîìà P , äëÿ êîæíèõ t ∈ {0, . . . , K} i
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j ∈ {0, . . . , t}, (j, t− j)-ïîëiíîì Pj,t−j ¹ íåïåðåðâíèì i ñèìåòðè÷íèì. Òîìó,

çãiäíî iç òâåðäæåííÿì 7.5, âiäîáðàæåííÿ Pj,t−j◦J−1 ¹ íåïåðåðâíèì ñèìåòðè-

÷íèì t-îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì, ÿêèé äi¹ ç `p(R2n) â C. ßê íàñëiäîê, çãiäíî

iç òåîðåìîþ 7.1, ïîëiíîì Pj,t−j ◦ J−1 òîòîæíî äîðiâíþ¹ íóëþ ó âèïàäêó

1 ≤ t < dpe, , iíàêøå, ïîëiíîì Pj,t−j ◦ J−1 ìîæíà ¹äèíèì ÷èíîì ïîäàòè ó

âèãëÿäi

(Pj,t−j ◦ J−1)(x) =
∑

l:Γt→Z+

κt(l)=t

α
(j,t−j)
l

∏
k∈Γt
l(k)>0

(
H

(R2n)
k (x)

)l(k)

,

äå x ∈ `p(R2n), α
(j,t−j)
l ∈ C, Γt =

{
k ∈ Z2n

+ : dpe ≤ |k| ≤ t
}
i κt(l) =∑

k∈Γt
|k|l(k). Òîìó, âçÿâøè äî óâàãè, ùî âiäîáðàæåííÿ J ¹ ái¹êöi¹þ, âiäî-

áðàæåííÿ Pj,t−j òîòîæíî äîðiâíþ¹ íóëþ ó âèïàäêó 1 ≤ t < dpe, i

Pj,t−j(z) =
∑

l:Γt→Z+

κt(l)=t

α
(j,t−j)
l

∏
k∈Γt
l(k)>0

((
H

(R2n)
k ◦ J

)
(z)
)l(k)

äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi z ∈ `p(Cn) â iíøîìó âèïàäêó. ßê íàñëiäîê, P = P0

ó âèïàäêó degP < dpe, i

P (z) = P0 +

degP∑
t=dpe

t∑
j=0

∑
l:Γt→Z+

κt(l)=t

α
(j,t−j)
l

∏
k∈Γt
l(k)>0

((
H

(R2n)
k ◦ J

)
(z)
)l(k)

(7.20)

äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi z ∈ `p(Cn) â iíøîìó âèïàäêó. Çãiäíî iç òâåðäæå-

ííÿì 7.1, ìíîæèíà ïîëiíîìiâ
{
H

(R2n)
k : k ∈ Z2n

+ , |k| ≥ dpe
}
¹ àëãåáðà¨÷íî

íåçàëåæíîþ. Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ J ¹ ái¹êöi¹þ, òî ìíîæèíà ∗-ïîëiíîìiâ{
H

(R2n)
k ◦ J : k ∈ Z2n

+ , |k| ≥ dpe
}
¹ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíîþ. Òîìó çîáðàæå-

ííÿ (7.20) ¹ ¹äèíèì. Òåîðåìó äîâåäåíî.
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7.4. Äåÿêi âëàñòèâîñòi îïåðàòîðiâ çñóâó íà àëãåáðàõ ôóíêöié,

ïîðîäæåíèõ ∗-ïîëiíîìàìè

Âiäîìî, ùî ïîïîâíåííÿì àëãåáðè âñiõ íåïåðåðâíèõ ïîëiíîìiâ íà êîì-

ïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði âiäíîñíî òîïîëîãi¨ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi

íà îáìåæåíèõ ïiäìíîæèíàõ ïðîñòîðó ¹ àëãåáðà Ôðåøå öiëèõ àíàëiòè÷íèõ

ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó. Ç iíøîãî áîêó, àíàëîãi÷íå ïîïîâíåííÿ àëãåáðè

âñiõ íåïåðåðâíèõ ∗-ïîëiíîìiâ ìîæå ìiñòèòè øèðøèé êëàñ ôóíêöié. Îêðiì

àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié, ïîïîâíåííÿ, íàïðèêëàä, ìîæå ìiñòèòè ôóíêöi¨, ÿêi ¹

êîìïëåêñíî ñïðÿæåíi äî àíàëiòè÷íèõ. Òàêîæ, ÿê áóëî ïîêàçàíî Ì. À. Ìè-

òðèôàíîâèì ó ðîáîòi [90], òàêi àëãåáðè íåïåðåðâíèõ ∗-ïîëiíîìiâ ìîæóòü

ìiñòèòè ôóíêöi¨, ÿêi íåìîæëèâî ïîäàòè ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ äî-

áóòêiâ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié i êîìïëåêñíî ñïðÿæåíèõ ôóíêöié äî àíàëiòè-

÷íèõ. Òàêèì ÷èíîì, ïîïîâíåííÿ òàêèõ àëãåáð ìîæóòü ìiñòèòè äîñòàòíüî

øèðîêèé êëàñ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòî-

ði. Àëãåáðà¨÷íà ñòðóêòóðà äà¹ ìîæëèâiñòü ðîçãëÿäàòè åëåìåíòè àëãåáðè,

ÿê íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ íà ñïåêòði àëãåáðè. Äëÿ îïèñó ñïåêòðiâ àëãåáð ôóí-

êöié íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ âàæëèâó ðîëü âiäiãðà¹ òàê çâàíà îïåðàöiÿ

çãîðòêè íà ñïåêòði. Ó ñâîþ ÷åðãó, îïåðàöiþ çãîðòêè íà ñïåêòði âèçíà÷àþòü

çà äîïîìîãîþ òàê çâàíèõ îïåðàòîðiâ çñóâó, âèçíà÷åíèõ íà àëãåáði. Îïå-

ðàòîðè çñóâó äëÿ àëãåáð àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ i

çàñòîñóâàííÿ öèõ îïåðàòîðiâ äî îïèñó ñïåêòðiâ äîñëiäæóâàëèñÿ â ðîáî-

òàõ [22], [26], [127], [128].

Ó äàíîìó ïiäðîçäiëi áóäå âñòàíîâëåíî äåÿêi âëàñòèâîñòi îïåðàòîðiâ

çñóâó íà àëãåáði Ôðåøå ôóíêöié íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði,

ÿêà ¹ ïîïîâíåííÿì àëãåáðè âñiõ íåïåðåðâíèõ ∗-ïîëiíîìiâ âiäíîñíî çëi÷åí-
íî¨ ìíîæèíè íîðì, ÿêi ¹ åêâiâàëåíòíèìè äî íîðì ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi íà

çàìêíåíèõ êóëÿõ iç ðàöiîíàëüíèìè ðàäióñàìè, iç öåíòðàìè â íóëi. Áóäå ïî-

êàçàíî, ùî îïåðàòîðè çñóâó ¹ äîáðå âèçíà÷åíèìè íåïåðåðâíèìè ëiíiéíèìè

îïåðàòîðàìè. Òàêîæ áóäå äîñëiäæåíî îäèí ñïåöiàëüíèé êëàñ ôóíêöié iç

äàíî¨ àëãåáðè, ïîáóäîâàíèõ çà äîïîìîãîþ êîìïîçèöi¨ íåïåðåðâíèõ ëiíiéíèõ
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ôóíêöiîíàëiâ iç îïåðàòîðàìè çñóâó. Òàêi êëàñè ôóíêöié âiäiãðàþòü âàæëè-

âó ðîëü â îïèñi ñïåêòðiâ àëãåáð ôóíêöié íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ.

Íåõàé Q+ � öå ìíîæèíà âñiõ äîäàòíèõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë. Íåõàé X

� öå êîìïëåêñíèé áàíàõiâ ïðîñòið.

Çàóâàæèìî, ùî iç ðiâíîñòi (1.9) âèïëèâà¹ íàñòóïíèé àíàëîã áiíîìiàëü-

íî¨ ôîðìóëè äëÿ (p, q)-ïîëiíîìiâ:

P (x+ y) =

p∑
j=0

q∑
k=0

p!q!

j!(p− j)!k!(q − k)!
AP (xj, yp−j, xk, yq−k), (7.21)

äå

AP (xj, yp−j, xk, yq−k) = AP (x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
j

, y, . . . , y︸ ︷︷ ︸
p−j

, x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
k

, y, . . . , y︸ ︷︷ ︸
q−k

)

äëÿ êîæíèõ x, y ∈ X. Ïîçíà÷èìî P(pqX) áàíàõiâ ïðîñòið âñiõ íåïåðåðâíèõ

(p, q)-ïîëiíîìiâ iç íîðìîþ

‖P‖ = sup
‖x‖≤1

|P (x)|.

Òàêîæ, äëÿ çðó÷íîñòi, ïîêëàäåìî P(00X) = C.
Íàãàäà¹ìî, ùî âiäîáðàæåííÿ P : X → C íàçèâàþòü ∗-ïîëiíîìîì,

ÿêùî éîãî ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

P =
M∑
p=0

N∑
q=0

Ppq,

äå M,N ∈ N ∪ {0} i Ppq ∈ P(pqX). Ïîçíà÷èìî P∗(X) àëãåáðó âñiõ íåïå-

ðåðâíèõ ∗-ïîëiíîìiâ íà ïðîñòîði X.
Íåõàé

{‖ · ‖r : r ∈ (0,+∞)} (7.22)

� öå ìíîæèíà íîðì íà àëãåáði P∗(X) òàêà, ùî

1. ‖PQ‖r ≤ ‖P‖r‖Q‖r äëÿ êîæíèõ P,Q ∈ P∗(X) i r ∈ (0,+∞).

2. Iñíóþòü ôóíêöi¨

(0,+∞) 3 t 7→ ct ∈ (0,+∞)
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i

(0,+∞) 3 t 7→ Ct ∈ (0,+∞)

òàêi, ùî inft∈[a,b] ct > 0 i supt∈[a,b]Ct < +∞ äëÿ êîæíèõ b > a > 0, i

cr sup
‖x‖≤r

|P (x)| ≤ ‖P‖r ≤ Cr sup
‖x‖≤r

|P (x)|

äëÿ êîæíèõ r ∈ (0,+∞) i P ∈ P∗(X).

Íåõàé

{‖ · ‖r : r ∈ Q+} (7.23)

� öå ïiäìíîæèíà ìíîæèíè íîðì (7.22). Çàóâàæèìî, ùî ìíîæèíà (7.23)

¹ çëi÷åííîþ. Íåõàé P̃∗(X) � öå ïîïîâíåííÿ àëãåáðè P∗(X) âiäíîñíî ìå-

òðèêè, ïîðîäæåíî¨ ìíîæèíîþ íîðì (7.23). Ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî P̃∗(X) ¹

àëãåáðîþ Ôðåøå ôóíêöié íà ïðîñòîði X. Çãiäíî iç íåïåðåðâíiñòþ íîðì iç

ìíîæèíè (7.23),

cr sup
‖x‖≤r

|f(x)| ≤ ‖f‖r ≤ Cr sup
‖x‖≤r

|f(x)| (7.24)

äëÿ êîæíèõ r ∈ Q+ i f ∈ P̃∗(X).

Òåîðåìà 7.5. (i). Äëÿ êîæíîãî x ∈ X îïåðàòîð Tx : P̃∗(X)→ P̃∗(X),

âèçíà÷åíèé ðiâíiñòþ

(Txf)(y) = f(x+ y),

äå f ∈ P̃∗(X) i y ∈ X, ¹ äîáðå âèçíà÷åíèì íåïåðåðâíèì ëiíiéíèì îïåðà-

òîðîì i ïðè öüîìó âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

‖Txf‖r ≤ Crc
−1
r+‖x‖‖f‖r+‖x‖

äëÿ êîæíèõ f ∈ P̃∗(X) i r ∈ Q+.

(ii). Äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ P̃∗(X) i äëÿ êîæíîãî íåïåðåðâíîãî ëi-

íiéíîãî ôóíêöiîíàëà φ : P̃∗(X) → C ôóíêöiÿ hφ,f : X → C, âèçíà÷åíà
ðiâíiñòþ

hφ,f(x) = φ(Txf),
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íàëåæèòü äî àëãåáðè P̃∗(X), i ïðè öüîìó âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|hφ,f(x)| ≤ KCsc
−1
s+‖x‖‖f‖s+‖x‖

äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà x ∈ X i äëÿ êîæíîãî ÷èñëà s ∈ Q+ òàêîãî, ùî

ôóíêöiîíàë φ ¹ íåïåðåðâíèì âiäíîñíî íîðìè ‖ · ‖s, äå

K = sup
‖f‖s≤1

|φ(f)|.

Äîâåäåííÿ. (i). Íåõàé x ∈ X. Äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ P̃∗(X), îñêiëüêè

âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (Txf)(y) = f(x + y) äëÿ êîæíîãî y ∈ Y i îñêiëüêè

ôóíêöiÿ f ¹ äîáðå âèçíà÷åíîþ íà åëåìåíòi x + y, òî ôóíêöiÿ Txf ¹ äîáðå

âèçíà÷åíîþ íà åëåìåíòi y. Òàêîæ çàóâàæèìî, ùî äëÿ êîæíîãî ÷èñëà r ∈ Q+

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

sup
‖y‖≤r

|f(x+ y)| ≤ sup
‖z‖≤r+‖x‖

|f(z)| ≤ c−1
r+‖x‖‖f‖r+‖x‖,

òîáòî,

sup
‖y‖≤r

|(Txf)(y)| ≤ c−1
r+‖x‖‖f‖r+‖x‖. (7.25)

Íåõàé P ∈ P∗(X). Ïîêàæåìî, ùî TxP ∈ P∗(X). Íåõàé

P =
M∑
p=0

N∑
q=0

Ppq,

äå Ppq ∈ P(pqX). Çãiäíî iç ðiâíiñòþ (7.21),

(TxP )(y) =
M∑
p=0

N∑
q=0

p∑
j=0

q∑
k=0

p!q!

j!(p− j)!k!(q − k)!
APpq(x

j, yp−j, xk, yq−k),

äå APpq � öå ñèìåòðè÷íå (p, q)-ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ, àñîöiéîâàíå iç (p, q)-

ïîëiíîìîì Ppq äëÿ êîæíèõ p ∈ {0, . . . ,M} i q ∈ {0, . . . , N}. Çàóâàæèìî,
ùî äëÿ ôiêñîâàíîãî åëåìåíòà x ∈ X ôóíêöiÿ APpq(x

j, yp−j, xk, yq−k) ¹ íåïå-

ðåðâíèì (p − j, q − k)-ïîëiíîìîì âiäíîñíî çìiííî¨ y. Òîìó ôóíêöiÿ TxP ¹

íåïåðåðâíèì ∗-ïîëiíîìîì.



263

Íåõàé f ∈ P̃∗(X). Ïîêàæåìî, ùî Txf ∈ P̃∗(X). Îñêiëüêè àëãåáðà

P∗(X) ¹ ùiëüíîþ â àëãåáði P̃∗(X), òî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü {fn}∞n=1 ⊂ P∗(X),

çáiæíà äî ôóíêöi¨ f âiäíîñíî êîæíî¨ íîðìè iç ìíîæèíè (7.23). Ðîçãëÿíå-

ìî ïîñëiäîâíiñòü {Txfn}∞n=1. Îñêiëüêè fn ∈ P∗(X), òî Txfn ∈ P∗(X) äëÿ

êîæíîãî n ∈ N. Îòæå, ìà¹ìî âêëþ÷åííÿ {Txfn}∞n=1 ⊂ P∗(X) ⊂ P̃∗(X). Ïî-

êàæåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü {Txfn}∞n=1 ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ â àëãåáði Ôðåøå

P̃∗(X). Íåõàé r ∈ Q+. Äëÿ m,n ∈ N, çãiäíî iç íåðiâíiñòþ (7.24), âèêîíó¹-

òüñÿ íåðiâíiñòü

‖Txfm − Txfn‖r ≤ Cr sup
‖y‖≤r

|(Txfm)(y)− (Txfn)(y)|.

Çãiäíî iç íåðiâíiñòþ (7.25),

sup
‖y‖≤r

|(Txfm)(y)− (Txfn)(y)| ≤ c−1
r+‖x‖‖fm − fn‖r+‖x‖.

Îòæå,

‖Txfm − Txfn‖r ≤ Crc
−1
r+‖x‖‖fm − fn‖r+‖x‖.

Îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü {fn}∞n=1 ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ, òî, çãiäíî iç îñòàí-

íüîþ íåðiâíiñòþ, ïîñëiäîâíiñòü {Txfn}∞n=1 òàêîæ ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ. Îñ-

êiëüêè àëãåáðà P̃∗(X) ¹ ïîâíîþ, òî iñíó¹ ôóíêöiÿ g ∈ P̃∗(X) òàêà, ùî

ïîñëiäîâíiñòü {Txfn}∞n=1 çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ g. Íåõàé y ∈ X. Ïîêàæå-

ìî, ùî (Txf)(y) = g(y). Íåõàé ÷èñëî ρ ∈ Q+ òàêå, ùî ρ > ‖y‖. Îñêiëüêè
ïîñëiäîâíiñòü {Txfn}∞n=1 çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ g, òî ÷èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü

{‖Txfn−g‖ρ}∞n=1 çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ. Çãiäíî iç íåðiâíiñòþ (7.24), âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü

sup
‖z‖≤ρ

|(Txfn)(z)− g(z)| ≤ c−1
ρ ‖Txfn − g‖ρ.

Òîìó

|(Txfn)(y)− g(y)| ≤ c−1
ρ ‖Txfn − g‖ρ.

ßê íàñëiäîê, ÷èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü {(Txfn)(y)}∞n=1 çáiãà¹òüñÿ äî çíà÷åííÿ

g(y). Ç iíøîãî áîêó, çãiäíî iç íåðiâíiñòþ (7.25),

sup
‖z‖≤ρ

|(Txf)(z)− (Txfn)(z)| ≤ c−1
ρ+‖x‖‖f − fn‖ρ+‖x‖.
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Òîìó

|(Txf)(y)− (Txfn)(y)| ≤ c−1
ρ+‖x‖‖f − fn‖ρ+‖x‖.

Îñêiëüêè ‖f − fn‖ρ+‖x‖ → 0 ïðè n → ∞, òî ïîñëiäîâíiñòü {(Txfn)(y)}∞n=1

çáiãà¹òüñÿ äî çíà÷åííÿ (Txf)(y). Òîìó âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (Txf)(y) = g(y).

Îòæå, Txf = g i, ÿê íàñëiäîê, Txf ∈ P̃∗(X).

Çãiäíî iç íåðiâíîñòÿìè (7.24) i (7.25),

‖Txf‖r ≤ Cr sup
‖y‖≤r

|(Txf)(y)| ≤ Crc
−1
r+‖x‖‖f‖r+‖x‖ (7.26)

äëÿ êîæíîãî r ∈ Q+.

(ii). Íåõàé f ∈ P̃∗(X) i φ ∈ P̃∗(X)′. Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ

hφ,f(x) = φ(Txf)

¹ äîáðå âèçíà÷åíîþ ó êîæíié òî÷öi x ∈ X, îñêiëüêè ôóíêöiÿ Txf íàëåæèòü

àëãåáði P̃∗(X), à ôóíêöiîíàë φ ¹ äîáðå âèçíà÷åíèì íà àëãåáði P̃∗(X).

Îñêiëüêè φ ¹ íåïåðåðâíèì ëiíiéíèì ôóíêöiîíàëîì íà àëãåáði P̃∗(X),

òî iñíó¹ ÷èñëî s ∈ Q+ òàêå, ùî ôóíêöiîíàë φ ¹ íåïåðåðâíèì âiäíîñíî íîðìè

‖ · ‖s. Òîìó, äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ P̃∗(X),

|φ(f)| ≤ K‖f‖s, (7.27)

äå K = sup‖f‖s≤1 |φ(f)|. Çãiäíî iç íåðiâíîñòÿìè (7.27) i (7.26), âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü

|φ(Txf)| ≤ K‖Txf‖s ≤ KCsc
−1
s+‖x‖‖f‖s+‖x‖,

òîáòî,

|hφ,f(x)| ≤ KCsc
−1
s+‖x‖‖f‖s+‖x‖. (7.28)

Íåõàé P =
∑M

p=0

∑N
q=0 Ppq � öå íåïåðåðâíèé ∗-ïîëiíîì. Ïîêàæåìî, ùî

ôóíêöiÿ hφ,P (x) = ϕ(TxP ) ¹ íåïåðåðâíèì ∗-ïîëiíîìîì. Çãiäíî iç ðiâíiñòþ
(7.21), âçÿâøè äî óâàãè ëiíiéíiñòü ôóíêöiîíàëà ϕ, îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü

hφ,P (x) =
M∑
p=0

N∑
q=0

p∑
j=0

q∑
k=0

p!q!

j!(p− j)!k!(q − k)!
ϕ(y 7→ APpq(x

j, yp−j, xk, yq−k)).
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Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ

wp,q,j,k(x) = ϕ(y 7→ APpq(x
j, yp−j, xk, yq−k))

¹ çâóæåííÿì íà äiàãîíàëü (j, k)-ëiíiéíîãî ñèìåòðè÷íîãî âiäîáðàæåííÿ

B(x1, . . . , xj, xj+1, . . . , xj+k) =

= ϕ(y 7→ APpq(x1, . . . , xj, y
p−j, xj+1, . . . , xj+k, y

q−k)),

òîìó ôóíêöiÿ wp,q,j,k ¹ íåïåðåðâíèì (j, k)-ïîëiíîìîì. Îòæå, ôóíêöiÿ hφ,P ¹

íåïåðåðâíèì ∗-ïîëiíîìîì.
Ïîêàæåìî, ùî hφ,f ∈ P̃∗(X) äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ P̃∗(X). Îñêiëüêè

f ∈ P̃∗(X) i àëãåáðà P∗(X) ¹ ùiëüíîþ â àëãåáði P̃∗(X), òî iñíó¹ ïîñëi-

äîâíiñòü {fn}∞n=1 ⊂ P∗(X), çáiæíà äî ôóíêöi¨ f. Îñêiëüêè fn ∈ P∗(X), òî

hφ,fn ∈ P∗(X) äëÿ êîæíîãî n ∈ N. Òîìó ïîñëiäîâíiñòü {hφ,fn}∞n=1 ìiñòè-

òüñÿ â àëãåáði P∗(X). Ïîêàæåìî, ùî öÿ ïîñëiäîâíiñòü ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ

â àëãåáði P̃∗(X). Íåõàé r ∈ Q+. Äëÿ m,n ∈ N, çãiäíî iç íåðiâíiñòþ (7.28),

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|hφ,fm(x)− hφ,fn(x)| = |hφ,fm−fn(x)| ≤ KCsc
−1
s+‖x‖‖fm − fn‖s+‖x‖.

Òîìó

‖hφ,fm − hφ,fn‖r ≤ Cr sup
‖x‖≤r

|hφ,fm(x)− hφ,fn(x)| ≤

≤ KCrCs sup
‖x‖≤r

c−1
s+‖x‖‖fm − fn‖s+‖x‖.

Çàóâàæèìî, ùî

sup
‖x‖≤r

c−1
s+‖x‖‖fm − fn‖s+‖x‖ ≤

(
sup
‖x‖≤r

c−1
s+‖x‖

)(
sup
‖x‖≤r

‖fm − fn‖s+‖x‖
)

i

sup
‖x‖≤r

c−1
s+‖x‖ =

(
inf
‖x‖≤r

cs+‖x‖

)−1

=
(

inf
t∈[s,s+r]

ct

)−1
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(öå çíà÷åííÿ ¹ ñêií÷åííèì, îñêiëüêè inft∈[s,s+r] ct > 0). Çãiäíî iç íåðiâíi-

ñòþ (7.24), îòðèìó¹ìî íåðiâíiñòü

sup
‖x‖≤r

‖fm − fn‖s+‖x‖ ≤ sup
‖x‖≤r

Cs+‖x‖ sup
‖y‖≤s+‖x‖

|fm(y)− fn(y)| ≤

≤ sup
‖x‖≤r

Cs+‖x‖ sup
‖y‖≤s+r

|fm(y)− fn(y)| =
(

sup
t∈[s,s+r]

Ct

)
‖fm − fn‖s+r.

Îòæå,

‖hφ,fm − hφ,fn‖r ≤ KCrCs

(
inf

t∈[s,s+r]
ct

)−1(
sup

t∈[s,s+r]

Ct

)
‖fm − fn‖s+r.

Iç öi¹¨ íåðiâíîñòi i iç ôóíäàìåíòàëüíîñòi ïîñëiäîâíîñòi {fn}∞n=1 âèïëèâà¹

ôóíäàìåíòàëüíiñòü ïîñëiäîâíîñòi {hφ,fn}∞n=1.Îñêiëüêè àëãåáðà P̃∗(X) ¹ ïîâ-

íîþ, òî iñíó¹ ôóíêöiÿ v ∈ P̃∗(X) òàêà, ùî ïîñëiäîâíiñòü {hφ,fn}∞n=1 çáiãà-

¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ v. Ïîêàæåìî, ùî hφ,f = v. Íåõàé x ∈ X. Íåõàé ÷èñëî

ρ ∈ Q+ òàêå, ùî ρ > ‖x‖. Çãiäíî iç íåðiâíiñòþ (7.24),

sup
‖z‖≤ρ

|hφ,fn(z)− v(z)| ≤ c−1
ρ ‖hφ,fn − v‖ρ.

Òîìó

|hφ,fn(x)− v(x)| ≤ c−1
ρ ‖hφ,fn − v‖ρ.

Îñêiëüêè ‖hφ,fn − v‖ρ → 0 ïðè n → ∞, òî ïîñëiäîâíiñòü {hφ,fn(x)}∞n=1

çáiãà¹òüñÿ äî çíà÷åííÿ v(x). Ç iíøîãî áîêó, çà íåïåðåðâíiñòþ ôóíêöiîíàëà

φ i îïåðàòîðà Tx, îñêiëüêè fn → f ïðè n → ∞, òî φ(Tx(fn)) → φ(Tx(f))

ïðè n → ∞, òîáòî, hφ,fn(x) → hφ,f(x) ïðè n → ∞. Òîìó hφ,f(x) = v(x).

Îòæå, hφ,f = v i, ÿê íàñëiäîê, hφ,f ∈ P̃∗(X). Òåîðåìó äîâåäåíî.
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7.5. Ñèìåòðè÷íi ïîëiíîìè íà äåêàðòîâîìó ñòåïåíi äiéñíîãî áà-

íàõîâîãî ïðîñòîðó âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ ôóí-

êöié íà âiäðiçêó

Â äàíîìó ïiäðîçäiëi áóäå ïîáóäîâàíî çëi÷åííèé àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ àë-

ãåáðè âñiõ äiéñíîçíà÷íèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà äåêàðòîâîìó ñòåïåíi

äiéñíîãî áàíàõîâîãî ïðîñòîðó âñiõ äiéñíîçíà÷íèõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóò-

ò¹âî îáìåæåíèõ ôóíêöié íà âiäðiçêó.

Íåõàé K = R àáî C. Íåõàé L(K)
∞ [0, 1] := L

(K)
∞ ([0, 1]) � öå êîìïëåêñíèé

áàíàõiâ ïðîñòið âñiõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ K-çíà÷èõ
ôóíêöié, çàäàíèõ íà âiäðiçêó [0, 1] (äèâ. ïðèêëàä 1.1). Íîðìó ‖ · ‖

L
(K)
∞ [0,1]

íà öüîìó ïðîñòîði, âèçíà÷åíó ôîðìóëîþ (1.14), â öüîìó ðîçäiëi áóäåìî ïî-

çíà÷àòè ‖ · ‖∞.
Íåõàé n ∈ N. Íåõàé

(
L

(K)
∞ [0, 1]

)n
� öå n-òèé äåêàðòiâ ñòåïiíü ïðîñòîðó

L
(K)
∞ [0, 1] ç íîðìîþ

‖y‖∞,n = max
1≤s≤n

‖ys‖∞,

äå y = (y1, . . . , yn) ∈
(
L

(K)
∞ [0, 1]

)n
.

Çãiäíî iç îçíà÷åííÿì 1.18, ôóíêöiþ f :
(
L

(K)
∞ [0, 1]

)n
→ K íàçèâàþòü

ñèìåòðè÷íîþ, ÿêùî f((y1◦σ, . . . , yn◦σ)) = f((y1, . . . , yn)) äëÿ êîæíîãî åëå-

ìåíòà (y1, . . . , yn) ∈
(
L

(K)
∞ [0, 1]

)n
i äëÿ êîæíî¨ ái¹êöi¨ σ ∈ Ξ[0,1], äå ìíîæèíà

Ξ[0,1] âèçíà÷åíà íà ñ. 63.

Iç òâåðäæåííÿ 1.1 âèïëèâà¹ íàñòóïíèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 7.1. Íåõàé P :
(
L

(K)
∞ [0, 1]

)n
→ K � ñèìåòðè÷íèé N -îäíî-

ðiäíèé ïîëiíîì. Òîäi

AP (z1 ◦ σ, . . . , zN ◦ σ) = AP (z1, . . . , zN)

äëÿ êîæíèõ z1, . . . , zN ∈
(
L

(K)
∞ [0, 1]

)n
i σ ∈ Ξ[0,1].

Äëÿ êîæíîãî ìóëüòèiíäåêñó k = (k1, . . . , kn) ∈ Zn+ òàêîãî, ùî |k| ≥ 1,

äå |k| = k1 + . . . + kn, âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ R(K)
k :

(
L

(K)
∞ [0, 1]

)n
→ K
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ôîðìóëîþ

R
(K)
k (y) =

∫
[0,1]

n∏
s=1
ks>0

(ys(t))
ks dt,

äå y = (y1, . . . , yn) ∈
(
L

(K)
∞ [0, 1]

)n
. Çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ R

(K)
k ¹

íåïåðåðâíèì ñèìåòðè÷íèì |k|-îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì i
∥∥R(K)

k

∥∥ = 1.

Äëÿ êîæíîãî N -îäíîðiäíîãî ïîëiíîìà P :
(
L

(R)
∞ [0, 1]

)n
→ R, âèçíà÷è-

ìî N -îäíîðiäíèé ïîëiíîì P̂ :
(
L

(C)
∞ [0, 1]

)n
→ C íàñòóïíèì ÷èíîì. Íåõàé

AP � öå N -ëiíiéíå ñèìåòðè÷íå âiäîáðàæåííÿ, àñîöiéîâàíå iç ïîëiíîìîì P.

Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ AP̂ :
(
L(C)
∞ [0, 1]

)n
× . . .×

(
L(C)
∞ [0, 1]

)n︸ ︷︷ ︸
N

→ C ôîð-

ìóëîþ

AP̂ (y1, . . . , yN) =
1∑

j1=0

. . .
1∑

jN=0

ij1+...+jNAP

(
y

(j1)
1 , . . . , y

(jN )
N

)
, (7.29)

äå åëåìåíòè y(0) i y(1) äëÿ êîæíîãî y = (y1, . . . , yn) ∈
(
L

(C)
∞ [0, 1]

)n
âèçíà÷åíi

ôîðìóëàìè

y(0)(t) =
(
Re y1(t), . . . ,Re yn(t)

)
,

y(1)(t) =
(
Im y1(t), . . . , Im yn(t)

)
äëÿ t ∈ [0, 1]. Ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî âiäîáðàæåííÿ AP̂ ¹ N -ëiíiéíèì i ñè-

ìåòðè÷íèì. Íåõàé

P̂ (y) = AP̂ (y, . . . , y︸ ︷︷ ︸
N

) (7.30)

äëÿ êîæíîãî y ∈
(
L

(C)
∞ [0, 1]

)n
. Çàóâàæèìî, ùî ïîëiíîì P̂ çàçâè÷àé íàçèâà-

þòü êîìïëåêñèôiêàöi¹þ ïîëiíîìà P. Ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî äëÿ êîæíîãî

N1-îäíîðiäíîãî ïîëiíîìà P1 i äëÿ êîæíîãî N2-îäíîðiäíîãî ïîëiíîìà P2,

ÿêi äiþòü ç ïðîñòîðó
(
L

(R)
∞ [0, 1]

)n
â ìíîæèíó R, äå N1, N2 ∈ N, ìà¹ìî

P̂1P2 = P̂1P̂2.

Äëÿ êîæíîãî ïîëiíîìà P :
(
L

(R)
∞ [0, 1]

)n
→ R âèãëÿäó

P = P0 + P1 + . . .+ PN ,
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äå P0 ∈ R i Pj :
(
L

(R)
∞ [0, 1]

)n
→ R � öå j-îäíîðiäíèé ïîëiíîì äëÿ êîæíîãî

j ∈ {1, . . . , N}, íåõàé

P̂ = P0 + P̂1 + . . .+ P̂N . (7.31)

Òâåðäæåííÿ 7.6. Äëÿ êîæíîãî ñèìåòðè÷íîãî íåïåðåðâíîãî N -îäíî-

ðiäíîãî ïîëiíîìà P, ÿêèé äi¹ ç ïðîñòîðó
(
L

(R)
∞ [0, 1]

)n
â ìíîæèíó R, N -

îäíîðiäíèé ïîëiíîì P̂ :
(
L

(C)
∞ [0, 1]

)n
→ C, âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ (7.30), ¹

ñèìåòðè÷íèì, íåïåðåðâíèì i

‖P̂‖ ≤ (2N)N

N !
‖P‖.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé P :
(
L

(R)
∞ [0, 1]

)n
→ R � öå ñèìåòðè÷íèé íåïåðåðâíèé N -

îäíîðiäíèé ïîëiíîì. Íåõàé AP � öå N -ëiíiéíå ñèìåòðè÷íå âiäîáðàæåííÿ,

àñîöiéîâàíå iç ïîëiíîìîì P.

Çãiäíî iç [33, ñ. 82, ôîðìóëà 2],

‖P̂‖ ≤ (2N)N

N !
‖P‖.

Òîìó iç íåïåðåðâíîñòi ïîëiíîìà P âèïëèâà¹ íåïåðåðâíiñòü ïîëiíîìà P̂ .

Îñêiëüêè ïîëiíîì P ¹ ñèìåòðè÷íèì, òî, çãiäíî iç íàñëiäêîì 7.1,

AP (y1 ◦ σ, . . . , yN ◦ σ) = AP (y1, . . . , yN)

äëÿ êîæíèõ y1, . . . , yN ∈
(
L

(R)
∞ [0, 1]

)n
i σ ∈ Ξ[0,1]. Òîìó, çãiäíî iç ðiâíiñòþ

(7.29),

AP̂ (z1 ◦ σ, . . . , zN ◦ σ) = AP̂ (z1, . . . , zN)

äëÿ êîæíèõ z1, . . . , zN ∈
(
L

(C)
∞ [0, 1]

)n
i σ ∈ Ξ[0,1]. ßê íàñëiäîê, çãiäíî iç

ðiâíiñòþ (7.30),

P̂ (z ◦ σ) = AP̂ (z ◦ σ, . . . , z ◦ σ︸ ︷︷ ︸
N

) = AP̂ (z, . . . , z︸ ︷︷ ︸
N

) = P̂ (z)

äëÿ êîæíèõ z ∈
(
L

(C)
∞ [0, 1]

)n
i σ ∈ Ξ[0,1]. Îòæå, ïîëiíîì P̂ ¹ ñèìåòðè÷íèì.

Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.
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Òâåðäæåííÿ 7.7. Ìíîæèíà ïîëiíîìiâ
{
R

(R)
k : k ∈ Zn+, |k| ≥ 1

}
¹

àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé N ∈ N. Ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà
{
R

(R)
k : k ∈ MN

}
¹

àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíîþ, äå ìíîæèíàMN âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (6.5). Ïðè-

ïóñòèìî, ùî

α0 +

µ′∑
µ=1

∑
l:MN→Z+

κ(l,MN )=µ

αl
∏
k∈MN
l(k)>0

(
R

(R)
k (y)

)l(k)

= 0 (7.32)

äëÿ êîæíîãî y ∈
(
L

(R)
∞ [0, 1]

)n
, äå α0, αl ∈ R i µ′ ∈ N. Ïîêàæåìî, ùî âñi

êîåôiöi¹íòè α0, αl äîðiâíþþòü íóëþ. Äëÿ µ ∈ {1, . . . , µ′}, íåõàé

Qµ(y) =
∑

l:MN→Z+

κ(l,MN )=µ

αl
∏
k∈MN
l(k)>0

(
R

(R)
k (y)

)l(k)

äëÿ y ∈
(
L

(R)
∞ [0, 1]

)n
. Çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ Qµ ¹ µ-îäíîðiäíèì

ïîëiíîìîì. Çãiäíî iç ðiâíiñòþ (7.32),

α0 +

µ′∑
µ=1

Qµ(y) = 0 (7.33)

äëÿ êîæíîãî y ∈
(
L

(R)
∞ [0, 1]

)n
. Òîìó, çãiäíî iç òâåðäæåííÿì 1.2 i ðiâíiñòþ

(7.33), α0 = 0 i Qµ(y) = 0 äëÿ êîæíèõ y ∈
(
L

(R)
∞ [0, 1]

)n
i µ ∈ {1, . . . , µ′}.

ßê íàñëiäîê, ‖Qµ‖ = 0 äëÿ êîæíîãî µ ∈ {1, . . . , µ′}. Òîìó, çãiäíî iç òâåð-
äæåííÿì 7.6, ‖Q̂µ‖ = 0 i, ÿê íàñëiäîê, ïîëiíîì Q̂µ òîòîæíî äîðiâíþ¹ íóëþ.

Âðàõîâóþ÷è ðiâíiñòü R̂(R)
k = R

(C)
k , ìà¹ìî

Q̂µ(y) =
∑

l:MN→Z+

κ(l,MN )=µ

αl
∏
k∈MN
l(k)>0

(
R

(C)
k (y)

)l(k)

(7.34)

äëÿ y ∈
(
L

(R)
∞ [0, 1]

)n
i µ ∈ {1, . . . , µ′}. Îñêiëüêè Q̂µ � öå ñèìåòðè÷íèé

íåïåðåðâíèé µ-îäíîðiäíèé ïîëiíîì íà ïðîñòîði
(
L

(C)
∞ [0, 1]

)n
, òî, çãiäíî iç
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òåîðåìîþ 6.1, çîáðàæåííÿ (7.34) ¹ ¹äèíèì i, ÿê íàñëiäîê, αl = 0 äëÿ êîæíî-

ãî âiäîáðàæåííÿ l : MN → Z+ òàêîãî, ùî κ(l,MN) = µ. Îòæå, ìíîæèíà

ïîëiíîìiâ
{
R

(R)
k : k ∈MN

}
¹ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíîþ.

Îñêiëüêè êîæíà ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà ìíîæèíè {k ∈ Zn+ : |k| ≥ 1}
¹ ïiäìíîæèíîþ ìíîæèíè MN äëÿ äåÿêîãî N ∈ N, òî ìíîæèíà ïîëiíîìiâ{
R

(R)
k : k ∈ Zn+, |k| ≥ 1

}
¹ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíîþ. Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.

Äîâåäåìî íàñòóïíèé àíàëîã òåîðåìè 6.1.

Òåîðåìà 7.6. Êîæåí ñèìåòðè÷íèé íåïåðåðâíèé N -îäíîðiäíèé ïîëi-

íîì P :
(
L

(R)
∞ [0, 1]

)n
→ R ìîæíà ¹äèíèì ÷èíîì ïîäàòè ó âèãëÿäi

P (y) =
∑

l:MN→Z+

κ(l,MN )=N

αl
∏
k∈MN
l(k)>0

(
R

(R)
k (y)

)l(k)

,

äå y ∈
(
L

(R)
∞ [0, 1]

)n
, αl ∈ R, ìíîæèíà MN âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (6.5), âiäî-

áðàæåííÿ κ âèçíà÷åíå ôîðìóëîþ (6.4).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé P :
(
L

(R)
∞ [0, 1]

)n
→ R � öå ñèìåòðè÷íèé íåïåðåðâíèé

N -îäíîðiäíèé ïîëiíîì. Íåõàé P̂ :
(
L

(C)
∞ [0, 1]

)n
→ C � öå N -îäíîðiäíèé

ïîëiíîì, âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ (7.30). Çãiäíî iç òâåðäæåííÿì 7.6, ïîëiíîì

P̂ ¹ ñèìåòðè÷íèì i íåïåðåðâíèì. Òîìó, çãiäíî iç òåîðåìîþ 6.1, ïîëiíîì P̂

ìîæíà ¹äèíèì ÷èíîì ïîäàòè ó âèãëÿäi

P̂ (y) =
∑

l:MN→Z+

κ(l,MN )=N

αl
∏
k∈MN
l(k)>0

(
R

(C)
k (y)

)l(k)

,

äå y ∈
(
L

(C)
∞ [0, 1]

)n
, αl � öå, ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, êîìïëåêñíi ÷èñëà, ìíî-

æèíàMN âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (6.5), âiäîáðàæåííÿ κ âèçíà÷åíå ôîðìóëîþ

(6.4). Äëÿ êîæíîãî y ∈
(
L

(R)
∞ [0, 1]

)n
ìà¹ìî P̂ (y) = P (y) i R(C)

k (y) = R
(R)
k (y)

äëÿ k ∈MN . Òîìó

P (y) =
∑

l:MN→Z+

κ(l,MN )=N

αl
∏
k∈MN
l(k)>0

(
R

(R)
k (y)

)l(k)

(7.35)
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äëÿ êîæíîãî y ∈
(
L

(R)
∞ [0, 1]

)n
. Ïîêàæåìî, ùî âñi êîåôiöi¹íòè αl ¹ äiéñíèìè

÷èñëàìè. Îñêiëüêè P (y) ∈ R, òî P (y)− P (y) = 0, òîáòî

2
∑

l:MN→Z+

κ(l,MN )=N

Imαl
∏
k∈MN
l(k)>0

(
R

(R)
k (y)

)l(k)

= 0 (7.36)

äëÿ êîæíîãî y ∈
(
L

(R)
∞ [0, 1]

)n
. Çãiäíî iç òâåðäæåííÿì 7.7, ìíîæèíà ïîëiíî-

ìiâ
{
R

(R)
k : k ∈ MN

}
¹ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíîþ. Òîìó, çãiäíî iç ðiâíiñòþ

(7.36), Imαl = 0 äëÿ êîæíîãî êîåôiöi¹íòà αl. Êðiì òîãî, îñêiëüêè ìíîæè-

íà ïîëiíîìiâ
{
R

(R)
k : k ∈ MN

}
¹ àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíîþ, òî çîáðàæåííÿ

(7.35) ¹ ¹äèíèì. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Íàñëiäîê 7.2. Ìíîæèíà ïîëiíîìiâ{
R

(R)
k : k ∈ Zn+, |k| ≥ 1

}
(7.37)

¹ àëãåáðà¨÷íèì áàçèñîì àëãåáðè âñiõ ñèìåòðè÷íèõ íåïåðåðâíèõ äiéñíîçíà-

÷íèõ ïîëiíîìiâ íà ïðîñòîði
(
L

(R)
∞ [0, 1]

)n
.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé P :
(
L

(R)
∞ [0, 1]

)n
→ R � öå ñèìåòðè÷íèé íåïåðåðâíèé

ïîëiíîì. Òîäi éîãî ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

P = P0 + P1 + . . .+ PN ′,

äå N ′ ∈ N, P0 ∈ R i Pj � öå j-îäíîðiäíèé ïîëiíîì äëÿ j ∈ {1, . . . , N ′}.
Äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, . . . , N ′}, çãiäíî iç òâåðäæåííÿì 1.2, ïîëiíîì Pj ¹ ñè-

ìåòðè÷íèì i íåïåðåðâíèì. Òîìó, çãiäíî iç òåîðåìîþ 7.6, ïîëiíîì Pj ìîæíà

ïîäàòè, ÿê àëãåáðà¨÷íó êîìáiíàöiþ åëåìåíòiâ ìíîæèíè (7.37). ßê íàñëiäîê,

ïîëiíîì P ìîæíà ïîäàòè, ÿê àëãåáðà¨÷íó êîìáiíàöiþ åëåìåíòiâ ìíîæèíè

(7.37). Çãiäíî iç òâåðäæåííÿì 7.7, ìíîæèíà (7.37) ¹ àëãåáðà¨÷íî íåçàëå-

æíîþ. ßê íàñëiäîê, çîáðàæåííÿ ïîëiíîìà P, ÿê àëãåáðà¨÷íî¨ êîìáiíàöi¨

åëåìåíòiâ ìíîæèíè (7.37) ¹ ¹äèíèì. Íàñëiäîê äîâåäåíî.
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7.6. Ïîïîâíåííÿ àëãåáðè ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà äiéñíî-

ìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ

ôóíêöié íà âiäðiçêó

Äàíèé ïiäðîçäië ïðèñâÿ÷åíî âèâ÷åííþ äiéñíîçíà÷íèõ ñèìåòðè÷íèõ ôóí-

êöié íà äiéñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði L∞[0, 1]. Îïèñàíî ñïåêòð àëãåáðè

Ôðåøå, ÿêà ¹ ïîïîâíåííÿì àëãåáðè âñiõ äiéñíîçíà÷íèõ ñèìåòðè÷íèõ íåïå-

ðåðâíèõ ïîëiíîìiâ íà ïðîñòîði L∞[0, 1] âiäíîñíî ñiì'¨ íîðì âiä êîìïëåêñè-

ôiêàöié ïîëiíîìiâ. Ïîêàçàíî, ùî äàíà àëãåáðà Ôðåøå ìiñòèòü íåàíàëiòè÷íi

ôóíêöi¨.

Iç òåîðåìè 7.6 i íàñëiäêó 7.2 âèïëèâà¹ íàñòóïíèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 7.3. Íåõàé N ′ ∈ N. Êîæåí ñèìåòðè÷íèé íåïåðåðâíèé ïî-

ëiíîì P : L
(R)
∞ [0, 1] → R ñòåïåíÿ ùîíàéáiëüøå N ′ ìîæíà ¹äèíèì ÷èíîì

ïîäàòè ó âèãëÿäi

P (y) = α0 +
N ′∑
N=1

∑
l1,...,lN∈Z+

l1+2l2+...+NlN=N

αl1,...,lN
∏

k∈{1,...,N}
lk>0

(
R

(R)
k (y)

)lk
, (7.38)

äå y ∈ L(R)
∞ [0, 1] i αl1,...,lN ∈ R. ßê íàñëiäîê,

P̂ (y) = α0 +
N ′∑
N=1

∑
l1,...,lN∈Z+

l1+2l2+...+NlN=N

αl1,...,lN
∏

k∈{1,...,N}
lk>0

(
R

(C)
k (y)

)lk
,

äå y ∈ L(C)
∞ [0, 1].

Íåõàé G � öå ìíîæèíà âñiõ ôóíêöié g ∈ L(C)
∞ [0, 1] òàêèõ, ùî g = g ◦σg

äëÿ äåÿêî¨ ôóíêöi¨ σg ∈ Ξ[0,1], äå g � öå êîìïëåêñíî ñïðÿæåíà ôóíêöiÿ äî

ôóíêöi¨ g.

Ëåìà 7.2. Äëÿ êîæíîãî m ∈ N i g ∈ G, çíà÷åííÿ R(C)
m (g) ¹ äiéñíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé m ∈ N i g ∈ G. Òîäi iñíó¹ ôóíêöiÿ σg ∈ Ξ[0,1] òàêà, ùî

g = g ◦ σg. Îñêiëüêè ïîëiíîì R
(C)
m ¹ ñèìåòðè÷íèì, òî

R(C)
m (g) = R(C)

m (g ◦ σg) = R(C)
m (g).
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Ç iíøîãî áîêó,

R(C)
m (g) = R

(C)
m (g).

Òîìó R(C)
m (g) = R

(C)
m (g). Îòæå, ÷èñëî R(C)

m (g) ¹ äiéñíèì. Ëåìó äîâåäåíî.

Ïîçíà÷èìî Ps
(
L

(R)
∞ [0, 1]

)
àëãåáðó âñiõ ñèìåòðè÷íèõ íåïåðåðâíèõ ïîëi-

íîìiâ, ÿêi äiþòü ç ïðîñòîðó L(R)
∞ [0, 1] â ìíîæèíó R.

Íàñëiäîê 7.4. Äëÿ êîæíèõ P ∈ Ps
(
L

(R)
∞ [0, 1]

)
i g ∈ G, çíà÷åííÿ P̂ (g)

¹ äiéñíèì.

Äîâåäåííÿ. Äàíèé íàñëiäîê âèïëèâà¹ iç íàñëiäêó 7.3 i ëåìè 7.2.

Äëÿ êîæíèõ r ∈ N i P ∈ Ps
(
L

(R)
∞ [0, 1]

)
, íåõàé

‖P‖r = sup
‖g‖∞≤r
g∈G

|P̂ (g)|.

Íåõàé As
(
L

(R)
∞ [0, 1]

)
� öå ïîïîâíåííÿ àëãåáðè Ps

(
L

(R)
∞ [0, 1]

)
âiäíîñíî ìå-

òðèêè

d(P1, P2) =
∞∑
r=1

1

2r
‖P1 − P2‖r

1 + ‖P1 − P2‖r
,

äå P1, P2 ∈ Ps
(
L

(R)
∞ [0, 1]

)
, ïîðîäæåíî¨ çëi÷åííîþ ñèñòåìîþ íîðì {‖ · ‖r :

r ∈ N}.
Äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ As

(
L

(R)
∞ [0, 1]

)
, âèçíà÷èìî ôóíêöiþ f̂ : G →

R íàñòóïíèì ÷èíîì. Íåõàé {Pm}∞m=1 ⊂ Ps
(
L

(R)
∞ [0, 1]

)
� öå ïîñëiäîâíiñòü

ïîëiíîìiâ, ÿêà çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ f. Äëÿ g ∈ G, íåõàé

f̂(g) = lim
m→∞

P̂m(g).

Ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî çíà÷åííÿ f̂(g) íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ïîñëiäîâíîñòi

{Pm}∞m=1. Çãiäíî iç íàñëiäêîì 7.4, P̂m(g) ∈ R, òîìó f̂(g) ∈ R.
Äëÿ êîæíèõ r ∈ N i f ∈ As

(
L

(R)
∞ [0, 1]

)
, íåõàé

‖f‖r = sup
‖g‖∞≤r
g∈G

|f̂(g)|.
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Çàóâàæèìî, ùî As
(
L

(R)
∞ [0, 1]

)
� öå àëãåáðà Ôðåøå ôóíêöié, ÿêi äiþòü ç

ïðîñòîðó L(R)
∞ [0, 1] â ìíîæèíó R, âiäíîñíî ìåòðèêè

d(f1, f2) =
∞∑
r=1

1

2r
‖f1 − f2‖r

1 + ‖f1 − f2‖r
, (7.39)

äå f1, f2 ∈ As
(
L

(R)
∞ [0, 1]

)
. Çàóâàæèìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü åëåìåíòiâ àëãåáðè

As
(
L

(R)
∞ [0, 1]

)
¹ çáiæíîþ (ôóíäàìåíòàëüíîþ) âiäíîñíî ìåòðèêè (7.39) ÿêùî

i òiëüêè ÿêùî âîíà ¹ çáiæíîþ (ôóíäàìåíòàëüíîþ) âiäíîñíî êîæíî¨ ç íîðì

‖ · ‖r, r ∈ N.

Òâåðäæåííÿ 7.8. Íåõàé f : L
(C)
∞ [0, 1]→ C � öå ñèìåòðè÷íà àíàëiòè-

÷íà ôóíêöiÿ, ÿêà ¹ îáìåæåíîþ íà êîæíié îáìåæåíié ïiäìíîæèíi ïðîñòîðó

L
(C)
∞ [0, 1], âèãëÿäó

f(y) = α0 +
∞∑
N=1

∑
l1,...,lN∈Z+

l1+2l2+...+NlN=N

αl1,...,lN
∏

k∈{1,...,N}
lk>0

(
R

(C)
k (y)

)lk
,

äå y ∈ L(C)
∞ [0, 1] i âñi êîåôiöi¹íòè αl1,...,lN ¹ äiéñíèìè. Òîäi çâóæåííÿ ôóíêöi¨

f íà ïðîñòið L
(R)
∞ [0, 1] íàëåæèòü àëãåáði As

(
L

(R)
∞ [0, 1]

)
.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ m ∈ N, âèçíà÷èìî ôóíêöiþ fm : L
(C)
∞ [0, 1]→ C ôîðìóëîþ

fm(y) = α0 +
m∑

N=1

∑
l1,...,lN∈Z+

l1+2l2+...+NlN=N

αl1,...,lN
∏

k∈{1,...,N}
lk>0

(
R

(C)
k (y)

)lk
,

äå y ∈ L(C)
∞ [0, 1]. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ f ¹ àíàëiòè÷íîþ i îáìåæåíîþ íà êîæíié

îáìåæåíié ïiäìíîæèíi ïðîñòîðó L(C)
∞ [0, 1], òî äëÿ êîæíîãî r ∈ N

sup
‖y‖∞≤r

y∈L(C)
∞ [0,1]

|f(y)− fm(y)| → 0 ïðè m→∞ (7.40)

i

sup
‖y‖∞≤r

y∈L(C)
∞ [0,1]

|fm′(y)− fm′′(y)| → 0 ïðè min{m′,m′′} → ∞. (7.41)
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Äëÿ m ∈ N, íåõàé hm � öå çâóæåííÿ ôóíêöi¨ fm íà ïðîñòið L(R)
∞ [0, 1], òîáòî

hm(y) = α0 +
m∑

N=1

∑
l1,...,lN∈Z+

l1+2l2+...+NlN=N

αl1,...,lN
∏

k∈{1,...,N}
lk>0

(
R

(R)
k (y)

)lk
,

äå y ∈ L
(R)
∞ [0, 1]. Çàóâàæèìî, ùî {hm}∞m=1 ⊂ Ps

(
L

(R)
∞ [0, 1]

)
. Äëÿ êîæíîãî

r ∈ N, çãiäíî iç (7.41),

‖hm′ − hm′′‖r = sup
‖g‖∞≤r
g∈G

|ĥm′(g)− ĥm′′(g)| = sup
‖g‖∞≤r
g∈G

|fm′(g)− fm′′(g)| ≤

≤ sup
‖y‖∞≤r

y∈L(C)
∞ [0,1]

|fm′(y)− fm′′(y)| → 0

ïðè min{m′,m′′} → ∞. ßê íàñëiäîê, ïîñëiäîâíiñòü {hm}∞m=1 ¹ ôóíäàìåí-

òàëüíîþ âiäíîñíî ìåòðèêè (7.39). Îñêiëüêè àëãåáðà As
(
L

(R)
∞ [0, 1]

)
¹ ïîâ-

íîþ, òî iñíó¹ ôóíêöiÿ h ∈ As
(
L

(R)
∞ [0, 1]

)
òàêà, ùî ïîñëiäîâíiñòü {hm}∞m=1

çáiãà¹òüñÿ äî h. Ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ h ¹ çâóæåííÿì ôóíêöi¨ f íà ïðîñòið

L
(R)
∞ [0, 1]. Íåõàé y ∈ L(R)

∞ [0, 1]. Íåõàé ÷èñëî r ∈ N òàêå, ùî r ≥ ‖y‖∞. Òîäi
‖h−hm‖r → 0 ïðè m→∞ i, ÿê íàñëiäîê, ïîñëiäîâíiñòü {hm(y)}∞m=1 çáiãà¹-

òüñÿ äî h(y). Ç iíøîãî áîêó, çãiäíî iç (7.40), âðàõîâóþ÷è, ùî fm(y) = hm(y),

ïîñëiäîâíiñòü {hm(y)}∞m=1 çáiãà¹òüñÿ äî f(y). Îòæå, h(y) = f(y). Òâåðäæå-

ííÿ äîâåäåíî.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ïîêàçó¹, ùî àëãåáðà As
(
L

(R)
∞ [0, 1]

)
ìiñòèòü ôóí-

êöi¨, ÿêi íå ¹ àíàëiòè÷íèìè.

Òâåðäæåííÿ 7.9. Ôóíêöiÿ

L(R)
∞ [0, 1] 3 y 7→

∣∣R(R)
1 (y)

∣∣ ∈ R (7.42)

íàëåæèòü àëãåáði As
(
L

(R)
∞ [0, 1]

)
.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî iç òåîðåìîþ Ñòîóíà-Âåé¹ðøòðàññà, äëÿ êîæíîãî r ∈
N, iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü äiéñíîçíà÷íèõ ïîëiíîìiâ âiä îäíi¹¨ äiéñíî¨ çìiííî¨

{p(r)
m }∞m=1, ÿêà ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨

R 3 t 7→ |t| ∈ R (7.43)
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íà âiäðiçêó [−r, r]. Íåõàé qm = p
(m)
m äëÿ êîæíîãî m ∈ N. Òîäi ïîñëiäîâ-

íiñòü {q(m)
m }∞m=1 ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ (7.43) íà êîæíîìó âiäðiçêó

[a, b] ⊂ R. Äëÿ êîæíîãî m ∈ N, âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ Qm : L
(R)
∞ [0, 1]→

R ôîðìóëîþ

Qm(y) = qm
(
R

(R)
1 (y)

)
, (7.44)

äå y ∈ L
(R)
∞ [0, 1]. Çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ Qm ¹ ñèìåòðè÷íèì íåïå-

ðåðâíèì ïîëiíîìîì íà ïðîñòîði L(R)
∞ [0, 1] äëÿ êîæíîãî m ∈ N. Ïîêàæåìî,

ùî ïîñëiäîâíiñòü {Qm}∞m=1 ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ â àëãåáði As
(
L

(R)
∞ [0, 1]

)
.

Äëÿ r,m′,m′′ ∈ N,

‖Qm′−Qm′′‖r = sup
‖g‖∞≤r
g∈G

∣∣Q̂m′(g)−Q̂m′′(g)
∣∣ = sup

‖g‖∞≤r
g∈G

∣∣qm′(R(C)
1 (g)

)
−qm′′

(
R

(C)
1 (g)

)∣∣.
(7.45)

Äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ g ∈ G òàêî¨, ùî ‖g‖∞ ≤ r, ìà¹ìî R(C)
1 (g) ∈ R i∣∣R(C)

1 (g)
∣∣ ≤ ∫

[0,1]

|g(t)| dt ≤ ‖g‖∞ ≤ r,

òîáòî R(C)
1 (g) ∈ [−r, r]. ßê íàñëiäîê,

sup
‖g‖∞≤r
g∈G

∣∣qm′(R(C)
1 (g)

)
− qm′′

(
R

(C)
1 (g)

)∣∣ ≤ sup
t∈[−r,r]

|qm′(t)− qm′′(t)|. (7.46)

Îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü {qm}∞m=1 ¹ ðiâíîìiðíî çáiæíîþ íà âiäðiçêó [−r, r],
òî

sup
t∈[−r,r]

|qm′(t)− qm′′(t)| → 0 ïðè min{m′,m′′} → ∞. (7.47)

Çãiäíî iç (7.45), (7.46) i (7.47), ‖Qm′ − Qm′′‖r → 0 ïðè min{m′,m′′} → ∞.
Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü {Qm}∞m=1 ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ âiäíîñíî íîðìè ‖ · ‖r
äëÿ êîæíîãî r ∈ N. ßê íàñëiäîê, ïîñëiäîâíiñòü {Qm}∞m=1 ¹ ôóíäàìåíòàëü-

íîþ âiäíîñíî ìåòðèêè (7.39). Îñêiëüêè àëãåáðà As
(
L

(R)
∞ [0, 1]

)
¹ ïîâíîþ,

òî iñíó¹ ôóíêöiÿ f ∈ As
(
L

(R)
∞ [0, 1]

)
òàêà, ùî ïîñëiäîâíiñòü {Qm}∞m=1 çái-

ãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ f. Ïîêàæåìî, ùî f(y) =
∣∣R(R)

1 (y)
∣∣ äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨

y ∈ L(R)
∞ [0, 1]. Íåõàé y0 ∈ L(R)

∞ [0, 1]. Íåõàé ÷èñëî r ∈ N òàêå, ùî r ≥ ‖y0‖∞.
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Îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü {Qm}∞m=1 çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ f âiäíîñíî íîðìè

‖ · ‖r, òî ïîñëiäîâíiñòü {Qm(y0)}∞m=1 çáiãà¹òüñÿ äî f(y0). Çãiäíî iç ðiâíiñòþ

(7.44), Qm(y0) = qm(t0), äå t0 = R
(R)
1 (y0). Òîäi ïîñëiäîâíiñòü {qm(t0)}∞m=1

çáiãà¹òüñÿ äî f(y0). Íåõàé ÷èñëî r0 ∈ N òàêå, ùî t0 ∈ [−r0, r0]. Îñêiëüêè

ïîñëiäîâíiñòü {qm}∞m=1 ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ (7.43) íà âiäðiçêó

[−r0, r0], òî ïîñëiäîâíiñòü {qm(t0)}∞m=1 çáiãà¹òüñÿ äî |t0|. Çãiäíî iç ¹äèíiñòþ
ãðàíèöi, f(y0) = |t0|, òîáòî f(y0) =

∣∣R(R)
1 (y0)

∣∣. Îòæå, f(y) =
∣∣R(R)

1 (y)
∣∣ äëÿ

êîæíî¨ ôóíêöi¨ y ∈ L(R)
∞ [0, 1], òîáòî ôóíêöiÿ (7.42) çáiãà¹òüñÿ ç ôóíêöi¹þ f.

ßê íàñëiäîê, ôóíêöiÿ (7.42) íàëåæèòü àëãåáði As
(
L

(R)
∞ [0, 1]

)
. Òâåðäæåííÿ

äîâåäåíî.

ÍåõàéM � öå ìíîæèíà âñiõ íåïåðåðâíèõ ìóëüòèïëiêàòèâíèõ ëiíiéíèõ

ôóíêöiîíàëiâ ϕ : As
(
L

(R)
∞ [0, 1]

)
→ R. Iíøèìè ñëîâàìè, M � öå ñïåêòð

àëãåáðè As
(
L

(R)
∞ [0, 1]

)
. Îïèøåìî ìíîæèíóM.

Íåõàé g ∈ G.Ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî âiäîáðàæåííÿ δg : As
(
L

(R)
∞ [0, 1]

)
→

R, âèçíà÷åíå ôîðìóëîþ δg(f) = f̂(g), ¹ ìóëüòèïëiêàòèâíèì ëiíiéíèì ôóí-

êöiîíàëîì. Òàêîæ çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ δg ¹ íåïåðåðâíèì âiäíîñíî

êîæíî¨ íîðìè ‖ · ‖r, äå r ∈ N i r ≥ ‖g‖∞. Îòæå, δg ∈M.

Òâåðäæåííÿ 7.10. Äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi ξ = {ξm}∞m=1 ⊂ R òàêî¨,

ùî supm∈N
m
√
|ξm| < +∞, iñíó¹ ôóíêöiÿ gξ ∈ G òàêà, ùî R

(C)
m (gξ) = ξm äëÿ

êîæíîãî m ∈ N.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü ξ = {ξm}∞m=1 ⊂ R òàêà, ùî

sup
m∈N

m
√
|ξm| < +∞.

Çãiäíî iç òåîðåìîþ 2.1, iñíó¹ ôóíêöiÿ yξ ∈ L(C)
∞ [0, 1] òàêà, ùî R(C)

m (yξ) = ξm

äëÿ êîæíîãî m ∈ N. Âèçíà÷èìî ôóíêöiþ gξ : [0, 1]→ C ôîðìóëîþ

gξ(t) =

{
yξ(2t), ÿêùî t ∈ [0, 1

2)

yξ(2t− 1), ÿêùî t ∈ [1
2 , 1].
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Îñêiëüêè gξ = g ◦σ, äå âiäîáðàæåííÿ σ : [0, 1]→ [0, 1] âèçíà÷åíå ôîðìóëîþ

σ(t) =

{
t+ 1

2 , ÿêùî t ∈ [0, 1
2)

t− 1
2 , ÿêùî t ∈ [1

2 , 1],

òî gξ ∈ G. Äëÿ êîæíîãî m ∈ N,

R(C)
m (gξ) =

∫ 1
2

0

(
yξ(2t)

)m
dt+

∫ 1

1
2

(
yξ(2t− 1)

)m
dt =

1

2
ξm +

1

2
ξm = ξm.

Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.

Òâåðäæåííÿ 7.11. Äëÿ êîæíîãî ϕ ∈M,

sup
m∈N

m

√∣∣ϕ(R(R)
m

)∣∣ < +∞.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ôóíêöiîíàë ϕ ¹ íåïåðåðâíèì, òî iñíó¹ ÷èñëî r ∈ N
òàêå, ùî ϕ ¹ íåïåðåðâíèì âiäíîñíî íîðìè ‖ · ‖r. Òîìó iñíó¹ ñòàëà C > 0

òàêà, ùî

|ϕ(f)| ≤ C‖f‖r

äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ As
(
L

(R)
∞ [0, 1]

)
. Îñêiëüêè

∥∥R(R)
m

∥∥
r

= sup
‖g‖∞≤r
g∈G

∣∣R̂(R)
m (g)

∣∣ = sup
‖g‖∞≤r
g∈G

∣∣R(C)
m (g)

∣∣ ≤ sup
‖g‖∞≤r
g∈G

∫ 1

0

|g(t)|m dt ≤ rm,

òî ∣∣ϕ(R(R)
m

)∣∣ ≤ Crm

äëÿ êîæíîãî m ∈ N. Òîìó

sup
m∈N

m

√∣∣ϕ(R(R)
m

)∣∣ < +∞.

Òâåðäæåííÿ 7.12. Íåõàé ôóíêöiîíàëè ϕ, ψ ∈M òàêi, ùî ϕ
(
R

(R)
m

)
=

ψ
(
R

(R)
m

)
äëÿ êîæíîãî m ∈ N. Òîäi ϕ = ψ.
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Äîâåäåííÿ. Çãiäíî iç íàñëiäêîì 7.3, êîæåí ïîëiíîì P ∈ Ps
(
L

(R)
∞ [0, 1]

)
ìî-

æíà ¹äèíèì ÷èíîì ïîäàòè ó âèãëÿäi (7.3). Òîìó, îñêiëüêè ôóíêöiîíàëè ϕ i

ψ ¹ ìóëüòèïëiêàòèâíèìè i ëiíiéíèìè, òî

ϕ(P ) = α0 +
N ′∑
N=1

∑
l1,...,lN∈Z+

l1+2l2+...+NlN=N

αl1,...,lN
∏

k∈{1,...,N}
lk>0

(
ϕ
(
R

(R)
k

))lk
=

= α0 +
N ′∑
N=1

∑
l1,...,lN∈Z+

l1+2l2+...+NlN=N

αl1,...,lN
∏

k∈{1,...,N}
lk>0

(
ψ
(
R

(R)
k

))lk
= ψ(P )

äëÿ êîæíîãî ïîëiíîìà P ∈ Ps
(
L

(R)
∞ [0, 1]

)
. Îñêiëüêè ôóíêöiîíàëè ϕ i ψ ¹

íåïåðåðâíèìè i ôóíêöiîíàë ϕ çáiãà¹òüñÿ ç ôóíêöiîíàëîì ψ íà ïiäàëãåáði

Ps
(
L

(R)
∞ [0, 1]

)
, ÿêà ¹ ùiëüíîþ â àëãåáði As

(
L

(R)
∞ [0, 1]

)
, òî ϕ(f) = ψ(f) äëÿ

êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ As
(
L

(R)
∞ [0, 1]

)
. Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.

Íåõàé ϕ ∈M. Çãiäíî iç òâåðäæåííÿì 7.11, ïîñëiäîâíiñòü
{
ϕ
(
R

(R)
m

)}∞
m=1

òàêà, ùî

sup
m∈N

m

√∣∣ϕ(R(R)
m

)∣∣ < +∞.

Òîìó, çãiäíî iç òâåðäæåííÿì 7.10, iñíó¹ ôóíêöiÿ g ∈ G òàêà, ùî R(C)
m (g) =

ϕ
(
R

(R)
m

)
äëÿ êîæíîãî m ∈ N. Îñêiëüêè R(C)

m (g) = R̂
(R)
m (g) = δg

(
R

(R)
m

)
, òî

ϕ
(
R

(R)
m

)
= δg

(
R

(R)
m

)
äëÿ êîæíîãî m ∈ N. Òîìó, çãiäíî iç òâåðäæåííÿì 7.12,

ϕ = δg. Îòæå, äîâåäåíî íàñòóïíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 7.7. Äëÿ êîæíîãî ôóíêöiîíàëà ϕ ∈M iñíó¹ ôóíêöiÿ g ∈ G
òàêà, ùî ϕ = δg. Êðiì òîãî, äëÿ êîæíîãî ôóíêöiîíàëà ϕ ∈M,

sup
m∈N

m

√∣∣ϕ(R(R)
m

)∣∣ < +∞,

i, ÿê íàñëiäîê, äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi {ξm}∞m=1 ⊂ R òàêî¨, ùî

sup
m∈N

m
√
|ξm| < +∞,

iñíó¹ ¹äèíèé ôóíêöiîíàë ϕ ∈ M òàêèé, ùî ϕ
(
R

(R)
m

)
= ξm äëÿ êîæíîãî

m ∈ N.
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7.7. Ïðîäîâæåííÿ ïîëiëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü íà äåêàðòîâi ñòå-

ïåíi ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ

Äàíèé ïiäðîçäië ìiñòèòü äåÿêi ðåçóëüòàòè ñòîñîâíî ïðîäîâæåíü ïîëi-

ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü íà äåêàðòîâi ñòåïåíi.

Íåõàé X i Y � öå ëiíiéíi ïðîñòîðè íàä òèì ñàìèì ïîëåì K. Êîæíå
ñèìåòðè÷íå n-ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ A : Xn → Y ìîæíà âiäíîâèòè iç çâó-

æåííÿ öüîãî âiäîáðàæåííÿ íà äiàãîíàëü Â : X → Y, Â(x) = A(x, . . . , x),

çà äîïîìîãîþ ïîëÿðèçàöiéíî¨ ôîðìóëè (1.1). Àëå, â çàãàëüíîìó âèïàäêó,

ÿêùî âiäîáðàæåííÿ A íå îáîâ'ÿçêîâî ¹ ñèìåòðè÷íèì, éîãî íåìîæëèâî âiä-

íîâèòè çà âiäîáðàæåííÿì Â. Íàïðèêëàä, ÿêùî âiäîáðàæåííÿ A ¹ êîñîñèìå-

òðè÷íèì i n ≥ 2, òî âiäîáðàæåííÿ Â òîòîæíî äîðiâíþ¹ íóëþ. Íàãàäà¹ìî,

ùî âiäîáðàæåííÿ A íàçèâàþòü êîñîñèìåòðè÷íèì, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâ-

íiñòü A(xσ(1), . . . , xσ(n)) = (−1)σA(x1, . . . , xn) äëÿ êîæíèõ x1, . . . , xn ∈ X i

σ ∈ Sn, äå Sn � ìíîæèíà âñiõ ïåðåñòàíîâîê íà ìíîæèíi {1, . . . , n} i (−1)σ

� öå çíàê ïåðåñòàíîâêè σ.

Çàóâàæèìî, ùî (m,n)-ëiíiéíå (m,n)-ñèìåòðè÷íå âiäîáðàæåííÿ (äèâ.

îçíà÷åííÿ íà ñ. 51) ìîæíà âiäíîâèòè çà éîãî çâóæåííÿì íà äiàãîíàëü çà

äîïîìîãîþ ïîëÿðèçàöiéíî¨ ôîðìóëè (1.8), õî÷à ñèìåòðiÿ âiäîáðàæåííÿ ïå-

ðåäáà÷åíà ëèøå îêðåìî ìiæ �ëiíiéíèìè� i îêðåìî �àíòèëiíiéíèìè� àðãóìåí-

òàìè i íå ïåðåäáà÷åíî ñèìåòði¨ ìiæ àðãóìåíòàìè öèõ äâîõ ãðóï. Ó äåÿêèõ

âèïàäêàõ äëÿ ïîëiëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü âèíèêà¹ ñõîæà ñèòóàöiÿ, êîëè ïî-

ëiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ, ÿêå íå îáîâ'ÿçêîâî ¹ ñèìåòðè÷íèì âiäíîñíî óñiõ

ïåðåñòàíîâîê ñâî¨õ àðãóìåíòiâ, ìîæíà âiäíîâèòè çà éîãî çâóæåííÿì íà äi-

àãîíàëü. Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä. Íåõàé A : Xn → Y ¹ n-ëiíiéíèì âiäîáðàæå-

ííÿì. Âiäîáðàæåííÿ Ã : (Xn)n → Y, âèçíà÷åíå ðiâíiñòþ

Ã(x1, . . . , xn) = A
(
x

(1)
1 , . . . , x(n)

n

)
,

äå xj =
(
x

(1)
j , . . . , x

(n)
j

)
∈ Xn äëÿ j ∈ {1, . . . , n}, ¹ n-ëiíiéíèì âiäîáðàæåí-

íÿì (ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, íåñèìåòðè÷íèì) i éîãî çâóæåííÿ íà äiàãîíàëü̂̃
A(x) äîðiâíþ¹ A

(
x(1), . . . , x(n)

)
äëÿ x =

(
x(1), . . . , x(n)

)
∈ Xn. Òîìó âiäî-
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áðàæåííÿ A i, ÿê íàñëiäîê, âiäîáðàæåííÿ Ã, ìîæíà âiäíîâèòè çi çâóæåííÿ

âiäîáðàæåííÿ Ã íà äiàãîíàëü.

Ó äàíîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿíóòî ïèòàííÿ ìîæëèâîñòi âiäíîâëåííÿ ïî-

ëiëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ çi çâóæåííÿ íà äiàãîíàëü éîãî ïðîäîâæåííÿ íà

äåêàðòiâ ñòåïiíü ïðîñòîðó.

Íåõàé M = (mij)
n
i,j=1 � öå ìàòðèöÿ ñêàëÿðiâ iç ïîëÿ K. Òîäi äëÿ

êîæíîãî n-ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ A : Xn → Y âiäîáðàæåííÿ EM(A) :

(Xn)n → Y, âèçíà÷åíå ôîðìóëîþ

EM(A)(x1, . . . , xn) = A
(
m11x

(1)
1 + . . .+m1nx

(n)
1 , · · · ,mn1x

(1)
n + . . .+mnnx

(n)
n

)
,

äå x1, . . . , xn ∈ Xn, ¹ n-ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì. Çâóæåííÿ íà äiàãîíàëü

öüîãî âiäîáðàæåííÿ äîðiâíþ¹

ÊM(A)(x) =
n∑

k1=1

. . .

n∑
kn=1

m1k1 . . .mnknA
(
x(k1), . . . , x(kn)

)
. (7.48)

Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî mij = 1, i = 1, . . . , n, äëÿ ôiêñîâàíîãî j ∈ {1, . . . , n},
òî âiäîáðàæåííÿ EM(A) ¹ ïðîäîâæåííÿì âiäîáðàæåííÿ A.

Òâåðäæåííÿ 7.13. Äëÿ êîæíîãî n-ëiíiéíîãî êîñîñèìåòðè÷íîãî âiäî-

áðàæåííÿ A : Xn → Y,

ÊM(A)(x) = det(M)A
(
x(1), . . . , x(n)

)
,

äå x =
(
x(1), . . . , x(n)

)
∈ Xn.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ A ¹ êîñîñèìåòðè÷íèì, òî

A
(
x(k1), . . . , x(kn)

)
= 0,

ÿêùî kl = ks äëÿ äåÿêèõ l 6= s. Òîìó, çãiäíî iç ðiâíiñòþ (7.48),

ÊM(A)(x) =
∑
σ∈Sn

m1σ(k1) . . .mnσ(kn)A
(
x(σ(1)), . . . , x(σ(n))

)
.

Îñêiëüêè A
(
x(σ(1)), . . . , x(σ(n))

)
= (−1)σA

(
x(1), . . . , x(n)

)
, òî

ÊM(A)(x) =
∑
σ∈Sn

(−1)σm1σ(k1) . . .mnσ(kn)A
(
x(1), . . . , x(n)

)
=

= det(M)A
(
x(1), . . . , x(n)

)
.
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Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.

Ðîçãëÿíåìî ïèòàííÿ âiäíîâëåííÿ ïîëiëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü, ÿêi â çà-

ãàëüíîìó âèïàäêó íå ¹ íi ñèìåòðè÷íèìè, íi êîñîñèìåòðè÷íèìè. Ìîæíà ïå-

ðåâiðèòè, ùî ÿêùî M ¹ äiàãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ, òî

ÊM(A)(x) = m11 . . .mnnA
(
x(1), . . . , x(n)

)
äëÿ êîæíîãî n-ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ A. Ïîáóäó¹ìî íåäiàãîíàëüíó ìà-

òðèöþ M ′ òàêó, ùî êîæíå n-ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ A ìîæíà âiäíîâèòè iç

âiäîáðàæåííÿ ÊM ′(A). Íåõàé

M ′ =



1 1 1 . . . 1

1 −1 1 . . . 1

1 1 −1 . . . 1
... ... ... . . . ...

1 1 1 . . . −1


.

Äëÿ k ∈ {1, . . . , n} âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ ik : X → Xn ðiâíiñòþ

ik(x) = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k−1

, x, 0, . . . , 0).

Òåîðåìà 7.8. n-Ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ A ìîæíà âiäíîâèòè iç âiäî-

áðàæåííÿ ÊM ′(A) çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè:

A(x1, . . . , xn) =
1

22n−1

1∑
j2,...,jn=0

(−1)j2+...+jn
∑

ε1,...,εn=±1

ε1 . . . εn×

× ÊM ′(A)
(
ε1i1(x1) + ε2p

(2)
j2

(x2) + . . .+ εnp
(n)
jn

(xn)
)
, (7.49)

äå

p
(k)
jk

(x) =

{
i1(x), ÿêùî jk = 0

ik(x), ÿêùî jk = 1

äëÿ k ∈ {2, . . . , n}.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé y1 = i1(x1), y2 = p
(2)
j2

(x2), . . . , yn = p
(n)
jn

(xn). Çàóâàæèìî,

ùî ∑
ε1,...,εn=±1

ε1 . . . εnÊM ′(A)(ε1y1 + . . .+ εnyn) =

=
n∑

k1,...,kn=1

EM ′(A)(yk1, . . . , ykn)
∑

ε1,...,εn=±1

ε1 . . . εnεk1 . . . εkn

i ∑
ε1,...,εn=±1

ε1 . . . εnεk1 . . . εkn =

{
2n, ÿêùî k1 6= . . . 6= kn

0, iíàêøå.

Òîìó

1

2n

∑
ε1,...,εn=±1

ε1 . . . εnÊM ′(A)(ε1y1 + . . .+ εnyn) =
∑
σ∈Sn

EM ′(A)
(
yσ(1), . . . , yσ(n)

)
.

Äëÿ σ ∈ Sn òàêîãî, ùî σ(n) = n, ìà¹ìî

1∑
jn=0

(−1)jnEM ′(A)
(
yσ(1), . . . , yσ(n−1), yσ(n)

)
=

=
1∑

jn=0

(−1)jnEM ′(A)
(
yσ(1), . . . , yσ(n−1), p

(n)
jn

(xn)
)

=

= EM ′(A)
(
yσ(1), . . . , yσ(n−1), i1(xn)

)
− EM ′(A)

(
yσ(1), . . . , yσ(n−1), in(xn)

)
=

= 2EM ′(A)
(
yσ(1), . . . , yσ(n−1), i1(xn)

)
.

Äëÿ σ ∈ Sn òàêîãî, ùî σ(n) 6= n ìà¹ìî

1∑
jn=0

(−1)jnEM ′(A)
(
yσ(1), . . . , yσ(n)

)
=

=
1∑

jn=0

(−1)jnEM ′(A)
(
yσ(1), . . . , p

(n)
jn

(xn), . . . , yσ(n)

)
=

= EM ′(A)(yσ(1), . . . , i1(xn), . . . , yσ(n))−

− EM ′(A)(yσ(1), . . . , in(xn), . . . , yσ(n)) = 0.
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Òîìó ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (7.49) äîðiâíþ¹

1

2n−2

1∑
j2,...,jn−1=0

(−1)j2+...+jn−1
∑

σ∈Sn, σ(n)=n

EM ′(A)(yσ(1), . . . , yσ(n−1), i1(xn)).

Ïiñëÿ çàñòîñóâàííÿ öüîãî ìåòîäó n− 1 ðàçiâ, îòðèìó¹ìî, ùî ïðàâà ÷àñòè-

íà ðiâíîñòi (7.49) äîðiâíþ¹ EM ′(A)(i1(x1), i1(x2), . . . , i1(xn)), ùî äîðiâíþ¹

A(x1, x2, . . . , xn). Òåîðåìó äîâåäåíî.
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7.8. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 7

Öåé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííÿì äåÿêèõ êëàñiâ äèôåðåíöiéîâíèõ

ôóíêöié íà äiéñíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ i äèôåðåíöiéîâíèõ ó äiéñíîìó

ñåíñi ôóíêöié íà êîìïëåêñíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ, à òàêîæ äîñëiäæåííÿì

ïîïîâíåíü àëãåáð òàêèõ ôóíêöié.

Ïîáóäîâàíî çëi÷åííèé àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ àëãåáðè âñiõ äiéñíîçíà÷íèõ

ñèìåòðè÷íèõ íåïåðåðâíèõ ïîëiíîìiâ íà äiéñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði âñiõ

ïîñëiäîâíîñòåé n-âèìiðíèõ äiéñíèõ âåêòîðiâ òàêèõ, ùî ðÿä iç p-íîðì öèõ

âåêòîðiâ, ïiäíåñåíèõ äî ñòåïåíÿ p, ¹ çáiæíèì, äå 1 ≤ p < +∞.
Ïîáóäîâàíî ôîðìóëè äëÿ âiäíîâëåííÿ (p, q)-ïîëiíîìiàëüíèõ êîìïîíåíò

∗-ïîëiíîìiâ, ÿêi äiþòü ìiæ êîìïëåêñíèìè ëiíiéíèìè ïðîñòîðàìè, çà çíà÷å-

ííÿìè ∗-ïîëiíîìiâ. Öi ôîðìóëè âèêîðèñòàíî äëÿ äîñëiäæåíü ñèìåòðè÷íèõ
∗-ïîëiíîìiâ, ÿêi äiþòü çCn âC.Ïîêàçàíî, ùî êîæåí òàêèé ∗-ïîëiíîì ìîæíà

ïîäàòè ó âèãëÿäi àëãåáðà¨÷íî¨ êîìáiíàöi¨ äåÿêèõ �åëåìåíòàðíèõ� ñèìåòðè-

÷íèõ ∗-ïîëiíîìiâ.
Ïîáóäîâàíî çëi÷åííèé àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ àëãåáðè âñiõ êîìïëåêñíî-

çíà÷íèõ ñèìåòðè÷íèõ íåïåðåðâíèõ ∗-ïîëiíîìiâ íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâî-
ìó ïðîñòîði âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé n-âèìiðíèõ êîìïëåêñíèõ âåêòîðiâ òàêèõ,

ùî ðÿä iç p-íîðì öèõ âåêòîðiâ, ïiäíåñåíèõ äî ñòåïåíÿ p, ¹ çáiæíèì, äå

1 ≤ p < +∞.
Ïîáóäîâàíî i äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi îïåðàòîðiâ çñóâó íà àëãåáði Ôðå-

øå ôóíêöié, ÿêà ¹ ïîïîâíåííÿì àëãåáðè âñiõ íåïåðåðâíèõ êîìïëåêñíîçíà-

÷íèõ ∗-ïîëiíîìiâ íà äîâiëüíîìó êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði.
Ïîáóäîâàíî çëi÷åííèé àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ àëãåáðè âñiõ äiéñíîçíà÷íèõ

íåïåðåðâíèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà äåêàðòîâîìó ñòåïåíi äiéñíîãî áàíà-

õîâîãî ïðîñòîðó âñiõ äiéñíîçíà÷íèõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæå-

íèõ ôóíêöié íà âiäðiçêó.

Îïèñàíî ñïåêòð àëãåáðè Ôðåøå, ÿêà ¹ ïîïîâíåííÿì àëãåáðè âñiõ äié-

ñíîçíà÷íèõ ñèìåòðè÷íèõ íåïåðåðâíèõ ïîëiíîìiâ íà äiéñíîìó áàíàõîâîìó

ïðîñòîði âñiõ äiéñíîçíà÷íèõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ ôóí-
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êöié íà âiäðiçêó i ïîêàçàíî, ùî öÿ àëãåáðà ìiñòèòü íåàíàëiòè÷íi ôóíêöi¨.

Ðåçóëüòàòè, íàâåäåíi â öüîìó ðîçäiëi, îïóáëiêîâàíî â òàêèõ ïðàöÿõ: [1],

[2], [3], [5], [108], [110], [111], [115], [125].
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Äèñåðòàöiéíó ðîáîòó ïðèñâÿ÷åíî âèâ÷åííþ âëàñòèâîñòåé àëãåáð äèôå-

ðåíöiéîâíèõ ôóíêöié íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ iç äîäàòêîâèìè âëàñòèâîñòÿ-

ìè ñèìåòði¨. Çîêðåìà, â ðîáîòi äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi àëãåáð ñèìåòðè÷íèõ

íåïåðåðâíèõ ïîëiíîìiâ, çäiéñíåíî îïèñ ñïåêòðiâ àëãåáð Ôðåøå ñèìåòðè÷íèõ

àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ, ïîáóäîâàíî çîáðàæåííÿ öèõ

àëãåáð Ôðåøå ÿê àëãåáð àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà ¨õíiõ ñïåêòðàõ. Ó ðîáîòi

îòðèìàíî òàêi íàóêîâi ðåçóëüòàòè:

1. Ïîáóäîâàíî çëi÷åííèé àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ àëãåáðè âñiõ ñèìåòðè÷íèõ

íåïåðåðâíèõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ïîëiíîìiâ íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó

ïðîñòîði âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ

ôóíêöié íà âiäðiçêó. Îïèñàíî ñïåêòð àëãåáðè Ôðåøå âñiõ êîìïëåêñíîçíà-

÷íèõ ñèìåòðè÷íèõ öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà öüîìó

ïðîñòîði. Çîáðàæåíî äàíó àëãåáðó Ôðåøå ÿê àëãåáðó àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié

íà ñïåêòði, ÿêèé îòîòîæåíî iç ñèëüíèì ñïðÿæåíèì ïðîñòîðîì äî ïðîñòîðó

Ôðåøå âñiõ öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié âiä îäíi¹¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨.

2. Ïîêàçàíî, ùî êîæåí êîìïëåêñíîçíà÷íèé íåïåðåðâíèé ñèìåòðè÷íèé

ïîëiíîì íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði `∞ âñiõ îáìåæåíèõ ïîñëiäîâ-

íîñòåé êîìïëåêñíèõ ÷èñåë îáîâ'ÿçêîâî ¹ ñòàëèì âiäîáðàæåííÿì. Ïîêàçàíî,

ùî àëãåáðà Ôðåøå âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ñêií÷åííî-ñèìåòðè÷íèõ öiëèõ

àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà êîìïëåêñíîìó ïðîñòîði `∞ ¹ içî-

ìîðôíîþ äî àëãåáðè Ôðåøå âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ öiëèõ àíàëiòè÷íèõ

ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà ôàêòîð-ïðîñòîði `∞/c0, äå c0 � öå êîìïëå-

êñíèé áàíàõiâ ïðîñòið âñiõ çáiæíèõ äî íóëÿ ïîñëiäîâíîñòåé êîìïëåêñíèõ

÷èñåë.

Ïîáóäîâàíî çëi÷åííèé àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ àëãåáðè âñiõ êîìïëåêñíî-

çíà÷íèõ ñèìåòðè÷íèõ íåïåðåðâíèõ ïîëiíîìiâ íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâî-

ìó ïðîñòîði âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé n-âèìiðíèõ êîìïëåêñíèõ âåêòîðiâ òàêèõ,

ùî ðÿä iç p-íîðì öèõ âåêòîðiâ, ïiäíåñåíèõ äî ñòåïåíÿ p, ¹ çáiæíèì, äå

1 ≤ p < +∞.
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3. Ïîêàçàíî, ùî êîæåí êîìïëåêñíîçíà÷íèé íåïåðåðâíèé ñèìåòðè÷íèé

ïîëiíîì íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði L∞[0,+∞) âñiõ êîìïëå-

êñíîçíà÷íèõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ ôóíêöié íà ïiâîñi

îáîâ'ÿçêîâî ¹ ñòàëèì âiäîáðàæåííÿì. Ïîêàçàíî, ùî àëãåáðà Ôðåøå âñiõ

êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ñêií÷åííî-ñèìåòðè÷íèõ öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îá-

ìåæåíîãî òèïó íà ïðîñòîði L∞[0,+∞) ¹ içîìîðôíîþ äî àëãåáðè Ôðåøå âñiõ

êîìïëåêñíîçíà÷íèõ öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà ôàê-

òîð-ïðîñòîði L∞[0,+∞)/M0, äå M0 � öå çàìèêàííÿ ó ïðîñòîði L∞[0,+∞)

ïiäïðîñòîðó âñiõ ïðîñòèõ âèìiðíèõ ôóíêöié iç îáìåæåíèìè íîñiÿìè.

Ïîáóäîâàíî çëi÷åííèé àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ àëãåáðè âñiõ êîìïëåêñíî-

çíà÷íèõ íåïåðåðâíèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó

ïðîñòîði âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ iíòåãðîâíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæå-

íèõ ôóíêöié íà ïiâîñi i ïîêàçàíî, ùî àëãåáðà Ôðåøå êîìïëåêñíîçíà÷íèõ

ñèìåòðè÷íèõ öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà öüîìó ïðî-

ñòîði içîìîðôíà äî àëãåáðè Ôðåøå âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ñèìåòðè÷íèõ

öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæåíîãî òèïó íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó

ïðîñòîði âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ

ôóíêöié íà âiäðiçêó.

Ïîáóäîâàíî çëi÷åííèé àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ àëãåáðè âñiõ êîìïëåêñíî-

çíà÷íèõ íåïåðåðâíèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó

ïðîñòîði âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ iíòåãðîâíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæå-

íèõ ôóíêöié íà îá'¹äíàííi ïðîñòîðiâ Ëåáåãà-Ðîõëiíà iç íåïåðåðâíèìè ìi-

ðàìè.

4. Ïîáóäîâàíî ñêií÷åííi àëãåáðà¨÷íi áàçèñè àëãåáð âñiõ êîìïëåêñíîçíà-

÷íèõ íåïåðåðâíèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà äåêàðòîâèõ ñòåïåíÿõ êîìïëå-

êñíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ iíòåãðîâíèõ çà Ëåáåãîì

ó ñòåïåíi p ôóíêöié íà âiäðiçêó i íà ïiâîñi, îïèñàíî ñïåêòðè àëãåáð Ôðåøå

âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ñèìåòðè÷íèõ öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæå-

íîãî òèïó íà öèõ äåêàðòîâèõ ñòåïåíÿõ i çîáðàæåíî äàíi àëãåáðè Ôðåøå ÿê

àëãåáðè àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié âiä ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi êîìïëåêñíèõ çìií-
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íèõ.

5. Ïîáóäîâàíî çëi÷åííèé àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ àëãåáðè âñiõ êîìïëåêñíî-

çíà÷íèõ íåïåðåðâíèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà äåêàðòîâîìó ñòåïåíi êîì-

ïëåêñíîãî áàíàõîâîãî ïðîñòîðó âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ âèìiðíèõ çà Ëåáå-

ãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ ôóíêöié íà âiäðiçêó, îïèñàíî ñïåêòð àëãåáðè Ôðåøå

âñiõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ñèìåòðè÷íèõ öiëèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié îáìåæå-

íîãî òèïó íà öüîìó äåêàðòîâîìó ñòåïåíi.

6. Ïîáóäîâàíî çëi÷åííèé àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ àëãåáðè âñiõ äiéñíîçíà-

÷íèõ ñèìåòðè÷íèõ íåïåðåðâíèõ ïîëiíîìiâ íà äiéñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði

âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé n-âèìiðíèõ äiéñíèõ âåêòîðiâ òàêèõ, ùî ðÿä iç p-íîðì

öèõ âåêòîðiâ, ïiäíåñåíèõ äî ñòåïåíÿ p, ¹ çáiæíèì, äå 1 ≤ p < +∞.
Ïîáóäîâàíî ôîðìóëè äëÿ âiäíîâëåííÿ (p, q)-ïîëiíîìiàëüíèõ êîìïîíåíò

∗-ïîëiíîìiâ, ÿêi äiþòü ìiæ êîìïëåêñíèìè ëiíiéíèìè ïðîñòîðàìè, çà çíà÷å-

ííÿìè ∗-ïîëiíîìiâ. Öi ôîðìóëè âèêîðèñòàíî äëÿ äîñëiäæåíü ñèìåòðè÷íèõ
∗-ïîëiíîìiâ, ÿêi äiþòü çCn âC.Ïîêàçàíî, ùî êîæåí òàêèé ∗-ïîëiíîì ìîæíà

ïîäàòè ó âèãëÿäi àëãåáðà¨÷íî¨ êîìáiíàöi¨ äåÿêèõ �åëåìåíòàðíèõ� ñèìåòðè-

÷íèõ ∗-ïîëiíîìiâ.
Ïîáóäîâàíî çëi÷åííèé àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ àëãåáðè âñiõ êîìïëåêñíî-

çíà÷íèõ ñèìåòðè÷íèõ íåïåðåðâíèõ ∗-ïîëiíîìiâ íà êîìïëåêñíîìó áàíàõîâî-
ìó ïðîñòîði âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé n-âèìiðíèõ êîìïëåêñíèõ âåêòîðiâ òàêèõ,

ùî ðÿä iç p-íîðì öèõ âåêòîðiâ, ïiäíåñåíèõ äî ñòåïåíÿ p, ¹ çáiæíèì, äå

1 ≤ p < +∞.
Ïîáóäîâàíî i äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi îïåðàòîðiâ çñóâó íà àëãåáði Ôðå-

øå ôóíêöié, ÿêà ¹ ïîïîâíåííÿì àëãåáðè âñiõ íåïåðåðâíèõ êîìïëåêñíîçíà-

÷íèõ ∗-ïîëiíîìiâ íà äîâiëüíîìó êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði.
Ïîáóäîâàíî çëi÷åííèé àëãåáðà¨÷íèé áàçèñ àëãåáðè âñiõ äiéñíîçíà÷íèõ

íåïåðåðâíèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà äåêàðòîâîìó ñòåïåíi äiéñíîãî áàíà-

õîâîãî ïðîñòîðó âñiõ äiéñíîçíà÷íèõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæå-

íèõ ôóíêöié íà âiäðiçêó.

Îïèñàíî ñïåêòð àëãåáðè Ôðåøå, ÿêà ¹ ïîïîâíåííÿì àëãåáðè âñiõ äié-
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ñíîçíà÷íèõ ñèìåòðè÷íèõ íåïåðåðâíèõ ïîëiíîìiâ íà äiéñíîìó áàíàõîâîìó

ïðîñòîði âñiõ äiéñíîçíà÷íèõ âèìiðíèõ çà Ëåáåãîì ñóòò¹âî îáìåæåíèõ ôóí-

êöié íà âiäðiçêó i ïîêàçàíî, ùî öÿ àëãåáðà ìiñòèòü íåàíàëiòè÷íi ôóíêöi¨.

Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ¹ âíåñêîì â òåîðiþ äèôåðåíöiéîâíèõ

ôóíêöié íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ i ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi ïðè äîñëiäæå-

ííÿõ àëãåáð àíàëiòè÷íèõ i äèôåðåíöiéîâíèõ ó äiéñíîìó ñåíñi ôóíêöié íà

áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ.
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20. Íàóêîâi ñåìiíàðè êàôåäðè ìàòåìàòè÷íîãî i ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó

ÄÂÍÇ �Ïðèêàðïàòñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Âàñèëÿ Ñòå-

ôàíèêà�;

21. Çàñiäàííÿ Íàóêîâîãî òîâàðèñòâà iìåíi Ò. Ã. Øåâ÷åíêà.


