
НАЦIОНАЛЬНА АКАДЕМIЯ НАУК УКРАЇНИ
IНСТИТУТ МАТЕМАТИКИ

Мисло Юлiя Михайлiвна

УДК 517.9

Асимптотично майже перiодичнi розв’язки
рiвнянь iз запiзненням та iмпульсною дiєю

01.01.02 — диференцiальнi рiвняння
111 — математика

Автореферат
дисертацiї на здобуття наукового ступеня
кандидата фiзико-математичних наук

Київ — 2021



Дисертацiєю є рукопис.
Роботу виконано в Iнститутi математики НАН України.

Науковий керiвник
доктор фiзико-математичних наук, професор
Ткаченко Вiктор Iванович,
Iнститут математики НАН України,
провiдний науковий спiвробiтник
вiддiлу диференцiальних рiвнянь та теорiї коливань

Офiцiйнi опоненти:
доктор фiзико-математичних наук, професор
Журавльов Валерiй Пилипович,
Полiський нацiональний унiверситет,
завiдувач кафедри вищої та прикладної математики;

доктор фiзико-математичних наук, професор
Станжицький Олександр Миколайович
Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка,
завiдувач кафедри загальної математики.

Захист вiдбудеться 7 травня 2021 р. о 15 годинi на засiданнi
спецiалiзованої вченої ради Д 26.206.02 Iнституту математики НАН
України за адресою: 01024, м. Київ, вул. Терещенкiвська, 3.

З дисертацiєю можна ознайомитись у бiблiотецi Iнституту матема-
тики НАН України.

Автореферат розiсланий 5 квiтня 2021 р.

Вчений секретар

спецiалiзованої вченої ради В. Б. Василик



1

ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Дисертацiйна робота присвячена дослiд-
женню iснування i стiйкостi кусково-неперервних асимптотично май-
же перiодичних, майже перiодичних та перiодичних розв’язкiв сис-
тем диференцiальних рiвнянь iз запiзненням та iмпульсною дiєю як
у фiксованi, так i нефiксованi моменти часу.

У зв’язку з дослiдженнями коливних процесiв у системах iз
короткотривалими ударними зовнiшнiми впливами останнiм часом
активно розвивається теорiя майже перiодичних iмпульсних систем.
Вiдмiтимо роботи М. У. Ахмета, Д. Векслера, М. О. Перестюка,
М. Пiнто, А. М. Самойленка, В. Ю. Слюсарчука, Г. Т. Стамо-
ва, В. I. Ткаченка, С. I. Трофимчука. Дослiдження таких систем
має важливе практичне значення в математичнiй бiологiї, екологiї,
зокрема при моделюваннi еволюцiї бiологiчних видiв, якi зазнають
короткотривалих зовнiшнiх впливiв. Розривнiсть i непродовжува-
нiсть на вiд’ємну пiввiсь розв’язкiв iмпульсних систем iз запiзненням
потребує специфiчних пiдходiв до дослiдження. Додатковi труднощi
виникають у системах iз нефiксованими моментами iмпульсної дiї, в
яких рiзнi розв’язки можуть мати рiзнi точки розривiв.

Асимптотично майже перiодичнi функцiї при дослiдженнi рiзних
класiв диференцiальних рiвнянь i динамiчних систем активно засто-
совували багато авторiв, зокрема М. Фреше, Д. Селл, А. М. Фiнк,
Т. Йошiзава, Д. Чебан. Кусково-неперервнi асимптотично майже пе-
рiодичнi функцiї виявилися ефективними при вивченi асимптотичної
поведiнки iмпульсних систем.

Важливою проблемою математичної бiологiї є моделювання
еволюцiї бiологiчних видiв i вiдшукання умов, якi забезпечу-
ють довготривале спiвiснування спiвтовариства видiв. Однiєю з
характеристик такого довготривалого спiвiснування є перманен-
тнiсть системи (коли у вiдкритому додатному конусi фазового
простору системи iснує компактна множина K, така, що кожен
розв’язок iз додатними початковими значеннями через деякий
час входить i залишається в K). Дослiдженню перманентностi, а
також iснуванню i стiйкостi перiодичних розв’язкiв рiзних типiв
систем присвячено роботи К. Гопалсамi, В. Гутсона, Х. Смiта,
К. Шмiтта. Перманентнiсть системи спрощує задачу вiдшукання
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майже перiодичних чи перiодичних розв’язкiв, для цього досить
дослiджувати систему на множинi K.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, те-
мами. Дисертацiю виконано у вiддiлi диференцiальних рiвнянь
та теорiї коливань Iнституту математики НАН України згiдно з
темами «Аналiтичнi та якiснi методи теорiї нелiнiйних диферен-
цiальних рiвнянь» (номер держреєстрацiї 0105U007978), «Якiсний
та асимптотичний аналiз систем диференцiальних, функцiональ-
но-диференцiальних та iмпульсних рiвнянь» (номер держреєстрацiї
0111U002035), «Конструктивнi та якiснi методи аналiзу систем дифе-
ренцiальних, функцiонально-диференцiальних, iмпульсних та рiзни-
цевих рiвнянь» (номери держреєстрацiї 0116U003121, 0119U001721).

Мета й завдання дослiдження. Мета дисертацiї —
знаходження умов iснування асимптотично майже перiодичних та
майже перiодичних розв’язкiв систем диференцiальних рiвнянь iз за-
пiзненням та iмпульсної дiєю й отримання умов iснування, єдиностi
та стiйкостi кусково-неперервних майже перiодичних та перiодичних
розв’язкiв диференцiальних рiвнянь iз iмпульсним впливом.

Об’єкт дослiдження — системи диференцiальних рiвнянь iз за-
пiзненням та iмпульсною дiєю як у фiксованi, так i нефiксованi мо-
менти часу.

Предмет дослiдження — питання iснування асимптотично майже
перiодичних i майже перiодичних розв’язкiв системи диференцiаль-
них рiвнянь iз запiзненням та iмпульсної дiєю й отримання умов iсну-
вання, єдиностi та стiйкостi кусково-неперервних майже перiодичних
та перiодичних розв’язкiв диференцiальних рiвнянь iз iмпульсним
впливом, зокрема з нефiксованими моментами iмпульсної дiї.

Методи дослiдження. В роботi використано методи теорiї
iмпульсних i функцiонально-диференцiальних рiвнянь.

Наукова новизна одержаних результатiв. Основнi результа-
ти, якi визначають наукову новизну й виносяться на захист, такi:
1. Знайдено умови iснування кусково-неперервних асимптотично

майже перiодичних i майже перiодичних розв’язкiв систем
iз запiзненням та фiксованими моментами iмпульсних впли-
вiв. Отриманi результати застосовано для знаходження умов
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iснування i стiйкостi додатних кусково-неперервних майже перi-
одичних розв’язкiв iмпульсного рiвняння Маккi – Гласса й моделi
бiологiчної популяцiї з вiковою структурою та iмпульсною дiєю.

2. Знайдено умови iснування кусково-неперервних асимптотично
майже перiодичних i майже перiодичних розв’язкiв систем iз за-
пiзненням та нефiксованими моментами iмпульсної дiї. Знайдено
умови iснування i стiйкостi додатних кусково-неперервних май-
же перiодичних розв’язкiв iмпульсного логiстичного рiвняння з
нефiксованими моментами iмпульсної дiї.

3. Отримано умови перманентностi перiодичної системи «хижак–
жертва» з вiковою структурою жертви та iмпульсною дiєю, а
також умови перманентностi й iснування додатних асимптотич-
но стiйких перiодичних розв’язкiв iмпульсної системи рiвнянь iз
запiзненням, яка моделює динамiку двох конкуруючих видiв iз
вiковою структурою.
Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна

робота має теоретичний характер. Одержанi результати й методика
їхнього отримання можуть бути використанi для дослiдження асимп-
тотично майже перiодичних i майже перiодичних розв’язкiв системи
рiвнянь iз запiзненням та iмпульсною дiєю й отримання умов iсну-
вання, єдиностi та стiйкостi кусково-неперервних майже перiодич-
них i перiодичних розв’язкiв диференцiальних рiвнянь iз iмпульсним
впливом.

Також цi результати можуть бути застосованi для вивчення за-
дач математичної бiологiї та розвивають вiдповiднi їм математичнi
методи, якi представляються вiдповiдними математичними моделя-
ми.

Особистий внесок здобувача. Результати, включенi до дисер-
тацiї, отриманi автором особисто. Постановка задач, визначення за-
гальної схеми дослiдження, аналiз отриманих результатiв належить
науковому керiвнику В. I. Ткаченку.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї
доповiдалися й обговорювалися на засiданнi семiнару вiддiлу дифе-
ренцiальних рiвнянь та теорiї коливань Iнституту математики НАН
України (керiвник семiнару — доктор фiзико-математичних наук,
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професор, член-кореспондент НАН України О. А. Бойчук), а також
на мiжнародних наукових конференцiях.

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано в 6 ро-
ботах, якi вiдповiдають вимогам до публiкацiї результатiв дисерта-
цiйних робiт у фахових виданнях iз фiзико-математичних наук. 4 з
них перекладено в закордонних виданнях видавництва Springer, пе-
реклади присутнi в наукометричнiй базi даних Scopus, 2 iз них — у
Web of Science Core Collection (Science Citation Index Expanded).

Структура й обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi змi-
сту, перелiку умовних позначень, вступу, трьох роздiлiв, висновкiв,
списку використаних джерел, що мiстить 182 найменування, й додат-
ку. Загальний обсяг дисертацiї налiчує 148 сторiнок (з них основної
частини — 102 сторiнки).

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дослiдження, сфор-
мульовано мету, об’єкт, предмет, завдання й методи дослiдження,
зазначено наукову новизну отриманих результатiв, їхнє практичне
значення, зв’язок роботи з науковими темами й особистий внесок
здобувача.

У першому роздiлi дослiджено iснування асимптотично майже
перiодичних i майже перiодичних розв’язкiв системи диференцiаль-
них рiвнянь iз запiзненням та iмпульсною дiєю у фiксованi моменти
часу

dx(t)

dt
= f(t, x(t), x(t− h)), t 6= tk, (1)

x(tk + 0) = x(tk) + Ik(x(tk)), k ∈ Z, (2)
де x ∈ Rn, h = const > 0, {tk}, k ∈ Z, — строго зростаюча послiдов-
нiсть дiйсних чисел, рiвномiрно вiддiлених одне вiд iншого.

Розглядається простiр PCk(J, Rn), J ⊂ R, кусково–неперервних
функцiй x : J → Rn, таких, що

i) множина T = {tj ∈ J, tj+1 > tj , j ∈ Z} розривiв функцiї x не
має скiнченних граничних точок;

ii) функцiї неперервнi злiва x(tj − 0) = x(tj) та iснує lim
t→tj+0

x(t) =

x(tj + 0);



5

iii) функцiя x(t) є Ck-гладкою на множинi J \ T.

Для обмеженої функцiї ϕ(t) позначимо ϕL = inft ϕ(t), ϕM =
supt ϕ(t). Аналогiчнi позначення вводимо для обмежених послiдов-
ностей.

Означення. Функцiя ϕ(t) ∈ PC(R,Rn) називається w-майже пе-
рiодичною, якщо

i) послiдовнiсть {tk} точок розривiв функцiї ϕ(t) має рiвномiрно
майже перiодичнi послiдовностi рiзниць, тобто для довiльного ε > 0
iснує вiдносно щiльна множина ε-майже перiодiв, спiльних для всiх
послiдовностей {tjk}, де t

j
k = tk+j − tk, j ∈ Z;

ii) для довiльного ε > 0 iснує таке додатне число δ = δ(ε), що
якщо точки t′ i t′′ належать до одного iнтервалу неперервностi й
|t′ − t′′| < δ, то ‖ϕ(t′)− ϕ(t′′)‖ < ε;

iii) для довiльного ε > 0 iснує вiдносно щiльна множина Γ ε-
майже перiодiв, таких, що якщо τ ∈ Γ, то ‖ϕ(t + τ) − ϕ(t)‖ < ε для
всiх t ∈ R, якi задовольняють умову |t− tk| > ε, k ∈ Z.

Означення. Функцiя ϕ1(t) ∈ PC(J, Rn) знаходиться у ε-околi
функцiї ϕ2(t) ∈ PC(J, Rn), якщо ‖ϕ1(t) − ϕ2(t)‖ < ε для всiх таких
t ∈ J , що |t − τ1

i | > ε, |t − τ2
i | > ε, i |τ1

i − τ2
i | < ε, i ∈ Z, де {τ1

i } i
{τ2
i } — послiдовностi розривiв функцiй ϕ1(t) i ϕ2(t) вiдповiдно.
Послiдовнiсть {fk(t)} функцiй fk ∈ PC(J, Rn), J ⊂ R, збiгається

в w-топологiї до функцiї f ∈ PC(J, Rn), якщо для кожного ε > 0
iснує таке натуральне число N = N(ε), що ‖fk(t)−f(t)‖ < ε для всiх
k ≥ N i |t− τi| > ε (τi — це точки розривiв функцiї f на множинi J)
i точки розривiв функцiй fk(t), якi лежать у J, збiгаються до точок
τi рiвномiрно вiдносно i.

Припускаємо, що система рiвнянь (1), (2) задовольняє умови:
1) послiдовнiсть дiйсних чисел tk, k ∈ Z, рiвномiрно вiддiлених

одне вiд одного, має рiвномiрно майже перiодичнi послiдовностi рi-
зниць;

2) функцiя f(t, x, y) w-майже перiодична за t й лiпшицева за x i y
рiвномiрно вiдносно x, y iз компактних множин, множиною розривiв
функцiї f є послiдовнiсть {tk};

3) послiдовнiсть {Ik(x)} майже перiодична рiвномiрно вiдносно
x iз компактних множин, функцiї Ik(x) лiпшицевi за x рiвномiрно
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вiдносно k.

Означення. Визначена на [0,∞) кусково-неперервна функцiя
a(t) з послiдовнiстю точок розривiв, яка має рiвномiрно майже пе-
рiодичнi послiдовностi рiзниць, називається w-асимптотично майже
перiодичною, якщо вона є сумою w-майже перiодичної функцiї p(t)
i функцiї q(t) ∈ PC, такої, що q(t)→ 0 при t→∞.

Теорема 1.9. Кусково-неперервна функцiя ξ(t) є w-
асимптотично майже перiодичною тодi й тiльки тодi, коли для
будь-якої послiдовностi дiйсних чисел {τk}, такої, що τk → ∞ при
k → ∞, iснує пiдпослiдовнiсть {τkj}, для якої ξ(t + τkj ) збiжна на
0 ≤ t <∞ в w-топологiї.

Теорема 1.10. Припустимо, що система (1), (2) має розв’язок
ξ(t), визначений на I = [0,∞) i такий, що ‖ξ(t)‖ ≤ B для всiх t ≥ 0.
Якщо ξ(t) w-асимпотично майже перiодичний, тодi система (1), (2)
має w-майже перiодичний розв’язок p(t).

Теорема 1.11. Нехай обмежений розв’язок ξ(t) системи (1),
(2) є рiвномiрно асимптотично стiйким для t ≥ 0. Тодi ξ(t) w-
асимптотично майже перiодичний, i система (1), (2) має w-майже
перiодичний розв’язок, який є рiвномiрно асимптотично стiйким для
t ≥ 0.

У пiдроздiлi 1.3, використовуючи отриманi результати, дослi-
джено iснування i стiйкiсть майже перiодичних розв’язкiв моделi
бiологiчної популяцiї з iмпульсною дiєю та вiковою структурою, яка
проходить двi стадiї — незрiлу i зрiлу:

ẋi(t) = α(t)xm(t)− γ(t)xi(t)− α(t− h)e
∫ t
t−h γ(s)dsxm(t− h), (3)

ẋm(t) = α(t− h)e
∫ t
t−h γ(s)dsxm(t− h)− β(t)x2

m(t) (4)

для t 6= tk i

xm(tk + 0) = (1 + dk)xm(tk) (5)

в моменти часу tk, k ∈ Z. xi(t) i xm(t) — це щiльностi (тобто кiль-
кiсть особин, що припадає на одиницю площi) вiдповiдно незрiлих
i зрiлих особин бiологiчної популяцiї в момент часу t. Послiдов-
нiсть {tk} моментiв iмпульсного впливу має рiвномiрно майже пе-
рiодичнi послiдовностi рiзниць, послiдовнiсть {dk} майже перiоди-
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чна, dk ∈ (−1, d], d > 0, функцiї α(t), β(t) й γ(t) кусково-неперервнi,
додатнi й w-майже перiодичнi.

Розглядаються невiд’ємнi розв’язки з початковими умовами

xi(0) = ϕi > 0, xm(θ) = ψm(θ) ≥ 0, θ ∈ [−h, 0], ψm(0) > 0. (6)

Теорема 1.12. Припустимо, що функцiя

ω(t) =
∏

0≤tk<t

(1 + dk)e−σt, σ = lim
T→∞

1

T

∑
0≤tk<T

ln(1 + dk),

є w-майже перiодичною i виконується нерiвнiсть

σ + sup
t

α(t− h)eσ+
∫ t
t−h γ(s)ds

∏
t−h≤tk<t

(1 + dk)−1

 > 0.

Тодi система (3) – (5) є перманентною, тобто iснують такi додатнi
сталi m0 i M0, що всi її розв’язки з початковими умовами (6) задо-
вольняють нерiвностi

lim inf
t→∞

xi(t) ≥ m0, lim sup
t→∞

xi(t) ≤M0,

lim inf
t→∞

xm(t) ≥ m0, lim sup
t→∞

xm(t) ≤M0.

Якщо також виконується нерiвнiсть (AM + σ)CM < 2CL(AL + σ), де

A(t) =
∏

t−h≤tk<t

(1 + dk)−1α(t− h) exp

(
σh+

∫ t

t−h
γ(s)ds

)
,

C(t) =
∏

0≤tk<t

(1 + dk)e−σtβ(t),

тодi система (3) – (5) має єдиний додатний w-майже перiодичний
розв’язок, який є глобальним атрактором.

У пiдроздiлi 1.4 дослiджено iснування i стiйкiсть додатних
кусково-неперервних майже перiодичних розв’язкiв iмпульсного рiв-
няння Маккi – Гласса вигляду

dx(t)

dt
= −α(t)x(t) +

β(t)x(t− h)

1 + γ(t)xp(t− h)
, (7)

x(tk + 0)− x(tk) = akx(tk) + bk, (8)
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де x ≥ 0, p i h — додатнi сталi, кусково-неперервнi функцiї α(t), β(t)
та γ(t) додатнозначнi й w-майже перiодичнi, послiдовностi {ak} та
{bk} майже перiодичнi й ak > −1, bk ≥ 0, k ∈ Z, послiдовнiсть {tk}
точок iмпульсної дiї має рiвномiрно майже перiодичнi послiдовностi
рiзниць.

Виходячи з бiологiчної iнтерпретацiї, розглядаються невiд’ємнi
розв’язки рiвняння (7), (8) iз початковими умовами

x(θ) = ψ(θ) ≥ 0, θ ∈ [−h, 0], ψ(0) > 0. (9)
Теорема 1.13. Припустимо, що функцiя

ω(t) =
∏

0≤tk<t

(1 + ak)e−σt, σ = lim
T→∞

1

T

∑
0≤tk<T

ln(1 + ak),

w-майже перiодична й виконуються нерiвностi
α(t)− σ ≥ σ1 > 0, inf

t
ω(t) > 0,

inf
t
{β(t)

∏
t−h≤tk<t

(1 + ak)−1 − α(t) + σ} > 0.

Тодi рiвняння (7), (8) перманентне, тобто iснують такi додатнi сталi
m0 iM0, що для кожного розв’язку x(t) з невiд’ємними початковими
значеннями (9) виконуються нерiвностi

lim inf
t→+∞

x(t) ≥ m0, lim sup
t→+∞

x(t) ≤M0.

Теорема 1.14. Якщо додатково до умов теореми 1.13 виконуєть-
ся нерiвнiсть

sup
t∈R

sup
y∈[m0,M0]

B(t)(1 + C(t)(1− p)yp)
(1 + C(t)yp)2

< σ1,

де
A(t) = α(t)− σ, C(t) = γ(t)ωp(t),

B(t) =
β(t)ω(t− h)

ω(t)
= β(t)

∏
t−h≤tk<t

(1 + ak)−1,

то рiвняння (7), (8) має єдиний додатний асимптотично стiйкий w-
майже перiодичний розв’язок.
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У другому роздiлi дослiджується iснування кусково-
неперервних асимптотично майже перiодичних i майже перiодичних
розв’язкiв систем iз запiзненням та нефiксованими моментами
iмпульсної дiї

ẋ(t) = f(t, x(t), x(t− h)), t 6= τk(x(t)), (10)

x(t+ 0) = x(t) + Ik(x(t)), t = τk(x(t)), k ∈ Z, (11)
де x ∈ Rn, h > 0. Iмпульсна дiя вiдбувається при досягненнi розв’яз-
ками поверхонь Γk = {(t, x) : t = τk(x)}, k ∈ Z, якi рiвномiрно
вiддiленi одна вiд iншої.

Розглядається система (10), (11) iз такими умовами:

1. Позначимо Uρ = {x ∈ Rn : ‖x‖ ≤ ρ}, де ρ — деяке додатне
число. Припустимо, що послiдовнiсть {τk} функцiй iмпульсної дiї
τk : Uρ → R має рiвномiрно майже перiодичнi послiдовностi рiз-
ниць рiвномiрно вiдносно x ∈ Uρ й iснують такi θ > 0 i Θ > 0, що
inf
x
τk+1(x)− sup

x
τk(x) ≥ θ i sup

x
τk+1(x)− inf

x
τk(x) ≤ Θ для всiх x ∈ Uρ

i k ∈ Z.

2. Функцiя f(t, x, y) майже перiодична за t й лiпшицева за x, y ∈
Uρ зi сталою L1 > 0 : ‖f(t, x1, y1)−f(t, x2, y2)‖ ≤ L1(‖x1−x2‖+‖y1−
y2‖).

3. Вектор-функцiї Ij : Uρ → Rn лiпшицевi за x ∈ Uρ зi сталою
L1 > 0. Послiдовность {Ij(x)} майже перiодична рiвномiрно вiдносно
x ∈ Uρ.

Розв’язки системи рiвнянь iз нефiксованими моментами iмпуль-
сної дiї, якi мають рiзнi початковi значення, можуть мати й рiзнi
точки розривiв. Це вимагає iншого пiдходу при дослiдженнi асимп-
тотично майже перiодичних розв’язкiв. Вiдмiннiсть точок розриву
рiзних розв’язкiв системи враховується також i при визначеннi стiй-
костi розв’язкiв.

Означення. Кусково-неперервна функцiя ξ(t) називається w-
асимптотично майже перiодичною, якщо для будь-якої послiдовностi
дiйсних чисел {τk}, такої, що τk → ∞ при k → ∞, iснує пiдпослi-
довнiсть {τkj}, для якої послiдовнiсть функцiй ξ(t + τkj ) збiжна на
0 ≤ t <∞ в w-топологiї.
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Означення. Розв’язок ξ(t) системи (10), (11), який при всiх t ≥
t0 − h належить Uρ i для якого τj(ξ(t0)) 6= t0, j ∈ Z, називається
стiйким за Ляпуновим, якщо для довiльного ε > 0 iснує таке число
δ = δ(t0, ε), що для довiльного iншого розв’язку x(t) з початковими
значеннями з Uρ i

‖ξ(θ)− x(θ)‖ < δ, θ ∈ [t0 − h, t0], |θ − τ0
j | > δ,

виконується ‖ξ(t) − x(t)‖ < ε для всiх таких t ≥ t0, що |t − τ0
j | > ε,

де τ0
j — моменти часу, при яких розв’язок ξ(t) перетинає поверхнi

t = τj(x), j ∈ Z.
Розв’язок ξ(t) рiвномiрно стiйкий за Ляпуновим, якщо δ не за-

лежить вiд початкових моментiв t0, якi задовольняють нерiвностi
|t0 − τ0

j | > δ, j ∈ Z.
Розв’язок ξ(t) називається асимптотично стiйким, якщо вiн стiй-

кий i iснує таке δ0 > 0, що для t0 ∈ R i кожного ε > 0 iснує таке
T = T (t0, ε) > 0, що для будь-якого iншого розв’язку x(t) системи з
початковими значеннями з [0, ρ] i

|ξ(θ)− x(θ)| < δ0, θ ∈ [t0 − h, t0], |θ − τ0
j | > δ0,

виконується |ξ(t)− x(t)| < ε для t ≥ t0 + T i |t− τ0
j | > ε.

Розв’язок ξ(t) рiвномiрно асимптотично стiйкий, якщо наведенi
вище нерiвностi виконуються для всiх t0 ∈ R, |t0 − τ0

j | > δ0, j ∈ Z, iз
незалежними вiд t0 моментами часу T.

Теорема 2.8. Припустимо, що система (10), (11) має розв’язок
ξ(t), визначений на I = [0,∞) i такий, що ‖ξ(t)‖ ≤ ρ < ∞ для всiх
t ≥ 0. Якщо розв’язок ξ(t) асимптотично w-майже перiодичний, то
система (10), (11) має w-майже перiодичний розв’язок p(t).

Теорема 2.9. Припустимо, що M0N1 + N1 < 1, де M0 =
sup

t∈R,x,y∈Uρ
‖f(t, x, y)‖, а N1 — стала Лiпшиця для поверхонь iмпульсiв:

|τj(x)− τj(y)| ≤ N1‖x− y‖, j ∈ Z, x, y ∈ Uρ.
Нехай розв’язок ξ(t) системи (10), (11) при всiх t ∈ [0,∞) належить
Uρ i є рiвномiрно асимптотично стiйким при t ≥ 0. Тодi ξ(t) асимп-
тотично w-майже перiодичний, а система (10), (11) має w-майже пе-
рiодичний розв’язок, який є асимптотично стiйким при t ≥ 0.
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У пiдроздiлi 2.2 дослiджено умови iснування i стiйкостi дода-
тних кусково-неперервних майже перiодичних розв’язкiв логiстично-
го рiвняння iз запiзненням та нефiксованими моментами iмпульсної
дiї

ẋ(t) = x(t) (a(t)− b(t)x(t)− c(t)x(t− h)) , t 6= τk(x(t)), (12)

x(t+ 0) = (1 + dk)x(t) + qk, t = τk(x(t)), k ∈ Z, (13)

де x ∈ R, h > 0. Iмпульсна дiя вiдбувається, коли розв’язки досяга-
ють лiнiй Γk = {(t, x) : t = τk(x)}, k ∈ Z, якi рiвномiрно вiддiленi
одна вiд iншої.

Рiвняння (12) описує еволюцiю бiологiчного виду з короткостро-
ковими зовнiшнiми впливами, якi моделюються вiдповiдним iмпульс-
ними спiввiдношеннями (13).

Рiвняння (12), (13) задовольняє умови:

(A1) iснує вiдрiзок дiйсної осi [0, ρ] з деяким додатним числом
ρ, такий, що послiдовнiсть {τk} неперервно диференцiйовних функ-
цiй τk : [0, ρ] → R має рiвномiрно майже перiодичнi послiдовностi
рiзниць рiвномiрно вiдносно x ∈ [0, ρ] й iснують такi додатнi сталi θ
i Θ, що

inf
x∈[0,ρ]

τk+1(x)− sup
x∈[0,ρ]

τk(x) ≥ θ, sup
x∈[0,ρ]

τk+1(x)− inf
x∈[0,ρ]

τk(x) ≤ Θ

для k ∈ Z. Також функцiї τk задовольняють умову Лiпшиця

|τk(x)− τk(y)| ≤ N1|x− y|, x, y ∈ [0, ρ], k ∈ Z,

з деякою додатною сталою N1,

(A2) функцiї a(t), b(t) й c(t) майже перiодичнi за Бором i aL >
0, bL ≥ 0, cL > 0,

(A3) послiдовностi {dk} i {qk} майже перiодичнi, dL > −1, qL ≥ 0.

Виходячи з бiологiчної iнтерпретацiї, будемо розглядати невiд’-
ємнi розв’язки рiвняння (12), (13), а початковi умови розв’язкiв за-
даються так:

x(θ) = ψ(θ), 0 ≤ ψ(θ) ≤ ρ, θ ∈ [−h, 0], ψ(0) > 0. (14)
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Теорема 2.11. Припустимо, що на iнтервалi x ∈ [0, ρ] рiвняння
(12), (13) задовольняє умови (A1) – (A3) й виконуються нерiвностi

∂τk(x)

∂x
x
(
aM − bLx− cLy

)
< 1, ρ ≥M0,

τk((1 + dk)x+ qk) ≤ τk(x), x, y ∈ [0, ρ], k ∈ Z,

де

M0 =
a1e

aMθ(1 + dM )2+h/θ

1− e−a1θ
+ qM при dM ≥ 0,

M0 = max

{
a2e

aMθ

1− e−a2θ
,
a2e

a2θ(1 + dM )

1− e−a2θ
+ qM

}
при dM < 0.

Тут використано позначення

a1 = aM +
qM

eaMθ(1 + d)− 1
, a2 = aM +

qM

eaMθ − 1
.

Тодi на iнтервалi x ∈ [0, ρ]:
– кожен розв’язок перетинає кожну поверхню t = τk(x) не бiльш

нiж один раз;
– кожен розв’язок iз додатними початковими значеннями (6) за-

довольняє нерiвнiсть x(t) ≤M0, t ≥ 2θ.

Теорема 2.12. Нехай виконується одна з нерiвностей: 4aL +
θ ln(1 + dL) > 0 або qL = infj qj > 0.

Тодi iснує таке m0 > 0, що для кожного розв’язку рiвняння (12),
(13) з невiд’ємними початковими функцiями (14) iснує таке t̄ = t̄(ψ),
що x(t) ≥ m0 при t ≥ t̄.

Теорема 2.13. Нехай виконуються умови теорем 2.11, 2.12 i

α2 +K2c
MM0e

−α2h < 0, (15)

де α2 =
(
aM − (2bL + cL)m0 + 1

θ ln(1 + dM )
)
,K2 = 1 + dM , якщо

dM ≥ 0,
α2 =

(
aM − (2bL + cL)m0 + 1

Θ ln(1 + dM )
)
,K2 = (1+dM )−1, якщо

dM < 0,
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Тодi рiвняння (12), (13) для достатньо малого коефiцiєнта Лiпши-
ця N1 має єдиний додатний асимптотично стiйкий w-майже перiоди-
чний розв’язок.

У третьому роздiлi дослiджено перманентнiсть системи ди-
ференцiальних рiвнянь, яка описує еволюцiю бiологiчної системи
«хижак–жертва» з вiковою структурою жертви й функцiєю впли-
ву у виглядi Беддiнгтона –Деанжелiса

ẋ1 = a1(t)x2 − b1(t)x1 − c1(t)x2
1 −

h1(t)x1y

k1(t) +m1(t)x1 + n1(t)y
, (16)

ẋ2 = a2(t)x1 − b2(t)x2 − c2(t)x2
2 −

h2(t)x2y

k2(t) +m2(t)x2 + n2(t)y
, (17)

ẏ = y

(
−q(t)− g(t)y(t) +

h3(t)x1

k1(t) +m1(t)x1 + n1(t)y
+

+
h4(t)x2

k2(t) +m2(t)x2 + n2(t)y

)
(18)

при t 6= tk та з iмпульсною дiєю

x1(tk + 0) = (1 + d1k)x1(tk), (19)

x2(tk + 0) = (1 + d2k)x2(tk), (20)

y(tk + 0) = (1 + d3k)y(tk) (21)

у моменти часу tk, k ∈ Z.
Функцiї aj(t), bj(t), cj(t), kj(t),mj(t), nj(t), q(t), g(t), j = 1, 2, hk(t),

k = 1, ..., 4, кусково–неперервнi, T -перiодичнi та додатнозначнi,
послiдовнiсть точок iмпульсної дiї {tk}k∈Z задовольняє умову пе-
рiодичностi tk+p − tk = T , k ∈ Z, iз деяким натуральним числом
p, dj,k+p = djk, djk ∈ (−1, d], для всiх j = 1, 2, 3, k ∈ Z.

Система рiвнянь описує еволюцiю бiологiчної системи «хижак–
жертва» з вiковою структурою жертви. Тут через y(t) позначено
щiльнiсть популяцiї хижакiв у момент часу t. Популяцiя жертв скла-
дається з незрiлих особин зi щiльнiстю x1(t) i зрiлих зi щiльнiстю
x2(t).
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Лема 3.10. За виконання умов cL1 > 0, cL2 > 0, gL > 0 всi додатно-
значнi розв’язки системи (16) – (21) фiнально рiвномiрно обмеженi:

lim sup
t→∞

x1(t) 6M, lim sup
t→∞

x2(t) 6M, lim sup
t→∞

y(t) 6M.

Теорема 3.11. За виконання умови∫ T

0

A1(ξ)dξ +

p∑
k=1

ln(1 + pk) > 0,

де A1(t) = min{a2(t) − b1(t) − h1(t)
n1(t) , a1(t) − b2(t) − h2(t)

n2(t)}, pk =

min{d1k, d2k}, iснує таке δ1 > 0, що для всiх додатнозначних розв’яз-
кiв (x1(t), x2(t), y(t)) виконується

lim inf
t→∞

x1(t) > δ1, lim inf
t→∞

x2(t) > δ1.

Якщо, крiм того, виконується нерiвнiсть

T∫
0

(
−q(t) +

h3(t)δ1
k1(t) +m1(t)δ1

+
h4(t)δ1

k2(t) +m2(t)δ1

)
dt+

p∑
k=1

ln(1 + d3k) > 0,

то iснує таке δ2 > 0, що для кожного додатного розв’язку y(t) вико-
нується оцiнка

lim inf
t→∞

y(t) > δ2.

Теорема 3.12. Нехай пiдсистема (16),(17),(19),(20) (при y ≡ 0)
має єдиний додатнозначний глобально експоненцiально стiйкий T -
перiодичний розв’язок (x∗1(t), x∗2(t)).

Тодi система (16) – (21) перманентна тодi й тiльки тодi, коли ви-
конується умова

T∫
0

(
−q +

h3x
∗
1

k1 +m1x∗1
+

h4x
∗
2

k2 +m2x∗2

)
dt+

p∑
k=1

ln(1 + d3k) > 0.
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У пiдроздiлi 3.2 дослiджено умови перманентностi та iснування
додатних асимптотично стiйких перiодичних розв’язкiв системи рiв-
нянь iз запiзненням та iмпульсною дiєю, яка моделює динамiку двох
конкуруючих видiв iз вiковою структурою:

ẋ1(t) =a1(t)x2(t)− a1(t− h1)e
−

∫ t
t−h1

d1(s)ds
x2(t− h1)−

− d1(t)x1(t),
(22)

ẋ2(t) =a1(t− h1)e
−

∫ t
t−h1

d1(s)ds
x2(t− h1)− b11(t)x2(t)−

− b12(t)x2
2(t)− c1(t)x2(t)y2(t),

(23)

ẏ1(t) =a2(t)y2(t)− a2(t− h2)e
−

∫ t
t−h1

d1(s)ds
y2(t− h2)−

− d2(t)y1(t),

ẏ2(t) =a2(t− h2)e
−

∫ t
t−h1

d1(s)ds
y2(t− h2)− b21(t)x2(t)−

− b22(t)y2
2(t)− c2(t)x2(t)y2(t)

(24)

при t 6= tk з iмпульсною дiєю

x2(tk + 0) = (1 + dk)x2(tk), y2(tk + 0) = (1 + gk)y2(tk), (25)

у моменти часу tk, k ∈ Z.

Наприкiнцi дисертацiї наведено основнi результати й висновки.

ВИСНОВКИ

Дисертацiйну роботу присвячено дослiдженню умов iснування
i стiйкостi кусково-неперервних асимптотично майже перiодичних,
майже перiодичних i перiодичних розв’язкiв систем диференцiаль-
них рiвнянь iз запiзненнням та iмпульсною дiєю як у фiксованi, так
i нефiксованi моменти часу.

Знайдено умови iснування кусково-неперервних асимптотично
майже перiодичних i майже перiодичних розв’язкiв систем iз запiз-
ненням та фiксованими моментами iмпульсних впливiв. Отриманi ре-
зультати застосовано для знаходження умов iснування i стiйкостi до-
датних кусково-неперервних майже перiодичних розв’язкiв iмпульс-
ного рiвняння Маккi – Гласса та моделi бiологiчної популяцiї з вiко-
вою структурою та iмпульсною дiєю.
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Знайдено умови iснування кусково-неперервних асимптотично
майже перiодичних i майже перiодичних розв’язкiв систем iз запiз-
ненням та нефiксованими моментами iмпульсної дiї. Знайдено умови
iснування i стiйкостi додатних кусково-неперервних майже перiодич-
них розв’язкiв iмпульсного логiстичного рiвняння з запiзненням та
нефiксованими моментами iмпульсної дiї.

Отримано умови перманентностi перiодичної системи «хижак–
жертва» з вiковою структурою жертви та iмпульсною дiєю, а також
умови перманентностi й iснування додатних асимптотично стiйких
перiодичних розв’язкiв iмпульсної системи рiвнянь iз запiзненням,
яка моделює динамiку двох конкуруючих видiв iз вiковою структу-
рою.
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АНОТАЦIЇ
Мисло Ю. М. Асимптотично майже перiодичнi розв’язки

рiвнянь iз запiзненням та iмпульсною дiєю. — Квалiфiкацiйна
наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-ма-
тематичних наук за спецiальнiстю 01.01.02 «Диференцiальнi рiвнян-
ня» (111 — Математика). — Iнститут математики НАН України, Ки-
їв, 2021.

Дисертацiйну роботу присвячено дослiдженню кусково-
неперервних асимптотично майже перiодичних, майже перiодичних
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та перiодичних розв’язкiв систем диференцiальних рiвнянь iз
запiзненнням та iмпульсною дiєю як у фiксованi, так i нефiксованi
моменти часу.

У дисертацiї знайдено умови iснування кусково-неперервних
асимптотично майже перiодичних i майже перiодичних розв’язкiв
систем iз запiзненням та фiксованими моментами iмпульсних впли-
вiв. Отриманi результати застосовано для знаходження умов iсну-
вання i стiйкостi додатних кусково-неперервних майже перiодичних
розв’язкiв iмпульсного рiвняння Маккi – Гласса та моделi бiологiчної
популяцiї з вiковою структурою та iмпульсною дiєю. Знайдено умо-
ви iснування кусково-неперервних асимптотично майже перiодичних
та майже перiодичних розв’язкiв систем iз запiзненням та нефiксо-
ваними моментами iмпульсної дiї. Знайдено умови iснування i стiй-
костi додатних кусково-неперервних майже перiодичних розв’язкiв
iмпульсного логiстичного рiвняння iз запiзненням та з нефiксовани-
ми моментами iмпульсної дiї.

Отримано умови перманентностi перiодичної системи «хижак–
жертва» з вiковою структурою жертви та iмпульсною дiєю, а також
умови перманентностi й iснування додатних асимптотично стiйких
перiодичних розв’язкiв iмпульсної системи рiвнянь iз запiзненням,
яка моделює динамiку двох конкуруючих видiв iз вiковою структу-
рою.
Ключовi слова: стiйкiсть, майже перiодичнiсть, система з запiзнен-
ням, iмпульсний вплив, асимптотично майже перiодичнi розв’язки,
перманентнiсть.

Мысло Ю. М. Асимптотически почти периодические ре-
шения уравнений с запаздыванием и импульсным воздей-
ствием. — Квалификационная научная работа на правах рукописи.

Диссертация на соискание учёной степени кандидата физико-
математических наук по специальности 01.01.02 “Дифференциаль-
ные уравнения” (111 — математика). — Институт математики НАН
Украины, Киев, 2021.

Диссертационная работа посвящена исследованию кусочно–не-
прерывных асимптотически почти периодических и почти перио-
дических решений систем с запаздыванием и фиксированными мо-
ментами импульсных воздействий. Полученые результаты исполь-
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зованы для нахождения условий существования и устойчивости по-
ложительных кусочно-непрерывных почти периодических решений
импульсного уравнения Макки –Гласса и модели биологической по-
пуляции с возрастной структурой и импульсным воздействием. Най-
дены условия существования кусочно–непрерывных асимптотически
почти периодических и почти периодических решений систем с за-
паздыванием и нефиксированными моментами импульсного воздей-
ствия. Найдены условия существования и устойчивости положитель-
ных кусочно-непрерывных почти периодических решений импульс-
ного логистического уравнения с запаздыванием и нефиксирован-
ными моментами импульсного действия.

Получены условия перманентности периодической системы
«хищник–жертва» с возрастной структурой и импульсным воздей-
ствием, а также условия перманентности и существования положи-
тельных асимптотически устойчивых периодических решений систе-
мы уравнений, моделирующей динамику двух конкурирующих ви-
дов с возрастной структурой и импульсным воздействием.

Ключевые слова: устойчивость, почти периодичность, система с
запаздыванием, импульсное воздействие, асимптотически почти пе-
риодические решения, перманентность.

Myslo Y. M. Asymptotically almost periodic solutions of
differential equations with delay and impulses.—Qualifying scien-
tific work on the rights of the manuscript.

Thesis for the degree of a Candidate of Physical and Mathemati-
cal Sciences (Doctor of Philosophy) in speciality 01.01.02 “Differential
equations” (111 — Mathematics). — Institute of Mathematics of NAS of
Ukraine, Kyiv, 2021.

The thesis is devoted to the study of piecewise continuous asymptoti-
cally almost periodic, almost periodic and periodic solutions for systems
of differential equations with delay and impulsive action in fixed and
non-fixed moments of time.

We consider the system with delay and impulsive action

dx(t)

dt
= f(t, x(t), x(t− h)), t 6= tk,

x(tk + 0) = x(tk) + Ik(x(tk)), k ∈ Z,
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where x ∈ Rn, h = const > 0, the sequence of real numbers tk, k ∈ Z,
has uniformly almost periodic differences, the function f(t, x, y) is w-
almost periodic in t and Lipschitz in x and y uniformly for x, y from
compact sets, the sequence {Ik(x)} is almost periodic uniformly wi-
th respect to x from compact sets, functions Ik(x) are Lipschitz in
x. Conditions for the existence and stability of piecewise continuous
asymptotically almost periodic and almost periodic solutions are obtai-
ned. These results are applied to investigate piecewise continuous positi-
ve almost periodic solutions for the equation of the Mackey –Glass type
with almost periodic coefficients and pulse action and for a system of
differential equations with impulsive action and delay, which describes
the behaviour of biological spices with two stages, immature and mature.

Piecewise continuous asymptotically almost periodic and almost peri-
odic solutions are studied for a system of differential equations with delay
and nonfixed times of pulse action

ẋ(t) = f(t, x(t), x(t− h)), t 6= τk(x(t)),

x(t+ 0) = x(t) + Ik(x(t)), t = τk(x(t)), k ∈ Z,
where x ∈ Rn, h > 0. The pulse actions occur at times when the soluti-
ons reach the surfaces Γk = {(t, x) : t = τk(x)}, k ∈ Z, uniformly
separated from each other. In the investigated systems of equations with
nonfixed times of pulse action, the solutions corresponding to different
initial values also have different points of discontinuity. This requires the
use of another approach to the investigation of asymptotically almost
periodic solutions. The presence of different points of discontinuity for
different solutions of the system with nonfixed times of pulse action is
also taken into account in the analysis of the stability of solutions.

Of the proved in results conditions of the existence and stability of
piecewise continuous positive almost periodic solutions are obtained for
a almost periodic logistic equation with delay and impulse action at
nonfixed moments of times

ẋ(t) = x(t) (a(t)− b(t)x(t)− c(t)x(t− h)) , t 6= τk(x(t)),

x(t+ 0) = (1 + dk)x(t) + qk, t = τk(x(t)), k ∈ Z,
where x ∈ R, h > 0. The equation describes the evolution of a species wi-
th short-term external influences, which are modelled by the correspondi-
ng impulse relations.
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The thesis includes study of the permanence in a system of impulsi-
ve differential equations, which describes the evolution of the predator-
prey biological system with stage structure of the prey, and study of
the permanence and the existence of periodic solutions in a system of
differential equations which describes the evolution of two competitive
biological species with stage structure and pulse action.
Key words: stability, almost periodicity, system with delay, impulsive
action, asymptotically almost periodic solutions, permanence.
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