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АНОТАЦIЯ

Гунько М. С. Задачi оптимального вiдновлення полiлiнiй-

них функцiоналiв i операторiв за лiнiйною iнформацiєю. - Квалi-

фiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-

математичних наук за спецiальнiстю 01.01.01 "Математичний аналiз". -

Днiпровський нацiональний унiверситет iменi Олеся Гончара.– Iнститут

математики НАН України, Київ, 2021.

Дисертацiйна робота присвячена задачам оптимального вiдновлення

бiлiнiйних, n-лiнiйних функцiоналiв та згорток n функцiй i вiдновленню

за iнформацiєю, що задана з похибкою.

Однiєю з основних задач математики є вiдновлення тих чи iнших

математичних об’єктiв по неповнiй iнформацiї. Так при вiдновленнi функ-

цiй ми часто маємо неповну iнформацiю про функцiю, наприклад, дея-

ку кiлькiсть її коефiцiєнтiв Фур’є, чи її значення в деякiй системi точок.

Треба побудувати метод її наближення (вiдновлення), який використовує

доступну iнформацiю, та дає найменшу похибку вiдновлення. Такi мето-

ди вiдновлення називають оптимальними для заданої iнформацiї. Пошук

найкращої iнформацii також вiдноситься до задач вiдновлення.

В теорiї апроксимацiї i теорiї оптимальних алгоритмiв добре дослiд-

женою є задача оптимального вiдновлення функцiй, лiнiйних функцiо-

налiв, та лiнiйних операторiв на рiзних класах функцiй.

Задачi найкращого вiдновлення операторiв виникають в трудах

А. М. Колмогорова, А. Сарда, C. М. Нiкольського, Дж. Кiферав сере-

динi ХХ сторiччя, а їх дослiдження як окремого класу задач, починається

в 1970-i роки в теорiї наближення та в теорiї iнформацiйної складностi

в роботах C. A. Смоляка, М. С. Бахвалова, О. Г. Марчука i К. Ю. Оси-
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пенка, М. Голомба i Х. Ф. Вайнбергера, C. A. Мiккеллi та Т. Дж. Рiвлi-

на, А. A. Мелкмена i C. A. Мiккеллi. Систематичне викладення резуль-

татiв задач оптимального вiдновлення операторiв можна знайти, напри-

клад, в монографiях Дж. Трауба та Х. Вожьняковського; М. П. Корнiй-

чука, Дж. Трауба, Г. Васильковського i Х. Вожьняковського; Е. Новака;

A. Г. Вершульца; Л. Пласкоти; О. A. Женсикбаєва; К. Ю. Осипенка.

Подальшi результати, а також результати по вiдновленню за неточ-

ною iнформацiєю можна знайти в роботах В. В. Арестова; I. Бабушка та

С. Л. Соболева; Б. Д. Боянова; В. Л. Велiкiна, В. Н. Габушина; I. М. Гель-

фанда та Н. Я. Вiленкiна; А. I. Гребенникова та В. О. Морозова; В. В. Iва-

нова; В. П. Мoторного, А. О. Лiгуна та В. Г. Доронiна; Г. Г. Магарiл-

Iльяєва та К. Ю. Осипенка; Ю. М. Субботiна; В. М. Тiхомирова та iнших

математикiв.

Систематичне дослiдження задач оптимального вiдновлення бiлiнiй-

них функцiоналiв i операторiв розпочав В. Ф. Бабенко у 1979, 1988,

1989 рр., ним був помiчений тiсний звязок мiж задачами обчислення n-

поперечникiв за Колмогоровим, лiнiйних n-поперечникiв та задачами оп-

тимального вiдновлення бiлiнiйних функцiоналiв та згорток функцiй. Про-

довжив роботу в цьому напрямку В. Ф. Бабенко разом з О. О. Руденком.

Результати опублiковано в 1991, 1992 роках.

Отже, задачi оптимального вiдновлення лiнiйних i бiлiнiйних функ-

цiоналiв i операторiв дослiдженнi досить повно. Разом з тим до недавнього

часу не було результатiв по оптимальному вiдновленню n-лiнiйних функ-

цiоналiв i операторiв у випадку n > 2. Одержання таких результатiв є

цiкавим з точки зору застосувань - вони можуть бути, наприклад, викори-

станi при вiдновленнi зображень при рiзних типах пошкоджень.

Дисертацiя має теоретичний характер. Результати дисертацiї мож-
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на використати для розв’язку теоретичних та прикладних задач, якi по-

требують наближення бiлiнiйних, n-лiнiйних функцiоналiв або згорток n

функцiй за точною та неточною лiнiйною iнформацiєю.

Отриманi результати представляють самостiйний науковий iнтерес i

можуть бути використанi для подальших дослiджень в теорiї наближення.

Дисертацiйна робота складається з анотацiй українською й англiйсь-

кою мовами, перелiку умовних позначень, вступу, чотирьох роздiлiв, роз-

битих на пiдроздiли, загальних висновкiв i списку використаних джерел,

якi мiстять 110 найменувань.

Об’єктом дослiдження є бiлiнiйнi та полiлiнiйнi функцiонали, згорт-

ки двох та бiльшої кiлькостi фунцкiй; iнформацiйнi оператори та фунцiо-

нали, за допомогою яких вiдновлюються функцiонали та згортки; методи

вiдновлення, якi є функцiями вiд iнформацiйних функцiоналiв.

У вступi обгрунтовано актуальнiсть дослiдження, визначено об’єкт,

предмет, мету i задачi, зазначено наукову новизну одержаних результатiв

i особистий внесок здобувача.

В першому роздiлi наводяться постановки задач та огляд вiдомих

результатiв за тематикою роботи, а також наводяться необхiднi вiдомостi

та означення.

У другому, третьому i четвертому роздiлах наводяться новi резуль-

тати.

Другий роздiл присвячено розв’язанню задач вiдновлення бiлiнiй-

них, n-лiнiйних функцiоналiв у сепарабельному гiльбертовому посторi над

полем дiйсних або комплексних чисел. В кожному з двох пiдроздiлiв для

конкретних класiв елементiв знайдена оптимальна лiнiйна iнформацiя та

оптимальнiй метод вiдновлення, а також обчислено оптимальну похибку

вiдновлення.



5

В пiдроздiлi 2.1 отримано декiлька результатiв по вiдновленню n-

лiнiйних функцiоналiв виду

Ω(x1, x2, ..., xn) =
∞∑
k=1

fk x̂1,k...x̂n,k

на класах W gj
pj
, що задаються неспадними за модулем послiдовностями

gj = {gjk}∞k=1. Наступна формула є прикладом знайденої похибки вiднов-

лення

Rm1,...,mn
(W g1

p1
, ...,W gn

pn
) =

|fM+1|
|g1
M+1|

1
p1 · ... · |gnM+1|

1
pn

.

В пiдроздiлi 2.2 розв’язана задача вiдновлення на класах елементiв

простору H:

W gs

ps
=

{
x ∈ H :

∞∑
k=1

|gsk| |x̂k|ps ≤ 1

}
, ps ≥ 1

для функцiоналiв виду

Ω(x1, ..., xn) =
∞∑
k1=1

· · ·
∞∑

kn=1

f(ek1, ..., ekn) x̂k1...x̂kn.

Похибка вiдновлення, яку знайдено, має вид:

Rm1,...,mn
(W g1

p1
, ...,W gn

pn
) = max

(qj(1),qj(2),...,qj(n))/∈Vu

|f(eqj(1), eqj(2), ..., eqj(n))|
n∏
s=1
|gsqj(s)|

1/ps

=

=
|f(equ+1(1), equ+1(2), ..., equ+1(n))|

n∏
s=1
|gsqu+1(s)|1/ps

.

У третьому роздiлi розв’язанi задачi вiдновлення згорток n–функцiй

xj виду

(x1 ∗ x2 ∗ ... ∗ xn)(τ) = (x1 ∗ (x2 ∗ ... ∗ xn))(τ) =

=

2π∫
0

· · ·
2π∫

0

x1(τ − t1 − ...− tn−1)x2(t1)...xn(tn−1)dt1dt2...dtn−1

за лiнiйною iнформацiєю. А саме, знайдено оптимальну лiнiйну iнформа-

цiю, оптимальний метод її використання, оптимальну похибку вiдновлення
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на класах перiодичних функцiйMj = Kj ∗Fpj , що задаються згорткою яд-

ра Kj ∈ L1, яке не збiльшує осциляцiю, iз функцiями з Fpj – одиничної

кулi в Lpj , j = 1, ..., n . Тобто розв’язано задачу вiдновлення згортки n

функцiй на опуклих центрально - симетричних множинах 2π - перiодич-

них функцiй виду x = aµ+K ∗ ψ, де a ∈ R, ψ ∈ Fp, ψ ⊥ µ, де µ = 1, якщо
2π∫
0

Kdt = 0 i µ = 0, якщо
2π∫
0

Kdt 6= 0.

Похибка вiдновлення має вид

Rn(2s−1)(K1 ∗ F1, K2 ∗ F1, ..., Kn ∗ F1;L1) =

= R2s−1,...,2s−1(K1 ∗ F1, K2 ∗ F1, ..., Kn ∗ F1;L1) =

= d2s−1(K1 ∗K2 ∗ ... ∗Kn ∗ F∞, C) = ‖K1 ∗K2 ∗ ... ∗Kn ∗ ϕs‖C .

В четвертому роздiлi узагальненi результати роботи К. Ю Осипенка

та Г.Г.Магарiл-Iлляєва 2002 року як на випадок бiльш загальних класiв,

так i на випадок бiльш загальних множин, що задають похибку iнформа-

цiйного оператора.

У четвертому роздiлi розв’язана задача оптимального вiдновлення

пiдмножин гiльбертового простору, якi є образом кулi одиничного радiуса

вiдносно дiї компактного оператора, за iнформацiєю про значення декiль-

кох коефiцiєнтiв Фур’є елементiв пiдмножини, якi заданi неточно. Також,

розв’язана задача про оптимальне вiдновлення скалярного добутку на де-

картовому добутку пiдмножин гiльбертового простору, одна з яких є об-

разом кулi одиничного радiуса вiдносно дiї компактного оператора, а iнша

- образом кулi одиничного радiуса вiдносно дiї обмеженого оператора спе-

цiальної структури, за iнформацiєю з похибкою про значення декiлькох

перших коефiцiєнтiв Фур’є елементiв цих пiдмножин.

Ключовi слова: вiдновлення, скалярний добуток, бiлiнiйний функцiо-

нал, n-лiнiйний функцiонал, згортка n-функцiй, лiнiйна iнформацiя, необ-
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меженi оператори, лiнiйний нормований простiр, норма, лiнiйнi оболонки

множин, метод вiдновлення, оптимальна похибка.

ABSTRACT

Gunko M. S. Problems of optimal recovery of polylinear

functionals and operators on linear information. - Qualifying scientific

work on the rights of the manuscript.

Thesis for a Candidate Degree in Physical and Mathematical Sciences in

speciality 01.01.01 — mathematical analysis – Oles Honchar Dnipro National

University — Institute of Mathematics of the National Academy of Sciences of

Ukraine, Kyiv, 2021.

The dissertation work is devoted to the problems of optimal restoration

of bilinear, n-linear functionals and convolutions of n functions and recovery

on the information given with an error.

One of the main tasks of mathematics is the restoration of certain

mathematical objects on incomplete information. Thus, when restoring

functions, we often have incomplete information about the function, for

example, some of its Fourier coefficients, or its value in some system of points.

It is necessary to build a method of its approximation (recovery), which uses

the available information and gives the lowest error of recovery.

Such recovery methods are called optimal for the given information.

Search for the best information also relates to recovery tasks.

The problem of optimal restoration of functions, linear functionals, and

linear operators on different classes of functions is thoroughly studied in the

theory of approximation and the theory of optimal algorithms.

The problems of the best recovery of operators arise in the works of A.

M. Kolmogorov, A. Sard, C. M. Nikolsky, J. Kiefer in the middle of the



8

twentieth century. Their study as a separate class of problems begins in the

1970s years in the theory of approximation and in the theory of information

complexity in the works by S. A. Smolyak, M. S. Bakhvalov, O. G.

Marchuk and K. Yu. Osipenko, M. Golomb and H. F. Weinberger,

C. A. Micchelli and T. J. Rivlin, A. A. Melkman and C. A. Micchelli.

Systematic presenting the results of problems of optimal recovery of

operators can be found, for example, in the monographs by J. Traub and

H. Woz’niakowski; M. P. Korniychuk, J. Traub, G. Wasilkowski and

H. Woz’niakowski; E. Novak; A. G. Werschulz; L. Plaskota; O. A.

Zhensikbayev; K. Yu. Osipenko.

Further results, as well as the results of the recovery according to

inaccurate information, can be found in the works by V. V. Arestov;

I. Babushko and S. L. Sobolev; B. D. Boyanov; V. L. Velikin, V.

N. Gabushin; I. M. Gelfand and N. J. Vilenkin; A. I. Grebennikov

and V. O. Morozov; V. V. Ivanov; V. P. Motorny, A. O. Ligun and

V. G. Doronin; G. G. Magaril-Ilyaev and K. Yu. Osipenko; Yu. M.

Subbotin; V. M. Tikhomirov and other mathematicians.

V. F. Babenko started the systematic study of problems of optimal

restoration of bilinear functionals and operators in 1979, 1988, 1989. He noticed

a close connection between the problems of calculating n -diameters according

to Kolmogorov, linear n -diversions and the problems of optimal restoration of

bilinear functionals and convolutions of functions.

V. F. Babenko, together with O. O. Rudenko, continued to work

in this direction. The results were published in 1991, 1992.

Therefore, the problems of optimal recovery of linear and bilinear

functionals and operators are studied quite completely. However, until recently

there were no results on the optimal recovery of n -linear functionals and
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operators in the case of n > 2. Obtaining of such results is interesting from the

point of view of applications - they can be used, for example, in the restoration

of images with different types of damage.

The dissertation has a theoretical character. The results of the

dissertation can be used to solve theoretical and applied problems that require

the approximation of bilinear, n -linear functionals or convolutions of n

functions for accurate and inaccurate linear information.

The obtained results are of independent scientific interest and can be

used for further research in approximation theory.

The dissertation consists of annotations in Ukrainian and English, a list

of symbols, an introduction, four sections divided into subsections, general

conclusions and, a list of sources used, which contains 110 items.

The study object is bilinear and polylinear functionals, convolutions of

two or more functions; information operators and functionalities, with the help

of which functionalities and convolutions are restored; recovery methods, which

are functions of information functionalities.

The introduction substantiates the relevance of the research, defines the

object, subject, purpose and objectives, indicates the scientific novelty of the

results and the personal contribution of the applicant.

The first section provides problem statements and an overview of known

results on the subject of work work and the necessary information and

definitions.

The second, third and fourth sections present new results.

The second section is devoted to solving problems of restoration of

bilinear, n -linear functionals in a separable Hilbert space over a field of real or

complex numbers. In each of the two sections for specific classes of elements,

the optimal linear information and the optimal recovery method are found, and
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the optimal recovery error is calculated.

In Section 2.1, we obtain several results on the restoration of n -linear

functionals of the form

Ω(x1, ..., xn) =
∞∑
k=1

fk x̂1,k...x̂n,k

on the classes W gj
pj
, specified by non-decreasing ones according to module by

sequences gj = {gjk}∞k=1.

The following formula is an example of the recovery error that was found

Rm1,...,mn
(W g1

p1
, ...,W gn

pn
) =

|fM+1|
|g1
M+1|

1
p1 · ... · |gnM+1|

1
pn

.

Subsection 2.2 solves the recovery problem for functionals of the following form

Ω(x1, ..., xn) =
∞∑
k1=1

· · ·
∞∑

kn=1

f(ek1, .., ekn) x̂k1...x̂kn

on the classes of elements in Hilbert space H:

W gs

ps
=

{
x ∈ H :

∞∑
k=1

|gsk| |x̂k|ps ≤ 1

}
, ps ≥ 1.

The recovery error that was found is:

Rm1,...,mn
(W g1

p1
, ...,W gn

pn
) = max

(qj(1),...,qj(n))/∈Vu

|f(eqj(1), ..., eqj(n))|
n∏
s=1
|gsqj(s)|

1/ps

=

=
|f(equ+1(1), ..., equ+1(n))|

n∏
s=1
|gsqu+1(s)|1/ps

.

The third section solves the problem of restoring convolutions of n - functions

xj of the form

(x1 ∗ x2 ∗ ... ∗ xn)(τ) = (x1 ∗ (x2 ∗ ... ∗ xn))(τ) =

=

2π∫
0

· · ·
2π∫

0

x1(τ − t1 − ...− tn−1)x2(t1)...xn(tn−1)dt1dt2...dtn−1
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according to linear information. Namely, the optimal linear information, the

optimal method of its use, the optimal recovery error on the classes of periodic

functions Mj = Kj ∗ Fpj are found , set by the convolution of the kernel

Kj ∈ L1, which does not increase the oscillation, with functions with Fpj –

single ball in Lpj , j = 1, ..., n . That is, it is solved the problem of restoring

the convolution n functions on convex centrally symmetric sets 2π - periodic

functions of the form x = aµ+K ∗ ψ, where a ∈ R, ψ ∈ Fp, ψ ⊥ µ, where

µ = 1, if
2π∫
0

Kdt = 0 i µ = 0, if
2π∫
0

Kdt 6= 0.

The recovery error has the form

Rn(2s−1)(K1 ∗ F1, ..., Kn ∗ F1;L1) = R2s−1,...,2s−1(K1 ∗ F1, .., Kn ∗ F1;L1) =

= d2s−1(K1 ∗ ... ∗Kn ∗ F∞, C) = ‖K1 ∗ ... ∗Kn ∗ ϕs‖C .

The fourth section summarizes the results of the work of K. Yu. Osipenko

and G.G. Magaril-Illyaev in 2002 as in the case of more general classes, and in

the case of more general sets that specify the error of the information operator.

The fourth section solves the problem of optimal reconstruction of subsets

of Hilbert space, which are the image of a sphere of unit radius concerning a

compact operator’s action, based on information about the values of several

Fourier coefficients of subset elements that are given inaccurately. The problem

of optimal restoration of a scalar product on a Cartesian product of subsets of

Hilbert space is solved. One of them is the image of a sphere of unit radius for

a compact operator’s action. The other is the image of a sphere of unit radius

concerning a limited operator of special structure according to the information

with the error about value of the first few coefficients of Fourier elements of

these subsets.

Key words: recovery, scalar product, bilinear functional, n-linear

functional, convolution of n-functions, linear information, unboundered
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operators, linear normed space, norm, linear spans of the sets, method for

the recovery, optimal error.
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

N – множина натуральних чисел.

Z – множина цiлих чисел.

R – множина дiйсних чисел.

C – множина комплексних чисел.

Rn – n-вимiрний евклiдiв простiр.

C – простiр неперервних 2π-перiодичних функцiй f з нормою ||f ||C =

max
t
|f(t)|.

H - сепарабельний дiйсний або комплексний гiльбертовий простiр зi

скалярним добутком (·, ·).

Lp (1 ≤ p <∞) – простiр 2π-перiодичних, сумовних на перiодi в p-му

степенi функцiй f з нормою ||f ||p = ||f ||Lp :=

(
2π∫
0

|f(t)|pdt
) 1

p

.

L∞ – простiр 2π-перiодичних iстотно обмежених функцiй f з нормою

||f ||∞ = ||f ||L∞ := vrai sup
t
|f(t)|.

KerA – ядро оператора A.

span(W) – лiнiйна оболонка множини W .

Tj(xj) = (Tj,1(xj), ..., Tj,mj
(xj)), xj ∈Mj, j = 1, ..., n – лiнiйна iнфор-

мацiя про x1, x2,..., xn типу (m1, ...,mn) (або (m1, ...,mn)-iнформацiя.

R(W1, ...,Wn;T1, ..., Tn;F ) – похибкa метода F вiдновлення Ω на мно-

жинах W1, ...,Wn за iнформацiєю T1, ..., Tn.

Rm1,...,mn
(W1, ...,Wn) – оптимальнa похибкa вiдновлення Ω на

W1, ...,Wn за (m1, ...,mn) – iнформацiєю.

RN(W1, ...,Wn) – оптимальнa похибкa вiдновлення Ω наW1, ...,Wn за

iнформацiєю сумарного об’єму N .

dn(M, X) – n-поперечник за Колмогоровим класуM в просторi X.

λn(M,X) – лiнiйний n-поперечник центрально - симетричної множи-
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ниM в просторiX, де A – лiнiйний оператор з областю значень в лiнiйному

пiдпросторi An ⊂ X, dim(An) ≤ n.

A∗ – оператор, спряжений до лiнiйного неперервного оператора A.

Fp – одинична куля в Lp (1 ≤ p ≤ ∞).

ν(g)– число змiн знаку на перiодi у 2π-перiодичнiй функцiї g.

(x1 ∗ x2)(τ) =
2π∫
0

x1(τ − t)x2(t)dt – згортка двох функцiй x1 i x2.

(x1 ∗ x2 ∗ ... ∗ xn)(τ) = (x1 ∗ (x2 ∗ ... ∗ xn))(τ) =

=

2π∫
0

· · ·
2π∫

0

x1(τ − t1 − ...− tn−1)x2(t1)...xn(tn−1)dt1dt2...dtn−1

– згортка n функцiй x1, x2, ..., xn.

K ∗Fp – клас функцiй виду x = aµ+K ∗ ψ, де a ∈ R, ψ ∈ Fp, ψ ⊥ µ.

HT
2s−1, s ∈ N – множина тригонометричних полiномiв порядку не

вище s− 1.

ϕs(t) = sign sin st, σ - точка абсолютного максимума або абсолютного

мiнiмума функцiї K ∗ ϕs.

aj(x), bj(x) – коефiцiєнти Фур’є функцiї x ∈ L1.

E(W, I,Φ) = sup x∈W
y∈I(x)
‖x − Φ(y)‖X –похибка методу вiдновлення Φ

елементiв класу W за iнформацiєю I.

E(W, I) = infΦE(W, I,Φ)– оптимальна похибка вiдновлення елемен-

тiв класу W за iнформацiєю I.

E(W1,W2, I,Φ) = sup
x∈W1,y∈W2
(a,b)∈I(x,y)

|〈x, y〉H − Φ(a, b)|– похибка методу вiднов-

лення Φ скалярного добутку на класахW1 iW2 за iнформацiєю, що дається

оператором I.

E(W1,W2, I) = inf
Φ
E(W1,W2, I,Φ)–оптимальна похибка вiдновлення

скалярного добутку на класах W1 i W2 за iнформацiєю, що дається опера-

тором I.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Однiєю з основних задач математики є вiд-

новлення тих чи iнших математичних об’єктiв по неповнiй iнформацiї. Так

при вiдновленнi функцiй ми часто маємо неповну iнформацiю про функ-

цiю, наприклад, деяку кiлькiсть її коефiцiєнтiв Фур’є, чи її значення в

деякiй системi точок. Треба побудувати метод її наближення (вiдновлен-

ня), який використовує доступну iнформацiю, та дає найменшу похибку

вiдновлення. Такi методи вiдновлення називають оптимальними для зада-

ної iнформацiї. Пошук найкращої iнформацii також вiдноситься до задач

вiдновлення.

В теорiї апроксимацiї i теорiї оптимальних алгоритмiв добре дослiд-

женою є задача оптимального вiдновлення функцiй, лiнiйних функцiо-

налiв, та лiнiйних операторiв на рiзних класах функцiй.

Задачi найкращого вiдновлення операторiв виникають в трудах

А. М. Колмогорова, А. Сарда [96], C. М. Нiкольського [52], Дж. Кiфе-

ра [68] в серединi ХХ сторiччя, а їх дослiдження як окремого класу задач,

починається в 1970-i роки в теорiї наближення та в теорiї iнформацiйної

складностi в роботах C. A. Смоляка [58], М. С. Бахвалова [22, 23, 24],

О. Г. Марчука i К. Ю. Осипенка [47], М. Голомба i Х. Ф. Вайнбергера [65],

C. A. Мiккеллi та Т. Дж. Рiвлiна [73], А. A. Мелкмена i C. A. Мiккеллi

[76]. Систематичне викладення результатiв задач оптимального вiдновлен-

ня операторiв можна знайти, наприклад, в монографiях Дж. Трауба та

Х. Вожьняковського [62],[104]; М. П. Корнiйчука [39], Дж. Трауба, Г. Ва-

сильковського i Х. Вожьняковського [105]; Е. Новака [87]; A. Г. Вершульца

[108]; Л. Пласкоти [90]; О. A. Женсикбаєва [36]; К. Ю. Осипенка [88].

Подальшi результати, а також результати по вiдновленню за неточ-

ною iнформацiєю можна знайти в [1, 2], [21], [25]-[30], [37, 38], [40], [42],
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[43], [44], [45]-[51], [53]-[55], [60], [61], [63]-[64], [69]-[71], [74]-[88], [91]-[103],

[106]-[110], та iн.

Систематичне дослiдження задач оптимального вiдновлення бiлiнiй-

них функцiоналiв i операторiв розпочав В. Ф. Бабенко в роботах [4, 6, 7, 8]

у 1979, 1988, 1989 рр., ним був помiчений тiсний звязок мiж задачами

обчислення n-поперечникiв за Колмогоровим, лiнiйних n-поперечникiв та

задачами оптимального вiдновлення бiлiнiйних функцiоналiв та згорток

функцiй. Продовжив роботу в цьому напрямку В. Ф. Бабенко разом з

О. О. Руденком. Результати опублiковано в 1991, 1992 роках у [9, 10, 11, 56].

Як видно, задачi оптимального вiдновлення лiнiйних i бiлiнiйних

функцiоналiв i операторiв дослiдженнi досить повно. Разом з тим до недав-

нього часу не було результатiв по оптимальному вiдновленню n-лiнiйних

функцiоналiв i операторiв у випадку n > 2. Одержання таких результатiв

є цiкавим з точки зору застосувань - вони можуть бути, наприклад, вико-

ристанi при вiдновленнi зображень при рiзних типах пошкоджень. Тому

тема дисертацiї є актуальною.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Робота виконувалась вiдповiдно загального плану дослiджень кафедри ма-

тематичного аналiзу i теорiї функцiй Днiпровського нацiонального унiвер-

ситету iменi Олеся Гончара та науково-дослiдних тем ММФ-78-13 “Нерiв-

ностi для похiдних i екстремальнi задачi в рiзних нормованих просторах”

(номер держреєстрацiї 0114U000193); №1-221-10 «Оптимальне вiдновлен-

ня операторiв на класах функцiй однiєї та багатьох змiнних» (номер дер-

жреєстрацiї 0110U001282).

Мета i задачi дослiдження. Метою роботи є знаходження най-

кращої лiнiйної iнформацiї, яка задана точно або з похибкою, та найкращо-

го методу її використання для вiдновлення лiнiйних, полiлiнiйних функ-
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цiоналiв на рiзних класах функцiй та множинах в гiльбертових просторах,

обчислення похибок вiдновлення та встановлення їх точностi (неможливо-

стi покращення на заданих класах) при рiзних обмеженнях на об’єм iнфор-

мацiї. Метою роботи також є знаходження найкращої лiнiйної iнформацiї

та найкращого методу її використання для вiдновлення згорток двох та

бiльшої кiлькостi функцiй.

Об’єктом дослiдження є бiлiнiйнi та полiлiнiйнi функцiонали, згорт-

ки двох та бiльшої кiлькостi фунцкiй; iнформацiйнi оператори та фунцiо-

нали, за допомогою яких вiдновлюються функцiонали та згортки; методи

вiдновлення, якi є функцiями вiд iнформацiйних функцiоналiв.

Предметом дослiдження є питання, пов’язанi з:

1)пошуком оптимальної лiнiйної iнформацiї, яка задана точно, для

вiдновлення бiлiнiйних та полiлiнiйних функцiоналiв, згорток двох та бiль-

шої кiлькостi фунцкiй;

2)пошуком оптимальних методiв використання наявної iнформацiї

точної або неточної для вiдновлення елементiв гiльбертового простору, або

їх скалярних добуткiв.

3)оцiнкою похибки вiдновлення на рiзних класах i встановлення її

точностi.

Задачами дослiдження є знаходження оптимальної лiнiйної iнфор-

мацiї, оптимального методу її використання та обчислення похибки наб-

лиження бiлiнiйних та полiлiнiйних функцiоналiв, згорток двох та бiльшої

кiлькостi фунцкiй на рiзних класах функцiй та множинах в конкретних

та загальних гiльбертових просторах. Розглядалися задачi вiдновлення за

точною та заданою з похибкою iнформацiєю.

Методи дослiдження. В роботi використовуються загальнi мето-

ди розв’язання екстремальних задач теорiї наближення, загальнi факти
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функцiонального аналiзу, теорiї функцiй, а також методи апроксимацiї iн-

дивiдуальних функцiй та функцiональних класiв.

Наукова новизна одержаних результатiв. Усi результати дисер-

тацiї є новими i полягають в наступному.

Нехай H - сепарабельний дiйсний або комплексний гiльбертовий

простiр зi скалярним добутком (·, ·) i ортонормованим базисом e1, e2, ...,

x̂k = (x, ek). Для j = 1, ..., n задамо послiдовностi комплексних чисел

gj = {gjk}∞k=1.

Розв’язана задача оптимального вiдновлення полiлiнiйних функцiо-

налiв виду

Ω(x1, x2, ..., xn) =
∞∑
k=1

fk x̂1k...x̂nk, (1)

де {|fk|}∞k=1 монотонно спадають, за оптимальною лiнiйною iнформацiєю

на класах, якi задаються наступним чином

W gj

pj
=

{
x ∈ H :

∞∑
k=1

|gjk| |x̂k|
pj ≤ 1

}
, (2)

де pj ≥ 1 та послiдовностi {|gjk|}∞k=1 не спадають.

У задачi по вiдновленню згортки n функцiй за лiнiйною iнформацiєю

знайдено оптимальну лiнiйну iнформацiю, оптимальний метод її викори-

стання, оптимальну похибку вiдновлення на класах перiодичних функцiй

Mj = Kj ∗Fpj , що задаються згорткою ядра Kj ∈ L1, яке не збiльшує осци-

ляцiю, iз функцiями з Fpj – одиничної кулi в Lpj . Функцiї з класуMj мають

вигляд xj = ajµj +Kj ∗ ψj, де aj ∈ R, ψj ∈ Fpj , ψj ⊥ µj, µj = µj(Kj) = 1,

якщо
2π∫
0

Kjdt = 0 i µj = µj(Kj) = 0, якщо
2π∫
0

Kjdt 6= 0, j = 1, ..., n .

Вiдновлюються згортки n–функцiй xj ∈Mj виду

(x1 ∗ x2 ∗ ... ∗ xn)(τ) = (x1 ∗ (x2 ∗ ... ∗ xn))(τ) =
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=

2π∫
0

· · ·
2π∫

0

x1(τ − t1 − ...− tn−1)x2(t1)...xn(tn−1)dt1dt2...dtn−1.

Нехай H1 и H2 – комплекснi гiльбертовi простори, A – компактний

оператор, A : H1 → H2.

Розв’язана задача оптимального вiдновлення елементiв класу WA =

{Ah : h ∈ H1, ‖h‖H1
≤ 1} в ситуацiї, коли iнформацiя про першi n

членiв послiдовностi коефiцiєнтiв Фур’є елемента x ∈ WA , вiдома з деякою

похибкою.

Розв’язана задача оптимального вiдновлення скалярних добуткiв

елементiв 〈x, y〉H2
за неточною iнформацiєю про спiвмножники, а саме,

за неточно заданими наборами перших n коефiцiєнтiв Фур’є елементiв

x ∈ WA та y ∈ WB.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiя має

теоретичний характер. Результати дисертацiї можна використати для роз-

в’язку теоретичних та прикладних задач, якi потребують наближення

бiлiнiйних, n-лiнiйних функцiоналiв або згорток n функцiй за точною та

неточною лiнiйною iнформацiєю.

Отриманi результати представляють самостiйний науковий iнтерес i

можуть бути використанi для подальших дослiджень з теорiї наближен-

ня, якi проводяться у Iнститутi математики НАН України, Iнститутi при-

кладної математики i механiки НАН України, Київському, Днiпровському,

Донецькому, Львiвському, Одеському нацiональних унiверситетах.

Особистий внесок здобувача. Визначення напрямку дослiджень

i постановки всiх задач, що розглядаються у дисертацiї, належать науко-

вому керiвниковi професору В.Ф. Бабенку.

Результати, викладенi у пiдроздiлах 1.2, 3.2 отримано здобувачем

одноосiбно.
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Для результатiв, викладених у пiдроздiлi 3.1, iдеї доведення нале-

жать професору В.Ф. Бабенку. Докладнi доведення належать здобувачевi.

Результати, викладенi у пiдроздiлах 2.1 отримано здобувачем разом

з В.Ф. Бабенком та O.O. Руденком (внесок кожного з спiвавторiв складає

33%).

Результати, викладенi у пiдроздiлi 2.2 отримано здобувачем разом

з O.O. Руденком (внесок кожного з спiвавторiв складає 50%).

Результати, викладенi у пiдроздiлах 4.1, 4.2, 4.3, 4.4, 4.5 отримано

здобувачем разом з В.Ф. Бабенком та Н.В. Парфiнович (внесок кожного

з спiвавторiв складає 33%).

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати, отриманi у ди-

сертацiї, були представленi на конференцiях i наукових семiнарах:

• Мiжнародна математична конференцiя «Боголюбовськi читання

DIF-2013. Диференцiальнi рiвняння, теорiя функцiй та їх застосуван-

ня». Україна, Севастополь, 23 - 30 червня 2013 р.;

• Кримська мiжнародна математична конференцiя «КММК-2013

КРОМШ». Україна, Автономна республiка Крим, Судак, 22 вересня -

4 жовтня 2013 р.;

• IХ Мiжнародна наукова конференцiя студентiв i молодих вчених

«Наука и образование - 2014». Казахстан, Астана, 11 квiтня 2014 р.;

• Мiжнародна наукова математична конференцiя «Теорiя наближень

i її застосування». Україна, Днiпропетровськ, 8 -11 жовтня 2015 р.;

• Мiжнародна математична конференцiя «Теорiя наближення функцiй

та її застосування». Україна, Слов’янськ. – 28 трав.-3 черв. 2017 р.;

• Всеукраїнська наукова математична конференцiя «Теорiя наближень
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i ї ї застосування». Україна, Днiпро. – 3-5 жовтня 2019 р.;

• наукових семiнарах з математичного аналiзу та теорiї функцiї

на механiко-математичному факультетi Днiпровського нацiонально-

го унiверситету iменi Олеся Гончара (керiвник – доктор фiзико-

математичних наук, проф. В.П. Моторний);

• науковому семiнарi вiддiлу теорiї функцiй Iнституту математики

НАН України (керiвник – доктор фiзико-математичних наук, проф.

А.С. Романюк).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано:

- у наукових журналах - 7 статтей [13, 14, 16, 18, 33, 35, 20], всi

вони опублiкованi у наукових фахових виданнях України, три статтi [16,

18, 20] у науковому журналi, що входить до мiжнародної наукометричної

бази даних Scopus та на момент виходу публiкацiй вiдносився до видань з

другого(Q2) або третього(Q3) квартилiв;

- у збiрниках тез доповiдей всеукраїнських та мiжнародних наукових

конференцiй - 6 тез [31, 15, 32, 17, 34, 19].

Структура i обсяг роботи. Дисертацiя загальним обсягом 137

сторiнок машинописного тексту складається з анотацiї, перелiку умовних

позначень, вступу, чотирьох роздiлiв основної частини, висновкiв i списку

використаних джерел, який мiстить 110 найменувань. Кожний з її роздiлiв

розбитий на пiдроздiли, що нумеруються в межах роздiлу. Нумерацiя озна-

чень, лем, зауважень, теорем здiйснюється у межах пiдроздiлiв, причому

вони нумеруються незалежно.

Змiст роботи. У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дисертацiї,

сформульовано мету i задачi дослiдження, визначено об’єкт та предмет до-

слiдження, вказано методи, використанi при проведеннi дослiджень, описа-
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но наукову новизну отриманих результатiв, їх практичне значення, подано

iнформацiю про апробацiю результатiв дисертацiї та публiкацiї, описано

структуру та змiст роботи.

В дисертацiйнiй роботi задачi вiдновлення бiлiнiйних, n-лiнiйних

функцiоналiв та згорток двох та n функцiй розглядаються з загальної точ-

ки зору.

Нехай Wj - деякi множини. Кiлькiсть таких множин дорiвнює 2 для

бiлiнiйного випадку та n для n-лiнiйного. На їх декартовому добутку за-

даний оператор Ω, Ω : W1...×Wn → Y . Оператор Ω може бути бiлiнiйним

чи n-лiнiйним функцiоналом, тодi Y = R ∨ C.

Нехай на лiнiйних оболонках span(Wj) множин Wj заданi набори

Tj = (T1, ..., Tnj) неперервних функцiоналiв

Tij : span(Wj)→ K,

де K = R ∨ C . Такi набори Tj будемо називати лiнiйною iнформацiю

про x ∈ Wj. Кiлькiсть функцiоналiв в наборах може бути рiзною для

рiзних множин Wj. Через N позначиму сумарну кiлькiсть функцiоналiв

для вiдновлення Ω. Для бiлiнiйного випадку N = n1 +n2 , де n1 - кiлькiсть

функцiоналiв в лiнiйнiй iнформацiї про перший аргумент, n2 - вiдповiдно

про другий.

Довiльну функцiю F : KN → Y будемо називати методом вiдновлен-

ня Ω. Зауважимо, що нiяких припущень (наприклад, лiнiйностi) вiдносно

F не вимагається.

Якщо Ω - функцiонал, тодi

R(x1, ..., xn;T1, ..., Tn;F ) = |Ω(x1, ..., xn)− F (T1(x1), ..., Tn(xn))| ,

Якщо Ω - згортка функцiй, тодi

R(x1, ..., xn;T1, ..., Tn;F ) = R(x1, ..., xn;T1, ..., Tn;F ;X) =



28

= ||(x1 ∗ ... ∗ xn)(t)− F (T1(x1), ..., Tn(xn))(t)||X ,

де ||f ||X - норма в деякому просторi X.

R(W1, ...,Wn;T1, ..., Tn;F ) = sup
xj∈Wj,
j=1,...,n

R(x1, ..., xn;T1, ..., Tn;F ), (3)

Rm1,...,mn
(W1, ...,Wn) = inf

T1,...,Tn
inf
F
R(W1, ...,Wn;T1, ..., Tn;F ) (4)

(inf
F

береться по всiм можливим функцiям вiд N змiнних, а inf
T1,...,Tn

по всiм

можливим наборам функцiоналiв, якi дають (m1, ...,mn) iнформацiю про

x1, ..., xn);

RN(W1, ...,Wn) = inf
m1+m2+...+mn=N

Rm1,m2,...,mn
(W1, ...,Wn). (5)

Величину (3) назвемо похибкою метода F вiдновлення Ω на множинах

W1, ...,Wn за iнформацiєю T1, ..., Tn, величину (4) – оптимальною похиб-

кою вiдновлення Ω на W1, ...,Wn за (m1, ...,mn) – iнформацiєю, i, нарештi,

величину (5) – оптимальною похибкою вiдновлення Ω на W1, ...,Wn за iн-

формацiєю сумарного об’єму N . Якщо iснують T1, ..., Tn и F , якi реалiзу-

ють нижнi межi в правiй частинi (4), тодi будемо їх називати оптимальною

(m1, ...,mn) iнформацiєю i оптимальним методом її використання для вiд-

новлення Ω на W1, ...,Wn.

Потрiбно для заданих Ω, W1, ...,Wn i N або m1, ...,mn знайти ве-

личини (5)( або (4)) , а також оптимальну iнформацiю об’єму N (або

(m1, ...,mn)–iнформацiю ) i оптимальний метод її використання.

Перший роздiл дисертацiї присвячено постановкам основних задач

дослiдження та короткому огляду вiдомих результатiв.

Другий роздiл дисертацiї присвячено вiдновленню бiлiнiйних,

полiлiнiйних функцiоналiв за лiнiйною iнформацiєю в лiнiйних нормова-

них та в конкретних функцiональних просторах; знаходженню оптималь-

ної лiнiйної iнформацiї i найкращого метода її використання для вiднов-
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лення бiлiнiйних, n-лiнiйних функцiоналiв; обчисленню похибки набли-

ження на рiзних множинах.

Пiдроздiл 2.1 присвячено питанням вiдновлення n-лiнiйних функцiо-

налiв на множинах, у якостi таких множин розглядаються класи елементiв

W gj

pj
=

{
x ∈ H :

∞∑
k=1

|gjk| |x̂k|
pj ≤ 1

}
, pj ≥ 1,

з сепарабельного гiльбертового просторуH над полем комплексних чисел з

ортонормованим базисом {ek}∞k=1, x̂k = (x, ek), послiдовностi gj, j = 1, ..., n,

комплексних чисел gj = {gjk}∞k=1 такi, що послiдовностi {|gjk|}∞k=1 не спада-

ють. Будемо розглядати n-лiнiйнi функцiонали, якi мають наступну вла-

стивiсть

Ω(ek1, ..., ekn) =

=


fk ∈ C , якщо k1 = ... = kn = k, k ∈ N,

0 , в iншому випадку.
(6)

Зрозумiло, що такi функцiонали мають вид

Ω(x1, ..., xn) =
∞∑
k=1

fk x̂1k...x̂nk.

Задача про оптимальне вiдновлення бiлiнiйних функцiоналiв за лiнiйною

iнформацiєю була поставлена у [4] В.Ф.Бабенком. Там також наведенi пер-

шi результати по її розв’язанню. З приводу подальших результатiв в цьому

напрямку див. [7],[9],[10],[11],[12],[13].

Визначимо множини Mj(Tj) так

Mj(Tj) = {xj ∈Mj : Tj(xj) = 0} , j = 1, ..., n,

i нехай

M(Tj) := M1 × ...×Mj−1 ×Mj(Tj)×Mj+1 × ...×Mn, j = 1, ..., n,
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де позначка × означає декартовий добуток.

Оцiнку знизу для похибки методу F вiдновлення функционала Ω за

iнформацiєю T1, ..., Tn дає наступна лема.

Лема 2.1.1. Для будь-яких T1, ..., Tn i методу вiдновлення F

R(M1, ...,Mn;T1, ..., Tn;F ) ≥

≥ max

{
sup

(x1,...,xn)∈M(T1)

|Ω(x1, ..., xn)|, ..., sup
(x1,...,xn)∈M(Tn)

|Ω(x1, ..., xn)|

}
.

Для бiлiнiйного випадку лема 2.1.1 доведена В.Ф.Бабенком в [4].

Теорема 2.1.1. Нехай задано n-лiнiйний функцiонал Ω, який має

властивiсть (6), для якого послiдовнiсть {|fk|}∞k=1 монотонно спадає, i

числа m1, ...,mn. Нехай також pj ≥ 1 i
n∑
j=1

1
pj

= 1, тодi

Rm1,...,mn
(W g1

p1
, ...,W gn

pn
) =

|fM+1|
|g1
M+1|

1
p1 · ... · |gnM+1|

1
pn

,

де M = min {m1, ...,mn}. При цьому iнформацiя про елементи xj ∈ W gj
pj
,

j = 1, ..., n виду

Tj(xj) = ((xj, e1), ..., (xj, emj
)) = (x̂j,1, ..., x̂j,mj

)

i метод

F̃ (x1,1, ..., x1,m1
, ..., xn,1..., xn,mn

) =
M∑
k=1

fk x1,k...xn,k

її використання будуть оптимальними.

Пiдроздiл 2.2 присвячено питанням вiдновлення n-лiнiйних функ-

цiоналiв на множинах W gs
ps

= {x ∈ H :
∑∞

k=1 |gsk| |x̂k|ps ≤ 1} , ps ≥ 1,

gs, s = 1, ..., n, - послiдовностi комплексних чисел gs = {gsk}∞k=1 .

Розглянемо n-лiнiйнi функцiонали наступного вигляду

Ω(x1, ..., xn) =
∞∑
k1=1

· · ·
∞∑

kn=1

f(ek1, ..., ekn) x̂k1...x̂kn =
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=
∞∑
k1=1

· · ·
∞∑

kn=1

f(ek1, ..., ekn)
n∏
s=1
|gsks|1/ps

n∏
s=1

|gsks|1/ps x̂k1...x̂kn (7)

Впорядкуємо числа |f(ek1 ,...,ekn)|
n∏
s=1
|gsks |1/ps

за спаданням (вважаємо, що базиси

eks i послiдовностi gsk такi, що це можливо). Позначимо через vk ∈ Nn їх

iндекси, а через qk(s) ∈ N s-ту координату vk. Таким чином |f(eqk(1)...,eqk(n))|
n∏
s=1
|gsqk(s)|

1/ps

не зростають при зростаннi k. Нехай також Vu :=
u⋃
k=1

vk. Через N(Vu, s)

будемо позначати кiлькiсть рiзних елементiв qk(s) при фiксованих u i s.

Основним результатом цього пiдроздiлу є наступне твердження.

Теорема 2.2.1. Нехай задано n-лiнiйний функцiонал Ω виду (2.10),

u ∈ N, Q = 1, 2, ..., n, N = N(Vu, Q) − 1 ∈ N. Нехай також pj ≥ 1 i
n∑
j=1

1
pj

= 1, тодi

Rm1,...,mn
(W g1

p1
, ...,W gn

pn
) = max

(qj(1),...,qj(n))/∈Vu

|f(eqj(1), ..., eqj(n))|
n∏
s=1
|gsqj(s)|

1/ps

=

=
|f(equ+1(1), ..., equ+1(n))|

n∏
s=1
|gsqu+1(s)|1/ps

.

При цьому iнформацiя про елементи xj ∈ W gj
pj
, j = 1, ..., n виду

T̃j(xj) = ((xj, eq1(j)), ..., (xj, equ(j))) = (x̂j,q1(j), ..., x̂j,qu(j))

i метод

F̃ (x̂1,q1(1), ..., x̂1,qu(1), ..., x̂n,q1(n)..., x̂n,qu(n)) =

=
u∑
k=1

|f(eqk(1), ..., eqk(n))| x̂qk(1)...x̂qk(n)

її використання буде оптимальним.

Третiй роздiл дисертацiї присвячено вiдновленню операторiв типу

згортки за лiнiйною iнформацiєю в лiнiйних нормованих та в конкретних
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функцiональних просторах; знаходженню оптимальної лiнiйної iнформа-

цiї i найкращого метода її використання для вiдновлення операторiв типу

згортки; обчисленню точного значення похибки на рiзних множинах.

Пiдроздiл 3.1 присвячено питанням вiдновлення згорткок на множи-

нах, у якостi таких множин розглядаються класи перiодичних функцiй

Mj = Kj ∗Fpj , що задаються згорткою ядра Kj ∈ L1, iз функцiями з Fpj –

одиничної кулi в Lpj . Функцiї з класуMj мають вигляд xj = ajµj +Kj ∗ ψj,

де aj ∈ R, ψj ∈ Fpj , ψj ⊥ µj, j = 1, ..., n.

Вiдновлюються згортки n–функцiй xj ∈Mj

(x1 ∗ x2 ∗ ... ∗ xn)(τ) = (x1 ∗ (x2 ∗ ... ∗ xn))(τ) =

=

2π∫
0

· · ·
2π∫

0

x1(τ − t1 − ...− tn−1)x2(t1)...xn(tn−1)dt1dt2...dtn−1.

Задача про оптимальне вiдновлення згортки двох функцiй з рiзних

функцiональних класiв була розглянута у [8]. Там також наведенi першi

результати по її розв’язанню. Щодо подальших результатiв в цьому на-

прямку див. [9].

Визначимо множини Mj(Tj) так

Mj(Tj) = {xj ∈Mj : Tj(xj) = 0} , j = 1, ..., n,

i нехай

M(Tj) := M1 × ...×Mj−1 ×Mj(Tj)×Mj+1 × ...×Mn, j = 1, ..., n.

Вiдповiднi результати мiстяться в наступних твердженнях. Нехай p ∈

[1,∞]. Оцiнку знизу для величини R(M1, ...,Mn;T1, ..., Tn; Φ;Lp), а, звiд-

си, i величини R(M1, ...,Mn;T1, ..., Tn;Lp), дає наступна лема.

Лема 3.1.1. Нехай множини M1, . . . ,Mn опуклi i центрально-

симетричнi. Тодi для будь-яких наборiв функцiоналiв T1, ..., Tn i будь-
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якого методу вiдновлення Φ

R(M1, ...,Mn;T1, ..., Tn; Φ;Lp) ≥ max
j=1,...,n

sup
(x1,...,xn)∈M(Tj)

‖(x1 ∗ ... ∗ xn)(·)‖Lp.

Нехай dN(M,C) позначає n-поперечник за Колмогоровим множини M у

просторi C.

Теорема 3.1.1. Нехай K1, ..., Kn ∈ L1. Тодi для будь-яких наборiв

функцiоналiв Tj = (Tj,1, ..., Tj,mj
), j = 1, ..., n, Tj,l : span (Kj ∗ F1) → R,

l = 1, ...,mj i будь-якого методу вiдновлення Φ

R(K1 ∗ F1, ..., Kn ∗ F1;T1, ..., Tn; Φ;L1) ≥

≥ dmin{m1,...,mn}((K1 ∗ ... ∗Kn)(−·) ∗ F∞, C).

Пiдроздiл 3.2 присвячено отриманню оцiнок зверху вiдновлення згорт-

ки n функцiй за лiнiйною iнформацiєю на множинах 2π - перiодичних

функцiй виду x = aµ+K ∗ ψ, де K ∈ L1 i не збiльшує осциляцiю. Пiд

ядрами, якi не збiльшують осциляцiю будемо розумiти функцiї такi, що:

K є CVD- ядро (i писати K ∈ CVD), якщо для довiльних a ∈ R, ψ ∈ C,

ψ ⊥ µ(K), буде виконуватись нерiвнiсть ν(aµ + K ∗ ψ) ≤ ν(ψ), де ν(g)–

число змiн знаку g на перiодi.

Нехай

Tl
∗(xl) = (a0(xl), a1(xl), ..., aN−1(xl), b1(xl), ..., bN−1(xl)), l = 1, ..., n. (8)

Φ∗(T1
∗(x1), ..., Tn

∗(xn))(t) =
s−1∑

j=−(s−1)

αjcj(x1)...cj(xn)e
ijt. (9)

Основний результат мiститься в наступнiй теоремi.

Теорема 3.2.1. Нехай ядра K1, ..., Kn такi, що K1 ∗ ...∗Kn ∈ CVD,

нехай s ∈ N i нехай N = n(2s− 1). Тодi

Rn(2s−1)(K1 ∗ F1, ..., Kn ∗ F1;L1) = R2s−1,...,2s−1(K1 ∗ F1, ..., Kn ∗ F1;L1) =
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= d2s−1(K1 ∗ ... ∗Kn ∗ F∞, C) = ‖K1 ∗ ... ∗Kn ∗ ϕs‖C .

При цьому оптимальна iнформацiя визначається рiвнiстю (8), а опти-

мальний метод її використання – рiвнiстю (9).

В четвертому роздiлi дисертацiї за допомогою компактного операто-

ра A, A : H1 → H2, i обмеженого оператора B, B : H1 → H2, визначаються

класи

WA = {Ag : ‖g‖H1
≤ 1}, WB = {Bh : ‖h‖H1

≤ 1},

розглядаються задачi оптимального вiдновлення елементiв класу WA за

неточною iнформацiєю та задачi вiдновлення скалярних добуткiв елемен-

тiв класiв WA i WB гiльбертового простору H за неточною iнформацiєю

про спiвмножники.

У пiдроздiлi 4.1 наводиться постановка задач вiдновлення за неточ-

ною iнформацiєю.

Нехай задано банахiв простiр X, клас елементiв W ⊂ X i деяку

(iнформацiйну) множину Y . Нехай також задано (iнформацiйне) вiдобра-

ження I : W → P0(Y ), де P0(Y ) сукупнiсть непорожнiх пiдмножин мно-

жини Y. Будемо вважати, що, бажаючи отримати iнформацiю про елемент

x, ми отримуємо деякий елемент множини I(x).

Довiльне вiдображення Φ : Y → X будемо називати методом вiднов-

лення елементiв множини W за заданою iнформацiєю. Похибкою методу

вiдновлення Φ на класi W за iнформацiєю I називається величина

E(W, I,Φ) = sup
x∈W
y∈I(x)

‖x− Φ(y)‖X . (10)

Величина

E(W, I) = inf
Φ
E(W, I,Φ) (11)

називається похибкою оптимального вiдновлення елементiв класу W за
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iнформацiєю I. При цьому метод Φ∗, який реалiзує точну нижню межу у

(11) , називається оптимальним.

Нехай H - гiльбертовий простiр зi скалярним добутком 〈·, ·〉H . Нехай

W1 i W2 - два класи елементiв простору H. Нехай також I : H × H →

P0(Cn × Cn) - деяке iнформацiйне вiдображення. Довiльне вiдображення

Φ : Cn×Cn → C будемо називати методом вiдновлення скалярного добут-

ку. Величину

E(W1,W2, I,Φ) = sup
x∈W1,y∈W2
(a,b)∈I(x,y)

|〈x, y〉H − Φ(a, b)|

будемо називати похибкою методу вiдновлення Φ скалярного добутку на

класах W1 i W2 за iнформацiєю, що дається оператором I. Величину

E(W1,W2, I) = inf
Φ
E(W1,W2, I,Φ) (12)

будемо називати оптимальною похибкою вiдновлення скалярного добутку

на класах W1 i W2 за iнформацiєю, що дається оператором I, а метод Φ∗,

який реалiзує inf у правiй частинi (12), оптимальним методом вiдновлення.

Задачу вiдновлення лiнiйних операторiв у гiльбертових просторах,

коли iнформацiя задана точно, було розглянуто в роботi С. А. Мiккеллi

та Т. Дж. Рiвлiна у 1977 р. У випадку, коли iнформацiйне вiдображення

I має вигляд Ix = i(x) + B, де i є лiнiйний оператор, а B – куля деякого

радiуса (яка задає похибку), вiдповiдну задачу вiдновлення було розгля-

нуто у роботi А. А. Мелкмена i С. А. Мiккеллi 1979 р. Iнший пiдхiд до

вивчення таких задач, який базується на стандартних принципах опуклої

оптимiзацiї, використовувався у роботi Г. Г. Магарил-Ильяева, К. Ю. Оси-

пенко 2002 р. При цьому у роботi А. А. Мелкмена i С. А. Мiккеллi 1979

р. доведено, що серед оптимальних методiв вiдновлення iснує лiнiйний, а

у роботi Г. Г. Магарил-Ильяева, К. Ю. Осипенко у 2002 р. знайденi опти-
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мальнi методи вiдновлення у випадках, коли похибка задається у рiвно-

мiрнiй метрицi.

У пiдроздiлi 4.2 отримано загальнi оцiнки знизу похибок оптималь-

ного вiдновлення. Основними результатом є наступнi леми.

Лема 4.2.1. Припустимо, що знайдеться елемент x̃ ∈ W такий, що

−x̃ ∈ W i θY ∈ I(x̃) ∩ I(−x̃). Тодi для будь-якого метода Φ

E(W, I,Φ) ≥ ‖x̃‖X

i, отже,

E(W, I) ≥ ‖x̃‖X .

Лема 4.2.2. Нехай задано класиW1 iW2 елементiв гiльбертова про-

стору H та довiльне iнформацiйне вiдображення I : H×H → P0(Cn×Cn).

Припустимо, що знайдуться елементи x̃ ∈ W1 i ỹ ∈ W2 такi, що

−x̃ ∈ W1 i (θ, θ) ∈ I(x̃, ỹ) ∩ I(−x̃, ỹ)

або

−ỹ ∈ W2 i (θ, θ) ∈ I(x̃, ỹ) ∩ I(x̃,−ỹ).

Тодi для будь-якого методу вiдновлення Φ : Cn × Cn → C

E(W1,W2, I,Φ) ≥ |〈x̃, ỹ〉H |.

В пiдроздiлi 4.3 наводиться необхiдне канонiчне представлення ком-

пактного оператора у гiльбертовому просторi. Означається sn =
√
λn, де

λn власнi числа оператора A∗A.

В пiдроздiлi 4.4 доведено чотири теореми про вiдновлення за неточно

заданою iнформацiєю, якi вiдрiзняються способом задання iнформацiї.

Розглянемо задачу вiдновлення класу WA в ситуацiї, коли iнфор-

мацiя про першi n членiв послiдовностi {xk} коефiцiєнтiв Фур’є, вiдома
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з деякою похибкою, тобто замiсть значень xk, k = 1, . . . , n, задано на-

бiр чисел ak, якi вiдрiзняються вiд xk на малу величину в тiй або iншiй

метрицi.

Як звичайно, через lnp , (n ≥ 1, 1 ≤ p ≤ ∞) будемо позначати лiнiйний

простiр векторiв z = (z1, ..., zn) ∈ Cn з вiдповiдною нормою ‖ · ‖p = ‖ · ‖lnp .

Для невiд’ємного ε через B[ε, lnp ] позначимо замкнену кулю у про-

сторi lnp з центром у нулi та радiусом ε. У випадку, коли n = 1, замiсть

B[ε, lnp ] будемо писати B[ε].

Теорема 4.4.1.1. Нехай A : H1 → H2 – компактний оператор i

n ∈ N, I(x) = Inε (x) = (x1, . . . , xn)+B[ε1]×. . .×B[εn], ε = (ε1, . . . , εn) ∈ Rn
+.

Нехай sk - s−числа оператора A. Якщо

1−
n∑
k=1

ε2
k

s2
k

≥ 0,

то покладемо m = n. У протилежному випадку виберемо m ∈ Z+, m ≤ n,

так, щоб

1−
m∑
k=1

ε2
k

s2
k

≥ 0 i 1−
m∑
k=1

ε2
k

s2
k

−
ε2
m+1

s2
m+1

< 0. (13)

Тодi

E(WA; Inε )2 = s2
m+1 +

m∑
k=1

ε2
k

(
1−

s2
m+1

s2
k

)
. (14)

При цьому оптимальним методом вiдновлення є метод

Φ∗m(a) =
m∑
k=1

ak

(
1−

s2
m+1

s2
k

)
ψk, a = (a1, ..., am).

Теорема 4.4.1.2. НехайA : H1 → H2 – компактний оператор, I(x) =

Inε,2(x) = (x1, . . . , xn) +B[ε; ln2 ]. Тодi, якщо ε < s1, то

E(WA, Inε,2) =

√
s2
n+1 + ε2

(
1−

s2
n+1

s2
1

)
.

При цьому оптимальним методом вiдновлення є

Φ∗n(a) =
n∑
k=1

ak

(
1−

s2
n+1

s2
k

)
ψk.



38

Якщо ε ≥ s1, то E(WA, Inε,2) = s1 i оптимальним методом вiдновлення є

Φ∗0(a) = θ.

Теорема 4.4.3.1. НехайA : H1 → H2 – компактний оператор, I(x) =

Inε,∞(x) = (x1, . . . , xn) + B[ε; ln∞] i число m ∈ Z+, m ≤ n, вибране як в

теоремi 4.4.1.1. Тодi

E(WA, Inε,∞) =

√√√√s2
n + ε2

m∑
k=1

(
1−

s2
m+1

s2
k

)
.

При цьому оптимальним методом вiдновлення є метод

Φ∗m(a) =
m∑
k=1

ak

(
1−

s2
m+1

s2
k

)
ψk.

Введемо наступнi позначення:

c2
k =

(
1− s2n+1

s2k

) p
p−2−1

(
n∑
j=1

(
1− s2n+1

s2j

) p
p−2

) 2
p

, b2
k = ε2c2

k, k = 1, ..., n.

Теорема 4.4.4.1. Нехай I(x) = Inε,p(x) = (x1, . . . , xn) + B[ε; lnp ], 2 <

p <∞, n ∈ N i

Φ∗n(a) =
n∑
k=1

ak

(
1−

s2
m+1

s2
k

)
ψk, a = (a1, ..., am).

Тодi для довiльного ε > 0 i довiльного 2 < p <∞

E(WA; Inε,p)
2 ≤ s2

n+1 + ε2

(
n∑
k=1

(
1−

s2
n+1

s2
k

) p
p−2
)p−2

p

.

Якщо ε > 0 таке, що виконана наступна умова

ε2
n∑
k=1

c2
k

s2
k

≤ 1, (15)

то

E(WA; Inε,p)
2 = s2

n+1 + ε2

(
n∑
k=1

(
1−

s2
n+1

s2
k

) p
p−2
)p−2

p

.
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В пiдроздiлi 4.5 розглянуто задачi вiдновлення скалярних добуткiв.

Основними результатами є наступнi чотири теореми.

Нехай A : H1 → H2 – компактний оператор з канонiчним зобра-

женням:

Ag =
∑
k

sk〈g, φk〉H1
ψk =

∑
k

skgkψk,

де φn – власнi вектори оператора A∗A, ψk = 1
sk
Aφk.

Нехай також задано обмежений оператор B : H1 → H2 виду

Bh =
∑
k

qk〈h, φk〉H1
ψk =

∑
k

qkhkψk,

де {qk} - незростаюча послiдовнiсть додатних чисел. За допомогою цих

операторiв визначимо класи

WA = {Ag : ‖g‖H1
≤ 1}, WB = {Bh : ‖h‖H1

≤ 1}.

Розглянемо задачу оптимального вiдновлення скалярного добутку

〈x, y〉H2
на класах WA i WB за неточно заданими наборами перших n ко-

ефiцiєнтiв Фур’є елементiв x ∈ WA та y ∈ WB за системою {ψk}, тобто за

неточно заданими наборами чисел {skgk}nk=1 та {qkhk}nk=1. Будемо розгля-

дати цю задачу для iнформацiйних вiдображень наступного виду:

Inε (x, y) = {(a, b) ∈ Cn × Cn : ∀k = 1, ..., n, |xkyk − akbk| ≤ εk} i

Inε,p(x, y) = {(a, b) ∈ Cn × Cn : ‖(x1y1, ..., xnyn)− (a1b1, ..., anbn)‖lnp ≤ ε}.

Тут ε, ε1, ..., εn - невiд’ємнi числа та 1 ≤ p ≤ ∞.

Теорема 4.5.1.1. Нехай Inε (x, y). Для заданого n ∈ N покладемо

m = n, якщо

1−
m∑
k=1

εk
skqk

≥ 0.

У протилежному випадку виберемо m ∈ Z+ (m ≤ n), виходячи з умов

1−
m∑
k=1

εk
skqk

≥ 0 i 1−
m∑
k=1

εk
skqk

− εm+1

sm+1qm+1
< 0. (16)
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Тодi

E(WA,WB, Inε ) = sm+1qm+1 +
m∑
k=1

εk

(
1− sm+1qm+1

skqk

)
.

При цьому оптимальним методом вiдновлення є

Φ∗m(a, b) =
m∑
k=1

akbk

(
1− sm+1qm+1

skqk

)
.

Теорема 4.5.2.1. Нехай Inε,1. Якщо ε < s1q1, то

E(WA,WB, Inε,1) = sn+1qn+1 + ε

(
1− sn+1qn+1

s1q1

)
.

При цьому оптимальним методом вiдновлення є

Φ∗n(a, b) =
n∑
k=1

akbk

(
1− sn+1qn+1

s1q1

)
.

Якщо ж ε ≥ s1q1, то

E(WA,WB, Inε,1) = s1q1 i Φ∗0(a, b) = θ - оптимальний метод.

Теорема 4.5.3.1. Нехай Inε,∞. Для заданого n ∈ N число m ∈ Z+,

m ≤ n, виберемо як в теоремi 4.5.1.1. Тодi

E(WA,WB, Inε,∞) = sm+1qm+1 + ε

m∑
k=1

(
1− sm+1qm+1

skqk

)
.

При цьому оптимальним методом вiдновлення є метод

Φ∗m(a, b) =
m∑
k=1

akbk

(
1− sm+1qm+1

skqk

)
.

Нехай q = p/(p− 1) i

ck =

(
1− sn+1qn+1

skqk

)q−1

·

(
n∑
j=1

(
1− sn+1qn+1

sjqj

)q) 1−q
q

.

Теорема 4.5.4.1. Нехай Inε,p, 1 < p <∞,

Φ∗n(a, b) =
n∑
k=1

akbk

(
1− sn+1qn+1

skqk

)
,
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тодi для будь-якого ε > 0

E(WA,WB, Inε,p) ≤ E(WA,WB, Inε,p,Φ
∗
n) ≤

≤ sn+1qn+1 + ε

(
n∑
k=1

(
1− sn+1qn+1

skqk

)q) 1
q

.

Якщо ε таке, що виконується умова

ε
n∑
k=1

(skqk)
−1ck ≤ 1, (17)

то

E(WA,WB, Inε,p) = E(WA,WB, Inε,p,Φ
∗
n) =

= sn+1qn+1 + ε

(
n∑
k=1

(
1− sn+1qn+1

skqk

)q) 1
q

i метод Φ∗n(a, b) є оптимальним.

Користуючись нагодою, висловлюю щиру подяку моєму науковому

керiвниковi професору Владиславу Федоровичу Бабенку за поставленi за-

дачi, цiннi обговорення, за допомогу, постiйну пiдтримку та плiдну спiв-

працю пiд час роботи над дисертацiєю. Я також вдячна спiвавторам На-

талiї Вiкторiвнi Парфiнович та Олександру Oлексiйовичу Руденку за

кориснi поради та увагу до даної роботи.
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Роздiл 1

Задачi дослiдження та огляд вiдомих

результатiв

1.1 Оптимальне вiдновлення бiлiнiйних функцiоналiв за лiнiй-

ною iнформацiєю

Нехай X, Y – лiнiйнi простори над полем дiйсних чисел, M1 ⊂ X,

M2 ⊂ Y – заданi множини. Розглянемо бiлiнiйний (тобто лiнiйний по кож-

нiй змiннiй) оператор Ω(x, y) визначений на декартовому добутку лiнiйних

оболонок span(Mi) множин Mi, i = 1, 2,

Ω : span(M1)× span(M2)→ T ,

де T – лiнiйний нормований простiр над полем дiйсних чисел. Нехай, далi,

на лiнiйних оболонках множин Mi, заданi лiнiйнi iнформацiйнi оператори

T1 : span(M1)→ T1, T2 : span(M2)→ T2, (1.1)

де T1, T2 – деякi заданi простори. Елементи T1(x) та T2(y) називаються

iнформацiєю про x ∈M1, y ∈M2.

Довiльний оператор F (не обов’язково бiлiнiйний)

F : T1 × T2 → T (1.2)
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будемо називати методом вiдновлення оператора Ω по iнформацiї T1, T2.

Нехай також

R(x, y;T1, T2;F ) = ||Ω(x, y)− F (T1(x), T2(y))||T ,

R(M1,M2;T1, T2;F ) = sup
x∈M1
y∈M2

R(x, y;T1, T2;F ), (1.3)

RT1,T2(M1,M2) = RT1,T2(M1,M2,Ω) = inf
T1,T2

inf
F
R(M1,M2;T1, T2;F ) (1.4)

(тут inf
F

береться за всiлякими методами вiдновлення виду (1.2), а inf
T1,T2

за

всiлякими iнформацiйними операторами виду (1.1)). Величину (1.3) на-

звем похибкою методу F вiдновлення оператора Ω на множинах M1,M2

за iнформацiєю T1, T2, а величину (1.4) – оптимальною похибкою вiднов-

лення Ω на M1,M2 по iнформацiї виду (1.1). У разi коли iснують T1
∗, T2

∗ i

F ∗ такi, що реалiзують точнi нижнi межi в правiй частинi (1.4), то будемо

називати їх оптимальною (T1, T2) – iнформацiєю та оптимальним методом

її використання для вiдновлення Ω на множинах M1,M2. У разi T1 = Rn1,

T2 = Rn2 замiсть RT1,T2(M1,M2) будемо писати Rn1,n2(M1,M2) i (Rn1,Rn2)

– iнформацiєю будемо називати (n1, n2) – iнформацiєю. Нехай

RN(M1,M2) = inf
n1+n2=N

Rn1,n2(M1,M2) (1.5)

Числа no1 i no2, якi реалiзують inf у (1.5), будемо називати оптимальни-

ми об’ємами iнформацiї про x i y, а оптимальну (no1, n
o
2)− iнформацiю -

оптимльною iнформацiєю об’єма N про x i y.

Задача оптимального вiдновлення бiлiнiйних функцiоналiв за лiнiй-

ною iнформацiєю полягає в наступному. Потрiбно для заданих Ω, M1, M2

i N або (nf , ng) знайти величини (1.5)( або (1.4)), а також оптимальну

iнформацiю об’єму N (або (n1, n2)-iнформацiю) i оптимальний метод її ви-

користання. Задача про оптимальне вiдновлення бiлiнiйних функцiоналiв
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за лiнiйною iнформацiєю в такiй постановцi була розглянута у [4]. Там

також були наведенi першi результати по її розв’язанню.

Для довiльних x ∈M1, y ∈M2 розглянемо множини

V1(x) = {x̃ ∈M1 | T1(x̃) = T1(x)},

V2(y) = {ỹ ∈M2 | T2(ỹ) = T2(y)},

U(x, y) = {Ω(x̃, ỹ) | x̃ ∈ V1(x), ỹ ∈ V2(y)}.

Зазначимо, що V1(x), V2(y), U(x, y) не порожнi, оскiльки x ∈ V1(x), y ∈

V2(y) для всiх елементiв x ∈M1, y ∈M2.

Далi суттєву роль вiдiграватимуть радiус i дiаметр множини U(x, y).

У наступних трьох лемах з’ясовується зв’язок мiж цими величинами i оп-

тимальною похибкою вiдновлення бiлiнiйних операторiв.

Означення 1.1.1. Дiаметром iнформацiї T1, T2 для вiдновлення

оператора Ω назвем величину d(T1, T2,Ω), що задається формулою

d(T1, T2,Ω) = sup
x∈M1
y∈M2

diam(U(x, y)) =

= sup
x∈M1
y∈M2

sup
x̃∈V1(x)
ỹ∈V2(y)

||Ω(x, y)− Ω(x̃, ỹ)||T .

Означення 1.1.2. Радiусом iнформацii T1, T2 для вiдновлення опе-

ратора Ω назвем величину r(T1, T2,Ω), що задається формулою

r(T1, T2,Ω) = sup
x∈M1
y∈M2

rad(U(x, y)) =

= sup
x∈M1
y∈M2

inf
α∈T

sup
x̃∈V1(x)
ỹ∈V2(y)

||α− Ω(x̃, ỹ)||T .

Наступнi леми 1.1.1-1.1.3 отриманi В. Ф. Бабенком i О. О. Руденком (див.

[57]) .
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Лема 1.1.1. Для довiльних Ω, T1, T2, M1, M2 має мiсце рiвнiсть

d(T1, T2,Ω) = sup
x∈M1
y∈M2

sup
x+hx∈M1
T1(hx)=0

sup
y+hy∈M2
T2(hy)=0

||Ω(x, hy)− Ω(hx, y)||T .

З неї випливає лема 1.1.2.

Лема 1.1.2. Нехай заданi довiльнi Ω, T1, T2, M1 i центрально-

симетрична множина M2. Тодi має мiсце нерiвнiсть

d(T1, T2,Ω) ≥ 2 sup
x∈M1

sup
hy∈M2
T2(hy)=0

||Ω(x, hy)||T .

Похибку довiльного методу F вiдновлення оператора Ω на довiльних мно-

жинах M1, M2 з урахуванням того, що
⋃

x∈M1

V (x) = M1,
⋃

y∈M2

V (y) = M2,

легко оцiнити знизу через радiус iнформацiї r(T1, T2,Ω).

Лема 1.1.3. Нехай множини M1, M2 центрально - симетричнi.

Тодi для довiльних Ω, T1, T2, F

R(M1,M2, T1, T2, F ) ≥ max{ sup
y∈M2

sup
hx∈M1
T1(hx)=0

||Ω(hx, y)||T , sup
x∈M1

sup
hy∈M2
T2(hy)=0

||Ω(x, hy)||T }.

У випадку, коли Ω(x, y) – бiлiнiйний функцiонал у гiльбертовому просторi

лема 1.1.3 доведена в роботi [7] (див. лему 1).

У лемi 1.1.1 показано, що залежнiсть дiаметра iнформацiї вiд опера-

торiв T1, T2 зводиться до залежностi тiльки вiд їх ядер Ker(T1), Ker(T2).

Оператори T
′

1 i T ′′1 будемо називати еквiвалентними, якщо Ker(T
′

1) =

Ker(T
′′

1 ).

Лема 2.2 iз роботи [62] стверджує, що iнформацiйний оператор T1 зi

скiнченою ковимiрнiстю ядра n1 = codim Ker T1 еквiвалентний оператору,

що задається n1 лiнiйно - незалежними функцiоналами. Це призводить до

наступного означення кардинальностi (див.[62], стор.41).

Означення 1.1.3. Назвемо кардинальнiстю iнформацiї T1 величи-

ну card(T1), що задається формулою

card(T1) = codimKerT1 = dimT1(span(M1)).
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Аналогiчно

card(T2) = codimKerT2 = dimT2(span(M2)).

Означення 1.1.4. n-поперечником за Колмогоровим (див., наприклад,

в [39]) центрально-симетричної множини M в просторi X називається

величина

dn(M,X) = inf
An

sup
ψ∈M

inf
x∈An
||ψ − x||X ,

де inf береться за всiлякими пiдпросторами An ⊂ X вимiрностi не вище

n.

Означення 1.1.5. Лiнiйним n-поперечником центрально-

симетричної множини M в просторi X називається величина

λn(M,X) = inf
An

inf
Ax⊂An

sup
x∈M
||x− Ax||X ,

де A – лiнiйний оператор, вiдображаючий X в An.

Надалi множину M2 будемо означати так. Нехай Z – лiнiйний нор-

мований простiр, A : Z → Y – лiнiйний неперервний оператор, KerA,

ImA – ядро i образ оператора A вiдповiдно. Тодi Y = (ImA) ⊕ (ImA)⊥,

де (ImA)⊥– алгебраїчне доповнення (ImA) в просторi Y . Аналогiчно Z =

(KerA) ⊕ (KerA)⊥. Зауважимо, що алгебраїчне доповнення означається,

взагалi кажучи, неоднозначно. Надалi (ImA)⊥ i (KerA)⊥ вважаємо фiксо-

ваними, не оговорюючи це особливо. Для заданих оператора A i пiдпро-

стору M ⊂ (ImA)⊥ таких, що

l = dimKerA <∞,m = dimM <∞ (1.6)

покладемо

M2 = {yo + A(z)|yo ∈M, z ∈ (KerA)⊥, ||z||Z ≤ 1}. (1.7)

Не обмежуючи загальностi надалi будемо вважати, що для будь-якого y0 ∈

M , yo 6= 0 знайдеться x ∈M1 такий, що Ω(x, y) 6= 0.
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Наступна теорема 1.1.1 i теорема 1.1.2 отриманi В. Ф. Бабенком i

О. О. Руденком ( див. [57]).

Теорема 1.1.1. Нехай Y – рефлексивний простiр, Y ∗ – спряже-

ний до Y простiр; M1 – довiльна центрально-симетрична множина, M2

визначається формулою (1.7); B : span(M1) → Y∗ – лiнiйний обмеже-

ний оператор; Ω(x, y) = (Bx, y) = (Bx)(y), x ∈ M1, y ∈ M2 – бiлiнiй-

ний функцiонал. Тодi для довiльних iнформацiйних операторiв T1, T2, де

card(T1) = n1, card(T2) = n2 ≥ m визначено у (1.6) та множини P iз

(1.8) виконується нерiвнiсть

d(T1, T2,Ω) ≥ dn2−m+l(P ⊕ A∗BM1, Z
∗),

де A∗ – спряжений до A оператор, l = dimKerA <∞.

Iз теореми 1.1.1 випливає оцiнка знизу для похибки довiльного мето-

ду F вiдновлення бiлiнiйного функцiоналу Ω

R(M1,M2, T1, T2, F ) ≥ dn2−m+l(P ⊕ A∗BM1, Z
∗). (1.8)

У разi коли X = Y = L2 – гiльбертовi простори, M = KerA = P =

{0} або M = KerA = P = {const}; M1, M2 – множини, що задаються

згорткою ядер K1, K2 ∈ L2 з функцiями iз одиничної кулi просторiв Lp,

Lq, 1 ≤ p, q ≤ ∞ нерiвнiсть (1.8) доведено в теоремi 1 роботи [7].

Перейдемо до побудови оптимальної iнформацiї та найкращого ме-

тоду її використання. Вважаємо, що умови теореми 1.1.1 виконуються.

Нехай

H := {h ∈ Z∗|(h, z) = 0 для кожного z ∈ (KerA)⊥}, (1.9)

P -довiльна центрально-симетрична множина, P ⊂ Z∗. Зауважимо, що так

визначена множина P задовольняє умовам, що накладаються теоремою

1.1.1, так як пiдпростiр H мiститься в Hk := span{L1, ..., Ln1−m+l}.
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Нехай n2 ≥ m, n1 = n2 + l i на лiнiйнiй оболонцi span(P ⊕

A∗BM1) ⊂ Z∗ множини P ⊕ A∗BM1 означено лiнiйнi неперервнi функ-

цiонали α̃1, ..., α̃n1−m такi, що для довiльного f ∈ A∗BM1

||f −
n1−m∑
i=1

α̃i(f)φ̃i||Z∗ ≤ λn1−m(P ⊕ A∗BM1, Z
∗), (1.10)

де φ̃i можуть бути зображенi у виглядi

φ̃i =

n2−m∑
j=1

ηi,jφj + hi, ηi,j ∈ R, φj ∈ Z∗, hi ∈ H. (1.11)

Виходячи з α̃i означимо функцiонали αi(x) := α̃i(A
∗Bx), i =

1, ..., n1 −m. Розглянемо множину

M̃1 = span{x ∈M1| знайдеться yo ∈M такий, що Ω(x, y) = 0}.

Iз (1.7) та наступного за ним припущення щодо M випливає, що dimM̃1 =

m. Нехай M̃1 = span{x̃1, ..., x̃m}. Для довiльного x ∈ span(M1), x = a1x̃1 +

... + amx̃m + x̃, де Ω(x̃, yo) = 0 для всiх y0 ∈ M , означимо функцiонали

δi(x) = ai, i = 1, ...,m. Покладемо за визначенням

T ∗1 = (δ1, ..., δm, α1, ..., αn1−m). (1.12)

Зафiксуємо елементи µ1, ..., µm ∈ Y такi, що M = span{µ1, ..., µm}

((x̃i, µj) = δi,j – символ Кронекера), та для довiльного y = a1µ1 + ... +

amµm + Az, z ∈ (KerA)⊥ визначимо функцiонали βj(y) = aj, j = 1, ...,m;

γj(y) = (φj, z), j = 1, ..., n2 −m. Покладемо за визначенням

T ∗2 = (β1, ..., βm, γ1, ..., γn2−m). (1.13)

Задамо метод використання iнформацiї (1.12), (1.13) наступною формулою

F ∗(T ∗1 (x), T ∗2 (y)) =
m∑
i=1

δi(x)βi(y) +

n1−m∑
i=1

αi(x)

n2−m∑
j=1

ηi,jγj(y), (1.14)

де числа ηi,j означенi в (1.11).
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Теорема 1.1.2. Нехай виконуються умови теореми 1.1.1, n2 ≥

m, n1 ≥ n2 + l i здiйснюється (1.10) для P та H iз (1.9). Тодi якщо

λn2−m+l(P ⊕ A∗BM1, Z
∗) = dn2−m+l(P ⊕ A∗BM1, Z

∗), то

Rn1,n2(M1,M2) = dn2−m+l(P ⊕ A∗BM1, Z
∗).

При цьому оптимальна (n1, n2) – iнформацiя задається рiвностями

(1.12), (1.13), а оптимальний метод її використання задається форму-

лою (1.14).

Можна замiнити точну нерiвнiсть в (1.10) i точну рiвнiсть лiнiйного i

Колмогорiвського n-поперечникiв на асимптотичнi або порядковi. Звичай-

но i в твердженнi теореми замiсть точної рiвностi також буде асимптотична

або порядкова рiвнiсть при n→∞.

Зрозумiло, що коли виконуються умови теoрем 1.1.1 i 1.1.2, то нiяка

iнформацiя T2 кардинальностi card(T2) < n2 не забезпечує таку ж саму

точнiсть вiдновлення на класах M1, M2, якщо dn2−m+l(P ⊕ A∗BM1, Z
∗) <

dn2−1−m+l(P ⊕ A∗BM1, Z
∗).
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1.2 Оптимальне вiдновлення n-лiнiйних функцiоналiв за лiнiй-

ною iнформацiєю

Будемо вивчати задачу оптимiзацiї наближеного обчислення n-лiнiйних

функцiоналiв за лiнiйною iнформацiєю у наступнiй постановцi. Нехай X

– лiнiйний нормований простiр над полем комплексних або дiйсних чисел,

M1, ...,Mn ⊂ X опуклi центрально-симетричнi множини. Припустимо, що

на прямому добутку лiнiйних оболонок span(Mj) множин Mj задано n-

лiнiйний оператор

Ω :
n∏
j=1

span(Mj)→ T ,

де T – лiнiйний нормований простiр над полем комплексних або дiйсних

чисел i для кожного j = 1, ..., n на множинi span(Mj) задано набор Tj =

(Tj,1, ..., Tj,mj
) лiнiйних неперервних функцiоналiв

Tj,l : span(Mj)→ R, j = 1, ..., n, l = 1, ...,mj.

Вектори

Tj(xj) = (Tj,1(xj), ..., Tj,mj
(xj)), xj ∈Mj, j = 1, ..., n

будемо називати лiнiйною iнформацiєю про x1, ..., xn типу (m1, ...,mn) (або

(m1, ...,mn)-iнформацiєю). Довiльну функцiю

F = F (x1,1, ..., x1,m1
, ..., xn,1, ..., xn,mn

)

вiд m1 + ...+mn змiнних будемо називати методом вiдновлення оператора

Ω(·, ..., ·) за (m1, ...,mn)-информацiєю. Нехай

R(x1, ...xn;T1, ..., Tn;F ) = ||Ω(x1, ..., xn)− F (T1(x1), ..., Tn(xn))||T ,

R(M1, ...,Mn;T1, ..., Tn;F ) = sup
xj∈Mj,
j=1,...,n

R(x1, ..., xn;T1, ..., Tn;F ), (1.15)

R(M1, ...,Mn;T1, ..., Tn) = inf
F
R(M1, ...,Mn;T1, ..., Tn;F ), (1.16)
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Rm1,...,mn
(M1, ...,Mn) = inf

T1,...,Tn
R(M1, ...,Mn;T1, ..., Tn) (1.17)

(inf
F

береться по всiм можливим функцiям вiд m1 + ... + mn змiнних, а

inf
T1,...,Tn

по всiм вожливим наборам функцiоналiв, якi дають (m1, ...,mn)–

iнформацiю про (x1, ..., xn);

RN(M1, ...,Mn) = inf
m1+...+mn=N

Rm1,...,mn
(M1, ...,Mn). (1.18)

Величину (1.15) назвемо похибкою методу F вiдновлення оператора

Ω на множинах M1, ...,Mn за iнформацiєю T1, ..., Tn, величину (1.16) – оп-

тимальною похибкою вiдновлення Ω на M1, ...,Mn по заданiй iнформацiї

типу (m1, ...,mn); величину (1.17) – оптимальной похибкою вiдновлення Ω

на M1, ...,Mn за (m1, ...,mn) - iнформацiєю, i, нарештi, величину (1.18) –

оптимальною похибкою вiдновлення Ω на M1, ...,Mn за информацiєю су-

марного об’єму N . Якщо при заданих T1, ..., Tn iснує F , який реалiзує inf
F

в правiй частинi (1.16), тодi будемо називати F оптимальним методом ви-

користання данної iнформацiї. Якщо iснують T1, ..., Tn i F , якi реалiзують

нижнi межi в правiй частинi (1.17), тодi будемо їх називати оптимальною

(m1, ...,mn) - iнформацiєю i оптимальним методом її якi реалiзують inf в

(1.18), будемо називати оптимальними об’ємами iнформацiї про x1, ..., xn,

а оптимальну (m0
1, ...,m

0
n)– iнформацiю – оптимальною iнформацiєю об’є-

му N про x1, ..., xn. Потрiбно для заданих Ω, M1, ...,Mn i N або m1, ...,mn

знайти величини (1.18)( або (1.17)), а також оптимальну iнформацiю об’є-

му N (або (m1, ...,mn)-iнформацiю) i оптимальний метод її використання.

Для довiльних xj ∈Mj, j = 1, ..., n розглянемо множини

Vj = Vj(xj) = {x̃j|x̃j ∈Mj , Tj(x̃j) = Tj(xj)},

U = U(x1, ..., xn) = {Ω(x̃1, ...x̃n) |, x̃j ∈ Vj}.

Означення 1.2.1. Дiаметром iнформацiї T1,...,Tn для вiдновлення опе-
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ратора Ω назвем величину d(T1, ..., Tn,Ω), що задається формулою

d(T1, ..., Tn,Ω) = sup
xj∈Mj

diam(U(x1, ..., xn)) =

= sup
x̃j∈Vj(xj)

sup
xj∈Mj

||Ω(x1, ..., xn)− Ω(x̃1, ..., x̃n)||T .

Означення 1.2.2. Радiусом iнформацiї T1,...,Tn для вiдновлення опера-

тора Ω назвем величину r(T1, ..., Tn,Ω), що задається формулою

r(T1, ..., Tn,Ω) = sup
xj∈Mj

rad(U(x1, ..., xn)) =

= sup
xj∈Mj

inf
α∈T

sup
x̃j∈Vj(xj)

||Ω(x̃1, ..., x̃n)− α||T .

Для довiльних M1, ...,Mn, Ω, T1, ..., Tn, F з означень похибки

R(M1, ...,Mn;T1, ..., Tn;F ) та радiуса iнформацiї r(T1, ..., Tn,Ω) випливає

нерiвнiсть

R(M1, ...,Mn;T1, ..., Tn;F ) ≥ r(T1, ..., Tn,Ω).

Наступнi леми узагальнюють леми 1.1.2 та 1.1.3 для бiлiнiйного випадку

на випадок бiльшої вимiрностi.

Лема 1.2.1. Нехай заданi довiльнi Ω, T1,...,Tn, M1,..., Mn, xj ∈Mj,

hj такi, що Tj(hj) = 0 i x̃j := xj − hj ∈Mj. Тодi має мiсце рiвнiсть

d(T1, ..., Tn,Ω) = sup
xj∈Mj

x̃j∈Mj Tj(hj)=0

||
n∑
j=1

Ω(x̃1, ..., x̃j−1, hj, xj+1, ..., xn)||T .

Доведення. Для доведення зробимо в означеннi 1.2.1 замiну змiн-

них x1 = x̃1 + h1 i скористаємося n-лiнiйнiстю оператора Ω:

Ω(x1, ..., xn)−Ω(x̃1, ..., x̃n) = Ω(x̃1, x2..., xn)+Ω(h1, x2, ..., xn)−Ω(x̃1, ..., x̃n).

В першому доданку останнього виразу замiнимо x2 на x̃2 + h2. Отже

Ω(x1, ..., xn)− Ω(x̃1, ..., x̃n) =

= Ω(x̃1, x̃2, x3, ..., xn)+(Ω(h1, x2, ..., xn)+Ω(x̃1, h2, x3, ..., xn))−Ω(x̃1, ..., x̃n).
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Продовжимо послiдовно замiнювати xj = x̃j + hj для j ≤ n. Отри-

маємо

Ω(x1, ..., xn)− Ω(x̃1, ..., x̃n) =

= Ω(x̃1, ...x̃n) +
n∑
j=1

Ω(x̃1, ..., x̃j−1, hj, xj+1, ..., xn)− Ω(x̃1, ..., x̃n) =

=
n∑
j=1

Ω(x̃1, ..., x̃j−1, hj, xj+1, ..., xn).

Для доведення леми достатньо перейти в останнiй рiвностi до вiдповiдних

супремумiв. Лема 1.2.1 доведена. З неї легко випливає лема 1.2.2.

Лема 1.2.2. Нехай заданi довiльнi Ω, T1, ..., Tn, M1, ...,Mn i множи-

на Mj є центрально-симетричною при деякому j. Тодi має мiсце нерiв-

нiсть

d(T1, ..., Tn,Ω) ≥ 2 sup
xk∈Mk

sup
hj∈Mj,
Tj(hj)=0

||Ω(x1, ..., xj−1, hj, xj+1, ...xn)||T .

Доведення. В правiй частинi твердження леми 1.2.1 супремум береться

за всiлякими hk(k 6= j) такими, що Tk(hk) = 0. Очевидно, що hk = 0

задовольняє цим вимогам. Таким чином з леми 1.2.1 випливає наступна

нерiвнiсть:

d(T1, ..., Tn,Ω) ≥ ||Ω(x̃1, ..., x̃j−1, hj, xj+1, ..., xn)||T . (1.19)

За умовою леми xj ∈ Mj, x̃j := xj − hj ∈ Mj. Нехай h̃j ∈ Mj i Tj(h̃j) =

0. Покладемо xj := h̃j ∈ Mj, x̃j := −h̃j, завдяки центральнiй симетрiї

множини Mj, x̃j ∈Mj; hj = xj − x̃j = 2h̃j. Отже

Ω(x̃1, ..., x̃j−1, hj, xj+1, ..., xn) = 2Ω(x̃1, ..., x̃j−1, h̃j, xj+1, ..., xn).

Для доведення леми достатньо Ω(x̃1, ..., x̃j−1, hj, xj+1, ..., xn) з останньої рiв-

нiстi пiдставити в (1.19) i перейти до вiдповiдних супремумiв. Лема 1.2.2

доведена.
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1.3 Вiдновлення бiлiнiйних функцiоналiв в конкретних функ-

цiональних просторах

Нехай C i Lp , 1 ≤ p ≤ ∞, – простори неперервних i вiдповiдно сумовних

в p-му ступенi на [0, 2π] (при p <∞) або iстотно обмежених (при p =∞)

2π – перiодичних функцiй f : R → R; || · ||p – норма в Lp; Fp – одинична

куля в Lp. Згортка функцiй K ∈ L1 ( ядра згортки) та ψ ∈ L1 означається

формулою

K ∗ ψ(τ) =

2π∫
0

K(τ − t)ψ(t)dt.

Для заданого ядра K покладемо µ = µ(K) = 1, якщо
2π∫
0

K(t)dt = 0 i

µ = µ(K) = 0 у протилежному випадку. Якщо заданi ядро K i множина

F ⊂ L1, то через K ∗F означимо клас функцiй виду f = aµ+K ∗ψ, a ∈ R,

ψ ∈ F , ψ ⊥ µ.

Будемо говорити, що K є CVD- ядро (i писати K ∈ CVD), якщо

для довiльних a ∈ R, ψ ∈ C, ψ ⊥ µ(K), буде виконуватись нерiвнiсть

ν(aµ + K ∗ ψ) ≤ ν(ψ), де ν(g)– число змiн знаку g на перiодi. Для по-

дальшого знадобляться деякi вiдомостi про iнтерполяцiю ”узагальненими

сплайнами”, що наведенi в роботi [7]. Нехай задане CVD - ядро K ∈ C.

Позначимо через Sn(K) множину функцiй виду s(t) = aµ+
2n∑
i=1

aiK(t− iπ
n ),

a, aji ∈ R, µ
2n∑
i=1

ai = 0 (тут i далi µ = µ(K)). Елементи множини Sn(K)

будемо називати "узагальненими сплайнами". Неважко переконатися, що

dim(Sn(K)) = 2n.

Нехай φn(t) := sign sinnt i β + iπ
n – нулi функцiї K ∗ φn. В класi

сплайнiв iз Sn(K) однозначно розв’язувана довiльна iнтерполяцiйна задача

виду s(β + iπ
n ) = yi, yi ∈ R, i = 1, 2, ..., 2n. Через s(f, t) позначимо сплайн

iз Sn(K), що iнтерполює в точках β + iπ
n функцiю f ∈ C, а через sn,j(t) –
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сплайн iз Sn(K) такий, що sn,j(β + iπ
n ) = δi,j (δi,j – символ Кронекера).

Зобразимо sn,j(t) у виглядi

sn,j(t) = ajµ(K) +
2n∑
i=1

ajiK(t− iπ

n
), (1.20)

де aj, aji ∈ R, µ(K)
2n∑
i=1

aji = 0, j = 1, 2, ..., 2n.

Для 1 ≤ p ≤ ∞, 1
p + 1

p′
= 1, n = 1, 2, ... i довiльного неперервного

CVD-ядра K мають мiсце рiвностi

d2n(K ∗ F∞, Lp) = λ2n(K ∗ F∞, Lp) =

= sup
f∈K∗F∞

||f − sn(f)||p = ||K ∗ φn||p, (1.21)

d2n(K ∗Fp, L1) = λ2n(K ∗Fp, L1) = sup
f∈K∗Fp

||f−sn(f)||1 = ||K ∗φn||p. (1.22)

Перейдемо до задачi оптимального вiдновлення на класах

M1 = K1 ∗ Fp1, M2 = K2 ∗ Fp2; K1, K2 ∈ CV D ∩ L2,

де 1 ≤ p1 ≤ ∞, p2 = ∞ або p1 = ∞, 1 ≤ p2 ≤ ∞. Будемо вважати, що

бiлiнiйний функцiонал Ω(x, y) має вигляд

Ω(x, y) =

2π∫
0

(K3 ∗ x)(t)y(t)dt, K3 ∈ L2,

2π∫
0

K3(t)dt = 1 (1.23)

або

Ω(x, y) =

2π∫
0

x(t)y(t)dt. (1.24)

Означимо функцiї K2 := K2(−·) ∗ K3, K1 := K3 ∗ K1, якщо Ω(x, y) має

вигляд (1.23), i K2 := K2(−·), K1 := K1, коли Ω(x, y) задається форму-

лою (1.24). Тодi оператори A i A∗B iз теорем 1.1.1 i 1.1.2 в задачi, що

розглядається, мають вигляд

Aψ = K2 ∗ ψ, A∗B = K ∗ x.
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Розглянемо спочатку випадок µ = µ(K1) = µ(K2) = 1. Зауважимо, що в

силу зображення (1.20) для K = K2 ∗K1 має мiсце спiввiдношення
2n∑
j=1

sn,j(t) =
2n∑
j=1

aj +
2n∑
i=1

K(t− iπ

n
)

2n∑
j=1

aji =
2n∑
j=1

aj = 1.

З нього i очевидно спiввiдношення sn,j+1(t) = sn,j(t − π
n) виходить, що

aj = 1
2n , j = 1, ..., 2n, i sn,2n(t) = 1 −

2n−1∑
j=1

sn,j(t). Покладемо P = M =

H = {const}, φ̃i(t) := sn,i(t), hi(t) ≡ 1
2n , i = 1, ..., 2n; φj(t) := sn,j(t) − 1

2n ,

j − 1, ..., 2n − 1. Тодi, очевидно, φ̃i = φi + hi, i = 1, ..., 2n − 1; φ̃2n =

h2n −
2n−1∑
j=1

φj; спiввiдношення (1.11) виконується для

ηi,j(x) =


1, i = j = 1, ..., 2n− 1,

−1, i = 2n, j = 1, .., 2n− 1,

0, в iнших випадках .

(1.25)

Для x ∈M1, y = yo + Az ∈M2 визначимо функцiонали

δ1(x) =
1√
2π

2π∫
0

x(t)dt, β1(y) =
1√
2π

2π∫
0

y(t)dt, (1.26)

αi(x) = K2 ∗ x(β +
iπ

n
) = A∗Bx(β +

iπ

n
), i = 1, ..., 2n, (1.27)

де β таке саме, як i в означеннi сплайнiв sn,i в рiвностi (1.20);

γj(y) =

2π∫
0

2n∑
i=1

ajiK1(t−
iπ

n
)y(t)dt =

2π∫
0

φj(t)z(t)dt, (1.28)

j = 1, .., 2n− 1, де aji –коефiцiєнти iз (1.20).

Для так вибраних функцiоналiв i α̃i(f) = f(β + iπ
n ), i = 1, ..., 2n

спiввiдношення (1.10) має мiсце в силу (1.21), (1.22). Iншi умови теореми

1.1.2, очевидно, також виконуються.

У випадку µ = µ(K1) = µ(K2) = 0 викладки спрощуються, оскiльки

достатньо покласти за визначенням P = M = H = {0}, φ̃i(t) = φi(t) =
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sn,i(t), hi(t) ≡ 0, i = 1, ..., 2n; αi(x), γi(y), i = 1, ..., 2n, визначити за фор-

мулами (1.27), (1.28) i скористатися теремою 1.1.2.

Таким чином iз теореми 1.1.2 може бути отримана наступна теорема,

яка доведена В. Ф. Бабенком в роботi [7].

Теорема 1.3.1. Нехай n = 1, 2, ...; K1, K2, K3 ∈ CVD ∩ L2,
2π∫
0

K(t)dt = 1; µ = µ(K1) = µ(K2); Ω(x, y) має вигляд (1.23) або (1.24);

p1 = ∞ i p2 = p ∈ [1,∞] – довiльне, або p1 = p ∈ [1,∞] – довiльне i

p2 =∞. Тодi

R2n+µ,2n(K1 ∗ Fp1, K2 ∗ Fp2) = R2n+1,2n(K1 ∗ Fp1, K2 ∗ Fp2) =

= ||K2 ∗K1 ∗ φn||p.

При цьому у випадку µ = 0 оптимальна лiнiйна (2n, 2n)- iнформацiя

задається рiвностями (1.27), (1.28), j = 1, ..., 2n, а найкращий метод її

використання має вигляд

F ∗(T ∗1 (x), T ∗2 (y)) =
2n∑
i=1

αi(x)γi(y).

У випадку µ = 1 оптимальна лiнiйна (2n+ 1, 2n) - iнформацiя задається

рiвностями (1.26) (1.27), (1.28), а найкращий метод її використання має

вигляд

F ∗(T ∗1 (x), T ∗2 (y)) = δ1(x)β1(y) +
2n∑
i=1

αi(x)
2n−1∑
j=1

ηi,jγj(y), (1.29)

де числа ηi,j означенi в (1.25).

Нехай Br(t) = 1
π

∞∑
m=1

m−rcos(mt− πr
2 ), r = 1, 2, ... – функцiї Бернуллi;

Br ∗ Fp = W r
p – клас 2π-перiодичних функцiй f , що мають локально абсо-

лютно неперервну похiдну f (r−1) (f (0) = f) таку, що ||f (r)||p ≤ 1. I нехай

φn,r – r-й перiодичний iнтеграл вiд φn, що має нульове середнє значення

на перiодi, тобто φn,r = Br ∗ φn.
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Наслiдок 1.3.1.([7], стор. 21). Нехай n, p1, p2 такi як в теоремi

1.3.1; r1; r2 = 1, 2, ...; Ω(x, y) =
2π∫
0

x(t)y(t)dt. Тодi

R2n+1,2n(W
r1
p1
,W r2

p2
) = ||φn,r1+r2||p.

Зауважимо, що в разi K = Br+1 введенi вище "узагальненi сплайни"є

звичайними перiодичними сплайнами порядку r мiнiмального дефекту з

вузлами ∆n = { iπn }
2n
i=1.

Нехай ω(t) – опуклий вгору модуль неперервностi (див., напр., [40],

стор.155); W rHω, r = 1, 2, ..., означає клас 2π - перiодичних функцiй f , у

яких (r − 1)-а похiдна локально абсолютно неперервна i при всiх t ∈ R

|f (r)(t)− f (r)(t+ δ)| ≤ ω(δ), δ ≥ 0.

Теорема 1.3.2. Нехай n, r1, r2 ∈ N; Ω(x, y) визначається формулою

(1.24). Тодi для довiльного опуклого вгору модуля неперервностi ω(t)

R2n+1,2n(W
r1Hω,W r2

∞) = d2n(W
r1+r2Hω, L1).

При цьому оптимальна iнформацiя задається рiвностями (1.26), (1.27),

(1.28) для K1 = Br1+1 , K2 = Br2, а оптимальний метод її використання

задається рiвнiстю (1.29).

Нехай K(t) – неперервне CVD - ядро φn(t) = sgn sin nt, σ – точка

абсолютного максимуму або абсолютного мiнiмуму функцiї K ∗ φn. Тодi

в силу теореми 4.1. iз роботи [6] iснує єдиний тригонометричний полiном

Pn,σ(t) = Pn,σ(K, t) порядку n−1, що iнтерполює K(t) в точках σ+ jπ
n , j ∈

Z. Полiном Pn,σ(t) (див. [6] (теореми 2.4, 4.2 i §5)) є полiномом найкращого

L1 - наближення для K i, з урахуванням роботи [89],

||K(t)− Pn,σ(t)||L1
= ||K ∗ φn||L∞ = d2n−1(K ∗ F∞, L∞). (1.30)

Теорема 1.3.3. Нехай K1, K2, K3 ∈ L2; бiлiнiйний функцiонал

Ω(x, y) визначається формулою (1.23) або (1.24); K := K2(−·) ∗K3 ∗K1,
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якщо Ω(x, y) має вигляд (1.23) i K := K2(−·)∗K1 , якщо Ω(x, y) задається

формулою (1.24). Тодi якщо K ∈ CVD, то для довiльного n ∈ N

R2n−1,2n−1(K1 ∗ F∞, K2 ∗ F1) = d2n−1(K ∗ F∞, L∞) = ||K ∗ φn||L∞.

При цьому iнформацiя T ∗1 (x), T ∗2 (y), що являє собою коефiцiєнти

Фур’є ao(x), a1(x), ..., an−1(x), b1(x), ..., bn−1(x) ; ao(y), a1(y), ..., an−1(y),

b1(y), ..., bn−1(y), є оптимальною. Найкращий метод її використання мо-

же бути записаний у комплекснiй формi так

F ∗(T ∗1 (x), T ∗2 (y)) = 2π
n−1∑

j=−(n−1)
j 6=0

cj(Pn,σ(K, ·))
cj(K2(−·) ∗K1)

cj(x)c−j(y) + 2πAco(x)co(y),

де Pn,σ(K, t) – полiном такий же, як у (1.30); A = 1, якщо
2π∫
0

K(t)dt = 0

i A =
co(Pn,σ(K,·))
co(K2(−·)∗K1) в протилежному випадку.

У випадку , коли Ω(x, y) задається формулою (1.24) теорема 1.3.3

доведена в [9].

Нехай для заданого K ∈ CVD, n ∈ N представимо K = K(−·) ∗K.

Тодi функцiя K буде парною, а K ∗ φn - непарною i, отже обертається в

нуль в точках jπ
n , j ∈ Z. Оскiльки K ∈ CVD, то в класi сплайнiв виду

S(t) = aµ(K) +
2n∑
j=1

αjK(t− jπ

n
), µ(K)

2n∑
j=1

αj = 0, (1.31)

однозначно розв’язана iнтерполяцiйна задача S(jπn ) = aj, aj ∈ R - довiльнi,

j = 1, ..., 2n.

Через si(t) будемо позначати сплайни, вище означеного виду, що є

фундаментальними для iнтерполяцiї в точках jπ
n . Тобто

si(t) = aiµ(K) +
2n∑
j=1

αijK(t− jπ

n
), µ(K)

2n∑
j=1

αij = 0, (1.32)

si(
jπ
n ) = δi,j – символ Кронекера.
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Теорема 1.3.4. Нехай K1, K2, K3 ∈ L2; бiлiнiйний функцiонал

Ω(x, y) визначається формулою (1.23) або (1.24); K := K2(−·) ∗K3 ∗K1,

K2 := K2(−·) ∗K3, K1 := K1(−·) ∗K3(−·) ∗K, якщо Ω(x, y) має вигляд

(1.23) i K := K2(−·) ∗K1, K2 := K2(−·), K1 := K1(−·) ∗K, якщо Ω(x, y)

задається формулою (1.24). Тодi якщо K ∈ CVD, то для довiльного n ∈

N

R2n+µ,2n(K1 ∗ F2, K2 ∗ F2) = d2n(K ∗ F2, L2) = 2π|cn(K)|.

При цьому в разi µ(K) = 0 оптимальна (2n, 2n) - iнформацiя T ∗1 (x), T ∗2 (y)

має вигляд:

αi(x) = K2 ∗ x
(
iπ

n

)
, i = 1, ..., 2n, x ∈ K1 ∗ F2,

γi(y) =

2π∫
0

2n∑
j=1

aijK1

(
jπ

n
− t
)
y(t)dt, i = 1, ..., 2n, y ∈ K2 ∗ F2,

де aij – коефiцiєнти iз (1.32).

Найкращий метод її використання задається формулою

F ∗(T ∗1 (x), T ∗2 (y)) =
2n∑
i=1

αi(x)γi(y).

Якщо µ = µ(K) = 1, то оптимальна лiнiйна (2n + 1, 2n) – iнформацiя

задається рiвностями

δ1(x) =
1√
2π

2π∫
0

x(t)dt, β1(y) =
1√
2π

2π∫
0

y(t)dt, (1.33)

αi(x) = K2 ∗ x
(
iπ

n

)
, i = 1, ..., 2n, (1.34)

γj(y) =

2π∫
0

2n∑
j=1

aijK1

(
t− jπ

n

)
y(t)dt, j = 1, .., 2n− 1, (1.35)
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де aij –коефiцiєнти iз (1.32), а оптимальний метод її використання за-

дається рiвнiстю

F ∗(T ∗1 (x), T ∗2 (y)) = δ1(x)β1(y) +
2n∑
i=1

αi(x)
2n−1∑
j=1

ηi,jγj(y),

де числа ηi,j означенi в (1.25).

У випадку, коли Ω(x, y) задається формулою (1.24) теорема 1.3.4 до-

ведена в [10]. В ситуацiї, коли K, K - ядра, що означаються диферен-

цiальними операторами iз сталими дiйсними коефiцiєнтами, теорема 1.3.4

доведена в роботi [11]. Теореми 1.3.1 - 1.3.4 належать В. Ф. Бабенку i О.

О. Руденку i представленi в [57].



62

1.4 Вiдновлення згорток 2π-перiодичних функцiй

Поняття i означення, що використовуються далi, введенi в параграфi 1.3.

Нехай Lp, 1 ≤ p ≤ ∞, – простори 2π-перiодичних функцiй x : R→ R

з вiдповiдними нормами ‖ · ‖Lp. Нехай також M1,M2 ⊂ L1 – деякi класи

функцiй; x1 ∈M1, x2 ∈M2;

Цей параграф присвячений оптимальному вiдновленню на класах 2π

- перiодичних функцiй операторiв виду

(x1 ∗ x2)(τ) =

2π∫
0

x1(τ − t)x2(t)dt (1.36)

— згортка двох функцiй x1 i x2.

Будемо припускати, що для j = 1, 2 на множинах span(Mj) заданi

набори Tj, Tj = (Tj,1, Tj,2, ..., Tj,mj
) лiнiйних неперервних функцiоналiв

Tj,l : span(Mj)→ R, l = 1, ...,mj.

Вектори

Tj(xj) = (Tj,1(xj), ..., Tj,mj
(xj)) ∈ Rmj , xj ∈Mj, j = 1, 2

будемо називати лiнiйною iнформацiєю про x1, x2 типу (m1,m2) (або

(m1,m2)-iнформацiєю). Довiльне вiдображення

Φ : Rm1 × Rm2 → Lp

назвемо методом вiдновлення згортки x1 ∗ x2 по (m1,m2)- iнформацiї у

просторi Lp.

Нехай

R(x1, x2;T1, T2; Φ)(t) = (x1 ∗ x2)(t)− Φ(T1(x1), T2(x2))(t),

R(M1,M2;T1, T2; Φ;Lp) = sup
xj∈Mj,
j=1,2

‖R(x1, x2;T1, T2; Φ)(·)‖Lp, (1.37)



63

R(M1,M2;T1, T2;Lp) = inf
Φ
R(M1,M2;T1, T2; Φ;Lp), (1.38)

Rm1,m2
(M1,M2;Lp) = inf

T1,T2
R(M1,M2;T1, T2;Lp) (1.39)

(inf
Φ

береться по всiм можливим методам вiдновлення, а inf
T1,T2

— по всiм мож-

ливим наборам функцiоналiв, якi дають (m1,m2)- iнформацiю про (x1, x2);

RN(M1,M2;Lp) = inf
m1+m2=N

Rm1,m2
(M1,M2;Lp). (1.40)

Величину (1.37) назвемо похибкою методу Φ вiдновлення згортки 2-x

функцiй на класах M1,M2 за iнформацiєю T1, T2 у просторi Lp; величи-

ну (1.38) – оптимальною похибкою вiдновлення x1 ∗ x2 на класах M1,M2

за заданою iнформацiєю типу (m1,m2); величину (1.39) – оптимальною

похибкою вiдновлення x1 ∗ x2 на M1,M2 за (m1,m2) - iнформацiєю; i, на-

рештi, величину (1.40) – оптимальною похибкою вiдновлення x1 ∗ x2 на

M1,M2 за iнформацiєю сумарного об’єму N .

Якщо при заданих T1, T2 iснує метод Φ∗, що реалiзує inf
Φ

в правiй ча-

стинi (1.38), тодi будемо називати Φ∗ оптимальним методом використання

даної iнформацiї.

Якщо iснують T ∗1 , T ∗2 , якi реалiзують нижню межу в правiй частинi

(1.39), тодi будемо їх називати оптимальною (m1,m2) - iнформацiєю для

вiдновлення x1 ∗ x2 на M1,M2 у просторi Lp.

Числа m0
1,m

0
2, якi реалiзують inf (1.40), будемо називати оптималь-

ними об’ємами iнформацiї про x1, x2, а оптимальну (m0
1,m

0
2) - iнформацiю

– оптимальною iнформацiєю сумарного об’єму N про x1, x2.

Будемо вивчати наступну задачу оптимального вiдновлення згортки

2-x-функцiй за лiнiйною iнформацiєю про функцiiї, що згортаються.

Нехай заданi класи функцiй M1,M2 i p ∈ [1,∞], N ∈ N. Потрiбно

знайти величину (1.40), оптимальнi об’єми m∗1,m∗2 iнформацiї (m∗1 +m∗2 =

N), оптимальну (m∗1,m
∗
2)-iнформацiю T ∗1 , T

∗
2 , а також оптимальний метод
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Φ∗ її використання.

Похибку вiдновлення будемо оцiнювати в метрицi L∞.

Теорема 1.4.1.(див. [9]). Нехай K1, K2 ∈ L, n ∈ N. Тодi якщо

K := K2 ∗ K1 є CVD - ядром, то iнформацiя T ∗1 (x1), T ∗2 (x2), що яв-

ляє собою коефiцiєнти Фур’є ao(x1), a1(x1), ..., an−1(x1), b1(x2), ..., bn−1(x2)

функцiй x1 ∈ K1 ∗ F∞, x2 ∈ K2 ∗ F1 є оптимальною для вiдновлення опе-

ратора (1.36). Найкращий метод її використання може бути записаний

в комплекснiй формi так

Φ∗(T ∗1 (x1), T
∗
2 (x2)) = Φ∗(T ∗1 (x1), T

∗
2 (x2), t) =

= 2π
n−1∑

j=−(n−1)
j 6=0

cj(Pn,σ(K, ·))
cj(K2 ∗K)

cj(x1)cj(x2)e
ijt + 2πAco(x1)co(x2), (1.41)

де Pn,σ(K, t) – полiном такий же, як у (1.30) для K := K1 ∗ K2; A =

1, якщо
2π∫
0

K(t)dt = 0 i A =
co(Pn,σ(K,·))
co(K2(−·)∗K1) в протилежному випадку. При

цьому

R2n−1,2n−1(K1 ∗ F∞, K2 ∗ F1, L∞) = d2n−1(K ∗ F∞, L∞) = ||K ∗ φn||L∞.

Нехай

Fn(f, t) =
ao(f)

2
+

n−1∑
j=1

λj(aj(f)) cosjt+ bj(f) )sinjt)

- метод Фавара, що реалiзує найкраще наближення класу W r1+r2
∞ тригоно-

метричними полiномами в просторi L∞ (див., напр., [39], стор.109).

Наслiдок 1.4.1. Нехай r1, r2, n ∈ N. Тодi

R2n−1,2n−1(W
r1
∞ ,W

r2
1 ) = d2n−1(W

r1+r2
∞ , L∞) =

Kr1+r2

nr1+r2
,

де Kr – константи Фавара. При цьому коефiцiєнти Фур’є

ao(x1), a1(x1), ..., an−1(x1), b1(x1), ..., bn−1(x1); ao(x2), a1(x2), ..., an−1(x2),

b1(x2), ..., bn−1(x2) функцiй x1, x2 задають оптимальну (2n− 1, 2n− 1) -
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iнформацiю, а найкращий метод її використання має вигляд

Φ∗(T ∗1 (x1), T
∗
2 (x2), t) =

= π(
ao(x1)ao(x2)

2
+

n−1∑
j=1

λj((aj(x1)aj(x2)− bj(x1)bj(x2))cosjt+

+(aj(x1)bj(x2)− bj(x1)aj(x2))sinjt)).

Згортка n-функцiй є природнiм узальненням згортки двох функцiй. Ре-

зультати по вiдновленню згорток n-функцiй нaведнi в роздiлi 3, або в

[18, 33, 17].
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Роздiл 2

Задачi вiдновлення n-лiнiйних

функцiоналiв за лiнiйною iнформацiєю

2.1 Оптимiзацiя наближеного вiдновлення n-лiнiйних функцiо-

налiв за лiнiйною iнформацiєю на класах W gj
pj

Будемо вивчати задачу оптимiзацiї наближеного обчислення n-лiнiйних

функцiоналiв за лiнiйною iнформацiєю у наступнiй постановцi. Нехай X –

лiнiйний нормований простiр над полемC комплексних чисел,M1, ...,Mn ⊂

X центрально-симетричнi множини. Припустимо, що на прямому добутку

лiнiйних оболонок span(Mj) множин Mj задано n-лiнiйний функцiонал

Ω :
n∏
j=1

span(Mj)→ C

i для кожного j = 1, ..., n на множинi span(Mj) задано набор

Tj = (Tj,1, ..., Tj,mj
) лiнiйних неперервних функцiоналiв

Tj,l : span(Mj)→ C, j = 1, ..., n, l = 1, ...,mj.

Вектори
Tj(xj) = (Tj,1(xj), ..., Tj,mj

(xj)), xj ∈Mj, j = 1, ..., n

будемо називати лiнiйною iнформацiєю про x1, x2,..., xn типу (m1, ...,mn)
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(або (m1, ...,mn)-iнформацiєю). Довiльну комплекснозначну функцiю

F = F (x1,1, ..., x1,m1
, x2,1, ..., x2,m2

, ..., xn,1, ..., xn,mn
)

вiд m1 + ...+mn змiнних будемо називати методом вiдновлення функцiо-

налу Ω(·, ..., ·) за (m1, ...,mn)-информацiєю. Нехай:

R(x1, ...xn;T1, ..., Tn;F ) = Ω(x1, ..., xn)− F (T1(x1), ..., Tn(xn)),

R(M1, ...,Mn;T1, ..., Tn;F ) = sup
xj∈Mj,
j=1,...,n

|R(x1, ..., xn;T1, ..., Tn;F )|, (2.1)

R(M1, ...,Mn;T1, ..., Tn) = inf
F
R(M1, ...,Mn;T1, ..., Tn;F ), (2.2)

Rm1,...,mn
(M1, ...,Mn) = inf

T1,...,Tn
R(M1, ...,Mn;T1, ..., Tn) (2.3)

(inf
F

береться по всiм можливим функцiям вiд m1 + ... + mn змiнних, а

inf
T1,...,Tn

по всiм можливим наборам функцiоналiв, якi дають (m1, ...,mn)–

iнформацiю про (x1, ..., xn);

RN(M1, ...,Mn) = inf
m1+...+mn=N

Rm1,...,mn
(M1, ...,Mn). (2.4)

Величину (2.1) назвемо похибкою методу F вiдновлення функцiона-

ла Ω на множинах M1, ...,Mn за iнформацiєю T1, ..., Tn, величину (2.2) –

оптимальною похибкою вiдновлення Ω наM1, ...,Mn по заданiй iнформацiї

типу (m1, ...,mn); величину (2.3) – оптимальной похибкою вiдновлення Ω

на M1, ...,Mn за (m1, ...,mn) - iнформацiєю, i, нарештi, величину (2.4) –

оптимальною похибкою вiдновлення Ω на M1, ...,Mn за информацiєю су-

марного об’єму N . Якщо при заданих T1, ..., Tn iснує F , який реалiзує inf
F

в правiй частинi (2.2), тодi будемо називати F оптимальним методом ви-

користання данної iнформацiї. Якщо iснують T1, ..., Tn i F , якi реалiзують

нижнi межi в правiй частинi (2.3), тодi будемо їх називати оптимальною

(m1, ...,mn) - iнформацiєю i оптимальним методом її використання для

вiдновлення Ω на M1, ...,Mn. Числа m0
1, ...,m

0
n, якi реалiзують inf в (2.4),
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будемо називати оптимальними об’ємами iнформацiї про x1, ..., xn, а оп-

тимальну (m0
1, ...,m

0
n)– iнформацiю – оптимальною iнформацiєю об’єму N

про x1, ..., xn. Потрiбно для заданих Ω,M1, ...,Mn i N абоm1, ...,mn знайти

величини (2.4)( або (2.3)), а також оптимальну iнформацiю об’єму N (або

(m1, ...,mn)-iнформацiю) i оптимальний метод її використання.

Задача про оптимальне вiдновлення бiлiнiйних функцiоналiв за

лiнiйною iнформацiєю була поставлена у [4] В.Ф.Бабенко. Там також наве-

денi першi результати по її розв’язанню. З приводу подальших результатiв

в цьому напрямку див. [7],[9],[10],[11],[12],[13].

Визначимо множини Mj(Tj) так

Mj(Tj) = {xj ∈Mj : Tj(xj) = 0} , j = 1, ..., n,

i нехай

M(Tj) := M1 × ...×Mj−1 ×Mj(Tj)×Mj+1 × ...×Mn, j = 1, ..., n,

де позначка × означає декартовий добуток.

Оцiнку знизу для похибки методу F вiдновлення функцiоналу Ω за

iнформацiєю T1, ..., Tn дає наступна лема.

Лема 2.1.1. Для будь-яких T1, ..., Tn i методу вiдновлення F

R(M1, ...,Mn;T1, ..., Tn;F ) ≥

≥ max

{
sup

(x1,...,xn)∈M(T1)

|Ω(x1, ..., xn)|, ..., sup
(x1,...,xn)∈M(Tn)

|Ω(x1, ..., xn)|

}
.

Для бiлiнiйних функцiоналiв лема доведена в [4].

Доведення. Доведемо, що

R(M1, ...,Mn;T1, .., Tn;F ) ≥ sup
(x1,...,xn)∈M(Tn)

|Ω(x1, ..., xn)|.

Дiйсно

R(M1, ...,Mn;T1, .., Tn;F ) ≥
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≥ sup
(x1,...,xn)∈M(Tn)

|Ω(x1, ..., xn)− F (T1(x1), T2(x2), ..., Tn−1(xn−1), 0)| =

= sup
(x1,...,xn)∈M(Tn)

max {|Ω(x1, ..., xn)− F (T1(x1), T2(x2), ..., Tn−1(xn−1), 0)|,

| − Ω(x1, ..., xn)− F (T1(x1), T2(x2), ..., Tn−1(xn−1), 0)|} ≥

≥ sup
(x1,...,xn)∈M(Tn)

|Ω(x1, ..., xn)|.

Аналогiчно доводиться, що для довiльного j = 1, ..., n− 1

R(M1, ...,Mn;T1, .., Tn;F ) ≥ sup
(x1,...,xn)∈M(Tj)

|Ω(x1, ..., xn)|.

Звiдси i випливає твердження леми.

Нехай H- сепарабельний гiльбертовий простiр над полем комплекс-

них чисел; {ek}∞k=1 – ортонормований базис у просторi H; x̂k = (x, ek). За

допомогою послiдовностей gj, j = 1, ..., n, комплексних чисел gj = {gjk}∞k=1

таких, що послiдовностi {|gjk|}∞k=1 неспадають, визначимо класи елементiв

простору H:

W gj

pj
=

{
x ∈ H :

∞∑
k=1

|gjk| |x̂k|
pj ≤ 1

}
, pj ≥ 1. (2.5)

В якостi Mj будемо розглядати W gj
pj
. Тодi Mj(Tj) будуть мати наступнiй

вид

W gj

pj
(Tj) =

{
xj ∈ W gj

pj
: Tj(xj) = 0

}
, j = 1, ..., n

i нехай

W g(Tj) = W g1

p1
× ...×W gj−1

pj−1
×W gj

pj
(Tj)×W gj+1

pj+1
× ...×W gn

pn
, j = 1, ..., n,

де позначка × означає декартовий добуток.

Будемо розглядати n-лiнiйнi функцiонали, якi мають наступну вла-

стивiсть

Ω(ek1, ..., ekn) =


fk ∈ C , якщо k1 = ... = kn = k, k ∈ N,

0 , в iншому випадку.
(2.6)
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Ясно, що для класiв W gj
pj

елементiв j = 1, ..., n функцiонал Ω, який має

властивiсть (2.6) буде мати вигляд

Ω(x1, x2, ..., xn) =
∞∑
k=1

fk x̂1,k...x̂n,k.

Прикладом функцiонала Ω, який має властивiсть (2.6) є заданий в L2[0, 1]

функцiонал

Ω(x1, x2, ..., xn) =

1∫
0

x1(t)...xn(t)dt,

якщо в якостi функцiй ek, якi складають ортонормований базис, обрати ба-

зиснi функцiї Хаара (див., наприклад, [59], див. 14). Нагадаємо, що перша

функцiя системи Хаара стала: χ0,0(t) = 1, t ∈ [0, 1], а друга має вигляд

χ0,1(t) =


1 при t ∈ [0, 1/2),

0 при t = 1/2,

−1 при t ∈ (1/2, 1].

Наступнi функцiї χm,k системи Хаара з номерами m ∈ N,

k = 1, ..., 2m−1 визначаються рiвнiстю

χm,k(t) =


2
m−1
2 при t ∈ [ k−1

2m−1 ,
k−1/2
2m−1 ),

−2
m−1
2 при t ∈ (k−1/2

2m−1 ,
k

2m−1 ],

0 в iнших точках [0,1] .

Замiсть подвiйної нумерацiї можна користуватися простою нумера-

цiєю, припускаючи χm,k = χj, де j = 2m−1 + k.

Теорема 2.1.1. Нехай задано n-лiнiйний функцiонал Ω, який має

властивiсть (2.6), для якого послiдовнiсть {|fk|}∞k=1 монотонно спадає, i

числа m1, ...,mn. Нехай також pj ≥ 1 i
n∑
j=1

1
pj

= 1, послiдовностi {|gjk|}∞k=1

неспадають. Тодi

Rm1,...,mn
(W g1

p1
, ...,W gn

pn
) =

|fM+1|
|g1
M+1|

1
p1 · ... · |gnM+1|

1
pn

,
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де M = min {m1, ...,mn}. При цьому iнформацiя про елементи xj ∈ W gj
pj
,

j = 1, ..., n виду

Tj(xj) = ((xj, e1), ..., (xj, emj
)) = (x̂j,1, ..., x̂j,mj

)

i метод

F̃ (x1,1, ..., x1,m1
, ..., xn,1..., xn,mn

) =
M∑
k=1

fk x1,k...xn,k

її використання будуть оптимальними.

Доведення. Для довiльної iнформацiї T1, ..., Tn типу

(m1, ...,mn) отримаємо оцiнку знизу величини R(W g1
p1
, ...,W gn

pn
;T1, ..., Tn).

Нехай y = y1e1 + ... + yM+1eM+1, y1, ..., yM+1 ∈ C. З умови Tn(y) = 0

отримаємо систему рiвнянь
y1Tn,1(e1) + ...+ yM+1Tn,1(eM+1) = 0,

. . . . . . . ,

y1Tn,M(e1) + ...+ yM+1Tn,M(eM+1) = 0.

Оскiльки в системi з M рiвнянь M + 1 змiнна, тодi вона має ненулевий

розв’язок y′ = (y′1, ..., y
′
M+1). Визначимо z1, ..., zn наступним чином

zs = A−1
s

M+1∑
k=1

|y′k|pn/psek, s = 1, ..., n− 2,

zn−1 = A−1
n−1

M+1∑
k=1

|y′k|pn/pn−1e−i(arg(y′k)+arg(fk))ek,

zn = A−1
n

M+1∑
k=1

y′kek = A−1
n

M+1∑
k=1

|y′k|eiarg(y′k)ek.

де для s = 1, ..., n покладено

As :=

(
M+1∑
j=1

|y′j|pn|gsj |

) 1
ps

.
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Покажемо, що елементи zk, k = 1, ..., n належать вiдповiдно класам W gk
pk
.

Маємо
∞∑
s=1

|gks | |ẑk,s|pk =
M+1∑
s=1

|gks | |ẑk,s|pk =
M+1∑
s=1

|gks |
(
A−1
k |y

′
s|pn/pk

)pk
=

=
M+1∑
s=1

|gks |A
−pk
k |y

′
s|pn = A−pkk

M+1∑
s=1

|gks ||y′s|pn = A−pkk · Apk
k = 1.

Зрозумiло, що Tn(zn) = 0 i, звiдси, з урахуванням властивостi (2.6)

отримаємо нерiвнiсть

R(W g1

p1
, ...,W gn

pn
;T1, ..., Tn;F ) ≥

≥ sup
xj∈W gj

pj
, j=1,n

xn∈W gn
pn (Tn)

|Ω(x1, ..., xn)| ≥ |Ω(z1, ..., zn)| =

=

(
n∏
s=1

As

)−1 M+1∑
k=1

|fk||y′k|pn(1/p1+...+1/pn) =

(
n∏
s=1

As

)−1 M+1∑
k=1

|fk||y′k|pn. (2.7)

Кожний iз спiвмножникiв As, s = 1, ..., n у (2.7) з урахуванням неспа-

дання послiдовностей {|gsj |}∞j=1 можна оцiнити так

As =

(
M+1∑
j=1

|y′j|pn|gsj |

) 1
ps

≤ |gsM+1|
1
ps

(
M+1∑
j=1

|y′j|pn
) 1

ps

.

З урахуванням останнiх нерiвностей i незростання {|fk|}∞k=1 нерiв-

нiсть (2.7) можна продовжити

R(W g1

p1
, ...,W gn

pn
;T1, ..., Tn;F ) ≥

(
n∏
s=1

As

)−1 M+1∑
k=1

|fk||y′k|pn ≥

≥
M+1∑
k=1

|fk|
|y′k|pn

n∏
s=1

|gsM+1|
1
ps

(
M+1∑
j=1

|y′j|pn
) 1

ps

 ≥

≥ |fM+1|

M+1∑
k=1

|y′k|pn(
n∏
s=1
|gsM+1|

1
ps

)
n∏
k=1

(
M+1∑
j=1

|y′j|pn
) 1

pk

=
|fM+1|

n∏
s=1
|gsM+1|

1
ps

.
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Для довiльного k = 1, ..., n− 1 нерiвнiсть

R(W g1

p1
, ...,W gn

pn
;T1, ..., Tn;F ) ≥ sup

xj∈W gj

pj
, j=1,n

xn∈W gn
pn (Tn)

|Ω(x1, ..., xn)| ≥
|fM+1|

n∏
s=1
|gsM+1|

1
ps

.

доводиться аналогiчно. Таким чином, з урахуванням леми 2.1.1, отримана

оцiнка знизу

R(W g1

p1
, ...,W gn

pn
;T1, ..., Tn;F ) ≥ |fM+1|

n∏
s=1
|gsM+1|

1
ps

.

Отримаємо оцiнку зверху

R(W g1

p1
, ...,W gn

pn
;T1, ..., Tn;F ) ≤ R(W g1

p1
, ...,W gn

p1
;T1, ..., Tn; F̃ ) =

= sup
xj∈W gj

pj

j=1,...,n

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

fk · x̂1,k · ... · x̂n,k −
M∑
k=1

fk · x̂1,k · ... · x̂n,k

∣∣∣∣∣ =

= sup
xj∈W gj

pj

j=1,...,n

∣∣∣∣∣
∞∑

k=M+1

fk · x̂1,k · ... · x̂n,k

∣∣∣∣∣ =

= sup
xj∈W gj

pj

j=1,...,n

∞∑
k=M+1

|fk|
n∏
s=1
|gsk|

1
ps

·
n∏
s=1

|gsk|
1
ps |x̂s,k| ≤

≤ sup
xj∈W gj

pj

j=1,...,n

|fM+1|
n∏
s=1
|gsM+1|

1
ps

·
∞∑

k=M+1

n∏
s=1

|gsk|
1
ps |x̂s,k|.

В силу вiдомої нерiвностi для суми добуткiв степенiв (див.[66], стор. 29)∑
Aα ·Bβ · ... · Lλ ≤

(∑
A
)α
·
(∑

B
)β
· ... ·

(∑
L
)λ
,

де α + β + ...+ λ = 1 маємо

sup
xj∈W gj

pj

j=1,...,n

|fM+1|
n∏
s=1
|gsM+1|

1
ps

·
∞∑

k=M+1

n∏
s=1

|gsk|
1
ps |x̂s,k| ≤
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≤ sup
xj∈W gj

pj

j=1,...,n

|fM+1|
n∏
s=1
|gsM+1|

1
ps

·
n∏
s=1

( ∞∑
k=M+1

|gsk||x̂s,k|ps
) 1

ps

≤ |fM+1|
n∏
s=1
|gsM+1|

1
ps

.

Теорема доведена.

З теореми 2.1.1 для декiлькох загальновживаних класiв випливають

наступнi твердження.

Покладемо W gj
pj

= W rj
2 , gjk = k2rj , pj = 2. Тодi з теореми 2.1.1 випли-

ває наступне твердження.

Наслiдок 2.1.1. Нехай задано n-лiнiйний функцiонал Ω, який має

властивiсть (2.6), для якого послiдовнiсть {|fk|}∞k=1 монотонно спадає, i

числа m1, ...,mn. Нехай також W gj
pj

= W rj
2 , rj ∈ N. Тодi

Rm1,...,mn
(W r1

2 , ...,W
rn

2 ) =
|fM+1|

(M + 1)r1 · ... · (M + 1)rn
=

|fM+1|
(M + 1)r1+...+rn

,

де M = min {m1, ...,mn}. При цьому iнформацiя про елементи xj ∈ W rj
2 ,

j = 1, ..., n виду

Tj(xj) = ((xj, e1), ..., (xj, emj
)) = (x̂j,1, ..., x̂j,mj

)

i метод

F̃ (x1,1, ..., x1,m1
, ..., xn,1..., xn,mn

) =
M∑
k=1

fk x1,k...xn,k

її використання будуть оптимальними.

Нехай Pn(x) - полiном порядку не вище n, що не має дiйсних коренiв,

d-оператор диференцiювання, Ln = Pn(d)-диференцiальнiй оператор.

ЧерезWLn
2 означимо клас функцiй x, що мають локально абсолютно

неперервну похiну x(r−1) таку, що ||Ln(x)||2 ≤ 1.

В якостi класiв W gj
pj

будемо розглядати класи W
Lnj
2 . Покладемо gjk =

|Pn(ik)|2, pj = 2. Тодi з теореми 2.1.1 випливає

Наслiдок 2.1.2. Нехай задано n-лiнiйний функцiонал Ω, який має

властивiсть (2.6), для якого послiдовнiсть {|fk|}∞k=1 монотонно спадає, i
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числа m1, ...,mn. Нехай також W gj
pj

= W
Lnj
2 . Тодi

Rm1,...,mn
(W

Ln1
2 , ...,W

Lnn
2 ) =

|fM+1|
|Pn1(i(M + 1)) · ... · Pnn(i(M + 1))|

,

де M = min {m1, ...,mn}. При цьому iнформацiя про елементи xj ∈ W
Lnj
2 ,

j = 1, ..., n виду

Tj(xj) = ((xj, e1), ..., (xj, emj
)) = (x̂j,1, ..., x̂j,mj

)

i метод

F̃ (x1,1, ..., x1,m1
, ..., xn,1..., xn,mn

) =
M∑
k=1

fk x1,k...xn,k

її використання будуть оптимальними.

Наступнi двi теореми є наслiдками теореми 2.1.1 i випливають з неї

при обмеженнi pj = n, n ∈ N на класи W gj
pj
. Тобто

W gj = W gj

pj
=

{
x ∈ H :

∞∑
k=1

|gjk| |x̂k|
n ≤ 1

}
, n ∈ N.

Теорема 2.1.2. Нехай задано числа m1, ...,mn, n-лiнiйний функцiо-

нал виду (2.6), fk > 0, для якого послiдовнiсть {fk}∞k=1 монотонно спадає.

Тодi

Rm1,...,mn
(W g1, ...,W gn) =

fM+1

|g1
M+1 · ... · gnM+1|

1
n

,

де M = min(m1, ...,mn). При цьому iнформацiя про елементи x1 ∈

W g1, ..., xn ∈ W gn виду

T1(x1) = ((x1, e1), ..., (x1, em1
)),

. . . . . . . ,

Tn(xn) = ((xn, e1), ..., (xn, emn
))

i метод

F̃ (x1,1, ..., x1,m1
, ..., xn,1..., xn,mn

) =

min(m1,...,mn)∑
k=1

fk x1,k...xn,k
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її використання будуть оптимальними.

Теорема 2.1.3. Нехай g := g1 = g2 = ... = gn i, звiдси, W g :=

W g1 = ... = W gn, n-лiнiйний функцiонал Ω має вигляд (2.6), fk > 0 i fk
|gk|

не зростає. Тодi iнформацiя T1(x1), .., Tn(xn) про елементи x1, ..., xn ∈ H

T1(x1) = ((x1, e1), ..., (x1, em1
)),

. . . . . . . ,

Tn(xn) = ((xn, e1), ..., (xn, emn
))

i метод

F̃ (x1,1, ..., x1,m1
, ..., xn,1..., xn,mn

) =

min(m1,...,mn)∑
k=1

fk x1,k...xn,k

її використання будуть оптимальними. При цьому похибка вiдновлення

може бути обчислена за формулою

Rm1,...,mn
(W g, ...,W g) =

fM+1

|gM+1|
,

де M = min(m1, ...,mn).

Для доведення теореми 2.1.3 достатньо застосувати теорему 2.1.1 для

f̃k = 1 i g̃k = gk
fk
.

Нехай Ω(·, ·) - бiлiнiйний функцiонал в H. Вiдомо, що Ω(·, ·) одно-

значно представлений у виглядi

Ω(x1, x2) = (Cx1, x2), (2.8)

де C - лiнiйний обмежений оператор в H (див.[3]).

Нехай задана незростаюча за модулем послiдовнiсть чисел fk i нехай

оператор C має вигляд

Cx =
∞∑
k=1

fk(x, ek)ek,
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тобто бiлiнiйний функцiонал Ω(x1, x2) = (Cx1, x2) з (2.8) задається наступ-

ним чином

Ω(x1, x2) = (Cx1, x2) =

( ∞∑
k=1

fk(x1, ek)ek,
∞∑
j=1

(x2, ej)ej

)
=

=
∞∑
k=1

fk(x1, ek)(x2, ek). (2.9)

Теорема 2.1.4. Нехай заданий бiлiнiйний функцiонал виду (2.9).

Тодi iнформацiя T1x1, T2x2 про елементи x1, x2 ∈ H

T1x1 = ((x1, e1), ..., (x1, em1
)),

T2x2 = ((x2, e1), ..., (x2, em2
))

i метод
F (x1,1, ..., x1,m1

, x2,1, ..., x2,m2
) =

min(m1,m2)∑
k=1

fkx1,kx2,k

її використання будуть оптимальними. При цьому похибка вiдновлення

може бути обчислена за формулою

Rm1,m2
(W g1,W g2) =

|fM+1|√
|g1
M+1g

2
M+1|

,

де M = min(m1,m2).

Зауваження. Доведення теореми 2.1.4 формально повторює дове-

дення теореми 2.1.1. Вiдмiннiсть полягає в наступному: в бiлiнiйному ви-

падку функцiонал Ω визначає оператор C. Оператором C визначається

базис ek та числа fk. В n-лiнiйному випадку базис та властивiсть (2.6)

визначають функцiонал Ω.

Основнi результати цього пiдроздiлу нaведнi в [15, 16, 32, 14, 31, 13].
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2.2 Оптимальне вiдновлення загальних неперервних n-лiнiйнiх

функцiоналiв.

Будемо вивчати задачу оптимiзацiї наближеного обчислення n-лiнiйних

функцiоналiв за лiнiйною iнформацiєю про аргументи у постановцi пiд-

роздiлу 2.1.

Нехай H- сепарабельний гiльбертовий простiр над полем комплекс-

них чисел; {ek}∞k=1 – ортонормований базис у просторi H; x̂k = (x, ek). За

допомогою послiдовностей gs, s = 1, ..., n, комплексних чисел gs = {gsk}∞k=1

визначимо класи елементiв простору H:

W gs

ps
=

{
x ∈ H :

∞∑
k=1

|gsk| |x̂k|ps ≤ 1

}
, ps ≥ 1.

Будемо розглядати n-лiнiйнi функцiонали наступного вигляду

Ω(x1, ..., xn) =
∞∑
k1=1

· · ·
∞∑

kn=1

f(ek1, ..., ekn) x̂k1...x̂kn =

=
∞∑
k1=1

· · ·
∞∑

kn=1

f(ek1, ..., ekn)
n∏
s=1
|gsks|1/ps

n∏
s=1

|gsks|1/ps x̂k1...x̂kn (2.10)

Впорядкуємо числа |f(ek1 ,...,ekn)|
n∏
s=1
|gsks |1/ps

за спаданням (вважаємо, що базиси

eks i послiдовностi gsk такi, що це можливо). Позначимо через vk ∈ Nn їх

iндекси, а через qk(s) ∈ N s-ту координату vk. Таким чином |f(eqk(1),...,eqk(n))|
n∏
s=1
|gsqk(s)|

1/ps

не зростають при зростаннi k. Нехай також Vu :=
u⋃
k=1

vk. Через N(Vu, s)

будемо позначати кiлькiсть рiзних елементiв qk(s) при фiксованих u i s.

Теорема 2.2.1. Нехай задано n-лiнiйний функцiонал Ω виду (2.10),

u ∈ N, Q = 1, 2, ..., n, N = N(Vu, Q) − 1 ∈ N. Нехай також pj ≥ 1 i
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n∑
j=1

1
pj

= 1, тодi

Rm1,...,mn
(W g1

p1
, ...,W gn

pn
) = max

(qj(1),...,qj(n))/∈Vu

|f(eqj(1), ..., eqj(n))|
n∏
s=1
|gsqj(s)|

1/ps

=

=
|f(equ+1(1), ..., equ+1(n))|

n∏
s=1
|gsqu+1(s)|1/ps

.

При цьому iнформацiя про елементи xj ∈ W gj
pj
, j = 1, ..., n виду

T̃j(xj) = ((xj, eq1(j)), ..., (xj, equ(j))) = (x̂j,q1(j), ..., x̂j,qu(j))

i метод

F̃ (x̂1,q1(1), ..., x̂1,qu(1), ..., x̂n,q1(n)..., x̂n,qu(n)) =

=
u∑
k=1

|f(eqk(1), ..., eqk(n))| x̂qk(1)...x̂qk(n)

її використання буде оптимальним.

Нагадаємо, що серед qk(j) можуть бути спiвпадаючи. Кiлькiсть рiз-

них елементiв буде N(Vu, j).

Доведення. Розглянемо множину Vu. Її елементи породжують еле-

менти виду ys =
u∑
j=1

yjeqj(s), s = 1, ..., n, де yj – довiльнi поки числа. В

силу визначення N серед eqj(n) буде N + 1 рiзних.

Вибираємо числа yj так, щоб, по перше, yj були при рiзних eqj(n) i

тому їх буде N + 1.

По друге, щоб Tn

(
u∑
j=1

yj∣∣∣gnqj(n)∣∣∣1/pn eqj(n)

)
= 0. Функцiоналiв N штук,

тому можемо вибрати yj не всi рiвнi нулю.

По третє, yj нормуються умовою
∑
|yj|pn = 1. Вибранi таким чином

yj, будемо позначати через yuj , j = 1, ..., N + 1. Зауважимо, що iндекси

согласованi так, що yuj є коефiцiєнтами для eqj(s), s = 1, ..., n.
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Для довiльної iнформацiї T1, ..., Tn типу

(m1, ...,mn) отримаємо оцiнку знизу величини R(W g1
p1
, ...,W gn

pn
;T1, ..., Tn).

Визначимо z1, ..., zn наступним чином

zs =
N+1∑
j=1

∣∣∣∣∣ |yuj |pngsqj(s)

∣∣∣∣∣
1/ps

eqj(s), s = 1, ..., n− 2,

zn−1 =
N+1∑
j=1

∣∣∣∣∣ |yuj |pngn−1
qj(n−1)

∣∣∣∣∣
1/pn−1

e−i(arg(yuj )+arg(f(eqj(1),...eqj(n))))eqj(n−1),

zn =
N+1∑
j=1

∣∣∣∣∣ |yuj |pngnqj(n)

∣∣∣∣∣
1/pn

eiarg(yuj )eqj(n) =
N+1∑
j=1

yuj∣∣∣gnqj(n)

∣∣∣1/pn eqj(n).

Покажемо, що елементи zs, s = 1, ..., n належать вiдповiдно класам W gs
ps
.

Маємо

∞∑
j=1

|gsqj(s)| |ẑj,s|
ps =

N+1∑
j=1

|gsqj(s)| |ẑj,s|
ps =

N+1∑
j=1

|gsqj(s)|

∣∣∣∣∣ |yuj |pngsqj(s)

∣∣∣∣∣
1/ps
ps

= 1.

Зрозумiло, що Tn(zn) = 0 та в силу леми 2.1.1 отримаємо нерiвнiсть

R(W g1

p1
, ...,W gn

pn
;T1, ..., Tn;F ) ≥ sup

(x1,...,xn)∈M(Tn)

|Ω(x1, ..., xn)| ≥

≥ sup
xj∈W

gj
pj
, j=1,n

xn∈Wgn
pn (Tn)

|Ω(x1, ..., xn)| ≥ |Ω(z1, ..., zn)| =

=
N+1∑
j=1

|f(eqj(1), ..., eqj(n))|

n∏
s=1
|yuj |pn(1/ps)

n∏
s=1
|gsqj(s)|

1/ps

=

=
N+1∑
j=1

|f(eqj(1), ..., eqj(n))|
n∏
s=1
|gsqj(s)|

1/ps

|yuj |pn(1/p1+...+1/pn) =
N+1∑
j=1

|f(eqj(1), ..., eqj(n))|
n∏
s=1
|gsqj(s)|

1/ps

|yuj |pn ≥

≥

 min
(qj(1),...,qj(n))∈Vu

|f(eqj(1), ..., eqj(n))|
n∏
s=1
|gsqj(s)|

1/ps


(
N+1∑
j=1

|yuj |pn
)

=
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= min
(qj(1),...,qj(n))∈Vu

|f(eqj(1), ..., eqj(n))|
n∏
s=1
|gsqj(s)|

1/ps

≥ max
(qj(1),...,qj(n))/∈Vu

|f(eqj(1), ..., eqj(n))|
n∏
s=1
|gsqj(s)|

1/ps

.

Для довiльного Q = 1, ..., n− 1 оцiнка знизу доводиться аналогiчно.

Отримаємо оцiнку зверху

R(W g1

p1
, ...,W gn

pn
;T1, ..., Tn;F ) ≤ R(W g1

p1
, ...,W gn

pn
; T̃1, ..., T̃n; F̃ ) =

= sup
xj∈W

gj
pj

j=1,...,n

∣∣∣∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

|f(eqk(1), ..., eqk(n))|
n∏
s=1
|gsqk(s)|1/ps

n∏
s=1

|gsqk(s)|1/ps x̂qk(1)...x̂qk(n) −

−
u∑
k=1

|f(eqk(1), ..., eqk(n))|
n∏
s=1
|gsqk(s)|1/ps

n∏
s=1

|gsqk(s)|1/ps x̂qk(1)...x̂qk(n)

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= sup
xj∈W

gj
pj

j=1,...,n

∣∣∣∣∣∣∣∣
∞∑

k=u+1

|f(eqk(1), , ..., eqk(n))|
n∏
s=1
|gsqk(s)|1/ps

n∏
s=1

|gsqk(s)|1/ps x̂qk(1)...x̂qk(n)

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= sup
xj∈W

gj
pj

j=1,...,n

∣∣∣∣∣∣∣∣
∞∑

k=u+1

|f(eqk(1), ..., eqk(n))|
n∏
s=1
|gsqk(s)|1/ps

n∏
s=1

|gsqk(s)|1/ps x̂qk(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ sup
xj∈W

gj
pj

j=1,...,n

∣∣∣∣∣∣∣∣
∞∑

k=u+1

|f(equ+1(1), ..., equ+1(n))|
n∏
s=1
|gsqu+1(s)|1/ps

n∏
s=1

|gsqk(s)|1/ps x̂qk(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
= sup

xj∈W
gj
pj

j=1,...,n

|f(equ+1(1), ..., equ+1(n))|
n∏
s=1
|gsqu+1(s)|1/ps

∣∣∣∣∣
∞∑

k=u+1

n∏
s=1

|gsqk(s)|1/ps x̂qk(s)

∣∣∣∣∣ .
В силу вiдомої нерiвностi для суми добуткiв степенiв (див.[66], стор. 29)∑

Aα ·Bβ · ... · Lλ ≤
(∑

A
)α
·
(∑

B
)β
· ... ·

(∑
L
)λ
,

де α + β + ...+ λ = 1 маємо

sup
xj∈W

gj
pj

j=1,...,n

|f(equ+1(1), ..., equ+1(n))|
n∏
s=1
|gsqu+1(s)|1/ps

∣∣∣∣∣
∞∑

k=u+1

n∏
s=1

|gsqk(s)|1/ps x̂qk(s)

∣∣∣∣∣ ≤
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≤ sup
xj∈W

gj
pj

j=1,...,n

|f(equ+1(1), ..., equ+1(n))|
n∏
s=1
|gsqu+1(s)|1/ps

n∏
s=1

( ∞∑
k=u+1

|gsqk(s)| |x̂qk(s)|ps
)1/ps

≤

≤
|f(equ+1(1), ..., equ+1(n))|

n∏
s=1
|gsqu+1(s)|1/ps

.

Оцiнка зверху отримана. Теорема доведена.

Результати цього пiдроздiлу нaведнi в [34], [35].
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Висновки до роздiлу 2

В другому роздiлi розв’язано задачi оптимального вiдновлення

бiлiнiйних та n-лiнiйних функцiоналiв за лiнiйною iнформацiєю. В кож-

ному з двох пiдроздiлiв для конкретних класiв елементiв знайдена опти-

мальна лiнiйна iнформацiя та оптимальнiй метод вiдновлення, а також

обчислено оптимальну похибку вiдновлення.

В пiдроздiлi 2.1 отриманi результати по вiдновленню n-лiнiйних

функцiоналiв виду

Ω(x1, ..., xn) =
∞∑
k=1

fk x̂1,k...x̂n,k

на класах W gj
pj
, що задаються неспадними за модулем послiдовностями

gj = {gjk}∞k=1. Наступна формула є прикладом знайденої похибки вiднов-

лення

Rm1,...,mn
(W g1

p1
, ...,W gn

pn
) =

|fM+1|
|g1
M+1|

1
p1 · ... · |gnM+1|

1
pn

.

В пiдроздiлi 2.2 розв’язана задача вiдновлення на класах елементiв про-

стору H:

W gs

ps
=

{
x ∈ H :

∞∑
k=1

|gsk| |x̂k|ps ≤ 1

}
, ps ≥ 1

для функцiоналiв виду

Ω(x1, ..., xn) =
∞∑
k1=1

· · ·
∞∑

kn=1

f(ek1, ..., ekn) x̂k1...x̂kn.

Похибка вiдновлення має вид:

Rm1,...,mn
(W g1

p1
, ...,W gn

pn
) = max

(qj(1),...,qj(n))/∈Vu

|f(eqj(1), ..., eqj(n))|
n∏
s=1
|gsqj(s)|

1/ps

=

=
|f(equ+1(1), ..., equ+1(n))|

n∏
s=1
|gsqu+1(s)|1/ps

.
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Роздiл 3

Задачi вiдновлення згорток n функцiй

за лiнiйною iнформацiєю

3.1 Оптимiзацiя вiдновлення згортки n функцiй за лiнiйною

iнформацiєю на множинах 2π - перiодичних функцiй виду

x = aµ+K ∗ ψ, де K ∈ L1

Будемо вивчати задачу оптимального вiдновлення згорток функцiй в

наступнiй постановцi.

Нехай C i Lp, 1 ≤ p ≤ ∞, – простори 2π-перiодичних

функцiй x : R → R з вiдповiдними нормами ‖ · ‖C i

‖ · ‖Lp. Нехай також M1, ...,Mn ⊂ L1 – деякi класи функцiй;

x1 ∈M1, . . . , xn ∈Mn;

(x1 ∗ x2)(τ) =

2π∫
0

x1(τ − t)x2(t)dt

- згортка двох функцiй x1 i x2, а

(x1 ∗ x2 ∗ ... ∗ xn)(τ) = (x1 ∗ (x2 ∗ ... ∗ xn))(τ) =

=

2π∫
0

· · ·
2π∫

0

x1(τ − t1 − ...− tn−1)x2(t1)...xn(tn−1)dt1dt2...dtn−1

– згортка n функцiй x1, ..., xn.
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Припустимо, що для j = 1, ..., n на множинах span(Mj) задано набо-

ри Tj, Tj = (Tj,1, ..., Tj,mj
) лiнiйних неперервних функцiоналiв

Tj,l : span(Mj)→ R, l = 1, ...,mj.

Вектори

Tj(xj) = (Tj,1(xj), ..., Tj,mj
(xj)) ∈ Rmj , xj ∈Mj, j = 1, ..., n,

будемо називати лiнiйною iнформацiєю про x1, ..., xn типу (m1, ...,mn) (або

(m1, ...,mn)-iнформацiєю). Довiльне вiдображення

Φ : Rm1 × . . .× Rmn → Lp

будемо називати методом вiдновлення згортки x1 ∗ ... ∗ xn за (m1, ...,mn)-

iнформацiєю у просторi Lp.

Нехай:

R(x1, ...xn;T1, ..., Tn; Φ)(t) = (x1 ∗ ... ∗ xn)(t)− Φ(T1(x1), ..., Tn(xn))(t),

R(M1, ...,Mn;T1, ..., Tn; Φ;Lp) =

= sup
xj∈Mj,
j=1,...,n

‖R(x1, ..., xn;T1, ..., Tn; Φ)(·)‖Lp, (3.1)

R(M1, ...,Mn;T1, ..., Tn;Lp) = inf
Φ
R(M1, ...,Mn;T1, ..., Tn; Φ;Lp), (3.2)

Rm1,...,mn
(M1, ...,Mn;Lp) = inf

T1,...,Tn
R(M1, ...,Mn;T1, ..., Tn;Lp) (3.3)

(inf
Φ

береться по всiм можливим методам вiдновлення, а inf
T1,...,Tn

по всiм

можливим наборам функцiоналiв, якi дають (m1, ...,mn)– iнформацiю про

(x1, ..., xn);

RN(M1, ...,Mn;Lp) = inf
m1+...+mn=N

Rm1,...,mn
(M1, ...,Mn;Lp). (3.4)

Величину (3.1) назвемо похибкою методу Φ вiдновлення згортки n функ-

цiй x1 ∗ ... ∗ xn на класахM1, ...,Mn за iнформацiєю T1, ..., Tn у просторi Lp;
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величину (3.2) – оптимальною похибкою вiдновлення x1 ∗ ... ∗ xn на класах

M1, ...,Mn за заданою iнформацiєю типу (m1, ...,mn); величину (3.3) – оп-

тимальною похибкою вiдновлення x1 ∗ ... ∗ xn на M1, ...,Mn за (m1, ...,mn)

- iнформацiєю; i, нарештi, величину (3.4) – оптимальною похибкою вiднов-

лення x1 ∗ ... ∗ xn на M1, ...,Mn за iнформацiєю сумарного об’єму N .

Якщо при заданих T1, ..., Tn iснує метод Φ∗, який реалiзує inf
Φ

в правiй

частинi (3.2), тодi будемо називати Φ∗ оптимальним методом використання

данної iнформацiї. Якщо iснують T ∗1 , ..., T ∗n , якi реалiзують нижню межу

у правiй частинi (3.3), тодi будемо їх називати оптимальною (m1, ...,mn) -

iнформацiєю для вiдновлення x1 ∗ ... ∗ xn на M1, ...,Mn у просторi Lp.

Числа m0
1, ...,m

0
n, якi реалiзують inf в (3.4), будемо називати опти-

мальними об’ємами iнформацiї про x1, ..., xn, а оптимальну (m0
1, ...,m

0
n) -

iнформацiю – оптимальною iнформацiєю сумарного об’ємуN про x1, ..., xn.

Будемо вивчати наступну задачу оптимального вiдновлення згортки

n функцiй за лiнiйною iнформацiєю про функцiї, якi входять до згортки.

Нехай заданo класи функцiй M1, . . . ,Mn i p ∈ [1,∞], N ∈ N. По-

трiбно знайти величину (3.4), оптимальнi об’єми m∗1, . . . ,m
∗
n iнформацiї

(m∗1 + . . . + m∗n = N), оптимальну (m∗1, . . . ,m
∗
n)-iнформацiю T ∗1 , ..., T

∗
n , а

також оптимальний метод Φ∗ її використання.

Задача про оптимальне вiдновлення згортки двох функцiй з рiзних

функцiональних класiв була розглянута у [8]. Там також наведенi першi ре-

зультати по її розвязанню. Щодо подальших результатiв в цьому напрямку

див. [9].

Визначимо множини Mj(Tj) так

Mj(Tj) = {xj ∈Mj : Tj(xj) = 0} , j = 1, ..., n,
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i нехай

M(Tj) := M1 × ...×Mj−1 ×Mj(Tj)×Mj+1 × ...×Mn, j = 1, ..., n.

Оцiнку знизу для величини (3.1), а, звiдси, i величини (3.2), дає на-

ступна лема.

Лема 3.1.1. Нехай множини M1, . . . ,Mn опуклi i центрально-

симетричнi. Тодi для будь-яких наборiв функцiоналiв T1, ..., Tn i будь-

якого метода вiдновлення Φ

R(M1, ...,Mn;T1, ..., Tn; Φ;Lp) ≥ max
j=1,...,n

sup
(x1,...,xn)∈M(Tj)

‖(x1 ∗ ... ∗ xn)(·)‖Lp.

Для n = 2 лема 1 доведена в [8].

Доведення. Доведемо, що

R(M1, ...,Mn;T1, .., Tn; Φ;Lp) ≥ sup
(x1,...,xn)∈M(T1)

‖(x1 ∗ ... ∗ xn)(·)‖Lp.

Маємо (нижче θ – нульовий елемент простору Rm1)

R(M1, ...,Mn;T1, ..., Tn; Φ;Lp) ≥

≥ sup
(x1,...,xn)∈M(T1)

‖(x1 ∗ ... ∗ xn)(·)− Φ(θ, T2(x2), ..., Tn(xn))(·)‖Lp ≥

≥ sup
(x1,...,xn)∈M(T1)

max {‖(x1 ∗ ... ∗ xn)(·)− −Φ(θ, T2(x2), ..., Tn(xn))(·)‖Lp,

‖ − (x1 ∗ ... ∗ xn)(·)− Φ(θ, T2(x2), ..., Tn(xn))(·)‖Lp
}
≥

≥ sup
(x1,...,xn)∈M(T1)

‖(x1 ∗ ... ∗ xn)(·)‖Lp.

Аналогiчно доводиться, що для довiльного j = 2, ..., n

R(M1, ...,Mn;T1, .., Tn; Φ;Lp) ≥ sup
(x1,...,xn)∈M(Tj)

‖(x1 ∗ ... ∗ xn)(·)‖Lp.

Звiдси i випливає твердження леми. Лема доведена.

Зауваження 3.1.1. В конкретних ситуацiях одна або декiлька

множин Mi можуть мати таку властивiсть: якщо xi ∈ Mi, то для
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будь-якого u ∈ Hi (Hi – заданий скiнченновимiрний пiдпростiр H) u+xi ∈

Mi. Якщо, наприклад, таку властивiсть має M1, тодi в силу леми 3.1.1

R(M1, ...,Mn;T1, ..., Tn; Φ;Lp) ≥

≥ sup
u∈H1

sup
x1∈M1(T1)

‖((u+ x1) ∗ x2 ∗ ... ∗ xn)(·)‖Lp = +∞,

якщо u ∗ x2 ∗ ... ∗ xn 6= 0 для деяких u ∈ H1, x1 ∈ M1(T1). Таким чином,

для того щоб величина R(M1, ...,Mn;T1, ..., Tn; Φ;Lp) була в цьому випадку

скiнченою, необхiдно, щоб вiдновлення згортки на пiдпросторах Hi було

точним.

Нехай Fp – одинична куля у Lp, K ∈ L1, i µ = µ(K) = 0, якщо
2π∫
0

Kdt 6= 0 та µ = µ(K) = 1, якщо
2π∫
0

Kdt = 0 . Через K ∗ Fp позначимо

клас функцiй виду x = aµ+K ∗ ψ, де a ∈ R, ψ ∈ Fp, ψ ⊥ µ. Надалi будемо

вважати, що Mj = Kj ∗ Fpj, j = 1, ..., n , де Kj ∈ L1.

Нехай dN(M,C) позначає n-поперечник за Колмогоровим множини

M у просторi C (див., наприклад, [40], с.109).

Теорема 3.1.1. Нехай K1, ..., Kn ∈ L1. Тодi для будь-яких наборiв

функцiоналiв Tj = (Tj,1, , ..., Tj,mj
), j = 1, ..., n, Tj,l : span (Kj ∗ F1) → R,

l = 1, ...,mj i будь-якого методу вiдновлення Φ

R(K1 ∗ F1, ..., Kn ∗ F1;T1, ..., Tn; Φ;L1) ≥

≥ dmin{m1,...,mn}((K1 ∗ ... ∗Kn)(−·) ∗ F∞, C).

Доведення. Оскiльки ми оцiнюємо R(K1∗F1, ..., Kn∗F1;T1, ..., Tn; Φ;L1),

у випадку µ1 = ... = µn = 0 припускаємо T1, ..., Tn довiльними, а у випадку,

коли µ1 = ... = µn = 1, припускаємо T1, ..., Tn такими, що функцiонали

Tj,0(xj) =
2π∫
0

xjdt, j = 1, ..., n є лiнiйними комбiнацiями функцiоналiв Tj,l,

l = 1, ...,mj (див. зауваження 3.1.1).

Нехай, для визначеностi, min{m1, . . . ,mn} = m1.
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Для x1, ..., xn виду xj = ajµj +Kj ∗ ψj ∈ Kj ∗ Fpj в силу леми 3.1.1

нам достатньо довести нерiвнiсть

A1 := sup
x1∈(K1∗F1)(T1),

x2∈K2∗F1,...,xn∈Kn∗F1

‖(x1 ∗ ... ∗ xn)(·)‖L1
≥ dm1

(K1 ∗ ... ∗Kn ∗ F∞, C).

Маємо
A1 = sup

ψj∈F1, ψ1⊥µ1,j=1,n,

T1(K1∗ψ1)=θ

‖(K1 ∗ ψ1) ∗ ... ∗ (Kn ∗ ψn)(·)‖L1
=

= sup
ψj∈F1, ψ1⊥µ1,j=1,n,

T1(K1∗ψ1)=θ

‖(K1 ∗ . . . ∗Kn ∗ ψ1 ∗ ... ∗ ψn)(·)‖L1
=

= sup
ψj∈F1, ψ1⊥µ1,j=1,n,

T1(K1∗ψ1)=θ

sup
φ∈F∞

2π∫
0

(K1 ∗ . . . ∗Kn ∗ ψ1 ∗ ... ∗ ψn)(t)φ(t)dt =

= sup
φ∈F∞

sup
ψj∈F1, ψ1⊥µ1,j=1,n,

T1(K1∗ψ1)=θ

2π∫
0

((K1 ∗ . . . ∗Kn)(−·) ∗ φ)(u) · (ψ1 ∗ ... ∗ ψn)(u)du =

= sup
φ∈F∞

sup
ψj∈F1, ψ1⊥µ1,j=1,n−1,

T1(K1∗ψ1)=θ

max
t

2π∫
0

((K1∗. . .∗Kn)(−·)∗φ)(u)·(ψ1∗...∗ψn−1)(u−t)du =

= sup
φ∈F∞

sup
ψj∈F1, ψ1⊥µ1,j=1,n−1,

T1(K1∗ψ1)=θ

2π∫
0

((K1∗. . .∗Kn)(−·)∗φ)(u)·(ψ1∗...∗ψn−1)(u)du = . . . =

= sup
φ∈F∞

sup
ψj∈F1, ψ1⊥µ1,j=1,2,

T1(K1∗ψ1)=θ

2π∫
0

((K1 ∗ . . . ∗Kn)(−·) ∗ φ)(u) · (ψ1 ∗ ψ2)(u)du =

= sup
φ∈F∞

sup
ψj∈F1,ψ1⊥µ1,
T1(K1∗ψ1)=θ

2π∫
0

((K1 ∗ . . . ∗Kn)(−·) ∗ φ)(u)ψ1(u)du.

Функцiонали T1,1, ..., T1,m1
допускають неперервнi продовження

T ′1,1, ..., T
′
1,m1

на весь простiр L1, причому у випадку µ1 = ... = µn = 1 цi

продовження можна вибрати такими, щоб визначений на всьому L1 функ-

цiонал T1,0 був лiнiйною комбiнацiєю функцiоналiв T ′1,1, ..., T
′
1,m1

. Нехай

функцiонали T ′1,j мають вигляд

T ′1,j(x1) =

2π∫
0

x1(t)g1,j(t)dt, j = 1, ...,m1,
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де g1,j – фiксованi функцiї з L∞. Ясно, що при µ1 = ... = µn = 1 функцiя

g1,0 ≡ 1 є лiнiйною комбiнацiєю функцiй g1,1, g1,2, ..., g1,m1
, звiдки випливає,

що функцiї K1(−·) ∗ g1,1, K1(−·) ∗ g1,2, ..., K1(−·) ∗ g1,m1
лiнiйно залежнi.

Умова T1(K1 ∗ ψ1) = θ означає, що для j = 1, ...,m1

2π∫
0

(K1 ∗ ψ1)(t)g1,j(t)dt = 0,

або
2π∫

0

2π∫
0

K1(t− τ)ψ1(τ)dτg1,j(t)dt = 0,

або
2π∫

0

ψ1(τ)

2π∫
0

K1(t− τ)g1,j(t)dtdτ = 0.

Таким чином, умова T1(K1 ∗ ψ1) = θ означає, що ψ1 ⊥ K1(−·) ∗ g1,j для

будь-якого j = 1, . . . ,m1. Тому, враховуючи теорему двоїстостi С. М. Нi-

кольського (див. [9], с. 120] твердження 3.4.4), отримуємо

A1 = sup
φ∈F∞

sup
ψ1∈F1,ψ1⊥µ1,

ψ1⊥K1(−·)∗g1,j ,j=1,m1

2π∫
0

((K1 ∗ . . . ∗Kn)(−·) ∗ φ)(u) · ψ1(u)du =

= sup
φ∈F∞

E((K1 ∗ . . . ∗Kn)(−·) ∗ φ);H(T1))C , (3.5)

де E(x;H(T1))C – найкраще наближення функцiї x пiдпростором

H(T1) = span{K1(−·) ∗ g1,1, ..., K1(−·) ∗ g1,m1
}

в просторi C. З означення функцiй g1,1, ..., g1,m1
випливає, що як у випадку

µ1 = ... = µn = 0, так i у випадку µ1 = ... = µn = 1, dimH(T1) ≤ m1, i з

(3.5), враховуючи означення поперечника за Колмогоровим, отримуємо

A1 ≥ dm1
((K1 ∗ ... ∗Kn)(−·) ∗ F∞, C).

Теорема 3.1.1 доведена.

Результати цього пiдроздiлу нaведнi в [17, 18, 33].
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3.2 Оцiнки зверху вiдновлення згортки n функцiй за лiнiйною

iнформацiєю на множинах 2π - перiодичних функцiй виду

x = aµ+K ∗ ψ, де K ∈ L1 i не збiльшує осциляцiю

Позначимо через HT
2s−1, s ∈ N множину тригонометричних полiномiв

порядку, не вище s − 1. Неперервне на (0, 2π) ядро K, яке не є тригоно-

метричним полiномом будемо називати CVD - ядром (i писатиK ∈ CVD),

якщо для будь-яких a ∈ R, φ ∈ C, φ ⊥ µ = µ(K) буде ν(aµ+K ∗φ) ≤ ν(φ),

де ν(g) – число змiн знаку функцiї g на перiодi. Ряд питань теорiї CVD-

ядер викладено в [72], [67].

Нехай K ∈ CVD . Тодi це ядро задовольняє умовам теореми 4.1

з [6] i, отже, якщо ϕs(t) = sign sin st, σ – точка абсолютного максимума

або абсолютного мiнiмума функцiї K ∗ ϕs, тодi iснує єдиний полiном Ps =

Ps(K) ∈ HT
2s−1, iнтерполюючий K(t) в точках σ + mπ

s ,m ∈ Z , якщо всi

точки σ+mπ
s ,m ∈ Z, є точками неперервностiK. Якщо жK розiрвно в нулi

та 0 ∈ {σ + mπ
s |m ∈ Z}, тодi iснує єдиний полiном Ps = Ps(K) ∈ HT

2s−1,

iнтерполюючий K(t) в точках σ + mπ
s 6≡ 0(mod 2π). Полiном Ps = Ps(K)

(див. [6] теореми 2.4, 4.2 i §5, [89] ) є полiномом найкращого L1-наближення

для K i при цьому

‖K − Ps‖L1
= ‖K(−·)− Ps(−·)‖L1

= ‖K ∗ ϕs‖∞ =

= d2s−1(K ∗ F∞;C) = d2s−1(K(−·) ∗ F∞;C). (3.6)

Нижче, розглядаючи задачу оптимального вiдновлення згортки x1∗. . .∗xn,

де x1 ∈ K1∗F1, . . . xn ∈ Kn∗F1, ми будемо припускати, що ядра K1, . . . , Kn

такi, що K1 ∗ . . . ∗Kn ∈ CV D.

Нехай aj(x), bj(x)– коефiцiєнти Фур’є функцiї x ∈ L1, тобто

aj(x) =
1

π

2π∫
0

x(t) cos jtdt, bj(x) =
1

π

2π∫
0

x(t) sin jtdt,
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cj(x) =
aj(x)− ibj(x)

2
, c−j(x) =

aj(x) + ibj(x)

2
, j = 0, 1, ....

Припустимо

αj =
cj(Pn(K1 ∗ ... ∗Kn))

cj(K1)...cj(Kn)
, j = ±1, ...,±(s− 1), (3.7)

α0 обчислюється за формулою (3.7), якщо µ(K1) = ... = µ(Kn) = 0, i

α0 = (2π)n−1 – у протилежному випадку. Зазначимо, що з припущення

K1 ∗ . . . ∗ Kn ∈ CVD випливає, що всi коефiцiєнти cj(K1), ..., cj(Kn) при

кожному j ∈ Z вiдмiннi вiд нуля.

Нехай

Tl
∗(xl) = (a0(xl), a1(xl), ..., aN−1(xl), b1(xl), ..., bN−1(xl)), l = 1, ..., n. (3.8)

Φ∗(T1
∗(x1), ..., Tn

∗(xn))(t) =
s−1∑

j=−(s−1)

αjcj(x1)...cj(xn)e
ijt. (3.9)

Тодi, якщо x1 = a′1µ1 +K1 ∗ψ1 ∈ K1 ∗F1, ..., xn = a′nµn +Kn ∗ψn ∈ Kn ∗F1,

де a′j ∈ R, j = 1, n, тодi, враховуючи той факт, що для g1, ..., gn ∈ L1

cj(g1 ∗ ... ∗ gn) = (2π)n−1cj(g1)...cj(gn), j ∈ Z

i, дiючи, як при перетвореннi величини A1 в доведеннi теореми 3.1.1, от-

римуємо

‖x1 ∗ ... ∗ xn − Φ∗(T1
∗(x1), ..., Tn

∗(xn)‖L1
=

= ‖K1 ∗ ... ∗Kn ∗ ψ1 ∗ ... ∗ ψn − Ps(K1 ∗ ... ∗Kn) ∗ ψ1... ∗ ψn‖L1
=

= sup
φ∈F∞

2π∫
0

[(K1∗. . .∗Kn∗ψ1∗...∗ψn)(t)−(Ps(K1∗...∗Kn)∗ψ1∗...∗ψn)(t)]φ(t)dt =

= sup
φ∈F∞

2π∫
0

[(K1∗. . .∗Kn)(−·)−(Ps(K1∗...∗Kn))(−·)]∗φ(t)(ψ1∗...∗ψn−1)∗ψn(t)dt.

Звiдси випливає, що

‖x1 ∗ ... ∗ xn − Φ∗(T1
∗(x1), ..., Tn

∗(xn)‖L1
≤
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≤ sup
φ∈F∞

‖[(K1∗. . .∗Kn)(−·)−(Ps(K1∗...∗Kn))(−·)]∗φ∗ψ1∗...∗ψn−1‖C ‖ψn‖L1
≤

≤ sup
φ∈F∞

‖[(K1 ∗ . . . ∗Kn)(−·)− (Ps(K1 ∗ ... ∗Kn))(−·)] ∗ φ‖C ≤

≤ ‖(K1 ∗ ... ∗Kn)(−·)− (Ps(K1 ∗ ... ∗Kn))(−·)‖L1
≤

≤ ‖K1 ∗ ... ∗Kn − Ps(K1 ∗ ... ∗Kn)‖L1
.

Враховуючи спiввiдношення (3.6), отримуємо

‖x1 ∗ ... ∗ xn − Φ∗(T1
∗(x1), ..., Tn

∗(xn)‖L1
≤ d2s−1(K1 ∗ ... ∗Kn ∗ F∞;C).

Таким чином,

R(K1 ∗ F1, ..., Kn ∗ F1;T1, ..., Tn; Φ∗;L1) ≤

≤ d2s−1(K1 ∗ ... ∗Kn ∗ F∞;C) = ‖K1 ∗ ... ∗Kn ∗ ϕs‖C .

Враховуючи оцiнку знизу, яку дає теорема 3.1.1, i монотонне незрос-

тання поперечникiв dm(M,C) iз зростанням m, переконуємося в справед-

ливостi наступної теореми.

Теорема 3.2.1. Нехай ядра K1, ..., Kn такi, що K1... ∗Kn ∈ CV D,

нехай s ∈ N i нехай N = n(2s− 1). Тодi

Rn(2s−1)(K1 ∗ F1, .., Kn ∗ F1;L1) = R2s−1,...,2s−1(K1 ∗ F1, ..., Kn ∗ F1;L1) =

= d2s−1(K1 ∗ ... ∗Kn ∗ F∞, C) = ‖K1 ∗ ... ∗Kn ∗ ϕs‖C .

При цьому оптимальна iнформацiя визначається рiвнiстю (3.8), а оп-

тимальний метод її використання – рiвнiстю (3.9).

Результати цього пiдроздiлу нaведнi в [33].
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Висновки до роздiлу 3

В роздiлi 3 розв’язано задачу вiдновлення згортки n функцiй виду

(x1 ∗ x2 ∗ ... ∗ xn)(τ) = (x1 ∗ (x2 ∗ ... ∗ xn))(τ) =

=

2π∫
0

· · ·
2π∫

0

x1(τ − t1 − ...− tn−1)x2(t1)...xn(tn−1)dt1dt2...dtn−1

на опуклих центрально - симетричних множинах 2π - перiодичних функцiй

виду x = aµ+K ∗ ψ, де a ∈ R, ψ ∈ Fp, ψ ⊥ µ, де µ = 1, якщо
2π∫
0

Kdt = 0 i

µ = 0, якщо
2π∫
0

Kdt 6= 0.

Доведено, що для ядер K ∈ L1, якi не збiльшують осциляцiю, коє-

фiцiєнти Фур’є функцiй аргументiв згортки є оптимальною лiнiйною iн-

формацiєю як для µ = 0 так i для µ = 1. В обох випадках знайдено оп-

тимальнiй метод вiдновлення згортки та обчислено оптимальну похибку

вiдновлення.

Похибка вiдновлення має вид

Rn(2s−1)(K1 ∗ F1, ..., Kn ∗ F1;L1) = R2s−1,...,2s−1(K1 ∗ F1, ..., Kn ∗ F1;L1) =

= d2s−1(K1 ∗ ... ∗Kn ∗ F∞, C) = ‖K1 ∗ ... ∗Kn ∗ ϕs‖C .



95

Роздiл 4

Оптимальне вiдновлення елементiв

гiльбертового простору та їхнiх

скалярних добуткiв за коефiцiєнтами

Фур’є, якi вiдомi з похибкою.

4.1 Постановка задач.

Нехай задано банахiв простiр X, клас елементiв W ⊂ X i деяку (iнфор-

мацiйну) множину Y . Нехай також задано (iнформацiйне) вiдображення

I : W → P0(Y ), де P0(Y ) сукупнiсть непорожнiх пiдмножин множини Y.

Будемо вважати, що, бажаючи отримати iнформацiю про елемент x, ми

отримуємо деякий елемент множини I(x).

Довiльне вiдображення Φ : Y → X будемо називати методом вiднов-

лення елементiв множини W за заданою iнформацiєю.

Похибкою методу вiдновлення на класi W за iнформацiєю I нази-

вається величина
E(W, I,Φ) = sup

x∈W
y∈I(x)

‖x− Φ(y)‖X . (4.1)

Величина
E(W ; I) = inf

Φ
E(W, I,Φ) (4.2)
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називається похибкою оптимального вiдновлення елементiв класу W за

iнформацiєю I. При цьому метод Φ∗, який реалiзує точну нижню межу у

(4.2), називається оптимальним.

Нехай H1 i H2 – комплекснi гiльбертовi простори зi скалярними до-

бутками 〈·, ·〉H1
та 〈·, ·〉H2

i вiдповiдними нормами ‖ · ‖H1
i ‖ · ‖H2

, A – ком-

пактний оператор, що дiє з H1 в H2. ЧерезWA позначимо образ одиничної

кулi простору H1 при дiї оператора A, тобто

WA = {Ah : h ∈ H1, ‖h‖H1
≤ 1}.

Ми будемо розглядати задачу вiдновлення елементiв класуWA у випад-

ку, коли X = H2, Y = Cn, а iнформацiя про елемент x ∈ WA полягає

у тому, що нам вiдомо з деякою похибкою n коефiцiєнтiв Фур’є елемен-

та x за деякою (пов’язаною з оператором A) ортонормованою системою.

Результати даної роботи доповнюють та узагальнюють результати роботи

[45], якi вiдносяться до вiдновлення функцiй.

Задачу вiдновлення лiнiйних операторiв у гiльбертових просторах,

коли iнформацiю задано точно, було розглянуто в роботi [73]. У випадку,

коли iнформацiйне вiдображення I має вигляд Ix = i(x) +B, де i – лiнiй-

ний оператор, а B – куля деякого радiуса (яка задає похибку), вiдповiд-

ну задачу вiдновлення було розглянуто у роботi [76] (див. також [74],[83],

[90]). Iнший пiдхiд до вивчення таких задач, який базується на стандарт-

них принципах опуклої оптимiзацiї, використовувався у [45]. При цьому у

[76] доведено, що серед оптимальних методiв вiдновлення iснує лiнiйний, а

у [45] знайдено оптимальнi методи вiдновлення у випадках, коли похибка

задається у рiвномiрнiй метрицi.

У данному роздiлi ми розглянемо задачу оптимального вiдновлення

за неточною iнформацiєю про елементи класу WA при рiзних способах
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означення оператора I. Крiм того, ми розглянемо задачу оптимального

вiдновлення скалярних добуткiв елементiв з двох (взагалi кажучи, рiзних)

класiв елементiв гiльбертового простору H за неточною iнформацiєю про

спiвмножники. Ця задача формулюється так.

Нехай H - гiльбертовий простiр зi скалярним добутком 〈·, ·〉H . Нехай

W1 i W2 - два класи елементiв простору H. Нехай також I : H × H →

P0(Cn × Cn) - деяке iнформацiйне вiдображення. Довiльне вiдображення

Φ : Cn×Cn → C будемо називати методом вiдновлення скалярного добут-

ку. Величину

E(W1,W2, I,Φ) = sup
x∈W1,y∈W2
(a,b)∈I(x,y)

|〈x, y〉H − Φ(a, b)|

будемо називати похибкою методу вiдновлення Φ скалярного добутку на

класах W1 i W2 за iнформацiєю, що дається оператором I. Величину

E(W1,W2, I) = inf
Φ
E(W1,W2, I,Φ) (4.3)

будемо називати оптимальною похибкою вiдновлення скалярного добутку

на класах W1 i W2 за iнформацiєю, що дається оператором I, а метод

Φ∗, який реалiзує iнфiнум у правiй частинi (4.3), - оптимальним методом

вiдновлення.

Задачу оптимального вiдновлення бiлiнiйних функцiоналiв (зокрема,

скалярних добуткiв) за точною лiнiйною iнформацiєю про аргументи було

поставлено у роботi [4]. Там же було отримано першi результати щодо її

розв’язання. З приводу подальших результатiв див. роботи [6], [7], [9], [12],

[13].

У данiй роботi ми розглянемо задачу оптимального вiдновлення ска-

лярних добуткiв елементiв з класiв W1 i W2 за неточною iнформацiєю про

першi n коефiцiєнтiв Фур’є елементiв за деякою ортонормованою систе-

мою.
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4.2 Загальнi оцiнки знизу похибок оптимального вiдновлення

НехайX - банахiв простiр, Y - векторний простiр i θY - нульовий елемент

простору Y (нульовий елемент простору Cn будемо позначати через θ).

Нехай також I - деяке iнформацiйне вiдображення.

Лема 4.2.1. Припустимо, що знайдеться елемент x̃ ∈ W такий, що

−x̃ ∈ W i θY ∈ I(x̃) ∩ I(−x̃). Тодi для будь-якого методу Φ

E(W, I,Φ) ≥ ‖x̃‖X

i, отже,
E(W ; I) ≥ ‖x̃‖X .

Доведення. Маємо

E(W, I,Φ) = sup
x∈W
a∈I(x)

‖x− Φ(a)‖X ≥ sup
x∈W

θY ∈I(x)∩I(−x)

‖x− Φ(θY )‖X ≥

≥ sup
x∈W

θY ∈I(x)∩I(−x)

max{‖x− Φ(θY )‖X , ‖ − x− Φ(θY )‖X} ≥

≥ 1

2
sup
x∈W

θY ∈I(x)∩I(−x)

max{‖x− Φ(θY )‖X + ‖ − x− Φ(θY )‖X} ≥

≥ 1

2
sup
x∈W

θY ∈I(x)∩I(−x)

max{‖x− Φ(θY )‖X + ‖x+ Φ(θY )‖X} ≥

≥ 1

2
sup
x∈W

θY ∈I(x)∩I(−x)

2‖x‖X ≥ ‖x̃‖X .

Лему 4.2.1 доведено.

Лема 4.2.2. Нехай задано класи W1 i W2 елементiв гiльбертового

простору H та довiльне iнформацiйне вiдображення I : H×H → P0(Cn×

Cn). Припустимо, що знайдуться елементи x̃ ∈ W1 i ỹ ∈ W2 такi, що

−x̃ ∈ W1 i (θ, θ) ∈ I(x̃, ỹ) ∩ I(−x̃, ỹ)

або

−ỹ ∈ W2 i (θ, θ) ∈ I(x̃, ỹ) ∩ I(x̃,−ỹ).
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Тодi для будь-якого методу вiдновлення Φ : Cn × Cn → C

E(W1,W2, I,Φ) ≥ |〈x̃, ỹ〉H |.

Доведення. Нехай, для визначеностi, (θ, θ) ∈ (I(x̃, ỹ) ∩ I(−x̃, ỹ)). Тодi

для довiльного Φ

E(W1,W2, I,Φ) ≥ sup
x∈W1,y∈W2

(θ,θ)∈(I(x,y)∩I(−x,y))

|〈x, y〉H − Φ(θ, θ)| ≥

≥ max{|〈x̃, ỹ〉H − Φ(θ, θ)|, |〈−x̃, ỹ〉H − Φ(θ, θ)|} ≥

≥ 1

2
{|〈x̃, ỹ〉H − Φ(θ, θ)|+ |〈x̃, ỹ〉H + Φ(θ, θ)|} ≥ |〈x̃, ỹ〉H |.

Лему 4.2.2 доведено.
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4.3 s - числа та канонiчне представлення компактного операто-

ра у гiльбертовому просторi

Нехай H1 i H2 – гiльбертовi простори, A – компактний оператор, що

дiє з H1 в H2, A∗ – спряжений оператор. Тут ми наведемо, в потрiбно-

му нам виглядi, твердження про канонiчне зображення оператора A (див.,

наприклад, [28]). Оператор A∗A : H1 → H1 є додатним, компактним та

самоспряженим. В силу теореми Гiльберта - Шмiдта в H1 iснує ортонор-

мована система {φn} власних векторiв цього оператора, якi вiдповiдають

власним значенням {λn} , λn 6= 0, така, що кожний елемент ξ ∈ H1 можна

представити єдиним чином у виглядi

ξ = ξ′ +
∑
k

ckφk, ξ′ ∈ KerA∗A, (4.4)

при цьому A∗Aξ =
∑
k

λkckφk, i, якщо система {φn} нескiнченна, то λn →

0 (n→∞).

Оскiльки оператор A∗A додатний, його ненульовi власнi значення

додатнi. Занумеруємо їх у порядку незростання з урахуванням кратностей:

λ1 ≥ . . . ≥ λn ≥ . . .. Покладемо sn =
√
λn. Враховуючи, що KerA∗A =

KerA, з (4.4) отримуємо

Aξ =
∑
k

ckAφk =
∑
k

skck
1

sk
Aφk =

∑
k

skckψk,

де ψk = 1
sk
Aφk. Як не важко перевiрити, {ψn} – ортонормована система

у просторi H2. Таким чином, якщо A – компактний оператор, що дiє з

H1 в H2, то в H1 i H2 iснують такi ортонормованi системи {φn} i {ψn},

що Aφn = snψn, будь-який ξ ∈ H1 можна представити єдиним чином у

виглядi

ξ = ξ′ +
∑
k

〈ξ, φk〉H1
φk, ξ′ ∈ KerA,
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при цьому

Aξ =
∑
k

sk〈ξ, φk〉H1
ψk. (4.5)

Як i у випадку H1 = H2, числа sn будемо називати s-числами оператора

A, а рiвнiсть (4.5) – канонiчним зображенням цього оператора.
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4.4 Вiдновлення за неточно заданою iнформацiєю

В подальшому ми вважатимемо, що для оператора A система {φk}, i,

отже, система s-чисел {sk} нескiнченна. Змiни, якi потрiбно внести у фор-

мулювання теорем i їхнi доведення у протилежному випадку, очевиднi, i

ми на них не зупиняємось. Нагадаємо, що WA = {x ∈ H2 : x = Ah, h ∈

H1, ‖h‖H1
≤ 1}. Для x ∈ WA через xk = 〈x, ψk〉H2

, k ∈ N, позначатимемо

коефiцiєнти Фур’є елемента x = Ah по системi {ψk}, а через hk = 〈h, φk〉H1

– коефiцiєнти Фур’є елемента h по системi {φk}. Зрозумiло, що xk = skhk.

Розглянемо задачу вiдновлення класуWA в ситуацiї, коли iнформацiя про

першi n членiв послiдовностi {xk} коефiцiєнтiв Фур’є є вiдомою з деякою

похибкою, тобто замiсть значень xk = skhk, k = 1, . . . , n, задано набiр чи-

сел ak, якi вiдрiзняються вiд xk на малу величину в тiй або iншiй метрицi.

Як звичайно, через lnp , (n ≥ 1, 1 ≤ p ≤ ∞) будемо позначати лiнiйний

простiр векторiв z = (z1, ..., zn) ∈ Cn з вiдповiдною нормою ‖ · ‖p = ‖ · ‖lnp .

Для невiд’ємного ε через B[ε, lnp ] позначимо замкнену кулю у про-

сторi lnp з центром у нулi та радiусом ε. У випадку, коли n = 1, замiсть

B[ε, lnp ] будемо писати B[ε]. Крiм того, скрiзь нижче вважаємо, що
0∑

k=1

дорiвнює нулю, якщо пiд знаком суми стоять числа, i дорiвнює нульовому

елементу гiльбертового простору H, якщо пiд знаком суми стоять елемен-

ти H.

4.4.1 Випадок I(x) = Inε (x) = (x1, . . . , xn) +B[ε1]× . . .×B[εn], ε = (ε1, . . . , εn) ∈ Rn
+.

Теорема 4.4.1.1. Нехай A : H1 → H2 – компактний оператор i n ∈ N.

Якщо

1−
n∑
k=1

ε2
k

s2
k

≥ 0,

то покладемо m = n. У протилежному випадку виберемо m ∈ Z+, m ≤ n,
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так, щоб

1−
m∑
k=1

ε2
k

s2
k

≥ 0 i 1−
m∑
k=1

ε2
k

s2
k

−
ε2
m+1

s2
m+1

< 0. (4.6)

Тодi

E(WA; Inε )2 = s2
m+1 +

m∑
k=1

ε2
k

(
1−

s2
m+1

s2
k

)
. (4.7)

При цьому оптимальним методом вiдновлення є метод

Φ∗m(a) =
m∑
k=1

ak

(
1−

s2
m+1

s2
k

)
ψk, a = (a1, ..., am).

Зауваження 4.4.1.1. Якщо m = 0, то похибка E(WA; Inε )2 = s2
1, а опти-

мальним методом вiдновлення є Φ∗0(a) = θH2
.

Доведення. Застосовуючи нерiвнiсть опуклостi i враховуючи, що |xk −

ak| ≤ εk для k = 1, ..., n, отримуємо для x ∈ WA i будь-якого m (0 ≤ m ≤

n)

‖x− Φ∗m(a)‖2
H2

=
m∑
k=1

∣∣∣∣xk − ak(1−
s2
m+1

s2
k

)∣∣∣∣2 +
∞∑

k=m+1

|xk|2 =

=
m∑
k=1

∣∣∣∣(1−
s2
m+1

s2
k

)
(xk − ak) +

s2
m+1

s2
k

xk

∣∣∣∣2 +
∞∑

k=m+1

|xk|2 ≤

≤
m∑
k=1

((
1−

s2
m+1

s2
k

)
|xk − ak|2 +

s2
m+1

s2
k

|xk|2
)

+
∞∑

k=m+1

|xk|2 ≤

≤
m∑
k=1

(
1−

s2
m+1

s2
k

)
|xk − ak|2 +

m∑
k=1

s2
m+1|hk|2 +

∞∑
k=m+1

s2
k|hk|2 ≤

≤
m∑
k=1

(
1−

s2
m+1

s2
k

)
ε2
k + s2

m+1.

Таким чином, при будь-якому m ≤ n має мiсце оцiнка

‖x− Φ∗m(a)‖2
H2
≤

m∑
k=1

(
1−

s2
m+1

s2
k

)
ε2
k + s2

m+1. (4.8)
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Для встановлення оцiнки знизу, припустимо, що число m вибране з

умови (4.6) i означимо набiр невiд’ємних чисел u1, ..., um, um+1:

u2
k =

ε2
k

s2
k

, k = 1, ...,m i u2
m+1 = 1−

m∑
k=1

ε2
k

s2
k

.

Покладемо h̃ =
m+1∑
k=1

ukφk i x̃ = Ah̃ =
m+1∑
k=1

skukψk. Зрозумiло, що

x̃ ∈ WA i

‖x̃‖2
H2

=
m∑
k=1

s2
ku

2
k + s2

m+1u
2
m+1 =

m∑
k=1

ε2
k + s2

m+1

(
1−

m∑
k=1

ε2
k

s2
k

)
=

=
m∑
k=1

ε2
k + s2

m+1 −
m∑
k=1

ε2
k

s2
m+1

s2
k

.

Покажемо, що θ ∈ Inε (x̃)∩Inε (−x̃). У випадку, колиm = n, виконання умов

|x̃k| = |skuk| ≤ εk (4.9)

для всiх k = 1, .., n, очевидне, так що θ ∈ Inε (x̃) ∩ Inε (−x̃). У випадку

m ≤ n− 1 для k = 1, ...,m умови (4.9) виконуються в наслiдок визначення

uk i x̃k. Для k = m+ 1 на пiдставi умови (4.6) маємо

|um+1|2 ≤
ε2
m+1

s2
m+1

i |x̃m+1|2 ≤ ε2
m+1.

Умову (4.9) виконано i в цьому випадку. Таким чином, θ ∈ Inε (x̃)∩ Inε (−x̃).

Застосовуючи лему 4.2.1, отримуємо

E(WA; Inε )2 ≥ ‖x̃‖2
H2

= s2
m+1 +

m∑
k=1

ε2
k

(
1−

s2
m+1

s2
k

)
.

Теорему 4.4.1.1 доведено.

4.4.2 Випадок I(x) = Inε,2(x) = (x1, . . . , xn) +B[ε; ln2 ].

Теорема 4.4.2.1. Нехай A : H1 → H2 – компактний оператор. Тодi, якщо

ε < s1, то

E(WA, Inε,2) =

√
s2
n+1 + ε2

(
1−

s2
n+1

s2
1

)
.
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При цьому оптимальним методом вiдновлення є

Φ∗n(a) =
n∑
k=1

ak

(
1−

s2
n+1

s2
k

)
ψk.

Якщо ε ≥ s1, то E(WA, Inε,2) = s1 i оптимальним методом вiдновлення є

Φ∗0(a) = θ.

Доведення. Спочатку встановимо оцiнку зверху. З оцiнки (4.8) при m =

n, враховуючи, що
n∑
k=1

ε2
k ≤ ε2, виводимо

E(WA, Inε,2) ≤ sup
x∈WA

‖x− Φ∗n(a)‖2
H2
≤ max

k=1,...,n

(
1−

s2
n+1

s2
k

)
ε2 + s2

n+1 =

=

(
1−

s2
n+1

s2
1

)
ε2 + s2

n+1.

Необхiдну оцiнку зверху отримано. Встановимо оцiнку знизу. Припустимо,

що ε < s1.

Нехай u1 = ε
s1
, un+1 =

√
1− ε2

s21
. Покладемо

ũ = u1φ1 + un+1φn+1 i x̃ = Aũ = s1u1ψ1 + sn+1un+1ψn+1 =

= εψ1 + sn+1ψn+1

√
1− ε2

s2
1

.

При цьому, вочевидь, θ ∈ Inε,2(x̃) ∩ Inε,2(−x̃). Крiм того, x̃ ∈ WA i

‖x̃‖2
H2

= ε2 + s2
n+1

(
1− ε2

s2
1

)
= ε2

(
1−

s2
n+1

s2
1

)
+ s2

n+1.

Використовуючи лему 4.2.1, отримуємо

E(WA, Inε,2)
2 ≥ ‖x̃‖2

H2
= ε2

(
1−

s2
n+1

s2
1

)
+ s2

n+1.

Випадок ε < s1 розглянуто.

Нехай тепер ε ≥ s1. Тодi для Φ∗0(a) = θ

E(WA, Inε,2) ≤ sup
x∈WA

‖x− θ‖H2
≤ s1.
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Для оцiнки знизу, покладемо ũ = ψ1 i x̃ = s1ψ1, ‖x̃‖H2
= s1. Зрозумiло, що

θ ∈ Inε,2(x̃) ∩ Inε,2(−x̃) i за лемою 4.2.1

E(WA, Inε,2) ≥ ‖x̃‖H2
= s1.

Теорему 4.4.2.1 доведено.

4.4.3 Випадок I(x) = Inε,∞(x) = (x1, . . . , xn) +B[ε; ln∞].

Теорема 4.4.3.1. Нехай A : H1 → H2 – компактний оператор i число

m ∈ Z+, m ≤ n, вибрано як у теоремi 4.4.1.1. Тодi

E(WA, Inε,∞) =

√√√√s2
n + ε2

m∑
k=1

(
1−

s2
m+1

s2
k

)
.

При цьому оптимальним методом вiдновлення є метод

Φ∗m(a) =
m∑
k=1

ak

(
1−

s2
m+1

s2
k

)
ψk.

Доведення. З теореми 4.4.1.1 виводимо наступну оцiнку зверху:

E(WA, Inε,∞) ≤ sup
x∈WA

a∈Inε (x)

‖x− Φ∗m(a)‖H2
≤

√√√√s2
m+1 + ε2

m∑
k=1

(
1−

s2
m+1

s2
k

)
.

Для отримання оцiнки знизу, достатньо в мiркуваннях, за допомогою яких

отримано оцiнку знизу в теоремi 4.4.1.1 , покласти ε1 = ... = εn = ε.

Теорему 4.4.3.1 доведено.

4.4.4 Випадок I(x) = Inε,p(x) = (x1, . . . , xn) +B[ε; lnp ], 2 < p <∞.

Введемо такi позначення:

c2
k =

(
1− s2n+1

s2k

) p
p−2−1

(
n∑
j=1

(
1− s2n+1

s2j

) p
p−2

) 2
p

, b2
k = ε2c2

k, k = 1, ..., n.
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Теорема 4.4.4.1. Нехай n ∈ N i

Φ∗n(a) =
n∑
k=1

ak

(
1−

s2
m+1

s2
k

)
ψk, a = (a1, ..., am).

Тодi для довiльних ε > 0 i 2 < p <∞

E(WA; Inε,p)
2 ≤ s2

n+1 + ε2

(
n∑
k=1

(
1−

s2
n+1

s2
k

) p
p−2
)p−2

p

.

Якщо ε > 0 таке, що виконано умову

ε2
n∑
k=1

c2
k

s2
k

≤ 1, (4.10)

то

E(WA; Inε,p)
2 = s2

n+1 + ε2

(
n∑
k=1

(
1−

s2
n+1

s2
k

) p
p−2
)p−2

p

.

Доведення. При доведеннi теореми 4.4.1.1 для x ∈ WA було отримано

оцiнку

‖x− Φ∗n(a)‖2
H2
≤

n∑
k=1

(
1−

s2
n+1

s2
k

)
|xk − ak|2 + s2

n+1

n∑
k=1

|hk|2 +
∞∑

k=n+1

s2
k|hk|2.

Застосовуючи для оцiнки першого доданку нерiвнiсть Гельдера з показни-

ками p
p−2 i p2 , i враховуючи, що

s2
n+1

n∑
k=1

|hk|2 +
∞∑

k=n+1

s2
k|hk|2 ≤ s2

n+1,

отримуємо

‖x− Φ∗n(a)‖2
H2
≤

{
n∑
k=1

(
1−

s2
n+1

s2
k

) p
p−2
}p−2

p

·

{
n∑
k=1

|xk − ak|p
} 2

p

+ s2
n+1 ≤

≤

{
n∑
k=1

(
1−

s2
n+1

s2
k

) p
p−2
}p−2

p

ε2 + s2
n+1.

Для встановлення оцiнки знизу вимагатимемо, щоб ε > 0 було таким,

щоб виконувалася умова (4.10).
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Покладемо u2
k =

b2k
s2k
, k = 1, ..., n, i u2

n+1 = 1−
n∑
k=1

b2k
s2k
. Зауважимо,

що
n∑
k=1

(skuk)
p =

n∑
k=1

(
b2
k

)p
2 = εp. (4.11)

Покладемо h̃ =
n+1∑
k=1

ukφk, x̃ = Ah̃ =
n+1∑
k=1

skukψk. Зрозумiло, що x̃ ∈ WA.

Крiм того,

‖x̃‖2
H2

=
n∑
k=1

s2
ku

2
k + s2

n+1u
2
n+1 =

=
n∑
k=1

b2
k + s2

n+1

(
1−

n∑
k=1

b2
k

s2
k

)
= s2

n+1 +
n∑
k=1

b2
k

(
1−

s2
n+1

s2
k

)
=

= s2
n+1+ε

2
n∑
k=1

(
1− s2n+1

s2k

)(
1− s2n+1

s2k

) p
p−2−1

(
n∑
k=1

(
1− s2n+1

s2k

) p
p−2
) 2

p

= s2
n+1+ε

2

(
n∑
k=1

(
1−

s2
n+1

s2
k

) p
p−2
)p−2

p

.

Внаслiдок (4.11), θ ∈ Inε,p(x̃)∩ Inε,p(−x̃). Застосовучи лему 4.2.1, отримуємо

E(WA; Inε,p)
2 ≥ ‖x̃‖2

H2
= s2

n+1 + ε2

(
n∑
k=1

(
1−

s2
n+1

s2
k

) p
p−2
)p−2

p

.

Теорему 4.4.4.1 доведено.
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4.5 Вiдновлення скалярних добуткiв.

Застосуємо тепер методи, розвинутi в попередньому пунктi, до задачi

вiдновлення скалярних добуткiв.

Нехай A : H1 → H2 – компактний оператор з канонiчним зобра-

женням (4.5):

Ag =
∑
k

sk〈g, φk〉H1
ψk =

∑
k

skgkψk.

Нехай також задано обмежений оператор B : H1 → H2 вигляду

Bh =
∑
k

qk〈h, φk〉H1
ψk =

∑
k

qkhkψk,

де {qk} - незростаюча послiдовнiсть додатних чисел. За допомогою цих

операторiв визначимо класи

WA = {Ag : ‖g‖H1
≤ 1}, WB = {Bh : ‖h‖H1

≤ 1}.

Розглянемо задачу оптимального вiдновлення скалярного добутку

〈x, y〉H2
на класах WA i WB за неточно заданими наборами перших n ко-

ефiцiєнтiв Фур’є елементiв x ∈ WA та y ∈ WB за системою {ψk}, тобто за

неточно заданими наборами чисел {skgk}nk=1 та {qkhk}nk=1. Будемо розгля-

дати цю задачу для iнформацiйних вiдображень наступного вигляду:

Inε (x, y) = {(a, b) ∈ Cn × Cn : ∀k = 1, ..., n, |xkyk − akbk| ≤ εk} i

Inε,p(x, y) = {(a, b) ∈ Cn × Cn : ‖(x1y1, ..., xnyn)− (a1b1, ..., anbn)‖lnp ≤ ε}.

Тут ε, ε1, ..., εn - невiд’ємнi числа та 1 ≤ p ≤ ∞.

4.5.1 Iнформацiйне вiдображення Inε (x, y).

Теорема 4.5.1.1. Для заданого n ∈ N покладемо m = n, якщо

1−
m∑
k=1

εk
skqk

≥ 0.
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У протилежному випадку виберемо m ∈ Z+ (m ≤ n), виходячи з умов

1−
m∑
k=1

εk
skqk

≥ 0 i 1−
m∑
k=1

εk
skqk

− εm+1

sm+1qm+1
< 0. (4.12)

Тодi

E(WA,WB, Inε ) = sm+1qm+1 +
m∑
k=1

εk

(
1− sm+1qm+1

skqk

)
.

При цьому оптимальним методом вiдновлення є

Φ∗m(a, b) =
m∑
k=1

akbk

(
1− sm+1qm+1

skqk

)
.

Доведення. Для x ∈ WA, y ∈ WB маємо

|〈x, y〉H2
− Φ∗m(a, b)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

xkyk −
m∑
k=1

(
1− sm+1qm+1

skqk

)
akbk

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

xkyk −
m∑
k=1

(
1− sm+1qm+1

skqk

)
akbk +

∞∑
k=m+1

xkyk

∣∣∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

(
1− sm+1qm+1

skqk

)(
xkyk − akbk

)
+

m∑
k=1

sm+1qm+1

skqk
xkyk +

∞∑
k=m+1

xkyk

∣∣∣∣∣ ≤
≤

m∑
k=1

(
1− sm+1qm+1

skqk

)
|xkyk − akbk|+

m∑
k=1

sm+1qm+1

skqk
skqk|hkgk|+

+sm+1qm+1

∞∑
k=m+1

|hkgk|.

Використовуючи для оцiнки другого i третього доданкiв нерiвнiсть Кошi-

Буняковського, продовжимо оцiнку так:

|〈x, y〉H2
− Φ∗m(a, b)| ≤

≤
m∑
k=1

(
1− sm+1qm+1

skqk

)
|xkyk−akbk|+sm+1qm+1

( ∞∑
k=1

|hk|2
) 1

2

·

( ∞∑
k=1

|gk|2
) 1

2

≤

≤
m∑
k=1

(
1− sm+1qm+1

skqk

)
εk + sm+1qm+1.
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Таким чином, при будь-якому m має мiсце оцiнка

|〈x, y〉H2
− Φ∗m(a, b)| ≤

m∑
k=1

(
1− sm+1qm+1

skqk

)
εk + sm+1qm+1. (4.13)

Для встановлення оцiнки знизу припустимо, що m вибрано з умови

(4.12) i покладемо

uk = vk =

√
εk
skqk

, k = 1, ...,m, i um+1 = vm+1 =

√√√√1−
m∑
k=1

εk
skqk

.

Означимо елементи x̃ ∈ WA i ỹ ∈ WB:

x̃ =
m+1∑
k=1

skukψk, ỹ =
m+1∑
k=1

qkvkψk.

Покажемо, що (θ, θ) ∈ I(x̃, ỹ)∩I(−x̃, ỹ). У випадкуm = n, виконання умов

|x̃kỹk| = |skqkukvk| ≤ εk при всiх k є очевидним. Отже (θ, θ) ∈ I(x̃, ỹ) ∩

I(−x̃, ỹ).

Якщо ж m ≤ n − 1, то при k = 1, ...,m нерiвностi |x̃kỹk| ≤ εk вико-

нуються згiдно означенням x̃k i ỹk. Для k = m+ 1 маємо

|x̃m+1ỹm+1| = sm+1qm+1

(
1−

m∑
k=1

εk
skqk

)
≤ sm+1qm+1

εm+1

sm+1qm+1
= εm+1.

Далi

〈x̃, ỹ〉H2
=

m∑
k=1

skqkukvk + sm+1qm+1

(
1−

m∑
k=1

εk
skqk

)
=

= sm+1qm+1 +
m∑
k=1

(
1− sm+1qm+1

skqk

)
εk.

Використовуючи лему 4.2.2, отримуємо

E(WA,WB, Inε ) ≥ 〈x̃, ỹ〉H2
= sm+1qm+1 +

m∑
k=1

(
1− sm+1qm+1

skqk

)
εk.

Необхiдну оцiнку знизу встановлено.

Теорему 4.5.1.1 доведено.
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4.5.2 Iнформацiйне вiдображення Inε,1.

Теорема 4.5.2.1. Якщо ε < s1q1, то

E(WA,WB, Inε,1) = sn+1qn+1 + ε

(
1− sn+1qn+1

s1q1

)
.

При цьому оптимальним методом вiдновлення є

Φ∗n(a, b) =
n∑
k=1

akbk

(
1− sn+1qn+1

s1q1

)
.

Якщо ж ε ≥ s1q1, то

E(WA,WB, Inε,1) = s1q1 i

Φ∗0(a, b) = θ - оптимальний метод.

Доведення. З оцiнки (4.13), враховуючи що
∑n

k=1 εk ≤ ε, виводимо що

для x ∈ WA, y ∈ WB при m = n

|〈x, y〉H2
− Φ∗n(a, b)| ≤ max

k=1,n

(
1− sn+1qn+1

skqk

) n∑
k=1

εk + sn+1qn+1 =

=

(
1− sn+1qn+1

s1q1

)
ε+ sn+1qn+1.

Це необхiдна оцiнка зверху:

E(WA,WB, Inε,1) ≤ sn+1qn+1 + ε

(
1− sn+1qn+1

s1q1

)
.

Встановимо оцiнку знизу. Припустимо спочатку, що ε < s1q1. Нехай

u1 =
√

ε
s1q1

, un+1 =
√

1− ε
s1q1

. Покладемо ũ = u1φ1 + un+1φn+1,

ṽ = u1φ1 + un+1φn+1 i

x̃ = Aũ = s1ũ1ψ1 + sn+1ũn+1ψn+1, ỹ = Bṽ = q1ũ1ψ1 + qn+1ũn+1ψn+1.

Зрозумiло, що x̃ ∈ WA, ỹ ∈ WB i (θ, θ) ∈ Inε,1(x̃, ỹ) ∩ Inε,1(−x̃, ỹ). Крiм того,

〈x̃, ỹ〉H2
= s1q1u

2
1 + sn+1qn+1u

2
n+1 = ε+

(
1− ε

s1q1

)
sn+1qn+1 =
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= sn+1qn+1 + ε

(
1− sn+1qn+1

s1q1

)
.

З огляду на лему 4.2.2 отримуємо

E(WA,WB, Inε,1) ≥ sn+1qn+1 + ε

(
1− sn+1qn+1

s1q1

)
.

Нехай тепер ε ≥ s1q1. Для методу Φ∗0(a, b) = θ i будь-яких x ∈ WA, y ∈ WB

одержуємо

|〈x, y〉H2
− θ| =

∑
k

skqk|hkgk| ≤ s1q1‖h‖H1
· ‖g‖H1

≤ s1q1.

Для оцiнки знизу покладемо x̃ = s1ψ1, ỹ = q1ψ1. Зрозумiло, що

θ ∈ Inε,1(x̃, ỹ) ∩ Inε,1(−x̃, ỹ). За лемою 4.2.2 маємо

E(WA,WB, Inε,1) ≥ |〈x̃, ỹ〉H2
| = s1q1.

Теорему 4.5.2.1 доведено.

4.5.3 Iнформацiйне вiдображення Inε,∞.

Теорема 4.5.3.1. Для заданого n ∈ N число m ∈ Z+, m ≤ n, виберемо як

в теоремi 4.5.1.1. Тодi

E(WA,WB, Inε,∞) = sm+1qm+1 + ε

m∑
k=1

(
1− sm+1qm+1

skqk

)
.

При цьому оптимальним методом вiдновлення є метод

Φ∗m(a, b) =
m∑
k=1

akbk

(
1− sm+1qm+1

skqk

)
.

Доведення. З теореми 4.5.1.1 (п. 4.5.1) виводимо

E(WA,WB, Inε,∞) ≤ E(WA,WB, Inε,∞,Φ
∗
m) ≤ sm+1qm+1+ε

m∑
k=1

(
1− sm+1qm+1

skqk

)
.

Для встановлення оцiнки знизу, достатньо в мiркуваннях, за допомогою

яких отримано оцiнку знизу в теоремi 4.5.1.1 , взяти ε1 = ... = εm = ε.

Теорему 4.5.3.1 доведено.
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4.5.4 Iнформацiйне вiдображення Inε,p, 1 < p <∞.

Нехай q = p/(p− 1) i

ck =

(
1− sn+1qn+1

skqk

)q−1

·

(
n∑
j=1

(
1− sn+1qn+1

sjqj

)q) 1−q
q

.

Теорема 4.5.4.1. Нехай Φ∗n(a, b) =
∑n

k=1 akbk

(
1− sn+1qn+1

skqk

)
, тодi для будь-

якого ε > 0

E(WA,WB, Inε,p) ≤ E(WA,WB, Inε,p,Φ
∗
n) ≤

≤ sn+1qn+1 + ε

(
n∑
k=1

(
1− sn+1qn+1

skqk

)q) 1
q

.

Якщо ε таке, що виконується умова

ε

n∑
k=1

(skqk)
−1ck ≤ 1, (4.14)

то

E(WA,WB, Inε,p) = E(WA,WB, Inε,p,Φ
∗
n) =

= sn+1qn+1 + ε

(
n∑
k=1

(
1− sn+1qn+1

skqk

)q) 1
q

i метод Φ∗n(a, b) є оптимальним.

Доведення. В ходi доведення теореми 4.5.1.1 було встановлено оцiнку

|〈x, y〉H2
− Φ∗n(a, b)| ≤

n∑
k=1

(
1− sn+1qn+1

skqk

)
|xkyk − akbk|+ sn+1qn+1.

Застосовуючи для оцiнки першого доданка нерiвнiсть Гельдера з показни-

ками p i q = p
p−1 , отримуємо

|〈x, y〉H2
− Φ∗n(a, b)| ≤

≤

(
n∑
k=1

(
1− sn+1qn+1

skqk

)q) 1
q
(

n∑
k=1

|xkyk − akbk|p
) 1

p

+ sn+1qn+1 ≤



115

≤

(
n∑
k=1

(
1− sn+1qn+1

skqk

)q) 1
q

ε+ sn+1qn+1.

Перше тверження теореми доведено.

Для встановлення оцiнки знизу, припустимо, що виконано умову

(4.14). Нехай

uk = vk = (ε · (skqk)−1 · ck)1/2, k = 1, ..., n i un+1 = vn+1 =

= (1− ε
n∑
k=1

(skqk)
−1ck)

1/2.

Означимо елементи x̃ ∈ WA i ỹ ∈ WB:

x̃ =
n+1∑
k=1

skukψk, ỹ =
n+1∑
k=1

qkvkψk.

Як легко бачити,
∑n

k=1 |x̃kỹk|p = εp, так що (θ, θ) ∈ Inε,p(x̃, ỹ) ∩ Inε,p(−x̃, ỹ).

Крiм того,

〈x̃, ỹ〉H2
=

n∑
k=1

skqkukvk = sn+1qn+1 + ε

(
n∑
k=1

(
1− sn+1qn+1

skqk

)q) 1
q

.

Використовуючи лему 2 , отримуємо

E(WA,WB, Inε,p) ≥ 〈x̃, ỹ〉H2
= sn+1qn+1 + ε

(
n∑
k=1

(
1− sn+1qn+1

skqk

)q) 1
q

.

Необхiдну оцiнку знизу встановлено.

Теорему 4.5.4.1 доведено.

Результати цього пiдроздiлу нaведно в [19], [20].
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Висновки до роздiлу 4

В роздiлi 4 розв’язано задачу оптимального вiдновлення за неточ-

ною iнформацiєю про елементи класу WA при рiзних способах означення

iнформацiйного оператора I.

Також розв’язано задачу оптимального вiдновлення скалярних до-

буткiв елементiв з двох (взагалi кажучи, рiзних) класiв елементiв гiльбер-

тового простору H за неточною iнформацiєю про спiвмножники.

В пiдроздiлi 4.1 наводяться необхiднi означення та формулюються

задачi вiдновлення за неточною iнформацiєю.

В лемi 4.2.1 означено елемент x̃ i доведена оцiнка знизу оптимальної

похибки вiдновлення:

E(W, I,Φ) ≥ ‖x̃‖X

а в лемi 4.2.2 означено елементи x̃, ỹ i доведна наступна оцiнка знизу:

E(W1,W2, I,Φ) ≥ |〈x̃, ỹ〉H |.

В пiдроздiлi 4.3 наводиться канонiчне представлення компактного

оператора.

В пiдроздiлi 4.4 для гiльбертових просторiв H1, H2 i компактного

оператора А означається множина WA = {x ∈ H2 : x = Ah, h ∈

H1, ‖h‖H1
≤ 1}. Для WA знайдена оптимальна лiнiйна iнформацiя та оп-

тимальнiй метод вiдновлення, а також обчислено оптимальну похибку вiд-

новлення. Оптимальною лiнiйною iнформацiєю є першi коефiцiєнти Фур’є

по деякiй ортонормованiй системi. Iнформацiя про кожен з коефiцiєнтiв

Фур’є задається з похибкою εk, в кожному з пунктiв 4.4.1-4.4.4 по-рiзному.

Наведемо приклад обмеження на похибку:

1−
n∑
k=1

ε2
k

s2
k

≥ 0,
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де sk - s−числа оператора A. Похибка вiдновлення звичайно залежить

вiд похибки задання iнформацii. У щойно наведеному випадку похибка

вiдновлення буде мати вид:

E(WA; Inε )2 = s2
n+1 +

n∑
k=1

ε2
k

(
1−

s2
n+1

s2
k

)
.

В пiдроздiлi 4.5 для гiльбертових просторiв H1, H2, компактного опе-

ратора A i обмеженого оператора B означаються класи WA = {Ag :

‖g‖H1
≤ 1}, WB = {Bh : ‖h‖H1

≤ 1}. Для WA, WB знайдена опти-

мальна лiнiйна iнформацiя та оптимальнiй метод вiдновлення скалярного

добудку по неточнiй iнформаiї, а також обчислено оптимальну похибку вiд-

новлення. Оптимальною лiнiйною iнформацiєю є першi коефiцiєнти Фур’є

xk, yk по деякiй ортонормованiй системi. Але вони нам невiдомi. Натомiсть

вiдомi їх наближення ak, bk. Похибка наближення задається в кожному з

пунктiв 4.5.1-4.5.4 по-рiзному, наприклад так:

Inε (x, y) = {(a, b) ∈ Cn×Cn : ∀k = 1, ..., n, |xkyk−akbk| ≤ εk}, 1−
m∑
k=1

εk
skqk

≥ 0.

Похибка вiдновлення звичайно залежить вiд похибки задання iнформацii.

У щойно наведеному випадку похибка вiдновлення буде мати вид:

E(WA,WB, Inε ) = sn+1qn+1 +
n∑
k=1

εk

(
1− sn+1qn+1

skqk

)
.
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ВИСНОВКИ

Дисертацiйна робота присвячена задачам оптимального вiдновлення

бiлiнiйних, n-лiнiйних функцiоналiв та згорток n функцiй i вiдновленню

за iнформацiєю, що задана з похибкою.

В першому роздiлi наводяться постановки задач та огляд вiдомих

результатiв. У другому, третьому i четвертому роздiлах наводяться новi

результати.

Другий роздiл присвячено дослiдженню задач вiдновлення бiлiнiй-

них, n-лiнiйних функцiоналiв у сепарабельному гiльбертовому просторi

над полем дiйсних або комплексних чисел. Для конкретних класiв еле-

ментiв знайдено оптимальну лiнiйну iнформацiю, оптимальний метод вiд-

новлення та обчислено оптимальну похибку вiдновлення.

У третьому роздiлi розв’язанi задачi вiдновлення згортки n–функцiй

xj виду

(x1 ∗ x2 ∗ ... ∗ xn)(τ) = (x1 ∗ (x2 ∗ ... ∗ xn))(τ) =

=

2π∫
0

· · ·
2π∫

0

x1(τ − t1 − ...− tn−1)x2(t1)...xn(tn−1)dt1dt2...dtn−1

за лiнiйною iнформацiєю.

А саме, знайдено оптимальну лiнiйну iнформацiю, оптимальний ме-

тод її використання, оптимальну похибку вiдновлення на класах перiодич-

них функцiй Mj = Kj ∗ Fpj , що задаються згорткою ядра Kj ∈ L1, яке не

збiльшує осциляцiю, iз функцiями з Fpj – одиничної кулi в Lpj , j = 1, ..., n

.

У четвертому роздiлi розв’язана задача оптимального вiдновлення

пiдмножин гiльбертового простору, якi є образом кулi одиничного радiуса

вiдносно дiї компактного оператора, за iнформацiєю про значення декiль-

кох коефiцiєнтiв Фур’є елементiв пiдмножини, якi заданi неточно. Також,
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розв’язана задача про оптимальне вiдновлення скалярного добутку на де-

картовому добутку пiдмножин гiльбертового простору, одна з яких є об-

разом кулi одиничного радiуса вiдносно дiї компактного оператора, а iнша

- образом кулi одиничного радiуса вiдносно дiї обмеженого оператора спе-

цiальної структури, за iнформацiєю з похибкою про значення декiлькох

перших коефiцiєнтiв Фур’є елементiв цих пiдмножин.
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