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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ
Актуальнiсть теми. Однiєю з основних задач математики є вiдновлення

тих чи iнших математичних об’єктiв за неповною iнформацiєю. Так, при вiднов-
леннi функцiй ми часто маємо неповну iнформацiю про функцiю, наприклад,
деяку кiлькiсть її коефiцiєнтiв Фур’є, чи її значення в деякiй системi точок.
Треба побудувати метод її наближення (вiдновлення), який використовує дос-
тупну iнформацiю та дає найменшу похибку вiдновлення. Такi методи вiднов-
лення називають оптимальними для заданої iнформацiї. В теорiї апроксимацiї i
теорiї оптимальних алгоритмiв добре дослiдженою є задача оптимального вiд-
новлення функцiй, лiнiйних функцiоналiв та лiнiйних операторiв на рiзних кла-
сах функцiй. Задачi найкращого вiдновлення операторiв виникають у працях
А. М. Колмогорова, А. Сарда, C. М. Нiкольського, Дж. Кiфера в серединi ХХ
столiття, а їх дослiдження як окремого класу задач починається в 70-тi роки
того ж столiття в теорiї наближення та в теорiї iнформацiйної складностi в ро-
ботах C. A. Смоляка, М. С. Бахвалова, О. Г. Марчука i К. Ю. Осипенка, М. Го-
ломба i Х. Ф. Вайнбергера, C. A. Мiккеллi та Т. Дж. Рiвлiна, А. A. Мелкмена
i C. A. Мiккеллi. Систематичне викладення результатiв задач оптимального
вiдновлення операторiв можна знайти, наприклад, в монографiях Дж. Трауба
та Х. Вожьняковського; М. П. Корнiйчука, Дж. Трауба, Г. Васильковського i
Х. Вожьняковського; Е. Новака; A. Г. Вершульца; Л. Пласкоти; О. A. Женсик-
баєва; К. Ю. Осипенка та iн. Систематичне дослiдження задач оптимального
вiдновлення бiлiнiйних функцiоналiв i операторiв розпочав В. Ф. Бабенко в ро-
ботах у 1979, 1988, 1989 рр., ним був помiчений тiсний зв’язок мiж задачами
обчислення n-поперечникiв за Колмогоровим, лiнiйних n-поперечникiв та зада-
чами оптимального вiдновлення бiлiнiйних функцiоналiв та згорток функцiй.
Продовжив роботу в цьому напрямку В. Ф. Бабенко разом з О. О. Руденком.
Результати опублiковано в 1991, 1992 роках. Як видно, задачi оптимального
вiдновлення лiнiйних i бiлiнiйних функцiоналiв i операторiв дослiдженi досить
повно. Разом з тим до теперiшнього часу не було результатiв про оптимальне
вiдновлення n-лiнiйних функцiоналiв i операторiв у випадку n>2. Одержан-
ня таких результатiв є цiкавим з точки зору застосувань. Вони можуть бути,
наприклад, використанi при вiдновленнi зображень при рiзних типах пошко-
джень. Тому тема дисертацiї є актуальною.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Робота
виконувалась згiдно iз загальним планом дослiджень кафедри математично-
го аналiзу i теорiї функцiй Днiпровського нацiонального унiверситету iменi
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Олеся Гончара та науково-дослiдних тем ММФ-78-13 «Нерiвностi для похiдних
i екстремальнi задачi в рiзних нормованих просторах» (номер держреєстра-
цiї 0114U000193); №1-221-10 «Оптимальне вiдновлення операторiв на класах
функцiй однiєї та багатьох змiнних» (номер держреєстрацiї 0110U001282).

Мета i задачi дослiдження. Метою роботи є знаходження найкращої
лiнiйної iнформацiї, яка задана точно або з похибкою, та найкращого методу її
використання для вiдновлення лiнiйних, полiлiнiйних функцiоналiв на рiзних
класах функцiй та множинах в гiльбертових просторах, обчислення похибок
вiдновлення та встановлення їх точностi (неможливостi покращення на заданих
класах) при рiзних обмеженнях на об’єм iнформацiї. Метою роботи також є
знаходження найкращої лiнiйної iнформацiї та найкращого методу її викорис-
тання для вiдновлення згорток двох та бiльшої кiлькостi функцiй.

Задачами дослiдження є знаходження оптимальної лiнiйної iнформацiї,
оптимального методу її використання та обчислення похибки наближення бiлi-
нiйних та полiлiнiйних функцiоналiв, згорток двох та бiльшої кiлькостi функцiй
на рiзних класах функцiй та множинах у конкретних та загальних гiльбертових
просторах. Розглядалися задачi вiдновлення за точною та заданою з похибкою
iнформацiєю.

Предметом дослiдження є питання, пов’язанi з:
1) пошуком оптимальної лiнiйної iнформацiї, яка задана точно, для

вiдновлення бiлiнiйних та полiлiнiйних функцiоналiв, згорток двох та бiльшої
кiлькостi функцiй;

2) пошуком оптимальних методiв використання наявної iнформацiї точної
або неточної для вiдновлення елементiв гiльбертового простору або їх скаляр-
них добуткiв.

3) оцiнкою похибки вiдновлення на рiзних класах i встановлення її точностi.
Методи дослiдження. В роботi використовуються загальнi методи розв’я-

зання екстремальних задач теорiї наближення, загальнi факти функцiонально-
го аналiзу, теорiї функцiй, а також методи апроксимацiї iндивiдуальних фун-
кцiй та функцiональних класiв.

Наукова новизна одержаних результатiв. Усi результати дисертацiї є
новими i полягають в наступному.

Нехай H - сепарабельний дiйсний або комплексний гiльбертовий простiр зi
скалярним добутком (·, ·) i ортонормованим базисом e1, e2, ..., x̂k = (x, ek). Для
j = 1, ..., n задамо послiдовностi комплексних чисел gj = {gjk}∞k=1.

Розв’язана задача оптимального вiдновлення полiлiнiйних функцiоналiв
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виду
Ω(x1, x2, ..., xn) =

∞∑
k=1

fk x̂1k...x̂nk, (1)

де {|fk|}∞k=1 монотонно спадають, за оптимальною лiнiйною iнформацiєю на
класах, якi задаються наступним чином:

W gj

pj
=

{
x ∈ H :

∞∑
k=1

|gjk| |x̂k|
pj ≤ 1

}
, (2)

де pj ≥ 1 та послiдовностi {|gjk|}∞k=1 не спадають.
У задачi по вiдновленню згортки n функцiй за лiнiйною iнформацiєю

знайдено оптимальну лiнiйну iнформацiю, оптимальний метод її використа-
ння, оптимальну похибку вiдновлення на класах перiодичних функцiй Mj =

= Kj ∗ Fpj , що задаються згорткою ядра Kj ∈ L1, яке не збiльшує осциляцiю,
iз функцiями з Fpj – одиничної кулi в Lpj . Функцiї з класу Mj мають вигляд
xj = ajµj +Kj ∗ ψj, де aj ∈ R, ψj ∈ Fpj , ψj ⊥ µj, µj = µj(Kj) = 1, якщо
2π∫
0

Kjdt = 0 i µj = µj(Kj) = 0, якщо
2π∫
0

Kjdt 6= 0, j = 1, ..., n . Вiдновлюються

згортки n–функцiй xj ∈Mj виду
(x1 ∗ x2 ∗ ... ∗ xn)(τ) = (x1 ∗ (x2 ∗ ... ∗ xn))(τ) =

=

2π∫
0

· · ·
2π∫

0

x1(τ − t1 − ...− tn−1)x2(t1)...xn(tn−1)dt1dt2...dtn−1.

Нехай H1 i H2 – комплекснi гiльбертовi простори, A – компактний оператор,
A : H1 → H2.

Розв’язана задача оптимального вiдновлення елементiв класу WA = {Ah :

h ∈ H1, ‖h‖H1
≤ 1} в ситуацiї, коли iнформацiя про першi n членiв послiдов-

ностi коефiцiєнтiв Фур’є елемента x ∈ WA , вiдома з деякою похибкою.
Розв’язана задача оптимального вiдновлення скалярних добуткiв елементiв

〈x, y〉H2
за неточною iнформацiєю про спiвмножники, а саме, за неточно зада-

ними наборами перших n коефiцiєнтiв Фур’є елементiв x ∈ WA та y ∈ WB.
Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiя має теоре-

тичний характер. Результати дисертацiї можна використати для розв’язання
теоретичних та прикладних задач, якi потребують наближення бiлiнiйних, n-
лiнiйних функцiоналiв або згорток n функцiй за точною та неточною лiнiйною
iнформацiєю.

Отриманi результати представляють самостiйний науковий iнтерес i можуть
бути використанi для подальших дослiджень з теорiї наближення, якi проводя-
ться в Iнститутi математики НАН України, Iнститутi прикладної математики i



4

механiки НАН України, Київському, Днiпровському, Донецькому, Львiвському,
Одеському нацiональних унiверситетах.

Особистий внесок здобувача. Визначення напрямку дослiджень i поста-
новки всiх задач, що розглядаються в дисертацiї, належать науковому керiв-
никовi професору В.Ф. Бабенку.

Результати, викладенi у пiдроздiлах 1.2, 3.2 отримано здобувачем самостiй-
но.

Для результатiв, викладених у пiдроздiлi 3.1, iдеї доведення належать про-
фесору В.Ф. Бабенку. Докладнi доведення належать здобувачевi.

Результати, викладенi у пiдроздiлах 2.1 отримано здобувачем разом iз
В.Ф. Бабенком та O.O. Руденком (внесок кожного iз спiвавторiв складає 33%).

Результати, викладенi у пiдроздiлi 2.2 отримано здобувачем разом iз
O.O. Руденком (внесок кожного з спiвавторiв складає 50%).

Результати, викладенi у пiдроздiлах 4.1, 4.2, 4.3, 4.4, 4.5 отримано здобува-
чем разом iз В.Ф. Бабенком та Н.В. Парфiнович (внесок кожного iз спiвавторiв
складає 33%).

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати, отриманi у дисертацiї,
були представленi на конференцiях i наукових семiнарах:

− Мiжнародна математична конференцiя «Боголюбовськi читання DIF-
2013. Диференцiальнi рiвняння, теорiя функцiй та їх застосування» з на-
годи 75-рiччя з дня народження академiка А. М. Самойленка (23 – 30
червня 2013 р., м. Севастополь, Україна);

− Кримська мiжнародна математична конференцiя «КММК-2013
КРОМШ» (22 вересня – 4 жовтня 2013 р., м. Судак, Автономна республiка
Крим, Україна);

− IХ мiжнародна наукова конференцiя студентiв i молодих вчених «Наука
и образование – 2014» (11 квiтня 2014 р., м. Астана, Казахстан);

− Мiжнародна наукова конференцiя «Теорiя наближень i її застосування»
з нагоди 75-рiччя з дня народження професора В. П. Моторного (8 – 11
жовтня 2015 р., м. Днiпропетровськ, Україна);

− Мiжнародна конференцiя «Теорiя наближення функцiй та її застосува-
ння», присвячена 75-рiччю з дня народження члена-кореспондента НАН
України, професора О. I. Степанця ( 28 травня – 3 червня 2017 р.,
м. Слов’янськ, Україна);
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− Всеукраїнська наукова конференцiя «Теорiя наближень i її застосування»
з нагоди 70-рiччя професора В. Ф. Бабенка ( 3 – 5 жовтня 2019 р., м.
Днiпро, Україна);

− семiнари кафедри математичного аналiзу та теорiї функцiй на механiко-
математичному факультетi Днiпровського нацiонального унiверситету
iменi Олеся Гончара (керiвник – доктор фiзико-математичних наук, член-
кореспондент НАН України, професор В.П. Моторний);

− науковому семiнарi вiддiлу теорiї функцiй Iнституту математики НАН
України (керiвник – доктор фiзико-математичних наук, професор А. С. Ро-
манюк).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано у 7 статтях
[1-7], що входять до перелiку наукових фахових видань України з фiзико-
математичних наук, три статтi [1,4,5] з яких – у журналi, що входить до мiж-
народної наукометричної бази даних Scopus та на момент виходу публiкацiй
належав до видань з другого(Q2) або третього(Q3) квартилiв. Шiсть тез опуб-
лiковано у матерiалах всеукраїнських та мiжнародних наукових конференцiй
[8-13].

Структура i обсяг роботи. Дисертацiя загальним обсягом 137 сторiн-
ки машинописного тексту складається з анотацiї, перелiку умовних позначень,
вступу, чотирьох роздiлiв основної частини, висновкiв i списку використаних
джерел, який мiстить 110 найменувань. Кожний з її роздiлiв розбитий на пiд-
роздiли, що нумеруються в межах роздiлу. Нумерацiя означень, лем, заува-
жень, теорем здiйснюється у межах пiдроздiлiв, при цьому вони нумеруються
незалежно.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ ДИСЕРТАЦIЇ

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дисертацiї, сформульовано мету
i задачi дослiдження, визначено об’єкт та предмет дослiдження, вказано ме-
тоди, використанi при проведеннi дослiджень, описано наукову новизну отри-
маних результатiв, їх практичне значення, подано iнформацiю про апробацiю
результатiв дисертацiї та публiкацiї, описано структуру та змiст роботи. В ди-
сертацiйнiй роботi задачi вiдновлення бiлiнiйних, n-лiнiйних функцiоналiв та
згорток двох та n функцiй розглядаються iз загальної точки зору.

Нехай Wj – деякi множини. Кiлькiсть таких множин дорiвнює 2 для бi-
лiнiйного випадку та n для n-лiнiйного. На їх декартовому добутку заданий
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оператор Ω, Ω : W1 × ... × Wn → Y . Оператор Ω може бути бiлiнiйним чи
n-лiнiйним функцiоналом, тодi Y = R ∨ C.

Нехай на лiнiйних оболонках span(Wj) множин Wj заданi набори Tj =

= (T1, ..., Tnj) неперервних функцiоналiв

Tij : span(Wj)→ K,

де K = R ∨ C . Такi набори Tj будемо називати лiнiйною iнформацiю про
x ∈ Wj. Кiлькiсть функцiоналiв в наборах може бути рiзною для рiзних мно-
жин Wj. Через N позначимо сумарну кiлькiсть функцiоналiв для вiдновлення
Ω. Для бiлiнiйного випадку N = n1 + n2 , де n1 – кiлькiсть функцiоналiв у
лiнiйнiй iнформацiї про перший аргумент, n2 – вiдповiдно про другий.

Довiльну функцiю F : KN → Y будемо називати методом вiдновлення Ω.
Зауважимо, що нiяких припущень (наприклад, лiнiйностi) вiдносно F не вима-
гається.

Якщо Ω – функцiонал, тодi

R(x1, ..., xn;T1, ..., Tn;F ) = |Ω(x1, ..., xn)− F (T1(x1), ..., Tn(xn))| .

Якщо Ω – згортка функцiй, тодi

R(x1, ..., xn;T1, ..., Tn;F ) = R(x1, ..., xn;T1, ..., Tn;F ;X) =

= ||(x1 ∗ ... ∗ xn)(t)− F (T1(x1), ..., Tn(xn))(t)||X ,

де ||f ||X – норма в деякому просторi X.

R(W1, ...,Wn;T1, ..., Tn;F ) = sup
xj∈Wj,

j=1,...,n

R(x1, ..., xn;T1, ..., Tn;F ), (3)

Rm1,...,mn
(W1, ...,Wn) = inf

T1,...,Tn
inf
F
R(W1, ...,Wn;T1, ..., Tn;F ) (4)

(inf
F

береться за всiма можливими функцiями вiд N змiнних, а inf
T1,...,Tn

за всi-

ма можливими наборами функцiоналiв, якi дають (m1, ...,mn) iнформацiю про
(x1, ..., xn);

RN(W1, ...,Wn) = inf
m1+m2+...+mn=N

Rm1,m2,...,mn
(W1, ...,Wn). (5)

Величину (3) назвемо похибкою метода F вiдновлення Ω на множинах
W1, ...,Wn за iнформацiєю T1, ..., Tn, величину (4) – оптимальною похибкою
вiдновлення Ω на W1, ...,Wn за (m1, ...,mn) – iнформацiєю, i, нарештi, вели-
чину (5)– оптимальною похибкою вiдновлення Ω на W1, ...,Wn за iнформацiєю
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сумарного об’єму N . Якщо iснують T1, ..., Tn и F , якi реалiзують нижнi межi в
правiй частинi (4), тодi будемо їх називати оптимальною (m1, ...,mn) iнформа-
цiєю i оптимальним методом її використання для вiдновлення Ω на W1, ...,Wn.

Потрiбно для заданих Ω, W1, ...,Wn i N або m1, ...,mn знайти величини (5)
( або (4)) , а також оптимальну iнформацiю об’єму N (або (m1, ...,mn) – iнфор-
мацiю ) i оптимальний метод її використання.

Перший роздiл дисертацiї присвячено постановкам основних задач дослiд-
ження та короткому огляду вiдомих результатiв, також наводяться необхiднi
означення.

Другий роздiл дисертацiї присвячено вiдновленню бiлiнiйних, полiлiнiйних
функцiоналiв за лiнiйною iнформацiєю в лiнiйних нормованих та в конкрет-
них функцiональних просторах; знаходженню оптимальної лiнiйної iнформацiї
i найкращого методу її використання для вiдновлення бiлiнiйних, n-лiнiйних
функцiоналiв; обчисленню похибки наближення на рiзних множинах.

Пiдроздiл 2.1 присвячено питанням вiдновлення n-лiнiйних функцiоналiв на
множинах, в якостi таких множин розглядаються класи елементiв

W gj

pj
=

{
x ∈ H :

∞∑
k=1

|gjk| |x̂k|
pj ≤ 1

}
, pj ≥ 1.

з сепарабельного гiльбертового простору H над полем комплексних чисел з
ортонормованим базисом {ek}∞k=1, x̂k = (x, ek), послiдовностi gj, j = 1, ..., n,

комплексних чисел gj = {gjk}∞k=1 такi, що послiдовностi {|gjk|}∞k=1 не спадають.
Будемо розглядати n-лiнiйнi функцiонали, якi мають наступну властивiсть

Ω(ek1, ..., ekn) =

{
fk ∈ C , якщо k1 = ... = kn = k, k ∈ N,
0 , в iншому випадку.

(6)

Зрозумiло, що такi функцiонали мають вигляд

Ω(x1, ..., xn) =
∞∑
k=1

fk x̂1k...x̂nk.

Задача про оптимальне вiдновлення бiлiнiйних функцiоналiв за лiнiйною iн-
формацiєю була поставлена у 1979 р. В. Ф. Бабенком.

Визначимо множини Mj(Tj) так

Mj(Tj) = {xj ∈Mj : Tj(xj) = 0} , j = 1, ..., n,
i нехай

M(Tj) := M1 × ...×Mj−1 ×Mj(Tj)×Mj+1 × ...×Mn, j = 1, ..., n,
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де позначка × означає декартовий добуток.
Оцiнку знизу для похибки методу F вiдновлення функцiонала Ω за iнфор-

мацiєю T1, ..., Tn дає наступна лема.
Лема 2.1.1. Для будь-яких T1, ..., Tn i методу вiдновлення F

R(M1, ...,Mn;T1, ..., Tn;F ) ≥

≥ max

{
sup

(x1,...,xn)∈M(T1)

|Ω(x1, ..., xn)|, ..., sup
(x1,...,xn)∈M(Tn)

|Ω(x1, ..., xn)|

}
.

Для бiлiнiйного випадку лема 2.1.1 доведена В. Ф. Бабенком .
Теорема 2.1.1. Нехай задано n-лiнiйний функцiонал Ω, який має власти-

вiсть (6), для якого послiдовнiсть {|fk|}∞k=1 монотонно спадає, i числа

m1, ...,mn. Нехай також pj ≥ 1 i
n∑
j=1

1
pj

= 1, тодi

Rm1,...,mn
(W g1

p1
, ...,W gn

pn
) =

|fM+1|
|g1
M+1|

1
p1 · ... · |gnM+1|

1
pn

,

де M = min {m1, ...,mn}. При цьому iнформацiя про елементи xj ∈ W gj
pj
,

j = 1, ..., n виду
Tj(xj) = ((xj, e1), ..., (xj, emj

)) = (x̂j,1, ..., x̂j,mj
)

i метод
F̃ (x1,1, ..., x1,m1

, ..., xn,1..., xn,mn
) =

M∑
k=1

fk x1,k...xn,k

її використання будуть оптимальними.
Пiдроздiл 2.2 присвячено питанням вiдновлення n-лiнiйних функцiоналiв на

множинах W gs
ps

= {x ∈ H :
∑∞

k=1 |gsk| |x̂k|ps ≤ 1} , ps ≥ 1, gs - послiдовностi
комплексних чисел gs = {gsk}∞k=1, де s = 1, ..., n, .

Розглянемо n-лiнiйнi функцiонали наступного вигляду

Ω(x1, ..., xn) =
∞∑
k1=1

· · ·
∞∑

kn=1

f(ek1, ..., ekn) x̂k1...x̂kn =

=
∞∑
k1=1

· · ·
∞∑

kn=1

f(ek1, ..., ekn)
n∏
s=1
|gsks|1/ps

n∏
s=1

|gsks|1/ps x̂k1...x̂kn (7)

Упорядкуємо числа |f(ek1 ,...,ekn)|
n∏

s=1
|gsks |1/ps

за спаданням (вважаємо, що базиси eks i пос-

лiдовностi gsk такi, що це можливо). Позначимо через vk ∈ Nn їх iндекси, а
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через qk(s) ∈ N s-ту координату vk. Таким чином |f(eqk(1),...,eqk(n))|
n∏

s=1
|gsqk(s)|

1/ps

не зростають

при зростаннi k. Нехай також Vu :=
u⋃
k=1

vk. Через N(Vu, s) будемо позначати

кiлькiсть рiзних елементiв qk(s) при фiксованих u i s.
Основним результатом цього пiдроздiлу є наступне твердження.
Теорема 2.2.1. Нехай задано n-лiнiйний функцiонал Ω виду (7), u ∈ N,

Q = 1, 2, ..., n, N = N(Vu, Q)− 1 ∈ N. Нехай також pj ≥ 1 i
n∑
j=1

1
pj

= 1, тодi

Rm1,...,mn
(W g1

p1
, ...,W gn

pn
) = max

(qj(1),...,qj(n))/∈Vu

|f(eqj(1), ..., eqj(n))|
n∏
s=1
|gsqj(s)|

1/ps

=

=
|f(equ+1(1), ..., equ+1(n))|

n∏
s=1
|gsqu+1(s)|1/ps

.

При цьому iнформацiя про елементи xj ∈ W gj
pj
, j = 1, ..., n виду

T̃j(xj) = ((xj, eq1(j)), ..., (xj, equ(j))) = (x̂j,q1(j), ..., x̂j,qu(j))

i метод

F̃ (x̂1,q1(1), ..., x̂1,qu(1), ..., x̂n,q1(n)..., x̂n,qu(n)) =
u∑
k=1

|f(eqk(1), ..., eqk(n))| x̂qk(1)...x̂qk(n)

її використання буде оптимальним.
Третiй роздiл дисертацiї присвячено вiдновленню операторiв типу згортки

за лiнiйною iнформацiєю в лiнiйних нормованих та в конкретних функцiональ-
них просторах; знаходженню оптимальної лiнiйної iнформацiї i найкращого ме-
тоду її використання для вiдновлення операторiв типу згортки; обчисленню
точного значення похибки на рiзних множинах.

Пiдроздiл 3.1 присвячено питанням вiдновлення згорткок на множинах, у
якостi таких множин розглядаються класи перiодичних функцiйMj = Kj ∗Fpj ,
що задаються згорткою ядра Kj ∈ L1, iз функцiями з Fpj – одиничної кулi в
Lpj . Функцiї з класу Mj мають вигляд xj = ajµj +Kj ∗ ψj, де aj ∈ R, ψj ∈ Fpj ,
ψj ⊥ µj, j = 1, ..., n.

Вiдновлюються згортки n–функцiй xj ∈Mj

(x1 ∗ x2 ∗ ... ∗ xn)(τ) = (x1 ∗ (x2 ∗ ... ∗ xn))(τ) =
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=

2π∫
0

· · ·
2π∫

0

x1(τ − t1 − ...− tn−1)x2(t1)...xn(tn−1)dt1dt2...dtn−1.

Задача про оптимальне вiдновлення згортки двох функцiй з рiзних функ-
цiональних класiв була розглянута В.Ф. Бабенком у 1989 р.

Визначимо множини Mj(Tj) так

Mj(Tj) = {xj ∈Mj : Tj(xj) = 0} , j = 1, ..., n,

i нехай
M(Tj) := M1 × ...×Mj−1 ×Mj(Tj)×Mj+1 × ...×Mn,

j = 1, ..., n.

Вiдповiднi результати мiстяться в наступних твердженнях. Нехай p ∈ [1,∞].
Оцiнку знизу для величини R(M1, ...,Mn;T1, ..., Tn; Φ;Lp), а звiдси – i величини
R(M1, ...,Mn;T1, ..., Tn;Lp), дає наступна лема.

Лема 3.1.1. Нехай множиниM1, . . . ,Mn опуклi i центрально-симетричнi.
Тодi для будь-яких наборiв функцiоналiв T1, ..., Tn i будь-якого методу вiднов-
лення Φ

R(M1, ...,Mn;T1, ..., Tn; Φ;Lp) ≥ max
j=1,...,n

sup
(x1,...,xn)∈M(Tj)

‖(x1 ∗ ... ∗ xn)(·)‖Lp
.

Нехай dN(M,C) позначає n-поперечник за Колмогоровим множини M у
просторi C.

Теорема 3.1.1. Нехай K1, ..., Kn ∈ L1. Тодi для будь-яких наборiв функцiо-
налiв Tj = (Tj,1, ..., Tj,mj

), j = 1, ..., n, Tj,l : span (Kj ∗ F1) → R, l = 1, ...,mj i
будь-якого методу вiдновлення Φ

R(K1 ∗F1, ..., Kn ∗F1;T1, ..., Tn; Φ;L1) ≥ dmin{m1,...,mn}((K1 ∗ ...∗Kn)(−·)∗F∞, C).

Пiдроздiл 3.2 присвячено отриманню оцiнок зверху вiдновлення згортки n
функцiй за лiнiйною iнформацiєю на множинах 2π - перiодичних функцiй виду
x = aµ+K ∗ ψ, де K ∈ L1 i не збiльшує осциляцiю. Пiд ядрами, якi не збiль-
шують осциляцiю будемо розумiти функцiї такi, що: K є CVD - ядро (i писати
K ∈ CVD), якщо для довiльних a ∈ R, ψ ∈ C, ψ ⊥ µ(K), буде виконуватись
нерiвнiсть ν(aµ+K ∗ ψ) ≤ ν(ψ), де ν(g) – число змiн знаку g на перiодi.

Нехай
Tl
∗(xl) = (a0(xl), a1(xl), ..., aN−1(xl), b1(xl), ..., bN−1(xl)), l = 1, ..., n. (8)
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Φ∗(T1
∗(x1), ..., Tn

∗(xn))(t) =
s−1∑

j=−(s−1)

αjcj(x1)...cj(xn)e
ijt. (9)

Основний результат мiститься в наступнiй теоремi.
Теорема 3.2.1. Нехай ядра K1, ..., Kn такi, що K1 ∗ ... ∗Kn ∈ CVD, нехай

s ∈ N i нехай N = n(2s− 1). Тодi

Rn(2s−1)(K1 ∗ F1, ..., Kn ∗ F1;L1) = R2s−1,...,2s−1(K1 ∗ F1, ..., Kn ∗ F1;L1) =

= d2s−1(K1 ∗ ... ∗Kn ∗ F∞, C) = ‖K1 ∗ ... ∗Kn ∗ ϕs‖C .
При цьому оптимальна iнформацiя визначається рiвнiстю (8), а оптималь-
ний метод її використання – рiвнiстю (9).

У четвертому роздiлi дисертацiї за допомогою компактного оператора A,
A : H1 → H2, i обмеженого оператора B, B : H1 → H2, визначаються класи

WA = {Ag : ‖g‖H1
≤ 1}, WB = {Bh : ‖h‖H1

≤ 1},

розглядаються задачi оптимального вiдновлення елементiв класуWA за неточ-
ною iнформацiєю та задачi вiдновлення скалярних добуткiв елементiв класiв
WA iWB гiльбертового простору H за неточною iнформацiєю про спiвмножни-
ки.

У пiдроздiлi 4.1 наводиться постановка задач вiдновлення за неточною iн-
формацiєю.

Нехай задано банахiв простiр X, клас елементiв W ⊂ X i деяку (iн-
формацiйну) множину Y . Нехай також задано (iнформацiйне) вiдображення
I : W → P0(Y ), де P0(Y ) сукупнiсть непорожнiх пiдмножин множини Y. Буде-
мо вважати, що, бажаючи отримати iнформацiю про елемент x, ми отримуємо
деякий елемент множини I(x).

Довiльне вiдображення Φ : Y → X будемо називати методом вiдновлення
елементiв множиниW за заданою iнформацiєю. Похибкою методу вiдновлення
Φ на класi W за iнформацiєю I називається величина

E(W, I,Φ) = sup
x∈W
y∈I(x)

‖x− Φ(y)‖X . (10)

Величина
E(W, I) = inf

Φ
E(W, I,Φ) (11)

називається похибкою оптимального вiдновлення елементiв класу W за iнфор-
мацiєю I. При цьому метод Φ∗, який реалiзує точну нижню межу у (11) , на-
зивається оптимальним.
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Нехай H – гiльбертовий простiр зi скалярним добутком 〈·, ·〉H . Нехай W1 i
W2 - два класи елементiв простору H. Нехай також I : H×H → P0(Cn × Cn)–
деяке iнформацiйне вiдображення. Довiльне вiдображення Φ : Cn × Cn → C
будемо називати методом вiдновлення скалярного добутку. Величину

E(W1,W2, I,Φ) = sup
x∈W1,y∈W2
(a,b)∈I(x,y)

|〈x, y〉H − Φ(a, b)|

будемо називати похибкою методу вiдновлення Φ скалярного добутку на класах
W1 i W2 за iнформацiєю, що дається оператором I. Величину

E(W1,W2, I) = inf
Φ
E(W1,W2, I,Φ) (12)

будемо називати оптимальною похибкою вiдновлення скалярного добутку на
класах W1 i W2 за iнформацiєю, що дається оператором I, а метод Φ∗, який
реалiзує inf у правiй частинi (12), оптимальним методом вiдновлення.

Задачу вiдновлення лiнiйних операторiв у гiльбертових просторах, коли iн-
формацiя задана точно, було розглянуто в роботi С. А. Мiккеллi та Т. Дж. Рiв-
лiна у 1977 р. У випадку, коли iнформацiйне вiдображення I має вигляд
Ix = i(x) +B, де i є лiнiйний оператор, а B – куля деякого радiуса (яка задає
похибку), вiдповiдну задачу вiдновлення було розглянуто у роботi А. А. Мелк-
мена i С. А. Мiккеллi у 1979 р. Iнший пiдхiд до вивчення таких задач, який
базується на стандартних принципах опуклої оптимiзацiї, використовувався
у роботi Г. Г. Магарiл-Iлляєва, К. Ю. Осипенко 2002 р. При цьому у роботi
А. А. Мелкмена i С. А. Мiккеллi 1979 р. доведено, що серед оптимальних мето-
дiв вiдновлення iснує лiнiйний, а у роботi Г. Г. Магарiл-Iлляєва, К.Ю. Осипенко
у 2002 р. знайденi оптимальнi методи вiдновлення у випадках, коли похибка
задається у рiвномiрнiй метрицi.

У пiдроздiлi 4.2 отримано загальнi оцiнки знизу похибок оптимального вiд-
новлення. Основними результатом є наступнi леми.

Лема 4.2.1. Припустимо, що знайдеться елемент x̃ ∈ W такий, що −x̃ ∈ W
i θY ∈ I(x̃) ∩ I(−x̃). Тодi для будь-якого методу Φ

E(W, I,Φ) ≥ ‖x̃‖X

i, отже, E(W, I) ≥ ‖x̃‖X .

Лема 4.2.2. Нехай задано класиW1 iW2 елементiв гiльбертова простору H
та довiльне iнформацiйне вiдображення I : H×H → P0(Cn×Cn). Припустимо,
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що знайдуться елементи x̃ ∈ W1 i ỹ ∈ W2 такi, що

−x̃ ∈ W1 i (θ, θ) ∈ I(x̃, ỹ) ∩ I(−x̃, ỹ)

або −ỹ ∈ W2 i (θ, θ) ∈ I(x̃, ỹ) ∩ I(x̃,−ỹ).

Тодi для будь-якого методу вiдновлення Φ : Cn × Cn → C
E(W1,W2, I,Φ) ≥ |〈x̃, ỹ〉H |.

У пiдроздiлi 4.3 наводиться необхiдне канонiчне представлення компактного
оператора у гiльбертовому просторi. Означаються sn =

√
λn, де λn власнi числа

оператора A∗A.
У пiдроздiлi 4.4 доведено чотири теореми про вiдновлення за неточно зада-

ною iнформацiєю, якi вiдрiзняються способом задання iнформацiї.
Розглянемо задачу вiдновлення класу WA в ситуацiї, коли iнформацiя

про першi n членiв послiдовностi {xk} коефiцiєнтiв Фур’є вiдома з деякою по-
хибкою, тобто замiсть значень xk, k = 1, . . . , n, задано набiр чисел ak, якi
вiдрiзняються вiд xk на малу величину в тiй або iншiй метрицi.

Як звичайно, через lnp , (n ≥ 1, 1 ≤ p ≤ ∞) будемо позначати лiнiйний
простiр векторiв z = (z1, ..., zn) ∈ Cn з вiдповiдною нормою ‖ · ‖p = ‖ · ‖lnp .

Для невiд’ємного ε через B[ε, lnp ] позначимо замкнену кулю у просторi lnp з
центром у нулi та радiусом ε. У випадку, коли n = 1, замiсть B[ε, lnp ] будемо
писати B[ε].

Теорема 4.4.1.1. Нехай A : H1 → H2 – компактний оператор i n ∈ N,
I(x) = Inε (x) = (x1, . . . , xn) + B[ε1] × . . . × B[εn], ε = (ε1, . . . , εn) ∈ Rn

+. Нехай
sk – s-числа оператора A. Якщо

1−
n∑
k=1

ε2
k

s2
k

≥ 0,

то покладемо m = n. У протилежному випадку виберемо m ∈ Z+, m ≤ n, так,
щоб

1−
m∑
k=1

ε2
k

s2
k

≥ 0 i 1−
m∑
k=1

ε2
k

s2
k

−
ε2
m+1

s2
m+1

< 0. (13)
Тодi

E(WA; Inε )2 = s2
m+1 +

m∑
k=1

ε2
k

(
1−

s2
m+1

s2
k

)
. (14)

При цьому оптимальним методом вiдновлення є метод

Φ∗m(a) =
m∑
k=1

ak

(
1−

s2
m+1

s2
k

)
ψk, a = (a1, ..., am).
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Теорема 4.4.1.2. Нехай A : H1 → H2 – компактний оператор, I(x) =

= Inε,2(x) = (x1, . . . , xn) +B[ε; ln2 ]. Тодi, якщо ε < s1, то

E(WA, Inε,2) =

√
s2
n+1 + ε2

(
1−

s2
n+1

s2
1

)
.

При цьому оптимальним методом вiдновлення є

Φ∗n(a) =
n∑
k=1

ak

(
1−

s2
n+1

s2
k

)
ψk.

Якщо ε ≥ s1, то E(WA, Inε,2) = s1 i оптимальним методом вiдновлення є
Φ∗0(a) = θ.

Теорема 4.4.3.1. Нехай A : H1 → H2 – компактний оператор, I(x) =

= Inε,∞(x) = (x1, . . . , xn)+B[ε; ln∞] i число m ∈ Z+, m ≤ n, вибране як в теоремi
4.4.1.1. Тодi

E(WA, Inε,∞) =

√√√√s2
n + ε2

m∑
k=1

(
1−

s2
m+1

s2
k

)
.

При цьому оптимальним методом вiдновлення є метод

Φ∗m(a) =
m∑
k=1

ak

(
1−

s2
m+1

s2
k

)
ψk.

Введемо наступнi позначення:

c2
k =

(
1− s2n+1

s2k

) p
p−2−1

(
n∑
j=1

(
1− s2n+1

s2j

) p
p−2

) 2
p

, b2
k = ε2c2

k, k = 1, ..., n.

Теорема 4.4.4.1. Нехай I(x) = Inε,p(x) = (x1, . . . , xn) + B[ε; lnp ], 2 < p <∞,
n ∈ N i

Φ∗n(a) =
n∑
k=1

ak

(
1−

s2
m+1

s2
k

)
ψk, a = (a1, ..., am).

Тодi для довiльного ε > 0 i довiльного 2 < p <∞

E(WA; Inε,p)
2 ≤ s2

n+1 + ε2

(
n∑
k=1

(
1−

s2
n+1

s2
k

) p
p−2
)p−2

p

.

Якщо ε > 0 таке, що виконана наступна умова

ε2
n∑
k=1

c2
k

s2
k

≤ 1, (15)

то
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E(WA; Inε,p)
2 = s2

n+1 + ε2

(
n∑
k=1

(
1−

s2
n+1

s2
k

) p
p−2
)p−2

p

.

У пiдроздiлi 4.5 розглянуто задачi вiдновлення скалярних добуткiв. Основ-
ними результатами є чотири теореми, для формулювання яких введемо необ-
хiднi позначення.

Нехай A : H1 → H2 – компактний оператор з канонiчним зображенням:

Ag =
∑
k

sk〈g, φk〉H1
ψk =

∑
k

skgkψk,

де φn – власнi вектори оператора A∗A, ψk = 1
sk
Aφk.

Нехай також задано обмежений оператор B : H1 → H2 виду

Bh =
∑
k

qk〈h, φk〉H1
ψk =

∑
k

qkhkψk,

де {qk} - незростаюча послiдовнiсть додатних чисел. За допомогою цих опера-
торiв визначимо класи:

WA = {Ag : ‖g‖H1
≤ 1}, WB = {Bh : ‖h‖H1

≤ 1}.

Розглянемо задачу оптимального вiдновлення скалярного добутку 〈x, y〉H2

на класах WA i WB за неточно заданими наборами перших n коефiцiєнтiв
Фур’є елементiв x ∈ WA та y ∈ WB за системою {ψk}, тобто за неточно за-
даними наборами чисел {skgk}nk=1 та {qkhk}nk=1. Будемо розглядати цю задачу
для iнформацiйних вiдображень наступного виду:

Inε (x, y) = {(a, b) ∈ Cn × Cn : ∀k = 1, ..., n, |xkyk − akbk| ≤ εk} i

Inε,p(x, y) = {(a, b) ∈ Cn × Cn : ‖(x1y1, ..., xnyn)− (a1b1, ..., anbn)‖lnp ≤ ε}.

Тут ε, ε1, ..., εn - невiд’ємнi числа та 1 ≤ p ≤ ∞.
Теорема 4.5.1.1. Нехай Inε (x, y). Для заданого n ∈ N покладемо m = n,

якщо
1−

m∑
k=1

εk
skqk

≥ 0.

У протилежному випадку виберемо m ∈ Z+ (m ≤ n), виходячи з умов

1−
m∑
k=1

εk
skqk

≥ 0 i 1−
m∑
k=1

εk
skqk

− εm+1

sm+1qm+1
< 0. (16)

Тодi
E(WA,WB, Inε ) = sm+1qm+1 +

m∑
k=1

εk

(
1− sm+1qm+1

skqk

)
.
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При цьому оптимальним методом вiдновлення є

Φ∗m(a, b) =
m∑
k=1

akbk

(
1− sm+1qm+1

skqk

)
.

Теорема 4.5.2.1. Нехай Inε,1. Якщо ε < s1q1, то

E(WA,WB, Inε,1) = sn+1qn+1 + ε

(
1− sn+1qn+1

s1q1

)
.

При цьому оптимальним методом вiдновлення є

Φ∗n(a, b) =
n∑
k=1

akbk

(
1− sn+1qn+1

s1q1

)
.

Якщо ж ε ≥ s1q1, то

E(WA,WB, Inε,1) = s1q1 i Φ∗0(a, b) = θ – оптимальний метод.

Теорема 4.5.3.1. Нехай Inε,∞. Для заданого n ∈ N число m ∈ Z+, m ≤ n,
виберемо як в теоремi 4.5.1.1. Тодi

E(WA,WB, Inε,∞) = sm+1qm+1 + ε

m∑
k=1

(
1− sm+1qm+1

skqk

)
.

При цьому оптимальним методом вiдновлення є метод

Φ∗m(a, b) =
m∑
k=1

akbk

(
1− sm+1qm+1

skqk

)
.

Нехай q = p/(p− 1) i

ck =

(
1− sn+1qn+1

skqk

)q−1

·

(
n∑
j=1

(
1− sn+1qn+1

sjqj

)q) 1−q
q

.

Теорема 4.5.4.1. Нехай Inε,p, 1 < p <∞,

Φ∗n(a, b) =
n∑
k=1

akbk

(
1− sn+1qn+1

skqk

)
,

тодi для будь-якого ε > 0

E(WA,WB, Inε,p) ≤ E(WA,WB, Inε,p,Φ
∗
n) ≤ sn+1qn+1+ε

(
n∑
k=1

(
1− sn+1qn+1

skqk

)q) 1
q

.

Якщо ε таке, що виконується умова

ε
n∑
k=1

(skqk)
−1ck ≤ 1, (17)

то

E(WA,WB, Inε,p) = E(WA,WB, Inε,p,Φ
∗
n) = sn+1qn+1 + ε

(
n∑
k=1

(
1− sn+1qn+1

skqk

)q) 1
q

i метод Φ∗n(a, b) є оптимальним.
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ВИСНОВКИ
У дисертацiйнiй роботi дослiджено задачi оптимального вiдновлення полi-

лiнiйних функцiоналiв i операторiв за лiнiйною iнформацiєю. Головнi науковi
результати роботи наступнi:

1. Знайдено оптимальну лiнiйну iнформацiю, оптимальнi методи вiдновлен-
ня та обчислено оптимальнi похибки вiдновлення скалярних добуткiв, бiлiнiй-
них, n-лiнiйних функцiоналiв для конкретних функцiональних класiв та класiв
елементiв сепарабельного гiльбертового простору над полем дiйсних або комп-
лексних чисел.

2. Знайдено оптимальну лiнiйну iнформацiю, оптимальнi методи вiднов-
лення та обчислено оптимальнi похибки вiдновлення згорток n-функцiй для
конкретних функцiональних класiв.

3. Розв’язана задача оптимального вiдновлення пiдмножин гiльбертового
простору, якi є образом кулi одиничного радiусу вiдносно дiї компактного опе-
ратора, за iнформацiєю про значення декiлькох перших коефiцiєнтiв Фур’є за
деякою, пов’язаною з оператором ортонормованою системою, якi заданi неточ-
но.

4. Розв’язана задача про оптимальне вiдновлення скалярного добутку на
декартовому добутку пiдмножин гiльбертового простору, одна з яких є образом
кулi одиничного радiуса вiдносно дiї компактного оператора, а iнша - образом
кулi одиничного радiуса вiдносно дiї обмеженого оператора спецiальної струк-
тури, за iнформацiєю з похибкою про значення декiлькох перших коефiцiєнтiв
Фур’є елементiв цих пiдмножин.

Користуючись нагодою, висловлюю щиру подяку моєму науковому керiв-
никовi професору Владиславу Федоровичу Бабенку за поставленi задачi, цiннi
обговорення, за допомогу, постiйну пiдтримку та плiдну спiвпрацю пiд час ро-
боти над дисертацiєю. Я також вдячна спiвавторам Наталiї Вiкторiвнi Пар-
фiнович та Олександру Oлексiйовичу Руденку за кориснi поради та увагу до
даної роботи.
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АНОТАЦIЇ

Гунько М. С. Задачi оптимального вiдновлення полiлiнiйних фун-
кцiоналiв i операторiв за лiнiйною iнформацiєю. - Квалiфiкацiйна нау-
кова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математичних
наук за спецiальнiстю 01.01.01 – математичний аналiз. – Днiпровський
нацiональний унiверситет iменi Олеся Гончара. – Iнститут математики НАН
України, Київ, 2021.

Дисертацiйну роботу присвячено задачам оптимального вiдновлення бiлi-
нiйних, n-лiнiйних функцiоналiв та згорток n функцiй.

У першому роздiлi наводяться постановки задач та огляд вiдомих результа-
тiв. У другому, третьому i четвертому роздiлах наводяться новi результати.

Другий роздiл присвячено дослiдженню задач вiдновлення бiлiнiйних, n-
лiнiйних функцiоналiв у сепарабельному гiльбертовому посторi над полем дiйс-
них або комплексних чисел. Для конкретних класiв знайдено оптимальну лi-
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нiйну iнформацiю, оптимальний метод вiдновлення та обчислено оптимальну
похибку вiдновлення.

У третьому роздiлi розв’язанi задачi вiдновлення згортки n-функцiй xj виду

(x1 ∗ x2 ∗ ... ∗ xn)(τ) = (x1 ∗ (x2 ∗ ... ∗ xn))(τ) =

=

2π∫
0

· · ·
2π∫

0

x1(τ − t1 − ...− tn−1)x2(t1)...xn(tn−1)dt1dt2...dtn−1

за лiнiйною iнформацiєю.
А саме, знайдено оптимальну лiнiйну iнформацiю, оптимальний метод її ви-

користання, оптимальну похибку вiдновлення на деяких опуклих центрально-
симетричних множинах 2π-перiодичних функцiй.

У четвертому роздiлi дисертацiї за допомогою компактного оператора A i
обмеженого оператора B визначаються класи

WA = {Ag : ‖g‖H1
≤ 1}, WB = {Bh : ‖h‖H1

≤ 1},

де розв’язанi задачi оптимального вiдновлення елементiв x ∈ WA за неточно
заданими наборами перших n коефiцiєнтiв Фур’є елементiв x та розв’язанi за-
дачi вiдновлення скалярних добуткiв елементiв класiв WA, WB гiльбертового
простору H за неточно заданими наборами перших n коефiцiєнтiв Фур’є еле-
ментiв x ∈ WA та y ∈ WB.

Результати дисертацiї є новими i можуть бути використанi для розв’язку
теоретичних та прикладних задач, якi потребують наближення бiлiнiйних, n-
лiнiйних функцiоналiв або згорток n функцiй за точною та неточною лiнiйною
iнформацiєю.

Ключовi слова: вiдновлення, скалярний добуток, бiлiнiйний функцiонал, n-
лiнiйний функцiонал, згортка n-функцiй, лiнiйна iнформацiя, необмеженi опе-
ратори, лiнiйний нормований простiр, норма, лiнiйнi оболонки множин, метод
вiдновлення, оптимальна похибка.
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Abstract content: the dissertation is devoted to the problems of optimal recoveri-
ng of bilinear, n -linear functionals and convolutions of n functions.

The first section provides problem statements and an overview of the known
results.

The second, third and fourth sections present new results. The second section is
devoted to the study of problems of recovery of bilinear, n -linear functionals in a
separable Hilbert space over the real or complex numbers. For specific classes, the
optimal linear information and the optimal recovery method were found, and the
optimal recovery error was calculated.

The third section solves the problems of recovering the convolution of n-functions
xj of the form

(x1 ∗ x2 ∗ ... ∗ xn)(τ) = (x1 ∗ (x2 ∗ ... ∗ xn))(τ) =

=

2π∫
0

· · ·
2π∫

0

x1(τ − t1 − ...− tn−1)x2(t1)...xn(tn−1)dt1dt2...dtn−1

according to the linear information.
Namely, it was obtained the optimal linear information, the optimal method of

its use, the optimal recovery error on some convex centrally-symmetric classes of
2π -periodic functions.

In the fourth section of the dissertation with the compact operator A and the
bounded operator B classes are defined

WA = {Ag : ‖g‖H1
≤ 1}, WB = {Bh : ‖h‖H1

≤ 1},

solved problems of optimal recovering of elements x ∈ WA for inaccurate sets of
the first n Fourier coefficients of elements x and solved problems of recovering of
scalar products of elements of classes WA, WB Hilbert space H for inaccurate sets
of the first n Fourier coefficients of elements x ∈ WA and y ∈ WB.

The results of the dissertation are new and can be used to solve theoretical and
applied problems that require the approximation of bilinear, n -linear functionals
or convolutions of n functions for accurate and inaccurate linear information.

Key words: recovery, scalar product, bilinear functional, n-linear functional,
convolution of n-functions, linear information, unboundered operators, linear
normed space, norm, linear spans of the sets, method for the recovery, optimal
error.


