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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Дослiдження С. Лi та Ф. Клейна iнiцiю-
вали новий погляд на геометрiю i суттєво розширили коло її за-
стосувань. Iдея Клейна про те, що ключовою для геометрiї є група
перетворень та тi властивостi образiв у многовидах, що зберiгаються
при групових перетвореннях, суттєво вплинула на розвиток проек-
тивної, афiнної, диференцiальної та iнших видiв геометрiй. Окрiм
того, використання груп i алгебр Лi при розв’язуваннi диференцi-
альних рiвнянь виявилось надзвичайно ефективним iнструментом,
що дозволяє не лише знаходити точнi розв’язки, а й дає iстотну iн-
формацiю як при розв’язуваннi рiзноманiтних задач, зокрема i при-
кладного характеру, так i для дослiдження задач i побудови моделей
сучасної математичної та теоретичної фiзики. Широкий спектр за-
стосувань алгебр Лi стимулює подальшi дослiдження, що стосують-
ся їхнiх класифiкацiй, пiдалгебр, реалiзацiй, iнварiантiв, контракцiй,
деформацiй, спецiальних функцiй та ряду iнших об’єктiв.

Контракцiї алгебр Лi мають застосування у рiзних галузях теоре-
тичної фiзики та математики, наприклад, при вивченнi зображень,
iнварiантiв, спецiальних функцiй, при дослiдженнi структури мно-
жин алгебр Лi тощо. Зокрема, коефiцiєнти Вiгнера групи Евклiда
E(3) було отримано через контракцiю коефiцiєнтiв Вiгнера спецi-
альної ортогональної групи SO(4). Контракцiї використовують для
встановлення зв’язкiв мiж рiзноманiтними кiнематичними групами.
У такий спосiб мiж собою пов’язано кiлька алгебр Лi, якi включають
релятивiстський оператор положення, та конформна група i група
Шредiнгера. Контракцiї також вiдiграють важливу роль при опи-
сi систем iз взаємодiєю за допомогою динамiчних груп. Наприклад,
граничний процес, при якому стала зчеплення прямує до нуля, при-
зводить до випадку систем без взаємодiї.

Усi добре визначенi фiзичнi теорiї мають свої певнi фундамен-
тальнi групи iнварiантностi, тому реалiзацiї їхнiх алгебр Лi диферен-
цiальними операторами першого порядку ефективно застосовуються
для їх редукцiй та iнтегрування, а також для побудови нових iнварi-
антних моделей. Область застосування класичних групових методiв
iстотно розширюється завдяки використанню реалiзацiй алгебр Лi
векторними полями при iнтегруваннi систем, що допускають прин-
цип суперпозицiї, та при конструюваннi рiзницевих схем. Побудова
реалiзацiй алгебр Лi — необхiдна передумова для знаходження дифе-
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ренцiальних iнварiантiв i вiдповiдних математичних моделей iз не-
тривiальною симетрiєю. Вичерпний опис нееквiвалентних реалiзацiй
заданих алгебр Лi векторними полями — це також фундаментальна
математична задача, яка має самостiйну цiннiсть.

Сучасний груповий аналiз розвивається у провiдних унiвер-
ситетах i наукових центрах свiту, а українська школа групового
аналiзу, яку започаткував В.I. Фущич та розвинули А.Г. Нiкiтiн,
Р.З. Жданов, М.I. Сєров, В.А. Тичинiн, В.М. Федорчук, I.М. Цифра,
В.I. Лагно, Р.М. Чернiга, Р.О. Попович, В.М. Бойко та їхнi учнi,
посiдає гiдне мiсце серед них. Окрiм традицiйних задач групової
класифiкацiї, науковцi київської школи дослiджують низку сумiж-
них задач пов’язаних з алгебрами Лi, зокрема, суперсиметрiю та
суперiнтегровнiсть, контракцiї зображень (А. Нiкiтiн), контракцiї
алгебр Лi (Р. Попович, М. Нестеренко, Н. Iванова), контракцiї реа-
лiзацiй (Р. Попович, О. Ванєєва, Н. Iванова), узагальненi оператори
Казiмiра (В. Бойко, Р. Попович), реалiзацiї алгебр Лi (Р. Попович,
В. Бойко, М. Нестеренко).

У зв’язку з нещодавнiми вiдкриттями виникають новi задачi,
пов’язанi з групами Вейля простих алгебр Лi, групами Коксетера,
скiнченними групами та аперiодичними мозаїками. Так 1982 року
Данiель Шехтман вiдкрив фiзичнi квазiкристали. Це вiдкриття та
необхiднiсть дослiджень пов’язаних з ними явищ у фiзицi твердого
тiла вимагають побудови якiсних i строгих математичних моделей
квазiкристалiв та розвитку аналiзу функцiй ‘чутливих’ до квазiкри-
сталiв, що можуть бути розв’язанi з використанням простих груп та
дуальних до них.

У задачах сучасної математики та математичнiй фiзицi, зокрема,
все частiше виникає потреба використовувати системи координат та
ґратки, що не є прямокутними. Яскравим прикладом є задача дис-
кретизацiї комплексного аналiзу, яку I. Диннiкову та С. Новiкову
вдалось успiшно розв’язати, використовуючи трикутнi ґратки. Крiм
цього, iнтенсивне зростання кiлькостi тривимiрних даних та потреба
їхньої обробки та аналiзу, обґрунтовують дослiдження спецiальних
орбiт-функцiй, якi вперше ввiв 2005 року Ї. Патера. Вони мають вла-
стивiсть симетрiї вiдносно дiї афiнної групи Вейля, тому природнiм
чином пов’язанi з непрямокутними системами координат, можуть за-
стосовуватись для перетворень, аналогiчних до перетворення Фур’є,
природно узагальнюють вiдомi полiноми малої кiлькостi змiнних до
полiномiв бiльшої кiлькостi змiнних.
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Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, те-
мами. Дисертацiю виконано у вiддiлi математичної фiзики Iнсти-
туту математики НАН України в рамках тем “Симетрiя та iнте-
гровнiсть нелiнiйних моделей” (номер держреєстрацiї 0106U000436),
“Симетрiя, суперсиметрiя та iнтегровнiсть диференцiальних рiв-
нянь” (номер держреєстрацiї 0110U008615), “Симетрiя, суперсиме-
трiя та суперiнтегровнiсть рiвнянь математичної фiзики” (номер
держреєстрацiї 0116U003059), “Аналiтичнi та груповi методи до-
слiдження математичних моделей сучасного природознавства” (но-
мер держреєстрацiї 0117U002119), “Класифiкацiя симетрiй та точ-
нi розв’язки нелiнiйних моделей фiзичних та бiологiчних проце-
сiв” (номер держреєстрацiї 0118U003803), “Симетрiя та iнтегров-
нiсть рiвнянь сучасної математичної фiзики” (номер держреєстрацiї
0120U100173).

Мета i завдання дослiдження. Мета дисертацiйної роботи —
розвиток теорiї контракцiй i теорiї реалiзацiй алгебр Лi, а також
побудова контракцiй, деформацiй, реалiзацiй i диференцiальних iн-
варiантiв фiзично важливих алгебр Лi. Розробка нових методiв для
дослiдження квазiкристалiв i вивчення властивостей орбiт-функцiй,
пов’язаних iз непрямокутними ґратками.

Об’єктом дослiдження є нiльпотентнi алгебри Лi, алгебри де Сiт-
тера, Пуанкаре та Галiлея, конформна алгебра, орбiт-функцiї, ква-
зiкристали та майже перiодичнi функцiї.

Предмет дослiдження — групи й алгебри Лi, реалiзацiї, контрак-
цiї, деформацiї, диференцiальнi iнварiанти та 𝑆-розширення алгебр
Лi, а також множини перерiзiв та проєкцiй, скiнченнi групи, дуальнi
групи, групи Вейля, їх ґратки, пiдгрупи, орбiти та фундаментальнi
областi, ортогональнi полiноми багатьох змiнних.

Методи дослiдження. Теоретико-груповi методи, методи алге-
браїчних iнварiантiв та методи лiнiйної алгебри застосовувались
при дослiдженнi контракцiй; iнфiнiтезимальний метод Лi, мето-
ди диференцiальної геометрiї та алгебраїчний метод I. Широкова
були використанi для побудови реалiзацiй; методи теорiї зобра-
жень та теорiї простих груп Лi використовувались при дослiджен-
нi орбiт-функцiй та ортогональних полiномiв; теоретико-груповi ме-
тоди, методи скiнченних груп та дуальних до них застосовува-
лись для побудови дискретного аналiзу майже перiодичних функ-
цiй.
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Наукова новизна одержаних результатiв. Основнi результа-
ти, якi визначають наукову новизну й виносяться на захист, такi:

1. Запропоновано двi новi необхiднi умови iснування контракцiй,
пов’язанi з пiдалгебрами i розмiрнiстю централiзатора похiдної,
та доведено вiдповiднi теореми.

2. Дослiджено 𝑆-розширення тривимiрних дiйсних алгебр Лi.
Показано, що процедура 𝑆-розширення зберiгає властивостi
розв’язностi, нiльпотентностi та унiмодулярностi, при цьому 𝑆-
розширення та редукцiя алгебр Лi дозволяють отримати неунi-
модулярнi алгебри Лi з унiмодулярних.

3. Для комплексних нiльпотентних алгебр Лi розмiрностей п’ять
та шiсть встановлено перелiки необхiдних умов, якi є достатнi-
ми для визначення пар алгебр, що допускають контракцiї. Дове-
дено, що контракцiї комплексних нiльпотентних алгебр Лi роз-
мiрностей п’ять та шiсть еквiвалентнi узагальненим контракцiям
Iньоню–Вiгнера.

4. Доведено теорему про зведення реалiзацiї до суттєвих змiнних та
узагальнено алгебраїчний метод I. Широкова для побудови реа-
лiзацiй алгебр Лi як проєкцiй лiво-iнварiантних векторних полiв.
Запропоновано конструктивний метод побудови параметризова-
них реалiзацiй, що є точними та збiгаються до реалiзацiй кон-
трактованої алгебри Лi.

5. Побудовано реалiзацiї алгебр Пуанкаре p(1, 1) та p(1, 2) у просто-
рах не бiльше нiж трьох змiнних, а також знайдено деформацiї
цих алгебр i їх породжуючi реалiзацiї.

6. Для алгебр Галiлея розмiрностей не вищих за п’ять побудова-
но повний набiр нееквiвалентних реалiзацiй; зокрема, всi неточнi
реалiзацiї та всi реалiзацiї п’ятивимiрних алгебр Галiлея є нови-
ми. Також знайдено деформацiї алгебр Галiлея та їх породжуючi
реалiзацiї.

7. Отримано новi породжуючi реалiзацiї конформної алгебри Лi та
двох алгебр де Сiттера. Побудовано спiльну деформацiю алгебри
Пуанкаре до алгебр де Сiттера.

8. Доведено теорему про нормальну форму iнварiантної системи
двох рiвнянь другого порядку та знайдено деформацiї, породжу-
ючi реалiзацiї та повнi набори диференцiальних iнварiантiв для
найменшої алгебри Галiлея.
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9. Розроблено метод для дискретного Фур’є-аналiзу майже перiо-
дичних функцiй, визначених на квазiкристалах. Новий метод
протестовано на аперiодичних функцiях квазiкристала Фiбонач-
чi. Запропоновано симетричний переставний метод шифрування,
що використовує всюди розривне перетворення точок квазiкри-
стала у точки вiкна; метод використано для кодування растрових
зображень.

10. Дослiджено властивостi орбiт-функцiй, зокрема тривимiрних:
побудовано явний вигляд їхнiх орбiт, стабiлiзаторiв, фундамен-
тальних областей, розроблено їхню дискретизацiю та доведено
дискретну ортогональнiсть. Отримано явний вигляд операторiв
другого порядку, для яких тривимiрнi 𝐶-орбiт-функцiї та 𝑆-
орбiт-функцiї це вiдповiдно, розв’язки крайових задач Неймана
та Дiрiхле.

11. Побудовано правила галуження орбiт групи Вейля простих ал-
гебр Лi 𝐴𝑛 та доведено еквiвалентнiсть трьох сiмей орбiт-
функцiй спецiальним експоненцiйним функцiям багатьох змiн-
них, введених А. Клiмиком та Ї. Патерою.

12. Запропоновано три методи побудови ортогональних полiномiв
виходячи з орбiт-функцiй. Доведено еквiвалентнiсть кiлькох вi-
домих сiмей ортогональних полiномiв, зокрема, полiномiв Че-
бишева, Якобi, Макдональда та Курнвiндера полiномам орбiт-
функцiй. Отримано явний вигляд розв’язних рекурсiй, що до-
зволяють алгоритмiчно будувати сiм’ї ортогональних полiномiв
двох та трьох змiнних. Знайдено правила редукцiї полiномiв двох
та трьох змiнних до полiномiв iнших алгебр за максимальними
пiдгрупами простих груп Лi.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна
робота має теоретичний характер. Отриманi результати є новими
i можуть бути застосованi для дослiдження зв’язкiв мiж теорiями
i моделями фiзики, бiологiї чи економiки, якi iнварiантнi вiдносно
рiзних алгебр Лi, для побудови рiвнянь та моделей, iнварiантних
вiдносно певних алгебр Лi, для аналiзу та обчислення функцiй на
квазiкристалах та ґратках напiвпростих груп Лi.

Особистий внесок здобувачки. Усi результати, що виносяться
на захист, одержано дисертанткою самостiйно. У роботах, якi опублi-
ковано разом з iншими авторами, розподiл особистих внескiв такий.
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У роботах [1, 3–6, 9] усi основнi результати i їхнє доведення ди-
сертантка отримала самостiйно, С. Пошта перевiряв обчислення та
брав участь в обговореннi результатiв.

У роботi [2] усi результати дисертантка отримала самостiйно,
М. Миронова брала участь у перевiрцi обчислень та перекладi статтi
англiйською мовою.

У статтi [7] постановка задачi, загальний план дослiдження й до-
ведення основних результатiв належить дисертантцi, О.В. Ванєєва
показала, що рiвняння типу Бюргерса, Кортевега–де Фрiза третьо-
го й п’ятого порядкiв, Кавахари та реакцiї–дифузiї є iнварiантними
вiдносно алгебр Галiлея чи їхнiх деформацiй, а також перевiрила
основнi результати щодо реалiзацiй, С. Пошта брав участь у обчи-
сленнi реалiзацiй i обговореннi результатiв.

У роботах [21, 22] дисертантцi належить уточнення постановки
задач, розробка методiв дослiдження, та доведення теореми про нор-
мальну форму системи, О.В. Гапоновiй — опис систем двох звичай-
них диференцiальних рiвнянь другого порядку, iнварiантних вiднос-
но дiйсних алгебр Лi розмiрностi не вищої за чотири.

У статтях [12, 13] постановка задачi та загальне керiвництво до-
слiдженнями належить Ї. Патерi, основнi результати — дисертантцi,
А. Терешкевич виконала перевiрку обчислень.

У роботах [16–18, 20] постановка задачi та обґрунтування акту-
альностi дослiджень належить Ї. Патерi, основнi результати цих ро-
бiт — дисертантцi.

У статтi [14] постановка задачi належить Ї. Патерi, дисертантка
побудувала рекурентнi спiввiдношення та правила редукцiї для ор-
тогональних полiномiв, М. Заєвська побудувала вiдображення фун-
даментальних областей для ортогональних полiномiв та повторила
обчислення редукцiй полiномiв, А. Терешкевич виконала перевiрку
обчислень.

У роботi [15] постановка задачi належить Ї. Патерi, дисертантка
та М. Ларош незалежно виконали всi обчислення правил галуження
та порiвняли отриманi результати.

У роботi [19] постановка задачi належить Ї. Патерi, уточнення по-
становки задачi, вибiр методiв i розробка плану дослiдження та за-
гальне керiвництво належить Р. Мудi, дисертантка вивела необхiднi
формули, виконала обчислення та протестувала отриманий метод на
квазiкристалi Фiбоначчi.
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У роботi [23] постановка задачi належить Ї. Патерi, дисертантцi
належать розробка методу шифрування, а Д. Жавроцькому нале-
жить вибiр об’єкта для тестування методу та створення програмного
забезпечення.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї
доповiдалися на мiжнародних конференцiях: “Bogolyubov Kyiv
Conference: Problems of Theoretical and Mathematical Physics” (Київ,
2019), “Сучаснi науково-методичнi проблеми математики у вищiй
школi” (Київ, 2018); Fourth Conference “Symmetries of Discrete
Dystems and Processes” (Дечин, Чеська республiка, 2017), мiжна-
родних симпозiумах: “Group Analysis of Differential Equations and
Integrable Systems” (Протарас, Кiпр, 2008, 2010; Ларнака, Кiпр,
2014, 2016, 2018), XXVth International Conference on Integrable
Systems and Quantum symmetries (Прага, Чеська республiка, 2017),
“Supersymmetries and Quantum Symmetries” (Дубна, Росiя, 2013),
CMS–MITACS Joint Conference 2007 (Вiннiпег, Канада, 2007), мiжна-
родних семiнарах: Lie ALgebra Workshop of University of Ottawa (От-
тава, Канада, 2007), CRM–Fields–MITACS Workshop on Lie Groups,
Group Transforms and Image Processing (Торонто, Канада, 2008)
Workshop on Representation Theory (Нiкосiя, Кiпр, 2009) “Симетрiя
та iнтегровнiсть рiвнянь математичної фiзики” (Київ, 2011, 2013,
2015, 2016, 2018), “A Century of Noether’s Theorem and Beyond” (Опа-
ва, Чеська Республiка, 2018), а також на мiжнародних конференцiях
молодих математикiв (Київ, 2015, 2019).

Результати дисертацiйної роботи неодноразово доповiдалися й об-
говорювалися на науковому семiнарi вiддiлу математичної фiзики
Iнституту математики НАН України (керiвник семiнару — член-
кореспондент НАН України, професор А.Г. Нiкiтiн, 2007–2021), а та-
кож на засiданнi Вченої ради Iнституту математики НАН України
(2012, 2018), науковому семiнарi “Алгебраїчний семiнар Київського
нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка” (керiвники се-
мiнару — професор Ю.А. Дрозд, професор А.С. Олiйник, професор
А.П. Петравчук, 2020), науковому семiнарi кафедри математичної
фiзики, механiко-математичного факультету Київського нацiональ-
ного унiверситету iменi Тараса Шевченка “Асимптотичнi та аналi-
тичнi методи для задач математичної фiзики” (керiвники семiнару —
професор Т.А. Мельник, професор В.Г. Самойленко, 2021), науково-
му семiнарi кафедри математики Чеського технiчного унiверситету
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у Празi (Чехiя, 2017), науковому семiнарi з математичної фiзики
Центру математичних дослiджень унiверситету Монреалю (Канада,
2008).

Публiкацiї. Результати дисертацiї висвiтлено у 39 наукових пуб-
лiкацiях. Основнi результати опублiковано у наукових фахових ви-
даннях України [2, 21] i наукових перiодичних виданнях iнших дер-
жав [1, 3–20]. Роботи [1, 3–10, 12, 14, 15, 17–19] проiндексованi у
мiжнароднiй наукометричнiй базi Scopus, а роботи [3–5, 7, 8, 10, 13–
15, 17–19] проiндексованi у мiжнароднiй наукометричнiй базi Web of
Science. Загалом науковi роботи М.О. Нестеренко зiбрали на сьогод-
нi 183 та 192 цитування у науковометричних базах Web of Science
та Scopus вiдповiдно. Результати дисертацiї додатково вiдображено
в публiкацiях [22, 23], а також у тезах доповiдей у матерiалах мiж-
народних конференцiй [24–39]. Кожна зi статей [7, 14, 15, 18, 19], як
опублiкована у виданнi зi квартиля Q1 (вiдповiдно до класифiкацiї
SCImago Journal and Country Rank), прирiвнюється до трьох публi-
кацiй, а кожна з робiт [5, 10], як опублiкована у виданнi зi квартиля
Q3, — до двох публiкацiй (п. 2 Наказу № 1220 МОН України вiд
23.09.2019), отже, 21 стаття, у яких вiдображено основнi результа-
ти дисертацiї, зараховується як 33 фаховi публiкацiї. Роботи [2, 6,
7, 9, 11–19, 22] проiндексовано у базi Zentrablatt Math, а роботи [6,
7, 9, 11–19] проiндексовано у базi MathSciNet. Статтi [8, 10, 11] —
одноосiбнi.

Структура й обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi змiс-
ту, вступу, трьох роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел,
що мiстить 148 найменувань, i трьох додаткiв. Повний обсяг дисер-
тацiї становить 327 сторiнок, iз них список використаних джерел
мiститься на 13 сторiнках, а додатки — на 18 сторiнках.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми, сформульовано зада-
чi, що дослiджуються у дисертацiї, та стисло викладено отриманi
результати. Основну частину роботи становлять три роздiли. На по-
чатку кожного роздiлу коротко наведено основнi результати, що мiс-
тяться в ньому.

У першому роздiлi дисертацiї дослiджуються реалiзацiї та
контракцiї алгебр Лi, а також диференцiальнi iнварiанти та 𝑆-
розширення.
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Параграф 1.1 присвячено теорiї контракцiй (граничних переходiв
мiж алгебрами Лi), у ньому наведено кiлька типiв означень, розгля-
нуто основнi типи контракцiй та доведено ряд тверджень.

Задача встановлення iснування та побудови контракцiї для зада-
ної пари алгебр Лi за означенням надзвичайно складна та громiзд-
ка, тому ефективним шляхом дослiдження контракцiй є iнтенсивне
використання необхiдних умов, що базуються на величинах, iнварi-
антних або напiвiнварiантних вiдносно контракцiй.

У дисертацiйнiй роботi запропоновано двi новi необхiднi умови,
якi доповнюють уже наявний набiр необхiдних умов до достатньо-
го для комплексних нiльпотентних алгебр Лi розмiрностей п’ять та
шiсть.

Нехай g′ — це похiдна 𝑛-вимiрної алгебри Лi g. Централiзатором
похiдної g′ алгебри Лi g (позначатимемо 𝐶g(g′)) є набiр елементiв
алгебри g, якi комутують з усiма елементами з g′.
Твердження 1.8. Якщо алгебра Лi g0 є власною контракцiєю ал-
гебри Лi g, то має мiсце нерiвнiсть dim𝐶g(g′) 6 dim𝐶g0

(g0
′).

Твердження 1.10. Нехай алгебра Лi g0 є контракцiєю алгебри Лi g
та алгебра g мiстить пiдалгебру s. Тодi алгебра g0 мiстить пiдал-
гебру s0 тiєї самої розмiрностi, dim s0 = dim s.

Систематичне вивчення контракцiй алгебр Лi може бути здiйсне-
не дослiдженням усiх можливих контракцiй алгебр Лi заданої роз-
мiрностi, проте це вимагає попередньої класифiкацiї таких алгебр з
точнiстю до невироджених лiнiйних перетворень. У загальному ви-
падку така класифiкацiйна задача є дикою, хоча i розв’язана для
алгебр Лi розмiрностей, не вищих за шiсть. Iнший пiдхiд, який мо-
же бути застосований, це дослiдження контракцiй всерединi певних
класiв алгебр Лi, замкнених вiдносно контракцiй; такими є множини
нiльпотентних, розв’язних, унiмодулярних алгебр Лi та множини ал-
гебр Лi з абелевим iдеалом корозмiрностi один i подiбнi до них. Саме
дослiдженню контракцiй комплексних нiльпотентних алгебр Лi роз-
мiрностей п’ять та шiсть присвячено параграф 1.3, у ньому, зокрема,
було доведено такi твердження.
Лема 1.14. Наступний набiр необхiдних умов є достатнiм для ви-
окремлення пар п’ятивимiрних нiльпотентних алгебр Лi над полем
комплексних чисел, для яких iснує контракцiя.

Якщо алгебра Лi 𝑔0 є власною контракцiєю алгебри Лi 𝑔, то ви-
конуються умови:
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1) dim𝒪(𝑔0) < dim𝒪(𝑔), де 𝒪(𝑔) — це орбiта пiд дiєю GL(𝑉 );

2) 𝑛Ai(𝑔0) ≥ 𝑛Ai(𝑔), де 𝑛Ai(𝑔) — максимальна розмiрнiсть абеле-
вого iдеалу;

3) dim 𝑔𝑙0 ≤ dim 𝑔𝑙, 𝑙 = 1, 2, 3, де 𝑔1 = [𝑔, 𝑔], 𝑔2 = [𝑔1, 𝑔], 𝑔3 = [𝑔2, 𝑔];

4) dim𝑍(𝑔0) ≥ dim𝑍(𝑔), де 𝑍(𝑔) — центр алгебри;

5) dim𝐶𝑔(𝑔′) ≤ dim𝐶𝑔(𝑔0
′), де 𝐶𝑔(𝑔′) — централiзатор похiдної

алгебри.

Твердження 1.15. Усi, крiм однiєї, контракцiї нiльпотентних ал-
гебр Лi розмiрностi не вищої за п’ять еквiвалентнi звичайним кон-
тракцiям Iньоню–Вiгнера.

Контракцiя g5.6 → g5.4 є єдиною контракцiєю нiльпотентних
п’ятивимiрних алгебр Лi, що не може бути отримана простою
контракцiєю Iньоню–Вiгнера. Для цiєї пари мiнiмальною додатною
сигнатурою є набiр (1, 0, 1, 2, 1).

Два аналогiчнi твердження доведено для шестивимiрних нiльпо-
тентних алгебр Лi, але контракцiї шестивимiрних нiльпотентних ал-
гебр еквiвалентнi узагальненим контракцiям Iньоню–Вiгнера i дос-
татнiй перелiк складається з семи необхiдних умов. Також у парагра-
фi 1.3 детально розглянуто випадок контракцiї мiж характеристично
нiльпотентними алгебрами Лi розмiрностi сiм, що демонструє неу-
нiверсальнiсть узагальнених контракцiй Iньоню–Вiгнера навiть для
множини нiльпотентних алгебр Лi.

1961 року А. Зайцев сформулював гiпотезу про те, що усi
розв’язнi алгебри Лi фiксованої розмiрностi можна отримати за до-
помогою контракцiй з напiвпростих алгебр Лi тiєї самої розмiрностi,
та запропонував застосувати контракцiї для ‘граничної класифiкацiї’
розв’язних алгебр Лi. 1981 року аналогiчну гiпотезу сформулювали
Селеджiнi та Тарлiнi. Насправдi таке припущення хибне, оскiльки
контракцiя зберiгає властивiсть унiмодулярностi, а також тому, що
напiвпростi алгебри Лi iснують не для всiх розмiрностей.

У параграфi 1.2 дисертацiйної роботи гiпотезу Зайцева було пе-
реглянуто у термiнах 𝑆-розширень.

Якщо 𝑆 = {𝜆𝛼} — це абелева напiвгрупа порядку 𝑁 , а iндекси 𝛼,
𝛽 та 𝛾 змiнюються вiд 1 до 𝑁 , то (𝑛·𝑁)-вимiрна 𝑆-розширена алгебра
Лi G := 𝑆 × g породжується базисними елементами {𝑒(𝑖,𝛼) = 𝜆𝛼𝑒𝑖} i
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визначається структурними сталими

𝑐
(𝑘,𝛾)
(𝑖,𝛼)(𝑗,𝛽) =

{︃
𝑐𝑘𝑖𝑗 , якщо 𝜆𝛼𝜆𝛽 = 𝜆𝛾 ,

0, у рештi випадкiв.

Проведенi у параграфi 1.2 дослiдження 𝑆-розширень дiйсних три-
вимiрних алгебр Лi дозволили сформулювати таке твердження.
Твердження 1.13. 𝑆-розширення алгебр Лi зберiгають властивос-
тi унiмодулярностi, розв’язностi та нiльпотентностi.

𝑆-розширення та редукцiя алгебр Лi дозволяють отримати не-
унiмодулярнi алгебри Лi з унiмодулярних, проте, при цьому пору-
шується вiдношення порядку на многовидi алгебр Лi заданої розмiр-
ностi.

Четвертий параграф першого роздiлу дисертацiї присвячено за-
дачам, пов’язаним з реалiзацiями алгебр Лi векторними полями ви-
гляду

𝑚∑︁
𝑗=1

𝜉𝑗(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚)
𝜕

𝜕𝑥𝑗
, де 𝑚 ∈ N — фiксоване.

У цьому параграфi сформульовано означення реалiзацiї та їх еквi-
валентностi, запропоновано поняття рангу реалiзацiї та суттєвих
змiнних. А також розглянуто алгебраїчний метод побудови лiво-
iнварiантних векторних полiв запропонований I. Широковим, що
полягає у вiдновленнi компонент векторних полiв з дуальних ком-
понент лiво-iнварiантних диференцiальних один-форм обчислених
для канонiчних координат другого роду. Використовуючи опис iн-
варiантних просторiв примiтивних, транзитивних та iнтранзитивних
груп Лi, а також загальний вигляд iнфiнiтезимальних генераторiв
груп Лi, алгебраїчний метод Широкова узагальнено для побудови
реалiзацiй алгебр Лi методом проєкцiї лiво-iнварiантних векторних
полiв на простори змiнних, якi комплементарнi до iнварiантних пiд-
просторiв.

Використовуючи iнварiанти нульового порядку, доведено теорему
про зведення реалiзацiї алгебри Лi до суттєвих змiнних.
Твердження 1.27. Нехай 𝑅 : g → Vect(𝑀̃) — реалiзацiя рангу
𝑟 = rank𝑅 < 𝑚, де 𝑚 = dim 𝑀̃ . Тодi iснує еквiвалентна їй реалiза-
цiя 𝑅̃(𝑦) : g → Vect(𝑀̃), така, що коефiцiєнти базисних векторних
полiв 𝜉𝑙𝑖(𝑦) = 0 для всiх 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, 𝑙 = 𝑟 + 1, . . . ,𝑚.
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У параграфi 1.5 дослiджено питання контракцiї реалiзацiї та за-
пропоновано метод побудови параметризованої реалiзацiї, що збiга-
ється до реалiзацiї контрактованої алгебри Лi.

Узагальнений алгебраїчний метод Широкова застосовано для по-
будови нових реалiзацiй алгебр Галiлея, Пуанкаре, конформної та де
Сiттера. А саме, у параграфi 1.6 дослiджено п’ять найменших алгебр
Галiлея: алгебри розмiрностей три, чотири та п’ять. Для кожної з ал-
гебр побудовано повний набiр нееквiвалентних реалiзацiй, серед них
неточнi реалiзацiї та реалiзацiї п’ятивимiрних алгебр Галiлея побудо-
вано вперше. Крiм цього, у параграфi побудовано деформацiї алгебр
Галiлея та породжуючi реалiзацiї деформацiй, частина з деформа-
цiй отримана для алгебр Галiлея довiльної розмiрностi. Наприкiнцi
роздiлу наведено ряд фiзично цiкавих диференцiальних рiвнянь та
їх систем, що iнварiантнi вiдносно алгебр Галiлея та їх деформацiй.

Для прикладу розглянемо двi п’ятивимiрнi алгебри Галiлея: роз-
ширену алгебру Галiлея AG2(1) та редуковану спецiальну алгебру
Галiлея AḠ3(1). Алгебра AG2(1) = ⟨𝑀, 𝑃, 𝑇, 𝐺, 𝐷⟩ з комутацiйними
спiввiдношеннями

[𝐺,𝑇 ] = 𝑃, [𝐷,𝐺] = 𝐺, [𝑃,𝐷] = 𝑃, [𝑇,𝐷] = 2𝑇, [𝐺,𝑃 ] = 𝑀

iзоморфна розв’язнiй алгебрi g−2
5.30 за класифiкацiєю Мубаракзяно-

ва, а нерозв’язна нерозкладна алгебра AḠ3(1) = ⟨𝑃, 𝑇, 𝐺, 𝐷, 𝑆⟩ з
комутацiйними спiввiдношеннями

[𝑇,𝐺] = −𝑃 [𝐷,𝐺] = 𝐺, [𝐷,𝑃 ] = −𝑃, [𝐷,𝑇 ] = −2𝑇,

[𝑆, 𝑃 ] = 𝐺, [𝐷,𝑆] = 2𝑆, [𝑇, 𝑆] = 𝐷

вiдповiдає алгебрi з розкладом Левi–Мальцева sl(2,R) ∈ 2𝐴1.
Класифiкацiя реалiзацiй цих алгебр цiкава не лише для фiзичних

застосувань (алгебра AḠ3(1), наприклад, є максимальною алгеброю
симетрiї рiвняння Бюргерса), а також є важливою самостiйною мате-
матичною задачею, оскiльки класифiкацiя реалiзацiй п’ятивимiрних
алгебр Лi наразi не отримана. Повний перелiк реалiзацiй цих алгебр
є досить громiздким i наведений у додатку Б дисертацiйної роботи,
наведемо лише їх породжуючi реалiзацiї, що вiдповiдають примi-
тивнiй дiї вiдповiдної локальної групи Лi, або, що те саме, нульовiй
пiдалгебрi.
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Реалiзацiя алгебри AG2(1) з комплементарним до пiдалгебри ба-
зисом {𝑀, 𝑃, 𝑇, 𝐷, 𝐺} має вигляд:

𝑀 = 𝜕1, 𝑃 = 𝜕2, 𝑇 = 𝜕3,

𝐺 = −𝑥2𝜕1−𝑥3𝜕2+e𝑥4𝜕5, 𝐷 = 𝑥2𝜕2+2𝑥3𝜕3+𝜕4.

А реалiзацiя алгебри AḠ3(1) з комплементарним до пiдалгебри ба-
зисом {𝐺, 𝑃, 𝑇, 𝐷, 𝑆} має вигляд:

𝐷 = −𝑥1𝜕1+𝑥2𝜕2+2𝑥3𝜕3+𝜕4, 𝐺 = 𝜕1, 𝑃 = 𝜕2,

𝑆 = −𝑥2𝜕1+𝑥2
3𝜕3+𝑥3𝜕4+e2𝑥4𝜕5, 𝑇 = 𝑥1𝜕2+𝜕3.

Усi нееквiвалентнi реалiзацiї двох алгебр Пуанкаре, а саме p(1, 1)
та p(1, 2), у просторах не бiльше нiж трьох змiнних, побудовано у
параграфi 1.7. Крiм цього, знайдено деформацiї цих алгебр та по-
роджуючi реалiзацiї.

У параграфi 1.8 отримано новi породжуючi реалiзацiї конформної
алгебри Лi та двох алгебр де Сiттера. Побудовано спiльну деформа-
цiю алгебри Пуанкаре до алгебр де Сiттера.

Останнiй параграф першого роздiлу присвячено диференцiаль-
ним iнварiантам алгебр Лi. У цьому параграфi дослiджується ал-
гебра Галiлея найменшої розмiрностi, будуються її деформацiї, по-
роджуючi реалiзацiї та повнi набори диференцiальних iнварiантiв:
базиси диференцiальних iнварiантiв, оператори iнварiантного дифе-
ренцiювання та визначники Лi. Наприкiнцi параграфа зiбрано дифе-
ренцiальнi рiвняння та їх системи, що що мають важливi застосува-
ння та iнварiантнi вiдносно найменшої алгебри Галiлея та її дефор-
мацiй.

При дослiдженнi iнварiантних систем двох звичайних диферен-
цiальних рiвнянь другого порядку, зокрема систем ньютонiвського
типу, виникає питання про можливiсть запису такої системи у нор-
мальнiй формi

𝑥̈ = 𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑥̇, 𝑦̇), 𝑦 = 𝐺(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑥̇, 𝑦̇). (1)

Аналiзуючи множини диференцiальних iнварiантiв було доведе-
но критерiй iснування iнварiантних систем вигляду (1) для заданої
алгебри Лi.
Твердження 1.39. Алгебра Лi векторних полiв допускається нор-
мальною регулярною системою типу (1) тодi i тiльки тодi, коли
ранги першого i другого продовження реалiзацiї спiвпадають.
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Другий роздiл дисертацiї присвячено квазiкристалам (як мо-
дельним множинам або множинам, побудованим за допомогою пере-
рiзiв та проєкцiй), пов’язаним з ними майже перiодичним функцiям
та їх застосуванням.

Характерною для квазiкристалiв є структурована далекосяжна
впорядкованiсть, для якої вiдсутнiй перiодичний порядок. Квазi-
кристали, квазiкристалiчнi фотоннi кристали, хвильовi експеримен-
ти Фарадея та ряд iнших фiзичних об’єктiв i явищ демонструють
властивостi майже перiодичностi. Типовим прикладом є потенцiаль-
не поле фiзичного квазiкристала, у цьому випадку потенцiал — це
аперiодична функцiя, що належить до множини майже перiодичних
функцiй (або локальних функцiй). Зазвичай подiбнi структури мо-
делюються вибором частини об’єкта дослiдження та накладанням
перiодичних крайових умов. Такий пiдхiд не є цiлком задовiльним,
оскiльки майже перiодичний порядок принципово вiдрiзняється вiд
перiодичного i неспiврозмiрнiсть, що лежить в основi квазiкристалiв,
впливає на кожну з частин теорiї.

У параграфi 2.1 розроблено метод для дискретного Фур’є-аналiзу
майже перiодичних (локальних) функцiй, визначених на квазiкрис-
талах. Тут наведено означення локальної функцiї, яке спрощено мо-
жна пояснити таким чином: функцiя 𝑓 : R𝑑 → C локальна вiдносно
квазiкристала Λ має ‘близькi значення’ 𝑓(𝑥) ≈ 𝑓(𝑦) у точках 𝑥 та 𝑦,
якщо локальнi оточення Λ в точках 𝑥 та 𝑦 — ‘подiбнi’; iнакше кажу-
чи, функцiя ‘вiдчуває’ точки, що належать квазiкристала. У цьому
параграфi також доведено теорему про iснування та єдинiсть непе-
рервної функцiї на локальнiй оболонцi дискретної множини Λ для
кожної локальної функцiї вiдносно Λ.

У дисертацiйнiй роботi детально дослiджуються точковi множини
Λ ⊂ R𝑑, якi є множинами перерiзiв та проєкцiй i задаються наступ-
ною схемою

R𝑑 ||←− R𝑑 × R𝑑 ⊥−→ R𝑑

∪

𝐿
1−1←− ̃︀𝐿 щiльний образ−→ 𝐿′

тут ̃︀𝐿 — це ґратка в R𝑑 ×R𝑑, яка орiєнтована таким чином, що про-
єкцiї ґратки на простори R𝑑 будуть вiдповiдно щiльними та взаємно
однозначними. Простiр R𝑑 лiворуч на схемi є фiзичним простором,
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тобто простором, якому буде належати квазiкристал Λ, а простiр R𝑑

праворуч є внутрiшнiм простором, який буде використовуватися
для контролю проєкцiї ґратки ̃︀𝐿 у фiзичний простiр. Образ ̃︀𝐿 пiд
дiєю проєкцiї у фiзичний простiр позначається 𝐿. Для дискретизацiї
використовується рацiональна оболонка Q̃︀𝐿, ї ї вiдповiднi проєкцiї та
класи спряженостi. Позначивши через 𝑥̃, 𝑥 та 𝑥′ елементи з ̃︀𝐿, їх лiвi
та правi проєкцiї, отримаємо 𝑥̃ = (𝑥, 𝑥′), де 𝑥 пробiгає 𝐿. Перетворен-
ня ( · )′ пов’язує фiзичний та внутрiшнiй простори: ( · )′ : 𝐿→ 𝐿′, при
цьому 𝑥 ↦→ 𝑥′. Обравши компактну пiдмножину Ω у внутрiшньому
просторi (вiкно), яка спiвпадає зi своїм замиканням та має границю
мiри нуль, визначимо квазiкристал Λ:

Λ(Ω) := {𝑥 | 𝑥̃ ∈ ̃︀𝐿, 𝑥′ ∈ Ω}.

У параграфi 2.1 побудовано загальну схему подрiбнення для ґраток
з цiлими коефiцiєнтами та дуальних до них. В основi зв’язку мiж
майже перiодичнiстю функцiї у фiзичному просторi та перiодичнiс-
тю у просторi вищої розмiрностi є природне вкладення евклiдового
простору у тор R𝑑 −→ T, що дозволяє застосувати до майже пе-
рiодичних функцiй на квазiкристалах переваги дискретних методiв
перiодичних функцiй.

Параграф 2.2 присвячено квазiкристалу Фiбоначчi та застосуван-
ню теорiї, розробленої у параграфi 2.1, до двох аперiодичних те-
стових функцiй на ньому. Детально дослiджено двовимiрну схему
перерiзiв та проєкцiй, що породжує одновимiрний квазiкристал Фi-
боначчi, та у явному виглядi побудовано дуальнi ґратки i сiтки та
їх проєкцiї на фiзичний простiр квазiкристала (точки даних). Отри-
мана дискретизацiя є унiверсальною та може бути використана для
наближення чи iнтерполяцiї будь-яких локальних функцiй квазiкри-
стала Фiбоначчi. Цю дискретизацiю застосовано для кiлькох рiзних
наближень локальної функцiї ‘вiдстань до найближчої точки квазi-
кристала’ та локальної функцiї ‘тип плитки квазiкристала’.

Для iлюстрацiї стисло розглянемо лише кiнцевий етап наближен-
ня майже перiодичних функцiй для одновимiрного квазiкристала Фi-
боначчi, коли дискретизацiю тора (побудову дуальної ґратки) вже
виконано. Позначимо через 𝑓 exact(𝑥) скiнченнi суми, що наближа-
ють функцiю 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ R:

𝑓 exact(𝑥) =
∑︁
𝑘∈𝐾

𝑎𝑘e2𝜋i(𝑘|𝑥), 𝑥 ∈ R.
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Тепер замiнимо коефiцiєнти 𝑎𝑘 у 𝑓 exact(𝑥) на їхнi наближення

𝑎int𝑘 :=
1

𝑅

𝑅∫︁
0

𝑓(𝑥)e−2𝜋i(𝑘|𝑥)d𝑥 (2)

та позначимо отриману функцiю 𝑓 int(𝑥). Використовуватимемо рiз-
нi значення 𝑅, якi вiдповiдають набору повних шляхiв у фундамен-
тальнiй областi.

Iнтеграли (2) замiнюються на скiнченнi суми, де iнтегрант обчи-
слюється на скiнченному наборовi точок, якi походять з проєкцiй
{𝑢1, . . . , 𝑢𝑁2} отриманих з 𝑁2 дискретних точок у фундаментальнiй
областi 𝐶, спроєктованих на обрану (за допомогою числа 𝑅) частину
фiзичного простору:

𝑎sum𝑘 :=
1

𝑁2

𝑁2∑︁
𝑗=1

𝑓(𝑢𝑗)e
−2𝜋i(𝑘|𝑢𝑗).

Остаточна апроксимацiя функцiї 𝑓 exact(𝑥) позначається 𝑓 sum(𝑥),
це i є шуканим наближенням:

𝑓 sum(𝑥) =
∑︁
𝑘∈𝐾

⎧⎨⎩ 1

𝑁2

𝑁2∑︁
𝑗=1

𝑓(𝑢𝑗)e
−2𝜋i(𝑘|𝑢𝑗)

⎫⎬⎭ e2𝜋i(𝑘|𝑥).

Воно обчислюється з точок даних у R, є скiнченною сумою експонен-
цiйних функцiй iз частотами з модуля Фур’є функцiї 𝑓 , використо-
вує дискретнi групи, що походять iз перiодичностi схеми перерiзiв
та проєкцiй. За побудовою функцiя 𝑓 sum є майже перiодичною та
наближає пiдняту функцiю 𝐹 на всiй прямiй, що обвиває тор.

Отже, маємо чотири функцiї: 𝑓 , 𝑓 exact, 𝑓 int, 𝑓 sum, усi визначенi
для всiх 𝑥 ∈ R. Три наближенi функцiї залежать вiд кiлькостi 𝑀
частин шляху, що проходять через фундаментальну область, та вiд
кiлькостi 𝑁2 точок сiтки ̃︁𝐿𝑁 у фундаментальнiй областi 𝐶. Кожне
з цих чисел обмежує повну суму ряду Фур’є–Бора до однакового
скiнченного набору частот 𝐾.

На рис. 1 наведено приклад наближення функцiї 𝑓(𝑡), що визна-
чає вiдстань вiд точки 𝑡 до найближчої точки квазiкристала Фiбо-
наччi Λ. Це неперервна та кусково-лiнiйна функцiя, яка є локальною
вiдносно Λ.
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Рис. 1. Суцiльна лiнiя — графiк функцiї 𝑓 . Пунктирна лiнiя — набли-
ження 𝑓 sum, а штрихова лiнiя — наближення 𝑓 int. Обидвi апрокси-
мацiї обчислено з використанням 𝑁2 = 49 точок сiтки у фундамен-
тальнiй областi 𝐶 та 𝑀 = 11 частин шляху в 𝐶, вiдповiдний iнтервал
iнтегрування 𝑅 ≈ 23,30.

Рис. 2. Суцiльна лiнiя — графiк функцiї 𝑓 . Пунктирна лiнiя — набли-
ження 𝑓 sum, а штрихова лiнiя — наближення 𝑓 int. Обидвi апроксима-
цiї обчислено з використанням 𝑁2 = 9 точок сiтки у 𝐶 та 𝑀 = 10 час-
тин шляху в 𝐶, вiдповiдний iнтервал iнтегрування 𝑅 ≈ 21,64. Також
тонкою лiнiєю зображено перiодичну апроксимацiю за допомогою
косинусiв для 𝑛 = 50 доданкiв. Тут функцiї зображено на промiжку
[200, 215]. Спостерiгаємо, що аперiодичнi наближення продовжують
повторювати графiк 𝑓 на вiдмiну вiд перiодичного наближення.

Зауважимо, що вiдхилення наближених функцiй лiворуч вiд по-
чатку координат пов’язане з тим, що у ту саму частину тора пере-
творюються два простори, розглянутий квазiкристал Фiбоначчi та
множина Λ̂((−1, 1

𝜏 ]), яка вiдрiзняється вiд нашої Λ у двох точках,
що походять з кiнцiв iнтервалу [−1, 1

𝜏 ).
Варто зазначити, що запропонований метод наближає майже пе-

рiодичну функцiю не на обмеженiй областi (вiдрiзку, iнтервалi), а на
усьому евклiдовому просторi (див. рис. 2 для наближення на фраг-
ментi прямої, що суттєво вiддалений вiд початку координат).
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У параграфi 2.3 запропоновано застосування розривного у кожнiй
точцi вiдображення мiж фiзичним та внутрiшнiм просторами одно-
вимiрних квазiкристалiв для шифрування iнформацiї. Розроблено
симетричний переставний метод шифрування, який є стiйким вiд-
носно обчислень, оскiльки оперує лише цiлими числами. У цьому
параграфi також наведено важливi властивостi одновимiрних квазi-
кристалiв, що дозволяють швидко генерувати одновимiрнi квазiкри-
стали за допомогою комп’ютера (без проєкцiй), i описано множину
криптозмiнних. Цей метод шифрування застосовано до кодування
растрових зображень. Приклад застосування запропонованого мето-
ду наведено на рис. 3.

Рис. 3. Шифрування зображення переставним методом.

У третьому роздiлi дисертацiйної роботи дослiджуються орбiт-
функцiї, ортогональнi полiноми та правила галуження орбiт групи
Вейля алгебри 𝐴𝑛.

Нехай 𝜆 ∈ 𝑃+ — конус домiнантних ваг, а 𝑊 — група Вейля
напiвпростої алгебри Лi, тодi для точок 𝑥 𝑛-вимiрного евклiдового
простору визначимо 𝐶-функцiю таким чином

𝐶𝜆(𝑥) :=
∑︁
𝑤∈𝑊

e2𝜋i⟨𝑤𝜆,𝑥⟩.

Якщо в означеннi 𝐶-функцiї замiнити орбiту групи Вейля на орбi-
ту її парної пiдгрупи 𝑊𝑒, то отримаємо ще один клас орбiт-функцiй,
а саме, 𝐸-функцiї, що визначаються для 𝜆 ∈ 𝑃𝑒, де 𝑃𝑒 — об’єднання
точок з конуса домiнантних ваг 𝑃 та будь-якого його елементарного
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дзеркального вiдображення 𝑟𝑖𝑃

𝐸𝜆(𝑥) :=
∑︁
𝑤∈𝑊

e2𝜋i⟨𝑤𝜆,𝑥⟩.

Останнiй, третiй, клас орбiт-функцiй, а саме 𝑆-функцiї, визнача-
ються для точок iз конуса строго домiнантних ваг 𝜆 ∈ 𝑃++ анало-
гiчним чином, але знак кожного з доданкiв залежить вiд кiлькостi
𝑝(𝑤) елементарних дзеркальних вiдображень 𝑟𝑖, якi необхiднi для
отримання точки 𝑤𝜆 з точки 𝜆

𝑆𝜆(𝑥) :=
∑︁
𝑤∈𝑊

(−1)𝑝(𝑤)e2𝜋i⟨𝑤𝜆,𝑥⟩.

Орбiт-функцiї визначаються виходячи з напiвпростих алгебр Лi i
кiлькiсть змiнних спiвпадає з їх рангом. Очевидно, що у одновимiр-
ному випадку (алгебра 𝐴1) 𝐶-функцiї та 𝑆-функцiї є сумою та рiзни-
цею двох експонент з степенями протилежних знакiв, тому спiвпада-
ють з тригонометричними функцiями косинус та синус вiдповiдно,
що i обумовило їх назви. 𝐸-функцiя в одновимiрному випадку є екс-
понентою з точнiстю до сталого множника.

Для точок конуса строго домiнантних ваг має мiсце формула

𝐸𝜆(𝑥) = 1
2

(︀
𝐶𝜆(𝑥) + 𝑆𝜆(𝑥)

)︀
.

𝐶-, 𝑆- та 𝐸-функцiї є неперервними та мають неперервнi похiд-
нi всiх порядкiв, допускають масштабування та мають властивостi
симетрiї вiдносно дзеркальних вiдображень 𝑟𝑖, що вiдповiдають 𝑖-м
простим кореням алгебри Лi:

𝐶𝜆(𝑟𝑖𝑥) = 𝐶𝑟𝑖𝜆(𝑥) = 𝐶𝜆(𝑥), 𝑆𝑟𝑖𝜆(𝑥) = 𝑆𝜆(𝑟𝑖𝑥) = −𝑆𝜆(𝑥),

𝐸𝑟𝑖𝜆(𝑥) = 𝐸𝜆(𝑟𝑖𝑥) = 𝐸𝜆(𝑥).

У першому параграфi третього роздiлу отримано явний вигляд
операторiв другого порядку, для яких тривимiрнi 𝐶-орбiт-функцiї
та 𝑆-орбiт-функцiї — це, вiдповiдно, розв’язки крайових задач Не-
ймана та Дiрiхле на фундаментальних областях афiнних груп Вейля
вiдповiдних напiвпростих алгебр Лi.

Твердження 3.5. Орбiт-функцiї 𝐶𝜆(𝑥), 𝐸𝜆(𝑥) та 𝑆𝜆(𝑥), 𝑥 ∈ R3,
визначенi в 𝜔-базисi для напiвпростих груп Лi рангу 3, є власними
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функцiями наступних диференцiальних операторiв другого порядку
∆ з власними значеннями −4𝜋⟨𝜆, 𝜆⟩:

𝐴1 ×𝐴1 ×𝐴1 : ∆ = 𝜕2
1 + 𝜕2

2 + 𝜕2
3 ,

𝐴2 ×𝐴1 : ∆ = 𝜕2
1 − 𝜕1𝜕2 + 𝜕2

2 + 𝜕2
3 ,

𝐶2 ×𝐴1 : ∆ = 2𝜕2
1 − 2𝜕1𝜕2 + 𝜕2

2 + 𝜕2
3 ,

𝐺2 ×𝐴1 : ∆ = 3𝜕2
1 − 5𝜕1𝜕2 + 𝜕2

2 + 𝜕2
3 ,

𝐴3 : ∆ = 𝜕2
1 − 𝜕1𝜕2 + 𝜕2

2 − 𝜕2𝜕3 + 𝜕2
3 ,

𝐵3 : ∆ = 𝜕2
1 − 𝜕1𝜕2 + 𝜕2

2 − 2𝜕2𝜕3 + 2𝜕2
3 ,

𝐶3 : ∆ = 2𝜕2
1 − 2𝜕1𝜕2 + 2𝜕2

2 − 2𝜕2𝜕3 + 𝜕2
3 .

Також у параграфi 3.1 вивчаються властивостi орбiт-функцiй,
зокрема тривимiрних: побудовано явний вигляд їхнiх орбiт, стабiлi-
заторiв, фундаментальних областей, розроблено їхню дискретизацiю
та доведено дискретну ортогональнiсть.

Розглянемо набiр дискретних точок фундаментальної облас-
тi 𝐹𝑀 , 𝑀 ∈ N напiвпростої алгебри Лi для 𝑡0, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛 ∈ Z≥0 та
коефiцiєнтiв 𝑞𝑖 ∈ N, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, розкладу старшого кореня за бази-
сом, дуальним до базису простих ваг

Λ𝑀={𝑡1𝜔1+ · · ·+𝑡𝑛𝜔𝑛 | 𝑡0 + 𝑡1𝑞1+ · · ·+𝑡𝑛𝑞𝑛=𝑀}.

Має мiсце теорема про дискретну ортогональнiсть орбiт-функцiй.
Твердження 3.7. 𝐶- та 𝑆-функцiї, визначенi для 𝜆, 𝜆′ ∈ Λ𝑀 , по-
парно ортогональнi

⟨𝐶𝜆(𝑥), 𝐶𝜆′(𝑥)⟩𝑀 = det(C)|𝑊 |𝑀𝑛|Stab(𝜆)|𝛿𝜆𝜆′ ,

⟨𝑆𝜆(𝑥), 𝑆𝜆′(𝑥)⟩𝑀 = det(C)|𝑊 |𝑀𝑛𝛿𝜆𝜆′ .

Тут C — матриця Картана, |𝑊 | — порядок групи Вейля,
|Stab(𝜆)| — порядок групи iзотропiї точки 𝜆 ∈ 𝐹𝑀 пiд дiєю групи
Вейля, а 𝛿 — дельта-символ Кронекера.

У параграфi 3.2 орбiти групи Вейля 𝑊 (𝐴𝑛) простих алгебр Лi 𝐴𝑛

зведено до об’єднання орбiт груп Вейля максимальних редуктивних
пiдалгебр алгебри 𝐴𝑛. Для всiх випадкiв 𝑛 ≤ 8 та нескiнченних серiй
𝐴𝑛 ⊃ 𝐴𝑛−𝑘−1 × 𝐴𝑘 × 𝑈1, 𝐴2𝑛 ⊃ 𝐵𝑛, 𝐴2𝑛−1 ⊃ 𝐶𝑛 i 𝐴2𝑛−1 ⊃ 𝐷𝑛 побу-
довано матрицi, що перетворюють точки орбiт 𝑊 (𝐴𝑛) у точки орбiт
пiдалгебр. Таким чином, знайдено правила галуження орбiт групи
Вейля, що можуть бути застосованi для розкладу добуткiв орбiт-
функцiй та у теорiї зображень простих алгебр Лi. Крiм цього, у цьо-
му ж параграфi доведено еквiвалентнiсть трьох сiмей орбiт-функцiй
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для простої алгебри 𝐴𝑛 спецiальним експоненцiйним функцiям ба-
гатьох змiнних, введеним А.У. Клiмиком та Ї. Патерою.

Останнiй параграф роздiлу присвячено побудовi нескiнченних сi-
мей ортогональних полiномiв 𝑛 змiнних. Запропоновано три методи
побудови ортогональних полiномiв виходячи з орбiт-функцiй: екс-
поненцiйний, тригонометричний та рекурсивний. Доведено еквiва-
лентнiсть кiлькох вiдомих сiмей ортогональних полiномiв, зокрема,
полiномiв Чебишева, Якобi, Макдональда та Курнвiндера полiномам
орбiт-функцiй. Отримано явний вигляд розв’язних рекурсiй, що до-
зволяють алгоритмiчно будувати сiм’ї ортогональних полiномiв двох
та трьох змiнних.

При рекурсивному методi побудови полiномiв, у якостi нових
змiнних обираються 𝑛 𝐶-функцiй фундаментальних ваг:

𝑢𝑗 = 𝑢𝑗(𝑥) := 𝐶𝜔𝑗 (𝑥), 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑥 ∈ R𝑛.

𝐶-полiноми будуються за допомогою розкладу добутку змiнних 𝑢𝑗

та 𝐶-функцiй у суму 𝐶-полiномiв. 𝑆-полiноми будуються використо-
вуючи 𝐶-полiноми та характери Вейля.

Спочатку знаходимо породжуючi рекурсiї для точок 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛
з конуса строго домiнантних ваг. Пiсля чого будуються додатковi
рекурсiї для нижчих ваг, якi необхiднi, щоб розв’язати породжуючi
рекурсiї. Ефективний шлях знаходження розкладiв добуткiв орбiт-
функцiй — це розклад добуткiв орбiт груп Вейля. Зауважимо, що
побудованi рекурсiї завжди лiнiйнi, а вiдповiднi матрицi — трикутнi.
Щодо рекурсивних пiдстановок 𝑢𝑖 = 𝐶𝜔𝑖

доведено наступне твер-
дження.

Твердження 3.16. Будь-яка 𝐶-функцiя та будь-який характер 𝜒𝜆

простої групи Лi 𝐺 може бути представлений у виглядi полiнома
вiд 𝐶-функцiй фундаментальних ваг 𝜔1, . . . , 𝜔𝑛, тобто у виглядi по-
лiнома змiнних 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛.

Для кожної з простих алгебр Лi рангiв два та три виписано по-
чатковi набори полiномiв у явному виглядi та знайдено правила ре-
дукцiї полiномiв двох та трьох змiнних до полiномiв iнших алгебр за
максимальними пiдгрупами простих груп Лi.

Для iлюстрацiї розглянемо просту алгебру Лi рангу два 𝐴2, яка
вiдповiдає замощенню площини рiвностороннiми трикутниками. За-
уважимо, що саме таке покриття площини використали I. Диннiков
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𝐶-полiноми 𝑆-полiноми
# = 0 # = 0
𝐶(1,1) 𝑢1𝑢2−3 𝑆(2,2) 𝑢1𝑢2−1

𝐶(3,0) 𝑢3
1−3𝑢1𝑢2+3 𝑆(1,4) 𝑢3

2−2𝑢1𝑢2+1

𝐶(2,2) 𝑢2
1𝑢

2
2−2𝑢3

1−2𝑢3
2+4𝑢1𝑢2−3 𝑆(3,3) 𝑢2

1𝑢
2
2−𝑢3

1−𝑢3
2

# = 1 # = 1
𝐶(1,0) 𝑢1 𝑆(2,1) 𝑢1

𝐶(0,2) 𝑢2
2−2𝑢1 𝑆(1,3) 𝑢2

2−𝑢1

𝐶(2,1) 𝑢2
1𝑢2−2𝑢2

2−𝑢1 𝑆(3,2) 𝑢2
1𝑢2−𝑢2

2−𝑢1

𝐶(1,3) 𝑢1𝑢
3
2−3𝑢2

1𝑢2−𝑢2
2+5𝑢1 𝑆(2,4) 𝑢1𝑢

3
2−2𝑢2

1𝑢2−𝑢2
2+2𝑢2

𝐶(4,0) 𝑢4
1−4𝑢2

1𝑢2+2𝑢2
2+4𝑢1 𝑆(5,1) 𝑢4

1−3𝑢2
1𝑢2+𝑢2

2+𝑢1+𝑢2

Табл. 1. 𝐶- та 𝑆-полiноми алгебри 𝐴2 степеня, не вищого за чотири.
З усiх полiномiв 𝐶(𝑎,𝑏) або 𝑆(𝑎,𝑏) отримаємо 𝐶(𝑏,𝑎) або 𝑆(𝑏,𝑎), вiдповiд-
но помiнявши мiсцями 𝑢1 та 𝑢2. Полiноми вищих степенiв будуються
з рекурсiї 3.

та С. Новiков 2003 р. при дискретизацiї комплексного аналiзу, а та-
кож Т. Курнвiндер 1974 р. при дослiдженнi ортогональних полiномiв.

𝐶-функцiї фундаментальних ваг 𝜔1 = (1, 0), 𝜔2 = (0, 1) є новими
змiнними для ортогональних полiномiв, що будуються рекурсивним
методом

𝑢1 := 𝐶(1,0)(𝑥1, 𝑥2), 𝑢2 := 𝐶(0,1)(𝑥1, 𝑥2).

Оскiльки зовнiшнiй автоморфiзм алгебри 𝐴2 пов’язує полiноми
𝐶(𝑎,𝑏) та 𝐶(𝑏,𝑎) перестановкою змiнних 𝑢1 ↔ 𝑢2, то досить побудувати
та розв’язати єдину породжуючу рекурсiю

𝑢1𝐶(𝑎,𝑏) = 𝐶(𝑎+1,𝑏) + 𝐶(𝑎−1,𝑏+1) + 𝐶(𝑎,𝑏−1), 𝑎, 𝑏 > 2. (3)

Додатковi рекурсiї, що будуються з розкладу добуткiв орбiт-
функцiй, якi вiдповiдають непороджуючим точкам, дозволяють
отримати необхiднi 𝐶-полiноми найнижчих степенiв, а 𝑆-полiноми
виводимо за допомогою характера Вейля для кожного з класiв кон-
ґруентностi #. Полiноми найнижчих степенiв наведено у табл. 1.

На рис. 4 наведено область ортогональностi та точки сiтки дис-
кретизацiї полiномiв алгебри 𝐴2 для 𝑀 = 3.
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Рис. 4. Область ортогональностi F полiномiв алгебри 𝐴2 та дискретнi
точки фундаментальної областi F3.

Наприкiнцi дисертацiї наведено основнi результати й висновки.
Результати, що iлюструють i доповнюють результати основної

частини, виокремлено у два додатки.
У додатку A зiбрано результати щодо контракцiй комплексних

нiльпотентних алгебр Лi розмiрностей п’ять та шiсть.
А у додатку Б наведено результати класифiкацiї нееквiвалентних

реалiзацiй двох п’ятивимiрних алгебр Галiлея.
Список наукових праць, де опублiковано результати дисертацiї, й

iнформацiю щодо їхньої апробацiї наведено у додатку В.

ВИСНОВКИ

Основнi результати дисертацiї можна сформулювати так:
• Використовуючи розмiрнiсть централiзатора похiдної алгебри Лi,
пiдалгебри та їх розмiрностi, сформульовано та доведено двi новi
необхiднi умови iснування контракцiй.

• У термiнах 𝑆-розширень переглянуто гiпотезу А. Зайцева про
можливiсть граничної класифiкацiї розв’язних алгебр Лi. Для цього
дослiджено 𝑆-розширення тривимiрних дiйсних алгебр Лi та пока-
зано, що 𝑆-розширення та редукцiя алгебр Лi дозволяють отримати
неунiмодулярнi алгебри Лi з унiмодулярних, проте при цьому по-
рушується вiдношення порядку на многовидi алгебр Лi фiксованої
розмiрностi.
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• Дослiджено контракцiї комплексних нiльпотентних алгебр Лi
розмiрностей п’ять та шiсть, для них встановлено достатнi перелiки
необхiдних умов та показано, що цi контракцiї можна реалiзувати за
допомогою контракцiй Iньоню–Вiгнера або узагальнених контракцiй
Iньоню–Вiгнера.

• Узагальнено алгебраїчний метод I. Широкова для побудови реа-
лiзацiй алгебр Лi на випадок iнтранзитивної дiї локальної групи Лi.
Запропоновано спосiб зведення реалiзацiї до суттєвих змiнних та ме-
тод побудови контракцiй реалiзацiй алгебр Лi.

• Знайдено реалiзацiї алгебр Пуанкаре p(1, 1) та p(1, 2) у просторах
не бiльше нiж трьох змiнних i побудовано деформацiї цих алгебр.

• Дослiджено алгебри Галiлея розмiрностей, не вищих за п’ять, по-
будовано їх нееквiвалентнi реалiзацiї та деформацiї.

• Для конформної алгебри Лi та двох алгебр де Сiттера побудовано
новi породжуючi реалiзацiї та отримано спiльну деформацiю алгебри
Пуанкаре до алгебр де Сiттера як обернену до контракцiй.

• Знайдено повнi набори диференцiальних iнварiантiв для наймен-
шої алгебри Галiлея та її деформацiй, а також доведено теорему про
нормальну форму iнварiантної системи двох рiвнянь другого поряд-
ку.

• Вивчено множини перерiзiв та проєкцiй та запропоновано ме-
тод для дискретного Фур’є-аналiзу майже перiодичних функцiй,
пов’язаних з квазiкристалами, цей метод протестовано на аперiодич-
них функцiях квазiкристала Фiбоначчi. Розроблено та застосовано
до растрових зображень симетричний переставний метод шифрува-
ння, що базується на одновимiрних квазiкристалах.

• Дослiджено спецiальнi 𝐶-, 𝑆- та 𝐸-функцiї, розроблено їх дискре-
тизацiю та доведено дискретну ортогональнiсть. Для функцiй, що
вiдповiдають напiвпростим алгебрам рангу три, побудовано явний
вигляд їх орбiт, стабiлiзаторiв, фундаментальних областей та опера-
тори другого порядку, для яких тривимiрнi 𝐶-функцiї та 𝑆-функцiї
— це вiдповiдно, розв’язки крайових задач Неймана та Дiрiхле.

• Розглянуто спецiальнi експоненцiйнi функцiї багатьох змiнних,
запропонованi А. Клiмиком та Ї. Патерою у виглядi визначникiв та
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перманентiв, та показано, що вони еквiвалентнi орбiт-функцiям алге-
бри 𝐴𝑛. Побудовано правила галуження орбiт групи Вейля простих
алгебр Лi 𝐴𝑛 за максимальними пiдгрупами.

• Виходячи з орбiт-функцiй побудовано ортогональнi полiноми ба-
гатьох змiнних та показано, що вони еквiвалентнi вiдомим наборам
ортогональних полiномiв, а саме полiномам Чебишева, Якобi, Мак-
дональда та Курнвiндера. Розглянуто три методи побудови полiно-
мiв, отримано явний вигляд розв’язних рекурсiй i редукцiї для ви-
падку напiвпростих алгебр Лi рангiв два та три.
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6. Nesterenko M., Pošta S., Equivalence of vector field realizations of
Lie algebras from the Lie group point of view, Quantum Theory
and Symmetries with Lie Theory and Its Applications in Physics,
Springer Proc. Math. Stat. 263, Springer, Singapore, 2018, 421–427.
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АНОТАЦIЇ

Нестеренко М.О. Реалiзацiї та контракцiї алгебр Лi,
орбiт-функцiї та квазiкристали. — Квалiфiкацiйна наукова пра-
ця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-мате-
матичних наук за спецiальнiстю 01.01.03 “математична фiзика”
(111 — математика). — Iнститут математики НАН України, Київ,
2021.

Основними напрямками дисертацiйного дослiдження є контрак-
цiї та реалiзацiї алгебр Лi, а також наближення майже перiодичних
функцiй та вивчення орбiт-функцiй i пов’язаних з ними ортогональ-
них полiномiв.

У роботi запропоновано двi новi необхiднi умови iснування кон-
тракцiй та застосовано їх для опису контракцiй нiльпотентних ком-
плексних алгебр Лi розмiрностей п’ять та шiсть, а також дослiджено
𝑆-розширення тривимiрних алгебр Лi та показано, що в комбiнацiї
з редукцiями вони дозволяють отримати неунiмодулярнi алгебри Лi
виходячи з унiмодулярних.

При дослiдженнi реалiзацiй алгебр Лi доведено теорему про зве-
дення реалiзацiї до суттєвих змiнних та узагальнено алгебраїчний
метод I. Широкова для побудови реалiзацiй алгебр Лi, як проєкцiй
лiво-iнварiантних векторних полiв. Запропоновано конструктивний
метод побудови параметризованих реалiзацiй, що є точними та збi-
гаються до реалiзацiй контрактованої алгебри Лi. Використовуючи
алгебраїчний метод побудовано реалiзацiї алгебр Пуанкаре p(1, 1) та
p(1, 2) у просторах не бiльше нiж трьох змiнних, та реалiзацiї алгебр
Галiлея розмiрностей не вище за п’ять. Також отримано новi пород-
жуючi реалiзацiї конформної алгебри Лi та двох алгебр де Сiттера
та певнi деформацiї усiх згаданих алгебр. Використовуючи отриманi
реалiзацiї були знайденi повнi набори диференцiальних iнварiантiв
для найменшої алгебри Галiлея та доведено теорему про нормальну
форму iнварiантної системи двох рiвнянь другого порядку.

Для майже перiодичних функцiй, пов’язаних з аперiодичними
множинами перерiзiв та проєкцiй (квазiкристалами), запропоновано
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метод дискретного Фур’є-аналiзу. Цей метод протестовано на двох
локальних функцiях квазiкристала Фiбоначчi. Як приклад розгля-
нуто використання квазiкристалiв для шифрування iнформацiї.

Дослiджено спецiальнi орбiт-функцiї, зокрема тривимiрнi, вивче-
но їх основнi властивостi та показано, що у випадку алгебри 𝐴𝑛 вони
еквiвалентнi експоненцiйним функцiям багатьох змiнних, введеним
А. Клiмиком та Ї. Патерою. Запропоновано три методи побудови ор-
тогональних полiномiв виходячи з орбiт-функцiй та доведено еквiва-
лентнiсть кiлькох вiдомих сiмей ортогональних полiномiв полiномам
орбiт-функцiй. Побудовано правила галуження орбiт групи Вейля
простих алгебр Лi 𝐴𝑛 та правила галуження для полiномiв двох та
трьох змiнних.

Ключовi слова: алгебра Лi, група Лi, реалiзацiя алгебри Лi,
векторнi поля Лi, диференцiальний iнварiант, контракцiя алгебри
Лi, орбiт-функцiя, група Вейля, квазiкристал, майже перiодична
функцiя, ортогональний полiном, сiтка, ґратка, фундаментальна
область.

Nesterenko M.O. Realizations and contractions of Lie al-
gebras, orbit-functions and quasicrystals. — Qualifying scientific
work on the rights of the manuscript.

Thesis for the degree of Doctor of Physical and Mathematical Scien-
ces, speciality 01.01.03 “Mathematical Physics” (111 – Mathematics). —
Institute of Mathematics of NAS of Ukraine, Kyiv, 2021.

The thesis is devoted to contractions and realizations of Lie algebras,
to Fourier analysis of almost periodic functions and investigation of orbit-
functions and respective orthogonal polynomials.

We survey contraction theory and propose two new necessary condi-
tions of contraction existence, that are connected with subalgebras and
dimensions of the derived algebra centralizers. These new conditions are
applied to the complex nilpotent Lie algebras of dimensions five and six.
The complete set of the pairs of 5- and 6-dimensional nilpotent Lie al-
gebras that do not admit contractions is obtained. It is also proven that
contractions of complex nilpotent Lie algebras of dimensions five and six
are equivalent to generalized Inönu–Wigner contractions.
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Zaitsev’s hypothesis is revised in terms of 𝑆-expansions. 𝑆-expansions
of three-dimensional real Lie algebras are considered and it is shown that
expansion preserves properties of solvability, nilpotency and unimodu-
larity. At the same time 𝑆-expansion and reduction allow one to obtain
a non-unimodular Lie algebra from a unimodular one. Nevertheless 𝑆-
expansions define no ordering on the variety of Lie algebras of a fixed
dimension.

Studying realizations of Lie algebras we proved a reduction theo-
rem that transforms realization to the essential variables. Application
of the Shirokov’s algebraic method for the construction of differential
one-forms was generalized to the case of intransitive action of the local
Lie group. In order to avoid improper realizations (when a contraction
matrix is directly applied to a realization), we propose a construction
of the equivalent parameterized realization that converges to the desired
Lie algebra realization.

All inequivalent realizations of the Galilei algebras of dimensions not
greater than five are constructed using the algebraic approach. The va-
rieties of the deformed Galilei algebras are discussed and families of one-
parametric deformations are presented in the explicit form. It is also
shown that a number of well-known and physically interesting equations
and systems are invariant with respect to the considered Galilei algebras
or their deformations.

Using the same method, all inequivalent realizations of the Poincaré
algebras p(1, 1) and p(1, 2) acting in spaces of not more than three vari-
ables are constructed. First-order deformations of p(1, 1) and p(1, 2)
are proposed and the generic realizations for the initial and deformed
Poincaré algebras are presented.

New generic realizations of the conformal Lie algebra and two de
Sitter algebras are obtained and deformation of the Poincaré algebra to
the both de Sitter algebras is constructed.

Complete set of differential invariants for the smallest Galilei algebra
is constructed and the theorem on the normal form of an invariant system
of two second-order differential equations is proven.

We also develop a method for the discrete Fourier analysis of al-
most periodic functions defined on cut-and-project sets. The proposed
method is tested using two almost periodic functions on the Fibonacci
quasicrystal. The respective two-dimensional cut-and-project scheme is
considered in all details and can be applied to the approximation of any
aperiodic function on this type of quasicrystal. Using the everywhere
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discontinuity of the ⋆-map that relates physical and internal spaces of
the one-dimensional quasicrystal, we propose the symmetric encryption
cypher and test it on JPG-images.

Finally we define and study new special functions — orbit-functions,
orthogonal polynomials and branching rules. For each semisimple Lie
algebra, there are three families of special functions: 𝐶-, 𝑆-, and 𝐸-
functions. Pertinent properties of the functions are described in de-
tail, such as their continuous and discrete orthogonality. Moreover, it
is shown that orbit functions are eigenfunctions of some second-order
differential operators.

The orbits of Weyl groups of simple 𝐴𝑛 type Lie algebras are reduced
to the union of orbits of the Weyl groups of maximal reductive subal-
gebras of 𝐴𝑛. It also shown that 𝐶-, 𝑆- and 𝐸-functions are equivalent
to the special multivariate exponential functions proposed in terms of
determinants and anti-determinants by Klimyk and Patera.

Three methods for the construction of orthogonal polynomials re-
lated to the orbit functions are proposed. The equivalence of the con-
structed polynomials to several known families of orthogonal polynomials
(the Chebyshev, Jacobi, MacDonald, and Koornwinder polynomials) is
proven. An explicit forms of solvable recursions are obtained and the
reduction rules are found for the polynomials of the semisimple Lie al-
gebras of the ranks two and three.

Key words: Lie algebra, Lie group, realization, vector field, differential
invariant, contraction, orbit-function, Weyl group, quasicrystal, almost
periodic function, orthogonal polynomial, greed, lattice, fundamental
region.
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