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Розглянемо випадкову величину 

𝜉 = ∑
𝜉𝑘

𝑠𝑘

+∞

𝑘=1

, 

де  2 ≤ 𝑠 ∈ 𝑁,   𝜉𝑘– послідовність незалежних випадкових 

величин, причому кожна з величин 𝜉𝑘 набуває 𝑠 цілих 

значень: 

 𝑎0𝑘 , 𝑎1𝑘, … , 𝑎(𝑠−1)𝑘  

𝐿 > 0: |𝑎𝑖𝑗| ≤ 𝐿 ∀𝑖 ∈ {0; 1; … ; 𝑠 − 1}, 𝑗 ∈ 𝑁, 

які утворюють повну систему лишків по модулю 𝑠. 

𝑃(𝜉𝑘 = 𝑎𝑗𝑘) = 𝑞𝑗𝑘(𝑗 ∈ {0; 1; … ; 𝑠 − 1}). 

Попередні результати. 

Нехай  𝜉𝑛 − послідовність незалежних випадкових 

величин, які набувають значень 0, 1, … , 𝑠 − 1 (𝑠 ∈ 𝑁, 𝑠 ≥ 2) з 

ймовірностями 𝑝0𝑛, 𝑝1𝑛, . . . , 𝑝(𝑠−1)𝑛 відповідно, 

𝑎𝑛 −послідовність дійсних чисел. Розглянемо випадкову 

величину 

𝜉 = 𝜉1𝑎1 + 𝜉2𝑎2 + ⋯ + 𝜉𝑛𝑎𝑛 + ⋯ 

Наслідок. Якщо виконуються умови 

𝑙𝑖𝑚̅̅̅̅̅
𝑛→+∞

|𝑠𝑛𝑎𝑛| < +∞ 

𝜆(𝑀) > 0  (𝑀 = {∑ 𝑡𝑗𝑎𝑗
+∞
𝑗=1 |𝑡𝑗 ∈ {0; … ; 𝑠 − 1}}). 



то випадкова величина  𝜉 має чистий розподіл, причому 

дискретний тоді і тільки тоді, коли 

∏ max (𝑝0𝑗; … ; 𝑝(𝑠−1)𝑗)

+∞

𝑗=1

> 0 

абсолютно неперервний тоді і тільки тоді, коли 

∏(√
𝑝0𝑗

𝑠
+. . √

𝑝(𝑠−1)𝑗

𝑠

+∞

𝑗=1

) > 0 

сингулярний тоді і тільки тоді, коли 

∏ max (𝑝0𝑗; … ; 𝑝(𝑠−1)𝑗)

+∞

𝑗=1

= 0 

∏(√
𝑝0𝑗

𝑠
+. . √

𝑝(𝑠−1)𝑗

𝑠

+∞

𝑗=1

) = 0 

Корисна Лема.  

∏(√
𝑝0𝑗

𝑠
+. . √

𝑝(𝑠−1)𝑗

𝑠

+∞

𝑗=1

) > 0 ⟺ 

∑((𝑝0𝑛 −
1

𝑠
)2 + ⋯ +

+∞

𝑛=1

(𝑝(𝑠−1)𝑛 −
1

𝑠
)2) < +∞ 

 

 

 



Аналогічними міркуваннями можливо отримати 

наступний результат. 

Нехай  𝜉𝑛 − послідовність незалежних випадкових 

величин, які набувають значень 𝑏0𝑘 , 𝑏1𝑘 , … , 𝑏(𝑠−1)𝑘 (𝑠 ∈

𝑁, 𝑠 ≥ 2) з ймовірностями 𝑝0𝑛, 𝑝1𝑛, . . . , 𝑝(𝑠−1)𝑛 відповідно, 

причому існує 𝐿 > 0: |𝑏𝑖𝑗| ≤ 𝐿 ∀𝑖 ∈ {0; 1; … ; 𝑠 − 1}, 𝑗 ∈ 𝑁,  

𝑎𝑛 −послідовність дійсних чисел. Розглянемо випадкову 

величину 

𝜉 = 𝜉1𝑎1 + 𝜉2𝑎2 + ⋯ + 𝜉𝑛𝑎𝑛 + ⋯ 

Наслідок. Якщо виконуються умови 

𝑙𝑖𝑚̅̅̅̅̅
𝑛→+∞

|𝑠𝑛𝑎𝑛| < +∞ 

𝜆(𝑀) > 0  (𝑀 = {∑ 𝑡𝑗𝑎𝑗
+∞
𝑗=1 |𝑡𝑗 ∈ {𝑏0𝑘 , 𝑏1𝑘 , … , 𝑏(𝑠−1)𝑘}}). 

то випадкова величина  𝜉 має чистий розподіл, причому 

дискретний тоді і тільки тоді, коли 

∏ max (𝑝0𝑗; … ; 𝑝(𝑠−1)𝑗)

+∞

𝑗=1

> 0 

абсолютно неперервний тоді і тільки тоді, коли 

∑((𝑝0𝑛 −
1

𝑠
)2 + ⋯ +

+∞

𝑛=1

(𝑝(𝑠−1)𝑛 −
1

𝑠
)

2

) < +∞ 

сингулярний тоді і тільки тоді, коли 

∏ max (𝑝0𝑗; … ; 𝑝(𝑠−1)𝑗)

+∞

𝑗=1

= 0 



∑((𝑝0𝑛 −
1

𝑠
)2 + ⋯ +

+∞

𝑛=1

(𝑝(𝑠−1)𝑛 −
1

𝑠
)2) = +∞ 

Що необхідно для того, щоб скористатись теоремою? 

𝜆(𝑀) > 0  (𝑀 = {∑
𝛼𝑘

𝑠𝑘
+∞
𝑘=1 , |𝛼𝑘 ∈ { 𝑎0𝑘 , 𝑎1𝑘, … , 𝑎(𝑠−1)𝑘}}). 

 

Історичні аспекти проблематики 

Річард Кенйон (професор Йельського університету) 

 

Richard Kenyon. Projecting the one-dimensional Sierpinski 

gasket. Israel J. Math., 97:221–238, 1997.  

Гіпотеза. Множина 

𝑀 = {∑
𝛼𝑘

𝑠𝑘
+∞
𝑘=1 , |𝛼𝑘 ∈ { 𝑑0, 𝑑1, … , 𝑑𝑠−1}} 

має додатну міру Лебега, якщо 𝑑0, 𝑑1, … , 𝑑𝑠−1 утворює 

повну систему лишків по модулю 𝑠. 



Zbigniew H. Nitecki (університет Тафтса, 

штат  Массачусетс) 

 

Zbigniew Nitecki. Subsum sets: Intervals, cantor sets, and 

cantorvals, 2013. 
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Теорема 1.  

Розглянемо випадкову величину 

𝜉 = ∑
𝜉𝑘

𝑠𝑘

+∞

𝑘=1

, 

де  2 ≤ 𝑠 ∈ 𝑁,   𝜉𝑘– послідовність незалежних випадкових 

величин, причому кожна з величин 𝜉𝑘 набуває 𝑠 цілих 

значень: 

 𝑎0𝑘 , 𝑎1𝑘, … , 𝑎(𝑠−1)𝑘  

𝐿 > 0: |𝑎𝑖𝑗| ≤ 𝐿 ∀𝑖 ∈ {0; 1; … ; 𝑠 − 1}, 𝑗 ∈ 𝑁, 

які утворюють повну систему лишків по модулю 𝑠.   

Якщо виконуються умови 

∑( max
0≤𝑗≤𝑠−1

𝑞𝑗𝑛

+∞

𝑛=1

−
1

𝑠
) < +∞ 

то 𝐹𝜉(𝑥) задовольняє умову Ліпшиця: 

|𝐹𝜉(𝑡) − 𝐹𝜉(𝑧)|≤ 𝐶|𝑡 − 𝑧| 

𝐶 = ∏ s ∙ max
0≤𝑗≤𝑠−1

𝑞𝑗𝑛

+∞

𝑛=1

 

 

 

 

 



Підготовчий крок 1. Нехай 𝑏𝑘 найбільше по модулю 

від’ємне число серед  𝑎0𝑘 , 𝑎1𝑘, … , 𝑎(𝑠−1)𝑘 . Перейдемо, до 

аналізу випадкової величини 

𝜏 = ∑
𝜉𝑘

𝑠𝑘

+∞

𝑘=1

+ ∑
𝑏𝑘

𝑠𝑘
= ∑

𝜉𝑘 + 𝑏𝑘

𝑠𝑘

+∞

𝑘=1

= ∑
𝜏𝑘

𝑠𝑘

+∞

𝑘=1

+∞

𝑘=1

 

 𝜏𝑘– послідовність незалежних випадкових величин, причому 

кожна з величин 𝜏𝑘 набуває 𝑠 цілих значень: 

 0 = 𝑐0𝑘 < 𝑐1𝑘 < ⋯ < 𝑐(𝑠−1)𝑘  

𝐿∗ > 0: 𝑐𝑖𝑗 ≤ 𝐿∗ ∀𝑖 ∈ {0; 1; … ; 𝑠 − 1}, 𝑗 ∈ 𝑁, 

які утворюють повну систему лишків по модулю 𝑠.   

𝑃(𝜉𝑘 = 𝑐𝑗𝑘) = 𝑝𝑗𝑘(𝑗 ∈ {0; 1; … ; 𝑠 − 1}). 

Підготовчий крок 2. 

∑( max
0≤𝑗≤𝑠−1

𝑝𝑗𝑛

+∞

𝑛=1

−
1

𝑠
) < +∞ ⇒ 

∑(𝑠 ∙ max
0≤𝑗≤𝑠−1

𝑝𝑗𝑛

+∞

𝑛=1

− 1) < +∞ ⇒ 

𝐶 = ∏ 𝑠 ∙ max
0≤𝑗≤𝑠−1

𝑝𝑗𝑛

+∞

𝑛=1

< +∞ ⇒ 

∏ 𝑠 ∙ max
0≤𝑗≤𝑠−1

𝑝𝑗𝑛

𝑘

𝑛=1

≤ 𝐶 ⇒ 



∏ max
0≤𝑗≤𝑠−1

𝑝𝑗𝑛

𝑘

𝑛=1

≤
𝐶

𝑠𝑘
 

Підготовчий крок 3. Означення. Нехай 𝑛 – натуральне 

число, 𝑟 – невiд’ємне ціле число.   

Для стохастичної матриці  

||𝑝|| = (
𝒑𝟎𝟏 … 𝒑(𝒔−𝟏)𝟏

𝒑𝟎𝟐 … 𝒑(𝒔−𝟏)𝟐

… … …
) 

означимо величину 

𝑆𝑟,𝑛
||𝑝||

= ∑ 𝒑𝜶𝟏𝟏 ∙
(𝛼1,𝛼2,…,𝛼𝑛),

𝛼𝑘 ∈ {0,1…,𝑠−1},
𝑐𝛼11

𝑠1 +
𝑐𝛼22

𝑠2 + ...+ 
𝑐𝛼𝑛𝑛

𝑠𝑛 =
𝑟

𝑠𝑛

𝒑𝜶𝟐𝟐 ∙ … 𝒑𝜶𝒏𝒏 

Якщо рівність 
𝑐𝛼11

𝑠1 +
𝑐𝛼22

𝑠2 + . . . + 
𝑐𝛼𝑛𝑛

𝑠𝑛 =
𝑟

𝑠𝑛 не може 

виконуватись, то 

𝑆𝑟,𝑛
||𝑝||

≝ 0 . 

Для конкретного 𝒏 який діапазон доречно взяти для 𝒓? 

 

0 ≤ 𝑟 ≤
𝑐(𝑠−1)1

𝑠1
+ ⋯ +

𝑐(𝑠−1)𝑛

𝑠𝑛
 

А чи існує для конкретного 𝒏 деяке 𝒓 таке, що 𝑆𝑟,𝑛
||𝑝||

 не 

нульове? 

Так наприклад: 



𝑟 = 𝑠𝑛(
𝑐(𝑠−2)1

𝑠1
+

𝑐(𝑠−2)2

𝑠2
+ . . . + 

𝑐(𝑠−2)𝑛

𝑠𝑛
) 

Підготовчий крок 4. 

Розглянемо дробово-степеневу функцію та подивимось, що 

буде якщо розкрити дужки та згрупувати доданки. 

𝑓𝑛(𝑡) = (𝑝01𝑡
𝑐01
𝑠1 + ⋯ + 𝑝(𝑠−1)1𝑡

𝑐(𝑠−1)1

𝑠1 ) ∙ 

∙ (𝑝02𝑡
𝑐02
𝑠2 + ⋯ + 𝑝(𝑠−1)2𝑡

𝑐(𝑠−1)2

𝑠2 ) ∙ … ∙ 

(𝑝0𝑛𝑡
𝑐0𝑛
𝑠𝑛 + ⋯ + 𝑝(𝑠−1)𝑛𝑡

𝑐(𝑠−1)𝑛

𝑠𝑛 ) 

Зрозуміло, що 

𝑓𝑛(𝑡) = ∑ 𝑆𝑟,𝑛
||𝑝||

∙ 𝑡
𝑟

𝑠𝑛  

Розглянемо многочлен 

ℎ𝑛(𝑡) = 𝑓𝑛(𝑡𝑠𝑛
) = ∑ 𝑆𝑟,𝑛

||𝑝||
∙ 𝑡𝑟

 

Наша мета, довести, що  

𝑆𝑟,𝑛
||𝑝||

≤ ∏ max
0≤𝑗≤𝑠−1

𝑝𝑗𝑟

𝑛

𝑟=1

 

Це теж, саме, що і довести що всі коефіцієнти 

многочлена 𝒉𝒏(𝒕) менші за  

∏ max
0≤𝑗≤𝑠−1

𝑝𝑗𝑟

𝑛

𝑟=1

 



 

Підготовчий крок 5. Переходимо до аналізу многочлена 

ℎ𝑛(𝑡) 

ℎ𝑛(𝑡) = 𝑓𝑛(𝑡𝑠𝑛
) = (𝑝01𝑡𝑠𝑛−1𝑐01 + ⋯ + 𝑝(𝑠−1)1𝑡𝑠𝑛−1𝑐(𝑠−1)1) ∙ 

∙ (𝑝02𝑡𝑠𝑛−2𝑐02 + ⋯ + 𝑝(𝑠−1)2𝑡𝑠𝑛−2𝑐(𝑠−1)2) ∙ … ∙ 

(𝑝0𝑛𝑡𝑐0𝑛 + ⋯ + 𝑝(𝑠−1)𝑛𝑡𝑐(𝑠−1)𝑛) 

Записуємо вираз для 𝒉𝒏+𝟏(𝒕) 

ℎ𝑛+1(𝑡) = (𝑝01𝑡𝑠𝑛𝑐01 + ⋯ + 𝑝(𝑠−1)1𝑡𝑠𝑛𝑐(𝑠−1)1) ∙ 

∙ (𝑝02𝑡𝑠𝑛−1𝑐02 + ⋯ + 𝑝(𝑠−1)2𝑡𝑠𝑛−1𝑐(𝑠−1)2) ∙ … ∙ 

(𝑝0(𝑛+1)𝑡𝑐0(𝑛+1) + ⋯ + 𝑝(𝑠−1)(𝑛+1)𝑡𝑐(𝑠−1)(𝑛+1)) 

Шукаємо зв'язок між 𝒉𝒏(𝒕) та 𝒉𝒏+𝟏(𝒕) 

ℎ𝑛+1(𝑡) = (𝑝0(𝑛+1)𝑡𝑐0(𝑛+1) + ⋯ + 𝑝(𝑠−1)(𝑛+1)𝑡𝑐(𝑠−1)(𝑛+1))ℎ𝑛(𝑡𝑠) 

Все готово, для того щоб здійснити індукційний перехід. 

Якщо  

ℎ𝑛(𝑡) = ∑ 𝛽𝑗𝑡𝑗 

ℎ𝑛+1(𝑡) = ∑ 𝛾𝑗𝑡𝑗 

то маємо: 

ℎ𝑛(𝑡𝑠) = ∑ 𝛽𝑗𝑡𝑠𝑗 

 



∑ 𝛾𝑗𝑡𝑗 = 

= (𝑝0(𝑛+1)𝑡𝑐0(𝑛+1) + ⋯ + 𝑝(𝑠−1)(𝑛+1)𝑡𝑐(𝑠−1)(𝑛+1)) ∑ 𝛽𝑗𝑡𝑠𝑗
 

Маємо: 

𝛾𝑗 = 𝑝𝑙(𝑛+1)𝛽𝑟  

причому 

𝑗 ≡ 𝑐𝑙(𝑛+1)(𝑚𝑜𝑑 𝑠) 

𝑗 = 𝑐𝑙(𝑛+1) + 𝑠𝑟 

Оскільки 

𝛽𝑗 ≤ ∏ max
0≤𝑗≤𝑠−1

𝑝𝑗𝑟

𝑛

𝑟=1

 

та 

𝑝𝑙(𝑛+1) ≤ max
0≤𝑗≤𝑠−1

𝑝𝑗(𝑛+1) 

то 

𝛾𝑗 ≤ ∏ max
0≤𝑗≤𝑠−1

𝑝𝑗𝑟

𝑛+1

𝑟=1

 

Однак дещо було сказано раніше: 

∏ max
0≤𝑗≤𝑠−1

𝑝𝑗𝑛

𝑘

𝑛=1

≤
𝐶

𝑠𝑘
 

 

 



Маємо: 

𝑆𝑟,𝑛
||𝑝||

≤
𝐶

𝑠𝑛
 

База 𝒏 = 𝟏 очевидна: 

𝒑𝒍𝟏 ≤ 𝒎𝒂𝒙
𝟎≤𝒋≤𝒔−𝟏

𝒑𝒋𝟏 

Підготовчий крок 6.Аналог формули повної ймовірності. 

Позначимо  

𝑊𝑛+1 =
𝜏𝑛+1

𝑠1
+

𝜏𝑛+2

𝑠2
+ ⋯   

Обрахуємо величину  

𝐹𝜏 (
𝑟 + 1

𝑠𝑛
) − 𝐹𝜏 (

𝑟

𝑠𝑛) = 𝑃(𝜏 ∈ [
𝑟

𝑠𝑛
;

𝑟 + 1

𝑠𝑛
]) 

Випадки 

𝜏1

𝑠1
+ ⋯ +

𝜏𝑛

𝑠𝑛
=

𝑟

𝑠𝑛
      𝑎𝑛𝑑    

𝜏𝑛+1

𝑠𝑛+1
+

𝜏𝑛+2

𝑠𝑛+2
+ ⋯  ∈ [0;

1

𝑠𝑛
]     

або  𝑊𝑛+1 ∈ [0; 1] 

𝜏1

𝑠1
+ ⋯ +

𝜏𝑛

𝑠𝑛
=

𝑟 − 1

𝑠𝑛
      𝑎𝑛𝑑    

𝜏𝑛+1

𝑠𝑛+1
+

𝜏𝑛+2

𝑠𝑛+2
+ ⋯  ∈ [

1

𝑠𝑛
;

2

𝑠𝑛
]     

або  𝑊𝑛+1 ∈ [1; 2] 

коли ж цей процес точно закінчиться? 

Аналізуємо максимальне значення «хвоста» 



𝑉 = max (𝑊𝑛+1) =
𝑐(𝑠−1)(𝑛+1)

𝑠1
+

𝑐(𝑠−1)(𝑛+2)

𝑠2
+ ⋯   

𝑣 = [𝑉] + 1 

𝜏1

𝑠1
+ ⋯ +

𝜏𝑛

𝑠𝑛
=

𝑟 − 𝑣 + 1

𝑠𝑛
      𝑎𝑛𝑑    

𝜏𝑛+1

𝑠𝑛+1
+

𝜏𝑛+2

𝑠𝑛+2
+ ⋯  

∈ [
𝑣 − 1

𝑠𝑛
;

𝑣

𝑠𝑛
]     

або  𝑊𝑛+1 ∈ [𝑣 − 1; 𝑣] 

Маємо формулу 

𝑭𝝉 (
𝑟 + 1

𝑠𝑛
) − 𝑭𝝉 (

𝑟

𝑠𝑛) = 

𝑺𝒓,𝒏
||𝒑||

∙ 𝑃{𝑊𝑛+1 ∈ [0; 1]} + 𝑺𝒓−𝟏,𝒏

||𝒑||
∙ 𝑃{𝑊𝑛+1 ∈ [1; 2]} … + 𝑺𝒓−𝒗+𝟏,𝒏

||𝒑||

∙ 𝑃{𝑊𝑛+1 ∈ [𝑣 − 1; 𝑣]} 

Підготовчий крок 7. Оцінка 

𝑭𝝉 (
𝑟 + 1

𝑠𝑛
) − 𝑭𝝉 (

𝑟

𝑠𝑛)

≤
𝑪

𝒔𝒏
(𝑃{𝑊𝑛+1 ∈ [0; 1]} + ⋯ + 𝑃{𝑊𝑛+1 ∈ [𝑣 − 1; 𝑣]}) = 

=
𝑪

𝒔𝒏
∙ 𝑃{𝑊𝑛+1 ∈ [0; 𝑣]} =

𝑪

𝒔𝒏
 

Підготовчий крок 8. Оцінка при  𝑙 ≥ 𝑟 

 𝐹𝜏 (
𝑙

𝑠𝑛
) − 𝐹𝜏 (

𝑟

𝑠𝑛) ≤
𝐶

𝑠𝑛
(𝑙 − 𝑟) 



 𝐹𝜏 (
𝑙

𝑠𝑛
) − 𝐹𝜏 (

𝑟

𝑠𝑛) = ∑  (𝐹𝜏 (
𝑟 + 𝑗

𝑠𝑛
) − 𝐹𝜏 (

𝑟 + 𝑗 − 1

𝑠𝑛
)

𝑙−𝑟

𝑗=1

) 

Підготовчий крок 9. Граничний перехід 

 𝐹𝜏 (
[𝑠𝑛 ∙ 𝑥1]

𝑠𝑛
) − 𝐹𝜏 (

[𝑠𝑛 ∙ 𝑥2]

𝑠𝑛
) ≤ 𝐶 ∙ (

[𝑠𝑛 ∙ 𝑥1]

𝑠𝑛
−

[𝑠𝑛 ∙ 𝑥2]

𝑠𝑛
) 

 𝑠 → +∞       ⇒                |𝐹𝜏(𝑥1) − 𝐹𝜏(𝑥2)| ≤ 𝐶 ∙ |𝑥1 − 𝑥2|      

Відкрите питання. 

Чи обов’язково 𝐹𝜏(𝑥) задовольняє умову Ліпшиця лише при 

умові 

∑( max
0≤𝑗≤𝑠−1

𝑝𝑗𝑛

+∞

𝑛=1

−
1

𝑠
) < +∞ 

 


