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Анотацiя

Васильєва I.Г. Стабiлiзацiя руху керованих механiчних систем з випадко-

вим впливом у критичних випадках. – Квалiфiкацiйна наукова праця на

правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-

математичних наук (доктора фiлософiї) за спецiальнiстю 01.02.01 – "Теоре-

тична механiка".–Iнститут прикладної математики i механiки НАН України,

Слов’янськ, 2021. Захист вiдбудеться в Iнститутi математики НАН України,

Київ.

Дисертацiйну роботу присвячено актуальним задачам теоретичної

механiки, якi виникають при дослiдженнi стiйкостi та стабiлiзацiї руху ме-

ханiчних систем, що описуються нелiнiйними диференцiальними рiвняннями

iз випадковим впливом.

Тематика дослiдження пов’язана з планами наукових дослiджень вiддiлу

технiчної механiки Iнституту прикладної математики i механiки НАН Украї-

ни на 2012-2014 роки та вiддiлу прикладної механiки Iнституту прикладної

математики i механiки НАН України на 2017-2020 роки.

Дисертацiя складається зi вступу, шiстьох роздiлiв, списку використаних

джерел iз 100 найменувань вiтчизняних та зарубiжних авторiв. Загальний

обсяг дисертацiї становить 126 сторiнок.

У вступi детально обґрунтовано актуальнiсть напряму дисертацiйного до-

слiдження, а також сформульовано мету та завдання дослiдження, зазначено

наукову новизну отриманих результатiв, зв’язок роботи з науковими темами

й особистий внесок здобувача, вказано, де було апробовано та опублiковано

результати.

У першому роздiлi наведено огляд вiтчизняних та закордонних публiкацiй,

близьких до тематики дисертацiйного дослiдження.
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У другому роздiлi викладено методику дослiдження, а саме наведенi ос-

новнi означення, теореми та теоретичнi вiдомостi з теорiї стохастичних дифе-

ренцiальних рiвнянь та теорiї стiйкостi руху механiчних систем, якi пов’язанi

з дисертацiйною роботою.

У третьому роздiлi розглянуто питання збiжностi розв’язкiв стохастичних

диференцiальних рiвнянь Iто до iнварiантної множини за майже всiх почат-

кових умов. Слiд зазначити, що ця задача є певним узагальненням пробле-

ми про достатнi умови притягання особливої точки динамiчної системи без

припущення строгої додатностi дивергенцiї функцiї щiльностi, дослiдженої в

роботi В.В. Грушковської та О.Л. Зуєва [22], на випадок системи нелiнiйних

диференцiальних рiвнянь iз випадковими впливами. У цьому роздiлi встанов-

лено достатнi умови збiжностi до iнварiантної множини в термiнах функцiї

щiльностi мiри, яка є монотонною на фазовому потоцi для системи стохастич-

них диференцiальних рiвнянь Iто.

Четвертий роздiл присвячено питанню стабiлiзацiї iнварiантних множин

нелiнiйних систем iз випадковими впливами. Для системи стохастичних ди-

ференцiальних рiвнянь Iто отримано достатнi умови асимптотичної стiйкостi

за ймовiрнiстю iнварiантної множини вигляду 𝑀 =

⎧⎨⎩
⎛⎝𝑦

𝑧

⎞⎠ ∈ R𝑛|𝑦 = 0

⎫⎬⎭ .

Крiм того, запропоновано спосiб побудови стабiлiзуючого керування зi зво-

ротним зв’язком iз використанням функцiї Ляпунова.

Також розглянута можливiсть практичного застосування отриманих тео-

ретичних вiдомостей до задач часткової стабiлiзацiї руху твердого тiла та

систем тiл. Дослiджено двi механiчнi системи, якi описують рух твердого тi-

ла навколо центру його мас пiд дiєю реактивних моментiв та рух твердого

тiла, що мiстить пару симетричних маховикiв. Обидвi системи знаходяться

пiд випадковими впливами у виглядi вiнерiвських процесiв. Слiд зауважити,

що цi системи неможливо стабiлiзувати у класичному сенсi вiдносно всiх фа-
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зових змiнних. Для кожної системи в явному виглядi побудовано керування,

яке дозволяє забеспечити асимптотичну стiйкiсть системи вiдносно частини

змiнних i гарантувати при цьому стохастичну обмеженiсть траекторий вiд-

повiдних замкнених систем майже напевно. Ефективнiсть запропонованого

керування проiлюстровано за допомогою чисельного моделювання у програ-

мi Maple з використанням функцiї ItoProcess().

У п’ятому роздiлi отриманi достатнi умови стабiлiзовностi за ймовiрнiстю

стану рiвноваги системи нелiнiйних диференцiальних рiвнянь iз випадкови-

ми впливами, спираючись на метод керованих функцiй Ляпунова. Запропо-

новано конструктивний алгоритм побудови керування iз використанням 𝑦−

стохастичної функцiї Ляпунова.

Отриманий результат застосовано до нелiнiйних систем iз стохастичними

впливами, що описують коливання перевернутого маятника з рухомою мас-

сою та рух колiсного вiзка з додатковим ступенем волi. Наведено результати

моделювання, якi iлюструють поведiнку вибiркових траєкторiй вiдповiдних

замкнених систем.

Останнiй роздiл дисертацiї присвячено проблемi часткової стабiлiзацiї нелi-

нiйних систем вздовж заданої траєкторiї. Поширено концепцiю стiйкостi сiм’ї

множин на випадок стiйкостi вiдносно частини змiнних. Отримано достатнi

умови асимптотичної стiйкостi однопараметричної сiм’ї множин iз застосу-

ванням залежного вiд часу керування у виглядi тригонометричних полiно-

мiв. Отриманi результати застосовано до модельних прикладiв механiчних

систем та проведено симуляцiю руху вiдповiдних замкнених систем засобами

комп’ютерної алгебри.

Результати дисертацiйної роботи мають теоретичний характер. Вони мо-

жуть знайти своє застосування в теорiї нелiнiйних керованих систем iз ви-

падковими впливами. Алгоритми, отриманi у роботi, в перспективi можуть
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мати практичне застосування в системах комп’ютерного керування рухом

робототехнiчних систем для прикладних задач у рiзноманiтних галузях про-

мисловостi.

Ключовi слова: асимптотична стiйкiсть руху вiдносно частини змiнних,

стохастичне диференцiальне рiвняння Iто, функцiя Ляпунова, асимптотич-

на стiйкiсть iнварiантної множини, асимптотична стiйкiсть за ймовiрнiстю,

рандомiзоване керування, керування зi зворотнiм зв’язком, системи твердих

тiл.
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Abstract

I.G. Vasylieva. Motion stabilization of mechanical control systems with random

influence in critical cases. – The Manuscript.

Dissertation for the degree of a Candidate of Physical and Mathematical

Sciences (PhD) in the specialty 01.02.01 - "Theoretical mechanics".– Institute

of Applied Mathematics and Mechanics of the National Academy of Sciences of

Ukraine, Slоvyansk, 2021. The defense will be held at the Institute of Mathematics

of the National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv.

This thesis is devoted to actual problems of theoretical mechanics which arise in

the study of the stability of motion of mechanical systems described by nonlinear

differential equations with random influence.

The research topic is related to the research plans of the department of technical

mechanics of the Institute of Applied Mathematics and Mechanics NAS of Ukraine

(2012-2014) and the department of applied mechanics of the Institute of Applied

Mathematics and Mechanics NAS of Ukraine (2017-2020).

The main part of the thesis consists of the introduction, six chapters and the

list of references (100 references). The dissertation contains 126 pages.

The relevance and current state of the research topic is justified in the intro-

duction. Also the goal and tasks of this research, scientific novelty of the obtained

results, connection of the work with scientific topics and the personal contribution

of the applicant are indicated there.

The first section of the thesis is devoted to the survey of known results related

to the subject.

The second section presents the research methodology, namely the basic theore-

tical information on the theory of stochastic differential equations and stability

theory of mechanical systems.

The problem of attraction of solutions of the Ito type stochastic differential
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equations to an invariant set under almost all initial conditions is considered in

the third section. It should be noted that this problem is a generalization of the

deterministic result of V. Grushkovskaya and A. Zuyev [22] on sufficient conditions

for the attraction of an equilibrium of a dynamical system without assuming that

the divergence of the density function is strictly positive. In this section, the

class of nonlinear differential equations with random effects that admit invariant

manifolds of an arbitrary dimension are considered. Sufficient conditions for the

attraction to the invariant set in terms of the density function of a measure that

has the property of monotonicity on the flow are proved.

The fourth section is devoted to the problem of stabilization of invariant sets

of nonlinear systems with random effects. A system of Ito stochastic differential

equations is considered. Sufficient conditions for the asymptotic stability in

probability of an invariant set of the form 𝑀 =

⎧⎨⎩
⎛⎝𝑦

𝑧

⎞⎠ ∈ R𝑛|𝑦 = 0

⎫⎬⎭ for a given

system are obtained. This result allows us to construct a stabilizing feedback

control with the use of a Lyapunov function.

It is shown that the above results can be applied to the partial stabilization

problem for nonlinear control systems with stochastic effects. Problems of

stabilizing the motion of a rigid body around its center of mass under the action

of jet control torques and a pair of flywheels are considered. It should be noted

that both of these systems cannot be stabilized in the classical sense with respect

to all state variables. We proposed the controls which allows to ensure the partial

asymptotic stability in probability and to guarantee the stochastic boundedness

of trajectories of the corresponding closed-loop system. The efficiency of the

proposed controls is illustrated by numerical simulations in Maple using the

ItoProcess () function.

The fifth section concludes the results on asymptotic stability in probability

of the equilibrium for systems of nonlinear differential equations with random
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effects. This result is based on the development of control Lyapunov functions

method. The proposed control design uses the notion of a 𝑦− stochastic Lyapunov

function. The main theorem is applied to nonlinear systems with stochastic effects

that describe the dynamics of the inverted pendulum with moving mass and a

three-wheeled trolley with an additional degree of freedom. The simulation results

illustrate the required behavior of sampled paths of the corresponding closed-loop

systems.

The last section is devoted to the problem of partial stabilization of nonlinear

systems along a given trajectory. The concept of stability of a family of sets in case

of stability concerning a part of variables is widespread. Sufficient conditions for

the asymptotic stability of a one-parameter family of sets using time-dependent

control in the form of trigonometric polynomials are obtained. The obtained

results are applied to model examples of mechanical systems. The motion of the

corresponding closed systems is simulated by means of computer algebra.

This thesis is a theoretical investigation. Its results and the developed methods

can be used in the theory of nonlinear control systems with stochastic effects. The

obtained algorithms can have further implementations in computer-aided control

design for robotic systems in various industrial applications.

Keywords: asymptotic stability of motion with respect to a part of variables,

Ito stochastic differential equation, Lyapunov function, asymptotic stability of an

invariant set, asymptotic stability in probability, randomized control, feedback

law, systems of rigid bodies.
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Theory”, Świnouj́sce, Poland, 27-30 вересня 2017 р.;

2. Мiжнароднiй конференцiї “International Conference on Differential

Equations, Mathematical Physics and Applications (DEMPhA - 2017)”, Чер-

каси, Україна, 17-19 жовтня 2017 р.;

3. Мiжнароднiй конференцiї “Динамические системы: устойчивость, управ-

ление, оптимизация”, присвяченiй 100-рiччю зi дня народження акаде-

мiка Е.О. Барбашина, Мiнськ, Бiлорусь, 24-29 вересня 2018 р. ;

4. Четвертiй мiжнароднiй конференцiї “Differential Equation and Control

Theory”, Ko lobrzeg, Poland, 23-26 вересня 2019 р.;

5. Мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв, Київ, Україна, 6-8 черв-

ня 2019 р.;

6. Мiжнароднiй конференцiї “Dynamical System Modeling and Stability

Investigation”, Київ, Україна,24-29 травня 2019 р.;

7. Семiнарах вiддiлiв прикладної та технiчної механiки Iнституту приклад-

ної математики i механiки НАН України, Донецьк, 2012-2014;

8. Розширений семiнар вiддiлу прикладної механiки Iнституту прикладної

математики i механiки НАН України, Слов’янськ, 2018, 2020;

9. Семiнарi вiддiлу теорiї випадкових процесiв Iнституту математики НАН

України, Київ, 2019;



12

10. Семiнарi Iнституту математики Альпiйсько-адрiатичного

унiверситету, м. Клагенфурт, Австрiя, 2020;

11. Семiнарi Iнституту динамiки складних технiчних систем iм. Макса

Планка, м. Магдебург, Нiмеччина, 2020;

12. Семiнарi молодих вчених Iнституту прикладної математики i механiки

НАН України, Слов’янськ, 2020;

13. Спiльному семiнарi з математичних проблем механiки та обчислюваль-

ної математики за участю вiддiлу теорiї випадкових процесiв Iнституту

математики НАН України, Київ, 2021.



13

ЗМIСТ

Вступ 15

1 Iсторiя задачi та огляд лiтератури 20

1.1 Дослiдження стiйкостi систем iз випадковими впливами . . . . . 20

1.2 Стiйкiсть руху механiчних систем вiдносно частини змiнних . . 22

1.3 Стабiлiзацiя детермiнованих систем за допомогою рандомiзова-

ного керування . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

1.4 Стабiлiзацiя руху вздовж заданої кривої . . . . . . . . . . . . . 27

2 Методика дослiджень 28

2.1 Основи теорiї стохастичних диференцiальних рiвнянь . . . . . . 28

2.2 Метод функцiй Ляпунова . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3 Аналiз граничної множини розв’язкiв нелiнiйних систем, що

описуються стохастичними диференцiальними рiвняннями 38

3.1 Постановка задачi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

3.2 Дослiдження умов збiжностi розв’язкiв системи до iнварiантної

множини . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

3.3 Висновки. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

4 Стабiлiзацiя iнварiантних множин нелiнiйних систем iз ви-

падковими впливами 49

4.1 Достатнi умови асимптотичної стiйкостi . . . . . . . . . . . . . . 49

4.2 Побудова стабiлiзуючого керування . . . . . . . . . . . . . . . . 54

4.3 Одноосьова стабiлiзацiя супутника за допомогою реактивних

двигунiв орiєнтацiї . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

4.4 Одноосьова стабiлiзацiя супутника за допомогою двох маховикiв 64

4.5 Висновки. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71



14

5 Стабiлiзацiя нелiнiйних систем за допомогою рандомiзовано-

го керування 72

5.1 Постановка задачi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

5.2 Стабiлiзацiя перевернутої маятникової системи . . . . . . . . . . 79

5.3 Стабiлiзацiя колiсного вiзка за допомогою стохастичного керу-

вання зi зворотнiм зв’язком . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

5.4 Балансуючий робот . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

5.5 Висновки. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

6 Стабiлiзацiя руху за частиною змiнних вздовж заданих траєк-

торiй 93

6.1 Постановка задачi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

6.2 Побудова стабiлiзуючого керування . . . . . . . . . . . . . . . . 95

6.3 Часткова стабiлiзацiя пiдводного апарату в околi заданої кривої 106

6.4 Висновки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

Загальнi висновки 110

Додаток А 123



15

Вступ

Актуальнiсть теми

Проблема стабiлiзацiї руху неголономних механiчних систем дослiджуєть-

ся протягом декiлькох десятирiч. Це зумовлено передусiм тим, що практичнi

задачi керування рухом багатьох транспортних засобiв за умов кочення без

ковзання описуються математичними моделями з неголономними в’язами.

Крiм того, багато неголономних механiчних систем неможливо стабiлiзувати

за допомогою неперервного керування зi зворотнiм зв’язком через те, що во-

ни не задовольняють необхiдну умову стабiлiзовностi Брокетта [13].Для таких

систем розглянуто можливiсть стабiлiзацiї за допомогою розривного керуван-

ня [6], [16] та за допомогою керування зi зворотнiм зв’язком, що залежить вiд

часу [4], [47]. Але цi пiдходи мiстять один суттєвий недолiк: вони розгляда-

ються для систем спецiального вигляду, а отже запропонованi у роботах ке-

рування не можуть бути застосованi до загального класу систем такого роду.

Властивiсть стабiлiзовностi станiв рiвноваги загальних нелiнiйних керованих

систем доведено у роботах [15,18], але зазначенi результати є теоремами iсну-

вання, якi не передбачають конструктивного визначення законiв керування.

Тому залишається актуальним питання розробки унiверсального алгоритму

побудови керування для загальних класiв неголономних механiчних систем.

Питання стiйкостi руху систем вiдносно частини змiнних (часткової стiй-

костi) було започатковано в роботi [92] i систематично дослiджено в робо-

тах [98], [64], [76] та iн. Воно виникає природним чином у прикладних зада-

чах, коли для нормального функцiонування системи необхiдно забезпечити

її стiйкiсть лише вiдносно частини фазових змiнних. Також ця задача стано-

вить iнтерес для класу систем, якi не є стiйкими у сенсi Ляпунова, але в той

же час є асимптотично стiйкими вiдносно частини змiнних.

Вагомим обґрунтуванням обраного напряму дослiдження є те, що у реаль-
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ному часi об’єкти знаходяться пiд дiєю рiзних впливiв, у тому числi випадко-

вих. Тому для моделювання поведiнки тих чи iнших об’єктiв вкрай важливо

враховувати випадковi збурення. Саме iз потреб задач стабiлiзацiї систем

iз випадковими впливами виникла теорiя стiйкостi стохастичних диферен-

цiальних рiвнянь у роботах [33], [100] та iн. У теорiї випадкових процесiв є

багато рiзних динамiчних моделей, якi вiдображають тi чи iншi ймовiрнiс-

нi особливостi дослiджуваних реальних систем. У данiй дисертацiйнiй роботi

розглядається класична модель - система стохастичних диференцiальних рiв-

нянь Iто. Цей напрям дослiджень доповнює пiдхiд теорiї робастного керуван-

ня системами з невiдомими обмеженими збуреннями. Конструктивнi методи

розв’язання задач робастної стiйкостi та стабiлiзацiї руху класiв лiнiйних i

нелiнiйних систем за наявностi iнтервальних меж параметричних збурень за-

пропоновано в [93].

Мета i завдання дослiдження

Метою дослiдження є отримання ефективних умов асимптотичної стiйко-

стi систем нелiнiйних стохастичних диференцiальних рiвнянь (у тому числi за

частиною змiнних) та застосування цих умов до задач стабiлiзацiї нелiнiйних

керованих механiчних систем.

Для досягнення цiєї мети у дисертацiйнiй роботi поставлено наступнi три

основнi завдання.

Першим завданням є опис граничної поведiнки траєкторiй для класу нелiнiй-

них диференцiальних рiвнянь iз випадковими впливами, якi мають iнварiант-

нi множини довiльної вимiрностi. Дослiджується питання стiйкостi таких

множин для майже всiх початкових значень фазового простору i доводять-

ся достатнi умови прямування до iнварiантної множини в термiнах функцiї

щiльностi, монотонної на фазовому потоцi.

Другим – отримання нових достатнiх умов асимптотичної стiйкостi вiд-
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носно частини змiнних тривiального розв’язку нелiнiйних систем диферен-

цiальних рiвнянь iз випадковими впливами у термiнах стохастичної функцiї

Ляпунова. У цьому напрямi узагальнюється результат, отриманий в [72], на

клас систем, що описуються стохастичними диференцiальними рiвняннями

Iто.

Третiм завданням є розробка нового пiдходу до стабiлiзацiї неголоном-

них механiчних систем з використанням функцiй керування у виглядi суми

неперервного зворотного зв’язку за станом та випадкового процесу. Для ви-

конання цього завдання застосовується певне узагальнення метода керованих

функцiй Ляпунова. Перевагою такої схеми синтеза зворотного зв’язку є непе-

рервнiсть керування вiдносно фазових змiнних. Бiльш того, додавання до де-

термiнованої компоненти керування випадкового процесу, який розглядаєть-

ся як збурення системи, дозволяє уникнути проблеми притягання траєкторiй

системи до небажаної iнварiантної множини.

Наукова новизна отриманих результатiв

Усi положення дисертацiї, що виносяться на захист, є новими, а саме впер-

ше отримано наступнi результати:

1. встановлено достатнi умови збiжностi розв’язкiв системи нелiнiйних сто-

хастичних диференцiальних рiвнянь до iнварiантної множини за майже

всiх початкових умов з фазового простору;

2. для систем стохастичних диференцiальних рiвнянь Iто доведено теорему

про асимптотичну стiйкiсть за ймовiрнiстю вiдносно частини змiнних iз

застосуванням функцiї Ляпунова зi знакосталою похiдною;

3. за допомогою стохастичної версiї принципу iнварiантностi Ла-Салля до-

ведено теорему про асимптотичну стiйкiсть iнварiантної множини для

системи нелiнiйних диференцiальних рiвнянь iз випадковими впливами;
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4. дослiджено проблеми часткової стабiлiзацiї руху твердого тiла навколо

його центру мас пiд дiєю реактивних моментiв та твердого тiла, що мi-

стить пару симетричних маховикiв. Вiдмiнною особливiстю розглянутих

систем є наявнiсть випадкових впливiв при керуваннi. У явному виглядi

побудованi керування, що дозволяють забезпечити асимптотичну стiй-

кiсть руху дослiджуваних систем вiдносно частини змiнних;

5. запропоновано конструктивний алгоритм побудови керування iз викори-

станням 𝑦− стохастичної функцiї Ляпунова, який застосовано до нелiнiй-

них систем iз стохастичними впливами, що описують динамiку перевер-

нутого маятника з рухомою массою та колiсного вiзка iз додатковим

ступенем волi;

6. одержанi новi стратегiї керування, що дозволили розв’язати задачу ста-

бiлiзацiї класу афiнних за керуванням систем вздовж заданої траєкторiї.

Отримано достатнi умови стiйкостi розв’язку зазначених систем вiдносно

частини змiнних в термiнах стiйкостi сiм’ї множин.

Практичне значення отриманих результатiв

Дане дослiдження має насамперед теоретичне значення. Результати ди-

сертацiйної роботи розвивають теорiю нелiнiйних керованих систем iз ви-

падковими впливами. Проте, алгоритми, отриманi у роботi, в перспективi

можуть мати практичне застосування в системах комп’ютерного керування

рухом робототехнiчних систем для прикладних задач рiзноманiтних галузей

промисловостi.

Особистий внесок здобувача

Усi положення дисертацiї, що виносяться на захист, одержанi здобувачем

особисто. Науковому керiвнику, професору О.Л. Зуєву, належать постановки

задач та обговорення результатiв.
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У роботах [1a.-4a.] здобувачевi належать доведення всiх теорем та дослiд-

ження механiчних прикладiв, а також комп’ютерне моделювання руху всiх

розглянутих систем.

Апробацiя результатiв дисертацiї

Основнi результати дисертацiйної роботи доповiдались та були обговоренi

на 6 мiжнародних наукових конференцiях та 7 наукових семiнарах.

Публiкацiї

Основнi результати дисертацiї опублiковано в 10 роботах, з яких 1 наукова

стаття [3a.] у мiжнародному фаховому виданнi, що входить до науковомет-

ричної бази Scopus, 3 статтi [1a.,2a.,4a.] у наукових фахових виданнях України

та 6 робiт [5a.-10a.] у збiрниках тез мiжнародних конференцiй.

Структура дисертацiї

Дисертацiя складається з анотацiї, змiсту, вступу, 6 роздiлiв, висновкiв,

списку використаних джерел (що мiстить 100 найменувань) та додатку. Пов-

ний обсяг роботи становить 126 сторiнок друкованого тексту.
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1 Iсторiя задачi та огляд лiтератури

У цьому роздiлi наведено огляд результатiв дослiджень, пов’язаних з тема-

тикою дисертацiйної роботи.

Теорiя стiйкостi отримала широкий розвиток пiсля виходу фундаменталь-

ної роботи О.М. Ляпунова [91]. У нiй було започатковано два методи до до-

слiдження проблеми стiйкостi:

- перший базується на безпосередньому дослiдженнi збуреного руху i по-

шуку загальних або часткових розв’язкiв вiдповiдних диференцiальних

рiвнянь;

- другий дозволяє вiдповiсти на питання стiйкостi руху системи без пошу-

ку розв’язкiв, для чого будуються допомiжнi функцiї 𝑉 , якi задоволь-

няють певнi припущення.

Цi функцiї пiзнiше отримали назву функцiй Ляпунова, а такий пiдхiд має

назву методу функцiй Ляпунова.

У даний час метод Ляпунова - це унiверсальний засiб аналiзу стiйкостi

руху загальних класiв механiчних систем. Вiн є невiд’ємною складовою ме-

тодологiї математичної теорiї керування рухом.

1.1 Дослiдження стiйкостi систем iз випадковими впливами

Теорiю стiйкостi стохастичних диференцiальних рiвнянь було започатковано

та детально дослiджено в 60-х роках ХХ-го сторiччя в роботах [33,85,100]. У

цих дослiдженнях було розвинуто якiсну теорiю диференцiальних рiвнянь iз

випадковою правою частиною, а саме розв’язано наступнi питання:

- коли кожен розв’язок системи визначено iз ймовiрнiстю 1,

- якщо система має тривiальний розв’язок, то за яких умов вiн є стiйким

в деякому стохастичному сенсi,



21

- якщо система має стацiонарний (або перiодичний) розв’язок, то за яких

умов кожен iнший розв’язок буде збiгатися до нього.

У вищевказаних роботах були отриманi важливi результати теорiї стiйкостi за

першим наближенням, узагальнено детермiнований метод функцiй Ляпунова

на випадок систем стохастичних диференцiальних рiвнянь i отримано значну

кiлькiсть критерiїв стiйкостi, якi стали теоретичним фундаментом аналiзу

стiйкостi стохастичних систем.

Систематичне узагальнення концепцiй стохастичної стiйкостi та методiв

дослiдження стiйкостi стохастичних систем, що базуються на методi функцiй

Ляпунова, запропоновано в монографiї [37]. У статтi Х. Мао [39] отримано

аналог принципу iнварiантностi Ла-Салля для систем стохастичних диферен-

цiальних рiвнянь, який став важливим iнструментом для подальших дослiд-

жень багатьох авторiв.

Автором роботи [20] розглянуто систему нелiнiйних стохастичних дифе-

ренцiальних рiвнянь Iто i запропоновано конструктивний алгоритм побудови

гладкого керування зi зворотнiм зв’язком у термiнах функцiї Ляпунова. Та-

кож вiн довiв можливiсть використання неперервного керування такого роду

для стабiлiзацiї нелiнiйних стохастичних систем. Цей результат є узагальнен-

ням вiдомої теореми Артстейна [5] для стохастичної теорiї.

Дослiдженню стiйкостi за ймовiрнiстю систем нелiнiйних стохастичних

диференцiальних рiвнянь iз "запiзненням"присвячена робота Л.Ю. Шайхе-

та [54].

Р. Ван Хандел [63] розглянув системи стохастичних диференцiальних рiв-

нянь Iто i запропонував достатнi умови, коли для майже всiх початкових

умов тривiальний розв’язок системи таких рiвнянь є глобально стiйким май-

же напевно. Такий тип стiйкостi є слабшим за глобальну стiйкiсть в сенсi Р.З.

Хасьмiнського [100], проте має бiльш широке застосування у випадках, коли
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глобальну стiйкiсть отримати неможливо.

Авторами [69] запропоновано критерiй стiйкостi за скiнчений промiжок

часу iз використанням функцiї Ляпунова та дослiджено роль броунiвського

руху у питаннi стохастичної стiйкостi за скiнчений час.

1.2 Стiйкiсть руху механiчних систем вiдносно частини змiнних

О.М. Ляпунов вiдмiтив в [91], що “можно рассматривать более общую задачу:

об устойчивости того же движения, но по отношению не ко всем, а только к

некоторым из определяющих его величин”. Саме це стало поштовхом до ви-

никнення i детального дослiдження теорiї стiйкостi вiдносно частини фазових

змiнних.

На початку ХХ сторiччя питання часткової стiйкостi лiнiйних систем було

дослiджено в [3]. У роботi [94] I.Г. Малкiн сформулював без доведень пев-

нi умови для узагальнення теорем Ляпунова на випадок часткової стiйкостi

нелiнiйних систем.

Пiзнiше було отримано модифiкацiї вiдомих результатiв Ляпунова на про-

блеми стiйкостi i стабiлiзацiї вiдносно частини змiнних для систем диферен-

цiальних рiвнянь iз неперервною правою частиною в роботах [17,46,50,81,83,

96,97].

В.В. Румянцев [96] отримав фундаментальнi результати у дослiдженнi про-

блеми часткової стабiлiзацiї нелiнiйних систем iз неперервною правою части-

ною загального вигляду. А саме, ним було математично сформульовано за-

гальну задачу стiйкостi вiдносно частини змiнних, вперше введено означення

знакододатної вiдносно частини змiнних функцiї типу Ляпунова, було доведе-

но теореми стiйкостi та асимптотичної стiйкостi, що узагальнюють результати

О.М. Ляпунова на випадок часткової стiйкостi.

У роботах [65, 98] авторами узагальнено метод функцiй Ляпунова i от-
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римано теореми про стiйкiсть, асимптотичну стiйкiсть, нестiйкiсть вiдносно

частини змiнних.

Варто вiдзначити вагомий внесок О.Л. Зуєва iз спiвавторами у розвиток

теорiї стiйкостi та керування вiдносно частини змiнних [70, 72–76, 79, 80, 84].

Монографiї [76,84] присвячено дослiдженню питань стiйкостi, часткової стiй-

костi, розробцi методiв побудови керування для певних класiв нелiнiйних ди-

намiчних процесiв, асимптотичної стiйкостi вiдносно частини змiнних для

моделей, що описуються нелiнiйними диференцiальними рiвняннями та ди-

ференцiальними рiвняннями з частинними похiдними.

У низцi статей авторами дослiджено питання iснування стацiонарного ке-

рування зi зворотнiм зв’язком, що забезпечує асимптотичну стiйкiсть вiд-

носно частини змiнних [70]; отримано достатнi умови строгої асимптотич-

ної стiйкостi вiдносно частини змiнних для нелiнiйних динамiчних систем

у банаховому просторi [74]; доведено достатнi умови часткової стiйкостi iз

використанням функцiї Ляпунова з недодатною похiдною, для задачi одно-

осьової стабiлiзацiю супутника у явному виглядi побудовано стабiлiзуюче ке-

рування зi зворотнiм зв’язком [73]; розвинуто метод функцiй Ляпунова для

асимптотичної стiйкостi вiдносно частини змiнних абстрактних динамiчних

процесiв [75]; отримано достатнi умови практичної асимптотичної стiйкостi

вiдносно частини змiнних для афiнних керованих систем у рамках задачi по-

шуку екстремуму [79]; побудовано залежне вiд часу керування зi зворотнiм

зв’язком для стабiлiзацiї вiдносно частини змiнних нелiнiйних керованих си-

стем [80].

Майже кожна прикладна задача, що приводить до вивчення стiйкостi вiд-

носно частини змiнних, у тiй чи iншiй мiрi потребує урахування випадкових

впливiв на систему. Тому природним чином виникла потреба дослiдження

часткової стiйкостi систем, що описуються стохастичними диференцiальни-
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ми рiвняннями. Цьому питанню присвячено багато дослiджень [28–30, 59, 60,

64,66]. Зупинимося бiльш детально на деяких з них.

В.I. Воротнiков [64] узагальнив детермiнований результат М.М. Красовсь-

кого [89] i отримав умови часткової асимптотичної стiйкостi за ймовiрнiстю

для систем стохастичних диференцiальних рiвнянь Iто.

Роботу О.О. Iгнатьєва [29] присвячено дослiдженню часткової асимпто-

тичної стiйкостi систем стохастичних диференцiальних рiвнянь з iнварiант-

ними вiдносно часу векторними полями, в нiй було доведено аналог теореми

Барбашина–Красовського для стохастичної асимптотичної стiйкостi тривiаль-

ного розв’язку вiдносно частини змiнних.

Стiйкiсть стохастичних систем реакцiї-дифузiї з маркiвськими перемикан-

нями вiдносно частини змiнних розглянуто авторами в [30] i отримано до-

статнi умови стiйкостi для дослiджуваних систем.

У статтi [59] обговорюється питання стiйкостi гiбридних систем, що опису-

ються стохастичними диференцiальними рiвняннями з марковськими про-

цесами i отримано критерiї експоненцiальної 𝑦- стiйкостi для лiнiйних та

нелiнiйних систем.

Умови стiйкостi вiдносно частини змiнних систем стохастичних диферен-

цiальних рiвнянь Iто було отримано в [66] на основi прямого методу Ляпунова.

Дуже близькою до концепцiї стiйкостi вiдносно частини змiнних є фун-

даментальна задача в теорiї керування - стабiлiзацiя iнварiантних множин

[9,10].

Зв’язок мiж властивостями стiйкостi iнварiантних множин та стiйкостi за

всiма та за частиною змiнних у сенсi Ляпунова дослiджено в роботах [50,90,

98].

О.М. Ковальов в [86] дослiдив задачи стiйкостi та нестiйкостi тривiально-

го розв’язку автономної системи диференцiальних рiвнянь, отримав теорему
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про побудову функцiї Ляпунова, похiдна якої дорiвнює нулю лише на деякiй

iнварiантнiй множинi. Цей результат було узагальнено в [87] для отримання

умов асимптотичної стiйкостi динамiчних систем.

А.С. Ширяєв та О.Л. Фрадков в [56,57] отримали достатнi умови для гло-

бальної асимптотичної стабiлiзацiї iнварiантної множини для класу нелiнiй-

них каскадних систем та в явному виглядi побудували функцiї керування, що

забезпечують необхiдний тип стiйкостi.

Iнварiантнi множини та атрактори для систем нелiнiйних диференцiаль-

них рiвнянь iз "запiзненнями"розглянуто авторами в [68] i встановлено до-

статнi умови iснування iнварiантної множини.

О.М. Станжицький в статтi [62] дослiдив питання iнварiантностi множин

та їх стохастичної стiйкостi для систем диференцiальних рiвнянь Iто iз вико-

ристанням знакосталої функцiї Ляпунова.

1.3 Стабiлiзацiя детермiнованих систем за допомогою рандомiзо-

ваного керування

Добре вiдомо про неможливiсть стабiлiзувати певнi класи суттєво нелiнiйних

керованих систем за допомогою неперервного зворотного зв’язку через те, що

для цих систем не виконано необхiдну умову стабiлiзовностi Брокетта [13].

Для такого роду систем застосовують рiзнi пiдходи. Наприклад, робо-

ти [6,16] присвяченi можливостi використання розривного керування для ста-

бiлiзацiї. Цей метод є ефективним, проте питання про робастнiсть замкненою

системи залишається вiдкритим. У роботi [47] запропоновано використання

залежного вiд часу керування зi зворотнiм зв’язком. Суттєвим недолiком цьо-

го методу є те, що вiн не має загального конструктивного алгоритму побудови

керування, за винятком систем без зсуву.

Довгий час поняття "шум"сприймалося виключно як перешкода, як де-
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структивний чинник, наявнiсть якого погiршує функцiонування будь-якої си-

стеми.

Проте, саме використання випадкового “шуму” вперше було запропоно-

вано в роботi Р.З. Хасьмiнського [27], який стабiлiзував систему звичайних

диференцiальних рiвнянь за допомогою двох джерел бiлого шуму.

Пiзнiше Л. Арнольд зi спiвавторами [4] показали можливiсть стабiлiзацiї

лiнiйної системи iз використанням тiльки одного джерела “шуму”.

Окремi класи нелiнiйних систем було розглянуто в [53], для яких наведено

приклади стабiлiзацiї та дестабiлiзацiї за допомогою додавання бiлого шуму.

Х. Мао детально дослiдив питання стабiлiзацiї та дестабiлiзацiї iз викори-

станням броунiвського руху в [38], а пiзнiше в [2] було отримано достатнi умо-

ви експоненцiйної стабiлiзацiї нелiнiйних функцiонально-диференцiальних рiв-

нянь.

В роботi [88] дослiджено задачу про вплив параметричних випадкових збу-

рень на асимптотичну стiйкiсть у середньому квадратичному квазiлiнiйних

динамiчних систем. Доведено, що застосування параметричного бiлого шу-

му до стабiльної динамiчної системи має дестабiлiзуючий ефект i приводить

вiд зменшення асимптотичної стiйкостi зазначеної системи до навiть повної

втрати стiйкостi.

Протягом декiлькох останнiх рокiв було одержано певне узагальнення ре-

зультатiв зi стабiлiзацiї нелiнiйних керованих систем з використанням штуч-

них випадкових процесiв [44, 45]. Ю. Нiшiмура зi спiвавторами використову-

ють неперервне керування iз додаванням випадкового впливу для глобальної

асимптотичної стабiлiзацiї нелiнiйних керованих систем. Застосування до по-

чаткової системи керування у виглядi двох компонент (детермiнованої та сто-

хастичної) дозволяє дослiджувати вiдповiдну замкнену систему як систему

стохастичних диференцiальних рiвнянь.
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1.4 Стабiлiзацiя руху вздовж заданої кривої

Незважаючи на те, що стабiлiзацiя тривiального развязку нелiнiйних механiч-

них систем була предметом багатьох дослiджень протягом останнiх десятирiч

i в цьому напрямку отримано велику кiлькiсть важливих результатiв, пробле-

ма стабiлiзацiї зазначених систем до заданої траєкторiї залишається досить

складною i нетривiальною.

Дуже багато дослiджень в цьому напрямi проведено для окремих класiв

систем. Зокрема в [42] авторами отримано результати зi стабiлiзацiї стану рiв-

новаги та стабiлiзацiї вздовж еталонної траєкторiї мобiльного робота. Пiзнiше

в роботi [1] наведено результати з керованостi та вiдстеження траєкторiї руху

кiнематичної моделi передньопривiдного транспортного засобу. Статтю [67]

присвячено використанню залежного вiд часу керування для вiдстеження

траєкторiї неголономних мобiльних роботiв.

Результати iз вiдстеження довiльної кривої в просторi станiв для загально-

го класу афiнних за керуванням систем було отримано в роботi

В.В.Грушковської, О.Л. Зуєва [26]. Для вирiшення цiєї задачи авторами вико-

ристовується залежне вiд часу високочастнотне керування. Варто зазначити,

що для синтезу законiв керування у зазначенiй роботi застосовано зображен-

ня розв’язкiв нелiнiйних керованих систем у термiнах функцiональних рядiв

Чена-Флiса з iтерованими iнтегралами [77, 78]. При обчисленнi коефiцiєнтiв

цих рядiв використовуються дужки Лi (комутатори) векторних полiв. Мето-

ди комутаторного числення також застосовано у статтi [58] для одержання

умов стiйкостi та стабiлiзовностi перiодичних систем.
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2 Методика дослiджень

2.1 Основи теорiї стохастичних диференцiальних рiвнянь

Цей пiдроздiл присвячено основам теорiї стохастичних динамiчних систем.

Оскiльки у дисертацiйнiй роботi розглядаються механiчнi системи, що знахо-

дяться пiд впливом випадкових процесiв, ми звертаємося до основних фактiв

з теорiї ймовiрностей, теорiї випадкових процесiв та теорiї стохастичних ди-

ференцiальних рiвнянь для опису властивостей дослiджуваних систем. Наве-

демо фундаментальнi вiдомостi, використовуючи роботи [33,41,82,95,100].

Означення 2.1. Нехай задано множину Ω.Множина ℱ , елементами якої є

пiдмножини Ω, називається 𝜎−алгеброю, якщо виконуються наступнi умови:

1) Ω ∈ ℱ ;

2) 𝐴 ∈ ℱ ⇒ Ω∖𝐴 ∈ ℱ ;

3) 𝐴1, 𝐴2, ... ∈ ℱ ⇒ 𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪ ... ∈ ℱ .

Означення 2.2. Для множини Ω та 𝜎−алгебри ℱ на Ω функцiя 𝑃 : ℱ →

[0, 1] називається ймовiрнiстю, якщо виконуються наступнi умови:

1) 𝑃 (𝐴) ≥ 0 для всiх 𝐴 ∈ ℱ , 𝑃 (Ω) = 1;

2) 𝑃 (∪∞
𝑖=1𝐴𝑖) =

∞∑︀
𝑖=1

𝑃 (𝐴𝑖) для довiльної послiдовностi 𝐴𝑖 ∈ ℱ : 𝐴𝑘 ∩𝐴𝑝 = ∅

при 𝑘 ̸= 𝑝.

Означення 2.3.Множина Ω з визначеною на нiй 𝜎−алгеброю ℱ i ймовiр-

нiсною мiрою 𝑃, заданою наℱ , називається ймовiрнiсним простором {Ω,ℱ , 𝑃}.

Означення 2.4. Нехай задано ймовiрнiсний простiр {Ω,ℱ , 𝑃}. Випадко-

вою величиною називається функцiя 𝑋 = 𝑋(𝜔) : Ω → R така, що:

{𝜔 ∈ Ω|𝑋(𝜔) < 𝑥} ∈ ℱ ,
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для кожного 𝑥 ∈ R.

Означення 2.5. Функцiя

𝐹𝑋(𝑥) = 𝑃{𝜔|𝑋(𝜔) < 𝑥}, 𝑥 ∈ R

називається функцiєю розподiлу випадкової величини 𝑋(𝜔).

Означення 2.6.На ймовiрнiсному просторi {Ω,ℱ , 𝑃} математичним сподi-

ванням випадкової величини𝑋(𝜔) називається наступний iнтеграл Лебега вiд

𝑋 по простору Ω :

𝐸[𝑋] =

∫︁
Ω

𝑋(𝜔)𝑃 (𝑑𝜔).

Означення 2.7. Якщо функцiю розподiлу 𝐹𝑋 випадкової величини 𝑋(𝜔)

можна записати у виглядi:

𝐹𝑋 =

∫︁ 𝑥

−∞
𝑝(𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R,

то випадкова величина𝑋(𝜔) має абсолютно неперервний розподiл. А функцiя

𝑝(𝑥) є щiльнiстю розподiлу випадкової величини 𝑋(𝜔).

Означення 2.8. Нехай 𝑇− деяка множина 𝑇 ⊂ R. Тодi набiр 𝑋 =

(𝑋𝑡(𝜔), 𝑡 ∈ 𝑇 ) випадкових величин, заданих на одному ймовiрнiсному про-

сторi {Ω,ℱ , 𝑃} ∀𝑡 ∈ 𝑇, називається випадковим процесом на множинi 𝑇.

Означення 2.9. Монотонно неспадне сiмейство 𝜎−алгебр {ℱ𝑡, 𝑡 ∈ 𝑇}

(ℱ𝑡1 ⊂ ℱ𝑡2, якщо 𝑡1 < 𝑡2,ℱ𝑡 ⊂ ℱ) називається потоком 𝜎−алгебр. Кажуть,

що сiмейство випадкових величин {𝑋(𝑡, 𝜔), 𝑡 ∈ 𝑇} пiдпорядковується потоку

{ℱ𝑡, 𝑡 ∈ 𝑇}, якщо 𝑋(𝑡, 𝜔) для всiх 𝑡 ∈ 𝑇 є ℱ𝑡− вимiрною.

Означення 2.10.Нехай випадковi величини𝑋 = 𝑋(𝜔) та 𝜂 = 𝜂(𝜔) мають

сумiсну щiльнiсть розподiлу 𝑓(𝑥, 𝑦). Умовною функцiєю розподiлу випадкової

величини 𝑋(𝜔) за умови 𝜂 = 𝑦 називають функцiю 𝐹𝑋/𝑦 визначену рiвнiстю

𝐹𝑋/𝑦 =

𝑥∫︀
−∞

𝑓(𝑠, 𝑦)𝑑𝑠

𝑓𝜂(𝑦)
,
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де 𝑓𝜂(𝑦)− щiльнiсть розподiлу випадкової величини 𝜂.

Означення 2.11. Умовним математичним сподiванням 𝐸[𝑋|𝜂 = 𝑦] ви-

падкової величини 𝑋 за умови 𝜂 = 𝑦 називають значення iнтеграла

𝐸[𝑋|𝜂 = 𝑦] =

∞∫︁
−∞

𝑥𝑓𝑋|𝜂(𝑥|𝑦)𝑑𝑥,

якщо вiн абсолютно збiгається.

Тут 𝑓𝑋|𝜂(𝑥|𝑦)− умовна щiльнiсть розподiлу 𝑋 за умови 𝜂 = 𝑦, що визна-

чається наступним чином:

𝑓𝑋|𝜂(𝑥|𝑦) =
𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑓𝜂(𝑦)
.

Означення 2.12. Сiмейство {𝑋(𝑡, 𝜔),ℱ𝑡, 𝑡 ∈ 𝑇}, у якому випадковi вели-

чини 𝑋(𝑡, 𝑤) пiдпорядковуються потоку 𝜎−алгебр {ℱ𝑡, 𝑡 ∈ 𝑇} i 𝐸|𝑋(𝑡, 𝜔)| <

∞ називають:

1) мартингалом, якщо 𝐸[𝑋(𝑡, 𝑤)|ℱ𝑠] = 𝑋(𝑠, 𝑤) при всiх 𝑠, 𝑡 ∈ 𝑇, 𝑠 < 𝑡;

2) субмартингалом, якщо 𝐸[𝑋(𝑡, 𝑤)|ℱ𝑠] ≥ 𝑋(𝑠, 𝑤) при всiх 𝑠, 𝑡 ∈ 𝑇, 𝑠 < 𝑡;

3) супермартингалом, якщо 𝐸[𝑋(𝑡, 𝑤)|ℱ𝑠] ≤ 𝑋(𝑠, 𝑤) при всiх 𝑠, 𝑡 ∈ 𝑇, 𝑠 < 𝑡.

Означення 2.13. Випадкова величина 𝑋(𝜔) має нормальний розподiл з

параметрами (𝑎, 𝜎2), якщо її щiльнiсть розподiлу має наступний вигляд:

𝑝(𝑥) =
1√

2𝜋𝜎2
𝑒𝑥𝑝{−(𝑥− 𝑎)2

2𝜎2
}.

При цьому будемо також надалi використовувати позначення 𝑋 𝑁(𝑎, 𝜎2).

Означення 2.14. Випадковий процес 𝑊 (𝑡), 𝑡 ≥ 0 називається стандарт-

ним вiнерiвським випадковим процесом, якщо виконанi наступнi умови:

1) 𝑊 (𝑡) має незалежнi прирости;

2) W(0)=0;
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3) 𝑊 (𝑡) −𝑊 (𝑠) ∼ 𝒩 (0, 𝑡− 𝑠), ∀𝑡 ≥ 𝑠 ≥ 0.

Означення 2.15. Нехай 𝑊 (𝑡)− стандартний вiнерiвський процес на ймо-

вiрнiсному просторi {Ω,ℱ , 𝑃}. Розглянемо функцiю 𝑓 : [0, 𝑇 ] × Ω → R. При-

пускаємо, що 𝑓(𝑡, 𝜔) є B× ℱ− вимiрною, де B− клас борелiвських пiдмно-

жин вiдрiзку [0, 𝑇 ], 𝐸[
∫︀ 𝑡

𝑡0
𝑓 2(𝑡, 𝜔)𝑑𝑡] < ∞ i 𝑓(𝑡, 𝜔) неперервна для майже усiх

𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝜔 ∈ Ω, 𝑡. Тодi стохастичний iнтеграл Iто визначається наступним

чином: ∫︁ 𝑇

𝑡0

𝑓(𝑡, 𝜔)𝑑𝑊 (𝑡) = lim
𝑚𝑎𝑥𝑖(𝑡𝑖+1−𝑡𝑖)→0

𝑁−1∑︁
𝑖=0

𝑓(𝑡𝑖, 𝜔)[𝑊 (𝑡𝑖+1) −𝑊 (𝑡𝑖)],

де 𝑡𝑖− розбиття iнтервалу [0, 𝑇 ].

Означення 2.16. Розглянемо неперервнi вiдображення 𝐺 : R𝑛 → R𝑛, 𝐾 :

R𝑛 → R𝑛×𝑚 та стандартний 𝑚− вимiрний вiнерiвський процес 𝑊 (𝑡). Ви-

падковий процес 𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐼 є розв’язком стохастичного диференцiального

рiвняння Iто

𝑑𝑋(𝑡) = 𝐺(𝑋(𝑡))𝑑𝑡 + 𝐾(𝑋(𝑡))𝑑𝑊 (𝑡), 𝑡 ∈ 𝐼, (2.1)

якщо вiн задовольняє рiвнiсть:

𝑋(𝑡) = 𝑋(𝑡0) +

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝐺(𝑋(𝑠))𝑑𝑠 +

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝐾(𝑋(𝑠))𝑑𝑊 (𝑠), 𝑡0, 𝑡 ∈ 𝐼, (2.2)

де останнiй iнтеграл в формулi (2.2) розумiється у сенсi стохастичного iнте-

гралу Iто.

Означення 2.17. Нехай 𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]− розв’язок рiвняння (2.1), що за-

довольняє початкову умову 𝑋(0) = 𝑥0. Iнфiнiтезимальний генератор процесу

𝑋(𝑡) визначається як лiнiйний оператор, що дiє на фiнiтнi функцiї 𝑓 ∈ 𝐶2(R𝑛)

наступним чином:

𝐴𝑓(𝑥) = lim
𝑡→+0

𝐸[𝑓(𝑋(𝑡))] − 𝑓(𝑥)

𝑡
, 𝑥 ∈ R𝑛.
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Теорема 2.1. [99, c.239] Нехай 𝑋− випадкова величина з математичним

сподiванням 𝐸[𝑋] = 𝜇 i дисперсiєю 𝐷[𝑋] = 𝜎2. Тодi для кожного 𝜀 > 0

виконано нерiвнiсть Чебишова:

𝑃{|𝑋 − 𝜇| ≥ 𝜀} ≤ 𝜎2

𝜀2
.

Теорема 2.2.(лема Динкiна) [95, c.155] В умовах означення 2.17, нехай

𝑓 ∈ 𝒞2(R𝑛) i 𝜏− момент зупинки такий, що 𝐸[𝜏 ] < ∞. Тодi

𝐸[𝑓(𝑥(𝜏))] = 𝑓(𝑥) + 𝐸

𝜏∫︁
0

𝐴𝑓(𝑥(𝑠))𝑑𝑠.

2.2 Метод функцiй Ляпунова

У цьому пiдроздiлi наведено основнi означення та теореми методу функцiй

Ляпунова для детермiнованих [31,43,61,91] та стохастичних [100] систем.

Розглянемо систему звичайних диференцiальних рiвнянь:

𝑥̇(𝑡) = 𝑓(𝑥(𝑡)), 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛, 𝑡 ≥ 0 (2.3)

з початковою умовою

𝑥(0) = 𝑥0 ∈ R𝑛, (2.4)

де 𝑓(0) = 0. Будемо припускати, що для кожного 𝑥0 з деякого околу почат-

ку координат iснує єдиний розв’язок задачi Кошi (2.3)-(2.4) на 𝑡 ∈ [0,+∞).

Тодi властивiсть стiйкостi тривiального розв’язку 𝑥 = 0 системи (2.3) за

Ляпуновим визначається наступним чином.

Означення 2.18. Тривiальний розв’язок 𝑥 = 0 системи (2.3) називається

стiйким, якщо для всiх 𝜀 > 0 iснує таке 𝛿 = 𝛿(𝜀), що при кожномi ||𝑥0|| < 𝛿

виконується нерiвнiсть

||𝑥(𝑡)|| < 𝜀, ∀𝑡 ≥ 0.
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Означення 2.19. Тривiальний розв’язок 𝑥 = 0 системи (2.3) називається

асимптотично стiйким, якщо вiн є стiйким i iснує таке 𝛿 = 𝛿(𝜀), що при

кожномi ||𝑥0|| < 𝛿 виконується наступна рiвнiсть

lim
𝑡→+∞

||𝑥(𝑡)|| = 0.

Означення 2.20. Додатно визначена неперервно диференцiйована в де-

якому околi початку координат 𝑈 функцiя 𝑉 (𝑥) : 𝑈 ⊂ R𝑛 → R називається

локальною функцiєю Ляпунова для системи (2.3), якщо

𝑑𝑉

𝑑𝑡
≤ 0 для всiх 𝑥 ∈ 𝑈,

де 𝑑𝑉 (𝑥)
𝑑𝑡 = (∇𝑉 (𝑥), 𝑓(𝑥))− похiдна 𝑉 (𝑥) в силу системи (2.3).

Означення 2.21. Додатно визначена неперервно диференцiйована функ-

цiя 𝑉 (𝑥) : R𝑛 → R називається глобальною функцiєю Ляпунова для системи

(2.3), якщо
𝑑𝑉

𝑑𝑡
≤ 0 для всiх 𝑥 ∈ R𝑛.

Теорема 2.3. [91], [31, c.124] Якщо iснує локальна (глобальна) функцiя

Ляпунова для системи (2.3), то тривiальний розв’язок 𝑥 = 0 системи (2.3) є

локально (вiдповiдно глобально) стiйким.

Оскiльки дана робота спрямована на дослiдження стiйкостi систем дифе-

ренцiальних рiвнянь iз випадковими впливами, слiд придiлити увагу стоха-

стичному методу Ляпунова [19,33,85,100].

Розглянемо систему стохастичних диференцiальних рiвнянь: Розглянемо

рiвняння

𝑑𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑥(𝑡))𝑑𝑡 + 𝑔(𝑥(𝑡))𝑑𝑊 (𝑡), 𝑥𝜉,𝑠(𝑠) = 𝜉, (2.5)

де 𝑊 (𝑡) = (𝑊1(𝑡), ...,𝑊𝑚(𝑡))𝑇− стандартний 𝑚− вимiрний вiнеровський про-

цес.



34

Припускаємо, що функцiї 𝑓 : R𝑛 → R𝑛 та 𝑔 : R𝑛 → R𝑛×𝑚 системи (2.5) за-

довольняють локальну умову Лiпшиця та умову лiнiйного зростання. Тобто,

для кожного 𝑘 = 1, 2, ... iснує 𝑐𝑘 > 0 таке, що

‖𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)‖ + ‖𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑦)‖ ≤ 𝑐𝑘‖𝑥− 𝑦‖

для 𝑥, 𝑦 ∈ R𝑛 таких, що ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖ ≤ 𝑘. Крiм того, iснує таке 𝑐 > 0, що

‖𝑓(𝑥)‖ + ‖𝑔(𝑥)‖ ≤ 𝑐(1 + ‖𝑥‖)

для всiх 𝑥 ∈ R𝑛.

За цих умов iснує єдиний строго маркiвський процес 𝑥𝜉,𝑠(𝑡), який є розв’язком

системи (2.5). [82, 95]

Теорема 2.4. [100, c.113] Нехай на кожнiй обмеженiй множинi 𝐾 ⊂ R𝑛

функцiї 𝑓(𝑥) та 𝑔(𝑥) задовольняють умову Лiпшиця i, крiм того, iснує така

невiд’ємна функцiя 𝑉 ∈ 𝐶2, що ℒ𝑉 ≤ 𝑘𝑉, з деякою константою 𝑘 > 0 та

𝑉 (𝑥) → ∞ при ‖𝑥‖ → ∞.

Тодi iснує єдиний строго маркiвський процес 𝑥𝜉,𝑠(𝑡), який є розв’язком

системи (2.5).

Означення 2.22. Розв’язок 𝑥(𝑡) системи (2.5) називається стохастично

обмеженим при 𝑡 > 𝑠, якщо для кожного 𝜀 > 0 iснує таке 𝑁 > 0, що

𝑃{sup
𝑡>𝑠

‖𝑥(𝑡)‖ > 𝑁} < 𝜀.

Означення 2.23. Тривiальний розв’язок 𝑥 = 0 системи (2.5) називається

стiйким за ймовiрнiстю, якщо для всiх 𝑠 ≥ 0, 𝜀 > 0, 𝛾 > 0 iснує таке 𝛿 > 0,

що при кожному ||𝜉|| < 𝛿 виконується наступне

𝑃{sup
𝑡≥𝑠

||𝑥𝜉,𝑠(𝑡)|| > 𝜀} < 𝛾.
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Означення 2.24. Тривiальний розв’язок 𝑥 = 0 системи (2.5) називається

асимптотично стiйким за ймовiрнiстю, якщо вiн є стiйким за ймовiрнiстю i

крiм того

𝑃{ lim
𝑡→+∞

||𝑥𝜉,𝑠(𝑡)|| = 0} = 1

для всiх 𝑠 ≥ 0 i ‖𝜉‖ < Δ при деякому Δ > 0.

Теорема 2.5. [100, c.207] Нехай iснує додатно визначена функцiя 𝑉 (𝑥),

яка є двiчи неперервно диференцiйованою в деякому околi початку координат

𝑈 i задовольняє умову ℒ𝑉 (𝑥) < 0 для всiх 𝑥 ∈ 𝑈∖{0}, тут

ℒ𝑉 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑓𝑖(𝑥)
𝜕𝑉

𝜕𝑥𝑖
+

1

2

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕2𝑉

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
,

[𝑎𝑖𝑗] = 𝜎𝜎𝑇 . Тодi тривiальний розв’язок 𝑥 = 0 системи (2.5) є стiйким за

ймовiрнiстю.

Теорема 2.6. [100, c.211] Нехай iснує додатно визначена функцiя 𝑉 ∈

𝐶2(𝑈), яка має нескiнченно малу верхню границю i задовольняє ℒ𝑉 ≤ 0.

Припустимо, що кожен роз’язок системи (2.5), що починається в деякому

кiльцi 𝜀1 < ‖𝑥‖ < 𝜀2 майже напевно досягає границю цього кiльця за скiнче-

ний час для будь-яких досить малих 𝜀2 > 𝜀1 > 0. Тодi тривiальний розв’язок

𝑥 = 0 системи (2.5) є асимптотично стiйким за ймовiрнiстю.

У подальшому будемо вести мову про стiйкiсть тривiального розв’язку

системи (2.5) по вiдношенню до змiнних 𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑚. Позначимо цi змiннi

𝑦 = (𝑦1, ..., 𝑦𝑚)𝑇 ∈ R𝑚, а усi iншi 𝑧 = (𝑧1, ..., 𝑧𝑝)
𝑇 ∈ R𝑝, 𝑚 + 𝑝 = 𝑛, тодi

𝑥 = (𝑦𝑇 , 𝑧𝑇 )𝑇 , 𝑥0 = (𝑦𝑇0 , 𝑧
𝑇
0 )𝑇 , та ||𝑥|| = (||𝑦||2 + ||𝑧||2)1/2.

Розширимо поняття функцiї Ляпунова на проблему часткової стабiлiзацiї

стохастичних систем наступним чином [29,55,66].

Означення 2.25. Розв’язок 𝑥 = 0 системи (2.5) називається 𝑦-стiйким за

ймовiрнiстю, якщо для всiх 𝑠 ≥ 0, 𝜀 > 0, 𝛾 > 0, iснує 𝛿 > 0 таке, що для всiх
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‖𝜉‖ < 𝛿 виконується

𝑃{sup
𝑡≥𝑠

||𝑦𝜉,𝑠(𝑡)|| > 𝜀} < 𝛾.

Означення 2.26. Розв’язок 𝑥 = 0 системи (2.5) називається асимптотично

𝑦-стiйким за ймовiрнiстю, якщо вiн є 𝑦-стiйким за ймовiрнiстю i крiм того

виконується рiвнiсть

𝑃{ lim
𝑡→∞

||𝑦𝜉,𝑠(𝑡)|| = 0} = 1

для всiх 𝑠 ≥ 0, ‖𝜉‖ < Δ i деякого Δ > 0.

Теорема 2.7. [55] Нехай в областi 𝑈Δ(0) iснує 𝑦− додатно визначена функ-

цiя 𝑉 (𝑥), яка задовольняє нерiвнiсть ℒ𝑉 (𝑥) ≤ 0. Тодi тривiальний розв’язок

системи (2.5) є 𝑦− стiйким за ймовiрнiстю. Тут

𝑈Δ(0) = {𝑥 : ||𝑦|| < Δ,−∞ < 𝑧𝑗 < ∞,Δ > 0} .

Концепцiї стiйкостi вiдносно частини змiнних та стiйкостi iнварiантних

множин, є схожими мiж собою, проте вони не є тотожними. Тому наведемо

ще деякi необхiднi вiдомостi [39, 40].

Означення 2.27. Множину 𝑀 ⊆ R𝑛 будемо називати iнварiантною для

системи (2.5), якщо для-будь якого початкового стану 𝜉 ∈ 𝑀 має мiсце

властивiсть 𝑥𝜉,𝑠(𝑡) ∈ 𝑀 при всiх 𝑡 ∈ R майже напевно.

Запишемо один з важливих результатiв, на який ми будемо спиратись при

дослiдження стiйкостi iнварiантних множин: стохастичну версiю принципу

iварiантностi Ла-Салля.

Нехай 𝐺− iнварiантна множина вiдносно розв’язкiв системи (2.5). Тодi має

мiсце наступний результат.

Теорема 2.8. [39, c.190] Нехай iснує така функцiя 𝑉 ∈ 𝐶2(𝐺;R+), що:

ℒ𝑉 (𝑥) ≤ 0, 𝑥 ∈ 𝐺.
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Якщо множина 𝐺 не обмежена, то додатково припустимо, що

lim
𝑥∈𝐺

|𝑥|→∞

𝑉 (𝑥) = ∞

i для кожного початкового значення 𝜉 ∈ R𝑛 iснує таке 𝑝 > 2, що

sup
0≤𝑡<∞

𝐸|𝑥𝜉,𝑠(𝑡)|𝑝 < ∞.

Тодi для кожного 𝜉 ∈ 𝐺 iснує i майже напевно є скiнченою наступна гра-

ниця:

lim
𝑡→∞

𝑉 (𝑥𝜉,𝑠(𝑡)).

Крiм того, майже напевно lim
𝑡→∞

ℒ𝑉 (𝑥𝜉,𝑠(𝑡)) = 0.
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3 Аналiз граничної множини розв’язкiв нелiнiйних си-

стем, що описуються стохастичними диференцiальни-

ми рiвняннями

3.1 Постановка задачi

Розглянемо систему стохастичних диференцiальних рiвнянь Iто у наступному

виглядi:

𝑑𝑥 = 𝑓0(𝑥)𝑑𝑡 +
𝑚∑︁
𝑘=1

𝑓𝑘(𝑥)𝑑𝑊 𝑘(𝑡), 𝑥 ∈ R𝑛, (3.1)

де 𝑓𝑘 : R𝑛 → R𝑛− функцiї класу 𝐶2, що задовольняють умову Лiпшиця

на кожному компактi 𝐾 ⊂ R𝑛, 𝑘 = 0, ...,𝑚 та умову лiнiйного зростання,

𝑊 (𝑡) = (𝑊 1(𝑡), ...,𝑊𝑚(𝑡))− стандартний 𝑚- вимiрний вiнерiвський процес.

Введемо наступнi позначення:

1) 𝑥(𝑡;𝑥0, 𝑠)− розв’язок рiвняння (3.1), визначений для 𝑡 ≥ 𝑠, що задоволь-

няє початкову умову 𝑥(𝑠;𝑥0, 𝑠) = 𝑥0;

2) 𝜌(𝑏,𝑀)− вiдстань вiд точки 𝑏 ∈ R𝑛 до множини 𝑀 ⊂ R𝑛, що визна-

чається стандартним чином: 𝜌(𝑏,𝑀) = inf𝑥∈𝑀 ‖𝑥− 𝑏‖;

3) B𝜀(𝑀) = {𝑥 ∈ R𝑛|𝜌(𝑥,𝑀) < 𝜀}− 𝜀− окiл множини 𝑀, 𝜀 > 0.

Iз системою (3.1) будемо пов’язувати диференцiальний оператор ℒ*, дiя

якого на функцiю 𝑔 ∈ 𝐶2 визначається наступним чином:

ℒ*𝑔 =
1

2

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

(︁
𝑓 𝑖
𝑘(𝑥)𝑓 𝑗

𝑘(𝑥)𝑔(𝑥)
)︁
−

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

(︀
𝑓 𝑖
0(𝑥)𝑔(𝑥)

)︀
. (3.2)

Означення 3.1. Множину 𝑀 ⊂ R𝑛 називають iнварiантною для системи

(3.1), якщо для всiх 𝑏 ∈ 𝑀, 𝑠 ∈ R виконується властивiсть 𝑥(𝑡; 𝑏, 𝑠) ∈ 𝑀

майже напевно для 𝑡 ≥ 𝑠.
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3.2 Дослiдження умов збiжностi розв’язкiв системи до iнварiант-

ної множини

А. Рантцер в статтi [49] запропонував новий пiдхiд до дослiдження множи-

ни притягальних точок у термiнах функцiї щiльностi мiри й отримав кри-

терiй збiжностi траєкторiй детермiнованої системи для майже усiх початко-

вих станiв. Цей пiдхiд описує якiсну поведiнку сiм’ї траєкторiй, зокрема, у

випадках, коли система не є глобально стiйкою за Ляпуновим.

В.В. Грушковською i О.Л. Зуєвим в [22] узагальнено цей результат при

послаблених вимогах на мiру та вiдповiдну функцiю щiльностi.

Для систем iз випадковими впливами, коли стан системи не може бути

передбачено iз ймовiрнiстю 1, також виникає питання притягання траєкторiй

системи за майже всiх початкових умов.

У цьому роздiлi дисертацiйного дослiдження розглядається задача збiжно-

стi розв’язкiв системи стохастичних диференцiальних рiвнянь до iнварiант-

ної множини за майже всiх початкових умов з фазового простору. Отриманi

достатнi умови збiжностi до iнварiантної множини в термiнах функцiї щiль-

ностi мiри, яка є монотонною на фазовому потоцi, розповсюджують резуль-

тати [22,49] на випадок нелiнiйних диференцiальних рiвнянь iз випадковими

впливами. Методика дослiджень ґрунтується на пiдходi статтi [63], де вивче-

но питання про притягання траєкторiй до особливих точок у стохастичному

сенсi.

Перш нiж перейти до викладення основної теореми цього роздiлу, сфор-

мулюємо декiлька допомiжних результатiв.

Лема 3.1. Розглянемо систему (3.1). Припустимо, що 𝑀− компактна

множина та функцiї 𝑓𝑗(𝑥), 𝑗 = 0,𝑚 задовольняють умову лiнiйного зрос-

тання: ||𝑓0(𝑥)||2 +
𝑚∑︀
𝑘=1

||𝑓𝑘(𝑥)||2 ≤ 𝐿(1 + ||𝑥||2). Тодi iснує така функцiя 𝛼 ∈
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𝐶(R+,R+), 𝛼(0) = 0, що для всiх 𝑡 ∈ [𝑠, 𝑠 + 1] справедлива наступна оцiнка:

𝐸𝜌(𝑥(𝑡;𝑥0, 𝑠),𝑀) ≤ 𝛼(𝜌(𝑥0,𝑀)).

Доведення.

Для доведення справедливостi твердження, будемо використовувати на-

ступну нерiвнiсть:

‖𝑥(𝑡;𝑥0, 𝑠) − 𝑦(𝑡; 𝑦0, 𝑠)‖ ≤ ‖𝑥(𝑡;𝑥0, 𝑠) − 𝑥0‖ + ‖𝑦(𝑡; 𝑦0, 𝑠) − 𝑦0‖ + ‖𝑥0 − 𝑦0‖.

Отримаємо спочатку оцiнки для компоненти вищевказаної нерiвностi.

|𝑥(𝑡;𝑥0, 𝑠) − 𝑥0|2 ≤ 2

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

𝑠

𝑓0(𝑥(𝜏))𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒2
+ 2

𝑚∑︁
𝑘=1

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

𝑠

𝑓𝑘(𝑥(𝜏))𝑑𝑊 (𝜏)

⃒⃒⃒⃒2
.

Застосуємо математичне сподiвання до обох частин нерiвностi. Отримаємо:

𝐸|𝑥(𝑡;𝑥0, 𝑠) − 𝑥0|2 ≤ 2𝐸

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

𝑠

𝑓(𝑥(𝜏))𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒2
+ 2𝐸

𝑚∑︁
𝑘=1

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

𝑠

𝑓𝑘(𝑥(𝜏))𝑑𝑊 (𝜏)

⃒⃒⃒⃒2
.

Згiдно до Теореми 1.7.1 [41], має мiсце наступна рiвнiсть:

𝐸

𝑚∑︁
𝑘=1

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

𝑠

𝑓𝑘(𝑥(𝜏))𝑑𝑊 (𝜏)

⃒⃒⃒⃒2
=

𝑚∑︁
𝑘=1

∫︁ 𝑡

𝑠

|𝑓𝑘(𝜏)|2𝑑𝜏.

З нерiвностi Гельдера маємо:⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

𝑠

𝑓0(𝑥(𝜏))𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒2
≤ (𝑡− 𝑠)

∫︁ 𝑡

𝑠

|𝑓0(𝑥(𝜏))|2𝑑𝜏.

Тодi:

𝐸|𝑥(𝑡;𝑥0, 𝑠) − 𝑥0|2 ≤ 2(𝑡− 𝑠)𝐸

∫︁ 𝑡

𝑠

|𝑓0(𝑥(𝜏))|2𝑑𝜏 + 2𝐸
𝑚∑︁
𝑘=1

∫︁ 𝑡

𝑠

|𝑓𝑘(𝜏)|2𝑑𝜏

≤ 2𝐿(𝑡− 𝑠)𝐸

∫︁ 𝑡

𝑠

(1 + |𝑥(𝜏)|2)𝑑𝜏.

Використаємо наступну вiдому нерiвнiсть [41]:

𝐸
(︁

[1 + |𝑥(𝑡)|2]
𝑝
2

)︁
≤ 2

𝑝−2
2 (1 + 𝐸|𝑥0|𝑝)𝑒𝑝𝛽(𝑡−𝑠),
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де 𝛽 =
√
𝐿 + 𝐿𝑝−1

2 . При 𝑝 = 2 та отримаємо:

𝐸|𝑥(𝑡;𝑥0, 𝑠) − 𝑥0|2 ≤ 2𝐿(1 + 𝐸|𝑥0|2)(𝑡− 𝑠)

∫︁ 𝑡

𝑠

𝑒2𝛽(𝜏−𝑠)𝑑𝜏.

Оскiльки 𝑡 ∈ [𝑠, 𝑠 + 1], маємо наступний результат:

𝐸|𝑥(𝑡;𝑥0, 𝑠) − 𝑥0|2 ≤ 𝑐1(𝑡− 𝑠), де 𝑐1 = 2𝐿(1 + 𝐸|𝑥0|2)𝑒2𝛽.

Аналогiчно

𝐸|𝑦(𝑡; 𝑦0, 𝑠) − 𝑦0|2 ≤ 𝑐2(𝑡− 𝑠), де 𝑐2 = 2𝐿(1 + 𝐸|𝑦0|2)𝑒2𝛽.

Визначимо Δ = max{𝛿, 𝑡− 𝑠}, тодi

𝐸‖𝑥(𝑡;𝑥0, 𝑠) − 𝑦(𝑡; 𝑦0, 𝑠)‖ ≤ 𝐶Δ,

де 𝐶 =
√
𝑐1 +

√
𝑐2 + 3

2 . З чого випливає твердження Леми.

Також ми будемо використовувати наступний результат.

Лема 3.2. [2a.] Припустимо, що в рiвняннi (3.1) функцiї 𝑓𝑖, 𝑖 = 0, ...,𝑚,

задовольняють умову

|𝑓𝑖(𝑏)| ≤ 𝑐𝑖 + 𝑐𝑖𝜌(𝑏,𝑀),∀𝑏 ∈ R𝑛, 𝑐𝑖 > 0, 𝑐𝑖 > 0, 𝑖 = 0, ...,𝑚.

Тодi

𝑃 [ sup
0≤𝛿≤Δ

|𝑥(𝑠 + 𝛿; 𝑏, 𝑠) − 𝑏| ≥ 𝜆] ≤ 8Δ

𝜆2
[𝑐0

2Δ + 𝑐𝑖
2𝑚] +

16𝑐𝑖𝑐𝑖𝛼𝑚

𝜆2
Δ𝜌(𝑏,𝑀)+

+

[︂
8𝑐20𝛼

2Δ

𝜆2
+

8𝑐2𝑖𝛼
2𝑚

𝜆2

]︂
Δ𝜌2(𝑏,𝑀).

Доведення. Розв’язок рiвняння (3.1) можна записати у виглядi

𝑥(𝑡; 𝑏, 𝑠) = 𝑏 +

∫︁ 𝑡

𝑠

𝑓0(𝑥(𝜏 ; 𝑏, 𝑠))𝑑𝜏 +
𝑚∑︁
𝑘=1

∫︁ 𝑡

𝑠

𝑓𝑘(𝑥(𝜏 ; 𝑏, 𝑠))𝑑𝑊 𝑘
𝜏 . (3.3)

Тодi

𝑃 [ sup
0≤𝛿≤Δ

|𝑥(𝑠 + 𝛿; 𝑏, 𝑠) − 𝑏| ≥ 𝜆] ≤
𝐸[sup0≤𝛿≤Δ |𝑥(𝑠 + 𝛿; 𝑏, 𝑠) − 𝑏|2]

𝜆2
≤

≤ 4

𝜆2
sup

0≤𝛿≤Δ
𝐸|𝑥(𝑠 + 𝛿; 𝑏, 𝑠) − 𝑏|2.
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Пiдставимо 𝑥(𝑠 + 𝛿; 𝑏, 𝑠) з (3.3) i виконаємо перетворення:

4

𝜆2
sup

0≤𝛿≤Δ
𝐸|𝑥(𝑠 + 𝛿; 𝑏, 𝑠) − 𝑏|2 =

4

𝜆2
sup

0≤𝛿≤Δ
𝐸

[︂⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

𝑠

𝑓0(𝑥(𝜏 ; 𝑏, 𝑠)𝑑𝜏+

+
𝑚∑︀
𝑘=1

∫︀ 𝑡

𝑠 𝑓𝑘(𝑥(𝜏 ; 𝑏, 𝑠))𝑑𝑊 𝑘
𝜏

⃒⃒⃒⃒2]︃
≤ 8

𝜆2 sup0≤𝛿≤Δ𝐸
[︁∫︀ 𝑡

𝑠 𝑓0(𝑥(𝜏 ; 𝑏, 𝑠))𝑑𝜏
]︁2

+

+𝑚 sup
0≤𝛿≤Δ

𝐸

[︃
𝑚∑︁
𝑘=1

∫︁ 𝑡

𝑠

𝑓𝑘(𝑥(𝜏 ; 𝑏, 𝑠))𝑑𝑊 𝑘
𝜏

]︃2
.

З останньої рiвностi та з того, що |𝑓𝑖(𝑏)| ≤ 𝑐𝑖 + 𝑐𝑖𝜌(𝑏,𝑀) випливає:

8

𝜆2
sup

0≤𝛿≤Δ
𝐸

[︂∫︁ 𝑡

𝑠

𝑓0(𝑥(𝜏 ; 𝑏, 𝑠))𝑑𝜏

]︂2
+ 𝑚 sup

0≤𝛿≤Δ
𝐸

[︃
𝑚∑︁
𝑘=1

∫︁ 𝑡

𝑠

𝑓𝑘(𝑥(𝜏 ; 𝑏, 𝑠))𝑑𝑊 𝑘
𝜏

]︃2
≤

≤ 8

𝜆2

[︂
𝑐0

2Δ + 2𝑐0𝑐0 sup
0≤𝛿≤Δ

𝐸𝛼

∫︁ 𝑡

𝑠

𝜌(𝑏,𝑀)𝑑𝜏 + 𝑐0
2𝛼2 sup

0≤𝛿≤Δ
𝐸

∫︁ 𝑡

𝑠

𝜌2(𝑏,𝑀)𝑑𝜏

]︂
+

+
8𝑚

𝜆2

[︂
𝑐𝑖

2Δ + 2𝑐𝑖𝑐𝑖𝛼 sup
0≤𝛿≤Δ

𝐸𝛼

∫︁ 𝑡

𝑠

𝜌(𝑏,𝑀)𝑑𝜏 + 𝑐𝑖
2𝛼2 sup

0≤𝛿≤Δ
𝐸

∫︁ 𝑡

𝑠

𝜌2(𝑏,𝑀)𝑑𝜏

]︂
≤

≤ 8Δ

𝜆2

[︀
𝑐0

2Δ + 𝑐𝑖
2𝑚
]︀

+
16𝑐𝑖𝑐𝑖𝛼𝑚

𝜆2
Δ𝜌(𝑏,𝑀) +

[︂
8𝑐20𝛼

2Δ

𝜆2
+

8𝑐2𝑖𝛼
2𝑚

𝜆2

]︂
Δ𝜌(𝑏,𝑀).

Що доводить твердження леми 3.2.

Сформулюємо достатнi умови збiжностi розв’язкiв системи (3.1) до до-

вiльної iнварiантної множини за майже всiх початкових умов.

Теорема 3.1. [2a.] Розглянемо 𝑀 ⊂ R𝑛− iнварiантну множину для (3.1)

i функцiю з невiд’ємними значеннями 𝐷 ∈ 𝐶2(R𝑛∖𝑀).

Нехай виконано усi умови Леми 3.1. Крiм того, припустимо виконання

наступних умов:

1) 𝐷 ∈ 𝐿1(R𝑛∖B𝜀(𝑀)) для всiх 𝜀 > 0;

2) ℒ*𝐷 < 0 для майже всiх 𝑥 ∈ R𝑛∖𝑀 ;

Тодi для довiльного 𝑠 ≥ 0 i для 𝜇− майже кожного 𝑏 ∈ R𝑛 виконується

наступна властивiсть

𝜌(𝑥(𝑡; 𝑏, 𝑠),𝑀) → 0
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при 𝑡 → ∞ майже напевно.

Доведення. Нехай 𝜀 > 0 та 𝑍 = {𝑏 ∈ R𝑛 : |𝑏| > 𝜀} . Почнемо з застосу-

вання Леми 5.2 [63]. Визначимо 𝑆𝑙 =
{︀
𝑏 ∈ R𝑛 : 𝜌(𝑏,𝑀) > 𝑙−1

}︀
, 𝑆 = ∪𝑙𝑆𝑙 =

R𝑛∖𝑀, 𝜏𝑙 = 𝑠𝑢𝑝
{︀
𝑠 < 𝑡 : 𝑥−1(𝑡; 𝑏, 𝑠) /∈ 𝑆𝑙

}︀
. Тодi 𝐷 iнтегровна на 𝑍.

Задамо

𝐷𝑙 =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐷, 𝑏 ∈ 𝑀,

0, 𝑏 /∈ 𝑀.

При такому визначеннi 𝐷𝑙 ∈ 𝐶2(R𝑛∖𝑀,R+). Необхiдно перевiрити, що

𝜏𝑙 → −∞.

Доведемо це вiд супротивного. Нехай 𝜏𝑙 9 −∞. Тодi з додатною ймовiр-

нiстю виконується умова 𝑥−1(𝑡; 𝑏, 𝑠) ∈ 𝑀 для деякого 𝑏 ∈ 𝑆,−∞ < 𝑠 < 𝑡.

Проте 𝑥−1(𝑡; 𝑏, 𝑠) ∈ 𝑀 для всiх 𝑏 ∈ 𝑀, отже 𝑆 ⊆ 𝑀, що є неможливим.

Таким чином, 𝜏𝑙 → −∞. Усi умови Леми 5.2 [63] виконано, отже:

0 ≤
∫︁
𝑍

𝐷(𝑏)𝑑𝑏 +

∫︁ 𝑡

𝑠

𝐸

∫︁
𝑥−1(𝑡;𝜏,𝑡,𝑍)

ℒ*𝐷(𝑏)𝑑𝑏𝑑𝜏 (3.4)

Цей вираз не зростає при спаданнi 𝑠, оскiльки ℒ*𝐷 ≤ 0, i є скiнченим, оскiль-

ки 𝐷 iнтегровна на 𝑍.

З монотонної збiжностi випливає, що iснує скiнчений lim
𝑠→−∞

. Звiдси∫︁ 𝑡

−∞
𝐷(𝑥−1(𝑡; 𝜏, 𝑍))𝑑𝜏 < ∞,

𝐷(𝐴) = −
∫︁
𝐴

ℒ𝐷(𝑏)(𝑃 (𝑑𝑤) × 𝜇𝑑𝑥),

𝐷(𝑥−1(𝑡; 𝜏, 𝑍)) = 𝐷{(𝑏, 𝑤) ∈ Ω × 𝑆 : 𝑥−1(𝑡; 𝜏, 𝑏, 𝑤) ∈ 𝑍}.

Зауважимо, що ℒ*𝐷 ≤ 0 означає, що𝐷 задає мiру на Ω×𝑆 та є 𝜏− скiнченою,

оскiльки для будь-якого 𝑙 > 1 𝐷(Ω × {𝑏 ∈ 𝑆 : 1
𝑙 < 𝜌(𝑏,𝑀) < 𝑙}) < ∞ та

∪∞
𝑙=2(Ω × {𝑏 ∈ 𝑆 : 1

𝑙 < 𝜌(𝑏,𝑀) < 𝑙}) = Ω × 𝑆.
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Зафiксуємо 𝑚 ∈ 𝑁 i задамо 𝑆𝑚
𝑘 = {(𝑘 − 1)2−𝑚, 𝑘2−𝑚}, 𝑘 ∈ 𝑁. З кожного

𝑆𝑚
𝑘 обираємо час 𝑡𝑚𝑘 :

𝐷(𝑥−1(𝑡; 𝑡− 𝑡𝑚𝑘 , 𝑍)) ≤ inf
𝑠∈𝑆𝑚

𝑘

𝐷(𝑥−1(𝑡; 𝑡− 𝑠, 𝑍)) + 2−𝑘.

Позначимо 𝑇𝑚 = {𝑡𝑚𝑘 : 𝑘 ∈ 𝑁} для фiксованого 𝑚. Маємо

2−𝑚
∞∑︁
𝑘=1

𝐷(𝑥−1(𝑡; 𝑡− 𝑡𝑚𝑘 , 𝑍)) ≤ 2−𝑚 +

∫︁ 𝑡

−∞
𝐷(𝑥−1(𝑡; 𝜏, 𝑍))𝑑𝜏 < ∞.

Оскiльки𝐷−щiльнiсть 𝜏− скiнченої мiри, застосуємо лему Бореля-Кантеллi:

𝐷( lim
𝑘→∞

sup𝑥(𝑠 + 𝑡𝑚𝑘 ; 𝑠, 𝑍)) = (𝑃 × 𝜇)( lim
𝑘→∞

sup𝑥(𝑠 + 𝑡𝑚𝑘 ; 𝑠, 𝑍)) = 0.

Ми показали, що для всiх початкових умов 𝑏, окрiм множини 𝑁 ⊂ R𝑛 мiри

0, та для всiх 𝑚 майже напевно за ймовiрнiстю iснує лише скiнчена кiлькiсть

моментiв часу 𝑡 ∈ 𝑇𝑚 : 𝑥(𝑠 + 𝑡; 𝑠, 𝑏) ∈ 𝑍.

Нехай 𝑏 /∈ 𝑁. Iз доведеної властивостi випливає, що

lim sup
𝑡→∞

[𝜌(𝑥(𝑠 + 𝑡; 𝑠, 𝑏),𝑀)] ≤ 𝜀

майже напевно за ймовiрнiстю.

Нехай lim
𝑡→∞

sup[𝜌(𝑥(𝑠 + 𝑡; 𝑠, 𝑏),𝑀)] = 𝛿 > 0.

З монотонної збiжностi маємо при 𝜀 → 𝜀′ :

𝐸[𝜒 lim sup[𝜌(𝑥(𝑡; 𝑠, 𝑏),𝑀) > 𝜀′] → 𝛿.

Отже, iснує таке 𝜀′ > 𝜀, що

𝑃{𝑤 : lim
𝑡→∞

sup 𝜌(𝑥(𝑡; 𝑠, 𝑏),𝑀) > 𝜀′} > 0.

Ми вже довели, що майже напевно 𝜌(𝑥(𝑡; 𝑠, 𝑏),𝑀) ≤ 𝜀 для нескiнченої

кiлькостi 𝑡𝑛 → ∞. Отже з твердження 𝑃{𝑤 : lim
𝑡→∞

sup 𝜌(𝑥(𝑡; 𝑠, 𝑏),𝑀) > 𝜀′} > 0

випливає

𝑃{𝑤 : 𝑥(𝑡; 𝑠, 𝑏) перетинає 𝑆𝜀 та 𝑆 ′
𝜀 нескiнченну кiлькiсть раз } > 0,
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де 𝑆𝜀 = {𝑏 : 𝜌(𝑏,𝑀) = 𝜀},𝑆 ′
𝜀 = {𝑏 : 𝜌(𝑏,𝑀) = 𝜀′}.

Як тiльки ми доведемо останнє твердження, доведення теореми буде за-

вершено.

Для цього введемо наступну послiдовнiсть моментiв зупинки. Нехай 𝜎0 =

inf{𝑡 > 𝑠 : 𝜌𝑥((𝑡; 𝑠, 𝑏),𝑀) ≤ 𝜀}, 𝜏0 = inf{𝑡 > 𝜎0 : 𝜌(𝑥(𝑡; 𝑠, 𝑏),𝑀) ≤ 𝜀′} i

для кожного 𝑛 > 0 покладемо 𝜎𝑛 = inf{𝑡 > 𝜏𝑛−1 : 𝜌(𝑥(𝑡; 𝑠, 𝑏),𝑀) ≤ 𝜀},

𝜏𝑛 = inf{𝑡 > 𝜎𝑛 : 𝜌(𝑥(𝑡; 𝑠, 𝑏),𝑀) ≤ 𝜀′}.

Визначимо

Ω𝑛(Δ) = {𝑤 ∈ Ω : 𝜏𝑛 < ∞, 𝜌(𝑥(𝜏𝑛 + 𝛿; 𝑠, 𝑏),𝑀) > 𝜀,∀𝛿 : 0 ≤ 𝛿 ≤ Δ}.

Для кожного Δ > 0 множина 𝑤 ∈ Ω таких, що 𝑤 ∈ Ω𝑛(Δ) для нескiнченої

кiлькостi 𝑛 має бути мiри нуль за ймовiрнiстю. Ми можемо обрати достатньо

велике 𝑚 так, щоб кожен iнтервал часу довжини Δ мiстив принаймнi одну

точку з 𝑇𝑚 i для точок 𝑡 ∈ 𝑇𝑚 маємо 𝜌(𝑥(𝑡; 𝑠, 𝑏),𝑀) > 𝜀 тiльки скiнчену

кiлькiсть раз майже напевно за ймовiрнiстю.

Таким чином,
∑︀

𝑛 𝜒Ω𝑛(Δ) < ∞ майже напевно за ймовiрнiстю.

Продовжуючи доведення, будемо використовувати наступну побудову [36].

Введемо дискретну фiльтрацiю 𝐵𝑘 = 𝐹 𝜏𝑘+1
𝑠 i визначимо 𝑍𝑘 = 𝑋𝑘 − 𝑌𝑘 з

𝑋𝑘 =
𝑘∑︁

𝑛=1

𝜒Ω𝑛(Δ),

𝑌𝑘 =
𝑘∑︁

𝑛=1

𝐸[𝜒Ω𝑛(Δ)|𝐵𝑛−1].

Оскiльки Ω𝑛(Δ) ∈ 𝐵𝑛 для всiх 𝑘 < 𝑛, то 𝑍𝑘 є 𝐵𝐾− мартингалом. Визначи-

мо для 𝑎 > 0 момент зупинки 𝜅(𝑎) = inf{𝑛 : 𝑍𝑛 > 𝑎}. Оскiльки |𝑍𝑘−𝑍𝑘−1| ≤ 1

майже напевно, то зупинений процес 𝑍 ′
𝐾 = 𝑍𝑘∧𝜅(𝑎) є обмеженим згори мар-

тингалом i за теоремою про збiжнiсть для мартингалiв 𝑍 ′
𝐾 збiгається майже

напевно при 𝑘 → ∞ до скiнченої випадкової змiнної 𝑍 ′
∞. Однак, оскiльки
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𝑍 ′
𝐾 та 𝑍𝐾 спiвпадають на {𝑤 : sup𝑛 𝑍𝑛 < 𝑎} та 𝑎 було обрано випадково,

𝑍𝑘 → 𝑍∞ < ∞ на {𝑤 : sup𝑛 𝑍𝑛 < ∞}.

Зазначимо, що 𝑋𝑛 та 𝑌𝑛 додатнi зростаючи процеси i вище було встановле-

но, що sup𝑛𝑋𝑛 < ∞ майже напевно за ймовiрнiстю. Отже, sup
𝑛

𝑍𝑛 < ∞ майже

напевно за ймовiрнiстю. Однак, це означає, що 𝑍𝑘 i, вiдповiдно, 𝑌𝑘 збiгаються

до скiнченого значення майже напевно за ймовiрнiстю. Отже, встановлено,

що
∞∑︁
𝑛=1

𝐸[𝜒Ω𝑛(Δ)|𝑓 𝜏𝑛
𝑠 ] < ∞

для будь-якого Δ > 0 майже напевно за ймовiрнiстю.

Оскiльки траєкторiї системи (3.1) неперервнi, 𝜌(𝑥(𝜏𝑛; 𝑠, 𝑏),𝑀) = 𝜀′ при

𝜏𝑛 < ∞.

За лемою 3.2 ми можемо обрати Δ достатньо малим для виконання

𝑃 (𝑦) = 𝑃

[︂
𝑠𝑢𝑝0≤𝛿≤Δ|𝑥(𝑠 + 𝛿, 𝑠, 𝑦) − 𝑦| < 𝜀′ − 𝜀

2

]︂
≥ 1

2

для всiх |𝑦| = 𝜀′.

Використовуючи строгу марковiсть, можемо записати

∞ >

∞∑︁
𝑛=1

𝐸[𝜒Ω𝑛(Δ)|𝐹 𝜏𝑛
𝑠 ] ≥

∞∑︁
𝑛=1

𝑃 (𝑥(𝜏𝑛; 𝑠))𝜒𝜏𝑛 < ∞

майже напевно. Проте це означає, що 𝜏𝑛 < ∞ скiнченну кiлькiсть раз майже

напевно, що суперечить твердженню

𝑃{𝑤 : 𝑥(𝑡; 𝑠, 𝑏) перетинає 𝑆𝜀 та 𝑆 ′
𝜀 нескiнченну кiлькiсть раз } > 0.

Ми показали, що для 𝜇− майже всiх 𝑏 ∈ R𝑛 майже напевно за ймовiрнiстю

виконується наступна властивiсть

lim
𝑡→∞

sup 𝜌(𝑥(𝑡; 𝑠, 𝑏),𝑀) ≤ 𝜀,

тобто для 𝜇− майже всiх 𝑏 ∈ R𝑛 майже напевно за ймовiрнiстю iснує таке

𝑡𝑒 > 𝜀, що 𝜌(𝑥(𝑡; 𝑠, 𝑏),𝑀) ≤ 𝜀 при 𝑡 ≥ 𝑡𝑒. Проте, оскiльки це виконується для

будь-якого 𝜀 > 0, потiк 𝑥(𝑡; 𝑠, 𝑏) має збiгатися до множини 𝑀.
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Якщо умова Лiпшиця не обов’язково виконується, то, вiдповiдно до мето-

дологiї роботи [63], доводимо наступний наслiдок з теореми.

Наслiдок 3.1. Припустимо, що функцiї 𝑓𝑘(𝑥), 𝑘 = 0,𝑚 є вимiрними i

𝑓𝑘(0) = 0. Також нехай iснує таке вимiрне вiдображення 𝑐 : R𝑛 → (0,+∞),

що 𝑐(𝑥) та 1
𝑐(𝑥) є локально обмеженими. Крiм того, припускаємо, що 𝑐(𝑥)𝑓0(𝑥) i√︀

𝑐(𝑥)𝑓𝑘(𝑥), 𝑘 = 1,𝑚 є двiчi неперервно диференцiйовними та задовольняють

глобальну умову Лiпшиця.

Нехай iснує така функцiя з невiд’ємними значеннями 𝐷, що

𝐷(𝑥)
𝑐(𝑥) ∈ 𝐶2(R𝑛∖𝑀), 𝐷(𝑥)

𝑐(𝑥) ∈ 𝐿1(R2∖𝐵𝜀(𝑀)) для всiх 𝜀 > 0 i ℒ*(𝐷) < 0 для

майже всiх 𝑥 ∈ R2∖𝑀.

Тодi для довiльного 𝑠 ≥ 0 i для 𝜇− майже кожного 𝑏 ∈ R𝑛 виконується

наступна властивiсть:

𝜌(𝑥(𝑡; 𝑏, 𝑠),𝑀) → 0

при 𝑡 → ∞ майже напевно.

Доведення.

Розглянемо рiвняння Iто:

𝑦(𝑡) = 𝑦0 +

∫︁ 𝑡

𝑠

𝑐(𝑦(𝜏))𝑓0(𝑦(𝜏))𝑑𝜏 +
𝑚∑︁
𝑘=1

∫︁ 𝑡

𝑠

√︀
𝑐(𝑦(𝜏))𝑓𝑘(𝑦(𝜏))𝑑𝑊 𝑘(𝜏). (3.5)

Введемо наступнi позначення: 𝑔0(𝑦) = 𝑐(𝑦)𝑓0(𝑦), 𝑔𝑘(𝑦) =
√︀

𝑐(𝑦)𝑓𝑘(𝑦),

𝐷̃(𝑦) = 𝐷(𝑦)
𝑐(𝑦) , 𝑘 = 1,𝑚.

Тодi рiвняння (3.5) набуває вигляду:

𝑦(𝑡) = 𝑦0 +

∫︁ 𝑡

𝑠

𝑔0(𝑦(𝜏))𝑑𝜏 +
𝑚∑︁
𝑘=1

∫︁ 𝑡

𝑠

𝑔𝑘(𝑦(𝜏))𝑑𝑊 𝑘(𝜏). (3.6)

Слiд вiдзначити, що за побудовою ℒ*(𝐷̃(𝑦)) = ℒ*(𝐷(𝑦)). Отже можна засто-

сувати теорему 3.1 до рiвняння (3.6). Тодi для всiх 𝑦0 ∈ R𝑛, окрiм множини

𝑁 мiри нуль, 𝜌(𝑦(𝑡; 𝑦0, 𝑠),𝑀) → 0 майже напевно при 𝑡 → ∞.

Оберемо довiльне 𝑦0 /∈ 𝑁 i визначимо 𝛽𝑡 =
∫︀ 𝑡

𝑠 𝑐(𝑦(𝜏))𝑑𝜏 та момент зупинки

𝛼𝑡 = 𝑖𝑛𝑓{𝑠 : 𝛽𝑠 > 𝑡} для кожного 𝑡. Тодi згiдно до [51, 63] масштабований за
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часом розв’язок 𝑦𝛼𝑡
є еквiвалентним до розв’язку 𝑥(𝑡) рiвняння (3.1). З цих

мiркувань випливає доведення наслiдку 3.1.

3.3 Висновки.

Сформулюємо основнi результати роздiлу:

1. Отримано достатнi умови збiжностi розв’язкiв системи нелiнiйних стоха-

стичних диференцiальних рiвнянь до iнварiантної множини для майже

всiх початкових умов фазового простору.

2. При дослiдженнi асимптотичної поведiнки розв’язкiв системи викори-

стана функцiя щiльностi мiри, яка є монотонною на потоцi.
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4 Стабiлiзацiя iнварiантних множин нелiнiйних систем

iз випадковими впливами

4.1 Достатнi умови асимптотичної стiйкостi

Розглянемо систему стохастичних диференцiальних рiвнянь Iто у виглядi:

𝑑𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑥)𝑑𝑡 + 𝜎(𝑥)𝑑𝑊 (𝑡), 𝑥 ∈ R𝑛, (4.1)

де 𝑥 ∈ R𝑛− вектор стану системи, функцiї 𝑓 : R𝑛 → R𝑛 та 𝜎 : R𝑛 → R𝑛×𝑘

задовольняють умову Лiпшиця на кожнiй компактнiй множинi 𝐾 ⊂ R𝑛.

При цьому 𝑥 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑛)𝑇 та 𝑓(𝑥) = (𝑓1(𝑥), ..., 𝑓𝑛(𝑥))𝑇− це вектори

стовпцi, а 𝜎(𝑥)− це матриця розмiру 𝑛× 𝑘.

Система (4.1) мiстить 𝑘-мiрний вiнерiвський процес𝑊 (𝑡), компоненти яко-

го 𝑤𝑗(𝑡) (𝑗 = 1, 2, ..., 𝑘) є незалежними стандартними одномiрними вiнерiвсь-

кими процесами.

Надалi будемо припускати, що для кожних 𝑥0 ∈ R𝑛 та 𝑠 ∈ R iснує єдиний

строго маркiвський процес 𝑥(𝑡;𝑥0, 𝑠), який є розв’язком системи (4.1) при

𝑡 ≥ 𝑠 i задовольняє початкову умову 𝑥(𝑠;𝑥0, 𝑠) = 𝑥0.

Оскiльки у загальному випадку права частина системи (4.1) може не задо-

вольняти умову лiнiйного зростання, то глобальне iснування розв’язку буде

встановлено за допомогою теореми Р.З. Хасьминського (теореми 2.4).

Надалi будемо вважати, що вектор стану системи (4.1) можна задати у

виглядi 𝑥 = (𝑦𝑇 , 𝑧𝑇 )𝑇 , де 𝑦 = (𝑦1, ..., 𝑦𝑚)𝑇 ∈ R𝑚 та 𝑧 = (𝑧1, ..., 𝑧𝑝)
𝑇 ∈ R𝑝,

𝑚 + 𝑝 = 𝑛.

Iз системою (4.1) будемо пов’язувати наступний диференцiальний опера-

тор

ℒ =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑓𝑖(𝑥)
𝜕

𝜕𝑥𝑖
+

1

2

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
, [𝑎𝑖𝑗] = 𝜎𝜎𝑇 . (4.2)
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У цьому роздiлi дисертацiйного дослiдження ми будемо використовувати

наступнi означення.

Означення 4.1. Розв’язок 𝑥(𝑡;𝑥0, 𝑠) системи (4.1) називається 𝑦− стоха-

стично обмеженим при 𝑡 > 𝑠, якщо для кожного 𝜀 > 0 iснує таке 𝑁 > 0,

що

𝑃{sup
𝑡>𝑠

‖𝑦(𝑡;𝑥0, 𝑠)‖ > 𝑁} < 𝜀.

Означення 4.2. Непорожню множину 𝑀 ⊂ R𝑛 називають iнварiантною

множиною для системи (4.1), якщо при 𝑥0 ∈ 𝑀 та 𝑠 ∈ R : 𝑥(𝑡;𝑥0, 𝑠) ⊆ 𝑀 для

всiх 𝑡 ≥ 𝑠 майже напевно.

Означення 4.3. Множина 𝑀 = {𝑥 ∈ R𝑛 | 𝑦 = 0} називається стiйкою за

ймовiрнiстю, якщо для будь-яких 𝑠 ≥ 0, 𝜖1 > 0 та 𝜖2 > 0 iснує 𝛿 > 0 таке, що

наступна нерiвнiсть виконується за будь-яких початкових умов 𝑥0 ∈ R𝑛 при

||𝑦0|| < 𝛿 :

𝑃{sup
𝑡≥𝑠

||𝑦(𝑡;𝑥0, 𝑠)|| > 𝜖1} < 𝜖2. (4.3)

Означення 4.4. Множина 𝑀 = {𝑥 ∈ R𝑛 | 𝑦 = 0} називається асимп-

тотично стiйкою за ймовiрнiстю, якщо вона є стiйкою за ймовiрнiстю i для

будь-якого 𝜀 > 0 iснує Δ = Δ(𝜀) > 0 таке, що

𝑃{ lim
𝑡→+∞

||𝑦(𝑡; 𝑦0, 𝑠)|| = 0} > 1 − 𝜀, (4.4)

для всiх 𝑥0 ∈ R𝑛 таких, що ‖𝑦0‖ < Δ.

Для дослiдження стiйкостi iнварiантних множин розглянемо клас функцiй

𝑉 : R𝑛 → R+ = [0; +∞), 𝑉 (0) = 0, якi є двiчi неперервно диференцiйовними.

Будемо розглядати клас неперервних функцiй 𝒦, який складається з усiх

неперервних строго зростаючих функцiй 𝛼 : R+ → R+, 𝛼(0) = 0.

Також позначимо 𝒦* = {𝛼 ∈ 𝒦|𝛼(𝑠) → ∞ при 𝑡 → ∞}.
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Перш нiж перейти до основного результата роздiлу, сформулюємо допо-

мiжну лему.

Лема 4.1. Розв’язки системи (4.1) є 𝑦− стохастично обмеженими, якщо iс-

нує така двiчi неперервно диференцiйована функцiя 𝑉 (𝑥), що 𝑉 (𝑥) ≥ 𝛼(‖𝑦‖),

𝛼 ∈ 𝒦* та ℒ𝑉 (𝑥) ≤ 0.

Доведення. Нехай 𝑥(𝑡;𝑥0, 𝑠)− розв’язок системи (4.1), 𝑡 ≥ 𝑠.

Для довiльного 𝜀 > 0 оберемо додатне число 𝑁 з умови 𝛼(𝑁) > 𝑉 (𝑥0)
𝜀 .

Iз застосуванням формули Динкiна (теорема 2.2) одержимо, що

𝐸𝑉 (𝑥(𝑡;𝑥0, 𝑠)) = 𝑉 (𝑥0) + 𝐸

∫︁ 𝑡

𝑠

ℒ𝑉 (𝑥(𝑞;𝑥0, 𝑠))𝑑𝑞 ≤ 𝑉 (𝑥0), 𝑡 ≥ 𝑠. (4.5)

Оскiльки 𝑉 (𝑥) ≥ 𝛼(‖𝑦‖), то з (4.5) випливає:

𝑉 (𝑥0) ≥ 𝐸𝑉 (𝑥(𝑡;𝑥0, 𝑠)) ≥ 𝐸𝛼(‖𝑦(𝑡;𝑥0, 𝑠)‖) =

= 𝐸{𝛼(‖𝑦(𝑡;𝑥0, 𝑠)‖)𝜒‖𝑦(𝑡;𝑥0,𝑠)‖>𝑁 + 𝛼(‖𝑦(𝑡;𝑥0, 𝑠)‖)𝜒‖𝑦(𝑡;𝑥0,𝑠)‖≤𝑁}, (4.6)

дe 𝜒‖𝑦(𝑡;𝑥0,𝑠)‖>𝑁 позначає випадкову величину

𝜒‖𝑦(𝑡;𝑥0,𝑠)‖>𝑁 =

⎧⎪⎨⎪⎩
1, ‖𝑦(𝑡;𝑥0, 𝑠)‖ > 𝑁 ;

0, ‖𝑦(𝑡;𝑥0, 𝑠)‖ ≤ 𝑁.

Оскiльки 𝛼(𝑝) є строго зростаючою функцiєю, то можемо записати наступну

оцiнку:

𝑉 (𝑥0) ≥ 𝐸(𝛼(𝑁)𝜒‖𝑦(𝑡;𝑥0,𝑠)‖>𝑁) = 𝛼(𝑁)𝑃{𝜔|‖𝑦(𝑡;𝑥0, 𝑠)‖ > 𝑁} >

>
𝑉 (𝑥0)

𝜀
𝑃{𝜔|‖𝑦(𝑡;𝑥0, 𝑠)‖ > 𝑁} (4.7)

для всiх 𝑡 ≥ 𝑠.

З нерiвностi (4.7) випливає, що

𝑃{𝜔| sup
𝑡≥𝑠

‖𝑦(𝑡;𝑥0, 𝑠)‖ > 𝑁} ≤ 𝜀. (4.8)

Завдяки довiльному вибору 𝜀 > 0 одержана оцiнка (4.8) доводить 𝑦− стоха-

стичну обмеженiсть розв’язку 𝑥(𝑡;𝑥0, 𝑠) .
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Лема 4.1 розповсюджує теорему 39.1 з [98] на клас стохастичних диферен-

цiальних рiвнянь.

Визначимо достатнi умови асимптотичної стiйкостi iнварiантних множин

системи (4.1).

Теорема 4.1. [3a.] Припустимо, що множина 𝑀 = {𝑥 ∈ R𝑛 | 𝑦 = 0}

є iнварiантною множиною системи (4.1) i функцiї 𝑉 ∈ 𝒞2(R𝑛;R+), 𝑊 ∈

𝒞2(R𝑛;R+) задовольняють наступнi властивостi:

1) 𝛼1(‖𝑦‖) ≤ 𝑉 (𝑥) ≤ 𝛼2(‖𝑦‖) з 𝛼1, 𝛼2 ∈ 𝒦*;

2) 𝛼(‖𝑧‖) ≤ 𝑊 (𝑥) з 𝛼 ∈ 𝒦*;

3) ℒ𝑉 (𝑥) ≤ 0;

4) ℒ𝑊 (𝑥) ≤ 0;

5) множина {𝑥 ∈ R𝑛 | ℒ𝑉 (𝑥) = 0}∖𝑀 не мiстить цiлих траєкторiй систе-

ми (4.1) майже напевно.

Тодi множина 𝑀 = {𝑥 ∈ R𝑛 | 𝑦 = 0} є асимптотично стiйкою за ймовiр-

нiстю для системи (4.1).

Доведення. Вiзьмемо довiльне 𝜀 > 0. Нехай ||𝑦0|| < 𝜀 i нехай

𝜏𝜀 = inf
𝑡≥𝑠

{𝑡 | ||𝑦(𝑡;𝑥0, 𝑠)|| > 𝜀}, 𝜏𝜀(𝑡) = min(𝜏𝜀, 𝑡).

Використовуючи особливий випадок формули Динкiна (теорема 2.2), отри-

маємо:

𝐸𝑉 (𝑥(𝜏𝜀(𝑡);𝑥0, 𝑠)) = 𝑉 (𝑥0) + 𝐸

𝜏𝜀(𝑡)∫︁
𝑠

ℒ𝑉 (𝑥(𝑢;𝑥0, 𝑠))𝑑𝑢.

Внаслiдок цього

𝐸𝑉 (𝑥(𝜏𝜀(𝑡);𝑥0, 𝑠)) ≤ 𝑉 (𝑥0) для всiх 𝑡 > 𝑠, (4.9)

де 𝐸 є математичним сподiванням за ймовiрнiсною мiрою 𝑃𝑥0,𝑠{·}
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Перепишемо нерiвнiсть (4.9) у наступному виглядi:∫︁
𝜏𝜀<𝑡

𝛼1(||𝑦(𝜏𝜀;𝑥0, 𝑠)||)𝑃𝑥0,𝑠(𝑑𝜔) +

∫︁
𝜏𝜀≥𝑡

𝛼1(||𝑦(𝜏𝜀;𝑥0, 𝑠)||)𝑃𝑥0,𝑠(𝑑𝜔) ≤ 𝑉 (𝑥0).

Таким чином, 𝛼1(𝜀)𝑃𝑥0,𝑠{𝜏𝜀 < 𝑡} ≤ 𝑉 (𝑥0). З цього випливає, в силу непе-

рервностi функцiї 𝑉 (𝑥) i рiвностi 𝑉 (0) = 0, що

lim
𝑦0→0

𝑃𝑥0,𝑠{𝜏𝜀 < 𝑡} = 0,

а отже, умова (4.3) виконується.

Залишилось довести, що

lim
𝑦0→0

𝑃{ lim
𝑡→∞

||𝑦(𝑡;𝑥0, 𝑠)|| = 0} = 1.

Для цього з множини вибiркових траєкторiй процесу 𝑥(𝑡;𝑥0, 𝑠) виберемо пiд-

множину таких вибiркових траєкторiй ℬ, що рiвнiсть 𝜏𝜀(𝑡) = 𝑡 виконується

для кожної компоненти 𝑦𝑖(𝑡;𝑥0, 𝑠) для всiх 𝑡 ≥ 𝑠.

Тодi

lim
𝑦0→0

𝑃 (ℬ) = 1. (4.10)

За умовами 2),4) Теореми 4.1 iснує Δ > 0 таке, що розв’язок 𝑥(𝑡;𝑥0, 𝑠)

системи (4.1) при ||𝑦0|| < Δ є стохастично обмеженим для 𝑡 > 𝑠. Нехай

||𝑦0|| < Δ, покажемо, що lim𝑡→∞ ||𝑦(𝑡;𝑥0, 𝑠)|| = 0.

Через обмеженiсть 𝑥(𝑡;𝑥0, 𝑠) iснує послiдовнiсть 𝑡𝑘 → +∞ :

𝑥(𝑡𝑘;𝑥0, 𝑠) → 𝑥* = (𝑦*, 𝑧*) ∈ 𝐺+,

де 𝐺+− множина 𝜔-граничних точок розв’язку 𝑥(𝑡;𝑥0, 𝑠).

Оскiльки умови стохастичної версiї принципу iнварiантностi Ла-Салля ви-

конанi (див. [39, 40]), 𝐺+ ⊂ {𝑥 | ℒ𝑉 (𝑥) = 0}.

Покажемо тепер, що 𝑦* = 0. З iнварiантностi множини 𝐺+ отримаємо

𝑥(𝑡;𝑥*, 𝑠) ∈ 𝐺+ для всiх 𝑡 ≥ 𝑠. Припустимо, що 𝑦* ̸= 0. Тодi множина 𝑀

є iнварiантною i 𝑥* ∈ 𝐺+ ⊂ {𝑥 | ℒ𝑉 (𝑥) = 0}, тодi 𝑥(𝑡;𝑥*, 𝑠) ∈ {𝑥 | ℒ𝑉 (𝑥) =
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0}∖𝑀 , 𝑡 ≥ 𝑠. Вищевказана властивiсть суперечить четвертiй умовi теореми.

Таким чином, 𝑦* = 0 i

lim
𝑡→+∞

||𝑦(𝑡;𝑥0, 𝑠)|| = 0. (4.11)

Тодi з (4.11) випливає твердження теореми 4.1.

4.2 Побудова стабiлiзуючого керування

Для подальшого дослiдження розглянемо керовану систему, що описується

диференцiальними рiвняннями Iто:

𝑑𝑥(𝑡) = (𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝑢)𝑑𝑡 +
𝑘∑︁

𝑖=1

𝜎𝑖(𝑥)𝑑𝑊𝑖(𝑡). (4.12)

Як i ранiше, 𝑥 = (𝑦𝑇 , 𝑧𝑇 )𝑇 ∈ 𝐷 ⊆ R𝑛− вектор стану, де 𝑦 = (𝑦1, ..., 𝑦𝑚)𝑇 ∈

R𝑚 та 𝑧 = (𝑧1, ..., 𝑧𝑝)
𝑇 ∈ R𝑝, 𝑚 + 𝑝 = 𝑛, 𝑊 (𝑡)− стандартний 𝑘-мiрний вi-

нерiвський процес, а 𝑢 = (𝑢1, ..., 𝑢𝑘)
𝑇 ∈ 𝑈 = R𝑘− керування.

Будемо вважати (0, 𝑧) ∈ 𝐷, 𝜎𝑖(0, 𝑧) = 0 для вciх 𝑧 ∈ R𝑝 та 𝑖 = 1, ..., 𝑘 та

вiдображення 𝑓 : 𝐷 → R𝑛, 𝑔 : 𝐷 → R𝑛×𝑘, 𝜎𝑖 : 𝐷 → R𝑛 задовольняють умову

Лiпшиця на кожнiй обмеженiй множинi 𝑋 ⊂ 𝐷.

Задамо диференцiальний оператор ℒ𝑢 :

ℒ𝑢 =
𝑛∑︁

𝑖=1

(𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝑢)𝑖
𝜕

𝜕𝑥𝑖
+

1

2

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑐𝑖𝑗(𝑥)
𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
,

[𝑐𝑖𝑗(𝑥)] = 𝜎(𝑥)𝜎𝑇 (𝑥).

Для вiдображення ℎ : 𝐷 → 𝑈 , ℎ(0, 𝑧) = 0, запишемо замкнену для (4.12)

систему зi зворотнiм зв’язком 𝑢 = ℎ(𝑥):

𝑑𝑥(𝑡) = (𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)ℎ(𝑥))𝑑𝑡 +
𝑘∑︁

𝑖=1

𝜎𝑖(𝑥)𝑑𝑊𝑖(𝑡). (4.13)

Задамо функцiї:
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𝑎(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑓𝑖(𝑥)
𝜕𝑉 (𝑥)

𝜕𝑥𝑖
+

1

2

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑐𝑖𝑗(𝑥)
𝜕2𝑉 (𝑥)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
,

𝑏𝑖(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑔𝑗𝑖(𝑥)
𝜕𝑉 (𝑥)

𝜕𝑥𝑗
, (4.14)

𝑏(𝑥) = (𝑏1(𝑥), ..., 𝑏𝑘(𝑥)).

У наступнiй теоремi пропонується конструктивний спосiб побудови керу-

вання, яке забезпечує асимптотичну стiйкiсть множини𝑀 = {𝑥 ∈ R𝑛 | 𝑦 = 0}

вiдповiдної замкненої системи (4.13)

Теорема 4.2. Припустимо, що:

1. Iснує така функцiя 𝑉 ∈ 𝐶2(R𝑛;R+), що 𝛼1(‖𝑦‖) ≤ 𝑉 (𝑥) ≤ 𝛼2(‖𝑦‖) для

всiх 𝑥 ∈ R𝑛 з 𝛼1, 𝛼2 ∈ 𝒦*;

2. Рiвняння 𝑎(𝑥) +
∑︀𝑘

𝑖=1 𝑢
0
𝑖 𝑏𝑖(𝑥) = 0 має локально лiпшицев розв’язок 𝑢0𝑖 =

𝑢0𝑖 (𝑥), для якого множина 𝑀1 = {𝑥 ∈ R𝑛|𝑏(𝑥) = 0, 𝑦 ̸= 0} не мiстить цi-

лих траєкторiй системи (4.12) з керуванням 𝑢 = 𝑢0(𝑥) майже напевно.

Функцiї 𝑎(𝑥), 𝑏𝑖(𝑥) задаються рiвняннями (4.14);

3. Iснує функцiя 𝑊 ∈ 𝐶2(R𝑛;R+) та лiпшицева функцiя 𝑞(𝑥) ≥ 0 такi, що

𝑊 (𝑥) ≥ 𝛼(‖𝑧‖), 𝛼 ∈ 𝐾*, та ℒ𝑢0
(𝑥)−𝑞𝑏(𝑥)𝑊 (𝑥) ≤ 0 для всiх 𝑥 ∈ R𝑛;

4. Множина 𝑀 є iнварiантною для системи (4.12),(4.15).

Тодi зворотнiй зв’язок

𝑢𝑖 = 𝑢0𝑖 − 𝑞(𝑥)𝑏𝑖(𝑥), 𝑖 = 1, ...𝑘, (4.15)

забезпечує асимптотичну стiйкiсть за ймовiрнiстю множини

𝑀 = {𝑥 ∈ R𝑛 | 𝑦 = 0}

для системи (4.12).
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Доведення.

Обчислимо оператор ℒ𝑉 (𝑥) для (4.12), використовуючи керування (4.15):

ℒ𝑉 (𝑥) =
𝑛∑︁

𝑖=1

(𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝑢)𝑖
𝜕𝑉

𝜕𝑥𝑖
+

1

2

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑐𝑖𝑗(𝑥)
𝜕2𝑉

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
=

=
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑓𝑖(𝑥)
𝜕𝑉

𝜕𝑥𝑖
+

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑔𝑖(𝑥)𝑢0𝑖 (𝑥)
𝜕𝑉

𝜕𝑥𝑖
−

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑔𝑖(𝑥)𝑞(𝑥)𝑏𝑖(𝑥)
𝜕𝑉

𝜕𝑥𝑖
+

+
1

2

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑐𝑖𝑗(𝑥)
𝜕2𝑉

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
= 𝑎(𝑥) +

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑢0𝑖 (𝑥)𝑏𝑖(𝑥)−

−
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑔𝑖(𝑥)𝑞(𝑥)𝑏𝑖(𝑥)
𝜕𝑉

𝜕𝑥𝑖
= −𝑞(𝑥)||𝑏(𝑥)||2.

(4.16)

З додатної визначеностi функцiї 𝑞(𝑥) випливає, що ℒ𝑉 (𝑥) ≤ 0. Отже ви-

конано другу умову теореми 4.1.

Iз 𝑧−обмеженостi розв’язкiв системи (4.13) на множинi𝒟𝐻 майже напевно

випливає обмеженiсть розв’язку 𝑥(𝑡;𝑥0, 𝑠) при 𝑡 ≥ 𝑠.

Друга умова теореми 4.2 еквiвалентна четвертiй умовi теореми 4.1.

Таким чином, бачимо, що для замкненої системи (4.13)- (4.15) виконанi

всi умови теореми 4.1. Отже, множина 𝑀 = {𝑥 ∈ R𝑛 | 𝑦 = 0} є асимптотич-

но стiйкою за ймовiрнiстю для системи (4.13) iз побудованим керуванням

(4.15).

У наступних пiдроздiлах покажемо можливiсть застосування доведених

теорем до проблем часткової стабiлiзацiї нелiнiйних керованих систем iз ви-

падковими впливами.

4.3 Одноосьова стабiлiзацiя супутника за допомогою реактивних

двигунiв орiєнтацiї

Розглянемо проблему стабiлiзацiї руху твердого тiла навколо його центру мас

пiд дiєю реактивних моментiв сил без урахування змiни маси (див. Рис.4.1).

Рiвняння руху можна записати у формi Ейлера – Пуассона з випадковими
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Рис. 4.1: Супутник з реактивними двигунами орiєнтацiї.

впливами наступним чином:

𝑑𝜔1 = (𝐴2−𝐴3

𝐴1
𝜔2𝜔3 + 𝑢1)𝑑𝑡 + 𝜔1𝜎𝑑𝑊 (𝑡),

𝑑𝜔2 = (𝐴3−𝐴1

𝐴2
𝜔1𝜔3 + 𝑢2)𝑑𝑡 + 𝜔2𝜎𝑑𝑊 (𝑡),

𝑑𝜔3 = 𝐴1−𝐴2

𝐴3
𝜔1𝜔2𝑑𝑡,

𝑑𝜈1 = (𝜔3𝜈2 − 𝜔2𝜈3)𝑑𝑡,

𝑑𝜈2 = (𝜔1𝜈3 − 𝜔3𝜈1)𝑑𝑡,

𝑑𝜈3 = (𝜔2𝜈1 − 𝜔1𝜈2)𝑑𝑡.

(4.17)

Тут (𝜔1, 𝜔2, 𝜔3)− проекцiї вектора кутової швидкостi 𝜔 на вiдповiднi головнi

осi iнерцiї тiла, (𝜈1, 𝜈2, 𝜈3)− проекцiї нерухомого орта 𝜈 на вiдповiднi голов-

нi осi iнерцiї тiла, (𝐴1, 𝐴2, 𝐴3)− головнi центральнi моменти iнерцiї тiла, а

(𝑢1, 𝑢2)− керуючi впливи. При подальшому аналiзi будемо вважати всi вели-

чини безрозмiрними.

Слiд вiдзначити, що математичну модель супутника з вiнеровськими про-

цесами використано в роботi [48] для моделювання руху супутника на орбiтах

з висотою до 600 км з урахуванням збурень атмосферного опору. В статтi [52]

використовуються рiвняння Iто для розв’язання задачi стабiлiзацiї твердого

тiла за наявностi стохастичного вхiдного моменту.
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Система (4.17) при 𝑢1 = 𝑢2 = 0 припускає наступний частковий розв’язок:

𝜔1 = 𝜔2 = 𝜔3 = 0,

𝜈1 = 𝜈2 = 0, 𝜈3 = 1.
(4.18)

Розв’язок (4.18) вiдповiдає стану рiвноваги, при якому третю головну вiсь

iнерцiї тiла направлено вздовж нерухомого вектора 𝜈.

Зауважимо, що розв’язок (4.18) не може бути асимптотично стабiлiзовано

вiдносно всiх змiнних, оскiльки у системи (4.17) iснує геометричний iнтеграл

𝜈21 + 𝜈22 + 𝜈23 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Застосуємо Теореми 4.1 та 4.2 для стабiлiзацiї множини

𝑀 = {(𝜔1, 𝜔2, 𝜔3, 𝜈1, 𝜈2, 𝜈3) : 𝜈1 = 𝜈2 = 𝜔1 = 𝜔2 = 0}

системи (4.17).

Такий вибiр множини вiдповiдає задачi одноосьової стабiлiзацiї твердого

тiла, тобто випадку, коли проекцiї 𝜈1, 𝜈2 компоненти кутової швидкостi 𝜔1, 𝜔2

мають бути малими та прямувати до нуля при 𝑡 → +∞, в той же час iншi

компоненти розв’язку мають бути обмеженими.

Визначимо наступну функцiю Ляпунова:

𝑉 =
1

2
(𝐴1𝜔

2
1 + 𝐴2𝜔

2
2) +

1

2
(𝜈21 + 𝜈22).

Для побудови керування спочатку обчислимо функцiї 𝑎(𝑥), 𝑏1(𝑥), 𝑏2(𝑥) за

формулами (4.14). Отримаємо:

𝑎(𝑥) = (𝐴2 − 𝐴1)𝜔1𝜔2𝜔3 + 𝜈3(𝜔1𝜈2 − 𝜔2𝜈1) +
1

2
𝜎2(𝐴1𝜔

2
1 + 𝐴2𝜔

2
2),

𝑏1(𝑥) = 𝐴1𝜔1,

𝑏2(𝑥) = 𝐴2𝜔2.

Згiдно з Теоремою 4.2, визначимо 𝑢01, 𝑢
0
2 з рiвняння

𝜔1(𝐴1𝑢
0
1−𝐴1𝜔2𝜔3+𝜈2𝜈3+

1

2
𝜎2𝐴1𝜔1)+𝜔2(𝐴2𝑢

0
2+𝐴2𝜔1𝜔3−𝜈1𝜈3+

1

2
𝜎2𝐴2𝜔2) = 0.
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Отримаємо наступний частковий розв’язок

𝑢01 = 𝜔2𝜔3 −
1

𝐴1
𝜈2𝜈3 −

1

2
𝜎2𝜔1,

𝑢02 = −𝜔1𝜔3 +
1

𝐴2
𝜈1𝜈3 −

1

2
𝜎2𝜔2.

Далi визначимо керування зi зворотнiм зв’язком, використовуючи форму-

лу (4.15) , наступним чином:

𝑢1 = 𝜔2𝜔3 −
1

𝐴1
𝜈2𝜈3 −

{︁|𝐴1 − 𝐴2|
2𝐴1

|𝜔3| + 𝐴1ℎ +
1

2
𝜎𝜎𝑇

}︁
𝜔1,

𝑢2 = −𝜔1𝜔3 +
1

𝐴2
𝜈1𝜈3 −

{︁|𝐴1 − 𝐴2|
2𝐴2

|𝜔3| + 𝐴2ℎ +
1

2
𝜎𝜎𝑇

}︁
𝜔2,

(4.19)

де функцiя ℎ буде визначена пiзнiше.

Обчислюючи дiю оператора ℒ на функцiю 𝑉 , отримаємо:

ℒ𝑉 = −|𝐴1 − 𝐴2|
2

|𝜔3|𝜔2
1 −

|𝐴1 − 𝐴2|
2

|𝜔3|𝜔2
2 − 𝐴2

1ℎ𝜔
2
1 − 𝐴2

2ℎ𝜔
2
2 ≤ 0.

Таким чином, виконано другу умову Теореми 4.1.

Усi розв’язки системи (4.17) є обмеженими вiдносно змiнних 𝜈𝑖 завдяки

наявностi геометричного iнтегралу 𝜈21 + 𝜈22 + 𝜈23 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Залишилось перевiрити стохастичну обмеженiсть розв’язку вiдносно змiн-

них 𝜔𝑖. Для цього застосуємо Лему 4.1. Вiдповiдно до цiєї леми, для стоха-

стичної обмеженостi розв’язку вiдносно 𝜔𝑖 достатньо, iснування такої функцiї

𝑊 (𝑥), щоб 𝑊 (𝑥) ≥ 𝛼(‖𝜔‖), 𝛼 ∈ 𝒦* i ℒ𝑊 (𝑥) ≤ 0.

У якостi такої функцiї оберемо

𝑊 (𝑥) =
1

2
(𝐴1𝜔

2
1 + 𝐴2𝜔

2
2 + 𝐴3𝜔

2
3) +

1

2
(𝜈21 + 𝜈22).

Тодi

ℒ𝑊 (𝑥) = (𝐴1 − 𝐴2)𝜔1𝜔2𝜔3 −
|𝐴1 − 𝐴2|

2
|𝜔3|(𝜔2

1 + 𝜔2
2) − ℎ(𝐴2

1𝜔
2
1 + 𝐴2

2𝜔
2
2).

Згiдно з Лемою 4.1, достатньо виконання нерiвностi ℒ𝑊 (𝑥) ≤ 0, тобто функ-

цiя ℎ(𝑥) > 0 має задовольняти наступну умову:

ℎ(𝑥)(𝐴2
1𝜔

2
1 + 𝐴2

2𝜔
2
2) ≥ (𝐴1 − 𝐴2)𝜔1𝜔2𝜔3. (4.20)
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Використовуючи нерiвнiсть 2𝐴1𝐴2𝜔1𝜔2 ≤ 𝐴2
1𝜔

2
1 + 𝐴2

2𝜔
2
2, бачимо, що для

виконання (4.20) достатньо покласти

ℎ(𝑥) =

⃒⃒⃒⃒
𝐴1 − 𝐴2

2𝐴1𝐴2
𝜔3

⃒⃒⃒⃒
+ 𝜀, (4.21)

де 𝜀 довiльна додатна константа.

Тодi керування (4.19) набуває вигляду

𝑢1 = 𝜔2𝜔3 −
1

𝐴1
𝜈2𝜈3 −

{︁|𝐴1 − 𝐴2|
2𝐴1

|𝜔3| + 𝐴1

(︂⃒⃒⃒⃒
𝐴1 − 𝐴2

2𝐴1𝐴2
𝜔3

⃒⃒⃒⃒
+ 𝜀

)︂
+

+
1

2
𝜎𝜎𝑇

}︁
𝜔1,

𝑢2 = −𝜔1𝜔3 +
1

𝐴2
𝜈1𝜈3 −

{︁|𝐴1 − 𝐴2|
2𝐴2

|𝜔3| + 𝐴2

(︂⃒⃒⃒⃒
𝐴1 − 𝐴2

2𝐴1𝐴2
𝜔3

⃒⃒⃒⃒
+ 𝜀

)︂
+

+
1

2
𝜎𝜎𝑇

}︁
𝜔2,

(4.22)

Перевiримо iнварiантнiсть множини 𝑀 . Достатньо показати, що систе-

ма (4.17), (4.22) на множинi 𝑀 має розв’язок при будь-яких початкових умо-

вах.

Перепишемо систему (4.17), (4.22), поклавши 𝜈1 = 𝜈2 = 𝜔1 = 𝜔2 = 0 :

𝑑𝜔3 = 0,

𝑑𝜈3 = 0.
(4.23)

Розв’язком системи буде

𝜔3(𝑡) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,

𝜈3(𝑡) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.
(4.24)

Таким чином, четверту умову Теореми 4.2 виконано.

Залишилось перевiрити виконання другої умови.
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Множина 𝑀𝑣 = {𝑥|ℒ𝑉 (𝑥) = 0} має вигляд 𝑀𝑣 = {𝑥|𝜔1 = 𝜔2 = 0}, тобто

𝑥(𝑡) ∈ 𝑀𝑣 :

𝑑𝜈1 = 𝜔3𝜈2𝑑𝑡,

𝑑𝜈2 = −𝜔3𝜈1𝑑𝑡,

0 = − 1
𝐴1
𝜈2𝜈3𝑑𝑡,

0 = 1
𝐴2
𝜈1𝜈3,

𝑑𝜔3 = 0.

(4.25)

Нескладно перевiрити, що для досить близьких до (4.18) початкових

умов усi траєкторiї замкненої системи (4.17) з керуванням (4.22) мають вла-

стивiсть 𝜈1 = 𝜈2 = 0.

Бiльш того, розв’язком системи (4.25) є

𝜈1(𝑡) = 0,

𝜈2(𝑡) = 0,

𝜔3(𝑡) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,

𝜈3(𝑡) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Цей самий розв’язок задовольняє систему (4.23).

Тобто, 𝑀𝑣∖𝑀 не мiстить цiлих траєкторiй замкненої системи майже на-

певно.

Таким чином, за допомогою Теорем 4.1 - 4.2 отримано керування (4.22),

що дозволяє розв’язати задачу асимптотичної стабiлiзацiї за ймовiрнiстю iн-

варiантної множини 𝑀 = {(𝜔1, 𝜔2, 𝜔3, 𝜈1, 𝜈2, 𝜈3) : 𝜈1 = 𝜈2 = 𝜔1 = 𝜔2 = 0}

системи (4.17).

Нижче представлено результати чисельного моделювання замкненої систе-

ми (4.17), (4.22) з наступними параметрами: 𝐴1 = 1, 𝐴2 = 3, 𝐴3 = 2, 𝜀 = 0.01.

Цi симуляцiї було виконано в Maple iз використанням функцiї 𝐼𝑡𝑜𝑃𝑟𝑜𝑐𝑒𝑠𝑠(·).

Рисунки 4.2 - 4.3 iлюструють, що компоненти 𝜔1, 𝜔2, 𝜈1, 𝜈2 прямують до

нуля при зростаннi часу 𝑡, а компоненти 𝜔3, 𝜈3 прямують до деякого гранич-

ного значення.
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Рис. 4.2: Компоненти 𝜔1(𝑡), 𝜔2(𝑡), 𝜈1(𝑡), 𝜈2(𝑡) вибiркової траєкторiї замкненої системи (4.17),

(4.22).

Таким чином, граничнi рухи тiла є рiвномiрними обертаннями навколо

нерухомого вектора орiєнтацiї, що є колiнеарним до третьої головної осi iнер-

цiї.
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Рис. 4.3: Компоненти 𝜔3(𝑡), 𝜈3(𝑡) вибiркової траєкторiї замкненої системи (4.17), (4.22).
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4.4 Одноосьова стабiлiзацiя супутника за допомогою двох махо-

викiв

Розглянемо модель супутника, що мiстить пару симетричних маховикiв (див.

Рис. 4.4).

Рис. 4.4: Супутник з двома маховиками.

Рiвняння руху iз випадковими впливами можуть бути записанi у виглядi:

𝑑𝜔1 =
(︁
𝐴2−𝐴3

𝐴1−𝐼1
𝜔2𝜔3 + 𝐼2Ω2

𝐴1−𝐼1
𝜔3 − 1

𝐴1−𝐼1
𝑢1

)︁
𝑑𝑡 + 𝜔1𝑠𝑑𝑊 (𝑡),

𝑑𝜔2 =
(︁
𝐴3−𝐴1

𝐴2−𝐼2
𝜔1𝜔3 − 𝐼1Ω1

𝐴2−𝐼2
𝜔3 − 1

𝐴2−𝐼2
𝑢2

)︁
𝑑𝑡 + 𝜔2𝑠𝑑𝑊 (𝑡),

𝑑𝜔3 =
(︁
𝐴1−𝐴2

𝐴3
𝜔1𝜔2 + 𝐼1Ω1

𝐴3
𝜔2 − 𝐼2Ω2

𝐴3
𝜔1

)︁
𝑑𝑡,

𝑑Ω1 =
(︁

𝐴1

𝐼1(𝐴1−𝐼1)
𝑢1 − 𝐴2−𝐴3

𝐴1−𝐼1
𝜔2𝜔3 − 𝐼2Ω2

𝐴1−𝐼1
𝜔3

)︁
𝑑𝑡− 𝜔1𝑠𝑑𝑊 (𝑡),

𝑑Ω2 =
(︁

𝐴2

𝐼2(𝐴2−𝐼2)
𝑢2 − 𝐴3−𝐴1

𝐴2−𝐼2
𝜔1𝜔3 + 𝐼1Ω1

𝐴2−𝐼2
𝜔3

)︁
𝑑𝑡− 𝜔2𝑠𝑑𝑊 (𝑡),

𝑑𝜈1 = (𝜔3𝜈2 − 𝜔2𝜈3)𝑑𝑡,

𝑑𝜈2 = (𝜔1𝜈3 − 𝜔3𝜈1)𝑑𝑡,

𝑑𝜈3 = (𝜔2𝜈1 − 𝜔1𝜈2)𝑑𝑡,

(4.26)

де 𝜔𝑖− координати вектора кутової швидкостi тiла-носiя в головнiй системi

координат, Ω1,Ω2− вiдноснi кутовi швидкостi першого i другого маховикiв,

вiдповiдно, 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3− головнi моменти iнерцiї усiєї системи, що складається

з тiла-носiя i маховикiв, 𝐼1, 𝐼2− моменти iнерцiї першого i другого маховикiв,
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вiдповiдно, та 𝑢1, 𝑢2− моменти сил керування, що застосовано до першого

та другого маховикiв, вiдповiдно. Ми припускаємо, що 𝐴1 > 𝐼1, 𝐴2 > 𝐼2.

Детермiнований випадок систем (4.17), (4.26) було детально дослiджено

в [72].

Керована система (4.26) з 𝑢1 = 𝑢2 = 0 припускає наступний стан рiвноваги:

𝜔𝑖 = 0, Ω1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, Ω2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,

𝜈1 = 𝜈2 = 0, 𝜈3 = 1.
(4.27)

Розглянута механiчна система має геометричний iнтеграл:

𝑊1 = 𝜈21 + 𝜈22 + 𝜈23 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,

а також iнтеграл енергiї з 𝑢1 = 𝑢2 = 0 :

𝑊2 = (𝐴1𝜔1 + 𝐼1Ω1)
2 + (𝐴2𝜔2 + 𝐼2Ω2)

2 + (𝐴3𝜔3)
2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Для iснування iнтегралу моментiв

𝑊3 = (𝐴1𝜔1 + 𝐼1Ω1)𝜈1 + (𝐴2𝜔2 + 𝐼2Ω2)𝜈2 + (𝐴3𝜔3)𝜈3 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

необхiдно, щоб вектор 𝜎, що характеризує випадковi впливи, задовольняв

наступну умову: 𝜎 ∈ 𝑁, де 𝑁− iнварiантний пiдпростiр лiнiйного оператора

𝑄, що вiдповiдає нульовому власному значенню.

Лiнiйний оператор 𝑄 задано матрицею Гессе функцiї 𝑊2 :

𝑄 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2𝐴2
1 0 0 2𝐴1𝐼1 0

0 2𝐴2
2 0 0 2𝐴2𝐼2

0 0 2𝐴2
3 0 0

2𝐼1𝐴1 0 0 2𝐼22 0

0 2𝐼2𝐴2 0 0 2𝐼22

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (4.28)

Знайдемо власнi значення даної матрицi i власнi вектори, що вiдповiдають

нульовому власному значенню. Цi вектори мають вигляд

𝜎 =
(︁
− 𝐼1

𝐴1
Ω1,− 𝐼2

𝐴2
Ω2, 0,Ω1,Ω2

)︁𝑇
.
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Таким чином, множина 𝑁 має вигляд

𝑁 = {(𝜔1, 𝜔2, 𝜔3,Ω1,Ω2)
𝑇 : 𝜔1 = − 𝐼1

𝐴1
Ω1, 𝜔2 = − 𝐼2

𝐴2
Ω2, 𝜔3 = 0}.

Для стабiлiзацiї множини 𝑀 = {(𝜔1, 𝜔2, 𝜔3,Ω1,Ω2, 𝜈1, 𝜈2, 𝜈3) : 𝜈1 = 𝜈2 =

𝜔1 = 𝜔2 = 0} системи (4.26) застосуємо Теорему 4.1 з такою функцiєю Ляпу-

нова:

2𝑉 (𝑥) = (𝐴1 − 𝐼1)𝜔
2
1 + (𝐴2 − 𝐼2)𝜔

2
2 + 𝜈21 + 𝜈22 .

Обчислимо функцiї 𝑎(𝑥), 𝑏1(𝑥), 𝑏2(𝑥):

𝑎(𝑥) = (𝐴2 − 𝐴1)𝜔1𝜔2𝜔3 + 𝐼2Ω2𝜔1𝜔3 − 𝐼1Ω1𝜔2𝜔3 + 𝜈2𝜔1𝜈3−

−𝜈1𝜔2𝜈3 +
1

2
𝜎𝜎𝑇 [(𝐴1 − 𝐼1) + (𝐴2 − 𝐼2)],

𝑏1(𝑥) = −𝜔1, 𝑏2(𝑥) = −𝜔2.

Рiвняння 𝑎(𝑥) +
∑︀𝑘

𝑖=1 𝑢
0
𝑖 𝑏𝑖(𝑥) = 0 запишемо у виглядi:

𝜔1

{︂
𝐴2𝜔2𝜔3 + 𝐼2Ω2𝜔3 + 𝜈2𝜈3 +

1

2
(𝐴1 − 𝐼1)𝜎𝜎

𝑇 − 𝑢01

}︂
+

+𝜔2

{︂
−𝐴1𝜔1𝜔3 − 𝐼1Ω1𝜔3 − 𝜈1𝜈3 +

1

2
(𝐴2 − 𝐼2)𝜎𝜎

𝑇 − 𝑢02

}︂
= 0.

Звiдси отримаємо наступний розв’язок

𝑢01 = 𝜈2𝜈3 + 𝐴2𝜔2𝜔3 + 𝐼2Ω2𝜔3 +
1

2
(𝐴1 − 𝐼1)𝜎𝜎

𝑇 ,

𝑢02 = −𝜈1𝜈3 − 𝐴1𝜔1𝜔3 − 𝐼1Ω1𝜔3 +
1

2
(𝐴2 − 𝐼2)𝜎𝜎

𝑇 .

Визначимо керування таким чином:

𝑢1 = 𝜈2𝜈3 + (𝐴2𝜔2 + 𝐼2Ω2)𝜔3 + 𝜔1(ℎ +
1

2
𝜎𝜎𝑇 (𝐴1 − 𝐼1) +

|𝐴1 − 𝐴2|
2

|𝜔3|),

𝑢2 = −𝜈1𝜈3 − (𝐴1𝜔1 + 𝐼1Ω1)𝜔3 + 𝜔2(ℎ +
1

2
𝜎𝜎𝑇 (𝐴2 − 𝐼2) +

|𝐴1 − 𝐴2|
2

|𝜔3|).
(4.29)

Як i в попередньому прикладi перевiримо виконання умов Теорем 4.1, 4.2.

Маємо:

ℒ𝑉 (𝑥) = −𝜔2
1(ℎ +

|𝐴1 − 𝐴2|
2

|𝜔3|) − 𝜔2
2(ℎ +

|𝐴1 − 𝐴2|
2

|𝜔3|) ≤ 0.
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Наявнiсть iнтегралiв 𝑊1,𝑊2,𝑊3 та умова ℒ𝑉 (𝑥) ≤ 0 забезпечують обме-

женiсть розв’язкiв системи (4.26) з керуванням (4.29).

Замкнена система (4.26), (4.29) на множинi 𝑀 має вигляд:

𝑑𝜔3 = 0,

𝑑Ω1 = Ω2𝜔3𝑑𝑡,

𝑑Ω2 = Ω1𝜔3𝑑𝑡,

𝑑𝜈3 = 0.

(4.30)

Знайдемо розв’язок системи (4.30):

𝜔3(𝑡) = 𝑐1

√︁
(𝐴−1−𝐼1)(𝐴2−𝐼2)

𝐼1𝐼2
̸= 0,

𝜈3(𝑡) = 𝑐2,

Ω1(𝑡) = 𝑐3 cos(𝑐1𝑡) + 𝑐4 sin(𝑐1𝑡),

Ω2 =
√︁

𝐼2(𝐴2−𝐼2)
𝐼1(𝐴1−𝐼1)

𝑐4 cos(𝑐1𝑡) − 𝑐3 sin(𝑐1𝑡).

(4.31)

Таким чином, для довiльних початкових умов з 𝑀 вираз (4.31) визна-

чає розв’язок системи (4.30) на 𝑀 при всiх дiйсних 𝑡, i саме це доводить

iнварiантнiсть множини 𝑀 .

Множина 𝑀𝑣 має вигляд: 𝑀𝑣 = {𝑥 |𝜔1 = 𝜔2 = 0}, тобто

𝑥(𝑡) ∈ 𝑀𝑣 :

𝑑𝜈1 = 𝜔3𝜈2𝑑𝑡,

𝑑𝜈2 = −𝜔3𝜈1𝑑𝑡,

𝜈2𝜈3 = 0,

𝜈1𝜈3 = 0,

𝑑𝜔3 = 0,

𝑑𝜈3 = 0.

(4.32)

Для досить близьких до стану рiвноваги (4.27) початкових умов, усi розв’язки

системи (4.26) з керуванням (4.29) задовольняють властивiсть 𝜈1 = 𝜈2 = 0

майже напевно. Тодi вiдповiдний розв’язок системи (4.32) задається спiввiд-

ношеннями 𝜈1(𝑡) = 0, 𝜈2(𝑡) = 0 i (4.31). Цей розв’язок задовольняє i систему
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(4.30). Таким чином, 𝑀𝑣∖𝑀 майже напевно не мiстить жодної напiвтраєк-

торiї розглянутої замкненої системи, що означає виконання останньої умови

Теореми 4.1.

Отже, множина

𝑀 = {(𝜔1, 𝜔2, 𝜔3,Ω1,Ω2, 𝜈1, 𝜈2, 𝜈3) : 𝜈𝑖 = 𝜔𝑖 = 0, 𝑖 = 1, 2}

є асимптотично стiйкою за ймовiрнiстю для замкненої системи (4.26) з керу-

ванням (4.29).

Продемонструємо результати чисельного моделювання замкненої системи

(4.26), (4.29) з параметрами 𝐴1 = 10, 𝐴2 = 31, 𝐴3 = 22, 𝐼1 = 8, 𝐼2 = 27, 𝜀 =

0.001.

Рис. 4.5: Компоненти Ω𝑖(𝑡) вибiркової траєкторiї замкненої системи (4.26), (4.29).

Рис. 4.5–4.7 показують, що стабiлiзованi змiннi прямують до нуля з ростом

часу.
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Рис. 4.6: Компоненти 𝜔𝑖(𝑡) вибiркової траєкторiї замкненої системи (4.26), (4.29).
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Рис. 4.7: Компоненти 𝜈𝑖(𝑡) вибiркової траєкторiї замкненої системи (4.26), (4.29).
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4.5 Висновки.

Сформулюємо основнi результати роздiлу:

1. Стохастичну модифiкацiю принципу iнварiантностi Ла-Салля застосова-

но для отримання достатнiх умов асимптотичної стiйкостi iнварiантних

множин систем диференцiальних рiвнянь з випадковими впливами.

2. Запропоновано конструктивний алгоритм побудови керування для ста-

бiлiзацiї iнварiантних множин нелiнiйних диференцiальних рiвнянь iз

випадковими впливами.

3. Дослiджено проблеми часткової стабiлiзацiї руху твердого тiла навколо

його центру мас пiд дiєю реактивних крутних моментiв та руху твердо-

го тiла, що мiстить пару симетричних маховикiв. Вiдмiнною особливiстю

розглянутих систем є наявнiсть випадкових впливiв при керуваннi. Цi си-

стеми неможливо стабiлiзувати у класичному сенсi вiдносно усiх фазових

змiнних. Тому було в явному виглядi побудовано керування, що дозволя-

ють досягнути асимптотичної стiйкостi дослiджуваних систем вiдносно

частини змiнних.

4. Результати стабiлiзацiї твердих тiл проiлюстровано за допомогою чи-

сельного моделювання.
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5 Стабiлiзацiя нелiнiйних систем за допомогою рандо-

мiзованого керування

5.1 Постановка задачi

Розглянемо систему нелiнiйних диференцiальних рiвнянь в детермiнованому

випадку:

𝑥̇(𝑡) = 𝑓(𝑥, 𝑢), (5.1)

де 𝑥 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑛)𝑇 ∈ 𝐷 = R𝑛− вектор стану, а 𝑢 = (𝑢1, ..., 𝑢𝑘)
𝑇 ∈ 𝑈 = R𝑘−

керування.

Взагалi кажучи, систему (5.1) неможливо стабiлiзувати за допомогою непе-

рервного керування зi зворотнiм зв’язком, оскiльки виникає необхiдна умова

стабiлiзовностi Брокетта [13].

Найбiльш вiдомим прикладом нелiнiйної повнiстю керованої системи, що

не задовольняє необхiдну умову стабiлiзовностi, є iнтегратор Брокетта:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑥1 = 𝑢1,

𝑥2 = 𝑢2,

𝑥3 = 𝑥2𝑢1 − 𝑥1𝑢2.

(5.2)

Для стабiлiзацiї системи (5.2) в роботах [7,12] було запропоновано синтез

розривного керування; в монографiї [84] встановлено, що iнтегратор Брок-

кетта можливо стабiлiзувати в класi iмпульсних керувань.

У роботах [44, 45] для дослiдження задачi стабiлiзацiї системи (5.2) авто-

рами використано неперервне керування iз додаванням випадкового процесу.

Нехай задано систему

𝑥̇(𝑡) = 𝑓(𝑥)𝑑𝑡 + 𝑔(𝑥)𝑢, (5.3)

для якої розглянемо (формально) керування 𝑢 у виглядi суми детермiнованої

i стохастичної компонент: 𝑢𝑖 = ℎ𝑖 + 𝑘𝑖(𝑥)𝑑𝑊𝑖(𝑡)
𝑑𝑡 , де ℎ, 𝑘 : 𝐷 → 𝑈 , ℎ(0) = 0,
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𝑊𝑖(𝑡)− стандартний одновимiрний вiнерiвський процес. Тодi система (5.3)

набуває вигляду:

𝑑𝑥(𝑡) = (𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)ℎ(𝑥))𝑑𝑡 +
𝑘∑︁

𝑖=1

𝜎𝑖(𝑥)𝑑𝑊𝑖(𝑡). (5.4)

Оператор ℒℎ будемо визначати наступним чином:

ℒℎ =
𝑛∑︁

𝑖=1

(𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)ℎ)𝑖
𝜕

𝜕𝑥𝑖
+

1

2

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑐𝑖𝑗(𝑥)
𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
,

[𝑐𝑖𝑗(𝑥)] = 𝜎(𝑥)𝜎𝑇 (𝑥).

У подальшому будемо вивчати стiйкiсть тривiального розв’язку (5.4) вiд-

носно змiнних 𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑚. Позначимо цi змiннi 𝑦 = (𝑦1, ..., 𝑦𝑚)𝑇 ∈ R𝑚, а всi

iншi 𝑧 = (𝑧1, ..., 𝑧𝑝)
𝑇 ∈ R𝑝, 𝑚 + 𝑝 = 𝑛, тодi 𝑥 = (𝑦𝑇 , 𝑧𝑇 )𝑇 , 𝑥0 = (𝑦𝑇0 , 𝑧

𝑇
0 )𝑇 , та

||𝑥|| = (𝑥21 + ... + 𝑥2𝑛)1/2 = (||𝑦||2 + ||𝑧||2)1/2.

Наведене у пiдроздiлi 4.1 припущення про iснування глобальних розв’язкiв

систем стохастичних диференцiальних рiвнянь для всiх 𝑡 ≥ 𝑠 стикається

з прийнятим у теорiї стiйкостi за частиною змiнних припущенням про 𝑧−

продовжуванiсть розв’язкiв [98, 3a], що зазвичай виконується для коректних

моделей фiзичних процесiв, у яких 𝑧− компонента розв’язкiв не прямує до

нескiнченостi за скiнчений час.

У цьому роздiлi буде запропоновано конструктивну побудову керування

для рандомiзованої системи (5.4), яке дозволить встановити асимптотичну

стiйкiсть за ймовiрнiстю стану рiвноваги зазначеної системи вiдносно частини

змiнних.

У подальшому нам знадобляться такi означення.

Означення 5.1.Функцiя 𝑉 ∈ 𝐶2(R𝑛;R) називається 𝑦-стохастичною функ-

цiєю Ляпунова для системи (2.5), якщо iснують 𝛼, 𝛽1, 𝛽2 ∈ 𝒦* такi, що

𝛽1(||𝑦||) ≤ 𝑉 (𝑥) ≤ 𝛽2(||𝑦||),

inf
𝑢∈𝑈

ℒ𝑢𝑉 (𝑥) ≤ −𝛼(||𝑦||),
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для всiх 𝑥 ∈ R𝑛.

Означення 5.2. Функцiя 𝑉 ∈ 𝐶2(R𝑛;R) задовольняє властивiсть малостi

керування 𝑦 якщо для кожного 𝜖 > 0 та 𝑥0 ∈ 𝑀 = {𝑥|𝑦 = 0}, iснує 𝛿 > 0

таке, що

𝑥 ∈ 𝐵(𝑥0; 𝛿) ⇒ inf
||𝑢||<𝜖

ℒ𝑢𝑉 (𝑥) ≤ −𝛼(||𝑦||),

де 𝐵(𝑥; 𝛿) позначає 𝛿-окiл точки 𝑥 ∈ R𝑛.

Наступна теорема узагальнює конструктивне доведення теореми Арцтейна

[5, 19] на задачу часткової стабiлiзацiї стохастичних систем.

Теорема 5.1. [4a.] Нехай 𝑉 ∈ 𝐶2(R𝑛;R) є 𝑦-стохастичною функцiєю Ля-

пунова, що задовольняє властивiсть малостi керування.

Тодi iснує неперервне керування зi зворотнiм зв’язком ℎ : R𝑛 → R𝑘,

ℎ(0, 𝑧) = 0, таке, що тривiальний розв’язок вiдповiдної замкненої системи

(5.4) з 𝑢 = ℎ(𝑥) є 𝑦-асимптотично стiйким за ймовiрнiстю.

Керування ℎ(𝑥) задається наступним чином:

ℎ𝑖(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
0, 𝑏 = 0,

− 𝑏𝑖
‖𝑏‖2 (𝑎 + (𝑎2 + ‖𝑏‖4) 1

2 ), 𝑏 ̸= 0, 2(𝑎2 + ‖𝑏‖4) 1
2 ≥ 𝛼(‖𝑦‖),

− 𝑏𝑖
2‖𝑏‖2 (2𝑎 + 𝛼(‖𝑦‖)), в iншому випадку,

(5.5)

де

𝑎(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑓𝑖(𝑥)
𝜕𝑉 (𝑥)

𝜕𝑥𝑖
+

1

2

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑐𝑖𝑗(𝑥)
𝜕2𝑉 (𝑥)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
,

𝑏𝑖(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑔𝑗𝑖(𝑥)
𝜕𝑉 (𝑥)

𝜕𝑥𝑗
,

𝑏(𝑥) = (𝑏1(𝑥), ..., 𝑏𝑘(𝑥)).

(5.6)

Доведення. Доведення неперервностi за ймовiрнiстю керування ℎ(𝑥)

в (5.5) вiдбувається аналогiчно до [71]. Для цього будемо використовувати

наступне означення.
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Означення 5.3. Випадкова функцiя ℎ(𝑥) є неперервною за ймовiрнiстю

в точцi 𝑥 = 𝑥0, якщо для будь-якого 𝜗 > 0 lim
𝑥→𝑥0

𝑃 (|ℎ(𝑥) − ℎ(𝑥0)| > 𝜗) = 0.

Можна бачити, що керування ℎ(𝑥) є неперервним в кожнiй точцi 𝐷∖𝑆, де

𝑆 = {𝑥 ∈ 𝐷|𝑏(𝑥) = 0} i ℎ(𝑥0) = 0.

Тодi для доведення неперервностi ℎ(𝑥) достатньо показати:

lim
𝑥→𝑥0
𝑥∈𝐷∖𝑆

𝑃 {|ℎ(𝑥)| > 𝜗} = 0, ∀𝑥0 ∈ 𝑆.

Знайдемо спочатку оцiнку для |ℎ(𝑥)|. Для цього розглянемо два випадки.

1) 𝑦0 ̸= 0.

𝑎(𝑥0) ≤ −𝛼(||𝑦||) < 0, оскiльки 𝑉 (𝑥) є 𝑦−стохастичною функцiєю Ляпу-

нова i 𝑏(𝑥) = 0.

Завдяки безперервностi функцiй 𝑎(𝑥), 𝑏𝑖(𝑥), 𝛼(||𝑦||) iснує достатньо ма-

ленький окiл 𝑥0, в якому 2
√︀

𝑎2(𝑥) + ||𝑏||4 ≥ 𝛼(||𝑦||).

Тодi при 𝑥 /∈ 𝑆 виконується наступне:

|ℎ(𝑥)| =
𝑎(𝑥) +

√︀
𝑎2(𝑥) + ||𝑏(𝑥)||4
||𝑏(𝑥)||

≤ 𝑎(𝑥) + |𝑎(𝑥)| + ||𝑏(𝑥)||2

||𝑏(𝑥)||
= ||𝑏(𝑥)||.

Отже, |ℎ(𝑥)| → 0 при 𝑏(𝑥) → 0, тобто при 𝑥 → 𝑥0.

2) 𝑦0 = 0. За властивiстю малостi керування для будь-якого 𝜀 > 0 iснує таке

𝛿(𝜀), що для всiх 𝑥 ∈ 𝐵(𝑥0; 𝛿)∩𝐷 iснує ℎ(𝑥) : |ℎ(𝑥)| < 𝜀, яке задовольняє

нерiвностi

𝑎(𝑥) +
𝑚∑︁
𝑖=1

ℎ𝑖𝑏𝑖 ≤ −1

2
𝛼(||𝑦||).

Використовуючи нерiвнiсть Кошi-Буняковського, отримуємо:

𝑎(𝑥) − 𝜀||𝑏(𝑥)|| < −1

2
𝛼(||𝑦||) ⇒ 2𝑎(𝑥) + 𝛼(||𝑦||)

2𝑏(𝑥)
< 𝜀,

при 𝑥 ∈ 𝐵(𝑥0; 𝛿) ∩𝐷, 𝑏(𝑥) ̸= 0.



76

Якщо 2
√︀

(𝑎2(𝑥) + ||𝑏(𝑥)||4) < 𝛼(||𝑦||), то

|ℎ(𝑥)| =
2𝑎(𝑥) + 𝛼(||𝑦||)

2||𝑏(𝑥)||
< 𝜀,

при 𝑥 ∈ 𝐵(𝑥0; 𝛿) ∩𝐷, 𝑏(𝑥) ̸= 0.

Якщо 2
√︀

(𝑎2(𝑥) + ||𝑏(𝑥)||4) ≥ 𝛼(||𝑦||), то

|ℎ(𝑥)| =
𝑎(𝑥) +

√︀
(𝑎2(𝑥) + ||𝑏(𝑥)||4)
||𝑏(𝑥)||

≤ 𝑎(𝑥) + ||𝑎(𝑥)|| + ||𝑏(𝑥)||2

||𝑏(𝑥)||
= ||𝑏||,

при 𝑎(𝑥) < 0.

При 𝑎(𝑥) > 0 :

|ℎ(𝑥)| ≤ 2𝑎(𝑥)

||𝑏(𝑥)||
+ ||𝑏(𝑥)|| ≤ (2𝜀 + ||𝑏(𝑥)||).

Оскiльки 𝑏(𝑥) неперервна i 𝑏(0) = 0, то iснує таке 𝛿1 > 0, що ||𝑏(𝑥)|| < 𝜀

при 𝑥 ∈ 𝐵(𝑥0; 𝛿1) ∩𝐷.

Отже, для будь-якого 𝜀 > 0 при 𝑥 ∈ 𝐵(𝑥0; 𝛿2)∩𝐷 виконується нерiвнiсть

|ℎ(𝑥)| < 3𝜀. Тут 𝛿2(𝜀) = 𝑚𝑖𝑛(𝛿(𝜀), 𝛿1(𝜀)).

Таким чином, у кожному випадку iснує таке 𝜗 > 0 що |ℎ(𝑥)| < 𝜗. Отже

lim
𝑥→𝑥0

𝑃 (|ℎ(𝑥)| > 𝜗) = 0 i ℎ(𝑥) ∈ 𝐶(𝐷).

Обчислимо оператор ℒℎ𝑉 для (5.4):

ℒℎ𝑉 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑎(𝑥), 𝑏 = 0,

−(𝑎2(𝑥) + ‖𝑏(𝑥)‖4) 1
2 , 𝑏 ̸= 0, 2(𝑎2 + ‖𝑏‖4) 1

2 ≥ 𝛼(‖𝑦‖),

−1
2𝛼(‖𝑦‖), в iншому випадку.

Оскiльки 𝑉 (𝑥) є 𝑦-стохастичною функцiєю Ляпунова, виконується наступ-

на нерiвнiсть:

ℒℎ𝑉 ≤ −1

2
𝛼(||𝑦||) для всiх 𝑥 ∈ R𝑛.

Використовуючи нерiвнiсть Гронуолла, отримаємо:

𝐸||𝑦(𝑡; 𝜉, 𝑠)||2 ≤ 𝑘1(𝑡− 𝑠)𝑒
∫︀ 𝑡

𝑠
𝑘2𝐸||𝑦(𝑝;𝜉,𝑠)||2𝑑𝑝 ≤ 𝑁1𝑒

𝑁2𝛿
2

,
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де 𝐸− математичне сподiвання за ймовiрнiсною мiрою 𝑃𝜉,𝑠, 𝑦(𝑡; 𝜉, 𝑠)− ком-

поненти 𝑦-розв’язку 𝑥(𝑡; 𝜉, 𝑠) системи (5.4) за начальних умов 𝑥(𝑠; 𝜉, 𝑠) = 𝜉.

Поклавши 𝛿 = 𝑙𝑛(𝜖2𝜖
2
1

𝑁1
)

1
2𝑁2 , отримаємо

𝑃{𝑠𝑢𝑝𝑡≥𝑡0||𝑦(𝑡)|| > 𝜖1} ≤ 𝐸||𝑦(𝑡)||2

𝜖21
< 𝜖2.

Нехай 𝜏𝜀 = inf{𝑡 : ‖𝑦(𝑡; 𝜉, 𝑠)‖ > 𝜀}, 𝜏𝜀(𝑡) = min(𝜏𝜀, 𝑡).

З формули Динкiна (теорема 2.2) випливає, що

𝐸𝑉 (𝑥(𝜏𝜀(𝑡); 𝜉, 𝑠)) − 𝑉 (𝜉) = 𝐸

∫︁ 𝜏𝜀(𝑡)

𝑠

ℒℎ𝑉 (𝑥(𝑢; 𝜉, 𝑠))𝑑𝑢.

Оскiльки ℒℎ𝑉 (𝑥) ≤ −1
2𝛼(||𝑦||), отримаємо

𝐸𝑉 (𝑥(𝜏𝜀(𝑡); 𝜉, 𝑠)) ≤ 𝑉 (𝜉), 𝑡 ≥ 𝑠. (5.7)

Нерiвнiсть вище можна записати наступним чином:∫︁
𝜏𝜀<𝑡

𝛼1(‖𝑦(𝜏𝜀; 𝜉, 𝑠)‖)𝑃𝜉,𝑠(𝑑𝜔) +

∫︁
𝜏𝜀≥𝑡

𝛼1(‖𝑦(𝑡; 𝜉, 𝑠)‖)𝑃𝜉,𝑠(𝑑𝜔) ≤ 𝑉 (𝜉).

Отже,

𝛼1(𝜀)𝑃𝜉,𝑠{𝜏𝜀 < 𝑡} ≤ 𝑉 (𝜉).

З останньої нерiвностi з урахуванням неперервностi функцiї 𝑉 (𝑥) та рiв-

ностi 𝑉 (0) = 0 випливає, що

lim
𝜉→0

𝑃𝜉,𝑠{𝜏𝜀 < 𝑡} = 0.

Таким чином, розв’язок 𝑥 = 0 системи (5.4) є 𝑦-стiйким за ймовiрнiстю.

З (5.7) випливає, що випадковий процес 𝑉 (𝑥(𝜏𝜀(𝑡); 𝜉, 𝑠)) є невiд’ємним су-

пермартiнгалом та iснує наступна границя

lim
𝑡→∞

𝑉 (𝑥(𝜏𝜀(𝑡); 𝜉, 𝑠)) = 𝜂 (5.8)

з ймовiрнiстю 1.
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З множини вибiркових траєкторiй процесу 𝑥(𝑡; 𝜉, 𝑠) вiзьмемо пiдмножи-

ну 𝐵 вибiркових траєкторiй таких, що для кожного 𝑥𝑖(𝑡; 𝜉, 𝑠) (𝑖 = 1, ..., 𝑛)

виконується наступна рiвнiсть: 𝜏𝜀(𝑡) = 𝑡, 𝑡 ∈ R+.

Тодi з наведених припущень випливає, що

lim
𝜉𝑦→0

𝑃𝜉,𝑠{𝐵} = 1, (5.9)

де 𝜉𝑇 = (𝜉𝑇𝑦 , 𝜉
𝑇
𝑧 ).

З (5.8) та (5.9) отримаємо

lim
𝑡→∞

𝑉 (𝑥(𝜏𝜀(𝑡); 𝜉, 𝑠)) = lim
𝑡→∞

𝑉 (𝑥(𝑡; 𝜉, 𝑠)) = 𝜂. (5.10)

Зауважимо, що 𝑉 (𝑥) є 𝑦-стохастичною функцiєю Ляпунова, отже для всiх

траєкторiй множини 𝐵, крiм множини ймовiрностi 0, виконується наступна

властивiсть:

lim
𝑡→∞

||𝑦(𝑡; 𝜉, 𝑠)|| = 0.

З припущення 𝑧−продовжуваностi розв’язкiв та (5.10) маємо: 𝜂 = 0.

Таким чином, lim
𝑡→∞

||𝑦(𝑡; 𝜉, 𝑠)|| = 0. З цiєї властивостi випливає, що тривiаль-

ний розв’язок замкненої системи (5.4) є 𝑦-асимптотично стiйким за ймовiр-

нiстю.

У наступних пiдроздiлах ми покажемо, що алгоритм побудови керуван-

ня (5.5), (5.6) може бути застосовано до нелiнiйних систем iз випадковими

впливами, що описують динамiку перевернутого маятника з рухомою масою

та колiсного вiзка з додатковим ступенем свободи.
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5.2 Стабiлiзацiя перевернутої маятникової системи

Для iлюстрацiї можливого застосування теореми 5.1 розглянемо механiчну

систему, що складається з перевернутого маятника(тiло-носiй) та точкової

маси 𝑚, що рухається перпендикулярно до вiсi симетрiї тiла-носiя.

Передбачається, що маса 𝑚 пiдвiшена за допомогою пружини з коефiцiєн-

том жорсткостi κ.

Рис. 5.1: Перевернутий маятник з рухомою масою.

Будемо використовувати наступнi позначення: 𝑀− маса тiла-носiя, 𝜙−

кут мiж вiссю симетрiї тiла та вертикаллю, 𝑦− перемiщення точкової маси,

та ℓ− вiдстань мiж фiксованою точкою та точковою масою 𝑚.

Спочатку отримаємо рiвняння руху цiєї механiчної системи, використову-

ючи рiвняння Лагранжа другого роду.

Кiнетична енергiя системи має вигляд

𝑇 =

(︂
𝐼

2
+

𝑚(ℓ2 + 𝑦2)

2

)︂
𝜙̇2 +

𝑚

2
𝑦̇2 + 𝑚ℓ𝜙̇𝑦̇,

де 𝐼− момент iнерцiї тiла-носiя вiдносно нерухомої точки.

Потенцiальна енергiя системи:

𝑈 =
𝑀ℓ𝑔

2
cos𝜙 +

κ
2
𝑦2 + 𝑚𝑔(ℓ cos𝜙− 𝑦 sin𝜙).
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Тодi лагранжiан цiєї системи має вигляд:

𝐿 = 𝑇 − 𝑈 =

(︂
𝐼

2
+

𝑚(ℓ2 + 𝑦2)

2

)︂
𝜙̇2 +

𝑚

2
𝑦̇2 + 𝑚ℓ𝜙̇𝑦̇−

−κ
2
𝑦2 −

(︂
𝑀

2
+ 𝑚

)︂
ℓ𝑔 cos𝜙 + 𝑚𝑔𝑦 sin𝜙.

Запишемо рiвняння Лагранжа другого роду:

𝑑
𝑑𝑡

(︁
𝜕𝐿
𝜕𝜙̇

)︁
− 𝜕𝐿

𝜕𝜙 = 0,

𝑑
𝑑𝑡

(︁
𝜕𝐿
𝜕𝑦̇

)︁
− 𝜕𝐿

𝜕𝑦 = 𝐹𝑢,

де 𝐹𝑢− керуюча сила, прикладена то маси 𝑚.

У розгорнутому видi цi рiвняння наведено нижче:

𝜙 = 1
𝐼+𝑚𝑦2 (−2𝑚𝑦𝜙̇𝑦̇ −𝑚ℓ𝑦𝜙̇2 + κℓ𝑦 + 𝑀ℓ𝑔

2 sin𝜙+

+𝑚𝑔𝑦 cos𝜙− ℓ𝐹𝑢),

𝑦 = ℓ
𝐼+𝑚𝑦2 (2𝑚𝑦𝜙̇𝑦̇ + 𝑚ℓ𝑦𝜙̇2 − κℓ𝑦 − 𝑀ℓ𝑔

2 sin𝜙+

+ℓ𝐹𝑢 −𝑚𝑔𝑦 cos𝜙) + 𝐼
𝐼+𝑚𝑦2 (𝑦𝜙̇

2 − κ𝑦
𝑚 + 𝑔 sin𝜙)+

+ 1
𝐼+𝑚𝑦2 ((

𝐼
𝑚 + 𝑦2)𝐹𝑢 + 𝑚𝑦3𝜙̇2 + 𝑦3κ + 𝑦2𝑚𝑔 sin𝜙).

Зробимо замiну

𝑣 =
1

𝐼 + 𝑚𝑦2
(−2𝑚𝑦𝜙̇𝑦̇ −𝑚ℓ𝑦𝜙̇2 + κℓ𝑦 +

𝑀ℓ𝑔

2
sin𝜙 + 𝑚𝑔𝑦 cos𝜙− ℓ𝐹𝑢),

тодi отримаємо наступнi рiвняння з новим параметром керування 𝑣:

𝜙 = 𝑣,

𝑦 = −(ℓ + 𝐼+𝑚𝑦2

𝑚ℓ )𝑣 + 1
𝐼+𝑚𝑦2 (2𝑦

3κ + 2𝑚+𝑀
2𝑚 ( 𝐼

𝑚 + 𝑦2)𝑔 sin𝜙) − 2𝑦𝑦̇𝜙̇
ℓ + 𝑔𝑦 cos𝜙

ℓ .

Перепишемо вищевказанi рiвняння руху у формi 𝑥̇ = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝑣, де

𝑥 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥1

𝑥2

𝑥3

𝑥4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝜙

𝑦

𝜙̇

𝑦̇

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝑓(𝑥) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥3

𝑥4

0

𝑞(𝑥)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝑔(𝑥) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

1

−ℓ− 𝐼+𝑚𝑦2

𝑚ℓ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , (5.11)
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𝑞(𝑥) =
1

𝐼 + 𝑚𝑥22

(︂
2𝑥32κ +

2𝑚 + 𝑀

2𝑚

(︂
𝐼

𝑚
+ 𝑥22

)︂
𝑔 sin𝑥1

)︂
− 2𝑥2𝑥3𝑥4

ℓ
+

𝑔𝑥2 cos𝑥1
ℓ

.

Система (5.11) допускає стан рiвноваги 𝑥 = 0 при 𝑣 = 0 (верхня рiвновага).

Будемо розглядати стабiлiзацiю верхньої рiвноваги тiла-носiя у сенсi зада-

чi часткової стабiлiзацiї вiдносно змiнних (𝑥1, 𝑥3), застосуючи керування до

точкової маси.

Для урахування випадкових впливiв розглянемо керування у виглядi суми

детермiнованої та стохастичної компонент: 𝑣 = 𝑢 + 𝜆𝑥3𝑤̇(𝑡) , де 𝑤(𝑡)− стан-

дартний одновимiрний вiнерiвський процес. У результатi цього отримаємо

наступну систему стохастичних диференцiальних рiвнянь:

𝑑𝑥1 = 𝑥3𝑑𝑡,

𝑑𝑥2 = 𝑥4𝑑𝑡,

𝑑𝑥3 = 𝑢𝑑𝑡 + 𝜆𝑥3𝑑𝑤(𝑡),

𝑑𝑥4 =
(︁

(−ℓ− 𝐼+𝑚𝑦2

𝑚ℓ )𝑢 + 𝑞(𝑥)
)︁
𝑑𝑡− (ℓ + 𝐼+𝑚𝑦2

𝑚ℓ )𝜆𝑥3𝑑𝑤(𝑡),

(5.12)

де 𝑢 розглядається в якостi керування.

Надалi будемо вважати всi фазовi змiни та механiчнi параметри безроз-

мiрними.

Оскiльки нашою задачею є прямування змiнних 𝜙 та 𝜙̇ (тобто 𝑥1 та 𝑥3) до

нуля, пропонуємо наступного кандидата у функцiї Ляпунова:

2𝑉 (𝑥) = (𝑘21 + 𝑘22 + 𝑘2)𝑥
2
3 + 2𝑘1𝑥1𝑥3 + (𝑘2 + 1)2𝑥21,

де 𝑘1 та 𝑘2− додатнi константи.

Визначимо функцiї 𝑎(𝑥) та 𝑏(𝑥) вiдповiдно до (5.6):

𝑎(𝑥) =
4∑︁

𝑖=1

𝑓𝑖(𝑥)
𝜕𝑉 (𝑥)

𝜕𝑥𝑖
+

1

2

4∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑐𝑖𝑗(𝑥)
𝜕2𝑉 (𝑥)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
=

= (𝑘1𝑥3 + (𝑘2 + 1)𝑥1)𝑥3 + (𝑘22 + 𝑘21 + 𝑘2)𝜆
2𝑥23,

𝑏(𝑥) = (𝑘22 + 𝑘21 + 𝑘2)𝑥3 + 𝑘1𝑥1.
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Згiдно з Теоремою 5.1, запропонуємо закон керування зi зворотнiм зв’язком

для системи (5.12) у виглядi (5.5) з 𝛼(‖𝑦‖) = 𝛾‖𝑦‖2, ‖𝑦‖2 = 𝑥21 + 𝑥23, 𝛾 > 0.

Усi умови зазначеної теореми виконано, отже стан рiвноваги 𝑥 = 0 вiдпо-

вiдної замкненої системи (5.5),(5.12) є асимптотично стiйким за ймовiрнiстю

вiдносно змiнних (𝑥1, 𝑥3) .

На Рис. 5.2 представлено результати моделювання руху для замкненої си-

стеми (5.12), (5.5) при 𝑘1 = 2, 𝑘2 = 1. Цi обчислення було виконано в програмi

Maple iз використанням функцiї 𝐼𝑡𝑜𝑃𝑟𝑜𝑐𝑒𝑠𝑠(·).

Рис. 5.2: Компоненти 𝑥1 та 𝑥3 вибiркової траєкторiї замкненої системи (5.5), (5.12).
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5.3 Стабiлiзацiя колiсного вiзка за допомогою стохастичного ке-

рування зi зворотнiм зв’язком

Рис. 5.3: Колiсний вiзок з рухомою масою.

Розглянемо математичну модель колiсного вiзка, позицiя якого визначаєть-

ся трьома координатами: (𝑥1, 𝑥2)− координати точки перетину осi симетрiї

вiзка з вiссю, на яку насадженi колеса, 𝑥3− кут мiж вiссю симетрiї та вiссю

𝑥1 [32]. Над точкою (𝑥1, 𝑥2) встановлено цилiндричний шарнiр, вiсь якого

направлено по вiсi симетрiї вiзка (Рис. 5.3). На цьому шарнiрi може оберта-

тися невагомий стрижень, до iншого кiнця якого прикрiплена точкова маса.

Позначимо кут мiж вертикалля та ланкою шарнiра через 𝛼.

Рух вiзка описується наступними рiвняннями:

𝑥̇1 = (𝑢1 + 𝑢2) cos𝑥3,

𝑥̇2 = (𝑢1 + 𝑢2) sin𝑥3,

𝑥̇3 = (𝑢1 − 𝑢2),

(5.13)

тут вектор 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2)
𝑇 ∈ R2 розглядається у якостi керування.

Запишемо рiвняння Лагранжа другого роду вiдносно кута 𝛼:

𝛼̈ = −𝑔

𝑙
sin𝛼 + cos𝛼(𝑢1 − 𝑢2)

(︂
(𝑢1 − 𝑢2) sin𝛼− 𝑢1 + 𝑢2

𝑙

)︂
. (5.14)

Зауважимо, що представлена модель належить до класу неголономних си-

стем, котрi, як добре вiдомо, неможливо стабiлiзувати в околi стану рiвно-
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ваги за допомогою стацiонарного неперервного детермiнованого керування зi

зворотнiм зв’язком (див. [11]). Виходячи з цього, у подальшому ми будемо

вивчати задачу стабiлiзацiї даної системи вiдносно частини змiнних у стоха-

стичному сенсi.

Позначимо вiдносну кутову швидкiсть стрижня через 𝜔 = 𝛼̇ i виконаємо

наступну замiну змiнних у (5.13), (5.14):

𝑧1 := 𝑥3,

𝑧2 := 𝑥1 cos𝑥3 + 𝑥2 sin𝑥3,

𝑧3 := 𝑥1 sin𝑥3 − 𝑥2 cos𝑥3,

𝑧4 := 𝛼,

𝑧5 := 𝜔,

𝜈1 := 𝑢1 − 𝑢2,

𝜈2 := (𝑢1 + 𝑢2) − (𝑢1 − 𝑢2)𝑧3.

Тодi рiвняння руху набувають вигляду:

𝑧1 = 𝜈1,

𝑧2 = 𝜈2,

𝑧3 = 𝜈1𝑧2,

𝑧4 = 𝑧5,

𝑧5 = (𝜈2 + 𝜈1𝑧3 + 𝜈1 sin 𝑧4)𝜈1 cos 𝑧4 − sin 𝑧4.

(5.15)

Рандомiзуємо систему (5.15) шляхом додавання випадкового процесу при

синтезi керування

𝜈1 = 𝑣1,

𝜈2 = 𝑣2 + 𝜆𝑧2𝑤̇(𝑡),

де 𝑤̇(𝑡) розглядається формально як похiдна вiд стандартного одновимiрного

вiнерiвського процесу 𝑤(𝑡).
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Перепишемо стохастичну систему iз керуванням наступним чином:

𝑑𝑧1 = 𝑣1𝑑𝑡,

𝑑𝑧2 = 𝑣2𝑑𝑡 + 𝜆𝑧2𝑑𝑤(𝑡),

𝑑𝑧3 = 𝑣1𝑧2𝑑𝑡,

𝑑𝑧4 = 𝑧5𝑑𝑡,

𝑑𝑧5 = ((𝑣2 + 𝑣1𝑧3 + 𝑣1 sin 𝑧4)𝑣1 cos 𝑧4 − sin 𝑧4) 𝑑𝑡 + 𝜆𝑧2𝑣1 cos 𝑧4𝑑𝑤(𝑡).

(5.16)

Розглядаємо задачу часткової стабiлiзацiї системи (5.16) вiдносно змiнних

𝑧1, 𝑧2, 𝑧3.

Для синтезу стабiлiзуючого керування 𝑣1, 𝑣2, оберемо таку функцiю Ляпу-

нова [44]:

𝑉 (𝑧) = 2𝑧23 −
1

2
(𝑧21 + 𝑧22)(1 + 𝑧23) + 2

(︂
|𝑧21 + 𝑧22|

2

)︂1+
𝑧23
2

.

Визначимо функцiї 𝑎(𝑧), 𝑏1(𝑧), 𝑏2(𝑧) згiдно з (5.6):

𝑎(𝑧) =
1

2

5∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑐𝑖𝑗(𝑧)
𝜕2𝑉 (𝑧)

𝜕𝑧𝑖𝜕𝑧𝑗
=

1

2
𝜆2𝑧22

𝜕2𝑉 (𝑧)

𝜕𝑧2
2 ,

𝑏1(𝑧) = −𝑧1(𝑧
2
3 + 1) +

4
(︁
|𝑧21+𝑧22 |

2

)︁1+ 𝑧23
2

(1 + 𝑧23
2 )𝑧1

|𝑧21 + 𝑧22|
+ 𝑧2

(︀
2 − (𝑧21 + 𝑧22)𝑧3+

+𝑧2

⎛⎝2 − (𝑧21 + 𝑧22)𝑧3 + 2

(︂
|𝑧21 + 𝑧22|

2

)︂1+
𝑧23
2

𝑧3 ln

(︂
|𝑧21 + 𝑧22|

2

)︂⎞⎠ ,

𝑏2(𝑧) = −𝑧2(𝑧
2
3 + 1) +

4
(︁
|𝑧21+𝑧22 |

2

)︁1+ 𝑧23
2

(1 + 𝑧23
2 )𝑧2

|𝑧21 + 𝑧22|
,

𝑏(𝑧) = (𝑏1(𝑧), 𝑏2(𝑧)).

Таким чином, умови Теореми 5.1 виконуються при вищевказаному визна-

ченнi 𝑎(𝑥), 𝑏(𝑥), та 𝛼(‖𝑦‖) = 𝛾‖𝑦‖2, ‖𝑦‖2 = 𝑧21 + 𝑧22 + 𝑧23 , 𝛾 > 0.

Отже, тривiальний розв’язок розглянутої замкненої системи є асимпто-

тично стiйким вiдносно змiнних 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3.
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Результати чисельного моделювання системи (5.16) зi зворотнiм зв’язком

(5.5) представлено на Рис. 5.4-5.5.

Рис. 5.4: Компоненти 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3 вибiркової траєкторiї замкненої системи (5.5), (5.16).
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Рис. 5.5: Компоненти 𝑧4, 𝑧5 вибiркової траєкторiї замкненої системи (5.5), (5.16).
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5.4 Балансуючий робот

Рис. 5.6: Балансуючий робот.

Розглянемо математичну модель балансуючого робота (Рис. 5.6). Будемо

використовувати наступнi позначення:

𝑚0− маса колеса;

𝑚− маса тiла-носiя;

𝜃−кут вiдхилення тiла-носiя вiд вертикальної вiсi;

𝜑− кут повороту колеса вiдносно тiла-носiя;

𝐽𝑐−центральний момент iнерцiї тiла-носiя;

𝐽0−центральний момент iнерцiї колеса;

𝑙− вiдстань вiд вiсi обертання колеса до центру мас тiла-носiя;

𝑟−радiус колеса.

Запишемо вираз для кiнетичної 𝐾 та потенцiальної 𝑈 енергiй системи:

𝐾 =
1

2
(𝜃 + 𝜑̇)2[(𝑚0 + 𝑚)𝑟2 + 𝐽0] +

1

2
𝜃2(𝑚𝑙2 + 𝐽𝑐) + 𝑚𝑙𝑟𝜃(𝜃 + 𝜑̇) cos 𝜃.

𝑈 = 𝑚𝑔𝑙 cos 𝜃.

Тодi лагранжiан системи має вигляд:

𝐿 = 𝐾 −𝑈 =
1

2
(𝜃 + 𝜑̇)2[(𝑚0 +𝑚)𝑟2 + 𝐽0]

1

2
𝜃2(𝑚𝑙2 + 𝐽𝑐) +𝑚𝑙 cos 𝜃[𝑟(𝜃 + 𝜑̇)− 𝑔].
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Запишемо рiвняння Лагранжа другого роду розглянутої механiчної системи:

(𝐽0 + 𝑚0𝑟
2 + 𝑚(𝑟2 + 𝑙𝑟 cos 𝜃))𝜃 + (𝐽0 + (𝑚 + 𝑚0)𝑟

2)𝜑−𝑚𝑙𝑟𝜃2 sin 𝜃 = 𝑀,

(𝐽0 + 𝐽𝑐 + 𝑚0𝑟
2 + 𝑚(𝑙2 + 𝑟2 + 2𝑙𝑟 cos 𝜃))𝜃 + (𝐽0 + 𝑚0𝑟

2 + 𝑚𝑟(𝑟 + 𝑙 cos 𝜃))𝜑

−𝑚𝑙𝑟𝜃2 sin 𝜃 −𝑚𝑔𝑙 sin 𝜃 = 0.

Тодi рiвняння руху, роз’язанi вiдносно старшої похiдної, можна записати у

наступному виглядi:

𝑥̇ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥2

0

𝑥4
𝑞1(𝑥)
𝑞(𝑥)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠+

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0

1

0

−𝑞2(𝑥)
𝑞(𝑥)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠𝑢, (5.17)

де 𝑞1(𝑥) = 𝑚𝑙(𝑟𝑥24 + 𝑔) sin𝑥3, 𝑞2(𝑥) = 𝑚𝑙𝑟 cos𝑥3 + (𝑚+𝑚0)𝑟
2 + 𝐽0, 𝑞(𝑥) =

2𝑚𝑙𝑟 cos𝑥3+𝑚𝑙2+(𝑚+𝑚0)𝑟
2+𝐽0+𝐽𝑐, 𝑢 ∈ R− керування, 𝑥 ∈ R4− вектор

стану: 𝑥 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥1

𝑥2

𝑥3

𝑥4

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜑

𝜑̇

𝜃

𝜃

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Рандомiзуємо систему (5.17) шляхом додавання випадкового процесу при

синтезi керування: 𝑢 = 𝑣 + 𝜆𝑥4𝑤̇(𝑡), де 𝑤̇(𝑡) розглядається формально як

похiдна вiд стандартного одновимiрного вiнерiвскього процесу 𝑤(𝑡).

Перепишемо отриману стохастичну систему iз керуванням наступним чи-

ном:

𝑑

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥1

𝑥2

𝑥3

𝑥4

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥2

𝑢

𝑥4
𝑞1(𝑥)−𝑞2(𝑥)𝑢

𝑞(𝑥)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ 𝑑𝑡 +

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0

𝜆𝑥4

0

−𝑞2(𝑥)
𝑞(𝑥) 𝜆𝑥4

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ 𝑑𝑤(𝑡). (5.18)

Надалi будемо вивчати задачу часткової стабiлiзацiї системи (5.18) вiд-

носно змiнних 𝑥3, 𝑥4.
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Для синтезу стабiлiзуючого керування 𝑣 будемо вважати всi фазовi змiннi

та механiчнi параметри безрозмiрними величинами й оберемо таку функцiю

Ляпунова:

𝑉 = 𝑥23 + 5𝑥24 + 20𝑥3𝑥4.

Визначимо функцiї 𝑎(𝑥), 𝑏(𝑥) згiдно з (5.6):

𝑎(𝑥) =
10(𝑚𝑙𝑟 cos𝑥3 − (𝑚 + 𝑚0)𝑟

2 + 𝐽0)
2𝜆2𝑥24 + 𝑚𝑙(𝑟2𝑥4 + 𝑔) sin𝑥3(20𝑥3 + 10𝑥4)

2𝑚𝑙𝑟 cos𝑥3 + 𝑚𝑙2 + (𝑚 + 𝑚0)𝑟2 + 𝐽0 + 𝐽𝑐

+𝑥4(2𝑥3 + 20𝑥4),

𝑏(𝑥) =
(20𝑥3 + 10𝑥4)(𝑚𝑙𝑟 cos𝑥3 + (𝑚 + 𝑚0)𝑟

2 + 𝐽0)

2𝑚𝑙𝑟 cos𝑥3 + 𝑚𝑙2 + (𝑚 + 𝑚0)𝑟2 + 𝐽0 + 𝐽𝑐
.

Тодi детермiнована компонента керування набуває вигляду:

𝑣 = −1

𝑏
(𝑎 + (𝑎2 + ‖𝑏‖4)

1
2 ), (5.19)

де функцiї 𝑎(𝑥) та 𝑏(𝑥) визначено вище.

Усi умови теореми 6.1 виконано, отже стан рiвноваги 𝑥 = 0 вiдповiдної за-

мкненої системи (5.18),(5.19) є асимптотично стiйким за ймовiрнiстю вiдносно

змiнних (𝑥1, 𝑥3) .

На Рис. 5.7 представлено результати моделювання для замкненої систе-

ми (5.18), (5.19). Цi чисельнi iлюстрацiї було виконано в програмi Maple iз

використанням функцiї 𝐼𝑡𝑜𝑃𝑟𝑜𝑐𝑒𝑠𝑠(·).
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Рис. 5.7: Компоненти 𝑥3,𝑥4 вибiркової траєкторiї системи (5.18), (5.19).
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5.5 Висновки.

1. Конструктивне доведення теореми Арцтейна узагальнено на проблему

часткової стабiлiзацiї стохастичних диференцiальних рiвнянь Iто.

2. Показано можливiсть застосування запропонованого методу побудови

керування для нелiнiйних систем iз випадковими впливами, що опису-

ють динамiку перевернутого маятника, колiсного вiзка з рухомою масою

та балансуючого робота.

3. Ефект стабiлiзацiї руху iз випадковими впливами проiлюстровано за до-

помогою чисельного моделювання в програмi Maple iз використанням

функцiї ItoProcess().
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6 Стабiлiзацiя руху за частиною змiнних вздовж зада-

них траєкторiй

6.1 Постановка задачi

У даному роздiлi дослiджується клас нелiнiйних систем вигляду

𝑥̇(𝑡) = 𝑓0(𝑡, 𝑥) +
𝑚∑︁
𝑘=1

𝑓𝑘(𝑥)𝑢𝑘, (6.1)

де 𝑥 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑛)𝑇 ∈ 𝐷 ⊆ R𝑛 позначає вектор стану, 𝑢 = (𝑢1, ..., 𝑢𝑚)𝑇 ∈ R𝑚−

керування, 𝑚 < 𝑛, 𝑓0 ∈ 𝐶(R+ ×𝐷), 𝑓𝑖 ∈ 𝐶2(𝐷),. Основною метою роздiлу є

дослiдження задач часткової стабiлiзацiї траєкторiй системи вздовж заданої

кривої.

Вектор стану будемо представляти, як було зазначено у попереднiх роздi-

лах, у виглядi 𝑥 = (𝑦𝑇 , 𝑧𝑇 )𝑇 ∈ R𝑛, де 𝑦 ∈ R𝑛1, 𝑧 ∈ R𝑛2, 𝑛1 + 𝑛2 = 𝑛.

Введемо також наступнi позначення

Для функцiй 𝑓, 𝑔 : 𝐷 → R𝑚, 𝐷 ⊂ R𝑛 визначатимемо:

1) похiдну Лi

ℒ𝑔𝑓(𝑥) = lim
𝑠→0

𝑓(𝑥 + 𝑠𝑔(𝑥)) − 𝑓(𝑥)

𝑠
;

2) дужки Лi

[𝑓, 𝑔](𝑥) = ℒ𝑓𝑔(𝑥) − ℒ𝑔𝑓(𝑥).

Функцiю 𝑓 : R+ ×𝐷 → R𝑚, 𝐷 ⊂ R𝑛 будемо називати такою, що

1) задовольняє умову Лiпшиця вiдносно 𝑥 рiвномiрно по 𝑡 на множинi 𝐷̃ ⊆

𝐷, якщо iснує таке 𝐿 > 0, що ‖𝑓(𝑡, 𝑥) − 𝑓(𝑡, 𝑥̃)‖ ≤ 𝐿‖𝑥 − 𝑥̃‖ для всiх

𝑥, 𝑥̃ ∈ 𝐷̃, 𝑡 ≥ 0;

2) є обмеженою рiвномiрно по 𝑡 на множинi 𝐷̃ ⊆ 𝐷, якщо iснує таке𝑀 > 0,

що ‖𝑓(𝑡, 𝑥)‖ ≤ 𝑀 для всiх 𝑥 ∈ 𝐷̃, 𝑡 ≥ 0.
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Наведемо також декiлька означень.

Означення 6.1. Нехай задано функцiю 𝑦* : R+ → 𝑚𝑎𝑡ℎ𝑏𝑏𝑅𝑛1 та керуван-

ня зi зворотнiм зв’язком 𝑢𝜀(𝑡, 𝑥, 𝑦*) : R+ × R𝑛 × R𝑛 → R𝑚, що залежить вiд

параметру 𝜀 > 0.

Тодi 𝜋𝜀− розв’язком системи (6.1) з початковими умовами 𝑥0 ∈ R𝑛 та

керуванням 𝑢 = 𝑢𝜀(𝑡, 𝑥, 𝑦*) називається така абсолютно неперервна функцiя

𝑥(𝑡) ∈ R𝑛, визначена при 𝑡 ∈ [0,+∞), що 𝑥(0) = 𝑥0 та

𝑥̇(𝑡) = 𝑓0(𝑡, 𝑥) +
𝑚∑︁
𝑘=1

𝑢𝜀𝑘(𝑡, 𝑥(𝑡𝑗), 𝑦
*(𝑡𝑗))𝑓𝑘(𝑥(𝑡)), 𝑡 ∈ 𝐼𝑗 = [𝑡𝑗, 𝑡𝑗+1]. (6.2)

для кожного 𝑗 = 0, 1, 2, ...

Означення 6.2.

Однопараметрична сiм’я непорожнiх множин {Yt}𝑡≥0, 𝑌𝑡 ⊂ R𝑛 називається

асимптотично стiйкою для системи (6.1) зi зворотним зв’язком 𝑢𝜀(𝑡;𝑥, 𝑦*),

якщо виконуються наступнi умови:

1) для кожного Δ > 0 iснує таке 𝛿 > 0, що при кожному 𝑡0 ≥ 0 та 𝑥0 ∈

𝐵𝛿(Yt0 ) 𝜋𝜀− розв’язок 𝑥(𝑡) системи (6.1) з початковою умовою 𝑥(𝑡0) = 𝑥0

є однозначно визначеним та 𝑥(𝑡) ∈ 𝐵Δ(Yt) для всiх 𝑡 ∈ [𝑡0; +∞);

2) для деякого 𝛿 > 0 i для кожного Δ > 0 iснує таке 𝑡1 ≥ 0,що при кожному

𝑡0 ≥ 0 та 𝑥0 ∈ 𝐵𝛿(𝑡0), 𝜋𝜀− розв’язок 𝑥(𝑡) системи (6.1) з початковою

умовою 𝑥(𝑡0) = 𝑥0 задовольняє властивiть 𝑥(𝑡) ∈ 𝐵Δ(Yt) для всiх 𝑡 ∈

[𝑡0 + 𝑡1,∞).

Зауважимо, що означення 𝜋𝜀 розв’язкiв для задач стабiлiзацiї руху неголо-

номних систем використовується, наприклад, в роботах [15,26,77]. Концепцiю

стiйкостi сiм’ї множин запропоновано в роботах [23,24,35]. У данному роздiлi

наведенi означення застосовуються для розвинення нового методу часткової

стабiлiзацiї руху афiнних за керуванням систем вздовж заданої кривої.

А саме, основна задача цього роздiлу формулюється наступним чином.
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Для заданої кривої 𝑦* ∈ 𝐶(R+;𝐷𝑦), 𝐷𝑦 ⊆ R𝑛 та значення 𝑝 > 0, метою є

побудова такого керування 𝑢𝜀(𝑡, 𝑥, 𝑦*), що сiм’я множин

Y p
t =

⎧⎨⎩
⎛⎝𝑦

𝑧

⎞⎠ ∈ R𝑛|||𝑦*(𝑡) − 𝑦|| < 𝑝, 𝑧 ∈ R𝑛2

⎫⎬⎭
𝑡≥0

. (6.3)

є асимптотично стiйкою у сенсi Означення 6.2 для вiдповiдної замкненої

системи(6.1) з 𝑢 = 𝑢𝜀(𝑡, 𝑥, 𝑦*). Зауважимо, що визначення сiм’ї множин у

виглядi (6.3) гарантує саме стабiлiзацiю за частиною змiнних (y- стабiлiза-

цiю).

Тут i далi вважатимемо𝐷𝑦 непорожньою областю, а значення 𝑝 > 0 таким,

що 𝐵𝑝(𝑦
*(𝑡)) ⊂ 𝐷𝑦 для всiх 𝑡 ≥ 0.

6.2 Побудова стабiлiзуючого керування

Для наочностi перепишемо систему (6.1) наступним чином:

𝑦̇(𝑡) = 𝑔0(𝑡, 𝑥) +
𝑚∑︀
𝑘=1

𝑔𝑘(𝑥)𝑢𝑘,

𝑧̇(𝑡) = ℎ0(𝑡, 𝑥) +
𝑚∑︀
𝑘=1

ℎ𝑘(𝑥)𝑢𝑘,
(6.4)

де функцiї 𝑔0 : R+ × R𝑛 → R𝑛1, ℎ0 : R+ × R𝑛 → R𝑛2, 𝑔𝑘 : R𝑛 → R𝑛1,

ℎ𝑘 : R𝑛 → R𝑛2, 𝑘 = 1,𝑚, є такими, що векторнi поля системи (6.1) мають

вигляд

𝑓0(𝑥) =

⎛⎝ 𝑔0(𝑡, 𝑥)

ℎ0(𝑡, 𝑥)

⎞⎠ , 𝑓𝑘(𝑥) =

⎛⎝ 𝑔𝑘(𝑥)

ℎ𝑘(𝑥)

⎞⎠ , 𝑘 = 1,𝑚.

Введемо деякi припущення щодо векторних полiв системи (6.4) та кривої

𝑦*(𝑡) ⊂ 𝐷𝑦.

Припущення. Нехай 𝐷− множина вигляду 𝐷 = 𝐷𝑦×R𝑛2. Припускаємо,

що

1.1) Функцiя 𝑓0(𝑡, 𝑥) є неперервною при 𝑡 ≥ 0, 𝑥 ∈ 𝐷, функцiї 𝑔0 ∈ 𝐶1(R+ ×

𝐷), 𝑔𝑘 ∈ 𝐶2(𝐷), ℎ𝑘 ∈ 𝐶1(𝐷).
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1.2) Для всiх 𝑥 ∈ 𝐷 виконується наступна рангова умова керованостi за змiн-

ними 𝑦:

span
{︁

(𝑔𝑖(𝑥))𝑖∈𝑆1
, (𝐼𝑛1×𝑛[𝑓𝑖1, 𝑓𝑖2])(𝑖1,𝑖2)∈𝑆2

}︁
= R𝑛1, (6.5)

де 𝑆1 ⊆ {1, 2, ...𝑚}, 𝑆2 ⊆ {1, 2, ...𝑚}2.

1.3) Функцiя 𝑦* : R+ → 𝐷𝑦 є лiпшицевою в R+.

Крiм того, на кожнiй компактнiй множинi 𝐷𝑦 ⊂ 𝐷𝑦 виконуються вла-

стивостi:

- функцiї 𝑓𝑘1, 𝐿𝑓𝑘2
𝑔𝑘1, 𝐿𝑓𝑘3

𝐿𝑓𝑘2
𝑓𝑘1 є обмеженими в 𝐷̃ = 𝐷𝑦 × R𝑛2 для всiх

𝑘1, 𝑘2, 𝑘3 ∈ 1,𝑚;

- функцiї 𝑓𝑘 задовольняють умову Лiпшиця в 𝐷̃ 𝑘 ∈ 1,𝑚;

- функцiї 𝑓0, 𝐿𝑓0𝑔0, 𝐿𝑓𝑘1
𝑔0, 𝐿𝑓0𝑔𝑘1, 𝐿𝑓0𝐿𝑓𝑘2

𝑔𝑘1 та
𝜕𝑔0
𝜕𝑡 є обмеженими рiвномiр-

но по 𝑡 в 𝐷̃ 𝑘1, 𝑘2 ∈ 1,𝑚;

- функцiя 𝑓0 задовольняють умову Лiпшиця вiдносно 𝑥 рiвномiрно по 𝑡 в

𝐷̃.

Для 𝑦− стабiлiзацiї системи (6.1) вздовж заданої кривої 𝑦*(𝑡) будемо ви-

користовувати наступне залежне вiд часу керування зi зворотнiм зв’язком:

𝑢𝜀𝑘(𝑡, 𝑥, 𝑦
*) =

∑︁
𝑖∈𝑆1

𝜑𝑘
𝑖 (𝑡, 𝑥, 𝑦

*) +
1√
𝜀

∑︁
(𝑖1,𝑖2)∈𝑆2

𝜑𝑘
𝑖1,𝑖2

(𝑡, 𝑥, 𝑦*), 𝑘 = 1,𝑚, (6.6)

де

𝜑𝑘
𝑖 (𝑡, 𝑥, 𝑦

*) = 𝛿𝑘𝑖𝑎𝑖(𝑥, 𝑦
*),

𝜑𝑘
𝑖1,𝑖2

(𝑡, 𝑥, 𝑦*) = 2
√︀
𝜋𝜅𝑖1𝑖2|𝑎𝑖1𝑖2(𝑥, 𝑦*)|

(︂
𝛿𝑘𝑖1 cos

(︂
2𝜋𝜅𝑖1𝑖2𝑡

𝜀

)︂
+𝛿𝑘𝑖2sign(𝑎𝑖1𝑖2(𝑥, 𝑦

*)) sin

(︂
2𝜋𝜅𝑖1𝑖2𝑡

𝜀

)︂)︂
.

Тут 𝜀− достатньо малий додатний параметр, який буде визначено далi,

𝜅𝑖1𝑖2 ∈ N є попарно рiзними, 𝛿𝑖𝑗− символ Кронекера та
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(︀
(𝑎𝑖(𝑥, 𝑦

*))𝑖∈𝑆1
, (𝑎𝑖1𝑖2(𝑥, 𝑦

*))(𝑖1𝑖2)∈𝑆2

)︀𝑇
= 𝑎(𝑥, 𝑦*)− вектор-стовпець коефiцiєнтiв

керування, який визначається наступним чином:

𝑎(𝑥, 𝑦*) = −𝛼ℱ−1(𝑥)(𝑦 − 𝑦*), 𝛼 > 0. (6.7)

У формулi (6.7), ℱ−1(𝑥) позначає матрицю, обернену до 𝑛1 × 𝑛1 матрицi

ℱ(𝑥) =
(︀
(𝑔𝑖(𝑥))𝑖∈𝑆1

, (𝐼𝑛1×𝑛[𝑓𝑖1, 𝑓𝑖2])(𝑖1𝑖2)∈𝑆2

)︀
.

Пiдкреслимо, що рангова умова керованостi (6.5) забезпечує невиродженiсть

матрицi ℱ(𝑥).

Слiд зазначити, що керування типу (6.6) було запропоновано для задачi

стабiлiзацiї руху в статтi [77] та застосовано до низки задач планування руху

та вiдстеження траєкторiй в роботах [26,78] та iн.

Основним результатом цього роздiлу є наступна теорема.

Теорема 6.1. Припустимо, що система (6.4) та крива 𝑦* ∈ 𝐶(R+;𝐷𝑦) за-

довольняють припущення 1.1)-1.3) i нехай множини {Y p
t }𝑡≥0 визначено фор-

мулою (6.3) з заданим 𝑝 > 0.

Тодi iснує таке 𝜀 > 0, що для кожного 𝜀 ∈ (0, 𝜀) сiмейство множин {Y p
t }𝑡≥0

є асимптотично стiйким для системи (6.4) з керуванням 𝑢𝑘 = 𝑢𝜀𝑘(𝑡, 𝑥, 𝑦
*),

заданим формулами (6.6).

Доведення.

У доведеннi вважатимемо 𝑡0 = 0. Через припущення 1.3) про рiвномiрну

обмеженiсть функцiй 𝑔0(𝑡, 𝑥), 𝜕𝑔0
𝜕𝑡 (𝑡, 𝑥), такий вибiр 𝑡0 не обмежує загальностi.

Введемо кiлька позначень, якi будуть використовуватися в доведеннi.

Для заданого 𝑝 > 0, оберемо 𝛿, 𝛿
′
таким чином, що 0 < 𝛿 < 𝛿

′
та𝐵𝛿′(𝑦

*(𝑡)) ⊂

𝐷𝑦 для всiх 𝑡 ≥ 0, позначимо 𝐷
′

= 𝐵𝛿′(𝑦
*(𝑡)) × R𝑛2. Зазначимо, що 𝛿, 𝛿

′
мо-

жуть бути довiльними додатними параметрами, а вимога 𝐵𝛿′(𝑦
*(𝑡)) ⊂ 𝐷𝑦

лише забезпечує коректнiсть визначення множини початкових значень.
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З припущення 1.3) випливає iснування таких додатних констант 𝑀𝑔, 𝑀ℎ,

𝑀𝑔0, 𝑀ℎ0
, 𝐿𝑔, 𝐿ℎ, 𝐿𝑔0, 𝐿ℎ0

, 𝑀𝑔2, 𝑀𝑔20, 𝐿𝑔20, 𝑀𝑔3, 𝑀𝑔30, що для всiх 𝑥, 𝑥̃ ∈ 𝐷
′
,

𝑡, 𝑡 ≥ 0 та 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3 ∈ 1,𝑚,

‖𝑦*(𝑡) − 𝑦*(𝑡)‖ ≤ 𝐿*|𝑡− 𝑡|,

‖𝑔0(𝑡, 𝑥)‖ ≤ 𝑀𝑔0, ‖𝑔𝑘(𝑥)‖ ≤ 𝑀𝑔,

‖ℎ0(𝑡, 𝑥)‖ ≤ 𝑀ℎ0
, ‖ℎ𝑘(𝑥)‖ ≤ 𝑀ℎ,

||𝑔0(𝑡, 𝑥) − 𝑔0(𝑡, 𝑥̃)|| ≤ 𝐿𝑔0||𝑥− 𝑥̃||,

||𝑔𝑘(𝑥) − 𝑔𝑘(𝑥̃)|| ≤ 𝐿𝑔||𝑥− 𝑥̃||,

||ℎ0(𝑡, 𝑥) − ℎ0(𝑡, 𝑥̃)|| ≤ 𝐿ℎ0
||𝑥− 𝑥̃||,

||ℎ𝑘(𝑥) − ℎ𝑘(𝑥̃)|| ≤ 𝐿ℎ||𝑥− 𝑥̃||,

‖𝐿𝑓𝑘2
𝑔𝑘1‖ ≤ 𝑀𝑔2,

max {||𝐿𝑓0𝑔0(𝑡, 𝑥)||, ||𝐿𝑓𝑘𝑔0(𝑡, 𝑥)||, ||𝐿𝑓0𝑔𝑘(𝑡, 𝑥)||} ≤ 𝑀𝑔20,

||𝜕𝑔0(𝑡,𝑥)𝜕𝑡 || ≤ 𝐿𝑔20,

‖𝐿𝑓𝑘3
𝐿𝑓𝑘2

𝑔𝑘1(𝑥)‖ ≤ 𝑀𝑔3,

‖𝐿𝑓0𝐿𝑓𝑘2
𝑔𝑘1(𝑡, 𝑥)‖ ≤ 𝑀𝑔30.

Крiм того, з припущення 1.2) випливає iснування такої додатної константи

𝜇, що ‖ℱ−1(𝑥)‖ ≤ 𝜇 для всiх 𝑥 ∈ 𝐷
′
де ℱ−1(𝑥)− матриця обернена до ℱ(𝑥).

Нехай 𝑥0 = (𝑦0
𝑇

, 𝑧0
𝑇

)𝑇 ∈ 𝐵𝛿(Y
p
0 ), позначимо

𝑈 𝜀 = max
0≤𝑡≤𝜀

𝑚∑︁
𝑖=1

|𝑢𝜀𝑖 (𝑡, 𝑥0, 𝑦*0)|.

Використовуючи (6.7) та нерiвнiсть Гельдера, можна показати, що для будь-

якого 𝑥0 ∈ 𝐵𝛿(Y
p
0 ) значення 𝑈 𝜀 можна оцiнити наступним чином:

𝑈 𝜀 ≤ 𝑐1||𝑦0 − 𝑦*0|| +
𝑐2√
𝜀

√︁
||𝑦0 − 𝑦*0|| ≤ 𝑐𝑢

√︂
‖𝑦0 − 𝑦*0‖

𝜀
, (6.8)

де 𝑐1 =
√︀
|𝑆1|𝛼𝜇, 𝑐2 = 2

√
2𝛼𝜋𝜇

(︁∑︀
(𝑗1𝑗2)∈𝑆2

(𝜅𝑗1𝑗2)
2
3

)︁ 3
4

та 𝑐𝑢 = 𝑐1
√︀

𝜀(𝑝 + 𝛿) + 𝑐2.

На першому кроцi доведення покажемо, що всi розв’язки системи (6.4) з

початковими умовами з 𝐵𝛿(Y
p
0 ) є коректно визначеними на iнтервалi часу

[0, 𝜀] з деяким достатньо малим 𝜀 > 0.
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Використовуючи iнтегральне представлення 𝑦−компоненти розв’язкiв си-

стеми (6.4) з початковими умовами 𝑥0 ∈ 𝐵𝛿(Y
p
0 ), отримаємо

||𝑦(𝑡) − 𝑦0|| =
⃦⃦⃦ ∫︁ 𝑡

0

𝑔0(𝑠, 𝑥(𝑠))𝑑𝑠 +
𝑚∑︁
𝑘=1

𝑡∫︁
0

𝑔𝑘(𝑥(𝑠))𝑢𝑘(𝑠)𝑑𝑠
⃦⃦⃦

≤
𝑡∫︁

0

||𝑔0(𝑠, 𝑥0)||𝑑𝑠 +

𝑡∫︁
0

||𝑔0(𝑠, 𝑥(𝑠)) − 𝑔0(𝑠, 𝑥
0)||𝑑𝑠

+
𝑚∑︁
𝑘=1

𝑡∫︁
0

||𝑔𝑘(𝑥(𝑠)) − 𝑔𝑘(𝑥
0)|||𝑢𝑘(𝑠)|𝑑𝑠 +

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑡∫︁
0

||𝑔𝑘(𝑥0)𝑢𝑘(𝑠)||𝑑𝑠

≤ (𝑀𝑔0 + 𝑀𝑔𝑈
𝜀)𝑡 + (𝐿0 + 𝐿𝑔𝑈

𝜀)

(︂∫︁ 𝑡

0

‖𝑦(𝑠) − 𝑦0‖𝑑𝑠 +

∫︁ 𝑡

0

‖𝑧(𝑠) − 𝑧0‖𝑑𝑠
)︂
.

Аналогiчно, маємо:

||𝑧(𝑡)− 𝑧0|| ≤ (𝑀ℎ0
+𝑈 𝜀𝑀ℎ)𝑡+ (𝐿ℎ0

+𝑈 𝜀𝐿ℎ)

𝑡∫︁
0

(︀
||𝑦(𝑠) − 𝑦0|| + ||𝑧(𝑠) − 𝑧0||

)︀
𝑑𝑠.

Застосовуючи нерiвнiсть Гронуолла−Беллмана до обох отриманих нами

оцiнок, отримуємо:

||𝑦(𝑡) − 𝑦0|| ≤
(︂

(𝑀𝑔0 + 𝑈 𝜀𝑀𝑔)𝑡 + (𝐿𝑔0 + 𝑈 𝜀𝐿𝑔)

∫︁ 𝑡

0

‖𝑧(𝑠) − 𝑧0‖𝑑𝑠
)︂
𝑒(𝐿0+𝐿𝑔𝑈

𝜀)𝑡,

||𝑧(𝑡) − 𝑧0|| ≤

⎛⎝(𝑀ℎ0
+ 𝑈 𝜀𝑀ℎ)𝑡 + (𝐿ℎ0

+ 𝑈 𝜀𝐿ℎ)

𝑡∫︁
0

||𝑦(𝑠) − 𝑦0||𝑑𝑠

⎞⎠ 𝑒(𝐿ℎ0
+𝑈𝜀𝐿ℎ)𝑡.

Таким чином, для будь-якого 𝑡 ∈ [0, 𝜀], 𝑥0 ∈ 𝐵𝛿(𝑌
𝑝
0 )

‖𝑦(𝑡) − 𝑦0‖ ≤ 𝑒𝑐𝑔
(︂
𝑀𝑔0𝜀 + 𝑀𝑔𝑐𝑢

√︁
𝜀‖𝑦0 − 𝑦*0‖ + 𝑐𝑔

∫︁ 𝑡

0

‖𝑧(𝑠) − 𝑧0‖𝑑𝑠
)︂
, (6.9)

‖𝑧(𝑡) − 𝑧0‖ ≤ 𝑒𝑐ℎ
(︂
𝑀ℎ0

𝜀 + 𝑀ℎ𝑐𝑢

√︁
𝜀‖𝑦0 − 𝑦*0‖ + 𝑐ℎ

∫︁ 𝑡

0

‖𝑦(𝑠) − 𝑦0‖𝑑𝑠
)︂
, (6.10)

де 𝑐𝑔 = 𝐿𝑔0𝜀 + 𝐿𝑔𝑐𝑢
√︀
𝜀(𝑝 + 𝛿), 𝑐ℎ = 𝐿ℎ0

𝜀 + 𝐿ℎ𝑐𝑢
√︀
𝜀(𝑝 + 𝛿).

Пiдставимо (6.10) в (6.9), отримаємо:

||𝑦(𝑡) − 𝑦0|| ≤ 𝑒𝑐𝑔
(︂
𝑀𝑔0𝜀 + 𝑀𝑔𝑐𝑢

√︁
𝜀‖𝑦0 − 𝑦*0‖ + 𝑐𝑔𝑒

𝑐ℎ
(︀
𝑀ℎ0

𝜀2
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+𝑀ℎ𝑐𝑢𝜀
√︁

𝜀‖𝑦0 − 𝑦*0‖ + 𝑐ℎ

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝑠

0

‖𝑦(𝑝) − 𝑦0‖𝑑𝑝𝑑𝑠
)︂)︂

.

Тодi iнтегрування частинами в останньому членi наведеної оцiнки дає на-

ступний результат:

||𝑦(𝑡) − 𝑦0|| ≤ 𝑒𝑐𝑔
(︂
𝑀𝑔0𝜀 + 𝑐𝑔𝑒

𝑐ℎ𝑀ℎ0
𝜀2 + 𝑐𝑢

√︁
𝜀‖𝑦0 − 𝑦*0‖(𝑀𝑔 + 𝑐𝑔𝑒

𝑐ℎ𝑀ℎ𝜀)

+𝑐𝑔𝑐ℎ𝑒
𝑐𝑔+𝑐ℎ𝜀

∫︁ 𝑡

0

‖𝑦(𝑠) − 𝑦0‖𝑑𝑠
)︂
.

Знову застосуємо нерiвнiсть Гронуолла−Беллмана. Бачимо, що для будь-

якого 𝜀 > 0 i для всiх 𝑡 ∈ [0, 𝜀]

||𝑦(𝑡) − 𝑦0|| ≤ 𝑐𝑦1

√︁
𝜀‖𝑦0 − 𝑦*0‖ + 𝑐𝑦2𝜀, (6.11)

де

𝑐𝑦1 = 𝑒𝜀𝑐𝑔𝑐ℎ𝑒
𝑐𝑔+𝑐ℎ𝑐𝑢(𝑀𝑔 + 𝑐𝑔𝑒

𝑐ℎ𝑀ℎ𝜀)𝑒
𝑐𝑔 ,

𝑐𝑦2 = 𝑒𝜀𝑐𝑔𝑐ℎ𝑒
𝑐𝑔+𝑐ℎ𝑐𝑢(𝑀𝑔0 + 𝑐𝑔𝑒

𝑐ℎ𝑀ℎ0
𝜀)𝑒𝑐𝑔 .

З урахуванням отриманої оцiнки нерiвнiсть (6.10) набуває вигляд:

‖𝑧(𝑡) − 𝑧0‖ ≤ 𝑐𝑧1

√︁
𝜀‖𝑦0 − 𝑦*0‖ + 𝜀𝑐𝑧2, (6.12)

де 𝑐𝑧1 = 𝑒𝑐ℎ(𝑀ℎ𝑐𝑢 + 𝜀𝑐ℎ𝑐𝑦1), 𝑐𝑧2 = 𝑒𝑐ℎ(𝑀ℎ0
+ 𝜀𝑐ℎ𝑐𝑦2).

Зауважимо, що в оцiнках (6.11) i (6.12) коефiцiєнти 𝑐𝑦1,𝑐𝑦2,𝑐𝑧1,𝑐𝑧2 є моно-

тонно зростаючими по вiдношенню до 𝜀 i 𝛿.

Оцiнки (6.11) i (6.12) забезпечують коректну визначенiсть розв’язкiв систе-

ми (6.4) в𝐷
′
на часовому iнтервалi 𝑡 ∈ [0, 𝜀]. А саме, оцiнка (6.12) свiдчить, що

𝑧− компоненти розв’язкiв системи (6.4) з початковими умовами 𝑥0 ∈ 𝐵𝛿(Y
p
0 )

не виходить на нескiнченнiсть за скiнчений промiжок часу (тобто вiдсутнiй

так званий ефект "blow-up").

Для того, щоб показати, що 𝑦(𝑡) ∈ 𝐵𝛿(𝑦
*(𝑡)) для всiх 𝑡 ∈ [0, 𝜀] застосуємо

оцiнку (6.11).
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Тому для всiх 𝑡 ∈ [0, 𝜀],

‖𝑦(𝑡) − 𝑦*(𝑡)‖ ≤ ‖𝑦(𝑡) − 𝑦0‖ + ‖𝑦*(𝑡) − 𝑦*0‖ + ‖𝑦0 − 𝑦*0‖

≤ 𝑐𝑦1

√︁
𝜀‖𝑦0 − 𝑦*0‖ + 𝑐𝑦2𝜀 + 𝐿*𝜀 + 𝑝 + 𝛿. (6.13)

Тож для забезпечення коректної визначеностi розв’язкiв на𝐷
′
, залишаєть-

ся показати, що для кожного 𝑡 ∈ [0, 𝜀]

‖𝑦(𝑡) − 𝑦*(𝑡)‖ ≤ dist(𝑦*(𝑡), 𝜕𝐷
′
) = 𝑝 + 𝛿

′
.

Оскiльки 𝛿 < 𝛿
′
, можемо визначити 𝜀0 як додатний корiнь рiвняння

𝑐𝑦1
√︀
𝜀(𝑝 + 𝛿′) + 𝜀(𝑐𝑦2 + 𝐿*) = 𝛿

′ − 𝛿.

А саме,

𝜀0 =

⎛⎜⎝
⎯⎸⎸⎷(︃ 𝑐𝑦1

√︀
𝑝 + 𝛿′

2(𝑐𝑦2 + 𝐿*)

)︃2

+
𝛿′ − 𝛿

𝑐𝑦2 + 𝐿* −
𝑐𝑦1
√︀
𝑝 + 𝛿′

2(𝑐𝑦2 + 𝐿*)

⎞⎟⎠
2

.

Тодi для кожного 𝜀 ∈ [0, 𝜀0], розв’язки системи (6.4) з керуванням (6.6) та

початковими умовами 𝑥0 ∈ 𝐵𝛿(𝑌
𝑝
0 ) є коректно визначеними на 𝐷

′
для всiх

𝑡 ∈ [0, 𝜀].

Наступним кроком є вибiр такого 𝜀, з яким вiдстань мiж 𝑦(𝑡) та 𝑦*(𝑡) не

зростає, тобто ‖𝑦(𝜀) − 𝑦*(𝜀)‖ < ‖𝑦0 − 𝑦*0‖ пiсля 𝑡 = 𝜀.

Для цього вiдзначимо, що кожен розв’язок системи (6.4) з початковими

умовами 𝑥0 ∈ 𝐵𝛿(Y
p
0 ) та керуванням (6.6) можна розкласти в ряд Чена−Флiсса

[25,34]. Розглянемо 𝑦− компоненту вiдповiдного зображення розв’язку за до-

помогою ряда Чена−Флiсса:

𝑦(𝜀) = 𝑦0 + 𝜀ℱ(𝑥0)𝑎(𝑥0, 𝑦*0) +

∫︁ 𝜀

0

(︃
𝑔0(𝑡, 𝑥) +

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑔𝑘(𝑥)𝑢𝜀𝑘(𝑡, 𝑥, 𝑦
*)

)︃
𝑑𝑡

−𝜀ℱ(𝑥0)𝑎(𝑥0, 𝑦*0) = 𝑦0 − 𝜀𝛼(𝑦 − 𝑦*) + 𝜀𝑔0(0, 𝑥
0)

+𝜎1(𝜀, 𝑥
0) + 𝑟0(𝜀) + 𝑟1(𝜀), (6.14)
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де

𝜎1(𝜀, 𝑥
0) = −𝜀ℱ(𝑥0)𝑎(𝑥0, 𝑦*0) +

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑔𝑘(𝑥
0)

𝜀∫︁
0

𝑢𝑘(𝑠1)𝑑𝑠1

+
𝑚∑︁

𝑘1,𝑘2=1

𝐿𝑓𝑘2
𝑔𝑘1(𝑥

0)

𝜀∫︁
0

𝑠1∫︁
0

𝑢𝑘1(𝑠2)𝑢𝑘2(𝑠2)𝑑𝑠2𝑑𝑠1,

𝑟0(𝜀) =

𝜀∫︁
0

𝑠1∫︁
0

(︂
𝐿𝑓0𝑔0(𝑠2, 𝑥(𝑠2)) +

𝜕𝑔0(𝑠2, 𝑥(𝑠2))

𝜕𝑠2

+
𝑚∑︁
𝑘=1

𝐿𝑓𝑘𝑔0(𝑠2, 𝑥(𝑠2))𝑢𝑘(𝑠2) + 𝐿𝑓0𝑔𝑘(𝑠2, 𝑥(𝑠2))𝑢𝑘(𝑠1)

)︃
𝑑𝑠2𝑑𝑠1,

𝑟1(𝜀) =
𝑚∑︁

𝑘1,𝑘2=1

𝑡∫︁
0

𝑠1∫︁
0

𝑠2∫︁
0

(︀
𝐿𝑓0𝐿𝑓𝑘2

𝑔𝑘1(𝑥(𝑠3))

+
𝑚∑︁

𝑘3=1

𝐿𝑓𝑘3
𝐿𝑓𝑘2

𝑔𝑘1(𝑥(𝑠3))𝑢𝑘3(𝑠3)

)︃
𝑢𝑘1(𝑠1)𝑢𝑘2(𝑠2)𝑑𝑠3𝑑𝑠2𝑑𝑠1.

Побудуємо оцiнки для ||𝜎1(𝜀, 𝑥0)||, ||𝑟0(𝜀)||, ||𝑟1(𝜀)||.

Обчислюючи iнтеграли в 𝜎1(𝜀, 𝑥
0) та враховуючи (6.6), отримуємо

𝜎1(𝜀, 𝑥
0) = −𝜀ℱ(𝑥0)𝑎(𝑥0, 𝑦*0) +

𝑚∑︁
𝑘=1

𝜀𝑔𝑘(𝑥
0)𝑎𝑘(𝑥

0, 𝑦*0)

+𝜀
∑︁

(𝑘1,𝑘2)∈𝑆2

𝐼[𝑛1×𝑛][𝑓𝑘1, 𝑓𝑘2]𝑎𝑘1𝑘2(𝑥
0, 𝑦*0)+

𝜀2

2

∑︁
(𝑘1,𝑘2)∈𝑆1

𝐿𝑓𝑘2
𝑔𝑘1(𝑥

0)𝑎𝑘1(𝑥
0, 𝑦*0)𝑎𝑘2(𝑥

0, 𝑦*0)

+
𝜀3/2√
𝜋

∑︁
𝑘1∈𝑆1

𝑎𝑘1(𝑥
0, 𝑦*0)

𝑚∑︁
𝑘2=1

𝐼[𝑛1×𝑛][𝑓𝑘1, 𝑓𝑘2]
∑︁

𝑗:(𝑗,𝑘2)∈𝑆2

√︃
‖𝑎𝑗𝑘2(𝑥0, 𝑦*0)‖

𝜅𝑗𝑘2

𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑎𝑗𝑘2(𝑥
0, 𝑦*0))

=
𝜀2

2

∑︁
(𝑘1,𝑘2)∈𝑆1

𝐿𝑓𝑘2
𝑔𝑘1(𝑥

0)𝑎𝑘1(𝑥
0, 𝑦*0)𝑎𝑘2(𝑥

0, 𝑦*0)

+
𝜀3/2√
𝜋

∑︁
𝑘1∈𝑆1

𝑎𝑘1(𝑥
0, 𝑦*0)

𝑚∑︁
𝑘2=1

𝐼[𝑛1×𝑛][𝑓𝑘1, 𝑓𝑘2]
∑︁

𝑗:(𝑗,𝑘2)∈𝑆2

√︃
‖𝑎𝑗𝑘2(𝑥0, 𝑦*0)‖

𝜅𝑗𝑘2

𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑎𝑗𝑘2(𝑥
0, 𝑦*0)).

Тодi з припущення 1.3),

||𝜎1(𝜀, 𝑥0)|| ≤
𝜀2𝑀𝑔2

2
||𝑎(𝑥0, 𝑦*0)||2 +

2𝜀
3
2𝑀𝑔2√
𝜋

||𝑎(𝑥0, 𝑦*0)||
3
2

𝑚∑︁
𝑗1=1

⎛⎝ ∑︁
(𝑗2,𝑗1)∈𝑆2

𝜅
− 2

3

𝑗2𝑗1

⎞⎠ 3
4

.
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Використовуючи визначення 𝑎(𝑥0, 𝑦*0), маємо

||𝜎1(𝜀, 𝑥0)|| ≤ 𝑐𝜎𝜀
3/2‖𝑦*0 − 𝑦0‖3/2,

де

𝑐𝜎 =

√
𝜀𝑀𝑔2𝛼

2𝜇2

2

√︀
𝑝 + 𝛿 +

2𝑀𝑔2(𝛼𝜇)3/2√
𝜋

𝑚∑︁
𝑗1=1

⎛⎝ ∑︁
(𝑗2,𝑗1)∈𝑆2

𝜅
− 2

3

𝑗2𝑗1

⎞⎠ 3
4

,

за умови, що 𝑥0 ∈ 𝐵𝛿(𝑌
𝑝
0 ).

Для отримання оцiнок виразiв ||𝑟0(𝜀)|| та ||𝑟1(𝜀)|| застосуємо припущення

1.3):

||𝑟0(𝜀)|| ≤ 𝑐𝑟0𝜀
3
2 .

||𝑟1(𝜀)|| ≤ 𝑐𝑟1𝜀
3
2‖𝑦0 − 𝑦*0‖,

де 𝑐𝑟0 = 1
2(𝜀𝐿20 +

√
𝜀𝑀20(

√
𝜀+𝑐𝑢

√
𝑝 + 𝛿)), 𝑐𝑟1 = 1

6𝑐
2
𝑢(𝑀𝑔30

√
𝜀+𝑀𝑔3𝑐𝑢

√
𝑝 + 𝛿).

Проаналiзуємо значення ‖𝑦(𝜀) − 𝑦*(𝜀)‖. З (6.2),

𝑦(𝜀)−𝑦*(𝜀) = 𝑦0−𝜀𝛼(𝑦0−𝑦*0)+𝜀𝑔0(0, 𝑥
0)+𝜎1(𝜀, 𝑥

0)+𝑟0(𝜀)+𝑟1(𝜀)−𝑦*(𝜀)+𝑦*0−𝑦*0

= (1 − 𝜀𝛼)(𝑦0 − 𝑦*0) − (𝑦*(𝜀) − 𝑦*0) + 𝜀𝑔0(0, 𝑥
0) + 𝜎1(𝜀, 𝑥

0) + 𝑟0(𝜀) + 𝑟1(𝜀).

З припущення 1.3) та отриманих вище оцiнок для ‖𝜎1(𝜀, 𝑥0)‖, ‖𝑟0(𝜀)‖, ‖𝑟1(𝜀)‖,

‖𝑦(𝜀) − 𝑦*(𝜀)‖ ≤ (1 − 𝜀𝛼)‖𝑦0 − 𝑦*0‖ + 𝐿*𝜀 + 𝜀𝑀𝑔0

+𝑐𝜎𝜀
3
2‖𝑦0 − 𝑦*0‖

3
2 + 𝑐𝑟0𝜀

3
2 + 𝑐𝑟1𝜀

3

2
‖𝑦0 − 𝑦*0‖

≤ ‖𝑦0 − 𝑦*0‖(1 − 𝜀(𝛼− 𝑐𝜎
√︀
𝜀(𝑝 + 𝛿) − 𝑐𝑟1

√
𝜀)) + 𝜀(𝐿* + 𝑀𝑔0 + 𝑐𝑟0

√
𝜀),

за умов, що 𝜀 < 𝜀1 = 1
𝛼 та 𝑥0 ∈ 𝐵𝛿(𝑦

𝑝
0).

Таким чином ми маємо наступну оцiнку:

||𝑦(𝜀) − 𝑦*(𝜀)|| ≤
(︀
1 − 𝜀(𝛼−

√
𝜀𝑞)
)︀
||𝑦0 − 𝑦*0|| + 𝜀𝑑,

де 𝑞 = 𝑐𝜎
√
𝑝 + 𝛿 + 𝑐𝑟1 та 𝑑 = 𝐿* + 𝑀𝑔0 + 𝑐𝑟0

√
𝜀 монотонно зростають вiдносно

𝜀 та 𝛿.
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Покажемо притягання 𝑦−компонент розв’язку до 𝑝−околу кривої 𝑦*(𝑡).

Слiд вiдзначити, що використовуючи оцiнку (6.13), вибором достатньо ма-

лого 𝜀 > 0 можна забезпечити наступну властивiсть: якщо 𝑥0 ∈ 𝑌
𝑝
2
0 , то

𝑥(𝑡) ∈ 𝑌 𝑝
𝑡 для всiх 𝑡 ∈ [0, 𝜀]. Для цього визначимо 𝜀2 як додатний корiнь

рiвняння

𝑐𝑦1

√︂
𝜀𝑝

2
+ 𝜀(𝑐𝑦2 + 𝐿*) =

𝑝

2
,

тобто

𝜀2 =
𝑝(
√︁

𝑐2𝑦1 + 4(𝑐𝑦2 + 𝐿*) − 𝑐𝑦1)
2

8(𝑐𝑦2 + 𝐿*)2
.

Тодi з (6.13)

‖𝑦(𝑡) − 𝑦*(𝑡)‖ ≤ ‖𝑦(𝑡) − 𝑦0‖ + ‖𝑦*(𝑡) − 𝑦*0‖ + ‖𝑦0 − 𝑦*0‖

≤ 𝑐𝑦1

√︁
𝜀‖𝑦0 − 𝑦*0‖ + 𝜀𝑐𝑦2 + 𝜀𝐿* +

𝑝

2
≤ 𝑝,

за умови, що ‖𝑦0 − 𝑦*0‖ ≤ 𝑝
2 та 𝜀 ≤ 𝜀2.

Визначимо 𝜀3 =
(︁
𝛼−𝜆𝑝−2𝑑

𝑝𝑞

)︁2
для довiльного 𝜆 ∈ (0, 𝛼− 2𝑑

𝑝 ).

Тодi для будь-якого 𝜀 ∈ (0, 𝜀3) , 𝑥
0 ∈ 𝐵𝛿(𝑌

𝑝
0 ),

||𝑦(𝜀) − 𝑦*(𝜀)|| ≤
(︂

1 − 𝜀

(︂
𝜆 +

2𝑑

𝑝

)︂)︂
||𝑦0 − 𝑦*0|| + 𝜀𝑑. (6.15)

Розглянемо два можливих випадки:

1) Якщо 𝑥0 ∈ 𝑌
𝑝
2
0 , тодi, як зазначено вище, ||𝑦(𝑡) − 𝑦*(𝑡)|| ≤ 𝑝 для всiх

𝑡 ∈ [0, 𝜀], тобто 𝑥(𝑡) ∈ 𝑌 𝑝
𝑡 для всiх 𝑡 ∈ [0, 𝜀]

2) Припустимо, що ||𝑦0 − 𝑦*0|| ≥
𝑝
2 . Тодi

||𝑦(𝜀) − 𝑦*(𝜀)|| ≤
(︂

1 − 𝜀

(︂
𝜆 +

2𝑑

𝑝

)︂)︂
||𝑦0 − 𝑦*0|| +

𝜀𝑑||𝑦0 − 𝑦*0||
||𝑦0 − 𝑦*0||

≤ (1 − 𝜀(𝜆 +
2𝑑

𝑝
))‖𝑦0 − 𝑦*0‖ +

2𝑑𝜀‖𝑦0 − 𝑦*0‖
𝑝

= (1 − 𝜀𝜆)‖𝑦0 − 𝑦*0‖.
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Таким чином, ‖𝑦(𝜀) − 𝑦*(𝜀)‖ ≤ ‖𝑦0 − 𝑦*0‖ ≤ 𝑝 + 𝛿 та 𝑥(𝜀) ∈ 𝐵𝛿(𝑌
𝑝
𝜀 ) ⊂ 𝐷

′
.

Застосовуючи знову наведену вище аргументацiю для 𝑥(𝜀) з таким самим

вибором 𝜆 ∈
(︁

0, 𝛼− 2𝑑
𝑝

)︁
та 𝜀𝑖𝑛𝜀 = { 1

𝜆 , 𝜀0, 𝜀1, 𝜀3} отримуємо, що розв’язки

системи (6.4) з 𝑥0 ∈ 𝐵𝛿(𝑌
𝑝
0 ) є коректно визначеними на 𝐷 при 𝑡 ∈ [0, 2𝜀].

Крiм того, ми можемо знову розглянути два випадки:

2.1) якщо 𝑥(𝜀) ∈ Y
p
2
0 , тобто ‖𝑦(𝜀) − 𝑦*(𝜀)‖ ≤ 𝑝

2 , то ‖𝑦(𝑡) − 𝑦*(𝑡)‖ ≤ 𝑝 при

𝑡 ∈ [𝜀, 2𝜀];

2.2) якщо ‖𝑦(𝜀) − 𝑦*(𝜀)‖ ≥ 𝑝
2 , то

‖𝑦(2𝜀) − 𝑦*(2𝜀)‖ ≤ (1 − 𝜀𝜆)‖𝑦(𝜀) − 𝑦*(𝜀)‖.

Повторюючи всi наведенi кроки, можна зробити висновок, що розв’язки си-

стеми (6.4) з керуванням (6.6) та початковими умовами 𝑥0 ∈ 𝐵𝛿(𝑌
𝑝
0 ) є ко-

ректно визначеними на 𝐷 для всiх 𝑡 ≥ 0. Крiм того, якщо 𝑥0 ∈ 𝑌
𝑝
2
0 , то

𝑥(𝑡) ∈ 𝑌 𝑝
0 для всiх 𝑡 ≥ 0. Якщо 𝑥0 ∈ 𝐵𝛿(𝑌

𝑝
0 )∖𝑌

𝑝
2
0 , тодi iснує таке 𝑁 ∈ N, що

‖𝑦(𝑡)−𝑦*(𝑡)‖ > 𝑝 для кожного 𝑡 = 0, 𝜀, 2𝜀, ..., (𝑁 −1)𝜀 i ‖𝑦(𝑡)−𝑦*(𝑡)‖ ≤ 𝑝
2 для

всiх 𝑡 ∈ [𝑁𝜀,∞].

Залишилось описати поведiнку 𝑦(𝑡) при 𝑡 ∈ [0, 𝑁𝜀].

Як доведено ранiше, при 𝑡 = 0, 𝜀, 2𝜀, ..., (𝑁 − 1)𝜀 маємо такi оцiнки:

𝑦(𝑗𝜀) − 𝑦*(𝑗𝜀) ≤ (1 − 𝜀𝜆)𝑗‖𝑦0 − 𝑦*0‖ ≤ 𝑒−𝜆𝑗𝜀‖𝑦0 − 𝑦*0‖,

для 𝑗 = 0, 1, ..., 𝑁 − 1.

Для довiльного 𝑡 ∈ [0, 𝑁𝜀], позначимо через 𝑡𝑖𝑛 =
[︀
𝑡
𝜀

]︀
цiлу частину 𝑡

𝜀 .

Зауважимо, що 𝑡− 𝑡𝑖𝑛𝜀 < 𝜀, тодi

||𝑦(𝑡) − 𝑦*(𝑡)|| ≤ ||𝑦(𝑡𝑖𝑛𝜀) − 𝑦*(𝑡𝑖𝑛𝜀)|| + ||𝑦(𝑡) − 𝑦(𝑡𝑖𝑛𝜀)|| + ||𝑦*(𝑡) − 𝑦*(𝑡𝑖𝑛𝜀)|| ≤√︀
||𝑦(𝑡𝑖𝑛𝜀) − 𝑦*(𝑡𝑖𝑛𝜀)||

(︁√︀
||𝑦(𝑡𝑖𝑛𝜀) − 𝑦*(𝑡𝑖𝑛𝜀)|| + 𝑐𝑦1

√
𝜀
)︁

+ 𝜀(𝑐𝑦2 + 𝐿*)

≤ 𝜅1(‖𝑦0 − 𝑦*0‖)𝑒−𝜎𝑡 + 𝜅2,
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де 𝜅1(‖𝑦0 − 𝑦*0‖) = 𝑒
𝜀𝜆
2

√︀
‖𝑦0 − 𝑦*0‖(𝑒

𝜀𝜆
2

√︀
‖𝑦0 − 𝑦*0‖ + 𝑐𝑦1

√
𝜀) є монотонно зрос-

таючою функцiєю вiдносно ‖𝑦0 − 𝑦*0‖, та 𝜅2 = 𝜀(𝑐𝑦2 + 𝐿*) може бути обрано

довiльно малим шляхом вiдповiдного вибору 𝜀.

На цьому доведення теореми 6.1 завершено.

6.3 Часткова стабiлiзацiя пiдводного апарату в околi заданої кри-

вої

Рис. 6.1: Пiдводний апарат.

Розглянемо приклад системи з дефiцитом керуючих впливiв, що описує

рiвняння руху автономного пiдводного 3D апарату (див. Рис. 6.1):

𝑥̇ =
4∑︁

𝑖=1

𝑓𝑖(𝑥)𝑢𝑖, 𝑥 ∈ R6, 𝑢 ∈ R4, (6.16)

де (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) позначають координати центру мас, (𝑥4, 𝑥5, 𝑥6) описують орiєн-

тацiю апарату (кути Ейлера), 𝑢1− поступальна швидкiсть вздовж вiсi 𝑂𝑥1,

(𝑢2, 𝑢3, 𝑢4)−компоненти кутової швидкостi, а векторнi 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4 поля ма-

ють такий вигляд:

𝑓1(𝑥) = (cos 𝑥5 cos𝑥6, cos𝑥5 sin𝑥6,− sin𝑥5, 0, 0, 0)𝑇 ,

𝑓2(𝑥) = (0, 0, 0, 1, 0, 0)𝑇 ,

𝑓3(𝑥) = (0, 0, 0, sin𝑥4 tg 𝑥5, cos𝑥4, sin𝑥4 sec𝑥5)
𝑇 ,

𝑓4(𝑥) = (0, 0, 0, cos𝑥4 tg 𝑥5,− sin𝑥4, cos𝑥4 sec𝑥5)
𝑇 .

(6.17)
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Такi рiвняння руху використовуються, наприклад, в роботi [8].

Нашою метою є стабiлiзацiя (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)− компонент розв’язкiв системи

(6.16) вздовж кривої 𝑦*(𝑡) = (𝑡 cos 𝑡
2 , 𝑡 sin 𝑡

2 , 0.3𝑡)
𝑇 .

Рангову умову (6.5) виконано при наступному виборi векторних полiв:

𝑓1, [𝑓1, 𝑓3], [𝑓1, 𝑓4]. Тобто 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑓1(𝑥), [𝑓1, 𝑓3](𝑥), [𝑓1, 𝑓4](𝑥)} = R3 для всiх 𝑥 ∈

R6.

Матриця ℱ(𝑥) має вигляд:

ℱ(𝑥) =

⎛⎜⎜⎜⎝
cos𝑥5 cos𝑥6 cos𝑥4 sin𝑥5 cos𝑥6 + sin𝑥4 sin𝑥6 − sin𝑥4 sin𝑥5 cos𝑥6 + cos𝑥4 sin𝑥6

cos𝑥5 sin𝑥6 cos𝑥4 sin𝑥5 sin𝑥6 − sin𝑥4 cos𝑥6 sin𝑥4 sin𝑥5 sin𝑥6 − cos𝑥4 cos𝑥6

− sin𝑥5 cos𝑥4 cos𝑥5 − sin𝑥4 cos𝑥5

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Вочевидь, матриця ℱ(𝑥) є невиродженою, 𝑑𝑒𝑡(ℱ(𝑥)) = 1.

Для прикладу розглянемо випадок, коли неможливо керувати креном апа-

рату, а саме, вважатимемо 𝑢2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Побудуємо керування згiдно до формул (6.6):

𝑢𝜀1(𝑡, 𝑥, 𝑦
*) = 𝑎1(𝑥, 𝑦

*) +
√︁

4𝜋𝜅13|𝑎13(𝑥,𝑦*)|
𝜀 cos 2𝜋𝜅13𝑡

𝜀 +
√︁

4𝜋𝜅14|𝑎14(𝑥,𝑦*)|
𝜀 cos 2𝜋𝜅14𝑡

𝜀 ,

𝑢𝜀3(𝑡, 𝑥, 𝑦
*) = sign(𝑎13(𝑥))

√︁
4𝜋𝜅13|𝑎13(𝑥,𝑦*)|

𝜀 sin 2𝜋𝜅13𝑡
𝜀 ,

𝑢𝜀4(𝑡, 𝑥, 𝑦
*) = sign(𝑎14(𝑥))

√︁
4𝜋𝜅14|𝑎14(𝑥,𝑦*)|

𝜀 sin 2𝜋𝜅14𝑡
𝜀 ,

(6.18)

де 𝑎(𝑥, 𝑦*) = 𝛼ℱ−1(𝑥)(𝑦 − 𝑦*).

Нижче наведено результати чисельної симуляцiї часткової стабiлiзацiї траєк-

торiй системи вздовж заданої кривої. На рис.6.2 - 6.3 представлено графiки

розв’язкiв системи (6.16) з керуванням (6.18) з параментрами 𝜀 = 0.1, 𝛼 = 15

та початковими умовами 𝑥0 = (0, 0,−1, 𝜋4 ,
𝜋
4 ,

𝜋
4 )𝑇 .
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Рис. 6.2: Синiй графiк (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)− компоненти розв’язку системи (6.16)-(6.18). Червоний

графiк - крива 𝑦*(𝑡).

Рис. 6.3: Компоненти 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6, розв’язку системи (6.16)-(6.18).
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6.4 Висновки

Основнi результати цього роздiлу полягають у наступному.

1. Уперше сформульовано i розв’язано задачу часткової стабiлiзацiї вздовж

заданої траєкторiї для загального класу афiнних за керуванням систем,

векторнi поля яких задовольняють певну рангову умову керованостi.

2. Для дослiдження задачi часткової стабiлiзацiї вздовж заданої траєкторiї

поширено концепцiю стiйкостi сiмей множин, яку вперше застосовано в

контекстi саме стiйкостi за частиною змiнних.

3. Для розв’язання поставленої задачi запропоновано узагальнення мето-

ду синтезу функцiй керування, запропонованого, наприклад в [77]. У

результатi отримано новi конструктивнi достатнi умови асимптотичної

стiйкостi однопараметричної сiм’ї множин для дослiджуваного класу си-

стем, для чого побудовано залежне вiд часу керування у виглядi триго-

нометричних полiномiв.
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Загальнi висновки

Одержанi в дисертацiйнiй роботi результати є новими i полягають у наступ-

ному.

1. Розглянуто клас систем нелiнiйних диференцiйних рiвнянь iз випадкови-

ми впливами, якi мають iнварiантну множину довiльної вимiрностi. До-

слiджено питання про стiйкiсть таких множин за майже всiх початкових

умов з фазового простору. Отримано достатнi умови збiжностi траєк-

торiй системи нелiнiйних стохастичних диференцiальних рiвнянь до iн-

варiантної множини. При дослiдженнi асимптотичної поведiнки розв’язкiв

системи використана функцiя щiльностi мiри, яка є монотонною на по-

тоцi.

2. Стохастичну модифiкацiю принципу iнварiантностi Ла-Салля застосова-

но для отримання достатнiх умов асимптотичної стiйкостi iнварiантних

множин систем диференцiальних рiвнянь iз випадковими впливами. За-

пропоновано конструктивний алгоритм побудови керування для стабiлi-

зацiї iнварiантних множин зазначених систем iз застосуванням функцiї

Ляпунова зi знакосталою похiдною.

3. Дослiджено проблеми часткової стабiлiзацiї руху твердого тiла навколо

його центру мас пiд дiєю реактивних крутних моментiв та руху твердого

тiла, що мiстить пару симетричних маховикiв. Вiдмiнною особливiстю

розглянутих систем є наявнiсть випадкових впливiв при керуваннi. Цi

системи неможливо стабiлiзувати у класичному сенсi вiдносно усiх фа-

зових змiнних. Тому було в явному виглядi побудовано керування, що

дозволяють досягнути асимптотичної стiйкостi стану рiвноваги дослiд-

жуваних систем вiдносно частини змiнних.

4. Конструктивне доведення теореми Арцтейна було узагальнено на про-
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блему часткової стабiлiзацiї стохастичних диференцiальних рiвнянь Iто.

Показано можливiсть застосування запропонованого методу побудови

керування для нелiнiйних систем iз випадковими впливами, що опису-

ють динамiку руху перевернутого маятника та колiсного вiзка з рухомою

масою.

5. Вперше сформульовано i розв’язано задачу часткової стабiлiзацiї вздовж

заданої траєкторiї для загального класу афiнних за керуванням систем,

векторнi поля яких задовольняють певну рангову умову керованостi,для

чого поширено концепцiю стiйкостi сiмей множин, яку вперше застосова-

но в контекстi саме стiйкостi за частиною змiнних. Отримано новi кон-

структивнi достатнi умови асимптотичної стiйкостi однопараметричної

сiм’ї множин для дослiджуваного класу систем, для чого побудовано за-

лежне вiд часу керування у виглядi тригонометричних полiномiв.

6. Результати стабiлiзацiї усiх розглянутих механiчних систем проiлюстро-

вано за допомогою чисельного моделювання в програмi Maple iз вико-

ристанням функцiї ItoProcess().
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