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АНОТАЦIЯ

Осауленко Р. Ю. Сингулярнi нiде не монотоннi функцiї та їх фрактальнi

властивостi. —Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-

математичних наук за спецiальнiстю 01.01.01 —Математичний аналiз. — Iн-

ститут математики НАН України, Київ, 2021.

Дисертацiйне дослiдження виконано у лабораторiї фрактального аналi-

зу вiддiлу динамiчних систем i фрактального аналiзу Iнституту математи-

ки НАН України.

Робота виконана в галузi конструктивної теорiї локально складних не-

перервних функцiй з фрактальними властивостями. Вона присвячена син-

гулярним (монотонним та нiде не монотонним) функцiям i засобам їх ви-

вчення.

Традицiйно сингулярною називають функцiю обмеженої варiацiї, яка

має похiдну, рiвну нулю майже скрiзь у розумiннi мiри Лебега. Клас таких

функцiй широкий, але вивченi вони мало. Причини цьому рiзнi. Вiд поши-

реного хибного стереотипу, що важко вказати реальнi процеси, якi ними

описуються, до вiдсутностi ефективних засобiв їх опису та вивчення.

Разом з цим мляве вивчення сингулярних функцiй триває уже бiль-

ше 100 рокiв i значнi зрушення iнтересу до них спостерiгається принайм-

нi останнi 30 рокiв. Це вiдбувається зокрема завдяки Київськiй групi до-

слiдникiв сингулярних розподiлiв ймовiрностей i функцiй з фрактальни-

ми властивостями. Представники цiєї групи: Барановський О. М., Вiннi-

шин В. Ф., Гончаренко Я. В., Iсаєва Т. М., Лисенко I. М., Макарчук О. П.,

Нiкiфоров Р. О., Працьовитий М. В., Свинчук О. В., Торбiн Г. М., Чуй-
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ков А. С. та iншi.

Дисертацiйна робота складається з анотацiй українською й англiйською

мовами, перелiку скорочень i умовних позначень, вступу, семи роздiлiв, по-

дiлених на пiдроздiли, висновкiв до кожного роздiлу й загальних висновкiв,

списку використаних джерел i додатку.

Основними об’єктами дослiдження є:

— нiде не монотоннi неперервнi функцiї:

• заданi за допомогою рiзних зображень дiйсних чисел;

• заданi як границя функцiональної послiдовностi;

• заданi як композицiя нiде не монотонних та сингулярних фун-

кцiй (зокрема тi, що є композицiєю нiде не диференцiйовної та

сингулярної функцiй).

— Оператори диференцiювання (узагальнення та їх аналоги), що до-

зволяють спростити дослiдження функцiй зi складною локальною

структурою.

— Фрактальнi властивостi сингулярних та нiде не монотонних функ-

цiй.

У вступi обґрунтовано актуальнiсть дослiдження, визначено об’єкт,

предмет, мету i завдання, зазначено наукову новизну одержаних резуль-

татiв, особистий внесок здобувача.

Перший роздiл представлено огляд лiтератури з тем якi мають безпосе-

реднiй зв’язок з темою дослiдження, наведено основнi поняття i твердже-

ння.

Другий роздiл присвячений дослiдженню частот цифр Q̃-зображення

числа. Отриманi результати були використанi для встановлення факту

iснування сингулярної функцiї необмеженої варiацiї. У цьому роздiлi: вста-

новлено нормальну властивiсть Q̃-зображення чисел (це така властивiсть,

яка виконується для майже всiх чисел у розумiннi мiри Лебега); сконстру-

йовано злiченну неабелеву групу неперервних перетворень вiдрiзка [0; 1],
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якi зберiгають хвости Qs-зображення числа; побудовано континуальний

клас неперервних функцiй, якi зберiгають частоти цифр Qs-зображення

числа без збереження хвостiв.

У третьому роздiлi представлено (u, v)-похiдну, як границю

Du
vf(x0) = lim

h→0

f
(
x0 + u(h)

)
− f

(
x0 − v(h)

)
u(h) + v(h)

,

де
(
u, v
)
— пара нескiнченно малих у нулi функцiй, для яких iснує проко-

лотий δ-окiл нуля, у якому u(h) 6= v(h). Вона є узагальненням класичної

та цилiндричної похiдної. Доведено її властивостi та встановлено зв’язок з

класичною похiдної.

Розглянуто застосування (u, v)-похiдної для:

— розкриття невизначеностей в границях, зокрема вдалось отримати

певне узагальнення правила Лопiталя;

— вивчення диференцiальних властивостей строго монотонних фун-

кцiй (на прикладi функцiї Мiнковського, а також встановлення фа-

кту сингулярностi неперервних функцiй, якi зберiгають частоти Qs-

зображення числа без збереження хвостiв);

— дослiдження диференцiальних властивостей модельного класу нiде

не монотонних функцiй, якi є границями рекурентних функцiональ-

них послiдовностей.

У четвертому роздiлi розглянуто аналог (u, v)-похiдної як границю

�u
vf(x0) = lim

h→0

�u
vf(x0)

�u
vx

,

де
(
u, v
)
— пара невiд’ємних нескiнченно малих у нулi функцiй, для яких

iснує проколотий δ-окiл нуля, у якому u(h) 6= v(h), а �u
vf(x0) – коливання

функцiї f на вiдрiзку: �u
vf(x0) = sup

t∈[x0−v(h);x0+u(h)]

f(t)− inf
t∈[x0−v(h);x0+u(h)]

f(t).

Вивчено властивостi та встановлено зв’язок з класичною та (u, v)-

похiдною. Теоретичнi результати другого та четвертого роздiлу дозволили
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показати iснування континуального класу нiде не монотонних сингулярних

функцiй необмеженої варiацiї. Також аналог (u, v)-похiдної застосовано для

встановлення нiде не диференцiйовностi аналогу Трибiн-функцiї, означеної

в термiнах ланцюгових A2-дробiв та негатрiйкового зображення.

У п’ятому роздiлi означено логарифмiчну (u, v)-похiдну як границю

Lu
vf(x0) = lim

h→0

ln
∣∣∣f(x0 + u(h)

)
− f

(
x0 − v(h)

)∣∣∣
ln
∣∣u(h) + v(h)

∣∣ ,

де
(
u, v
)
— пара нескiнченно малих у нулi функцiй, для яких iснує проко-

лотий δ-окiл нуля, у якому u(h) 6= v(h).

Дослiджено її властивостi та встановлено зв’язок з (u, v)-похiдною та

її аналогом. В цьому роздiлi також описується узагальнення дотичних, що

дозволяє будувати розклади деяких функцiй у степеневi ряди з дiйсними

показниками, а також розкладати в ланцюговi дроби розв’язки деяких ди-

ференцiальних рiвнянь.

Роздiл 6 присвячений аналогу логарифмiчної (u, v)-похiдної, як границi

Λu
vf(x0) = lim

h→0

ln�u
vf(x0)

ln�u
vx

,

де
(
u, v
)
— пара невiд’ємних нескiнченно малих у нулi функцiй, для яких

iснує проколотий δ-окiл нуля, у якому u(h) 6= v(h), а �u
vf(x0) – коливання

функцiї f на вiдрiзку [x0 − v(h);x0 + u(h)] .

Вивчено основнi властивостi, встановлюється зв’язок з (u, v)-похiдною, з

її аналогами та модифiкацiями, а також зв’язок з розмiрнiстю Хаусдорфа-

Безиковича носiя функцiї. Як наслiдок, вдалось показати, що носiї фун-

кцiй, якi зберiгають частоти цифр Qs-зображення числа без збережен-

ня хвостiв є суперфрактальними множинами (їх розмiрнiсть Хаусдорфа-

Безиковича дорiвнює 1). За допомогою описаного аналогу, було проведе-

но дослiдження на диференцiйовнiсть композицiї нiде не диференцiйовної

функцiї (вона розглянута в роботi H. Okamoto ”A remark on continuous,
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nowhere differentiable functions”) та функцiї Салема. У результатi, знайдено

достатнi умови недиференцiйовностi композицiї цих функцiй, а також її

сингулярностi (як обмеженої, так i необмеженої варiацiї).

У сьомому роздiлi розглянуто адаптацiю iдеї використання прямих та

обернених вiдображень, якi активно використовувались при побудовi (u, v)-

похiдної разом з її аналогами та модифiкацiями, для дослiдження збiжно-

стi додатних рiдiв та абсолютної збiжностi невласних iнтегралiв. Отримано

новi ознаки збiжностi додатних рядiв (невласних iнтегралiв); знайдено до-

статнi умови збiжностi-розбiжностi узагальненого ряду Флiнт Гiлла (Flint

Hills series) i, як наслiдок, встановлено, що мiра iррацiональностi числа π

дорiвнює 2.

Додаток мiстить список публiкацiй здобувача на тему дисертацiї й вi-

домостi про апробацiю результатiв дисертацiї.

Ключовi слова: частота цифри числа у його зображенi, Q̃-зображення

числа, нiде не монотонна функцiя, нiде не диференцiйовна функцiя, сингу-

лярна функцiя, розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича, (u, v)-похiдна, аналог

(u, v)-похiдної, логарифмiчна (u, v)-похiдна, аналог (u, v)-похiдної, додатнi

ряди, невласнi iнтеграли, ланцюговий дрiб.
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ABSTRACT

Osaulenko R. Y. Singular non where monotonic functions and its fractal

properties. –– Qualification scientific work in the form of manuscript.

Thesis for candidate of physical and mathematical sciences degree in spe-

ciality 01.01.01 –– Mathematical analysis. –– Institute of Mathematics of Na-

tional Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2021.

Thesis research completed in the laboratory of fractal analysis of the de-

partment of dynamic systems and fractal analysis of the Institute of Mathe-

matics of the National Academy of Sciences of Ukraine.

The work has been performed in the field of constructive theory of locally

complex continuous functions with properties of fractal. It is dedicated to

singular (monotonic and nowhere monotonic) functions and means of their

study. The function of bounded variation, which has a derivative equal to

zero almost everywhere in Lebesgue’s understanding, is traditionally called

singular. The class of such functions is wide, but they are less understood.

The reasons for this are different. From the widespread false stereotype that it

is difficult to indicate the real processes as described by them, to the effective

means of describing and studying them. At the same time, the slow study of

singular functions has been going on for more than 100 years, and significant

shifts in interest in them have been observed for at least the last 30 years. It

happens due to a particular Kyiv group of researchers of singular distributions

of probabilities and functions with properties of fractal. The representatives

of this group are O. M. Baranovsky, V. F. Vinnishin, Y. V. Goncharenko,

T. M. Isaeva, I. M. Lysenko, O. P. Makarchuk, R. O. Nikiforov, M. V. Pratso-

vity, O. V. Shinchuk, G. M. Torbin, A. S. Chuikov and others.
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The thesis consists of annotations in Ukrainian and English, a list of

abbreviations and conditional designations, introduction, seven distributions,

shared for distributions, conclusions to each section and general conclusions,

a list of used sources and an application. The main objects of research are:

— nowhere monotonic continuous functions:

• are specified by different representations of real numbers;

• are specified as the limit of the functional series;

• are specified as a composition of nowhere monotonic and singu-

lar functions (especially those that are a composition of nowhere

differentiated and singular functions).

— Operators of differentiation of their generalization and their ana-

logues, which make it easier to find out the function with a locally

complicated structure.

— Fractal’s properties of singular and nowhere monotonic functions.

The introduction substantiates the relevance of the study, defines the

object, subject, purpose and objectives, indicates the scientific novelty of the

results, the personal contribution of the applicant.

The first section presents an overview of the lecture on topics that have

a direct relationship with the topic of the link, the basic concepts and state-

ments are given.

The second section is devoted to the study of the frequencies of digits

Q̃-representation if a real number. The obtained results were used to estab-

lish the fact of the existence of a singular function of unlimited variation.

This section sets the normal property of the Q̃-representation of real num-

ber (such a property, which holds for almost all numbers in the sense of the

Lebesgue measure); a countable non-Abelian group of continuous mapping

of unit segment, which store the ends of the Qst-representation of number is

constructed; a continuous class of continuous functions is constructed, which

preserve the frequencies of digits of the Qs–representation of the number
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without preserving the ends.

In the third section, the (u, v) derivative is presented as a limit

Du
vf(x0) = lim

h→0

f
(
x0 + u(h)

)
− f

(
x0 − v(h)

)
u(h) + v(h)

,

where
(
u, v
)

— is a pair of infinitesimally small at zero functions for which

there is δ-neighborhood, in which u(h) 6= v(h). It is a generalization of

the classical and cylindrical derivative. Its properties are proved and the

connection with the classical derivative is established. The use of
(
u, v
)
-

derivative is considered for:

— to solve of uncertainties within the limits, in particular it was possible

to obtain a certain generalization of Lopit’s rule;

— study of the differential properties of strictly monotonic functions (on

the example of the Minkowski function, as well as the establishment

of the fact of singularity of continuous functions that preserve the fre-

quencies of digits of Qs-representation of a number without preserving

the ends;

— investigation of the differential properties of the model class of

nowhere monotonic functions, which are the limit of recurrent func-

tional sequences.

In the fourth section, the analogue of the
(
u, v
)
-derivative is considered

as a limit

�u
vf(x0) = lim

h→0

�u
vf(x0)

�u
vx

,

where
(
u, v
)

is a pair of non-negative infinitesimal functions for which there is

δ-neighborhood, in which u(h) 6= v(h) and �u
vf(x0) is a oscillation of function

f at segment [x0 − v(h);x0 + u(h)] .

The properties are studied and a connection is established with the clas-

sical and
(
u, v
)
- derivative.
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The theoretical results of this and the second section made it possible to

show the existence of a continual class of nowhere monotone singularity of

functions of unbounded variation. Also, the analogue of the
(
u, v
)
- derivative

was used to establish nowhere differentiable of the analogue of the Tribine

function, denoted in terms of continued A2-fractions and a nega-ternary no-

tation.

In the fifth section, the logarithmic
(
u, v
)
-derivative was defined as limit

Lu
vf(x0) = lim

h→0

ln
∣∣∣f(x0 + u(h)

)
− f

(
x0 − v(h)

)∣∣∣
ln
∣∣u(h) + v(h)

∣∣ ,

where
(
u, v
)

— is a pair of infinitesimally small at zero functions for which

there is δ-neighborhood, in which u(h) 6= v(h).

Its properties are investigated and a connection with the
(
u, v
)
-derivative

and its analog is established. This section also describes generalizations of

tangents, which allows one to construct schedules of some functions in power

series with real exponents, as well as expand solutions of some differential

equations into continued fractions.

Section 6 is devoted to an analogue of the logarithmic
(
u, v
)
-derivative,

as a limit

Λu
vf(x0) = lim

h→0

ln�u
vf(x0)

ln�u
vx

,

where
(
u, v
)

is a pair of non-negative infinitesimal functions for which there is

δ-neighborhood, in which u(h) 6= v(h) and �u
vf(x0) is a oscillation of function

f at segment [x0 − v(h);x0 + u(h)] .

The main properties are studied, the connection with the
(
u, v
)
-derivative,

with its analogues and modifications, as well as the connection with the

Hausdorff-Besicovitch dimension of the function carrier are established.

As a result, it was succeeded to show that the carriers of functions that

store the frequencies of digits of the Qs-representation of a number without
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preserving ends are super fractal sets (their Hausdorff-Besicovitch dimension

is equal to 1).

Using the described analogue, a study was conducted on the differentia-

tion of the composition of the nowhere differentiable function (it was consid-

ered in the work of H. Okamoto ”A remark on continuous, nowhere differen-

tiable functions”) and Salem function. As a result, sufficient conditions were

found for the non-differentiability of these compositions of functions, as well

as for its singularity (both limited and unlimited variation).

The 7 section was considered as the adaptation of the idea of using di-

rect and inverse mappings (which were actively used in constructing
(
u, v
)
-

derivative together with its analogues and modifications) to study the con-

vergence of positive series and the absolute convergence of improper inte-

grals. New signs of convergence of positive series (non-proper integrals) are

obtained; sufficient conditions for convergence-divergence of the generalized

Flint Hills series are found and, as a consequence, it is established that the

measure of irrationality of the number π is equal to 2.

The appendix contains a list of the applicant’s publications on the topic

of the dissertation and information about the approbation of the dissertation

results.

Key words : digit frequency of representation, Q̃-representation of a num-

ber, nowhere monotonic function, nowhere differentiable function, singular

function, Hausdorff-Besicovitch dimension, (u, v) - derivative, analog (u, v) -

derivative, logarithmic (u, v) - derivative, analog of (u, v) - derivative, positive

series, improper integrals.
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СПИСОК СКОРОЧЕНЬ ТА ПОЗНАЧЕНЬ

N – множина натуральних чисел;

R – множина дiйсних чисел;

νQsj (x) – частота цифри j Qs-зображення числа x;

∆Qs
α1α2...αn

– цилiндр n-го рангу Qs-зображення числа;

V
[a;b]
f – повна варiацiя функцiї f на вiдрiзку [a; b];

Du
vf(x0) – (u, v)-похiдна функцiї f в точцi x0;

�u
vf(x0) – коливання функцiї f на вiдрiзку з кiнцями

в точках x0 + u, x0 − v;

�u
vf(x0) – аналог (u, v)-похiдної функцiї f в точцi x0;

Lu
vf(x0) – логарифмiчна (u, v)-похiдна функцiї f в точцi x0;

Λu
vf(x0) – аналог логарифмiчної (u, v)-похiдної функцiї f в точцi x0;

≡ – рiвнiсть за означенням.
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ВСТУП

Робота виконана в галузi конструктивної теорiї локально складних не-

перервних функцiй з фрактальними властивостями. Вона присвячена син-

гулярним (монотонним та нiде не монотонним) функцiям i засобам їх ви-

вчення.

Актуальнiсть теми. Сингулярною, традицiйно, називають функцiю

обмеженої варiацiї, яка має похiдну рiвну нулю майже скрiзь у розумiннi

мiри Лебега. Клас таких функцiй широкий, але вивченi вони мало. При-

чини досить рiзнi: вiд поширеного хибного стереотипу (що важко вказати

реальнi процеси, якi вони описують), до вiдсутностi ефективних засобiв

їхнього опису i дослiдження.

Разом з цим мляве вивчення сингулярних функцiй тривало майже сто-

лiття i значне зрушення iнтересу до них спостерiгається впродовж при-

наймнi 30 останнiх рокiв. Це вiдбувається зокрема завдяки Київськiй групi

дослiдникiв сингулярних розподiлiв ймовiрностей i функцiй зi фракталь-

ними властивостями. Представники цiєї групи: Барановський О. М., Вiннi-

шин В. Ф., Гончаренко Я. В., Iсаєва Т. М., Лисенко I. М., Макарчук О. П.,

Нiкiфоров Р. О., Працьовитий М. В., Свинчук О. В., Торбiн Г. М., Чуй-

ков А. С. та iншi.

Завдяки iнтенсивному розвитку теорiї фракталiв (фрактальної геоме-

трiї та фрактального аналiзу) суттєво зрiс iнтерес до неперервних нiде не

монотонних функцiй. Iстотно збагатився арсенал засобiв їх задання i до-

слiдження, зокрема завдяки появi нових систем кодування (зображення)

дiйсних чисел (Гончаренко Я. В., Дмитренко С. О., Кюрчев Д. М., Лисен-

ко I. М., МасловаЮ. П., Працьовитий М. В., Торбiн Г. М., Фещенко О. Ю.).

Кожна неперервнва недиференцiйовна функцiя є нiде не монотонною, але
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клас останнiх суттєво ширший. Серед них iснують функцiї обмеженої i нео-

бмеженої варiацiї, а функцiї обмеженої варiацiї є диференцiйовними майже

скрiзь. Як виявилось (Агаджанов А. М., Ґарг К., Працьовитий М. В., Шу-

кла Ю.), iснують нiде не монотоннi сингулярнi функцiї, якi сьогоднi є ще

достатньо загадковим об’єктом теорiї функцiй. Цiкаво охарактеризувати

масивнiсть цього класу у просторi C[0;1], достатньо повно аргументувати

iнтерес до таких об’єктiв i розробити засоби їх ефективного вивчення. В

значнiй мiрi дана робота пiдпорядкована цим завданням, головним з яких

є останнє.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Дослiдження проводились у рамках таких науково-дослiдницьких тем Iн-

ституту математики Нацiональної академiї наук України i Нацiонального

педагогiчного унiверситету iменi М.П. Драгоманова:

— фрактальний аналiз неперервних функцiй та мiр (№ державної ре-

єстрацiї 0111U000053);

— фрактальний аналiз математичних об’єктiв зi складною локальною

будовою функцiй та мiр (№ державної реєстрацiї 0107U000583);

— фрактальна геометрiя числових рядiв i фрактальний аналiз сто-

хастичних об’єктiв, з ними пов’язаних (№ державної реєстрацiї

0118U002059);

— cтатистика сингулярних розподiлiв ймовiрностей i фрактальнi не-

перервнi функцiї випадкових величин (№ державної реєстрацiї (№

державної реєстрацiї 0118U002059);

Об’єктом дослiдження є сингулярнi й неперервнi нiде не монотоннi

функцiї, засоби й iнструментарiй їхнього опису i дослiдження.

Предметом дослiдження є оператори диференцiювання, їхнi уза-

гальнення й аналоги, властивостi i застосування на модельних класах син-

гулярних i нiде не монотонних неперервних функцiй.
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Мета дослiдження. Розробити систему засобiв для вивчення дифе-

ренцiальних i фрактальних властивостей неперервних локально складних

функцiй (сингулярних, нiде не монотонних, недиференцiйовних), яка би

стала суттєвим розширенням класичних засобiв i ефективним знаряддям

для встановлення факту належностi об’єкта до вiдповiдної категорiї. Апро-

бувати створену систему на класах модельних функцiй (класичних i нових).

Основними завданнями дисертацiйного дослiдження є:

1. Побудувати основи теорiї цилiндричних похiдних для Q∗- i Q̃-

зображення дiйсних чисел. Окреслити нiшу застосовностi цилiндри-

чної похiдної. Навести приклади її ефективностi.

2. Знайти еквiвалентi означення частоти цифри в зображеннi числа i

довести новi критерiї iснування частоти.

3. Створити теорiю (u, v)-похiдної як узагальнення класичної й ци-

лiндричної похiдної. Навести приклади ефективного використання.

Розглянути аналоги (u, v)-похiдної.

4. Створити теорiю логарифмiчної (u, v)-похiдної i вказати на її засто-

сування для вивчення фрактальних властивостей функцiй.

5. Знайти застосування запропонованих конструкцiй у теорiях дода-

тних рядiв i невласних iнтегралiв, а також у фрактальному аналiзi

рiзних математичних об’єктiв.

6. Описати групу неперервних перетворень вiдрiзка, якi зберiгають

хвости Q-зображення чисел, установити їхню масивнiсть.

Методи дослiдження. У роботi були використанi методи метричної

теорiї чисел, математичного аналiзу, теорiї функцiй дiйсної змiнної, теорiї

фракталiв (фрактальної геометрiї i фрактального аналiзу).

Наукова новизна отриманих результатiв.

— Запропоновано конструкцiю (u, v)-похiдної, яка є узагальненням

класичної й цилiндричної похiдної, знайдено аналоги (u, v)-похiдної
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i вивчено їх властивостi.

— Наведено приклади неперервних нiде не монотонних сингулярних

функцiй необмеженої варiацiї, залежних вiд параметрiв, якi набу-

вають континуальну множину значень.

— Дослiджено диференцiальнi властивостi композицiї сингулярної

функцiї Салема i нiде не диференцiйовної.

— Побудовано два алгоритми, якi дозволять розкладати розв’язки ди-

ференцiальних рiвнянь в ланцюговi дроби.

— Дослiджено розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича носiїв функцiй з

континуального класу неперервних функцiй, якi зберiгають частоти

цифр Qs-зображення числа без збереження хвостiв.

— Запропоновано конструкцiї логарифмiчної (u, v)-похiдної i її анало-

гу, проiлюстровано їхню продуктивнiсть i вивчено властивостi.

— Встановлено достатнi умови збiжностi/розбiжностi узагальненого

ряда Флiнт Гiлла (Flint Hills).

— Доведено кiлька нових ознак збiжностi додатних числових рядiв i

абсолютної збiжностi невласних iнтегралiв.

Практичне значення отриманих результатiв. Робота має теоре-

тичний характер, але отриманi результати можуть бути використаними при

дослiдженнi об’єктiв неперервної математики зi локально складною стру-

ктурою (множин, функцiй, мiр, динамiчних систем). Сподiваємось, що за-

пропонованi конструкцiї рiзних операторiв диференцiювання допоможуть в

значнiй частинi випадкiв спростити задачу вивчення диференцiальних вла-

стивостей функцiй i спектральних властивостей ймовiрнiсних мiр, полег-

шать задачу встановлення їх лебегiвської структури. Окремi твердження

будуть корисними у задачах вiдшукання наближених розв’язкiв звичайних

диференцiальних рiвнянь i встановлення факту збiжностi додатних рядiв

та iнтегралiв.
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Особистий внесок здобувача. Науковi результати, якi виносяться

на захист, отримано автором самостiйно. Всi опублiкованi роботи за темою

дисертацiї не мають спiвавторiв. Визначення напрямку дослiджень, поста-

новка задач та загальне керiвництво роботою належать науковому керiвни-

ку доктору фiзико-математичних наук, професоровi Працьовитому М. В..

Апробацiя матерiалiв дисертацiї. Результати дисертацiйного до-

слiдження доповiдались на конференцiях рiзних рiвнiв i наукових семiна-

рах:

1. Всеукраїнська науково-методична конференцiя «Сучаснi науково-

методичнi проблеми математики у вищiй школi» (Київ, 2016);

2. П’ята Всеукраїнська конференцiя молодих вчених з математики та

фiзики (Київ, 2017);

3. Мiжнародна наукова конференцiя «Асимптотичнi методи в теорiї

диференцiальних рiвнянь», присвячена 85-рiччю вiдомого україн-

ського математика, педагога та органiзатора освiти Шкiля Миколи

Iвановича (Київ, 2017);

4. Мiжнародна конференцiя молодих математикiв, присвячена 100-

рiччю з дня народження академiка НАН України Ю.О. Митрополь-

ського (1917-2008) (Київ, 2017);

5. Сьома Всеукраїнська конференцiя молодих вчених з математики та

фiзики (Київ, 2018);

6. The Sixth International Conference on Analytic Number Theory and

Spatial Tessellations, September 24-28 (Kyiv, 2018);

7. Восьма Всеукраїнська наукова конференцiя молодих вчених з ма-

тематики та фiзики «Актуальнi проблеми сучасної математики та

фiзики» (Київ, 2019);

8. Семiнар з фрактального аналiзу, Iнститут математики НАН Украї-

ни та Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М. П. Драгома-
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нова (керiвник: д-р фiз.-мат. наук, проф. М. В. Працьовитий);

9. Львiвський мiжвузiвський семiнар з теорiї аналiтичних функцiй

(керiвники: д-р фiз.-мат. наук, проф. А. А. Кондратюк, д-р фiз.-

мат. наук, проф. О. Б. Скаскiв).

10. Семiнар кафедри диференцiальних рiвнянь Нацiональний технi-

чний унiверситет України "Київський полiтехнiчний iнститут iменi

Iгоря Сiкорського"(керiвник: д-р фiз.-мат. наук, проф. М. Є. Дуд-

кiн).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiйного дослiдження опублi-

ковано в шести статтях [27, 45, 49, 50, 53, 54] у наукових виданнях, якi

входять до перелiку фахових видань МОН України, серед них одна ста-

ття [27], яка iндексується мiжнародною наукометричною базою ”Scopus”.

Короткi вiдомостi по результатам дослiдження наведено у матерiалах кон-

ференцiй [26, 44, 46, 47, 48, 51, 52].

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається з анотацiї,

списку скорочень та позначень, вступу, семи роздiлiв, розбитих на пiдроз-

дiли, висновкiв до кожного роздiлу та й загальних висновкiв, списку вико-

ристаних джерел (74 найменувань) i додатка (список публiкацiй автора, 13

найменувань). Загальний обсяг роботи – 144 сторiнки.
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ I КОНЦЕПТУАЛЬНI ЗАСАДИ

ДОСЛIДЖЕННЯ

Для задання сингулярних, нiде не монотонних, нiде не диференцiйов-

них функцiй використовують функцiональнi ряди (наприклад, нiде не ди-

ференцiйовна функцiя Веєрштраса [15, 17]), функцiональнi послiдовностi

(функцiя Кантора [58]), ланцюговi дроби (функцiя Мiнковського [15, 58]),

рiзнi системи представлення та зображення чисел ([59, 60, 71]) тощо.

У цьому роздiлi ми наводимо означення базових понять та фактiв, а

також проводимо огляд лiтератури, що їх стосується.

1.1. Зображення дiйсного числа

У цьому пунктi коротко представлено факти про рiзнi способи зобра-

ження дiйсного числа, якi будуть використовуватись в подальшому для

побудови неперервних функцiй зi складною локальною будовою (сингу-

лярних, нiде не монотонних, майже скрiзь недиференцiйовних та нiде не

диференцiйовних).

1.1.1. Qs-зображення числа. У роботах [29, 32, 55, 57, 58, 64, 65, 70]

вивчаються властивостi Qs-зображення та рiзнi математичнi об’єкти, якi з

ним пов’язанi. Нагадаємо його змiст.

Нехай 1 < s – фiксоване натуральне число, As ≡ {0, 1, . . . , s− 1} –

алфавiт s-ої системи числення, L = As × As × . . . × As × . . . – простiр

послiдовностей елементiв алфавiтiв, Qs ≡ {q0, q1, . . . , qs−1} – заданий набiр

дiйсних чисел, qi > 0,
s−1∑
j=0

qj = 1, β0 ≡ 0, βk ≡
k−1∑
j=0

qi, k = 1, 2, . . . , s− 1.
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Вiдомо [55, 58], що для будь-якого x ∈ [0; 1] iснує нескiнченна послiдов-

нiсть (αn) ∈ L, така, що:

x = βα1
+
∞∑
k=2

(
βαk

k−1∏
j=1

qαj

)
= ∆Qs

α1α2α3...
. (1.1)

Подання числа x у виглядi ряду (1.1) називається Qs-представленням

числа x, а скорочений запис ∆Qs
α1α2α3...

– його Qs-зображенням. При цьому

αk = αk(x) називається k-им Qs-символом або Qs-цифрою числа x.

Однiєю з простих задача, яка приводить до поняття Qs-зображення чи-

сла є задача про вираз функцiї розподiлу випадкової величини, s-вi цифри

якої є незалежними i однаково розподiленими, причому вони набувають

значень 0, 1 . . . , s− 1 з ймовiрностями q0, q1, . . . , qs−1 вiдповiдно [73].

Якщо послiдовнiсть цифр у Qs-зображеннi числа x є перiодичною, то

перiод у зображеннi символiзують круглi дужки.

Злiченна множина чисел має два Qs-зображення. Це числа виду:

∆Qs
α1α2...αk(0) = ∆Qs

α1α2...[αk−1](s−1),

вони називаються Qs-рацiональними, а решта Qs-iррацiональними.

Зауваження 1.1. Якщо q0 = q1 = · · · = qs−1 = 1
s , то Qs-зображення є

звичайним s-ковим розкладом числа. ТомуQs-зображення є узагальненням

s-го зображення числа. При цьому Qs-символи числа є iндексами у його

представленнi, а не коефiцiєнти, як у s-ому розкладi.

Означення 1.1. Цилiндром рангуm з основою c1c2 . . . cm, ci ∈ As, нази-

вається множина ∆Qs
c1c2...cm

, що складається з усiх чисел x ∈ [0; 1], що мають

Qs-зображення, у яких першi m Qs-символiв спiвпадають з c1, c2, . . . , cm

вiдповiдно, тобто ∆Qs
c1c2...cm

=
{
x : αj(x) = ci, i = 1,m

}
.

Очевидною є рiвнiсть ∆Qs
c1c2...cm

=
s−1⋃
i=0

∆Qs
c1c2...cmi

.

Зазначимо, що цилiндром ∆Qs
c1c2...cm

рангу m є вiдрiзок з кiнцями:

a = ∆Qs
c1c2...cm(0) =

m∑
k=1

(
βαk

k−1∏
j=1

qαj

)
, b = ∆Qs

c1c2...cm(s−1) = a+
m∏
i=1

qαi.
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Легко довести, що max ∆Qs
c1c2...cmi

= min ∆Qs
c1c2...cm[i+1].

Для довiльного набору c1, c2, . . . , cm цифр алфавiту Qs-зображення

числа виконується рiвнiсть (основна метрична тотожнiсть):∣∣∣∆Qs
c1c2...cmi

∣∣∣∣∣∣∆Qs
c1c2...cm

∣∣∣ = qi. (1.2)

Нормальнi властивостi чисел вiдрiзка [0; 1] у їх Qs-зображеннi окре-

мо здобутi засобами математичного аналiзу та теорiї ймовiрностей. Вони

отриманi у термiнах частот Qs-зображень i описанi у роботах [58, 63], [70].

1.1.2. Q̃-зображення числа. Q̃–зображення дiйсного числа з [0; 1]

є узагальненням вiдомих систем зображення дiйсних чисел: класичне s-

кове зображення, Qs–зображення. Нагадаємо його змiст [58].

Нехай маємо послiдовнiсть алфавiтiв Ak = {0, 1, . . . ,mk}, mk ∈
∈ N

⋃
{∞}, k ∈ N, L = Am1

×Am2
×· · ·×Amk

× . . . – простiр послiдовностей

елементiв алфавiтiв; Q̃ = ||qi,j|| – ”матриця” з нескiнченною кiлькiстю стов-

пцiв (k-ий стовпець мiстить mk елементiв), i ∈ Aj, mj ∈ N∞ = N
⋃
{+∞},

j ∈ N, така, що задовольняє наступнi умови:

1. 0 < qi,j < 1 для всiх i ∈ Aj, j ∈ N;

2.
mj∑
c=0

qc,j = 1 для всiх j ∈ N;

3.
∞∏
j=1

sup
i∈Aj
{qi,j} = 0.

Вiдомо [58], що для будь якого дiйсного числа x ∈ [0; 1] iснує послiдов-

нiсть (αn) ∈ L, така що

x = βα11 +
∞∑
n=2

(
βαnn

n−1∏
j=1

qαjj

)
= ∆Q̃

α1α2...αn...
,

де β0,n = 0, βc,n =
∑c−1

i=0 qi,n, c ∈ Amn
.

Покладемо A ≡
⋃
j∈N

Amj
.
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Iснує не бiльш нiж злiченна множина чисел, якi мають два зображе-

ння, решта — мають єдине зображення (властивiсть нульової надлиш-

ковостi). Зауважимо, що коли всi mj = s, то Q̃-зображення називається

Q∗s-зображенням числа, а коли всimj =∞, то – Q∞-зображенням. В остан-

ньому випадку кожне число з промiжку [0; 1) має єдине Q∞-зображення.

Основною метричним вiдношенням для Q̃-зображення числа є:∣∣∣∆Q̃
c1c2...cnm

∣∣∣∣∣∣∆Q̃
c1c2...cn

∣∣∣ = qm,n+1. (1.3)

Якщо послiдовнiсть (mk) є послiдовнiстю натуральних чисел, то Q̃-

представлення є виразом функцiї розподiлу випадкової величини цифри

зображення якої рядом Кантора з послiдовнiстю основ (sk), де sk = mk+1,

є незалежними.

1.1.3. G∗3-зображення числа. Розглянемо матрицю

G∗3 =


g01 g02 . . .g0n . . .

g11 g12 . . .g1n . . .

g21 g22 . . .g2n . . .

 , (1.4)

де g0n > 0 g2n > 0, g1n 6 0, |gin| < 1, g0n + g1n + g2n = 1 i
∞∏
j=1

max
i=0,1,2

|gij| = 0.

Довiльне число x ∈ [0; 1] можна представити у виглядi:

x = δα11 +
∞∑
n=2

(
δαnn

n−1∏
j=1

qαjj

)
= ∆G∗3

α1α2...αn...
,

де αi ∈ A3, δ0n = 0, δ1n = g0n, δ2n = g0n + g1n.

Легко довести, що всi δin > 0 при i ∈ A3, n ∈ N.

Зазначимо, що G∗3-зображення числа має властивiсть нульової надли-

шковостi лише тодi, коли вироджується в Q∗3-зображення.
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Для G∗3-зображення числа виконується рiвнiсть (основна метрична то-

тожнiсть): ∣∣∣∆G∗3
c1c2...cni

∣∣∣∣∣∣∆G∗3
c1c2...cn

∣∣∣ = |gi,n+1| . (1.5)

У разi, коли gi1 = gi2 = . . . = gin = . . . = gi будемо замiсть позначення

G∗3 використовувати G3.

1.2. Строго зростаючi сингулярнi функцiї

1.2.1. Функцiя Мiнковського. Однiєю з найбiльш вiдомих строго

зростаючих неперервних сингулярних функцiй є функцiя Мiнковського[23],

яка, як показав Салем [35], в iррацiональних точках аналiтично виражає-

ться рядом [58] (в рацiональних точках вiн є скiнченним):

?(x) =?
([

0; a1, a2, . . . an, . . .
])

=
∞∑
k=1

(−1)k−121−(a1+a2+···+ak),

де
[
0; a1, a2, . . . an, . . .

]
=

1

a1 + 1
a2+ 1

···+ 1
an+

1
...

– елементарний ланцюговий дрiб.

Функцiя Мiнковського ?(x) взаємно однозначно вiдображає:

— рацiональнi числа в рацiональнi числа зi скiнченною кiлькiстю

цифр у двiйковому представленi;

— квадратичнi iррацiональнi числа в рацiональнi числа з перiодични-

ми цифрами у двiйковому представленi.

Огляд результатiв дослiдження функцiї Мiнковського, iнтерес до якої

не згасає бiльше столiття [7, 19, 20, 23, 25, 58], якiсно проведено у ди-

сертацiйному дослiдженнi Iсаєвої Т. М. [38]. У роботах [39, 30] функцiя

Мiнковського покладена в основу кодування чисел засобами нескiнченно-

го алфавiту, назване ∆µ-зображенням чисел, яке ефективно використане у

розбудовi тополого-метричної i ймовiрнiсної теорiї дiйсних чисел.
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У роздiлi 3, розглядаючи застосування (u, v)-похiдної, ми використову-

ємо функцiю Мiнковського в якостi модельного прикладу.

1.2.2. Функцiя Салема. Сингулярно неперервна строго зростаюча

функцiя Салема, залежна вiд параметра q0 ∈ (0; 1), означується на [0; 1]

рiвнiстю

S(x) = S
(

∆2
α1(x)α2(x)...αn(x)...

)
=

= α1q1−α1
+
∞∑
k=2

(
αkq1−αk

k−1∏
j=1

qαj

)
≡ ∆Q2

α1α2...αn...
, (1.6)

де q1 ≡ 1 − q0, αnq1−αn ≡ βαn, ∆2
α1α2...αn...

=
∞∑
n=1

2−nαn – класичне двiйкове

зображення числа, αn ∈ A2 = {0, 1}.
При q0 = 1

2 функцiя S(x) = x є лiнiйною, а при q0 6= 1
2 – сингулярно

неперервною. Вона вивчались в роботах [2, 5, 18, 22, 35, 37, 73].

Функцiя Салема є розв’язком системи функцiональних рiвнянь
F
(x

2

)
= q0F (x);

F

(
1 + x

2

)
= q0 + q1F (x),

де q1 = 1− q0, q0 ∈ (0; 1).

Графiк функцiї Салема є самоафiнною множиною з самоафiнною роз-

мiрнiстю, яка є розв’язком рiвняння:(q0

2

)x
2

+
(q1

2

)x
2

= 1.

Функцiя Салема є функцiєю розподiлу випадкової величини, двiйковi

цифри якої є незалежними, однаково розподiленими випадковими величи-

нами, якi набувають значень 0 i 1 з ймовiрностями q0, q1 = 1−q0 вiдповiдно.

У роздiлi шостому ми використовуємо функцiю Салема, пiд час кон-

струювання сингулярних нiде не монотонних функцiй необмеженої варiа-

цiї.
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1.3. Нiде не монотоннi функцiї

Означення 1.2. Функцiя є нiде не монотонною, якщо не iснує жодного

як завгодно малого промiжку монотонностi.

1.3.1. Функцiї обмеженої варiацiї. Нагадаємо означення повної

варiацiї функцiї на вiдрiзку [a; b] вiдповiдно до [43].

Нехай на вiдрiзку [a; b] задана скiнченна функцiя f(x). Розiб’ємо вiд-

рiзок [a; b] точками x0 = a < x1 < x2 < · · · < xn = b i утворимо суму

V =
n−1∑
k=0

∣∣f(xk + 1)− f(xk)
∣∣.

Означення 1.3. Точна верхня грань множини всiх можливих значень

сум V називають повною варiацiєю функцiї f(x) на вiдрiзку [a; b] (далi

варiацiя функцiї) i позначається V
[a;b]
f .

Якщо V
[a;b]
f ∈ R, то кажуть, що функцiя f – функцiя обмеженої варiацiї.

Вiдомо [43], що неперервна функцiя обмеженої варiацiї представляє-

ться у виглядi рiзницi двох неперервних зростаючих функцiй. Вiдома те-

орема Лебега стверджує, що неперервна монотонна функцiя майже скрiзь

(у розумiннi мiри Лебега) має скiнченну похiдну. Таким чином, неперервна

функцiя обмеженої варiацiї має скiнченну похiдну майже скрiзь.

1.3.1.1. Нiде не монотоннi сингулярнi функцiї. Нам вдалось

знайти лише декiлька прикладiв сингулярних нiде не монотонних функцiй

[1, 13, 14, 36, 60]. Конструкцiї цих функцiй[13, 14, 36, 60] ґрунтувались на

використаннi рiзних систем зображення чисел, окрiм функцiї з роботи [1],

яка є розв’язком системи диференцiальних рiвнянь.

Розглянемо приклад Працьовитого М. В. з роботи [60]:

f(x) = f
(

∆3
α1α2...αn...

)
= ∆G∗3

α1α2...αn...
, (1.7)

де G∗3-зображення визначене нескiнченною матрицею, стовпцi якої задо-

вольняють умови: g0k = g2k = 1
2 + ak, g1k = −2ak, ak ∈

[
0; 1

2

)
, ∀k ∈ N.
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Функцiя (1.7) має такi властивостi:

— вона є неперервною i коректно означеною;

— є нiде не монотонною;

— у трiйково-рацiональних точках — недиференцiйовною;

— у випадку iснування похiдної в точцi x0 = ∆3
c1c2...cn...

, вона обчислю-

ється за формулою f ′(x0) =
∞∏
j=1

(
3gcjj

)
.

За умови ak = 6−k функцiя (1.7) є сингулярною нiде не монотонною

функцiєю обмеженої варiацiї.

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

а)

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

б)

Рис. 1.1. Графiки функцiй: а) сингулярна функцiя Салема, задана (1.6),

при q0 = 1/10, q1 = 9/10; б) нiде не диференцiйовна функцiя Окамото,

задана (1.8), при g0 = g2 = 9/10, g1 = −8/10.

1.3.2. Функцiї необмеженої варiацiї.

1.3.2.1. Нiде недиференцiйовнi функцiї. Будь-яка нiде не дифе-

ренцiйовна функцiя є функцiєю необмеженої варiацiї. Континуальнi класи

нiде не диференцiйовних функцiй описано у роботi [17].
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У цьому роздiлi ми розглянемо функцiю, яка використовувалась в роз-

дiлi 6 для дослiдження функцiї, яка є комбiнацiєю сингулярної та нiде не

монотонної.

Функцiя Окамото може бути представлена у наступному виглядi:

K(x) = f
(

∆3
α1α2...αn...

)
= ∆G3

α1α2...αn...
, (1.8)

де G3-зображення визначене нескiнченною матрицею, рядки якої задовiль-

няють наступнi умови: g0k = g2k = 1
2 + a, g1k = −2a, a ∈

[
0; 1

2

)
, ∀k ∈ N.

Ця функцiя використовувалась у шостому роздiлi для формування

функцiї, яка є композицiєю нiде не монотонної та сингулярної функцiї Са-

лема.

1.4. Висновки до роздiлу

Цей роздiл має вступний характер: мiстить короткий огляд результа-

тiв, якi пов’язаних з темою дисертацiйного дослiдження, а також основнi

означення та твердження, якi використовуються в наступних роздiлах.
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РОЗДIЛ 2

ЧАСТОТИ ЦИФР ЗОБРАЖЕННЯ ЧИСЛА ТА ФУНКЦIЇ

ПОВ’ЯЗАНI З НИМИ

У цьому роздiлi розглядаються числа вiдрiзка [0; 1] ⊂ R1 у довiльному

фiксованому Q̃-зображеннi з загальним алфавiтом A; вивчаються частоти

цифр у зображеннi чисел, нормальнi властивостi чисел i неперервнi функцiї

та перетворення вiдрiзку [0; 1], що пов’язаннi з цими поняттями.

2.1. Частота цифри у Q̃-зображеннi числа

Означення Q̃-зображення числа наведено в першому роздiлi.

Означення 2.1. Нехай Nc(x, n) – це кiлькiсть цифр c серед перших n

цифр Q̃-зображення числа x = ∆Q̃
α1α2...αn...

. Якщо iснує границя

νQ̃c (x) = lim
n→∞

n−1Nc(x, n),

то її значення νQ̃c (x) називається частотою цифри c ∈ A в Q̃-зображеннi

числа x.

Значення νQ̃c (x) = lim
n→∞

n−1Nc(x, n), νQ̃c (x) = lim
n→∞

n−1Nc(x, n) називаю-

ться вiдповiдно верхньою та нижньою частотами цифри c Q̃-зображення

числа x вiдповiдно.

У роботi [61] наведено критерiй iснування частоти цифри двiйкового

зображення дiйсного числа, який базується на врахуваннi серiй одиниць

та нулiв у записi числа. Нижче доведено теорему 2.1, що дає еквiвалентне

означення частоти цифри у зображеннi числа.

У випадку, коли Q̃-зображення числа x мiстить нескiнченну кiлькiсть

цифр c, використовуватимемо лiчильники: Pk – порядковий номер мiсця



35

k-ої цифри c, тобто Pk = n, якщо αn = c i Nc(x, n− 1) = k− 1. Наприклад,

для числа x = ∆Q̃
1023012101002410..., у записi якого зустрiчається нескiнченна

кiлькiсть цифр 1, то P1 = 1, P2 = 6, P3 = 8, P4 = 10, P5 = 15, . . .

Теорема 2.1. Якщо в зображеннi числа x використовується нескiн-

ченна кiлькiсть цифр c, то справедлива рiвнiсть:

νc(x) = lim
n→∞

n−1N Q̃
c (x, n) = lim

k→∞

k

Pk
, (2.1)

де k – порядковий номер цифри c.

Доведення. Якщо iснує границя lim
n→∞

n−1N Q̃
c (x, n), то вона, очевидно,

рiвна lim
k→∞

p−1
k Nc(x, Pk), тобто виконується (2.1).

З iншого боку. Нехай iснує границя lim
k→∞

k
Pk

= µ0. Покажемо, що вона

рiвна границi lim
n→∞

n−1N Q̃
c (x, n). Далi, для скорочення запису в доведеннi

замiсть N Q̃
c (x, n) будемо використовувати Nc(n).

Для членiв послiдовностi (Pk) виконується рiвнiсть Nc(Pk) = k i для до-

вiльного n ∈ [Pk;Pk+1) справедлива нерiвнiсть:Nc(Pk) = Nc(n) < Nc(Pk+1).

Nc(n)

PNc(n)
>
Nc(n)

n
=

Nc(n)

PNc(n) +
(
n− PNc(n)

) > Nc(n)

PNc(n)+1
.

Перейдемо до границi:

lim
n→∞

Nc(n)

PNc(n)
> lim

n→∞

Nc(n)

n
> lim

n→∞

Nc(n)

PNc(n)+1
.

Враховуючи рiвнiсть:

lim
n→∞

Nc(n)

PNc(n)+1
= lim

n→∞

Nc(n) + 1

PNc(n)+1
,

а також використавши тотожностi lim
k→∞

k
Pk

= lim
n→∞

Nc(n)
PNc(n)

, отримаємо:

lim
k→∞

k

Pk
> lim

n→∞

Nc(n)

n
> lim

k→∞

k + 1

Pk+1
.

тобто

µ0 > lim
n→∞

Nc(n)

n
> µ0 ⇒ lim

k→∞

k

Pk
= lim

n→∞

Nc(n)

n
.
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Нехай границя lim
k→∞

k
Pk

не iснує, тодi iснують хоча би двi пiдпослiдовно-

стi (Pmk
) i
(
P ′mk

)
, такi, що iснують границi lim

k→∞
mk

Pmk
6= lim

k→∞
mk

P ′mk
. Враховуючи

те, що пiдпослiдовностi (Pmk
) i
(
P ′mk

)
також є пiдпослiдовностями послiдов-

ностi (n), то отримуємо, що границi lim
n→∞

Nc(n)
n також не iснує.

Вiдповiдна теорема для Qs-зображення була доведена в роботi [49].

Твердження, аналогiчне теоремi 2.1, для верхньої та нижньої частоти

цифр у зображеннi числа також є iстинним.

2.2. Нормальна властивiсть Q̃-зображення числа

Нехай c ∈ A, x = ∆Q̃
α1α2...αn...

. Покладемо

χc,j = χc,j(x) =

1 при αj = c;

0 при αj 6= c;
(2.2)

pc,j =

qc,j при c 6 mj;

0 при c > mj.
(2.3)

Теорема 2.2. Для майже всiх (у розумiннi мiри Лебега) чисел x ∈
[0; 1] є iстинною рiвнiсть

lim
n→∞

1

n

n∑
j=1

(
χc,j − pc,j

)
= 0 (2.4)

для всiх c ∈ A.

Доведення. Нехай A 3 c – довiльна цифра.

З геометрiї Q̃–зображення дiйсних чисел:

1∫
0

1

n

n∑
j=1

χc,j(x)dx =
1

n

1∫
0

n∑
j=1

χc,j(x)dx =
1

n

n∑
j=1

pc,j.

Нехай gn(x) = 1
n

n∑
j=1

(
χc,j(x) − pc,j

)
, тодi

1∫
0

gn(x)dx = 0. Покажемо, що
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майже скрiзь lim
n→∞
|gn(x)| = 0. Для цього розглянемо

Icn =

1∫
0

g2
n(x)dx =

1∫
0

(
n−1

n∑
j=1

(
χc,j(x)− pc,j

))2

dx.

Iнтеграл Icn можна представити у виглядi суми iнтегралiв таких двох

типiв:

1.
1∫

0

(χc,j − pc,j)2 dx =
1∫

0

χ2
c,jdx− 2pcj

1∫
0

χc,jdx+ p2
c,j

1∫
0

dx = pc,j − p2
c,j.

2.
1∫

0

(
(χc,j − pc,j) (χc,t − pc,t)

)
dx =

1∫
0

χc,jχc,tdx − pc,j
1∫

0

χc,tdx −

− pc,t
1∫

0

χc,jdx+ pc,jpc,t
1∫

0

dx = 0 , j 6= t.

Отже, Icn = n−2
n∑
j=1

(
pc,j − p2

c,j

)
6 n−1.

Для довiльного ε > 0 позначимо F c
n := F c

n(ε) множину дiйсних чисел з

[0; 1] такi, що задовольняють умову
∣∣∣n−1

∑n
j=1 (χc,j − pc,j)

∣∣∣ > ε. Тодi

n−1 >

1∫
0

g2
n(x)dx >

1∫
0

ε2dx = ε2λF c
n,

де λF c
n – мiра Лебега множини F c

n. Отже, λF c
n 6

(
nε2
)−1, а тому для ко-

жного фiксованого ε > 0 виконується lim
n→∞

λF c
n = 0.

Нехай Gc
k = F c

k2
⋃
F c

(k+1)2
⋃
F c

(k+2)2
⋃
. . . .

Оцiнимо λGc
k 6

∞∑
j=k

λF c
j2 6 ε−2

∞∑
j=k

j−2, отже, lim
k→∞

λGc
k = 0, що рiвно-

сильно lim
k→∞

gk2(x) = 0 майже скрiзь, у розумiннi мiри Лебега.

Для всiх натуральних n iснують k, t такi, що n = t2+k, t2 6 n < (t+1)2,

що рiвносильно 0 6 n− t2 6 2t+ 1. Тодi

1∫
0

|gn(x)| dx 6 t2

n

1∫
0

|gt2(x)|dx+

1∫
0

∣∣∣∣∣∣1n
n∑

j=t2+1

(χc,j − pc,j)

∣∣∣∣∣∣ dx,
тобто lim

n→∞

1∫
0

|gn(x)| dx = 0, що i треба було довести.
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При доведеннi теореми використовувались пiдходи наведенi в [70, 63].

Наслiдок 2.1. Для майже всiх чисел x ∈ [0; 1] (у розумiннi мiри Ле-

бега) виконуються наступнi рiвностi:

νc(x) = lim
n→∞

1

n

n∑
j=1

pc,j, νc(x) = lim
n→∞

1

n

n∑
j=1

pc,j.

Доведення. Нехай an = 1
n

n∑
j=1

χc,j, bn = 1
n

n∑
j=1

pc,j. Враховуючи те, що

lim
n→∞

an = νc(x) i нерiвнiсть lim
n→∞

(an − bn) > lim
n→∞

an − lim
n→∞

bn маємо

0 = lim
n→∞

(an − bn) > νc(x)− lim
n→∞

bn ⇒ lim
n→∞

1

n

n∑
j=1

pc,j > νc(x) (2.5)

З iншого боку,

0 = lim
n→∞

(bn − an) > lim
n→∞

bn − νc(x)⇒ lim
n→∞

1

n

n∑
j=1

pc,j 6 νc(x). (2.6)

Отже, νc(x) = lim
n→∞

1
n

∑n
j=1 pc,j. Друга частина твердження доводиться ана-

логiчно.

2.3. Група неперервних перетворень вiдрiзка [0; 1], якi

зберiгають хвости Qs-зображення чисел

2.3.1. Перетворення, що зберiгають хвости Qs-зображення чи-

сел. Розглядається фiксоване Qs-зображення чисел вiдрiзка [0; 1].

Нагадаємо, що перетворенням вiдрiзка [0; 1] називається кожне бiєктив-

не вiдображення цього вiдрiзка на себе. Неперервнi перетворення вiдрiзка

[0; 1] вичерпуються неперервними строго монотонними функцiями f , таки-

ми, що: f(0) = 0 i f(1) = 1 або f(0) = 1 i f(1) = 0.

Кажуть, що Qs-зображення ∆Qs
a1a2...

i ∆Qs
b1b2...

двох дiйсних чисел мають

однаковий хвiст, якщо iснують k, n ∈ Z0: такi, що ak+j = bn+j, ∀j ∈ N

(символiчно: ∆Qs
a1a2...

∼ ∆Qs
b1b2...

).
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Кажуть, що функцiя f , яка визначена на вiдрiзку [0; 1] i набуває значень

з цього ж вiдрiзка, зберiгає хвости Qs-зображення дiйсних чисел, якщо

∀x ∈ [0; 1], ∃k = k(x),m = m(x) ∈ N : αn+k(x) = αn+m (f(x)), ∀n ∈ N , де

αn(x) – це n-та цифра Qs-зображення числа x.

Означення 2.2. Оператором лiвостороннього зсуву цифр Qs-

зображення числа (далi оператор лiвостороннього зсуву) у просторi зо-

бражень називається вiдображення, яке означене рiвнiстю:

ω(∆Qs
α1α2α3α4...

) = ∆Qs
α2α3α4...

. (2.7)

При домовленостi використовувати лише одне з двох iснуючих зобра-

жень Qs-рацiональних чисел, а саме: те, що мiстить перiод (0), оператор

лiвостороннього зсуву породжує коректно означену функцiю на [0; 1], якщо

покласти ω(1) = 1.

Означення 2.3. Оператором правостороннього зсуву цифр Qs-

зображення числа з параметром j ∈ As (далi — оператор правостороннього

зсуву з параметром j) називається вiдображення, означене рiвнiстю:

δj(∆
Qs
α1α2α3...

) = ∆Qs
jα1α2α3...

. (2.8)

Легко довести рiвностi: ω(∆Qs
α1α2α3α4...

) = (x− βα1
) q−1

α1
,

δj(∆
Qs
α1α2α3...

) = βj + qjx,

ω
(
δj(x)

)
= x, δα1(x)

(
ω(x)

)
= x.

Далi: ω2(x) = ω
(
ω (x)

)
, ωk(x) = ω

(
ωk−1 (x)

)
;

δj1j2...jk(∆
Qs
α1α2α3...

) ≡ δj1

(
δj2

(
. . .
(
δjk
(
∆Qs
α1α2α3...

) )))
= ∆Qs

j1j2...jkα1α2α3...

Для всiх зображень чисел, якi буде розглянуто далi, означення опера-

торiв правостороннього та лiвостороннього зсувiв є аналогiчними.
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Слiд вiдмiтити, що оператори ω, δj зберiгають хвости Qs-зображення

числа x.

Прикладом функцiї, яка зберiгає хвости Qs-зображення, є така:

f(x) =

ω(x) = q−1
0 x при 0 6 x < a;

δs−1(x) = βs−1 + qs−1x при a 6 x 6 1,
(2.9)

де a = ∆Qs
(0[s−1]) = q0βs−1

1−q0qs−1 .

Оскiльки розв’язком рiвняння q−1
0 x = βs−1 + qs−1x є число a = q0βs−1

1−q0qs−1 ,

то функцiя (2.9) є результатом "склеювання"двох функцiй f1(x) = q−1
0 x та

f2(x) = βs−1 + qs−1x у точцi, абсциса якої рiвна a.

Функцiю ϕ, яка залежить вiд цiлих невiд’ємних параметрiв n та k, упо-

рядкованого набору цифр (a1, a2, . . . , an), aj ∈ As, означимо на вiдрiзку

[0;1] рiвнiстю:

ϕ
(
x, n, (a1, a2, . . . , an) , k

)
=



x при n = 0 = k,

ωk(x) при n = 0 6= k,

δa1a2...an (x) при k = 0 6= n,

δa1a2...an
(
ωk(x)

)
при n 6= 0 6= k.

(2.10)

Рангом функцiї (2.10) називатимемо число r = n+ k.

Функцiєю l шарiв (l ∈ Z0 = {0, 1, 2, . . . }) будемо називати функцiю типу

(2.10), ранг якої не бiльший за l.

Розглянемо множину всiх функцiй l шарiв:

Φl =
{
ϕ
(
x, n, (a1, a2, . . . , an) , k

)∣∣n+ k 6 l, aj ∈ As

}
, l ∈ Z0. (2.11)

Множина функцiй Φl, l ∈ Z0 – скiнченна, причому при l = 0 складаєть-

ся з однiєї функцiї e(x) = x. Будь-яка функцiя з множини (2.11) зберiгає

хвости Qs-зображення чисел, але жодна, окрiм e(x) = x, не є неперервним

перетворенням вiдрiзка [0;1]. Для побудови множини таких неперервних

перетворень оберемо l0 ∈ Z0. Далi утворюємо сiтку, лiнiями якої є графiки
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функцiй з Φl0, а вузлами є точки перетину лiнiй сiтки. Використовуючи

утворену сiтку, будуємо неперервне перетворення вiдрiзка [0;1].
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Рис. 2.1. Iлюстрацiя побудови функцiї, яка зберiгає хвости двiйкового зо-

браження числа (суцiльний, чорний колiр) на основi лiнiй сiтки 2 шарiв

(пунктир, сiрий колiр).

Зазначимо, що зi зростанням кiлькостi шарiв, кiлькiсть неперервних

перетворень вiдрiзка [0;1], якi зберiгають хвости Qs-зображення швидко

зростає. Наприклад, для Q2 при l0 = 0 маємо лише одну функцiю, при

l0 = 1 – це 3 функцiї, а при l0 = 2 маємо 189 функцiй.

Позначимо множину неперервних перетворень HQs =
⋃
j∈Z0

Hj
Qs
, де H l

Qs

– множина усiх неперервних функцiй l шарiв, якi зберiгають хвости Qs-

зображення чисел.
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2.3.2. Властивостi сiтки l шарiв. Розглянемо одну просту, але до-

волi важливу для визначення властивостей сiтки лему.

Лема 2.1. Вiдношення ∆Qs
α1α2...αkαk+1αk+2...

> ∆Qs
α1α2...αkβk+1βk+2...

i

∆Qs
αk+1αk+2...

> ∆Qs
βk+1βk+2...

– рiвносильнi (символ > ∈ {<,6,=, 6=, >,>}).

Доведення. Нехай a = ∆Qs
α1α2...αkαk+1αk+2...

, ak+1 = ∆Qs
αk+1αk+2...

, b =

= ∆Qs
α1α2...αkβk+1βk+2...

, bk+1 = ∆Qs
βk+1βk+2...

. Тодi, згiдно з означенням Qs-

зображення числа, числа a, b представимо у наступному виглядi:

a = βα1
+ qα1

(
βα2

+ qα2

(
. . . βαk + qαk (ak+1)

))
,

b = βα1
+ qα1

(
βα2

+ qα2

(
. . . βαk + qαk (bk+1)

))
.

(2.12)

Використовуючи (2.12) i враховуючи властивостi числових нерiвностей,

легко показати, що a> b ⇔ ak+1 > bk+1.

Твердження 2.3 – 2.6 описують властивостi сiтки l шарiв.

Теорема 2.3. Координати будь-якого вузла сiтки l шарiв мають пе-

рiодичне Qs-зображення.

Доведення. Достатньо показати, що абсциси вузлiв мають перiодичне

Qs-зображення, оскiльки абсциса та ордината вузла сiтки мають однаковий

хвiст.

Лiнiями сiтки l шарiв є графiки функцiй l шарiв. Оберемо двi рiзнi фун-

кцiї f1(x) = δa1a2...an

(
ωk(x)

)
та f2(x) = δb1b2...bm

(
ωr(x)

)
, m > n. Розглянемо

два випадки: m = n та m > n.

У першому випадку m = n, але r 6= k (оскiльки f1(x) 6= f2(x)).

Згiдно з лемою 2.1: aj = bj, а отже, рiвняння f1(x) = f2(x) i ωk(x) =

= ωr(x)– рiвносильнi. Розв’язками останнього рiвняння будуть усi числа

x, Qs-зображення яких задовольняє рiвностi: αk+t+1(x) = αr+t+1(x), t ∈ N ,

тобто розв’язки мають перiодичне Qs-зображення.

Аналогiчно до першого, другий випадок, при якому m > n рiвняння
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f1(x) = f2(x) можна представити у виглядi:

ωk(x) = δbn+1...bm

(
ωr(x)

)
. (2.13)

Покажемо, що розв’язки рiвняння (2.13) мають перiодичне Qs-

зображення. Нехай k > r, тодi x = ∆Qs
α1...αrαr+1...αkαk+1...

. Перетворимо обидвi

частини рiвняння (2.13), використовуючи Qs-зображення числа:

∆Qs
αk+1αk+2...

= ∆Qs
bn+1...bmαr+1...αkαk+1...

. (2.14)

У результатi бачимо, що розв’язки рiвняння (2.14) задовольняють на-

ступним рiвностям: αk+τ = bn+τ , де τ = 1, 2, . . . ,m− n та αk+m−n+t = αr+t

при t ∈ N , тобто розв’язки мають перiодичне Qs-зображення. Аналогiчно

проводимо мiркування при k < r.

Теорема 2.4. Через будь-який вузол сiтки проходить злiченна кiль-

кiсть функцiй типу (2.10).

Доведення. Розглянемо координати деякого вузла A сiтки:

A
(

∆Qs
α1...αk(c1c2...cn); ∆Qs

β1...βm(c∗1c
∗
2...c

∗
n)

)
,

де c∗j = c[ς(j−1)+1], ς(t) = (ξ + t) mod n, а ξ – це фiксоване натуральне

значення для вузла A, яке використовується для опису зсуву цифр перiоду.

Задамо початковi функцiї φj (j = 0, . . . , n− 1):

φ0(x) = δβ1...βm

(
ωk+ς(0)(x)

)
, φj(x) = δβ1...βmc∗1...c∗j

(
ωk+ς(j)(x)

)
. (2.15)

Введемо додаткове позначення:

/p1 . . . ph/
n = p1 . . . php1 . . . ph . . . p1 . . . ph︸ ︷︷ ︸

hn

. (2.16)

За допомогою функцiї φ0(x) задамо множину функцiй:

Ψ0 =
{
ψ0(x, t, r) = δβ1...βm/c∗1...c∗n/t

(
ωk+ς(0)+nr(x)

)∣∣∣t, r ∈ Z0

}
, (2.17)
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де ψ0(x, t = 0, r = 0) = φ0(x). Таким чином, при рiзних значеннях параме-

трiв t, r ми отримаємо рiзнi функцiї.

Покажемо, що множина функцiй типу (2.17) є злiченною. Як бачимо,

кожна функцiя множини (2.17) залежить вiд двох невiд’ємних цiлих па-

раметрiв, якi можна представити у виглядi цiлих невiд’ємних координат

деякої точки площини. Добре вiдомо, що множина точок з цiлими не-

вiд’ємними координатами – є злiченною, а отже злiченною також є мно-

жина функцiй Ψ0.

Аналогiчно, до множини Ψ0 ми можемо на основi φj(x) утворити злi-

ченнi множини Ψj:

Ψj =
{
ψj(x, t, r) = δβ1...βm/c∗1...c∗n/tc∗1...c∗j

(
ωk+ς(j)+nr(x)

)∣∣∣t, r ∈ Z0

}
, (2.18)

де ψj(x, t = 0, r = 0) = φj(x), j = 1, . . . , n− 1.

Iз форми запису функцiй множин Ψj, j = 0, 1, . . . , n−1, очевидно, що цi

множини є попарно неперетинними. Нехай Ψ =
n−1⋃
j=0

Ψj, тодi Ψ є злiченною

множиною як об’єднання скiнченної кiлькостi злiченних множин. Також

вона мiстить усi можливi функцiї, якi проходять через вузол A.

При доведенi останньої теореми ми встановили ще один факт: будь-

яка точка площини B(0 6 x 6 1; 0 6 y 6 1), координати якої мають

однаковий хвiст та перiодичне Qs-зображення, є вузлом сiтки.

Теорема 2.5. Зi зростанням шарiв кiлькiсть вузлiв зростає, а вiд-

стань мiж сусiднiми вершинами сiтки зменшується.

Доведення. Очевидно, що будь-яка функцiя l шарiв мiж двома сусiднi-

ми вузлами є функцiєю типу (2.10) рангу не бiльшого нiж l. Розглянемо

довiльну функцiю f(x) ∈ H l.

Оскiльки функцiї ωl+1(x) та f(x) набувають значень з [0; 1], при x ∈
∆Qs
α1...αlαl+1

для ωl+1(x) та при x ∈ [0; 1] для f(x), то очевидно, що у кожно-

му цилiндрi iснує хоча б одна вузлова точка l+ 1 шару. Аналогiчно ωl+2(x)
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на кожному цилiндрi ∆Qs
α1...αl+1αl+2

має спiльну точку з f(x). Враховуючи те,

що |∆Qs
α1...αl+1αl+2

| < |∆Qs
α1...αlαl+1

|, а функцiї ωl+1(x) та ωl+2(x) є функцiями

l + 1 та l + 2 шарiв, то ми отримали, що для довiльної функцiї l шарiв

кiлькiсть вузлових точок зi зростанням шару зростає i вiдстань мiж ними

зменшується. Оскiльки ми розглядали довiльну функцiю f(x) ∈ H l, гра-

фiк якої складається лише з лiнiй сiтки l шарiв, то цей результат можна

застосувати до всiєї сiтки.

Теорема 2.6. Для будь-яких двох функцiй f(x) та g(x) з множини

H l
Qs

завжди iснує вiдмiнна вiд f(x) та g(x) функцiя τ(x) з множини H l′

Qs
,

де l′ > l така, що: |f(x)− g(x)| = |f(x)− τ(x)|+ |g(x)− τ(x)|.

Доведення. Позначимо x1 та x2 – абсциси вiдповiдних точок перетину

функцiй f(x), g(x) з функцiєю ωl
′
(x), де l′ > l, на одному такому фiксова-

ному цилiндрi рангу l′, який мiститься мiж двома найближчими спiльними

вузлами функцiй f(x) та g(x), щоб x1 6= x2. Iснування таких точок ви-

пливає з доведення попередньої властивостi та з способу побудови функцiй

f(x) та g(x).

Утворимо функцiю τ(x):

— якщо x1 < x2, то τ(x) =


f(x) при x < x1;

ωl
′
(x) при x1 6 x < x2;

g(x), при x > x2.

— якщо x1 > x2, то τ(x) =


g(x) при x < x2;

ωl
′
(x) при x2 6 x < x1;

f(x), при x > x1.

Покажемо правильнiсть рiвностi

|f(x)− g(x)| = |f(x)− τ(x)|+ |g(x)− τ(x)| .

Розглянемо перший випадок, коли x1 < x2, тодi для x < x1 : τ(x) ≡
≡ f(x), для x > x2 : τ(x) ≡ g(x) виконання рiвностi стає очевидним. Згiдно
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з побудовою функцiї τ(x) графiк функцiї ωl′(x) на промiжку [x1;x2] буде

лежати мiж графiками f(x) та g(x), тобто f(x) 6 ωl
′
(x) 6 g(x), що забезпе-

чує виконання рiвностi. Аналогiчно доводиться правильнiсть твердження

для другого випадку, коли x1 > x2.

Враховуючи описанi властивостi сiтки та саму побудову функцiй, не-

складно показати злiченнiсть множини HQs. Справдi, пронумеруємо спо-

чатку функцiї 1-их шарiв, на наступному кроцi пронумеруємо функцiї 2-х

шарiв без перших, потiм функцiй 3-х шарiв без попереднiх i так далi.

2.3.3. Група перетворень, якi зберiгають хвости Qs-

зображення числа. Множину всiх чисел x ∈ [0; 1], якi мають

частоти всiх цифр вiдповiдного Qs-зображення, позначатимемо через E.

Добре вiдомо [58, 70], що мiра Лебега цiєї множини рiвна 1.

Кажуть, що функцiя y = f(x) зберiгає частоти цифр Qs- зображення

числа, якщо для ∀x ∈ E виконується система рiвностей: νj (f(x)) = νj(x),

j ∈ As. У джерелах [66, 67] вивчались розривнi функцiї, якi зберiгають

частоти та асимптотичне середнє значення цифр.

Теорема 2.7. Множина HQs всiх неперервних перетворень вiдрiзка

[0; 1], якi зберiгають хвости Qs-зображення чисел є злiченною некому-

тативною групою GH вiдносно операцiї композицiї перетворень

(f
(
g(x)

)
= g ◦ f).

Доведення. Добре вiдомо, що множина всiх перетворень, заданої мно-

жини, утворює групу вiдносно операцiї композицiї. Множина HQs є пiдмно-

жиною множини всiх перетворень. Скористаємось ознакою пiдгруп, а саме

доведемо лише замкненiсть i iснування симетричного елемента.

1. Множина HQs є замкненою оскiльки очевидним є той факт, що

композицiя будь-яких двох функцiй, якi зберiгають хвости Qs-

зображення буде також зберiгати їх.

2. Iснує симетричний (обернений) елемент f−1(x), оскiльки всi фун-
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кцiї з множини HQs є строго зростаючими, а тому кожна з них має

обернену строго зростаючу функцiю, яка i буде симетричним еле-

ментом.

3. Не виконується комутативнiсть: f ◦g 6= g◦f . Розглянемо двi функцiї

з множини HQs:

f(x) =

δ0(x) при 0 6 x < c = ∆Qs
([s−1]0),

ω(x) при c 6 x 6 1,
(2.19)

g(x) =

ω
2(x) при 0 6 x < b = ∆Qs

(00[s−1]),

δ[s−1](x) при b 6 x 6 1,
(2.20)

Наслiдок 2.2. Будь-який елемент fj(x) 6= x з множини HQn є твiр-

ним для нескiнченної циклiчної пiдгрупи групи GH вiдносно операцiї ком-

позицiї.

Наслiдок 2.3. На множинi x ∈ [0; 1] множина FQs функцiй, якi зберi-

гають частоти цифр Qs-зображення числа x – утворює неабелеву групу

GF вiдносно операцiї композицiї (f
(
g(x)

)
= g ◦ f).

Залишається вiдкритими питання скiнченнопородженостi групи GH .

2.4. Клас неперервних функцiй, якi зберiгають частоти цифр

Qs-зображення числа без збереження хвостiв

Зафiксуємо довiльне натуральне число l.

Пiдмножину Bl ⊆ H l
Qs

впорядкуємо таким чином, щоб Bl =

= {b−κl, . . . , b−2, b−1, b0, b1, b2, . . . , bκl}, де b0(x) = x i вiдповiднi функцiї з

протилежними iндексами були оберненими, а κl – найбiльший номер iнде-

ксу елементiв множини Bl.
Розглянемо нескiнченну послiдовнiсть цiлих чисел (φk) таких, що φk ∈

∈ {−κl, . . . ,−1, 0, 1, . . . , κl}, lim
n→∞

N0(φk,n)
n = 1, де N0 (φk, n) – кiлькiсть φk
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рiвних нулю серед перших n елементiв i послiдовнiсть (φk) мiстить не-

скiнченну кiлькiсть не нульових елементiв. Позначимо множину всiх таких

послiдовностей через Φl.

Задамо на вiдрiзку [0; 1] двi строго монотоннi функцiї
(

(φk) ∈ Φl

)
:

ξn(x, φk) = x+
(
bφn (ωn(x))− ωn(x)

) n∏
j=1

qαj(x) =

= ∆Qs
α1α2...αn(0) + bφn (ωn(x))

n∏
j=1

qαj(x). (2.21)

ξn(x, φk) = x+
(
b−φn (ωn(x))− ωn(x)

) n∏
j=1

qαj(x) =

= ∆Qs
α1α2...αn(0) + b−φn (ωn(x))

n∏
j=1

qαj(x). (2.22)

Враховуючи те, що ωn
(
ξn(x, φk)

)
= bφn (ωn(x)) можна показати, що

функцiї ξn(x, φk) i ξn(x, φk) будуть оберненими.

Лема 2.2. Нехай послiдовнiсть строго зростаючих (спадних) непе-

рервних функцiй (fn) рiвномiрно прямує до строго монотонної функцiї

f , тодi послiдовнiсть (gn), обернених до вiдповiдних функцiї з (fn), буде

також рiвномiрно прямувати до функцiї оберненої до f .

Доведення. Функцiї fn можна задати параметрично: fn =

x = t;

y = fn(t).

Вiдповiдно оберненi до fn функцiї gn =

x = fn(t);

y = t.
Завдяки такому за-

данню стає зрозумiло, що функцiї f i g є оберненими.

Доведення рiвномiрної збiжностi (gn) проведемо методом вiд супротив-

ного. Нехай [a; b] — вiдрiзок на якому послiдовнiсть (fn) рiвномiрно прямує

до f , при цьому f : [a; b]→ [c; d], тодi виконується рiвнiсть:

lim
n→∞

sup
x∈[a;b]

|f(x)− fn(x)| = 0. (2.23)
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Припустимо, що послiдовнiсть функцiй (gn) нерiвномiрно прямують до

g. А раз так, то для кожного n ∈ N iснують свої значення tn ∈ [c; d], ξn ∈ R

такi що g(tn)− gn(tn) = ξn, lim
n→∞

ξn 6= 0. Тобто xn = g(tn) = gn(tn) + ξn.

Розглянемо значення рiзницi:∣∣∣f(xn)− fn(xn)
∣∣∣ =

∣∣∣∣f(g(tn)
)
− f

(
gn(tn) + ξn

)∣∣∣∣.
Враховуючи неперервнiсть функцiї fn, можна записати таке:

fn(x+ δ) = fn(x) + αn(x, δ).∣∣∣f(xn)− fn(xn)
∣∣∣ =

∣∣∣∣tn − fn(gn(tn))− α(xn, ξn)∣∣∣∣ =
∣∣∣α(xn, ξn)∣∣∣ =

=
∣∣∣fn(xn + ξn

)
− fn(xn)

∣∣∣ =

∣∣∣∣f(xn + ξn) + β
(
xn + ξn

)
−
(
f(xn) + β(xn)

)∣∣∣∣.
В останньому перетворенi iз-за рiвномiрної збiжностi виконується рiв-

нiсть fn(x) = f(x)+βn(x), де lim
n→∞

βn(x) = 0 для всiх x ∈ [a; b]. Враховуючи

строгу монотоннiсть функцiї f значення lim
n→∞

∣∣∣f(xn)− fn(xn)
∣∣∣ 6= 0, отже, по-

слiдовнiсть (fn) нерiвномiрно прямує f , що суперечить умовi теореми. Ми

прийшли до суперечностi, а тому припущення, що послiдовнiсть (gn) пря-

мує до g нерiвномiрно — хибне.

Теорема 2.8. Наступнi функцiї

Υ(x, φk) = lim
n→∞

Υn(x, φk), Υn+1(x, φk) = Υn(ξn(x, φk), φk),

Υ0(x, φk) = x, (2.24)

Ω(x, φk) = lim
n→∞

Ωn(x, φk), Ωn+1(x, φk) = ξn (Ωn(x, φk), φk) ,

Ω0(x, φk) = x, (2.25)

є коректно означеними, iснують при заданiй послiдовностi (φk) ∈ Φl.
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Доведення. Покажемо, що для заданої послiдовностi (φk) ∈ Φl функцiо-

нальна послiдовнiсть
(

Ωn(x, φk)
)

рiвномiрно збiжна до неперервної фун-

кцiї Ω(x, φk).

Очевидно, що

Ω(x, φk)− x = lim
n→∞

Ωn(x, φk)− x =
∞∑
n=0

(
Ωn+1(x, φk)− Ωn(x, φk)

)
. (2.26)

Перетворимо утворений ряд використовуючи (2.22) i (2.25)

∞∑
n=0

(
Ωn+1(x, φk)− Ωn(x, φk)

)
=

∞∑
n=0

(
ξn
(
Ωn(x, φk), φk

)
− Ωn(x, φk)

)
=

=
∞∑
n=0

((
b−φn (ωn(Ωn(x, φk)))− ωn(Ωn(x, φk))

) n+1∏
j=1

qαj(Ωn(x,φk))

)
.

Оскiльки
∣∣∣b−φn (ωn(Ωn(x, φk)))− ωn(Ωn(x, φk))

)∣∣∣ 6 1 (згiдно з побудо-

вою функцiй з множини Bl), то

∞∑
n=0

∣∣∣Ωn+1(x, φk)− Ωn(x, φk)
∣∣∣ 6 ∞∑

n=0

n+1∏
j=1

qαj(Ωn(x,φk)) 6
∞∑
n=0

qn+1,

де q = −max
i∈As

qi.

Отже, побудований ряд є абсолютно i рiвномiрно збiжним (за ознакою

Веєрштраса), вiдповiдно i функцiональна послiдовнiсть
(

Ωn(x, φk)
)
рiвно-

мiрно збiжна до неперервної функцiї Ω(x, φk).

Оскiльки, функцiї Ωn(x, φk) i Υn(x, φk) є взаємооберненими, то згiдно

з лемою 2.2 функцiональна послiдовнiсть
(

Υn(x, φk)
)
є також рiвномiрно

збiжною до неперервної функцiї Υ(x, φk). При цьому функцiї Ω(x, φk) i

Υ(x, φk) є взаємооберненими.

Згiдно з побудовою функцiї Ω(x, φk) i Υn(x, φk) є строго зростаючими.

Теорема 2.9. Для заданої послiдовностi (φk) ∈ Φl функцiя Υ(x, φk)

зберiгає частоти Qs-зображення аргументу.
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Доведення. Нехай Pm – iндекс m-го не нульового елементу послiдовно-

стi (φk). З того, що lim
n→∞

N0(φk,n)
n = 1 та згiдно з теоремою 2.1 маємо, що

lim
m→∞

m
Pm

= 0.

Для кожної цифри i ∈ As

νi(x) = lim
n→∞

Ni(Υ(x, φk), n)

n
= lim

n→∞

Ni(x, n) + sn
n

= lim
n→∞

(
Ni(x, n)

n
+
sn
n

)
.

Згiдно з побудовою при n = Pm вiдбувається змiна кiлькостi цифр, то

|sn| 6 l ·m, а тому lim
n→∞

∣∣sn
n

∣∣ 6 lim
m→∞

l·m
Pm

= 0. Отже, νi
(

Υ(x, φk)
)

= νi(x).

При фiксуваннi послiдовностi (φk) ∈ Φl функцiї Ω(x, φk) i Υ(x, φk) є

взаємно оберненими, а тому з того, що функцiя функцiя Υn(x, φk) зберiгає

частоти Qs-зображення аргументу, то вiдповiдно функцiя Ω(x, φk) також

буде зберiгати частоти. Дослiдження на диференцiйованiсть та розмiрностi

носiїв функцiй Ω(x, φk) i Υ(x, φk) наведено в пiдпунктi 3.3.2 i в пунктi 6.5

вiдповiдно.

2.5. Висновки до роздiлу

Основними результатами, якi було вiдображено в цьому роздiлi є:

— знайдено еквiвалентне означення частоти цифр Qs-зображення чис-

ла;

— в теоремi 2.2 та в наслiдку 2.1 доведено нормальну властивiсть Q̃-

зображення числа;

— побудовано злiченну некомутативну групу неперервних перетворень

вiдрiзка [0; 1], якi зберiгають хвости Qs-зображення числа;

— побудовано континуальний клас неперервних функцiй, якi зберiга-

ють частоти цифр Qs-зображення числа без збереження хвостiв.
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РОЗДIЛ 3

(U,V)-ПОХIДНА ТА ЇЇ ЗАСТОСУВАННЯ

3.1. Означення та основнi властивостi

Позначимо через P множину пар (u; v) всiх нескiнченно малих у нулi

функцiй, таких, що для кожної пари iснує таке число δ > 0, що для ∀h ∈ O∗δ
справедлива нерiвнiсть u(h) 6= −v(h).

Наприклад пара функцiї (u, v) ∈ P , де u(h) =

 ah, h ∈ R\Q,

0, h ∈ Q,
v(h) =

=


sin(1/h)

| sin(1/h)|
h, h 6= (πn)−1;

0, h = (πn)−1;

i R 3 |a| 6= 1, n ∈ N .

Нехай ∆
u(h)
v(h)f(x0) := f

(
x0 + u(h)

)
− f
(
x0− v (h)

)
, ∆

u(h)
v(h)x := u(h) + v (h).

Означення 3.1. Якщо для заданих пар функцiй (u; v) ∈ P i заданої в

деякому околi x0 функцiї f(x) iснує границя (скiнченна чи нескiнченна)

lim
h→0

∆
u(h)
v(h)f(x0)

∆
u(h)
v(h)x

= lim
h→0

f
(
x0 + u (h)

)
− f

(
x0 − v (h)

)
u(h) + v(h)

, (3.1)

то її значення називатимемо (u, v)-похiдною функцiї f у точцi x0 i позна-

чатимемо через Du
vf(x0).

Зазначимо, що у випадку, коли u(h) = h, v(h) = 0, отримуємо кла-

сичне означення похiдної. Якщо ж u(h) = v(h) = h, то маємо означення

симетричної похiдної.

Зауважимо, що якщо iснує числова послiдовнiсть (an), то, взявши за

u(h) = an при h ∈
(
2−n−1; 2−n

]
, v(h) = 0, отримаємо значення Du

vf(x0), яке

буде дорiвнювати похiдному числу за послiдовнiстю (an).
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Зауважимо, що ранiше розглядались конструкцiї, якi мають певну бли-

скiсть до
(
u, v
)
-похiдної:

— Wen Chen означував ”fractaltal derivative”, як границю lim
t1→t

u(t1)−u(t)
tα1−tα

в [4, 6]. Легко показати, що lim
t1→t

u(t1)−u(t)
tα1−tα

= t1−α

α ·D
t1−t
0 u(t) при t 6= 0.

— В [24] ”the conformable fractional derivate” було означено як грани-

цю Tα(f)(t) = lim
ε→0

f(t+εt1−α)−f(t)

ε . Неважко отримати таку рiвнiсть:

Tα(f)(t) = t1−αDεt1−α
0 f(t).

Надалi u = u(h), v = v(h).

Лема 3.1. Якщо в точцi x функцiя f(x) має скiнченну (u, v)-похiдну,

то

lim
h→0

∆u
vf(x) = lim

h→0

(
f
(
x+ u(h)

)
− f

(
x− v(h)

))
= 0. (3.2)

Теорема 3.1. Нехай A, B – довiльнi дiйснi числа i в околi точки x

задано функцiї f(x) та g(x), такi, що для пари функцiй (u, v) ∈ P iснують

Du
vf(x) i Du

vg(x). Тодi

1. Du
v

(
Af +Bg

)
(x) = ADu

vf(x) +BDu
vg(x).

2. Du
v

(
fg
)

(x) = lim
h→0

f
(
x+ u(h)

)
·Du

vg(x) + lim
h→0

g(x+ u(h)) ·Du
vf(x) при

lim
h→0

f(x+ u(h)) ∈ R 3 lim
h→0

g(x+ v(h)).

3. Du
v

(
1
f

)
(x) = −Du

vf(x) · lim
h→0

f−2(x+ u(h)) при f(x) 6= 0 6= lim
h→0

f(x+

+ u(h)).

Доведення. Легко перевiрити, використовуючи означення, такi рiвнос-

тi:

∆u
v

(
Aa+Bb

)
(x) = A∆u

va(x) +B∆u
vb(x);

∆u
v

(
ab
)

(x) = a (x+ u(h)) ∆u
vb(x) + b (x− v (h)) ∆u

va(x) =

= a (x− v (h)) ∆u
vb(x) + b (x+ u(h)) ∆u

va(x);

∆u
v

(1

a

)
(x) = − ∆u

va(x)

a (x+ u(h)) a (x− v(h))
.

Подiливши попереднi рiвностi на ∆u
vx та з урахуванням леми 3.1, пе-

рейшовши до границь, отримуємо вiдповiднi рiвностi. Зауважимо, що у
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випадку добутку, з lim
h→0

f(x+u(h)) ∈ R 3 lim
h→0

g(x+ v(h)) та леми 3.1, маємо

рiвнiсть границь lim
h→0

f(x + u(h)) = lim
h→0

f(x − v(h)) та lim
h→0

g(x + u(h)) =

= lim
h→0

g(x− v(h)).

Якщо функцiї f , g є неперервними, то

1. Du
v

(
Af +Bg

)
(x) = ADu

vf(x) +BDu
vg(x).

2. Du
v

(
fg
)

(x) = f(x)Du
vg(x) + g(x)Du

vf(x).

3. Du
v

(
1
f

)
(x) = −Du

vf(x) · f−2(x) при f(x) 6= 0.

3.1.1. Зв’язок (u, v)-похiдної зi класичною похiдною. Нехай

P∗ =

{
(u, v) ∈ P : lim

h→0

∣∣∣∣ u(h)

u(h) + v(h)

∣∣∣∣ <∞} , (3.3)

P+ =
{

(u, v) ∈ P : u(h) · v(h) > 0,∀h ∈ O (u, v)
}
, (3.4)

P− =
{

(u, v) ∈ P : u(h) · v(h) < 0,∀h ∈ O (u, v)
}
, (3.5)

де O (u, v) – проколотий окiл нуля, в кожнiй точцi якого функцiї u, v є

визначеними i виконується нерiвнiсть u(h) 6= −v(h), ∀h ∈ O (u, v).

Покажемо, що P+ ⊂ P∗. Враховуючи те, що u(h) · v(h) > 0 ⇒ v(h)
u(h) > 0

маємо

lim
h→0

∣∣∣∣ u(h)

u(h) + v(h)

∣∣∣∣ = lim
h→0

∣∣∣∣∣ 1

1 + v(h)
u(h)

∣∣∣∣∣ 6 1.

Покажемо, що задання множини P∗ є коректним незалежно вiдносно

перестановки функцiй u, v:

lim
h→0

∣∣∣∣ v(h)

u(h) + v(h)

∣∣∣∣ = lim
h→0

∣∣∣∣1− u(h)

u(h) + v(h)

∣∣∣∣ 6 1 + lim
h→0

∣∣∣∣ u(h)

u(h) + v(h)

∣∣∣∣ <∞.
Теорема 3.2. Нехай функцiя f задана в околi точки x0 i f ′(x0) ∈

∈ R, тодi для довiльної пари (u, v) ∈ P∗ виконується рiвнiсть Du
vf(x0) =

= f ′(x0).

Доведення. Нехай f ′(x0) = c ∈ R, тодi

f(x0 + t)− f(x0)

t
= c+ α(t), lim

t→0
α(t) = 0⇒
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f(x0 + t) = f(x0) +
(
c+ α(t)

)
t. (3.6)

Враховуючи (3.6), маємо ∆u
vf(x0) = f(x0 + u)− f(x0 − v) =

= f(x0) +
(
c+ α(u)

)
u−

(
f(x0)−

(
c+ α(−v)

)
v
)

=

= c (u + v) + α(u)u + α(−v)v.

Перетворимо вираз

α(u)u + α(−v)v
u + v

=
α(u)u− α(−v)u + α(−v)v + α(−v)u

u + v
=

=
u

u + v

(
α(u)− α(−v)

)
+ α(−v),

тодi lim
h→0

α(u)u+α(−v)v
u+v = 0, а отже, lim

h→0

∆u
vf(x0)
∆u

vx
= c = f ′(x0).

Наслiдок 3.1. Нехай в околi точки x0 задано функцiю f i послiдов-

нiсть дiйсних чисел (an, bn), таких, що

1) lim
n→∞

an = x0 = lim
n→∞

bn; 2) aj 6= bj при j ∈ N; 3) lim
n→∞

∣∣∣∣an − x0

an − bn

∣∣∣∣ <∞.
Тодi

— якщо f ′(x0) ∈ R, то вона дорiвнює lim
n→∞

f(an)−f(bn)
an−bn .

— якщо не iснує скiнченної границi lim
n→∞

f(an)−f(bn)
an−bn , то f – не диферен-

цiйовна в точцi x0 (не має скiнченної похiдної).

Доведення. Нехай u(h) = an − x0, v(h) = x0 − bn, при h ∈
(
2−n−1; 2−n

]
.

Нескладно перевiрити, що пара функцiї (u, v) ∈ P∗. Тодi

lim
n→∞

f (an)− f (bn)

an − bn
= lim

h→0

∆
u(h)
v(h)f(x0)

∆
u(h)
v(h)x

= Du
vf(x0). (3.7)

Припустiмо, що не iснує скiнченної границi lim
n→∞

f(an)−f(bn)
an−bn , але iснує

скiнченна f ′(x). Хоча, згiдно з (3.7) i теоремою 3.2, має iснувати

lim
n→∞

f(an)−f(bn)
an−bn , а отже, припущення, що iснує f ′(x) ∈ R — хибне.
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Рис. 3.1. Графiчнi коментарi: а) до теореми 3.2: для функцiї

f(x) = x +

x/|x|, x 6= 0;

0, x = 0;
значення Du

vf(0) при (u, v) ∈ P∗ може бути як

рiвне 1 так i +∞ ; б) до теореми 3.3: для функцiї g(x) =
√

1− (|x| − 1)2

значення g′(0) =∞, але Dh
hg(0) = 0.

Теорема 3.3. Нехай f — функцiя, задана в околi точки x0 i f ′(x0) ∈
∈ R

⋃
{±∞}, тодi для довiльної пари (u, v) ∈ P+ виконується рiвнiсть

Du
vf(x0) = f ′(x0).

Доведення. Враховуючи те, що P+ ⊂ P∗, то у випадку, коли f ′(x0) ∈ R,

умови задовольняють теорему 3.2, а отже, Du
vf(x0) = f ′(x0).

Нехай f ′(x) = +∞ або f ′(x) = −∞, тодi

∆u
vf(x0)

∆u
vx

=
u

u + v
· f(x0 + u)− f(x0)

u
+

v

u + v
· f(x0 − v)− f(x0)

−v
. (3.8)

Враховуючи те, що величини u
u+v i v

u+v є невiд’ємними, а також u
u+v +

+ v
u+v = 1, маємо lim

h→∞
∆u

vf(x0)
∆u

vx
= Du

vf(x0) = f ′(x0).

Наслiдок 3.2. Нехай в околi точки x0 задано функцiю f i послiдовно-

стi дiйсних чисел (ln) i (rn), такi, що lim
n→∞

ln = x0 = lim
n→∞

rn, i lj 6 x0 6 rj,

lj 6= rj при j ∈ N. Тодi:

— якщо f ′(x0) ∈ R
⋃
{±∞}, то вона дорiвнює lim

n→∞
f(rn)−f(ln)

rn−ln ;

— якщо не iснує lim
n→∞

f(rn)−f(ln)
rn−ln , то в точцi x0 не iснує похiдної.
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Доведення наслiдку 3.2 аналогiчне до доведення наслiдку 3.1.

Зазначимо, якщо у наслiдку 3.2 замiсть ln узяти лiвий край цилiндра

n-го рангу, який мiстить x0, а за rn – правий, то lim
n→∞

f(rn)−f(ln)
rn−ln буде цилiн-

дричною похiдною в точцi x0 [58].

Теорема 3.4. Якщо для функцiї f(x) iснує lim
x→x0

f ′(x) ∈ R
⋃
{±∞}, то

для всiх (u, v) ∈ P− справедлива рiвнiсть Du
vf(x0) = lim

x→x0
f ′(x).

Доведення. Нехай lim
x→x0

f ′(x) = c ∈ R, тодi iснує такий проколений окiл

нуля, в кожнiй точцi якого iснує скiнченна похiдна, тому за теоремою Ла-

гранжа
f(x0 + u)− f(x0 − v)

(x0 + u)− (x0 − v)
= f ′

(
x0 − v + θ (u + v)

)
, (3.9)

де θ = θ(h) ∈ [0; 1].

Покажемо, що нерiвнiсть θ 6= v
u+v виконується для всiх h зi проколеного

околу нуля, в кожнiй точцi якого визначенi u, v i має мiсце нерiвнiсть

u(h) 6= v(h).

Нехай u(h) > 0, тодi v(h) < 0, бо v(h) · u(h) < 0, а тодi можливi два

випадки:

1. якщо u + v > 0, то θ = v
u+v < 0, але θ ∈ [0; 1];

2. якщо u+ v < 0, то покажемо, що θ = v
u+v > 1, v < u+ v⇒ u(h) > 0,

отже, в цьому випадку θ = v
u+v > 1 завжди виконується, але θ ∈

[0; 1].

Аналогiчно, рiвнiсть θ = v
u+v не виконуються при u(h) < 0.

Перейшовши до границi в (3.9), маємо Du
vf(x0) = lim

h→0
f ′
(
x0 − v +

+ θ (u + v)
)

= c. Випадки, коли lim
x→x0

f ′(x) = ±∞, фактично є наслiдками

вже доведеного твердження.

Наслiдок 3.3. Якщо f ′ iснує у точцi x0 i є неперерв-

ною, то для всiх (u, v) ∈ P справедлива рiвнiсть Du
vf(x0) =

= 1
2 lim
h→0

(
f ′(x0 + u(h)) + f ′(x0 − v(h))

)
.



58

Функцiя Sign(x) =

x+ x/|x|, x 6= 0;

0, x = 0;
задовольняє умову попередньої

теореми, хоча Sign′(0) = +∞ i lim
x→0

Sign′(x) = 1.

Нагадаємо, що у випадку неперервностi функцiї f й iснування lim
x→x0

f ′(x)

вiдомо, що виконується рiвнiсть lim
x→x0

f ′(x) = f ′(x0).

Теорема 3.5. Нехай для функцiї f iснує послiдовнiсть (xn), така, що

xj 6= x0, ∀j ∈ N, lim
n→∞

xn = x0 i lim
n→∞

f ′(xn) = c, тодi завжди iснує пара

функцiї (u, v) ∈ P−, що Du
vf(x0) = c.

Доведення. Згiдно з умовою теореми iснує послiдовнiсть додатних чи-

сел (εn) така, що |f ′(xn)− c| < εn i lim
n→∞

εn = 0. Для кожної точки xj

оберемо Mj, таке, щоб
∣∣∣f(xj+Mj)−f(xj)

Mj
− f ′(xj)

∣∣∣ < ε2
j i x0 не належав вiдрiзку

з кiнцями xj, xj+ Mj, а раз так, то точки xj, xj+ Mj лежатимуть iз одного

боку щодо x0.

Утворимо пару функцiї (u, v) таким чином u(h) = x0−xn, v(h) = xn+ Mn

−x0 при h ∈
(
2−n−1; 2−n

]
. Згiдно з побудовою, для всiх достатньо малих

h 6= 0 справедливi такi нерiвностi: u(h) 6= −v(h), u(h)v(h) < 0 i lim
h→0

u(h) =

0 = lim
h→0

v(h), а отже, (u, v) ∈ P−.
Нехай µ(h) = n при h ∈

(
2−n−1; 2−n

]
, тодi

∆u
vf(x0)

∆u
vx

=
f(xµ(h)+ Mµ(h))− f(xµ(h))

Mµ(h)
⇒
∣∣∣∣∆u

vf(x0)

∆u
vx

− c
∣∣∣∣ < εµ(h) + ε2

µ(h).

Отже, Du
vf(x0) = c.

Прикладом функцiї f , яка задовольняє умову теореми 3.5, але не задо-

вольняє теорему 3.4 є f(x) =

 x2 sin (1/x) , x 6= 0,

0, x = 0.
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3.2. Застосування (u, v)-похiдної до розкриття

невизначеностей у границях

Враховуючи теореми 3.2 – 3.5 i їхнi наслiдки, можемо сформулювати

такi твердження:

Наслiдок 3.4. Границя

lim
p→t0
q→t0
p 6=q

f(p)− f(q)

p− q
(3.10)

iснує тодi i тiльки тодi, коли f ′ неперервна в точцi t0. У випадку iсну-

вання вона дорiвнює f ′(t0).

Доведення. Розглянемо довiльний шлях
(
p(h), q(h)

)
такий, що при пря-

муваннi h→ 0 маємо
(
p(h), q(h)

)
→ (t0, t0).

Нехай, p(h) = t0 + u(h), q(h) = t0 − v(h), тодi з p(h) 6= q(h) отриму-

ємо u(h) 6= −v(h), оскiльки lim
h→0

p(h) = t0, lim
h→0

q(h) = t0 ⇒ lim
h→0

u(h) = 0 i

lim
h→0

v(h) = 0, то пара (u, v) ∈ P .
Розглянемо множини A ⊂ O(u, v) та Ã = O(u, v)\A такi, що при h ∈

A : u(h) · v(h) > 0, але при h ∈ Ã : u(h) · v(h) < 0, де O (u, v) – проколотий

окiл нуля, в кожнiй точцi якого функцiї u, v є визначеними i виконується

нерiвнiсть u(h) 6= −v(h), ∀h ∈ O (u, v).

Тодi, для того щоб iснувала границя

lim
h→0

f(p(h))− f(q(h))

p(h)− q(h)
,

необхiдно i достатньо, щоб iснували та були рiвнi границi

lim
A3h→0

f(p(h))− f(q(h))

p(h)− q(h)
, lim
Ã3h→0

f(p(h))− f(q(h))

p(h)− q(h)
.

Згiдно з теоремами 3.3 – 3.5, f ′ має бути неперервною в т. t0.

Зазначимо, що у випадку неперервностi похiдної, твердження наслiдку
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випливає з застосування добре вiдомої теореми Лагранжа, оскiльки

f(p)− f(q)

p− q
= f ′

(
c(p, q)

)
, lim

p→t0
q→t0
p 6=q

c(p, q) = t0.

Наслiдок 3.5. Нехай задано функцiю f(t) i пару функцiй p(x) i q(x),

якi визначенi в кожнiй точцi певного проколеного околу Θ∗ (p, q) точки

x0, i при цьому виконується нерiвнiсть p(x) 6= q(x), ∀x ∈ Θ∗ (p, q), а

також lim
x→x0

p(x) = lim
x→x0

q(x) = t0.

Якщо визначена й iснує

ξ =


f ′(t0), якщо

((
p(x)− t0

)
·
(
q(x)− t0

))
6 0, ∀x ∈ Θ (u, v) ;

lim
t→t0

f ′(t), якщо
((
p(x)− t0

)
·
(
q(x)− t0

))
> 0, ∀x ∈ Θ (u, v) ;

то lim
x→x0

f

(
p(x)

)
−f
(
q(x)

)
p(x)−q(x) = ξ.

Доведення. Розглянемо замiну u(h) = p(h)− t0, v(h) = t0 − q(h), тодi

lim
x→x0

f
(
p(x)

)
− f

(
q(x)

)
p(x)− q(x)

= lim
h→0

f
(
t0 + u(h)

)
− f

(
t0 − v(h)

)
u(h)− v(h)

. (3.11)

Застосувавши теореми 3.2 — 3.4, отримуємо необхiднi твердження.

Наслiдок 3.5 можна адаптувати до функцiй двох змiнних (наслiдок 3.6).

Наслiдок 3.6. Нехай задано функцiю f(t), точку M0(x0, y0) i фун-

кцiї p(x, y), q(x, y) визначенi в кожнiй точцi M(x, y) ∈ Θ(M0) (проко-

лотого околу точки M0), при цьому p(M) 6= q(M) i lim
M→M0

p(M) = t0 =

= lim
M→M0

q(M).

Якщо визначена й iснує

ξ =

f
′(t0), якщо (p(M)− t0) · (q(M)− t0) 6 0, ∀M ∈ Θ(M0);

lim
t→t0

f ′(t), якщо (p(M)− t0) · (q(M)− t0) > 0, ∀M ∈ Θ(M0);

то lim
M→M0

f

(
p(M)

)
−f
(
q(M)

)
p(M)−q(M) = ξ.
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Доведення. Розглянемо довiльний шлях Υ(h) =
(
x(h), y(h)

)
такий, що

lim
h→0

(
x(h), y(h)

)
= (x0, y0) або в iншiй формi lim

h→0
Υ(h) = M0.

Нехай u(h) = p
(

Υ(h)
)
− t0, v(h) = t0 − q

(
Υ(h)

)
, тодi

f
(
p
(

Υ(h)
))
− f

((
Υ(h)

))
p
(

Υ(h)
)
− q
(

Υ(h)
) =

f
(
t0 + u(h)

)
− f

(
t0 − v(h)

)
u(h) + v(h)

. (3.12)

Застосувавши теореми 3.2 — 3.4 отримуємо необхiднi твердження.

Приклад 3.1. Знайдемо значення границi застосувавши наслiдок 3.5

lim
x→0

p2 sin p−1 − q2 sin q−1

p− q
=

∥∥∥∥∥∥f(t) = t2 sin t−1;

f(0) = 0; f ′(0) = 0;

∥∥∥∥∥∥ = f ′(0) = 0,

де p(x) · q(x) < 0 при 0 < |x| < 1 i lim
x→0

p(x) = 0 = lim
x→0

q(x), p(x) 6= q(x).

Зауважимо, що в розглянутому i в iнших прикладах цього роздiлу ко-

жна з функцiй p та q може бути розривною в околi нуля.

Теорема 3.6. Нехай функцiї p, q, f , g задовольняють наступнi умови:

1. lim
x→x0

p(x) = t0 = lim
x→x0

q(x);

2. iснує проколотий окiл x0, для кожної точки x якого виконується

нерiвнiсть p(x) 6= q(x);

3. виконуються f (j)(t0) = 0 = g(j)(t0), для всiх j ∈ {0; 1, . . . , n− 1};
4. iснують скiнченнi f (n)(t0), g(n)(t0) 6= 0;

5. lim
x→x0

∣∣∣ (p(x)−t0)
n

(p(x)−t0)
n−(q(x)−t0)

n

∣∣∣ = c ∈ R.

Тодi

lim
x→0

f
(
p(x)

)
− f

(
q(x)

)
g
(
p(x)

)
− g
(
q(x)

) =
f (n)(t0)

g(n)(t0)
. (3.13)

Доведення. Нехай p = p(x), q = q(x).

Спочатку покажемо, що з lim
x→x0

∣∣∣ (p(x)−t0)
n

(p(x)−t0)
n−(q(x)−t0)

n

∣∣∣ = c ∈ R маємо

lim
x→x0

∣∣∣ (q(x)−t0)
n

(p(x)−t0)
n−(q(x)−t0)

n

∣∣∣ ∈ R. Справдi

lim
x→x0

∣∣∣∣ (q(x)− t0)n

(p(x)− t0)n − (q(x)− t0)n
∣∣∣∣ = lim

x→x0

∣∣∣∣ (p(x)− t0)n

(p(x)− t0)n − (q(x)− t0)n
− 1

∣∣∣∣ 6
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6 1 + lim
x→x0

∣∣∣∣ (p(x)− t0)n

(p(x)− t0)n − (q(x)− t0)n
∣∣∣∣ = 1 + c.

Функцiю f представимо в околi точки t0 за допомогою формули Тейлора

f(t) =
f (n)(t0) + γ(t)

n!
(t− t0)n, lim

t→t0
γ(t) = 0. (3.14)

Тодi

f(p)− f(q) =
f (n)(t0)

n!

(
(p− t0)n − (q − t0)n

)
+
γ(p)(p− t0)n − γ(q)(q − t0)n

n!
,

n!
(
f(p)− f(q)

)
(
(p− t0)n − (q − t0)n

) = f (n)(t0) +
γ(p)(p− t0)n − γ(q)(q − t0)n

pn − qn
.

Враховуючи умови теореми маємо

lim
x→x0

∣∣∣∣γ(p)(p− t0)n − γ(q)(q − t0)n

(p− t0)n − (q − t0)n

∣∣∣∣ = 0. (3.15)

Виконавши аналогiчнi дiї для функцiї g отримаємо, що

n!
(
g(p)− g(q)

)
(p− t0)n − (q − t0)n

= g(n)(t0) +
β(p)(p− t0)n − β(q)(q − t0)n

pn − qn
,

lim
x→x0

∣∣∣∣β(p)(p− t0)n − β(q)(q − t0)n

pn − qn

∣∣∣∣ = 0.

Тодi lim
x→x0

(
f(p)−f(q)
pn−qn : g(p)−g(q)

pn−qn

)
= fn(t0)

gn(t0) .

Зазначимо, що у випадку коли q(x) = t0 i p(x) = x в кожнiй точцi

деякому околу точки x0 теорема 3.6 стає вiдомою теоремою (правилом Ло-

пiталя).

Звернемо увагу на умову lim
x→x0

∣∣∣ (p(x)−t0)
n

(p(x)−t0)
n−(q(x)−t0)

n

∣∣∣ = c ∈ R, вона анало-

гiчна умовi для визначення множини P∗, а тому маємо простий наслiдок,

якщо
(
p(x) − t0

)n · (q(x) − t0
)n
6 0 в кожнiй точцi околу точки x0, то

lim
x→x0

∣∣∣ (p(x)−t0)
n

(p(x)−t0)
n−(q(x)−t0)

n

∣∣∣ 6 1.

Приклад 3.2. Нехай f(t) = t sin t, g(t) = cos t, p(x) = x · sinx−1,

q(x) =

2x, x ∈ R\Q;

0, x ∈ Q.
Знайти границю lim

x→0

f(p(x))−f(q(x))
cos p(x)−cos q(x) .
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Легко переконатися, що функцiї p, q задовольняють умови теореми 3.6.

Для функцiй f(t) = t sin t i g(t) = cos t знайдемо похiднi: f ′(t) = sin t +

+ t cos t, f ′′(t) = 2 cos t− t sin t, g′(t) = − sin t, g′′(t) = − cos t.

Застосуємо теорему 3.6 до шуканої границi:

lim
x→0

p sin p− q sin q

cos(p)− cos(q)
=

2 cos t− t sin t

− cos t

∣∣∣
t=0

= −2. (3.16)

3.3. Застосування (u, v)-похiдної для вивчення

диференцiальних властивостей строго монотонних

функцiй

Лема 3.2. Нехай функцiональна послiдовнiсть (ϕn) рiвномiрно збiга-

ється до ϕ на [a; b]. Для V
[a;b]
ϕ (варiацiї функцiї ϕ) справедлива нерiвнiсть

V
[a;b]
ϕ 6 lim

n→∞
V

[a;b]
ϕn 6 lim

n→∞
V

[a;b]
ϕn.

Доведення. Для натурального n позначимо через T ∗n таке розбиття вiд-

рiзка [a; b] n точками, що V
[a;b]

(f, T ∗n) = sup
Tn

V
[a;b]

(ϕ, Tn).

Оскiльки (ϕk) рiвномiрно прямують до ϕ, то для довiльного нату-

рального k iснує εk > 0, таке, що |ϕk(x)− ϕ(x)| < εk, lim
k→∞

εk = 0.

Тобто ϕ(x) = ϕk(x) + αk(x), |αk(x)| < εk. Тодi |ϕ(xl+1)− ϕ(xl)| 6
6 |ϕkn(xl+1)− ϕkn(xl)| + |αkn(xl+1)− αkn(xl)| 6 |ϕkn(xl+1)− ϕkn(xl)| + 2εk,

де xl ∈ T ∗n .
V

[a;b]
(ϕ, T ∗n) < V

[a,b]
(ϕkn, T

∗
n) + 2εknn.

Перейшовши до границi, отримуємо:

V
[a,b]
ϕ = lim

n→∞
V

[a;b]
(f, T ∗n) 6 lim

n→∞

(
V

[a,b]
(ϕkn, T

∗
n) + 2εknn

)
.

Обравши послiдовнiсть kn таким чином, щоб εkn < n−2, маємо V
[a,b]
ϕ 6

6 lim
n→∞

V
[a,b]
ϕkn.
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Випадок, коли lim
n→∞

V
[a,b]
ϕn(x) – не iснує, а lim

n→∞
V

[a;b]
ϕn(x) < ∞ доводимо

видiленням пiдпослiдовностi nk: lim
n→∞

V
[a;b]
ϕn(x) = lim

k→∞
V

[a,b]
ϕnk(x) i розглядає-

мо функцiональну послiдовнiсть gk(x) = ϕnk(x). Аналогiчним чином i для

випадку lim
n→∞

V
[a;b]
ϕn(x) <∞.

Лема 3.3. Нехай (an) i (bn) – нескiнченна послiдовнiсть дiйсних чисел

iснують такi числа a, b, такi, що нерiвностi |an| 6 a < 1, |bn| > b > 1

виконуються при всiх n ∈ N. Тодi для довiльної послiдовностi (tj), де

tj ∈ {0, 1}, границя lim
n→∞

n∏
j=1

µj може або не iснувати, або дорiвнювати

нулю чи нескiнченностi, де µj =

aj при tj = 0;

bj при tj = 1.

Доведення. Нескладно показати, що залежно вiд вибору послiдовностi

(tn) границя lim
n→∞

n∏
j=1

µj може дорiвнювати 0 або±∞ або взагалi не iснувати.

Методом вiд супротивного покажемо, що не iснує такого c ∈ R\{0}, щоб
∞∏
j=1

µj = c. Припустимо, що таке c iснує, але тодi згiдно з необхiдною умовою

збiжностi нескiнчених добуткiв послiдовностi (an) i (bn) мають прямувати

до 1, а це суперечить умовi леми, а, отже, такого числа не iснує.

3.3.1. Функцiя Мiнковського. Задамо функцiю Мiковського на

[0; 1] використовуючи представлення аргументу елементарними лангцюго-

вими дробами

?
(
x = [0, a1, a2, . . . , an, . . . ]

)
=

∞∑
j=1

(
(−1)j−121−a1−a2−···−aj

)
. (3.17)

Оберемо довiльне iррацiональне x ∈ [0; 1]\Q, i побудуємо двi послiдов-

ностi ln = [0, a1, a2, . . . , an] та rn = [0, a1, a2, . . . , an+1]. Обчислимо значення

рiзницi (rn − ln)
Pn−1(an + 1) + Pn−2

Qn−1(an + 1) +Qn−2
− Pn−1an + Pn−2

Qn−1an +Qn−2
=

=
Pn−2Qn−1 − Pn−1Qn−2

Q2
n +QnQn−1

=
(−1)n−1

Q2
n +QnQn−1

.
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Вiдповiдно

?(rn)−?(ln) = (−1)n−12
−

n∑
j=1

aj
.

Тодi

Jn(x) =
?(rn)−?(ln)

rn − ln
= 2−

∑n
j=1 aj

(
Q2
n +QnQn−1

)
.

Розглянемо вiдношення

φn =
Jn(x)

Jn−1(x)
= 2−an (an + τ)

(
1 +

an
1 + τ

)
,

де τ = Qn−2
Qn−1

i τ ∈ [0; 1], J0(x) = 1, тодi

Jn(x) =
n∏
j=1

φn. (3.18)

Величину φn можна розглянути, як функцiю вiд τ . Оцiнимо значення

φn(τ) при цiлих an i τ ∈ [0; 1], результат представимо у виглядi таблицi 3.1.

Таблиця 3.1

Оцiнка значень φn(τ)

an 1 2 3 4 > 5

φn(τ) > 1 >
(

1+
√

2
2

)2 [
5
4 ; 3

2

] [
15
16 ; 5

4

]
6 15

16

Нехай B - множина всiх дiйсних чисел з вiдрiзку [0; 1], в зображеннi

яких ланцюговим дробом починаючи з деякого мiсця n0 всi цифри зобра-

ження є виключно 1 та 4. Тодi для кожного x ∈ B величина φn, враховую-

чи оцiнки вище, може прямувати до 1, а отже, нескiнченний добуток
∞∏
j=1

φn

може мати скiнченне значення вiдмiнне вiд нуля.

Враховуючи теорему 4.2.1 [58]: ”Множина всiх чисел вiдрiзку [0; 1]

з обмеженими елементами ланцюгового представлення має мiру Лебега

нуль” отримуємо, що мiра множини B є також нульовою. З iншого боку,

множина B є злiченним об’єднанням нульмiрних множин, вiдповiдно вона

сама є нульмiрною.
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Тодi

lim
n→∞

Jn = lim
n→∞

n∏
j=1

φn =


0;

∞;

6 ∃.
Отже, майже скрiзь, у розумiннi мiри Лебега, похiдна функцiї Мiнков-

ського може набувати лише двох значень: нуль, нескiнченнiсть, або взагалi

не iснувати.

Оскiльки функцiя Мiнковського є функцiєю обмеженої варiацiї (бiль-

ше того є строго зростачою), то майже скрiзь вона має скiнченну похiдну.

Враховуючи те, що перетин двох множин повної мiри є множиною повної

мiри, маємо, що майже скрiзь похiдна дорiвнює нулю.

3.3.2. Сингулярнiсть функцiй, якi зберiгають частоти цифр

Qs-зображення числа, без збереження хвостiв. Нехай для кожної

функцiї bm з множини Bl похiдна в жоднiй точцi не дорiвнює одиницi, окрiм

функцiї b0(x) = x. Згiдно з таким припущенням маємо, що для всiх функцiй

з множини Bl похiдна може набувати лише скiнченну кiлькiсть значень i

всi вони вiдокремленi вiд одиницi.

Нехай XΩ
n множина розв’язкiв рiвняння Ω(x, φk) = Ωn(x, φk), а XΥ

n –

множина розв’язкiв рiвняння Υ(x, φk) = Υn(x, φk). Легко показати, що

XΩ
n ⊂ XΩ

n+1, XΥ
n ⊂ XΥ

n+1 для всiх n ∈ N i те, що множини XΩ =
∞⋃
n=1

XΩ
n ,

XΥ =
∞⋃
n=1

XΥ
n є всюди щiльними.

Покажемо, що функцiя Ω(x, φk) є сингулярною (для функцiї Υ(x, φk)

показується аналогiчно).

Для кожної точки x з областi визначення побудуємо послiдовнiсть пар

(ln, rn) наступним чином: ln, rn ∈ XΩ
n , ln 6 x 6 rn, ln i rn є сусiднiми

елементами з множини XΩ
n .

Функцiя Ωn(x, φk) є лiнiйною мiж будь-якими двома сусiднiми то-

чками з множини XΩ
n (теж стосується функцiї Υn(x, φk)), а раз так, то
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Ω(rn,φk)−Ω(ln,φk)
rn−ln = Ωn(rn,φk)−Ωn(ln,φk)

rn−ln = Ω′(t, φk), t ∈ (ln; rn). Враховуючи зада-

ння функцiї Ωn(x, φk), маємо, що Ω′(t, φk) буде представлятися у виглядi

добуткiв значень похiдних функцiй з множини Bl, тому при граничному

переходi отримуємо нескiнченний добуток елементи якого не прямують до

одиницi i набувать скiнченну кiлькiсть можливих значень вiдмiнних вiд

одиницi. Такий добуток може або дорiвнювати нулю, або нескiнченностi,

або взагалi не iснувати. Оскiльки функцiя Ω майже скрiзь має скiнченну

похiдну, то, згiдно з наслiдком 3.2, значення її дорiвнює нулю (адже iн-

ших скiнченних значень серед можливих значень добутку не iснує). Отже,

функцiя Ω – сингулярна.

3.4. Приклад класу нiде не монотонних функцiй обмеженої

варiацiї, який мiстить сингулярнi

Розглянемо додаткову функцiю χ, задання якої залежить вiд двох па-

раметрiв p, q

χ(x, p, q) = [x] +


3p{x}, 0 6 {x} < 1

3
;

2p+ q − 1− 3(p+ q − 1){x}, 1

3
6 {x} < 2

3
;

1− 3q + 3q{x}, 2

3
6 {x} < 1,

(3.19)

де [x] – цiла частина вiд числа x, {x} – дробова частина. Нагадаємо, що

будь-яке дiйсне число x = [x] + {x}, {x} ∈ [0; 1). Легко переконатись, що

при p, q ∈ [0; 1] рiзниця(
χ(x, p, q)− x

)
∈ [−1; 1], x ∈ R. (3.20)

Нехай задано нескiнченну послiдовнiсть пар параметрiв (pn, gn) = P

таких, що pn, qn ∈ [0, 1]. Розглянемо рекурентно задану послiдовнiсть фун-

кцiї

Ωk+1 (x, P ) = 3−kχ
(
3kΩk (x, P ) , pk, qk

)
, Ω0 (x, P ) = x. (3.21)
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Рис. 3.2. Графiк функцiї χ при p = 0.8 i q = 0.6

Теорема 3.7. Для заданої послiдовностi пар параметрiв P

— завжди iснує неперервна Ω(x, P ) = lim
k→∞

Ωk(x, P );

— послiдовнiсть (Ωk) є рiвномiрно збiжною до Ω на [0; 1].

Доведення. Розглянемо рiзницю

Ωk(x, P )− Ω0(x, P ) = Ωk(x, P )− x =
k−1∑
n=0

(Ωn+1(x, P )− Ωn(x, P )) . (3.22)

Перейшовши до границь в останнiх рiвностях отримаємо, що

Ω(x, P ) = x+
∞∑
n=0

(Ωn+1(x, P )− Ωn(x, P )) . (3.23)

Враховуючи ознаку Веєрштраса рiвномiрної збiжностi функцiональних ря-

дiв та оцiнку (3.20) покажемо рiвномiрну збiжнiсть ряду з рiвностi (3.23)
∞∑
n=0

|Ωn+1(x, P )− Ωn(x, P )| 6

∞∑
n=0

∣∣∣3−n (χ(3nΩn(x, P ), pn, qn

)
− Ωn(x, P )

)∣∣∣ 6 ∞∑
n=0

3n.

Враховуючи властивостi рiвномiрно збiжних рядiв отримуємо iснування

неперервної функцiї Ω при заданiй послiдовностi пар P = (pk, qk).
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Теорема 3.8. Якщо для послiдовностi пар P = (pk, qk) є збiжним

додатний ряд
∞∑
n=1

(pn + qn − 1 + |pn + qn − 1|) ,

то, вiдповiдна цiй послiдовностi пар функцiя Ω буде функцiєю обмеженої

варiацiї.

Доведення. Функцiя χ(x, p, q) має варiацiю у (pn + qn + |pn + qn − 1|)
разiв бiльшу нiж функцiя f(x) = x на тому ж промiжку.

Якщо f – кусково-лiнiйна функцiя, тодi маємо оцiнку V
[a;b]
χ
(
f(x), p, q

)
6

6 (pn + qn + |pn + qn − 1|) V
[a;b]
f(x).

Враховуючи те, що в попереднiй теоремi 3.7 було встановлено, що по-

слiдовнiсть кусково-лiнiйних функцiй (Ωk) рiвномiрно прямують до Ω, то

застосовною є лема 3.2. Отже,

V
[a;b]

Ω(x, P ) 6 lim
k→∞

V
[a;b]

Ωk(x, P ) 6

6 lim
k→∞

(
(b− a) ·

k∏
n=1

(pn + qn + |pn + qn − 1|)

)
. (3.24)

Знайдемо умови, коли
∞∏
n=1

(pn + qn + |pn + qn − 1|) iснує i є скiнченним.

Для цього розглянемо додатнiй ряд
∞∑
n=1

ln (pn + qn + |pn + qn − 1|). За-
стосовуючи граничний випадок ознаки порiвняння легко показати, що ряд

збiгається одночасно з рядом
∞∑
n=1

(pn + qn − 1 + |pn + qn − 1|).

Теорема 3.9. Якщо для заданої послiдовностi пар P = (pn, qn) вiдпо-

вiдна функцiя Ω є функцiєю обмеженої варiацiї, при цьому iснує нескiн-

ченна пiдпослiдовнiсть (nj), що значення lim
j→∞

∣∣3pnj − 1
∣∣, lim

j→∞

∣∣3qnj − 1
∣∣,

lim
j→∞

∣∣∣3 ∣∣pnj + qnj − 1
∣∣−1

∣∣∣ одночасно вiдмiннi вiд нуля, то функцiя Ω – син-

гулярна.

Доведення. Зазначимо наступне: якщо при x значення 3nΩn(x, P ) є цi-

лим числом, то для всiх k > n виконується рiвнiсть: Ωk(x, P ) = Ωn(x, P ) =
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= Ω(x, P ). Тобто розглядаючи Ωn як n-те наближення до Ω маємо набори

точок якi стають ”нерухомими”.

Позначимо Φn =
{
xj

∣∣∣3nΩn(xj, P ) ∈ Z
}
. Тим самим ми утворили по-

слiдовнiсть вкладених множин (Φn), при цьому Φ =
⋃
n∈N

Φn буде всюди

щiльною множиною (випливає з неперервностi функцiї Ω i власне побудо-

ви множин Φn).

Для кожної точки x утворимо послiдовностi ln = ln(x) =

= max
{
xj

∣∣∣xj 6 x, xj ∈ Φn

}
, rn = rn(x) = min

{
xj

∣∣∣xj > x, xj ∈ Φn

}
. Ма-

ємо, що ln(x) 6 x < rn(x), а також згiдно з побудовою множин Φn моно-

тоннiсть послiдовностей (ln), (rn).

Побудуємо додаткову послiдовнiсть функцiй

Kn =


Ωn, якщо sup

t∈[ln(x);rn(x)]

Ωn(t, P )− inf
t∈[ln(x);rn(x)]

Ωn(t, P ) = 3−n;

0 – в iншому випадку.

Особливiстю побудованої функцiї є те, що розв’язками рiвняння

Ω(x, P ) = Ωn(x, P ) є всi числа з множини Φn. Згiдно з побудовою маємо:

Ω
(
rn(x), P

)
− Ω

(
ln(x), P

)
rn(x)− ln(x)

=
Kn(rn)−Kn(ln)

rn(x)− ln(x)
=

Ωn
′+(x, P ),

0.

(Ωn
′+(x) це правостороння похiдна функцiї Ωn в точцi x)

Оскiльки Ω є функцiєю обмеженої варiацiї, то майже скрiзь у розумiннi

мiри Лебега вона має скiнченну похiдну (позначимо множину таких значень

аргументу через X).

Для всiх x, для яких iснує нескiнченна пiдпослiдовнiсть натуральних

чисел nj таких, що Knj(x) 6= 0 покажемо, що lim
j→∞

Ωnj
′+(x, P ) =


0,

±∞,

не iснує.
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Оскiльки Ωnj – кусково-лiнiйна функцiя, то Ω(rnj , P ) − Ω(lnj , P ) =

= Ωnj(rnj , P )− Ωnj(lnj , P ) = Ωnj
′+(t, P ), для всiх t ∈ [lnj ; rnj).

Враховуючи задання Ωn очевидним стає рекурентне спiввiдношення:

Ω′n+1(x, P ) = anΩ
′
n(x, P ), an ∈ {3pn, 3qn, 3 |pn + qn − 1|} .

Враховуючи iснування пiдпослiдовностi (nj) (з умов теореми) маємо,

можливi випадки:

lim
j→∞

Ω′nj(x, P ) =


0,

±∞,

не iснує.

Враховуючи наслiдок 3.2, для всiх x ∈ X маємо

Ω′(x, P ) = lim
j→∞

Ω
(
rnj(x, P )

)
− Ω

(
lnj(x, P )

)
rnj(x)− lnj(x)

=

= lim
j→∞

Knj

(
rnj(x)

)
−Knj

(
lnj(x)

)
rnj(x)− lnj(x)

=


0,

±∞,

не iснує.

(3.25)

Оскiльки X – це множина тих значень аргументу, при яких iснує скiн-

ченна похiдна вiд функцiї Ω, то з (3.25) маємо, що для всiх x ∈ X

Ω′(x, P ) = 0, отже функцiя Ω – сингулярна.

Згiдно з побудовою, можна говорити, що клас всеможливих функцiй Ω

мiстить в собi нiде не монотоннi сингулярнi функцiї обмеженої варiацiї.

3.5. Висновки до роздiлу

В цьому роздiлi вiдображено такi результати:

— побудовано (u, v)-похiдну, яка є узагальненням класичної та цилiн-

дричної похiдних;

— вивчено властивостi (u, v)-похiдної та зв’язки її з класичною та ци-

лiндричною похiдними;
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а) б)

Рис. 3.3. Графiки функцiй при P =
(

3
4 + 1

n1.2 ;
1
4 + 1

n1.2

)
: а) Ω1, Ω2, Ω3; б) Ω.

— сформульовано i доведено теорему 3.6 узагальнення вiдповiдного

правила Лопiталя;

— доведено сингулярнiсть функцiй класу функцiй якi зберiгаються ча-

стоти цифр Qs-зображення числа, без збереження хвостiв;

— в теоремi 3.9 встановлено достатнi умови сингулярностi неперервних

нiде не монотонних функцiй заданих (3.21).
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РОЗДIЛ 4

АНАЛОГ (U,V)-ПОХIДНОЇ ТА ЙОГО ЗАСТОСУВАННЯ

4.1. Означення оператора �u
v та основнi властивостi

(u, v)-похiдна для монотонно зростаючої функцiй f може бути по iншо-

му введена: не як вiдношення рiзницi значень функцiї на кiнцях вiдрiзку

з кiнцями в точках x0 + u(h), x0 − v(h) до його довжини, а як вiдношення

коливання функцiї f на вказаному вказаному вiдрiзку до його довжини.

Такий пiдхiд в деяких випадках спрощує дослiдження нiде не монотонних

функцiй.

Далi будемо використовувати наступнi позначення при (u, v) ∈ P+:

— �u(h)
v(h)f(x) = sup

t∈Θ
u(h)
v(h)(x)

f(t)− inf
t∈Θ

u(h)
v(h)(x)

f(t) = sup
t1,t2∈Θ

u(h)
v(h)(x)

(
f(t1)− f(t2)

)
,

де Θ
u(h)
v(h)(x) – вiдрiзок з кiнцями в точках x+ u(h), x− v(h);

— �u(h)
v(h)f(x) = lim

h→0

�u(h)
v(h)f(x)

�u(h)
v(h)x

– аналог (u, v)-похiдної, �f(x0) = �h0f(x0);

— �u(h)
v(h)f(x) = lim

h→0

�u(h)
v(h)f(x)

�u(h)
v(h)x

, �u(h)
v(h)f(x) = lim

h→0

�u(h)
v(h)f(x)

�u(h)
v(h)x

.

Зауважимо, що �u(h)
v(h)f(x) є коливанням функцiї f на вiдрiзку Θ

u(h)
v(h)(x).

Лема 4.1. Нехай пара функцiї (u, v) ∈ P+ така, що iснує нескiнченна

послiдовнiсть (hn), для елементiв якої справедливi нерiвностi u(hn) 6= 0 6=
6= v(hn), ∀n ∈ N. Якщо �u

vf(x0) = c ∈ R, то f – неперервна в точцi x0

функцiя.

Доведення. Згiдно з означенням:

�u
vf(x0)

�u
vx

= c+ α(h), lim
h→0

α(h) = 0⇒ �u
vf(x0) =

(
c+ α(h)

)
�u

vx

Отже, lim
h→0
�u

vf(x0) = 0, а тому f – неперервна в точцi x0 функцiя.
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Теорема 4.1. Нехай (u, v) ∈ P+ i a, b – функцiї для яких iснують

скiнченнi значення �u
va(x0), �u

vb(x0). Тодi

— �u
v (Aa+B) (x0) = |A|�u

va(x0), де A,B ∈ R;

— �u
v

(
a+ b

)
(x0) 6 �

u
va(x0) +�u

vb(x0).

Отже, як оператор �u(h)
v(h) – нелiнiйний. Бiльше того, для аналогу (u, v)-

похiдної є хибним наступне твердження: ”якщо iснує скiнченне значення

�f(x0), то для всiх (u, v) ∈ P+ виконується рiвнiсть �u
vf(x0) = �f(x0)”.

Наприклад, �|x|(0) = 1, а �hh|x|(0) = 1/2.

4.1.1. Зв’язок оператора �u
v з похiдною.

Лема 4.2. Якщо iснує похiдна f ′(x0) ∈ R, то для всiх (u, v) ∈ P+

справедлива рiвнiсть �u
vf(x0) = |f ′(x0)|.

Доведення. Згiдно з означенням похiдної f(x0 + t) = f(x0) + ct+ α(t)t,

lim
t→0

α(t) = 0.

Очевидно iснують функцiї a := a(h) та b := b(h) такi, що f(x0 + a) =

= sup
t∈Θu

v(x)

f(t) i f(x0 + b) = inf
t∈Θu

v(x)
f(t).

Тодi

�u
vf(x0) = f(x0 + a)− f(x0 + b) = f(x0) + ac+ aα(a)− f(x0)− bc− bα(b) =

= c(a− b) + aα(a)− bα(b) > 0⇒ �u
vf(x0) = |c(a− b) + aα(a)− bα(b)| .

Оскiльки (u, v) ∈ P+, то згiдно з теоремою 3.3 має мiсце рiвнiсть

Du
vf(x0) = f ′(x0). Враховуючи те, що |a− b| 6 |u + v| маємо∣∣∣∣f(x0 + u)− f(x0 − v)

u + v

∣∣∣∣ 6 �u
vf(x0)

�u
vx

=
|c(a− b) + aα(a)− bα(b)|

|u + v|
6

6
|c(a− b)|+ |α(a)||a− b|+ |b||α(a)− α(b)|

|u + v|
6

6 c+ |α(a)|+ max{|u|, |v|}
|u + v|

|α(a)− α(b)| .

Отже, |Du
vf(x0)| 6 �u

vf(x0) 6 |c| ⇒ �u
vf(x0) = |c|.
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Теорема 4.2. Для дiйсної функцiї f визначеної в околi точки x0

iстинними є наступнi твердження:

1. f ′(x0) = 0 тодi i тiльки тодi, коли �f(x0);

2. f ′(x0) = 0 тодi i тiльки тодi, коли �hhf(x0).

Доведення. Спочатку покажемо, що �f(x0) = 0 тодi i тiльки тодi, коли

�hhf(x0) = 0. Нехай µ = µ(h) =

h, якщо �h0f(x0) > �
0
hf(x0);

− h, якщо �h0f(x0) < �
0
hf(x0);

тодi

виконується нерiвнiсть �µ0f(x0) 6 �hhf(x0) 6 2�µ0f(x0), а тому

lim
h→0

�µ0f(x0) ·�µ0x
�µ0x ·�hhx

6 lim
h→0

�hhf(x0)

�hhx
6 lim

h→0

2�µ0f(x0) ·�µ0x
�µ0x ·�hhx

⇒

⇒ 1

2
�f(x0) 6 �

h
hf(x0) 6 �f(x0).

Тобто, якщо �f(x0) = 0 то �hhf(x0) = 0. Покажемо, що виконується обер-

нене твердження.

�f(x0) = lim
h→0

�f(x0)

�x
6 lim

h→0

�hhf(x0)

�x
= 2 lim

h→0

�hhf(x0)

�hhx
= �hhf(x0).

Отже, �f(x0) = 0 тодi i тiльки тодi, коли �hhf(x0) = 0.

З леми 4.2 маємо, що з того, що f ′(x0) = 0 iстинною є рiвнiсть �f(x0) =

0. Покажемо, що обернене твердження також є iстинним.

lim
h→0

∣∣∣∣f(x0 + h)− f(x0)

h

∣∣∣∣ 6 lim
h→0

�f(x0)

�x
= �f(x0) = 0.

Отже, f ′(x0) = 0 тодi i тiльки тодi, коли �f(x0) = 0.

Лема 4.3. Якщо для фiксованої пари функцiй (u, v) ∈ P+ i дiйсної

функцiї f значення �u
vf(x0) =∞, то lim

h→∞

∣∣∣f(x0+h)−f(x0)
h

∣∣∣ =∞.

Доведення. Нехай a = a(h) i b = b(h) такi, що f
(
a(h)

)
= sup

t∈Θ
u(h)
v(h)(x)

f(t),

f
(
b(h)

)
= inf

t∈Θ
u(h)
v(h)(x)

f(t), тодi

�u
vf(x0)

�u
vx

=

∣∣∣∣∣
(
f(x0 + a)− f(x0)

)
−
(
f(x0 + b)− f(x0)

)
�u

vx

∣∣∣∣∣ 6



76

6

∣∣∣∣f(x0 + a)− f(x0)

a

∣∣∣∣ · |a|�u
vx

+

∣∣∣∣f(x0 + b)− f(x0)

b

∣∣∣∣ · |b|�u
vx
.

Нехай c = c(h) =


a,

∣∣∣∣f(x0 + a)− f(x0)

a

∣∣∣∣ > ∣∣∣∣f(x0 + b)− f(x0)

b

∣∣∣∣ ;
b,

∣∣∣∣f(x0 + a)− f(x0)

a

∣∣∣∣ < ∣∣∣∣f(x0 + b)− f(x0)

b

∣∣∣∣ . Ма-

ємо наступну оцiнку:

�u
vf(x0)

�u
vx

6

(
|a|+ |b|
�u

vx

) ∣∣∣∣f(x0 + c)− f(x0)

c

∣∣∣∣ 6
6

2 ·max {|u|, |v|}
�u

vx
·
∣∣∣∣f(x0 + c)− f(x0)

c

∣∣∣∣ 6 2 ·
∣∣∣∣f(x0 + c)− f(x0)

c

∣∣∣∣ .
Для завершення доведення достатньо перейти до границь.

Лема 4.4. Нехай f – монотонна функцiя. Тодi для всiх (u, v) ∈ P+

маємо

�u
vf (x0) =

Du
vf (x0), якщо f – зростаюча;

−Du
vf (x0), якщо f – спадна.

(4.1)

Доведення. Оскiльки f – монотонна функцiя, то вона набуває свого

найбiльшого та найменшого значення на кiнцях вiдрiзка. А тому �
u
vf(x0)
�u

vx
=

= ∆u
vf(x0)
∆u

vx
, якщо f — зростаюча, в iншому випадку маємо �

u
vf(x0)
�u

vx
= −∆u

vf(x0)
∆u

vx
.

Достатньо перейти до границь в утворених рiвностях, щоб отримати необ-

хiднi висновки.

Нехай

P⊕ =
{

(u, v) ∈ P+
∣∣∣u(h) > 0, h ∈ O(u, v)

}
. (4.2)

Зауваження 4.1. Для пари функцiй (u, v) ∈ P+ позначимо p(h) =

= max{u(h),−v(h)}, q(h) = −min{u(h),−v(h)}. Тодi справедлива рiвнiсть

�u(h)
v(h)f(x) = �p(h)

q(h)f(x), а отже, для кожної пари функцiї (u, v) ∈ P+ iснує

єдина пара (p, q) ∈ P⊕.

Теорема 4.3. Якщо для пари (u, v) ∈ P⊕ виконуються

— 0 < lim
h→0

u(h)
v(h) 6 lim

h→0

u(h)
v(h) <∞;
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— lim
h→0

(∣∣∣∣∣ lim
ξ→0

sup
t∈[−ξ;ξ]

u(h+t)

lim
ξ→0

inf
t∈[−ξ;ξ]

u(h+t)

∣∣∣∣∣
)
<∞;

то �u
vf(x0) = 0 тодi i тiльки тодi, коли f ′(x0) = 0.

Доведення. Якщо f ′(x0) = 0, то згiдно з лемою 4.2 маємо �u
vf(x0) = 0.

Нехай �u
vf(x0) = 0 розглянемо нерiвностi:

�0
vf(x0)

�0
vx

6
�u

vf(x0) ·�u
vx

�0
vx ·�u

vx
;
�u

0f(x0)

�u
0x

6
�u

vf(x0) ·�u
vx

�u
0x ·�u

vx
. (4.3)

З першої нерiвностi маємо lim
h→0

�u
vx
�0

vx
= lim

h→0

u+v
v = lim

h→0

(
1 + u

v

)
< ∞, тобто

lim
h→0

u
v < ∞, вiдповiдно з другої – lim

h→0

v
u < ∞, тобто 0 < lim

h→0

u(h)
v(h) 6 lim

h→0

u(h)
v(h) <

<∞. Остання нерiвнiсть є умовою того, що при переходi до границi вирази

справа в нерiвностях (4.3) прямуватимуть до нуля.

Нехай

η(h) = lim
ξ→0

sup
t∈[−ξ;ξ]

u(h+ t); µ(h) = lim
ξ→0

inf
t∈[−ξ;ξ]

u(h+ t).

Розглянемо довiльну функцiю τ(h), таку що τ(h) ∈ [µ(h); η(h)], тодi∣∣∣∣∣∣
f
(
x0 + τ(h)

)
− f(x0)

τ(h)

∣∣∣∣∣∣ 6 �
η(h)
0 f(x0)

�µ(h)
0 x

=
�η(h)

0 f(x0) ·�η(h)
0 x

�µ(h)
0 x ·�η(h)

0 x
. (4.4)

Отже, якщо lim
h→0

�η(h)0 x

�µ(h)0 x
∈ R, то зi�u(h)

0 f(x0) = 0 маємо, що правостороння

похiдна рiвна нулю.

Нехай

η1(h) = lim
ξ→0

sup
t∈[−ξ;ξ]

v(h+ t); µ1(h) = lim
ξ→0

inf
t∈[−ξ;ξ]

v(h+ t).

З умов 0 < lim
h→0

u(h)
v(h) 6 lim

h→0

u(h)
v(h) < ∞ i lim

h→0

(∣∣∣∣∣ lim
ξ→0

sup
t∈[−ξ;ξ]

u(h+t)

lim
ξ→0

inf
t∈[−ξ;ξ]

u(h+t)

∣∣∣∣∣
)
< ∞ має-

мо, що виконується нерiвнiсть lim
h→0

(∣∣∣∣∣ lim
ξ→0

sup
t∈[−ξ;ξ]

v(h+t)

lim
ξ→0

inf
t∈[−ξ;ξ]

v(h+t)

∣∣∣∣∣
)
< ∞, а тому, якщо

�0
v(h)f(x0) = 0, то лiвостороння похiдна рiвна нулю.
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Наслiдок 4.1. Нехай (ln), (rn) такi, що

— ln < ln+1 < x, x > rn+1 > rn, n ∈ N;

— lim
n→∞

rn = x = lim
n→∞

ln;

— 0 < lim
n→∞

rn−x
x−ln 6 lim

n→∞
rn−x
x−ln <∞;

— lim
n→∞

rn−x
rn+1−x <∞, lim

n→∞
ln+1−x
ln−x <∞.

Якщо lim
n→∞

sup
t1,t2∈[ln,rn]

(
f(t1)−f(t2)

)
rn−ln = 0, то f ′(x) = 0.

Доведення. Розглянемо пару функцiї u(h) = rn − x, v(h) = x − ln,

при h ∈
(
2−n−1; 2−n

]
. Легко перевiрити, що пара функцiї (u, v) ∈ P⊕ i

задовольняє умови теореми 4.3, а тому lim
k→∞

sup
t1,t2∈[lk,rk]

(
f(t1)−f(t2)

)
rk−lk = �u

vf(x0) =

= 0.

Теорема 4.4. Нехай (uk, vk) – послiдовнiсть пар нескiнченно малих

числових послiдовностей, таких, що uk > uk+1 > 0 < vk+1 6 vk i 0 <

< lim
k→∞

uk
vk
6 lim

k→∞
uk
vk
<∞.

Якщо lim
k→∞

�
uk
vk
f(x)

�
uk+1
vk+1

x
= 0, то f ′(x) = 0.

Доведення. Умова 0 < lim
k→∞

uk
vk
6 lim

k→∞
uk
vk

< ∞ адаптована умова 0 <

< lim
h→0

u(h)
v(h) 6 lim

h→0

u(h)
v(h) <∞ з теореми 4.3.

Розглянемо довiльну функцiю τ(h) ∈ [uk+1, uk] при h ∈
(
2−k−1, 2−k

]
.∣∣∣∣f (x+ τ(h))− f(x)

τ(h)

∣∣∣∣ 6 �uk0 f(x)

�uk+1

0 x
6
�ukvkf(x)

�uk+1

0 x
.

Покажемо, що �
uk
vk
f(x)

�
uk+1
0 x

→ 0 тодi i тiльки тодi, коли �
uk
vk
f(x)

�
uk+1
vk+1

x
→ 0 при

k →∞. Справдi, згiдно з умовою теореми iснує M ∈ R, що vk
uk
6M . Тодi

�ukvkx

�uk0 x
=
uk + vk
uk

=

(
1 +

vk
uk

)
∈ [1;M + 1], (4.5)

тому �
uk
vk
f(x)

�
uk+1
0 x

→ 0 тодi i тiльки тодi, коли �
uk
vk
f(x)

�
uk+1
vk+1

x
→ 0.

Отже, якщо �
uk
vk
f(x)

�
uk+1
vk+1

x
→ 0, то правостороння похiдна рiвна нулю.
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Аналогiчно, якщо �
uk
vk
f(x)

�
uk+1
vk+1

x
→ 0, то лiвостороння похiдна рiвна нулю.

Отже, якщо lim
k→∞

�
uk
vk
f(x)

�
uk+1
vk+1

x
= 0, то f ′(x) = 0.

4.2. Нiде не монотонна сингулярна функцiя необмеженої

варiацiї

Розглянемо функцiю

f
(
x ≡ 4Q∗3

α1(x)α2(x)...αn(x)...

)
= 4G∗3

α1(x)α2(x)...αn(x)..., (4.6)

де αj(x) – це j-та цифра Q∗3-зображення числа x.

Обґрунтування коректностi задання, неперервностi, нiде не монотонно-

стi функцiй, знаходження екстремумiв функцiї було розглянуто в [41].

Теорема 4.5. Функцiя f(x) буде функцiєю обмеженої варiацiї тодi i

тiльки тодi, коли є збiжним ряд:
∞∑
j=1

(
g0j + |g1j|+ g2j − 1

)
.

Доведення. Побудуємо збiжну до f функцiональну послiдовнiсть (fn),

графiки яких є ламаними з вершинами в точках
(
4Q∗3
α1α2...αn(0);4

G∗3
α1α2...αn(0)

)
i
(
4Q∗3
α1α2...αn(2);4

G∗3
α1α2...αn(2)

)
.

Враховуючи рiвностi 4Q∗3
α1α2...[αn+1](0) = 4Q∗3

α1α2...αn(2) та 4G∗3
α1α2...[αn+1](0) =

= 4G∗3
α1α2...αn(2) маємо неперервнiсть кожної функцiї fn на вiдрiзку [0; 1].

Згiдно з побудовою функцiї f та вiдповiдної послiдовностi fn, для до-

вiльного x ∈ [0; 1] виконується нерiвнiсть |fn(x)− f(x)| 6
n∏
j=1

max
i=0,1,2

|qij|,

отже, маємо рiвномiрну збiжнiсть, а тому застосуємо лему 3.2. Врахову-

ючи те, що графiки fn – є ламаними, з переходом до наступного iндексу

варiацiя кожної ланки попередньої ламаної зросте у
(
g0j+ |g1j|+g2j

)
разiв,

то маємо

lim
j→∞

V
[0;1]
fj(x) =

∞∏
j=1

(
g0j + |g1j|+ g2j

)
. (4.7)

Враховуючи g0j + |g1j| + g2j > 1 i використавши логарифмiчну озна-

ку збiжностi нескiнченних добуткiв, а також граничний випадок ознаки
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порiвняння для додатних рядiв отримаємо

lim
j→∞

ln
(
g0j + |g1j|+ g2j

)
g0j + |g1j|+ g2j − 1

= lim
j→∞

ln
(

1 + (g0j + |g1j|+ g2j − 1)
)

g0j + |g1j|+ g2j − 1
= 1.

Враховуючи, те, що розв’язками рiвняння fn(x) = f(x) є точки злому

(точками у яких iснують нерiвнi одностороннi похiднi), нескладно довести:

якщо lim
j→∞

V
[0;1]
fj(x) =∞, то f – функцiя необмеженої варiацiї.

Теорема 4.6. Нехай f – функцiя обмеженої варiацiї при цьому iснує

таке ε > 0, що
∣∣∣gk,jqk,j

∣∣∣ > 1 + ε або
∣∣∣gk,jqk,j

∣∣∣ 6 1− ε для всiх j ∈ N, k ∈ {0, 1, 2},
то f – сингулярна.

Доведення. Розглянемо послiдовнiсть пар чисел (ln, rn), де ln =

= 4Q∗3
α1(x)α2(x)...αn(x)(0), rn = 4Q∗3

α1(x)α2(x)...αn(x)(2). Нескладно перевiрити, що во-

ни задовольняють умову наслiдку 3.2. Враховуючи лему 3.3, розглянемо

границю

lim
n→∞

∣∣∣∣f(rn)− f(ln)

rn − ln

∣∣∣∣ = lim
n→∞

n∏
j=1

|gαjj|
qαjj

=


0;

∞;

6 ∃.

Оскiльки кожна функцiя обмеженої варiацiї має майже скрiзь скiнченну

похiдну, то маємо, що майже скрiзь f ′(x) = 0.

Теорема 4.7. Якщо iснує таке ε > 0, що
∣∣∣gk,jqk,j

∣∣∣ > 1 + ε для всiх j ∈ N i

k ∈ {0, 1, 2}, то f – нiде не диференцiйовна (не має скiнченної похiдної).

Доведення. Розглянемо послiдовнiсть пар чисел (ln, rn), де ln =

= 4Q∗3
α1(x)α2(x)...αn(x)(0), rn = 4Q∗3

α1(x)α2(x)...αn(x)(2). Нескладно перевiрити, що во-

ни задовольняють умову наслiдку 3.2. Розглянемо границю

lim
n→∞

∣∣∣∣f(rn)− f(ln)

rn − ln

∣∣∣∣ = lim
n→∞

n∏
j=1

|gαjj|
qαjj

=

∞;

6 ∃.

Отже, згiдно з наслiдком 3.2, функцiя f не має скiнченної похiдної.
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З наслiдку теореми 2.2 маємо, що для майже всiх чисел з вiдрiзку

[0; 1] виконуються рiвностi νQ
∗
3

c (x) = lim
n→∞

(
1
n

∑n
k=1 qc,k

)
= ηc, ν

Q∗3
c (x) =

= lim
n→∞

(
1
n

∑n
k=1 qc,k

)
= ηc, множину таких чисел позначимо E.

Нехай при c ∈ A:

pc :=


(

lim
n→∞

∣∣∣∣gc,jqc,j

∣∣∣∣)νc при lim
n→∞

∣∣∣∣gc,jqc,j

∣∣∣∣ > 1;(
lim
n→∞

∣∣∣∣gc,jqc,j

∣∣∣∣)νc при lim
n→∞

∣∣∣∣gc,jqc,j

∣∣∣∣ < 1;

Теорема 4.8. Нехай iснує таке ξ > 0, що qc,n > ξ для всiх n ∈ N i

c ∈ A3. Якщо ξη1
−1−η1−1

2∏
c=0

pc < 1, тодi майже скрiзь, у розумiннi мiри

Лебега, f ′(x) = 0.

Доведення. Для доведення використаємо теорему 4.4.

Враховуючи умову теореми, справедлива оцiнка νQ
∗
3

c (x) > ξ для всiх

c ∈ A3.

Розглянемо довiльне x ∈ E та побудуємо для нього пару послiдовностей

(ln, rn) за наступним правилом

ln = ∆
Q∗3
α1α2...αPn−1(0), rn = ∆

Q∗3
α1α2...αPn−1(2),

де Pn – номер позицiї запису n-ої одиницiQ∗3-зображення числа x. Утворимо

пару послiдовностей (uk, vk) наступним чином

vn = x− ln = ∆
Q∗3
00 . . . 0︸ ︷︷ ︸

Pn−1

1αPn+1
αPn+2

...
;

un = rn − x = ∆
Q∗3
00 . . . 0︸ ︷︷ ︸

Pn−1

1[2−αPn+1
][2−αPn+2

]...
.

Очевидно, що послiдовностi (uk), (vk) є нескiнченно малими.

Враховуючи той факт, що ξ 6 qc,j 6 1, для всiх j ∈ N i c ∈ A3, стає

очевидним, що

lim
n→∞

un
vn
6 ξ−1, lim

n→∞

un
vn
> ξ,
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а отже, виконуються нерiвностi 0 < lim
k→∞

uk
vk
6 lim

k→∞
uk
vk
<∞ i uk > uk+1 > 0 <

< vk+1 6 vk.

Покажемо, що lim
n→∞

�unvn f(x)

�
un+1
vn+1 x

= 0.

Згiдно з побудовою функцiї f i вибором послiдовностi пар (un, vn) маємо

�unvnf(x) =

Pn−1∏
j=1

∣∣gαj ,j∣∣ , �un+1
vn+1

x =

Pn+1−1∏
j=1

qαj ,j.

Отже,

lim
n→∞

�unvnf(x)

�un+1
vn+1x

= lim
n→∞

Pn−1∏
j=1

∣∣∣∣gαj ,jqαj ,j

∣∣∣∣ · Pn+1−1∏
j=Pn

q−1
αj ,j

 6
6 lim

n→∞

(
Pn−1∏
j=1

∣∣∣∣gαj ,jqαj ,j

∣∣∣∣ · ξPn−Pn+1+1

)
=

lim
n→∞

 n

√√√√Pn−1∏
j=1

∣∣∣∣gαj ,jqαj ,j

∣∣∣∣ · ξ Pn−Pn+1+1

n

n

6 lim
n→∞

(
ξ

1
η1
− 1
η1 ·

2∏
c=0

pc

)n

= 0.

Отже, згiдно з теоремою 4.4, f ′(x) = 0 майже скрiзь.

Зауважимо, що серед класу побудованих функцiй f є сингулярнi нi-

де немонотоннi функцiї необмеженої варiацiї. Наприклад, при qc,j = 1/3,

1/2 < g0,j = g2,j = g0 6 1
6

(
1 +

3
√

3− 2
√

2 +
3
√

3 + 2
√

2
)
≈ 0, 559, g1 =

= 1− 2g0 для всiх c ∈ A3 та j ∈ N, якраз отримаємо таку функцiю.

4.3. Нiде не диференцiйовнiсть аналогу Трибiн-функцiї

означеної в термiнах ланцюгових A2-дробiв та

негатрiйкового зображення

В роботi [71] розглядалась функцiя y = f(x) аргумент якої має нега-

трiйкове зображення

x = ∆−3
α1α2...αn...

≡ 3

4
+
∞∑
n=1

αn
(−3)n

, αn ∈ A3 = {0, 1, 2} , (4.8)
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Рис. 4.1. Графiки функцiй необмежених варiацiй: а) сингулярна нiде не

монотонна функцiя задана (4.6) при qc,j = 1
3 , g0,j = g2,j = 0, 559; б) нiде не

диференцiйовна функцiя задана (4.8).

а значення функцiї має ланцюгове A2-зображення f(x) = ∆A2

β1β2...βn...
, при-

чому

β1 =

1, якщо α1 = 2;

0, якщо α1 6= 2;
βk+1 =

1, якщо αk+1 + αk = 2;

0, якщо αk+1 + αk 6= 2;

∆A2

β1β2...βn...
=

1

a1 + 1
a2+ 1

a3+
1
...

, an =


1

2
, якщо βn = 0;

1, якщо βn = 1.

Чуйковим А.С. була доведена така оцiнка:

3

8
<

∣∣∣∆A2

c1c2...cni

∣∣∣∣∣∣∆A2
c1c2...cn

∣∣∣ < 5

8
. (4.9)

Лема 4.5 ( [71] ). Для амплiтуди δ коливання функцiї дiє рiвнiсть:

δ
(
∆−3
α1α2...αm

)
= max

∆−3α1α2...αm

f(x)− min
∆−3α1α2...αm

f(x) =
∣∣∣∆A2

β1β2...βm

∣∣∣ .
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Якщо взяти замiсть un значення таке, щоб (x + un) вiдповiдало пра-

вому кiнцю цилiндра n-го рангу нега-трiйкового зображення числа x, а за

vn таке, щоб (x − vn) вiдповiдало лiвому кiнцю цилiндра n-го рангу нега-

трiйкового зображення числа x, тодi лему 4.5 можна записати в iншому

виглядi: �unvnf(x) =
∣∣∣∆A2

β1β2...βm

∣∣∣ .
Покажемо, що функцiя f нiде не диференцiйовна. Оберемо довiльну

точку x з областi задання функцiї. Побудуємо послiдовнiсть вкладених ци-

лiндрiв нега-трiйкового зображення числа x i оцiнимо границю

lim
n→∞

�unvnf(x)

�unvnx
= lim

n→∞

∣∣∣∆A2

β1β2...βn

∣∣∣∣∣∆−3
α1α2...αn

∣∣ =

∣∣∣∆A2

β1

∣∣∣∣∣∆−3
α1

∣∣ lim
n→∞

3n ·
n∏
j=2


∣∣∣∆A2

β1β2...βj

∣∣∣∣∣∣∆A2

β1β2...βj−1

∣∣∣

,

враховуючи (4.9) маємо∣∣∣∆A2

β1

∣∣∣∣∣∆−3
α1

∣∣ lim
n→∞

3n ·
(

3

8

)n
6 lim

n→∞

�unvnf(x)

�unvnx
6

∣∣∣∆A2

β1

∣∣∣∣∣∆−3
α1

∣∣ lim
n→∞

3n ·
(

5

8

)n
.

Отже, lim
n→∞

�unvn f(x)

�unvn x
=∞. Згiдно з лемою 4.3 маємо, що функцiя f є нiде

не диференцiйовною в областi задання.

4.4. Висновки до роздiлу

У четвертому роздiлi вiдображено такi результати:

— сформульовано означення аналога (u, v)-похiдної, знайдено його

властивостi;

— встановлено зв’язок аналога з похiдною (леми: 4.2, 4.3; теореми: 4.2,

4.3, 4.4; наслiдок 4.1);

— знайдено достатнi умови нiде не монотонностi (теорема 4.7) та син-

гулярностi (теореми 4.6, 4.8) класу функцiй, якi є узагальненням

функцiй Працьовитого [60];

— показано нiде не диференцiйовнiсть аналогу Трибiн-функцiї означе-

ної в термiнах ланцюгових A2-дробiв та негатрiйкового зображення.
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РОЗДIЛ 5

ЛОГАРИФМIЧНА (U,V)-ПОХIДНА ТА ЇЇ ЗАСТОСУВАННЯ

У цьому роздiлi представлено модифiкацiю (u, v)-похiдної, яка буду-

валась для дослiдження композицiї функцiй зi складною локальною бу-

довою (нiде немонотонних, нiде не диференцiйовних, сингулярних, тощо).

Як з’ясувалось, для цих цiлей краще пiдходить модифiкацiя аналога (u, v)-

похiдної, про що бiльш детально описано в наступному роздiлi. Тому в

цьому роздiлi буде представлено приклади застосування побудованої кон-

струкцiї для наближених обчислень.

5.1. Означення та основнi властивостi

Означення 5.1. Нехай задано функцiю f i пару функцiї (u, v) ∈ P .
Фiксованому x0 з областi визначення f поставимо у вiдповiднiсть число

(якщо воно iснує)

Lu
vf(x0) ≡ lim

h→0

ln |∆u
vf(x0)|

ln |∆u
vx|

= lim
h→0

ln
∣∣f(x0 + u(h)

)
− f

(
x0 − v(h)

)∣∣
ln |u(h) + v(h)|

, (5.1)

яке називатимемо логарифмiчною (u, v)-похiдною функцiї f в точцi x0.

Зауважимо, що ранiше розглядались конструкцiї, якi мають певну бли-

скiсть до логарифмiчної
(
u, v
)
-похiдної:

1. Працьовитим М. В. у роботi [73] розглядалась конструкцiя

D±αF (x) = lim
∆x→0±

|F (x+∆x)−F (x)|
|∆x|α . Очевидно, що при α < L

±|h|
0 F (x)

значенняD±αF (x) = 0, а при α > L
±|h|
0 F (x) маємо, щоD±αF (x) =∞.

2. Як вiдзначалось у роздiлi 3, Wen Chen означував ”fractaltal deri-

vative”, як границю lim
t1→t

u(t1)−u(t)
tα1−tα

в [4, 6]. При t = Lt1−t0 u(t) можливе

скiнченне значення ”fractaltal derivative” вiдмiнне вiд нуля.
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3. У роботi [34] ”fractal velocity” дробового порядку 0 6 β 6 1 озна-

чувалось як: vβ±[f ](x) = lim
h→0

f(x+h)−f(x)
±hβ . Нескладно показати, що

L
±|h|
0 f(x) — це таке значення, що для всiх β < L

±|h|
0 f(x) отрима-

ємо, що vβ±[f ](x) = 0, а при β > L±h0 f(x) отримаємо vβ±[f ](x) =∞.

4. Розширюючи логарифмiчну
(
u, v
)
-похiдну на вектор-функцiї, мо-

жна отримати схожий зв’язок з ”fractal gradient”, означеного в [16]

як ∇T = Γ(1 + α) lim
xB−xA→L0

TB−TA
(xB−xA)α .

Специфiку логарифмiчної (u, v)-похiдної iлюструє приклад: для функцiї

f(x) = x2 маємо Lh0f(0) = 2, Lhhf(0) = +∞. Безпосередньо з означення

випливає наступне твердження.

Теорема 5.1. Нехай для функцiй f , g та пари функцiй (u, v) ∈ P
iснують скiнченнi значення Lu

vf(x0) > 0 i Lu
vg(x0) > 0. Тодi

— для всiх f(x) = a ∈ R, тодi Lu
vf(x) = +∞;

— для будь яких a ∈ R\{0} i b ∈ R виконується Lu
v (af(x0) + b) =

Lu
vf(x0);

— якщо Lu
vf(x0) 6= Lu

vg(x0), то Lu
v (f(x0) + g(x0)) =

min {Lu
vf(x0),L

u
vg(x0)};

— якщо f , g – неперервнi i при цьому Lu
vf(x0) 6= Lu

vg(x0), f(x0) 6= 0 6=
g(x0), то Lu

v

(
f(x0) · g(x0)

)
= min {Lu

vf(x0),L
u
vg(x0)}.

Доведення. Враховуючи те, що ∆u
v (af(x) + b) = a∆u

vf(x) маємо

Lu
v

(
af(x) + b

)
= lim

h→∞

ln
∣∣∆u

v

(
af(x) + b

)∣∣
ln |∆u

vx|
= lim

h→∞

ln |a∆u
vf(x)|

ln |∆u
vx|

=

= lim
h→∞

ln |a|+ ln |∆u
vf(x)|

ln |∆u
vx|

= lim
h→∞

ln |∆u
vf(x)|

ln |∆u
vx|

= Lu
vf(x).

Нехай Lu
vf(x) = c, Lu

vg(x) = d, при чому 0 < c < d. Тодi

ln |∆u
vf(x)|

ln |x|
= c+ α(h)⇒ ∆u

vf(x) = a(h) |∆u
vx|

c+α(h) , (5.2)

ln |∆u
vg(x)|

ln |x|
= d+ β(h)⇒ ∆u

vg(x) = b(h) |∆u
vx|

d+β(h) , (5.3)
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де a(h), b(h) ∈ {−1, 1}, lim
h→0

α(h) = 0 = lim
h→0

β(h).

Оскiльки ∆u
v

(
f(x) + g(x)

)
= ∆u

vf(x) + ∆u
vg(x), то

Lu
v

(
f(x) + g(x)

)
= lim

h→0

ln |∆u
vf(x) + ∆u

vg(x)|
ln |∆u

vx|
=

= lim
h→0

ln
∣∣∣|∆u

vx|
c+α(h) + q(h) |∆u

vx|
d+β(h)

∣∣∣
ln |∆u

vx|
=

= lim
h→0

c+ α(h) +
ln
∣∣∣1 + q(h) |∆u

vx|
d−c+α(h)+β(h)

∣∣∣
ln |∆u

vx|

 = c,

де q(h) ∈ {−1, 1}.
Враховуючи умови теореми i те, що ∆u

v

(
f(x)g(x)

)
= g(x + u)∆u

vf(x) +

f(x+ v)∆u
vg(x), легко показати, що Lu

v

(
f(x) · g(x)

)
= c.

Лема 5.1. Для функцiї f i пари функцiй (u, v) ∈ P iснує Lu
vf(x0), то

Du
vf(x0) =

0 при Lu
vf(x0) > 1;

∞ при Lu
vf(x0) < 1.

(5.4)

Доведення. Нехай Lu
vf(x) = c. Згiдно з означенням |∆u

vf(x)| =

|∆u
vh|

c+α(h), де lim
h→0

α(h) = 0. Тодi

|Du
vf(x)| = lim

h→

|h|c+α(h)

|h|
= lim

h→0
|h|c−1+α(h) =

0 при c > 1;

∞ при c < 1.

5.2. Властивостi логарифмiчної (h, 0)-похiдної

Далi Lf(x) ≡ Lh0f(x).

Лема 5.2. Якщо Lf(x) > 0, то функцiя f – неперервна.

Доведення. Нехай Lf(x) = c > 0, тодi |f(x+ h)− f(x)| = |h|c+α(h), де

lim
h→0

α(h) = 0. Очевидно, що lim
h→0
|f(x+ h)− f(x)| = 0. Отже, функцiя f –

неперервна.
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Лема 5.3. Якщо f ′(x) ∈ R\{0}, то Lf(x) = 1 .

Доведення. Згiдно з означенням оператора

Lf(x) = lim
h→0

ln
∣∣∆h

0f(x)
∣∣

ln
∣∣∆h

0x
∣∣ = 1+ lim

h→0

ln
∣∣∣∆h

0f(x)

∆h
0x

∣∣∣
ln |∆h

0x|
= 1+ lim

h→0

ln |f ′(x) + α(h)|
ln |∆h

0x|
= 1,

де lim
h→0

α(h) = 0.

Теорема 5.2. Якщо для функцiй f та g iснують скiнченнi значення

Lf(x0) > 0 i Lg(x0) > 0, причому f(x0) = g(x0) = 0, то L (f(x0)g(x0)) =

= Lf(x0) + Lg(x0).

Доведення. Нехай Lf(x0) = c, Lg(x0) = d.

Враховуючи, що f(x0) = 0 = g(x0), маємо
∣∣∆h

0f(x0)
∣∣ =

|f(x0 + h)− f(x0)| = |f(x0)| = |h|c+α(h),
∣∣∆h

0g(x0)
∣∣ = |h|d+β(h), тодi∣∣∆h

0 (f(x0)g(x0))
∣∣ = |f(x0 + h)g(x0 + h)− f(x0)g(x0)| = |h|c+α(h)+d+β(h) .

Тому

L (f(x)g(x)) = lim
h→0

ln
∣∣∆h

0 (f(x)g(x))
∣∣

ln
∣∣∆h

0x
∣∣ = lim

h→0

ln |h|c+α(h)+d+β(h)

ln |h|
= c+d. (5.5)

Теорема 5.3. Нехай задано дiйснi функцiї f та g такi, що iснують

скiнченнi значення Lf(τ0), Lg(x0), де τ0 = g(x0).

Тодi виконується рiвнiсть Lf
(
g(x0)

)
= Lf(τ0) · Lg(x0).

Доведення. Згiдно з означенням Lf
(
g(x0)

)
= lim

h→0

ln|∆h
0f(g(x0))|

ln|∆h
0x| =

= lim
h→0

 ln
∣∣∣f(g(x0 + h)

)
− f

(
g(x0)

)∣∣∣
ln |h|

· ln |g(x0 + h)− g(x0)|
ln |g(x0 + h)− g(x0)|

 =

= lim
h→0

 ln
∣∣∣∆u(h)

0 f(τ0)
∣∣∣

ln
∣∣∣∆u(h)

0 τ
∣∣∣ ·

ln
∣∣∆h

0g(x0)
∣∣

ln
∣∣∣∆u(h)

0 x
∣∣∣
 = Lf(τ0) · Lg(x0),
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де u(h) = g(x0 + h)− g(x0) = g(x0 + h)− τ .
Зауважимо, що зi скiнченностi Lg(x0) маємо, що iснує окiл точки x0

в якому рiвнiсть g(x0 + h) = g(x0) виконується не бiльш нiж скiнченну

кiлькiсть разiв.

Зазначимо, що у випадку диференцiйовностi функцiї f й iснування гра-

ницi lim
h→∞

hf ′(x0+h)
f(x0+h)−f(x0) виконується рiвнiсть:

Lf(x0) = lim
h→0

hf ′(x0 + h)

f(x0 + h)− f(x0)
. (5.6)

5.3. Одне узагальнення дотичних

Означення 5.2. L±-дотичною до графiка функцiї f в точцi x0 будемо

називати (якщо iснує)

T± (x, f, x0) =

a+ (x− x0)
λ+ + b+, x > x0;

a− (x0 − x)λ− + b−, x < x0;
, (5.7)

де a+, a−, b+, b− ∈ R, λ± = L±f(x0) = lim
h→0±

ln|∆h
0f(x0)|

ln|h| .

Коефiцiєнти a±, b± виражаються у виглядi границь

a± = lim
h→0±

f(x0 + h)− f(x0)

|h|λ±
, b± = lim

h→0±

(
f(x0 + h)− a±|h|λ±

)
.

Якщо f(x0 ± 0) = ∞, то в точцi x0 коефiцiєнти обчислюються таким

чином: λ± = L±f(x0) = lim
h→0±

ln|f(x0+h)|
ln|h| , a = lim

h→0±
f(x0+h)

|h|λ± , b = lim
h→0±

(
f(x0 +

h)− a|h|λ±
)
.

Слiд зазначити, якщо f ′(x0) ∈ R\{0}, то L-дотична спiвпадає з класи-

чною. Спосiб обчислення коефiцiєнтiв при f(x0±0) =∞ природно виникає

при розглядi логарифмiчної
(
u, v
)
-похiдної, коли

(
u, v
)
∈ P−.
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5.3.1. L-дотичнi та розклад функцiї в степеневий ряд з дiйсни-

ми показниками.

Лема 5.4. Нехай функцiя f така, що f(x0) = 0 або f(x0) = ∞ i в

околi x0 розкладається в ряд

f(x) =



∞∑
n=0

an (x− x0)
pn , x > x0;

∞∑
n=0

bn (x0 − x)qn , x < x0;

(5.8)

де an, bn, pn, qn ∈ R\{0} i для всiх n ∈ N виконуються 0 6 pn < pn+1,

0 6 qn < qn+1.

Тодi p1 = lim
h→0+

ln |f(x0+h)|
lnh , q1 = lim

h→0−
ln |f(x0−h)|

ln(−h) , a1 = lim
h→0+

f(x0+h)
hp1 , b1 =

= lim
h→0−

f(x0−h)
(−h)q1 .

Доведення. Розглянемо розклад функцiї f справа вiд точки x0 (для

iншого випадку схема доведення аналогiчна):

f(x) =
∞∑
n=1

an (x− x0)
pn = (x− x0)

p1

(
a1 +

∞∑
n=2

an (x− x0)
pn−p1

)
.

Тодi

lim
h→0+

ln | (f(x0 + h)) |
lnh

= lim
h→0+

ln |h|p1 + ln |a1 +
∑∞

n=2 anh
pn−p1|

lnh
= p1,

lim
h→0+

f(x0 + h)

hp1
= lim

h→0+

(
a1 +

∞∑
n=2

anh
pn−p1

)
= a1.

Якщо в (5.8) залишити тiльки першi члени рядiв, то отримаємо L±-

дотичну, при f(x0) = 0.

Доведення наступної леми аналогiчне до вiдповiдного твердження про

єдинiсть розкладу в степеневий ряд функцiї.
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Лема 5.5. Якщо функцiя f в околi точки x0 розкладається в ряд

f(x) =



∞∑
n=0

an (x− x0)
pn , x > x0;

∞∑
n=0

bn (x0 − x)qn , x < x0;

(5.9)

де an, bn, pn, qn ∈ R\{0} i для всiх n ∈ N виконуються pn < pn+1, qn < qn+1.

То цей розклад єдиний.

Суму складену з елементiв ряду (5.9) з недодатними показниками бу-

демо називати головною частиною ряду.

Використання дiйсних показникiв та леми 5.4 дозволяє представляти

функцiй в околi точки x0 (при цьому похiдна або значення функцiї в то-

чцi x0 може бути нескiнченною). Для цього побудуємо додаткову функцiю

g(x) =

f(x)− f(x0), f(x0) ∈ R,

f(x), f(x0) =∞.
Алгоритм побудови розкладу функцiї g в ряд (5.8) справа вiд x0, якщо

g(x0) = 0 або g(x0) =∞:

1. n = 1, g1 = g;

2. pn = lim
h→0+

ln |(gn(x0+h))|
lnh , an = lim

h→0+

gn(x0+h)
hpn ;

3. gn+1(x) = gn(x)− an(x− x0)
pn, n := n+ 1;

4. Виконати пункт 2.

Розглянемо розклад функцiї f(x) = 3
√

sinx в точцi x0 = 0.

p1 = lim
h→0+

ln( 3
√

sinh)

lnh
=

1

3
, a1 = lim

h→0+

3
√

sinh
3
√
h

= 1.

Отже, маємо перше наближення 3
√

sinx ≈ 3
√
x.

Нехай f2(x) = f(x)− 3
√
x = 3
√

sinx− 3
√
x, тодi

p2 = lim
h→0+

ln
∣∣∣ 3
√

sinh− 3
√
h
∣∣∣

ln |h|
= lim

h→0

 ln
∣∣∣ 3
√
h
∣∣∣

ln |h|
+

ln

∣∣∣∣ 3

√
sinh
h − 1

∣∣∣∣
ln |h|

 =
7

3
,
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a2 = lim
h→0+

g(h)

h7/3
= − 1

18
.

Маємо наступне наближення 3
√

sinx ≈ 3
√
x−

3
√
x7

18 .

Iнколи процедуру знаходження розкладу можна спростити. Для f(x) =

= 3
√

sinx утворимо додаткову функцiю w(x) = lim
t→x

f(t)
3
√
t
, яку вже можна

розкласти в ряд Тейлора.

Представимо функцiю f(x) = 1
sinx в ряд (5.8) в околi точки x0 = 0

справа.

p1 = lim
h→0+

ln |f(h)|
lnh

= −1, a1 = lim
h→0

hf(h) = 1.

Враховуючи те, що функцiя g(x) = lim
t→x

(
t · f(t)

)
розкладається в ряд

Тейлора, тодi функцiя f(x) = g(x)
x .

5.4. Алгоритми розкладу розв’язкiв звичайного

диференцiйного рiвняння в ланцюговий дрiб

5.4.1. Основна iдея. Нагадаємо класичний алгоритм розкладу дiй-

сного числа в ланцюговий дрiб:

x = [x] + {x} = [x] +
1
1

{x}

= [x] +
1[

1

{x}

]
+

{
1

{x}

} = . . .

Для адаптацiї вище описаного алгоритму до розкладу функцiй

(розв’язкiв диференцiальних рiвнянь) замiсть цiлої частини будемо вико-

ристовувати головну частину формального розкладу в степеневий ряд з

дiйсними показниками, а в якостi дробової частини братимемо вiдповiдний

залишок ряду.

Наведемо в описовiй формi найпростiшу версiю алгоритму розкладу

f(x) = Pn(x)
Qm(x) , де Pn(x) i Qm(x) вiдповiдно многочлени, в околi точки x0 у
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виглядi

f(x) = a0(x) +
1

a1(x) +
1

a2(x) +
1

. . .

.

1. p(x) = f(x), i = 0, ai(x) = 0.

2. Якщо lim
h→0

p(x0 + h) = 0 виконати дiї пункту 4. Iнакше – виконати

дiї наступного пункту.

3. Якщо p(x) ≡ 0 завершити розклад. Iнакше p(x) =
1

p(x)
, i = i + 1,

ai = 0. Виконати пункт 2.

4. t(x) = (x − x0)
Lp(x0) · lim

h→∞

p(x0 + h)

hLp(x0)
, p(x) = p(x) − t(x), ai(x) =

= ai(x) + t(x). Виконати пункт 2.

Використовуючи тотожнi перетворення над ланцюговими дробами, опи-

саний алгоритм можна модифiкувати для отримання менших чисел в роз-

кладах. Наведемо результат застосування такого алгоритму на прикладi

рацiональної функцiї:

x3 + 4x2 − 1

x3 + x2 − 4
=

1

4
+

15

−16
x2 + 16

x + 84
25 +

416
125
x + 25

=

=

〈
1

4
;

15

−16x−2 + 16x−1 + 84
25

;
416

125x−1 + 25

〉
.

Виникає гiпотеза, про те, що будь-який рацiональний дрiб єдиним чи-

ном розкладається в скiнченний ланцюговий дрiб за описаним алгоритмом.

5.4.2. Алгоритм iз залученням правила Лопiталя. Нехай зада-

но диференцiальне рiвняння:

y(n+1)(x) = F (x, y, y′, y′′, . . . , y(n)), y(k)(x0) = yk, k = 0, 1, . . . , n. (5.10)
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I нехай рiвняння (5.10) таке, що всi yn(x0) ∈ R, ∀n ∈ N.

Наведемо в описовiй формi найпростiшу версiю алгоритму розкладу

розв’язку y = f(x) в околi точки x0 у виглядi

y(x) = a0(x) +
1

a1(x) +
1

a2(x) +
1

. . .

= [a0(x); a1(x); a2(x); . . . ].

1. p(x) = y(x), i = 0, ai(x) = 0.

2. Якщо lim
h→0

p(x0 + h) = 0 (границю знаходимо правилом Лопiталя,

взявши за y невiдому функцiю, значення якої разом з її похiдними

в точцi x0 є вiдомим) виконати дiї пункту 4. Iнакше – виконати дiї

наступного пункту.

3. Якщо p(x) ≡ 0 завершити розклад. Iнакше p(x) =
1

p(x)
, i = i + 1,

ai = 0. Виконати пункт 2.

4. t(x) = (x − x0)
Lp(x0) · lim

h→∞

p(x0 + h)

hLp(x0)
, p(x) = p(x) − t(x), ai(x) =

= ai(x)+t(x) (границю знаходимо аналогiчним чином, як i у пунктi

2). Виконати пункт 2.

Приклад 5.1. p(x) = y(x)−y(0) = y(x)−1. Знайдемо значення Lp(0) =

= lim
h→∞

ln |p(0 + h)|
ln |h|

= lim
h→∞

ln |y(h)− 1|
ln |h|

= lim
h→∞

h ·
(
y(h)− 1

)′
y(h)− 1

=

= lim
h→∞

h · y′(h)

y(h)− 1
= lim

h→∞

y′(h) + hy′′(h)

y′(h)
= 1 + lim

h→∞

h · y′′(h)

y′(h)
=

= 1 + lim
h→∞

y′′(h) + h · y′′(h)

y′′(h)
= 2.

Недолiком цього алгоритму є те, що кiлькiсть елементiв, якi потрiбно

опрацювати та виконати на кожнiй iтерацiї при застосуваннi правила Ло-

пiталя постiйно зростає. Це спричинить додатковi затрати пам’ятi та збiль-

шить час виконання алгоритму для отримання наступного елементу.
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5.4.3. Алгоритм на основi розкладу розв’язку в степеневий

ряд з цiлими показниками. Нехай задано диференцiальне рiвняння

(5.10) таке, що iснує розклад розв’язку в околi точки x0 в (формальний)

степеневий ряд з цiлими показниками:

∞∑
j=0

aj(x− x0)
λj , λj < λj+1, λj ∈ Z, aj 6= 0, ∀j ∈ N. (5.11)

Розглянемо Sn(x) =
n∑
j=0

aj(x−x0)
λj утворену з ряду (5.11). Тодi, взявши

за f(x) = Sn
1 , легко застосувати алгоритм розкладу в ланцюговий дрiб

рацiонального виразу в околi точки x0.

5.4.4. Приклади розкладiв деяких елементарних функцiй в

ланцюговi дроби. Наведемо приклади розкладiв деяких елементарних

функцiй з вiдомими правилами задання розкладiв, якi було отримано за

допомогою описаних алгоритмiв.

tg x =
[
0;x−1;−3x−1; 5x−1;−7x−1; 9x−1;−11x−1; . . .

]
thx =

[
0;x−1; 3x−1; 5x−1; 7x−1; 9x−1; 11x−1; 13x−1; . . .

]
.

arctg x =

〈
0;

1

x−1
;

12

3x−1
;

22

5x−1
;

32

7x−1
;

42

9x−1
; . . .

〉
.

arcthx =

〈
0;

1

x−1
;

12

−3x−1
;

22

5x−1
;

32

−7x−1
;

42

9x−1
; . . .

〉
.

√
x+ 1 =

[
1; 2x−1 + 1/2;

(
−8x−1 − 4; 2x−1 + 1

)]
.

ln |1 + x| =
〈

0;
1

x−1 + 1/2
;

a1

b1x−1 + c1
;

a2

b2x−1c2
; . . .

〉
,

an = n2, cn =
bn
2
,

b2n−1 = 4n− 3;

b2n = 16n− 4;
n ∈ N.

ln

∣∣∣∣x+ 1

1− x

∣∣∣∣ = 2arcthx =

〈
0;

2

x−1
;

12

−3x−1
;

22

5x−1
;

32

−7x−1
;

42

9x−1
; . . .

〉
.
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Зазначимо, що всi попередньо наведенi розклади, отриманi при викори-

станнi попередньо описаних алгоритмiв, спiвпадають з розкладами пред-

ставленими у [9, 28, 74]. Натомiсть розклад експоненти вiдрiзняється вiд

нам вiдомих:

ex =

[
1;x−1 − 1

2
; a2lx

−1; a2l+1x
−1

]
,

де l = 0, 1, . . . , a2l = 16l + 12, a2l+1 = 4l + 5.

5.5. Висновки до роздiлу

У цьому роздiлi вiдображено такi результати:

— було побудовано логарифмiчну (u, v)-похiдну та вивчено її власти-

востi;

— встановлено зв’язок логарифмiчної (u, v)-похiдної з класичною;

— побудовано L-дотичнi для формування розкладiв деяких функцiй в

степеневi ряди з дiйсними показниками;

— описано два алгоритми для розкладу розв’язкiв звичайного дифе-

ренцiального рiвняння в ланцюговий дрiб.

Знайдене практичне застосування логарифмiчної (u, v)-похiдної є мо-

тивом для подальшого вивчення та пошуку бiльш оптимальних способiв

розкладу функцiй в степеневi ряди з дiйсними показниками.
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РОЗДIЛ 6

АНАЛОГ ЛОГАРИФМIЧНОЇ (U,V)-ПОХIДНОЇ ТА ЙОГО

ЗАСТОСУВАННЯ

6.1. Означення та основнi властивостi

Означення 6.1. Нехай (u, v) ∈ P+. Покладемо

Λu
vf(x0) = lim

h→0

ln�u
vf(x0)

ln�u
vx

. (6.1)

Описана границя є аналогом логарифмiчної (u, v)-похiдної.

Лема 6.1. Границя Λu
vf(x0) в залежностi вiд функцiї f i точки x0

може набувати лише невiд’ємних значень, а також ±∞.

Доведення. З областi визначення функцiї f зафiксуємо точку x0. Нехай

Λu
vf(x0) = c, −∞ < c < 0. Тодi згiдно з означенням �u

vf(x) = (�u
vx)c+α(h),

де lim
h→0

α(h) = 0 маємо, що lim
h→0
�u

vf(x) = lim
h→0

(�u
vx)c+α(h) = +∞. Отже,

функцiя f має нескiнченне коливання на всiх (u, v)-околах точки x0. Це

означає, що �u
vf(x0) = +∞, а тому Λu

vf(x0) = −∞, що суперечить −∞ <

Λu
vf(x) < 0. Ми прийшли до суперечностi, отже множина значень, якi може

набувати Λu
vf є всi невiд’ємнi числа та ±∞ (наступнi твердження описують

тi випадки, якi не розглядались в цьому доведеннi).

Лема 6.2. Якщо iснує скiнченна похiдна f ′(x0) вiдмiнна вiд нуля, то

Λu
vf(x0) = 1. Якщо Λu

vf(x0) < 1, то функцiя є недиференцiйовною в точцi

x0. Якщо Λu
vf(x0) > 1, то Du

v(x0) = 0.

Доведення. З леми 4.2 маємо, що �u
vf(x0) = |f ′(x0)|. Згiдно з означен-

ням аналога логарифмiчної (u, v)-похiдної

Λu
vf(x0) = lim

h→0

ln�u
vf(x0)

ln�u
vx

= 1 + lim
h→0

ln �
u
vf(x0)
�u

vx

ln�u
vx

= 1.
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Нехай Λu
vf(x0) = c ∈ R\{1}. Згiдно з означенням:

ln�u
vf(x0)

ln�u
vx

= c+ α(h), lim
h→0

α(h) = 0⇒ �u
vf(x0) = (�u

vx)c+α(h) .

Знайдемо �u
vf(x0) = lim

h→0

�u
vf(x0)
�u

vx
= lim

h→0
(�u

vx)c−1+α(h).

Лема 6.3. Нехай для пари функцiй (u, v) ∈ P+ iснує нескiнченно мала

послiдовнiсть (hn) така, що u(hn)v(hn) > 0 для всiх n ∈ N.

Iстинними є наступнi твердження:

1. Якщо Λu
vf(x0) > 0, то функцiя f – неперервна в точцi x0.

2. Λu
vA = +∞, де A ∈ R.

3. Якщо значення рiзницi J(x0) = lim
h→0

f(x0+h)−lim
h→0

f(x0−h) є дiйсним

числом, вiдмiнним вiд нуля, то Λu
vf(x0) = 0.

4. Якщо J(x0) =∞, то Λu
vf(x0) = −∞.

Доведення. Згiдно з означенням Λu
v, коливання функцiї можна предста-

вити у виглядi �u
vf(x0) = (�u

vx)Λu
vf(x0)+α(h), де lim

h→0
α(h) = 0. Спрямувавши h

до нуля, отримаємо, що коливання буде прямувати до нуля, а тому функцiя

є неперервною.

Оскiльки lim
h→0
�u

vf(x) = J(x0), то очевидними стають два останнi твер-

дження теореми.

Лема 6.4. Якщо f – неперервна в точцi x0, то Λu
vf(x0) = Λu

v |f | (x0).

Доведення. Якщо iснує (u, v)-окiл x0, такий, що f > 0, то з рiвно-

стi |f | = f , маємо Λu
vf(x0) = Λu

v |f | (x0). З iншого боку, якщо f 6 0,

то враховуючи �u
vf(x0) = �u

v(−1 · f)(x0) знову приходимо до рiвностi

Λu
vf(x0) = Λu

v |f | (x0).

Нехай в деякому (u, v)-околi точки x0 функцiя f набуває рiзних за зна-

ком значень. Тодi виконується 1
2�

u
vf(x0) 6 �u

v |f | (x0) 6 �u
vf(x0). Оскiльки

1
2�

u
vf(x0) = �u

v

(
1
2f
)

(x0), то

ln�u
v

(
1

2
f

)
(x0) 6 ln�u

v |f | (x0) 6 ln�u
vf(x0);
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ln�u
v

(
1
2f
)

(x0)

ln�u
vx

>
ln�u

v |f | (x0)

ln�u
vx

>
ln�u

vf(x0)

ln�u
vx

.

Перейшовши в останнiх нерiвностях до границь при h прямує до нуля,

отримаємо рiвнiсть Λu
vf(x0) = Λu

v |f | (x0).

Теорема 6.1. Нехай для неперервних в точцi x0 функцiй f , g i пари

функцiї (u, v) ∈ P+ iснують скiнченнi значення Λu
vf(x0) > 0 i Λu

vg(x0) > 0.

Виконуються наступнi твердження:

1. Для всiх a ∈ R\{0} i b ∈ R маємо Λu
v (a · f + b) (x0) = Λu

vf(x0).

2. Якщо lim
h→0

�u
vf(x0)
�u

vg(x0) 6= 1 (зокрема якщо Λu
vf(x0) 6= Λu

vg(x0)), то

Λu
v (f + g) (x0) = min {Λu

vf(x0),Λ
u
vg(x0)}.

3. Якщо f(x0) = 0 = g(x0), то Λu
v

(
f · g

)
(x0) > Λu

vf(x0) + Λu
vg(x0).

4. При ξ > 0 маємо Λu
v |f |

ξ (x0) =

ξ · Λ
u
vf(x0) при f(x0) = 0,

Λu
vf(x0) при f(x0) 6= 0.

Доведення. 1. Враховуючи те, що �u
v (a · f + b) (x0) = |a|�u

vf(x0) згiдно

з означенням маємо Λu
v (a · f + b) (x0) = Λu

vf(x0).

2. Не втрачаючи загальностi, нехай Λu
vf(x0) = c, Λu

vg(x0) = d, c > d.

Якщо c > d, тодi lim
h→0

�u
vf(x0)
�u

vg(x0) = 0, бо �u
vf(x0) = (�u

vx)c+α(h), �u
vg(x0) =

= (�u
vx)d+β(h), де lim

h→0
α(h) = 0 = lim

h→0
β(h).

Оскiльки �u
vf(x0) = sup

t1,t2∈Θ
u(h)
v(h)(x0)

(
f(t1)− f(t2)

)
, тодi, враховуючи нерiв-

нiсть для точної верхньої межi, маємо �u
v (f + g) (x0) 6 �u

vf(x0) +�u
vg(x0).

Отже,

ln�u
v (f + g) (x0) 6 ln

(
�u

vf(x0) +�u
vg(x0)

)
⇒

Λu
v (f + g) (x0) > lim

h→0

ln
(
�u

vf(x0) +�u
vg(x0)

)
ln�u

vx
=

= lim
h→0

ln�u
vg(x0) + ln

(
1 + �u

vf(x0)
�u

vg(x0)

)
ln�u

vx
= Λu

vg(x0). (6.2)

З iншого боку �u
v (f + g) (x0) >

∣∣�u
vf(x0)−�u

vg(x0)
∣∣.

Λu
v (f + g) (x0) 6 lim

h→0

ln
∣∣�u

vf(x0)−�u
vg(x0)

∣∣
ln�u

vx
=
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= lim
h→0

ln�u
vg(x0) + ln

∣∣∣1− �u
vf(x0)
�u

vg(x0)

∣∣∣
ln�u

vx
= Λu

vg(x0). (6.3)

З (6.2) i (6.3) маємо, що Λu
v (f + g) (x0) = min

{
Λu
vf(x0),Λ

u
vg(x0)

}
.

3. Враховуючи те, що значення функцiї f та g в точцi x0 дорiвнюють

нулю, маємо inf
t∈Θu

v(x0)
|f(t)| = 0, inf

t∈Θu
v(x0)
|g(t)| = 0. Розглянемо вирази

�u
v |f | (x0) = sup

t∈Θu
v(x0)

|f(t)| − inf
t∈Θu

v(x0)
|f(t)| = sup

t∈Θu
v(x0)

|f(t)|,

�u
v |g| (x0) = sup

t∈Θu
v(x0)

|g(t)| − inf
t∈Θu

v(x0)
|g(t)| = sup

t∈Θu
v(x0)

|g(t)|.

Оскiльки sup
t∈Θu

v(x0)

|f(t)g(t)| 6 sup
t∈Θu

v(x0)

|f(t)| · sup
t∈Θu

v(x0)

|g(t)|, то

Λu
v |f · g| (x0) > Λu

v|f |(x0) + Λu
v|g|(x0). (6.4)

4.1. Розглянемо випадок, коли f(x0) = 0.

Оскiльки sup
t∈Θu

v(x)

|f(t)|ξ =

(
sup

t∈Θu
v(x0)

|f(t)|

)ξ

(випливає зi строгої монотон-

ностi степеневої функцiї), то, враховуючи попереднє, маємо, що

Λu
v|f |ξ(x0) = ξΛu

v|f |(x0) = ξΛu
vf(x0).

4.2. Нехай |f(x0)| = d 6= 0. Утворимо функцiї a = a(h) i b = b(h),

такi, щоб виконувались рiвностi
∣∣f(a(h)

)∣∣ = sup
t∈Θu

v(x)

∣∣f(t)
∣∣ i

∣∣f(a(h)
)∣∣ =

= inf
t∈Θu

v(x)

∣∣f(t)
∣∣. Враховуючи наслiдок 3.4 маємо, що

lim
h→0

�u
v|f |ξ(x0)

�u
v|f |(x0)

= lim
h→0

∣∣f(a)
∣∣ξ − ∣∣f(b)

∣∣ξ∣∣f(a)
∣∣− ∣∣f(b)

∣∣ = ξ · dξ−1.

Λu
v|f |ξ(x0) = lim

h→0

ln�u
v|f |(x0) + ln �

u
v |f |ξ(x0)
�u

v |f |(x0)

ln�u
vx

= Λu
vf(x0).

Зауваження 6.1. Пункти 1, 2 теореми 6.1 виконуються i для розривних

функцiй.
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Зауваження 6.2. У пунктi 2 попередньої теореми умова

lim
h→0

�u
vf(x0)
�u

vg(x0) 6= 1 є достатньою, щоб виконувалась рiвнiсть Λu
v (f + g) (x0) =

= min
{

Λu
vf(x0),Λ

u
vg(x0)

}
. Нехай f(x) = x − 3

√
x i g(x) = 3

√
x де Λu

vf(0) =

1
3 = Λu

vg(0). Тодi Λu
v (f + g) (x0) = Λu

v

(
x− 3
√
x+ 3
√
x
)
(0) = Λu

v(x)(0) = 1.

Отже, у цьому випадку Λu
v (f + g) (x0) 6= min

{
Λu
vf(x0),Λ

u
vg(x0)

}
, хоча

Λu
v (f − g) (x0) = min

{
Λu
vf(x0),Λ

u
vg(x0)

}
.

Зауваження 6.3. При розглядi простих прикладiв може скластися хи-

бне враження, що пункт 3 теореми 6.1 можна уточнити до бiльш простої

формули: Λu
v

(
f · g

)
(x0) = Λu

vf(x0) + Λu
vg(x0). Розглянемо контрприклад.

Приклад 6.1. Нехай f(x) =

x
2, x > 0;

0, x < 0,
, Нехай g(x) =

0, x > 0;

x2, x < 0.

Легко показати, що Λh
hf(0) = 2 = Λh

hg(0), хоча Λh
h (f · g) (0) = +∞.

Бачимо, що, неперервнiсть функцiй в околi точки x0 не гарантує вико-

нання рiвностi Λu
v

(
f · g

)
(x0) = Λu

vf(x0) + Λu
vg(x0).

Теорема 6.2. Для дiйсної функцiї f визначеної в околi точки x0 i пари

функцiй (u, v) ∈ P+ iстинними є наступнi твердження:

1. Якщо �u
vf(x) ∈ R\{0}, то Λu

vf(x0) = 1;

2. Якщо Λu
vf(x0) < 1, то функцiя f – недиференцiйовна в точцi x0;

3. Якщо Λu
vf(x0) > 1, то �u

vf(x0) = 0.

Доведення. 1. Згiдно з означеннями

Λu
vf(x0) = lim

h→0

ln�u
vf(x0)

ln�u
vx

= 1 + lim
h→0

ln
(
�u

vf(x0)
�u

vx

)
ln�u

vx
= 1.

Нехай Λu
vf(x0) = c, тодi �u

vf(x0) = (�u
vx)c+α(h), де lim

h→0
α(h) = 0, то тодi

�u
vf(x0) = lim

h→0

�u
vf(x0)

�u
vx

= lim
h→0

(�u
vx)c−1+α(h) .

Враховуючи леми 4.2 i 4.3, теорему 4.2 отримаємо необхiдне тверджен-

ня.
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6.2. Властивостi аналога логарифмiчної (h, 0)-похiдної

Пiд записом Λf(x0) будемо розумiти Λh
0f(x0).

Лема 6.5. Якщо Λf(x0) > 0, то функцiя f – неперервна в точцi x0.

Доведення. Згiдно з означенням �h0f(x0) = |h|Λf(x0)+α(h), lim
h→0

α(h) = 0.

Тодi lim
h→0
�h0f(x0) = lim

h→0
|h|Λf(x0)+α(h) = 0. Отже, f – неперервна в точцi

x0.

Лема 6.6. Якщо iснує Λf(x0), то для всiх пар (u, v) ∈ P+ виконується

рiвнiсть Λu
vf(x0) = Λf(x0).

Доведення. Якщо Λf(x0) = −∞, то в точцi x0 маємо нескiнченний

стрибок функцiї f , а тому i Λu
vf(x0) = −∞.

Далi, не втрачаючи загальностi, будемо вважати, що (u, v) ∈ P⊕.
Покажемо, що у випадку iснування Λf(x0) виконується рiвнiсть

Λh
hf(x0) = Λf(x0). Справдi, нехай σ(h) = max

{
�h0f(x0),�0

hf(x0)
}
, тодi

виконується подвiйна нерiвнiсть σ(h) 6 �hhf(x0) 6 2σ(h), а отже,

lnσ(h)

ln |2h|
>
�hhf(x0)

ln |2h|
>

ln (2σ(h))

ln |2h|
;

Перейшовши до границi, отримаємо рiвнiсть Λf(x0) = Λh
hf(x0).

Нехай µ = µ(h) = max{u, v}. Тодi з нерiвностей �µ0f(x0) 6 �u
vf(x0) 6

6 �µµf(x0) i 1
2 6

∣∣ µ
u+v

∣∣ 6 1 маємо

ln�µ0f(x0) · ln�µ0x
ln�µ0x · ln�u

vx
>

ln�u
vf(x0)

ln�u
vx

>
ln�µµf(x0) · ln�µµx

ln�µµx · ln�u
vx

.

Достатньо перейти до границi в останнiх нерiвностях, спрямувавши h

до нуля, щоб отримати рiвнiсть Λu
vf(x0) = Λf(x0).

Нехай Λf(x0) = +∞. Вiдповiдно �h0f(x0) = |h|α(h), lim
h→0

α(h) = +∞ i

тодi �u
vf(x) 6 2µmin{α(h),α(−h)}, а отже,

ln�u
vf(x0)

ln�u
vx

>
ln 2

ln�u
vx

+ min{α(h), α(−h)} lnµ

ln�u
vx
. (6.5)

Перейшовши в (6.5) до границь, отримаємо Λu
vf(x0) = +∞.
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Теорема 6.3. Якщо iснують Λf(τ) ∈ R, Λg(x0) ∈ R, де τ = g(x0), то

Λ
(
f(g)

)
(x0) = Λf(τ) · Λg(x0).

Доведення. Згiдно з означенням

Λ
(
f(g)

)
(x0) = lim

h→0

ln�h0
(
f (g)

)
(x0)

ln�h0x
= lim

h→0

(
ln�h0

(
f (g)

)
(x0)

ln�h0g(x0)
· ln�

h
0g(x0)

ln�h0x

)
.

Розглянемо вираз
ln�h0(f(g))(x0)

ln�h0g(x0)
.

При x ∈ Θh
0(x0) вiдповiдне значення g(x) ∈

[
inf

t∈Θh
0 (x0)

g(t); sup
t∈Θh

0 (x0)

g(t)

]
.

Нехай u = u(h) = sup
t∈Θh

0 (x0)

g(t)−g(x0), v = v(h) = g(x0)− inf
t∈Θh

0 (x0)
g(t). Очеви-

дно, що пара утворених функцiй (u, v) ∈ P⊕. При τ = g(x0) виконуються

рiвностi �h0g(x0) = �uvτ , �h0
(
f (g)

)
(x0) = �uvf(τ). Тому

Λ
(
f(g)

)
(x0) = lim

h→0

(
ln�uvf

(
τ
)

ln�uvτ

)
· lim
h→0

(
ln�h0g(x0)

ln�h0x

)
= Λf(τ)·Λg(x0). (6.6)

Зауваження 6.4. Поки що залишається вiдкритим питанням залишає-

ться питання чи iстинним є твердження: ”якщо функцiї f , g неперервнi в

околi точки x0 i при цьому Λf(x0) > 0, Λg(x0) > 0, f(x0) = 0 = g(x0), то

Λ (f · g) (x0) = Λf(x0)+Λg(x0) ”. Описане твердження не виконується у ви-

падку неперервностi функцiй f i g в точцi x0, але розривних в проколеному

околi точки x0. Наступний приклад це демонструє.

Приклад 6.2. Нехай g(x) = x
(
1−D(x)

)
, f(x) = xD(x), де D(x) =

=

1, x ∈ R\Q;

0, x ∈ Q.
Тодi f(0) = 0, g(0) = 0, Λu

vf(0) = 1, Λu
vg(0) = 1. Добуток

функцiй f(x)g(x) = 0, отже, Λu
v(f · g)(0) = +∞ > Λu

vf(0) + Λu
vg(0).

Лема 6.7. Якщо iснує скiнченна Lf(x0) > 0, то Λf(x0) = Lf(x0).

Доведення. Нехай Lf(x0) = c. Тодi
∣∣∆h

0f(x0)
∣∣ = |h|c+α(h), lim

h→0
α(h) = 0,

f(x0 + h) = f(x0) + s(h) |h|c+α(h), де s(h) ∈ {±1}.
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Iснують a = a(h), b = b(h) такi, що f(x0 + a) = sup
t∈Θh

0 (x0)

f(t), f(x0 + b) =

= inf
t∈Θh

0 (x0)
f(t). Тому

�h0f(x0) = f(x0 + a)− f(x0 + b) = s(a) |a|c+α(a) − s(b) |b|c+α(b) 6 2 |h|c+µ(h) ,

де µ(h) = min{α(a), α(b)}. Тодi

ln
∣∣∆h

0f(x0)
∣∣ 6 ln�h0f(x0) 6 ln 2 + (c+ µ(h)) ln |h|.

Оскiльки |∆h
0x| = |h| = �h0x, то

ln
∣∣∆h

0f(x0)
∣∣

ln |∆h
0x|

>
ln�h0f(x0)

ln�h0x
>

ln 2

ln |h|
+ (c+ µ(h))

ln |h|
ln |h|

.

Спрямувавши h до нуля, перейдемо до границь в останнiх нерiвностях

Lf(x0) > Λf(x0) > Lf(x0)⇒ Λf(x0) = Lf(x0). (6.7)

Теорема 6.4. Нехай задано пару нескiнченно малих послiдовностей

(ln; rn) таких, що ln < ln+1 < x0 < rn+1 < rn для всiх n ∈ N i

lim
n→∞

ln(rn+1−x0)
ln(rn−x0) = 1 = lim

n→∞
ln(x0−ln+1)
ln(x0−ln) . Для того, щоб iснувала Λf(x0), необ-

хiдно i достатньо, щоб iснували i були рiвними границi lim
n→∞

ln�
rn−x0
0 f(x0)

ln(rn−x0) ,

lim
n→∞

ln�0
x0−ln

f(x0)

ln(x0−ln) . У випадку iснування вони рiвнi.

Доведення. Якщо iснує скiнченне чи нескiнченне значення Λf(x0), то

границя lim
n→∞

ln�
rn−x0
0 f(x0)

ln(rn−x0)

(
вiдповiдно lim

n→∞

ln�0
x0−ln

f(x0)

ln(x0−ln)

)
iснує i рiвна Λf(x0)

як границя за пiдпослiдовнiстю hn = x0 − rn
(
hn = x0 − ln

)
.

Очевидно, що для будь-якого додатного h 6 u0 iснує таке n = n(h), що

виконується нерiвнiсть un+1 < h 6 un, де un ≡ rn − x0. Оскiльки �a0x = a i

lim
h→0

lnun+1

lnun
= 1, то легко показати, що lim

h→0

lnun+1

lnh = 1 = lim
h→0

lnun
lnh .

З iншого боку, �un+1

0 f(x0) 6 �h0f(x0) 6 �
un
0 f(x0), тодi

ln�un+1

0 f(x0)

ln�h0x
>

ln�h0f(x0)

ln�h0x
>

ln�un0 f(x0)

ln�h0x
. (6.8)
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Спрямувавши h до нуля, переходом до границь в (3.10) отримуємо, що

границi lim
n→+∞

ln�
rn−x0
0 f(x0)

ln�
rn−x0
0 x

i lim
h→0+

ln�h0f(x0)

ln�h0x
iснують (не iснують) одночасно,

причому у випадку iснування вони рiвнi.

Аналогiчно доводиться, що границi lim
n→+∞

ln�0
x0−ln

f(x0)

ln�0
x0−ln

x
i lim
h→0−

ln�h0f(x0)

ln�h0x

iснують (не iснують) одночасно i у випадку iснування вони рiвнi.

Далi для спрощення будемо писати �rn−x0x0−ln f(x0) = �
[ln,rn]

f(x0).

Лема 6.8. Нехай задано двi пари послiдовностей (ln, rn) i
(
l̃n, r̃n

)
, для

яких виконуються наступнi умови

1. ln 6 x0 < rn, x0 < l̃n < r̃n;

2. lim
n→∞

ln = x0 = lim
n→∞

rn, lim
n→∞

l̃n = x0 = lim
n→∞

r̃n;

3.
[
l̃n; r̃n

]
⊂ [x0; rn] ⊂ [ln; rn], для всiх n ∈ N;

4. lim
n→∞

ln �
[ln;rn]

f(x0)

ln �
[l̃n;r̃n]

f(x0) = 1, lim
n→∞

ln(rn−ln)

ln(r̃n−l̃n)
= 1, lim

n→∞
ln(rn−ln)

ln(rn+1−ln+1) = 1.

Значення правосторонньої границi Λf(x0) i значення границi

lim
n→∞

ln �
[ln,rn]

f(x0)

ln(rn−ln) iснують (не iснують) одночасно. У випадку iснуван-

ня, вони рiвнi.

Доведення. Очевидно, що виконуються наступнi нерiвностi

�
[ln,rn]

f(x0) > �
[x0,rn]

f(x0) > �
[l̃n,r̃n]

f(x0); rn − ln > rn − x0 > r̃n − l̃n. (6.9)

Враховуючи умови теореми маємо

lim
n→∞

ln �
[ln,rn]

f(x0)

ln �
[l̃n,r̃n]

f(x0)
= lim

n→∞

ln �
[x0,rn]

f(x0)

ln �
[ln,rn]

f(x0)
= lim

n→∞

ln �
[x0,rn]

f(x0)

ln �
[l̃n,r̃n]

f(x0)
= 1; (6.10)

lim
n→∞

ln (rn − ln)

ln
(
r̃n − l̃n

) = lim
n→∞

ln (rn − x0)

ln (rn − ln)
= lim

n→∞

ln (rn − x0)

ln
(
r̃n − l̃n

) = 1. (6.11)

Згiдно з теоремою 6.4 отримуємо
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lim
h→0+

ln�h0f(x0)

ln�h0x
= lim

n→∞

ln �
[x0,rn]

f(x0)

ln (rn − x0)
= lim

n→∞

ln �
[ln,rn]

f(x0)

ln (rn − ln)
. (6.12)

Аналогiчним чином доводиться наступна лема.

Лема 6.9. Нехай задано двi пари послiдовностей (ln, rn) i
(
l̃n, r̃n

)
, для

яких виконуються наступнi умови

1. ln 6 x0 < rn, l̃n < r̃n < x0;

2. lim
n→∞

ln = x0 = lim
n→∞

rn, lim
n→∞

l̃n = x0 = lim
n→∞

r̃n;

3.
[
l̃n, r̃n

]
⊂ [ln;x0] ⊂ [ln, rn] для всiх n ∈ N;

4. lim
n→∞

ln �
[ln,rn]

f(x0)

ln �
[l̃n,r̃n]

f(x0) = 1, lim
n→∞

ln(rn−ln)

ln(r̃n−l̃n)
= 1, lim

n→∞
ln(rn−ln)

ln(rn+1−ln+1) = 1.

Значення лiвосторонньої границi Λf(x0) i значення границi lim
n→∞

ln �
[ln,rn]

f(x0)

ln(rn−ln)

iснують (неiснують) одночасно, у випадку iснування, вони рiвнi.

6.3. Властивостi аналога логарифмiчної (h, h)-похiдної

Лема 6.10. Нехай задано строго спадну нескiнченно малу послiдов-

нiсть пар додатних дiйсних чисел (τ0), таку, що lim
n→∞

ln τn+1

ln τn
= 1.

Для того щоб iснувала границя Λh
hf(x0), необхiдно i достатньо, щоб

iснувала границя lim
n→∞

ln�τnτnf(x0)

ln�τnτnx
. У випадку iснування вони рiвнi.

Доведення. З iснування Λh
hf(x0) маємо, що границя lim

n→∞
ln�τnτnf(x0)

ln�τnτnx
також

iснує.

Нехай n = n(h) така залежнiсть, що τn+1 < h 6 τn. Тодi

�τn+1
τn+1

f(x0) 6 �
h
hf(x0) 6 �

τn
τn
f(x0);

ln�τn+1
τn+1f(x0) · ln�τn+1

τn+1x

ln�τn+1
τn+1x · ln�hhx

>
ln�hhf(x0)

ln�hhx
>

ln�τnτnf(x0) · ln�τnτnx
ln�τnτnx · ln�hhx

; (6.13)
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lim
h→0

ln�τn+1
τn+1f(x0)

ln�τn+1
τn+1x

> Λh
hf(x0) > lim

h→0

ln�τnτnf(x0)

ln�τnτnx
.

Отже, якщо iснує границя lim
n→∞

ln�τnτnf(x0)

ln�τnτnx
, то iснує i Λh

hf(x0), при цьому

вони рiвнi.

Зауважимо, що з нерiвностi (6.13) маємо

lim
n→∞

ln�τnτnf(x0)

ln�τnτnx
= lim

h→0

ln�hhf(x0)

ln�hhx
, lim
n→∞

ln�τnτnf(x0)

ln�τnτnx
= lim

h→0

ln�hhf(x0)

ln�hhx
.

(6.14)

Теорема 6.5. Нехай задано послiдовнiсть пар дiйсних чисел (ln, rn)

таких, що lim
n→∞

ln = x0 = lim
n→∞

rn. При цьому ln < ln+1 < x0 < rn+1 < rn

для всiх n ∈ N i

lim
n→∞

ln max {rn − x0, x0 − ln}
ln min {rn − x0, x0 − ln}

= 1 = lim
n→∞

ln (rn+1 − ln+1)

ln (rn − ln)
. (6.15)

Тодi lim
n→∞

ln �
[ln;rn]

f(x0)

ln(rn−ln) i Λh
hf(x0) iснують (не iснують) одночасно. У ви-

падку iснування вони рiвнi.

Доведення. Нехай un = rn − x0, vn = x0 − ln, µn = min {un, vn}, ηn =

= max {un, vn}.
Покажемо, що за заданих умов lim

n→∞
lnµn+1

lnµn
= 1 = lim

n→∞
ln ηn+1

ln ηn
.

1 = lim
n→∞

ln (rn+1 − ln+1)

ln (rn − ln)
= lim

n→∞

ln ηn+1 + ln
(

1 + µn+1

ηn+1

)
ln ηn + ln

(
1 + µn

ηn

) = lim
n→∞

ln ηn+1

ln ηn
.

З lim
n→∞

ln max{rn−x0,x0−ln}
ln min{rn−x0,x0−ln} = lim

n→∞
ln ηn
lnµn

= 1 маємо lim
n→∞

lnµn+1

lnµn
= 1.

Розглянемо подвiйну нерiвнiсть

�µnµnf(x0) 6 �
un
vn
f(x0) 6 �

ηn
ηn
f(x0);

ln�µnµnf(x0)

ln�unvnx
>

ln�unvnf(x0)

ln�unvnx
>

ln�ηnηnf(x0)

ln�unvnx
. (6.16)

Перейдемо до границь

lim
n→∞

ln�µnµnf(x0)

ln�unvnx
> lim

n→∞

ln�unvnf(x0)

ln�unvnx
> lim

n→∞

ln�ηnηnf(x0)

ln�unvnx
;
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lim
n→∞

ln�µnµnf(x0)

ln�unvnx
> lim

n→∞

ln�unvnf(x0)

ln�unvnx
> lim

n→∞

ln�ηnηnf(x0)

ln�unvnx
.

Згiдно з лемою 6.10 та рiвнiстю (6.14) маємо

lim
n→∞

ln�µnµnf(x0)

ln�unvnx
= lim

h→0

ln�hhf(x0)

ln�hhx
= lim

n→∞

ln�ηnηnf(x0)

ln�ηnηnx
, (6.17)

lim
n→∞

ln�µnµnf(x0)

ln�unvnx
= lim

h→0

ln�hhf(x0)

ln�hhx
= lim

n→∞

ln�ηnηnf(x0)

ln�ηnηnx
. (6.18)

Тобто lim
n→∞

ln�hhf(x0)

ln�hhx
= lim

n→∞
ln�unvn f(x0)

ln�unvn x
i lim
n→∞

ln�hhf(x0)

ln�hhx
= lim

n→∞

ln�unvn f(x0)

ln�unvn x
. Отже,

з iснування lim
n→∞

ln�unvn f(x0)

ln�unvn x
отримуємо факт iснування Λh

hf(x0).

Лема 6.11. Виконується рiвнiсть Λh
hf(x0) = lim

h→0

ln max{�h0f(x0);�0
hf(x0)}

ln |h| .

Доведення. Очевидними є наступнi нерiвностi

max{�h0f(x0);�
0
hf(x0)} 6 �hhf(x0) 6 2 max{�h0f(x0);�

0
hf(x0)}.

ln max{�h0f(x0);�0
hf(x0)}

ln 2 + ln |h|
>

ln�hhf(x0)

ln 2 + ln |h|
>

ln
(
2 max{�h0f(x0);�0

hf(x0)}
)

ln 2 + ln |h|
.

Достатньо перейти до границь, щоб отримати необхiдне твердження.

6.4. Зв’язок Λ, Λh
h з розмiрнiстю Хаусдорфа-Безиковича носiя

функцiї

Означення 6.2. Носiєм функцiї f (неперервної й обмеженої варiацiї на

[a, b]) називається множина Nf всiх значень аргументу для яких f ′(x) 6= 0

або не iснує [58].

Лема 6.12. Якщо для функцiї f – неперервної й обмеженої варiацiї

на [a; b] iснує таке скiнченне число λ0, що для всiх x ∈ Nf виконується

рiвнiсть Λh
hf(x) = λ0, то dimH Nf = λ0.
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Доведення. Розглянемо довiльну послiдовнiсть покриттiв вiдрiзками(
{Ui}j

)
множини Nf .

Для кожного j ∈ N вiдрiзки покриття {Ui}j можемо розглядати, як(
u, v
)
-околи Θ

u(h,xk)
v(h,xk)xk, де xk ∈ Xj ⊂ Nf , при цьому послiдовнiсть множин(

Xj

)
є монотонною, тобто Xj ⊂ Xj+1. Пiд записами u(h, xk), v(h, xk) розу-

мiємо, що для кожного xk ∈ Nf iснує своя пара функцiй (u, v) ∈ P⊕. Далi

в доведеннi u = u(h, xk), v = v(h, xk).

Виконуючи покриття множини Nf вiдрiзками {Ui}j ми одночасно ви-

конуємо покриття множини значень функцiї f вiдрiзками {Vi}j, довжини

яких вiдповiдно вiдповiдно рiвнi �u
vf(xk), xk ∈ Xj.

Очевидно, що lim
j→∞

∑
xk∈Xj

�u
vf(xk) > V

[a;b]
f (iз-за можливих накла-

дань). Оскiльки головною цiллю є знаходження розмiрностi Хаусдорфа-

Безиковича, то значення суми
∑

xk∈Xj
(�u

vxk)
α потрiбно мiнiмiзувати, зокрема

це досягається тим, що ми повиннi зменшити накладання, а тому границя

lim
j→∞

∑
xk∈Xj

�u
vf(xk) є скiнченною.

Нехай η = η(h, x) = max
{
u, v
}
, ξ = ξ(h, x) =

u, �u0f(x) > �0
vf(x);

− v, �u0f(x) < �0
vf(x).

Спочатку покажемо, що dimH Nf 6 λ0.

З нерiвностi �ξ0f(x) 6 �u
vf(x) 6 2�ξ0f(x) маємо, що границi

lim
j→∞

∑
xk∈Xj

�ξk0 f(xk) i lim
j→∞

∑
xk∈Xj

�u
vf(xk) є одночасно скiнченними. Враховую-

чи лему 6.11 з Λh
hf(x) = λ0 маємо, що �ξ0f(x) = |ξ|λ0+α(x,ξ), де lim

h→0
α(x, h) =

= 0. А тому для довiльного ε > 0 значення границь lim
j→∞

∑
xk∈Xj

|ξk|λ0+ε = 0,

lim
j→∞

∑
xk∈Xj

|ξk|λ0−ε = ∞. Вiдповiдно з нерiвностi ξ 6 u + v маємо, що

dimH Nf > λ0.

Покажемо, що dimH Nf > λ0. Побудуємо таке спецiальне покриття, щоб

lim
j→∞

∑
xk∈Xj

�ηηf(x0) <∞. Оскiльки �ηηf(x) =
(
�ηηx

)
λ0+β(η,x), lim

h→0
β
(
η, x
)

= 0,
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то маємо, що для довiльного ε > 0 маємо рiвностi lim
j→∞

∑
xk∈Xj

(
�ηηx

)
λ0+ε = 0,

lim
j→∞

∑
xk∈Xj

(
�ηηx

)
λ0−ε =∞.

Очевидною є нерiвнiсть �u
vx 6 �

η
ηx 6 2�u

vx. Тодi∑
xk∈Xj

(
�u

vxk
)
λ0±ε 6

∑
xk∈Xj

(
�ηηxk

)
λ0±ε 6 2λ0±ε

∑
xk∈Xj

(
�u

vxk
)
λ0±ε.

При переходi до границь (спрямувавши j до нескiнченностi) отримуємо

необхiдну нерiвнiсть.

Теорема 6.6. Нехай для неперервної, строго монотонної, сингулярної

функцiї g : [c, d] → [a, b] iснує таке λ0, що для майже всiх чисел з [c, d]

виконується рiвнiсть Λg(x) = λ0. Тодi dimH Nf = 1
λ0
.

Доведення. Оскiльки функцiя g сингулярна, а тому має майже скрiзь

(у розумiннi мiри Лебега) похiдну рiвну нулю, тому Λg(x) = λ0 > 1.

Нехай B – множина всiх тих значень аргументу з [c; d] для яких Λg(x) =

= λ0, тодi A – множина значень, якi набуває функцiя g на множинi B. Тодi,

згiдно з теоремою 6.3, виконується рiвнiсть Λf(t) = 1
λ0
, t ∈ A. Зауважимо,

що множина A є всюди щiльною, а вiдповiдно Nf є також всюди щiльною

множиною (A ⊂ Nf).

Покажемо, що dimH A = 1
λ0

= λ1.

Аналогiчно доведенню леми 6.12, розглянемо послiдовнiсть покриттiв

{Ui}j. Для кожного j ∈ N вiдрiзки покриття {Ui}j можемо розглядати, як(
u, v
)
-околи Θ

u(h,xk)
v(h,xk)xk, де xk ∈ Xj ⊂ A, при цьому послiдовнiсть множин(

Xj

)
є монотонною, тобто Xj ⊂ Xj+1. Пiд записами u(h, xk), v(h, xk) слiд

розумiти, що для кожного xk ∈ Nf iснує своя пара функцiй (u, v) ∈ P⊕.
Далi в доведеннi u = u(h, xk), v = v(h, xk).

Виконуючи покриття множини A вiдрiзками {Ui}j ми одночасно ви-

конуємо покриття множини значень функцiї f вiдрiзками {Vi}j, довжини

яких вiдповiдно дорiвнюють �u
vf(xk), xk ∈ Xj.
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Згiдно з лемою 6.6, виконуються рiвностi Λu
vf(x) = Λf(x) = λ1, ∀x ∈ A.

Зокрема, �u
vf(xk) =

(
�u

vxk
)
λ1+αk i

∑
xk∈Xj

�u
vf(xk) =

∑
xk∈Xj

(
�u

vxk
)
λ1+αk < ∞,

де всi αk є нескiнченно малими при j → ∞. Тому для довiльного ε > 0

виконуються рiвностi lim
j→∞

∑
xk∈Xj

(
�u

vxk
)
λ1−ε =∞ i lim

j→∞

∑
xk∈Xj

(
�u

vxk
)
λ1+ε = 0.

Отже, dimH A = λ1. Враховуючи те, що A ⊂ Nf , то dimH Nf > dimH A.

З iншого боку, враховуючи всюди щiльнiсть множин A,Nf , то при побудовi

покриття Nf , використовуючи виключно елементи з множини A, отриму-

ємо, що dimH Nf 6 dimH A, що i треба було показати.

6.5. Розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича носiїв побудованих

функцiй якi зберiгають частоти цифр Qs-зображення

числа без збереження хвостiв

Побудованi функцiї в пунктi 2.3 є неперервними сингулярними функцi-

ями. Iз означення сингулярної функцiї маємо, що її носiй має нульову мiру

Лебега. Використовуючи лему 6.12 та теорему 6.6 виконаємо дослiдження

розмiрностi носiя функцiї, описаних в пунктi 2.3.

Лема 6.13. Нехай задано нескiнченно малi (великi) числовi послiдов-

ностi (an), (bn), (cn), (dn) такi, що виконується рiвностi

lim
n→∞

ln an
ln bn

= γ = lim
n→∞

ln cn
ln dn

, γ > 0. (6.19)

Тодi

lim
n→∞

ln(an + cn)

ln(bn + dn)
= γ = lim

n→∞

ln(an · cn)
ln(bn · dn)

. (6.20)

Доведення. Легко перевiрити виконання подвiйної нерiвностi

(−1)lnAnBn 6 (−1)ln An+Cn
Bn+Dn

6 (−1)ln CnDn
, де ln ∈

{
0; 1
}
. Тодi

(−1)ln lim
n→∞

ln an
ln bn

6 (−1)ln lim
n→∞

ln an + ln cn
ln bn + ln dn

6 (−1)ln lim
n→∞

ln cn
ln dn

.

Тим самим ми показали, що lim
n→∞

ln(an·cn)
ln(bn·dn) = γ.
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Покажемо, що lim
n→∞

ln(an+cn)
ln(bn+dn) = γ. З рiвностей (6.19) можемо записати

рiвностi an = bγ+αn
n , cn = dγ+βn

n , де lim
n→∞

αn = 0 = lim
n→∞

βn.

Нехай µn = max
{
αn, βn

}
, ηn = min

{
αn, βn

}
, Mn = max

{
bn, dn

}
, mn =

= min
{
bn, dn

}
.

ln
(
bγ+ηn
n + dγ+ηn

n

)
ln(bn + dn)

6
ln(an + cn)

ln(bn + dn)
6

ln
(
bγ+µn
n + dγ+µn

n

)
ln(bn + dn)

.

ln

(
Mγ+ηn

n

(
1 +

(
mn

Mn

)γ+ηn
))

lnMn + ln
(

1 + mn

Mn

) 6
ln(an + cn)

ln(bn + dn)
6

ln

(
Mγ+µn

n

(
1 +

(
mn

Mn

)γ+µn
))

lnMn + ln
(

1 + mn

Mn

) .

Для завершення доведення достатньо зробити граничний перехiд в

останнiх нерiвностях, спрямувавши n до нескiнченностi.

Враховуючи побудову функцiї Υ(x, φk) нескладно довести наступну ле-

му.

Лема 6.14. Для функцiї Υ(x, φk) виконується рiвнiсть

lim
n→∞

ln �
[ln;rn]

Υ(x,φk)

ln(rn−ln) = 1, де ln i rn вiдповiднi кiнцi цилiндру n-го поряд-

ку.

Враховуючи попередню лему а також леми 6.8, 6.9 отримуємо, що для

всiх x ∈ (0; 1) виконується рiвнiсть ΛΥ(x, φk) = 1. Згiдно з лемою 6.6

маємо, що Λh
hΥ(x, φk) = 1. Отже, згiдно з лемою 6.13 dimH NΥ(x,φk) = 1.

З iншого боку, враховуючи те, що Υ(x, φk) i Ω(x, φk) є взаємно оберне-

ними функцiями, а тому згiдно з теоремою 6.6 маємо, що dimH NΩ(x,φk) = 1.

Отже, носiї сингулярних функцiй Υ(x, φk) i Ω(x, φk) є супер фракталь-

ними множинами.
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6.6. Застосування Λ та Λh
h для дослiдження диференцiальних

властивостей композицiї сингулярної та нiде

недиференцiйовної функцiй

У цьому пунктi розглянемо композицiю функцiї Салема S(x) заданої

(1.2.2) та нiде не диференцiйовної функцiї K(x) заданої (1.8) описаних в

першому роздiлi.

Лема 6.15. Для майже всiх чисел з вiдрiзку [0; 1] для функцiї Салема

S(x) виконується рiвнiсть ΛS(x) = − ln(q0(1−q0))
2 ln 2 .

Для обчислення правостороннього значення ΛS(x0) при x0 ∈ E2 бу-

ла застосована лема 6.8, де ln = ∆2
α1α2...αPn(0), rn = ∆2

α1α2...αPn(1), l̃n =

= ∆2
α1α2...αPn1(0), r̃n = rn, де Pn – номер позицiї першої цифри n-ої пари

цифр (00) в двiйковому записi числа x0.

Для обчислення лiвостороннього значення ΛS(x0) при x0 ∈ E2 була

застосована лема 6.9, де ln = ∆2
α1α2...αPn(0), rn = ∆2

α1α2...αPn(1), l̃n = ln, r̃n =

∆2
α1α2...αPn0(1), де Pn – номер позицiї першої цифри n-ої пари цифр (11) в

двiйковому записi числа x0.

Лема 6.16. Для всiх x ∈ [0; 1] має мiсце оцiнка
ln(2g0−1)
− ln 3 > ΛK(x) >

ln g0
− ln 3.

Для обчислення оцiнки значення ΛK(x0), де x0 ∈ E3 використовувалась

теорема 6.5 де ln = ∆3
α1α2...αPn(0), rn = ∆3

α1α2...αPn(2), де Pn – номер позицiї

n-ої цифри 1 в трiйковому записi числа x0.

З урахуванням нерiвностi ΛK(x) > Λh
hK(x), є очевидними такi твердже-

ння:

Наслiдок 6.1. Якщо ln g0·ln(q0(1−q0))
2 ln 3·ln 2 > 1, то функцiя S

(
K(x)

)
є сингу-

лярною функцiєю необмеженої варiацiї.

Наслiдок 6.2. Якщо ln(2g0−1)·ln(q0(1−q0))
2 ln 3·ln 2 < 1, то функцiя S

(
K(x)

)
є май-

же скрiзь є недиференцiйовною.
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Наслiдок 6.3. Якщо S
(
K(x)

)
– сингулярна функцiя необмеженої ва-

рiацiї, то q0 ∈
(

0; 3−
√

5
6

)⋃(
3+
√

5
6 ; 1

)
.

За допомогою геометричних ймовiрностей можна показати, що при до-

вiльному виборi параметрiв p i q з одиничного iнтервалу з ймовiрнiстю

≈ 43.98% отримаємо сингулярну функцiю (при цьому ≈ 2.49% – це сингу-

лярнi функцiї необмеженої варiацiї), ≈ 28% – майже скрiзь недиференцi-

йовнi, i стiльки ж вiдсоткiв потребують додаткового дослiдження.

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

а)

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

б)

Рис. 6.1. Графiки функцiй необмежених варiацiй: а) сингулярна нiде не

монотонна функцiя S
(
K(x)

)
при q0 = 1

10 , g0 = 53
100 ; б) майже скрiзь недифе-

ренцiйовна функцiя S
(
K(x)

)
при q0 = 3

5 , g0 = 4
5 .

6.7. Висновки до роздiлу

У цьому роздiлi вiдображаються такi результати:

— побудовано аналог логарифмiчної (u, v)-похiдну та вивчено його

властивостi;
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— встановлено зв’язок аналога логарифмiчної (u, v)-похiдної з логари-

фмiчної (u, v)-похiдною та класичною;

— встановлено зв’язок розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича носiя моно-

тонної функцiї f i операторiв Λh
hf та Λh

0f за допомогою леми 6.12 i

теореми 6.6;

— показано суперфрактальнiсть носiїв функцiй якi зберiгають частоти

цифр Qs-зображення числа без збереження хвостiв, побудованих у

пунктi 2.3;

— знайдено достатнi умови сингулярностi та нiде не диференцiйов-

ностi одного класу функцiй, кожна з яких є композицiєю нiде не

диференцiйовної та сингулярної функцiй.

Таким чином дослiдження потрiбно продовжувати далi. Можливо нада-

лi ми зможемо знайти бiльш зручний апарат для вивчення сингулярностi,

нiде не монотонностi функцiй, а також обчислення розмiрностi Хаусдорфа-

Безиковича множин, якi пов’язанi з ними.
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РОЗДIЛ 7

ДОСЛIДЖЕННЯ ЗБIЖНОСТI ДОДАТНИХ РЯДIВ

7.1. Збiжнiсть числових рядiв з додатними членами

Лема 7.1. Нехай дано додатний числовий ряд:
∞∑
n=1

un. (7.1)

Якщо iснує послiдовнiсть строго спадних функцiй gn(x) така, що iснує

lim
n→∞

gn(un) = µ, а також iснує таке ε0 > 0, що

— ряд
∞∑
n=a

fn
(
µ− ε0

)
збiжний, тодi ряд (7.1) збiжний.

— ряд
∞∑
n=a

fn
(
µ+ ε0

)
розбiжний, тодi ряд (7.1) розбiжний.

Де fn(x) – оберненi до gn(x).

Доведення. Добре вiдомо, що збiжнiсть ряду не змiниться, якщо вiдки-

нути скiнченну кiлькiсть перших членiв ряду. Згiдно з означенням границi

та умовою леми, для ε0 > 0 iснує номер n′0 = n0(ε0) такий, що довiльного

натурального n > n′0 виконується нерiвнiсть: |gn(un)− µ| < ε0. Виконаємо

тотожнi перетворення:

−ε0 < gn(un)− µ < ε0 ⇒ µ− ε0 < gn(un) < µ+ ε0.

Якщо ряд
∞∑
n=a

fn
(
µ − ε0

)
є збiжним, то покажемо збiжнiсть ряду (7.1)

використавши нерiвнiсть µ− ε0 < gn(un):

fn

(
gn
(
un
))

< fn(µ− ε0)⇒ un < fn (µ− ε0)⇒
∞∑

n=n0(ε0)

un <
∞∑

n=n0(ε0)

fn (µ− ε0) ,
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Отже, згiдно з ознакою порiвняння, маємо збiжнiсть ряду (7.1).

Якщо ряд
∞∑
n=a

fn
(
µ + ε0

)
є розбiжним, то, для того щоб показати роз-

бiжнiсть ряду (7.1), достатньо використати нерiвнiсть gn(un) < µ + ε0 та

виконати аналогiчнi дiї, як у попередньому випадку.

Лема 7.2. Нехай дано додатний числовий ряд:
∞∑
n=1

un. (7.2)

Якщо iснує послiдовнiсть строго зростаючих функцiй gn(x) така, що

iснує lim
n→∞

gn(un) = µ, а також iснує таке ε0 > 0, що

— ряд
∞∑
n=a

fn
(
µ+ ε0

)
збiжний, тодi ряд (7.2) збiжний.

— ряд
∞∑
n=a

fn
(
µ− ε0

)
розбiжний, тодi ряд (7.2) розбiжний.

Де fn(x) – оберненi до gn(x).

Доведення аналогiчне до доведення леми 7.1.

Лема 7.3. Нехай дано додатний числовий ряд
∞∑
n=a

un, якщо iснує послi-

довнiсть строго монотонних функцiй gn(x) така, що iснує lim
n→∞

gn(un) =

= µ, а також iснує таке ε0 > 0, що ряди
∞∑
n=a

fn
(
µ − ε0

)
i
∞∑
n=a

fn
(
µ + ε0

)
є збiжними, тодi ряд

∞∑
n=a

un буде збiжним, де fn(x) – оберненi функцiї до

gn(x).

Доведення леми 7.3 базується на iдеї доведення леми 7.1.

Приклади вiдомих ознак, якi утворюються на основi лем, якщо замiсть

fn(x) взяти конкретну функцiональну послiдовнiсть:

Розглянемо застосування вище описаного для формування ознак збi-

жностi додатних числових рядiв. Для того, щоб розрiзняти рiзнi функцiо-

нальнi послiдовностi, ми будемо використовувати додатковий верхнiй iн-

декс.

Наприклад, для побудови ознаки збiжностi оберемо f 1
n(x) = nx – послi-

довнiсть функцiй, тодi обернена до неї буде g1
n(x) = lnx

lnn . Використовуючи
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Таблиця 7.1

Приклади генерацiї вiдомих ознак

fn(x) gn(x) Назва ознаки (в граничнiй формi)

xn n
√
x Ознака Кошi

nx lnx
lnn Логарифмiчна ознака(

1− x lnn
n

)n n
lnn (1− n

√
x) Ознака Жаме

iнтегральну ознаку збiжностi легко встановити, що ряд
∑∞

n=1 f
1
n(x) буде

збiжним при x ∈ (−∞;−1) i розбiжним при x ∈ [−1; +∞).

Покажемо, що ознака на основi g1
n(x) є бiльш чутливою, нiж ознака

Кошi в граничному випадку. Припустимо, що lim
n→∞

n
√
un = q 6= 1 i виконаємо

перетворення:

lim
n→∞

g1
n(un) = lim

n→∞

lnun
lnn

= lim
n→∞

n ln
(

n
√
un
)

lnn
= lim

n→∞

n ln q

lnn
= ±∞.

В таблицi 7.2 наведено приклади функцiональних послiдовностей, на

основi яких можна побудувати ознаки збiжностi додатних рядiв, при чо-

му при x ∈ (−∞;−1) всi ряди
∞∑

n=[e↑↑j]+1

f jn(x), j ∈ N є збiжними, а при

x ∈ (−1; +∞) – розбiжними (випливає з iнтегральної ознаки збiжно-

стi додатних числових рядiв), де [e ↑↑ j] це цiла частина вiд e ↑↑ j, а

e ↑↑ 1 = e, e ↑↑ 2 = ee, e ↑↑ 3 = ee
e, . . . , також в таблицi фiгурують

функцiї Lk(x) = ln ln . . . lnx︸ ︷︷ ︸
k

= lnLk−1(x), L0(x) = x i Lj(x) =
j−1∏
k=0

Lk(x) =

= Lj−1(x) · Lj−1(x), L0(x) = 1.

7.1.1. Чутливiсть ознак збiжностi на основi gjn (x). Покажемо,

що чутливiсть ознак на основi функцiй gjn(x) покращується при зростаннi

iндексу j. Нехай lim
n→∞

gjn(un) = µ 6= −1, тодi

lim
n→∞

gj+1
n

(
un
)

= lim
n→∞

ln (unLj(n))

Lj+1(n)
= lim

n→∞

ln (unLj−1(n)Lj−1(n))

Lj+1(n)
=
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Таблиця 7.2

Приклади функцiй для генерацiї ознак збiжностi

j f jn(x) gjn(x)

1 nx lnx
lnn

2 lnx n
n

ln(xn)
ln lnn

3 (ln lnn)
x

n lnn
ln(xn lnn)
ln ln lnn

. . . . . . . . .

k (Lk−1(n))
x

Lk−1(n)
ln(τLk−1(n))
Lk(n)

lim
n→∞

Lj(n) ·
(

ln(unLj−1(n))
Lj(n) + 1

)
Lj+1(n)

= lim
n→∞

Lj(n) · (µ+ 1)

Lj+1(n)
= ±∞,

Оскiльки зi зростанням iндексу j кожна наступна ознака збiжностi на

основi gjn(x) є бiльш чутливою, то при дослiдженнi додатного ряду на збi-

жнiсть ми можемо починати з ознаки на основi g1
n(x), а далi, за необхiдно-

стi, збiльшувати iндекс функцiональної послiдовностi, на основi якої можна

побудувати ознаки збiжностi рядiв.

7.2. Додатковi твердження для встановлення збiжностi

додатних рядiв

Теорема 7.1. Нехай дано додатний числовий ряд
∞∑
n=1

un, iснує фун-

кцiональний ряд
∞∑
n=a

fn(x), де fn(x) – строго зростаюча функцiя, для всiх

n ∈ N, D є областю збiжностi.

Нехай (nk) i (hk) – двi послiдовностi натуральних чисел, причому

об’єднання множин {nk|k ∈ N} i {hk|k ∈ N} є множиною натуральних

чисел, а їх перетин є пустою множиною, при цьому послiдовностi (nk) i

(hk) задовольняють умови:

1. Якщо supD ∈ D, тодi gnk (unk) ∈ D i ghk (uhk) 6∈ D.

2. Якщо supD 6∈ D, тодi lim
k→∞

gnk (unk) ∈ D 3 lim
k→∞

gnk (unk).
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Де gn(x) – обернена функцiя до fn(x).

Тодi ряди
∞∑
n=1

un i
∞∑
k=1

uhk збiгаються або розбiгаються одночасно.

Доведення. Оскiльки члени додатних числових рядiв ми можемо пере-

ставляти довiльним чином пiд час пiдсумовування, то очевидна рiвнiсть:

∞∑
n=a

un =
∞∑
k=1

unk +
∞∑
k=1

uhk. (7.3)

Для того, щоб показати, що ряди
∞∑
n=a

un i
∞∑
k=1

uhk збiгаються або розбi-

гаються одночасно, достатньо показати збiжнiсть ряду
∞∑
k=1

unk .

Побудуємо додаткову числову послiдовнiсть (vn) таку, щоб vnk = unk i

vhk = 0, тодi справедлива рiвнiсть
∞∑
k=1

unk =
∞∑
n=1

vn.

Розглянемо перший випадок, коли supD ∈ D i gn (unk) ∈ D, всi члени

ряду
∞∑
n=1

vn задовольняють умовi gn (vn) ∈ D, тодi:

∞∑
k=1

unk =
∞∑
n=1

vn =
∞∑
n=1

fn
(
gn (vn)

)
6

∞∑
n=1

fn (supD) . (7.4)

Отже, згiдно ознаки порiвняння ряд
∞∑
k=1

unk – збiжний.

Розглянемо другий випадок, коли supD 6∈ D i lim
k→∞

gnk (unk) = µ1 ∈ D 3
3 µ2 = lim

k→∞
gnk (unk). Тодi iснує таке додатне ε0 > 0, що (µ1 + ε0) ∈ D i

виконується нерiвнiсть:

∞∑
k=1

unk =
∞∑
k=1

fn
(
gnk (unk)

)
6

∞∑
n=1

fn (µ1 + ε0) . (7.5)

Отже, i в цьому випадку ряд
∞∑
k=1

unk – збiжний.

Зауважимо, що для строго спадних функцiй fn(x) в теоремi 7.1 достат-

ньо supD замiнити на inf D, щоб отримати справедливе твердження.

Для наслiдкiв 7.1 - 7.3: якщо функцiї gn(x) є сторого спадними, тодi

d = inf D1; якщо ж gn(x) є сторого зростаючими, тодi d = supD1, де D1
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i D2 – вiдповiдно областi збiжностi i розбiжностi ряду
∞∑
n=a

fn(x) i fn(x) –

функцiї оберненi до gn(x).

Наслiдок 7.1. Якщо lim
n→∞

gn (un) ∈ D1\{d} 3 lim
n→∞

gn (un), тодi ряд
∞∑
n=a

un – збiжний.

Наслiдок 7.2. Якщо lim
n→∞

gn (un) ∈ D2\{d} 3 lim
n→∞

gn (un), тодi ряд
∞∑
n=a

un – розбiжний.

Наслiдок 7.3. Якщо d ∈ D2 i починаючи з деякого номера n0 викону-

ється умова: gn (un) ∈ D2, тодi ряд
∞∑
n=a

un – розбiжний.

Наслiдок 7.4. Якщо iснує така пiдпослiдовнiсть чисел (ηk), що ряд
∞∑
k=1

uηk – розбiжний, тодi ряд
∞∑
n=a

un також буде розбiжним.

Доведення. Оскiльки ряд
∞∑
k=1

uηk є пiдрядом ряду
∞∑
n=a

un, то справедлива

нерiвнiсть:
∞∑
n=a

un >
∞∑
k=1

uηk , а тому згiдно з ознакою порiвняння ми отри-

муємо, що ряд
∞∑
n=a

un є розбiжним.

7.3. Одночасна збiжнiсть-розбiжнiсть додатних числових

рядiв

Поняття частоти цифри легко розширюється на поняття частоти еле-

мента послiдовностi.

Нехай задано послiдовнiсть (τn), утворимо пiдпослiдовнiсть (τnk) на

основi бiнарної послiдовностi (θn), де (nk) - зростаюча послiдовнiсть, θn = 1,

якщо τn обрано елементом пiдпослiдовностi (τnk) i θn = 0 в iншому випадку;

тодi пiд фразою ”нижня частота пiдпослiдовностi (τnk) послiдовностi (τn)”

будемо розумiти нижню частоту числа 1 в послiдовностi (θn) i позначати

ν (τnk).

Означення 7.1. Якщо iснує границя Aϕn = lim
n→∞

ϕn
n , то її значення
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називається верхньою асимптотою числової послiдовностi (ϕn). Аналогi-

чним чином означається поняття нижньої асимптоти числової послiдов-

ностi, як Aϕn = lim
n→∞

ϕn
n .

Лема 7.4. Нехай функцiя u(x) > 0 є неперервною, строго спадною при

x > 0, u(0) 6= 0, ряд
∞∑
n=0

u(n) – розбiжний. Тодi для довiльної послiдовностi

(ϕn), де R 3 ϕn > 0, i Aϕn <∞, ряд
∞∑
n=0

u(ϕn) розбiгається.

Доведення. Спочатку покажемо, що для довiльного невiд’ємного дiй-

сного числа x ряд
∞∑
n=0

u(xn) розбiгається. Iз того, що функцiя u(x) є строго

спадною i невiд’ємною, тодi розбiжнiсть ряду при x = 0 стає очевидною,

адже u(0) 6= 0.

Нехай, x ∈ N. Покажемо розбiжнiсть ряду
∞∑
n=0

u(xn):

∞ <
∞∑
n=0

u(n) =

(
x−1∑
k=0

u(k)

)
+

(
2x−1∑
k=x

u(k)

)
+

(
3x−1∑
k=2x

u(k)

)
+ · · · 6

6 x
(
u(x · 0) + u(x · 1) + u(x · 2) + . . .

)
= x

∞∑
n=0

u(xn).

Нехай R 3 x > 0, тодi для цiлої частини вiд цього числа x має мiсце не-

рiвнiсть: u([x]n) > u(xn) > u
(
([x]+1)n

)
, а тому, згiдно ознаки порiвняння,

i отримуємо, що ряд
∞∑
n=0

u(xn) – розбiжний.

Легко показати, що функцiя fn(x) = u(xn) – є монотонною, тодi gn(x) =

= v(x)
n – вiдповiдно обернена, де v(x) – обернена до u(x). На основi наслiдку

7.2 маємо: якщо 0 6 lim
n→∞

v(an)
n 6 lim

n→∞
v(an)
n <∞, тодi ряд

∑∞
n=1 an розбiгаєть-

ся. Застосуємо утворену ознаку до ряду
∞∑
k=1

u(ϕn):

∞ > lim
n→∞

v
(
u (ϕn)

)
n

= lim
n→∞

ϕn
n

= Aϕn.

Отже, якщо
∞∑
n=1

u(n) розбiжний, тодi ряд
∞∑
k=1

u(nk) – розбiжний.
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Наслiдок 7.5. Для довiльної строго спадної неперервної функцiї u(x),

при x > 0 i натурального ξ справедлива нерiвнiсть:

ξ
∞∑
n=0

u
(
ξ(n+ 1)− 1

)
6

∞∑
n=0

u(n) 6 ξ
∞∑
n=0

u (ξn) . (7.6)

Теорема 7.2. Нехай дано послiдовнiсть дiйсних чисел (ϕn), така, що

0 < Aϕn 6 Aϕn < ∞, тодi для довiльної строго спадної неперервної

функцiї u(x) при x > 0, ряди
∞∑
k=1

u(k) i
∞∑
k=1

u(ϕk) збiгаються(розбiгаються)

одночасно.

Доведення. Спочатку покажемо одночасну розбiжнiсть рядiв.

Якщо
∞∑
k=1

u(k) – розбiжний, то згiдно з лемою 7.4 i ряд
∞∑
k=1

u(ϕk) – також

розбiжний.

Нехай ряд
∞∑
k=1

u(ϕk) – розбiжний. Враховуючи, що 0 < Aϕn 6 Aϕn <∞
не складно показати, що для довiльного ε > 0 iснує номер n0, що для всiх

натуральних n > n0 виконується нерiвнiсть:

nAϕn − ε 6 ϕn 6 nAϕn + ε.

Для скорочення запису виконаємо замiну: Aϕn = a > 0, а раз так, то iсну-

ють взаємно простi натуральнi числа p, q такi, що p
q 6 a. Далi виконаємо

тотожнi перетворення на основi iдеї доведення першої частини леми 7.4 та

її наслiдку.
∞∑
n=q

u(ϕn) 6
∞∑
n=q

u(an− ε) 6
∞∑
n=q

u
(

[an− ε]
)
6

∞∑
n=q

u
[
n
p

q
− ε
]

=

=

(
2q−1∑
n=q

u
[
n
p

q
− ε
])

+

(
3q−1∑
n=2q

u
[
n
p

q
− ε
])

+ · · · 6

6 q
∞∑
k=1

u
[
pk − ε

]
6 q

∞∑
k=1

u(pk − 1) 6
q

p

∞∑
k=0

u(k),

де [x] – цiла частина вiд числа x, а ϕ[t] = ϕ
(
[t]
)
.

Збiжнiсть доводиться методом вiд супротивного.
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Наслiдок 7.6. Нехай дано строго зростаюча пiдпослiдовнiсть (nk) по-

слiдовностi натуральних чисел, така, що ν (nk) > 0, тодi для довiльної

строго спадної функцiї u(x), при x > 0, ряди
∞∑
k=1

u(k) i
∞∑
k=1

u(nk) збiгаю-

ться(розбiгаються) одночасно.

Для доведення наслiдку 7.6 достатньо вiдмiтити, що для заданої послi-

довностi (nk) справедлива рiвнiсть: Ank =
(
ν (nk)

)−1

.

Використовуючи наслiдок 7.6 можна частково дослiдити на збiжнiсть

ряд
∞∑
n=1

nξ+cosn при ξ ∈ [−2; 0]. Для цього розглянемо нерiвнiсть:

nξ+cosn > n−1 ⇒ cosn > −1− ξ.

Розв’язком нерiвностi cosx > a є [− arccos a+ 2πn; arccos a+ 2πn] дов-

жина якого складає l = 2 arccos a, тодi, якщо l > 1, тобто при a 6 cos 0.5,

хоча б одне цiле число буде мiститися у кожному з вiдрiзкiв розв’язку не-

рiвностi, тодi ми можемо оцiнити нижню частоту nk всiх цiлих розв’язкiв

нерiвностi cosx > a: ν(nk) > (2π)−1 > 0, а отже ряд
∞∑
k=0

n−1
k буде розбi-

жним. Оскiльки cos 0.5 > a = −1− ξ тодi маємо, що при ξ > −1− cos 0.5

ряд
∞∑
n=1

nξ+cosn є також розбiжним.

7.4. Узагальнений ряд Флiнт Гiлла та мiра iррацiональностi

числа π

В роботi [3] наведено приклад рядiв, збiжнiсть яких не встановлена.

Спробуємо їх дослiдити. Нехай дано узагальнений ряд Флiнт Гiлла (Flint

Hills series):
∞∑
n=1

n−u |sinn|−v , u > 0, v > 0. (7.7)

Узагальнений ряд Флiнт Гiлла пов’язаний iз питанням iснування мiри

iррацiональностi числа π, це число позначають µ(π) i µ(π) > 2. Згiдно з
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означенням мiри iррацiональностi числа α [11] має виконуватись нерiвнiсть:∣∣∣∣pq − α
∣∣∣∣ > q−µ(α)−ε, (7.8)

для будь-якого ε > 0 i всiх достатньо великих цiлих p i q.

Лема 7.5. Справедлива рiвнiсть:

lim
n→∞

−v ln | sinn|
lnn

= lim
k→∞

−v ln | sinPk|
lnPk

, (7.9)

де v > 0, а Pk – це чисельник k-го пiдхiдного дробу до числа π.

Доведення. Оскiльки послiдовнiсть Pk є чисельниками найкращих на-

ближень до числа π, тодi нескладно довести нерiвнiсть | sinn| > | sinPk|,
де Pk−1 < n 6 Pk.

lim
n→∞

−v ln | sinn|
lnn

6 lim
n→∞

−v ln | sinPk|
lnn

6 lim
k→∞

−v ln | sinPk|
lnPk

.

З iншого боку верхня границя завжди не менша за верхню границю по

довiльнiй пiдпослiдовностi, тобто

lim
n→∞

−v ln | sinn|
lnn

> lim
k→∞

−v ln | sinPk|
lnPk

.

Отже виконується рiвнiсть (7.9).

Теорема 7.3. Узагальнений ряд Флiнт Гiлла при v > u, а також при

0 < u 6 1 – розбiжний, та збiжний при v < u− 1.

Доведення. Розглянемо послiдовнiсть пiдхiдних дробiв Pk
Qk

до числа π,

та виконаємо ряд перетворень над оцiнкою точностi наближення:∣∣∣∣PkQk
− π

∣∣∣∣ < 1

QkQk+1
⇒ |Pk − πQk| <

1

Qk+1
<

1

Qk
. (7.10)

Враховуючи i те, що |sinPk| = |sin (Pk − πQk)|, i |sinx| < |x|, отримуємо
нерiвнiсть:

|sinPk| 6
1

Qk+1
, (7.11)



126

перейшовши до границi, спрямувавши k до нескiнченностi ми встановили

iснування пiдпослiдовностi натуральних чисел, синус яких прямує до нуля.

Використаємо наслiдки 7.4 i 7.2, взявши за пiдпослiдовнiсть (Pk) – по-

слiдовнiсть чисельникiв пiдхiдних дробiв до числа π i за основу функцiю

g1
k(x).

lim
k→∞

ln
(
P−uk |sinPk|

−v)
ln k

> lim
k→∞

ln
P−uk
Q−vk

ln k
= lim

k→∞

ln
((

Qk
Pk

)u
·Qv−u

k

)
ln k

=

lim
k→∞

ln
(
π−u ·Qv−u

k

)
ln k

= lim
k→∞

lnQv−u
k

ln k
> 0,

якщо v > u то пiдряд розбiжний, а тому узагальнений ряд Фiнт Гiлла

розбiжний при v > u.

Побудуємо пiдряд, який задовольняє наслiдок 7.3:

ln (n−u| sinn|v)
lnn

> −1⇒ | sinn|−v > nu−1 ⇒ | sinn| 6 n−
u−1
v .

Отже, при 0 < u 6 1 остання нерiвнiсть виконується, а тому в цьому

випадку узагальнений ряд Флiнт Гiлла є розбiжним.

Враховуючи наслiдок з означення мiри iррацiональностi числа, для на-

шої пiдпослiдовностi натуральних чисел отримаємо:∣∣∣∣PkQk
− π

∣∣∣∣ > Q
−µ(π)−ε
k ⇒ |Pk − πQk| > Q

1−µ(π)−ε
k . (7.12)

Використаємо наслiдок 7.1.

lim
n→∞

ln
(
n−u |sinn|−v

)
lnn

= −u+ lim
k→∞

−v ln |sinPk|
lnPk

=

= −u+ lim
k→∞

−v ln |sin (Pk − πQk)|
lnPk

6 −u+ lim
k→∞

−v lnQ
1−µ(π)−ε
k

lnPk
=
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= −u+ (µ(π) + ε− 1) v lim
k→∞

lnQk

lnPk
= −u+ (µ(π) + ε− 1) v < −1.

Виконаємо тотожнi перетворення над останньою нерiвнiстю:

(µ(π) + ε− 1) v < u− 1⇒ u− 1 > (µ(π) + ε− 1) v > (2 + ε− 1)v > v.

Отже, при v < u− 1 узагальнений ряд Флiнт Гiлла є збiжним.

Лема 7.6. Якщо справедливий наслiдок теореми 2 в [3], то мiра iрра-

цiональностi числа π рiвна 2.

Доведення. Нехай виконується умова v < u − 1, тодi ми можемо запи-

сати рiвнiсть v + δ = u − 1, де δ > 0. Згiдно з теоремою 2 в роботi [3], а

також враховуючи необхiдну умову збiжностi рядiв, отримуємо, що

µ (π) 6 1 +
u

v
= 1 +

v + δ + 1

v
= 2 +

δ + 1

v
.

Оскiльки параметри v та δ можна пiдiбрати таким чином, щоб дрiб
δ+1
v був як завгодно малим, то очевидно, що буде справедлива нерiвнiсть

µ(π) 6 2, а оскiльки µ(π) > 2, то µ(π) = 2.

Застосуємо теорему 7.3 для визначення збiжностi ряду a(ξ) =

=
∞∑
n=1

nξ−| sinn| при ξ ∈ [-1;0). Знайдемо умови виконання нерiвностi для

всiх n ∈ N:

nξ−| sinn| > n−u| sinn|−v ⇒ | sinn| 6 n
−u−ξ+| sinn|

v ⇒ u 6 −ξ + | sinn|.

Довiльне u ∈ (0; ξ] задовольняє нерiвнiсть u < −ξ + | sinn|, а тому
∞∑
n=1

n−ζ−| sinn| >
∞∑
n=1

n−u| sinn|−v >∞. Отже, ряд a(ξ) збiжний при ξ < −1 i

розбiжний при ξ > −1.

7.5. Ознаки абсолютної збiжностi невласних iнтегралiв

Нехай функцiя f(x, t) визначена при x ∈ X ⊂ R, t ∈ T ⊂ R та набуває

значень з множини E ⊂ R, тобто f : X× T→ E.
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Означення 7.2. Функцiю f(x, t) називають строго монотонною по дру-

гiй змiннiй t, якщо для довiльного x ∈ X та довiльних T 3 t1 > t2 ∈ T

справедлива нерiвнiсть: (−1)θf(x, t1) > (−1)θf(x, t2), де θ = 0 або θ = 1

в залежностi вiд зростання(спадання) функцiї вiдповiдно i незалежно вiд

значень x, t .

Означення 7.3. Функцiю g(x, τ), τ ∈ E, називають оберненою по дру-

гiй змiннiй до функцiї f(x, t), якщо g : X× E→ T i g
(
x, f(x, t)

)
= t.

Властивостi функцiї оберненої по другiй змiннiй до строго монотонної

f(x, t):

1. g(x, τ) є строго монотонною по τ . Це випливає з того, що при

кожному фiксованому значеннi x0 ми отримуємо, що f(x0, t) є стро-

го монотонною функцiєю, а оскiльки g(x0, τ) – обернена до неї, то

вона також буде монотонною.

2. g(x, τ1) = g(x, τ2)⇔ τ1 = τ2. Є наслiдком строгої монотонностi по τ

функцiї g(x, τ).

3. Справедлива рiвнiсть: f
(
x, g
(
x, τ
))

= τ .

Доведення. Доведемо рiвнiсть вiд супротивного. Нехай рiвнiсть не

виконується, тодi в силу строгої монотонностi по τ ми можемо за-

писати наступне:

g

(
x, f

(
x, g
(
x, τ
)))

6= g
(
x, τ
)
. (7.13)

Згiдно означення оберненої функцiї по другому параметру, маємо,

що

g
(
x, f(x, t)

)
= t⇒ g

(
x, f

(
x, g
(
x, τ
)))

= g
(
x, τ
)
, (7.14)

що суперечить (7.13), отже припущення, що рiвнiсть не виконується

є помилковим.

Щоб знайти обернену функцiю по t до функцiї f(x, t) записуємо рiвнян-

ня τ = f(x, t), над обома частинами рiвностi одночасно виконуємо тотожнi
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перетворення так, щоб у правiй частинi рiвностi було просто t, тодi злiва

утвориться вираз, який задає функцiю g(x, τ).

Надалi ми вважатимемо, що iснує таке дiйсне число x0, що для будь-

якого x > x0 та довiльного t ∈ T виконується нерiвнiсть f(x, t) > 0 i g(x, τ)

– обернена по другiй змiннiй до f(x, t)

7.5.1. Ознаки абсолютної збiжностi невласних iнтегралiв пер-

шого роду. У подальшому ми будемо розглядати невласнi iнтеграли пер-

шого роду вiд невiд’ємних функцiй. Розглянемо невласний iнтеграл:

I =

∞∫
a∈R

u(x)dx, u(x) > 0. (7.15)

Як з’ясувалось, iдея використання строго монотонних та обернених по

другiй змiннiй функцiй може бути застосована i до випадку встановлення

збiжностi невласного iнтеграла I.

Лема 7.7. Нехай невласний iнтеграл

S(t) =

∞∫
a∈R

f(x, t) (7.16)

є абсолютно збiжним (розбiжним) при t ∈ D ⊂ T. Дано невласний iнте-

грал I такий, що lim
x→∞

g
(
x, |u(x)|

)
= µ ∈ D. Якщо iснує таке ε0 > 0, що

(µ− ε0) i (µ+ ε0) ∈ D, тодi iнтеграл I буде збiжним (розбiжним).

Теорема 7.4. Нехай iнтеграл S(t) збiжний при t ∈ D1 i розбiгається

при t ∈ D2. Позначимо µ1 = lim
x→∞

g
(
x, u(x)

)
i µ2 = lim

x→∞
g
(
x, u(x)

)
.

Тодi якщо вiдрiзок [µ1;µ2] = D3 ⊂ D1, то iнтеграл I – збiгається.

Якщо D3∩D2 6= ∅ та iснує така неспадна послiдовнiсть дiйсних чисел

(xj), що виконується нерiвнiсть

x2j+1∫
x2j

(
u(x)− f(x, αj)

)
dx > 0, αj ∈ D3 ∩D2
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i ряд
∞∑
j=j0

x2j+1∫
x2j

f(x, αj)dx,

є розбiжним, то iнтеграл I – розбiгається.

7.6. Висновки до роздiлу

Не зважаючи на те, що сьомий роздiл мiстить результати, якi є адапта-

цiєю iдеї використання прямого та оберненого вiдображення – вдалось

отримати новi ознаки збiжностi додатних рядiв та ще одну умову одно-

часної збiжностi/розбiжностi додатних рядiв. Знайдено достатнi умови збi-

жностi/розбiжностi узагальненого ряду Флiнг Гiлла (Flint Hills), який тiсно

пов’язаний з мiррою iррацiональностi числа π. Як наслiдок, було встанов-

лено, що мiра iррацiональностi числа π рiвна двом.

Аналогiчнi ознаки вдалось утворити для встановлення абсолютної збi-

жностi невласних iнтегралiв першого типу.
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ЗАГАЛЬНI ВИСНОВКИ

Дослiдження функцiй за складною локальною будовою є доволi скла-

дною задачею, яка часто потребує використання способiв, що спецiально

утворенi для конкретного випадку. Сингулярнi нiде не монотоннi функцiї

є рiдкiстю в наукових публiкацiях, як було зазначено ранiше, нам вдалось

знайти лише декiлька публiкацiй, де про них згадувалось. Основнi резуль-

тати дисертацiйного дослiдження:

— знайдено еквiвалентне означення частоти цифр Qs-зображення чи-

сла;

— знайдено нормальну властивiсть Q̃-зображення числа у термiнах

частот;

— конструктивно описано злiченну некомутативну групу неперервних

перетворень вiдрiзка [0; 1] якi зберiгають хвости Qs-зображення чи-

сел;

— побудовано континуальний клас неперервних сингулярних функцiй,

якi зберiгають частоти цифр Qs-зображення числа без збереження

хвостiв;

— запропоновано конструкцiю (u, v)-похiдну, що є узагальненням кла-

сичної i цилiндричної похiдних;

— вивчено властивостi (u, v)-похiдної i зв’язки її зi класичною й ци-

лiндричною похiдними;

— знайдено узагальнення правила Лопiталя для розкриття невизначе-

ностей у теорiї границь;

— запропоновано конструкцiю аналога (u, v)-похiдної, вивчено його

властивостi;

— знайдено достатнi умови нiде не монотонностi й сингулярностi кла-
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су функцiй, що є узагальненням неперервних нiде не монотонних

функцiй Працьовитого;

— показано нiде не диференцiйовнiсть аналогу Трибiн-функцiї, озна-

ченої в термiнах ланцюгових A2-дробiв i негатрiйкового зображен-

ня;

— запропоновано конструкцiю логарифмiчної (u, v)-похiдної й вивчено

її властивостi;

— встановлено зв’язок логарифмiчної (u, v)-похiдної зi класичною;

— побудовано L-дотичнi для формування розкладiв деяких функцiй у

степеневi ряди з дiйсними показниками;

— описано два алгоритми для розкладу розв’язкiв звичайного дифе-

ренцiального рiвняння в ланцюговий дрiб;

— побудовано аналог логарифмiчної (u, v)-похiдної й вивчено його вла-

стивостi;

— встановлено зв’язки аналога логарифмiчної (u, v)-похiдної з логари-

фмiчною (u, v)-похiдною i класичною похiдною;

— встановлено зв’язок розмiрностi Гаусдорфа-Безиковича носiя моно-

тонної функцiї f i операторiв Λh
hf i Λh

0f ;

— доведено суперфрактальнiсть носiїв функцiй, якi зберiгають часто-

ти цифр Qs-зображення числа без збереження хвостiв;

— знайдено достатнi умови сингулярностi й нiде не диференцiйовностi

композицiї нiде не диференцiйовної та сингулярної функцiй;

— знайдено новi ознаки збiжностi/розбiжностi додатних рядiв та аб-

солютної збiжностi невласних iнтегралiв;

— знайдено достатнi умови збiжностi/розбiжностi узагальненого ряду

Флiнт Гiлла (Flint Hills), а також показано, що мiра iррацiонально-

стi числа π дорiвнює 2.

Враховуючи отриманi результати, ми плануємо в майбутньому продов-

жувати дослiдження у отриманих напрямках.
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& Mathematics with Applications. –– 2010. –– mar. –– Vol. 59, no. 5. –– P. 1754–

1758.

5. Chatterji S. D. Certain induced measures on the unit interval // Journal

of the London Mathematical Society. –– 1963. –– Vol. s1-38, no. 1. –– P. 325–331.

6. Chen W. Time–space fabric underlying anomalous diffusion // Chaos,

Solitons & Fractals. –– 2006. –– may. –– Vol. 28, no. 4. –– P. 923–929.

7. Denjoy A. Sur une fonction de minkowski // C. R. Acad. Sci. –– 1932. ––

Vol. 194. –– P. 44–46.

8. Dmytrenko S. O., Kyurchev D. V., Prats’ovytyi M. V. A 2-continued frac-

tion representation of real numbers and its geometry // Ukrainian Mathe-

matical Journal. –– 2009. –– apr. –– Vol. 61, no. 4. –– P. 541–555.

9. Elementary functions, wolfram. –– Access mode:

https://functions.wolfram.com/ElementaryFunctions/.



134

10. Falconer K. Fractal Geometry. –– John Wiley and Sons Ltd, 2014. ––

398 p. –– ISBN: 111994239X.

11. Fischler S., Rivoal T. Irrationality exponent and rational approximations

with prescribed growth // Proceedings of the American Mathematical Society. ––

2010. –– march. –– Vol. 138, no. 3. –– P. 799–808.

12. Fischler S., Rivoal T. Irrationality exponent and rational approximations

with prescribed growth // Proceedings of the American Mathematical

Society. –– 2010. –– 03. –– Vol. 138. –– P. 799–808.

13. Garg K. M. On singular functions // Rev. Roumaine Math. Pures

Appl. –– 1969. –– Vol. 14. –– P. 1441–1454.

14. Garg K. M. Construction of absolutely continuous and singular func-

tions that are nowhere of monotonic type // Contemp. Math. Amer.

Math.Soc., Providence, R.I. –– 1985. –– Vol. 42. –– P. 61–67.

15. Hardy G. H. Weierstrass’s non-differentiable function // Transactions of the

American Mathematical Society. –– 1916. –– Jul. –– Vol. 17, no. 3. –– P. 301–325.

16. He J.-H. Fractal calculus and its geometrical explanation // Results in

Physics. –– 2018. –– sep. –– Vol. 10. –– P. 272–276.

17. Jarnicki M., Pflug P. Continuous Nowhere Differentiable Functions. The Monsters

of Analysis. Springer Monographs in Mathematics. –– 1 edition. –– Springer

International Publishing, 2015. –– P. XII, 299. –– ISBN: 978-3-319-12669-2.

18. Jessen–wintner type random variables and fractal properties of their

distributions / S. Albeverio, Ya. Gontcharenko, Pratsiovytyi M,

G. Torbin // Mathematische Nachrichten. –– 2006. –– nov. –– Vol. 279,

no. 15. –– P. 1619–1633.

19. Kessebohmer M., Stratmann B. O. Fractal analysis for sets of non-

differentiability of minkowski's question mark function // Journal of Number

Theory. –– 2008. –– sep. –– Vol. 128, no. 9. –– P. 2663–2686.

20. Kinney J. R. Note on a singular function of minkowski // Proceedings of

the American Mathematical Society. –– 1960. –– may. –– Vol. 11, no. 5. –– P. 788–



135

788.

21. Knopp K. Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen. –– Berlin,

Heidelberg : Springer Berlin Heidelberg, 1996. –– ISBN: 9783642614064.

22. Marsaglia G. Random variables with independent binary digits // Ann.

Math. Statist. –– 1971. –– 12. –– Vol. 42, no. 6. –– P. 1922–1929. –– Access

mode: https://doi.org/10.1214/aoms/1177693058.

23. Minkowski H. Gesammelte abhandlungen. –– 1911. –– Vol. 2. –– P. 50–51.

24. A new definition of fractional derivative / R. Khalil, M. Al Horani,

A. Yousef, M. Sababheh // Journal of Computational and Applied Mathemat-

ics. –– 2014. –– jul. –– Vol. 264. –– P. 65–70.

25. Okamoto H., Wunsch M. A geometric construction of continuous, strictly

increasing singular functions // Proceedings of the Japan Academy, Series A,

Mathematical Sciences. –– 2007. –– jul. –– Vol. 83, no. 7. –– P. 114–118.

26. Osaulenko R. Normal properties of q-representation of real numbers from

[0; 1] // Sixth International Conference on Analytic Number Theory and

Spatial Tessellations: Abstracts. — 2018. — С. 17.

27. Osaulenko R. Y. An analogue of the logarithmic (u, v)-derivative

and its application // Methods of Functional Analysis and Topol-

ogy. –– 2020. –– Vol. 26, no. 2. –– P. 179–188. –– Access mode:

http://mfat.imath.kiev.ua/article/?id=1349.

28. Pahirya M. M. Continued-fractions representations of the func-

tions shz, chz, sinz, cosz // Ukrains’kyi Matematychnyi Zhurnal. ––

2018. –– May. –– Vol. 70, no. 5. –– P. 682–698. –– Access mode:

http://umj.imath.kiev.ua/index.php/umj/article/view/1587.

29. Random variables determined by polybasic Q-representation digits dis-

tributions and their fractal properties / Institute of Mathematics of NAS

of Ukraine. –– Kyiv, 1998.

30. Pratsiovytyi M., Isaieva T. Transformations of (0, 1] preserving tails of

δµ-representation of number // Algebra and Discrete Mathematics. ––



136

2016. –– Vol. 22, no. 1. –– P. 102–115.

31. Pratsiovytyi M., Vasylenko N. Fractal properties of functions defined in

terms of q-representation // International Journal of Mathematical Analysis. ––

2013. –– Vol. 7, no. 64. –– P. 3155–3167.

32. Pratsovytyi M., Makarchuk O., Skrypnyc S. Rational and algebraic q2-

representations of real numbers // Siauliai Math. Sem. –– 2015. –– Vol. 10,

no. 18. –– P. 119–211.

33. Prats’ovytyi M. V., Kalashnikov A. V. Self-affine singular and nowhere

monotone functions related to the q-representation of real numbers //

Ukrainian Mathematical Journal. –– 2013. –– Vol. 65, no. 3. –– P. 448–462.

34. Prodanov D. Fractional velocity as a tool for the study of non-linear

problems // Fractal and Fractional. –– 2018. –– 01. –– Vol. 2. –– P. 23.

35. Salem R. On some singular monotonic functions which are strictly in-

creasing // Transactions of the American Mathematical Society. –– 1943. –– mar. ––

Vol. 53, no. 3. –– P. 427–427.

36. Shukla U. K. On points of non-symmetrical dierentiability of continuous

function iii // Ganita. –– 1957. –– Vol. 8. –– P. 81–107.
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1. Всеукраїнська науково-методична конференцiя «Сучаснi науково-

методичнi проблеми математики у вищiй школi» (Київ, 2016);

2. П’ята Всеукраїнська конференцiя молодих вчених з математики та

фiзики (Київ, 2017);

3. Мiжнародна наукова конференцiя «Асимптотичнi методи в теорiї

диференцiальних рiвнянь», присвячена 85-рiччю вiдомого україн-

ського математика, педагога та органiзатора освiти Шкiля Миколи

Iвановича (Київ, 2017);

4. Мiжнародна конференцiя молодих математикiв, присвячена 100-

рiччю з дня народження академiка НАН України Ю.О. Митрополь-

ського (1917-2008) (Київ, 2017);

5. Сьома Всеукраїнська конференцiя молодих вчених з математики та

фiзики (Київ, 2018);

6. The Sixth International Conference on Analytic Number Theory and

Spatial Tessellations, September 24-28 (Kyiv, 2018);

7. Восьма Всеукраїнська наукова конференцiя молодих вчених з ма-

тематики та фiзики «Актуальнi проблеми сучасної математики та

фiзики» (Київ, 2019);

8. Семiнар з фрактального аналiзу, Iнститут математики НАН Украї-

ни та Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М. П. Драгома-

нова (керiвник: д-р фiз.-мат. наук, проф. М. В. Працьовитий);

9. Львiвський мiжвузiвський семiнар з теорiї аналiтичних функцiй

(керiвники: д-р фiз.-мат. наук, проф. А. А. Кондратюк, д-р фiз.-

мат. наук, проф. О. Б. Скаскiв).

10. Семiнар кафедри диференцiальних рiвнянь Нацiональний технi-
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чний унiверситет України "Київський полiтехнiчний iнститут iменi

Iгоря Сiкорського"(керiвник: д-р фiз.-мат. наук, проф. М. Є. Дуд-

кiн).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiйного дослiдження опублi-

ковано в шести статтях [27, 45, 49, 50, 53, 54] у наукових виданнях, якi

входять до перелiку фахових видань МОН України, серед них одна ста-

ття [27], яка iндексується мiжнародною наукометричною базою ”Scopus”.

Короткi вiдомостi по результатам дослiдження наведено у матерiалах кон-

ференцiй [26, 44, 46, 47, 48, 51, 52].


