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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Робота виконана в галузi конструктивної теорiї локально скла-
дних неперервних функцiй зi фрактальними властивостями. Вона
присвячена сингулярним (монотонним i нiде не монотонним) фун-
кцiям i засобам їх вивчення.

Актуальнiсть теми. Традицiйно сингулярною називають фун-
кцiю обмеженої варiацiї, яка має похiдну, рiвну нулю майже скрiзь
у розумiннi мiри Лебега. Клас таких функцiй широкий, але вивченi
вони мало. Причини цього рiзнi. Вiд поширеного хибного стереотипу,
що важко вказати реальнi процеси, якi вони описують, до вiдсутностi
ефективних засобiв їхнього опису i дослiдження.

Разом з цим мляве вивчення сингулярних функцiй тривало май-
же столiття i значне зрушення iнтересу до них спостерiгається впро-
довж принаймнi 30 останнiх рокiв. Це вiдбувається зокрема завдяки
Київськiй групi дослiдникiв сингулярних розподiлiв ймовiрностей i
функцiй зi фрактальними властивостями. Представники цiєї групи:
Барановський О.М., Вiннiшин В. Ф., Гончаренко Я. В., Iсаєва Т.М.,
Лисенко I.М.,Макарчук О. П., Нiкiфоров Р. О., Працьовитий М. В.,
Свинчук О. В., Торбiн Г. М., Чуйков А. С. та iншi.

Завдяки iнтенсивному розвитку теорiї фракталiв (фрактальної
геометрiї та фрактального аналiзу) суттєво зрiс iнтерес до неперерв-
них нiде не монотонних функцiй. Iстотно збагатився арсенал засо-
бiв їх задання i дослiдження, зокрема завдяки появi нових систем
кодування (зображення) дiйсних чисел (Гончаренко Я. В., Дмитрен-
ко С. О., Кюрчев Д. М., Лисенко I. М., Маслова Ю. П., Працьо-
витий М. В., Торбiн Г. М., Фещенко О. Ю.). Кожна неперервнва
недиференцiйовна функцiя є нiде не монотонною, але клас останнiх
суттєво ширший. Серед них iснують функцiї обмеженої i необмеже-
ної варiацiї, а функцiї обмеженої варiацiї є диференцiйовними майже
скрiзь. Як виявилось (Агаджанов А.М., Ґарг К., Працьовитий М. В.,
ШуклаЮ.), iснують нiде не монотоннi сингулярнi функцiї, якi сього-
днi є ще достатньо загадковим об’єктом теорiї функцiй. Цiкаво оха-
рактеризувати масивнiсть цього класу у просторi C[0;1], достатньо
повно аргументувати iнтерес до таких об’єктiв i розробити засоби їх
ефективного вивчення. В значнiй мiрi дана робота пiдпорядкована
цим завданням, головним з яких є останнє.
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Зв’язок роботи з науковими програмами, планами,
темами. Дослiдження проводились у рамках таких науково-
дослiдницьких тем Iнституту математики Нацiональної академiї
наук України i Нацiонального педагогiчного унiверситету iме-
нi М.П. Драгоманова:

— фрактальний аналiз неперервних функцiй та мiр (№ держав-
ної реєстрацiї 0111U000053);

— фрактальний аналiз математичних об’єктiв зi складною ло-
кальною будовою функцiй та мiр (№ державної реєстрацiї
0107U000583);

— фрактальна геометрiя числових рядiв i фрактальний аналiз
стохастичних об’єктiв, з ними пов’язаних (№ державної реє-
страцiї 0118U002059);

— cтатистика сингулярних розподiлiв ймовiрностей i фракталь-
нi неперервнi функцiї випадкових величин (№ державної ре-
єстрацiї (№ державної реєстрацiї 0118U002059);

Об’єктом дослiдження є сингулярнi й неперервнi нiде не моно-
тоннi функцiї, засоби й iнструментарiй їхнього опису i дослiдження.

Предметом дослiдження є оператори диференцiювання, їхнi
узагальнення й аналоги, властивостi i застосування на модельних
класах сингулярних i нiде не монотонних неперервних функцiй.

Мета дослiдження. Розробити систему засобiв для вивчення
диференцiальних iфрактальних властивостей неперервних локально
складних функцiй (сингулярних, нiде не монотонних, недиференцi-
йовних), яка би стала суттєвим розширенням класичних засобiв i
ефективним знаряддям для встановлення факту належностi об’єкта
до вiдповiдної категорiї. Апробувати створену систему на класах мо-
дельних функцiй (класичних i нових).

Основними завданнями дисертацiйного дослiдження є:
1. Побудувати основи теорiї цилiндричних похiдних для Q∗- i

Q̃-зображення дiйсних чисел. Окреслити нiшу застосовностi
цилiндричної похiдної. Навести приклади її ефективностi;

2. Знайти еквiвалентi означення частоти цифри в зображеннi
числа i довести новi критерiї iснування частоти;

3. Створити теорiю (u, v)-похiдної як узагальнення класичної й
цилiндричної похiдної. Навести приклади ефективного вико-
ристання. Розглянути аналоги (u, v)-похiдної;
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4. Створити теорiю логарифмiчної (u, v)-похiдної i вказати на її
застосування для вивчення фрактальних властивостей фун-
кцiй;

5. Знайти застосування запропонованих конструкцiй у теорiях
додатних рядiв i невласних iнтегралiв, а також у фракталь-
ному аналiзi рiзних математичних об’єктiв;

6. Описати групу неперервних перетворень вiдрiзка, якi зберiга-
ють хвости Q-зображення чисел, установити їхню масивнiсть.

Методи дослiдження. У роботi були використанi методи ме-
тричної теорiї чисел, математичного аналiзу, теорiї функцiй дiйсної
змiнної, теорiї фракталiв (фрактальної геометрiї i фрактального ана-
лiзу).

Наукова новизна отриманих результатiв.
— Запропоновано конструкцiю (u, v)-похiдної, яка є узагальне-
нням класичної й цилiндричної похiдної, знайдено аналоги
(u, v)-похiдної i вивчено їх властивостi.

— Наведено приклади неперервних нiде не монотонних сингу-
лярних функцiй необмеженої варiацiї, залежних вiд параме-
трiв, якi набувають континуальну множину значень.

— Дослiджено диференцiальнi властивостi композицiї сингуляр-
ної функцiї Салема й нiде не диференцiйовної.

— Побудовано два алгоритми, якi дозволять розкладати
розв’язки диференцiальних рiвнянь в ланцюговi дроби.

— Дослiджено розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича носiїв фун-
кцiй з континуального класу неперервних функцiй, якi збе-
рiгають частоти цифр Qs-зображення числа без збереження
хвостiв.

— Запропоновано конструкцiї логарифмiчної (u, v)-похiдної i її
аналогу, проiлюстровано їх продуктивнiсть i вивчено власти-
востi.

— Встановлено достатнi умови збiжностi/розбiжностi узагаль-
неного ряда Флiнт Гiлла (Flint Hills).

— Доведено кiлька нових ознак збiжностi додатних числових
рядiв i абсолютної збiжностi невласних iнтегралiв.
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Практичне значення отриманих результатiв. Робота має
теоретичний характер, але отриманi результати можуть бути вико-
ристаними при дослiдженнi об’єктiв неперервної математики зi ло-
кально складною структурою (множин, функцiй, мiр, динамiчних
систем). Сподiваємось, що запропонованi конструкцiї рiзних опе-
раторiв диференцiювання допоможуть в значнiй частинi випадкiв
спростити задачу вивчення диференцiальних властивостей функцiй
i спектральних властивостей ймовiрнiсних мiр, полегшать задачу
встановлення їх лебегiвської структури. Окремi твердження будуть
корисними у задачах вiдшукання наближених розв’язкiв звичайних
диференцiальних рiвнянь i встановлення факту збiжностi додатних
рядiв та iнтегралiв.

Особистий внесок здобувача. Науковi результати, якi вино-
сяться на захист, отримано автором самостiйно. Всi опублiкованi ро-
боти за темою дисертацiї не мають спiвавторiв. Визначення напрям-
ку дослiджень, постановка задач та загальне керiвництво роботою
належать науковому керiвнику доктору фiзико-математичних наук,
професоровi Працьовитому М. В..

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiй-
ного дослiдження доповiдались на конференцiях рiзних рiвнiв i на-
укових семiнарах:

1. Всеукраїнська науково-методична конференцiя «Сучаснi на-
уково-методичнi проблеми математики у вищiй школi» (Київ,
2016);

2. П’ята Всеукраїнська конференцiя молодих вчених з матема-
тики та фiзики (Київ, 2017);

3. Мiжнародна наукова конференцiя «Асимптотичнi методи в
теорiї диференцiальних рiвнянь», присвячена 85-рiччю вiдо-
мого українського математика, педагога та органiзатора освi-
ти Шкiля Миколи Iвановича (Київ, 2017);

4. Мiжнародна конференцiя молодих математикiв, присвячена
100-рiччю з дня народження академiка НАН України Ю.О.
Митропольського (1917-2008) (Київ, 2017);

5. Сьома Всеукраїнська конференцiя молодих вчених з матема-
тики та фiзики (Київ, 2018);
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6. The Sixth International Conference on Analytic Number Theory
and Spatial Tessellations, September 24-28 (Kyiv, 2018);

7. Восьма Всеукраїнська наукова конференцiя молодих вчених
з математики та фiзики «Актуальнi проблеми сучасної мате-
матики та фiзики» (Київ, 2019);

8. Семiнар з фрактального аналiзу, Iнститут математики НАН
України та Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi
М. П. Драгоманова (керiвник: д-р фiз.-мат. наук, проф.
М. В. Працьовитий);

9. Львiвський мiжвузiвський семiнар з теорiї аналiтичних фун-
кцiй (керiвники: д-р фiз.-мат. наук, проф. А. А. Кондратюк,
д-р фiз.-мат. наук, проф. О. Б. Скаскiв).

10. Семiнар кафедри диференцiальних рiвнянь Нацiональний те-
хнiчний унiверситет України "Київський полiтехнiчний iн-
ститут iменi Iгоря Сiкорського"(керiвник: д-р фiз.-мат. наук,
проф. М. Є. Дудкiн).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiйного дослiдження
опублiковано в 6 статтях [1, 2, 3, 4, 5, 6] у наукових виданнях,
якi входять до перелiку фахових видань МОН України, серед них
одна стаття [1] надрукована у виданнi, що включено до мiжна-
родної наукометричної бази ”Scopus”. Короткi вiдомостi щодо ре-
зультатiв дослiдження наведено у матерiалах конференцiй рiзних
рiвнiв[7, 8, 9, 10, 11, 12, 13].

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається з
анотацiї, списку скорочень та позначень, вступу, семи роздiлiв, роз-
битих на пiдроздiли, висновкiв до кожного роздiлу та й загальних
висновкiв, списку використаних джерел (74 найменувань), додатка
(список публiкацiй автора, 13 найменувань). Загальний обсяг роботи
– 144 сторiнок.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У роздiлi 1 ”Огляд лiтератури та концептуальнi засади
дослiдження” наведено огляд лiтератури на теми, якi мають без-
посереднiй зв’язок iз темою дослiдження, а також основнi поняття i
твердження. Оскiльки частина функцiй, розглянутих у дисертацiй-
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ному дослiдженнi, можна зручно представити за допомогою рiзних
систем зображення чисел, то нагадаємо означення основних понять
i формулювання базових тверджень.

Q̃–зображення дiйсного числа з [0; 1] є узагальненням вiдомих
систем зображення дiйсних чисел: класичне s-кове зображення, Qs−,
Q∗

s–, Q∞–зображення.
Нехай маємо послiдовнiсть алфавiтiв Ak = {0, 1, . . . ,mk}, mk ∈

∈ N
�{∞}, k ∈ N, L = Am1

×Am2
×· · ·×Amk

× . . . – простiр послiдов-
ностей елементiв алфавiтiв; Q̃ = ||qi,j || – ”матриця” з нескiнченною
кiлькiстю стовпцiв (k-ий стовпець мiстить mk елементiв), i ∈ Aj ,
mj ∈ N∞ = N

�{+∞}, j ∈ N, така, що задовольняє умови
1. 0 < qi,j < 1 для всiх i ∈ Aj , j ∈ N;

2.
mj�
c=0

qc,j = 1 для всiх j ∈ N;

3.
∞�
j=1

sup
i∈Aj

{qi,j} = 0.

Вiдомо, що для будь-якого числа x ∈ [0; 1] iснує послiдовнiсть
(αn) ∈ L, така, що

x = βα11 +

∞�

n=2


βαnn

n−1�

j=1

qαjj


 = ΔQ̃

α1α2...αn..., (1)

де β0,n = 0, βc,n =
�n−1

i=0 qi,n, c ∈ An.

Подання числа x у виглядi ряду (1) називається Q̃-
представленням числа x, а скорочений запис ΔQ̃α1α2α3 . . . –
його Q̃-зображенням. При цьому αk = αk(x) називається k-им
Q̃-символом або Q̃-цифрою числа x.

Цилiндром рангу m з основою c1c2 . . . cm, ci ∈ As, назива-
ється множина ΔQ̃c1c2 . . . cm, що складається з усiх чисел x ∈
[0; 1], що мають Q̃-зображення, у яких першi m Q̃-символiв
спiвпадають з c1, c2, . . . , cm вiдповiдно, тобто ΔQ̃c1c2 . . . cm =
=

�
x : αj(x) = ci, i = 1,m

�
.

Для Q̃-зображення числа виконується рiвнiсть (основна метричне
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вiдношення): ���ΔQ̃
c1c2...cnm

���
���ΔQ̃

c1c2...cn

���
= qm,n+1. (2)

Якщо послiдовность алфавiтiв (An) є сталою, тобто mk = s−1 =
= const, то Q̃-зображення називається Q∗

s-зображенням числа. Якщо
крiм цього qik = qi, i ∈ {0, 1, . . . , s− 1}, то зображення називається
Qs-зображенням.

Розглянемо ще одне зображення чисел, визначене нескiнченною
трирядковою матрицею

G∗
3 =



g01 g02 . . .g0n . . .

g11 g12 . . .g1n . . .

g21 g22 . . .g2n . . .


 , (3)

де g0n > 0 g2n > 0, g1n � 0, |gin| < 1, g0n + g1n + g2n = 1 i
∞�
j=1

max
i=0,1,2

|gij | = 0.

Довiльне число x ∈ [0; 1] можна представити у виглядi:

x = δα11 +

∞�

n=2


δαnn

n−1�

j=1

qαjj


 = Δ

G∗
3

α1α2...αn...,

де αi ∈ A3, δ0n = 0, δ1n = g0n, δ2n = g0n + g1n.
Для G∗

3-зображення числа виконується рiвнiсть (основна метри-
чна тотожнiсть): ���ΔG∗

3
c1c2...cnm

���
���ΔG∗

3
c1c2...cn

���
= |gm,n+1| . (4)

У випадку, коли gi1 = gi2 = . . . = gin = . . . = gi, замiсть G∗
3

використовуватимемо позначення G3.
Другий роздiл ”Частоти цифр зображення числа та фун-

кцiї пов’язанi з ними” присвячено поняттю частоти цифри Q̃-
зображення числа. У цьому роздiлi встановлюється нормальна вла-
стивiсть Q̃-зображення чисел (властивiсть, що виконується для май-
же всiх у розумiннi мiри Лебега чисел вiдрiзка [0; 1]); доведено, що
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множина всiх неперервних перетворень вiдрiзка [0; 1], якi зберiга-
ють хвости Qs-зображення чисел вiдносно операцiї ”суперпозицiя”
перетворень, утворює злiченну неабелеву групу; побудовано конти-
нуальний клас неперервних функцiй, якi зберiгають частоти цифр
Qs-зображення числа без збереження хвостiв.

Означення 2.1. Нехай Nc(x, n) – це кiлькiсть цифр c ∈ A серед
перших n цифр Q̃-зображення числа x = ΔQ̃

α1α2...αn.... Якщо iснує
границя νQ̃

c (x) = lim
n→∞

n−1Nc(x, n), то вона називається частотою

цифри c у Q̃-зображеннi числа x.
У разi, коли Q̃-зображення числа x мiстить нескiнченну кiлькiсть

цифр c, використовуватимемо лiчильники: Pk – порядковий номер k-
ої цифри c, тобто Pk = n, якщо αn = c i Nc(x, n− 1) = k − 1.

Теорема 2.1. Якщо зображення числа x мiстить нескiнченну
кiлькiсть цифр c, то справедлива рiвнiсть:

νc(x) = lim
n→∞

n−1N Q̃
c (x, n) = lim

k→∞
k

Pk
,

де k – порядковий номер цифри c.
Нехай c ∈ A i

χc,j = χc,j(x) =

�
1 при αj = c;

0 при αj �= c;
(5)

pc,j =

�
qc,j при c � mj ;

0 при c > mj .
(6)

Теорема 2.2. Нехай c – довiльний елемент загального алфа-
вiту. Для майже всiх (у розумiннi мiри Лебега) чисел x ∈ [0; 1]

iстинна рiвнiсть lim
n→∞

n−1
n�

j=1

�
χc,j − pc,j

�
= 0.

Наслiдок 2.1. Для майже всiх чисел x ∈ [0; 1] (у розумiн-
нi мiри Лебега) виконуються рiвностi lim

n→∞
n−1Nc(x, n) ≡ νc(x) =

= lim
n→∞

1
n

n�
j=1

pc,j, lim
n→∞

n−1Nc(x, n) ≡ νc(x) = lim
n→∞

1
n

n�
j=1

pc,j.

В роздiлi 3 ”(u, v)-похiдна та її застосування” введено поня-
ття (u, v)-похiдної, яка є узагальненням класичної та цилiндричної
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похiдної, її властивостi та зв’язок з класичною похiдної. Розглянуто
застосування (u, v)-похiдної для:

— розкриття невизначеностей в границях, доведено узагальне-
ння правила Лопiталя;

— вивчення диференцiальних властивостей строго монотонних
функцiй (на прикладi функцiї Мiнковського, а також вста-
новлення факту сингулярностi неперервних функцiй, якi збе-
рiгають частоти Qs-зображення числа без збереження хво-
стiв);

— дослiдження диференцiальних властивостей модельного кла-
су нiде не монотонних функцiй, якi є границями рекурентних
функцiональних послiдовностей.

Позначмо через P множину пар (u; v) всiх нескiнченно малих у
нулi функцiй, таких, що для кожної пари iснує таке число δ > 0, що
для ∀h ∈ O∗

δ справедлива нерiвнiсть u(h) �= −v(h).
Означення 3.1. Якщо для заданих пар функцiй (u; v) ∈ P й

заданої в деякому околi x0 функцiї f(x) iснує границя (скiнченна чи
нескiнченна)

lim
h→0

Δ
u(h)
v(h)f(x0)

Δ
u(h)
v(h)x

= lim
h→0

f
�
x0 + u (h)

�
− f

�
x0 − v (h)

�

u(h) + v(h)
, (7)

то її значення називатимемо (u, v)-похiдною функцiї f у точцi x0 i
позначатимемо через Du

vf(x0).
Зазначимо, що при u(h) = h, v(h) = 0, отримуємо класичне озна-

чення похiдної. Якщо ж u(h) = v(h) = h, то маємо означення симе-
тричної похiдної.

Надалi u = u(h), v = v(h).
Теорема 3.1. Нехай A, B – довiльнi дiйснi числа i в околi точки

x задано функцiї f(x) та g(x), такi, що для пари функцiй (u, v) ∈ P
iснують Du

vf(x) i Du
vg(x). Тодi

1. Du
v

�
Af +Bg

�
(x) = ADu

vf(x) +BDu
vg(x).

2. Du
v

�
fg

�
(x) = lim

h→0
f
�
x+u(h)

�
·Du

vg(x)+ lim
h→0

g(x+u(h)) ·Du
vf(x)

при lim
h→0

f(x+ u(h)) ∈ R � lim
h→0

g(x+ v(h)).
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3. Du
v

�
1
a

�
(x) = −Du

vf(x) · lim
h→0

f−2(x + u(h)) при f(x) �= 0 �=
lim
h→0

f(x+ u(h)).
Нехай

P∗ =

�
(u, v) ∈ P : lim

h→0

����
u(h)

u(h) + v(h)

���� < ∞
�
, (8)

P+ =
�
(u, v) ∈ P : u(h) · v(h) � 0, ∀h ∈ O (u, v)

�
, (9)

P− =
�
(u, v) ∈ P : u(h) · v(h) < 0, ∀h ∈ O (u, v)

�
, (10)

де O (u, v) – проколотий окiл нуля, в кожнiй точцi якого функцiї u,
v визначенi й виконується нерiвнiсть u(h) �= −v(h), ∀h ∈ O (u, v).

Теорема 3.2 Нехай функцiя f має скiнченну похiдну в точцi x0,
тодi для довiльної пари (u, v) ∈ P∗ виконується Du

vf(x0) = f �(x0).
Наслiдок 3.1 Нехай ув околi точки x0 задано функцiю f i по-

слiдовнiсть дiйсних чисел (an, bn), таких, що

1) lim
n→∞

an = x0 = lim
n→∞

bn; 2) aj �= bj при j ∈ N; 3) lim
n→∞

����
an − x0

an − bn

���� < ∞.

Тодi
— якщо f �(x0) ∈ R, то вона дорiвнює lim

n→∞
f(an)−f(bn)

an−bn
;

— якщо не iснує скiнченної границi lim
n→∞

f(an)−f(bn)
an−bn

, то f – не
диференцiйовна в точцi x0 (не має скiнченної похiдної).

Теорема 3.3. Нехай f — функцiя, задана в околi точки x0 i
f �(x0) ∈ R

�{±∞}, тодi для довiльної пари (u, v) ∈ P+ виконується
рiвнiсть Du

vf(x0) = f �(x0).
Наслiдок 3.2. Нехай в околi точки x0 задано функцiю f i послi-

довностi дiйсних чисел (ln) i (rn), такi, що lim
n→∞

ln = x0 = lim
n→∞

rn,
i lj � x0 � rj, lj �= rj при j ∈ N. Тодi

— якщо f �(x0) ∈ R
�{±∞}, то вона дорiвнює lim

n→∞
f(rn)−f(ln)

rn−ln
.

— якщо не iснує lim
n→∞

f(rn)−f(ln)
rn−ln

, то в точцi x0 не iснує похi-
дної.

Зазначимо, що якщо у наслiдку 3 замiсть ln узяти лiвий край
цилiндра n-го рангу, який мiстить x0, а за rn – вiдповiдно правий,
то lim

n→∞
f(rn)−f(ln)

rn−ln
буде цилiндричною похiдною в точцi x0.
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Теорема 3.4. Якщо для функцiї f iснує lim
x→x0

f �(x) ∈ R
� {±∞},

то для всiх (u, v) ∈ P− справедлива рiвнiсть Du
vf(x0) = lim

x→x0

f �(x0).

Наслiдок 3.3. Якщо f � iснує у точцi x0 i є неперерв-
ною, то для всiх (u, v) ∈ P виконується рiвнiсть Du

vf(x0) =

= lim
h→0

f �(x0+u(h))+f �(x0−v(h))
2 .

Теорема 3.5. Нехай для функцiї f iснує послiдовнiсть (xn),
така, що xj �= x0, ∀j ∈ N, lim

n→∞
xn = x0 i lim

n→∞
f �(xn) = c, тодi

завжди iснує пара функцiї (u, v) ∈ P−, що Du
vf(x0) = c.

Iдеї, використанi для доведення фактiв, пов’язаних iз (u, v)–
похiдною дозволили отримати узагальнення правила Лопiталя (у
дисертацiї наведено найпростiше доведення за допомогою рядiв Тей-
лора):

Теорема 3.6. Нехай функцiї p, q, f , g задовольняють наступнi
умови:

1. lim
x→x0

p(x) = t0 = lim
x→x0

q(x);

2. iснує проколотий окiл x0, для кожної точки x якого викону-
ється нерiвнiсть p(x) �= q(x);

3. виконуються f (j)(t0) = 0 = g(j)(t0), для всiх j ∈
{0; 1, . . . , n− 1};

4. iснують скiнченнi f (n)(t0), g(n)(t0) �= 0;
5. lim

x→x0

��� (p(x)−t0)
n

(p(x)−t0)
n−(q(x)−t0)

n

��� = c ∈ R.

Тодi

lim
x→0

f
�
p(x)

�
− f

�
q(x)

�

g
�
p(x)

�
− g

�
q(x)

� =
f (n)(t0)

g(n)(t0)
.

За допомогою описаних тверджень вдалось показати сингуляр-
нiсть функцiй, якi зберiгають частоти цифр Qs-зображення числа
без збереження хвостiв, а також сингулярнiсть нiде не монотонної
функцiї обмеженої варiацiї, яка є границею функцiональної послi-
довностi керованою послiдовностями параметрiв.

У роздiлi 4 ”Аналог (u, v)-похiдної та його застосування”
розглядається аналог (u, v)-похiдної, його означення, властивостi i
зв’язок зi класичною й (u, v)-похiдною. Теоретичнi результати цьо-
го i другого роздiлу дозволили показати iснування континуального
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класу нiде не монотонних сингулярних функцiй необмеженої варiа-
цiї. Також аналог (u, v)-похiдної ми застосовували для встановлення
нiде не диференцiйовностi аналогу Трибiн-функцiї, означеної в тер-
мiнах ланцюгових A2-дробiв та негатрiйкового зображення.

Далi використовуватимемо такi позначення при (u, v) ∈ P+:
1. �u(h)

v(h)f(x) = sup
t∈Θ

u(h)

v(h)
(x)

f(t)− inf
t∈Θ

u(h)

v(h)
(x)

f(t) =

= sup
t1,t2∈Θ

u(h)

v(h)
(x)

�
f(t1)− f(t2)

�
, де Θu(h)

v(h)(x) – вiдрiзок iз кiнцями

в точках x+ u(h), x− v(h);

2. �u(h)
v(h)f(x) = lim

h→0

�u(h)

v(h)
f(x)

�u(h)

v(h)
x

– аналог
�
u, v

�
- похiдної, �f(x0) =

= �h
0f(x0)– аналог

�
h, 0

�
- похiдної;

3. �u(h)
v(h)f(x) = lim

h→0

�u(h)

v(h)
f(x)

�u(h)

v(h)
x

, �u(h)
v(h)f(x) = lim

h→0

�u(h)

v(h)
f(x)

�u(h)

v(h)
x

.

Зауважимо, що �u(h)
v(h)f(x) – це коливання функцiї f на вiдрiзку

Θ
u(h)
v(h)(x).
Теорема 4.1. Нехай (u, v) ∈ P+ i a, b – функцiї, для яких iсну-

ють скiнченнi значення �u
va(x0), �u

vb(x0). Тодi
1. �u

v (Aa+B) (x0) = |A|�u
va(x0), де A,B ∈ R;

2. �u
v

�
a+ b

�
(x0) � �u

va(x0) +�u
vb(x0).

Лема 4.2. Якщо iснує похiдна f �(x0) ∈ R, то для всiх (u, v) ∈ P+

справедлива рiвнiсть �u
vf(x0) = |f �(x0)|.

Теорема 4.2. Для дiйсної функцiї f , визначеної в околi точки
x0, iстиннi такi твердження:

1. f �(x0) = 0 тодi i тiльки тодi, коли �f(x0);
2. f �(x0) = 0 тодi i тiльки тодi, коли �h

hf(x0).
Лема 4.3. Якщо для фiксованої пари функцiй (u, v) ∈ P+ i дiй-

сної функцiї f значення �u
vf(x0) = ∞, то lim

h→∞

��� f(x0+h)−f(x0)
h

��� = ∞.

Теорема 4.3. Якщо для пари (u, v) ∈ P⊕ виконуються
1. 0 < lim

h→0

u(h)
v(h) � lim

h→0

u(h)
v(h) < ∞;

2. lim
h→0

������
lim
ξ→0

sup
t∈[−ξ;ξ]

u(h+t)

lim
ξ→0

inf
t∈[−ξ;ξ]

u(h+t)

�����

�
< ∞;
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то �u
vf(x0) = 0 тодi i тiльки тодi, коли f �(x0) = 0.

Наслiдок 4.1. Нехай (ln), (rn) такi, що
1. ln < ln+1 < x, x > rn+1 > rn, n ∈ N;
2. lim

n→∞
rn = x = lim

n→∞
ln;

3. 0 < lim
n→∞

rn−x
x−ln

� lim
n→∞

rn−x
x−ln

< ∞;

4. lim
n→∞

rn−x
rn+1−x < ∞, lim

n→∞
ln+1−x
ln−x < ∞.

Якщо lim
n→∞

sup
t1,t2∈[ln,rn]

�
f(t1)−f(t2)

�

rn−ln
= 0, то f �(x) = 0.

Теорема 4.4. Нехай (uk, vk) – послiдовнiсть пар нескiнченно
малих числових послiдовностей, таких, що

uk � uk+1 > 0 < vk+1 � vk i 0 < lim
k→∞

uk

vk
� lim

k→∞
uk

vk
< ∞.

Якщо lim
k→∞

�uk
vk

f(x)

�uk+1
vk+1

x
= 0, то f �(x) = 0.

Завдяки описаним твердженням, ми змогли побудувати i довести
перший приклад iснування сингулярних нiде не монотонних функцiй
необмеженої варiацiї (на будь-якому вiдрiзку не нульової довжини
побудованi функцiї мають необмежену варiацiю). Також удалось по-
казати нiде не диференцiйовнiсть функцiї, яка є аналогом Трибiн-
функцiї, означеної в термiнах ланцюгових A2-дробiв i негатрiйкового
зображення числа.

У роздiлi 5 ”Логарифмiчна (u, v)-похiдна та її застосуван-
ня” дано означення логарифмiчної (u, v)-похiдної, дослiджено її вла-
стивостi та встановлено зв’язок iз (u, v)-похiдною i її аналогом. У
цьому роздiлi також описане узагальнення дотичних, що дозволяє
будувати розклади деяких функцiй в степеневi ряди з дiйсними по-
казниками, а також розкладати в ланцюговi дроби розв’язки деяких
диференцiальних рiвнянь.

Означення 5.1. Нехай задано функцiю f i пару функцiї (u, v) ∈
P. Фiксованому x0 iз областi визначення f поставимо у вiдповiд-
нiсть число (якщо воно iснує)

Lu
vf(x0) ≡ lim

h→0

ln |Δu
vf(x0)|

ln |Δu
vx|

= lim
h→0

ln
��f
�
x0 + u(h)

�
− f

�
x0 − v(h)

���
ln |u(h) + v(h)| ,

(11)
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яке називатимемо логарифмiчною (u, v)-похiдною функцiї f у точцi
x0.

Специфiку логарифмiчної (u, v)-похiдної iлюструє приклад: для
функцiї f(x) = x2 маємо Lh

0f(0) = 2, Lh
hf(0) = +∞. Безпосередньо з

означення випливає таке твердження.
Теорема 5.1. Нехай для функцiй f , g i пари функцiй (u, v) ∈ P

iснують скiнченнi значення Lu
vf(x0) � 0 i Lu

vg(x0) � 0. Тодi
1. для всiх f(x) = a ∈ R, тодi Lu

vf(x) = +∞;
2. для будь-яких a ∈ R\{0} i b ∈ R виконується

Lu
v (af(x0) + b) = Lu

vf(x0);
3. якщо Lu

vf(x0) �= Lu
vg(x0), то Lu

v (f(x0) + g(x0)) =
min {Lu

vf(x0),L
u
vg(x0)};

4. якщо f , g – неперервнi i при цьому Lu
vf(x0) �=

Lu
vg(x0), f(x0) �= 0 �= g(x0), то Lu

v

�
f(x0) · g(x0)

�
=

min {Lu
vf(x0),L

u
vg(x0)}.

Лема 5.1. Для функцiї f i пари функцiй (u, v) ∈ P iснує Lu
vf(x0),

то

Du
vf(x0) =

�
0 при Lu

vf(x0) > 1;

∞ при Lu
vf(x0) < 1.

(12)

Лема 5.2. Якщо f �(x) ∈ R\{0}, то Lf(x) = Lh
0f(x) = 1.

Теорема 5.2. Якщо для функцiй f i g iснують скiнченнi зна-
чення Lf(x0) � 0 i Lg(x0) � 0, причому f(x0) = g(x0) = 0, то
L (f(x0)g(x0)) = Lf(x0) + Lg(x0).

Теорема 5.3 Нехай задано дiйснi функцiї f i g, такi, що iсну-
ють скiнченнi значення Lf(τ0), Lg(x0), де τ0 = g(x0). Тодi виконує-
ться рiвнiсть Lf

�
g(x0)

�
= Lf(τ0) · Lg(x0).

За допомогою описаної конструкцiї i твердженням ми побудували
узагальнення дотичних, якi використовуються для розкладу деяких
функцiй в степеневi ряди з дiйсними показниками i в ланцюговi дро-
би. Таким чином ми отримали розклади деяких елементарних фун-
кцiй, якi або спiвпадають або зводяться до вже вiдомих розкладiв у
ланцюговi дроби. Винятком стала експонента:

ex =

�
1;x−1 − 1

2
; a2lx

−1; a2l+1x
−1; . . .

�
= 1 +

1�
x−1 − 1

2

�
+ 1

...

,
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де l = 0, 1, . . . , a2l = 16l + 12, a2l+1 = 4l + 5. Нам не вдалося знайти
схожого розкладу.

Роздiл 6 ”Аналог логарифмiчної (u, v)-похiдної та його за-
стосування” присвячений аналоговi логарифмiчної (u, v)-похiдної:
дано його означення, основнi властивостi, зв’язок iз (u, v)-похiдною
i її аналогами й модифiкацiями, а також зв’язок з розмiрнiстю
Гаусдорфа-Безиковича носiя функцiї. Як наслiдок, вдалось пока-
зати, що носiї ранiше побудованих функцiй, якi зберiгають часто-
ти цифр Qs-зображення числа без збереження хвостiв є суперфра-
ктальними множинами (їх розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича дорiв-
нює 1). Використовуючи описаний аналог, було проведено дослiдже-
ння на диференцiйовнiсть композицiї нiде не диференцiйовної фун-
кцiї (вона розглянута в роботi H. Okamoto ”A remark on continuous,
nowhere differentiable functions”) i функцiї Салема. Було знайдено до-
статнi умови недиференцiйовностi цих композицiї функцiй, а також
її сингулярностi (як обмеженої, так i необмеженої варiацiї).

Нехай (u, v) ∈ P+ i Λu
vf(x0) = lim

h→0

ln�u
vf(x0)

ln�u
vx

. Описана границя є

аналогом логарифмiчної (u, v)-похiдної.
Лема 6.1. Границя Λu

vf(x0) в залежностi вiд функцiї f i точки
x0 може набувати лише невiд’ємних значень, а також ±∞.

Лема 6.2. Якщо iснує скiнченна похiдна f �(x0), вiдмiнна вiд
нуля, то Λu

vf(x0) = 1. Якщо Λu
vf(x0) < 1, то функцiя недиференцi-

йовна в точцi x0. Якщо Λu
vf(x0) > 1, то Du

v(x0) = 0.
Лема 6.3. Нехай для пари функцiй (u, v) ∈ P+ iснує нескiнченно

мала послiдовнiсть (hn) така, що u(hn)v(hn) > 0 для всiх n ∈ N.
Iстиннi такi твердження:

1. якщо Λu
vf(x0) > 0, то функцiя f – неперервна в точцi x0;

2. Λu
vA = +∞, де A ∈ R;

3. якщо значення рiзницi J(x0) = lim
h→0

f(x0 + h)− lim
h→0

f(x0 − h) є

дiйсним числом, вiдмiнним вiд нуля, то Λu
vf(x0) = 0;

4. якщо J(x0) = ∞, то Λu
vf(x0) = −∞.

Лема 6.4. Якщо f – неперервна у точцi x0, то Λu
vf(x0) =

Λu
v |f | (x0).
Теорема 6.1. Нехай для неперервних в точцi x0 функцiй f , g i

пари функцiї (u, v) ∈ P+ iснують скiнченнi значення Λu
vf(x0) � 0 i

Λu
vg(x0) � 0. Виконуються такi твердження:



16

1. для всiх a ∈ R\{0} i b ∈ R маємо Λu
v (a · f + b) (x0) = Λu

vf(x0);
2. якщо lim

h→0

�u
vf(x0)

�u
vg(x0)

�= 1 (зокрема якщо Λu
vf(x0) �= Λu

vg(x0)), то

Λu
v (f + g) (x0) = min {Λu

vf(x0),Λ
u
vg(x0)};

3. якщо f(x0) = 0 = g(x0), то Λu
v

�
f · g

�
(x0) � Λu

vf(x0)+Λu
vg(x0);

4. при ξ > 0 маємо Λu
v |f |ξ (x0) =

�
ξ · Λu

vf(x0) при f(x0) = 0,

Λu
vf(x0) при f(x0) �= 0.

Теорема 6.2. Для дiйсної функцiї f , визначеної в околi точки
x0 i пари функцiй (u, v) ∈ P+, iстиннi такi твердження:

1. якщо �u
vf(x) ∈ R\{0}, то Λu

vf(x0) = 1;
2. якщо Λu

vf(x0) < 1, то функцiя f – недиференцiйовна в точцi
x0;

3. якщо Λu
vf(x0) > 1, то �u

vf(x0) = 0.
Пiд записом Λf(x0) розумiтимемо Λh

0f(x0).
Лема 6.5. Якщо Λf(x0) > 0, то функцiя f – неперервна в точцi

x0.
Лема 6.6. Якщо iснує Λf(x0), то для всiх пар (u, v) ∈ P+ ви-

конується рiвнiсть Λu
vf(x0) = Λf(x0).

Теорема 6.3. Якщо iснують Λf(τ) ∈ R, Λg(x0) ∈ R, де τ =
g(x0), то

Λ
�
f(g)

�
(x0) = Λf(τ) · Λg(x0).

Лема 6.6. Якщо iснує скiнченна Lf(x0) � 0, то Λf(x0) =
Lf(x0).

Теорема 6.4. Нехай задано пару нескiнченно малих послiдов-
ностей (ln; rn), таких, що ln < ln+1 < x0 < rn+1 < rn для всiх
n ∈ N i lim

n→∞
ln(rn+1−x0)
ln(rn−x0)

= 1 = lim
n→∞

ln(x0−ln+1)
ln(x0−ln)

. Для того, щоб iсну-
вала Λf(x0), необхiдно i достатньо, щоб iснували i були рiвними

границi lim
n→∞

ln�rn−x0
0 f(x0)

ln(rn−x0)
, lim

n→∞
ln�0

x0−ln
f(x0)

ln(x0−ln)
. У випадку iснування

вони рiвнi.
Далi для спрощення писатимемо �rn−x0

x0−ln
f(x0) = �

[ln,rn]
f(x0).

Лема 6.8. Нехай задано двi пари послiдовностей (ln, rn) i�
l̃n, r̃n

�
, для яких виконуються такi умови

1. ln � x0 < rn, x0 < l̃n < r̃n;
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2. lim
n→∞

ln = x0 = lim
n→∞

rn, lim
n→∞

l̃n = x0 = lim
n→∞

r̃n;

3.
�
l̃n; r̃n

�
⊂ [x0; rn] ⊂ [ln; rn], для всiх n ∈ N;

4. lim
n→∞

ln �
[ln;rn]

f(x0)

ln �
[l̃n;r̃n]

f(x0)
= lim

n→∞
ln(rn−ln)

ln(r̃n−l̃n)
= lim

n→∞
ln(rn−ln)

ln(rn+1−ln+1)
= 1.

Значення правосторонньої границi Λf(x0) i значення границi

lim
n→∞

ln �
[ln,rn]

f(x0)

ln(rn−ln)
iснують (не iснують) одночасно, у разi iснування,

вони рiвнi.
Лема 6.9. Нехай задано двi пари послiдовностей (ln, rn) i�

l̃n, r̃n

�
, для яких виконуються умови

1. ln � x0 < rn, l̃n < r̃n < x0;
2. lim

n→∞
ln = x0 = lim

n→∞
rn, lim

n→∞
l̃n = x0 = lim

n→∞
r̃n;

3.
�
l̃n, r̃n

�
⊂ [ln;x0] ⊂ [ln, rn] для всiх n ∈ N;

4. lim
n→∞

ln �
[ln,rn]

f(x0)

ln �
[l̃n,r̃n]

f(x0)
= 1, lim

n→∞
ln(rn−ln)

ln(r̃n−l̃n)
= 1, lim

n→∞
ln(rn−ln)

ln(rn+1−ln+1)
=

1.
Значення лiвосторонньої границi Λf(x0) i значення границi

lim
n→∞

ln �
[ln,rn]

f(x0)

ln(rn−ln)
iснують (неiснують) одночасно, у випадку iснува-

ння, вони рiвнi.
Лема 6.10. Нехай задано строго спадну нескiнченно малу послi-

довнiсть пар додатних дiйсних чисел (τ0), таку, що lim
n→∞

ln τn+1

ln τn
= 1.

Щоб iснувала границя Λh
hf(x0), необхiдно i достатньо, щоб iснувала

границя lim
n→∞

ln�τn
τn

f(x0)

ln�τn
τnx

. У разi iснування вони рiвнi.
Теорема 6.5. Нехай задано послiдовнiсть пар дiйсних чисел

(ln, rn), таких, що lim
n→∞

ln = x0 = lim
n→∞

rn. При цьому ln < ln+1 <

< x0 < rn+1 < rn для всiх n ∈ N i

lim
n→∞

lnmax {rn − x0, x0 − ln}
lnmin {rn − x0, x0 − ln}

= 1 = lim
n→∞

ln (rn+1 − ln+1)

ln (rn − ln)
. (13)

Тодi lim
n→∞

ln �
[ln;rn]

f(x0)

ln(rn−ln)
i Λh

hf(x0) iснують (не iснують) одночасно. У
разi iснування вони рiвнi.
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Лема 6.11. Виконується рiвнiсть

Λh
hf(x0) = lim

h→0

lnmax{�h
0f(x0);�0

hf(x0)}
ln |h| .

Цiкавим є зв’язок Λ i Λh
h iз розмiрнiстю Гаусдорфа-Безиковича.

Означення 6.2. Носiєм функцiї f (неперервної й обмеженої
варiацiї на [a, b]) називається множина Nf усiх значень аргументу,
для яких f �(x) �= 0 або не iснує.

Лема 6.12. Якщо для функцiї f – неперервної й обмеженої ва-
рiацiї на [a; b] iснує таке скiнченне число λ0, що для всiх x ∈ Nf

виконується рiвнiсть Λh
hf(x) = λ0, то dimH Nf = λ0.

Теорема 6.6. Нехай для неперервної, строго монотонної, син-
гулярної функцiї g : [c, d] → [a, b] iснує таке λ0, що для майже всiх
чисел iз [c, d] виконується рiвнiсть Λg(x) = λ0. Тодi dimH Nf = 1

λ0
.

Використовуючи описанi конструкцiї i твердження вдалось до-
слiдити диференцiальнi властивостi значної кiлькостi функцiй, якi є
композицiєю нiде не диференцiйовної функцiї K(x ≡ Δ3

α1α2...αn...) =
= ΔG3

α1α2...αn... i сингулярної функцiї Салема S(x ≡ Δ2
β1β2...βn...

) =

= ΔQ2

β1β2...βn...
. Було показано суперактуальнiсть носiїв функцiї, якi

зберiгають частоти цифр Qs-зображення числа без збереження хво-
стiв.

В роздiлi 7 ”Дослiдження збiжностi додатних рядiв та
невласних iнтегралiв” розглядається адаптацiя iдеї використання
прямих та обернених вiдображень (якi активно використовувались
при побудовi (u, v)-похiдної разом з її аналогами та модифiкацiя-
ми) для дослiдження збiжностi додатних рiдiв та абсолютної збiжно-
стi невласних iнтегралiв. Отримано новi ознаки збiжностi додатних
рядiв (невласних iнтегралiв); знайдено достатнi умови збiжностi-
розбiжностi узагальненого ряду Флiнт Гiлла (Flint Hills series) i зав-
дяки цьому встановлено, що мiра iррацiональностi π дорiвнює 2.

ВИСНОВКИ

Дослiдження функцiй зi складною локальною будовою вимага-
ють адекватних, часто тонких iндивiдуальних прийомiв i засобiв,
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узгоджених зi способом задання. Запропонованi конструкцiї операто-
рiв диференцiювання урiзноманiтнюють знаряддя дослiдження фун-
кцiї. Сингулярнi нiде не монотоннi функцiї сьогоднi є маловивченим
математичним об’єктом. Наведенi конструкцiї функцiй цього класу
певним чином збагачують їхню iндивiдуальну теорiю.

Основнi результати дисертацiйного дослiдження:
— знайдено еквiвалентне означення частоти цифр Qs-
зображення числа;

— знайдено нормальну властивiсть Q̃-зображення числа у тер-
мiнах частот;

— конструктивно описано злiченну некомутативну групу непе-
рервних перетворень вiдрiзка [0; 1] якi зберiгають хвости Qs-
зображення чисел;

— побудовано континуальний клас неперервних сингулярних
функцiй, якi зберiгають частоти цифр Qs-зображення числа
без збереження хвостiв;

— запропоновано конструкцiю (u, v)-похiдну, що є узагальнен-
ням класичної i цилiндричної похiдних;

— вивчено властивостi (u, v)-похiдної i зв’язки її зi класичною й
цилiндричною похiдними;

— знайдено узагальнення правила Лопiталя для розкриття не-
визначеностей у теорiї границь;

— запропоновано конструкцiю аналога (u, v)-похiдної, вивчено
його властивостi;

— знайдено достатнi умови нiде не монотонностi й сингулярно-
стi класу функцiй, що є узагальненням неперервних нiде не
монотонних функцiй Працьовитого;

— показано нiде не диференцiйовнiсть аналогу Трибiн-функцiї,
означеної в термiнах ланцюгових A2-дробiв i негатрiйкового
зображення;

— запропоновано конструкцiю логарифмiчної (u, v)-похiдної й
вивчено її властивостi;

— встановлено зв’язок логарифмiчної (u, v)-похiдної зi класи-
чною;

— побудовано L-дотичнi для формування розкладiв деяких
функцiй у степеневi ряди з дiйсними показниками;
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— описано два алгоритми для розкладу розв’язкiв звичайного
диференцiального рiвняння в ланцюговий дрiб;

— побудовано аналог логарифмiчної (u, v)-похiдної й вивчено
його властивостi;

— встановлено зв’язки аналога логарифмiчної (u, v)-похiдної з
логарифмiчною (u, v)-похiдною i класичною похiдною;

— встановлено зв’язок розмiрностi Гаусдорфа-Безиковича носiя
монотонної функцiї f i операторiв Λh

hf i Λh
0f ;

— доведено суперфрактальнiсть носiїв функцiй, якi зберiгають
частоти цифр Qs-зображення числа без збереження хвостiв;

— за допомогою аналога логарифмiчної (h, 0)-похiдної знайде-
но достатнi умови сингулярностi й нiде не диференцiйовностi
композицiї нiде не диференцiйовної та сингулярної функцiй;

— знайдено новi ознаки збiжностi/розбiжностi додатних рядiв
та абсолютної збiжностi невласних iнтегралiв;

— знайдено достатнi умови збiжностi/розбiжностi узагальнено-
го ряду Флiнт Гiлла (Flint Hills), а також показано, що мiра
iррацiональностi числа π дорiвнює 2.
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АНОТАЦIЇ
Осауленко Р. Ю. Сингулярнi нiде не монотоннi функцiї

та їх фрактальнi властивостi. — Квалiфiкацiйна робота на
правах рукопису

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-
математичних наук за спецiальнiстю 01.01.01 — математичний ана-
лiз (111 — математика). — Iнститут математики НАН України, Київ,
2021.

Робота виконана в галузi конструктивної теорiї локально скла-
дних неперервних функцiй з фрактальними властивостями. Вона
присвячена сингулярним (монотонним та нiде не монотонним) фун-
кцiям i засобам їх вивчення.

Для дослiдження таких функцiй запропоновано конструкцiї опе-
раторiв диференцiювання:

1) (u, v)-похiдної:

lim
h→0

Δ
u(h)
v(h)f(x0)

Δ
u(h)
v(h)x

= lim
h→0

f
�
x0 + u (h)

�
− f

�
x0 − v (h)

�

u(h) + v(h)
;

2) логарифмiчної
�
u, v

�
-похiдної:

Lu
vf(x0) ≡ lim

h→0

ln |Δu
vf(x0)|

ln |Δu
vx|

= lim
h→0

ln
��f
�
x0 + u(h)

�
− f

�
x0 − v(h)

���
ln |u(h) + v(h)| ;

де (u; v) — пара нескiнченно малих у нулi функцiй, для яких iснує
проколотий δ-окiл нуля, у якому u(h) �= −v(h).

Вивчено властивостi цих понять, установлено їхнiй зв’язок зi кла-
сичною й цилiндричною похiдними; на нових класах нiде не монотон-
них (сингулярних i недиференцiйовних) функцiй, продемонстровано
їх продуктивнiсть та ефективнiсть; знайдено узагальнення й анало-
ги.

Указано застосування логарифмiчної
�
u, v

�
-похiдної та

�
u, v

�
-

похiдної у теорiях фракталiв, звичайних диференцiальних рiвнянь,
рядiв, невласних iнтегралiв.

Ключовi слова: Q̃-зображення числа, частота цифри зображе-
ння числа, нiде не монотонна функцiя, нiде не диференцiовна фун-
кцiя, сингулярна функцiя, розмiрнiсть Гаусдорфа-Безиковича, (u, v)-
похiдна, логарифмiчна (u, v)-похiдна
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Osaulenko R. Y. Singular non where monotonic functions
and its fractal properties. — Manuscript

Candidate of Sciences (PhD) Thesis, Physical and Mathematical Sci-
ences, specialty 01.01.01 — Mathematical Analysis (111 — Mathematics).
— Institute of Mathematics of National Academy of Sciences of Ukraine,
Kyiv, 2021.

The work is performed in the field of constructive theory of locally
complicated continuous functions with fractal properties. It is dedicated
to singular (monotonic and nowhere monotonic) functions and ways of
their study.

To study the following functions, the constructions of differentiation
operators are proposed:

1) (u, v)-derivative as

lim
h→0

Δ
u(h)
v(h)f(x0)

Δ
u(h)
v(h)x

= lim
h→0

f
�
x0 + u (h)

�
− f

�
x0 − v (h)

�

u(h) + v(h)
;

2) logarithmic
�
u, v

�
-derivative as

Lu
vf(x0) ≡ lim

h→0

ln |Δu
vf(x0)|

ln |Δu
vx|

= lim
h→0

ln
��f
�
x0 + u(h)

�
− f

�
x0 − v(h)

���
ln |u(h) + v(h)| ;

3) analogue of (u, v)-derivative as

lim
h→0

�u(h)
v(h)f(x0)

�u(h)
v(h)x

;

4) analogue of logarithmic
�
u, v

�
-derivative as

Lu
vf(x0) ≡ lim

h→0

ln�u
vf(x0)

ln�u
vx

;

where (u; v) — is a pair of infinitesimals at zero of functions for which is
exist a δ-neighborhood of zero, in which hold u(h) �= −v(h); the notice
�u

vf(x0) is oscillation of function f :

�u
vf(x0) = sup

t∈[x0−v(h);x0+u(h)]

f(t)− inf
t∈[x0−v(h);x0+u(h)]

f(t).
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The properties of these concepts are studied, their connection with
classical and cylindrical derivatives is established; in the new classes there
are no monotonous (singular and non differentiable) functions, their frui-
tful and efficiency are demonstrated.

The use of logarithmic
�
u, v

�
- derivative,

�
u, v

�
- derivative and their

analogues in theories of fractals, ordinary differential equations, series,
improper integrals is indicated.

Key words: Q̃-representation of a number, frequency of a digit of
representation of a number, nowhere monotonic function, nowhere di-
fferential function, singular function, Hausdorff-Besicovitch dimension,
(u, v)-derivative, logarithmic (u, v)-derivative
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