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АНОТАЦIЯ

Салiмов Р. Р. Метод неконформного модуля у теорiї вiдображень зi
скiнченним спотворенням — Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-математичних
наук за спецiальнiстю 01.01.01 ”Математичний аналiз” (111 — Математика). —
Iнститут математики НАН України, Київ, 2021.

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню властивостей вiдображень
зi скiнченним спотворенням, що активно дослiджуються протягом останнiх
20 рокiв. У дисертацiї розвивається метод неконформного модуля для
дослiдження диференцiальних, локальних, асимптотичних та граничних
властивостей вiдображень зi скiнченим спотворенням, кiльцевих та нижнiх Q -
гомеоморфiзмiв, визначених в термiнах неконформного p -модуля.

Дисертацiйна робота складається зi вступу, шести роздiлiв, висновкiв,
списку використаних джерел та додатку. У вступi визначено об’єкт i предмет
дослiдження, обгрунтовано актуальнiсть теми дисертацiйного дослiдження,
сформульовану мету i завдання, визначено методи дослiдження, його наукову
новизну, теоретичне i практичне значення, прокоментовано апробацiю, описано
структуру дисертацiйної роботи та її основний змiст.

У першому роздiлi дається короткий огляд лiтератури за темою дисертацiї.
Сформульованi означення, теореми та твердження, необхiднi для викладу i
доведення основних результатiв дисертацiї та найбiльш близькi до її теми.

У другому роздiлi дослiджено властивостi кiльцевих Q -гомеоморфiзмiв,
визначених в термiнах p -модуля. Отримано характеризацiю таких вiдображень
в термiнах модульних оцiнок. Знайдено достатню умову диференцiйовностi
майже скрiзь. Доведено аналоги нерiвностi М.О. Лаврентьєва про спотворення
площi круга при квазiконформних вiдображеннях та теореми Iкоми–Шварца
для кiльцевих Q -гомеоморфiзмiв, визначених в термiнах p -модуля. Доведено
аналог леми Герiнга про локальну лiпшицевiсть. Знайдено достатнi умови
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локальної та логарифмiчної гельдеровостi, степеневого та логарифмiчного
порядку зростання гомеоморфiзмiв.

Третiй роздiл дисертацiї присвячено дослiдженню властивостей нижнiх
Q -гомеоморфiзмiв, визначених в термiнах p -модуля. Отримано характеризацiю
таких вiдображень в термiнах модульних оцiнок та встановлено взаємозв’язок
мiж нижнiми та кiльцевими Q -гомеоморфiзмами, визначеними в термiнах
p -модуля. Знайдено достатнi умови локальної лiпшицевостi та гельдеровостi
нижнiх Q -гомеоморфiзмiв в термiнах p -модуля. Доведено степеневий
аналог теореми Iкоми–Шварца. Дослiджено асимптотичну поведiнку на
нескiнченностi. Сформульовано цiлий ряд результатiв, що випливають з
основної теореми про взаємозв’язок мiж нижнiми та кiльцевими Q -
гомеоморфiзмами, визначеними в термiнах p -модуля.

Четвертий роздiл дисертацiї присвячено застосуванням теорiї кiльцевих
та нижнiх Q -гомеоморфiзмiв, визначених в термiнах p -модуля, до вiдображень
класу Соболєва W 1,1

loc на комплекснiй площинi та вироджених рiвнянь
Бельтрамi.

Встановлено, що гомеоморфнi розв’язки вироджених рiвнянь Бельтрамi з
узагальненими похiдними є кiльцевими та нижнiми Q -гомеоморфiзмами, де
Q — дотична дилатацiя, та доведено узагальненi теореми про неперервне i
гомеоморфне продовження вказаних розв’язкiв. Встановлено загальнi умови
на дотичну дилатацiю, достатнi для iснування регулярних розв’язкiв задачi
Дiрiхле для вироджених рiвнянь Бельтрамi в довiльних жорданових областях.
Доведено аналог результату Мартiо–Рiкмана–Вяйсяля про оцiнку швидкостi
зростання вiдображень з обмеженим спотворенням в околi нескiнченно
вiддаленої точки.

Встановлено, що будь-який гомеоморфiзм класу Соболєва W 1,1
loc на

комплекснiй площинi зi скiнченним спотворенням є нижнiм та кiльцевим Q -
гомеоморфiзмом вiдносно p -модуля. Для гомеоморфiзмiв класу Соболєва зi
скiнченним спотворенням отримано достатнi умови скiнченної лiпшицевостi,
локальної гельдеровостi та логарифмiчної гельдеровостi. Отримано аналоги
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нерiвностi М.О. Лаврентьєва для площi образу круга при квазiконформних
вiдображеннях та теореми Iкоми–Шварца.

У п’ятому роздiлi дослiджуються вiдображення класiв Орлiча–Соболєва
W 1,φ

loc в Rn, n > 3 за умови типу умови Кальдерона на функцiю φ i, зокрема,
класи Соболєва W 1,q

loc при q > n − 1 . Доведено, що вiдкритi вiдображення
класiв Орлiча–Соболєва W 1,φ

loc за умови типу умови Кальдерона на функцiю
φ мають повний диференцiал майже скрiзь, що узагальнює добре вiдомий
результат Меньшова–Герiнга–Лехто на площинi та теорему Вяйсяля в Rn ,
n > 3 . Доведено, що неперервнi вiдображення класу W 1,φ

loc за умови типу умови
Кальдерона на функцiю φ володiють (N) -властивiстю Лузiна на майже всiх
гiперплощинах; зокрема, сказане вiдноситься до вiдображень класу Соболева
f ∈ W 1,p

loc при p > n− 1 .
Доведено, що класи Орлiча–Соболєва W 1,φ

loc за умови типу умови
Кальдерона на функцiю φ є нижнiми та кiльцевими Q -гомеоморфiзмами.
Отриманi теореми про одностайну неперервнiсть для гомеоморфiзмiв класiв
Орлiча–Соболєва. Доведено аналог результату Мартiо–Рiкмана–Вяйсяля про
оцiнку швидкостi зростання вiдображень з обмеженим спотворенням в околi
нескiнченно вiддаленої точки.

Також встановлено, що класи Орлiча–Соболєва W 1,φ
loc за умови типу умови

Кальдерона на функцiю φ є нижнiми та кiльцевими Q -гомеоморфiзмами
вiдносно p -модуля. Отриманi достатнi умови скiнченної лiпшицевостi,
локальної та логарифмiчної гельдеровостi, степеневого та логарифмiчного
порядку зростання гомеоморфiзмiв, що належать вказаним класам Соболєва
чи Орлiча–Соболєва.

Шостий роздiл дисертацiї присвячено вiдображенням з розгалуженням,
що задовольняють деякi модульнi нерiвностi. Встановлено спiввiдношення
мiж Q -вiдображенями, визначеними в термiнах p -модуля, та класами
Соболєва W 1,q

loc , встановлено аналог результату Б. Боярського i Т. Iванця про
невиродженiсть якобiана, отримано достатнi умови N та N−1 властивостей
Лузiна, отримано оцiнки зверху якобiана, p -внутрiшних та α -зовнiшних
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дилатацiй через функцiю Q .
Для кiльцевих Q -вiдображень, визначених в термiнах p -модуля, отримано

достатнi умови скiнеченної лiпшицевостi, локальної та логарифмiчної
гельдеровостi. Отримано аналог результату Вяйсяля про абсолютну
неперервнiсть на лiнiях вiдображень, що задовольняють p -модульну нерiвнiсть
вiдносно цилiндрiв у просторi.

Практичне значення одержаних результатiв

Дисертацiя має теоретичний характер. Одержанi результати можуть бути
використанi у дослiдженнi рiзних класiв вiдображень на площинi та у просторi.
Зокрема, результати дисертацiї можуть знайти застосування у теорiї нелiнiйних
систем рiвнянь з частинними похiдними та в теорiї класiв Соболєва та Орлiча–
Соболєва.

Ключовi слова: p-модуль сiм’ї кривих, p-ємнiсть конденсатора,
вiдображення зi скiнченним спотворенням, квазiконформнi
вiдображення,квазiрегулярнi вiдображення, класи Соболєва, класи Орлiча–
Соболєва, Q -гомеоморфiзми, кiльцевi Q -гомеоморфiзми, нижнi Q -
гомеоморфiзми, Q -вiдображення, рiвняння Бельтрамi, задача Дiрiхле,
локальна поведiнка, лiпшицевiсть, гельдеровiсть.

Salimov R. R. Non conformal modulus method in the theory of mappings with
finite distortion. — The Manuscript.

Doctor of Sciences Thesis on Physics and Mathematics, speciality 01.01.01
”Mathematical analysis” (111 — Mathematics). — Institute of Mathematics of the
National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2021.

The thesis is devoted to the study of the properties of mappings with finite
distortion, which actively studied during the last 20 years. In the thesis, the method
of the non conformal modulus is developed to research differential, local, asymptotic
and boundary properties of mappings with finite distortion, ring and lower Q -
homeomorphisms defined in terms of non conformal p -modulus.

The dissertation consists of an introduction, six chapters, conclusions, a list of
references and an appendix. The introduction substantiates the relevance of the topic
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of dissertation research, defines its object and subject of its research, the purpose
and tasks, research methods, describes its scientific novelty, theoretical and practical
significance, approbation, structure and the main content.

The first chapter gives a brief overview of the literature for the dissertation
topic. The chapter includes definitions and theorems that are closest to its topic
and auxiliary statements that are necessary to present and prove the main results
of the dissertation.

The second chapter investigates the properties of ring Q -homeomorphisms
defined in terms of the p -modulus. The characterization of such mappings in terms
of modular estimates is obtained. A sufficient condition for differentiability almost
everywhere is also found. Moreover, analogues of M.O. Lavrentyev’s inequality about
distortion of area of a disk under quasiconformal mappings and the Ikoma–Schwartz
theorem for ring Q -homeomorphisms defined in terms of p -module are proved. An
analogue of Gehring’s lemma on local Lipschitz property is proved. Finally, sufficient
conditions for local and logarithmic Hölder continuity and for power and logarithmic
order of growth of these homeomorphisms are given.

The third chapter of the dissertation is devoted to research of properties of
lower Q -homeomorphisms defined in terms of p -modulus. Here the characteriza-
tion of such mappings in terms of modular estimates and the relationship between
lower and ring Q -homeomorphisms with respect to the p -modulus are obtained.
Moreover, sufficient conditions for local Lipschitz and Hölder continuity of lower
Q -homeomorphisms in terms p -modulus are given. In addition, a power analogue
of the Ikoma–Schwartz theorem is proved and the asymptotic behavior at infinity
is investigated here. Finally, it is formulated a number of other consequences from
the main theorem on the relationship between lower and ring Q -homeomorphisms
with respect to the p -modulus.

The fourth chapter of the dissertation is devoted to the application of the
theory of ring and lower Q -homeomorphisms with respect to the p -modulus to
mappings of the Sobolev class W 1,1

loc on the complex plane and to degenerate Bel-
trami equations. In particular, it is established here that homeomorphic solutions of
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degenerate Beltrami equations with generalized derivatives by Sobolev are ring and
lower Q -homeomorphisms, where Q is a tangent dilatation, and generalized theo-
rems on continuous and homeomorphic extension of these solutions to the boundary
are proved. In addition, sufficient conditions for tangent dilatation of general char-
acter for the existence of regular solutions of the Dirichlet problem for degenerate
Beltrami equations in arbitrary Jordan domains are found here. Here an analogue
of the result of Martio–Rickman–Väisälä on the estimation of the growth rate of
mappings with bounded distortion in the neighborhood of infinity is also proved. In
addition, it is established here that any homeomorphism of the Sobolev class W 1,1

loc

with finite distortion in the complex plane is a lower and ring Q -homeomorphism
with respect to the p -modulus. Also here, for homeomorphisms of the Sobolev class
with finite distortion, sufficient conditions for finite Lipschitz, local Hölder conti-
nuities and logarithmic Hölder continuity are obtained. Finally, in this section we
obtain analogs of the M.O. Lavrentyev inequality for the area of the image of disk
under quasi-conformal mappings and the Ikoma–Schwartz theorem.

The fifth chapter investigates the mappings of the Orlicz–Sobolev classes W 1,φ
loc

in Rn, n > 3 under the condition of the Calderon type on function φ and Sobolev
classes W 1,q

loc for q > n − 1 . In particular, it is proved here that open mappings of
the Orlicz–Sobolev classes W 1,φ

loc under the condition of the Calderon type on the
function φ have a complete differential almost everywhere, it is generalized the well-
known Menshov–Gehring–Lehto result on the plane and the Vaisala theorem in Rn ,
n > 3 . It is also proved that continuous mappings of the class W 1,φ

loc under the condi-
tion of the Calderon type on the function φ have (N) -property by Luzin on almost
all hyperplanes; in particular, this applies to the Sobolev class of mappings f ∈ W 1,p

loc

for p > n−1 . In addition, it is proved that homeomorphisms in the Orlicz–Sobolev
classes W 1,φ

loc under the condition of the Calderon type on the function φ are lower
and ring Q -homeomorphisms, theorems on equicontinuity of homeomorphisms in
the Orlicz–Sobolev class are obtained, an analogue of the Martio–Rickman–Väisälä
result on the estimation of the growth rate for mappings with bounded distortion in
the neighborhood of infinity is given. It is also established that the Orlicz–Sobolev
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classes W 1,φ
loc under the condition of the Calderon type on the function φ are lower

and ring Q -homeomorphisms with respect to the p -modulus. Finally, in this section
a series of sufficient conditions for finitely Lipschitz, local and logarithmic Hölder
continuity, power and logarithmic order of growth of homeomorphisms belonging to
the given Sobolev and Orlicz–Sobolev classes are obtained.

The sixth chapter of thesis is devoted to studying the branching mappings
satisfying certain modulus inequalities. Here the relation between the Q -mappings
defined in the terms of p -moduli and Sobolev classes W 1,q

loc is obtained. Further, an
analogue of the Bojarski–Iwaniec result on nonvanishing Jacobian, sufficient con-
ditions for the Lusin N and N−1 -properties, estimates for Jacobian, p -inner and
α -outer dilatations in the terms of function Q are established. In addition, appro-
priate sufficient conditions for the ring Q -mappings with respect to p -modulus to
be finitely Lipschitz, locally and logarithmically Hölder continuous are provided.
Finally, an analogue of Väisälä’s result on absolute continuity on lines for mappings
satisfying p -modulus inequality with respect to spatial cylinders is also given.

Key words: p-modulus of curve family, p -capacity of the condenser, mappings
with finite distortion, quasiconformal mappings, quasiregular mappings, Sobolev
classes, Orlicz–Sobolev classes, Q -homeomorphisms, ring Q–homeomorphisms,
lower Q -homeomorphisms, Q -mappings, Beltrami equation, Dirichlet problem, lo-
cal behaviour, Lipschitz property, Hölder property.
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with controlled p-module // Complex Variables and Elliptic Equations. — 2014.
— 59, no. 1. — P. 91–98.

17. Ковтонюк Д.А., Рязанов В.И., Салимов Р.Р., Севостьянов Е.А. Граничное
поведение классов Орлича-Соболева // Мат. заметки. — 2014. — 95, №
4. — C. 564–576. (переклад у виданнi: Math. Notes — 2014. — 95 (4). —
P. 509–519.)



11

18. Golberg А., Salimov R., Sevost’yanov E. Distortion estimates under mappings
with controlled p-module // Ann. Univ. Bucharest, Ser. Math 5 (LXIII) —
2014. — P. 95–114.

19. Golberg A., Salimov R. Extension of the Schwarz Lemma to homeomorphisms
with controlled p-module // Georgian Math. J. — 2014. — 21, no. 3. — P.
273–279.

20. Салимов Р.Р. О кольцевых Q-отображениях относительно неконформного
модуля // Дальневост. мат. журн. — 2014. — 14, № 2. — C. 257–269.

21. Салимов Р.Р. Нижние оценки p-модуля и отображения класса Соболева //
Алгебра и анализ. — 2014. — 26, № 6. — C. 143–171. (переклад у виданнi:
St. Petersburg Math. J. — 2015. — 26 (6). — P. 965–984.)

22. Golberg A., Salimov R. Homeomorphisms Lipschizian in the mean // Complex
Analysis and Potentioal Theory with Applications, Camb. Sci. Publ., Cam-
bridge. — 2014. — P. 95–111.

23. Салимов Р.Р. О конечной липшицевости классов Орлича-Соболева //
Владикавк. мат. журн. — 2015. — 17, № 1. — P. 64–77.

24. Афанасьева Е.С., Салимов Р.Р. Асимптотическое поведение на
бесконечности решений уравнения Бельтрами // Збiрник праць Iн-ту
математики НАНУ. — 2015. — 12, № 3. — С. 9–16.

25. Салимов Р.Р. О новом условии конечной липшицевости классов Орлича–
Соболева // Мат. студiї. — 2015. — 44, №1. — C. 27–35.

26. Салимов Р.Р. Нижние Q-гомеоморфизмы относительно p-модуля // Укр.
мат. вiсник. — 2015. — 12, № 4. — С. 484–510. (переклад у виданнi: J. Math.
Sci. — 2016. — 218 (1). — P. 47–68.)

27. Салимов Р.Р. Асимптотическое поведение классов Орлича–Соболева на
бесконечности // Збiрник праць Iн-ту математики НАНУ. — 2015. — 12, №
4. — С. 273–284.



12

28. Golberg А., Salimov R., Sevost’yanov E. Poletskii Type Inequality for Mappings
from the Orlicz–Sobolev Classes // Complex Anal. Oper. Theory. — 2016. —
10. — P. 881–901.

29. Golberg A., Salimov R., Sevost’yanov E. Estimates for jacobian and dilatation
coefficients of open discrete mappings with controlled p-module // Complex
Anal. Oper. Theory. — 2017. — 11, № 7, — P. 1521–1542.

30. Рязанов В.И., Салимов Р.Р., Севостьянов Е.А. Нормальность классов
Орлича–Соболева // Укр. мат. журнал. — 2016. — 68, № 1. — С. 106–116.
(переклад у виданнi: Ukr. Math. J. — 2016. — 68 (1). — P. 115–126.)

31. Салимов Р.Р. Об оценке меры образа шара для нижних Q-
гомеоморфизмов // Доп. НАН України. — 2016. — № 1. — С. 19–25.

32. Салимов Р.Р. Метрические свойства классов Орлича-Соболева // Укр. мат.
вiсник. — 2016. — 13, № 1. — С. 129–141. (переклад у виданнi: J. Math. Sci.
— 2017. — 220 (5). — P. 633–642.)

33. Golberg A., Salimov R., Sevost’yanov E. Normal Families of Discrete Open
Mappings with Controlled p-Module // Contemporary Mathematics. — 2016.
— V. 667. — P. 83–103.

34. Golberg A., Salimov R. Mappings with upper bounds p-moduli // Contempo-
rary Mathematics. — 2016. — V. 659. — P. 91–113.

35. Golberg A., Salimov R. Differentiability of ring homeomorphisms with con-
trolled p-module // Contemporary Mathematics. — 2017. — V. 699. — P. 121–
217.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Теорiя вiдображень є добре розвиненою частиною
сучасного математичного аналiзу. Ця теорiя бере свiй початок зi знаменитих
робiт Е. Бельтрамi, K. Гауса, Д. Гiльберта, Ж. Лiувiля, А. Пуанкаре,
Б. Рiмана, Г. Шварца та iнших вiдомих математикiв. Теорiя аналiтичних
функцiй давно вже стала зразком найбiльш розвинених i ретельно
розроблених гiлок математики. У цiй теорiї особлива увага придiлялася
конформним вiдображенням, якi знайшли численнi важливi застосування у
теорiї унiформiзацiї, теорiї потенцiалу, математичнiй фiзицi, гiдродинамiцi,
аеродинамiцi, електростатицi i магнiтостатицi.

В кiнцi 20-х та на початку 30-х рокiв минулого столiття Г. Грeч,
М.О. Лаврентьєв i Ч. Моррi ввели бiльш загальний клас вiдображень,
згодом названих квазiконформними. Незабаром квазiконформнi вiдображення
були застосованi до класичних проблем про накриваючi рiманових
поверхонь (Л. Альфорс), модулi рiманових поверхонь (О. Тейхмюллер)
i класифiкацiю однозв’язних рiманових поверхонь (Л.I. Волковиський).
Згодом квазiконформнi вiдображення були визначенi у просторах бiльших
розмiрностей (М.О. Лаврентьєв, Ф. Герiнг, Ю. Вяйсяля), а потiм
узагальненi до вiдображень з обмеженим спотворенням (Ю.Г. Решетняк), що
називаються також квазiрегулярними вiдображеннями (О. Мартiо, С. Рiкман,
Ю. Вяйсяля). Вiзначимо, що квазiрегулярнi вiдображення можуть мати
точки розгалуження i є у певному сенсi просторовим аналогом аналiтичних
функцiй. Квазiконформнi i квазiрегулярнi вiдображення виявилися корисними
при вивченнi клейнових груп, комплексної динамiки, мероморфних функцiй,
в топологiї, теорiї пружностi, в гiдродинамiцi, електро- i магнiтостатицi в
неоднорiдних середовищах. У роботах Л. Альфорса, К. Андрiян Казаку,
Л. Берса, П.П. Белiнського, Б.В. Боярського, I.Н. Векуа, С.К. Водопьянова,
К. Вeртанена, Л.I. Волковиського, М. Вуорiнена, Ю. Вяйсяля, Ф. Герiнга,



22

В.М. Гольдштейна, В.Я. Гутлянського, В.А. Зорiча, П. Карамана,
С.Л. Крушкаля, М.О. Лаврентьєва, О. Лехто, О. Мартiо, Ч. Моррi, Р.
Няккi, I.Н. Песiна, Ю.Г. Решетняка, С. Рiкмана, Б.В. Шабата та iнших були
вивченi основнi властивостi таких вiдображень.

На межi 20-го – 21-го столiть вiдбувся перехiд вiд вивчення вiдображень
з обмеженим спотворенням за Решетняком до вивчення так званих
вiдображень зi скiнченним спотворенням за Iванцем, характеристики
яких вже не є обмеженими в областi визначення, а лише скiнченними
майже скрiзь. Такi класи вiдображень природньо узагальнюють конформнi,
квазiконформнi i квазiрегулярнi вiдображення. Вивченню вiдображень зi
скiнченним спотворенням присвяченi роботи багатьох провiдних фахiвцiв з
сучасної теорiї вiдображень. Серед них можна видiлити роботи К. Астала,
Е. Вiлламора, С.К. Водопьянова, Ф. Герiнга, Т. Iванця, П. Коскели,
Дж. Манфредi, Г. Мартiна, О. Мартiо, У. Сребро, В.I. Рязанова, Ю. Хейнонена,
I. Холопаiнена, Е. Якубова та iнших.

Вiдзначимо, що вказаному переходу передувало вивчення так званих
квазiконформних в середньому вiдображень, що беруть свiй початок з робiт
С.Л. Крушкаля; згадаємо тут також роботи А. Гольберга, В.I. Круглiкова,
В.С. Кудьявiна, Р. Кюнау, В.М. Мiклюкова, М. Перовiча, I.М. Песiна,
Ю.Ф. Стругова, А.В. Сичова та iнших авторiв. Також необхiдно згадати
вивчення вiдображень з обмеженим iнтегралом Дiрiхле у донецькiй школi з
теорiї вiдображень на чолi з Г.Д. Суворовим, де iстотно розвинуто теорiю
граничної поведiнки i теорiю збiжностi таких вiдображень.

Не зважаючи на значну кiлькiсть робiт з теорiї квазiконформних
вiдображень та їх узагальнень, залишаються актуальними такi проблеми:
встановлення мiнiмальних умов, достатнiх для диференцiйовностi вiдображень
майже скрiзь та їх зв’язок з класами Соболєва; встановлення оцiнок
спотворення мiри множин та вiдстаней при вiдображеннях; дослiдження
локальної, асимптотичної та граничної поведiнки вiдображень; встановлення
умов одностайної неперервностi та нормальностi сiмей вiдображень;



23

застосування квазiконформних вiдображень та їх узагальнень до дослiдження
властивостей вiдображень з класiв Соболєва та Орлiча-Соболєва.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Дисертацiя виконана у вiддiлi комплексного аналiзу i теорiї потенцiалу
Iнституту математики НАН України в рамках наукових тем ”Метричнi та
геометричнi задачi теорiї аналiтичних i субгармонiчних функцiй та множин”,
номер державної реєстрацiї 0116U003060 та ”Розробка аналiтичних та чисельно–
аналiтичних методiв дослiдження задач сучасного природознавства”, номер
державної реєстрацiї 0117U004077.

Мета i завдання дослiдження. Об’єктом дослiдження є плоскi та
просторовi вiдображення зi скiнченим спотворенням.

Предметом дослiдження є кiльцевi та нижнi Q -гомеоморфiзми, визначенi
в термiнах неконформного p -модуля.

Метою дисертацiйної роботи є дослiдження диференцiальних,
локальних, асимптотичних та граничних властивостей вiдображень, якi
задовольняють p -модульнi оцiнки.

Завдання дослiдження:

• розробити метод неконформного модуля для дослiдження
диференцiальних, локальних, асимптотичних та граничних властивостей
вiдображень зi скiнченим спотворенням;

• для кiльцевих та нижнiх Q -гомеоморфiзмiв, визначених в термiнах
неконформного p -модуля, довести аналоги нерiвностi М.О. Лаврентьєва
про спотворення площi круга при квазiконформних вiдображеннях, леми
Герiнга про локальну лiпшицевiсть та теореми Iкоми–Шварца;

• встановити новi критерiї неперервного та гомеоморфного продовження
гомеоморфних розв’язкiв вироджених рiвнянь Бельтрамi з узагальненими
похiдними та довести теореми iснування регулярних розв’язкiв задачi
Дiрiхле для вироджених рiвнянь Бельтрамi в довiльних жорданових
областях за певних умов на дотичну дилатацiю;
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• встановити спiввiдношення мiж класами Соболєва, Орлiча–Соболєва,
кiльцевими та нижнiми Q -вiдображенями, визначеними в термiнах
неконформного p -модуля.

Методи дослiдження. В дисертацiйнiй роботi використовуються методи
геометричної теорiї функцiй та теорiї потенцiалу.

Наукова новизна. Усi отриманi в роботi результати є новими i полягають
в наступному:

• отримано характеризацiю кiльцевих i нижнiх Q -гомеоморфiзмiв
в термiнах p -модуля та встановлено взаємозв’язок мiж цими
гомеоморфiзмами;

• доведено аналоги нерiвностi М.О. Лаврентьєва про спотворення площi
круга при квазiконформних вiдображеннях, леми Герiнга про локальну
лiпшицевiсть та теореми Iкоми–Шварца для кiльцевих i нижнiх Q -
гомеоморфiзмiв, визначених в термiнах p -модуля;

• встановлено, що гомеоморфнi розв’язки вироджених рiвнянь Бельтрамi з
узагальненими похiдними є кiльцевими та нижнiми Q -гомеоморфiзмами,
де Q — дотична дилатацiя, та доведено узагальненi теореми про
неперервне i гомеоморфне продовження вказаних розв’язкiв та їх
асимптотичну поведiнку на нескiнченностi;

• встановлено загальнi умови на дотичну дилатацiю, достатнi для iснування
регулярних розв’язкiв задачi Дiрiхле для вироджених рiвнянь Бельтрамi в
довiльних жорданових областях;

• встановлено зв’язок класiв Соболєва W 1,1
loc в областях комплексної

площини, а також класiв Орлiча–Соболєва W 1,φ
loc у просторi Rn, n ≥

3, за умови типу умови Кальдерона на функцiю φ , з нижнiми та
кiльцевими Q -гомеоморфiзмами, визначеними в термiнах p -модуля;
узагальнено умови локальної та логарифмiчної гельдеровостi, степеневого
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та логарифмiчного порядку зростання гомеоморфiзмiв, що належать
вказаним класам Соболєва чи Орлiча–Соболєва;

• встановлено достатнi умови належностi Q -вiдображень, визначених в
термiнах p -модуля, до класiв Соболєва та доведено узагальнення теореми
Боярського–Iванця про невиродженiсть якобiана вiдображення; отримано
оцiнки зверху якобiана та операторної норми матрицi Якобi, p -внутрiшних
та α -зовнiшних дилатацiй кiльцевих Q -вiдображень вiдносно p -модуля;
узагальнено результат Ю. Вяйсяля про абсолютну неперервнiсть на лiнiях
квазiконформних вiдображень на вiдкритi дискретнi вiдображення, що
задовольняють деяку p -модульну нерiвнiсть.

Практичне значення одержаних результатiв.Дисертацiя має
теоретичний характер. Результати можуть бути використанi у дослiдженнi
рiзних класiв вiдображень на площинi та у просторi. Зокрема, результати
дисертацiї можуть знайти застосування у теорiї нелiнiйних систем рiвнянь з
частинними похiдними та в теорiї класiв Соболєва та Орлiча–Соболєва.

Особистий внесок здобувача. Усi результати, що виносяться на захист,
одержано здобувачем самостiйно. У статтях (див. список публiкацiй здобувача
на с. 9), що опублiкованi у спiвавторствi, особистий внесок здобувача такий:
з робiт [4, 7, 8, 10, 14, 15, 17, 18, 24, 28–30, 33, 39, 40] до дисертацiї увiйшли
результати, якi отримано особисто здобувачем; в роботах [5, 9, 16, 19, 22, 34–
36] визначення напрямку дослiджень належить А. Гольбергу, а доведення всiх
тверджень належить здобувачевi; у роботi [38] Є.О. Севостьянову належить
iдея послабити умову гомеоморфностi вiдображень, а дослiдження виконано
здобувачем.

Апробацiя результатiв. Результати роботи доповiдались на таких
конференцiях:

• International scientific conference ”Conformal Structures and Dynamics”
(CODY) Third Year Conference, Bendlewo, Poland, September 21–26, 2009;
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• International Conference on Complex Analysis, dedicated to the memory of
A.Goldberg, Lviv, May 31 – June 5, 2010;

• Мiжнароднiй конференцiї iз сучасного аналiзу, м. Донецьк, 20–23 червня
2011 року;

• Мiжнароднiй науковiй конференцiї, присвяченiй 120-рiччю з дня
народження С. Банаха, Львiв, 2012;

• Mathematical Colloquium, Holon Institute of Technology, Holon, Israel, August
15, 2012;

• Мiжнароднiй науковiй конференцiї ”Комплексний аналiз, теорiя потенцiалу
та застосування”, Київ, 2013;

• International Conference ”Complex Analysis and Related Topics”, Lviv, 23–28
September 2013;

• Наукова конференцiя, присвячена 100-рiччю вiд дня народження К.М.
Фiшмана та М.К. Фаге, Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя
Федьковича, м.Чернiвцi, 1–4 липня 2015 р., с. 147-148;

• X конгресi Мiжнародного товариства з аналiзу, його застосувань i
обчислень ISAAC, Макао, Китай, 2015;

• Мiжнародна конференцiя молодих математикiв, Київ, Україна, 2015;

• International Conference "Complex Analysis and Related Topics Lviv, May 30-
June 4, 2016;

• International scientific conference "Algebraic and geometric methods of analy-
sis Odesa, May 31 – June 5, 2017;

• Мiжнародна конференцiя "Теорiя наближення функцiй та її застосу-
вання", присвячена 75-рiччю з дня народження члена-кореспондента НАН
України, професора О.I. Степанця, Слов’янськ, 2017;
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• International Conference in Functional Analysis dedicated to the 125th anniver-
sary of Stefan Banach, September 18–23, 2017, Lviv, Ukraine;

• International scientific conference ”(Hyper)Complex Analysis in Differential
Equations, Geometry and Physical Applications”, Bendlewo, Poland, 2018;

• International scientific conference ”Algebraic and geometric methods of analy-
sis”, May 30 – June 4, 2018, Odesa, Ukraine;

• Всеукраїнська наукова конференцiя “Сучаснi проблеми теорiї ймовiрностей
та математичного аналiзу”, Ворохта, 2018;

• XII конгресi Мiжнародного товариства з аналiзу, його застосувань i
обчислень ISAAC, Авейро, Португалiя, 2019;

• International scientific conference ”(Hyper)Complex Analysis in Differential
Equations, Geometry and Physical Applications”, Bedlewo, Poland, July 07
– July 14, 2019;

• Сучаснi проблеми теорiї ймовiрностей та математичного аналiзу,
Всеукраїнська наукова конференцiя, Ворохта, 26 лютого – 1 березня, 2020
року;

та на семiнарах:

• вiддiлу комплексного аналiзу та теорiї потенцiалу Iнституту математики
НАН України (керiвник: доктор фiз.-мат. наук, професор С. А. Плакса);

• кафедри математичного аналiзу Житомирського державного унiверситету
iменi Iвана Франка (керiвники: доктор фiз.-мат. наук А. О. Погоруй,
доктор фiз.-мат. наук Є. О. Севостьянов, канд. фiз.-мат. наук, доцент
О.Ф. Герус);

• львiвському мiському семiнарi з теорiї аналiтичних функцiй (керiвник:
доктор фiз.-мат. наук, професор О. Б. Скаскiв);
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• загальноiнститутському семiнарi Iнституту прикладної математики i
механiки НАН України, м. Слов’янськ (керiвник: доктор фiз.-мат. наук,
професор, член-кор. НАН України В. Я. Гутлянський);

• семiнар з диференцiальних рiвнянь Iнституту математики Польської
академiї наук (керiвник: академiк ПАН Б. Боярський), м. Варшава,
Польща;

• Geometric Function Theory Seminar 2011/2012, Holon Institute of Technology,
Holon, Israel, August 19, 2012.

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано в 40 наукових
роботах [1—40] (див. список публiкацiй здобувача на с. 9), внесених до перелiку
фахових видань з фiзико–математичних наук, серед яких монографiя [15]
у спiвавторствi та 26 статей [1,4,6–8,10–14,16,17,19,21,25,26,28–30,32–36,38,39]
у виданнях, внесених до мiжнародних науково–метричних баз Scopus та
Web of Science. Частково вони також висвiтленi у матерiалах мiжнародних
конференцiй [41–62].

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається з анотацiї,
змiсту, вступу, 6 роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел (що мiстить
453 найменування) i додатку, який мiстить список публiкацiй здобувача за
темою дисертацiї та вiдомостi про апробацiю результатiв дисертацiї. Повний
обсяг роботи становить 365 сторiнок друкованого тексту.

Подяки. Висловлюю щиру подяку науковому консультанту, професору
Плаксi Сергiю Анатолiйовичу за постiйну увагу до роботи, кориснi поради та
пiдтримку, а також професору Рязанову Володимиру Iллiчу за обговорення
результатiв та плiднi науковi дискусiї за темою роботи.

Змiст дисертацiї. У вступi визначено об’єкт i предмет дослiдження,
обгрунтовано актуальнiсть теми дисертацiйного дослiдження, сформульовану
мету i завдання, визначено методи дослiдження, його наукову новизну,
теоретичне i практичне значення, прокоментовано апробацiю, описано
структуру дисертацiйної роботи та її основний змiст.
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У роздiлi 1 дисертацiйної роботи викладено огляд лiтератури за темою
дослiдження та вказано на мiсце отриманих здобувачем результатiв у загальнiй
теорiї з окреслених напрямкiв.

Виклад основних результатiв дисертацiї починається з роздiлу 2, де
розглядаються кiльцевi Q -гомеоморфiзми вiдносно p -модуля.

Надалi D i D′ — областi в Rn, n > 2 , m — мiра Лебега в Rn . В записi
f : D → Rn припускаємо, що вiдображення f є неперервним в D .

Кривою γ називається неперервне вiдображення вiдрiзка [a, b] в Rn. Пiд
сiм’єю Γ кривих γ розумiємо довiльний набiр кривих. Позначимо f(Γ) :=

{f ◦ γ | γ ∈ Γ} i через ∆(E,F,D) — сiм’ю всiх кривих таких, що γ(0) ∈ E ,
γ(1) ∈ F i γ(t) ∈ D при t ∈ (0, 1) .

Борелеву функцiю ρ : Rn → [0,∞] називають допустимою для сiм’ї кривих
Γ в Rn i пишуть ρ ∈ admΓ , якщо∫

γ

ρ(x) |dx| > 1

для всiх кривих γ ∈ Γ .

Нехай p > 1 , p -модулем сiм’ї кривих Γ в Rn називають величину

Mp(Γ) = inf
ρ∈admΓ

∫
Rn

ρp(x) dm(x) . (1)

У випадку p = n модуль Mn(Γ) є конформним iнварiантом (тобто
зберiгається при конформних вiдображеннях) i називається конформним
модулем сiм’ї кривих Γ . Якщо p ̸= n , то Mp(Γ) , взагалi кажучи, не зберiгається
при конформних вiдображеннях. Тому Mp(Γ) при p ̸= n називають також
неконформним модулем сiм’ї кривих Γ .

Нехай Q : D → [0 ,∞] — вимiрна за Лебегом функцiя i p > 1 . Гомеомор-
фiзм f : D → D′ називають Q -гомеоморфiзмом вiдносно p -модуля, якщо

Mp(fΓ) 6
∫
D

Q(x) ρp(x) dm(x) (2)
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для будь-якої сiм’ї Γ кривих у D i будь-якої функцiї ρ ∈ admΓ .
Iнтегральнi оцiнки вигляду (2) при p = n = 2 зустрiчаються в роботах

Л. Альфорса, О. Лехто i К. Вiртанена для квазiконформних вiдображень
на площинi та в роботi Ю.Ф. Стругова при p = n для вiдображень,
квазiконформних у середньому. У роботi В.Я. Гутлянського, К. Бiшопа,
О. Мартiо i М. Вуорiнена (2000 р.) нерiвнiсть вигляду (2) була доведена при
вивченнi локальних властивостей просторових квазiконформних вiдображень,
що стало безпосереднiм поштовхом для введення поняття Q -гомеоморфiзма.
Це поняття узагальнює поняття квазiконформного вiдображення за Вяйсяля i
було введене при p = n у роботi О. Мартiо, В. Рязанова, У. Сребро i Е. Якубова,
а при p ̸= n у роботi А. Гольберга.

Нехай x0 ∈ Rn i r1 , r2 такi, що 0 < r1 < r2 < ∞ . Позначимо A =

A(x0, r1, r2) := {x ∈ Rn : r1 < |x − x0| < r2}, S(x0, r) := {x ∈ Rn : |x − x0| =
r}, B(x0, r) := {x ∈ Rn : |x − x0| < r}, Bn := B(0, 1), Sn−1 := S(0, 1) . Надалi
ωn−1 — площа сфери Sn−1 i Ωn — об’єм кулi Bn в Rn . Через d0 позначимо
вiдстань вiд точки x0 ∈ D до межi областi D , тобто d0 := dist(x0 , ∂D) .

Нехай Q : D → [0 ,∞] — вимiрна за Лебегом функцiя i p > 1 . Гомеомор-
фiзм f : D → D′ називають кiльцевим Q -гомеоморфiзмом вiдносно p -модуля
в точцi x0 ∈ D , якщо спiввiдношення

Mp (∆ (fS1, fS2; fD)) 6
∫
A

Q(x) · ηp(|x− x0|) dm(x) (3)

виконується для кожного кiльця A = A(x0, r1, r2), 0 < r1 < r2 < d0 , i кожної
вимiрної функцiї η : (r1, r2) → [0,∞] такої, що

r2∫
r1

η(r) dr = 1 ,

при цьому Si := S(x0, ri) , i = 1, 2 .

Говорять, що гомеоморфiзм f : D → D′ є кiльцевим Q -гомеоморфiзмом
вiдносно p -модуля в областi D , якщо f є кiльцевим вiдносно p -модуля у
кожнiй точцi x0 ∈ D .
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Поняття кiльцевого Q -гомеоморфiзма узагальнює поняття квазiконформ-
ного вiдображення за Герингом i вперше зустрiчається при p = n = 2

при дослiдженнi невироджених рiвнянь Бельтрамi в роботах В. Рязанова,
У. Сребро i Е. Якубова. У роботi В.Я. Гутлянського i А. Гольберга (2009) оцiнка
вигляду (3) при p = n з деякою функцiєю Q встановлена для просторових
квазiконформних вiдображень.

Зауважимо, що кожен Q -гомеоморфiзм f : D → D′ вiдносно p -модуля є
кiльцевим Q -гомеоморфiзмом вiдносно p -модуля в областi D .

Головною метою роздiлу 2 є опис локальних властивостей кiльцевих Q -
гомеоморфiзмiв вiдносно p -модуля. В наступнiй теоремi встановлено критерiй
належностi гомеоморфiзмiв класу кiльцевих Q -гомеоморфiзмiв вiдносно p -
модуля при p > 1 .

Теорема 2.2.1. Нехай D i D′ — областi в Rn , n > 2 . Припустимо, що
Q : D → [0, ∞] — вимiрна функцiя, у якої середнє значення qx0(r) на сферi
S(x0, r) скiнченне для майже всiх r ∈ (0, d0) . Гомеоморфiзм f : D → D′

є кiльцевим Q -гомеоморфiзмом вiдносно p -модуля в точцi x0 ∈ D тодi i
тiльки тодi, коли для довiльних 0 < r1 < r2 < d0 виконується умова

Mp (∆ (fS1, fS2 , fA)) 6 ωn−1

Ip−1
,

де S1 := S(x0, r1) , S2 := S(x0, r2) i

I = I(x0, r1, r2) :=

r2∫
r1

dr

r
n−1
p−1 q

1
p−1
x0 (r)

.

Будемо говорити, що вимiрна за Лебегом функцiя Q : D → [0,∞]

задовольняє (p, λ) -умову в точцi x0 ∈ D , якщо iснує стала λ = λ(x0) > 1

така, що

lim inf
ε→0

ε
n−p
p−1

λε∫
ε

dt

t
n−1
p−1 q

1
p−1
x0 (t)

> 0 ,

де qx0(t) — середнє значення Q на сферi S(x0, t) .
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В наступнiй теоремi встановлено достатнi умови диференцiйовностi майже
скрiзь кiльцевого Q -гомеоморфiзма вiдносно p -модуля.

Теорема 2.3.1. Нехай D i D′ — областi в Rn , n > 2 . Припустимо,
що f : D → D′ — кiльцевий Q -гомеоморфiзм вiдносно p -модуля, p > n − 1 .
Якщо функцiя Q задовольняє (p, λ) -умову майже скрiзь у D , то f є дифе-
ренцiйовним майже скрiзь у D .

З теореми 2.3.1 випливає наступне твердження.

Наслiдок 2.3.3. Нехай D i D′ — областi в Rn , n > 2 . Припустимо,
що f : D → D′ — кiльцевий Q -гомеоморфiзм вiдносно p -модуля, p > n − 1 .
Якщо Q ∈ L1

loc(D) , то f є диференцiйовним майже скрiзь у D .

Задача про спотворення площ при квазiконформних вiдображеннях бере
свiй початок з робiт Б. Боярського. Точна верхня оцiнка площi образу круга при
квазiконформних вiдображеннях зустрiчається в монографiї М.О. Лаврентьєва
(1962 р.). Ряд узагальнень цих результатiв отримано у роботах Ф. Герiнга i
Е. Рейча, К. Астали, А. Єременка i Д. Гамiльтона та в монографiї Б. Боярського,
В.Я. Гутлянського, О. Мартiо i В.I. Рязанова.

Наступна теорема узагальнює результат М.О. Лаврентьєва про оцiнку
спотворення площi образу круга при квазiконформному вiдображеннi на
комплекснiй площинi.

Теорема 2.4.1. Нехай f : Bn → Bn , n > 2, — кiльцевий Q -гомеоморфiзм
вiдносно p -модуля в точцi x0 = 0 . Тодi при 1 < p < n виконується оцiнка

m(fBr) 6 Ωn

(
1 +

n− p

p− 1

1∫
r

dt

t
n−1
p−1 q

1
p−1 (t)

)−n(p−1)
n−p

,

а при p = n — оцiнка

m(fBr) 6 Ωn exp

(
− n

1∫
r

dt

tq
1

n−1 (t)

)
,

де Br = {x ∈ Rn : |x| 6 r} , q(t) — середнє значення функцiї Q на сферi
{x ∈ Rn : |x| = t} .
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Доведено наступний аналог теореми Iкоми–Шварца.

Теорема 2.5.1. Нехай f : Bn → Bn, n > 2, — кiльцевий Q -гомеоморфiзм
вiдносно p -модуля в точцi x0 = 0 , який задовольняє умову f(0) = 0 . Тодi при
1 < p < n виконується оцiнка

lim inf
x→0

|f(x)|

(
1 +

n− p

p− 1

1∫
|x|

dt

t
n−1
p−1 q

1
p−1 (t)

) p−1
n−p

6 1,

а при p = n – оцiнка

lim inf
x→0

|f(x)| exp

( 1∫
|x|

dt

tq
1

n−1 (t)

)
6 1 ,

де q(t) — середнє значення функцiї Q на сферi {x ∈ Rn : |x| = t} .

Дослiджено асимптотичну поведiнку на нескiнченностi кiльцевих Q -
гомеоморфiзмiв та отримано аналог результату Мартiо–Рiкмана–Вяйсяля про
оцiнку швидкостi зростання вiдображень з обмеженим спотворенням в околi
нескiнченно вiддаленої точки (теорема 2.6.1).

Встановлено достатнi умови скiнченної лiпшицевостi (теорема 2.7.1, яка
є узагальненням у деякому сенсi теореми Герiнга про локальну лiпшицевiсть
гомеоморфiзмiв), локальної гельдеровостi (теорема 2.8.2) i локальної
логарифмiчної гельдеровостi (теорема 2.9.1) кiльцевих Q -гомеоморфiзмiв
вiдносно p -модуля. Доведено «лiпшицевий» (теорема 2.7.2) i «степеневий»
(теорема 2.8.3) аналоги теореми Iкоми–Шварца.

У роздiлi 3 дослiджуються властивостi нижнiх Q -гомеоморфiз-
мiв вiдносно p -модуля та встановлюється їх зв’язок з кiльцевими Q -
гомеоморфiзмами вiдносно p -модуля.

(n−1) -вимiрною поверхнею S в Rn називають довiльне неперервне вiдо-
браження S : ω → Rn , де ω – вiдкрита множина в Rn−1 := Rn−1 ∪ {∞} .
Функцiєю кратностi поверхнi S називається число прообразiв елемента y ∈
Rn :

N(S, y) = cardS −1(y) = card {x ∈ ω : S(x) = y} .
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Для борелевої функцiї ρ : Rn → [0,∞] iнтеграл по поверхнi S визначається
рiвнiстю ∫

S

ρ dA :=

∫
Rn

ρ(y)N(S, y) dHn−1(y) ,

де через Hn−1 позначено (n− 1) -вимiрну мiру Хаусдорфа в Rn , n > 2 .
Борелеву функцiю ρ : Rn → [0,∞] називають допустимою для сiм’ї Γ

(n− 1) -вимiрних поверхонь i пишуть ρ ∈ admΓ , якщо∫
S

ρn−1 dA > 1 (4)

для кожної поверхнi S ∈ Γ. Тодi p -модулем сiм’ї Γ при p > 1 називають
величину (1).

Будемо говорити, що деяка властивiсть виконується для p -майже всiх
(n− 1) -вимiрних поверхонь сiм’ї Γ, якщо пiдсiм’я поверхонь сiм’ї Γ , для яких
ця властивiсть порушується, має p -модуль нуль.

Назвемо вимiрну за Лебегом функцiю ρ : Rn → [0,∞] узагальнено p -до-
пустимою для сiм’ї Γ , що складається iз (n − 1) -вимiрних поверхонь в Rn , i
писатимемо ρ ∈ extp admΓ , якщо нерiвнiсть (4) виконується для p -майже всiх
S ∈ Γ.

Нехай Q : D → (0,∞) — вимiрна за Лебегом функцiя. Гомеоморфiзм
f : D → D′ будемо називати нижнiм Q -гомеоморфiзмом вiдносно p -модуля
у точцi x0 ∈ D, якщо

Mp (fΣA) > inf
ρ∈extp admΣA

∫
A

ρp(x)

Q(x)
dm(x) (5)

для кожного кiльця A = A(x0, ε1, ε2) , 0 < ε1 6 ε2 < d0, де ΣA — сiм’я всiх
сфер S(x0, r) , r ∈ (ε1, ε2) .

Гомеоморфiзм f : D → D′ назвемо нижнiм Q -гомеоморфiзмом вiдносно
p -модуля в областi D , якщо умова (5) виконується для будь-якого x0 ∈ D .

Нижнi Q -гомеоморфiзми вiдносно конформного n -модуля називають нижнiми
Q -гомеоморфiзмами (у точцi x0 ∈ D чи в областi D ).
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У наступнiй теоремi встановлено критерiй належностi гомеоморфiзмiв
класу нижнiх Q -гомеоморфiзмiв вiдносно p -модуля при p > n− 1 .

Теорема 3.2.1.Нехай D — область в Rn , n > 2 , x0 ∈ D . Припустимо,
що Q : D → (0,∞) — вимiрна функцiя. Гомеоморфiзм f : D → Rn є нижнiм
Q -гомеоморфiзмом у точцi x0 вiдносно p -модуля при p > n−1 тодi i тiльки
тодi, коли

Mp(fΣA) >
ε2∫
ε1

dr

||Q|| n−1
p−n+1

(x0, r)
для всiх 0 < ε1 6 ε2 < d0,

де ΣA — сiм’я всiх сфер S(x0, r) , r ∈ (ε1, ε2) , i

∥Q∥ n−1
p−n+1

(x0, r) :=

 ∫
S(x0,r)

Q
n−1

p−n+1 (x) dA


p−n+1
n−1

.

Iнфiмум в (5) досягається для функцiї

ρ0(x) =

(
Q(x)

∥Q∥ n−1
p−n+1

(|x− x0|)

) 1
p−n+1

.

В наступнiй теоремi встановлено зв’язок мiж нижнiми i кiльцевими Q -
гомеоморфiзмами вiдносно p -модуля.

Теорема 3.2.2.Нехай D i D′ — областi в Rn , n > 2 , x0 ∈ D .
Припустимо, що Q : D → (0,∞) — вимiрна за Лебегом функцiя така, що
∥Q∥ n−1

p−n+1
(x0, r) ̸= ∞ для м.в. r ∈ (0, d0) i f : D → D′ — нижнiй Q -гомео-

морфiзм у точцi x0 вiдносно p -модуля при p > n−1 . Тодi f є кiльцевим Q∗ -
гомеоморфiзмом вiдносно p

p−n+1 -модуля у точцi x0 при Q∗(x) = Q
n−1

p−n+1 (x).

Iз теореми 3.2.2. випливає наступне твердження.

Наслiдок 3.2.1. У просторi Rn, n > 2, будь-який нижнiй Q -гомео-
морфiзм вiдносно p -модуля f : D → D′ у точцi x0 ∈ D за умов p > n − 1

та Q ∈ L
n−1

p−n+1

loc (D) є кiльцевим Q∗ -гомеоморфiзмом вiдносно p
p−n+1 -модуля в

точцi x0 при Q∗(x) = Q
n−1

p−n+1 (x).
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Знайдено достатнi умови локальної гельдеровостi нижнiх Q -гомеоморфiз-
мiв вiдносно p -модуля (теорема 3.3.1). Доведено «степеневий» аналог теореми
Iкоми–Шварца (теорема 3.3.2) та аналог результату Мартiо–Рiкмана–Вяйсяля
про оцiнку швидкостi зростання вiдображень з обмеженим спотворенням в околi
нескiнченно вiддаленої точки (теорема 3.4.1).

У роздiлi 4 вивчаються вiдображення зi скiнченним спотворенням класу
Соболєва W 1,1

loc на комплекснiй площинi.
Нехай D — область у комплекснiй площинi C i нехай µ : D → C —

вимiрна функцiя, для якої |µ(z)| < 1 майже скрiзь (м.с.) в D . Розглянемо
рiвняння Бельтрамi

fz̄ = µ(z)fz, (6)

де fz = ∂f = (fx + ify)/2 , fz = ∂f = (fx − ify)/2 , z = x + iy , fx i fy —
узагальненi частиннi похiднi вiдображення f вiдповiдно по x i y . Рiвняння
(4.1) називається виродженим, якщо дилатацiйне вiдношення

Kµ(z) :=
1 + |µ(z)|
1− |µ(z)|

є iстотно необмеженим, тобто Kµ /∈ L∞(D) . Дотична дилатацiя вiдображення
f у точцi z ∈ D по вiдношенню до точки z0 ∈ D визначається рiвнiстю

KT
µ (z, z0) :=

∣∣∣1− z−z0
z−z0µ(z)

∣∣∣2
1− |µ(z)|2

.

Далi покладаємо, що KT
µ (z, z0) = 0 , якщо z лежить поза областю D . Добре

вiдомо, що для всiх z i z0 ∈ D виконується оцiнка KT
µ (z, z0) 6 Kµ(z).

Теорема 4.1.1. Нехай f — гомеоморфний розв’язок рiвняння Бельтрамi
(4.1) класу Соболєва W 1,1

loc . Тодi f є нижнiм Q -гомеоморфiзмом у кожнiй
точцi z0 ∈ D при Q(z) = KT

µ (z, z0) .

З теореми 4.1.1 випливає наступне твердження.

Наслiдок 4.1.1. Нехай f — гомеоморфний розв’язок рiвняння
Бельтрамi (4.1) класу Соболєва W 1,1

loc . Тодi f є нижнiм Q -гомеоморфiзмом у
кожнiй точцi z0 ∈ D при Q(z) = Kµ(z) .
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Гомеоморфiзм f : D → C називається кiльцевим Q -гомеоморфiзмом у
точцi z0 межi ∂D , якщо f задовольняє спiввiдношення

M (∆ (fC1, fC2; fD)) 6
∫

A∩D

Q(z) · η2(|z − z0|) dm(z) (7)

для будь-якого кiльця A = A(z0, r1, r2) i довiльних континуумiв C1 i C2 в D ,
якi належать рiзним компонентам доповнення кiльця A в C , та для кожної
вимiрної функцiї η : (r1, r2) → [0,∞] такої, що

r2∫
r1

η(t) dt > 1 .

Гомеоморфiзм f : D → C називається кiльцевим Q -гомеоморфiзмом в
D , якщо умова (7) виконується для кожної точки z0 ∈ D .

Теорема 4.1.2.Нехай f — гомеоморфний розв’язок рiвняння Бельтрамi
(4.1) класу W 1,1

loc i KT
µ (z, z0) ∈ L1

loc . Тодi f є кiльцевим Q -гомеоморфiзмом у
кожнiй точцi z0 ∈ D при Q(z) = KT

µ (z, z0) .

Наслiдок 4.1.4.Нехай f — гомеоморфний розв’язок рiвняння Бельтрамi
(4.1) класу W 1,1

loc та Kµ ∈ L1
loc . Тодi f є кiльцевим Q -гомеоморфiзмом у

кожнiй точцi z0 ∈ D при Q(z) = Kµ(z) .

В термiнах дотичної дилатацiї KT
µ (z, z0) послаблено умови, достатнi для

iснування регулярного розв’язку задачi Дiрiхле для рiвняння Бельтрамi в
однозв’язнiй областi.

Задача Дiрiхле для рiвняння Бельтрамi (4.1) в областi D полягає в
знаходженнi неперервної функцiї f : D → C , яка м.с. в D має частиннi похiднi
першого порядку i м.с. в D задовольняє рiвняння (4.1), а також задовольняє
граничну умову

lim
z→ζ

Re f(z) = φ(ζ) ∀ ζ ∈ ∂D (8)

при заданiй неперервнiй функцiї φ : ∂D → R .
При φ(ζ) ̸≡ const регулярним розв’язком такої задачi будемо називати

неперервну функцiю f : D → C , яка є дискретним та вiдкритим вiдображенням
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класу Соболєва W 1,1
loc в D з якобiаном Jf(z) = |fz|2 − |fz|2 ̸= 0 м.с. в D i м.с.

в D задовольняє рiвняння (4.1), а також задовольняє граничну умову (8). У
випадку φ(ζ) ≡ c = const , ζ ∈ ∂D , пiд регулярним розв’язком задачi Дiрiхле
(8) для рiвняння Бельтрамi (4.1) будемо розумiти функцiю f(z) = c + ic′ ,
c′ ∈ R .

Задача Дiрiхле добре вивчена для рiвномiрно елiптичних систем рiвнянь у
роботах Б.В. Боярського та I.Н. Векуа. Для виродженого рiвняння Бельтрамi
у роботi Ю. Дибова вивчалася задача Дiрiхле для одиничного круга.

Наведемо основнi твердження про iснування регулярного розв’язку задачi
Дiрiхле для виродженого рiвняння Бельтрамi в довiльнiй жордановiй областi.

Теорема 4.3.1. Нехай µ : D → C — вимiрна в жордановiй областi D
функцiя, для якої |µ(z)| < 1 м.с., така, що Kµ ∈ L1

loc(D) i

KT
µ (z, z0) 6 Q(z) ∈ FMO(D).

Тодi для будь-якої неперервної функцiї φ : ∂D → R iснує регулярний розв’язок
f задачi Дiрiхле (8) для рiвняння Бельтрамi (4.1).

Наслiдок 4.3.1. Твердження теореми 4.3.1 справедливе, якщо
KT
µ (z, z0) 6 Q(z) ∈ BMO(D) .

Наслiдок 4.3.2. Твердження теореми 4.3.1 справедливе, якщо

lim sup
ε→0

−
∫
B(z0, ε)

KT
µ (z, z0) dm(z) <∞ ∀ z0 ∈ D.

Теорема 4.3.2. Нехай µ : D → C — вимiрна в жордановiй областi D
функцiя, для якої |µ(z)| < 1 м.с., така, що Kµ ∈ L1

loc(D) i

δ(z0)∫
0

dr

||KT
µ ||1(z0, r)

= ∞ ∀ z0 ∈ D,

де ||KT
µ ||1(z0, r) :=

∫
S(z0, r)

KT
µ (z, z0) ds i δ(z0) < sup

z∈D
|z − z0| . Тодi для будь-якої

неперервної функцiї φ : ∂D → R iснує регулярний розв’язок f задачi Дiрiхле
(8) для рiвняння Бельтрамi (4.1).
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Доведено наступний аналог теореми Iкоми–Шварца, який є уточненням
теореми 2.5.1 для гомеоморфних розв’язкiв рiвняння Бельтрамi.

Теорема 4.4.1. Нехай µ : C → C — вимiрна функцiя така, що |µ(z)| < 1

м.с., i f : B → B — гомеоморфний розв’язок рiвняння Бельтрамi (4.1) класу
Соболєва W 1,1

loc , який задовольняє умову f(0) = 0 . Тодi

lim inf
z→0

|f(z)| exp

 2π

1∫
|z|

dt

∥KT
µ ∥1 (0, t)

 6 1 .

Дослiджено аcимптотичну поведiнку на нескiнченностi гомеоморфних
розв’язкiв рiвняння Бельтрамi, при цьому доведено аналог результату Мартiо–
Рiкмана–Вяйсяля про оцiнку швидкостi зростання вiдображень з обмеженим
спотворенням в околi нескiнченно вiддаленої точки.

Нехай R > 0 i z0 ∈ C . Для гомеоморфiзма f : C → C покладемо

L(z0, f, R) := sup
|z−z0|6R

|f(z)− f(z0)| .

Теорема 4.5.1. Нехай µ : C → C — вимiрна функцiя така, що |µ(z)| < 1

м.с., z0 — деяка фiксована точка в C i r0 — довiльне фiксоване додатне число.
Тодi будь-який гомеоморфний розв’язок f : C → C рiвняння Бельтрамi (4.1)
класу Соболєва W 1,1

loc задовольняє умову

lim inf
R→∞

L(z0, f, R) exp

− 2π

R∫
r0

dt

∥KT
µ ∥1 (z0, t)

 =M0 > 0 .

Встановлено зв’язок гомеоморфiзмiв зi скiнченним спотворенням iз
нижнiми i кiльцевими Q -гомеоморфiзмами вiдносно p -модуля. Нехай D —
область в C . Вiдображення f : D → C називається вiдображенням зi
скiнченним спотворенням, якщо f ∈ W 1,1

loc i

∥f ′(z)∥2 6 K(z) · Jf(z) м.с.
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для деякої майже скрiзь скiнченної функцiї K(z) > 1 , де ∥f ′(z)∥ = |fz| + |fz|
i Jf(z) = |fz|2 − |fz|2 .

Надалi покладаємо

Kp(z, f) :=


∥f ′(z)∥p
Jf (z)

, якщо Jf(z) ̸= 0,

1, якщо f ′(z) = 0,

∞ в iнших точках.

Теорема 4.6.1. Нехай D i D′ — областi в C . Тодi будь-який
гомеоморфiзм f : D → D′ зi скiнченним спотворенням є нижнiм Q -гомео-
морфiзмом вiдносно p -модуля при Q(z) = Kp(z, f) i будь-якому p > 1 .

Наслiдок 4.6.2. Нехай D i D′ — областi в C i p > 1 . Припустимо,
що f : D → D′ — гомеоморфiзм зi скiнченним спотворенням i
Kp(z, f) ∈ L

1
p−1

loc (D) . Тодi f є кiльцевим Q -гомеоморфiзмом вiдносно p′ -моду-

ля при Q(z) = K
1

p−1
p (z, f) , де 1

p +
1
p′ = 1 .

Встановлено достатнi умови скiнченної лiпшицевостi (теорема 4.7.1),
локальної гельдеровостi (теорема 4.7.2) i локальної логарифмiчної
гельдеровостi (теорема 4.7.3) гомеоморфiзмiв класiв Соболєва W 1,1

loc .
В наступнiй теоремi, що є уточненням теореми 2.4.1 у випадку гомеомор-

фiзмiв зi скiнченним спотворенням, узагальнено оцiнку М.О. Лаврентьєва про
спотворення площi образу круга при квазiконформних вiдображеннях.

Теорема 4.7.4. Нехай f : B → B — гомеоморфiзм зi скiнченним
спотворенням. Тодi при p = 2 справедлива оцiнка

m
(
fBr

)
6 π exp

−4π

1∫
r

dτ

∥K∥ 1(0, τ)

 ,

а при p > 2 — оцiнка

m(fBr) 6 π

1 + (2π)p−1(p− 2)

1∫
r

dτ

∥Kp∥ 1
p−1

(0, τ)

− 2
p−2

.
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де Br = {z ∈ C : |z| 6 r} , Sτ = {z ∈ C : |z| = τ} i ∥Kp∥ 1
p−1

(τ) =(∫
Sτ

[Kp(z, f)]
1

p−1 ds

)p−1

.

Доведено наступний аналог теореми Iкоми–Шварца, який є уточненням
теореми 2.5.1 для гомеоморфiзмiв зi скiнченним спотворенням.

Теорема 4.7.5. Нехай f : B → B — гомеоморфiзм зi скiнченним
спотворенням, f(0) = 0 . Тодi при p > 2 справедлива оцiнка

lim inf
z→0

|f(z)|

1 + (2π)p−1(p− 2)

1∫
|z|

dr

∥Kp∥ 1
p−1

(0, r)


1

p−2

6 1.

У роздiлi 5 вивчаються вiдображення зi скiнченним спотворенням класiв
Орлiча–Соболєва та Соболєва у просторi Rn , n > 3 .

У роботах Ю.Г. Решетняка, С.К. Водопьянова, В.М. Гольдштейна
та iнших розвинено теорiю вiдображень з обмеженим спотворенням, яка
стала класикою теорiї вiдображень. Узагальненням поняття вiдображення з
обмеженим спотворенням є поняття вiдображення зi скiнченним спотворенням.

Вiдображення f вiдкритої множини U ⊂ Rn в Rn , n > 2 , називається
вiдображенням зi скiнченним спотворенням, якщо f ∈W 1,1

loc i

∥f ′(x)∥n 6 K(x) · Jf(x) м.с.

для деякої майже скрiзь скiнченної функцiї K(x) > 1 , де ∥f ′(x)∥ — операторна
норма матрицi Якобi f ′ вiдображення f в x i Jf(x) — його якобiан.
Зовнiшньою дилатацiєю вiдображення f у точцi x називається величина

KO(x, f) :=


∥f ′(x)∥n
|Jf (x)| , якщо Jf(x) ̸= 0,

1, якщо f ′(x) = 0,

∞ в iнших точках,

а внутрiшньою дилатацiєю вiдображення f у точцi x — величина

KI(x, f) =


|J(x,f)|
l(f ′(x))

n , якщо J(x, f) ̸= 0,

1, якщо f ′(x) = 0,

∞, в iнших випадках ,

,
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де l (f ′(x)) = min
h∈Rn\{0}

|f ′(x)h|
|h| .

Нехай D — область в Rn , n > 2 . Для заданої опуклої зростаючої функцiї
φ : [0,∞) → [0,∞) , φ(0) = 0 , через W 1,φ

loc (D) позначимо клас Орлiча–Соболєва
всiх локально iнтегровних вектор-функцiй f : D → Rm таких, що компоненти
fi , i = 1, . . . ,m , вектор-функцiї f = (f1, . . . , fm) належать класу Соболєва
W 1,1

loc i ∫
G

φ (|∇f(x)|) dm(x) <∞

для кожної областi G такої, що G ⊂ D , де |∇f(x)| :=
√

m∑
i=1

n∑
j=1

(
∂fi
∂xj

)2
.

Будемо також використовувати термiн "клас Орлiча–Соболєва" i збереже-
мо позначення W 1,φ

loc у випадку, коли на функцiю φ накладаються бiльш слабкi
умови, нiж в наведеному означеннi класу Орлiча–Соболєва.

Наступна теорема є узагальненням результатiв Меньшова–Герiнга–Лехто
на площинi та теореми Вяйсяля в Rn , n > 3 , на вiдкритi вiдображення класiв
Орлiча–Соболєва W 1,φ

loc (Ω) за умови типу умови Кальдерона на функцiю φ .

Теорема 5.3.1. Нехай Ω — вiдкрита множина в Rn , n > 3 ,
f : Ω → Rn — неперервне вiдкрите вiдображення класу Орлiча–Соболєва
W 1,φ

loc (Ω) , де φ : (0,∞) → (0,∞) — неспадна функцiя, яка задовольняє умову

∞∫
t∗

[
t

φ(t)

] 1
n−2

dt <∞ (9)

для деякого t∗ ∈ (0,∞) . Тодi вiдображення f має майже скрiзь повний
диференцiал в Ω .

Зауважимо, що умови теореми 5.3.1 виконуються, зокрема, для
вiдображень f класу Соболева W 1,p

loc при p > n− 1 .
Неперервнi вiдображення класу Орлiча–Соболєва W 1,φ

loc за умови (5.9) типу
умови Кальдерона на функцiю φ володiють (N) -властивiстю Лузiна на майже
всiх гiперплощинах, що випливає з наступної теореми.
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Теорема 5.4.2. Нехай U — вiдкрита множина в Rn , n > 3 , φ :

(0,∞) → (0,∞) — неспадна функцiя така, що задовольняє умову (5.9). Тодi
будь-яке неперервне вiдображення f : U → Rm , m > 1 , класу Орлiча–
Соболєва W 1,φ

loc володiє N -властивiстю i, бiльш того, є локально абсолютно
неперервним вiдносно (n − 1) -вимiрної хаусдорфової мiри на майже всiх
гiперплощинах P , паралельних довiльнiй фiксованiй гiперплощинi P0 . Крiм
того, на майже всiх таких P виконується рiвнiсть Hn−1(f(E)) = 0 , якщо
|∇f | = 0 на E ⊂ P .

Доведено твердження про компактнiсть класiв Орлiча–Соболєва (теорема
5.5.1), про належнiсть обернених вiдображень до класу гомеоморфiзмiв з
обмеженим iнтегралом Дiрiхле (теорема 5.6.1), про одностайну неперервнiсть
i нормальнiсть сiмей обернених вiдображень (наслiдок 5.6.4), а також
про напiвнеперервнiсть дилатацiй вiдображень зi скiнченним спотворенням
(теорема 5.7.1).

Ключовою для застосування результатiв роздiлiв 2, 3 до дослiдження
вiдображень класiв Орлiча–Соболєва є наступна теорема.

Теорема 5.8.1. Нехай D i D′ — областi в Rn , n > 3 , φ : (0,∞) →
(0,∞) — неспадна функцiя така, що задовольняє умову (5.9). Тодi будь-
який гомеоморфiзм f : D → D′ класу Орлiча–Соболєва W 1,φ

loc зi скiнченним
спотворенням є нижнiм Q -гомеоморфiзмом при Q(x) = K

1
n−1

I (x, f) .

Наслiдок 5.8.1. Будь-який гомеоморфiзм в Rn , n > 3 , класу W 1,p
loc при

p > n − 1 зi скiнченним спотворенням є нижнiм Q -гомеоморфiзмом при
Q(x) = K

1
n−1

I (x, f) .
Наслiдок 5.8.2. Будь-який гомеоморфiзм f класу Орлiча–Соболєва

W 1,φ
loc в Rn , n > 3 , за умови (5.9) на функцiю φ (зокрема, будь-який

гомеоморфiзм класу Соболєва W 1,p
loc при p > n − 1 ) i за умови KI(x, f) ∈

L1
loc(D) є кiльцевим Q∗ -гомеоморфiзмом в кожнiй точцi x0 ∈ D при Q∗(x) =

KI(x, f) .

Встановлено результати про асимптотичну поведiнку на нескiнченностi
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гомеоморфiзмiв класiв Орлiча–Соболєва W 1,φ
loc за умови (5.9) на функцiю

φ (теореми 5.10.1, 5.10.2) та про одностайну неперервнiсть сiмей таких
гомеоморфiзмiв (теореми 5.9.4 – 5.9.6).

Встановлено зв’язок гомеоморфiзмiв класiв Орлiча–Соболєва W 1,φ
loc в Rn ,

n > 3 , за умови типу умови Кальдерона на функцiю φ з нижнiми i кiльцевими
Q -гомеоморфiзмами вiдносно p -модуля (теореми 5.11.1 i 5.11.2), спираючись
на який у наступних двох теоремах послаблено достатнi умови вiдповiдно
локальної та логарифмiчної гельдеровостi вказаних гомеоморфiзмiв.

Теорема 5.11.3. Нехай D i D′ — областi в Rn , n > 3 , i f : D → D′

— гомеоморфiзм класу Орлiча–Соболєва W 1,φ
loc зi скiнченним спотворенням,

де φ : (0,∞) → (0,∞) — неспадна функцiя, яка задовольняє умову (5.9).
Припустимо, що для деяких чисел λ > 1 , σ > 0 i Cx0 > 0 виконується
умова

εσ
λε∫
ε

dr

∥Kp∥ n−1
p−n+1

(x0, r)
> Cx0

для будь-якого ε ∈
(
0, d0λ2

)
. Тодi при p ∈

(
n, n+ 1

n−2

)
виконується нерiвнiсть

|f(x)− f(x0)| 6 ν0C
− 1

p−n
x0 |x− x0|

σ
p−n

для всiх x ∈ B(x0, δ0) , де ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд n ,
p , λ i σ .

Теорема 5.11.4. Нехай D i D′ — областi в Rn , n > 3 . Припустимо,
що f : D → D′ — гомеоморфiзм зi скiнченним спотворенням класу W 1,φ

loc , де
φ : (0,∞) → (0,∞) — неспадна функцiя, яка задовольняє умову (5.9). Якщо
Kp(x, f) ∈ Lα(B(x0, δ0)), δ0 6 dist (x0,∂D)

4 , p ∈
(
n, n+ 1

n−2

)
, α > n

p−n , то

|f(x)− f(x0)| 6 ν0∥Kp(f)∥
1

p−n
α |x− x0|1−

n
α(p−n)

для всiх x ∈ B(x0, δ0) , де ∥Kp(f)∥α =

( ∫
B(x0,δ0)

Kα
p (x, f) dm(x)

) 1
α

— норма

в просторi Lα(B(x0, δ0)) i ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд
розмiрностi простору n , p i α .
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Теорема 5.11.5. Нехай D i D′ — областi в Rn , n > 3 , i f : D → D′

— гомеоморфiзм класу Орлiча–Соболєва W 1,φ
loc зi скiнченним спотворенням, де

φ : (0,∞) → (0,∞) — неспадна функцiя, яка задовольняє умову (5.9). Якщо
p ∈

(
n, n+ 1

n−2

)
, ∥Kp∥ n−1

p−n+1
(x0, r) ̸= ∞ для майже всiх r ∈ (0, d0) i для

деяких чисел κ ∈
[
0, p

p−n+1

)
, Cx0 > 0 виконується умова∫

A(x0,ε1,ε2)

[Kp(x, f)]
n−1

p−n+1 dm(x)

|x− x0|
p

p−n+1

6 Cx0 ln
κ

(
ε2
ε1

)

для будь-яких 0 < ε1 < ε2 < d0 , то

|f(x)− f(x0)| 6 ν0C
γ
x0

ln−θ
1

|x− x0|

для всiх x ∈ B(x0, δ0) , де δ0 6 min{1, d40} ,

γ =
n(p− n+ 1)

(n− 1)(p− n)
, θ =

p− κ(p− n+ 1)

(n− 1)(p− n)

i ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд n , p i κ .

Наслiдок 5.11.7. Нехай D i D′ — областi в Rn , n > 3 . Припустимо,
що f : D → D′ — гомеоморфiзм зi скiнченним спотворенням класу W 1,φ

loc , де
φ : (0,∞) → (0,∞) — неспадна функцiя, яка задовольняє умову (5.9). Якщо
Kp(x, f) ∈ L n

p−n
(B(x0, δ0)) , δ0 6 min{1, dist4(x0, ∂D)} i p ∈

(
n, n+ 1

n−2

)
, то

|f(x)− f(x0)| 6 ν0 ∥Kp(f)∥
1

p−n
n

p−n
ln−

p
n(p−n)

1

|x− x0|

для всiх x ∈ B(x0, δ0) , де

∥Kp(f)∥ n
p−n

=

 ∫
B(x0,δ0)

K
n

p−n
p (x, f) dm(x)


p−n
n

— норма у просторi L n
p−n

(B(x0, δ0)) i ν0 — додатна стала, яка залежить
тiльки вiд розмiрностi простору n i p .

Доведено теореми 5.12.1 i 5.14.1, якi є уточненнями вiдповiдно теорем
2.4.1 i 2.5.1 для гомеоморфiзмiв класу Орлiча–Соболєва W 1,φ

loc зi скiнченним
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спотворенням в Rn, n > 3 , за умови (5.9) на функцiю φ . Встановлено оцiнку
зверху мiри образу кулi для вказаних гомеоморфiзмiв.

Теорема 5.12.1. Припустимо, що f : Bn → Bn — гомеоморфiзм зi
скiнченним спотворенням класу W 1,φ

loc , де φ : (0,∞) → (0,∞)— неспадна
функцiя, яка задовольняє умову (5.9). Тодi при p = n має мiсце оцiнка

m
(
fBr

)
6 Ωn exp

−nω
1

n−1

n−1

1∫
r

dτ

∥Kn∥ n−1(τ)

 ,

а при p > n

m(fBr) 6 Ωn

1 + ω
p−n+1
n−1

n−1 (p− n)

1∫
r

dτ

∥Kp∥ n−1
p−n+1

(τ)

− n
p−n

,

де ∥Kp∥ n−1
p−n+1

(τ) =

(∫
Sτ

[Kp(x, f)]
n−1

p−n+1 dA

)p−n+1
n−1

, Sr = {x ∈ Rn : |x| = r} i

Br = {x ∈ Rn : |x| 6 r} .
Доведено наступний аналог теореми Iкоми–Шварца для гомеоморфiзмiв

класу Орлiча–Соболєва за умови типу умови Кальдерона на функцiю φ .
Теорема 5.14.1. Припустимо, що f : Bn → Bn — гомеоморфiзм зi

скiнченним спотворенням класу W 1,φ
loc , де φ : (0,∞) → (0,∞) — неспадна

функцiя, яка задовольняє умову (5.9) i f(0) = 0 . Тодi при p > n має мiсце
оцiнка

lim inf
x→0

|f(x)|

1 + ω
p−n+1
n−1

n−1 (p− n)

1∫
|x|

dr

∥Kp∥ n−1
p−n+1

(r)


1

p−n

6 1,

а при p = n

lim inf
x→0

|f(x)| exp

ω 1
n−1

n−1

1∫
|x|

dr

∥Kn∥ n−1(r)

 6 1 ,

де ∥Kp∥ n−1
p−n+1

(r) =

(∫
Sr

[Kp(x, f)]
n−1

p−n+1 dA

)p−n+1
n−1

i Sr = {x ∈ Rn : |x| = r} .
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В наступнiй теоремi наведено достатнi умови скiнченної лiпшицевостi
вказаних гомеоморфiзмiв.

Теорема 5.13.1. Нехай D i D′ — областi в Rn , n > 3 , i f : D → D′

— гомеоморфiзм класу Орлiча–Соболєва W 1,φ
loc зi скiнченним спотворенням, де

φ : (0,∞) → (0,∞) — неспадна функцiя, яка задовольняє умову (5.9). Якщо
p ∈

(
n, n+ 1

n−2

)
i

kp(x0) = lim sup
ε→0

(
−
∫
B(x0,ε)

[Kp(x, f)]
n−1

p−n+1 dm(x)

)p−n+1
n−1

<∞ ,

то
lim sup
x→x0

|f(x)− f(x0)|
|x− x0|

6 ν0 k
1

p−n
p (x0) <∞ ,

де ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд n i p .

Пiдкреслимо, що множина гомеоморфiзмiв зi скiнченним спотворенням
класу Орлiча–Соболєва W 1,φ

loc в Rn, n > 3 , за умови (5.9) на функцiю φ

включає в себе гомеоморфiзми класу Соболєва W 1,p
loc при p > n − 1 . У

випадку критичного показника p = n − 1 , тобто для гомеоморфiзмiв класу
Соболєва W 1,n−1

loc , доведено наступне твердження (зауважимо при цьому, що
гомеоморфiзми класу Соболєва W 1,1

loc за умови KO ∈ Ln−1
loc (D) належать до

класу Соболєва W 1,n−1
loc ).

Теорема 5.15.1. Нехай D i D′ — областi в Rn , n > 2 , i f : D → D′

— гомеоморфiзм класу Соболєва W 1,1
loc такий, що KO ∈ Ln−1

loc (D) . Тодi f є
нижнiм Q -гомеоморфiзмом в довiльнiй точцi x0 ∈ D при Q(x) = KO(x, f) .

Наслiдок 5.15.4. Нехай f : D → D′ — гомеоморфiзм класу Соболєва
W 1,1

loc (D) такий, що KO ∈ Ln−1
loc (D) . Тодi f є кiльцевим Q∗ -гомеоморфiзмом

при Q∗(x) = Kn−1
O (x, f).

У роздiлi 6 дослiджуються кiльцевi Q -вiдображення вiдносно p -модуля,
якi є узагальненням квазiрегулярних вiдображень.

Нехай D — область в Rn , x0 ∈ D , p > 1 i Q : D → [0 ,∞] — вимiр-
на за Лебегом функцiя. Будемо говорити, що вiдображення f : D → Rn є
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кiльцевим Q -вiдображенням вiдносно p -модуля у точцi x0 якщо спiввiдно-
шення (3) виконується для всiх кiлець A = A(x0, r1, r2), 0 < r1 < r2 < d0 , i
всiх вимiрних функцiй η : (r1, r2) → [0,∞] таких, що

r2∫
r1

η(r) dr > 1 .

Вiдображення f : D → Rn є кiльцевим Q -вiдображенням вiдносно p -
модуля в областi D , якщо f — кiльцеве Q -вiдображення у кожнiй точцi x0 ∈
D .

Для вiдкритих дискретних кiльцевих Q -вiдображень вiдносно p -модуля
при n − 1 < p < n отриманi оцiнки якобiана та операторної норми матрицi
Якобi.

Теорема 6.1.1. Нехай D — область в Rn, n > 2, i f : D → Rn —
вiдкрите дискретне кiльцеве Q -вiдображення вiдносно p -модуля, при цьому
Q ∈ L1

loc i n − 1 < p < n . Тодi |Jf(x)| 6 ν0 Q
n

n−p (x) i ∥f ′(x)∥ 6 ν0 Q
1

n−p (x)

для майже всiх x ∈ D , де ν0 — деяка додатна стала, що залежить тiльки
вiд n i p .

Для вiдкритих дискретних кiльцевих Q -вiдображень вiдносно p -модуля
при p > n−1 отриманi оцiнки зовнiшньої α -дилатацiї i внутрiшньої p -дилатацiї
через функцiю Q .

Нехай p > 1 . Для вiдображення f : D → Rn , яке має частиннi похiднi
м.с. внутрiшня p -дилатацiя вiдображення f у точцi x визначається рiвнiстю

KI,p(x, f) =


|Jf (x)|
lp(f ′(x)) , якщо |Jf(x)| ̸= 0

1, якщо f ′(x) = 0

∞, в iнших точках ,

де l(f ′(x)) = min
|h|=1

|f ′(x) · h| .

Теорема 6.2.1. Нехай f : D → Rn — вiдкрите дискретне кiльцеве Q -вi-
дображення вiдносно p -модуля, p > n−1 , при цьому Q ∈ L1

loc(D) i Jf(x) ̸= 0

майже скрiзь. Тодi KI,p(x, f) 6 c0Q(x) для майже всiх x ∈ D , де c0 — деяка
додатна стала, що залежить тiльки вiд n i p .
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Встановлено достатнi умови скiнченної лiпшицевостi (теорема 6.3.1),
локальної гельдеровостi (теорема 6.3.2) та логарифмiчної гельдеровостi
(теорема 6.3.3) кiльцевих Q -вiдображень вiдносно p -модуля.

Нехай D i D′ — областi в Rn , n > 2 , p > 1 i Q : D → [0 ,∞] —
вимiрна за Лебегом функцiя. Вiдображення f : D → D′ будемо називати Q -
вiдображенням вiдносно p -модуля, якщо нерiвнiсть (2) виконується для кожної
сiм’ї Γ кривих в D i кожної допустимої функцiї ρ для Γ .

В наступнiй теоремi наведено достатнi умови належностi Q -вiдображень
вiдносно p -модуля до класiв Соболєва.

Теорема 6.4.3. Нехай D — область в Rn, n > 2, i f : D → Rn —
вiдкрите дискретне Q -вiдображення вiдносно p -модуля, при цьому n − 1 <

p < n i Q ∈ L
α

n−p

loc , де α > 1 . Тодi f належить до класу Соболєва W 1,α
loc .

Оскiльки вiдображення f класу Соболєва W 1,n
loc володiє N -властивiстю

Лузiна, тобто m(fE) = 0 , якщо m(E) = 0 , то з теореми 6.4.3 випливає
наступне твердження.

Наслiдок 6.4.3. Нехай f : D → Rn — вiдкрите дискретне Q -вiдобра-
ження вiдносно p -модуля, при цьому n−1 < p < n i Q ∈ L

n
n−p

loc . Тодi f володiє
N -властивiстю Лузiна.

В наступнiй теоремi встановлено достатнi умови того, щоб Q -
вiдображення вiдносно p -модуля володiло N −1 -властивiстю Лузiна.

Теорема 6.4.4. Нехай D — область в Rn, n > 2, i f : D → Rn —
вiдкрите дискретне Q -вiдображення вiдносно p -модуля, при цьому p > n i
Q ∈ L1

loc . Тодi f володiє N−1 -властивiстю Лузiна, тобто m
(
f −1E

)
= 0 ,

якщо m(E) = 0 .

Iз теореми 6.4.4. випливає наступне твердження, яке э узагальненням
теореми Боярського–Iванця про невиродженiсть майже скрiзь якобiана
квазiрегулярного вiдображення.

Наслiдок 6.4.8. Нехай D — область в Rn, n > 2, i f : D → Rn —
вiдкрите дискретне Q -вiдображення вiдносно p -модуля, при цьому p > n i
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Q ∈ L1
loc . Тодi Jf(x) ̸= 0 м.с. в D.

В теоремi 6.5.1 уточнено твердження теореми 6.2.1 для вiдкритих
дискретних Q -вiдображень вiдносно p -модуля, а саме: показано, що в цьому
випадку c0 = 1 .

Узагальнено результат Ю. Вяйсяля про абсолютну неперервнiсть на
лiнiях квазiконформних вiдображень на вiдкритi дискретнi вiдображення, що
задовольняють деяку p -модульну нерiвнiсть вiдносно цилiндрiв у просторi.

Цилiндром в Rn, n > 2, називають трiйку Z = (G,E1, E2), де G – область
в Rn i E1, E2 — пiдмножини межi ∂G , таку, що iснує гомеоморфiзм множини
G на одиничний цилiндр {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn : x21 + x22 + · · · + x2n−1 6 1,

0 6 xn 6 1}, при якому E1 i E2 вiдображаються на основи цього одиничного
цилiндра. Нехай сiм’я ΓZ скадається з дуг, що з’єднують E1 i E2 в G .
Її p -модуль називають модулем цилiндра Z та позначають Mp(Z).

Теорема 6.6.1. Нехай p > 1, Q : Rn → [0,∞] — локально iнтегровна
функцiя i f : D → Rn — вiдкрите дискретне вiдображення, яке задовольняє
умову

Mp(Z) 6
∫

f(D)

Q(y) · ρp∗(y)dm(y)

для будь-якого цилiндра Z ⊂ D та довiльної функцiї ρ∗ ∈ adm f(ΓZ). Тодi
f ∈ ACL.
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ ЗА ТЕМОЮ ДИСЕРТАЦIЇ

У цьому роздiлi викладено огляд лiтератури за темою дослiдження.

1.1. Модулi та ємностi

Модулi сiмей кривих є основним геометричним iнструментом в теорiї
вiдображень. Розвиток методу модулiв, що вiдбувається останнiм часом, тiсно
пов’язаний з сучасними класами вiдображень (див., напр., монографiю [342])
та рiвняннями з частинними похiдними (див., напр., монографiю [280]).

Необхiдну iнформацiю також можна знайти в книгах по теорiї модулiв i
ємностей [37, 438], а також в наступних статтях i монографiях [2, 3, 8, 39, 42, 47,
55,68,110,170,178,185,186,190,192,197–201,226,233–238,246,250,294,339,351,382,
436,444,451] в яких є подальшi посилання.

Почнемо з короткого вступу в теорiю модулiв, який можна знайти в
роботах [246,250,436].

Означення 1.1.1. Кривою γ ми, як зазвичай, називаємо неперервне
вiдображення вiдрiзка [a, b] (або вiдкритого iнтервалу (a, b), або
напiввiдкритого iнтервалу одного з видiв (a, b], [a, b) ) в Rn (або в Rn ):
γ : [a, b] → Rn.

Пiд сiм’єю кривих Γ мається на увазi деякий фiксований набiр кривих γ .
Наступнi означення можуть бути знайденi у п. 6.1, розд. I в [436].

Означення 1.1.2. Борелева функцiя ρ : Rn → [0,∞] називається
допустимою для сiм’ї Γ кривих γ в Rn, якщо∫

γ

ρ(x)|dx| > 1 (1.1)
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для всiх (локально спрямлюваних) кривих γ ∈ Γ . В цьому випадку ми пишемо:
ρ ∈ admΓ.

Означення 1.1.3. Нехай p > 1 . Тодi p-модулем сiм’ї кривих Γ

називається величина

Mp(Γ) = inf
ρ∈ admΓ

∫
D

ρp(x) dm(x) .

При цьому, якщо admΓ = ∅, то вважаємо, що Mp(Γ) = ∞ , див. п. 6 на
с. 16 в [436]. Якщо p = n , то Mn(Γ) =M(Γ) .

Властивостi модуля в деякiй мiрi аналогiчнi властивостям мiри Лебега m

в Rn , див., напр., теорему 6.2, розд. I в [436].
Твердження 1.1.1. Справедливi наступнi властивостi p -модуля:
1) Mp(∅) = 0;

2) якщо Γ1 ⊂ Γ2 , то Mp(Γ1) 6Mp(Γ2);

3) Mp

( ∞∪
i=1

Γi

)
6

∞∑
i=1

Mp(Γi) .

Означення 1.1.4. Говорять, що сiм’я кривих Γ1 мiнорується сiм’єю
Γ2, пишуть Γ1 > Γ2, якщо для кожної кривої γ ∈ Γ1 iснує пiдкрива, яка
належить сiм’ї Γ2.

Має мiсце наступне твердження, див., напр., теорему 6.4, розд. I в [436].
Твердження 1.1.2. Якщо Γ1 > Γ2 , то Mp(Γ1) 6Mp(Γ2) .
Нехай G ⊆ Rn i E ,F ⊆ G — довiльнi множини в G . Позначимо через

∆(E,F ;G) сiм’ю всiх кривих γ : [a, b] → Rn , якi з’єднують E i F в G, тобто
γ(a) ∈ E , γ(b) ∈ F i γ(t) ∈ G при a < t < b .

Наведемо деякi приклади.
Приклад 1.1.1. Нехай Γ = ∆(S1, S2,A) — сiм’я всiх кривих, якi

з’єднують S1 = S(x0, r) i S2 = S(x0, R) в кiльцi A = {x ∈ Rn : r < |x− x0| <
R} . Тодi при p = n виконується рiвнiсть

M(Γ) =
ωn−1(

ln R
r

)n−1 , (1.2)
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а при 1 < p < n

Mp(Γ) = ωn−1

(
p− 1

n− p

) 1
p−1 (

r
p−n
p−1 −R

p−n
p−1

)1−p
, (1.3)

де ωn−1 — площа одиничної сфери Sn−1 в Rn , див., напр., c. 27, п. 1, розд. II
в [382].

Приклад 1.1.2. Якщо 1 < p 6 n i всi кривi сiм’ї Γ проходять через
фiксовану точку x0 , то Mp(Γ) = 0 , див., напр., c. 27, п. 1, розд. II в [382].

Приклад 1.1.3. Нехай P — вiдкритий прямокутник в R2, Γb позначає
сiм’ю кривих, що з’єднують протилежнi сторони в прямокутнику P довжини
b. Тодi M(Γb) =

b
a , див. приклад 1, п. D, розд. I в [2].

Приклад 1.1.4. Якщо Γ — сiм’я кривих γ , якi з’єднують двi паралельнi
гранi прямокутного паралелепiпеда що має висоту h та (n−1) -вимiрну площу
основи A в Rn, n > 2, тодi Mp(Γ) = A

hp−1 , див., напр., п. 7.2, розд. I в [436].

У подальшому нам будуть необхiднi означення конденсатора i p -ємностi
конденсатора, див., напр., §5 в [339] або п. 10, розд. II в [382].

Означення 1.1.5. Конденсатором називається пара E = (A,C) , де A —
вiдкрита множина в Rn , а C — непорожня компактна пiдмножина A . Говорять
також, що конденсатор E = (A,C) лежить в областi D , якщо A ⊂ D .

Запис f : D → Rn припускає, що вiдображення f задано в областi D та
неперервне.

Означення 1.1.6. Вiдображення f : D → Rn називається
гомеоморфiзмом, якщо f неперервне i має обернене вiдображення f −1 : fD →
Rn, яке також неперервне.

Означення 1.1.7. Вiдображення f : D → Rn називається вiдкритим,
якщо образ будь-якої вiдкритої множини U ⊆ D є вiдкритою множиною в
Rn.

Усюди далi вважаємо fE = (fA, fC) .

Твердження 1.1.3. Якщо f : D → D′ — неперервне, вiдкрите
вiдображення i E = (A,C) — конденсатор в D , то (fA, fC) також
конденсатор в D′ = fD .
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Означення 1.1.8. Функцiя u : A→ R абсолютно неперервна на прямiй
що має непорожний перетин з A , якщо вона абсолютно неперервна на будь-
якому вiдрiзку цiєї прямої, що мiститься в A .

Означення 1.1.9. Кажуть, що функцiя u : A → R належить класу
ACL (абсолютно неперервна на майже всiх прямих), якщо вона абсолютно
неперервна на майже всiх прямих, паралельних будь-якiй координатнiй осi.

Позначимо через C0(A) множину неперервних функцiй u : A → R1 з
компактним носiєм, W0(E) = W0(A,C) — сiм’я невiд’ємних функцiй u : A →
R1 таких, що

1) u ∈ C0(A) ;
2) u(x) > 1 для x ∈ C ;
3) u належить класу ACL .

Означення 1.1.10. При p > 1 величину

capp E = capp (A,C) = inf
u∈W0(E)

∫
A

|∇u|p dm(x) (1.4)

називають p -ємнiстю конденсатора E .

Наступне твердження має важливе значення для доведень багатьох
результатiв, див. теорему 1 в [190].

Твердження 1.1.4. При p > 1 справедлива рiвнiсть

capp E =Mp(∆(∂A, ∂C;A \ C)) . (1.5)

Нижче наведенi оцiнки p -ємностi конденсатора, див. твердження 5 i 6 в
[55].

Твердження 1.1.5. Для кожного конденсатора E = (A,C) при p > 1

справедлива оцiнка знизу

capp E > (infmn−1 σ)
p

[m(A \ C)]p−1 . (1.6)

Тут mn−1 σ — (n − 1) -вимiрна мiра Лебега C∞ -многовиду σ , що є межею
σ = ∂U обмеженої вiдкритої множини U , яка мiстить C i мiститься
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разом зi своїм замиканням U в A , а точна нижня межа береться по усiм
таким σ .

Твердження 1.1.6. Нехай E = (A,C) — конденсатор в Rn i множина
C зв’язна. Тодi при p > n− 1 виконується оцiнка

(capp E)n−1 > ν0
dp(C)

(m(A))1−n+p
, (1.7)

де d(C) — дiаметр компакта C , ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки
вiд n i p .

Наступнi оцiнки можна знайти у роботi [351], див. нерiвностi (8.8) i (8.9).
Твердження 1.1.7. При 1 < p < n справедлива оцiнка знизу

capp E > nΩ
p
n
n

(
n− p

p− 1

)p−1

[m(C)]
n−p
n , (1.8)

та при p = n

capp E > nnΩn

lnn−1
[
m(A)
m(C)

] , (1.9)

де Ωn — об’єм одиничної кулi в Rn .

Надалi, у розширеному просторi Rn = Rn
∪
{∞} ми використовуємо

сферичну (хордальну) метрику h(x, y) : = |π(x)−π(y)| , де π – стереографiчна
проекцiя простору Rn на сферу Sn(12en+1,

1
2) в Rn+1, тобто

h(x, y) =
|x− y|√

1 + |x|2
√
1 + |y|2

, x ̸= ∞ ≠ y, h(x,∞) =
1√

1 + |x|2
.

Зауважимо, що h(x, y) 6 1 , i h(x, y) 6 |x− y| .
Сферичним (хордальним) дiаметром множини E ⊂ Rn називається

величина
h(E) = sup

x,y∈E
h(x, y) .

Для точки z ∈ Rn та множини E ⊆ Rn ми також визначимо вiдстань h(z, E)

як точну нижню межу h(z, y) по усiм y ∈ E , а для множин F ⊆ Rn i E ⊆ Rn

— вiдстань h(F,E) як точну нижню межу h(z, y) по усiм z ∈ F i y ∈ E.
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Нагадаємо наступнi означення.
Означення 1.1.11. Топологiчний простiр X зв’язний, якщо його не

можна розбити на двi непорожнi вiдкритi множини, див. [70], с. 136.
Означення 1.1.12. Компактний зв’язний простiр називається

континуумом, див. [70], с. 176.
Означення 1.1.13. Кiльцевою областю, або кiльцем в Rn називають

область R в Rn, доповнення якої має рiвно двi компоненти зв’язностi.
Означення 1.1.14. Нехай R — кiльце в Rn . Тодi, якщо C1 i C2 —

зв’язнi компоненти множини Rn \R, то будемо записувати це у виглядi: R =

R(C1, C2).

Означення 1.1.15. Ємнiстю кiльця R називають величину

capR(C1, C2) : = M(∆(C1, C2,R)) ,

див., напр., п. 5.49 в [444].
Зауважимо також, що

M(∆(C1, C2,R)) = M(∆(C1, C2)) ,

див. теорему 11.3 в [436].
Означення 1.1.16. Конформний модуль кiльця R(C1, C2) визначається

спiввiдношенням

modR(C1, C2) =

(
ωn−1

M(∆(C1, C2))

)1/(n−1)

,

де ωn−1 — площа одиничної сфери в Rn, див., напр., формулу (5.50) в [444].

Нижче наведенi оцiнки для ємностi кiльцевої областi, див. [250] або 7.37
в [444] .

Твердження 1.1.8. Нехай R(E ,F ) — довiльне кiльце. Тодi

capR(E ,F ) > cap RT

(
1

h (E) h (F )

)
, (1.10)

де
RT (t) = R ([−1, 0] , [t,∞]) , t > 1 , (1.11)
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— кiльце Тейхмюллера в Rn .

Добре вiдомо, що

capRT (t) =
ωn−1

[log Φ(t)]n−1 , (1.12)

де ωn−1 — площа одиничної сфери в Rn , а функцiя Φ задовольняє умовам:

t+ 1 6 Φ(t) 6 λ2n · (t+ 1) < 2λ2n · t, t > 1 ,

λn ∈ [4, 2en−1) , λ2 = 4 , λ1/nn → e n → ∞ ,

див., напр., [250], с. 225–226, (7.19) i (7.22) в [444].

Отже, iз спiввiдношення (1.10) маємо наступне твердження.

Твердження 1.1.9. Для будь-яких континуумiв E i F в Rn ,

cap R(E,F ) > ωn−1[
log 2λ2n

h(E)h(F )

]n−1 , (1.13)

де ωn−1 — площа одиничної сфери Sn−1 в Rn , λn ∈ [4, 2en−1) , λ2 = 4 i
λ
1/n
n → e при n→ ∞ .

1.2. Функцiї класiв BMO, VMO та FMO

Нагадаємо наступне означення.
Означення 1.2.1. Дiйсна функцiя φ ∈ L1

loc(D) має обмежене середнє
коливання в областi D ⊂ Rn , пишуть φ ∈ BMO(D) , або просто φ ∈ BMO ,
якщо

∥φ∥∗ = sup
B⊂D

1

|B|

∫
B

|φ(x)− φB| dm(x) <∞, (1.14)

де точна верхня межа в (1.14) береться по всiх кулях B , якi лежать в D , а

φB = −
∫
B

φ(x) dm(x) : =
1

|B|

∫
B

φ(x) dm(x) (1.15)

позначає середнє iнтегральне значення функцiї φ по кулi B .
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Простiр BMO, який був введений Джоном i Нiренбергом у роботi [305],
на сьогоднiшнiй день є одним з найважливiших понять гармонiчного аналiзу,
комплексного аналiзу, теорiї рiвнянь з частинними похiдними i сумiжних
областей, див. монографiї [286] i [386]. Зокрема, простiр ВМО тiсно пов’язаний
з теорiєю квазiконформних вiдображень, див., напр., [202,203,206,251,304,385,
386].

Означення 1.2.2. Функцiя φ класу BMO називається функцiєю
зникаючого середнього коливання, скорочено φ ∈ VMO , якщо супремум в
(1.14) по усiх кулях B в областi D таким, що |B| < ε , прямує до нуля при
ε→ 0 .

Простiр VMO введений Сарасоном у статтi [415]. Вiдзначимо, що значне
число робiт присвячено вивченню рiвнянь з частинними похiдними, що мають
коефiцiєнти класу VMO, див., напр., [229,302,346,362,369].

Означення 1.2.3. Слiдуючи роботi [45], будемо говорити, що функцiя
φ : D → R має скiнченне середнє коливання в точцi x0 ∈ D , якщо

lim
ε→0

−
∫
B(x0,ε)

|φ(x)− φ̃ε| dm(x) <∞, (1.16)

де
φ̃ε = −

∫
B(x0,ε)

φ(x) dm(x) (1.17)

позначає середнє iнтегральне значення функцiї φ по кулi
B(x0, ε) = {x ∈ Rn : |x− x0| < ε} .

Як вiдомо, з умовою (1.16) сумiсна ситуацiя, коли φ̃ε → ∞ при ε→ 0 .

Означення 1.2.4. Будемо казати також, що функцiя φ : D → R має
скiнченне середнє коливання в областi D , пишуть φ ∈ FMO(D) або просто
φ ∈ FMO , якщо φ має скiнченне середнє коливання в кожнiй точцi x0 ∈ D .

Вiдомо, що при усiх 1 6 p < ∞ мають мiсце включення L∞(D) ⊂
BMO(D) ⊂ Lploc(D) , див., напр., [305] i [386]. Однак, FMO(D) не є пiдкласом
Lploc(D) для жодного p > 1 , хоча FMO(D) ⊂ L1

loc(D) , див. вiдповiдний приклад
в п. 11.2 в [342]. Таким чином, FMO суттєво ширше BMOloc .
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Наведемо ще деякi факти про функцiї скiнченного середнього коливання
з роботи [45], див. також п. 6.2 в [342].

Твердження 1.2.1. Якщо для деяких чисел φε ∈ R , ε ∈ (0, ε0] ,

lim
ε→0

−
∫
B(x0,ε)

|φ(x)− φε| dm(x) <∞ , (1.18)

то функцiя φ має скiнченне середнє коливання в точцi x0 .

Наслiдок 1.2.1. Зокрема, якщо в точцi x0 ∈ D виконується умова

lim
ε→0

−
∫
B(x0,ε)

|φ(x)| dm(x) <∞ , (1.19)

то функцiя φ має скiнченне середнє коливання в точцi x0.

Означення 1.2.5. Нагадаємо, що точка x0 ∈ D називається точкою
Лебега функцiї φ : D → R , якщо φ iнтегровна в околi x0 i

lim
ε→0

−
∫
B(x0, ε)

|φ(x)− φ(x0)| dm(x) = 0 . (1.20)

Наслiдок 1.2.2. Нехай x0 — точка Лебега для функцiї φ . Тодi функцiя
φ має скiнченне середнє коливання в точцi x0 .

Зауваження 1.2.1. Зауважимо, що для функцiї φ ∈ L1
loc(D) майже всi

точки D є її точками Лебега i, таким чином, скiнченного середнього коливання.

Наслiдок 1.2.3. Будь-яка локально iнтегровна функцiя φ : D → R має
скiнченне середнє коливання у майже всiх точках D .

Ключове значення для наших подальших дослiджень має наступна лема.
Лема 1.2.1. Нехай D — область в Rn , n > 2, i φ : D → R — невiд’ємна

функцiя, що має скiнченне середнє коливання в точцi 0 ∈ D . Тодi∫
ε<|x|<ε0

φ(x) dm(x)(
|x| ln 1

|x|

)n = O

(
ln ln

1

ε

)
(1.21)

при ε→ 0 для деякого додатного числа ε0 < dist (0, ∂D) .
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Наведена вище лема вiдiграє важливу роль в теорiї вироджених рiвнянь
Бельтрамi, так само як i в сучаснiй теорiї вiдображень, див. з цього приводу
монографiї [280] i [342]. У роботi [125] отримано аналог леми 1.2.1 у метричних
просторах з мiрами.

1.3. Про вiдображення класiв Соболєва

Нагадаємо деякi означення, пов’язанi з просторами Соболєва W 1,p ,
p ∈ [1,∞). Нехай G — вiдкрита множина в Rn , n > 2. Символом C∞

0 (G)

будемо позначати сукупнiсть усiх функцiй φ : G→ R з компактним носiєм, що
мають неперервнi частиннi похiднi довiльного порядку.

Означення 1.3.1. Нехай u i v : G → R — локально iнтегровнi функцiї.
Функцiя v називається узагальненою похiдною функцiї u по змiннiй xi , i =
1, 2, . . . , n , пишемо uxi, якщо∫

G

uφxi dm(x) = −
∫
G

v φ dm(x) ∀ φ ∈ C∞
0 (G) . (1.22)

Тут m позначає мiру Лебега в Rn .
Означення 1.3.2. Клас Соболєва W 1,p(G) визначається як сiм’я всiх

функцiй u : G → R в Lp(G), якi мають всi узагальненi похiднi першого
порядку, що належать класу Lp(G) .

Означення 1.3.3. Говорять, що функцiя u : G → R належить
простору W 1,p

loc (G) , якщо u ∈ W 1,p(G∗) для будь-якої вiдкритої множини G∗ з
компактним замиканням в G.

Надалi ми використовуємо позначення W 1,p
loc замiсть W 1,p

loc (G) , щоб
уникнути непорозумiнь.

Поняття узагальненої похiдної було введено Соболєвим в Rn (див., напр.,
[169]) i тепер розвивається в бiльш загальних просторах (див., напр., [27, 120,
194,281,284,288,289,335,342,433]).

Наступний важливий результат можна знайти в [84], див. п. 1.1.3.
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Твердження 1.3.1. Неперервна функцiя f належить W 1,p
loc тодi i

тiльки тодi, коли f ∈ ACLp , тобто, якщо f — локально абсолютно
неперервна на м.в. прямих, паралельних координатним осям i якщо усi першi
частиннi похiднi f є локально iнтегровнi зi степенем p в областi задання.

Наведемо ще одне важливе означення для наших подальших дослiджень.
Означення 1.3.4. Нехай G — вiдкрита множина в Rn i вiдображення

f(x) = (f1(x), f2(x), . . . , fm(x)) для всiх x ∈ G . Говорять, що вiдображення f

належить класу W 1,p
loc , якщо кожна iз дiйсних функцiй f1(x), f2(x), . . . , fm(x)

належить класу W 1,p
loc .

1.4. Одностайно неперервнi i нормальнi сiм’ї

вiдображень

Нагадаємо означення, пов’язанi з нормальними та компактними сiм’ями
вiдображень в метричних просторах.

Означення 1.4.1. Нехай (X, d) i (X ′, d′) — метричнi простори з
метриками d i d ′, вiдповiдно. Сiм’я F неперервних вiдображень f : X → X ′

називається нормальною, якщо з будь-якої послiдовностi вiдображень fj ∈ F

можна видiлити пiдпослiдовнiсть fjm, що збiгається локально рiвномiрно в X

до неперервного вiдображення f .

Означення 1.4.2. Якщо при цьому F є замкнена вiдносно локально
рiвномiрної збiжностi, тобто, f ∈ F , то сiм’я називається компактною.

Поняття нормальних сiмей вiдображень тiсно пов’язане з наступним
поняттям.

Означення 1.4.3. Сiм’я F вiдображень f : X → X ′ називається
одностайно неперервною у точцi x0 ∈ X , якщо для довiльного ε > 0 iснує
δ > 0 , таке що d′(f(x), f(x0)) < ε для всiх f ∈ F i x ∈ X при d(x, x0) < δ.
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Означення 1.4.4. Сiм’я F називається одностайно неперервною, якщо
F одностайно неперервна в кожнiй точцi x0 ∈ X.

Зауваження 1.4.1. Як вiдомо, будь-яка нормальна сiм’я F вiдображень
f : X → X ′ одностайно неперервна, див., напр., твердження 7.1 в [342].
Обернене твердження також виконується, якщо X — сепарабельний, а X ′ —
компактний простiр.

Наступне твердження є узагальненням вiдомої теореми Арцела–Асколi,
див., напр., наслiдок 7.5 в [342].

Твердження 1.4.1. Якщо (X, d) — сепарабельний метричний простiр,
а (X ′, d′) — компактний метричний простiр, то сiм’я F вiдображень f :

X → X ′ є нормальною тодi i тiльки тодi, коли F є одностайно неперервною.

1.5. Про квазiконформнi вiдображення i вiдображення

з обмеженим спотворенням

У цьому параграфi ми наводимо деякi вiдомi факти з теорiї
квазiконформних вiдображень i вiдображень з обмеженим спотворенням.
У роботах академiка Ю.Г. Решетняка i його учнiв, С.К. Водопьянова,
В.М. Гольдштейна та iнших, свого часу була розвинена теорiя вiдображень з
обмеженим спотворенням, яка вже давно стала класикою теорiї вiдображень,
див., напр., монографiї [23,32,110].

Означення 1.5.1. Неперервне вiдображення f : U → Rn вiдкритої
множини U в Rn , n > 2 , називається вiдображенням з обмеженим
спотворенням, якщо f ∈ W 1,n

loc , його якобiан Jf(x) = det f ′(x) не змiнює знак
в U та

∥f ′(x)∥n 6 K |Jf(x)| м.с. (1.23)

для деякого числа K ∈ [1,∞) , де f ′(x) — матриця Якобi вiдображення f ,
∥f ′(x)∥ — її матрична норма: ∥f ′(x)∥ = sup

|h|=1

|f ′(x) · h| . В iноземнiй лiтературi

такi вiдображення називають квазiрегулярними, див., напр., [286,339,382].
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У роботах Ю.Г. Решетняка доведенi вiдкритiсть, дискретнiсть i
неперервнiсть вiдображень з обмеженим спотворенням, див. теореми 6.3 i 6.4,
розд. II в [110], а також див., напр., теорему 1 в [112]. Вiдзначимо також, що
вивченню властивостей вiдображень з обмеженим спотворенням присвячено
досить велику кiлькiсть робiт, див. [21, 25, 42, 104, 104, 105, 105, 108, 110, 114–118,
275,277,278,285,313,337–341,346,348,353,375–383,423,429,437,442,444–447].

Наведемо аналiтичне означення квазiконформного вiдображення, див.,
напр., § 3, розд. I в [110].

Означення 1.5.2. Нехай K ∈ [1,∞) . Гомеоморфiзм f : D → Rn ,
що зберiгає орiєнтацiю називається K -квазiконформним, якщо виконуються
наступнi умови:

1) f ∈ W 1,n
loc ;

2) ∥f ′(x)∥n 6 K · J(x, f) при майже всiх x ∈ D .
Iншими словами вiдображення f : D → Rn називається квазiконформним,

якщо f є вiдображенням з обмеженим спотворенням i, крiм того, f є
гомеоморфiзмом.

Означення 1.5.3. Гомеоморфiзм f ∈ C1(D) називається конформним
вiдображенням, якщо ∥f ′(x)∥n = |J(x, f)| при усiх x ∈ D , див. означення
5.5, розд. I в [436].

Зауваження 1.5.1. Вiдомо, що якщо φ : D → Rn — конформне
вiдображення, то M(φ(Γ)) = M(Γ) для будь-якої сiм’ї кривих Γ в D , див.
теорему 8.1 в [436].

Теорiї квазiконформних вiдображень також присвячено значну кiлькiсть
статей i монографiй, див., напр., [2, 9, 10, 12, 18, 24, 25, 30, 32, 35, 40, 41, 43, 59, 63,
80–82,88–91,101,102,178,188,189,195–197,203,206–210,212–214,221,224,226,243,
247–250,254,256,288, 298,310, 311,322,325, 334,335, 355,365,384, 385,432,434–436,
438,453].

Нижче наведено геометричне означення квазiконформного вiдображення,
див. означення 13.1, розд. II в [436].

Означення 1.5.4. Нехай K < ∞ — деяка фiксована стала. Нагадаємо,
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що гомеоморфiзм f : D → Rn заданий в областi D ⊂ Rn, n > 2, називається
K -квазiконформним вiдображенням, якщо

M(Γ)

K
6M(fΓ) 6 KM(Γ) . (1.24)

для довiльної сiм’ї Γ кривих γ в областi D .

Iншими словами, нерiвностi (1.24) означають, що модуль будь-якої сiм’ї
кривих при вiдображеннi f спотворюється не бiльше, нiж в K разiв.

Означення 1.5.5. Гомеоморфiзм f : D → Rn, заданий в областi D ⊂ Rn,

n > 2, називається квазiконформним вiдображенням, якщо f є K -квазiкон-
формним хоча б для одного K ∈ [1,∞).

Зауваження 1.5.2. Вiдзначимо, що для квазiконформностi
вiдображення f досить виконання тiльки однiєї нерiвностi в правiй
частинi спiввiдношення (1.24), а саме, гомеоморфiзм f є квазiконформним
вiдображенням, якщо

M(fΓ) 6 KM(Γ) (1.25)

для деякого числа K ∈ [1,∞) i довiльної сiм’ї Γ кривих γ в областi
D , див. теорему 34.3, розд. IV в [436]. Вiдзначимо також, що означення
квазiконформних вiдображень 1.5.4 i 1.5.2 є еквiвалентними, див. теорему 34.6,
розд. IV в [436] i § 3, розд. I в [110].

У роботi [248], п. 13, Ф. Герiнг визначив K -квазiконформне вiдображення
як гомеоморфiзм, що змiнює модуль кiльцевої областi не бiльше нiж в K разiв,
див. означення нижче.

Означення 1.5.6. Нехай K ∈ [1,∞) . Гомеоморфiзм f : D → R3,

заданий в областi D ⊂ R3, називається K -квазiконформним вiдображенням,
якщо

mod(R)

K
6 mod (f(R)) 6 Kmod(R) (1.26)

для кожного обмеженого кiльця R ⊂ D .

Задача про спотворення площ при квазiконформних вiдображеннях бере
свiй початок з робiт Б. Боярського, див. [11, 12]. Ряд результатiв в цьому
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напрямку отримано у роботах [204, 243, 255]. Точна верхня оцiнка площi
образу круга при квазiконформних вiдображеннях зустрiчається в монографiї
М.О. Лаврентьєва [82]. У монографiї [216] (див. твердження 3.7) отримано
iнтегральне уточнення нерiвностi Лаврентьєва у термiнах кутової дилатацiї.

1.6. Про Q -гомеоморфiзми та кiльцевi Q -

гомеоморфiзми

В останнi роки на площинi та у багатовимiрних просторах активно
вивчаються так званi Q -гомеоморфiзми та кiльцевi Q -гомеоморфiзми, що є
узагальненнями квазiконформних вiдображень, див., напр., [85, 342–344,394].

Наступна величина має важливе значення в теорiї вiдображень.
Означення 1.6.1. Для вiдображення f : D → Rn , що має частиннi

похiднi м.с., внутрiшня дилатацiя вiдображення f у точцi x визначається
рiвнiстю

KI(x, f) =


|J(x,f)|
l(f ′(x))

n , якщо J(x, f) ̸= 0,

1, якщо f ′(x) = 0,

∞, в iнших випадках ,

, (1.27)

де l (f ′(x)) = min
h∈Rn\{0}

|f ′(x)h|
|h| .

Наведемо означення Q -гомеоморфiзма.
Означення 1.6.2. Нехай D i D′ — областi в Rn , n > 2 , i нехай Q : D →

[1 ,∞] — вимiрна за Лебегом функцiя. Гомеоморфiзм f : D → D′ називають
Q -гомеоморфiзмом, якщо

M(fΓ) 6
∫
D

Q(x) ρn(x) dm(x) (1.28)

для будь-якої сiм’ї Γ кривих у D i будь-якої функцiї ρ ∈ admΓ .

Iнтегральнi оцiнки вигляду (1.28) зустрiчаються в роботах Л. Альфорса
див., напр., теорему 3, п. D, розд. I в [2]), О. Лехто i К. Вiртанена (див.
нерiвнiсть (6.6), п. 6.3, розд. V в [325]) для квазiконформних вiдображень на
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площинi. Ю.Ф. Струговим у роботi [172] було анонсовано подiбну нерiвнiсть
для вiдображень, квазiконформних у середньому. У роботi В.Я. Гутлянського,
К. Бiшопа, О. Мартiо i М. Вуорiнена [214] при вивченнi локальних властивостей
просторових квазiконформних вiдображень доведено нерiвнiсть вигляду (1.28)
при Q = KI(x, f) , що стало безпосереднiм поштовхом для введення поняття
Q -гомеоморфiзма.

Цей термiн був запропонований професором О. Мартiо, див., напр.,
[85, 343, 344]. По сутi, Q -гомеоморфiзми — це вiдображення зi скiнченним
спотворенням, оскiльки функцiя Q не передбачається обмеженою. Означення
Q -гомеоморфiзма має геометричний характер i є аналогiчним означенню
Ю. Вяйсяля для квазiконформних вiдображень. У зв’язку зi сказаним вище
вiдзначимо також роботи А. Казаку-Каберiї [196, 197], М. Крiстi [234, 237] та
монографiю В. Мiклюкова [92].

Наведемо твердження з монографiї [342], див., напр., теореми 8.1 i 8.6, див.
також теореми 4.6 i 6.10 в [345] i наслiдок 2.3 в [315].

Твердження 1.6.1. Кожен гомеоморфiзм f : D → Rn такий, що
f ∈ W 1,n

loc i f−1 ∈ W 1,n
loc , є Q -гомеоморфiзмом при Q = KI(x, f) . Зокрема,

твердження виконується, якщо KI(x, f) ∈ L1
loc .

Проблеми локальної i межової поведiнки Q -гомеоморфiзмiв в Rn

вивчалися у випадку Q ∈ BMO (обмеженого середнього коливання) у роботах
[343, 344], Q ∈ FMO (скiнченного середнього коливання) i в iнших випадках
у роботах [45, 46]. У роботах [132, 411], див. також роздiл 4 у монографiї
[342] встановлено, що Q -гомеоморфiзми з локально iнтегровною функцiєю
Q диференцiйовнi майже скрiзь i абсолютно неперервнi на лiнiях i, бiльш
того, належать класу Соболєва W 1,1

loc та є вiдображеннями зi скiнченним
спотворенням за Iванцем.

У статтi [125] вивчалися властивостi слабо плоских просторiв, якi є
далекосяжним узагальненням просторiв Льовнера (див., напр., [209,224,284,288,
432]), що включають в себе, зокрема, добре вiдомi групи Карно i Гейзенберга
(див. [19–22, 26, 27, 283, 310, 311, 334, 354, 364, 441, 442]). На цiй основi у роботi
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[125] була побудована теорiя межової поведiнки i усувних особливостей для
Q -гомеоморфiзмiв, що може бути застосовна у всiх перерахованих класах
просторiв. Там же, зокрема, були доведенi узагальнення i посилення вiдомої
теореми Герiнга–Мартiо про гомеоморфне продовження на межу квазiконформ-
них вiдображень мiж областями квазiекстремальної довжини, див. [254].

Наведемо ще одне означення, яке вперше зустрiчається у роботi [257].
Означення 1.6.3. Нехай D i D′ — областi в Rn , n > 2 , p > 1 , i нехай

Q : D → [0 ,∞] — вимiрна за Лебегом функцiя. Гомеоморфiзм f : D → D′

називають Q -гомеоморфiзмом вiдносно p -модуля, якщо

Mp(fΓ) 6
∫
D

Q(x) ρp(x) dm(x) (1.29)

для будь-якої сiм’ї Γ кривих у D i будь-якої функцiї ρ ∈ admΓ .
Теорiя Q -гомеоморфiзмiв вiдносно p -модуля може бути застосована,

зокрема, до вiдображень квазiконформних у середньому (див. [258]) i до так
званих (p, q) -квазiконформних вiдображень (див. [439]), якi використовувалися
при вивченнi проблеми Ю. Решетняка про суперпозицiю функцiй просторiв
Соболєва (див. напр., [28,29,440]).

У подальшому будемо позначати

A(x0, r1, r2) = {x ∈ Rn : r1 < |x− x0| < r2} ,

S(x0, ri) = {x ∈ Rn : |x− x0| = ri} , i = 1, 2.

Наведемо означення кiльцевого Q -гомеоморфiзму, див. [128].
Означення 1.6.4. Нехай D — область в Rn , n > 2 , i нехай Q : D →

[0 ,∞] — вимiрна за Лебегом функцiя. Гомеоморфiзм f : D → Rn називається
кiльцевим Q -гомеоморфiзмом в точцi x0 ∈ D, якщо

M (∆ (fS1, fS2, fA)) 6
∫
A

Q(x) · ηn(|x− x0|) dm(x) (1.30)

для будь-якого кiльця A = A(x0, r1, r2), 0 < r1 < r2 < r0 = dist(x0, ∂D),

Si = S(x0, ri), i = 1, 2, i для кожної вимiрної функцiї η : (r1, r2) →

→ [0,∞] такої, що
r2∫
r1

η(r) dr = 1 .
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Якщо умова (1.30) виконується в кожнiй точцi x0 ∈ D, то також говоримо,
що f є кiльцевим Q -гомеоморфiзмом в областi D.

Поняття кiльцевих Q -гомеоморфiзмiв мотивовано означенням квазiкон-
формностi за Герiнгом, див., напр., [248] i, являючи собою узагальнення i
локалiзацiю цього означення, вперше було введено i використовувалося для
вивчення рiвнянь Бельтрамi на площинi у роботi [394], див. також [128] в
Rn . Для просторових квазiконформних вiдображень оцiнка вигляду (1.30) при
p = n з деякою функцiєю Q встановлена В.Я. Гутлянським i А. Гольбергом у
роботi [274].

Зауваження 1.6.1. Очевидно, що будь-який Q -гомеоморфiзм є
кiльцевим Q -гомеоморфiзмом.

Нехай D — область в Rn, n > 2 , x0 ∈ D , r ∈ (0, dist(x0, ∂D)) i Q : D →
[0,∞] – вимiрна функцiя. Тодi

qx0(r) =
1

ωn−1rn−1

∫
S(x0,r)

Q(x) dA

позначає середнє iнтегральне значення по сферi S(x0, r) i dA — елемент площi
поверхнi.

Нижче наведено критерiй того, що гомеоморфiзм в Rn , n > 2 , є
кiльцевим Q -гомеоморфiзмом, див., напр., лему 7.3 розд. VII [342] або теорему
2.1 в [128].

Теорема 1.6.1. Нехай D — область в Rn , n > 2 , i нехай Q : D →
[0, ∞] — вимiрна функцiя, qx0(t) ̸= ∞ для м.в. t ∈ (0, d0), d0 = dist (x0, ∂D) .
Гомеоморфiзм f : D → Rn є кiльцевим Q -гомеоморфiзмом в точцi x0 ∈
D тодi i тiльки тодi, коли для будь-яких 0 < r1 < r2 < d0 виконується
нерiвнiсть

M (∆ (fS1, fS2, fA )) 6 ωn−1

In−1
, (1.31)

де Si = S(x0, ri), i = 1, 2, , ωn−1 — площа одиничної сфери Sn−1 в Rn,

I = I(x0, r1, r2) =

r2∫
r1

dr

rq
1

n−1
x0 (r)

(1.32)
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i qx0(r) — середнє iнтегральне значення функцiї Q по сферi S(x0, r) .
Зауваження 1.6.2. При цьому, iнфiмум справа в (1.30) досягається

тiльки для функцiї
η0(r) =

1

Irq
1

n−1
x0 (r)

. (1.33)

Тут ми приймаємо стандартнi угоди: a/∞ = 0 для a ̸= ∞ i a/0 = ∞ , якщо
a > 0 i 0 · ∞ = 0, див. [131], стор. 6.

Нижче наведено оцiнку спотворення хордальної вiдстанi для довiльного
гомеоморфiзму, див. лему 7.5 в [342].

Лема 1.6.1. Нехай D — область в Rn, n > 2 , x0 ∈ D , r0 ∈
(0, dist(x0, ∂D)) , i нехай D′ — область в Rn з умовою h(Rn \D′) > ∆ > 0 та
f : D → D′ — гомеоморфiзм, x0 ∈ D, y ∈ B(x0, r0), S0 = {x ∈ Rn : |x− x0| =
r0} i S = {x ∈ Rn : |x− x0| = |y − x0|}. Тодi

h(f(y), f(x0)) 6 αn
∆

exp

{
−
(

ωn−1

M (∆ (fS0, fS , fD))

) 1
n−1

}
, (1.34)

де ωn−1 — площа одиничної сфери Sn−1 в Rn , αn = 2λ2n з λn ∈ [4, 2en−1),

λ2 = 4 i λ1/nn → e при n→ ∞.

Далi наведемо оцiнки спотворення хордальної вiдстанi при кiльцевих Q -
гомеоморфiзмах, див., напр., [128] або розд. VII, п. 7.4 в [342].

Лема 1.6.2. Нехай D — область в Rn, n > 2 , x0 ∈ D i D′ — область
в Rn з умовою h(Rn \ D′) > ∆ > 0 . Припустимо, що f : D → Rn —
кiльцевий Q -гомеоморфiзм в точцi x0 ∈ D . Якщо при ε0 ∈ (0, dist(x0, ∂D))

виконується нерiвнiсть∫
A(x0,ε,ε0)

Q(x)ψn(|x− x0|) dm(x) 6 c Ip(ε), ∀ ε ∈ (0, ε0), (1.35)

де p 6 n та ψ(t) — невiд’ємна вимiрна функцiя на (0,∞) така, що

0 < I(ε) =

ε0∫
ε

ψ(t)dt <∞, ∀ ε ∈ (0, ε0), (1.36)
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то для x ∈ B(x0, ε0) виконується нерiвнiсть

h(f(x), f(x0)) 6
αn
δ

exp{−βnIγn,p(|x− x0|)}, (1.37)

де
αn = 2λ2n, βn =

(ωn−1

c

) 1
n−1

, γn,p =
n− p

n− 1
, (1.38)

λn ∈ [4, 2en−1) , λ2 = 4 i λ1/nn → e при n → ∞ , а ωn−1 — площа одиничної
сфери Sn−1 в Rn .

Наслiдок 1.6.1. За умов леми 1.6.2 при p = 1 виконується нерiвнiсть

h(f(x), f(x0)) 6
αn
δ

exp {−βnI(|x− x0|)} . (1.39)

Теорема 1.6.2. Нехай D — область в Rn, n > 2 , D′ — область в
Rn з умовою h(Rn \ D′) > ∆ > 0 i нехай f : D → D′ — кiльцевий Q -
гомеоморфiзм в точцi x0 ∈ D . Тодi для кожної точки x ∈ B(x0, ε(x0)) ,
ε(x0) ∈ (0, dist (x0, ∂D)) , виконується нерiвнiсть

h(f(x), f(x0)) 6
αn
∆
exp

−
ε(x0)∫

|x−x0|

dr

rq
1

n−1
x0 (r)

 , (1.40)

де αn — додатна стала, яка залежить тiльки вiд n , а qx0(r) — середнє
iнтегральне значення функцiї Q по сферi S(x0, r) .

Теорема 1.6.3. Нехай f : Bn → Bn− кiльцевий Q -гомеоморфiзм в
точцi x0 = 0 з умовою f(0) = 0 i нехай∫

Aε

Q(x)
dm(x)

|x|n
6 c log

1

ε
, ε ∈ (0, 1) , (1.41)

де Aε = A(0, ε, 1) = {x ∈ Rn : ε < |x| < 1} . Тодi

|f(x)| 6 αn |x|βn , (1.42)

де αn i βn визначенi рiвнiстю (1.38) .
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Теорема 1.6.4. Нехай D — область в Rn, n > 2 , D′ — область в Rn

з умовою h(Rn \ D′) > ∆ > 0 i f : D → D′ — кiльцевий Q -гомеоморфiзм в
точцi x0 ∈ D . Якщо Q ∈ FMO(x0) , то при деякому ε0 ∈ (0, dist (x0, ∂D))

виконується нерiвнiсть

h(f(x), f(x0)) 6
αn
∆

(
ln 1

ε0

ln 1
|x−x0|

)β0

, (1.43)

де β0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд функцiї Q .

Наслiдок 1.6.2. Зокрема, оцiнка (1.43) справедлива, якщо

lim
ε→0

−
∫
B(x0,ε)

Q(x) dm(x) < ∞ . (1.44)

Поняття кiльцевого Q -гомеоморфiзма було поширене у межовi точки
областей, що дало, зокрема, потужний iнструмент дослiдження межової
поведiнки розв’язкiв рiвнянь Бельтрамi.

Означення 1.6.5. Нехай D i D′ — областi в Rn , n > 2 , x0 ∈ D \
{∞} , Q : Rn → (0,∞) — вимiрна за Лебегом функцiя. Гомеоморфiзм f :

D → D′ називається кiльцевим Q -гомеоморфiзмом в точцi x0 ∈ D , якщо
спiввiдношення

M(∆(f(K1), f(K2); f(D))) 6
∫

A∩D

Q(x)ηn(|x− x0|) dm(x) (1.45)

виконується для будь-яких двох континуумiв K1 , K2 iз областi D , якi
належать рiзним компонентам доповнення в Rn кiльця

A = A(x0, r1, r2) = {x ∈ Rn : r1 < |x− x0| < r2}, 0 < r1 < r2 <∞,

i для кожної вимiрної функцiї η : (r1, r2) → [0,∞] такої, що
r2∫
r1

η(r) dr > 1.
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Означення 1.6.6. Гомеоморфiзм f : D → D′ називається кiльцевим
Q -гомеоморфiзмом, якщо f є кiльцевим Q -гомеоморфiзмом в кожнiй точцi
x0 ∈ D .

Поняття кiльцевого Q -гомеоморфiзму в межових точках областi вперше
було введено у роботi [399] у зв’язку з дослiдженням рiвнянь Бельтрамi на
площинi, див., також [400]. У роботi [83] були отриманi теореми про неперервне
i гомеоморфне продовження кiльцевих Q -гомеоморфiзмiв у просторi Rn, n >
2 , а потiм у роботi [168] аналогiчнi результати були отриманi у метричних
просторах iз мiрами.

1.7. Про нижнi Q -гомеоморфiзми

Вельми корисним iнструментом при дослiдженнi плоских та просторових
вiдображень виявилися також так званi нижнi Q -гомеоморфiзми, що були
вперше введенi i вивчалися у роботi Ковтонюка i Рязанова, див. [49]
або розд. 9 у монографiї [342]. Їх означення також носить геометричний
характер i мотивовано кiльцевим означенням Герiнга для квазiконформних
вiдображень. Останнiм часом нижнi i кiльцевi Q -гомеоморфiзми знайшли
важливi застосування, як в теорiї крайових задач для рiвнянь Бельтрамi на
площинi, так i в теорiї просторових гомеоморфiзмiв класiв Соболєва i бiльш
загальних класiв Орлiча–Соболєва, див. роздiли IV i V даної дисертацiї.

Нагадаємо наступнi означення. Усюди далi Hk , k > 0 , позначає k -
вимiрну мiру Хаусдорфа в Rn , n > 2 . Якщо A — множина в Rn , то

Hk(A) = sup
ε>0

Hk
ε (A), (1.46)

Hk
ε (A) = inf

∞∑
i=1

(diamAi)
k , (1.47)

де iнфiмум в (1.47) береться по всiх покриттях A множинами Ai з diamAi < ε ,
див., напр., [297] i [349].
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Зауваження 1.7.1. Вiдомо, що зовнiшня мiра Лебега m(A) для довiльної
множини A в Rn задовольняє спiввiдношення m(A) = Ωn · 2−nHn(A) , де Ωn

— об’єм одиничної кулi в Rn , див. [417].
Означення 1.7.1. Слiдуючи п. 9.2, розд. 9 в [342], надалi k -вимiрною

поверхнею S в Rn називаємо довiльне неперервне вiдображення S : ω → Rn ,
де ω – вiдкрита множина в Rk := Rk ∪ {∞} i k = 1, . . . , n− 1 .

Означення 1.7.2. Функцiєю кратностi поверхнi S називається число
прообразiв

N(S, y) = cardS −1(y) = card {x ∈ ω : S(x) = y}, y ∈ Rn .

Iншими словами, символ N(S, y) означає кратнiсть накриття точки поверхнею
S .

Зауваження 1.7.2. Вiдомо, що функцiя кратностi є напiвнеперервною
знизу, i, значить, вимiрна вiдносно довiльної хаусдорфової мiри Hk, див. п. 9.2
в [342].

Означення 1.7.3. Для борелiвої функцiї ρ : Rn → [0,∞] її iнтеграл по
поверхнi S визначається рiвнiстю∫

S

ρ dAk :=

∫
Rn

ρ(y)N(S, y) dHky . (1.48)

Надалi при k = n− 1 покладемо dA = dAn−1 .
Означення 1.7.4. Нехай Γ — сiм’я k -вимiрних поверхонь S . Борелева

функцiя ρ : Rn → [0,∞] називається допустимою для сiм’ї Γ , пишуть ρ ∈
admΓ , якщо ∫

S

ρk dAk > 1 (1.49)

для кожної поверхнi S ∈ Γ.

Означення 1.7.5. Модулем сiм’ї Γ називається величина

M(Γ) = inf
ρ∈admΓ

∫
Rn

ρn(x) dm(x) . (1.50)
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Означення 1.7.6. Говорять, що властивiсть P виконується для майже
всiх (м.в.) k -вимiрних поверхонь S сiм’ї Γ, якщо пiдсiм’я всiх поверхонь сiм’ї
Γ , для яких властивiсть P порушується, має модуль нуль.

Означення 1.7.7. Говорять (див. п. 9.2 в [342]), що вимiрна за Лебегом
функцiя ρ : Rn → [0,∞] є узагальнено допустимою для сiм’ї Γ , що
складається iз (n − 1) -вимiрних поверхонь S в Rn , i пишуть ρ ∈ ext admΓ ,
якщо ∫

S

ρn−1(x) dA > 1 (1.51)

для майже всiх S ∈ Γ.

Наведемо означення нижнього Q -гомеоморфiзму.
Означення 1.7.8. Нехай D i D′ — областi в Rn = Rn ∪ {∞} , n > 2 ,

x0 ∈ D \ {∞} , Q : Rn → (0,∞) — вимiрна за Лебегом функцiя. Гомеоморфiзм
f : D → D′ називають нижнiм Q -гомеоморфiзмом у точцi x0 , якщо

M (fΣA) > inf
ρ∈ext admΣA

∫
D∩A

ρn(x)

Q(x)
dm(x) (1.52)

для кожного кiльця A = A(x0, ε, ε0) = {x ∈ Rn : ε < |x− x0| < ε0} , ε ∈
∈ (0, ε0) , ε0 ∈ (0, d0) , де d0 = sup

x∈D
|x− x0|, а ΣA позначає сiм’ю всiх перетинiв

сфер S(x0, r) = {x ∈ Rn : |x− x0| = r} , r ∈ (ε, ε0), з областю D .
Зазначене вище поняття може бути поширене в нескiнченно вiддалену

точку, x0 = ∞ ∈ D , стандартним чином за допомогою iнверсiї T (x) = x/|x|2 ,
T (∞) = 0 , T (0) = ∞ .

Означення 1.7.9. Гомеоморфiзм f : D → D′ називають нижнiм Q -
гомеоморфiзмом у точцi ∞ ∈ D , якщо вiдображення F = f ◦ T є нижнiм
Q∗ -гомеоморфiзмом у точцi 0 при Q∗ = Q ◦ T .

Означення 1.7.10. Гомеоморфiзм f : D → Rn є нижнiм Q -гомеомор-
фiзмом в областi D , якщо f є нижнiм Q -гомеоморфiзмом в кожнiй точцi
x0 ∈ D .
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Наведемо критерiй нижнього Q -гомеоморфiзму в Rn , див. теорему 2.1
статтi [49] або теорему 9.2 в монографiї [342].

Твердження 1.7.1. Нехай D i D′ — областi в Rn , n > 2 , x0 ∈
∈ D \ {∞} , i Q : Rn → (0,∞) – вимiрна за Лебегом функцiя. Тодi
гомеоморфiзм f : D → D′ є нижнiм Q -гомеоморфiзмом у точцi x0 тодi
i тiльки тодi, коли

M (fΣA) > I : =

ε0∫
ε

dr

∥Q∥ n−1(x0, r)
∀ ε ∈ (0, ε0), ε0 ∈ (0, d0), (1.53)

де

∥Q∥ n−1(x0, r) =

 ∫
D(x0,r)

Qn−1(x) dA


1

n−1

(1.54)

є Ln−1 -норма функцiї Q по множинi D(x0, r) = D ∩ S(x0, r) .

Зауважимо, що точна нижня межа в правiй частинi спiввiдношення (1.52)
досягається на функцiї

ρ0(x) =
Q(x)

∥Q∥ n−1(x0, |x− x0|)
.

Наступне твердження встановлює зв’язок мiж нижнiми i кiльцевими Q -
гомеоморфiзмами в Rn , див. наслiдок 5 в [50].

Твердження 1.7.2. Нехай D i D′ — областi в Rn , n > 2 , i функцiя
Q : Rn → (0,∞) iнтегровна зi степенем n−1 у деякому околi точки x0 ∈ D .
Якщо f : D → D′ — нижнiй Q -гомеоморфiзм у точцi x0 , то f є кiльцевим
Q∗ -гомеоморфiзмом у точцi x0 з функцiєю Q∗(x) = Qn−1(x) .

Зауваження 1.7.3. В означеннях нижнiх i кiльцевих Q -гомеоморфiз-
мiв функцiю Q досить задати лише в областi D або продовжити нулем за
межами D . За зауваженням 8 в [50], висновок твердження 1.7.2 залишається
справедливим, якщо функцiя Q iнтегровна зi степенем n − 1 лише на майже
всiх сферах достатньо малих радiусiв з центром у точцi x0 .
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1.8. Про вiдображення зi скiнченним спотворенням на

комплекснiй площинi

Нехай D — область у комплекснiй площинi C , тобто зв’язна i вiдкрита
пiдмножина C , i нехай µ : D → C — вимiрна функцiя, для якої |µ(z)| < 1 м.с.
в D .

Означення 1.8.1. Рiвнянням Бельтрамi називається рiвняння вигляду

fz̄ = µ(z)fz, (1.55)

де fz = ∂f = (fx + ify)/2 , fz = ∂f = (fx − ify)/2 , z = x + iy , fx i fy —
частиннi похiднi вiдображення f по x та y , вiдповiдно.

Означення 1.8.2. Функцiя µ називається комплексним коефiцiєнтом, а

Kµ(z) =
1 + |µ(z)|
1− |µ(z)|

(1.56)

— дилатацiйним вiдношенням рiвняння (1.55).
Означення 1.8.3. Рiвняння Бельтрамi (1.55) називається виродженим,

якщо функцiя Kµ є iстотно необмеженою, тобто Kµ /∈ L∞(D) .
Означення 1.8.4. Вiдображення f : D → C називається регулярним у

точцi z0 ∈ D , якщо f в цiй точцi має повний диференцiал i його якобiан
Jf(z) = |fz|2 − |fz|2 ̸= 0 , див., напр., I.1.6 в [325].

Означення 1.8.5. Гомеоморфiзм f класу Соболєва W 1, 1
loc називається

регулярним, якщо Jf(z) > 0 м.с.
Означення 1.8.6. Регулярним розв’язком рiвняння Бельтрамi (1.55) в

областi D називається регулярний гомеоморфiзм, що задовольняє умову (1.55)
м.с. в D .

Означення 1.8.7. Нехай D , D′ – областi у комплекснiй площинi C ,
C = C

∪
{∞} . Гомеоморфiзм f : D → D′ називається вiдображенням зi

скiнченним спотворенням, якщо f ∈ W 1,1
loc i

|fz|+ |fz̄| 6 K(z) ( |fz| − |fz̄| ) (1.57)
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з майже всюди скiнченною функцiєю K .
Нагадаємо, що вперше поняття вiдображення зi скiнченним спотворенням

введено на комплекснiй площинi для f ∈ W 1,2
loc в роботi [303]. Згодом ця умова

була замiнена вимогою f ∈ W 1,1
loc , i при цьому додатково припускалось, що

Jf ∈ L1
loc , див., напр., монографiю [301].

Означення 1.8.8. Максимальною дилатацiєю вiдображення f зi
скiнченним спотворенням називається величина

Kf(z) =


|fz|+|fz|
|fz|−|fz| , якщо Jf(z) ̸= 0,

1, якщо fz = fz = 0,

∞, в iнших випадках ,

(1.58)

а функцiя

µf(z) =

{
fz/fz, якщо fz ̸= 0,

0, якщо fz = 0
(1.59)

називається комплексною характеристикою.
Вiдмiтимо, що гомеоморфiзм f на площинi класу Соболєва W 1,1

loc є
вiдображенням зi скiнченним спотворенням тодi i тiльки тодi, коли вiн є
гомеоморфним розв’язком рiвняння Бельтрамi з µ = µf .

Наступне означення узагальнює поняття максимальної дилатацiї.

Означення 1.8.9. Дотична дилатацiя вiдображення f у точцi z по
вiдношенню до точки z0 визначається наступним чином:

KT
µ (z, z0) =

∣∣∣1− z−z0
z−z0µ(z)

∣∣∣2
1− |µ(z)|2

,

див., напр., [195,196,276,326,384,394].
Зауваження 1.8.1. Зрозумiло, що при будь-яких z i z0 ∈ D виконується

умова: KT
µ (z, z0) 6 Kµ(z).

Iз леми 20.9.1, розд. 20 в [207] i теореми 1.6.1 випливає, що кожний
регулярний гомеоморфiзм f : D → C такий, що Kµ(z) ∈ L1

loc(D), є кiльцевим
Q -гомеоморфiзмом в кожнiй точцi z0 ∈ D при Q(z) = Kµ(z). Як ми зазначили
вище, цей результат є лише окремим випадком твердження, наведеного вище.
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Нижче наведено низку результатiв про оцiнку спотворення хордальної
вiдстанi, див. роботу [329].

Лема 1.8.1. Нехай D — область в C , Q : D → [1, ∞] — локально
iнтегровна функцiя, i нехай f : D → D′ — гомеоморфний W 1,1

loc -розв’язок
рiвняння Бельтрамi (1.55) з Kµ(z) 6 Q(z) i h(C \ f(D)) > ∆ > 0 . Якщо для
деяких z0 ∈ D , 0 < ε0 < dist(z0, ∂D) i p < 2 , виконується нерiвнiсть∫

A

Q(z)ψ2(|z − z0|) dm(z) 6 c Ip(ε) ∀ ε ∈ (0, ε0) , (1.60)

де A = {z ∈ C : ε < |z − z0| < ε0} , ψ(t) : (0, ∞) → [0, ∞] — невiд’ємна
вимiрна функцiя,

0 < I(ε) =

ε0∫
ε

ψ(t) dt <∞ ∀ ε ∈ (0, ε0) ,

то
h(f(z), f(z0)) 6

32

∆
exp

{
−
(
2π

c

)
I2−p(|z − z0|)

}
для всiх z ∈ B(z0, ε0) .

Наслiдок 1.8.1. Якщо виконуються умови леми 1.8.1 для p = 1 , то

h(f(z), f(z0)) 6 32

∆
exp

{
−2π

c
I(|z − z0|)

}
. (1.61)

Зауваження 1.8.2. Якщо ∞ ∈ D , то умову (1.60) у точцi ∞ замiнюємо
умовою ∫

A0

Q(z)ψ2
∞(|z|) dm(z)

|z|4
6 c Ip∞(R) R → ∞ , (1.62)

де A0 = A(0, R0, R) = {z ∈ C : R0 < |z| < R} i ψ∞(t) — невiд’ємна вимiрна
функцiя на (0, ∞) , така що

0 < I∞(R) =

R∫
R0

ψ∞(t) dt <∞ , R ∈ (R0, ∞) .
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Теорема 1.8.1. Нехай D — область в C i нехай f — гомеоморфний
W 1,1

loc -розв’язок рiвняння Бельтрамi (1.55) з Kµ(z) ∈ L1
loc , z0 ∈ D i

h(C \ f(D)) > ∆ > 0 . Тодi

h(f(z), f(z0)) 6 32

∆
exp

−
ε(z0)∫

|z−z0|

dr

rkz0(r)

 (1.63)

для z ∈ B(z0, ε(z0)), де ε(z0) < dist(z0, ∂D) i kz0(r) — середнє iнтегральне
значення Kµ(z) по колу S(z0, r) = {z ∈ C : |z − z0| = r} .

Наслiдок 1.8.2. Якщо kz0(r) 6 c log 1
r для м.в. r ∈ (0, ε(z0)) , де

ε(z0) < dist(z0, ∂D) , то

h(f(z), f(z0)) 6 32

∆

[
log 1

ε0

log 1
|z−z0|

]1/c
(1.64)

для всiх z ∈ B(z0, ε(z0)) .

Наслiдок 1.8.3. Якщо Kµ(z) 6 c log 1
|z−z0| для м.в. z ∈ B(z0, ε(z0)) , то

(1.64) виконується для всiх z ∈ B(z0, ε(z0)) .

Вибираючи в лемi 1.8.1 ψ(t) = 1/t i p = 1, отримуємо наступне
твердження.

Наслiдок 1.8.4. Нехай f : B → B — гомеоморфний W 1,1
loc -розв’язок

рiвняння Бельтрамi (1.55) з Kµ(z) ∈ L1
loc такий, що f(0) = 0 i∫

Aε

Kµ(z)
dm(z)

|z|2
6 c log

1

ε
, ε ∈ (0, 1) , (1.65)

де Aε = A(0, ε, 1) = {z ∈ C : ε < |z| < 1} . Тодi

|f(z)| 6 64 |z|
2π
c . (1.66)

Теорема 1.8.2. Нехай D — область в C i нехай f : D → D′ — гомео-
морфний W 1,1

loc -розв’язок рiвняння Бельтрамi (1.55) i h(C\D′) > ∆ > 0 . Якщо
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Kµ(z) 6 Q(z) м.с., де Q має скiнченне середнє коливання у точцi z0 ∈ D , то

h(f(z), f(z0)) 6
32

∆

{
log 1

ε0

log 1
|z−z0|

}β0

(1.67)

для деякого ε0 < dist(z0, ∂D) та будь-якої точки z ∈ B(z0, ε0), де β0 > 0

залежить тiльки вiд функцiї Q .

Згiдно з теоремою Арцела–Асколi (див. твердження 1.4.1) маємо вiдповiднi
критерiї нормальностi для розв’язкiв рiвнянь Бельтрамi.

Нехай D — область в C , Q : D → [1, ∞] — вимiрна функцiя. Позначимо
через BQ,∆(D) клас усiх гомеоморфних розв’язкiв рiвнянь Бельтрамi (1.55)
класу Соболєва W 1,1

loc таких, що Kµ(z) 6 Q(z) м.с. в D i h(C\f(D)) > ∆ > 0.

Нижче наведено низку достатнiх умов, що гарантують нормальнiсть
розв’язкiв рiвняння Бельтрамi, див. [329].

Лема 1.8.2. Якщо Q ∈ L1
loc задовольняє умову (1.60) в усiх точках

z0 ∈ D , то клас BQ,∆(D) утворює нормальну сiм’ю.
Iз теореми 1.8.2 випливає наступне твердження.
Теорема 1.8.3. Якщо Q ∈ FMO(D) , то клас BQ,∆(D) утворює

нормальну сiм’ю.
Нагадаємо, що точку z0 = ∞ називають точкою Лебега функцiї φ , якщо

0 є точкою Лебега функцiї φ∗(z) = φ (1/z) , φ∗(0) = φ(∞) , φ∗(∞) = φ(0) ,
тобто ∫

|z|>R

|φ(z)− φ(∞)| dm(z)

|z|4
= O

(
1

R2

)
при R → ∞ . (1.68)

Iншими словами, умова (1.68) еквiвалентна умовi, що

φ∗
r =

1

S(Br)

∫
Br

φ(z) dS(z) → φ(∞), r → 0,

в середньому по сферичнiй мiрi, де Br — круг в сферичнiй метрицi з центром
в ∞ радiуса r , S(Br) — його сферична площа.

Як наслiдок твердженння 1.2.1 i наслiдка 1.2.2 про достатнi умови
належностi функцiй класу FMO , iз теореми 1.8.3 випливають наступнi два
твердження.
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Наслiдок 1.8.5. Клас BQ,∆(D) нормальний, якщо кожна точка
z0 ∈ D є точкою Лебега функцiї Q(z) .

Наслiдок 1.8.6. Клас BQ,∆(D) нормальний, якщо

lim
ε→0

1

|B(z0, ε)|

∫
B(z0,ε)

Q(z) dm(z) < ∞ ∀ z0 ∈ D. (1.69)

Тут у випадку z0 = ∞ ∈ D замiсть (1.69) має бути умова∫
|z|>R

Q(z)
dm(z)

|z|4
= O

(
1

R2

)
при R → ∞ . (1.70)

Зауважимо також, що умова (1.70) еквiвалентна умовi

lim
r→0

1

S(Br)

∫
Br

Q(z) dS(z) <∞ . (1.71)

Теорема 1.8.4. Нехай ∆ > 0 i Q : D → [0,∞] — локально iнтегровна
функцiя така, що

ε(z0)∫
0

dr

rqz0(r)
= ∞ ∀ z0 ∈ D , (1.72)

де ε(z0) < dist(z0, ∂D) i qz0(r) — середнє iнтегральне значення функцiї Q по
колу S(z0, r) = {z ∈ C : |z − z0| = r} . Тодi BQ,∆ утворює нормальну сiм’ю.

У теоремi 1.8.4 у випадку ∞ ∈ D замiсть (1.72) має бути умова
∞∫
δ

dR

Rq∞(R)
= ∞ (1.73)

для деякого δ > 0 , де q∞(R) — середнє iнтегральне значення функцiї Q по
колу SR = {z ∈ C : |z| = R} .

Наслiдок 1.8.7. Якщо qz0(r) = O
(
log 1

r

)
при r → 0 у кожнiй точцi

z0 ∈ D , то BQ,∆ утворює нормальну сiм’ю.
Тут q∞(R) = O (logR) при R → ∞ , де q∞(R) — середнє iнтегральне

значення функцiї Q по колу SR = {z ∈ C : |z| = R} .
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Теорема 1.8.5. Клас BQ,∆ є одностайно неперервним та, як наслiдок,
нормальною сiм’єю вiдображень, якщо Q задовольняє умову∫

D

Φ (Q(z)) dS(z) 6 M (1.74)

для деякого M ∈ (0,∞) та неспадної опуклої функцiї Φ : R+ → R+ з умовою
∞∫
σ

dτ

τΦ−1(τ)
= ∞ (1.75)

для деякого σ > Φ(0) .
Зауваження 1.8.3. Вiдмiтимо, що умова (1.75) є не тiльки достатньою,

але i необхiдною для одностайної неперервностi (нормальностi) класiв з
обмеженнями типу (1.74) з опуклою неспадною функцiєю Φ . Це випливає з
прикладу теореми 5.1 в [389].

1.9. Теореми iснування розв’язкiв рiвняння Бельтрамi

Проблема iснування для вироджених рiвнянь Бельтрамi є активною
сферою дослiдження (див., напр., статтi [56, 94, 103, 217–219, 222, 223, 240, 276,
326,336,391–398,401,402,430], книги [207,301,342] та огляди [280,424]).

В даному параграфi, спираючись на [342], [401] i [405], ми наведемо
низку теорем iснування розв’язкiв рiвняння Бельтрамi. Наступний результат є
головним iнструментом в отриманнi критерiїв iснування регулярних розв’язкiв
рiвняння Бельтрамi, див. [397].

Лема 1.9.1. Нехай µ : D → C — вимiрна функцiя з |µ(z)| < 1 м.с. i
Kµ ∈ L1

loc. Припустимо, що для будь-якої z0 ∈ D, iснує ε0 ∈ (0, dist (z0, ∂D))

i сiм’я вимiрних функцiй ψz0,ε : (0,∞) → (0,∞), ε ∈ (0, ε0), таких, що

0 < Iz0(ε) : =

ε0∫
ε

ψz0,ε(t) dt < ∞, (1.76)
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i ∫
A

Kµ(z, z0) · ψ2
z0,ε

(|z − z0|) dm(z) = o(I2z0(ε)) (1.77)

при ε → 0 , де A = A(z0, ε, ε0) = {z ∈ C : ε < |z − z0| < ε0} . Тодi рiвняння
Бельтрамi (1.55) має регулярний розв’язок.

Теорема 1.9.1. Нехай µ : D → C – вимiрна функцiя з |µ(z)| < 1 м.с.
така, що

Kµ(z) 6 Q(z) ∈ FMO(D). (1.78)

Тодi рiвняння Бельтрамi (1.55) має регулярний розв’язок.
Наслiдок 1.9.1. Якщо

lim
ε→0

1

|B(z0, ε)|

∫
B(z0,ε)

Kµ(z) dm(z) < ∞ ∀z0 ∈ D, (1.79)

то рiвняння Бельтрамi (1.55) має регулярний розв’язок.
Наступне узагальнення теореми iснування Лехто [326] дає можливiсть

отримати низку iнших теорем iснування, див. [397].
Теорема 1.9.2. Нехай D – область в C i нехай µ : D → C — вимiрна

функцiя з |µ(z)| < 1 м.с., Kµ ∈ L1
loc i

δ(z0)∫
0

dr

rqz0(r)
= ∞ ∀ z0 ∈ D, (1.80)

де δ(z0) < dist (z0, ∂D) та qz0(r) — середнє iнтегральне значення Kµ по
колу S(z0, r) = {z ∈ C : |z − z0| = r} . Тодi рiвняння Бельтрамi (1.55) має
регулярний розв’язок.

Наслiдок 1.9.2. Якщо qz0(r) = O
(
log 1

r

)
при r → 0 для усiх z0 ∈ D ,

то (1.55) має регулярний розв’язок.
Для будь-якої неспадної функцiї Φ : R+ → R+, функцiю Φ−1 : R+ → R+

можна визначити наступним чином

Φ−1(τ) = inf
Φ(t)>τ

t . (1.81)
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Як завжди, тут inf вважаємо рiвним ∞ , якщо множина таких t ∈ [0,∞] , для
яких Φ(t) > τ , є порожньою.

Теорема 1.9.3. Нехай µ : D → C — вимiрна функцiя з |µ(z)| < 1 м.с.
така, що ∫

D

Φ(Kµ(z)) dm(z) <∞ (1.82)

для неспадної опуклої функцiї Φ : [0, ∞) → [0, ∞) такої, що
∞∫
σ

dτ

τΦ−1(τ)
= ∞ (1.83)

при деякому σ > Φ(0) . Тодi рiвняння Бельтрамi (1.55) має регулярний
розв’язок.

1.10. Задача Дiрiхле для рiвнянь Бельтрамi

Крайовi задачi для рiвнянь Бельтрамi вперше вивчалися у вiдомiй
дисертацiї Рiмана, який розглядав окремий випадок аналiтичних функцiй, коли
µ(z) ≡ 0 , та роботах Гiльберта (1904, 1924), який дослiджував вiдповiдну
систему Кошi–Рiмана для дiйсної та уявної частини аналiтичних функцiй
f = u+ iv , а також роботi Пуанкаре (1910) по приливах.

Будь-яка аналiтична функцiя f в областi D задовольняє найпростiше
рiвняння Бельтрамi

fz̄ = 0, (1.84)

коли µ(z) ≡ 0 . Якщо аналiтична функцiя f задана в одиничному крузi B =

{z ∈ C : |z| < 1} i неперервна в його замиканнi, то за формулою Шварца

f(z) = i Im f(0) +
1

2πi

∫
|ζ|=1

Re f(ζ) · ζ + z

ζ − z
· dζ
ζ

(1.85)

i, таким чином, аналiтична функцiя f в одиничному крузi B визначається
з точнiстю до деякого уявного числа ic , c = Im f(0) , ї ї дiйсною частиною
φ(ζ) = Re f(ζ) на межi одиничного круга.
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Задача Дiрiхле для рiвняння Бельтрамi (4.1) в областi D полягає в
знаходженнi неперервної функцiї f : D → C , яка має м.с. частиннi похiднi
першого порядку та м.с. задовольняє рiвняння (4.1), а також граничну умову

lim
z→ζ

Re f(z) = φ(ζ) ∀ ζ ∈ ∂D (1.86)

для заданої неперервної функцiї φ : ∂D → R .
Задача Дiрiхле добре вивчена для рiвномiрно елiптичних систем рiвнянь,

див., наприклад, [12] i [15]. Задача Дiрiхле для вироджених рiвнянь Бельтрамi в
одиничному крузi вивчалася у роботi [242]. Однак, критерiї iснування розв’язкiв
задачi Дiрiхле, сформульованi в [242], не є iнварiантними вiдносно вiдображень
Рiмана.

В роботi [366] задачу (1.86) для розв’язкiв одного рiвняння Бельтрамi
з виродженням на дiйснiй осi для пiдкласу неперервних заданих функцiй
редуковано до iнтегрального рiвняння Фредгольма.

1.11. Про вiдображення зi скiнченним спотворенням в

Rn

Вiдображення зi скiнченним спотворенням активно вивчаються останнi
10 – 20 рокiв у роботах багатьох вiдомих математикiв, див., напр., [45, 46, 203,
205–207,233–239,259,291,292,299–301,303,306,308,312,314,315,318,331,332,370–
372,391,392,427].

Наведемо означення вiдображення зi скiнченним спотворенням в Rn при
n > 2 .

Означення 1.11.1. Гомеоморфiзм f вiдкритої множини U iз Rn в
Rn , n > 2 , називається вiдображенням зi скiнченним спотворенням, якщо
f ∈ W 1,1

loc i
∥f ′(x)∥n 6 K(x) · Jf(x) м.с. (1.87)

для деякої скiнченної функцiї K(x) > 1 , де ∥f ′(x)∥ — операторна норма
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матрицi Якобi f ′ вiдображення f в x : ||f ′(x)|| = sup
h∈Rn,|h|=1

|f ′(x) ·h| , i Jf(x) —

його якобiан, тобто detf ′(x) .
Нагадаємо, що вперше поняття вiдображення зi скiнченним спотворенням

введено на комплекснiй площинi для f ∈ W 1,2
loc в роботi [303]. Згодом ця умова

була замiнена вимогою f ∈ W 1,1
loc , i при цьому додатково припускалось, що

Jf ∈ L1
loc , див., напр., монографiю [301], а також подальшi посилання в

монографiї [342].

Зауваження 1.11.1. Зауважимо, що у випадку гомеоморфiзмiв умова
Jf ∈ L1

loc зайва. Дiйсно, для кожного гомеоморфiзма f мiж областями D i
D′ в Rn , який має м.с. частиннi похiднi в D , iснує множина E лебегової мiри
нуль така, що f володiє (N) -властивiстю Лузiна в D \ E i∫

A

Jf(x) dm(x) = m(f(A)) (1.88)

для кожної вимiрної за Лебегом множини A ⊂ D \E (див., напр., пункти 3.1.4,
3.1.8 i 3.2.5 в [187]).

При дослiдженнi вiдображень зi скiнченним спотворенням використовують
наступнi величини.

Означення 1.11.2. Зовнiшньою дилатацiєю вiдображення f у точцi x
називається величина

KO(x, f) =


∥f ′(x)∥n
|Jf (x)| , якщо Jf(x) ̸= 0 ,

1 , f ′(x) = 0 ,

∞ , в iнших точках.

(1.89)

Означення 1.11.3. Внутрiшньою дилатацiєю вiдображення f у точцi
x називається величина

KI(x, f) =


|Jf (x)|
l(f ′(x))

n , якщо Jf(x) ̸= 0 ,

1 , f ′(x) = 0 ,

∞ , в iнших точках ,

(1.90)



87

де l (f ′(x)) = min
|h|=1

|f ′(x)h| .

Зауваження 1.11.2. Вiдомо, що

KI(x, f) 6 Kn−1
O (x, f) , (1.91)

див., напр., п. 1.2.1 в [110].

1.12. Про вiдображення класiв Орлiча–Соболєва

Наведемо основнi означення, що стосуються класiв Орлiча–Соболєва. див.,
напр., [360] i [361], див. також монографiю [54].

Нехай D — область в Rn , n > 2 .
Означення 1.12.1. Для заданої опуклої зростаючої функцiї φ : [0,∞) →

[0,∞) , φ(0) = 0 , позначимо символом Lφ — простiр всiх функцiй f : D → R ,
таких що ∫

D

φ

(
|f(x)|
λ

)
dm(x) <∞ (1.92)

при деякому λ > 0 . Простiр Lφ називається простором Орлiча. Iншими
словами, Lφ — це конус над класом всiх функцiй g : D → R таких, що∫

D

φ (|g(x)|) dm(x) <∞, (1.93)

який називається класом Орлiча, див. [215].

Означення 1.12.2. Класом Орлiча–Соболєва W 1,φ
loc (D) називається клас

всiх заданих в D локально iнтегровних функцiй f з першими узагальненими
похiдними, градiєнт ∇f яких локально в областi D належить класу Орлiча.

Зауваження 1.12.1. Зауважимо, що за означенням W 1,φ
loc ⊂ W 1,1

loc .

Означення 1.12.3. Нехай f — локально iнтегровна вектор-функцiя n

дiйсних змiнних x1, . . . , xn , f = (f1, . . . , fm) , fi ∈ W 1,1
loc , i = 1, . . . ,m , i∫

D

φ (|∇f(x)|) dm(x) <∞, (1.94)
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де |∇f(x)| =
√

m∑
i=1

n∑
j=1

(
∂fi
∂xj

)2
. Тодi також пишемо, що f ∈ W 1,φ

loc .

Зауваження 1.12.2. Будемо також використовувати термiн "клас
Орлiча–Соболєва" i збережемо позначення W 1,φ

loc у випадку, коли на функцiю φ

накладаються бiльш слабкi умови, нiж в наведеному означеннi класу Орлiча–
Соболєва.

Вiдзначимо, що класи Орлiча–Соболєва зараз, як i ранiше, вивчаються в
найрiзноманiтнiших аспектах багатьма авторами, див., напр., [4,50,193,225,232,
241,272,296,300,309,320,321,323,324,357,431,443].

1.13. Про вiдображеня з розгалуженням

У цьому параграфi ми наводимо деякi вiдомi факти теорiї вiдображень з
розгалуженням.

Означення 1.13.1. Будемо говорити, що вiдображення f зберiгає
орiєнтацiю, якщо топологiчний iндекс µ (y, f, G) > 0 для довiльної областi
G ⊂ D, такої, що G ⊂ D, i довiльного y ∈ fG \ f(∂G).

Означення топологiчного iндексу див., напр., в [110, п. 2.1, розд. II].
Означення 1.13.2. Область G називається нормальною областю

вiдображення f : D → Rn, якщо G ⊂ D i ∂(fG) = f(∂G).

Означення 1.13.3. Окiл U точки x0 називається нормальним околом
вiдображення f, якщо U є нормальною областю f.

Нагадаємо, що для вiдображення f : D → Rn множини E ⊂ D i y ∈ Rn

функцiя кратностi N(y, f, E) визначається як число прообразiв точки y у
множинi E, тобто

N(y, f, E) = card {x ∈ E : f(x) = y} , (1.95)

N(f, E) = sup
y∈Rn

N(y, f, E) . (1.96)

Нехай f : D → Rn — довiльне вiдображення i iснує область G ⊂ D,

G ⊂ D, така, що G ∩ {f −1 (f(x))} = {x} . Тодi величина µ (f(x), f, G) , яка
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називається локальним топологiчним iндексом, не залежить вiд вибору областi
G i позначається символом i(x, f).

Зауваження 1.13.1. Очевидно, для гомеоморфiзмiв, якi зберiгають
орiєнтацiю i(x, f) = 1 при всiх x ∈ D. Вiдзначимо також, що
i(x, f) = sign Jf(x) для вiдкритих дискретних вiдображень f : D → Rn,

диференцiйовних у точцi x ∈ D i таких, що Jf(x) ̸= 0 (див., напр., [368,
розд. V.2.2, спiввiдношення (68), с. 332]; див. також [339, лема 2.14]).

Означення 1.13.4. Вiдображення f : D → Rn (вiдповiдно, f : D →
Rn ) називається дискретним, якщо прообраз f−1 (y) кожної точки y ∈ Rn

(вiдповiдно, кожної точки y ∈ Rn ) складається тiльки з iзольованих точок.

Означення 1.13.5. Вiдображення f : D → Rn (вiдповiдно, f : D → Rn )
називається вiдкритим, якщо образ будь-якої вiдкритої множини U ⊂ D є
вiдкритою множиною в Rn (вiдповiдно, в Rn ).

Означення 1.13.6. Вiдображення f : D → Rn (вiдповiдно, f : D →
Rn ) називається нульвимiрним, якщо кожна компонента зв’язностi множини
{f −1(y)} вироджується до точки для кожного y ∈ Rn (вiдповiдно, будь-якого
y ∈ Rn ).

Зауваження 1.13.2. Iз означення випливає, що якщо вiдображення
дискретне, то воно є нульвимiрним. Обернене твердження, взагалi кажучи, не
вiрне.

Означення 1.13.7. Вiдображення f : D → Rn називається локальним
гомеоморфiзмом, якщо кожна точка x0 областi D має окiл U ⊃ {x0} такий,
що звуження f |U є гомеоморфiзмом.

Означення 1.13.8. Точка x0 ∈ D називається точкою розгалуження
вiдображення f , якщо в жодному околi U точки x0 звуження вiдображення
f |U не є гомеоморфiзмом.

Означення 1.13.9. Вiдображення, яке має хоча б одну точку
розгалуження, скорочено будемо називати вiдображенням з розгалуженням.
Сукупнiсть усiх точок розгалуження f прийнято позначати символом Bf .
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Нам також знадобиться поняття квазiадитивної функцiї множин.

Означення 1.13.10. Нехай U — вiдкрита множина в Rn. Позначимо
через BorU клас усiх борелевих пiдмножин U. Функцiя φ : BorU → R
називається q -квазiадитивною, q > 1, якщо виконуються наступнi умови:

1) φ(E) > 0 для будь-якої борелевої множини E ⊂ U ;

2) з умови E ⊂ F випливає нерiвнiсть φ(E) 6 φ(F ) , якi б не були борелевi
множини E,F ⊂ BorU ;

3) φ(E) <∞ для довiльної компактної множини E ⊂ U ;

4) якщо борелевi множини E1, . . . , Em ⊂ U не перетинаються i Ei ⊂ E ⊂
U, i = 1, . . . ,m, то

m∑
i=1

φ(Ei) 6 q · φ(E) . (1.97)

Означення 1.13.11. Верхня i нижня похiднi q -квазiадитивної функцiї φ
в точцi x ∈ U визначаються наступним чином:

φ ′(x) = lim
h→0

sup
d(Q)<h

φ(Q)

m(Q)
, φ ′(x) = lim

h→0
inf

d(Q)<h

φ(Q)

m(Q)
,

де Q пробiгає всi вiдкритi куби i кулi такi, що x ∈ Q ⊂ U.

Наступне твердження можна знайти у роботi [339], див. лему 2.3.

Твердження 1.13.1. Припустимо, що функцiя φ : BorU → R є q -
квазiадитивною функцiєю множини. Тодi:

1) функцiї φ ′ i φ ′ є борелевими;

2) для майже всiх x ∈ U виконується нерiвнiсть

φ ′(x) 6 q · φ ′(x) <∞;

3) для кожної вiдкритої множини V ⊂ U виконується нерiвнiсть∫
V

φ ′(x)dm(x) 6 q · φ(V ).
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Введемо в розгляд наступну допомiжну конструкцiю. Розглянемо функцiю
множин, визначену над алгеброю борелевих множин E в D за наступним
правилом:

Φ(E) = m (fE) . (1.98)

Зауваження 1.13.3. Оскiльки f є неперервним i дискретним
вiдображенням, то множина fE є борелевою для кожної борелевої множини
E ⊂ D, див. наслiдок 5, розд. 3, § 39 , пункт VII в [69]. Отже, наведене вище
означення величини Φ(E) є коректним.

Зауваження 1.13.4. Зауважимо, що функцiя Φ(E) є q -квазiадитив-
ною функцiєю множин E в V з q := N(f, V ), де V — фiксована вiдкрита
пiдмножина D, а N — функцiя кратностi, див. спiввiдношення (1.95)—(1.96).

У такому випадку, вiдповiдно до пункту 2) твердження 1.13.1, для майже
всiх x ∈ D будемо мати

φ(x) := lim sup
ε→0

Φ(B(x, ε))

Ωnεn
<∞ , (1.99)

де B(x, ε) — куля в Rn з центром у точцi x ∈ D радiуса ε > 0.

1.14. Про Q -вiдображення

Останнiм часом також активно вивчаються Q -вiдображення та кiльцевi
Q -вiдображення, що допускають розгалуження, див., наприклад, роботи [33,
146, 152–166, 345, 412, 420, 421], див. також монографiю [167]. Вперше Q -
вiдображення зустрiчаються у роботi О. Мартiо, В. Рязанова, У. Сребро i Е.
Якубова [345].

Нагадаемо, що кожне вiдображення з обмеженим спотворенням
задовольняє нерiвнiсть Є.О. Полецького, див. теорему 1 §4 в [105].
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Твердження 1.14.1. Нехай D — область в Rn , n > 2 . Якщо f : D →
Rn — вiдображення з обмеженим спотворенням, то

M(fΓ) 6 K1M(Γ) (1.100)

для довiльної сiм’ї Γ кривих γ в D , де K1 — деяка додатна стала.
Означення 1.14.1. Нехай D i D′ — областi в Rn , n > 2 . Припустимо,

що p > 1 i Q : D → [0 ,∞] — вимiрна за Лебегом функцiя. Вiдображення
f : D → D′ будемо називати Q -вiдображенням вiдносно p -модуля, якщо
нерiвнiсть (1.29) виконується для будь-якої сiм’ї Γ кривих в D i будь-якої
допустимої функцiї ρ для Γ .

Зауважимо, що означення Q -вiдображення при p = n iз роботи [345] дещо
вiдрiзняється вiд наведеного тут, а саме: Q -вiдображення в сенсi роботи [345]
припускають виконання не однiєї, а двох нерiвностей, одна з яких збiгається з
(1.29).

Iз роботи [146] випливає, що вiдкритi дискретнi Q -вiдображення при
локально iнтегровнiй функцiї Q диференцiйовнi м.с., абсолютно неперервнi
на лiнiях та належать до класу Соболєва W 1,1

loc . У подальшому цi результати
перенесенi на випадок p > n− 1 , див. роботу [412]. Також при p = n у роботi
[146] отримано теорему про N−1 -властивiсть та, як наслiдок, отримано теорему
про невиродженiсть якобiана Q -вiдображень, що узагальнює вiдомий результат
Б. Боярського та Т. Iванця [221] для вiдображень з обмеженим спотворенням. У
роботi [345] встановлено нерiвнiсть вигляду (1.29) при p = n для вiдображень
зi скiнченним спотворенням довжини, а в роботi [413] — при p > 1 .

Означення 1.14.2. Нехай D — область в Rn , p > 1 i Q : D → [0 ,∞] —
вимiрна за Лебегом функцiя. Будемо говорити, що вiдображення f : D → Rn

є кiльцевим Q -вiдображенням вiдносно p -модуля у точцi x0 ∈ D, якщо
спiввiдношення

Mp (∆ (fS1, fS2, fD)) 6
∫
A

Q(x) · ηp(|x− x0|) dm(x) (1.101)



93

виконується для будь-якого кiльця A = A(x0, r1, r2), 0 < r1 < r2 < d0 =

dist (x0 , ∂D) i кожної вимiрної функцiї η : (r1, r2) → [0,∞] такої, що
r2∫
r1

η(r) dr > 1 . (1.102)

Означення 1.14.3. Будемо говорити, що вiдображення f : D → Rn

є кiльцевим Q -вiдображенням вiдносно p -модуля в областi D , якщо умова
(6.1) виконується для всiх точок x0 ∈ D .

Наступну теорему у випадку p > n − 1 можна знайти у роботi [412] як
теорему 1 та у випадку p = n як теорему 3.1 в [146].

Теорема 1.14.1. (Про диференцiйовнiсть майже всюди). Нехай f :

D → Rn — вiдкрите дискретне кiльцеве Q -вiдображення вiдносно p -модуля з
Q ∈ L1

loc i p > n− 1 . Тодi f є диференцiйовним м.c. в D .

При дослiдженнi вiдкритих дискретних вiдображень з розгалуженням
(вiдображень, якi не є гомеоморфiзмами) ключову роль вiдiграють так званi
пiдняття кривих. Наступнi важливi означення можна знайти в [382], див. п. 3
розд. II.

Означення 1.14.4. Нехай f : D → Rn , n > 2 , — вiдображення,
β : [a, b) → Rn — деяка крива i нехай x ∈ f−1 (β(a)) . Крива α : [a, c) →
D називається максимальним пiдняттям кривої β за вiдображенням f з
початком у точцi x, якщо

(i) α(a) = x ;

(ii) f ◦ α = β|[a, c) ;
(iii) якщо c < c′ 6 b, то не iснує кривої α′ : [a, c′) → D такої, що

α = α′|[a, c) i f ◦ α ′ = β|[a, c′).

Аналогiчно можна визначити максимальне пiдняття з кiнцем в данiй точцi.
Виконується наступне твердження, див. наслiдок 3.3 роздiлу II в [382].

Твердження 1.14.2. Нехай f — вiдкрите дискретне вiдображення i
x ∈ f−1 (β(a)) . Тодi крива β : [a, b) → Rn має максимальне пiдняття за
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вiдображенням f з початком у точцi x. Аналогiчно, якщо f — вiдкрите
дискретне вiдображення i точка x ∈ f−1 (β(b)) , то крива β : (a, b] → Rn

має максимальне пiдняття за вiдображенням f з кiнцем у точцi x.
Наступне твердження можна знайти в монографiї [382], див. твердження

10.2, розд. II.

Твердження 1.14.3. Нехай p > 1 i E = (A, C) — довiльний
конденсатор в Rn i нехай ΓE — сiм’я всiх кривих виду γ : [a, b) → A таких,
що γ(a) ∈ C i |γ| ∩ (A \ F ) ̸= ∅ для довiльного компакта F ⊂ A. Тодi

capp E =Mp(ΓE) . (1.103)

Зауваження 1.14.1. Висновок твердження 1.14.3 залишається
справедливим для конденсаторiв iз Rn, див. в [382] зауваження 10.8, розд. II.

Iнакше кажучи, для конденсатора E = (A,C) сiм’я ΓE складається з тих
та тiльки тих кривих, якi мають початок в C, лежать в A i, в той же час, цiлком
не лежать нi в одному фiксованому компактi всерединi A. У випадку обмеженої
множини A такi кривi повиннi "пiдходити" до межi A , однак, не повиннi
бути спрямлюваними i, взагалi кажучи, до чогось збiгатися. Аналогiчно можна
визначити поняття конденсатора в Rn, а саме, E = (A,C) — конденсатор в Rn,

якщо C — компактна власна пiдмножина вiдкритої множини A ⊂ Rn. В цьому
випадку, ємнiсть конденсатора E, визначається спiввiдношенням (1.103).

Висновки

У цьому роздiлi наведено короткий огляд лiтератури. Сформульовано
означення, теореми та твердження, необхiднi для викладу i доведення основних
результатiв дисертацiї та найбiльш близькi до її теми:

1) наведено основнi вiдомостi, що стосуються p -модуля сiм’ї кривих i p -
ємностi конденсатора;

2) наведено огляд лiтератури з теорiї квазiрегуляних та квазiконформних
вiдображень;
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3) наведено означення та загальнi факти, що стосуються теорiї Q -
гомеоморфiзмiв, кiльцевих Q -гомеоморфiзмiв та нижнiх Q -гомеоморфiзмiв,
а також вказано їх взаємозв’язок;

4) наведено означення класiв Соболєва та Орлiча–Соболєва;
5) наведено означення вiдображень зi скiнченним спотворенням та вказано

на їх зв’язок з рiвнянням Бельтрамi, що допускає виродження;
6) сформульовано ряд теорем про iснування регулярних розв’язкiв рiвнянь

Бельтрамi;
7) наведено основнi вiдомостi, що стосуються Q -вiдображень з

розгалуженням.
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РОЗДIЛ 2

ВЛАСТИВОСТI КIЛЬЦЕВИХ Q -ГОМЕОМОРФiЗМIВ

У даному роздiлi дослiджено властивостi кiльцевих Q -гомеоморфiзмiв
вiдносно p -модуля. Результати цього роздiлу опублiковано в роботах [52, 133,
135,136,261–267,409,410].

2.1. Кiльцевi Q -гомеоморфiзми вiдносно p -модуля

В цьому пiдроздiлi наведено означення i приклади Q -гомеоморфiзмiв i
кiльцевих Q -гомеоморфiзмiв вiдносно p -модуля.

Нехай D i D′ — областi в Rn , n > 2 , p > 1 , i нехай Q : D → [0 ,∞] —
вимiрна за Лебегом функцiя.

Означення 2.1.1. Гомеоморфiзм f : D → D′ будемо називати Q -
гомеоморфiзмом вiдносно p -модуля, якщо для будь-якої сiм’ї Γ кривих у D

i довiльної допустимої функцiї ρ для Γ виконується умова

Mp(fΓ) 6
∫
D

Q(x) ρp(x) dm(x) . (2.1)

Зауважимо, що при p ̸= n навiть лiнiйнi вiдображення f(x) = λx, λ ̸= 0 ,
не зберiгають p -мудуль сiмей кривих, оскiльки Mp(fΓ) = λn−pMp(Γ) , див.
теорему 8.2 в [436].

Припустимо, що n− 1 < p < n та гомеоморфiзм f : D → Rn задовольняє
умову

Mp(fΓ) 6 KMp(Γ) (2.2)
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для довiльної сiм’ї Γ кривих γ в областi D . Тодi iз вiдомої теореми Герiнга
випливає, що такi вiдображення є локально лiпшицевi, тобто

lim sup
x→x0

|f(x)− f(x0)|
|x− x0|

6 K
1

n−p (2.3)

див. теорему 2 в [251]. Якщо функцiя Q у нерiвностi (2.1) задовольняє умову
Q(x) 6 K м.с., то ми приходимо до нерiвностi (2.2), тобто в цьому випадку
вiдображення f є локально лiпшицевим.

Нехай x0 ∈ Rn . Оберемо довiльнi r1 i r2, для яких виконується умова
0 < r1 < r2 <∞, i покладемо

A = A(x0, r1, r2) = {x ∈ Rn : r1 < |x− x0| < r2}, (2.4)

Si = S(x0, ri) = {x ∈ Rn : |x− x0| = ri} , i = 1, 2. (2.5)

Означення 2.1.2. Будемо говорити, що гомеоморфiзм f : D → D′ є
кiльцевим Q -гомеоморфiзмом вiдносно p -модуля в точцi x0 ∈ D, p > 1 ,
якщо спiввiдношення

Mp (∆ (fS1, fS2; fD)) 6
∫
A

Q(x) · ηp(|x− x0|) dm(x) (2.6)

виконується для будь-якого кiльця A = A(x0, r1, r2), 0 < r1 < r2 < d0 =

dist(x0 , ∂D) i кожної вимiрної функцiї η : (r1, r2) → [0,∞] такої, що
r2∫
r1

η(r) dr > 1 . (2.7)

Означення 2.1.3. Говорять, що гомеоморфiзм f : D → D′ є
кiльцевим Q -гомеоморфiзмом вiдносно p -модуля в областi D , якщо умова
(2.6) виконується для будь-якого x0 ∈ D .

Приклад 2.1.1. Довiльне конформне вiдображення f : D → Rn,

n > 2, є Q -гомеоморфiзмом при Q ≡ 1. Зокрема, тотожне вiдображення i
вiдображення f(x) = α · x є 1-гомеоморфiзмами при довiльному α ∈ R \ {0}.
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Приклад 2.1.2. Довiльне квазiконформне вiдображення є Q -
гомеоморфiзмом при деякому Q, яке дорiвнює певнiй сталiй K . Це випливає
з нерiвностi (1.25).

Приклад 2.1.3. Довiльне невироджене афiнне перетворення є
квазiконформним i, отже, є Q -гомеоморфiзмом з деякою сталою Q.

Приклад 2.1.4. Кожний гомеоморфiзм f ∈ W 1,n
loc (D) такий, що

f −1 ∈ W 1,n
loc (D) є Q -гомеоморфiзмом при Q = KI(x, f), де KI(x, f) –

внутрiшня дилатацiя вiдображення f в точцi x , див. твердження 1.6.1 або
теореми 8.1 i 8.6 в [342].

Приклад 2.1.5. Зокрема, кожний гомеоморфiзм f ∈ W 1,n
loc , внутрiшня

дилатацiя якого задовольняє умову KI(x, f) ∈ L1
loc, є Q -гомеоморфiзмом при

Q = KI(x, f) , див. твердження 1.6.1.

Приклад 2.1.6. Нехай n > 2 i α > 1 . Покажемо, що вiдображення
f : Bn → Rn, яке визначене за допомогою спiввiдношення

f(x) =

 x
|x| exp

{
1
α ln

α
(

1
|x|

)}
, x ̸= 0 ,

0 , x = 0 ,
(2.8)

є Q -гомеоморфiзмом при Q(x) = lnα−1
(

1
|x|

)
.

Справдi, оскiльки модуль сiм’ї кривих, якi проходять через фiксовану
точку, дорiвнює нулю, див. приклад 1.1.2, для нашої мети достатньо встановити
спiввiдношення (1.28) лише для сiмей кривих Γ в Bn \{0}. Зауважимо, що f є
гомеоморфiзмом класу C1 в Bn\{0}, звiдки випливає, що f ∈ W 1,n

loc (Bn \ {0}) .
Обчислимо так званi дотичнi i радiальнi розтяги в кожнiй точцi x0 ∈ Bn \ {0},
користуючись для цього правилами (1.1.20) i (1.1.23) в [167] (див. твердження
1.1.1 на c. 19). Покладемо

δT (x0) =
|f(x0)|
|x0|

, (2.9)

δr(x0) =

∣∣∣∣∂|f(x0)|∂|x0|

∣∣∣∣ , (2.10)
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де, як i вище, |x0| = r. За спiввiдношеннями (2.9) i (2.10) отримаємо, що

δT (x) =
exp

{
1
α ln

α
(

1
|x|

)}
|x|

, (2.11)

δr(x) =
exp

{
1
α ln

α
(

1
|x|

)}
· lnα−1

(
1
|x|

)
|x|

= δT ln
α−1

(
1

|x|

)
, (2.12)

звiдки випливає, що δr > δT . Отже, λ1(x) = . . . = λn−1(x) = δT (x) i λn(x) =
δr(x), де δT i δr визначенi в (2.11) i (2.12), вiдповiдно. За формулами (1.1.13)
i (1.1.15) в [167, с. 16] отримаємо, що

|J(x, f)| = (δT )
n−1 · δr = (δT )

n lnα−1

(
1

|x|

)
i

KI(x, f) =
(δT )

n−1 · δr
(δT )n

= lnα−1

(
1

|x|

)
.

Зокрема, з наведених вище спiввiдношень випливає, що KI(x, f) є локально
обмеженою в Bn \ {0}. Отже, f є локально квазiконформним у Bn \ {0}
(див. означення 1.5.2 та зауваження 1.11.2). За твердженням прикладу 2.1.5
вiдображення f є Q -гомеоморфiзмом при Q(x) = lnα−1 1

|x| , що i потрiбно було
встановити.

Приклад 2.1.7. Вiдображення g : Bn → Rn, визначене за правилом

g(x) =
x

|x|
ln

1

|x|
,

є Q -гомеоморфiзмом при Q(x) = lnn−1
(

1
|x|

)
.

Справдi, за логiкою, наведеною вище, отримаємо

δτ =
ln 1

|x|

|x|
, δr =

1

|x|
, (2.13)

звiдки випливає, що δτ > δr i, отже,

KI(x, g) =
δn−1
τ δr
δnr

= lnn−1

(
1

|x|

)
. (2.14)



100

Залишилося зауважити, що згiдно прикладу 2.1.5 вiдображення g є Q -
гомеоморфiзмом, де функцiю Q = KI(x, g) визначено (1.90).

Зауваження 2.1.1. За означенням, кожний Q -гомеоморфiзм вiдносно
p -модуля є кiльцевим Q -гомеоморфiзмом вiдносно p -модуля, тому кожне
вiдображення з прикладiв 2.1.1–2.1.7 є кiльцевим Q -гомеоморфiзмом.

2.2. Характеризацiя кiльцевих Q -гомеоморфiзмiв

У цьому пiдроздiлi встановлено критерiй належностi класу кiльцевих Q -
гомеоморфiзмiв вiдносно p -модуля.

Нехай D — область в Rn , n > 2 . Припустимо, що Q : D → [0 ,∞] —
вимiрна за Лебегом функцiя. Для довiльного числа r > 0 i x0 ∈ D позначимо

qx0(r) =
1

ωn−1rn−1

∫
S(x0,r)

Q(x)dA .

Iншими словами, qx0(r) — середнє значення функцiї Q на сферi

S(x0, r) = {x ∈ Rn : |x− x0| = r} ,

dA — елемент площi поверхнi.

Зауваження 2.2.1. Нижче ми дотримуємося наступних стандартних
домовленостей: a/∞ = 0 при a ̸= ∞, a/0 = ∞ при a > 0 i 0 · ∞ = 0 ,
див., напр., [131, с. 6].

Справедлива наступна лема.

Лема 2.2.1. Нехай D i D′ — областi в Rn , n > 2 . Припустимо, що
Q : D → [0 ,∞] — вимiрна функцiя, qx0(r) — середнє значення Q на сферi
S(x0, r) . Покладемо

I = I(x0, r1, r2) =

r2∫
r1

dr

r
n−1
p−1 q

1
p−1
x0 (r)

(2.15)
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i Sj = {x ∈ Rn : |x − x0| = rj}, j = 1, 2 , де x0 ∈ D i 0 < r1 < r2 < d0 =

dist (x0, ∂D). Тодi для будь-якого кiльцевого Q -гомеоморфiзму f : D → D′

вiдносно p -модуля в точцi x0 виконується оцiнка

Mp (∆ (fS1, fS2, fA)) 6 ωn−1

Ip−1
, (2.16)

де A = A(x0, r1, r2) i ωn−1 — площа одиничної сфери в Rn .

Доведення. Без обмеження загальностi, можна вважати, що I ̸= 0 ,

оскiльки в протилежному випадку виконується (2.16). Можна також вважати,
що I ̸= ∞, оскiльки в протилежному випадку в (2.16) ми можемо розглянути
Q(x) + δ з як завгодно малим δ > 0 замiсть Q(x), пiсля чого застосуємо тут
граничний перехiд при δ → 0 .

Нехай I ̸= ∞ . Тодi qx0(r) ̸= 0 майже скрiзь на (r1 , r2) . Покладемо

ψ(t) =
1

t
n−1
p−1 q

1
p−1
x0 (t)

.

Зауважимо, що ∫
A

Q(x)ψp(|x− x0|) dm(x) = ωn−1 I , (2.17)

де A = A(x0, r1, r2) .
Нехай Γ = ∆(S1, S2,A) — сiм’я всiх кривих, що з’єднують сфери S1 i S2

у кiльцi A . Тодi функцiя

η(r) =

{
ψ(t)/I, r ∈ (r1, r2) ,

0 , r /∈ (r1, r2)

задовольняє умову (2.7) i, за спiввiдношенням (2.17), для будь-якого кiльцевого
Q -гомеоморфiзму вiдносно p -модуля будемо мати, що

Mp(fΓ) 6
∫
A

Q(x) ηp(|x− x0|) dm(x) =
ωn−1

Ip−1
.

Лему доведено.
Наступна лема говорить про те, що для кiльцевих Q -гомеоморфiзмiв

вiдносно p -модуля нерiвнiсть (2.16), взагалi кажучи, не може бути покращена.
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Лема 2.2.2. Нехай D — область в Rn , n > 2 , x0 ∈ D, 0 < r1 <

r2 < d0 = dist(x0, ∂D), A = A(x0, r1, r2) i нехай Q : D → [0,∞] — вимiрна
функцiя. Покладемо

η0(r) =


1

Ir
n−1
p−1 q

1
p−1
x0 (r)

, r ∈ (r1, r2) ,

0 , r /∈ (r1, r2) .
(2.18)

де qx0(r) — середнє значення функцiї Q на сферi S(x0, r) i I — величина,
визначена рiвнiстю (2.15). Якщо qx0(r) ̸= ∞ для майже всiх r ∈ (0, d0) , то

ωn−1

Ip−1
=

∫
A

Q(x) ηp0(|x− x0|) dm(x) 6
∫
A

Q(x) ηp(|x− x0|) dm(x) (2.19)

для будь-якої вимiрної функцiї η : (r1, r2) → [0,∞] такої, що
r2∫
r1

η(r) dr = 1 . (2.20)

Доведення. Якщо I = ∞ , то лiва частина спiввiдношення (2.19) дорiвнює
нулевi, тому дана нерiвнiсть є очевидною в цьому випадку. Якщо I = 0 , то
qx0(r) = ∞ для майже всiх r ∈ (r1 , r2) i обидвi частини нерiвностi (2.19)
дорiвнюють нескiнченностi (що неможливо за умовами леми). Отже, можна
вважати, що 0 < I < ∞ . Тодi з (2.18) i (2.20) випливає, що qx0(r) ̸= 0 i
η(r) ̸= ∞ м.с. в iнтервалi (r1, r2). Покладаючи

λ(r) = r
n−1
p−1 q

1
p−1
x0 (r) η(r) , w(r) =

1

r
n−1
p−1 q

1
p−1
x0 (r)

,

ми маємо, що
η(r) = λ(r)w(r) м.с. на (r1, r2)

i

C : =

∫
A

Q(x) ηp(|x− x0|) dm(x) = ωn−1

r2∫
r1

λp(r)w(r) dr .
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Застосуємо нерiвнiсть Iєнсена з вагою до опуклої функцiї φ(t) = tp , заданої в
iнтервалi Ω = (r1, r2) , з ймовiрнiсною мiрою

ν (E) =
1

I

∫
E

w(r) dr ,

див., напр., теорему 2.6.2 в [374]. Отримаємо, що(
−
∫
λp(r)w(r) dr

)1/p

> −
∫
λ(r)w(r) dr =

1

I
,

де ми також скористалися тим, що η(r) = λ(r)w(r) задовольняє
спiввiдношення (2.20). Звiдси отримаємо

C > ωn−1

Ip−1
,

що i доводить справедливiсть (2.19). Лему доведено.

Наслiдком лем 2.2.1, 2.2.2 є наступний критерiй належностi класу
кiльцевих Q -гомеоморфiзмiв вiдносно p -модуля при p > 1 .

Теорема 2.2.1. Нехай D i D′ — областi в Rn , n > 2 . Припустимо,
що Q : D → [0, ∞] — вимiрна функцiя, така що qx0(r) ̸= ∞ для майже
всiх r ∈ (0, d0) , d0 = dist (x0, ∂D) . Гомеоморфiзм f : D → D′ є кiльцевим
Q -гомеоморфiзмом вiдносно p -модуля в точцi x0 ∈ D тодi i тiльки тодi,
коли для довiльних 0 < r1 < r2 < d0 виконується умова

Mp (∆ (fS1, fS2 , fA)) 6 ωn−1

Ip−1
,

де S1 = S(x0, r1) i S2 = S(x0, r2) , ωn−1 — площа одиничної сфери Sn−1 в
Rn,

I = I(x0, r1, r2) =

r2∫
r1

dr

r
n−1
p−1 q

1
p−1
x0 (r)

,

qx0(r) — середнє значення функцiї Q на сферi S(x0, r) .

Зауваження 2.2.2. Вiдзначимо також, що iнфiмум праворуч у (2.6)
досягається на функцiї

η0(r) =


1

Ir
n−1
p−1 q

1
p−1
x0 (r)

, r ∈ (r1, r2) ,

0 , r /∈ (r1, r2) .
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Наслiдок 2.2.1. Зокрема, твердження теореми 2.2.1 залишається
справедливим, якщо Q ∈ L1

loc(D) .

2.3. Диференцiйовнiсть майже скрiзь кiльцевих Q -

гомеоморфiзмiв

Даний пiдроздiл присвячено доведенню диференцiйовностi майже скрiзь
кiльцевих Q -гомеоморфiзмiв вiдносно p -модуля у випадку p > n− 1 .

Нагадаємо наступне означення.

Означення 2.3.1. Нехай A ⊂ Rn, x0 ∈ IntA, f : A→ Rn. Вiдображення
f будемо називати диференцiйовним у точцi x0, якщо для будь-яких ∆x ∈ Rn,

таких що (x0 + ∆x) ∈ A, i деякого лiнiйного перетворення L : Rn → Rn

виконується спiввiдношення

f(x0 +∆x)− f(x0) = L∆x+ α(x0,∆x) · |∆x| ,

де α(x0,∆x) → 0 при ∆x → 0. В цьому випадку, оператор L називається
матрицею Якобi вiдображення f в точцi x0 i позначається символом f ′(x0),

а елемент матрицi Якобi f ′(x0), який знаходиться в її i -му рядку i j -му
стовпчику, позначають символом ∂fi

∂xj
(x0).

Нижче наведено добре вiдомий критерiй Радемахера–Степанова про
диференцiйовнiсть майже скрiзь, див., напр., [131], с. 311.

Твердження 2.3.1. Нехай E ⊂ Rn — вимiрна за Лебегом множина i
нехай f : E → Rn — вимiрна вектор-функцiя. Тодi f має повний диференцiал
на E майже скрiзь тодi i тiльки тодi, коли для майже всiх x ∈ E виконується
умова

lim sup
ξ→x

|f(ξ)− f(x)|
|ξ − x|

< ∞ . (2.21)
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Означення 2.3.2. Нехай D — область в Rn , n > 2 . Припустимо, що
Q : D → [0,∞] — вимiрна за Лебегом функцiя. Будемо говорити, що функцiя
Q задовольняє (p, λ) -умову в точцi x0 ∈ D , якщо iснує стала λ = λ(x0) > 1

така, що

lim inf
ε→0

ε
n−p
p−1

λε∫
ε

dt

t
n−1
p−1 q

1
p−1
x0 (t)

> 0 , (2.22)

де qx0(t) — середнє значення Q на сферi S(x0, t) .

Має мiсце наступне твердження.

Твердження 2.3.2. Якщо в точцi x0 ∈ D виконується спiввiдношення

lim sup
ε→0

−
∫
B(x0,ε)

Q(x) dm(x) < ∞ , (2.23)

то функцiя Q задовольняє (p, λ) -умову в точцi x0 .
Доведення. Нехай функцiя Q задовольняє умову (2.23). Покладемо

η(r) =

{
1

λ(ε−1) , r ∈ (ε, λε) ,

0 , r /∈ (ε, λε) .

Легко бачити, що функцiя η задовольняє спiввiдношення (2.20). Тодi з леми
2.2.2 випливає оцiнка

ωn−1(
λε∫
ε

dr

r
n−1
p−1 q

1
p−1
x0 (r)

)p−1 6 Ωnλ
n

(λ− 1)p
εn−p −

∫
B(x0,λε)

Q(x) dm(x) .

Звiдси отримаємо

ε
n−p
p−1

λε∫
ε

dt

t
n−1
p−1 q

1
p−1
x0 (t)

>
(

C0

−
∫
B(x0,λε)

Q(x) dm(x)

) 1
p−1

,

де C0 = n(λ− 1)pλ−n .
Переходячи до нижньої границi при ε → 0 i враховуючи умову (2.23),

отримаємо

lim inf
ε→0

ε
n−p
p−1

λε∫
ε

dt

t
n−1
p−1 q

1
p−1
x0 (t)

>

 C0

lim sup
ε→0

−
∫
B(x0,λε)

Q(x) dm(x)

 1
p−1

> 0



106

Отже, функцiя Q задовольняє (p, λ) -умову в точцi x0 . Твердження 2.3.2
доведено.

З твердження 2.3.2 випливає наступний результат.

Наслiдок 2.3.1. Нехай x0 ∈ D — точка Лебега функцiї Q : D →
[0,∞] . Тодi Q задовольняє (p, λ) -умову в точцi x0 ∈ D .

З теореми Лебега i наслiдку 2.3.1 випливає наступне твердження.

Наслiдок 2.3.2. Довiльна локально iнтегровна функцiя Q : D → [0, ∞]

задовольняє (p, λ) -умову в майже всiх точках областi D .

Нижче наведено теорему про диференцiйовнiсть майже скрiзь кiльцевих
Q -гомеоморфiзмiв вiдносно p -модуля.

Теорема 2.3.1. Нехай D i D′ — областi в Rn , n > 2 . Припустимо, що
f : D → D′ — кiльцевий Q -гомеоморфiзм вiдносно p -модуля, p > n−1 . Якщо
функцiя Q задовольняє (p, λ) -умову майже скрiзь у D , то гомеоморфiзм f

є диференцiйовним майже скрiзь у D .

Доведення. Розглянемо функцiю множини, визначену над алгеброю
борелевих множин E у D за правилом Φ(E) = m(f(E)) . За теоремою про
диференцiйовнiсть невiд’ємних субадитивних функцiй множин, див., напр.,
III.2.4 у [368], для майже всiх x ∈ D iснує скiнченна границя

µf(x) = lim
ε→0

Φ(B(x, ε))

m (B(x, ε))
,

де B(x, ε) — куля в Rn з центром в точцi x ∈ D радiуса ε > 0.

Розглянемо сферичне кiльце з центром в точцi x ∈ D

A = A(x, ε, λε) = {ξ ∈ Rn : ε < |ξ − x| < λε}

з довiльним ε ∈
(
0, dist(x, ∂D)

λ

)
. Нехай (A,C) — конденсатор вигляду

A = B(x, λε), C = B(x, ε) .

Тодi (fA, fC) — кiльцевий конденсатор в D′. За твердженням 1.1.4 отримаємо,
що

capp (fA, fC) =Mp(∆(fS1, fS2, fA)) , (2.24)
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де S1 = S(x, ε) i S2 = S(x, λε) .
За лемою 2.2.1, враховуючи рiвнiсть (2.24), маємо

capp (fA, fC) 6
ωn−1(

λε∫
ε

dt

t
n−1
p−1 q

1
p−1
x (t)

)p−1 , (2.25)

де qx(t) — середнє значення Q на сферi S(x, t) .
З iншого боку, за твердженням 1.1.6 будемо мати, що

capp

(
fB(x, λε), fB(x, ε)

)
>

ν1 dp
(
fB(x, ε)

)
m1−n+p(fB(x0, λε))


1

n−1

, (2.26)

де ν1 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд розмiрностi простору n i p.

Поєднуючи (2.25) i (2.26), отримаємо, щоν1 dp
(
fB(x, ε)

)
m1−n+p(fB(x0, λε))


1

n−1

6 ωn−1(
λε∫
ε

dt

t
n−1
p−1 q

1
p−1
x (t)

)p−1 ,

де qx(t) — середнє значення Q на сферi S(x, t) .
Отже, отримаємо

d
(
fB(x, ε)

)
ε

6 ν2

(
m(fB(x, λε))

m(B(x, λε))

)i1 ε
p−n
p−1

λε∫
ε

dt

t
n−1
p−1 q

1
p−1
x (t)


i2

,

де i1 =
1−n+p

p i i2 =
(p−1)(n−1)

p , ν2 — додатна стала, що залежить тiльки вiд n ,
p i λ . Зауважимо, що з умови (2.22) випливає спiввiдношення

Θ(x) = lim sup
ε→0

ε
n−p
p−1

λε∫
ε

dt

t
n−1
p−1 q

1
p−1
x (t)

<∞ ,

де qx(t) — середнє значення Q на сферi S(x, t) . Для майже всiх x ∈ D маємо

lim sup
y→x

|f(y)− f(x)|
|y − x|

6
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6 lim sup
ε→0

d
(
fB(x, ε)

)
ε

6 ν0 µ
i1
f (x)Θ

i2(x) <∞ ,

де ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд n , p i λ .
Отже, за твердженням 2.3.1 гомеоморфiзм f є диференцiйовним майже

скрiзь у D. Теорему доведено.

З теореми 2.3.1 i наслiдку 2.3.2 отримаємо наступне твердження.

Наслiдок 2.3.3. Нехай D i D′ — областi в Rn , n > 2 . Припустимо,
що f : D → D′ — кiльцевий Q -гомеоморфiзм вiдносно p -модуля, p > n − 1 .
Якщо Q ∈ L1

loc(D) , то гомеоморфiзм f є диференцiйовним майже скрiзь у
D .

2.4. Оцiнки мiри образу кулi при кiльцевих Q -гомео-

морфiзмах

У цьому пiдроздiлi отримано ряд оцiнок мiри образу кулi при кiльцевих
Q -гомеоморфiзмах вiдносно p -модуля, 1 < p 6 n .

Нехай D i D′ — областi в Rn , n > 2, f : D → D′ – гомеоморфiзм i
x0 ∈ D. Покладемо

Φ(t) := m (fB(x0, t)) ,

де t ∈ (0, d0), d0 = dist(x0, ∂D) i B(x0, t) = {x ∈ Rn : |x− x0| < t} .

Справедливе наступне твердження.

Лема 2.4.1. Нехай D i D′ — областi в Rn . Припустимо, що f : D →
D′ — кiльцевий Q -гомеоморфiзм в точцi x0 ∈ D вiдносно p -модуля, p > 1 .
Тодi для майже всiх t ∈ (0, d0), d0 = dist(x0, ∂D) виконується оцiнка

nΩ
p−n

n(p−1)
n

t
n−1
p−1 q

1
p−1
x0 (t)

6 Φ′(t)

Φ
p(n−1)
n(p−1) (t)

, (2.27)

де Ωn — об’єм одиничної кулi в Rn .
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Доведення. Розглянемо сферичне кiльце

A = {x ∈ Rn : t < |x− x0| < t+△t} ,

де t+∆t < d0 = dist(x0, ∂D) . Нехай (A,C) — конденсатор, i

A = B(x0, t+△t) = {x ∈ Rn : |x− x0| < t+△t}

i C = B(x0, t) = {x ∈ Rn : |x − x0| 6 t} . Тодi (fA, fC) — кiльцевий
конденсатор в D′ i за твердженням 1.1.4 маємо

capp(fA, fC) =Mp(△(∂fA, ∂fC; fA)). (2.28)

За твердженням 1.1.5 отримаємо

capp (fA, fC) >
(infmn−1 σ)

p

m (fA \ fC)p−1 . (2.29)

Тут mn−1 σ позначає (n − 1) -вимiрну мiру Лебега C∞ -многовиду σ , який є
межею обмеженої вiдкритої множини U , яка мiстить fC i мiститься разом зi
своїм замиканням U в fA , а точна нижня межа береться по всiх таких σ .

З iншого боку, за лемою 2.2.1 i рiвнiстю (2.28) маємо

capp (fA, fC) 6
ωn−1(

t+∆t∫
t

ds

s
n−1
p−1 q

1
p−1
x0 (s)

)p−1 , (2.30)

де qx0(s) — середнє значення функцiї Q на сферi S(x0, s) .
Поєднуючи нерiвностi (2.29) i (2.30), отримуємо

(infmn−1 σ)
p

(m (fA \ fC))p−1 6 ωn−1(
t+∆t∫
t

ds

s
n−1
p−1 q

1
p−1
x0 (s)

)p−1 .

Далi, скориставшись iзопериметричною нерiвнiстю, будемо мати

infmn−1 σ > nΩ
1
n
n (m(fC))

n−1
n .
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Отже,

nΩ
1
n
n (m(fC))

n−1
n 6 ω

1
p

n−1

 m (fA \ fC)
t+∆t∫
t

ds

s
n−1
p−1 q

1
p−1
x0 (s)


p−1
p

. (2.31)

Покладаючи Φ(t) := m (fB(x0, t)) , зi спiввiдношення (2.31) отримуємо

nΩ
1
n
nΦ

n−1
n (t) 6 ω

1
p

n−1


Φ(t+∆t)−Φ(t)

∆t

1
∆t

t+∆t∫
t

ds

s
n−1
p−1 q

1
p−1
x0 (s)


p−1
p

. (2.32)

Зауважимо, що оскiльки f є гомеоморфiзмом, то за лемою 2.2.1
1

s
n−1
p−1 q

1
p−1 (s)

∈ L1
loc(0, d0), d0 = dist(x0, ∂D) .

Спрямуємо тепер ∆t до нуля у спiввiдношеннi (2.32), скориставшись
монотонним зростанням функцiї Φ(t) по t ∈ (0, d0) i рiвнiстю ωn−1 = nΩn.

В результатi отримаємо, що для майже всiх t ∈ (0, d0) iснує Φ′(t), причому

nΩ
p−n

n(p−1)
n

t
n−1
p−1 q

1
p−1
x0 (t)

6 Φ′(t)

Φ
p(n−1)
n(p−1) (t)

.

Лему доведено.

Одним з найважливiших результатiв даного роздiлу є наступна лема.

Лема 2.4.2. Нехай D i D′ — областi в Rn, n > 2 . Припустимо, що
f : D → D′ — кiльцевий Q -гомеоморфiзм в точцi x0 ∈ D вiдносно p -модуля.
Тодi при 1 < p < n виконується оцiнка

Φ(r1) 6

Φ
p−n

n(p−1) (r2) + Ω
p−n

n(p−1)
n

n− p

p− 1

r2∫
r1

dt

t
n−1
p−1 q

1
p−1
x0 (t)

−n(p−1)
n−p

, (2.33)

а при p = n — оцiнка

Φ(r1) 6 Φ(r2) exp

−n
r2∫
r1

dt

tq
1

n−1
x0 (t)

 (2.34)
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для всiх 0 < r1 < r2 < d0 = dist(x0, ∂D) , де Φ(t) = m (fB(x0, t)) i Ωn — об’єм
одиничної кулi в Rn .

Доведення. Розглянемо нерiвнiсть (2.27) при 1 < p < n . Зауважимо, що
функцiя gp(t) = Φϵ(t)

ϵ , ϵ = p−n
n(p−1) є неспадною. Проiнтегруємо обидвi частини

нерiвностi по t ∈ [r1, r2], враховуючи, що
r2∫
r1

Φ′(t)

Φ
p(n−1)
n(p−1) (t)

dt =

r2∫
r1

g′p(t) dt 6 gp(r2)− gp(r1) =
Φϵ(r2)− Φϵ(r1)

ϵ

див., напр., теорему IV. 7.4 в [131]. Отримаємо

Ω
p−n

n(p−1)
n

r2∫
r1

dt

t
n−1
p−1 q

1
p−1
x0 (t)

6 p− 1

p− n

(
Φ

p−n
n(p−1) (r2)− Φ

p−n
n(p−1) (r1)

)
. (2.35)

З нерiвностi (2.35) виходить, що

Φ(r1) 6

Φ
p−n

n(p−1) (r2) + Ω
p−n

n(p−1)
n

n− p

p− 1

r2∫
r1

dt

t
n−1
p−1 q

1
p−1
x0 (t)

−n(p−1)
n−p

.

Нерiвнiсть (2.33) доведено.

Залишилося розглянути випадок p = n . В цьому випадку нерiвнiсть (2.27)
прийме вигляд:

n

tq
1

n−1
x0 (t)

6 Φ′(t)

Φ(t)
(2.36)

для м.в. t ∈ (0, d0) .

Легко бачити, що функцiя gn(t) = lnΦ(t) є неспадною. Iнтегруючи обидвi
частини нерiвностi (2.36) по t ∈ [r1, r2] , i, враховуючи, що

r2∫
r1

Φ′(t)

Φ(t)
dt =

r2∫
r1

g′n(t) dt 6 gn(r2)− gn(r1) = ln
Φ(r2)

Φ(r1)

(див., напр., теорему IV. 7.4 в [131]), отримаємо

n

r2∫
r1

dt

tq
1

n−1
x0 (t)

6 ln
Φ(r2)

Φ(r1)
.
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Отже, маємо:

exp

n
r2∫
r1

dt

tq
1

n−1
x0 (t)

 6 Φ(r2)

Φ(r1)
,

а тому

Φ(r1) 6 Φ(r2) · exp

−n
r2∫
r1

dt

tq
1

n−1
x0 (t)

 ,

що i приводить нас до нерiвностi (2.34) . Лему доведено.

Безпосередньо з лем 2.4.2 i 2.2.2 отримаємо таке твердження.

Лема 2.4.3. Нехай D i D′ — областi в Rn . Припустимо, що f : D →
D′ — кiльцевий Q -гомеоморфiзм у точцi x0 ∈ D вiдносно p -модуля i qx0(r) ̸=
∞ для м.в. r ∈ (0, d0) , d0 = dist(x0, ∂D) . Тодi при 1 < p < n виконується
оцiнка

Φ(r1) 6

Φ
p−n

n(p−1) (r2) + αn,p

∫
A

Q(x)ηp(|x− x0|) dm(x)

 1
1−p


−n(p−1)

n−p

, (2.37)

де αn,p =
Ω

p
n(p−1)
n n

1
p−1 (n−p)

p−1 , а при p = n — оцiнка

Φ(r1) 6 Φ(r2) exp

−n
n

n−1Ω
1

n−1
n

∫
A

Q(x)ηn(|x− x0|) dm(x)

 1
1−n

 (2.38)

для будь-якої вимiрної функцiї η : (r1, r2) → [0,∞] такої, що
r2∫
r1

η(r) dr = 1 , (2.39)

де Φ(t) = m (fB(x0, t)) i Ωn — об’єм одиничної кулi в Rn .

Справедлива наступна лема.

Лема 2.4.4. Нехай D i D′ — областi в Rn , n > 2 . Припустимо, що
f : D → D′ — кiльцевий Q -гомеоморфiзм у точцi x0 ∈ D вiдносно p -модуля.
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Нехай qx0(r) ̸= ∞ для м.в. r ∈ (0, d0) , d0 = dist(x0, ∂D) i, крiм того, для
деякого числа c > 0 виконується умова∫

r1<|x−x0|<r2

Q(x)ψp(|x− x0|) dm(x) 6 cJα(r1, r2), ∀ 0 < r1 < r2 < d0 ,

де 0 6 α 6 p i ψ(t) — невiд’ємна вимiрна за Лебегом функцiя на (0,∞) така,
що

0 < J(r1, r2) =

r2∫
r1

ψ(t) dt <∞ ∀ 0 < r1 < r2 < d0 .

Тодi при 1 < p < n виконується оцiнка

Φ(r1) 6
(
Φ

p−n
n(p−1) (r2) + n

n−p
n(p−1)

n− p

p− 1
c−

1
p−1 ω

p
n(p−1)

n−1 J
p−α
p−1 (r1, r2)

)−n(p−1)
n−p

,

а при p = n — оцiнка

Φ(r1) 6 Φ(r2) exp

{
−n
(ωn−1

c

) 1
n−1

J
n−α
n−1 (r1, r2)

}
,

де Φ(t) = m (fB(x0, t)) i Ωn — об’єм одиничної кулi в Rn .

Покладаючи в лемi 2.4.2 D = D′ = Bn , x0 = 0 i враховуючи, що
m(fBn) 6 m(Bn) = Ωn , приходимо до наступної теореми.

Теорема 2.4.1. Нехай f : Bn → Bn , n > 2, — кiльцевий Q -
гомеоморфiзм вiдносно p -модуля в точцi x0 = 0 . Тодi при 1 < p < n

виконується оцiнка

m(fBr) 6 Ωn

1 +
n− p

p− 1

1∫
r

dt

t
n−1
p−1 q

1
p−1 (t)

−n(p−1)
n−p

, (2.40)

а при p = n — оцiнка

m(fBr) 6 Ωn exp

−n
1∫
r

dt

tq
1

n−1 (t)

 , (2.41)

де Br = {x ∈ Rn : |x| 6 r} , q(t) — середнє значення функцiї Q на сферi
St = {x ∈ Rn : |x| = t} i Ωn — об’єм одиничної кулi в Rn .



114

2.5. Аналог теореми Iкоми–Шварца

У цьому пiдроздiлi наведено ряд результатiв для кiльцевих Q -
гомеоморфiзмiв, що є аналогами вiдомої теореми Iкоми–Шварца, див. теорему
2 в [298].

Теорема 2.4.1, наведена в попередньому параграфi, дозволяє дослiдити
асимптотичну поведiнку кiльцевих Q -гомеоморфiзмiв вiдносно p -модуля в
точцi.

Теорема 2.5.1. Нехай f : Bn → Bn, n > 2, — кiльцевий Q -гомеоморфiзм
вiдносно p -модуля в точцi x0 = 0 , який задовольняє умову f(0) = 0 . Тодi при
1 < p < n виконується оцiнка

lim inf
x→0

|f(x)|

1 +
n− p

p− 1

1∫
|x|

dt

t
n−1
p−1 q

1
p−1 (t)


p−1
n−p

6 1, (2.42)

а при p = n – оцiнка

lim inf
x→0

|f(x)| exp


1∫

|x|

dt

tq
1

n−1 (t)

 6 1 , (2.43)

де q(t) — середнє значення функцiї Q на сферi St = {x ∈ Rn : |x| = t} .

Доведення. Покладемо lf(r) = min
|x|=r

|f(x)| . Враховуючи, що f(0) = 0 , ми

отримаємо, що Ωn l
n
f (r) 6 m(fBr). Отже,

lf(r) 6
(
m(fBr)

Ωn

) 1
n

.

З нерiвностей (2.40) i (2.41) випливає, що

lim inf
x→0

|f(x)|
Rp(|x|)

= lim inf
r→0

lf(r)

Rp(r)
6 lim inf

r→0

(
m(fBr)

Ωn

) 1
n 1

Rp(r)
6 1 ,

де

Rp(r) =


(
1 + n−p

p−1

1∫
r

dt

t
n−1
p−1 q

1
p−1 (t)

)− p−1
n−p

, при 1 < p < n ,

exp

{
−

1∫
r

dt

tq
1

n−1 (t)

}
, при p = n .
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Теорему доведено.

Нижче наведено "степеневий" аналог теореми Iкоми–Шварца для
кiльцевих Q -гомеоморфiзмiв вiдносно p -модуля при 1 < p < n .

Теорема 2.5.2. Нехай n > 2 i f : Bn → Bn — кiльцевий
Q -гомеоморфiзм вiдносно p -модуля, який задовольняє умову f(0) = 0 .
Припустимо, що iснують числа C0 > 0, β ∈ (−∞, n − p) i r0 ∈ (0, 1) такi,
що для майже всiх t ∈ (0 , r0) виконується умова

q(t) 6 C0 t
−β . (2.44)

Тодi при 1 < p < n виконується оцiнка

lim inf
x→0

|f(x)|
|x|1−

β
n−p

6 C
1

n−p

0

(
n− p− β

n− p

) p−1
n−p

. (2.45)

Доведення. Оцiнимо iнтеграл праворуч у (2.42) за допомогою умови (2.44).
Будемо мати:

1∫
|x|

dt

t
n−1
p−1 q

1
p−1 (t)

> C
− 1

p−1

0

1∫
|x|

t−
n−β−1
p−1 dt =

C
− 1

p−1

0 (p− 1)

n− β − p

(
|x|−

n−β−p
p−1 − 1

)
.

Звiдси отримаємо наступну нерiвнiсть:1 +
n− p

p− 1

1∫
|x|

dt

t
n−1
p−1 q

1
p−1 (t)


p−1
n−p

>

(
A+ (1− A) |x|

n−p−β
p−1

) p−1
n−p

|x|
n−p−β
n−p

, (2.46)

де A = C
− 1

p−1

0
n−p

n−p−β .
Легко бачити, що

lim inf
x→0

|f(x)|
|x|1−

β
n−p

= A0 lim inf
x→0

|f(x)|
|x|

n+β−p
n−p

(
A+ (1− A) |x|

n+β−p
p−1

) p−1
n−p

, (2.47)

де A0 = A− p−1
n−p = C

1
n−p

0

(
n−p−β
n−p

) p−1
n−p

.
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Поєднуючи нерiвностi (2.46) i (2.47), отримуємо

lim inf
x→0

|f(x)|
|x|1−

β
n−p

6 A0 lim inf
x→0

|f(x)|

1 +
n− p

p− 1

1∫
|x|

dt

t
n−1
p−1 q

1
p−1 (t)


p−1
n−p

6 A0 .

Теорему доведено.
Приклад 2.5.1. Припустимо, що 1 < p < n , β ∈ (−∞, n− p) ,

C0 ∈ (0,∞) i A = C
− 1

p−1

0 · n−p
n−p−β . Нехай f : Bn → Bn , де

f(x) =

 x|x|−
β

n−p

(
A+ (1− A) |x|

n−p−β
p−1

)− p−1
n−p

, x ̸= 0 ,

0 , x = 0 .

Покажемо, що вiдображення, визначене таким чином, є кiльцевим Q -
гомеоморфiзмом вiдносно p -модуля при Q(x) = C0 |x|−β у точцi x0 = 0 .
Очевидно, qx0(t) = C0 t

−β . Розглянемо кiльце A = A(0, r1, r2) , 0 < r1 < r2 < 1 .
Зауважимо, що вiдображення f перетворює кiльце A(0, r1, r2) на кiльце
Ã = Ã (0, r̃1, r̃2) , де

r̃i = r
n−p−β
n−p

i

(
A+ (1− A) r

n−p−β
p−1

i

)− p−1
n−p

, i = 1, 2 .

Позначимо через Γ сiм’ю всiх кривих, що з’єднують сфери S(0, r1) i S(0, r2)
у кiльцi A . Тодi p -модуль сiм’ї fΓ може бути обчислений безпосередньо (див.
спiввiдношення (1.3) ), а саме,

Mp(fΓ) = ωn−1

(
p− 1

n− p

) 1
p−1 (

(r̃1)
p−n
p−1 − (r̃2)

p−n
p−1

)1−p
. (2.48)

Пiдставляючи в (2.48) значення r̃1 i r̃2 , визначенi вище, отримуємо

Mp(fΓ) = ωn−1

(
p− 1

n− p

) 1
p−1

A

(
r
−n−p−β

p−1

1 − r
−n−p−β

p−1

1

)
.

Рiвнiсть, отриману вище, можна записати в наступному виглядi:

Mp(fΓ) =
ωn−1(

r2∫
r1

dt

t
n−1
p−1 q

1
p−1
x0 (t)

)p−1 ,
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де qx0(t) = C0 t
−β . Отже, за теоремою 2.2.1, гомеоморфiзм f є кiльцевим Q -го-

меоморфiзмом вiдносно p -модуля в точцi x0 = 0 з Q(x) = C0 |x|−β . Нескладно
перевiрити, що

lim
x→0

|f(x)|
|x|1−

β
n−p

= C
1

n−p

0

(
n− p− β

n− p

) p−1
n−p

.

Зауваження 2.5.1. Приклад вказує на точнiсть оцiнки (2.45).

З теореми 2.5.1 безпосередньо випливають наступнi наслiдки.

Наслiдок 2.5.1. Нехай f : Bn → Bn, n > 2, — кiльцевий Q -
гомеоморфiзм вiдносно p -модуля, який задовольняє умову f(0) = 0 . Нехай
iснує q0 > 0, для якого q(t) 6 q0 при м.в. t ∈ (0, 1). Тодi при 1 < p < n

виконується оцiнка

lim inf
x→0

|f(x)|
|x|

6 q
1

n−p

0 , (2.49)

а при p = n — оцiнка

lim inf
x→0

|f(x)|
|x|γ

6 1 , (2.50)

де q(t) — середнє значення функцiї Q на сферi St = {x ∈ Rn : |x| = t},
γ = q

− 1
n−1

0 .

Зауваження 2.5.2. Оцiнки (2.49) i (2.50) є точними.

Наслiдок 2.5.2. Нехай f : Bn → Bn, n > 2, — кiльцевий Q -
гомеоморфiзм вiдносно p -модуля в точцi x0 = 0 , який задовольняє умову
f(0) = 0 . Тодi при 1 < p < n виконується оцiнка

lim inf
x→0

|f(x)| ·

 1∫
|x|

dt

t
n−1
p−1 q

1
p−1 (t)


p−1
n−p

6
(
p− 1

n− p

) p−1
n−p

,

де q(t) — середнє значення функцiї Q на сферi St = {x ∈ Rn : |x| = t} .

Справедлива наступна лема.

Лема 2.5.1. Нехай f : Bn → Bn, n > 2, — кiльцевий Q -гомеоморфiзм
вiдносно p -модуля у точцi x0 = 0 , f(0) = 0 . Припустимо, що q(r) ̸= ∞
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майже скрiзь i, крiм того, iснують c > 0, 0 6 α 6 p i невiд’ємна вимiрна за
Лебегом функцiя ψ(t) на (0,∞) з умовою

0 < J(r) =

1∫
r

ψ(t) dt <∞ ∀ r ∈ (0, r0) , r0 < 1 ,

вiдносно яких виконується наступне спiввiдношення:∫
r<|x|<1

Q(x)ψp(|x|) dm(x) 6 cJα(r) ∀ r ∈ (0, r0) , r0 < 1 .

Тодi при 1 < p < n виконується оцiнка

lim inf
x→0

|f(x)|
(
1 +

n− p

p− 1

(ωn−1

c

) 1
p−1

J
p−α
p−1 (|x|)

) p−1
n−p

6 1,

а при p = n — оцiнка

lim inf
x→0

|f(x)| exp
{(ωn−1

c

) 1
n−1

J
n−α
n−1 (|x|)

}
6 1 .

З леми 2.5.1 випливає наступне твердження.

Наслiдок 2.5.3. Нехай f : Bn → Bn, n > 2, — кiльцевий Q -
гомеоморфiзм вiдносно p -модуля в точцi x0 = 0 , f(0) = 0 . Припустимо,
що q(r) ̸= ∞ для м.в. r ∈ (0, 1) i для деякого скiнченного числа c > 0

виконується умова∫
r<|x|<1

Q(x)

|x|p
dm(x) 6 c ln

1

r
∀ r ∈ (0, r0) , r0 < 1 .

Тодi при 1 < p < n виконується оцiнка

lim inf
x→0

|f(x)| ·
(
1 + β ln

1

|x|

) p−1
n−p

6 1,

де β = n−p
p−1

(ωn−1

c

) 1
p−1 , а при p = n — оцiнка

lim inf
x→0

|f(x)|
|x|γ0

6 1 ,
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де γ0 =
(ωn−1

c

) 1
n−1 .

Доведення. Наслiдок 2.5.3 випливає з леми 2.5.1, якщо в цiй лемi покласти
ψ(t) = 1

t .

Нехай D — область в Rn , n > 2, i Q : D → [0,∞] — вимiрна за Лебегом
функцiя.

Означення 2.5.1. Логарифмiчним середнiм функцiї Q на кiльцi
A = A(x0, r1, r2) будемо називати величину

MQ
log(A) := −

r2∫
r1

qx0(t) d(ln t) =
1

ln
(
r2
r1

) r2∫
r1

qx0(t)

t
dt

де qx0(t) — середнє значення функцiї Q на сферi S(x0, t) = {x ∈ Rn : |x−x0| =
t} .

Враховуючи означення 2.5.1 i наслiдок 2.5.3 та покладаючи p = n,

отримуємо наступне твердження.

Наслiдок 2.5.4. Нехай f : Bn → Bn, n > 2, — кiльцевий Q -
гомеоморфiзм в точцi x0 = 0 , f(0) = 0 . Якщо q(r) ̸= ∞ для м.в. r ∈ (0, 1) i
для деякого числа κ > 0 виконується умова

MQ
log(A(0, r, 1)) 6 κ ∀ r ∈ (0, r0), r0 ∈ (0, 1) ,

то
lim inf
x→0

|f(x)|
|x|γ0

6 1 ,

де γ0 = κ
1

1−n .

2.6. Поведiнка в околi нескiнченностi кiльцевих Q -го-

меоморфiзмiв

У цьому пiдроздiлi дослiджено кiльцевi Q -гомеоморфiзми в околi
нескiнченно вiддаленої точки.
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Нехай R > 0, x0 ∈ Rn, n > 2, i f : Rn → Rn – гомеоморфiзм. Покладемо

L(x0, f, R) = sup
|x−x0|6R

|f(x)− f(x0)| .

Справедливою є наступна лема.

Лема 2.6.1. Нехай f : Rn → Rn, n > 2, — кiльцевий Q -гомеоморфiзм
у точцi x0 ∈ Rn, i нехай ψ : [0,∞] → [0,∞] – довiльна вимiрна за Лебегом
функцiя, така що

0 <

R∫
r0

ψ(t) dt <∞ ∀R > r0 .

Якщо qx0(r) ̸= ∞ для м.в. r ∈ (0,∞) , то

lim inf
R→∞

L(x0, R, f) exp

[
−
(
ωn−1

Λ(R)

) 1
n−1

]
> 0 , (2.51)

де S1 = S(x0, r0), S1 = S(x0, R) i

Λ(R) :=

 R∫
r0

ψ(t) dt

−n ∫
A(x0,r0,R)

Q(x)ψn(|x− x0|) dm(x) . (2.52)

Доведення. Розглянемо сферичне кiльце A = A(x0, r0, R) з 0 < r0 < R .
Покладемо M0 = m(fB(x0, r0)) . Тодi з (2.38) випливає, що

M0 6 m(fB(x0, R)) exp

− n
n

n−1Ω
1

n−1
n(∫

A
Q(x)ηn(|x− x0|)dm(x)

) 1
n−1

 , (2.53)

де η : (r0, R) → [0,∞] – довiльна вимiрна функцiя, яка задовольняє умову
R∫
r0

η(r) dr = 1 . Розглянемо вимiрну функцiю

η(t) =


ψ(t)

R∫
r0

ψ(t) dt

, t ∈ (r0, R)

0, t /∈ (r0, R).
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Зауважимо, що η(t) задовольняє спiввiдношення (2.39). Тодi з нерiвностi (2.53)
випливає оцiнка

M0 6 m (fB(x0, R)) exp

[
−n
(
ωn−1

Λ(R)

) 1
n−1

]
, (2.54)

де Λ(R) визначено рiвнiстю (2.52). Зауважимо, що

m (fB(x0, R)) 6 ΩnL
n(x0, R, f) .

Отже, з нерiвностi (2.54) випливає наступна оцiнка

M1 =
n

√
M0

Ωn
6 L(x0, R, f) exp

(
− ωn−1

Λ(R)

) 1
n−1

.

Очевидно, що M1 > 0 i не залежить вiд R . Переходячи тут до нижньої
границi при R → ∞ , отримуємо спiввiдношення (2.51). Лему доведено.

З леми 2.6.1 випливає наступний результат.

Лема 2.6.2. Нехай f : Rn → Rn , n > 2, — кiльцевий Q -гомеоморфiзм у
точцi x0 ∈ Rn . Нехай ψ : [0,∞] → [0,∞] — деяка вимiрна за Лебегом функцiя
така, що

0 < J(R) =

R∫
r0

ψ(t) dt <∞ ∀R > r0 .

Якщо qx0(r) ̸= ∞ для м.в. r ∈ (0,∞) i, крiм того, для деяких чисел c > 0 i
α < n виконується умова∫

A(x0,r0,R)

Q(x)ψn(|x− x0|) dm(x) 6 c · Jα(R) ∀ R ∈ (r0,∞),

то
lim inf
R→∞

L(x0, R, f) exp

(
−
(ωn−1

c

) 1
n−1

J
n−α
n−1 (R)

)
> 0 .

У подальшому, для цiлих значень k > 0 покладемо

e0 = 1, e1 = e, e2 = ee, . . . , ek+1 = exp ek
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i
ln0 t = t, ln1 t = ln t, ln2 t = ln ln t, . . . , lnk+1 t = ln lnk t .

Справедливою є наступна лема.

Лема 2.6.3. Нехай R > eN , тодi виконується рiвнiсть
R∫

eN

dt
N∏
k=0

lnk t

= lnN+1R .

Доведення. Дiйсно, виконуючи замiну змiнної s = lnN t , отримуємо наше
твердження:

R∫
eN

dt
N∏
k=0

lnk t

=

lnN R∫
1

ds

s
= ln lnN R = lnN+1R .

Лему доведено.

Обираючи в лемi 2.6.2 ψ(t) = 1
N∏

k=0

lnk t

, r0 = eN i p = 1 , приходимо до

наступного твердження.

Теорема 2.6.1. Нехай f : Rn → Rn , n > 2, — кiльцевий Q -
гомеоморфiзм у точцi x0 ∈ Rn . Якщо qx0(r) ̸= ∞ для м.в. r ∈ (0,∞) i
для деякого числа c > 0 виконується умова∫

A(x0,eN ,R)

Q(x) dm(x)(
N∏
k=0

lnk |x− x0|
)n 6 c lnN+1(R) ∀ R > eN ,

то
lim inf
R→∞

L(x0, R, f)

lnγN(R)
> 0 ,

де γ =
(ωn−1

c

) 1
n−1 .

Покладаючи N = 0 в теоремi 2.6.1, приходимо до наступних тверджень.

Наслiдок 2.6.1. Нехай f : Rn → Rn — кiльцевий Q -гомеоморфiзм у
точцi x0 ∈ Rn , n > 2 . Якщо qx0(r) ̸= ∞ для м.в. r ∈ (0,∞) i для деякого
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числа c > 0 виконується умова∫
A(x0,1,R)

Q(x) dm(x)

|x− x0|n
6 c lnR ∀ R > 1 ,

то
lim inf
R→∞

L(x0, R, f)

Rγ
> 0 ,

де γ =
(ωn−1

c

) 1
n−1 .

Наслiдок 2.6.2. Нехай f : Rn → Rn — кiльцевий Q -гомеоморфiзм у
точцi x0 ∈ Rn , n > 2 . Якщо qx0(r) ̸= ∞ для м.в. r ∈ (0,∞), i для деякого
числа κx0 > 0 виконується умова

MQ
log(A(x0, 1, R)) 6 κx0 ∀ R > 1 ,

то
lim inf
R→∞

L(x0, R, f)

Rγ
> 0 ,

де γ =
(
ωn−1

κx0

) 1
n−1

.

Наслiдок 2.6.3. Нехай f : Rn → Rn — кiльцевий Q -гомеоморфiзм у
точцi x0 ∈ Rn . Якщо для деякого числа κx0 > 0 виконується умова

qx0(t) 6 κx0 ∀ R > 1 ,

то
lim inf
R→∞

L(x0, R, f)

Rα
> 0 ,

де α = κ
1

1−n
x0 (x0) .

Зауваження 2.6.1. Зокрема, якщо Q(x) 6 K,K ∈ [1,∞) , з наслiдку
2.6.3 для квазiконформних вiдображень випливає вiдомий результат О. Мартiо,
С. Рiкмана i Ю. Вяйсяля, див. теорему 3.7 в [340]:

lim sup
x→∞

|f(x)|
|x|α

> 0 ,

де α = K
1

1−n .
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2.7. Скiнченна лiпшицевiсть кiльцевих Q -гомеомор-

фiзмiв

У цьому пiдроздiлi отримано узагальнення вiдомої теореми Герiнга про
локальну лiпшицевiсть одного класу вiдображень, див. теорему 2 в [249].

Нехай D i D′ — областi в Rn, n > 2, f : D → D′ – неперервне
вiдображення i x ∈ D. Покладемо

L(x, f) = lim sup
y→x

|f(y)− f(x)|
|y − x|

.

Означення 2.7.1. Вiдображення f : D → D′ називається скiнченно
лiпшицевим, якщо L(x, f) <∞ для всiх x ∈ D , див. розд. 10, п. 10.6 в [342].

Очевидно, що кожне лiпшицеве вiдображення є скiнченно лiпшицевим.

Нижче наведено лему про оцiнку спотворення p -ємностi сферичного
конденсатора при кiльцевих Q -гомеоморфiзмах вiдносно p -модуля.

Лема 2.7.1. Нехай D i D′ — областi в Rn . Припустимо, що Q : D →
[0,∞] — локально iнтегровна функцiя в околi точки x0 ∈ D i f : D → D′ —
кiльцевий Q -гомеоморфiзм вiдносно p -модуля в точцi x0 ∈ D, p > 1 .Тодi

capp

(
fB(x0, ε2), fB(x0, ε1)

)
6 1

(ε2 − ε1)
p

∫
A

Q(x) dm(x) , (2.55)

де 0 < ε1 < ε2 < dist(x0, ∂D) i A = A(x0, ε1, ε2) = {x ∈ Rn : ε1 6 |x − x0| 6
ε2} .

Доведення. Нехай x0 ∈ D . Розглянемо кiльце A = A(x0, ε1, ε2) , де ε1 i
ε2 – довiльнi числа, якi задовольняють умову 0 < ε1 < ε2 < dist(x0, ∂D) .

Нехай (A,C)— конденсатор, де A = B(x0, ε2), C = B(x0, ε2) . Тодi
(fA, fC) — кiльцевий конденсатор у D′, i за твердженням 1.1.4

capp (fA, fC) =Mp(∆(fS1, fS2, fA)) . (2.56)

Зауважимо, що функцiя

η(t) =

{
1

ε2−ε1 , t ∈ [ε1, ε2] ,

0 , t /∈ [ε1, ε2] .
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задовольняє умову (2.7). Тодi, за означенням кiльцевого Q -гомеоморфiзму,
маємо

Mp(∆(fS1, fS2, fA)) 6
1

(ε2 − ε1)p

∫
A

Q(x) dm(x) , (2.57)

де S1 = S(x0, ε1) i S2 = S(x0, ε2) . Комбiнуючи (2.56) i (2.57), ми отримаємо
оцiнку (2.55). Лему доведено.

Нижче наведено теорему про достатню умову скiнченної лiпшицевостi у
точцi для кiльцевих Q -гомеоморфiзмiв вiдносно p -модуля, n− 1 < p < n .

Теорема 2.7.1. Нехай D i D′ — областi в Rn . Припустимо, що
f : D → D′ — кiльцевий Q -гомеоморфiзм вiдносно p -модуля i виконується
умова

Q0 = lim sup
ε→0

−
∫
B(x0,ε)

Q(x) dm(x) <∞ . (2.58)

Тодi при n− 1 < p < n виконується нерiвнiсть

L(x0, f) = lim sup
x→x0

|f(x)− f(x0)|
|x− x0|

6 ν0Q
1

n−p

0 , (2.59)

де ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд n i p .

Доведення. Покладемо ε ∈ (0, δ0) , δ0 ∈
(
0, 14 dist (x0, ∂D)

)
. Тодi(

fB(x0, 2ε), fB(x0, ε)
)

— кiльцевий конденсатор у D′ . За лемою 2.7.1
виконується оцiнка

capp

(
fB(x0, 2ε), fB(x0, ε)

)
6 1

εp

∫
B(x0,2ε)

Q(x) dm(x) . (2.60)

З iншого боку, за твердженням 1.1.6

capp

(
fB(x0, 2ε), fB(x0, ε)

)
>

ν1 dp
(
fB(x0, ε)

)
m1−n+p(fB(x0, 2ε))


1

n−1

, (2.61)

де ν1 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд розмiрностi простору n i p.

Комбiнуючи (2.60) i (2.61), отримуємо

d
(
fB(x0, ε)

)
ε

6
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6 ν2

(
m(fB(x0, 2ε))

m(B(x0, 2ε))

)i1 (
−
∫
B(x0,2ε)

Q(x) dm(x)

)i2
, (2.62)

де
i1 =

1− n+ p

p
, i2 =

n− 1

p

i ν2 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд розмiрностi простору n i p.

Покладаючи ε1 = 2ε i ε2 = 4ε в лемi 2.7.1, отримуємо

capp

(
fB(x0, 4ε), fB(x0, 2ε)

)
6 1

(2ε)p

∫
B(x0,4ε)

Q(x) dm(x) . (2.63)

За твердженням 1.1.7, див. (1.8), маємо оцiнку

capp

(
fB(x0, 4ε), fB(x0, 2ε)

)
> ν3

[
m
(
fB(x0, 2ε)

)]n−p
n

(2.64)

де ν3 — стала, яка залежить тiльки вiд розмiрностi простору n i p. Комбiнуючи
(2.63) i (2.64), ми отримуємо

m
(
fB(x0, 2ε)

)
m(B(x0, 2ε))

6 ν4

(
−
∫
B(x0,4ε)

Q(x) dm(x)

) n
n−p

,

де ν4 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд розмiрностi простору n i p .
Остання оцiнка разом iз (2.62) приводить до нерiвностi

d
(
fB(x0, ε)

)
ε

6 ν0

(
−
∫
B(x0,4ε)

Q(x) dm(x)

)j1 (
−
∫
B(x0,2ε)

Q(x) dm(x)

)j2
,

де

j1 =
n(1− n+ p)

p(n− p)
, j2 =

n− 1

p

i ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд розмiрностi простору n i p .
Перейдемо тут до верхньої границi при ε→ 0, внаслiдок чого отримаємо

L(x0, f) = lim sup
x→x0

|f(x)− f(x0)|
|x− x0|

6 lim sup
ε→0

d
(
fB(x0, ε)

)
ε

6 ν0Q
1

n−p

0 ,

де ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд n i p . Теорему доведено.

З теореми 2.7.1 безпосередньо випливають наступнi наслiдки.
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Наслiдок 2.7.1. Нехай D i D′ — областi в Rn . Припустимо, що f :

D → D′ — кiльцевий Q -гомеоморфiзм вiдносно p -модуля при n − 1 < p < n

i виконується умова

lim sup
ε→0

−
∫
B(x0,ε)

Q(x) dm(x) <∞

для всiх x0 ∈ D . Тодi гомеоморфiзм f є скiнченно лiпшицевим.
Зауваження 2.7.1. За лемою 10.6 у [342] скiнченно лiпшицевi

вiдображення мають N -властивiсть Лузiна вiдносно хаусдорфових мiр i, отже,
є абсолютно неперервними на кривих i поверхнях.

Наслiдок 2.7.2. Нехай D i D′ — областi в Rn . Припустимо, що f :

D → D′ — кiльцевий Q -гомеоморфiзм вiдносно p -модуля, n − 1 < p < n, i
iснує така Cx0 > 0 , що

qx0(t) =
1

ωn−1tn−1

∫
S(x0,t)

Q(x) dA 6 Cx0

для м.в. t ∈ (0, ε0) , де ε0 ∈
(
0, d04

)
, d0 = 1

4 dist(x0, ∂D) . Тодi

L(x0, f) = lim sup
x→x0

|f(x)− f(x0)|
|x− x0|

6 ν0C
1

n−p
x0 ,

де ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд n i p .

Наслiдок 2.7.3. Нехай D i D′ — областi в Rn . Припустимо, що f :

D → D′ — кiльцевий Q -гомеоморфiзм вiдносно p -модуля, n − 1 < p < n, i
що iснує число K > 0 таке, що Q(x) 6 K для м.в. x ∈ D . Тодi для всiх
x0 ∈ D виконуються спiввiдношення

L(x0, f) = lim sup
x→x0

|f(x)− f(x0)|
|x− x0|

6 ν0K
1

n−p ,

де ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд n i p .

Побудуємо приклад кiльцевого Q -гомеоморфiзму вiдносно p -модуля в
фiксованiй точцi, який не є скiнченно лiпшицевим.
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Приклад 2.7.1. Припустимо, що n − 1 < p < n . Нехай вiдображення
f : Bn → Bn задано за допомогою спiввiдношення

f(x) =
x

|x|

1 +
n− p

p− 1

1∫
|x|

dt

t
n−1
p−1 ln

1
p−1 (et )


− p−1

n−p

при x ̸= 0 i f(0) = 0 . Покажемо, що вказане вище вiдображення є кiльцевим
Q -гомеоморфiзмом вiдносно p -модуля в точцi x0 = 0 , де Q(x) = ln e

|x| .

Очевидно, qx0(t) = ln e
t . Розглянемо кiльце A = A(0, r1, r2) , 0 < r1 < r2 < 1 .

Зауважимо, що вiдображення f перетворює кiльце A = A(0, r1, r2) на кiльце
Ã = Ã (0, r̃1, r̃2) , де

r̃i =

1 +
n− p

p− 1

1∫
ri

dt

t
n−1
p−1 ln

1
p−1 (et )

− p−1
n−p

, i = 1, 2 . (2.65)

Позначимо через Γ = ∆(S1, S2,A) сiм’ю всiх кривих, якi з’єднують сфери S1 =

S(0, r1) i S2 = S(0, r2) в кiльцi A . Зауважимо, що p -модуль сiм’ї fΓ в цьому
випадку може бути обчислений в явному виглядi, див. (1.3), а саме:

Mp(fΓ) = ωn−1

(
p− 1

n− p

) 1
p−1 (

(r̃1)
p−n
p−1 − (r̃2)

p−n
p−1

)1−p
. (2.66)

Оберемо в (2.66) значення r̃1 i r̃2, визначенi в (2.65). Тодi

Mp(fΓ) =
ωn−1(

r2∫
r1

dt

t
n−1
p−1 ln

1
p−1 ( et )

)p−1 .

Отже, за теоремою 2.2.1 гомеоморфiзм f є кiльцевим Q -гомеоморфiзмом
вiдносно p -модуля в точцi x0 = 0 при Q(x) = ln e

|x| . Зауважимо, що

lim sup
ε→0

−
∫
B(x0,ε)

Q(x) dm(x) = ∞ .

З iншого боку, за правилом Лопiталя

lim
x→0

|f(x)|
|x|

= ∞ ,
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тобто, гомеоморфiзм f не задовольняє спiввiдношення (2.59) в нулi.

Зауваження 2.7.2. Приклад 2.7.1 вказує на необхiднiсть умови (2.58).

Нижче наведено «лiпшицевий» аналог теореми Iкоми–Шварца для
кiльцевих Q -гомеоморфiзмiв вiдносно p -модуля, 1 < p < n .

Теорема 2.7.2. Нехай f : Bn → Bn — кiльцевий Q -гомеоморфiзм
вiдносно p -модуля, f(0) = 0 . Припустимо, що функцiя Q : Bn → [0, ∞]

задовольняє умову

Q0 = lim inf
ε→0

−
∫
Bε

Q(x) dm(x) <∞ , (2.67)

де Bε = {x ∈ Rn : |x| < ε} . Тодi при 1 < p < n виконується оцiнка

lim inf
x→0

|f(x)|
|x|

6 ν0 Q
1

n−p

0 , (2.68)

де ν0 — позитивна стала, яка залежить тiльки вiд розмiрностi простору n

i p.

Доведення. Розглянемо кiльце A = A(0, ε1, ε2) , 0 < ε1 < ε2 <
1
2 . Тодi(

fBε2, fBε1

)
— кiльцевий конденсатор в Bn . За лемою 2.7.1

capp
(
fBε2, fBε1

)
6 1

(ε2 − ε1)p

∫
A

Q(x) dm(x) .

Покладаючи ε1 = ε i ε2 = 2ε , отримуємо

capp
(
fB2ε, fBε

)
6 1

εp

∫
A(0,ε,2ε)

Q(x) dm(x) . (2.69)

З iншого боку, за нерiвнiстю (1.8)

capp
(
fB2ε, fBε

)
> ν1

[
m
(
fBε

)]n−p
n , (2.70)

де ν1 — позитивна стала, яка залежить тiльки вiд розмiрностi простору n i p.
Поєднуючи (2.69) i (2.70), ми отримуємо

m
(
fBε

)
Ωnεn

6 ν2

(
−
∫
B2ε

Q(x) dm(x)

) n
n−p

, (2.71)
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де ν2 — позитивна стала, яка залежить тiльки вiд розмiрностi простору n i p .
Покладемо lf(ε) = min

|x|=ε
|f(x)| . Враховуючи умову f(0) = 0 , отримуємо

Ωn l
n
f (ε) 6 m(fBε) i, отже,

lf(ε) 6
(
m(fBε)

Ωn

) 1
n

.

Звiдси випливає, що

lim inf
x→0

|f(x)|
|x|

= lim inf
ε→0

lf(ε)

ε
6 lim inf

ε→0

(
m(fBε)

Ωnεn

) 1
n

. (2.72)

Нарештi, комбiнуючи (2.72) i (2.71), маємо

lim inf
x→0

|f(x)|
|x|

6 ν0 lim inf
ε→0

(
−
∫
B2ε

Q(x) dm(x)

) 1
n−p

,

де ν0 — позитивна стала, яка залежить тiльки вiд розмiрностi простору n i p.
Теорему доведено.

Зауваження 2.7.3. Приклад 2.7.1 вказує на необхiднiсть умови (2.67).

Наслiдок 2.7.4. Нехай f : Bn → Bn, n > 2, — кiльцевий Q -
гомеоморфiзм вiдносно p -модуля, який задовольняє умову f(0) = 0 . Нехай
iснує q0 > 0, для якого q(t) 6 q0 при м.в. t ∈ (0, 1). Тодi при 1 < p < n

виконується оцiнка

lim inf
x→0

|f(x)|
|x|

6 q
1

n−p

0 ,

а при p = n — оцiнка

lim inf
x→0

|f(x)|
|x|γ

6 1 ,

де q(t) — середнє значення функцiї Q на сферi St = {x ∈ Rn : |x| = t},
γ = q

− 1
n−1

0 .

2.8. Локальна гельдеровiсть кiльцевих Q -

гомеоморфiзмiв

Даний пiдроздiл присвячено локальнiй гельдеровостi кiльцевих Q -
гомеоморфiзмiв вiдносно p -модуля, n− 1 < p < n .
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Справедливим є наступний результат.

Теорема 2.8.1. Нехай D i D′ — обмеженi областi в Rn , x0 ∈ D .
Припустимо, що f : D → D′ — кiльцевий Q -гомеоморфiзм вiдносно p -
модуля, p ∈ (1, n) , α > n

n−p i Q ∈ Lαloc(D) . Тодi

m
(
fB(x0, r)

)
6 ν0 ∥Q∥

n
n−p
α rn(1−

n
α(n−p)),

для будь-якого r ∈ (0, δ0) , де δ0 =
1
2dist(x0, ∂D) i

∥Q∥α =

∫
D

Qα(x) dm(x)

 1
α

— норма в просторi Lα(D) , а ν0 — деяка позитивна стала, яка залежить
тiльки вiд n , p i α .

Доведення. Розглянемо сферичне кiльце

A = A(x0, r, 2r) = {x ∈ D : r < |x− x0| < 2r} ,

де r ∈ (0, δ0) . Тодi
(
fB(x0, 2r), fB(x0, r)

)
— кiльцевий конденсатор у D′ . За

лемою 2.7.1

capp

(
fB(x0, 2r), fB(x0, r)

)
6 1

rp

∫
A(x0,r,2r)

Q(x) dm(x) .

Застосуємо тут нерiвнiсть Гельдера при q = α i q′ = α
α−1 . Ми отримаємо

capp

(
fB(x0, 2r), fB(x0, r)

)
6 ν1 ∥Q∥α r

αn−αp−n
α , (2.73)

де ν1 — позитивна стала, яка залежить тiльки вiд n, α i p .
З iншого боку, за нерiвнiстю (1.8)

capp

(
fB(x0, 2r), fB(x0, r)

)
> ν2

[
m
(
fB(x0, r)

)]n−p
n

, (2.74)

де ν2 — позитивна стала, яка залежить тiльки вiд n i p .
Враховуючи (2.73) i (2.74), отримуємо

m
(
fB(x0, r)

)
6 ν0∥Q∥

n
n−p
α r

n(αn−αp−n)
α(n−p) ,
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де ν0 — позитивна стала, яка залежить тiльки вiд n , p i α . Теорему доведено.

В наступнiй теоремi встановлено достатню умову гельдеровостi кiльцевих
Q -гомеоморфiзмiв вiдносно p -модуля, n− 1 < p < n .

Теорема 2.8.2. Нехай D i D′ — обмеженi областi в Rn, n > 2 .
Припустимо, що f : D → D′ — кiльцевий Q -гомеоморфiзм вiдносно p -
модуля, n− 1 < p < n , α > n

n−p i Q ∈ Lαloc(D) . Тодi

|f(x)− f(y)| 6 ν0∥Q∥
1

n−p
α |x− y|1−

n
α(n−p) , (2.75)

для будь-яких x, y ∈ F , якi задовольняють умову |x − y| < δ , де F —
довiльний компакт у D, δ = 1

4dist(F, ∂D),

∥Q∥α =

∫
D

Qα(x) dm(x)

 1
α

— норма в просторi Lα(D) i ν0 — позитивна стала, яка залежить тiльки
вiд n , p i α .

Доведення. Розглянемо сферичне кiльце A = A(x, ε1, ε2), 0 < ε1 < ε2 <

d0 = dist(x, ∂D) . За лемою 2.7.1

capp

(
fB(x, ε2), fB(x, ε1)

)
6 1

(ε2 − ε1)p

∫
A(x,ε1,ε2)

Q(x) dm(x) .

Застосувавши тут нерiвнiсть Гельдера з q = α i q′ = α
α−1 , ми отримаємо

capp

(
fB(x, ε2), fB(x, ε1)

)
6 (Ωnε

n
2)

α−1
α

(ε2 − ε1)p
∥Q∥α , (2.76)

де Ωn = m(Bn) — об’єм одиничної кулi в Rn . Покладемо тепер ε = |x − y| ,
ε1 = 2ε i ε2 = 4ε. Тодi будемо мати

capp

(
fB(x, 4ε), fB(x, 2ε)

)
6 ν1 ∥Q∥α ε

αn−αp−n
α , (2.77)

де ν1 — позитивна стала, яка залежить тiльки вiд розмiрностi простору n, α i
p .
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З iншого боку, за твердженням 1.1.7, див. (1.8).

capp

(
fB(x, 4ε), fB(x, 2ε)

)
> ν2

[
m
(
fB(x, 2ε)

)]n−p
n

, (2.78)

де ν2 — позитивна стала, яка залежить тiльки вiд n i p .
Комбiнуючи (2.77) з (2.78), отримаємо, що

m(fB(x, 2ε)) 6 ν3 ∥Q∥
n

n−p
α ε

n(αn−αp−n)
α(n−p) , (2.79)

де ν3 — позитивна стала, яка залежить тiльки вiд n , p i α .

Далi, покладемо в (2.76) ε1 = ε i ε2 = 2ε. Тодi

capp

(
fB(x, 2ε), fB(x, ε)

)
6 ν4 ∥Q∥α ε

αn−αp−n
α , (2.80)

де ν4 — позитивна стала, яка залежить тiльки вiд n , p i α .

З iншого боку, за твердженням 1.1.6

capp

(
fB(x, 2ε), fB(x, ε)

)
>

ν5 dp
(
fB(x, ε)

)
m1−n+p (fB(x, 2ε))


1

n−1

, (2.81)

де ν5 — позитивна стала, яка залежить тiльки вiд n i p.
Комбiнуючи (2.80) з (2.81), отримуємо dp

(
fB(x, ε)

)
m1−n+p (fB(x, 2ε))


1

n−1

6 ν6 ∥Q∥α ε
αn−αp−n

α ,

де ν6 — позитивна стала, яка залежить тiльки вiд n , p i α . Звiдси i з (2.79)
випливає, що

d
(
fB(x, ε)

)
6 ν0 ∥Q∥

1
n−p
α ε1−

n
α(n−p) ,

де ν0 — позитивна стала, яка залежить тiльки вiд n , p i α .
Оцiнку (2.75) отримаємо звiдси за допомогою очевидної нерiвностi

d
(
fB(x, ε)

)
> |f(x)− f(y)|. Теорему доведено.

Нижче наведено «степеневий» аналог теореми Iкоми–Шварца для
кiльцевих Q -гомеоморфiзмiв вiдносно p -модуля, 1 < p < n .
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Теорема 2.8.3. Нехай f : Bn → Bn, n > 2 , — кiльцевий Q -
гомеоморфiзм вiдносно p -модуля, f(0) = 0 . Якщо p ∈ (1, n) i Q ∈
Lα (Bn) , α > n

n−p , то

lim inf
x→0

|f(x)|
|x|1−

n
α(n−p)

6 ν0 ∥Q∥
1

n−p
α , (2.82)

де

∥Q∥α =

∫
Bn

Qα(x) dm(x)

 1
α

— норма в просторi Lα (Bn) , а ν0 — позитивна стала, яка залежить тiльки
вiд розмiрностi простору n , p i α .

Доведення. Розглянемо кулю Bε = {x ∈ Rn : |x| < ε} при ε ∈
(
0, 12
)
. За

теоремою 2.8.1 для будь-якого ε < 1
2 виконується оцiнка

m (fBε) 6 ν0 ∥Q∥
n

n−p
α εn(1−

n
α(n−p)), (2.83)

де ν0 — позитивна стала, що залежить тiльки вiд n , p i α .
Покладемо lf(ε) = min

|x|=ε
|f(x)| . Враховуючи умову f(0) = 0 , отримуємо

Ωn l
n
f (ε) 6 m(fBε) i, отже,

lf(ε) 6
(
m(fBε)

Ωn

) 1
n

.

Отже, маємо

lim inf
x→0

|f(x)|
|x|1−

n
α(n−p)

= lim inf
ε→0

lf(ε)

ε1−
n

α(n−p)

6 lim inf
ε→0

(
m(fBε)

Ωnε
n(1− n

α(n−p) )

) 1
n

. (2.84)

Зi спiввiдношень (2.83) i (2.84) випливає, що

lim inf
x→0

|f(x)|
|x|1−

n
α(n−p)

6 ν0 ∥Q∥
1

n−p
α ,

де ν0 — позитивна стала, яка залежить тiльки вiд n , p i α . Теорему доведено.

Нижче наведено лему про оцiнку спотворення p -ємностi сферичного
конденсатора при кiльцевих Q -гомеоморфiзмах вiдносно p -модуля.
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Лема 2.8.1. Нехай 1 < p < n, D i D′ — областi в Rn, n > 2 .
Припустимо, що f : D → D′ — кiльцевий Q -гомеоморфiзм вiдносно p -модуля
в точцi x0 ∈ D i iснують Cx0 > 0 , β < n− p такi, що

qx0(t) 6 Cx0 t
−β (2.85)

для м.в. t ∈ (0 , d0) , d0 = dist (x0, ∂D) . Тодi для довiльних ε1 i ε2, 0 < ε1 <

ε2 < d0 = dist(x0, ∂D), i θ = n−p−β
p−1 виконується нерiвнiсть

capp

(
fB(x0, ε2), fB(x0, ε1)

)
6 Cx0ωn−1θ

p−1(
ε−θ1 − ε−θ2

)p−1 . (2.86)

Доведення. Нехай x0 ∈ D, а ε1 i ε2 задовольняють умову 0 < ε1 < ε2 <

d0 = dist(x0, ∂D) . Розглянемо сферичне кiльце

A = A(x0, ε1, ε2) = {x ∈ Rn : ε1 < |x− x0| < ε2} .

Нехай також (A,C)— конденсатор, де A = B(x0, ε2), C = B(x0, ε1) . Тодi
(fA, fC) — кiльцевий конденсатор у D′, i за твердженням 1.1.4

capp (fA, fC) =Mp(∆(fS1, fS2, fA)) , (2.87)

де S1 = S(x0, ε1) i S2 = S(x0, ε2) . Тодi за лемою 2.2.1 отримаємо

Mp(∆(fS1, fS2, fA)) 6
ωn−1(

ε2∫
ε1

dr

r
n−1
p−1 q

1
p−1
x0 (r)

)p−1 ,

де qx0(r) — середнє значення функцiї Q на сферi S(x0, r) i ωn−1 — площа
одиничної сфери Sn−1 у Rn.

З умови (2.85) випливає оцiнка

Mp(∆(fS1, fS2, fA)) 6
Cx0ωn−1θ

p−1(
ε−θ1 − ε−θ2

)p−1 . (2.88)

Зi спiввiдношень (2.87) i (2.88) випливає бажана оцiнка (2.86).
Лему доведено.

Справедливою є наступна лема.
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Лема 2.8.2. Нехай 1 < p < n, D i D′ — областi в Rn, n > 2 .
Припустимо, що f : D → D′ — кiльцевий Q -гомеоморфiзм вiдносно p -модуля
в точцi x0 ∈ D i iснують такi Cx0 > 0 , β < n − p, вiдносно яких для
м.в. t ∈ (0 , d0) , d0 = dist (x0, ∂D), виконується умова (2.85). Тодi для всiх
r ∈

(
0, d02

)
виконується нерiвнiсть

m
(
fB(x0, r)

)
6 ν0C

n
n−p
x0 r

n(n−p−β)
n−p , (2.89)

де ν0 — деяка позитивна стала, яка залежить тiльки вiд n , p i β .
Доведення. Розглянемо конденсатор

E =
(
B(x0, 2r), B(x0, r)

)
, r < δ0 .

За лемою 2.8.1 виконується оцiнка

capp fE 6 Cx0ωn−1θ
p−1

(1− 2−θ)p−1
rn−p−β . (2.90)

Крiм того, за твердженням 1.1.7, див. спiввiдношення (1.8)

capp fE > ν1

[
m
(
fB(x0, r)

)]n−p
n

, (2.91)

де ν1 — стала, яка залежить тiльки вiд розмiрностi простору n i p.
З (2.90) i (2.91) випливає, що

m
(
fB(x0, r)

)
6 ν0C

n
n−p
x0 r

n(n−p−β)
n−p ,

де ν0 — деяка позитивна стала, яка залежить тiльки вiд n , p i β . Лему
доведено.

Справедливим є наступний результат.

Теорема 2.8.4. Нехай 1 < p < n, D i D′ — областi в Rn, n > 2 .
Припустимо, що f : D → D′ — кiльцевий Q -гомеоморфiзм вiдносно p -модуля
i iснують Cx0 > 0 , β < n − p такi, що для майже всiх t ∈ (0 , d0) , d0 =

dist (x0, ∂D), виконується умова (2.85). Тодi для всiх x ∈ B(x0,
d0
4 )

|f(x)− f(x0)| 6 ν0C
1

n−p
x0 |x− x0|1−

β
n−p , (2.92)
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де ν0 — деяка позитивна стала, яка залежить тiльки вiд n , p i β .

Доведення. Покладемо ε = |x− x0| < d0
4 . Розглянемо конденсатор

Eε =
(
B(x0, 2ε), B(x0, ε)

)
.

З леми 2.8.1 випливає оцiнка

capp fEε 6 ν1Cx0 ε
n−p−β , (2.93)

де ν1 — позитивна стала, яка залежить тiльки вiд n , p i β .
З iншого боку, за твердженням 1.1.6

capp fEε > ν2

 dp
(
fB(x0, ε)

)
m1−n+p (fB(x0, 2ε))


1

n−1

, (2.94)

де ν2 — позитивна стала, яка залежить тiльки вiд n i p.
З (2.93) i (2.94) випливає, що

d
(
fB(x0, ε)

)
6 ν3C

n−1
p

x0 ε
(n−1)(n−p−β)

p m
1−n+p

p (fB(x0, 2ε)) , (2.95)

де ν3 — позитивна стала, яка залежить тiльки вiд n , p i β . З леми 2.8.2
випливає оцiнка для мiри образу кулi B(x0, 2ε), а саме:

m (fB(x0, 2ε)) 6 ν4C
n

n−p
x0 ε

n(n−p−β)
n−p , (2.96)

де ν3 — позитивна стала, яка залежить тiльки вiд n , p i β .
Нарештi, з (2.95) i (2.96) випливає, що

d
(
fB(x0, ε)

)
6 ν0C

1
n−p
x0 |x− x0|1−

β
n−p ,

де ν0 — позитивна стала, яка залежить тiльки вiд n , p i β .
Тепер бажана оцiнка спотворення вiдстанi (2.92) випливає з очевидної

нерiвностi d
(
fB(x0, ε)

)
> |f(x)− f(x0)| . Теорему доведено.



138

2.9. Логарифмiчна гельдеровiсть кiльцевих Q -

гомеоморфiзмiв

В цьому пiдроздiлi дослiджено кiльцевi Q -гомеоморфiзми вiдносно p -
модуля з точки зору так званої "логарифмiчної асимптотики".

Нижче наведено лему про оцiнку спотворення p -ємностi сферичного
конденсатора при кiльцевих Q -гомеоморфiзмах вiдносно p -модуля.

Лема 2.9.1. Нехай 1 < p < n, D i D′ — областi в Rn, n > 2 .
Припустимо, що f : D → D′ — кiльцевий Q -гомеоморфiзм вiдносно p -
модуля в точцi x0 ∈ D, i iснують Cx0 > 0 , κ ∈ [0, p) такi, що для будь-яких
0 < ε1 < ε2 < d0 = dist (x0, ∂D) виконується умова∫

A(x0,ε1,ε2)

Q(x) dm(x)

|x− x0|p
6 Cx0 ln

κ

(
ε2
ε1

)
. (2.97)

Тодi
capp

(
fB(x0, ε2), fB(x0, ε1)

)
6 Cx0 ln

κ−p
(
ε2
ε1

)
. (2.98)

Доведення. Нехай x0 ∈ D, i нехай ε1 i ε2 – довiльнi числа, якi
задовольняють умову 0 < ε1 < ε2 < d0 = dist(x0, ∂D) . Розглянемо сферичне
кiльце A = A(x0, ε1, ε2) = {x ∈ Rn : ε1 < |x − x0| < ε2} . Нехай (A,C)—
конденсатор, де A = B(x0, ε2), C = B(x0, ε1) . Тодi (fA, fC) — кiльцевий
конденсатор в D′ i за твердженням 1.1.4

capp (fA, fC) =Mp(∆(fS1, fS2, fA)) . (2.99)

Зауважимо, що функцiя

η(t) =


1

t ln
(

ε2
ε1

) , t ∈ [ε1, ε2] ,

0 , t /∈ [ε1, ε2]

задовольняє умову (2.7). Тодi за означенням кiльцевого Q -гомеоморфiзму
вiдносно p -модуля

Mp(∆(fS1, fS2, fA)) 6
1

lnp
(
ε2
ε1

) ∫
A

Q(x) dm(x)

|x− x0|p
.
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З умови (2.97) випливає, що

Mp(∆(fS1, fS2, fA)) 6 Cx0 ln
κ−p
(
ε2
ε1

)
, (2.100)

З (2.99) i (2.100) отримаємо оцiнку (2.98). Лему доведено.

Справедливою є наступна лема.

Лема 2.9.2. Нехай 1 < p < n, D i D′ — обмеженi областi в Rn,

n > 2 . Припустимо, що f : D → D′ — кiльцевий Q -гомеоморфiзм вiдносно
p -модуля в точцi x0 ∈ D i iснують Cx0 > 0 , κ ∈ [0, p) такi, що для будь-
яких 0 < ε1 < ε2 < dist (x0, ∂D) виконується умова (2.97). Тодi для всiх
r < δ0 6 min{1, dist2 (x0, ∂D) }

m(fB(x0, r)) 6 ν0C
n

n−p
x0 ln−

(p−κ)n
n−p

(
1

r

)
, (2.101)

де ν0 — позитивна стала, яка залежить тiльки вiд n , p i κ .

Доведення. Розглянемо конденсатор

E =
(
B(x0,

√
r), B(x0, r)

)
, 0 < r < δ0 .

За лемою 2.9.1
capp fE 6 2p−κCx0 · lnκ−p

(
1

r

)
. (2.102)

Враховуючи твердження 1.1.7, див. спiввiдношення (1.8), маємо

capp fE > ν1 [m(fB(x0, r))]
n−p
n , (2.103)

де ν1 — стала, яка залежить тiльки вiд розмiрностi простору n i p.
Зi спiввiдношень (2.102) i (2.103) випливає, що

m(fB(x0, r)) 6 ν0C
n

n−p
x0 ln−

(p−κ)n
n−p

(
1

r

)
,

де ν0 — позитивна стала, яка залежить тiльки вiд n , p i κ . Лему доведено.

Нижче наведено теорему про оцiнку спотворення вiдстанi.

Теорема 2.9.1. Нехай n−1 < p < n, D i D′ — обмеженi областi в Rn,

n > 2 . Припустимо, що f : D → D′ — кiльцевий Q -гомеоморфiзм вiдносно
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p -модуля в точцi x0 ∈ D i iснують числа Cx0 > 0 , κ ∈ [0, p) такi, що для
будь-яких 0 < ε1 < ε2 < dist (x0, ∂D) виконується умова∫

A(x0,ε1,ε2)

Q(x) dm(x)

|x− x0|p
6 Cx0 ln

κ

(
ε2
ε1

)
.

Тодi для всiх x ∈ B(x0, δ0) , δ0 ∈
(
0,min{1, dist4 (x0, ∂D)}

)
, виконується

нерiвнiсть
|f(x)− f(x0)| 6 ν0C

1
n−p
x0 ln−

p−κ
n−p

1

|x− x0|
, (2.104)

де ν0 — позитивна стала, яка залежить тiльки вiд n , p i κ .

Доведення. Покладемо ε = |x− x0| < δ0 . Розглянемо конденсатор

Eε =
(
B(x0,

√
ε), B(x0, ε)

)
.

З леми 2.9.1 випливає справедливiсть оцiнки

capp fEε 6 2p−κCx0 ln
κ−p
(
1

ε

)
. (2.105)

З iншого боку, за твердженням 1.1.6 ми отримаємо

capp fEε > ν1

 dp
(
fB(x0, ε)

)
m1−n+p(fB(x0,

√
ε))


1

n−1

, (2.106)

де ν1 — позитивна стала, яка залежить тiльки вiд n i p.
З (2.105) i (2.106) випливає, що

d
(
fB(x0, ε)

)
6 ν2C

n−1
p

x0 ln−
(n−1)(p−κ)

p

(
1

ε

)
m1−n+p (fB(x0,

√
ε)
)
, (2.107)

де ν2 — позитивна стала, яка залежить тiльки вiд n , p i κ .
З леми 2.9.2 випливає оцiнка мiри образу кулi B(x0,

√
ε), а саме:

m
(
fB(x0,

√
ε)
)
6 ν3C

n
n−p
x0 ln−

(p−κ)n
n−p

(
1

ε

)
, (2.108)

де ν3 — позитивна стала, яка залежить тiльки вiд n , p i κ .
Отже, зi спiввiдношень (2.107) i (2.108) отримуємо

d
(
fB(x0, ε)

)
6 ν0C

1
n−p
x0 ln−

p−κ
n−p

(
1

ε

)
,
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де ν0 — позитивна стала, яка залежить тiльки вiд n , p i κ .
Тепер бажана оцiнка спотворення вiдстанi (2.9.3) випливає з очевидної

нерiвностi d
(
fB(x0, ε)

)
> |f(x)− f(x0)| . Теорему доведено.

Наведемо деякi кориснi наслiдки з теореми 2.9.1.

Наслiдок 2.9.1. Нехай n − 1 < p < n, D i D′ — обмеженi областi
в Rn, n > 2 . Припустимо, що f : D → D′ — кiльцевий Q -гомеоморфiзм
вiдносно p -модуля в точцi x0 ∈ D i Q ∈ L n

n−p
(B(x0, δ0)) . Тодi

|f(x)− f(x0)| 6 ν0∥Q∥
1

n−p
n

n−p
ln−

p(n−1)
n(n−p)

1

|x− x0|
(2.109)

для всiх x ∈ B(x0, δ0) , де δ0 ∈
(
0,min{1, dist4(x0, ∂D)}

)
,

∥Q∥ n
n−p

=

 ∫
B(x0,δ0)

Q
n

n−p (x) dm(x)


n−p
n

— норма в просторi L n
n−p

(B(x0, δ0)) i ν0 — позитивна стала, яка залежить
тiльки вiд n i p .

Доведення. За нерiвнiстю Гельдера при q = n
n−p i q′ = n

p ми отримуємо

∫
A

Q(x) dm(x)

|x− x0|p
6

∫
A

Q
n

n−p (x) dm(x)


n−p
n
∫

A

dm(x)

|x− x0|n


p
n

,

де A = A(x0, ε1, ε2) .
Отже,

∫
A

Q(x) dm(x)

|x− x0|p
6

∫
B

Q
n

n−p (x) dm(x)


n−p
n (

ωn−1 ln

(
ε2
ε1

)) p
n

,

де B = B(x0, δ0) .
Застосувавши теорему 2.9.1, в якiй оберемо κ = p

n i Cx0 = ω
p
n
n−1∥Q∥ n

n−p
, ми

отримаємо оцiнку (2.109) . Наслiдок 2.9.1 доведено.
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Наслiдок 2.9.2. Нехай n−1 < p < n, D i D′ — обмеженi областi в Rn,

n > 2 . Припустимо, що f : D → D′ — кiльцевий Q -гомеоморфiзм вiдносно
p -модуля в точцi x0 ∈ D i iснує число Kx0 > 0 таке, що для майже всiх
t ∈ (0, δ0) , δ0 ∈

(
0,min{1, dist4(x0, ∂D)

)
, виконується умова

qx0(t) 6 Kx0 t
p−n . (2.110)

Тодi для всiх x ∈ B(x0, δ0) виконується нерiвнiсть

|f(x)− f(x0)| 6 ν0 K
1

n−p
x0 ln−

p−1
n−p

1

|x− x0|
, (2.111)

де ν0 — позитивна стала, яка залежить тiльки вiд n i p .
Доведення. Справдi, користуючись умовою (2.110) i теоремою Фубiнi,

отримуємо∫
A

Q(x) dm(x)

|x− x0|p
= ωn−1

ε2∫
ε1

qx0(t)t
n−p−1 dt 6 ωn−1Kx0

ε2∫
ε1

dt

t
= ωn−1Kx0 ln

(
ε2
ε1

)
,

де A = A(x0, ε1, ε2) .
Застосувавши теорему 2.9.1 при κ = 1 i Cx0 = ωn−1Kx0 , ми отримаємо

оцiнку (2.111). Наслiдок 2.9.2 доведено.

Покладаючи в теоремi 2.9.1 κ = 0 , приходимо до наступного наслiдку.

Наслiдок 2.9.3. Нехай n − 1 < p < n, D i D′ — обмеженi
областi в Rn, n > 2 . Припустимо, що f : D → D′ — кiльцевий Q -
гомеоморфiзм вiдносно p -модуля в точцi x0 ∈ D i iснують числа Cx0 > 0 ,
δ0 ∈

(
0,min{1, dist4 (x0, ∂D)}

)
такi, що виконується умова∫

B(x0,δ0)

Q(x) dm(x)

|x− x0|p
6 Cx0 <∞ .

Тодi для всiх x ∈ B(x0, δ0) , виконується нерiвнiсть

|f(x)− f(x0)| 6 ν0C
1

n−p
x0 ln−

p
n−p

1

|x− x0|
,

де ν0 — позитивна стала, яка залежить тiльки вiд n , p i κ .
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Лема 2.9.2 дозволяє нам також дослiдити асимптотичну поведiнку
кiльцевих Q -гомеоморфiзмiв вiдносно p -модуля у фiксованiй точцi.

Теорема 2.9.2. Нехай 1 < p < n, f : Bn → Bn, n > 2, — кiльцевий Q -
гомеоморфiзм вiдносно p -модуля, f(0) = 0 . Припустимо, що iснують числа
C0 > 0 , κ ∈ [0, p) такi, що для будь-яких 0 < ε1 < ε2 < 1 виконується умова∫

A(0,ε1,ε2)

Q(x)

|x|p
dm(x) 6 C0 lnκ

(
ε2
ε1

)
. (2.112)

Тодi
lim inf
x→0

|f(x)| ln
p−κ
n−p

1

|x|
6 ν0C

1
n−p

0 , (2.113)

де ν0 — позитивна стала, яка залежить тiльки вiд n , p i κ .

Доведення. Покладемо lf(ε) = min
|x|=ε

|f(x)| i Bε = {x ∈ Rn : |x| < ε} .

Враховуючи умову f(0) = 0 , отримуємо Ωn l
n
f (ε) 6 m(fBε) i, отже,

lf(ε) 6
(
m(fBε)

Ωn

) 1
n

. (2.114)

За нерiвнiстю (2.114) i за лемою 2.9.2 маємо оцiнку

lf(ε) 6
(
λ0
Ωn

) 1
n

C
1

n−p

0 ln−
p−κ
n−p

(
1

ε

)
.

Отже,
lim inf
x→0

|f(x)| ln
p−κ
n−p

1

|x|
= lim inf

ε→0
lf(ε) ln

p−κ
n−p

1

ε
6 ν0C

1
n−p

0 ,

де ν0 — позитивна стала, яка залежить тiльки вiд n , p i κ . Теорему доведено.

Наведемо деякi наслiдки з теореми 2.9.2.

Наслiдок 2.9.4. Нехай p ∈ (1, n) i нехай f : Bn → Bn , n > 2 , —
кiльцевий Q -гомеоморфiзм вiдносно p -модуля, f(0) = 0 . Якщо Q ∈ L n

n−p
(Bn) ,

то
lim inf
x→0

|f(x)| ln
p(n−1)
n(n−p)

1

|x|
6 ν0∥Q∥

1
n−p
n

n−p
,
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де ∥Q∥ n
n−p

=

(∫
Bn

Q
n

n−p (x) dm(x)

)n−p
n

— норма в просторi L n
n−p

(Bn), ν0 — деяка

позитивна стала, яка залежить тiльки вiд n i p .

Покладаючи в теоремi 2.9.2 κ = 0 , приходимо до наступного наслiдку.

Наслiдок 2.9.5. Нехай 1 < p < n, f : Bn → Bn, n > 2, — кiльцевий Q -
гомеоморфiзм вiдносно p -модуля, f(0) = 0 . Припустимо, що iснують числа
C0 > 0 , 0 < ε0 < 1 такi, що∫

B(0,ε0)

Q(x)

|x|p
dm(x) 6 C0 <∞ .

Тодi
lim inf
x→0

|f(x)| ln
p

n−p
1

|x|
6 ν0C

1
n−p

0 ,

де ν0 — позитивна стала, яка залежить тiльки вiд n , p i κ .

Наслiдок 2.9.6. Нехай 1 < p < n, f : Bn → Bn , n > 2, — кiльцевий
Q -гомеоморфiзм вiдносно p -модуля, f(0) = 0 . Припустимо, що iснує число
K > 0 таке, що для майже всiх t ∈ (0, 1) виконується умова

q(t) 6 K tp−n .

Тодi
lim inf
x→0

|f(x)| ln
p−1
n−p

1

|x|
6 ν0K

1
n−p , (2.115)

де ν0 — деяка позитивна стала, яка залежить тiльки вiд n i p .

Наведемо приклад кiльцевого Q -гомеоморфiзму вiдносно p -модуля, який
вказує на те, що порядок зростання в оцiнцi (2.115) є точним.

Приклад 2.9.1. Нехай n > 2 i p ∈ (1, n) . Визначимо вiдображення
f : Bn → Bn у наступний спосiб:

f(x) =

 x
|x|

(
1 + n−p

p−1 ln 1
|x|

)− p−1
n−p

, x ̸= 0 ,

0 , x = 0 .

Покажемо, що вказане вiдображення є кiльцевим Q -гомеоморфiзмом вiдносно
p -модуля у точцi x0 = 0 , причому Q(x) = |x|p−n. Очевидно, що
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qx0(t) = tp−n . Розглянемо кiльце A = A(0, r1, r2) , 0 < r1 < r2 < 1 . Зауважимо,
що вiдображення f перетворює A(0, r1, r2) на кiльце Ã = Ã (0, r̃1, r̃2) , де

r̃i =

1 +
n− p

p− 1

1∫
ri

dt

t
n−1
p−1 q

1
p−1
x0 (t)

− p−1
n−p

, i = 1, 2 .

Нехай Γ — сiм’я всiх кривих, якi з’єднують сфери S(0, r1) i S(0, r2) у кiльцi
A . Тодi за спiввiдношенням (1.3)

Mp(fΓ) = ωn−1

(
p− 1

n− p

) 1
p−1 (

(r̃1)
p−n
p−1 − (r̃2)

p−n
p−1

)1−p
. (2.116)

Пiдставивши обранi вище значення r̃1 i r̃2 у (2.116), ми отримаємо

Mp(fΓ) =
ωn−1(

r2∫
r1

dt

t
n−1
p−1 q

1
p−1
x0 (t)

)p−1 .

Отже, за теоремою 2.2.1 гомеоморфiзм f є кiльцевим Q -гомеоморфiзмом
вiдносно p -модуля у точцi x0 = 0 при Q(x) = |x|p−n . Зауважимо, що
Q /∈ L n

n−p
(Bn) . Проте, легко бачити, що

lim
x→0

|f(x)| ln
p−1
n−p

1

|x|
=

(
p− 1

n− p

) p−1
n−p

.

Висновки

В роздiлi 2 дослiджено властивостi кiльцевих Q -гомеоморфiзмiв вiдносно
p -модуля:

1) отримано характеризацiю кiльцевих Q -гомеоморфiзмiв в термiнах p -
модуля;

2) отримано достатнi умови диференцiйовностi м.с. кiльцевих Q -
гомеоморфiзмiв вiдносно p -модуля;

3) отримано оцiнки мiри образу кулi при кiльцевих Q -гомеоморфiзмах
вiдносно p -модуля;
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4) доведено аналог теореми Iкоми–Шварца та її лiпшицевий, степеневий
та логарифмiчний аналоги;

5) встановлено достатнi умови скiнченної лiпшицевостi, локальної i
логарифмiчної гельдеровостi кiльцевих Q -гомеоморфiзмiв;

6) отримано аналог результату Мартiо–Рiкмана–Вяйсяля про «сильне»
зростання в околi нескiнченностi вiдображень з обмеженим спотворенням.
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РОЗДIЛ 3

ВЛАСТИВОСТI НИЖНIХ Q -ГОМЕОМОРФIЗМIВ

У цьому роздiлi дослiджуються властивостi нижнiх Q -гомеоморфiзмiв
вiдносно p -модуля. Результати цього роздiлу опублiковано в роботах [137, 139,
141,144,145,260].

3.1. p -модулi сiм’ї поверхонь

Наведемо означення p -модуля сiм’ї k -вимiрних поверхонь.
Означення 3.1.1. Нехай Γ — сiм’я k -вимiрних поверхонь S i p ∈ (1,∞)

— задане фiксоване число. Тодi p -модулем сiм’ї Γ називається величина

Mp(Γ) = inf
ρ∈admΓ

∫
Rn

ρp(x) dm(x) .

Означення 3.1.2. Говорять, що властивiсть P має мiсце для p -майже
всiх (p -м.в.) k -вимiрних поверхонь S сiм’ї Γ, якщо пiдсiм’я всiх поверхонь
сiм’ї Γ , для яких властивiсть P порушується, має p -модуль нуль.

Означення 3.1.3. Говорять (див. п. 9.2 в [342]), що вимiрна за Лебегом
функцiя ρ : Rn → [0,∞] є узагальнено p -допустимою для сiм’ї Γ , що
складається iз (n − 1) -вимiрних поверхонь S в Rn , i пишуть ρ ∈ extp admΓ ,
якщо ∫

S

ρn−1(x) dA > 1

для p -майже всiх S ∈ Γ.
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Справедлива наступна лема.

Лема 3.1.1. Нехай x0 ∈ D i p > n − 1 . Якщо деяка властивiсть P

має мiсце для p -майже всiх сфер D(x0, r) = S(x0, r) ∩ D , то P також
має мiсце для майже всiх сфер D(x0, r) по вiдношенню до параметра r ∈ R.
Навпаки, нехай сiм’я P має мiсце для майже всiх r i множин D(x0, r),

r ∈ R, що вiдповiдають цим r , тодi P також виконується для p -майже
всiх поверхонь D(x0, r) = S(x0, r) ∩D .

Доведення. Необхiднiсть. Нехай деяка властивiсть P має мiсце для p -
майже всiх сфер D(x0, r) = S(x0, r) ∩ D, де "p -майже всiх" розумiється в
сенсi p -модуля сiм’ї поверхонь, див. означення 3.1.2. Покажемо, що властивiсть
P також має мiсце для майже всiх сфер D(x0, r) по вiдношенню до параметра
r ∈ R . Достатньо розглянути випадок, коли область D обмежена. Припустимо,
що твердження леми не є вiрним. Тодi знайдеться сiм’я Γ сфер D(x0, r), для
якої властивiсть P виконується в сенсi p -майже всiх поверхонь вiдносно p -
модуля, проте, порушується для деякої множини iндексiв r ∈ R додатної мiри.

Внаслiдок регулярностi мiри Лебега m1 знайдеться борелева множина
B ⊂ R така що m1(B) > 0 i властивiсть P порушується для майже всiх
r ∈ B. Нехай ρ : Rn → [0,∞] — допустима функцiя для сiм’ї Γ. Враховуючи,
що B — борелева, ми можемо вважати, що ρ ≡ 0 зовнi E = {x ∈ D : ∃ r ∈ B :

|x− x0| = r}. По нерiвностi Гельдера

∫
E

ρn−1(x) dm(x) 6

∫
E

ρp(x) dm(x)

n−1
p
∫
E

dm(x)


p−n+1

p

i отже, враховуючи теорему Фубiнi див., напр., теорему 8.1, розд. III в [131],

∫
Rn

ρp(x) dm(x) >

(∫
E

ρn−1(x) dm(x)

) p
n−1

(∫
E

dm(x)

)p−n+1
n−1

> (m1(B))
p

n−1

c

для деякого c > 0, тобто, Mp(Γ) > 0, що суперечить припущенню леми. Перша
частина леми 3.1.1 доведена.
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Достатнiсть. Нехай властивiсть P має мiсце для майже всiх r i всiх
вiдповiдних цим r сфер D(x0, r), r ∈ R. Покажемо, що P також виконується
для майже всiх поверхонь D(x0, r) := S(x0, r) ∩D в сенсi означення 3.1.2.

Позначимо через Γ0 сiм’ю всiх перетинiв Dr := D(x0, r) сфер S(x0, r) з
областю D, для яких властивiсть P не має мiсця. Нехай R позначає множину
всiх r ∈ R таких, що Dr ∈ Γ0. Якщо m1(R) = 0, то за теоремою Фубiнi
отримуємо, що m(E) = 0, де E = {x ∈ D : |x− x0| = r ∈ R}. Зауважимо, що
функцiя ρ1 : Rn → [0,∞], визначена символом ∞ при x ∈ E, i довизначена
нулем в iнших точках, є узагальнено p -допустимою для Γ0. Отже, Mp(Γ0) 6∫
E

ρp1dm(x) = 0, отже, Mp(Γ0) = 0.

Лему 3.1.1 повнiстю доведено.

3.2. Нижнi Q -гомеоморфiзми вiдносно p -модуля, їх

зв’язок з кiльцевими Q -гомеоморфiзмами

У роботi [248] Ф. Герiнг визначив K -квазiконформне вiдображення як
гомеоморфiзм, що змiнює модуль кiльцевої областi не бiльше, нiж в K разiв.
Наступне поняття мотивоване цим "кiльцевим" визначенням Герiнга.

Нехай D i D′ — областi в Rn , n > 2 , x0 ∈ D , Q : D → (0,∞) — вимiрна
за Лебегом функцiя.

Означення 3.2.1. Гомеоморфiзм f : D → D′ будемо називати нижнiм
Q -гомеоморфiзмом вiдносно p -модуля у точцi x0 ∈ D, якщо

Mp (fΣA) > inf
ρ∈extp admΣA

∫
A

ρp(x)

Q(x)
dm(x) (3.1)

для кожного кiльця

A = A(x0, ε1, ε2) = {x ∈ Rn : ε1 < |x− x0| < ε2} , 0 < ε1 6 ε2 < d0,

де d0 = dist(x0, ∂D) , а ΣA — сiм’я всiх сфер

S(x0, r) = {x ∈ Rn : |x− x0| = r} , r ∈ (ε1, ε2) .



150

Перш нiж доводити основнi результати про нижнi Q -гомеоморфiзми
вiдносно p -модуля, наведемо допомiжну лему 2.1 з роботи [49], див. також
лему 9.2 в монографiї [342].

Лема 3.2.1. Нехай (X,µ) — вимiрний простiр зi скiнченною мiрою µ ,
q ∈ (1,∞) , i нехай φ : X → (0,∞) — вимiрна функцiя. Покладемо

I(φ, q) = inf
α

∫
X

φαq dµ , (3.2)

де iнфiмум береться по всiм вимiрним функцiям α : X → [0,∞] таким, що∫
X

α dµ = 1 .

Тодi

I(φ, q) =

∫
X

φ−λ dµ

− 1
λ

,

де λ = 1/(q− 1) ∈ (0,∞) . Крiм того, iнфiмум в (3.2) досягається тiльки для

функцiї α0 = C · φ−λ , де C =

(∫
X

φ−λ dµ

)−1

.

Нижче наведено критерiй для нижнiх Q -гомеоморфiзмiв вiдносно p -мо-
дуля при p > n− 1 .

Теорема 3.2.1. Нехай D — область в Rn , n > 2 , x0 ∈ D .
Припустимо, що Q : D → (0,∞) — вимiрна функцiя. Гомеоморфiзм f : D →
Rn є нижнiм Q -гомеоморфiзмом у точцi x0 вiдносно p -модуля при p > n−1

тодi i тiльки тодi, коли

Mp(fΣA) >
ε2∫
ε1

dr

||Q|| n−1
p−n+1

(x0, r)
, для всiх 0 < ε1 6 ε2 < d0, (3.3)

де d0 = dist(x0, ∂D) , ΣA — сiм’я всiх сфер S(x0, r) = {x ∈ Rn : |x− x0| = r} ,
r ∈ (ε1, ε2) , i

∥Q∥ n−1
p−n+1

(x0, r) =

 ∫
S(x0,r)

Q
n−1

p−n+1 (x) dA


p−n+1
n−1

.
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Iнфiмум в (3.1) досягається тiльки для функцiї

ρ0(x) =

(
Q(x)

∥Q∥ n−1
p−n+1

(|x− x0|)

) 1
p−n+1

.

Доведення. Вiдзначимо, що в (3.1) за теоремою Лузiна

inf
ρ∈admΣA

∫
A

ρp(x)

Q(x)
dm(x) = inf

ρ∈extpadmΣA

∫
A

ρp(x)

Q(x)
dm(x) .

Крiм того, для кожної ρ ∈ extpadmΣA функцiя

Jρ(r) :=
∫

S(x0,r)

ρn−1(x) dA ̸= 0

є м.с. вимiрною вiдносно параметра r , наприклад, за теоремою Фубiнi. Таким
чином, ми можемо вимагати рiвнiсть Jρ(r) ≡ 1 м.с. замiсть умови допустимостi
(1.49), i

inf
ρ∈extpadmΣA

∫
A

ρp(x)

Q(x)
dm(x) =

ε2∫
ε1

 inf
α∈I(r)

∫
S(x0,r)

αq(x)

Q(x)
dA

 dr ,

де q = p/(n− 1) > 1 , а через I(r) позначено множину всiх вимiрних функцiй
α на сферi S(x0, r) таких, що ∫

S(x0,r)

α(x) dA = 1 .

Отже, теорема 3.2.1 випливає з леми 3.2.1, якщо покласти X = S(x0, r) , µ —
(n− 1) -вимiрна площа на S(x0, r) , φ = 1

Q|S(x0,r) i q = p/(n− 1) > 1 .
Отже, нерiвнiсть (3.3) є точною для нижнiх Q -гомеоморфiзмiв. Теорему

доведено.

Справедлива наступна лема.

Лема 3.2.2. Нехай D i D′ — областi в Rn , n > 2 . Припустимо, що
Q : D → (0,∞) — вимiрна за Лебегом функцiя i f : D → D′ — нижнiй
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Q -гомеоморфiзм у точцi x0 ∈ D вiдносно p -модуля при p > n − 1 . Тодi
виконується оцiнка

M p
p−n+1

(∆(fS1, fS2, fD)) 6

 ε2∫
ε1

dr

∥Q∥ n−1
p−n+1

(x0, r)

− n−1
p−n+1

, (3.4)

де Sj = S(x0, εj), j = 1, 2, 0 < ε1 < ε2 < d(x0, ∂D) .

Доведення. Дiйсно, нехай 0 < ε1 < ε2 < d(x0, ∂D) i Si = S(x0, εi), i =

1, 2 . Тодi згiдно нерiвностей Хессе i Цимера, див., напр., [294] i [452],

M p
p−n+1

(f (∆(S1, S2, D))) 6 1

M
n−1

p−n+1
p (fΣA)

, (3.5)

оскiльки fΣA ⊂ Σ (fS1, fS2, fD) , де ΣA позначає сукупнiсть всiх сфер iз
центром у точцi x0, розташованих мiж сферами S1 i S2, а Σ (fS1, fS2, fD)

складається з усiх (n− 1) - вимiрних поверхонь в fD, якi вiдокремлюють fS1

i fS2. Зi спiввiдношення (3.5) за теоремою 3.2.1 випливає висновок леми 3.2.2.
Лему доведено.

Нижче наведено теорему про взаємозв’язок кiльцевих i нижнiх Q -
гомеоморфiзмiв вiдносно p -модуля.

Теорема 3.2.2. Нехай D i D′ — областi в Rn , n > 2 , x0 ∈ D .
Припустимо, що Q : D → (0,∞) — вимiрна за Лебегом функцiя така, що
∥Q∥ n−1

p−n+1
(x0, r) ̸= ∞ для м.в. r ∈ (0, d0), d0 = dist (x0, ∂D) i f : D → D′

— нижнiй Q -гомеоморфiзм у точцi x0 вiдносно p -модуля при p > n − 1 .
Тодi f є кiльцевим Q∗ -гомеоморфiзмом вiдносно p

p−n+1 -модуля у точцi x0

при Q∗(x) = Q
n−1

p−n+1 (x).

Доведення. Дiйсно, для функцiї Q∗(x) = Q
n−1

p−n+1 (x) маємо

q∗x0(r) =
1

ωn−1rn−1

∫
S(x0,r)

Q∗(x) dA =

=
1

ωn−1rn−1

∫
S(x0,r)

Q
n−1

p−n+1 (x) dA =
1

ωn−1rn−1
∥Q∥

n−1
p−n+1
n−1

p−n+1

(x0, r) .
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Тодi нерiвнiсть (3.4) перепишемо у наступному виглядi:

Mα (∆ (fS1, fS2 , fA)) 6 ωn−1(
r2∫
r1

dt

t
n−1
α−1 (q∗x0(t))

1
α−1

)α−1 ,

де α = p
p−n+1 .

Звiдси за теоремою 2.2.1 робимо висновок, що f є кiльцевим Q∗ -
гомеоморфiзмом вiдносно α -модуля у точцi x0 при Q∗(x) = Q

n−1
p−n+1 (x) . Теорему

доведено.

Iз теореми Фубiнi та теореми 3.2.2 випливає наступне твердження.

Наслiдок 3.2.1. У просторi Rn, n > 2, будь-який нижнiй Q -гомео-
морфiзм вiдносно p -модуля f : D → D′ у точцi x0 ∈ D, при p > n − 1

та Q ∈ L
n−1

p−n+1

loc (D) є кiльцевим Q∗ -гомеоморфiзмом вiдносно p
p−n+1 -модуля у

точцi x0 при Q∗(x) = Q
n−1

p−n+1 (x).

3.3. Локальна гельдеровiсть нижнiх Q -гомеоморфiз-

мiв

Даний пiдроздiл присвячено локальнiй гельдеровостi нижнiх Q -
гомеоморфiзмiв вiдносно p -модуля, n− 1 < p < n .

Нижче наведено лему про оцiнку спотворення p -ємностi сферичного
конденсатора для нижнiх Q -гомеоморфiзмiв вiдносно p -модуля.

Лема 3.3.1. Нехай D i D′ — областi в Rn , n > 2 . Припустимо, що
Q : D → (0,∞) — вимiрна за Лебегом функцiя та f : D → D′ — нижнiй
Q -гомеоморфiзм в точцi x0 ∈ D вiдносно p -модуля при p > n . Якщо для
деяких скiнченних чисел λ > 1 , σ > 0 та Cx0 > 0 виконується умова

εσ
λε∫
ε

dr

∥Q∥ n−1
p−n+1

(x0, r)
> Cx0 (3.6)
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для всiх ε ∈ (0, ε0) , ε0 ∈
(
0, dist (x0,∂D)

λ

)
, то

cap p
p−n+1

(
fB (x0, λε) , fB (x0, ε)

)
6 C

− n−1
p−n+1

x0 ε
σ(n−1)
p−n+1 (3.7)

для всiх ε ∈ (0, ε0) .

Доведення. Нехай x0 ∈ D . Розглянемо сферичне кiльце

A = A(x0, ε1, ε2) , 0 < ε1 < ε2 < ε0 .

Тодi
(
B (x0, ε2) , B (x0, ε1)

)
— кiльцевий конденсатор в D i(

fB (x0, ε2) , fB (x0, ε1)
)

— кiльцевий конденсатор в D′ .
Нехай Γ∗ = ∆(fS1, fS2, fA) , де Sj = S(x0, rj), j = 1, 2 . Тодi згiдно з

твердженням 1.1.4 маємо рiвнiсть

cap p
p−n+1

(
fB (x0, ε2) , fB (x0, ε1)

)
=M p

p−n+1
(Γ∗) .

За лемою 3.2.2 маємо

cap p
p−n+1

(
fB (x0, ε2) , fB (x0, ε1)

)
6

 ε2∫
ε1

dr

∥Q∥ n−1
p−n+1

(x0, r)

− n−1
p−n+1

, (3.8)

де ∥Q∥ n−1
p−n+1

(x0, r) =

( ∫
S(x0,r)

Q
n−1

p−n+1 (x) dA

)p−n+1
n−1

.

Далi покладемо в (3.8) ε1 = ε < dist (x0,∂D)
λ , ε2 = λε i отримаємо

cap p
p−n+1

(
fB (x0, λε) , fB (x0, ε)

)
6

 λε∫
ε

dr

∥Q∥ n−1
p−n+1

(x0, r)

− n−1
p−n+1

.

Тепер з умови (3.6) випливає оцiнка

cap p
p−n+1

(
fB (x0, λε) , fB (x0, ε)

)
6 C

− n−1
p−n+1

x0 ε
σ(n−1)
p−n+1 .

Лему доведено.

Справедлива наступна лема.
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Лема 3.3.2. Нехай D i D′ — областi в Rn , n > 2 . Припустимо, що
Q : D → (0,∞) — вимiрна за Лебегом функцiя та f : D → D′ — нижнiй
Q -гомеоморфiзм в точцi x0 ∈ D вiдносно p -модуля при p > n . Якщо для
деяких скiнченних чисел λ > 1 , σ > 0 i Cx0 > 0 виконується умова

εσ
λε∫
ε

dr

∥Q∥ n−1
p−n+1

(x0, r)
> Cx0 (3.9)

для всiх ε ∈ (0, δ0) , δ0 ∈
(
0, dist (x0,∂D)

λ

)
, то

m
(
fB(x0, ε)

)
6 ν0C

− n
p−n

x0 ε
σn
p−n (3.10)

для всiх ε ∈ (0, δ0) , де ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд n i p .

Доведення. Нехай ε ∈ (0, δ0) , δ0 ∈
(
0, dist (x0,∂D)

λ

)
. Розглянемо

конденсатор
(
fB (x0, λε) , fB (x0, ε)

)
. За лемою 3.3.1 маємо оцiнку:

cap p
p−n+1

(
fB (x0, λε) , fB (x0, ε)

)
6 C

− n−1
p−n+1

x0 ε
σ(n−1)
p−n+1 . (3.11)

Використовуючи твердження 1.1.7, див. спiввiдношення (1.8), отримуємо

cap p
p−n+1

(
fB (x0, λε) , fB (x0, ε)

)
> ν1

[
m
(
fB(x0, ε)

)]n(p−n+1)−p
n(p−n+1)

, (3.12)

де ν1 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд n i p .
Комбiнуючи (3.11) i (3.12), приходимо до нерiвностi

m
(
fB(x0, ε)

)
6 ν0C

− n
p−n

x0 ε
σn
p−n ,

де ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд n i p . Лему доведено.

Встановимо наступний результат.

Теорема 3.3.1. Нехай D i D′ — областi в Rn , n > 2 . Припустимо,
що Q : D → (0,∞) — вимiрна за Лебегом функцiя та f : D → D′ — нижнiй
Q -гомеоморфiзм в точцi x0 вiдносно p -модуля при p ∈

(
n, n+ 1

n−2

)
. Якщо

для деяких скiнченних чисел λ > 1 , σ > 0 i Cx0 > 0 виконується умова

εσ
λε∫
ε

dr

∥Q∥ n−1
p−n+1

(x0, r)
> Cx0 (3.13)
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для всiх ε ∈ (0, δ0) , δ0 ∈
(
0, dist (x0,∂D)

λ2

)
, то

|f(x)− f(x0)| 6 ν0C
− 1

p−n
x0 |x− x0|

σ
p−n (3.14)

для всiх x ∈ B(x0, δ0) i ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд n , p ,
λ i σ .

Доведення. Покладемо ε = |x− x0| < δ0 . Розглянемо конденсатор(
fB (x0, λε) , fB (x0, ε)

)
.

З леми 3.3.1 випливає оцiнка

cap p
p−n+1

(
fB (x0, λε) , fB (x0, ε)

)
6 C

− n−1
p−n+1

x0 ε
σ(n−1)
p−n+1 . (3.15)

З iншого боку, використовуючи твердження 1.1.6, отримуємо

cap p
p−n+1

(
fB (x0, λε) , fB (x0, ε)

)
>

ν1 dj1
(
fB (x0, ε)

)
mj2 (fB(x0, λε))


1

n−1

, (3.16)

де j1 = p
p−n+1 , j2 = 1 − n + p

p−n+1 , ν1 — додатна стала, яка залежить тiльки
вiд n i p.

Iз оцiнок (3.15) i (3.16) випливає, що

d
(
fB (x0, ε)

)
6 ν2C

−(n−1)2

p
x0 ε

σ(n−1)2

p [m(fB(x0, λε))]
(1−n)(p−n+1)+p

p , (3.17)

де ν2 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд n i p.
З леми 3.3.2 випливає наступна оцiнка для мiри образу кулi B(x0, λε) :

m(fB(x0, λε)) 6 ν3C
− n

p−n
x0 λ

σn
p−n ε

σn
p−n , (3.18)

де ν3 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд n i p.
Нарештi, комбiнуючи нерiвностi (3.17) i (3.18), отримуємо

d
(
fB (x0, ε)

)
6 ν0C

− 1
p−n

x0 ε
σ

p−n ,

де ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд n , p , λ i σ .



157

Тепер бажана оцiнка спотворення вiдстанi випливає з очевидної нерiвностi
d
(
fB (x0, ε)

)
> |f(x)− f(x0)| . Теорему доведено.

Справедливе наступне твердження.

Наслiдок 3.3.1. Нехай D i D′ — областi в Rn , n > 2 . Припустимо,
що Q : D → (0,∞) — вимiрна за Лебегом функцiя та f : D → D′ — нижнiй
Q -гомеоморфiзм в точцi x0 вiдносно p -модуля при p ∈

(
n, n+ 1

n−2

)
. Якщо

для деяких скiнченних чисел qx0 > 0 i α ∈ (−∞, p− n) виконується умова 1

ωn−1rn−1

∫
S(x0,r)

Q
n−1

p−n+1 (x) dA


p−n+1
n−1

6 qx0r
−α (3.19)

для м.в. r ∈
(
0, dist (x0,∂D)

4

)
, то

|f(x)− f(x0)| 6 ν0 q
1

p−n
x0 |x− x0|1−

α
p−n (3.20)

для всiх x ∈ B(x0, δ0) , де δ0 ∈
(
0, dist (x0,∂D)

4

)
i ν0 — додатна стала, яка

залежить тiльки вiд n i p .

Доведення. З умови (3.19 ) випливає нерiвнiсть

∥Q∥ n−1
p−n+1

(x0, r) =

 ∫
S(x0,r)

Q
n−1

p−n+1 (x) dA


p−n+1
n−1

6 ω
p−n+1
n−1

n−1 qx0 r
p−n−α+1 , (3.21)

де ωn−1 — площа одиничної сфери Sn−1 в Rn .
Нехай λ = 2 i σ = p− n− α . Враховуючи оцiнку (3.21), отримуємо

εp−n−α
2ε∫
ε

dr

∥Q∥ n−1
p−n+1

(x0, r)
> εp−n−α

ω
p−n+1
n−1

n−1 qx0

2ε∫
ε

dr

rp−n−α+1
=

=
εp−n−α

ω
p−n+1
n−1

n−1 qx0

(
(2ε)n−p+α − εn−p+α

n− p+ α

)
=

1

ω
p−n+1
n−1

n−1 qx0

(
2n−p+α − 1

n− p+ α

)
.

Застосовуючи теорему 3.3.1 з параметрами

Cx0 =
1

ω
p−n+1
n−1

n−1 qx0

(
2n−p+α − 1

n− p+ α

)
, σ = p− n− α ,
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маємо оцiнку
|f(x)− f(x0)| 6 ν0 q

1
p−n
x0 |x− x0|1−

α
p−n

для всiх x ∈ B(x0, δ0) , де ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд n i p .
Наслiдок 3.3.1 доведено.

Наступний результат випливає з наслiдка 3.3.1 при α = 0 .

Наслiдок 3.3.2. Якщо для деякого скiнченного числа qx0 > 0

виконується умова 1

ωn−1rn−1

∫
S(x0,r)

Q
n−1

p−n+1 (x) dA


p−n+1
n−1

6 qx0

для м.в. r ∈
(
0, dist (x0,∂D)

4

)
, то

|f(x)− f(x0)| 6 ν0 q
1

p−n
x0 |x− x0|

для всiх x ∈ B(x0, δ0) , де δ0 ∈
(
0, dist (x0,∂D)

4

)
i ν0 — додатна стала, яка

залежить тiльки вiд n i p .

Нижче наведено аналог вiдомої теореми Герiнга про локальну лiпшице-
вiсть, див. теорему 2 в [249].

Наслiдок 3.3.3. Якщо для деякого скiнченного числа K > 0

виконується умова Q(x) 6 K для м.в. x ∈ D , то

|f(x)− f(x0)| 6 ν0K
1

p−n |x− x0|

для кожного x0 ∈ D i x ∈ B(x0, δ0) , δ0 6 dist (x0,∂D)
4 , де ν0 — додатна стала,

яка залежить тiльки вiд n i p .

Справедлива наступна лема.

Лема 3.3.3. Нехай D — область, x0 ∈ D , r0 ∈ (0, d (x0, ∂D)) .
Припустимо, що Q ∈ Lα(B(x0, r0)) , α > n

p−n i p > n . Тодi при λ > 1

виконується оцiнка

εσ
λε∫
ε

dr

∥Q∥ n−1
p−n+1

(x0, r)
> c0

∥Q∥α
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для будь-якого ε < r0
λ , де ∥Q∥ n−1

p−n+1
(x0, r) =

( ∫
S(x0,r)

Q
n−1

p−n+1 (x) dA

)p−n+1
n−1

i

∥Q∥α =

( ∫
B(x0,r0)

Qα(x) dm(x)

) 1
α

, σ = α(p−n)−n
α , c0 — додатна стала, яка

залежить тiльки вiд n , p , λ i α .

Доведення. Нехай λ > 1 . Зауважимо, що

(λ− 1) ε =

λε∫
ε

∥Q∥
n−1
p
n−1

p−n+1

(x0, r) ·
dr

∥Q∥
n−1
p
n−1

p−n+1

(x0, r)
.

Застосовуючи теорему Фубiнi i нерiвнiсть Гельдера з показниками q = p
p−n+1 ,

q′ = p
n−1 , отримуємо iнтегральну оцiнку λε∫

ε

dr

∥Q∥ n−1
p−n+1

(x0, r)

− n−1
p−n+1

6

∫
A
Q

n−1
p−n+1 (x) dm(x)

((λ− 1)ε)
p

p−n+1

,

де A = A(x0, ε, λε) .
Застосовуючи ще раз нерiвнiсть Гельдера з показниками

q =
α(p− n+ 1)

n− 1
> 1, q′ =

α(p− n+ 1)

α(p− n+ 1)− n+ 1
,

маємо оцiнку λε∫
ε

dr

∥Q∥ n−1
p−n+1

(x0, r)

− n−1
p−n+1

6 c1 ε
θ

∫
A

Qα(x) dm(x)

 n−1
α(p−n+1)

,

де θ = (n−1)(αp−αn−n)
α(p−n+1) i c1 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд n , p , λ i

α . Звiдси отримуємо

εσ
λε∫
ε

dr

∥Q∥ n−1
p−n+1

(x0, r)
> c0

∥Q∥α
,

де ∥Q∥α =

( ∫
B(x0,r0)

Qα(x) dm(x)

) 1
α

, σ = α(p−n)−n
α i c0 — додатна стала, яка

залежить тiльки вiд n , p , λ i α . Лему доведено.
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Комбiнуючи теорему 3.3.1 i лему 3.3.3, отримуємо наступне твердження.

Наслiдок 3.3.4. Нехай D i D′ — областi в Rn , n > 2 i p ∈(
n, n+ 1

n−2

)
. Припустимо, що f : D → D′ — нижнiй Q -гомеоморфiзм у

точцi x0 вiдносно p -модуля i Q ∈ Lα(B(x0, δ0)), δ0 6 dist (x0,∂D)
4 , α > n

p−n . Тодi

|f(x)− f(x0)| 6 ν0 ∥Q∥
1

p−n
α |x− x0|1−

n
α(p−n)

для всiх x ∈ B(x0, δ0) , де ∥Q∥α =

( ∫
B(x0,δ0)

Qα(x) dm(x)

) 1
α

— норма у просторi

Lα(B(x0, δ0)) i ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд n , p i α .

Справедливе наступне твердження, яке можна розглядати як «степеневий»
аналог теореми Iкоми–Шварца.

Теорема 3.3.2. Нехай f : Bn → Bn , n > 2, — нижнiй Q -гомеоморфiзм
вiдносно p -модуля при p > n , який задовольняє умову f(0) = 0 . Якщо для
деяких скiнченних чисел λ > 1 , σ > 0 i C0 > 0 виконується умова

εσ
λε∫
ε

dr

∥Q∥ n−1
p−n+1

(r)
> C0 (3.22)

для будь-якого ε ∈ (0, ε0) , ε0 ∈
(
0, 1λ
)
, ∥Q∥ n−1

p−n+1
(r) =

(∫
Sr

Q
n−1

p−n+1 dA

)p−n+1
n−1

,

Sr = {x ∈ Rn : |x| = r} , то

lim inf
x→0

|f(x)|
|x|

σ
p−n

6 ν0C
− 1

p−n

0 , (3.23)

де ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд n i p .

Доведення. Припустимо, що ε ∈ (0, ε0) , ε0 ∈
(
0, λ−1

)
i λ > 1 . З леми

3.3.2 випливає оцiнка
m
(
fBε

)
6 ν0C

− n
p−n

0 ε
σn
p−n , (3.24)

де Bε = {x ∈ Rn : |x| < ε} i ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд n i
p .
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Враховуючи умову f(0) = 0 , отримуємо

Ωn

(
min
|x|=ε

|f(x)|
)n

6 m
(
fBε

)
i тому

min
|x|=ε

|f(x)| 6 n

√
m
(
fBε

)
Ωn

. (3.25)

Отже, враховуючи нерiвностi (3.24) i (3.25), маємо

lim inf
x→0

|f(x)|
|x|

σ
p−n

= lim inf
ε→0

min
|x|=ε

|f(x)|

ε
σ

p−n

6 lim inf
ε→0

(
m
(
fBε

)
Ωn

) 1
n

ε−
σ

p−n 6 ν0C
− 1

p−n

0 ,

де ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд n i p . Теорему доведено.

Iз теореми 3.3.2 при σ = p − n безпосередньо випливає наступне
твердження.

Наслiдок 3.3.5. Нехай f : Bn → Bn , n > 2, — нижнiй Q -гомеоморфiзм
вiдносно p -модуля при p > n , який задовольняє умову f(0) = 0 . Якщо для
деяких скiнченних чисел λ > 1 , σ > 0 i C0 > 0 виконується умова

εp−n
λε∫
ε

dr

∥Q∥ n−1
p−n+1

(r)
> C0

для будь-якого ε ∈ (0, ε0) , ε0 ∈
(
0, 1λ
)
, то

lim inf
x→0

|f(x)|
|x|

6 ν0C
− 1

p−n

0 ,

де ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд n i p .
Наслiдок 3.3.6. Нехай f : Bn → Bn , n > 2, — нижнiй Q -гомеоморфiзм

вiдносно p -модуля при p > n , який задовольняє умову f(0) = 0 . Якщо для
деяких скiнченних чисел q0 > 0 , γ ∈ (−∞, p− n) виконується умова 1

ωn−1rn−1

∫
Sr

Q
n−1

p−n+1 (x) dA


p−n+1
n−1

6 q0 r
−γ, (3.26)
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для м.в. r ∈ (0, r0) , де r0 ∈
(
0, 1e
)
, то

lim inf
x→0

|f(x)|
|x|1−

γ
p−n

6 ν0 q
1

p−n

0 ,

де ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд n i p .

Доведення. З умови (3.26) випливає оцiнка

∥Q∥ n−1
p−n+1

(r) =

∫
Sr

Q
n−1

p−n+1 (x) dA


p−n+1
n−1

6 ω
p−n+1
n−1

n−1 q0 r
p−n−γ+1 .

Нехай λ = e i σ = p− n− γ . Тодi

εp−n−γ
eε∫
ε

dr

∥Q∥ n−1
p−n+1

(r)
> εp−n−γ

ω
p−n+1
n−1

n−1 q0

eε∫
ε

dr

rp−n−γ+1
= C0 ,

де C0 =
en+γ−p−1

ω
p−n+1
n−1

n−1 q0(n+γ−p)
.

Тепер, застосовуючи теорему 3.3.2 з параметрами λ = e i σ = p − n − γ ,
отримуємо оцiнку

|f(x)|
|x|1−

γ
p−n

6 ν0 q
1

p−n

0 ,

де ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд n i p . Наслiдок 3.3.6 доведено.

Покладаючи γ = 0 , отримуємо наступне твердження.

Наслiдок 3.3.7. Нехай f : Bn → Bn , n > 2, — нижнiй Q -гомеоморфiзм
вiдносно p -модуля при p > n , f(0) = 0 . Якщо для деякого скiнченного числа
q0 > 0 виконується умова 1

ωn−1rn−1

∫
Sr

Q
n−1

p−n+1 (x) dA


p−n+1
n−1

6 q0

для м.в. r ∈ (0, r0) , де r0 ∈
(
0, 1e
)
, то

lim inf
x→0

|f(x)|
|x|

6 ν0 q
1

p−n

0 ,

де ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд n i p .
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Наслiдок 3.3.8. Якщо для деякого скiнченного числа K > 0

виконується умова Q(x) 6 K для м.в. x ∈ Bn , то

lim inf
x→0

|f(x)|
|x|

6 ν0K
1

p−n ,

де ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд n i p .

Наслiдок 3.3.9. Нехай f : Bn → Bn , n > 2, — нижнiй Q -гомеоморфiзм
вiдносно p -модуля при p > n , f(0) = 0 . Якщо Q ∈ Lα(Bn) , α > n

p−n , то

lim inf
x→0

|f(x)|
|x|1−

n
α(p−n)

6 ν0∥Q∥
1

p−n
α ,

де ∥Q∥α =

(∫
Bn

Qα(x) dm(x)

) 1
α

— норма у просторi Lα(Bn) i ν0 — додатна

стала, яка залежить тiльки вiд n , p i α .
Доведення. Нехай λ = 2 . Оскiльки Q ∈ Lα(Bn) i α > n

p−n , то iз леми 3.3.3
випливає, що функцiя Q задовольняє умову (3.22) з параметрами σ = α(p−n)−n

α ,
C0 =

c0
∥Q∥α . Застосовуючи теорему 3.3.2, отримуємо оцiнку

lim inf
x→0

|f(x)|
|x|1−

n
α(p−n)

6 ν0∥Q∥
1

p−n
α ,

де ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд n , p i α . Наслiдок 3.3.9
доведено.

3.4. Поведiнка на нескiнченностi нижнiх Q -гомеомор-

фiзмiв

У цьому пiдроздiлi дослiджено нижнi Q -гомеоморфiзми в околi
нескiнченно вiддаленої точки i отримано аналог результату Мартiо–Рiкмана–
Вяйсяля про "сильне" зростання в околi нескiнченностi вiдображень з
обмеженим спотворенням.

Нехай R > 0 i x0 ∈ Rn . Для гомеоморфiзма f : Rn → Rn покладемо

L(x0, f, R) = sup
|x−x0|6R

|f(x)− f(x0)| .
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Справедлива наступна теорема.

Теорема 3.4.1. Нехай Q : Rn → (0,∞) , n > 2, — вимiрна за Лебегом
функцiя i f : Rn → Rn — нижнiй Q -гомеоморфiзм у точцi x0 ∈ Rn , r0 —
довiльне фiксоване додатне число. Тодi

lim inf
R→∞

L(x0, R, f) exp

−ω
1

n−1

n−1

R∫
r0

dτ

∥Q∥ n−1(x0, τ)

 =M0 > 0 , (3.27)

де ∥Q∥ n−1(x0, τ) =

( ∫
S(x0,τ)

Qn−1(x) dA

) 1
n−1

i S(x0, τ) = {x ∈ Rn : |x − x0| =

τ} .

Доведення. Розглянемо сферичне кiльце A = A(x0, r0, R) , де
R ∈ (0, r0) , r0 ∈ (0,∞) . Тодi

(
fB (x0, R) , fB (x0, r0)

)
— кiльцевий

конденсатор в Rn i, згiдно з твердженням 1.1.4, маємо рiвнiсть

cap
(
fB(x0, R), fB(x0, r0)

)
=M(△(∂fB(x0, R), ∂fB(x0, r0); fA)) .

Оскiльки f є гомеоморфiзмом, то

△ (∂fB (x0, R) , ∂fB (x0, r0) ; fA) = f (△ (∂B(x0, R), ∂B(x0, r0);A)) .

Згiдно з лемою 3.2.2 маємо

cap
(
fB(x0, R), fB(x0, r0)

)
6

 R∫
r0

dr

∥Q∥ n−1(x0, r)

1−n

. (3.28)

З iншого боку, з твердження 1.1.7, див. спiввiдношення (1.9), випливає оцiнка

cap
(
fB(x0, R), fB(x0, r0)

)
> nnΩn ln

1−n

 m (fB(x0, R))

m
(
fB(x0, r0)

)
 , (3.29)

де Ωn — об’єм одиничної кулi в Rn .
Комбiнуючи (3.28) з (3.29), отримуємо

m
(
fB(x0, r0)

)
6 m (fB(x0, R)) exp

− (nnΩn)
1

n−1

R∫
r0

dr

∥Q∥ n−1(x0, r)

 . (3.30)
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Оскiльки ωn−1 = nΩn , то iз (3.30) випливає нерiвнiсть

m
(
fB(x0, r0)

)
6 m (fB(x0, R)) exp

−nω 1
n−1

n−1

R∫
r0

dr

∥Q∥ n−1(x0, r)

 , (3.31)

де ωn−1 — площа одиничної сфери в Rn .
Зауважимо, що m (fB(x0, R)) 6 ΩnL

n(x0, R, f) . Тому iз нерiвностi (3.31)
випливає наступна оцiнка

n

√√√√m
(
fB(x0, r0)

)
Ωn

6 L(x0, R, f) exp

−ω 1
n−1

n−1

R∫
r0

dr

∥Q∥ n−1(x0, r)

 .

Очевидно, що M0 =
n

√
m(fB(x0,r0) )

Ωn
> 0 i не залежить вiд R . Тепер,

переходячи до нижньої границi при R → ∞ , отримуємо (5.10.4). Теорему
доведено.

Наведемо деякi позначення. Для цiлих значень k > 0 покладемо

e0 = 1, e1 = e, e2 = ee, . . . , ek+1 = exp ek

i ln0 t = t, ln1 t = ln t, ln2 t = ln ln t, . . . , lnk+1 t = ln lnk t .

З теореми 3.4.1 безпосередньо випливають наступнi твердження.

Наслiдок 3.4.1. Нехай f : Rn → Rn — нижнiй Q -гомеоморфiзм в
деякiй точцi x0 ∈ Rn . Якщо для деякого числа Q0 > 0 виконується умова

∥Q∥ n−1(x0, r) 6 Q0

N∏
k=0

lnk r

для м.в. r ∈ (eN ,∞) , то

lim inf
R→∞

L(x0, R, f)

(lnN R)
γ =M0 > 0 ,

де γ =
ω

1
n−1
n−1

Q0
.

Наслiдок 3.4.2. Якщо для деякого числа Q0 > 0 виконується умова

∥Q∥ n−1(x0, r) 6 Q0 r
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для м.в. r ∈ (1,∞) , то

lim inf
R→∞

L(x0, R, f)

Rγ
=M0 > 0 ,

де γ =
ω

1
n−1
n−1

Q0
.

3.5. Iншi властивостi нижнiх Q -гомеоморфiзмiв

У цьому пiдроздiлi сформульовано ряд важливих наслiдкiв,
що випливають з основної теореми про взаємозв’язок мiж
нижнiми i кiльцевими Q -гомеоморефiзмами. При цьому ряд тверджень, шо
будуть використанi нами в наступних роздiлах при дослiдженнi властивостей
вiдображень з класiв Соболєва i Орлiча–Соболєва, ми називаємо лемами.

Комбiнуючи наслiдки 3.2.1 i 2.3.3, отримуємо твердження про
диференцiйованiсть м.с. нижнiх Q -гомеоморфiзмiв.

Наслiдок 3.5.1. Нехай D i D′ — областi в Rn , n > 2 . Припустимо,
що f : D → D′ — нижнiй Q -гомеоморфiзм вiдносно p -модуля при p > n .
Якщо Q ∈ Lsloc(D), s = n−1

p−n+1 , то гомеоморфiзм f є диференцiйовним майже
скрiзь в D .

Iз наслiдка 3.2.1 i теореми 2.7.1 випливає наступне твердження про
достатню умову скiнченної лiпшицевостi у точцi для нижнiх Q -гомеоморфiзмiв
вiдносно p -модуля.

Лема 3.5.1. Нехай D i D′ — областi в Rn , n > 2 . Припустимо, що f :

D → D′ — нижнiй Q -гомеоморфiзм вiдносно p -модуля при p ∈
(
n, n+ 1

n−2

)
.

Якщо функцiя Q задовольняє умову

Q0 = lim sup
ε→0

(
−
∫
B(x0,ε)

Qs(x) dm(x)

) 1
s

< ∞ , s =
n− 1

p− n+ 1
, (3.32)

то
L(x0, f) = lim sup

x→x0

|f(x)− f(x0)|
|x− x0|

6 ν0Q
1

p−n

0 ,
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де ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд n i p .

Наслiдок 3.5.2. Нехай D i D′ — областi в Rn , n > 2 . Припустимо,
що f : D → D′ — нижнiй Q -гомеоморфiзм вiдносно p -модуля при p ∈(
n, n+ 1

n−2

)
i функцiя Q задовольняє умову

lim sup
ε→0

−
∫
B(x0,ε)

Qs(x) dm(x) <∞ , s =
n− 1

p− n+ 1

для всiх x0 ∈ D . Тодi гомеоморфiзм f є скiнченно лiпшицевим.

Комбiнуючи наслiдки 3.2.1 та теорему 2.7.2, отримуємо наступне
твердження.

Наслiдок 3.5.3. Нехай f : Bn → Bn — нижнiй Q -гомеоморфiзм в
точцi x0 = 0 вiдносно p -модуля при p > n , який задовольняє умову f(0) = 0 .
Припустимо, що

Q0 = lim inf
ε→0

(
−
∫
Bε

Qs(x) dm(x)

) 1
s

< ∞ ,

де Bε = {x ∈ Rn : |x| < ε} i s = n−1
p−n+1 . Тодi

lim inf
x→0

|f(x)|
|x|

6 ν0Q
1

p−n

0 ,

де ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд n i p .

Наступний результат випливає iз теорем 3.2.2 i 2.9.1.

Лема 3.5.2. Нехай D i D′ — областi в Rn . Нехай Q : D → (0,∞) —
вимiрна за Лебегом функцiя така, що ∥Q∥ n−1

p−n+1
(x0, r) ̸= ∞ для м.в. r ∈ (0, d0) ,

d0 = dist (x0, ∂D) , i нехай f : D → D′ — нижнiй Q -гомеоморфiзм у точцi
x0 ∈ D вiдносно p -модуля при p ∈

(
n, n+ 1

n−2

)
. Якщо для деяких чисел

Cx0 > 0 i κ ∈
[
0, p

p−n+1

)
виконується умова∫

A(x0,ε1,ε2)

Q
n−1

p−n+1 (x) dm(x)

|x− x0|
p

p−n+1

6 Cx0 ln
κ

(
ε2
ε1

)
, (3.33)

для будь-яких 0 < ε1 < ε2 < dist (x0, ∂D) , то

|f(x)− f(x0)| 6 ν0C
γ
x0

ln−θ
1

|x− x0|
, (3.34)
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для всiх x ∈ B(x0, δ0) , де γ = p−n+1
(n−1)(p−n) , θ = p−κ(p−n+1)

(n−1)(p−n) , δ0 6
min{1, dist4 (x0, ∂D)} i ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд n ,
p i κ .

Покладаючи в лемi 3.5.2 κ = 0 , приходимо до наступного твердження.

Наслiдок 3.5.4. Нехай D i D′ — областi в Rn . Нехай Q : D →
(0,∞) — вимiрна за Лебегом функцiя така, що ∥Q∥ n−1

p−n+1
(x0, r) ̸= ∞ для м.в.

r ∈ (0, δ0) , δ0 ∈
(
0,min{1, dist4 (x0, ∂D)}

)
, i нехай f : D → D′ — нижнiй Q -

гомеоморфiзм у точцi x0 ∈ D вiдносно p -модуля при p ∈
(
n, n+ 1

n−2

)
. Якщо

для деякого числа Cx0 > 0 виконується умова∫
B(x0,δ0)

Q
n−1

p−n+1 (x) dm(x)

|x− x0|
p

p−n+1

6 Cx0 <∞ ,

то
|f(x)− f(x0)| 6 ν0C

γ
x0

ln−θ
1

|x− x0|
,

для всiх x ∈ B(x0, δ0) , де γ = p−n+1
(n−1)(p−n) , θ =

p
(n−1)(p−n) i ν0 — додатна стала,

яка залежить тiльки вiд n i p .

Комбiнуючи наслiдки 3.2.1 i 2.9.1, отримуємо наступне твердження.

Наслiдок 3.5.5. Нехай D i D′ — областi в Rn , n > 2 . Припустимо,
що f : D → D′ — нижнiй Q -гомеоморфiзм у точцi x0 ∈ D вiдносно p -
модуля, p ∈

(
n, n+ 1

n−2

)
, Q ∈ L n

p−n
(B(x0, δ0)) i δ0 6 min{1, dist4(x0, ∂D)} .

Тодi
|f(x)− f(x0)| 6 ν0 ∥Q∥

1
p−n
n

p−n
ln−

p
n(p−n)

1

|x− x0|

для всiх x ∈ B(x0, δ0) , де ∥Q∥ n
p−n

=

( ∫
B(x0,δ0)

Q
n

p−n (x) dm(x)

)p−n
n

— норма у

просторi L n
p−n

(B(x0, δ0)) i ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд n

i p .

Наступне твердження випливає iз теореми 3.2.2 та наслiдка 2.9.2.

Наслiдок 3.5.6. Нехай D i D′ — областi в Rn , n > 2 . Припустимо,
що Q : D → (0,∞) — вимiрна за Лебегом функцiя i f : D → D′ — нижнiй
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Q -гомеоморфiзм у точцi x0 ∈ D вiдносно p -модуля при p ∈
(
n, n+ 1

n−2

)
.

Якщо для деякого скiнченного числа Qx0 > 0 виконується умова

∥Q∥ n−1
p−n+1

(x0, r) 6 Qx0r

для м.в. r ∈ (0, d0), d0 = dist (x0, ∂D) , то

|f(x)− f(x0)| 6 ν0Q
1

p−n
x0 ln−

1
p−n

1

|x− x0|

для всiх x ∈ B(x0, δ0) , де δ0 6 min{1, dist4 (x0, ∂D)} i ν0 — додатна стала,
яка залежить тiльки вiд n i p .

Комбiнуючи теореми 3.2.2 i 2.9.2, отримуємо наступне твердження.

Лема 3.5.3. Нехай f : Bn → Bn, n > 2, — нижнiй Q -гомеоморфiзм
вiдносно p -модуля при p > n , що задовольняє умову f(0) = 0 . Припустимо,
що Q : Bn → (0,∞) — вимiрна за Лебегом функцiя така, що ∥Q∥ n−1

p−n+1
(r) ̸= ∞

для м.в. r ∈ (0, 1) . Якщо для деяких скiнченних чисел C0 > 0 , κ ∈
[
0, p

p−n+1

)
виконується умова ∫

A(0,ε1,ε2)

Q
n−1

p−n+1 (x) dm(x)

|x|
p

p−n+1

6 C0 lnκ
(
ε2
ε1

)
, (3.35)

для будь-яких 0 < ε1 < ε2 < 1 , то

lim inf
x→0

|f(x)| lnθ
(

1

|x|

)
6 ν0C

γ
0 , (3.36)

де γ = p−n+1
(n−1)(p−n) , θ =

p−κ(p−n+1)
(n−1)(p−n) i ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки

вiд n , p i κ .

Покладаючи в лемi 3.5.2 κ = 0 , приходимо до наступного твердження.

Лема 3.5.4. Нехай p > n та f : Bn → Bn, n > 2, — нижнiй
Q -гомеоморфiзм вiдносно p -модуля, який задовольняє умову f(0) = 0 .
Припустимо, що Q : Bn → (0,∞) — вимiрна за Лебегом функцiя така, що
∥Q∥ n−1

p−n+1
(r) ̸= ∞ для м.в. r ∈ (0, 1) . Якщо для деяких чисел C0 > 0 , ε0 ∈ (0, 1)
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виконується умова ∫
B(0,ε0)

Q
n−1

p−n+1 (x) dm(x)

|x|
p

p−n+1

6 C0 <∞ , (3.37)

то
lim inf
x→0

|f(x)| lnθ
(

1

|x|

)
6 ν0C

γ
0 , (3.38)

де γ = p−n+1
(n−1)(p−n) , θ =

p
(n−1)(p−n) i ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки

вiд n i p .
Комбiнуючи наслiдки 2.9.4 i 2.9.6 з теоремою 3.2.2, отримуємо наступне

твердження.

Наслiдок 3.5.7. Нехай f : Bn → Bn, n > 2, — нижнiй Q -гомеоморфiзм
вiдносно p -модуля при p > n, який задовольняє умову f(0) = 0 . Якщо
Q ∈ L n

p−n
(Bn) , то

lim inf
x→0

|f(x)| ln
p

n(p−n)
1

|x|
6 ν0∥Q∥

1
p−n
n

p−n
,

де ∥Q∥ n
p−n

=

(∫
Bn

Q
n

p−n (x) dm(x)

)p−n
n

— норма у просторi L n
p−n

(Bn) , ν0 —

додатна стала, яка залежить тiльки вiд n i p .

Наслiдок 3.5.8. Нехай f : Bn → Bn, n > 2, — нижнiй Q -гомеоморфiзм
вiдносно p -модуля при p > n, який задовольняє умову f(0) = 0 . Якщо для
деякого скiнченного числа Q0 > 0 виконується умова

∥Q∥ n−1
p−n+1

(r) 6 Q0 r

для м.в. r ∈ (0, 12) , то

lim inf
x→0

|f(x)| ln
1

p−n
1

|x|
6 ν0Q

1
p−n

0 ,

де ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд n i p .

Нижче наведенi оцiнки мiри образу кулi при нижнiх Q -гомеоморфiзмах в
Rn, n > 2 .
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Лема 3.5.5. Нехай Q : Bn → (0,∞), n > 2, — вимiрна за Лебегом
функцiя i f : Bn → Bn — нижнiй Q -гомеоморфiзм в точцi x0 = 0 вiдносно
p -модуля. Тодi при p = n виконується оцiнка

m(f Br) 6 Ωn · exp

−nω
1

n−1

n−1

1∫
r

dτ

∥Q∥ n−1(τ)

 , (3.39)

а при p > n — оцiнка

m(f Br) 6 Ωn

1 + ω
p−n+1
n−1

n−1 (p− n)

1∫
r

dτ

∥Q∥ n−1
p−n+1

(τ)

− n
p−n

, (3.40)

де Br = {x ∈ Rn : |x| 6 r} , Ωn — об’єм одиничної кулi Rn , ωn−1 — площа
одиничної сфери Sn−1 в Rn i

∥Q∥ n−1
p−n+1

(τ) =

∫
Sτ

Q
n−1

p−n+1 (x) dA


p−n+1
n−1

, Sτ = {x ∈ Rn : |x| = τ}.

Доведення леми 3.5.5 повнiстю аналогiчне доведенню теореми 2.4.1.

Очевидно, що з леми 3.5.5 випливає аналог теореми Iкоми–Шварца для
нижнiх Q -гомеоморфiзмiв вiдносно p -модуля.

Лема 3.5.6. Нехай Q : Bn → (0,∞) , n > 2 — вимiрна за Лебегом
функцiя i f : Bn → Bn — нижнiй Q -гомеоморфiзм в точцi x0 = 0 вiдносно
p -модуля, який задовольняє умову f(0) = 0 . Тодi при p > n виконується
оцiнка

lim inf
x→0

|f(x)|

1 + ω
p−n+1
n−1

n−1 (p− n)

1∫
|x|

dτ

∥Q∥ n−1
p−n+1

(τ)


1

p−n

6 1, (3.41)

а при p = n — оцiнка

lim inf
x→0

|f(x)| exp

ω 1
n−1

n−1

1∫
|x|

dτ

∥Q∥ n−1(τ)

 6 1 , (3.42)
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де ωn−1 — площа одиничної сфери Sn−1 в Rn i

∥Q∥ n−1
p−n+1

(τ) =

∫
Sτ

Q
n−1

p−n+1 (x) dA


p−n+1
n−1

, Sτ = {x ∈ Rn : |x| = τ}.

Висновки

У роздiлi 3 дослiджено властивостi нижнiх Q -гомеоморфiзмiв вiдносно
p -модуля:

1) отримано характеризацiю нижнiх Q -гомеоморфiзмiв в термiнах p -
модуля;

2) встановлено взаємозв’язок мiж нижнiми та кiльцевими Q -
гомеоморфiзмами вiдносно p -модуля;

3) отримано достатню умову диференцiйовностi м.с. нижнiх Q -
гомеоморфiзмiв вiдносно p -модуля;

4) встановлено достатнi умови скiнченної лiпшицевостi, локальної i
логарифмiчної гельдеровостi нижнiх Q -гомеоморфiзмiв, визначених в термiнах
p -модуля;

5) для нижнiх Q -гомеоморфiзмiв, визначених в термiнах p -модуля,
отримано аналоги теореми Iкоми–Шварца та результату Мартiо–Рiкмана–
Вяйсяля про оцiнку швидкостi зростання на нескiнченностi;

6) отримано оцiнку спотворення мiри образу кулi при нижнiх Q -
гомеоморфiзмах, визначених в термiнах p -модуля.
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РОЗДIЛ 4

ДО ТЕОРIЇ ВIДОБРАЖЕНЬ КЛАСIВ СОБОЛЄВА НА

ПЛОЩИНI

У цьому роздiлi вивчаються вiдображення класу Соболєва W 1,1
loc на комп-

лекснiй площинi. Результати роздiлу опублiковано в роботах [7, 137,388,408].

4.1. Зв’язок гомеоморфiзмiв класу Соболєва W 1,1
loc з

нижнiми та кiльцевими Q -гомеоморфiзмами

У цьому пiдроздiлi показано, що гомеоморфний розв’язок рiвняння
Бельтрамi ∂f = µ ∂f класу Соболєва W 1,1

loc є кiльцевим i, водночас, нижнiм Q -

гомеоморфiзмом при Q(z) = KT
µ (z, z0) , де KT

µ (z, z0) =

∣∣∣1− z−z0
z−z0

µ(z)
∣∣∣2

1−|µ(z)|2 — дотична
дилатацiя.

Наведемо допомiжнi вiдомостi, якi будуть нам необхiднi у подальшому.
Нехай D — область у комплекснiй площинi C i нехай µ : D → C — вимiрна
функцiя, для якої |µ(z)| < 1 м.с. (майже скрiзь) в D .

Означення 4.1.1. Рiвнянням Бельтрамi називається рiвняння виду

fz̄ = µ(z)fz, (4.1)

де fz = ∂f = (fx + ify)/2 , fz = ∂f = (fx − ify)/2 , z = x + iy , fx i fy —
частиннi похiднi вiдображення f по x i y , вiдповiдно.

Означення 4.1.2. Функцiя µ називається комплексним коефiцiєнтом, а

Kµ(z) =
1 + |µ(z)|
1− |µ(z)|
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дилатацiйним вiдношенням рiвняння (4.1).

Означення 4.1.3. Рiвняння Бельтрамi (4.1) називається виродженим,
якщо Kµ є суттєво необмеженою, тобто Kµ /∈ L∞(D) .

Означення 4.1.4. Дотична дилатацiя вiдображення f у точцi z по
вiдношенню до точки z0 ∈ D визначається наступним чином:

KT
µ (z, z0) =

∣∣∣1− z−z0
z−z0µ(z)

∣∣∣2
1− |µ(z)|2

,

див., напр., [195,196,276,326,384,394].

Вельми корисним для дослiдження є наступне зауваження.

Зауваження 4.1.1. Для всiх z i z0 ∈ D виконується оцiнка
KT
µ (z, z0) 6 Kµ(z).

Означення 4.1.5. Неперервне вiдображення γ вiдкритої пiдмножини ∆

дiйсної осi R або кола в D називається штриховою лiнiєю (див., напр., роздiл
6, п. 6.3 в [342]).

Означення 4.1.6. Нехай задана сiм’я Γ штрихових лiнiй γ в комплекснiй
площинi C . Борелеву функцiю ρ : C → [0,∞] називають допустимою для Γ ,
пишуть ρ ∈ admΓ , якщо ∫

γ

ρ ds > 1 (4.2)

для всiх γ ∈ Γ .

Означення 4.1.7. Конформним модулем сiм’ї Γ називається величина

M(Γ) = inf
ρ∈admΓ

∫
C

ρ2(z) dm(z),

де dm(z) вiдповiдає мiрi Лебега в C .

Означення 4.1.8. Говорять, що властивiсть P має мiсце для м.в. (майже
всiх) γ ∈ Γ , якщо пiдсiм’я всiх лiнiй в Γ , для яких P не виконується, має
нульовий модуль; порiвняй з [246].
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Означення 4.1.9. Вимiрну за Лебегом функцiю ρ : C → [0,∞]

називають узагальнено допустимою для Γ i пишуть ρ ∈ ext admΓ , якщо (4.2)
виконується для м.в. γ ∈ Γ (див., наприклад, розд. 9, п. 9.2 в [342]).

Нагадаємо наступне поняття.

Означення 4.1.10. Для заданих областей D i D′ в C = C ∪ {∞} ,
z0 ∈ D \ {∞} i вимiрної функцiї Q : D → (0,∞) говорять, що гомеоморфiзм
f : D → D′ є нижнiм Q -гомеоморфiзмом у точцi z0 , якщо

M(fΣε) > inf
ρ∈ext admΣε

∫
D∩Aε

ρ2(z)

Q(z)
dm(z)

для кожного кiльця Aε = {z ∈ C : ε < |z − z0| < ε0}, ε ∈ (0, ε0), ε0 ∈ (0, d0),

де d0 = sup
z∈D

|z−z0| i Σε позначає сiм’ю штрихових лiнiй, що складається з усiх

перетинiв кiл S(z0, r) = {z ∈ C : |z − z0| = r}, r ∈ (ε, ε0), з областю D , див.
означення 1.7.8 у випадку n = 2 .

Зауваження 4.1.2. Це поняття може бути поширене на випадок
z0 = ∞ ∈ D стандартним способом за допомогою iнверсiї T вiдносно
одиничного кола в C : T (z) = z/|z|2 , T (∞) = 0 , T (0) = ∞ .

Означення 4.1.11. Гомеоморфiзм f : D → D′ називається нижнiм Q -
гомеоморфiзмом в точцi ∞ ∈ D , якщо вiдображення F = f ◦ T є нижнiм
Q∗ -гомеоморфiзмом з Q∗ = Q ◦ T в точцi 0 .

Означення 4.1.12. Гомеоморфiзм f : D → C називається нижнiм Q -
гомеоморфiзмом на ∂D , якщо f є нижнiм Q -гомеоморфiзмом у кожнiй точцi
z0 ∈ ∂D .

Зараз ми покажемо, що кожен гомеоморфний розв’язок рiвняння
Бельтрамi (4.1) класу Соболєва W 1,1

loc є нижнiм Q -гомеоморфiзмом при
Q(z) = KT

µ (z, z0) i, таким чином, вся теорiя граничної поведiнки (див.
[49], а також роздiл 9 в [342]) може бути застосована до таких розв’язкiв.
Останнiй факт має важливе значення при вивченнi крайових задач для рiвнянь
Бельтрамi з виродженням, див., наприклад, [242].
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Теорема 4.1.1. Нехай f — гомеоморфний розв’язок рiвняння Бельтрамi
(4.1) класу Соболєва W 1,1

loc . Тодi f є нижнiм Q -гомеоморфiзмом у кожнiй
точцi z0 ∈ D при Q(z) = KT

µ (z, z0) .

Доведення. Нехай E — множина (борелева!) всiх точок z iз D , у яких
f має повний диференцiал i Jf(z) ̸= 0 . Вiдомо, що E можна представити
у виглядi об’єднання злiченного набору борелевих множин El , l = 1, 2, . . . ,
таких, що fl = f |El

є бiлiпшицевими гомеоморфiзмами, див., наприклад, лему
3.2.2 в [187]. Не порушуючи загальностi, можна вважати, що El попарно не
перетинаються. Нехай E∗ — множина всiх точок z ∈ D , де f має повний
диференцiал з fz = 0 = fz̄ .

Зауважимо, що за вiдомою теоремою Герiнга–Лехто–Меньшова множина
E0 = D \ (E ∪ E∗) має нульову мiру Лебега в C , див. [253] i [352]. Отже, за
лемою 3.1.1 лiнiйна мiра Лебега l(γ∩E0) = 0 для м.в. штрихових лiнiй γ в D .
Покажемо також, що l(f(γ) ∩ f(E0)) = 0 для м.в. кiл γ з центром у точцi z0 .

Останнє випливає з абсолютної неперервностi f на замкнутих пiддугах
γ ∩ D для м.в. кiл γ . Дiйсно, клас W 1,1

loc є iнварiантним вiдносно локально
квазiiзометричних перетворень незалежної змiнної (див. теорему 1.1.7 в [84])
i функцiї iз W 1,1

loc абсолютно непреревнi на лiнiях (див., наприклад, теорему
1.1.3 в [84]). Застосовуючи перетворення координат ln(z − z0) , ми приходимо
до абсолютної неперервностi f на м.в. колах γ з центром у точцi z0 .

Отже, l(γ∗ ∩ f(E0)) = 0 , де γ∗ = f(γ) , для м.в. кiл γ з центром у точцi
z0 . Нехай тепер ρ∗ ∈ adm f(Γ) , ρ∗ ≡ 0 ззовнi f(D) , де Γ — сукупнiсть всiх
штрихових лiнiй, утворених перетинами всiх кiл γ з центром у точцi z0 . Нехай
ρ ≡ 0 ззовнi D та

ρ(z) : = ρ∗(f(z))|∂z0T f(z)| для м.в. z ∈ D.

Виконуючи вiдповiднi оцiнки спочатку на El за теоремою 3.2.5 iз [187]
(при m = 1 ), а потiм пiдсумовуючи їх з урахуванням зчисленної адитивностi
iнтеграла Лебега, отримуємо∫

γ

ρ ds >
∫
γ∗

ρ∗ ds∗ > 1 для м.в. γ ∈ Γ,
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оскiльки l(f(γ) ∩ f(E0)) = 0 i l(f(γ) ∩ f(E∗)) = 0 для м.в. γ ∈ Γ в силу
абсолютної неперервностi f на м.в. γ ∈ Γ . Отже, ρ ∈ ext admΓ .

З iншого боку, ще раз виконуючи вiдповiднi оцiнки спочатку на El , а
потiм пiдсумовуючи їх з урахуванням зчисленної адитивностi iнтеграла Лебега,
отримуємо нерiвнiсть∫

D

ρ2(z)

KT
µ (z, z0)

dm(z) 6
∫

f(D)

ρ2∗(w) dm(w),

оскiльки ρ(z) = 0 на E∗ . Отже, ми отримуємо нерiвнiсть

M(fΓ) > inf
ρ∈ext admΓ

∫
D

ρ2(z)

KT
µ (z, z0)

dm(z) ,

тобто f є нижнiм Q -гомеоморфiзмом при Q(z) = KT
µ (z, z0) . Теорему

доведено.

Iз теореми 4.1.1 та зауваження 4.1.1 випливає наступний важливий
наслiдок.

Наслiдок 4.1.1. Нехай f — гомеоморфний розв’язок рiвняння
Бельтрамi (4.1) класу Соболєва W 1,1

loc . Тодi f є нижнiм Q -гомеоморфiзмом у
кожнiй точцi z0 ∈ D при Q(z) = Kµ(z) .

Нехай D — область в C , та нехай Q : D → [0,∞] — вимiрна за Лебегом
функцiя. Покладемо A(z0, r1, r2) = {z ∈ C : r1 < |z − z0| < r2},
Si = S(z0, ri) = {z ∈ C : |z − z0| = ri}, i = 1, 2.

Через ∆(E,F ;D) позначимо сiм’ю всiх кривих γ : [a, b] → C , якi
з’єднують E та F в D , тобто γ(a) ∈ E , γ(b) ∈ F i γ(t) ∈ D при a < t < b .

Наведемо означення кiльцевого Q -гомеоморфiзма у межових точках
областi D на комплекснiй площинi.

Означення 4.1.13. Гомеоморфiзм f : D → C називається кiльцевим
Q -гомеоморфiзмом у межовiй точцi z0 ∈ ∂D , якщо f задовольняє
спiввiдношення

M (∆ (fC1, fC2; fD)) 6
∫

A∩D

Q(z) · η2(|z − z0|) dm(z) (4.3)
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для будь-якого кiльця A = A(z0, r1, r2) i довiльних континуумiв C1 i C2 в D ,
якi належать рiзним компонентам доповнення кiльця A в C , що мiстить z0 i
∞ , вiдповiдно, та для кожної вимiрної функцiї η : (r1, r2) → [0,∞] , такої, що

r2∫
r1

η(t) dt > 1 .

Означення 4.1.14. Гомеоморфiзм f : D → C називається кiльцевим Q -
гомеоморфiзмом в D , якщо умова (4.3) виконується для кожної точки z0 ∈ D .

Зауваження 4.1.3. Нижче ми дотримуємося наступних стандартних
узгоджень: a/∞ = 0 для a ̸= ∞ i a/0 = ∞ для a > 0 i 0 · ∞ = 0, див.,
напр., [131], с. 6.

Наведемо деякi допомiжнi леми.

Лема 4.1.1. Нехай D i D′ — областi в C , Q : D → (0,∞) — вимiрна
за Лебегом функцiя i f : D → D′ — нижнiй Q -гомеоморфiзм у точцi z0 ∈ D .
Тодi виконується нерiвнiсть

M (∆ (fS1, fS2; fD)) 6 1

I
,

в якiй Si = S(z0, ri) = {z ∈ C : |z − z0| = ri} , i = 1, 2 , 0 < r1 < r2 , i

I = I(z0, r1, r2) =

r2∫
r1

dr

||Q||1(z0, r)
, (4.4)

де
||Q||1(z0, r) =

∫
D(z0,r)

Q(z) ds (4.5)

— L1 -норма функцiї Q по множинi D(z0, r) = {z ∈ D : |z − z0| = r} .

Доведення леми 4.1.1 повнiстю аналогiчне доведенню леми 2.2.1.

Лема 4.1.2. Нехай D — область в C , z0 ∈ D , 0 < r1 < r2 < d(z0) :=

sup
z∈D

|z − z0| , A = A(z0, r1, r2) = {z ∈ C : r1 < |z − z0| < r2} i Q : D → (0,∞) —
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вимiрна за Лебегом функцiя, яка задовольняє умову ||Q||1(z0, r) ̸= ∞ для м.в.
r ∈ (0, d0) . Нехай

η0(t) =
1

I · ||Q||1(z0, t)
,

де I = I(z0, r1, r2) i ||Q||1(z0, t) , t ∈ (r1, r2) , визначенi в (4.4) i (4.5),
вiдповiдно. Тодi

1

I
=

∫
A∩D

Q(z) · η20(|z − z0|) dm(z) 6
∫

A∩D

Q(z) · η2(|z − z0|) dm(z) (4.6)

для будь-якої вимiрної за Лебегом функцiї η : (r1, r2) → [0,∞] , такої, що
r2∫
r1

η(r)dr = 1. (4.7)

Доведення. Якщо I = ∞ , то лiва частина спiввiдношення (4.6) дорiвнює
нулю, тому бажане є очевидним в цьому випадку. Якщо I = 0 , то
||Q||1(z0, r) = ∞ для м.в. r ∈ (r1, r2) , i обидвi частини нерiвностi (4.6)
за теоремою Фубiнi дорiвнюють нескiнченностi. Отже, можна вважати, що
0 < I < ∞ . Тодi ||Q||1(z0, r) ̸= 0 i η0(r) ̸= ∞ м.с. в iнтервалi (r1, r2) .
Покладаючи

α(r) = η(r) · ||Q∥|1(z0, r) i ω(r) =
1

||Q∥|1(z0, r)
,

за стандартними узгодженнями (див. зауваження 4.1.3) отримуємо
η(r) = α(r)ω(r) м.с. в (r1, r2) i

C :=

∫
A∩D

Q(z) · η2 (|z − z0|) dm(z) =

r2∫
r1

α2(r) · ω(r) dr.

Застосуємо нерiвнiсть Iєнсена з вагою (див. теорему 2.6.2 в [374]) до опуклої
функцiї φ(t) = t2 , заданої в iнтервалi Ω = (r1, r2) , з ймовiрнiсною мiрою

ν(E) =
1

I

∫
E

ω(r) dr .
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Матимемо (
−
∫
α2(r)ω(r)dr

)1/2

> −
∫
α(r)ω(r) dr =

1

I
.

Тут ми використали також той факт, що η(r) = α(r)ω(r) задовольняє
спiввiдношення (4.7).

Звiдси отримуємо нерiвнiсть C > 1
I , що i доводить справедливiсть

спiввiдношень (4.6). Лему доведено.

Комбiнуючи леми 4.1.1 i 4.1.2, отримуємо наступне твердження .

Наслiдок 4.1.2. За умов лем 4.1.1 i 4.1.2 виконується нерiвнiсть

M(∆ (fS1, fS2; fD)) 6
∫

A∩D

Q(z) · η2 (|z − z0|) dm(z).

Наступна лема встановлює взаємозв’язок мiж нижнiми та кiльцевими Q -
гомеоморфiзмами в D .

Лема 4.1.3. Нехай D , D′ — областi в C i Q : D → (0,∞) — вимiрна
за Лебегом функцiя, яка задовольняє умову ||Q||1(z0, r) ̸= ∞ для м.в. r ∈
(0, d(z0)), d(z0) := sup

z∈D
|z−z0| . Якщо f : D → D′ є нижнiм Q -гомеоморфiзмом

у точцi z0 ∈ D , то f є кiльцевим Q -гомеоморфiзмом у точцi z0 .

Доведення. Оскiльки сiм’я кривих ∆(fC1, fC2; fD) мiнорується сiм’єю
∆(fS1, fS2; fD) , де S1 = S(z0, r1) i S2 = S(z0, r2) , то

M (∆ (fC1, fC2; fD)) 6M (∆ (fS1, fS2; fD))

i висновок леми 4.1.3 випливає iз наслiдка 4.1.2. Лему доведено.

З леми 4.1.3 випливає наступний важливий наслiдок.

Наслiдок 4.1.3. Нехай D , D′ — областi в C i Q : D → (0,∞) —
локально интегровна функцiя. Якщо f : D → D′ — нижнiй Q -гомеоморфiзм
у точцi z0 ∈ D , то f є кiльцевим Q -гомеоморфiзмом у точцi z0 .

Тепер з теореми 4.1.1 та наслiдка 4.1.3 випливає наступне твердження.
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Теорема 4.1.2. Нехай f — гомеоморфний розв’язок рiвняння Бельтрамi
(4.1) класу W 1,1

loc i KT
µ (z, z0) ∈ L1

loc . Тодi f є кiльцевим Q -гомеоморфiзмом у
кожнiй точцi z0 ∈ D при Q(z) = KT

µ (z, z0) .

Внаслiдок зауваження 4.1.1 iз теореми 4.1.2 випливає наступне
твердження.

Наслiдок 4.1.4. Нехай f — гомеоморфний розв’язок рiвняння
Бельтрамi (4.1) класу W 1,1

loc та Kµ ∈ L1
loc . Тодi f є кiльцевим Q -гомеомор-

фiзмом у кожнiй точцi z0 ∈ D при Q(z) = Kµ(z) .

Зокрема, частинними випадками теореми 4.1.2 i наслiдка 4.1.4 є вiдповiдно
наступнi твердження.

Наслiдок 4.1.5. Будь-який регулярний гомеоморфiзм f : D → C , для
якого KT

µ (z, z0) ∈ L1
loc(D), є кiльцевим Q -гомеоморфiзмом у кожнiй точцi

z0 ∈ D при Q(z) = KT
µ (z, z0).

Наслiдок 4.1.6. Будь-який регулярний гомеоморфiзм f : D → C , для
якого Kµ ∈ L1

loc(D), є кiльцевим Q -гомеоморфiзмом у кожний точцi z0 ∈ D

при Q(z) = Kµ(z).

Отже, теорiя межевої поведiнки кiльцевих Q -гомеоморфiзмiв, розвинута в
роботах [83,279], може бути застосована до вивчення довiльних гомеоморфних
розв’язкiв рiвняння Бельтрамi з узагальненими похiдними.

4.2. Межова поведiнка гомеоморфних розв’язкiв

Нагадаємо, у першу чергу, наступне топологiчне поняття.

Означення 4.2.1. Область D ⊂ C називається локально зв’язною у
точцi z0 ∈ ∂D , якщо для будь-якого околу U точки z0 , iснує окiл V ⊆ U

точки z0 такий, що множина V ∩D зв’язна.

Зауваження 4.2.1. Зауважимо, що кожна жорданова область D в C є
локально зв’язною у кожнiй точцi межi ∂D (див., наприклад, [450], с. 66).
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Означення 4.2.2. Межа називається слабо плоскою у точцi z0 ∈ ∂D ,
якщо для будь-якого околу U точки z0 та будь-якого числа P > 0 , iснує окiл
V ⊂ U точки z0 такий, що

M (∆ (E,F ;D)) > P

для всiх континуумiв E та F в D , якi перетинають ∂U i ∂V .

Означення 4.2.3. Межа ∂D називається слабо плоскою, якщо вона слабо
плоска у кожнiй точцi з ∂D .

Означення 4.2.4. Говоритимемо також, що межа сильно досяжна у
точцi z0 ∈ ∂D , якщо для будь-якого околу U точки z0 iснує компакт E

в D , окiл V ⊂ U точки z0 та число δ > 0 такi, що

M (∆ (E,F ;D)) > δ

для будь-якого континуума F в D , який перетинає ∂U та ∂V .

Означення 4.2.5. Межа ∂D називається сильно досяжною, якщо будь-
яка точка z0 ∈ ∂D є сильно досяжною.

Зауваження 4.2.2. В означеннях сильно досяжних та слабо плоских
меж можна в якостi околiв U та V точки z0 брати тiльки круги (замкнутi
або вiдкритi) з центром у точцi z0 чи тiльки околи з будь-якої iншої
фундаментальної системи околiв точки z0 .

Зауваження 4.2.3. Цi поняття можуть бути природним чином поширенi
на випадок C i z0 = ∞ , при цьому повиннi використовуватися вiдповiднi околи
точки ∞ .

Справедливi наступнi твердження.

Твердження 4.2.1. Якщо область D з C є слабо плоскою у точцi
z0 ∈ ∂D , то точка z0 сильно досяжна з D .

Твердження 4.2.2. Якщо область D з C є слабо плоскою у точцi z0 ∈
∂D , то D локально зв’язна в z0 , (див., наприклад, лему 5.1 в [49] або лему 3.15
в [342]).
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Поняття сильно досяжних та слабо плоских межових точок областi в
C визначенi в [48] та є локалiзацiєю та узагальненням вiдповiдних понять,
введених в [343, 344], порiвняй з властивостями P1 та P2 за Вяйсяля в [436]
а також з квазiконформною досяжнiстю та квазiконформною площиною пза
Няккi в [355].

Багато теорем про гомеоморфне продовження на межу квазiконформних
вiдображень та їх узагальнень доведенi за умови, що межi є слабо плоскими.
Умова сильної досяжностi грає аналогiчну роль для неперервного продовження
вiдображень на межу. Зокрема, нещодавно були встановленi наступнi важливi
твердження, див. теорему 10.1 i лему 6.1 в [49] або теорему 9.8 i лему 9.4 в [342].

Твердження 4.2.3. Нехай D i D′ — обмеженi областi в C , Q : D →
(0,∞) — вимiрна функцiя та f : D → D′ — нижнiй Q -гомеоморфiзм в ∂D .
Припустимо, що область D є локально зв’язною на ∂D , а область D′ має
(сильно досяжну) слабо плоску межу. Якщо

δ(z0)∫
0

dr

||Q||1(z0, r)
= ∞ ∀ z0 ∈ ∂D

для деякого δ(z0) ∈ (0, d(z0)) , де d(z0) = sup
z∈D

| z − z0| та

||Q||1(z0, r) =
∫

D∩S(z0,r)

Q(z) ds,

то f має (неперервне) гомеоморфне продовження f на D , яке вiдображає D
(в) на D′ .

Тут, як зазвичай, через S(z0, r) позначено коло {z ∈ C : |z − z0| = r} .

Означення 4.2.6. Область D ⊂ C називається областю
квазiекстремальної довжини, коротко QED -областю (див. [254]), якщо

M
(
∆
(
E,F ;C

))
6 K ·M (∆ (E,F ;D))

для деякого K > 1 та для всiх пар континуумiв E та F в D , що не
перетинаються.
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Зауваження 4.2.4. Добре вiдомо (див., наприклад, теорему 10.12 в [436]),
що

M(∆(E,F ;C)) > 2

π
ln
R

r
для всiх множин E та F в C , що перетинають усi кола S(z0, t) , t ∈ (r, R) .
Отже, QED -областi мають слабо плоску межу. В одному з прикладiв у
[342], п. 3.8, показано, що обернене твердження не виконується навiть для
однозв’язних областей на площинi.

Означення 4.2.7. Область D ⊂ C називається рiвномiрною областю,
якщо будь-яка пара точок z1 i z2 ∈ D може бути з’єднана спрямлюваною
кривою γ в D такою, що

l(γ) 6 a · |z1 − z2|

i
min
i=1,2

l(γ(zi, z)) 6 b · dist(z, ∂D)

для всiх z ∈ γ , де γ(zi, z) — частина кривої γ з кiнцями в точках zi i z , через
l позначено довжину вiдповiдної кривої, стала a не залежить вiд z1 i z2 , а
стала b не залежить вiд z , див. [347].

Зауваження 4.2.5. Вiдомо, що кожна рiвномiрна область є QED-
областю, але iснують QED-областi, якi не є рiвномiрними, див. [254]. Обмеженi
опуклi областi та обмеженi областi з гладкими межами дають простi приклади
рiвномiрних областей i, отже, QED-областей, а також областей зi слабо
плоскими межами.

У теорiї вiдображень та диференцiальних рiвнянь також часто
зустрiчаються так званi лiпшицевi областi.

Означення 4.2.8. Говорять, що область D в C називається лiпшицевою,
якщо будь-яка точка z0 ∈ ∂D має окiл U , який за допомогою деякого
бiлiпшицевого вiдображення f вiдображається в одиничний круг B так, що
∂D ∩ U переходить в перетин B з дiйсною вiссю.

Означення 4.2.9. Вiдображення f : C → C називається лiпшицевим,
якщо |f(z2) − f(z1)| 6 C · |z2 − z1| для будь-яких z1, z2 ∈ C i для деякої
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скiнченної сталої C . Якщо до того ж |z2− z1| 6 c|f(z2)− f(z1)| для будь-яких
z1, z2 ∈ C i деякої сталої c , то вiдображення f називається бiлiпшицевим.

Зауваження 4.2.6. Зауважимо, що бiлiпшицевi вiдображення f є
квазiконформними i конформний модуль сiмей кривих є квазiiнварiантом
вiдносно цих вiдображень. Тому межi лiпшицевих областей є слабо плоскими.

Введемо в розгляд граничну множину C(X, f) вiдображення f : D → C
для множини X ⊂ D :

C(X, f) : =
{
w ∈ C : w = lim

k→∞
f(zk), zk → z0 ∈ X, zk ∈ D

}
.

Зауваження 4.2.7. Зауважимо, що включення C(∂D, f) ⊆ ∂D′

виконується для будь-якого гомеоморфiзму f : D → D′ , див., наприклад,
твердження 13.5 в [342].

Внаслiдок теореми 4.1.1 отримуємо за теоремою 6.1 iз [49] або лемою 9.4
iз [342] наступне твердження.

Лема 4.2.1. Нехай D i D′ — областi в C , z0 ∈ ∂D i f : D → D′

— гомеоморфний розв’язок рiвняння Бельтрамi (4.1) класу Соболєва W 1,1
loc .

Припустимо, що область D локально зв’язна в точцi z0 ∈ ∂D та ∂D′

сильно досяжна, принаймнi, в однiй точцi граничної множини C(z0, f) . Якщо
ε0∫
0

dr

||KT
µ ||1(z0, r)

= ∞,

де 0 < ε0 < d0 = sup
z∈D

|z − z0| , i

||KT
µ ||1(z0, r) =

∫
D∩S(z0,r)

KT
µ (z, z0) ds,

то f продовжується в точку z0 по неперервностi в C .

Основою для доведення продовження обернених вiдображень
гомеоморфних розв’язкiв рiвняння Бельтрамi (4.1) класу Соболєва W 1,1

loc

є наступна лема про граничнi множини.
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Лема 4.2.2. Нехай D i D′ — областi в C , z1 i z2 — рiзнi точки на
∂D , z1 ̸= ∞ , i f : D → D′ — гомеоморфний розв’язок рiвняння Бельтрамi
(4.1) класу Соболєва W 1,1

loc . Припустимо, що функцiя KT
µ (z, z0) интегровна

на штрихових лiнiях D(r) = {z ∈ D : |z − z1| = r} = D ∩ S(z1, r) для деякої
множини E чисел r < |z1 − z2| додатної лiнiйної мiри. Якщо D локально
зв’язна в z1 та z2 i ∂D′ слабо плоска, то

C(z1, f) ∩ C(z2, f) = ∅.

Доведення. Внаслiдок теореми 4.1.1 лема 4.2.2 випливає iз леми 9.1 в [49]
або леми 9.5 в [342]. Лему доведено.

З леми 4.2.2 випливає наступне твердження.

Лема 4.2.3. Нехай D i D′ — областi в C , D локально зв’язна на
∂D i ∂D′ слабо плоска. Якщо f : D → D′ — гомеоморфний розв’язок
рiвняння Бельтрамi (4.1) класу Соболєва W 1,1

loc i KT
µ (z, z0) ∈ L1(D) , то f−1

має продовження в D′ по неперервностi в C .

Доведення. За теоремою Фубiнi множина

E = {r ∈ (0, d) : KT
µ (z, z0)|D(r) ∈ L1(D(r))}

має додатну лiнiйну мiру, оскiльки KT
µ (z, z0) ∈ L1(D) . Лему доведено.

Зауваження 4.2.8. Досить припустити в лемi 4.2.3, що KT
µ (z, z0)

интегровна тiльки в околi ∂D .

Крiм того, внаслiдок теореми 4.1.1 за теоремою 9.2 iз [49] або за теоремою
9.7 iз [342] отримуємо наступний результат.

Лема 4.2.4. Нехай D i D′ — областi в C , D локально зв’язна на ∂D

i ∂D′ слабо плоска, f : D → D′ — гомеоморфний розв’язок класу Соболєва
W 1,1

loc рiвняння Бельтрамi (4.1) з коефiцiєнтом µ таким, що

δ(z0)∫
0

dr

||KT
µ ||1(z0, r)

= ∞ ∀ z0 ∈ ∂D,
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де δ(z0) ∈ (0, d(z0)) , d(z0) = sup
z∈D

|z − z0| i

||KT
µ ||1(z0, r) =

∫
D(z0,r)

KT
µ (z, z0) ds

— L1 -норма KT
µ по множинi D(z0, r) = {z ∈ D : |z − z0| = r} . Тодi iснує

продовження f−1 в D′ по неперервностi в C .

Тепер з лем 4.2.1 i 4.2.4 випливає наступне твердження.

Лема 4.2.5. Нехай D i D′ — обмеженi областi в C i f : D → D′

— гомеоморфний розв’язок рiвняння Бельтрамi (4.1) класу Соболєва W 1,1
loc .

Припустимо, що область D локально зв’язна на ∂D i область D′ має слабо
плоску межу. Якщо

δ(z0)∫
0

dr

||KT
µ ||1(z0, r)

= ∞ ∀ z0 ∈ ∂D (4.1)

для деякого δ(z0) ∈ (0, d(z0)) , де d(z0) = sup
z∈D

|z − z0| i

||KT
µ ||1(z0, r) =

∫
D∩S(z0,r)

KT
µ (z, z0) ds,

то f має продовження по неперервностi на D , яке гомеоморфно вiдображає
D на D′ .

З леми 4.2.5 випливає наступне узагальнення теореми Герiнга–Мартiо про
гомеоморфне продовження на межу квазiконформних вiдображень мiж QED -
областями, див. [254].

Наслiдок 4.2.1. Нехай D i D′ — обмеженi областi зi слабо плоскими
межами в C i f : D → D′ — гомеоморфний розв’язок рiвняння Бельтрамi
(4.1) класу Соболєва W 1,1

loc . Якщо умова (4.1) виконується у кожнiй точцi
z0 ∈ ∂D , то f має гомеоморфне продовження f : D → D′ .

Наведемо основну лему про гомеоморфне продовження.
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Лема 4.2.6. Нехай D i D′ — обмеженi областi зi слабо плоскими
межами в C i f : D → D′ — гомеоморфний розв’язок рiвняння Бельтрамi
(4.1) класу Соболєва W 1,1

loc . Припустимо, що ∥KT
µ ∥(z0, t) ̸= ∞ для м.в. t ∈

(0, ε0) i для всiх z0 ∈ ∂D iснує ε0 < d(z0) := sup
z∈D

|z−z0| та однопараметрична

сiм’я вимiрних функцiй ψz0, ε : (0,∞) → (0,∞) , ε ∈ (0, ε0) , таких, що

0 < Iz0(ε) :=

ε0∫
ε

ψz0, ε(t) dt <∞, ∀ ε ∈ (0, ε0)

i ∫
D(z0, ε, ε0)

KT
µ (z, z0) · ψ2

z0, ε
(|z − z0|) dm(z) = o(I2z0(ε)) , ε→ 0 , (4.2)

де D(z0, ε, ε0) = {z ∈ D : ε < |z − z0| < ε0} . Тодi f має гомеоморфне
продовження f : D → D′ .

Доведення. У лемi 4.1.2 покладемо r1 = ε, r2 = ε0 та

η(t) =

{
ψz0,ε(t)/Iz0(ε) , t ∈ (ε, ε0) ,

0 , r /∈ (ε, ε0) ,

де Iz0(ε) =
ε0∫
ε

ψz0,ε(t) dt . Тодi за лемою 4.1.2 матимемо нерiвнiсть

1
ε0∫
ε

dr
||KT

µ ||1(z0,r)

6 1

I2z0(ε)

∫
D(z0, ε, ε0)

KT
µ (z, z0) · ψ2

z0,ε
(|z − z0|) dm(z) .

Спрямовуючи в останнiй нерiвностi ε до нуля i враховуючи умову (4.2),
приходимо до висновку, що виконується умова (4.1) при δ(z0) = ε0 . Тодi з леми
4.2.5 випливає, що вiдображення f має гомеоморфне продовження f : D → D′ .
Лему доведено.

За лемою 4.2.6 з вибором ψz0, ε(t) ≡ 1/t log 1
t , див. наслiдок 2.3 в [45],

отримуємо наступний результат.

Наслiдок 4.2.2. Нехай D i D′ — обмеженi областi зi слабо плоскими
межами в C i f : D → D′ — гомеоморфний розв’язок рiвняння Бельтрамi
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(4.1) класу Соболєва W 1,1
loc . Припустимо, що

KT
µ (z, z0) 6 Q(z) ∈ FMO(z0) ∀z0 ∈ ∂D.

Тодi f має гомеоморфне продовження f : D → D′ .

За наслiдком 2.1 в [45] iз наслiдка 4.2.2 також маємо:

Наслiдок 4.2.3. Твердження наслiдка 4.2.2 також справедливе, якщо

lim sup
ε→0

−
∫
B(z0, ε)

KT
µ (z, z0) dm(z) <∞ ∀ z0 ∈ ∂D.

Iз леми 4.2.6, покладаючи ψz0, ε(t) ≡ 1/t , отримуємо наступний наслiдок.

Наслiдок 4.2.4. Нехай D i D′ — обмеженi областi зi слабо плоскими
межами в C i f : D → D′ — гомеоморфний розв’язок рiвняння Бельтрамi
(4.1) класу Соболєва W 1,1

loc . Припустимо, що KT
µ (z, z0) ∈ L1

loc(D) i∫
D(z0, ε, ε0)

KT
µ (z, z0) dm(z)

|z − z0|2
= o

([
ln
ε0
ε

]2)
, ε→ 0, ∀z0 ∈ ∂D

для деякого ε0 < sup
z∈D

|z− z0| , де D(z0, ε, ε0) = {z ∈ D : ε < |z− z0| < ε0} . Тодi

f має гомеоморфне продовження f : D → D′ .

Iз леми 4.2.5, приймаючи також до уваги теорему 3.1 iз роботи [405],
отримуємо наступний результат.

Наслiдок 4.2.5. Нехай D i D′ — обмеженi областi зi слабо плоскими
межами в C i f : D → D′ — гомеоморфний розв’язок рiвняння Бельтрамi
(4.1) класу Соболєва W 1,1

loc . Припустимо, що∫
D

Φ(KT
µ (z, z0)) dm(z) <∞ ∀z0 ∈ ∂D ,

де Φ : R+ → R+ — неспадна опукла функцiя з умовою
∞∫
δ

dτ

τΦ−1(τ)
= ∞
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для деякого δ > Φ(0) . Тодi f має гомеоморфне продовження f : D → D′ .

Наслiдок 4.2.6. Зокрема, твердження наслiдка 4.2.5 справедливе, якщо
при деякому α > 0 виконується умова∫

D

eαK
T
µ (z,z0) dm(z) <∞.

4.3. Регулярнi розв’язки задачi Дiрiхле

Тут ми наводимо теореми iснування регулярних розв’язкiв задачi Дiрiхле
в однозв’язних областях.

Нагадаємо, що задача Дiрiхле для рiвняння Бельтрамi (4.1) в областi D
полягає в знаходженнi неперервної функцiї f : D → C , яка має м.с. частиннi
похiднi першого порядку та м.с. задовольняє рiвняння (4.1), а також граничну
умову

lim
z→ζ

Re f(z) = φ(ζ) ∀ ζ ∈ ∂D (4.3)

для заданої неперервної функцiї φ : ∂D → R .

Означення 4.3.1. При φ(ζ) ̸≡ const регулярний розв’язок такої задачi
є неперервне в C , дискретне та вiдкрите вiдображення f : D → C класу
Соболева W 1,1

loc з якобiаном

Jf(z) = |fz|2 − |fz|2 ̸= 0, м.с., (4.4)

яке задовольняє умову (4.3) та рiвняння (4.1) майже скрiзь. У випадку φ(ζ) ≡
c , ζ ∈ ∂D , пiд регулярним розв’язком задачi Дiрiхле (4.3) для рiвняння
Бельтрамi (4.1) будемо розумiти функцiю f(z) = c+ ic′ , c′ ∈ R .

Нижче наведена основна лема про iснування регулярних розв’язкiв задачi
Дiрiхле для рiвняння Бельтрамi.

Лема 4.3.1. Нехай µ : D → C — вимiрна в жордановiй областi D

функцiя така, що |µ(z)| < 1 м.с. i Kµ ∈ L1
loc(D) . Припустимо, що для всiх
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z0 ∈ D iснує ε0 < d(z0) := sup
z∈D

|z − z0| i однопараметрична сiм’я вимiрних

функцiй ψz0, ε : (0,∞) → (0,∞) , ε ∈ (0, ε0) , таких, що

0 < Iz0(ε) :=

ε0∫
ε

ψz0, ε(t) dt <∞, ∀ ε ∈ (0, ε0)

i ∫
D(z0, ε, ε0)

KT
µ (z, z0) · ψ2

z0, ε
(|z − z0|) dm(z) = o(I2z0(ε)) , ε→ 0 , (4.5)

де D(z0, ε, ε0) = {z ∈ D : ε < |z−z0| < ε0} . Тодi рiвняння Бельтрамi (4.1) має
регулярний розв’язок f задачi Дiрiхле (4.3) для будь-якої неперервної функцiї
φ : ∂D → R .

Доведення. Нехай F — регулярний гомеоморфний розв’язок рiвняння
Бельтрамi (4.1) класу Соболєва W 1,1

loc , який є кiльцевим Q -гомеоморфiзмом
в D при Q = KT

µ (z, z0) та який iснує в силу леми 4.1 iз [402] за умови (4.5).
Зауважимо, що C \ D∗ , де D∗ = F (D) , не може складатися з єдиної

точки ∞ , оскiльки в протилежному випадку межа D∗ була б слабо плоскою
та за лемою 1 i теоремою 3 iз роботи [83] F повинно було б мати гомеоморфне
продовження в D , що неможливо, оскiльки межа D складається бiльше нiж з
однiєї точки.

Крiм того, область D∗ однозв’язна, див., наприклад, лему 5.3 в [45] або
лему 6.5 в [342]. Отже, за теоремою Рiмана, див., наприклад, II.2.1 в [31],
D∗ можна вiдобразити на одиничний круг B = {z ∈ C : |z| < 1} за
допомогою конформного вiдображення R . Внаслiдок iнварiантностi модуля
при конформних вiдображеннях, g := R◦F знову є регулярним гомеоморфним
розв’язом рiвняння Бельтрамi (4.1), який є кiльцевим Q -гомеоморфiзмом в D

при Q = KT
µ (z, z0) i вiдображає D на B . Бiльш того, за лемою 1 та теоремою

3 в [83] g допускає продовження до гомеоморфiзму g∗ : D → B , оскiльки B
має слабо плоску межу, а жорданова область D — локально зв’язна на межi.

Будемо шукати розв’язок вихiдної задачi Дiрiхле (4.3) у виглядi f = h◦g ,
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де h — аналiтична функцiя в B , з граничною умовою

lim
z→ζ

Reh(z) = φ(g−1
∗ (ζ)) ∀ ζ ∈ ∂B .

Як вiдомо, аналiтична функцiя h вiдновлюється в B за допомогою
формули Шварца (див., наприклад, § 8, Розд. III, частина 3 в [34]) за її дiйсною
частиною на межi з точнiстю до уявної адитивної сталої:

h(z) =
1

2πi

∫
|ζ|=1

φ ◦ g−1
∗ (ζ) · ζ + z

ζ − z
· dζ
ζ
.

Як легко бачити, функцiя f = h ◦ g дає шуканий регулярний розв’язок задачi
Дiрiхле (4.3) для рiвняння Бельтрамi (4.1). Лему доведено.

Iз леми 4.3.1, обираючи ψz0, ε(t) ≡ 1/t log 1
t , див. наслiдок 2.3 в [45],

отримуємо наступний результат.

Теорема 4.3.1. Нехай µ : D → C — вимiрна в жордановiй областi D
функцiя, для якої |µ(z)| < 1 м.с., така, що Kµ ∈ L1

loc(D) i

KT
µ (z, z0) 6 Q(z) ∈ FMO(D).

Тодi для будь-якої неперервної функцiї φ : ∂D → R iснує регулярний розв’язок
f задачi Дiрiхле (4.3) для рiвняння Бельтрамi (4.1).

Наслiдок 4.3.1. Зокрема, твердження теореми 4.3.1 справедливе, якщо
KT
µ (z, z0) 6 Q(z) ∈ BMO(D) .

За наслiдком 2.1 в [45] iз теореми 4.3.1 також маємо:

Наслiдок 4.3.2. Твердження теореми 4.3.1 також справедливе, якщо

lim sup
ε→0

−
∫
B(z0, ε)

KT
µ (z, z0) dm(z) <∞ ∀ z0 ∈ D.

Зауваження 4.3.1. Тут i далi мається на увазi, що KT
µ (z, z0) i Kµ(z)

продовженi нулем поза областю D .

Внаслiдок зауваження 4.1.1 iз теореми 4.3.1 випливає наступне
твердження.
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Наслiдок 4.3.3. Нехай µ : D → C — вимiрна в жордановiй областi D
функцiя, для якої |µ(z)| < 1 м.с., така, що

Kµ(z) 6 Q(z) ∈ FMO(D).

Тодi для будь-якої неперервної функцiї φ : ∂D → R iснує регулярний розв’язок
f задачi Дiрiхле (4.3) для рiвняння Бельтрамi (4.1).

Наслiдок 4.3.4. Зокрема, твердження наслiдка 4.3.3 справедливе, якщо
Kµ(z) 6 Q(z) ∈ BMO(D) .

Наслiдок 4.3.5. Твердження наслiдка 4.3.3 також справедливе, якщо

lim sup
ε→0

−
∫
B(z0, ε)

Kµ(z) dm(z) <∞ ∀ z0 ∈ D.

Iз леми 4.3.1, обираючи ψz0, ε(t) ≡ 1/t , отримуємо наступний результат.

Наслiдок 4.3.6. Нехай µ : D → C — вимiрна в жордановiй областi D
функцiя, для якої |µ(z)| < 1 м.с., така, що Kµ ∈ L1

loc(D) i∫
D(z0, ε, ε0)

KT
µ (z, z0) dm(z)

|z − z0|2
= o

([
ln
ε0
ε

]2)
, ε→ 0 ,

для деякого ε0 < sup
z∈D

|z− z0| , де D(z0, ε, ε0) = {z ∈ D : ε < |z− z0| < ε0} . Тодi

для будь-якої неперервної функцiї φ : ∂D → R iснує регулярний розв’язок f

задачi Дiрiхле (4.3) для рiвняння Бельтрамi (4.1).

Наслiдок 4.3.7. Нехай µ : D → C — вимiрна в жордановiй областi D
функцiя,для якої |µ(z)| < 1 м.с., така, що Kµ ∈ L1

loc(D) i∫
D(z0, ε, ε0)

Kµ(z) dm(z)

|z − z0|2
= o

([
ln
ε0
ε

]2)
, ε→ 0 ,

для деякого ε0 < sup
z∈D

|z− z0| , де D(z0, ε, ε0) = {z ∈ D : ε < |z− z0| < ε0} . Тодi

для будь-якої неперервної функцiї φ : ∂D → R iснує регулярний розв’язок f

задачi Дiрiхле (4.3) для рiвняння Бельтрамi (4.1).

Справедливе наступне твердження.
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Теорема 4.3.2. Нехай µ : D → C — вимiрна в жордановiй областi D
функцiя, для якої |µ(z)| < 1 м.с., така, що Kµ ∈ L1

loc(D) i

δ(z0)∫
0

dr

||KT
µ ||1(z0, r)

= ∞ ∀ z0 ∈ D,

де ||KT
µ ||1(z0, r) =

∫
S(z0, r)

KT
µ (z, z0) ds — норма в L1 функцiї KT

µ (z, z0) на колi
S(z0, r) = {z ∈ C : |z−z0| = r} , 0 < r < δ(z0) < sup

z∈D
|z − z0| . Тодi для будь-якої

неперервної функцiї φ : ∂D → R iснує регулярний розв’язок f задачi Дiрiхле
(4.3) для рiвняння Бельтрамi (4.1).

Доведення. Теорема 4.3.2 випливає iз леми 4.3.1 при спецiальному виборi

ψz0, ε(t) ≡ ψz(t) =

{
1/
[
tkTz0(t)

]
, t ∈ (0, ε0),

0, t ∈ [ε0, ∞),

де ε0 = ε(z0) i kTz0(t) — середнє значення KT
µ (z, z0) по колу S(z0, t) .

Наслiдок 4.3.8. Твердження теореми 4.3.2 виконується, якщо

kTz0(ε) = O

(
log

1

ε

)
∀ z0 ∈ D

при ε→ 0 , де kTz0(ε) — середнє значення функцiї KT
µ (z, z0) по колу S(z0, ε) .

Внаслiдок зауваження 4.1.1 iз теореми 4.3.2 випливає наступне
твердження.

Наслiдок 4.3.9. Нехай µ : D → C — вимiрна в жордановiй областi D
функцiя, для якої |µ(z)| < 1 м.с., така, що Kµ ∈ L1

loc(D) i

δ(z0)∫
0

dr

||Kµ||1(z0, r)
= ∞ ∀ z0 ∈ D,

де ||Kµ||1(z0, r) =
∫
S(z0, r)

Kµ(z) ds — норма в L1 функцiї Kµ(z) на колi
S(z0, r) = {z ∈ C : |z−z0| = r} , 0 < r < δ(z0) < sup

z∈D
|z − z0| . Тодi для будь-якої

неперервної функцiї φ : ∂D → R iснує регулярний розв’язок f задачi Дiрiхле
(4.3) для рiвняння Бельтрамi (4.1).
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Наслiдок 4.3.10. Твердження теореми 4.3.2 виконується, якщо

kz0(ε) = O

(
log

1

ε

)
∀ z0 ∈ D

при ε→ 0 , де kz0(ε) — середнє значення функцiї Kµ(z) по колу S(z0, ε) .

Iз теореми 4.3.2, враховуючи також теорему 3.1 iз роботи [404], маємо
наступний результат.

Теорема 4.3.3. Нехай µ : D → C — вимiрна в жордановiй областi D
функцiя, для якої |µ(z)| < 1 м.с., така, що Kµ ∈ L1

loc(D) i∫
D

Φ(KT
µ (z, z0)) dm(z) <∞,

де Φ : R+ → R+ — неспадна опукла функцiя з умовою
∞∫
δ

dτ

τΦ−1(τ)
= ∞

для деякого δ > Φ(0) . Тодi для будь-якої неперервної функцiї φ : ∂D → R iснує
регулярний розв’язок f задачi Дiрiхле (4.3) для рiвняння Бельтрамi (4.1).

Наслiдок 4.3.11. Зокрема, твердження теореми 4.3.3 виконується,
якщо при деякому α > 0 виконується умова∫

D

eαK
T
µ (z,z0) dm(z) <∞.

Внаслiдок зауваження 4.1.1 iз теореми 4.3.3 випливає наступне
твердження.

Наслiдок 4.3.12. Нехай µ : D → C — вимiрна в жордановiй областi
D функцiя, для якої |µ(z)| < 1 м.с., така, що∫

D

Φ(Kµ(z)) dm(z) <∞, (4.6)
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де Φ : R+ → R+ — неспадна опукла функцiя, з умовою
∞∫
δ

dτ

τΦ−1(τ)
= ∞ (4.7)

для деякого δ > Φ(0) . Тодi для будь-якої неперервної функцiї φ : ∂D → R iснує
регулярний розв’язок f задачi Дiрiхле (4.3) для рiвняння Бельтрамi (4.1).

Наслiдок 4.3.13. Зокрема, твердження наслiдка 4.3.12 справедливе,
якщо при деякому α > 0 виконується умова∫

D

eαKµ(z) dm(z) <∞.

Зауваження 4.3.2. За теоремою Стоiлова про факторизацiю (див.,
наприклад, [171]) будь-який регулярний розв’язок f задачi Дiрiхле для
рiвняння Бельтрамi (4.1) при Kµ ∈ L1

loc(D) може бути представлений у виглядi
композицiї f = h ◦ F , де h — аналiтична функцiя, а F — гомеоморфний
розв’язок класу W 1,1

loc . Отже, за теоремою 5.1 iз [405], умова (4.7) є не тiльки
достатньою, але i необхiдною для того, щоб для будь-якого рiвняння Бельтрамi
(4.1) з iнтегральними обмеженнями на дилатацiю вигляду (4.6) iснували
регулярнi розв’язки задачi Дiрiхле (4.3) для будь-якої непостiйної неперервної
функцiї φ : ∂D → R .

Покладаючи H(t) = lnΦ(t) , зауважимо, що за твердженням 1.4 в [53] при
p = 1 умова (4.7) еквiвалентна будь-якiй з наступних умов:

∞∫
∆

H ′(t)
dt

t
= ∞ (4.8)

або ∞∫
∆

dH(t)

t
= ∞, (4.9)

або ∞∫
∆

H(t)
dt

t2
= ∞ (4.10)
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для деякого ∆ > 0 , а також кожнiй iз рiвностей:
δ∫

0

H

(
1

t

)
dt = ∞ (4.11)

для деякого δ > 0 ,
∞∫

∆∗

dη

H−1(η)
= ∞ (4.12)

для деякого ∆∗ > H(+0) .
Тут iнтеграл в (4.9) розумiється як iнтеграл Лебега–Стiльтьєса, а iнтеграли

в (4.8), (4.10) — (4.12) – як звичайнi iнтеграли Лебега.

4.4. Аналог теореми Iкоми–Шварца для гомеоморфних

розв’язкiв рiвняння Бельтрамi

Наступний аналог теореми Iкоми–Шварца є уточненням теореми 2.5.1 для
гомеоморфних розв’язкiв рiвняння Бельтрамi.

Теорема 4.4.1. Нехай µ : C → C — вимiрна функцiя така, що |µ(z)| <
1 м.с. i f : B → B — гомеоморфний розв’язок рiвняння Бельтрамi (4.1) класу
Соболєва W 1,1

loc , який задовольняє умову f(0) = 0 . Тодi

lim inf
z→0

|f(z)| exp

 2π

1∫
|z|

dt

∥KT
µ ∥1 (t)

 6 1 ,

де ∥KT
µ ∥1 (t) =

∫
St

KT
µ (z, 0) ds — норма в L1 функцiї KT

µ (z, 0) по колу

St = {z ∈ C : |z| = t} .

Доведення. За теоремою 4.1.1 f є нижнiм Q -гомеоморфiзмом у кожнiй
точцi z0 ∈ B при Q(z) = KT

µ (z, z0) . Тепер для завершення доведення слiд
застосувати лему 3.5.6 у випадку p = n . Теорему доведено.

Внаслiдок зауваження 4.1.1 з теореми 4.4.1 випливає наступне твердження.
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Наслiдок 4.4.1. Нехай µ : C → C — вимiрна функцiя така, що |µ(z)| <
1 м.с. i f : B → B — гомеоморфний розв’язок рiвняння Бельтрамi (4.1) класу
Соболєва W 1,1

loc , який задовольняє умову f(0) = 0 . Тодi

lim inf
z→0

|f(z)| exp

 2π

1∫
|z|

dt

∥Kµ∥1 (t)

 6 1 ,

де ∥Kµ∥1 (t) =
∫
St

Kµ(z) ds— норма в L1 функцiї Kµ(z) по колу St = {z ∈ C :

|z| = t} .

4.5. Поведiнка на нескiнченностi розв’язкiв рiвняння

Бельтрамi

У цьому роздiлi дослiджується аcимптотична поведiнка на нескiнченностi
гомеоморфних розв’язкiв рiвняння Бельтрамi.

Нехай r0 — довiльне фiксоване дiйсне число, r0 > 0 . Для гомеоморфiзму
f → C −→ C , позначимо L(z0, R, f) = max

|z−z0|=R
|f(z)− f(z0)| .

Теорема 4.5.1. Нехай µ : C → C — вимiрна функцiя така, що |µ(z)| <
1 м.с., z0 — деяка фiксована точка в C i r0 — довiльне фiксоване додатне
число. Тодi будь-який гомеоморфний розв’язок f : C → C рiвняння Бельтрамi
(4.1) класу Соболєва W 1,1

loc задовольняє умову

lim inf
R→∞

L(z0, R, f) exp

− 2π

R∫
r0

dt

∥KT
µ ∥ (z0, t)

 =M0 > 0 ,

де ∥KT
µ ∥ (z0, t) =

∫
S(z0,t)

KT
µ (z, z0) ds i S(z0, t) = {z ∈ R : |z − z0| = t} .

Доведення. За теоремою 4.1.1 f є нижнiм Q -гомеоморфiзмом у точцi z0
при Q(z) = KT

µ (z, z0) . Тепер твердження теореми випливає з теореми 3.4.1.
Теорему доведено.

Для цiлих k > 0 покладемо e0 = 1, e1 = e, e2 = ee, . . . , ek+1 = exp ek i
ln0 t = t, ln1 t = ln t, ln2 t = ln ln t, . . . , lnk+1 t = ln lnk t .
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З теореми 3.4.1 безпосередньо випливають наступнi твердження.

Наслiдок 4.5.1. Нехай µ : C → C — вимiрна функцiя така, що |µ(z)| <
1 м.с., z0 — деяка точка в C i r0 — довiльне фiксоване додатне число. Якщо
для деякого числа κ0 > 0 виконується умова

∥KT
µ ∥ 1(z0, r) 6 κ0

N∏
k=0

lnk r

для м.в. r ∈ (eN ,∞) , то

lim inf
R→∞

L(z0, R, f)

(lnN R)
γ =M0 > 0 , де γ =

2π

Q0
.

Наслiдок 4.5.2. Якщо для деякого числа κ0 > 0 виконується умова

∥KT
µ ∥ 1(z0, r) 6 κ0 r

для м.в. r ∈ (1,∞) , то

lim inf
R→∞

L(z0, R, f)

Rγ
=M0 > 0 , де γ =

2π

Q0
.

З теореми 4.1.2 i леми 2.6.1 випливає наступний результат.

Лема 4.5.1. Нехай µ : C → C — вимiрна функцiя така, що |µ(z)| < 1

м.с. i KT
µ (z, z0) ∈ L1

loc(C) , де z0 — деяка точка в C i r0 — довiльне фiксоване
додатне число. Тодi будь-який гомеоморфний розв’язок f : C → C рiвняння
Бельтрамi (4.1) класу Соболєва W 1,1

loc задовольняє умову

lim inf
R→∞

L(z0, f, R) e
− 2π

Λ(R) > 0 ,

де

Λ(R) =

( R∫
r0

ψ(t) dt

)−1 ∫
A(z0,r0,R)

KT
µ (z, z0)ψ

2(|z − z0|) dm(z)

i ψ : (0,∞) → (0,∞) — вимiрна (за Лебегом) функцiя на (0,∞) така, що

0 < I(R) =

R∫
r0

ψ(t) dt <∞ ∀ R > r0 .
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З теореми 4.1.2 i леми 2.6.2 випливає наступне твердження.

Лема 4.5.2. Нехай µ : C −→ C — вимiрна функцiя така, що |µ(z)| <
1 м.с. i KT

µ (z, z0) ∈ L1
loc(C) . Припустимо, що iснує невiд’ємна вимiрна (за

Лебегом) функцiя, така, що

0 < I(R) =

R∫
r0

ψ(t) dt <∞ ∀ R > r0 ,

i при R → ∞∫
A(z0,r0,R)

KT
µ (z, z0)ψ

2(|z − z0|) dm(z) 6 c · Ip(R) , c ∈ (0,∞) ,

де p 6 2 . Тодi будь-який гомеоморфний розв’язок f : C → C рiвняння
Бельтрамi (4.1) класу Соболєва W 1,1

loc задовольняє умову

lim inf
R→∞

L(z0, f, R) exp

(
−2π

c
I2−p(R)

)
> 0 .

Покладаючи в лемi 4.5.2 ψ(t) =
( N∏
k=0

lnk t
)−1

, r0 = eN i p = 1 , приходимо

до наступного твердження.

Теорема 4.5.2. Нехай µ : C → C — вимiрна функцiя така, що |µ(z)| < 1

м.с., KT
µ (z, z0) ∈ L1

loc(C) i для деякого числа c > 0 виконується умова∫
A(z0, eN , R)

KT
µ (z, z0) dm(z)(
N∏
k=0

lnk |z − z0|
)2 6 c · lnN+1(R) ∀ R > eN .

Тодi будь-який гомеоморфний розв’язок f : C → C рiвняння Бельтрамi (4.1)
класу Соболєва W 1,1

loc задовольняє умову

lim inf
R→∞

L(z0, f, R)

lnγN(R)
> 0 , де γ =

2π

C
.
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В теоремi 4.5.2, покладаючи N = 0 , приходимо до наступному наслiдку.

Наслiдок 4.5.3. Якщо KT
µ (z, z0) ∈ L1

loc(C) i для деякого числа c > 0

виконується умова∫
A(z0, 1, R)

KT
µ (z, z0) dm(x)

|z − z0|2
6 c · lnR ∀ R > 1 ,

то
lim inf
R→∞

L(z0, f, R)

R
2π
c

> 0 .

Наслiдок 4.5.4. Зокрема, якщо для деякого числа K > 0 виконується
умова

1

2πR

∫
S(z0,R)

KT
µ (z, z0) ds 6 K ∀ R > 1 ,

то
lim inf
R→∞

L(z0, f, R)

R1/K
> 0 .

4.6. Зв’язок класiв Соболєва з нижнiми i кiльцевими

Q -гомеоморфiзмами

У цьому роздiлi встановлено зв’язок гомеоморфiзмiв, що належать класам
Соболєва W 1,1

loc , з нижнiми i кiльцевими Q -гомеоморфiзмами вiдносно p -
модуля.

Нехай D — область в C .

Означення 4.6.1. Вiдображення f : D → C називається вiдображенням
зi скiнченним спотворенням, якщо f ∈ W 1,1

loc i

∥f ′(z)∥2 6 K(z) · Jf(z)

для деякої майже всюди скiнченної функцiї K(z). Тут ∥f ′(z)∥ = |fz| + |fz| i
Jf(z) = |fz|2 − |fz|2 .
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Нехай p ∈ (1,∞) . Надалi, покладаємо

Kp(z, f) =


∥f ′(z)∥p
Jf (z)

, якщо Jf(z) ̸= 0 ,

1, якщо f ′(z) = 0 ,

∞ в iнших точках,

(4.13)

Справедлива наступна теорема.
Теорема 4.6.1. Нехай D i D′ — областi в C . Тодi будь-який

гомеоморфiзм f : D → D′ зi скiнченним спотворенням є нижнiм Q -гомео-
морфiзмом вiдносно p -модуля при Q(z) = Kp(z, f) i будь-якому p > 1 .

Доведення. Нехай E — множина (борелева!) всiх точок z iз D , у яких
f має повний диференцiал з Jf(z) ̸= 0 . Вiдомо, що E можна представити у
виглядi об’єднання злiченного набору борелiвських множин El , l = 1, 2, . . . ,
таких, що fl = f |El

є бiлiпшицевими гомеоморфiзмами, див., наприклад, лему
3.2.2 в [187]. Не порушуючи загальностi, можна вважати, що El попарно не
перетинаються. Нехай E∗ — множина всiх точок z ∈ D , де f має повний
диференцiал з fz = 0 = fz̄ .

Зауважимо, що за вiдомою теоремою Герiнга–Лехто–Меньшова множина
E0 = D \ (E ∪E∗) має нульову мiру Лебега в C , див. [253,352]. Отже, за лемою
3.1.1 лiнiйна мiра Лебега l(γ ∩ E0) = 0 для p -м.в. штрихових линiй γ в D .
Покажемо також, що l(f(γ) ∩ f(E0)) = 0 для м.в. кiл γ з центром у точцi z0 .

Останнє випливає з абсолютної неперервностi f на замкнутих пiддугах γ∩
D для м.в. кiл γ . Дiйсно, клас Соболєва W 1,1

loc є iнварiантним вiдносно локально
квазiiзометричних перетворень незалежної змiнної, див., наприклад, теорему
1.1.7 в [84], i функцiї iз W 1,1

loc абсолютно неперервнi на лiнiях (див., наприклад,
теорему 1.1.3 в [84]). Застосовуючи, наприклад, перетворення координат ln(z−
z0) , ми приходимо до абсолютної неперервностi на м.в. колах γ з центром у
точцi z0 .

Отже, l(γ∗ ∩ f(E0)) = 0 , де γ∗ = f(γ) , для м.в. кiл γ з центром у точцi
z0 . Нехай тепер ρ∗ ∈ adm f(Γ) , ρ∗ ≡ 0 поза f(D) , де Γ — сукупнiсть всiх
штрихових лiнiй, утворених перетинами всiх кiл γ з центром у точцi z0 . Нехай
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ρ ≡ 0 поза D i

ρ(z) : = ρ∗(f(z)) (|fz|+ |fz̄|) для м.в. z ∈ D.

Виконуючи вiдповiднi оцiнки спочатку на El за теоремою 3.2.5 iз [187]
(при m = 1 ), а потiм пiдсумовуючи їх з урахуванням зчисленної адитивностi
iнтеграла Лебега, отримуємо∫

γ

ρ ds >
∫
γ∗

ρ∗ ds∗ > 1 для м.в. γ ∈ Γ,

оскiльки l(f(γ) ∩ f(E0)) = 0 i l(f(γ) ∩ f(E∗)) = 0 для p -м.в. γ ∈ Γ в силу
абсолютної неперервностi f на p -м.в. γ ∈ Γ . Отже, ρ ∈ extp admΓ .

З iншого боку, ще раз виконуючи вiдповiднi оцiнки спочатку на El , а
потiм пiдсумовуючи їх з урахуванням зчисленної адитивностi iнтеграла Лебега,
отримуємо нерiвнiсть∫

D

ρp(x)

Kp(z, f)
dm(z) 6

∫
f(D)

ρp∗(w) dm(w),

оскiльки ρ(z) = 0 на E∗ . Отже, ми отримуємо, що

Mp(fΓ) > inf
ρ∈extp admΓ

∫
D

ρp(z)

Kp(z, f)
dm(z) ,

тобто f є нижнiм Q -гомеоморфiзмом вiдносно p -модуля при Q(z) = Kp(z, f) .
Теорему доведено.

Нижче наведенi твердження про зв’язок кiльцевих i нижнiх Q -
гомеоморфiзмiв на комплекснiй площинi, що є частинними випадками
вiдповiдно теореми 3.2.2 та наслiдку 3.2.1 при n = 2 .

Твердження 4.6.1. Нехай D i D′ — областi в C . Припустимо, що
Q : D → (0,∞) — вимiрна за Лебегом функцiя така, що ∥Q∥ 1

p−1
(z0, r) ̸= ∞

для м.в. r ∈ (0, d0), d0 = dist (z0, ∂D) , i f : D → D′ — нижнiй Q -го-
меоморфiзм у точцi z0 вiдносно p -модуля при p > 1 . Тодi f є кiльцевим
Q∗ -гомеоморфiзмом вiдносно p′ -модуля у точцi z0 при Q∗(z) = Q

1
p−1 (z) , де

1
p +

1
p′ = 1 .
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Наслiдок 4.6.1. Нехай D i D′ — областi в C . Припустимо, що
Q : D → (0,∞) — локально iнтегровна функцiя у степенi 1

p−1 i f : D → D′ —
нижнiй Q -гомеоморфiзм у точцi z0 вiдносно p -модуля при p > 1 . Тодi
f є кiльцевим Q∗ -гомеоморфiзмом вiдносно p′ -модуля у точцi z0 при
Q∗(z) = Q

1
p−1 (z) , де 1

p +
1
p′ = 1 .

З теореми 4.6.1 i твердження 4.6.1 випливає наступний результат.

Лема 4.6.1. Нехай D i D′ — областi в C i p > 1 . Припустимо, що
f : D → D′ — гомеоморфiзм класу Соболєва W 1,1

loc зi скiнченним спотворенням
i для всiх z0 ∈ D виконується умова ∥Kp∥ 1

p−1
(z0, r) ̸= ∞ для м.в. r ∈ (0, d0) ,

де d0 = dist (z0, ∂D) , ∥Kp∥ 1
p−1

(z0, r) =
( ∫
S(z0,r)

K
1

p−1
p (z, f) ds

)p−1

. Тодi f є

кiльцевим Q -гомеоморфiзмом вiдносно p′ -модуля при Q = K
1

p−1
p (z, f) , де

1
p +

1
p′ = 1 .

З леми 4.6.1 i наслiдка 4.6.1 випливає наступне твердження.

Наслiдок 4.6.2. Нехай D i D′ — областi в C i p > 1 . Припустимо,
що f : D → D′ — гомеоморфiзм зi скiнченним спотворенням i
Kp(z, f) ∈ L

1
p−1

loc (D) . Тодi f є кiльцевим Q -гомеоморфiзмом вiдносно p′ -

модуля при Q = K
1

p−1
p (z, f) , де 1

p +
1
p′ = 1 .

4.7. Застосування нижнiх Q -гомеоморфiзмiв

до дослiдження гомеоморфiзмiв зi скiнченним

спотворенням

Наведемо деякi результати, що випливають iз установленого зв’язку мiж
гомеоморфiзмами зi скiнченним спотворенням та нижнiми Q -гомеоморфiзмами
вiдносно p -модуля.

Застосовуючи спочатку теорему 4.6.1, а потiм лему 3.5.1, отримуємо
наступне твердження, що мiстить достатню умову скiнченної лiпшiцевостi
гомеоморфiзмiв зi скiнченним спотворенням.
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Теорема 4.7.1. Нехай D i D′ — областi в C . Припустимо, що
f : D → D′ — гомеоморфiзм зi скiнченним спотворенням i, крiм того, при
деякому p > 2 виконується умова

kp(z0) = lim sup
ε→0

(
−
∫
B(z0,ε)

[Kp(z, f)]
1

p−1 dm(z)

)p−1

<∞ .

Тодi
L(z0, f) = lim sup

z→z0

|f(z)− f(z0)|
|z − z0|

6 ν0 k
1

p−2
p (z0) <∞ ,

де ν0 — додатна стала, залежна тiльки вiд p .

Iз теореми 4.7.1 безпосередньо випливає наступне твердження.

Наслiдок 4.7.1. Нехай D i D′ — областi в C . Припустимо, що
f : D → D′ — гомеоморфiзм зi скiнченним спотворенням i, крiм того, при
деякому p > 2 виконується умова

lim sup
ε→0

−
∫
B(z0,ε)

[Kp(z, f)]
1

p−1 dm(z) <∞

для всiх z0 ∈ D . Тодi гомеоморфiзм f є скiнченно лiпшицевим.
Побудуємо приклад гомеоморфiзму зi скiнченним спотворенням, що не є

скiнченно лiпшицевим.

Приклад 4.7.1. Припустимо, що p > 2 . Нехай f : B → B , де

f(z) =


z
|z|

(
1 + (p− 2)

1∫
|z|

dt
tp−1 lnp−1( et )

)− 1
p−2

, z ̸= 0 ,

0 , z = 0 .

Вiдзначимо, що f є гомеоморфiзмом класу C1 в B\{0} , звiдки випливає,
що, зокрема f ∈ W 1,1

loc (B \ {0}) .
Дотична та радiальна дилатацiї вiдображення f на колi Sr = {z ∈ C :

|z| = r} , r ∈ (0, 1) , легко обчислюються:

δT =
|f(z)|
|z|

=

(
1 + (p− 2)

1∫
r

dt
tp−1 lnp−1( et )

)− 1
p−2

r
,
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δr =

(
1 + (p− 2)

1∫
r

dt
tp−1 lnp−1( et )

)−p−1
p−2

rp−1 lnp−1(et )
.

Зауважимо, що δT > δr i
δp−1
T = δr ln

p−1
(e
r

)
. (4.14)

Покажемо, що f ∈ W 1,1
loc (B) . Дiйсно,∫

Br

∥f ′(z)∥ dm(z) =

∫
Br

|f(z)|
|z|

dm(z) 6Mr

∫
Br

dm(z)

|z|
= 2πMr r < ∞ ,

де Mr = max
Br

|f(z)| , Br = {z ∈ C : |z| 6 r} .

Враховуючи кругову симетрiю i (4.14), знаходимо

Kp(z, f) =
δpT
δT δr

=
δp−1
T

δr
= lnp−1

(
e

|z|

)
.

Очевидно, що
lim sup
ε→0

−
∫
Bε

[Kp(z, f)]
1

p−1 dm(z) = ∞ ,

де Bε = {z ∈ C : |z| < ε} .
З iншого боку, легко перевiрити за правилом Лопiталя, що

lim
z→0

|f(z)|
|z|

= ∞ ,

тобто гомеоморфiзм f не є лiпшицевим в нулi.

Застосовуючи послiдовно теореми 4.6.1 i 3.3.1, отримуємо наступне
твердження, що мiстить достатню умову локальної гельдеровостi
гомеоморфiзмiв зi скiнченним спотворенням.

Теорема 4.7.2. Нехай D i D′ — областi в C . Припустимо, що f : D →
D′ — гомеоморфiзм зi скiнченним спотворенням. Якщо для деяких скiнченних
чисел λ > 1 , σ > 0 i Cz0 > 0 виконується умова

εσ
λε∫
ε

dr

∥Kp∥ 1
p−1

(z0, r)
> Cz0 (4.15)
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для будь-якого ε ∈ (0, δ0) , δ0 ∈
(
0, dist (z0,∂D)

λ2

)
, де

∥Kp∥ 1
p−1

(z0, r) =

 ∫
S(z0,r)

[Kp(z, f)]
1

p−1 ds


p−1

,

то при p > 2 маємо

|f(z)− f(z0)| 6 ν0C
− 1

p−2
z0 |z − z0|

σ
p−2 (4.16)

для всiх z ∈ B(z0, δ0) , де ν0 — додатна стала, що залежить тiльки вiд p ,
λ i σ .

Наступний приклад показує, що за умови (4.15) оцiнка (4.16) є точною за
порядком.

Приклад 4.7.2. Нехай p > 2 , σ < p− 2 i f : B → B , де

f(z) =

{
z
|z| |z|

σ
p−2 , z ̸= 0 ,

0 , z = 0 .

Дотична та радiальна дилатацiї вiдображення f легко обчислюються за
формулами:

δT =
|f(z)|
|z|

= |z|
σ

p−2−1 i δr =
∂|f(z)|
∂|z|

=
σ

p− 2
|z|

σ
p−2−1 .

Зауважимо, що δT > δr i δr = σ
p−2 δT . Отже, отримуємо

Kp(z, f) =
δpT
δT δr

=
p− 2

σ
|z|σ−p+2 .

Отже,

∥Kp∥ 1
p−1

(0, r) =

∫
Sr

K
1

p−1
p (z, f)ds

p−1

= (2π)p−1 p− 2

σ
rσ+1 ,

де Sr = {z ∈ C : |z| = r} .
Покажемо, що функцiя Kp(z, f) задовольняє умову (4.15). Припустимо,

що λ > 1 , ε ∈ (0, δ0) i δ0 ∈
(
0, 1

λ2

)
. Нескладнi обчислення показують, що

εσ
λε∫
ε

dr

∥Kp∥ 1
p−1

(0, r)
= (2π)1−p

σ

p− 2
εσ

λε∫
ε

dr

rσ+1
=

1− λ−σ

(2π)p−1(p− 2)
> 0 .
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У той же час для всiх z ∈ B маємо рiвнiсть |f(z)| = |z|
σ

p−2 .

З теореми 4.6.1 та наслiдку 3.3.4 випливає наступне твердження.

Наслiдок 4.7.2. Нехай D i D′ — областi в C . Припустимо, що
f : D → D′ — гомеоморфiзм зi скiнченним спотворенням. Якщо
Kp(z, f) ∈ Lα(B(z0, δ0)), δ0 ∈

(
0, dist (z0,∂D)

4

)
, p > 2 , α > 2

p−2 , то

|f(z)− f(z0)| 6 ν0∥Kp(z, f)∥
1

p−2
α |z − z0|1−

2
α(p−2)

для всiх z ∈ B(z0, δ0) , де ∥Kp(z, f)∥α =
( ∫
B(z0,δ0)

Kα
p (z, f) dm(z)

) 1
α

— норма у

просторi Lα(B(z0, δ0)) , ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд p i α .

З теореми 4.6.1 та наслiдку 3.3.2 випливає наступне твердження.

Наслiдок 4.7.3. Нехай D i D′ — областi в C . Припустимо, що
f : D → D′ — гомеоморфiзм зi скiнченним спотворенням. Якщо p > 2 i
для деякого скiнченного числа kz0 > 0 виконується умова 1

2πr

∫
S(z0,r)

[Kp(z, f)]
1

p−1 ds


p−1

6 kz0

для м.в. r ∈ (0, δ0) , де δ0 ∈
(
0, dist (z0,∂D)

e2

)
, то

|f(z)− f(z0)| 6 ν0 k
1

p−2
z0 |z − z0|

для всiх z ∈ B(z0, δ0) , де ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд p .

Нижче наведенi оцiнки логарифмiчного типу стосовно спотворення
вiдстаней при гомеоморфiзмах зi скiнченним спотворенням.

Застосовуючи спочатку теорему 4.6.1, а потiм наслiдок 3.5.5, отримуємо
наступне твердження.

Теорема 4.7.3. Нехай D i D′ — областi в C . Припустимо, що
f : D → D′ — гомеоморфiзм зi скiнченним спотворенням. Якщо
Kp(z, f) ∈ L 2

p−2
(B(z0, δ0)), δ0 6 min{1, dist4 (z0, ∂D)} , p > 2 , то

|f(z)− f(z0)| 6 ν0∥Kp(z, f)∥
1

p−2
2

p−2

ln−
p

2(p−2)
1

|z − z0|
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для всiх z ∈ B(z0, δ0) , де ∥Kp(z, f)∥ 2
p−2

=
( ∫
B(z0,δ0)

K
2

p−2
p (z, f) dm(z)

)p−2
2

— норма

у просторi L 2
p−2

(B(z0, δ0)) та ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд
p .

З теореми 4.6.1 та наслiдку 3.5.6 випливає наступне твердження.

Наслiдок 4.7.4. Нехай D i D′ — областi в C . Припустимо, що
f : D → D′ — гомеоморфiзм зi скiнченним спотворенням. Якщо p > 2 i
для деякого скiнченного числа kz0 > 0 виконується умова

∥Kp∥ 1
p−1

(z0, r) 6 kz0r , (4.17)

для м.в. r ∈ (0, δ0) , де δ0 6 min{1, dist4 (z0, ∂D)} , то

|f(z)− f(z0)| 6 ν0 κ
1

p−2
z0 ln−

1
p−2

1

|z − z0|
, (4.18)

для всiх z ∈ B(z0, δ0) , де ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд p .

Наступний приклад показує, що за умови (4.17) оцiнка (4.18) є точною за
порядком.

Приклад 4.7.3. Нехай p > 2 i f : B → B , де

f(z) =

 z
|z|

(
1 + (p− 2) ln 1

|z|

) 1
2−p

, z ̸= 0 ,

0 , z = 0 .

Дотична та радiальна дилатацiї вiдображення f легко обчислюються за
формулами:

δT =
|f(z)|
|z|

=

(
1 + (p− 2) ln 1

|z|

) 1
2−p

|z|
,

δr =
∂|f(z)|
∂|z|

=

(
1 + (p− 2) ln 1

|z|

)p−1
2−p

|z|
.

Зауважимо, що δT > δr та δp−1
T = |z|2−pδr . Отже,

Kp(z, f) =
δpT
δT δr

=
δp−1
T

δr
= |z|2−p .
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Отже,

∥Kp(z, f)∥ 1
p−1

(r) =

∫
Sr

K
1

p−1
p (z, f) ds

p−1

= (2π)p−1r ,

де Sr = {z ∈ C : |z| = r} .
Тодi для всiх z ∈ B(0, e−1) = {z ∈ C : |z| 6 e−1} маємо оцiнку

(p− 1)−
1

p−2 ln−
1

p−2
1

|z|
6 |f(z)| 6 (p− 2)2−p ln−

1
p−2

1

|z|
.

В наступнiй теоремi, що є уточненням теореми 2.4.1 у випадку гомеомор-
фiзмiв зi скiнченним спотворенням, узагальнено оцiнку М.О. Лаврентьєва про
спотворення площi образу круга при квазiконформних вiдображеннях.

Теорема 4.7.4. Нехай f : B → B — гомеоморфiзм зi скiнченним
спотворенням. Тодi при p = 2 виконується оцiнка

m
(
fBr

)
6 π exp

−4π

1∫
r

dτ

∥K∥ 1(τ)

 ,

а при p > 2 — оцiнка

m(fBr) 6 π

1 + (2π)p−1(p− 2)

1∫
r

dτ

∥Kp∥ 1
p−1

(τ)

− 2
p−2

,

де Br = {z ∈ C : |z| 6 r} , ∥Kp∥ 1
p−1

(τ) =

(∫
Sτ

[Kp(z, f)]
1

p−1 ds

)p−1

i

Sτ = {z ∈ C : |z| = τ} .

Доведення. За теоремою 4.6.1 f є нижнiм Q -гомеоморфiзмом вiдносно
p -модуля при Q(z) = Kp(z, f) i будь-якому p > 1 . Тепер твердження теореми
випливає з леми 3.5.5. Теорему доведено.

Наступний аналог теореми Iкоми–Шварца є уточненням теореми 2.5.1 для
гомеоморфiзмiв зi скiнченним спотворенням.
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Теорема 4.7.5. Нехай f : B → B — гомеоморфiзм зi скiнченним
спотворенням, f(0) = 0 . Тодi при p > 2 виконується оцiнка

lim inf
z→0

|f(z)|

1 + (2π)p−1(p− 2)

1∫
|z|

dr

∥Kp∥ 1
p−1

(r)


1

p−2

6 1,

а при p = 2 — оцiнка

lim inf
z→0

|f(z)| exp

2π

1∫
|z|

dr

∥K∥ 1(r)

 6 1 ,

де ∥Kp∥ 1
p−1

(r) =

(∫
Sr

[Kp(z, f)]
1

p−1 ds

)p−1

i Sr = {z ∈ C : |z| = r} .

Доведення. За теоремою 4.6.1 f є нижнiм Q -гомеоморфiзмом вiдносно
p -модуля при Q(z) = Kp(z, f) i будь-якому p > 1 . Тепер твердження теореми
випливає з леми 3.5.6. Теорему доведено.

Iз теореми 4.7.5 безпосередньо випливає наступне твердження.

Наслiдок 4.7.5. За умов теореми 4.7.5 при p > 2 виконується оцiнка

lim inf
z→0

|f(z)|

 1∫
|z|

dr

∥Kp∥ 1
p−1

(r)


1

p−2

6 (2π)−
p−1
p−2 (p− 2)−

1
p−2 .

Висновки

У роздiлi 4 дослiджено властивостi гомеоморфiзмiв класу Соболєва W 1,1
loc

на комплекснiй площинi:
1) встановлено, що гомеоморфнi розв’язки вироджених рiвнянь Бельтрамi

з узагальненими похiдними є кiльцевими та нижнiми Q -гомеоморфiзмами, де
Q — дотична дилатацiя;

2) доведено теореми про неперервне i гомеоморфне продовження розв’язкiв
вироджених рiвнянь Бельтрамi з узагальненими похiдними;
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3) для гомеоморфних розв’язкiв вироджених рiвнянь Бельтрамi з
узагальненими похiдними отримано аналог результату Мартiо–Рiкмана–
Вяйсяля про оцiнку швидкостi зростання на нескiнченностi;

4) встановлено загальнi умови на дотичну дилатацiю, достатнi для
iснування регулярних розв’язкiв задачi Дiрiхле для вироджених рiвнянь
Бельтрамi в довiльних жорданових областях;

5) встановлено, що гомеоморфiзми зi скiнченним спотворенням на
комплекснiй площинi є нижнiми та кiльцевими Q -гомеоморфiзмами вiдносно
p -модуля;

6) для гомеоморфiзмiв зi скiнченним спотворенням доведено аналог
теореми Iкоми–Шварца, отримано оцiнку площi образу круга, встановлено
достатнi умови скiнеченної лiпшицевостi, локальної та логарифмiчної
гельдеровостi.
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РОЗДIЛ 5

ДО ТЕОРIЇ ВIДОБРАЖЕНЬ КЛАСIВ ОРЛIЧА –

СОБОЛЄВА У ПРОСТОРI

У цьому роздiлi вивчаються властивостi вiдображень класiв Соболєва та
Орлiча–Соболєва в Rn , n > 3 . Результати цього роздiлу опублiковано в
роботах [5, 6, 50,51,126,127,140,142,143,269,387].

5.1. Вiдображення зi скiнченним спотворенням

У роботах Ю.Г. Решетняка, С.К. Водопьянова, В.М. Гольдштейна та iнших
розвинено теорiю вiдображень з обмеженим спотворенням, яка стала класикою
теорiї вiдображень, див., напр., монографiї [23, 32,110], а також статтю [20].

Наведемо деякi означення.

Означення 5.1.1. Неперервне вiдображення f : U → Rn вiдкритої
множини U в Rn , n > 2 , називається вiдображенням з обмеженим
спотворенням, якщо f ∈ W 1,n

loc , його якобiан Jf(x) = det f ′(x) не змiнює знак
в U та

∥f ′(x)∥n 6 K |Jf(x)| м.с.

для деякого числа K ∈ [1,∞) , де f ′(x) — матриця Якобi вiдображення f ,
∥f ′(x)∥ — її матрична норма, тобто ||f ′(x)|| = sup

h∈Rn,|h|=1

|f ′(x) · h| .

В iноземнiй лiтературi такi вiдображення прийнято називати
квазiрегулярними (див., напр., [286,339,382]).
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Означення 5.1.2. Гомеоморфiзм f : U → Rn вiдкритої множини U в
Rn , n > 2 , називається вiдображенням зi скiнченним спотворенням, якщо
f ∈ W 1,1

loc i
∥f ′(x)∥n 6 K(x) · Jf(x) м.с.

для деякої скiнченної функцiї K(x) > 1 .

Означення 5.1.3. Зовнiшньою дилатацiєю вiдображення f у точцi x
називається величина

KO(x, f) =
∥f ′(x)∥n

|Jf(x)|
,

якщо Jf(x) ̸= 0 ; KO(x, f) = 1 , якщо f ′(x) = 0 ; i KO(x, f) = ∞ в iнших
точках, включаючи точки без перших частинних похiдних.

Надалi ми також використовуємо дилатацiю

Pf (x) = K
1

n−1

O (x, f) . (5.1)

Нагадаємо, що вперше поняття вiдображення зi скiнченним спотворенням
введено у випадку площини для f ∈ W 1,2

loc в роботi [303]. Згодом ця умова була
замiнена вимогою f ∈ W 1,1

loc i при цьому додатково припускалось, що Jf ∈ L1
loc

(див., напр., монографiю [301], а також подальшi посилання в монографiї [342]).

Зауваження 5.1.1. Зауважимо, що у випадку гомеоморфiзмiв умова
Jf ∈ L1

loc зайва. Дiйсно, для кожного гомеоморфiзма f мiж областями D i
D′ в Rn , який має м.с. частиннi похiднi в D , iснує множина E лебегової мiри
нуль, така що f володiє (N) -властивiстю Лузiна в D \ E i∫

A

Jf(x) dm(x) = m(f(A)) (5.2)

для кожної вимiрної за Лебегом множини A ⊂ D \E (див., напр., пункти 3.1.4,
3.1.8 i 3.2.5 в [187]).

З використанням (5.2) встановлюється наступне важливе твердження.

Твердження 5.1.1. Нехай f — ACL -гомеоморфне вiдображення
областi D iз Rn , n > 2 , в Rn . Тодi
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(i) f ∈ W 1,1
loc , якщо Pf ∈ L1

loc ;

(ii) f ∈ W
1,n2
loc , якщо KO ∈ L1

loc ;

(iii) f ∈ W 1,n−1
loc , якщо KO ∈ Ln−1

loc ;

(iv) f ∈ W 1,p
loc , p > n− 1 , якщо KO ∈ Lγloc, γ > n− 1 ;

(v) f ∈ W 1,p
loc , p = nγ/(1 + γ) > 1 , якщо KO ∈ Lγloc, γ > 1/(n− 1) .

Доведення. Дiйсно, за нерiвнiстю Гельдера на компактнiй множинi C

в D , враховуючи (5.2), отримуємо такi оцiнки для норм перших частинних
похiдних:

∥∂if∥p 6 ∥f ′∥p 6 ∥K1/n
O ∥s · ∥J1/n

f ∥n 6 ∥KO∥1/nγ ·m1/n(f(C)) <∞ , (5.3)

якщо KO ∈ Lγloc для деякого γ ∈ (0,∞) , оскiльки для м.в. x ∈ D

∥f ′(x)∥ = K
1/n
O (x)J

1/n
f (x) ,

де 1
p =

1
s +

1
n i s = γn , тобто p = nγ

1+γ .
Тепер при γ = 1

n−1 маємо p = 1 , звiдки випливає твердження (i). Якщо
покласти γ = 1 , то p = n

2 , звiдки випливає твердження (ii). При γ = n − 1

маємо p = n − 1 , звiдки випливає твердження (iii). При γ > n − 1 маємо
p > n − 1 , звiдки випливає твердження (iv). Нарештi, при γ > 1

n−1 маємо
p > 1 , звiдки випливає твердження (v).

Твердження 5.1.1 доведено.

Зауважимо, що висновки твердження 5.1.1 i оцiнки (5.3) справедливi також
для всiх ACL-вiдображень f : D → Rn , для яких Jf ∈ L1

loc . Далi iнодi ми
будемо використовувати оцiнку (5.3) для отримання необхiдних нам тверджень,
не наводячи необхiднi обгрунтування без будь-яких коментарiв.

Як було показано у роздiлi 4, на площинi будь-який гомеоморфiзм класу
Соболєва W 1,1

loc є як кiльцевим, так i нижнiм Q -гомеоморфiзмом з функцiєю Q,

рiвною дилатацiї вiдображення. У просторах Rn , n > 3 , аналогiчнi результати
встановлюються для гомеоморфiзмiв класiв Орлiча–Соболєва W 1,φ

loc за умови
типу Кальдерона на функцiю φ i, зокрема, для гомеоморфiзмiв класiв Соболєва
W 1,q

loc при q > n− 1 . Це дозволяє до таких гомеоморфiзмiв застосувати теорiю
кiльцевих i нижнiх Q -гомеоморфiзмiв вiдносно p -модуля.
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5.2. Про результати Кальдерона та Вяйсяля–Фаделя

У цьому пiдроздiлi ми наводимо допомiжнi результати Кальдерона i
Вяйсяля–Фаделя, а також ряд iнших допомiжних тверджень.

Усюди далi Hk , k > 0 , позначає k -вимiрну мiру Хаусдорфа в Rn , n > 2 .
Якщо A — множина в Rn , то

Hk(A) = sup
ε>0

Hk
ε (A), (5.4)

Hk
ε (A) = inf

∞∑
i=1

(diamAi)
k , (5.5)

де iнфiмум в (5.5) береться по всiх покриттях A множинами Ai з diamAi < ε ,
див., напр., [297, 349]. Вiдомо, що зовнiшня мiра Лебега m(A) для довiльної
множини A в Rn задовольняє спiввiдношення m(A) = Ωn · 2−nHn(A) , де Ωn

— об’єм одиничної кулi в Rn , див. [417].
Означення 5.2.1. Hk є зовнiшньою мiрою в сенсi Каратеодорi, якщо

(1) Hk(X) 6 Hk(Y ) при X ⊂ Y ,

(2) Hk

(∪
i

Xi

)
6
∑
i

Hk(Xi) для кожної послiдовностi множин Xi ,

(3) Hk(X ∪ Y ) = Hk(X) +Hk(Y ) при dist(X,Y ) > 0 .

Означення 5.2.2. Множина E ⊂ Rn називається вимiрною вiдносно
мiри Hk , якщо для кожної множини X ⊂ Rn виконується умова
Hk(X) = Hk(X ∩ E) +Hk(X \ E) .

Зауваження 5.2.1. Добре вiдомо, что довiльна борелева множина є
вимiрною вiдносно будь-якої зовнiшньої мiри у сенсi Каратеодорi; див., напр.,
теорему II (7.4) в [131]. Крiм того, Hk є регулярною за Борелем, тобто, для
кожної множини X ⊂ Rn iснує борелева множина B ⊂ Rn така, що X ⊂ B

i Hk(X) = Hk(B) ; див., напр., теорему II (8.1) в [131] i розд. 2.10.1 в [187]. З
останнього випливає, що для кожної вимiрної множини E ⊂ Rn з Hk(X) <∞
iснують борелевi множини B∗ i B∗ ⊂ Rn такi, що B∗ ⊂ E ⊂ B∗ i Hk(B∗\B∗) =

0 , див., напр., розд. 2.2.3 в [187]. Зокрема, Hk(B∗) = Hk(E) = Hk(B∗) .
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Справедливе наступне твердження (див., напр., част. 1, розд. VII в [297].)
Твердження 5.2.1. Якщо Hk1(A) <∞ , то Hk2(A) = 0 для будь-якого

k2 > k1 .

Означення 5.2.3. Величина

dimHA = sup
Hk(A)>0

k

називається хаусдорфовою розмiрнiстю множини A .

У роботi [256] було показано, що для будь-яких p i q ∈ (0, n) знайдеться
множина A така, що dimHA = p , яка може бути вiдображена за допомогою
квазiконформного вiдображення f простору Rn на множину B з dimHB = q ,
див. також [208,212].

Означення 5.2.4. k -вимiрним напрямком Γ у просторi Rn називається
клас еквiвалентностi усiх k -вимiрних площин в Rn , якi можуть бути отриманi
одна з iншої за допомогою паралельного перенесення.

Кожна (n − k) -вимiрна площина T , ортогональна k -вимiрнiй площинi
P , перетинає P в єдинiй точцi X(P) . Нехай E — пiдножина Γ . Тодi X(E)

позначатиме множину усiх точок X(P) , P ∈ E . Ясно, що (n−k) -вимiрна мiра
множини X(E) не залежить вiд вибору площини T ; позначимо її символом
µn−k(E) .

Означення 5.2.5. Будемо говорити, що деяка властивiсть має мiсце для
майже всiх площин Γ , якщо множина E , що складається з усiх площин P ,
для яких ця властивiсть порушується, така, що µn−k(E) = 0 .

Наступна важлива властивiсть, яка доведена у монографiї [32] (див.
теорему 5.5, пiдрозд. 5.5, розд. II) для функцiй f класу Соболєва W 1,p

loc , може
бути поширена на вiдображення з класiв Орлiча–Соболєва.

Твердження 5.2.2. Нехай U — вiдкрита множина в Rn i f : U → Rm,

m > 1, — вiдображення класу Орлiча–Соболєва W 1,φ
loc (U), де φ : [0,∞) →

[0,∞) — зростаюча функцiя. Тодi для майже всiх гiперплощин P , паралель-
них фiксованiй координатнiй гiперплощинi P0, звуження вiдображення f на
множину P ∩ U є вiдображенням класу W 1,φ

loc (P ∩ U).
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Доведення. Насамперед, за теоремою 5.5 пiдроздiлу 5.5, роздiлу II в
[32] f |P ∈ W 1,1

loc на майже всiх гiперплощинах P , паралельних фiксованiй
координатнiй гiперплощинi P0.

Отже, залишається показати, що для майже всiх гiперплощин P ,
паралельних фiксованiй координатнiй гiперплощинi P0, та довiльного компакта
K ⊂ P ∩ U виконується умова∫

K

φ (|∇g(z)|) dmn−1(z) <∞,

де g := f |P∩U .

Без обмеження загальностi мiркувань, будемо вважати, що гiперплощина
P0 утворена n − 1 векторами (1, 0, . . . , 0), . . . , (0, 0, . . . , 1, 0) (доведення для
iнших гiперплощин проводиться аналогiчно).

Нехай C — довiльний сегмент такий, що C ⊂ U, C = {x ∈ Rn : a1 <

x1 < b1, . . . , an < xn < bn}. Тодi з використанням теореми Фубiнi (див., напр.,
теорему 8.1 розд. III в [131]) отримуємо спiввiдношення

∞ >

∫
C

φ(|∇f(x)|)dm(x) >

>
∫
C

φ

√(∂f1
∂x1

(x)

)2

+ . . .+

(
∂fn
∂xn−1

(x)

)2
 dm(x) =

=

bn∫
an

 ∫
Pt∩C

φ(|∇gt(z)|) dmn−1(z)

 dt ,

де gt(z) := f(z, t), z = (x1, . . . , xn−1) i Pt позначає гiперплощину,
перпендикулярну n -iй осi з xn = t. Звiдси випливає, що для майже всiх
t ∈ [an, bn] ∫

Pt∩C

φ(|∇gt(z)|) dmn−1(z) <∞ .

Покриємо U за допомогою всiх сегментiв Cm = {x ∈ Rn : a
(m)
1 < x1 <

b
(m)
1 , . . . , a

(m)
n < x1 < b

(m)
n }, m = 1, 2, . . . , з рацiональними a

(m)
k та b

(m)
k ,
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таких, що Cm ⊂ U. Нехай Gm складається з таких чисел t ∈ (a
(m)
n , b

(m)
n ), для

яких φ(|∇gt(z)|) ̸∈ L1(Pt ∩ Cm)}. Для довiльного t ∈ R \
∞∪
m=1

Gm виберемо

гiперплощину Pt та довiльний компакт K ⊂ P ∩ U. Зауважимо, що за

доведеним вище m1

( ∞∪
m=1

Gm

)
= 0 i що для компакта K знайдуться номери

s1, . . . sk ∈ N такi, що K ⊂
k∪
l=1

Csl. За побудовою отримуємо

∫
Pt∩K

φ(|∇gt(z)|)dmn−1(z) 6
k∑
l=1

∫
Pt∩Csl

φ(|∇gt(z)|)dmn−1(z) <∞ .

Отже, отримуємо
∫
K

φ (|∇gt(z)|) dmn−1(z) < ∞ для майже всiх гiперплощин

Pt , паралельних гiперплощинi P0 , та довiльного компакта K ⊂ Pt ∩ U, що i
треба було довести. Твердження 5.2.2 доведено.

Зауваження 5.2.2. Клас W 1,φ
loc коректно визначений для майже всiх k -

мiрних площин, оскiльки частиннi похiднi є борелевими функцiями; крiм того,
класи Соболєва є iнварiантними вiдносно перетворень квазiiзометрii незалежної
змiнної, зокрема, вiдносно обертань систем координат, див., напр., розд. 1.1.7
в [84].

Наведемо також вiдому теорему Вяйсяля–Фаделя (див. [244, 435]), яка
дозволяє поширити добре вiдомi теореми Меньшова–Герiнга–Лехто на площинi,
а також теорему Вяйсяля у просторi Rn , n > 3 (див., напр., [253, 352, 434]),
про диференцiйовнiсть майже скрiзь вiдкритих вiдображень класу Соболєва на
вiдкритi вiдображення класiв Орлiча–Соболєва в Rn , n > 3 .

Твердження 5.2.3. Нехай Ω — вiдкрита множина в Rn , n > 3 , i
f : Ω → Rn — неперервне вiдкрите вiдображення. Якщо f має майже
скрiзь повний диференцiал на Ω на майже всiх гiперплощинах паралельних
координатнiй гiперплощинi вiдносно n − 1 змiнної, то f має повний
диференцiал майже скрiзь в Ω вiдносно всiх n змiнних.

Нарештi, наведемо наступний фундаментальний результат Кальдерона
(див. [225], с. 208).
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Твердження 5.2.4. Нехай φ : [0,∞) → [0,∞) — зростаюча функцiя
така, що φ(0) = 0 i для деякого натурального k > 2 виконується умова

A :=

∞∫
0

[
t

φ(t)

] 1
k−1

dt <∞. (5.6)

Припустимо, що f : D → R — неперервна функцiя класу W 1,φ(D) , задана в
областi D ⊂ Rk . Тодi для будь-якого куба C ⊂ D , ребра якого орiєнтованi
уздовж координатних осей, виконується умова

diam f(C) 6 αkA
k−1
k

 ∫
C

φ (|∇f |) dm(x)

 1
k

, (5.7)

де αk — деяка стала, що залежить тiльки вiд k .

Зауважимо, що лема 3.2 в [309] фактично є переформулюванням цього
результату Кальдерона без будь-якого посилання на його роботу. Мабуть,
пройшло досить багато часу для того, щоб робота [225], будучи опублiкованою
в маловiдомому доступному журналi, виявилася забутою.

Зауваження 5.2.3. Тут не суттєво, що φ — (строго!) зростаюча. Дiйсно,
нехай φ — тiльки неспадна. Переходячи за необхiдностi до нової функцiї

φ̃ε(t) := φ(t) +
∑
i

φ
(ε)
i (t),

де

φ
(ε)
i (t) := ε

2−i

(bi − ai)

t∫
0

χi(t) dt,

χi — характеристичнi функцiї iнтервалiв (ai, bi) сталостi функцiї φ , ми бачимо,
що φ(t) 6 φ̃ε(t) 6 φ(t) + ε i, таким чином, умова (1.94) на C та умова (5.6)
виконуються для (строго!) зростаючої функцiї φ̃ε . Перейшовши до границi при
ε→ 0 , отримаємо оцiнку (5.7).

Функцiя (t/φ(t))1/(k−1) може мати в нулi неiнтегровну особливiсть. Однак,
зрозумiло, що поведiнка функцiї φ поблизу нуля не суттєва для оцiнки (5.7).
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Дiйсно, ми можемо застосувати оцiнку (5.7) iз замiнами A 7→ A∗ i φ 7→ φ∗ , де

A∗ :=

[
1

φ(t∗)

] 1
k−1

+

∞∫
t∗

[
t

φ(t)

] 1
k−1

dt <∞,

φ∗(0) = 0 , φ∗(t) ≡ φ(t∗) при t ∈ (0, t∗) i φ∗(t) = φ(t) при t > t∗ , якщо
φ(t∗) > 0 . Тому, зокрема, нормування φ(0) = 0 у твердженнi 5.2.4, очевидно,
також є не суттєвим обмеженням.

5.3. Диференцiйовнiсть вiдкритих вiдображень

У даному пiдроздiлi показано, що вiдкритi вiдображення класiв Орлiча-
Соболєва W 1,φ

loc (Ω) за умови типу Кальдерона на функцiю φ мають повний
диференцiал майже скрiзь, що є узагальенням результату Меньшова–Герiнга–
Лехто на площинi та теореми Вяйсяля в Rn , n > 3 , про диференцiйовнiсть
майже скрiзь вiдкритих вiдображень класу Соболєва на вiдкритi вiдображення
класiв Орлiча–Соболєва в Rn , n > 3 .

Почнемо з наступного результату, який належить Кальдерону [225],
порiвняй також з роботою [425]. На вiдмiну вiд [225], це твердження буде
доведено тут бiльш коротко, спираючись на твердження 5.2.4, зауваження 5.2.3
до нього i теорему Степанова (див. [426], а також [330]).

Лема 5.3.1. Нехай Ω — вiдкрита множина в Rk , k > 2 , f : Ω → R
— неперервна функцiя класу W 1,φ

loc (Ω) , де φ : (0,∞) → (0,∞) — неспадна
функцiя, така що для деякого t∗ ∈ (0,∞) виконується умова

∞∫
t∗

[
t

φ(t)

] 1
k−1

dt <∞ . (5.8)

Тодi f має повний диференцiал майже скрiзь в Ω .

Доведення. Для заданого x ∈ Ω , покладемо

L(x, f) = lim sup
y→x

|f(y)− f(x)|
|y − x|

.
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За теоремою Степанова доведення зводиться до встановлення нерiвностi
L(x, f) <∞ майже скрiзь в Ω .

Позначимо через C(x, r) орiєнтований куб з центром у точцi x такий, що
куля B(x, r) вписана в C(x, r) , де r = |x− y| . Tодi

L(x, f) = lim sup
y→x

|f(x)− f(y)|
|x− y|

6

6 lim sup
r→0

diam (f (B(x, r)))

r
6 lim sup

r→0

diam (f (C(x, r)))

r
.

Внаслiдок твердження 5.2.4 i зауваження 5.2.3, а також за теоремою Лебега
про диференцiйовнiсть невизначеного iнтеграла (див. теорему IV(6.3) в [131])
отримуємо

L(x, f) 6 γk,mA
k−1
k

∗ lim sup
r→0

 1

rk

∫
C(x,r)

φ∗ (|∇f |) dm(x)


1
k

<∞

для майже всiх x ∈ Ω , де A∗ i φ∗ визначенi у зауваженнi 5.2.3. Лему доведено.

З леми 5.3.1 i твердження 5.2.2 отримуємо наступне твердження.

Наслiдок 5.3.1. Нехай Ω — вiдкрита множина в Rn , n > 3 , f : Ω → R
— неперервна функцiя класу W 1,φ

loc (Ω) , де φ : (0,∞) → (0,∞) — неспадна
функцiя, така що для деякого t∗ ∈ (0,∞) виконується умова

∞∫
t∗

[
t

φ(t)

] 1
n−2

dt <∞ . (5.9)

Тодi на майже кожнiй гiперплощинi P , паралельнiй довiльнiй фiксованiй
гiперплощинi P0 , вiдображення f |P має майже скрiзь повний диференцiал.

Тепер очевидно, що з наслiдку 5.3.1 i результату Вяйсяля–Фаделя (див.
твердження 5.2.3) випливає наступне твердження, яке є основним результатом
цього роздiлу.

Теорема 5.3.1. Нехай Ω — вiдкрита множина в Rn , n > 3 ,
f : Ω → Rn — неперервне вiдкрите вiдображення класу W 1,φ

loc (Ω) , де φ :
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(0,∞) → (0,∞) — неспадна функцiя, яка задовольняє умову (5.9). Тодi
вiдображення f має майже скрiзь повний диференцiал в Ω .

Зауваження 5.3.1. Зокрема, твердження теореми 5.3.1 справедливе,
якщо f ∈ W 1,p

loc при деякому p > n − 1 . Остання умова є ключовою у
вiдповiдному результатi Вяйсяля, див. лему 3 в [435]. Отже, теорема 5.3.1 є
узагальенням вказаного результату Вяйсяля, а також добре вiдомої теореми
Меньшова–Герiнга–Лехто на площинi (див., напр., [253, 325, 352]) на вiдкритi
вiдображення класiв Орлiча–Соболєва W 1,φ

loc (Ω) за умови (5.9) типу умови
Кальдерона на функцiю φ .

Вiдповiднi результати для слабо монотонних вiдображень f з похiдними у
класах Лоренца Ln−1,1 можна знайти в роботi [357]. В роботi [309] показано, що
функцiї в Rn з узагальненими похiдними з класу Лоренца Lk,1 можна описати
як функцiї класiв Орлiча–Соболєва W 1,φ

loc за умови Кальдерона (5.8) для φ .
Отже, для вiдкритих вiдображень результат роботи [357] випливає з результату
Кальдерона про диференцiйовнiсть.

В роботi [225] Кальдероном показана точнiсть умови (5.8) для
диференцiйовностi м.с. неперервних вiдображень f ∈ W 1,φ

loc у випадку
опуклих φ . Однак, теорема 5.3.1 показує, що, в цьому випадку, ми можемо
використовувати бiльш слабку умову (5.9) для отримання диференцiйовностi
майже скрiзь неперервних вiдкритих вiдображень f . Бiльш того, якщо функцiя
φ : (0,∞) → (0,∞) є неспадною, опуклою та такою, що

∞∫
1

[
t

φ(t)

] 1
n−2

dt = ∞,

то iснує гомеоморфiзм g : Rn → Rn , n > 3 , класу W 1,φ
loc , який не є

диференцiйовним майже скрiзь. Дiйсно, якщо f : Rn−1 → R — функцiя з
конструкцiї Кальдерона при k = n− 1 , i φn(t) = φ(t+ n) , то

∞∫
1

[
t

φn(t)

] 1
n−2

dt = ∞
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i g(x, y) = (x, y + f(x)) , x ∈ Rn−1 , y ∈ R , є шуканий приклад згiдно умови
|∇g| 6 n+ |∇f | та монотонностi функцiї φ . Отже, умова (5.9), взагалi кажучи,
не може бути вiдкинута навiть для гомеоморфiзмiв.

5.4. Умова Лузiна та властивiсть Сарда на поверхнях

У цьому пiдроздiлi доведено, що неперервнi вiдображення f класу
f ∈ W 1,φ

loc за умови типу умови Кальдерона на функцiю φ володiють (N) -
властивiстю Лузiна на майже всiх гiперплощинах; зокрема, сказане вiдноситься
до вiдображень класу Соболева f ∈ W 1,p

loc при p > n− 1 .
Теорема 5.4.1. Нехай Ω — вiдкита множина в Rk , k > 2 , i нехай

f : Ω → Rm , m > 1 , — неперервне вiдображення класу W 1,φ(Ω) , де φ :

(0,∞) → (0,∞) — неспадна функцiя така, що при при деякому t∗ ∈ (0,∞)

виконується умова

A :=

∞∫
t∗

[
t

φ(t)

] 1
k−1

dt <∞ . (5.10)

Тодi для кожної вимiрної множини E ⊂ Ω виконується умова

Hk(f(E)) 6 γk,mA
k−1
∗

∫
E

φ∗ (|∇f |) dm(x) , (5.11)

де γk,m = (mαk)
k , αk — стала з (5.7), що залежить тiльки вiд k ,

A∗ = A+1/[φ(t∗)]
1/(k−1) , φ∗(0) = 0 , φ∗(t) ≡ φ(t∗) при t ∈ (0, t∗) i φ∗(t) = φ(t)

при t > t∗ .

Доведення теореми 5.4.1 базується на наступнiй лемi.

Лема 5.4.1. Нехай Ω — вiдкрита множина в Rk , k > 2 , i нехай f :

Ω → Rm , m > 1 , — неперервне вiдображення класу W 1,φ(Ω) , де φ : (0,∞) →
(0,∞) — неспадна функцiя, що задовольняє умову (5.10). Тодi для кожного
куба C ⊂ Ω з ребрами, паралельними координатним осям,

diam f(C) 6 mαk A
k−1
k

∗

 ∫
C

φ∗ (|∇f |) dm(x)

 1
k

, (5.12)
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де αk — стала з (5.7), що залежить тiльки вiд k , а величини A∗ i φ∗

визначенi в теоремi 5.4.1.

Доведення. Доведемо справедливiсть (5.12) iндукцiєю по m = 1, 2, . . . .
Дiйсно, при m = 1 спiввiдношення (5.12) виконується внаслiдок твердження
5.2.4 i зауваження 5.2.3.

Припустимо, що спiввiдношення (5.12) виконується при деякому m = l

i доведемо його виконання при m = l + 1 . Розглянемо довiльний вектор
V⃗ = (v1, v2, . . . , vl, vl+1) в Rl+1 , а також вектори V⃗1 = (v1, v2, . . . , vl, 0) i
V⃗2 = (0, 0, . . . , 0, vl+1) . За нерiвнiстю трикутника |V⃗ | = |V⃗1 + V⃗2| 6 |V⃗1| + |V⃗2| .
Отже, позначаючи через Pr1 V⃗ = V⃗1 i Pr2 V⃗ = V⃗2 проекцiї векторiв iз Rl+1

вiдповiдно на координатну гiперплощину yl+1 = 0 i на (l+1) -у координатну вiсь
в Rl+1 , отримуємо diam f(C) 6 diamPr1f(C) + diamPr2f(C) i, застосовуючи
(5.12) при m = l i m = 1 , приходимо до нерiвностi (5.12) при m = l + 1

внаслiдок монотонностi функцiї φ . Доведення леми завершено.

Доведення теореми 5.4.1. Не обмежуючи загальностi мiркувань,
внаслiдок зчисленної адитивностi iнтеграла i мiри, ми можемо вважати, що
множина E обмежена i що E ⊂ Ω , тобто E — компакт в Ω . Для кожного
ε > 0 iснує вiдкрита множина ω ⊂ Ω така, що E ⊂ ω i m (ω \ E) < ε , див.
теорему III (6.6) в [131]. Враховуючи зауваження, зроблене вище, ми можемо
вважати, що ω компакт i, отже, вiдображення f рiвномiрно неперервне в ω .
Отже, ω можна покрити зчисленним набором замкнутих орiєнтованих кубiв
Ci , якi лежать в ω , внутрiшностi яких попарно не перетинаються, i таких, що

diam f(Ci) < δ для кожного наперед заданого δ > 0 i m
( ∞∪
i=1

∂Ci

)
= 0 . Тодi

за лемою 5.4.1 отримуємо

Hk
δ (f(E)) 6 Hk

δ (f(ω)) 6
∞∑
i=1

[ diam f(Ci)]
k 6

6 γk,mA
k−1
∗

∫
ω

φ∗ (|∇f |) dm(x).

Нарештi, враховуючи абсолютну неперервнiсть невизначеного iнтеграла та
довiльнiсть ε i δ > 0 , приходимо до (5.11). Теорему 5.4.1 доведено.
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Наслiдок 5.4.1. Якщо виконуються умови теореми 5.4.1, то
вiдображення f володiє N -властивiстю Лузiна, бiльш того, f є абсолютно
неперервним вiдносно k -вимiрної хаусдорфової мiри.

Зауваження 5.4.1. Зауважимо, що Hk(Rm) = 0 при m < k , отже,
спiввiдношення (5.11) в цьому випадку, очевидно, виконується навiть i без
вимоги (5.10). Однак, (5.10) є необхiдною при m > k . Добре вiдомо, що кожний
гомеоморфiзм простору Rk на себе, який належить класу W 1,k

loc , володiє N -
властивiстю Лузiна (див. лему III.6.1 в [325] при k = 2 i [113] при k > 2 ).
Аналогiчне твердження справедливе також i для неперервних вiдкритих вiдо-
бражень, див. [331]. З iншого боку, iснують приклади гомеоморфiзмiв класу
W 1,p

loc при всiх p < k , якi не володiють N -властивiстю, див. [106]. Крiм того,
Чезарi у роботi [228] було показано, що неперервнi плоскi вiдображення f :

D → R2 класу ACLp , p > 2 , володiють N -властивiстю i що iснують приклади
неперервних вiдображень класу ACL2 , якi не володiють N -властивiстю.
Вiдповiднi приклади неперервних вiдображень f ∈ W 1,k

loc в Rk при k > 3

можуть бути знайденi в роботi [331]. Те, що неперервнi вiдображення f у
класах Соболєва W 1,p

loc , p > k , в Rk , k > 3 , задовольняють N -умову Лузiна,
було встановлено в роботi [333], див. також роботу [221]. Вiдповiднi результати
для неперервних вiдображень з похiдними у класах Лоренца можна знайти в
роботi [309].

В силу теореми 5.4.1 (див. також теорему VII.3 в [297]) ми отримуємо
наступний висновок типу твердження Сарда.

Наслiдок 5.4.2. Якщо виконуються умови теореми 5.4.1, i |∇f | = 0

на вимiрнiй множинi E ⊂ Ω , то Hk(f(E)) = 0 i тому dimH f(E) 6 k та
dim f(E) 6 k − 1 .

Зауваження 5.4.2. Вперше твердження такого типу було доведено
Сардом у роботi [416] для множини критичних точок x вiдображення f, тобто
коли Jf(x) = 0 . Потiм аналогiчнi проблеми вивчалися багатьма авторами для
критичних точок за умови rank f ′(x) 6 r i, зокрема, для суперкритичних
точок, коли f ′(x) — нульова матриця, див., напр., [38,211,230,231,273,282,307,
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356,367,418,419,448]. У зазначених вище роботах, як правило, присутня вимога
гладкостi f , без якої аналогiчнi твердження, взагалi кажучи, не вiрнi.

У зв’язку з цим зауважимо, що наш результат для суперкритичних точок
(див. наслiдок 5.4.2) є справедливим i без додаткових вимог на гладкiсть f .
Зокрема, вiн є справедливим для всiх неперервних вiдображень f класу W 1,p

loc

при p > k (див. з цього приводу також прекрасний огляд стосовно результатiв
типу теорем Сарда [220], який вiдноситься, в тому числi, до класiв Соболєва).

Надалi ∇kf позначає k -вимiрний градiєнт звуження вiдображення f на
k -вимiрну площину P .

Комбiнуючи твердження 5.2.2 та наслiдок 5.4.1, отримуємо наступне
твердження.

Твердження 5.4.1. Нехай k = 2, . . . , n− 1 , U — вiдкрита множина в
Rn , n > 3 , та нехай f : U → Rm , m > 1 , — вiдображення класу W 1,φ

loc (U) ,
де φ : (0,∞) → (0,∞) — неспадна функцiя така, що

∞∫
t∗

[
t

φ(t)

] 1
k−1

dt <∞.

Тодi для кожного k -вимiрного напрямку Γ та майже всiх k -вимiрних
площин P ∈ Γ , звуження вiдображення f на множину P ∩ U володiє N -
властивiстю i, бiльш того, є локально абсолютно неперерервним вiдносно k -
вимiрної хаусдорфової мiри. Крiм того, на майже всiх P ∈ Γ, Hk(f(E)) = 0,

як тiльки ∇kf = 0 на множинi E ⊂ P .

Найбiльш важливим для нас окремим випадком твердження 5.4.1 є
наступний результат.

Теорема 5.4.2. Нехай U — вiдкрита множина в Rn , n > 3 , φ :

(0,∞) → (0,∞) — неспадна функцiя, така що виконується умова (5.9).
Тодi будь-яке неперервне вiдображення f : U → Rm , m > 1 , класу W 1,φ

loc

володiє N -властивiстю i, бiльш того, є локально абсолютно неперервним
вiдносно (n−1) -вимiрної хаусдорфової мiри на майже всiх гiперплощинах P ,
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паралельних довiльнiй фiксованiй гiперплощинi P0 . Крiм того, на майже всiх
таких P виконується рiвнiсть Hn−1(f(E)) = 0 , якщо |∇f | = 0 на E ⊂ P .

Зауваження 5.4.3. Якщо умова вигляду (5.9) виконується для деякої
неспадної функцiї φ , то функцiя φc(t) = φ(c t) при c > 0 також задовольняє
спiввiдношення (5.9). Крiм того, хаусдорфовi мiри квазiiнварiантнi при квазi-
iзометрiях.

За властивiстю Лiнделефа в Rn (див., напр., теорему Лiнделефа у розд.
I.5.XI в [69]) множина U \ {x0} для будь-якого x0 ∈ Rn може бути покрита
зчисленною кiлькiстю вiдкритих сегментiв сферичних кiлець в U \ {x0} з
центром у точцi x0, i кожний такий сегмент може бути вiдображений на
прямокутний паралелепiпед в Rn за допомогою квазiiзометрii.

Отже, застосовуючи теорему 5.4.2 до кожного такого паралелепiпеда
окремо, ми отримуємо наступне твердження.

Наслiдок 5.4.3. За умови (5.9) кожне неперервне вiдображення
f ∈ W 1,φ

loc володiє N -властивiстю вiдносно (n−1) -вимiрної хаусдорфової мiри
i, бiльш того, є локально абсолютно неперервним на майже всiх сферах S з
центром в заданiй точцi x0 ∈ Rn . Крiм того, на майже всiх таких сферах S

виконується умова Hn−1(f(E)) = 0, як тiльки |∇f | = 0 на множинi E ⊂ S .

Зауваження 5.4.4. За умови (5.9) вiдображення f : U → Rn

класу Орлiча–Соболєва W 1,φ
loc , взагалi кажучи, не володiє N -властивiстю

в U вiдносно мiри Лебега в Rn . Це випливає, зокрема, iз прикладiв
С.П. Пономарьова, який побудував гомеоморфiзми f , що належать класу
Соболєва W 1,p

loc (Rn) для довiльного p < n та якi не володiють N -властивiстю
Лузiна, див., напр., [106].

Зокрема, спiввiдношення (5.9) виконується для функцiй φ(t) = tp при
p > n − 1 . Iнакше кажучи, наведенi вище твердження справедливi, зокрема,
для неперервних вiдображень f ∈ W 1,p

loc при p > n − 1 . Проте, вони, взагалi
кажучи, не є справедливими при p < n − 1 навiть для гомеоморфiзмiв, як це
випливає iз прикладiв С.П. Пономарьова. Дiйсно, якщо g(x) — приклад такого
гомеоморфiзму в Rn−1 , то вiдображення f(x, y) = (g(x), y) , де x ∈ Rn−1 i
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y ∈ R , задовольняє N -властивiсть Лузiна на кожнiй гiперплощинi y = const .
Випадок p = n− 1 дослiджувався в [239].

Якщо m < n−1 , то Hn−1(Rm) = 0 i N -властивiсть на м.в. гiперплощинах
для вiдображень f в теоремi 5.4.2 є очевидною без умови (5.9). Однак, умову
(5.9) не можна вiдкинути при m > n− 1 , див. зауваження 5.4.1.

Зв’язок умов типу Кальдерона (5.7) з N -властивiстю та
диференцiйовнiстю вперше було встановлено при вивченнi так званих
лiпшецiанiв у сенсi Радо (див., напр., [225] i V.3.6 в [368], а також недавнi
роботи [210,309,373]).

5.5. Компактнi класи Орлiча–Соболєва

У цьому пiдроздiлi встановлено достатнi умови компактностi класiв
Орлiча–Соболєва.

Нехай φ : R+ → R+ — неспадна функцiя, D — область в Rn, n > 2 ,
M ∈ [0,∞) i x0 ∈ D. Позначимо через FφM сiм’ю всiх неперервних вiдображень
f : D → Rm, m > 1, класу W 1,1

loc таких, що f(x0) = 0 i∫
D

φ (|∇f |) dm(x) 6M . (5.13)

Символом FpM позначимо простiр FφM при φ(t) = tp, p ∈ [1,∞). Покладемо

t0 = sup
φ(t)=0

t , t0 = 0 , якщо φ(t) > 0 ∀ t ∈ R+

i
T0 = inf

φ(t)=∞
t , T0 = ∞ якщо φ(t) <∞ ∀ t ∈ R+ . (5.14)

Справедливе наступне твердження (порiвняй з теоремою 4.1 в [390] та
теоремою 8.1 в [300]).

Теорема 5.5.1. Нехай φ : R+ → R+ — непостiйна неперервна неспадна
опукла функцiя така, що для деяких t∗ ∈ (t0,∞) i α ∈ (0, 1/(n − 1))
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виконується умова
∞∫
t∗

(
t

φ(t)

)α
dt <∞ . (5.15)

Тодi сiм’я FφM є компактною вiдносно локально рiвномiрної збiжностi в Rn .

Тут неперервнiсть функцiї φ мається на увазi в сенсi топологiї розширеної
додатної дiйсної осi R+ .

Перед доведенням теореми нагадаємо таке означення.
Означення 5.5.1. Неспадна опукла функцiя φ : R+ → R+ називається

строго опуклою (див., напр., [121]), якщо

lim
t→∞

φ(t)

t
= ∞ . (5.16)

Зауваження 5.5.1. Зауважимо, що непостiйна неперервна неспадна
опукла функцiя φ : R+ → R+, яка задовольняє умову (5.15) для деякого α > 0,

є строго опуклою. Дiйсно, функцiя φ(t)/t — неспадна, якщо φ — опукла (див.,
напр., твердження I.4.5 в [14]). Отже, iз (5.15) для α > 0 випливає (5.16).

Доведення теореми 5.5.1 базується на наступнiй лемi.

Лема 5.5.1. Нехай φ : R+ → R+ — непостiйна неперервна неспадна
опукла функцiя, яка задовольняє умову (5.15) при деякому α > 0, i нехай α̃ ∈
(α,∞) . Тодi φ допускає представлення φ = ψ ◦ φ̃, де ψ та φ̃ : R+ → R+ —
строго опуклi i, крiм того, φ̃ 6 φ та функцiя φ̃ задовольняє спiввiдношення
(5.15) з показником α̃ .

Доведення. Зауважимо, що опукла функцiя φ є локально лiпшицева на
iнтервалi (0, T0) , де T0 визначається (5.14), при цьому T0 > t0 внаслiдок
неперервностi i непостiйностi функцiї φ . Отже, φ — локально абсолютно
неперервна, диференцiйовна за винятком скiнченного набору точок у даному
невиродженому iнтервалi i, крiм того, φ′ не спадає, див., напр., наслiдки 1-2
i твердження роздiлу I.4 в [14]. Отже, позначивши через φ′

+(t) функцiю, яка
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спiвпадає з φ′(t) у точках диференцiйовностi φ, φ′
+(t) = lim

τ→t+0
φ′(τ) в iнших

точках iнтервалу [0, T0) i φ′
+(t) = ∞ для всiх t ∈ [T0,∞] , отримаємо

φ(t) = φ(0) +

t∫
0

φ′
+(τ) dτ ∀ t ∈ R+ . (5.17)

Внаслiдок монотонностi функцiї φ′
+ , обчислюючи її середнє значення по

вiдрiзкам [0, t] i [t/2, t] , вiдповiдно, отримуємо iз (5.17) двосторонню оцiнку

1

2
φ′
+ (t/2) 6 φ(t) − φ(0)

t
6 φ′

+(t) ∀ t ∈ R+ . (5.18)

Нерiвностi (5.18) показують, що умова (5.15) еквiвалентна наступнiй:

I : =

∞∫
t∗

dt

[φ′
+(t)]

α
<∞ . (5.19)

Внаслiдок монотонностi φ′
+ з умови (5.19) випливає, що φ′

+(t) → ∞ при
t → ∞ . Отже, величина T∗ = sup

φ′
+(t)<1

t скiнченна, T∗ ∈ [t0, T0) . Покладемо

λ = α/α∗ ∈ (0, 1) .

Розглянемо функцiї φ̃(t) =
t∫
0

h(τ) dτ i ψ(s) = φ(0) +
s∫
0

H(r) dr, де h(t) =

φ′
+(t) при t ∈ [0, T∗), h(t) = [φ′

+(t)]
λ при t ∈ [T∗,∞], H(s) = 1 при s ∈ [0, S∗) ,

S∗ = φ∗(T∗) , H(s) = [φ′
+(φ̃

−1(s))]1−λ при s ∈ [S∗, S0) , S0 = φ∗(T0) i H(s) = ∞
при s ∈ [S0,∞] .

За побудовою φ̃(t) 6 φ(t) при всiх t ∈ R+ , функцiї ψ i φ̃, а також ψ ◦ φ̃
— неспаднi та опуклi (див., напр., твердження 8 роздiлу I.4 в [14]) i

∞∫
t∗

dt

[φ̃′
+(t)]

α̃
= I <∞ .

Отже, φ̃ задовольняє спiввiдношення (5.15) з новим α̃ . За аналогiєю з (5.18)
отримуємо

ψ(s) − ψ(0)

s
> 1

2
H (s/2) ∀ s ∈ R+,
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де права частина останнього спiввiдношення збiгається до ∞ при s → ∞ .
Отже, функцiя ψ є строго опуклою.

Нескладнi обчислення показують, що

(ψ ◦ φ̃)′+(t) = ψ′
+(φ̃(t)) · φ̃′

+(t) = φ′
+(t) ,

за винятком зчисленної множини точок в R+ , ψ◦φ̃(0) = φ(0) i, отже, ψ◦φ̃ ≡ φ

внаслiдок (5.17). Лему доведено.

Тепер доведемо основний результат цього роздiлу — теорему 5.5.1.

Доведення теореми 5.5.1. Перш за все, покажемо, що сiм’я вiдображень
FφM є одностайно неперервною. Дiйсно, за лемою 5.5.1 функцiя φ допускає
представлення φ = ψ ◦ φ̃, де ψ i φ̃ : R+ → R+ строго опуклi та

∞∫
t∗

(
t

φ̃(t)

) 1
n−1

dt <∞

для деяких t∗ > t0. Крiм того, φ̃ 6 φ i, отже,∫
D

φ̃ (|∇f |) dm(x) 6M .

Для точки z0 ∈ D i числа δ > 0 позначимо через C(z0, δ) n–вимiрний
вiдкритий куб з центром у точцi z0 з ребрами, паралельними осям координат,
та довжиною ребра δ. Зафiксуємо ε > 0. Оскiльки функцiя ψ — строго
опукла, iнтеграл φ̃(|∇f |), взятий по кубу C(z0, δ) ⊂ D, як завгодно малий
при достатньо малому δ > 0 для всiх f ∈ FφM , див., напр., теорему III.3.1.2
[121]. Отже, застосовуючи твердження 5.2.4 та зауваження 5.2.3 до функцiї φ̃ ,
отримуємо |f(z)− f(z0)| < ε для всiх z ∈ C(z0, δ) та деякому δ = δ(ε) > 0.

Тепер покажемо, що сiм’я FφM рiвномiрно обмежена на компактах. Дiйсно,
нехай K — компакт в D. Без обмеження загальностi, будемо вважати, що
K — зв’язна множина, що мiстить точку x0 iз означення FφM , див., напр.,
лему 1 в [168]. Покриємо K набором кубiв C(z, δz), z ∈ K, де число δz

вiдповiдає числу ε := 1 з першої частини доведення. Оскiльки множина K
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компактна, знайдеться скiнченне число кубiв Ci = C(zi, δzi), i = 1, 2, . . . , N ,

якi покривають K . Вiдзначимо, що D∗ :=
N∪
i=1

Ci є пiдобластю D, оскiльки

K є зв’язна множина. Отже, кожну точку z∗ ∈ K можна з’єднати з x0 в D∗

ламаною з кiнцями сегментiв в точках x0, x1, . . . , xk, z∗ в зазначеному порядку,
що лежать в кубах iз номерами i1, . . . , ik, x0 ∈ C(zi1, δzi1), z∗ ∈ C(zik, δzik ) i
xl ∈ Cil ∩ Cil+1

, l = 1, . . . , k − 1, k 6 N − 1. За нерiвнiстю трикутника маємо

|f(z∗)| 6
k−1∑
l=0

|f(xl)− f(xl+1)|+ |f(xk)− f(z∗)| 6 N .

Оскiльки N залежить тiльки вiд компакта K , то сiм’я вiдображень FφM

рiвномiрно обмежена на компактах i, отже, є нормальною сiм’єю згiдно теореми
Арцела–Асколi, див., напр., IV.6.7 в [36].

Нарештi, покажемо, що клас FφM є замкнений. Згiдно зауваження 5.5.1
φ строго опукла. Тодi за теоремою III.3.1.2 в [121] для кожного ε > 0 iснує
δ = δ(ε) > 0 таке, що

∫
E

|∇f | dm(x) 6 ε для кожного f ∈ FφM при m(E) < δ.

Нехай fj ∈ FφM i fj → f локально рiвномiрно при j → ∞. Тодi за лемою 2.1 у
статтi [398] (див. також лему 2.11 в монографiї [280]) маємо, що f ∈ W 1,1

loc . За
теоремою 3.3 роздiлу III § 3.4 в монографiї [110]∫

D

φ(|∇f |) dm(x) 6M ,

тобто клас FφM замкнений. Отже, клас FφM компактний. Теорему 5.5.1 доведено.

Наслiдок 5.5.1. Клас FpM компактний вiдносно локально рiвномiрної
збiжностi для кожного p ∈ (n,∞).

Доведення. Дiйсно, як легко перевiрити, функцiя φ(t) = tp задовольняє
умови теореми 5.5.1 при довiльному α ∈ (1/(p − 1), 1/(n − 1)) . Наслiдок 5.5.1
доведено.

Вiдзначимо, що проблема одностайної неперервностi вiдображень в класах
W 1,p при p > n була дослiджена ще в роботi [221], див. також [299]. Однак,
умова p > n є занадто сильною вимогою для вiдображень зi скiнченним
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спотворенням, як це було очевидно вже у плоскому випадку (див., напр.,
[218, 240, 280, 342]), хоча ця умова природна для квазiконформних вiдображень
(див., напр., [12, 247]).

5.6. Класи Орлiча–Соболєва i iнтеграл Дiрiхле

У даному пiдроздiлi будуть наведенi теореми про належнiсть обернених
вiдображень до класу гомеоморфiзмiв з обмеженим iнтегралом Дiрiхле, а також
про одностайну неперервнiсть i нормальнiсть сiмей обернених вiдображень.

Наведемо необхiднi вiдомостi з теорiї вiдображень з обмеженим iнтегралом
Дiрiхле. Наступне означення можна знайти в § 2 розд. IV в [183].

Означення 5.6.1. Нехай D — область в Rn, n > 2. Будемо говорити,
що неперервне вiдображення f : D → Rn належить класу BL

n/2
k в D, якщо

f ∈ W 1,1
loc i

J(f,D) =

∫
D

[
n∑
i=1

n∑
j=1

(
∂fi
∂xj

)2
]n/2

dm(x) 6 k <∞ . (5.20)

При цьому, будемо говорити, що f ∈ BLn/2, якщо знайдеться k <∞, таке що
f ∈ BL

n/2
k .

Означення 5.6.2. Коливанням вiдображення f : D → Rn на множинi
E ⊂ D називається величина

ω(E, f) = sup
x1,x2∈E

|f(x1)− f(x2)| .

Означення 5.6.3. Вiдображення f : D → Rn називається монотонним,
якщо для будь-якої областi G ⊂ D такої, що G ⊂ D виконується умова
ω(G, f) = ω(∂G, f).

Вiдзначимо, що, зокрема, будь-який гомеоморфiзм f : D → Rn є
монотонним вiдображенням.
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Наступнi означення можуть бути знайденi в монографiї [1] (див. §, 1, с.
518 i § 3, с. 539).

Означення 5.6.4. Перерiз фiксованої сфери S(a, r) в Rn будь-якою гi-
перплощиною, яка не проходить через її центр, будемо називати малим колом.

Означення 5.6.5. Довiльне мале коло роздiляє сферу на двi компоненти;
та з них, яка не виходить за межi пiвсфери, називається сферичним колом.

Означення 5.6.6. Нехай K — сферичне коло. Iснує єдина точка O ∈ K,

яка володiє наступною властивiстю: довжини дуг, якi з’єднують точку O з
довiльної точкою сферичного кола K уздовж сфери S(a, r), постiйнi. Цю точку
називають центром сферичного кола K, а довжину дуги називають сферичним
радiусом кола K .

Наступне твердження доведено в монографiї [183] (див. наслiдок в § 2 розд.
IV, с. 120).

Твердження 5.6.1. Нехай вiдображення f : D → Rn належить класу
BLn/2. Припустимо, що знайдуться 0 < r1 < r2, такi що множина S(a, r)∩
D непорожня при всiх r ∈ [r1, r2]. Позначимо через Kr вiдкрите сферичне
коло сферичного радiуса R(r) 6 πr

2 , Kr ⊂ S(a, r) ∩ D. Нехай майже всюди
на [r1, r2] визначенi вимiрнi функцiї Ω(r) 6 ω(Kr, f) i α(r) > 2R(r)

πr . Тодi для
кожного ε > 0 знайдеться r ∈ [r1, r2], для якого

Ω(r) 6 (α(r)(Mn + ε)J(f,Dr1,r2))
1/n · log−1/n

(
r2
r1

)
,

де Dr1,r2 :=
∪

r∈[r1,r2]
S(a, r) ∩D.

Оцiнка спотворення вiдстанi в класi BLn/2 , яка мiститься в наступному
твердженнi, була опублiкована в монографiї [183] при n = 3. Ми наводимо тут
повне доведення цiєї оцiнки для довiльного n > 2 .

Твердження 5.6.2. Нехай f : D → Rn — монотонне вiдображення, яке
належить класу BLn/2, точки x′ i x′′ ∈ D задовольняють умову |x′−x′′| < 2

та, крiм того, куля B

(
x′+x′′

2 ,
√

|x′−x′′|
2

)
мiститься в D разом зi своїм зами-
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канням. Тодi

|f(x′)− f(x′′)| 6 (2MnJ(f,D))1/n log−1/n 2

|x′ − x′′|
, (5.21)

де J(f,D) задається спiввiдношенням (5.20), а Mn > 0 – стала, яка
залежить тiльки вiд n.

Доведення. Вважаємо, що x0 := 1
2(x

′ + x′′), r := 1
2|x

′ − x′′|, r0 :=
√
r

та розглянемо сферу S(x0, t), t ∈ [r, r0]. Оскiльки f неперервне, а S(x0, t) —
компакт в Rn , то знайдуться точки a, b ∈ S(x0, t), для яких ω(S(x0, t), f) =

|f(a)− f(b)|. Нехай Kt – сферичний круг радiуса R 6 πt/2, такий що a i b ∈
Kt. Тодi ω(S(x0, t), f) 6 ω(Kt, f) в силу неперервностi f та за твердженням
5.6.1 для кожного ε > 0 знайдеться r ∈ [r, r0] таке, що

ω(S(x0, r), f) 6 [α(r)(2(Mn + ε))J(f,D)]1/n · log−1/n

(
2

|x′ − x′′|

)
, (5.22)

де Mn > 0 — деяка стала. Оскiльки вiдображення f монотонне, то

ω(B(x0, r), f) 6 ω(B(x0, r), f) = ω(S(x0, r), f) . (5.23)

Зауважимо, що x′, x′′ ∈ B(x0, r), i тому

|f(x′)− f(x′′)| 6 ω(B(x0, r), f) . (5.24)

Таким чином, iз спiввiдношень (5.22) — (5.24) та довiльностi ε > 0 в (5.22)
випливає нерiвнiсть (5.21). Твердження 5.6.2 доведено.

Означення апроксимативного диференцiала вiдображення f , яке
використовується далi, можна знайти, напр., в розд. 3.1.2 в [187].

Означення 5.6.7. Нехай A — невироджена (n × n)–матриця. Тодi
її приєднана матриця (позначається символом adjA ) визначається iз
спiввiдношення A · adjA = IdetA, тобто adjA = A−1detA.

Одним з головних результатiв цього роздiлу є наступна теорема.

Теорема 5.6.1. Нехай f : D → D′ — гомеоморфiзм класу Орлiча–Со-
болєва W 1,φ

loc з умовою (5.9) на функцiю φ такий, що KO(x, f) ∈ Ln−1
loc . Тодi
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вiдображення g := f−1 належить класу W 1,n
loc i∫

D′

∥g′(y)∥ndm(y) =

∫
D

KI(x, f)dm(x) . (5.25)

Доведення. За теоремою 1.2 в [312] вiдображення f володiє N−1 -
властивiстю. Оскiльки за теоремою 5.3.1 вiдображення f диференцiйовне
майже всюди, то за теоремою 1 в [107] Jf(x) ̸= 0 при майже всiх
x ∈ D. Зауважимо, що в кожнiй точцi x0 диференцiйовностi вiдображення
f з Jf(x0) ̸= 0 виконується нерiвнiсть

∥adj f ′(x0)∥ 6 ∥f ′(x)∥n−1 (5.26)

(див. п. 2.1 § 1 розд. I в [110], с. 21). Тепер за нерiвнiстю Гельдера

∥∂if∥Ln−1(C)
6 ∥KO∥

1
n

Ln−1(C)
· (m(f(C)))

1
n <∞ , (5.27)

де C — довiльний компкт в областi D. З (5.26) та (5.27) випливає, що
∥adj f ′(x)∥ ∈ L1

loc. Крiм того, за теоремою 5.4.2 вiдображення f володiє N -
властивiстю на майже всiх гiперплощинах. Як наслiдок, f−1 ∈ W 1,1

loc (f(D)) за
теоремою 1 в [439]. Тепер, для того, щоб довести включення f−1 ∈ W 1,n(D′),

нам достатньо перевiрити, що ∥g′(y)∥n ∈ L1(D), тобто
∫
D′

∥g′(y)∥n dm(y) < ∞,

де g := f−1 (див. теорему 2 розд. 1.1.3 в [84]).
Оскiльки, як було встановлено, g ∈ W 1,1

loc (D
′), то при майже всiх y ∈ D′

вiдображення g має звичайнi частиннi похiднi (див. теорему 1 розд. 1.1.3 в [84]),
внаслiдок чого f майже всюди апроксiмативно диференцiйовне (див. теорему
3.1.4 в [187]). Оскiльки g є вiдображенням зi скiнченним спотворенням (див.
теорему 1 в [439]), то матриця Якобi g′(y) нульова при майже всiх y таких,
що Jg(y) = 0; таким чином, ∥g′(y)∥n = Kg(y) · Jg(y) при майже всiх y ∈ D′

(вiдповiдно до теорiї iнтеграла 0 · ∞ = 0, див. § 3 розд. I в [131]).
Позначимо через B (борелеву) множину всiх точок y ∈ D′, де вiдображен-

ня g має звичайнi частиннi похiднi i Jg(y) = det g′(y) ̸= 0. За теоремою 3.1.8 в
[187] множина B може бути розбита на не бiльш нiж зчисленне число борелевих
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множин Bl, l = 1, 2, . . . , таких, що вiдображення gl = g|Bl
є лiпшицевим.

За теоремою Кiрсбрауна (див. теорему 2.10.43 в [187]) кожне вiдображення gl

може бути продовжене до лiпшицевого вiдображення g̃l : Rn → Rn, при цьому
за теоремою Радемахера–Степанова g̃l диференцiйовне майже всюди в Rn (див.
теорему 3.1.6 в [187]) i внаслiдок єдиностi апроксимативного диференцiала
(див. розд. 3.1.2 в [187]) можна вважати, що при всiх y ∈ Bl виконується
рiвнiсть g̃l

′(y) = g′(y). Також можна вважати, що g̃l — однолистi (взаємно
однозначнi) на Bl (див., напр., лему 3.2.2 в [187]) i що множини Bl попарно не
перетинаються.

Застосовуючи теорему 3.2.5 в [187] на Bl , l = 1, 2, . . . , i пiдсумовуючи по
всiм Bl та враховуючи N−1 -властивiсть вiдображення f, отримуємо∫

D′

∥g′(y)∥n dm(y) =

∫
D′

Kg(y) · Jg(y) dm(y) =

=

∫
D′

Kg(g
−1(g(y))) · Jg(y) dm(y) =

∫
f−1(D′)

Kg

(
g−1(x)

)
dm(x) . (5.28)

Вiдзначимо, що згiдно з введеним позначенням g′(g−1(x)) = g′(f(x)) та за
теоремою 4 розд. VIII § 3 в [44] g′(f(x)) = (f ′(x))−1 в кожнiй точцi x

диференцiйовностi та невиродженостi вiдображення f. Отже, при майже всiх
x ∈ D

∥g′ (f(x)) ∥ =
1

l (f ′(x))
, Jg (f(x)) =

1

Jf(x)
(5.29)

(див. знову теорему 2.1 та спiввiдношення (2.4)–(2.7) п. 2.1 § 1 розд. I в [110]).
Таким чином, iз (5.28) та (5.29) отримаємо (5.25). Теорему доведено.

Наслiдок 5.6.1. Нехай виконуються умови теореми 5.6.1. Тодi∫
D′

∥g′(y)∥ndm(y) 6
∫
D

Kn−1
O (x, f) dm(x) . (5.30)

Наслiдок 5.6.1 випливає iз теореми 5.6.1 та добре вiдомої нерiвностi
KI(x, f) 6 Kn−1

O (x, f) в довiльнiй точцi x ∈ D диференцiйовностi вiдобра-
ження f , для якого Jf(x) ̸= 0 , див. п. 2.1 розд. I в [110].
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Наслiдок 5.6.2. Зокрема, рiвнiсть (5.25) та нерiвнiсть (5.30)
виконуються, якщо f ∈ W 1,p

loc з деяким p > n− 1.

Для справедливостi твердження наслiдка 5.6.2 достатньо вибрати в теоремi
5.6.1 та у наслiдку 5.6.1 функцiю φ(t) = tp при p > n− 1.

Для довiльних областей D ⊂ Rn i D′ ⊂ Rn позначимо символом
Oφ
Q(D,D

′) сiм’ю всiх гомеоморфiзмiв f : D → D′, f(D) = D′, зi скiнченним
спотворенням класу Орлiча–Соболєва W 1,φ

loc таких, що та KI(x, f) 6 Q(x)

майже скрiзь.

Зауважимо, що при майже всiх x ∈ D[
n∑
i=1

n∑
j=1

(
∂gi
∂yj

)2
]n/2

6 nn/2 · ∥g′(y)∥n , (5.31)

тому iз (5.25) випливає наступне твердження.

Наслiдок 5.6.3. Нахай гомеоморфiзм зi скiнченним спотворенням
f ∈ Oφ

Q(D,D
′), при цьому виконується умова (5.9) i, крiм того, Q ∈ L1(D).

Тодi вiдображення g := f−1 належить класу BLn/2 в D′ i∫
D′

[
n∑
i=1

n∑
j=1

(
∂gi
∂yj

(y)

)2
]n/2

dm(y) 6 C(D,Q, n) <∞ ,

де стала C(D,Q, n) залежить тiльки вiд розмiрностi простору n i L1 -нор-
ми функцiї Q в D. Бiльш того, для будь-якої точки y0 ∈ D′ знайдеться
δ > 0, δ < dist (y0, D

′), таке, що для всiх x′, x′′ ∈ B(y0, δ) та вiдображень g

таких, що g−1 = f ∈ Oφ
Q(D,D

′), виконується нерiвнiсть

|g(x′)− g(x′′)| 6 C0(D,Q, n) log
−1/n 2

|x′ − x′′|
, (5.32)

де стала C0(D,Q, n) залежить тiльки вiд n i L1 -нормы Q в D.

Доведення. Iз нерiвностей (5.25) i (5.31) випливає, що∫
D′

[
n∑
i=1

n∑
j=1

(
∂gi
∂yj

)2
]n/2

dm(y) 6 nn/2 ·
∫
D

Q(x) dm(x) <∞ . (5.33)
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Отже, g := f−1 ∈ BLn/2(D′). Тепер спiввiдношення (5.32), що виконується
з деякою сталою C0(D,Q, n) < ∞ , яка залежить тiльки вiд вiд розмiрностi
простору n i L1 -норми функцiї Q в D , випливає iз (5.33) в силу твердження
5.6.2. Наслiдок 5.6.3 доведено.

Iз оцiнки (5.32) випливає наступний важливий наслiдок.

Наслiдок 5.6.4. За умов наслiдка 5.6.3 сiм’я всiх вiдображень g = f−1

таких, що f ∈ Oφ
Q,(D,D

′), утворює одностайно неперервну, а, отже, i
нормальну сiм’ю вiдображень.

5.7. Про напiвнеперервнiсть дилатацiй гомеоморфiзмiв

зi скiнченним спотворенням

У цьому пiдроздiлi встановлена лема про напiвнеперервнiсть дилатацiй
гомеоморфiзмiв зi скiнченним спотворенням, яка була доведена ранiше для
вiдображень з обмеженим спотворенням в роботi [275], лема 4.7, а також для
вiдображень зi скiнченним спотворенням довжини в монографiї [342], лема 8.6.

Лема 5.7.1. Нехай D — область в Rn, n > 2, i нехай fj ,
j = 1, 2, . . . , — послiдовнiсть гомеоморфiзмiв iз областi D в Rn

класу W 1,1
loc , яка збiгається локально рiвномiрно до вiдображення

f : D → Rn. Тодi

Pf(x0) 6 lim inf
h→0

lim inf
j→∞

1

hn

∫
C(x0,h)

Pfj(y) dm(y) (5.34)

в кожнiй точцi x0 диференцiйовностi вiдображення f, де C(x0, h) — куб
в Rn з центром в точцi x0, у якого ребра довжини h орiєнтованi уздовж
головних осей квадратичної форми (f ′(x0)z, f

′(x0)z) .

Тут ми використовуємо дилатацiю Pf , визначену в (5.1).

Доведення. Не порушуючи загальностi, можна вважати, що x0 = 0,

f(0) = 0, i fj(0) = 0 , j = 1, 2, . . . . Нехай e1, . . . , en — ортонормований
базис в Rn , утворений власними векторами лiнiйного перетворення f ′(0)∗f ′(0) .
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Зауважимо, що множина f ′(0)Bn є елiпсоїдом, чиї пiвосi λ1 6 λ2 6 . . . 6 λn

є невiд’ємнi квадратнi коренi вiдповiдних власних значень матрицi f ′(0)∗f ′(0) .
Ми можемо припускати, що f ′(0) ̸= 0 , тобто, λn > 0, оскiльки в протилежному
випадку Pf(0) = 1 i нерiвнiсть (5.34) є очевидною. Нехай також C(h) : =

C(0;h) .
Внаслiдок того, що f є диференцiйовним в точцi 0 , для будь-якого ε > 0

знайдеться δ = δ(ε) > 0 таке, що

|f(y)− f ′(0)y| < hε

для всiх h ∈ (0, δ) i y ∈ C(h) . Крiм того, оскiльки fj → f локально рiвномiрно,
то для всiх y ∈ C(h) маємо

|fj(y)− f ′(0)y| < hε (5.35)

при j > j0 . Множина f ′(0)C(h) є прямокутним паралелепiпедом

(−λ1h/2, λ1h/2)× · · · × (−λnh/2, λnh/2),

який може вироджуватися, якщо λi = 0 , i = 1, . . . , k , 0 < k < n , i ребра якого
орiєнтованi уздовж базисних векторiв ẽk+1, . . . , ẽn в Rn ,

ẽi =
f ′(0)ei
|f ′(0)ei|

, i = k + 1, . . . , n,

та деяких векторiв ẽ1, . . . , ẽk , якi утворюють ортонормований базис
ортогонального доповнення до (n − k) -вимiрного пiдпростору простору Rn,

породженого векторами ẽk+1, . . . , ẽn . З нерiвностi (5.35) випливає, що всi точки
fj(y) , y ∈ C(h), лежать в паралелепiпедi(

−
(
λ1
2

+ ε

)
h,

(
λ1
2

+ ε

)
h

)
× · · · ×

(
−
(
λn
2

+ ε

)
h,

(
λn
2

+ ε

)
h

)
.

Тут простiр Rn забезпечений базисом ẽ1, . . . , ẽn . Таким чином,

mes(fj(C(h))) 6 hn(λ1 + 2ε)(λ2 + 2ε) · · · (λn + 2ε). (5.36)

Iз (5.36) випливає нерiвнiсть∫
C(h)

|Jfj(y)| dm(y) 6 mes(fj(C(h))) 6 hn(|Jf(0)|+△(ε)) , (5.37)
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де △(ε) → 0 при ε→ 0, оскiльки Jf(0) = λ1λ2 · . . . · λn .

Розглянемо (n−1) -вимiрний куб C∗(h) з центром у точцi x = 0 i ребрами
довжини h, орiєнтованими вздовж векторiв e1, . . . , en−1 . Розглянемо вiдрiзок
l(z) , z ∈ C∗(h) , перпендикулярний до C∗(h), що лежить всерединi C(h).

Позначимо через lj(z) довжину кривої fj(l(z)) . Оскiльки fj ∈ W 1,1
loc , то за

теоремою 1 роздiлу 1.1.3 i теоремою роздiлу 1.1.7 роботи [84] вiдображення fj

є абсолютно неперервним на l(z) для м.в. z ∈ C∗(h). Отже, за теоремою 1.3
iз [436] отримуємо

lj(z) =

h/2∫
−h/2

|f ′j(z, yn)en| dyn (5.38)

для м.в. z ∈ C∗(h) вiдносно (n − 1) -вимiрної мiри Лебега. З iншого боку, iз
спiввiдношення (5.35) випливає, що

lj(z) > (|f ′(0)en| − 2ε)h = (λn − 2ε)h.

Тому iз (5.38) випливає оцiнка

h/2∫
−h/2

|f ′j(z, yn)en| dyn > h(λn − 2ε)

для м.в. z ∈ C∗(h) . Таким чином, iнтегруючи по C∗(h) i використовуючи
теорему Фубiнi, бачимо, що∫

C(h)

|f ′j(y)en| dm(y) > hn(λn − 2ε). (5.39)

Нехай Kfj(y) ̸= ∞ м.в. в C(h). Тодi за нерiвнiстю Гельдера отримуємо∫
C(h)

|f ′j(y)en| dm(y) 6
∫

C(h)

∥f ′j(y)∥ dm(y) =

∫
C(h)

K
1/n
fj

(y) Jfj(y)
1/n dm(y) 6

6

 ∫
C(h)

K
1

n−1

fj
(y) dm(y)


n−1
n
 ∫
C(h)

Jfj(y) dm(y)


1
n

. (5.40)
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Тут ми також скористалися тим, що ∥f ′j(y)∥n = Kfj(y) Jfj(y) м.с. Комбiнуючи
(5.40), (5.37) i (5.39), отримуємо(

(λn − 2ε)n

|Jf(0)|+△(ε)

) 1
n−1

6 1

hn

∫
C(h)

K
1

n−1

fj
(y) dm(y) .

Очевидно, що остання нерiвнiсть також справедлива у випадку, коли
Kfj(y) = ∞ на множинi додатної мiри, оскiльки в цьому випадку права частина
дорiвнює ∞ .

Таким чином, спрямовуючи j → ∞ , потiм h → 0 та, нарештi, ε → 0, ми
завершуємо доведення.

Застосовуючи нерiвнiсть Iєнсена до (5.34), отримуємо такий висновок.

Наслiдок 5.7.1. За умов леми 5.7.1

Φ (Pf (x0)) 6 lim inf
h→0

lim inf
j→∞

1

hn

∫
C(x0,h)

Φ
(
Pfj (y)

)
dm(y)

для будь-якої неперервної опуклої функцiї Φ : Ī → R+ .

Зокрема, для функцiї Φ(t) = tn−1 отримаємо наступне твердження.

Наслiдок 5.7.2. За умов леми 5.7.1

Kf(x0) 6 lim inf
h→0

lim inf
j→∞

1

hn

∫
C(x0,h)

Kfj(y) dm(y) .

Теорема 5.7.1. Нехай D — область в Rn, n > 2, та нехай fj ,
j = 1, 2, . . . — послiдовнiсть гомеоморфiзмiв D в Rn класу W 1,1

loc , яка
збiгається локально рiвномiрно до вiдображення f : D → Rn, де f

диференцiйоване м.с. в D. Якщо

Pfj (x) 6 P (x) ∈ L1
loc j = 1, 2, . . . , (5.41)

то
Pf (x) 6 lim sup

j→∞
Pfj (x) м.с. (5.42)
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Крiм того, якщо f — гомеоморфiзм, то f ∈ W 1,1
loc та ∂ifj → ∂if слабко в

L1
loc при j → ∞ для всiх i = 1, . . . n .

Доведення. Застосовуючи лему 5.7.1, умову (5.41) та теорему про почленне
iнтегрування (див., напр., теорему I.12.12 в [131]), маємо

Pf (x) 6 lim inf
h→0

1

hn

∫
C(x,h)

lim sup
j→∞

Pfj(y) dm(y) . (5.43)

Тепер за теоремою про диференцiйовнiсть невизначеного iнтегралу (див., напр.,
теорему IV.6.3 в [131]) отримуємо

lim
h→0

1

hn

∫
C(x,h)

lim sup
j→∞

Pfj (y) dm(y) = lim sup
j→∞

Pfj (x) (5.44)

для майже всiх x. Iз спiввiдношень (5.43) i (5.44) випливає (5.42).
З (5.41) випливає, що вiдображення fj є вiдображенням зi скiнченним

спотворенням i Pfj <∞ м.с. Тодi, враховуючи нерiвнiсть (5.3), отримуємо

∥∂ifj∥ 6 ∥Pfj∥(n−1)/n · |fj(C)|1/n 6 ∥P∥(n−1)/n · |fj(C)|1/n <∞ (5.45)

для будь-якої компактної множини C ⊂ Ω , i = 1, . . . , n , j = 1, 2, . . . , де
∥ ∗ ∥ є норма у просторi L1(C) . Зафiксуємо ρ∗ ∈ (0, ρ), де ρ = dist(C, ∂D)

i покриємо C кулями B(x, ρ∗) , x ∈ C . Вибираючи скiнченне пiдпокриття з
даного покриття, отримуємо вiдкриту множину V, що мiстить C, i таку що
V ⊂ D . За побудовою, V — компактна пiдмножина областi D, при цьому
f(C) i f(V ) є компактними пiдмножинами областi D′ = f(D). Оскiльки
f(C) ⊂ f(V ) , а множина f(V ) вiдкрита i f — гомеоморфiзм, маємо нерiвнiсть
dist(f(C), ∂f(V )) > 0. Отже, fj(C) ⊂ f(V ) при досить великих j i з умови
(5.45) випливає, що

∥∂ifj∥ 6 ∥P∥(n−1)/n · |f(V )|1/n <∞

для таких j . Аналогiчно доводиться, що

∥∂ifj∥E 6 ∥P∥(n−1)/n
E · |f(V )|1/n <∞,
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де через ∥ ∗ ∥E позначена норма в L1(E) для довiльної вимiрної множини
E ⊆ C . В силу леми 2.1 в [398], f ∈ W 1,1

loc i ∂ifj → ∂if слабко в L1
loc ,

i = 1, . . . , n , при j → ∞. Теорему доведено.

5.8. Нижнi Q -гомеоморфiзми i класи Орлiча–Соболєва

У цьому пiдроздiлi показано, яким чином розвинута теорiя вiдображень
(нижнiх та кiльцевих Q -гомеоморфiзмiв) з необмеженою характеристикою
квазiконформностi, може бути застосована до широких класiв вiдображень зi
скiнченним спотворенням, а також до класiв Орлiча–Соболєва та, зокрема, до
класiв Соболєва W 1,p

loc при p > n− 1 в Rn , n > 3 .

Нагадаємо деякi означення.
Означення 5.8.1. Вiдображення g : Rn → Rn називається лiпшицевим,

якщо
|g(x1)− g(x2)| 6M |x1 − x2|

для деякої сталої M <∞ i всiх x1 , x2 ∈ Rn .

Означення 5.8.2. Вiдображення g : X → Y називається бiлiпшицевим,
якщо воно, по-перше, є лiпшицевим, i, по-друге, виконується спiввiдношення

M ∗ · |x1 − x2| 6 |g(x1)− g(x2)|

для деякої сталої M ∗ > 0 i всiх x1 , x2 ∈ Rn .

Наступне твердження є ключовим для подальшого дослiдження.

Теорема 5.8.1. Нехай D i D′ — областi в Rn , n > 3 , φ : (0,∞) →
(0,∞) — неспадна функцiя така, що при деякому t∗ ∈ (0,∞) виконується
умова (5.9). Тодi будь-який гомеоморфiзм f : D → D′ класу Орлiча–
Соболєва W 1,φ

loc зi скiнченним спотворенням є нижнiм Q -гомеоморфiзмом при
Q(x) = K

1
n−1

I (x, f) .

Доведення. Позначимо через E (борелеву) множину всiх точок x ∈ D, де
вiдображення f має повний диференцiал i Jf(x) = det f ′(x) ̸= 0. Зауважимо,
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що множина E є не бiльше нiж зчисленним об’єднанням борелевих множин
El, l = 1, 2, . . . , таких, що вiдображення fl = f |El

є бiлiпшицевими гомео-
морфiзмами, див., напр., лему 3.2.2 в [187]. Не зменшуючи загальностi, можна
вважати, що множини El попарно не перетинаються. Позначимо також через
E∗ множину всiх точок x ∈ D, де f має повний диференцiал i f ′(x) = 0.

За теоремою 5.3.1 множина E0 := D \ (E
∪
E∗) має нульову мiру Лебега.

Отже, за теоремою 9.1 в [342] маємо Hn−1(B0 ∩ Sr) = 0 для майже всiх
сфер Sr := S(x0, r) з центром у довiльнiй точцi x0 ∈ D, де "майже всiх"
визначається у розумiннi конформного модуля сiм’ї поверхонь. Тодi, згiдно з
лемою 9.1 в [342], Hn−1(E0∩Sr) = 0 для майже всiх r ∈ R i згiдно з наслiдком
5.4.3 отримуємо Hn−1(f(E0)∩ S∗

r ) = 0 i Hn−1(f(E∗)∩ S∗
r ) = 0 для майже всiх

r ∈ R , де S∗
r = f(Sr).

Зауважимо, що також Hn−1(f(E0) ∩ S∗
r ) = 0 i Hn−1(f(E∗) ∩ S∗

r ) = 0

для майже всiх сфер Sr := S(x0, r) у розумiннi конформного модуля сiм’ї
поверхонь. Дiйсно, нехай Γ0 — пiдсiм’я всiх сфер Sr := S(x0, r), для яких
або Hn−1(f(E0) ∩ S∗

r ) > 0, або Hn−1(f(E∗) ∩ S∗
r ) > 0. Позначимо через R

множину всiх r ∈ R, для яких Hn−1(f(E0)∩S∗
r ) > 0 або Hn−1(f(E∗)∩S∗

r ) > 0.

Внаслiдок сказаного вище, m1(R) = 0. Тодi за теоремою Фубiнi m(F ) = 0,

де F = {x ∈ D : |x − x0| = r ∈ R}. Функцiя ρ1 : Rn → [0,∞], визначена
символом ∞ при x ∈ F i рiвна нулю на множинi, що залишилась, узагальнено
допустима для сiм’ї Γ0 . Отже, за (9.18) в [342] M(Γ0) 6

∫
F

ρn1dm(x) = 0, тобто,

дiйсно, M(Γ0) = 0 .
За теоремою Кiрсбрауна (див. теорема 2.10.43 в [187]) кожне вiдображення

fl може бути продовжене до лiпшицевого вiдображення f̃l : Rn → Rn, яке
за теоремою Радемахера–Степанова диференцiйовне майже всюди в Rn (див.
теорему 3.1.6 в [187]). Внаслiдок єдиностi апроксимативного диференцiала (див.
пункт 3.1.2 в [187]) можна вважати, що при всiх x ∈ El виконується рiвнiсть
f̃l

′
(x) = f ′(x).

Нехай Γ позначає сiм’ю всiх сфер Sr , r ∈ (ε, ε0) , ε0 < d0 = dist(x0, ∂D) .
Для довiльної функцiї ρ∗ ∈ adm f(Γ) такої, що ρ∗ ≡ 0 ззовнi f(D) , вважаємо
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ρ ≡ 0 ззовнi D i на E0, i

ρ(x) := Λ(x) · ρ∗(f(x)) при x ∈ E,

де

Λ(x) =

[
det f ′(x)
l(f ′(x))

] 1
n−1

= [ λ2 · . . . · λn ]
1

n−1 > [ Jn−1(x) ]
1

n−1 для м.в. x ∈ E ;

Тут λn > . . . > λ1 — головнi дилатацiйнi коефiцiєнти f ′(x) (див., напр., роздiл
I.4.1 в [110]) i Jn−1(x) — (n−1) -вимiрний якобiан f |Sr

у точцi x , де r = |x−x0|
(див. п. 3.2.1 в [187]).

Виконуючи вiдповiднi оцiнки спочатку на кожнiй множинi El ,
l = 1, 2, . . . , з використанням теореми Кiрсбрауна та теореми 3.2.5 в [187]
про замiну змiнних, а потiм пiдсумовуючи їх з урахуванням зчисленної
адитивностi iнтеграла Лебега, отримуємо∫

Sr

ρn−1 dA >
∫
S∗
r

ρn−1
∗ dA > 1

для м.в. Sr i, таким чином, ρ ∈ ext admΓ .
Аналогiчно, використовуючи замiну змiнних (див., напр., теорему 3.2.5 в

[187]) на кожнiй множинi El , l = 1, 2, . . . , i зчисленну адитивнiсть iнтеграла
Лебега, отримуємо оцiнку∫

D

ρn(x)

K
1

n−1

I (x, f)
dm(x) 6

∫
f(D)

ρn∗(x) dm(x) ,

що i завершує доведення.

Наслiдок 5.8.1. Будь-який гомеоморфiзм в Rn , n > 3 , класу W 1,p
loc при

p > n − 1 зi скiнченним спотворенням є нижнiм Q -гомеоморфiзмом при
Q(x) = K

1
n−1

I (x, f) .

Враховуючи взаємозв’язок мiж нижнiми i кiльцевими Q -
гомеоморфiзмами, описаний у наслiдку 3.2.1, iз теореми 5.8.1 i наслiдку
5.8.1 отримуємо наступне твердження.
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Наслiдок 5.8.2. Будь-який гомеоморфiзм f класу Орлiча–Соболєва
W 1,φ

loc в Rn , n > 3 , за умови (5.9) на функцiю φ (зокрема, будь-який гомео-
морфiзм класу Соболєва W 1,p

loc при p > n− 1 ) i за умови KI(x, f) ∈ L1
loc(D) є

кiльцевим Q∗ -гомеоморфiзмом в кожнiй точцi x0 ∈ D при Q∗(x) = KI(x, f) .

5.9. Одностайно неперервнi сiм’ї гомеоморфiзмiв

У даному пiдроздiлi отримано оцiнки спотворення хордальної вiдстанi
при гомеоморфних вiдображеннях з класiв Орлiча–Соболєва W 1,φ

loc за умови
типу умови Кальдерона на функцiю φ . Крiм того, доведено теореми про
одностайну неперервнiсть для гомеоморфiзмiв класiв Орлiча–Соболєва W 1,φ

loc ,
якi задовольняють умову (5.9), взагалi кажучи, бiльш слабку, нiж (5.15), i в
яких вiдсутнi рiвномiрнi (навiть локально в областi) обмеження виду (5.13).
Тут усюди мається на увазi, що функцiя φ : (0,∞) → (0,∞) є неспадною.

Теорема 5.9.1. Нехай D i D′ — областi в Rn , n > 3 , φ :

(0,∞) → (0,∞) — неспадна функцiя, яка задовольняє умову (5.9) при деякому
t∗ ∈ (0,∞). Нехай f : D → D′ — гомеоморфiзм класу Орлiча–Соболєва
W 1,φ

loc , для якого KI(x, f) ∈ L1
loc(D) , такий, що h(Rn \ f(D)) > ∆ > 0 . Тодi

для кожного x0 ∈ D i x ∈ B(x0, ε(x0)) , де ε(x0) < d(x0) = dist(x0, ∂D) ,
виконується нерiвнiсть

h(f(x), f(x0)) 6
αn
∆

exp

−
ε(x0)∫

|x−x0|

dr

rk
1

n−1
x0 (r)

 , (5.46)

де стала αn залежить тiльки вiд n , а kx0(r) означає середнє iнтегральне
значення функцiї KI(x, f) по сферi S(x0, r) .

Доведення. За наслiдком 5.8.2 f є кiльцевим Q -гомеоморфiзмом при
Q(x) = KI(x, f) . Тепер твердження теореми випливає з теореми 1.6.2. Теорему
доведено.
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Зауваження 5.9.1. Оцiнка (5.46) може бути також записана у виглядi

h(f(x), f(x0)) 6
αn
∆

exp

− ω
1

n−1

n−1

ε(x0)∫
|x−x0|

dr

∥KI∥
1

n−1 (x0, r)

 , (5.47)

де ωn−1 — площа одиничної сфери в Rn , ∥KI∥(x0, r) — норма звуження
KI(x, f) на сферi S(x0, r) у просторi L1 (S(x0, r)) .

Наслiдок 5.9.1. Оцiнки (5.46) i (5.47) виконуються, зокрема, для
гомеоморфiзмiв f класу Соболєва W 1,p

loc при p > n− 1 з KI ∈ L1
loc .

Наслiдок 5.9.2. Нехай для гомеоморфiзму f : D → D′ класу W 1,1
loc при

r < ε(x0) < min
{
e−1, d(x0)

}
виконується умова

kx0(r) 6
[
ln

1

r

]n−1

. (5.48)

Тодi при всiх x ∈ B(x0, ε(x0)) справедлива оцiнка

h(f(x), f(x0)) 6
αn
∆

ln 1
ε(x0)

ln 1
|x−x0|

. (5.49)

Наслiдок 5.9.3. Зокрема, якщо для деякого ε(x0) < min{e−1, d(x0)}
виконується нерiвнiсть

KI(x, f) 6
[
ln

1

|x− x0|

]n−1

, (5.50)

то оцiнка (5.49) виконується всюди в кулi B(x0, ε(x0)) .

Зауваження 5.9.2. Якщо замiсть умов (5.48) i (5.50) вимагати виконання
вiдповiдно нерiвностей

kx0(r) 6 c ·
[
ln

1

r

]n−1

i

KI(x, f) 6 c ·
[
ln

1

|x− x0|

]n−1

,

то буде виконуватись оцiнка

h(f(x), f(x0)) 6
αn
∆

[
ln 1

ε(x0)

ln 1
|x−x0|

]1/c 1
n−1

.
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Теорема 5.9.2. Нехай f : Bn → Bn, n > 3 , — гомеоморфiзм класу W 1,φ
loc

з умовою (5.9) на функцiю φ , f(0) = 0 i∫
ε<|x|<1

KI(x, f)
dm(x)

|x|n
6 c ln

1

ε
∀ ε ∈ (0, 1) .

Тодi
|f(x)| 6 γn · |x|βn,

де γn — деяка стала, що залежить тiльки вiд n , i βn = (ωn−1/c)
1

n−1 , ωn−1

— площа одиничної сфери в Rn .

Доведення. За наслiдком 5.8.2 f є кiльцевим Q -гомеоморфiзмом при
Q(x) = KI(x, f) . Тепер твердження теореми випливає з теореми 1.6.3. Теорему
доведено.

Теорема 5.9.3. Нехай D i D′ — областi в Rn , n > 3 , i f : D → D′ —
гомеоморфiзм класу Орлiча–Соболєва W 1,φ

loc , такий, що h(Rn \ f(D)) > ∆ >

0 та м.с. KI(x, f) 6 Q(x) i Q ∈ FMO(x0) . Тодi при деякому 0 < ε0 <

dist(x0, ∂D) виконується оцiнка

h(f(x), f(x0)) 6
αn
∆

{
ln 1

ε0

ln 1
|x−x0|

}β

∀ x ∈ B(x0, ε0) , (5.51)

де αn — стала, що залежить тiльки вiд n , а β — тiльки вiд функцiї Q .

Доведення. За наслiдком 5.8.2 f є кiльцевим Q -гомеоморфiзмом при
Q(x) = KI(x, f) . Тепер твердження теореми випливає з теореми 1.6.4. Теорему
доведено.

Наслiдок 5.9.4. Зокрема, оцiнка (5.51) справедлива, якщо

lim
ε→0

−
∫
B(x0,ε)

Q(x) dm(x) < ∞ . (5.52)

Нехай D — область в Rn , n > 3 , φ : (0,∞) → (0,∞) — неспадна функцiя,
Q : Rn → (0,∞) — довiльна вимiрна за Лебегом функцiя. Позначимо символом
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Oφ
Q,∆ сiм’ю всiх гомеоморфiзмiв f iз D в Rn класу Орлiча–Соболєва W 1,φ

loc

зi скiнченим спотворенням таких, що h
(
Rn \ f(D)

)
> ∆ > 0 i виконується

нерiвнiсть KI(x, f) 6 Q(x) майже всюди. Позначимо також через SpQ,∆ , p > 1 ,
сiм’ю Oφ

Q,∆ при φ(t) = tp .

Теорема 5.9.4. Нехай φ : (0,∞) → (0,∞) — неспадна функцiя, яка
задовольняє умову (5.9). Якщо Q ∈ FMO , то клас Oφ

Q,∆ утворює нормальну
сiм’ю вiдображень.

Доведення. За теоремою 5.9.3 для вiдображень класу Oφ
Q,∆ виконується

оцiнка (5.51), наслiдком якої є одностайна неперервнiсть сiм’ї вiдображень
цього класу. Тепер твердження теореми випливає з твердження 1.4.1. Теорему
доведено.

Наслiдок 5.9.5. За умови (5.9) клас Oφ
Q,∆ утворює нормальну сiм’ю

вiдображень, якщо для всiх x0 ∈ D виконується умова (5.52).

Наслiдок 5.9.6. Зокрема, клас SpQ,∆ утворює нормальну сiм’ю вiдо-
бражень при p > n − 1 , як тiльки виконується одна з двох умов: Q ∈ FMO

або для всiх x0 ∈ D виконується умова (5.52).

Теорема 5.9.5. Нехай Q ∈ L1
loc , n > 3 , i при деякому ε(x0) <

dist(x0, ∂D) виконується умова

ε(x0)∫
0

dr

∥Q∥
1

n−1

1 (x0, r)
= ∞ ∀ x0 ∈ D , (5.53)

де ∥Q∥1(x0, r) — норма функцiї Q в просторi L1 по сферi S(x0, r) . Тодi при
будь-якому ∆ > 0 класи Oφ

Q,∆ i SpQ,∆ утворюють нормальнi сiм’ї вiдоб-
ражень, якщо φ задовольняє умову (5.9) i, вiдповiдно, якщо p > n− 1 .

Доведення. За теоремою 5.9.1 i зауваженням 5.9.1 до неї для всiх
гомеоморфiзмiв класу OΦ,φ

M,∆ за умови (5.9) на функцiю φ та для всiх
гомеоморфiзмiв класу SΦ,p

M,∆ при p > n− 1 виконується оцiнка (5.47). Звiдси з
урахуванням нерiвностi KI(x, f) 6 Q(x) , що виконується майже всюди, i умови
(5.53) робимо висновок про одностайну неперервнiсть сiмей вiдображень класiв
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Oφ
Q,∆ i SpQ,∆ . Тепер твердження теореми випливає з твердження 1.4.1. Теорему

доведено.

Наслiдок 5.9.7. Класи Oφ
Q,∆ i SpQ,∆ утворюють нормальнi сiм’ї вiдоб-

ражень, якщо функцiя φ задовольняє спiввiдношення (5.9) i, вiдповiдно, якщо
p > n− 1 , а функцiя Q(x) має лише особливостi логарифмiчного типу.

Нехай, як i вище, D — область в Rn , n > 3 , φ : (0,∞) → (0,∞) —
неспадна функцiя. Для неспадної функцiї Φ : [0,∞] → [0,∞] , M > 0 i
∆ > 0 , через OΦ,φ

M,∆ позначимо сiм’ю всiх гомеоморфiзмiв класу Орлiча–
Соболєва W 1,φ

loc , таких, що h
(
Rn \ f(D)

)
> ∆ > 0 i∫

D

Φ (KI(x, f))
dm(x)

(1 + |x|2)n
6 M .

Аналогiчно, через SΦ,p
M,∆ , p > 1 , позначимо клас OΦ,φ

M,∆ при φ(t) = tp.

Теорема 5.9.6. Нехай Φ : [0,∞] → [0,∞] — неспадна опукла функцiя
така, що при деякому δ0 > Φ(0) задовольняє умову

∞∫
δ0

dτ

τ [Φ−1(τ)]
1

n−1

= ∞ . (5.54)

Тодi класи OΦ,φ
M,∆ за умови (5.9) на функцiю φ , а також класи SΦ,p

M,∆ при
p > n − 1, є одностайно неперервними i, отже, утворюють нормальнi сiм’ї
вiдображень при будь-яких M ∈ (0,∞) i ∆ ∈ (0, 1) .

Доведення. За наслiдком 5.8.2 всi гомеоморфiзми класу OΦ,φ
M,∆ за умови

(5.9) на функцiю φ та всi гомеоморфiзми класу SΦ,p
M,∆ при p > n − 1 є

кiльцевими Q -гомеоморфiзмами. Тепер для завершення доведення залишаєть-
ся застосувати теорему 4.1 роботи [129]. Теорему доведено.

Зауваження 5.9.3. Як випливає з роботи [129], умова вигляду (5.54) є не
тiльки достатньою, але також i необхiдною для нормальностi вказаних класiв.
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5.10. Поведiнка класiв Орлiча-Соболєва на

нескiнченностi

У цьому пiдроздiлi наводиться ряд результатiв про асимптотичну
поведiнку на нескiнченностi класiв Орлiча–Соболєва W 1,φ

loc за умови типу умови
Кальдерона на функцiю φ .

Нехай r0 — довiльне фiксоване додатне число i x0 ∈ Rn . Для
гомеоморфiзму f : Rn → Rn позначимо

L(x0, f, R) = sup
|x−x0|=R

|f(x)− f(x0)| .

Сформулюємо два допомiжнi твердження.

Лема 5.10.1. Нехай n > 3 i f : Rn → Rn — гомеоморфiзм класу W 1,φ
loc ,

де φ : (0,∞) → (0,∞) — неспадна функцiя, яка задовольняє умову (5.9). Якщо
KI ∈ L1

loc(Rn) , то

lim inf
R→∞

L(x0, R, f) exp

[
−
(
ωn−1

Λ(R)

) 1
n−1

]
> 0 ,

де ωn−1 — площа одиничної сфери Sn−1 в Rn i

Λ(R) =

 R∫
r0

ψ(t) dt

−n

·
∫

A(x0,r0,R)

KI(x, f)ψ
n(|x− x0|) dm(x)

для довiльної вимiрної (за Лебегом) функцiї ψ : [0,∞] → [0,∞] такої, що

0 <

R∫
r0

ψ(t) dt <∞ ∀ R > r0 .

Доведення. За наслiдком 5.8.2 f є кiльцевим Q -гомеоморфiзмом при
Q(x) = KI(x, f) . Тепер твердження леми випливає з леми 2.6.1. Лему доведено.

Лема 5.10.2. Нехай n > 3 i f : Rn → Rn — гомеоморфiзм класу W 1,φ
loc ,

де φ : (0,∞) → (0,∞) — неспадна функцiя, яка задовольняє умову (5.9). Якщо
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KI ∈ L1
loc(Rn) i для деяких чисел p < n i c > 0 виконується умова∫
A(x0,r0,R)

KI(x, f)ψ
n(|x− x0|) dm(x) 6 c · Ip(R) ∀ R > r0 ,

де ψ : [0,∞] → [0,∞] — невiд’ємна вимiрна (за Лебегом) функцiя така, що

0 < I(R) =

R∫
r0

ψ(t) dt <∞ ∀ R > r0 ,

то
lim inf
R→∞

L(x0, R, f) exp
[
−α I

n−p
n−1 (R)

]
> 0 ,

де α =
(ωn−1

c

) 1
n−1 .

Доведення. За наслiдком 5.8.2 f є кiльцевим Q -гомеоморфiзмом при
Q(x) = KI(x, f) . Тепер твердження леми випливає з леми 2.6.2. Лему доведено.

Покладаючи в лемi 5.10.2 ψ(t) = 1
N∏

k=0

lnk t

, r0 = eN i p = 1 , отримуємо

наступне твердження.

Теорема 5.10.1. Нехай n > 3 i f : Rn → Rn — гомеоморфiзм класу
W 1,φ

loc , де φ : (0,∞) → (0,∞) — неспадна функцiя, яка задовольняє умову
(5.9). Якщо KI ∈ L1

loc(Rn) i для деякого числа c > 0 виконується умова∫
A(x0,eN ,R)

KI(x, f) dm(x)(
N∏
k=0

lnk |x− x0|
)n 6 c · lnN+1(R) ∀ R > eN ,

то
lim inf
R→∞

L(x0, R, f)

lnγN(R)
> 0 ,

де γ =
(ωn−1

c

) 1
n−1 .

Покладаючи в теоремi 5.10.1 N = 0 , приходимо до наступного наслiдку.

Наслiдок 5.10.1. Зокрема, якщо KI ∈ L1
loc(Rn) i для деякого числа c > 0

виконується умова∫
A(x0,1,R)

KI(x, f) dm(x)

|x− x0|n
6 c · lnR ∀ R > 1 ,
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то
lim inf
R→∞

L(x0, R, f)

Rγ
> 0 ,

де γ =
(ωn−1

c

) 1
n−1 .

Наслiдок 5.10.2. Якщо для деякого числа κI(x0) > 0 виконується умова

1

ωn−1Rn−1

∫
S(x0,R)

KI(x, f) dA 6 κI(x0) ∀ R > 1 ,

то
lim inf
R→∞

L(x0, R, f)

Rα
> 0 ,

де α = κ
1

1−n

I (x0) i dA — елемент площi поверхнi.

Зауваження 5.10.1. Зокрема, якщо KI(x, f) 6 K,K ∈ [1,∞) , iз
наслiдка 5.10.2 випливає вiдомий результат О. Мартiо, С. Рiкмана i Ю. Вяйсяля,
див. теорему 3.7 в [340]:

lim sup
x→∞

|f(x)|
|x|α

> 0 ,

де α = K
1

1−n .

Справедливе наступне твердження.

Теорема 5.10.2. Нехай n > 3 i f : Rn → Rn — гомеоморфiзм класу W 1,φ
loc

зi скiнченним спотворенням, де φ : (0,∞) → (0,∞) — неспадна функцiя, яка
задовольняє умову (5.9), r0 — довiльне додатне дiйсне число, x0 ∈ Rn . Тодi

lim inf
R→∞

L(x0, R, f) exp

−ω
1

n−1

n−1

R∫
r0

dτ

∥KI∥
1

n−1

1 (x0, τ)

 =M0 > 0 ,

де

∥KI∥1(x0, τ) =
( ∫
S(x0,τ)

KI(x, f)dA
)
, S(x0, τ) = {x ∈ Rn : |x− x0| = τ}.

Доведення. За теоремою 5.8.1 f є нижнiм Q -гомеоморфiзмом при
Q(x) = K

1
n−1

I (x, f) . Тепер твердження теореми випливає з теореми 3.4.1.
Теорему доведено.
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Нагадаємо деякi позначення.
Для цiлих значень k > 0 покладемо

e0 = 1, e1 = e, e2 = ee, . . . , ek+1 = exp ek

i ln0 t = t, ln1 t = ln t, ln2 t = ln ln t, . . . , lnk+1 t = ln lnk t .

Iз теорем 5.8.1 i 3.4.1 безпосередньо випливають наступнi твердження.

Наслiдок 5.10.3. Нехай n > 3 i f : Rn → Rn — гомеоморфiзм
класу W 1,φ

loc зi скiнченним спотворенням, де φ : (0,∞) → (0,∞) — неспадна
функцiя, яка задовольняє умову (5.9), r0 — довiльне фiксоване додатне число,
x0 ∈ Rn . Якщо для деякого числа Q0 > 0 виконується умова

∥KI∥ n−1(x0, r) 6 k0

N∏
k=0

lnk r

для м.в. r ∈ (eN ,∞) , то

lim inf
R→∞

L(x0, R, f)

(lnN R)
γ =M0 > 0 ,

де γ =
ω

1
n−1
n−1

k0
.

Наслiдок 5.10.4. Якшо для деякого числа Q0 > 0 виконується умова

∥KI∥ n−1(x0, r) 6 k0 r

для м.в. r ∈ (1,∞) , то

lim inf
R→∞

L(x0, R, f)

Rγ
=M0 > 0 ,

де γ =
ω

1
n−1
n−1

k0
.

5.11. Зв’язок класiв Орлiча-Соболєва з нижнiми та

кiльцевими Q -гомеоморфiзмами вiдносно p -модуля

У цьому пiдроздiлi встановлено зв’язок класiв Орлiча–Соболєва W 1,φ
loc в

Rn, n > 3 , за умови типу умови Кальдерона на функцiю φ з нижнiми i
кiльцевими Q -гомеоморфiзмами вiдносно p -модуля.
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Для гомеоморфiзмiв класiв Орлiча–Соболєва W 1,φ
loc використовується

характеристика Kp(z, f) , визначена рiвнiстю (4.13).
Справедлива наступна теорема.

Теорема 5.11.1. Нехай D i D′ — областi в Rn , n > 3 . Припустимо,
що φ : (0,∞) → (0,∞) — неспадна функцiя, для якої при деякому
t∗ ∈ (0,∞) виконується умова (5.9). Тодi будь-який гомеоморфiзм
f : D → D′ класу Орлiча–Соболєва W 1,φ

loc зi скiнченним спотворенням
є нижнiм Q -гомеоморфiзмом вiдносно p -модуля при Q(x) = Kp(x, f) i
p > n− 1 .

Доведення. Нехай E — множина (борелева) всiх точок x ∈ D, де
вiдображення f має повний диференцiал i Jf(x) = det f ′(x) ̸= 0. Зауважимо,
що множина E є не бiльше нiж зчисленним об’єднанням борелевих множин
El, l = 1, 2, . . . , таких, що вiдображення fl = f |El

є бiлiпшицевими
гомеоморфiзмами (див., напр., лему 3.2.2 в [187]). Не зменшуючи загальностi,
можна вважати, що множини El попарно не перетинаються. Позначимо також
через E∗ множину всiх точок x ∈ D, де f має повний диференцiал i f ′(x) = 0.

За теоремою 5.3.1 множина E0 := D \ (E
∪
E∗) має нульову мiру Лебега.

Отже, за теоремою 9.1 в [342] маємо Hn−1(E0 ∩ Sr) = 0 для p -майже всiх
сфер Sr := S(x0, r) з центром в довiльнiй точцi x0 ∈ D, де "p -майже всiх"
визначається у розумiннi p -модуля сiм’ї поверхонь. Тодi, згiдно з лемою 9.1
[342], Hn−1(E0 ∩ Sr) = 0 для майже всiх r ∈ R i згiдно з наслiдком 5.4.3
отримуємо Hn−1(f(E0) ∩ S∗

r ) = 0 i Hn−1(f(E∗) ∩ S∗
r ) = 0 для майже всiх

r ∈ R , де S∗
r = f(Sr).

Зауважимо, що також Hn−1(f(E0) ∩ S∗
r ) = 0 i Hn−1(f(E∗) ∩ S∗

r ) = 0 для
майже всiх сфер Sr := S(x0, r) у розумiннi p -модуля сiм’ї поверхонь. Дiйсно,
нехай Γ0 — пiдсiм’я всiх сфер Sr := S(x0, r), для яких або Hn−1(f(E0)∩S∗

r ) >

0, або Hn−1(f(E∗)∩S∗
r ) > 0. Позначимо через R множину всiх r ∈ R, для яких

або Hn−1(f(E0)∩S∗
r ) > 0, або Hn−1(f(E∗)∩S∗

r ) > 0. Внаслiдок сказаного вище,
m1(R) = 0. Тодi за теоремою Фубiнi m(J) = 0, де J = {x ∈ D : |x− x0| = r ∈
R}. Функцiя ρ1 : Rn → [0,∞], визначена символом ∞ при x ∈ J i рiвна нулю
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на множинi, що залишилась, узагальнено p -допустима для сiм’ї Γ0 . Отже, за
(9.18) в [342] Mp(Γ0) 6

∫
J

ρp1dm(x) = 0, тобто, дiйсно, Mp(Γ0) = 0 .

За теоремою Кiрсбрауна (див. теорему 2.10.43 в [187]) кожне вiдображення
fl може бути продовжено до лiпшицевого вiдображення f̃l : Rn → Rn, яке
за теоремою Радемахера–Степанова диференцiйовне майже всюди в Rn (див.
теорему 3.1.6 [187]). Внаслiдок єдиностi апроксимативного диференцiала (див.
пункт 3.1.2 в [187]) можна вважати, що при всiх x ∈ El виконується рiвнiсть
f̃l

′
(x) = f ′(x).

Нехай Γ позначає сiм’ю всiх перетинiв сфер Sr , де r ∈ (ε, ε0) i
ε0 < d0 = sup

x∈D
|x − x0|, з областю D. Для довiльної функцiї ρ∗ ∈ adm f(Γ)

такої, що ρ∗ ≡ 0 ззовнi f(D) , вважаємо ρ ≡ 0 зовнi D i на E0, i

ρ(x) : = ρ∗(f(x))∥f ′(x)∥ при x ∈ D \ E0 = E ∪ E∗ .

Виконуючи вiдповiднi оцiнки спочатку на кожнiй множинi El ,
l = 1, 2, . . . , згiдно з [187, розд. 1.7.6] i використовуючи при цьому геометричний
сенс величини ∥f ′(x)∥ та її зв’язок з якобiаном вiдображення (див., напр.,
спiввiдношення (2.5) i (2.6) розд. I § 2 в [110]), а потiм пiдсумовуючи отриманi
оцiнки з урахуванням зчисленної адитивностi iнтеграла Лебега, маємо∫

Sr

ρn−1 dA =

∫
Sr

ρn−1
∗ (f(x))∥f ′(x)∥n−1 dA =

=

∫
Sr

ρn−1
∗ (f(x)) · ∥f

′(x)∥n−1

dA∗
dA

· dA∗

dA
dA >

∫
Sr

ρn−1
∗ (f(x)) · dA∗

dA
dA =

=

∫
S∗
r

ρn−1
∗ (y)dA∗ > 1

для майже всiх Sr, i, отже, ρ ∈ extp admΓ.

Аналогiчно, використовуючи замiну змiнних (див., напр., теорему 3.2.5 в
[187]) на кожнiй множинi El , l = 1, 2, . . . , i зчисленну адитивнiсть iнтеграла
Лебега, отримуємо оцiнку∫

D

ρp(x)

Kp(x, f)
dm(x) 6

∫
f(D)

ρp∗(x) dm(x) ,
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що i завершує доведення. Теорему доведено.

Справедливе також наступне твердження.

Теорема 5.11.2. Нехай D i D′ — областi в Rn , n > 3 , i
p > n − 1 . Припустимо, що φ : (0,∞) → (0,∞) — неспадна функцiя, для
якої при деякому t∗ ∈ (0,∞) виконується умова (5.9), i для всiх x0 ∈ D

∥Kp∥ n−1
p−n+1

(x0, r) ̸= ∞ для м.в. r ∈ (0, d0), d0 = dist (x0, ∂D) ,

де ∥Kp∥ n−1
p−n+1

(x0, r) =
( ∫
S(x0,r)

K
p−n+1
p−1

p (x, f) dA
)p−n+1

. Тодi будь-який

гомеоморфiзм f : D → D′ класу Орлiча–Соболєва W 1,φ
loc зi скiнченним

спотворенням є кiльцевим Q -гомеоморфiзмом вiдносно p
p−n+1 -модуля при

Q(x) = K
n−1

p−n+1
p (x, f) .

Доведення. За теоремою 5.11.1 f є нижнiм Q -гомеоморфiзмом вiдносно
p -модуля при Q(x) = Kp(x, f) i будь-якому p > n − 1 . Тепер твердження
теореми випливає з теореми 3.2.2. Теорему доведено.

З теореми 5.11.1 та наслiдку 3.2.1 випливає наступне твердження.

Наслiдок 5.11.1. Зокрема, якщо Kp(x, f) ∈ L
n−1

p−n+1

loc , то f є кiльцевим

Q -гомеоморфiзмом вiдносно p
p−n+1 -модуля при Q(x) = K

n−1
p−n+1

p (x, f) .

При p = n маємо наступнi наслiдки стосовно гомеомoрфiзмiв з класiв
Соболєва.

Наслiдок 5.11.2. Нехай D i D′ — областi в Rn , n > 3 . Тодi будь-який
гомеоморфiзм f : D → D′ класу Соболєва W 1,q

loc при q > n − 1 зi скiнченним
спотворенням є нижнiм Q -гомеоморфiзмом при Q(x) = KO(x, f) .

Наслiдок 5.11.3. Нехай D i D′ — областi в Rn , n > 3 . Тодi будь-
який гомеоморфiзм f : D → D′ класу Соболєва W 1,q

loc при q > n− 1 за умови
KO(x, f) ∈ Ln−1

loc є кiльцевим Q -гомеоморфiзмом при Q(x) = [KO(x, f)]
n−1 .

Наведемо ще ряд тверджень, iстиннiсть яких базується, зокрема, на
теоремi 5.11.1.
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Спираючись на встановлений в теоремi 5.11.1 зв’язок гомеоморфiзмiв
класiв Орлiча–Соболєва W 1,φ

loc в Rn , n > 3 , за умови типу умови Кальдерона
на функцiю φ з нижнiми Q -гомеоморфiзмами вiдносно p -модуля i теорему
3.3.1, отримуємо наступне твердження.

Теорема 5.11.3. Нехай D i D′ — областi в Rn , n > 3 , i f : D → D′

— гомеоморфiзм класу Орлiча–Соболєва W 1,φ
loc зi скiнченним спотворенням,

де φ : (0,∞) → (0,∞) — неспадна функцiя, яка задовольняє умову (5.9).
Припустимо, що для деяких чисел λ > 1 , σ > 0 i Cx0 > 0 виконується
умова

εσ
λε∫
ε

dr

∥Kp∥ n−1
p−n+1

(x0, r)
> Cx0 ∀ ε ∈

(
0,

dist (x0, ∂D)

λ2

)
,

де ∥Kp∥ n−1
p−n+1

(x0, r) =
( ∫
S(x0,r)

[Kp(x, f)]
n−1

p−n+1 dA
)p−n+1

n−1

.

Тодi при p ∈
(
n, n+ 1

n−2

)
виконується нерiвнiсть

|f(x)− f(x0)| 6 ν0C
− 1

p−n
x0 |x− x0|

σ
p−n

для всiх x ∈ B(x0, δ0) , де ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд n ,
p , λ i σ .

Наслiдок 5.11.4. Зокрема, якщо для деяких чисел λ > 1 i Cx0 > 0

виконується умова

εp−n
λε∫
ε

dr

∥Kp(x, f)∥ n−1
p−n+1

(r)
> Cx0 (5.55)

для будь-якого ε ∈
(
0, dist (x0,∂D)

λ2

)
, то

|f(x)− f(x0)| 6 ν0C
− 1

p−n
x0 |x− x0| (5.56)

для всiх x ∈ B(x0, δ0) i ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд
розмiрностi простору n , p i λ .

З теореми 5.11.1 i наслiдку 3.3.2 чи 3.3.3 випливають вiдповiдно два
наступнi твердження.
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Наслiдок 5.11.5. Зокрема, якщо для деякого числа kx0 > 0 виконується
умова  1

ωn−1rn−1

∫
S(x0,r)

[Kp(x, f)]
n−1

p−n+1 dA


p−n+1
n−1

6 kx0

для м.в. r ∈
(
0, dist (x0,∂D)

e2

)
, то

|f(x)− f(x0)| 6 ν0 k
1

p−n
x0 |x− x0|

для всiх x ∈ B(x0, δ0) , де ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд n i
p .

Наслiдок 5.11.6. Зокрема, якщо Kp(x, f) 6 K < ∞ для м.в. x ∈ D ,
то

|f(x)− f(x0)| 6 ν0K
1

p−n |x− x0|

для всiх x0 ∈ D i x ∈ B(x0, δ0) , δ0 6 dist (x0,∂D)
e2 , де ν0 — додатна стала, яка

залежить тiльки вiд n i p .

Застосовуючи спочатку теорему 5.11.1, а потiм наслiдок 3.3.4, отримуємо
наступне твердження.

Теорема 5.11.4. Нехай D i D′ — областi в Rn , n > 3 . Припустимо,
що f : D → D′ — гомеоморфiзм класу Орлiча–Соболєва W 1,φ

loc зi скiнченним
спотворенням, де φ : (0,∞) → (0,∞) — неспадна функцiя, яка задовольняє
умову (5.9). Якщо Kp(x, f) ∈ Lα(B(x0, δ0)), δ0 6 dist (x0,∂D)

4 , p ∈
(
n, n+ 1

n−2

)
,

α > n
p−n , то

|f(x)− f(x0)| 6 ν0∥Kp(f)∥
1

p−n
α |x− x0|1−

n
α(p−n)

для всiх x ∈ B(x0, δ0) , де ∥Kp(f)∥α =

( ∫
B(x0,δ0)

Kα
p (x, f) dm(x)

) 1
α

— норма в

просторi Lα(B(x0, δ0)) i ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд n ,
p i α .

Застосовуючи спочатку теорему 5.11.1, а потiм лему 3.5.2, отримуємо
наступне твердження, в якому встановлено оцiнку спотворення вiдстаней
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логарифмiчного типу для вiдображень класу Орлiча–Соболєва W 1,φ
loc в Rn ,

n > 3 , за умови типу умови Кальдерона на функцiю φ .

Теорема 5.11.5. Нехай D i D′ — областi в Rn , n > 3 , i f : D → D′

— гомеоморфiзм класу Орлiча–Соболєва W 1,φ
loc зi скiнченним спотворенням, де

φ : (0,∞) → (0,∞) — неспадна функцiя, яка задовольняє умову (5.9). Якщо
p ∈

(
n, n+ 1

n−2

)
, ∥Kp∥ n−1

p−n+1
(x0, r) ̸= ∞ для м.в. r ∈ (0, d0) , d0 = dist(x0, ∂D) ,

i для деяких чисел κ ∈
[
0, p

p−n+1

)
, Cx0 > 0 виконується умова∫

A(x0,ε1,ε2)

[Kp(x, f)]
n−1

p−n+1 dm(x)

|x− x0|
p

p−n+1

6 Cx0 ln
κ

(
ε2
ε1

)
для будь-яких 0 < ε1 < ε2 < d0 , то

|f(x)− f(x0)| 6 ν0C
γ
x0

ln−θ
1

|x− x0|
для всiх x ∈ B(x0, δ0) , де δ0 6 min{1, dist4 (x0, ∂D)} ,

γ =
p− n+ 1

(n− 1)(p− n)
, θ =

p− κ(p− n+ 1)

(n− 1)(p− n)

i ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд розмiрностi простору n , p
i κ .

З теореми 5.11.1 i наслiдку 3.5.5 чи 3.5.6 випливають вiдповiдно два
наступнi твердження.

Наслiдок 5.11.7. Нехай D i D′ — областi в Rn , n > 3 . Припустимо,
що f : D → D′ — гомеоморфiзм класу Орлiча–Соболєва W 1,φ

loc зi скiнченним
спотворенням, де φ : (0,∞) → (0,∞) — неспадна функцiя, яка задовольняє
умову (5.9). Якщо Kp(x, f) ∈ L n

p−n
(B(x0, δ0)) , δ0 6 min{1, dist4(x0, ∂D)} i

p ∈
(
n, n+ 1

n−2

)
, то

|f(x)− f(x0)| 6 ν0 ∥Kp(f)∥
1

p−n
n

p−n
ln−

p
n(p−n)

1

|x− x0|
для всiх x ∈ B(x0, δ0) , де

∥Kp(f)∥ n
p−n

=

( ∫
B(x0,δ0)

K
n

p−n
p (x, f) dm(x)

)p−n
n
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— норма у просторi L n
p−n

(B(x0, δ0)) i ν0 — додатна стала, яка залежить
тiльки вiд n i p .

Наслiдок 5.11.8. Нехай D i D′ — областi в Rn , n > 3 . Припустимо,
що f : D → D′ — гомеоморфiзм класу Орлiча–Соболєва W 1,φ

loc зi скiнченним
спотворенням, де φ : (0,∞) → (0,∞) — неспадна функцiя, яка задовольняє
умову (5.9). Якщо p ∈

(
n, n+ 1

n−2

)
i для деякого числа kx0 > 0 виконується

умова
∥Kp∥ n−1

p−n+1
(x0, r) 6 kx0r

для м.в. r ∈ (0, δ0), δ0 6 min{1, dist4 (x0, ∂D)} , то

|f(x)− f(x0)| 6 ν0 κ
1

p−n
x0 ln−

1
p−n

1

|x− x0|
,

для всiх x ∈ B(x0, δ0) , де ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд
розмiрностi простору n i p .

5.12. Оцiнки мiри образу кулi для класiв Орлiча-

Соболєва

У цьому пiдроздiлi наведенi оцiнки мiри образу кулi при вiдображеннях
класу Орлiча–Соболєва W 1,φ

loc в Rn, n > 3 , за умови типу умови Кальдерона на
функцiю φ .

Наступна теорема є уточненням теореми 2.4.1 у випадку гомеоморфiзмiв
класу Орлiча–Соболєва W 1,φ

loc зi скiнченним спотворенням за умови (5.9) на
функцiю φ .

Теорема 5.12.1. Припустимо, що f : Bn → Bn — гомеоморфiзм класу
Орлiча–Соболєва W 1,φ

loc зi скiнченним спотворенням, де φ : (0,∞) → (0,∞)

— неспадна функцiя, яка задовольняє умову (5.9), i n > 3 . Тодi при p = n

справедлива оцiнка

m
(
fBr

)
6 Ωn exp

−nω
1

n−1

n−1

1∫
r

dτ

∥Kn∥ n−1(τ)

 , (5.57)



264

а при p > n — оцiнка

m(fBr) 6 Ωn

1 + ω
p−n+1
n−1

n−1 (p− n)

1∫
r

dτ

∥Kp∥ n−1
p−n+1

(τ)

− n
p−n

, (5.58)

де ∥Kp∥ n−1
p−n+1

(τ) =

(∫
Sτ

[Kp(x, f)]
n−1

p−n+1 dA

)p−n+1
n−1

, Sr = {x ∈ Rn : |x| = r} i

Br = {x ∈ Rn : |x| 6 r} .

Доведення. За теоремою 5.11.1 f є нижнiм Q -гомеоморфiзмом вiдносно
p -модуля при Q(x) = Kp(x, f) i будь-якому p > n − 1 . Тепер твердження
теореми випливає з леми 3.5.5. Теорему доведено.

Зауваження 5.12.1. Наведемо приклади гомеоморфiзмiв, що показують
точнiсть отриманих оцiнок (5.57) i (5.58).

Нехай p > n i K > 1 . Визначимо вiдображення fp : Bn → Bn рiвностями:

fn(x) =

{
x
|x| |x|

1
K , x ̸= 0 ,

0 , x = 0
(5.59)

при p = n i

fp(x) =

{
x
|x|
(
1−K−1 +K−1|x|n−p

)− 1
p−n , x ̸= 0 ,

0 , x = 0
(5.60)

при p > n .
Для вiдображень (5.59) i (5.60) реалiзуються вiдповiдно оцiнки (5.57) i

(5.58).

Застосовуючи спочатку теорему 5.11.1, а потiм лему 3.3.2, отримуємо
наступне твердження.

Твердження 5.12.1. Припустимо, що f : Bn → Bn — гомеоморфiзм
класу Орлiча–Соболєва W 1,φ

loc зi скiнченним спотворенням, де φ : (0,∞) →
(0,∞) — неспадна функцiя, яка задовольняє умову (5.9). Якщо для деяких
чисел p > n , λ > 1 , σ > 0 i Cx0 > 0 виконується умова

εσ
λε∫
ε

dr

∥Kp∥ n−1
p−n+1

(x0, r)
> Cx0
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для будь-якого ε ∈
(
0, dist (x0,∂D)

λ

)
, то

m
(
fB(x0, ε)

)
6 ν0C

− n
p−n

x0 ε
σn
p−n ,

де ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд n i p .

5.13. Скiнченна лiпшицевiсть класiв Орлiча-Соболєва

У цьому пiдроздiлi отримано достатню умову скiнченної лiпшицевостi
гомеоморфiзмiв класу Орлiча–Соболєва W 1,φ

loc в Rn, n > 3 , за умови типу умови
Кальдерона на функцiю φ .

Теорема 5.13.1. Нехай D i D′ — областi в Rn , n > 3 . Припустимо,
що f : D → D′ — гомеоморфiзм класу W 1,φ

loc зi скiнченним спотворенням, де
φ : (0,∞) → (0,∞) — неспадна функцiя, яка задовольняє умову (5.9). Якщо
p ∈

(
n, n+ 1

n−2

)
i

kp(x0) = lim sup
ε→0

(
−
∫
B(x0,ε)

[Kp(x, f)]
n−1

p−n+1 dm(x)

)p−n+1
n−1

<∞ ,

то
lim sup
x→x0

|f(x)− f(x0)|
|x− x0|

6 ν0 k
1

p−n
p (x0) <∞ ,

де ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд n i p .

Доведення. За теоремою 5.11.1 f є нижнiм Q -гомеоморфiзмом вiдносно
p -модуля при Q(x) = Kp(x, f) i будь-якому p > n − 1 . Тепер твердження
теореми випливає з леми 3.5.1. Теорему доведено.

Наслiдок 5.13.1. Нехай D i D′ — областi в Rn , n > 3 . Припустимо,
що f : D → D′ — гомеоморфiзм класу W 1,φ

loc зi скiнченним спотворенням, де
φ : (0,∞) → (0,∞) — неспадна функцiя, яка задовольняє умову (5.9). Якщо
p ∈

(
n, n+ 1

n−2

)
i

lim sup
ε→0

−
∫
B(x0,ε)

[Kp(x, f)]
n−1

p−n+1 dm(x) <∞
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для всiх x0 ∈ D , то гомеоморфiзм f є скiнченно лiпшицевим.

Побудуємо приклад гомеоморфiзму зi скiнченним спотворенням, який не
є скiнченно лiпшицевим.

Приклад 5.13.1. Припустимо, що n > 3 i p ∈
(
n, n+ 1

n−2

)
. Нехай

f : Bn → Bn , де

f(x) =


x
|x|

(
1 + (p− n)

1∫
|x|

dt

tp−n+1 ln
p−n+1
n−1 ( et )

)− 1
p−n

, x ̸= 0 ,

0 , x = 0 .

Дотична та радiальна дилатацiї f на сферi Sr = {x ∈ Rn : |x| = r} ,
r ∈ (0, 1) , легко обчислюються за формулами:

δT =
|f(x)|
|x|

=

(
1 + (p− n)

1∫
r

dt

tp−n+1 ln
p−n+1
n−1 ( et )

)− 1
p−n

r
,

δr =

(
1 + (p− n)

1∫
r

dt

tp−n+1 ln
p−n+1
n−1 ( et )

)−p−n+1
p−n

rp−n+1 ln
p−n+1
n−1 (et )

(див. правила обчислення (1.1.20) i (1.1.23) в [167], розд. I, твердження 1.1.1).
Зауважимо, що δT > δr i

δp−n+1
T = δr ln

p−n+1
n−1

(e
r

)
.

Отже, в силу сферичної симетрiї маємо

Kp(x, f) =
δpT

δn−1
T δr

=
δp−n+1
T

δr
= ln

p−n+1
n−1

(
e

|x|

)
.

Очевидно, що
lim sup
ε→0

−
∫
Bε

[Kp(x, f)]
n−1

p−n+1 dm(x) = ∞ ,

де Bε = {x ∈ Rn : |x| < r} .
З iншого боку, за правилом Лопiталя

lim
x→0

|f(x)|
|x|

= ∞ ,

тобто гомеоморфiзм f не є лiпшицевим в нулi.
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5.14. Оцiнки нижнiх границь для гомеоморфiзмiв

класiв Орлiча–Соболєва

У цьому пiдроздiлi ми доводимо аналог теореми Iкоми–Шварца для
гомеоморфiзмiв класу Орлiча–Соболєва за умови типу умови Кальдерона на
функцiю φ та встановлюємо ряд спорiднених результатiв.

Наступна теорема є уточненням теореми 2.5.1 у випадку гомеоморфiзмiв
класу Орлiча–Соболєва W 1,φ

loc зi скiнченним спотворенням за умови (5.9) на
функцiю φ .

Теорема 5.14.1. Припустимо, що f : Bn → Bn — гомеоморфiзм класу
Орлiча–Соболєва W 1,φ

loc зi скiнченним спотворенням, де φ : (0,∞) → (0,∞)

— неспадна функцiя, яка задовольняє умову (5.9), f(0) = 0 i n > 3 . Тодi при
p > n справедлива оцiнка

lim inf
x→0

|f(x)|

1 + ω
p−n+1
n−1

n−1 (p− n)

1∫
|x|

dr

∥Kp∥ n−1
p−n+1

(r)


1

p−n

6 1, (5.61)

а при p = n — оцiнка

lim inf
x→0

|f(x)| exp

ω 1
n−1

n−1

1∫
|x|

dr

∥Kn∥ n−1(r)

 6 1 , (5.62)

де ∥Kp∥ n−1
p−n+1

(r) =

(∫
Sr

[Kp(x, f)]
n−1

p−n+1 dA

)p−n+1
n−1

i Sr = {x ∈ Rn : |x| = r} .

Доведення. За теоремою 5.11.1 f є нижнiм Q -гомеоморфiзмом вiдносно
p -модуля при Q(x) = Kp(x, f) i будь-якому p > n − 1 . Тепер твердження
теореми випливає з леми 3.5.6. Теорему доведено.

Наслiдок 5.14.1. Зокрема, при p > n справедлива оцiнка

lim inf
x→0

|f(x)|

 1∫
|x|

dr

∥Kp∥ n−1
p−n+1

(r)


1

p−n

6 ω
− (p−n+1)(p−n)

n−1

n−1 (p− n)−(p−n),
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де ωn−1 — площа одиничної сфери в Rn .

Зауваження 5.14.1. Приклади гомеоморфiзмiв (5.59) i (5.60) вiдповiдно
показують точнiсть оцiнок (5.61) i (5.62).

Теорема 5.14.2. Нехай f : Bn → Bn — гомеоморфiзм класу Орлiча–
Соболєва W 1,φ

loc зi скiнченним спотворенням, де φ : (0,∞) → (0,∞) —
неспадна функцiя, яка задовольняє умову (5.9), f(0) = 0 i n > 3 . Якщо p > n

i

kp = lim inf
ε→0

(
−
∫
Bε

[Kp(x, f)]
n−1

p−n+1 dm(x)

)p−n+1
n−1

<∞ ,

то
lim inf
x→0

|f(x)|
|x|

6 ν0 k
1

p−n
p <∞ ,

де ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд n i p .

Доведення. За наслiдком 5.11.1 f є кiльцевим Q -гомеоморфiзмом
вiдносно p

p−n+1 -модуля при Q(x) = K
n−1

p−n+1

p (x, f) . Тепер для завершення
доведення достатньо застосувати теорему 2.7.2. Теорему доведено.

Теорема 5.14.3. Нехай f : Bn → Bn — гомеоморфiзм класу Орлiча–
Соболєва W 1,φ

loc зi скiнченним спотворенням, де φ : (0,∞) → (0,∞) —
неспадна функцiя, яка задовольняє умову (5.9), f(0) = 0 i n > 3 . Якщо для
деяких чисел λ > 1 , σ > 0 i C0 > 0 виконується умова

εσ
λε∫
ε

dr

∥Kp∥ n−1
p−n+1

(r)
> C0 (5.63)

для будь-якого ε ∈ (0, ε0) , де ε0 ∈
(
0, 1λ
)
,

∥Kp∥ n−1
p−n+1

(r) =

∫
Sr

[Kp(x, f)]
n−1

p−n+1 dA


p−n+1
n−1

,

то при p > n справедлива оцiнка

lim inf
x→0

|f(x)|
|x|

σ
p−n

6 ν0C
− 1

p−n

0 , (5.64)
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де ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд n , p , λ i σ .

Доведення. За теоремою 5.11.1 f є нижнiм Q -гомеоморфiзмом вiдносно
p -модуля при Q(x) = Kp(x, f) i будь-якому p > n− 1 . Тепер для завершення
доведення достатньо застосувати теорему 3.3.2. Теорему доведено.

Наслiдок 5.14.2. Зокрема, якщо для деяких чисел λ > 1 i C0 > 0

виконується умова

εp−n
λε∫
ε

dr

∥Kp∥ n−1
p−n+1

(r)
> C0

для будь-якого ε ∈ (0, ε0) , де ε0 ∈
(
0, 1λ
)
, то

lim inf
x→0

|f(x)|
|x|

6 ν0C
− 1

p−n

0 ,

де ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд n , p i λ .

Приклад 5.14.1. Припустимо, що n > 3 , p > n , i σ > 0 . Нехай
f : Bn → Bn , де

f(x) =

{
x
|x| |x|

σ
p−n , x ̸= 0 ,

0 , x = 0 .

Дотична та радiальна дилатацiї f на сферi Sr = {x ∈ Rn : |x| = r} ,
r ∈ (0, 1) , легко обчислюються за формулами:

δT =
|f(x)|
|x|

= |x|
σ−p+n
p−n , δr =

σ

p− n
|x|

σ−p+n
p−n

(див. правила обчислення (1.1.20) i (1.1.23) в. [167], розд. I, твердження 1.1.1).
Очевидно, що δT > δr при σ ∈ (0, p− n) i δT 6 δr при σ ∈ (p− n,∞) .

Отже, в силу сферичної симетрiї маємо

Kp(x, f) =


δpT

δn−1
T δr

= α1 |x|σ−p+n , якщо σ ∈ (0, p− n),
δpr

δn−1
T δr

= α2 |x|σ−p+n , якщо σ ∈ (p− n,∞) ,

де α1 =
p−n
σ i α2 =

(
σ
p−n

)p−1

. Тодi

∥Kp∥ n−1
p−n+1

(r) =

∫
Sr

[Kp(x, f)]
n−1

p−n+1 dA


p−n+1
n−1

=
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=

{
α̃1 r

σ+1 , якщо σ ∈ (0, p− n),

α̃2 r
σ+1 , якщоσ ∈ (p− n,∞) ,

де α̃1 = ω
p−n+1
n−1

n−1 α1 i α̃2 = ω
p−n+1
n−1

n−1 α2 .
Звiдси випливає рiвнiсть

εσ
λε∫
ε

dr

∥Kp∥ n−1
p−n+1

(r)
=

{
(α̃1)

−1 (1− λ−σ) , якщо σ ∈ (0, p− n),

(α̃2)
−1 (1− λ−σ) , якщоσ ∈ (p− n,∞) .

Цим показано, що виконується умова (5.63) нашої теореми.
Крiм того,

lim
x→0

|f(x)|
|x|

σ
p−n

= 1 ,

що показує точнiсть оцiнки (5.64) за порядком.

Iз теореми 5.14.3 безпосередньо випливають такi наслiдки.

Наслiдок 5.14.3. Якщо Kp(x, f) ∈ Lα(Bn), p > n, α > n
p−n , то

lim inf
x→0

|f(x)|
|x|1−

n
α(p−n)

6 ν0 ∥Kp(f)∥
1

p−n
α ,

де ∥Kp(f)∥α =

(∫
Bn

Kα
p (x, f) dm(x)

) 1
α

— норма у просторi Lα(Bn) i ν0 —

додатна стала, яка залежить тiльки вiд n , p i α .

Наслiдок 5.14.4. Якщо для деяких чисел γ < p − n i κ0 > 0

виконується умова 1

ωn−1rn−1

∫
Sr

K
n−1

p−n+1
p (x, f) dA


p−n+1
n−1

6 κ0 r
−γ,

для м.в. r ∈ (0, r0) , де r0 ∈
(
0, e−1

)
, то

lim inf
x→0

|f(x)|
|x|1−

γ
p−n

6 ν0 κ
1

p−n

0 ,

де ν0 — додатна стала, що залежить тiльки вiд n i p .
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Наслiдок 5.14.5. Зокрема, якщо для деякого числа κ0 > 0 виконується
умова  1

ωn−1rn−1

∫
Sr

K
n−1

p−n+1
p (x, f) dA


p−n+1
n−1

6 κ0

для м.в. r ∈ (0, r0) , де r0 ∈
(
0, e−1

)
, то

lim inf
x→0

|f(x)|
|x|

6 ν0 κ
1

p−n

0 ,

де ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд n i p .

Теорема 5.14.4. Нехай f : Bn → Bn — гомеоморфiзм класу Орлiча–
Соболєва W 1,φ

loc зi скiнченним спотворенням, де φ : (0,∞) → (0,∞)

— неспадна функцiя, яка задовольняє умову (5.9), f(0) = 0 i n > 3 .
Припустимо, що p > n i ∥Kp∥ n−1

p−n+1
(r) ̸= ∞ для м.в. r ∈ (0, 1) . Якщо для

деяких чисел C0 > 0 i κ ∈
[
0, p

p−n+1

)
виконується умова

∫
A(0,ε1,ε2)

K
n−1

p−n+1
p (x, f) dm(x)

|x|
p

p−n+1

6 C0 lnκ
(
ε2
ε1

)

для будь-яких 0 < ε1 < ε2 < 1 , то

lim inf
x→0

|f(x)| lnθ
(

1

|x|

)
6 ν0C

γ
0 ,

де γ = p−n+1
(n−1)(p−n) , θ =

p−κ(p−n+1)
(n−1)(p−n) i ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки

вiд n , p i κ .

Доведення. За теоремою 5.11.2 f є кiльцевим Q -гомеоморфiзмом
вiдносно p

p−n+1 -модуля при Q(x) = K
n−1

p−n+1
p (x, f) . Тепер для завершення

доведення достатньо застосувати теорему 2.9.2. Теорему доведено.

Наслiдок 5.14.6. Зокрема, якщо Kp(x, f) ∈ L n
p−n

(Bn) , то

lim inf
x→0

|f(x)| ln
p

n(p−n)

(
1

|x|

)
6 ν0 ∥Kp(f)∥

1
p−n
n

p−n
,
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де ∥Kp(f)∥ n
p−n

=

(∫
Bn

(Kp(x, f))
n

p−n dm(x)

)p−n
n

— норма у просторi L n
p−n

(Bn) i

ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд n i p .

Наслiдок 5.14.7. Якщо для деякого числа Q0 > 0 виконується умова

∥Kp∥ n−1
p−n+1

(r) 6 Q0 r (5.65)

для м.в. r ∈ (0, 12) , то

lim inf
x→0

|f(x)| ln
1

p−n

(
1

|x|

)
6 ν0Q

1
p−n

0 , (5.66)

де ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд n i p .

Наведемо приклад гомеоморфiзму зi скiнченним спотворенням, який
покаже, що оцiнка (5.66) є точною за порядком.

Приклад 5.14.2. Припустимо, що p ∈
(
n, n+ 1

n−2

)
. Нехай f : Bn → Bn ,

де

f(x) =

 x
|x|

(
1 + (p− n) ln

(
1
|x|

))− 1
p−n

, x ̸= 0 ,

0 , x = 0 .

Зауважимо, що f є гомеоморфiзмом класу C1 в Bn\{0} , звiдки випливає,
зокрема, що f ∈ W

1,n−1
2

loc (Bn \ {0}) . Визначимо дотичнi i радiальнi розтяги
в кожнiй точцi (див. правила обчислення (1.1.20) i (1.1.23) в [167], розд. I,
твердження 1.1.1):

δT =
|f(x)|
|x|

=

(
1 + (p− n) ln

(
1
|x|

))− 1
p−n

r
,

δr =

(
1 + (p− n) ln

(
1
|x|

))−p−n+1
p−n

r
.

Зауважимо, що δT > δr i δT = δr

(
1 + (p− n) ln

(
1
|x|

))
.

Покажемо, що f ∈ W 1,φ
loc (Bn) з φ(t) = tn−

1
2 . Дiйсно,∫

Br

∥f ′(x)∥n−
1
2 dm(x) =

∫
Br

(
|f(x)|
|x|

)n− 1
2

dm(x) 6Mr

∫
Br

1

|x|n− 1
2

dm(x) =
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= ωn−1Mr

r∫
0

t−
1
2 = 2ωn−1Mr r

1
2 < ∞ ,

де Mr = max
Br

|f(x)| i ωn−1− площа одиничної сфери Sn−1 в Rn .

В силу сферичної симетрiї маємо

Kp(x, f) =
δpT

δn−1
T δr

= |x|n−p .

Звiдси випливають рiвностi

∥Kp∥ n−1
p−n+1

(r) =

∫
Sr

K
n−1

p−n+1
p (x, f) dA


p−n+1
n−1

=

=

∫
Sr

(
|x|−(p−n)

) n−1
p−n+1

dA


p−n+1
n−1

= ωn−1 r.

Отже, вiдображення f задовольняє умову (5.65).
Крiм того,

lim inf
x→0

|f(x)| ln
1

p−n

(
1

|x|

)
= (p− n)−

1
p−n <∞ ,

що показує точнiсть оцiнки (5.66) за порядком.

5.15. Про вiдображення з критичним показником

Вище було доведено, що будь-який гомеоморфiзм f класу W 1,1
loc з локально

iнтегровною дилатацiєю KO на площинi є як кiльцевим, так i нижнiм Q -
гомеоморфiзмом при Q = KO , див. наслiдки 4.1.1 i 4.1.4. Крiм того, було
показано, що гомеоморфiзми f класу Соболєва W 1,p

loc в Rn , n > 3 , при p > n−1

є нижнiми Q -гомеоморфiзмами з функцiєю Q(x) , що дорiвнює зовнiшнiй
дилатацiї KO(x, f) вiдображення f , i кiльцевими Q∗ -гомеоморфiзмами при
Q∗(x) = [KO(x, f)]

n−1 , див. наслiдки 5.11.2 i 5.11.3. Випадок з критичним
показником p = n− 1 розглядається в даному пiдроздiлi.
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Наведемо деякi властивостi вiдображень класу Соболєва W 1,n−1
loc . Наступне

твердження доведене в теоремi 1.1 iз роботи [427].

Твердження 5.15.1. Нехай D — область в Rn , n > 2 , i f : D → Rn

— неперервне вiдкрите дискретне вiдображення класу Соболєва W 1,n−1
loc (D)

з локально iнтегровною внутрiшньою дилатацiєю. Тодi вiдображення f є
диференцiйовним майже скрiзь.

При n > 3 цей результат був новим навiть для гомеоморфiзмiв. При
n = 2 за вiдомою теоремою Герiнга–Лехто будь-яке неперервне вiдкрите
вiдображення, що має м.с. частиннi похiднi, є диференцiйовним м.с., див.,
наприклад, [253, 325]. Зауважимо, що останнiй результат для гомеоморфiзмiв
був доведений ще Меньшовим в роботi [352] i його доведення без змiн
розповсюджується на неперервнi вiдкритi вiдображення. За результатом
Вяйсяля висновок має мiсце також для неперервних вiдкритих вiдображень
класу W 1,p

loc при будь-яких p > n− 1 i n > 3 , див. лему 3 в [435]. У той же час,
вiдомi приклади функцiй f ∈ W 1,n

loc ⊂ W 1,n−1
loc , якi нiде не диференцiйовнi, див.,

напр., [422].

Наслiдок 5.15.1. Якщо вiдкрите дискретне вiдображення f : D → Rn

класу Соболєва W 1,n−1
loc (D) має зовнiшню дилатацiю, локально iнтегровну у

степенi n− 1 , то вiдображення f є диференцiйовним м.с. в D .

Наступне твердження доведене в теоремi 1.3 iз роботи [239].

Твердження 5.15.2. Нехай f : C → Rn , n > 2 , — гомеоморфiзм
класу Соболєва W 1,n−1

loc (C) в одиничному кубi C := (0, 1)n . Тодi f володiє
(N) -властивiстю Лузiна вiдносно (n − 1) -вимiрної мiри Хаусдорфа на
майже всiх гiперплощинах P , паралельних довiльнiй фiксованiй координатнiй
гiперплощинi P0 , тобто Hn−1(f(E)) = 0 для будь-якої множини E ⊂ P , для
якої Hn−1(E) = 0 .

Цей результат був поширений на довiльнi неперервнi вiдкритi дискретнi
вiдображення f : D → Rn класу W 1,n−1

loc , див. твердження 3.3 в [427]. Крiм
того, будь-яке неперервне вiдображення f : D → Rm , m > 1 , класу W 1,p

loc
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при p > n − 1 володiє вказаною властивiстю, див., наприклад, теорему 5.4.2.
Однак, це невiрно навiть для гомеоморфiзмiв f : D → Rn у класах W 1,p

loc

нi при якому p < n − 1 . Дiйсно, вiдомi приклади С.П. Пономарьова таких
гомеоморфiзмiв g : Rn → Rn , що належать классу W 1,p

loc (Rn) для довiльного
p < n та не володiють (N) -властивiстю Лузiна, див. [106]. Якщо тепер g(x)

— такий гомеоморфiзм в Rn−1 , то f(x, y) := (g(x), y) , x ∈ Rn−1 , y ∈ R , не
володiє (N) -властивiстю Лузiна на всiх гiперплощинах y = const .

Лема 5.15.1. Нехай D i D′ — областi в Rn , n > 2 , f : D → D′ —
гомеоморфiзм класу Соболєва W 1,1

loc (D) i KO ∈ Ln−1
loc (D). Тодi ∥f ′∥ ∈ Ln−1

loc (D) .

Доведення. Нехай V — компакт в D . Тодi, застосовуючи нерiвнiсть
Гельдера з показниками p = n i p′ = n

n−1 , отримуємо∫
V

∥f ′(x)∥n−1 dm(x) =

∫
V

K
n−1
n

O (x) · J
n−1
n

f (x) dm(x) 6

6

 ∫
V

Kn−1
O (x) dm(x)

 1
n
 ∫

V

Jf(x) dm(x)

n−1
n

< ∞

i висновок леми випливає iз зауваження 5.1.1. Лему доведено.
Наслiдок 5.15.2. Нехай D i D′ — областi в Rn , n > 2 , f : D → D′ —

гомеоморфiзм класу Соболєва W 1,1
loc (D) i KO ∈ Ln−1

loc (D). Тодi f ∈ W 1,n−1
loc (D).

В наступнiй лемi встановлено достатню умову абсолютної неперервностi
на гiперплощинах гомеоморфiзму класу Соболєва W 1,1

loc (D) .
Лема 5.15.2. Нехай D — область в Rn , n > 2 , f : D → Rn —

гомеоморфiзм класу Соболєва W 1,1
loc (D) , для якого KO ∈ Ln−1

loc (D) , i нехай C —
куб в Rn з гранями, паралельними координатним гiперплощинам, такий, що
C ⊂ D . Тодi звуження вiдображення f на C абсолютно неперервне вiдносно
(n−1) -вимiрної мiри Хаусдорфа на майже всiх гiперплощинах P , паралельних
довiльнiй фiксованiй координатнiй гiперплощинi P0 . Крiм того, на майже
всiх таких гiперплощинах P виконується умова Hn−1(f(E)) = 0 , як тiльки
f ′ = 0 на вимiрнiй множинi E ⊂ P .
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Доведення. За лемою 5.15.1 ∥f ′(x)∥ ∈ Ln−1(C) i за теоремою Фубiнi
(див., наприклад, теорему III(8.1) в [131]) на майже всiх гiперплощинах P ,
паралельних довiльнiй фiксованiй координатнiй гiперплощинi P0 ,∫

C∩P

∥f ′(x)∥n−1dA <∞ ,

а за наслiдком 5.15.1 i твердженням 5.15.2 можна вважати додатково, що
вiдображення f диференцiйовне у майже всiх точках множини C ∩ P та
володiє там (N) -властивiстю Лузiна вiдносно (n−1) -вимiрної мiри Хаусдорфа.
Зафiксуємо довiльну гiперплощину P∗ iз вказаними властивостями.

Тодi кожна вимiрна множина E ⊂ C ∩ P∗ допускає представлення
E = E0 ∪ E∗ , де Hn−1(E0) = 0 , i E∗ :=

∞∪
k=1

Ek , де Ek , k = 1, 2, . . . , — вимiрнi

множини такi, що вiдображення fk := f |Ek
є лiпшицевими (див. теорему 3.1.8

в [187]). За побудовою Hn−1(f(E0)) = 0 , а кожне вiдображення fk допускає
лiпшицеве продовження на всю гiперплощину P∗ за теоремою Кiрсбрауна (див.,
наприклад, теорему 2.10.43 в [187]). Таким чином, за теоремою 3.2.5 в [187],
враховуючи зчисленну адитивнiсть iнтеграла Лебега, маємо рiвнiсть:

Hn−1(f(E)) =

∫
E∗

Jn−1(x) dA ,

де Jn−1 позначає (n − 1) -вимiрний якобiан вiдображення f на гiперплощинi
P∗ , i, нарештi, за п. 1.7.6 в [187] отримуємо оцiнку

Hn−1(f(E)) 6
∫
E

∥f ′(x)∥n−1dA .

Звiдси приходимо до абсолютної неперервностi вiдображення f на
гiперплощинах P∗ внаслiдок абсолютної неперевностi невизначеного iнтеграла,
а також — до другого твердження леми. Лему доведено.

Вiдзначимо той очевидний факт, що хаусдорфовi мiри квазiiнварiантнi при
квазiiзометрiях, а класи Соболєва W 1,p

loc — iнварiантнi (див., напр., п. 1.1.7 в
монографiї [350]). За властивiстю Лiнделефа в Rn (див., напр., п. I.5.XI в [69])
множина D \ {x0} для будь-якого x0 ∈ Rn може бути покрита зчисленним
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числом вiдкритих сегментiв сферичних кiлець в D \ {x0} з центром в точцi
x0, i кожен такий сегмент може бути вiдображений на одиничний куб в Rn за
допомогою квазiiзометрiї, що переводить частини сфер в частини гiперплощин.
Тому, застосовуючи лему 5.15.2, а також твердження 5.15.2, приходимо до
наступного твердження, порiвняй з наслiдком 3.4 в [427].

Наслiдок 5.15.3. Нехай D — область в Rn , n > 2 , i нехай f : D → Rn

— гомеоморфiзм класу Соболєва W 1,n−1
loc (D) . Тодi вiдображення f володiє (N) -

властивiстю Лузiна вiдносно (n−1) -вимiрної мiри Хаусдорфа на майже всiх
сферах S з центром в довiльнiй точцi x0 ∈ Rn . Бiльш того, якщо додатково
KO ∈ Ln−1

loc (D) , то вiдображення f на майже всiх таких сферах S локально
абсолютно неперервне i, крiм того, Hn−1(f(E)) = 0 як тiльки f ′ = 0 на
вимiрнiй множинi E ⊂ S .

Теорема 5.15.1. Нехай D i D′ — областi в Rn , n > 2 , f : D →
D′ — гомеоморфiзм класу Соболєва W 1,1

loc такий, що KO ∈ Ln−1
loc (D) . Тодi

гомеоморфiзм f є нижнiм Q -гомеоморфiзмом в довiльнiй точцi x0 ∈ D при
Q(x) = KO(x, f) .

Доведення. Позначимо через U (борелеву) множину всiх точок x ∈ D , де
вiдображення f має повний диференцiал f ′(x) i Jf(x) ̸= 0 . Для застосування
теореми Кiрсбрауна i використання єдиностi апроксимативного диференцiала
(див., напр., вiдповiдно теореми 2.10.43 i 3.1.2 в [187]) зауважимо, що множина
U є не бiльше нiж зчисленним об’єднанням борелевих множин Ul , l = 1, 2, . . . ,
таких, що вiдображення fl = f |Ul

є бiлiпшицевим гомеоморфiзмом (див., напр.,
лему 3.2.2 i теореми 3.1.4 i 3.1.8 в [187]). При цьому, не зменшуючи загальностi,
можна вважати, що множини Ul попарно не перетинаються. Позначимо через
U∗ множину всiх точок x ∈ D , де f має повний диференцiал i f ′ = 0 .

За наслiдком 5.15.1 множина U0 := D \ (U ∪ U∗) має нульову мiру Лебега.
Отже, AS(U0) = 0 для м.в. гiперповерхонь S в Rn i, зокрема, для м.в. сфер
Sr := S(x0, r) з центром в точцi x0 ∈ D , див. лему 3.1.1. Таким чином, за
наслiдком 5.15.3 отримуємо AS∗

r
(f(U0)) = 0 = AS∗

r
(f(U∗)) для майже всiх Sr ,

де S∗
r = f(Sr) .
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Нехай Γ — сiм’я всiх перетинiв сфер Sr , r ∈ (ε, ε0) , ε0 < d0 = sup
x∈D

|x−x0| ,

з областю D . Для довiльної функцiї ρ∗ ∈ adm f(Γ) такої, що ρ∗ ≡ 0 ззовнi
f(D) , вважаємо ρ ≡ 0 ззовнi D i на U0 , та ρ(x) := ρ∗(f(x))∥f ′(x)∥ при
x ∈ D \ U0 .

Виконуючи вiдповiднi оцiнки спочатку на кожнiй множинi Ul , l = 1, 2, . . . ,
згiдно з 1.7.6 в [187], а потiм пiдсумовуючи їх з урахуванням зчисленної
адитивностi iнтеграла Лебега, отримуємо∫

Sr

ρn−1 dA =

∫
Sr

ρn−1
∗ (f(x))∥f ′(x)∥n−1 dA >

∫
S∗
r

ρn−1
∗ dA∗ > 1 (5.67)

для м.в. Sr i, отже, ρ ∈ ext admΓ .
Використовуючи замiну змiнних (див., напр., теорему 3.2.5 в [187]) на

кожнiй множинi Ul , l = 1, 2, . . . , i зчисленну адитивнiсть iнтеграла, отримуємо
оцiнку ∫

D

ρn(x)

KO(x, f)
dm(x) 6

∫
f(D)

ρn∗(y) dm(y) , (5.68)

що i завершує доведення. Теорему доведено.

Тепер з твердження 1.7.2 i теореми 5.15.1 отримуємо ще один важливий
наслiдок.

Наслiдок 5.15.4. Нехай f : D → D′ — гомеоморфiзм класу Соболєва
W 1,1

loc (D) такий, що KO ∈ Ln−1
loc (D) . Тодi f є кiльцевим Q∗ -гомеоморфiзмом

при Q∗(x) = Kn−1
O (x, f).

Висновки

У роздiлi 5 вивчаються властивостi вiдображень класiв Орлiча–Соболєва
та Соболєва в Rn , n > 2 , зi скiнченним спотворенням. Зокрема, отримано такi
основнi результати:

1) показано, що вiдкритi вiдображення класiв Орлiча-Соболєва W 1,φ
loc (Ω) за

умови типу умови Кальдерона на функцiю φ мають повний диференцiал майже
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скрiзь, що є узагальненням результату Меньшова–Герiнга–Лехто на площинi та
теореми Вяйсяля в Rn , n > 3 ;

2) доведено, що неперервнi вiдображення класiв Орлiча-Соболєва W 1,φ
loc (Ω)

в Rn , n > 3 , за умови типу умови Кальдерона на функцiю φ володiють (N) -
властивiстю Лузiна на майже всiх гiперплощинах; зокрема, сказане вiдноситься
до вiдображень класу Соболева W 1,p

loc при p > n− 1 ;
3) доведено теореми про компактнiсть сiмей гомеоморфiзмiв з

класiв Орлiча–Соболєва, про належнiсть обернених вiдображень до класу
гомеоморфiзмiв з обмеженим iнтегралом Дiрiхле, про одностайну неперервнiсть
i нормальнiсть сiмей обернених вiдображень, а також про напiвнеперервнiсть
дилатацiй вiдображень зi скiнченним спотворенням;

4) встановлено, що гомеоморфiзми класiв Орлiча–Соболєва W 1,φ
loc за

умови типу умови Кальдерона на функцiю φ є нижнiми та кiльцевими
Q -гомеоморфiзмами, а також нижнiми та кiльцевими Q -гомеоморфiзмами
вiдносно p -модуля;

5) для гомеоморфiзмiв класiв Орлiча–Соболєва W 1,φ
loc за умови типу умови

Кальдерона на функцiю φ отримано достатнi умови скiнченної лiпшицевостi,
локальної та логарифмiчної гельдеровостi, оцiнки мiри образу кулi, аналоги
теореми Iкоми–Шварца та результату Мартiо–Рiкмана–Вяйсяля про оцiнку
швидкостi зростання на нескiнченностi;

6) встановлено, що гомеоморфiзми класiв Соболєва W 1,1
loc за умови на

зовнiшню дилатацiю KO ∈ Ln−1
loc є нижнiми та кiльцевими Q -гомеоморфiзмами.
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РОЗДIЛ 6

Q -ВIДОБРАЖЕННЯ ВIДНОСНО P -МОДУЛЯ

У даному роздiлi вивчаються властивостi вiдображень з розгалуженням,
що задовольняють деякi модульнi нерiвностi. Результати цього роздiлу
опублiковано в роботах [134,138,151,268,270,271].

6.1. Kiльцевi Q -вiдображення вiдносно p -модуля

У цьому пiдроздiлi визначенi кiльцевi Q -вiдображення вiдносно p -модуля.
Вказанi класи вiдображень є узагальненням квазiрегулярних вiдображень.

Нехай x0 ∈ Rn . Для будь-яких r1 i r2 , де 0 < r1 < r2 <∞ , позначимо

A = A(x0, r1, r2) = {x ∈ Rn : r1 < |x− x0| < r2},

Si = S(x0, ri) = {x ∈ Rn : |x− x0| = ri} , i = 1, 2.

Нехай G ⊆ Rn i E ,F ⊆ G — довiльнi множини в G . Позначимо через
∆(E,F ;G) сiм’ю всiх кривих γ : [a, b] → Rn , якi з’єднують E i F в G ,

тобто γ(a) ∈ E , γ(b) ∈ F i γ(t) ∈ G при a < t < b .

Означення 6.1.1. Нехай D — область в Rn , p > 1 i Q : D → [0 ,∞] —
вимiрна за Лебегом функцiя. Будемо говорити, що вiдображення f : D → Rn

є кiльцевим Q -вiдображенням вiдносно p -модуля у точцi x0 ∈ D, якщо
спiввiдношення

Mp (∆ (fS1, fS2, fD)) 6
∫
A

Q(x) · ηp(|x− x0|) dm(x) (6.1)
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виконується для будь-якого кiльця A = A(x0, r1, r2), де 0 < r1 < r2 < d0 ,
d0 = dist (x0 , ∂D) , i кожної вимiрної функцiї η : (r1, r2) → [0,∞] такої, що

r2∫
r1

η(r) dr > 1 .

Означення 6.1.2. Будемо говорити, що вiдображення f : D → Rn є
кiльцевим Q -вiдображенням вiдносно p -модуля в областi D , якщо умова
(6.1) виконується для всiх точок x0 ∈ D .

Нижче наведена основна лема про оцiнку спотворення p -ємностi
сферичного конденсатора при кiльцевих Q -вiдображеннях вiдносно p -модуля.

Лема 6.1.1. Нехай D i D′ — областi в Rn, n > 2, i f : D → D′

— вiдкрите дискретне кiльцеве Q -вiдображення вiдносно p -модуля у точцi
x0 ∈ D при p > 1 i 0 < ε1 < ε2 < dist(x0, ∂D) . Тодi

capp

(
fB(x0, ε2), fB(x0, ε1)

)
6 1

(ε2 − ε1)
p

∫
A

Q(x) dm(x) , (6.2)

де A = A(x0, ε1, ε2) = {x ∈ Rn : ε1 < |x− x0| < ε2} .

Доведення. Розглянемо сферичне кiльце A = A(x0, ε1, ε2) , x0 ∈ D, з
довiльними ε1 i ε2 такими, що 0 < ε1 < ε2 < dist(x0, ∂D) . Тодi E =(
B (x0, ε2) , B (x0, ε1)

)
— конденсатор в D, а fE =

(
fB (x0, ε2) , fB (x0, ε1)

)
—

конденсатор в D ′. Нехай ΓE i ΓfE — сiм’ї кривих у сенсi позначень твердження
1.14.3. Згiдно з цим твердженням

capp fE = Mp (ΓfE) . (6.3)

За твердженням 1.14.2 кожна крива γ′ ∈ ΓfE має максимальне пiдняття з
початком у деякiй точцi x′ ∈ B(x0, ε1) . Нехай Γ∗ — сiм’я максимальних пiднять
ΓfE з початком у B (x0, ε1).

Покажемо, що Γ∗ ⊂ ΓE . Припустимо супротивне, тобто що iснує крива
β : [a, b) → Rn сiм’ї ΓfE , для якої вiдповiдне максимальне пiдняття
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α : [a, c) → B(x0, ε2) лежить у деякому компактi K усерединi B(x0, ε2). Отже,
його замикання α є компактом у B(x0, ε2). Зауважимо, що c ̸= b, оскiльки
у протилежному випадку β — компакт в fB(x0, ε2), що суперечить умовi
β ∈ ΓfE . Розглянемо множину

G =
{
x ∈ Rn : x = lim

k→∞
α(tk)

}
, tk ∈ [a, c) , lim

k→∞
tk = c.

Вiдзначимо, що переходячи до пiдпослiдовностей, тут можна обмежуватися мо-
нотонними послiдовностями tk. Для x ∈ G, внаслiдок неперервностi f, будемо
мати f (α(tk)) → f(x) при k → ∞ , де tk ∈ [a, c), tk → c при k → ∞. Однак,
f (α(tk)) = β(tk) → β(c) при k → ∞. Звiдси робимо висновок, що f є сталою
на G в B(x0, ε2). З iншого боку, згiдно з умовою Кантора в компактi α (див.
п. 3.6 розд. I в [449])

G =
∞∩
k=1

α ([tk, c)) = lim sup
k→∞

α ([tk, c)) = lim inf
k→∞

α ([tk, c)) ̸= ∅

внаслiдок монотонностi вiдносно послiдовностi зв’язних множин α ([tk, c))

i, таким чином, G є зв’язною згiдно з п. (9.12) розд. I в [449]. Отже,
внаслiдок дискретностi f множина G не може складатися бiльш нiж з одної
точки, i крива α : [a, c) → B(x0, ε2) продовжується до замкненої кривої
α : [a, c] → K ⊂ B(x0, ε2) , причому f (α(c)) = β(c). Знову за наслiдком 3.3

розд. II в [382], див. також твердження 1.14.2, можна побудувати максимальне
пiдняття α ′ кривої β|[c, b) з початком у точцi α(c). Об’єднуючи пiдняття α

i α ′, отримаємо нове пiдняття α ′′ кривої β, яке є визначеним на [a, c′),

c ′ ∈ (c, b), що суперечить максимальностi пiдняття α. Таким чином, Γ∗ ⊂ ΓE .

Зауважимо, що ΓfE > fΓ∗, i, отже,

Mp (ΓfE) 6Mp (fΓ
∗) 6Mp (fΓE) . (6.4)

Розглянемо довiльну послiдовнiсть чисел {ri}∞i=1 , ε1 < ri < ε2, таку, що
ri → ε2−0. Позначимо через Γi сiм’ю кривих, що з’єднують сфери |x−x0| = ε1

i |x − x0| = ri в кiльцi ε1 < |x − x0| < ri. У такому випадку для будь-якого
i ∈ N будемо мати

ΓE > Γi . (6.5)
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Розглянемо параметричну сiм’ю дiйснозначних функцiй

ηi,ε1(t) =

{
1

ri−ε1 , t ∈ (ε1, ri),

0, t ∈ R \ (ε1, ri) .

За означенням кiльцевого Q -вiдображення вiдносно p -модуля

Mp(fΓi) 6
1

(ri − ε1)p

∫
Ai

Q(x) dm(x) 6 1

(ri − ε1)p

∫
A

Q(x) dm(x) ,

де Ai = A(x0, ε1, ri) i A = A(x0, ε1, ε2) .
Внаслiдок (6.5) та властивостi мiнорування

Mp(fΓE) 6Mp(fΓi) 6
1

(ri − ε1)p

∫
A(x0,ε1,ε2)

Q(x) dm(x) . (6.6)

Переходимо в (6.6) до границi при i→ ∞ i отримуємо

Mp(fΓE) 6
1

(ε2 − ε1)p

∫
A(x0,ε1,ε2)

Q(x) dm(x) . (6.7)

Iз спiввiдношень (6.3), (6.4) i (6.7) випливає нерiвнiсть (6.2). Лему доведено.

Справедлива наступна лема.

Лема 6.1.2. Нехай D — область в Rn, n > 2, i f : D → Rn — вiдкрите
дискретне кiльцеве Q -вiдображення вiдносно p -модуля, де Q ∈ L1

loc i
p > n− 1 . Тодi для м.в. x ∈ D

L(x, f) := lim sup
y→x

|f(y)− f(x)|
|y − x|

6 ν0 φ
1−n+p

p (x) Q
n−1
p (x) ,

де функцiя φ визначена спiввiдношенням (1.99), а ν0 — деяка константа, яка
залежить тiльки вiд n i p .

Доведення. Нехай x ∈ D . Розглянемо сферичне кiльце

A(x, ε, 2ε) = {ξ ∈ D : ε < |ξ − x| < 2ε}

з довiльним ε > 0 таким, що B(x, 2ε) ⊂ D . Тодi E =
(
B(x, 2ε), B(x, ε)

)
—

конденсатор в D , а fE =
(
fB(x, 2ε), fB(x, ε)

)
— конденсатор в D′ . З леми
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6.1.1 випливає оцiнка

capp

(
fB(x, 2ε), fB(x, ε)

)
6 1

εp

∫
A(x,ε,2ε)

Q(y) dm(y) . (6.8)

З iншого боку, за твердженням 1.1.6, отримаємо

capp

(
fB(x, 2ε), fB(x, ε)

)
>

ν1 dp
(
f
(
B(x, ε)

))
m1−n+p (f (B(x, 2ε)))


1

n−1

, (6.9)

де ν1 — додатна стала, що залежить тiльки n i p .

Комбiнуючи (6.8) i (6.9), отримуємо

d
(
f
(
B(x, ε)

))
ε

6

6 ν2

(
m(f (B(x, 2ε)))

m(B(x, 2ε))

) 1−n+p
p

 1

m(B(x, 2ε))

∫
B(x,2ε)

Q(y) dm(y)


n−1
p

,

де ν2 — деяка додатна стала, що залежить тiльки вiд n i p .
Отже, для м.в. x ∈ D,

L(x, f) 6 lim sup
ε→0

d
(
f
(
B(x, ε)

))
ε

6 ν0 φ
1−n+p

p (x) Q
n−1
p (x) ,

де ν0 — деяка додатна стала, що залежить тiльки вiд n i p . Лему доведено.

Наслiдок 6.1.1. Нехай D — область в Rn, n > 2, i f : D → Rn —
вiдкрите дискретне кiльцеве Q -вiдображення вiдносно p -модуля, де Q ∈ L1

loc

i p > n− 1 . Тодi для м.в. x ∈ D

∥f ′(x)∥ 6 ν0 |Jf(x)|
1−n+p

p Q
n−1
p (x) , (6.10)

де f ′(x) — матриця Якобi вiдображення f , ∥f ′(x)∥ — її операторна норма:
∥f ′(x)∥ = sup

|h|=1

|f ′(x) ·h| , Jf(x) = det f ′(x) — якобiан вiдображення f в точцi

x i ν0 — деяка додатна стала, що залежить тiльки вiд n i p .



285

Нехай p > n − 1 , α = p
p−n+1 . Для вiдображення f : D → Rn , що має в

D частиннi похiднi майже скрiзь, зовнiшньою α -дилатацiєю вiдображення f

в точцi x є величина

KO,α(x, f) =


∥f ′(x)∥α
|J(x,f)| , якщо J(x, f) ̸= 0

1, якщо f ′(x) = 0

∞, в iнших точках .

Iз наслiдка 6.1.1 безпосередньо випливають наступнi оцiнки для зовнiшньої
α -дилатацiї та зовнiшньої дилатацiї.

Наслiдок 6.1.2. Нехай D — область в Rn, n > 2, i f : D → Rn —
вiдкрите дискретне кiльцеве Q -вiдображення вiдносно p -модуля, для якого
Q ∈ L1

loc , Jf(x) ̸= 0 м.с. в D i p > n− 1 . Тодi для м.в. x ∈ D

KO, p
p−n+1

(x, f) 6 ν0 Q
n−1

p−n+1 (x) ,

де ν0 — деяка додатна стала, що залежить тiльки вiд n i p .

Наслiдок 6.1.3. Нехай D — область в Rn, n > 2, i f : D → Rn —
вiдкрите дискретне кiльцеве Q -вiдображення, для якого Q ∈ L1

loc i Jf(x) ̸= 0

м.с. в D . Тодi для м.в. x ∈ D

KO(x, f) 6 ν0 Q
n−1(x) ,

де ν0 — деяка додатна стала, що залежить тiльки вiд n .

Нижче наведено лему про оцiнку об’ємної похiдної.

Лема 6.1.3. Нехай D — область в Rn, n > 2, i f : D → Rn — вiдкрите
дискретне кiльцеве Q -вiдображення вiдносно p -модуля, де Q ∈ L1

loc i
1 < p < n . Тодi для м.в. x ∈ D

φ(x) 6 ν0 Q
n

n−p (x) ,

де функцiя φ визначена спiввiдношенням (1.99), а ν0 — деяка додатна стала,
що залежить тiльки вiд n i p .
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Доведення. Нехай x ∈ D . Розглянемо сферичне кiльце

A(x, ε, 2ε) = {ξ ∈ D : ε < |ξ − x| < 2ε}

з довiльним ε > 0 таким, що B(x, 2ε) ⊂ D . Тодi E =
(
B(x, 2ε), B(x, ε)

)
—

конденсатор в D , а fE =
(
fB(x, 2ε), fB(x, ε)

)
— конденсатор в D′ . Iз леми

6.1.1 випливає оцiнка

capp

(
fB(x, 2ε), fB(x, ε)

)
6 1

εp

∫
A(x,ε,2ε)

Q(y) dm(y) . (6.11)

З iншого боку, за твердженням 1.1.7, див. (1.8), маємо

capp

(
fB(x, 2ε), fB(x, ε)

)
> ν1

[
m
(
fB(x, ε)

)]n−p
n

, (6.12)

де ν1 — деяка додатна стала, що залежить тiльки вiд n i p .
Комбiнуючи (6.11) i (6.12), отримуємо[

m
(
fB(x, ε)

)]n−p
n 6 ν2

1

εp

∫
A(x,ε,2ε)

Q(y) dm(y) , (6.13)

де ν2 — деяка додатна стала, що залежить тiльки вiд n i p .
Оцiнку (6.13) можна переписати в наступному виглядi:

m
(
fB(x, ε)

)
m (B(x, ε))

6 ν0

 1

m (B(x, 2ε))

∫
B(x,2ε)

Q(y) dm(y)


n

n−p

,

де ν0 — деяка додатна стала, що залежить тiльки вiд n i p .
Таким чином, для м.в. x ∈ D, маємо

φ(x) 6 lim sup
ε→0

m
(
fB(x, ε)

)
m (B(x, ε))

6 ν0Q
n

n−p (x) ,

де ν0 — деяка додатна стала, що залежить тiльки вiд n i p . Лему доведено.

В наступнiй теоремi для вiдкритих дискретних кiльцевих Q -вiдображень
вiдносно p -модуля при n− 1 < p < n отриманi оцiнки якобiана та операторної
норми матрицi Якобi.
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Теорема 6.1.1. Нехай D — область в Rn, n > 2, i f : D → Rn —
вiдкрите дискретне кiльцеве Q -вiдображення вiдносно p -модуля, при цьому
Q ∈ L1

loc i n− 1 < p < n . Тодi для майже всiх x ∈ D справедливi оцiнки

|Jf(x)| 6 ν0 Q
n

n−p (x) , (6.14)

∥f ′(x)∥ 6 ν0 Q
1

n−p (x) , (6.15)

де ν0 — деяка додатна стала, що залежить тiльки вiд n i p .

Доведення. Оцiнка (6.14) якобiана випливає з леми 6.1.3 i теореми 1.14.1
Тепер, використовуючи отриману оцiнку (6.14) i наслiдок 6.1.1, отримуємо
оцiнку (6.15) операторної норми матрицi Якобi. Теорему доведено.

6.2. Оцiнки внутрiшнiх p -дилатацiй кiльцевих Q -

вiдображень вiдносно p -модуля

У попередньому пiдроздiлi ми вже вели мову про оцiнки зовнiшньої
α -дилатацiї KO,α(x, f), α = p

p−n+1 для кiльцевих Q -вiдображень вiдносно
p -модуля через функцiю Q . У цьому параграфi ми встановлюємо оцiнки
внутрiшних p -дилатацiй KI,p(x, f) через функцiю Q .

Наведемо наступне означення.
Означення 6.2.1. Нехай p > 1 . Для вiдображення f : D → Rn , яке

має частиннi похiднi м.с. внутрiшня p -дилатацiя вiдображення f у точцi x
визначається рiвнiстю

KI,p(x, f) =


|Jf (x)|
lp(f ′(x)) , якщо |Jf(x)| ̸= 0

1, якщо f ′(x) = 0

∞, в iнших точках ,

де l(f ′(x)) = min
|h|=1

|f ′(x) · h| .

Справедливе наступне твердження.
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Теорема 6.2.1. Нехай f : D → Rn — вiдкрите дискретне кiльцеве
Q -вiдображення вiдносно p -модуля i p > n−1 . Припустимо, що Q ∈ L1

loc(D)

i Jf(x) ̸= 0 м.с. Тодi при м.в. x ∈ D виконується оцiнка

KI,p(x, f) 6 c0 ·Q(x) ,

де c0 — деяка додатна стала, що залежить тiльки вiд n i p .

Доведення. Згiдно з теоремою 1.14.1 вiдображення f є диференцiйовним
м.с. в D. Не зменшуючи загальностi, можна вважати, що ∞ /∈ D ′ = fD.

У кожнiй точцi x ∈ D диференцiйовностi вiдображення f, де Jf(x) ̸=
0, розглянемо конденсатор Er = (Ar, Cr) , де Ar = {y : |x− y| < 2r} i
Cr = {y : |x− y| 6 r} . Iз леми 6.1.1 випливає оцiнка

capp fEr 6
2nΩnr

n−p

m(Ar)

∫
Ar

Q(y) dm(y) . (6.16)

З iншого боку, за твердженням 1.1.5 маємо

capp fEr >
(infmn−1 σ)

p

[m (fAr \ fCr)]p−1 , (6.17)

де inf береться по усiх можливих C∞ — многовидах σ, що є межею σ = ∂U

обмеженої вiдкритої множини U, яка мiстить fCr i мiститься разом зi своїм
замиканням U в fAr. Поєднуючи (6.16) i (6.17), отримуємо

(infmn−1 σ)
p 6 2nΩnr

n−p [m(fAr \ fCr)]p−1

m(Ar)

∫
Ar

Q(y) dm(y) . (6.18)

Вiдзначимо, що множина f ′(x)(B(0, r)) є певним елiпсоїдом з центром у
точцi f(x) , який має пiвосi 0 < a1r 6 ... 6 anr, де f ′(x) — вiдповiдне лiнiйне
вiдображення. Крiм того, m (f ′(x)(B(0, r))) = Ωna1 . . . anr

n = Ωn|Jf(x)|rn , див.
спiввiдношення (2.5) i коментарi на с. 21 п. 2.1 розд. I в [110].

Зауважимо, що оскiльки точка x ∈ D є точкою диференцiйовностi
вiдображення f для будь-якого ε > 0, ε < min{a1, . . . , an}, iснує δ = δ(ε) > 0

таке, що при всiх r ∈ (0, δ) i всiх h ∈ B(0, r)

|f(x+ h)− f(x)− f ′(x)h| < rε .
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Звiдси випливає, що множина fCr мiстить iнший елiпсоїд B з центром у точцi
f(x), орiєнтований так само, як i елiпсоїд f ′(x)(B(0, r)) , i з довжиною пiвосей
r(a1 − ε), . . . , r(an − ε). Розмiстимо елiпсоїди f ′(x)(B(0, r)) i B так, щоб їх
центри спiвпали з початком координат, а головнi напрями з координатними
осями e1, ..., en. Тодi площа поверхнi fCr має наступну оцiнку знизу:

mn−1∂fCr > 2mn−1Pr1(B) ,

де Pr1(·) позначає проєкцiю на гiперплощину, що є ортогональною до вектора
e1. Зi сказанного вище випливає, що

mn−1∂f(Cr) > 2Ωn−1 · (a2 − ε) . . . (an − ε)r n−1 =

= 2Ωn−1 ·
|Jf(x)|
l (f ′(x))

r n−1 + α(r, ε) , (6.19)

де α(r, ε) = 2Ωn−1 · (a2−ε) . . . (an−ε)r n−1−2Ωn−1 ·a2 . . . anr n−1. Отже, iз (6.18)
i (6.19) випливає, що[

2Ωn−1 ·
|Jf(x)|
l (f ′(x))

rn−1

]p
6 [mn−1∂f(Cr)− α(r, ε)]p 6 (6.20)

6


2nΩnr

n−p [m (fAr \ fCr)]p−1

m(Ar)

∫
Ar

Q(y) dm(y)

1/p

− α(r, ε)


p

.

Подiливши нерiвнiсть (6.20) на r p(n−1) та врахувавши довiльнiсть ε > 0,

спрямуємо r до 0, i застосуємо теорему Лебега про диференцiйовнiсть
неозначеного iнтеграла, див. теорему 6.3, розд. IV в [131]. Будемо мати[

|Jf(x)|
l (f ′(x))

]p
6 |Jf(x)|p−1c0 ·Q(x)

для м.в. x ∈ D. Отже, оскiльки за умовою Jf(x) ̸= 0 м.в., то звiдси випливає,
що

KI,p(x, f) =
|Jf(x)|
lp (f ′(x))

6 c0 ·Q(x)

для м.в. x ∈ D. Теорему доведено.

При p = n iз теореми 6.2.1 безпосередньо випливає наступне твердження.
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Наслiдок 6.2.1. Нехай f : D → Rn — вiдкрите дискретне кiльцеве
Q -вiдображення. Припустимо, що Q ∈ L1

loc(D) i Jf(x) ̸= 0 м.в. Тодi для м.в.
x ∈ D виконується оцiнка

KI(x, f) 6 c0 ·Q(x) ,

де c0 — деяка додатна стала, що зележить тiльки вiд n .

Наведемо наступне означення.
Означення 6.2.2. Лiнiйна дилатацiя вiдображення у точцi визначається

як
H(x, f) = n

√
KI(x, f)KO(x, f).

Зауваження 6.2.1. Зауважимо, що

1 6 H(x, f) 6 KI(x, f) .

Тодi за наслiдком 6.2.1 маємо Q(x) > c−1
0 м.с.

Враховуючи означення 6.2.2, iз наслiдка 6.2.1 отримуємо наступне
твердження.

Наслiдок 6.2.2. Нехай f : D → Rn — вiдкрите дискретне кiльцеве Q -
вiдображення. Припустимо, що Q ∈ L1

loc(D) i Jf(x) ̸= 0 м.с. Тодi при майже
всiх x ∈ D

H(x, f) 6 c0 ·Q(x) ,

де c0 — деяка додатна стала, що зележить тiльки вiд вiд n .

Iз теореми 1.14.1 i наслiдка 6.2.2 випливають наступнi твердження.

Наслiдок 6.2.3. Нехай f : D → Rn — вiдкрите дискретне кiльцеве Q -
вiдображення вiдносно p -модуля при p > n−1 . Припустимо, що Q ∈ L1

loc(D)

i Jf(x) ̸= 0 м.с. Тодi KI,p(x, f) ∈ L1
loc(D).

Наслiдок 6.2.4. Нехай f : D → Rn — вiдкрите дискретне кiльцеве
Q -вiдображення. Припустимо, що Q ∈ L1

loc(D) i Jf(x) ̸= 0 м.с. Тодi
H(x, f) ∈ L1

loc(D) i KI(x, f) ∈ L1
loc(D).
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6.3. Метричнi властивостi кiльцевих Q -вiдображень

У цьому пiдроздiлi вивчаються метричнi властивостi кiльцевих Q -
вiдображень вiдносно p -модуля. Отримано достатнi умови їх скiнченної
лiпшицевостi, локальної гельдеровостi та логарифмiчної гельдеровостi.

Нижче наведено теорему про достатню умову скiнченної лiпшицевостi у
точцi для кiльцевих Q -вiдображень вiдносно p -модуля при n− 1 < p < n .

Теорема 6.3.1. Нехай D i D′ — областi в Rn . Припустимо, що
f : D → D′ — вiдкрите дискретне кiльцеве Q -вiдображення вiдносно p -
модуля i виконується умова

Q0 = lim sup
ε→0

−
∫
B(x0,ε)

Q(x) dm(x) <∞ . (6.21)

Тодi при n− 1 < p < n справедлива оцiнка

lim sup
x→x0

|f(x)− f(x0)|
|x− x0|

6 ν0Q
1

n−p

0 , (6.22)

де ν0 — деяка додатна стала, що зележить тiльки вiд n i p .

Доведення. Нехай x0 ∈ D . Розглянемо сферичне кiльце A = A(x, ε1, ε2)
при 0 < ε1 < ε2 < dist(x0, ∂D) . Згiдно з лемою 6.1.1 виконується оцiнка

capp

(
fB(x, ε2), fB(x, ε1)

)
6 1

(ε2 − ε1)p

∫
A(x,ε1,ε2)

Q(x) dm(x) .

Далi за схемою доведення теореми 2.7.1 отримуємо оцiнку (6.22). Теорему
доведено.

Iз теореми 6.3.1 безпосередньо випливають наступнi твердження.

Наслiдок 6.3.1. Нехай D i D′ — областi в Rn . Припустимо, що
f : D → D′ — вiдкрите дискретне кiльцеве Q -вiдображення вiдносно p -
модуля при n− 1 < p < n та виконується умова (6.21) для всiх x0 ∈ D . Тодi
вiдображення f є скiнченно лiпшицевим.

Зауваження 6.3.1. В силу леми 10.6 в [342] скiнченно лiпшицевi
вiдображення володiють N -властивiстю вiдносно хаусдорфових мiр i, таким
чином, є абсолютно неперервнi на кривих та поверхнях.
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Наслiдок 6.3.2. Зокрема, якщо для деякого числа Cx0 > 0 виконується
умова

qx0(t) =
1

ωn−1tn−1

∫
S(x0,t)

Q(x) dA 6 Cx0

для м.в. t ∈ (0, ε0) , де ε0 ∈ (0, d0) i d0 = 1
4 dist(x0, ∂D) , то

L(x0, f) = lim sup
x→x0

|f(x)− f(x0)|
|x− x0|

6 ν0C
1

n−p
x0 ,

де ν0 — деяка додатна стала, що зележить тiльки вiд вiд n i p .

Наслiдок 6.3.3. Якщо для деякого числа K > 0 виконується умова
Q(x) 6 K для м.в. x ∈ D , то для всiх x0 ∈ D

L(x0, f) = lim sup
x→x0

|f(x)− f(x0)|
|x− x0|

6 ν0K
1

n−p ,

де ν0 — деяка додатна стала, що зележить тiльки вiд n i p .

Зауваження 6.3.2. Приклад 2.7.1 показує, що у випадку, коли умова
(6.21) не виконується, Q -вiдображення вiдносно p -модуля може не бути
скiнченно лiпшицевим.

В наступнiй теоремi встановлено достатню умову гельдеровостi кiльцевих
Q -вiдображень вiдносно p -модуля при n− 1 < p < n .

Теорема 6.3.2. Нехай D i D′ — обмеженi областi в Rn, n > 2 .
Припустимо, що f : D → D′ — вiдкрите дискретне кiльцеве Q -вiдображення
вiдносно p -модуля, n− 1 < p < n , α > n

n−p i Q ∈ Lαloc(D) . Тодi

|f(x)− f(y)| 6 ν0∥Q∥
1

n−p
α |x− y|1−

n
α(n−p) , (6.23)

для будь-якої пари точок x, y ∈ F , для яких |x − y| < δ0 , де F — довiльний
компакт в D , δ0 =

1
4dist(F, ∂D) i

∥Q∥α =

∫
D

Qα(x) dm(x)

 1
α
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— норма у просторi Lα(D) , ν0 — деяка додатна стала, що зележить тiльки
вiд n , p i α .

Доведення. Нехай x ∈ F . Розглянемо сферичне кiльце A = A(x, ε1, ε2)
при 0 < ε1 < ε2 < δ0 . Згiдно з лемою 2.7.1 виконується оцiнка

capp

(
fB(x, ε2), fB(x, ε1)

)
6 1

(ε2 − ε1)p

∫
A(x,ε1,ε2)

Q(x) dm(x) .

Далi за схемою доведення теореми 2.8.1 отримуємо оцiнку (6.23). Теорему
доведено.

В наступнiй теоремi встановлено достатню умову логарифмiчної
гельдеровостi кiльцевих Q -вiдображень вiдносно p -модуля при n− 1 < p < n .

Теорема 6.3.3. Нехай D i D′ — обмеженi областi в Rn, n > 2 .
Припустимо, що f : D → D′ — вiдкрите дискретне кiльцеве Q -вiдображення
вiдносно p -модуля в точцi x0 ∈ D i для деяких чисел Cx0 > 0 , κ ∈ [0, p)

виконується умова ∫
A(x0,ε1,ε2)

Q(x) dm(x)

|x− x0|p
6 Cx0 ln

κ

(
ε2
ε1

)
(6.24)

для будь-яких 0 < ε1 < ε2 < dist (x0, ∂D) . Тодi при n− 1 < p < n справедлива
оцiнка

|f(x)− f(x0)| 6 ν0C
1

n−p
x0 ln−

p−κ
n−p

1

|x− x0|
, (6.25)

для всiх x ∈ B(x0, δ0) , де δ0 6 min{1, dist4 (x0, ∂D)} i ν0 — деяка додатна
стала, що залежить тiльки вiд n , p i κ .

Доведення. Розглянемо сферичне кiльце

A = A(x0, ε1, ε2) = {x : ε1 < |x0 − x| < ε2} , x0 ∈ D,

з довiльними ε1 i ε2 такими, що 0 < ε1 < ε2 < δ0 . Тодi E =(
B (x0, ε2) , B (x0, ε1)

)
— конденсатор в D, а fE =

(
fB (x0, ε2) , fB (x0, ε1)

)
– конденсатор в D ′. Нехай ΓE – сiм’я кривих iз твердження 1.14.3 i ΓfE —
аналогiчна сiм’я в образi. Згiдно з цим твердженням маємо рiвнiсть

capp

(
fB (x0, ε2) , fB(x0, ε1)

)
=Mp (ΓfE) . (6.26)
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За твердженням 1.14.2 кожна крива γ′ ∈ ΓfE має максимальне пiдняття
з початком у деякiй точцi x′ ∈ B(x0, ε1) . Нехай Γ∗ — сiм’я максимальных
пiднять ΓfE з початком у B (x0, ε1).

Покажемо, що Γ∗ ⊂ ΓE . Припустимо супротивне, тобто що iснує крива
β : [a, b) → Rn сiм’ї ΓfE , для якої вiдповiдне максимальне пiдняття α :

[a, c) → B(x0, ε2) лежить у деякому компактi K у серединi B(x0, ε2). Отже,
його замикання α є компактом в B(x0, ε2). Зауважимо, що c ̸= b, оскiльки
в протилежному випадку β – компакт у fB(x0, ε2), що суперечить умовi
β ∈ ΓfE . Розглянемо множину

G =
{
x ∈ Rn : x = lim

k→∞
α(tk)

}
, tk ∈ [a, c) , lim

k→∞
tk = c.

Вiдзначимо, що, переходячи до пiдпослiдовностей, можна обмежуватися моно-
тонними послiдовностями tk. Для x ∈ G в силу неперервностi вiдображення f

будемо мати f (α(tk)) → f(x) при k → ∞ , де tk ∈ [a, c), tk → c при k → ∞.

Однак, f (α(tk)) = β(tk) → β(c) при k → ∞. Звiдси робимо висновок, що f

є сталою на G в B(x0, ε2). З iншого боку, згiдно з умовою Кантора в компактi
α (див. п. 3.6 розд. I в [449])

G =
∞∩
k=1

α ([tk, c)) = lim sup
k→∞

α ([tk, c)) = lim inf
k→∞

α ([tk, c)) ̸= ∅

внаслiдок монотонностi вiдносно послiдовностi зв’язних множин α ([tk, c)) i,
таким чином, G є зв’язною згiдно з розд. I (9.12) в [449]. Таким чином,
внаслiдок дискретностi вiдображення f множина G не може складатися бiльш
нiж з однiєї точки, i крива α : [a, c) → B(x0, ε2) продовжується до замкненої
кривої α : [a, c] → K ⊂ B(x0, ε2) , причому f (α(c)) = β(c). Знову за
наслiдком 3.3 розд. II в [382] (див. також твердження 1.14.2) можна побудувати
максимальне пiдняття α ′ кривої β|[c, b) з початком у точцi α(c). Об’єднавши
пiдняття α i α ′, отримаємо нове пiдняття α ′′ кривої β, яке є визначеним на
[a, c′), c ′ ∈ (c, b), що суперечить максимальностi пiдняття α. Отже, Γ∗ ⊂ ΓE .

Зауважимо, що ΓfE > fΓ∗, i, отже,

Mp (ΓfE) 6Mp (fΓ
∗) 6Mp (fΓE) .
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Розглянемо довiльну послiдовнiсть чисел {ri}∞i=1 , ε1 < ri < ε2, таку, що
ri → ε2 − 0. Позначимо через Γi сiм’ю кривих, що з’єднують сфери S(x0, ε1) i
S(x0, ri) в кiльцi A(x0, ε1, ri). У такому випадку для будь-якого i ∈ N будемо
мати

ΓE > Γi . (6.27)

Розглянемо параметричну сiм’ю дiйснозначних функцiй

ηi,ε1(t) =


1

t ln
(

ri
ε1

) t ∈ (ε1, ri),

0, t ∈ R \ (ε1, ri) .

За означенням кiльцевого Q -вiдображення вiдносно p -модуля i внаслiдок (6.27)
маємо оцiнку

Mp(fΓE) 6Mp(fΓi) 6
∫

A(x0,ε1,ri)

Q(x) dm(x)

|x− x0|p lnp
(
ri
ε1

) .
Звiдси та з умови (6.24) випливає оцiнка

Mp(fΓE) 6 Cx0 · lnκ−p
(
ri
ε1

)
. (6.28)

Переходячи в нерiвностi (6.28) до границi при i→ ∞ , отримуємо

Mp(fΓE) 6 Cx0 · lnκ−p
(
ε2
ε1

)
. (6.29)

Комбiнуючи (6.26) i (6.29), отримуємо нерiвнiсть

capp

(
fB(x0, ε2), fB(x0, ε1)

)
6 Cx0 ln

κ−p
(
ε2
ε1

)
. (6.30)

При ε1 = ε = |x − x0| i ε2 =
√
ε з нерiвностi (6.30) випливає наступна

оцiнка

capp

(
fB(x0,

√
ε), fB(x0, ε)

)
6 2p−κCx0 ln

κ−p
(
1

ε

)
.

З iншого боку, за твердженням 1.1.6, маємо

capp

(
fB(x0,

√
ε), fB(x0, ε)

)
> ν1

 dp
(
fB(x0, ε)

)
m1−n+p (fB(x0,

√
ε))


1

n−1

, (6.31)
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де ν1 — деяка додатна стала, що залежить тiльки вiд n i p.
Iз (2.105) i (6.31) випливає оцiнка

d
(
fB(x0, ε)

)
6 ν2C

n−1
p

x0 ln−
(n−1)(p−κ)

p

(
1

ε

)
m1−n+p(fB(x0,

√
ε)) , (6.32)

де ν2 — додатна стала, що залежить тiльки вiд n , p i κ .
Далi, покладаючи в нерiвностi (6.30) ε1 = 4

√
ε i ε2 =

√
ε , отримуємо

capp

(
fB(x0,

4
√
ε), fB(x0,

√
ε)
)
6 4p−κCx0 ln

κ−p
(
1

ε

)
. (6.33)

З iншого боку, внаслiдок нерiвностi (1.8), див. твердження 1.1.7, маємо
оцiнку

capp

(
fB(x0,

4
√
ε), fB(x0,

√
ε)
)
> ν3

(
m
(
fB(x0,

√
ε)
))n−p

n

, (6.34)

де ν3 — додатна стала, що залежить тiльки вiд n i p .
Комбiнуючи (6.33) i (6.34), робимо висновок про те, що

m
(
fB(x0,

√
ε)
)
6 ν4C

n
n−p
x0 ln−

(p−κ)n
n−p

(
1

ε

)
, (6.35)

де ν4 — додатна стала, що залежить тiльки вiд n , p i κ .
Нарештi, комбiнуючи (6.32) i (6.35), отримаємо

d
(
fB(x0, ε)

)
6 ν0C

1
n−p
x0 ln−

p−κ
n−p

(
1

ε

)
,

де ν0 — додатна стала, що залежить тiльки вiд n , p i κ .
Звiдси та з очевидної нерiвностi d

(
fB(x0, ε)

)
> |f(x) − f(x0)| випливає

оцiнка спотворення вiдстаней (6.25). Теорему доведено.

Наведемо деякi наслiдки з теореми 6.3.3.

Наслiдок 6.3.4. Нехай D i D′ — обмеженi областi в Rn, n > 2 .
Припустимо, що f : D → D′ — вiдкрите дискретне кiльцеве Q -вiдображення
вiдносно p -модуля в точцi x0 ∈ D при n − 1 < p < n i Q ∈ L n

n−p
(B(x0, δ0)) ,

де δ0 ∈
(
0, min{1, dist4(x0, ∂D)}

)
. Тодi

|f(x)− f(x0)| 6 ν0∥Q∥
1

n−p
n

n−p
ln−

p(n−1)
n(n−p)

1

|x− x0|
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для всiх x ∈ B(x0, δ0) , де ∥Q∥ n
n−p

=
( ∫
B(x0,δ0)

Q
n

n−p (x) dm(x)
)n−p

n

— норма у

просторi L n
n−p

(B(x0, δ0)) i ν0 — додатна стала, що залежить тiльки вiд n

i p .

Наслiдок 6.3.5. Нехай D i D′ — обмеженi областi в Rn, n > 2.

Припустимо, що f : D → D′ — вiдкрите дискретне кiльцеве Q -вiдображення
вiдносно p -модуля в точцi x0 ∈ D i для деякого числа Kx0 > 0 виконується
умова

qx0(t) 6 Kx0 t
p−n

для майже всiх t ∈ (0, δ0) , де δ0 ∈
(
0,min{1, dist4(x0, ∂D)}

)
. Тодi при

n− 1 < p < n виконується оцiнка

|f(x)− f(x0)| 6 ν0 K
1

n−p
x0 ln−

p−1
n−p

1

|x− x0|

для всiх x ∈ B(x0, δ0) , де ν0 — додатна стала, що залежить тiльки вiд n i
p .

Наслiдок 6.3.6. Нехай D i D′ — обмеженi областi в Rn, n > 2 .
Припустимо, що f : D → D′ — вiдкрите дискретне кiльцеве Q -вiдображення
вiдносно p -модуля в точцi x0 ∈ D i для деякого числа Cx0 > 0 виконується
умова ∫

B(x0,δ0)

Q(x) dm(x)

|x− x0|p
6 Cx0 < ∞

для деякого δ0 ∈
(
0,min{1, dist4(x0, ∂D)}

)
. Тодi при n−1 < p < n виконується

оцiнка
|f(x)− f(x0)| 6 ν0

1
n−p
x0 ln−

p
n−p

1

|x− x0|
для всiх x ∈ B(x0, δ0) , де ν0 — додатна стала, що залежить тiльки вiд n i
p .
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6.4. Q -вiдображення вiдносно p -модуля

У цьому пiдроздiлi вивчаються властивостi Q -вiдображень вiдносно p -
модуля.

Нехай D i D′ — областi в Rn , n > 2 . Припустимо, що p > 1 i Q : D →
[0 ,∞] — вимiрна за Лебегом функцiя.

Означення 6.4.1. Вiдображення f : D → D′ будемо називати Q -
вiдображенням вiдносно p -модуля, якщо

Mp(fΓ) 6
∫
D

Q(x) ρp(x) dm(x)

для будь-якої сiм’ї Γ кривих в D i будь-якої допустимої функцiї ρ для Γ .

Наведемо деякi важливi властивостi Q -вiдображень вiдносно p -модуля
при p > n− 1 .

Теорема 6.4.1. Нехай f : D → Rn — вiдкрите дискретне Q -
вiдображення вiдносно p -модуля при p > n− 1 i Q ∈ L1

loc . Тодi f ∈ ACL .

Наслiдок 6.4.1. Нехай f : D → Rn — вiдкрите дискретне Q -
вiдображення вiдносно p -модуля при p > n− 1 i Q ∈ L1

loc . Тодi f ∈ W 1,1
loc .

Наслiдок 6.4.2. Нехай D — область в Rn, n > 2, i f : D → Rn —
вiдкрите дискретне Q -вiдображення вiдносно p -модуля з Q ∈ L1

loc , p > n−1 .
Тодi для м.в. x ∈ D виконується оцiнка (6.10).

Теорема 6.4.2. Нехай f : D → Rn — вiдкрите дискретне Q -
вiдображення вiдносно p -модуля при p > n − 1 i Q ∈ L1

loc . Тодi f є
диференцiйовним майже всюди в D .

Теореми 6.4.1, 6.4.2 та наслiдки 6.4.1, 6.4.2 доведенi у роботi [412].

В наступнiй теоремi наведено достатнi умови належностi Q -вiдображень
вiдносно p -модуля до класiв Соболєва.

Теорема 6.4.3. Нехай D — область в Rn, n > 2, i f : D → Rn —
вiдкрите дискретне Q -вiдображення вiдносно p -модуля, при цьому n − 1 <

p < n i Q ∈ L
α

n−p

loc , де α > 1 . Тодi f належить до класу Соболєва W 1,α
loc .



299

Доведення. За теоремою 6.1.1 для м.в. x ∈ D справедлива нерiвнiсть
(6.15). Тодi для областi V ⊂ D такої, що V ⊂ D , маємо∫

V

∥f ′(x)∥α dm(x) 6 να0

∫
V

Q
α

n−p (x) dm(x) <∞.

Тепер, застосовуючи спочатку теорему 6.4.1, а потiм твердження 1.3.1,
приходимо до висновку теореми. Теорему доведено.

Оскiльки вiдображення f класу Соболєва W 1,n
loc володiє N -властивiстю

Лузiна, тобто m(fE) = 0 , якщо m(E) = 0 (див. наслiдок B в [331]), то з
теореми 6.4.3 випливає наступне твердження.

Наслiдок 6.4.3. Нехай f : D → Rn — вiдкрите дискретне Q -вiдобра-
ження вiдносно p -модуля, при цьому n−1 < p < n i Q ∈ L

n
n−p

loc . Тодi f володiє
N -властивiстю Лузiна.

Наведемо деякi оцiнки про спотворення мiри для гомеоморфних Q -
вiдображень вiдносно p -модуля.

Наслiдок 6.4.4. Нехай f : D → Rn — Q -гомеоморфвзм вiдносно p -
модуля, при цьому p ∈ (n − 1, n) i Q ∈ L

n
n−p

loc . Тодi для довiльної вимiрної
множини E ⊂ D справедлива оцiнка

m(fE) 6 ν0

∫
E

Q
n

n−p (x) dm(x) , (6.36)

де ν0 — додатна стала, що залежить тiльки вiд n i p .
Доведення. Оскiльки f володiє N -властивiстю Лузiна та є

диференцiйовним майже всюди, то за теоремою 2.2 в [110] маємо рiвнiсть

m(fE) =

∫
E

Jf(x)dm(x).

для довiльної вимiрної множини E ⊂ D . Тодi оцiнка 6.36 випливає з теореми
6.1.1, див. нерiвнiсть (6.14).

Наслiдок 6.4.5. Якщо Q(x) 6 K для м.в. x ∈ D , K > 0 , то для
довiльної вимiрної множини E ⊂ D справедлива оцiнка

m(fE) 6 ν0K
n

n−p m(E) ,
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де ν0 — додатна стала, що залежить тiльки вiд n i p .

Нижче мова пiде про N −1 -властивiсть Q -вiдображень вiдносно p -модуля
при p > n . Добре вiдомо, що довiльне непостiйне вiдображення з обмеженим
спотворенням володiє як N -властивiстю, що доведено Ю.Г. Решетняком (див.
теорему 6.2, розд. II [110]), так i N −1 -властивiстю, що доведено у роботi
Б. Боярського i Т. Iванця (див. теорему 8.1 [221]). Нижче ми покажемо, що N −1 -
властивiстю володiють також вiдкритi дискретнi Q -вiдображення вiдносно p -
модуля при p > n i Q ∈ L1

loc.

Справедливе наступне твердження, див. теорему 1.2 в [312].

Твердження 6.4.1. Нехай f : D → Rn — вiдображення зi скiнченним
спотворенням таке, що K ∈ Ln

′−1
loc , де n ′ − 1 = 1

n−1 . Якщо функцiя
кратностi N(y, fD) iстотно обмежена сталою N в Rn, то f володiє N −1 -
властивiстю.

В наступнiй теоремi встановлено достатнi умови того, щоб Q -
вiдображення вiдносно p -модуля володiло N −1 -властивiстю Лузiна.

Теорема 6.4.4. Нехай D — область в Rn, n > 2, i f : D → Rn —
вiдкрите дискретне Q -вiдображення вiдносно p -модуля, при цьому p > n i
Q ∈ L1

loc . Тодi f володiє N−1 -властивiстю Лузiна, тобто m
(
f −1E

)
= 0 ,

якщо m(E) = 0 .

Доведення. Оскiльки f — дискретне, можна вважати, що ∞ ̸∈ fD . Тодi
за наслiдками 6.4.1 i 6.4.2 вiдображення f є вiдображенням зi скiнченним
спотворенням. Зауважимо, що достатньо встановити N −1 -властивiсть для
звуження вiдображення f |G на довiльну область G таку, що G ⊂ D.

Зауважимо, що в таких областях N(y, f,G) 6 N для всiх y ∈ fG , див.
лему 2.12, п. 3 в [339]. В такому випадку згiдно твердження 6.4.1 достатньо
показати, що K ∈ Ln

′−1
loc , де 1/n ′ + 1/n = 1 , n ′ = n/(n− 1) i n ′ − 1 = 1

n−1 .

Iз наслiдка 6.1.2 випливає оцiнка

∥f ′(x)∥n 6 K(x) |Jf(x)| (6.37)
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для м.в. x ∈ D , де K(x) = ν1 |Jf(x)|
(n−1)(p−n)

p Q
n(n−1)

p (x) i ν1 — додатна стала,
що залежить тiльки вiд n i p .

Для областi V ⊂ D такої, що V ⊂ D , iз (6.37) отримуємо∫
V

Kn′−1(x) dm(x) 6 ν2

∫
V

|Jf(x)|1−
n
p Q

n
p (x) dm(x) ,

де ν2 — додатна стала, що залежить тiльки вiд n i p .
Далi, застосовуючи нерiвнiсть Гельдера з показниками q = p

n i q′ = n−p
n

та враховуючи, що Q ∈ L1
loc , отримуємо

∫
V

Kn′−1(x) dm(x) 6 ν2

∫
V

|Jf(x)| dm(x)

1−n
p
∫
V

Q(x) dm(x)

n
p

<∞.

Теорему доведено.

Наслiдок 6.4.6. (Аналог теореми Боярського–Iванця про N −1 -власти-
вiсть.) Нехай f : D → Rn — вiдкрите дискретне Q -вiдображення, при цьому
Q ∈ L1

loc. Тодi f володiє N −1 -властивiстю.

Вiдомо, що N −1 -властивiсть еквiвалентна невиродженостi якобiана для
майже всiх точок областi, див., напр., теорему 1 в [107]. Тому iз наслiдка 6.4.6
отримуємо ще один важливий результат.

Наслiдок 6.4.7. Нехай D — область в Rn, n > 2, i нехай f : D → Rn

— вiдкрите дискретне Q -вiдображення вiдносно p -модуля, при цьому p > n

i Q ∈ L1
loc . Тодi Jf(x) ̸= 0 м.в. в D.

Наведемо твердження, що мiстять оцiнку α -зовнiшньої дилатацiї
довiльного вiдкритого дискретного Q -вiдображення вiдносно p -модуля.

Оскiльки Q -вiдображення вiдносно p -модуля є також кiльцевим Q -
вiдображенням вiдносно p -модуля, то наступне твердження випливає iз
наслiдка 6.1.2.

Наслiдок 6.4.8. Нехай D — область в Rn, n > 2, i f : D → Rn —
вiдкрите дискретне Q -вiдображення вiдносно p -модуля, для якого Q ∈ L1

loc ,
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p > n− 1 i Jf(x) ̸= 0 м.c. в D . Тодi для м.в. x ∈ D виконується нерiвнiсть

KO, p
p−n+1

(x, f) 6 ν0 Q
n−1

p−n+1 (x) ,

де ν0 — деяка додатна стала, що залежить тiльки вiд n i p .

Наступне твердження випливає iз наслiдкiв 6.4.7 i 6.4.8.

Наслiдок 6.4.9. Нехай D — область в Rn, n > 2, i f : D → Rn —
вiдкрите дискретне Q -вiдображення вiдносно p -модуля, для якого Q ∈ L1

loc i
p > n . Тодi для м.в. x ∈ D виконується нерiвнiсть (6.4.8).

Оскiльки Q -вiдображення є також кiльцевим Q -вiдображенням, то
наступне твердження випливає iз наслiдка 6.1.3.

Наслiдок 6.4.10. Нехай f : D → Rn — вiдкрите дискретне Q -
вiдображення таке, що Q ∈ L1

loc. Тодi для майже всiх x ∈ D виконується
нерiвнiсть

KO(x, f) 6 c0Q
n−1(x) ,

де c0 — деяка додатна стала, що залежить тiльки вiд n.

Позначимо через Bf множину всiх точок розгалуження Q -вiдображення
f (див. означення 1.13.8 i 1.13.9). Справедливе наступне твердження, див.
лему 2.14 в [339].

Твердження 6.4.2. Нехай f : D → Rn — вiдкрите дискретне
вiдображення i x0 ∈ D є точкою його диференцiйовностi. Тодi, якщо x0 ∈ Bf ,

то Jf(x0) = 0.

Iз теореми 6.4.2, наслiдка 6.4.7 та твердження 6.4.2 випливає наступне
твердження.

Наслiдок 6.4.11. Нехай f : D → Rn — вiдкрите дискретне Q -
вiдображення вiдносно p -модуля, для якого Q ∈ L1

loc i p > n . Тодi m(Bf) = 0.
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6.5. Оцiнки внутрiшнiх p -дилатацiй Q -вiдображень

вiдносно p -модуля

У цьому пiдроздiлi встановлюються оцiнки p -внутрiшнiх дилатацiй
вiдносно p -модуля.

Сформулюємо i доведемо основне твердження даного роздiлу.

Теорема 6.5.1. Нехай f : D → Rn — вiдкрите дискретне Q -
вiдображення вiдносно p -модуля i p > n− 1 . Припустимо, що Q ∈ L1

loc(D) i
Jf(x) ̸= 0 м.в. в D . Тодi для майже всiх x ∈ D виконується оцiнка

KI,p(x, f) 6 Q(x) . (6.38)

Доведення. Не зменшуючи загальностi, можна вважати, що ∞ /∈ D ′ =

fD. За теоремою 6.4.2 вiдображення f є диференцiйовним майже скрiзь. Крiм
того, за умовою теореми Jf(x) ̸= 0 для майже всiх x ∈ D. Позначимо через
Φ(A) функцiю множини A ⊂ D, визначену наступним чином:

Φ(A) =

∫
A

Q(x)dm(x) .

Оскiльки за умовою Q ∈ L1
loc(D), то за теоремою Лебега функцiя Φ

узагальнено диференцiйовна у майже кожнiй точцi x0 ∈ D (див., напр., теорему
5.4 розд. IV в [131]), причому похiдна DΦ(x) = Q(x) для майже всiх x ∈ D

(див. теорему 6.3 в [131]).
Позначимо через E1 множину всiх x ∈ D, де Φ узагальнено

диференцiйовна i DΦ(x) = Q(x), а через E2 — множину всiх x ∈ D, де
саме вiдображення f є диференцiйованим i невиродженим. Зауважимо, що для
справедливостi твердження теореми достатньо показати, що (6.38) виконується
для всiх x ∈ E0 = E1 ∩ E2.

Зафiксуємо довiльну точку x0 ∈ E0. Не зменшуючи загальностi мiркувань,
можна вважати, що x0 = 0 i f(x0) = 0. Нехай e1, . . . , en, ẽ1, . . . , ẽn i λ1, . . . , λn
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— вiдповiдно головнi вектори i головнi значення вiдображення f ′(0), при цьому
λn > λ2 > . . . > λ1 > 0. Перетвореннями повороту в образi i прообразi можна
добитися того, що ei = (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸

i

, 0, . . . , 0) = ẽi.

Ми повиннi переконатися в тому, що

λ2 . . . λn

λp−1
1

6 Q(0) ,

оскiльки |Jf(0)| = λ1 . . . λn i l (f ′(0)) = λ1 , див. спiввiдношення (2.5) i
коментарi на с. 21 п. 2.1 розд. I в [110].

Зафiксуємо довiльно параметр t > 0 i оберемо число r > 0 так, щоб
конденсатор E := (A,C) , де C = {x : x1 = 0, |xi| 6 r, i = 2, . . . , n} i A = {x :

|x1| < rtλ1, |xi| < r+ rtλi, i = 2, . . . , n} , мiстився в областi D. Зауважимо, що

m(A) = 2nλ1rt
n∏
i=2

(r + rtλi) (6.39)

i
dist (C, ∂A) = rtλ1 . (6.40)

Оскiльки E = (A,C) — конденсатор у D, то fE = (fA, fC) — конденсатор у
D ′ = fD за вiдкритiстю i неперервнiстю вiдображення f. Нехай ΓE i ΓfE —
сiм’ї кривих у сенсi твердження 1.14.3 i Γ ∗ — сiм’я максимальних пiднять ΓfE

за вiдображенням f з початком в C . Як i при доведеннi леми 6.1.1, отримаємо
включення Γ ∗ ⊂ ΓE . Зауважимо, що ΓfE > fΓ∗, i, отже, за означенням Q -
вiдображення вiдносно p -модуля та зi спiввiдношень

cap pfE = Mp (ΓfE) 6 Mp (fΓ
∗) 6 Mp (fΓE)

випливає нерiвнiсть

cap p (fA, fC) 6
∫
D

Q(x) · ρp(x) dm(x) (6.41)

для будь-якої допустимої функцiї ρ ∈ admΓE . Зауважимо, що функцiя

ρ(x) =

{
1

dist (C, ∂A) , x ∈ A \ C,
0, x ̸∈ A \ C



305

є допустимою для сiм’ї ΓE i, таким чином, iз (6.41) випливає нерiвнiсть

cap p (fA, fC) 6
1

distp (C, ∂A)

∫
A

Q(x) dm(x) . (6.42)

З iншого боку, за твердженням 1.1.5 iз (6.42) отримаємо оцiнку

(inf mn−1σ)
p

[m(fA)]p−1 6 1

dist p (C, ∂A)

∫
A

Q(x) dm(x) , (6.43)

де mn−1 σ позначає (n − 1) -вимiрну площу C∞ — многовиду σ, що є межею
вiдкритої множини U, яка мiстить fC i мiститься разом iз своїм замиканням
U в fA, а точна нижня границя в (6.43) береться по всiм таким σ.

Оцiнимо дрiб в лiвiй частинi нерiвностi (6.43), спираючись на властивiсть
диференцiйовностi вiдображення f в нулi. Фiксуючи довiльне 0 < ε < λ1,

оберемо r > 0 настiльки малим, щоб |f(x) − f ′(0)x| < εr при x ∈ A . Тодi
множина fA мiститься в паралелепiпедi

V =
{
y : |y1| 6 rtλ21 + εr, |yi| 6 rλi + rtλ2i + εr, i = 2, . . . , n

}
,

а проекцiя множини fC на пiдпростiр y1 = 0 мiстить в собi (n− 1) -вимiрний
паралелепiпед

V0 = {y : y1 = 0, |yi| 6 rλi − εr, i = 2, . . . , n} .

Тому

m (fA) 6 m(V ) = 2nrn
(
tλ21 + ε

) n∏
i=2

(
λi + tλ2i + ε

)
i

mn−1 σ > 2mn−1 V0 = 2nrn−1
n∏
i=2

(λi − ε) .

Отже, пiдставляючи отриманi оцiнки величин m(fA) i mn−1 σ у нерiвнiсть
(6.43) та враховуючи при цьому (6.39) i (6.40), отримуємо(

2nrn−1
n∏
i=2

(λi − ε)

)p
(
2nrn(tλ21 + ε)

n∏
i=2

(λi + tλ2i + ε)

)p−1 6
2nλ1rt

n∏
i=2

(r + rtλi)

rptpλp1

1

m(A)

∫
A

Q(x) dm(x) ,
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звiдки випливає нерiвнiсть(
n∏
i=2

(λi − ε)

)p
(
(tλ21 + ε)

n∏
i=2

(λi + tλ2i + ε)

)p−1 6

n∏
i=2

(1 + tλi)

tp−1λp−1
1

1

m(A)

∫
A

Q(x) dm(x) .

Спрямувавши r → 0 в останнiй нерiвностi, матимемо(
n∏
i=2

(λi − ε)

)p
(
(tλ21 + ε)

n∏
i=2

(λi + tλ2i + ε)

)p−1 6

n∏
i=2

(1 + tλi)

tp−1λp−1
1

Q(0)

i далi при ε→ 0 отримаємо(
n∏
i=2

λi

)p
(
tλ21

n∏
i=2

(λi + tλ2i )

)p−1 6

n∏
i=2

(1 + tλi)

tp−1λp−1
1

Q(0) .

Домножаючи тепер обидвi частини нерiвностi на tp−1 i переходячи до границi
при t→ 0 , одержуємо

n∏
i=2

λi

λp−1
1

6 Q(0) ,

що завершує доведення. Теорему доведено.

Наслiдок 6.5.1. Нехай f : D → Rn — вiдкрите дискретне Q -
вiдображення вiдносно p -модуля при p > n . Припустимо, що Q ∈ L1

loc(D).

Тодi для майже всiх x ∈ D виконується оцiнка (6.38).

При p = n iз теореми 6.5.1 безпосередньо випливає наступне твердження.

Наслiдок 6.5.2. Нехай f : D → Rn — вiдкрите дискретне Q -
вiдображення i Q ∈ L1

loc(D). Тодi для майже всiх x ∈ D виконується
спiввiдношення

KI(x, f) 6 Q(x) .
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Iз означення величини KI(x, f) випливає, що KI(x, f) > 1 при всiх x,

де величина KI(x, f) є заданной. Отже, iз наслiдка 6.5.2 випливає наступне
твердження.

Наслiдок 6.5.3. Нехай f : D → Rn — вiдкрите дискретне Q -
вiдображення i Q ∈ L1

loc(D). Тодi Q(x) > 1 для майже всiх x ∈ D.

6.6. Про абсолютну неперервнiсть вiдображень, що

спотворюють модулi цилiндрiв

У даному роздiлi розглянуто вiдкритi та дискретнi вiдображення, що
задовольняють одну модульну нерiвнiсть вiдносно цилiндрiв у просторi Rn, n >
2 . Доведемо, що вказанi вiдображення за умови Q ∈ L1

loc є абсолютно
неперервними на лiнiях.

Означення 6.6.1. Цилiндром в Rn, n > 2, називають трiйку:
Z = (Q,E1, E2), де Q – область в Rn, а E1, E2 — пiдмножини
межi Q з наступною властивiстю: знайдеться гомеоморфiзм множини Q на
одиничний цилiндр {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn : x21 + x22 + · · · + x2n−1 6 1,

0 6 xn 6 1}, що вiдображає E1 i E2 на його основи, див. [435].
Означення 6.6.2. З кожним цилiндром Z будемо асоцiювати сiм’ю ΓZ ,

яка складається iз дуг, що з’єднують E1 i E2 в Q . Модулем цилiндра Z

називатимемо p -модуль сiм’ї ΓZ та позначатимемо його Mp(Z).

У роботi [435], див. лему 2, встановлено наступний факт. Нехай f : D → Rn

— гомеоморфiзм, що задовольняє умову

M(Z) 6 K ·M(f(Z))

для кожного цилiндра Z ⊂ D i деякої сталої K > 1 . Тодi f ∈ ACL в D.

Нижче встановлено посилення цього результату. З цього приводу слiд
також згадати результат Тенгвалля в цьому напрямку (див. [428]), а також
роботи, де встановлено властивiсть ACL для Q -вiдображень (див. [146]).
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Теорема 6.6.1. Нехай p > 1, Q : Rn → [0,∞] — локально iнтегровна
функцiя i f : D → Rn — вiдкрите дискретне вiдображення, яке задовольняє
умову

Mp(Z) 6
∫

f(D)

Q(y) · ρp∗(y)dm(y) (6.44)

для будь-якого цилiндра Z ⊂ D та довiльної функцiї ρ∗ ∈ adm f(ΓZ). Тодi
f ∈ ACL.

Доведення. Нехай I — n -вимiрний iнтервал в Rn з ребрами
паралельними осям координат i I ⊂ D. Тодi I = I0 × J, де I0 — (n − 1) -
вимiрний iнтервал в Rn−1, J — одновимiрний iнтервал, J = (a, b). Далi
ототожнюємо Rn−1 × R з Rn. Покажемо, що для майже всiх сегментiв
Jz = {z} × J , z ∈ I0, вiдображення f |Jz абсолютно неперервне.

Розглянемо функцiю множин, визначену на алгебрi борелевих множин B

в I0 :
Φ(B) =

∫
f(B×J)

Q(y)dm(y) .

Зауважимо, що Φ є q -квазiадитивною функцiєю при q = N(f, I). Дiйсно,

k∑
i=1

Φ(Bi) =
k∑
i=1

∫
f(Bi×J)

Q(y)dm(y) 6

6
k∑
i=1

∫
f(B×J)

N(y, f, Bi × J)Q(y)dm(y) 6 N(f, I)Φ(B) ,

де Bi ⊂ B ⊂ I0 — борелевi множини, Bi ∩ Bl = ∅ при l ̸= i. За твердженням
1.13.1

φ(z) = lim sup
r→0

Φ(B(z, r))

Ωn−1rn−1
<∞ (6.45)

для майже всiх z ∈ I0, де через B(z, r) позначено кулю в I0 ⊂ Rn−1 з центром
в точцi z ∈ I0 радiуса r, Ωn−1 — об’єм одиничної кулi в Rn−1. Доведемо,
що вiдображення f абсолютно неперервне на кожному сегментi Jz, z ∈ I0,

де границя (6.45) iснує i скiнченна. Позначимо вiдповiдну множину z через
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Z0 та покажемо, що сума дiаметрiв образiв будь-якого скiнченного набору
сегментiв, що не перетинаються в Jz = {z} × J, z ∈ Z0, збiгається до нуля
разом з сумарною довжиною iнтервалiв. Внаслiдок неперервностi f вздовж Jz

достатньо перевiрити цей факт для сегментiв з рацiональними кiнцями в Jz.

Позначимо ∆i := (αi, βi).

Без зменшення загальностi можна вважати, що |f(z, αi)−f(z, βi)| ̸= 0 для
кожного i = 1, . . . , k. Оскiльки вiдображення f неперервне, то для кожного
i = 1, . . . , k знайдеться δi > 0 таке, що

|f(z, αi)− f(x)| < |f(z, αi)− f(z, βi)|
4

, |x− (z, αi)| < δi , (6.46)

|f(z, βi)− f(x)| < |f(z, αi)− f(z, βi)|
4

, |x− (z, βi)| < δi . (6.47)

У подальшому покладемо δ := min
i=1,...,k

δi, 0 < r < min{δ, dist (I, ∂D)}. Множину

{z} × {∆i}ki=1 покриємо цилiндрами Ci = B(z, r) × (αi, βi) i визначимо
ρ̃i(z) = 2|f(z, αi) − f(z, βi)|−1 · χf(Ci)(z), i = 1, . . . , k. Позначимо також
Gi := |f(z, αi)− f(z, βi)|. Визначимо сiм’ю кривих Γi наступним чином:

Γi = {γix : x ∈ B(z, r/2)} ,

де γix : [αi, βi] → Rn — крива, визначена як γix(t) = (x, t). Тодi для кожної
локально спрямлюваної кривої f ◦ γ, γ ∈ Γi, згiдно зi спiввiдношеннями (6.46)
i (6.47) будемо мати∫

f◦γ

ρ̃i(z)|dz| = 2G−1
i

∫
f◦γ

χf(Ci)(z)|dz| > G−1
i · |f(z, αi)− f(z, βi)| = 1 .

В такому випадку ρ̃i ∈ adm f(Γi) i, отже, у вiдповiдностi з умовою (6.44)
отримуємо:

Mp(Γi) 6 2pG−p
i

∫
f(Ci)

Q(y)dm(y) . (6.48)

Зауважимо, що Mp(Γi) = Ωn−1r
n−1

2n−1|αi−βi|p−1 , див. п. 7.2 в [436], тому iз (6.48)
отримуємо

Ωn−1r
n−1

2n−1|αi − βi|p−1
6 2pG−p

i

∫
f(Ci)

Q(y)dm(y) ,
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звiдки

|f(z, αi)− f(z, βi)|p 6 |αi − βi|p−1 · 2
p+n−1

Ωn−1
· 1

rn−1

∫
f(Ci)

Q(y)dm(y) . (6.49)

Позначимо для зручностi Vi :=
∫

f(Ci)

Q(y)dm(y). Тодi iз (6.49) отримуємо

|αi − βi| >
(
Crn−1|f(z, αi)− f(z, βi)|p

Vi

) 1
p−1

, (6.50)

де C — деяка нова додатна стала, що залежить тiльки вiд розмiрностi простору
n i числа p. Згiдно з нерiвнiстю Гельдера(

k∑
i=1

Gi

)p
k∑
i=1

Vi

6
(

k∑
i=1

G
p/(p−1)
i

V
1/(p−1)
i

)p−1

.

Тодi з (6.50) отримуємо

C ·
(

k∑
i=1

Gi

)p
k∑
i=1

Vi
rn−1

6
(

k∑
i=1

|αi − βi|

)p−1

. (6.51)

В силу того, що Φ є квазiадитивною функцiєю множини, будемо мати

k∑
i=1

Vi
rn−1

≤ N(f, I)
Φ(B(z, r))

rn−1
.

Переходячи тут до верхньої границi при r → 0 та враховуючи (6.45), iз (6.51)
отримуємо (

k∑
i=1

|f(z, αi)− f(z, βi)|

)p

6 C1 ·

(
k∑
i=1

|αi − βi|

)p−1

, (6.52)

де C1 — деяка нова додатна стала, залежна тiльки вiд розмiрностi простору
n i функцiї Q. Нехай тепер ε > 0 i ∆i = (αi, βi), i = 1, . . . , k — система



311

iнтервалiв, що не перетинаються в J , така, що
k∑
i=1

|αi − βi| < ε. Тодi iз (6.52)

випливає нерiвнiсть(
k∑
i=1

|f(z, αi)− f(z, βi)|

)p

6 C1 · εp−1 .

Теорему доведено.

Висновки

В роздiлi 6 вивчаються властивостi вiдображень з розгалуженням, що
задовольняють деякi модульнi нерiвностi. Зокрема, отримано такi основнi
результати:

1) встановлено достатнi умови належностi Q -вiдображень, визначених в
термiнах p -модуля, до класiв Соболєва;

2) доведено узагальнення теореми Боярського–Iванця про невиродженiсть
майже скрiзь якобiана квазiрегулярного вiдображення;

3) отримано оцiнки зверху якобiана та операторної норми матрицi Якобi,
p -внутрiшних та α -зовнiшних дилатацiй кiльцевих Q -вiдображень вiдносно p -
модуля;

4) встановлено достатнi умови того, що Q -вiдображення вiдносно p -
модуля володiє N або N−1 властивiстю Лузiна;

5) встановлено достатнi умови скiнченної лiпшицевостi, локальної та
логарифмiчної гельдеровостi кiльцевих Q -вiдображень вiдносно p -модуля;

6) узагальнено результат Ю. Вяйсяля про абсолютну неперервнiсть на
лiнiях квазiконформних вiдображень на вiдкритi дискретнi вiдображення, що
задовольняють деяку p -модульну нерiвнiсть.
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ВИСНОВКИ

Дисертацiйна робота присвячена розвитку теорiї вiдображень
скiнченновимiрних просторiв.

Основнi результати дисертацiї такi:
1. Отримано характеризацiю кiльцевих i нижнiх Q -гомеоморфiзмiв в

термiнах p -модуля та встановлено взаємозв’язок мiж цими гомеоморфiзмами.
2. Доведено аналоги нерiвностi М.О. Лаврентьєва про спотворення

площi круга при квазiконформних вiдображеннях, леми Герiнга про локальну
лiпшицевiсть та теореми Iкоми–Шварца для кiльцевих i нижнiх Q -
гомеоморфiзмiв, визначених в термiнах p -модуля.

3. Встановлено, що гомеоморфнi розв’язки вироджених рiвнянь Бельтрамi
з узагальненими похiдними є кiльцевими та нижнiми Q -гомеоморфiзмами, де
Q — дотична дилатацiя, та доведено узагальненi теореми про неперервне i
гомеоморфне продовження вказаних розв’язкiв та їх асимптотичну поведiнку
на нескiнченностi.

4. Встановлено загальнi умови на дотичну дилатацiю, достатнi для
iснування регулярних розв’язкiв задачi Дiрiхле для вироджених рiвнянь
Бельтрамi в довiльних жорданових областях.

5. Встановлено зв’язок класiв Соболєва W 1,1
loc в областях комплексної

площини, а також класiв Орлiча–Соболєва W 1,φ
loc у просторi Rn, n ≥ 3,

за умови типу умови Кальдерона на функцiю φ , з нижнiми та кiльцевими
Q -гомеоморфiзмами, визначеними в термiнах p -модуля; узагальнено умови
локальної та логарифмiчної гельдеровостi, степеневого та логарифмiчного
порядку зростання гомеоморфiзмiв, що належать вказаним класам Соболєва
чи Орлiча–Соболєва.

6. Встановлено достатнi умови належностi Q -вiдображень, визначених
в термiнах p -модуля, до класiв Соболєва та доведено узагальнення теореми
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Боярського–Iванця про невиродженiсть якобiана вiдображення; отримано
оцiнки зверху якобiана та операторної норми матрицi Якобi, p -внутрiшних
та α -зовнiшних дилатацiй кiльцевих Q -вiдображень вiдносно p -модуля;
узагальнено результат Ю. Вяйсяля про абсолютну неперервнiсть на лiнiях
квазiконформних вiдображень на вiдкритi дискретнi вiдображення, що
задовольняють деяку p -модульну нерiвнiсть.

Отриманi результати та розвиненi в дисертацiї методи можуть бути
використанi у дослiдженнi рiзних класiв вiдображень на площинi та у просторi.
Зокрема, результати дисертацiї можуть знайти застосування у теорiї нелiнiйних
систем рiвнянь з частинними похiдними та в теорiї класiв Соболєва та Орлiча–
Соболєва.
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348. Martio O., Väisälä J. Elliptic equations and maps of bounded length distortion
// Math. Ann. — 1988. — 282. — P. 423 – 443.

349. Mattila P. Geometry of sets and measures in Euclidean spaces. Fractals and
rectifiability. // Cambridge University Press, Cambridge. — 1995. — 356 p.

350. Maz’ya V. Sobolev Spaces // Springer-Verlag, Berlin. — 1985. — 486 p.

351. Maz’ya V. Lectures on isoperimetric and isocapacitary inequalities in the theory
of Sobolev spaces // Contemp. Math. — 2003. — 338. — P. 307 – 340.

352. Menchoff D. Sur les differentielles totales des fonctions univalentes / D. Men-
choff // Math. Ann. — 1931. — 105. — P. 75 – 85.

353. Miniowitz R. Normal families of quasimeromorphic mappings // Proc. Amer.
Math. Soc. — 1982. — 84, № 1. — P. 35 – 43.

354. Mitchell J. On Carnot-Caratheodory metrics // J. Diff. Geom. — 1985. — 21.
— P. 35 – 45.

355. Nakki R. Boundary behavior of quasiconformal mappings in n -space // Ann.
Acad. Sci. Fenn. Ser. A1 Math. — 1970. — 484. — P. 1 – 50.

356. Norton A. A critical set with nonnull image has large Hausdorff dimension //
Trans. Amer. Math. Soc. – 1986. — 296, № 1. — P. 367 – 376.



347

357. Onninen J. Differentiability of monotone Sobolev functions // Real. Anal. Ex-
change. — 2000/2001. — 26, № 2. — P. 761 – 772.

358. Onninen J. Mappings of finite distortion: minors of the differential matrix //
Calc. Var. Partial Differential Equations. — 2004. — 21, № 4. — P. 335 – 348.

359. Onninen J. Mappings of finite distortion: continuity // Dept. Math. Stat.,
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Вiдомостi про апробацiю результатiв дисертацiї

Основнi результати дисертацiї доповiдалися та обговорювалися на:
— International scientific conference ”Conformal Structures and Dynamics”

(CODY) Third Year Conference, Bendlewo, Poland, September 21–26, 2009;
— International Conference on Complex Analysis, dedicated to the memory of

A.Goldberg, Lviv, May 31 – June 5, 2010;
— Мiжнароднiй конференцiї iз сучасного аналiзу, м. Донецьк, 20–23 червня

2011 року;
— Мiжнароднiй науковiй конференцiї, присвяченiй 120-рiччю з дня

народження С. Банаха, Львiв, 2012;
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— Mathematical Colloquium, Holon Institute of Technology, Holon, Israel, Au-
gust 15, 2012;

— Мiжнароднiй науковiй конференцiї ”Комплексний аналiз, теорiя
потенцiалу та застосування”, Київ, 2013;

— International Conference ”Complex Analysis and Related Topics”, Lviv,
23–28 September 2013;

— Наукова конференцiя, присвячена 100-рiччю вiд дня народження К.М.
Фiшмана та М.К. Фаге, Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя
Федьковича, м.Чернiвцi, 1–4 липня 2015 р., с. 147-148;

— X конгресi Мiжнародного товариства з аналiзу, його застосувань i
обчислень ISAAC, Макао, Китай, 2015;

— Мiжнародна конференцiя молодих математикiв, Київ, Україна, 2015;
— International Conference "Complex Analysis and Related Topics Lviv, May

30-June 4, 2016;
— International scientific conference "Algebraic and geometric methods of anal-

ysis Odesa, May 31 – June 5, 2017;
— Мiжнародна конференцiя "Теорiя наближення функцiй та її засто-

сування", присвячена 75-рiччю з дня народження члена-кореспондента НАН
України, професора О.I. Степанця, Слов’янськ, 2017;

— International Conference in Functional Analysis dedicated to the 125th an-
niversary of Stefan Banach, September 18–23, 2017, Lviv, Ukraine;

— International scientific conference ”(Hyper)Complex Analysis in Differential
Equations, Geometry and Physical Applications”, Bendlewo, Poland, 2018;

— International scientific conference ”Algebraic and geometric methods of anal-
ysis”, May 30 – June 4, 2018, Odesa, Ukraine;

— Всеукраїнська наукова конференцiя “Сучаснi проблеми теорiї
ймовiрностей та математичного аналiзу”, Ворохта, 2018;

— XII конгресi Мiжнародного товариства з аналiзу, його застосувань i
обчислень ISAAC, Авейро, Португалiя, 2019;
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— International scientific conference ”(Hyper)Complex Analysis in Differential
Equations, Geometry and Physical Applications”, Bedlewo, Poland, July 07 – July
14, 2019;

— Сучаснi проблеми теорiї ймовiрностей та математичного аналiзу,
Всеукраїнська наукова конференцiя, Ворохта, 26 лютого – 1 березня, 2020 року.


