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ÇÀÃÀËÜÍÀ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÎÁÎÒÈ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Òåîðiÿ âiäîáðàæåíü � öå äîáðå ðîçâèíåíà ÷àñòèíà
ñó÷àñíîãî ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó. Öÿ òåîðiÿ áåðå ñâié ïî÷àòîê çi çíàìåíèòèõ
ðîáiò Å. Áåëüòðàìi, K. Ãàóñà, Ä. Ãiëüáåðòà, Æ. Ëióâiëÿ, À. Ïóàíêàðå, Á. Ði-
ìàíà, Ã. Øâàðöà òà iíøèõ âiäîìèõ ìàòåìàòèêiâ. Òåîðiÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié
äàâíî âæå ñòàëà âçiðöåì íàéðîçâèíåíiøèõ i ðåòåëüíî ðîçðîáëåíèõ ãiëîê ìàòå-
ìàòèêè. Ó öié òåîði¨ îñîáëèâó óâàãó ïðèäiëÿþòü êîíôîðìíèì âiäîáðàæåííÿì,
ÿêi çíàéøëè ÷èñëåííi âàæëèâi çàñòîñóâàííÿ ó òåîði¨ óíiôîðìiçàöi¨, òåîði¨ ïî-
òåíöiàëó, ìàòåìàòè÷íié ôiçèöi, ãiäðîäèíàìiöi, àåðîäèíàìiöi, åëåêòðîñòàòèöi
é ìàãíiòîñòàòèöi.
Íàïðèêiíöi 20-õ i íà ïî÷àòêó 30-õ ðîêiâ ìèíóëîãî ñòîði÷÷ÿ Ã. Ãðe÷,

Ì.Î. Ëàâðåíòü¹â i ×. Ìîðði ââåëè áiëüø çàãàëüíèé êëàñ âiäîáðàæåíü, çãî-
äîì íàçâàíèõ êâàçiêîíôîðìíèìè. Íåçàáàðîì êâàçiêîíôîðìíi âiäîáðàæåííÿ
áóëè çàñòîñîâàíi äî êëàñè÷íèõ ïðîáëåì ïðî íàêðèâàþ÷i ðiìàíîâèõ ïîâåð-
õîíü (Ë. Àëüôîðñ), ìîäóëi ðiìàíîâèõ ïîâåðõîíü (Î. Òåéõìþëëåð) i êëàñèôi-
êàöiþ îäíîçâ'ÿçíèõ ðiìàíîâèõ ïîâåðõîíü (Ë.I. Âîëêîâèñüêèé). Çãîäîì êâàçi-
êîíôîðìíi âiäîáðàæåííÿ áóëè âèçíà÷åíi ó ïðîñòîðàõ áiëüøèõ ðîçìiðíîñòåé
(Ì.Î. Ëàâðåíòü¹â, Ô. Ãåðiíã, Þ. Âÿéñÿëÿ), à ïîòiì óçàãàëüíåíi äî âiäîáðà-
æåíü iç îáìåæåíèì ñïîòâîðåííÿì (Þ.Ã. Ðåøåòíÿê), ùî íàçèâàþòüñÿ òàêîæ
êâàçiðåãóëÿðíèìè âiäîáðàæåííÿìè (Î. Ìàðòiî, Ñ. Ðiêìàí, Þ. Âÿéñÿëÿ). Âiä-
çíà÷èìî, ùî êâàçiðåãóëÿðíi âiäîáðàæåííÿ ìîæóòü ìàòè òî÷êè ðîçãàëóæåííÿ
i ¹ ó ïåâíîìó ñåíñi ïðîñòîðîâèì àíàëîãîì àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié. Êâàçiêîí-
ôîðìíi i êâàçiðåãóëÿðíi âiäîáðàæåííÿ âèÿâèëèñÿ êîðèñíèìè ïðè âèâ÷åííi
êëåéíîâèõ ãðóï, êîìïëåêñíî¨ äèíàìiêè, ìåðîìîðôíèõ ôóíêöié, ó òîïîëîãi¨,
òåîði¨ ïðóæíîñòi, â ãiäðîäèíàìiöi, åëåêòðî- i ìàãíiòîñòàòèöi â íåîäíîðiäíèõ
ñåðåäîâèùàõ. Ó ðîáîòàõ Ë. Àëüôîðñà, Ê. Àíäðiÿí Êàçàêó, Ë. Áåðñà, Ï.Ï. Áå-
ëiíñüêîãî, Á.Â. Áîÿðñüêîãî, I.Í. Âåêóà, Ñ.Ê. Âîäîïüÿíîâà, Ê. Âeðòàíåíà,
Ë.I. Âîëêîâèñüêîãî, Ì. Âóîðiíåíà, Þ. Âÿéñÿëÿ, Ô. Ãåðiíãà, Â.Ì. Ãîëüäøòåé-
íà, Â.ß. Ãóòëÿíñüêîãî, Â.À. Çîði÷à, Ï. Êàðàìàíà, Ñ.Ë. Êðóøêàëÿ, Ì.Î. Ëàâ-
ðåíòü¹âà, Î. Ëåõòî, Î. Ìàðòiî, ×. Ìîðði, Ð. Íÿêêi, I.Ì. Ïåñiíà, Þ.Ã. Ðåøå-
òíÿêà, Ñ. Ðiêìàíà, Á.Â. Øàáàòà òà iíøèõ áóëè âèâ÷åíi îñíîâíi âëàñòèâîñòi
òàêèõ âiäîáðàæåíü.
Íà ìåæi XX-XXI ñòîði÷ âiäáóâñÿ ïåðåõiä âiä âèâ÷åííÿ âiäîáðàæåíü iç îáìå-

æåíèì ñïîòâîðåííÿì çà Ðåøåòíÿêîì äî âèâ÷åííÿ òàê çâàíèõ âiäîáðàæåíü çi
ñêií÷åííèì ñïîòâîðåííÿì çà Iâàíöåì, õàðàêòåðèñòèêè ÿêèõ âæå íå ¹ îáìå-
æåíèìè â îáëàñòi âèçíà÷åííÿ, à ëèøå ñêií÷åííèìè ìàéæå ñêðiçü. Òàêi êëàñè
âiäîáðàæåíü ïðèðîäíüî óçàãàëüíþþòü êîíôîðìíi, êâàçiêîíôîðìíi i êâàçiðå-
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ãóëÿðíi âiäîáðàæåííÿ. Âèâ÷åííþ âiäîáðàæåíü çi ñêií÷åííèì ñïîòâîðåííÿì
ïðèñâÿ÷åíi ðîáîòè áàãàòüîõ ïðîâiäíèõ ôàõiâöiâ iç ñó÷àñíî¨ òåîði¨ âiäîáðà-
æåíü. Ñåðåä íèõ ìîæíà âèäiëèòè ðîáîòè Ê. Àñòàëà, Å. Âiëëàìîðà, Ñ.Ê. Âî-
äîïüÿíîâà, Ô. Ãåðiíãà, Ò. Iâàíöÿ, Ï. Êîñêåëè, Äæ. Ìàíôðåäi, Ã. Ìàðòiíà,
Î. Ìàðòiî, Ó. Ñðåáðî, Â.I. Ðÿçàíîâà, Þ. Õåéíîíåíà, I. Õîëîïàiíåíà, Å. ßêó-
áîâà òà iíøèõ.
Âiäçíà÷èìî, ùî âêàçàíîìó ïåðåõîäîâi ïåðåäóâàëî âèâ÷åííÿ òàê çâàíèõ êâà-

çiêîíôîðìíèõ ó ñåðåäíüîìó âiäîáðàæåíü, ùî áåðóòü ñâié ïî÷àòîê âiä ðîáiò
Ñ.Ë. Êðóøêàëÿ; çãàäà¹ìî òóò òàêîæ ðîáîòè À. Ãîëüáåðãà, Â.I. Êðóãëiêî-
âà, Â.Ñ. Êóäüÿâiíà, Ð. Êþíàó, Â.Ì. Ìiêëþêîâà, Ì. Ïåðîâi÷à, I.Ì. Ïåñiíà,
Þ.Ô. Ñòðóãîâà, À.Â. Ñè÷îâà òà iíøèõ àâòîðiâ. Òàêîæ ìà¹ìî çãàäàòè âèâ÷å-
ííÿ âiäîáðàæåíü iç îáìåæåíèì iíòåãðàëîì Äiðiõëå ó äîíåöüêié øêîëi ç òåîði¨
âiäîáðàæåíü íà ÷îëi ç Ã.Ä. Ñóâîðîâèì, äå iñòîòíî ðîçâèíóòî òåîðiþ ãðàíè÷íî¨
ïîâåäiíêè i òåîðiþ çáiæíîñòi òàêèõ âiäîáðàæåíü.
Íå çâàæàþ÷è íà çíà÷íó êiëüêiñòü ðîáiò iç òåîði¨ êâàçiêîíôîðìíèõ âiäîáðà-

æåíü i ¨õíiõ óçàãàëüíåíü, çàëèøàþòüñÿ àêòóàëüíèìè òàêi ïðîáëåìè: âñòàíîâ-
ëåííÿ ìiíiìàëüíèõ óìîâ, äîñòàòíiõ äëÿ äèôåðåíöiéîâíîñòi âiäîáðàæåíü ìàé-
æå ñêðiçü, i ¨õíié çâ'ÿçîê çi êëàñàìè Ñîáîë¹âà; âñòàíîâëåííÿ îöiíîê ñïîòâî-
ðåííÿ ìiðè ìíîæèí i âiäñòàíåé ïðè âiäîáðàæåííÿõ; äîñëiäæåííÿ ëîêàëüíî¨,
àñèìïòîòè÷íî¨ i ãðàíè÷íî¨ ïîâåäiíêè âiäîáðàæåíü; âñòàíîâëåííÿ óìîâ îäíî-
ñòàéíî¨ íåïåðåðâíîñòi é íîðìàëüíîñòi ñiìåé âiäîáðàæåíü; çàñòîñóâàííÿ êâà-
çiêîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü i ¨õíiõ óçàãàëüíåíü äî äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòåé
âiäîáðàæåíü çi êëàñiâ Ñîáîë¹âà é Îðëi÷à-Ñîáîë¹âà.
Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè. Äè-

ñåðòàöiÿ âèêîíàíà ó âiääiëi êîìïëåêñíîãî àíàëiçó i òåîði¨ ïîòåíöiàëó Iíñòè-
òóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè â ðàìêàõ íàóêîâèõ òåì �Ìåòðè÷íi òà ãåîìå-
òðè÷íi çàäà÷i òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ i ñóáãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié òà ìíîæèí�, íî-
ìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0116U003060, i �Ðîçðîáêà àíàëiòè÷íèõ òà ÷èñåëüíî�
àíàëiòè÷íèõ ìåòîäiâ äîñëiäæåííÿ çàäà÷ ñó÷àñíîãî ïðèðîäîçíàâñòâà�, íîìåð
äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0117U004077.
Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ. Îá'¹êò äîñëiäæåííÿ � ïëîñêi i ïðîñòî-

ðîâi âiäîáðàæåííÿ çi ñêií÷åííèì ñïîòâîðåííÿì.
Ïðåäìåò äîñëiäæåííÿ � êiëüöåâi é íèæíi Q-ãîìåîìîðôiçìè, âèçíà÷åíi â

òåðìiíàõ íåêîíôîðìíîãî p-ìîäóëÿ.
Ìåòà äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè � äîñëiäæåííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ, ëîêàëüíèõ,

àñèìïòîòè÷íèõ i ãðàíè÷íèõ âëàñòèâîñòåé âiäîáðàæåíü, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü p-
ìîäóëüíi îöiíêè.
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Çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ:

� ðîçðîáèòè ìåòîä íåêîíôîðìíîãî ìîäóëÿ äëÿ äîñëiäæåííÿ äèôåðåíöiàëü-
íèõ, ëîêàëüíèõ, àñèìïòîòè÷íèõ i ãðàíè÷íèõ âëàñòèâîñòåé âiäîáðàæåíü çi
ñêií÷åííèì ñïîòâîðåííÿì;

� äëÿ êiëüöåâèõ i íèæíiõ Q-ãîìåîìîðôiçìiâ, âèçíà÷åíèõ ó òåðìiíàõ íåêîí-
ôîðìíîãî p-ìîäóëÿ, äîâåñòè àíàëîãè íåðiâíîñòi Ì.Î. Ëàâðåíòü¹âà ïðî
ñïîòâîðåííÿ ïëîùi êðóãà ïðè êâàçiêîíôîðìíèõ âiäîáðàæåííÿõ, ëåìè Ãå-
ðiíãà ïðî ëîêàëüíó ëiïøèöåâiñòü i òåîðåìè Iêîìè�Øâàðöà;

� âñòàíîâèòè íîâi êðèòåði¨ íåïåðåðâíîãî é ãîìåîìîðôíîãî ïðîäîâæåííÿ ãî-
ìåîìîðôíèõ ðîçâ'ÿçêiâ âèðîäæåíèõ ðiâíÿíü Áåëüòðàìi ç óçàãàëüíåíèìè
ïîõiäíèìè é äîâåñòè òåîðåìè iñíóâàííÿ ðåãóëÿðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Äi-
ðiõëå äëÿ âèðîäæåíèõ ðiâíÿíü Áåëüòðàìi â äîâiëüíèõ æîðäàíîâèõ îáëà-
ñòÿõ çà ïåâíèõ óìîâ íà äîòè÷íó äèëàòàöiþ;

� âñòàíîâèòè ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ êëàñàìè Ñîáîë¹âà, Îðëi÷à�Ñîáîë¹âà,
êiëüöåâèìè é íèæíiìè Q-âiäîáðàæåíÿìè, âèçíà÷åíèìè â òåðìiíàõ íåêîí-
ôîðìíîãî p-ìîäóëÿ.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ìåòîäè
ãåîìåòðè÷íî¨ òåîði¨ ôóíêöié i òåîði¨ ïîòåíöiàëó.
Íàóêîâà íîâèçíà. Óñi îòðèìàíi â ðîáîòi ðåçóëüòàòè íîâi i ïîëÿãàþòü â

íàñòóïíîìó:

� îòðèìàíî õàðàêòåðèçàöiþ êiëüöåâèõ i íèæíiõ Q-ãîìåîìîðôiçìiâ ó òåðìi-
íàõ p-ìîäóëÿ i âñòàíîâëåíî âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ öèìè ãîìåîìîðôiçìàìè;

� äîâåäåíî àíàëîãè íåðiâíîñòi Ì.Î. Ëàâðåíòü¹âà ïðî ñïîòâîðåííÿ ïëîùi
êðóãà ïðè êâàçiêîíôîðìíèõ âiäîáðàæåííÿõ, ëåìè Ãåðiíãà ïðî ëîêàëü-
íó ëiïøèöåâiñòü i òåîðåìè Iêîìè�Øâàðöà äëÿ êiëüöåâèõ i íèæíiõ Q-
ãîìåîìîðôiçìiâ, âèçíà÷åíèõ ó òåðìiíàõ p-ìîäóëÿ;

� âñòàíîâëåíî, ùî ãîìåîìîðôíi ðîçâ'ÿçêè âèðîäæåíèõ ðiâíÿíü Áåëüòðàìi
ç óçàãàëüíåíèìè ïîõiäíèìè � öå êiëüöåâi é íèæíi Q-ãîìåîìîðôiçìè, äå
Q � äîòè÷íà äèëàòàöiÿ, i äîâåäåíî óçàãàëüíåíi òåîðåìè ïðî íåïåðåðâ-
íå i ãîìåîìîðôíå ïðîäîâæåííÿ âêàçàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ i ¨õíþ àñèìïòîòè÷íó
ïîâåäiíêó íà íåñêií÷åííîñòi;

� âñòàíîâëåíî çàãàëüíi óìîâè íà äîòè÷íó äèëàòàöiþ, äîñòàòíi äëÿ iñíóâà-
ííÿ ðåãóëÿðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Äiðiõëå äëÿ âèðîäæåíèõ ðiâíÿíü Áåëü-
òðàìi â äîâiëüíèõ æîðäàíîâèõ îáëàñòÿõ;
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� âñòàíîâëåíî çâ'ÿçîê êëàñiâ Ñîáîë¹âà W 1,1
loc â îáëàñòÿõ êîìïëåêñíî¨ ïëî-

ùèíè, à òàêîæ êëàñiâ Îðëi÷à�Ñîáîë¹âà W 1,ϕ
loc ó ïðîñòîði Rn, n ≥ 3, çà

óìîâè òèïó óìîâè Êàëüäåðîíà íà ôóíêöiþ ϕ, ç íèæíiìè é êiëüöåâèìè Q-
ãîìåîìîðôiçìàìè, âèçíà÷åíèìè â òåðìiíàõ p-ìîäóëÿ; óçàãàëüíåíî óìîâè
ëîêàëüíî¨ é ëîãàðèôìi÷íî¨ ãåëüäåðîâîñòi, ñòåïåíåâîãî é ëîãàðèôìi÷íî-
ãî ïîðÿäêó çðîñòàííÿ ãîìåîìîðôiçìiâ, ùî íàëåæàòü íàâåäåíèì êëàñàì
Ñîáîë¹âà ÷è Îðëi÷à�Ñîáîë¹âà;

� âñòàíîâëåíî äîñòàòíi óìîâè íàëåæíîñòiQ-âiäîáðàæåíü, âèçíà÷åíèõ ó òåð-
ìiíàõ p-ìîäóëÿ, äî êëàñiâ Ñîáîë¹âà é äîâåäåíî óçàãàëüíåííÿ òåîðåìè
Áîÿðñüêîãî�Iâàíöÿ ïðî íåâèðîäæåíiñòü ÿêîáiàíà âiäîáðàæåííÿ; îòðèìàíî
îöiíêè çâåðõó ÿêîáiàíà é îïåðàòîðíî¨ íîðìè ìàòðèöi ßêîái, p-âíóòðiøíèõ
i α-çîâíiøíèõ äèëàòàöié êiëüöåâèõ Q-âiäîáðàæåíü âiäíîñíî p-ìîäóëÿ;
óçàãàëüíåíî ðåçóëüòàò Þ. Âÿéñÿëÿ ïðî àáñîëþòíó íåïåðåðâíiñòü íà ëi-
íiÿõ êâàçiêîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü íà âiäêðèòi äèñêðåòíi âiäîáðàæåííÿ,
ùî çàäîâîëüíÿþòü äåÿêó p-ìîäóëüíó íåðiâíiñòü.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äèñåðòàöiÿ ìà¹ òåîðå-
òè÷íèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi ó äîñëiäæåííi ðiçíèõ
êëàñiâ âiäîáðàæåíü íà ïëîùèíi é ó ïðîñòîði. Çîêðåìà, ðåçóëüòàòè äèñåðòà-
öi¨ ìîæíà çàñòîñîâóâàòè â òåîði¨ íåëiíiéíèõ ñèñòåì ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè
ïîõiäíèìè é ó òåîði¨ êëàñiâ Ñîáîë¹âà é Îðëi÷à�Ñîáîë¹âà.
Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Óñi ðåçóëüòàòè, ùî âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò,

çäîáóâà÷ îäåðæàâ ñàìîñòiéíî. Ó ñòàòòÿõ, ùî îïóáëiêîâàíi ó ñïiâàâòîðñòâi,
îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à òàêèé: iç ðîáiò [4, 7, 8, 10, 14, 15, 17, 18, 24, 28�30,
33, 39, 40] äî äèñåðòàöi¨ óâiéøëè ðåçóëüòàòè, ÿêi îòðèìàâ îñîáèñòî çäîáóâà÷;
ó ðîáîòàõ [5, 9, 16, 19, 22, 34�36] âèçíà÷åííÿ íàïðÿìêó äîñëiäæåíü íàëåæèòü
À. Ãîëüáåðãó, à äîâåäåííÿ âñiõ òâåðäæåíü íàëåæèòü çäîáóâà÷åâi; ó ðîáîòi
[38] �.Î. Ñåâîñòüÿíîâó íàëåæèòü iäåÿ ïîñëàáëåííÿ óìîâè ãîìåîìîðôíîñòi
âiäîáðàæåíü, à äîñëiäæåííÿ âèêîíàâ çäîáóâà÷.
Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè äîïîâiäàëèñü íà òàêèõ êîí-

ôåðåíöiÿõ: International scienti�c conference �Conformal Structures and Dynami-
cs� (CODY) Third Year Conference, Bendlewo, Poland, September 21�26, 2009;
International Conference on Complex Analysis, dedicated to the memory of
A.Goldberg, Lviv, May 31 � June 5, 2010; Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ iç ñó-
÷àñíîãî àíàëiçó, ì. Äîíåöüê, 20�23 ÷åðâíÿ 2011 ðîêó; Ìiæíàðîäíié íàóêî-
âié êîíôåðåíöi¨, ïðèñâÿ÷åíié 120-ði÷÷þ ç äíÿ íàðîäæåííÿ Ñ. Áàíàõà, Ëüâiâ,
2012; Mathematical Colloquium, Holon Institute of Technology, Holon, Israel,
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August 15, 2012; Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Êîìïëåêñíèé àíàëiç, òåî-
ðiÿ ïîòåíöiàëó òà çàñòîñóâàííÿ�, Êè¨â, 2013; International Conference �Complex
Analysis and Related Topics�, Lviv, 23�28 September 2013; Íàóêîâié êîíôåðåí-
öi¨, ïðèñâÿ÷åíié 100-ði÷÷þ âiä äíÿ íàðîäæåííÿ Ê.Ì. Ôiøìàíà òà Ì.Ê. Ôàãå,
×åðíiâåöüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à, ì.×åðíiâöi,
1�4 ëèïíÿ 2015 ð., ñ. 147-148; X êîíãðåñi Ìiæíàðîäíîãî òîâàðèñòâà ç àíà-
ëiçó, éîãî çàñòîñóâàíü i îá÷èñëåíü ISAAC, Ìàêàî, Êèòàé, 2015; Ìiæíàðî-
äíié êîíôåðåíöi¨ ìîëîäèõ ìàòåìàòèêiâ, Êè¨â, Óêðà¨íà, 2015; International
Conference �Complex Analysis and Related Topics�, Lviv, May 30-June 4, 2016;
International scienti�c conference �Algebraic and geometric methods of analysis�,
Odesa, May 31 � June 5, 2017; Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ �Òåîðiÿ íàáëèæå-
ííÿ ôóíêöié òà ¨¨ çàñòîñóâàííÿ� , ïðèñâÿ÷åíié 75-ði÷÷þ ç äíÿ íàðîäæåííÿ
÷ëåíà-êîðåñïîíäåíòà ÍÀÍ Óêðà¨íè, ïðîôåñîðà Î.I. Ñòåïàíöÿ, Ñëîâ'ÿíñüê,
2017; International Conference in Functional Analysis dedicated to the 125th
anniversary of Stefan Banach, September 18�23, 2017, Lviv, Ukraine; Internati-
onal scienti�c conference �(Hyper)Complex Analysis in Di�erential Equations,
Geometry and Physical Applications�, Bendlewo, Poland, 2018; International
scienti�c conference �Algebraic and geometric methods of analysis�, May 30 �
June 4, 2018, Odesa, Ukraine; Âñåóêðà¨íñüêié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Ñó÷à-
ñíi ïðîáëåìè òåîði¨ éìîâiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó�, Âîðîõòà, 2018;
XII êîíãðåñi Ìiæíàðîäíîãî òîâàðèñòâà ç àíàëiçó, éîãî çàñòîñóâàíü i îá-
÷èñëåíü ISAAC, Àâåéðî, Ïîðòóãàëiÿ, 2019; International scienti�c conference
�(Hyper)Complex Analysis in Di�erential Equations, Geometry and Physical
Applications�, Bedlewo, Poland, July 07 � July 14, 2019; Âñåóêðà¨íñüêié íàó-
êîâié êîíôåðåíöi¨ �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè òåîði¨ éìîâiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íîãî
àíàëiçó�, Âîðîõòà, 26 ëþòîãî � 1 áåðåçíÿ, 2020 ðîêó;
i íà ñåìiíàðàõ: âiääiëó êîìïëåêñíîãî àíàëiçó i òåîði¨ ïîòåíöiàëó Iíñòèòóòó
ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè (êåðiâíèê: äîêòîð ôiç.-ìàò. íàóê Ñ.À. Ïëàêñà);
êàôåäðè ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó Æèòîìèðñüêîãî äåðæàâíîãî óíiâåðñèòåòó
iìåíi Iâàíà Ôðàíêà (êåðiâíèêè: äîêòîðè ôiç.-ìàò. íàóê À.Î. Ïîãîðóé i �.Î.
Ñåâîñòüÿíîâ, êàíä. ôiç.-ìàò. íàóê Î.Ô. Ãåðóñ); Êè¨âñüêîìó ñåìiíàði ç ôóí-
êöiîíàëüíîãî àíàëiçó (êåðiâíèêè: àêàäåìiê ÍÀÍ Óêðà¨íè Þ.Ñ. Ñàìîéëåíêî,
÷ëåí-êîð. ÍÀÍ Óêðà¨íè À.Í. Êî÷óáåé, äîêòîðè ôiç.-ìàò. íàóê Î.Â. Àíòîíþê,
Â.À. Ìèõàéëåöü, Â.Ë. Îñòðîâñüêèé); Ëüâiâñüêîìó ìiñüêîìó ñåìiíàði ç òåî-
ði¨ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié (êåðiâíèê: äîêòîð ôiç.-ìàò. íàóê Î.Á. Ñêàñêiâ); çà-
ãàëüíîiíñòèòóòñüêîìó ñåìiíàði Iíñòèòóòó ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè i ìåõàíiêè
ÍÀÍ Óêðà¨íè, ì. Ñëîâ'ÿíñüê (êåðiâíèê: ÷ëåí-êîð. ÍÀÍ Óêðà¨íè Â.ß. Ãóòëÿí-
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ñüêèé); Õàðêiâñüêîìó ìiñüêîìó ñåìiíàði ç òåîði¨ ôóíêöi¨ (êåðiâíèêè: äîêòîðè
ôiç.-ìàò. íàóê Ñ.Þ. Ôàâîðîâ i Ë.Á. Ãîëiíñüêèé); ñåìiíàði ç äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè Ïîëüñüêî¨ àêàäåìi¨ íàóê (êåðiâíèê: àêàäåìiê
ÏÀÍ Á. Áîÿðñüêèé), ì. Âàðøàâà, Ïîëüùà; ñåìiíàði ç ãåîìåòðè÷íî¨ òåîði¨ ôóí-
êöié â Õîëîíñüêîìó Iíñòèòóòi òåõíîëîãié (êåðiâíèê: ïðîô. À. Ãîëüáåðã), ì.
Õîëîí, Içðà¨ëü.
Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî â 40 íàóêîâèõ ðî-

áîòàõ [1�40], âíåñåíèõ äî ïåðåëiêó ôàõîâèõ âèäàíü iç ôiçèêî�ìàòåìàòè÷íèõ
íàóê, ñåðåä ÿêèõ ìîíîãðàôiÿ [15] ó ñïiâàâòîðñòâi i 26 ñòàòåé [1,4,6�8,10�
14,16,17,19,21,25,26,28�30,32�36,38,39] ó âèäàííÿõ, âíåñåíèõ äî ìiæíàðîäíèõ
íàóêîâî�ìåòðè÷íèõ áàç Scopus i Web of Science. ×àñòêîâî âîíè òàêîæ âèñâi-
òëåíi ó ìàòåðiàëàõ ìiæíàðîäíèõ êîíôåðåíöié [41�62].
Ñòðóêòóðà i îáñÿã äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç àíîòàöi¨, çìi-

ñòó, âñòóïó, 6 ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ, ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë (ùî ìiñòèòü
453 íàéìåíóâàííÿ) i äîäàòêà, ÿêèé ìiñòèòü ñïèñîê ïóáëiêàöié çäîáóâà÷à çà
òåìîþ äèñåðòàöi¨ é âiäîìîñòi ïðî àïðîáàöiþ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ïîâíèé
îáñÿã ðîáîòè ñòàíîâèòü 365 ñòîðiíîê äðóêîâàíîãî òåêñòó.
Ïîäÿêè. Âèñëîâëþþ ùèðó ïîäÿêó íàóêîâîìó êîíñóëüòàíòó, ïðîôåñîðîâi

Ïëàêñi Ñåðãiþ Àíàòîëiéîâè÷ó çà ïîñòiéíó óâàãó äî ðîáîòè, êîðèñíi ïîðàäè é
ïiäòðèìêó, à òàêîæ ïðîôåñîðîâi Ðÿçàíîâó Âîëîäèìèðó Iëëi÷ó çà îáãîâîðåííÿ
ðåçóëüòàòiâ i ïëiäíi íàóêîâi äèñêóñi¨ çà òåìîþ ðîáîòè.

ÎÑÍÎÂÍÈÉ ÇÌIÑÒ ÐÎÁÎÒÈ

Ó âñòóïi âèçíà÷åíî îá'¹êò i ïðåäìåò äîñëiäæåííÿ, îá ðóíòîâàíî àêòóàëü-
íiñòü òåìè äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ, ñôîðìóëüîâàíó ìåòó i çàâäàííÿ, âè-
çíà÷åíî ìåòîäè äîñëiäæåííÿ, éîãî íàóêîâó íîâèçíó, òåîðåòè÷íå i ïðàêòè÷íå
çíà÷åííÿ, ïðîêîìåíòîâàíî àïðîáàöiþ, îïèñàíî ñòðóêòóðó äèñåðòàöiéíî¨ ðîáî-
òè i ¨¨ îñíîâíèé çìiñò.
Ó ðîçäiëi 1 äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè âèêëàäåíî îãëÿä ëiòåðàòóðè çà òåìîþ

äîñëiäæåííÿ i âêàçàíî íà ìiñöå îòðèìàíèõ çäîáóâà÷åì ðåçóëüòàòiâ ó çàãàëüíié
òåîði¨ ç îêðåñëåíèõ íàïðÿìêiâ.
Âèêëàä îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨ ïî÷èíà¹òüñÿ ç ðîçäiëó 2, äå

ðîçãëÿíóòi êiëüöåâi Q-ãîìåîìîðôiçìè âiäíîñíî p-ìîäóëÿ.
Íàäàëi D i D′ � îáëàñòi â Rn, n > 2 , m � ìiðà Ëåáåãà â Rn. Â çàïèñi

f : D → Rn ïðèïóñêà¹ìî, ùî âiäîáðàæåííÿ f íåïåðåðâíå â D.
Êðèâîþ γ íàçèâà¹òüñÿ íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ âiäðiçêà [a, b] â Rn. Ïiä

ñiì'¹þ Γ êðèâèõ γ ðîçóìi¹ìî äîâiëüíèé íàáið êðèâèõ. Ïîçíà÷èìî f(Γ) :=
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{f ◦ γ | γ ∈ Γ} i ÷åðåç ∆(E,F,D) � ñiì'þ âñiõ êðèâèõ, òàêèõ, ùî γ(0) ∈ E,
γ(1) ∈ F i γ(t) ∈ D ïðè t ∈ (0, 1).
Áîðåëåâó ôóíêöiþ ρ : Rn → [0,∞] íàçèâàþòü äîïóñòèìîþ äëÿ ñiì'¨ êðèâèõ

Γ â Rn i ïèøóòü ρ ∈ adm Γ, ÿêùî
∫
γ

ρ(x) |dx| > 1 äëÿ âñiõ êðèâèõ γ ∈ Γ.

p-ìîäóëåì ñiì'¨ êðèâèõ Γ â Rn ïðè p > 1 íàçèâàþòü âåëè÷èíó

Mp(Γ) = inf
ρ∈adm Γ

∫
Rn

ρp(x) dm(x) . (1)

Ó âèïàäêó p = n ìîäóëü Mn(Γ) ¹ êîíôîðìíèì iíâàðiàíòîì (òîáòî çáåðiãà-
¹òüñÿ ïðè êîíôîðìíèõ âiäîáðàæåííÿõ) i íàçèâà¹òüñÿ êîíôîðìíèì ìîäóëåì
ñiì'¨ êðèâèõ Γ. ßêùî p 6= n, òî Mp(Γ) çàãàëîì íå çáåðiãà¹òüñÿ ïðè êîíôîðì-
íèõ âiäîáðàæåííÿõ. Òîìó Mp(Γ) ïðè p 6= n íàçèâàþòü òàêîæ íåêîíôîðìíèì
ìîäóëåì ñiì'¨ êðèâèõ Γ.
Íåõàé Q : D → [0 ,∞] � âèìiðíà çà Ëåáåãîì ôóíêöiÿ i p > 1. Ãîìåîìîð-

ôiçì f : D → D′ íàçèâàþòü Q-ãîìåîìîðôiçìîì âiäíîñíî p-ìîäóëÿ, ÿêùî

Mp(fΓ) 6
∫
D

Q(x) ρp(x) dm(x) (2)

äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñiì'¨ Γ êðèâèõ ó D i áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ ρ ∈ adm Γ.
Iíòåãðàëüíi îöiíêè òèïó (2) ïðè p = n = 2 âêàçàíi â ðîáîòàõ Ë. Àëüôîð-

ñà, Î. Ëåõòî i Ê. Âiðòàíåíà äëÿ êâàçiêîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü íà ïëîùèíi
é ó ðîáîòi Þ.Ô. Ñòðóãîâà ïðè p = n äëÿ âiäîáðàæåíü, êâàçiêîíôîðìíèõ ó
ñåðåäíüîìó. Ó ðîáîòi Â.ß. Ãóòëÿíñüêîãî, Ê. Áiøîïà, Î. Ìàðòiî i Ì. Âóîði-
íåíà (2000 ð.) íåðiâíiñòü âèãëÿäó (2) áóëà äîâåäåíà ïðè âèâ÷åííi ëîêàëüíèõ
âëàñòèâîñòåé ïðîñòîðîâèõ êâàçiêîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü, ùî ñòàëî áåçïîñå-
ðåäíiì ïîøòîâõîì äëÿ ââåäåííÿ ïîíÿòòÿ Q-ãîìåîìîðôiçìó. Öå ïîíÿòòÿ óçà-
ãàëüíþ¹ ïîíÿòòÿ êâàçiêîíôîðìíîãî âiäîáðàæåííÿ çà Âÿéñÿëÿ i áóëî ââåäåíå
ïðè p = n ó ðîáîòi Î. Ìàðòiî, Â. Ðÿçàíîâà, Ó. Ñðåáðî i Å. ßêóáîâà, à ïðè
p 6= n ó ðîáîòi À. Ãîëüáåðãà.
Íåõàé x0 ∈ Rn i r1, r2 òàêi, ùî 0 < r1 < r2 < ∞. Ïîçíà÷èìî A =

A(x0, r1, r2) := {x ∈ Rn : r1 < |x − x0| < r2}, S(x0, r) := {x ∈ Rn : |x − x0| =

r}, B(x0, r) := {x ∈ Rn : |x− x0| < r}, Bn := B(0, 1), Sn−1 := S(0, 1). Íàäàëi
ωn−1 � ïëîùà ñôåðè Sn−1 i Ωn � îá'¹ì êóëi Bn â Rn. ×åðåç d0 ïîçíà÷èìî
âiäñòàíü âiä òî÷êè x0 ∈ D äî ìåæi îáëàñòi D, òîáòî d0 := dist(x0 , ∂D).
Íåõàé Q : D → [0 ,∞] � âèìiðíà çà Ëåáåãîì ôóíêöiÿ i p > 1. Ãîìåîìîð-

ôiçì f : D → D′ íàçèâàþòü êiëüöåâèì Q-ãîìåîìîðôiçìîì âiäíîñíî p-ìîäóëÿ
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â òî÷öi x0 ∈ D, ÿêùî ñïiââiäíîøåííÿ

Mp (∆ (fS1, fS2; fD)) 6
∫
A

Q(x) · ηp(|x− x0|) dm(x) (3)

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ êîæíîãî êiëüöÿ A = A(x0, r1, r2), 0 < r1 < r2 < d0, i êîæíî¨

âèìiðíî¨ ôóíêöi¨ η : (r1, r2) → [0,∞] òàêî¨, ùî
r2∫
r1

η(r) dr = 1 , ïðè öüîìó

Si := S(x0, ri), i = 1, 2.
Êàæóòü, ùî ãîìåîìîðôiçì f : D → D′ êiëüöåâèé Q-ãîìåîìîðôiçì âiä-

íîñíî p-ìîäóëÿ â îáëàñòi D, ÿêùî f êiëüöåâèé âiäíîñíî p-ìîäóëÿ ó êîæíié
òî÷öi x0 ∈ D .

Ïîíÿòòÿ êiëüöåâîãî Q-ãîìåîìîðôiçìó óçàãàëüíþ¹ ïîíÿòòÿ êâàçiêîíôîðì-
íîãî âiäîáðàæåííÿ çà Ãåðèíãîì i âïåðøå çóñòði÷à¹òüñÿ ïðè p = n = 2 ïðè äî-
ñëiäæåííi íåâèðîäæåíèõ ðiâíÿíü Áåëüòðàìi â ðîáîòàõ Â. Ðÿçàíîâà, Ó. Ñðåáðî
i Å. ßêóáîâà. Ó ðîáîòi Â.ß. Ãóòëÿíñüêîãî i À. Ãîëüáåðãà (2009) îöiíêà (3) ïðè
p = n i ç äåÿêîþ ôóíêöi¹þ Q âñòàíîâëåíà äëÿ ïðîñòîðîâèõ êâàçiêîíôîðìíèõ
âiäîáðàæåíü.
Çàóâàæèìî, ùî êîæåí Q-ãîìåîìîðôiçì f : D → D′ âiäíîñíî p-ìîäóëÿ ¹

êiëüöåâèì Q-ãîìåîìîðôiçìîì âiäíîñíî p-ìîäóëÿ â îáëàñòi D.
Ãîëîâíîþ ìåòîþ ðîçäiëó 2 ¹ îïèñ ëîêàëüíèõ âëàñòèâîñòåé êiëüöåâèõ Q-

ãîìåîìîðôiçìiâ âiäíîñíî p-ìîäóëÿ. Â íàñòóïíié òåîðåìi âñòàíîâëåíî êðèòåðié
íàëåæíîñòi ãîìåîìîðôiçìiâ êëàñó êiëüöåâèõ Q-ãîìåîìîðôiçìiâ âiäíîñíî p-
ìîäóëÿ ïðè p > 1.

Òåîðåìà 2.2.1. Íåõàé D i D′ � îáëàñòi â Rn, n > 2. Ïðèïóñòèìî, ùî

Q : D → [0, ∞] � âèìiðíà ôóíêöiÿ, ó ÿêî¨ ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ qx0(r) íà ñôåði

S(x0, r) ñêií÷åííå äëÿ ìàéæå âñiõ r ∈ (0, d0). Ãîìåîìîðôiçì f : D → D′

¹ êiëüöåâèì Q-ãîìåîìîðôiçìîì âiäíîñíî p-ìîäóëÿ â òî÷öi x0 ∈ D òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíèõ 0 < r1 < r2 < d0 âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

Mp (∆ (fS1, fS2 , fA)) 6
ωn−1

Ip−1
,

äå S1 := S(x0, r1), S2 := S(x0, r2) i

I = I(x0, r1, r2) :=

r2∫
r1

dr

r
n−1
p−1 q

1
p−1
x0 (r)

.

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî âèìiðíà çà Ëåáåãîì ôóíêöiÿ Q : D → [0,∞] çàäî-
âîëüíÿ¹ (p, λ)-óìîâó â òî÷öi x0 ∈ D, ÿêùî iñíó¹ ñòàëà λ = λ(x0) > 1 òàêà,
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ùî

lim inf
ε→0

ε
n−p
p−1

λε∫
ε

dt

t
n−1
p−1 q

1
p−1
x0 (t)

> 0 ,

äå qx0(t) � ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ Q íà ñôåði S(x0, t).
Ó íàñòóïíié òåîðåìi âñòàíîâëåíî äîñòàòíi óìîâè äèôåðåíöiéîâíîñòi ìàéæå

ñêðiçü êiëüöåâîãî Q-ãîìåîìîðôiçìó âiäíîñíî p-ìîäóëÿ.

Òåîðåìà 2.3.1. Íåõàé D i D′ � îáëàñòi â Rn, n > 2. Ïðèïóñòèìî, ùî

f : D → D′ � êiëüöåâèé Q-ãîìåîìîðôiçì âiäíîñíî p-ìîäóëÿ, p > n−1. ßêùî

ôóíêöiÿ Q çàäîâîëüíÿ¹ (p, λ)-óìîâó ìàéæå ñêðiçü ó D, òî f äèôåðåíöiéîâ-

íèé ìàéæå ñêðiçü ó D.

Ç òåîðåìè 2.3.1 âèïëèâà¹ òàêå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 2.3.3. Íåõàé D i D′ � îáëàñòi â Rn, n > 2. Ïðèïóñòèìî,

ùî f : D → D′ � êiëüöåâèé Q-ãîìåîìîðôiçì âiäíîñíî p-ìîäóëÿ, p > n − 1.

ßêùî Q ∈ L1
loc(D), òî f äèôåðåíöiéîâíèé ìàéæå ñêðiçü ó D.

Çàäà÷à ïðî ñïîòâîðåííÿ ïëîù ïðè êâàçiêîíôîðìíèõ âiäîáðàæåííÿõ áåðå
ñâié ïî÷àòîê âiä ðîáiò Á. Áîÿðñüêîãî. Òî÷íà âåðõíÿ îöiíêà ïëîùi îáðàçó êðóãà
ïðè êâàçiêîíôîðìíèõ âiäîáðàæåííÿõ çóñòði÷à¹òüñÿ â ìîíîãðàôi¨ Ì.Î. Ëàâ-
ðåíòü¹âà (1962 ð.). Ðÿä óçàãàëüíåíü öèõ ðåçóëüòàòiâ îòðèìàíî ó ðîáîòàõ Ô. Ãå-
ðiíãà i Å. Ðåé÷à, Ê. Àñòàëè, À. �ðåìåíêà i Ä. Ãàìiëüòîíà é ó ìîíîãðàôi¨
Á. Áîÿðñüêîãî, Â.ß. Ãóòëÿíñüêîãî, Î. Ìàðòiî i Â.I. Ðÿçàíîâà.
Ïîäàëüøà òåîðåìà óçàãàëüíþ¹ ðåçóëüòàò Ì.Î. Ëàâðåíòü¹âà ïðî îöiíêó ñïî-

òâîðåííÿ ïëîùi îáðàçó êðóãà ïðè êâàçiêîíôîðìíîìó âiäîáðàæåííi íà êîìïëå-
êñíié ïëîùèíi.

Òåîðåìà 2.4.1. Íåõàé f : Bn → Bn , n > 2, � êiëüöåâèé Q-ãîìåîìîðôiçì

âiäíîñíî p-ìîäóëÿ â òî÷öi x0 = 0. Òîäi ïðè 1 < p < n âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà

m(fBr) 6 Ωn

(
1 +

n− p
p− 1

1∫
r

dt

t
n−1
p−1 q

1
p−1 (t)

)−n(p−1)n−p

,

à ïðè p = n � îöiíêà

m(fBr) 6 Ωn exp

(
− n

1∫
r

dt

tq
1

n−1 (t)

)
,

äå Br = {x ∈ Rn : |x| 6 r}, q(t) � ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ Q íà ñôåði

{x ∈ Rn : |x| = t} .
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Äîâåäåíî íàñòóïíèé àíàëîã òåîðåìè Iêîìè�Øâàðöà.

Òåîðåìà 2.5.1. Íåõàé f : Bn → Bn, n > 2, � êiëüöåâèé Q-ãîìåîìîðôiçì

âiäíîñíî p-ìîäóëÿ â òî÷öi x0 = 0, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó f(0) = 0. Òîäi

ïðè 1 < p < n âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà

lim inf
x→0

|f(x)|

(
1 +

n− p
p− 1

1∫
|x|

dt

t
n−1
p−1 q

1
p−1 (t)

) p−1
n−p

6 1,

à ïðè p = n � îöiíêà

lim inf
x→0

|f(x)| exp

( 1∫
|x|

dt

tq
1

n−1 (t)

)
6 1 ,

äå q(t) � ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ Q íà ñôåði {x ∈ Rn : |x| = t}.
Äîñëiäæåíî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó íà íåñêií÷åííîñòi êiëüöåâèõ Q-

ãîìåîìîðôiçìiâ òà îòðèìàíî àíàëîã ðåçóëüòàòó Ìàðòiî�Ðiêìàíà�Âÿéñÿëÿ
ïðî îöiíêó øâèäêîñòi çðîñòàííÿ âiäîáðàæåíü iç îáìåæåíèì ñïîòâîðåííÿì â
îêîëi íåñêií÷åííî âiääàëåíî¨ òî÷êè (òåîðåìà 2.6.1).
Âñòàíîâëåíî äîñòàòíi óìîâè ñêií÷åííî¨ ëiïøèöåâîñòi (òåîðåìà 2.7.1, ÿêà ¹

óçàãàëüíåííÿì ó ïåâíîìó ñåíñi òåîðåìè Ãåðiíãà ïðî ëîêàëüíó ëiïøèöåâiñòü
ãîìåîìîðôiçìiâ), ëîêàëüíî¨ ãåëüäåðîâîñòi (òåîðåìà 2.8.2) i ëîêàëüíî¨ ëîãàðè-
ôìi÷íî¨ ãåëüäåðîâîñòi (òåîðåìà 2.9.1) êiëüöåâèõ Q-ãîìåîìîðôiçìiâ âiäíîñíî
p-ìîäóëÿ. Äîâåäåíî ¾ëiïøèöåâèé¿ (òåîðåìà 2.7.2) i ¾ñòåïåíåâèé¿ (òåîðåìà
2.8.3) àíàëîãè òåîðåìè Iêîìè�Øâàðöà.
Ó ðîçäiëi 3 äîñëiäæåíi âëàñòèâîñòi íèæíiõ Q-ãîìåîìîðôiçìiâ âiäíîñíî

p-ìîäóëÿ i âñòàíîâëåíî ¨õíié çâ'ÿçîê iç êiëüöåâèìè Q-ãîìåîìîðôiçìàìè âiä-
íîñíî p-ìîäóëÿ.

(n−1)-âèìiðíîþ ïîâåðõíåþ S ó ïðîñòîðiRn íàçèâàþòü äîâiëüíå íåïåðåðâíå
âiäîáðàæåííÿ S : ω → Rn, äå ω � âiäêðèòà ìíîæèíà â Rn−1 := Rn−1 ∪ {∞}.
Ôóíêöi¹þ êðàòíîñòi ïîâåðõíi S íàçèâàþòü ÷èñëî ïðîîáðàçiâ åëåìåíòà y ∈
Rn:

N(S, y) = cardS −1(y) = card {x ∈ ω : S(x) = y} .
Äëÿ áîðåëåâî¨ ôóíêöi¨ ρ : Rn → [0,∞] iíòåãðàë ïî ïîâåðõíi S âèçíà÷à¹òüñÿ
ðiâíiñòþ ∫

S

ρ dA :=

∫
Rn

ρ(y)N(S, y) dHn−1(y) ,

äå ÷åðåç Hn−1 ïîçíà÷åíî (n− 1)-âèìiðíó ìiðó Õàóñäîðôà â Rn, n > 2.
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Áîðåëåâó ôóíêöiþ ρ : Rn → [0,∞] íàçèâàþòü äîïóñòèìîþ äëÿ ñiì'¨ Γ

(n− 1)-âèìiðíèõ ïîâåðõîíü i ïèøóòü ρ ∈ adm Γ, ÿêùî∫
S

ρn−1 dA > 1 (4)

äëÿ êîæíî¨ ïîâåðõíi S ∈ Γ. Òîäi p-ìîäóëåì ñiì'¨ Γ ïðè p > 1 íàçèâàþòü
âåëè÷èíó (1).
Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ïåâíà âëàñòèâiñòü âèêîíó¹òüñÿ äëÿ p-ìàéæå âñiõ

(n− 1)-âèìiðíèõ ïîâåðõîíü ñiì'¨ Γ, ÿêùî ïiäñiì'ÿ ïîâåðõîíü ñiì'¨ Γ, äëÿ ÿêèõ
öÿ âëàñòèâiñòü ïîðóøó¹òüñÿ, ìà¹ p-ìîäóëü íóëü.
Íàçâåìî âèìiðíó çà Ëåáåãîì ôóíêöiþ ρ : Rn → [0,∞] óçàãàëüíåíî p-äîïóñ-

òèìîþ äëÿ ñiì'¨ Γ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ iç (n− 1)-âèìiðíèõ ïîâåðõîíü ó ïðîñòîði
â Rn, i ïèñàòèìåìî ρ ∈ extp adm Γ, ÿêùî íåðiâíiñòü (4) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ p-
ìàéæå âñiõ S ∈ Γ.

Íåõàé Q : D → (0,∞) � âèìiðíà çà Ëåáåãîì ôóíêöiÿ. Ãîìåîìîðôiçì
f : D → D′ íàçèâàòèìåìî íèæíiì Q-ãîìåîìîðôiçìîì âiäíîñíî p-ìîäóëÿ ó

òî÷öi x0 ∈ D, ÿêùî

Mp (fΣA) > inf
ρ∈extp adm ΣA

∫
A

ρp(x)

Q(x)
dm(x) (5)

äëÿ êîæíîãî êiëüöÿ A = A(x0, ε1, ε2), 0 < ε1 6 ε2 < d0, äå ΣA � ñiì'ÿ âñiõ
ñôåð S(x0, r), r ∈ (ε1, ε2) .
Ãîìåîìîðôiçì f : D → D′ íàçâåìî íèæíiì Q-ãîìåîìîðôiçìîì âiäíîñíî

p-ìîäóëÿ â îáëàñòi D, ÿêùî óìîâà (5) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêîãî x0 ∈ D .

Íèæíi Q-ãîìåîìîðôiçìè âiäíîñíî êîíôîðìíîãî n-ìîäóëÿ íàçèâàþòü íèæíi-
ìè Q-ãîìåîìîðôiçìàìè (ó òî÷öi x0 ∈ D ÷è â îáëàñòi D).
Ó íàñòóïíié òåîðåìi âñòàíîâëåíî êðèòåðié íàëåæíîñòi ãîìåîìîðôiçìiâ êëà-

ñó íèæíiõ Q-ãîìåîìîðôiçìiâ âiäíîñíî p-ìîäóëÿ ïðè p > n− 1.

Òåîðåìà 3.2.1.Íåõàé D � îáëàñòü ó ïðîñòîði Rn, n > 2, x0 ∈ D. Ïðè-
ïóñòèìî, ùî Q : D → (0,∞) � âèìiðíà ôóíêöiÿ. Ãîìåîìîðôiçì f : D → Rn

¹ íèæíiì Q-ãîìåîìîðôiçìîì ó òî÷öi x0 âiäíîñíî p-ìîäóëÿ ïðè p > n − 1

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

Mp(fΣA) >

ε2∫
ε1

dr

||Q|| n−1
p−n+1

(x0, r)
äëÿ âñiõ 0 < ε1 6 ε2 < d0,
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äå ΣA � ñiì'ÿ âñiõ ñôåð S(x0, r), r ∈ (ε1, ε2), i

‖Q‖ n−1
p−n+1

(x0, r) :=

 ∫
S(x0,r)

Q
n−1
p−n+1 (x) dA


p−n+1
n−1

.

Iíôiìóì ó (5) äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ ôóíêöi¨

ρ0(x) =

(
Q(x)

‖Q‖ n−1
p−n+1

(|x− x0|)

) 1
p−n+1

.

Ó íàñòóïíié òåîðåìi âñòàíîâëåíî çâ'ÿçîê ìiæ íèæíiìè i êiëüöåâèìè Q-
ãîìåîìîðôiçìàìè âiäíîñíî p-ìîäóëÿ.

Òåîðåìà 3.2.2.Íåõàé D i D′ � îáëàñòi ó ïðîñòîði Rn, n > 2, x0 ∈ D.
Ïðèïóñòèìî, ùî Q : D → (0,∞) � âèìiðíà çà Ëåáåãîì ôóíêöiÿ òàêà, ùî

‖Q‖ n−1
p−n+1

(x0, r) 6= ∞ äëÿ ì.â. r ∈ (0, d0) i f : D → D′ � íèæíié Q-ãîìåî-

ìîðôiçì ó òî÷öi x0 âiäíîñíî p-ìîäóëÿ ïðè p > n−1. Òîäi f ¹ êiëüöåâèì Q∗-

ãîìåîìîðôiçìîì âiäíîñíî p
p−n+1-ìîäóëÿ ó òî÷öi x0 ïðè Q∗(x) = Q

n−1
p−n+1 (x).

Iç òåîðåìè 3.2.2. âèïëèâà¹ òàêå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 3.2.1. Ó ïðîñòîði Rn, n > 2, áóäü-ÿêèé íèæíié Q-ãîìåîìîð-

ôiçì âiäíîñíî p-ìîäóëÿ f : D → D′ ó òî÷öi x0 ∈ D çà óìîâ p > n − 1

i Q ∈ L
n−1
p−n+1

loc (D) ¹ êiëüöåâèì Q∗-ãîìåîìîðôiçìîì âiäíîñíî p
p−n+1-ìîäóëÿ â

òî÷öi x0 ïðè Q∗(x) = Q
n−1
p−n+1 (x).

Çíàéäåíî äîñòàòíi óìîâè ëîêàëüíî¨ ãåëüäåðîâîñòi íèæíiõ Q-ãîìåîìîðôiç-
ìiâ âiäíîñíî p-ìîäóëÿ (òåîðåìà 3.3.1). Äîâåäåíî ¾ñòåïåíåâèé¿ àíàëîã òåîðåìè
Iêîìè�Øâàðöà (òåîðåìà 3.3.2) é àíàëîã ðåçóëüòàòó Ìàðòiî�Ðiêìàíà�Âÿéñÿëÿ
ïðî îöiíêó øâèäêîñòi çðîñòàííÿ âiäîáðàæåíü iç îáìåæåíèì ñïîòâîðåííÿì â
îêîëi íåñêií÷åííî âiääàëåíî¨ òî÷êè (òåîðåìà 3.4.1).

Ó ðîçäiëi 4 âèâ÷åíi âiäîáðàæåííÿ çi ñêií÷åííèì ñïîòâîðåííÿì êëàñó Ñî-
áîë¹âà W 1,1

loc íà êîìïëåêñíié ïëîùèíi.
Íåõàé D � îáëàñòü ó êîìïëåêñíié ïëîùèíi C i íåõàé µ : D → C � âèìiðíà

ôóíêöiÿ, äëÿ ÿêî¨ |µ(z)| < 1 ìàéæå ñêðiçü (ì.ñ.) â D. Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

Áåëüòðàìi

fz̄ = µ(z)fz, (6)

äå fz = ∂f = (fx + ify)/2, fz = ∂f = (fx − ify)/2, z = x + iy, fx i fy �
óçàãàëüíåíi ÷àñòèííi ïîõiäíi âiäîáðàæåííÿ f âiäïîâiäíî çà x i y. Ðiâíÿííÿ
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(6) íàçèâà¹òüñÿ âèðîäæåíèì, ÿêùî äèëàòàöiéíå âiäíîøåííÿ

Kµ(z) :=
1 + |µ(z)|
1− |µ(z)|

iñòîòíî íåîáìåæåíå, òîáòî Kµ /∈ L∞(D). Äîòè÷íà äèëàòàöiÿ âiäîáðàæåííÿ
f ó òî÷öi z ∈ D ùîäî òî÷êè z0 ∈ D âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ

KT
µ (z, z0) :=

∣∣∣1− z−z0
z−z0µ(z)

∣∣∣2
1− |µ(z)|2

.

Äàëi íåõàé KT
µ (z, z0) = 0, ÿêùî z ëåæèòü ïîçà îáëàñòþ D. Äîáðå âiäîìî, ùî

äëÿ âñiõ z i z0 ∈ D âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà KT
µ (z, z0) 6 Kµ(z).

Òåîðåìà 4.1.1. Íåõàé f � ãîìåîìîðôíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Áåëüòðà-

ìi (6) êëàñó Ñîáîë¹âà W 1,1
loc . Òîäi f ¹ íèæíiì Q-ãîìåîìîðôiçìîì ó êîæíié

òî÷öi z0 ∈ D ïðè Q(z) = KT
µ (z, z0).

Ç òåîðåìè 4.1.1 âèïëèâà¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 4.1.1. Íåõàé f � ãîìåîìîðôíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Áåëüòðà-

ìi (6) êëàñó Ñîáîë¹âà W 1,1
loc . Òîäi f ¹ íèæíiì Q-ãîìåîìîðôiçìîì ó êîæíié

òî÷öi z0 ∈ D ïðè Q(z) = Kµ(z).

Ãîìåîìîðôiçì f : D → C íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåâèì Q-ãîìåîìîðôiçìîì ó

òî÷öi z0 ìåæi ∂D, ÿêùî f çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ

M (∆ (fC1, fC2; fD)) 6
∫

A∩D

Q(z) · η2(|z − z0|) dm(z) (7)

äëÿ áóäü-ÿêîãî êiëüöÿ A = A(z0, r1, r2) i äîâiëüíèõ êîíòèíóóìiâ C1 i C2 â D,
ÿêi íàëåæàòü ðiçíèì êîìïîíåíòàì äîïîâíåííÿ êiëüöÿ A â C, i äëÿ êîæíî¨

âèìiðíî¨ ôóíêöi¨ η : (r1, r2)→ [0,∞], òàêî¨, ùî
r2∫
r1

η(t) dt > 1 . Ãîìåîìîðôiçì

f : D → C íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåâèì Q-ãîìåîìîðôiçìîì ó D, ÿêùî óìîâà (7)
âèêîíó¹òüñÿ äëÿ êîæíî¨ òî÷êè z0 ∈ D.

Òåîðåìà 4.1.2.Íåõàé f � ãîìåîìîðôíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Áåëüòðàìi

(6) êëàñó W 1,1
loc i KT

µ (z, z0) ∈ L1
loc. Òîäi f ¹ êiëüöåâèì Q-ãîìåîìîðôiçìîì ó

êîæíié òî÷öi z0 ∈ D ïðè Q(z) = KT
µ (z, z0).

Íàñëiäîê 4.1.4.Íåõàé f � ãîìåîìîðôíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Áåëüòðàìi

(6) êëàñóW 1,1
loc òà Kµ ∈ L1

loc. Òîäi f ¹ êiëüöåâèì Q-ãîìåîìîðôiçìîì ó êîæíié

òî÷öi z0 ∈ D ïðè Q(z) = Kµ(z).
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Ó òåðìiíàõ äîòè÷íî¨ äèëàòàöi¨ KT
µ (z, z0) ïîñëàáëåíî óìîâè, äîñòàòíi äëÿ

iñíóâàííÿ ðåãóëÿðíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Äiðiõëå äëÿ ðiâíÿííÿ Áåëüòðàìi â
îäíîçâ'ÿçíié îáëàñòi.
Çàäà÷à Äiðiõëå äëÿ ðiâíÿííÿ Áåëüòðàìi (6) â îáëàñòi D ïîëÿãà¹ ó çíàõî-

äæåííi íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f : D → C, ÿêà ì.ñ. ó D ìà¹ ÷àñòèííi ïîõiäíi
ïåðøîãî ïîðÿäêó i ì.ñ. ó D çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (6), à òàêîæ çàäîâîëüíÿ¹
ãðàíè÷íó óìîâó

lim
z→ζ

Re f(z) = ϕ(ζ) ∀ ζ ∈ ∂D (8)

ïðè çàäàíié íåïåðåðâíié ôóíêöi¨ ϕ : ∂D → R.
Ïðè ϕ(ζ) 6≡ const ðåãóëÿðíèì ðîçâ'ÿçêîì òàêî¨ çàäà÷i íàçèâàòèìåìî íåïå-

ðåðâíó ôóíêöiþ f : D → C, ÿêà ¹ äèñêðåòíèì i âiäêðèòèì âiäîáðàæåííÿì
êëàñó Ñîáîë¹âà W 1,1

loc ó D ç ÿêîáiàíîì Jf(z) = |fz|2 − |fz|2 6= 0 ì.ñ. â D i ì.ñ.
â D çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (6), à òàêîæ çàäîâîëüíÿ¹ ãðàíè÷íó óìîâó (8). Ó
âèïàäêó ϕ(ζ) ≡ c = const, ζ ∈ ∂D, ïiä ðåãóëÿðíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Äiðiõëå
(8) äëÿ ðiâíÿííÿ Áåëüòðàìi (6) ðîçóìiòèìåìî ôóíêöiþ f(z) = c+ ic′, c′ ∈ R.
Çàäà÷à Äiðiõëå äîáðå âèâ÷åíà äëÿ ðiâíîìiðíî åëiïòè÷íèõ ñèñòåì ðiâíÿíü ó

ðîáîòàõ Á.Â. Áîÿðñüêîãî é I.Í. Âåêóà. Äëÿ âèðîäæåíîãî ðiâíÿííÿ Áåëüòðàìi
ó ðîáîòi Þ. Äèáîâà âèâ÷àëàñÿ çàäà÷à Äiðiõëå äëÿ îäèíè÷íîãî êðóãà.
Íàâåäåìî îñíîâíi òâåðäæåííÿ ïðî iñíóâàííÿ ðåãóëÿðíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i

Äiðiõëå äëÿ âèðîäæåíîãî ðiâíÿííÿ Áåëüòðàìi â äîâiëüíié æîðäàíîâié îáëàñòi.

Òåîðåìà 4.3.1. Íåõàé µ : D → C � âèìiðíà â æîðäàíîâié îáëàñòi D

ôóíêöiÿ, äëÿ ÿêî¨ |µ(z)| < 1 ì.ñ., òàêà, ùî Kµ ∈ L1
loc(D) i

KT
µ (z, z0) 6 Q(z) ∈ FMO(D).

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ ϕ : ∂D → R iñíó¹ ðåãóëÿðíèé

ðîçâ'ÿçîê f çàäà÷i Äiðiõëå (8) äëÿ ðiâíÿííÿ Áåëüòðàìi (6).

Íàñëiäîê 4.3.1. Òâåðäæåííÿ òåîðåìè 4.3.1 ñïðàâåäëèâå, ÿêùî

KT
µ (z, z0) 6 Q(z) ∈ BMO(D).

Íàñëiäîê 4.3.2. Òâåðäæåííÿ òåîðåìè 4.3.1 ñïðàâåäëèâå, ÿêùî

lim sup
ε→0

−
∫
B(z0, ε)

KT
µ (z, z0) dm(z) <∞ ∀ z0 ∈ D.

Òåîðåìà 4.3.2. Íåõàé µ : D → C � âèìiðíà â æîðäàíîâié îáëàñòi D
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ôóíêöiÿ, äëÿ ÿêî¨ |µ(z)| < 1 ì.ñ., òàêà, ùî Kµ ∈ L1
loc(D) i

δ(z0)∫
0

dr

||KT
µ ||1(z0, r)

=∞ ∀ z0 ∈ D,

äå ||KT
µ ||1(z0, r) :=

∫
S(z0, r)

KT
µ (z, z0) ds i δ(z0) < sup

z∈D
|z − z0|. Òîäi äëÿ áóäü-

ÿêî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ ϕ : ∂D → R iñíó¹ ðåãóëÿðíèé ðîçâ'ÿçîê f çàäà÷i

Äiðiõëå (8) äëÿ ðiâíÿííÿ Áåëüòðàìi (6).

Äîâåäåíî íàñòóïíèé àíàëîã òåîðåìè Iêîìè�Øâàðöà, ÿêèé ¹ óòî÷íåííÿì
òåîðåìè 2.5.1 äëÿ ãîìåîìîðôíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Áåëüòðàìi.

Òåîðåìà 4.4.1. Íåõàé µ : C→ C � âèìiðíà ôóíêöiÿ, òàêà, ùî |µ(z)| < 1

ì.ñ., i f : B → B � ãîìåîìîðôíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Áåëüòðàìi (6) êëàñó

Ñîáîë¹âà W 1,1
loc , ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó f(0) = 0. Òîäi

lim inf
z→0

|f(z)| exp

 2π

1∫
|z|

dt

‖KT
µ ‖1 (0, t)

 6 1 .

Äîñëiäæåíî àcèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó íà íåñêií÷åííîñòi ãîìåîìîðôíèõ
ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Áåëüòðàìi, ïðè öüîìó äîâåäåíî àíàëîã ðåçóëüòàòó
Ìàðòiî�Ðiêìàíà�Âÿéñÿëÿ ïðî îöiíêó øâèäêîñòi çðîñòàííÿ âiäîáðàæåíü iç
îáìåæåíèì ñïîòâîðåííÿì â îêîëi íåñêií÷åííî âiääàëåíî¨ òî÷êè.
Íåõàé R > 0 i z0 ∈ C. Äëÿ ãîìåîìîðôiçìà f : C→ C ïîêëàäåìî

L(z0, f, R) := sup
|z−z0|6R

|f(z)− f(z0)| .

Òåîðåìà 4.5.1. Íåõàé µ : C→ C � âèìiðíà ôóíêöiÿ, òàêà, ùî |µ(z)| < 1

ì.ñ., z0 � äåÿêà ôiêñîâàíà òî÷êà â C i r0 � äîâiëüíå ôiêñîâàíå äîäàòíå ÷è-

ñëî. Òîäi áóäü-ÿêèé ãîìåîìîðôíèé ðîçâ'ÿçîê f : C → C ðiâíÿííÿ Áåëüòðàìi

(6) êëàñó Ñîáîë¹âà W 1,1
loc çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

lim inf
R→∞

L(z0, f, R) exp

− 2π

R∫
r0

dt

‖KT
µ ‖1 (z0, t)

 = M0 > 0 .

Âñòàíîâëåíî çâ'ÿçîê ãîìåîìîðôiçìiâ çi ñêií÷åííèì ñïîòâîðåííÿì iç íèæíi-
ìè i êiëüöåâèìè Q-ãîìåîìîðôiçìàìè âiäíîñíî p-ìîäóëÿ. Íåõàé D � îáëàñòü
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ó C. Âiäîáðàæåííÿ f : D → C íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿì çi ñêií÷åííèì

ñïîòâîðåííÿì, ÿêùî f ∈ W 1,1
loc i

‖f ′(z)‖2 6 K(z) · Jf(z) ì.ñ.

äëÿ äåÿêî¨ ìàéæå ñêðiçü ñêií÷åííî¨ ôóíêöi¨ K(z) > 1, äå ‖f ′(z)‖ = |fz|+ |fz|
i Jf(z) = |fz|2 − |fz|2.
Íàäàëi ââàæà¹ìî

Kp(z, f) :=


‖f ′(z)‖p
Jf (z) , ÿêùî Jf(z) 6= 0,

1, ÿêùî f ′(z) = 0,

∞ â iíøèõ òî÷êàõ.

Òåîðåìà 4.6.1. Íåõàé D i D′ � îáëàñòi â C. Òîäi áóäü-ÿêèé ãîìåîìîð-

ôiçì f : D → D′ çi ñêií÷åííèì ñïîòâîðåííÿì ¹ íèæíiì Q-ãîìåîìîðôiçìîì

âiäíîñíî p-ìîäóëÿ ïðè Q(z) = Kp(z, f) i áóäü-ÿêîìó p > 1.

Íàñëiäîê 4.6.2. Íåõàé D i D′ � îáëàñòi â C i p > 1. Ïðèïóñòè-

ìî, ùî f : D → D′ � ãîìåîìîðôiçì çi ñêií÷åííèì ñïîòâîðåííÿì i

Kp(z, f) ∈ L
1
p−1
loc (D). Òîäi f ¹ êiëüöåâèì Q-ãîìåîìîðôiçìîì âiäíîñíî p′-ìîäó-

ëÿ ïðè Q(z) = K
1
p−1
p (z, f), äå 1

p + 1
p′ = 1.

Âñòàíîâëåíî äîñòàòíi óìîâè ñêií÷åííî¨ ëiïøèöåâîñòi (òåîðåìà 4.7.1), ëî-
êàëüíî¨ ãåëüäåðîâîñòi (òåîðåìà 4.7.2) i ëîêàëüíî¨ ëîãàðèôìi÷íî¨ ãåëüäåðîâî-
ñòi (òåîðåìà 4.7.3) ãîìåîìîðôiçìiâ êëàñiâ Ñîáîë¹âà W 1,1

loc .
Ó íàñòóïíié òåîðåìi, ÿêà ¹ óòî÷íåííÿì òåîðåìè 2.4.1 ó ðàçi ãîìåîìîðôiç-

ìiâ çi ñêií÷åííèì ñïîòâîðåííÿì, óçàãàëüíåíî îöiíêó Ì.Î. Ëàâðåíòü¹âà ïðî
ñïîòâîðåííÿ ïëîùi îáðàçó êðóãà ïðè êâàçiêîíôîðìíèõ âiäîáðàæåííÿõ.

Òåîðåìà 4.7.4. Íåõàé f : B→ B � ãîìåîìîðôiçì çi ñêií÷åííèì ñïîòâî-

ðåííÿì. Òîäi ïðè p = 2 ñïðàâåäëèâà îöiíêà

m
(
fBr

)
6 π exp

−4π

1∫
r

dτ

‖K‖ 1(0, τ)

 ,

à ïðè p > 2 � îöiíêà

m(fBr) 6 π

1 + (2π)p−1(p− 2)

1∫
r

dτ

‖Kp‖ 1
p−1

(0, τ)

−
2
p−2

.

Äîâåäåíî íàñòóïíèé àíàëîã òåîðåìè Iêîìè�Øâàðöà, ÿêèé ¹ óòî÷íåííÿì
òåîðåìè 2.5.1 äëÿ ãîìåîìîðôiçìiâ çi ñêií÷åííèì ñïîòâîðåííÿì.
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Òåîðåìà 4.7.5. Íåõàé f : B→ B � ãîìåîìîðôiçì çi ñêií÷åííèì ñïîòâî-

ðåííÿì, f(0) = 0. Òîäi ïðè p > 2 ñïðàâåäëèâà îöiíêà

lim inf
z→0

|f(z)|

1 + (2π)p−1(p− 2)

1∫
|z|

dr

‖Kp‖ 1
p−1

(0, r)


1
p−2

6 1.

Ó ðîçäiëi 5 âèâ÷àþòüñÿ âiäîáðàæåííÿ çi ñêií÷åííèì ñïîòâîðåííÿì êëàñiâ
Îðëi÷à�Ñîáîë¹âà é Ñîáîë¹âà ó ïðîñòîði Rn, n > 3.
Ó ðîáîòàõ Þ.Ã. Ðåøåòíÿêà, Ñ.Ê. Âîäîïüÿíîâà, Â.Ì. Ãîëüäøòåéíà òà iíøèõ

ðîçâèíåíî òåîðiþ âiäîáðàæåíü iç îáìåæåíèì ñïîòâîðåííÿì, ÿêà ñòàëà êëàñè-
êîþ òåîði¨ âiäîáðàæåíü. Óçàãàëüíåííÿì ïîíÿòòÿ âiäîáðàæåííÿ ç îáìåæåíèì
ñïîòâîðåííÿì ¹ ïîíÿòòÿ âiäîáðàæåííÿ çi ñêií÷åííèì ñïîòâîðåííÿì.
Âiäîáðàæåííÿ f âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U ⊂ Rn â Rn, n > 2, íàçèâà¹òüñÿ

âiäîáðàæåííÿì çi ñêií÷åííèì ñïîòâîðåííÿì, ÿêùî f ∈ W 1,1
loc i

‖f ′(x)‖n 6 K(x) · Jf(x) ì.ñ.

äëÿ äåÿêî¨ ìàéæå ñêðiçü ñêií÷åííî¨ ôóíêöi¨ K(x) > 1, äå ‖f ′(x)‖ � îïåðà-
òîðíà íîðìà ìàòðèöi ßêîái f ′ âiäîáðàæåííÿ f â x i Jf(x) � éîãî ÿêîáiàí.
Çîâíiøíüîþ äèëàòàöi¹þ âiäîáðàæåííÿ f ó òî÷öi x íàçèâà¹òüñÿ âåëè÷èíà

KO(x, f) :=


‖f ′(x)‖n
|Jf (x)| , ÿêùî Jf(x) 6= 0,

1, ÿêùî f ′(x) = 0,

∞ â iíøèõ òî÷êàõ,

à âíóòðiøíüîþ äèëàòàöi¹þ âiäîáðàæåííÿ f ó òî÷öi x � âåëè÷èíà

KI(x, f) =


|J(x,f)|
l(f ′(x))

n , ÿêùî J(x, f) 6= 0,

1, ÿêùî f ′(x) = 0,

∞, â iíøèõ âèïàäêàõ ,

,

äå l (f ′(x)) = min
h∈Rn\{0}

|f ′(x)h|
|h| .

Íåõàé D � îáëàñòü ó ïðîñòîði Rn, n > 2. Äëÿ çàäàíî¨ îïóêëî¨ çðîñòàþ÷î¨
ôóíêöi¨ ϕ : [0,∞)→ [0,∞), ϕ(0) = 0, ÷åðåçW 1,ϕ

loc (D) ïîçíà÷èìî êëàñ Îðëi÷à�
Ñîáîë¹âà âñiõ ëîêàëüíî iíòåãðîâíèõ âåêòîð-ôóíêöié f : D → Rm, òàêèõ,
ùî êîìïîíåíòè fi, i = 1, . . . ,m, âåêòîð-ôóíêöi¨ f = (f1, . . . , fm) íàëåæàòü
êëàñîâi Ñîáîë¹âà W 1,1

loc i ∫
G

ϕ (|∇f(x)|) dm(x) <∞
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äëÿ êîæíî¨ îáëàñòi G, òàêî¨, ùî G ⊂ D, äå |∇f(x)| :=
√

m∑
i=1

n∑
j=1

(
∂fi
∂xj

)2

.

Òàêîæ âèêîðèñòîâóâàòèìåìî òåðìií "êëàñ Îðëi÷à�Ñîáîë¹âà" i çáåðåæåìî
ïîçíà÷åííÿ W 1,ϕ

loc ó ðàçi, êîëè íà ôóíêöiþ ϕ íàêëàäåíi ñëàáøi óìîâè, íiæ ó
íàâåäåíîìó îçíà÷åííi êëàñó Îðëi÷à�Ñîáîë¹âà.
Ïîäàëüøà òåîðåìà ¹ óçàãàëüíåííÿì ðåçóëüòàòiâ Ìåíüøîâà�Ãåðiíãà�Ëåõòî

íà ïëîùèíi é òåîðåìè Âÿéñÿëÿ â Rn, n > 3, íà âiäêðèòi âiäîáðàæåííÿ êëàñiâ
Îðëi÷à�Ñîáîë¹âà W 1,ϕ

loc (Ω) çà óìîâè òèïó óìîâè Êàëüäåðîíà íà ôóíêöiþ ϕ.

Òåîðåìà 5.3.1. Íåõàé Ω � âiäêðèòà ìíîæèíà â Rn, n > 3,

f : Ω → Rn � íåïåðåðâíå âiäêðèòå âiäîáðàæåííÿ êëàñó Îðëi÷à�Ñîáîë¹âà

W 1,ϕ
loc (Ω), äå ϕ : (0,∞)→ (0,∞) � íåñïàäíà ôóíêöiÿ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

∞∫
t∗

[
t

ϕ(t)

] 1
n−2

dt <∞ (9)

äëÿ äåÿêîãî t∗ ∈ (0,∞). Òîäi âiäîáðàæåííÿ f ìà¹ ìàéæå ñêðiçü ïîâíèé äè-

ôåðåíöiàë ó Ω.

Çàóâàæèìî, ùî óìîâè òåîðåìè 5.3.1 âèêîíóþòüñÿ, çîêðåìà, äëÿ âiäîáðà-
æåíü f êëàñó Ñîáîëåâà W 1,p

loc ïðè p > n− 1.
Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ êëàñó Îðëi÷à�Ñîáîë¹âà W 1,ϕ

loc çà óìîâè (9) òèïó
óìîâè Êàëüäåðîíà íà ôóíêöiþ ϕ ìàþòü (N)-âëàñòèâiñòü Ëóçiíà íà ìàéæå
âñiõ ãiïåðïëîùèíàõ, ùî âèïëèâà¹ ç íàñòóïíî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 5.4.2. Íåõàé U � âiäêðèòà ìíîæèíà â Rn, n > 3, ϕ : (0,∞)→
(0,∞) � íåñïàäíà ôóíêöiÿ, òàêà, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (9). Òîäi áóäü-ÿêå

íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : U → Rm, m > 1, êëàñó Îðëi÷à�Ñîáîë¹âà W 1,ϕ
loc

ìà¹ N -âëàñòèâiñòü i, áiëüø òîãî, ¹ ëîêàëüíî àáñîëþòíî íåïåðåðâíèì âiä-

íîñíî (n − 1)-âèìiðíî¨ õàóñäîðôîâî¨ ìiðè íà ìàéæå âñiõ ãiïåðïëîùèíàõ P,
ïàðàëåëüíèõ äîâiëüíié ôiêñîâàíié ãiïåðïëîùèíi P0. Êðiì òîãî, íà ìàéæå

âñiõ òàêèõ P âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü Hn−1(f(E)) = 0, ÿêùî |∇f | = 0 íà

E ⊂ P.

Äîâåäåíî òâåðäæåííÿ ïðî êîìïàêòíiñòü êëàñiâ Îðëi÷à�Ñîáîë¹âà (òåîðå-
ìà 5.5.1), ïðî íàëåæíiñòü îáåðíåíèõ âiäîáðàæåíü äî êëàñó ãîìåîìîðôiçìiâ
iç îáìåæåíèì iíòåãðàëîì Äiðiõëå (òåîðåìà 5.6.1), ïðî îäíîñòàéíó íåïåðåðâ-
íiñòü i íîðìàëüíiñòü ñiìåé îáåðíåíèõ âiäîáðàæåíü (íàñëiäîê 5.6.4), à òàêîæ
ïðî íàïiâíåïåðåðâíiñòü äèëàòàöié âiäîáðàæåíü çi ñêií÷åííèì ñïîòâîðåííÿì
(òåîðåìà 5.7.1).
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Êëþ÷îâîþ äëÿ çàñòîñóâàííÿ ðåçóëüòàòiâ ðîçäiëiâ 2, 3 äî äîñëiäæåííÿ âiä-
îáðàæåíü êëàñiâ Îðëi÷à�Ñîáîë¹âà ¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.8.1. Íåõàé D i D′ � îáëàñòi â Rn, n > 3, ϕ : (0,∞)→ (0,∞)

� íåñïàäíà ôóíêöiÿ, òàêà, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (9). Òîäi áóäü-ÿêèé ãîìåî-

ìîðôiçì f : D → D′ êëàñó Îðëi÷à�Ñîáîë¹âà W 1,ϕ
loc çi ñêií÷åííèì ñïîòâîðåí-

íÿì ¹ íèæíiì Q-ãîìåîìîðôiçìîì ïðè Q(x) = K
1

n−1
I (x, f).

Íàñëiäîê 5.8.1. Áóäü-ÿêèé ãîìåîìîðôiçì ó ïðîñòîði Rn, n > 3,

êëàñó W 1,p
loc ïðè p > n − 1 çi ñêií÷åííèì ñïîòâîðåííÿì ¹ íèæíiì Q-

ãîìåîìîðôiçìîì ïðè Q(x) = K
1

n−1
I (x, f).

Íàñëiäîê 5.8.2. Áóäü-ÿêèé ãîìåîìîðôiçì f êëàñó Îðëi÷à�Ñîáîë¹âàW 1,ϕ
loc

â Rn, n > 3, çà óìîâè (9) íà ôóíêöiþ ϕ (çîêðåìà, áóäü-ÿêèé ãîìåîìîðôiçì

êëàñó Ñîáîë¹âà W 1,p
loc ïðè p > n−1) i çà óìîâè KI(x, f) ∈ L1

loc(D) ¹ êiëüöåâèì

Q∗-ãîìåîìîðôiçìîì ó êîæíié òî÷öi x0 ∈ D ïðè Q∗(x) = KI(x, f).

Âñòàíîâëåíî ðåçóëüòàòè ïðî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó íà íåñêií÷åííîñòi ãî-
ìåîìîðôiçìiâ êëàñiâ Îðëi÷à�Ñîáîë¹âà W 1,ϕ

loc çà óìîâè (9) íà ôóíêöiþ ϕ (òåî-
ðåìè 5.10.1, 5.10.2) i ïðî îäíîñòàéíó íåïåðåðâíiñòü ñiìåé òàêèõ ãîìåîìîðôi-
çìiâ (òåîðåìè 5.9.4 � 5.9.6).

Âñòàíîâëåíî çâ'ÿçîê ãîìåîìîðôiçìiâ êëàñiâ Îðëi÷à�Ñîáîë¹âà W 1,ϕ
loc ó ïðî-

ñòîði Rn, n > 3, çà óìîâè òèïó óìîâè Êàëüäåðîíà íà ôóíêöiþ ϕ ç íèæíiìè
i êiëüöåâèìè Q-ãîìåîìîðôiçìàìè âiäíîñíî p-ìîäóëÿ (òåîðåìè 5.11.1 i 5.11.2),
çàâäÿêè ÷îìó ó ïîäàëüøèõ äâîõ òåîðåìàõ ïîñëàáëåíî äîñòàòíi óìîâè âiäïî-
âiäíî ëîêàëüíî¨ é ëîãàðèôìi÷íî¨ ãåëüäåðîâîñòi âêàçàíèõ ãîìåîìîðôiçìiâ.

Òåîðåìà 5.11.3. Íåõàé D i D′ � îáëàñòi â Rn, n > 3, i f : D → D′

� ãîìåîìîðôiçì êëàñó Îðëi÷à�Ñîáîë¹âà W 1,ϕ
loc çi ñêií÷åííèì ñïîòâîðåííÿì,

äå ϕ : (0,∞) → (0,∞) � íåñïàäíà ôóíêöiÿ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (9).

Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äåÿêèõ ÷èñåë λ > 1, σ > 0 i Cx0 > 0 âèêîíó¹òüñÿ

óìîâà

εσ
λε∫
ε

dr

‖Kp‖ n−1
p−n+1

(x0, r)
> Cx0

äëÿ áóäü-ÿêîãî ε ∈
(
0, d0λ2

)
. Òîäi ïðè p ∈

(
n, n+ 1

n−2

)
âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|f(x)− f(x0)| 6 ν0C
− 1
p−n

x0 |x− x0|
σ
p−n

äëÿ âñiõ x ∈ B(x0, δ0), äå ν0 � äîäàòíà ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü òiëüêè âiä n,

p, λ i σ.
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Òåîðåìà 5.11.5. Íåõàé D i D′ � îáëàñòi â Rn, n > 3, i f : D → D′ �

ãîìåîìîðôiçì êëàñó Îðëi÷à�Ñîáîë¹âà W 1,ϕ
loc çi ñêií÷åííèì ñïîòâîðåííÿì, äå

ϕ : (0,∞) → (0,∞) � íåñïàäíà ôóíêöiÿ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (9). ßêùî

p ∈
(
n, n+ 1

n−2

)
, ‖Kp‖ n−1

p−n+1
(x0, r) 6= ∞ äëÿ ìàéæå âñiõ r ∈ (0, d0) i äëÿ

äåÿêèõ ÷èñåë κ ∈
[
0, p

p−n+1

)
, Cx0 > 0 âèêîíó¹òüñÿ óìîâà∫

A(x0,ε1,ε2)

[Kp(x, f)]
n−1
p−n+1 dm(x)

|x− x0|
p

p−n+1

6 Cx0 lnκ
(
ε2

ε1

)

äëÿ áóäü-ÿêèõ 0 < ε1 < ε2 < d0, òî

|f(x)− f(x0)| 6 ν0C
γ
x0

ln−θ
1

|x− x0|

äëÿ âñiõ x ∈ B(x0, δ0), äå δ0 6 min{1, d4
0},

γ =
n(p− n+ 1)

(n− 1)(p− n)
, θ =

p− κ(p− n+ 1)

(n− 1)(p− n)

i ν0 � äîäàòíà ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü òiëüêè âiä n, p i κ.

Äîâåäåíî òåîðåìè 5.12.1 i 5.14.1, ÿêi ¹ óòî÷íåííÿìè âiäïîâiäíî òåîðåì 2.4.1
i 2.5.1 äëÿ ãîìåîìîðôiçìiâ êëàñó Îðëi÷à�Ñîáîë¹âàW 1,ϕ

loc çi ñêií÷åííèì ñïîòâî-
ðåííÿì ó ïðîñòîði Rn, n > 3, çà óìîâè (9) íà ôóíêöiþ ϕ. Â íàñòóïíié òåîðåìi
íàâåäåíî äîñòàòíi óìîâè ñêií÷åííî¨ ëiïøèöåâîñòi âêàçàíèõ ãîìåîìîðôiçìiâ.

Òåîðåìà 5.13.1. Íåõàé D i D′ � îáëàñòi â Rn, n > 3, i f : D → D′ �

ãîìåîìîðôiçì êëàñó Îðëi÷à�Ñîáîë¹âà W 1,ϕ
loc çi ñêií÷åííèì ñïîòâîðåííÿì, äå

ϕ : (0,∞) → (0,∞) � íåñïàäíà ôóíêöiÿ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (9). ßêùî

p ∈
(
n, n+ 1

n−2

)
i

kp(x0) = lim sup
ε→0

(
−
∫
B(x0,ε)

[Kp(x, f)]
n−1
p−n+1 dm(x)

)p−n+1
n−1

<∞ ,

òî

lim sup
x→x0

|f(x)− f(x0)|
|x− x0|

6 ν0 k
1

p−n
p (x0) <∞ ,

äå ν0 � äîäàòíà ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü òiëüêè âiä n i p.

Ïiäêðåñëèìî, ùî ìíîæèíà ãîìåîìîðôiçìiâ çi ñêií÷åííèì ñïîòâîðåííÿì
êëàñó Îðëi÷à�Ñîáîë¹âàW 1,ϕ

loc â Rn, n > 3, çà óìîâè (9) íà ôóíêöiþ ϕ îõîïëþ¹
ãîìåîìîðôiçìè êëàñó Ñîáîë¹âà W 1,p

loc ïðè p > n − 1. Ó âèïàäêó êðèòè÷íî-
ãî ïîêàçíèêà p = n − 1, òîáòî äëÿ ãîìåîìîðôiçìiâ êëàñó Ñîáîë¹âà W 1,n−1

loc ,
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äîâåäåíî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ (çàóâàæèìî ïðè öüîìó, ùî ãîìåîìîðôiçìè
êëàñó Ñîáîë¹âà W 1,1

loc çà óìîâè KO ∈ Ln−1
loc (D) íàëåæàòü äî êëàñó Ñîáîë¹âà

W 1,n−1
loc ).

Òåîðåìà 5.15.1. Íåõàé D i D′ � îáëàñòi â Rn, n > 2, i f : D → D′

� ãîìåîìîðôiçì êëàñó Ñîáîë¹âà W 1,1
loc , òàêèé, ùî KO ∈ Ln−1

loc (D). Òîäi f ¹

íèæíiì Q-ãîìåîìîðôiçìîì ó äîâiëüíié òî÷öi x0 ∈ D ïðè Q(x) = KO(x, f).

Íàñëiäîê 5.15.4. Íåõàé f : D → D′ � ãîìåîìîðôiçì êëàñó Ñîáîë¹âà

W 1,1
loc (D) òàêèé, ùî KO ∈ Ln−1

loc (D). Òîäi f ¹ êiëüöåâèì Q∗-ãîìåîìîðôiçìîì

ïðè Q∗(x) = Kn−1
O (x, f).

Ó ðîçäiëi 6 äîñëiäæåíi êiëüöåâi Q-âiäîáðàæåííÿ âiäíîñíî p-ìîäóëÿ, ÿêi
¹ óçàãàëüíåííÿì êâàçiðåãóëÿðíèõ âiäîáðàæåíü.
Íåõàé D � îáëàñòü ó ïðîñòîði Rn, x0 ∈ D, p > 1 i Q : D → [0 ,∞] �

âèìiðíà çà Ëåáåãîì ôóíêöiÿ. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî âiäîáðàæåííÿ f : D → Rn

¹ êiëüöåâèì Q-âiäîáðàæåííÿì âiäíîñíî p-ìîäóëÿ ó òî÷öi x0, ÿêùî ñïiââiä-
íîøåííÿ (3) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ êiëåöü A = A(x0, r1, r2), 0 < r1 < r2 < d0,

i âñiõ âèìiðíèõ ôóíêöié η : (r1, r2) → [0,∞], òàêèõ, ùî
r2∫
r1

η(r) dr > 1 . Âiäî-

áðàæåííÿ f : D → Rn ¹ êiëüöåâèì Q-âiäîáðàæåííÿì âiäíîñíî p-ìîäóëÿ â

îáëàñòi D, ÿêùî f � êiëüöåâå Q-âiäîáðàæåííÿ ó êîæíié òî÷öi x0 ∈ D .

Äëÿ âiäêðèòèõ äèñêðåòíèõ êiëüöåâèõ Q-âiäîáðàæåíü âiäíîñíî p-ìîäóëÿ
ïðè n − 1 < p < n îòðèìàíi îöiíêè ÿêîáiàíà é îïåðàòîðíî¨ íîðìè ìàòðè-
öi ßêîái.

Òåîðåìà 6.1.1. Íåõàé D � îáëàñòü â Rn, n > 2, i f : D → Rn � âiäêðèòå

äèñêðåòíå êiëüöåâå Q-âiäîáðàæåííÿ âiäíîñíî p-ìîäóëÿ, ïðè öüîìó Q ∈ L1
loc

i n− 1 < p < n. Òîäi |Jf(x)| 6 ν0 Q
n
n−p (x) i ‖f ′(x)‖ 6 ν0 Q

1
n−p (x) äëÿ ìàéæå

âñiõ x ∈ D, äå ν0 � äåÿêà äîäàòíà ñòàëà, ùî çàëåæèòü òiëüêè âiä n i p.

Äëÿ âiäêðèòèõ äèñêðåòíèõ êiëüöåâèõ Q-âiäîáðàæåíü âiäíîñíî p-ìîäóëÿ
ïðè p > n − 1 îòðèìàíi îöiíêè çîâíiøíüî¨ α-äèëàòàöi¨ i âíóòðiøíüî¨ p-
äèëàòàöi¨ ÷åðåç ôóíêöiþ Q.
Íåõàé p > 1. Äëÿ âiäîáðàæåííÿ f : D → Rn, ÿêå ìà¹ ÷àñòèííi ïîõiäíi ì.ñ.,

âíóòðiøíÿ p-äèëàòàöiÿ âiäîáðàæåííÿ f ó òî÷öi x âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

KI,p(x, f) =


|Jf (x)|
lp(f ′(x)) , ÿêùî |Jf(x)| 6= 0

1, ÿêùî f ′(x) = 0

∞, â iíøèõ òî÷êàõ ,

äå l(f ′(x)) = min
|h|=1
|f ′(x) · h|.
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Òåîðåìà 6.2.1. Íåõàé f : D → Rn � âiäêðèòå äèñêðåòíå êiëüöåâå Q-âi-

äîáðàæåííÿ âiäíîñíî p-ìîäóëÿ, p > n−1, ïðè öüîìó Q ∈ L1
loc(D) i Jf(x) 6= 0

ìàéæå ñêðiçü. Òîäi KI,p(x, f) 6 c0Q(x) äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ D, äå c0 �

äåÿêà äîäàòíà ñòàëà, ùî çàëåæèòü òiëüêè âiä n i p.

Âñòàíîâëåíî äîñòàòíi óìîâè ñêií÷åííî¨ ëiïøèöåâîñòi (òåîðåìà 6.3.1), ëî-
êàëüíî¨ ãåëüäåðîâîñòi (òåîðåìà 6.3.2) i ëîãàðèôìi÷íî¨ ãåëüäåðîâîñòi (òåîðåìà
6.3.3) êiëüöåâèõ Q-âiäîáðàæåíü âiäíîñíî p-ìîäóëÿ.
Íåõàé D i D′ � îáëàñòi â Rn , n > 2, p > 1 i Q : D → [0 ,∞] � âèìiðíà çà

Ëåáåãîì ôóíêöiÿ. Âiäîáðàæåííÿ f : D → D′ íàçèâàòèìåìîQ-âiäîáðàæåííÿì

âiäíîñíî p-ìîäóëÿ, ÿêùî íåðiâíiñòü (2) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ êîæíî¨ ñiì'¨ Γ êðèâèõ
ó D i êîæíî¨ äîïóñòèìî¨ ôóíêöi¨ ρ äëÿ Γ.
Ó ïîäàëüøié òåîðåìi íàâåäåíî äîñòàòíi óìîâè íàëåæíîñòi Q-âiäîáðàæåíü

âiäíîñíî p-ìîäóëÿ äî êëàñiâ Ñîáîë¹âà.

Òåîðåìà 6.4.3. Íåõàé D � îáëàñòü ó ïðîñòîði Rn, n > 2, i f : D → Rn

� âiäêðèòå äèñêðåòíå Q-âiäîáðàæåííÿ âiäíîñíî p-ìîäóëÿ, ïðè öüîìó n−1 <

p < n i Q ∈ L
α
n−p
loc , äå α > 1. Òîäi f íàëåæèòü äî êëàñó Ñîáîë¹âà W 1,α

loc .

Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ f êëàñó Ñîáîë¹âà W 1,n
loc ìà¹ N -âëàñòèâiñòü Ëóçiíà,

òîáòî m(fE) = 0, ÿêùî m(E) = 0, òî ç òåîðåìè 6.4.3 âèïëèâà¹ íàñòóïíå
òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 6.4.3. Íåõàé f : D → Rn � âiäêðèòå äèñêðåòíå Q-âiäîáðà-

æåííÿ âiäíîñíî p-ìîäóëÿ, ïðè öüîìó n − 1 < p < n i Q ∈ L
n
n−p
loc . Òîäi f ìà¹

N -âëàñòèâiñòü Ëóçiíà.

Ó íàñòóïíié òåîðåìi âñòàíîâëåíî äîñòàòíi óìîâè òîãî, ùîá Q-âiäîáðàæåííÿ
âiäíîñíî p-ìîäóëÿ ìàëî N −1-âëàñòèâiñòü Ëóçiíà.

Òåîðåìà 6.4.4. Íåõàé D � îáëàñòü ó ïðîñòîði Rn, n > 2, i f : D → Rn

� âiäêðèòå äèñêðåòíå Q-âiäîáðàæåííÿ âiäíîñíî p-ìîäóëÿ, ïðè öüîìó p > n

i Q ∈ L1
loc. Òîäi f ìà¹ N−1-âëàñòèâiñòü Ëóçiíà, òîáòî m

(
f −1E

)
= 0, ÿêùî

m(E) = 0.

Iç òåîðåìè 6.4.4. âèïëèâà¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ, ÿêå ý óçàãàëüíåííÿì òåî-
ðåìè Áîÿðñüêîãî�Iâàíöÿ ïðî íåâèðîäæåíiñòü ìàéæå ñêðiçü ÿêîáiàíà êâàçiðå-
ãóëÿðíîãî âiäîáðàæåííÿ.

Íàñëiäîê 6.4.8. Íåõàé D � îáëàñòü ó ïðîñòîði Rn, n > 2, i f : D → Rn

� âiäêðèòå äèñêðåòíå Q-âiäîáðàæåííÿ âiäíîñíî p-ìîäóëÿ, ïðè öüîìó p > n

i Q ∈ L1
loc. Òîäi Jf(x) 6= 0 ì.ñ. â D.
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Ó òåîðåìi 6.5.1 óòî÷íåíî òâåðäæåííÿ òåîðåìè 6.2.1 äëÿ âiäêðèòèõ äèñêðå-
òíèõ Q-âiäîáðàæåíü âiäíîñíî p-ìîäóëÿ, à ñàìå: ïîêàçàíî, ùî â öüîìó ðàçi
c0 = 1.
Óçàãàëüíåíî ðåçóëüòàò Þ. Âÿéñÿëÿ ïðî àáñîëþòíó íåïåðåðâíiñòü íà ëi-

íiÿõ êâàçiêîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü íà âiäêðèòi äèñêðåòíi âiäîáðàæåííÿ, ùî
çàäîâîëüíÿþòü äåÿêó p-ìîäóëüíó íåðiâíiñòü âiäíîñíî öèëiíäðiâ ó ïðîñòîði.
Öèëiíäðîì ó ïðîñòîði Rn, n > 2, íàçèâàþòü òðiéêó Z =

(G,E1, E2), äå G � îáëàñòü â Rn i E1, E2 � ïiäìíîæèíè ìå-
æi ∂G, òàêó, ùî iñíó¹ ãîìåîìîðôiçì ìíîæèíè G íà îäèíè÷íèé öè-
ëiíäð {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn : x2

1 + x2
2 + · · · + x2

n−1 6 1,

0 6 xn 6 1}, ïðè ÿêîìó E1 i E2 âiäîáðàæàþòüñÿ íà îñíîâè öüîãî îäèíè-
÷íîãî öèëiíäðà. Íåõàé ñiì'ÿ ΓZ ñêàäà¹òüñÿ ç äóã, ùî ç'¹äíóþòü E1 i E2 â G.
�¨ p-ìîäóëü íàçèâàþòü ìîäóëåì öèëiíäðà Z é ïîçíà÷àþòü Mp(Z).

Òåîðåìà 6.6.1. Íåõàé p > 1, Q : Rn → [0,∞] � ëîêàëüíî iíòåãðîâíà

ôóíêöiÿ i f : D → Rn � âiäêðèòå äèñêðåòíå âiäîáðàæåííÿ, ÿêå çàäîâîëüíÿ¹

óìîâó

Mp(Z) 6
∫

f(D)

Q(y) · ρp∗(y)dm(y)

äëÿ áóäü-ÿêîãî öèëiíäðà Z ⊂ D é äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ρ∗ ∈ adm f(ΓZ). Òîäi

f ∈ ACL.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà ðîçâèòêó òåîði¨ âiäîáðàæåíü ñêií÷åííî-
âèìiðíèõ ïðîñòîðiâ.
Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ òàêi:
1. Îòðèìàíî õàðàêòåðèçàöiþ êiëüöåâèõ i íèæíiõ Q-ãîìåîìîðôiçìiâ ó òåð-

ìiíàõ p-ìîäóëÿ i âñòàíîâëåíî âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ öèìè ãîìåîìîðôiçìàìè.
2. Äîâåäåíî àíàëîãè íåðiâíîñòi Ì.Î. Ëàâðåíòü¹âà ïðî ñïîòâîðåííÿ ïëî-

ùi êðóãà ïðè êâàçiêîíôîðìíèõ âiäîáðàæåííÿõ, ëåìè Ãåðiíãà ïðî ëîêàëü-
íó ëiïøèöåâiñòü i òåîðåìè Iêîìè�Øâàðöà äëÿ êiëüöåâèõ i íèæíiõ Q-
ãîìåîìîðôiçìiâ, âèçíà÷åíèõ ó òåðìiíàõ p-ìîäóëÿ.
3. Âñòàíîâëåíî, ùî ãîìåîìîðôíi ðîçâ'ÿçêè âèðîäæåíèõ ðiâíÿíü Áåëüòðàìi

ç óçàãàëüíåíèìè ïîõiäíèìè ¹ êiëüöåâèìè òà íèæíiìè Q-ãîìåîìîðôiçìàìè, äå
Q � äîòè÷íà äèëàòàöiÿ, é äîâåäåíî óçàãàëüíåíi òåîðåìè ïðî íåïåðåðâíå i ãî-
ìåîìîðôíå ïðîäîâæåííÿ âêàçàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ i ¨õíþ àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó
íà íåñêií÷åííîñòi.
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4. Âñòàíîâëåíî çàãàëüíi óìîâè íà äîòè÷íó äèëàòàöiþ, äîñòàòíi äëÿ iñíóâà-
ííÿ ðåãóëÿðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Äiðiõëå äëÿ âèðîäæåíèõ ðiâíÿíü Áåëüòðàìi
â äîâiëüíèõ æîðäàíîâèõ îáëàñòÿõ.
5. Âñòàíîâëåíî çâ'ÿçîê êëàñiâ Ñîáîë¹âà W 1,1

loc â îáëàñòÿõ êîìïëåêñíî¨ ïëî-
ùèíè, à òàêîæ êëàñiâ Îðëi÷à�Ñîáîë¹âà W 1,ϕ

loc ó ïðîñòîði Rn, n ≥ 3, çà
óìîâè òèïó óìîâè Êàëüäåðîíà íà ôóíêöiþ ϕ, ç íèæíiìè é êiëüöåâèìè Q-
ãîìåîìîðôiçìàìè, âèçíà÷åíèìè â òåðìiíàõ p-ìîäóëÿ; óçàãàëüíåíî óìîâè ëî-
êàëüíî¨ é ëîãàðèôìi÷íî¨ ãåëüäåðîâîñòi, ñòåïåíåâîãî é ëîãàðèôìi÷íîãî ïîðÿä-
êó çðîñòàííÿ ãîìåîìîðôiçìiâ, ùî íàëåæàòü íàâåäåíèì êëàñàì Ñîáîë¹âà ÷è
Îðëi÷à�Ñîáîë¹âà.
6. Âñòàíîâëåíî äîñòàòíi óìîâè íàëåæíîñòi Q-âiäîáðàæåíü, âèçíà÷åíèõ ó

òåðìiíàõ p-ìîäóëÿ, äî êëàñiâ Ñîáîë¹âà é äîâåäåíî óçàãàëüíåííÿ òåîðåìè
Áîÿðñüêîãî�Iâàíöÿ ïðî íåâèðîäæåíiñòü ÿêîáiàíà âiäîáðàæåííÿ; îòðèìàíî
îöiíêè çâåðõó ÿêîáiàíà é îïåðàòîðíî¨ íîðìè ìàòðèöi ßêîái, p-âíóòðiøíèõ i
α-çîâíiøíèõ äèëàòàöié êiëüöåâèõ Q-âiäîáðàæåíü âiäíîñíî p-ìîäóëÿ; óçàãàëü-
íåíî ðåçóëüòàò Þ. Âÿéñÿëÿ ïðî àáñîëþòíó íåïåðåðâíiñòü íà ëiíiÿõ êâàçiêîí-
ôîðìíèõ âiäîáðàæåíü íà âiäêðèòi äèñêðåòíi âiäîáðàæåííÿ, ùî çàäîâîëüíÿ-
þòü äåÿêó p-ìîäóëüíó íåðiâíiñòü.
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çi ñêií÷åííèì ñïîòâîðåííÿì. � Êâàëiôiêàöiéíà íàóêîâà ïðàöÿ íà ïðàâàõ
ðóêîïèñó.
Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ äîêòîðà ôiçèêî�ìàòåìàòè÷íèõ

íàóê çà ñïåöiàëüíiñòþ 01.01.01 �Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç� (111 � ìàòåìàòèêà).
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Ó äèñåðòàöi¨ ðîçâèíóòî ìåòîä íåêîíôîðìíîãî ìîäóëÿ äëÿ äîñëiäæåííÿ äè-

ôåðåíöiàëüíèõ, ëîêàëüíèõ, àñèìïòîòè÷íèõ i ãðàíè÷íèõ âëàñòèâîñòåé âiäîáðà-
æåíü çi ñêií÷åííèì ñïîòâîðåííÿì, êiëüöåâèõ i íèæíiõ Q-ãîìåîìîðôiçìiâ, âè-
çíà÷åíèõ ó òåðìiíàõ íåêîíôîðìíîãî p-ìîäóëÿ.
Îòðèìàíî õàðàêòåðèçàöiþ êiëüöåâèõ i íèæíiõ Q-ãîìåîìîðôiçìiâ ó òåðìi-

íàõ p-ìîäóëÿ i âñòàíîâëåíî âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ öèìè ãîìåîìîðôiçìàìè. Äîâå-
äåíî àíàëîãè íåðiâíîñòi Ì.Î. Ëàâðåíòü¹âà ïðî ñïîòâîðåííÿ ïëîùi êðóãà ïðè
êâàçiêîíôîðìíèõ âiäîáðàæåííÿõ, ëåìè Ãåðiíãà ïðî ëîêàëüíó ëiïøèöåâiñòü i
òåîðåìè Iêîìè�Øâàðöà äëÿ êiëüöåâèõ i íèæíiõ Q-ãîìåîìîðôiçìiâ, âèçíà÷å-
íèõ ó òåðìiíàõ p-ìîäóëÿ.
Âñòàíîâëåíî, ùî ãîìåîìîðôíi ðîçâ'ÿçêè âèðîäæåíèõ ðiâíÿíü Áåëüòðàìi ç

óçàãàëüíåíèìè ïîõiäíèìè ¹ êiëüöåâèìè é íèæíiìè Q-ãîìåîìîðôiçìàìè, äå Q
� äîòè÷íà äèëàòàöiÿ, é äîâåäåíî óçàãàëüíåíi òåîðåìè ïðî íåïåðåðâíå i ãîìåî-
ìîðôíå ïðîäîâæåííÿ âêàçàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ i ¨õíþ àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó íà
íåñêií÷åííîñòi. Âñòàíîâëåíî çàãàëüíi óìîâè íà äîòè÷íó äèëàòàöiþ, äîñòàòíi
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äëÿ iñíóâàííÿ ðåãóëÿðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Äiðiõëå äëÿ âèðîäæåíèõ ðiâíÿíü
Áåëüòðàìi â äîâiëüíèõ æîðäàíîâèõ îáëàñòÿõ.
Âñòàíîâëåíî çâ'ÿçîê êëàñiâ Ñîáîë¹âà W 1,1

loc â îáëàñòÿõ êîìïëåêñíî¨ ïëî-
ùèíè, à òàêîæ êëàñiâ Îðëi÷à�Ñîáîë¹âà W 1,ϕ

loc ó ïðîñòîði Rn, n ≥ 3, çà
óìîâè òèïó óìîâè Êàëüäåðîíà íà ôóíêöiþ ϕ, ç íèæíiìè é êiëüöåâèìè Q-
ãîìåîìîðôiçìàìè, âèçíà÷åíèìè â òåðìiíàõ p-ìîäóëÿ. Çíàéäåíî äîñòàòíi óìî-
âè ëîêàëüíî¨ é ëîãàðèôìi÷íî¨ ãåëüäåðîâîñòi, ñòåïåíåâîãî é ëîãàðèôìi÷íîãî
ïîðÿäêó çðîñòàííÿ ãîìåîìîðôiçìiâ, ùî íàëåæàòü íàâåäåíèì êëàñàì Ñîáîë¹-
âà ÷è Îðëi÷à�Ñîáîë¹âà.
Âñòàíîâëåíî äîñòàòíi óìîâè íàëåæíîñòi Q-âiäîáðàæåíü, âèçíà÷åíèõ ó

òåðìiíàõ p-ìîäóëÿ, äî êëàñiâ Ñîáîë¹âà é äîâåäåíî óçàãàëüíåííÿ òåîðåìè
Áîÿðñüêîãî�Iâàíöÿ ïðî íåâèðîäæåíiñòü ÿêîáiàíà âiäîáðàæåííÿ. Îòðèìàíî
îöiíêè çâåðõó ÿêîáiàíà é îïåðàòîðíî¨ íîðìè ìàòðèöi ßêîái, p-âíóòðiøíèõ
i α-çîâíiøíèõ äèëàòàöié êiëüöåâèõ Q-âiäîáðàæåíü âiäíîñíî p-ìîäóëÿ.
Óçàãàëüíåíî ðåçóëüòàò Þ. Âÿéñÿëÿ ïðî àáñîëþòíó íåïåðåðâíiñòü íà ëi-

íiÿõ êâàçiêîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü íà âiäêðèòi äèñêðåòíi âiäîáðàæåííÿ, ùî
çàäîâîëüíÿþòü ïåâíó p-ìîäóëüíó íåðiâíiñòü.
Êëþ÷îâi ñëîâà: p-ìîäóëü ñiì'¨ êðèâèõ, p-¹ìíiñòü êîíäåíñàòîðà, âiä-

îáðàæåíÿ çi ñêií÷åííèì ñïîòâîðåííÿì, êâàçiêîíôîðìíi âiäîáðàæåííÿ,
êëàñè Ñîáîë¹âà, êëàñè Îðëi÷à-Ñîáîë¹âà, Q-ãîìåîìîðôiçìè, êiëüöåâi Q-
ãîìåîìîðôiçìè, íèæíi Q-ãîìåîìîðôiçìè, Q-âiäîáðàæåííÿ, ðiâíÿííÿ Áåëü-
òðàìi ç âèðîäæåííÿì, çàäà÷à Äiðiõëå äëÿ ðiâíÿííÿ Áåëüòðàìi, ëîêàëüíà ïî-
âåäiíêà, ëiïøèöåâiñòü, ãåëüäåðîâiñòü.

Salimov R. R. Non-conformal modulus method in the theory of
mappings with �nite distortion. � The Manuscript.
Thesis for a Doctor Degree in Physical and Mathematical Sciences on Speciality

01.01.01 �Mathematical analysis� (111 � mathematics). � Institute of Mathemati-
cs of the National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2021.
The thesis is devoted to the study of the properties of mappings with �nite

distortion, that is actively studied during the last 20 years. In the thesis, the
method of the non conformal modulus is developed to research di�erential, local,
asymptotic and boundary properties of mappings with �nite distortion, ring and
lower Q-homeomorphisms de�ned in terms of non conformal p-modulus.
The characterization of ring and lower Q -homeomorphisms in terms of p-

modulus is obtained and the relationship between these homeomorphisms is
established. Analogues of the M.O. Lavrentyev inequality on the distortion of
the area of a disk for quasiconformal mappings, the Gehring lemma on local Li-
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pschitz property and the Ikoma�Schwartz theorem are proved for ring and lower
Q-homeomorphisms de�ned in terms of p-modulus.
It is established that homeomorphic solutions of degenerate Beltrami equations

with generalized derivatives are ring and lower Q-homeomorphisms, where Q is
a tangent dilatation, and generalized theorems on continuous and homeomorphic
extension of these solutions and their asymptotic behavior at in�nity are proved.
The general conditions on the tangential dilatation su�cient for the existence of
regular solutions of the Dirichlet problem for the degenerate Beltrami equation in
an arbitrary Jordan domain are established.
The connection of Sobolev classesW 1,1

loc in the domains of complex plane, as well
as the classes of Orlicz�SobolevW 1,ϕ

loc in the space Rn, n ≥ 3, under the Calderon
type condition on the function ϕ, with lower and ring Q-homeomorphisms de�ned
in terms of p-modulus is established. Su�cient conditions of local and logarithmic
H�older properties, power and logarithmic orders of growth of homeomorphisms
belonging to the mentioned Sobolev and Orlicz�Sobolev classes are found.
Su�cient conditions for Q-mappings de�ned in terms of p-modulus to belong to

the Sobolev classes are established, and a generalization of the Bojarski�Iwaniec
result on nonvanishing Jacobian is proved. Upper bounds of the Jacobian and
the operator norm of the Jacobian matrix, p-inner and α-outer dilatations of ring
Q-mappings with respect to p-modulus are obtained.
An analogue of the V�ais�al�a's result on absolute continuity on lines for mappings

satisfying p-modulus inequality with respect to spatial cylinders is also given.
Key words: p-modulus of curve family, p-capacity of the condenser, mappings

with �nite distortion, quasiconformal mappings, quasiregular mappings, Sobolev
classes, Orlicz�Sobolev classes, Q-homeomorphisms, ring Q-homeomorphisms,
lower Q-homeomorphisms, Q-mappings, Beltrami equation, Dirichlet problem,
local behaviour, Lipschitz property, H�older property.
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