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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Робота присвячена дослiдженню одновимiрних
стохастичних потокiв зi склеюванням та їх апроксимацiй. Такi потоки
з’явилися як граничнi об’єкти в моделi голосування i нинi використо-
вуються в прикладних задачах, зокрема в задачах опису турбулентних
явищ , при дослiдженнi граничної поведiнки динамiки конформних вiд-
ображень в моделi Хастингса-Левiтова двомiрного випадкового росту,
деревовидних випадкових графiв на просторовiй решiтцi, при описi мо-
делей протiкання для рiчкових систем чи як граничний розподiл дво-
вимiрних генеалогiчних моделей.

Розглянутi в роботi потоки визначальною властивiстю мають наяв-
нiсть феномену склеювання: траєкторiї двох частинок в потоцi пiсля
зiткнення склеюються в одну. Прикладами таких об’єктiв є: потiк Ар-
ратья, вперше побудований в роботах R.A.Arratia1, T.Bálint, W.Werner2,
введенi Th.E.Harris3 потоки Харрiса (у випадку наявностi склеювання)
та потоки Арратья з дрейфом, означенi А.А.Дороговцевим4. В усiх цих
прикладах траєкторiя кожної окремої частинки є вiнерiвським проце-
сом, в той час, як iнфiнiтезимальнi коварiацiї, котрi задає форму взає-
модiї для пари частинок, рiзнi.

В потоках Арратья частинки незалежнi до моменту зустрiчi, i в будь-
який вiдмiнний вiд нуля момент часу множина значень траєкторiй по-
току є злiченною нiде не щiльною множиною. Вiдповiдно, виникають
задачi, пов’язанi з дослiдженням розмiрiв кластерiв, що утворюються
при цьому, i з розподiлом уцiлiлих частинок на прямiй.

Перший роздiл дисертацiйної роботи присвячений встановленню асим-
птотики розмiру кластера, котрий мiстить точку, що стартувала з нуля.
Асимптотику розмiрiв таких кластерiв та їх середнiх значень при пря-
муваннi часового параметру до нескiнченностi для потоку Арратья та
широкого класу потокiв Харрiса отримав R.W.R.Darling5, а О.О.Шамов6

1R. A. Arratia, “Coalescing Brownian motions on the line”, PhD thesis, The University
of Wisconsin - Madison, Ann Arbor, MI, 1979, p. 134.

2B. Tóth and W. Werner, “The true self-repelling motion”, Probab. Theory Related
Fields, vol. 111, no. 3, pp. 375–452, 1998.

3T. E. Harris, “Coalescing and noncoalescing stochastic flows in R1”, Stochastic
Process. Appl., vol. 17, no. 2, pp. 187–210, 1984.

4А.А.Дороговцев, Мерозначные процесы и стохастические потоки, Russian. Ки-
ев: Институт математики НАН Украины, 2007, p. 290.

5R. W. R. Darling, “Rate of growth of the coalescent set in a coalescing stochastic
flow”, English, Stochastics, vol. 23, no. 4, pp. 465–508, 1988.

6A. Shamov, “Short-time asymptotics of one-dimensional Harris flows”, Commun.
Stoch. Anal., vol. 5, no. 3, pp. 527–539, 2011.
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встановив асимптотику максимального вiдхилення частинок вiд точок
старту в межах вiдрiзку.

Потоки зi склеюванням не породжуються напiвгрупами розв’язкiв
стохастичних диференцiальних рiвнянь (J.Warren, S.Watanabe7). Однак
при цьому все ж виявляється можливим, при певних умовах, вкласти
такий потiк в сiм’ю випадкових вiдображень. У випадку потокiв Харрiса
iснування потоку як iндексованої парою моментiв часу сiм’ї перетворень
(можливо, розривних) числової осi було встановлено ще Th.E.Harris.
Для потокiв Арратья вiдповiдну побудову вдається здiйснити викори-
стовуючи узагальнення потоку Арратья – броунiвську сiтку в прямому
та зворотньому часi (L. R. G. Fontes, M.Isopi, C. M.Newman, R.Ravishan-
kar8). Як наслiдок, природною є гiпотеза, що додавання дрейфу в потiк
зi склеюванням може бути здiйснене так само, як i у випадку збурених
динамiчних систем, i в другому роздiлi до пари напiвгруп, перша з ко-
трих задана розв’язками детермiнованого диференцiального рiвняння,
а друга породжена броунiвською сiткою, застосовано метод дробових
крокiв. Показано, що отриманi апроксимацiї слабко збiгаються в сенсi
n−точкових рухiв до потоку Арратья з вiдповiдним дрейфом та вста-
новлено аналог отриманої А.А.Дороговцевим та В.В.Фомичьовим9 у ви-
падку наближення потоку Арратья потоками гомеоморфiзмiв оцiнки на
швидкiсть збiжностi образiв довiльної скiнченної мiри пiд дiєю потокiв.

Пов’язана задача апроксимацiї n−точкових рухiв стохастичних по-
токiв n−точковими рухами, породженими напiвгрупами неперервних
перетворень, розглядалася, зокрема, I.I.Нiщенко10, котра запропонува-
ла схему отримання потоку Арратья як слабкої границi перешкальо-
ваних випадкових блукань, причому К.В.Глиняна11 описала поведiн-
ку при такому граничному переходi функцiоналу, що описує поруше-
ння порядку мiж частинками. А.А.Дороговцев12 встановив слабку збi-
жнiсть n−точкових рухiв гладких стохастичних потокiв до вiдповiд-
них рухiв потоку Арратья; такий пiдхiд знайшов продовження в робо-

7J. Warren and S. Watanabe, “On spectra of noises associated with Harris flows”,
Stochastic analysis and related topics in Kyoto, ser. Adv. Stud. Pure Math. Vol. 41,
Tokyo: Math. Soc., 2004, pp. 351–373.

8L. R. G. Fontes, M. Isopi, C. M. Newman, et al., “The Brownian web: Characteri-
zation and convergence”, Ann. Probab., vol. 32, no. 4, pp. 2857–2883, 2004.

9A. A. Dorogovtsev and V. V. Fomichov, “The rate of weak convergence of the n-point
motions of Harris flows”, Dynam. Systems Appl., vol. 25, no. 3, pp. 377–392, 2016.

10I. I. Nishchenko, “Discrete time approximation of coalescing stochastic flows on the
real line”, English, Theory Stoch. Process., vol. 17, no. 1, pp. 70–78, 2011.

11E. V. Glinyanaya, “Disordering asymptotics in the discrete approximation of an
Arratia flow”, English, Theory Stoch. Process., vol. 18, no. 2, pp. 8–14, 2012.

12A. A. Dorogovtsev, “One Brownian stochastic flow”, English, Theory Stoch. Process.,
vol. 10, no. 3-4, pp. 21–25, 2004.
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тах А.А.Дороговцева13, Т.В.Маловiчко14, В.В.Фомичьова15. Th.E.Harris
встановив збiжнiсть n−точкових рухiв у випадку, коли дограничнi iнфi-
нiтезимальнi коварiацiї є згортками вихiдної та гаусiвських щiльностей.

В третьому роздiлi n−точковi рухи для одного класу потокiв Харрi-
са зi склеюванням апроксимуються розв’язками стохастичних диферен-
цiальних рiвнянь вiдносно мартингалiв з просторовими параметрами.
Оскiльки опис поведiнки стохастичного потоку може проводитися шля-
хом аналiзу образiв мiр пiд дiєю потоку (напр, P.Baxendale, Th.E.Harris16,
C.Zirbel, E.Çinlar17), також встановлюється збiжнiсть образiв мiри Ле-
бега вiд дiєю прямого та дуального потокiв.

Iншим способом аналiзу поведiнки кластерiв в потоках зi склеюва-
нням є точковi мiри та асоцiйованi з ними точковi процеси. У випадку
потоку Арратья з нульовим дрейфом вони та породженi ними iнтеграль-
нi оператори дослiджувалися А.А.Дороговцевим, Я.А.Кореновською,
К.В.Глиняною1819.Для вивчення подiбних точкових процесiв можуть
застосовуватися точковi щiльностi (кореляцiйнi функцiї). Зокрема,
R.Munasinghe, R.Rajesh, R.Tribe, O.V.Zaboronski2021 отримали оцiнки
та асимптотику при контрольованому розширеннi вiдрiзку точок стар-
ту для точкових щiльностей в потоцi Арратья й дали повний опис то-
чкового процесу в термiнах пфаффiвського процесу з вiдомими ядра-
ми, однак ядра цього процесу мають складну форму й не можуть бу-
ти легко узагальненi на випадок нетривiального дрейфу. Тому метою
четвертого роздiлу є отримання альтернативних представлень точко-

13A. A. Dorogovtsev and V. V. Fomichov, “The rate of weak convergence of the n-point
motions of Harris flows”, Dynam. Systems Appl., vol. 25, no. 3, pp. 377–392, 2016.

14T. V. Malovichko, “Convergence of solution of stochastic differential equations to the
Arratia flow”, Ukrain. Mat. Zh., vol. 60, no. 11, pp. 1529–1538, 2008.

15V. V. Fomichov, “A note on weak convergence of the n-point motions of Harris flows”,
English, Theory Stoch. Process., vol. 21, no. 2, pp. 4–13, 2016.

16P. Baxendale and T. E. Harris, “Isotropic stochastic flows”, Ann. Probab., vol. 14,
no. 4, pp. 1155–1179, 1986.

17C. L. Zirbel and E. Çinlar, “Mass transport by Brownian flows”, English, Stochastic
models in geosystems. Based on a workshop, held during the week of May 16, 1994 at
IMA, Minneapolis, MN, USA, Berlin: Springer, 1997, pp. 459–492.

18A. A. Dorogovtsev, I. A. Korenovska, and E. V. Glinyanaya, “On some random
integral operators generated by an Arratia flow”, Theory Stoch. Process., vol. 22, no. 2,
pp. 8–18, 2017.

19A. A. Dorogovtsev and I. A. Korenovska, “Essential sets for random operations
constructed from an Arratia flow”, Commun. Stoch. Anal., vol. 11, no. 3, pp. 301–312,
2017.

20R. Tribe and O. V. Zaboronski, “Pfaffian formulae for one dimensional coalescing
and annihilating systems”, Electron. J. Probab., vol. 16, no. 76, pp. 2080–2103, 2011.

21R. Munasinghe, R. Rajesh, R. Tribe, et al., “Multi-scaling of the n-point density
function for coalescing Brownian motions”, Comm. Math. Phys., vol. 268, no. 3, pp. 717–
725, 2006.
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вих щiльностей для потокiв Арратья з дрейфом та їх апроксимацiй у
випадку скiнченної кiлькостi точок старту. Використаний пiдхiд базує-
ться на застосуваннi теореми Гiрсанова для потокiв Арратья, отриманої
А.А.Дороговцевим та Т.В.Маловiчко.

Тематика стохастичних потокiв активно розробляється в вiддiлi те-
орiї випадкових процесiв Iнституту математики НАНУ i представлена
й iншими напрямками. Наведемо деякi приклади. Модель потоку Арра-
тья зi змiнною масою була запропонована В.В.Конаровським. В.А.Куз-
нєцов дослiджував кути закручування та геометричнi iнварiанти трає-
кторiй частинок в броунiвських потоках гомеоморфiзмiв. М.П.Карлико-
ва (Лагунова) дослiджувала мартингальну задачу, породжену введени-
ми А.А.Дороговцевим стохастичними потоками зi взаємодiєю, встано-
вивши асимптотику траєкторiй частинок на нескiнченностi. П.П.Чер-
нега дослiджував локальний час в потоцi Арратья. Принцип великих
вiдхилень для потоку Арратья був сформульований А.А.Дороговцевим
та О.В.Остапенко. В низцi робiт А.А.Дороговцев, Г.В.Рябов розвивали
стохастичний аналiз для потокiв зi склеюванням й отримали, зокрема,
аналог розкладу Крилова-Веретеннiкова, тодi як К. В. Глиняна розгля-
дала аналогiчну проблему для дискретних наближень потокiв зi взає-
модiєю та дослiджувала напiвгрупи n-точкових рухiв потокiв Харрiса.
А.Ю.Пилипенко довiв аналог теореми Струка-Варадана про носiй для
потокiв зi взаємодiєю та дослiджував стохастичнi потоки з вiдбиттям,
спiльно з М.В.Танцюрою розглядав систему частинок з нескiнченною
сумарною масою в моделi МакКiна-Власова. А.А.Дороговцев ввiв по-
няття квадратичної ентропiї для броунiвських потокiв.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.
Робота виконана в Iнститутi математики НАН України у вiддiлi
теорiї випадкових процесiв у рамках держбюджетних тем «Стохас-
тичний аналiз складних систем», державний реєстрацiйний номер
0111U001002, i «Стохастичнi системи iз сингулярною взаємодiєю»,
державний реєстрацiйний номер 0116U002066.

Мета i задачi дослiдження. Метою представленої квалiфiкацiйної
роботи є дослiдження стохастичних потокiв Арратья та потокiв Харрiса
зi склеюванням та їх апроксимацiй. Поставленi наступнi задачi:
• встановлення асимптотики розмiрiв кластерiв, утворених в потоцi

Арратья з дрейфом частинками, що зiткнулися з частинкою зi
стартом в нулi;

• доведення в методi дробових крокiв для броунiвської сiтки збiжно-
стi апроксимуючих процесiв до n−точкового руху потоку Арратья
iз дрейфом та отримання оцiнок на швидкiсть збiжностi;



5

• доведення збiжностi n−точкових рухiв в гладких стохастичних по-
токах до вiдповiдних рухiв в потоцi Харрiса зi склеюванням при
умовi, що iнфiнiтезимальнi коварiацiї гладких потокiв збiгаються
до коварiацiї граничного потоку; доведення збiжностi вiдповiдних
перетворень числової осi;

• отримання представлень точкових щiльностей в термiнах гаусiв-
ських щiльностей та умовних математичних сподiвань стохасти-
чних експонент для потоку Арратья.

Об’єкт i предмет дослiдження. Об’єкт дослiдження — потоки Ар-
ратья, потоки Харрiса та породженi ними точковi процеси. Предмет до-
слiдження — випадковi мiри, образи мiр пiд дiєю стохастичних потокiв,
кластери в потоцi Арратья, n−точковi рухи стохастичних потокiв.

Методи дослiдження. В роботi використовуються методи теорiї
ймовiрностей та теорiї випадкових процесiв.

Наукова новизна отриманих результатiв. Основнi результати ди-
сертацiйної роботи, якi становлять її наукову новизну й виносяться на
захист, наступнi:
• Встановлено закон повторного логарифму для розмiрiв кластерiв,

утворених в потоцi Арратья з дрейфом частинками, що зiткнулися
з частинкою зi стартом в нулi.

• Доведено слабку збiжнiсть апроксимуючих процесiв, побудованих
методом дробових крокiв, до n−точкового руху потоку Арратья
iз дрейфом. Отримано оцiнки на швидкiсть збiжностi розподiлiв
образiв мiри Лебега пiд дiєю вказаних вище апроксимуючих по-
токiв до розподiлу образу мiри Лебега пiд дiєю потоку Арратья
з дрейфом. Встановлена неможливiсть отримання бiльш сильної,
нiж слабка, збiжностi в запропонованiй схемi.

• Встановлено слабку збiжнiсть злiченних наборiв рухiв в гладких
стохастичних потоках до вiдповiдних злiченних наборiв рухiв в
потоцi Харрiса з iнфiнiтезимальною коварiацiю, заданою характе-
ристичною функцiєю центрованого стiйкого закону, при умовi, що
iнфiнiтезимальнi коварiацiї гладких потокiв збiгаються до кова-
рiацiї граничного потоку рiвномiрно на компактах. Встановлено
збiжнiсть скiнченних наборiв породжених потоками перетворень
числової осi в слабкiй-* топологiї.

• Для потокiв Арратья введено поняття точкових щiльностей, котрi
вiдповiдають скiнченному числу точок старту та конкретнiй послi-
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довностi моментiв склейки. Встановлено збiжнiсть таких точкових
щiльностей до точкових щiльностей для всього потоку.

• Отримано наступнi представлення точкових щiльностей: в термi-
нах функцiй Грiна параболiчних початково-краєвих задач; в тер-
мiнах гаусiвських щiльностей та математичних сподiвань деяких
стохастичних експонент вiд броунiвських мостiв; в термiнах умов-
них математичних сподiвань стохастичних експонент для потоку
Арратья та щiльностей розподiлiв векторiв уцiлiлих частинок.

Практичне значення отриманих результатiв. Дисертацiйна ро-
бота носить теоретичний характер. Отриманi результати можуть мати
подальшi застосування в теорiї випадкових процесiв i теорiї стохасти-
чних потокiв.

Особистий внесок здобувача. Постановка задач i вибiр методiв до-
слiдження в дисертацiйнiй роботi й у спiльних статтях належать на-
уковому керiвнику дисертанта А. А. Дороговцеву. Всi представленi в
дисертацiї результати отриманi автором самостiйно.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної ро-
боти доповiдались i обговорювались на таких конференцiях i наукових
семiнарах:
• 19-th International Conference of Young Scientists “Lomonosov”, Mos-

cow, April 9-13, 2012;
• Всеукраїнська наукова конференцiя ”Сучаснi проблеми теорiї ймо-

вiрностей та математичного аналiзу”, Ворохта, Україна, 25 лютого
– 3 березня, 2013;

• 20-th International Conference of Young Scientists “Lomonosov”, Mos-
cow, Russian Federation, April 8-13, 2013;

• Мiжнародна математична конференцiя ”Боголюбовськi читання
DIF-2013. Диференцiальнi рiвняння, теорiя функцiй та їх засто-
сування” з нагоди 75-рiччя з дня народження академiка А. М.
Самойленка, Севастополь, Україна, 23 – 30 червня, 2013;

• 11th Vilnius Conference on Probability Theory and Mathematical
Statistics, Vilnius, Lithuania, June 30 – July 4, 2014;

• Yu.V.Linnik Centennial Conference “Analytical Methods in Number
Theory, Probability Theory and Mathematical Statistics”, St.Peter-
sburg, Russian Federation, September 14-18, 2015;

• International Conference “Stochastic Equations, Limit Theorems and
Statistics of Stochastic Processes”, dedicated to the 100th Anniversary
of I.I.Gikhman, Kyiv, Ukraine, September 17-22, 2018;



7

• International Mini-School in Probability, Jilin University, Changcnun,
China, April 8-14, 2019;

• Scientific Conference ”Modern Problems of Stochastic Analysis”, dedi-
cated to the 100th anniversary of the birth of academician S.Kh.Si-
rajdinov, Tashkent, September 21-22, 2020;

• науковий семiнар ”Стохастика та її застосування” кафедри дослi-
дження операцiй факультету комп’ютерних наук та кiбернетики
Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка пiд
керiвництвом професора О.М.Iксанова;

• науковий семiнар ”Числення Маллявена та його застосування” вiд-
дiлу теорiї випадкових процесiв Iнституту математики НАН Укра-
їни пiд керiвництвом професора А.А.Дороговцева;

• науковий семiнар ”Стохастичнi диференцiальнi рiвняння” кафедри
загальної математики механiко-математичного факультету Київ-
ського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка пiд ке-
рiвництвом професорiв О.М.Станжицького та Г.Л.Кулiнiча;

• науковий семiнар вiддiлу теорiї ймовiрностей та математичної ста-
тистики Iнституту прикладної математики та механiки НАНУкра-
їни пiд керiвництвом професора С.Я.Махно;

• науково-навчальний семiнар математичного iнституту Унiверсите-
ту м. Утрехт, Нiдерланди, пiд керiвництвом професора А.В.Гнєдi-
на.

Публiкацiї. Результати дисертацiї опублiкованi у п’яти статтях у фа-
хових виданнях, що входять до наукометричної бази Scopus, i
восьми збiрках тез конференцiй.

Структура i обсяг роботи. Дисертацiя загальним обсягом 195 сторi-
нок складається з анотацiй українською й англiйською мовами, вступу,
чотирьох роздiлiв, висновкiв, списку використаної лiтератури, що мi-
стить 125 найменувань, i додатку зi списком опублiкованих праць здо-
бувача за темою дисертацiї та перелiком наукових семiнарiв i конфе-
ренцiй, на яких доповiдались отриманi результати.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ ДИСЕРТАЦIЇ

Основна частина дисертацiйної роботи складається з чотирьох роз-
дiлiв.

В першому роздiлi дослiджуються асимптотичнi властивостi пове-
дiнки континуальної системи впорядкованих броунiвських частинок на
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R – потоку Арратья, котрий може розглядатися як частковий приклад
потоку Харрiса при ϕ(x) = 1Ix=0.

Означення 1.1.1. Сукупнiсть випадкових величин

{X(u, t) | u ∈ R, t ∈ R+}

називається потоком Харрiса з iнфiнiтезимальною коварiацiйною фун-
кцiєю ϕ, якщо:

1. ∀u ∈ R процес {X(u, t) | t ≥ 0} є вiнерiвським мартингалом зi
стартом в u вiдносно спiльної фiльтрацiї

Ft = σ (X(v, s), v ∈ R, s ∈ [0; t]) ;

2. ∀u1, u2 ∈ R iз того, що u1 < u2, випливає, що X(u1, t) ≤ X(u2, t)
для t ≥ 0;

3. ∀u1, u2 ∈ R взаємна квадратична характеристика мартингалiв
X(u1, ·) та X(u2, ·) рiвна∫ t

0

ϕ (X(u1, s)−X(u2, s)) ds.

Розглянемо розмiр кластера, утвореного всiма частинками зi стар-
том вище нуля, що за час t приклеїлися до частинки iз 0 :

L(t) = {u | u > 0, X(0, t) = X(u, t)}.

Покладемо ν(t) = λ(L(t)).
Злiченну систему частинок в потоцi Арратья можна сконструюва-

ти iз злiченного набору незалежних вiнерiвських процесiв, що склею-
ються при зiткненнi. Така процедура описується в Пiдроздiлi 1.2 i є
узагальненням запропонованої ранiше А.А.Дороговцевим. Як наслiдок,
для отримання вказаної асимптотики використовується оцiнка в термi-
нах певних гаусiвських полiв, котра встановлюється шляхом застосу-
вання оцiнок Судакова максимуму гаусiвського процесу та нерiвностi
концентрацiї (Пiдроздiл 1.3).

Теорема 1.4.1. З ймовiрнiстю 1

lim supt→0+

ν(t)√
2t ln ln t−1

≥ 1,

lim supt→0+

ν(t)

2
√
t ln ln t−1

≤ 1.
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Пiдроздiли 1.5 та 1.6 присвяченi встановленню асимптотики середнiх
розмiрiв кластерiв в потоках Арратья з дрейфом {Y a(u, t) | u ∈ R, t ∈
R+}.

Покладемо νa(t) = λ{u > 0 | Y a(u, t) = Y a(0, t)}, де λ– мiра Лебега.
Для встановлення асимптотики E νa(t) при t → 0+ спочатку розгля-
дається лiнiйний дрейф, коли розподiл νa(t) вiдомий, пiсля чого для
переходу до довiльного випадку застосовується лема порiвняння 1.5.1.

Теорема 1.6.1. Нехай функцiя a задовольняє умову Лiпшиця зi ста-
лою L. Тодi

E νa(t)√
t
−→
t→0+

√
2

π
.

Другий роздiл присвячений застосуванню методу дробових крокiв
до потоку випадкових вiдображень, породжених броунiвською сiткою
{ϕt,·(u) ∈ C([t; +∞)) | u, t ∈ R} – континуальним набором одновимiрних
вiнерiвських процесiв зi склеюванням, котрi стартують iз усiх точок
прямої в усi невiд’ємнi моменти часу та є незалежними до моменту зу-
стрiчi, та потоку розв’язкiв детермiнованого диференцiального рiвнян-
ня.

Розглянемо послiдовнiсть розбиттiв вiдрiзка [0; 1] : {t(n)0 , . . . , t
(n)

N(n)},
n ∈ N, причому λ(n) = max

k=0,N(n)−1(t
(n)
k+1 − t

(n)
k ) → 0, n → ∞. Для

фiксованих n, k ∈ 0, N (n) − 1 та t ∈ [t
(n)
k ; t

(n)
k+1) визначимо наступнi ви-

падковi процеси:

X
(n)
t (u) = ϕ

t
(n)
k ,t

(
k◦
j=1

A
t
(n)
j −t

(n)
j−1

(ϕ
t
(n)
j−1,t

(n)
j

(·))
)

(u).

В Пiдроздiлi 2.2 встановлюється неможливiсть отримання сильнi-
шої, нiж слабка, збiжностi в дослiджуванiй схемi:

Твердження 2.2.2. Для довiльного u ∈ R та будь-якої послiдовностi
{s(n)1 , . . . , s

(n)
Mn
}, n ∈ N, розбиттiв вiдрiзку [0; 1] при maxk=1,Mn−1(sk+1−

sk)→ 0, n→∞, послiдовнiсть{
Mn−1∑
k=0

(
ϕ
s
(n)
k ,s

(n)
k+1

(u)− u
)
| n ≥ 1

}
n∈N

не є збiжною за ймовiрнiстю.
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Для iснування слабкої границi послiдовностi (X(n)(u1), . . . , X(n)(uN ))
як елемента простору Скорохода (D([0; 1]))n перевiряється щiльнiсть по-
слiдовностi розподiлiв процесiв{

(X(n)(u1), . . . , X(n)(uN ))
}
n∈N

,

пiсля чого в серiї технiчних тверджень встановлюється потрiбна хара-
ктеризацiя довiльної слабкої границi.

Теорема 2.6.1. Нехай {Y at (u) | u ∈ [0; 1], t ∈ [0; 1]} – потiк Арратья iз
дрейфом a. Нехай N ∈ N, (u1, . . . , uN ) ∈ RN . Тодi

(X(n)(u1), . . . , X(n)(uN ))⇒ (Y a(u1), . . . , Y a(uN )), n→∞,

в просторi (D([0; 1]))N .

В Пiдроздiлах 2.7-2.10 встановлюється швидкiсть збiжностi в тер-
мiнах метрики Вассерштейна в просторi розподiлiв випадкових мiр зi
скiнченними моментами довiльного фiксованого порядку.

Визначимо образи мiри Лебега λ на вiдрiзку [0; 1] пiд дiєю породже-
них розглянутими вище потоками вiдображень:

µt = λ ◦ (Y at )
−1
, µ

(n)
t = λ ◦

(
X

(n)
t

)−1
, n ∈ N.

Позначимо через Lt i L
(n)
t розподiли µt та µ

(n)
t вM1

(
Mp(R)

)
, вiдповiд-

но. Мiри µt i µ
(n)
t наближаються точковими мiрами

µ
(n),m
t = m−1

m−1∑
j=0

δ
X

(n)
t (j/m)

, µmt = m−1
m−1∑
j=0

δY at (j/m).

Доводяться технiчнi оцiнки на вiдстанi мiж розв’язками СДР та їх
наближеннями в методi дробових крокiв та в методi дробових крокiв
зi збуренням в початковий момент часу (Пiдроздiл 2.8). З допомогою
явно побудованого каплiнгу для (µmt , µ

(n),m) встановлюється наступна
оцiнка.

Лема 2.10.1. Для будь-якого p ≥ 2 iснує стала C > 0 така, що

W1,p (Lt, L
m
t ) ≤ Cm−1/p.
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Якщо додатково {nδn}n∈N обмежена, то для кожного ε ∈ (0; 1
2 )

W1,p

(
L
(n)
t , L

(n),m
t

)
≤ Cε

(
m−1 + δ1/2−εn

)1/p
зi своєю сталою Cε.

Теорема 2.10.1. Припустимо, що послiдовнiсть {nδn}n∈N обмежена.
Тодi для будь-якого p ≥ 2 iснує додатна стала C така, що для всiх
n ∈ N

W1,p

(
Lt, L

(n)
t

)
≤ C

[
log log δ−1n

]−1/p
.

Третiй роздiл присвячений апроксимацiї потокiв Харрiса потоками
гомеоморфiзмiв, котрi отримуються як розв’язки СДР вiдносно непе-
рервних мартингалiв з просторовими параметрами. Наведемо викори-
стане в Роздiлi 3 означення потоку Харрiса.

Означення 3.1.1. Потiк Харрiса X iз iнфiнiтезимальною коварiацiєю
ϕ – це набiр D(R)−значних випадкових елементiв {X(s, t) | X(s, t) ≡
X(·, s, t), s ≤ t} таких, що

1. для будь-яких s ≤ t ≤ r P {X(·, s, r) = X(·, t, r) ◦X(·, s, t)} = 1;
X(s, s) = Id м.н.;

2. для всiх t1 ≤ t2 ≤ . . . ≤ tn випадковi елементи X(t1, t2), . . . ,
X(tn−1, tn) незалежнi;

3. для будь-яких t1, t2 ∈ R та h > 0

Law (X(t1, t2)) = Law (X(t1 + h, t2 + h)) ;

4. якщо h→ 0+, X(0, h)→ Id в D(R) за ймовiрнiстю;
5. для будь-якого x процес t 7→ X(x, 0, t)− x є стандартним вiнерiв-

ським процесом вiдносно фiльтрацiї

σ {X(u1, u2), 0 ≤ u1 ≤ u2 ≤ t} , t ≥ 0;

6. для всiх x, y ∈ R

〈X(x, 0, ·), X(y, 0, ·)〉 (t) =

∫ t

0

ϕ (X(x, 0, s)−X(y, 0, s)) ds;

7. для будь-яких t1, t2 вiдображення X(t1, t2) монотонно неспадне.

Розглядаються потоки Харрiса з iнфiнiтезимальною коварiацiєю
ϕ(x) = e−β|x|

α

, x ∈ R, β ∈ (0; +∞), α ∈ (0; 2). Нехай задано {ϕε}ε∈(0;1) –
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довiльна фiксована послiдовнiсть обмежених двiчi неперервно диферен-
цiйовних з обмеженими похiдними симетричних невiд’ємно визначених
функцiй таких, що ϕε → ϕ, ε→ 0+, рiвномiрно на компактах, причому
ϕε(0) = 1.

Наближення потоку будуються як потоки розв’язкiв СДР вiдносно
неперервного мартингала з просторовими параметрами:

Xε(x, s, t) = x+

∫ t

s

Fε(Xε(x, s, r), dr), x ∈ R, 0 ≤ s ≤ t,

де для будь-якого ε ∈ (0; 1) {Fε(x, t) | x ∈ R, t ∈ R+} – гаусiвський
випадковий процес з коварiацiєю

Cov(Fε(t, x), Fε(s, y)) = min{t, s}ϕε(x− y).

У випадку потоку розривних вiдображень, породженого потоком X,
можна визначити дуальний потiк на кожному фiксованому вiдрiзку
[t1; t2] як

X̂(x, t1, t2, s) = inf
X(y,r,t2)≥x, y∈R,
r∈[t1;t1+t2−s]

X(y, r, t1 + t2 − s),

x ∈ R, s ∈ [t1; t2].

Для всюди щiльної множини точок старту набiр траєкторiй прямого
потоку є випадковим елементом в добутку просторiв C([0; 1]), i траєкто-
рiї дуального потоку отримуються як значення конструктивно заданого
вiдображення на цьому просторi. В Пiдроздiлi 3.3 встановлюється непе-
рервнiсть цього вiдображення в певному сенсi, звiдки виводиться слабка
збiжнiсть злiченних наборiв траєкторiй дуальних потокiв.

Для заданих дiйсних чисел a, a1, b : a < a1 < b функцiя f ∈ C([a1; b])
може розглядатися як елемент простору C([a; b]) шляхом трансформацiї
Pa,bf(s) = 1Is∈[a;a1]f(a1) + f(s)1Is∈(a1;b], s ∈ [a; b].

Теорема 3.4.1. Нехай {Xε}ε∈(0;1) – потоки Харрiса, розглянутi в Твер-
дженнi 3.2.2, а X – потiк Харрiса з iнфiнiтезимальною коварiацiєю ϕ.
Зафiксуємо T > 0 i множину {(xn, tn)}n∈N ∈ (R× [0;T ])

∞
. Тодi(

P0,TXε(x1, t1, ·),P0,T X̂ε(x1, t1, T, T + t1 − ·), . . . ,

P0,TXε(xN , tN , ·),P0,T X̂ε(xN , tN , T, T + tN − ·), . . .
)
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⇒
(
P0,TX(x1, t1, ·),P0,T X̂(x1, t1, T, T + t1 − ·), . . . ,

P0,TX(xN , tN , ·),P0,T X̂(xN , tN , T, T + tN − ·), . . .
)
,

при ε→ 0+ в C([0;T ])∞.

Нехай M(R) – простiр локально скiнченних невiд’ємних борелiв-
ських мiр на дiйснiй осi з слабкою-* топологiєю. Для всiх ε ∈ (0; 1), 0 ≤
s ≤ t ≤ T, визначимо наступнiM(R)−значнi випадковi елементи:

µε(s, t) = λ ◦Xε(·, s, t)−1, µ(s, t) = λ ◦X(·, s, t)−1,

µ̂ε(s, t) = λ ◦
(
X̂ε(·, 0, t, s)

)−1
, µ̂(s, t) = λ ◦

(
X̂(·, 0, t, s)

)−1
.

Теорема 3.5.1. Для довiльних s1 ≤, . . . ≤ sN , t1 ≤, . . . ≤ tN , si ≤ ti, i =
1, N,N ∈ N, маємо

(µε(s1, t1), . . . , µε(sN , tN ), µ̂ε(s1, t1), . . . , µ̂ε(sN , tN ))

⇒ (µ(s1, t1), . . . , µ(sN , tN ), µ̂(s1, t1), . . . , µ̂(sN , tN )) ,

при ε→ 0+ в (M(R))2N .

В четвертому роздiлi розглядаються потоки Арратья з дрейфом
Xa = {Xa(u, t) | u ∈ [0; 1], t ∈ [0;T ]}. Коефiцiєнт дрейфу задоволь-
няє умову Лiпшиця та обмежений. Опис точкових мiр, асоцiйованих з
такими потоками, може здiйснюватися в термiнах наступних точкових
щiльностей. Спочатку введемо позначення:

Xat = {Xa(v, t) | v ∈ [0; 1]};
Xat (u) = {Xa(uk, t) | k = 1, n},

−→
Xa(u, ·) = (Xa(u1, ·), . . . , Xa(un, ·)) , u = (u1, . . . , un) ∈ Rn, n ∈ N.

Означення 4.1.1. Нехай t ∈ (0;T ], k ∈ N. k-точковою щiльнiстю pkt
називається вимiрна функцiя на Rk така, що для довiльної невiд’ємної
вимiрної функцiї f : Rk → R

E
∑

v1,...,vk∈Xat ,
v1,...,vk всi рiзнi

f(v1, . . . , vk)1I (|Xat |≥ k) =

∫
Rk
pa,kt (y)f(y)dy. (1)
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Для нульового дрейфу точковий процес є пфаффiвським процесом
з вiдомим ядром22. Ми отримуємо альтернативнi представлення то-
чкових щiльностей у випадках нетривiального дрейфу. Використаний
пiдхiд базується на теоремi Гiрсанова для потокiв Арратья23. Нехай
u = (u1, . . . , un) ∈ Rn. Покладемо τ1(u) = T,

τk(u) = inf
{
T ; s |

k−1∏
j=1

(X(uk, s)−X(uj , s)) = 0
}
, k ≥ 2,

In (u) =

n∑
k=1

∫ τk(u)

0

a(X(uk, t))dX(uk, t),

Jn (u) =

n∑
k=1

∫ τk(u)

0

a2(X(uk, t))dt.

Для щiльної в [0; 1] множини U = {uk | k ∈ N} покладемо u(n) =
(u1, . . . , un), n ∈ N. Тодi

ẼaT,n(u) = exp

{
In(u)− 1

2
Jn(u)

}
,

ẼaT = exp

{
L2- lim

n→∞
In

(
u(u)

)
− 1

2
L2- lim

n→∞
Jn

(
u(u)

)}
,

причому границi не залежать вiд U .
Для n ∈ N покладемо ∆n = {u ∈ Rn | u1 < . . . < un}. Тодi

(n, k)−точковою щiльнiстю (Означення 4.2.1), що вiдповiдає u ∈ ∆n

та k ∈ {1, . . . , n}, називатимемо таку вимiрну функцiю pa,n,kt (u; ·) на Rk,
що виконується (1) з замiною Xat на Xat (u).

Нехай для ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ (C([0;T ]))n виконуються три наступнi
умови: |{ξk(0) | k = 1, n}| = n, координати склеюються пiсля зустрiчi та
вiдсутнi потрiйнi зiткнення. Покладемо

Sn,k = {(j1, . . . , jk) | ji ∈ {1, . . . , n− i} , i = 1, k}, k = 1, n,

Sn = ∅ ∨
⋃

k=1,n−1

Sn,k, n ∈ N.

22R. Tribe and O. V. Zaboronski, “Pfaffian formulae for one dimensional coalescing
and annihilating systems”, Electron. J. Probab., vol. 16, no. 76, pp. 2080–2103, 2011.

23А.А.Дороговцев, Мерозначные процесы и стохастические потоки, Russian. Ки-
ев: Институт математики НАН Украины, 2007, p. 290.
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Нехай n − κ = |{ξj(T ) | j = 1, n}|. Нехай τ1 < τ2 < . . . < τκ – моменти
зiткнень для процесу ξ. Покладемо j1 = min{i | ∃j 6= i ξj(τ1) = ξi(τ1)}
i визначимо процес ξn−1 видаляючи координату з номером j1 в векторi
ξ. Далi покладемо j2 = min{i | ∃ j 6= i ξn−1j (τ2) = ξn−1i (τ2)}, визначимо
ξn−2 шляхом видалення в процесi ξn−1 координати з номером j2 i про-
довжимо повторювати цi два кроки, поки не отримаємо схему склейки
S(ξ) = (j1, . . . , jκ) ∈ Sn,κ .

Визначена випадкова схема склейки S(
−→
X (u)).

Означення 4.2.3. Нехай Xa – потiк Арратья з дрейфом. Для зада-
них u ∈ ∆n, схеми склейки s ∈ Sn,k для певного k та j ≤ n − k нази-
ватимемо вiдповiдною (n, j)−точковою щiльнiстю вимiрну функцiю
pa,n,s,jt (u; ·) на Rk таку, що для довiльної невiд’ємної вимiрної функцiї
f : Rj → R

E
∑

v1,...,vj∈Xat (u),
v1,...,vj всi рiзнi

f(v1, . . . , vj)1I(S(
−→
Xa(u) = s) =

∫
Rj
pa,n,s,jt (u; y)f(y)dy.

Для всiх n ∈ N, u ∈ ∆n i k ∈ {1, . . . , n} м.в.

pa,n,kt (u; ·) =

n−k∑
l=0

∑
s∈Sn,l

pa,n,s,kt (u; ·).

В Пiдроздiлi 4.3 зв’язок мiж фундаментальними розв’язками задач
Кошi та перехiдними ймовiрностями дифузiйних процесiв використову-
ється для отримання представлення точкових щiльностей як кратних
iнтегралiв вiд функцiй Грiна параболiчних початково-краєвих задач.

В Пiдроздiлi 4.4 встановлено збiжнiсть pa,n,kt до вихiдних точкових
щiльностей при апроксимацiї iнтервалу [0; 1] скiнченними наборами то-
чок та отримано оцiнку на швидкiсть збiжностi одновимiрних щiльно-
стей в рiвномiрнiй метрицi.

Нехай W = (w1, . . . , wn) – стандартний вiнерiвський процес в Rn,
W (0) = 0, а W̃ = (w̃1, . . . , w̃n) – отриманий з нього вiнерiвський процес
зi склеюванням; через θk(u), k = 1, n, позначаємо моменти склейки в
W̃ + u. Покладемо

EaT,n(W,u) = exp
{ n∑
k=1

∫ θk(u)

0

a(uk + wk(t))dwk(t)−
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− 1

2

n∑
k=1

∫ θk(u)

0

a2(uk + wk(t))dt
}
.

Надалi η = (η1, . . . , ηn) – асоцiйованi з W броунiвськi мости. Для
кожного y ∈ Rn визначимо випадковий процес в Rn

ηu,y(t) = η(t) +

(
1− t

T

)
u+

t

T
y, t ∈ [0;T ].

Нехай θij(u) – момент зустрiчi координат процесуW+u з номерами i та
j; θij(u, y) – момент зустрiчi координат процесу ηu,y з номерами i та j.
Додатково нехай θkk(u) = θjj(u, y) = T, k, j = 1, n. Iснують невипадковi
номери {λij(s) | i = 1, 2, j = 1, n} :

θk(u)1I (S(W + u) = s) = θλ1k(s)λ2k(s)(u)1I (S(W + u) = s)

Покладемо

ak(t, u, y, s) = 1I(t ≤ θλ1k(s)λ2k(s)(u, y)) · a (ηu,yk (t)) ,

eaT,n(u, y, s) = exp

{
n∑
k=1

∫ T

0

ak(t, y, s)dβk(t)+

+

n∑
k=1

∫ T

0

ak(t, u, y, s)

(
yk − uk
T

− ηk(t)

T − t
− 1

2
ak(t, u, y, s)

)
ds

}
,

t ∈ [0;T ], k = 1, n, y ∈ Rn, s ∈ Sn.

Теорема 4.7.1. Для всiх y ∈ Rn та s ∈ Sn м.в.

E
(
1I(S(W + u) = s)EaT,n(W,u)/W (T ) = y − u

)
=

= E 1I(S(ηu,y) = s)eaT,n(u, y, s).

Отриманi в Теоремi 4.7.1 представлення є неперервними функцiями.
Нехай заданi u ∈ Rn i k ∈ {0, . . . , n − 1}. Поставимо у вiдповiднiсть

кожнiй схемi склейки s = (j1, . . . , jk) деяке розбиття множини {1, . . . , n}
послiдовно на кожному кроцi i = 1, . . . , k об’єднуючи два сусiднi блоки
розбиття з номерами ji та ji + 1. Нехай фiнальне розбиття складається
з блокiв π1, . . . , πk. Покладемо I(s) = {minπi | i = 1, n− k}. Надалi
qmT (u; ·) – m-вимiрна гаусiвська щiльнiсть з середнiм u та дисперсiєю
T Idm×m.
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Теорема 4.9.1. Нехай n ∈ N, u ∈ ∆n i s ∈ Sn,n−k для деякого k ∈
{0, . . . , n− 1}. Тодi для кожного j ∈ {1, . . . , k} для всiх y ∈ ∆k

pa,n,s,jT (u; y) =
∑

L={l1,...,lj}⊂{1,...,k}

qjT
(
uI(s),L; zI(s),L

)
×

×
∫
Rk−j

dzI(s),−Lqk−jT

(
uI(s),−L; zI(s),−L

) ∫
Rn−k

dz−I(s)qn−kT

(
u−I(s); z−I(s)

)
(
E 1I(S(ηu,z) = s)eaT,n(u, z, s)

) ∣∣∣z∈Rn,
zI(s),L=y

.

ВПiдроздiлi 4.10 отримано представлення точкових щiльностей шля-
хом застосування теореми Гiрсанова для потокiв Арратья.

ВИСНОВКИ

• Встановлено закон повторного логарифму для розмiрiв кластерiв,
утворених в потоцi Арратья частинками, що зiткнулися з частин-
кою зi стартом в нулi. Для потоку Арратья з дрейфом встановлено
асимптотику при t → 0+ математичних очiкувань таких класте-
рiв.

• Доведено слабку збiжнiсть апроксимуючих процесiв, побудованих
методом дробових крокiв, до n−точкового руху потоку Арратья
iз дрейфом. Отримано оцiнки на швидкiсть збiжностi розподiлiв
образiв мiри Лебега пiд дiєї вказаних вище апроксимуючих потокiв
до розподiлу мiри Лебега пiд дiєю потоку Арратья з дрейфом.
Встановлена неможливiсть отримання бiльш сильної, нiж слабка,
збiжностi в запропонованiй схемi.

• Встановлено слабку збiжнiсть злiченних наборiв рухiв в гладких
стохастичних потоках до вiдповiдних злiченних наборiв рухiв в
потоцi Харрiса з iнфiнiтезимальною коварiацiю, заданою характе-
ристичною функцiєю центрованого стiйкого закону, при умовi, що
iнфiнiтезимальнi коварiацiї гладких потокiв збiгаються до кова-
рiацiї граничного потоку рiвномiрно на компактах. Встановлено
збiжнiсть скiнченних наборiв породжених потоками перетворень
числової осi в слабкiй-* топологiї.

• Для потокiв Арратья введено поняття точкових щiльностей, котрi
вiдповiдають скiнченному числу точок старту та конкретнiй послi-
довностi моментiв склейки. Встановлено збiжнiсть таких точкових
щiльностей до точкових щiльностей для всього потоку.
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• Отримано наступнi представлення точкових щiльностей: в термi-
нах розв’язкiв параболiчних початково-краєвих задач; в термiнах
гаусiвських щiльностей та математичних сподiвань деяких стоха-
стичних експонент вiд броунiвських мостiв; в термiнах умовних
математичних сподiвань стохастичних експонент для потоку Ар-
ратья та щiльностей розподiлiв векторiв уцiлiлих частинок.
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АНОТАЦIЇ
Вовчанський М. Б. Стохастичнi потоки зi склеюванням та то-
чковi процеси. — Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-мате-
матичних наук за спецiальнiстю 01.01.05 — теорiя ймовiрностей i мате-
матична статистика. — Iнститут математики НАН України, Київ, 2021.

Робота присвячена одновимiрним стохастичним потокам зi склеюва-
нням, їх апроксимацiям та асоцiйованим точковим процесам. Для пото-
ка Арратья встановлюється аналог закону повторного логарифму для
розмiру кластера в нулi. Доведено слабку збiжнiсть процесiв, отрима-
них при застосуваннi методу дробових крокiв до броунiвської сiтки, до
n−точкового руху потоку Арратья iз дрейфом та встановлено оцiнку
на швидкiсть збiжностi в термiнах метрики Вассерштейна в просторi
розподiлiв випадкових мiр. Для одного класу потокiв Харрiса зi скле-
юванням побудовано апроксимацiї розв’язками стохастичних диферен-
цiальних рiвнянь, встановленi збiжнiсть прямого та дуального потокiв
та збiжнiсть образiв мiри Лебега вiд дiєю таких потокiв. Для потокiв
Арратья введено поняття точкових щiльностей, котрi вiдповiдають скiн-
ченному числу точок старту та конкретнiй послiдовностi моментiв скле-
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ювання. Отриманi представлення точкових щiльностей в термiнах фун-
кцiй Грiна параболiчних задач, гаусiвських щiльностей, броунiвських
мостiв, стохастичних експонент для потоку Арратья та розподiлiв ве-
кторiв уцiлiлих частинок.
Ключовi слова: потiк Арратья, потiк Харрiса, точковий процес, метод
дробових крокiв, точкова щiльнiсть.

Вовчанский Н. Б. Стохастические потоки со склеиванием и
точечные процессы. — Квалификационная научная работа на правах
рукописи.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-
математических наук по специальности 01.01.05 — теория вероятности
и математическая статистика. — Институт математики НАН Украины,
Киев, 2021.

Работа посвящена одномерным стохастическим потокам со склеи-
ванием, их аппроксимациям и ассоциированным точечным процессам.
Для потока Арратья установлен аналог закона повторного логарифма
для розмера кластера в нуле. Доказано слабую сходимость полученных
при применении метода дробных шагов к броуновской сети процессов к
n−точечному движению потока Арратья со сносом и получено оценку
на скорость сходимости в терминах метрики Вассерштейна в пространс-
тве распределений случайных мер. Для одного класса потоков Харри-
са со склеиванием построено аппроксимации решениями стохастиче-
ских дифференциальных уравнений, показаны сходимость прямого и
двойственного потоков и сходимость образов меры Лебега под действи-
ем данных потоков. Для потоков Арратья введено понятие точечных
плотностей, отвечающих конечному числу точек старта и конкретной
последовательности моментов склейки. Получены представления точе-
чных плотностей в терминах функций Грина параболических задач,
гауссовских плотностей, броуновских мостов, стохастических экспонент
для потока Арратья и распределений векторов уцелевших частиц.
Ключевые слова: поток Арратья, поток Харриса, точечный процесс,
метод дробных шагов, точечная плотность.
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The thesis is devoted to one-dimensional stochastic flows with coalescence,
their approximations and related point processes. In the first chapter asymp-
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totic properties of the behavior of the Arratia flow as a continual system
of ordered Brownian particles on R are studied, and the size of the cluster
which contains the particle started from zero is found, the corresponding
result being formulated as an analog of the law of iterated logarithm when
the time parameter approaches 0. The second half of the first chapter is
devoted to obtaining the asymptotics of the means of the sizes of clusters
in Arratia flows with drift. The case of linear drift having been considered
initially, in order to proceed to the case of arbitrary Lipschitz continuous
drift a comparison lemma for semimartingales is established.

In the second chapter the fractional step method is applied to the pair
of semigroups the first one of which is driven by a deterministic differenti-
al equation while the second one is generated by a Brownian web. The
approximations obtained weakly converge in the sense of n−point motions
to the Arratia flow with the corresponding drift. It is shown that only weak
convergence of such approximations via the fractional step method is possi-
ble. By using the approach proposed by A.A.Dorogotsev and V.V.Fomichov
an estimate on the speed of the convergence is obtained in terms of Wasser-
stein distances in the space of the distributions of random measures havi-
ng finite moment of any fixed order. For that, the images of the Lebesgue
measure on [0; 1] under the actions of the mappings generated by an Arratia
flow with drift and the prelimit flows, respectively, are discretized by consi-
dering a finite number of starting points, and a coupling of the distributions
of n−point motions in the proposed realization of the fractional step method
is build, leading to estimates on the distance between the distributions of
such discrete measures and the initial images of the Lebesgue measure.
With necessary technical estimates on the distance between solutions to
stochastic differential equations and their approximations via splitting, as
well as between the former ones and their approximations via the perturbed
at start modification of the fractional step method being established, the
stated estimate on the Wasserstein distance follows.

In the third chapter one class of coalescing Harris flows is approximated
with solutions of stochastic differential equations w.r.t martingales with
spatial parameters in the sense of H.Kunita. The result of Th.E.Harris on the
convergence of n−point motions in this scheme is generalized and, with the
dual flow being properly defined, the analogous convergence of the dual flows
associated with the initial ones on the inversed time scale is established, too.
The convergence of the images of the Lebesgue measure under the action
of the flows and their duals in the space of locally finite nonnegative Borel
measures on R equipped with vague topology is proved.

The fourth chapter is devoted to Arratia flows with drift and associated
point processes. The latter ones admit a description in terms of point densi-
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ties. An explicit expression for points densities as the correlation functions
of some Pfaffian process was derived by R.Tribe, O.V.Zaboronski in the
case of zero drift. Since such a description is rather complicated and cannot
be easily extended to the case of nonzero drift, the problem of obtaining
alternative representations of the point densities is addressed. To that end,
point densities pa,n,kt that correspond to finite collections of starting poi-
nts and point densities pa,n,s,kt that correspond to specific realizations of
the sequence of collisions in a system of n particles are introduced. The
convergence of pa,n,kt to the initial point densities when the interval [0; 1]
is being approximated with its finite subsets is proved, and an estimate on
the speed of the convergence of one-dimensional motions in uniform metric
is given. The connection between fundamental solutions of parabolic ini-
tial value-boundary problems and transition densities of diffusions gives a
representation of the point densities as iterated integrals of Green functions
of parabolic initial value-boundary problems.

In the second half of the fourth chapter, the connection between pa,n,s,kt

and p0,n,s,kt is studied. The approach used is based on the application of the
analog of the Girsanov theorem for Arratia flows derived by A.A.Dorogovtsev
and T.V.Malov̄ıchko. Since the definitions of the point densities impose
conditions on the behavior of a flow or its n−point motion only at termi-
nal time, the need to calculate corresponding conditional expectations of
special stochastic exponentials for the Arratia flows that were introduced
by A.A.Dorogovtsev arises. The latter problem can be reformulated in terms
of conditional expectations of modified stochastic exponentials for coalesci-
ng Wiener processes on the set of those elementary events which a parti-
cular sequence of collision times is observed for, with the condition being
imposed on the position of the coalescing Wiener processes at terminal
time. Such conditional expectations can be expressed by means of ordi-
nary Wiener processes conditioned to hit specific points, which leads to
expressions in terms of stochastic exponentials of Brownian bridges. As a
result, representations of point densities for Arratia flows with drift in terms
of Gaussian densities and expectations of the aforementioned stochastic
exponentials for Brownian bridges are given. Also a representation of such
densities in terms of subprobability densities of vectors composed of survivi-
ng particles and conditional mathematical expectations of stochastic exponen-
tials for the Arratia flow defined by A.A.Dorogovtsev is derived.
Key words:Arratia flow, Harris flow, point process, fractional step method,
point density.


