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АНОТАЦIЯ

Денега I.В. Квадратичнi диференцiали та симетризацiйнi методи

в задачах про екстремальне розбиття комплексної площини. —

Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-

математичних наук за спецiальнiстю 01.01.01 — "Математичний аналiз"

(111 — Математика). — Iнститут математики НАН України, Київ, 2020.

Дисертацiйна робота присвячена розробцi нових i вдосконаленню

наявних пiдходiв i методiв дослiдження вiдкритих екстремальних проблем

геометричної теорiї функцiй комплексної змiнної. Основний об’єкт

дослiдження — це екстремальнi задачi про конформнi вiдображення

з фiксованими та вiльними полюсами вiдповiдних квадратичних

диференцiалiв. Важливi результати в данiй областi були отриманi

М.О. Лаврентьєвим, Г.М. Голузiним, М.О. Лєбєдєвим, Дж. Дженкiнсом,

Н.I. Колбiною, П.М. Тамразовим, Г.П. Бахтiною, П.Л. Дюреном, П.П.

Куфарєвим, В.Я. Гутлянським, А.Е. Фалесом, В.М. Дубiнiним, Г.В.

Кузьмiною та багатьма iншими вiдомими вченими.

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дисертацiї, сформульовано

мету дослiджень, коротко викладено змiст основної частини роботи та

показано наукову новизну одержаних результатiв.

У першому роздiлi дисертацiйної роботи зроблено огляд лiтератури

за темою i видiлено напрямки дослiджень, викладено основнi iдеї методiв

дослiдження даних проблем, наведено означення i теореми, необхiднi для

формулювання i доведення основних результатiв дисертацiї. Зокрема,

у роздiлi 1 зроблено короткий iсторичний огляд теорiї екстремальних

задач про неперетиннi областi, введено поняття та основнi твердження

теорiї квадратичних диференцiалiв, введена класифiкацiя типiв

функцiоналiв та екстремальних задач, описанi частиннi випадки методу
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роздiляючого перетворення, для компакту F ⊂ C наведено рiвностi,

за якими визначається його (логарифмiчна) ємнiсть, сформульовано

результати попередникiв, якi зiграли вирiшальну роль при доведеннi

тверджень даної роботи: теорема В.М. Дубiнiна для фiксованих полюсiв

вiдповiдних квадратичних диференцiалiв, теорема про мiнiмiзацiю площi,

теорема О.К. Бахтiна, яка визначає повну екстремальну конфiгурацiю

функцiонала четвертого типу, теорема О.К. Бахтiна, яка визначає

повну екстремальну конфiгурацiю iнварiантного вiдносно довiльного

конформного автоморфiзму комплексної площини функцiонала для

чотирьох взаємно неперетинних областей, результат А.Л. Таргонського

про оцiнку функцiонала третього типу.

В другому роздiлi дисертацiйної роботи одержано ефективнi оцiнки

зверху добуткiв внутрiшнiх радiусiв взаємно неперетинних областей

з фiксованими полюсами вiдповiдних квадратичних диференцiалiв на

(n,m) -променевих системах точок комплексної площини при всiх

можливих значеннях степеня γ ∈ (0, nm] внутрiшнього радiуса областi

вiдносно початку координат.

Зокрема, цi оцiнки застосовано до вивчення двох вiдкритих

екстремальних проблем з вiльними полюсами вiдповiдних квадратичних

диференцiалiв на комплекснiй площинi C . Одержано оцiнки зверху

добуткiв внутрiшнiх радiусiв областей, що взаємно не перетинаються,

у випадках, коли полюси вiдповiдних квадратичних диференцiалiв

розмiщенi на одиничному колi та у випадку, коли областi є симетричними

вiдносно одиничного кола. Встановлено умови, за яких в доведених

результатах роздiлу 2 конфiгурацiя областей та точок не є iстотною.

Зроблено порiвняльний аналiз одержаних оцiнок функцiоналiв та величин

екстремалей, отриманих в роботах попередникiв.

У третьому роздiлi дисертацiйної роботи одержано ефективну оцiнку
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зверху добуткiв внутрiшнiх радiусiв взаємно неперетинних областей

з фiксованими полюсами вiдповiдних квадратичних диференцiалiв на

(n,m) -променевих системах точок комплексної площини при всiх

можливих значеннях степеня γ ∈ R+ внутрiшнiх радiусiв областей

вiдносно початку координат та нескiнченно вiддаленої точки. Отримано

оцiнку зверху функцiонала третього типу для будь-якої фiксованої

системи рiзних точок комплексної площини при всiх значеннях параметра

γ ∈ R+ . Iз якої слiдують вiдповiднi результати для n -променевих систем

точок та для будь-яких систем рiзних точок одиничного кола. При умовi,

що область B0 ⊂ U мiститься у вiдкритому одиничному крузi, отримано

оцiнку зверху функцiонала, що мiстить областi, симетричнi вiдносно

одиничного кола, при всiх значеннях степеня γ ∈ R+ внутрiшнього

радiуса областi вiдносно початку координат. Встановлено умови при яких

в доведених результатах роздiлу 3 конфiгурацiя областей та точок не є

iстотною.

Доведенi в другому та третьому роздiлах оцiнки функцiоналiв

дозволили знайти посиленi результати стосовно точних розв’язкiв

вiдкритих екстремальних проблем про взаємно неперетиннi областi

комплексної площини у випадку вiльних полюсiв вiдповiдних

квадратичних диференцiалiв.

У четвертому роздiлi розв’язано вiдкриту проблему про знаходження

максимуму добутку внутрiшнiх радiусiв двох областей вiдносно точок

одиничного кола на степiнь γ внутрiшнього радiусу областi вiдносно

початку координат при довiльному γ ∈ (0, 2 ] за умови, що всi три областi

попарно не перетинаються, й узагальнено її для випадку двох довiльних

точок комплексної площини.

Одержано розв’язок задачi про знаходження максимуму добутку

внутрiшнiх радiусiв взаємно неперетинних областей вiдносно точок
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одиничного кола на деякий додатнiй степiнь γ внутрiшнього радiусу

областi вiдносно початку координат для γ ∈ (1,
√

n ] , n > 3 . Також дано

розв’язок цiєї задачi для γ ∈ (1, n ] , n > 4 , при додатковому обмеженнi

величини внутрiшнього радiуса областi B0 вiдносно початку координат.

У п’ятому роздiлi розв’язується задача про знаходження максимуму

добутку внутрiшнiх радiусiв взаємно неперетинних областей вiдносно n -

променевих систем точок на деякий додатнiй степiнь γ внутрiшнього

радiусу областi вiдносно початку координат для значно ширших

iнтервалiв параметра γ . Запропоновано метод для дослiдження цiєї

проблеми, що характеризує екстремальнi областi при γ ∈ (0, nδ ] ,
1
3 < δ < 2

3 , та з’ясовано межi його застосування. Також отримано

розв’язки цiєї узагальненої проблеми при додатковому обмеженнi

величини внутрiшнього радiуса областi B0 вiдносно точки нуль та для

випадку γ ∈ (1,
√

n ] , n > 3 .

Встановлено оцiнку зверху для внутрiшнього радiуса r (B0, 0)

областi B0 вiдносно початку координат для довiльної системи рiзних

точок на комплекснiй площинi.

У шостому роздiлi дослiджується задача про максимум добутку

внутрiшнiх радiусiв взаємно неперетинних областей вiдносно точок

одиничного кола на деякий додатнiй степiнь γ внутрiшнього радiусу

областi вiдносно початку координат з додатковою умовою симетрiї

областей вiдносно одиничного кола. Одержано розв’язок цiєї проблеми

при n = 2 i γ ∈ (0, 2] для фiксованих полюсiв 0 , 1 , −1 . Показано,

що якщо кутовi параметри задовольняють умову 0 < αk 6 2/
√

2γ

(αk , k = 1, n , — кутовi параметри системи точок), то множина

тих γ, для яких отримана точна оцiнка добутку внутрiшнiх радiусiв

неперетинних областей, значно ширша порiвняно з загальним випадком

(γ ∈ (0, 0, 25n2] , n > 4 ). Для загального випадку дано розв’язок цiєї
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задачi при γ ∈ (1,
√

n ] , n > 8 .

У сьомому роздiлi дисертацiйної роботи дано оцiнки зверху добуткiв

внутрiшнiх радiусiв взаємно неперетинних областей вiдносно точок,

розмiщених на однiй прямiй, при всiх можливих значеннях степеня γ

внутрiшнього радiуса областi вiдносно початку координат (степеня γ

внутрiшнiх радiусiв областей вiдносно початку координат i нескiнченно

вiддаленої точки, степеня γ внутрiшнього радiуса областi вiдносно

нескiнченно вiддаленої точки). Як наслiдки отримано результати, коли

на двох променях мiститься однакова кiлькiсть точок.

Наслiдки загальних теорем — це суттєвi узагальнення та посилення

ранiше вiдомих в цьому напрямку результатiв В.М. Дубiнiна, Г.В.

Кузьмiної, Є.Г. Ємельянова, Л.В. Ковальова, О.К. Бахтiна, Я.В.

Заболотного.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна

робота має теоретичний характер. Одержанi результати i методика їх

отримання можуть бути використанi при вивченнi питань комплексного

та гiперкомплексного аналiзу, голоморфної динамiки, теорiї функцiй,

теорiї апроксимацiй. На основi доведених оцiнок можна одержати ряд

нових оцiнок для функцiй, що реалiзують конформне вiдображення

кола на областi, з деякими спецiальними властивостями. Результати

можуть бути застосованi до теорем покриття, теорем спотворення, оцiнок

коефiцiєнтiв однолистих функцiй та при вивченнi кiлькостi критичних

точок у параболiчних басейнах.

Ключовi слова: областi, що взаємно не перетинаються, променева

система точок, конформний i внутрiшнiй радiус областi, одиничне

коло, функцiонал, функцiя Грiна областi, роздiляюче перетворення,

квадратичний диференцiал, логарифмiчна ємнiсть, трансфiнiтний

дiаметр, теорема про мiнiмiзацiю площi.
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ABSTRACT

Denega I.V. Quadratic differentials and symmetrization methods in prob-

lems on extremal decomposition of the complex plane. — Manuscript.

Doctor of Sciences Thesis on Physics and Mathematics, speciality

01.01.01 "Mathematical analysis" (111 — Mathematics). — Institute of Math-

ematics of the National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2020.

The thesis is devoted to the development of new and improvement of

existing approaches and methods of research of open extremal problems of ge-

ometric function theory of a complex variable. The main object of the study is

the extremal problems with fixed and free poles of the corresponding quadratic

differentials. Important results in this area were obtained by M.O. Lavrentyev,

G.M. Goluzin, M.O. Lebedev, J. Jenkins, N.I. Kolbina, P.M. Tamrazov, G.P.

Bakhtina, P.L. Duren, P.P. Kufarev, V.Ya. Gutlyanskii, A.E. Thales, V.N.

Dubinin, G.V. Kuz’mina and many other well-known scientists.

In the introduction the relevance of the dissertation topic is substantiat-

ed, the purpose of research is formulated, the content of the main part of the

work is summarized and scientific novelty of the obtained results is shown.

In the first chapter of the thesis the review of the literature on the subject

of research is outlined and areas of research are highlighted, the main ideas of

methods of research of the problems are stated, the definitions and theorems

necessary for the formulation and proof of the main results of the dissertation

are given.

In particular, in the first chapter a brief historical overview of the the-

ory of extremal problems on non-overlapping domains is described, concepts

and basic statements of the theory of quadratic differentials are introduced,

classification of types of functionals and extremal problems is introduced,

partial cases of the method of separating transformation of V.N. Dubinin are

described, for the compact F ⊂ C the equalities on which its defined (loga-
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rithmic) capacity are given, the results of predecessors which played a crucial

role in proving the statements of this work are formulated: the theorem of V.N.

Dubinin for fixed poles corresponding quadratic differentials, the theorem of

minimizing of the area, the theorem of A.K. Bakhtin, which determines the

complete extremal configuration of the fourth type functional, the theorem of

A.K. Bakhtin, which determines the complete extremal configuration of the

functional, which is an invariant relatively to an arbitrary conformal automor-

phism of the complex plane, for four mutually non-overlapping domains the

result of A.L. Targonskii on the assessment of the third type functional.

In the second chapter of the thesis, an effective upper estimates of the

products of inner radii of mutually non-overlapping domains with fixed poles

corresponding quadratic differentials on the (n,m) -radial systems of points

of the complex plane at all possible values of the degree γ ∈ (0, nm] of the

inner radius of the domain relative to the origin are obtained.

Two an open extremal problems with free poles of the corresponding

quadratic differentials on the complex plane C are investigated. An upper

estimates of the functionals of the first type on an arbitrary fixed n -radial

systems of points of the complex plane at all possible values of the parameter

γ ∈ (0, n] are obtained. As a consequence, the corresponding results are

obtained for the case where the poles corresponding quadratic differentials

are located on the unit circle and in the case when the domains are mirror-

symmetric relative to the unit circle.

The conditions under which in the proved results of the second chapter

the structure of points and domains is irrelevant are established.

A comparative analysis of the obtained estimates of the functionals and

the values of the extremals obtained in the works of the predecessors is made.

In the third chapter of the thesis, an effective upper estimate of the

products of inner radii of mutually non-overlapping domains with fixed poles
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corresponding quadratic differentials on the (n,m) -radial systems of points

of the complex plane at all possible values of the degree γ ∈ R+ of the inner

radii of the domains relative to the origin and the infinitely distant point is

obtained.

As a consequence, an upper estimate of the third type functional for an

arbitrary fixed system of different points of the complex plane at all possible

values of the parameter γ ∈ R+ is obtained. From which follow the corre-

sponding results for n -radial systems of points and for any systems of different

points of the unit circle.

Provided that the domain B0 ⊂ U is contained in an open unit circle,

an upper estimate of the functional containing domains which are mirror-

symmetric with respect to a unit circle, at all possible values of the degree

γ ∈ R+ of the inner radius of the domain relative to the origin is proved.

The conditions under which in the proved results of the third chapter

the structure of points and domains is irrelevant are established.

Proved in the second and third chapters estimates of the functionals have

made it possible to find enhanced exact solutions in open extremal problems

on mutually non-overlapping domains on the complex plane with free poles

corresponding quadratic differentials.

In the fourth chapter of the thesis an open problem of finding the max-

imum of product of inner radii of two domains relative to the points of a

unit circle on the degree γ of the inner radius of the domain relative to the

origin at arbitrary γ ∈ (0, 2 ] , provided that all three domains are mutually

non-overlapping domains is solved. And it is generalized for the case of two

arbitrary fixed points on the complex plane.

The solution of the problem of finding a maximum of the product of

inner radii of mutually non-overlapping domains with respect to the points

on the unit circle on a certain positive degree of γ of the inner radius of the
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domain with respect to the origin for γ ∈ (1,
√

n ] , n > 3 , is obtained. The

solution of this problem is also given for γ ∈ (1, n ] , n > 4 , with additional

restriction of the value of inner radius of the domain B0 with respect to the

origin.

In fifth chapter of the thesis the problem of finding a maximum of the

product of inner radii of mutually non-overlapping domains with respect to

n -radial systems of points on the complex plane on a certain positive degree

of γ of the inner radius of the domain with respect to the origin for much

wider intervals for the parameter γ is solved.

Method for studying this problem, which characterizes extremal domains

at γ ∈ (0, nδ ] , 1
3 < δ < 2

3 is proposed and limits of its application are found.

The solutions of this generalized problem is also given at additional re-

striction of the value of inner radius of the domain B0 with respect to the

origin and for the case when γ ∈ (1,
√

n ] , n > 3 .

The upper estimate for the inner radius r (B0, 0) of the domain B0 with

respect to the origin for an arbitrary system of different points on the complex

plane is established.

In the sixth chapter of the thesis the problem of finding a maximum of

the product of inner radii of mutually non-overlapping domains with respect

to the points on the unit circle on a certain positive degree of γ of the inner

radius of the domain with respect to the origin with additional condition of

symmetry of the domains with respect to the unit circle is investigated.

The solution of this problem is obtained at n = 2 and γ ∈ (0, 2] for

the fixed poles 0 , 1 , −1 . It is shown that if the angular parameters satisfy

the condition 0 < αk 6 2/
√

2γ (αk , k = 1, n , — angular parameters of the

points system), then the set of those γ, for which an accurate estimate of

the product of inner radii of mutually non-overlapping domains is obtained, is

much wider, compared with the general case (γ ∈ (0, γn] , γn = 0, 25n2 , n >
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4 ). For the general case the solution of this problem is given at γ ∈ (1,
√

n ] ,

n > 8 .

In the seventh chapter of the thesis, an upper estimates are given for the

maximum of the products of inner radii of mutually non-overlapping domains

with respect to the points located on one line with all possible values of the

degree γ of the inner radius of the domain relative to the origin (the degree

of γ of the inner radii of the domains relative to the origin and the infinitely

distant point, the degree γ of the inner radius of the domain relative to the

infinitely distant point). As a consequence, the results are obtained when two

rays contain the same number of points.

The consequences of the general theorems are significant generalizations

and enhancements of the results previously known in this direction by V.N.

Dubinin, G.V. Kuz’mina, E.G. Yemelyanov, L.V. Kovalev, A.K. Bakhtin,

Ya.V. Zabolotnii.

The practical significance of the results. Thesis is a theoretical in-

vestigation. The obtained results and methods of their production can be used

in the study of complex and hypercomplex analysis, holomorphic dynamics,

function theory, approximation theory. On the basis of the proved estimations

it is possible to obtain a number of new estimations for the functions realizing

conformal mapping of a circle on domains, with some special properties. The

results can be applied to coverage theorems, distortion theorems, estimates of

coefficients of univalent functions and in the study of the number of critical

points in parabolic basins.

Key words: non-overlapping domains, radial system of points, confor-

mal radius of the domain, an inner radius of the domain, the unit circle, func-

tional, the Green function of domain, separating transformation, quadratic

differential, logarithmic capacity, transfinite diameter, theorem on minimiz-

ing of the area.
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

N — множина натуральних чисел;

R — множина дiйсних чисел;

C — множина комплексних чисел;

C = C
⋃{∞} — розширена комплексна площина;

R− = (−∞, 0) ; R+ = (0, +∞) ;

x ∈ E — елемент x належить множинi E ;

X ⊂ E — множина X є пiдмножиною множини E ;

U = {z : |z| < 1} – одиничний круг;

R(B, a) — конформний радiус однозв’язної областi B ⊂ C вiдносно

точки a ∈ B ;

r(B, a) — внутрiшнiй радiус багатозв’язної областi B ⊂ C вiдносно

точки a ∈ B ;

gB(z, z0) — функцiя Грiна областi B з полюсом в точцi z0 ;

An,m = {ak,p} , k = 1, n , p = 1,m — (n,m) -променева система

точок; An = {ak} , k = 1, n , — n -променева система точок;

αk , k = 1, n — кутовi параметри системи An ;

Q(z)dz2 — квадратичний диференцiал;

capF — (логарифмiчна) ємнiсть компакта F ⊂ C ;

d(E) — трансфiнiтний дiаметр компактної множини E ⊂ C ;

µE – лебегова мiра компактної множини E ;

χ(t) = 1
2

(
t + t−1

)
— функцiя Жуковського.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Геометрична теорiя функцiй комплексної

змiнної є важливою та змiстовною частиною математичного аналiзу. В

розробцi фундаментальних основ цiєї теорiї брали участь такi видатнi

математики як А. Пуанкаре, П. Кьобе, Л. Бiбербах, К. Каратеодорi,

Т. Гронуолл, М. Шиффер, Д.О. Граве, М.О. Лаврентьєв, Г. Пойя, Г.

Грьотш, Д. Гiльберт, О. Тейхмюллер, Л. Альфорс, Г.М. Голузiн, Г.

Льовнер, П.П. Куфарєв, М.В. Келдиш, А. Шеффер i Д. Спенсер, П.

Дюрен, Дж. А. Дженкiнс, М.О. Лєбєдєв, В.К. Хейман, I.М. Мiлiн, П.М.

Тамразов, К. Померенке, З. Нехарi, Ю.Є. Алєнiцин, I.Є. Базiлевич, I.А.

Алєксандров, I.П. Мiтюк, К. Фiтцджеральд та багато iнших. В роботах

цих вчених була створена теорiя однолистих та багатолистих функцiй

комплексної змiнної. Розвиток цього напряму зумовлений задачами

самого комплексного аналiзу та його застосуваннями.

В Українi науковi традицiї комплексного аналiзу та теорiї потенцiалу

в першу чергу пов’язанi з роботами М.О. Лаврентьєва та його учня

M.В. Келдиша. Їм належить започаткування розвитку у вiддiлi теорiї

потенцiалу та геометричної теорiї функцiй комплексної змiнної, що

має численнi застосування в теорiї елiптичних рiвнянь та методах

комплексного аналiзу, у крайових задачах математичної фiзики та

сумiжних дисциплiнах. Українська математична школа комплексного

аналiзу, теорiї потенцiалу та їх застосувань займає одне з передових

мiсць у свiтовiй науцi. Серед основних напрямкiв цих дисциплiн

дослiдження українських вчених грають провiдну роль, а у багатьох

напрямках йде гостре змагання з вченими iнших країн. Порiвняльними

по широтi та рiвню дослiджень в областi комплексного аналiзу та
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теорiї потенцiалу є математичнi школи США, Францiї, Швецiї. Активнi

дослiдження по окремих напрямках цих дисциплiн ведуться в Англiї,

Нiмеччинi, Фiнляндiї, Японiї, Iзраїлi, Iталiї, Росiї, Польщi, Румунiї,

Мексицi. Цей напрям наукових дослiджень у вiддiлi комплексного аналiзу

i теорiї потенцiалу Iнституту математики НАН України проводиться в

рамках наукової школи «комплексний аналiз», заснованої академiком

М.О. Лавpентьєвим.

Основа для виконання завдань даної роботи — це багаторiчнi

напрацювання вiддiлу комплексного аналiзу i теорiї потенцiалу

Iнституту математики НАН України. Зокрема, у вiддiлi були проведенi

систематичнi дослiдження в теорiї екстремальних метрик i квадратичних

диференцiалiв, застосування їх до теорiї однолистих функцiй i

конформних вiдображень, розв’язанi екстремальнi проблеми для

конформних вiдображень, пов’язанi з мультиполюсними квадратичними

диференцiалами, доповнено загальну теорему коефiцiєнтiв Дж.

Дженкiнса, знайденi екстремальнi метрики i модулi деяких неорiєнтовних

рiманових многовидiв. П.М. Тамразов розробив метод для розв’язання

екстремальної проблеми, поставленої М.Г. Чеботарьовим в серединi 1920-

х рокiв, що полягає в знаходженнi континууму найменшої ємностi, що

мiстить фiксованi точки a1, . . . , an (n > 3) комплексної площини

C , i досягнуто суттєве просування на шляху до її розв’язання.

З проблемою Чеботарьова бiльш-менш безпосередньо пов’язане

значне коло екстремальних проблем геометричної теорiї функцiй.

Добре вiдома її еквiвалентна форма: для скiнченного числа точок

E := {a1, . . . , an} ⊂ C\{0} знайти конформне вiдображення

f : D → C\E таке, що f(0) = 0 i |f ′(0)| є максимальним. У роботах

спiвробiтникiв вiддiлу (О.К. Бахтiн [11, 142, 143], А.Л. Таргонський

[123, 225, 226, 227], В.Є. В’юн [36], Я.В. Заболотний [69, 70, 71, 234],
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Л.В. Вигiвська [38, 141, 147], I.Я. Дворак [45]) вiдбулося iстотне

послаблення вимог щодо геометрiї взаємного розташування вiльних

полюсiв квадратичних диференцiалiв, якi вiдповiдають задачам, що

вивчаються, розроблення методу "керуючих" функцiоналiв, введення

поняття променевих систем точок, що дало змогу розширити класи

екстремальних задач, для яких отримано повний розв’язок.

В геометричнiй теорiї функцiй комплексної змiнної розроблено

багато рiзних методiв дослiдження екстремальних задач, зокрема,

параметричний метод, варiацiйний метод, метод площ, метод контурного

iнтегрування, метод екстремальних метрик, метод симетризацiї, метод

квадратичних диференцiалiв та iншi. На даний час цi методи, а також

результати, якi вдається з їх допомогою отримати, складають змiст

численних монографiй та статей (див., наприклад, [40, 46, 57, 92, 102,

127, 128, 167, 206, 230]). Велику увагу цим методам придiлено в роботах

Г.М. Голузiна [40], В.К. Хеймана [127], Дж. Дженкiнса [46], М.О. Лєбєдєва

[92, 93], М. Шиффера та Д.К. Спенсера [131], З. Нехарi [202], I.О.

Алєксандрова [1], Б.В. Шабата [128], П.М. Тамразова [109, 113, 117],

В.М. Дубiнiна [57, 165], В.Я. Гутлянського [43, 44], В.Я. Гутлянського

та В.I. Рязанова [155, 177, 180, 181, 182], В.I. Рязанова [200, 217], Є.О.

Севостьянова [191, 224] та iнших.

Деякi методи та фундаментальнi результати геометричної теорiї

функцiй комплексної змiнної знайшли своє застосування в теорiї

наближення (див., наприклад, М.О. Лаврентьєв [91], М.В. Келдиш [74],

О.I. Маркушевич [94], С.М. Мергелян [95], В.К. Дзядик [6], П.М. Тамразов

[109, 113, 117], I.О. Шевчук [130] та iншi), топологiї та геометрiї (див.,

наприклад, Г.Д. Суворов [103], Ю.Ю. Трохимчук [124], В.В. Шарко [129],

Ю.Б. Зелiнський [11, 72, 73] та iншi).

В геометричнiй теорiї функцiй комплексної змiнної помiтне мiсце
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займає теорiя екстремальних задач на класах однолистих та багатолистих

функцiй та їх узагальнення.

Дана робота присвячена дослiдженню екстремальних задач в теорiї

конформних вiдображень багатозв’язних областей. Ця тематика бере

початок з вiдомої статтi М.О. Лаврентьєва [91] 1934 року, в якiй вперше

розглянута й розв’язана задача про максимум добутку конформних

радiусiв двох взаємно неперетинних однозв’язних областей. Ця задача

викликала цiлий потiк результатiв багатьох авторiв, якi узагальнювали

та посилювали її в рiзних напрямах. Зауважимо, що переважна

кiлькiсть задач про неперетиннi областi, що були розглянутi у 1930-

60 рр. були задачами, яким вiдповiдають квадратичнi диференцiали з

фiксованими полюсами. В 1968 роцi П.М. Тамразов привернув увагу до

екстремальних задач, полюси вiдповiдних квадратичних диференцiалiв

яких не фiксованi, а володiють певною "свободою". Такi задачi отримали

назву екстремальних задач з вiльними полюсами. Першi задачi з вiльними

полюсами про неперетиннi областi були сформульованi i частково

розв’язанi Г.П. Бахтiною в 1974 – 1975 рр. В подальшому, iнтерес до задач

про неперетиннi областi з вiльними полюсами вiдповiдних квадратичних

диференцiалiв значно зрiс, так як В.М. Дубiнiну вдалося розв’язати низку

задач за допомогою розробленого ним методу роздiляючого перетворення.

Цей напрямок був розвинений в роботах П.П. Куфарєва [90], Г.М.

Голузiна [40], З. Нехарi [202], Ю.Є. Алєнiцина [2, 3], М.О. Лєбєдєва [92, 93],

Дж. Дженкiнса [46, 186, 187], В.К. Хеймана [127], П. Дюрена [167], П.

Дюрена i М. Шиффера [166], М. Шиффера [131, 223], А. Шеффера i

Д. Спенсера [222], П.М. Тамразова [109, 117, 117], Н.I. Колбiної [79, 80],

Л.Л. Громової [42], I.О. Алєксандрова [1], В.Р. Кюнау [192, 193], I.П.

Мiтюка [96, 97], В.М. Дубiнiна [55, 56, 57, 58, 59, 60, 165], Г.В. Кузьмiної

[81, 82, 83, 84, 85, 86, 87, 88, 89], Є.Г. Ємельянова [61, 62, 63, 64], А.Ю.
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Солинiна [100, 101], О.К. Бахтiна [7, 10, 11, 142, 143], Г.П. Бахтiної

[11, 31, 33, 34] та iнших математикiв. На сьогоднi цей напрямок активно

розвивають в наукових школах України, Росiї, Нiмеччини, Фiнляндiї,

США, Болгарiї, Польщi тощо.

Проте, незважаючи на значну кiлькiсть дослiджень, ряд складних

проблем в теорiї екстремальних задач про неперетиннi областi

залишаються вiдкритими. Актуальною є розробка методiв i пiдходiв

щодо їх розв’язання. Проблеми, якi розглядає дана дисертацiйна робота,

актуальнi i привертають увагу фахiвцiв з сучасного комплексного аналiзу

та його застосувань. Частина цих проблем поставлена досить давно i

не розв’язана до теперiшнього часу, iнша частина виникла в процесi

розвитку теорiї апроксимацiї, теорiї граничних властивостей функцiй i

теорiї конформних вiдображень.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Дисертацiя виконана у вiддiлi комплексного аналiзу i теорiї потенцiалу

Iнституту математики НАН України в рамках наукових тем "Метричнi

та геометричнi задачi теорiї аналiтичних i субгармонiчних функцiй

та множин" (номер державної реєстрацiї 0116U003060) i "Розробка

аналiтичних та чисельно-аналiтичних методiв дослiдження задач

сучасного природознавства" (номер державної реєстрацiї 0117U004077).

Мета i завдання дослiдження. Об’єкт дослiдження —

функцiонали, якi заданi або на класах однолистих функцiй, або на

класах вiдкритих множин розширеної комплексної площини. Предмет

дослiдження — знаходження максимумiв указаних функцiоналiв i опис

екстремальних конфiгурацiй.

Мета дисертацiйної роботи полягає в розробцi нових i вдосконаленнi

наявних методiв i пiдходiв для розв’язку задач про екстремальне розбиття

комплексної площини, посилення й узагальнення вiдомих результатiв.
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Для досягнення зазначеної мети в роботi було поставлене

завдання розробити метод для отримання найбiльш ефективних оцiнок

зверху функцiоналiв, заданих на класах неперетинних областей iз

фiксованими полюсами вiдповiдних квадратичних диференцiалiв i на

основi цього методу розробити пiдходи для розв’язку вiдкритих задач

про екстремальне розбиття комплексної площини з вiльними полюсами

вiдповiдних квадратичних диференцiалiв.

Методи дослiдження. При розв’язаннi завдань дисертацiйної

роботи використовуються методи комплексного аналiзу, теорiї потенцiалу

й методи теорiї квадратичних диференцiалiв.

Наукова новизна одержаних результатiв. Усi отриманi в роботi

результати є новими. В дисертацiї розроблено новi пiдходи й методи для

вивчення задач про екстремальне розбиття комплексної площини завдяки

яким:

1) отримано ефективнi оцiнки зверху добуткiв внутрiшнiх радiусiв

областей, що взаємно не перетинаються, як iз фiксованими, так

i з вiльними полюсами вiдповiдних квадратичних диференцiалiв на

променевих системах точок комплексної площини;

2) одержано оцiнки зверху добуткiв внутрiшнiх радiусiв областей,

що взаємно не перетинаються, у випадках, коли полюси вiдповiдних

квадратичних диференцiалiв розмiщенi на одиничному колi чи на

довiльнiй прямiй, i у випадку, коли областi симетричнi вiдносно

одиничного кола; встановлено умови, за яких структура точок та областей

не є iстотною;

3) встановлено посиленi результати стосовно точних розв’язкiв

вiдкритих екстремальних проблем про взаємно неперетиннi областi

комплексної площини у випадку вiльних полюсiв вiдповiдних

квадратичних диференцiалiв;

4) розв’язано вiдкриту проблему про знаходження максимуму
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добутку внутрiшнiх радiусiв двох областей вiдносно точок одиничного

кола на степiнь γ внутрiшнього радiусу областi вiдносно початку

координат при довiльному γ ∈ (0, 2 ] за умови, що всi три областi попарно

не перетинаються, й доведено узагальнення цього результату.

Варто вiдмiтити, що навiть наслiдки загальних теорем — це суттєвi

узагальнення та посилення ранiше вiдомих в цьому напряму результатiв.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна

робота має теоретичний характер. Одержанi результати i розвиненi в

нiй методи можуть бути використанi, насамперед, при вивченнi питань

комплексного та гiперкомплексного аналiзiв, голоморфної динамiки,

теорiї функцiй, теорiї апроксимацiї. На основi доведених оцiнок можна

одержати ряд нових оцiнок для функцiй, що реалiзують конформне

вiдображення кола на областi, з деякими спецiальними властивостями.

Результати можуть бути застосованi до теорем покриття, теорем

спотворення, оцiнок коефiцiєнтiв однолистих функцiй та для вивчення

кiлькостi критичних точок у параболiчних басейнах.

Особистий внесок здобувача. Визначення напрямку й загального

плану дослiджень, постановка задач, формулювання робочих гiпотез,

а також допомога у пiдборi методiв дослiджень належать науковому

консультантовi — О.К. Бахтiну. Доведення всiх основних результатiв

дисертацiї, якi виносяться на захист, авторка провела особисто. У

спiльних роботах внесок усiх спiвавторiв однаковий.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати роботи

доповiдались на таких конференцiях:

– International conference of young mathematicians (June 3–6, 2015, Kyiv,

Ukraine);

– X лiтня школа «Алгебра, Топологiя, Аналiз» (3–15 серпня 2015,

Одеса, Україна);
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– International 11th Summer School «Algebra, Topology, Analysis» (Au-

gust 1–14, 2016, Odessa, Ukraine);

– 5th International Conference for Young Scientists On Differential Equa-

tions and Applications dedicated to Yaroslav Lopatynsky (November 9–

11, 2016, Kyiv, Ukraine);

– Ukraine Scientific Conference «Modern Problems Theory of Probability

and Mathematical Analysis» (February 22–25, 2017, Vorokhta, Ivano-

Frankivsk Region, Ukraine);

– International scientific conference «Algebraic and geometric methods of

analysis» (May 31 – June 5, 2017, Odessa, Ukraine);

– International Conference of Young Mathematicians dedicated to the

100th Anniversary of Academician of National Academy of Sciences of

Ukraine, Professor Yu. O. Mitropolskiy (June 7–10, 2017, Kyiv, Ukraine);

– Мiжнародна наукова конференцiя «Асимптотичнi методи в

теорiї диференцiальних рiвнянь», присвячена 85-рiччю вiдомого

українського математика, педагога та органiзатора освiти Шкiля

Миколи Iвановича (13.12.1932–14.11.2015) (13–14 грудня, 2017, Київ,

Україна);

– International scientific conference «Algebraic and geometric methods of

analysis» (May 30 – June 4, 2018, Odessa, Ukraine);

– International Conference «Harmonic analysis and approximations» VII,

dedicated to 90th Anniversary of Alexandr Talalyan (September 16–22,

2018, Tsaghkadzor, Armenia);

– International Conference of Young Mathematicians (June 6––8, 2019,

Kyiv, Ukraine);
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– International conference «Functional methods in approximation theo-

ry, differential equations and numerical mathematics IV», dedicated to

the 100th anniversary of V.K. Dzyadyk (1919–1998) (June 20–26, 2019,

Svityaz’ village, Volyn’ region, Ukraine);

– 12th International ISAAC Congress (29 July – 2 August 2019, University

of Aveiro, Portugal);

– Bogolyubov Kyiv Conference «Problems of theoretical and mathematical

physics» (September 24–26, 2019, Kyiv, Ukraine);

– International Conference on Mathematical Analysis and Its Applications

(December 14–16, 2019, New Delhi, India);

– International scientific online conference «Algebraic and geometric meth-

ods of analysis» (May 26–30, 2020, Odesa, Ukraine);

– International e-Conference on Nonlinear Analysis and its Applications

(July 27–29, 2020, Latur, India);

на двох Вчених радах Iнституту математики НАН України та на

семiнарах:

– Hypercomplex Seminar 2015: (Hyper)Complex and Dynamical Processes,

Modelling and Simulations. Mathematical Conference Center at Bedlewo,

Poland, July 2–9, 2015;

– Hypercomplex Seminar 2016: (Hyper)Complex and Harmonic Dynamical

Modelling vs. Special Ternary or Quaternary Nanostructures and Related

Problems (30 years of the direct cooperation agreement ÃLódź – Paris VI).

Mathematical Conference Center at Bedlewo, Poland, June 30 – July 7,

2016;
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– 9th Elgersburg School 2017 «Control theory of digitally networked

dynamic systems, Optimal control techniques», Elgersburg, Germany,

March 26 – April 1, 2017;

– Workshop «Young Women in Geometry», Bonn, Germany, April 3–5,

2017;

– Hypercomplex Seminar 2017: (Hyper)Complex and Harmonic Dynami-

cal Modelling: Topology in Physics of Dynamical Systems and Molecular

Nanoengines (30 years of the direct cooperation agreement ÃLódź [Univer-

sity and ÃLódź Society of Sciences and Arts] – Kyiv [National Academy

of Sciences of Ukraine]). Mathematical Conference Center at Bedlewo,

Poland, July 22–29, 2017;

– World Meeting for Women in Mathematics. Rio de Janeiro, Brazil, July

31, 2018;

– International Congress of Mathematicians. Rio de Janeiro, Brazil, August

1–9, 2018;

– Hypercomplex Seminar 2019: (Hyper)Complex Analysis in Differential

Equations, Geometry and Physical Applications. Mathematical Confer-

ence Center at Bedlewo, Poland, July 7–14, 2019;

– OTHA online workshop 2020 on operator theory and harmonic analysis

and their applications. Rostov-on-Don, Russia, August 24–25, 2020;

– Virtual Heidelberg Laureate Forum. Heidelberg, Germany, September

21–25, 2020;

– семiнарах вiддiлу комплексного аналiзу i теорiї потенцiалу Iнституту

математики НАН України (керiвник: доктор фiз.-мат. наук,

професор С.А. Плакса);
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– семiнарi вiддiлу теорiї функцiй Iнституту математики НАН України

(керiвник: доктор фiз.-мат. наук, професор А.С. Романюк);

– Київському семiнарi з функцiонального аналiзу (керiвники:

академiк НАН України Ю.С. Самойленко, член-кор. НАН України

А.Н. Кочубей);

– Львiвському мiському семiнарi з теорiї аналiтичних функцiй

(керiвник: доктор фiз.-мат. наук, професор О.Б. Скаскiв);

– семiнарi «Сучасний аналiз» в Київському нацiональному

унiверситетi iменi Тараса Шевченка (керiвники: доктори фiз.-мат.

наук, професори О.О. Курченко, В.М. Радченко, I.О. Шевчук);

– семiнарi кафедри математичного аналiзу Житомирського

державного унiверситету iменi Iвана Франка (керiвники: доктор фiз.-

мат. наук А.О. Погоруй, доктор фiз.-мат. наук Є.О. Севостьянов,

канд. фiз.-мат. наук, доцент О.Ф. Герус).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано у 26

наукових роботах [1 – 26] (див. список публiкацiй здобувача на с. 12 –

15), внесених до перелiку фахових видань iз фiзико–математичних наук,

13 iз них [8, 10, 11, 16–21, 23–26] надруковано у виданнях, внесених до

мiжнародних науково–метричних баз Scopus та Web of Science. Частково

вони також висвiтленi у матерiалах мiжнародних конференцiй [1 – 17].

Структура дисертацiї. Дисертацiя складається iз анотацiї, списку

публiкацiй здобувачки, змiсту, перелiку умовних позначень, вступу,

7 роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел, що мiстить 236

найменувань, i додатка, який мiстить список публiкацiй здобувачки

за темою дисертацiї й вiдомостi про апробацiю результатiв дисертацiї.

Повний обсяг дисертацiї становить 351 сторiнку друкованого тексту.
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Подяки. Висловлюю щиру подяку науковому консультантовi,

професору, доктору фiзико-математичних наук Бахтiну Олександру

Костянтиновичу за постановку задач, кориснi поради й рекомендацiї.

Змiст дисертацiї. У вступi визначено об’єкт i предмет дослiдження,

обгрунтовано актуальнiсть теми дисертацiйного дослiдження,

сформульовано мету i завдання, визначено методи дослiдження, його

наукову новизну, теоретичне i практичне значення, прокоментовано

апробацiю, описано структуру дисертацiйної роботи та її основний змiст.

У першому роздiлi дисертацiйної роботи викладено огляд лiтератури

за темою дослiдження та вказано на мiсце отриманих здобувачем

результатiв у загальнiй теорiї з окреслених напрямкiв.

Виклад основних результатiв дисертацiйного дослiдження

починається з роздiлу 2.

Нехай N — множина натуральних чисел, R — множина дiйсних

чисел, C — площина комплексних чисел, C = C
⋃{∞} — її одноточкова

компактифiкацiя, R− = (−∞, 0) , R+ = (0, +∞) , χ(t) = 1
2

(
t + t−1

)
—

функцiя Жуковського.

Нехай B ⊂ C — однозв’язна область, U = {z : |z| < 1} —

одиничний круг i a ∈ B . Згiдно з теоремою Рiмана про вiдображення,

iснує конформне вiдображення областi B на одиничний круг U при

якому f(a) = 0 ∈ U , f ′(a) > 0 . Якщо розглянути обернене вiдображення

ϕ таке, що здiйснює вiдображення одиничного круга U на область B

так, що ϕ(0) = a , то поняття конформного радiуса однозв’язної областi

B ⊂ C вiдносно точки a ∈ B визначимо наступним чином

R(B, a) =
1

|f ′(a)| = |ϕ′(0)|.

Узагальненням поняття конформного радiуса для багатозв’язних

областей є поняття внутрiшнього радiуса областi, який визначається за

допомогою узагальненої функцiю Грiна.
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Нехай B ⊂ C, B 6= C. Функцiєю Грiна областi B називається

така дiйсна функцiя gB(z, a), яка визначена при всiх z, a ∈ B, z 6= a та

при кожному фiкованому a ∈ B виконуються наступнi умови:

1) функцiя gB(z, a) як функцiя вiд z гармонiчна в областi B \ {a};
2) якщо z → a, то gB(z, a) → +∞, при цьому рiзниця gB(z, a) −

ln 1
|z−a| залишається обмеженою для скiнченного a, рiзниця gB(z, a) −

ln |z| обмежена для a = ∞;

3) при наближеннi до границi ∂B функцiя gB(z, a) прямує до нуля.

Довiльну область B ⊂ C завжди можна вичерпати послiдовнiстю

областей B1 ⊂ B2 ⊂ . . . , для кожної з яких iснує функцiя Грiна. Тодi

за теоремою Харнака про зростаючi послiдовностi гармонiчних функцiй

випливає, що для кожної точки a ∈ B \ {∞} послiдовнiсть гармонiчних

функцiй

hBk,a(z) := gBk
(z, a)− ln

1

|z − a| , z ∈ B \ {a},
визначена за неперервнiстю в точцi a та рiвномiрно збiгається на

компактних пiдмножинах областi B при або k → ∞ або до +∞ до

деякої гармонiчної функцiї hB,a(z), яка не залежить вiд вибору областей

B1 , B2, . . . . В цьому випадку функцiя

gB(z, a) := hB,a(z) + ln
1

|z − a|
називається узагальненою функцiєю Грiна областi B , а величина

r(B, a) := exp(hB,a(a)) називається внутрiшнiм радiусом областi B

вiдносно точки a . Все сказане вище має мiсце i для w = ∞ :

hBk,∞(z) := gBk
(z,∞)− ln |z|.

Таким чином,

gB(z, a) = ln
1

|z − a| + ln r(B, a) + o(1), o(1) ⇒ 0, z → a,

gB(z,∞) = ln |z|+ ln r(B,∞) + o(1), o(1) ⇒ 0, z →∞.
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Вiдмiтимо, що вiдмiннiсть узагальненої функцiї Грiна вiд класичної

функцiї Грiна полягає в тому, що при наближеннi до границi узагальнена

функцiя Грiна прямує до нуля всюди, за винятком, можливо, множини

логарифмiчної ємностi нуль.

Нехай n,m ∈ N . Систему точок

An,m := {ak,p ∈ C : k = 1, n, p = 1,m}
називатимемо (n,m) -променевою, якщо при всiх k = 1, n i p = 1,m

виконуються спiввiдношення:

0 < |ak,1| < . . . < |ak,m| < ∞;

arg ak,1 = arg ak,2 = . . . = arg ak,m =: θk;

0 = θ1 < θ2 < . . . < θn < θn+1 := 2π.

У випадку m = 1 , (n, 1) -променеву систему точок називатимемо n -

променевою i розглянемо бiльш простi позначення: ak,1 =: ak , k = 1, n ,

An,1 =: An , an+1 := a1 , a0 := an .

Величини αk := αk(An,m) := 1
π [θk+1 − θk] , k = 1, n , αn+1 := α1 ,

α0 := αn := 1
π [2π − θk] , називатимемо кутовими параметрами (n,m) -

променевої системи точок An,m . Очевидно, що
n∑

k=1
αk(An,m) = 2.

Для фiксованого R ∈ R+ i будь-якої (n,m) -променевої системи

точок An,m введемо наступний "керуючий" функцiонал:

LR(An,m) :=
n∏

k=1

m∏
p=1

[
χ

(∣∣∣ak,p

R

∣∣∣
1

αk

)
· χ

(∣∣∣ak,p

R

∣∣∣
1

αk−1

)] 1
2

· |ak,p|.

Очевидно, що L1(An,m) = L(An,m) . Окрiм того,

LR(An,m) = Rmn · L
(

1

R
· An,m

)
.

На множинi всiх n -променевих систем точок введемо такий

"керуючий" функцiонал:

N (0)(An) :=
n∏

k=1

χ

(∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣
1

2αk

)
|ak|.
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Другий роздiл дисертацiйної роботи присвячений отриманню

оцiнок зверху для функцiоналiв наступного виду при всiх значеннях

параметра γ ∈ (0, nm]

In,m(γ) = rγ (B0, 0)
n∏

k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) ,

Yn,m(γ) = rγ (B∞,∞)
n∏

k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) ,

де n,m ∈ N , n > 2 , An,m = {ak,p} , k = 1, n , p = 1, m , — довiльна

фiксована (n,m) -променева система точок, B0 , B∞ , Bk,p — довiльна

система областей, що взаємно не перетинаються, таких, що a0 = 0 ∈
B0 ⊂ C , ∞ ∈ B∞ ⊂ C , ak,p ∈ Bk,p ⊂ C при k = 1, n , p = 1,m .

У монографiї [11, с. 135] для функцiоналiв In,m(γ) , Yn,m(γ) , були

отриманi лише результати для γ = 0 та γ = n2

4 i будь-яких (n,m) -

рiвнопроменевих систем точок (див. також теорему 1.5.3).

Теорема 2.2.1. [29] Нехай n,m ∈ N , n > 2 , γ ∈ (0, nm] . Тодi для

довiльної фiксованої (n,m) -променевої системи точок An,m = {ak,p} ,
k = 1, n , p = 1,m , i довiльного набору областей, що взаємно не

перетинаються, B0 , {Bk,p} , a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C , ak,p ∈ Bk,p ⊂ C ,

k = 1, n , p = 1,m , справедлива нерiвнiсть

In,m(γ) 6 (nm)−
γ
2 (In,m(0))1− γ

nm

(
n∏

k=1

m∏
p=1

|ak,p|
) 2γ

nm

.

Зауваження 2.2.1. Якщо γ = nm i
n∏

k=1

m∏
p=1

|ak,p| 6 R , то за умов

теореми 2.2.1 має мiсце наступне спiввiдношення

rnm (B0, 0)
n∏

k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) 6 (nm)−
nm
2 ·R2.

Зауваження 2.2.2. В теоремi 2.2.1 за умов γ = nm i
n∏

k=1

m∏
p=1

|ak,p| 6 R структура точок i областей неiстотна.
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Використовуючи нерiвнiсть, доведену в теоремi 1.5.2 (див. також [11,

с. 95]), iз теореми 2.2.1 одержуємо наступне твердження.

Наслiдок 2.2.1. Нехай n,m ∈ N , n > 2 , γ ∈ (0, nm] . Тодi для

довiльної фiксованої (n,m) -променевої системи точок An,m = {ak,p} ,
k = 1, n , p = 1,m , i довiльного набору областей, що взаємно не

перетинаються, B0 , {Bk,p} , a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C , ak,p ∈ Bk,p ⊂ C ,

k = 1, n , p = 1,m , справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) 6 (nm)−
γ
2×

×

2nm ·

(
n∏

k=1

αk

)m

·
(

n∏

k=1

µk(R)

) 1
2

· LR(An,m)




1− γ
nm (

n∏

k=1

m∏
p=1

|ak,p|
) 2γ

nm

.

Враховуючи наслiдок 3.1.5 [11, с. 115], iз теореми 2.2.1 одержуємо

наступнi твердження.

Наслiдок 2.2.2. [29] Нехай n,m ∈ N , n > 2 , γ ∈ (0, nm] . Тодi для

довiльної фiксованої (n,m) -променевої системи точок An,m = {ak,p} ,
k = 1, n , p = 1,m , i довiльного набору областей, що взаємно не

перетинаються, B0 , {Bk,p} , a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C , ak,p ∈ Bk,p ⊂ C ,

k = 1, n , p = 1,m , справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) 6

6 4nm−γ · (LR(An,m))1− γ
nm

nmnm−γ
2

·
(

n∏

k=1

m∏
p=1

|ak,p|
) 2γ

nm

.

Наслiдок 2.2.3. [29] Нехай n,m ∈ N , n > 2 , γ ∈ (0, nm] . Тодi для

довiльної фiксованої (n,m) -променевої системи точок An,m = {ak,p} ,
k = 1, n , p = 1,m , такої, що LR(An,m) = 1 , i довiльного набору

областей, що взаємно не перетинаються, B0 , {Bk,p} , a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C ,
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ak,p ∈ Bk,p ⊂ C , k = 1, n , p = 1,m , справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) 6 4nm−γ

nmnm−γ
2

.

Теорема 2.3.1. [29] Нехай n,m ∈ N , n > 2 , γ ∈ (0, nm] . Тодi для

довiльної фiксованої (n,m) -променевої системи точок An,m = {ak,p} ,
k = 1, n , p = 1,m , i довiльного набору областей, що взаємно не

перетинаються, B∞ , {Bk,p} , ∞ ∈ B∞ ⊂ C , ak,p ∈ Bk,p ⊂ C , k = 1, n ,

p = 1,m , справедлива нерiвнiсть

Yn,m(γ) 6 (nm)−
γ
2 (Yn,m(0))1− γ

nm .

Зауваження 2.3.1. Якщо γ = nm , то за умов теореми 2.3.1 має

мiсце наступне спiввiдношення

rnm (B∞,∞)
n∏

k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) 6 (nm)−
nm
2 .

Зауваження 2.3.2. В теоремi 2.3.1 при γ = nm структура точок

i областей неiстотна.

Використовуючи результат роботи [11, с. 95] (див. також теорему

1.5.2) i наслiдок 3.1.5 [11, с. 115], iз теореми 2.3.1 одержуємо наступнi

твердження.

Наслiдок 2.3.1. Нехай n,m ∈ N , n > 2 , γ ∈ (0, nm] . Тодi для

довiльної фiксованої (n,m) -променевої системи точок An,m = {ak,p} ,
k = 1, n , p = 1,m , i довiльного набору областей, що взаємно не

перетинаються, B∞ , {Bk,p} , ∞ ∈ B∞ ⊂ C , ak,p ∈ Bk,p ⊂ C , k = 1, n ,

p = 1,m , справедлива нерiвнiсть

rγ (B∞,∞)
n∏

k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) 6
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6 (nm)−
γ
2


2nm ·

(
n∏

k=1

αk

)m

·
(

n∏

k=1

µk(R)

) 1
2

· LR(An,m)




1− γ
nm

.

Наслiдок 2.3.2. [29] Нехай n,m ∈ N , n > 2 , γ ∈ (0, nm] . Тодi для

довiльної фiксованої (n,m) -променевої системи точок An,m = {ak,p} ,
k = 1, n , p = 1,m , i довiльного набору областей, що взаємно не

перетинаються, B∞ , {Bk,p} , ∞ ∈ B∞ ⊂ C , ak,p ∈ Bk,p ⊂ C , k = 1, n ,

p = 1,m , справедлива нерiвнiсть

Yn,m(γ) 6 4nm−γ · (LR(An,m))1− γ
nm

nmnm−γ
2

.

Наслiдок 2.3.3. [29] Нехай n,m ∈ N , n > 2 , γ ∈ (0, nm] . Тодi для

довiльної фiксованої (n,m) -променевої системи точок An,m = {ak,p} ,
k = 1, n , p = 1,m , такої, що LR(An,m) = 1 , i довiльного набору

областей, що взаємно не перетинаються, B∞ , {Bk,p} , ∞ ∈ B∞ ⊂ C ,

ak,p ∈ Bk,p ⊂ C , k = 1, n , p = 1,m , справедлива нерiвнiсть

Yn,m(γ) 6 4nm−γ

nmnm−γ
2

.

В п. 2.4 розглядається наступна екстремальна проблема з вiльними

полюсами на комплекснiй площинi C .

Проблема 2.1. Нехай n ∈ N , n > 2 , a0 = 0, |ak| ∈ R+ , 0 <

|ak| 6 R , k = 1, n , An = {ak} , k = 1, n , — n -променева система точок,

{Bk}n
k=0 — система областей, що взаємно не перетинаються, таких, що

ak ∈ Bk ⊂ C при k = 0, n . При всiх фiксованих значеннях параметра

γ ∈ (0, n] i R ∈ R+ знайти максимум функцiонала

In(γ) = rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) , (1)

i описати екстремалi.
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Ця проблема у випадку |ak| = 1 , k = 1, n , була поставлена в якостi

вiдкритої проблеми в 1994 роцi в роботi [57]. На даний час вона повнiстю

не розв’язана, її частковi випадки вивчалися в багатьох роботах. В статтi

[57] для випадку одиничного кола сформульована вище задача була

розв’язана для значення параметра γ = 1 i всiх значень натурального

параметра n > 2 . А саме, було показано, що при її умовах справедлива

нерiвнiсть

r(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) 6 r (D0, 0)
n∏

k=1

r (Dk, dk) ,

де dk , Dk , k = 0, n , — полюси та круговi областi квадратичного

диференцiала

Q(w)dw2 = −(n2 − 1)wn + 1

w2(wn − 1)2 dw2.

Л.В. Ковальов в 1996 роцi в роботi [76] отримав розв’язок цiєї задачi

при досить жорстких обмеженнях на геометрiю розташування систем

точок на одиничному колi, а саме, для таких систем точок, для яких

виконуються наступнi умови

|ak| = 1, 0 < αk 6 2/
√

γ, k = 1, n, n > 5.

В [139] показано, що результат Л.В. Ковальова справедливий i при n = 4 .

В 2003 роцi в [89] одержано розв’язок проблеми 2.1 для γ ∈ (0, 1] при

умовi |ak| = 1 , k = 1, n . Далi, в монографiї [11] 2008 року було показано,

що аналог результата В.М. Дубiнiна [57] виконується для довiльного

γ ∈ R+ , але починаючи з деякого невiдомого номера n0(γ) . Також в

[11] був запропонований метод "керуючих" функцiоналiв, який дозволяє

послабити вимоги на геометрiю розташування систем точок.

В зв’язку з тим, що розв’язати цю проблему для всiх γ ∈ (1, n]

довгий час не вдається, метою даної роботи є отримання деякої оцiнки для

функцiонала (1) при всiх γ ∈ (1, n] , яка як можливо менше вiдхиляється



45

вiд значення функцiонала In(γ) , що досягається на системi кругових

областей i полюсiв квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2 dw2.

(див. [11, 57, 76, 165]). Має мiсце наступне твердження.

Теорема 2.4.1. [27] Нехай n ∈ N , n > 2 , γ ∈ (0, n] . Тодi для

будь-якої фiксованої системи рiзних точок {ak}n
k=1 ∈ C\{0} i будь-яких

областей, що взаємно не перетинаються, Bk , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 0, n,

a0 = 0 , справедлива нерiвнiсть

In(γ) 6 n−
γ
2 (In(0))1− γ

n

(
n∏

k=1

|ak|
) 2γ

n

. (2)

Зауваження 2.4.1. Якщо γ = n i
n∏

k=1
|ak| 6 1 , то зi

сформульованої вище теореми 2.4.1 маємо нерiвнiсть

rn (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 n−
n
2 .

Зауваження 2.4.2. В теоремi 2.4.1 за умов γ = n i
n∏

k=1
|ak| 6 1

структура точок i областей неiстотна.

Теорема 2.4.2. [27] Нехай n ∈ N , n > 2 , γ ∈ (1, n] . Тодi для

довiльної n -променевої системи точок An = {ak}n
k=1 i довiльного набору

областей, що взаємно не перетинаються, Bk , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 0, n,

a0 = 0 , справедлива нерiвнiсть (2).

Використовуючи результат роботи [11, Теорема 5.1.1] (див. також

теорему 1.5.6) iз теореми 2.4.2, отримуємо наступне твердження.

Наслiдок 2.4.1. [27] Нехай n ∈ N , n > 2 , γ ∈ (1, n] .

Тодi для довiльної n -променевої системи точок An = {ak}n
k=1 такої,
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що N (0)(An) = 1 , i довiльного набору областей, що взаємно не

перетинаються, Bk , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 0, n, a0 = 0 , справедлива

нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 2n−γ · n−γ
2 ·

(
n∏

k=1

αk

)1− γ
n

.

Враховуючи, що
n∏

k=1
αk 6

( 2
n

)n , має мiсце наступний результат.

Наслiдок 2.4.2. [27] Нехай n ∈ N , n > 2 , γ ∈ (1, n] . Тодi

для довiльної n -променевої системи точок An = {ak}n
k=1 , такої,

що N (0)(An) = 1 , i довiльного набору областей, що взаємно не

перетинаються, Bk , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 0, n, a0 = 0 , справедлива

нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 n−
γ
2

(
4

n

)n−γ

.

Теорема 2.4.3. [146] Нехай n ∈ N , n > 2 , γ ∈ (1, n] . Тодi для

будь-якої системи рiзних точок {ak}n
k=1 одиничного кола та будь-яких

областей, що взаємно не перетинаються, Bk , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 0, n,

a0 = 0 , справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 n−
γ
2

(
n∏

k=1

r (Bk, ak)

)1− γ
n

.

Зауваження 2.4.3. Якщо γ = n , то зi сформульованої вище

теореми 2.4.3 маємо нерiвнiсть

rn (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 n−
n
2 .

Для будь-якої n -променевої системи точок An = {ak}n
k=1 , |ak| = 1 ,

i будь-яких областей, що взаємно не перетинаються, {Bk}n
k=1 , ak ∈ Bk ⊂
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C , k = 1, n , справедлива нерiвнiсть (див. Наслiдок 5.1.3 [11])
n∏

k=1

r(Bk, ak) 6 2n
n∏

k=1

αk.

Наслiдок 2.4.3. [146] Нехай n ∈ N , n > 2 , γ ∈ (1, n] . Тодi для

будь-якої системи рiзних точок {ak}n
k=1 одиничного кола i будь-яких

областей, що взаємно не перетинаються, Bk , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 0, n,

a0 = 0 , справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 2n−γ · n−γ
2 ·

(
n∏

k=1

αk

)1− γ
n

.

Використавши теорему 6.11 [165] (див. також теорему 1.4.3), маємо

наступний результат.

Наслiдок 2.4.4. [146] Нехай n ∈ N , n > 2 , γ ∈ (1, n] . Тодi для

будь-яких рiзних точок {ak}n
k=1 одиничного кола i будь-яких областей,

що взаємно не перетинаються, Bk , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 0, n, a0 = 0 , має

мiсце нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 n−
γ
2

(
4

n

)n−γ

.

Проблема 2.2. Нехай n ∈ N , n > 2 , a0 = 0, |ak| = 1 , k = 1, n ,

B0 , B1 , B2, . . . , Bn , n > 2 , — областi, що взаємно не перетинаються, i

областi B1, . . . , Bn — симетричнi вiдносно одиничного кола, ak ∈ Bk ⊂ C ,

k = 0, n . При всiх фiксованих значеннях параметра γ ∈ (0, n] знайти

максимум функцiонала

In(γ) = rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) ,

i описати екстремалi.

Проблема 2.2 для випадку γ = 1 була сформульована як вiдкрита

проблема в 1994 роцi в роботi [57]. Для γ = 1 i n > 2 її розв’язав
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Л.В. Ковальов [77, 78]. А саме, було показано справедливiсть наступної

нерiвностi

r(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) 6 r (D0, 0)
n∏

k=1

r (Dk, dk) ,

де dk , Dk , k = 0, n , є, вiдповiдно, полюсами та круговими областями

квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −w2n + 2(n2 − 1)wn + 1

w2(wn − 1)2 dw2.

Однак для значень γ 6= 1 проблема 2.2 довгий час залишалася не

розв’язаною. Лише в 2018 роцi в статтi [71] було одержано результат для

n > 2 i γ ∈ (0, 1) . Для γ ∈ (1, 3
√

n ) i n > 14 задача розв’язана в статтi

[147]. В роботi [45] отримано деякий результат для однiєї загальнiшої

задачi, з якого випливає, що проблема 2.2 має розв’язок для γ ∈ (
1, 3

2

)
i

n > 9 .

Застосовуючи мiркування, аналогiчнi доведенню теореми 2.4.1, i

умову |ak| = 1 , k = 1, n , одержуємо наступний результат.

Теорема 2.4.4. [163] Нехай n ∈ N , n > 2 , γ ∈ (1, n] . Тодi для будь-

якої системи рiзних точок An = {ak}n
k=1 одиничного кола i будь-якого

набору областей, що взаємно не перетинаються, Bk , ak ∈ Bk ⊂ C ,

k = 0, n, a0 = 0 , i, крiм того, областi Bk , k = 1, n , — симетричнi

вiдносно одиничного кола |ak| = 1 , справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 n−
γ
2

(
n∏

k=1

r (Bk, ak)

)1− γ
n

.

Зауваження 2.4.4. Якщо γ = n то зi сформульованої вище

теореми 2.4.4 маємо нерiвнiсть

rn (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 n−
n
2 .
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Використовуючи результат 5.1.1 [11], iз теореми 2.4.4 маємо наступне

твердження.

Наслiдок 2.4.5. [163] Нехай n ∈ N , n > 2 , γ ∈ (1, n] . Тодi для

довiльної системи рiзних точок {ak}n
k=1 одиничного кола i будь-якого

набору областей, що взаємно не перетинаються, Bk , ak ∈ Bk ⊂ C ,

k = 0, n, a0 = 0 , i, крiм того, областi Bk , k = 1, n , — симетричнi

вiдносно одиничного кола |ak| = 1 , справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 2n−γ · n−γ
2 ·

(
n∏

k=1

αk

)1− γ
n

.

Використоуючи теорему 6.11 [165, с. 172] iз теореми 2.4.4, маємо

наступний результат.

Наслiдок 2.4.6. [163] Нехай n ∈ N , n > 2 , γ ∈ (1, n] . Тодi за всiх

умов наслiдку 2.4.5 має мiсце наступна нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 n−
γ
2

(
4

n

)n−γ

.

В п. 2.5 одержано оцiнку функцiонала першого типу для (n,m) -

променевих систем точок з додатковою умовою симетрiї.

Вважатимемо, що область D0 належить до класу Λ , якщо 0 ∈
D0 ⊂ C i C\{

D0 ∪D?
0

}
— вiдкрита множина, яка має деякий перетин з

одиничним колом, де D?
0 — область, симетрична D0 вiдносно одиничного

кола. Вважатимемо, що область D0 належить до класу ∆ , якщо 0 ∈
D0 ⊂ C i C\{

D0 ∪D?
0

}
є деяка вiдкрита множина, D?

0 — область,

симетрична D0 вiдносно одиничного кола.

Систему непересiчних областей {Dk,p} , k = 1, n , p = 1,m , будемо

називати системою областей, що взаємно не перетинаються, з додатковою

умовою симетрiї, яка визначається областю D0 , якщо має мiсце наступне
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спiввiдношення
n⋃

k=1

m⋃
p=1

Dk,p ⊂ C\
{
D0 ∪D?

0

}
.

Очевидно, що D0 , Dk,p , k = 1, n , p = 1,m , — система областей, що

взаємно не перетинаються.

Проблема 2.3. При всiх значеннях параметра γ ∈ (0, nm] знайти

оцiнку максимума добутку

In,m(γ) = rγ (D0, 0)
n∏

k=1

m∏
p=1

r (Dk,p, ak,p) ,

де n,m ∈ N , n > 2 , a0 = 0, An,m = {ak,p} , k = 1, n , p = 1,m , —

довiльна фiксована (n,m) -променева система точок, {Dk,p} , k = 1, n ,

p = 1,m , — довiльна система областей, що взаємно не перетинаются, з

додатковою умовою симетрiї, яка визначається областю D0 ∈ ∆ , 0 ∈
D0 ⊂ C , ak,p ∈ Dk,p ⊂ C , k = 1, n , p = 1,m .

Має мiсце наступне твердження.

Теорема 2.5.1. [30] Нехай n,m ∈ N , n > 2 , γ ∈ R+ . Тодi для

будь-якої фiксованої (n,m) -променевої системи точок An,m = {ak,p} ∈
C\{0} , k = 1, n , p = 1,m , i будь-якого фiксованого набору областей D0 ,

{Dk,p} , a0 = 0 ∈ D0 ⊂ C , ak,p ∈ Dk,p ⊂ C , k = 1, n , p = 1,m , де {Dk,p}
— система областей, що взаємно не перетинаються, з додатковою

умовою симетрiї, яка визначається областю D0 ∈ ∆ , справедлива

нерiвнiсть

In,m(γ) 6 (nm)−
γ
2

(
n∏

k=1

m∏
p=1

r (Dk,p, ak,p)

)1− γ
nm

(
n∏

k=1

m∏
p=1

|ak,p|
) 2γ

nm

.

Теорема 2.5.2. [30] Нехай n,m ∈ N , n > 2 , γ ∈ (0, nm] . Тодi для

будь-якої фiксованої (n,m) -променевої системи точок An,m = {ak,p} ∈
C\{0} , k = 1, n , p = 1,m , i будь-якого набору областей D0 , {Dk,p} ,
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a0 = 0 ∈ D0 ⊂ C , ak,p ∈ Dk,p ⊂ C , k = 1, n , p = 1,m , де {Dk,p}
— система областей, що взаємно не перетинаються, з додатковою

умовою симетрiї, яка визначається областю D0 ∈ ∆ , справедлива

нерiвнiсть

In,m(γ) 6 (nm)−
γ
2

(
n∏

k=1

m∏
p=1

r (Dk,p, ak,p)

)1− γ
nm

(
n∏

k=1

m∏
p=1

|ak,p|
) 2γ

nm

.

Зауваження 2.5.1. Якщо γ = nm i
n∏

k=1

m∏
p=1

|ak,p| 6 1 , то за умов

теореми 2.5.2 має мiсце нерiвнiсть

rnm (D0, 0)
n∏

k=1

m∏
p=1

r (Dk,p, ak,p) 6 (nm)−
nm
2 .

У цьому випадку структура точок i областей неiстотна.

Iз теореми 2.5.2 одержуємо наступнi твердження.

Наслiдок 2.5.1. Нехай n,m ∈ N , n > 2 , γ ∈ (0, nm] . Тодi для

довiльної фiксованої (n,m) -променевої системи точок An,m = {ak,p} ,
k = 1, n , p = 1,m , i довiльного набору областей D0 , {Dk,p} , a0 =

0 ∈ D0 ⊂ C , ak,p ∈ Dk,p ⊂ C , k = 1, n , p = 1,m , де {Dk,p}
— система областей, що взаємно не перетинаються, з додатковою

умовою симетрiї, яка визначається областю D0 ∈ ∆ , справедлива

нерiвнiсть

rγ (D0, 0)
n∏

k=1

m∏
p=1

r (Dk,p, ak,p) 6 (nm)−
γ
2×

×

2nm ·

(
n∏

k=1

αk

)m

·
(

n∏

k=1

µk(R)

) 1
2

· LR(An,m)




1− γ
nm (

n∏

k=1

m∏
p=1

|ak,p|
) 2γ

nm

.

Наслiдок 2.5.2. [30] Нехай n,m ∈ N , n > 2 , γ ∈ (0, nm] .

Тодi для довiльної фiксованої (n,m) -променевої системи точок An,m =

{ak,p} , k = 1, n , p = 1,m , i довiльного набору областей D0 , {Dk,p} ,
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a0 = 0 ∈ D0 ⊂ C , ak,p ∈ Dk,p ⊂ C , k = 1, n , p = 1,m , де {Dk,p}
— система областей, що взаємно не перетинаються, з додатковою

умовою симетрiї, яка визначається областю D0 ∈ ∆ , справедлива

нерiвнiсть

In,m(γ) 6 4nm−γ · (LR(An,m))1− γ
nm

nmnm−γ
2

·
(

n∏

k=1

m∏
p=1

|ak,p|
) 2γ

nm

.

Наслiдок 2.5.3. [30] Нехай n,m ∈ N , n > 2 , γ ∈ (0, nm] . Тодi для

довiльної фiксованої (n,m) -променевої системи точок An,m = {ak,p} ,
k = 1, n , p = 1,m , такої, що LR(An,m) = 1 , i довiльного набору

областей D0 , {Dk,p} , a0 = 0 ∈ D0 ⊂ C , ak,p ∈ Dk,p ⊂ C , k = 1, n , p =

1,m , де {Dk,p} — система областей, що взаємно не перетинаються,

з додатковою умовою симетрiї, яка визначається областю D0 ∈ ∆ ,

справедлива нерiвнiсть

In,m(γ) 6 4nm−γ · nm
γ
2−nm.

Якщо m = 1 , то маємо наступний результат для n -променевої

системи точок.

Наслiдок 2.5.4. [30] Нехай n ∈ N , n > 2 , γ ∈ (0, n] . Тодi для

будь-якої фiксованої n -променевої системи точок An = {ak}n
k=1 i будь-

якого набору областей Dk , ak ∈ Dk ⊂ C , k = 0, n, a0 = 0 , де {Dk}n
k=1

— система областей, що взаємно не перетинаються, з додатковою

умовою симетрiї, яка визначається областю D0 ∈ ∆ , справедлива

нерiвнiсть

rγ (D0, 0)
n∏

k=1

r (Dk, ak) 6 n−
γ
2

(
n∏

k=1

r (Dk, ak)

)1− γ
n
(

n∏

k=1

|ak|
) 2γ

n

.
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Зауваження 2.5.3. Якщо γ = n i
n∏

k=1
|ak| 6 1 , то за умов наслiдку

2.5.4 має мiсце нерiвнiсть

rn (D0, 0)
n∏

k=1

r (Dk, ak) 6 n−
n
2 .

У цьому випадку структура точок i областей неiстотна.

Iз результату роботи [11, с. 204] одержуємо наступне твердження.

Наслiдок 2.5.5. [30] Нехай n ∈ N , n > 2 , γ ∈ (0, n] . Тодi для

будь-якої фiксованої n -променевої системи точок An = {ak}n
k=1 , такої,

що N (0)(An) = 1 , i будь-якого набору областей Dk , ak ∈ Dk ⊂ C ,

k = 0, n, a0 = 0 , де {Dk}n
k=1 — система областей, що взаємно

не перетинаються, з додатковою умовою симетрiї, яка визначається

областю D0 ∈ ∆ , справедлива нерiвнiсть

rγ (D0, 0)
n∏

k=1

r (Dk, ak) 6 2n−γ · n−γ
2 ·

(
n∏

k=1

αk

)1− γ
n

.

Враховуючи, що
n∏

k=1
αk 6

( 2
n

)n , тодi має мiсце наступний результат.

Наслiдок 2.5.6. [30] Нехай n ∈ N , n > 2 , γ ∈ (0, n] . Тодi за всiх

умов наслiдку 2.5.5 справедлива нерiвнiсть

rγ (D0, 0)
n∏

k=1

r (Dk, ak) 6 n−
γ
2

(
4

n

)n−γ

.

З мiркувань доведення теореми 2.5.1 для випадку, коли точки |ak| =
1 , k = 1, n, належать одиничному колу, маємо наступне твердження.

Наслiдок 2.5.7. [30] Нехай n ∈ N , n > 2 , γ ∈ (0, n] . Тодi для

будь-якої системи рiзних точок An = {ak}n
k=1 одиничного кола i будь-

якого набору областей Dk , ak ∈ Dk ⊂ C , k = 0, n, a0 = 0 , де {Dk}n
k=1

— система областей, що взаємно не перетинаються, з додатковою
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умовою симетрiї, яка визначається областю D0 ∈ Λ , справедлива

нерiвнiсть

rγ (D0, 0)
n∏

k=1

r (Dk, ak) 6 n−
γ
2

(
n∏

k=1

r (Dk, ak)

)1− γ
n

.

Зауваження 2.5.4. Якщо γ = n , то за умов наслiдку 2.5.7 має

мiсце нерiвнiсть

rn (D0, 0)
n∏

k=1

r (Dk, ak) 6 n−
n
2 .

Третiй роздiл дисертацiйної роботи присвячений отриманню

ефективних оцiнок зверху при всiх значеннях параметра γ ∈ R+ для

функцiонала

Jn,m(γ) = [r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
n∏

k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) ,

де n,m ∈ N , n > 2 , An,m = {ak,p} , k = 1, n , p = 1, m , — довiльна

фiксована (n,m) -променева система точок, B0 , B∞ , Bk,p — довiльна

система областей, що взаємно не перетинаються, таких, що a0 = 0 ∈
B0 ⊂ C , ∞ ∈ B∞ ⊂ C , ak,p ∈ Bk,p ⊂ C при k = 1, n , p = 1,m .

У монографiї [11, с. 146] для функцiонала Jn,m(γ) були отриманi

лише результати для γ = 0 та γ = n2

4 i будь-яких (n,m) -

рiвнопроменевих систем точок (див. також теорему 1.5.4).

Теорема 3.1.1. [29, 30, 163, 164] Нехай n,m ∈ N , n > 2 , γ ∈ R+ .

Тодi для довiльної фiксованої (n,m) -променевої системи точок An,m =

{ak,p} , k = 1, n , p = 1,m , i довiльного набору областей, що взаємно не

перетинаються, B0 , B∞ , {Bk,p} , a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C , ∞ ∈ B∞ ⊂ C ,
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ak,p ∈ Bk,p ⊂ C , k = 1, n , p = 1,m , справедлива нерiвнiсть

Jn,m(γ) 6





(nm + 1)−γ nm+1
nm+2

[
n∏

k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p)

]1− 2γ
nm+2 n∏

k=1

m∏
p=1

|ak,p|
2γ

nm+2 ,

якщо γ ∈ (
0, nm+2

2

]
;

(nm + 1)−
nm+1

2

n∏
k=1

m∏
p=1

|ak,p|, якщо γ > nm+2
2 .

Зауваження 3.1.1. Якщо γ > 1
2 (nm + 2) i

n∏
k=1

m∏
p=1

|ak,p| 6 R , то за

умов теореми 3.1.1 має мiсце наступне спiввiдношення

[r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
n∏

k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) 6 (nm + 1)−
nm+1

2 ·R.

Зауваження 3.1.2. В теоремi 3.1.1 за умов γ > 1
2 (nm + 2) i

n∏
k=1

m∏
p=1

|ak,p| 6 R структура точок i областей неiстотна.

Використовуючи результат роботи [11, с. 95], iз теореми 3.1.1

одержуємо наступне твердження.

Наслiдок 3.1.1. [29, 30, 163, 164] Нехай n,m ∈ N , n > 2 , γ ∈ R+ .

Тодi для довiльної фiксованої (n,m) -променевої системи точок An,m =

{ak,p} , k = 1, n , p = 1, m , такої, що LR(An,m) = 1 , i довiльного набору

областей, що взаємно не перетинаються, B0 , B∞ , {Bk,p} , a0 = 0 ∈
B0 ⊂ C , ∞ ∈ B∞ ⊂ C , ak,p ∈ Bk,p ⊂ C , k = 1, n , p = 1,m , справедлива

нерiвнiсть

Jn,m(γ) 6 (nm + 1)−
nm+1

2 .

В п. 3.2 розглядається наступна екстремальна задача.

Проблема 3.1. При всiх значеннях параметра γ ∈ R+ показати,

що максимум функцiонала

Jn(γ) = [r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
n∏

k=1

r (Bk, ak) ,
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де An = {ak}n
k=1 — n -променева система точок, B0 , B∞ , {Bk}n

k=1 —

сукупнiсть областей, що взаємно не перетинаються, ak ∈ Bk ⊂ C , k =

0, n , ∞ ∈ B∞ ⊂ C , досягається для деякої конфiгурацiї з областей Bk ,

B∞ i точок ak , ∞ , k = 0, n , якi володiють n -кратною симетрiєю.

1988 року В.М. Дубiнiн [56] уперше отримав оцiнку для функцiонала

Jn(γ) при γ = 1
2 i n > 2 для систем неперетинних областей

методом симетризацiї, у випадку, коли точки лежать на одиничному колi.

Г.В. Кузьмiна за допомогою методу екстремальної метрики [87, с. 267]

посилила результат роботи [56] i показала, що дана оцiнка справедлива

при γ ∈
(
0, n2

8

]
, n > 2 (для випадку неперетинних однозв’язних

областей). Однак результат Г.В. Кузьмiної [87, с. 267] для випадку n = 2

повнiстю спiвпадає з результатом роботи В.М. Дубiнiна [56], оскiльки

нескладно показати, що результат має мiсце при всiх γ ∈ (
0, 1

2

]
. Г.В.

Кузьмiна в роботi [87, с. 271] також зазначає, що верхню оцiнку для

параметра γ можна покращити. Отже, остаточне питання про оцiнку

для γ для функцiонала Jn(γ) залишається вiдкритим.

Використовуючи метод доведення теореми 3.1.1 ми можемо отримати

оцiнку наступного функцiонала

Jn(γ) = [r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
n∏

k=1

r (Bk, ak) ,

для якого в статтях [11, 57, 87, 165], в часткових випадках, доведено

наступну нерiвнiсть

Jn(γ) 6
(

4

n

)n
(4γ

n2

) 2γ
n

∣∣1− 4γ
n2

∣∣ 2γ
n +n

2

∣∣∣∣
n− 2

√
γ

n + 2
√

γ

∣∣∣∣
2
√

γ

.

Знак рiвностi в цiй нерiвностi досягається тодi, коли точки 0 , ∞ , ak

i областi B0 , B∞ , Bk , k = 1, n , є, вiдповiдно, полюсами i круговими

областями квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −γw2n + (n2 − 2γ)wn + γ

w2(wn − 1)2 dw2.



57

Має мiсце наступний результат.

Теорема 3.2.1. [29, 30, 163, 164] Нехай n ∈ N , n > 2 , γ ∈ R+ .

Тодi для будь-якої фiксованої системи рiзних точок An = {ak}n
k=1 ∈

C\{0,∞} i будь-яких областей, що взаємно не перетинаються, B0 ,

B∞ , Bk , a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C , ∞ ∈ B∞ ⊂ C , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n ,

справедлива нерiвнiсть

Jn(γ) 6





(n + 1)−γ n+1
n+2

[
n∏

k=1
r (Bk, ak)

]1− 2γ
n+2 n∏

k=1
|ak|

2γ
n+2 , якщо γ ∈ (

0, n+2
2

]
;

(n + 1)−
n+1

2

n∏
k=1

|ak|, якщо γ > n+2
2 .

Зауваження 3.2.1. Якщо γ > n+2
2 i

n∏
k=1

|ak| 6 1 , то з теореми

3.2.1 одержуємо наступну нерiвнiсть

[r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 (n + 1)−
n+1

2 .

Зауваження 3.2.2. В теоремi 3.2.1 за умов γ > n+2
2 i

n∏
k=1

|ak| 6 1

структура точок i областей неiстотна.

З теореми 3.2.1 слiдують наступнi твердження.

Теорема 3.2.2. [29, 30, 163, 164] Нехай n ∈ N , n > 2 , γ ∈ R+ . Тодi

для будь-якої фiксованої n -променевої системи точок An = {ak}n
k=1 ∈

C\{0,∞} i будь-яких областей, що взаємно не перетинаються, B0 ,

B∞ , Bk , a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C , ∞ ∈ B∞ ⊂ C , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n ,

справедлива нерiвнiсть

Jn(γ) 6





(n + 1)−γ n+1
n+2

[
n∏

k=1
r (Bk, ak)

]1− 2γ
n+2 n∏

k=1
|ak|

2γ
n+2 , якщо γ ∈ (

0, n+2
2

]
;

(n + 1)−
n+1

2

n∏
k=1

|ak|, якщо γ > n+2
2 .
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Теорема 3.2.3. [29, 30, 163, 164] Нехай n ∈ N , n > 2 , γ ∈ R+ . Тодi

для будь-якої системи рiзних точок {ak}n
k=1 одиничного кола й будь-

яких областей, що взаємно не перетинаються, B0 , B∞ , Bk , a0 = 0 ∈
B0 ⊂ C , ∞ ∈ B∞ ⊂ C , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n , справедлива нерiвнiсть

Jn(γ) 6





(n + 1)−γ n+1
n+2

[
n∏

k=1
r (Bk, ak)

]1− 2γ
n+2

, якщо γ ∈ (
0, n+2

2

]
;

(n + 1)−
n+1

2 , якщо γ > n+2
2 .

Зауваження 3.2.3. Якщо γ > n+2
2 , то за всiх умов теореми 3.2.3

має мiсце наступна нерiвнiсть

[r (B0, 0) r (B∞,∞)]
n+2

2

n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 (n + 1)−
n+1

2 .

Застосовуючи загальну iдею П.М. Тамразова, запропоновану

в роботi [117], до задач про неперетиннi областi, вперше в роботi

Г.П. Бахтiної [31] були розглянутi задачi про екстремальне розбиття

комплексної площини для симетричних вiдносно кола взаємно

неперетинних областей. Зокрема, в цiй роботi була поставлена наступна

екстремальна задача: знайти максимум функцiонала
n∏

k=1

R(Bk, ak)

при умовi, що B1, . . . , Bn — однозв’язнi попарно неперетиннi симетричнi

вiдносно одиничного кола областi такi, що ak ∈ Bk ⊂ C, |ak| = 1,

k = 1, n . В роботi [31] було одержано наступну оцiнку
4∏

k=1

R(Bk, ak) 6 1,

причому рiвнiсть досягається у випадку, коли областi Bk , k = 1, 4 , є

круговими областями квадратичного диференцiала

Q(z)dz2 = − z2

(z4 − 1)2 dz2.
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В 1984 р. Г.П. Бахтiна у роботi [33] розглянула задачу про максимум

функцiонала
n∏

k=0

Rαk(Bk, ak),

де {Bk}n
k=0 — довiльна система однозв’язних взаємно неперетинних

областей таких, що a0 = 0 ∈ B0 ⊂ U , ak ∈ Bk ⊂ C , αk > 0, k = 0, n,

|ak| = 1, k = 1, n , областi {Bk}n
k=1 — симетричнi вiдносно одиничного

кола i отримала деякi частковi результати даної задачi.

Iз мiркувань при доведеннi теореми 3.2.1 при умовi, що B0 ⊂ U , ми

отримуємо наступний результат, який дає оцiнку зверху функцiонала

r2γ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) ,

що розглядався в роботi Г.П. Бахтiної [33].

Теорема 3.2.4. [29, 30, 163, 164] Нехай n ∈ N , n > 2 , γ > n+2
2 i

B0 ⊂ U . Тодi для будь-якої системи рiзних точок {ak}n
k=1 одиничного

кола й будь-яких областей, що взаємно не перетинаються, Bk , ak ∈
Bk ⊂ C , k = 0, n, a0 = 0 , i, крiм того, областi Bk , k = 1, n , —

симетричнi вiдносно одиничного кола |ak| = 1 , справедлива нерiвнiсть

r2γ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 (n + 1)−
n+1

2 .

Четвертий роздiл присвячений дослiдженню наступної вiдкритої

екстремальної задачi про добуток внутрiшнiх радiусiв областей, що

взаємно не перетинаються.

Проблема 4.1. (В.М. Дубiнiн [57, 165]) При всiх значеннях

параметра γ ∈ (0, n] показати, що максимум функцiонала

In(γ) = rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) ,
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де B0 , B1 , B2, . . . , Bn , n > 2 , — областi, що взаємно не перетинаються,

в C , a0 = 0 , |ak| = 1 , k = 1, n , досягається для конфiгурацiї з областей

Bk i точок ak , якi володiють n -кратною симетрiєю.

У роботах [11, 57, 76, 165] показано, що величина

I0
n(γ) = rγ (D0, 0)

n∏

k=1

r (Dk, dk) ,

де dk , Dk , k = 0, n , d0 = 0 , є, вiдповiдно, полюси i круговi областi

квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2 dw2,

має вигляд

I0
n(γ) =

(
4

n

)n
(4γ

n2

) γ
n

(
1− γ

n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ

n

1 +
√

γ

n

)2
√

γ

. (3)

У теоремi 4.1.1 одержано розв’язок цiєї проблеми при n = 2 i γ ∈
(1, 2] .

Теорема 4.1.1. [28] Нехай γ ∈ (1, 2] . Тодi для довiльних рiзних

точок a1 i a2 одиничного кола i довiльних областей, що взаємно не

перетинаються, B0 , B1 , B2 , a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C , a1 ∈ B1 ⊂ C , a2 ∈
B2 ⊂ C , справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0) r (B1, a1) r (B2, a2) 6 I0
2(γ)

(
1

2
|a1 − a2|

)2−γ

.

Знак рiвностi в цiй нерiвностi досягається, коли точки a0 , a1 , a2 й

областi B0 , B1 , B2 , є, вiдповiдно, полюсами i круговими областями

квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(4− γ)w2 + γ

w2(w2 − 1)2 dw2.

Зауваження 4.1.1. Iз теореми 4.1.1 випливає повний розв’язок

проблеми 4.1 для n = 2 .
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При n = 2 i γ ∈ (0, 2] розглянемо загальнiшу задачу про максимум

функцiонала I2(γ) для довiльних фiксованих точок a1, a2 ∈ C\{0}
комплексної площини. Має мiсце наступний результат.

Теорема 4.2.1. [28] Нехай γ ∈ (0, 2] . Тодi для довiльних рiзних

точок A2 = {a1, a2} ∈ C\{0} , таких, що

|a1a2| 6 1,

(
1

2
|a1 − a2|

)2−γ

6 1,

i будь-яких областей, що взаємно не перетинаються, B0 , B1 , B2 , a0 =

0 ∈ B0 ⊂ C , a1 ∈ B1 ⊂ C , a2 ∈ B2 ⊂ C , справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0) r (B1, a1) r (B2, a2) 6 4γ
γ
2

(
1− γ

4

)2+γ
2

(
1−

√
γ

2

1 +
√

γ

2

)2
√

γ

.

Знак рiвностi в цiй нерiвностi досягається, коли точки a0 , a1 , a2 й

областi B0 , B1 , B2 , є, вiдповiдно, полюсами i круговими областями

квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(4− γ)w2 + γ

w2(w2 − 1)2 dw2.

Використавши результат теореми 4.1.1 можна отримати наступну

оцiнку зверху функцiонала In(γ) на одиничному колi в проблемi 4.1.

Теорема 4.3.1. [28] Нехай n ∈ N , n > 3 , γ ∈ (1, n] . Тодi для будь-

якої системи рiзних точок An = {ak}n
k=1 одиничного кола i будь-якого

набору областей, що взаємно не перетинаються, B0 , Bk , a0 = 0 ∈
B0 ⊂ C , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n , справедлива нерiвнiсть

rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) 6
(
sin

π

n

)n−γ
(

I0
2

(
2γ

n

))n
2

.

Використавши оцiнку зверху функцiонала In(γ) , одержану в теоремi

2.4.3, одержано наступнi результати.
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Теорема 4.5.1. [28] Нехай n ∈ N , n > 4 , γ ∈ (1, n] i

K(n, γ) =
[
I0
n(γ) · µn(γ)

] 1
γ ,

де I0
n(γ) визначається спiввiдношенням (3), а

µn(γ) =

[
4n

(n− 1)n−1 ·
1√
γ

(
1− 1√

γ

)n−1
]−1

.

Тодi для будь-якої системи рiзних точок An = {ak}n
k=1 одиничного кола

i будь-якого набору областей, що взаємно не перетинаються, B0 , Bk ,

a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n , таких, що

r(B0, 0) 6 K(n, γ),

справедлива нерiвнiсть

rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) 6
(

4

n

)n
(4γ

n2

) γ
n

(
1− γ

n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ

n

1 +
√

γ

n

)2
√

γ

.

Знак рiвностi в цiй нерiвностi досягається тодi, коли ak i Bk , k =

0, n , є, вiдповiдно, полюсами i круговими областями квадратичного

диференцiала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2 dw2.

Теорема 4.5.2. [28] Нехай n ∈ N , n > 3 , γ ∈ (1, γn] , γn =
√

n .

Тодi для будь-якої системи рiзних точок An = {ak}n
k=1 одиничного кола

i будь-якого набору областей, що взаємно не перетинаються, B0 , Bk ,

a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n , справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 rγ (D0, 0)
n∏

k=1

r (Dk, dk) ,

де dk , Dk , k = 0, n , d0 = 0 , є, вiдповiдно, полюсами i круговими

областями квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2 dw2.
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П’ятий роздiл присвячений дослiдженню екстремальної задачi про

добуток внутрiшнiх радiусiв областей, що взаємно не перетинаються,

для n -променевих систем точок комплексної площини. Оскiльки в

монографiї [11] був розроблений метод "керуючих" функцiоналiв, який

дозволяє послабити умови на геометрiю розташування систем точок, ми

розглянемо узагальнену проблему 4.1 i замiсть одиничного кола введемо

n -променеву систему точок, що задовольняє певнi умови.

Для довiльної n -променевої системи точок An = {ak}n
k=1 та γ ∈

R+ ∪ {0} введемо "керуючий" функцiонал:

N (γ)(An) :=
n∏

k=1

[
χ

(∣∣∣ ak

ak+1

∣∣∣
1

2αk

)]1− 1
2γα2

k
n∏

k=1

|ak|1+ 1
4γ(αk+αk−1).

Клас n -променевих систем точок, для яких справедлива рiвнiсть

N (γ)(An) = 1 , автоматично включає всi системи n рiзних точок, що

розмiщенi на одиничному колi.

Проблема 5.1. При всiх значеннях параметра γ ∈ (0, n] знайти

максимум добутку

In(γ) = rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) ,

де n ∈ N , n > 2 , a0 = 0, An = {ak}n
k=1 — n -променева система

точок, така, що N (γ) (An) 6 1 , N (0) (An) 6 1 , {Bk}n
k=0 — будь-який

набiр областей, що взаємно не перетинаються, ak ∈ Bk ⊂ C , k = 0, n , i

описати всi екстремалi.

Нинi ця проблема повнiстю не розв’язана, вiдомi лише частковi

результати. У роботi [158] одержано її розв’язок для 0 < γ < 1 i n > 2 .

У [25, 141] отримано результати при деяких обмеженнях на геометрiю

розташування систем точок, а саме, для n > 4 й пiдкласу систем точок,

що задовольняють умовi

0 < αk 6 2/
√

γ, k = 1, n.
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В [18] сформульована задача розв’язана для γ ∈ (0, n0,38] i n > 5 .

Нехай

I0
n(γ) = rγ (D0, 0)

n∏

k=1

r (Dk, dk) , (4)

де dk i Dk , k = 0, n , d0 = 0 , є, вiдповiдно, полюсами та круговими

областями квадратичного диференцiала

G(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2 dw2.

Позначимо

Qn(γ) =

[
2n 2√

γ

(
2− 2√

γ

)n−1
(n− 1)−(n−1)

]1− γ
n

( 4
n

)n ( 4γ

n2 )
γ
n

(1− γ

n2 )
n+

γ
n

(
1−

√
γ

n

1+
√

γ

n

)2
√

γ
. (5)

Тодi має мiсце наступне твердження.

Теорема 5.1.1. [159, 161] Нехай n ∈ N , n > 6 , — фiксоване

натуральне число i число γ , γ > 1 . Тодi для довiльної конфiгурацiї

областей Bk i точок ak (k = 0, n ), що задовольняють усi умови

проблеми 5.1, i α0 > 2√
γ , α0 = max

16k6n
αk , має мiсце наступна оцiнка

In(γ)

I0
n(γ)

6 Qn(γ),

де I0
n(γ) i Qn(γ) визначаються спiввiдношеннями (4) i (5). Якщо γ0

n —

корiнь рiвняння Qn(γ) = 1 , то для довiльного γn , такого, що 1 6 γn <

γ0
n , справедлива нерiвнiсть

In(γn)

I0
n(γn)

< 1.

Наступний результат показує межi застосування методу, що

запропонований при доведеннi теореми 5.1.1, i характеризує екстремальнi

областi, якщо 0 < γ 6 nδ , 1
3 < δ < 2

3 .
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Теорема 5.2.2. [162] Нехай n ∈ N , n > e9 , γ ∈ (0, γn] , γn =

n
2
3− 1√

ln n . Тодi для будь-якої n -променевої системи точок An = {ak}n
k=1 ,

такої, що N (γ) (An) 6 1 , N (0)(An) 6 1 , i будь-якого набору областей,

що взаємно не перетинаються, B0 , Bk , a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C , ak ∈ Bk ⊂ C
(k = 1, n ), справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 rγ(D0, 0)
n∏

k=1

r(Dk, dk).

Рiвнiсть у цiй нерiвностi досягається, якщо ak = dk , Bk = Dk , k =

0, n , де dk , Dk , — це, вiдповiдно, полюси i круговi областi квадратичного

диференцiала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2 dw2.

Використавши оцiнку зверху функцiонала In(γ) , одержану в теоремi

2.4.1, отримуємо наступнi твердження.

Теорема 5.3.1. [15, 29] Нехай n ∈ N , n > 4 , γ ∈ (1, n] i

K(n, γ) =
[
I0
n(γ) · µn(γ)

] 1
γ ,

де I0
n(γ) визначається спiввiдношенням (3), а

µn(γ) =

[
4n

(n− 1)n−1 ·
1√
γ

(
1− 1√

γ

)n−1
]−1

.

Тодi для будь-якої n -променевої системи точок An = {ak}n
k=1 , такої,

що N (γ) (An) 6 1 , N (0)(An) 6 1 , i будь-якого набору областей, що

взаємно не перетинаються, B0 , Bk , a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C , ak ∈ Bk ⊂ C ,

k = 1, n , таких, що

r(B0, 0) 6 K(n, γ),

справедлива нерiвнiсть

rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) 6
(

4

n

)n
(4γ

n2

) γ
n

(
1− γ

n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ

n

1 +
√

γ

n

)2
√

γ

.
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Знак рiвностi в цiй нерiвностi досягається тодi, коли ak i Bk , k =

0, n , є, вiдповiдно, полюсами i круговими областями квадратичного

диференцiала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2 dw2.

Теорема 5.3.2. [29, 158] Нехай n ∈ N , n > 3 , γ ∈ (1, γn] , γn =
√

n .

Тодi для будь-якої n -променевої системи точок An = {ak}n
k=1 , такої,

що N (γ) (An) 6 1 , N (0)(An) 6 1 , i будь-якого набору областей, що

взаємно не перетинаються, B0 , Bk , a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C , ak ∈ Bk ⊂ C ,

k = 1, n , справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 rγ (D0, 0)
n∏

k=1

r (Dk, dk) ,

де dk , Dk , k = 0, n , d0 = 0 , є, вiдповiдно, полюсами i круговими

областями квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2 dw2.

В теоремi 5.4.1 одержано оцiнку зверху для внутрiшнього радiуса

областi вiдносно початку координат для довiльної системи рiзних точок

на комплекснiй площинi.

Теорема 5.4.1. [53] Нехай n > 2, γ ∈ (0, n) , ∆ ∈ R+ i An :=

{ak}n
k=1 — довiльна система рiзних точок на C\{0} . Тодi для будь-якого

набору областей, що взаємно не перетинаються, {Bk}n
k=0, ak ∈ Bk ⊂ C,

k = 0, n , a0 = 0 , такого, що In(γ) > ∆ , справедлива нерiвнiсть

r (B0, 0) 6 n−
n

2(n−γ) ·∆− 1
n−γ ·

(
n∏

k=1

|ak|
) 2

n−γ

.

Шостий роздiл присвячений дослiдженню наступної

екстремальної задачi про знаходження максимуму добутку внутрiшнiх
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радiусiв взаємно неперетинних областей, частина з яких володiє

симетрiєю вiдносно одиничного кола.

Проблема 6.1. При всiх значеннях параметра γ ∈ (0, n] показати,

що максимум добутку

In(γ) = rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) ,

де B0 , B1 , B2, . . . , Bn , n > 2 , — областi, що взаємно не перетинаються,

в C i, крiм того, областi B1, . . . , Bn — симетричнi вiдносно одиничного

кола, a0 = 0 , |ak| = 1 , k = 1, n , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 0, n , досягається

для конфiгурацiї з областей Bk i точок ak , що володiють n -кратною

симетрiєю.

В наступнiй теоремi 6.1.1 одержано розв’язок цiєї проблеми при n =

2 i γ ∈ (0, 2] для фiксованих полюсiв 0 , 1 , −1 .

Теорема 6.1.1. [22] Нехай γ ∈ (0, 2] . Тодi для будь-якого

фiксованого набору областей, що взаємно не перетинаються, B0 , B1 ,

B2 , такого, що 0 ∈ B0 , 1 ∈ B1 , −1 ∈ B2 , i, крiм того, областi Bk ,

k ∈ {1, 2} , — симетричнi вiдносно одиничного кола {w ∈ C : |w| = 1} ,
справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0) r (B1, 1) r (B2,−1) 6

6 21−γ

[
22γ+6 · (2γ)γ

(2−√2γ)
1
2 (2−√2γ)2 · (2 +

√
2γ)

1
2 (2+

√
2γ)2

] 1
2

.

Знак рiвностi в цiй нерiвностi досягаєтся тодi, коли областi B0 , B1 ,

B2 , є круговими областями квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −γw4 + 2(4− γ)w2 + γ

w2(w2 − 1)2 dw2.

У теоремi 6.2.1 показано, що якщо кутовi параметри задовольняють

умову 0 < αk 6 y0/
√

2γ , то множина тих γ, для яких отримана
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точна оцiнка добутку внутрiшнiх радiусiв неперетинних областей, значно

ширша порiвняно з загальним випадком.

Теорема 6.2.1. [144] Нехай n ∈ N , n > 2 , γ ∈ (0, γn] , γ2 =

1, 49 , γ3 = 3, 01 , γn = 0, 25 n2 , n > 4 . Тодi для довiльних рiзних точок

одиничного кола |w| = 1 , таких, що 0 < αk 6 2/
√

2γ , k = 1, n , i для

довiльного набору областей, що взаємно не перетинаються, B0 , Bk ,

a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n , i, крiм того, областi Bk ,

k = 1, n , — симетричнi вiдносно одиничного кола |w| = 1 , справедлива

нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6
(

4

n

)n
(2γ

n2

) γ
n

∣∣1− 2γ
n2

∣∣n
2 + γ

n

∣∣∣∣
n−√2γ

n +
√

2γ

∣∣∣∣
√

2γ

.

Знак рiвностi в цiй нерiвностi досягається тодi, коли точки ak й

областi Bk , k = 0, n , є, вiдповiдно, полюсами i круговими областями

квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −γw2n + 2(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2 dw2.

Використавши оцiнку зверху функцiонала In(γ) , одержану в теоремi

2.4.4, й результати теорем 6.1.1 i 6.2.1, ми одержали наступний результат.

Теорема 6.3.1. [28] Нехай n ∈ N , n > 8 , γ ∈ (1, γn] , γn =
√

n .

Тодi для довiльної системи рiзних точок An = {ak}n
k=1 одиничного кола

i будь-якого набору областей, що взаємно не перетинаються, B0 , Bk ,

a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n , причому областi Bk , k = 1, n ,

— симетричнi вiдносно одиничного кола |w| = 1 , справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 rγ (D0, 0)
n∏

k=1

r (Dk, dk) ,

де dk , Dk , k = 0, n , d0 = 0 , — це, вiдповiдно, полюси i круговi областi
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квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −γw2n + 2(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2 dw2.

У сьомому роздiлi одержано оцiнки зверху добуткiв внутрiшнiх

радiусiв взаємно неперетинних областей вiдносно точок, розмiщених на

однiй прямiй за всiх можливих значень параметра γ . Як наслiдки

отримано результати, коли на двох променях мiститься однакова

кiлькiсть точок.

Теорема 7.4.1. [28] Нехай p, q ∈ N , p + q > 3 , γ ∈ (0, p + q] .

Тодi для будь-яких фiксованих точок дiйсної осi ak , k = 1, p + q (ak ∈
R+ , k = 1, p , ak ∈ R− , k = 1, q ), та будь-якого набору областей, що

взаємно не перетинаються, B0 , Bk , a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C , ak ∈ Bk ⊂ C ,

k = 1, p + q , справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0)

p+q∏

k=1

r (Bk, ak) 6

6 (p + q)−
γ
2

(
p+q∏

k=1

r (Bk, ak)

)1− γ
p+q

(
p+q∏

k=1

|ak|
) 2γ

p+q

.

Зауваження 7.4.1. Якщо γ = p+q i |ak| 6 R , то за умов теореми

7.4.1 маємо спiввiдношення

rp+q (B0, 0)

p+q∏

k=1

r (Bk, ak) 6 (p + q)−
p+q
2 ·R2(p+q).

Теорема 7.4.2. [28] Нехай p, q ∈ N , p + q > 3 , γ ∈ R+ . Тодi

для будь-яких фiксованих точок дiйсної осi ak , k = 1, p + q (ak ∈ R+ ,

k = 1, p , ak ∈ R− , k = 1, q ), i будь-якого набору областей, що взаємно

не перетинаються, B0 , B∞ , Bk , a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C , ∞ ∈ B∞ ⊂ C ,
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ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, p + q , справедлива нерiвнiсть

[r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
p+q∏

k=1

r (Bk, ak) 6

6 ((p + q) + 1)−γ (p+q)+1
(p+q)+2

[
p+q∏

k=1

r (Bk, ak)

]1− 2γ
(p+q)+2

(
p+q∏

k=1

|ak|
) 2γ

(p+q)+2

.

Зауваження 7.4.2. Якщо γ = 1
2 (p + q + 2) i |ak| 6 R , то за умов

теореми 7.4.2 маємо спiввiдношення

[r (B0, 0) r (B∞,∞)]p+q
p+q∏

k=1

r (Bk, ak) 6 (p + q + 1)−
p+q+1

2 ·R(p+q).

Теорема 7.4.3. [28] Нехай p, q ∈ N , p + q > 3 , γ ∈ (0, p + q] . Тодi

для будь-яких фiксованих точок дiйсної осi ak , k = 1, p + q (ak ∈ R+ ,

k = 1, p , ak ∈ R− , k = 1, q ), i будь-якого набору областей, що взаємно

не перетинаються, B∞ , Bk , ∞ ∈ B∞ ⊂ C , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, p + q ,

справедлива нерiвнiсть

rγ (B∞,∞)

p+q∏

k=1

r (Bk, ak) 6 (p + q)−
γ
2

[
p+q∏

k=1

r (Bk, ak)

]1− γ
(p+q)

.

Зауваження 7.4.3. Якщо γ = p + q , то за умов теореми 7.4.3

маємо спiввiдношення

rp+q (B∞,∞)

p+q∏

k=1

r (Bk, ak) 6 (p + q)−
p+q
2 .

Розглянемо випадок, якщо p = q := m . У роботi [11, с. 106] для

довiльної (2,m) -променевої системи точок A2,m = {ak,p} , k ∈ {1, 2} ,
p = 1,m , i системи областей, що взаємно не перетинаються, {Bk,p} , ak,p ∈
Bk,p ⊂ C , k ∈ {1, 2} , p = 1,m , доведено нерiвнiсть

2∏

k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) 6 22m · (α1 · α2)
m · (µ1(R) · µ2(R))

1
2 · LR(A2,m),
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де величини {µk(R)}n
k=1 ⊂ R+ при заданому R — коефiцiєнти змiщення

системи A2,m , причому, µk(R) 6 m−2m , R ∈ R+ ,

LR(A2,m) :=
2∏

k=1

m∏
p=1

[
χ

(∣∣∣ak,p

R

∣∣∣
1

αk

)
· χ

(∣∣∣ak,p

R

∣∣∣
1

αk−1

)] 1
2

· |ak,p|.

Таким чином, iз доведених теорем 7.4.1, 7.4.2, 7.4.3 одержуємо наступнi

результати.

Наслiдок 7.4.1. [28] Нехай m ∈ N , m > 2 , γ ∈ (0, 2m] . Тодi

для будь-яких фiксованих точок дiйсної осi ak,p , k ∈ {1, 2} , p = 1,m , i

будь-якого набору областей, що взаємно не перетинаються, B0 , Bk,p ,

a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C , ak,p ∈ Bk,p ⊂ C , k ∈ {1, 2} , p = 1,m , справедлива

нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
2∏

k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) 6

6 22m− 3γ
2 ·m−2m+γ

2 · (LR(A2,m))1− γ
2m

(
2∏

k=1

m∏
p=1

|ak|
) γ

m

.

Наслiдок 7.4.2. [28] Нехай m ∈ N , m > 2 , γ ∈ (0, m + 1] . Тодi

для будь-яких фiксованих точок дiйсної осi ak,p , k ∈ {1, 2} , p = 1,m ,

i будь-якого набору областей, що взаємно не перетинаються, B0 , B∞ ,

Bk,p , a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C , ∞ ∈ B∞ ⊂ C , ak,p ∈ Bk,p ⊂ C , k ∈ {1, 2} ,
p = 1,m , справедлива нерiвнiсть

[r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
2∏

k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) 6

6 (2m + 1)−γ 2m+1
2m+2

[
22m ·m−2m · LR(A2,m)

]1− γ
m+1

(
2∏

k=1

m∏
p=1

|ak|
) γ

m+1

.

Наслiдок 7.4.3. [28] Нехай m ∈ N , m > 2 , γ ∈ (0, 2m] . Тодi

для будь-яких фiксованих точок дiйсної осi ak,p , k ∈ {1, 2} , p = 1,m , i
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будь-якого набору областей, що взаємно не перетинаються, B∞ , Bk,p ,

∞ ∈ B∞ ⊂ C , ak,p ∈ Bk,p ⊂ C , k ∈ {1, 2} , p = 1,m , справедлива

нерiвнiсть

rγ (B∞,∞)
2∏

k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) 6 22m− 3γ
2 ·m−2m+γ

2 · (LR(A2,m))1− γ
2m .
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ ЗА ТЕМОЮ

Цей роздiл носить допомiжний характер, в ньому наведенi деякi

означення та результати, пов’язанi з методом роздiляючого перетворення

та теорiєю квадратичних диференцiалiв. Також наведено ряд важливих

результатiв попередникiв, якi використовуються в данiй дисертацiйнiй

роботi.

1.1. Функцiя Грiна. Конформний та внутрiшнiй

радiуси областi

Нехай B ⊂ C — однозв’язна область, U = {z : |z| < 1} — одиничний

круг i a ∈ B . Згiдно з теоремою Рiмана про вiдображення (див. [40, с. 29]),

iснує конформне вiдображення областi B на одиничний круг U при

якому f(a) = 0 ∈ U , f ′(a) > 0 . Якщо розглянути обернене вiдображення

ϕ таке, що здiйснює вiдображення одиничного круга U на область B так,

що ϕ(0) = a. Тодi поняття конформного радiуса однозв’язної областi

B ⊂ C вiдносно точки a ∈ B визначимо наступним чином

R(B, a) =
1

|f ′(a)| = |ϕ′(0)|.

Узагальненням поняття конформного радiуса для багатозв’язних

областей є поняття внутрiшнього радiуса областi, який визначається за

допомогою узагальненої функцiї Грiна (див. [40, с. 262]).
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Нехай B ⊂ C, B 6= C. Функцiєю Грiна областi B називається

така дiйсна функцiя gB(z, a), яка визначена при всiх z, a ∈ B, z 6= a та

при кожному фiкованому a ∈ B виконуються наступнi умови:

1) функцiя gB(z, a) як функцiя вiд z гармонiчна в областi B \ {a};
2) якщо z → a, то gB(z, a) → +∞, при цьому рiзниця gB(z, a) −

log 1
|z−a| залишається обмеженою для скiнченного a, рiзниця gB(z, a) −

log |z| обмежена для a = ∞;

3) при наближеннi до границi ∂B функцiя gB(z, a) прямує до нуля.

Для довiльної областi B ⊂ C функцiя Грiна визначається як

границя

gB(z, a) = lim
n→∞

gBn
(z, a),

де {Bn}∞n=1 — вичерпування областi B областями, що мають класичну

функцiю Грiна, тобто Bn ⊂ Bn+1, a ∈ B1 i ∪∞n=1Bn = B. Якщо ця

границя дорiвнює нескiнченностi, то говорять, що область B не має

функцiї Грiна.

Крiм того, функцiя Грiна є iнварiантом при конформному та

однолистому вiдображеннi f, тобто

gf(B)(f(z), f(a)) = gB(z, a), z ∈ B \ {a}.

Довiльну область B ⊂ C завжди можна вичерпати послiдовнiстю

областей B1 ⊂ B2 ⊂ . . . , для кожної з яких iснує функцiя Грiна. Тодi

за теоремою Харнака про зростаючi послiдовностi гармонiчних функцiй

випливає, що для кожної точки a ∈ B \ {∞} послiдовнiсть гармонiчних

функцiй

hBk,a(z) := gBk
(z, a)− ln

1

|z − a| , z ∈ B \ {a},
визначена за неперервнiстю в точцi a та рiвномiрно збiгається на

компактних пiдмножинах областi B при k → ∞ або до +∞ або до

деякої гармонiчної функцiї hB,a(z), яка не залежить вiд вибору областей
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B1 , B2, . . . . В цьому випадку функцiя

gB(z, a) := hB,a(z) + ln
1

|z − a|
називається узагальненою функцiєю Грiна областi B вiдносно

точки a , а величина

r(B, a) := exp(hB,a(a))

називається внутрiшнiм радiусом областi B вiдносно точки a . Все

сказане вище має мiсце i для w = ∞ :

hBk,∞(z) := gBk
(z,∞)− ln |z|.

Таким чином,

gB(z, a) = ln
1

|z − a| + ln r(B, a) + o(1), o(1) ⇒ 0, z → a,

gB(z,∞) = ln |z|+ ln r(B,∞) + o(1), o(1) ⇒ 0, z →∞.

Вiдмiтимо, що вiдмiннiсть узагальненої функцiї Грiна вiд класичної

функцiї Грiна полягає в тому, що при наближеннi до границi узагальнена

функцiя Грiна прямує до нуля всюди, за винятком, можливо, множини

логарифмiчної ємностi нуль.

Для будь-якої однозв’язної областi B, яка мiстить точку a, fa(z) —

функцiя Рiмана, яка вiдображає область B на одиничний круг так, що

fa(a) = 0, f ′a(a) > 0, тодi функцiя Грiна має наступний вигляд

gB(z, a) = ln
1

|fa(z)| .

Припустимо, що D — однозв’язна i

w = ψ(z) = z − a0 + b1(z − a0)
2 + . . .

вiдображає D взаємно однозначно i конформно на круг |w| < r0 так, що

ψ(a0) = 0 , ψ′(a0) = 1 . Тодi

gD(z, a0) = log
r0

|ψ(z)|
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— функцiя Грiна областi D в точцi a0 , i внутрiшнiй радiус областi D в

a0 дорiвнює r0 . Оскiльки gD(z, a0) гармонiчна всюди в D , крiм точки

a0 , i якщо z прямує будь-яким чином до межi D , то ψ(z) → r0 i тому

gD(z, a0) → 0 . Крiм того, поблизу z = a0 маємо

gD(z, a0) = log
r0

|z − a0||1 + o(1)| = log
1

|z − a0| + log r0 + o(1).

Якщо функцiя z = f(w) = a0 + a1w + . . . вiдображає круг |w| < 1

на область D взаємно однозначно i конформно, то w = f−1(z) =

z−a0

a1
+. . . поблизу z = a0 , так що a1f

−1(z) володiє властивостями функцiї

ψ(z) , розглянутими вище. Зокрема, в цьому випадку |a1| дорiвнює

внутрiшньому радiусу областi D в точцi a0 .

Iнварiантнiсть функцiї Грiна при конформному та однолистому

вiдображеннi f дозволяє в рядi випадкiв знайти її аналiтичний вигляд.

Безпосередньою перевiркою переконуємося, що функцiя Грiна одиничного

круга U = {z : |z| < 1} з полюсом в початку координат має вигляд

gU(z, 0) = − log |z|.

Функцiя Грiна того ж круга U , але з полюсом в довiльнiй точцi z0 ∈ U

визначається формулою

gU(z, z0) = log

∣∣∣∣
1− z0z

z − z0

∣∣∣∣ .

Для двозв’язної областi функцiя Грiна має значно складнiший

вигляд. Наприклад, для кiльця K(R) = {z : 1 < |z| < R} , R 6= ∞ ,

з полюсом в додатнiй точцi z0 має мiсце представлення:

gK(R)(re
iθ, z0) =

= − log r

log R
log z0 + log

∣∣∣∣
1− z0re

iθ

reiθ − z0

∣∣∣∣−
∞∑

n=1

R−n

n

zn
0 − z−n

0

Rn −R−n
(rn − r−n) cos nθ.

У випадку однозв’язних областей внутрiшнiй радiус областi

спiвпадає з конформним радiусом областi.
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Кожна область G , для якої iснує узагальнена функцiя Грiна, має

властивiсть: для всiх точок ζ ∈ ∂G , за виключенням, може бути,

деякої множини нульової логарифмiчної ємностi, i для всiх w ∈ G

iснує i дорiвнює нулю границя lim
z→ζ

gG(z, w) ; такi точки ζ називаються

регулярними граничними точками областi G [40].

Для компакта F ⊂ C його (логарифмiчна) ємнiсть визначається

наступними рiвностями:

capF :=
1

r(C\F,∞)
,

якщо величина r(C\F,∞) скiнченна; capF := 0 — в iншому випадку.

Для довiльної борелiвської множини E , яка лежить в C , ми визначаємо

capE як точну верхню грань величин capF , взяту по всiм компактам

F ⊆ E
⋂
C . Вiдмiтимо, що борелiвськi множини нульової ємностi завжди

мають нульову хаусдорфову розмiрнiсть i при конформних вiдображеннях

переходять у множини нульової ємностi.

Наведемо визначення операцiї заповнення несуттєвих граничних

компонент вiдносно системи взаємно неперетинних областей {Bk}n
k=1 .

При кожному k = 1, n лише скiнченна кiлькiсть компонент зв’язностi

множини C\Bk можуть мiстити якусь iз областей Bj , j = 1, n ,

j 6= k ; такi компоненти називають суттєвими. Область, отриману

викиданням iз C всiх суттєвих компонент зв’язностi множини Bk ,

будемо позначати B̃k . Очевидно, що Bk ⊂ B̃k при всiх k = 1, n i{
B̃k

}n

k=1
є системою скiнченнозв’язних взаємно неперетинних областей

без iзольованих граничних точок. Перехiд вiд системи {Bk}n
k=1 до системи{

B̃k

}n

k=1
називається операцiєю заповнення несуттєвих граничних

компонент [11]. Вiдмiтимо, що внутрiшнiй радiус областi при збiльшеннi

областi не зменшується, тобто виконується умова r(B, a) 6 r(B̃, a)

([165, 127]). Отже, операцiя заповнення несуттєвих компонент дозволяє

перейти вiд нескiнченнозв’язних областей до скiнченнозв’язних областей
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з невиродженими суттєвими компонентами.

1.2. Деякi факти теорiї квадратичних

диференцiалiв. Типи екстремальних задач i

функцiоналiв

Одним з основних понять в данiй роботi є поняття квадратичного

диференцiала. Фундаментальну роль квадратичних диференцiалiв в

теорiї екстремальних задач вперше вiдмiтив О. Тейхмюллер у 1939

роцi (див., наприклад, [228]). О. Тейхмюллер сформулював принцип про

те, що у бiльшостi випакiв кожнiй екстремальнiй задачi геометричної

теорiї функцiй комплексної змiнної вiдповiдає деякий квадратичний

диференцiал.

Теорiя квадратичних диференцiалiв була розвинена в роботах [46,

166, 167, 223].

Нехай B — область розширеної комплексної площини Cz . Пiд

квадратичним диференцiалом в B будемо розумiти символ

Q(z)dz2, (1.1)

де Q(z) — функцiя, мероморфна в областi B . Якщо область ψ(B) = D ⊂
Cw, де ψ — конформне та однолисте вiдображення, то будемо говорити,

що квадратичний диференцiал (1.1) породжує в областi D за допомогою

функцiї ψ квадратичний диференцiал

Q̃(w)dw2 = Q(ψ(w))(ψ′(w))2dw2.

Скiнченна точка z0 ∈ B називається нулем або полюсом порядку

n диференцiала (1.1), якщо вона має вiдповiднi властивостi вiдносно

функцiї Q(z) . Точка z0 = ∞ називається нулем або полюсом порядку n
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диференцiала (1.1), якщо вiдповiдною властивiстю володiє точка w0 = 0

вiдносно функцiї Q(1/w)/w4 .

Нулi i полюси квадратичного диференцiала (1.1) називаються його

критичними точками, причому нулi i простi полюси називаються

скiнченними критичними точками.

Максимальна регулярна крива z(t) , t ∈ (a, b) , −∞ 6 a <

b 6 ∞ , така, що для всiх t ∈ (a, b) виконується нерiвнiсть

Q(z)dz2 ≡ Q(z(t))(z′(t))2dt2 > 0 (вiдповiдно Q(z)dz2 < 0 ), називається

траєкторiєю (вiдповiдно ортогональною траєкторiєю) диференцiала

(1.1). При конформному однолистому вiдображеннi траєкторiї переходять

в траєкторiї.

Множину нулiв i простих полюсiв квадратичного диференцiала (1.1)

позначимо через H1 , а множину полюсiв порядку n > 2 — через H2 .

Теорема 1.2.1. [46, Роздiл III] Нехай Q(z)dz2 — квадратичний

диференцiал в областi B i нехай точка z0 ∈ B . Тодi iснує функцiя

z = ϕ(w) , яка конформно i однолисто вiдображає круг |w| < 1

на деякий окiл V точки z0 , така, що ϕ(0) = z0 i квадратичний

диференцiал Q(z)dz2 на V породжує в крузi |w| < 1 за допомогою

функцiї ϕ квадратичний диференцiал Q̃(w)dw2 , траєкторiї якого заданi

наступними рiвняннями:

Im w = c, якщо z0 ∈ B\(H1 ∪H2),

Im w
2+n

2 = c, якщо z0 — нуль порядку n,

Im w
1
2 = c, якщо z0 — полюс першого порядку,

Im (a + ib) log w = c, якщо z0 – полюс другого порядку n,

Q̃(w)dw2 = (a + ib)w−2dw2,

Im w
2−n

2 = c, якщо z0 – полюс порядку n > 3,

де a , b , c — дiйснi сталi числа.

Iз теореми 1.2.1 слiдує якiсна картина траєкторiй в околi точки z0 ∈
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B . Нехай область B обмежена скiнченним числом простих замкнутих

аналiтичних кривих. Квадратичний диференцiал в B називається

додатним, якщо границя областi B не мiстить полюсiв i складається iз

замикань траєкторiй цього диференцiала. Далi будемо розглядати будь-

який квадратичний диференцiал на сферi Рiмана як додатний. Пiд F -

пiдмножиною K вiдносно диференцiала Q(z)dz2 будемо розумiти таку

пiдмножину B , що кожна траєкторiя Q(z)dz2 , яка перетинається з K ,

повнiстю лежить в K .

Внутрiшнє замикання множини K визначається як внутрiшнiсть

замикання K i позначається через K̂ . Кiльцевою, круговою,

полосоподiбною або кiнцевою областю для диференцiала Q(z)dz2

називається найбiльша зв’язна вiдкрита F -множина, яка володiє

наступними властивостями.

Кiльцева область для Q(z)dz2 не мiстить точок множини (H1 ∪
H2) i заповнена траєкторiями диференцiала Q(z)dz2 , кожна з яких є

замкнутою жордановою кривою. При певному виборi чисто уявної сталої

τ функцiя w = exp
{

τ
∫

(Q(z))
1
2dz

}
вiдображає цю область конформно

на кругове кiльце r1 < |w| < r2 .

Круговою областю квадратичного диференцiала Q(z)dz2

називається однозв’язна область G ⊂ Cz , яка мiстить єдиний полюс

другого порядку цього квадратичного диференцiала в точцi w = a ∈ G ,

така, що при конформному однолистому вiдображеннi w = f(z)

(f(a) = 0 ) областi G на одиничний круг площини Cw , має мiсце

тотожнiсть

Q(z)dz2 ≡ −k
dw2

w2 , k ∈ R+ = (0,∞).

Кругова область G для Q(z)dz2 мiстить єдиний подвiйний полюс a

диференцiала Q(z)dz2 i G\{a} заповнена траєкторiями Q(z)dz2 , кожна

iз яких є замкнутою жордановою кривою, яка вiддiляє точку a вiд
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границi G . При певному виборi чисто уявної сталої τ функцiя w =

exp
{

τ
∫

(Q(z))
1
2dz

}
, доозначена значенням нуль в точцi a , конформно

вiдображає G на круг |w| < r, причому точка a переходить в точку

w = 0 .

Полосоподiбна область P для Q(z)dz2 не мiстить точок

множини (H1 ∪ H2) i заповнена траєкторiями диференцiала Q(z)dz2 ,

кожна з яких має в деякiй точцi z1 ∈ H2 граничну кiнцеву точку в одному

напрямку, а в iншiй (можливо, що вона спiвпадає з z1 ) точцi z2 ∈ H2

— граничну кiнцеву точку в iншому напрямку. Область P конформно

вiдображається функцiєю w =
∫

Q(z)
1
2dz на полосу a < Imζ < b .

Кiнцева область для Q(z)dz2 не мiстить точок множини (H1 ∪
H2) i заповнена траєкторiями диференцiала Q(z)dz2 , кожна з яких

має граничну кiнцеву точку в кожному iз двох можливих напрямкiв в

однiй i тiй же точцi z0 ∈ H2 . Ця область конформно вiдображається

функцiєю w =
∫

Q(z)
1
2dz на верхню або нижню пiвплощину площини ζ

(в залежностi вiд вибору вiтки кореня).

Теорема 1.2.2. Нехай Q(z)dz2 — додатний квадратичний

диференцiал на G ⊂ Cz , причому виключаються наступнi можливi

випадки i всi конфiгурацiї, якi отримуються iз них за допомогою

конформної еквiвалентностi:

G = Cz, Q(z)dz2 = dz2

i

G = Cz, Q(z)dz2 = Keiαdz2

z2 , K > 0,

α — дiйсне число. Нехай Φ — об’єднання всiх траєкторiй Q(z)dz2 ,

якi мають граничну кiнцеву точку в деякiй точцi множини H1 . Тодi

множина G\Φ складається iз скiнченного числа кiльцевих, кругових,

полосоподiбних i кiнцевих областей.
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Кожний полюс диференцiала Q(z)dz2 порядка n = 2 має

окiл, який мiститься в круговiй областi, або окiл, що покривається

внутрiшнiм замиканням скiнченного числа полосоподiбних областей, а

кожний полюс порядку n > 3 має окiл, що покривається внутрiшнiм

замиканням n − 2 кiнцевих областей i скiнченного числа (можливо

рiвного нулю) полосоподiбних областей.

Внутрiшнє замикання Φ̂ множини Φ не обов’язково має бути

порожнiм [46].

Теорема 1.2.3. Якщо квадратичний диференцiал Q(z)dz2 на Cz

має не бiльше трьох рiзних полюсiв, то множина Φ̂ порожня.

Розглянемо в якостi прикладу наступний квадратичний диференцiал

Q(z)dz2 = −

(
z − α

(α−β)

)

z2(z − 1)2 dz2,

заданий на сферi Cz , де α i β — фiксованi додатнi числа, α < β .

Цей диференцiал має нуль першого порядку в точцi z = α
(α−β) < 0 ,

простий полюс в нескiнченностi i полюси другого порядку в точках z = 0

i z = 1 . Множина Φ̂ порожня, а множина Cz\Φ складається iз двох

кругових областей. Далi, функцiя z = ϕ(w) := wn конформно i однолисто

вiдображає кут

D :=
{

w : −π

n
< arg w <

π

n

}

на площину Cw з розрiзом вздовж вiд’ємної дiйсної пiввiсi. Квадратичний

диференцiал Q(z)dz2 породжує в D за допомогою цiєї функцiї

квадратичний диференцiал

Q̃(w)dw2 = −
n2

(
wn − α

(α−β)

)

w2(wn − 1)2 dw2,

заданий на всiй площинi Cw . Структуру траєкторiй цього диференцiала

видно iз структури траєкторiй диференцiала Q(z)dz2 (див. Рис. 1.1).

Вказана залежнiсть квадратичних диференцiалiв спрощує також
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обчислення добуткiв степенiв внутрiшнiх радiусiв у вiдповiднiй

екстремальнiй задачi.

Рис. 1.1: Структура траєкторiй квадратичного диференцiала Q(z)dz2 .

Для зручностi подальших дослiджень, функцiонали, якi вивчаються

в данiй роботi розiб’ємо на чотири типи. Означення (n,m) -променевої

системи точок див. п. 2.1.

Функцiонали першого типу мають наступний вигляд

In,m(γ) = rγ (D, 0)
n∏

k=1

m∏
p=1

r (D, ak,p) ,

де γ ∈ R+ , k = 1, n , p = 1,m , An,m = {ak,p} — (n,m) -променева

система, D — вiдкрита множина, An,m ⊂ D ⊂ C , 0 ∈ D .

До другого типу вiднесемо функцiонали такого виду

Yn,m(γ) = rγ (D,∞)
n∏

k=1

m∏
p=1

r (D, ak,p) ,

де γ ∈ R+ , k = 1, n , p = 1,m , An,m = {ak,p} — (n,m) -променева

система, D — вiдкрита множина, An,m ⊂ D ⊂ C , ∞ ∈ D .

До третього типу вiднесемо функцiонали виду

Jn,m(γ) = [r (D, 0) r (D,∞)]γ
n∏

k=1

m∏
p=1

r (D, ak,p) ,
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де γ ∈ R+ , k = 1, n , p = 1,m , An,m = {ak,p} — (n,m) -променева

система, D — вiдкрита множина, An,m ⊂ D ⊂ C , 0 ∈ D , ∞ ∈ D .

До четвертого типу вiднесемо функцiонали виду

Υn,m =
n∏

k=1

m∏
p=1

r (D, ak,p) ,

де An,m = {ak,p} — (n,m) -променева система, D — вiдкрита множина,

An,m ⊂ D ⊂ C .

В частинному випадку D може бути об’єднанням областей, що

попарно не перетинаються, Bk,p , ak,p ∈ Bk,p .

Екстремальнi задачi, в яких дослiджується питання про максимум

описаних функцiоналiв, будемо називати екстремальними задачами

першого, другого, третього та четвертого типу, вiдповiдно, в залежностi

вiд типу функцiонала.

1.3. Метод роздiляючого перетворення

В кiнцi 80-х рокiв в геометричнiй теорiї функцiй був розроблений

В.М. Дубiнiним метод роздiляючого перетворення (див., наприклад, [56,

57, 165]). Суть цього методу полягає в наступному: дослiджуваний об’єкт

розбивається на частини, якi вiдображаються на частини спецiального

вигляду; потiм iз останнiх конструюються симетричнi об’єкти або шляхом

склеювання, або за допомогою вiдомих способiв симетризацiї. Важливiсть

роздiляючого перетворення полягає в тому, що в рядi випадкiв воно

дозволяє задачу iз великою кiлькiстю параметрiв звести до ряду

однотипних задач з меншим числом параметрiв. Ми у цiй роботi будемо

використовувати частковi випадки цього досить загального методу.

Перейдемо до описання цих випадкiв. Cлiдуючи роботам [11, c. 87–92],

[57, 165] наведемо визначення роздiляючого перетворення спочатку для
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конденсаторiв, а потiм i областей.

Конденсатором на розширенiй комплекснiй площинi Cz

називається будь-яка впорядкована пара K = (P0, P1) неперетинних

непорожнiх замкнених множин P0 i P1 . Вiдкрита множина

Π = Cz \ (P0 ∪ P1) називається полем, а самi множини P0 , P1 —

пластинами конденсатора K . Позначимо через L1
2(K) сукупнiсть всiх

функцiй ω : Cz → R , неперервних i лiпшицевих на Cz , рiвних нулю на

множинi P0 , одиницi на P1 .

Конденсатор K = {P0, P1} називається допустимим, якщо iснує

дiйсна функцiя ω(z) , неперервна на Cz , рiвна нулю на P0 , одиницi —

на P1 i гармонiчна в Π . Функцiя ω(z) називається потенцiальною

функцiєю конденсатора K . Конденсатор називається правильним,

якщо кожна iз областей, яка складає його поле, має граничнi точки на

обох пластинах цього конденсатора.

Ємнiсть конденсатора K визначається наступним чином:
∣∣∣K

∣∣∣ = inf
ω∈L1

2(K)

∫∫

Cz

∣∣∣∇ω
∣∣∣
2
dx dy, z = x + iy.

Нехай K = (P0, P1) — довiльний конденсатор на z -сферi Cz ; Bl ,

l = 1, . . . , m , — однозв’язнi попарно неперетиннi областi на Cz , якi

обмеженi скiнченним числом кусково-гладких кривих i якi задовольняють

умову Pj ∩ Bl 6= ∅ , j = 0, 1 , l = 1, . . . , m . Нехай {pl}m
l=1 — деяке

сiмейство функцiй ζ = pl(z) , якi конформно i однолисто вiдображають

вiдповiдно областi Bl на праву пiвплощину Re ζ > 0 . Позначимо через

P
(l)
j об’єднання множини pl(Pj ∩Bl) з її вiдображенням вiдносно уявної

осi.

Результатом роздiляючого перетворення конденсатора K =

(P0, P1) вiдносно сiмейства функцiй {pl}m
l=1 називається сiмейство

конденсаторiв {Kl}m
l=1 , яке складається iз m симетричних конденсаторiв
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Kl = (P
(l)
0 , P

(l)
1 ) , l = 1, . . . , m . Iнодi замiсть пiвплощини Re ζ > 0 в

означеннi деяких функцiй ζ = pl(z) , 1 6 l 6 m , розглядають круг

|ζ| < 1 . В цьому випадку пiд P
(l)
j розумiють об’єднання множини

pl(Pj ∩ Bl) з її iнверсiєю вiдносно кола |ζ| = 1 , j = 0, 1 . Сiмейство

конденсаторiв {Kl}m
l=1 , Kl = (P

(l)
0 , P

(l)
1 ) , l = 1, . . . , m , як i ранiше

називають результатом роздiляючого перетворення конденсатора K .

Теорема 1.3.1. [11, c. 88] Справедлива нерiвнiсть

∣∣∣K
∣∣∣ > 1

2

m∑

l=1

∣∣∣Kl

∣∣∣.

Якщо, додатково, конденсатор K = {P0, P1} правильний i допустимий,

то знак рiвностi в цiй нерiвностi досягається тодi i тiльки тодi, коли

Π ⊂
n⋃

l=1
Bl i в деякому околi довiльної аналiтичної дуги, яка належить

∂Bl∩Π , 1 6 l 6 n , потенцiальна функцiя конденсатора K симетрична

вiдносно цiєї дуги. Зокрема, якщо K — допустимий конденсатор iз

зв’язним полем, i множина ∂Bl∩Π , 1 6 l 6 n , мiстить вiдрiзок деякої

прямої або кола γ , то у випадку рiвностi конденсатор K симетричний

вiдносно γ .

Розглянемо тепер роздiляюче перетворення для областей.

Розглянемо систему рiзних точок розширеної комплексної площини

0 , a1 , a2, . . . , an , ∞ таких, що

0 = arg a1 < arg a2 < . . . < arg an < 2π.

Позначимо

arg an+1 := 2π, a0 := an, αk :=
1

π
(arg ak+1 − arg ak) , k = 1, n.

Зрозумiло, що
n∑

k=1
αk = 2. Нехай

Γk := {w : arg ak < arg w < arg ak+1} , k = 1, n,
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Γ0 := Γn, Γn+1 := Γ1.

Тодi функцiя

zk (w) = −i
(
e−i arg akw

) 1
αk , k = 1, n, z0 := zn, zn+1 := z1,

конформно i однолисто вiдображає областi Γk , k = 1, n , на праву

пiвплощину Re z > 0 таким чином, що виконуються наступнi

асимптотичнi рiвностi:

|zk (w)− zk (am)| ∼ 1

αk
|am|

1
αk
−1 |w − am| , w ∈ Γk, w → am,

k = 1, 2, . . . , n, m = k, k + 1, an+1 := a1,

|zk (w)| = |w| 1
αk , w ∈ Γk w → 0, w →∞.

Нехай {Bk}n+1
k=0 — сiмейство областей, якi задовольняють умовам:

0 ∈ B0 ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n, ∞ ∈ Bn+1 ⊂ C.

Bk

⋂
Bm = ø, k 6= m, k,m = 0, 1, . . . , n, n + 1.

Позначимо через Ω
(1)
k , k = 1, n , об’єднання зв’язної компоненти

множини zk

(
Bk

⋂
Γk

)
, яка мiстить точку zk (ak) , k = 1, n , з її

вiдображенням вiдносно уявної осi, а через Ω
(2)
k−1, k = 1, n, Ω

(2)
0 :=

Ω
(2)
n , — об’єднання зв’язної компоненти множини zk−1

(
Bk

⋂
Γk−1

)
, яка

мiстить точку zk−1 (ak) , k = 1, n , з її вiдображенням вiдносно уявної осi.

Сiмейство двох симетричних вiдносно уявної осi областей
{

Ω
(1)
k , Ω

(2)
k−1

}

називається результатом роздiляючого перетворення областi Bk вiдносно

сiмейства двох функцiй {zk, zk−1} , k = 1, n .

Аналогiчно, результатом роздiляючого перетворення областi B0

вiдносно сiмейства функцiй {zk}n
k=1 називається сiмейство симетричних

вiдносно уявної осi областей Ω
(0)
k , k = 1, n , якi отриманi внаслiдок

об’єднання зв’язної компоненти множини zk (B0
⋂

Γk) , k = 1, n ,

яка мiстить точку 0 , з її вiдображенням вiдносно уявної осi.
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Результатом роздiляючого перетворення областi Bn+1 вiдносно сiмейства

функцiй {zk}n
k=1 називається сiмейство симетричних вiдносно уявної

осi областей Ω
(∞)
k , k = 1, n , якi отриманi внаслiдок об’єднання

зв’язної компоненти множини zk (Bn+1
⋂

Γk) , k = 1, n , яка мiстить

точку ∞ , з її вiдображенням вiдносно уявної осi. Система областей{
Ω

(0)
k , Ω

(1)
k , Ω

(2)
k , Ω

(∞)
k

}
є системою попарно неперетинних областей.

Теорема 1.3.2. [11, c. 90] Мають мiсце наступнi нерiвностi:

r (Bk, ak) 6


r

(
Ω

(1)
k , zk (ak)

)

1
αk
· |ak|

1
αk
−1

·
r
(
Ω

(2)
k−1, zk−1 (ak)

)

1
αk−1

· |ak|
1

αk−1
−1




1
2

, ∀k = 1, n, (1.2)

r (B0, 0) 6
n∏

k=1

[
r
(
Ω

(0)
k , 0

)]α2
k
2

, (1.3)

r (Bn+1,∞) 6
n∏

k=1

[
r
(
Ω

(∞)
k ,∞

)]α2
k
2

. (1.4)

Якщо для областей Bk, k = 0, n + 1 , iснує класична функцiя Грiна,

то в нерiвностях (1.2) знак рiвностi досягається тодi i тiльки тодi,

коли областi Bk, k = 1, n , вiдповiдно, симетричнi вiдносно прямих

w = ρ · exp
{
i · 2π

n (k − 1)
}

, ρ > 0, k = 1, n; в нерiвностях (1.3) i

(1.4), вiдповiдно, знак рiвностi досягається тодi i тiльки тодi, коли

областi B0 i Bn+1 симетричнi вiдносно сiмейства прямих w = ρ ·
exp

{
i · 2π

n (k − 1)
}

, ρ > 0, k = 1, n.

1.4. Короткий iсторичний огляд

Дана робота присвячена вивченню задач класичного роздiлу

геометричної теорiї функцiй комплексної змiнної, а саме, екстремальних

задач про неперетиннi областi. Виникнення в теорiї однолистих функцiй

екстремальних задач про неперетиннi областi пов’язано з роботою М.О.
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Лаврентьєва [91]. В цiй роботi була вперше поставлена i розв’язана

задача про добуток конформних радiусiв двох взаємно неперетинних

однозв’язних областей. Згiдно результату М.О. Лаврентьєва, якщо a1 i

a2 — скiнченнi точки, то для будь-якої пари неперетинних однозв’язних

областей D1 i D2 такої, що ak ∈ Dk , k = 1, 2 , справедлива нерiвнiсть

r(D1, a1)r(D2, a2) 6 |a1 − a2|2, (1.5)

де рiвнiсть досягається для пiвплощин Dk i точок ak , симетричних

вiдносно їх спiльної межi.

Пiзнiше задача М.О. Лаврентьєва була узагальнена для випадку

мероморфних функцiй. Тодi для областей B1 ⊂ C та B2 ⊂ C знак

рiвностi в попереднiй нерiвностi досягається тодi i тiльки тодi, коли

областi B1 та B2 мають наступний вигляд

B1 =

{
w ∈ C :

∣∣∣∣
w − a1

w − a2

∣∣∣∣ < ρ

}
, B2 =

{
w ∈ C :

∣∣∣∣
w − a1

w − a2

∣∣∣∣ > ρ

}
,

де ρ ∈ R+ , чи навпаки. Одним з прикладiв такої конфiгурацiї областей

може бути випадок, коли одна з областей обмежена деяким колом,

а iнша область, в свою чергу, буде необмежена, тобто є доповнення

до першої областi. Варто вiдмiтити, що для випадку мероморфних

функцiй порушується єдинiсть екстремалi, тобто сiм’я екстремалей має

континуальну потужнiсть.

М.О. Лєбєдєв [92, 93] на основi методу площ розв’язав велику

кiлькiсть основних задач. Приблизно в цей же час Дж. Дженкiнс в

своїй роботi [46] доводить загальну теорему про коефiцiєнти, яка є

розв’язком загальної задачi для областей, що взаємно не перетинаються,

на скiнченних рiманових поверхнях. У 1967 роцi П.М. Тамразов в

роботi [113] iстотно доповнив цю теорему. Взагалi кажучи, iз загальної

теореми про коефiцiєнти можна отримати бiльшiсть вiдомих на той час

результатiв у теорiї однолистих функцiй.
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В 1985 роцi В.М. Дубiнiн [56] посилив класичний результат Дж.

Дженкiнса для фiксованих полюсiв.

Теорема 1.4.1. [56] Нехай Q (z) dz2 — додатний квадратичний

диференцiал на G , регулярний всюди, за виключенням n простих

полюсiв та m полюсiв другого порядку, b1, b2, . . . , bm, в околах яких

в термiнах деякого локального параметра, який зображає bl, l =

1, 2, . . . , m , як точку z = 0 , має мiсце розклад

Q (z) dz2 =
(
−αl

z2 + . . .
)

dz2,

αl > 0, l = 1, . . . , m (n > 0, m > 1 , множина простих полюсiв

може бути порожня). Для n = 0, m = 2 i G = C одночасно нехай

G1 i G2 — довiльнi областi обмеженi одною i тою ж траєкторiєю

квадратичного диференцiалу Q (z) dz2 . В iнших випадках нехай G є

внутрiшнiм замиканням кругових областей G1, G2, . . . , Gm , вiдповiдних

полюсам b1, b2, . . . , bm . Тодi для довiльних областей D1, D2, . . . , Dm ,

bl ∈ Dl ⊂ G , l = 1, 2, . . . , m , об’єднання яких мiстить не бiльше,

нiж скiнчене число замикань ортогональних траєкторiй квадратичного

диференцiала Q (z) dz2 , справедлива нерiвнiсть
m∏

k=1

rαl (Dl, al) 6
m∏

k=1

rαl (Gl, al) . (1.6)

Якщо, додатково, областi Dl, l = 1, . . . , m , мають класичнi функцiї

Грiна, то рiвнiсть в (1.6) досягається тiльки у тому випадку, коли лiнiї

рiвня цих функцiй складаються iз замикань траєкторiй квадратичного

диференцiала Q (z) dz2 . Зокрема, для однозв’язних областей D1, . . . , Dm

знак рiвностi має мiсце тодi i тiльки тодi, коли Dl = Gl, l = 1, . . . , m.

В роботах Л.I. Колбiної [79, 80] була отримана оцiнка добутку

степенiв конформних радiусiв у випадку двох попарно неперетинних

однозв’язних областей комплексної сфери: при заданих скiнченних рiзних
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точках a1 , a2 максимум I0 величини I = Rα(B1, a1)R
β(B2, a2), (α > 0 ,

β > 0 ) вiдносно всеможливих пар областей B1 , B2 таких, що a1 ∈
B1 ⊂ C, a2 ∈ B2 ⊂ C, досягається для полюсiв та кругових областей

квадратичного диференцiала

Q(z)dz2 = −(a2 − a1)[z − a1 − α(a2 − a1)/(α− β)]

(z − a1)2(z − a2)2 dz2.

Пiдкреслимо, що величина

T2 :=





r(D1, a1)r(D2, a2)|a1 − a2|−2, a1 + a2 6= ∞
r(D1, a1)r(D2, a2), a1 + a2 = ∞,

(1.7)

ak ∈ Dk ⊂ C , k = 1, 2 , є iнварiантом вiдносно дробово-лiнiйних

вiдображень площини C на себе. Тобто для всякої функцiї виду f(z) =

(az + b)/(cz + d) , де ad− bc 6= 0 , виконується рiвнiсть

T2(a1, a2, D1, D2) = T2(f(a1), f(a2), f(D1), f(D2)).

Таким чином, нерiвнiсть (1.5) можна розглядати як оцiнку зверху

мебiусового iнварiанта:

T2 6 1.

У випадку трьох i бiльше точок багато авторiв [11, 31, 85, 125] розглядали

оцiнки бiльш загального мебiусового iнварiанта виду

Tn :=

n∏
k=1

r(Dk, ak)

{
′∏

16k<l6n

|ak − al|
} 2

n−1

, (1.8)

(тут штрих у добутку означає, що для нескiнченно вiддаленої точки пiд

вiдповiдним множником розумiємо одиницю). Для того, щоб отримати

Tn потрiбно для n попарно неперетинних областей Dk i точок ak ∈ Dk ,

k = 1, n , n > 2 , перемножити всi можливi попарнi добутки виду (1.7) i

взяти корiнь степеня 2(n− 1) .
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В 1951 роцi Г.М. Голузiн узагальнив задачу М.О. Лаврентьєва на

випадок скiнченного числа n , n > 3 , взаємно неперетинних однозв’язних

областей Bk , ak ∈ Bk ⊂ C ({ak}n
k=1 — довiльнi фiксованi скiнченнi та

рiзнi точки комплексної площини), а при n = 3 отримав точну оцiнку

для T3 [40, с. 165]

T3 6 64

81
√

3
,

де рiвнiсть досягається, з точнiстю до дробово-лiнiйних перетворень,

тiльки для областей, якi є рiвними кутами i точок, якi лежать на

бiсектрисах цих кутiв на однакових вiдстанях вiд їх спiльної вершини.

Випадок n > 3 виявився значно складнiшим i iстотно вiдрiзняється вiд

ситуацiї n 6 3 , оскiльки дробово-лiнiйним вiдображенням будь-якi три

наперед заданi точки можна перевести в три точки, якi є зручними для

доведення. Для n = 4 Г.В. Кузьмiна в роботi [85, II, с. 25] показала,

що задача про оцiнку T4 зводиться до проблеми найменшої ємностi у

визначеному сiмействi континуумiв i отримала точну нерiвнiсть

T4 6 32 · 4−8/3.

Рiвнiсть досягається тiльки в тому випадку, коли, з точнiстю до дробово-

лiнiйного перетворення, a1 = −a2 = 1 , a3 = −a4 = i(2 − √3) , а межа

множини
4⋃

k=1
Dk складається iз вiдрiзкiв [

√
3−2, 2−√3] , променiв {z|z =

it, t ∈ [1, +∞)} i {z|z = it, t ∈ [−∞, −1)} , частини кругової дуги ρ , яка

проходить через точки −1 , i , 2−√3 , яка лежить в першому квадрантi,

а також кругових дуг, якi ми отримуємо з ρ перетвореннями w → −w ,

w → w , w → −w .

Для n > 5 повного розв’язку (1.8) на даний час не отримано.

Оскiльки оцiнка для iнварiанта T5 без будь-яких обмежень на областi

Dk i точки ak, k = 1, . . . , 5 , є досить важкою та цiкавою задачею.

Розв’язок цiєї задачi було отримано Г.В. Кузьмiною та В.М. Дубiнiним
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при додатковому обмеженнi на сукупнiсть точок {ak}5
k=1 , яка має бути

симетрична вiдносно деякого кола або прямої (див. [165], [85, II, с. 25–26]).

М.О. Лєбєдєв в монографiї [92, с. 32–33] розглядав наступну

екстремальну задачу про добуток конформних радiусiв: на площинi w

дано n рiзних фiксованих точок ak , k = 1, n , n > 3 . Функцiї w = fk(z) ,

k = 1, n , регулярнi в крузi |z| < 1 однолисто вiдображають круг |z| < 1

на неперетиннi областi Bk , якi мiстять вiдповiднi точки ak , k = 1, n , i

причому так, що fk(0) = ak , k = 1, n . Що можна сказати про максимум

добутку
n∏

k=1

|f ′k(0)|γk −→ max, γk > 0, n > 3

вiдносно всеможливих функцiй fk(z) , k = 1, n ? Однак, ця задача

в загальному випадку не розв’язана до цих пiр, вдалося отримати

її розв’язок тiльки в часткових випадках. Ця задача є безпосереднiм

узагальненням попереднiх результатiв М.О. Лаврентьєва, Г.М. Голузiна,

З. Нехарi, Дж. Дженкiнса.

Вцiлому ця тематика пройшла великий шлях розвитку. В зв’язку

з цим можна пригадати роботи таких вчених: М.О. Лєбєдєва [92, 93],

Л.Л. Громової [42], П.М. Тамразова [109, 113, 117], П.П. Куфарєва,

П.П. Куфарєва i А.Е. Фалеса [90], Н.I. Колбiної [79, 80], Дж. Дженкiнса

[46, 186, 187], Нехарi [202], Ю.Є. Алєнiцина [2, 3], А.З. Грiншпана [41],

Л.Л. Громової та М.О. Лєбєдєва [42], I.О. Александрова [1], В.А. Андрєєва

[5], Г.В. Кузьмiної [81, 82, 83, 84, 85, 86, 87, 88, 89], В.А. Шлика [132],

П. Дюрена [167], П. Дюрена i М. Шиффера [168, 169], В.М. Дубiнiна

[55, 56, 57, 58, 59, 60, 165], С.I. Федорова [125], Є.Г. Ємельянова [61, 62,

63, 64], I.П. Мiтюка [96], А.Ю. Солинiна [100, 101], А.Ю. Васiльєва [231]

та багатьох iнших.

У бiльшостi перерахованих робiт регулярнi функцiї задовольняли

нормуючiй умовi: точка z = 0 при вiдображеннi цими функцiями
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переходила в деякi рiзнi, але фiксованi точки ak, k = 1, n , комплексної

площини. В 1968 роцi П.М. Тамразов у роботi [117] висунув iдею, яка

полягала у тому, що точкам ak, k = 1, n , можна надавати деяку

"свободу". В 1975 роцi у вiдповiдностi з цiєю iдеєю Г.П. Бахтiна [31]

у своїй дисертацiї вперше поставила та розв’язала ряд екстремальних

задач на класi взаємно неперетинних областей з так званими "вiльними"

полюсами. Внаслiдок цих результатiв тематика отримала новий поштовх

для свого розвитку.

Перший результат в екстремальних задачах з вiльними полюсами на

одиничному колi одержано в роботi [31].

Теорема 1.4.2. [31] Для будь-яких рiзних точок ak , k = 1, 4 , якi

належать одиничному колу |z| = 1 , i будь-яких однозв’язних областей,

що попарно не перетинаються, Dk , ak ∈ Dk ⊂ C , k = 1, 4 , i якi

симетричнi вiдносно одиничного кола, справедлива нерiвнiсть

4∏

k=1

∣∣f ′k(0)
∣∣ 6 1, (1.9)

де w = fk(z) — однолисте конформне вiдображення одиничного круга

на область Dk , ak = fk(0) , k = 1, 4 . Рiвнiсть в (1.9) досягається

тодi i тiльки тодi, коли ak i Dk є, вiдповiдно, полюсами та круговими

областями квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = − w2

(w4 − 1)2 dw2.

В 1978 роцi В.М. Дубiнiн [55] розробив метод роздiляючого

перетворення i розв’язав за допомогою нього велику кiлькiсть складних

задач (див., наприклад, [56, 57, 165]). Є.Г. Ємельянов [62] розв’язав

досить цiкаву задачу з двома колами. Ряд нових та загальних

екстремальних задач були розв’язанi Г.В. Кузьмiною [81, 82, 83, 84, 85, 86],
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С.I. Фьодоровим [125], Г.П. Бахтiної [33], О.К. Бахтiним [7, 8, 10],

I.П. Мiтюком [96, 97], А.Ю. Солинiним [100, 101].

Iз результатiв роботи [55] слiдує теорема, що суттєво узагальнює

теорему 1.4.2.

Теорема 1.4.3. [55] Для будь-яких рiзних точок ak , k = 1, 2, . . . , n

(n > 3) , якi належать одиничному колу |z| = 1 i будь-яких областей,

що попарно не перетинаються, Dk , ak ∈ Dk ⊂ C , k = 1, . . . , n ,

справедлива нерiвнiсть
m∏

k=1

r(Dk, ak) 6
(

4

n

)n

. (1.10)

Якщо, додатково, областi Dk , k = 1, . . . , n , мають класичнi функцiї

Грiна, то рiвнiсть в (1.10) досягається тодi i тiльки тодi, коли

ak = exp

(
i

(
θ +

2πk

n

))
,

Dk =

{
z :

∣∣∣arg z − θ − 2πk

n

∣∣∣ <
π

n

}
, k = 1, . . . , n,

де θ — дiйсне стале число.

Iншим важливим частинним випадком роботи [55] є наступний

результат.

Теорема 1.4.4. [55] Нехай n > 3 , n ∈ N , λ, R ∈ R+ , λ < R .

Тодi для будь-яких n рiзних точок ak , |ak| = λ , k = 1, n , i довiльної

системи областей, що попарно не перетинаються, {Dk}n
k=1 , ak ∈ Dk ⊂

UR , k = 1, n справедлива нерiвнiсть
n∏

k=1

r (Dk, ak) 6
(

4λ

n

)n

·
[
Rn − λn

Rn + λn

]n

. (1.11)

Якщо, додатково, областi Dk , k = 1, . . . , n , мають класичнi функцiї

Грiна, то рiвнiсть в (1.11) досягається тодi i тiльки тодi, коли ak

i Dk є, вiдповiдно, полюсами та круговими областями квадратичного
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диференцiала

Q(w)dw2 = − wn−2(wn + Rn)

(wn − λn)2(R2n − λnwn)2 dw2.

В останнє десятирiччя багато екстремальних задач було розв’язано

В.М. Дубiнiним та його учнями Е.Г. Прiлєпкiною, Л.В. Ковальовим, Е.В.

Костюченко, Н.В. Ейрих, Д.О. Кiрiловою за допомогою властивостей

ємностей узагальнених конденсаторiв та методу симетризацiї (див.,

наприклад, [58, 59, 60, 165]).

Вцiлому до 2004 року в бiльшостi випадкiв розглядалися задачi з

вiльними полюсами на одиничному колi. О.К. Бахтiн в роботах [10, 11]

запропонував метод "керуючих" функцiоналiв, який дозволив розглядати

екстремальнi задачi iз вiльними полюсами на променевих системах точок

(див., наприклад, [9, 11, 14, 123]).

Велика кiлькiсть робiт з’явилася вже у XXI столiттi (див.,

наприклад, Л.В. Ковальов [76, 77, 78], Г.В. Кузьмiна [87, 89], Є.Г.

Ємельянов [63, 64], В.М. Дубiнiн [58, 165], О.К. Бахтiн [11, 14, 26, 141,

142, 143, 147], А.Л. Таргонський [14, 122, 123, 225, 226, 227], Д.О. Кiрiлова

[75], В.Є. В’юн [36], Я.В. Заболотний [66, 68, 69, 70, 71, 234] тощо).

Разом з тим, багато екстремальних задач, особливо з вiльними полюсами,

залишаються не розв’язаними. Деякi з таких проблем розглядаються в

данiй дисертацiйнiй роботi.

1.5. Результати попередникiв, якi

використовуються в роботi

Наведемо ряд важливих результатiв, якi використовуються в данiй

дисертацiйнiй роботi.
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Теорема 1.5.1. [40] В сiмействi R всiх функцiй F (z) , F (0) = 0 ,

F ′(0) = 1 , регулярних в данiй однозв’язнiй областi B , яка мiстить

точку z = 0 i має бiльше однiєї граничної точки, мiнiмум величинi

H(F ) =

∫∫

B

|F ′(z)|2dσ (1.12)

(dσ – елемент площi) дає єдина функцiя, що однолисто вiдображає

область B на повний круг |z| < R .

Пiд iнтегралом (1.12), взятим по областi B , розумiється границя

iнтегралiв, взятих по областях Bn , n = 1, 2, . . . , якi вичерпують область

B , тобто таким, що Bn ⊂ B , Bn ⊂ Bn+1 i що будь-яка замкнута

множина E ⊂ B , починаючи з деякого n , лежить в Bn . Значення

iнтеграла (1.12) не залежить вiд вибору областей Bn , якi вичерпують

B . За областi Bn можна взяти прообрази кругiв |ζ| < rn , rn < 1 , при

однолистому вiдображеннi областi B на круг |ζ| < 1 так, що z = 0

переходить в ζ = 0 . У випадку однолистої функцiї F (z) iнтеграл (1.12)

дає площу образа областi B при вiдображеннi ζ = F (z) . У випадку

неоднолистостi F (z) в B iнтеграл (1.12) дає площу рiманової поверхнi,

на яку вiдображається область B взаємно однозначно за допомогою

ζ = F (z) .

При вiдшуканнi мiнiмума iнтеграла (1.12) достатньо розглянути

лише функцiї F (ζ) ∈ R iз скiнченним H(F ) . Взявши функцiї ζ = f(z) ,

z = φ(ζ) , зробимо замiну змiнної в iнтегралi (1.12) ζ = reiφ :

H(F ) =

∫∫

|ζ|<1

|F ′(φ(ζ))φ′(ζ)|2r dr dφ =

= lim
ρ→1

∫∫

|ζ|<ρ

|F ′(φ(ζ))φ′(ζ)|2r dr dφ.

Поклавши

F ′(φ(ζ))φ′(ζ) =
∞∑

n=0

anζ
n, a0 = φ′(0) =

1

f ′(0)
,
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маємо

H(F ) = π lim
ρ→1

∞∑
n=0

|an|2ρ2n+2

n + 1
> π|a0|2,

тобто H(F ) > π|a0|2 , причому знак рiвностi в цiй нерiвностi має мiсце

тiльки при умовi a1 = a2 = . . . = 0 , для функцiї F (z) = f(z)
f ′(0) .

Далi, сформулюємо один iз важливих результатiв, який був

отриманий О.К. Бахтiним в роботах [10], [11, с. 95].

Теорема 1.5.2. Нехай R ∈ R+ , n,m ∈ N i n > 3 . Тодi, якi

б не були (n,m) -променева система точок An,m = {ak,p} , k = 1, n ,

p = 1,m , i довiльна система взаємно неперетинних областей {Bk,p} ,
ak,p ∈ Bk,p ⊂ C , k = 1, n , p = 1,m , справедлива нерiвнiсть

n∏

k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) 6 2nm ·
(

n∏

k=1

αk

)m

·
(

n∏

k=1

µk(R)

) 1
2

· LR(An,m). (1.13)

Знак рiвностi в (1.13) досягається тодi i тiльки тодi, коли точки ak,p i

областi B̃k,p , k = 1, n , p = 1,m , є, вiдповiдно, полюсами та круговими

областями квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = − wn−2(Rn + wn)2m−2

[
(R

n
2 − iw

n
2 )2m + (R

n
2 + iw

n
2 )2m

]2 dw2,

i cap
(
B̃k,p\Bk,p

)
= 0 при всiх k = 1, n , p = 1,m . Величини αk , µk(R) ,

LR(An,m) означенi в пiдроздiлi 2.1.

Наступнi твердження iстотним чином вплинули на доведення

результатiв даної дисертацiї.

Теорема 1.5.3. [11, с. 135] Нехай R ∈ R+ , n,m ∈ N , n > 2 .

Тодi для будь-якої (n,m) -рiвнопроменевої системи точок An,m = {ak,p} ,
k = 1, n , p = 1,m , i будь-якого набору довiльних взаємно неперетинних

областей B0 , {Bk,p} , 0 ∈ B0 , ak,p ∈ Bk,p , k = 1, n , p = 1,m ,
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справедлива нерiвнiсть

[r (B0, 0)]
n2

4

n,m∏

k,p=1

r (Bk,p, ak,p) 6

(1.14)

6
(

8

n(2m + 1)

)nm (
2

2m + 1

)n
2

·R(n
2 )

2

LR(An,m).

Знак рiвностi в (1.14) досягається тодi i тiльки тодi, коли 0 , {ak,p} i

B0 , {B̃k,p} , k = 1, n , p = 1,m , є, вiдповiдно, полюсами та круговими

областями квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = − wn−2(Rn + wn)2m−1

[
(R

n
2 − iw

n
2 )2m+1 − (R

n
2 + iw

n
2 )2m+1

]2 dw2.

Теорема 1.5.4. [11, с. 146] Нехай R ∈ R+ , n,m ∈ N , n > 2 .

Тодi, якi б не були (n,m) -рiвнопроменева система точок An,m = {ak,p} ,
k = 1, n , p = 1,m , i набiр взаємно неперетинних областей B0 , {Bk,p} ,
B∞ таких, що 0 ∈ B0 , ak,p ∈ Bk,p , ∞ ∈ B∞ , k = 1, n , p = 1,m ,

справедлива нерiвнiсть

[r (B0, 0) · r (B∞,∞)]
n2

4

n∏

k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) 6

(1.15)

6
(n

4

)n

·
(

4

n(m + 1)

)n(m+1)

· LR(An,m).

Знак рiвностi в (1.15) досягається тодi i тiльки тодi, коли 0 , {ak,p} , ∞
i B̃0 ,

{
B̃k,p

}
, B̃∞ для всiх k = 1, n i p = 1,m є, вiдповiдно, полюсами

та круговими областями квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −wn−2 (Rn + wn)2m

[
(R

n
2 − iw

n
2 )2m+2 − (R

n
2 + iw

n
2 )2m+2

]2 dw2.
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Теорема 1.5.5. [11, с. 169] Нехай α1, α2, ρ, ρ1, ρ2 ∈ R+ , a0 = 0 ,

a∞ = ∞ , a1 = iρ1 , a2 = −iρ2 . Тодi для будь-якої четвiрки попарно

непереинних областей Bq , aq ∈ Bq ⊂ C , q ∈ {0, 1, 2,∞} , справедлива
нерiвнiсть

[r (B0, 0) r (B∞,∞)]α1

(
r (B1, a1) r (B2, a2)

|a1 − a2|2
)α2

6 I
(0)
4 (α1, α2) =

=
[
r
(
B

(0)
0 , 0

)
r
(
B(0)
∞ ,∞

)]α1 ·

r

(
B

(0)
1 , iρ

)
r
(
B

(0)
2 ,−iρ

)

4ρ2




α2

,

B
(0)
q , q ∈ {0, 1, 2,∞} , — круговi областi квадратичного диференцiала

Q1(w)dw2 = −
w4 + 2

(
1− 2α2

α1

)
ρ2w2 + ρ4

w2(w2 + ρ2)2 dw2,

0 ∈ B0
0 , ∞ ∈ B0

∞, iρ ∈ B0
1 , −iρ ∈ B0

2 .

Знак рiвностi тут досягається тодi i тiльки тодi, коли aq i B̃q ,

q ∈ {0, 1, 2,∞} , є, вiдповiдно, полюсами та круговими областями

квадратичного диференцiала Q1(w)dw2 , cap B̃q\Bq = 0 , q ∈ {0, 1, 2,∞} .
Наступний допомiжний результат був отриманий А.Л. Таргонським

в роботах [122, 123].

Лема 1.5.1. Справедливi спiввiдношення

r
(
B

(0)
0 , 0

)
= ρ

√
α1

∣∣√α2 −√α1
∣∣ 1

2

(√
α2
α1
−1

)

∣∣√α2 +
√

α1
∣∣ 1

2

(√
α2
α1

+1
) ,

r
(
B(0)
∞ ,∞

)
=

1

ρ

√
α1

∣∣√α2 −√α1
∣∣ 1

2

(√
α2
α1
−1

)

(√
α2 +

√
α1

) 1
2

(√
α2
α1

+1
) ,

r
(
B

(0)
k , (−1)k−1iρ

)
= 2ρ

√
α1

∣∣√α2 −√α1
∣∣1

2

(√
α2
α1
−1

)

(√
α2 +

√
α1

)1
2

(√
α2
α1

+1
) , k = 1, 2,
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I
(0)
4 (α1, α2) =

(
r
(
B

(0)
0 , 0

)
r
(
B(0)
∞ ,∞

))α1 ×

×

r

(
B

(0)
1 , iρ

)
r
(
B

(0)
2 ,−iρ

)

4ρ2




α2

=

= αα1
1 αα2

2 |√α1 −√α2|−(
√

α1−√α2)
2

|√α1 +
√

α2|−(
√

α1+
√

α2)
2

,

B
(0)
q , q ∈ {0, 1, 2,∞} — круговi областi квадратичного диференцiала

Q1(w)dw2 = −
w4 + 2

(
1− 2α2

α1

)
ρ2w2 + ρ4

w2(w2 + ρ2)2 dw2.

Наступна теорема (див. також [11, с. 204]) вiдiграла важливу роль

при доведеннi результатiв Роздiлiв 4 i 5. В теоремi 1.5.6 вдалося отримати

точну мажоранту функцiонала, яка деяким чином враховує вiдхилення

не екстремальної системи точок вiд екстремальної. Теорема 1.5.6 у

випадку, коли точки ak , k = 1, n , лежать на одиничному колi i для

систем неперетинних областей була отримана В.М. Дубiнiним методом

роздiляючого перетворення. Поки що незрозумiло, яким ще методом

можна отримати таку оцiнку.

Теорема 1.5.6. Нехай n ∈ N , n > 3 . Тодi для будь-якої n -

променевої системи точок An = {ak}n
k=1 i будь-якої системи взаємно

неперетинних областей {Bk}n
k=1 , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n , справедлива

нерiвнiсть
n∏

k=1

r(Bk, ak) 6 2n · N (0)(An) ·
n∏

k=1

αk,

знак рiвностi в якiй реалiзується тодi i тiльки тодi, коли ak i B̃k ,

k = 1, n , є, вiдповiдно, полюсами i круговими областями квадратичного

диференцiала

Q(w)dw2 = − wn−2

(wn −R)2 dw2,
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де Rn = N (0)(An) i cap B̃k\Bk = 0 , k = 1, n .

В данiй дисертацiї узагальнюються та посилюються декiлька

результатiв, якi були отриманi в роботi [56]. Завдяки методу роздiляючого

перетворення, мабуть, вперше вдалося отримати точну оцiнку досить

складного функцiонала на сiмействах неперетинних областей i вiдразу

для всiх значень натурального параметра n .

Теорема 1.5.7. [56, с. 55] Для будь-яких рiзних точок ak , k = 0, n ,

(n > 2) , якi лежать на колi |z| = 1 , i будь-яких попарно неперетинних

областей Dk , ak ∈ Dk ⊂ C , k = 0, n , a0 = 0 ∈ D0 , справедлива

нерiвнiсть
n∏

k=0

r (Dk, ak) 6 4
1
n+nnn

(n2 − 1)
1
n+n

(
n− 1

n + 1

)2

. (1.16)

Якщо областi Dk , k = 0, n , мають класичну функцiю Грiна,

то рiвнiсть в (1.16) досягається тодi i тiльки тодi, коли областi

Dk i точки ak є, вiдповiдно, круговими областями та полюсами

квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(n2 − 1)wn + 1

w2(wn − 1)2 dw2.

Iз теореми 1.5.7 випливають вiдомi результати М.О. Лаврентьєва, Г.М.

Голузiна, Г.В. Кузьмiної для n = 2, 3, 4 .

В 1996 роцi Л.В. Ковальов [76] отримав наступний результат.

Теорема 1.5.8. [76] Нехай ak = exp(iαk) , k = 1, n , n > 5 , —

точки одиничного кола, причому 0 = α1 < α2 < . . . < αn < 2π , αk+1 −
αk 6 2π/

√
γ , k = 0, n (α0 = αn − 2π , αn+1 = 2π ), де γ – фiксоване

число 0 < γ 6 n . Тодi для будь-яких попарно неперетинних областей

Dk , ak ∈ Dk ⊂ C , k = 0, n (a0 = 0 ∈ B0 ), справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 4γ/n+nγγ/nnn

(n2 − γ)γ/n+n

(
n−

√
γ

n

n +
√

γ

n

)2
√

γ

.
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Знак рiвностi досягається для точок ak = exp(i2πk/n) , k = 1, n , i

кругових областей вiдносно квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2 dw2.

Роздiл 3 даної роботи присвячений узагальненню та посиленню

наступного вiдомого результату В.М. Дубiнiна.

Теорема 1.5.9. [56, с. 59] Для будь-яких рiзних точок ak , k = 0, n ,

(n > 2) , якi лежать на колi |z| = 1 , i будь-яких попарно неперетинних

областей Dk , ak ∈ Dk ⊂ C , k = 0, n + 1 , a0 = 0 ∈ B0 , an+1 = ∞ ∈
Dn+1 , справедлива нерiвнiсть

√
r (D0, a0) r (Dn+1, an+1)

n∏

k=1

r (Dk, ak) 6 22n+ 1
n

(n2 − 2)
1
n+n

2

(
n−√2

n +
√

2

)√
2

.

Якщо областi Dk , k = 0, n + 1 , мають класичну функцiю Грiна, то

рiвнiсть досягається тодi i тiльки тодi, коли областi Dk i точки

ak є, вiдповiдно, круговими областями та полюсами квадратичного

диференцiала

Q(w)dw2 = −w2n + (2n2 − 2)wn + 1

w2(wn − 1)2 dw2.

Наступна теорема (див. також [87, с. 267]) є суттєвим посиленням

результату теореми 1.5.9.

Теорема 1.5.10. Нехай n ∈ N , n > 2 , γ ∈
(
0, n2

8

]
. Тодi для будь-

яких рiзних точок ak , k = 0, n , якi лежать на колi |z| = 1 , i будь-

яких попарно неперетинних однозв’язних областей Dk , ak ∈ Dk ⊂ C ,

k = 0, n + 1 , a0 = 0 ∈ B0 , an+1 = ∞ ∈ Dn+1 , справедлива нерiвнiсть

(r (D0, a0) r (Dn+1, an+1))
γ

n∏

k=1

r (Dk, ak) 6

6
(
r
(
D

(0)
0 , a0

)
r
(
D

(0)
n+1, an+1

))γ
n∏

k=1

r
(
D

(0)
k , a

(0)
k

)
,
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де a
(0)
k = e2πik/n , k = 1, n , i D

(0)
0 , D

(0)
∞ , D

(0)
k , k = 1, n , система кругових

областей квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −γw2n + (n2 − 2γ)wn + γ

w2(wn − 1)2 dw2.

В роботах Л.В. Ковальова [77, 78] були отриманi наступнi результати,

аналоги теореми 1.5.7, коли областi Bk , k = 1, . . . , n , володiють

симетрiєю вiдносно одиничного кола.

Теорема 1.5.11. [78] Нехай a0 = 0 , ak = exp(iθk) , де 0 = θ1 <

θ2 < θ3 = 2π . Для будь-яких попарно неперетинних областей Bk , що

задовольняють умовам ak ∈ Bk , k = 0, 1, 2 , Bk = B∗
k (B∗ = {z : 1/z ∈

B} ), k = 1, 2 , справедлива нерiвнiсть

2∏

k=0

r (Bk, ak) 6 8

(√
2− 1√
2 + 1

)√
2

. (1.17)

Якщо, додатково, областi B0 , B1 , B2 мають класичнi функцiї Грiна,

то рiвнiсть в (1.17) досягається тодi i тiльки тодi, коли θ2 = π i при

k = 0, 1, 2 , Bk — кругова область для квадратичного диференцiала

Q(z)dz2 = −z4 + 6z2 + 1

z2(z2 − 1)2 dz2,

яка мiстить точку ak .

Теорема 1.5.12. [77] Нехай B0, . . . , Bn (n > 2) — неперетиннi

областi в C ; ak ∈ Bk , k = 0, . . . , n ; a0 = 0 , |ak| = 1 , k = 1, . . . , n ;

Bk = B∗
k , k = 1, . . . , n . Тодi

n∏

k=0

r (Bk, ak) 6 22n+1/n

(n2 − 2)n/2+1/n

(
n−√2

n +
√

2

)√
2

. (1.18)

Якщо ж до того областi Bk мають класичнi функцiї Грiна, то рiвнiсть

в (1.18) досягається тодi i тiльки тодi, коли точки ak i областi
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Bk є, вiдповiдно, полюсами та круговими областями квадратичного

диференцiала

Q(z)dz2 = −(αz)2n + (2n2 − 2)(αz)n + 1

z2((αz)n − 1)2 dz2, |α| = 1.
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Висновки

У першому роздiлi дисертацiйної роботи наведено наступнi

результати:

– Описано короткий iсторичний огляд теорiї екстремальних задач про

неперетиннi областi.

– Введено поняття та основнi твердження теорiї квадратичних

диференцiалiв.

– Введена класифiкацiя типiв функцiоналiв та екстремальних задач.

– Описанi частиннi випадки методу роздiляючого перетворення

В.М. Дубiнiна необхiднi для дисертацiйної роботи.

– Для компакту F ⊂ C наведено рiвностi, за якими визначається його

(логарифмiчна) ємнiсть.

– Наведено визначення операцiї заповнення несуттєвих граничних

компонент вiдносно системи взаємно неперетинних областей

{Bk}n
k=1 .

– Сформульовано результати попередникiв, якi зiграли вирiшальну

роль при доведеннi тверджень даної роботи: теорема В.М. Дубiнiна

для фiксованих полюсiв; теорема про мiнiмiзацiю площi; теорема

О.К. Бахтiна, яка визначає повну екстремальну конфiгурацiю

функцiонала четвертого типу; теорема О.К. Бахтiна, яка визначає

повну екстремальну конфiгурацiю iнварiантного вiдносно довiльного

конформного автоморфiзму комплексної площини функцiонала

для чотирьох взаємно неперетинних областей; результат А.Л.

Таргонського про оцiнку функцiонала третього типу.
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РОЗДIЛ 2

ОЦIНКИ ФУНКЦIОНАЛIВ ПЕРШОГО ТА

ДРУГОГО ТИПIВ ДЛЯ (N, M) -ПРОМЕНЕВИХ

СИСТЕМ ТОЧОК

Даний роздiл присвячений отриманню ефективних оцiнок зверху для

функцiоналiв наступного виду при всiх значеннях параметра γ ∈ (0, nm]

In,m(γ) = rγ (B0, 0)
n∏

k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) ,

Yn,m(γ) = rγ (B∞,∞)
n∏

k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) ,

де n,m ∈ N , n > 2 , An,m = {ak,p} , k = 1, n , p = 1, m , — довiльна

фiксована (n,m) -променева система точок, B0 , B∞ , Bk,p — довiльна

система областей, що взаємно не перетинаються, таких, що a0 = 0 ∈
B0 ⊂ C , ∞ ∈ B∞ ⊂ C , ak,p ∈ Bk,p ⊂ C при k = 1, n , p = 1,m .

У монографiї [11, с. 135] для функцiоналiв In,m(γ) , Yn,m(γ) , були

отриманi лише результати для γ = 0 та γ = n2

4 i будь-яких (n,m) -

рiвнопроменевих систем точок (див. також теорему 1.5.3).

2.1. Основнi означення та позначення

Далi будемо використовувати такi позначення: N — множина

натуральних чисел, R — множина дiйсних чисел, C — площина
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комплексних чисел, C = C
⋃{∞} — її одноточкова компактифiкацiя,

R− = (−∞, 0) , R+ = (0, +∞) , χ(t) = 1
2

(
t + t−1

)
— функцiя

Жуковського.

Нехай n,m ∈ N . Систему точок

An,m := {ak,p ∈ C : k = 1, n, p = 1,m}

будемо називати (n,m) -променевою, якщо при всiх k = 1, n i p = 1,m

виконуються спiввiдношення:

0 < |ak,1| < . . . < |ak,m| < ∞;

arg ak,1 = arg ak,2 = . . . = arg ak,m =: θk;

0 = θ1 < θ2 < . . . < θn < θn+1 := 2π.

У випадку m = 1 , (n, 1) -променеву систему точок будемо називати

n -променевою i розглянемо бiльш простi позначення: ak,1 =: ak , k = 1, n ,

An,1 =: An , an+1 := a1 , a0 := an .

Довiльнiй (n,m) -променевiй системi точок An,m поставимо у

вiдповiднiсть набiр областей Γ(An,m) = {Γk}n
k=1 , де

Γk := {w ∈ C\{0} : θk < arg w < θk+1} , k = 1, n.

Γ0 := Γn, Γn+1 := Γ1.

Величини αk := αk(An,m) := 1
π [θk+1 − θk] , k = 1, n , αn+1 := α1 ,

α0 := αn := 1
π [2π − θk] , будемо називати кутовими параметрами

(n,m) -променевої системи точок An,m . Очевидно, що
n∑

k=1
αk(An,m) = 2.

Якщо (n,m) -променева система точок An,m володiє властивiстю

αk(An,m) = 2
n , k = 1, n , то її будемо називати рiвнопроменевою.

Рiвнопроменевiй системi точок ставиться у вiдповiднiсть фiксована

система областей Γ0(An,m) =
{
Γ0

k

}n

k=1 , де

Γ0
k :=

{
w ∈ C\{0} :

2π

n
k < arg w <

2π

n
(k + 1)

}
, k = 1, n.
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Для фiксованого R ∈ R+ i будь-якої (n,m) -променевої системи

точок An,m введемо наступний "керуючий" функцiонал:

LR(An,m) :=
n∏

k=1

m∏
p=1

[
χ

(∣∣∣ak,p

R

∣∣∣
1

αk

)
· χ

(∣∣∣ak,p

R

∣∣∣
1

αk−1

)] 1
2

· |ak,p|.

Очевидно, що L1(An,m) = L(An,m) . Крiм того,

LR(An,m) = Rmn · L
(

1

R
· An,m

)
.

На множинi всiх n -променевих систем точок введемо такий

"керуючий" функцiонал:

N (0)(An) :=
n∏

k=1

χ

(∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣
1

2αk

)
|ak|.

Якщо Tn — довiльний набiр iз n рiзних точок одиничного кола i

∂U\Tn складається iз n неперетинних дуг з довжинами

γ1 = σ1π, . . . , γn = σnπ,

тодi

µ(Tn) :=
n∏

k=1

σk.

При кожному k = 1, n позначимо через ζk(w) ту вiтку багатозначної

аналiтичної функцiї

ζ(w) = −i
(
e−θkiw

) 1
αk ,

яка реалiзує однолисте i конформне вiдображення областi Γk на праву

пiвплощину Rez > 0 , при цьому промiнь arg w = 1
2 (θk + θk+1)

перетворюється в додатну дiйсну пiввiсь. Тодi функцiя

η
(R)
k (w) :=

R
1

αk − ζk(w)

R
1

αk + ζk(w)

однолисто i конформно вiдображає область Γk на одиничний круг U =

U1 , при всiх k = 1, n . Позначимо ω
(1)
k,p(R) := η

(R)
k (ak,p) , ω

(2)
k,p(R) :=
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η
(R)
k (ak+1,p) , an+1,p := a1,p , ω

(2)
0,p(R) := ω

(2)
n,p(R) , (k = 1, n , p = 1,m ).

При всiх k = 1, n множина {ω(1)
k,p(R)}m

p=1 ∪ {ω(2)
k,p(R)}m

p=1 складається iз

2m рiзних точок на колi ∂UR . Нехай

µk(R) := µ
(R)
k (An,m) := µ

(
{ω(1)

k,p(R)}m
p=1 ∪ {ω(2)

k,p(R)}m
p=1

)
, k = 1, n.

При R = 1 покладемо µk := µk(1), k = 1, n. Таким чином, кожнiй

(n,m) -променевiй системi точок An,m i деякому фiксованому числу R ∈
R+ вiдповiдає набiр чисел {µk(R)}n

k=1 ⊂ R+ , причому,

µk(R) 6 m−2m,

де знак рiвностi досягається тодi i лише тодi, коли ω
(s)
k,p(R) є вершинами

правильного 2m -кутника (k = 1, n , p = 1,m , s = 1, 2 ).

При заданому R величини µk(R) , k = 1, n , будемо називати

коефiцiєнтами змiщення не екстремальної системи An,m вiдносно

екстремальної R · A(1)
n,m .

2.2. Оцiнка функцiонала першого типу для (n,m) -

променевих систем точок при всiх можливих

значеннях параметра γ ∈ (0, nm]

Теорема 2.2.1. [29] Нехай n,m ∈ N , n > 2 , γ ∈ (0, nm] . Тодi для

довiльної фiксованої (n,m) -променевої системи точок An,m = {ak,p} ,
k = 1, n , p = 1,m , i довiльного набору областей, що взаємно не

перетинаються, B0 , {Bk,p} , a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C , ak,p ∈ Bk,p ⊂ C ,

k = 1, n , p = 1,m , справедлива нерiвнiсть

In,m(γ) 6 (nm)−
γ
2 (In,m(0))1− γ

nm

(
n∏

k=1

m∏
p=1

|ak,p|
) 2γ

nm

.
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Доведення. Нехай d(E) — трансфiнiтний дiаметр компактної

множини E ⊂ C. Вiдомо [40], що логарифмiчна ємнiсть capE спiвпадає

з сталою Чебишева τ(E) i з трансфiнiтним дiаметром d(E) множини E :

capE = τ(E) = d(E) =
1

r(B,∞)
.

Тодi має мiсце наступне спiввiдношення

r (B0, 0) = r
(
B+

0 ,∞)
=

1

d(C \B+
0 )

6 1

d

(
n⋃

k=1

m⋃
p=1

B
+
k,p

) , (2.1)

де B+ = {z : 1
z ∈ B}. Згiдно iз теоремою Пойа [99, с. 28], справедлива

нерiвнiсть

µE 6 πd2(E),

де µE — лебегова мiра компактної множини E. Тодi iз (2.1), одержуємо

r (B0, 0) 6
[

1

π

n∑

k=1

m∑
p=1

µB
+
k,p

]− 1
2

. (2.2)

Iз теореми про мiнiмiзацiю площi [40, с. 34] слiдує, що
∫∫

B

|ϕ′(z)|2dxdy > πr2 (B, a) . (2.3)

Нехай ϕ(z) = (z − a) , тодi iз (2.3), маємо

µ(B) > πr2 (B, a) .

Iз нерiвностi (2.2) слiдує, що

r (B0, 0) 6 1
[

n∑
k=1

m∑
p=1

r2
(
B+

k,p, a
+
k,p

)] 1
2

.

Використовуючи iнварiантнiсть функцiї Грiна при конформному та

однолистому вiдображеннi, одержуємо

gBk,p
(z, ak,p) = gB+

k,p
(w+, a+

k,p), w+ =
1

z
.
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Використовуючи спiввiдношення

gB+
k,p

(w+, a+
k,p) = gB+

k,p

(
1

z
,

1

ak,p

)
= ln

1

|1z − a+
k,p|

+ ln r(B+
k,p, a

+
k,p) + o(1),

маємо,

gB+
k,p

(w+, a+
k,p) = ln

|z|
|1− za+

k,p|
+ ln r(B+

k,p, a
+
k,p) + o(1) =

= ln
|z|
|a+

k,p|
1

| 1
a+

k,p

− z| + ln r(B+
k,p, a

+
k,p) + o(1) =

= ln
1

|z − ak,p| + ln |ak,pz|+ ln r(B+
k,p, a

+
k,p) + o(1) =

= ln
1

|z − ak,p| + ln |ak,p|2 + ln

∣∣∣∣1−
1

ak,p
(z − ak,p)

∣∣∣∣ + ln r(B+
k,p, a

+
k,p) + o(1) =

= ln
1

|z − ak,p| + ln |ak,p|2r(B+
k,p, a

+
k,p) + o(1).

Таким чином,

r
(
B+

k,p, a
+
k,p

)
=

r (Bk,p, ak,p)

|ak,p|2
i приходимо до нерiвностi

r (B0, 0) 6 1
[

n∑
k=1

m∑
p=1

r2 (Bk,p, ak,p)

|ak,p|4
] 1

2

.

Звiдси отримуємо наступну оцiнку для функцiонала In,m(γ)

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) 6

n∏
k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p)

[
n∑

k=1

m∑
p=1

r2 (Bk,p, ak,p)

|ak,p|4
]γ

2

.
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Iз нерiвностi Кошi, маємо твердження

1

nm

n∑

k=1

m∑
p=1

r2 (Bk,p, ak,p)

|ak,p|4 >
[

n∏

k=1

m∏
p=1

r2 (Bk,p, ak,p)

|ak,p|4
] 1

nm

.

Звiдси слiдує, що

[
n∑

k=1

m∑
p=1

r2 (Bk,p, ak,p)

|ak,p|4
]γ

2

>


nm

[
n∏

k=1

m∏
p=1

r2 (Bk,p, ak,p)

|ak,p|4
] 1

nm




γ
2

=

= (nm)
γ
2

(
n∏

k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p)

) γ
nm

(
n∏

k=1

m∏
p=1

|ak,p|
)− 2γ

nm

.

I так,

In,m(γ) 6

n∏
k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p)

(nm)
γ
2

(
n∏

k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p)

) γ
nm

(
n∏

k=1

m∏
p=1

|ak,p|
)− 2γ

nm

=

= (nm)−
γ
2

(
n∏

k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p)

)1− γ
nm

(
n∏

k=1

m∏
p=1

|ak,p|
) 2γ

nm

.

Таким чином, ми отримали оцiнку зверху для функцiонала In,m(γ) .

Теорема 2.2.1 доведена.

Зауваження 2.2.1. Якщо γ = nm i
n∏

k=1

m∏
p=1

|ak,p| 6 R , то за умов

теореми 2.2.1 має мiсце наступне спiввiдношення

rnm (B0, 0)
n∏

k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) 6 (nm)−
nm
2 ·R2.

Зауваження 2.2.2. В теоремi 2.2.1 за умов γ = nm i
n∏

k=1

m∏
p=1

|ak,p| 6 R конфiгурацiя областей i точок неiстотна.

Використавши нерiвнiсть, доведену в теоремi 1.5.2 (див. також [11,

с. 95]), iз теореми 2.2.1 одержуємо наступне твердження.
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Наслiдок 2.2.1. Нехай n,m ∈ N , n > 2 , γ ∈ (0, nm] . Тодi для

довiльної фiксованої (n,m) -променевої системи точок An,m = {ak,p} ,
k = 1, n , p = 1,m , i довiльного набору областей, що взаємно не

перетинаються, B0 , {Bk,p} , a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C , ak,p ∈ Bk,p ⊂ C ,

k = 1, n , p = 1,m , справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) 6 (nm)−
γ
2×

×

2nm ·

(
n∏

k=1

αk

)m

·
(

n∏

k=1

µk(R)

) 1
2

· LR(An,m)




1− γ
nm (

n∏

k=1

m∏
p=1

|ak,p|
) 2γ

nm

.

Враховуючи наслiдок 3.1.5 [11, с. 115], iз теореми 2.2.1 одержуємо

наступнi твердження.

Наслiдок 2.2.2. Нехай n,m ∈ N , n > 2 , γ ∈ (0, nm] . Тодi для

довiльної фiксованої (n,m) -променевої системи точок An,m = {ak,p} ,
k = 1, n , p = 1,m , i довiльного набору областей, що взаємно не

перетинаються, B0 , {Bk,p} , a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C , ak,p ∈ Bk,p ⊂ C ,

k = 1, n , p = 1,m , справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) 6

6 4nm−γ · (LR(An,m))1− γ
nm

nmnm−γ
2

·
(

n∏

k=1

m∏
p=1

|ak,p|
) 2γ

nm

.

Наслiдок 2.2.3. Нехай n,m ∈ N , n > 2 , γ ∈ (0, nm] . Тодi для

довiльної фiксованої (n,m) -променевої системи точок An,m = {ak,p} ,
k = 1, n , p = 1,m , такої, що LR(An,m) = 1 , i довiльного набору

областей, що взаємно не перетинаються, B0 , {Bk,p} , a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C ,

ak,p ∈ Bk,p ⊂ C , k = 1, n , p = 1,m , справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) 6 4nm−γ

nmnm−γ
2

.
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2.3. Оцiнка функцiонала другого типу для (n,m) -

променевих систем точок при всiх можливих

значеннях параметра γ ∈ (0, nm]

Теорема 2.3.1. [29] Нехай n,m ∈ N , n > 2 , γ ∈ (0, nm] . Тодi для

довiльної фiксованої (n,m) -променевої системи точок An,m = {ak,p} ,
k = 1, n , p = 1,m , i довiльного набору областей, що взаємно не

перетинаються, B∞ , {Bk,p} , ∞ ∈ B∞ ⊂ C , ak,p ∈ Bk,p ⊂ C , k = 1, n ,

p = 1,m , справедлива нерiвнiсть

Yn,m(γ) 6 (nm)−
γ
2 (Yn,m(0))1− γ

nm .

Доведення. Використовуючи нерiвностi (2.1), (2.2) i теорему про

мiнiмiзацiю площi [40, с. 34], одержуємо спiввiдношення

r (B∞,∞) 6 1
[

n∑
k=1

m∑
p=1

r2 (Bk,p, ak,p)

] 1
2

.

Далi iз нерiвностi Кошi, маємо
(

n∑

k=1

m∑
p=1

r2 (Bk,p, ak,p)

) 1
2

> (nm)
1
2

[
n∏

k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p)

] 1
nm

,

rγ (B∞,∞) 6 (nm)−
γ
2

[
n∏

k=1

m∏

k=1

r (Bk,p, ak,p)

]− γ
nm

.

I, таким чином,

rγ (B∞,∞)
n∏

k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) 6 (nm)−
γ
2

[
n∏

k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p)

]1− γ
nm

.
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Теорема 2.3.1 доведена.

Зауваження 2.3.1. Якщо γ = nm , то за умов теореми 2.3.1 має

мiсце наступне спiввiдношення

rnm (B∞,∞)
n∏

k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) 6 (nm)−
nm
2 .

Зауваження 2.3.2. В теоремi 2.3.1 при γ = nm конфiгурацiя

областей i точок неiстотна.

Використавши результат роботи [11, с. 95] (див. також теорему

1.5.2) та наслiдок 3.1.5 [11, с. 115], iз теореми 2.3.1 одержуємо наступнi

твердження.

Наслiдок 2.3.1. Нехай n,m ∈ N , n > 2 , γ ∈ (0, nm] . Тодi для

довiльної фiксованої (n,m) -променевої системи точок An,m = {ak,p} ,
k = 1, n , p = 1,m , i довiльного набору областей, що взаємно не

перетинаються, B∞ , {Bk,p} , ∞ ∈ B∞ ⊂ C , ak,p ∈ Bk,p ⊂ C , k = 1, n ,

p = 1,m , справедлива нерiвнiсть

rγ (B∞,∞)
n∏

k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) 6

6 (nm)−
γ
2


2nm ·

(
n∏

k=1

αk

)m

·
(

n∏

k=1

µk(R)

) 1
2

· LR(An,m)




1− γ
nm

.

Наслiдок 2.3.2. Нехай n,m ∈ N , n > 2 , γ ∈ (0, nm] . Тодi для

довiльної фiксованої (n,m) -променевої системи точок An,m = {ak,p} ,
k = 1, n , p = 1,m , i довiльного набору областей, що взаємно не

перетинаються, B∞ , {Bk,p} , ∞ ∈ B∞ ⊂ C , ak,p ∈ Bk,p ⊂ C , k = 1, n ,

p = 1,m , справедлива нерiвнiсть

Yn,m(γ) 6 4nm−γ · (LR(An,m))1− γ
nm

nmnm−γ
2

.
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Наслiдок 2.3.3. Нехай n,m ∈ N , n > 2 , γ ∈ (0, nm] . Тодi для

довiльної фiксованої (n,m) -променевої системи точок An,m = {ak,p} ,
k = 1, n , p = 1,m , такої, що LR(An,m) = 1 , i довiльного набору

областей, що взаємно не перетинаються, B∞ , {Bk,p} , ∞ ∈ B∞ ⊂ C ,

ak,p ∈ Bk,p ⊂ C , k = 1, n , p = 1,m , справедлива нерiвнiсть

Yn,m(γ) 6 4nm−γ

nmnm−γ
2

.

2.4. Оцiнка функцiонала першого типу для (n,m) -

променевих систем точок при малих значеннях m

Розглянемо наступну екстремальну проблему з вiльними полюсами

на комплекснiй площинi C .

Проблема 2.1. Нехай n ∈ N , n > 2 , a0 = 0, |ak| ∈ R+ , 0 <

|ak| 6 R , k = 1, n , An = {ak} , k = 1, n , — n -променева система точок,

{Bk}n
k=0 — система областей, що взаємно не перетинаються, таких, що

ak ∈ Bk ⊂ C при k = 0, n . При всiх фiксованих значеннях параметра

γ ∈ (0, n] i R ∈ R+ знайти максимум функцiонала

In(γ) = rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) , (2.4)

i описати екстремалi.

Ця проблема у випадку |ak| = 1 , k = 1, n , була поставлена в якостi

вiдкритої проблеми 1994 року в роботi [57]. На даний час вона повнiстю

не розв’язана, її частковi випадки вивчалися в багатьох роботах. В статтi

[57] для випадку одиничного кола сформульована вище задача була

розв’язана для значення параметра γ = 1 i всiх значень натурального

параметра n > 2 . А саме, було показано, що при її умовах справедлива
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нерiвнiсть

r(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) 6 r (D0, 0)
n∏

k=1

r (Dk, dk) ,

де dk , Dk , k = 0, n , — полюси та круговi областi квадратичного

диференцiала

Q(w)dw2 = −(n2 − 1)wn + 1

w2(wn − 1)2 dw2.

Л.В. Ковальов в 1996 роцi в роботi [76] отримав розв’язок цiєї задачi

при досить жорстких обмеженнях на геометрiю розташування систем

точок на одиничному колi, а саме, для таких систем точок, для яких

виконуються наступнi умови

|ak| = 1, 0 < αk 6 2/
√

γ, k = 1, n, n > 5.

В [139] показано, що результат Л.В. Ковальова справедливий i при n = 4 .

В 2003 роцi в [89] одержано розв’язок проблеми 2.1 для γ ∈ (0, 1] при

умовi |ak| = 1 , k = 1, n . Далi, в монографiї [11] 2008 року було показано,

що аналог результата В.М. Дубiнiна [57] виконується для довiльного

γ ∈ R+ , але починаючи з деякого невiдомого номера n0(γ) . Також в

[11] був запропонований метод "керуючих" функцiоналiв, який дозволяє

послабити вимоги на геометрiю розташування систем точок.

В зв’язку з тим, що розв’язати цю проблему для всiх γ ∈ (1, n]

довгий час не вдається, метою даної роботи є отримання деякої оцiнки

для функцiонала (2.4) при всiх γ ∈ (1, n] , яка як можливо менше

вiдхиляється вiд значення функцiонала In(γ) , що досягається на системi

кругових областей i полюсiв квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2 dw2.

(див. [11, 57, 76, 165]). Має мiсце наступне твердження.

Теорема 2.4.1. [27] Нехай n ∈ N , n > 2 , γ ∈ (0, n] . Тодi для

будь-якої фiксованої системи рiзних точок {ak}n
k=1 ∈ C\{0} i будь-яких
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областей, що взаємно не перетинаються, Bk , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 0, n,

a0 = 0 , справедлива нерiвнiсть

In(γ) 6 n−
γ
2 (In(0))1− γ

n

(
n∏

k=1

|ak|
) 2γ

n

. (2.5)

Доведення. Нехай d(E) — трансфiнiтний дiаметр компактної

множини E ⊂ C. Тодi справедливе спiввiдношення

r (B0, 0) = r
(
B+

0 ,∞)
=

1

d(C \B+
0 )

6 1

d

(
n⋃

k=1
B

+
k

) , (2.6)

де B+ = {z : 1
z ∈ B}.

За теоремою Пойа [99, с. 28], має мiсце нерiвнiсть

µE 6 πd2(E),

де µE позначає лебегову мiру компактної множини E. Звiдси одержуємо,

що

d(E) >
(

1

π
µE

) 1
2

.

Тодi iз (2.6), маємо

r (B0, 0) 6 1

d

(
n⋃

k=1
B

+
k

) 6 1√
1
πµ

(
n⋃

k=1
B

+
k

) =

[
1

π

n∑

k=1

µB
+
k

]− 1
2

. (2.7)

Для довiльної обмеженої областi B , a ∈ B , розглянемо клас всiх

регулярних функцiй ϕ(z), ϕ(a) = 0, ϕ′(a) = 1 , заданих в областi B ,

i площу образу областi B при вiдображеннi будь-якою функцiєю ϕ(z).

Iз теореми про мiнiмiзацiю площi [40, с. 34] слiдує, що

µ(B) > πr2 (B, a) .

Iз нерiвностi (2.7) безпосередньо випливає, що

r (B0, 0) 6
[

1

π

n∑

k=1

µB
+
k

]− 1
2

6
[

1

π

n∑

k=1

µB+
k

]− 1
2

6
[

n∑

k=1

r2 (
B+

k , a+
k

)
]− 1

2

.
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Звiдси одержуємо нерiвнiсть

r (B0, 0) 6 1
[

n∑
k=1

r2
(
B+

k , a+
k

)] 1
2

.

Використовуючи iнварiантнiсть функцiї Грiна при конформному та

однолистому вiдображеннi, маємо

gBk
(z, ak) = gB+

k
(w+, a+

k ), w+ =
1

z
.

Тодi

gB+
k
(w+, a+

k ) = gB+
k

(
1

z
,

1

ak

)
= ln

1

|1z − a+
k |

+ ln r(B+
k , a+

k ) + o(1).

Використовуючи нескладнi перетворення, отримуємо

gB+
k
(w+, a+

k ) = ln
|z|

|1− za+
k |

+ ln r(B+
k , a+

k ) + o(1) =

= ln
|z|
|a+

k |
1

| 1
a+

k

− z| + ln r(B+
k , a+

k ) + o(1) =

= ln
1

|z − ak| + ln |akz|+ ln r(B+
k , a+

k ) + o(1) =

= ln
1

|z − ak| + ln |ak|2 + ln

∣∣∣∣1−
1

ak
(z − ak)

∣∣∣∣ + ln r(B+
k , a+

k ) + o(1) =

= ln
1

|z − ak| + ln |ak|2r(B+
k , a+

k ) + o(1).

Таким чином,

r
(
B+

k , a+
k

)
=

r (Bk, ak)

|ak|2
i приходимо до наступної нерiвностi

r (B0, 0) 6 1
[

n∑
k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4
] 1

2

.
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З припущення теореми випливає спiввiдношення

∆ = rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6

n∏
k=1

r (Bk, ak)

[
n∑

k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4
]γ

2

,

∆ — максимум функцiонала In(γ) . Iз нерiвностi Кошi автоматично

отримуємо наступне спiввiдношення

1

n

n∑

k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4 >
(

n∏

k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4
) 1

n

.

Звiдси, неважко отримати, що

(
n∑

k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4
)γ

2

>


n

(
n∏

k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4
) 1

n




γ
2

> n
γ
2

(
n∏

k=1

r (Bk, ak)

|ak|2
) γ

n

.

Таким чином,

In(γ) 6

n∏
k=1

r (Bk, ak)

n
γ
2

(
n∏

k=1

r (Bk, ak)

|ak|2
) γ

n

= n−
γ
2

(
n∏

k=1

r (Bk, ak)

)1− γ
n
(

n∏

k=1

|ak|
) 2γ

n

.

Звiдси отримуємо нерiвнiсть (2.5) даної теореми. Теорема 2.4.1 доведена.

Зауваження 2.4.1. Якщо γ = n i
n∏

k=1
|ak| 6 1 , то зi

сформульованої вище теореми 2.4.1 маємо нерiвнiсть

rn (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 n−
n
2 .

Зауваження 2.4.2. В теоремi 2.4.1 за умов γ = n i
n∏

k=1
|ak| 6 1

конфiгурацiя областей i точок неiстотна.

Теорема 2.4.2. Нехай n ∈ N , n > 2 , γ ∈ (1, n] . Тодi для

довiльної n -променевої системи точок An = {ak}n
k=1 i довiльного набору
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областей, що взаємно не перетинаються, Bk , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 0, n,

a0 = 0 , справедлива нерiвнiсть (2.5).

Використавши результат роботи [11, Теорема 5.1.1] (див. також

теорему 1.5.6) i теорему 2.4.2, отримуємо наступнi твердження.

Наслiдок 2.4.1. [27] Нехай n ∈ N , n > 2 , γ ∈ (1, n] . Тодi

для довiльної n -променевої системи точок An = {ak}n
k=1 , такої,

що N (0)(An) = 1 , i довiльного набору областей, що взаємно не

перетинаються, Bk , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 0, n, a0 = 0 , справедлива

нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 2n−γ · n−γ
2 ·

(
n∏

k=1

αk

)1− γ
n

.

Враховуючи, що
n∏

k=1
αk 6

( 2
n

)n , має мiсце наступний результат.

Наслiдок 2.4.2. [27] Нехай n ∈ N , n > 2 , γ ∈ (1, n] . Тодi

для довiльної n -променевої системи точок An = {ak}n
k=1 , такої,

що N (0)(An) = 1 , i довiльного набору областей, що взаємно не

перетинаються, Bk , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 0, n, a0 = 0 , справедлива

нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 n−
γ
2

(
4

n

)n−γ

.

Теорема 2.4.3. [146] Нехай n ∈ N , n > 2 , γ ∈ (1, n] . Тодi для

будь-якої системи рiзних точок {ak}n
k=1 одиничного кола i будь-яких

областей, що взаємно не перетинаються, Bk , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 0, n,

a0 = 0 , справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 n−
γ
2

(
n∏

k=1

r (Bk, ak)

)1− γ
n

.

Зауваження 2.4.3. Якщо γ = n , то зi сформульованої вище
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теореми 2.4.3 маємо нерiвнiсть

rn (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 n−
n
2 .

Для будь-якої n -променевої системи точок An = {ak}n
k=1 , |ak| = 1 ,

i будь-яких областей, що взаємно не перетинаються, {Bk}n
k=1 , ak ∈ Bk ⊂

C , k = 1, n , справедлива нерiвнiсть (див. Наслiдок 5.1.3 [11])
n∏

k=1

r(Bk, ak) 6 2n
n∏

k=1

αk.

Наслiдок 2.4.3. [146] Нехай n ∈ N , n > 2 , γ ∈ (1, n] . Тодi для

будь-якої системи рiзних точок {ak}n
k=1 одиничного кола i будь-яких

областей, що взаємно не перетинаються, Bk , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 0, n,

a0 = 0 , справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 2n−γ · n−γ
2 ·

(
n∏

k=1

αk

)1− γ
n

.

Використавши теорему 6.11 [165] (див. також теорему 1.4.3), маємо

наступний результат.

Наслiдок 2.4.4. [146] Нехай n ∈ N , n > 2 , γ ∈ (1, n] . Тодi для

будь-яких рiзних точок {ak}n
k=1 одиничного кола i будь-яких областей,

що взаємно не перетинаються, Bk , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 0, n, a0 = 0 , має

мiсце нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 n−
γ
2

(
4

n

)n−γ

.

При вивченнi вище сформульованої проблеми 2.1 в роботах [11, 57,

76, 165], в окремих випадках, було показано, що максимум функцiонала

In(γ) досягається на системi кругових областей Dk i системi полюсiв dk ,

k = 0, n , квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2 dw2.
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Нехай

I0
n(γ) = rγ(D0, d0)

n∏

k=1

r(Dk, dk),

тодi за теоремою 5.2.3 [11], маємо

I0
n(γ) =

(
4

n

)n
(4γ

n2

) γ
n

(
1− γ

n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ

n

1 +
√

γ

n

)2
√

γ

.

Порiвняльний аналiз оцiнки максимума функцiонала In(γ) , одержаного

в теоремi 2.4.3 i величини I0
n(γ) , яка була отримана в попереднiх роботах

[11, 76, 165], при γ = n для n = 2, 10 представлено в таблицi нижче.

n I0
n(n) n−

n
2 n−

n
2 − I0

n(n) n−
n
2−I0

n(n)
I0
n(n)

2 0,4373948985 0,5000000000 0,0626051015 0,14313176

3 0,1670457996 0,1924500897 0,0254042901 0,15207979

4 0,0520245897 0,0625000000 0,0104754103 0,20135498

5 0,0135131849 0,0178885438 0,0043753589 0,32378443

6 0,0029989525 0,0046296296 0,0016306771 0,54374889

7 0,0005800482 0,0011019372 0,0005218890 0,89973385

8 0,0000993416 0,0002441406 0,0001447990 1,45758675

9 0,0000152588 0,0000508053 0,0000355465 2,32957375

10 0,0000021241 0,0000100000 0,0000078759 3,70787628

Розглянемо наступну екстремальну проблему з вiльними полюсами

на одиничному колi.

Проблема 2.2. Нехай n ∈ N , n > 2 , a0 = 0, |ak| = 1 , k = 1, n ,

B0 , B1 , B2, . . . , Bn , n > 2 , — областi, що взаємно не перетинаються, i

областi B1, . . . , Bn — симетричнi вiдносно одиничного кола, ak ∈ Bk ⊂ C ,

k = 0, n . При всiх фiксованих значеннях параметра γ ∈ (0, n] знайти

максимум функцiонала

In(γ) = rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) ,
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i описати екстремалi.

Проблема 2.2 для випадку γ = 1 була сформульована як вiдкрита

проблема в 1994 роцi в роботi [57]. Для γ = 1 i n > 2 її розв’язав

Л.В. Ковальов [77, 78]. А саме, було показано справедливiсть наступної

нерiвностi

r(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) 6 r (D0, 0)
n∏

k=1

r (Dk, dk) ,

де dk , Dk , k = 0, n , є, вiдповiдно, полюсами та круговими областями

квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −w2n + 2(n2 − 1)wn + 1

w2(wn − 1)2 dw2.

Однак для значень γ 6= 1 проблема 2.2 довгий час залишалася не

розв’язаною. Лише в 2018 роцi в статтi [71] було одержано результат для

n > 2 i γ ∈ (0, 1) . Для γ ∈ (1, 3
√

n ) i n > 14 задача розв’язана в статтi

[147]. В роботi [45] отримано деякий результат для однiєї загальнiшої

задачi, з якого випливає, що проблема 2.2 має розв’язок для γ ∈ (
1, 3

2

)
i

n > 9 .

Застосовуючи мiркування, аналогiчнi доведенню теореми 2.4.1, i

умову |ak| = 1 , k = 1, n , одержуємо наступний результат.

Теорема 2.4.4. [163] Нехай n ∈ N , n > 2 , γ ∈ (1, n] . Тодi для

будь-якої системи рiзних точок An = {ak}n
k=1 одиничного кола i будь-

якого набору областей, що взаємно не перетинаються, Bk , ak ∈ Bk ⊂
C , k = 0, n, a0 = 0 , i, крiм того, областi Bk , k = 1, n , — симетричнi

вiдносно одиничного кола |ak| = 1 , справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 n−
γ
2

(
n∏

k=1

r (Bk, ak)

)1− γ
n

.
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Зауваження 2.4.4. Якщо γ = n , то зi сформульованої вище

теореми 2.4.4 маємо нерiвнiсть

rn (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 n−
n
2 .

Використовуючи результат 5.1.1 [11], iз теореми 2.4.4 маємо наступне

твердження.

Наслiдок 2.4.5. [163] Нехай n ∈ N , n > 2 , γ ∈ (1, n] . Тодi для

довiльної системи рiзних точок {ak}n
k=1 одиничного кола й будь-якого

набору областей, що взаємно не перетинаються, Bk , ak ∈ Bk ⊂ C ,

k = 0, n, a0 = 0 , i, крiм того, областi Bk , k = 1, n , — симетричнi

вiдносно одиничного кола |w| = 1 , справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 2n−γ · n−γ
2 ·

(
n∏

k=1

αk

)1− γ
n

.

Використавши теорему 6.11 [165, с. 172], iз теореми 2.4.4 маємо

наступний результат.

Наслiдок 2.4.6. [163] Нехай n ∈ N , n > 2 , γ ∈ (1, n] . Тодi за всiх

умов наслiдку 2.4.5 має мiсце наступна нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 n−
γ
2

(
4

n

)n−γ

.

Нехай

∆0
n(γ) = rγ(D0, d0)

n∏

k=1

r(Dk, dk),

де Dk i dk , k = 0, n є круговi областi i, вiдповiдно, полюси квадратичного

диференцiала

Q(w)dw2 = −γw2n + 2(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2 dw2.
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В роботах попередникiв [33, 57, 71, 77, 78], було одержано, що

∆0
n(γ) =

(
4

n

)n
(2γ

n2

) γ
n

∣∣1− 2γ
n2

∣∣n
2 + γ

n

∣∣∣∣
n−√2γ

n +
√

2γ

∣∣∣∣
√

2γ

.

Порiвняльний аналiз оцiнки максимума функцiонала ∆n(γ) , одержаного

в теоремi 2.4.4, i величини ∆0
n(γ) при γ = n для n = 2, 10 представлено

в таблицi нижче.

n ∆0
n(n) n−

n
2 n−

n
2 −∆0

n(n) n−
n
2−∆0

n(n)
∆0

n(n)

2 0,2500000000 0,5000000000 0,2500000000 1,0000000000

3 0,0897092419 0,1924500897 0,1027408478 1,1452649211

4 0,0273370712 0,0625000000 0,0351629288 1,2862727153

5 0,0070194764 0,0178885438 0,0108690674 1,5484156742

6 0,0015467153 0,0046296296 0,0030829143 1,9932008548

7 0,0002977029 0,0011019372 0,0008042344 2,7014669766

8 0,0000508051 0,0002441406 0,0001933355 3,8054339019

9 0,0000077826 0,0000508053 0,0000430227 5,5280820279

10 0,0000010811 0,0000100000 0,0000089189 8,2502515613

2.5. Оцiнка функцiонала першого типу для (n,m) -

променевих систем точок з додатковою умовою

симетрiї

Вважатимемо, що область D0 належить до класу Λ , якщо 0 ∈
D0 ⊂ C i C\{

D0 ∪D?
0

}
— вiдкрита множина, яка має деякий перетин з

одиничним колом, де D?
0 — область, симетрична D0 вiдносно одиничного

кола. Вважатимемо, що область D0 належить до класу ∆ , якщо 0 ∈
D0 ⊂ C i C\{

D0 ∪D?
0

}
є деяка вiдкрита множина, D?

0 — область,

симетрична D0 вiдносно одиничного кола.
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Систему непересiчних областей {Dk,p} , k = 1, n , p = 1,m , будемо

називати системою областей, що взаємно не перетинаються, з додатковою

умовою симетрiї, яка визначається областю D0 , якщо має мiсце наступне

спiввiдношення
n⋃

k=1

m⋃
p=1

Dk,p ⊂ C\
{
D0 ∪D?

0

}
.

Очевидно, що D0 , Dk,p , k = 1, n , p = 1,m , — система областей, що

взаємно не перетинаються.

Проблема 2.3. При всiх значеннях параметра γ ∈ (0, nm] знайти

оцiнку максимума добутку

In,m(γ) = rγ (D0, 0)
n∏

k=1

m∏
p=1

r (Dk,p, ak,p) ,

де n,m ∈ N , n > 2 , a0 = 0, An,m = {ak,p} , k = 1, n , p = 1,m , —

довiльна фiксована (n,m) -променева система точок, {Dk,p} , k = 1, n ,

p = 1,m , — довiльна система областей, що взаємно не перетинаются, з

додатковою умовою симетрiї, яка визначається областю D0 ∈ ∆ , 0 ∈
D0 ⊂ C , ak,p ∈ Dk,p ⊂ C , k = 1, n , p = 1,m .

Має мiсце наступне твердження.

Теорема 2.5.1. [30] Нехай n,m ∈ N , n > 2 , γ ∈ R+ . Тодi для

будь-якої фiксованої (n,m) -променевої системи точок An,m = {ak,p} ∈
C\{0} , k = 1, n , p = 1,m , й будь-якого фiксованого набору областей

D0 , {Dk,p} , a0 = 0 ∈ D0 ⊂ C , ak,p ∈ Dk,p ⊂ C , k = 1, n , p =

1,m , де {Dk,p} — система областей, що взаємно не перетинаються,

з додатковою умовою симетрiї, яка визначається областю D0 ∈ ∆ ,

справедлива нерiвнiсть

In,m(γ) 6 (nm)−
γ
2

(
n∏

k=1

m∏
p=1

r (Dk,p, ak,p)

)1− γ
nm

(
n∏

k=1

m∏
p=1

|ak,p|
) 2γ

nm

. (2.8)
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Доведення. Нехай d(E) — трансфiнiтний дiаметр компактної

множини E ⊂ C [40]. Тодi має мiсце наступне спiввiдношення

r (D0, 0) = r
(
D+

0 ,∞)
=

1

d
(
C \D+

0

) 6 1

d

(
n⋃

k=1

m⋃
p=1

D
+
k,p

) , (2.9)

де D+ = {z : 1
z ∈ D}. Згiдно iз теоремою Пойа [99, с. 28], справедлива

нерiвнiсть

µE 6 πd2(E),

де µE — лебегова мiра компактної множини E. Тодi iз (2.9), одержуємо

r (D0, 0) 6
[

1

π

n∑

k=1

m∑
p=1

µD
+
k,p

]− 1
2

. (2.10)

Iз теореми про мiнiмiзацiю площi [40, с. 34] слiдує, що

µ(D) > πr2 (D, a) .

Iз нерiвностi (2.10), маємо

r (D0, 0) 6 1
[

n∑
k=1

m∑
p=1

r2
(
D+

k,p, a
+
k,p

)] 1
2

.

Використавши наступне спiввiдношення

r
(
D+

k,p, a
+
k,p

)
=

r (Dk,p, ak,p)

|ak,p|2 ,

приходимо до нерiвностi

r (D0, 0) 6 1
[

n∑
k=1

m∑
p=1

r2 (Dk,p, ak,p)

|ak,p|4
] 1

2

.

Таким чином, отримуємо наступну оцiнку для функцiонала In,m(γ)

rγ (D0, 0)
n∏

k=1

m∏
p=1

r (Dk,p, ak,p) 6

n∏
k=1

m∏
p=1

r (Dk,p, ak,p)

[
n∑

k=1

m∑
p=1

r2 (Dk,p, ak,p)

|ak,p|4
]γ

2

.
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Iз нерiвностi Кошi слiдує спiввiдношення

1

nm

n∑

k=1

m∑
p=1

r2 (Dk,p, ak,p)

|ak,p|4 >
[

n∏

k=1

m∏
p=1

r2 (Dk,p, ak,p)

|ak,p|4
] 1

nm

.

Звiдси,
[

n∑

k=1

m∑
p=1

r2 (Dk,p, ak,p)

|ak,p|4
]γ

2

>


nm

[
n∏

k=1

m∏
p=1

r2 (Dk,p, ak,p)

|ak,p|4
] 1

nm




γ
2

=

= (nm)
γ
2

(
n∏

k=1

m∏
p=1

r (Dk,p, ak,p)

) γ
nm

(
n∏

k=1

m∏
p=1

|ak,p|
)− 2γ

nm

.

Таким чином,

In,m(γ) 6

n∏
k=1

m∏
p=1

r (Dk,p, ak,p)

(nm)
γ
2

(
n∏

k=1

m∏
p=1

r (Dk,p, ak,p)

) γ
nm

(
n∏

k=1

m∏
p=1

|ak,p|
)− 2γ

nm

=

= (nm)−
γ
2

(
n∏

k=1

m∏
p=1

r (Dk,p, ak,p)

)1− γ
nm

(
n∏

k=1

m∏
p=1

|ak,p|
) 2γ

nm

.

Отже, ми отримали оцiнку зверху (2.8) для функцiонала In,m(γ) . Теорема

2.5.1 доведена.

Теорема 2.5.2. [30] Нехай n,m ∈ N , n > 2 , γ ∈ (0, nm] . Тодi для

будь-якої фiксованої (n,m) -променевої системи точок An,m = {ak,p} ∈
C\{0} , k = 1, n , p = 1,m , i будь-якого набору областей D0 , {Dk,p} ,
a0 = 0 ∈ D0 ⊂ C , ak,p ∈ Dk,p ⊂ C , k = 1, n , p = 1,m , де {Dk,p}
— система областей, що взаємно не перетинаються, з додатковою

умовою симетрiї, яка визначається областю D0 ∈ ∆ , справедлива

нерiвнiсть (2.8).

Доведення теореми 2.5.2 аналогiчне доведенню теореми 2.5.1 лише

з врахуванням умови, що I0
n,m(γ) = In,m(γ) (оскiльки областi в теоремi

2.5.2 не фiксованi), де I0
n,m(γ) — максимум функцiонала In,m(γ) .
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Зауваження 2.5.1. Якщо γ = nm i
n∏

k=1

m∏
p=1

|ak,p| 6 1 , то за умов

теореми 2.5.2 має мiсце нерiвнiсть

rnm (D0, 0)
n∏

k=1

m∏
p=1

r (Dk,p, ak,p) 6 (nm)−
nm
2 .

У цьому випадку конфiгурацiя областей i точок неiстотна.

Iз теореми 2.5.2 одержуємо наступнi твердження.

Наслiдок 2.5.1. Нехай n,m ∈ N , n > 2 , γ ∈ (0, nm] . Тодi для

довiльної фiксованої (n,m) -променевої системи точок An,m = {ak,p} ,
k = 1, n , p = 1,m , i довiльного набору областей D0 , {Dk,p} , a0 =

0 ∈ D0 ⊂ C , ak,p ∈ Dk,p ⊂ C , k = 1, n , p = 1,m , де {Dk,p}
— система областей, що взаємно не перетинаються, з додатковою

умовою симетрiї, яка визначається областю D0 ∈ ∆ , справедлива

нерiвнiсть

rγ (D0, 0)
n∏

k=1

m∏
p=1

r (Dk,p, ak,p) 6 (nm)−
γ
2×

×

2nm ·

(
n∏

k=1

αk

)m

·
(

n∏

k=1

µk(R)

) 1
2

· LR(An,m)




1− γ
nm (

n∏

k=1

m∏
p=1

|ak,p|
) 2γ

nm

.

Наслiдок 2.5.2. [30] Нехай n,m ∈ N , n > 2 , γ ∈ (0, nm] .

Тодi для довiльної фiксованої (n,m) -променевої системи точок An,m =

{ak,p} , k = 1, n , p = 1,m , i довiльного набору областей D0 , {Dk,p} ,
a0 = 0 ∈ D0 ⊂ C , ak,p ∈ Dk,p ⊂ C , k = 1, n , p = 1,m , де {Dk,p}
— система областей, що взаємно не перетинаються, з додатковою

умовою симетрiї, яка визначається областю D0 ∈ ∆ , справедлива

нерiвнiсть

In,m(γ) 6 4nm−γ · (LR(An,m))1− γ
nm

nmnm−γ
2

·
(

n∏

k=1

m∏
p=1

|ak,p|
) 2γ

nm

.
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Наслiдок 2.5.3. [30] Нехай n,m ∈ N , n > 2 , γ ∈ (0, nm] . Тодi для

довiльної фiксованої (n,m) -променевої системи точок An,m = {ak,p} ,
k = 1, n , p = 1,m , такої, що LR(An,m) = 1 , i довiльного набору

областей D0 , {Dk,p} , a0 = 0 ∈ D0 ⊂ C , ak,p ∈ Dk,p ⊂ C , k = 1, n , p =

1,m , де {Dk,p} — система областей, що взаємно не перетинаються,

з додатковою умовою симетрiї, яка визначається областю D0 ∈ ∆ ,

справедлива нерiвнiсть

In,m(γ) 6 4nm−γ · nm
γ
2−nm.

Якщо m = 1 , тодi з мiркувань доведення теореми 2.5.1 слiдує

наступний результат для n -променевої системи точок.

Наслiдок 2.5.4. [30] Нехай n ∈ N , n > 2 , γ ∈ (0, n] . Тодi для

будь-якої фiксованої n -променевої системи точок An = {ak}n
k=1 й будь-

якого набору областей Dk , ak ∈ Dk ⊂ C , k = 0, n, a0 = 0 , де {Dk}n
k=1

— система областей, що взаємно не перетинаються, з додатковою

умовою симетрiї, яка визначається областю D0 ∈ ∆ , справедлива

нерiвнiсть

rγ (D0, 0)
n∏

k=1

r (Dk, ak) 6 n−
γ
2

(
n∏

k=1

r (Dk, ak)

)1− γ
n
(

n∏

k=1

|ak|
) 2γ

n

.

Зауваження 2.5.3. Якщо γ = n i
n∏

k=1
|ak| 6 1 , то за умов наслiдку

2.5.4 має мiсце нерiвнiсть

rn (D0, 0)
n∏

k=1

r (Dk, ak) 6 n−
n
2 .

У цьому випадку конфiгурацiя областей i точок неiстотна.

Iз результату роботи [11, с. 204] одержуємо наступне твердження.

Наслiдок 2.5.5. [30] Нехай n ∈ N , n > 2 , γ ∈ (0, n] . Тодi для

будь-якої фiксованої n -променевої системи точок An = {ak}n
k=1 , такої,



133

що N (0)(An) = 1 , i будь-якого набору областей Dk , ak ∈ Dk ⊂ C ,

k = 0, n, a0 = 0 , де {Dk}n
k=1 — система областей, що взаємно

не перетинаються, з додатковою умовою симетрiї, яка визначається

областю D0 ∈ ∆ , справедлива нерiвнiсть

rγ (D0, 0)
n∏

k=1

r (Dk, ak) 6 2n−γ · n−γ
2 ·

(
n∏

k=1

αk

)1− γ
n

.

Враховуючи, що
n∏

k=1
αk 6

( 2
n

)n , тодi має мiсце наступний результат.

Наслiдок 2.5.6. [30] Нехай n ∈ N , n > 2 , γ ∈ (0, n] . Тодi за всiх

умов наслiдку 2.5.5 справедлива нерiвнiсть

rγ (D0, 0)
n∏

k=1

r (Dk, ak) 6 n−
γ
2

(
4

n

)n−γ

.

З мiркувань доведення теореми 2.5.1 для випадку, коли точки |ak| =
1 , k = 1, n, належать одиничному колу, маємо наступне твердження.

Наслiдок 2.5.7. [30] Нехай n ∈ N , n > 2 , γ ∈ (0, n] . Тодi для

будь-якої системи рiзних точок An = {ak}n
k=1 одиничного кола й будь-

якого набору областей Dk , ak ∈ Dk ⊂ C , k = 0, n, a0 = 0 , де {Dk}n
k=1

— система областей, що взаємно не перетинаються, з додатковою

умовою симетрiї, яка визначається областю D0 ∈ Λ , справедлива

нерiвнiсть

rγ (D0, 0)
n∏

k=1

r (Dk, ak) 6 n−
γ
2

(
n∏

k=1

r (Dk, ak)

)1− γ
n

.

Зауваження 2.5.4. Якщо γ = n , то за умов наслiдку 2.5.7 має

мiсце нерiвнiсть

rn (D0, 0)
n∏

k=1

r (Dk, ak) 6 n−
n
2 .
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Висновки

В другому роздiлi дисертацiйної роботи одержано ефективнi оцiнки

зверху функцiоналiв першого та другого типiв в задачах про екстремальне

розбиття комплексної площини для довiльних фiксованих (n,m) -

променевих систем точок при всiх значеннях параметра γ , γ ∈ (0, nm]

(теорема 2.2.1, теорема 2.3.1).

Розглянуто двi вiдкритi екстремальнi проблеми з вiльними полюсами

вiдповiдних квадратичних диференцiалiв на комплекснiй площинi C .

Одержано оцiнки зверху функцiоналiв на будь-яких фiксованих n -

променевих системах точок комплексної площини при всiх значеннях

параметру γ , γ ∈ (0, n] (теорема 2.4.1, теорема 2.4.2). Як наслiдок,

отримано вiдповiднi результати для випадку, коли точки розмiщенi на

одиничному колi (теорема 2.4.3) та за умови, що областi B1, . . . , Bn —

симетричнi вiдносно одиничного кола (теорема 2.4.4).

Використавши мiркування при доведеннi теореми 2.4.1 розглянуто

узагальнену екстремальну задачу з додатковою умовою симетрiї, яка

визначається областю D0 , i встановлено оцiнку зверху для її максимуму

функцiонала у випадку будь-якої фiксованої (n,m) -променевої системи

рiзних точок комплексної площини (теорема 2.5.1) та для випадку будь-

якої системи рiзних точок одиничного кола (наслiдок 2.5.6).

Встановлено умови при яких в доведених результатах конфiгурацiя

областей i точок неiстотна.

Зроблено порiвняльний аналiз одержаних оцiнок функцiоналiв та

величин екстремалей, одержаних в роботах попередникiв.

Результати роздiлу опублiковано в роботах [27, 29, 30, 146, 163].
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РОЗДIЛ 3

ОЦIНКИ ФУНКЦIОНАЛIВ ТРЕТЬОГО ТИПУ

ДЛЯ (N,M) -ПРОМЕНЕВИХ СИСТЕМ ТОЧОК

Даний роздiл присвячений отриманню ефективних оцiнок зверху при

всiх значеннях параметра γ ∈ R+ для функцiонала

Jn,m(γ) = [r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
n∏

k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) ,

де n,m ∈ N , n > 2 , An,m = {ak,p} , k = 1, n , p = 1, m , — довiльна

фiксована (n,m) -променева система точок, B0 , B∞ , Bk,p — довiльна

система областей, що взаємно не перетинаються, таких, що a0 = 0 ∈
B0 ⊂ C , ∞ ∈ B∞ ⊂ C , ak,p ∈ Bk,p ⊂ C при k = 1, n , p = 1,m .

У монографiї [11, с. 146] для функцiонала Jn,m(γ) були отриманi

лише результати для γ = 0 та γ = n2

4 i будь-яких (n,m) -

рiвнопроменевих систем точок (див. також теорему 1.5.4).

3.1. Оцiнка функцiонала третього типу для (n,m) -

променевих систем точок при всiх можливих

значеннях параметра γ ∈ R+

Теорема 3.1.1. [29, 30, 163, 164] Нехай n,m ∈ N , n > 2 , γ ∈ R+ .

Тодi для довiльної фiксованої (n,m) -променевої системи точок An,m =

{ak,p} , k = 1, n , p = 1,m , i довiльного набору областей, що взаємно не

перетинаються, B0 , B∞ , {Bk,p} , a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C , ∞ ∈ B∞ ⊂ C ,
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ak,p ∈ Bk,p ⊂ C , k = 1, n , p = 1,m , справедлива нерiвнiсть

[r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
n∏

k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) 6

6





(nm + 1)−γ nm+1
nm+2

[
n∏

k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p)

]1− 2γ
nm+2 n∏

k=1

m∏
p=1

|ak,p|
2γ

nm+2 ,

якщо γ ∈ (
0, nm+2

2

]
;

(nm + 1)−
nm+1

2

n∏
k=1

m∏
p=1

|ak,p|, якщо γ > nm+2
2 .

Доведення. Нехай d(E) — трансфiнiтний дiаметр компактної

множини E ⊂ C. Тодi має мiсце спiввiдношення

r (B0, 0) = r
(
B+

0 ,∞)
=

1

d(C \B+
0 )

6 1

d

(
n⋃

k=1

m⋃
p=1

B
+
k,p ∪B

+
0

) , (3.1)

де B+ =
{
z : 1

z ∈ B
}

. Згiдно iз теоремою Пойа [99, с. 28], справедлива

нерiвнiсть

µE 6 πd2(E),

де µE — лебегова мiра компактної множини E. Тодi iз (3.1), одержуємо

r (B0, 0) 6
[

1

π
µB

+
0 +

1

π

n∑

k=1

m∑
p=1

µB
+
k,p

]− 1
2

. (3.2)

Iз теореми про мiнiмiзацiю площi [40, с. 34] слiдує, що

µ(B) > πr2 (B, a) .

Тодi iз нерiвностi (3.2), маємо

r (B0, 0) 6
[
r2 (B∞,∞) +

n∑

k=1

m∑
p=1

r2
(
B+

k,p, a
+
k,p

)]− 1
2

.
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Аналогiчно, одержуємо наступну нерiвнiсть

r (B∞,∞) 6
[
r2 (B0, 0) +

n∑

k=1

m∑
p=1

r2 (Bk,p, ak,p)

]− 1
2

.

Далi, використовуючи iнварiантнiсть функцiї Грiна при конформному та

однолистому вiдображеннi, одержуємо спiввiдношення

r
(
B+

k,p, a
+
k,p

)
=

r (Bk,p, ak,p)

|ak,p|2 .

Звiдси,

r (B0, 0) 6
[
r2 (B∞,∞) +

n∑

k=1

m∑
p=1

r2 (Bk,p, ak,p)

|ak,p|4
]− 1

2

,

r (B∞,∞) 6
[
r2 (B0, 0) +

n∑

k=1

m∑
p=1

r2 (Bk,p, ak,p)

]− 1
2

.

Iз нерiвностi Кошi аналогiчно доведенню теореми 2.2.1, маємо
(

r2 (B∞,∞) +
n∑

k=1

m∑
p=1

r2 (Bk,p, ak,p)

|ak,p|4
) 1

2

>

> (nm + 1)
1
2

[
r (B∞,∞)

n∏

k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p)

|ak,p|2
] 1

nm+1

.

Таким чином, з урахуванням вище наведених спiввiдношень

r (B0, 0) 6 (nm + 1)−
1
2 ×

×
[
r (B∞,∞)

n∏

k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p)

]− 1
nm+1

·
n∏

k=1

m∏
p=1

|ak,p| 2
nm+1 .

Аналогiчно,

r (B∞,∞) 6 (nm + 1)−
1
2

[
r (B0, 0)

n∏

k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p)

]− 1
nm+1

.



138

Далi, використовуючи нескладнi перетворення, маємо

r (B0, 0) r (B∞,∞) 6

6 (nm + 1)−
nm+1
nm+2

[
n∏

k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p)

]− 2
nm+2 n∏

k=1

m∏
p=1

|ak,p| 2
nm+2 .

I, таким чином, отримуємо наступну нерiвнiсть

[r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
n∏

k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) 6

6 (nm + 1)−γ nm+1
nm+2

[
n∏

k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p)

]1− 2γ
nm+2 n∏

k=1

m∏
p=1

|ak,p|
2γ

nm+2 .

Якщо γ > nm+2
2 , тодi згiдно з теоремою 2.3.1 (М.О. Лаврентьєва) [11],

r (B0, 0) r (B∞,∞) 6 1,

i

Jn,m(γ) 6 (nm + 1)−γ nm+1
nm+2

[
n∏

k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p)

] 2γ
nm+2−1

n∏

k=1

m∏
p=1

|ak,p|
2γ

nm+2 6

6 (nm + 1)−γ nm+1
nm+2

(
[r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ

n∏
k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p)

) 2γ
nm+2−1

n∏

k=1

m∏
p=1

|ak,p|
2γ

nm+2 .

Звiдси

(Jn,m(γ))
2γ

nm+2 6 (nm + 1)−γ nm+1
nm+2

n∏

k=1

m∏
p=1

|ak,p|
2γ

nm+2 .

Таким чином,

Jn,m(γ) 6 (nm + 1)−
nm+1

2

n∏

k=1

m∏
p=1

|ak,p|.

Теорема 3.1.1 доведена.
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Зауваження 3.1.1. Якщо γ > 1
2 (nm + 2) i

n∏
k=1

m∏
p=1

|ak,p| 6 R , то за

умов теореми 3.1.1 має мiсце наступне спiввiдношення

[r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
n∏

k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) 6 (nm + 1)−
nm+1

2 ·R.

Зауваження 3.1.2. В теоремi 3.1.1 за умов γ > 1
2 (nm + 2) i

n∏
k=1

m∏
p=1

|ak,p| 6 R конфiгурацiя областей i точок неiстотна.

Використавши результат роботи [11, с. 95], iз теореми 3.1.1 одержуємо

наступне твердження.

Наслiдок 3.1.1. [29, 30, 163, 164] Нехай n,m ∈ N , n > 2 , γ ∈ R+ .

Тодi для довiльної фiксованої (n,m) -променевої системи точок An,m =

{ak,p} , k = 1, n , p = 1, m , такої, що LR(An,m) = 1 , i довiльного набору

областей, що взаємно не перетинаються, B0 , B∞ , {Bk,p} , a0 = 0 ∈
B0 ⊂ C , ∞ ∈ B∞ ⊂ C , ak,p ∈ Bk,p ⊂ C , k = 1, n , p = 1,m , справедлива

нерiвнiсть

Jn,m(γ) 6 (nm + 1)−
nm+1

2 .

3.2. Застосування оцiнок до вiдомих задач про

екстремальне розбиття комплексної площини

Розглянемо наступну екстремальну задачу:

Проблема 3.1. При всiх значеннях параметра γ ∈ R+ показати,

що максимум функцiонала

Jn(γ) = [r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
n∏

k=1

r (Bk, ak) ,
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де An = {ak}n
k=1 — n -променева система точок, B0 , B∞ , {Bk}n

k=1

— сукупнiсть областей, що взаємно не перетинаються, ak ∈ Bk ⊂ C ,

k = 0, n , a0 = 0 , ∞ ∈ B∞ ⊂ C , досягається для деякої конфiгурацiї

з областей Bk , B∞ i точок ak , ∞ , k = 0, n , якi володiють n -кратною

симетрiєю.

1988 року В.М. Дубiнiн [56] уперше отримав оцiнку для функцiонала

Jn(γ) при γ = 1
2 i n > 2 для систем неперетинних областей

методом симетризацiї у випадку, коли точки лежать на одиничному колi.

Г.В. Кузьмiна за допомогою методу екстремальної метрики [87, с. 267]

посилила результат роботи [56] i показала, що ця оцiнка справедлива при

γ ∈
(
0, n2

8

]
, n > 2 (для випадку неперетинних однозв’язних областей).

Однак результат Г.В. Кузьмiної [87, с. 267] для випадку n = 2 повнiстю

спiвпадає з результатом роботи В.М. Дубiнiна [56], оскiльки нескладно

показати, що результат має мiсце при всiх γ ∈ (
0, 1

2

]
. Г.В. Кузьмiна

в роботi [87, с. 271] також зазначає, що верхню оцiнку для параметра

γ можна покращити. Отже, остаточне питання про оцiнку для γ для

функцiонала Jn(γ) залишається вiдкритим.

Використовуючи метод доведення теореми 3.1.1 ми можемо отримати

оцiнку максимума функцiонала

Jn(γ) = [r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
n∏

k=1

r (Bk, ak) ,

для якого в статтях [11, 57, 87, 165], в часткових випадках, було доведено

наступну нерiвнiсть

Jn(γ) 6
(

4

n

)n
(4γ

n2

) 2γ
n

∣∣1− 4γ
n2

∣∣ 2γ
n +n

2

∣∣∣∣
n− 2

√
γ

n + 2
√

γ

∣∣∣∣
2
√

γ

.

Знак рiвностi в цiй нерiвностi досягається тодi, коли точки 0 , ∞ , ak

i областi B0 , B∞ , Bk , k = 1, n , є, вiдповiдно, полюсами i круговими



141

областями квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −γw2n + (n2 − 2γ)wn + γ

w2(wn − 1)2 dw2.

Має мiсце наступний результат.

Теорема 3.2.1. [29, 30, 163, 164] Нехай n ∈ N , n > 2 , γ ∈ R+ .

Тодi для будь-якої фiксованої системи рiзних точок An = {ak}n
k=1 ∈

C\{0,∞} i будь-яких областей, що взаємно не перетинаються, B0 ,

B∞ , Bk , a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C , ∞ ∈ B∞ ⊂ C , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n ,

справедлива нерiвнiсть

[r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6

6





(n + 1)−γ n+1
n+2

[
n∏

k=1
r (Bk, ak)

]1− 2γ
n+2 n∏

k=1
|ak|

2γ
n+2 , якщо γ ∈ (

0, n+2
2

]
;

(n + 1)−
n+1

2

n∏
k=1

|ak|, якщо γ > n+2
2 .

Доведення. Нехай d(E) — трансфiнiтний дiаметр компактної

множини E ⊂ C. Тодi має мiсце спiввiдношення

r (B0, 0) = r
(
B+

0 ,∞)
=

1

d
(
C \B+

0

) 6 1

d

(
n+1⋃
k=1

B
+
k

) , (3.3)

де B+ =
{
z : 1

z ∈ B
}

. Використовуючи теорему Пойа [99, с. 28],

справедлива нерiвнiсть

µE 6 πd2(E),

де µE — лебегова мiра компактної множини E , маємо

d(E) >
(

1

π
µE

) 1
2

.
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Тодi iз (3.3), одержуємо

r (B0, 0) 6 1

d

(
n+1⋃
k=1

B
+
k

) 6
(

1

π

n+1∑

k=1

µB
+
k

)− 1
2

. (3.4)

Iз теореми про мiнiмiзацiю площi [40, с. 34] слiдує, що

µ(B) > πr2 (B, a) .

Iз нерiвностi (3.4), маємо

r (B0, 0) 6
(

r2 (B∞,∞) +
n∑

k=1

r2 (
B+

k , a+
k

)
)− 1

2

.

Використавши спiввiдношення

r
(
B+

k , a+
k

)
=

r (Bk, ak)

|ak|2
приходимо до нерiвностi

r (B0, 0) 6
[
r2 (B∞,∞) +

n∑

k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4
]− 1

2

.

Аналогiчно,

r (B∞,∞) 6
[
r2 (B0, 0) +

n∑

k=1

r2 (Bk, ak)

]− 1
2

.

Iз нерiвностi Кошi, одержуємо

1

n + 1

(
r2 (B0, 0) +

n∑

k=1

r2 (Bk, ak)

)
>

[
r2 (B0, 0)

n∏

k=1

r2 (Bk, ak)

] 1
n+1

.

Тодi,
(

r2 (B0, 0) +
n∑

k=1

r2 (Bk, ak)

) 1
2

> (n + 1)
1
2

[
r (B0, 0)

n∏

k=1

r (Bk, ak)

] 1
n+1

.
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Аналогiчно, (
r2 (B∞,∞) +

n∑

k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4
) 1

2

>

> (n + 1)
1
2

[
r (B∞,∞)

n∏

k=1

r (Bk, ak)

|ak|2
] 1

n+1

.

Таким чином,

r (B∞,∞) 6 1

(n + 1)
1
2 (r (B0, 0))

1
n+1

(
n∏

k=1
r (Bk, ak)

) 1
n+1

,

r (B0, 0) 6

(
n∏

k=1
|ak|

) 2
n+1

(n + 1)
1
2 (r (B∞,∞))

1
n+1

(
n∏

k=1
r (Bk, ak)

) 1
n+1

.

Далi, одержуємо спiввiдношення

r (B0, 0) r (B∞,∞) 6

6

(
n∏

k=1
|ak|

) 2
n+1

(n + 1) (r (B0, 0) r (B∞,∞))
1

n+1

(
n∏

k=1
r (Bk, ak)

) 2
n+1

,

(r (B0, 0) r (B∞,∞))1+ 1
n+1 6

(
n∏

k=1
|ak|

) 2
n+1

(n + 1)

(
n∏

k=1
r (Bk, ak)

) 2
n+1

,

r (B0, 0) r (B∞,∞) 6

(
n∏

k=1
|ak|

) 2
n+2

(n + 1)
n+1
n+2

(
n∏

k=1
r (Bk, ak)

) 2
n+2

,



144

з яких слiдує нерiвнiсть

Jn(γ) 6

n∏
k=1

r (Bk, ak)

(
n∏

k=1
|ak|

) 2
n+2

(n + 1)
n+1
n+2γ

(
n∏

k=1
r (Bk, ak)

) 2γ
n+2

=

= (n + 1)−
n+1
n+2γ

(
n∏

k=1

r (Bk, ak)

)1− 2γ
n+2

(
n∏

k=1

|ak|
) 2γ

n+2

.

У випадку γ > n+2
2 згiдно з теоремою 2.3.1 (М.О. Лаврентьєва) [11], маємо

r (B0, 0) r (B∞,∞) 6 1,

тодi

Jn(γ) 6 (n + 1)−γ n+1
n+2

[
n∏

k=1
r (Bk, ak)

] 2γ
n+2−1

n∏

k=1

|ak|
2γ

n+2 6

6 (n + 1)−γ n+1
n+2

(
[r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ

n∏
k=1

r (Bk, ak)

) 2γ
n+2−1

n∏

k=1

|ak|
2γ

n+2 .

Звiдси

(Jn(γ))
2γ

n+2 6 (n + 1)−γ n+1
n+2

n∏

k=1

|ak|
2γ

n+2 .

Таким чином,

Jn(γ) 6 (n + 1)−
n+1

2

n∏

k=1

|ak|.

Теорема 3.2.1 доведена.

Зауваження 3.2.1. Якщо γ > n+2
2 i

n∏
k=1

|ak| 6 1 , то iз теореми

3.2.1 одержуємо наступну нерiвнiсть

[r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 (n + 1)−
n+1

2 .
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Зауваження 3.2.2. В теоремi 3.2.1 за умов γ > n+2
2 i

n∏
k=1

|ak| 6 1

конфiгурацiя областей i точок неiстотна.

З теореми 3.2.1 слiдують наступнi твердження.

Теорема 3.2.2. [29, 30, 163, 164] Нехай n ∈ N , n > 2 , γ ∈ R+ . Тодi

для будь-якої фiксованої n -променевої системи точок An = {ak}n
k=1 ∈

C\{0,∞} й будь-яких областей, що взаємно не перетинаються, B0 ,

B∞ , Bk , a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C , ∞ ∈ B∞ ⊂ C , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n ,

справедлива нерiвнiсть

Jn(γ) 6





(n + 1)−γ n+1
n+2

[
n∏

k=1
r (Bk, ak)

]1− 2γ
n+2 n∏

k=1
|ak|

2γ
n+2 , якщо γ ∈ (

0, n+2
2

]
;

(n + 1)−
n+1

2

n∏
k=1

|ak|, якщо γ > n+2
2 .

Теорема 3.2.3. [29, 30, 163, 164] Нехай n ∈ N , n > 2 , γ ∈ R+ . Тодi

для будь-якої системи рiзних точок {ak}n
k=1 одиничного кола i будь-яких

областей, що взаємно не перетинаються, B0 , B∞ , Bk , a0 = 0 ∈ B0 ⊂
C , ∞ ∈ B∞ ⊂ C , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n , справедлива нерiвнiсть

Jn(γ) 6





(n + 1)−γ n+1
n+2

[
n∏

k=1
r (Bk, ak)

]1− 2γ
n+2

, якщо γ ∈ (
0, n+2

2

]
;

(n + 1)−
n+1

2 , якщо γ > n+2
2 .

Зауваження 3.2.3. Якщо γ > n+2
2 , то за всiх умов теореми 3.2.3

має мiсце наступна нерiвнiсть

[r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 (n + 1)−
n+1

2 .
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Наслiдок 3.2.1. Нехай n ∈ N , n > 2 , γ > n+2
2 , R > 0 . Тодi

для будь-якої фiксованої n -променевої системи точок An = {ak}n
k=1 ,

такої, що |ak| = R , k = 1, n , i будь-яких областей, що взаємно не

перетинаються, B0 , B∞ , Bk , a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C , ∞ ∈ B∞ ⊂ C ,

ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n , справедлива нерiвнiсть

[r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 (n + 1)−
n+1

2 ·Rn.

Застосовуючи загальну iдею П.М. Тамразова, запропоновану

в роботi [117], до задач про неперетиннi областi, вперше в роботi

Г.П. Бахтiної [31] були розглянутi задачi про екстремальне розбиття

комплексної площини для симетричних вiдносно кола взаємно

неперетинних областей. Зокрема, в цiй роботi була поставлена наступна

екстремальна задача: знайти максимум функцiонала
n∏

k=1

R(Bk, ak)

при умовi, що B1, . . . , Bn — однозв’язнi попарно неперетиннi симетричнi

вiдносно одиничного кола областi такi, що ak ∈ Bk ⊂ C, |ak| = 1,

k = 1, n . В роботi [31] було одержано наступну оцiнку
4∏

k=1

R(Bk, ak) 6 1,

причому рiвнiсть досягається у випадку, коли областi Bk , k = 1, 4 , є

круговими областями квадратичного диференцiала

Q(z)dz2 = − z2

(z4 − 1)2 dz2.

В 1984 р. Г.П. Бахтiна у роботi [33] розглянула задачу про максимум

функцiонала
n∏

k=0

Rαk(Bk, ak),
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де {Bk}n
k=0 — довiльна система однозв’язних взаємно неперетинних

областей таких, що a0 = 0 ∈ B0 ⊂ U , ak ∈ Bk ⊂ C , αk > 0, k = 0, n,

|ak| = 1, k = 1, n , областi {Bk}n
k=1 — симетричнi вiдносно одиничного

кола i отримала деякi частковi результати даної задачi.

Iз мiркувань при доведеннi теореми 3.2.1 при умовi, що B0 ⊂ U , ми

отримуємо наступний результат, який дає оцiнку зверху функцiонала

r2γ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) ,

що розглядався в роботi Г.П. Бахтiної [33].

Теорема 3.2.4. [29, 30, 163, 164] Нехай n ∈ N , n > 2 , γ > n+2
2 i

B0 ⊂ U . Тодi для будь-якої системи рiзних точок {ak}n
k=1 одиничного

кола й будь-яких областей, що взаємно не перетинаються, Bk , ak ∈
Bk ⊂ C , k = 0, n, a0 = 0 , i, крiм того, областi Bk , k = 1, n , —

симетричнi вiдносно одиничного кола |ak| = 1 , справедлива нерiвнiсть

r2γ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 (n + 1)−
n+1

2 .

Наслiдок 3.2.2. Нехай n ∈ N , n > 2 , γ > n+2
2 , R > 0 i B0 —

довiльна область, що належить вiдкритому кругу |w| < R . Тодi для

будь-якої n -променевої системи точок An = {ak}n
k=1 , такої, що |ak| =

R , k = 1, n , й будь-яких областей, що взаємно не перетинаються, Bk ,

ak ∈ Bk ⊂ C , k = 0, n, a0 = 0 , i, крiм того, областi Bk , k = 1, n , —

симетричнi вiдносно кола |w| = R , справедлива нерiвнiсть

r2γ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 (n + 1)−
n+1

2 ·R2γ+n.
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Висновки

У третьому роздiлi дисертацiйної роботи одержано ефективну оцiнку

зверху функцiонала третього типу в задачах про екстремальне розбиття

комплексної площини для будь-яких фiксованих (n,m) -променевих

систем точок при всiх можливих значеннях параметра γ , γ ∈ R+

(теорема 3.1.1).

Як наслiдок, iз теореми 3.1.1 отримано оцiнку зверху функцiонала

третього типу для будь-якої фiксованої системи рiзних точок комплексної

площини при всiх значеннях параметра γ , γ ∈ R+ (теорема 3.2.1). З

теореми 3.2.1 слiдують вiдповiднi результати для n -променевих систем

точок (теорема 3.2.2) та для будь-яких систем рiзних точок одиничного

кола (теорема 3.2.3).

Iз мiркувань при доведеннi теореми 3.2.1 за умови, що B0 ⊂ U , ми

отримали результат (теорема 3.2.4), який дає оцiнку зверху функцiонала,

що мiстить областi симетричнi вiдносно одиничного кола, при всiх

значеннях параметра γ , γ ∈ R+ .

Встановлено умови за яких в доведених результатах конфiгурацiя

областей i точок неiстотна.

Результати роздiлу опублiковано в роботах [29, 30, 163, 164].
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РОЗДIЛ 4

ЕКСТРЕМАЛЬНЕ РОЗБИТТЯ КОМПЛЕКСНОЇ

ПЛОЩИНИ З ВIЛЬНИМИ ПОЛЮСАМИ НА

ОДИНИЧНОМУ КОЛI

Даний роздiл присвячений дослiдженню наступної екстремальної

задачi про добуток внутрiшнiх радiусiв областей, що взаємно не

перетинаються.

Проблема 4.1. (В.М. Дубiнiн [57, 165]) При всiх значеннях

параметра γ ∈ (0, n] показати, що максимум функцiонала

In(γ) = rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) ,

де B0 , B1 , B2, . . . , Bn , n > 2 , — областi, що взаємно не перетинаються,

в C , a0 = 0 , |ak| = 1 , k = 1, n , досягається для конфiгурацiї з областей

Bk i точок ak , якi володiють n -кратною симетрiєю.

4.1. Повний розв’язок проблеми В.М. Дубiнiна для

n = 2

Покажемо, що функцiонал

rα(B0, a0) · rβ(B1, a1) · rγ(B2, a2)

|a0 − a1|α+β−γ · |a0 − a2|α−β+γ · |a1 − a2|−α+β+γ
,

де α, β, γ ∈ R+ , {Bk}2
k=0 — довiльна система взаємно неперетинних

областей таких, що ak ∈ Bk ⊂ C , k ∈ {0, 1, 2} , є iнварiантом вiдносно

всiх конформних автоморфiзмiв комплексної площини C .
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Нехай

w = T (z) =
az + b

cz + d
, |T | = ad− bc 6= 0

— дробово-лiнiйна функцiя, яка конформно вiдображає площину Cz на

Cw .

Використовуючи iнварiантнiсть функцiї Грiна при конформному та

однолистому вiдображеннi, маємо

gBk
(z, ak) = gB+

k
(w+, a+

k ), w+ =
az + b

cz + d
.

Тодi

gB+
k
(w+, a+

k ) = gB+
k

(
az + b

cz + d
,

aak + b

cak + d

)
=

= ln
1∣∣∣∣

az + b

cz + d
− aak + b

cak + d

∣∣∣∣
+ ln r(B+

k , a+
k ) + o(1).

Використовуючи нескладнi перетворення, отримуємо

gB+
k
(w+, a+

k ) =

= ln
1∣∣∣∣

(az + b)(cak + d)− (aak + b)(cz + d)

(cz + d)(cak + d)

∣∣∣∣
+ ln r(B+

k , a+
k ) + o(1) =

= ln

∣∣∣∣
(cz + d)(cak + d)

(az + b)(cak + d)− (aak + b)(cz + d)

∣∣∣∣ + ln r(B+
k , a+

k ) + o(1) =

= ln

∣∣∣∣
(c(ak + (z − ak)) + d)(cak + d)

cbak + azd− aakd− bcz

∣∣∣∣ + ln r(B+
k , a+

k ) + o(1) =

= ln

∣∣∣∣
(cak + d)2 + (cak + d)(c(z − ak))

bc(ak − z) + ad(z − ak)

∣∣∣∣ + ln r(B+
k , a+

k ) + o(1) =
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= ln
|cak + d|2|1 + (cak + d)−1(c(z − ak))|

|z − ak||ad− bc| + ln r(B+
k , a+

k ) + o(1) =

= ln
|cak + d|2

|ad− bc||z − ak| + ln

∣∣∣∣1 + 2Re
c(z − ak)

cak + d
+ . . .

∣∣∣∣ + ln r(B+
k , a+

k ) + o(1) =

= ln
1

|z − ak| + ln
|cak + d|2
|ad− bc| + ln r(B+

k , a+
k ) + o(1) =

= ln
1

|z − ak| + ln
|cak + d|2
|ad− bc| r(B

+
k , a+

k ) + o(1).

Звiдси

ln r(Bk, ak) = ln
|cak + d|2
|ad− bc| r(B

+
k , a+

k ).

I, таким чином,

r
(
B+

k , a+
k

)
= r(Bk, ak) · |ad− bc|

(cak + d)2

Отже,

rα(B+
0 , a+

0 )rβ(B+
1 , a+

1 )rγ(B+
2 , a+

2 ) =

= rα(B0, a0)r
β(B1, a1)r

γ(B2, a2)
|T |α+β+γ

(ca0 + d)2α(ca1 + d)2β(ca2 + d)2γ
.

Аналогiчно, отримуємо

|T (a0)− T (a1)| =
∣∣∣∣
aa0 + b

ca0 + d
− aa1 + b

ca1 + d

∣∣∣∣ =
|T | · |a0 − a1|

(ca0 + d)(ca1 + d)
,

|T (a0)− T (a2)| = |T | · |a0 − a2|
(ca0 + d)(ca2 + d)

,

|T (a1)− T (a2)| = |T | · |a1 − a2|
(ca1 + d)(ca2 + d)

.
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Звiдси,

|T (a0)− T (a1)|α+β−γ|T (a0)− T (a2)|α−β+γ|T (a1)− T (a2)|−α+β+γ =

=
|T |α+β+γ|a0 − a1|α+β−γ|a0 − a2|α−β+γ|a1 − a2|−α+β+γ

(ca0 + d)2α(ca1 + d)2β(ca2 + d)2γ
.

Остаточно, маємо

rα(B+
0 , a+

0 )rβ(B+
1 , a+

1 )rγ(B+
2 , a+

2 )

|T (a0)− T (a1)|α+β−γ|T (a0)− T (a2)|α−β+γ|T (a1)− T (a2)|−α+β+γ
=

=

|T |α+β+γrα(B0, a0)r
β(B1, a1)r

γ(B2, a2)

(ca0 + d)2α(ca1 + d)2β(ca2 + d)2γ

|T |α+β+γ|a0 − a1|α+β−γ|a0 − a2|α−β+γ|a1 − a2|−α+β+γ

(ca0 + d)2α(ca1 + d)2β(ca2 + d)2γ

=

=
rα(B0, a0)r

β(B1, a1)r
γ(B2, a2)

|a0 − a1|α+β−γ|a0 − a2|α−β+γ|a1 − a2|−α+β+γ
.

В роботi [56] було отримано важливу оцiнку добутку внутрiшнiх

радiусiв трьох неперетинних областей з фiксованими полюсами в точках

0 , −i , i. Справедливий наступний результат.

Лема 4.1.1. [56] Для довiльних попарно неперетинних областей

B0 , B1 , B2 таких, що 0 ∈ B0 ⊂ C , −i ∈ B1 ⊂ C , i ∈ B2 ⊂ C,

справедлива нерiвнiсть

rσ2

(B0, 0)r(B1,−i)r(B2, i) 6

6 2σ2+6σσ2

(2− σ)−(2−σ)2/2(2 + σ)−(2+σ)2/2, 0 < σ 6 2,

знак рiвностi досягається тодi i тiльки тодi, коли областi B0 , B1 , B2,

є круговими областями квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 =
(4− σ2)w2 − σ2

w2(w2 + 1)2 dw2. (4.1)
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З леми 4.1.1 слiдують очевиднi твердження.

Наслiдок 4.1.1. Для кругових областей квадратичного

диференцiала (4.1) D0 , D1 , D2 таких, що D0 ∪D1 ∪D2 = C, причому

0 ∈ D0 ⊂ C , −i ∈ D1 ⊂ C , i ∈ D2 ⊂ C, справедлива рiвнiсть

rσ2

(D0, 0)r(D1,−i)r(D2, i) =

= 2σ2+6σσ2

(2− σ)−(2−σ)2/2(2 + σ)−(2+σ)2/2, 0 < σ 6 2.

Наслiдок 4.1.2. Для довiльних попарно неперетинних областей

B0 , B1 , B2 таких, що 0 ∈ B0 ⊂ C , −i ∈ B1 ⊂ C , i ∈ B2 ⊂ C,

справедлива нерiвнiсть

rσ2

(B0, 0)r(B1,−i)r(B2, i) 6

6 rσ2

(D0, 0)r(D1,−i)r(D2, i), 0 < σ 6 2,

знак рiвностi досягається тодi i тiльки тодi, коли заповнення областей

B0 , B1 , B2 спiвпадає з вiдповiдними круговими областями D0 , D1 , D2

i cap
(
B̃k \Bk

)
= 0 при всiх k ∈ {1, 2}.

Надалi при доведеннi теорем в роздiлi 4 нам необхiдна буде

частина леми 4.1.1 у випадку, коли полюси квадратичного диференцiалу

розмiщенi в точках 0 , −1 , 1. В цьому випадку лема 4.1.1 набуде

наступного вигляду.

Лема 4.1.2. Для довiльних попарно неперетинних областей B0 ,

B1 , B2 таких, що 0 ∈ B0 ⊂ C , −1 ∈ B1 ⊂ C , 1 ∈ B2 ⊂ C, справедлива

нерiвнiсть

rσ2

(B0, 0)r(B1,−1)r(B2, 1) 6

6 2σ2+6σσ2

(2− σ)−(2−σ)2/2(2 + σ)−(2+σ)2/2, 0 < σ 6 2,
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знак рiвностi досягається тодi i тiльки тодi, коли областi B0 , B1 , B2,

є круговими областями квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(4− σ2)w2 + σ2

w2(w2 − 1)2 dw2.

В роботах [11, 57, 76, 165] показано, що величина

I0
n(γ) = rγ (D0, 0)

n∏

k=1

r (Dk, dk) ,

де dk , Dk , k = 0, n , d0 = 0 , є, вiдповiдно, полюси i круговi областi

квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2 dw2, (4.2)

має вигляд

I0
n(γ) =

(
4

n

)n
(4γ

n2

) γ
n

(
1− γ

n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ

n

1 +
√

γ

n

)2
√

γ

. (4.3)

Теорема 4.1.1. [28] Нехай γ ∈ (1, 2] . Тодi для довiльних рiзних

точок a1 i a2 одиничного кола i довiльних областей, що взаємно не

перетинаються, B0 , B1 , B2 , a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C , a1 ∈ B1 ⊂ C , a2 ∈
B2 ⊂ C , справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0) r (B1, a1) r (B2, a2) 6 I0
2(γ)

(
1

2
|a1 − a2|

)2−γ

.

Знак рiвностi в цiй нерiвностi досягається, коли точки a0 , a1 , a2 й

областi B0 , B1 , B2 , є, вiдповiдно, полюсами i круговими областями

квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(4− γ)w2 + γ

w2(w2 − 1)2 dw2. (4.4)

Доведення. Розглянемо функцiонал

I2(γ) = rγ(B0, 0)r(B1, a1)r(B2, a2), γ ∈ (1, 2],
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де B0 , B1 , B2 — областi, що взаємно не перетинаються, ak ∈ Bk ⊂ C ,

k = 0, 2 , a0 = 0 . В роботi [57] була повнiстю дослiджена задача про

максимум функцiонала I2(γ) на трiйках довiльних областей, що попарно

не перетинаються, B0 , B1 , B2 розширеної комплексної площини таких,

що ak ∈ Bk , k = 0, 2 , a0 = 0 , ak = (−1)ki i отримано наступну нерiвнiсть

I2(σ
2) 6 S(σ) = 2σ2+6 · σσ2 · (2− σ)−

1
2 (2−σ)2 · (2 + σ)−

1
2 (2+σ)2,

σ ∈ (0, 2) . Знак рiвностi в якiй досягається, коли точки 0 , −i , i i

областi B0 , B1 , B2 є, вiдповiдно, полюсами i круговими областями

квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 =
(4− σ2)w2 − σ2

w2(w2 + 1)2 dw2.

Зауважимо, що функцiонал I2(σ
2) при σ > 2 не обмежений.

Iснує єдиний конформний автоморфiзм комплексної площини C

w̃ = T (w),

який переводить три заданi точки a0 , a1 , a2 в точки T (a0) = 0 , T (a1) =

1 , T (a2) = −1 . Вiдомо [80], що функцiонал

rα(B0, a0) · rβ(B1, a1) · rγ(B2, a2)

|a0 − a1|α+β−γ · |a0 − a2|α−β+γ · |a1 − a2|−α+β+γ
,

де α, β, γ ∈ R+ , {Bk}2
k=0 — довiльна система областей, що взаємно не

перетинаються, таких, що ak ∈ Bk ⊂ C , k ∈ {0, 1, 2} , iнварiантний

вiдносно всiх конформних автоморфiзмiв комплексної площини C . Як

показано вище, цей результат має мiсце i для довiльних багатозв’язних

областей.

Тодi в силу конформної iнварiантностi функцiонала I2(γ) , має мiсце

рiвнiсть

rγ(B0, 0)r(B1, a1)r(B2, a2)

|a1|γ · |a2|γ · |a1 − a2|2−γ
=

rγ(B̃0, 0)r(B̃1, 1)r(B̃2,−1)

22−γ
,
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де

Ĩ2(γ) = rγ(B̃0, 0)r(B̃1, 1)r(B̃2,−1),

B̃0 = T (B0), B̃1 = T (B1), B̃2 = T (B2).

Звiдси слiдує, що
I2(γ)

|a1 − a2|2−γ
=

Ĩ2(γ)

22−γ
,

i, таким чином,

I2(γ) = Ĩ2(γ)

(
1

2
|a1 − a2|

)2−γ

.

Використовуючи вище вказаний результат робiт [57, 165], приходимо до

основної нерiвностi теореми 4.1.1

I2(γ) 6 I0
2(γ)

(
1

2
|a1 − a2|

)2−γ

.

Зокрема, якщо точки a1 i a2 розташованi не дiаметрально, тодi остання

нерiвнiсть строга. Якщо γ = 2 , тодi I2(γ) 6 I0
2(γ). Теорема 4.1.1

доведена.

Зауваження 4.1.1. Iз теореми 4.1.1 випливає повний розв’язок

проблеми 4.1 для n = 2 .

4.2. Екстремальне розбиття для трьох областей

комплексної площини

При n = 2 i γ ∈ (0, 2] розглянемо бiльш загальну задачу

про максимум функцiонала I2(γ) для довiльних фiксованих точок

a1, a2 ∈ C\{0} . Використавши метод доведення теореми 4.1.1, отримуємо

наступний результат.
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Теорема 4.2.1. [28] Нехай γ ∈ (0, 2] . Тодi для довiльних рiзних

точок A2 = {a1, a2} ∈ C\{0} , таких, що

|a1a2| 6 1,

(
1

2
|a1 − a2|

)2−γ

6 1,

i будь-яких областей, що взаємно не перетинаються, B0 , B1 , B2 , a0 =

0 ∈ B0 ⊂ C , a1 ∈ B1 ⊂ C , a2 ∈ B2 ⊂ C , справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0) r (B1, a1) r (B2, a2) 6 4γ
γ
2

(
1− γ

4

)2+γ
2

(
1−

√
γ

2

1 +
√

γ

2

)2
√

γ

.

Знак рiвностi в цiй нерiвностi досягається, коли точки a0 , a1 , a2 й

областi B0 , B1 , B2 , є, вiдповiдно, полюсами i круговими областями

квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(4− γ)w2 + γ

w2(w2 − 1)2 dw2.

Доведення. Аналогiчно мiркуванням доведення теореми 4.1.1,

одержуємо спiввiдношення

rγ(B0, 0)r(B1, a1)r(B2, a2)

|a1|γ · |a2|γ · |a1 − a2|2−γ
=

rγ(B̃0, 0)r(B̃1, 1)r(B̃2,−1)

22−γ
,

iз якого слiдує, що

rγ(B0, 0)r(B1, a1)r(B2, a2) 6 I0
2(γ)|a1a2|γ

(
1

2
|a1 − a2|

)2−γ

.

Далi, враховуючи умови |a1a2| 6 1 i
(1

2 |a1 − a2|
)2−γ 6 1, маємо основну

нерiвнiсть теореми 4.2.1. Теорема 4.2.1 доведена.

Наслiдок 4.2.1. [28] Нехай n = 2 , γ = 2 . Тодi для довiльних рiзних

точок A2 = {a1, a2} ∈ C\{0} , таких, що

|a1a2| 6 1,

i будь-яких областей, що взаємно не перетинаються, B0 , B1 , B2 , a0 =

0 ∈ B0 ⊂ C , a1 ∈ B1 ⊂ C , a2 ∈ B2 ⊂ C , справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0) r (B1, a1) r (B2, a2) 6 64

(
2−√2

2 +
√

2

)2
√

2

.
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Знак рiвностi в цiй нерiвностi досягається, коли точки a0 , a1 , a2 й

областi B0 , B1 , B2 , є, вiдповiдно, полюсами i круговими областями

квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(4− γ)w2 + γ

w2(w2 − 1)2 dw2.

Iз теореми 4.2.1 для довiльної 2 -променевої системи рiзних точок

мають мiсце наступнi твердження.

Наслiдок 4.2.2. [28] Нехай n = 2 , γ ∈ (0, 2] . Тодi для довiльної

2 -променевої системи рiзних точок A2 = {a1, a2} ∈ C\{0} , такої, що

|a1a2| 6 1,

(
1

2
|a1 − a2|

)2−γ

6 1,

i будь-яких областей, що взаємно не перетинаються, B0 , B1 , B2 , a0 =

0 ∈ B0 ⊂ C , a1 ∈ B1 ⊂ C , a2 ∈ B2 ⊂ C , справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0) r (B1, a1) r (B2, a2) 6 4γ
γ
2

(
1− γ

4

)2+γ
2

(
1−

√
γ

2

1 +
√

γ

2

)2
√

γ

.

Знак рiвностi в цiй нерiвностi досягається, коли точки a0 , a1 , a2 i

областi B0 , B1 , B2 , є, вiдповiдно, полюсами i круговими областями

квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(4− γ)w2 + γ

w2(w2 − 1)2 dw2.

Наслiдок 4.2.3. [28] Нехай n = 2 , γ = 2 . Тодi для довiльної 2 -

променевої системи рiзних точок A2 = {a1, a2} ∈ C\{0} , такої, що

|a1a2| 6 1,

i будь-яких областей, що взаємно не перетинаються, B0 , B1 , B2 , a0 =

0 ∈ B0 ⊂ C , a1 ∈ B1 ⊂ C , a2 ∈ B2 ⊂ C , справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0) r (B1, a1) r (B2, a2) 6 64

(
2−√2

2 +
√

2

)2
√

2

.
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Знак рiвностi в цiй нерiвностi досягається, коли точки a0 , a1 , a2 i

областi B0 , B1 , B2 , є, вiдповiдно, полюсами i круговими областями

квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(4− γ)w2 + γ

w2(w2 − 1)2 dw2.

4.3. Екстремальне розбиття комплексної площини

для n областей на одиничному колi

Використавши результат теореми 4.1.1 можна отримати наступну

оцiнку зверху максимума функцiонала In(γ) на одиничному колi в

проблемi 4.1.

Теорема 4.3.1. [28] Нехай n ∈ N , n > 3 , γ ∈ (1, n] . Тодi для

будь-якої системи рiзних точок An = {ak}n
k=1 одиничного кола i будь-

якого набору областей, що взаємно не перетинаються, B0 , Bk , a0 =

0 ∈ B0 ⊂ C , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n , справедлива нерiвнiсть

rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) 6
(
sin

π

n

)n−γ
(

I0
2

(
2γ

n

))n
2

.

Доведення. Має мiсце спiввiдношення

(In(γ))2 =
(
r

2γ
n (B0, 0)

)n
n∏

k=1

r2 (Bk, ak) .

Останнiй вираз можна записати наступним чином
(
r

2γ
n (B0, 0)

)n
n∏

k=1

r2 (Bk, ak) =
[
r

2γ
n (B0, 0) r (B1, a1) r (B2, a2)

]
×

×
[
r

2γ
n (B0, 0) r (B2, a2) r (B3, a3)

]
· . . . ·

[
r

2γ
n (B0, 0) r (Bn, an) r (B1, a1)

]
.

Далi, аналогiчно теоремi 4.1.1 для кожного множника

r
2γ
n (B0, 0) r (Bk, ak) r (Bk+1, ak+1) , k = 1, n, an+1 := a1,
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будується свiй конформний автоморфiзм комплексної площини, тодi має

мiсце нерiвнiсть

r
2γ
n (B0, 0) r (Bk, ak) r (Bk+1, ak+1) 6 I0

2

(
2γ

n

)(
1

2
|ak − ak+1|

)2− 2γ
n

.

I, таким чином, маємо спiввiдношення

In(γ) 6
(

I0
2

(
2γ

n

))n
2

(
n∏

k=1

1

2
|ak − ak+1|

)1− γ
n

.

Максимум добутку
n∏

k=1
|ak − ak+1| досягається у випадку, коли точки ak ,

k = 1, n , an+1 := a1 , лежать на одиничному колi i утворюють правильний

многокутник. Оскiльки сторона правильного n -кутника через радiус R

описаного кола дорiвнює 2R sin π
n , то ми приходимо до основної нерiвностi

теореми 4.3.1

In(γ) 6
(
sin

π

n

)n−γ
(

I0
2

(
2γ

n

))n
2

.

Теорема 4.3.1 доведена.

4.4. Екстремальне розбиття комплексної площини

для n -променевої системи точок

Теорема 4.4.1. [28] Нехай n ∈ N , n > 3 , γ ∈ (0, n] . Тодi

для довiльної фiксованої n -променевої системи точок An = {ak}n
k=1 ∈

C\{0} i будь-якого набору областей, що взаємно не перетинаються, B0 ,

Bk , a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n , справедлива нерiвнiсть

In(γ) 6
(

I0
2

(
2γ

n

))n
2

(
n∏

k=1

|akak+1|
) γ

n
(

n∏

k=1

1

2
|ak − ak+1|

)1− γ
n

.

Доведення. Має мiсце спiввiдношення
(
r

2γ
n (B0, 0)

)n
n∏

k=1

r2 (Bk, ak) =
[
r

2γ
n (B0, 0) r (B1, a1) r (B2, a2)

]
×
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×
[
r

2γ
n (B0, 0) r (B2, a2) r (B3, a3)

]
· . . . ·

[
r

2γ
n (B0, 0) r (Bn, an) r (B1, a1)

]
.

Вiдомо [80], що iснує єдиний конформний автоморфiзм комплексної

площини C
w̃ = Tk(w),

який переводить три заданi точки a0 , ak , ak+1 в точки T (a0) = 0 ,

T (ak) = 1 , T (ak+1) = −1 . Тодi для кожного множника

r
2γ
n (B0, 0) r (Bk, ak) r (Bk+1, ak+1) , k = 1, n, an+1 := a1,

має мiсце рiвнiсть

r
2γ
n (B0, 0)r(Bk, ak)r(Bk+1, ak+1)

|ak| 2γ
n · |ak+1| 2γ

n · |ak − ak+1|2− 2γ
n

=
r

2γ
n (B̃0, 0)r(B̃k, 1)r(B̃k+1,−1)

22− 2γ
n

,

де
˜

I
(k)
2

(
2γ

n

)
= r

2γ
n (B̃0, 0)r(B̃k, 1)r(B̃k+1,−1),

B̃0 = Tk(B0), B̃k = Tk(Bk), B̃k+1 = Tk(Bk+1),

iз якої слiдує, що

r
2γ
n (B0, 0)r(Bk, ak)r(Bk+1, ak+1) =

=
˜

I
(k)
2

(
2γ

n

)
|akak+1|

2γ
n

(
1

2
|ak − ak+1|

)2− 2γ
n

.

Далi, з огляду на результат роботи [57] для трьох довiльних областей, що

попарно не перетинаються, остаточно отримуємо спiввiдношення

In(γ) 6
(

I0
2

(
2γ

n

))n
2

(
n∏

k=1

|akak+1|
) γ

n
(

n∏

k=1

1

2
|ak − ak+1|

)1− γ
n

.

Теорема 4.4.1 доведена.

Наслiдок 4.4.1. [28] Нехай n ∈ N , n > 3 , γ ∈ (0, n] . Тодi

для довiльної фiксованої n -променевої системи точок An = {ak}n
k=1 ∈
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C\{0} , такої, що
(

n∏

k=1

|akak+1|
) γ

n

6 1,

(
n∏

k=1

1

2
|ak − ak+1|

)1− γ
n

6 1,

i будь-якого набору областей, що взаємно не перетинаються, B0 , Bk ,

a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n , справедлива нерiвнiсть

rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) 6
(

I0
2

(
2γ

n

))n
2

.

4.5. Розв’язки проблеми 4.1 при додаткових

обмеженнях

Лема 4.5.1. Має мiсце наступна рiвнiсть

I0
n(γ) =

(
4

n

)n

·
(4γ

n2

) γ
n

(
1− γ

n2

)n+ γ
n

·
(

1−
√

γ

n

1 +
√

γ

n

)2
√

γ

. (4.5)

Доведення. Iз результатiв робiт [11, 56, 57, 76] та властивостей

роздiляючого перетворення, маємо

In(γ) 6
(

n∏

k=1

αk

)[
n∏

k=1

2τ2
k+6 · τ τ2

k

k · (2− τk)
− 1

2 (2−τk)2 · (2 + τk)
− 1

2 (2+τk)2
]1/2

,

де τk = αk
√

γ , k = 1, n . Звiдси, при умовi αk = 2
n , k = 1, n , отримуємо

I0
n(γ) = rγ (D0, 0)

n∏

k=1

r (Dk, dk) =

=

(
2

n

)n




2
4γ

n2 +6
(

2
√

γ

n

) 4γ

n2

(
2− 2

√
γ

n

) 1
2(2− 2

√
γ

n )
2 (

2 +
2
√

γ

n

) 1
2(2+ 2

√
γ

n )
2




n
2

,



163

де dk , Dk , k = 0, n , d0 = 0 , — полюси та круговi областi квадратичного

диференцiала (4.2). Використовуючи нескладнi перетворення, одержуємо

A =

(
2− 2

√
γ

n

) 1
2(2− 2

√
γ

n )
2

= 22(1−
√

γ

n )
2
(

1−
√

γ

n

)2(1−
√

γ

n )
2

,

B =

(
2 +

2
√

γ

n

) 1
2(2+ 2

√
γ

n )
2

= 22(1+
√

γ

n )
2
(

1 +

√
γ

n

)2(1+
√

γ

n )
2

.

M =

(
1−

√
γ

n

)2(1−
√

γ

n )
2

=

(
1−

√
γ

n

)2− 4
√

γ

n + 2γ

n2

,

N =

(
1 +

√
γ

n

)2(1+
√

γ

n )
2

=

(
1 +

√
γ

n

)2+ 4
√

γ

n + 2γ

n2

,

Таким чином, маємо

MN =
(
1− γ

n2

)2(1+ γ

n2 )
(

1 +
√

γ

n

1−
√

γ

n

) 4
√

γ

n

,

i, в результатi,

AB = 24(1+ γ

n2 )MN = 24(1+ γ

n2 )
(
1− γ

n2

)2(1+ γ

n2 )
(

1 +
√

γ

n

1−
√

γ

n

) 4
√

γ

n

.

Тодi

I0
n(γ) =

(
2

n

)n




2
4γ

n2 +6
(

2
√

γ

n

) 4γ

n2

2
4γ

n2 +4 (
1− γ

n2

)(2+ 2γ

n2 )

(
1−

√
γ

n

1 +
√

γ

n

) 4
√

γ

n




n
2

=

=

(
2

n

)n 2( 4γ

n2 +2)n
2

(√
γ

n

) 2γ
n

(
1− γ

n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ

n

1 +
√

γ

n

)2
√

γ

=

=

(
2

n

)n 2n
(√

γ

n

) 2γ
n

2
2γ
n

(
1− γ

n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ

n

1 +
√

γ

n

)2
√

γ

=
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=

(
4

n

)n

(
2
√

γ

n

) 2γ
n

(
1− γ

n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ

n

1 +
√

γ

n

)2
√

γ

=

=

(
4

n

)n
(4γ

n2

) γ
n

(
1− γ

n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ

n

1 +
√

γ

n

)2
√

γ

.

Отже, остаточно приходимо до виразу (4.5).

Вперше значення для I0
n(γ) отримано в статтi [56] при γ = 1 , для

довiльного γ — в роботi [76]. Форма виразу I0
n(γ) , яка використовується

в данiй роботi, запропонована в монографiї [11]. Лема 4.5.1 доведена.

Теорема 4.5.1. [28] Нехай n ∈ N , n > 4 , γ ∈ (1, n] i

K(n, γ) =
[
I0
n(γ) · µn(γ)

] 1
γ ,

де I0
n(γ) визначається спiввiдношенням (4.3), а

µn(γ) =

[
4n

(n− 1)n−1 ·
1√
γ

(
1− 1√

γ

)n−1
]−1

.

Тодi для будь-якої системи рiзних точок An = {ak}n
k=1 одиничного кола

i будь-якого набору областей, що взаємно не перетинаються, B0 , Bk ,

a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n , таких, що

r(B0, 0) 6 K(n, γ),

справедлива нерiвнiсть

rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) 6
(

4

n

)n
(4γ

n2

) γ
n

(
1− γ

n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ

n

1 +
√

γ

n

)2
√

γ

. (4.6)

Знак рiвностi в цiй нерiвностi досягається тодi, коли ak i Bk , k =

0, n , є, вiдповiдно, полюсами i круговими областями квадратичного

диференцiала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2 dw2.
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Доведення. Розглянемо величину

Λn(γ) :=
In(γ)

I0
n(γ)

=

rγ (B0, 0)
n∏

k=1
r (Bk, ak)

rγ (D0, 0)
n∏

k=1
r (Dk, dk)

,

де dk , Dk , k = 0, n , d0 = 0 , є, вiдповiдно, полюси та круговi областi

квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2 dw2.

Iз умов теореми 4.5.1 слiдує, що

Λn(γ) 6
(K(n, γ))γ ·

n∏
k=1

r(Bk, ak)

( 4
n

)n (4γ
n2

) γ
n
(
1− γ

n2

)−n− γ
n

(
1−

√
γ

n

1+
√

γ

n

)2
√

γ
.

Згiдно методу роботи [11, с. 255], має мiсце нерiвнiсть
n∏

k=1

r(Bk, ak) 6

6 2n
n∏

k=1

αk 6 2nα0

(
2− α0

n− 1

)n−1

6 4n

√
γ

(
1− 1√

γ

)n−1

(n− 1)−(n−1),

де α0 := max
16k6n

αk, α0 > 2√
γ . Тодi виконується спiввiдношення

Λn(γ) 6
(K(n, γ))γ · 4n

(n−1)n−1 · 1√
γ

(
1− 1√

γ

)n−1

( 4
n

)n (4γ
n2

) γ
n
(
1− γ

n2

)−n− γ
n

(
1−

√
γ

n

1+
√

γ

n

)2
√

γ
.

Звiдси, враховуючи умови теореми 4.5.1, одержуємо

Λn(γ) 6 1.

Таким чином, при умовi α0 > 2√
γ , справедлива нерiвнiсть

In(γ) 6 I0
n(γ)
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i в цьому випадку теорема 4.5.1 доведена. Для випадку α0
√

γ < 2

результат теореми 4.5.1 слiдує iз робiт [76, 139] (див. також теорему 1.5.8).

Твердження про знак рiвностi перевiряється безпосередньо. Теорема 4.5.1

доведена.

Якщо γ = n , то iз теореми 4.5.1, слiдує наступний результат.

Наслiдок 4.5.1. [28] Нехай n ∈ N , n > 4 , γ = n i

r(B0, 0) 6 n
1
2n−1

(
1− n−

1
2

)−n−1
n

(n− 1)
n−1

n ×

×
(

4

n

) 1
n
(

1− 1

n

)− 1
n−1

(
1− n−

1
2

1 + n−
1
2

) 2√
n

.

Тодi для будь-якої системи рiзних точок An = {ak}n
k=1 одиничного кола

i будь-якого набору областей, що взаємно не перетинаються, B0 , Bk ,

ak ∈ Bk ⊂ C , k = 0, n , справедлива нерiвнiсть (4.6). Знак рiвностi в

якому досягається за умов теореми 4.5.1.

Теорема 4.5.1 доповнює i посилює результат роботи [21].

Наслiдок 4.5.2. [21] Нехай B0 , B1 , B2, . . . , Bn , (n > 2) — областi,

що попарно не перетинаються, в C , a0 = 0 , |ak| = 1 , k = 1, n , a1 = 1 ,

ak ∈ Bk ⊂ C , k = 0, n , i

r(B0, 0) 6 1.

Тодi для довiльного натурального n , n > 76 i γ ∈ (1, n] , справедлива

нерiвнiсть (4.6). Знак рiвностi в якiй досягається за умов теореми

4.5.1.

Теорема 4.5.2. [28, 235] Нехай n ∈ N , n > 3 , γ ∈ (1, γn] , γn =
√

n . Тодi для будь-якої системи рiзних точок An = {ak}n
k=1 одиничного

кола i будь-якого набору областей, що взаємно не перетинаються, B0 ,

Bk , a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n , справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 rγ (D0, 0)
n∏

k=1

r (Dk, dk) ,
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де dk , Dk , k = 0, n , d0 = 0 , є, вiдповiдно, полюсами i круговими

областями квадратичного диференцiала (4.2).

Доведення. Розглянемо спочатку випадок, якщо

α0
√

γ > 2, α0 := max
16k6n

αk.

Аналогiчно мiркуванням при доведеннi теореми 4.5.1 розглянемо

величину

Λn(γ) :=
In(γ)

I0
n(γ)

=

rγ (B0, 0)
n∏

k=1
r (Bk, ak)

rγ (D0, 0)
n∏

k=1
r (Dk, dk)

,

де dk , Dk , k = 0, n , d0 = 0 , є, вiдповiдно, полюси та круговi областi

квадратичного диференцiала (4.2). Як показано в роботi [146] (див. також

теорему 2.4.3) при умовах теореми 4.5.2 виконується нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 n−
γ
2

(
n∏

k=1

r (Bk, ak)

)1− γ
n

.

Тодi, маємо наступне спiввiдношення

Λn(γ) 6
n−

γ
2

(
n∏

k=1
r (Bk, ak)

)1− γ
n

( 4
n

)n−1−γ(1− 1
n) ( 4

n

)γ+1− γ
n
(4γ

n2

) γ
n
(
1− γ

n2

)−n− γ
n

(
1−

√
γ

n

1+
√

γ

n

)2
√

γ
6

6
n−

γ
2

(
4n

(n−1)n−1 · 1√
γ

(
1− 1√

γ

)n−1
)1− γ

n

( 4
n

)n−1−γ(1− 1
n) ( 4

n

)γ+1− γ
n
(4γ

n2

) γ
n
(
1− γ

n2

)−n− γ
n

(
1−

√
γ

n

1+
√

γ

n

)2
√

γ
.

Таким чином, аналогiчно роботам [11, 142, 143], одержуємо

Λn(γ) 6
6∏

k=1

fk(n),

де

f1(n) = n−
γ
2 ·

[n

4

]γ+1
·
[
1− 1√

γ

]n−1−γ n−1
n

, f2(n) =

(
n

γ

) γ
n

,
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f3(n) =
(
1− γ

n2

)n+ γ
n

, f4(n) =

(
1 +

√
γ

n

1−
√

γ

n

)2
√

γ

,

f5(n) =

(
4√
γ

)1− γ
n

, f6(n) =

(
n

n− 1

)n−1−γ n−1
n

.

Нехай спочатку γn = n0,5 , тодi

Λn

(
n0,5) =

6∏

k=1

fk(n),

де

f1(n) = (n)−
n0,5

2

[n

4

]n0,5+1
[
1− 1

n0,25

]n−1− n−1
n0,5

, f2(n) =
(
n0,5)n−0,5

,

f3(n) =
(
1− n−1,5)n+n−0,5

, f4(n) =

(
1 + n−0,75

1− n−0,75

)2n0,25

,

f5(n) =

(
4

n0,25

)1−n−0,5

, f6(n) =

(
n

n− 1

)n−1− n−1
n0,5

.

Далi, за стандартною схемою дослiджуємо кожну функцiю fk(n) , k =

1, 6 , останнього спiввiдношення. Даний аналiз показує, що функцiя f1(n)

монотонно спадає на промiжку n > 7 (див. Рис. 4.2), тому справедлива

нерiвнiсть

f1(n) < f1(7) 6 0, 016666, n > 7.

Функцiя f2(n) також монотонно спадає на промiжку n > 7 (див. Рис.

4.3). Таким чином,

f2(n) < f2(7) 6 1, 444469, n > 7.

Очевидно (див. Рис. 4.4), що

f3(n) < f3(7) 6 1, n > 7.

Функцiю f4(n) представимо наступним чином

f4(n) =
(
1 + n−0,75)n0,75n−0,752n0,25 (

1− n−0,75)(−n0,75)(n−0,75)2n0,25

.



169

Рис. 4.2: Графiк функцiї f1(n)

Оскiльки
(
1 + n−0,75

)n0,75

< e при n ∈ N , а
(
1− n−0,75

)−n0,75

< 3 при

n > 10 , тодi

f4(n) 6 (3e)2n−0,5

.

Таким чином, y4(n) спадає на всiй областi визначення (див. Рис. 4.5) i

f4(n) < f4(10) 6 4, 886133, n > 10.

Функцiя f5(n) спадає на промiжку n > 8 (див. Рис. 4.6), звiдси

f5(n) < f5(8) 6 1, 750853, n > 8.

Для функцiї f6(n) (див. Рис. 4.7) справедливе наступне спiввiдношення

f6(n) =

(
n

n− 1

)n−1− n−1
n0,5

<

(
1 +

1

n− 1

)n−1

6 3, n > 7.

Тодi врахувавши все вище сказане, маємо

Λn

(
n0,5) =

6∏

k=1

fk(n) 6
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Рис. 4.3: Графiк функцiї f2(n)

6 0, 016666 · 1, 444469 · 1 · 4, 886133 · 1, 750853 · 3 ≈ 0, 617839 < 1,

тобто

Λn

(
n0,5) < 1 для n > 10.

З iншої сторони, безпосереднi обчислення показують, що Λn

(
n0,5

)
< 1

для n ∈ [3, 9] (див. таблицю нижче).

n f1(n) f2(n) f3(n) f4(n) f5(n) f6(n) Λn

(
n0,5

)

3 0,052699 1,373197 0,465492 11,910563 1,599730 1,408801 0,904224

4 0,039628 1,414213 0,548322 8,086547 1,681792 1,539600 0,643422

5 0,029590 1,433159 0,600258 6,329659 1,722722 1,637880 0,454626

6 0,022149 1,441582 0,636628 5,320779 1,742416 1,715055 0,323209

7 0,016666 1,444469 0,663961 4,664524 1,750178 1,777704 0,231974

8 0,012616 1,444259 0,685515 4,202238 1,750853 1,829872 0,168163

9 0,009607 1,442249 0,703109 3,858081 1,747161 1,874189 0,123077
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Рис. 4.4: Графiк функцiї f3(n)

Таким чином,

Λn

(
n0,5) < 1 при всiх n > 3.

Нехай γ ∈ (1, γn ] . Покажемо, що при кожному n > 3, функцiя

µn(γ) = n−
γ
2

[
4n

√
γ

(
1− 1√

γ

)n−1

(n− 1)−(n−1)

]1− γ
n

монотонно зростає по γ на промiжку γ ∈ (1, γn ] .

Справедливi спiввiдношення

ln(µn(γ)) = −γ

2
ln n+

+
(
1− γ

n

)[
n ln 4− 1

2
ln γ + (n− 1) ln

(
1− 1√

γ

)
− (n− 1) ln(n− 1)

]
,

[ln(µn(γ))]′γ = − ln n

2
− ln 4 +

1

2n
ln γ − n− 1

n
ln

(
1− 1√

γ

)
+
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Рис. 4.5: Графiк функцiї f4(n)

+
n− 1

n
ln(n− 1) +

(
1− γ

n

) 1

2γ

(
n− 1√
γ − 1

− 1

)
.

Врахуємо, що

0 < − ln 3

2
+ ln

(
1

4

)
+

2

3
ln 2 < − ln n

2
+ ln

(
1

4

)
+

n− 1

n
ln(n− 1),

i

−n− 1

n
ln

(
1− 1√

γ

)
> 0,

(
1− γ

n

) 1

2γ

(
n− 1√
γ − 1

− 1

)
> 0,

1

2n
ln γ > 0.

Отже, µn(γ) монотонно зростає при вказаних параметрах n , γ .

Далi, доведемо, що при кожному фiксованому n > 3 , функцiонал

I0
n(γ) монотонно спадає по γ на промiжку γ ∈ (1, γn ] . Враховуючи, що
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Рис. 4.6: Графiк функцiї f5(n)

величина I0
n(γ) задовiльняє наступну рiвнiсть

I0
n(γ) =

(
4

n

)n
(4γ

n2

) γ
n

(
1− γ

n2

)n+ γ
n

(
n−√γ

n +
√

γ

)2
√

γ

,

маємо

ln I0
n(γ) = n ln

4

n
+

γ

n
ln

4γ

n2 −
(
n +

γ

n

)
ln

(
1− γ

n2

)
+ 2

√
γ ln

(
n−√γ

n +
√

γ

)
,

тодi
[
ln I0

n(γ)
]′
γ

=
1

n
ln

4γ

n2 − γ
+

1

4
√

γ
ln

(
1−

√
γ

n

1 +
√

γ

n

)
.

Позначимо
√

γ

n = x , тодi γ = n2x2,
√

γ = nx i 1
n < x 6 n−0,75. В

результатi перетворень, одержуємо
[
ln I0

n(γ)
]′
γ

=
2

n
ln 2x− 1

n
ln(1− x2) +

1

4nx
ln

(
1− x

1 + x

)
.

I враховуючи, що

ln(1− x) = −x− x2

2
− . . .− xn

n
− . . . ,
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Рис. 4.7: Графiк функцiї f6(n)

ln
1− x

1 + x
= −2x

(
1 +

1

3
x2 +

1

5
x4 + . . . +

1

2k + 1
x2k + . . .

)
,

маємо

[
ln I0

n(γ)
]′
γ

=
2

n
ln 2x +

1

n

(
x2 +

x4

2
+ . . . +

x2n

n
+ . . .

)
−

− 1

2n

(
1 +

1

3
x2 +

1

5
x4 + . . . +

x2k

2k + 1
+ . . .

)
.

Отже,
[
ln I0

n(γ)
]′
γ

=
2

n
ln 2x− 1

2n
+

+
x2

n

(
1− 1

6

)
+

x4

n

(
1

2
− 1

10

)
+ . . . +

x2n

n

(
1

n
− 1

4n + 2

)
+ . . . .

Далi, враховуючи, що 1
n − 1

4n+2 6 1
2 ,

[
ln I0

n(γ)
]′
γ

6 2

n
ln 2x− 1

2n
+

1

n

(
1

2
x2 +

1

2
x4 + . . . +

1

2
x2k + . . .

)
=
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= − 1

2n
+

2

n
ln x +

1

2n

(
x2

1− x2

)
.

Функцiя
x2

1− x2 монотонно зростає на промiжку [0, 1) для 1
n < x 6

n−0,75 , тодi справедливi нерiвностi

[
ln I0

n(γ)
]′
γ

6 − 1

2n
+

2

n
ln x +

1

2n

(
x2

1− x2

)
=

= − 1

2n

(
1− 4 ln x− x2

1− x2

)
< − 1

2n

(
1− 4 ln(n−1)− n−1,5

1− n−1,5

)
6

6 − 1

2n

(
1 + 4 ln n− 1

n1,5

1

1− 1
n1,5

)
6 − 1

2n

(
1− 1, 03

n1,5 + 4 ln n

)
< 0,

оскiльки при n > 3
1

1− 1
n1,5

< 1, 03.

Очевидно, що

1− 1, 03

n1,5 + 4 ln n > 0 при всiх n > 3.

Таким чином, I0
n(γ) монотонно спадає при всiх γ з промiжку (1, γn ].

Функцiя

n−
γ
2

(
4n

(n− 1)n−1 ·
1√
γ

(
1− 1√

γ

)n−1
)1− γ

n

при кожному фiксованому n монотонно зростає по γ на iнтервалi (1, γn ] ,

а функцiя I0
n(γ) монотонно спадає по γ на цьому ж iнтервалi, оскiльки

(ln I0
n(γ))′ =

(
1

n
ln

(
4γ

n2 − γ

)
+

1√
γ

ln

(
n−√γ

n +
√

γ

))
< 0

при кожному фiксованому n . Отже,

Λn(γ) =
In(γ)

I0
n(γ)

<
In(γn)

I0
n(γn)

= Λn(γn) < 1,
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тобто In(γn) < I0
n(γn) при всiх значеннях γn , вказаних в теоремi 4.5.2.

А це означає, що у випадку α0
√

γ > 2 при даних значеннях параметрiв

екстремальних конфiгурацiй не має.

Далi, нехай α0
√

γ < 2 . Тодi розглянемо систему функцiй ζ =

πk(w) = −i
(
e−iθkw

) 1
αk , k = 1, n . Вибираючи вiдповiдну вiтку

багатозначної аналiтичної функцiї πk(w) , k = 1, n отримаємо, що

функцiя πk(w) однолисто i конформно вiдображає кут

Pk := {w : arg ak < arg w < arg ak+1}

на праву пiвплощину при кожному k = 1, n. Сiмейство функцiй

{πk(w)}n
k=1 називається допустимим для роздiляючого перетворення

областей Bk , k = 0, n , вiдносно кутiв {Pk}n
k=1 .

Нехай L
(1)
k , k = 1, n , позначає область площини Cζ , отриману в

результатi об’єднання зв’язної компоненти множини πk(Bk

⋂
P k), яка

мiстить точку πk(ak) , зi своїм симетричним вiдображенням вiдносно

уявної осi. Позначимо через L
(2)
k , k = 1, n , таку область площини

Cζ , яка отримана в результатi об’єднання зв’язної компоненти множини

πk(Bk+1
⋂

P k) , яка мiстить точку πk(ak+1) , зi своїм симетричним

вiдображенням вiдносно уявної осi. Вiдзначимо, що Bn+1 := B1 ,

πn(an+1) := πn(a1) . Крiм того, позначимо через L
(0)
k таку область

площини Cζ , отриману в результатi об’єднання зв’язної компоненти

множини πk(B0
⋂

P k), яка мiстить точку ζ = 0 , зi своїм симетричним

вiдображенням вiдносно уявної осi. Позначимо πk(ak) := l
(1)
k = −i,

πk(ak+1) := l
(2)
k = i, k = 1, n, πn(an+1) := l

(2)
n = i.

З визначення функцiй πk, випливає, що

|πk(w)− l
(1)
k | ∼ 1

αk
· |w − ak|, w → ak, w ∈ Pk,

|πk(w)− l
(2)
k | ∼ 1

αk
· |w − ak+1|, w → ak+1, w ∈ Pk,
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|πk(w)| ∼ |w| 1
αk , w → 0, w ∈ Pk.

В околi точки w = ak величину w можемо записати у виглядi

w = ak + (w − ak).

Тодi має мiсце такий розклад у ряд:

−i
(
e−i arg akw

) 1
αk = −i

(
e−i arg ak(ak + (w − ak))

) 1
αk =

= −i

(
e−i arg akak

(
1 +

1

ak
(w − ak)

)) 1
αk

=

= −i

(
|ak|

(
1 +

1

ak
(w − ak)

)) 1
αk

=

= −i|ak|
1

αk

(
1 +

1

ak
(w − ak)

) 1
αk

= −i|ak|
1

αk

(
1 +

1

αk

1

ak
(w − ak) + o(1)

)
=

= −i|ak|
1

αk − i
1

αk

|ak|
1

αk

ak
(w − ak) + o(1).

Звiдси отримуємо асимптотичну рiвнiсть

|πk(w)− l
(1)
k | = 1

αk
|ak|

1
αk
−1 · (w − ak)(1 + o(1)),

де
o(1)

|w − ak| → 0, w → ak.

Це рiвносильно шуканому спiввiдношенню еквiвалентностi, оскiльки за

умовою теореми |ak| = 1 , k = 1, n . Два iнших спiввiдношення одержуємо

аналогiчно.

Використовуючи формули (1.2) i (1.3), а також теорему 4.10 [165],

приходимо до висновку, що

r (Bk, ak) 6
[
αk r

(
L

(1)
k ,−i

)
· αk−1 r

(
L

(2)
k−1, i

)] 1
2

, k = 1, n, (4.7)

r (B0, 0) 6
[

n∏

k=1

rα2
k

(
L

(0)
k , 0

)] 1
2

. (4.8)
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Приймаючи до уваги нерiвностi (4.7) i (4.8), маємо спiввiдношення

In(γ) 6
n∏

k=1

[
r
(
L

(0)
k , 0

)]γα2
k

2

n∏

k=1

[
αk−1 · αk · r

(
L

(2)
k−1, i

)
r
(
L

(1)
k ,−i

)] 1
2

=

=
n∏

k=1

αk

[
n∏

k=1

rγα2
k

(
L

(0)
k , 0

)
r
(
L

(1)
k ,−i

)
r
(
L

(2)
k , i

)] 1
2

.

Використовуючи результат роботи [57] для трьох довiльних областей, що

попарно не перетинаються, маємо нерiвнiсть

rγα2
k

(
L

(0)
k , 0

)
r
(
L

(1)
k ,−i

)
r
(
L

(2)
k , i

)
6

6 rα2
kγ

(
D

(0)
k , 0

)
r
(
D

(1)
k ,−i

)
r
(
D

(2)
k , i

)
, (4.9)

де D
(0)
k , D

(1)
k , D

(2)
k — круговi областi квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 =
(4− α2

kγ)w2 − α2
kγ

w2(w2 + 1)2 dw2,

якi утворюють систему трьох попарно неперетинних областей таких, що

0 ∈ D
(0)
k , −i ∈ D

(1)
k , i ∈ D

(2)
k .

Для правої частини нерiвностi (4.9) маємо рiвнiсть

rγα2
k (D0, 0) r (D1,−i) r (D2, i) =

= S(σ) = 2σ2+6 · σσ2 · (2− σ)−
1
2 (2−σ)2 · (2 + σ)−

1
2 (2+σ)2, σ ∈ [0, 2],

де D0, D1, D2 — довiльна трiйка попарно неперетинних областей така, що

0 ∈ D0 ⊂ C, −i ∈ D1 ⊂ C, i ∈ D2 ⊂ C.

Отже, з усього вище наведеного випливає наступна нерiвнiсть

In(γ) 6
(

n∏

k=1

αk

)[
n∏

k=1

rα2
kγ

(
D

(0)
k , 0

)
r
(
D

(1)
k ,−i

)
r
(
D

(2)
k , i

)] 1
2

6

6
(

n∏

k=1

αk

)[
n∏

k=1

S (αk
√

γ)

]1/2

= γ−n/2

[
n∏

k=1

P (αk
√

γ)

] 1
2

, (4.10)
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де P (x) = 2x2+6 · xx2+2 · (2− x)−
1
2 (2−x)2 · (2 + x)−

1
2 (2+x)2, x ∈ [0, 2]. Таким

чином, оцiнка функцiонала In(γ) зведена до оцiнки функцiї багатьох

змiнних, яка залежить тiльки вiд аргументiв точок ak.

Розглянемо допомiжну екстремальну задачу:
n∏

k=1

P (xk) −→ max;
n∑

k=1

xk = 2
√

γ,

xk = αk
√

γ, 0 < xk 6 2.

Нехай F (x) = ln (P (x)) i X(0) =
{

x
(0)
k

}n

k=1
буде довiльна

екстремальна точка вище вказаної задачi. Використовуючи метод роботи

[76], приходимо до висновку, що справедливе наступне твердження: якщо

0 < x
(0)
k < x

(0)
j < 2 , k 6= j , то

F ′
(
x

(0)
k

)
= F ′

(
x

(0)
j

)
,

i якщо деяке x
(0)
j = 2, то для довiльного x

(0)
k < 2 , справедлива нерiвнiсть

F ′
(
x

(0)
k

)
6 F ′

(
x

(0)
j

)
= F ′(2) = 1,

де k, j = 1, n , k 6= j , F ′(x) = 2x ln 2x+(2−x) ln(2−x)−(2+x) ln(2+x)+ 2
x

(див. Рис. 4.8).

Далi для доведення теореми залишилось показати, що виконується

умова

x
(0)
1 = x

(0)
2 = . . . = x(0)

n .

Нехай F ′(x) = t , y0 6 t 6 1 , y0 ≈ −0, 17 . Розглянемо наступнi величини

t : t1 = 1 , t2 = 0, 95 , t3 = 0, 9 , t4 = 0, 85 , . . . , t23 = −0, 15 , t24 = −0, 17 .

Знайдемо коренi рiвняння F ′(x) = tk , k = 1, 24 . Оскiльки ∀tk ∈ [y0, 1) ,

то звiдси слiдує, що рiвняння має два коренi x1(t) ∈ (0, x0] , x2(t) ∈ (x0, 2] ,

x0 ≈ 1, 324683 . Всi обчислення представленi в таблицi нижче.
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Рис. 4.8: Графiк функцiї y = F ′(x)

k tk x1(tk) x2(tk) 2x1(tk) + x2(tk+1) 3x1(tk) + x2(tk+1) 4x1(tk) + x2(tk+1)

1 1,00 0,697331 2,000000

2 0,95 0,708144 1,992640 3,387302 4,084633 4,781964

3 0,90 0,719344 1,983233 3,399522 4,107666 4,815810

4 0,85 0,730957 1,972549 3,411237 4,130581 4,849925

5 0,80 0,743014 1,960786 3,422699 4,153657 4,884614

6 0,75 0,755550 1,948028 3,434057 4,177071 4,920085

7 0,70 0,768602 1,934315 3,445414 4,200964 4,956513

8 0,65 0,782217 1,919654 3,456859 4,225462 4,994064

9 0,60 0,796446 1,904035 3,468470 4,250687 5,032904

10 0,55 0,811347 1,887429 3,480320 4,276766 5,073211

11 0,50 0,826991 1,869791 3,492485 4,303831 5,115178

12 0,45 0,843462 1,851059 3,505041 4,332032 5,159023

13 0,40 0,860858 1,831149 3,518072 4,361534 5,204996

14 0,35 0,879304 1,809955 3,531672 4,392531 5,253389

15 0,30 0,898950 1,787338 3,545945 4,425249 5,304553

16 0,25 0,919989 1,763115 3,561014 4,459964 5,358914

17 0,20 0,942675 1,737044 3,577023 4,497012 5,417001

18 0,15 0,967348 1,708794 3,594144 4,536819 5,479494

19 0,10 0,994487 1,677892 3,612588 4,579935 5,547283

20 0,00 1,059462 1,604865 3,593838 4,588325 5,582811

21 -0,05 1,100561 1,559491 3,678415 4,737878 5,797340

22 -0,10 1,152868 1,502748 3,703870 4,804430 5,904991

23 -0,15 1,234855 1,416172 3,721907 4,874775 6,027642

24 -0,17 1,324683 1,324683 3,794393 5,029248 6,264103



181

Iз таблицi випливає, що на iнтервалi t ∈ [0, 95; 1] досягається

мiнiмальне значення величин (n − 1)x1(t1) + x2(t2) , n ∈ {3, 4, 5}, яке,

вiдповiдно, дорiвнює 3, 3873 , 4, 0846 i 4, 7819. Для n = 3 маємо, що

3∑

k=1

xk > 2x1(t1) + x2(t2) = 3, 3873 = 2
√

γ3.

Звiдси маємо, що γ3 = 2, 8684. Тодi для n = 4 маємо, що

4∑

k=1

xk > 3x1(t1) + x2(t2) = 4, 0846 = 2
√

γ4.

Звiдси маємо, що γ4 = 4, 1709. Аналогiчно, для n = 5 маємо, що

5∑

k=1

xk > 4x1(t1) + x2(t2) = 4, 7819 = 2
√

γ5.

Таким чином, γ5 = 5, 7116.

Використовуючи вище наведену таблицю маємо, що вiдповiдний

мiнiмум величин

(n− 1)x1(tk) + x2(tk+1)

при n ∈ {6, 7, 8} , дорiвнює, вiдповiдно, γ6 = 7, 505 , γ7 = 9, 5369 , γ8 =

11, 8119 .

Iз таблицi отримуємо, що для функцiї F ′(x) справедлива нерiвнiсть

(x1 − 0, 69) n+(x2−x1) > 0 . Отже, nx1 +(x2−x1) > 0, 69 n. I, остаточно,

маємо

(n− 1)x1 + x2 > 0, 69n = 2
√

γn, γn = 0, 1215 n2, n > 9.

Таким чином, з вище наведених нерiвностей випливає, що для довiльного

фiксованого γ ∈ (1, γn], де γn задано в умовах теореми, виконується

нерiвнiсть
n∑

k=1

x
(0)
k (t) > 2

√
γn, n > 3.
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З iншого боку, необхiдною умовою є рiвнiсть
n∑

k=1

x
(0)
k (t) = 2

√
γn, n > 3.

З цього випливає, що всi точки
{

x
(0)
k

}n

k=1
належать промiжку (0, x0].

Тобто, ми маємо, що для екстремального набору
{

x
(0)
k

}n

k=1
виконується

рiвнiсть x
(0)
1 = x

(0)
2 = . . . = x

(0)
n , k = 1, n , для всiх γ ∈ (1, γn] та n > 3.

Отже, пiдсумовуючи всi мiркування маємо, що справедлива нерiвнiсть

In(γ) 6 γ−n/2

[
n∏

k=1

P

(
2

n

√
γ

)] 1
2

.

З iншого боку,

γ−n/2

[
n∏

k=1

P

(
2

n

√
γ

)] 1
2

= rγ
(
D

(0)
0 , 0

) n∏

k=1

r
(
D

(0)
k , a

(0)
k

)
,

де a
(0)
k i D

(0)
k , k = 0, n , є, вiдповiдно, полюсами i круговими областями

квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2 dw2.

Вiдомо (див. [11]), що

rγ
(
D

(0)
0 , 0

) n∏

k=1

r
(
D

(0)
k , a

(0)
k

)
=

(
4

n

)n
(4γ

n2

) γ
n

(
1− γ

n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ

n

1 +
√

γ

n

)2
√

γ

.

Твердження про знак рiвностi перевiряється безпосередньо. Теорема 4.5.2

доведена.

Лема 4.5.2. При умовах теореми 4.5.2 i при умовi αk = 2π
n , k =

1, n , екстремальнi конфiгурацiї iснують при кожному фiксованому γ,

γ ∈ (1, n2].

Доведення. Позначимо через D множину всiх систем областей

{Dk}n
k=0 , що взаємно не перетинаються, вiдносно деякої системи рiзних
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точок одиничного кола {ak}n
k=1, |ak| = 1, k = 1, n. З нерiвностi (4.10),

отриманої при доведеннi теореми 4.5.2, випливає, що функцiонал In(γ)

обмежений при всiх γ, γ ∈ (1, n2] на класi D. Тодi iснує величина

sup In(γ) = I(0)
n (γ) < +∞,

де супремум береться по всьому класу D при кожному фiксованому n >
2 i γ ∈ (1, n2]. Отже, iснує послiдовнiсть I

(p)
n (γ) ↗ I

(0)
n (γ), p →∞.

Тодi iснує послiдовнiсть систем областей
{

D
(p)
k

}n

k=0
∈ D , що взаємно

не перетинаються, вiдносно, вiдповiдно, рiзних точок одиничного кола∣∣∣a(p)
k

∣∣∣ = 1, k = 1, n.

Переходячи скiнченне число разiв до пiдпослiдовностей вище

вказаних послiдовностей, приходимо до висновку, що
∣∣∣a(p)

k

∣∣∣ →
∣∣∣a(0)

k

∣∣∣ , k = 1, n.

З вiдомої теореми Каратеодорi про збiжнiсть областей до ядра випливає,

що при кожному k, D
(p)
k → D

(0)
k ⊂ C, k = 0, n, де D

(0)
k є ядром

послiдовностi D
(p)
k , причому a

(0)
k ∈ D

(0)
k .

Очевидно, що система областей
{

D
(0)
k

}n

k=0
є системою областей,

що взаємно не перетинаються, вiдносно системи точок
{

a
(0)
k

}n

k=0
, тобто

D
(0)
k ∈ D i

I(p)
n (γ) = rγ

(
D

(p)
0 , 0

) n∏

k=1

r
(
D

(p)
k , a

(p)
k

)
→ I(0)

n (γ).

Отже, система областей D
(0)
k i точок a

(0)
k є екстремальною конфiгурацiєю

даної задачi. Лема 4.5.2 доведена.
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Висновки

У четвертому роздiлi дисертацiйної роботи розглядається вiдома

вiдкрита проблема про максимум наступного функцiонала

In(γ) = rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) ,

де B0, . . . , Bn , n > 2 , — областi, що взаємно не перетинаються, в C,

a0 = 0, |ak| = 1 , k = 1, n i γ ∈ (0, n] . При всiх значеннях параметра γ ∈
(0, n] потрiбно показати, що максимум даного функцiонала досягається

для конфiгурацiї з областей Bk i точок ak , k = 0, n , якi володiють n -

кратною симетрiєю. При γ = 1 проблему довiв В.М. Дубiнiн [57, 165], для

0 < γ < 1 — Г.В. Кузьмiна [89]. Л.В. Ковальов [76] отримав її розв’язок

для n > 5 при додатковому обмеженнi, що кути мiж сусiднiми вiдрiзками

[0, ak] не перевищують 2π/
√

γ .

В даному роздiлi одержано розв’язок цiєї проблеми при n = 2 i

γ ∈ (1, 2] (теорема 4.1.1). Також при n = 2 i γ ∈ (0, 2] розглянуто

загальнiшу задачу про максимум функцiонала I2(γ) для довiльних

фiксованих точок a1, a2 ∈ C/{0} (теорема 4.2.1).

Використавши результат теореми 4.1.1, одержано оцiнку зверху

функцiонала In(γ) в проблемi 4.1 на одиничному колi (теорема 4.3.1)

й узагальнено її на випадок довiльної фiксованої n -променевої системи

точок (теорема 4.4.1).

Отримано розв’язок проблеми 4.1 при додатковому обмеженнi

величини внутрiшнього радiуса областi B0 вiдносно точки нуль (теорема

4.5.1). Використавши оцiнку зверху функцiонала In(γ) , одержану в

теоремi 2.4.1, дано розв’язок проблеми 4.1 для n > 3 i γ ∈ (1,
√

n]

(теорема 4.5.2).

Результати роздiлу опублiковано в роботах [19, 28, 29, 49, 54, 140,

235].
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РОЗДIЛ 5

УЗАГАЛЬНЕННЯ РЕЗУЛЬТАТIВ ОДЕРЖАНИХ В

КЛАСИЧНИХ ПРОБЛЕМАХ ДЛЯ

N -ПРОМЕНЕВИХ СИСТЕМ ТОЧОК

Даний роздiл присвячений дослiдженню екстремальної задачi про

добуток внутрiшнiх радiусiв областей, що взаємно не перетинаються,

для n -променевих систем точок комплексної площини. Оскiльки в

монографiї [11] був розроблений метод "керуючих" функцiоналiв, який

дозволяє послабити умови на геометрiю розташування систем точок, ми

розглянемо узагальнену проблему 4.1 i замiсть одиничного кола введемо

n -променеву систему точок, що задовольняє певнi умови.

Для довiльної n -променевої системи точок An = {ak}n
k=1 та γ ∈

R+ ∪ {0} введемо "керуючий" функцiонал:

N (γ)(An) :=
n∏

k=1

[
χ

(∣∣∣ ak

ak+1

∣∣∣
1

2αk

)]1− 1
2γα2

k
n∏

k=1

|ak|1+ 1
4γ(αk+αk−1).

Клас n -променевих систем точок для яких справедлива рiвнiсть

N (γ)(An) = 1 автоматично включає всi системи n рiзних точок, що

розмiщенi на одиничному колi.

Нехай Q0 — множина всiх наборiв An = {ak}n
k=1 рiзних точок, якi

лежать на одиничному колi, занумерованi в порядку зростання аргумента

i таких, що a1 = 1 . А через Q1 позначимо клас n -променевих систем

для яких N (γ)(An) = 1 . Очевидно, що Q0 ⊂ Q1 так як, якщо |ak| = 1 ,

k = 1, n , то
∣∣∣ ak

ak+1

∣∣∣ = 1 , k = 1, n , i N (γ)(An) = 1 .
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Покажемо, що довiльну n -променеву систему точок можна звести

до системи для якої N (γ)(An) = 1 . Нехай задана будь-яка n -променева

система точок A?
n для якої N (γ)(A?

n) = T0 , T0 ∈ R+ , i нехай t0 = T
1

n+γ

0 .

Розглянемо n -променеву систему точок наступного виду

A0
n =

{
a0

k

}n

k=1 =

{
a?

k

t0

}n

k=1
.

Звiдси безпосередньо слiдує, що

N (γ)(A0
n) :=

n∏

k=1


χ




∣∣∣∣∣∣∣∣

a?
k

t0
a?

k+1

t0

∣∣∣∣∣∣∣∣

1
2αk







1− 1
2γα2

k

·
n∏

k=1

∣∣∣∣
a?

k

t0

∣∣∣∣
1+ 1

4γ(αk+αk−1)

=

=
n∏

k=1

[
χ

(∣∣∣∣
a?

k

a?
k+1

∣∣∣∣
1

2αk

)]1− 1
2γα2

k

·
n∏

k=1

|a?
k|1+ 1

4γ(αk+αk−1) ·
n∏

k=1

t
−(1+1

4γ(αk+αk−1))
0 =

=
n∏

k=1

[
χ

(∣∣∣∣
a?

k

a?
k+1

∣∣∣∣
1

2αk

)]1− 1
2γα2

k

·
n∏

k=1

|a?
k|1+ 1

4γ(αk+αk−1) · t−(n+γ)
0 =

=
n∏

k=1

[
χ

(∣∣∣∣
a?

k

a?
k+1

∣∣∣∣
1

2αk

)]1− 1
2γα2

k

·
n∏

k=1

|a?
k|1+ 1

4γ(αk+αk−1) ·
(

T
1

n+γ

0

)−(n+γ)

=

=
n∏

k=1

[
χ

(∣∣∣∣
a?

k

a?
k+1

∣∣∣∣
1

2αk

)]1− 1
2γα2

k

·
n∏

k=1

|a?
k|1+ 1

4γ(αk+αk−1) · T−1
0 = T0 · T−1

0 = 1.

Таким чином, клас Q1 значно ширший нiж клас Q0 .

Проблема 5.1. При всiх значеннях параметра γ ∈ (0, n] знайти

максимум добутку

In(γ) = rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) ,
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де n ∈ N , n > 2 , a0 = 0, An = {ak}n
k=1 — n -променева система

точок, така, що N (γ) (An) 6 1 , N (0) (An) 6 1 , {Bk}n
k=0 — будь-який

набiр областей, що взаємно не перетинаються, ak ∈ Bk ⊂ C , k = 0, n , i

описати всi екстремалi.

На даний час ця проблема повнiстю не розв’язана, вiдомi лише

частковi результати. У роботi [158] одержано її розв’язок для 0 < γ < 1 i

n > 2 . У [25, 141] отримано результати за деяких обмежень на геометрiю

розташування систем точок, а саме, для n > 4 й пiдкласу систем точок,

що задовольняють умову

0 < αk 6 2/
√

γ, k = 1, n.

В [18] сформульована задача розв’язана для γ ∈ (0, n0,38] та n > 5 .

5.1. Нерiвнiсть для добутку внутрiшнiх радiусiв

неперетинних областей для n -променевих систем

точок

Нехай

I0
n(γ) = rγ (D0, 0)

n∏

k=1

r (Dk, dk) (5.1)

де dk i Dk , k = 0, n , d0 = 0 , є, вiдповiдно, полюсами i круговими

областями квадратичного диференцiала

G(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2 dw2.

Позначимо

Qn(γ) =

[
2n 2√

γ

(
2− 2√

γ

)n−1
(n− 1)−(n−1)

]1− γ
n

( 4
n

)n ( 4γ

n2 )
γ
n

(1− γ

n2 )
n+

γ
n

(
1−

√
γ

n

1+
√

γ

n

)2
√

γ
. (5.2)
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Теорема 5.1.1. [159, 161] Нехай n ∈ N , n > 6 , — фiксоване

натуральне число i число γ , γ > 1 . Тодi для довiльної конфiгурацiї

областей Bk i точок ak (k = 0, n ), що задовольняють усi умови

проблеми 5.1, i α0 > 2√
γ , α0 = max

16k6n
αk , має мiсце наступна оцiнка

In(γ)

I0
n(γ)

6 Qn(γ), (5.3)

де I0
n(γ) i Qn(γ) визначаються спiввiдношеннями (5.1) i (5.2). Якщо

γ0
n — корiнь рiвняння Qn(γ) = 1 , то для довiльного γn , такого, що

1 6 γn < γ0
n , справедлива нерiвнiсть

In(γn)

I0
n(γn)

< 1.

Зауважимо, що довiвши теорему 5.1.1, ми одержимо розв’язок

проблеми 5.1 для n > 6 i γ = γ0
n , та зможемо поширити цей розв’язок

для довiльного γn такого, що 1 < γn < γ0
n .

Доведення. Нехай a0 = 0 , An = {ak}n
k=1 — n -променева система

точок така, що N (γ) (An) 6 1 , N (0) (An) 6 1 . Припустимо, що

0 = arg a1 < arg a2 < . . . < arg an < 2π.

Позначимо величини αk , k = 1, n , наступним чином α1 := 1
π(arg a2 −

arg a1) , α2 := 1
π(arg a3 − arg a2) , . . . , αn := 1

π(2π − arg an). Нехай

α0 = max
k

αk . В роботi [141] проблема 5.1 була доведена для довiльного

натурального числа n , n > 4 та 0 < γ 6 0, 1215n2 при умовi, що

α0 6 2√
γ . Тому ми розглянемо лише конфiгурацiї областей Dk i точок

dk , k = 0, n , для яких α0 > 2√
γ . За теоремою 5.2.3 [11], маємо

I0
n(γ) =

(
4

n

)n
(4γ

n2

) γ
n

(
1− γ

n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ

n

1 +
√

γ

n

)2
√

γ

.

Далi, не важко отримати

In(γ) =
n∏

k=1

[r(B0, 0)r(Bk, ak)]
γ
n

[
n∏

k=1

r(Bk, ak)

]1− γ
n

.
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З теореми М.О. Лаврентьєва [91], маємо

r(B0, 0)r(Bk, ak) 6 |ak|2.

Тодi з теореми 5.1.1 [11] (див. також теорему 1.5.6)
n∏

k=1

r(Bk, ak) 6 2n
n∏

k=1

αk · N (0)(An).

З умови теореми N (0) (An) 6 1 , слiдує, що
n∏

k=1
|ak| 6 1. Таким чином,

In(γ) 6
[
2n ·

n∏

k=1

αk

]1− γ
n

. (5.4)

Оскiльки
n∑

k=1
αk = 2 , то використавши нерiвнiсть Кошi мiж середнiм

геометричним та середнiм арифметичним, одержуємо

n∏

k=1

αk 6 α0

n∏

k=1,k 6=k0

αk 6 α0




n∑
k=1,k 6=k0

αk

n− 1




n−1

= α0

(
2− α0

n− 1

)n−1

.

З нерiвностi (5.4), маємо оцiнку

In(γ) 6
[
2nα0

(
2− α0

n− 1

)n−1
]1− γ

n

. (5.5)

Пiдсумовуючи наведенi вище спiввiдношення, ми отримуємо

rγ(B0, 0)
n∏

k=1
r(Bk, ak)

I0
n(γ)

6

[
2n · 2√

γ

(
2− 2√

γ

)n−1
(n− 1)−(n−1)

]1− γ
n

( 4
n

)n ( 4γ

n2 )
γ
n

(1− γ

n2 )
n+

γ
n

(
1−

√
γ

n

1+
√

γ

n

)2
√

γ
.

Таким чином, нерiвнiсть (5.3) доведена. Далi, ми доводимо, що корiнь

рiвняння Qn(γ) = 1 iснує для будь-якого n > 6 . Очевидно, що Qn(1) = 0

для кожного n . З iншої сторони,

Qn(n) =

(
1 + 1√

n

1− 1√
n

)2
√

n (
1− 1

n

)n+1 (n

4

)n+1
À 1.
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Отже, Qn(1) = 0 та Qn(n) > 1 . Корiнь рiвняння Qn(γ) = 1 iснує i

належить iнтервалу (1, n) . Функцiя
[
2n · 2√

γ

(
2− 2√

γ

)n−1

(n− 1)−(n−1)

]1− γ
n

монотонно зростає вiдносно γ на iнтервалi (1, n] . Дослiджуючи функцiю

I0
n(γ) , легко перевiрити, що

(
I0
n(γ)

)′
= I0

n(γ)

(
1

n
ln

(
4γ

n2 − γ

)
+

1√
γ

ln

(
n−√γ

n +
√

γ

))
.

В цьому випадку ми можемо сказати, що функцiя I0
n(γ) спадає для

фiксованого n > 6 i γ ∈ (1, n]. Таким чином,

I0
n

(
γ0

n

)
6 I0

n (γn) .

Врахувавши останню нерiвнiсть i властивiсть монотонного зростання

функцiї
[
2n · 2√

γ

(
2− 2√

γ

)n−1
(n− 1)−(n−1)

]1− γ
n

, ми одержуємо, що

функцiя Qn(γ) монотонно зростає вiдносно γ на iнтервалi
[
1, γ0

n

]
i,

отже,

Qn (γn) < Qn

(
γ0

n

)
= 1.

Теорема 5.1.1 доведена.

Зауважимо, якщо функцiя Qn(γ) є монотонною, тодi iз очевидних

нерiвностей γ2 < γ1 , Qn(γ1) < 1 , слiдує, що Qn(γ2) < 1 .

5.2. Межi застосування методу доведення теореми

5.1.1

Наступний результат показує межi застосування методу, що

запропонований при доведеннi теореми 5.1.1, i характеризує екстремальнi

областi, якщо 0 < γ 6 nδ , 1
3 < δ < 2

3 .



191

Теорема 5.2.1. [162] Для будь-якого 1
3 < δ < 2

3 iснує натуральне

число n0 таке, що для n > n0 i 0 < γ 6 nδ виконується наступна

нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 rγ(D0, 0)
n∏

k=1

r(Dk, dk), (5.6)

де An = {ak}n
k=1 — n -променева система точок, така, що N (γ) (An) 6

1 , N (0)(An) 6 1 , Bk , k = 0, n , — будь-який набiр областей, що взаємно

не перетинаються, ak ∈ Bk ⊂ C , a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C . Рiвнiсть у

нерiвностi (5.6) досягається, наприклад, якщо ak = dk , Bk = Dk , k =

0, n , де dk , Dk , є, вiдповiдно, полюси та круговi областi квадратичного

диференцiала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2 dw2. (5.7)

Бiльше того, замiсть n0 ми можемо взяти
[
e

1

( 2
3−α)2

]
+ 1 (вираз

[
e

1

( 2
3−α)2

]
означає цiлу частину дiйсного числа e

1(2
3 − α

)2
).

Доведення. Для 0 < γ 6 √
n проблема 5.1 була розв’язана

в роботi [29] для довiльного n > 2 . Використовуючи спiввiдношення

2 6 e

1(2
3 − 1

3

)2
для γ =

√
n теорема 5.2.1 доведена. Доведемо

справедливiсть теореми для випадку γ = nδ , δ ∈ (1
3 ,

2
3

)
. Нехай

ζ = πk(w) позначає однозначну гiлку багатозначної аналiтичної функцiї

−i
(
e−i arg akw

) 1
αk , k = 1, n , яка здiйснює однолисте i конформне

вiдображення Γk := {w : arg ak < arg w < arg ak+1} на праву пiвплощину

Re ζ > 0 . Розглянемо систему функцiй

ζ = πk(w) = −i
(
e−i arg akw

) 1
αk , k = 1, n.

Сiм’я функцiй {πk(w)}n
k=1 є допустимою для роздiляючого перетворення

областей Bk , k = 0, n , вiдносно кутiв {Γk}n
k=1 . Позначимо через
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Ω
(1)
k , k = 1, n , область площини Cζ отриману в результатi об’єднання

зв’язної компоненти множини πk(Bk

⋂
Γk) яка мiстить точку πk(ak) з

її симетричним вiдображенням вiдносно уявної осi; через Ω
(2)
k , k =

1, n , область площини Cζ отриману в результатi об’єднання зв’язної

компоненти множини πk(Bk+1
⋂

Γk) яка мiстить точку πk(ak+1) з її

симетричним вiдображенням вiдносно уявної осi; Bn+1 := B1 , πn(an+1) :=

πn(a1) . Крiм того, Ω
(0)
k — область площини Cζ отримана в результатi

об’єднання зв’язної компоненти множини πk(B0
⋂

Γk) яка мiстить точку

ζ = 0 з її симетричним вiдображенням вiдносно уявної осi. Позначимо

πk(ak) := ω
(1)
k , πk(ak+1) := ω

(2)
k , k = 1, n.

З визначення функцiй πk випливає, що

|πk(w)− ω
(1)
k | ∼ 1

αk
|ak|

1
αk
−1 · |w − ak|, w → ak, w ∈ Γk,

|πk(w)− ω
(2)
k | ∼ 1

αk
|ak+1|

1
αk
−1 · |w − ak+1|, w → ak+1, w ∈ Γk,

|πk(w)| ∼ |w| 1
αk , w → 0, w ∈ Γk.

В околi точки w = ak величину w можемо записати у виглядi

w = ak + (w − ak).

Тодi має мiсце такий розклад у ряд:

−i
(
e−i arg akw

) 1
αk = −i

(
e−i arg ak(ak + (w − ak))

) 1
αk =

= −i

(
e−i arg akak

(
1 +

1

ak
(w − ak)

)) 1
αk

=

= −i

(
|ak|

(
1 +

1

ak
(w − ak)

)) 1
αk

=

= −i|ak|
1

αk

(
1 +

1

ak
(w − ak)

) 1
αk

=
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= −i|ak|
1

αk

(
1 +

1

αk

1

ak
(w − ak) + o(1)

)
=

= −i|ak|
1

αk − i
1

αk

|ak|
1

αk

ak
(w − ak) + o(1).

Звiдси отримуємо асимптотичну рiвнiсть

|πk(w)− ω
(1)
k | = 1

αk
|ak|

1
αk
−1 · (w − ak)(1 + o(1)),

де
o(1)

|w − ak| → 0, w → ak.

Це рiвносильно шуканому спiввiдношенню еквiвалентностi. Два iнших

спiввiдношення одержуємо аналогiчно. Тодi, використовуючи вiдповiднi

результати робiт [11, 57], отримуємо нерiвностi

r (Bk, ak) 6


r

(
Ω

(1)
k , ω

(1)
k

)
· r

(
Ω

(2)
k−1, ω

(2)
k−1

)

1
αk
|ak|

1
αk
−1 · 1

αk−1
|ak|

1
αk−1

−1




1
2

, k = 1, n, (5.8)

r (B0, 0) 6
[

n∏

k=1

rα2
k

(
Ω

(0)
k , 0

)] 1
2

. (5.9)

Умови реалiзацiї знака рiвностi в нерiвностях (5.8), (5.9) описанi в теоремi

1.9 [57]. Iз нерiвностей (5.8) та (5.9) одержуємо спiввiдношення

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 (5.10)

6
n∏

k=1

αk

n∏

k=1

|ak|
|akak+1|

1
2αk

[
n∏

k=1

rγα2
k

(
Ω

(0)
k , 0

)
r
(
Ω

(1)
k , ω

(1)
k

)
r
(
Ω

(2)
k , ω

(2)
k

)] 1
2

.

Вiдомо, що функцiонал

Y3(t1, t2, t3, D1, D2, D3, d1, d2, d3) = (5.11)

=
rt1(D1, d1) · rt2(D2, d2) · rt3(D3, d3)

|d1 − d2|t1+t2−t3 · |d1 − d3|t1−t2+t3 · |d2 − d3|−t1+t2+t3
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iнварiантний вiдносно всiх конформних автоморфiзмiв розширеної

комплексної площини C , де tk ∈ R+ , {Dk}3
k=1 — довiльна система

областей, що взаємно не перетинаються, таких, що dk ∈ Dk ⊂ C ,

k ∈ {1, 2, 3} .
Таким чином, iз формул (5.10), (5.11) пiсля нескладних перетворень,

маємо

In(γ) 6
(

n∏

k=1

αk

)
·

n∏

k=1

|ak|
|akak+1|

1
2αk

×

×




n∏

k=1

rγα2
k

(
Ω

(0)
k , 0

)
· r

(
Ω

(1)
k , ω

(1)
k

)
· r

(
Ω

(2)
k , ω

(2)
k

)

|ω(1)
k · ω(2)

k |γα2
k|ω(1)

k − ω
(2)
k |2−γα2

k





1
2

×

×
[

n∏

k=1

|ω(1)
k · ω(2)

k |γα2
k|ω(1)

k − ω
(2)
k |2−γα2

k

] 1
2

,

де |ω(1)
k | = |ak|

1
αk , |ω(2)

k | = |ak+1|
1

αk , |ω(1)
k −ω

(2)
k | = |ak|

1
αk +|ak+1|

1
αk , k = 1, n.

Пiдсумовуючи викладене вище, отримуємо нерiвнiсть

In(γ) 6 2
n−γ

2

n∑
k=1

α2
k ·

(
n∏

k=1

αk

)
·

n∏

k=1

[
χ

(∣∣∣ ak

ak+1

∣∣∣
1

2αk

)]1−γα2
k

2

× (5.12)

×
n∏

k=1

|ak|1+ 1
4γ(αk+αk−1) ·

{
n∏

k=1

Y3(γα2
k, 1, 1, Ω

(0)
k , Ω

(1)
k , Ω

(2)
k , 0, ω

(1)
k , ω

(2)
k )

} 1
2

.

При кожному k = 1, n неважко вказати конформний автоморфiзм ζ =

Tk(z) площини комплексних чисел C такий, що Tk(0) = 0 , Tk

(
ω

(s)
k

)
=

(−1)s·i , D
(q)
k := Tk

(
Ω

(q)
k

)
, k = 1, n , s = 1, 2 , q = 0, 1, 2 . Тодi, внаслiдок

вказаної вище конформної iнварiантностi функцiонала (5.11) одержуємо

рiвностi

Y3

(
γα2

k, 1, 1, Ω
(0)
k , Ω

(1)
k , Ω

(2)
k , 0, ω

(1)
k , ω

(2)
k

)
=

= Y3

(
γα2

k, 1, 1, D
(0)
k , D

(1)
k , D

(2)
k , 0,−i, i

)
,
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де k = 1, n i

Y3

(
γα2

k, 1, 1, D
(0)
k , D

(1)
k , D

(2)
k , 0,−i, i

)
=

=
rα2

kγ
(
D

(0)
k , 0

)
· r

(
D

(1)
k ,−i

)
· r

(
D

(2)
k , i

)

22−γα2
k

.

Звiдси

In(γ) 6 2
n−γ

2

n∑
k=1

α2
k ·

(
n∏

k=1

αk

)
· N (γ) (An)×

×




n∏

k=1

rα2
kγ

(
D

(0)
k , 0

)
· r

(
D

(1)
k ,−i

)
· r

(
D

(2)
k , i

)

22−γα2
k





1
2

.

З останньої рiвностi i умови (5.12) остаточно отримуємо наступну оцiнку

In(γ) 6 2
n−γ

2

n∑
k=1

α2
k

(
n∏

k=1

αk

)
· N (γ)(An) · 2

−n+γ
2

n∑
k=1

α2
k×

×
[

n∏

k=1

rα2
kγ

(
D

(0)
k , 0

)
r
(
D

(1)
k ,−i

)
r
(
D

(2)
k , i

)] 1
2

.

З урахуванням умов теореми

In(γ) 6
(

n∏

k=1

αk

)[
n∏

k=1

rα2
kγ

(
D

(0)
k , 0

)
r
(
D

(1)
k ,−i

)
r
(
D

(2)
k , i

)] 1
2

, (5.13)

де D
(0)
k , D

(1)
k , D

(2)
k — круговi областi квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 =
(4− α2

kγ)w2 − α2
kγ

w2(w2 + 1)2 dw2

(
0 ∈ D

(0)
k , −i ∈ D

(1)
k , i ∈ D

(2)
k

)
. Iз роботи [57], враховуючи (5.13), маємо

In(γ) 6 (5.14)

6
(

n∏

k=1

αk

)[
n∏

k=1

2τ2
k+6 · τ τ2

k

k · (2− τk)
− 1

2 (2−τk)2 · (2 + τk)
− 1

2 (2+τk)2
]1/2

,
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де τk = αk
√

γ , k = 1, n . Зауважимо, що в роботi [141] проблема 5.1

повнiстю розв’язана для n > 4 i αk
√

γ 6 2 . Тому, розглянемо випадок

α0
√

γ > 2, α0 = max
k

αk.

Має мiсце наступна рiвнiсть

In(γ) =
n∏

k=1

[r(B0, 0)r(Bk, ak)]
γ
n

[
n∏

k=1

r(Bk, ak)

]1− γ
n

.

З теореми М.О. Лаврентьєва [91]

r(B0, 0)r(Bk, ak) 6 |ak|2.

Тодi,

In(γ) 6
n∏

k=1

|ak|
2γ
n

[
n∏

k=1

r(Bk, ak)

]1− γ
n

.

З умови N (0)(An) 6 1 слiдує, що
n∏

k=1
|ak| 6 1 , i

In(γ) 6
[

n∏

k=1

r(Bk, ak)

]1− γ
n

.

З теореми 5.1.1 [11]
n∏

k=1

r(Bk, ak) 6 2n
n∏

k=1

αk · N (0)(An).

Таким чином,

In(γ) 6
[
2n ·

n∏

k=1

αk

]1− γ
n

. (5.15)

Оскiльки,
n∑

k=1
αk = 2 то, використовуючи нерiвнiсть Кошi мiж середнiм

геометричним i середнiм арифметичним, приходимо до висновку, що

n∏

k=1

αk 6 α0

n∏

k=1,k 6=k0

αk 6 α0




n∑
k=1,k 6=k0

αk

n− 1




n−1

= α0

(
2− α0

n− 1

)n−1

,
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де α0 := αk0
:= max

16k6n
αk . Таким чином, iз спiввiдношення (5.15)

одержуємо нерiвнiсть

In(γ) 6
[
2nα0(2− α0)

n−1(n− 1)−(n−1)
]1− γ

n

.

Нехай

I0
n(γ) = rγ (D0, 0)

n∏

k=1

r (Dk, dk) ,

де 0 ∪ {dk}n
k=1 i {Dk}n

k=0 є, вiдповiдно, полюси та круговi областi

квадратичного диференцiала (5.7). Згiдно робiт [11, 57, 76], враховуючи

(5.14), отримуємо

I0
n(γ) =

(
4

n

)n
(4γ

n2

) γ
n

(
1− γ

n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ

n

1 +
√

γ

n

)2
√

γ

.

Нехай

Pn(γ) :=
In(γ)

I0
n(γ)

.

Тодi,

Pn(γ) 6
[
2 · 2n−1 · α0(2− α0)

n−1(n− 1)−(n−1)
]1− γ

n

( 4
n

)n−1−γ(1− 1
n) ( 4

n

)γ+1− γ
n
(4γ

n2

) γ
n
(
1− γ

n2

)−n− γ
n

(
1−

√
γ

n

1+
√

γ

n

)2
√

γ
,

α0 > 2√
γ

>
2

n
.

Таким чином,

Pn(γ) 6
[n

4

]γ+1
[
1− 1√

γ

]n−1−γ n−1
n

(
n

γ

) γ
n (

1− γ

n2

)n+ γ
n ×

×
(

1 +
√

γ

n

1−
√

γ

n

)2
√

γ (
4√
γ

)1− γ
n
(

n

n− 1

)n−1−γ n−1
n

.

Звiдси,

Pn(n
δ) 6

[n

4

]nδ+1
[
1− 1

n
δ
2

]n−1− n−1

n1−δ (
n1−δ

) 1

n1−δ

(
1− 1

n2−δ

)n+ 1

n1−δ

×
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×
(

1 + 1
n1− δ

2

1− 1
n1− δ

2

)2n
δ
2 (

4

n
δ
2

)1− 1

n1−δ
(

n

n− 1

)n−1− n−1

n1−δ

.

Нехай

g(x) =
[x

4

]xδ+1
·
[
1− 1

x
δ
2

]x−1− x−1

x1−δ

, f1(x) =
(
x1−δ

) 1

x1−δ ,

f2(x) =

(
1− 1

x2−δ

)x+ 1

x1−δ

, f3(x) =

(
1 + 1

x1− δ
2

1− 1
x1− δ

2

)2x
δ
2

,

f4(x) =

(
4

x
δ
2

)1− 1

x1−δ

, f5(x) =

(
x

x− 1

)x−1− x−1

x1−δ

.

Дослiдимо вище перерахованi функцiї для x ∈ [
e9;∞)

. Для g(x) має

мiсце спiввiдношення

ln (g(x)) =
(
xδ + 1

)
ln

x

4
+

(
x− 1− xδ + xδ−1) ln

(
1− 1

x
δ
2

)
.

(ln (g(x)))′ =

=
(
δxδ−1) ln

x

4
+ xδ−1 +

1

x
+

(
1− δxδ−1 + (δ − 1)xδ−2) ln

(
1− 1

x
δ
2

)
+

+
1

1− 1
x

δ
2

· δ

2

1

x1+ δ
2

(
x− 1− xδ + xδ−1) .

Оскiльки x > e9 , тодi справедливi нерiвностi

ln

(
1− 1

x
δ
2

)
= − 1

x
δ
2

− 1

2xδ
− 1

3x
3δ
2

− . . . 6 − 1

x
δ
2

− 1

2xδ
,

1

1− 1
x

δ
2

6 1

1− 1
(e9)

1
6

< 1, 3,

(
x− 1− xδ + xδ−1) > 0,

(
1− δxδ−1 + (δ − 1)xδ−2) > 0.

Доведемо, що для x > e
1

( 2
3−δ)2 i фiксованого δ , виконується нерiвнiсть

ln x 6 x
2
3−δ.
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Розглянемо функцiю h(x) = x
2
3−δ − ln x для x > e

1

( 2
3−δ)2 . Таким чином,

(h(x))′ =
1

x

((
2

3
− δ

)
x

2
3−δ − 1

)
.

З iншої сторони,
(

2

3
− δ

)
x

2
3−δ − 1 >

(
2

3
− δ

) (
1

2
3 − δ

+
1

2
(2

3 − δ
)2

)
− 1 =

=
1

2
(2

3 − δ
) > 0.

Отже, функцiя h(x) — монотонно зростає для x ∈
[
e

1

( 2
3−δ)2 ; +∞

)
i

h

(
e

1

( 2
3−δ)2

)
= e

1

( 2
3−δ) − 1(2

3 − δ
)2 > 0.

Звiдси ln x 6 x
2
3−δ. Враховуючи останнi нерiвностi, одержуємо

(ln (g(x)))′ <
δ

x
1
3

+
1− δ ln 4

x1−δ
− 1− 0, 65δ

x
δ
2

− 1

2xδ
+

0, 35δ

x1− δ
2

+
δ
2 + 1

x
−

−0, 65δ

x1+ δ
2

+
1− 0, 35δ

x2− δ
2

+
1− δ

x2 .

Позначимо

A(x) =
δ

x
1
3

+
1− δ ln 4

x1−δ
− 1− 0, 65δ

x
δ
2

,

B(x) = − 1

2xδ
+

0, 35δ

x1− δ
2

+
δ
2 + 1

x
,

C(x) = −0, 65δ

x1+ δ
2

+
1− 0, 35δ

x2− δ
2

+
1− δ

x2 .

Застосувавши стандартнi методи для дослiдження функцiй для

фiксованого δ i x ∈
[
e

1

( 2
3−δ)2 ; +∞

)
, маємо

A(x) =
1

x
δ
2

(
−(1− 0, 65δ) +

δ

x
1
3− δ

2

+
1− δ ln 4

x1− 3δ
2

)

i

−(1− 0, 65δ) +
δ

x
1
3− δ

2

+
1− δ ln 4

x1− 3δ
2

< −0, 5 +
2
3

e
1

2( 2
3−δ)

+
0, 6

e
3

2( 2
3−δ)

<
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< −0, 5 + 0, 15 + 0, 01 = −0, 34 < 0.

Отже, A(x) < 0 для всiх x . Аналогiчно,

B(x) = −0, 3

xδ
+

0, 35δ

x1− δ
2

− 0, 2

xδ
+

δ
2 + 1

x
<

<

(
−0, 3

xδ
+

0, 3

x1− δ
2

)
+

(
−0, 2

xδ
+

1, 4

x

)
< 0.

C(x) =
1

x1+ δ
2

(
−0, 65δ +

1− 0, 35δ

x1−δ
+

1− δ

x1− δ
2

)
<

<
1

x1+ δ
2

(
−0, 2 +

1

x
1
3

+
1

x
2
3

)
< 0.

Оскiльки (ln (g(x)))′ < A(x) + B(x) + C(x) , тодi (ln (g(x)))′ < 0.

Таким чином, функцiя g(x) — монотонно спадає при фiксованому δ i

x ∈
[
e

1

( 2
3−δ)2 ; +∞

)
.

Розглянемо функцiю f1(x) . Запишемо її у виглядi

ln f1(x) =

(
1

x1−δ

)
ln

(
x1−δ

)
.

Таким чином,
(
ln

(
x1−δ

) 1

x1−δ

)′
=

(
1

x1−δ
ln

(
x1−δ

))′
= (1− δ)

(
1

x1−δ
ln x

)′
=

= (1− δ)
(
−(1− δ)x−(2−δ) ln x + x−(2−δ)

)
=

= (1− δ)x−(2−δ) (−(1− δ) ln x + 1) .

Звiдси, (ln f1(x))′ = (−(1− δ) ln x + 1) < 0 i x > e
1

1−δ . Оскiльки e
1

1−δ для
1
3 < δ < 2

3 не перевищує e
1

1− 2
3 = e3 < 21 , тодi для x ∈ [

e9; +∞)
функцiя

f1(x) — монотонно спадає. Отже, для будь-якого n > e9 справедлива

наступна нерiвнiсть
(
x1−δ

) 1

x1−δ 6
(
(e9)

1
3

) 1

(e9)
1
3 6 1, 06.
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Зрозумiло, що
(
1− 1

x2−δ

)
< 1 i тому

(
1− 1

x2−δ

)x+ 1

x1−δ < 1 . Тобто для

довiльного x > e9 , маємо

f2(x) < 1.

Розглянемо функцiю f3(x) . Має мiсце спiввiдношення

ln f3(x) = 2x
δ
2 ln

(
1 +

1

x1− δ
2

)
+ 2x

δ
2 ln

(
1− 1

x1− δ
2

)

i, таким чином,

(ln f3(x))′ = δx
δ
2−1 ln

(
1 +

2

x1− δ
2

)
− 4

(
1− δ

2

)
xδ−2 · 1

x2−δ − 1
6 0.

Отже, для x > e9 функцiя f3(x) — монотонно спадає i для будь-якого

n > e9 , отримуємо

(
1 + 1

n1− δ
2

1− 1
n1− δ

2

)2n
δ
2

6




1 + 1
(e9)

2
3

1− 1
(e9)

2
3




2(e9)
1
3

6 1, 22.

Щодо функцiї f4(x) , то зрозумiло, що
(

4

x
δ
2

)1− 1

x1−δ

6
(

4

(e9)
1
6

)1− 1

(e9)
1
3 6 1.

Таким чином, функцiя f4(x) на iнтервалi
[
e9; +∞)

— монотонно спадає

i для будь-якого n > e9 , маємо
(

4

x
δ
2

)1− 1

x1−δ

6 1.

Оскiльки x
x−1 > 1 для x ∈ [

e9; +∞)
, тодi

f5(x) =

(
x

x− 1

)x−1− x−1

x1−δ

6
(

1 +
1

x− 1

)x−1

.

Функцiя
(
1 + 1

x−1

)x−1 — монотонно зростає на iнтервалi
[
e9; +∞)

,

lim
x→∞

(
1 +

1

x− 1

)x−1

= e,
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i для n > e9 , (
n

n− 1

)n−1− n−1

n1−δ

6 e.

Враховуючи властивостi дослiджених функцiй fj(x) , j = 1, 5 , одержуємо

Pn(n
δ) = g(x)

5∏
j=1

fj(n) < g(x) · 1, 06 · 1 · 1, 22 · 1 · e < 5g(x).

Функцiя g(x) < 0, 1 для x = e
1

( 2
3−δ)2 , тому

Pn(γ) 6 0, 5 < 1.

Нехай γ ∈ (1, γn ] . Оскiльки функцiя
[
2n · 2√

γ

(
2− 2√

γ

)n−1

(n− 1)−(n−1)

]1− γ
n

при фiксованому n монотонно зростає вiдносно γ на iнтервалi (1, γn ] ,

а функцiя I0
n(γ) — монотонно спадає вiдносно γ на тому ж самому

iнтервалi, оскiльки
(
ln I0

n(γ)
)′

=

(
1

n
ln

(
4γ

n2 − γ

)
+

1√
γ

ln

(
n−√γ

n +
√

γ

))
< 0

при кожному фiксованому n , тодi, отримуємо

Pn(γ) =
In(γ)

I0
n(γ)

<
In(γn)

I0
n(γn)

= Pn(γn) < 1.

Таким чином, при даних параметрах величин функцiонал In(γ) не

досягає екстремального значення. Для γ ∈ (1, γn ] , α0
√

γ > 2 , n > 2 ,

справедлива нерiвнiсть

In(γ) < I0
n(γ).

Тобто, конфiгурацiї областей i точок теореми 5.2.1 є екстремальними.

Теорема 5.2.1 доведена.

Теорему 5.2.1 можна записати в бiльш простiй формi. Нехай

δ =
2

3
− 1√

ln n
.
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Тодi, ми одержуємо, що n = e
1

( 2
3−δ)2 .

Теорема 5.2.2. [162] Нехай n ∈ N , n > e9 , γ ∈ (0, γn] , γn =

n
2
3− 1√

ln n . Тодi для будь-якої n -променевої системи точок An = {ak}n
k=1 ,

такої, що N (γ) (An) 6 1 , N (0)(An) 6 1 , i будь-якого набору областей,

що взаємно не перетинаються, B0 , Bk , a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C , ak ∈ Bk ⊂ C
(k = 1, n ), справедлива нерiвнiсть (5.6). Рiвнiсть у (5.6) досягається

при умовах теореми 5.2.1.

Для довiльного δ > 2
3 ми не можемо застосовувати метод доведення

теореми 5.1.1, оскiльки при цiй умовi

lim Pn(γ) = +∞, n →∞

i тому, не можливо знайти екстремальнi конфiгурацiї областей.

З теореми 5.2.1 одержуємо наступне твердження.

Наслiдок 5.2.1. [162] При всiх умовах теореми 5.2.1 має мiсце

нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6
(

4

n

)n
(4γ

n2

) γ
n

(
1− γ

n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ

n

1 +
√

γ

n

)2
√

γ

. (5.16)

Знак рiвностi в нерiвностi (5.16) досягається, коли точки ak i

областi Bk , k = 0, n , є, вiдповiдно, полюсами i круговими областями

квадратичного диференцiала (5.7).

5.3. Розв’язки проблеми 5.1 при додаткових

обмеженнях

Теорема 5.3.1. [15, 29] Нехай n ∈ N , n > 4 , γ ∈ (1, n] i

K(n, γ) =
[
I0
n(γ) · µn(γ)

] 1
γ ,
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де I0
n(γ) визначається спiввiдношенням (4.3), а

µn(γ) =

[
4n

(n− 1)n−1 ·
1√
γ

(
1− 1√

γ

)n−1
]−1

.

Тодi для будь-якої n -променевої системи точок An = {ak}n
k=1 , такої,

що N (γ) (An) 6 1 , N (0)(An) 6 1 , i будь-якого набору областей, що

взаємно не перетинаються, B0 , Bk , a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C , ak ∈ Bk ⊂ C ,

k = 1, n , таких, що

r(B0, 0) 6 K(n, γ),

справедлива нерiвнiсть

rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) 6
(

4

n

)n
(4γ

n2

) γ
n

(
1− γ

n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ

n

1 +
√

γ

n

)2
√

γ

.

Знак рiвностi в цiй нерiвностi досягається тодi, коли ak i Bk , k =

0, n , є, вiдповiдно, полюсами i круговими областями квадратичного

диференцiала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2 dw2. (5.17)

Доведення. Розглянемо величину

Λn(γ) :=
In(γ)

I0
n(γ)

=

rγ (B0, 0)
n∏

k=1
r (Bk, ak)

rγ (D0, 0)
n∏

k=1
r (Dk, dk)

,

де dk , Dk , k = 0, n , d0 = 0 , є, вiдповiдно, полюси та круговi областi

квадратичного диференцiала (5.17). Iз умов теореми 5.3.1 слiдує, що

Λn(γ) 6
(K(n, γ))γ ·

n∏
k=1

r(Bk, ak)

( 4
n

)n (4γ
n2

) γ
n
(
1− γ

n2

)−n− γ
n

(
1−

√
γ

n

1+
√

γ

n

)2
√

γ
.

Згiдно методу работи [11, с. 255], маємо нерiвнiсть
n∏

k=1

r(Bk, ak) 6 2n
n∏

k=1

αkN (0)(An) 6
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6 2n
n∏

k=1

αk 6 2nα0

(
2− α0

n− 1

)n−1

6 4n

√
γ

(
1− 1√

γ

)n−1

(n− 1)−(n−1),

де α0 := max
16k6n

αk, α0 > 2√
γ . Тодi виконується спiввiдношення

Λn(γ) 6
(K(n, γ))γ · 4n

(n−1)n−1 · 1√
γ

(
1− 1√

γ

)n−1

I0
n(γ)

.

Звiдси враховуючи умови теореми 5.3.1, одержуємо

Λn(γ) 6 1.

Таким чином, при умовi α0 > 2√
γ , α0 = max

16k6n
αk , справедлива нерiвнiсть

In(γ) 6 I0
n(γ)

i в цьому випадку теорема доведена.

Розглянемо випадок α0
√

γ < 2 . Аналогiчно мiркуванням при

доведеннi теореми 5.2.1, одержуємо нерiвнiсть

In(γ) 6

6
(

n∏

k=1

αk

)
N (γ)(An)

[
n∏

k=1

rα2
kγ

(
G

(k)
0 , 0

)
· r

(
G

(k)
1 ,−i

)
· r

(
G

(k)
2 , i

)] 1
2

,

де G
(k)
0 , G

(k)
1 , G

(k)
2 — круговi областi квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 =
(4− α2

kγ)w2 − α2
kγ

w2(w2 + 1)2 dw2

(
0 ∈ G

(k)
0 , −i ∈ G

(k)
1 , i ∈ G

(k)
2

)
. Далi, згiдно робiт [57, 76], перейдемо до

функцiї

P (x) = 2x2+6 · xx2+2 · (2− x)−
1
2 (2−x)2 · (2 + x)−

1
2 (2+x)2, x ∈ [0, 2],

i, в результатi, маємо нерiвнiсть

In(γ) 6 γ−
n
2

[
n∏

k=1

P (αk
√

γ)

] 1
2

.
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Розглянемо наступну екстремальну задачу:
n∏

k=1

P (xk) −→ max;
n∑

k=1

xk = 2
√

γ,

xk = αk
√

γ, 0 < xk 6 2.

Нехай F (x) = ln (P (x)) i X(0) =
{

x
(0)
k

}n

k=1
— довiльна екстремальна

точка. Позначимо Z(X(0)) =
n∑

k=1
F (x

(0)
k ) .

Повторюючи мiркування роботи [76], одержуємо твердження: якщо

0 < x
(0)
k < x

(0)
j < 2 , k 6= j , тодi має мiсце наступне спiввiдношення

F ′
(
x

(0)
k

)
= F ′

(
x

(0)
j

)
, (5.18)

i якщо деяке x
(0)
j = 2 , тодi для довiльного x

(0)
k < 2 ,

F ′
(
x

(0)
k

)
6 F ′

(
x

(0)
j

)
= F ′(2) = 1, (5.19)

де k, j = 1, n , k 6= j , F ′(x) = 2x ln 2x+(2−x) ln(2−x)−(2+x) ln(2+x)+

2
x . Екстремальнiй точцi X(0) =

(
x

(0)
1 , x

(0)
2 , . . . , x

(0)
k , . . . , x

(0)
j , . . . , x

(0)
n

)

вiдповiдає система точок A0
n =

(
a

(0)
1 , a

(0)
2 , . . . , a

(0)
k , . . . , a

(0)
j , . . . , a

(0)
n

)
i

система областей B
(0)
k , a

(0)
k ∈ B

(0)
k ⊂ C , k = 1, n . Розглянемо систему

точок наступного виду

Ã0
n =

(
ã

(0)
1 , ã

(0)
2 , . . . , ã

(0)
k , . . . , ã

(0)
j , . . . , ã(0)

n

)
,

де

ã(0)
s = a(0)

s , s = 1, k − 1, s = j, n,

ã(0)
s = |a(0)

s | · ei(arg a
(0)
s +ε), k 6 s 6 j − 1,

ε ∈ R+ — мале додатне число. Яка в свою чергу вiдповiдає точцi

X? =
(
x

(0)
1 , x

(0)
2 , . . . , x

(0)
k − t

√
γ, . . . , x

(0)
j + t

√
γ, . . . , x(0)

n

)
.

Тодi для системи точок Ã0
n "керуючий" функцiонал задовiльняє

спiввiдношення

N (γ)(Ã0
n) = 1 + δ(ε) = Tε,
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де Tε → 1 при ε → 0 . Далi, за допомогою вище наведених мiркувань,

ми зводимо систему Ã0
n до системи ˜̃

An · T
− 1

n+γ
ε для якої "керуючий"

функцiонал N (γ)
(

˜̃
An · T− 1

n+γ
ε

)
дорiвнює одиницi.

На основi спiввiдношень (5.18) i (5.19) проводимо доведення

теореми. Переконаємося, що виконується твердження: якщо функцiя

Z(x1, . . . , xn) =
n∑

k=1
F (xk) досягає максимума в точцi

(
x

(0)
1 , . . . , x

(0)
n

)
при

умовах 0 < x
(0)
k 6 2 , k = 1, n ,

n∑
k=1

x
(0)
k = 2

√
γ , тодi

x
(0)
1 = x

(0)
2 = . . . = x(0)

n .

Нехай для простоти x
(0)
1 6 x

(0)
2 6 . . . 6 x

(0)
n . Функцiя

F ′′(x) = ln

(
4x2

4− x2

)
− 2

x2

строго зростає на промiжку (0, 2) i iснує x0 , x0 ≈ 1, 324661 таке, що

signF ′′(x) ≡ sign(x− x0).

Розглянемо спочатку випадок n = 4 . Якщо x
(0)
4 6 x0 , тодi в силу

строгої монотонностi F ′(x) на [0, x0] iз умови задачi отримуємо, що

x
(0)
1 = x

(0)
2 = x

(0)
3 = x

(0)
4 .

Нехай x0 < x
(0)
4 6 1, 75 , тодi F ′

(
x

(0)
4

)
6 F ′(1, 75) = 0, 224369.

Враховуючи, що
n∑

k=1
xk = 2

√
γ , отримуємо нерiвнiсть

x
(0)
1 6 1

n− 1

n−1∑

k=1

x
(0)
k =

2
√

γ − x
(0)
n

n− 1
. (5.20)

На основi нерiвностi (5.20), маємо

x
(0)
1 6 1

3
·

3∑

k=1

x
(0)
k =

(
2
√

γ − x
(0)
4

)
/3 6

(
2
√

4− x0

)
/3 < 0, 891780,
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звiдси x
(0)
1 < 0, 891780 . В силу спадання F ′(x) на (0, x0) , маємо

F ′
(
x

(0)
1

)
> F ′(0, 891780) = 0, 317868 > 0, 224369 = F ′(1, 75),

що суперечить спiввiдношенню (5.18). Таким чином, одержуємо

протирiччя з екстремальнiстю набору
{

x
(0)
1 , x

(0)
2 , x

(0)
3 , x

(0)
4

}
, якщо x

(0)
4 ∈

(x0; 1, 75] .

Нехай 1, 75 < x
(0)
4 6 1, 95 , тодi в силу зростання F ′(x) на [x0, 2] ,

маємо F ′
(
x

(0)
4

)
6 F ′(1, 95) = 0, 757486. Тодi

x
(0)
1 6 1

3
·

3∑

k=1

x
(0)
k =

(
2
√

γ − x
(0)
4

)
/3 6

(
2
√

4− 1, 75
)

/3 < 0, 75,

звiдси x
(0)
1 < 0, 75 . Таким чином,

F ′
(
x

(0)
1

)
> F ′(0, 75) = 0, 771891 > 0, 757486 = F ′(1, 95).

Аналогiчно попередньому, отримуємо протирiччя з екстремальнiстю

набору
{

x
(0)
1 , x

(0)
2 , x

(0)
3 , x

(0)
4

}
, якщо x

(0)
4 ∈ (x0; 1, 95] .

Нехай 1, 95 < x
(0)
4 6 2 , тодi в силу зростання F ′(x) на [x0, 2] , маємо

F ′
(
x

(0)
4

)
6 F ′(2) = 1. Тодi

x
(0)
1 6 1

3
·

3∑

k=1

x
(0)
k =

(
2
√

γ − x
(0)
4

)
/3 6

(
2
√

4− 1, 95
)

/3 < 0, 683333,

звiдси x
(0)
1 < 0, 683333 . Таким чином, одержуємо спiввiдношення

F ′
(
x

(0)
1

)
> F ′(0, 683333) = 1, 067351 > 1 = F ′(2),

яке протирiчить умовам (5.18) i (5.19). Iз всього вище наведеного

слiдує, що у випадку n = 4 набiр точок
{

x
(0)
1 , x

(0)
2 , x

(0)
3 , x

(0)
4

}
не

може бути екстремальним при умовi x
(0)
4 ∈ (x0, 2] . Таким чином, для

екстремального набору
{

x
(0)
1 , x

(0)
2 , x

(0)
3 , x

(0)
4

}
можливий тiльки випадок,

коли x
(0)
1 , x

(0)
2 , x

(0)
3 , x

(0)
4 ∈ (0, x0] i x

(0)
1 = x

(0)
2 = x

(0)
3 = x

(0)
4 . Дляγ < γ4 = 4
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всi попереднi мiркування зберiгаються. Звiдси слiдує, що теорема 5.3.1 у

випадку n = 4 доведена.

Розглянемо випадок n > 5 . Якщо x
(0)
n 6 x0 , тодi в силу строгої

монотонностi F ′(x) на [0, x0] iз умови задачi одержуємо, що

x
(0)
1 = x

(0)
2 = . . . = x(0)

n .

Припустимо, що x0 < x
(0)
n 6 1, 9 , тодi в силу зростання F ′(x)

на [x0, 2] , маємо F ′
(
x

(0)
n

)
6 F ′(1, 9) = 0, 587569 . Розглянемо функцiю

ϕ(t) =
(
2
√

t− b
)
/ (t− 1) , b < 2 , вона спадає при t > 2 , так як для всiх

t > 2

ϕ′(t) =
(
b−

√
t− 1/

√
t
)

/ (t− 1)2 < (b− 2)/(t− 1)2 < 0.

Вiдповiдно на основi нерiвностi (5.20) для всiх n > 5 , γ ∈ (0, n] ,

x
(0)
1 6 (n− 1)−1 ·

n−1∑

k=1

x
(0)
k =

(
2
√

γ − x(0)
n

)
/ (n− 1) 6

6
(
2
√

n− x0
)
/ (n− 1) 6

(
2
√

5− 1, 324661
)

/4 < 0, 786869,

звiдси x
(0)
1 < 0, 786869 . В силу спадання F ′(x) на (0, x0) , маємо

спiввiдношення

F ′
(
x

(0)
1

)
> F ′(0, 786869) = 0, 633405 > 0, 587569 = F ′(1, 9),

яке протирiчить умовi (5.18). Звiдси слiдує протирiччя з екстремальнiстю

набору
{

x
(0)
k

}n

k=1
, якщо x

(0)
n ∈ (x0; 1, 9] .

Розглянемо випадок, якщо 1, 9 < x
(0)
n 6 2 , тодi F ′

(
x

(0)
n

)
6 F ′(2) = 1

i, вiдповiдно, для всiх n > 5 , γ ∈ (0, n] , маємо x
(0)
1 < 0, 643034 . В силу

спадання F ′(x) на (0, x0) , має мiсце спiввiдношення

F ′
(
x

(0)
1

)
> F ′(0, 643034) = 1, 279195 > 1 = F ′(2),

яке протирiчить умовам (5.18) i (5.19). Звiдси слiдує протирiччя з

екстремальнiстю набору
{

x
(0)
k

}n

k=1
, якщо x

(0)
n ∈ (x0, 2] . Таким чином,
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iз всього вище сказаного одержуємо, що у випадку n > 5 набiр

точок
{

x
(0)
k

}n

k=1
не може бути екстремальним при умовi x

(0)
n ∈ (x0, 2] .

Вiдповiдно, для екстремального набору
{

x
(0)
k

}n

k=1
можливий тiльки

випадок, коли x
(0)
k ∈ (0, x0] , k = 1, n , i x

(0)
1 = x

(0)
2 = . . . = x

(0)
n . Для

γ < γn = n , n > 5 , всi попереднi мiркування зберiгаються. Звiдси слiдує,

що теорема 5.3.1 у випадку n > 5 доведена.

Остаточно, маємо спiввiдношення

In(γ) 6 γ−
n
2

[
P

(
2

n

√
γ

)]n/2

.

Використовуючи конкретний вираз для P (x) i нескладнi перетворення,

одержуємо основну нерiвнiсть теореми 5.3.1. Твердження про знак

рiвностi перевiряється безпосередньо. Теорема 5.3.1 доведена.

Теорема 5.3.2. [158, 29] Нехай n ∈ N , n > 3 , γ ∈ (1, γn] ,

γn =
√

n . Тодi для будь-якої n -променевої системи точок An = {ak}n
k=1 ,

такої, що N (γ) (An) 6 1 , N (0)(An) 6 1 , i будь-якого набору областей,

що взаємно не перетинаються, B0 , Bk , a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C , ak ∈ Bk ⊂ C ,

k = 1, n , справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 rγ (D0, 0)
n∏

k=1

r (Dk, dk) ,

де dk , Dk , k = 0, n , d0 = 0 , є, вiдповiдно, полюсами i круговими

областями квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2 dw2.

Доведення. У випадку α0
√

γ > 2 , α0 := max
16k6n

αk , аналогiчно

доведенню теореми 5.3.1 розглянемо величину

Λn(γ) :=
In(γ)

I0
n(γ)

=

rγ (B0, 0)
n∏

k=1
r (Bk, ak)

rγ (D0, 0)
n∏

k=1
r (Dk, dk)

,



211

де dk , Dk , k = 0, n , d0 = 0 , є, вiдповiдно, полюси та круговi областi

квадратичного диференцiала (5.17). Як показано в роботi [27] (див. також

теорему 2.4.1) при умовах теореми 5.3.2 виконується нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 n−
γ
2

(
n∏

k=1

r (Bk, ak)

)1− γ
n
(

n∏

k=1

|ak|
) 2γ

n

. (5.21)

Iз умови N (0)(An) 6 1 слiдує, що
n∏

k=1
|ak| 6 1 . Тодi, маємо наступне

спiввiдношення

Λn(γ) 6
n−

γ
2

(
n∏

k=1
r (Bk, ak)

)1− γ
n

( 4
n

)n−1−γ(1− 1
n) ( 4

n

)γ+1− γ
n
(4γ

n2

) γ
n
(
1− γ

n2

)−n− γ
n

(
1−

√
γ

n

1+
√

γ

n

)2
√

γ
6

6
n−

γ
2

(
4n

(n−1)n−1 · 1√
γ

(
1− 1√

γ

)n−1
)1− γ

n

( 4
n

)n−1−γ(1− 1
n) ( 4

n

)γ+1− γ
n
(4γ

n2

) γ
n
(
1− γ

n2

)−n− γ
n

(
1−

√
γ

n

1+
√

γ

n

)2
√

γ
.

Таким чином, аналогiчно роботам [11, 142, 143], одержуємо

Λn(γ) 6
6∏

k=1

fk(n),

де

f1(n) = n−
γ
2 ·

[n

4

]γ+1
·
[
1− 1√

γ

]n−1−γ n−1
n

, f2(n) =

(
n

γ

) γ
n

,

f3(n) =
(
1− γ

n2

)n+ γ
n

, f4(n) =

(
1 +

√
γ

n

1−
√

γ

n

)2
√

γ

,

f5(n) =

(
4√
γ

)1− γ
n

, f6(n) =

(
n

n− 1

)n−1−γ n−1
n

.

Розглянемо спочатку випадок γn = n0,5 , тодi

Λn

(
n0,5) =

6∏

k=1

fk(n),
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де

f1(n) = (n)−
n0,5

2

[n

4

]n0,5+1
[
1− 1

n0,25

]n−1− n−1
n0,5

, f2(n) =
(
n0,5)n−0,5

,

f3(n) =
(
1− n−1,5)n+n−0,5

, f4(n) =

(
1 + n−0,75

1− n−0,75

)2n0,25

,

f5(n) =

(
4

n0,25

)1−n−0,5

, f6(n) =

(
n

n− 1

)n−1− n−1
n0,5

.

Далi, по стандартнiй схемi дослiджуємо кожну функцiю fk(n) , k = 1, 6 .

Аналiз показує, що функцiя f1(n) монотонно спадає на промiжку n > 7 ,

тому справедлива нерiвнiсть

f1(n) < f1(7) 6 0, 016666, n > 7.

Функцiя f2(n) також монотонно спадає на промiжку n > 7 . Таким

чином,

f2(n) < f2(7) 6 1, 444469, n > 7.

Очевидно, що

f3(n) < f3(7) 6 1, n > 7.

Функцiю f4(n) представимо наступним чином

f4(n) =
(
1 + n−0,75)n0,75n−0,752n0,25 (

1− n−0,75)(−n0,75)(n−0,75)2n0,25

.

Оскiльки
(
1 + n−0,75

)n0,75

< e при n ∈ N , а
(
1− n−0,75

)−n0,75

< 3 при

n > 10 , тодi

f4(n) 6 (3e)2n−0,5

.

Таким чином, y4(n) спадає на всiй областi визначення i

f4(n) < f4(10) 6 4, 886133, n > 10.

Функцiя f5(n) спадає на промiжку n > 8 , звiдси

f5(n) < f5(8) 6 1, 750853, n > 8.
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Для функцiї f6(n) справедливе наступне спiввiдношення

f6(n) =

(
n

n− 1

)n−1− n−1
n0,5

<

(
1 +

1

n− 1

)n−1

6 3, n > 7.

Тодi пiдсумовуючи все вище сказане, отримуємо

Λn(n
0,5) =

6∏

k=1

fk(n) 6

6 0, 016666 · 1, 444469 · 1 · 4, 886133 · 1, 750853 · 3 ≈ 0, 617839 < 1,

тобто

Λn

(
n0,5) < 1 для n > 10.

З iншої сторони, безпосереднi обчислення показують, що Λn

(
n0,5

)
< 1

для n ∈ [3, 9] (див. таблицю нижче).

n f1(n) f2(n) f3(n) f4(n) f5(n) f6(n) Λn

(
n0,5

)

3 0,052699 1,373197 0,465492 11,910563 1,599730 1,408801 0,904224

4 0,039628 1,414213 0,548322 8,086547 1,681792 1,539600 0,643422

5 0,029590 1,433159 0,600258 6,329659 1,722722 1,637880 0,454626

6 0,022149 1,441582 0,636628 5,320779 1,742416 1,715055 0,323209

7 0,016666 1,444469 0,663961 4,664524 1,750178 1,777704 0,231974

8 0,012616 1,444259 0,685515 4,202238 1,750853 1,829872 0,168163

9 0,009607 1,442249 0,703109 3,858081 1,747161 1,874189 0,123077

Таким чином,

Λn

(
n0,5) < 1 при всiх n > 3.

Нехай γ ∈ (1, γn ] . Розглянемо функцiю

ϕn(γ) = n−
γ
2

(
4n

(n− 1)n−1 ·
1√
γ

(
1− 1√

γ

)n−1
)1− γ

n
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при кожному фiксованому n . Запишемо функцiю ϕn(γ) наступним

чином

ln ϕn(γ) = −γ

2
ln n+

+
(
1− γ

n

)[
n ln 4− (n− 1) ln(n− 1)− 1

2
ln γ + (n− 1) ln

(
1− 1√

γ

)]
.

Похiдна функцiї ϕn(γ) по γ

[ln ϕn(γ)]′γ =

− ln n

2
− ln 4 +

(n− 1)

n
ln(n− 1) +

1

2n
ln γ − (n− 1)

n
ln

(
1− 1√

γ

)
+

+
1

2γ

(
1− γ

n

) [
(n− 1)√

γ − 1
− 1

]
> 0,

оскiльки справедливi наступнi нерiвностi

ηn(γ) = − ln n

2
+ ln

(
1

4

)
+

(n− 1)

n
ln(n− 1) < 0, n = 3, 22,

i ηn(γ) > 0, якщо n > 23,
1

2n
ln γ > 0,

−n− 1

n
ln

(
1− 1√

γ

)
> 0,

(
1− γ

n

) 1

γ

(
n− 1√
γ − 1

− 1

)
> 0.

Таким чином, функцiя ϕn(γ) при кожному фiксованому n монотонно

зростає по γ на iнтервалi (1, γn ] , а функцiя I0
n(γ) монотонно спадає по

γ на цьому ж iнтервалi, оскiльки

(
ln I0

n(γ)
)′

=

(
1

n
ln

(
4γ

n2 − γ

)
+

1√
γ

ln

(
n−√γ

n +
√

γ

))
< 0

при кожному фiксованому n . Отже,

Λn(γ) =
In(γ)

I0
n(γ)

<
In(γn)

I0
n(γn)

= Λn(γn) < 1.

Тобто, In(γn) < I0
n(γn) при всiх значеннях γn , вказаних в теоремi 5.3.2.

А це означає, що у випадку α0
√

γ > 2 при даних значеннях параметрiв

екстремальних конфiгурацiй не має.
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Далi, розглядаємо випадок α0
√

γ < 2 , α0 := max
16k6n

αk . Розглянемо

систему функцiй ζ = πk(w) = −i
(
e−iθkw

) 1
αk , k = 1, n . При

вiдповiдному виборi однозначної вiтки багатозначної аналiтичної функцiї

πk(w) отримаємо, що функцiя πk(w) здiйснює однолисте i конформне

вiдображення кутової областi

Pk := {w : arg ak < arg w < arg ak+1}

на праву пiвплощину при кожному k = 1, n.

Сiмейство функцiй {πk(w)}n
k=1 називається допустимим для

роздiляючого перетворення областей Bk , k = 0, n , вiдносно кутiв

{Pk}n
k=1 .

Нехай L
(1)
k , k = 1, n , позначає область площини Cζ отриману в

результатi об’єднання зв’язної компоненти множини πk(Bk

⋂
P k), яка

мiстить точку πk(ak) , зi своїм симетричним вiдображенням вiдносно

уявної осi. Позначимо через L
(2)
k , k = 1, n , таку область площини

Cζ , яка отримана в результатi об’єднання зв’язної компоненти множини

πk(Bk+1
⋂

P k) , яка мiстить точку πk(ak+1) , зi своїм симетричним

вiдображенням вiдносно уявної осi. Вiдзначимо, що Bn+1 := B1 ,

πn(an+1) := πn(a1) . Крiм того, позначимо через L
(0)
k таку область

площини Cζ , отриману в результатi об’єднання зв’язної компоненти

множини πk(B0
⋂

P k), яка мiстить точку ζ = 0 , зi своїм симетричним

вiдображенням вiдносно уявної осi. Позначимо πk(ak) := l
(1)
k , πk(ak+1) :=

l
(2)
k , k = 1, n, πn(an+1) := l

(2)
n . З визначення функцiй πk, випливає, що

|πk(w)− l
(1)
k | ∼ 1

αk
|ak|

1
αk
−1 · |w − ak|, w → ak, w ∈ Pk,

|πk(w)− l
(2)
k | ∼ 1

αk
|ak+1|

1
αk
−1 · |w − ak+1|, w → ak+1, w ∈ Pk,

|πk(w)| ∼ |w| 1
αk , w → 0, w ∈ Pk.
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Використовуючи формули (1.2) i (1.3) пункту 1.3 роздiлу 1 та теорему

4.10 [165], приходимо до висновку, що справедливi нерiвностi

r (Bk, ak) 6


r

(
L

(1)
k , l

(1)
k

)
· r

(
L

(2)
k−1, l

(2)
k−1

)

1
αk
|ak|

1
αk
−1 · 1

αk−1
|ak|

1
αk−1

−1




1
2

, k = 1, n, (5.22)

r (B0, 0) 6
[

n∏

k=1

rα2
k

(
L

(0)
k , 0

)] 1
2

. (5.23)

Приймаючи до уваги нерiвностi (5.22) та (5.23), отримаємо наступне

спiввiдношення

In(γ) 6
n∏

k=1

αk

n∏

k=1

|ak|
|akak+1|

1
2αk

× (5.24)

×
[

n∏

k=1

rγα2
k

(
L

(0)
k , 0

)
r
(
L

(1)
k , l

(1)
k

)
r
(
L

(2)
k , l

(2)
k

)] 1
2

.

Вiдомо (див. [80]), що наступний функцiонал

Y3(t1, t2, t3, D1, D2, D3, d1, d2, d3) = (5.25)

=
rt1(D1, d1)r

t2(D2, d2)r
t3(D3, d3)

|d1 − d2|t1+t2−t3 · |d1 − d3|t1−t2+t3 · |d2 − d3|−t1+t2+t3

є iнварiантом вiдносно всiх конформних автоморфiзмiв розширеної

комплексної площини C , tk ∈ R+ , де Dk — областi, що не перетинаються,

такi, що dk ∈ Dk ⊂ C, k ∈ {1, 2, 3} . З формули (5.24) пiсля множення та

дiлення на таку величину
[

n∏

k=1

|l(1)
k · l(2)

k |γα2
k|l(1)

k − l
(2)
k |2−γα2

k

] 1
2

,

отримаємо наступну нерiвнiсть

In(γ) 6
(

n∏

k=1

αk

)
·

n∏

k=1

|ak|
|akak+1|

1
2αk

×

×




n∏

k=1

rγα2
k

(
L

(0)
k , 0

)
· r

(
L

(1)
k , l

(1)
k

)
· r

(
L

(2)
k , l

(2)
k

)

|l(1)
k · l(2)

k |γα2
k|l(1)

k − l
(2)
k |2−γα2

k





1
2

× (5.26)
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×
[

n∏

k=1

|l(1)
k · l(2)

k |γα2
k|l(1)

k − l
(2)
k |2−γα2

k

] 1
2

,

де |l(1)
k | = |ak|

1
αk , |l(2)

k | = |ak+1|
1

αk , |l(1)
k − l

(2)
k | = |ak|

1
αk + |ak+1|

1
αk , k = 1, n.

Iз спiввiдношення (5.26) маємо, що

In(γ) 6
(

n∏

k=1

αk

)
·

n∏

k=1

|ak|
|akak+1|

1
2αk

×

×




n∏

k=1

rγα2
k

(
L

(0)
k , 0

)
· r

(
L

(1)
k , l

(1)
k

)
· r

(
L

(2)
k , l

(2)
k

)

|l(1)
k · l(2)

k |γα2
k|l(1)

k − l
(2)
k |2−γα2

k





1
2

×

×
n∏

k=1

(
|l(1)

k l
(2)
k |

|l(1)
k − l

(2)
k |

)γα2
k

2
(

n∏

k=1

|l(1)
k − l

(2)
k |

)
.

Далi слiдує, що

In(γ) 6
(

n∏

k=1

αk

)
·




n∏

k=1

rγα2
k

(
L

(0)
k , 0

)
· r

(
L

(1)
k , l

(1)
k

)
· r

(
L

(2)
k , l

(2)
k

)

|l(1)
k · l(2)

k |γα2
k|l(1)

k − l
(2)
k |2−γα2

k





1
2

×

×
n∏

k=1


 |ak|
|akak+1|

1
2αk

(
|l(1)

k − l
(2)
k |

) (
|l(1)

k l
(2)
k |

|l(1)
k − l

(2)
k |

)γα2
k

2


 .

Тодi легко бачити, що
n∏

k=1

|ak|
|akak+1|

1
2αk

(
n∏

k=1

|l(1)
k − l

(2)
k |

)
=

=
n∏

k=1

|ak|
|akak+1|

1
2αk

(
|ak|

1
αk + |ak+1|

1
αk

)
=

n∏

k=1

|ak|
(∣∣∣∣

ak

ak+1

∣∣∣∣
1

2αk

+

∣∣∣∣
ak+1

ak

∣∣∣∣
1

2αk

)
=

= 2n
n∏

k=1

(
1

2

[∣∣∣∣
ak

ak+1

∣∣∣∣
1

2αk

+

∣∣∣∣
ak+1

ak

∣∣∣∣
1

2αk

])
|ak| =

= 2n
n∏

k=1

χ

(∣∣∣∣
ak

ak+1

∣∣∣∣
1

2αk

)
|ak|. (5.27)
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Аналогiчно маємо, що

n∏

k=1

(
|l(1)

k l
(2)
k |

|l(1)
k − l

(2)
k |

)γα2
k

2

=
n∏

k=1

(
|ak|

1
αk |ak+1|

1
αk

|ak|
1

αk + |ak+1|
1

αk

)γα2
k

2

=

=
n∏

k=1

(
|akak+1|

1
2αk

|ak|
1

αk + |ak+1|
1

αk

)γα2
k

2 (
|akak+1|

1
2αk

)γα2
k

2

=

= 2
−γ

2

n∑
k=1

αk
2 n∏

k=1

(
1

2

|ak|
1

αk + |ak+1|
1

αk

|akak+1|
1

2αk

)−γα2
k

2 n∏

k=1

|ak|
γαk

4 |ak+1|
γαk

4 =

= 2
−γ

2

n∑
k=1

αk
2

[
n∏

k=1

χ

(∣∣∣∣
ak

ak+1

∣∣∣∣
1

2αk

)]−γαk
2

2 n∏

k=1

|ak|
1
4γ(αk+αk−1).

Пiдсумовуючи наведенi вище спiввiдношення, ми отримуємо

In(γ) 6 2
n−γ

2

n∑
k=1

α2
k·
(

n∏

k=1

αk

){
n∏

k=1

Y3(γα2
k, 1, 1, L

(0)
k , L

(1)
k , L

(2)
k , 0, l

(1)
k , l

(2)
k )

} 1
2

×

×
n∏

k=1

[
χ

(∣∣∣ ak

ak+1

∣∣∣
1

2αk

)]1−γα2
k

2
n∏

k=1

|ak|1+ 1
4γ(αk+αk−1). (5.28)

Легко бачити, що для довiльного k = 1, n ми можемо вказати

конформний автоморфiзм ζ = Tk(z) площини комплексних чисел C
такий, що Tk(0) = 0 , Tk

(
l
(s)
k

)
= (−1)s · i , E

(q)
k := Tk

(
L

(q)
k

)
, k = 1, n ,

0 ∈ E
(0)
k , −i ∈ E

(1)
k , i ∈ E

(2)
k , s = 1, 2 , q = 0, 1, 2 . Використовуючи

функцiонал (5.25) маємо, що справедливi рiвностi

Y3

(
γα2

k, 1, 1, L
(0)
k , L

(1)
k , L

(2)
k , 0, l

(1)
k , l

(2)
k

)
=

= Y3

(
γα2

k, 1, 1, E
(0)
k , E

(1)
k , E

(2)
k , 0,−i, i

)
,

де k = 1, n, i справедлива наступна рiвнiсть

Y3

(
γα2

k, 1, 1, E
(0)
k , E

(1)
k , E

(2)
k , 0,−i, i

)
=
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=
rα2

kγ
(
E

(0)
k , 0

)
r
(
E

(1)
k ,−i

)
r
(
E

(2)
k , i

)

22−γα2
k

.

Отже, використовуючи попереднi рiвностi та формулу (5.28), приходимо

до спiввiдношення

In(γ) 6 2
n−γ

2

n∑
k=1

α2
k ·

(
n∏

k=1

αk

)
· N (γ) (An)×

×




n∏

k=1

rα2
kγ

(
E

(0)
k , 0

)
r
(
E

(1)
k ,−i

)
r
(
E

(2)
k , i

)

22−γα2
k





1
2

.

Пiдсумовуючи всi попереднi оцiнки, отримуємо остаточну нерiвнiсть

In(γ) 6
(

n∏

k=1

αk

)[
n∏

k=1

rα2
kγ

(
E

(0)
k , 0

)
r
(
E

(1)
k ,−i

)
r
(
E

(2)
k , i

)] 1
2

N (γ)(An).

Так як N (γ)(An) = 1 , то ми маємо

In(γ) 6
(

n∏

k=1

αk

)[
n∏

k=1

rα2
kγ

(
E

(0)
k , 0

)
r
(
E

(1)
k ,−i

)
r
(
E

(2)
k , i

)] 1
2

. (5.29)

Таким чином, за допомогою роздiляючого перетворення та формул (5.24)

— (5.29), ми отримали оцiнку функцiонала In(γ) через n функцiоналiв,

заданих на трiйках попарно неперетинних областей E
(0)
k , E

(1)
k , E

(2)
k

таких, що 0 ∈ E
(0)
k , −i ∈ E

(1)
k , i ∈ E

(2)
k . Таким чином, маємо, що при

кожному k = 1, n виконуються спiввiдношення
n∏

k=1

rα2
kγ

(
E

(0)
k , 0

)
r
(
E

(1)
k ,−i

)
r
(
E

(2)
k , i

)
6

6
n∏

k=1

rα2
kγ

(
D

(0)
k , 0

)
r
(
D

(1)
k ,−i

)
r
(
D

(2)
k , i

)
,

де D
(0)
k , D

(1)
k , D

(2)
k — круговi областi квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 =
(4− α2

kγ)w2 − α2
kγ

w2(w2 + 1)2 dw2
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(0 ∈ D
(0)
k , −i ∈ D

(1)
k , i ∈ D

(2)
k ) . Крiм того,

n∏

k=1

rα2
kγ

(
D

(0)
k , 0

)
r
(
D

(1)
k ,−i

)
r
(
D

(2)
k , i

)
=

= 2σ2+6 · σσ2 · (2− σ)−
1
2 (2−σ)2 · (2 + σ)−

1
2 (2+σ)2 := S(σ), σ ∈ [0, 2].

Тодi використовуючи всi попереднi мiркування, отримаємо остаточну

нерiвнiсть

In(γ) 6
(

n∏

k=1

αk

)[
n∏

k=1

S (αk
√

γ)

]1/2

= γ−n/2

[
n∏

k=1

P (αk
√

γ)

] 1
2

,

P (x) = 2x2+6 · xx2+2 · (2− x)−
1
2 (2−x)2 · (2 + x)−

1
2 (2+x)2, x ∈ [0, 2].

Вiдмiтимо, що права частина останньої нерiвностi мiстить величини, якi

залежать тiльки вiд кутових параметрiв задачi.

Розглянемо допомiжну екстремальну задачу:
n∏

k=1

P (xk) −→ max;
n∑

k=1

xk = 2
√

γ,

xk = αk
√

γ, 0 < xk 6 2.

Нехай F (x) = ln (P (x)) i X(0) =
{

x
(0)
k

}n

k=1
— довiльна екстремальна

точка вище вказаної задачi. Аналогiчним методом, який введений в роботi

[76], приходимо до висновку, що справедливе наступне твердження: якщо

0 < x
(0)
k < x

(0)
j < 2 , k 6= j , то F ′

(
x

(0)
k

)
= F ′

(
x

(0)
j

)
, i якщо деяке

x
(0)
j = 2, то для довiльного x

(0)
k < 2 , справедлива нерiвнiсть F ′

(
x

(0)
k

)
6

F ′
(
x

(0)
j

)
= F ′(2) = 1, де k, j = 1, n , k 6= j , F ′(x) = 2x ln 2x + (2 −

x) ln(2 − x) − (2 + x) ln(2 + x) + 2
x . Далi нам необхiдно показати, що

виконується наступна умова

x
(0)
1 = x

(0)
2 = . . . = x(0)

n .

Нехай F ′(x) = t , y0 6 t 6 1 , y0 ≈ −0, 17 . Розглянемо наступнi величини

t : t1 = 1 , t2 = 0, 95 , t3 = 0, 9 , t4 = 0, 85 , . . . , t23 = −0, 15 , t24 = −0, 17 .
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Знайдемо коренi рiвняння F ′(x) = tk , k = 1, 24 . Оскiльки ∀tk ∈ [y0, 1) ,

то звiдси слiдує, що рiвняння має два коренi x1(t) ∈ (0, x0] , x2(t) ∈ (x0, 2] ,

x0 ≈ 1, 324683 .

Iз таблицi (див. доведення теореми 4.5.2) слiдує, що на iнтервалi t ∈
[0, 95; 1] досягається мiнiмальне значення величин (n− 1)x1(t1) + x2(t2) ,

n ∈ {3, 4, 5}, яке, вiдповiдно, дорiвнює 3, 3873 , 4, 0846 i 4, 7819. Для

n = 3 маємо, що
3∑

k=1

xk > 2x1(t1) + x2(t2) = 3, 3873 = 2
√

γ3.

Звiдси маємо, що γ3 = 2, 8684. Тодi для n = 4 маємо, що
4∑

k=1

xk > 3x1(t1) + x2(t2) = 4, 0846 = 2
√

γ4.

Звiдси маємо, що γ4 = 4, 1709. Аналогiчно, для n = 5 маємо, що
5∑

k=1

xk > 4x1(t1) + x2(t2) = 4, 7819 = 2
√

γ5.

Таким чином, γ5 = 5, 7116. Використовуючи вище наведену таблицю,

маємо, що вiдповiдний мiнiмум величин

(n− 1)x1(tk) + x2(tk+1)

при n ∈ {6, 7, 8} , дорiвнює, вiдповiдно, γ6 = 7, 505 , γ7 = 9, 5369 ,

γ8 = 11, 8119 . Iз таблицi отримуємо, що для функцiї F ′(x) справедлива

нерiвнiсть (x1 − 0, 69) n + (x2 − x1) > 0 . Отже, nx1 + (x2 − x1) > 0, 69 n.

I, остаточно, отримаємо

(n− 1)x1 + x2 > 0, 69n = 2
√

γn, γn = 0, 1215 n2, n > 9.

Таким чином, з вище наведених нерiвностей випливає, що для довiльного

фiксованого γ ∈ (1, γn], де γn задано в умовах теореми, виконується

нерiвнiсть
n∑

k=1

x
(0)
k (t) > 2

√
γn, n > 3.



222

З iншого боку, необхiдною умовою є рiвнiсть
n∑

k=1

x
(0)
k (t) = 2

√
γn, n > 3.

З цього випливає, що всi точки
{

x
(0)
k

}n

k=1
належать промiжку (0, x0].

Тобто ми маємо, що для екстремального набору
{

x
(0)
k

}n

k=1
виконується

рiвнiсть x
(0)
1 = x

(0)
2 = . . . = x

(0)
n , k = 1, n , для всiх γ ∈ (1, γn], та n > 4.

Отже, пiдсумовуючи все вище наведене маємо, що справедлива нерiвнiсть

In(γ) 6 γ−n/2

[
n∏

k=1

P

(
2

n

√
γ

)] 1
2

.

З iншого боку,

γ−n/2

[
n∏

k=1

P

(
2

n

√
γ

)] 1
2

= rγ
(
D

(0)
0 , 0

) n∏

k=1

r
(
D

(0)
k , a

(0)
k

)
,

де a
(0)
k i D

(0)
k , k = 0, n , є, вiдповiдно, полюсами i круговими областями

квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2 dw2.

Вiдомо (див. [11]), що

rγ
(
D

(0)
0 , 0

) n∏

k=1

r
(
D

(0)
k , a

(0)
k

)
=

(
4

n

)n
(4γ

n2

) γ
n

(
1− γ

n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ

n

1 +
√

γ

n

)2
√

γ

.

Твердження про знак рiвностi перевiряється безпосередньо. Теорема 5.3.2

доведена.

5.4. Деякi оцiнки для екстремального розбиття

комплексної площини

Теорема 5.4.1. [53] Нехай n > 2, γ ∈ (0, n) , ∆ ∈ R+ i An :=

{ak}n
k=1 — довiльна система рiзних точок на C\{0} . Тодi для будь-якого
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набору областей, що взаємно не перетинаються, {Bk}n
k=0, ak ∈ Bk ⊂ C,

k = 0, n , a0 = 0 , такого, що In(γ) > ∆ , справедлива нерiвнiсть

r (B0, 0) 6 n−
n

2(n−γ) ·∆− 1
n−γ ·

(
n∏

k=1

|ak|
) 2

n−γ

.

Доведення. Нехай d(G) — трансфiнiтний дiаметр компактної

множини G ⊂ C. Тодi справедлива нерiвнiсть

r (B0, 0) = r
(
B+

0 ,∞)
=

1

d
(
C \B+

0

) 6 1

d

(
n⋃

k=1
B

+
k

) , (5.30)

де B+ =
{
z : 1

z ∈ B
}

.

Згiдно iз теоремою Пойа [99, с. 28], справедлива нерiвнiсть

µG 6 πd2(G),

де µG — лебегова мiра компактної множини G. Звiдси маємо, що

d(G) >
(

1

π
µG

) 1
2

.

Тодi iз (5.30) слiдує, що

r (B0, 0) 6 1

d

(
n⋃

k=1
B

+
k

) 6 1√
1
πµ

(
n⋃

k=1
B

+
k

) =

[
1

π

n∑

k=1

µB
+
k

]− 1
2

. (5.31)

Iз теореми про мiнiмiзацiю площi [40, с. 34] слiдує, що

µ(D) > πr2 (D, a) .

Тодi безпосередньо iз нерiвностi (5.31) маємо, що

r (B0, 0) 6
[

1

π

n∑

k=1

µB
+
k

]− 1
2

6
[

1

π

n∑

k=1

µB+
k

]− 1
2

6
[

n∑

k=1

r2 (
B+

k , a+
k

)
]− 1

2

.
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Звiдси

r (B0, 0) 6 1
[

n∑
k=1

r2
(
B+

k , a+
k

)] 1
2

.

Використовуючи рiвнiсть

r
(
B+

k , a+
k

)
=

r (Bk, ak)

|ak|2
приходимо до нерiвностi

r (B0, 0) 6 1
[

n∑
k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4
] 1

2

. (5.32)

Звiдси та з припущення теореми маємо спiввiдношення

∆ < rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6

n∏
k=1

r (Bk, ak)

[
n∑

k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4
]γ

2

.

Таким чином,

n∏

k=1

r (Bk, ak) > ∆ ·
[

n∑

k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4
]γ

2

. (5.33)

Iз нерiвностi Кошi одержуємо нерiвнiсть

1

n

n∑

k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4 >
[

n∏

k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4
] 1

n

.

Далi, маємо

[
n∑

k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4
]γ

2

>


n

[
n∏

k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4
] 1

n




γ
2

>

> n
γ
2

[
n∏

k=1

|ak|
]− 2γ

n
[

n∏

k=1

r (Bk, ak)

] γ
n

. (5.34)



225

Iз (5.33) та (5.34) слiдує, що
[

n∑

k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4
]γ

2

> n
γ
2

[
n∏

k=1

|ak|
]− 2γ

n


∆

[
n∑

k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4
]γ

2




γ
n

=

= n
γ
2 ∆

γ
n

[
n∏

k=1

|ak|
]− 2γ

n
[

n∑

k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4
]γ2

2n

.

Таким чином,
n∑

k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4 > n ·∆ 2
n

[
n∏

k=1

|ak|
]− 4

n
[

n∑

k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4
] γ

n

.

I, нарештi, отримуємо
[

n∑

k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4
]n−γ

n

> n ·∆ 2
n

[
n∏

k=1

|ak|
]− 4

n

.

Тодi
[

n∑

k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4
] 1

2

>


n∆

2
n

[
n∏

k=1

|ak|
]− 4

n




n
2(n−γ)

= n
n

2(n−γ)∆
1

n−γ

[
n∏

k=1

|ak|
]− 2

n−γ

.

Звiдси та iз спiввiдношення (5.32) слiдує нерiвнiсть теореми 5.4.1

r (B0, 0) 6 n−
n

2(n−γ) ·∆− 1
n−γ

[
n∏

k=1

|ak|
] 2

n−γ

.

Теорема 5.4.1 доведена.

Якщо система точок An := {ak}n
k=1 така, що

n∏
k=1

|ak| 6 1 , то

одержуємо наступне твердження.

Наслiдок 5.4.1. [23, 142] Нехай n > 2, γ ∈ (0, n) , ∆ ∈ R+ i An :=

{ak}n
k=1 — довiльна система рiзних точок на C\{0} така, що

n∏
k=1

|ak| 6
1. Тодi для будь-якого набору областей, що взаємно не перетинаються,

{Bk}n
k=0, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n , a0 = 0 , такого, що In(γ) > ∆ ,

справедлива нерiвнiсть

r (B0, 0) 6 n−
n

2(n−γ) ·∆− 1
n−γ .
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Висновки

У п’ятому роздiлi дисертацiйної роботи розглядається проблема про

максимум наступного функцiонала

In(γ) = rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) ,

де n ∈ N , n > 2 , a0 = 0, An = {ak}n
k=1 — будь-яка n -променева система

точок така, що N (γ) (An) 6 1 , N (0) (An) 6 1 , {Bk}n
k=0 — будь-який набiр

областей, що взаємно не перетинаються, ak ∈ Bk ⊂ C , k = 0, n , та

γ ∈ (0, n] .

На даний час ця проблема повнiстю не розв’язана, вiдомi лише

частковi результати. В роботi [158] одержано її розв’язок для 0 < γ < 1 i

n > 2 . В [25, 141] отримано результати за деяких обмежень на геометрiю

розташування систем точок, а саме, для n > 4 й пiдкласу систем точок,

що задовольняють умову 0 < αk 6 2/
√

γ , k = 1, n. В [18] сформульована

задача розв’язана для γ ∈ (0, n0,38] i n > 5 .

В даному роздiлi запропоновано метод для дослiдження проблеми

5.1 (теорема 5.1.1) та з’ясовано межi застосування цього методу

(теорема 5.2.1). Також отримано розв’язки проблеми 5.1 при додатковому

обмеженнi величини внутрiшнього радiуса областi B0 вiдносно точки

нуль (теорема 5.3.1) та для випадку n > 3 i γ ∈ (1,
√

n] (теорема 5.3.2).

Одержано оцiнку зверху для внутрiшнього радiуса областi B0

вiдносно точки нуль r (B0, 0) для довiльної системи рiзних точок на

комплекснiй площинi (теорема 5.4.1).

Результати роздiлу опублiковано в статтях [15, 29, 50, 53, 158, 159,

161, 162].
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РОЗДIЛ 6

ЕКСТРЕМАЛЬНЕ РОЗБИТТЯ КОМПЛЕКСНОЇ

ПЛОЩИНИ З ДОДАТКОВОЮ УМОВОЮ

СИМЕТРIЇ

Даний роздiл присвячений дослiдженню наступної екстремальної

задачi про знаходження максимуму добутку внутрiшнiх радiусiв взаємно

неперетинних областей, частина з яких володiє симетрiєю вiдносно

одиничного кола.

Проблема 6.1. При всiх значеннях параметра γ ∈ (0, n] показати,

що максимум добутку

In(γ) = rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) ,

де B0 , B1 , B2, . . . , Bn , n > 2 , — областi, що взаємно не перетинаються,

в C i, крiм того, областi B1, . . . , Bn — симетричнi вiдносно одиничного

кола, a0 = 0 , |ak| = 1 , k = 1, n , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 0, n , досягається

для конфiгурацiї iз областей Bk i точок ak , що володiють n -кратною

симетрiєю.

Сформульована проблема 6.1 у випадку γ = 1 була поставлена в

якостi вiдкритої проблеми в роботi [57]. Для n > 2 i γ = 1 її розв’язав

Л.В. Ковальов [77, 78]. Однак для значень γ 6= 1 ця задача впродовж

тривалого часу не пiддавалась розв’язанню.
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6.1. Нерiвнiсть для добутку внутрiшнiх радiусiв

двох симетричних неперетинних областей з

фiксованими полюсами

Теорема 6.1.1. [22] Нехай γ ∈ (0, 2] . Тодi для будь-якого

фiксованого набору областей, що взаємно не перетинаються, B0 , B1 ,

B2 , такого, що 0 ∈ B0 , 1 ∈ B1 , −1 ∈ B2 , i, крiм того, областi Bk ,

k ∈ {1, 2} , — симетричнi вiдносно одиничного кола {w ∈ C : |w| = 1} ,
справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0) r (B1, 1) r (B2,−1) 6

6 21−γ

[
22γ+6 · (2γ)γ

(2−√2γ)
1
2 (2−√2γ)2 · (2 +

√
2γ)

1
2 (2+

√
2γ)2

] 1
2

.

Знак рiвностi в цiй нерiвностi досягаєтся тодi, коли областi B0 , B1 ,

B2 — це круговi областi квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −γw4 + 2(4− γ)w2 + γ

w2(w2 − 1)2 dw2. (6.1)

Доведення. Нехай

Pk :=
{
w : (−1)k+1Im w > 0

}
, k ∈ {1, 2}, D1 = P1 ∩ U1,

D2 = P2 ∩ U1, D3 =
(
C\U1

) ∩ P1, D4 =
(
C\U1

) ∩ P2.

I нехай

π(w) =
2w

1 + w2 .

Тодi iз визначення функцiї π(w) слiдує, що

|π(w)| ∼ 2|w|, w → 0, w ∈ Pk,

|π(w)− 1| ∼ 1

2
|w − 1|2 , w → 1, w ∈ Pk.
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Результат роздiляючого перетворення областi B0 вiдносно функцiї

π(w) та системи областей
{
Dk

}4
k=1 позначимо через B

(k)
0 ,

k = 1, 4 ; результат роздiляючого перетворення областi Bj ,

j ∈ {1, 2} , вiдносно функцiї 2w/(1 + w2) i системи областей
{
Dk

}4
k=1 ,

позначимо — B
(k)
1 , B

(k)
2 , k = 1, 4 . Далi, використовуючи вiдповiднi

результати робiт [57, 165], маємо нерiвностi

r (B0, 0) 6
[
1

2
r
(
B

(1)
0 , 0

)
· 1

2
r
(
B

(2)
0 , 0

)] 1
2

,

r (B1, 1) 6
[
2r

(
B

(1)
1 , 1

)
2r

(
B

(2)
1 , 1

)
2r

(
B

(3)
1 , 1

)
2r

(
B

(4)
1 , 1

)] 1
8

,

r (B2,−1) 6
[
2r

(
B

(1)
2 ,−1

)
2r

(
B

(2)
2 ,−1

)
2r

(
B

(3)
2 ,−1

)
2r

(
B

(4)
2 ,−1

)] 1
8

.

Звiдси,

rγ (B0, 0) r (B1, 1) r (B2,−1) 6
[
1

2
r
(
B

(1)
0 , 0

)
· 1

2
r
(
B

(2)
0 , 0

)]γ
2

×

×
[
2r

(
B

(1)
1 , 1

)
2r

(
B

(2)
1 , 1

)
2r

(
B

(3)
1 , 1

)
2r

(
B

(4)
1 , 1

)] 1
8 ×

×
[
2r

(
B

(1)
2 ,−1

)
2r

(
B

(2)
2 ,−1

)
2r

(
B

(3)
2 ,−1

)
2r

(
B

(4)
2 ,−1

)] 1
8

.

Оскiльки областi B1 , B2 , — симетричнi вiдносно одиничного кола, тодi

rγ (B0, 0) r (B1, 1) r (B2,−1) 6
[
1

2
r
(
B

(1)
0 , 0

)
· 1

2
r
(
B

(2)
0 , 0

)]γ
2

×

×
[(

2r
(
B

(1)
1 , 1

))2 (
2r

(
B

(2)
1 , 1

))2
] 1

8

×

×
[(

2r
(
B

(1)
2 ,−1

))2 (
2r

(
B

(2)
2 ,−1

))2
] 1

8

.

Далi, використовуючи нескладнi перетворення, одержуємо

rγ (B0, 0) r (B1, 1) r (B2,−1) 6

6 2
[
2−2γr2γ

(
B

(1)
0 , 0

)] 1
4
[
r
(
B

(1)
1 , 1

)
r
(
B

(2)
1 , 1

)] 1
4 ×
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×
[
2−2γr2γ

(
B

(2)
0 , 0

)] 1
4
[
r
(
B

(1)
2 ,−1

)
r
(
B

(2)
2 ,−1

)] 1
4 6

6 21−γ
[
r2γ

(
B

(1)
0 , 0

)
r
(
B

(1)
1 , 1

)
r
(
B

(1)
2 ,−1

)] 1
4 ×

×
[
r2γ

(
B

(2)
0 , 0

)
r
(
B

(2)
1 , 1

)
r
(
B

(2)
2 ,−1

)] 1
4

,

де B
(k)
0 , B

(k)
1 , B

(k)
2 , k ∈ {1, 2} , — круговi областi квадратичного

диференцiала

Q(z)dz2 = −(2− γ)z2 + γ

z2(z2 − 1)2 dz2 (6.2)
(
0 ∈ B

(k)
0 , 1 ∈ B

(k)
1 , −1 ∈ B

(k)
2

)
. Оскiльки γ ∈ (0, 2] , тодi з результатiв

робiт [11, 56, 57], справедлива нерiвнiсть

r2γ
(
B

(1)
0 , 0

)
r
(
B

(1)
1 , 1

)
r
(
B

(1)
2 ,−1

)
6

6 22γ+6 · (2γ)γ ·
(
2−

√
2γ

)− 1
2(2−√2γ)

2

·
(
2 +

√
2γ

)− 1
2(2+

√
2γ)

2

.

Звiдси,

rγ (B0, 0) r (B1, 1) r (B2,−1) 6

6 21−γ

[
22γ+6 · (2γ)γ ·

(
2−

√
2γ

)− 1
2(2−√2γ)

2

·
(
2 +

√
2γ

)− 1
2(2+

√
2γ)

2
] 1

4

×

×
[
22γ+6 · (2γ)γ ·

(
2−

√
2γ

)− 1
2(2−√2γ)

2

·
(
2 +

√
2γ

)− 1
2(2+

√
2γ)

2
] 1

4

=

= 21−γ

[
22γ+6 · (2γ)γ ·

(
2−

√
2γ

)− 1
2(2−√2γ)

2

·
(
2 +

√
2γ

)− 1
2(2+

√
2γ)

2
] 1

2

.

Таким чином, основна нерiвнiсть теореми 5.1.1 доведена.

Виконуючи замiну змiнної в квадратичному диференцiалi (6.2) за

формулою

z =
2w

1 + w2

i враховуючи, що показник степеня дорiвнює 2γ , маємо

dz =
2− 2w2

(1 + w2)2dw,
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тодi

dz2 =
4− 8w2 + 4w4

(1 + w2)4 dw2.

I, таким чином, використовуючи нескладнi перетворення, одержуємо

квадратичний диференцiал (6.1)

Q(w)dw2 = −
(4− 2γ) 4w2

(1+w2)2 + 2γ

4w2

(1+w2)2

(
4w2

(1+w2)2
− 1

)2 ·
4− 8w2 + 4w4

(1 + w2)4 dw2 =

= −
4w2(4−2γ)
(1+w2)2 + 2γ

4w2

(1+w2)2

(
4w2−(1+w2)2

(1+w2)2

)2 ·
4(1− 2w2 + z4)

(1 + w2)4 dw2 =

= −
4w2(4−2γ)+2γ(1+w2)2

(1+w2)2

4w2

(1+w2)2
(4w2−(1+2w2+w4))2

(1+w2)4
· 4(1− 2w2 + z4)

(1 + w2)4 dw2 =

= −
(
4w2(4− 2γ) + 2γ(1 + w2)2

) (
1− 2w2 + w4

)

w2(4w2 − 1− 2w2 − w4)2 dw2 =

= −
(
4w2(4− 2γ) + 2γ(1 + 2w2 + w4)

) (
1− 2w2 + w4

)

w2(2w2 − 1− w4)2 dw2 =

= −
(
2γw4 + (16− 8γ + 4γ)w2 + 2γ

) (
1− w2

)2

w2(1− w2)4 dw2 =

= −2γw4 + (16− 4γ)w2 + 2γ

w2(1− w2)2 dw2 = −2γw4 + 4(4− γ)w2 + 2γ

w2(1− w2)2 dw2.

Остаточно, отримуємо

Q(w)dw2 = −γw4 + 2(4− γ)w2 + γ

w2(1− w2)2 dw2.

Знак рiвностi перевiряється безпосередньо. Теорема 6.1.1 доведена.



232

6.2. Розв’язок проблеми 6.1 при додаткових

обмеженнях на кутовi коефiцiєнти

Теорема 6.2.1. [144] Нехай n ∈ N , n > 2 , γ ∈ (0, γn] , γ2 =

1, 49 , γ3 = 3, 01 , γn = 0, 25 n2 , n > 4 . Тодi для довiльних рiзних точок

одиничного кола |w| = 1 , таких, що 0 < αk 6 2/
√

2γ , k = 1, n i для

довiльного набору областей, що взаємно не перетинаються, B0 , Bk ,

a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n , i, крiм того, областi Bk ,

k = 1, n , — симетричнi вiдносно одиничного кола |w| = 1 , справедлива

нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6
(

4

n

)n
(2γ

n2

) γ
n

∣∣1− 2γ
n2

∣∣n
2 + γ

n

∣∣∣∣
n−√2γ

n +
√

2γ

∣∣∣∣
√

2γ

. (6.3)

Знак рiвностi в цiй нерiвностi досягається тодi, коли точки ak й

областi Bk , k = 0, n , є, вiдповiдно, полюсами i круговими областями

квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −γw2n + 2(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2 dw2. (6.4)

Доведення. Розглянемо систему функцiй

πk(w) =
(
e−i arg akw

) 1
αk , k = 1, n.

Сiмейство функцiй {πk(w)}n
k=1 називається допустимим для

роздiляючого перетворення областей Bk , k = 0, n , вiдносно кутiв

{Pk}n
k=1 . Нехай Ω

(1)
k , k = 1, n , позначає область площини Cζ ,

отриману в результатi об’єднання зв’язної компоненти множини

πk(Bk

⋂
P k) , яка мiстить точку πk(ak) = 1 , зi своїм симетричним

вiдображенням вiдносно дiйсної осi. Позначимо через Ω
(2)
k , k = 1, n ,

область площини Cζ , яка отримана в результатi об’єднання зв’язної

компоненти множини πk(Bk+1
⋂

P k) , яка мiстить точку πk(ak+1) = −1 ,
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зi своїм симетричним вiдображенням вiдносно дiйсної осi. Вiдмiтимо, що

Bn+1 := B1 , πn(an+1) := πn(a1) . Крiм того, позначимо через Ω
(0)
k область

площини Cζ , отриману в результатi об’єднання зв’язної компоненти

множини πk(B0
⋂

P k), яка мiстить точку ζ = 0 , зi своїм симетричним

вiдображенням вiдносно дiйсної осi. Позначимо

πk(ak) := ω
(1)
k = 1, πk(ak+1) := ω

(2)
k = −1, k = 1, n.

З визначення функцiй πk, слiдує, що

|πk(w)− 1| ∼ 1

αk
· |w − ak|, w → ak, w ∈ Pk,

|πk(w) + 1| ∼ 1

αk
· |w − ak+1|, w → ak+1, w ∈ Pk,

|πk(w)| ∼ |w| 1
αk , w → 0, w ∈ Pk.

Використовуючи результати робiт [55, 56, 57] i формули (1.2) та (1.3),

наведенi в роздiлi 1, маємо нерiвностi

r (Bk, ak) 6
[
αkr

(
Ω

(1)
k , 1

)
· αk−1r

(
Ω

(2)
k ,−1

)] 1
2

, k = 1, n, (6.5)

r (B0, 0) 6
[

n∏

k=1

rα2
k

(
Ω

(0)
k , 0

)] 1
2

. (6.6)

З нерiвностей (6.5) i (6.6), використовуючи методику, розвинену в

монографiї [11, с. 269–274], одержуємо

In(γ) 6
n∏

k=1

[
r
(
Ω

(0)
k , 0

)]γα2
k

2

n∏

k=1

[
αk−1r

(
Ω

(2)
k ,−1

)
αkr

(
Ω

(1)
k , 1

)] 1
2

=

=

(
n∏

k=1

αk

) [
n∏

k=1

rγα2
k

(
Ω

(0)
k , 0

)
r
(
Ω

(1)
k , 1

)
r
(
Ω

(2)
k ,−1

)] 1
2

. (6.7)

Далi, розглянемо добуток трьох областей

rγα2
k(G0, 0)r(G1, 1)r(G2,−1).
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До областей G0, G1, G2 знову застосуємо роздiляюче перетворення.

Нехай

Tk :=
{
z : (−1)k+1Im z > 0

}
, k ∈ {1, 2},

D1 = T1 ∩ U1, D2 = C\U1 ∩ T1, D3 = T2 ∩ U1, D4 = C\U1 ∩ T2,

β(z) =
2z

1 + z2 .

З визначення функцiї β(z), випливає, що

|β(z)| ∼ 2|z|, z → 0, z ∈ Tk,

|β(z)− 1| ∼ 1

2
|z − 1|2 , z → 1, z ∈ Tk,

|β(z) + 1| ∼ 1

2
|z + 1|2 , z → −1, z ∈ Tk.

Результат роздiляючого перетворення областi G0 вiдносно функцiї β(z)

i системи областей
{
Dk

}4
k=1 позначимо через G

(k)
0 , k = 1, 4 ; крiм

того, результат роздiляючого перетворення областi Gj , j ∈ {1, 2} ,
вiдносно функцiї 2z/(1+z2) i системи областей

{
Dk

}4
k=1 позначимо через

G
(k)
1 , G

(k)
2 , k = 1, 4 . Таким чином, ми отримуємо нерiвностi

r (G0, 0) 6
[
1

2
r
(
G

(1)
0 , 0

)
· 1

2
r
(
G

(2)
0 , 0

)] 1
2

,

r (G1, 1) 6
[
2r

(
G

(1)
1 , 1

)
2r

(
G

(2)
1 , 1

)
2r

(
G

(3)
1 , 1

)
2r

(
G

(4)
1 , 1

)] 1
8

,

r (G2,−1) 6
[
2r

(
G

(1)
2 ,−1

)
2r

(
G

(2)
2 ,−1

)
2r

(
G

(3)
2 ,−1

)
2r

(
G

(4)
2 ,−1

)] 1
8

.

Оскiльки областi G1 , G2 , — симетричнi вiдносно одиничного кола, тодi

маємо

rα2
kγ (G0, 0) r (G1, 1) r (G2,−1) 6

6 21−α2
kγ

[
r2α2

kγ
(
G

(1)
0 , 0

)
r
(
G

(1)
1 , 1

)
r
(
G

(1)
2 ,−1

)] 1
2 ×

×
[
r2α2

kγ
(
G

(3)
0 , 0

)
r
(
G

(3)
1 , 1

)
r
(
G

(3)
2 ,−1

)] 1
2

.
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Для випадку 2α2
kγ 6 4, використовуючи результат роботи [57],

одержуємо

r2α2
kγ

(
G

(s)
0 , 0

)
r
(
G

(s)
1 , 1

)
r
(
G

(s)
2 ,−1

)
6

6
22γα2

k+6
(
αk

√
2γ

)2γα2
k

(
2− αk

√
2γ

) 1
2(2−αk

√
2γ)

2 (
2 + αk

√
2γ

) 1
2(2+αk

√
2γ)

2 , s ∈ {1, 3}.

Рiвнiсть в цiй нерiвностi досягається коли областi G
(s)
0 , G

(s)
1 , G

(s)
2 , є

круговими областями квадратичного диференцiала

Q(z)dz2 = −(4− 2α2
kγ)z2 + 2α2

kγ

z2(z2 − 1)2 dz2 (6.8)

(
0 ∈ G

(s)
0 , 1 ∈ G

(s)
1 , −1 ∈ G

(s)
2 , s ∈ {1, 3}

)
. Якщо α2

kγ 6 2 , тодi згiдно

робiт [57, 76], справедлива нерiвнiсть

rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) 6
(

1√
2γ

)n n∏

k=1

(
αk

√
2γ

)
2

1−α2
kγ

2 ×

×

 22γα2

k+6
(
αk

√
2γ

)2γα2
k

(
2− αk

√
2γ

) 1
2(2−αk

√
2γ)

2 (
2 + αk

√
2γ

) 1
2(2+αk

√
2γ)

2




1
4

=

=

(
1√
2γ

)n n∏

k=1


 28

(
αk

√
2γ

)2γα2
k+4

(
2− αk

√
2γ

) 1
2(2−αk

√
2γ)

2 (
2 + αk

√
2γ

) 1
2(2+αk

√
2γ)

2




1
4

.

Нехай

Ψ(x) = 28 · xx2+4 · (2− x)−
1
2 (2−x)2 · (2 + x)−

1
2 (2+x)2,

де x = αk

√
2γ , x ∈ (0, 2] .

Розглянемо наступну екстремальну задачу:
n∏

k=1

Ψ(xk) −→ max;
n∑

k=1

xk = 2
√

2γ,

xk = αk

√
2γ, 0 < xk 6 2.

Нехай F (x) = ln (Ψ(x)) i X(0) =
{

x
(0)
k

}n

k=1
— довiльна екстремальна

точка вище сформульованої задачi. Повторюючи мiркування статтi [76],
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ми одержуємо твердження: якщо 0 < x
(0)
k < x

(0)
j < 2 , тодi мають мiсце

наступнi рiвностi

F ′
(
x

(0)
k

)
= F ′

(
x

(0)
j

)
,

i якщо деяке x
(0)
j = 2 , тодi для будь-якого x

(0)
k < 2 ,

F ′
(
x

(0)
k

)
6 F ′(2),

де k, j = 1, n , k 6= j ,

F ′(x) = 2x ln x + (2− x) ln(2− x)− (2 + x) ln(2 + x) +
4

x

(див. Рис. 6.9).

Рис. 6.9: Графiк функцiї y = F ′(x)

Перевiримо справедливiсть наступного твердження: якщо функцiя

Z(x1, . . . , xn) =
n∑

k=1
F (xk) досягає максимума в точцi

(
x

(0)
1 , . . . , x

(0)
n

)
при

умовах 0 < x
(0)
k 6 2 , k = 1, n ,

n∑
k=1

x
(0)
k = 2

√
2γ , тодi

x
(0)
1 = x

(0)
2 = . . . = x(0)

n .

Для простоти, нехай x
(0)
1 6 x

(0)
2 6 . . . 6 x

(0)
n . Функцiя

F ′′(x) = ln

(
x2

4− x2

)
− 4

x2
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строго зростає на промiжку (0, 2) та iснує x0 ≈ 1, 768828 таке, що

signF ′′(x) ≡ sign(x− x0).

Враховуючи властивостi функцiї F ′(x) , умови теореми i застосовуючи

метод, розроблений в статтi [76], отримуємо, що для F ′(x) завжди

виконується нерiвнiсть

(x1 − 1, 45) n + (x2 − x1) > 0

при n > 4 . Звiдси, nx1 + (x2 − x1) > 1, 45 n. Таким чином, остаточно,

маємо

(n− 1)x1 + x2 > 1, 45n = 2
√

2γn, γn = 0, 25 n2, n > 4.

Таким чином, у випадку n > 4 множина точок
{

x
(0)
k

}n

k=1
не може

бути екстремальною при умовi x
(0)
n ∈ (x0, 2] . Отже, для екстремальної

множини
{

x
(0)
k

}n

k=1
можливий лише випадок, коли x

(0)
k ∈ (0, x0] , k =

1, n , i x
(0)
1 = x

(0)
2 = . . . = x

(0)
n . Для γ < γn , n > 4 , повторюються всi

попереднi мiркування.

Далi, нехай F ′(x) = t , y0 6 t 6 −0, 78 , y0 ≈ −1, 059 . Розглянемо

наступнi величини t : t1 = −0, 78 , t2 = −0, 80 , t3 = −0, 85 , t4 = −0, 90 ,

. . . , t11 = −1, 05 , t12 = −1, 059 . Рiвняння F ′(x) = tk , k = 1, 12 , для будь-

якого tk ∈ [y0,−0, 78) має два розв’язки: x1(t) ∈ (0, x0] , x2(t) ∈ (x0, 2] ,

x0 ≈ 1, 768828 . Безпосереднi обчислення представленi в таблицi нижче.
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k tk x1(tk) x2(tk) x1(tk) + x2(tk+1) 2x1(tk) + x2(tk+1)

1 -0,78 1,458417 1,998914

2 -0,80 1,470034 1,994779 3,453196 4,911613

3 -0,85 1,501193 1,980165 3,450199 4,920233

4 -0,90 1,536275 1,959964 3,461157 4,962350

5 -0,95 1,577242 1,932788 3,469063 5,005338

6 -1,00 1,628755 1,894239 3,471481 5,048723

7 -1,01 1,641325 1,884177 3,512932 5,141687

8 -1,02 1,655169 1,872815 3,514140 5,155465

9 -1,03 1,670801 1,859641 3,514810 5,169979

10 -1,04 1,689217 1,843656 3,514457 5,185258

11 -1,05 1,712998 1,822285 3,511502 5,200719

12 -1,059 1,768589 1,769066 3,482064 5,195062

Враховуючи властивостi функцiї F ′(x) i умови теореми, маємо

наступну нерiвнiсть
n∑

k=1

xk(t) > (n− 1)x1(tk) + x2(tk+1) >

> min
16k611

((n− 1)x1(tk) + x2(tk+1)) = 2
√

2γn,

де tk 6 t 6 tk+1 , k = 1, 11 . Таким чином, для екстремального набору

X(0) можливий лише випадок, коли
{

x
(0)
k

}n

k=1
∈ (0, x0] , x0 ≈ 1, 7688283 , i

тому x
(0)
1 = x

(0)
2 = . . . = x

(0)
n . Звiдси, остаточно, має мiсце спiввiдношення

rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) 6
(

1√
2γ

)n [
Ψ

(
2

n

√
2γ

)]n
4

.

Використовуючи точне представлення функцiї Ψ (x) та нескладнi

перетворення, одержуємо нерiвнiсть (6.3). Таким чином, основна

нерiвнiсть теореми 6.2.1 доведена. Зробивши замiну змiнної в

квадратичному диференцiалi (6.8) за формулою z = 2w
n
2 /(1 + wn),
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отримаємо (6.4). Твердження про знак рiвностi перевiряється

безпосередньо. Теорема 6.2.1 доведена.

6.3. Нерiвнiсть для добутку внутрiшнiх радiусiв

симетричних неперетинних областей з вiльними

полюсами

Теорема 6.3.1. [28] Нехай n ∈ N , n > 8 , γ ∈ (1, γn] , γn =
√

n .

Тодi для довiльної системи рiзних точок An = {ak}n
k=1 одиничного кола

|w| = 1 i будь-якого набору областей, що взаємно не перетинаються,

B0 , Bk , a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n , причому областi Bk ,

k = 1, n , — симетричнi вiдносно одиничного кола |w| = 1 , справедлива

нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 rγ (D0, 0)
n∏

k=1

r (Dk, dk) ,

де dk , Dk , k = 0, n , d0 = 0 , — це, вiдповiдно, полюси та круговi областi

квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −γw2n + 2(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2 dw2. (6.9)

Доведення. Спочатку розглянемо випадок, коли α0
√

2γ > 2 , α0 :=

max
16k6n

αk . Згiдно iз мiркуваннями роботи [11, теорема 5.2.3], маємо

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) =
n∏

k=1

[r (B0, 0) r (Bk, ak)]
γ
n

[
n∏

k=1

r (Bk, ak)

]1− γ
n

.

Iз теореми М.О. Лаврентьєва [91], слiдує нерiвнiсть

r (B0, 0) r (Bk, ak) 6 1.
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Тодi
n∏

k=1

[r (B0, 0) r (Bk, ak)]
γ
n 6 1.

Оскiльки областi Bk , k = 1, n , взаємно не перетинаються, то за теоремою

1.5.6, справедлива нерiвнiсть
n∏

k=1

r(Bk, ak) 6 2n ·
n∏

k=1

αk.

Тодi очевидно, що
[

n∏

k=1

r (Bk, ak)

]1− γ
n

6
[
2n ·

n∏

k=1

αk

]1− γ
n

.

Легко бачити, що α0 = αk0
= max

k
αk , де k0 — деяке натуральне число,

яке мiститься мiж 1 i n . Використовуючи нерiвнiсть Кошi i враховуючи,

що
n∑

k=1
αk = 2 , одержуємо наступний ланцюжок нерiвностей

n∏

k=1

αk = αk0

n∏

k=1,k 6=k0

αk 6 αk0


 1

n− 1

n∑

k=1,k 6=k0

αk




n−1

= α0

(
2− α0

n− 1

)n−1

.

Звiдси слiдують наступнi спiввiдношення
[

n∏

k=1

r (Bk, ak)

]1− γ
n

6
[
2nα0

(
2− α0

n− 1

)n−1
]1− γ

n

=

=
[
2nα0(2− α0)

n−1(n− 1)−(n−1)
]1− γ

n

.

В свою чергу, враховуючи попереднi мiркування, приходимо до нерiвностi

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6
[
2nα0(2− α0)

n−1(n− 1)−(n−1)
]1− γ

n

.

Розглянемо полiном

Tn(x) = x(2− x)n−1, x ∈ (0, 2].

T ′
n(x) = (2− x)n−2(2− nx).
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T ′
n(x) = 0 ⇐⇒ x =

2

n
або x = 2.

Звiдси слiдує, що полiном Tn(x) має єдиний максимум на промiжку

(0, 2] в точцi x = 2
n . Таким чином, полiном Tn(x) монотонно зростає на

промiжку
(
0, 2

n

)
вiд значення Tn(0) = 0 до Tn

( 2
n

)
i монотонно спадає

на промiжку
( 2

n , 2
)

вiд значення Tn

( 2
n

)
до значення Tn(2) = 0 . Далi,

розглянемо γ такi, щоб виконувалась умова 2√
2γ

> 2
n , тобто такi γ , при

яких виконується нерiвнiсть γ 6 n2

2 . Тодi, на промiжку 2√
2γ

6 x 6 2

(γ ∈ (0,
√

n ]) виконується нерiвнiсть

x(2− x)n−1 6 2n−1 2√
2γ

(
1− 1√

2γ

)n−1

=
2n

√
2γ

(
1− 1√

2γ

)n−1

. (6.10)

Нехай

I0
n(γ) = rγ

(
B

(0)
0 , 0

) n∏

k=1

r
(
B

(0)
k , a

(0)
k

)
,

де 0 ∪
{

a
(0)
k

}n

k=1
i

{
B

(0)
k

}n

k=1
є, вiдповiдно, полюсами та круговими

областями квадратичного диференцiала (6.9). Iз вигляду квадратичного

диференцiала слiдує, що полюси a
(0)
k = ωk , k = 1, n , де ωk = e

2πki
n ,

k = 0, n− 1 , тобто є коренями n -тої степенi iз одиницi. Для подальшого

вичислимо величину I0
n(γ) при всiх γ ∈ (1,

√
n ] та n > 8 . Справедливе

наступне твердження.

Лема 6.3.1. При умовах теореми 6.3.1 виконуються рiвностi

I0
n(γ) = rγ

(
B

(0)
0 , 0

) n∏

k=1

r
(
B

(0)
k , ω

(0)
k

)
=

=

(
4

n

)n
(2γ

n2

) γ
n

∣∣1− 2γ
n2

∣∣n
2 + γ

n

∣∣∣∣
n−√2γ

n +
√

2γ

∣∣∣∣
√

2γ

. (6.11)

Доведення. Система кругових областей квадратичного

диференцiала (6.9) володiє n -кратною симетрiєю обертання

вiдносно початку координат, а також симетрiєю вiдносно кожного
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променя lk =
{
w : arg w = 2πk

n

}
, k = 0, n− 1 . Нехай Pk :=

{w : arg ωk < arg w < arg ωk+1} . Застосуємо роздiляюче перетворення

до системи кругових областей квадратичного диференцiала (6.9) за

допомогою системи функцiй ζ = {πk(w)}n
k=1 , де πk(w) = (ωk ·w)

n
2 i вiтка

функцiї t = ζ
n
2 вибрана так, що ζ

n
2 = x

n
2 > 0 , ζ = x , якщо x > 0 . У

випадку системи кругових областей квадратичного диференцiала (6.9),

як було показано вище, a
(0)
k = ωk , k = 1, n , a

(0)
0 = 0 .

Нехай Ω
(1)
k , k = 1, n , позначає область площини Cζ , отриману в

результатi об’єднання зв’язної компоненти множини πk(B
(0)
k

⋂
P k) , яка

мiстить точку πk(ωk) , зi своїм симетричним вiдображенням вiдносно

дiйсної осi. Позначимо через Ω
(2)
k , k = 1, n , область площини Cζ ,

яка отримана в результатi об’єднання зв’язної компоненти множини

πk(B
(0)
k+1

⋂
P k) , яка мiстить точку πk(ωk+1) , зi своїм симетричним

вiдображенням вiдносно дiйсної осi. Вiдмiтимо, що B
(0)
n+1 := B

(0)
1 ,

πn(ωn+1) := πn(ω1) . Крiм того, позначимо через Ω
(0)
k область площини

Cζ , отриману в результатi об’єднання зв’язної компоненти множини

πk(B
(0)
0

⋂
P k), яка мiстить точку ζ = 0 , зi своїм симетричним

вiдображенням вiдносно дiйсної осi. З визначення функцiй πk, слiдує,

що

|πk(w)− ω
(1)
k | ∼ n

2
· |w − ωk|, w → ωk, w ∈ Pk,

|πk(w)− ω
(2)
k | ∼ n

2
· |w − ωk+1|, w → ωk+1, w ∈ Pk,

|πk(w)| ∼ |w|n2 , w → 0, w ∈ Pk.

Вiдмiтимо, що в силу вище описаних симетрiй системи кругових областей

B
(0)
k квадратичного диференцiала (6.9) i властивостей роздiляючого

перетворення слiдує, що всi областi Ω
(1)
k , k = 1, n , спiвпадають при всiх k

з одною i тою ж областю Ω1 . Точно так, всi Ω
(2)
k , k = 1, n , спiвпадають

при всiх k з одною i тою ж областю Ω2 . I, вiдповiдно, областi Ω
(0)
k ,

k = 1, n , спiвпадають при всiх k з одною i тою ж областю Ω0 , причому
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область Ω1 симетрична областi Ω2 вiдносно уявної осi, а область Ω0

володiє симетрiєю вiдносно дiйсної осi. Тодi, використовуючи властивостi

роздiляючого перетворення i симетрiї областей B
(0)
k , одержуємо

r
(
B

(0)
0 , 0

)
=

[
n∏

k=1

r
4

n2

(
Ω

(0)
k , 0

)] 1
2

,

r
(
B

(0)
k , ω

(0)
k

)
=

[
2

n
r
(
Ω

(1)
k , 1

)
· 2

n
r
(
Ω

(2)
k ,−1

)] 1
2

, k = 1, n.

I так,

rγ
(
B

(0)
0 , 0

) n∏

k=1

r
(
B

(0)
k , ω

(0)
k

)
=

=

[
n∏

k=1

r
4γ

n2

(
Ω

(0)
k , 0

)] 1
2
[

n∏

k=1

4

n2r
(
Ω

(1)
k , 1

)
· r

(
Ω

(2)
k ,−1

)] 1
2

=

=

(
2

n

)n
[

n∏

k=1

r
4γ

n2

(
Ω

(0)
k , 0

)
r
(
Ω

(1)
k , 1

)
r
(
Ω

(2)
k ,−1

)] 1
2

=

=

(
2

n

)n [
r

4γ

n2 (Ω0, 0) r (Ω1, 1) r (Ω2,−1)
]n

2

=

=

(
2

n

)n [
r

2γ

n2 (Ω0, 0) r
2γ

n2 (Ω∞,∞) r (Ω1, 1) r (Ω2,−1)
]n

2

=

=

(
2

n

)n




2
8γ

n2 +6 (8γ
n2

) 4γ

n2

(
2− 2

√
2γ

n

) 1
2(2− 2

√
2γ

n )
2 (

2 + 2
√

2γ
n

) 1
2(2+ 2

√
2γ

n )
2




n
4

,

де Ω∞ =
{

ζ ∈ C : 1
ζ ⊂ Ω0

}
i r (Ω0, 0) = r (Ω∞,∞) .

Використовуючи нескладнi перетворення, отримуємо
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A =

(
2− 2

√
2γ

n

) 1
2(2− 2

√
2γ

n )
2

= 22(1−
√

2γ
n )

2
(

1−
√

2γ

n

)2(1−
√

2γ
n )

2

,

B =

(
2 +

2
√

2γ

n

) 1
2(2+ 2

√
2γ

n )
2

= 22(1+
√

2γ
n )

2
(

1 +

√
2γ

n

)2(1+
√

2γ
n )

2

.

M =

(
1−

√
2γ

n

)2(1−
√

2γ
n )

2

=

(
1−

√
2γ

n

)2− 4
√

2γ
n + 4γ

n2

,

N =

(
1 +

√
2γ

n

)2(1+
√

2γ
n )

2

=

(
1 +

√
2γ

n

)2+ 4
√

2γ
n + 4γ

n2

.

Звiдси слiдує, що

MN =

(
1− 2γ

n2

)2(1+ 2γ

n2 )
(

1 +
√

2γ
n

1−
√

2γ
n

) 4
√

2γ
n

,

i

AB = 24(1+ 2γ

n2 )MN = 24(1+ 2γ

n2 )
(

1− 2γ

n2

)2(1+ 2γ

n2 )
(

1 +
√

2γ
n

1−
√

2γ
n

) 4
√

2γ
n

.

Таким чином,

I0
n(γ) =

(
2

n

)n




2
8γ

n2 +6
(

2
√

2γ
n

) 8γ

n2

2
4γ

n2 +4 (
1− 2γ

n2

)(2+ 4γ

n2 )

(
1−

√
2γ
n

1 +
√

2γ
n

)4
√

2γ
n




n
4

.

Виконавши нескладнi перетворення, одержуємо справедливiсть леми

6.3.1. Лема 6.3.1 доведена.

Нехай

Λn(γ) =
In(γ)

I0
n(γ)

=

rγ (B0, 0)
n∏

k=1
r (Bk, ak)

rγ
(
B

(0)
0 , 0

) n∏
k=1

r
(
B

(0)
k , a

(0)
k

) .
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Для систем областей, що взаємно не перетинаються, Bk , k = 0, n ,

справедлива наступна нерiвнiсть (див. також теорему 2.4.4)

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 n−
γ
2

(
n∏

k=1

r (Bk, ak)

)1− γ
n

.

Тодi, враховуючи вище наведенi мiркування, при умовi

α0
√

2γ > 2, α0 := max
16k6n

αk,

маємо

Λn(γ) 6
n−

γ
2

(
2nα0(2− α0)

n−1(n− 1)−(n−1)
)1− γ

n

( 4
n

)n (2γ
n2

) γ
n
∣∣1− 2γ

n2

∣∣−n
2− γ

n

∣∣∣n−√2γ
n+
√

2γ

∣∣∣
√

2γ
6

6
n−

γ
2

(
2n 2n√

2γ
(1− 1√

2γ
)n−1(n− 1)−(n−1)

)1− γ
n

( 4
n

)n (2γ
n2

) γ
n
∣∣1− 2γ

n2

∣∣−n
2− γ

n

∣∣∣n−√2γ
n+
√

2γ

∣∣∣
√

2γ
=

= n−
γ
2

(
22n 1√

2γ

)1− γ
n
(

1− 1√
2γ

)n−1−γ+ γ
n
(

1

n− 1

)n−1−γ+ γ
n (n

4

)n

×

×
(

n2

2γ

) γ
n
(

1− 2γ

n2

)n
2 + γ

n
(

n +
√

2γ

n−√2γ

)√
2γ

=

= n−
γ
2 22n−2γ

(
1√
2γ

)1− γ
n
(

1− 1√
2γ

)n−1−γ+ γ
n
(

1

n− 1

)n−1−γ+ γ
n

×

×n−(n−1−γ+ γ
n)+n+ 2γ

n · 2−2n · (2γ)−
γ
n

(
1− 2γ

n2

)n
2 + γ

n

(
1 +

√
2γ
n

1−
√

2γ
n

)√
2γ

=

= n−
γ
2 2−2γ

(
1√
2γ

)1+ γ
n
(

1− 1√
2γ

)n−1−γ+ γ
n
(

1

n− 1

)n−1−γ+ γ
n

×
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×n1+γ+ γ
n ·

(
1− 2γ

n2

)n
2 + γ

n

(
1 +

√
2γ
n

1−
√

2γ
n

)√
2γ

.

I, остаточно, отримуємо

Λn(γ) 6 n−
γ
2

(n

4

)γ+1
(

1− 1√
2γ

)n−1−γ+ γ
n
(

4√
2γ

)(
n√
2γ

) γ
n

×

×
(

1− 2γ

n2

)n
2 + γ

n

(
1 +

√
2γ
n

1−
√

2γ
n

)√
2γ (

n

n− 1

)n−1−γ+ γ
n

.

Таким чином, нам вдалося отримати оцiнку величини Λn(γ) через п’ять

елементарних функцiй, якi залежать вiд n iγ . Введемо позначення

Λn(γ) 6
5∏

k=1

fk(n),

де

f1(n) = n−
γ
2

(n

4

)γ+1
(

1− 1√
2γ

)n−1−γ+ γ
n

,

f2(n) =

(
4√
2γ

)(
n√
2γ

) γ
n

, f3(n) =

(
1− 2γ

n2

)n
2 + γ

n

,

f4(n) =

(
1 +

√
2γ
n

1−
√

2γ
n

)√
2γ

, f5(n) =

(
n

n− 1

)n−1−γ n−1
n

.

Спочатку дослiдимо поведiнку величини Λn(γ) при γ = n
1
2 . В цьому

випадку, маємо наступнi нерiвностi

Λn

(
n

1
2

)
6

5∏

k=1

fk(n),

де

f1(n) = n−
1
2

√
n
(n

4

)√n+1
(

1− 1√
2n

1
2

)n−1−n
1
2 +n−

1
2

,
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f2(n) =

(
4√
2n

1
2

)(
n√
2n

1
2

)n−
1
2

, f3(n) =
(
1− 2n−

3
2

)n
2 + 1√

n

,

f4(n) =

(
1 +

√
2n−

3
4

1−√2n−
3
4

)√
2n

1
4

, f5(n) =

(
n

n− 1

)n−1−n
1
2 +n−

1
2

.

Тепер дослiдимо кожну функцiю fk(n), k = 1, 5 , за допомогою

стандартних методiв математичного аналiзу.

Аналiз показує, що функцiя f1(n) монотонно спадає на промiжку

n > 17 (див. Рис. 6.10), тому справедлива нерiвнiсть

f1(n) < f1(17) 6 0, 026888, n > 17.

Функцiя f2(n) також монотонно спадає на промiжку n > 8 (див. Рис.

Рис. 6.10: Графiк функцiї f1(n)

6.11). Таким чином,

f2(n) < f2(8) 6 2, 582410, n > 8.
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Рис. 6.11: Графiк функцiї f2(n)

Очевидно (див. Рис. 6.12), що

f3(n) < f3(8) 6 1, n > 8.

Функцiю f4(n) представимо наступним чином

f4(n) =
(
1 +

√
2n−

3
4

)(
n

3
4√
2

)(√
2n−

3
4

)√
2n

1
4 (

1−
√

2n−
3
4

)(
−n

3
4√
2

)(√
2n−

3
4

)√
2n

1
4

.

Оскiльки
(
1 +

√
2n−

3
4

)(
n

3
4√
2

)

< e при n ∈ N,

а
(
1−

√
2n−

3
4

)(
−n

3
4√
2

)

< 3 при n > 17,

тодi

f4(n) 6 (3e)2n−
1
2 .

Таким чином, y4(n) спадає на всiй областi визначення (див. Рис. 6.13) i

f4(n) < f4(17) 6 2, 767588, n > 17.
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Рис. 6.12: Графiк функцiї f3(n)

Для функцiї f5(n) (див. Рис. 6.14) справедливе наступне спiввiдношення

f5(n) =

(
n

n− 1

)n−1−n
1
2 +n−

1
2

<

(
1 +

1

n− 1

)n−1

6 3, n > 8.

Тодi, пiдсумовуючи все вище сказане, отримуємо

Λn

(√
n
)

=
6∏

k=1

fk(n) 6

6 0, 026888 · 2, 582410 · 1 · 2, 767588 · 3 ≈ 0, 6 < 1,

тобто

Λn

(√
n
)

< 1 для n > 17.

З iншої сторони, безпосереднi обчислення показують, що Λn (
√

n) < 1

для n ∈ [8, 16] (див. таблицю нижче).
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Рис. 6.13: Графiк функцiї f4(n)

n f1(n) f2(n) f3(n) f4(n) f5(n) Λn (
√

n)

8 0,063573 2,582410 0,668390 4,298391 1,829873 0,863087

9 0,057824 2,519841 0,689369 3,926708 1,874189 0,739222

10 0,052537 2,461040 0,706571 3,642385 1,912447 0,636378

11 0,047710 2,406071 0,721019 3,417261 1,945912 0,550384

12 0,043324 2,354774 0,733385 3,234174 1,975511 0,478027

13 0,039347 2,306895 0,744133 3,082056 2,001935 0,416755

14 0,035748 2,262157 0,753594 2,953443 2,025716 0,364602

15 0,032493 2,220283 0,762012 2,843112 2,047267 0,319984

16 0,029550 2,181015 0,769567 2,747296 2,066917 0,281638

Таким чином, пiдсумовуючи всi попереднi мiркування, одержуємо,

що Λn (
√

n) < 1 при n > 8 i α0
√

2γ > 2 .

Далi, необхiдно показати, що справедлива нерiвнiсть Λn(γ) < 1

при n > 8 , γ ∈ (1,
√

n ] i α0
√

2γ > 2 . Для цього доведемо наступне
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Рис. 6.14: Графiк функцiї f5(n)

твердження.

Лема 6.3.2. При кожному фiксованому n > 8 функцiя

n−
γ
2

(
4n

√
2γ

(
1− 1√

2γ

)n−1

(n− 1)−(n−1)

)1− γ
n

монотонно зростає по γ на промiжку (1,
√

n ] .

Доведення. Мають мiсце наступнi спiввiдношення

ln (mn(γ)) = −γ

2
ln n +

(
1− γ

n

)
×

×
(

n ln 4− 1

2
ln 2− 1

2
ln γ + (n− 1) ln

(
1− 1√

2γ

)
− (n− 1) ln(n− 1)

)
,

(ln (mn(γ)))′γ =
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= −1

2
ln n− ln 4 +

1

2n
ln 2 +

1

2n
ln γ − n− 1

n
ln

(
1− 1√

2γ

)
+

+
n− 1

n
ln(n− 1) +

(
1− γ

n

) 1

2γ

(
n− 1√
2γ − 1

− 1

)
.

Оскiльки справедливi наступнi нерiвностi

0 < −1

2
ln 8 + ln

(
1

4

)
+

7

8
ln 7 < −1

2
ln n + ln

(
1

4

)
+

n− 1

n
ln(n− 1)

i

−n− 1

n
ln

(
1− 1√

2γ

)
> 0,

(
1− γ

n

) 1

2γ

(
n− 1√
2γ − 1

− 1

)
> 0,

одержуємо, що mn(γ) монотонно зростає при вказаних в лемi параметрах

n i γ . Лема 6.3.2 доведена.

Лема 6.3.3. При кожному фiксованому n > 8 функцiонал I
(0)
n (γ)

монотонно спадає по γ на промiжку (1,
√

n ] .

Доведення. В лемi 6.3.1 показано, що величина I0
n(γ) задовiльняє

наступну рiвнiсть

I0
n(γ) =

(
4

n

)n
(2γ

n2

) γ
n

(
1− 2γ

n2

)n
2 + γ

n

(
n−√2γ

n +
√

2γ

)√
2γ

.

Так як

ln I0
n(γ) =

= n ln
4

n
+

γ

n
ln

2γ

n2 −
(n

2
+

γ

n

)
ln

(
1− 2γ

n2

)
+

√
2γ ln

(
n−√2γ

n +
√

2γ

)
,

тодi
(
ln I0

n(γ)
)′
γ

=
1

n
ln

2γ

n2 − 2γ
+

1√
2γ

ln

(
1−

√
2γ
n

1 +
√

2γ
n

)
.
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Позначимо
√

2γ
n = x , тодi отримуємо, що

γ =
1

2
n2x2,

√
γ =

nx√
2
,

√
2

n
6 x 6

√
2n−

3
4 .

Використовуючи вказанi позначення, перетворимо вираз логарифмiчної

похiдної I0
n(γ) наступним чином

(
ln I0

n(γ)
)′
γ

=
2

n
ln x− 1

n
ln(1− x2) +

1

nx
ln

(
1− x

1 + x

)
.

Далi використовуючи вiдомi формули

ln(1− x) = −x− x2

2
− . . .− xn

n
− . . . ,

ln
1− x

1 + x
= −2x

(
1 +

1

3
x2 +

1

5
x4 + . . . +

1

2k + 1
x2k + . . .

)
,

отримаємо, що

(
ln I0

n(γ)
)′
γ

=
2

n
ln x +

1

n

(
x2 +

x4

2
+ . . . +

x2n

n
+ . . .

)
−

−2

n

(
1 +

1

3
x2 +

1

5
x4 + . . . +

1

2k + 1
x2k + . . .

)
.

Не важко бачити, що справедливе наступне твердження

(
ln I0

n(γ)
)′
γ

=
2

n
ln x− 2

n
+

+
x2

n

(
1− 2

3

)
+

x4

n

(
1

2
− 2

5

)
+ . . . +

x2n

n

(
1

k
− 2

2k + 1

)
+ . . . .

Враховуючи, що

n > 8,

√
2

n
6 x 6

√
2n−

3
4 ,

1

k
− 2

2k + 1
=

1

k(2k + 1)
6 1

3
, k > 1,

маємо

(
ln I0

n(γ)
)′
γ

6 −2

n
+

2

n
ln x +

1

8

(
1

3
x2 +

1

3
x4 + . . . +

1

3
x2k + . . .

)
=
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= −2

n
+

2

n
ln x +

1

24

(
x2

1− x2

)
.

В силу монотонного зростання функцiї
x2

1− x2 на промiжку (0, 1) для

x ∈
[√

2
n ,
√

2n−
3
4

]
, справедливi нерiвностi

(
ln I0

n(γ)
)′
γ

6 −2

n

(
1 + ln

1

x

)
+

1

24

(
x2

1− x2

)
6

6 −2

n

(
1 + ln

n
3
4√
2

)
+

1

24

(
2n−

3
2

1− 2n−
3
2

)
6

6 −2

n

(
1 + ln

n
3
4√
2

)
+

1

24

2

n
3
2


 1

n
3
2

2 − 1


 6

6 −2

n


0, 65 +

3

4
ln n− 1

24

1

n
1
2

1

n
3
2

2 − 1


 6

6 −2

n

(
0, 65− 1

n
1
2

)
,

оскiльки
1

24

1

n
3
2

2 − 1
< 1, n > 8.

Очевидно, що (
0, 65− 1

n
1
2

)
> 0 при всiх n > 8.

Таким чином, I0
n(γ) монотонно спадає по γ на всьому промiжку γ ∈

(1,
√

n ] . Лема 6.3.3 доведена.

Взявши до уваги результати леми 6.3.2 i леми 6.3.3, одержуємо, що

справедливi наступнi спiввiдношення

Λn(γ) =
In(γ)

I0
n(γ)

<
In(
√

n)

I0
n (
√

n)
= Λn

(√
n
)

< 1.
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Таким чином, при n > 8 , γ ∈ (1,
√

n ] i α0
√

2γ > 2 , виконується

нерiвнiсть

In(γn) < I0
n(γn),

а це означає, що для вказаних параметрiв екстремальних конфiгурацiй

не iснує.

При умовi α0
√

2γ < 2 i n > 8 твердження теореми 6.3.1 слiдує

iз теореми 6.2.1 [144]. Твердження про знак рiвностi перевiряється

безпосередньо. Теорема 6.3.1 доведена.

6.4. Нерiвнiсть для двох неперетинних та

симетричних вiдносно одиничного кола областей

Як показав досвiд дослiдження проблеми 6.1, найбiльшi складностi

виникають при n = 2 i n = 3. Оскiльки для n = 2, 7 поки що не вiдомо

жодних результатiв при γ > 1, тому мають певний iнтерес наступнi

результати.

Теорема 6.4.1. Нехай n = 2 , 1 < γ 6 1, 1. Тодi для довiльного

набору трьох рiзних точок, таких, що a0 = 0, |a1| = |a2| = 1 , i

довiльного набору трьох взаємно неперетинних областей B0, B1 , B2 ,

таких, що a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C, a1 ∈ B1 ⊂ C , a2 ∈ B2 ⊂ C , причому

областi B1 i B2 — симетричнi вiдносно одиничного кола |w| = 1 ,

справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0) r (B1, a1) r (B2, a2) 6
4 · (γ

2

)γ
2

(
1− γ

2

)1+γ
2

(
1−

√
2γ
2

1 +
√

2γ
2

)√
2γ

. (6.12)

Знак рiвностi досягається тодi, коли точки 0, a1 , a2 , i областi

B0, B1 , B2 , є, вiдповiдно, полюсами та круговими областями
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квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −γw4 + 2(4− γ)w2 + γ

w2(w2 − 1)2 dw2. (6.13)

Доведення. Без обмеження загальностi будемо вважати, що a1 = 1 .

Доведення теореми складається з двох можливих випадкiв, а саме: коли

α0
√

2γ > 2 i α0
√

2γ < 2, α0 = max
k

αk, k ∈ {1, 2}.
I випадок. Нехай α0

√
2γ > 2 , α0 = α2 = max

k
αk,

I2(γ) := rγ(B0, 0)r(B1, a1)r(B2, a2),

I
(0)
2 (γ) := rγ

(
B

(0)
0 , 0

)
r
(
B

(0)
1 , a

(0)
1

)
r
(
B

(0)
2 , a

(0)
2

)
=

=
4 · γ

2

γ
2

(
1− γ

2

)1+γ
2

·
(

1−
√

2γ
2

1 +
√

2γ
2

)√
2γ

, (6.14)

де 0 , a
(0)
1 , a

(0)
2 i B

(0)
0 , B

(0)
1 , B

(0)
2 є, вiдповiдно, полюсами та круговими

областями квадратичного диференцiалу (6.13). Рiвнiсть (6.14) була

отримана у роботах [147, 232]. Згiдно з роботами [23, 78], будемо мати

I2(γ) = r
γ− 2

α2
2 (B0, 0)

[
r

2
α2

2 (B0, 0)r(B1, a1)r(B2, a2)
]

6

6
[
2 · I(0)

2 (γ)
]− 1

2−γ

(
γ− 2

αk
2

) [
r

2
α2

2 (B0, 0)r(B1, a1)r(B2, a2)
]
.

Для зручностi введемо наступне позначення
[
2 · I(0)

2 (γ)
]− 1

2−γ

(
γ− 2

αk
2

)

=: Q

Далi, за стандартною схемою робимо роздiляюче перетворення для

областей B0, B1 , B2. Позначимо θ1 := arg a1 = 0 , θ2 := arg a2 ,

θ2 ∈ (0, 2π) . Розглянемо систему функцiй π1(w) =
(
e−iθ1w

) 1
α1 = (w)

1
α1 ,

π2(w) =
(
e−iθ2w

) 1
α2 , де вiтки багатозначних аналiтичних функцiй (w)

1
αk ,

k ∈ {1, 2} , обранi таким чином, що на дiйснiй додатнiй осi вони

приймають додатнi значення. Розглянемо кутовi областi P1 := {w : 0 <

arg w < θ2} , P2 := {w : θ2 < arg w < 2π} . Таким чином, функцiї
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ζ = π1(w) , ζ = π2(w) однолисно i конформно вiдображають вiдповiдно

областi P1 , P2 на верхню пiвплощину Imζ > 0 .

Сiмейство функцiй {πk(w)}2
k=1 є допустимим для роздiляючого

перетворення областей Bk , k = 0, 2 , вiдносно кутiв {Pk}2
k=1 . Нехай

G
(1)
0 позначає область площини Cζ , отриману в результатi об’єднання

зв’язної компоненти множини π1(B0
⋂

P 1) , яка мiстить точку π1(a0) =

0 , зi своїм симетричним вiдображенням вiдносно дiйсної осi. Нехай

G
(1)
1 позначає область площини Cζ , отриману в результатi об’єднання

зв’язної компоненти множини π1(B1
⋂

P 1) , яка мiстить точку π1(a1) = 1 ,

зi своїм симетричним вiдображенням вiдносно дiйсної осi. Нехай G
(1)
2

позначає область площини Cζ , отриману в результатi об’єднання зв’язної

компоненти множини π1(B2
⋂

P 1) , яка мiстить точку π1(a2) = −1 ,

зi своїм симетричним вiдображенням вiдносно дiйсної осi. Нехай G
(2)
0

позначає область площини Cζ , отриману в результатi об’єднання зв’язної

компоненти множини π2(B0
⋂

P 2) , яка мiстить точку π2(a0) = 0 ,

зi своїм симетричним вiдображенням вiдносно дiйсної осi. Нехай G
(2)
1

позначає область площини Cζ , отриману в результатi об’єднання зв’язної

компоненти множини π2(B2
⋂

P 2) , яка мiстить точку π2(a2) = 1 ,

зi своїм симетричним вiдображенням вiдносно дiйсної осi. Нехай G
(2)
2

позначає область площини Cζ , отриману в результатi об’єднання зв’язної

компоненти множини π2(B1
⋂

P 2) , яка мiстить точку π2(a1) = −1 , зi

своїм симетричним вiдображенням вiдносно дiйсної осi. Причому, тут було

враховано, що

πk(ak) = 1, πk(ak+1) := −1, k ∈ {1, 2}, B3 := B1, a3 := a1.

З визначення функцiй πk , k ∈ {1, 2} , випливає, що справедливi наступнi

асимптотичнi спiввiдношення

|πk(w)− 1| ∼ 1

αk
· |w − ak|, w → ak, w ∈ Pk,
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|πk(w) + 1| ∼ 1

αk
· |w − ak+1|, w → ak+1, w ∈ Pk,

|πk(w)| ∼ |w| 1
αk , w → 0, w ∈ Pk.

Згiдно з методом роздiляючого перетворення [56] кожнiй трiйцi взаємно

неперетинних областей B0 , B1 , B2 i вiдповiднiй трiйцi точок a0 , a1 , a2

вiдповiдають двi трiйки взаємно неперетинних областей G
(1)
0 , G

(1)
1 , G

(1)
2

та G
(2)
0 , G

(2)
1 , G

(2)
2 , для яких справедливi включення 0 ∈ G

(k)
0 , 1 ∈ G

(k)
1 ,

−1 ∈ G
(k)
2 , k ∈ {1, 2} площини Cζ . Тодi маємо нерiвностi

r (B0, 0) 6
[
rα2

1

(
G

(1)
0 , 0

)
rα2

2

(
G

(2)
0 , 0

)] 1
2

, (6.15)

r (B1, a1) 6
[
α1α2r

(
G

(1)
1 , 1

)
r
(
G

(2)
2 ,−1

)] 1
2

, (6.16)

r (B2, a2) 6
[
α1α2r

(
G

(1)
2 ,−1

)
r
(
G

(2)
1 , 1

)] 1
2

. (6.17)

Використовуючи нерiвностi (6.15) — (6.17), отримуємо спiввiдношення

r
2

α2
2 (B0, 0)r(B1, a1)r(B2, a2) 6

[
r

α2
1
2

(
G

(1)
0 , 0

)
r

α2
2
2

(
G

(2)
0 , 0

)] 2
α2

2

×

×α1α2

[
r
(
G

(1)
1 , 1

)
r
(
G

(2)
2 ,−1

)] 1
2
[
r
(
G

(1)
2 ,−1

)
r
(
G

(2)
1 , 1

)] 1
2 6

6 α1α2

[
r

2α2
1

α2
2

(
G

(1)
0 , 0

)
r
(
G

(1)
1 , 1

)
r
(
G

(1)
2 ,−1

)] 1
2

×

×
[
r2

(
G

(2)
0 , 0

)
r
(
G

(2)
1 , 1

)
r
(
G

(2)
2 ,−1

)] 1
2

.

Увiвши позначення t = α1

α2
, отримаємо наступне

r
2

α2
2 (B0, 0)r(B1, a1)r(B2, a2) 6 α1α2

[
r2t2

(
G

(1)
0 , 0

)
r
(
G

(1)
1 , 1

)
r
(
G

(1)
2 ,−1

)] 1
2 ×

×
[
r2

(
G

(2)
0 , 0

)
r
(
G

(2)
1 , 1

)
r
(
G

(2)
2 ,−1

)] 1
2

.

Таким чином, приходимо до нерiвностi

I2(γ) 6 Qα1α2
(
I2(2t

2)
) 1

2 (I2(2))
1
2 , (6.18)
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яка дає оцiнку початкового функцiоналу I2(γ) через величину Q ,

величини α1 , α2 , значень функцiоналiв I2(2t
2) та I2(2) на трiйках G

(1)
0 ,

G
(1)
1 , G

(1)
2 i G

(2)
0 , G

(2)
1 , G

(2)
2 , вiдповiдно. По аналогiї з роботою [78] робимо

ще одне роздiляюче перетворення для G
(1)
0 , G

(1)
1 , G

(1)
2 i G

(2)
0 , G

(2)
1 , G

(2)
2

вiдносно системи областей, якi вводяться нижче. Нехай

Tk :=
{
ζ : (−1)k+1Im ζ > 0

}
, k ∈ {1, 2},

E1 = T1 ∩ U1, E2 = C\U1 ∩ T1, E3 = T2 ∩ U1, E4 = C\U 1 ∩ T2,

z = β(ζ) =
2ζ

1 + ζ2 .

Легко бачити, що β(0) = 0 , β(±1) = ±1 , β(±i) = ∞ ,

|β(ζ)| ∼ 2|ζ|, ζ → 0, ζ ∈ Tk,

|β(ζ)− 1| ∼ 1

2
|ζ − 1|2 , ζ → 1, ζ ∈ Tk,

|β(ζ) + 1| ∼ 1

2
|ζ + 1|2 , ζ → −1, ζ ∈ Tk.

Функцiя z = β(ζ) однолисто i конформно вiдображає вiдповiдно областi

E1 , E4 на верхню пiвплощину Cz ( Imz > 0 ), E2 , E3 на нижню

пiвплощину Cz ( Imz < 0 ).

Вiдносно системи областей Ek , k = 1, 4 , повторно застосовується

роздiляюче перетворення до областей G
(1)
0 , G

(1)
1 , G

(1)
2 . Нехай Ω

(1)
0 (k)

позначає область площини Cz , отриману в результатi об’єднання зв’язної

компоненти множини β(G
(1)
0

⋂
Ek) , k ∈ {1, 3} , яка мiстить точку 0 ,

зi своїм симетричним вiдображенням вiдносно дiйсної осi. Позначимо

Ω
(1)
1 (k) , як область площини Cz , отриману в результатi об’єднання

зв’язної компоненти множини β(G
(1)
1

⋂
Ek) , k = 1, 4 , яка мiстить точку

1 , зi своїм симетричним вiдображенням вiдносно дiйсної осi. Аналогiчно,

Ω
(1)
2 (k) позначає область площини Cz , отриману в результатi об’єднання

зв’язної компоненти множини β(G
(1)
2

⋂
Ek) , k = 1, 4 , яка мiстить точку

−1 , зi своїм симетричним вiдображенням вiдносно дiйсної осi.
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Тепер застосовуємо роздiляюче перетворення до трiйки областей

G
(2)
0 , G

(2)
1 , G

(2)
2 . Нехай Ω

(2)
0 (k) позначає область площини Cz , отриману

в результатi об’єднання зв’язної компоненти множини β(G
(2)
0

⋂
Ek) ,

k ∈ {1, 3} , яка мiстить точку 0 , зi своїм симетричним вiдображенням

вiдносно дiйсної осi. Позначимо через Ω
(2)
1 (k) область площини

Cz , отриману в результатi об’єднання зв’язної компоненти множини

β(G
(2)
1

⋂
Ek) , k = 1, 4 , яка мiстить точку 1 , зi своїм симетричним

вiдображенням вiдносно дiйсної осi. I, нарештi, Ω
(2)
2 (k) позначає область

площини Cz , отриману в результатi об’єднання зв’язної компоненти

множини β(G
(2)
2

⋂
Ek) , k = 1, 4 , яка мiстить точку −1 , зi своїм

симетричним вiдображенням вiдносно дiйсної осi.

У вiдповiдностi до теорiї роздiляючого перетворення, маємо наступнi

нерiвностi для трiйки G
(1)
0 , G

(1)
1 , G

(1)
2

r
(
G

(1)
0 , 0

)
6

[
1

2
r
(
Ω

(1)
0 (1), 0

)
· 1

2
r
(
Ω

(1)
0 (3), 0

)] 1
2

,

r
(
G

(1)
1 , 1

)
6

[
2r

(
Ω

(1)
1 (1), 1

)
2r

(
Ω

(1)
1 (2), 1

)
2r

(
Ω

(1)
1 (3), 1

)
2r

(
Ω

(1)
1 (4), 1

)] 1
8

,

r
(
G

(1)
2 ,−1

)
6

6
[
2r

(
Ω

(1)
2 (1),−1

)
2r

(
Ω

(1)
2 (2),−1

)
2r

(
Ω

(1)
2 (3),−1

)
2r

(
Ω

(1)
2 (4),−1

)] 1
8

.

Аналогiчно, отримуємо нерiвностi для трiйки G
(2)
0 , G

(2)
1 , G

(2)
2

r
(
G

(2)
0 , 0

)
6

[
1

2
r
(
Ω

(2)
0 (1), 0

)
· 1

2
r
(
Ω

(2)
0 (3), 0

)] 1
2

,

r
(
G

(2)
1 , 1

)
6

[
2r

(
Ω

(2)
1 (1), 1

)
2r

(
Ω

(2)
1 (2), 1

)
2r

(
Ω

(2)
1 (3), 1

)
2r

(
Ω

(2)
1 (4), 1

)] 1
8

,

r
(
G

(2)
2 ,−1

)
6

6
[
2r

(
Ω

(2)
2 (1),−1

)
2r

(
Ω

(2)
2 (2),−1

)
2r

(
Ω

(2)
2 (3),−1

)
2r

(
Ω

(2)
2 (4),−1

)] 1
8

.
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Враховуючи симетрiю областей G
(1)
1 , G

(2)
2 , G

(2)
1 , G

(1)
2 вiдносно

одиничного кола, маємо, що Ω
(1)
1 (1) спiвпадає з областю Ω

(1)
1 (2) , Ω

(1)
1 (3)

спiвпадає з областю Ω
(1)
1 (4) , Ω

(2)
2 (1) спiвпадає з областю Ω

(2)
2 (2) , Ω

(2)
2 (3)

спiвпадає з областю Ω
(2)
2 (4) . Отже, справедливi наступнi спiввiдношення

r
(
G

(1)
0 , 0

)
6

[
1

4
r
(
Ω

(1)
0 (1), 0

)
r
(
Ω

(1)
0 (3), 0

)] 1
2

,

r
(
G

(1)
1 , 1

)
6

[
4r

(
Ω

(1)
1 (1), 1

)
r
(
Ω

(1)
1 (3), 1

)] 1
4

,

r
(
G

(1)
2 ,−1

)
6

[
4r

(
Ω

(1)
2 (1),−1

)
r
(
Ω

(1)
2 (3),−1

)] 1
4

.

Аналогiчно,

r
(
G

(2)
0 , 0

)
6

[
1

4
r
(
Ω

(2)
0 (1), 0

)
r
(
Ω

(2)
0 (3), 0

)] 1
2

,

r
(
G

(2)
1 , 1

)
6

[
4r

(
Ω

(2)
1 (1), 1

)
r
(
Ω

(2)
1 (3), 1

)] 1
4

,

r
(
G

(2)
2 ,−1

)
6

[
4r

(
Ω

(2)
2 (1),−1

)
r
(
Ω

(2)
2 (3),−1

)] 1
4

.

Повертаючись до формули (6.18) та враховуючи попереднi перетворення,

маємо

I2(γ) 6 Qα1α22
−t2

[
r4t2

(
Ω

(1)
0 (1), 0

)
r
(
Ω

(1)
1 (1), 1

)
r
(
Ω

(1)
2 (1),−1

)] 1
8 ×

×
[
r4t2

(
Ω

(1)
0 (3), 0

)
r
(
Ω

(1)
1 (3), 1

)
r
(
Ω

(1)
2 (3),−1

)] 1
8 ×

×
[
r4

(
Ω

(2)
0 (1), 0

)
r
(
Ω

(2)
1 (1), 1

)
r
(
Ω

(2)
2 (1),−1

)] 1
8 ×

×
[
r4

(
Ω

(2)
0 (3), 0

)
r
(
Ω

(2)
1 (3), 1

)
r
(
Ω

(2)
2 (3),−1

)] 1
8

.

Таким чином, ми отримали оцiнку I2(γ) через величини Q , α1 , α2 та

добуток значень функцiоналiв I2(4t
2) i I2(4) , якi вiн приймає на вище

означених трiйках областей Ω
(s)
0 (k) , Ω

(s)
1 (k) , Ω

(s)
2 (k) , де s ∈ {1, 2} , k ∈
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{1, 3} . З iншого боку, для функцiонала I2(σ
2) , де 0 < σ 6 2 , справедлива

нерiвнiсть (див. [56])

I2(σ
2) = rσ2

(D0, 0)r(D1,−1)r(D2, 1) 6

6 2σ2+6σσ2

(2− σ)−(2−σ)2/2(2 + σ)−(2+σ)2/2, 0 < σ 6 2, (6.19)

знак рiвностi досягається тодi, коли областi D0 , D1 , D2, є круговими

областями квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(4− σ2)w2 + σ2

w2(w2 − 1)2 dw2.

Враховуючи (6.19), маємо наступне
(
r
(
Ω

(1)
0 (1), 0

))4t2

r
(
Ω

(1)
1 (1), 1

)
r
(
Ω

(1)
2 (2),−1

)
6

6 2σ2+6σσ2

(2− σ)−(2−σ)2/2(2 + σ)−(2+σ)2/2, 0 < σ 6 2,

де σ = 2t . Звiдси отримуємо, що

2σ2+6σσ2

(2− σ)−(2−σ)2/2(2 + σ)−(2+σ)2/2 =

= 22t2+62t2t2(2− 2t)−(2−2t)2/2(2 + 2t)−(2+2t)2/2 =

= 24t2+6+4t2−(2−2t)2/2−(2+2t)2/2t4t2(1− t)−2(1−t)2(1 + t)−2(1+t)2 =

= 22+4t2t4t2(1− t)−2(1−t)2(1 + t)−2(1+t)2.

Тому, [(
r
(
Ω

(1)
0 (k), 0

))4t2

r
(
Ω

(1)
1 (k), 1

)
r
(
Ω

(1)
2 (k),−1

)] 1
8

6

6
[
22+4t2t4t2(1− t)−2(1−t)2(1 + t)−2(1+t)2

] 1
8

, k ∈ {1, 3}. (6.20)

Iз спiввiдношення (6.20) при t = 1 маємо наступне
[(

r
(
Ω

(2)
0 (k), 0

))4
r
(
Ω

(2)
1 (k), 1

)
r
(
Ω

(2)
2 ,−1

)] 1
8

6
(

1

4

) 1
8

, k ∈ {1, 3}.
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Отже,

I2(γ) 6 Qα2
2 · t · 2−t2

[
2−2 · 22+4t2t4t2(1− t)−2(1−t)2(1 + t)−2(1+t)2

] 1
4

=

=
[
2 · I(0)

2 (γ)
]− 1

2−γ

(
γ− (t+1)2

2

)

· 4

(t + 1)2 · t1+t2 · (1− t)−
1
2 (1−t)2 · (1 + t)−

1
2 (1+t)2.

Оскiльки α2 = α0 > 2√
2γ

, то t ∈ (
0,
√

2γ − 1
)
. Тодi при умовi, що α0 >

2√
2γ

та I2(γ) > I
(0)
2 (γ) , отримуємо нерiвнiсть

I2(γ) 6 y(γ, t),

де

y(γ, t) = k(γ, t) · s(t), (6.21)

k(γ, t) =


2 ·


 4 · γ

2

γ
2

(
1− γ

2

)1+γ
2

·
(

1−
√

2γ
2

1 +
√

2γ
2

)√
2γ






− 1

2−γ

(
γ− (t+1)2

2

)

,

s(t) =
4

(t + 1)2 · t1+t2 · (1− t)−
1
2 (1−t)2 · (1 + t)−

1
2 (1+t)2,

γ ∈ (1; 1, 1] , t ∈ (
0,
√

2γ − 1
)
. Розглянемо функцiю s(t) , t ∈

(
0,
√

2γ − 1
)
. Не важко показати, що

(ln s(t))′ =
1− t

1 + t
+ 2t ln t + (1− t) ln(1− t)− (1 + t) ln(1 + t),

(ln s(t))′′ = − 2

(1 + t)2 + ln
t2

1− t2
.

Звiдси слiдує, що (ln s(t))′ монотонно спадає на всьому промiжку. В точцi

t̃ ≈ 0, 345157 (ln s(t))′ = 0 , отже, функцiя s(t) зростає вiд точки 0 до

точки t̃ ≈ 0, 345157 i спадає на промiжку вiд точки t̃ ≈ 0, 345157 до

точки
√

2γ − 1 ≈ 0, 4832 , max s(t̃) ≈ 0, 562873 (див. Рис. 6.17).

Покажемо, що для кожного фiксованого γ ∈ (1; 1, 1] для t ∈
(
0,
√

2γ − 1
)

k(γ, t) < 1, k(γ,
√

2γ − 1) = 1 . Для зручностi у формулi

(6.21) зробимо замiну змiнної, а саме: покладемо γ
2 = x, x ∈ (10

20 ,
11
20

]
,
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Рис. 6.15: Графiк функцiї s(t).

маємо

y1(x, t) = k1(x, t) · s(t) =

[
8

xx

(1− x)1+x

(
1−√x

1 +
√

x

)2
√

x
]−x− 1

4 (t+1)2

1−x

× (6.22)

× 4

(t + 1)2 · t1+t2 · (1− t)−
1
2 (1−t)2 · (1 + t)−

1
2 (1+t)2.

Справедлива рiвнiсть

(ln k1(x, t))′t =
1

2
(t + 1)

ln

[
8 xx

(1−x)1+x

(
1−√x
1+
√

x

)2
√

x
]

1− x
.

Позначимо

Y1(x) = ln

[
8

xx

(1− x)1+x

(
1−√x

1 +
√

x

)2
√

x
]

.

Проводячи дослiдження функцiї Ψ(x) = Y1(x)
1−x бачимо, що ця функцiя

завжди додатна та спадає на промiжку x ∈ (0, 5; 0, 55) (див. Рис. 6.16).

З цього випливає, що для кожного фiксованого γ , k(γ, t) < 1 для t ∈
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Рис. 6.16: Графiк функцiї y = Ψ(x).

(
0,
√

2γ − 1
)
. Розглянемо величину

I
(0)
2 (γ) := I

(0)
2 (2x) = 4

xx

(1− x)1+x

(
1−√x

1 +
√

x

)2
√

x

.

Справедливi наступнi рiвностi

ln I
(0)
2 (2x) = ln 4+x ln x−(1+x) ln(1+x)+2

√
x ln(1−√x)−2

√
x ln(1+

√
x),

(ln I
(0)
2 (2x))′ = ln

x

1− x
+ ln

(
1−√x

1 +
√

x

) 1√
x

< 0.

Отже, величина I
(0)
2 (γ) монотонно спадає по γ . На основi вище наведених

мiркувань маємо, що y(γ, t) < max s(t) < 0, 562873 < I
(0)
2 (γ) (див.

наступну таблицю).
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γ maxt y I
(0)
2 (γ)

1 0,5527960980 0,6613583736

1,01 0,5514734608 0,6531863388

1,02 0,5502797388 0,6451552085

1,03 0,5492168992 0,6372620032

1,04 0,5482871148 0,6295038046

1,05 0,5474927736 0,6218777824

1,06 0,5468364892 0,6143811812

1,07 0,5463211184 0,6070113078

1,08 0,5459497752 0,5997655432

1,09 0,5457258444 0,5926413374

1,1 0,5456530068 0,5856362013

Таким чином, ми отримали, що

I2(γ) < y(γ, t) < I
(0)
2 (γ).

Отже, наше припущення, що I2(γ) > I
(0)
2 (γ) було невiрне i ми

отримали протирiччя, яке i доводить дану теорему у випадку, коли

α0
√

2γ > 2 . Отже, у випадку α0
√

2γ > 2 екстремальних конфiгурацiй

немає.

II випадок. Розглянемо випадок, коли α0
√

2γ < 2. В цьому випадку

в роботi [144] при n = 2 , α0
√

2γ < 2 , γ ∈ [1; 1, 49] було доведено

нерiвнiсть (6.12) для довiльного набору трьох рiзних точок таких, що

a0 = 0, |a1| = |a2| = 1 i довiльного набору трьох взаємно неперетинних

областей B0, B1 , B2 , таких, що a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C, a1 ∈ B1 ⊂ C ,

a2 ∈ B2 ⊂ C , причому областi B1 i B2 — симетричнi вiдносно одиничного

кола |w| = 1 . Знак рiвностi досягається тодi, коли точки 0, a1 , a2

та областi B0, B1 , B2 , є, вiдповiдно, полюсами i круговими областями

квадратичного диференцiала (6.13).
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Таким чином, iз цього твердження випливає твердження теореми

6.4.1 для γ ∈ [1; 1, 1] . Теорема 6.4.1 доведена.

Iз доведеної теореми 6.4.1 випливають наступнi наслiдки.

Наслiдок 6.4.1. Нехай 1 < γ 6 1, 1. Тодi для довiльного набору

трьох рiзних точок таких, що a0 = 0, |a1| = |a2| = 1 , i довiльного

набору трьох взаємно неперетинних областей B0, B1 , B2 , таких, що

a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C, a1 ∈ B1 ⊂ C , a2 ∈ B2 ⊂ C , причому областi B1 i B2

— симетричнi вiдносно одиничного кола |w| = 1 , справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0) r (B1, a1) r (B2, a2) 6 rγ
(
B

(0)
0 , 0

)
r
(
B

(0)
1 , a

(0)
1

)
r
(
B

(0)
2 , a

(0)
2

)
,

де 0 , a
(0)
1 , a

(0)
2 i B

(0)
0 , B

(0)
1 , B

(0)
2 , є, вiдповiдно, полюсами i круговими

областями квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −γw4 + 2(4− γ)w2 + γ

w2(w2 − 1)2 dw2.

Наслiдок 6.4.2. Нехай 1 < γ 6 1, 1. Тодi для довiльного набору

трьох рiзних точок таких, що a0 = 0, |a1| = |a2| = 1 , i довiльного

набору трьох взаємно неперетинних областей B0, B1 , B2 , таких, що

a0 = 0 ∈ B0 ∈ U ⊂ C, a1 ∈ B1 ⊂ C , a2 ∈ B2 ⊂ C , причому областi

B1 i B2 — симетричнi вiдносно одиничного кола |w| = 1 , справедлива

нерiвнiсть

rγ (B0, 0) r (B1, a1) r (B2, a2) 6
4 · (γ

2

)γ
2

(
1− γ

2

)1+γ
2

(
1−

√
2γ
2

1 +
√

2γ
2

)√
2γ

.

Знак рiвностi досягається тодi, коли точки 0, a1 , a2 та областi B0,

B1 , B2 , є, вiдповiдно, полюсами i круговими областями квадратичного

диференцiала

Q(w)dw2 = −γw4 + 2(4− γ)w2 + γ

w2(w2 − 1)2 dw2.
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Наслiдок 6.4.3. Нехай 1 < γ 6 1, 1. Тодi для довiльного набору

трьох рiзних точок таких, що a0 = 0, |a1| = |a2| = R > 0 , i довiльного

набору трьох взаємно неперетинних областей B0, B1 , B2 , таких, що

a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C, a1 ∈ B1 ⊂ C , a2 ∈ B2 ⊂ C , причому областi B1 i B2

— симетричнi вiдносно кола |w| = R , справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0) r (B1, a1) r (B2, a2) 6
4 · (γ

2

)γ
2

(
1− γ

2

)1+γ
2

(
1−

√
2γ
2

1 +
√

2γ
2

)√
2γ

·Rγ+2.

Знак рiвностi досягається тодi, коли точки 0, a1 , a2 та областi B0,

B1 , B2 , є, вiдповiдно, полюсами i круговими областями квадратичного

диференцiала

Q(w)dw2 = −γw4 + 2(4− γ)R2w2 + R4γ

w2(w2 −R2)2 dw2.

6.5. Нерiвнiсть для трьох неперетинних та

симетричних вiдносно одиничного кола областей

Теорема 6.5.1. Нехай n = 3 , 1 < γ 6 1, 2. Тодi для довiльного

набору чотирьох рiзних точок таких, що a0 = 0, |a1| = |a2| = |a3| = 1 ,

i довiльного набору чотирьох взаємно неперетинних областей B0, B1,

B2 , B3 , таких, що a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C , k ∈ {1, 2, 3} ,
причому областi Bk, k ∈ {1, 2, 3} , — симетричнi вiдносно одиничного

кола кола |w| = 1 , справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0) r (B1, a1) r (B2, a2) r (B3, a3) 6

6
(

4

3

)n
(2γ

9

)γ
3

(
1− 2γ

9

) 3
2+γ

3

(
1−

√
2γ
3

1 +
√

2γ
3

)√
2γ

. (6.23)
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Знак рiвностi досягається тодi, коли точки 0, a1, a2 , a3 та областi

B0, B1, B2 , B3 , є, вiдповiдно, полюсами i круговими областями

квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −γw6 + 2(9− γ)w3 + γ

w2(w3 − 1)2 dw2. (6.24)

Доведення. Аналогiчно доведенню теореми 6.4.1, розглянемо два

випадки. I випадок. Нехай α0
√

2γ > 2 , α0 = max
k

αk. Використовуючи

результат роботи [27], легко бачити, що

I3(γ) = rγ (B0, 0) r (B1, a1) r (B2, a2) r (B3, a3) 6

6 3−
γ
2

(
3∏

k=1

r(Bk, ak)

)1−γ
3

. (6.25)

Для оцiнки виразу в дужках використаємо результат роботи [40], маємо

3∏

k=1

r(Bk, ak) 6
(

64

81
√

3

)
|a1 − a2| · |a2 − a3| · |a1 − a3|. (6.26)

Враховуючи, що точки a1 , a2 , a3 розмiщенi на одиничному колi, а також,

що α0 > 2√
2γ

, маємо

|a1 − a2| = 2|a1||a2| sin
[(α1

2

)
π
]

= 2 sin
[(α1

2

)
π
]
,

|a2 − a3| = 2|a2||a3| sin
[(α2

2

)
π
]

= 2 sin
[(α2

2

)
π
]
.

Оскiльки α0 + α1 + α2 = 2 та α0 > 2√
2γ

, то α1 + α2 = 2
(
1− 1√

2γ

)
.

Використовуючи логарифмiчну випуклiсть функцiї sin x на промiжку

x ∈ [0, π] , справедлива нерiвнiсть

1

2
ln sin

[(α1

2

)
π
]

+
1

2
ln sin

[(α2

2

)
π
]

6 ln sin

[(
α1 + α2

2

)
π

]
.

Очевидно, що рiвнiсть в цiй нерiвностi буде досягатися, коли α1 = α2 .

Враховуючи попереднi мiркування, прийдемо до спiввiдношення

|a1 − a2| · |a2 − a3| · |a1 − a3| 6
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6 2 sin

[(
1− 1√

2γ

)
π

]
· 4 sin2

[(
1− 1√

2γ

)
π

2

]
. (6.27)

Враховуючи (6.25)–(6.27), маємо

I3(γ) 6 (6.28)

6 3−
γ
2

(
64 · 8
81
√

3
sin

[(
1− 1√

2γ

)
π

]
· sin2

[(
1− 1√

2γ

)
π

2

])1−γ
3

.

Нехай γ = 1, 2. Тодi iз оцiнки (6.28) випливає, що I3(1, 2) 6 0, 463186, а

I
(0)
3 (1, 2) ≈ 0, 467745, отже, справедлива нерiвнiсть

I3(1, 2) < I
(0)
3 (1, 2).

Тепер доведемо нерiвнiсть I3(γ) < I
(0)
3 (γ) для γ ∈ (1; 1, 2) . Позначимо

праву частину виразу (6.28) за µ(γ) та дослiдимо її на монотоннiсть.

Справедливi спiввiдношення

ln µ(γ) = −γ

2
ln 3+

+
(
1− γ

3

) [
ln 3, 6496 + ln sin

[(
1− 1√

2γ

)
π

]
+ 2 ln sin

[(
1− 1√

2γ

)
π

2

]]
,

(ln µ(γ))′γ = −0, 9808− 1

3
ln

(
sin

[(
1− 1√

2γ

)
π

]
sin2

[(
1− 1√

2γ

)
π

2

])
+

+
(
1− γ

3

) π

2γ
√

2γ

[
cot

[(
1− 1√

2γ

)
π

]
+ cot

[(
1− 1√

2γ

)
π

2

]]
>

> −0, 9808 + 0, 4666 + 1, 0641 > 0, 5499 > 0.

Отже, справедливi наступнi спiввiдношення I
(0)
3 (1, 2) < I

(0)
3 (γ) ,

I
(0)
3 (1, 2) > I3(1, 2) , I3(1, 2) > I3(γ) . Пiдсумовуючи вище наведене, маємо

I3(γ) < I
(0)
3 (γ).

Очевидно, що величина I3(γ) > 0 при всiх γ ∈ (1; 1, 2) , а величина

I
(0)
3 (γ) монотонно спадає при цих значеннях параметру γ , отже I3(γ) <

I
(0)
3 (γ).
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Рис. 6.17: Графiк функцiї (ln µ(γ))′γ.

II випадок. Розглянемо випадок, коли α0
√

2γ < 2. Аналогiчно до

доведення теореми 6.4.1, твердження теореми 6.5.1 слiдує з роботи [144].

Справедлива лема (див. [144]).

Лема 6.5.1. Нехай n = 3, αk 6 2√
2γ

, k ∈ {1, 2, 3}, γ ∈ [1; 3, 01].

Тодi для довiльного набору чотирьох рiзних точок таких, що a0 =

0, |a1| = |a2| = |a3| = 1 , i довiльного набору чотирьох взаємно

неперетинних областей B0, B1 , B2 , B3 , таких, що a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C,

a1 ∈ B1 ⊂ C , a2 ∈ B2 ⊂ C , a3 ∈ B3 ⊂ C , причому областi B1 , B2 , B3

— симетричнi вiдносно одиничного кола |w| = 1 , справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0) r (B1, a1) r (B2, a2) r (B3, a3) 6
(

4

3

)n
(2γ

9

)γ
3

(
1− 2γ

9

) 3
2+γ

3

(
1−

√
2γ
3

1 +
√

2γ
3

)√
2γ

.

Знак рiвностi досягається тодi, коли точки 0, a1, a2 , a3 та областi

B0, B1, B2 , B3 , є, вiдповiдно, полюсами i круговими областями
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квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −γw6 + 2(9− γ)w3 + γ

w2(w3 − 1)2 dw2.

Так як всi αk , k ∈ {1, 2, 3}, задовольняють умовам леми, то звiдси

автоматично слiдує справедливiсть теореми 6.5.1. Твердження про знак

рiвностi перевiряється безпосередньо. Теорема 6.5.1 доведена.

Iз доведеної теореми 6.5.1 випливають наступнi наслiдки.

Наслiдок 6.5.1. Нехай 1 < γ 6 1, 2. Тодi для довiльного набору

чотирьох рiзних точок таких, що a0 = 0, |a1| = |a2| = |a3| = 1 , i

довiльного набору чотирьох взаємно неперетинних областей B0, B1,

B2 , B3 , таких, що a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C , k ∈ {1, 2, 3} ,
причому областi Bk, k ∈ {1, 2, 3} , — симетричнi вiдносно одиничного

кола |w| = 1 , справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0) r (B1, a1) r (B2, a2) r (B3, a3) 6

6 rγ
(
B

(0)
0 , 0

)
r
(
B

(0)
1 , a

(0)
1

)
r
(
B

(0)
2 , a

(0)
2

)
r
(
B

(0)
3 , a

(0)
3

)
,

де 0 , a
(0)
1 , a

(0)
2 , a

(0)
3 i B

(0)
0 , B

(0)
1 , B

(0)
2 , B

(0)
3 , є, вiдповiдно, полюсами i

круговими областями квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −γw6 + 2(9− γ)w3 + γ

w2(w3 − 1)2 dw2.

Наслiдок 6.5.2. Нехай 1 < γ 6 1, 2. Тодi для довiльного набору

чотирьох рiзних точок таких, що a0 = 0, |a1| = |a2| = |a3| = 1 , i

довiльного набору чотирьох взаємно неперетинних областей B0, B1,

B2 , B3 , таких, що a0 = 0 ∈ B0 ∈ U ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C , k ∈ {1, 2, 3} ,
причому областi Bk, k ∈ {1, 2, 3} , — симетричнi вiдносно одиничного

кола |w| = 1 , справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0) r (B1, a1) r (B2, a2) r (B3, a3) 6
(

4

3

)n
(2γ

9

)γ
3

(
1− 2γ

9

) 3
2+γ

3

(
1−

√
2γ
3

1 +
√

2γ
3

)√
2γ

.
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Знак рiвностi досягається тодi, коли точки 0, a1, a2 , a3 та областi

B0, B1, B2 , B3 , є, вiдповiдно, полюсами i круговими областями

квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −γw6 + 2(9− γ)w3 + γ

w2(w3 − 1)2 dw2.

Наслiдок 6.5.3. Нехай 1 < γ 6 1, 2. Тодi для довiльного набору

чотирьох рiзних точок таких, що a0 = 0, |a1| = |a2| = |a3| = R > 0 ,

i довiльного набору чотирьох взаємно неперетинних областей B0, B1,

B2 , B3 , таких, що a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C , k ∈ {1, 2, 3} ,
причому областi Bk, k ∈ {1, 2, 3} , — симетричнi вiдносно кола |w| = R ,

справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0) r (B1, a1) r (B2, a2) r (B3, a3) 6

6
(

4

3

)n
(2γ

9

)γ
3

(
1− 2γ

9

) 3
2+γ

3

(
1−

√
2γ
3

1 +
√

2γ
3

)√
2γ

·Rγ+3.

Знак рiвностi досягається тодi, коли точки 0, a1, a2 , a3 та областi

B0, B1, B2 , B3 , є, вiдповiдно, полюсами i круговими областями

квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −γw6 + 2(9− γ)R3w3 + R6γ

w2(w3 −R3)2 dw2.
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Висновки

У шостому роздiлi дисертацiйної роботи розглядається екстремальна

задача про максимум добутку

In(γ) = rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) ,

де B0 , B1 , B2, . . . , Bn , n > 2 , — областi, що взаємно не перетинаються,

в C i, крiм того, областi B1, . . . , Bn — симетричнi вiдносно одиничного

кола, a0 = 0 , |ak| = 1 , k = 1, n , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 0, n , γ ∈ (0, n] .

Ця проблема у випадку γ = 1 була поставлена в якостi вiдкритої

проблеми в роботi [57]. Для n > 2 i γ = 1 її розв’язав Л.В. Ковальов

[77, 78]. Однак для значень γ 6= 1 ця задача впродовж тривалого часу не

пiддавалась розв’язанню.

В даному роздiлi одержано розв’язок цiєї проблеми при n = 2 i

γ ∈ (0, 2] для фiксованих полюсiв (теорема 6.1.1). Далi, використавши

цей результат (теорему 6.1.1), проблему 6.1 розв’язано для γn = 0, 25n2

i n > 4 при додатковiй умовi, що вiдрiзки [0, ak] розташованi один до

одного пiд кутами, що не перевищують 2π/
√

2γ (теорема 6.2.1).

Використавши оцiнку зверху функцiонала In(γ) , одержану в теоремi

2.4.4, та результати теорем 6.1.1 i 6.2.1, одержано розв’язок проблеми 6.1

для n > 8 i γ ∈ (1,
√

n] (теорема 6.3.1).

Результати роздiлу опублiковано в роботах [22, 28, 144].
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РОЗДIЛ 7

ДЕЯКI ДОДАТКОВI РЕЗУЛЬТАТИ

7.1. Точнi оцiнки для добуткiв внутрiшнiх радiусiв

взаємно неперетинних областей комплексної

площини

Нехай

S(x) = x2x2+2 · |1− x|−(1−x)2 · (1 + x)−(1+x)2 i Ψ(x) = ln(S(x)).

Ψ′(x) = 4x ln(x) − 2(x − 1) ln |x − 1| − 2(x + 1) ln(x + 1) + 2
x (див. Рис.

7.18). Функцiя S(x) — логарифмiчно випукла на iнтервалi [0, x0] , x0 ≈

Рис. 7.18: Графiк функцiї y = Ψ′(x)
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0, 88441 . Нехай Ψ′(x) = t , y0 6 t < 0 , y0 ≈ −1, 06 . Рiвняння Ψ′(x) = tk

має два розв’язки: x1(t) ∈ (0, x0] та x2(t) ∈ (x0,∞] .

Нехай

δ0
n = min ((n− 1)x1(t) + x2(t)) = 2

√
γ0

n,

тодi

γ0
n =

(
δ0
n

2

)2

.

Теорема 7.1.1. [145] Нехай n ∈ N , n > 2 , γ ∈ (0, γ0
n] , γ0

n =(
δ0
n

2

)2
. Тодi для будь-якої n -променевої системи точок An = {ak}n

k=1 ,

такої, що N (0) (An) = 1 , i будь-якої системи областей, що взаємно не

перетинаються, B0 , B∞ , Bk , a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C , ∞ ∈ B∞ ⊂ C ,

ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n , справедлива нерiвнiсть

[r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6

6 [r (Λ0, 0) r (Λ∞,∞)]γ
n∏

k=1

r (Λk, λk) , (7.1)

де областi Λ0 , Λ∞ , Λk , i точки 0 , ∞ , λk , k = 1, n , — вiдповiдно,

круговi областi i полюси квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −γw2n + (n2 − 2γ)wn + γ

w2(wn − 1)2 dw2. (7.2)

Доведення. Нехай ζ = πk(w) позначає однозначну вiтку

багатозначної аналiтичної функцiї −i
(
e−i arg akw

) 1
αk , k = 1, n ,

яка виконує однолисте i конформне вiдображення P k :=

{w : arg ak < arg w < arg ak+1} на праву пiвплощину Re ζ > 0 .

Розглянемо систему функцiй ζ = πk(w) = −i
(
e−i arg akw

) 1
αk , k = 1, n .

Нехай Ω
(1)
k , k = 1, n , позначає область площини Cζ , отриману в

результатi об’єднання зв’язної компоненти множини πk(Bk

⋂
P k) , яка

мiстить точку πk(ak) , зi своїм симетричним вiдображенням вiдносно
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уявної осi. Через Ω
(2)
k , k = 1, n , позначаємо область площини Cζ ,

отриману в результатi об’єднання зв’язної компоненти множини

πk(Bk+1
⋂

P k) , яка мiстить точку πk(ak+1) , зi своїм симетричним

вiдображенням вiдносно уявної осi, Bn+1 := B1 , πn(an+1) := πn(a1) .

Крiм того, Ω
(0)
k позначає область площини Cζ , отриману в результатi

об’єднання зв’язної компоненти множини πk(B0
⋂

P k) , яка мiстить

точку ζ = 0 , зi своїм симетричним вiдображенням вiдносно уявної осi.

Аналогiчно, Ω
(∞)
k буде позначати область площини Cζ , отриману в

результатi об’єднання зв’язної компоненти множини πk(B∞
⋂

P k) , яка

мiстить точку ζ = ∞ , зi своїм симетричним вiдображенням вiдносно

уявної осi. Зрозумiло, що πk(ak) := ω
(1)
k , πk(ak+1) := ω

(2)
k , k = 1, n ,

πn(an+1) := ω
(2)
n . Iз визначення функцiй πk(w) слiдує, що

|πk(w)− ω
(1)
k | ∼ 1

αk
|ak|

1
αk
−1 · |w − ak|, w → ak, w ∈ Pk,

|πk(w)− ω
(2)
k | ∼ 1

αk
|ak+1|

1
αk
−1 · |w − ak+1|, w → ak+1, w ∈ Pk,

|πk(w)| ∼ |w| 1
αk , w → 0, w ∈ Pk,

|πk(w)| ∼ |w| 1
αk , w →∞, w ∈ Pk.

Використовуючи вiдповiднi результати робiт [56, 57], ми отримаємо

нерiвностi

r (Bk, ak) 6


r

(
Ω

(1)
k , ω

(1)
k

)
· r

(
Ω

(2)
k−1, ω

(2)
k−1

)

1
αk
|ak|

1
αk
−1 · 1

αk−1
|ak|

1
αk−1

−1




1
2

, (7.3)

r (B0, 0) 6
[

n∏

k=1

rα2
k

(
Ω

(0)
k , 0

)] 1
2

, (7.4)

r (B∞,∞) 6
[

n∏

k=1

rα2
k

(
Ω

(∞)
k ,∞

)] 1
2

. (7.5)
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Нерiвностi (7.3)–(7.5) повнiстю дослiдженi в теоремi 1.9 [57, с. 29].

Використовуючи (7.3)–(7.5), маємо

Jn(γ) 6
(

n∏

k=1

αk

)
n∏

k=1

|ak|
1

αk + |ak+1|
1

αk

(|ak||ak+1|)
1

2αk

· |ak|×

×





n∏

k=1

(
r
(
Ω

(0)
k , 0

)
r
(
Ω

(∞)
k ,∞

))γα2
k ·

r
(
Ω

(1)
k , ω

(1)
k

)
· r

(
Ω

(2)
k , ω

(2)
k

)

(
|ak|

1
αk + |ak+1|

1
αk

)2





1
2

.

Далi, з останнього спiввiдношення, одержуємо

Jn(γ) 6
(

n∏

k=1

αk

)
n∏

k=1

(∣∣∣∣
ak

ak+1

∣∣∣∣
1

2αk

+

∣∣∣∣
ak+1

ak

∣∣∣∣
1

2αk

)
|ak|×

×





n∏

k=1

(
r
(
Ω

(0)
k , 0

)
r
(
Ω

(∞)
k ,∞

))γα2
k ·

r
(
Ω

(1)
k , ω

(1)
k

)
· r

(
Ω

(2)
k , ω

(2)
k

)

(
|ak|

1
αk + |ak+1|

1
αk

)2





1
2

,

де |ω(1)
k | = |ak|

1
αk , |ω(2)

k | = |ak+1|
1

αk , |ω(1)
k − ω

(2)
k | = |ak|

1
αk + |ak+1|

1
αk .

Оскiльки
n∏

k=1

1

2

(∣∣∣∣
ak

ak+1

∣∣∣∣
1

2αk

+

∣∣∣∣
ak+1

ak

∣∣∣∣
1

2αk

)
|ak| =

n∏

k=1

χ

(∣∣∣ ak

ak+1

∣∣∣
1

2αk

)
|ak| = L (An) ,

тодi має мiсце наступна нерiвнiсть

Jn(γ) 6 2n ·
(

n∏

k=1

αk

)
· N (0) (An)×

×
n∏

k=1





(
r
(
Ω

(0)
k , 0

)
r
(
Ω

(∞)
k ,∞

))γα2
k ·

r
(
Ω

(1)
k , ω

(1)
k

)
· r

(
Ω

(2)
k , ω

(2)
k

)

(
|ak|

1
αk + |ak+1|

1
αk

)2





1
2

.

Знак рiвностi в останнiй нерiвностi досягається тодi, коли знак рiвностi

реалiзується в нерiвностях (7.3)–(7.5) для всiх k = 1, n . Враховуючи
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останню нерiвнiсть, теорему 4.1.1 [11], наслiдок 4.1.3 [11] та iнварiантнiсть

функцiонала
(

r (B1, a1) r (B3, a3)

|a1 − a3|2
)γ (

r (B2, a2) r (B4, a4)

|a2 − a4|2
)

,

маємо

Jn(γ) 6
(

2√
γ

)n

·
(

n∏

k=1

αk
√

γ

)
· N (0) (An)×

×
n∏

k=1





(
r
(
Ω̃

(0)
k , 0

)
r
(
Ω̃

(∞)
k ,∞

))γα2
k ·

r
(
Ω̃

(1)
k , ω̃

(1)
k

)
· r

(
Ω̃

(2)
k , ω̃

(2)
k

)

(
|ak|

1
αk + |ak+1|

1
αk

)2





1
2

,

де областi Ω̃
(0)
k , Ω̃

(∞)
k , Ω̃

(1)
k , Ω̃

(2)
k та точки 0 , ∞ , ω̃

(1)
k , ω̃

(2)
k , є, вiдповiдно,

круговими областями та полюсами квадратичного диференцiала

Q(z)dz2 = −
z4 + 2

(
1− 2

γα2
k

)
z2 + 1

z2(z2 + 1)2 dz2.

Кожен член в дужках останньої нерiвностi є значенням величини

функцiонала

Kτ = [r (B0, 0) r (B∞,∞)]τ
2 · r (B1, a1) r (B2, a2)

|a1 − a2|2 (7.6)

на системi областей, що взаємно не перетинаються,{
Ω̃

(0)
k , Ω̃

(1)
k , Ω̃

(2)
k , Ω̃

(∞)
k

}
, та вiдповiднiй системi точок

{
0, ω̃

(1)
k , ω̃

(2)
k , ∞

}

(k = 1, n ).

Оцiнка функцiоналу (7.6) для випадку фiксованих полюсiв була

вперше отримана в роботi [56], далi в роботах [63, 87]. На основi леми

4.1.2 [11], маємо оцiнку

Kτ 6 Φ(τ), τ > 0,

де Φ(τ) = τ 2τ2 · |1− τ |−(1−τ)2 · (1 + τ)−(1+τ)2 . Далi,

Jn(γ) 6
(

2√
γ

)n

·
(

n∏

k=1

αk
√

γ

)[
n∏

k=1

Φ(τk)

]1/2

= (7.7)
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=

(
2√
γ

)n

·
[

n∏

k=1

(
τ

2τ2
k+2

k · |1− τk|−(1−τk)2 · (1 + τk)
−(1+τk)2

)] 1
2

,

де τk =
√

γ · αk , k = 1, n .

Розглянемо функцiю S(x) = x2x2+2 · |1− x|−(1−x)2 · (1 + x)−(1+x)2.

Функцiя S(x) — логарифмiчно випукла на промiжку [0, x0] , x0 ≈
0, 88441 . Розглянемо екстремальну задачу:

n∏

k=1

S(xk) −→ max;
n∑

k=1

xk = 2
√

γ, xk = αk
√

γ.

Нехай X(0) =
{

x
(0)
k

}n

k=1
— довiльна екстремальна точка в задачi.

Використовуючи результат роботи [76], маємо наступне твердження

Ψ′
(
x

(0)
1

)
= Ψ′

(
x

(0)
2

)
= . . . = Ψ′

(
x(0)

n

)
, (7.8)

де Ψ′(x) = 4x ln(x)− 2(x− 1) ln |x− 1| − 2(x + 1) ln(x + 1) + 2
x (див. Рис.

7.18).

Покажемо, що виконується умова

x
(0)
1 = x

(0)
2 = · · · = x(0)

n для всiх γ ∈ (0, γn].

Нехай Ψ′(x) = t , y0 6 t < 0 , y0 ≈ −1, 06 . Розглянемо рiвняння

Ψ′(x) = tk , k = 1, 53 . Оскiльки ∀tk ∈ [y0, 0) , то це рiвняння має два

розв’язки: x1(t) ∈ (0, x0] , x2(t) ∈ (x0,∞] . Розглянемо наступнi величини

t : t1 = −0, 02 , t2 = −0, 04 , t3 = −0, 06 , t4 = −0, 08 , . . . , t52 = −1, 04 ,

t53 = y0 . Безпосереднi обчислення представленi в таблицi нижче.
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k tk x1(tk) x2(tk) k tk x1(tk) x2(tk)

0 0 0,581421 ∞ 27 -0,54 0,671495 1,047944

1 -0,02 0,584192 2,607677 28 -0,56 0,675680 1,041549

2 -0,04 0,586996 2,095431 29 -0,58 0,679954 1,035639

3 -0,06 0,589833 1,849825 30 -0,6 0,684325 1,030184

4 -0,08 0,592706 1,696659 31 -0,62 0,688797 1,025157

5 -0,1 0,595614 1,588941 32 -0,64 0,693377 1,020539

6 -0,12 0,598559 1,507710 33 -0,66 0,698072 1,016313

7 -0,14 0,601542 1,443586 34 -0,68 0,702890 1,012468

8 -0,16 0,604564 1,391304 35 -0,7 0,707842 1,008999

9 -0,18 0,607626 1,347643 36 -0,72 0,712936 1,005911

10 -0,2 0,610729 1,310499 37 -0,74 0,718185 1,003228

11 -0,22 0,613876 1,278433 38 -0,76 0,723604 1,001015

12 -0,24 0,617066 1,250421 39 -0,78 0,729208 0,999457

13 -0,26 0,620302 1,225709 40 -0,8 0,735017 0,997390

14 -0,28 0,623585 1,203729 41 -0,82 0,741053 0,994797

15 -0,3 0,626917 1,184045 42 -0,84 0,747345 0,991762

16 -0,32 0,630299 1,166313 43 -0,86 0,753926 0,988295

17 -0,34 0,633734 1,150260 44 -0,88 0,760838 0,984381

18 -0,36 0,637223 1,135664 45 -0,9 0,768138 0,979982

19 -0,38 0,640770 1,122345 46 -0,92 0,775896 0,975038

20 -0,4 0,644375 1,110153 47 -0,94 0,784212 0,969461

21 -0,42 0,648041 1,098962 48 -0,96 0,793228 0,963114

22 -0,44 0,651772 1,088668 49 -0,98 0,803162 0,955787

23 -0,46 0,655569 1,079182 50 -1 0,814378 0,947120

24 -0,48 0,659437 1,070427 51 -1,02 0,827585 0,936407

25 -0,5 0,663378 1,062338 52 -1,04 0,844608 0,921828

26 -0,52 0,667396 1,054860 53 -1,06 0,884406 0,884406

Розглянемо випадок n = 2 . З аналiзу табличних даних для n = 2 ,

отримуємо, що мiнiмум суми x1(tk) + x2(tk+1) досягається на iнтервалi

[−0, 62;−0, 64] i дорiвнює 1, 709336 (див. таблицю нижче). З умови задачi

x1(t) + x2(t) = 2
√

γ для кожного γ ∈ (0; 0, 73] . Нехай γ = 0, 73 , тодi

величина 2
√

γ є меншою нiж мiнiмум 1, 709336 . Таким чином, для n = 2

i γ ∈ (0; 0, 73] , отримуємо, що x2 не може належати промiжку (x0,∞) ,
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тобто x1 та x2 належать промiжку (0, x0] i x1 = x2 . З нерiвностей (7.7)

i (7.8) для n = 2 , маємо

J2(γ) 6 4

γ
· S

(
2
√

γ

2

)
.

k tk x1(tk) + x2(tk+1) k tk x1(tk) + x2(tk+1)

0 0 27 -0,54 1,715340

1 -0,02 3,189098 28 -0,56 1,713044

2 -0,04 2,679623 29 -0,58 1,711318

3 -0,06 2,436820 30 -0,6 1,710138

4 -0,08 2,286492 31 -0,62 1,709482

5 -0,1 2,181647 32 -0,64 1,709336

6 -0,12 2,103324 33 -0,66 1,709690

7 -0,14 2,042145 34 -0,68 1,710540

8 -0,16 1,992846 35 -0,7 1,711889

9 -0,18 1,952207 36 -0,72 1,713753

10 -0,2 1,918125 37 -0,74 1,716163

11 -0,22 1,889163 38 -0,76 1,719200

12 -0,24 1,864297 39 -0,78 1,723061

13 -0,26 1,842775 40 -0,8 1,726598

14 -0,28 1,824031 41 -0,82 1,729814

15 -0,3 1,807630 42 -0,84 1,732815

16 -0,32 1,793230 43 -0,86 1,735640

17 -0,34 1,780559 44 -0,88 1,738307

18 -0,36 1,769398 45 -0,9 1,740820

19 -0,38 1,759569 46 -0,92 1,743176

20 -0,4 1,750923 47 -0,94 1,745356

21 -0,42 1,743337 48 -0,96 1,747326

22 -0,44 1,736709 49 -0,98 1,749015

23 -0,46 1,730953 50 -1 1,750281

24 -0,48 1,725996 51 -1,02 1,750785

25 -0,5 1,721775 52 -1,04 1,749413

26 -0,52 1,718238 53 -1,06 1,729015

Для n = 3 мiнiмум величини 2x1(tk) + x2(tk+1) досягається на

iнтервалi [−0, 48;−0, 50] i є 2, 381211 (див. таблицю нижче). Аналогiчно,
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2x1(t)+x2(t) = 2
√

γ . Нехай γ = 1, 41 , тодi 2
√

γ = 2, 3748 . Таким чином,

для γ ∈ (0; 1, 41] ситуацiя коли x2 ∈ (x0,∞) не може бути реалiзована.

Отже, x1, x2, x3 ∈ (0, x0] i x1 = x2 = x3 . Далi, врахувавши нерiвностi

(7.7) та (7.8) для n = 3 , маємо

J3(γ) 6
(

2√
γ

)3 [
S

(
2
√

γ

3

)]3/2

.

Аналогiчнi мiркування проводимо i для всiх γ ∈ (0, γn] , n = 4, 5, 6 .

k tk 2x1(tk) + x2(tk+1) k tk 2x1(tk) + x2(tk+1)

0 0 27 -0,54 2,382735

1 -0,02 3,770519 28 -0,56 2,384539

2 -0,04 3,263814 29 -0,58 2,386998

3 -0,06 3,023816 30 -0,6 2,390093

4 -0,08 2,876325 31 -0,62 2,393807

5 -0,1 2,774353 32 -0,64 2,398133

6 -0,12 2,698938 33 -0,66 2,403067

7 -0,14 2,640704 34 -0,68 2,408612

8 -0,16 2,594388 35 -0,7 2,414780

9 -0,18 2,556771 36 -0,72 2,421594

10 -0,2 2,525751 37 -0,74 2,429099

11 -0,22 2,499892 38 -0,76 2,437386

12 -0,24 2,478172 39 -0,78 2,446665

13 -0,26 2,459841 40 -0,8 2,455806

14 -0,28 2,444333 41 -0,82 2,464831

15 -0,3 2,431215 42 -0,84 2,473869

16 -0,32 2,420146 43 -0,86 2,482985

17 -0,34 2,410858 44 -0,88 2,492232

18 -0,36 2,403133 45 -0,9 2,501659

19 -0,38 2,396792 46 -0,92 2,511314

20 -0,4 2,391692 47 -0,94 2,521252

21 -0,42 2,387712 48 -0,96 2,531538

22 -0,44 2,384750 49 -0,98 2,542243

23 -0,46 2,382725 50 -1 2,553443

24 -0,48 2,381565 51 -1,02 2,565162

25 -0,5 2,381211 52 -1,04 2,576998

26 -0,52 2,381615 53 -1,06 2,573623
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З даних першої таблицi для довiльного n > 7 має мiсце наступна

нерiвнiсть

(n− 1)x1(tk) + x2(tk+1) > nx1(tk) + (x2(tk+1)− x1(tk)) > 0, 58n,

оскiльки x1(tk) > 0, 5830 та x2(tk+1)−x1(tk) > 0 . Використовуючи умову

(n− 1)x1(t) + x2(t) = 2
√

γn,

отримуємо 2
√

γn = 0, 58n . Таким чином, γn = 0, 084n2 , тобто якщо γ ∈
(0; 0, 084n2] , тодi сума (n − 1)x1(t) + x2(t) не перевищує 0, 58n . Отже,

для n > 7 i γ ∈ (0, γn] , маємо

Jn(γ) 6
(

2√
γ

)n [
S

(
2
√

γ

n

)]n/2

.

Твердження про знак рiвностi перевiряється безпосередньо. Теорема 7.1.1

доведена.

З теореми 7.1.1 ми одержуємо наступнi результати.

Наслiдок 7.1.1. [145] Нехай n ∈ N , n > 2 , γ ∈ (0, γn] , γ2 =

0, 7304 , γ3 = 1, 4175 , γ4 = 2, 2983 , γ5 = 3, 3683 , γ6 = 4, 6244 , i

γn = 0, 084 n2 , n > 7 . Тодi для будь-якої n -променевої системи точок

An = {ak}n
k=1 такої, що N (0) (An) = 1 , i будь-якого набору областей,

що взаємно не перетинаються, B0 , B∞ , Bk , a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C ,

∞ ∈ B∞ ⊂ C , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n , справедлива нерiвнiсть (7.1).

Знак рiвностi в якiй досягається при умовах теореми 7.1.1.

Наслiдок 7.1.2. [145] При умовах теореми 7.1.1 має мiсце

наступна нерiвнiсть

[r(B0, 0)r(B∞,∞)]γ
n∏

k=1

r(Bk, ak) 6

6
(

4

n

)n
(4γ

n2

)2γ
n

∣∣1− 4γ
n2

∣∣ 2γ
n +n

2

∣∣∣∣
n− 2

√
γ

n + 2
√

γ

∣∣∣∣
2
√

γ

. (7.9)
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Знак рiвностi в цiй нерiвностi досягається, коли 0 , ∞ , ak та B0 ,

B∞ , Bk , k = 1, n , є, вiдповiдно, полюсами i круговими областями

квадратичного диференцiала (7.2).

Наслiдок 7.1.3. [145] Нехай n ∈ N , n > 2 , γ ∈ (0, γn] , γ2 =

0, 7304 , γ3 = 1, 4175 , γ4 = 2, 2983 , γ5 = 3, 3683 , γ6 = 4, 6244 , i γn =

0, 084 n2 , n > 7 . Тодi для будь-яких рiзних точок одиничного кола |w| =
1 i будь-якого набору областей, що взаємно не перетинаються, B0 , B∞ ,

Bk , a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C , ∞ ∈ B∞ ⊂ C , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n , справедлива

нерiвнiсть (7.1). Знак рiвностi в якiй досягається при умовах теореми

7.1.1.

Нехай y0 ≈ 0, 884414 — корiнь рiвняння

ln
y2

1− y2 =
1

y2 . (7.10)

Теорема 7.1.2. [145] Нехай n ∈ N , n > 2 , γ ∈ (0, γn) , γn = 1
4y

2
0n

2 .

Тодi для будь-якої n -променевої системи точок An = {ak}n
k=1 такої, що

N (0) (An) = 1 , 0 < αk 6 y0/
√

γ , k = 1, n , де y0 — корiнь рiвняння (7.10),

i будь-якого набору областей, що взаємно не перетинаються, B0 , B∞ ,

Bk , a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C , ∞ ∈ B∞ ⊂ C , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n , справедлива

нерiвнiсть (7.9). Знак рiвностi в якiй досягається при умовах наслiдку

7.1.2.

Доведення. Доведення теореми 7.1.2 практично повторює

мiркування приведенi при доведеннi теореми 7.1.1. Ми лише

використовуємо логарифмiчну випуклiсть функцiї S(x) на iнтервалi

(0, y0] та спiввiдношення

1

n

n∑

k=1

ln S (xk) 6 ln S




n∑
k=1

xk

n


 .
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Попередня нерiвнiсть еквiвалентна

ln

(
n∏

k=1

S (xk)

) 1
n

6 ln

(
S

(
2

n

√
γ

))
.

Знак рiвностi в цiй нерiвностi досягається тодi, коли

τ1 = τ2 = . . . = τn =
2
√

γ

n
,

тобто якщо αk = 2
n , k = 1, n . В цьому випадку, iз спiввiдношення (7.6)

отримуємо, що

Jn(γ) 6 J0
n(γ) =

(
4

n

)n [
(r (D0, 0) r (D∞,∞))

4γ

n2 · r (D1,−i) r (D2, i)

|(−i)− i|2
]n

2

,

де D0 , D∞ , D1 i D2 є круговими областями квадратичного

диференцiала

Q(z)dz2 = −
4γ
n2z

4 + 2
(4γ

n2 − 2
)
z2 + 4γ

n2

z2(z2 + 1)2 dz2. (7.11)

Звiдси, маємо

Jn(γ) 6
(

2√
γ

)n [
S

(
2

n

√
γ

)]n
2

.

Використовуючи конкретний вираз для функцiї S (x) , одержуємо

основну нерiвнiсть теореми 7.1.2. Виконуючи в (7.11) замiну змiнної за

формулою z = −iw
n
2 , отримуємо квадратичний диференцiал (7.2). Знак

рiвностi в нерiвностi (7.9) перевiряється безпосередньо. Теорема 7.1.2

доведена.

Наслiдок 7.1.4. [145] Нехай n ∈ N , n > 2 , γ ∈ (0, γn] , γn =

0, 19n2 . Тодi для будь-якої n -променевої системи точок An = {ak}n
k=1

такої, що N (0) (An) = 1 , 0 < αk 6 y0/
√

γ , k = 1, n , y0 ≈ 0, 88441 ,

i будь-якого набору областей, що взаємно не перетинаються, B0 , B∞ ,

Bk , a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C , ∞ ∈ B∞ ⊂ C , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n , справедлива

нерiвнiсть (7.1). Знак рiвностi в якiй досягається при умовах теореми

7.1.1.
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Теорема 7.1.3. [145] Нехай n ∈ N , n > 2 , γ ∈ (0, γn) , γn = 1
2y

2
0n

2 .

Тодi для будь-якої n -променевої системи точок An = {ak}n
k=1 такої, що

|ak| = 1 , 0 < αk 6 y0/
√

γ , k = 1, n , де y0 — корiнь рiвняння (7.10), i

будь-якого набору областей, що взаємно не перетинаються, B0 , Bk ,

a0 = 0 ∈ B0 ⊂ U , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n , i, крiм того, областi Bk

— симетричнi вiдносно одиничного кола |w| = 1 при всiх k = 1, n ,

справедлива наступна нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 rγ (Λ0, 0)
n∏

k=1

r (Λk, λk) . (7.12)

Знак рiвностi в (7.12) досягається тодi, коли 0 , λk i Λ0 , Λk , k =

1, n , є, вiдповiдно, полюсами i круговими областями квадратичного

диференцiала

Q(w)dw2 = −γw2n + 2(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2 dw2. (7.13)

Доведення. Зауважимо, (див. [56, с. 59]) якщо областi Bk —

симетричнi вiдносно одиничного кола |w| = 1 при всiх k = 1, n , i область

B0 ⊂ U , тодi використовуючи нескладнi перетворення, ми можемо звести

екстремальну задачу про вивчення функцiонала rγ (B0, 0)
n∏

k=1
r (Bk, ak) до

вивчення наступного функцiонала rγ/2 (B0, 0) rγ/2 (B∞,∞)
n∏

k=1
r (Bk, ak) .

Jn(γ) = [r (B0, 0)]γ
n∏

k=1

r (Bk, ak) = [r (B0, 0)]γ/2 [r (B0, 0)]γ/2
n∏

k=1

r (Bk, ak) .

Jn(γ) = [r (B0, 0)]γ/2 [
r
(
(B0)

−1, 0−1)]γ/2
n∏

k=1

r (Bk, ak) =

= [r (B0, 0)]γ/2 [r (B∞,∞)]γ/2
n∏

k=1

r (Bk, ak) .

Таким чином, використовуючи цю властивiсть та доведення теорем 7.1.1

i 7.1.2, одержуємо результат теореми 7.1.3. Теорема 7.1.3 доведена.
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Використовуючи мiркування при доведеннi теореми 7.1.3 та теорему

7.1.1, неважко отримати наступний результат.

Наслiдок 7.1.5. [145] Нехай n ∈ N , γ ∈ (0, γn] , γ2 = 1, 4608 ,

γ3 = 2, 8350 , γ4 = 4, 5966 , γ5 = 6, 7366 , γ6 = 9, 2488 i γn = 0, 168 n2 ,

n > 7 . Тодi для будь-яких рiзних точок одиничного кола |w| = 1 i

будь-якого набору областей, що взаємно не перетинаються, B0 , Bk ,

a0 = 0 ∈ B0 ⊂ U , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n , i, крiм того, областi Bk

— симетричнi вiдносно одиничного кола |w| = 1 при всiх k = 1, n ,

справедлива наступна нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6
(

4

n

)n
(2γ

n2

) γ
n

∣∣1− 2γ
n2

∣∣n
2 + γ

n

∣∣∣∣
n−√2γ

n +
√

2γ

∣∣∣∣
√

2γ

.

Знак рiвностi в цiй нерiвностi досягається тодi, коли ak i Bk , k =

0, n , є, вiдповiдно, полюсами i круговими областями квадратичного

диференцiала (7.13).

7.2. Точнi оцiнки для добуткiв внутрiшнiх радiусiв

областей, що задовольняють умовi часткового

перетину

Нехай D — вiдкрита множина в C , яка мiстить променеву систему

точок An = {ak}n
k=1 . Якщо a ∈ D , тодi позначимо через D(a) зв’язну

компоненту D , яка мiстить точку a ; Dk(ap) — зв’язну компоненту

множини D(ap)∩Pk(An) , яка мiстить точку ap , p ∈ {k, k +1} , k = 1, n ;

Dk(0) — зв’язну компоненту множини D(0)∩ Pk(An) , яка мiстить точку

w = 0 ; Dk(∞) — зв’язну компоненту множини D(∞) ∩ Pk(An) , яка

мiстить нескiнченно вiддалену точку.

Внутрiшнiм радiусом r (D, ak) вiдкритої множини D вiдносно точки
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a називається внутрiшнiй радiус зв’язної компоненти множини D , яка

мiстить точку a .

Нехай вiдкрита множина D мiстить точки w1 = 0 , w2 = ∞
та довiльну n -променеву систему точок An = {ak}n

k=1 , тодi будемо

говорити, що така множина задовольняє умовi неналягання вiдносно

системи точок An , якщо множини Dk(ak) , Dk(ak+1) , Dk(0) i Dk(∞)

попарно не перетинаються для кожного k = 1, n .

Нехай {Bk}n
k=1 , B∞ , B0 — довiльний набiр областей таких, що 0 ∈

B0 ⊂ C , ∞ ∈ B∞ ⊂ C , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n . Нехай D̃ =
n⋃

k=1
Bk ∪

B0 ∪ B∞ . Будемо говорити, що система B0 , B∞ , {Bk}n
k=1 задовольняє

умовi часткового налягання вiдносно деякої системи An , якщо вiдкрита

множина D̃ задовольняє умовi неналягання вiдносно цiєї ж n -променевої

системи точок An .

Тодi має мiсце наступне твердження.

Теорема 7.2.1. [52] Нехай n ∈ N , n > 2 , γ ∈ (0, γn) , γn = 1
4y

2
0n

2 .

Тодi для будь-якої n -променевої системи точок An = {ak}n
k=1 такої,

що |ak| = 1 , 0 < αk 6 y0/
√

γ , k = 1, n , де y0 — корiнь рiвняння

(7.10), i будь-якого набору областей B0 , B∞ , Bk , a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C ,

∞ ∈ B∞ ⊂ C , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n , що задовiльняє умовi часткового

налягання вiдносно променевої системи An , справедлива нерiвнiсть

[r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6

6
(

4

n

)n
(4γ

n2

)2γ
n

∣∣1− 4γ
n2

∣∣ 2γ
n +n

2

∣∣∣∣
n− 2

√
γ

n + 2
√

γ

∣∣∣∣
2
√

γ

. (7.14)

Знак рiвностi в цiй нерiвностi досягається, коли точки 0 , ∞ , ak i

областi B0 , B∞ , Bk , k = 1, n , є, вiдповiдно, полюсами та круговими
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областями квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −γw2n + (n2 − 2γ)wn + γ

w2(wn − 1)2 dw2. (7.15)

Доведення. Розглянемо вiдкриту множину

D̃ =
n⋃

k=1

Bk ∪B0 ∪B∞.

Очевидно, що r (Bk, ak) 6 r
(
D̃, ak

)
= r

(
D̃(ak), ak

)
. Звiдси випливає,

що

[r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6

6
[
r
(
D̃, 0

)
r
(
D̃,∞

)]γ
n∏

k=1

r
(
D̃, ak

)
.

Нехай ζ = πk(w) позначає однозначну вiтку багатозначної аналiтичної

функцiї −i
(
e−i arg akw

) 1
αk , k = 1, n , яка виконує однолисте i конформне

вiдображення P k на праву пiвплощину Re ζ > 0 . Введемо систему

функцiй

ζ = πk(w) = −i
(
e−i arg akw

) 1
αk , k = 1, n.

Нехай Ω
(1)
k , k = 1, n , позначає область площини Cζ , отриману в

результатi об’єднання зв’язної компоненти множини πk(Bk

⋂
P k) , яка

мiстить точку πk(ak) , зi своїм симетричним вiдображенням вiдносно

уявної осi. В свою чергу, через Ω
(2)
k , k = 1, n , ми позначимо

область площини Cζ , отриману в результатi об’єднання зв’язної

компоненти множини πk(Bk+1
⋂

P k) , яка мiстить точку πk(ak+1) , зi своїм

симетричним вiдображенням вiдносно уявної осi, Bn+1 := B1 , πn(an+1) :=

πn(a1) . Крiм того, Ω
(0)
k позначає область площини Cζ , отриману

в результатi об’єднання зв’язної компоненти множини πk(B0
⋂

P k) ,

яка мiстить точку ζ = 0 , зi своїм симетричним вiдображенням

вiдносно уявної осi. Аналогiчно, Ω
(∞)
k буде позначати область площини
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Cζ , отриману в результатi об’єднання зв’язної компоненти множини

πk(B∞
⋂

P k) , яка мiстить точку ζ = ∞ , зi своїм симетричним

вiдображенням вiдносно уявної осi. Зрозумiло, що πk(ak) := −i ,

πk(ak+1) := i , k = 1, n . Iз визначення функцiї πk(w) випливає, що

|πk(w) + i| ∼ 1

αk
|w − ak|, w → ak, w ∈ Pk,

|πk(w)− i| ∼ 1

αk
|w − ak+1|, w → ak+1, w ∈ Pk,

|πk(w)| ∼ |w| 1
αk , w → 0, w ∈ Pk,

|πk(w)| ∼ |w| 1
αk , w →∞, w ∈ Pk.

Використовуючи вiдповiднi результати для роздiляючого перетворення

[57, 56], маємо нерiвностi

r (Bk, ak) 6
[
αkr

(
Ω

(1)
k ,−i

)
· αk−1r

(
Ω

(2)
k−1, i

)] 1
2

, (7.16)

r (B0, 0) 6
[

n∏

k=1

rα2
k

(
Ω

(0)
k , 0

)] 1
2

, (7.17)

r (B∞,∞) 6
[

n∏

k=1

rα2
k

(
Ω

(∞)
k ,∞

)] 1
2

. (7.18)

Умови реалiзацiї знака рiвностi в нерiвностях (7.16)–(7.18) описанi в

роботi [57, с. 29]. На основi цих спiввiдношень, одержуємо нерiвнiсть

Jn(γ) 6
(

n∏

k=1

αk

)
×

×
{

n∏

k=1

(
r
(
Ω

(0)
k , 0

)
r
(
Ω

(∞)
k ,∞

))γα2
k

r
(
Ω

(1)
k ,−i

)
r
(
Ω

(2)
k , i

)} 1
2

.

Знак рiвностi в останнiй нерiвностi досягається тодi, коли реалiзується

знак рiвностi в нерiвностях (7.16)–(7.18) при всiх k = 1, n . Далi, iз
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останнього спiввiдношення на основi теореми 4.1.1 [11], наслiдку 4.1.3 [11]

та iнварiантностi функцiонала
(

r (B1, a1) r (B3, a3)

|a1 − a3|2
)γ (

r (B2, a2) r (B4, a4)

|a2 − a4|2
)

,

маємо

Jn(γ) 6 2n ·
(

n∏

k=1

αk

)
× (7.19)

×
n∏

k=1





(
r
(
Ω̃

(0)
k , 0

)
r
(
Ω̃

(∞)
k ,∞

))γα2
k
r
(
Ω̃

(1)
k ,−i

)
r
(
Ω̃

(2)
k , i

)

|(−i)− i|2





1
2

,

де областi Ω̃
(0)
k , Ω̃

(∞)
k , Ω̃

(1)
k , Ω̃

(2)
k i точки 0 , ∞ , −i , i , є, вiдповiдно,

круговi областi та полюси квадратичного диференцiала

Q(z)dz2 = −
z4 + 2

(
1− 2

γα2
k

)
z2 + 1

z2(z2 + 1)2 dz2.

Кожен вираз, що мiститься в фiгурних дужках останньої нерiвностi, є

значенням функцiонала

Kτ = [r (B0, 0) r (B∞,∞)]τ
2 · r (B1, a1) r (B2, a2)

|a1 − a2|2

на системi неперетинних областей
{

Ω̃
(0)
k , Ω̃

(1)
k , Ω̃

(2)
k , Ω̃

(∞)
k

}
i вiдповiднiй

системi точок {0, −i, i, ∞} (k = 1, n ). На основi леми 4.1.2. [11], маємо

оцiнку

Kτ 6 Φ(τ), τ > 0,

де Φ(τ) = τ 2τ2 · |1− τ |−(1−τ)2 · (1 + τ)−(1+τ)2 . Звiдси,

Jn(γ) 6
(

2√
γ

)n
[

n∏

k=1

(
τ

2τ2
k+2

k · |1− τk|−(1−τk)2 · (1 + τk)
−(1+τk)2

)] 1
2

,

де τk = αk
√

γ , k = 1, n . Нехай

S(x) = x2x2+2 · |1− x|−(1−x)2 · (1 + x)−(1+x)2 i Ψ(x) = ln(S(x)).
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Тодi

Ψ′(x) = 4x ln(x)− 2(x− 1) ln |x− 1| − 2(x + 1) ln(x + 1) +
2

x
,

Ψ′′(x) = 2 ln
x2

|x− 1|(x + 1)
− 2

x2 .

Функцiя Ψ(x) при x > 0 має єдину точку перегину y0 ≈ 0, 884414 .

Таким чином, отримуємо, що S(x) — логарифмiчно опукла функцiя

на промiжку [0, y0] . Так як xk ∈ (0, y0] , k = 1, n , тодi має мiсце

спiввiдношення

1

n

n∑

k=1

ln S (xk) 6 ln S




n∑
k=1

xk

n


 .

Це рiвносильно тому, що

ln

(
n∏

k=1

S (xk)

) 1
n

6 ln

(
S

(
2

n

√
γ

))
.

Знак рiвностi в цiй нерiвностi досягається тодi, коли

τ1 = τ2 = . . . = τn =
2
√

γ

n
,

тобто коли αk = 2
n , k = 1, n . В цьому випадку iз (7.19) слiдує, що

Jn(γ) 6 J0
n(γ) =

=

(
4

n

)n [
(r (D0, 0) r (D∞,∞))

4γ

n2 · r (D1,−i) r (D2, i)

|(−i)− i|2
]n

2

,

де D0 , D∞ , D1 , D2 , — круговi областi квадратичного диференцiала

Q(z)dz2 = −
4γ
n2z

4 + 2
(4γ

n2 − 2
)
z2 + 4γ

n2

z2(z2 + 1)2 dz2. (7.20)

Звiдси, остаточно, маємо

Jn(γ) 6
(

2√
γ

)n [
S

(
2

n

√
γ

)]n
2

.
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Використовуючи конкретний вираз для S (x) , одержуємо основну

нерiвнiсть теореми 7.2.1. Виконуючи в (7.20) замiну змiнної за формулою

z = −iw
n
2 , отримуємо квадратичний диференцiал (7.15). Знак рiвностi в

нерiвностi (7.14) перевiряється безпосередньо. Теорема 7.2.1 доведена.

Iз теореми 7.2.1 для точок, розмiщених на одиничному колi i

областей, що взаємно не перетинаються, одержуємо наступне твердження.

Наслiдок 7.2.1. [52] Нехай n ∈ N , n > 2 , γ ∈ (0, γn) , γn ≈
0, 195547n2 . Тодi для будь-яких рiзних точок ak , k = 1, n , одиничного

кола |w| = 1 таких, що 0 < αk 6 y0/
√

γ , k = 1, n , y0 ≈ 0, 884414 , i

будь-якого набору областей, що взаємно не перетинаються, B0 , B∞ ,

Bk , a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C , ∞ ∈ B∞ ⊂ C , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, n ,

справедлива нерiвнiсть (7.14). Знак рiвностi в якому досягається при

умовах теореми 7.2.1.

Оскiльки в роботах [56, с. 59], [87, с. 267] для n = 2 було отримано,

що γ2 = 0, 5 , то наведемо наступне твердження.

Наслiдок 7.2.2. [52] Нехай n = 2 , γ ∈ (0, γ2) , γ2 ≈ 0, 782188 . Тодi

для будь-яких рiзних точок a1 i a2 одиничного кола |w| = 1 таких, що

0 < αk 6 y0/
√

γ , k = 1, n , y0 ≈ 0, 884414 , i будь-якого набору областей,

що взаємно не перетинаються, B0 , B∞ , Bk , a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C , ∞ ∈
B∞ ⊂ C , ak ∈ Bk ⊂ C , k ∈ {1, 2} , справедлива нерiвнiсть

[r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ r (B1, a1) r (B2, a2) 6

6 [r (Λ0, 0) r (Λ∞,∞)]γ r (Λ1, λ1) r (Λ2, λ2) ,

де областi Λ0 , Λ∞ , Λ1 , Λ2 , i точки 0 , ∞ , λ1 , λ2 , є круговi областi

i, вiдповiдно, полюси квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −γw4 + (4− 2γ)w2 + γ

w2(w2 − 1)2 dw2.
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7.3. Екстремальне розбиття багатовимiрного

комплексного простору для полiцилiндричних

областей з полюсами на межi полiкруга

Метою даного пiдроздiлу є вивчення задачi про добуток степенiв

узагальнених конформних радiусiв полiцилiндричних непереинних

областей з полюсами на межi полiкруга. Просторовi аналоги ряду вiдомих

результатiв про неперетиннi областi на площинi були отриманi в роботi

[60]. Для цього в [60] було узагальнено поняття внутрiшнього радiуса, а

саме, введено поняття гармонiчного радiуса просторової областi B ⊂ Rn

вiдносно деякої внутрiшньої точки. Мабуть, работа [60] є єдиною роботою,

де вдалося значно просунутися в отриманнi результатiв для неперетинних

областей в просторовому випадку. Далi, в [13] був запропонований

пiдхiд, який дозволяє перенести деякi результати, вiдомi для випадку

комплексної площини, на Cn .

За означенням Cn = (C× C× . . .× C︸ ︷︷ ︸
n−раз

), n ∈ N . Cn
=

(C× C× . . .× C)︸ ︷︷ ︸
n−раз

— компактифiкацiя простору Cn (див., наприклад,

[126, 128, 133]), де множина нескiнченно вiддалених точок має комплексну

розмiрнiсть n − 1 . Нехай [D]n — (декартова степiнь областi D ∈ C )

позначає декартовий добуток D ×D × . . .×D︸ ︷︷ ︸
n−раз

, [d]n — (декартова степiнь

точки d ∈ C ) позначає точку iз Cn , яка має координати (d, ..., d)︸ ︷︷ ︸
n−раз

.

Зрозумiло, що C1 = C , C1
= C . Нескiнченними точками Cn є тi точки,

у яких хоча б одна координата нескiнченна.

Топологiя в Cn вводиться як у декартовому добутку топологiчних

просторiв. У цiй топологiї Cn компактно (див. [126, 128, 133]).

Область B = B1 × B2 × . . . × Bn ⊂ Cn , де кожна область Bk ⊂ C ,
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k = 1, n , називається полiцилiндричною областю в Cn (див., наприклад,

[128, Ч. II]). Областi Bk , k = 1, n , назвемо координатними областями

областi B .

Узагальненим внутрiшнiм радiусом полiцилiндричної областi B
вiдносно точки A = (a1, a2, . . . , an) ∈ B , ak ∈ Bk , k = 1, n , будемо

називати величину

R(B,A) :=

(
n∏

k=1

r(Bk, ak)

) 1
n

,

де величини r(Bk, ak) , k = 1, n , позначають внутрiшнi радiуси (див. [40,

57, 127]) координатних областей Bk вiдносно ak .

При n = 1 величина R(B,A) є звичайним внутрiшнiм радiусом

областi B ⊂ C вiдносно точки A .

Нехай Un = [U ]n , де U = {z ∈ C : |z| < 1} (одиничний круг в

комплекснiй площинi C ). Позначимо через Γn кiстяк полiкруга Un (див.

[40, 127]), тобто множину точок A = (a1, a2, . . . , an) ⊂ Cn , |as| = 1 ,

s = 1, n .

Система {Bk}m
k=1

(
Bk = B

(k)
1 × . . .×B

(k)
n , k = 1,m

)
називається

системою неперетинних полiцилiндричних областей, якщо при кожному

фiксованому p0 , p0 = 1, n , система областей
{

B
(k)
p0

}
, k = 1,m , є

системою неперетинних областей на C .

Нехай m ∈ N , m > 2 . Система точок ∆m := {ak}m
k=1 , ak ∈ C ,

називається m -променевою, якщо |ak| ∈ R+ при k = 1,m ,

0 = arg a1 < arg a2 < . . . < arg am < 2π.

Система точок {Ak}m
k=1

(
Ak =

(
a

(k)
1 , a

(k)
2 , . . . , a

(k)
n

)
∈ Cn, k = 1,m

)
,

називається променевою в просторi Cn , якщо при кожному фiксованому

p0 послiдовнiсть
{

a
(k)
p0

}
, k = 1,m , є m -променевою системою точок на

вiдповiднiй комплекснiй площинi C .
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Будемо розглядати променевi системи точок в просторi Cn

наступного виду

{Ak}m
k=1 , Ak =

(
a

(k)
1 , a

(k)
2 , . . . , a(k)

n

)
∈ Cn,

k = 1,m, a(1)
p0

> 0, p0 = 1, n, (7.21)

arg a(k)
p0

< arg a(k+1)
p0

, k = 1,m− 1, arg a(m)
p0

< 2π.

Введемо також наступнi позначення

α(1)
p0

:=
1

π

(
arg a(2)

p0
− arg a(1)

p0

)
, α(2)

p0
:=

1

π

(
arg a(3)

p0
− arg a(2)

p0

)
, . . . ,

α(m)
p0

:=
1

π

(
2π − arg a(m)

p0

)
.

Розглянемо добуток

Im(γ) = Rγ(B0,A0)
m∏

k=1

R(Bk,Ak),

де γ ∈ R+ , A0 = [0]n = (0, 0, . . . , 0) , Ak ∈ Bk ⊂ Cn , k = 0,m , {Ak}m
k=1 =

{
as

p

}m

s=1 , p = 1, n — довiльний набiр точок на Γn i {Bk}m
k=0 — неперетиннi

полiцилiндричнi областi в Cn . Нехай

Fδ(x) = 2x2+6 · xx2+2−2δ · (2− x)−
1
2 (2−x)2(2 + x)−

1
2 (2+x)2,

x ∈ (0, 2], δ ∈ [0, 1], Fδ(x) ⊂ C.

Теорема 7.3.1. [51] Нехай m,n ∈ N , m > 7 , γ ∈ (0, γ0], γ0 = 3
√

m

i δ ∈ [0; 0, 7] . Тодi для довiльної променевої системи точок виду (7.21)

{Ak}m
k=1 =

{
a

(k)
p

}m

k=1
∈ Cn , p = 1, n , такої, що Ak ∈ Γn , k = 1,m ,

i довiльного набору неперетинних полiцилiндричних областей B0 , Bk ,

A0 ∈ B0 ⊂ Cn , Ak ∈ Bk ⊂ Cn , k = 1,m , справедлива нерiвнiсть

Rγ(B0,A0)
m∏

k=1

R(Bk,Ak) 6 γ−
δ·m
2 ·

(
m∏

k=1

n∏
p=1

α(k)
p

) δ
n

·
[
Fδ

(
2

m

√
γ

)]m
2

.
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Однiєю iз екстремальних систем є система

{Bk}m
k=0 =

{[
B

(0)
0

]n

,
[
B

(0)
1

]n

,
[
B

(0)
2

]n

, . . . ,
[
B(0)

m

]n}
,

{Ak}m
k=0 =

{
[0]n ,

[
b
(0)
1

]n

,
[
b
(0)
2

]n

, . . . ,
[
b(0)
m

]n}
,

де областi B
(0)
0 , B

(0)
k i точки 0 , b

(0)
k , k = 1,m , є, вiдповiдно, круговими

областями та полюсами квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2 dw2.

Доведення. Виконаємо наступне перетворення

Im(γ) =

[
n∏

p=1

r
(
B(0)

p , a(0)
p

)] γ
n m∏

k=1

[
n∏

p=1

r
(
B(k)

p , a(k)
p

)] 1
n

=

=

[
n∏

p=1

[
rγ

(
B(0)

p , a(0)
p

) m∏

k=1

r
(
B(k)

p , a(k)
p

)]] 1
n

.

Позначимо

Im
p (γ) := rγ

(
B(0)

p , a(0)
p

) m∏

k=1

r
(
B(k)

p , a(k)
p

)
.

Тодi для фiксованого p = 1, n областi B
(k)
p , k = 0,m , утворюють систему

неперетинних областей на комплекснiй площинi C . Таким чином, згiдно

з роботою [47], для кожного фiксованого p = 1, n , маємо спiввiдношення

Im
p (γ) 6

6
(

m∏

k=1

α(k)
p

)[
m∏

k=1

r(α
(k)
p )

2
γ
(
G(k)

p , 0
)

r
(
T (k)

p ,−i
)

r
(
Y (k)

p , i
)] 1

2

,

де G
(k)
p , T

(k)
p , Y

(k)
p — круговi областi квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 =

(
4−

(
α

(k)
p

)2
γ

)
w2 −

(
α

(k)
p

)2
γ

w2(w2 + 1)2 dw2
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(
0 ∈ G

(k)
p , −i ∈ T

(k)
p , i ∈ Y

(k)
p

)
. Використовуючи методику, розвинену в

статтi [47], одержуємо оцiнку

Im
p (γ) 6

(
m∏

k=1

α(k)
p

)[
m∏

k=1

S
(
α(k)

p

√
γ
)]1/2

,

S(x) = 2x2+6xx2

(2− x)−
1
2 (2−x)2(2 + x)−

1
2 (2+x)2, x ∈ [0, 2].

Далi, використовуючи iдеї робiт [47, 76], маємо наступну нерiвнiсть

Im
p (γ) 6 γ−

δm
2

(
m∏

k=1

α(k)
p

)δ [
m∏

k=1

Fδ

(
α(k)

p

√
γ
)]1/2

, δ ∈ [0, 0, 7]. (7.22)

Розглянемо функцiонал

Ĩm
p (γ) = γ

δm
2

(
m∏

k=1

α(k)
p

)−δ

Im
p (γ).

Iз нерiвностi (7.22) слiдує, що

Ĩm
p (γ) 6

[
m∏

k=1

Fδ

(
α(k)

p

√
γ
)] 1

2

.

Далi, розглянемо наступну екстремальну проблему:
m∏

k=1

Fδ(xk) −→ max;
m∑

k=1

xk = 2
√

γ, xk = α(k)
p

√
γ,

0 < xk 6 2, 0 6 δ 6 0, 7.

Нехай Ψδ(x) = ln (Fδ(x)) i X(0) =
{

x
(0)
k

}m

k=1
— довiльна екстремальна

точка. Згiдно роботi [76] має мiсце твердження: якщо 0 < x
(0)
k < x

(0)
j < 2 ,

k 6= j , тодi

Ψ′
δ

(
x

(0)
k

)
= Ψ′

δ

(
x

(0)
j

)
,

i якщо деяке x
(0)
j = 2 , тодi для довiльного x

(0)
k < 2 ,

Ψ′
δ

(
x

(0)
k

)
6 Ψ′

δ

(
x

(0)
j

)
= Ψ′

δ(2),
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Рис. 7.19: Графiк функцiї y = Ψ′
δ(x)

де k, j = 1,m , k 6= j , 0 6 δ 6 0, 7 ,

Ψ′
δ(x) = 2x ln(2x) + (2− x) ln(2− x)− (2 + x) ln(2 + x) +

2

x
− 2δ

x

(див. Рис. 7.19). Перевiримо чи при вище прийнятих спiввiдношеннях буде

виконуватися умова

x
(0)
1 = x

(0)
2 = . . . = x(0)

m .

Нехай

σ1 := σ1(δ, γ) = min
16k6m

x
(0)
k (δ, γ),

σ0 := σ0(δ, γ) = max
16k6m

x
(0)
k (δ, γ),

σ1 6 σk 6 σ0 , k = 1,m , 0 6 δ 6 0, 7 , γ ∈ (0, 3
√

m] .

Функцiя Ψ′′
δ(x) монотонно зростає на промiжку (0, 2) при кожному

фiксованому δ та iснує x0(δ, γ) ∈ (1, 084419; 1, 324661) таке, що

signΨ′′
δ(x) ≡ sign(x− x0(δ, γ)).
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Якщо σ0 6 x0(δ, γ) , тодi в силу строгої монотонностi Ψ′
δ(x) на [0, x0(δ, γ)]

i iз умов задачi маємо, що x
(0)
1 = . . . = x

(0)
m .

Нехай x0(δ, γ) < σ0 6 1, 95 . Тодi

σ1 6 1

m− 1

m−1∑

k=1

x
(0)
k =

2
√

γ − σ0

m− 1
6 2 6

√
m− σ0

m− 1
6 2 6

√
7− σ0

6
.

Звiдси, для m > 7 , γ ∈ (0, 3
√

m ] , 0 6 δ 6 0, 7 , справедлива нерiвнiсть

σ1 6
(
2 6
√

m− x0(δ, γ)
)
/6 6 (2, 935598− 1, 08441)/6 < 0, 280294.

Таким чином,

Ψ′
δ(σ1) > Ψ′

δ(0, 280294) > Ψ′
0,7(0, 280294) = 0, 868846 >

> 0, 757486 = Ψ′
0(1, 95) > Ψ′

δ(σ0).

Отже, σ0 /∈ (x0(δ, γ); 1, 95] .

Далi, нехай 1, 95 < σ0 6 2 . Тодi для m > 7 , γ ∈ (0, 3
√

m] , 0 6 δ 6
0, 7 , ми маємо, що σ1 6 (2 6

√
m− 1, 95) /6 < 0, 136029. Таким чином,

Ψ′
δ(σ1) > Ψ′

δ(0, 136029) > Ψ′
0,7(0, 136029) = 3, 596251 >

> 1 = Ψ′
0(2) > Ψ′

δ(σ0).

Звiдси, σ0 /∈ (x0(δ, γ), 2] . Iз всього вище наведеного слiдує, що для

екстремального набору точок
{

x
(0)
k

}m

k=1
можливий лише випадок, коли

x
(0)
1 = x

(0)
2 = . . . = x(0)

m .

Отже, одержуємо, що справедливе спiввiдношення
m∏

k=1

Fδ

(
α(k)

p

√
γ
)

6
[
Fδ

(
2

m

√
γ

)]m

.

Використовуючи останню нерiвнiсть та спiввiдношення (7.22), маємо, що

для кожного фiксованого p = 1, n справедлива нерiвнiсть

Im
p (γ) 6 γ−

δm
2

(
m∏

k=1

α(k)
p

)δ [
Fδ

(
2

m

√
γ

)]m
2

.
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I, остаточно, одержуємо, що

Im(γ) =

(
n∏

p=1

Im
p (γ)

) 1
n

6 γ−
δ·m
2 ·

(
m∏

k=1

n∏
p=1

α(k)
p

) δ
n

·
[
Fδ

(
2

m

√
γ

)]m
2

.

Твердження про знак рiвностi перевiряється безпосередньо. Теорема 7.3.1

доведена.

7.4. Оцiнки добуткiв внутрiшнiх радiусiв

взаємно неперетинних областей вiдносно точок,

розмiщених на однiй прямiй

Використавши мiркування леми 1 роботи [142], отримуємо наступнi

результати, що стосуються оцiнок зверху для добуткiв внутрiшнiх

радiусiв взаємно неперетинних областей вiдносно фiксованих точок

розмiщених на однiй прямiй. В якостi наслiдкiв розглядається випадок,

коли на двох променях мiститься однакова кiлькiсть точок.

Теорема 7.4.1. [28] Нехай p, q ∈ N , p + q > 3 , γ ∈ (0, p + q] . Тодi

для будь-яких фiксованих точок дiйсної осi ak , k = 1, p + q (ak ∈ R+ ,

k = 1, p , ak ∈ R− , k = 1, q ), й будь-якого набору областей, що взаємно

не перетинаються, B0 , Bk , a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C , ak ∈ Bk ⊂ C , k =

1, p + q , справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0)

p+q∏

k=1

r (Bk, ak) 6

6 (p + q)−
γ
2

(
p+q∏

k=1

r (Bk, ak)

)1− γ
p+q

(
p+q∏

k=1

|ak|
) 2γ

p+q

.

Доведення. Нехай d(E) — трансфiнiтний дiаметр компактної
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множини E ⊂ C. Тодi справедливе спiввiдношення

r (B0, 0) = r
(
B+

0 ,∞)
=

1

d
(
C \B+

0

) 6 1

d

(
p+q⋃
k=1

B
+
k

) , (7.23)

де B+ =
{
z : 1

z ∈ B
}

. За теоремою Пойа [99, с. 28], має мiсце нерiвнiсть

µE 6 πd2(E),

де µE позначає лебегову мiру компактної множини E. Звiдси одержуємо,

що

d(E) >
(

1

π
µE

) 1
2

.

Тодi iз (7.23), маємо

r (B0, 0) 6 1

d

(
p+q⋃
k=1

B
+
k

) 6 1√
1
πµ

(
p+q⋃
k=1

B
+
k

) =

[
1

π

p+q∑

k=1

µB
+
k

]− 1
2

. (7.24)

Iз теореми про мiнiмiзацiю площi [40, с. 34] слiдує, що

µ(B) > πr2 (B, a) .

Iз нерiвностi (7.24) безпосередньо отримуємо, що

r (B0, 0) 6
[

1

π

p+q∑

k=1

µB
+
k

]− 1
2

6
[

1

π

p+q∑

k=1

µB+
k

]− 1
2

6
[

p+q∑

k=1

r2 (
B+

k , a+
k

)
]− 1

2

.

Звiдси

r (B0, 0) 6 1
[

p+q∑
k=1

r2
(
B+

k , a+
k

)] 1
2

.

Використовуючи iнварiантнiсть функцiї Грiна при конформному та

однолистому вiдображеннi, маємо

gBk
(z, ak) = gB+

k
(w+, a+

k ), w+ =
1

z
.
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Використовуючи спiввiдношення

gB+
k
(w+, a+

k ) = gB+
k

(
1

z
,

1

ak

)
= ln

1∣∣1
z − a+

k

∣∣ + ln r(B+
k , a+

k ) + o(1),

маємо, що

r
(
B+

k , a+
k

)
=

r (Bk, ak)

|ak|2
i

r (B0, 0) 6 1
[

p+q∑
k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4
] 1

2

.

З припущення теореми випливає спiввiдношення

rγ (B0, 0)

p+q∏

k=1

r (Bk, ak) 6

p+q∏
k=1

r (Bk, ak)

[
p+q∑
k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4
]γ

2

.

Далi, iз нерiвностi Кошi

1

p + q

p+q∑

k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4 >
[

p+q∏

k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4
] 1

p+q

.

Таким чином, неважко отримати, що
[

p+q∑

k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4
]γ

2

>


(p + q)

[
p+q∏

k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4
] 1

p+q




γ
2

=

= (p + q)
γ
2

(
p+q∏

k=1

r (Bk, ak)

) γ
p+q

(
p+q∏

k=1

|ak|
)− 2γ

p+q

.

Отже,

rγ (B0, 0)

p+q∏

k=1

r (Bk, ak) 6

6

p+q∏
k=1

r (Bk, ak)

(p + q)
γ
2

(
p+q∏
k=1

r (Bk, ak)

) γ
p+q

(
p+q∏
k=1

|ak|
)− 2γ

p+q

=
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= (p + q)−
γ
2

(
p+q∏

k=1

r (Bk, ak)

)1− γ
p+q

(
p+q∏

k=1

|ak|
) 2γ

p+q

.

Теорема 7.4.1 доведена.

Зауваження 7.4.1. Якщо γ = p+q i |ak| 6 R , то за умов теореми

7.4.1 маємо спiввiдношення

rp+q (B0, 0)

p+q∏

k=1

r (Bk, ak) 6 (p + q)−
p+q
2 ·R2(p+q).

Теорема 7.4.2. [28] Нехай p, q ∈ N , p + q > 3 , γ ∈ R+ . Тодi

для будь-яких фiксованих точок дiйсної осi ak , k = 1, p + q (ak ∈ R+ ,

k = 1, p , ak ∈ R− , k = 1, q ), i будь-якого набору областей, що взаємно

не перетинаються, B0 , B∞ , Bk , a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C , ∞ ∈ B∞ ⊂ C ,

ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, p + q , справедлива нерiвнiсть

[r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
p+q∏

k=1

r (Bk, ak) 6

6 ((p + q) + 1)−γ (p+q)+1
(p+q)+2

[
p+q∏

k=1

r (Bk, ak)

]1− 2γ
(p+q)+2

(
p+q∏

k=1

|ak|
) 2γ

(p+q)+2

.

Доведення. Використовуючи спiввiдношення (7.23) i (7.24)

доведення теореми 7.4.1, отримуємо, що

r (B0, 0) 6

6 1
[
r2 (B+∞, 0) +

p+q∑
k=1

r2
(
B+

k , a+
k

)] 1
2

=
1

[
r2 (B∞,∞) +

p+q∑
k=1

r2(Bk,ak)
|ak|4

] 1
2

,

r (B∞,∞) 6 1
[
r2 (B0, 0) +

p+q∑
k=1

r2 (Bk, ak)

] 1
2

.
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Iз нерiвностi Кошi
(

r2 (B∞,∞) +

p+q∑

k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4
) 1

2

>

> ((p + q) + 1)
1
2

[
r (B∞,∞)

p+q∏

k=1

r (Bk, ak)

|ak|2
] 1

(p+q)+1

.

Таким чином, з врахуванням вище наведених нерiвностей

r (B0, 0) 6

6 ((p + q) + 1)−
1
2

[
r (B∞,∞)

p+q∏

k=1

r (Bk, ak)

]− 1
(p+q)+1

·
p+q∏

k=1

|ak|
2

(p+q)+1 .

Аналогiчно,

r (B∞,∞) 6 ((p + q) + 1)−
1
2

[
r (B0, 0)

p+q∏

k=1

r (Bk, ak)

]− 1
(p+q)+1

.

Далi, використовуючи нескладнi перетворення, маємо

r (B0, 0) r (B∞,∞) 6

6 ((p + q) + 1)−
(p+q)+1
(p+q)+2

[
p+q∏

k=1

r (Bk, ak)

]− 2
(p+q)+2 p+q∏

k=1

|ak|
2

(p+q)+2 .

I, остаточно, одержуємо основну нерiвнiсть теореми 7.4.2

[r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
p+q∏

k=1

r (Bk, ak) 6

6 ((p + q) + 1)−γ (p+q)+1
(p+q)+2

[
p+q∏

k=1

r (Bk, ak)

]1− 2γ
(p+q)+2 p+q∏

k=1

|ak|
2γ

(p+q)+2 .

Теорема 7.4.2 доведена.

Зауваження 7.4.2. Якщо γ = 1
2 (p + q + 2) i |ak| 6 R , то за умов

теореми 7.4.2 маємо спiввiдношення

[r (B0, 0) r (B∞,∞)]p+q
p+q∏

k=1

r (Bk, ak) 6 (p + q + 1)−
p+q+1

2 ·R(p+q).
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Теорема 7.4.3. [28] Нехай p, q ∈ N , p + q > 3 , γ ∈ (0, p + q] . Тодi

для будь-яких фiксованих точок дiйсної осi ak , k = 1, p + q (ak ∈ R+ ,

k = 1, p , ak ∈ R− , k = 1, q ), i будь-якого набору областей, що взаємно

не перетинаються, B∞ , Bk , ∞ ∈ B∞ ⊂ C , ak ∈ Bk ⊂ C , k = 1, p + q ,

справедлива нерiвнiсть

rγ (B∞,∞)

p+q∏

k=1

r (Bk, ak) 6 (p + q)−
γ
2

[
p+q∏

k=1

r (Bk, ak)

]1− γ
(p+q)

.

Доведення. Використовуючи нерiвностi (7.23), (7.24) i теорему про

мiнiмiзацiю площi [40, с. 34], одержуємо спiввiдношення

r (B∞,∞) 6 1
[

p+q∑
k=1

r2 (Bk, ak)

] 1
2

.

Iз нерiвностi Кошi, маємо
(

p+q∑

k=1

r2 (Bk, ak)

)1
2

> (p + q)
1
2

[
p+q∏

k=1

r (Bk, ak)

] 1
(p+q)

,

rγ (B∞,∞) 6 (p + q)−
γ
2

[
p+q∏

k=1

r (Bk, ak)

]− γ
(p+q)

.

I, таким чином,

rγ (B∞,∞)

p+q∏

k=1

r (Bk, ak) 6 (p + q)−
γ
2

[
p+q∏

k=1

r (Bk, ak)

]1− γ
(p+q)

.

Теорема 7.4.3 доведена.

Зауваження 7.4.3. Якщо γ = p + q , то за умов теореми 7.4.3

маємо спiввiдношення

rp+q (B∞,∞)

p+q∏

k=1

r (Bk, ak) 6 (p + q)−
p+q
2 .
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Розглянемо випадок, якщо p = q := m . У роботi [11, с. 106] для

довiльної (2,m) -променевої системи точок A2,m = {ak,p} , k ∈ {1, 2} ,
p = 1,m , i системи областей, що взаємно не перетинаються, {Bk,p} , ak,p ∈
Bk,p ⊂ C , k ∈ {1, 2} , p = 1,m , доведено нерiвнiсть

2∏

k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) 6 22m · (α1 · α2)
m · (µ1(R) · µ2(R))

1
2 · LR(A2,m),

де величини {µk(R)}n
k=1 ⊂ R+ при заданому R — коефiцiєнти змiщення

системи A2,m , причому, µk(R) 6 m−2m , R ∈ R+ ,

LR(A2,m) :=
2∏

k=1

m∏
p=1

[
χ

(∣∣∣ak,p

R

∣∣∣
1

αk

)
· χ

(∣∣∣ak,p

R

∣∣∣
1

αk−1

)] 1
2

· |ak,p|.

Таким чином, iз доведених теорем 7.4.1, 7.4.2, 7.4.3 одержуємо наступнi

результати.

Наслiдок 7.4.1. [28] Нехай m ∈ N , m > 2 , γ ∈ (0, 2m] . Тодi

для будь-яких фiксованих точок дiйсної осi ak,p , k ∈ {1, 2} , p = 1,m , i

будь-якого набору областей, що взаємно не перетинаються, B0 , Bk,p ,

a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C , ak,p ∈ Bk,p ⊂ C , k ∈ {1, 2} , p = 1,m , справедлива

нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
2∏

k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) 6

6 22m− 3γ
2 ·m−2m+γ

2 · (LR(A2,m))1− γ
2m

(
2∏

k=1

m∏
p=1

|ak|
) γ

m

.

Наслiдок 7.4.2. [28] Нехай m ∈ N , m > 2 , γ ∈ (0, m + 1] . Тодi

для будь-яких фiксованих точок дiйсної осi ak,p , k ∈ {1, 2} , p = 1,m ,

i будь-якого набору областей, що взаємно не перетинаються, B0 , B∞ ,

Bk,p , a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C , ∞ ∈ B∞ ⊂ C , ak,p ∈ Bk,p ⊂ C , k ∈ {1, 2} ,
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p = 1,m , справедлива нерiвнiсть

[r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
2∏

k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) 6

6 (2m + 1)−γ 2m+1
2m+2

[
22m ·m−2m · LR(A2,m)

]1− γ
m+1

(
2∏

k=1

m∏
p=1

|ak|
) γ

m+1

.

Наслiдок 7.4.3. [28] Нехай m ∈ N , m > 2 , γ ∈ (0, 2m] . Тодi

для будь-яких фiксованих точок дiйсної осi ak,p , k ∈ {1, 2} , p = 1,m , i

будь-якого набору областей, що взаємно не перетинаються, B∞ , Bk,p ,

∞ ∈ B∞ ⊂ C , ak,p ∈ Bk,p ⊂ C , k ∈ {1, 2} , p = 1,m , справедлива

нерiвнiсть

rγ (B∞,∞)
2∏

k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) 6 22m− 3γ
2 ·m−2m+γ

2 · (LR(A2,m))1− γ
2m .



310

Висновки

У сьомому роздiлi дисертацiйної роботи удосконалено методи

дослiдження екстремальних задач про конформнi вiдображення, що

дозволило отримати розв’язок задачi про знаходженню максимума

функцiонала, що являє собою добуток внутрiшнiх радiусiв неперетинних

областей вiдносно точок комплексної площини (радiуси в точках 0 i ∞
в степенi γ ) (теорема 7.1.1, теорема 7.1.2, теорема 7.1.3).

Знайдено точнi оцiнки для добуткiв внутрiшнiх радiусiв областей

одиничного кола, що задовiльняють умовi часткового перетину, i

виконуються нерiвностi 0 < αk 6 y0/
√

γ , k = 1, n , y0 ≈ 0, 884414

(теорема 7.2.1).

Пропонується узагальнення поняття внутрiшнього радiуса на

випадок n -вимiрного комплексного простору, а саме, вводиться поняття

узагальненого внутрiшнього радiуса. За рахунок введення цього поняття

вдалося перенести деякi результати, вiдомi у випадку комплексної

площини, на багатовимiрний комплексний простiр (теорема 7.3.1).

Одержано оцiнки зверху добуткiв внутрiшнiх радiусiв взаємно

неперетинних областей вiдносно точок, розмiщених на однiй прямiй,

за всiх можливих значень степеня γ внутрiшнього радiуса областi

вiдносно початку координат (теорема 7.4.1), за всiх можливих значень

степеня γ внутрiшнiх радiусiв областей вiдносно початку координат i

нескiнченно вiддаленої точки (теорема 7.4.2), за всiх можливих значень

степеня γ внутрiшнього радiуса областi вiдносно нескiнченно вiддаленої

точки (теорема 7.4.3). Як наслiдки отримано результати коли на двох

променях мiститься однакова кiлькiсть точок (наслiдок 7.5.1, наслiдок

7.5.2, наслiдок 7.5.3).

Результати роздiлу опублiковано в статтях [28, 37, 51, 52, 145, 236].
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ВИСНОВКИ

Дисертацiя присвячена розробцi нових пiдходiв i методiв розв’язання

екстремальних задач геометричної теорiї функцiй комплексної змiнної.

В роботi на базi новiтнiх фундаментальних досягнень у теорiї функцiй,

комплексному аналiзi, теорiї вiдображень дослiджено ряд актуальних

проблем в цих математичних дисциплiнах. В результатi зусиль наукового

консультанта та здобувачки вiдкрито новi пiдходи до цих проблем,

створено новi методи дослiдження, розвинуто загальнi теорiї та одержано

ряд нових результатiв у складних вiдкритих проблемах, над якими

працюють математики в багатьох країнах свiту. Дослiдження проведено

на найвищому свiтовому рiвнi. Результати дослiджень опублiковано у 26

вiтчизняних та закордонних математичних виданнях, вони доповiдались

на 17 мiжнародних наукових конференцiях. Отриманi результати та

розвиненi в роботi пiдходи i методи вiдкривають новi перспективи для

подальшого дослiдження цих проблем.

В роботi одержано ефективнi оцiнки зверху добуткiв внутрiшнiх

радiусiв неперетинних областей iз фiксованими полюсами вiдповiдних

квадратичних диференцiалiв на променевих системах точок комплексної

площини при всiх можливих значеннях деякого параметра γ та

встановлено умови при яких в доведених результатах конфiгурацiя

областей i точок неiстотна. Одержано оцiнки зверху добуткiв внутрiшнiх

радiусiв областей, що взаємно не перетинаються, у випадках, коли полюси

вiдповiдних квадратичних диференцiалiв розмiщенi на одиничному колi

або на довiльнiй прямiй, i у випадку, коли областi симетричнi вiдносно

одиничного кола.

Розв’язано вiдкриту проблему про знаходження максимуму добутку
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внутрiшнiх радiусiв двох областей вiдносно точок одиничного кола на

степiнь γ внутрiшнього радiуса областi вiдносно початку координат

при довiльному γ ∈ (0, 2 ] за умови, що всi три областi попарно не

перетинаються, й доведено узагальнення цього результату.

Доведенi оцiнки функцiоналiв дозволили знайти посиленi результати

стосовно точних розв’язкiв вiдкритих екстремальних проблем про

взаємно неперетиннi областi комплексної площини у випадку вiльних

полюсiв вiдповiдних квадратичних диференцiалiв.

В роботi значно узагальненi й посиленi класичнi результати В.М.

Дубiнiна, Г.В. Кузьмiної, Є.Г. Ємельянова, Л.В. Ковальова, О.К. Бахтiна,

Я.В. Заболотного.

Варто зазначити, що навiть наслiдки загальних теорем — це суттєвi

узагальнення й посилення ранiше вiдомих в цьому напрямку результатiв.

Отриманi в дисертацiйнiй роботi результати й розвиненi в нiй методи

можуть бути корисними в подальших дослiдженнях комплексного i

гiперкомплексного аналiзiв та їх застосуваннях.
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No. 2. — P. 83–92.

140. Bakhtin A., Dvorak I., Denega I. Separating transformation and extremal

decomposition of the complex plane // Bulletin de la société des sciences
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Gebiete mit gemeinsamer quasikonformer Fortsetzung // Math. Nachr.

— 1978. — B. 86. — P. 175 – 180.

194. Lebedev N.A, Tamrazov P.M. Inverse approximation theorems on closed

sets of the complex plane // Dokl. Akad. Nauk SSSR. — 1968. — 179.

— P. 1046–1049.

195. Lebedev N.A, Tamrazov P.M. Inverse approximation theorems on regular

compacta of the complex plane // Izv. Akad. Nauk SSSR Ser. Mat. —

1970. — 34. — P. 1340–1390.



338

196. Lewandowski Z., Starkov V. On meromorphic and univalent functions

yielding local maxima of two coefficients // Zeszyty Naukowe Politechniki

Rzeszowskiej Folia Scientiarum Universitatis Technicae Resoviensis. —

1990. — 73. — P. 9 – 17.

197. Looman H. Uber die Cauchy - Riemanschen Differentialgleichungen //

Nachr. Ges. Wiess. Göttingen. — 1923. — S. 97 – 108.
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