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матричних алгебр.— Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.
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наук за спецiальнiстю 01.01.06 — алгебра та теорiя чисел.– Київський нацiональ-
ний унiверситет iменi Тараса Шевченка.– Iнститут математики Нацiональної
академiї наук України, Київ, 2021.

Дисертацiйна робота присвячена асимптотичним конструкцiям та структур-
нiй теорiї локально матричних алгебр та їх застосуванням до груп i алгебр
нескiнченних матриць та просторiв Хемiнга.

Iнтерес до локально матричних алгебр виник у зв’язку з їх застосуваннями
в теорiї ℂ∗–алгебр, теорiї зображень та математичнiй фiзицi. Як зазначають
А. Вершик та С. Керов, локально матричнi алгебри — це нескiнченно–вимiрнi
алгебри, якi найближчi до класичних алгебр матриць.

Результати дисертацiйної роботи можна роздiлити на три частини. У першiй
частинi (роздiли 3, 4):

(i) вводимо новi приклади локально матричних алгебр довiльних розмiрно-
стей,

(ii) вводимо новi iнварiанти Стейнiца локально матричних алгебр,
(iii) вивчаємо розклади локально матричних алгебр довiльної розмiрностi у

тензорнi добутки матричних алгебр та примарних локально матричних
алгебр.

У другiй частинi (роздiл 5) розробляємо структурну теорiю локально стан-
дартних просторiв Хемiнга, паралельну структурнiй теорiї локально матричних
алгебр.

У третiй частинi (роздiли 6, 7, 8) вивчаємо:
(i) автоморфiзми та диференцiювання локально матричних алгебр,
(ii) групи нескiнченних перiодичних матриць,
(iii) диференцiювання асоцiативних та лiєвих алгебр нескiнченних матриць.
Г. Кете показав, що кожна злiченно–вимiрна унiтальна локально матрична

алгебра розкладається в тензорнийдобутокматричних алгебр i, отже, примарних
локально матричних алгебр. А.Г. Курош побудував приклад, який показує, що
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цей результат не поширюється на локально матричнi алгебри незлiченних
розмiрностей. Його учень В.М. Курочкiн вивчав єдинiсть примарних розкладiв i
сформулював основне питання, яке залишалося вiдкритим:

чи кожна локально матрична алгебра допускає примарний розклад?
У роздiлi 3 мипобудувалиприклад незлiченно–вимiрної унiтальної локально

матричної алгебри, яка не допускає примарного розкладу, що дає негативну
вiдповiдь на питання Курочкiна.

Новий сплеск iнтересу до локально матричних алгебр вiдбувся в 60–70-х
роках минулого столiття у зв’язку з їх застосуванням до ℂ∗–алгебр. Дж. Глiмм
параметризував злiченно–вимiрнi унiтальнi локально матричнi алгебри чи-
слами Стейнiца. Дж. Дiксм’є параметризував неунiтальнi злiченно–вимiрнi
локально матричнi алгебри над полем нульової характеристики. А.А. Баранов
поширив результат Дiксм’є на випадок довiльного поля.

У роздiлi 3 ми визначили iнварiант Стейнiца для унiтальної локально
матричної алгебри довiльної розмiрностi i показали, що, взагалi кажучи, цей
iнварiант не визначає локально матричну алгебру незлiченної розмiрностi з
точнiстю до iзоморфiзму.

Тим не менш, показали, що:

(i) iнварiант Стейнiца визначає алгебру з точнiстю до унiверсальної елемен-
тарної еквiвалентностi, тобто Стейнiцовi iнварiанти двох алгебр рiвнi тодi
й лише тодi, коли їх унiверсальнi елементарнi теорiї збiгаються,

(ii) Морiта еквiвалентнiсть злiченно–вимiрних унiтальних локально матри-
чних алгебр може бути повнiстю охарактеризована за допомогою iнварi-
антiв Стейнiца.

Використовуючи новi приклади унiтальних локально матричних алгебр
(алгебри Клiфорда та узагальненi алгебри Клiфорда), нам вдалося для майже всiх
чисел Стейнiца побудувати приклади унiтальних локально матричних алгебр,
якi не розкладаються в тензорнi добутки матричних алгебр.

У роздiлi 4 ми визначили iнварiанти Стейнiца для не обов’язково унiтальних
локально матричних алгебр. Довiльнiй такiй алгебрi 𝐴 привласнюємо набiр
чисел Стейнiца, який називаємо спектром 𝐴. Показуємо, що спектр є повною
множиною i що кожна повна множина чисел Стейнiца є спектром деякої
локально матричної алгебри.
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Узагальнюючи теорему Глiмма, показуємо, що двi злiченно–вимiрнi ло-
кально матричнi алгебри є iзоморфними тодi й лише тодi, коли їх спектри
збiгаються. Ми повнiстю класифiкували повнi множини чисел Стейнiца. Як
наслiдок, отримали iнше доведення теореми Дiксiм’є–Баранова.

Роздiл 5 присвячений вивченню локально стандартних просторiв Хемiнга.
Стандартний простiр Хемiнга 𝑛–наборiв iз 0 та 1 є незамiнним iнструментом у
теорiї кодування. Ми вивчаємо стандартнi простори Хемiнга та їх нескiнченнi
узагальнення в контекстi алгебр з мiрою, тобто булевих алгебр з функцiєю мiри,
визначених А. Хорном та А. Тарським.

Для довiльного локально стандартного унiтального простору Хемiнга ми
визначили Стейнiцовий iнварiант i довели, що:

(i) злiченний унiтальний локально стандартний простiр Хемiнга розкладає-
ться у тензорний добуток стандартних просторiв Хемiнга,

(ii) кожен злiченний унiтальний локально стандартний простiр Хемiнга
однозначно визначається своїм iнварiантом Стейнiца.

Локально стандартнi простори Хемiнга пов’язанi з пiдалгебрами Картана
локальноматричних алгебр. Нехай𝐴 є унiтальною злiченно–вимiрною локально
матричною алгеброю, а 𝐻 — її пiдалгебра Картана. Розглянемо множину 𝐸 (𝐻 )
усiх iдемпотентiв 𝐻 iз булевими операцiями 𝑒 𝑓 та 𝑒 + 𝑓 − 2𝑒 𝑓 , де 𝑒, 𝑓 ∈ 𝐸 (𝐻 ), i
функцiєю 𝑟 вiдносного рангу (рангу Курочкiна) як функцiю мiри. Тодi (𝐸 (𝐻 ), 𝑟 )
є локально стандартним унiтальним простором Хемiнга.

I навпаки, для довiльного унiтального злiченного локально стандартного
простору Хемiнга 𝑆 iснує унiтальна злiченно–вимiрна локально матрична
алгебра𝐴 така,щопросториХемiнга𝑆 та (𝐸 (𝐻 ), 𝑟 )— iзоморфнi, де𝐻 —пiдалгебра
Картана алгебри 𝐴.

Для довiльного не обов’язково унiтального локально стандартного простору
Хемiнга визначаємо його спектр, який є повною множиною чисел Стейнiца. З
огляду на отриману в роздiлi 5 класифiкацiю повних множин чисел Стейнiца, ми
довели аналог теореми Дiксм’є для неунiтальних злiченних просторiв Хемiнга.

У роздiлi 6 вивчаємо автоморфiзми та диференцiювання локально матри-
чних алгебр, зосереджуючи увагу на зовнiшнiх автоморфiзмах та зовнiшнiх
диференцiюваннях. Ми показали, що:

(i) для довiльної локально матричної алгебри iдеал внутрiшнiх диференцiю-
вань щiльний в алгебрi Лi всiх диференцiювань у топологiї Тихонова,
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(ii) в унiтальнiй локально матричнiй алгебрi нормальна пiдгрупа її внутрiшнiх
автоморфiзмiв щiльна в топологiї Тихонова в групi всiх її автоморфiзмiв i
навiть у напiвгрупi iн’єктивних ендоморфiзмiв.

Для нескiнченного (не обов’язково злiченного) тензорного добутку матри-
чних алгебр ми описуємо всi диференцiювання як нескiнченнi збiжнi суми
внутрiшнiх диференцiювань спецiального типу. З огляду на теорему Кьоте
тодi матимемо опис диференцiювань унiтальних злiченно–вимiрних локально
матричних алгебр.

Схожим чином ми описали iн’єктивнi ендоморфiзми унiтальної злiченно–
вимiрної локально матричної алгебри як нескiнченнi збiжнi добутки певних
внутрiшнiх автоморфiзмiв. Показали, що такий добуток є автоморфiзмом тодi й
лише тодi, коли послiдовнiсть обернених до цих внутрiшнiх автоморфiзмiв є
iнтегровною.

Використовуючи наведений вище опис, ми показали, що для злiченно–
вимiрної локально матричної алгебри розмiрнiсть її алгебри Лi зовнiшнiх
диференцiювань дорiвнює |𝔽|ℵ0, де |𝔽| — потужнiсть основного поля 𝔽.

Ми також довели, що алгебра Лi зовнiшнiх диференцiювань не є локально
скiнченно–вимiрною (аналог теореми Штраде). Схожим чином показали, що
порядок групи зовнiшнiх автоморфiзмiв нашої алгебри дорiвнює |𝔽|ℵ0 .

У роздiлi 7 вивчаємо матричнi реалiзацiї злiченно–вимiрної унiтальної ло-
кально матричної алгебри, запропонованi В.I. Сущанським. Нехайℕ—множина
натуральних чисел. Для фiксованого числа Стейнiца 𝑢 ми розглядаємо алгебру
𝑀𝑢 (𝔽) усiх перiодичних (ℕ ×ℕ)–матриць над полем 𝔽 з перiодом, що дiлить
число Стейнiца 𝑢. Така алгебра є унiтальною злiченно–вимiрною локально
матричною алгеброю з числом Стейнiца 𝑢.

Нехай 𝐺𝐿𝑢 (𝔽) — група оборотних елементiв алгебри 𝑀𝑛 (𝔽) i нехай 𝑆𝐿𝑢 (𝔽)
— комутант алгебри 𝐺𝐿𝑢 (𝔽). Використовуючи структурну теорiю локально
матричних алгебр, ми описуємо iзоморфiзми мiж групами 𝑆𝐿𝑢 (𝔽) . Зокрема,
показуємо, що для довiльних двох чисел Стейнiца 𝑢1 i 𝑢2 групи 𝑆𝐿𝑢1 (𝔽) i 𝑆𝐿𝑢2 (𝔽)
iзоморфнi тодi й лише тодi, коли числа Стейнiца 𝑢1 та 𝑢2 збiгаються.

В останньому роздiлi 8 ми вивчаємо диференцiювання асоцiативних та
лiєвих алгебр нескiнченних матриць. Ключовим iнструментом тут є доведена в
роздiлi 6 щiльнiсть внутрiшнiх диференцiювань локально матричних алгебр у
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топологiї Тихонова.
Нехай 𝐼 — нескiнченна множина. Нехай 𝑀𝐼 (𝔽) — алгебра (𝐼 × 𝐼 )–матриць

над полем 𝔽, що має скiнченну кiлькiсть ненульових елементiв у кожному
стовпчику. Якщо 𝑉 є |𝐼 |–вимiрним векторним простором над 𝔽, то алгебра
𝑀𝐼 (𝔽) iзоморфна алгебрi усiх лiнiйних перетворень простору 𝑉 .

Ми також розглядаємо алгебру 𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽) (𝐼 × 𝐼 )–матриць зi скiнченною
кiлькiстю ненульових елементiв у кожному стовпчику i кожному рядку, а також
алгебру𝑀∞(𝐼 ,𝔽) (𝐼 × 𝐼 )–матриць зi скiнченною кiлькiстю ненульових елементiв.

Матриця Якобi — це (ℤ×ℤ)–матриця, щомає скiнченну кiлькiсть ненульових
дiагоналей. Нехай𝑀𝐽 (𝔽) позначає алгебру всiх матриць Якобi.

Використовуючи щiльнiсть у топологiї Тихонова алгебри внутрiшнiх ди-
ференцiювань локально матричної алгебри, доводимо, що довiльне диферен-
цiювання алгебри𝑀∞(𝐼 ,𝔽) має вигляд ad(𝑎), де 𝑎 ∈ 𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽). На основi цього
результату ми далi показуємо, що всi диференцiювання алгебр 𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽) та
𝑀𝐽 (𝔽) є внутрiшнiми.

Довiльна асоцiативна алгебра 𝐴 породжує приєднану алгебру Лi
𝐴(−) = (𝐴, [𝑎, 𝑏] = 𝑎𝑏 − 𝑏𝑎). Алгебри 𝔤𝔩∞(𝐼 ,𝔽) = 𝑀∞(𝐼 ,𝔽) (−), 𝔰𝔩∞(𝐼 ,𝔽) =

[𝔤𝔩∞(𝐼 ,𝔽), 𝔤𝔩∞(𝐼 ,𝔽)] i пiдалгебри 𝔰𝔬∞(𝐼 ,𝔽), 𝔰𝔭∞(𝐼 ,𝔽) кососиметричнихматриць
iз 𝑀∞(𝐼 ,𝔽) вiдносно iнволюцiї транспонування i симплектичної iнволюцiї
вiдповiдно знайшли застосування в математичнiй фiзицi. Приєднана алгебра Лi
𝔤𝔩 𝐽 (𝔽) = 𝑀𝐽 (𝔽) (−) має застосування в теорiї солiтонiв.

К.–Н. Нееб довiв, що для поля 𝔽 нульової характеристики всi диференцiюва-
ння спецiальних лiнiйних алгебр Лi 𝔰𝔩∞(𝐼 ,𝔽), 𝔰𝔬∞(𝐼 ,𝔽), 𝔰𝔭∞(𝐼 ,𝔽) мають вигляд
ad(𝑎), де 𝑎 належить алгебрi Лi 𝔤𝔩𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽), яка є приєднаною до алгебри𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽).
Ми довели такий же результат для довiльного поля характеристики вiдмiнної
вiд 2. Крiм цього, ми також довели, що всi диференцiювання алгебр 𝔤𝔩𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽)
та 𝔤𝔩 𝐽 (𝔽) є внутрiшнiми.

Ключовi слова: локальноматричнi алгебри, числоСтейнiца, диференцiювання,
нескiнченний тензорний добуток, кiльце з мiрою, простiр Хемiнга, нескiнченнi
матрицi, перiодичнi матрицi.
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Abstract

Bezushchak O.O. Structural theory and asymptotic constructions of locally matrix
algebras.— Qualifying work on the right of the manuscript.

Thesis for the doctor of mathematical and physical sciences degree in speciality
01.01.06 — Algebra and Number Theory.– Taras Shevchenko National University of
Kyiv.– Institute of Mathematics of the National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv,
2021.

The thesis is devoted to asymptotic constructions and structure theory of locally
matrix algebras and their applications to Hamming spaces and groups and algebras of
infinite matrices.

The interest in locally matrix algebras stems from their connections to ℂ∗–algebras,
Representation Theory and Mathematical Physics. As noted by A. Vershik and S. Kerov,
locally matrix algebras are infinite–dimensional algebras that are closest to classical
algebras of matrices.

The results of the thesis can be divided into three parts. In the first part (Chapters
3, 4), we:

(i) introduce new examples of locally matrix algebras of arbitrary dimensions,
(ii) introduce new Steinitz invariants of locally matrix algebras,
(iii) study decompositions of locally matrix algebras of arbitrary dimension into

tensor products of matrix algebras and primary locally matrix algebras.
In the second part (Chapter 5), we develop structure theory of locally standard

Hamming spaces that is parallel to structure theory of locally matrix algebras.
In the third part (Chapters 6, 7, 8), we study:
(i) automorphisms and derivations of locally matrix algebras,
(ii) groups of infinite periodic matrices,
(iii) derivations of associative and Lie algebras of infinite matrices.
G. Koethe showed that every countable–dimensional unital locally matrix algebra

decomposes into a tensor product of matrix algebras and, hence, of primary locally
matrix algebras. A.G. Kurosh constructed an example showing that this result does
not extend to locally matrix algebras of uncountable dimensions. His student V.M.
Kurochkin studied uniqueness of primary decompositions and formulated the basic
question that remained open:
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if every locally matrix algebra admits a primary decomposition?
In Chapters 3, we constructed an example of an uncountable–dimensional unital

locally matrix algebra that does not admit primary decomposition thus giving negative
answer to the question of Kurochkin.

A new splash of interest in locally matrix algebras happened in 60-70s in connection
with their applications to ℂ∗–algebras. J. Grimm parameterized countable–dimensional
unital locally matrix algebras with Steinits numbers. J. Dixmier parameterized non–
unital countable–dimensional locally matrix algebras over a field of zero characteristics.
A. A. Baranov extended Dixmier’s result to an arbitrary field.

In Сhapter 3, we assigned a Steinitz invariant to a unital locally matrix algebra of
an arbitrary dimension and showed that, generally speaking, this invariant does not
determine a locally matrix algebra of uncountable dimension up to an isomorphism.

However, we showed that:
(i) the Steinitz invariant an algebra up to universal elementary equivalence, that is,

the Steinitz invariants of two algebras are equal if and only if their universal
elementary theories coincide,

(ii) Morita equivalence of countable–dimensional unital locally matrix algebras can
be completely characterized via Steinitz invariants.

Using the new examples of unital locally matrix algebras (Clifford and Generalized
Clifford algebras), we were able to construct examples of unital locally matrix algebras
that do not decompose as tensor products of matrix algebras and that have almost an
arbitrary Steinitz number.

In Сhapter 4, we introduced Steinitz invariants for not necessarily unital locally
matrix algebras. To an arbitrary such algebra 𝐴 we assign a set of Steinitz numbers
that we call the spectrum of 𝐴. We show that the spectrum in a complete set and every
complete set of Steinitz numbers can be realized as a spectrum of a locally matrix
algebra.

Extending the theorem of Glimm, we show that two countable–dimensional locally
matrix algebras are isomorphic if and only if their spectra coincide. We completely
classified complete sets of Steinitz numbers. As a consequence, we obtained another
proof of Diximier–Baranov theorem.

In Chapter 5, we study locally standard Hamming spaces. A standard Hamming
space of 𝑛–tuples of 0 and 1 is an indispensable instrument of Coding Theory. We
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study standard Hamming spaces and their infinite generalizations in the context of
measure algebras, i.e. Boolean algebras with measure functions as defined by A. Horn
and A. Tarski.

To an arbitrary locally standard unital Hamming space we assigned a Steinitz
invariant and proved that:

(i) a countable unital locally standard Hamming space decomposed as a tensor
product of standard Hamming spaces,

(ii) every countable unital locally standard Hamming space is uniquely determined
by its Steinitz invariant.

Locally standard Hamming spaces are related to Cartan subalgebras of locally
matrix algebras. Let 𝐴 be a unital countable–dimensional locally matrix algebra and
let 𝐻 be its Cartan subalgebra. Consider the set 𝐸 (𝐻 ) of all idempotents of 𝐻 with
Boolean operations 𝑒 𝑓 and 𝑒 + 𝑓 − 2𝑒 𝑓 for 𝑒, 𝑓 ∈ 𝐸 (𝐻 ), and the function 𝑟 of relative
(Kurochkin) range as a measure function. Then (𝐸 (𝐻 ), 𝑟 ) is a locally standard unital
Hamming space.

Conversely, for an arbitrary unital countable locally standard Hamming space 𝑆
there exists a unique countable locally matrix algebra 𝐴 such that Hamming spaces 𝑆
and (𝐸 (𝐻 ), 𝑟 ) are isomorphic, where 𝐻 is a Cartan subalgebra of 𝐴.

For an arbitrary not necessarily unital locally standard Hamming space we defined
its spectrum, which is a complete set of Steinitz numbers. In view of the complete
classification of complete sets of Steinitz numbers in Chapter 5, we obtain an analog
of Dixmier’s theorem for nonunital countable Hamming spaces.

In Chapter 6, we study automorphisms and derivations of locally matrix algebras
focusing on outer automorphisms and outer derivations. We showed that:

(i) for an arbitrary locally matrix algebra the ideal of inner derivations is dense in
the Lie algebra of all derivations in Tykhonoff topology,

(ii) in a unital locally matrix algebra the normal subgroup of inner automorphisms
is dense in the group of all automorphisms in Tykhonoff topology and even in
the semigroup of injective endomorphisms.

In an infinite (not necessarily countable) tensor product of matrix algebras we
described all derivations as infinite converging sums of inner derivations of a special
type. In view of Koethe’s theorem it implies a description of derivations of unital
countable–dimensional locally matrix algebras.
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Similarly, we describe injective endomorphisms of a unital countable–dimensional
locally matrix algebra as infinite converging products of certain inner automorphisms.
We show that this product is an automorphism if and only if the sequence of inverses
of these inner automorphisms is integrable.

Using the description above, we showed that for a countable–dimensional locally
matrix algebra the dimension of its Lie algebra of outer derivations is equal to |𝔽|ℵ0,

where |𝔽| is the cardinality of the ground field 𝔽.

We also proved that the Lie algebra of outer derivations is not locally finite–
dimensional (an analog of the theorem of Strade). Similarly, the order of the group of
outer automorphisms of the algebra is equal to |𝔽|ℵ0 .

In Chapter 7, we study matrix realizations of countable–dimensional unital locally
matrix algebras suggested by V.I. Sushchansky. Let ℕ be the set of natural numbers.
Given a Steinitz number𝑢 we consider the algebra𝑀𝑢 (𝔽) of all periodicℕ×ℕmatrices
over a filed 𝔽 with period dividing 𝑢. This algebra is a unital countable–dimensional
locally matrix algebra with Steinitz number 𝑢.

Let 𝐺𝐿𝑢 (𝔽) be the group of invertible elements of the algebra 𝑀𝑛 (𝔽) and let
𝑆𝐿𝑢 (𝔽) be a commutant of the algebra 𝐺𝐿𝑢 (𝔽). Using the structure theory of locally
matrix algebras, we described isomorphisms between groups 𝑆𝐿𝑢 (𝔽) . In particular, we
showed that given two Steinitz numbers 𝑢1 and 𝑢2 the groups 𝑆𝐿𝑢1 (𝔽) and 𝑆𝐿𝑢2 (𝔽) are
isomorphic if and only if their Steinitz numbers 𝑢1 and 𝑢2 are equal.

In the last Chapter 8, we study derivations of associative and Lie algebras of infinite
matrices. The key instrument here is density of inner derivations in locally matrix
algebras in Tykhonoff topology proved in Chapter 6.

Let 𝐼 be an infinite set. Let 𝑀𝐼 (𝔽) be the algebra of 𝐼 × 𝐼 matrices over a field 𝔽

having finitely many nonzero entries in each column. If𝑉 is an |𝐼 |–dimensional vector
space over 𝔽 then the algebra𝑀𝐼 (𝔽) is isomorphic to the algebra End𝔽(𝑉 ) of all linear
transformations of the vector space 𝑉 .

We consider also the algebra 𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽) of 𝐼 × 𝐼 matrices having finitely many
nonzero entries in each row and in each column and the algebra 𝑀∞(𝐼 ,𝔽) of 𝐼 × 𝐼
matrices having finitely many nonzero entries.

A Jacobi matrix is a ℤ × ℤ matrix having finitely many nonzero diagonals. Let
𝑀𝐽 (𝔽) denote the algebra of all Jacobi matrices.

Using Tykhonoff density of inner derivations in a locally matrix algebra, we
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proved that an arbitrary derivation of the algebra𝑀∞(𝐼 ,𝔽) is of the type ad(𝑎), where
𝑎 ∈ 𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽). Based on their result we then showed that all derivations of the algebras
𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽) and𝑀𝐽 (𝔽) are inner.

An arbitrary associative algebra 𝐴 gives rise to the adjoint Lie
algebra 𝐴(−) = (𝐴, [𝑎, 𝑏] = 𝑎𝑏 − 𝑏𝑎). The algebras 𝔤𝔩∞(𝐼 ,𝔽) = 𝑀∞(𝐼 ,𝔽) (−),
𝔰𝔩∞(𝐼 ,𝔽) = [𝔤𝔩∞(𝐼 ,𝔽), 𝔤𝔩∞(𝐼 ,𝔽)] and the subalgebras 𝔰𝔬∞(𝐼 ,𝔽), 𝔰𝔭∞(𝐼 ,𝔽) of
skew-symmetric matrices of 𝑀∞(𝐼 ,𝔽) with respect to transposition involution and
symplectic involution, respectively, found applications in mathematical physics. The
adjoint Lie algebra 𝔤𝔩 𝐽 (𝔽) = 𝑀𝐽 (𝔽) (−) has applications in the theory of solutions.

K.-H. Neeb proved that for a field 𝔽 of zero characteristic all derivations of special
linear Lie algebras 𝔰𝔩∞(𝐼 ,𝔽), 𝔰𝔬∞(𝐼 ,𝔽), 𝔰𝔭∞(𝐼 ,𝔽) are of the type ad(𝑎) for 𝑎 from the
adjoint Lie algebra 𝔤𝔩𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽) = 𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽) (−) . We proved it for an arbitrary field of
characteristic ≠ 2.We also proved that all derivations of the algebras 𝔤𝔩𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽) and
𝔤𝔩 𝐽 (𝔽) are inner.

Keywords: locally matrix algebras, Steinitz number, derivation, infinite tensor
product, measure ring, Hamming space, infinite matrices, periodic matrices.
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Вступ

Актуальнiсть теми. Дисертацiйну роботу присвячено структурнiй теорiї
класу локально матричних алгебр. Iнтерес до локально матричних алгебр i
локально напiвпростих алгебр виник у зв’язку з тим, що цi нескiнченно–вимiрнi
алгебри найбiльш близькi до скiнченно–вимiрних матричних алгебр [107].

У 1931 роцi Г. Кьоте [81] довiв, що будь–яка унiтальна злiченно–вимiрна
локально матрична алгебра єдиним чином розкладається в нескiнченний тен-
зорний добуток матричних алгебр над полем. Бiльш того, Г. Кьоте розповсюдив
цей результат на бiльш широкий клас локально нормальних (тобто локально
простих скiнченно–вимiрних центральних) алгебр.

О.Г. Курош [84] у 1942 роцi побудував приклад, який показав, що теорема
Кьоте не узагальнюється на випадок незлiченно–вимiрних локально матричних
алгебр. Робота О.Г. Куроша була продовжена його учнем В.М. Курочкiним
[83], який вивчав єдинiсть розкладiв локально матричних алгебр у тензорний
добуток скiнченно–вимiрних i примарних компонент. Основним питанням,
яке залишалося вiдкритим, було: чи розкладається довiльна локально матрична

алгебра в тензорний добуток примарних алгебр?
У дисертацiйнiй роботi побудовано приклад незлiченно–вимiрної локально

матричної алгебри, яка не розкладається в тензорний добуток примарних алгебр.
Таким чином, отримано негативну вiдповiдь на сформульоване В.М. Курочкiним
питання.

Наступний сплеск iнтересу до локально матричних алгебр виник у зв’язку
з їх застосуваннями в теорiї 𝐶∗–алгебр. Дж. Глiмм [59] показав, що будь–
яка апроксимативно скiнченно–вимiрна 𝐶∗–алгебра мiстить щiльну унiталь-
ну злiченно–вимiрну локально матричну алгебру. Для довiльної унiтальної
злiченно–вимiрної локально матричної алгебри Дж. Глiмм визначив iнварiант
— число Стейнiца, i показав, що цей iнварiант визначає алгебру з точнiстю до
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iзоморфiзму.
Продовжуючи роботу Дж. Глiмма, Ж. Дiксм’є [53] класифiкував неунiтальнi

злiченно–вимiрнi локально матричнi алгебри над полем нульової характеристи-
ки. Ж. Дiксм’є показав, що кожнiй такiй алгебрi можна поставити у вiдповiднiсть
пару (𝑠, 𝛼), де 𝑠 — число Стейнiца, а 𝛼 — невiд’ємне дiйсне число, i що така пара
визначає алгебру з точнiстю до iзоморфiзму.

О.О. Баранов [6] поширив теорему Ж. Дiксм’є на випадок довiльного поля.
Бiльш того, вiн описав злiченно–вимiрнi локально iнволютивно простi алгебри,
тобто алгебри з iнволюцiєю, якi мають локальну систему скiнченно–вимiрних
iнволютивно простих пiдалгебр.

Конструкцiї Дж. Глiмма, Ж. Дiксм’є, О.О. Баранова суттєво використовують
злiченно–вимiрнiсть алгебри. У дисертацiйнiй роботi ми визначаємо число
Стейнiца унiтальної локально матричної алгебри довiльної розмiрностi. Цей
iнварiант у незлiченно–вимiрному випадку не визначає алгебру з точнiстю до
iзоморфiзму, але (як доведено в роботi) визначає її унiверсальну елементарну
теорiю. Крiм цього, ми також визначили iнварiант не обов’язково унiтальної
локально матричної алгебри довiльної розмiрностi — множину чисел Стейнiца,
яку ми називаємо спектром алгебри, описали усi можливi спектри i показали,
як теорема Дiксм’є–Баранова випливає з цього опису.

Диференцiювання злiченно–вимiрних локально простих (тобто таких, для
яких iснує локальна система простих скiнченно–вимiрних пiдалгебр) алгебр Лi
над полем нульової характеристики вивчалися в роботi [104] Х.Штраде.Ш.А. Аю-
пов i К.К. Кудайбергенов [2] побудували ненульове зовнiшнє диференцiювання
унiтальної злiченно–вимiрної локально матричної алгебри з числом Стейнi-
ца 2∞. У дисертацiйнiй роботi описуються диференцiювання i автоморфiзми
унiтальних локально матричних алгебр, доведено, що для локально матричної
алгебри 𝐴 iдеал внутрiшнiх диференцiювань i нормальна пiдгрупа внутрiшнiх
автоморфiзмiв щiльнi в топологiї Тихонова в алгебрi Лi усiх диференцiювань та
групi всiх автоморфiзмiв алгебри 𝐴 вiдповiдно. Крiм цього, описанi диферен-
цiювання i автоморфiзми унiтальної злiченно–вимiрної локально матричної
алгебри. Зокрема, знайдена розмiрнiсть алгебри Лi зовнiшнiх диференцiювань i
порядок групи зовнiшнiх автоморфiзмiв.

З локально матричними алгебрами пов’язанi два важливi класи простих
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нескiнченно–вимiрних локально скiнченно–вимiрних алгебр. Перший клас —
фiнiтарнi алгебри, тобто алгебри Лi, якi складаються з перетворень скiнчен-
ного рангу деякого векторного простору. О.О. Баранов [4] i О.О. Баранов та
Х. Штраде [7] довели, що будь–яка проста злiченно–вимiрна фiнiтарна алгебра
Лi iзоморфна однiй з алгебр 𝔰𝔩∞(𝔽), 𝔰𝔬∞(𝔽), 𝔰𝔭∞(𝔽), тобто мають вигляд [𝐴,𝐴]
або [𝐾 (𝐴, ∗), 𝐾 (𝐴, ∗)], де 𝐴 = 𝑀∞(𝔽) — алгебра фiнiтарних (ℕ × ℕ)–матриць
над полем 𝔽, ∗ або iнволюцiя транспонування, або симплектична iнволюцiя, а
𝐾 (𝐴, ∗) — алгебра Лi усiх кососиметричних вiдносно iнволюцiї ∗ елементiв.

Iнший клас — дiагонально локально простi алгебри Лi, тобто алгебри, якi
мають локальну систему простих скiнченно–вимiрних пiдалгебр, що вкладаю-
ться одна в одну дiагонально. Ю.О. Бахтурiн, О.О. Баранов, О.Ю. Залеський [3]
довели, що над алгебрично замкненим полем характеристики нуль такi алгебри
вичерпуються алгебрами [𝐴,𝐴], де 𝐴 — локально матрична алгебра, i алгебрами
[𝐾 (𝐴, ∗), 𝐾 (𝐴, ∗)], де (𝐴, ∗) — локально iнволютивно проста алгебра. Дж. Хеннiнг
[68] розповсюдила цей результат на алгебри над полем характеристики бiльшої
за 5. У дисертацiйнiй роботi ми вивчаємо алгебри Лi нескiнченних матриць
𝔰𝔩∞(𝔽), 𝔰𝔬∞(𝔽), 𝔰𝔭∞(𝔽), а також алгебру 𝔤𝔩𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽), яка є приєднаною до алге-
бри (𝐼 × 𝐼 )–матриць зi скiнченною кiлькiстю ненульових елементiв у кожному
стовпчику i кожному рядку, та алгебру Лi 𝔤𝔩 𝐽 (𝔽) матриць Якобi.

Зображенням таких алгебр присвячена велика кiлькiсть робiт (наприклад,
[52, 95]). У роботах [51, 58, 137] розглядалися застосування теорiї зображень алгебр
нескiнченних матриць у математичнiй фiзицi i в теорiї солiтонов. К.–Х. Нееб
[90] описав диференцiювання алгебр 𝔰𝔩∞(𝔽), 𝔰𝔬∞(𝔽), 𝔰𝔭∞(𝔽) над полем нульової
характеристики. Використовуючи доведену у дисертацiйнiй роботi щiльнiсть
iдеала внутрiшнiх диференцiювань у топологiї Тихонова, ми узагальнили
теорему Нееба на випадок поля довiльної характеристики вiдмiнної вiд 2, а
також показали, що всi диференцiювання алгебри 𝔤𝔩𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽) та алгебри матриць
Якобi 𝔤𝔩 𝐽 (𝔽) є внутрiшнiми.

У дисертацiйнiй роботi вивчаються також введенi В.I. Сущанським (див.
[37, 38]) групи нескiнченних матриць, якi вiдповiдають числам Стейнiца, обго-
ворюються їх центри та простота. Описуються iзоморфiзми i автомрфiзми груп
перiодичних нескiнченних матриць.

Класом алгебричних структур, якi тiсно повязанi з локально матричними
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алгебрами i вивчаються в дисертацiйнiй роботi, є локально стандартнi простори
Хемiнга (булевi кiльця з мiрою). Стандартним способом обчислення вiдстанi
мiж двома двiйковими векторами однакової довжини є метрика Хемiнга на
просторi ℤ𝑛2 . Ми називаємо цей простiр стандартним простором Хемiнга.

У роботах Н.В. Крошко i В.I. Сущанського [82], П. Камерона i С. Тарзi [46],
Б.В. Олiйник [91], Б.В. Олiйник i В.I. Сущанського [93] розглянутi приклади
прямих границь стандартних просторiв Хемiнга. Природним аксiоматичним
контекстом для вивчення цих прикладiв є теорiя булевих алгебр з мiрою (див.
роботу А. Хорна i А. Тарського [73], у роботi [93] вони названi просторами
Хемiнга).

Для локально стандартних просторiв Хемiнга у дисертацiйнiй роботi ви-
значаються числа Стейнiца i побудована теорiя, паралельна теорiї локально
матричних алгебр. Крiм цього, доведено аналог теореми Дiксм’є для неунiталь-
них просторiв Хемiнга.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисерта-
цiйну роботу виконано в рамках державних бюджетних науково–дослiдницьких
тем № 16БФ038-01 «Якiсний аналiз та керування еволюцiйними системами скла-
дної структури» (номер державної реєстрацiї 0116U004752) та № 19БФ038-02
«Розробка нових аналiтико-геометричних, асимптотичних та якiсних методiв до-
слiдження iнварiантних множин диференцiальних рiвнянь» (номер державної
реєстрацiї 0119U100334) кафедри алгебри i комп’ютерної математики механiко-
математичного факультету Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса
Шевченка, що входять до комплексного тематичного плану науково-дослiдних
робiт «Сучаснi математичнi проблеми природознавства, економiки та фiнансiв».

Мета та задачi дослiдження. Основною тематикою роботи є дослiдження
класу локальноматричних алгебр та їх асимптотичних конструкцiй. Такi алгебри
є найбiльш близькими до класу скiнеченно–вимiрних матричних алгебр. Вони
знайшли своє широке застосування в теорiї ℂ∗–алгебр, математичнiй фiзицi,
лiнiйнiй алгебрi, теорiї алгебр з мiрою.

Метою дисертацiйної роботи є побудова структурної теорiї локально матри-
чних алгебр, опис їх автоморфiзмiв i диференцiювань, а також пов’язаних з ними
груп i алгебр Лi нескiнченних матриць та булевих кiлець з мiрою (просторiв
Хемiнга).
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Об’єктом дослiдження є локально матричнi алгебри довiльної розмiрностi та
їх асимптотичнi конструкцiї, нескiнченнi тензорнi добутки матричних алгебр,
простори Хемiнга, групи i алгебри Лi нескiнченних матриць.

Предметом дослiдження є стейнiцовi i спектральнi iнварiанти локально ма-
тричних алгебр та локально стандартних просторiв Хемiнга, унiверсальна еквiва-
лентнiсть та Морiта еквiвалентнiсть унiтальних незлiченно–вимiрних локально
матричних алгебр, диференцiювання та автоморфiзми локально матричних
алгебр, розмiрностi їх алгебр диференцiювань i порядки груп автоморфiзмiв, а
також диференцiювання алгебр нескiнченних матриць.

Методи дослiдження. У дисертацiйнiй роботi використовуються асимптотичнi
конструкцiї абстрактної алгебри i теорiї моделей, а також структурна теорiя
скiнченно–вимiрних та нескiнченно–вимiрних асоцiативних алгебр, лiнiйна
алгебра, теорiя алгебр з мiрою, теорiя груп i алгебр Лi.

Наукова новизна одержаних результатiв. Наукова новизна результатiв
полягає у вивченнi структурної теорiї локально матричних алгебр, їх автоморфi-
змiв i диференцiювань, а також зв’язкiв з групами i алгебрами Лi нескiнченних
матриць та булевими кiльцями з мiрою (просторами Хемiнга). У дисертацiйнiй
роботi автором отримано такi новi результати.

1. Розв’язана проблема Курочкiна про примарну розкладнiсть локально
матричних алгебр.

2. Побудованi новi приклади нерозкладних локально матричних алгебр.
3. Знайденi необхiднi i достатнi умови Морiта еквiвалентностi злiченно–

вимiрних унiтальних локально матричних алгебр у термiнах їх чисел
Стейнiца.

4. Побудованi спектральнi Стейнiцовi iнварiанти неунiтальних локально
матричних алгебр.

5. Показано, що злiченний локально стандартний простiр Хемiнга визна-
чається iнварiантом Стейнiца i розкладається в нескiнченний тензорний
добуток стандартних просторiв Хемiнга (аналог теорем Глiмма i Кьоте).

6. Знайдена параметризацiя неунiтальних локально стандартних просторiв
Хемiнга числами Стейнiца i дiйсними числами (аналог теореми Дiксм’є).

7. Описанi диференцiювання i автоморфiзми злiченно–вимiрних унiтальних
локально матричних алгебр.
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8. Знайденi розмiрностi алгебри Лi зовнiшнiх диференцiювань i порядки
груп зовнiшнiх автоморфiзмiв довiльної злiченно–вимiрної локально
матричної алгебри.

9. Описанi iзоморфiзми груп нескiнченних перiодичних матриць.

Практичне значення одержаних результатiв. Робота має теоретичний
характер. Отриманi результати є внеском у абстрактну алгебру i теорiю моделей,
а також структурну теорiю скiнченно–вимiрних та нескiнченно–вимiрних
асоцiативних алгебр, лiнiйну алгебру i теорiю алгебр з мiрою. Результати роботи
можуть бути використанi в теорiї ℂ∗–алгебр, теорiї зображень, теорiї булевих
кiлець, а також при пiдготовцi спецiалiзованих курсiв i монографiй.

Особистий внесок здобувача. Основнi результати, що виносяться на за-
хист, отриманi автором самостiйно. Визначення напрямку дослiджень належало
професору В.I. Сущанському. У спiльних статтях з професором В.I. Сущан-
ським спiвавтору належить постановка задачi та загальне керiвництво роботою,
основнi результати отриманi дисертантом особисто.

У наукових статтях у спiвавторствi з професором В.I. Сущанським [38] та
професорами Б.В. Олiйник та В.I. Сущанським [37] постановка задач належить
В.I. Сущанському, в основну частину дисертацiї включенi результати, що
отриманi здобувачем особисто.

У спiльних роботах з професором Б.В. Олiйник [30, 32, 33, 34, 35] вклад обох
авторiв у науковi дослiдження i пiдготовку статтей до друку рiвноцiнний.

У наукових статтях у спiвавторствi з професором М.В. Зайцевим [39, 40] та
професором М.В. Зайцевим i доцентом О.О. Беляєвим [120] постановка задачi
належить професору М.В. Зайцеву, вклад усiх авторiв у науковi дослiдження i
пiдготовку цих статтей до друку рiвноцiнний.

Апробацiя результатiв. Результати дисертацiї доповiдались та обговорю-
вались на наукових конференцiях та засiданнях наукових семiнарiв провiдних
українських та мiжнародних наукових установ, а саме:

Конференцiї:
• II Мiжнародна алгебраїчна конференцiя в Українi, присвячена пам’ятi
професора Л.А.Калужнiна (1914–1990), м.Київ – м.Вiнниця, Україна, 9–16
травня 1999р.
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• III Мiжнародна алгебраїчна конференцiя в Українi, м.Суми, Україна, 2–8
липня 2001р.

• Мiжнародна алгебраїчна конференцiя присв’ячена 100–рiччю роботи Граве
в Київському унiверситетi, м.Київ, Україна, 17–22 червня 2002р.

• 4th International Algebraic Conference in Ukraine, м.Львiв, Україна, 4–9 серпня
2003р.

• 5th International Algebraic Conference in Ukraine, м.Одеса, Україна, 20–27
липня 2005р.

• International Algebraic Conference in Ukraine, ICOR-2006, м.Київ, Україна, 30
липня – 5 серпня 2006р.

• ДванадцятаМiжнародна наукова конференцiя iменi АкадемiкаМ.Кравчука,
м.Київ, Україна, 15–17 травня 2008р.

• International mathematical conference “Groups and Actions: Geometry and
Dynamics dedicated to the memory of professor Vitaly Sushchanskyy”, м.Київ,
Україна, 19–22 грудня 2016р.

• 11th International Algebraic Conference in Ukraine dedicated to the 75th
anniversary of V.V.Kirichenko, м.Київ, Україна, 3–7 липня 2017р.

• International mathematical conference dedicated to the 60th anniversary of the
department of algebra and mathematical logic of Taras Shevchenko National
University of Kyiv, Book of Abstracts, м.Київ, Україна, 14–17 липня 2020р.

Науковi семiнари:

• Семiнар учасникiв росiйсько–українського гранту державного фонду
фундаментальних дослiджень МОН України No.Ф28/433-09, 2009–2010,
м.Київ, Україна, 2010р.

• Семiнар учасникiв росiйсько–українського гранту державного фонду
фундаментальних дослiджень МОН України No.Ф28/433-09, 2013–2014,
м.Москва, Росiя, 2014р.

• Семiнар з алгебри Унiверситету Калiфорнiї, м.Сан-Дiєго, США, 2019р.
• Алгебраїчний семiнар Iнституту математики Нацiональної Академiї Наук
України, м.Київ, Україна, 2020р.

• Алгебраїчний семiнар Київського унiверситету, м.Київ, Україна, 2020 р.
• Алгебраїчний семiнар кафедри алгебри i комп’ютерної математики Київ-
ського нацiонального унiверситету iменi ТарасаШевченка, м.Київ, Україна,
2020 р.
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Публiкацiї. Основнi результати роботи викладено в 16 наукових статтях
[20, 22, 24, 32, 28, 30, 33, 34, 35, 37, 38, 39, 40, 114, 118, 120], якi опублiковано
у виданнях, що внесенi до перелiку наукових фахових видань України та
iноземних перiодичних фахових виданнях, причому одна з цих статтей [34]
є науковою публiкацiєю у виданнi, вiднесеному до першого квартиля (Q1)
вiдповiдно до класифiкацiї SCImago Journal and Country Rank, ще двi статтi
[30, 33] є науковими публiкацiями у виданнях, вiднесених до другого квартиля
(Q2), i ще двi статтi [35, 39] є науковими публiкацiями у виданнях, вiднесених
до третього квартиля (Q3). Згiдно з наказом Мiнiстерства освiти i науки України
№1220 вiд 23 вересня 2019 року “Про опублiкування результатiв дисертацiй
на здобуття наукових ступенiв доктора i кандидата наук” наукова публiкацiя
у виданнi, вiднесеному до першого та другого квартилiв (Q1, Q2) вiдповiдно
до класифiкацiї SCImago Journal and Country Rank або Journal Citation Reports,
прирiвнюється до трьох публiкацiй, наукова публiкацiя у виданнi, вiднесеному
до третього квартиля (Q3) вiдповiдно до класифiкацiї SCImago Journal and Country
Rank або Journal Citation Reports, прирiвнюється до двох публiкацiй.

Матерiали дисертацiї також додатково вiдображено у 11 матерiалах конфе-
ренцiй [21, 23, 25, 26, 29, 31, 36, 115, 116, 117, 119].

9 публiкацiй [24, 30, 33, 34, 35, 37, 38, 39, 40] надруковано у наукових перiо-
дичних виданнях, що включенi до мiжнародних наукометричних баз даних
Scopus та/або Web of Science.

Структура та обсяг дисертацiї.Дисертацiя складається зi вступу, анотацiї,
восьмироздiлiв, розбитихнапiдроздiли, висновкiв, списку використаних джерел
iз 137 найменувань та додатку, що мiстить список публiкацiй здобувача за темою
дисертацiї та вiдомостi про апробацiю результатiв. Повний обсяг дисертацiї
становить 312 сторiнок, основний текст займає 274 сторiнки.

Автор вдячна своєму Вчителю професору
Сущанському Вiталiю Iвановичу за введення у тематику дисертацiйно-
го дослiдження та нескiнченну вiру в результат.

Автор висловлює щиру вдячнiсть науковому консультанту профе-
сору Петравчуку Анатолiю Петровичу за увагу до роботи та пiдтрим-
ку, професору Зельманову Юхиму Iсааковичу, професору Олександру С.
Кекрису, професору Олiйник Богданi Вiталiївнi, професору Сергейчуку
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Володимиру Васильовичу, доценту Ганюшкiну Олександру Григорови-
чу за кориснi поради та роз’яснення окремих питань.

Основний змiст роботи
Локально матричнi алгебри природно виникають в алгебрi як нескiнченно–

вимiрнi об’єкти, якi найбiльш близькi до скiнченно–вимiрних матричних ал-
гебр; у функцiональному аналiзi в теорiї апроксимативно скiнченно–вимiрних
𝐶∗–алгебр; у теорiї зображень локально скiнченно–вимiрних алгебр Лi; мате-
матичнiй фiзицi. Теорiя локально матричних алгебр iдейно близька до теорiї
локально скiнченних груп i теорiї моделей. Про бiльш широкий клас — так
званих локально напiвпростих алгебр та їх взаємозв’язкiв мова йде, наприклад,
в оглядi А.М. Вершика i С.В. Керова 1987 р.

У вступi дисертацiї обгрунтовано актуальнiсть теми, вказано зв’язок ро-
боти з науковими програмами, планами, темами, визначено мету i завдання,
об’єкт, предмет та методи дослiдження, вказано наукову новизну та практичне
значення отриманих результатiв, охарактеризовано особистий внесок здобу-
вача, апробацiю отриманих результатiв. Наведено також список семiнарiв та
конференцiй, на яких дисертацiйна робота пройшла апробацiю.

Перший роздiл дисертацiї мiстить огляд лiтератури за тематикою дослi-
дження.

У другому роздiлi вводяться необхiднi поняття, конструкцiї прямої границi
алгебричних систем, тензорного добутку, ультрадобутку та наводяться вiдомi
результати, якi використовуються в дисертацiї.

Третiй роздiл присвячений числам Стейнiца i розкладам у тензорний
добуток локально матричних алгебр.

Нехай 𝔽 — поле. Наслiдуючи А.Г. Куроша, будемо називати 𝔽–алгебру 𝐴
локально матричною, якщо довiльна скiнченна множина елементiв алгебри 𝐴
мiститься в пiдалгебрi, яка iзоморфна алгебрi𝑀𝑛 (𝔽) (𝑛 × 𝑛)–матриць над полем
𝔽 для деякого натурального 𝑛.

Алгебра 𝐴 називається унiтальною, якщо вона мiстить одиницю 1𝐴.
У 1931 роцi Г. Кьоте довiв, що довiльна злiченно–вимiрна унiтальна локально

матрична алгебра 𝐴 iзоморфна злiченному тензорному добутку матричних
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алгебр

𝐴 �
∞⊗
𝑖=1

𝑀𝑛𝑖 (𝔽), 𝑛𝑖 ≥ 2.

А.Г. Курош у 1942 р. побудував приклад незлiченно–вимiрної унiтальної ло-
кально матричної алгебри, яка не розкладається в тензорний добуток матричних
алгебр.

Унiтальна локально матрична алгебра 𝐴 називається примарною, якщо iснує
просте число 𝑝 таке, що довiльна матрична пiдалгебра

1𝐴 ∈ 𝐵 ⊂ 𝐴, де 𝐵 � 𝑀𝑛 (𝔽), має степiнь 𝑛 = 𝑝𝑘 для деякого 𝑘 ≥ 1.

Iз результатiв Г. Кьоте випливає, що довiльна злiченно–вимiрна унiтальна
локально матрична алгебра розкладається в тензорний добуток примарних
алгебр. Iснування та єдинiсть примарних розкладiв вивчалися В.М. Курочкiним
у 1948 р. Зокрема, В.М. Курочкiн сформулював запитання:

чи правильно, що довiльна унiтальна локально матрична алгебра

має примарний розклад?

Варто зазначити, що приклад Куроша незлiченно–вимiрної унiтальної
локально матричної алгебри є примарною алгеброю, тому контрприкладом
бути не може.

Дж. Глiмм (1960 р.) вивчав локально матричнi алгебри у зв’язку з їх 𝐶∗–
оболонками — апроксимативно скiнченно–вимiрними 𝐶∗–алгебрами, i вперше
зв’язав їх з числами Стейнiца.

Будемо позначати символом ℕ множину натуральних чисел, символом
𝑃 — множину всiх простих чисел. Числом Стейнiца називається формальний
добуток ∏

𝑝∈ℙ
𝑝𝑟𝑝 ,

де 𝑟𝑝 ∈ ℕ ∪ {0,∞} для всiх 𝑝 ∈ ℙ.

Числа Стейнiца ∏
𝑝∈ℙ

𝑝𝑟𝑝 i
∏
𝑝∈ℙ

𝑝𝑘𝑝
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перемножаються за правилом∏
𝑝∈ℙ

𝑝𝑟𝑝 ·
∏
𝑝∈ℙ

𝑝𝑘𝑝 =
∏
𝑝∈ℙ

𝑝𝑟𝑝+𝑘𝑝 ,

де передбачається, що 𝑡 + ∞ = ∞ + 𝑡 = ∞ +∞ = ∞ для всiх невiд’ємних чисел 𝑡 .
Позначимо символом 𝕊ℕ множину всiх чисел Стейнiца. Зауважимо, що

множина усiх натуральних чисел ℕ природно ототожнюється з пiдмножиною
𝕊ℕ. Числа з множини 𝕊ℕ�ℕ будемо називати нескiнченними числами Стейнiца.

Число Стейнiца називається локально скiнченним, якщо 𝑟𝑝 ≠ ∞ для всiх 𝑝 ∈ ℙ.
Нехай 𝐴 — локально матрична 𝔽–алгебра з одиницею 1𝐴. Розглянемо мно-

жину 𝐷 (𝐴) усiх натуральних чисел 𝑛, для кожного з яких iснує пiдалгебра 𝐴′

алгебри 𝐴 така, що 1𝐴 ∈ 𝐴′ i 𝐴′ iзоморфна матричнiй алгебрi𝑀𝑛 (𝔽).

Означення 3.5. Числом Стейнiца алгебри 𝐴 називається найменше спiльне
кратне st (𝐴) чисел iз множини 𝐷 (𝐴) .

Зауважимо, що Дж. Глiмм число Стейнiца st (𝐴) визначав за зростаючими
ланцюгами матричних пiдалгебр, тобто наперед передбачалося, що алгебра 𝐴
злiченно–вимiрна. А також ним було доведено, що злiченно–вимiрнi унiтальнi
локально матричнi алгебри iзоморфнi тодi й лише тодi, коли їх числа Стейнiца
однаковi.

О.О. Баранов i А.Г. Жилiнський класифiкацiю Глiмма за числами Стейнiца
розповсюдили на локально iнволютивно простi алгебри i на дiагональнi прямi
границi простих скiнченно–вимiрних алгебр Лi.

Таким чином, першочергово виникає питання розгляду нових прикладiв
локально матричних алгебр. Цьому присвячений пiдроздiл 3.1, у якому ви-
вчаються новi класи локально матричних алгебр, а саме, алгебри Клiфорда i
узагальненi алгебри Клiфорда.

Нехай 𝑉 векторний простiр над полем 𝔽, характеристика якого вiдмiнна вiд
2. Вiдображення 𝑓 : 𝑉 → 𝔽 називається квадратичною формою, якщо виконанi
такi умови:

1. 𝑓 (𝛼𝑣) = 𝛼2𝑓 (𝑣) для довiльних скаляра 𝛼 ∈ 𝔽 та вектора 𝑣 ∈ 𝑉 ;
2. вiдображення 𝑓 (𝑢, 𝑣) = 𝑓 (𝑢 + 𝑣) − 𝑓 (𝑢) − 𝑓 (𝑣) є бiлiнiйною формою.
Квадратична форма 𝑓 : 𝑉 → 𝔽 називається невиродженою, якщо вiдповiдна

бiлiнiйна форма 𝑓 (𝑢, 𝑣) є невиродженою.
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Розглянемо асоцiативну 𝔽–алгебру, яка породжена векторним простором
𝑉 та одиницею 1 i яка задана такими визначальними спiввiдношеннями:
𝑣2 = 𝑓 (𝑣) · 1, де вектор 𝑣 пробiгає усi елементи векторного простору 𝑉 . Така
алгебра називається алгеброю Клiфорда; позначатимемо її символом 𝐶𝑙 (𝑉 , 𝑓 ).

Теорема 3.4. Нехай 𝑉 — нескiнченно–вимiрний векторний простiр над
алгебрично замкненим полем 𝔽, характеристика char𝔽 якого не дорiвнює 2,
з невиродженою квадратичною формою 𝑓 : 𝑉 → 𝔽. Тодi алгебра Клiфорда
𝐶𝑙 (𝑉 , 𝑓 ) є локально матричною алгеброю.

Виберемо натуральне число 𝑙 > 1, яке взаємно просте з характеристикою
поля 𝔽, якщо ця характеристика є додатним числом. Якщо характеристика поля
дорiвнює 0, то в ролi 𝑙 вибираємо довiльне натуральне число, яке бiльше за 1.
Зафiксуємо 𝜉 — первiсний корiнь степеня 𝑙 з 1 у полi 𝔽.

Для довiльної впорядкованої множини iндексiв 𝐼 розглянемо алгебру, яка
задана такими твiрними елементами i визначальними спiввiдношеннями

𝐶𝑙𝑔(𝑙, 𝐼 ) =
〈
𝑥𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼 | 𝑥𝑙𝑖 = 1;

𝑥−1𝑖 𝑥 𝑗𝑥𝑖 = 𝜉𝑥 𝑗 при 𝑖 < 𝑗 ;
𝑥−1𝑖 𝑥 𝑗𝑥𝑖 = 𝜉−1𝑥 𝑗 при 𝑖 > 𝑗 ;

𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼
〉
.

Алгебра 𝐶𝑙𝑔(𝑙, 𝐼 ) називається узагальненою алгеброю Клiфорда.
Узагальненi алгебри Клiфорда в бiльш загальному виглядi та в iншому

контекстi розглядалися фiзиками.

Теорема 3.6. Для довiльної впорядкованої нескiнченної множини 𝐼 узагаль-
нена алгебра Клiфорда 𝐶𝑙𝑔(𝑙, 𝐼 ) є локально матричною алгеброю.

У пiдроздiлi 3.2 показано, що

st (𝐶𝑙 (𝑉 , 𝑓 )) = 2∞, st (𝐶𝑙𝑔(𝑙, 𝐼 )) = 𝑙∞.

Алгебри Клiфорда i узагальненi алгебри Клiфорда дозволяють побудувати
новi приклади нерозкладних локально матричних алгебр. Цьому присвячується
пiдроздiл 3.3.
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Розглянемо векторний простiр

V =
{
(𝑎1, 𝑎2, . . . ) | 𝑎𝑖 ∈ ℂ,

∞∑︁
𝑖=1

|𝑎𝑖 |2 < ∞
}

над полем комплексних чисел ℂ. Також розглянемо невироджену квадратичну
форму

f
(
(𝑎1, 𝑎2, . . . )

)
=

∞∑︁
𝑖=1

𝑎2𝑖 ∈ ℂ.

Теорема 3.10. Алгебра Клiфорда𝐶𝑙 (V, f) розкладається в тензорний добуток
матричних алгебр.

Очевидно, що
dimℂ 𝐶𝑙 (V, f) = 2ℵ0 .

Приклад Куроша i приклад теореми 3.10 локально матричних алгебр, не-
розкладних у тензорний добуток матричних алгебр, мають число Стейнiца 2∞.
Наступна теорема дає серiю прикладiв з iншими числами Стейнiца.

Теорема 3.11. Нехай 𝑙 — непарне натуральне число, ℝ— множина дiйсних
чисел зi стандартним порядком. Тодi узагальнена алгебра Клiфорда 𝐶𝑙𝑔(𝑙,ℝ) не
iзоморфна тензорному добутку матричних алгебр.

Очевидно, що розмiрнiсть алгебри 𝐶𝑙𝑔(𝑙,ℝ) дорiвнює

dim𝔽 𝐶𝑙𝑔(𝑙,ℝ) = 2ℵ0,

i, як ми вже вiдмiчали ранiше, st
(
𝐶𝑙𝑔(𝑙,ℝ)

)
= 𝑙∞.

Теореми 3.10 i 3.11 дають приклади нерозкладних унiтальних локально
матричних алгебр з числом Стейнiца 𝑝∞ для довiльного простого числа 𝑝 ≠

char 𝔽.
Особливий iнтерес викликає випадок нескiнченного локально скiнченного

числа Стейнiца.

Теорема 3.12. Для довiльного нескiнченного локально скiнченного числа
Стейнiца 𝑠 знайдеться незлiченно–вимiрна унiтальна локально матрична ал-
гебра з числом Стейнiца 𝑠 . Ця алгебра не має примарного розкладу, тобто не
iзоморфна тензорному добутку примарних локально матричних алгебр.
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Теорема 3.12 дає негативну вiдповiдь на питання Курочкiна.

Теорема3.14.Нехай 𝑠 —нескiнченнечислоСтейнiца, яке неможна зобразити
у виглядi (

char 𝔽
)∞ · 𝑛,

де 𝑛 ∈ ℕ. Тодi iснує унiтальна локально матрична алгебра 𝐴 з числом Стейнiца
st (𝐴) = 𝑠, яка не розкладається в тензорний добуток матричних алгебр.

Iншими словами, наслiдком з теорем 3.10, 3.11, 3.12 є те, що теорема Глiмма
не переноситься на незлiченно–вимiрнi локально матричнi алгебри.

Теорема 3.15. Нехай 𝑠 — нескiнченне число Стейнiца, яке не зображується
у виглядi

(
char 𝔽

)∞ · 𝑛, де 𝑛 ∈ ℕ. Тодi iснують неiзоморфнi унiтальнi локально
матричнi алгебри 𝐴 та 𝐵 такi, що

dim𝔽 𝐴 = dim𝔽 𝐵 > ℵ0 i st(𝐴) = st(𝐵) = 𝑠 .

Таким чином, число Стейнiца не визначає незлiченно–вимiрну унiтальну
локально матричну алгебру𝐴 з точнiстю до iзоморфiзму. Яку ж тодi iнформацiю

про алгебру несе iнварiант st (𝐴)? Про це мова йде у пiдроздiлi 3.4.
Нагадаємо, що замкнута формула Φ (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) мови 1-го порядку називає-

ться унiверсальною, якщо вона має вигляд

Φ (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = ∀𝑥1, . . . , ∀𝑥𝑛 𝜓 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ,

де𝜓 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) — формула, яка не мiстить кванторiв. Очевидно, що з виконува-
ностi унiверсальної формули на алгебричнiй системi випливає її виконуванiсть
на довiльнiй її пiдсистемi.

Позначимо через𝑈𝑇ℎ(𝐴) множину всiх унiверсальних формул, якi виконую-
ться на системi 𝐴. Алгебричнi системи тiєї самої сигнатури 𝐴 та 𝐵 називаються
унiверсально еквiвалентними, якщо

𝑈𝑇ℎ (𝐴) = 𝑈𝑇ℎ (𝐵).

Теорема 3.16. Унiтальнi локально матричнi алгебри 𝐴 та 𝐵 унiверсально
еквiвалентнi тодi й лише тодi, коли

st
(
𝐴

)
= st

(
𝐵

)
.
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Зауважимо, що теорема 3.16 справджується лише за умови, що сигнатура
мiстить одиницю 1. Без цiєї умови i вимоги унiтальностi довiльнi нескiнченно–
вимiрнi локально матричнi алгебри будуть унiверсально еквiвалентними.

У заключному пiдроздiлi 3.5 роздiлу 3 ми вивчаємо Морiта еквiвалентнiсть
унiтальних локально матричних алгебр та її зв’язок з числами Стейнiца.

Нагадаємо,що унiтальнi алгебри𝐴 та𝐵—Морiта еквiвалентнi, якщо категорiї
їх лiвих модулiв еквiвалентнi.

Нехай 𝑒 ∈ 𝐴 — iдемпотент. Iдемпотент 𝑒 називається повним, якщо 𝐴𝑒𝐴 = 𝐴.

К. Морiта довiв, що алгебри𝐴 та 𝐵 Морiта еквiвалентнi тодi й лише тодi, коли
знайдуться натуральне число 𝑛 ≥ 1 i повний iдемпотент 𝑒 матричної алгебри
𝑀𝑛 (𝐴) такi, що

𝐵 � 𝑒 𝑀𝑛 (𝐴) 𝑒.

Називатимемо властивiсть P Морiта iнварiантною, якщо двi Морiта еквiва-
лентнi алгебри 𝐴 i 𝐵 мають або не мають властивiсть P одночасно.

Виявляється, що властивостi, якi нами вивчаються, є Морiта iнварiантними.

Лема 3.13.
1) Локальна матричнiсть є Морiта iнварiантною властивiстю.
2) Властивiсть унiтальної алгебри 𝐴 розкладатися в тензорний добуток

матричних алгебр є Морiта iнварiантною властивiстю.

Означення 3.11. Будемо говорити, що числа Cтейнiца 𝑠1 та 𝑠2 є рацiонально
зв’язними, якщо знайдеться рацiональне число 𝑞 ∈ ℚ, таке, що 𝑠2 = 𝑞 · 𝑠1.

Теорема 3.17.
1) Якщо унiтальнi локально матричнi алгебри 𝐴 та 𝐵 Морiта еквiвалентнi, то

їх числа Стейнiца рацiонально зв’язнi.
2) Якщо унiтальнi локально матричнi алгебри 𝐴 та 𝐵 злiченно–вимiрнi,

то вони Морiта еквiвалентнi тодi й лише тодi, коли їх числа Стейнiца
рацiонально зв’язнi.

3) Для довiльного нескiнченного не локально скiнченного числа Стейнiца 𝑠,
яке не зображується у виглядi (char 𝔽)∞ ·𝑠′, де число Стейнiца 𝑠′ є локально
скiнченним, iснують не Морiта еквiвалентнi локально матричнi алгебри 𝐴
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i 𝐵 такi, що
dim𝔽 𝐴 = dim𝔽 𝐵, st (𝐴) = st (𝐵) = 𝑠 .

4) Для злiченно–вимiрних унiтальних локально матричних алгебр їх класи
Морiта еквiвалентностi є злiченними з точнiстю до iзоморфiзму. Для унi-
тальних локально матричних алгебр довiльної розмiрностi їх класи Морiта
еквiвалентностi є злiченними з точнiстю до унiверсальної еквiвалентностi.

Роздiл 4 присвячений вивченню iнварiантiв Стенiца не обов’язково унiталь-
них локально матричних алгебр.

Дж. Глiмм спiвставив кожнiй злiченно–вимiрнiй унiтальнiй локально ма-
тричнiй алгебрi iнварiант — число Стейнiца. Ж. Дiксм’є показав, що злiченно–
вимiрна неунiтальна локально матрична алгебра над полем нульової характери-
стики параметризується парами (𝑠, 𝛼), де 𝑠 — число Стейнiца, а 𝛼 — дiйсне число
з вiдрiзку [0, 1] . О.О. Баранов узагальнив цю теорему на випадок довiльного
поля.

У пiдроздiлi 4.1 визначається iнварiант Стейнiца — спектр — не обов’язково
унiтальної локально матричної алгебри довiльної розмiрностi.

Припустимо, що 𝐴 — не обов’язково унiтальна локально матрична алгебра.
Для довiльного iдемпотента 0 ≠ 𝑒 ∈ 𝐴 пiдалгебра 𝑒𝐴𝑒 є унiтальною локально
матричною алгеброю. Отже, є сенс говорити про число Стейнiца st (𝑒𝐴𝑒).

Означення 4.1. Назвемо множину чисел Стейнiца

Spec (𝐴) =
{
st (𝑒𝐴𝑒) | 𝑒 ∈ 𝐴, 𝑒2 = 𝑒

}
,

де 𝑒 пробiгає всi iдемпотенти алгебри 𝐴, спектром алгебри 𝐴.

Для числа Стейнiца 𝑠 позначимо через Ω (𝑠) множину усiх натуральних
чисел, якi дiлять 𝑠 .

Нехай 𝑠1, 𝑠2 — числа Стейнiца. Будемо говорити, що число Стейнiца 𝑠1
скiнченно дiлить число Стейнiца 𝑠2, якщо знайдеться натуральне число

𝑏 ∈ Ω (𝑠2) таке, що 𝑠1 =
𝑠2
𝑏

(позначатимемо: 𝑠1
��
𝑓 𝑖𝑛 𝑠2). Зрозумiло, що в цьому випадку числа Стейнiца 𝑠1 i 𝑠2

рацiонально зв’язанi.
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Означення 4.3. Назвемо множину чисел Стейнiца 𝑆 ⊂ 𝕊ℕ повною, якщо
виконуються умови:

1) довiльнi два числа Стейнiца iз 𝑆 рацiонально зв’язнi,
2) якщо 𝑠2 ∈ 𝑆 i 𝑠1

��
𝑓 𝑖𝑛 𝑠2, то 𝑠1 ∈ 𝑆,

3) якщо 𝑠, 𝑛𝑠 ∈ 𝑆, де 𝑠 ∈ 𝕊ℕ, 𝑛 ∈ ℕ, то 𝑖𝑠 ∈ 𝑆 для довiльного 𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛.

Лема 4.1.
1) Нехай 𝑠1, 𝑠2 ∈ Spec (𝐴). Тодi знайдуться натуральнi числа 𝑎 ∈ ℕ, 𝑏 ∈ Ω (𝑠1)

такi, що
𝑠2 =

𝑎

𝑏
𝑠1.

2) Нехай число Стейнiца 𝑠1 скiнченно дiлить число Стейнiца 𝑠2 та 𝑠2 ∈
Spec (𝐴). Тодi 𝑠1 ∈ Spec (𝐴).

3) Нехай числа Стейнiца 𝑠, 𝑛𝑠 такi, що

𝑠, 𝑛𝑠 ∈ Spec (𝐴), де 𝑠 ∈ 𝕊ℕ, 𝑛 ∈ ℕ.

Тодi 𝑖𝑠 ∈ Spec (𝐴) для довiльного 𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛.

Таким чином, для довiльної локально матричної алгебри𝐴 її спектр Spec (𝐴)
є повною множиною чисел Стейнiца.

Нашою задачею є класифiкацiя всiх повних пiдмножин множини всiх чисел
Стейнiца 𝕊ℕ.

Нехай 𝑆 — повна множина чисел Стейнiца. Для числа Стейнiца 𝑠 ∈ 𝑆 i
натурального числа 𝑏 ∈ Ω (𝑠) покладемо

𝑟𝑠 (𝑏) = max
{
𝑖 ≥ 1

�� 𝑖 · 𝑠
𝑏

∈ 𝑆
}
.

Приклад 1.Повнимимножинами натуральних чисел є абоℕ, або {1, 2, . . . , 𝑛}
для деякого 𝑛 ∈ ℕ.

Приклад 2. Нехай 𝑠 — число Стейнiца. Тодi множина

𝑆 (∞, 𝑠) :=
{ 𝑎
𝑏

· 𝑠
��� 𝑎 ∈ ℕ, 𝑏 ∈ Ω (𝑠)

}
є повною. Крiм того, для довiльного числа Стейнiца 𝑠′ ∈ 𝑆 (∞, 𝑠) матимемо
𝑆 (∞, 𝑠) = 𝑆 (∞, 𝑠′).
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Приклад 3. Нехай 𝑟 — дiйсне число, 1 ≤ 𝑟 < ∞, i нехай 𝑠 — нескiнченне
число Стейнiца. Тодi множина чисел Стейнiца

𝑆 (𝑟, 𝑠) =

{ 𝑎
𝑏
𝑠

��� 𝑎, 𝑏 ∈ ℕ, 𝑏 ∈ Ω (𝑠), 𝑎 ≤ 𝑟𝑏

}
є повною.

Приклад 4. Нехай 𝑠 — нескiнченне число Стейнiца i нехай 𝑟 = 𝑢/𝑣 —
рацiональне число, де 𝑢, 𝑣 ∈ ℕ, причому 𝑣 ∈ Ω (𝑠). Тодi

𝑆+ (𝑟, 𝑠) =

{ 𝑎
𝑏
𝑠

��� 𝑎, 𝑏 ∈ ℕ, 𝑏 ∈ Ω (𝑠), 𝑎 < 𝑟𝑏

}
— повна множина.

Теорема 4.1. Довiльна повна множина чисел Стейнiца належить до одного
з таких чотирьох типiв:

1) 𝑆 (𝑟, 𝑠), де 𝑠 ∈ 𝕊ℕ � ℕ, 𝑟 ∈ [1,∞);
2) 𝑆+ (𝑟, 𝑠), де 𝑠 ∈ 𝕊ℕ � ℕ, 𝑟 = 𝑢/𝑣, 𝑢, 𝑣 — взаємно простi натуральнi числа,

𝑣 ∈ Ω (𝑠);
3) ℕ або {1, 2, . . . , 𝑛} для деякого 𝑛 ∈ ℕ;
4) 𝑆 (∞, 𝑠), де 𝑠 ∈ 𝕊ℕ � ℕ.

Кожна з множини 𝑆 (𝑟, 𝑠), 𝑆+ (𝑟, 𝑠), {1, 2, . . . , 𝑛}, 𝑆 (∞, 𝑠) є повною.

Зауважимо, що по сутi число 𝑟 є оберненим до значення iнварiантащiльностi
Дiксм’є–Баранова.

Упiдроздiлi 4.2 показано, як iз класифiкацiї спектрiв можна вивести теорему
Дiксм’є–Баранова.

Теорема 4.2.
1) Для довiльної повної множини чисел Стейнiца 𝑆 знайдеться злiченно–

вимiрна локально матрична алгебра 𝐴 така, що Spec (𝐴) = 𝑆.
2) Якщо 𝐴, 𝐵 — злiченно–вимiрнi локально матричнi алгебри, то Spec (𝐴) =

Spec (𝐵), тодi й лише тодi, коли 𝐴 � 𝐵.
Зауважимо, що частина 2) теореми 4.2 є iншим трактуванням теореми

Дiксм’є–Баранова.
Неважко показати, що локально матрична алгебра 𝐴 унiтальна тодi й лише

тодi, коли Spec (𝐴) є або {1, 2, . . . , 𝑛}, 𝑛 ∈ ℕ, або множиною 𝑆 (𝑟, 𝑠), де 𝑠 ∈ 𝕊ℕ �ℕ,

𝑟 = 𝑢/𝑣 для 𝑢, 𝑣 — взаємно простих натуральних чисел, 𝑣 ∈ Ω (𝑠).
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У пiдроздiлi 4.3 обговорюємо занурення локально матричних алгебр.

Лема 4.18.Нехай𝑆1 i𝑆2—повнi множиничиселСтейнiца. Тодi або𝑆1
⋂
𝑆2 = ∅,

або одна iз множин 𝑆1, 𝑆2 мiстить iншу множину.

Нехай 𝐴 — локально матрична алгебра. Пiдалгебра 𝐵 ⊆ 𝐴 називається
апроксимативним кутом, якщо алгебра 𝐵 є об’єднанням зростаючого ланцюга
пiрсiвських компонент, тобто iснує послiдовнiсть iдемпотентiв 𝑒1, 𝑒2, . . . така, що

𝑒1 𝐴𝑒1 ⊆ 𝑒2 𝐴𝑒2 ⊆ · · · , 𝐵 =

∞⋃
𝑖=1

𝑒𝑖 𝐴 𝑒𝑖 .

Якщо 𝐵 — апроксимативний кут алгебри 𝐴, то алгебра 𝐵 сама є локально
матричною i тому Spec (𝐵) ⊆ Spec (𝐴).

Лема 4.19. Нехай 𝐴, 𝐵 — злiченно–вимiрнi локально матричнi алгебри,

Spec (𝐵) ⊆ Spec (𝐴).

Тодi алгебра 𝐵 занурюється в алгебру 𝐴 як апроксимативний кут.

Коли повна множина 𝑆1 мiститься в повнiй множинi 𝑆2? Якщо 𝑆2 ⊆ ℕ, то
𝑆1 i 𝑆2 є або сегментами множини натуральних чисел, або усiєю множиною ℕ,

тому вiдповiдь очевидна. У випадку, коли 𝑆2 ⊆ 𝕊ℕ�ℕ, 𝑠 ∈ 𝑆1 ⊆ 𝑆2, матимемо
𝑆1 = 𝑆 (𝑟1, 𝑠) або 𝑆1 = 𝑆+ (𝑟1, 𝑠) i 𝑆2 = 𝑆 (𝑟2, 𝑠) або 𝑆2 = 𝑆+ (𝑟2, 𝑠). Легко бачити, що
𝑟1 ≤ 𝑟2. Зокрема, якщо 𝑟1 < 𝑟2, то 𝑆1 ⊂ 𝑆2. Якщо 𝑟1 = 𝑟2 = 𝑟, то або 𝑆1 = 𝑆2, або
𝑆1 = 𝑆

+ (𝑟, 𝑠), 𝑆2 = 𝑆 (𝑟, 𝑠).

У роздiлi 5 ми вивчаємо порiвняно маловивчений клас алгебричних систем
— простори Хемiнга.

Нагадаємо, що в теорiї кодування метрики Хемiнга — це стандартний
iнструмент обчислення вiдстанi мiж двома двiйковими векторами однакової
довжини.

Нехай 𝑛 ≥ 1. Стандартним простором Хемiнга 𝐻𝑛 називається множина усiх
векторiв довжини 𝑛 вигляду:

𝑥𝑛 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), де 𝑥𝑖 ∈ {0, 1}, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛,
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а вiдстань 𝑑𝐻𝑛
мiж цими векторами є число позицiй, на яких цi вектори мають

рiзнi координати.
У серiї робiт Р. Камерона, С. Тарзi, В.I. Сущанського, Б.В. Олiйник розгляда-

лися нескiнченнi аналоги просторiв Хемiнга, якi виникають як прямi границi
скiнченних просторiв 𝐻𝑛. У роздiлi 5 ми вивчаємо такi нескiнченно–вимiрнi
простори з абстрактної точки зору у контекстi кiлець з мiрою (у роботi Б.В.
Олiйник вони визначалися як простори Хемiнга). Оскiльки нашi приклади
близькi до стандартних просторiв Хемiнга, ми будемо в основному слiдувати
термiнологiї робiт В.I. Сущанського та Б.В. Олiйник.

Нагадаємо,що булевим кiльцем називається комутативне кiльце, усi елементи
якого задовольняють тотожнiсть 𝑥2 = 𝑥 .

Нехай 𝐻 — булеве кiльце з 1. Функцiя 𝑟 : 𝐻 → [ 0, 1 ] називається мiрою (або
функцiєю рангу), якщо
(1) 𝑟 (𝑎) = 0 у тому i тiльки тому випадку, коли 𝑎 = 0;
(2) 𝑟 (𝑎) = 1 у тому i тiльки тому випадку, коли 𝑎 = 1;
(3) якщо 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻 i 𝑎𝑏 = 0, то 𝑟 (𝑎 + 𝑏) = 𝑟 (𝑎) + 𝑟 (𝑏).
Упiдроздiлi 5.1 дається абстрактне означенняпросторуХемiнга i наводяться

приклади просторiв Хемiнга.

Означення 5.3. Унiтальним простором Хемiнга (𝐻, 𝑟 ) будемо називати
булеве кiльце 𝐻 з 1 i функцiєю рангу 𝑟 : 𝐻 → [0, 1].

Якщо (𝐻, 𝑟 ) — простiр Хемiнга, то функцiя

𝑑𝐻 (𝑎, 𝑏) = 𝑟 (𝑎 − 𝑏), 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻,

задає метрику на 𝐻.

Приклад 5.1. Булеве кiльце 𝐻𝑛 = {0 , 1}𝑛 з покомпонентними додаванням
(за модулем 2) i множенням, а також функцiєю рангу

𝑟𝐻𝑛
(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =

1
𝑛
(𝑥1 + . . . + 𝑥𝑛)

для довiльних 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ∈ {0, 1}, задовольняє умовам (1), (2), (3) означення
функцiї рангу. Називатимемо простiр Хемiнга (𝐻𝑛, 𝑟𝐻𝑛

) стандартним.

Позначимо через {0, 1}ℕ множину усiх нескiнченних (0, 1)–послiдовностей

a = (𝑎1, 𝑎2, . . .), 𝑎𝑖 = 0 або 1.
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Легко бачити, що {0, 1}ℕ — булеве кiльце з операцiями покомпонентного
додавання (за модулем 2) та множення.

Послiдовнiсть a = (𝑎1, 𝑎2, . . .) називається перiодичною, якщо iснує натуральне
число 𝑘 таке, що 𝑎𝑖+𝑘 = 𝑎𝑖 для довiльного 𝑖 ∈ ℕ. У цьому випадку число 𝑘
називається перiодом послiдовностi a.

Нехай 𝑠 — число Стейнiца. Перiодична послiдовнiсть a називається 𝑠–
перiодичною, якщо у неї є перiод, який дiлить 𝑠 .

Приклад 5.2. Позначимо через H(𝑠) множину усiх 𝑠–перiодичних послi-
довностей. Очевидно, що H(𝑠) — пiдкiльце булевого кiльця {0, 1}ℕ. Функцiя
рангу

𝑟H(𝑠) (𝑎1, 𝑎2, . . . ) =
1
𝑘
(𝑎1 + . . . + 𝑎𝑘),

де 𝑘 — перiод (насправдi довiльний з перiодiв) послiдовностi a = (𝑎1, 𝑎2, . . .),
перетворює (H (𝑠), 𝑟H(𝑠)) у простiр Хемiнга.

Приклад 5.3. Для послiдовностi

a = (𝑎1, 𝑎2, . . .) ∈ {0, 1}ℕ

визначимо функцiю псевдорангу

𝑟 (a) = lim
𝑛→∞

sup 1
𝑛
(𝑎1 + . . . + 𝑎𝑛).

Ця функцiя задовольняє умову (3) означення функцiї рангу, але не задовольняє
умови (1) та (2). Пiдмножина

𝐼 =
{
a ∈ {0, 1}ℕ

�� 𝑟 (a) = 0
}

є iдеалом булевого кiльця {0, 1}ℕ. На довiльному класi сумiжностi

a + 𝐼 , a ∈ {0, 1}ℕ,

функцiя 𝑟 постiйна.
Розглянемо булеве кiльце

𝐵 = {0, 1}ℕ � 𝐼
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i функцiю рангу
𝑟𝐵 (a + 𝐼 ) = 𝑟 (a), a ∈ {0, 1}ℕ.

Простiр Хемiнга (𝐵, 𝑟𝐵) називається простором Безиковича або ще простором
Безиковича–Хемiнга.

У класi унiтальних просторiв Хемiнга природним чином визначається тен-
зорний добуток.

Твердження 5.1. Нехай (𝐻1, 𝑟1), (𝐻2, 𝑟2) — унiтальнi простори Хемiнга. Тодi
iснує єдина функцiя рангу 𝑟 на тензорному добутку булевих кiлець

𝐻 = 𝐻1
⊗

ℤ 𝐻2

така, що 𝑟 (𝑎 ⊗ 𝑏) = 𝑟1(𝑎) 𝑟2(𝑏) для довiльних елементiв 𝑎 ∈ 𝐻1, 𝑏 ∈ 𝐻2.

Легко бачити, що тодi 𝐻𝑛
⊗

𝐻𝑚 � 𝐻𝑛𝑚 .

Означення 5.6. Назвемо унiтальний простiр Хемiнга (𝐻, 𝑟 ) локально стан-
дартним, якщо довiльна скiнченна пiдмножина елементiв 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 ∈ 𝐻 мiсти-
ться в пiдпросторi 𝐻 ′ ⊂ 𝐻, такому що

𝐻 ′ � 𝐻𝑚 для деякого 𝑚 ≥ 1.

Неважко помiтити, що в локально стандартному просторi Хемiнга функцiя
рангу завжди набуває рацiональних значень.

Приклад5.5.ДлядовiльногочислаСтейнiца 𝑠 простiрХемiнга 𝑠–перiодичних
послiдовностейH(𝑠) є локально стандартним.

Приклад 5.6. Простiр Безиковича (𝐵, 𝑟𝐵) не є локально стандартним про-
стором, позаяк неважко знайти елемент 𝑥 ∈ 𝐵 такий, що число 𝑟𝐵 (𝑥) буде
iррацiональним.

Позначимо через {0, 1}ℕ𝑝 множину всiх перiодичних послiдовностей з {0, 1}ℕ.
Тодi для булевого iдеалу

𝐼 =

{
𝑎 ∈ {0, 1}ℕ

�� 𝑟 (𝑎) = 0
}



38

булевого кiльця {0, 1}ℕ отримаємо

{0, 1}ℕ𝑝 ∩ 𝐼 = {0}.

Тому {0, 1}ℕ𝑝 можна розглядати як пiдпростiр Хемiнга простору Безиковича.
Матимемо

{0, 1}ℕ𝑝 =
⋃
𝑠∈𝕊ℕ

H(𝑠).

Отже, простiр Хемiнга {0, 1}ℕ𝑝 є локально стандартним.

Означення 5.7. Нехай 𝐻 — локально стандартний унiтальний простiр Хе-
мiнга. Розглянемо множину натуральних чисел

𝐷 (𝐻 ) =

{
𝑛 ≥ 2

�� 𝐻 ′ ⊂ 𝐻, 𝐻 ′ � 𝐻𝑛

}
.

Найменше спiльне кратне чисел з 𝐷 (𝐻 ) називається числом Стейнiца простору
Хемiнга 𝐻 i позначається st(𝐻 ).

У пiдроздiлi 5.2 мова йде про тензорнi добутки просторiв Хемiнга.

Лема 5.3. Для локально стандартних унiтальних просторiв Хемiнга 𝐻1 та
𝐻2 їх тензорний добуток 𝐻1

⊗
𝐻2 також є локально стандартним простором

Хемiнга i
st (𝐻1

⊗
𝐻2) = st (𝐻1) · st (𝐻2).

Наступна теорема є аналогом теореми Кьоте.

Теорема5.1.Нехай𝐻 —злiченнийлокально стандартнийунiтальнийпростiр
Хемiнга. Тодi

𝐻 �
∞⊗
𝑖=1

𝐻𝑝𝑖 ,

де усi 𝑝𝑖 — простi числа.

Неважко помiтити, що в цьому випадку

st (𝐻 ) =

∞∏
𝑖=1

𝑝
𝑠𝑖
𝑖 ,
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де 𝑠𝑖 — число копiй простору 𝐻𝑝𝑖 у розкладi простору 𝐻.

З теореми 5.1 зразу ж випливатиме аналог теореми Глiмма:
Нехай 𝐻1 та 𝐻2 – злiченнi локально стандартнi унiтальнi простори Хемiнга.

Числа Стейнiца st (𝐻1) та st (𝐻2) збiгаються тодi й лише тодi, коли простори 𝐻1

i 𝐻2 iзоморфнi.

Простори Хемiнга i локально матричнi алгебри тiсно пов’язанi. Як саме —
про це мова йде в пiдроздiлi 5.3.

Нехай 𝐴 — унiтальна локально матрична алгебра з одиницею 1, 𝑎 ∈ 𝐴.

Виберемо пiдалгебру 𝐵 ⊂ 𝐴 таку, що 1, 𝑎 ∈ 𝐵, 𝐵 � 𝑀𝑛 (𝔽) для деякого 𝑛 ≥ 1.
Нехай також 𝑟𝐵 (𝑎) — ранг образу елемента 𝑎 в алгебрi 𝑀𝑛 (𝔽) при iзоморфiзмi
𝐵 � 𝑀𝑛 (𝔽). В.М. Курочкiн довiв, що число

𝑟 (𝑎) =
1
𝑛
𝑟𝐵 (𝑎)

не залежить вiд вибору пiдалгебри 𝐵. Називатимемо 𝑟 (𝑎) вiдносним рангом (або
рангом Курочкiна) елемента 𝑎.

Нехай 𝐶 — комутативна пiдалгебра алгебри 𝐴, яка мiстить одиницю 1.
Позначимо через 𝐸 (𝐶) множину всiх iдемпотентiв алгебри 𝐶, включаючи 0
та 1. Для iдемпотентiв 𝑒, 𝑓 ∈ 𝐸 (𝐶) розглянемо операцiї 𝑒 𝑓 та 𝑒 + 𝑓 − 2𝑒 𝑓 як
булевi множення i додавання вiдповiдно. Булеве кiльце 𝐸 (𝐶) разом з функцiєю
вiдносного рангу 𝑟 : 𝐸 (𝐶) → [0, 1] є унiтальним простором Хемiнга.

Нагадаємо, що пiдалгебра 𝐻 матричної алгебри𝑀𝑛 (𝔽) називається пiдалге-
брою Картана, якщо

𝐻 � 𝔽 ⊕ . . . ⊕ 𝔽︸           ︷︷           ︸
𝑛

.

Довiльна пiдалгебра Картана спряжена з дiагональною пiдалгеброю алгебри
𝑀𝑛 (𝔽).

Нехай 𝐴 — злiченно–вимiрна унiтальна локально матрична алгебра. I нехай

1 ∈ 𝐴1 ⊂ 𝐴2 ⊂ . . .

— зростаючий ланцюжок матричних пiдалгебр (скiнченно–вимiрних) такий, що

𝐴 =

∞⋃
𝑖=1

𝐴𝑖 .
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У кожнiй пiдалгебрi 𝐴𝑖 виберемо пiдалгебру Картана 𝐻𝑖 таким чином, що

1 ∈ 𝐻1 ⊂ 𝐻2 ⊂ . . . .

Називатимемо алгебру

𝐻 =

∞⋃
𝑖=1

𝐻𝑖

узагальненою пiдалгеброю Картана алгебри𝐴. Як i ранiше, функцiя 𝑟 : 𝐴 → [0, 1]
є функцiєю вiдносного рангу. Тодi (𝐸 (𝐻 ), 𝑟 ) є унiтальним локально стандартним
простором Хемiнга.

Означення 5.8. Пiдалгебра 𝐻 унiтальної локально матричної алгебри 𝐴

називається пiдалгеброю Картана, якщо iснує розклад

𝐴 =

∞⊗
𝑖=1

𝐴𝑖

у тензорний добуток матричних алгебр i iснує розклад

𝐻 =

∞⊗
𝑖=1

𝐻𝑖

у тензорний добуток пiдалгебр Картана 𝐻𝑖 ⊂ 𝐴𝑖, 𝑖 ≥ 1.

Теорема 5.2. Довiльнi двi пiдалгебри Картана алгебри 𝐴 спряженi за допо-
могою автоморфiзму алгебри 𝐴.

Довiльна пiдалгебра Картана є узагальненою пiдалгеброю Картана. Чи справ-
джується зворотне твердження? Iншими словами, чи завжди є спряженими
узагальненi пiдалгебри Картана? Негативну вiдповiдь на це питання дає така
теорема.

Теорема 5.3. Кожна злiченно–вимiрна унiтальна локально матрична алгебра
мiстить узагальнену пiдалгебру Картана, яка не є пiдалгеброю Картана.

Зв’язок мiж унiтальними локально стандартними просторами Хемiнга i
пiалгебрами Картана унiтальних локально матричних алгебр описується такою
теоремою.

Теорема 5.4.
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(1) Довiльний злiченний локально стандартний унiтальний простiр Хемiнга
𝑆 iзоморфний простору 𝐸 (𝐻 ), де 𝐻 — пiдалгебра Картана деякої злiченно–
вимiрної унiтальної локально матричної алгебри𝐴, причому st(𝑆) = st(𝐴).

(2) Нехай 𝐴1, 𝐴2 — злiченно–вимiрнi унiтальнi локально матричнi алгебри i
нехай𝐻1, 𝐻2 —пiдалгебри Картана алгебр𝐴1, 𝐴2 вiдповiдно. Якщо простори
Хемiнга 𝐸 (𝐻1) та 𝐸 (𝐻2) iзоморфнi, то алгебри 𝐴1 та 𝐴2 iзоморфнi.

Узагальнення означення просторiв Хемiнга на неунiтальний випадок зро-
блено у пiдроздiлi 5.4.

Означення 5.10. Нехай𝐻 — булеве кiльце (не обов’язково мiстить одиницю)
з функцiєю 𝑟 : 𝐻 → [0,∞). Назвемо (𝐻, 𝑟 ) простором Хемiнга, якщо
(1) 𝑟 (𝑎) = 0 тодi й лише тодi, коли 𝑎 = 0;
(2) якщо 𝑎𝑏 = 0, то 𝑟 (𝑎 + 𝑏) = 𝑟 (𝑎) + 𝑟 (𝑏) .

Тодi функцiя 𝑟 називається функцiєю рангу.

Як i у випадку унiтальних просторiв Хемiнга функцiя

𝑑𝐻 (𝑎, 𝑏) = 𝑟 (𝑎 − 𝑏)

перетворює (𝐻, 𝑟 ) у метричний простiр.

Приклад 5.9. Нехай 𝑋 — нескiнченна множина. Розглянемо неунiтальне бу-
леве кiльце𝐻 , яке складається iз скiнченних пiдмножинмножини𝑋 , включаючи
порожню множину. Функцiя рангу

𝑟 (𝑎) = |𝑎 |, 𝑎 ∈ 𝐻,

задає на 𝐻 структуру простору Хемiнга. Якщо множина 𝑋 — злiченна, то ми
позначимо описаний вище простiр Хемiнга символом 𝐻 (∞).

Якщо (𝐻, 𝑟 ) — простiр Хемiнга, а ℎ є ненульовим елементом простору 𝐻 , то
тодi ℎ𝐻 — унiтальне булеве кiльце, одиницею якого є елемент ℎ. Функцiя

𝑟ℎ : ℎ𝐻 → [0, 1], 𝑟ℎ (𝑎) =
𝑟 (𝑎)
𝑟 (ℎ) , 𝑎 ∈ 𝐻,

перетворюватиме тодi 𝐻ℎ = (ℎ𝐻, 𝑟ℎ) в унiтальний простiр Хемiнга.
Нехай 𝐻 = (𝐻, 𝑟 ) — простiр Хемiнга i нехай 𝛼 — деяке додатне дiйсне число.

Тодi булеве кiльце 𝐻 з новою функцiєю рангу 𝛼 𝑟 також є простором Хемiнга.
Будемо називати простори Хемiнга (𝐻, 𝑟 ) та (𝐻, 𝛼 𝑟 ) скалярно еквiвалентними.
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Означення 5.12. Простiр Хемiнга 𝐻 = (𝐻, 𝑟 ) називається локально стандар-
тним, якщо довiльна скiнченна пiдмножина множини𝐻 мiститься в пiдпросторi
(𝐻 ′, 𝑟 ) ⊂ (𝐻, 𝑟 ), який скалярно еквiвалентний стандартному простору Хемiнга
𝐻𝑛 для деякого 𝑛 ≥ 1.

Наприклад, простiр Хемiнга 𝐻 (∞) є локально стандартним простором.
Нехай (𝐻1, 𝑟1) та (𝐻2, 𝑟2) — простори Хемiнга. Як i в унiтальному випадку на

тензорному добутку
𝐻 = 𝐻1

⊗
ℤ 𝐻2

можна визначити єдиним чином функцiю рангу 𝑟 таку, що

𝑟 (𝑎 ⊗ 𝑏) = 𝑟1(𝑎) 𝑟2(𝑏)

для довiльних елементiв 𝑎 ∈ 𝐻1 та 𝑏 ∈ 𝐻2.

Якщо (𝐻1, 𝑟1) i (𝐻2, 𝑟2) — локально стандартнi простори Хемiнга, то їх тензор-
ний добуток 𝐻1

⊗
ℤ𝐻2 також є локально стандартним протором Хемiнга.

Ми вже вiдмiчали ранiше, що iснує взаємо однозначна вiдповiднiсть мiж
злiченно–вимiрними локально матричними алгебрами та повними множи-
нами чисел Стейнiца. Наступнi результати показують, що така ж властивiсть
притаманна i злiченним просторам Хемiнга.

Для простору Хемiнга 𝐻 покладемо

Spec (𝐻 ) =
{
st (𝐻𝑛) , 0 ≠ ℎ ∈ 𝐻

}
⊆ 𝕊ℕ

i називатимемо цю множину спектром простору Хемiнга 𝐻 .

Лема 5.11.Для кожного злiченного локально стандартного простору Хемiнга
𝐻 спектр Spec (𝐻 ) є повною множиною чисел Стейнiца.

Лема 5.12. Для кожної повної множини 𝑆 чисел Стейнiца знайдеться злi-
ченний локально стандартний простiр Хемiнга 𝐻 такий, що Spec (𝐻 ) = 𝑆.

Наприклад, нехай 𝑆 = 𝑆 (∞, 𝑠), де 𝑠 — число Стейнiца, а 𝐻 (𝑠) — злiченний
унiтальний простiр Хемiнга, який вiдповiдає числу 𝑠 . Тодi

𝑆 = Spec ( 𝐻 (∞)
⊗

𝐻 (𝑠) ).
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Теорема 5.5. Якщо злiченнi локально стандартнi простори Хемiнга (𝐻1, 𝑟1)
та (𝐻2, 𝑟2) мають однаковi спектри, то вони скалярно еквiвалентнi.

Таким чином, злiченнi неунiтальнi простори Хемiнга параметризуються (з
точнiстю до скалярної еквiвалентностi) парами (𝑠, 𝛼), де 𝑠 — число Стейнiца, а 𝛼
— дiйсне число, 0 ≤ 𝛼 ≤ 1, тобто має мiсце аналог теореми Дiксiм’є.

У роздiлi 6 ми вивчаємо диференцiювання i автоморфiзми злiченно–
вимiрних локально матричних алгебр.

Ш.А. Аюпов та К.К. Кудайбергенов у статтi 2020 р. побудували зовнiшнє
диференцiювання в злiченно–вимiрнiй унiтальнiй локально матричнiй алгебрi
з числом Стейнiца 2∞ та використали його як приклад зовнiшнього диференцi-
ювання в регулярнiй в сенсi фон Неймана простiй алгебрi. У 1999 р. Х. Штраде
вивчав диференцiювання локально скiнченно–вимiрних локально простих
алгебр Лi над полем характеристики 0.

Нагадаємо, що лiнiйне вiдображення 𝑑 : 𝐴 → 𝐴 називається диференцiюван-
ням, якщо

𝑑 (𝑥𝑦) = 𝑑 (𝑥)𝑦 + 𝑥𝑑 (𝑦) для довiльних елементiв 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴.

Для фiксованого елемента 𝑎 ∈ 𝐴 оператор

ad(𝑎) : 𝐴 → 𝐴, 𝑥 ↦→ [𝑎, 𝑥],

називається внутрiшнiм диференцiюванням (або приєднаним диференцiюванням,
iндукованим елементом 𝑎) алгебри 𝐴.

Нехай Der(𝐴) — алгебра Лi усiх диференцiювань алгебри𝐴. Позначимо через
Inder(𝐴) iдеал алгебри Der(𝐴), який складається з внутрiшнiх диференцiювань.
Фактор–алгебра

Outder(𝐴) = Der(𝐴) � Inder(𝐴)

називається алгеброю зовнiшнiх диференцiювань алгебри 𝐴.
Позначимо через Aut(𝐴) та Inn(𝐴) групу автоморфiзмiв та групу внутрiшнiх

автоморфiзмiв алгебри 𝐴 вiдповiдно. Фактор–група

OutAut(𝐴) = Aut(𝐴) � Inn(𝐴)

називається групою зовнiшнiх автоморфiзмiв алгебри 𝐴.
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Разом з групами автоморфiзмiв алгебри 𝐴 будемо розглядати напiвгру-
пу 𝑃 (𝐴), яка складається з усiх iн’єктивних ендоморфiзмiв 𝐴 → 𝐴. Зокрема,
Aut(𝐴) ⊆ 𝑃 (𝐴).

У пiдроздiлi 6.1 ми розглядаємо топологiю Тихонова на множинi Map(𝐴,𝐴)
усiх вiдображень 𝐴 → 𝐴 i доводимо таку теорему.

Теорема 6.1. Нехай 𝐴 — локально матрична алгебра.
1) Iдеал Inder(𝐴) щiльний в алгебрi Der(𝐴) в топологiї Тихонова.
2) Припустимо, що алгебра 𝐴 мiстить 1. Тодi замиканням групи Inn(𝐴) в

Map(𝐴,𝐴) в топологiї Тихонова є напiвгрупа 𝑃 (𝐴) унiтальних iн’єктивних
ендоморфiзмiв. Зокрема, пiдгрупа Inn(𝐴) щiльна в групi Aut(𝐴).

Метою пiдроздiлу 6.2 є опис диференцiювань нескiнченних тензорних
добуткiв скiнченно–вимiрних матричних алгебр. Нагадаємо, що згiдно з теоре-
мою Кьоте довiльна злiченно–вимiрна унiтальна локально матрична алгебра
iзоморфна злiченному тензорному добутку матричних алгебр i тому є алгеброю
такого типу.

Означення6.2.НехайP—деяка системанепорожнiх скiнченнихпiдмножин
нескiнченної множини 𝐼 . Назвемо систему P розрiдженою, якщо
(1) для довiльного 𝑆 ∈ P усi непорожнi пiдмножини множини 𝑆 також

належать P,
(2) довiльний елемент 𝑖 ∈ 𝐼 мiститься в не бiльш, нiж у скiнченнiй кiлькостi

пiдмножин з P .

Нехай
𝐴 =

⊗
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖,

де усi алгебри 𝐴𝑖 — скiнченно–вимiрнi матричнi алгебри над 𝔽, dim𝔽𝐴𝑖 > 1.
Для пiдмножини 𝑆 = {𝑖1, . . . , 𝑖𝑟 } ⊂ 𝐼 пiдалгебра

𝐴𝑆 = 𝐴𝑖1

⊗
· · ·

⊗
𝐴𝑖𝑟

є тензорним спiвмножником алгебри 𝐴.
Нехай, як i вище, P — система непорожнiх скiнченних пiдмножин множини

𝐼 . Для кожної пiдмножини 𝑆 ∈ P виберемо лiнiйний оператор 𝑓𝑆 : 𝐴 → 𝐴. Сума∑︁
𝑆∈P

𝑓𝑆
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збiгається в топологiї Тихонова до деякого оператора 𝑓 , якщо для довiльного
елемента 𝑎 ∈ 𝐴 множина { 𝑆 ∈ P | 𝑓𝑆 (𝑎) ≠ 0 } скiнченна. У цьому випадку 𝑓 є
лiнiйним оператором. Бiльше того, якщо кожен доданок 𝑓𝑆 є диференцiюванням
алгебри 𝐴, то 𝑓 також є диференцiюванням алгебри 𝐴.

Нехай P — розрiджена система. Для довiльної пiдмножини 𝑆 ∈ P виберемо
елемент 𝑎𝑆 ∈ 𝐴𝑆 . Сума ∑︁

𝑆∈P
ad (𝑎𝑆)

збiгається в топологiї Тихонова до диференцiювання алгебри 𝐴. Насправдi,
довiльний елемент 𝑎 ∈ 𝐴 лежить в однiй з пiдагебр 𝐴𝑖1 ⊗ . . . ⊗ 𝐴𝑖𝑟 . Завдяки
розрiдженостi системи P для усiх пiдмножин 𝑆 ∈ P, окрiм скiнченного числа,
ми маємо {𝑖1, . . . , 𝑖𝑟 } ∩ 𝑆 = ∅. Тому ad(𝑎𝑆)𝑎 = 0.

Позначимо через 𝐷P векторний простiр усiх сум
∑
𝑆∈P ad(𝑎𝑆), де 𝑎𝑆 пробiгає

𝐴𝑆 . Тодi 𝐷P ⊆ Der(𝐴). В усiх алгебрах 𝐴𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼 , виберемо пiдпростори 𝐴0
𝑖 такi, що

𝐴𝑖 = 𝔽 · 1𝐴𝑖

⊕
𝐴0
𝑖

розкладається в пряму суму пiдпросторiв, де 1𝐴𝑖
— одиниця алгебри𝐴𝑖 . Виберемо

базис 𝐸𝑖 пiдпростору 𝐴0
𝑖 .

Для пiдмножини 𝑆 = {𝑖𝑖, . . . , 𝑖𝑟 } ⊂ 𝐼 розглянемо

𝐸𝑆 := 𝐸𝑖1

⊗
· · ·

⊗
𝐸𝑖𝑟 ={

𝑎1 ⊗ · · · ⊗ 𝑎𝑟
�� 𝑎𝑘 ∈ 𝐸𝑖𝑘 , 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑟

}
та

ad (𝐸𝑆) =
{
ad (𝑒)

�� 𝑒 ∈ 𝐸𝑆
}
.

Наступна теорема описує диференцiювання алгебри 𝐴 =
⊗

𝑖∈𝐼 𝐴𝑖 .

Теорема 6.4.
(1) Припустимо, що множина 𝐼 злiченна. Тодi

Der (𝐴) =
⋃
P

𝐷P,

де P пробiгає усi розрiдженi системи скiнченних пiдмножин множини 𝐼 .
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(2) Для довiльної нескiнченної (не обов’язково злiченної) множини 𝐼 та будь–
якої розрiдженої системи P скiнченних пiдмножин 𝐼 множина⋃

𝑆∈P
ad (𝐸𝑆)

є топологiчним базисом простору 𝐷P .

Х. Штраде у 1999 р. довiв, що алгебри зовнiшнiх диференцiювань злiченно–
вимiрних локально простих скiнченно–вимiрних алгебр Лi над полем характе-
ристики 0 не є локально скiнченно–вимiрними. У пiдроздiлi 6.3 ми доводимо
аналог результату Штраде для злiченно–вимiрної локально матричної алгебри
над полем довiльної характеристики.

Теорема 6.5. Нехай 𝐴 — злiченно–вимiрна локально матрична алгебра. Тодi
алгебра Лi Outder(𝐴) не локально скiнченно–вимiрна.

У пiдроздiлi 6.4 вивчаються автоморфiзми i унiтальнi iн’єктивнi ендомор-
фiзми злiченно–вимiрних унiтальних локально матричних алгебр.

Зауважимо, що згiдно з теоремою, доведеною О.Г. Курошем у 1942 р., напiв-
група 𝑃 (𝐴) унiтальних iн’єктивних ендоморфiзмiв строго бiльша, нiж Aut(𝐴).

Нехай H𝑛 — пiдгрупа групи Inn(𝐴), яка складається зi спряжень оборотними
елементами з

⊗
𝑖≥𝑛𝐴𝑖 . Легко бачити, що

H𝑛 � Inn
(⊗
𝑖≥𝑛

𝐴𝑖

)
та Inn (𝐴) = H1 > H2 > · · · .

Для довiльного 𝑛 ≥ 1 оберемо систему представникiв лiвих класiв сумiжностi
ℎH𝑛+1, ℎ ∈ H𝑛, та позначимо її через X𝑛 . Припускаємо, що кожна система X𝑛
мiстить тотожний автоморфiзм Id.

Для довiльної послiдовностi автоморфiзмiв 𝜑𝑛 ∈ X𝑛, 𝑛 ≥ 1, нескiнченний до-
буток 𝜑 = 𝜑1𝜑2 . . . збiгається в топологiї Тихонова до iн’єктивного ендоморфiзму.
Очевидно, що 𝜑 ∈ 𝑃 (𝐴).

Теорема 6.6. Довiльний унiтальний iн’єктивний ендоморфiзм 𝜑 ∈ 𝑃 (𝐴)
єдиним чином зображується у виглядi добутку 𝜑 = 𝜑1𝜑2 · · · , де 𝜑𝑛 ∈ X𝑛, 𝑛 ≥ 1.

Коли добуток 𝜑1𝜑2 · · · , де 𝜑𝑛 ∈ X𝑛, 𝑛 ≥ 1 є автоморфiзмом?
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Означення 6.3. Назвемо послiдовнiсть автоморфiзмiв 𝜑𝑛 ∈ H𝑛, 𝑛 ≥ 1, iн-
тегровною, якщо для кожного елемента 𝑎 ∈ 𝐴 пiдпостiр, породжений усiма
елементами 𝜑𝑛 . . . 𝜑1(𝑎), 𝑛 ≥ 1, є скiнченно–вимiрним.

Теорема 6.7. Iн’єктивний ендоморфiзм 𝜑 = 𝜑1𝜑2 . . . , де 𝜑𝑛 ∈ H𝑛, 𝑛 ≥ 1, є
автоморфiзмом тодi й лише тодi, коли послiдовнiсть{

𝜑−1
𝑖

}
𝑖≥1

iнтегровна.

У пiдроздiлi 6.5 ми розглядаємо напiвгрупу 𝑃 (𝐴) як узагальнений простiр
Бера.

Твердження6.1.Нехай𝐴—унiтальна злiченно–вимiрна локальноматрична
алгебра. Топологiя, яка визначається узагальненою метрикою Бера на напiвгрупi
𝑃 (𝐴), збiгається з топологiєю Тихонова.

Далi ми наводимо приклади автоморфiзмiв напiвгрупи 𝑃 (𝐴), якi є iзоме-
трiями узагальненого простору Бера. Зокрема, ми показуємо, що проективна
лiнiйна група ∏

𝑖≥1
𝑃𝐺𝐿𝑛𝑖 (𝔽) �

∏
𝑖≥1

𝐴∗
𝑖

занурюється в групу Aut(𝑃 (𝐴))⋂ Isom(𝑃 (𝐴)), де Isom(𝑃 (𝐴)) — група iзометрiй
простору Бера 𝑃 (𝐴).

У пiдроздiлi 6.6 ми визначаємо розмiрностi алгебр Лi Der(𝐴) та Outder(𝐴) i
порядки груп Aut(𝐴) та OutAut(𝐴), де𝐴— злiченно–вимiрна локально матрична
алгебра.

Як зазвичай, будемо позначати потужнiсть множини 𝑋 через |𝑋 |. Для двох
множин 𝑋 та 𝑌 позначимо через Map(𝑌,𝑋 ) множину всiх вiдображень з 𝑌 в 𝑋 .
Якщо 𝛼, 𝛽 — потужностi множин𝑋, 𝑌 вiдповiдно, то покладемо 𝛼𝛽 = |Map(𝑌,𝑋 ) |.
Традицiйно, ℵ0 — злiченна потужнiсть.

Теорема 6.8. Нехай
𝐴 =

⊗
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖,
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де 𝐼 — нескiнченна множина, 𝐴𝑖 — матричнi алгебри над полем 𝔽, dim𝔽𝐴𝑖 > 1.
Тодi

dim𝔽 Der (𝐴) = dim𝔽 Outder (𝐴) = | 𝔽 | |𝐼 | .

Теорема 6.9. Нехай 𝐴 — злiченно–вимiрна локально матрична алгебра над
полем 𝔽. Тодi

dim𝔽 Der(𝐴) = dim𝔽 Outder(𝐴) = | 𝔽 | ℵ0 .

Зауважимо, що для багатьох незлiченних потужностей 𝛼 справедлива рiв-
нiсть 𝛼ℵ0 = 𝛼. Наприклад, це справедливо для 𝛼 = 𝜆𝜇, де 𝜆, 𝜇 — потужностi i
𝜇 ≥ ℵ0. Якщо 𝔽 — поле рядiв Лорана змiнної 𝑧 над деяким полем 𝐹0 або його
алгебричним розширенням, то

|𝔽| = |𝐹0 |ℵ0 i тому |𝔽|ℵ0 = |𝔽|.

Теорема 6.10. Нехай 𝐴 — злiченно–вимiрна локально матрична алгебра над
полем 𝔽. Тодi

|Aut(𝐴) | = |OutAut(𝐴) | = | 𝔽 | ℵ0 .

У пiдроздiлi 6.7 ми обговорюємо порядки груп автоморфiзмiв i груп iзо-
метрiй тензорних добуткiв стандартних просторiв Хемiнга, а також порядки
груп автоморфiзмiв i груп iзометрiй довiльного злiченного (не обов’язково унi-
тального) простору Хемiнга. Зокрема, показуємо, що порядок групи iзометрiй
злiченного локально стандартного простору Хемiнга дорiвнює 2ℵ0 .

Роздiл 7 присвячується групам нескiнченних перiодичних матриць. Розгля-
немо алгебру𝑀ℕ(𝔽) усiх (ℕ ×ℕ)–матриць над полем 𝔽, котрi мають скiнченне
число ненульових елементiв у кожному стовпчику.

Назвемо нескiнченну (ℕ×ℕ)–матрицю перiодичною, якщо вона має блочно–
дiагональний вигляд diag(𝑎, 𝑎, . . .), де 𝑎 — це (𝑛 × 𝑛)–матриця. У цьому випадку
ми називатимемо число 𝑛 перiодом матрицi, а саму матрицю 𝑛–перiодичною.
Позначимо через𝑀𝑝

𝑛 (𝔽) алгебру усiх 𝑛–перiодичних матриць. Легко бачити, що

𝑀
𝑝
𝑛 (𝔽) � 𝑀𝑛 (𝔽).

Множина усiх перiодичних матриць

𝑀𝑝 (𝔽) =
∑︁
𝑛∈ℕ

𝑀
𝑝
𝑛 (𝔽) =

⋃
𝑛∈ℕ

𝑀
𝑝
𝑛 (𝔽)
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є пiдалгеброю алгебри𝑀ℕ(𝔽).
Позначимо через𝐺𝐿𝑝𝑛 (𝔽) та𝐺𝐿𝑝 (𝔽) групи оборотних матриць з алгебр𝑀𝑝

𝑛 (𝔽)
та𝑀𝑝 (𝔽) вiдповiдно. Матимемо, що

𝐺𝐿
𝑝
𝑛 (𝔽) � 𝐺𝐿𝑛 (𝔽), 𝐺𝐿𝑝 (𝔽) =

⋃
𝑛∈ℕ

𝐺𝐿
𝑝
𝑛 (𝔽).

Нехай 𝑠 — число Стейнiца. Тодi

𝑀
𝑝
𝑠 (𝔽) =

⋃
𝑛 |𝑠

𝑀
𝑝
𝑛 (𝔽)

є пiдалгеброю алгебри𝑀𝑝 (𝐹 ), а група

𝐺𝐿
𝑝
𝑠 (𝔽) =

⋃
𝑛 |𝑠

𝐺𝐿
𝑝
𝑛 (𝔽)

є групою оборотних елементiв алгебри𝑀𝑝
𝑠 (𝔽).

Алгебра𝑀𝑝
𝑠 (𝔽) є злiченно–вимiрною унiтальною локально матричною ал-

геброю, причому її число Стейнiца дорiвнює 𝑠 . Розглянемо комутант групи
𝐺𝐿

𝑝
𝑠 (𝔽), а саме:

𝑆𝐿
𝑝
𝑠 (𝔽) =

[
𝐺𝐿

𝑝
𝑠 (𝔽) , 𝐺𝐿

𝑝
𝑠 (𝔽)

]
=

⋃
𝑛 |𝑠

𝑆𝐿
𝑝
𝑛 (𝔽) ,

де
𝑆𝐿

𝑝
𝑛 (𝔽) =

[
𝐺𝐿

𝑝
𝑛 (𝔽) , 𝐺𝐿

𝑝
𝑛 (𝔽)

]
� 𝑆𝐿𝑛 (𝔽) .

Центр 𝐶 групи 𝐺𝐿𝑝𝑠 (𝔽) складається зi скалярних матриць

𝜀 · Id = diag(𝜀, 𝜀, . . .), 𝜀 ∈ 𝔽∗,

а перетин 𝐶 ∩ 𝑆𝐿𝑝𝑛 (𝔽) — з матриць 𝜀 · Id, де 𝜀𝑛 = 1. Тому

𝐶𝑠 = 𝐶
⋂

𝑆𝐿
𝑝
𝑠 (𝔽)

складаєтья зi скалярних матриць 𝜀 · Id, де 𝜀 є коренем 𝑛–го степеня з 1, а 𝑛 ∈ Ω (𝑠).

Теорема 7.2. Нехай 𝑠 — нескiнченне число Стейнiца. Тодi спецiальна прое-
ктивна лiнiйна група

𝑃𝑆𝐿
𝑝
𝑠 (𝔽) = 𝑆𝐿

𝑝
𝑠 (𝔽)�𝐶𝑠
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є простою. Якщо для кожного натурального числа 𝑛 ∈ Ω (𝑠) у полi 𝔽 iснують
коренi 𝑛–го степеня з усiх його ненульових елементiв, то

𝑃𝐺𝐿
𝑝
𝑠 (𝔽) = 𝐺𝐿

𝑝
𝑠 (𝔽)�𝐶𝑠 � 𝑃𝑆𝐿

𝑝
𝑠 (𝔽).

Тепер нашою задачею є знайти умови iзоморфностi груп 𝑆𝐿𝑝𝑠 (𝔽) та описати
їх автоморфiзми. Почнемо з бiльш загального випадку.

Теорема 7.6. Нехай 𝐴 та 𝐵 — унiтальнi локально матричнi алгебри. Якщо
групи [𝐴∗, 𝐴∗] та [𝐵∗, 𝐵∗] iзоморфнi, то кiльця 𝐴 та 𝐵 або iзоморфнi, або антиi-
зоморфнi. Бiльш того, для довiльного iзоморфiзму 𝜑 : [𝐴∗, 𝐴∗] → [𝐵∗, 𝐵∗] або
знайдеться iзоморфiзм кiлець 𝜃1 : 𝐴 → 𝐵 такий, що 𝜑 є звуженням 𝜃1 на [𝐴∗, 𝐴∗],
або знайдеться антиiзоморфiзм кiлець 𝜃2 : 𝐴 → 𝐵 такий, що для довiльного
елемента 𝑔 ∈ [𝐴∗, 𝐴∗] ми маємо

𝜑 (𝑔) = 𝜃2(𝑔−1).

Якщо алгебри 𝐴 та 𝐵 злiченно—вимiрнi, то теорему 7.6 можна уточнити.
У цьому випадку, не обмежуючи загальностi, можна припустити, що 𝐴 =

𝑀
𝑝
𝑠 (𝔽), де 𝑠 — число Cтейнiца алгебри 𝐴. Алгебра 𝑀𝑝

𝑠 (𝔽) замкнена вiдносно
транспонування

𝑡 : 𝑀𝑝
𝑠 (𝔽) → 𝑀

𝑝
𝑠 (𝔽),

яке є антиавтоморфiзмом.

Теорема 7.7. Припустимо, що𝐴 та 𝐵 — злiченно–вимiрнi унiтальнi локально
матричнi алгебри. Якщо групи [𝐴∗, 𝐴∗] та [𝐵∗, 𝐵∗] iзоморфнi, то алгебри 𝐴 та
𝐵 iзоморфнi. Бiльш того, довiльний iзоморфiзм 𝜑 : [𝐴∗, 𝐴∗] → [𝐵∗, 𝐵∗] або
продовжується до iзоморфiзму кiлець 𝐴 → 𝐵, або знайдеться iзоморфiзм кiлець
𝜃 : 𝐴 → 𝐵 такий, що для довiльного елемента 𝑔 ∈ [𝐴∗, 𝐴∗] ми маємо

𝜑 (𝑔) = 𝜃
(
(𝑔−1)𝑡

)
.

Наслiдок 7.2. Групи 𝑆𝐿𝑝𝑠1 (𝔽) та 𝑆𝐿
𝑝
𝑠2 (𝔽) iзоморфнi тодi й тiльки тодi, коли

числа Cтейнiца 𝑠1 та 𝑠2 однаковi.
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Теореми 7.7 та 7.6 базуються на описi iзоморфiзмiв елементарних матричних
груп над довiльними кiльцями, який отриманий у роботах I.З. Голубчика,
О.В. Михальова та роботi Ю.I. Зельманова.

Позначимо через 𝐻 циклiчну групу порядку 2, породжену автоморфiзмом

𝑔 → (𝑔−1)𝑡 , 𝑔 ∈ 𝑆𝐿𝑝𝑠 (𝔽).

Теорема 7.12. Нехай Aut𝔽 (𝑀𝑝
𝑠 (𝔽)) — група автоморфiзмiв алгебри 𝑀𝑝

𝑠 (𝔽).
Тодi

Aut
(
𝑆𝐿

𝑝
𝑠 (𝔽)

)
= 𝐻 · Aut𝔽 (𝑀𝑝

𝑠 (𝔽)) · Aut (𝔽).

Востанньомуроздiлi 8мививчаємо диференцiювання асоцiативних алгебр
i алгебр Лi нескiнченних матриць. Пiдроздiл 8.1 починається з розгляду таких
неунiтальних локально матричних алгебр:

(1) Нехай 𝐼 — нескiнченна множина. Позначимо символом 𝑀∞(𝐼 ,𝔽) асоцiа-
тивну алгебру (𝐼 × 𝐼 )–матриць над полем 𝔽, що мiстять лише скiнченну
множину ненульових елементiв.

(2) Нехай 𝑉 — злiченно–вимiрний векторний простiр. В алгебрi End𝔽(𝑉 ) усiх
лiнiйних перетворень розглянемо iдеал End𝑓 𝑖𝑛 (𝑉 ), який складається з
перетворень скiнченного рангу.

Разом з цими алгебрами ми також розглядатимемо алгебру 𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽), яка
складається з (𝐼 × 𝐼 )–матриць, що мають скiнченну множину ненульових
елементiв у кожному рядочку i в кожному стовпчику, i алгебру матриць Якобi
𝑀𝐽 (𝔽), яка складається з (ℤ × ℤ)–матриць (𝑎𝑖 𝑗 )ℤ×ℤ, 𝑎𝑖 𝑗 ∈ 𝔽, для яких iснує
натуральне число 𝑘 таке, що 𝑎𝑖 𝑗 = 0 при |𝑖 − 𝑗 | > 𝑘. Цi алгебри мiстяться
в алгебрi 𝑀𝐼 (𝔽) (𝐼 × 𝐼 )–матриць, якi мають скiнченну множину ненульових
елементiв у кожному стовпчику. Якщо 𝑉 — векторний простiр i dim𝔽𝑉 = |𝐼 |, то
End𝔽(𝑉 ) � 𝑀𝐼 (𝔽) . Окремо вiдмiтимо, що пiдалгебра𝑀∞(𝐼 ,𝔽) є iдеалом алгебри
𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽) .

Якщо 𝐴 — алгебра, 𝑎 ∈ 𝐴, 𝐽 — iдеал алгебри 𝐴, то через ad𝐽 (𝑎) позначатимемо
оператор ad𝐽 (𝑎) : 𝑥 ↦→ [𝑎, 𝑥], 𝑥 ∈ 𝐽 .

Використовуючи теорему 6.1 про апроксимацiю в топологiї Тихонова, дово-
димо такi теореми:
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Теорема 8.3. Кожне диференцiювання алгебри𝑀𝐽 (𝔽) є внутрiшнiм.

Теорема 8.4. Кожне диференцiювання алгебри End𝑓 𝑖𝑛 (𝑉 ) має вигляд

adEnd𝑓 𝑖𝑛 (𝑉 ) (𝑎), де 𝑎 ∈ End𝔽 (𝑉 ).

Теорема 8.5.
1) Кожне диференцiювання алгебри𝑀∞(𝐼 ,𝔽) має вигляд

ad𝑀∞(𝐼 ,𝔽) (𝑎), де 𝑎 ∈ 𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽).

2) Кожне диференцiювання алгебри𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽) є внутрiшнiм.
У пiдроздiлi 8.2 ми вивчаємо алгебри Лi, якi пов’язанi з асоцiативними

алгебрами𝑀∞(𝐼 ,𝔽), 𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽), 𝑀 𝐽 (𝔽), 𝑀𝐼 (𝔽).
Довiльнiй асоцiативнiй алгебрi 𝐴 вiдповiдає приєднана алгебра Лi 𝐴(−) з тим

же векторним простором i новою операцiєю: [𝑎, 𝑏] = 𝑎𝑏 − 𝑏𝑎, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴.
Лiнiйне перетворення ∗ : 𝐴 → 𝐴 називається iнволюцiєю, якщо

(𝑎∗)∗ = 𝑎, (𝑎𝑏)∗ = 𝑏∗𝑎∗ для довiльних елементiв 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴.

Пiдпростiр кососиметричних вiдносно iнволюцiї ∗ елементiв { 𝑎 ∈ 𝐴 | 𝑎∗ = −𝑎 } є
пiдалгеброю алгебри Лi 𝐴(−) .

В алгебрi𝑀∞(𝐼 ,𝔽) дiють iнволюцiя транспонування i симплектична iнволю-
цiя. Вiдповiднi алгебри кососиметричних елементiв позначаються 𝔰𝔬∞(𝐼 ,𝔽) i
𝔰𝔭∞(𝐼 ,𝔽). Зауважимо, що обидвi цi iнволюцiї єдиним чином продовжуються до
iнволюцiй алгебри𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽).

Алгебри Лi

𝔤𝔩∞(𝐼 ,𝔽) = 𝑀∞(𝐼 ,𝔽) (−), 𝔰𝔩∞(𝐼 ,𝔽) = [𝔤𝔩∞(𝐼 ,𝔽), 𝔤𝔩∞(𝐼 ,𝔽)],

𝔰𝔬∞(𝐼 ,𝔽), 𝔰𝔭∞(𝐼 ,𝔽), 𝔤𝔩𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽) = 𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽) (−),

𝔤𝔩 𝐽 (𝔽) = 𝑀𝐽 (𝔽) (−), 𝔤𝔩𝐼 (𝔽) = 𝑀𝐼 (𝔽) (−)

iнтенсивно вивчалися. Ми не маємо на метi зробити повний огляд робiт за цiєю
тематикою. Вiдмiтимо лише серiю робiт I. Пенкова i В. Серганової з теорiї зобра-
жень алгебр 𝔰𝔩∞(ℕ,𝔽), 𝔰𝔬∞(ℕ,𝔽), 𝔰𝔭∞(ℕ,𝔽), використання зображень алгебри
𝔰𝔩∞(ℕ,𝔽) у математичнiй фiзицi у роботах I. Френкеля, I. Пенкова i В. Серганової,
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застосування алгебри 𝔤𝔩 𝐽 (𝔽) у теорiї солiтонiв у роботах Б. Фейгана, Б. Циган та
iн.

К.-Х. Нееб довiв, що якщо поле 𝔽 має нульову характеристику, то кожне
диференцiювання алгебри 𝔰𝔩∞(𝐼 ,𝔽) має вигляд

ad𝔰𝔩∞(𝐼 ,𝔽) (𝑎), де 𝑎 ∈ 𝔤𝔩𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽).

Наступна теорема розповсюджує цей опис на випадок довiльного поля
характеристики, вiдмiнної вiд 2, а також дає опис диференцiювань алгебр Лi
𝔰𝔬∞(𝐼 ,𝔽), 𝔰𝔭∞(𝐼 ,𝔽), 𝔤𝔩𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽), 𝔤𝔩 𝐽 (𝔽).

Теорема 8.8. Нехай 𝔽 — поле характеристики, вiдмiнної вiд 2. I нехай 𝐼 —
нескiнченна множина.

1) Кожне диференцiювання алгебри Лi 𝔰𝔩∞(𝐼 ,𝔽) має вигляд

ad𝔰𝔩∞(𝐼 ,𝔽) (𝑎), де 𝑎 ∈ 𝔤𝔩𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽).

2) Кожне диференцiювання алгебри Лi 𝔰𝔬∞(𝐼 ,𝔽) (вiдповiдно 𝔰𝔭∞(𝐼 ,𝔽)) має
вигляд ad(𝑎), де 𝑎 — матриця з𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽), яка є кососиметричною вiдносно
транспонування (вiдповiдно вiдносно симплектичної iнволюцiї).

3) Усi диференцiювання алгебри 𝔤𝔩𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽) є внутрiшнiми.
4) Усi диференцiювання алгебри 𝔤𝔩 𝐽 (𝔽) є внутрiшнiми.
Зауважимо, що В. Голубовський i С. Журек довели, що довiльне диференцi-

ювання алгебри Лi 𝔤𝔩𝐼 (𝔽) є внутрiшнiм.
При доведеннi теореми 8.8 використовуються теореми 8.3 та 8.5 про дифе-

ренцiювання вiдповiдних асоцiативних алгебр i доведення гiпотез Херстейна
К. Бейдаром, М. Брешаром, М. Чеботарем i Дж. Мартиндейлом ([9, 10, 11, 12, 13]).

При доведеннi теореми 8.8 використовується також результат, який пред-
ставляє собою незалежний iнтерес. Нагадаємо, що алгебра Лi 𝐿 називається
досконалою, якщо 𝐿 = [𝐿, 𝐿] .

Теорема8.6.Длякожної нескiнченноїмножини 𝐼 алгебриЛi𝔤𝔩𝐼 (𝔽),𝔤𝔩𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽),
𝔤𝔩 𝐽 (𝔽) є досконалими.
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Роздiл 1

Огляд лiтератури за темою дисертацiї

Iнтерес до класу локально матричних алгебр виник у зв’язку з тим, що цей
клас нескiнченно–вимiрних алгебр є найбiльш близьким до класу скiнченно–
вимiрних матричних алгебр (див. [81, 107]).

Тензорнi добутки. У 1931 роцi Г. Кьоте [81] довiв, що будь–яка унiтальна
злiченно–вимiрна локально матрична алгебра єдиним чином розкладається
в нескiнченний тензорний добуток матричних алгебр над полем. Бiльш того,
Г. Кьоте поширив цей результат на бiльш широкий клас локально нормальних
(тобто локально простих скiнченно–вимiрних центральних) алгебр.

У 1942 роцi О.Г. Курош [84] показав, що результат Кьоте не узагальнюється на
незлiченно–вимiрнi локально матричнi алгебри. О.Г. Курош побудував приклад
унiтальної локально матричної алгебри розмiрностi 2ℵ0, яка не розкладається в
тензорний добутокматричних алгебр. З iнших результатiв роботи [84] вiдмiтимо
теорему про те, що довiльна унiтальна злiченно–вимiрна локально матрична
алгебра iзоморфна власнiй пiдалгебрi, яка мiстить одиницю.

Робота [84] О.Г. Куроша була продовжена його аспiрантом В.М. Курочкiним
[83], який вивчав примарнi розклади унiтальних локально матричних алгебр.
Використовуючи результат Г. Кьоте [81], В.М. Курочкiн довiв, що будь–яка
унiтальна злiченно–вимiрна локально матрична алгебра допускає єдиний при-
марний розклад. Бiльш того, якщо (не обов’язково злiченно–вимiрна) унiтальна
локально матрична алгебра розкладається в тензорний добуток матричних
алгебр, то вона допускає єдиний примарний розклад. В.М. Курочкiн [83] сфор-
мулював питання, яке довго залишалося вiдкритим:

чи розкладається довiльна унiтальна локально матрична алгебра
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в тензорний добуток примарних алгебр?

Приклад О.Г. Куроша з [84] не може бути використаний при вiдповiдi на це
питання, оскiльки цей приклад сам є примарною алгеброю. У дисертацiйнiй
роботi отримана негативна вiдповiдь на проблему Курочкiна.

Вiдмiтимо, що В.М. Курочкiн увiв важливий iнструмент вивчення локально
матричних алгебр — вiдносний ранг 𝑟 (𝑎) . Вiн же й показав, що якщо елемент 𝑎
унiтальної локально матричної алгебри мiститься в пiдалгебрi (𝑛 ×𝑛)–матриць i
𝑟𝐵 (𝑎) —йогоматричний ранг, то 𝑟 (𝑎) = 1

𝑛
𝑟𝐵 (𝑎) не залежить вiд вибору пiдалгебри.

Числа Стейнiца. Наступний сплеск iнтересу до локально матричних алгебр
виник у зв’язку з їх застосуваннями в теорiї 𝐶∗–алгебр. Дж. Глiмм [59] показав,
що будь–яка апроксимативно скiнченно–вимiрна 𝐶∗–алгебра мiстить щiльну
унiтальну злiченно–вимiрну локально матричну алгебру. Якщо 𝔽 · 1 ⊂ 𝐴1 ⊂
𝐴2 ⊂ — зростаючий ланцюг матричних алгебр рангiв 𝑛1 < 𝑛2 < · · · i його
об’єднання дорiвнює усiй локально матричнiй алгебрi 𝐴, то нескiнченний
добуток st(𝐴) = ∏∞

𝑖=1
𝑛𝑖+1
𝑛𝑖

є так званим числом Стейнiца (або ”супернатуральним“
числом). Дж. Глiмм показав, що таким чином визначене число Стейнiца не
залежить вiд вибору зростаючого ланцюга матричних пiдалгебр i повнiстю
визначає алгебру 𝐴. Iншими словами, якщо 𝐴, 𝐵 — унiтальнi злiченно–вимiрнi
локально матричнi алгебри i st(𝐴) = st(𝐵), то алгебри 𝐴 та 𝐵 — iзоморфнi.
Зрозумiло, метод Дж. Глiмма визначення числа Стейнiца за зростаючими
ланцюгами матричних алгебр можна застосовувати лише за умови злiченної
розмiрностi. У дисертацiйнiй роботi знайденi необхiднi i достатнi умови Морiта
еквiвалентностi злiченно–вимiрних унiтальних локально матричних алгебр у
термiнах їх чисел Стейнiца.

О. Брателлi [44] та Дж. Еллiот [56] вивчали бiльш широкий клас локально
напiвпростих алгебр, тобто алгебр, якi мають локальну систему пiдалгебр, що
iзоморфнi прямiй сумi матричних алгебр. Ними ж були запропонованi описи
таких алгебр на мовi 𝐾–теорiї i на мовi дiаграм Брателлi.

Продовжуючи роботу Дж. Глiмма, Ж. Дiксм’є [53] класифiкував неунiтальнi
(тобто такi, що не мiстять одиницю) злiченно–вимiрнi локально матричнi
алгебри. Ж. Дiксм’є показав, що кожнiй такiй алгебрi можна поставити у
вiдповiднiсть пару (𝑠, 𝛼), де 𝑠 — число Стейнiца, а 𝛼 — невiд’ємне дiйсне число, i



56

що така вiдповiднiсть є бiєкцiєю. У дисертацiйнiй роботi побудованi спектральнi
Стейнiцовi iнварiанти неунiтальних локально матричних алгебр.

У роботах О. Брателлi, Дж. Еллiота, Ж. Дiксм’є використовувалися методи
теорiї 𝐶∗–алгебр i тому всi алгебри розглядалися над полем комплексних чисел.
Щонайменше, суттєво використовувалася нульова характеристика поля.

О.О. Баранов [6] поширив теорему Ж. Дiксм’є на випадок довiльного поля.
Бiльш того, вiн описав злiченно–вимiрнi локально iнволютивно простi алгебри,
тобто алгебри з iнволюцiєю, якi мають локальну систему скiнченно–вимiрних
iнволютивно простих пiдалгебр (див. [5, 8]).

Зауважимо, що використання стейнiцового iнварiанту st(𝐴) помiтно спро-
щує роботи Г. Кьоте [81], О.Г. Куроша [84], В.М. Курочкiна [83]. Неважко показати,
що нескiнченно–вимiрна унiтальна локально матрична алгебра𝐴 примарна тодi
й лише тодi, коли st(𝐴) = 𝑝∞, де 𝑝 — просте число. Зокрема, приклад О.Г. Куроша
– це алгебра з числом Стейнiца 2∞. Вiдсутнiсть прикладiв нерозкладних алгебр
у [84] з iншими числами Стейнiца пояснюється тим, що єдиним способом
побудови локально матричних алгебр була пряма границя. У дисертацiйнiй
роботi побудованi новi приклади нерозкладних локально матричних алгебр з
iншими числами Стейнiца.

Диференцiювання. У роботi [102] Ш. Сакай вивчав диференцiювання UHF
ℂ∗–алгебр (uniformly hyperfinite ℂ∗–algebras). Х. Штраде [104] вивчав алгебру
Лi диференцiювань злiченно–вимiрної локально простої (тобто такої, для якої
iснує локальна система простих скiнченно–вимiрних пiдалгебр) алгебри Лi над
полем нульової характеристики. Основними результатами роботи є те, що (i)
алгебра Лi зовнiшнiх диференцiювань не є локально скiнченною, (ii) розмiрнiсть
алгебри Лi зовнiшнiх диференцiювань дорiвнює 2ℵ0 .

Ця робота тiсно пов’язана з нашою задачею вивчення диференцiювань
асоцiативних локально матричних алгебр. Замiна асоцiативного множення в
𝐴 на комутування [𝑎, 𝑏] = 𝑎𝑏 − 𝑏𝑎 задає на 𝐴 структуру приєднаної алгебри Лi
(𝐴, [𝑎, 𝑏]). Її комутант [𝐴,𝐴] є лiнiйною оболонкою усiх комутаторiв алгебри
𝐴. Позначимо символом 𝑍 центр алгебри 𝐴. I. Херстейн [70] довiв, що якщо 𝐴
– проста асоцiативна алгебра, то алгебра Лi [𝐴,𝐴]�[𝐴,𝐴] ∩ 𝑍 є простою. Для
локально матричної алгебри 𝐴 над полем нульової характеристики алгебра
Лi [𝐴,𝐴] є локально простою. Кожне диференцiювання алгебри 𝐴 iндукує
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диференцiювання алгебри Лi [𝐴,𝐴] . При цьому внутрiшнє диференцiювання
алгебри 𝐴 iндукує внутрiшнє диференцiювання алгебри Лi [𝐴,𝐴] i навпаки. Як
показано в дисертацiйнiй роботi, результат (ii) роботи [104] неправильний.

У роботi [2]Ш.А. Аюпов i К.К. Кудайбергенов побудували ненульове зовнiшнє
диференцiювання унiтальної злiченно–вимiрної локально матричної алгебри
з числом Стейнiца 2∞. У дисертацiйнiй роботi описанi диференцiювання i
автоморфiзми злiченно–вимiрних унiтальних локально матричних алгебр.

Простори Хемiнга. Стандартним способом знаходження вiдстанi мiж двома
двiйковими векторами тiєї самої довжини є метрика Хемiнга на просторi ℤ𝑛2 .
Ми називаємо такий простiр стандартним простором Хемiнга 𝐻𝑛 .

У роботах Н.В. Крошко i В.I. Сущанського [82], П. Камерона i С. Тарзi [46],
Б.В. Олiйник [91], Б.В. Олiйник i В.I. Сущанського [93] розглянутi приклади
прямих границь стандартних просторiв Хемiнга. Зокрема, у роботi Б.В. Олiйник
i В.I. Сущанського [93] розглядалися простори 𝐻 (𝑠) нескiнченних перiодичних
двiйкових послiдовностей з перiодами, якi дiлять фiксоване число Стейнiца 𝑠 , i
описанi їх групи iзометрiй. У роботi [91] Б.В. Олiйник показано, що замикання
простору 𝐻 (𝑠) у просторi Безiковича не залежить вiд числа Стейнiца 𝑠 .

Уже в роботi [93] Б.В. Олiйник i В.I. Сущанського обговорювалося питання про
вибiр аксiоматичного контексту для вивчення iснуючих прикладiв нескiнченних
просторiв Хемiнга (тобто прямих границь стандартних просторiв Хемiнга 𝐻𝑛).
Зокрема, вiдмiчалося, що усi вони можуть бути сформульованi у термiнах
спадних послiдовностей вимiрних розбиттiв з робiт А.М. Вершика [127, 128]. У
свою чергу, у роботi [128] вiдмiчено, що цi спаднi послiдовностi можуть бути
переформульованi в термiнах алгебр з мiрою. Булевi алгебри з мiрою були
уведенi в 1948 роцi у роботi [73] А. Хорна i А. Тарського. У наступнiй серiї робiт
(див., наприклад, [78, 80, 105]) вивчалися умови на булеву алгебру, якi дозволили
б визначити на нiй мiру з тими чи iншими властивостями. Проте структурна
теорiя алгебр з мiрою не розвивалася.

У дисертацiйнiй роботi показано, що злiченний локально стандартний про-
стiр Хемiнга визначається iнварiантом Стейнiца i розкладається в нескiнченний
тензорний добуток стандартних просторiв Хемiнга (аналог теорем Глiмма i
Кьоте), а також знайдена параметризацiя неунiтальних локально стандартних
просторiв Хемiнга числами Стейнiца i дiйсними числами (аналог теореми
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Дiксм’є).

Групи матриць. Серед груп оборотних лiнiйних перетворень нескiнченно–
вимiрного векторного простору найбiльш детально вивчалися фiнiтарнi групи,
тобто групи, якi складаються з таких лiнiйних перетворень 𝜑, що перетворення
Id − 𝜑 мають скiнченний ранг.

Класифiкацiя простих локально скiнченних фiнiтарних груп була отримана
Дж. Холлом в [64, 65, 66] (див. також [79, 97, 98]). З отриманного опису випливає,
що будь–яка проста локально скiнченна фiнiтарна група iзоморфна або групi
знакозмiнних пiдстановок на нескiнченнiй множинi, або групi фiнiтарних
елементiв однiєї з груп [𝐴∗, 𝐴∗]�𝔽 · 1 чи 𝑈 (𝐴, 𝜏) = {𝑎 ∈ 𝐴∗ | 𝑎𝜏 = 𝑎−1}, де 𝐴 —
локально матрична алгебра, 𝜏 : 𝐴 → 𝐴 – iнволюцiя.

У серiї робiт [14, 15, 16, 43, 67] були описанi простi локально скiнченнi лiнiйнi
групи. Показано, що вони є групами лiєвського типу над локально скiнченним
полем, тобто пiдполем алгебричного замикання поля ℤ𝑝, де 𝑝 — просте число.

У роботах [82, 86, 87, 110, 111] вивчалися нескiнченнi групи, якi визначаються
локальною системоюпiдгруп i фiксованими (природними) гомоморфiзмамимiж
ними. У роботi [110] визначений пiдхiд до теорiї зображень таких груп: зобра-
ження також повиннi бути прямими границями локальної системи зображень,
якi зв’язанi мiж собою природними морфiзмами.

Групи матриць над кiльцями, у тому числi групи нескiнченних матриць,
розглядалися у великiй кiлькостi лiтератури. Зв’язки таких груп з алгебраїчною
К–теорiєю висвiтленi в монографiї [113]. У роботах [121, 126] пiдведенi деякi
пiдсумки вивчення пiдгруп матричних груп над кiльцями, якi мiстять фiксовану
пiдгрупу. З приводу iзоморфiзмiв матричних груп над комутативним кiльцем
див. книгу [63]. Iзомофiзми матричних груп над алгебрами з дiленням описанi
Ж. Д’єдонне (див. [131]).

У серiї робiт I.З. Голубчика [60], I.З. Голубчика i О.В. Михальова [61] та
Ю.I. Зельманова [112] описанi iзоморфiзми елементарних матричних груп
над довiльними кiльцями. У дисертацiйнiй роботi описанi iзоморфiзми груп
нескiнченних перiодичних матриць.

Алгебри Лi i теорiя зображень. Нагадаємо, що якщо 𝐴 — асоцiативна алгебра,
то лiнiйна оболонка всiх комутаторiв [𝐴,𝐴] є алгеброю Лi вiдносно операцiї
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комутування. Якщо на алгебрi 𝐴 визначена iнволюцiя ∗ : 𝐴 → 𝐴, то пiдпро-
стiр 𝐾 (𝐴, ∗) усiх кососиметричних вiдносно iнволюцiї ∗ елементiв замкнений
вiдносно операцiї комутування i тому є також алгеброю Лi.

З локально матричними алгебрами пов’язанi два важливi класи простих
нескiнченно–вимiрних локально скiнченно–вимiрних алгебр.

(i) Фiнiтарнi алгебри, тобто алгебри Лi, якi складаються з перетворень скiн-
ченного рангу деякого векторного простору.

О.О. Баранов [4] i О.О. Баранов та Х. Штраде [7] довели, що будь–яка
проста злiченно–вимiрна фiнiтарна алгебра Лi iзоморфна однiй з алгебр 𝔰𝔩∞(𝔽),
𝔬∞(𝔽), 𝔰𝔭∞(𝔽), тобто має вигляд [𝐴,𝐴] або [𝐾 (𝐴, ∗), 𝐾 (𝐴, ∗)], де 𝐴 = 𝑀∞(𝔽) —
алгебра фiнiтарних (ℕ×ℕ)–матриць, а ∗ або транспонування, або симплектична
iнволюцiя.

(ii) Дiагональною локально простою алгеброю Лi ми називаємо алгебру, яка
має локальну систему простих скiнченно–вимiрних пiдалгебр, що вкладаються
одна в одну дiагонально.

Ю.О. Бахтурiн, О.О. Баранов, О.Ю. Залеський [3] довели, що над алгебрично
замкненим полем характеристики нуль такi алгебри вичерпуються алгебрами
[𝐴,𝐴], де𝐴 — локально матрична алгебра, i алгебрами [𝐾 (𝐴, ∗), 𝐾 (𝐴, ∗)], де (𝐴, ∗)
— локально iнволютивно проста алгебра.

Дж. Хеннiнг [68] поширила цей результат на алгебри над полем характери-
стики бiльшої за 5. Зауважимо, що в роботi О.О. Баранова [6] злiченно–вимiрнi
локально iнволютивно простi алгебри параметризуються парами чисел Стейнiца
i парами невiд’ємних дiйсних чисел (аналог теорем Глiмма i Дiксм’є).

У дисертацiйнiй роботi знайденi розмiрнiсть алгебри Лi зовнiшнiх диферен-
цiювань i порядок групи зовнiшнiх автоморфiзмiв довiльної злiченно–вимiрної
локально матричної алгебри.

Структура i зображення алгебр 𝔤𝔩∞(ℕ,𝔽), 𝔰𝔩∞(ℕ,𝔽), 𝔰𝔬∞(ℕ,𝔽), 𝔰𝔭∞(ℕ,𝔽)
вивчалися в роботах [52, 94, 95]. Стаття [58] присвячена застосуванню теорiї
зображень алгебри 𝔰𝔩∞(ℕ,𝔽) у математичнiй фiзицi.

Матриця 𝑎 = (𝑎𝑖 𝑗 )ℕ×ℕ називається матрицею Якобi, якщо вона має скiнченне
число ненульових дiагоналей, iншими словами, iснує натуральне число 𝑘 таке,
що 𝑎𝑖 𝑗 = 0 при |𝑖 − 𝑗 | > 𝑘. У роботах [51, 137] розглядалися застосування алгебри
Лi матриць Якобi в теорiї солiтонiв.
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К.Х.Нееб [90] описав диференцiювання алгебрЛi𝔰𝔩∞(𝕀,𝔽),𝔰𝔬∞(𝕀,𝔽),𝔰𝔭∞(𝕀,𝔽)
над полем 𝔽 нульової характеристики у випадку довiльної (не обов’язково
злiченної) множини 𝐼 .

В. Голубовський та С.Журек [72] довели,що кожне диференцiювання алгебри
𝔤𝔩ℕ(𝔽) є внутрiшнiм.

Поряд з тематикою, вiдображеною в дисертацiйнiй роботi, автор у рядi
публiкацiй придiляв увагу тотожностям в групових кiльцях, алгебрах i супе-
ралгебрах Лi (з основами згаданих областей алгебри можна ознайомитися в
монографiї [54]). Особливу увагу при цьому придiлялося вивченню числових
характеристик, асоцiйованих з тотожностями, i деяким умовам скiнченностi
нескiнченно–вимiрних алгебр [39, 40, 120].
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Роздiл 2

Попереднi вiдомостi. Асимптотичнi
конструкцiї

У цьому роздiлi ми нагадаємо основнi асимптотичнi конструкцiї, якi будуть
використовуватися у подальшому, а саме, прямої границi, тензорного добу-
тку, ультрадобутку. Ми зупинимося на тому рiвнi узагальнення, на якому цi
конструкцiї будуть застосовуватися.

Нехай ℕ — множина натуральних чисел.

Означення 2.1. Алгебричною системою

𝐴 = (𝐴; 𝜑𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼 ; 𝑃 𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽 ) (2.1)

називається множина 𝐴 з визначеними на нiй операцiями

𝜑𝑖 : 𝐴𝑛𝑖 → 𝐴, 𝑛𝑖 ∈ ℕ, 𝑖 ∈ 𝐼 ,

та предикатами
𝑃 𝑗 ⊆ 𝐴𝑚 𝑗 , 𝑚 𝑗 ∈ ℕ, 𝑗 ∈ 𝐽 .

Пара множин 𝐼 , 𝐽 разом з функцiями арностi 𝑖 ↦→ 𝑛𝑖, 𝑗 ↦→ 𝑚 𝑗 називається
сигнатурою системи 𝐴.

Означення 2.2. Нехай

𝐴 = (𝐴; 𝜑𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼 ; 𝑃 𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽 ) та 𝐴′ = (𝐴′; 𝜑′𝑖 , 𝑖 ∈ 𝐼 ; 𝑃 ′𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽 )

—алгебричнi системиоднакової сигнатури. Вiдображення 𝜒 : 𝐴 → 𝐴′називається
гомоморфiзмом алгебричних систем, якщо
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1) для довiльного iндекса 𝑖 ∈ 𝐼 i довiльних елементiв 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛𝑖 ∈ 𝐴 виконує-
ться умова:

𝜑′𝑖 (𝜒 (𝑎1), . . . , 𝜒 (𝑎𝑛𝑖 )) = 𝜒 (𝜑𝑖 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛𝑖 ));

2) для довiльного iндекса 𝑗 ∈ 𝐽 i довiльних елементiв 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚 𝑗
∈ 𝐴 iз

включення (𝑎1, . . . , 𝑎𝑚 𝑗
) ∈ 𝑃 𝑗 випливає включення

(𝜒 (𝑎1), . . . , 𝜒 (𝑎𝑚 𝑗
)) ∈ 𝑃 ′𝑗 .

2.1 Пряма границя алгебричних систем

Нехай 𝑇 — спрямована впорядкована множина iндексiв. Розглянемо родину
алгебричних систем

𝐴𝑡 = (𝐴𝑡 ; 𝜑𝑡,𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼 ; 𝑃𝑡, 𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽 ), 𝑡 ∈ 𝑇,

тiєї самої сигнатури.
Припустимо, що для довiльних iндексiв 𝑘, 𝑙 ∈ 𝑇 таких, що 𝑘 ≤ 𝑙, задано

гомоморфiзм
𝜒𝑘,𝑙 : 𝐴𝑘 → 𝐴𝑙

такий, що
(i) 𝜒𝑘,𝑘 є тотожним вiдображенням на 𝐴𝑘,
(ii) якщо 𝑘 ≤ 𝑙 ≤ 𝑡, то 𝜒𝑘,𝑡 = 𝜒𝑙,𝑡 ◦ 𝜒𝑘,𝑙 .
Визначимо вiдношення еквiвалентностi на об’єднаннi⋃

𝑡∈𝑇
𝐴𝑡

таким чином: для елементiв 𝑎 ∈ 𝐴𝑘 та 𝑏 ∈ 𝐴𝑙 покладемо 𝑎 ∼ 𝑏, якщо знайдеться
iндекс 𝑡 такий, що

𝑘 ≤ 𝑡, 𝑙 ≤ 𝑡 та 𝜒𝑘,𝑡 (𝑎) = 𝜒𝑙,𝑡 (𝑏).

Легко перевiрити, що вiдношення ∼ є еквiвалентнiстю.
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Для елемента
𝑎 ∈

⋃
𝑡∈𝑇

𝐴𝑡

позначимо через [𝑎] його клас еквiвалентностi. Розглянемо множину класiв
еквiвалентностi

𝐴 =
⋃
𝑡∈𝑇

𝐴𝑡 �∼ .

Нехай
[𝑎1], . . . , [𝑎𝑛𝑘 ] ∈ 𝐴, 𝑎𝑖 ∈ 𝐴𝑡𝑖 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛𝑘, 𝑡𝑖 ∈ 𝑇 .

Вiдмiтимо, що знайдеться iндекс 𝑟 ∈ 𝑇 такий, що

𝑡𝑖 ≤ 𝑟, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛𝑘 .

Визначимо на множинi 𝐴 𝑛𝑘–арну операцiю 𝜑𝑘 таким чином:

𝜑𝑘

(
[𝑎1], . . . , [𝑎𝑛𝑘 ]

)
=

[
𝜑𝑟

(
𝜒𝑡,𝑟 (𝑎1), . . . , 𝜒𝑡𝑛𝑘 ,𝑟 (𝑎𝑛𝑘 )

) ]
.

Неважко помiтити, що це визначення не залежить вiд вибору представникiв у
класах [𝑎1], . . . , [𝑎𝑛𝑘 ] .

Тепер визначимо на 𝐴𝑚𝑘–арний предикат 𝑃𝑘 . Нехай

𝑎𝑖 ∈ 𝐴𝑡𝑖 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚𝑘 .

Покладемо ( [𝑎1], . . . , [𝑎𝑚𝑘
]) ∈ 𝑃𝑘, якщо знайдеться

iндекс 𝑟 ∈ 𝑇 такий, що 𝑡1 ≤ 𝑟, . . . , 𝑡𝑚𝑘
≤ 𝑟

i (
𝜒𝑡,𝑟 (𝑎1), . . . , 𝜒𝑡𝑚𝑘

,𝑟 (𝑎𝑚𝑘
)
)
∈ 𝑃𝑟,𝑘 .

Операцiї 𝜑𝑖 i предикати 𝑃 𝑗 задають на множинi𝐴 структуру алгебричної системи

сигнатури (
𝐼 , 𝐽 ; 𝑖 ↦→ 𝑛𝑖, 𝑗 ↦→ 𝑚 𝑗

)
.

Означення 2.3. Алгебрична система

𝐴 = (𝐴; 𝜑𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼 ; 𝑃 𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽 )

називається прямою границею систем 𝐴𝑡 , 𝑖 ∈ 𝑇, вiдносно гомоморфiзмiв
(𝜒𝑘,𝑙 , 𝑘, 𝑙 ∈ 𝑇, 𝑘 ≤ 𝑙).
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Якщо всi гомоморфiзми 𝜒𝑘,𝑙 є зануреннями, тобто
(1) вiдображення 𝜒𝑘,𝑙 iн’єктивне,
(2) має мiсце включення

(𝜒𝑘,𝑙 (𝑎1), . . . , 𝜒𝑘,𝑙 (𝑎𝑚 𝑗
)) ∈ 𝑃𝑙, 𝑗

тодi i тiльки тодi, коли (𝑎1, . . . , 𝑎𝑚 𝑗
) ∈ 𝑃𝑘,𝑗 ,

тодi вiдображення 𝐴𝑡 → 𝐴, 𝑎 ↦→ [𝑎], також є зануренням.
У випадку лiнiйного порядку на множинi iндексiв 𝐼 , алгебричну систему 𝐴

можна вважати об’єднанням алгебричних систем 𝐴𝑡 , 𝑡 ∈ 𝑇 .

2.2 Тензорний добуток

Зафiксуємо поле 𝔽 i розглянемо родину асоцiативних 𝔽–алгебр 𝐴𝑖 з одини-
цями 1𝐴𝑖

∈ 𝐴𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼 , якi називаються унiтальними алгебрами. Унiтальна алгебра

𝐴 з одиницею 1𝐴 i родину гомоморфiзмiв

𝑢𝑖 : 𝐴𝑖 → 𝐴, 𝑖 ∈ 𝐼 , 𝑢𝑖 (1𝐴𝑖
) = 1𝐴,

збалансованi, якщо
(1) [𝑢𝑖 (𝐴𝑖), 𝑢 𝑗 (𝐴 𝑗 )] = {0} при 𝑖 ≠ 𝑗,

(2) алгебра 𝐴 породжена множиною⋃
𝑖∈𝐼
𝑢𝑖 (𝐴𝑖).

Розглянемо iншу унiтальну алгебру𝐴′ i збалансовану систему гомоморфiзмiв
𝑣𝑖 : 𝐴𝑖 → 𝐴′, 𝑖 ∈ 𝐼 . Морфiзмом збалансованих систем

(𝐴, 𝑢𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼 ) → (𝐴′, 𝑣𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼 )

ми називатимемо гомоморфiзм алгебр 𝜒 : 𝐴 → 𝐴′ такий, що для всiх 𝑖 ∈ 𝐼

дiаграми
𝐴

𝑥

��

𝐴𝑖

𝑢𝑖
::

𝑣𝑖 ##
𝐴′
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комутативнi.
Вiдомо (див. [136]), що iснує єдина (з точнiстю до iзоморфiзму) збалан-

сована система (𝐴,𝑢𝑖 : 𝐴𝑖 → 𝐴, 𝑖 ∈ 𝐼 ), яка задовольняє таким унiверсальним
властивостям:

для довiльної збалансованої системи (𝐴′, 𝑣𝑖 : 𝐴𝑖 → 𝐴′, 𝑖 ∈ 𝐼 ) знайдеться морфiзм

(𝐴, 𝑢𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼 ) → (𝐴′, 𝑣𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼 ).

Зауважимо, що тодi алгебра 𝐴 є сумою пiдалгебр

𝑢𝑖1 (𝐴𝑖1) · · ·𝑢𝑖𝑟 (𝐴𝑖𝑟 ),

де 𝑖1, . . . , 𝑖𝑟 — рiзнi елементи з 𝐼 .

Також вiдомо (див. [136]), що всi унiверсальнi гомоморфiзми 𝑢𝑖 — занурення.
Ототожнимо елементи алгебри 𝐴𝑖 з їх образами при гомоморфiзмi 𝑢𝑖 . Нехай

𝑎1 ∈ 𝐴𝑖1, . . . , 𝑎𝑟 ∈ 𝐴𝑖𝑟 ,

де 𝑖1, . . . , 𝑖𝑟 — рiзнi елементи з 𝐼 . Ми будемо позначати добуток 𝑢𝑖1 (𝑎1) · · ·𝑢𝑖𝑟 (𝑎𝑟 )
в алгебрi 𝐴 як 𝑎1 ⊗ · · · ⊗ 𝑎𝑟 . Тодi

1𝐴 ∈ 𝐴𝑖 ⊆ 𝐴; [𝐴𝑖, 𝐴 𝑗 ] = {0} при 𝑖 ≠ 𝑗,

i алгебра 𝐴 є сумою пiдалгебр

𝐴𝑖1

⊗
· · ·

⊗
𝐴𝑖𝑟 ,

де 𝑖1, . . . , 𝑖𝑟 — рiзнi елементи множини 𝐼 .

Алгебра 𝐴 i система вкладень 𝑢𝑖 : 𝐴𝑖 → 𝐴, 𝑖 ∈ 𝐼 , називається тензорним

добутком алгебр 𝐴𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼 . Iнколи ми будемо говорити просто про алгебру 𝐴 i
позначатимемо

𝐴 =
⊗
𝑖∈𝐼

𝔽 𝐴𝑖 або 𝐴 =
⊗
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖 .

Нам знадобляться такi властивостi тензорних добуткiв (див. [77, 108]).

1.Нехай𝐴, 𝐵 — унiтальнi 𝔽–алгебри. Припустимо, що елементи 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 ∈ 𝐴
лiнiйно незалежнi. Тодi для довiльних елементiв 𝑏1, . . . , 𝑏𝑛 ∈ 𝐵 маємо

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖 ⊗ 𝑏𝑖 = 0
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лише у випадку, коли 𝑏1 = · · · = 𝑏𝑛 = 0.

2. Нехай
𝐼 = 𝐼1

⊔
𝐼2

— разклад множини 𝐼 в об’єднання пiдмножин, що не перетинаються. Тодi⊗
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖 �
( ⊗

𝑖∈𝐼1
𝐴𝑖

) ⊗ ( ⊗
𝑗∈𝐼2

𝐴 𝑗

)
.

3. Для матричних алгебр 𝑀𝑛 (𝔽), 𝑀𝑚 (𝔽) матриць порядкiв 𝑛 i𝑚 вiдповiдно
маємо

𝑀𝑛 (𝔽)
⊗

𝑀𝑚 (𝔽) � 𝑀𝑚𝑛 (𝔽).

4. Для довiльної унiтальної алгебри 𝐴 тензорний добуток

𝑀𝑛 (𝔽)
⊗

𝐴

iзоморфний алгебрi𝑀𝑛 (𝐴) матриць порядку 𝑛 над алгеброю 𝐴.

5. Наступна теорема належить Х.М. Веддербарну (див. [55, 77]).

Теорема 2.1 (Веддербарн). Розглянемо асоцiативну 𝔽–алгебру 𝐴 с 1𝐴. Нехай 𝐵 —

пiдалгебра алгебри 𝐴 така, що 1𝐴 ∈ 𝐵 i 𝐵 � 𝑀𝑛 (𝔽). Нехай

𝐶 = {𝑎 ∈ 𝐴 | [𝑎, 𝐵] = {0} }

— централiзатор пiдалгебри 𝐵. Тодi

𝐴 � 𝐵
⊗

𝔽 𝐶.

Тепер припустимо, що 𝐴 та 𝐵 — асоцiативнi алгебри на полем 𝔽, якi не
обов’язково мiстять одиницю.

Означення 2.4. Унiтальною оболонкою алгебри 𝐴 ми називаємо пряму суму
векторних просторiв

𝐴
⊕

𝔽 · 1 (2.2)

з множенням

(𝑎 + 𝛼 · 1) (𝑏 + 𝛽 · 1) = (𝑎𝑏 + 𝛽𝑎 + 𝛼𝑏) + 𝛼𝛽 · 1,

де 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴, 𝛼, 𝛽 ∈ 𝔽.
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Розглянемо тензорний добуток(
𝐴

⊕
𝔽 · 1

) ⊗
𝔽

(
𝐵

⊕
𝔽 · 1

)
.

У цьому добутку розглянемо пiдалгебру

𝐴
⊗

𝔽 𝐵, (2.3)

яка не мiстить одиницю. Пiдалгебра (2.3) називається (неунiтальним)тензорним

добутком алгебр𝐴 та𝐵. Зауважимо,що алгебри𝐴 i𝐵 не обов’язково занурюються
в неунiтальний тензорний добуток.

2.3 Ультрадобуток

У цьому роздiлi ми обговоримо означення i основнi факти, якi вiдносяться
до ультрадобуткiв. Бiльш детально про це можна почитати в [48, 88, 133].

Означення 2.5. Розглянемо множину 𝑋 . Нехай𝔉 — деяка родина пiдмножин
множини 𝑋 . Будемо говорити, що𝔉 — фiльтр, якщо

1. 𝑋 ∈ 𝔉,

2. для довiльної множини 𝑍 ∈ 𝔉 довiльна її надмножина𝑌, 𝑍 ⊆ 𝑌 ⊆ 𝑋, також
належить родинi𝔉,

3. перетин довiльних двох множин з𝔉 належить родинi𝔉,
4. порожня множина ∅ родинi𝔉 не належить.

Далi пiд словом фiльтр завжди будемо розумiти саме власний фiльтр.
Фiльтр 𝔉 є максимальним, якщо вiн не мiститься строго в iншому фiльтрi.

Вiдома така характеризацiя максимальних фiльтрiв (див. [88]):

фiльтр𝔉 є максимальним тодi й лише тодi, коли для довiльної пiдмножини
𝑌 ⊆ 𝑋 або 𝑌 ∈ 𝔉, або 𝑋\𝑌 ∈ 𝔉.

Звiдси випливає,що для кожної родинипiдмножин𝑌1, . . . , 𝑌𝑛 ⊆ 𝑋 об’єднання

𝑌1
⋃

· · ·
⋃

𝑌𝑛
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лежить в ультрафiльтрi𝔉 тодi й лише тодi, коли одна iз пiдмножин 𝑌𝑖 лежить в
𝔉.

Максимальнi серед власних фiльтрiв називаються ультрафiльтрами. Звiдси
i з леми Цорна випливає, що кожен фiльтр мiститься в деякому ультрафiльтрi.

Розглянемо родину алгебричних систем

(𝐴𝛼 ; 𝜑𝛼𝑖 , 𝑖 ∈ 𝐼 ; 𝑃𝛼 𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽 )𝛼∈𝑋

тiєї самої сигнатури. Нагадаємо, що декартовим добутком множин 𝐴𝛼 , 𝛼 ∈ 𝑋,
називається множина вiдображень

𝑓 : 𝑋 →
⋃
𝛼∈𝑋

𝐴𝛼 ,

таких що 𝑓 (𝛼) ∈ 𝐴𝛼 для будь–якого 𝛼 ∈ 𝑋 . Позначатимемо декартовий добуток
як ∏

𝛼∈𝑋
𝐴𝛼 . (2.4)

На множинi (2.4) ми визначимо операцiї 𝜑𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼 , та предикати 𝑃 𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽 . Нехай
𝑛𝑖 — арнiсть операцiї 𝜑𝛼𝑖 i нехай

𝑎1, . . . , 𝑎𝑛𝑖 ∈
∏
𝛼∈𝑋

𝐴𝛼 .

Розглянемо вiдображення

𝑎 : 𝑋 →
⋃
𝛼∈𝑋

𝐴𝛼 , 𝑎(𝛼) = 𝜑𝛼𝑖
(
𝑎1(𝛼), . . . , 𝑎𝑛𝑖 (𝛼)

)
∈ 𝐴𝛼 .

Покладемо
𝜑𝑖 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛𝑖 ) = 𝑎.

Предикат 𝑃 𝑗 визначається таким чином. Для вiдображень

𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑚 𝑗
∈

∏
𝛼∈𝑋

𝐴𝛼

включення
(𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑚 𝑗

) ∈ 𝑃 𝑗

еквiвалентне тому, що (
𝑎1(𝛼), 𝑎2(𝛼), . . . , 𝑎𝑚 𝑗

(𝛼)
)
∈ 𝑃𝛼 𝑗
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для будь–якого 𝛼 ∈ 𝑋 .
Тим самим ми визначили алгебричну систему( ∏

𝛼∈𝑋
𝐴𝛼 ; 𝜑𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼 ; 𝑃 𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽

)
,

яка називається декартовим добутком алгебричних систем 𝐴𝛼 , 𝛼 ∈ 𝑋 .
Нехай𝔉 — ультрафiльтр у множинi 𝑋 . Визначимо на декартовому добутку

(2.4) еквiвалентнiсть: два вiдображення

𝑓 , 𝑔 : 𝑋 →
⋃
𝛼∈𝑋

𝐴𝛼 , 𝑓 (𝛼), 𝑔(𝛼) ∈ 𝐴𝛼 , 𝛼 ∈ 𝑋,

— еквiвалентнi (позначатимемо 𝑓 ∼ 𝑔), якщо множина {𝛼 ∈ 𝑋 | 𝑓 (𝛼) = 𝑔(𝛼)}
належить ультрафiльтру𝔉.

Визначимо на множинi ∏
𝛼∈𝑋

𝐴𝛼 �∼ (2.5)

класiв еквiвалентностi операцiї 𝜑𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼 , та предикати 𝑃 𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽 .

Виберемо 𝑛𝑖 елементiв

𝑎1, . . . , 𝑎𝑛𝑖 ∈
∏
𝛼∈𝑋

𝐴𝛼

i покладемо
𝜑𝑖

(
𝑎1�∼, . . . , 𝑎𝑛𝑖�∼

)
= 𝜑𝑖 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛𝑖 )�∼,

де 𝜑𝑖 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛𝑖 ) — результат виконання операцiї 𝜑𝑖 на декартовому добутку (2.4).
Легко бачити, що права частина не залежить вiд вибору представникiв у класах

𝑎1�∼ , . . . , 𝑎𝑛𝑖�∼ .

Тепер виберемо𝑚 𝑗 елементiв

𝑏1, . . . , 𝑏𝑚 𝑗
∈

∏
𝛼∈𝑋

𝐴𝛼 , 𝑏𝑘 : 𝑋 →
⋃
𝛼∈𝑋

𝐴𝛼 , 𝑏𝑘 (𝛼) ∈ 𝐴𝛼 , 𝛼 ∈ 𝑋 .

Будемо говорити, що𝑚 𝑗–кортеж (𝑏1�∼, . . . , 𝑏𝑚 𝑗�∼) лежить у пiдмножинi

𝑃 𝑗 ⊂
( ∏
𝛼∈𝑋

𝐴𝛼 �∼
)𝑚 𝑗

,
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якщо множина
{𝛼 ∈ 𝑋 |

(
𝑏1(𝛼), . . . , 𝑏𝑚 𝑗

(𝛼)
)
∈ 𝑃𝛼 𝑗 }

належить ультрафiльтру 𝔉. Легко бачити, що це означення не залежить вiд
вибору представникiв у класах

𝑏1�∼ , . . . , 𝑏𝑚 𝑗�∼ .

Ми визначили𝑚 𝑗–арний предикат на множинi (2.5).

Алгебрична система( ∏
𝛼∈𝑋

𝐴𝛼 �∼; 𝜑𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼 ; 𝑃 𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽
)

називається ультрадобутком систем 𝐴𝛼 , 𝛼 ∈ 𝑋, i позначається∏
𝛼∈𝑋

𝐴𝛼 �𝔉 . (2.6)

Якщо усi системи 𝐴𝛼 , 𝛼 ∈ 𝑋, збiгаються, тобто маємо 𝐴𝛼 = 𝐴′ для всiх 𝛼 ∈ 𝑋, то
ми будемо говорити про ультрастепiнь

𝐴′𝑋 �𝔉 .

У подальшому нам знадобляться такi результати про ультрадобутки.

1. Теорема Лося.

Теорема 2.2 (Лось). Замкнена формула мови першого порядку виконується на

ультрадобутку (2.6) тодi й лишетодi, коли множина таких 𝛼 ∈ 𝑋,що ця формула

виконується на 𝐴𝛼 , належить ультрафiльтру𝔉.

2. Локальна теорема Мальцева

Розглянемо алгебричну систему (2.1). Позначимо через 𝑋 множину не-
порожнiх скiнченних пiдмножин множини 𝐴. Для непорожньої скiнченної
пiдмножини 𝛼 ∈ 𝑋 розглянемо

𝑋𝛼 =
{
𝛽 ∈ 𝑋 | 𝛼 ⊆ 𝛽

}
⊆ 𝑋 .
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Система пiдмножин
𝔉𝛼 ⊆ 𝑋, 𝛼 ∈ 𝑋,

є фiльтром. Таким чином, iснує ультрафiльтр 𝔉 у множинi 𝑋, який мiстить
фiльтр {

𝔉𝛼 , 𝛼 ∈ 𝑋
}
.

Для непорожньої скiнченної пiдмножини𝛼 ∈ 𝑋 позначимо через 〈𝛼〉 пiдсистему
системи 𝐴, яка породжена пiдмножиною 𝛼 .

Теорема 2.3 (Мальцев). Система 𝐴 занурюється в ультрадобуток∏
𝛼∈𝑋

〈𝛼〉 �𝔉 .

3. Потужностi ультрастепенiв

Нехай 𝑋, 𝑌 — непорожнi множини. Розглянемо множину Map(𝑌,𝑋 ) усiх
вiдображень з множини 𝑌 у множину 𝑋 . Наступний результат належить Ченгу
i Кайслеру (див. [47], лема 2.3).

Теорема 2.4. Якщо множина 𝑋 нескiнченна, то знайдеться ультрафiльтр 𝔉 у

множинi 𝑌 такий, що ��Map(𝑌,𝑋 )
�� =

��Map(𝑌,𝑋 ) �𝔉

��.
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Роздiл 3

Числа Стейнiца i розклади в тензорний
добуток локально матричних алгебр

3.1 Приклади локально матричних алгебр

Зафiксуємо поле 𝔽. Наслiдуючи О.Г. Куроша [84], називатимемо асоцiативну
𝔽–алгебру локально матричною алгеброю, якщо будь–яка скiнченна множина
елементiв алгебри 𝐴 мiститься в пiдалгебрi, яка iзоморфна скiнченно–вимiрнiй
матричнiй алгебрi над полем 𝔽, тобто якщо довiльнi 𝑎1, . . . , 𝑎𝑠 ∈ 𝐴 належать
пiдалгебрi 𝐵 ⊂ 𝐴, яка iзоморфна матричнiй алгебрi𝑀𝑛 (𝐹 ) для деякого 𝑛 ≥ 1.

У цьому пiдроздiлi ми розглянемо основнi приклади локально матричних
алгебр. Результати цього роздiлу опублiковано в [33, 34, 35, 37].

3.1.1 Прямi границi матричних алгебр

Нехай 𝑛1 < 𝑛2 < · · · — зростаюча послiдовнiсть натуральних чисел. Для
кожного 𝑖 ≥ 1 розглянемо занурення

𝜒𝑖,𝑖+1 : 𝑀𝑛𝑖 (𝔽) → 𝑀𝑛𝑖+1 (𝔽).
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Зрозумiло, що матричну алгебру 𝑀𝑛𝑖 (𝔽) можна занурити в 𝑀𝑛𝑖+1 (𝔽) багатьма
способами.

Для 1 ≤ 𝑖 < 𝑗 покладемо

𝜒𝑖, 𝑗 : 𝑀𝑛𝑖 (𝔽) → 𝑀𝑛 𝑗 (𝔽), 𝜒𝑖, 𝑗 = 𝜒 𝑗−1, 𝑗 ◦ · · · ◦ 𝜒𝑖,𝑖+1,

i позначимо через 𝜒𝑖,𝑖 тотожне занурення𝑀𝑛𝑖 (𝔽) в𝑀𝑛𝑖 (𝔽).

Система гомоморфiзмiв 𝜒𝑖, 𝑗 , 𝑖 ≤ 𝑗, задовольняє умови (i), (ii) на гомоморфiзми
з пiдроздiлу 2.1. Розглянемо пряму границю алгебр𝑀𝑛𝑖 (𝔽), 𝑖 ≥ 1, i позначимо її
через𝐴. Як вiдмiчалося в пiдроздiлi 2.1 усi матричнi алгебри𝑀𝑛𝑖 (𝔽) занурюються
в алгебру 𝐴 i утворюють зростаючий ланцюг

𝑀𝑛1 (𝔽) ⊂ 𝑀𝑛2 (𝔽) ⊂ · · · , 𝐴 =
⋃
𝑖≥1

𝑀𝑛𝑖 (𝔽).

Позаяк довiльна скiнченна множина елементiв алгебри 𝐴 мiститься в однiй з
пiдалгебр𝑀𝑛𝑖 (𝔽), то алгебра 𝐴 є локально матричною алгеброю.

Особливу роль у теорiї локально матричних алгебр вiдiграють унiтальнi

локально матричнi алгебри, тобто локально матричнi алгебри с одиницею 1. За
необхiдностi будемо користуватися для позначення одиницi алгебри 𝐴 замiсть
символа 1 символом 1𝐴.

Якщо гомоморфiзми

𝜒𝑖,𝑖+1 : 𝑀𝑛𝑖 (𝔽) → 𝑀𝑛𝑖+1 (𝔽), 𝑖 ≥ 1,

переводять одиницю матричної алгебри 𝑀𝑛𝑖 (𝔽) в одиницю матричної алге-
бри 𝑀𝑛𝑖+1 (𝔽), то пряма границя цiєї послiдовностi буде унiтальною алгеброю,
одиницею якої буде вiдповiдна границя послiдовностi матричних одиниць.

Локально матричнi алгебри, якi виникають у виглядi прямих границь таким
чином, є злiченно–вимiрними алгебрами. Легко бачити, що

будь–яка злiченно–вимiрна локально матрична алгебра

є прямою границею матричних алгебр.
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Теорема 3.1. 1) Довiльна злiченно–вимiрна локально матрична алгебра 𝐴 є

об’єднанням деякого зростаючого ланцюга пiдалгебр

𝐴1 ⊂ 𝐴2 ⊂ · · · ,
⋃
𝑖≥1

𝐴𝑖 = 𝐴, (3.1)

де кожна пiдалгебра 𝐴𝑖, 𝑖 ≥ 1, iзоморфна матричнiй алгебрi над полем 𝔽.

2) Довiльна злiченно–вимiрна унiтальна локально матрична алгебра 𝐴 є

об’єднанням деякого зростаючого ланцюга пiдалгебр

1 ∈ 𝐴1 ⊂ 𝐴2 ⊂ · · · ,
⋃
𝑖≥1

𝐴𝑖 = 𝐴, (3.2)

де кожна пiдалгебра 𝐴𝑖, 𝑖 ≥ 1, iзоморфна матричнiй алгебрi над полем 𝔽.

Доведення. 1) Нехай 𝐴 — злiченно–вимiрна локально матрична алгебра. Вибере-
мо базис 𝑒1, 𝑒2, . . . , алгебри 𝐴. Ми побудуємо зростаючий ланцюг пiдалгебр

𝐴1 ⊂ 𝐴2 ⊂ · · · (3.3)

такий,що𝐴𝑛 єнайменшоюза включеннямпiдалгеброю, якамiстить𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛 ∈
𝐴𝑛 для довiльного 𝑛 ≥ 1, i будь–яка пiдалгебра 𝐴𝑛 iзоморфна матричнiй алгебрi
над 𝔽.

Елемент 𝑒1 мiститься в деякiй пiдалгебрi 𝐴1 ⊂ 𝐴, яка iзоморфна матричнiй
алгебрi над полем 𝔽. Припустимо, що пiдалгебри

𝐴1 ⊂ 𝐴2 ⊂ · · · ⊂ 𝐴𝑛

побудованi. Оскiльки алгебра 𝐴𝑛 скiнченно–вимiрна, то в силу локально матри-
чностi алгебри 𝐴 знайдеться пiдалгебра 𝐴𝑛+1 ⊂ 𝐴 така, що

𝑒𝑛+1 ∈ 𝐴𝑛+1 i 𝐴𝑛 ⊆ 𝐴𝑛+1,

при цьому пiдалгебра 𝐴𝑛+1 iзоморфна матричнiй алгебрi над полем 𝔽. Таким
чином, ланцюг (3.3) побудований. Об’єднання⋃

𝑖≥1
𝐴𝑖

мiстить базис 𝑒1, 𝑒2, . . . i тому ⋃
𝑖≥1

𝐴𝑖 = 𝐴.
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Отже, (3.1) має мiсце.

2) Достатотньо при доведеннi частини 1) покласти 𝑒1 = 1. Тодi (3.2) виконує-
ться i теорема доведена. �

3.1.2 Тензорнi добутки матричних алгебр

Розглянемо довiльну непорожню множину 𝐼 i систему матричних алгебр
𝑀𝑛𝑖 (𝔽), 𝑖 ∈ 𝐼 , яка iндексована множиною 𝐼 . Розглянемо тензорний добуток

𝐴 =
⊗
𝑖∈𝐼

𝑀𝑛𝑖 (𝔽).

У пiдроздiлi 2.2 ми вiдмiчали, що для довiльної скiнченної множини {𝑖1, . . . , 𝑖𝑘} ⊂
𝐼 алгебра

𝐴𝑖1,...,𝑖𝑘 := 𝑀𝑛𝑖1
(𝔽)

⊗
· · ·

⊗
𝑀𝑛𝑖𝑘

(𝔽)

занурюється в алгебру 𝐴 i, бiльш того,

𝐴 =
⋃

{𝑖1,...,𝑖𝑘 }
𝐴𝑖1,...,𝑖𝑘 ,

де об’єднання беретьсяпо всiмнепорожнiм скiнченнимпiдмножинам {𝑖1, . . . , 𝑖𝑘} ⊂
𝐼 . Оскiльки

𝐴𝑖1,...,𝑖𝑘 � 𝑀𝑛𝑖1 ···𝑛𝑖𝑘 (𝔽),

то алгебра 𝐴 є унiтальною локально матричною алгеброю.

Варто вiдмiтити, що коли множина 𝐼 — нескiнченна, то розмiрнiсть алгебри
𝐴 дорiвнює потужностi множини 𝐼 .

Теорема 3.2. Для довiльних унiтальних локально матричних алгебр 𝐴 та 𝐵 їх

тензорний добуток

𝐴
⊗

𝔽 𝐵 (3.4)

є унiтальною локально матричною алгеброю.

Доведення. Виберемо в тензорному добутку (3.4) скiнченну множину елементiв

𝑥𝑖 =
∑︁
𝑗

𝑎𝑖 𝑗 ⊗ 𝑏𝑖 𝑗 , 𝑎𝑖 𝑗 ∈ 𝐴, 𝑏𝑖 𝑗 ∈ 𝐵.
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Скiнченнi множини
{𝑎𝑖 𝑗 }𝑖, 𝑗 ⊂ 𝐴 i {𝑏𝑖 𝑗 }𝑖, 𝑗 ⊂ 𝐵

мiстяться в деяких пiдалгебрах 𝐴1 ⊂ 𝐴, 𝐵1 ⊂ 𝐵, вiдповiдно,

𝐴1 � 𝑀𝑛 (𝔽), 𝐵1 � 𝑀𝑚 (𝔽).

Тодi усi тензори
𝑎𝑖 𝑗 ⊗ 𝑏𝑖 𝑗

i всi елементи 𝑥𝑖 мiстяться в пiдалгебрi

𝐴1
⊗

𝔽 𝐵1 � 𝑀𝑚𝑛 (𝔽).

Це доводить локальну матричнiсть алгебри (3.4).
Унiтальнiсть алгебри (3.4) легко видна. �

3.1.3 Алгебри Клiфорда

Нехай 𝑉 — векторний простiр над полем 𝔽 характеристики char 𝔽, вiдмiнної
вiд 2.

Нагадаємо (див. [75, 129, 134]), що вiдображення 𝑓 : 𝑉 × 𝑉 → 𝔽 назива-
ється бiлiнiйною формою, якщо для довiльного фiксованого елемента 𝑣 ∈ 𝑉

вiдображення
𝑉 → 𝑉 , 𝑥 ↦→ 𝑓 (𝑣, 𝑥),

i вiдображення
𝑉 → 𝑉 , 𝑥 ↦→ 𝑓 (𝑥, 𝑣),

лiнiйнi. Бiлiнiйна форма є симетричною, якщо

𝑓 (𝑣,𝑤) = 𝑓 (𝑤, 𝑣) для довiльних елементiв 𝑣, 𝑤 ∈ 𝑉 .

Симетрична бiлiнiйна форма називається невиродженою, якщо

𝑓 (𝑣,𝑉 ) = {0} тодi й лише тодi, коли 𝑣 = 0.
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У випадку, коли char 𝔽 = 2, невиродженою називается форма, яка задовольняє
слабкiшу умову:

з того, що 𝑓 (𝑣,𝑉 ) = {0} та 𝑓 (𝑣, 𝑣) = 0, випливає, що 𝑣 = 0.

Означення 3.1. Вiдображення 𝑓 : 𝑉 → 𝔽 називається квадратичною формою,
якщо виконуються такi умови:
(1) для довiльних скаляра 𝛼 ∈ 𝔽 i вектора 𝑣 ∈ 𝑉 має мiсце

𝑓 (𝛼𝑣) = 𝛼2𝑓 (𝑣);

(2) вiдображення 𝑓 (𝑢, 𝑣) = 𝑓 (𝑢 + 𝑣) − 𝑓 (𝑢) − 𝑓 (𝑣) є бiлiнiйною формою.

Квадратична форма 𝑓 : 𝑉 → 𝔽 називається невиродженою, якщо невиродже-
ною є вiдповiдна їй бiлiнiйна форма 𝑓 (𝑢, 𝑣).

Означення 3.2. Алгеброю Клiфорда називається унiтальна асоцiативна 𝔽–
алгебра, яка породжена векторним простором𝑉 i елементом 1 та задана спiввiд-
ношеннями:

𝑣2 = 𝑓 (𝑣) · 1, (3.5)

де 𝑣 пробiгає всi елементи простору 𝑉 , а 𝑓 (𝑣) — деяка квадратична форма над
полем 𝔽.

Алгебру Клiфорда, яка породжується простором 𝑉 i визначається квадрати-
чною формою 𝑓 (𝑣), будемо позначати символом 𝐶𝑙 (𝑉 , 𝑓 ).

Для довiльного пiдпростору 𝑊 ⊂ 𝑉 простору 𝑉 позначимо через 𝐶𝑙 (𝑊 )
пiдалгебру алгебри Клiфорда𝐶𝑙 (𝑉 , 𝑓 ), яка породжена пiдпростором𝑊 i 1. Нехай
𝑓 |𝑊 — обмеження квадратичної форми 𝑓 на пiдпростiр𝑊, тобто

𝑓
��
𝑊

: 𝑊 → 𝔽

така, що
𝑓
��
𝑊
(𝑣) = 𝑓 (𝑣) для всiх 𝑣 ∈ 𝑊 .

З леми 3.1 (див. ниже) буде випливати, що

𝐶𝑙 (𝑊 ) � 𝐶𝑙
(
𝑊, 𝑓

��
𝑊

)
.
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Окремо зазначимо, що з визначальних спiввiдношень випливає, що в
алгебрi Клiфорда𝐶𝑙 (𝑉 , 𝑓 ) для довiльних елементiв 𝑣, 𝑤 простору𝑉 виконуються
спiввiдношення:

𝑣 𝑤 + 𝑤 𝑣 = 𝑓 (𝑣,𝑤) · 1,

де 𝑓 (𝑣,𝑤) — бiлiнiйна форма, яка вiдповiдає квадратичнiй формi 𝑓 (𝑣).
Вибираємо базис {𝑣𝑖}𝑖∈𝐼 простору 𝑉 . Припустимо, що множина iндексiв 𝐼

лiнiйно впорядкована.
Наступна вiдома лема є стандартним застосуванням алгоритму Грьобнера–

Ширшова (див. [42, 45]).

Лема 3.1. Упорядкованi добутки

𝑣𝑖1 · · · 𝑣𝑖𝑘 , 𝑖1 < · · · < 𝑖𝑘, та 1

утворюють базис алгебри Клiфорда 𝐶𝑙 (𝑉 , 𝑓 ).

Доведення. Алгебра Клiфорда 𝐶𝑙 (𝑉 , 𝑓 ) задається твiрними елементами

1, 𝑥𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼 , (3.6)

i системою визначальних спiввiдношень

𝑥2𝑖 = 𝑓 (𝑣𝑖) · 1, 𝑥𝑖𝑥 𝑗 + 𝑥 𝑗𝑥𝑖 = 𝑓 (𝑣𝑖, 𝑣 𝑗 ) · 1. (3.7)

Продовжимо лiнiйний порядок на множинi

𝑋 =
{
𝑥𝑖 , 𝑖 ∈ 𝐼

}
до лексикографiчного порядку на множинi усiх слiв в алфавiтi 𝑋 . При цьому
незвiдними словами (вiдносно системи (3.6) iз спiввiдношеннями (3.7)) будуть
упорядкованi слова

𝑥𝑖1 · · · 𝑥𝑖𝑘 , 𝑖1 < · · · < 𝑖𝑘, та 1.

Система спiввiдношень (3.7) замкнута вiдносно композицiї. Згiдно з лемою про
композицiю (вiдомою ще як дiамантова лема (Diamond Lemma) або теорема
Бухбергера (див., наприклад, [18])) образи незвiдних слiв утворюють базис
алгебри Клiфорда 𝐶𝑙 (𝑉 , 𝑓 ). Лема доведена. �
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Зауваження 3.1. Лема про композицiю зазвичай формулюється для добре впо-
рядкованих множин (тобто таких, у яких кожна непорожна пiдмножина мiстить
мiнiмальний елемент). Однак у випадку, коли визначальнi спiввiдношення
мають такий вигляд

𝑓 = 𝑓 + 𝑓 ′ = 0,

де 𝑓 — старший моном елемента 𝑓 , усi мономи, якi входять у 𝑓 ′, меншi, анiж 𝑓 i
не мiстять нових змiнних у порiвняннi з 𝑓 , умова добре впорядкованостi не є
необхiдною.

Згiдно з лемою 3.1, якщо

dim𝔽 𝑉 = 𝑛 < ∞,

то розмiрнiсть алгебри Клiфорда дорiвнює

dim𝔽 𝐶𝑙 (𝑉 , 𝑓 ) = 2𝑛 .

Якщо пiдпростiр 𝑉 нескiнченно–вимiрний, то розмiрнiсть алгебри Клiфорда
дорiвнює

dim𝔽 𝐶𝑙 (𝑉 , 𝑓 ) = dim𝔽 𝑉 .

У подальшому в цьому пiдроздiлi ми припускаємо, що поле 𝔽 алгебрично
замкнене i має характеристику, яка вiдмiнна вiд 2, а квадратична форма 𝑓 є
невиродженою.

Теорема 3.3 (див. [75]). Припустимо, що

dim𝔽 𝑉 = 𝑛 < ∞.

Якщо число 𝑛 парне, то алгебра Клiфорда 𝐶𝑙 (𝑉 , 𝑓 ) iзоморфна матричнiй алгебрi

𝑀2
𝑛
2 (𝔽).

Якщо число 𝑛 непарне, то алгебра Клiфорда𝐶𝑙 (𝑉 , 𝑓 ) iзоморфна прямiй сумi матри-

чних алгебр

𝑀
2
𝑛−1
2
(𝔽) ⊕ 𝑀

2
𝑛−1
2
(𝔽).

Якщо поле 𝔽 не алгебрично замкнене, то при описi алгебр Клiфорда
з’являються матрицi над тiлами узагальнених кватернiонiв.
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Окремо вiдмiтимо, що для векторного простору над полем характеристики 2
потрiбнi бiльш сильнiшi обмеження на невиродженiсть, тому вiдповiдна теорiя
буде вiдрiзнятися.

Нашою найближчою метою є доведення такої теореми.

Теорема 3.4. Нехай𝑉 — нескiнченно–вимiрний векторний простiр над алгебрично

замкненим полем 𝔽, характеристика якого 𝑐ℎ𝑎𝑟 𝔽 не дорiвнює 2, з невиродженою
квадратичною формою 𝑓 : 𝑉 → 𝔽. Тодi алгебра Клiфорда 𝐶𝑙 (𝑉 , 𝑓 ) є локально

матричною алгеброю.

Усюди нижче векторний простiр 𝑉 i квадратична форма 𝑓 : 𝑉 → 𝔽 задоволь-
няють умови теореми 3.4.

Лема 3.2. Для довiльного скiнченно–вимiрного пiдпростору𝑊 ⊂ 𝑉 знайдеться

пiдпростiр𝑊 ⊂ 𝑉 такий, що

1) 𝑊 є пiдпростором𝑊, тобто𝑊 ⊂𝑊,

2) для розмiрностей пiдпросторiв𝑊 i𝑊 має мiсце спiввiдношення:

dim𝔽𝑊 = 2 dim𝔽𝑊,

3) обмеження 𝑓 |
𝑊

форми 𝑓 на пiдпростiр𝑊 є невиродженою квадратичною

формою.

Доведення. Ми доведемо лему 3.2 у декiлька крокiв.

Крок 1. Доведемо, що iснує елемент 𝑣 ∈ 𝑉 такий, що 𝑓 (𝑣, 𝑣) ≠ 0.

Справдi, в iншому випадку бiлiнiйна форма 𝑓 (𝑢, 𝑣) була б нульовою.

Крок 2. Нехай𝑊 ⊂ 𝑉 — скiнченно–вимiрний пiдпростiр простору 𝑉 i нехай

𝑊 ⊥ = {𝑣 ∈ 𝑉 | 𝑓 (𝑣,𝑊 ) = {0}}.

Якщо обмеження 𝑓 |𝑊 — невироджене, то доведемо, що тодi

𝑉 = 𝑊
⊕

𝑊 ⊥,

тобто 𝑉 є прямою сумою пiдпросторiв𝑊 i𝑊 ⊥.
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Це твердження випливає з теорiї систем лiнiйних рiвнянь (див., наприклад
[129, 134]).

Крок 3. Нехай𝑊 — скiнченно–вимiрний векторний простiр з квадратичною
формою 𝑔 : 𝑉 → 𝔽. Позначимо

Ker𝑊 =
{
𝑤 ∈𝑊 | 𝑔(𝑤,𝑊 ) = {0}

}
.

Доведемо, що тодi знайдеться пiдпростiр 𝑊 ′ ⊂ 𝑊 такий, що форма 𝑔 |𝑊 ′ є
невиродженою i

𝑊 = 𝑊 ′
⊕

Ker𝑊 .

Справдi, якми вже вiдмiчали вище, якщо𝑔(𝑤,𝑤) = 0 для довiльного елемента
𝑤 ∈𝑊, то𝑊 = Ker𝑊 . Нехай𝑤 ∈𝑊, 𝑔(𝑤,𝑤) ≠ 0. Тодi

𝑊 = 𝔽𝑤
⊕

𝑤⊥,

де
𝑤⊥ = {𝑢 ∈𝑊 | 𝑔(𝑤,𝑢) = 0}

— ортогональне доповнення елемента𝑤. Очевидно, що

Ker𝑊 ⊆ Ker𝑤⊥.

За iндукцiйним припущенням вiдносно dim𝔽𝑊 знайдеться пiдпростiр

𝑊 ′′ ⊂ 𝑤⊥

такий, що форма 𝑔|𝑊 ′′ невироджена i

𝑤⊥ = 𝑊 ′′
⊕

Ker𝑊 .

Нам залишається покласти

𝑊 ′ = 𝔽𝑤 + 𝑊 ′′.

Крок 4. Доведемо, що для довiльного натурального числа 𝑛 ≥ 1 знайдеться
пiдпростiр𝑊 ⊂ 𝑉 такий, що dim𝔽𝑊 = 𝑛 i форма 𝑓 |𝑊 невироджена.

Скористаємося iндукцiєю по 𝑛. При 𝑛 = 1 твердження випливає з Кроку 1.
Припустимо, що 𝑛 ≥ 2 i знайдеться пiдпростiр𝑊 ′ ⊂ 𝑉 такий, що

dim𝔽𝑊
′ = 𝑛 − 1
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i форма 𝑓 |𝑊 ′ невироджена. Простiр 𝑉 розкладається в пряму суму

𝑉 = 𝑊 ′
⊕

(𝑊 ′)⊥.

Згiдно з Кроком 1 знайдеться елемент 𝑣 :

𝑣 ∈ (𝑊 ′)⊥, 𝑓 (𝑣, 𝑣) ≠ 0.

Простiр
𝑊 = 𝑊 ′ + 𝔽 𝑣

має розмiрнiсть 𝑛 i форма 𝑓 |𝑊 невироджена.

Крок 5. Доведемо лему 3.2 для часткового випадку, коли 𝑓 (𝑊,𝑊 ) = {0}.

Виберемо базис𝑤1, . . . , 𝑤𝑛 пiдпростору𝑊 . Згiдно з невиродженiстю форми
𝑓 iснує елемент 𝑣𝑛 ∈ 𝑉 такий, що

𝑓 (𝑤𝑛, 𝑣𝑛) ≠ 0.

Легко бачити, що обмеження форми 𝑓 на пiдпростiр

𝔽𝑤𝑛 + 𝔽 𝑣𝑛

є невиродженим. Розглянемо ортогональне доповнення

〈𝑤𝑛, 𝑣𝑛〉⊥ = {𝑣 ∈ 𝑉 | 𝑓 (𝑣,𝑤𝑛) = 𝑓 (𝑣, 𝑣𝑛) = 0}.

Згiдно з Кроком 2
𝑉 =

(
𝔽𝑤𝑛 + 𝔽 𝑣𝑛

) ⊕
〈𝑤𝑛, 𝑣𝑛〉⊥.

Ми маємо
𝑊 ′ = 𝑊

⋂ 〈
𝑤𝑛, 𝑣𝑛

〉⊥
= 𝑊

⋂
𝑣⊥𝑛 .

Значить, пiдпростiр𝑊 ′ має корозмiрнiсть 1 в𝑊 i

dim𝔽𝑊
′ = 𝑛 − 1.

За припущенням iндукцiї знайдеться пiдпростiр

𝑊 ′ ⊂
〈
𝑤𝑛, 𝑣𝑛

〉⊥
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такий, що
𝑊 ′ ⊂ 𝑊 ′, dim𝔽𝑊

′ = 2(𝑛 − 1)

i обмеження квадратичної форми 𝑓 на𝑊 ′ є невиродженою формою. Пiдпростiр

𝑊 = 𝔽𝑤𝑛 + 𝔽𝑣𝑛 + 𝑊 ′

задовольняє усi необхiднi умови.

Крок 6. Теперми готовi закiнчити доведення леми.Нехай𝑊 ⊂ 𝑉 —скiнченно–
вимiрний пiдпростiр простору 𝑉 . Згiдно з Кроком 3 знайдеться пiдпростiр
𝑊 ′ ⊂𝑊 такий, що

𝑊 = 𝑊 ′
⊕

Ker𝑊

є прямою сумою i квадратична форма 𝑓 |𝑊 ′ є невиродженою.
Розглянемо розклад

𝑉 = 𝑊 ′
⊕ (

𝑊 ′)⊥, де Ker𝑊 ⊂
(
𝑊 ′)⊥.

У Кроцi 5 ми показали, що знайдеться пiдпростiр�Ker𝑊 ⊂
(
𝑊 ′)⊥

такий, що
Ker𝑊 ⊂ �Ker𝑊, dim𝔽

�Ker𝑊 = 2 dim𝔽 Ker𝑊

i обмеження квадратичної форми 𝑓 на K̃er𝑊 є невиродженою формою.
Розглянемо ортогональне доповнення до пiдпростору�Ker𝑊 в

(
𝑊 ′)⊥.

У цьому ортогональному доповненнi знайдемо пiдпростiр𝑊 ′′ (див. Крок 4)
такий, що

dim𝔽𝑊
′′ = dim𝔽𝑊

′

i обмеження 𝑓 на𝑊 ′′ є невиродженою квадратичною формою. Пiдпростiр

𝑊 = 𝑊 ′ + �Ker𝑊 + 𝑊 ′′

i буде шуканим. Лема доведена. �
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Доведення теореми 3.4. Виберемо непорожню скiнченну пiдмножину 𝑆 еле-
ментiв алгебри 𝐶𝑙 (𝑉 , 𝑓 ) . Легко бачити, що знайдеться скiнченно–вимiрний
пiдпростiр𝑊 простору 𝑉 такий, що 𝑆 мiститься в пiдалгебрi 𝐶𝑙 (𝑊, 𝑓 |𝑊 ) алгебри
𝐶𝑙 (𝑉 , 𝑓 ), породженої 1 i пiдпростором𝑊 . Нехай

dim𝔽𝑊 = 𝑛.

Згiдно з лемою 3.2 iснує пiдпростiр𝑊 ⊂ 𝑉 такий, що

𝑊 ⊂𝑊, dim𝔽𝑊 = 2𝑛

i обмеження 𝑓 |
𝑊

є невиродженою квадратичною формою. Очевидно, що

𝑆 ⊂ 𝐶𝑙 (𝑊, 𝑓 |
𝑊
).

Згiдно з теоремою 3.3
𝐶𝑙 (𝑊, 𝑓 |

𝑊
) � 𝑀2𝑛 (𝔽)

i теорема 3.4 доведена. �

3.1.4 Узагальненi алгебри Клiфорда

Виберемо натуральне число 𝑙 > 1, яке взаємно просте з характеристикоюполя
𝔽, якщо ця характеристика додатна. Якщо ж характеристика поля 𝔽 дорiвнює
0, то за 𝑙 можна взяти довiльне натуральне число бiльше за 1. Зафiксуємо 𝜉 —
первiсний корiнь степеня 𝑙 з одиницi в полi 𝔽. I нехай𝑚 — деяке натуральне
число.

Означення 3.3. Узагальненою алгеброю Клiфорда𝐶𝑙𝑔(𝑙,𝑚) називається алгебра,
яка задана такими твiрними елементами i визначальними спiввiдношеннями:

𝐶𝑙𝑔(𝑙,𝑚) =
〈
𝑥1, . . . , 𝑥𝑚 | 𝑥𝑙𝑖 = 1;

𝑥−1𝑖 𝑥 𝑗𝑥𝑖 = 𝜉𝑥 𝑗 при 𝑖 < 𝑗 ;
𝑥−1𝑖 𝑥 𝑗𝑥𝑖 = 𝜉−1𝑥 𝑗 при 𝑖 > 𝑗 ;

1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑚
〉
. (3.8)
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Алгебри (3.8) у бiльшзагальнiйформi були введенi фiзиками (див., наприклад,
[50, 99]).

Аналогiчно означенню 3.3 для довiльної впорядкованої множини 𝐼 розгля-
немо узагальнену алгебру Клiфорда

𝐶𝑙𝑔(𝑙, 𝐼 ) =
〈
𝑥𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼 | 𝑥𝑙𝑖 = 1;

𝑥−1𝑖 𝑥 𝑗𝑥𝑖 = 𝜉𝑥 𝑗 при 𝑖 < 𝑗 ;
𝑥−1𝑖 𝑥 𝑗𝑥𝑖 = 𝜉−1𝑥 𝑗 при 𝑖 > 𝑗 ;

𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼
〉
. (3.9)

Лема 3.3. Мономи

𝑥
𝑘1
𝑖1

· · · 𝑥𝑘𝑛𝑖𝑛 , 0 ≤ 𝑘𝑖 ≤ 𝑙 − 1, 𝑖1 < · · · < 𝑖𝑛, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛 ∈ 𝐼 ,

утворюють базис узагальненої алгебри Клiфорда 𝐶𝑙𝑔(𝑙, 𝐼 ).

Доведення. Продовжимо порядок, який визначений на множинi твiрних 𝑋 =

{𝑥𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼 }, до лексикографiчного порядку на множинi всiх слiв в алфавiтi 𝑋 .
Система визначальних спiввiдношень:

𝑥𝑙𝑖 = 1 для 𝑖 ∈ 𝐼 ;

𝑥 𝑗𝑥𝑖 = 𝜉𝑥𝑖𝑥 𝑗 при 𝑖 < 𝑗 ;

𝑥 𝑗𝑥𝑖 = 𝜉−1𝑥𝑖𝑥 𝑗 при 𝑖 > 𝑗 ; 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼 ;

замкнена вiдносно композицiї.
Незвiдними словами вiдносно цiєї системи спiввiдношень будуть слова

1, 𝑥𝑘1𝑖1 · · · 𝑥𝑘𝑛𝑖𝑛 , 0 ≤ 𝑘𝑖 ≤ 𝑙 − 1, 𝑖1 < · · · < 𝑖𝑛, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛 ∈ 𝐼 .

Тепер для доведення леми 3.3 достатньо застосувати лему про композицiю
(див. [18]) i зауваження 3.1 на стор. 79. �

Наслiдок 3.1. Розмiрнiсть узагальненої алгебри Клiфорда 𝐶𝑙𝑔(𝑙,𝑚) дорiвнює

dim𝔽 𝐶𝑙 (𝑙,𝑚) = 𝑙𝑚 .

Нашою наступною метою є доведення теореми, яка узагальнює теорему 3.3.



86

Теорема 3.5. 1) Якщо число𝑚 парне, то узагальнена алгебра Клiфорда 𝐶𝑙𝑔(𝑙,𝑚)
iзоморфна

𝐶𝑙𝑔(𝑙,𝑚) � 𝑀
𝑙
𝑚
2 (𝔽).

2) Якщо число𝑚 непарне, то узагальнена алгебра Клiфорда 𝐶𝑙𝑔(𝑙,𝑚) iзоморфна

𝐶𝑙𝑔(𝑙,𝑚) � 𝑀
𝑙
𝑚−1
2
(𝔽) ⊕ · · · ⊕ 𝑀

𝑙
𝑚−1
2
(𝔽)︸                              ︷︷                              ︸

𝑙

.

Зафiксуємо натуральное число 𝑖 таке, що 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚. Вiдображення

𝜑𝑖 (𝑥 𝑗 ) = 𝜉𝛿𝑖 𝑗 𝑥 𝑗 , 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚, де 𝛿𝑖 𝑗 — символ Кронекера, (3.10)

зберiгає визначальнi спiввiдношення алгебри 𝐶𝑙𝑔(𝑙,𝑚) i тому продовжується до
автоморфiзму.

Лема 3.4. Нехай 𝑉 — пiдпростiр узагальненої алгебри Клiфорда 𝐶𝑙𝑔(𝑙,𝑚), iнварi-
антний вiдносно групи автоморфiзмiв Aut 𝐶𝑙𝑔(𝑙,𝑚). Тодi 𝑉 є лiнiйною оболонкою

тих упорядкованих мономiв

𝑥
𝑘1
1 · · · 𝑥𝑘𝑚𝑚 , 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑙 − 1,

якi лежать у 𝑉 .

Доведення. Довiльний елемент алгебри 𝐶𝑙𝑔(𝑙,𝑚) єдиним чином зображується у
виглядi

𝑙−1∑︁
𝑘=0

𝑥𝑘𝑖 𝑣𝑘,

де 𝑣𝑘 лежить у пiдалгебрi, породженiй елементами

𝑥1, . . . , 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖+1, . . . , 𝑥𝑚 .

Нехай

𝑣 =

𝑙−1∑︁
𝑘=0

𝑥𝑘𝑖 𝑣𝑘 ∈ 𝑉 .

Тодi

𝜑𝑠𝑖 (𝑣) =

𝑙−1∑︁
𝑘=0

𝜉𝑠𝑘 𝑥𝑘𝑖 𝑣𝑘 ∈ 𝑉 , 𝑠 = 0, 1, . . . , 𝑙 − 1.
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Розглядаючи цi 𝑙 рiвностей як систему рiвнянь з невiдомими

𝑣0, 𝑥𝑖 𝑣1, . . . , 𝑥
𝑙−1
𝑖 𝑣𝑙−1

i визначником Вандермонда
det |𝜉𝑖 𝑗 | ≠ 0

ми зобразимо кожний елемент 𝑥𝑘𝑖 𝑣𝑘 як лiнiйну комбiнацiю елементiв

𝑣, 𝜑𝑖 (𝑣), . . . , 𝜑𝑙−1𝑖 (𝑣).

Отже, кожний доданок
𝑥𝑘𝑖 𝑣𝑘 лежить у 𝑉 .

Тим самим ми довели, що елемент 𝑣 ∈ 𝑉 зображається у виглядi лiнiйної
комбiнацiї

𝑣 = 𝛼1𝑣1 + · · · + 𝛼𝑟𝑣𝑟 ,

де 𝛼1, . . . , 𝛼𝑟 — ненульовi скаляри з 𝔽, а 𝑣1, . . . , 𝑣𝑟 — рiзнi впорядкованi мономи,
такi що 𝑣1, . . . , 𝑣𝑟 ∈ 𝑉 . Звiдси випливає твердження леми. �

Наслiдком леми 3.4 є такi два твердження.

Наслiдок 3.2. Узагальнена алгебра Клiфорда 𝐶𝑙𝑔(𝑙,𝑚) не має власних iдеалiв, якi
iнварiантнi вiдносно групи її автоморфiзмiв Aut 𝐶𝑙𝑔(𝑙,𝑚) .

Наслiдок 3.3. Узагальнена алгебра Клiфорда 𝐶𝑙𝑔(𝑙,𝑚) є напiвпростою.

Доведення наслiдкiв 3.2 i 3.3. Наслiдки 3.2 i 3.3 безпосередньо отримуємо з того,
що будь–який моном є оборотним в алгебрi𝐶𝑙𝑔(𝑙,𝑚), що, у свою чергу, випливає
з леми 3.4, i того факту, що радикал алгебри 𝐶𝑙𝑔(𝑙,𝑚) є iнварiантним вiдносно
Aut 𝐶𝑙𝑔(𝑙,𝑚). �

Позначимо символом 𝐶 центр алгебри 𝐶𝑙𝑔(𝑙,𝑚). Згiдно з лемою 3.4 простiр
𝐶 породжується центральними впорядкованими мономами, тобто впорядкова-
ними мономами, що належать центру алгебри 𝐶𝑙𝑔(𝑙,𝑚).

Лема 3.5. 1. Якщо число𝑚 — парне, то єдиним центральним упорядкованим

мономом є 1.
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2. Якщо число𝑚 — непарне, то узагальнена алгебра Клiфорда𝐶𝑙𝑔(𝑙,𝑚) мiстить

𝑙 центральних упорядкованих мономiв

𝑥𝑖1 𝑥
−𝑖
2 𝑥𝑖3 · · · 𝑥𝑖𝑚, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑙 − 1.

Доведення. Нехай, як i ранiше, 𝐶 — центр алгебри 𝐶𝑙𝑔(𝑙,𝑚). I нехай

𝑣 = 𝑥
𝑘1
1 𝑥

𝑘2
2 · · · 𝑥𝑘𝑚𝑚 ∈ 𝐶.

Ми маємо:
𝑥−1𝑖 𝑣 𝑥𝑖 = 𝜉−𝑘1−𝑘2−···−𝑘𝑖−1+𝑘𝑖+1+···+𝑘𝑚 𝑣 .

Тикам чином, 

𝑘2 + · · · + 𝑘𝑚 = 0 mod 𝑙

−𝑘1 + 𝑘3 + · · · + 𝑘𝑚 = 0 mod 𝑙

. . . . . . . . . . . .

−𝑘1 − 𝑘2 − · · · − 𝑘𝑚−1 = 0 mod 𝑙

(3.11)

Якщо число𝑚 парне, то (𝑚 ×𝑚)–матриця

𝐾 =

©«

0 1 1 . . . 1 1
−1 0 1 . . . 1 1
...

−1 −1 −1 . . . 0 1
−1 −1 −1 . . . −1 0

ª®®®®®®®®¬
над кiльцем ℤ𝑙 невироджена, причому її визначник дорiвнює:�������������

0 1 1 . . . 1 1
−1 0 1 . . . 1 1
...

−1 −1 −1 . . . 0 1
−1 −1 −1 . . . −1 0

�������������
= 1.

У цьому випадку
𝑘𝑖 = 0 mod 𝑙, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚,

i тому 𝑣 = 1. Якщо число𝑚 — непарне, то ранг матрицi 𝐾 дорiвнює𝑚 − 1. Отже,
однорiдна система рiвнянь, яка розглядається, має таких 𝑙 розв’язкiв у кiльцi ℤ𝑙 :(

𝑖 , −𝑖 , 𝑖 , . . . , −𝑖 , 𝑖
)
, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑙 − 1.
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Звiдси випливає твердження леми. �

Доведення теореми 3.5. 1) У скiнченно–вимiрнiй напiвпростiй алгебрi над ал-
гебрично замкненим полем розмiрнiсть центра дорiвнює кiлькостi простих
компонент. Таким чином, для парного числа𝑚 узагальнена алгебра Клiфорда
𝐶𝑙𝑔(𝑙,𝑚) є простою згiдно з лемою 3.5. Порiвнюючи розмiрностi, ми отримаємо

𝐶𝑙𝑔(𝑙,𝑚) � 𝑀
𝑙
𝑚
2 (𝔽).

2) Якщо число𝑚 — непарне, то згiдно з лемою 3.5

dim𝔽 𝐶 = 𝑙 .

Таким чином, алгебра 𝐶𝑙𝑔(𝑙,𝑚) є прямою сумою деяких 𝑙 мiнiмальних iдеалiв
𝐴1, . . . , 𝐴𝑙 :

𝐶𝑙𝑔(𝑙,𝑚) = 𝐴1
⊕

· · ·
⊕

𝐴𝑙 .

Автоморфiзми алгебри 𝐶𝑙𝑔(𝑙,𝑚) переставляють iдеали 𝐴1, . . . , 𝐴𝑙 . Згiдно з на-
слiдком 3.2 леми 3.4 довiльнi два iдеали 𝐴𝑖, 𝐴 𝑗 спряженi автоморфiзмом алгебри
𝐶𝑙𝑔(𝑙,𝑚), значить, вони є iзоморфними. Знову порiвнюючи розмiрностi, отри-
маємо

𝐴1 � 𝑀
𝑙
𝑚−1
2
(𝔽).

Теорема доведена. �

Теорема 3.6. Для довiльної впорядкованої нескiнченної множини 𝐼 узагальнена

алгебра Клiфорда 𝐶𝑙𝑔(𝑙, 𝐼 ) є локально матричною алгеброю.

Доведення. Для довiльної скiнченної пiдмножини 𝑆 ⊂ 𝐶𝑙𝑔(𝑙, 𝐼 ) знайдеться скiн-
ченна пiдмножина 𝐽 ⊂ 𝐼 така, що 𝑆 ⊂ 𝐶𝑙𝑔(𝑙, 𝐽 ). Не зменшуючи загальнiсть,
будемо вважати, що порядок |𝐽 | множини 𝐽 є парним натуральним числом.
Тодi згiдно з теоремою 3.5

𝐶𝑙𝑔(𝑙, 𝐽 ) � 𝑀
𝑙
| 𝐽 |
2
(𝔽) .

Теорема 3.6 доведена. �
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3.2 Числа Стейнiца локально матричних алгебр

Нехай ℙ є множиною усiх простих чисел.

Означення 3.4. Числом Стейнiца (або супернатуральним числом) називається
формальний нескiнченний добуток вигляду:∏

𝑝∈ℙ
𝑝𝑟𝑝 , (3.12)

де 𝑟𝑝 ∈ ℕ ∪ {0,∞}.

Позначимо символом 𝕊ℕ — множину всiх чисел Стейнiца. Легко бачити,
що множина всiх натуральних чисел ℕ є пiдмножиною множини всiх чисел
Стейнiца 𝕊ℕ. Усi числа Стейнiца, якi не є натуральними числами, тобто всi
елементи з 𝕊ℕ \ ℕ, будем називати нескiнченними числами Стейнiца. Число
Стейнiца називається локально скiнченним, якщо 𝑟𝑝 ≠ ∞ для всiх 𝑝 ∈ ℙ.

Зауваження 3.2. Числа Стейнiца були уведенi Ернестом Стейнiцом (див. [103]) у
1910 роцi з метою класифiкацiї алгебричних розширень скiнченних полiв.

На множинi 𝕊ℕ визначимо добуток двох чисел вигляду (3.12) таким чином:
добутком двох чисел Стейнiца∏

𝑝∈ℙ
𝑝𝑟𝑝 i

∏
𝑝∈ℙ

𝑝𝑘𝑝 , де 𝑟𝑝, 𝑘𝑝 ∈ ℕ ∪ {0,∞},

буде число Стейнiца: ∏
𝑝∈ℙ

𝑝𝑟𝑝+𝑘𝑝 ,

де ми припускаємо, що

𝑡 + ∞ = ∞ + 𝑡 = ∞ +∞ = ∞

для всiх натуральних чисел 𝑡 або 𝑡 = 0.
Вiдмiтимо деякi властивостi чисел Стейнiца.

Будем говорити, що число Стейнiца 𝑣 дiлить число Стейнiца 𝑢, якщо iснує
таке число Стейнiца 𝑤 ∈ 𝕊ℕ, що 𝑢 = 𝑣 ·𝑤. Той факт, що число 𝑣 дiлить число
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𝑢, будемо позначати як 𝑣 |𝑢. Вiдношення подiльностi | задає на множинi 𝕊ℕ
частковий порядок. Найбiльшим елементом вiдносно цього часткового порядку
є елемент

𝐼 =
∏
𝑝∈ℙ

𝑝∞

i найменшим елементом є елемент 1. Бiльш того, частково впорядкована
множина (𝕊ℕ, |) є повною решiткою.

Кожнiй унiтальнiй локально матричнiй алгебрi 𝐴 ми зiставимо її iнварiант,
який є числом Стейнiца.

Нехай 1𝐴 — одиниця алгебри 𝐴. Розглянемо множину𝔇(𝐴) усiх унiтальних
матричних пiдалгебр локально матричної алгебри 𝐴, тобто

𝔇(𝐴) :=
{
𝐴′ | 1𝐴 ∈ 𝐴′ ⊂ 𝐴, 𝐴′ � 𝑀𝑛 (𝔽) для деякого 𝑛 ≥ 1

}
.

Розглянемо множину натуральних чисел

𝐷 (𝐴) :=
{
𝑛 ≥ 1 | знайдеться пiдалгебра 𝐴′ ∈ 𝔇(𝐴), iзоморфна алгебрi𝑀𝑛 (𝔽)

}
.

(3.13)
Якщо 𝑛 — дiльник числа𝑚, то

𝑀𝑛 (𝔽)
⊗

𝔽 𝑀𝑚
𝑛
(𝔽) � 𝑀𝑚 (𝔽).

Тим самим, алгебра𝑀𝑚 (𝔽) мiстить унiтальну пiдалгебру, яка iзоморфна алгебрi
𝑀𝑛 (𝔽). Тому, якщо число𝑚 належить множинi 𝐷 (𝐴), то всi його дiльники також
належать множинi 𝐷 (𝐴).

Означення 3.5. Числом Стейнiца алгебри 𝐴 називається найменше спiльне
кратне st(𝐴) чисел iз множини 𝐷 (𝐴).

Припустимо, що
1 ∈ 𝐴′ ⊆ 𝐴′′ ⊂ 𝐴

такi, що
𝐴′ � 𝑀𝑛 (𝐹 ), 𝐴′′ � 𝑀𝑚 (𝐹 ).

Якщо
𝐶 =

{
𝑎 ∈ 𝐴′′ | [𝑎,𝐴′] = {0}

}
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— централiзатор пiдалгебри 𝐴′ в 𝐴′′, то згiдно з теоремою Веддербарна (див.
теорему 2.1):

𝐴′′ � 𝐴′
⊗

𝔽 𝐶.

Зокрема, число 𝑛 дiлить число𝑚.
Звiдси випливає, що якщо 𝔇1 — пiдмножина множини 𝔇(𝐴) така, що

довiльна пiдалгебра 𝐴′ ∈ 𝔇(𝐴) мiститься в деякiй пiдалгебрi 𝐴′′ ∈ 𝔇1 i

𝐷1 =
{
𝑛 ≥ 1 | знайдеться пiдалгебра 𝐴′ ∈ 𝔇1,

яка iзоморфна алгебрi матриць𝑀𝑛 (𝔽)
}
,

то
НСК(𝐷1) = НСК(𝐷 (𝐴)) = st(𝐴)

(тут i в подальшому абревiатура НСК означає найменше спiльне кратне).

Приклад 3.1. Нехай алгебра 𝐴 є об’єднанням зростаючого ланцюга матричних
алгебр таких, що

1 ∈ 𝑀𝑛1 (𝔽) ⊂ 𝑀𝑛2 (𝔽) ⊂ · · · , 𝑛𝑖 | 𝑛𝑖+1, 𝑖 ≥ 1,

тобто
𝐴 =

⋃
𝑖≥1

𝑀𝑛𝑖 (𝔽).

Тодi число Стейнiца алгебри 𝐴 дорiвнює

st (𝐴) = НСК
{
𝑛𝑖, 𝑖 ≥ 1

}
=

∞∏
𝑖=0

(𝑛𝑖+1
𝑛𝑖

)
,

де 𝑛0 = 1.

Приклад 3.2. Нехай 𝐴, 𝐵 — унiтальнi локально матричнi алгебри. Згiдно з
теоремою 3.2 їх тензорний добуток

𝐴
⊗

𝔽 𝐵

також є унiтальною локально матричною алгеброю.

Теорема 3.7. Нехай 𝐴 i 𝐵 — унiтальнi локально матричнi алгебри. Тодi має мiсце

наступне спiввiдношення:

st
(
𝐴

⊗
𝔽 𝐵

)
= st (𝐴) · st (𝐵).
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Доведення. Розглянемо родину унiтальних матричних пiдалгебр

𝔇1 =
{
𝐴′

⊗
𝔽 𝐵

′ | 𝐴′ ∈ 𝔇(𝐴), 𝐵′ ∈ 𝔇(𝐵)
}
.

Позаяк кожна унiтальна матрична пiдалгебра алгебри

𝐴
⊗

𝔽 𝐵

занурюється в пiдалгебру з𝔇1, то

st
(
𝐴

⊗
𝔽 𝐵

)
= НСК

{
𝑑1 · 𝑑2 | 𝑑1 ∈ 𝐷 (𝐴), 𝑑2 ∈ 𝐷 (𝐵)

}
=

НСК
{
𝑑1 | 𝑑1 ∈ 𝐷 (𝐴)

}
· НСК

{
𝑑2 | 𝑑2 ∈ 𝐷 (𝐵)

}
=

st (𝐴) · st (𝐵) .

Теорема 3.7 доведена. �

Наслiдок 3.4. Нехай 𝐼 — непорожна множина i нехай{
𝑛𝑖

}
𝑖 ∈ 𝐼

— родина натуральних чисел, якi iндексованi множиною 𝐼 . Тодi

st
(⊗
𝑖∈𝐼

𝑀𝑛𝑖 (𝔽)
)
=

∏
𝑖∈𝐼

𝑛𝑖 ∈ 𝕊ℕ.

Приклад 3.3. Якщо 𝑉 — нескiнченно–вимiрний векторний простiр з невиродже-
ною квадратичною формою 𝑓 : 𝑉 → 𝔽, то число Стейнiца алгебри Клiфорда
𝐶𝑙 (𝑉 , 𝑓 ) дорiвнює

st
(
𝐶𝑙 (𝑉 , 𝑓 )

)
= 2∞.

Твердження прикладу 3.3 випливає з теореми 3.3 i теореми 3.4.

Приклад 3.4. Нехай 𝐼 — нескiнченна множина i натуральне число 𝑙 взаємно
просте з характеристикою поля 𝔽, якщо ця характеристика є додатним числом,
або 𝑙 — довiльне натуральне число, 𝑙 > 1, якщо характеристика поля дорiвнює
нулю. Тодi число Стейнiца узагальненої алгебри Клiфорда 𝐶𝑙𝑔(𝑙, 𝐼 ) дорiвнює

st
(
𝐶𝑙𝑔(𝑙, 𝐼 )

)
= 𝑙∞.

Твердження прикладу 3.4 випливає з теореми 3.5.

Дж. Глiмм (див. [59]) довiв:
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Теорема 3.8 (Дж. Глiмм, [59]). Двi унiтальнi злiченно–вимiрнi локально матричнi

алгебри iзоморфнi тодi й лише тодi, коли їх числа Стейнiца рiвнi.

У роботi [36] ця теорема була поширена на бiльш широкий клас — клас так
званих реляцiйних структур.

У наступному пiдроздiлi ми побудуємо приклади, якi показують, що для
алгебр незлiченної розмiрностi це твердження неправильне. Яку ж iнформацiю
про алгебри несе її число Стейнiца в незлiченно–вимiрному випадку? Про це
мова пiде в пiдроздiлi 3.4.

3.3 Тензорний i примарний розклад

Нехай 𝐴 — злiченно–вимiрна унiтальна локально матрична алгебра. У пiд-
роздiлi 3.1 (теорема 3.1) ми показали, що алгебра 𝐴 може бути зображена у
виглядi об’єднання зростаючого ланцюга матричних алгебр

1 ∈ 𝐴1 ⊂ 𝐴2 ⊂ . . . ,
⋃
𝑖≥1

𝐴𝑖 = 𝐴, 𝐴𝑖 � 𝑀𝑛𝑖 (𝔽), 𝑛𝑖 ≥ 1.

Згiдно з теоремою Веддербарна 2.1 (див. пiдроздiл 2.2) кожна алгебра 𝐴𝑖, 𝑖 ≥ 1,
є тензорним множником алгебри 𝐴𝑖+1. Позначимо через 𝐴′

𝑖+1 централiзатор
пiдалгебри 𝐴𝑖 в 𝐴𝑖+1. Тодi

𝐴𝑖+1 � 𝐴𝑖

⊗
𝔽 𝐴

′
𝑖+1.

Покладемо 𝐴′
1 = 𝐴1. Тодi

𝐴𝑖 � 𝐴
′
1

⊗
𝔽 . . .

⊗
𝔽 𝐴

′
𝑖 .

Таким чином,
𝐴 �

⊗
𝑖≥1

𝐴
′
𝑖 .

Ми довели таке твердження, яке належить Кьотe [81].

Теорема 3.9 (Кьоте, [81]). Довiльна злiченно–вимiрна унiтальна локально ма-

трична алгебра розкладається в тензорний добуток матричних алгебр.
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Для добутку натуральних чисел 𝑛 = 𝑛1 · · ·𝑛𝑘 ми маємо

𝑀𝑛 (𝔽) � 𝑀𝑛1 (𝔽)
⊗

𝔽 · · ·
⊗

𝔽 𝑀𝑛𝑘 (𝔽).

Звiдси випливає, що довiльна злiченно–вимiрна унiтальна локально матрична
алгебра iзоморфна тензорному добутку

𝐴 �
⊗
𝑖≥1

𝑀𝑝𝑖 (𝔽),

де всi числа 𝑝𝑖 є простими. Як вiдмiчалося у пiдроздiлi 3.4 (див. наслiдок 3.4)

st (𝐴) =
∏
𝑖≥1

𝑝𝑖 .

Означення 3.6 (див. [83]). Називатимемо унiтальну локально матричну алгебру
𝐴 примарною, якщо

st (𝐴) = 𝑝𝑘,

де 𝑝 — просте число, 𝑘 ∈ ℕ ∪ {∞} .

У роботi [84] О.Г. Куроша побудований приклад незлiченно–вимiрної унi-
тальної локально матричної алгебри 𝐴, число Стейнiца якої дорiвнює

st (𝐴) = 2∞

i яка не iзоморфна тензорному добутку матричних алгебр.
Важливу роль у цьому прикладi зiграв такий критерiй:

Лема 3.6 (Курош, [84]). Якщо незлiченно–вимiрна алгебра𝐴 iзоморфна тензорно-

му добутку матричних алгебр, то 𝐴 не мiстить злiченно–вимiрного пiдпростору

𝑉 такого, що централiзатор 𝐶𝐴(𝑉 ) простору 𝑉

𝐶𝐴(𝑉 ) =
{
𝑎 ∈ 𝐴 | [𝑎, 𝑉 ] = {0}

}
дорiвнює 𝔽 · 1.

Доведення. Припустимо, що 𝐼 — незлiченна множина, i нехай

𝐴 =
⊗
𝑖∈𝐼

𝑀𝑛𝑖 (𝔽), 𝑛𝑖 ≥ 2.
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Якщо 𝑉 — злiченно–вимiрний пiдпростiр алгебри 𝐴, то знайдеться злiченна
пiдмножина 𝐽 ⊂ 𝐼 така, що

𝑉 ⊂
⊗
𝑗∈𝐽

𝑀𝑛 𝑗 (𝔽).

У цьому випадку централiзатор 𝐶𝐴(𝑉 ) простору 𝑉 мiстить⊗
𝑖∈𝐼�𝐽

𝑀𝑛𝑖 (𝔽)

i не може бути рiвним 𝔽 · 1. Лема доведена. �

Наступна теорема дає новийприклад унiтальної локальноматричної алгебри,
яка не розкладається в тензорний добуток матричних алгебр.

Розглянемо векторний простiр

𝑉 =

{
(𝑎1, 𝑎2, . . . )

��� 𝑎𝑖 ∈ ℂ,

∞∑︁
𝑖=1

|𝑎𝑖 |2 < ∞
}

(3.14)

над полем комплексних чисел ℂ. Його розмiрнiсть дорiвнює

dimℂ 𝑉 = 2ℵ0 .

Також розглянемо невироджену квадратичну форму

𝑓
(
(𝑎1, 𝑎2, . . . )

)
=

∞∑︁
𝑖=1

𝑎2𝑖 ∈ ℂ.

Теорема 3.10. Алгебра Клiфорда 𝐶𝑙 (𝑉 , 𝑓 ) не розкладається в тензорний добуток

матричних алгебр.

Для доведення нам знадобляться декiлька лем.
Як i ранiше, для пiдпростору𝑊 ⊂ 𝑉 позначимо через 𝐶𝑙 (𝑊 ) пiдалгебру

алгебри 𝐶𝑙 (𝑉 , 𝑓 ), яка породжена 1 та𝑊, тобто 𝐶𝑙 (𝑊 ) � 𝐶𝑙 (𝑊, 𝑓 |𝑊 ) .

Лема 3.7. Нехай 𝑉 — нескiнченно–вимiрний простiр над полем 𝔽, 𝑓 : 𝑉 → 𝔽 —

невироджена квадратична форма. Нехай

𝑉 = 𝑉0 ⊃ 𝑉1 ⊃ 𝑉2 ⊃ · · ·

— спадний ланцюг пiдпросторiв такий, що
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(1) кожний пiдпростiр 𝑉𝑖 простору 𝑉 має скiнченну корозмiрнiсть у 𝑉 ,
(2) для пiдпросторiв 𝑉𝑖, 𝑖 ≥ 0, маємо⋂

𝑖≥0
𝑉𝑖 = {0}.

Тодi ⋂
𝑖≥0

𝐶𝑙 (𝑉𝑖) = 𝔽 · 1.

Доведення. Не зменшуючи загальностi, можна вважати простiр 𝑉 злiченно–
вимiрним. Дiйсно, нехай

𝑎 ∈
⋂
𝑖≥0

𝐶𝑙 (𝑉𝑖), 𝑎 ∉ 𝔽 · 1.

Для довiльного 𝑖 ≥ 0 знайдеться скiнченно–вимiрний пiдпростiр𝑊𝑖 ⊂ 𝑉𝑖 такий,
що 𝑎 ∈ 𝐶𝑙 (𝑊𝑖). Розглянемо пiдпростiр

𝑉 ′ =
∑︁
𝑖≥0

𝑊𝑖 та 𝑉 ′
𝑖 = 𝑉 ′

⋂
𝑉𝑖 .

Тодi
𝑉 ′ = 𝑉 ′

0 ⊃ 𝑉 ′
1 ⊃ 𝑉 ′

2 ⊃ · · · ,
⋂
𝑖≥0

𝑉 ′
𝑖 = {0}

i
𝑎 ∈

⋂
𝑖≥0

𝐶𝑙 (𝑉 ′
𝑖 ).

Очевидно, що
dim𝔽 𝑉

′ ≤ ℵ0,

звiдки випливає
dim𝔽 𝑉

′ = ℵ0.

З цього моменту будемо припускати, що простiр 𝑉 — злiченно–вимiрний.
Нехай

𝑈 = {𝑢0, 𝑢1, . . . }

— базис простору 𝑉 .
Позначимо через 𝑈0 максимальну множину базисних векторiв, лiнiйно

незалежних за модулем 𝑉1. З того, що

dim𝔽

(
𝑉 � 𝑉1

)
< ∞,
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випливає що |𝑈0 | < ∞. Не зменшуючи загальностi, вважатимемо, що 𝑢0 ∈ 𝑈0.

Припустимо, що 𝑢1 ∉ 𝑈0. Покажемо, що тодi знайдеться натуральне число
𝑛1 ≥ 1 таке, що елементи множини

𝑈0
⋃ {

𝑢1
}

є лiнiйно незалежними за модулем 𝑉𝑛1 . Справдi, нехай

𝑊 = Span (𝑈0, 𝑢1), dim𝔽 𝑊 < ∞,

де Span (𝑈0, 𝑢1) — пiдпростiр, породжений 𝑈0 та 𝑢1. Якщо елементи множини
𝑈0

⋃ {𝑢1} є лiнiйно залежними за модулем пiдпростору 𝑉𝑠, то

𝑊
⋂

𝑉𝑠 ≠ {0}.

Якщо 𝑈0
⋃ {𝑢1} є лiнiйно залежними за модулем довiльного 𝑉𝑠, 𝑠 ≥ 1, то

спадний ланцюг ненульових пiдпросторiв у скiнченно–вимiрному просторi𝑊
має ненульовий перетин. Це суперечить тому, що⋂

𝑠≥1

(
𝑊

⋂
𝑉𝑠

)
⊆

⋂
𝑠≥1

𝑉𝑠 = {0}.

Позначимо через𝑈1 максимальну пiдмножину базисних векторiв таку, що
𝑈0 ⊂ 𝑈1, 𝑢1 ∈ 𝑈1 i елементи з𝑈1 є лiнiйно незалежними за модулем пiдпростору
𝑉𝑛1 (коротко будемо говорити, що пiдмножина 𝑈1 є лiнiйно незалежною за
модулем пiдпростору 𝑉𝑛1).

Якщо 𝑢1 ∈ 𝑈0, то покладемо 𝑛1 = 2 i виберемо максимальну пiдмножину
𝑈1 ⊂ 𝑈 таку, що𝑈0 ⊆ 𝑈1 i𝑈1 є лiнiйно незалежною за модулем пiдпростору 𝑉2.

Мiркуючи таким же чином, ми знайдемо натуральне число 𝑛2 > 𝑛1 i ма-
ксимальну пiдмножину 𝑈2 базису 𝑈 таку, що 𝑈1 ⊆ 𝑈2, 𝑢2 ∈ 𝑈2, i яка є лiнiйно
незалежною за модулем пiдпростору 𝑉𝑛2 . I так далi.

Очевидно, що ⋃
𝑘≥0

𝑈𝑘 = 𝑈 .

Розглядаючи пiдпростiр 𝑉𝑛𝑘 замiсть 𝑉𝑘+1, 𝑘 ≥ 1, будемо припускати, що 𝑈𝑘 —
базис простору 𝑉 за модулем пiдпростору 𝑉𝑘+1, 𝑘 ≥ 0.

Виберемо в просторi 𝑉 новий упорядкований базис 𝑤1, 𝑤2, . . .. Покладемо
𝐵0 = 𝑈0. Далi, нехай

𝑈1 = 𝑈0
⊔ {

𝑤1, . . . ,𝑤𝑘
}
.
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Для кожного вектора𝑤𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘, знайдеться вектор

𝑤 ′
𝑖 ∈ Span(𝑈0), такий, що 𝑤𝑖 − 𝑤 ′

𝑖 ∈ 𝑉1.

Покладемо
𝐵1 =

{
𝑤1 −𝑤 ′

1, . . . , 𝑤𝑘 −𝑤 ′
𝑘

}
⊂ 𝑉1.

З побудови випливає, що

Span
(
𝐵0

⋃
𝐵1

)
= Span

(
𝑈1

)
.

Мiркуючи таким же чином, ми побудуємо сукупнiсть скiнченних множин, що
не перетинаються:

𝐵1, 𝐵2, . . . таких, що 𝐵𝑛 ⊂ 𝑉𝑛

i
Span

(
𝐵0

⊔
𝐵1

⊔
· · ·

⊔
𝐵𝑛

)
= Span

(
𝑈𝑛

)
, 𝑛 ≥ 0.

Об’єднання
𝐵 =

⋃
𝑖≥0

𝐵𝑖

буде базисом простору 𝑉 .
Визначимо лiнiйний порядок на базисi 𝐵 :
1) 𝑣 < 𝑤 для довiльних векторiв 𝑣 ∈ 𝐵𝑖, 𝑤 ∈ 𝐵 𝑗 , де 𝑖 < 𝑗,

2) для кожного 𝑖 ≥ 0 вектори в 𝐵𝑖 впорядковуються довiльним чином.
Таким чином, строго впорядкованi добутки базисних елементiв з 𝐵 утворю-

ють базис алгебри Клiфорда 𝐶𝑙 (𝑉 , 𝑓 ), а впорядкованi добутки

𝑏1 · · · 𝑏𝑛, де 𝑏1, . . . , 𝑏𝑛 ∈ 𝐵
⋂

𝑉𝑖, 𝑛 ≤ dim𝑉𝑖,

утворюють базис алгебри 𝐶𝑙 (𝑉𝑖). Звiдси випливає твердження леми 3.7. �

В алгебрi Клiфорда 𝐶𝑙 (𝑉 , 𝑓 ) є природне ℤ2–градуювання:

𝐶𝑙 (𝑉 , 𝑓 ) = 𝐶𝑙 (𝑉 , 𝑓 )0̄ + 𝐶𝑙 (𝑉 , 𝑓 )1̄,

де простори 𝐶𝑙 (𝑉 , 𝑓 )0̄ та 𝐶𝑙 (𝑉 , 𝑓 )1̄ породженi добутками

𝑉 · · · 𝑉︸   ︷︷   ︸
2𝑖
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парної довжини i добутками
𝑉 · · · 𝑉︸   ︷︷   ︸

2𝑖+1
непарної довжини вiдповiдно.

Як зазвичай, для вектора 𝑣 ∈ 𝑉 позначимо через 𝐶 (𝑣) його централiзатор в
алгебрi 𝐶𝑙 (𝑉 , 𝑓 ).

Лема3.8. Нехай𝑉 —векторнийпростiр над полем𝔽 з невиродженою квадратичною

формою 𝑓 : 𝑉 → 𝔽. Нехай 𝑣 ∈ 𝑉 , 𝑓 (𝑣) = 1. Тодi

𝐶 (𝑣) = 𝑣 𝐶𝑙 (𝑣⊥)0̄ + 𝐶𝑙 (𝑣⊥)0̄.

Доведення. Ми маємо:
𝑉 = 𝔽 · 𝑣

⊕
𝑣⊥. (3.15)

Визначимо лiнiйний оператор

𝑄𝑣 : 𝐶𝑙 (𝑉 , 𝑓 ) → 𝐶𝑙 (𝑉 , 𝑓 ), 𝑥 ↦→ 𝑣𝑥𝑣 .

З 𝑓 (𝑣) = 1 випливає
𝑄2
𝑣 (𝑥) = 𝑣𝑣𝑥𝑣𝑣 = 𝑥 .

Отже, оператор 𝑄𝑣 має власнi значенн 1 та −1. Для довiльного вектора 𝑢 ∈ 𝑉⊥

маємо
𝑢𝑣 + 𝑣𝑢 = 𝑓 (𝑢, 𝑣) · 1 = 0,

𝑄𝑣 (𝑢) = 𝑣𝑢𝑣 = −𝑢𝑣𝑣 = −𝑢.

Розклад (3.15) є розкладом простору 𝑉 в суму власних пiдпросторiв з власними
значеннями 1 та −1 вiдповiдно.

Для довiльних векторiв
𝑣1, . . . , 𝑣𝑛 ∈ 𝑣⊥

їх добуток 𝑣1 · · · 𝑣𝑛 в алгебрi𝐶𝑙 (𝑉 , 𝑓 ) вiдповiдає власному значенню 1, якщо число
𝑛 — парне, i власному значенню −1, якщо 𝑛 — непарне. Те ж саме правильне i
для добутку 𝑣𝑣1 · · · 𝑣𝑛 . Звiдси випливає твердження леми 3.8. �

Повернемося до простору 𝑉 нескiнченних сумовних послiдовностей

𝑉 =

{
(𝑎1, 𝑎2, . . . )

��� 𝑎𝑖 ∈ ℂ,

∞∑︁
𝑖=1

|𝑎𝑖 |2 < ∞
}
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над полем комплексних чисел ℂ з квадратичною формою

𝑓
(
(𝑎1, . . .)

)
=

∞∑︁
𝑖=1

𝑎2𝑖

(див. (3.14) ). Розглянемо вектор

𝑣𝑖 =
(
0, 0, . . . , 1,︸        ︷︷        ︸

𝑖

0, . . .
)
.

Лема 3.9. Нехай 𝑛 — непарне натуральне число. Тодi

𝐶 (𝑣1)
⋂

· · ·
⋂

𝐶 (𝑣𝑛) =

𝑣1 · · · 𝑣𝑛 𝐶𝑙
(
𝑣⊥1 ∩ · · · ∩ 𝑣⊥𝑛

)
0̄
+ 𝐶𝑙

(
𝑣⊥1 ∩ · · · ∩ 𝑣⊥𝑛

)
0̄
.

Доведення. Розглянемо лiнiйнi оператори

𝑄𝑖 : 𝐶𝑙 (𝑉 , 𝑓 ) → 𝐶𝑙 (𝑉 , 𝑓 ), 𝑄𝑖 (𝑥) = 𝑣𝑖 𝑥 𝑣𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛.

Очевидно, що

𝑄2
𝑖 = Id, 𝑄𝑖 𝑄 𝑗 = 𝑄 𝑗 𝑄𝑖 для довiльних 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛.

Таким чином, оператори 𝑄1, . . . , 𝑄𝑛 породжують елементарну абелеву 2–групу
𝐺. Розглянемо розклад простору 𝐶𝑙 (𝑉 , 𝑓 ) в суму власних пiдпросторiв вiдносно
дiї групи 𝐺.

Векторний простiр 𝐶𝑙 (𝑉 , 𝑓 ) породжений добутками

𝑣𝑖1 · · · 𝑣𝑖𝑝 𝑤1 · · · 𝑤𝑞, (3.16)

де
1 ≤ 𝑖1 < · · · < 𝑖𝑝 ≤ 𝑛, 𝑤1, . . . , 𝑤𝑞 ∈ 𝑣⊥1 ∩ · · · ∩ 𝑣⊥𝑛 .

Будь–який добуток (3.16) є власним вектором вiдносно дiї групи 𝐺. Ми повиннi
з’ясувати, в якому випадку елемент (3.16) має власне значення 1 вiдносно
довiльного оператора 𝑄𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛.

Нехай 𝑖 ∉ {𝑖1, . . . , 𝑖𝑝}. Якщо

𝑣𝑖1 · · · 𝑣𝑖𝑝 𝑤1 · · · 𝑤𝑞 ∈ 𝐶 (𝑣𝑖),
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то згiдно з лемою 3.8 число 𝑝 + 𝑞 є парним.
Нехай тепер 𝑗 ∈ {𝑖1, . . . , 𝑖𝑝}. Якщо

𝑣𝑖1 · · · 𝑣𝑖𝑝 𝑤1 · · · 𝑤𝑞 ∈ 𝐶 (𝑣 𝑗 ),

то згiдно з лемою 3.8 число 𝑝 + 𝑞 є непарним.
Отже, якщо

𝑣𝑖1 · · · 𝑣𝑖𝑝 𝑤1 · · · 𝑤𝑞 ∈
𝑛⋂
𝑖=1

𝐶 (𝑣𝑖),

то або 𝑝 = 0, або 𝑝 = 𝑛 i
𝑣𝑖1 · · · 𝑣𝑖𝑝 = 𝑣1 · · · 𝑣𝑛 .

Знову, згiдно з лемою 3.8 число 𝑞 є парним. Лема 3.9 доведена. �

Доведення теореми 3.10. Згiдно критерiю Куроша (лема 3.6) достатньо довести,
що

𝐶 (𝑣) = 𝔽 · 1.

Очевидно, що 𝐶 (𝑣) є ℤ2–градуйованим пiдпростором,

𝐶 (𝑣) = 𝐶0̄ + 𝐶1̄.

Нехай 𝑎 ∈ 𝐶1̄. Тодi

𝑎 ∈
𝑚∑︁
𝑖=0

𝑉 · · · 𝑉︸   ︷︷   ︸
2𝑖+1

для деякого𝑚 ≥ 0. Покладемо 𝑛 = 2𝑚 + 3. Згiдно з лемою 3.9 маємо

𝑎 ∈ 𝑣1 · · · 𝑣𝑛 𝐶𝑙
(
𝑣⊥1 ∩ · · · ∩ 𝑣⊥𝑛

)
.

Виберемо базис {𝑤 𝑗 } 𝑗∈𝐽 простору

𝑣⊥1 ∩ · · · ∩ 𝑣⊥𝑛 ,

де 𝐽 — добре впорядкована множина. Тодi{
𝑣1, . . . , 𝑣𝑛, 𝑤 𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽

}
— упорядкований базис простору 𝑉 . Упорядкованi добутки векторiв з цього
базису утворюють базис алгебри 𝐶𝑙 (𝑉 , 𝑓 ). Добутки

𝑣1 · · · 𝑣𝑛 𝑤 𝑗1 · · · 𝑤 𝑗𝑘 , 𝑗1 < · · · < 𝑗𝑘,
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лежать у цьому базисi. Отже,

𝑣1 · · · 𝑣𝑛 𝐶𝑙
(
𝑣⊥1 ∩ · · · ∩ 𝑣⊥𝑛

) ⋂ ( 2𝑚+2∑︁
𝑖=0

𝑉 · · · 𝑉︸   ︷︷   ︸
𝑖

)
= {0}.

Ми довели, що 𝑎 = 0. Таким чином,

𝐶1̄ = {0}, 𝐶 (𝑣) = 𝐶0̄.

Згiдно з лемою 3.9
𝐶0̄ =

⋂
𝑛≥1

𝐶𝑙
(
𝑣⊥1 ∩ · · · ∩ 𝑣⊥𝑛

)
0̄.

Зауважимо, що
∞⋂
𝑖=1

𝑣⊥𝑖 = {0}.

З леми 3.7 тодi випливає, що 𝐶0̄ = 𝔽 · 1. Теорема 3.10 доведена. �

Обидва приклади — приклад О.Г. Куроша [84] незлiченно–вимiрної унi-
тальної локально матричної алгебри, яка нерозкладна в тензорний добуток
матричних алгебр, i приклад алгебри Клiфорда з теореми 3.10, мають число
Стейнiца 2∞.

Наша задача: побудувати приклади незлiченно–вимiрних унiтальних локально

матричних алгебр, якi нерозкладнi в тензорний добуток матричних алгебр, з

iншими числами Стейнiца.

Розглянемо множину дiйсних чисел ℝ з природним порядком. Для нату-
рального числа 𝑙 > 1 розглянемо узагальнену 𝔽–алгебру Клiфорда 𝐶𝑙𝑔(𝑙,ℝ).
Нагадаємо, що натуральне число 𝑙 є взаємно простим з характеристикою поля 𝔽,
якщо char 𝔽 > 0, або 𝑙 — довiльне натуральне число, 𝑙 > 1, якщо характеристика
поля дорiвнює нулю. Крiм того (див. (3.9)), 𝜉 — фiксований первiсний корiнь 𝑙–го
степеня з 1. Маємо:

𝑥𝑙𝑖 = 1; 𝑥−1𝑖 𝑥 𝑗𝑥𝑖 = 𝜉𝑥 𝑗 , якщо 𝑖 < 𝑗 ;

𝑥−1𝑖 𝑥 𝑗𝑥𝑖 = 𝜉−1𝑥 𝑗 , якщо 𝑖 > 𝑗 ; 𝑖, 𝑗 ∈ ℝ.

У пiдроздiлi 3.4 ми показали (див. приклад 3.4), що 𝐶𝑙𝑔(𝑙,ℝ) — локально
матрична алгебра з числом Стейнiца 𝑙∞.
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Алгебра 𝐶𝑙𝑔(𝑙,ℝ) породжена твiрними елементами 𝑥𝑖, 𝑖 ∈ ℝ. Позначимо
символом 𝑋ℚ — множину твiрних елементiв з рацiональними iндексами.

Лема 3.10. Припустимо, що число 𝑙 непарне. Тодi централiзатор множини 𝑋ℚ в

алгебрi 𝐶𝑙𝑔(𝑙,ℝ) дорiвнює 𝔽 · 1.

Зауваження 3.3. Твердження леми 3.10 неправильне для 𝑙 = 2, тобто у випадку
звичайних алгебр Клiфорда. Якщо 𝛼, 𝛽 — рiзнi iррацiональнi числа, то 𝑥𝛼𝑥𝛽
лежить у централiзаторi множини 𝑋ℚ.

Справдi, нехай 𝑞 < 𝛼, 𝛽, де 𝑞 ∈ ℚ. Тодi

𝑥−1𝑞 𝑥𝛼 𝑥𝑞 = 𝜉 𝑥𝛼 , 𝑥−1𝑞 𝑥𝛽 𝑥𝑞 = 𝜉 𝑥𝛽, 𝑥−1𝑞 𝑥𝛼 𝑥𝛽 𝑥𝑞 = 𝜉2 𝑥𝛼 𝑥𝛽 .

Оскiльки 𝑙 = 2, то 𝜉2 = 1. Аналогiчно, для 𝛼, 𝛽 < 𝑞, де 𝑞 ∈ ℚ, ми маємо

𝑥−1𝑞 𝑥𝛼 𝑥𝛽 𝑥𝑞 = 𝜉−2 𝑥𝛼 𝑥𝛽 = 𝑥𝛼 𝑥𝛽 .

Якщо 𝛼 < 𝑞 < 𝛽, де 𝑞 ∈ ℚ, то

𝑥−1𝑞 𝑥𝛼 𝑥𝑞 = 𝜉−1 𝑥𝛼 , 𝑥−1𝑞 𝑥𝛽 𝑥𝑞 = 𝜉 𝑥𝛽, 𝑥−1𝑞 𝑥𝛼 𝑥𝛽 𝑥𝑞 = 𝑥𝛼 𝑥𝛽 .

Ми показали, що для довiльного 𝑞 ∈ ℚ елемент 𝑥𝑞 комутує з 𝑥𝛼 𝑥𝛽 .

Доведення леми 3.10. Нагадаємо (див. пiдроздiл 3.1), що для довiльного фiксова-
ного 𝑖 ∈ ℝ вiдображення (3.10)

𝜑𝑖 (𝑥 𝑗 ) = 𝜉𝛿𝑖 𝑗 𝑥 𝑗 ; 𝑗 ∈ ℝ,

продовжується до автоморфiзму алгебри𝐶𝑙𝑔(𝑙,ℝ). Згiдно з лемою 3.4 довiльний
пiдпростiр алгебри 𝐶𝑙𝑔(𝑙,ℝ), який є iнварiантним вiдносно всiх автоморфiзмiв
𝜑𝑖, 𝑖 ∈ ℝ, є лiнiйною оболонкою всiх упорядкованих мономiв

𝑥
𝑘1
𝑖1

· · · 𝑥𝑘𝑟𝑖𝑟 ; 𝑖1 < · · · < 𝑖𝑟 , 1 ≤ 𝑘𝑖 ≤ 𝑙 − 1,

якi лежать у цьому пiдпросторi. Лiнiйна оболонка множини 𝑋ℚ iнварiантна вiд-
носно автоморфiзмiв 𝜑𝑖, 𝑖 ∈ ℝ. Отже, i централiзатор множини 𝑋ℚ iнварiантний
вiдносно автоморфiзмiв 𝜑𝑖, 𝑖 ∈ ℝ.

Припустимо, що моном

𝑣 = 𝑥
𝑘1
𝑖1

· · · 𝑥𝑘𝑟𝑖𝑟
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лежить у централiзаторi множини

𝑋ℚ, 𝑖1 < · · · < 𝑖𝑟 , 𝑟 ≥ 1, 1 ≤ 𝑘1, . . . , 𝑘𝑟 ≤ 𝑙 − 1.

Якщо 𝑗 — рацiональне число, таке що 𝑗 < 𝑖1, то

𝑥−1𝑗 𝑣 𝑥 𝑗 = 𝜉𝑘1 + ··· + 𝑘𝑟 𝑣 = 𝑣,

звiдки випливає, що
𝑘1 + · · · + 𝑘𝑟 = 0 mod 𝑙 . (3.17)

Якщо 𝑗 — рацiональне число, таке що 𝑖1 < 𝑗 < 𝑖2, то

𝑥−1𝑗 𝑣 𝑥 𝑗 = 𝜉−𝑘1 + 𝑘2 + ··· + 𝑘𝑟 𝑣 = 𝑣,

звiдки випливає, що

−𝑘1 + 𝑘2 + · · · + 𝑘𝑟 = 0 mod 𝑙 . (3.18)

Вiднiмаючи порiвняння (3.17) i (3.18), отримаємо

2𝑘1 = 0 mod 𝑙 .

Позаяк число 𝑙 непарне, то
𝑘1 = 0 mod 𝑙,

притирiччя. Лема 3.10 доведена. �

З леми 3.10 i леми 3.6 (критерiю Куроша) випливатиме

Теорема 3.11. Нехай 𝑙 — непарне натуральне число,ℝ— множина дiйсних чисел зi

стандартним порядком. Тодi узагальнена алгебра Клiфорда 𝐶𝑙𝑔(𝑙,ℝ) не iзоморфна
тензорному добутку матричних алгебр.

Зауваження 3.4. Розмiрнiсть алгебри 𝐶𝑙𝑔(𝑙,ℝ) дорiвнює 2ℵ0 . При спробi побуду-
вати приклад алгебри довiльної незлiченної розмiрностi виникає питання:

чи правильно, що для будь–якої достатньо великої потужностi 𝛼 знайдеться
впорядкована множина 𝑋 потужностi 𝛼 i щiльна в нiй пiдмножина 𝑌 ⊂ 𝑋

меншої потужностi?

Вiдповiдь на це питання негативна.

Автор вдячна Олександру Кекрису (Alexander S. Kechris, California Institute of
Technology) за роз’яснення цього питання.
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Ми побудували приклади нерозкладних унiтальних локально матричних
алгебр з числами Стейнiца 𝑝∞ для довiльного простого числа 𝑝, вiдмiнного вiд
характеристики поля char 𝔽.

У роботi [83] В.М. Курочкiн сформулював запитання:

чи правильно, що довiльна унiтальна локально матрична алгебра

має примарний розклад?

Зараз ми доведемо iснування нерозкладних унiтальних локально матричних
алгебр з довiльним нескiнченним локально скiнченним числом Стейнiца. Бiльш
того, ми покажемо, що цi алгебри не допускають примарного розкладу.

Це даватиме негативну вiдповiдь на запитання В.М. Курочкiна.

Теорема 3.12. Для довiльного нескiнченного локально скiнченного числа Стейнiца

𝑠 знайдеться незлiченно–вимiрна унiтальная локально матрична алгебра з чи-

слом Стейнiца 𝑠 . Ця алгебра не має примарного розкладу, тобто не iзоморфна

тензорному добутку примарних локально матричних алгебр.

Доведення. Важливу роль при доведеннi цього твердження вiдiграє наступна
теорема О.Г. Куроша ([84], теорема 10, див. також iнше доведення цiєї теореми у
пiдроздiлi 3.4):

Теорема 3.13 (Курош). Для довiльної злiченно–вимiрної локально матричної

алгебри 𝐴 з одиницею 1𝐴 знайдеться власна пiдалгебра 1𝐴 ∈ 𝐵 ⊂ 𝐴 така, що 𝐴 � 𝐵.

Нехай 𝑠 — нескiнченне локально скiнченне число Стейнiца. Припустимо,
що всi унiтальнi локально матричнi алгебри з числом Стейнiца 𝑠 не бiльш, нiж
злiченно–вимiрнi.

Нехай 𝛾 — незлiченне трансфiнiтне число. Для довiльного трансфiнiтного
числа 𝛼 такого, що 𝛼 ≤ 𝛾 , ми побудуємо унiтальну локально матричну алгебру
𝐴𝛼 , яка задовольняє умови:
(1) st(𝐴𝛼) = 𝑠,
(2) якщо 𝛼 < 𝛽 ≤ 𝛾, то 𝐴𝛼 є власною пiдалгеброю алгебри 𝐴𝛽 .
Нехай

𝑠 =
∏
𝑖

𝑝𝑖, де 𝑝𝑖 — простi числа.
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Злiченно–вимiрна унiтальна локально матрична алгебра

𝐵 =
⊗
𝑖

𝑀𝑝𝑖 (𝔽)

має число Стейнiца 𝑠, тобто 𝑠 = st(𝐵). Покладемо 𝐴1 = 𝐵. Якщо 𝛼 є граничним
трансфiнiтним числом, то ми вважаємо

𝐴𝛼 =
⋃
𝜇<𝛼

𝐴𝜇,

де st(𝐴𝜇) = 𝑠 , i таким чином, st(𝐴𝛼) = 𝑠 .
Якщо трансфiнiтне число 𝛼 не є граничним, то iснує число 𝛼 − 1 i, за

припущенням iндукцiї, алгебра 𝐴𝛼−1 є алгеброю з числом Стейнiца st(𝐴𝛼−1) = 𝑠 .
За нашим припущенням алгебра 𝐴𝛼−1 — злiченно–вимiрна. Згiдно з теоремою
Куроша iснує унiтальна локально матрична алгебра 𝐴′ така, що

1𝐴′ ∈ 𝐴𝛼−1 $ 𝐴
′, st(𝐴′) = 𝑠 .

Покладемо 𝐴𝛼 = 𝐴′.

Тим самим ми отримали суперечнiсть, позаяк алгебра 𝐴𝛾 не може бути
злiченно–вимiрною.

Отже, ми довели iснування незлiченно–вимiрної унiтальної локально ма-
тричної алгебри 𝐴 з числом Стейнiца 𝑠 . Покажемо, що алгебра 𝐴 не допускає
примарного розкладу.

Нехай
𝑠 =

∏
𝑝∈ℙ

𝑝𝑟𝑝 , 𝑟𝑝 < ∞ для всiх 𝑝 ∈ ℙ.

Припустимо, що
𝐴 �

⊗
𝑝∈ℙ

𝐴𝑝 .

Тодi
st (𝐴) =

∏
𝑝∈ℙ

st (𝐴𝑝) =
∏
𝑝∈ℙ

𝑝𝑟𝑝 ,

звiдки випливає, що
st (𝐴𝑝) = 𝑝𝑟𝑝

для кожного простого числа 𝑝 ∈ ℙ. Значить,

𝐴𝑝 � 𝑀𝑝𝑟𝑝 (𝔽)

i алгебра 𝐴 є злiченно–вимiрною. Теорема 3.12 доведена. �
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Зауваження 3.5. Ми довели iснування незлiченно–вимiрної унiтальної локально
матричної алгебри з нескiнченним локально скiнченним числом Стейнiца.
Проте, це доведення не дає нам iнформацiї про розмiрнiсть цiєї алгебри, окрiм
того, що вона має розмiрнiсть бiльшу нiж ℵ0.

Теорема 3.14. Нехай 𝑠 — нескiнченне число Стейнiца, яке не можна зобразити у

виглядi (
char 𝔽

)∞ · 𝑛, де 𝑛 ∈ ℕ.

Тодi iснує унiтальна локально матрична алгебра 𝐴 з числом Стейнiца st (𝐴) = 𝑠,
яка не розкладається в тензорний добуток матричних алгебр.

Доведення. 1) Нехай 𝑠 = 2∞, char 𝔽 ≠ 2. Вiдомi два приклади нерозкладних
унiтальних локально матричних алгебр: приклад О.Г. Куроша з [84] i приклад
алгебри Клiфорда (теорема 3.10).

2) Для довiльного простого числа 𝑝, вiдмiнного вiд char 𝔽, узагальнена
алгебра Клiфорда𝐶𝑙𝑔(𝑝,ℝ) має числоСтейнiца𝑝∞ i не розкладається в тензорний
добуток матричних алгебр згiдно з теоремою 3.11.

3) Якщо 𝑠 — нескiнченне локально скiнченне число Стейнiца, то шукана
алгебра iснує згiдно з теоремою 3.12.

4) Залишилося розглянути випадок не локально скiнченного числа Стейнiца

𝑠 = 𝑝∞ · 𝑠′.

За умовою 𝑝 ≠ char 𝔽. Ми показали вище, що для довiльного числа Стейнiца 𝑠′

знайдеться злiченно–вимiрна унiтальна локально матрична алгебра 𝐴′ така, що
st (𝐴′) = 𝑠′.

Нехай𝐴(𝑝)—унiтальна локальноматрична алгебра з числомСтейнiца𝑝∞, яка
не розкладається в тензорний добуток матричних алгебр: приклад О. Г. Куроша
[84] або алгебра Клiфорда (теорема 3.10). В обох випадках нерозкладнiсть була
доведена за допомогою критерiю Куроша:

алгебра 𝐴(𝑝) мiстить злiченно–вимiрний пiдпростiр𝑊, централiзатор якого

дорiвнює 𝔽 · 1𝐴(𝑝) .
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Розглянемо унiтальну локально матричну алгебру

𝐴 = 𝐴(𝑝)
⊗

𝔽 𝐴
′,

причому
st (𝐴) = st (𝐴(𝑝)) · st (𝐴′) = 𝑝∞ · 𝑠′ = 𝑠 .

Пiдпростiр
𝑊

⊗
𝔽 𝐴

′ (3.19)

алгебри 𝐴 є злiченно–вимiрним. Покажемо, що централiзатор

𝐶𝐴

(
𝑊

⊗
𝔽𝐴

′
)

(3.20)

пiдпростору (3.19) в алгебрi 𝐴 дорiвнює 𝐹 · 1𝐴. Дiйсно, нехай елемент

𝑎 =
∑︁
𝑖

𝑎𝑖 ⊗ 𝑎′𝑖

лежить у централiзаторi (3.20), де елементи 𝑎′𝑖 є лiнiйно незалежними. Для
довiльного елемента𝑤 ∈𝑊 маємо[ ∑︁

𝑖

𝑎𝑖 ⊗ 𝑎′𝑖 , 𝑤 ⊗ 1𝐴′

]
=

∑︁
𝑖

[𝑎𝑖,𝑤] ⊗ 𝑎′𝑖 = 0.

Звiдси випливає, що всi елементи 𝑎𝑖 лежать у централiзаторi𝑊, тобто в 𝐹 · 1𝐴(𝑝) .
Отже,

𝑎 = 1𝐴(𝑝) ⊗ 𝑎′, 𝑎′ ∈ 𝐴′.

Таким чином, елемент 𝑎′ лежить у центрi алгебри 𝐴′, тобто в 𝐹 · 1𝐴′ . Ми довели,
що

𝐶𝐴

(
𝑊

⊗
𝔽 𝐴

′
)
= 𝔽 · 1𝐴.

Згiдно критерiю Куроша алгебра 𝐴 є нерозкладною в тензорний добуток матри-
чних алгебр. Теорема 3.14 доведена. �

Лема 3.11. Для довiльного не локально скiнченного числа Стейнiца 𝑠, яке не

зображується у виглядi (
char 𝔽

)∞ · 𝑠′,

де 𝑠′ є локально скiнченним, для будь–якої нескiнченної потужностi 𝛼 знайдеться

унiтальна локально матрична алгебра 𝐴 така, що

dim𝔽 𝐴 = 𝛼, st(𝐴) = 𝑠

i алгебра 𝐴 розкладається в нескiнченний тензорний добуток матричних алгебр.
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Доведення. Число Стейнiца 𝑠 розкладається в нескiнченний добуток простих
чисел

𝑠 = 𝑝1 𝑝2 · · · ,

при цьому деяке просте число 𝑝 ≠ char 𝔽 зустрiчається в цьому добутку
нескiнченну кiлькiсть разiв. Нехай 𝐼 — множина потужностi 𝛼. Не зменшуючи
загальностi, можна вважати, що 𝐼 мiстить множину натуральних чисел ℕ як
пiдмножину. Розглянемо функцiю

𝑛 : 𝐼 → ℕ, 𝑖 ↦→ 𝑛𝑖,

яка визначається таким чином:

𝑛𝑖 = 𝑝𝑖 для 𝑖 ∈ ℕ; 𝑛𝑖 = 𝑝 для 𝑖 ∈ 𝐼 � ℕ.

Тензорний добуток
𝐴 =

⊗
𝑖∈𝐼

𝑀𝑛𝑖 (𝔽)

задовольняє усi необхiднi умови. Лема 3.11 доведена. �

Наступна теорема показує, що теорема Глiмма 3.8 не розповсюджується на
незлiченну розмiрнiсть.

Теорема 3.15. Нехай 𝑠 — нескiнченне число Стейнiца, яке не зображується у

виглядi (
char 𝔽

)∞ · 𝑛, де 𝑛 ∈ ℕ.

Тодi iснують неiзоморфнi унiтальнi локально матричнi алгебри 𝐴 та 𝐵 такi, що

dim𝔽 𝐴 = dim𝔽 𝐵 > ℵ0 i st(𝐴) = st(𝐵) = 𝑠 .

Доведення. Нехай 𝐴 — унiтальна локально матрична алгебра з теореми 3.14,
яка нерозкладна в тензорний добуток матричних алгебр, st(𝐴) = 𝑠 . Нехай
dim𝔽 𝐴 = 𝛼. За теоремою Кьоте (див. [81])

dim𝔽 𝐴 = 𝛼 > ℵ0.

Крiм того, згiдно з лемою 3.11 iснує унiтальна локально матрична алгебра 𝐵
розмiрностi 𝛼, st(𝐵) = 𝑠, яка розкладається в тензорний добуток матричних
алгебр. Очевидно, що алгебри 𝐴 та 𝐵 — неiзоморфнi. Теорема 3.15 доведена. �
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3.4 Числа Стейнiца i унiверсальна
еквiвалентнiсть

Ми розглядаємо унiтальну 𝔽–алгебру як алгебричну систему з двома бiнар-
ними операцiями + та ·, родиною унарних операцiй множення на скаляри з
поля 𝔽 i 0–арною операцiєю 1.

Означення 3.7 (див. [88]). Нагадаємо, що замкнена формула Φ (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) мови
1-го порядку називається унiверсальною, якщо вона має вигляд

Φ (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = ∀𝑥1, . . . , ∀𝑥𝑛 𝜓 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ,

де𝜓 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) — формула, яка не мiстить кванторiв.

Очевидно, що з виконуваностi унiверсальної формули на алгебричнiй систе-
мi випливає її виконуванiсть на любiй пiдсистемi.

Для алгебричної системи 𝐴 позначимо через 𝑈𝑇ℎ(𝐴) множину всiх унiвер-
сальних формул, якi виконуються на системi 𝐴.

Означення 3.8 (див. [88]). Алгебричнi системи тiєї самої сигнатури 𝐴 i 𝐵
називаються унiверсально еквiвалентними, якщо

𝑈𝑇ℎ (𝐴) = 𝑈𝑇ℎ (𝐵).

Теорема 3.16. Унiтальнi локально матричнi алгебри 𝐴 та 𝐵 — унiверсально

еквiвалентнi тодi i тiльки тодi, коли

st
(
𝐴

)
= st

(
𝐵

)
.

Для доведення цiєї теореми нам знадобиться така лема.
Нехай 𝐷 (𝐴) — множина усiх натуральних чисел, якi дiлять st(𝐴) (див. (3.13)).

Лема 3.12. Нехай 𝐴 — унiтальна локально матрична алгебра. Властивiсть

𝑛 ∉ 𝐷 (𝐴) (3.21)

записується у виглядi унiверсальної замкненої формули.
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Доведення. Розглянемо замкнену унiверсальну формулу

Φ
(
𝑥𝑖 𝑗 , 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛

)
� ∀𝑥𝑖 𝑗 , 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛( (

(
∧
𝑖, 𝑗, 𝑡, 𝑠

𝑥𝑖 𝑗 𝑥𝑡𝑠 = 𝛿 𝑗𝑡𝑥𝑖𝑠 )
) ∧ (

𝑥11 + 𝑥22 + . . . + 𝑥𝑛𝑛 = 1
) )

→ (1 ≠ 1).

Ця формула виконується на унiтальнiй локально матричнiй алгебрi 𝐴 тодi i
тiльки тодi, коли виконується умова (3.21) Лема доведена. �

Доведення теореми 3.16. Якщо унiтальнi локально матричнi алгебри 𝐴 i 𝐵 унi-
версально еквiвалентнi, то згiдно з лемою 3.12

𝐷 (𝐴) = 𝐷 (𝐵). (3.22)

Таким чином,

st
(
𝐴
)
= HСK 𝐷 (𝐴) = HСK 𝐷 (𝐵) = st

(
𝐵
)
.

Припустимо тепер, що st(𝐴) = st(𝐵). Оскiльки 𝐷 (𝐴) складається з усiх
натуральних чисел, якi дiлять st(𝐴), то звiдси випливає рiвнiсть (3.22).

Згiдно з локальною теоремою Мальцева 2.3 (див. пiдроздiл 2.3) алгебра 𝐴
занурюється в ультрадобуток матричних алгебр

𝑀𝑛 (𝔽), 𝑛 ∈ 𝐷 (𝐴). (3.23)

З рiвностi (3.22) випливає, що довiльна матрична алгебра (3.23) унiтально
занурюється в алгебру 𝐵. Отже, алгебра 𝐴 унiтально занурюється в деякий
ультрастепiнь алгебри 𝐵. Згiдно з теоремою Лося 2.2 (див. пiдроздiл 2.3)

𝑈𝑇ℎ (𝐵) ⊆ 𝑈𝑇ℎ (𝐴).

Аналогiчно,
𝑈𝑇ℎ (𝐴) ⊆ 𝑈𝑇ℎ (𝐵).

Теорема доведена. �

Зауваження 3.6. Теорема 3.16 перестає бути правильною, якщо сигнатура алгебри
не мiстить константу 1. У цьому випадку кожна матрична алгебра𝑀𝑛 (𝔽) буде
занурюватися у будь–яку нескiнченно–вимiрну локально матричну алгебру.
А тому довiльнi двi нескiнченно–вимiрнi локально матричнi алгебри будуть
унiверсально еквiвалентними.
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3.5 Морiта еквiвалентнiсть локально матричних
алгебр

Означення 3.9 (див. [89, 55, 62]). Нагадаємо, що унiтальнi алгебри 𝐴 та 𝐵 нази-
ваються Морiта еквiвалентними, якщо категорiї їх лiвих модулiв еквiвалентнi.

Нехай 𝑒 ∈ 𝐴 — iдемпотент. Пiдалгебру 𝑒𝐴𝑒 , яка є пiрсiвською компонентою,
називатимемо кутом алгебри𝐴. Iдемпотент 𝑒 називається повним, якщо𝐴𝑒𝐴 = 𝐴.

К. Морiта (див. [85, 89, 55]) довiв, що алгебри 𝐴 та 𝐵 є Морiта еквiвалентними
тодi й лише тодi, коли знайдуться 𝑛 ≥ 1 i повний iдемпотент 𝑒 матричної
алгебри𝑀𝑛 (𝐴) такi, що

𝐵 � 𝑒 𝑀𝑛 (𝐴) 𝑒.

Означення 3.10. Назвемо властивiсть P Морiта iнварiантною, якщо двi Морiта
еквiвалентнi алгебри 𝐴 та 𝐵 мають або не мають властивiсть P одночасно.

Лема 3.13. 1) Локальна матричнiсть є Морiта iнварiантною властивiстю.

2) Властивiсть унiтальної алгебри 𝐴 розкладатися в тензорний добуток

матричних алгебр є Морiта iнварiантною властивiстю.

Доведення. Припустимо, що унiтальнi алгебри 𝐴 та 𝐵 є Морiта еквiвалентними.
Тодi iснує 𝑛 ≥ 1 i повний iдемпотент 𝑒 ∈ 𝑀𝑛 (𝐴) такi, що

𝐵 � 𝑒 𝑀𝑛 (𝐴) 𝑒.

Якщо алгебра 𝐴 є локально матричною, то алгебра матриць 𝑀𝑛 (𝐴) також є
локально матричною. Ж. Дiксм’є [53] показав, що кут локально матричної
алгебри є локально матричною алгеброю. Звiдси випливає, що 𝐵 є локально
матричною алгеброю.

Тепер припустимо, що

𝐴 �
⊗
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖, 𝐴𝑖 � 𝑀𝑛𝑖 (𝔽), 𝑛𝑖 ≥ 1.
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Тодi
𝑀𝑛 (𝐴) � 𝑀𝑛 (𝔽)

⊗
𝔽 𝐴 � 𝑀𝑛 (𝔽)

⊗
𝔽

(⊗
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖

)
.

Ототожнимо елементи алгебри 𝑀𝑛 (𝐴) з їх образами при такому iзоморфiзмi.
Iснує скiнченна пiдмножина 𝐼0 ⊂ 𝐼 така, що

𝑒 ∈ 𝑀𝑛 (𝔽)
⊗

𝔽

(⊗
𝑖∈𝐼0

𝐴𝑖

)
.

Як i ранiше, ми помiчаємо, що кут

𝑒

(
𝑀𝑛 (𝔽)

⊗
𝔽

( ⊗
𝑖∈𝐼0

𝐴𝑖

))
𝑒

є матричною алгеброю.
Ми маємо:

𝐵 � 𝑒

(
𝑀𝑛 (𝔽)

⊗
𝔽

( ⊗
𝑖∈𝐼0

𝐴𝑖

) )
𝑒

⊗
𝔽

( ⊗
𝑖∈𝐼�𝐼0

𝐴𝑖

)
.

Лема 3.13 доведена. �

Означення 3.11. Будемо говорити, що числа Cтейнiца 𝑠1 та 𝑠2 є рацiонально
зв’язними, якщо знайдеться рацiональне число 𝑞 ∈ ℚ таке, що

𝑠2 = 𝑞 · 𝑠1. (3.24)

У цьому пiдроздiлi ми доведемо таку теорему.

Теорема 3.17. 1) Якщо унiтальнi локально матричнi алгебри 𝐴 та 𝐵 Морiта

еквiвалентнi, то їх числа Стейнiца рацiонально зв’язнi.

2) Якщо унiтальнi локально матричнi алгебри𝐴та𝐵 злiченно–вимiрнi, то вони

Морiта еквiвалентнi тодi й лише тодi, коли їх числа Стейнiца рацiонально

зв’язнi.

3) Для довiльного нескiнченного не локально скiнченного числа Стейнiца 𝑠, яке

не зображується у виглядi (char 𝔽)∞ · 𝑠′, де число Стейнiца 𝑠′ є локально

скiнченним, iснують не Морiта еквiвалентнi локально матричнi алгебри 𝐴 i

𝐵 такi, що

dim𝔽 𝐴 = dim𝔽 𝐵, st(𝐴) = st(𝐵) = 𝑠 .
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4) Для злiченно–вимiрних унiтальних локально матричних алгебр їх класи

Морiта еквiвалентностi є злiченними з точнiстю до iзоморфiзму. Для унi-

тальних локально матричних алгебр довiльної розмiрностi їх класи Морiта

еквiвалентностi є злiченними з точнiстю до унiверсальної еквiвалентностi.

Зауваження 3.7. Злiченнiсть класiв Морiта еквiвалентностi для скiнченно–
визначених алгебр обговорювалася у роботах [1, 17, 49].

Розглянемо унiтальну локально матричну алгебру 𝐴. Нехай 𝑎 ∈ 𝐴. Iснує
пiдалгебра 𝐴1 ⊂ 𝐴 така, що

1 ∈ 𝐴1, 𝑎 ∈ 𝐴1 i 𝐴1 � 𝑀𝑛 (𝔽) для деякого 𝑛 ≥ 1.

Нехай 𝜑 задає iзоморфiзм 𝐴1 та𝑀𝑛 (𝔽). Позначимо через 𝑟 ранг матрицi 𝜑 (𝑎) ∈
𝑀𝑛 (𝐹 ). Покладемо

𝑟 (𝑎) =
𝑟

𝑛
, 0 ≤ 𝑟 (𝑎) ≤ 1.

Лема 3.14 (Курочкiн, [83]). Число 𝑟 (𝑎) не залежить вiд вибору пiдалгебри 𝐴1.

Доведення. Нехай

1 ∈ 𝐴1 ⊂ 𝐴, 1 ∈ 𝐴2 ⊂ 𝐴, 𝐴1 � 𝑀𝑛1 (𝔽), 𝐴2 � 𝑀𝑛2 (𝔽),

𝑎 ∈ 𝐴1
⋂

𝐴2.

Позначимо через 𝑟1 та 𝑟2 ранги елемента 𝑎 в матричних алгебрах 𝑀𝑛1 (𝔽) та
𝑀𝑛2 (𝔽) вiдповiдно.

Iснує пiдалгебра 𝐴3 ⊂ 𝐴 така, що

𝐴3 � 𝑀𝑛3 (𝔽) i 𝐴1 ⊂ 𝐴3, 𝐴2 ⊂ 𝐴3.

За теоремою Веддербарна (див. теорему 2.1, пiдроздiл 2.2) пiдалгебри 𝐴1 та 𝐴2 є
тензорними множниками в алгебрi 𝐴3. Таким чином, в алгебрi𝑀𝑛3 (𝔽) елемент
𝑎 має ранг

𝑟1 · 𝑛3
𝑛1

= 𝑟2 · 𝑛3
𝑛2

.

Звiдси випливає, що
𝑟1
𝑛1

=
𝑟2
𝑛2

.

Лема 3.14 доведена. �
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Називатимемо число 𝑟 (𝑎) вiдносним рангом (або рангом Курочкiна) елемента
𝑎 в алгебрi 𝐴.

Лема 3.15. Нехай 𝑒 — iдемпотент унiтальної локально матричної алгебри 𝐴. Тодi

st (𝑒 𝐴 𝑒) = 𝑟 (𝑒) · st (𝐴).

Доведення. Розглянемо родину пiдалгебр 𝐴𝑖 ⊂ 𝐴 таких, що

1 ∈ 𝐴1, 𝐴𝑖 � 𝑀𝑛𝑖 (𝔽) i 𝑒 ∈ 𝐴𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼 .

Тодi
st (𝐴) = HСK {𝑛𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼 }.

Ми матимемо, що
𝑒 𝐴𝑖 𝑒 � 𝑀𝑟 (𝑒)·𝑛𝑖 (𝔽).

Отже,
st (𝑒 𝐴 𝑒) = HСK

{
𝑟 (𝑒) · 𝑛𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼

}
= 𝑟 (𝑒) · st (𝐴).

Лема 3.15 доведена. �

Доведення теореми 3.17. 1) Нехай 𝐴 i 𝐵 — унiтальнi локально матричнi Морiта
еквiвалентнi алгебри. Тодi iснує 𝑛 ≥ 1 i iдемпотент 𝑒 ∈ 𝑀𝑛 (𝐴) такi, що

𝐵 � 𝑒 𝑀𝑛 (𝐴) 𝑒.

Нехай 𝑟 (𝑎) — вiдносний ранг iдемпотента 𝑒 в локально матричнiй алгебрi𝑀𝑛 (𝐴).
За лемою 3.15

st (𝐵) = 𝑟 (𝑒) · st (𝑀𝑛 (𝐴)) = 𝑟 (𝑒) · 𝑛 · st (𝐴).

Оскiльки 𝑟 (𝑒) · 𝑛 є рацiональним числом, то числа Cтейнiца st(𝐴) та st(𝐵) —
рацiонально зв’язнi.

2) Припустимо, що унiтальнi локально матричнi алгебри 𝐴 та 𝐵 злiченно–
вимiрнi, а їх числа Cтейнiца st(𝐴) i st(𝐵) — рацiонально зв’язнi. Наша мета —
довести, що алгебри 𝐴 та 𝐵 є Морiта еквiвалентними.

Iснують натуральнi числа 𝑘, 𝑙 такi, що

𝑘 · st (𝐴) = 𝑙 · st (𝐵).



117

Розглянемо матричнi алгебри𝑀𝑘 (𝐴) i𝑀𝑙 (𝐵) . Ми маємо

st (𝑀𝑘 (𝐴)) = 𝑘 · st (𝐴) = 𝑙 · st (𝐵) = st (𝑀𝑙 (𝐵)) .

За теоремою Глiмма 3.8 алгебри𝑀𝑘 (𝐴) i𝑀𝑙 (𝐵) iзоморфнi. Отже, алгебри 𝐴 та 𝐵 —
Морiта еквiвалентнi.

3) Нехай 𝑠 — нескiнченне не локально скiнченне число Стейнiца, яке не
зображується у виглядi (char 𝔽)∞ ·𝑠′, де число Стейнiца 𝑠′ є локально скiнченним.
При доведеннi теореми 3.15 ми побудували двi унiтальнi локально матричнi
алгебри 𝐴 та 𝐵 такi, що

dim𝔽 (𝐴) = dim𝔽 (𝐵), st (𝐴) = st (𝐵) = 𝑠,

при цьому алгебра𝐵 iзоморфна тензорному добутку матричних алгебр, а алгебра
𝐴 — не iзоморфна. Тодi за лемою 3.13 алгебри 𝐴 та 𝐵 не Морiта еквiвалентнi.

4) Для злiченно–вимiрної локально матричної алгебри𝐴 всi алгебри в її класi
Морiта еквiвалентностi мають числа Стейнiца

𝑞 · st(𝐴), де 𝑞 — ненульове рацiональне число.

Бiльш того, цi алгебри однозначно визначатимуться своїми числами Стейнiца.
Звiдси випливає, що клас Морiта еквiвалентностi злiченний.

Якщо алгебра 𝐴 не обов’язково є злiченно–вимiрною, то згiдно з теоремою
3.16 числа Стейнiца 𝑞 · st(𝐴) визначають унiверсальнi елементарнi теорiї алгебр з
класу Морiта еквiвалентностi. Звiдси випливає, що цей клас злiчений з точнiстю
до унiверсальної еквiвалентностi. Теорема 3.17 доведена. �

Якщо ненульовi числа Стейнiца 𝑠1 та 2 — рацiонально зв’язнi, то ми можемо
говорити про їх частку

𝑞 =
𝑠2
𝑠1

∈ ℚ.

Цедозволяєнамвизначитипорядокна класiМорiта еквiвалентностi злiченно–
вимiрних локально матричних алгебр:

для алгебр 𝐴1, 𝐴2 з цього класу еквiвалентностi покладемо

𝐴1 < 𝐴2, якщо st (𝐴1)
st (𝐴2)

< 1.
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Тим самим отримаємо таке твердження.

Твердження 3.1. Клас Морiта еквiвалентностi унiтальної злiченно–вимiрної

локально матричної алгебри є злiченною лiнiйно впорядкованною множиною.

Твердження3.2. Якщо𝐴1та𝐴2—злiченно–вимiрнi унiтальнi локальноматричнi

алгебри, то
st (𝐴1)
st (𝐴2)

< 1

тодi й лише тодi, коли алгебра 𝐴1 iзоморфна власному куту алгебри 𝐴2.

Доведення. Якщо 𝐴1 � 𝑒 𝐴2 𝑒, де 𝑒 — повний iдемпотент алгебри 𝐴2, то згiдно з
лемою 3.15

st (𝐴1) = 𝑟 (𝑒) · st (𝐴2),

де 𝑟 (𝑒) — вiдносний ранг iдемпотента 𝑒 в алгебрi 𝐴2. Звiдси випливає, що

st (𝐴1)
st (𝐴2)

= 𝑟 (𝑒) < 1.

Тепер припустимо, що

st (𝐴1)
st (𝐴2)

=
𝑚

𝑛
< 1,

де𝑚, 𝑛 — взаємно простi натуральнi числа. Це можливо лише в тому випадку,
коли

𝑛 | st (𝐴2).

Отже, алгебра 𝐴2 мiстить пiдалгебру 𝐴′
2 таку, що

1 ∈ 𝐴′
2 ⊂ 𝐴 i 𝐴′

2 � 𝑀𝑛 (𝔽).

Згiдно з теоремою Веддербарна (див. теорема 2.1, пiдроздiл 2.2)

𝐴2 � 𝐴′
2

⊗
𝔽 𝐶 � 𝑀𝑛 (𝐶),

де 𝐶 — централiзатор пiдалгебри 𝐴′
2 в 𝐴2.

Розглянемо iдемпотент

𝑒 = diag(1 1 . . . 1︸    ︷︷    ︸
𝑚

0 . . . 0) ∈ 𝑀𝑛 (𝐶), 𝑟 (𝑒) =
𝑚

𝑛
.
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Згiдно з лемою 3.15

st
(
𝑒 𝑀𝑛 (𝐶) 𝑒

)
=
𝑚

𝑛
· st

(
𝐴2

)
= st

(
𝐴1

)
.

За теоремою Глiмма 3.8 алгебра 𝐴1 iзоморфна куту 𝑒 𝑀𝑛 (𝐶) 𝑒 алгебри 𝑀𝑛 (𝐶), а
тому вона iзоморфна i куту алгебри 𝐴2. Твердження 3.2 доведене. �

Висновки до роздiлу 3

У цьому роздiлi вивчалися числа Стейнiца i розклади в тензорний добуток
локально матричних алгебр. Основними результатами роздiлу є такi.

• Показано, що алгебра Клiфорда невиродженої квадратичної форми на
нескiнченно–вимiрному векторному просторi над полем характеристики,
вiдмiнної вiд 2, є локально матричною алгеброю.

• Дослiджена будова скiнченно–вимiрних узагальнених алгебр Клiфорда
𝐶𝑙𝑔(𝑙,𝑚) над полем характеристики, яка є взаємно простою з числом 𝑙 .

• Показано, що для нескiнченної впорядкованної множини 𝐼 i поля 𝔽,
характеристика якого є взаємно простою з числом 𝑙, узагальнена алгебра
Клiфорда 𝐶𝑙𝑔(𝑙, 𝐼 ) є локально матричною алгеброю.

• Визначений iнварiант довiльної унiтальної локально матричної алгебри,
а саме, число Стейнiца, яке в злiченно–вимiрному випадку збiгається з
числом Стейнiца, визначеним Дж. Глiммом.

• Побудованi приклади неiзоморфних унiтальних локально матричних
алгебр розмiрностей бiльших за ℵ0, але таких, що мають однаковi числа
Стейнiца. Таким чином, показано, що теорема Глiмма не узагальнюється
на незлiченно–вимiрний випадок.

• Доведено iснування незлiченно–вимiрних унiтальних локально матри-
чних алгебр, якi не розкладаються в тензорний добуток примарних ком-
понент. Таким чином, отримана вiдповiдь на питання В.М. Курочкiна: "чи
розкладається довiльна унiтальна локально матрична алгебра в тензорний
добуток примарних алгебр?"
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• Побудована нова велика серiя прикладiв унiтальних локально матричних
алгебр, якi не розкладаються у тензорний добуток матричних алгебр.
Зокрема, показано, що для довiльного нескiнченного числа Стейнiца 𝑠,
вiдмiнного вiд 𝑝∞ · 𝑛, де 𝑝 — характеристика основного поля, а 𝑛 — деяке
натуральне число, знайдеться незлiченно–вимiрна унiтальна локально
матрична алгебра, яка має число Стейнiца 𝑠 i яка не розкладається в
тензорний добуток матричних алгебр.

• Показано, що унiтальнi локально матричнi алгебри (довiльної розмiрностi)
мають однаковi числа Стейнiца тодi й лише тодi, коли їх унiверсальнi
елементарнi теорiї збiгаються.

• Показано, що Морiта еквiвалентнi унiтальнi локально матричнi алге-
бри мають рацiонально зв’язнi числа Стейнiца. Причому, якщо алгебри
злiченно–вимiрнi, то умова рацiональної зв’язностi їх чисел Стейнiца є
необхiдною i достатньою умовою для того, щоб вони були Морiта еквiва-
лентними.

• Побудованi приклади не Морiта еквiвалентних незлiченно–вимiрних унi-
тальних локально матричних алгебр, якi мають однаковi числа Стейнiца.

• Показано, що клас Морiта еквiвалентностi унiтальної злiченно–вимiрної
локально матричної алгебри є злiченною лiнiйно впорядкованною мно-
жиною.
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Роздiл 4

Спектри локально матричних алгебр

У цьому роздiлi вивчаються спектри локально матричних алгебр. Результати
цього роздiлу опублiковано в [27].

4.1 Спектри i повнi пiдмножини множини чисел
Стейнiца

Припустимо, що 𝐴 — не обов’зково унiтальна локально матрична алгебра.
Для довiльного iдемпотента 0 ≠ 𝑒 ∈ 𝐴 пiдалгебра 𝑒𝐴𝑒 є унiтальною локально
матричною алгеброю, тому доцiльно розглядати число Стейнiца st (𝑒𝐴𝑒).

Означення 4.1. Назвемо множину чисел Стейнiца

Spec (𝐴) =
{
st (𝑒𝐴𝑒) | 𝑒 ∈ 𝐴, 𝑒2 = 𝑒

}
, (4.1)

де 𝑒 пробiгає всi iдемпотенти алгебри 𝐴, спектром алгебри 𝐴.

Для числа Стейнiца 𝑠 позначимо через

Ω (𝑠) =
{
𝑛 ∈ ℕ

�� число 𝑛 дiлить число 𝑠
}

— множину натуральних чисел, якi дiлять 𝑠 . Нехай 𝑠1, 𝑠2 — числа Стейнiца.

Означення 4.2. Скажемо, що число Стейнiца 𝑠1 скiнченно дiлить число Стей-
нiца 𝑠2, якщо знайдеться натуральне число

𝑏 ∈ Ω (𝑠2) таке, що 𝑠1 =
𝑠2
𝑏
.
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Позначаємо: 𝑠1
��
𝑓 𝑖𝑛 𝑠2.

Зрозумiло, у випадку, коли число 𝑠1 скiнченно дiлить число 𝑠2, то числа
Стейнiца 𝑠1, 𝑠2 є рацiонально зв’язними.

Лема 4.1. 1) Нехай 𝑠1, 𝑠2 ∈ Spec (𝐴). Тодi знайдуться натуральнi числа 𝑎 ∈ ℕ,

𝑏 ∈ Ω (𝑠1) такi, що

𝑠2 =
𝑎

𝑏
𝑠1.

2) Нехай число Стейнiца 𝑠1 скiнченно дiлить число Стейнiца 𝑠2та 𝑠2 ∈ Spec (𝐴).
Тодi 𝑠1 ∈ Spec (𝐴).

3) Нехай числа Стейнiца 𝑠, 𝑛𝑠 такi, що

𝑠, 𝑛𝑠 ∈ Spec (𝐴), де 𝑠 ∈ 𝕊ℕ, 𝑛 ∈ ℕ.

Тодi 𝑖𝑠 ∈ Spec (𝐴) для довiльного 𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛.

Доведення. 1) Нехай 𝑒1, 𝑒2 — iдемпотенти алгебри 𝐴,

𝑠1 = st (𝑒1𝐴𝑒1), 𝑠2 = st (𝑒2𝐴𝑒2).

Визначимо частковий порядок на множинi усiх iдемпотентiв. Для iдемпотентiв
𝑒, 𝑓 ∈ 𝐴 скажемо, що

𝑒 ≥ 𝑓 , якщо 𝑓 ∈ 𝑒 𝐴 𝑒.

Мистверджуємо,щодлядовiльних iдемпотентiв𝑒1, 𝑒2 ∈ 𝐴 знайдеться iдемпотент
𝑒3 ∈ 𝐴 такий, що 𝑒1 ≤ 𝑒3, 𝑒2 ≤ 𝑒3. Справдi, оскiльки алгебра 𝐴 є локально
матричною алгеброю, то iснує матрична пiдалгебра𝑀𝑘 (𝔽), така що

𝑒1, 𝑒2 ∈ 𝑀𝑘 (𝔽).

Якщо 𝑒3 — одиничний елемент пiдалгебри𝑀𝑘 (𝔽), то

𝑒1 ≤ 𝑒3, 𝑒2 ≤ 𝑒3.

Нехай 𝑞1, 𝑞2 — вiдноснi ранги iдемпотентiв 𝑒1, 𝑒2 вiдповiдно в унiтальнiй
локально матричнiй алгебрi 𝑒3𝐴𝑒3. За лемою 3.15

st (𝑒1𝐴𝑒1) = 𝑞1 st (𝑒3𝐴𝑒3), st (𝑒2𝐴𝑒2) = 𝑞2 st (𝑒3𝐴𝑒3).

Звiдси випливає твердження 1).
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2) Припустимо, шо 𝑒 ∈ 𝐴 — iдемпотент i

𝑠2 = st (𝑒 𝐴 𝑒).

Нехай натуральне число 𝑘 задовольняє умову

𝑘 ∈ Ω (𝑠2), 𝑠1 =
𝑠2
𝑘
.

Унiтальна локально матрична алгебра 𝑒𝐴𝑒 мiстить пiдалгебру

𝑀𝑘 (𝔽) таку, що 𝑒 ∈ 𝑀𝑘 (𝔽).

Розглянемо матричну одиницю 𝑒11 алгебри𝑀𝑘 (𝔽). Вiдносний ранг iдемпотента
𝑒11 в алгебрi 𝑒𝐴𝑒 дорiвнює 1

𝑘
. Знову ж таки, за лемою 3.15 ми маємо

st (𝑒11𝐴𝑒11) =
1
𝑘
st (𝑒 𝐴 𝑒) = 𝑠1.

3) Нехай 𝑒1, 𝑒2 ∈ 𝐴 — iдемпотенти, такi що

𝑠 = st (𝑒1𝐴𝑒1), 𝑛 𝑠 = st (𝑒2𝐴𝑒2), 𝑛 ≥ 1.

Iснує матрична пiдалгебра
𝑀𝑘 (𝔽) ⊂ 𝐴,

яка мiстить 𝑒1 i 𝑒2. Так як i вище, 𝑒3 — одиниця алгебри𝑀𝑘 (𝔽). Позначимо через
rang(𝑒𝑖) ранг елемента 𝑒𝑖 в алгебрi матриць𝑀𝑘 (𝔽) для 𝑖 = 1, 2, 3. За лемою 3.15

𝑠 =
rang(𝑒1)

𝑘
· st (𝑒3𝐴𝑒3), 𝑛 𝑠 =

rang(𝑒2)
𝑘

· st (𝑒3𝐴𝑒3),

звiдки випливає
rang(𝑒2) = 𝑛 · rang(𝑒1).

Зокрема,
𝑛 · rang(𝑒1) ≤ 𝑘.

Розглянемо iдемпотент

𝑒 = diag
(
1, 1, . . . , 1,︸        ︷︷        ︸
𝑖 ·rang(𝑒1)

0, 0, . . . , 0
)

в алгебрi матриць
𝑀𝑘 (𝔽), 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛.
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За лемою 3.15
st (𝑒 𝐴 𝑒) =

𝑖 · rang(𝑒1)
𝑘

· st (𝑒3𝐴𝑒3) =

𝑖 · 𝑟 (𝑒1) · st (𝑒3𝐴𝑒3) = 𝑖 · st (𝑒1𝐴𝑒1) = 𝑖 𝑠,

де 𝑟 (𝑒1) позначає вiдносний ранг елемента 𝑒1 (див. стор. 116). Лема 4.1 доведена.
�

Означення 4.3. Назвемо множину 𝑆 ⊂ 𝕊ℕ повною, якщо виконуються умови:
1) довiльнi два числа Стейнiца iз 𝑆 рацiонально зв’язнi,
2) якщо 𝑠2 ∈ 𝑆 i 𝑠1

��
𝑓 𝑖𝑛 𝑠2, то 𝑠1 ∈ 𝑆,

3) якщо 𝑠, 𝑛𝑠 ∈ 𝑆, де 𝑠 ∈ 𝕊ℕ, 𝑛 ∈ ℕ, то 𝑖𝑠 ∈ 𝑆 для довiльного 𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛.

Лема 4.1 стверджує, що для довiльної локально матричної алгебри𝐴 її спектр
Spec (𝐴) є повною множиною чисел Стейнiца.

Тепер нашою задачею є классификацiя усiх повних пiдмножин множини чисел

Стейнiца 𝕊ℕ.

Зазначимо, що коли хоча б одне число Стейнiца з повної множини 𝑆 є
нескiнченним, то завдяки умовi 1) означення 4.3 усi числа з 𝑆 є нескiнченними.

Нехай 𝑆 — повна множина чисел Стейнiца. Для числа Стейнiца 𝑠 ∈ 𝑆 i
натурального числа 𝑏 ∈ Ω (𝑠) покладемо

𝑟𝑠 (𝑏) = max
{
𝑖 ≥ 1

�� 𝑖 · 𝑠
𝑏

∈ 𝑆
}
.

Лема 4.2. Якщо знайдеться число Стейнiца 𝑠0 ∈ 𝑆 i натуральне число 𝑏0 ∈ Ω (𝑠0)
такi, що

𝑟𝑠0 (𝑏0) = ∞,

то для довiльних 𝑠 ∈ 𝑆 та 𝑏 ∈ Ω (𝑠) ми маємо

𝑟𝑠 (𝑏) = ∞. (4.2)

Доведення. Доведемо спочатку, що

𝑟𝑠0 (𝑏) = ∞ для довiльного 𝑏 ∈ Ω (𝑠0) .

Справдi, iснує
𝑐 ∈ Ω (𝑠0) таке, що 𝑏0 | 𝑐 i 𝑏 | 𝑐.
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Для довiльного 𝑖 ≥ 1

𝑖 · 𝑠0
𝑏0

=

(
𝑖 · 𝑐

𝑏0

)
· 𝑠0
𝑐

∈ 𝑆.

Звiдси випливає, що
𝑟𝑠0 (𝑐) = ∞.

А також
𝑖 · 𝑠0

𝑏
=

(
𝑖 · 𝑐

𝑏

)
· 𝑠0
𝑐

∈ 𝑆.

Iнакше кажучи,
𝑟𝑠0 (𝑏) = ∞.

Тепер розглянемо довiльне число Стейнiца 𝑠 ∈ 𝑆. Згiдно з умовою 1) означе-
ння 4.3

𝑠 =
𝑎

𝑏
· 𝑠0, де 𝑏 ∈ Ω (𝑠0), 𝑎, 𝑏 ∈ ℕ.

Тодi з умови 2) означення 4.3 маємо
𝑠0
𝑏

∈ 𝑆.

Виберемо
𝑐 ∈ Ω

( 𝑠0
𝑏

)
.

Тодi
𝑐 ∈ Ω (𝑠) i 𝑏𝑐 ∈ Ω (𝑠0).

Для довiльного 𝑖 ≥ 1 ми маємо

𝑖 · 𝑠
𝑐

= 𝑖 · 𝑎 · 𝑠0
𝑏𝑐

∈ 𝑆

через те, що
𝑟𝑠0 (𝑏𝑐) = ∞.

Звiдси випливає
𝑟𝑠 (𝑐) = ∞.

Отже, рiвнiсть (4.2) виконується i лема 4.2 доведена. �

Якщо повна множина чисел Стейнiца 𝑆 задовольняє умови леми 4.2, то
будемо називати таку множину повною множиною нескiнченного типу. В iншому
випадку 𝑆 — повна множина скiнченного типу.
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Для довiльного числа Стейнiца 𝑠0 розглянемо множину

𝑆 (∞, 𝑠0) :=
{ 𝑎
𝑏

· 𝑠0
��� 𝑎 ∈ ℕ, 𝑏 ∈ Ω (𝑠0)

}
.

Лема 4.3. 1) 𝑆 (∞, 𝑠0) є повною множиною нескiнченного типу.

2) Якщо 𝑆 — повна множина нескiнченного типу, то для довiльного числа

Стейнiца 𝑠 ∈ 𝑆 виконується:

𝑆 = 𝑆 (∞, 𝑠).

Доведення. Перевiримо для множини 𝑆 (∞, 𝑠0) умови 1), 2), 3) означення 4.3.
Умова 1) очевидно виконується.

Нехай
𝑠 =

𝑎

𝑏
· 𝑠0, 𝑏 ∈ Ω (𝑠0).

Не обмежуючи загальностi, вважаємо, що найбiльший спiльний дiльник чисел
𝑎 i 𝑏 дорiвнює одиницi. (Позначимо найбiльший спiльний дiльник 𝑎 i 𝑏 через
НСД(𝑎, 𝑏)). Нехай 𝑐 ∈ Ω (𝑠). Також нехай

𝑑 = НСД (𝑐, 𝑎), 𝑎 = 𝑎 ′ 𝑑, 𝑐 = 𝑐 ′ 𝑑, НСД (𝑎 ′, 𝑐 ′) = 1.

Тодi
𝑎

𝑏𝑐
· 𝑠0 =

𝑎 ′

𝑏𝑐 ′
· 𝑠0 .

Звiдси випливає, що
𝑑 𝑐 ′ ∈ Ω (𝑠0).

Тому
𝑎

𝑏𝑐
· 𝑠0 =

𝑎 ′

𝑏𝑐 ′
· 𝑠0 ∈ 𝑆 (∞, 𝑠0),

тобто умова 2) означення 4.3 також виконана.

Перевiримо умову 3) означення 4.3. Нехай

𝑠 =
𝑎

𝑏
· 𝑠0 ∈ 𝑆 (∞, 𝑠0), 𝑏 ∈ Ω (𝑠0).

Нехай 𝑐 ∈ Ω (𝑠). Нам потрiбно перевiрити, що для довiльного 𝑖 ≥ 1

𝑖 · 𝑠
𝑐

=
𝑖𝑎

𝑏𝑐
· 𝑠0 ∈ 𝑆 (∞, 𝑠0).
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Нехай
𝑎

𝑏𝑐
=
𝑎 ′

𝑏 ′ , де 𝑎 ′, 𝑏 ′ — взаємно простi числа.

Оскiльки
𝑎

𝑏𝑐
· 𝑠0 =

𝑠

𝑐

— число Стейнiца, то 𝑏 ′ ∈ Ω (𝑠0). Отже,

𝑖 · 𝑎
′

𝑏 ′ · 𝑠0 ∈ 𝑆 (∞, 𝑠0).

Умову 3) означення 4.3 перевiрено.

Нехай тепер 𝑆 — повна множина чисел Стейнiца нескiнченного типу. Нехай
𝑠0 ∈ 𝑆. Наша задача: показати, що

𝑆 = 𝑆 (∞, 𝑠0).

З означення множини нескiнченного типу випливає, що

𝑆 (∞, 𝑠0) =

{ 𝑎
𝑏

· 𝑠0 , 𝑠 ∈ Ω (𝑠0)
}

⊆ 𝑆.

Оскiльки усi числа в множинi 𝑆 рацiонально зв’язнi (умова 1) означення 4.3), то
для довiльного числа 𝑠 ∈ 𝑆 знайдуться 𝑎, 𝑏 ∈ ℕ такi, що

𝑠 =
𝑎

𝑏
· 𝑠0 .

Не обмежуючи загальностi вважаємо, що числа 𝑎, 𝑏 взаємно простi. Це тягне за
собою те, що 𝑏 ∈ Ω (𝑠0). Отже, 𝑠 ∈ 𝑆 (∞, 𝑠0) . Лема 4.3 доведена. �

Припустимо тепер, що 𝑆 — повна множина чисел Стейнiца скiнченного
типу, тобто, для довiльного 𝑠 ∈ 𝑆, довiльного 𝑑 ∈ Ω (𝑠) маємо:

𝑟𝑠 (𝑏) = max
{
𝑖 ∈ ℕ

�� 𝑖 · 𝑠
𝑏

∈ 𝑆

}
< ∞

i тому {
𝑖 ∈ ℕ

�� 𝑖 · 𝑠
𝑏

∈ 𝑆

}
=

[
1 , 𝑟𝑠 (𝑏)

]
.

Оскiльки
𝑏 · 𝑠

𝑏
∈ 𝑆, то 𝑏 ≤ 𝑟𝑠 (𝑏).

Нехай
𝑠 ∈ 𝑆, 𝑏, 𝑐 ∈ Ω (𝑠), 𝑏 | 𝑐.
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Якщо
𝑖 · 𝑠

𝑏
∈ 𝑆, то 𝑖𝑐

𝑏
· 𝑠
𝑐

∈ 𝑆.

Звiдси випливає, що
𝑟𝑠 (𝑏) · 𝑐

𝑏
≤ 𝑟𝑠 (𝑐).

Iншими словами,
𝑟𝑠 (𝑏)
𝑏

≤ 𝑟𝑠 (𝑐)
𝑐

. (4.3)

Припустимо, що
𝑖 · 𝑠

𝑐
∈ 𝑆.

Нехай
𝑘 =

[ 𝑖

𝑐 /𝑏

]
, 𝑘 ∈ ℕ

⋃
{0}, 𝑘 · 𝑐

𝑏
≤ 𝑖 .

Згiдно з умовою 3) означення повних множин,

𝑘 · 𝑐
𝑏

· 𝑠
𝑐

∈ 𝑆.

Отже,
𝑘 · 𝑠

𝑏
∈ 𝑆, тому 𝑘 ≤ 𝑟𝑠 (𝑏).

Ми довели, що [ 𝑟𝑠 (𝑐)
𝑐 /𝑏

]
≤ 𝑟𝑠 (𝑏). (4.4)

З нерiвностей (4.3), (4.4) маємо[ 𝑟𝑠 (𝑐)
𝑐 /𝑏

]
≤ 𝑟𝑠 (𝑏) ≤ 𝑟𝑠 (𝑐)

𝑐 /𝑏 .

Оскiльки 𝑟𝑠 (𝑏) є натуральним числом, то

𝑟𝑠 (𝑏) =

[ 𝑟𝑠 (𝑐)
𝑐 /𝑏

]
.

Отже,
𝑟𝑠 (𝑐)
𝑐 /𝑏 − 1 < 𝑟𝑠 (𝑏),

𝑟𝑠 (𝑐)
𝑐 /𝑏 < 𝑟𝑠 (𝑏) + 1.

Тому
𝑟𝑠 (𝑏)
𝑏

≤ 𝑟𝑠 (𝑐)
𝑐

<
𝑟𝑠 (𝑏)
𝑏

+ 1
𝑏
. (4.5)
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Лема 4.4. Нехай 𝑠 ∈ 𝑆 — нескiнченне число Стейнiца. Тодi iснує границя

𝑟𝑆 (𝑠) = lim
𝑏 ∈ Ω (𝑠)
𝑏→∞

𝑟𝑠 (𝑏)
𝑏

, причому 1 ≤ 𝑟𝑆 (𝑠) < ∞.

Якщо множина чисел Стейнiца 𝑆 фiксована, то ми далi замiсть 𝑟𝑆 (𝑠) часто
будемо писати просто 𝑟 (𝑠).

Доведення леми 4.4. Покажемо, що множина{ 𝑟𝑠 (𝑏)
𝑏

��� 𝑏 ∈ Ω (𝑠)
}

обмежена згори. Справдi, нехай 𝑏0 ∈ Ω (𝑠). Для довiльного числа 𝑏 ∈ Ω (𝑠) iснує
число 𝑐 ∈ Ω (𝑠) таке, що

𝑏0 | 𝑐, 𝑏 | 𝑐.

Тодi згiдно (4.3) i (4.5)

𝑟 (𝑏)
𝑏

≤ 𝑟 (𝑐)
𝑐

<
𝑟 (𝑏0)
𝑏0

+ 1
𝑏0
.

Таким чином, множина { 𝑟 (𝑏)
𝑏

, 𝑏 ∈ Ω (𝑠)
}

обмежена згори числом
𝑟 (𝑏0)
𝑏0

+ 1
𝑏0
.

Нехай
𝑟 = 𝑟 (𝑠) = sup

{ 𝑟𝑠 (𝑏)
𝑏

��� 𝑏 ∈ Ω (𝑠)
}
.

Ясно, що 1 ≤ 𝑟 < ∞. Оберемо 𝜀 > 0. Покладемо

𝑁 (𝜀) =

[ 2𝑟
𝜀

]
+ 1.

Покажемо, що для довiльного 𝑏 ∈ Ω (𝑠), 𝑏 ≥ 𝑁 (𝜀), виконується

𝑟 − 𝜀 <
𝑟𝑠 (𝑏)
𝑏

.

Справдi, нехай
𝑏 ∈ Ω (𝑠), 𝑏 ≥

[ 2𝑟
𝜀

]
+ 1 >

2𝑟
𝜀
.

Помiтимо, що
1
𝑏

<
𝜀

2𝑟 ≤ 𝜀

2 .
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Знайдемо число 𝑏0 ∈ Ω (𝑠) таке, що

𝑟 − 𝜀

2 <
𝑟𝑠 (𝑏0)
𝑏0

.

Iснує 𝑐 ∈ Ω (𝑠) таке, що 𝑏0 | 𝑐 та 𝑏 | 𝑐. Тодi завдяки (4.5) ми маємо

𝑟 (𝑏)
𝑏

>
𝑟 (𝑐)
𝑐

− 1
𝑏

≥ 𝑟 (𝑏0)
𝑏0

− 1
𝑏

> 𝑟 − 𝜀

2 − 𝜀

2 = 𝑟 − 𝜀.

Отже,
𝑟 = lim

𝑏 ∈ Ω (𝑠)
𝑏→∞

𝑟𝑠 (𝑏)
𝑏

.

Лема 4.4 доведена. �

Зауваження 4.1. По сутi границя 𝑟 (𝑠) дорiвнює оберненому значенню iнварiанта
щiльностi Баранова в [6].

Лема 4.5. Нехай 𝑠, 𝑠 ′ ∈ 𝑆 — нескiнченнi числа Стейнiца,

𝑠 ′ =
𝑎

𝑏
𝑠, 𝑎, 𝑏 ∈ ℕ, 𝑏 ∈ Ω (𝑠).

Тодi

𝑟 (𝑠 ′) =
𝑎

𝑏
𝑟 (𝑠).

Доведення. Для доведення леми достатньо показати, що якщо 𝑠 ∈ 𝑆, 𝑚𝑠 ∈ 𝑆,

𝑚 ∈ ℕ, то
𝑚 · 𝑟 (𝑚 𝑠) = 𝑟 (𝑠).

Якщо 𝑏 ∈ Ω (𝑠) та

𝑖 · 𝑚 𝑠

𝑏
∈ 𝑆, то 𝑖 · 𝑚 · 𝑠

𝑏
∈ 𝑆.

Маємо, що
𝑟𝑚𝑠 (𝑏) · 𝑚 ≤ 𝑟𝑠 (𝑏).

Тому
𝑟 (𝑚 𝑠) · 𝑚 ≤ 𝑟 (𝑠).

З iншого боку, якщо

𝑖 · 𝑠
𝑏

∈ 𝑆, то
[ 𝑖
𝑚

]
· 𝑚 ≤ 𝑖 .
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Тому [ 𝑖
𝑚

]
· 𝑚 · 𝑠

𝑏
∈ 𝑆.

Ми показали, що [ 𝑟𝑠 (𝑏)
𝑚

]
≤ 𝑟𝑚𝑠 (𝑏),

𝑟𝑠 (𝑏)
𝑚

− 1 < 𝑟𝑚𝑠 (𝑏),

1
𝑚

· 𝑟𝑠 (𝑏)
𝑏

− 1
𝑏

<
𝑟𝑚𝑠 (𝑏)
𝑏

.

Переходячи до границi при 𝑏 → ∞, маємо

1
𝑚

· 𝑟 (𝑠) ≤ 𝑟 (𝑚 𝑠).

Лема 4.5 доведена. �

Переходячи в нерiвностi (4.5) до границi при 𝑐 → ∞, одержуємо:

𝑟𝑠 (𝑏)
𝑏

≤ 𝑟 (𝑠) ≤ 𝑟𝑠 (𝑏)
𝑏

+ 1
𝑏
,

звiдки
𝑟𝑠 (𝑏) ≤ 𝑟 (𝑠) 𝑏 ≤ 𝑟𝑠 (𝑏) + 1.

Якщо число 𝑟 (𝑠) є iррацiональним, то

𝑟𝑠 (𝑏) =
[
𝑟 (𝑠) 𝑏

]
для довiльного 𝑏 ∈ Ω (𝑠) .

Тепер припустимо, що число 𝑟 = 𝑟𝑠 (𝑏) є рацiональним, тобто 𝑟 = 𝑢/𝑣, де 𝑢, 𝑣
— взаємно простi натуральнi числа.

Якщо число 𝑏 не є кратним числу 𝑣, то, як i вище, отримаємо

𝑟𝑠 (𝑏) =

[ 𝑢
𝑣
𝑏

]
.

Якщо число 𝑏 є кратним числу 𝑣, то

𝑟𝑠 (𝑏) =

[
𝑟 𝑏 або
𝑟 𝑏 − 1 .

Лема 4.6. Якщо хоча б для одного числа

𝑏0 ∈ Ω (𝑠)
⋂

𝑣 ℕ
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має мiсце 𝑟𝑠 (𝑏0) = 𝑟𝑏0, то для всiх

𝑏 ∈ Ω (𝑠)
⋂

𝑣 ℕ

виконується

𝑟𝑠 (𝑏) = 𝑟𝑏. (4.6)

Доведення. Нехай
𝑏, 𝑐 ∈ Ω (𝑠)

⋂
𝑣 ℕ та 𝑏 | 𝑐.

Якщо виконується (4.6), то згiдо з нерiвнiстю (4.3) ми маємо

𝑟 =
𝑟𝑠 (𝑏)
𝑏

≤ 𝑟𝑠 (𝑐)
𝑐
,

звiдки випливає 𝑟𝑠 (𝑐) = 𝑟𝑐. З iншого боку, якщо 𝑟𝑠 (𝑐) = 𝑟𝑐, то згiдно з нерiвнiстю
(4.5) отримаємо:

𝑟 =
𝑟𝑠 (𝑐)
𝑐

<
𝑟𝑠 (𝑏)
𝑏

+ 1
𝑏
.

Звiдси випливає: 𝑟𝑠 (𝑏) > 𝑟𝑏 − 1. Отже, 𝑟𝑠 (𝑏) = 𝑟𝑏. Ми довели, що (4.6) справджує-
ться тодi i тiльки тодi, коли 𝑟𝑠 (𝑐) = 𝑟𝑐.

Тепер нехай

𝑏1, 𝑏2 ∈ Ω (𝑠)
⋂

𝑣 ℕ i 𝑟𝑠 (𝑏1) = 𝑟 𝑏1.

Iснує число
𝑐 ∈ Ω (𝑠)

⋂
𝑣 ℕ таке, що 𝑏1 | 𝑐 i 𝑏2 | 𝑐.

Згiдно з доведеним вище, 𝑟𝑠 (𝑏1) = 𝑟𝑏1 тягне за собою 𝑟𝑠 (𝑐) = 𝑟𝑐,що, у свою чергу,
тягне за собою 𝑟𝑠 (𝑏2) = 𝑟𝑏2. Лема 4.6 доведена. �

Виберемо нескiнченне число Стейнiца 𝑠 i дiйсне число 𝑟, 1 ≤ 𝑟 < ∞.
Розглянемо такi множини чисел Стейнiца

𝑆 (𝑟, 𝑠) =

{ 𝑎
𝑏
𝑠

��� 𝑎, 𝑏 ∈ ℕ, 𝑏 ∈ Ω (𝑠), 𝑎 ≤ 𝑟𝑏

}
,

𝑆+ (𝑟, 𝑠) =

{ 𝑎
𝑏
𝑠

��� 𝑎, 𝑏 ∈ ℕ, 𝑏 ∈ Ω (𝑠), 𝑎 < 𝑟𝑏

}
.

Якщо 𝑟 є iррацiональним числом або 𝑟 є рацiональним числом, але таким, що
𝑟 = 𝑢/𝑣, де 𝑢, 𝑣 — взаємно простi натуральнi числа i 𝑣 ∉ Ω (𝑠), то

𝑆 (𝑟, 𝑠) = 𝑆+ (𝑟, 𝑠).
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Якщо ж 𝑟 є рацiональним числом таким, що 𝑟 = 𝑢/𝑣, 𝑣 ∈ Ω (𝑠), то

𝑆+ (𝑟, 𝑠) $ 𝑆 (𝑟, 𝑠).

Лема 4.7. Множини чисел Стейнiца 𝑆 (𝑟, 𝑠) i 𝑆+ (𝑟, 𝑠) є повними.

Доведення. Умова 1) означення 4.3 повних множин очевидним чином виконана.
Перевiримо умову 2). Нехай

𝑎

𝑏
𝑠 ∈ 𝑆 (𝑟, 𝑠) ( вiдповiдно 𝑎

𝑏
𝑠 ∈ 𝑆+ (𝑟, 𝑠) ),

де 𝑎, 𝑏 — взаємно простi натуральнi числа, 𝑏 ∈ Ω (𝑠). Тодi

𝑎 ≤ 𝑟𝑏 ( вiдповiдно 𝑎 < 𝑟𝑏 ).

Припустимо, що
𝑐 ∈ Ω

( 𝑎
𝑏
𝑠

)
.

Нам потрiбно перевiрити, що

𝑎

𝑏 𝑐
𝑠 ∈ 𝑆 (𝑟, 𝑠) ( вiдповiдно 𝑎

𝑏 𝑐
𝑠 ∈ 𝑆+ (𝑟, 𝑠) ).

Нехай
𝑑 = НСД (𝑎, 𝑐), 𝑎 = 𝑑 𝑎 ′, 𝑐 = 𝑑 𝑐 ′.

Тодi
𝑎 𝑠

𝑏 𝑐
=

𝑎 ′

𝑏 𝑐 ′
𝑠 .

Оскiльки число 𝑎 ′ є взаємно простим з числом 𝑏𝑐 ′, то 𝑏𝑐 ′ ∈ Ω (𝑠). Нерiвнiсть

𝑎 ′ ≤ 𝑟𝑏𝑐 ′ ( вiдповiдно 𝑎 ′ < 𝑟𝑏𝑐 ′ )

рiвносильна нерiвностi

𝑎 ≤ 𝑟𝑏𝑐 ( вiдповiдно 𝑎 < 𝑟𝑏𝑐 ).

Остання нерiвнiсть випливає з

𝑎 ≤ 𝑟𝑏 ( вiдповiдно 𝑎 < 𝑟𝑏 ).

Отже, умова 2) означення 4.3 справджується.
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Перевiримо умову 3). Так як i вище, припустимо, що 𝑎, 𝑏 — взаємно простi
натуральнi числа, 𝑏 ∈ Ω(𝑠) i

𝑎

𝑏
∈ 𝑆 (𝑟, 𝑠) ( вiдповiдно 𝑎

𝑏
∈ 𝑆+ (𝑟, 𝑠) ).

Нехай
𝑐 ∈ Ω

( 𝑎
𝑏
𝑠

)
, НСД (𝑎, 𝑐) = 𝑑, 𝑎 = 𝑑𝑎 ′, 𝑐 = 𝑑𝑐 ′.

Як було показано вище, 𝑏𝑐 ′ ∈ Ω (𝑠). Нехай 𝑛 ∈ ℕ i

𝑛
𝑎𝑠

𝑏𝑐
∈ 𝑆 (𝑟, 𝑠) ( вiдповiдно 𝑛

𝑎𝑠

𝑏𝑐
∈ 𝑆+ (𝑟, 𝑠) ).

Тодi
𝑛𝑎 ′ ≤ 𝑟𝑏𝑐 ′ ( вiдповiдно 𝑛𝑎 ′ < 𝑟𝑏𝑐 ′ ).

Звiдси безпосередньо випливає, що для довiльного 𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, ми маємо

𝑖𝑎 ′ ≤ 𝑟𝑏𝑐 ′ ( вiдповiдно 𝑖𝑎 ′ < 𝑟𝑏𝑐 ′ ),

тобто
𝑖
𝑎𝑠

𝑏
∈ 𝑆 (𝑟, 𝑠) ( вiдповiдно 𝑖

𝑎𝑠

𝑏
∈ 𝑆+ (𝑟, 𝑠) ).

Лема 4.7 доведена. �

Лема 4.8. Нехай 𝑟 = 𝑢/𝑣, де 𝑢, 𝑣 взаємно простi натуральнi числа, 𝑠 — нескiнченне

число Стейнiца i нехай 𝑣 ∈ Ω (𝑠). Тодi множина 𝑆+ (𝑟, 𝑠) не збiгається нi з однiєю з

множин 𝑆 (𝑟 ′, 𝑠 ′), 𝑟 ′ ∈ [1,∞), 𝑠 ′ ∈ 𝕊ℕ.

Доведення. З леми 4.5 випливає, що якщо 𝑠2 ∈ 𝑆 (𝑟, 𝑠1) (вiдповiдно 𝑠2 ∈ 𝑆+ (𝑟, 𝑠1))
та

𝑠2 =
𝑎

𝑏
𝑠1, 𝑠2 ∈ 𝕊ℕ, де 𝑎, 𝑏 ∈ ℕ,

то
𝑆 (𝑟, 𝑠1) = 𝑆

(
𝑟
𝑏

𝑎
, 𝑠2

) (
вiдповiдно 𝑆+ (𝑟, 𝑠1) = 𝑆+

(
𝑟
𝑏

𝑎
, 𝑠2

) )
.

Тому для даного числа 𝑟 множина 𝑆 (𝑟, 𝑠) (вiдповiдно 𝑆+ (𝑟, 𝑠)) повнiстю визна-
чається довiльним числом Стейнiца 𝑠 ′ ∈ 𝑆 (𝑟, 𝑠) (вiдповiдно 𝑠 ′ ∈ 𝑆+ (𝑟, 𝑠)).

Припустимо, що
𝑆 = 𝑆 (𝑟1, 𝑠1) = 𝑆+ (𝑟2, 𝑠2).



135

Обираючи довiльне число Стейнiца 𝑠 ∈ 𝑆, ми отримаємо

𝑆 (𝑟 ′
1, 𝑠) = 𝑆+ (𝑟 ′

2, 𝑠)

для деяких 𝑟 ′
1, 𝑟

′
2 ∈ [1,∞). При цьому число 𝑟 ′

2 = 𝑢/𝑣 є рацiональним, де
НСД (𝑢, 𝑣) = 1 i 𝑣 ∈ Ω (𝑠). Число 𝑟 однозначно визначається повною множиною
𝑆 i вибором числа Стейнiца 𝑠, тому

𝑟 ′
1 = 𝑟 ′

2.

Тепер залишилось вiдмiтити,щодля рацiонального числа 𝑟 = 𝑢/𝑣, деНСД (𝑢, 𝑣) =
1, i нескiнченного числа Стейнiца 𝑠 такого, що 𝑣 ∈ Ω (𝑠), отримаємо

𝑆 (𝑟, 𝑠) ≠ 𝑆+ (𝑟, 𝑠).

Лема 4.8 доведена. �

Лема 4.9. Нехай
𝑆 ⊂ 𝕊ℕ � ℕ

— повна множина чисел Стейнiца скiнченного типу,

𝑠 ∈ 𝑆, 𝑟 = 𝑟𝑆 (𝑠) ∈ [1, ∞).

Тодi

𝑆 = 𝑆 (𝑟, 𝑠) або 𝑆 = 𝑆+ (𝑟, 𝑠).

Доведення. Нагадаємо, що для числа 𝑏 ∈ Ω (𝑠) ми визначили

𝑟𝑠 (𝑏) = max
{
𝑖 ∈ ℕ

��� 𝑖 𝑠
𝑏

∈ 𝑆

}
.

Ми показали, що якщо число 𝑟 є iррацiональним або число 𝑟 є рацiональним,
де 𝑟 = 𝑢/𝑣 для 𝑢, 𝑣 — взаємно простих натуральних чисел i 𝑣 ∉ Ω (𝑠), то

𝑟𝑠 (𝑏) = [ 𝑟𝑏 ] для довiльного 𝑏 ∈ Ω (𝑠).

Довiльне число Стейнiца 𝑠 ′ ∈ 𝑆 може бути зображене у виглядi

𝑠 ′ =
𝑎

𝑏
𝑠,
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де 𝑎, 𝑏 — взаємно простi натуральнi числа. Очевидно, що

𝑏 ∈ Ω (𝑠), 𝑎 ≤ 𝑟𝑠 (𝑏) = [ 𝑟𝑏 ] .

Тому, якщо число 𝑟 є iррацiональним або число 𝑟 є рацiональним таким, що
𝑟 = 𝑢/𝑣, де 𝑢, 𝑣 — взаємно простi натуральнi числа i 𝑣 ∉ Ω (𝑠), то

𝑆 = 𝑆 (𝑟, 𝑠) = 𝑆+ (𝑟, 𝑠).

Припустимо тепер, що

𝑟 =
𝑢

𝑣
, НСД (𝑢, 𝑣) = 1, 𝑣 ∈ Ω (𝑠).

Якщо
𝑏 ∈ Ω (𝑠) � 𝑣ℕ,

то, як i вище,
𝑟𝑠 (𝑏) = [ 𝑟𝑏 ] .

За лемою 4.6
◦ або для всiх 𝑏 ∈ Ω (𝑠) ⋂

𝑣ℕ ми маємо 𝑟𝑠 (𝑏) = 𝑟𝑏,

◦ або для всiх 𝑏 ∈ Ω (𝑠) ⋂
𝑣ℕ ми маємо 𝑟𝑠 (𝑏) = 𝑟𝑏 − 1.

У першому випадку 𝑆 = 𝑆 (𝑟, 𝑠). У другому випадку 𝑆 = 𝑆+ (𝑟, 𝑠). Лема 4.9
доведена. �

Лема 4.10. Нехай 𝑆 — повна множина натуральних чисел. Тодi або 𝑆 = {1, 2, . . . , 𝑛}
для деякого 𝑛 ∈ ℕ, або 𝑆 = ℕ.

Доведення. Те, що множини {1, 2, . . . , 𝑛} i ℕ є повними, перевiряється безпосе-
редньо. Покажемо, що iнших повних пiдмножин 𝑆 ⊆ ℕ немає. Нехай 𝑆 ⊆ ℕ —
повна множина. Якщо 𝑛 ∈ 𝑆, то 𝑛 ∈ Ω (𝑛) i

𝑛 · 𝑛
𝑛

∈ 𝑆.

Тому згiдно з умовою 3) означення 4.3 усi натуральнi числа

𝑖 = 𝑖 · 𝑛
𝑛
, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛,

лежать в 𝑆. Звiдси випливає твердження леми 4.10. �
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Результати цього пiдроздiлу можна резюмувати такою теоремою.

Теорема 4.1. Кожна повна множина чисел Стейнiца належить до одного з таких

типiв:

1) 𝑆 (𝑟, 𝑠), де 𝑠 ∈ 𝕊ℕ � ℕ, 𝑟 ∈ [1,∞);
2) 𝑆+ (𝑟, 𝑠), де 𝑠 ∈ 𝕊ℕ � ℕ, 𝑟 = 𝑢/𝑣, 𝑢, 𝑣 — взаємно простi натуральнi числа,

𝑣 ∈ Ω (𝑠);
3) ℕ або {1, 2, . . . , 𝑛} для деякого 𝑛 ∈ ℕ;
4) 𝑆 (∞, 𝑠), де 𝑠 ∈ 𝕊ℕ � ℕ.

Кожна з множин 𝑆 (𝑟, 𝑠), 𝑆+ (𝑟, 𝑠), ℕ, {1, 2, . . . , 𝑛}, 𝑆 (∞, 𝑠) є повною.

4.2 Злiченно–вимiрнi неунiтальнi локально
матричнi алгебри

Класифiкацiя неунiтальних злiченно–вимiрних локально матричних алгебр
над полем комплексних чисел була отримана Ж. Дiксм’є [53]. О.О. Баранов
[5, 6, 8] узагальнив її на алгебри над довiльним полем. В обох випадках алгебри,
що вивчалися, параметризувалися числом Стейнiца 𝑠 i дiйсним числом 𝑟 , а
iнварiанти 𝑠 i 𝑟 будувалися за зростаючими ланцюгами матричних пiдалгебр.

У цьому пiдроздiлi ми дамо нове трактування теореми Дiксм’є–Баранова,
яке базується на класифiкацiї повних множин чисел Стейнiца (теорема 4.1).
Переваги цього пiдходу буде продемонстровано в пiдроздiлi 5.4 роздiлу 5.

Ми доведемо таку теорему.

Теорема 4.2. 1) Для довiльної повної множини чисел Стейнiца 𝑆 знайдеться

злiченно–вимiрна локально матрична алгебра 𝐴 така, що Spec (𝐴) = 𝑆.
2) Якщо 𝐴, 𝐵 — злiченно–вимiрнi локально матричнi алгебри, то

Spec (𝐴) = Spec (𝐵) тодi й лише тодi, коли 𝐴 � 𝐵.
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Нехай
𝐴1 ⊂ 𝐴2 ⊂ · · · (4.7)

— зростаючий ланцюг унiтальних локально матричних алгебр,𝐴𝑖 — кут в алгебрi
𝐴𝑖+1, 𝑖 ≥ 1. Тодi

Spec (𝐴1) ⊆ Spec (𝐴2) ⊆ · · · .

Нехай

𝐴 =

∞⋃
𝑖=1

𝐴𝑖 .

Лема 4.11. Для зростаючого ланцюга (4.7) унiтальних локально матричних алгебр

𝐴𝑖, 𝑖 ≥ 1,

Spec (𝐴) =

∞⋃
𝑖=1

Spec (𝐴𝑖).

Доведення. Для довiльного iдемпотента 𝑒 ∈ 𝐴𝑖 ми маємо

𝑒𝐴𝑖𝑒 = 𝑒𝐴𝑒.

Тому
Spec (𝐴𝑖) ⊆ Spec (𝐴).

З iншого боку, довiльний iдемпотент 𝑒 ∈ 𝐴 лежить в однiй iз пiдалгебр 𝐴𝑖 . Тому

st (𝑒𝐴𝑒) = st (𝑒𝐴𝑖𝑒) ∈ Spec (𝐴𝑖).

Лема 4.11 доведена. �

Доведення теореми 4.2. 1) Зауважимо, що

{ 1, 2, . . . , 𝑛 } = Spec (𝑀𝑛 (𝔽)) .

Нехай 𝑠 — число Стейнiца. Ми вже вiдмiчали, що iснує не бiльш нiж злiченно–
вимiрна унiтальна локально матрична алгебра 𝐴 така, що st(𝐴) = 𝑠 . Справдi,
якщо

𝑠 =
∏
𝑖

𝑝𝑖, де 𝑝𝑖 — простi числа,

то досить покласти
𝐴 =

⊗
𝑖

𝑀𝑝𝑖 (𝔽).
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Розглянемо алгебру𝑀∞(𝐴) нескiнченних (ℕ×ℕ)–матриць, якi мають скiнченне
число ненульових входжень. Алгебра (𝑛 × 𝑛)–матриць 𝑀𝑛 (𝐴) занурюється в
алгебру𝑀∞(𝐴) як верхнiй лiвий кут i

𝑀1(𝐴) ⊂ 𝑀2(𝐴) ⊂ · · · , 𝑀∞(𝐴) =
⋃
𝑛≥1

𝑀𝑛 (𝐴).

Звiдси, зокрема, випливає, що𝑀∞(𝐴) — локально матрична алгебра. Покажемо,
що

Spec
(
𝑀∞(𝐴)

)
= 𝑆 (∞, 𝑠). (4.8)

За лемою 4.11

Spec
(
𝑀∞(𝐴)

)
=

∞⋃
𝑛≥1

Spec
(
𝑀𝑛 (𝐴)

)
.

Ми маємо:
st

(
𝑀𝑛 (𝐴)

)
= 𝑛 𝑠.

Нехай 𝑒 — iдемпотент алгебри𝑀𝑛 (𝐴) вiдносного рангу 𝑟 . Згiдно з лемою 3.15

st
(
𝑒𝑀𝑛 (𝐴)𝑒

)
= 𝑟 · st

(
𝑀𝑛 (𝐴)

)
= 𝑟 𝑛 𝑠.

Отже,
Spec

(
𝑀𝑛 (𝐴)

)
=

{ 𝑎
𝑏
𝑛 𝑠, 𝑏 ∈ Ω (𝑛𝑠),

𝑎, 𝑏 — натуральнi числа i 1 ≤ 𝑎 ≤ 𝑏

}
.

Звiдси випливає, що
Spec

(
𝑀𝑛 (𝐴)

)
⊆ 𝑆 (∞, 𝑠).

Число Стейнiца
𝑎

𝑏
𝑠, 𝑏 ∈ Ω (𝑠),

лежить у Spec (𝑀𝑛 (𝐴)) для довiльного 𝑛 такого, що 𝑎/𝑏 ≤ 𝑛. Рiвнiсть (4.8)
доведена.

Зокрема,
Spec

(
𝑀∞(𝔽)

)
= ℕ.

Нехай тепер

𝑆 = 𝑆 (𝑟, 𝑠) або 𝑆 = 𝑆+ (𝑟, 𝑠), 1 ≤ 𝑟 < ∞,

де 𝑠 — нескiнченне число Стейнiца.
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Оберемо послiдовнiсть

𝑏1, 𝑏2, . . . ∈ Ω (𝑠),

таку що
𝑏𝑖 | 𝑏𝑖+1, 𝑖 ≥ 1,

i 𝑠 — найменше спiльне кратне чисел 𝑏𝑖, 𝑖 ≥ 1. Як ми вже вiдмiчали вище,
iснує єдина (з точнiстю до iзоморфiзму) унiтальна злiченно–вимiрна локально
матрична алгебра

𝐴𝑠/𝑏𝑖 така, що st (𝐴𝑠/𝑏𝑖 ) =
𝑠

𝑏𝑖
.

Нехай
𝐴𝑖 = 𝑀𝑟𝑠 (𝑏𝑖 )

(
𝐴𝑠/𝑏𝑖

)
.

Варто зауважити, що алгебри

𝐴𝑠/𝑏𝑖 i 𝑀𝑏𝑖+1/𝑏𝑖
(
𝐴𝑠/𝑏𝑖+1

)
мають однаковi числа Стейнiца. За теоремою Глiмма (див. 3.8)

𝐴𝑠/𝑏𝑖 � 𝑀𝑏𝑖+1/𝑏𝑖
(
𝐴𝑠/𝑏𝑖+1

)
i, отже,

𝐴𝑖 = 𝑀𝑟𝑠 (𝑏𝑖 )
(
𝐴𝑠/𝑏𝑖

)
� 𝑀

𝑟𝑠 (𝑏𝑖 ) · 𝑏𝑖+1𝑏𝑖

(
𝐴𝑠/𝑏𝑖+1

)
.

З нерiвностi (4.3) випливає

𝑟𝑠 (𝑏𝑖) · 𝑏𝑖+1
𝑏𝑖

≤ 𝑟𝑠 (𝑏𝑖+1).

Таким чином, алгебра 𝐴𝑖 занурюється в алгебру 𝐴𝑖+1 як верхнiй лiвий кут.
Покладемо

𝐴 =
⋃
𝑖≥1

𝐴𝑖 .

Ми покажемо, що Spec (𝐴) = 𝑆. Нехай 𝑒 ∈ 𝐴 — iдемпотент. Тодi 𝑒 ∈ 𝐴𝑖 для
деякого 𝑖 . Згiдно з лемою 3.15 маємо

st (𝑒𝐴𝑖𝑒) =
𝑎

𝑏
st (𝐴𝑖),

де 𝑎 i 𝑏 — взаємно простi натуральнi числа,

𝑏 ∈ Ω
(
st (𝐴𝑖)

)
, 𝑎 ≤ 𝑏.
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Далi,
st (𝐴𝑖) = 𝑟𝑠 (𝑏𝑖)

𝑠

𝑏𝑖
, st (𝑒𝐴𝑖𝑒) =

𝑎

𝑏
𝑟𝑠 (𝑏𝑖)

𝑠

𝑏𝑖
.

Нехай
𝑑 = НСД (𝑏, 𝑟𝑠 (𝑏𝑖)), 𝑏 = 𝑑 𝑏 ′, 𝑟𝑠 (𝑏𝑖) = 𝑑 · 𝑟𝑠 (𝑏𝑖)′.

Тепер
st (𝑒𝐴𝑖𝑒) =

𝑎 · 𝑟𝑠 (𝑏𝑖)′
𝑏 ′ · 𝑠

𝑏𝑖
∈ 𝕊ℕ.

Звiдси випливає, що
𝑏 ′ ∈ Ω

(
𝑠

𝑏𝑖

)
i тому 𝑏 ′𝑏𝑖 ∈ Ω (𝑠). Для того, щоб показати, що st (𝑒𝐴𝑖𝑒) належить 𝑆 (𝑟, 𝑠)
(вiдповiдно st (𝑒𝐴𝑖𝑒) належить 𝑆+ (𝑟, 𝑠) ) нам треба перевiрити, чи

𝑎 · 𝑟𝑠 (𝑏𝑖) ′ ≤ 𝑟 𝑏 ′𝑏𝑖 (вiдповiдно 𝑎 · 𝑟𝑠 (𝑏𝑖) ′ < 𝑟 𝑏 ′𝑏𝑖 ) .

Домножуючи обидвi частини цих нерiвностей на 𝑑, отримаємо

𝑎 · 𝑟𝑠 (𝑏𝑖) ≤ 𝑟 𝑏 𝑏𝑖 (вiдповiдно 𝑎 · 𝑟𝑠 (𝑏𝑖) < 𝑟 𝑏 𝑏𝑖 ).

Цi нерiвностi виконуються, оскiльки

𝑎 ≤ 𝑏 i 𝑟𝑠 (𝑏𝑖) ≤ 𝑟 · 𝑏𝑖

(вiдповiдно 𝑎 ≤ 𝑏 i 𝑟𝑠 (𝑏𝑖) < 𝑟 · 𝑏𝑖 ).

Ми показали, що Spec (𝐴) ⊆ 𝑆.

Покажемо, що 𝑆 ⊆ Spec (𝐴). Розглянемо число Стейнiца

𝑎

𝑏
𝑠 ∈ 𝑆, 𝑏 ∈ Ω (𝑠); 𝑎, 𝑏 ∈ ℕ,

де
𝑎 ≤ 𝑟 𝑏 для випадку 𝑆 = 𝑆 (𝑟, 𝑠)

або
𝑎 < 𝑟 𝑏 для випадку 𝑆 = 𝑆+ (𝑟, 𝑠).

Iснує член нашої послiдовностi 𝑏𝑖 такий, що

𝑏 | 𝑏𝑖, 𝑏𝑖 = 𝑘 · 𝑏, 𝑘 ∈ ℕ.
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Тодi
𝑎

𝑏
𝑠 =

𝑎 𝑘

𝑏𝑖
𝑠 .

Покажемо, що
𝑎 𝑘 ≤ 𝑟𝑠 (𝑏𝑖). (4.9)

Домножуючи обидвi сторони нерiвностi (4.9) на 𝑏, ми отримаємо

𝑎 𝑏𝑖 ≤ 𝑟𝑠 (𝑏𝑖) 𝑏.

Припустимо, що 𝑆 = 𝑆 (𝑟, 𝑠). Тодi 𝑎 ≤ 𝑟𝑏. Оскiльки 𝑎 — натуральне число, то
звiдси випливає 𝑎 ≤ [𝑟 𝑏] . Далi,

𝑟𝑠 (𝑏𝑖) = [𝑟 𝑏𝑖] = [𝑟 𝑏 𝑘] .

Тепер нам достатньо довести, що

[𝑟 𝑏] 𝑘 ≤ [𝑟 𝑏 𝑘] . (4.10)

Нерiвнiсть (4.10) виконується зважаючи на те, що

[𝑟 𝑏] 𝑘 — натуральне число i [𝑟 𝑏] 𝑘 ≤ 𝑟 𝑏 𝑘.

Тепер припустимо, що 𝑆 = 𝑆+ (𝑟, 𝑠) . Тодi 𝑎 < 𝑟𝑏,

𝑟𝑠 (𝑏𝑖) =
{
[𝑟 𝑏𝑖], якщо 𝑟 𝑏𝑖 ∉ ℕ,

𝑟 𝑏𝑖 − 1, якщо 𝑟 𝑏𝑖 ∈ ℕ.

Можливi три випадки:

1) 𝑟 𝑏 ∈ ℕ i, таким чином, 𝑟 𝑏𝑖 ∈ ℕ. У цьому випадку

𝑎 ≤ 𝑟 𝑏 − 1, 𝑟𝑠 (𝑏𝑖) = 𝑟 𝑏𝑖 − 1.

Тодi
𝑎 𝑏𝑖 ≤ (𝑟 𝑏 − 1) 𝑏𝑖 ≤ (𝑟 𝑏𝑖 − 1) 𝑏 = 𝑟𝑠 (𝑏𝑖) 𝑏.

2) 𝑟 𝑏 ∉ ℕ, але 𝑟 𝑏𝑖 ∈ ℕ. Тодi

𝑎 ≤ [𝑟 𝑏], 𝑟𝑠 (𝑏𝑖) = 𝑟 𝑏𝑖 − 1.

Ми маємо:
𝑎 𝑏𝑖 ≤ [𝑟 𝑏] 𝑏𝑖, 𝑟𝑠 (𝑏𝑖) 𝑏 = (𝑟 𝑏𝑖 − 1) 𝑏,
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тому достатньо довести, що

[𝑟 𝑏] 𝑘 ≤ 𝑟 𝑏𝑖 − 1 = 𝑟 𝑏 𝑘 − 1.

Число [𝑟 𝑏] 𝑘 лежить у ℕ i

[𝑟 𝑏] 𝑘 < 𝑟 𝑏 𝑘, оскiльки [𝑟 𝑏] < 𝑟 𝑏.

Звiдси випливає необхiдна нерiвнiсть.
3) 𝑟 𝑏𝑖 ∉ ℕ, i, таким чином, 𝑟 𝑏 ∉ ℕ. У цьому випадку

𝑎 𝑏𝑖 ≤ [𝑟 𝑏] 𝑏 𝑘, 𝑟𝑠 (𝑏𝑖) 𝑏 = [𝑟 𝑏 𝑘] 𝑏.

Залишилось вiдмiтити, що [𝑟 𝑏] 𝑘 ≤ [𝑟 𝑏 𝑘] .

Ми довели, що для 𝑆 = 𝑆 (𝑟, 𝑠) та 𝑆 = 𝑆+ (𝑟, 𝑠) справедлива нерiвнiсть (4.9).
Нагадаємо, що

𝐴𝑖 = 𝑀𝑟𝑠 (𝑏𝑖 )
(
𝐴𝑠/𝑏𝑖

)
.

Розглянемо пiдалгебру 𝑀𝑎𝑘

(
𝐴𝑠/𝑏𝑖

)
алгебри 𝐴𝑖, котра лежить у лiвому верхньому

кутi. Ми маємо:
st

(
𝑀𝑎𝑘

(
𝐴𝑠/𝑏𝑖

) )
= 𝑎 𝑘 · 𝑠

𝑏𝑖
=
𝑎

𝑏
𝑠,

i, отже, 𝑆 ⊆ Spec (𝐴). Частина 1) теореми 4.2 доведена. �

Для доведення частини 2) теореми 4.2 нам знадобляться декiлька лем.

Лема 4.12. Нехай 𝐴 — локально матрична алгебра,𝑀𝑛 (𝔽) < 𝐴. Тодi кожен авто-

морфiзм алгебри𝑀𝑛 (𝐹 ) продовжується до автоморфiзму алгебри 𝐴.

Зауваження 4.2. Зазначимо, що𝑀𝑛 (𝔽) є пiдалгеброю алгебри 𝐴 у такому сенсi:
iснує iзоморфiзм 𝜑 : 𝐴 ′ → 𝑀𝑛 (𝔽), де 𝐴 ′ — пiдалгебра алгебри 𝐴.

Доведення. Нехай 𝑒 — одиничний елемент алгебри𝑀𝑛 (𝔽). Тодi кут 𝑒𝐴𝑒 — унiталь-
на локально матрична алгебра. Позначимо через 𝐶 централiзатор пiдалгебри
𝑀𝑛 (𝔽) в 𝑒𝐴𝑒. За теоремою Веддербарна (див. теорему 2.1, пiдроздiл 2.2)

𝑒 𝐴 𝑒 = 𝑀𝑛 (𝔽)
⊗

𝔽 𝐶.
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Довiльний автоморфiзм 𝜑 алгебри𝑀𝑛 (𝔽) є внутрiшнiм, тобто iснує оборотний
елемент 𝑥 ∈ 𝐺𝐿𝑛 (𝔽) такий, що

𝜑 (𝑎) = 𝑥−1𝑎𝑥 для всiх елементiв 𝑎 ∈ 𝑀𝑛 (𝔽).

Спряження елементом 𝑥 ⊗ 1 продовжує автоморфiзм 𝜑 до автоморфiзму алгебри
𝑒𝐴𝑒. Розглянемо пiрсiвський розклад (див., наприклад, [96])

𝐴 = 𝑒𝐴𝑒 + 𝑒𝐴(1 − 𝑒) + (1 − 𝑒)𝐴𝑒 + (1 − 𝑒)𝐴(1 − 𝑒)

i вiдображення

�̃� : 𝐴 3 𝑎 ↦→ 𝑥−1𝑎𝑥 + 𝑥−1𝑎(1 − 𝑒) + (1 − 𝑒)𝑎𝑥 + (1 − 𝑒)𝑎(1 − 𝑒).

Вiдображення �̃� є автоморфiзмом алгебри 𝐴 i продовжує автоморфiзм 𝜑. Лема
4.12 доведена. �

Лема 4.13. Нехай𝐴— унiтальна локально матрична алгебра, 𝑒 ∈ 𝐴— iдемпотент.

Тодi довiльний автоморфiзм кута 𝑒𝐴𝑒 продовжується до автоморфiзму алгебри 𝐴.

Доведення. Припустимо спочатку, що автоморфiзм 𝜑 алгебри 𝑒𝐴𝑒 є внутрiшнiм,
тобто, знайдеться елемент 𝑥𝑒 ∈ 𝑒𝐴𝑒, оборотний в алгебрi 𝑒𝐴𝑒, такий, що

𝜑 (𝑎) = 𝑥−1𝑒 𝑎 𝑥𝑒 для довiльного елемента 𝑎 ∈ 𝑒 𝐴 𝑒.

Тодi елемент 𝑥 = 𝑥𝑒 + (1 − 𝑒) є оборотним в алгебрi 𝐴. Можна помiтити, що
автоморфiзм спряження елементом 𝑥 продовжує 𝜑.

Тепер виберемо пiдалгебру 𝐴1 ⊂ 𝐴 таку, що

1, 𝑒 ∈ 𝐴1 i 𝐴1 � 𝑀𝑚 (𝔽) для деякого 𝑚 ≥ 1.

Оберемо також пiдалгебру 𝐴2 ⊂ 𝐴 таку, що

𝐴1 ⊆ 𝐴2, 𝜑 (𝑒 𝐴1 𝑒) ⊆ 𝐴2 i 𝐴2 � 𝑀𝑛 (𝔽).

Розглянемо унiтальне занурення

𝜑 : 𝑒 𝐴1 𝑒 → 𝜑 (𝑒 𝐴1 𝑒) ⊂ 𝑒 𝐴2 𝑒.
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За теоремою Сколема–Нетер (див. [69])) iснує елемент 𝑥𝑒 ∈ 𝑒𝐴2𝑒, оборотний в
алгебрi 𝑒𝐴2𝑒, такий, що

𝜑 (𝑎) = 𝑥−1𝑒 𝑎 𝑥𝑒 для довiльного елемента 𝑎 ∈ 𝑒 𝐴1 𝑒.

Вище ми зазначали, що iснує автоморфiзм 𝜓 алгебри 𝐴, який продовжує
автоморфiзм

𝑒 𝐴 𝑒 → 𝑒 𝐴 𝑒, 𝑎 ↦→ 𝑥−1𝑒 𝑎 𝑥𝑒 .

Тодi композицiя 𝜓−1 ◦ 𝜑 залишає кожен елемент алгебри 𝑒𝐴1𝑒 нерухомим.
Достатньо довести, що автоморфiзм

𝜓−1 ◦ 𝜑 ∈ Aut (𝑒 𝐴 𝑒)

продовжується до автоморфiзму алгебри 𝐴. Тому, не обмежуючи загальностi,
будемо вважати, що 𝜑 залишає кожен елемент алгебри 𝑒𝐴1𝑒 нерухомим.

Нехай 𝐶 — централiзатор пiдалгебри 𝐴1 в алгебрi 𝐴. Тодi за теоремою
Веддербарна

𝐴 = 𝐴1
⊗

𝔽 𝐶 i 𝑒 𝐴 𝑒 = 𝑒 𝐴1 𝑒
⊗

𝔽 𝐶.

Оскiльки пiдалгебра
𝑒

⊗
𝔽 𝐶 (4.11)

є централiзатором пiдалгебри

𝑒 𝐴1 𝑒
⊗

1 в алгебрi 𝑒 𝐴 𝑒,

то автоморфiзм 𝜑 переводить пiдалгебру (4.11) в себе. Отже, iснує автоморфiзм
𝜃 ∈ Aut (𝐶) такий, що

𝜑 (𝑎 ⊗ 𝑐) = 𝑎 ⊗ 𝜃 (𝑐) для довiльних елементiв 𝑎 ∈ 𝑒 𝐴 𝑒, 𝑐 ∈ 𝐶.

Тепер автоморфiзм

�̃� (𝑎 ⊗ 𝑐) = 𝑎 ⊗ 𝜃 (𝑐), 𝑎 ∈ 𝐴1, 𝑐 ∈ 𝐶,

продовжує 𝜑. Лема 4.13 доведена. �

Лема 4.14. Нехай 𝐴 — унiтальна локально матрична алгебра, 𝑒1, 𝑒2 ∈ 𝐴 — iдемпо-

тенти. Довiльний iзоморфiзм

𝜑 : 𝑒1 𝐴 𝑒1 → 𝑒2 𝐴 𝑒2

продовжується до автоморфiзму алгебри 𝐴.
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Доведення. Iснує матрична пiдалгебра алгебри 𝐴, яка мiстить 1, 𝑒1, 𝑒2. Будемо
вважати, що

1, 𝑒1, 𝑒2 ∈ 𝑀𝑛 (𝔽) ⊂ 𝐴.

Довiльний iдемпотент матричної алгебри є дiагоналiзованим, тобто iснують
автоморфiзми𝜓1 i𝜓2 алгебри𝑀𝑛 (𝔽) такi, що

𝜓1(𝑒1) = diag
(
1, 1, . . . , 1︸       ︷︷       ︸

𝑟1

, 0, 0, . . . , 0
)
,

𝜓2(𝑒2) = diag
(
1, 1, . . . , 1︸       ︷︷       ︸

𝑟2

, 0, 0, . . . , 0
)
.

За лемою 4.12 автоморфiзми𝜓1, 𝜓2 продовжуються до автоморфiзмiв алгебри 𝐴.
У пiдроздiлi 3.5 було показано, що

st (𝑒1 𝐴 𝑒1) =
𝑟1
𝑛

st (𝐴),

st (𝑒2 𝐴 𝑒2) =
𝑟2
𝑛

st (𝐴).

Оскiльки
𝑒1 𝐴 𝑒1 � 𝑒2 𝐴 𝑒2, то 𝑟1 = 𝑟2, 𝜓1(𝑒1) = 𝜓2(𝑒2).

Лема 4.14 доведена. �

Лема 4.15. Нехай 𝐴, 𝐵 — iзоморфнi унiтальнi локально матричнi алгебри, 𝑒 ∈ 𝐴 i

𝑓 ∈ 𝐵 — iдемпотенти. Тодi довiльний iзоморфiзм

𝑒 𝐴 𝑒 → 𝑓 𝐵 𝑓 продовжується до iзоморфiзму 𝐴 → 𝐵.

Доведення. Припустимо, що

𝐴
𝜑
−→ 𝐵 i 𝑒 𝐴 𝑒

𝜓
−→ 𝑓 𝐵 𝑓

— iзоморфiзми. Тодi

𝜑−1 ◦𝜓 : 𝑒 𝐴 𝑒 → 𝜑−1(𝑓 ) 𝐴 𝜑−1(𝑓 )

є iзоморфiзмом двох кутiв в алгебрi 𝐴. За лемою 4.14 цей iзоморфiзм продовжу-
ється до автоморфiзму 𝜒 алгебри 𝐴. Iзоморфiзм 𝜑 ◦ 𝜒 продовжує 𝜓 . Лема 4.15
доведена. �
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Лема 4.16. Припустимо, що 𝐴 — локально матрична алгебра, 𝑠1 та 𝑠2 — числа

Стейнiца, що належать Spec (𝐴), причому 𝑠2/𝑠1 > 1. Нехай 𝑒1 — iдемпотент

алгебри 𝐴 такий, що st (𝑒1𝐴𝑒1) = 𝑠1. Тодi знайдеться iдемпотент 𝑒2 > 𝑒1 такий,

що st (𝑒2𝐴𝑒2) = 𝑠2.

Доведення. Оскiльки 𝑠2 ∈ Spec (𝐴), то iснує iдемпотент 𝑒 ′ ∈ 𝐴, такий що

st (𝑒 ′𝐴𝑒 ′) = 𝑠2.

Розглянемо матричну пiдалгебру 𝑀𝑛 (𝔽) ⊂ 𝐴, яка мiстить 𝑒1 i 𝑒 ′. Iснують авто-
морфiзми 𝜑, 𝜓 алгебри𝑀𝑛 (𝔽) такi, що

𝜑 (𝑒1) = diag
(
1, 1, . . . , 1︸       ︷︷       ︸

𝑟1

, 0, 0, . . . , 0
)
,

𝜓 (𝑒 ′) = diag
(
1, 1, . . . , 1︸       ︷︷       ︸

𝑟2

, 0, 0, . . . , 0
)
.

За лемою 4.12𝜑 i𝜓 продовжуються до автоморфiзмiв𝜑 та𝜓 алгебри𝐴 вiдповiдно.
Згiдно з пiдроздiлом 3.5

st (𝑒1 𝐴 𝑒1) = 𝑠1 =
𝑟1
𝑛

st (𝐴),

st (𝑒 ′ 𝐴 𝑒 ′) = 𝑠2 =
𝑟2
𝑚

st (𝐴).

Тому 𝑟2 > 𝑟1. Розглянемо iдемпотент

𝜑 −1 (𝜓 (𝑒 ′)) = 𝑒2.

Тодi
𝑒2 > 𝑒1 i st (𝑒2 𝐴 𝑒2) = 𝑠2.

Лема 4.16 доведена. �

Доведення теореми 4.2 2). Нехай 𝐴, 𝐵 — злiченно–вимiрнi локально матричнi
алгебри, Spec (𝐴) = Spec (𝐵). Оберемо базиси 𝑎1, 𝑎2, . . . та 𝑏1, 𝑏2, . . . в алгебрах 𝐴,
𝐵 вiдповiдно. Ми побудуємо зростаючi ланцюги кутiв

{0} = 𝐴0 ⊂ 𝐴1 ⊂ 𝐴2 ⊂ · · · (4.12)
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i
{0} = 𝐵0 ⊂ 𝐵1 ⊂ 𝐵2 ⊂ · · · (4.13)

в алгебрах 𝐴, 𝐵 такi, що ⋃
𝑖

𝐴𝑖 = 𝐴,
⋃
𝑖

𝐵𝑖 = 𝐵,

i для всiх 𝑖 ≤ 1 𝑎1, . . . , 𝑎𝑖 ∈ 𝐴𝑖, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑖 ∈ 𝐵𝑖,

st (𝐴𝑖) = st (𝐵𝑖).

Припустимо, що ланцюги

{0} = 𝐴0 ⊂ 𝐴1 ⊂ 𝐴2 ⊂ · · · ⊂ 𝐴𝑛

та
{0} = 𝐵0 ⊂ 𝐵1 ⊂ 𝐵2 ⊂ · · · ⊂ 𝐵𝑛,

якi задовольняють усi необхiднi умови, побудованi, де 𝑛 ≥ 0. Iснують кути
𝐴 ′ ⊂ 𝐴, 𝐵 ′ ⊂ 𝐵 алгебр 𝐴, 𝐵 вiдповiдно, такi що

𝐴𝑛 ⊂ 𝐴 ′, 𝑎𝑛+1 ∈ 𝐴 ′ i 𝐵𝑛 ⊂ 𝐵 ′, 𝑏𝑛+1 ∈ 𝐵 ′.

Числа Стейнiца st (𝐴 ′), st (𝐵 ′) лежать в однiй повнiй пiдмножинi множини 𝕊ℕ

i тому є рацiонально зв’язними.
Припустимо, що

st (𝐵 ′) ≥ st (𝐴 ′).

Нехай 𝐴 ′ = 𝑒 ′𝐴𝑒 ′, де 𝑒 ′ — iдемпотент алгебри 𝐴. Число Стейнiца st (𝐵 ′)
належить Spec (𝐴), тому за лемою 4.16 знайдеться iдемпотент 𝑒 алгебри 𝐴 такий,
що

𝑒 ≥ 𝑒 ′ i st (𝑒 𝐴 𝑒) = st (𝐵 ′).

Покладемо
𝐴𝑛+1 = 𝑒 𝐴 𝑒, 𝐵𝑛+1 = 𝐵 ′.

Ланцюги (4.12) i (4.13) побудовано.
За лемою 4.15 довiльний iзоморфiзм 𝐴𝑖 → 𝐵𝑖 продовжується до iзоморфiзму

𝐴𝑖+1 → 𝐵𝑖+1. А отже, iснує ланцюг iзоморфiзмiв

𝜑𝑖 : 𝐴𝑖 → 𝐵𝑖, 𝑖 ≥ 0,
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такий, що 𝜑𝑖+1 продовжує 𝜑𝑖 . Об’єднання⋃
𝑖≥0

𝜑𝑖

є iзоморфiзмом алгебри 𝐴 в алгебру 𝐵. Теорема 4.2 доведена. �

Теорема 4.3. Злiченно-вимiрнi (не обов’язково унiтальнi) локально матричнi алге-

бри однозначно вiдповiдають таким нескiнченним повним пiдмножинам множини

𝕊ℕ :
• 𝑆 (∞, 𝑠), 𝑠 ∈ 𝕊ℕ;
• 𝑆 (𝑟, 𝑠), 𝑟 ∈ [1,∞), 𝑠 ∈ 𝕊ℕ � ℕ;
• 𝑆+ (𝑟, 𝑠), 𝑟 ∈ [1,∞), 𝑠 ∈ 𝕊ℕ � ℕ, де

𝑟 =
𝑢

𝑣
, 𝑢, 𝑣 — взаємно простi натуральнi числа, 𝑣 ∈ Ω (𝑠).

Зазначимо, що
𝑆+ (𝑟, 𝑠) = 𝑆+

(
𝑢,
𝑠

𝑣

)
.

Якi з цих повних пiдмножин визначають злiченно-вимiрнi унiтальнi локально

матричнi алгебри?

Ми показали, що
𝑆 (∞, 𝑠) = Spec (𝑀∞(𝐴)),

де 𝐴 — унiтальна локально матрична алгебра, st (𝐴) = 𝑠 . Очевидно, що алгебра
𝑀∞(𝐴) не є унiтальною.

При побудовi злiченно–вимiрних локально матричних алгебр, якi вiдповiда-
ють 𝑆 (𝑟, 𝑠) та 𝑆+ (𝑟, 𝑠) (див. доведення теореми 4.2) ми занурювали алгебру

𝑀𝑟𝑠 (𝑏𝑖 )
(
𝐴𝑠/𝑏𝑖

)
= 𝑀

𝑟𝑠 (𝑏𝑖 ) · 𝑏𝑖+1
𝑏𝑖

(
𝐴𝑠/𝑏𝑖+1

)
в алгебру

𝑀𝑟𝑠 (𝑏𝑖+1)
(
𝐴𝑠/𝑏𝑖+1

)
як верхнiй лiвий кут i переходили до об’єднання.

Очевидно, що об’єднання зростаючого ланцюга кутiв є унiтальною алгеброю
тодi i тiльки тодi, коли цей ланцюг стабiлiзується. Iншими словами, тодi i тiльки
тодi, коли послiдовнiсть

𝑟𝑠 (𝑏𝑖)
𝑏𝑖

, 𝑖 → ∞,
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стабiлiзується.
Якщо число 𝑟 є iррацiональним або якщо число 𝑟 є рацiональним, де 𝑟 = 𝑢/𝑣,

НСД (𝑢, 𝑣) = 1 i 𝑣 не дiлить 𝑠, то послiдовнiсть

[𝑟 𝑏𝑖]
𝑏𝑖

не стабiлiзується.
Якщо 𝑣 ∈ Ω (𝑠), то

𝑆

(𝑢
𝑣
, 𝑠

)
= 𝑆

(
𝑢 ,

𝑠

𝑣

)
i 𝑆+

(𝑢
𝑣
, 𝑠

)
= 𝑆+

(
𝑢 ,

𝑠

𝑣

)
.

Для натурального числа 𝑢 послiдовнiсть

[𝑢 𝑏𝑖]
𝑏𝑖

= 𝑢

стабiлiзується, а послiдовнiсть
𝑢 𝑏𝑖 − 1

𝑏𝑖

не стабiлiзується.

Таким чином, злiченно-вимiрнi локально матричнi алгебри є унiтальними тодi

й лише тодi, коли їм вiдповiдають такi повнi множини:

𝑆

(𝑢
𝑣
, 𝑠

)
, 𝑣 ∈ Ω (𝑠).

У пiдроздiлi 6.3 нам двiчi знадобиться така лема.

Лема 4.17. Нехай𝐴 — злiченно–вимiрна локально матрична алгебра, яка мiстить

ненульовий iдемпотент 𝑒 такий, що dim𝔽 𝑒 𝐴 𝑒 < ∞. Тодi

𝐴 � 𝑀∞ (𝔽).

Доведення. Якщо повна множина мiстить натуральне число, то вона належить
ℕ. У цьому випадку або Spec (𝐴) = {1, 2, . . . , 𝑛}, або Spec (𝐴) = ℕ. У першому
випадку алгебра 𝐴 — скiнченно–вимiрна, що суперечить умовi леми. У другому
випадку 𝐴 � 𝑀∞ (𝔽). Лема 4.17 доведена. �
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4.3 Занурення локально матричних алгебр

Лема 4.18. Нехай 𝑆1 i 𝑆2 — повнi множини чисел Стейнiца. Тодi або 𝑆1
⋂
𝑆2 = ∅,

або одна iз множин 𝑆1, 𝑆2 мiстить iншу множину.

Доведення. Нехай 𝑠 ∈ 𝑆1
⋂
𝑆2. Якщо число Стейнiца 𝑠 належить ℕ, то за лемою

4.10 множини 𝑆1 i 𝑆2 є або початковими сегментами натуральних чисел, або
усiєю множиною ℕ. У цьому випадку твердження леми є очевидним.

Припустимо, що число 𝑠 є нескiнченним. Тодi за теоремою 4.1

𝑆𝑖 = 𝑆 (𝑟𝑖, 𝑠) або 𝑆𝑖 = 𝑆+ (𝑟𝑖, 𝑠),

де
𝑟𝑖 = 𝑟𝑆𝑖 (𝑠) ∈ [1, ∞)

⋃
{∞}, 𝑖 = 1, 2.

Очевидно, що
якщо 𝑟𝑆1 (𝑠) < 𝑟𝑆2 (𝑠), то 𝑆1 $ 𝑆2.

Якщо ж

𝑟𝑆1 (𝑠) = 𝑟𝑆2 (𝑠), то 𝑆1, 𝑆2 =


𝑆 (𝑟, 𝑠) ,
𝑆+ (𝑟, 𝑠) ,
𝑆 (∞, 𝑠) .

Але
𝑆+ (𝑟, 𝑠) j 𝑆 (𝑟, 𝑠) ⊂ 𝑆 (∞, 𝑠) при 𝑟 ∈ [1, ∞) .

Лема 4.18 доведена. �

Означення 4.4. Нехай 𝐴 — локально матрична алгебра. Пiдалгебра 𝐵 ⊆ 𝐴 нази-
вається апроксимативним кутом, якщо алгебра 𝐵 є об’єднанням зростаючого
ланцюга пiрсiвських компонент, тобто iснує послiдовнiсть iдемпотентiв 𝑒1, 𝑒2,
. . . така, що

𝑒1 𝐴𝑒1 ⊆ 𝑒2 𝐴𝑒2 ⊆ · · · , 𝐵 =

∞⋃
𝑖=1

𝑒𝑖 𝐴 𝑒𝑖 .

Очевидно, що апроксимативний кут локально матричної алгебри в свою
чергу є локально матричною алгеброю.
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Якщо 𝐵 — апроксимативний кут алгебри 𝐴, то довiльний кут алгебри 𝐵 є
кутом алгебри 𝐴. Отже, Spec (𝐵) ⊆ Spec (𝐴) .

Лема 4.19. Нехай 𝐴, 𝐵 — злiченно–вимiрнi локально матричнi алгебри,

Spec (𝐵) ⊆ Spec (𝐴). (4.14)

Тодi алгебра 𝐵 занурена в алгебру 𝐴 як апроксимативний кут.

Доведення. Якщо алгебра 𝐵 є унiтальною, то вона може бути занурена в алге-
бру 𝐴 як кут. Справдi, позаяк справджується включення (4.14), то знайдеться
iдемпотент 𝑒 ∈ 𝐴 такий, що

st (𝐵) = st (𝑒 𝐴 𝑒).

За теоремою Глiмма (див. 3.8) 𝐵 � 𝑒 𝐴 𝑒.
Припустимо, що алгебра 𝐵 не є унiтальною. Тодi знайдеться послiдовнiсть

iдемпотентiв
0 = 𝑓0, 𝑓1, 𝑓2, . . . алгебри 𝐵

така, що
{0} ≠ 𝑓1 𝐵 𝑓1 $ 𝑓2 𝐵 𝑓2 $ · · · ,⋃

𝑖≥0
𝑓𝑖 𝐵 𝑓𝑖 = 𝐵.

Покажемо, що алгебра 𝐴 мiстить послiдовнiсть iдемпотентiв

0 = 𝑒0, 𝑒1, 𝑒2, . . . (4.15)

таку, що
𝑒1 𝐴 𝑒1 ⊂ 𝑒2 𝐴 𝑒2 ⊂ · · ·

i
st (𝑓𝑖 𝐵 𝑓𝑖) = st (𝑒𝑖 𝐴 𝑒𝑖) для кожного 𝑖 ≥ 0.

Покладемо 𝑒0 = 0. Припустимо, що 𝑒0, 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛 — iдемпотенти такi, що

𝑒1 𝐴 𝑒1 ⊂ 𝑒2 𝐴 𝑒2 ⊂ · · · ⊂ 𝑒𝑛 𝐴 𝑒𝑛

i
st (𝑓𝑖 𝐵 𝑓𝑖) = st (𝑒𝑖 𝐴 𝑒𝑖), 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛.
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Ми маємо:
st (𝑓𝑛+1 𝐵 𝑓𝑛+1) > st (𝑓𝑛 𝐵 𝑓𝑛) = st (𝑒𝑛 𝐴 𝑒𝑛).

Згiдно з лемою 4.16 знайдеться iдемпотент 𝑒𝑛+1 ∈ 𝐴 такий, що справджується
включення

𝑒𝑛 𝐴 𝑒𝑛 ⊂ 𝑒𝑛+1 𝐴 𝑒𝑛+1

i при цьому
st (𝑒𝑛+1 𝐴 𝑒𝑛+1) = st (𝑓𝑛+1 𝐵 𝑓𝑛+1).

Iснування послiдовностi (4.15) доведено.
Нехай

𝐴 ′ =

∞⋃
𝑖=1

𝑒𝑖 𝐴 𝑒𝑖 .

За теоремою Глiмма 3.8

𝑒𝑖 𝐴 𝑒𝑖 � 𝑓𝑖 𝐵 𝑓𝑖, 𝑖 ≥ 1.

Згiдно з лемою 4.11
Spec (𝐴 ′) =

⋃
𝑖≥1

Spec (𝑒𝑖 𝐴 𝑒𝑖)

та
Spec (𝐵) =

⋃
𝑖≥1

Spec (𝑓𝑖 𝐵 𝑓𝑖).

Таким чином,
Spec (𝐴 ′) = Spec (𝐵).

За теоремою 4.2 частина 1) маємо 𝐴 ′ � 𝐵. Лема 4.19 доведена. �

Легко бачити, що якщо 𝐴 — унiтальна локально матрична алгебра, а 𝐵 — її
власний апроксимативний кут, то 𝐴 � 𝐵 i Spec (𝐵) строго мiститься в Spec (𝐴).
Справдi, якщо 𝑠 = st (𝐴), то згiдно з лемою 3.15 усi числа Стейнiца iз Spec (𝐵)
строго меншi, нiж 𝑠 .

З iншого боку, неунiтальна локально матрична алгебра 𝐴 може мiстити
власний апроксимативний кут, iзоморфний алгебрi 𝐴.

Нехай 𝐶 — унiтальна локально матрична алгебра. Розглянемо алгебру 𝐴 усiх
фiнiтарних (ℕ ×ℕ)–матриць над 𝐶, тобто (ℕ ×ℕ)–матриць, котрi мають лише
скiнченну кiлькiсть ненульових елементiв. Розглянемо пiдалгебру 𝐵 алгебри 𝐴,
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яка складається з матриць, в яких усi рядки i стовпчики з непарними номерами
є нульовими. Очевидно, що 𝐵 — власний апроксимативний кут алгебри 𝐴 i
𝐴 � 𝐵.

Висновки до роздiлу 4

У цьому роздiлi вивчалися спектри локально матричних алгебр. Основними
результатами роздiлу є такi.

• Для довiльної локально матричної алгебри визначено її спектр, який є
повною множиною чисел Стейнiца.

• Класифiкованi всi повнi множини чисел Стейнiца.
• Для довiльної повної множини чисел Стейнiца побудована злiченно–
вимiрна локально матрична алгебра, для якої ця множина є спектром.

• Показано, що злiченно–вимiрнi локально матричнi алгебри iзоморфнi
тодi й лише тодi, коли їх спектри збiгаються. Таким чином, отримане нове
доведення теореми Дiксм’є–Баранова про класифiкацiю неунiтальних
злiченно–вимiрних локально матричних алгебр.

• Показано, що для двох злiченно–вимiрних локально матричних алгебр 𝐴
та 𝐵 алгебра 𝐴 занурюється в алгебру 𝐵 як апроксимативний кут тодi й
лише тодi, коли спектр алгебри 𝐴 є пiдмножиною спектру алгебри 𝐵.
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Роздiл 5

Простори Хемiнга

Метрика Хемiнга — стандартний iнструмент обчислення вiдстанi мiж двома
двiйковими векторами однакової довжини.

Означення 5.1. Нехай 𝑛 ≥ 1. Стандартним простором Хемiнга 𝐻𝑛 називається
множина всiх векторiв довжини 𝑛

𝑥𝑛 =
(
𝑥1, . . . , 𝑥𝑛

)
, де 𝑥𝑖 ∈ {0, 1}, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛,

а вiдстань 𝑑𝐻𝑛
мiж цими векторами є числом позицiй, де цi вектори є рiзними.

У цьому роздiлi ми вивчаємо нескiнченно–вимiрнi аналоги таких просторiв
з абстрактного погляду в контекстi алгебр з мiрою (див. [46]). У роботi [92] вони
визначалися як простори Хемiнга. Оскiльки нашi приклади близькi до стан-
дартних просторiв Хемiнга, ми будемо в основному наслiдувати термiнологiю
робiт [91, 92, 93]

У роботах [46, 91, 92, 93] розглянуто нескiнченнi аналоги просторiв Хемiнга,
якi виникають як прямi границi скiнченних просторiв 𝐻𝑛 . У цому роздiлi
ми вводимо абстрактне означення просторiв Хемiнга, а також вивчаємо їх
будову i зв’язок з локально матричними алгебрами. Результати цього роздiлу
опублiковано в [30].

5.1 Абстрактне визначення i приклади
просторiв Хемiнга
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Нагадаємо,що булевим кiльцем називається комутативне кiльце, всi елементи
якого задовольняють тотожнiсть

𝑥2 = 𝑥 . (5.1)

Означення 5.2. Нехай 𝐻 — булеве кiльце з 1. Функцiя

𝑟 : 𝐻 → [ 0, 1 ] (5.2)

називається функцiєю рангу (або мiрою, див. [46]), якщо
(1) 𝑟 (𝑎) = 0 у тому i тiльки тому випадку, коли 𝑎 = 0;
(2) 𝑟 (𝑎) = 1 у тому i тiльки тому випадку, коли 𝑎 = 1;
(3) якщо 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻 i 𝑎𝑏 = 0, то 𝑟 (𝑎 + 𝑏) = 𝑟 (𝑎) + 𝑟 (𝑏).

Означення 5.3. Унiтальним простором Хемiнга (𝐻, 𝑟 ) будемо називати булеве
кiльце 𝐻 з одиницею 1 та функцiєю рангу 𝑟 : 𝐻 → [0, 1] виду (5.2).

На булевому кiльцi з функцiєю рангу природно визначається структура
лiнiйного векторного простору над ℤ2, яка перетворює це кiльце в лiнiйну
алгебру. Тому за необхiдностi будемо вважати, що простiр Хемiнга — це саме
таким чином визначена лiнiйна алгебра з функцiєю рангу. Тим самим, простори
Хемiнга є алгебричними системами з двома бiнарними операцiями, унарною
операцiєю i родиною предикатiв 𝑝𝛼 , 𝛼 ∈ [0, 1], де функцiя рангу, яка задана на
ньому — це злiченна адитивна додатна мiра.

Лема 5.1. Якщо (𝐻, 𝑟 ) — простiр Хемiнга, то функцiя

𝑑𝐻 (𝑎, 𝑏) = 𝑟 (𝑎 − 𝑏), 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻,

задає метрику на просторi (𝐻, 𝑟 ).

Доведення. Згiдно з умовою (1) означення 5.2 вiдстань мiж рiзними елементами
простору 𝐻 завжди додатна. Доведемо нерiвнiсть трикутника, тобто що для
довiльних елементiв 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐻

𝑑𝐻 (𝑎, 𝑐) ≤ 𝑑𝐻 (𝑎, 𝑏) + 𝑑𝐻 (𝑏, 𝑐) .

Ми маємо:
𝑑𝐻 (𝑎, 𝑐) = 𝑟 (𝑎 − 𝑐), 𝑑𝐻 (𝑎, 𝑏) = 𝑟 (𝑎 − 𝑏),
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𝑑𝐻 (𝑏, 𝑐) = 𝑟 (𝑏 − 𝑐), 𝑎 − 𝑐 = (𝑎 − 𝑏) + (𝑏 − 𝑐).

Покажемо, що для довiльних елементiв 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻

𝑟 (𝑎 + 𝑏) ≤ 𝑟 (𝑎) + 𝑟 (𝑏).

Дiйсно,
𝑎 = 𝑎𝑏 + 𝑎(1 − 𝑏), 𝑏 = 𝑎𝑏 + 𝑏 (1 − 𝑎),

𝑎 + 𝑏 = 𝑎(1 − 𝑏) + 𝑏 (1 − 𝑎).

Згiдно з умовою (3) означення 5.2

𝑟 (𝑎) = 𝑟 (𝑎𝑏) + 𝑟 (𝑎(1 − 𝑏)), 𝑟 (𝑏) = 𝑟 (𝑎𝑏) + 𝑟 (𝑏 (1 − 𝑎)),

𝑟 (𝑎 + 𝑏) = 𝑟 (𝑎(1 − 𝑏)) + 𝑟 (𝑏 (1 − 𝑎)) .

Отже,
𝑟 (𝑎) + 𝑟 (𝑏) − 𝑟 (𝑎 + 𝑏) = 2 𝑟 (𝑎𝑏) ≥ 0.

Лема 5.1 доведена. �

Приклад 5.1. Булеве кiльце
𝐻𝑛 =

{
0 , 1

}𝑛
з покомпонентним додаванням (за модулем 2) i множенням, а також функцiєю
рангу

𝑟𝐻𝑛
(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =

1
𝑛
(𝑥1 + . . . + 𝑥𝑛) для довiльних 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ∈ {0, 1},

задовольняють умови (1), (2), (3) означення 5.2. Ми назвемо простiр Хемiнга
(𝐻𝑛, 𝑟𝐻𝑛

) стандартним.

Нехай {0, 1}ℕ позначає множину всiх нескiнченних (0, 1)–послiдовностей

a = (𝑎1, 𝑎2, . . .), 𝑎𝑖 = 0 або 1.

Очевидно, що {0, 1}ℕ — булеве кiльце з операцiями покомпонентного додавання
(за модулем 2) i множення.

Означення 5.4. Послiдовнiсть a = (𝑎1, 𝑎2, . . .) називається перiодичною, якщо
iснує натуральне число 𝑘 таке, що

𝑎𝑖+𝑘 = 𝑎𝑖 для довiльного 𝑖 ∈ ℕ.

У цьому випадку число 𝑘 називається перiодом послiдовностi a.
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Очевидно, що iснує мiнiмальний перiод 𝑘𝑚𝑖𝑛 послiдовностi a i що число 𝑘 є
перiодом тодi i тiльки тодi, коли 𝑘 дiлиться на 𝑘𝑚𝑖𝑛 .

Означення 5.5. Нехай 𝑢 — число Стейнiца. Перiодична послiдовнiсть a назива-
ється 𝑢–перiодичною, якщо її мiнiмальний перiод дiлить 𝑢.

Приклад 5.2. Позначимо черезH(𝑢) множину 𝑢–перiодичних послiдовностей.
Очевидно, щоH(𝑢) — пiдкiльце булевого кiльця {0, 1}ℕ. Функцiя рангу

𝑟H(𝑢) (𝑎1, 𝑎2, . . . ) =
1
𝑘
(𝑎1 + . . . + 𝑎𝑘),

де 𝑘 — перiод (довiльний з перiодiв) послiдовностi a = (𝑎1, 𝑎2, . . .), задає на
(H (𝑢), 𝑟H(𝑢)) структуру простору Хемiнга.

Приклад 5.3. Для послiдовностi

a = (𝑎1, 𝑎2, . . .) ∈ {0, 1}ℕ

визначимо функцiю псевдорангу

𝑟 (a) = lim
𝑛→∞

sup 1
𝑛
(𝑎1 + . . . + 𝑎𝑛).

Ця функцiя задовольняє умовi (3) означення 5.2, але не задовольняє умови (1),
(2). Пiдмножина

𝐼 =
{
a ∈ {0, 1}ℕ

�� 𝑟 (a) = 0
}

є iдеалом булевого кiльця {0, 1}ℕ. На довiльному класi сумiжностi

a + 𝐼 , a ∈ {0, 1}ℕ,

функцiя 𝑟 є сталою.
Розглянемо булеве кiльце

𝐵 = {0, 1}ℕ � 𝐼

з функцiєю рангу
𝑟𝐵 (a + 𝐼 ) = 𝑟 (a), a ∈ {0, 1}ℕ.

Простiр Хемiнга (𝐵, 𝑟𝐵) називається простором Безиковича або простором
Безиковича–Хемiнга (див. [41, 106]).
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5.2 Тензорний добуток просторiв Хемiнга

Твердження 5.1. Нехай (𝐻1, 𝑟1), (𝐻2, 𝑟2) — унiтальнi простори Хемiнга. Тодi iснує

єдина функцiя рангу 𝑟 на тензорному добутку булевих кiлець

𝐻 = 𝐻1
⊗

ℤ 𝐻2

така, що

𝑟 (𝑎 ⊗ 𝑏) = 𝑟1(𝑎) 𝑟2(𝑏)

для довiльних елементiв 𝑎 ∈ 𝐻1, 𝑏 ∈ 𝐻2.

Зауважимо, що оскiльки 2𝐻1 = {0}, 2𝐻2 = {0}, то мiж тензорними добутками
𝐻1

⊗
ℤ 𝐻2 та 𝐻1

⊗
ℤ�2ℤ 𝐻2 рiзницi немає. Тому тут i в схожих ситуацiях у

подальшому будемо використовувати запис 𝐻1
⊗

ℤ 𝐻2.

Доведення твердження 5.1. Для довiльного булевого кiльця 𝐻 позначимо через
𝑆 (𝐻 ) множину всiх непорожнiх скiнченних пiдмножин 𝐻 � {0}. Покладемо

𝑂 (𝐻 ) = {𝐴 ∈ 𝑆 (𝐻 ) | 𝐴 = {𝑎1, . . . , 𝑎𝑟 }, 𝑎𝑖 ≠ 0, 𝑎𝑖𝑎 𝑗 = 0,

для довiльних 𝑖 ≠ 𝑗, 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑟 }.

Будемо говорити, що множина 𝑋 ∈ 𝑆 (𝐻 ) покривається множиною 𝐸 ∈ 𝑂 (𝐻 ),
якщо довiльний елемент 𝑥 ∈ 𝑋 є сумою елементiв з 𝐸, тобто

𝑥 =
∑︁

𝑒∈𝐸, 𝑥𝑒=𝑒
𝑒.

Нехай
𝑋 = {𝑎1, . . . , 𝑎𝑟 } ∈ 𝑆 (𝐻 ).

Розглянемо множину 𝐸, яка складається з добуткiв

𝑏1 · · · 𝑏𝑟 , де 𝑏𝑖 = 𝑎𝑖 або 𝑏𝑖 = 1 − 𝑎𝑖 .

Тодi 𝐸 ∈ 𝑂 (𝐻 ) i 𝐸 покриває 𝑋 .
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Для довiльного елемента

𝑥 ∈ 𝐻1
⊗

ℤ 𝐻2

iснують множини

𝐸1 = {𝑒1, . . . , 𝑒𝑛} ∈ 𝑂 (𝐻1) i 𝐸2 = {𝑓1, . . . , 𝑓𝑚} ∈ 𝑂 (𝐻2)

такi, що
𝑥 ∈ Span (𝐸1)

⊗
ℤ Span (𝐸2),

𝑥 =
∑︁

1≤𝑖≤𝑛, 1≤ 𝑗≤𝑚
𝛼𝑖 𝑗 𝑒𝑖 ⊗ 𝑓 𝑗 , 𝛼𝑖 𝑗 = 0 або 𝛼𝑖 𝑗 = 1.

у цьому випадку будемо говорити, що елемент 𝑥 покривається множинами 𝐸1
та 𝐸2. Тут Span(𝐸𝑖) означає лiнiйну оболонку, натягнуту на 𝐸𝑖, 𝑖 = 1, 2.

Покладемо
𝑟𝐸1,𝐸2 (𝑥) =

∑︁
1≤𝑖≤𝑛, 1≤ 𝑗≤𝑚

𝛼𝑖 𝑗 𝑟1(𝑒𝑖) 𝑟2(𝑓 𝑗 ).

Припустимо, що пiдмножини 𝐸′1 ∈ 𝑂 (𝐻1) i 𝐸′2 ∈ 𝑂 (𝐻2) покривають пiдмно-
жини 𝐸1 та 𝐸2 вiдповiдно. Нехай

𝑒𝑖 =
∑︁
𝑝

𝑒𝑖𝑝 , 𝑒𝑖𝑝 ∈ 𝐸′1,

i
𝑓 𝑗 =

∑︁
𝑞

𝑓 𝑗𝑞, 𝑓 𝑗𝑞 ∈ 𝐸′2.

Бачимо, що
𝑒𝑖𝑝 = 𝑒𝑖1𝑝1

тiльки, якщо (𝑖, 𝑝) = (𝑖1, 𝑝1). Це випливає з того, що iдемпотенти 𝑒𝑖 та 𝑒𝑖𝑝
ортогональнi. Аналогiчно,

𝑓 𝑗𝑞 = 𝑓 𝑗1𝑞1

тiльки, якщо ( 𝑗, 𝑞) = ( 𝑗1, 𝑞1) . Ми маємо:

𝑥 =
∑︁
𝑖, 𝑗, 𝑝, 𝑞

𝛼𝑖 𝑗 𝑒𝑖𝑝 ⊗ 𝑓 𝑗𝑞 .

За означенням
𝑟𝐸 ′1,𝐸

′
2
(𝑥) =

∑︁
𝑖, 𝑗, 𝑝, 𝑞

𝛼𝑖 𝑗 𝑟1(𝑒𝑖𝑝 ) 𝑟2(𝑓 𝑗𝑞).
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Але, згiдно з властивiстю (3) функцiї рангу (5.2), див. означення 5.2,

𝑟1(𝑒𝑖) =
∑︁
𝑝

𝑟1(𝑒𝑖𝑝 ) 𝑟2(𝑓 𝑗 ) =
∑︁
𝑞

𝑟2(𝑓 𝑗𝑞) .

Отже,
𝑟𝐸1,𝐸2 (𝑥) = 𝑟𝐸 ′

1 ,𝐸
′
2
(𝑥).

Покажемо, що число 𝑟𝐸1,𝐸2 (𝑥) не залежить вiд вибору множин 𝐸1 та 𝐸2, якi
покривають елемент 𝑥 . Нехай

𝐸1, 𝐸
′
1 ∈ 𝑂 (𝐻1), 𝐸2, 𝐸

′
2 ∈ 𝑂 (𝐻2)

i
𝑥 ∈

(
Span (𝐸1)

⊗
Span (𝐸2)

) ⋂ (
Span (𝐸′1)

⊗
Span (𝐸′2)

)
.

Iснують пiдмножини
𝐸′′1 ∈ 𝑂 (𝐻1), 𝐸′′2 ∈ 𝑂 (𝐻2)

такi, що обидвi пiдмножини 𝐸1 та 𝐸′1 покриваються пiдмножиною 𝐸′′1 . Аналогiчно,
𝐸2 та 𝐸′2 покриваються пiдмножиною 𝐸′′2 .

Згiдно з доведеним вище, тодi

𝑟𝐸1,𝐸2 (𝑥) = 𝑟𝐸 ′′1 ,𝐸
′′
2
(𝑥).

Аналогiчно,
𝑟𝐸 ′

1 ,𝐸
′
2
(𝑥) = 𝑟𝐸 ′′1 ,𝐸

′′
2
(𝑥).

Таким чином,
𝑟𝐸1,𝐸2 (𝑥) = 𝑟𝐸 ′1,𝐸

′
2
(𝑥),

що доводить незалежнiсть числа 𝑟𝐸1,𝐸2 (𝑥) вiд вибору покриваючих множин.
Покладемо

𝑟 (𝑥) = 𝑟𝐸1,𝐸2 (𝑥),

де 𝐸1 ∈ 𝑂 (𝐻1), 𝐸2 ∈ 𝑂 (𝐻2) — пiдмножини, якi покривають елемент 𝑥 . Покажемо,
що функцiя 𝑟 (𝑥) є функцiєю рангу.

Нехай
𝐸1 =

{
𝑒1, . . . , 𝑒𝑛}, 𝐸2 =

{
𝑓1, . . . , 𝑓𝑚}

i
𝑥 =

∑︁
1≤𝑖≤𝑛, 1≤ 𝑗≤𝑚

𝛼𝑖 𝑗 𝑒𝑖 ⊗ 𝑓 𝑗 , 𝛼𝑖 𝑗 = 0 або 𝛼𝑖 𝑗 = 1.
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Очевидно, що
𝑟 (𝑥) =

∑︁
1≤𝑖≤𝑛, 1≤ 𝑗≤𝑚

𝛼𝑖 𝑗 𝑟1(𝑒𝑖)𝑟2(𝑓 𝑗 ) ≥ 0.

Якщо 𝑥 ≠ 0, то знайдуться 𝑖, 𝑗 такi, що 𝛼𝑖 𝑗 ≠ 0. Тодi

𝑟 (𝑥) ≥ 𝑟1(𝑒𝑖)𝑟2(𝑓 𝑗 ) > 0.

Також,
𝑟 (𝑥) =

∑︁
1≤𝑖≤𝑛, 1≤ 𝑗≤𝑚

𝛼𝑖 𝑗 𝑟1(𝑒𝑖) 𝑟2(𝑓 𝑗 ) ≤∑︁
1≤𝑖≤𝑛, 1≤ 𝑗≤𝑚

𝑟1(𝑒𝑖) 𝑟2(𝑓 𝑗 ) =

𝑟1
(
𝑒1 + · · · + 𝑒𝑛) 𝑟2(𝑓1 + · · · + 𝑓𝑚) ≤ 1.

Рiвнiсть досягається тiльки в тому випадку, коли

𝑒1 + · · · + 𝑒𝑛 = 1𝐻1, 𝑓1 + · · · + 𝑓𝑚 = 1𝐻2

i 𝛼𝑖 𝑗 = 1 для довiльних 𝑖, 𝑗 . Тобто

𝑥 = 1 у 𝐻1
⊗

ℤ 𝐻2.

Нарештi припустимо, що

𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻1
⊗

ℤ 𝐻2

i 𝑥𝑦 = 0. Виберемо пiдмножини 𝐸1 ∈ 𝑂 (𝐻1), 𝐸2 ∈ 𝑂 (𝐻2), якi покривають обидва
елементи 𝑥 та 𝑦. Як i вище, нехай

𝐸1 =
{
𝑒1, . . . , 𝑒𝑛

}
, 𝐸2 =

{
𝑓1, . . . , 𝑓𝑚

}
.

Також, нехай

𝑥 =
∑︁

1≤𝑖≤𝑛, 1≤ 𝑗≤𝑚
𝛼𝑖 𝑗 𝑒𝑖 ⊗ 𝑓 𝑗 , 𝑦 =

∑︁
1≤𝑖≤𝑛, 1≤ 𝑗≤𝑚

𝛽𝑖 𝑗 𝑒𝑖 ⊗ 𝑓 𝑗 .

Тодi
𝑥 + 𝑦 =

∑︁
1≤𝑖≤𝑛, 1≤ 𝑗≤𝑚

(
(𝛼𝑖 𝑗 + 𝛽𝑖 𝑗 ) mod 2

)
𝑒𝑖 ⊗ 𝑓 𝑗 .

З умови 𝑥𝑦 = 0 випливає, що для довiльних 𝑖, 𝑗 ми маємо:

𝛼𝑖 𝑗 𝛽𝑖 𝑗 = 0.
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Тому випадок
𝛼𝑖 𝑗 = 𝛽𝑖 𝑗 = 1

виключається i
𝛼𝑖 𝑗 + 𝛽𝑖 𝑗 = 0 або 𝛼𝑖 𝑗 + 𝛽𝑖 𝑗 = 1.

Тепер,
𝑟 (𝑥 + 𝑦) =

∑︁
1≤𝑖≤𝑛, 1≤ 𝑗≤𝑚

(
𝛼𝑖 𝑗 + 𝛽𝑖 𝑗

)
𝑟1(𝑒𝑖) 𝑟2(𝑓 𝑗 ) =

𝑟 (𝑥) + 𝑟 (𝑦) .

Твердження 5.1 доведене. �

Легко бачити, що для тензорного добутку стандартних просторiв Хемiнга
𝐻𝑛 та 𝐻𝑚 має мiсце iзоморфiзм:

𝐻𝑛

⊗
𝐻𝑚 � 𝐻𝑛𝑚 . (5.3)

Лема 5.2. Нехай має мiсце включення𝐻𝑛 ⊂ 𝐻𝑠 . Тодi знайдеться пiдпростiр Хемiнга

𝐻 ′ ⊂ 𝐻𝑠 такий, що

𝐻𝑠 = 𝐻𝑛 𝐻
′ � 𝐻𝑛

⊗
𝐻 ′, 𝐻 ′ � 𝐻𝑠/𝑛, 1𝐻𝑛

∈ 𝐻 ′.

Доведення. Одиниця 1𝐻𝑛
булевого кiльця 𝐻𝑛 розкладається в суму 𝑛 ортогональ-

них iдемпотентiв 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛 :

1𝐻𝑛
= 𝑒1 + · · · + 𝑒𝑛,

де кожен iдемпотент цього розкладу має ранг

𝑟𝐻𝑛

(
𝑒𝑖
)
=

1
𝑛

для довiльного 𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛.

Оскiльки кiльце 𝐻𝑛 занурене в 𝐻𝑠 як пiдпростiр Хемiнга, тобто зi збереженням
функцiї рангу, то

𝑟𝐻𝑠
(𝑒1) = · · · = 𝑟𝐻𝑠

(𝑒𝑛) =
1
𝑛
.

У просторi Хемiнга𝐻𝑠 розклад одиницi 1𝐻𝑛
в суму 𝑛 ортогональних iдемпотентiв

одного й того ж рангу вiдповiдає розбиттю множини {1, . . . , 𝑠} в об’єднання
пiдмножин, що не перетинаються, однiєї й тiєї ж потужностi 𝑟 . Це означає, що

𝑛 𝑟 = 𝑠, тобто 𝑛 | 𝑠 .
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Довiльний елемент простору 𝐻𝑠 рангу 𝑟/𝑠 є сумою 𝑟 ортогональних iдемпо-
тентiв, кожен з яких має ранг 1/𝑠 . Нехай

𝑒𝑖 =

𝑠/𝑛∑︁
𝑗=1

𝑒𝑖 𝑗 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛.

I нехай iдемпотенти {
𝑒𝑖 𝑗 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑠

𝑛

}
— попарно ортогональнi, де

𝑟
(
𝑒𝑖 𝑗

)
=

1
𝑠
.

Покладемо

𝑒′𝑗 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑒𝑖 𝑗 , 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑠

𝑛
.

Пiдпростiр Хемiнга

𝐻 ′ =

𝑠/𝑛∑︁
𝑗=1

ℤ 𝑒′𝑗

має необхiднi властивостi i лема 5.2 доведена. �

Простiр Хемiнга 𝐻 ′ ⊂ 𝐻𝑠 такий, що

𝐻 ′ � 𝐻𝑠/𝑛 i 𝐻𝑠 = 𝐻𝑛 𝐻
′,

не є єдиним, як буде видно з наступного прикладу.

Приклад 5.4. Розглянемо простiр Хемiнга

𝐻 = ℤ2 𝑒1 + ℤ2 𝑒2 ,

𝑒𝑖 𝑒 𝑗 = 𝛿𝑖 𝑗 , 𝑟 (𝑒1) = 𝑟 (𝑒2) =
1
2 ,

який iзоморфний стандартному простору Хемiнга𝐻2, та його тензорний квадрат
𝐻 ⊗ℤ 𝐻, який iзоморфний стандартному простору Хемiнга 𝐻4.

Розглянемо пiдпростори простору 𝐻 ⊗ℤ 𝐻 :

𝐻 ′ = ℤ2 (𝑒1 ⊗ 1) + ℤ2 (𝑒2 ⊗ 1) � 𝐻2,

𝐻 ′′ = ℤ2 (1 ⊗ 𝑒1) + ℤ2 (1 ⊗ 𝑒2) � 𝐻2.
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Очевидно, що
𝐻

⊗
ℤ 𝐻 = 𝐻 ′ · 𝐻 ′′.

Елементи
𝑓1 = 𝑒1 ⊗ 𝑒1 + 𝑒2 ⊗ 𝑒2 та 𝑓2 = 𝑒1 ⊗ 𝑒2 + 𝑒2 ⊗ 𝑒1

ортогональнi i мають ранг 1
2 . Таким чином, пiдпростiр

𝐻 ′′′ = ℤ2 𝑓1 + ℤ2 𝑓2

також iзоморфний 𝐻2. Легко бачити, що

𝐻 ′′′ ≠ 𝐻 ′′ i 𝐻
⊗

ℤ𝐻 = 𝐻 ′ · 𝐻 ′′′.

Неєдинiсть тензорного доповнення до 𝐻 ′ доведена.
Якщо 𝐻𝑛 ⊂ 𝐻𝑠, а 𝐻 ′, 𝐻 ′′ ⊂ 𝐻𝑠 — два тензорних доповнення до 𝐻𝑛, тобто

𝐻 ′ � 𝐻 ′′ � 𝐻𝑠/𝑛 i 𝐻𝑠 = 𝐻𝑛 𝐻
′ = 𝐻𝑛 𝐻

′′,

то iснуватиме автоморфiзм 𝜑 ∈ Aut 𝐻𝑠, який переводить 𝐻 ′ у 𝐻 ′′ i такий, що
𝜑 (ℎ) = ℎ для довiльного елемента ℎ ∈ 𝐻𝑛 .

Означення 5.6. Називатимемо унiтальний простiр Хемiнга (𝐻, 𝑟 ) локально
стандартним, якщо довiльна скiнченна пiдмножина елементiв

𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 ∈ 𝐻

мiститься в пiдпросторi 𝐻 ′ ⊂ 𝐻 такому, що

𝐻 ′ � 𝐻𝑚 для деякого 𝑚 ≥ 1.

Можна бачити, що для локально стандартного простору Хемiнга функцiя
рангу завжди набуває рацiональних значень.

Приклад 5.5. Для довiльного числа Стейнiца 𝑢 простiр Хемiнга 𝑢–перiодичних
послiдовностей

H(𝑢) ⊂ {0, 1}ℕ

є локально стандартним. Справдi, для довiльного натурального числа 𝑛 ≥ 1
простiр 𝑛–перiодичних послiдовностейH(𝑛) iзоморфний 𝐻𝑛 . Якщо 𝑢 — число
Стейнiца, то

H(𝑢) =
⋃
𝑛

H(𝑛),

де об’єднання береться за всiма натуральними дiльниками числа 𝑢.
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Приклад 5.6. Простiр Безиковича (𝐵, 𝑟𝐵) (див. приклад 5.3) не є локально стан-
дартним. Дiйсно, не важко знайти елемент 𝑥 ∈ 𝐵 такий, що число 𝑟𝐵 (𝑥) є
iррацiональним.

Позначимо через
{0, 1}ℕ𝑝 (5.4)

множину всiх перiодичних послiдовностей з {0, 1}ℕ. Нагадаємо, що

𝐼 =

{
𝑎 ∈ {0, 1}ℕ

�� 𝑟 (𝑎) = 0
}

— булевий iдеал булевого кiльця {0, 1}ℕ (див. приклад 5.3). Очевидно, що

{0, 1}ℕ𝑝 ∩ 𝐼 = {0}.

Тому {0, 1}ℕ𝑝 можна розглядати як пiдпростiр Хемiнга простору Безиковича
(𝐵, 𝑟𝐵). Ми маємо:

{0, 1}ℕ𝑝 =
⋃
𝑢∈𝕊ℕ

H(𝑢) .

Тому простiр Хемiнга {0, 1}ℕ𝑝 буде локально стандартним.

Теорема 5.1. Нехай 𝐻 — злiченний локально стандартний унiтальний простiр

Хемiнга. Тодi

𝐻 �
∞⊗
𝑖=1

𝐻𝑝𝑖 ,

де всi 𝑝𝑖 — простi числа.

Доведення. Оскiльки простiр 𝐻 є злiченним i локально стандартним, то iснує
зростаючий ланцюг пiдпросторiв

1 ∈ 𝑋1 ⊂ 𝑋2 ⊂ · · · ,
∞⋃
𝑖=1

𝑋𝑖 = 𝐻,

такий що кожен 𝑋𝑖 є стандартним пiдпростором Хемiнга. Згiдно з лемою 5.2
знайдеться стандартний пiдпростiр Хемiнга

𝑋 ′
𝑖+1 ⊂ 𝑋𝑖+1, 𝑖 ≥ 2,

такий, що
𝑋𝑖

⊗
𝑋 ′
𝑖+1 � 𝑋𝑖+1.
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Покладемо 𝑋 ′
1 = 𝑋1. Тодi

𝐻 �
∞⊗
𝑖=1

𝑋 ′
𝑖 .

Припустимо тепер, що
𝑋 ′
𝑖 � 𝐻𝑛𝑖 , 𝑛𝑖 ≥ 2.

Розглянемо розклад числа 𝑛𝑖 у добуток простих спiвмножникiв

𝑛𝑖 = 𝑝1 · · · 𝑝𝑘 .

Тодi
𝐻𝑛𝑖 � 𝐻𝑝1

⊗
· · ·

⊗
𝐻𝑝𝑘 .

Звiдси випливає твердження теореми 5.1. �

Означення 5.7. Нехай 𝐻 — локально стандартний унiтальний простiр Хемiнга.
Розглянемо множину натуральних чисел

𝐷 (𝐻 ) =

{
𝑛 ≥ 2

�� 𝐻 ′ ⊂ 𝐻, 𝐻 ′ � 𝐻𝑛

}
.

Найменше спiльне кратне чисел з 𝐷 (𝐻 ) називається числом Стейнiца простору
Хемiнга 𝐻 i позначається st(𝐻 ).

Лема 5.3. Для локально стандартних унiтальних просторiв Хемiнга 𝐻1 та 𝐻2 їх

тензорний добуток

𝐻1
⊗

𝐻2 (5.5)

також є локально стандартним простором Хемiнга i

st (𝐻1
⊗

𝐻2) = st (𝐻1) · st (𝐻2).

Доведення. Розглянемо непорожню скiнченну пiдмножину елементiв алгебри
(5.5)

𝑎𝑘 =
∑︁
𝑖

𝑏𝑘𝑖 ⊗ 𝑐𝑘𝑖 , де 𝑏𝑘𝑖 ∈ 𝐻1, 𝑐𝑘𝑖 ∈ 𝐻2.

Нехай
𝑋 =

{
𝑏𝑘𝑖

}
𝑘𝑖
, 𝑌 =

{
𝑐𝑘𝑖

}
𝑘𝑖
.

Позаяк простори 𝐻1 та 𝐻2 є локально стандартними, то знайдуться пiдпростори
𝐻1

′, 𝐻2
′ просторiв 𝐻1 i 𝐻2 вiдповiдно такi, що

𝑋 ⊂ 𝐻1
′, 𝑌 ⊂ 𝐻2

′.
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Легко бачити, що всi елементи 𝑎𝑘 мiстяться в тензорному добутку просторiв

𝐻1
′
⊗

𝐻2
′.

Якщо 𝐻1
′ � 𝐻𝑛, 𝐻2

′ � 𝐻𝑚, то

𝐻1
′
⊗

𝐻2
′ � 𝐻𝑚𝑛 .

Ми довели локальну стандартнiсть простору (5.5). З наведених мiркувань також
випливає, що

st (𝐻1
⊗

𝐻2) = НСК
(
𝐷 (𝐻1

⊗
𝐻2)

)
=

НСК
(
𝐷 (𝐻1)

)
· НСК

(
𝐷 (𝐻2)

)
= st (𝐻1) · st (𝐻2).

Лема 3.1 доведена. �

Якщо

𝐻 =

∞⊗
𝑖=1

𝐻𝑝𝑖

— розклад з теореми 5.1, то

st (𝐻 ) =

∞∏
𝑖=1

𝑝
𝑠𝑖
𝑖 ,

де 𝑠𝑖 — число копiй простору 𝐻𝑝𝑖 в розкладi простору 𝐻 .
У роботi [37] було доведено, що злiченнi локально стандартнi унiтальнi

простори Хемiнга 𝐻 ′ i 𝐻 ′′ iзоморфнi тодi i тiльки тодi, коли

st (𝐻 ′) = st (𝐻 ′′) .

Цей факт також легко випливає з теореми 5.1.

Приклад 5.7. Число Стейнiца простору Хемiнга H(𝑢) 𝑢–перiодичних послiдов-
ностей дорiвнює 𝑢. Бiльше того, якщо

𝑢 =

∞∏
𝑖=1

𝑝
𝑠𝑖
𝑖 ,

тодi

H(𝑢) =

∞⊗
𝑖=1

( 𝑠𝑖⊗
𝑗=1

𝐻𝑝𝑖

)
.
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Приклад 5.8. Число Стейнiца пiдпростору Хемiнга (5.4) простору Безиковича з
прикладу 5.6 дорiвнює:

st
(
{0, 1}ℕ𝑝

)
=

∞∏
𝑖=1

𝑝∞𝑖 ,

де добуток береться за всiма простими числами 𝑝𝑖 ∈ ℙ.

5.3 Пiдалгебри Картана локально матричних
алгебр

Розглянемо унiтальну локально матричну 𝔽–алгебру 𝐴 з одиницею 1. Нехай
𝐶 — комутативна пiдалгебра алгебри 𝐴, яка мiстить 1. Позначимо через 𝐸 (𝐶)
множину всiх iдемпотентiв алгебри 𝐶, включаючи 0 та 1. Визначимо на 𝐸 (𝐶)
операцiї множення та додавання 𝑒 𝑓 й 𝑒 + 𝑓 − 2𝑒 𝑓 вiдповiдно, де 𝑒, 𝑓 ∈ 𝐸 (𝐶).
Тодi 𝐸 (𝐶) разом з функцiєю вiдносного рангу 𝑟 : 𝐸 (𝐶) → [0, 1] (див. пiдроздiл
3.5, стр. 116) є простором Хемiнга.

Означення 5.8 (див. [74, 122, 130]). Пiдалгебра 𝐻 матричної алгебри 𝑀𝑛 (𝔽)
називається пiдалгеброю Картана, якщо

𝐻 � 𝔽 ⊕ . . . ⊕ 𝔽︸           ︷︷           ︸
𝑛

.

Iншими словами,𝐻 породжена як лiнiйний простiр 𝑛 попарно ортогональни-
ми iдемпотентами. Неважко показати,що довiльна пiдалгебра Картана спряжена
з дiагональною пiдалгеброю алгебри𝑀𝑛 (𝔽).

До кiнця цього пiдроздiлу ми розглядатимемо лише злiченно–вимiрнi
унiтальнi локально матричнi алгебри.

Нехай
1 ∈ 𝐴1 ⊂ 𝐴2 ⊂ . . .

— зростаючий ланцюг скiнченно–вимiрних матричних пiдалгебр такий, що

𝐴 =

∞⋃
𝑖=1

𝐴𝑖 .
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У кожнiй пiдалгебрi 𝐴𝑖 виберемо пiдалгебру Картана 𝐻𝑖 таким чином, що

1 ∈ 𝐻1 ⊂ 𝐻2 ⊂ . . . .

Назвемо пiдалгебру

𝐻 =

∞⋃
𝑖=1

𝐻𝑖

узагальненою пiдалгеброю Картана алгебри 𝐴. Нехай, як i вище, 𝑟 : 𝐸 (𝐻 ) → [0, 1]
— функцiя вiдносного рангу. Тодi (𝐸 (𝐻 ), 𝑟 ) є локально стандартним простором
Хемiнга.

Означення 5.9. Пiдалгебра 𝐻 унiтальної локально матричної алгебри 𝐴 нази-
вається пiдалгеброю Картана, якщо iснує розклад

𝐴 =

∞⊗
𝑖=1

𝐴𝑖

у тензорний добуток матричних алгебр i iснує розклад

𝐻 =

∞⊗
𝑖=1

𝐻𝑖

у тензорний добуток пiдалгебр Картана 𝐻𝑖 ⊂ 𝐴𝑖, 𝑖 ≥ 1.

Теорема 5.2. Довiльнi пiдалгебри Картана алгебри 𝐴 спряженi за допомогою

автоморфiзму алгебри 𝐴.

Доведення. Розглянемо двi пiдалгебри Картана 𝐻 ′ та 𝐻 ′′ алгебри 𝐴, якi вiдповiд-
ають тензорним розкладам

𝐴 �
∞⊗
𝑖=1

𝑀𝑛𝑖 (𝔽) i 𝐴 �
∞⊗
𝑖=1

𝑀𝑚𝑖
(𝔽)

вiдповiдно. Не зменшуючи загальностi, будемо вважати всi натуральнi числа 𝑛𝑖,
𝑚𝑖 простими. Тодi

st (𝐴) =

∞∏
𝑖=1

𝑛𝑖 =

∞∏
𝑖=1

𝑚𝑖 .

Отже, з точнiстю до перестановки можна вважати, що 𝑛𝑖 = 𝑚𝑖 . Нехай 𝐻 ′
𝑖, 𝐻

′′
𝑖

— пiдалгебри Картана алгебри 𝑀𝑛𝑖 (𝔽) i нехай при iзоморфiзмi пiдалгебрi 𝐻 ′

вiдповiдає
∞⊗
𝑖=1

𝐻 ′
𝑖, (5.6)



171

а алгебрi 𝐻 ′′ вiдповiдає
∞⊗
𝑖=1

𝐻 ′′
𝑖 . (5.7)

Iснує автоморфiзм 𝜑𝑖 алгебри𝑀𝑛𝑖 (𝔽) такий, що

𝜑𝑖 (𝐻 ′
𝑖) = 𝐻 ′′

𝑖 .

Тодi автоморфiзм
∞⊗
𝑖=1

𝜑𝑖

переводить (5.6) у (6.32). Звiдси отримуємо твердження теореми 5.2. �

Легко видно, що будь–яка пiдалгебра Картана𝐻 є узагальненою пiдалгеброю
Картана. Обернене, взагалi кажучи, не правильне. Також зазначимо, що простiр
𝐸 (𝐻 ), який визначається за пiдалгеброю Картана𝐻, з функцiєю вiдносного рангу
𝑟 , як i у випадку узагальненої пiдалгебри Картана, буде локально стандартним
простором Хемiнга.

Теорема 5.3. Кожна злiченно–вимiрна унiтальна локально матрична алгебра

мiстить узагальнену пiдалгебру Картана, яка не є пiдалгеброю Картана.

Позначимо через 𝐴∗ групу оборотних елементiв алгебри 𝐴.

Лема 5.4. Для кожної пiдалгебри Картана 𝐻 ⊂ 𝐴 знайдеться оборотний елемент

𝑥 ∈ 𝐴∗ � 𝐻 такий, що

𝑥−1 𝐻 𝑥 = 𝐻.

Доведення. Виберемо пiдалгебру

1 ∈ 𝐴1 ⊂ 𝐴, 𝐴1 � 𝑀𝑛 (𝔽), 𝑛 ≥ 2.

Позначимо через 𝐴2 централiзатор пiдалгебри 𝐴1 :

𝐴2 =
{
𝑎 ∈ 𝐴

�� [𝑎, 𝐴1] = {0}
}
.

Тодi за теоремою Веддербарна (див. теорему 2.1, пiдроздiл 2.2)

𝐴 � 𝐴1
⊗

𝔽 𝐴2.
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Нехай 𝐻1 та 𝐻2 — пiдалгебри Картана алгебр 𝐴1 та 𝐴2 вiдповiдно,

𝐻 = 𝐻1
⊗

𝔽 𝐻2.

Iснує елемент
𝑎 ∈ 𝐴∗

1 � 𝐻1 такий, що 𝑎−1 𝐻1 𝑎 = 𝐻1.

Тодi (
𝑎 ⊗ 1

)−1
𝐻

(
𝑎 ⊗ 1

)
= 𝐻 i 𝑎 ⊗ 1 ∉ 𝐻.

Лема 5.4 доведена. �

Доведення теореми 5.3. Розглянемо злiченно–вимiрну локально матричну алге-
бру 𝐴. Наша задача:

побудувати узагальнену пiдалгебру Картана 𝐻 в алгебрi 𝐴 таку, що для
довiльного оборотного елемента 𝑥 ∈ 𝐴∗ � 𝐻 мало б мiсце 𝑥−1𝐻𝑥 ≠ 𝐻.

Iснує зростаючий ланцюг матричних пiдалгебр алгебри 𝐴 такий, що

1 ∈ 𝐴1 ⊂ 𝐴2 ⊂ · · · ,
∞⋃
𝑖=1

𝐴𝑖 = 𝐴, 𝐴𝑖 � 𝑀𝑛𝑖 (𝔽), 𝑛𝑖 ≥ 2.

У випадку, коли поле 𝔽 скiнченне, ми додатково вимагатимемо, щоб

𝑛2𝑖 ≤ 𝑛𝑖+1 для довiльного 𝑖 ≥ 1.

Для того, щоб вибрати пiдалгебри Картана 𝐻𝑘 ⊂ 𝐴𝑘 так, щоб вони утворювали
зростаючий ланцюг

𝐻𝑘 ⊂ 𝐻𝑘+1 для довiльного 𝑘 ≥ 1,

скористаємося iндукцiєю.
В алгебрi 𝐴1 виберемо довiльну пiдалгебру Картана 𝐻1 ⊂ 𝐴1 i припустимо,

що пiдалгебри Картана
𝐻1 ⊂ 𝐻2 ⊂ · · · ⊂ 𝐻𝑘

вже вибранi.
Алгебра 𝐻𝑘 iзоморфна прямiй сумi 𝑛𝑘 копiй поля 𝔽. Нехай

𝐻𝑘 = 𝔽 𝑒1
⊕

· · ·
⊕

𝔽 𝑒𝑛𝑘 ,
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де 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛𝑘 — попарно ортогональнi iдемпотенти.
Позначимо через𝐴 ′

𝑘
централiзатор пiдалгебри𝐴𝑘 в алгебрi𝐴𝑘+1. За теоремою

Веддербарна
𝐴

′

𝑘
� 𝑀𝑛𝑘+1/𝑛𝑘 (𝔽) i 𝐴𝑘+1 � 𝐴𝑘

⊗
𝔽 𝐴

′

𝑘
.

Якщо поле 𝔽 нескiнченне, то алгебра 𝐴 ′

𝑘
мiстить нескiнченно багато рiзних

пiдалгебр Картана. Якщо поле 𝔽 скiнченне, то алгебра 𝐴 ′

𝑘
мiстить, принаймнi,

𝑛𝑘+1
𝑛𝑘

≥ 𝑛𝑘

рiзних пiдалгебр Картана. У будь–якому випадку, нехай

𝐻
′
1 , . . . , 𝐻

′
𝑛𝑘

— рiзнi пiдалгебри Картана алгебри 𝐴 ′

𝑘
. Покладемо

𝐻𝑘+1 = 𝑒1
⊗

𝐻
′
1 + · · · + 𝑒𝑛𝑘

⊗
𝐻

′
𝑛𝑘
.

Легко бачити, що 𝐻𝑘+1 — пiдалгебра Картана алгебри 𝐴𝑘+1.
Оскiльки

1𝐴 ′
𝑘

∈ 𝐻
′
1

⋂
· · ·

⋂
𝐻

′
𝑛𝑘
,

то пiдалгебра 𝐻𝑘+1 мiстить

𝑒𝑖 ⊗ 1𝐴 ′
𝑘

= 𝑒𝑖 для довiльного 𝑖 .

Отже, 𝐻𝑘 ⊂ 𝐻𝑘+1. Неважко побачити також, що

𝐻𝑘+1
⋂

𝐴𝑘 = 𝐻𝑘 .

Об’єднання

𝐻 =

∞⋃
𝑘=1

𝐻𝑘

є узагальненою пiдалгеброю Картана алгебри 𝐴. Для довiльного 𝑘 ≥ 1 маємо

𝐻
⋂

𝐴𝑘 = 𝐻𝑘 .

Нехай 𝑥 ∈ 𝐴∗ — оборотний елемент. Припустимо, що 𝑥 ∉ 𝐻. Знайдеться
число 𝑘 ≥ 1 таке, що 𝑥 ∈ 𝐴𝑘 . Якщо

𝑥−1 𝐻𝑘 𝑥 ≠ 𝐻𝑘, то 𝑥−1 𝐻 𝑥 ≠ 𝐻.
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Дiйсно, якщо

𝑥−1 𝐻 𝑥 = 𝐻, то 𝑥−1 𝐻𝑘 𝑥 ⊆ 𝐴𝑘

⋂
𝐻 = 𝐻𝑘 .

Тому припустимо, що

𝑥 ∈ 𝐴𝑘 � 𝐻𝑘, 𝑥−1 𝐻𝑘 𝑥 = 𝐻𝑘 .

Тодi
𝑥−1 𝑒𝑖 𝑥 = 𝑒𝜋 (𝑖),

де 𝜋 перестановка чисел 1, 2, . . . , 𝑛𝑘 . Якщоперестановка 𝜋 —тотожна, то елемент𝑥
лежить у централiзаторi пiдалгебри𝐻𝑘 в𝐴𝑘 . Централiзатор довiльної пiдалгебри
Картана в матричнiй алгебрi збiгається з самою пiдалгеброю Картана. Оскiльки
𝑥 ∉ 𝐻𝑘, то перестановка 𝜋 не є тотожною. Отже,

𝑥−1 𝐻𝑘+1 𝑥 =

𝑛𝑘∑︁
𝑖=1

𝑒𝜋 (𝑖) ⊗ 𝐻𝑖
′
≠ 𝐻𝑘+1,

позаяк усi пiдалгебри Картана 𝐻1
′
, . . . , 𝐻𝑛𝑘

′ рiзнi. Звiдси випливає 𝑥−1𝐻𝑥 ≠ 𝐻 i
теорема 5.3 доведена. �

Наслiдок 5.1. Узагальненi пiдалгебри Картана алгебри 𝐴 не обов’язково спряженi

автоморфiзмом алгебри 𝐴.

Теорема 5.4. (1) Довiльний злiченний локально стандартний унiтальний про-

стiр Хемiнга 𝑆 iзоморфний простору 𝐸 (𝐻 ), де 𝐻 — пiдалгебра Картана деякої

злiченно–вимiрної локально матричної алгебри 𝐴, причому st(𝑆) = st(𝐴) .
(2) Нехай 𝐴1, 𝐴2 — злiченно–вимiрнi унiтальнi локально матричнi алгебри i

нехай 𝐻1, 𝐻2 — пiдалгебри Картана алгебр 𝐴1, 𝐴2 вiдповiдно. Якщо простори

Хемiнга 𝐸 (𝐻1) та 𝐸 (𝐻2) iзоморфнi, то алгебри 𝐴1 та 𝐴2 iзоморфнi.

Питання. Нехай 𝐴 — локально матрична алгебра, i нехай 𝐻 — пiдалгебра

Картана алгебри 𝐴. Чи вiрно, що для довiльного автоморфiзму 𝜑 простору Хемiнга

𝐸 (𝐻 ) знайдеться автоморфiзм𝜓 алгебри 𝐴 такий, що

𝜓 (𝐻 ) = 𝐻 i 𝜑 = 𝜓
��
𝐸 (𝐻 )?
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Лема 5.5. Нехай𝑀𝑛 (𝔽), 𝑀𝑚 (𝔽) — матричнi алгебри i нехай 𝐷𝑛, 𝐷𝑚 — їх дiагональнi

пiдалгебри. Тодi

𝐸
(
𝐷𝑛

⊗
𝔽 𝐷𝑚

)
� 𝐸 (𝐷𝑛)

⊗
𝔽 𝐸 (𝐷𝑚),

де тензорний добуток у лiвiй частинi є тензорним добутком алгебр, а тензорний

добуток у правiй частинi є тензорним добутком просторiв Хемiнга.

Назвемо iдемпотент 𝑒 матричної алгебри 𝑀𝑛 (𝔽) мiнiмальним, якщо його
ранг дорiвнює одиницi, iншими словами, якщо 𝑒 не можна зобразити у виглядi
суми двох ортогональних ненульових iдемпотентiв.

Доведення леми 5.5. Нехай 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛 — попарно ортогональнi мiнiмальнi iдемпо-
тенти алгебри 𝐷𝑛,

𝐸 (𝐷𝑛) =

{
𝑒𝑖1 + · · · + 𝑒𝑖𝑟

�� 1 ≤ 𝑖1 < · · · < 𝑖𝑟 ≤ 𝑛
}
.

Аналогiчно позначимо через 𝑓1, . . . , 𝑓𝑚 — попарно ортогональнi мiнiмальнi
iдемпотенти алгебри 𝐷𝑚 . Тодi

𝐸 (𝐷𝑚) =

{
𝑓 𝑗1 + · · · + 𝑓 𝑗𝑡

�� 1 ≤ 𝑗1 < · · · < 𝑗𝑡 ≤ 𝑚
}
.

Довiльний елемент 𝑎 тензорного добутку

𝐷𝑛

⊗
𝔽 𝐷𝑚

однозначно зображується у виглядi лiнiйної комбiнацiї

𝑎 =
∑︁

1≤𝑖≤𝑛, 1≤ 𝑗≤𝑚
𝛼𝑖 𝑗 𝑒𝑖 ⊗ 𝑓 𝑗 , 𝛼𝑖 𝑗 ∈ 𝔽.

Ми маємо:
𝑎2 =

∑︁
1≤𝑖≤𝑛, 1≤ 𝑗≤𝑚

𝛼2𝑖 𝑗 𝑒𝑖 ⊗ 𝑓 𝑗 .

Тому елемент 𝑎 є iдемпотентом тодi й лише тодi, коли

𝛼𝑖 𝑗 = 0 або 𝛼𝑖 𝑗 = 1 для всiх 𝑖, 𝑗 .

Звiдси випливає твердження леми 5.5. �
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Доведення теореми 5.4. За теоремою 5.1 простiр Хемiнга 𝑆 iзоморфний тензор-
ному добутку стандартних просторiв Хемiнга,

𝑆 �
∞⊗
𝑖=1

𝐻𝑝𝑖 ,

де 𝑝𝑖 — простi числа. Розглянемо матричнi алгебри 𝑀𝑝𝑖 (𝔽) та їх дiагональнi
пiдалгебри 𝐷𝑖 . Покладемо

𝐴 =

∞⊗
𝑖=1

𝑀𝑝𝑖 (𝔽).

Пiдалгебра

𝐷 =

∞⊗
𝑖=1

𝐷𝑖

є пiдалгеброю Картана алгебри 𝐴. Згiдно з лемою 5.5 ми маємо:

𝐸 (𝐷) =

∞⊗
𝑖=1

𝐸 (𝐷𝑖) �
∞⊗
𝑖=1

𝐻𝑝𝑖 � 𝑆.

Це доводить першу частину теореми.
Якщо 𝐸 (𝐻1) � 𝐸 (𝐻2), то

st (𝐴1) = st (𝐸 (𝐻1)) = st (𝐸 (𝐻2)) = st (𝐴2).

Згiдно з теоремою Глiмма 3.8 алгебри 𝐴1 та 𝐴2 iзоморфнi. Теорема 5.4 доведена.
�

Нагадаємо, що елемент 𝑎 локально скiнченно–вимiрної алгебри називається
напiвпростим, якщо скiнченно–вимiрна алгебра, яка породжена елементом 𝑎,
напiвпроста.

Лема 5.6. Нехай 𝐴 — унiтальна злiченно–вимiрна локально матрична алгебра

над алгебрично замкненим полем 𝔽. Тодi для довiльного напiвпростого елемента

алгебри 𝐴 знайдеться пiдалгебра Картана, яка мiстить цей елемент.

Доведення. За теоремою Кьоте ми можемо вважати алгебру 𝐴 тензорним добу-
тком матричних алгебр, тобто

𝐴 =

∞⊗
𝑖=1

𝑀𝑛𝑖 (𝔽), 𝑛𝑖 ∈ ℕ.
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Припустимо, що 𝑎 ∈ 𝐴 — напiвпростий елемент,

𝑎 ∈ 𝑀𝑛1 (𝔽)
⊗

· · ·
⊗

𝑀𝑛𝑘 (𝔽) = 𝐵.

Вiдомо (див., наприклад, [74, 122, 130]), що будь–який напiвпростий елемент
матричної алгебри над алгебрично замкненим полем мiститься в деякiй пiдал-
гебрi Картана цiєї алгебри, тобто 𝑎 ∈ 𝐻 ′, де 𝐻 ′ — пiдалгебра Картана алгебри 𝐵.
Нехай 𝐻𝑖 — довiльна пiдалгебра Картана матричної алгебри𝑀𝑛𝑖 (𝔽), 𝑖 > 𝑘. Тодi

𝐻 = 𝐻 ′
⊗

𝔽

( ∞⊗
𝑖=𝑘+1

𝐻𝑖
)

— пiдалгебра Картана алгебри 𝐴 i 𝑎 ∈ 𝐻. Лема 5.6 доведена. �

Наслiдок 5.2. Нехай𝐴— унiтальна злiченно–вимiрна локально матрична алгебра

над алгебрично замкненим полем 𝔽. Тодi для довiльного iдемпотента алгебри 𝐴

знайдеться пiдалгебра Картана, яка мiстить цей елемент.

5.4 Неунiтальнi простори Хемiнга

У пiдроздiлi 5.1 ми сформулювали означення простору Хемiнга з одини-
цею, тобто означення унiтального простору Хемiнга. У цьому пiдроздiлi ми
узагальнимо це на неунiтальний випадок.

Означення 5.10. Нехай 𝐻 — булеве кiльце з функцiєю 𝑟 : 𝐻 → [0,∞). Назвемо
(𝐻, 𝑟 ) простором Хемiнга, якщо
(1) 𝑟 (𝑎) = 0 тодi й лише тодi, коли 𝑎 = 0;
(2) якщо 𝑎𝑏 = 0, то 𝑟 (𝑎 + 𝑏) = 𝑟 (𝑎) + 𝑟 (𝑏).

Тодi функцiя 𝑟 називається функцiєю рангу.

Як i у випадку унiтальних просторiв Хемiнга функцiя

𝑑𝐻 (𝑎, 𝑏) = 𝑟 (𝑎 − 𝑏)

перетворює (𝐻, 𝑟 ) у метричний простiр.
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За потреби розглядатимемо на булевому кiльцi 𝐻 також структуру лiнiйного
простору над полем ℤ2 i будемо говорити про алгебру 𝐻 з функцiєю рангу 𝑟 .

Приклад 5.9. Нехай 𝑋 — нескiнченна множина. Розглянемо неунiтальне булеве
кiльце 𝐻 , яке складається iз скiнченних пiдмножин множини 𝑋 , включаючи
порожню множину. Функцiя

𝑟 (𝑎) = |𝑎 |, 𝑎 ∈ 𝐻,

задає на кiльцi 𝐻 структуру простору Хемiнга. Якщо множина 𝑋 — злiченна, то
ми позначатимемо такий простiр Хемiнга символом 𝐻 (∞).

Якщо (𝐻, 𝑟 ) — простiр Хемiнга, а ℎ — ненульовий елемент простору 𝐻 , то
тодi ℎ𝐻 — унiтальне булеве кiльце, одиницею якого є елемент ℎ. Кiльце ℎ𝐻 з
функцiєю

𝑟ℎ : ℎ𝐻 → [0, 1], 𝑟ℎ (𝑎) =
𝑟 (𝑎)
𝑟 (ℎ) , 𝑎 ∈ 𝐻,

буде унiтальним простором Хемiнга, який позначатимемо символом 𝐻ℎ =

(ℎ𝐻, 𝑟ℎ).

Означення 5.11. Нехай 𝐻 = (𝐻, 𝑟 ) — простiр Хемiнга i нехай 𝛼 — деяке дода-
тне дiйсне число. Тодi булеве кiльце 𝐻 з новою функцiєю рангу 𝛼 𝑟 також є
простором Хемiнга. Називатимемо простори Хемiнга (𝐻, 𝑟 ) та (𝐻, 𝛼 𝑟 ) скалярно
еквiвалентними.

Означення 5.12. Простiр Хемiнга𝐻 = (𝐻, 𝑟 ) називається локально стандартним,
якщо довiльна скiнченна пiдмножина множини 𝐻 мiститься в пiдпросторi
(𝐻 ′, 𝑟 ) ⊂ (𝐻, 𝑟 ), який скалярно еквiвалентний стандартному простору Хемiнга
𝐻𝑛 для деякого 𝑛 ≥ 1.

Приклад 5.10. Простiр Хемiнга з прикладу 5.9 є локально стандартним простором.

Твердження 5.2. Нехай (𝐻1, 𝑟1), (𝐻2, 𝑟2) — простори Хемiнга. I нехай

𝐻 = 𝐻1
⊗

ℤ2𝐻2

— неунiтальний тензорний добуток булевих кiлець𝐻1 i𝐻2. Тодi iснує єдина функцiя

рангу на просторi 𝐻 така, що

𝑟 (𝑎 ⊗ 𝑏) = 𝑟1(𝑎)𝑟2(𝑏)

для довiльних елементiв 𝑎 ∈ 𝐻1 та 𝑏 ∈ 𝐻2.
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Ми довели аналогiчне твердження у пiдроздiлi 5.2 (твердження 5.1) для унi-
тальних просторiв Хемiнга i унiтального тензорного добутку. Але при доведеннi
наявнiсть одиницi нiде не використовувалася. Тому аналогiчне доведення має
мiсце i для неунiтального випадку, тобто твердження 5.2 справджується.

Якщо (𝐻1, 𝑟1) i (𝐻2, 𝑟2) — локально стандартнi простори Хемiнга, то їх тензор-
ний добуток 𝐻1

⊗
𝐻2 також є локально стандартним протором Хемiнга.

Нехай 𝑠 — деяке число Стейнiца i нехай 𝐻 (𝑠) є злiченним унiтальним
простором Хемiнга, який вiдповiдає числу 𝑠 . Тодi матимемо, що

𝐻 (∞, 𝑠) = 𝐻 (∞)
⊗

𝐻 (𝑠)

є злiченним локально стандартним неунiтальним простором Хемiнга.
У пiдроздiлi 5.2 ми параметризували унiтальнi злiченнi простори Хемiнга

числами Стейнiца. У цьому ж пiдроздiлi ми доведемо аналог теореми Дiксм’є
для неунiтальних злiченних просторiв Хемiнга. Для цього ми параметризуємо
неунiтальнi злiченнi простори Хемiнга парами (𝑠, 𝑟 ), де 𝑠 —деяке число Стейнiца,
а 𝑟 — деяке дiйсне число.

Для простору Хемiнга 𝐻 позначимо символом

Spec (𝐻 ) =
{
st (𝐻𝑛) , 0 ≠ ℎ ∈ 𝐻

}
⊆ 𝕊ℕ

i називатимемо цю множину спектром простору Хемiнга 𝐻 .
Як звично, для елементiв ℎ1, ℎ2 простору Хемiнга 𝐻 покладемо ℎ1 ≥ ℎ2, якщо

ℎ1𝐻 ⊇ ℎ2𝐻 .

Лема 5.7. Нехай (𝐻, 𝑟 ) — локально стандартний простiр Хемiнга. Тодi

1) для довiльних ненульових елементiв ℎ1, ℎ2 простору 𝐻 знайдеться елемент

ℎ3 простору 𝐻 такий, що

ℎ1 ≤ ℎ3, ℎ2 ≤ ℎ3; (5.8)

2) якщо ℎ2 ≤ ℎ1, то

Spec (𝐻ℎ2) ⊆ Spec (𝐻ℎ1). (5.9)

Доведення. 1) Позаяк простiр 𝐻 є локально стандартним простором Хемiнга, то
знайдеться пiдпростiр 𝐻 ′ простору 𝐻 , який мiстить ℎ1, ℎ2 ∈ 𝐻 ′, i такий, що 𝐻 ′
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скалярно еквiвалентний стандартному простору Хемiнга 𝐻𝑛 для деякого 𝑛 ∈ ℕ.
Нехай також 𝛼 — додатне дiйсне число i нехай

𝜑 : (𝐻𝑛, 𝛼 𝑟 ) → 𝐻 ′

— деякий iзоморфiзм указаних просторiв. Також нехай 𝑒 — одиниця булевого
кiльця 𝐻𝑛 i ℎ3 = 𝜑 (𝑒). Тодi нерiвностi (5.8) одразу матимуть мiсце.

2) Тепер припустимо, що ℎ2 ≤ ℎ1, i покажемо, що має мiсце включення (5.9).
Нехай 𝑠 ∈ Spec (𝐻ℎ2), тобто нехай iснує елемент ℎ ∈ ℎ2𝐻 такий, що

st
(
(𝐻ℎ2)ℎ

)
= 𝑠 .

Легко бачити, що
ℎ ℎ2𝐻 = ℎ ℎ1𝐻 = ℎ𝐻 .

Функцiя рангу в (𝐻ℎ2)ℎ збiгається з функцiєю рангу в (𝐻ℎ1)ℎ . Отже, 𝑠 ∈ Spec (𝐻ℎ1)
i лема доведена. �

Лема 5.8. Нехай 𝐴 — злiченно–вимiрна унiтальна локально матрична алгебра,

𝐻 — пiдалгебра Картана алгебри 𝐴, 𝑟 — функцiя вiдносного рангу, а (𝐸 (𝐻 ), 𝑟 ) —
вiдповiдний унiтальний простiр Хемiнга. Тодi

Spec (𝐸 (𝐻 ), 𝑟 ) = Spec (𝐴) . (5.10)

Доведення. Нехай 0 ≠ 𝑒 ∈ 𝐸 (𝐻 ). Тодi 𝑒𝐻 є пiдалгеброю Картана в унiтальнiй
локально скiнченно–вимiрнiй алгебрi 𝑒𝐴𝑒 . Неважко побачити, що 𝑒𝐸 (𝐻 ) =

𝐸 (𝑒𝐻 ). Згiдно з теоремою 5.4 матимемо

st
(
𝐸 (𝑒𝐻 )

)
= st (𝑒𝐴𝑒).

Звiдси випливає, що
Spec (𝐸 (𝐻 ), 𝑟 ) ⊆ Spec (𝐴).

Доведемо тепер включення в iнший бiк. Нехай 𝑒 — iдемпотент алгебри 𝐴.
Згiдно з наслiдком 5.2 з леми 5.6 знайдеться пiдалгебра Картана 𝐻 ′ ⊂ 𝐴 алгебри
𝐴, яка мiстить iдемпотент 𝑒 . Тодi згiдно з теоремою 5.2 iснує автоморфiзм 𝜑

алгебри 𝐴, який вiдображає 𝐻 ′ в 𝐻 . Як i ранiше, матимемо, що

st
(
𝜑 (𝑒)𝐴𝜑 (𝑒)

)
= st

(
𝐸 (𝜑 (𝑒)𝐻 )

)
.
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Звiдси випливає, що
st

(
𝑒𝐴𝑒

)
∈ Spec (𝐸 (𝐻 ), 𝑟 ) .

Отже, рiвнiсть (5.10) має мiсце i лема доведена. �

Лема 5.9. Нехай 𝐴 — унiтальна злiченно–вимiрна локально матрична алгебра,

0 ≠ 𝑒 — iдемпотент алгебри 𝐴. Припустимо, що 𝐻 — пiдалгебра Картана алгебри

𝑒𝐴𝑒 . Тодi iснує пiдалгебра Картана 𝐻 алгебри 𝐴, яка мiстить 𝐻 .

Доведення. Згiдно з теоремою Кьоте 3.9 маємо:

𝐴 �
∞⊗
𝑖=1

𝑀𝑛𝑖 (𝔽).

Тодi знайдеться таке натуральне число 𝑟 ≥ 1, що

𝑒 ∈ 𝑀𝑛1 (𝔽)
⊗

· · ·
⊗

𝑀𝑛𝑟 (𝔽) � 𝑀𝑛1 ···𝑛𝑟 (𝔽).

Нехай 𝐻 ′ — пiдалгебра Картана кута

𝑒 𝑀𝑛1 ···𝑛𝑟 (𝔽) 𝑒.

Легко бачити, що 𝐻 ′ занурюється в пiдалгебру Картана 𝐻 ′ алгебри 𝑀𝑛1 ···𝑛𝑟 (𝔽).
Нехай 𝐻 ′′ — пiдалгебра Картана алгебри

∞⊗
𝑖=𝑟+1

𝑀𝑛𝑖 (𝔽).

Тодi 𝐻 ′ ⊗
𝐻 ′′ — пiдалгебра Картана алгебри 𝑒𝐴𝑒 , а 𝐻 ′ ⊗

𝐻 ′′ — пiдалгебра
Картана алгебри 𝐴 i

𝐻 ′
⊗

𝐻 ′′ ⊆ 𝐻 ′
⊗

𝐻 ′′.

Згiдно з теоремою 5.2 iснує автоморфiзм 𝜑 унiтальної алгебри 𝑒𝐴𝑒 , який пе-
реводить 𝐻 ′⊗𝐻 ′′ в 𝐻 . Згiдно з лемою 4.14 автоморфiзм 𝜑 продовжується до
автоморфiзму 𝜑 алгебри 𝐴. Отже, образ

𝜑
(
𝐻 ′

⊗
𝐻 ′′ )

є пiдалгеброю Картана алгебри 𝐴, яка мiстить 𝐻 . Лема доведена. �
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Нехай тепер 𝐴 — неунiтальна локально матрична алгебра, яка є об’єднанням
кутiв, що строго занурюються один в другий:

𝐴1 & 𝐴2 & · · · , де 𝐴𝑖 = 𝑒𝑖𝐴𝑒𝑖, 𝑒2𝑖 = 𝑒𝑖,

∞⋃
𝑖=1

𝐴𝑖 = 𝐴. (5.11)

Виберемо в 𝐴1 довiльну пiдалгебру Картана 𝐻1. Згiдно з лемою 5.9 iснують
пiдалгебри Картана 𝐻𝑖 в алгебрах 𝐴𝑖 , якi утворюють зростаючий ланцюжок

𝐻1 ⊂ 𝐻2 ⊂ 𝐻3 ⊂ · · · .

Визначимо на
𝐻 =

⋃
𝑖≥1

𝐻𝑖 (5.12)

функцiю рангу. Нехай 𝑟𝐴𝑖
(𝑎) — вiдносний ранг елемента 𝑎 ∈ 𝐴𝑖 в алгебрi 𝐴𝑖 для

𝑖 ≥ 1. Тодi (див. пiдроздiл 3.5)

𝑟𝐴𝑖
(𝑒𝑖) = 𝛼𝑖, де 0 < 𝛼𝑖 < 1.

Якщо елемент 𝑎 належить алгебрi 𝐴𝑖 та 𝑖 < 𝑗 , то матимемо:

𝑟𝐴 𝑗
(𝑎) = 𝑟𝐴𝑖

(𝑎) · 𝑟𝐴 𝑗
(𝑒𝑖). (5.13)

Припустимо, що елемент 𝑎 ∈ 𝐻 належить пiдалгебрi 𝐻𝑖 . Покладемо

𝑟 (𝑎) =
𝑟𝐴𝑖

(𝑎)
𝛼𝑖

. (5.14)

Якщо 𝑖 < 𝑗 , то з рiвностi (5.13) випливає, що

𝑟𝐴𝑖
(𝑎)
𝛼𝑖

=
𝑟𝐴 𝑗

(𝑎)
𝛼 𝑗

.

Отже, означення (5.14) рангу 𝑟 (𝑎) є коректним.
Неважко побачити, що функцiя 𝑟 на булевому кiльцi 𝐸 (𝐻 ) задовольняє

умови функцiї рангу. Тому (𝐸 (𝐻 ), 𝑟 ) — простiр Хемiнга. Бiльш того, простiр
(𝐸 (𝐻 ), 𝑟 ) є локально стандартним. Справдi, кожна скiнченна пiдмножина мно-
жини 𝐻 лежить в 𝐻𝑖 для деякого 𝑖 . Простiр (𝐸 (𝐻𝑖), 𝑟 ) скалярно еквiвалентний
унiтальному простору (𝐸 (𝐻𝑖), 𝑟𝐴𝑖

), оскiльки функцiї рангiв 𝑟
��
𝐸 (𝐻𝑖 ) та 𝑟𝐴𝑖

��
𝐸 (𝐻𝑖 )

вiдрiзняються скалярним множником 𝛼𝑖 . У свою чергу, простiр (𝐸 (𝐻𝑖), 𝑟𝐴𝑖
) є

локально стандартним (див. пiдроздiл 5.3).
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Лема 5.10. Спектри неунiтальної локально матричної алгебри𝐴 (5.11)та просто-

ру Хемiнга (𝐸 (𝐻 ), 𝑟 ), де узагальнена пiдалгебра Картана 𝐻 виду (5.12), збiгаються,

тобто

Spec
(
𝐸 (𝐻 )

)
= Spec (𝐴). (5.15)

Доведення. Для довiльного елемента 0 ≠ ℎ ∈ 𝐸 (𝐻 ) кут ℎ𝐻 є пiдалгеброю Картана
кута ℎ𝐴ℎ алгебри 𝐴. Отже, див. пiдроздiл 5.3, унiтальний простiр Хемiнга
𝐸 (ℎ𝐻 ) = 𝐸 (𝐻 )ℎ має те ж саме число Стейнiца, що i пiдалгебра ℎ𝐴ℎ. Тим самим
ми довели включення:

Spec
(
𝐸 (𝐻 )

)
⊆ Spec (𝐴).

Припустимо тепер, що 0 ≠ 𝑒 ∈ 𝐴 — iдемпотент алгебри 𝐴. Нехай 𝑒 ∈ 𝐴𝑖 .

Згiдно з наслiдком 5.2 iдемпотент 𝑒 належить деякiй пiдалгебрi Картана алгебри
𝐴𝑖 . Тодi згiдно з теоремою 5.2 iснує автоморфiзм𝜑 алгебри𝐴𝑖 такий, що𝜑 (𝑒) ∈ 𝐻𝑖 .
Тепер

st (𝑒𝐴𝑒) = st (𝑒𝐴𝑖𝑒) = st
(
𝜑 (𝑒)𝐴𝑖𝜑 (𝑒)

)
.

Знову, згiдно з результатами пiдроздiлу 5.3, маємо:

st
(
𝜑 (𝑒)𝐴𝑖𝜑 (𝑒)

)
= st

(
𝐸 (𝐻𝑖)𝜑 (𝑒)

)
= st

(
𝐸 (𝐻 )𝜑 (𝑒)

)
∈ Spec

(
𝐸 (𝐻 )

)
.

Лема доведена. �

Лема 5.11. Для кожного злiченного локально стандартного простору Хемiнга 𝐻

спектр Spec (𝐻 ) є повною множиною чисел Стейнiца.

Доведення. Простiр 𝐻 є злiченним. Тому знайдеться послiдовнiсть ℎ1 ≤ ℎ2 ≤ · · ·
елементiв простору 𝐻 така, що ⋃

𝑖≥1
ℎ𝑖𝐻 = 𝐻.

Тодi

Spec
(
𝐻 ) =

∞⋃
𝑖=1

Spec
(
𝐻ℎ𝑖

)
.

Згiдно з результатами пiдроздiлу 5.3 i леми 5.8 iснує унiтальна локально
матрична алгебра 𝐴𝑖 така, що

Spec
(
𝐻ℎ𝑖

)
= Spec (𝐴𝑖).
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Згiдно з лемою 4.1 спектр Spec (𝐻ℎ𝑖 ) — повна множина. Легко бачити, що
об’єднання повних множин є повною множиною. Отже, лема доведена. �

Згiдно з лемою 5.11 та теоремою 4.1 спектр злiченного локально стандартного
простору Хемiнга може бути однiєю з таким множин:

ℕ; {1, 2, . . . , 𝑛}, де 𝑛 ∈ ℕ; 𝑆 (∞, 𝑠), де 𝑠 ∈ 𝕊ℕ�ℕ,

𝑆 (𝑟, 𝑠) або 𝑆+ (𝑟, 𝑠), де 𝑟 ∈ [1,∞), 𝑠 ∈ 𝕊ℕ�ℕ.

Лема 5.12. Для кожної повної множини 𝑆 чисел Стейнiца знайдеться злiченний

локально стандартний простiр Хемiнга 𝐻 такий, що Spec (𝐻 ) = 𝑆.

Доведення. Згiдно з теоремою 4.2 iснує злiченно–вимiрна локально матрична
алгебра 𝐴 така, що Spec (𝐴) = 𝑆. Припустимо, що алгебра 𝐴 унiтальна i нехай 𝑟𝐴
— вiдносний ранг алгебри 𝐴. Нехай 𝐻 — пiдалгебра Картана алгебри 𝐴. Згiдно з
лемою 5.10 унiтальний простiр Хемiнга (𝐸 (𝐻 ), 𝑟𝐴) має спектр 𝑆 .

Припустимо тепер, що алгебра𝐴 не мiстить одиницю, тобто не є унiтальною.
Тодi iснує послiдовнiсть iдемпотентiв

𝑒1 < 𝑒2 < · · · така, що
⋃
𝑖≥1

𝑒𝑖𝐴𝑒𝑖 = 𝐴.

Ранiше ми показали, що знайдуться пiдалгебри Картана 𝐻𝑖 ⊂ 𝑒𝑖𝐴𝑒𝑖 , якi утворю-
ють ланцюжок 𝐻1 ⊂ 𝐻2 ⊂ · · · , а також визначили функцiю рангу 𝑟 : 𝐻 → [0,∞)
на об’єднаннi

𝐻 =
⋃
𝑖≥1

𝐻𝑖 .

Згiдно з лемою 5.8 неунiтальний простiр Хемiнга (𝐸 (𝐻 ), 𝑟 ) має спектр 𝑆 . Лема
доведена. �

Для завершення класифiкацiї злiченних локально стандартних просторiв
Хемiнга залишилося довести таку теорему.

Теорема 5.5. Якщо злiченнi локально стандартнi простори Хемiнга (𝐻1, 𝑟1) та

(𝐻2, 𝑟2) мають однаковi спектри, то вони скалярно еквiвалентнi.

Для доведення теореми 5.5 нам знадобляться аналоги леми 4.12, леми 4.13 та
леми 4.14, якi у випадку просторiв Хемiнга виглядають значно простiше.
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Лема 5.13. Нехай (𝐻, 𝑟 ) — злiченний унiтальний локально стандартний простiр

Хемiнга.
1) Нехай 𝐻𝑛 ⊂ 𝐻 — стандартний пiдпростiр простору 𝐻. Тодi довiльний

автоморфiзм простору 𝐻𝑛 продовжується до автоморфiзму простору 𝐻 .
2) Нехай 0 ≠ ℎ ∈ 𝐻. Кожний автоморфiзм простору (ℎ𝐻, 𝑟 ) поднiмається до

автоморфiзму простору 𝐻 .
3) Нехай 𝑎, 𝑏 — ненульовi елементи простору𝐻 . Довiльний iзоморфiзм 𝜑 : 𝐻𝑎 →

𝐻𝑏 продовжується до автоморфiзму простору 𝐻 .
4) Нехай (𝐻1, 𝑟1) та (𝐻2, 𝑟2) — iзоморфнi унiтальнi локально стандартнi про-

стори Хемiнга i нехай 𝑎 ∈ 𝐻1, 𝑏 ∈ 𝐻2. Тодi кожний iзоморфiзм(
𝐻1

)
𝑎
→

(
𝐻2

)
𝑏

продовжується до iзоморфiзму 𝐻1 → 𝐻2.

Доведення. 1) У пiдроздiлi 5.2 ми показали, що знайдеться пiдпростiр 𝐻 ′ ⊂ 𝐻

такий, що
𝐻 � 𝐻𝑛

⊗
𝐻 ′.

Нехай 𝜑 — автоморфiзм простору 𝐻𝑛. Тодi

𝜑 :
∑︁
𝑖

𝑎𝑖 ⊗ 𝑏𝑖 ↦→
∑︁
𝑖

𝜑 (𝑎𝑖) ⊗ 𝑏𝑖, де 𝑎𝑖 ∈ 𝐻𝑛, 𝑏𝑖 ∈ 𝐻 ′,

продовжує автоморфiзм 𝜑 .
2) Ми маємо

𝐻 = ℎ𝐻
⊕

(1 − ℎ)𝐻.

Нехай 𝜑 : ℎ𝐻 ↦→ ℎ𝐻 — автоморфiзм простору (ℎ𝐻, 𝑟 ). Тодi вiдображення

ℎ𝑎 + (1 − ℎ)𝑏 ↦→ 𝜑 (ℎ𝑎) + (1 − ℎ)𝑏

є автоморфiзмом.
3) Iснує стандартний пiдпростiр 𝐻𝑛 простору 𝐻, який мiстить елементи 1, 𝑎,

𝑏. Оскiльки
st (𝐻𝑎) = 𝑟 (𝑎) · st (𝐻 ), st (𝐻𝑏) = 𝑟 (𝑏) · st (𝐻 ),

то маємо: 𝑟 (𝑎) = 𝑟 (𝑏). Звiдси випливає, що iснує автоморфiзм 𝜓 простору 𝐻𝑛,
який переводить 𝑎 в 𝑏. Згiдно з пунктом 1) цiєї леми автоморфiзм𝜓 простору
𝐻𝑛 продовжується до автоморфiзму𝜓 простру 𝐻. Покладемо

𝜒 = 𝜓 −1 ◦ 𝜑 : 𝑎𝐻 → 𝑎𝐻 .
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Згiдно з пунктом 2) цiєї леми автоморфiзм 𝜒 : 𝑎𝐻 → 𝑎𝐻 продовжується до
автоморфiзму простору 𝐻. Звiдси випливає, що й iзоморфiзм 𝜑 також буде
продовжуватися до автоморфiзму простору 𝐻.

4) Нехай вiдображення

𝜑 : 𝑎𝐻1 → 𝑏𝐻2 та 𝜓 : 𝐻1 → 𝐻2

є iзоморфiзмами. Тодi суперпозицiя

𝜓−1 ◦ 𝜑 : 𝑎𝐻1 → 𝜓−1(𝑏)𝐻1

— також iзоморфiзм. Згiдно з пунктом 3) цiєї леми iзоморфiзм𝜓−1 ◦ 𝜑 продов-
жується до автоморфiзму простору 𝐻1. Звiдси випливає твердження 4). Лема
доведена. �

Лема 5.14. Нехай (𝐻, 𝑟 ) — злiченний локально стандартний простiр Хемiнга та

нехай 0 ≠ ℎ ∈ 𝐻 i 𝑠 = st (𝐻ℎ). Припустимо, що 𝑠′ ∈ Spec (𝐻 ), 𝑠 ≤ 𝑠′. Тодi знайдеться

елемент ℎ′ ∈ 𝐻 такий, що

ℎ𝐻 ⊆ ℎ′𝐻 i st (𝐻ℎ′) = 𝑠′.

Доведення. Оскiльки 𝑠′ ∈ Spec (𝐻 ), то знайдеться елемент 𝑒 ∈ 𝐻 такий, що
st (𝐻𝑒) = 𝑠′. З локальної стандартностi простору 𝐻 випливає iснування пiдпро-
стору (𝐻𝑛, 𝛼 · 𝑟𝐻𝑛

) простору 𝐻 , де 𝛼 — деяке дiйсне додатне число, такого, що ℎ,
𝑒 ∈ 𝐻𝑛 . Тодi маємо:

𝐻𝑛 = ℤ𝑛2,

𝑟 (𝑖1, . . . , 𝑖𝑛) =
𝛼

𝑛

(
𝑖1 + · · · + 𝑖𝑛

)
, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛 ∈ {0, 1}.

Якщо 𝑎 ∈ 𝐻𝑛, то
st (𝐻𝑎) = 𝑟𝐻𝑛

(𝑎) · st (𝐻 ) .

Позаяк 𝑠′ ≥ 𝑠, то
𝑟𝐻𝑛

(𝑒) ≥ 𝑟𝐻𝑛
(ℎ).

Iснує автоморфiзм 𝜑 простору 𝐻𝑛 такий, що ℎ𝐻𝑛 ⊆ 𝜑 (𝑒)𝐻𝑛 . Згiдно з лемою 5.13
пункт 1) автоморфiзм 𝜑 продовжується до автоморфiзму 𝜑 простору 𝐻. Елемент
ℎ′ = 𝜑 (𝑒) задовольняє усi необхiднi вимоги. Отже, лема доведена. �
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Доведення теореми 5.5. Припустимо, що (𝐻 ′, 𝑟 ′) та (𝐻 ′′, 𝑟 ′′) — злiченнi локально
стандартнi простори Хемiнга такi, що Spec (𝐻 ′) = Spec (𝐻 ′′). Нехай

𝐻 ′ = { 0 = ℎ′1, ℎ′2, . . . , }, 𝐻 ′′ = { 0 = ℎ′′1 , ℎ′′2 , . . . , }.

Скориставшись iндукцiєю за 𝑛, побудуємо послiдовнiсть елементiв

𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 ∈ 𝐻 ′, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑛 ∈ 𝐻 ′′, (5.16)

таких, що

𝑎1𝐻
′ ⊆ 𝑎2𝐻

′ ⊆ · · · ⊆ 𝑎𝑛𝐻
′, 𝑏1𝐻

′′ ⊆ 𝑏2𝐻
′′ ⊆ · · · ⊆ 𝑏𝑛𝐻

′′,

i таких, що
ℎ′1, . . . , ℎ

′
𝑛 ∈ 𝑎𝑛𝐻

′, ℎ′′1 , . . . , ℎ
′′
𝑛 ∈ 𝑏𝑛𝐻

′′

i числа Стейнiца збiгаються

st
(
𝐻 ′
𝑎𝑖

)
= st

(
𝐻 ′′
𝑏𝑖

)
для всiх 𝑖 .

Нехай 𝑎1 = 𝑏1 = 0. Припустимо, що послiдовностi 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 та 𝑏1, . . . , 𝑏𝑛
побудованi.

Простiр 𝐻 ′ є локально стандартним. Тому iснує пiдпростiр(
𝐻𝑝, 𝛼 · 𝑟𝐻𝑝

)
⊂

(
𝐻 ′, 𝑟 ′

)
,

який мiстить 𝑎𝑛 та ℎ′𝑛+1. Нехай 𝑥𝑛+1 — одиниця 𝐻𝑝 . Легко бачити, що

𝑎𝑛, ℎ
′
𝑛+1 ∈ 𝑥𝑛+1𝐻.

Ми маємо:
st

(
𝐻 ′
𝑥𝑛+1

)
≥ st

(
𝐻 ′
𝑎𝑛

)
.

Позаяк
st

(
𝐻 ′
𝑥𝑛+1

)
∈ Spec (𝐻 ′) = Spec

(
𝐻 ′′),

то згiдно з лемою 5.14 знайдеться елемент 𝑦𝑛+1 ∈ 𝐻 ′′ такий, що

𝑏𝑛 ∈ 𝑦𝑛+1𝐻 ′′ та st
(
𝐻 ′′
𝑦𝑛+1

)
= st

(
𝐻 ′
𝑥𝑛+1

)
.
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Простiр 𝐻 ′′ є локально стандартним. Тому iснує пiдпростiр(
𝐻𝑞, 𝛽 · 𝑟𝐻𝑞

)
⊂

(
𝐻, 𝑟

)
,

який мiстить ℎ′′𝑛+1 та 𝑦𝑛+1. Нехай 𝑧𝑛+1 — одиниця 𝐻𝑞. Очевидно, що

ℎ′′𝑛+1, 𝑦𝑛+1 ∈ 𝑧𝑛+1𝐻
′′, st (𝐻 ′′

𝑧𝑛+1) ≥ st (𝐻 ′′
𝑦𝑛+1).

Насамкiнець, знову згiдно з лемою 5.14 iснує елемент 𝑡𝑛+1 ∈ 𝐻 ′ такий, що

𝑥𝑛+1 ∈ 𝑡𝑛+1𝐻
′ i st (𝐻 ′

𝑡𝑛+1) = st (𝐻 ′′
𝑧𝑛+1).

Покладемо 𝑎𝑛+1 = 𝑡𝑛+1, 𝑏𝑛+1 = 𝑧𝑛+1. Послiдовностi

𝑎1, 𝑎2, . . . ∈ 𝐻 ′ та 𝑏1, 𝑏2, . . . ∈ 𝐻 ′′

побудованi.
Згiдно з лемою 5.13 iснує оборотне лiнiйне вiдображення 𝜑 : 𝐻 ′ → 𝐻 ′′ таке,

що для довiльного 𝑖 матимемо:

𝜑
(
𝑎𝑖𝐻

′) = 𝑏𝑖𝐻
′′

i звуження 𝜑 на 𝐻 ′
𝑎𝑖
є iзоморфiзмом просторiв Хемiнга

𝐻 ′
𝑎𝑖

→ 𝐻 ′′
𝑏𝑖
, 𝑖 ≥ 1.

Це означає, що для довiльного елемента 𝑎 ∈ 𝑎𝑖𝐻 ′

𝑟 ′(𝑎)
𝑟 ′(𝑎𝑖)

=
𝑟 ′′(𝜑 (𝑎))
𝑟 ′′(𝑏𝑖)

,
𝑟 ′′(𝜑 (𝑎))
𝑟 ′(𝑎) =

𝑟 ′′(𝑏𝑖)
𝑟 ′(𝑎𝑖)

.

Звiдси випливає, що коли 𝑖 < 𝑗, то

𝑟 ′′(𝑏𝑖)
𝑟 ′(𝑎𝑖)

=
𝑟 ′′(𝜑 (𝑏 𝑗 ))
𝑟 ′(𝑎 𝑗 )

= 𝛼 > 0.

Отже, для довiльного елемента 𝑎 ∈ 𝐻 ′

𝑟 ′′
(
𝜑 (𝑎)

)
= 𝛼 · 𝑟 ′(𝑎),

тобто простори 𝐻 ′ та 𝐻 ′′ скалярно еквiвалентнi. Теорема 5.5 доведена. �
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Висновки до роздiлу 5

Природним аксiоматичним контекстом для нескiнченних узагальнень стан-
дартнихпросторiвХемiнга є клас булевих кiлець змiроюта структуроюлiнiйного
векторного простору, якi ще називаються просторами Хемiнга. У цьому роздiлi
вивчався клас таких просторiв. Основними результатами роздiлу є:

• Визначено тензорний добуток у класi просторiв Хемiнга.
• Доведено, що кожен унiтальний злiченний локально стандартний простiр
Хемiнга є тензорним добутком стандартних просторiв Хемiнга, що є
аналогом теореми Кьоте.

• Визначено iнварiант довiльного унiтального локально стандартного про-
стору Хемiнга, а саме — число Стейнiца, i показано, що унiтальнi злiченнi
локально стандартнi простори Хемiнга iзоморфнi тодi й лише тодi, коли
їх числа Стейнiца збiгаються, що є аналогом теореми Глiмма.

• Показано, що для довiльної узагальненої пiдалгебри Картана 𝐻 унiтальної
злiченно–вимiрної локально матричної алгебри її пiдалгебра iдемпотентiв
𝐸 (𝐻 ) з функцiєю вiдносного рангу в ролi мiри є унiтальним локально
стандартним простором Хемiнга.

• Доведено, що кожен унiтальний злiченний локально стандартний простiр
Хемiнга може бути реалiзований як алгебра iдемпотентiв 𝐸 (𝐻 ) для деякої
пiдалгебри Картана 𝐻 унiтальної злiченно–вимiрної локально матричної
алгебри.

• Доведено,щодовiльнi двi пiдалгебриКартана унiтальної злiченно–вимiрної
локально матричної алгебри спряженi за допомогою автоморфiзму.

• Показано, що в будь–якiй унiтальнiй злiченно–вимiрнiй локально матри-
чнiй алгебрi знайдеться узагальнена пiдалгебра Картана, яка не спряжена
з жодною пiдалгеброю Картана. Зокрема, не довiльнi двi узагальненi
пiдалгебри Картана є спряженими.

• Доведено, що якщо пiдалгебри Картана унiтальних злiченно–вимiрних
локально матричних алгебр 𝐴 та 𝐵 iзоморфнi як простори Хемiнга, то цi
алгебри 𝐴 та 𝐵 також iзоморфнi.

• Для кожного локально стандартного (не обов’язково унiтального) простору
Хемiнга визначено його спектр i доведено, що вiн є повною множиною
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чисел Стейнiца.
• Для кожної повної множини чисел Стейнiца побудовано злiченний ло-
кально стандартний простiр Хемiнга, спектром якого є ця множина.

• Показано, що злiченнi простори Хемiнга iзоморфнi тодi й лише тодi,
коли їх спектри збiгаються. Таким чином, неунiтальнi злiченнi локально
стандартнi простори Хемiнга параметризуються парами, якi складаються
з числа Стейнiца i невiд’ємного дiйсного числа, що є аналогом теореми
Дiксм’є.
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Роздiл 6

Автоморфiзми i диференцiювання
локально матричних алгебр

Нехай 𝐴, як i ранiше, асоцiативна 𝔽–алгебра. Розглянемо векторний простiр
𝐴 з новою операцiєю

[ 𝑎, 𝑏 ] = 𝑎 𝑏 − 𝑏 𝑎.

Отримана таким чином алгебра є приєднаною алгеброю Лi (див. [130]). Позна-
чатимемо її символом 𝐴(−) .

Означення 6.1. Нагадаємо, що лiнiйне вiдображення 𝑑 : 𝐴 → 𝐴 алгебри 𝐴 в
себе називається диференцiюванням, якщо

𝑑 (𝑥𝑦) = 𝑑 (𝑥) 𝑦 + 𝑥 𝑑 (𝑦) (6.1)

для довiльних елементiв 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴.

Векторний простiр Der(𝐴) усiх диференцiювань алгебри 𝐴 замкнений вiдно-
сно комутування i тому є алгеброю Лi. Для довiльного елемента 𝑎 ∈ 𝐴 оператор
комутування

ad(𝑎) : 𝐴 → 𝐴, 𝑥 ↦→ [𝑎, 𝑥],

є (внутрiшнiм) диференцiюванням (або ще кажуть приєднаним диференцiюванням,
iндукованим елементом 𝑎) алгебри 𝐴. Розглянемо векторний простiр

Inder (𝐴) =
{
ad(𝑎), 𝑎 ∈ 𝐴

}
⊂ Der (𝐴).

Для кожного елемента 𝑎 ∈ 𝐴 i диференцiювання 𝑑 ∈ Der(𝐴) ми маємо:

[𝑑, ad(𝑎)] = ad
(
𝑑 (𝑎)

)
. (6.2)
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Такимчином, Inder(𝐴)— iдеал алгебриЛiDer(𝐴). Iдеал Inder(𝐴) будемоназивати
алгеброю внутрiшнiх диференцiювань алгебри 𝐴.

Легко бачити, що коли 𝑍 — центр алгебри 𝐴, то

Inder(𝐴) � 𝐴(−) � 𝑍 . (6.3)

Розглянемо фактор–алгебру

Outder(𝐴) = Der(𝐴) � Inder(𝐴).

Така алгебра називається алгеброю зовнiшнiх диференцiювань алгебри 𝐴.
Основнi означення можна подивитися в [74, 123].

Позначимо через Aut(𝐴) групу автоморфiзмiв алгебри 𝐴 i розглянемо її
нормальну пiдгрупу Inn(𝐴), яка складається з внутрiшнiх автоморфiзмiв

𝑥 ↦→ 𝑎−1𝑥𝑎, 𝑥 ∈ 𝐴,

де 𝑎 — оборотний елемент алгебри 𝐴. Групу Inn(𝐴) будемо називати групою

внутрiшнiх автоморфiзмiв алгебри 𝐴.

Фактор–група
OutAut(𝐴) = Aut(𝐴) � Inn(𝐴)

називається групою зовнiшнiх автоморфiзмiв алгебри 𝐴.

Результати цього роздiлу опублiковано в [19, 20, 28, 32, 118].

6.1 Топологiя Тихонова

Нагадаємо означення топологiї Тихонова на декартовому добутковi тополо-
гiчних просторiв (див., наприклад, [57, 109, 124, 132]). Нехай{

𝑋𝑖
}
𝑖∈𝐼 (6.4)

— родина топологiчних просторiв, якi iндексуються множиною 𝐼 . Декартовим
добутком ∏

𝑖∈𝐼
𝑋𝑖 (6.5)



193

топологiчних просторiв (6.4) ми називаємо множину функцiй

𝑓 : 𝐼 →
⋃
𝑖∈𝐼

𝑋𝑖

таку, що 𝑓 (𝑖) ∈ 𝑋𝑖 для кожного 𝑖 ∈ 𝐼 .
Зафiксуємо скiнченну непорожню пiдмножину

{
𝑖1, . . . , 𝑖𝑟

}
⊂ 𝐼 . Нехай

𝑈𝑖1, . . . , 𝑈𝑖𝑟

—вiдкритi множини у просторах𝑋𝑖1, . . . , 𝑋𝑖𝑟 вiдповiдно. Розглянемо пiдмножину

𝑀 (𝑖1, . . . , 𝑖𝑟 ; 𝑈1, . . . ,𝑈𝑖𝑟 ) (6.6)

декартового добутку (6.5), яка складається з функцiй

𝑓 ∈
∏
𝑖∈𝐼

𝑋𝑖

таких, що
𝑓 (𝑖1) ∈ 𝑈𝑖1, . . . , 𝑓 (𝑖𝑟 ) ∈ 𝑈𝑖𝑟 .

Топологiя Тихонова на добутку (6.5) породжується вiдкритими множинами
(6.6), де {𝑖1, . . . , 𝑖𝑟 } пробiгає всi непорожнi скiнченнi пiдмножини множини 𝐼 , а

𝑈𝑖1, . . . , 𝑈𝑖𝑟

пробiгають усi вiдкритi множини просторiв 𝑋𝑖1, . . . , 𝑋𝑖𝑟 вiдповiдно.
Нехай 𝑋 — довiльна непорожня множина. Задамо на 𝑋 дискретну топологiю,

тобто топологiю, в якiй усi пiдмножини вiдкритi i замкненi одночасно. Множину
вiдображень

Map (𝑋,𝑋 ) =
{
𝑓 : 𝑋 → 𝑋

}
(6.7)

можна ототожнити з декартовим степенем множини 𝑋 . У цьому випадку
топологiя Тихонова на множинi (6.7) породжуватиметься пiдмножинами

𝑀 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛; 𝑏1, . . . , 𝑏𝑛) = (6.8){
𝑓 : 𝑋 → 𝑋 | 𝑓 (𝑎𝑖) = 𝑏𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛

}
,

де 𝑛 ≥ 1, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑛 — елементи множини 𝑋, причому елементи 𝑎1, . . . ,
𝑎𝑛 — усi рiзнi.

Для непорожньої пiдмножини 𝑌 ⊂ Map(𝑋,𝑋 ) її замикання 𝑌 у топологiї
Тихонова складається з функцiй 𝑓 : 𝑋 → 𝑋, що задовольняють умову:
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для довiльних рiзних елементiв 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 ∈ 𝑋, 𝑛 ≥ 1,
знайдеться функцiя 𝑔 ∈ 𝑌 така, що

𝑓 (𝑎𝑖) = 𝑔(𝑎𝑖), 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛.

Теорема 6.1. Нехай 𝐴 — локально матрична алгебра.

1) Iдеал Inder(𝐴) щiльний в алгебрi Der(𝐴) в топологiї Тихонова.

2) Припустимо, що алгебра 𝐴 мiстить 1. Тодi замиканням групи Inn(𝐴) в
Map(𝐴,𝐴) в топологiї Тихонова є напiвгрупа 𝑃 (𝐴) унiтальних iн’єктивних

ендоморфiзмiв. Зокрема, пiдгрупа Inn(𝐴) щiльна в групi Aut(𝐴).

Доведення теореми 6.1. 1) Легко бачити, що векторний простiр Der(𝐴) замкне-
ний у Map(𝑋,𝑋 ) у топологiї Тихонова. Звiдси випливає, що

Inder(𝐴) ⊆ Der(𝐴).

Для доведення зворотнього включеннянеобхiдно перевiрити,що для будь–якого
диференцiювання 𝑑 : 𝐴 → 𝐴 i довiльних елементiв 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 ∈ 𝐴 знайдеться
елемент 𝑏 ∈ 𝐴 такий, що

𝑑 (𝑎𝑖) =
[
𝑏, 𝑎𝑖

]
, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛.

Виберемо пiдалгебру 𝐵1 ⊂ 𝐴 алгебри 𝐴 таку, що

𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 ∈ 𝐵1 i 𝐵1 � 𝑀𝑘 (𝔽).

Далi виберемо пiдалгебру 𝐵2 ⊂ 𝐴 алгебри 𝐴 таку, що

𝐵1 + 𝑑 (𝐵1) ⊆ 𝐵2 i 𝐵2 � 𝑀𝑙 (𝔽).

Пiдалгебра 𝐵2 мiстить пiдалгебру 𝐵1, тому є 𝐵1–бiмодулем.

Нагадаємо, що для довiльної алгебри 𝑅 та будь–якого 𝑅–бiмодуля лiнiйне
вiдображення 𝜑 : 𝑅 → 𝑉 називається диференцiюванням, якщо

𝜑 (𝑎𝑏) = 𝜑 (𝑎) 𝑏 + 𝑎 𝜑 (𝑏)

для довiльних елементiв 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅.



195

Зафiксуємо елемент 𝑣 ∈ 𝑉 . Тодi вiдображення

𝑅 → 𝑉 , 𝑎 ↦→ [𝑎, 𝑣],

є (внутрiшнiм) диференцiюванням алгебри 𝑅 у бiмодуль 𝑉 . Вiдомо (див. [55]),
що для матричної алгебри 𝑅 = 𝑀𝑛 (𝔽) i довiльного 𝑅–бiмодуля 𝑉 будь–яке
диференцiювання 𝑅 → 𝑉 є внутрiшнiм.

Таким чином, вiдображення

𝑑 : 𝐵1 → 𝐵2

є бiмодульним диференцiюванням. Отже, знайдеться оборотний елемент 𝑏 ∈ 𝐵2
такий, що 𝑑 (𝑎) = [𝑎, 𝑏] для довiльного елемента 𝑎 ∈ 𝐵1. Перша частина теореми
6.1 доведена.

2) Припустимо тепер, що локально матрична алгебра 𝐴 мiстить 1. Нехай
𝜑 ∈ 𝑃 (𝐴). Як i ранiше, нам потрiбно довести, що для довiльних елементiв 𝑎1, . . . ,
𝑎𝑛 ∈ 𝐴 знайдеться оборотний елемент 𝑏 ∈ 𝐴 такий, що

𝜑 (𝑎𝑖) = 𝑏−1 𝑎𝑖 𝑏, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛.

Виберемо пiдалгебру 𝐵1 ⊂ 𝐴 алгебри 𝐴 таку, що

1, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 ∈ 𝐵1

i алгебра𝐵1 iзоморфна деякiйматричнiй алгебрi𝑀𝑘 (𝔽).Далi виберемопiдалгебру
𝐵2 ⊂ 𝐴 алгебри 𝐴 таку, що

𝐵1 + 𝜑 (𝐵1) ⊆ 𝐵2 i 𝐵2 � 𝑀𝑙 (𝔽) .

Згiдно з теоремою Сколема–Нетер (див. [55, 69]) вiдображення

𝜑 : 𝐵1 → 𝐵2

продовжується до внутрiшнього автоморфiзму алгебри 𝐵2. Тим самим знайде-
ться оборотний елемент 𝑏 ∈ 𝐵2 такий, що 𝑑 (𝑎) = [𝑎, 𝑏] для всiх елементiв 𝑎 ∈ 𝐵1.
Теорема 6.1 доведена. �

Лема 6.1. Нехай 𝐴 — нескiнченно–вимiрна локально матрична алгебра. Припу-

стимо, що 𝑑 ∈ Der(𝐴) та 𝑑 ( [𝐴,𝐴]) лежить у центрi алгебри 𝐴. Тодi 𝑑 = 0.
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Доведення. Позначимо символом 𝑍 центр алгебри 𝐴. Якщо алгебра 𝐴 неунiталь-
на, то 𝑍 = {0}.

Якщо ж 1 ∈ 𝐴, то 𝑍 = 𝔽 · 1. Розглянемо матричну пiдалгебру

𝑀𝑛 (𝔽) ⊂ 𝐴, 𝑛 ≥ 4.

Виберемо рiзнi iндекси 𝑖, 𝑗, 𝑠, 𝑡,що лежать мiж 1 та𝑛. Довiльна матрична одиниця

𝑒𝑖 𝑗 , 1 ≤ 𝑖 ≠ 𝑗 ≤ 𝑛,

належить комутанту [𝑀𝑛 (𝔽), 𝑀𝑛 (𝔽)] . Тодi

𝑒𝑖 𝑗 = [ 𝑒𝑖𝑠, 𝑒𝑠 𝑗 ] .

Таким чином,
𝑑 (𝑒𝑖 𝑗 ) ∈ 𝑍 𝑒𝑖𝑠 + 𝑍 𝑒𝑠 𝑗 .

З iншого боку,
𝑒𝑖 𝑗 = [ 𝑒𝑖𝑡 , 𝑒𝑡 𝑗 ] .

Отже,
𝑑 (𝑒𝑖 𝑗 ) ∈ 𝑍 𝑒𝑖𝑡 + 𝑍 𝑒𝑡 𝑗 .

Тому 𝑑 (𝑒𝑖 𝑗 ) = 0. Асоцiативна алгебра𝑀𝑛 (𝔽) породжується матричними одини-
цями 𝑒𝑖 𝑗, 1 ≤ 𝑖 ≠ 𝑗 ≤ 𝑛. Таким чином,

𝑑
(
𝑀𝑛 (𝔽)

)
= { 0 }.

Лема 6.1 доведена. �

Нагадаємо, що топологiчна алгебра називається топологiчно простою, якщо
вона не мiстить власних замкнених iдеалiв.

Теорема 6.2. Нехай 𝐴 — локально матрична алгебра.
1) Алгебра Лi [

Inder (𝐴), Inder (𝐴)
]

(6.9)

проста;
2) алгебра Лi [

Der (𝐴), Der (𝐴)
]

(6.10)

топологiчно проста.
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Доведення. 1) I. Херстейн [69] довiв, що якщо 𝑅 — проста асоцiативна алгебра з
центром 𝑍, то алгебра Лi [

𝑅, 𝑅
]
�

( [
𝑅, 𝑅

]
∩ 𝑍

)
є також простою.

Нехай тепер 𝑍 — центр локально матричної алгебри 𝐴. Тодi (див. (6.3) )

Inder (𝐴) � 𝐴(−)� 𝑍 .

За теоремою Херстейна алгебра[
Inder (𝐴), Inder (𝐴),

]
� [ 𝐴, 𝐴 ] �

(
[ 𝐴, 𝐴 ] ∩ 𝑍

)
є простою.

2) Нехай тепер 𝐼 — ненульовий замкнений iдеал алгебри Лi (6.10). Нехай
0 ≠ 𝑑 ∈ 𝐼 . Для довiльного елемента 𝑎 ∈ [𝐴,𝐴] ми маємо (див. (6.2)):[

𝑑, ad(𝑎)
]
= ad(𝑑 (𝑎)).

Елемент 𝑎 ∈ [𝐴,𝐴] можна вибрати таким чином, щоб виконувалася нерiвнiсть:

ad
(
𝑑 (𝑎)

)
≠ 0.

Справдi, ad(𝑑 (𝑎)) = 0 означає, що елемент 𝑑 (𝑎) лежить у центрi алгебри𝐴. Якщо
для будь–якого елемента𝑎 ∈ [𝐴,𝐴] його диференцiювання𝑑 (𝑎) належитьцентру,
то за лемою 6.1 матимемо, що 𝑑 = 0. А це суперечить вибору диференцiювання
𝑑.

Таким чином,

𝐼
⋂ [

Inder (𝐴) , Inder (𝐴)
]
≠ {0}.

З простоти алгебри (6.9) тодi випливатиме, що[
Inder (𝐴), Inder (𝐴)

]
⊆ 𝐼 .

Згiдно з теоремою 6.1 множина Inder(𝐴) щiльна в Der(𝐴) i тому множина (6.9)
щiльна в (6.10). Але iдеал 𝐼 — замкнений, тому

𝐼 =
[
Der (𝐴) , Der (𝐴)

]
.

Теорема 6.2 доведена. �
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Питання про простоту алгебри Inder(𝐴) i топологiчну простоту алгебри
Der(𝐴) є бiльш делiкатним. Обмежимося розглядом унiтальної нескiнченно–
вимiрної локально матричної алгебри 𝐴, одиницею якої є 1. Нехай

𝑠 = st (𝐴) i нехай 𝑠 =
∏
𝑝∈ℙ

𝑝𝑘𝑝 , (6.11)

де 𝑝 пробiгає множину всiх простих чисел ℙ. Позначимо

𝜈𝑝 (𝑠) = 𝑘𝑝 .

Лема 6.2. Якщо char 𝔽 = 0, то

𝐴 =
[
𝐴, 𝐴

]
+ 𝔽 · 1.

Якщо char 𝔽 = 𝑝 > 0, то

𝐴 =
[
𝐴, 𝐴

]
+ 𝔽 · 1 тодi й лише тодi, коли

𝜈𝑝 (𝑠) = 0 або 𝜈𝑝 (𝑠) = ∞.

Доведення. Розглянемо спочатку випадок 𝐴 = 𝑀𝑛 (𝔽). Очевидно, що[
𝑀𝑛 (𝔽) , 𝑀𝑛 (𝔽)

]
=

{
𝑎 ∈ 𝑀𝑛 (𝔽)

�� tr(𝑎) = 0
}

= 𝔰𝔩𝑛 (𝔽),

тобто [𝑀𝑛 (𝔽), 𝑀𝑛 (𝔽)] є спецiальною лiнiйною алгеброю Лi 𝔰𝔩𝑛 (𝔽) (тут tr(𝑎)
означає слiд матрицi 𝑎 ∈ 𝑀𝑛 (𝔽), тобто суму всiх її дiагональних елементiв).
Якщо

char 𝔽 = 0 або char 𝔽 = 𝑝 > 0, 𝑝 - 𝑛, (6.12)

то tr(1) = 𝑛 ≠ 0. Тому для кожного елемента 𝑎 ∈ 𝑀𝑛 (𝔽)

𝑎 =

(
𝑎 − 1

𝑛
tr(𝑎) · 1

)
+ 1
𝑛
tr(𝑎) · 1 ∈ 𝔰𝔩𝑛 (𝔽) + 𝔽 · 1,

тобто
𝐴 =

[
𝐴, 𝐴

]
+ 𝔽 · 1.

Якщо 𝑝 | 𝑛, то tr(1) = 0. Отже,[
𝑀𝑛 (𝔽) , 𝑀𝑛 (𝔽)

]
+ 𝔽 · 1 = 𝔰𝔩𝑛 (𝔽) ≠ 𝑀𝑛 (𝔽).
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Якщо має мiсце (6.12), то для довiльної матричної пiдалгебри

1 ∈ 𝐴1 ⊂ 𝐴, 𝐴1 � 𝑀𝑛 (𝔽),

маємо:
𝐴1 =

[
𝐴1 , 𝐴1

]
+ 𝔽 · 1.

Таким чином,
𝐴 =

[
𝐴 , 𝐴

]
+ 𝔽 · 1.

Припустимо, що
𝑝∞

�� 𝑠, (6.13)

де 𝑠 — число Стейнiца (6.11). Розглянемо матричну пiдалгебру

1 ∈ 𝐴1 ⊂ 𝐴, 𝐴1 � 𝑀𝑛 (𝔽),

де𝑛 — дiльник числа 𝑠 . Число 𝑝𝑛 також дiлить число Стейнiца 𝑠 . Тому знайдеться
пiдалгебра 𝐴2 ⊂ 𝐴, така, що

𝐴1 ⊂ 𝐴2, 𝐴2 � 𝑀𝑚 (𝔽), 𝑝
�� 𝑚
𝑛
.

Позначимо символом 𝐶 централiзатор пiдалгебри 𝐴1 в 𝐴2,

𝐴2 = 𝐴1
⊗

𝔽 𝐶, 𝐶 � 𝑀𝑚�𝑛 (𝔽).

Для довiльних елементiв 𝑎 ∈ 𝐴1, 𝑏 ∈ 𝐶 ми маємо:

tr𝐴2

(
𝑎 ⊗ 𝑏

)
= tr𝐴1 (𝑎) · tr𝐶 (𝑏),

де tr𝐴2, tr𝐴1, tr𝐶 означають слiди (тобто суми дiагональних елементiв) у пiдалге-
брах 𝐴2, 𝐴1, 𝐶 вiдповiдно. Тодi

tr𝐶 (1) =
𝑚

𝑛
= 0.

Таким чином,

tr𝐴2

(
𝐴1

⊗
1
)
= tr𝐴1 (𝐴1) · tr𝐶 (1) = {0}.

Тому
𝐴1 ⊆

[
𝐴2 , 𝐴2

]
.
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Мипоказали,щоу випадку, колимаємiсце (6.13), виконується рiвнiсть𝐴 = [𝐴,𝐴] .
Припустимо, насамкiнець, що

𝜈𝑝 (𝑠) = 𝑘, 1 ≤ 𝑘 < ∞.

Розглянемо пiдалгебру

1 ∈ 𝐴1 ⊂ 𝐴, 𝐴1 � 𝑀𝑝𝑘 (𝔽).

Зафiксуємо елемент 𝑎 ∈ 𝐴1 такий, що tr𝐴1 (𝑎) ≠ 0. Покажемо, що

𝑎 ∉
[
𝐴 , 𝐴

]
+ 𝔽 · 1.

Справдi, якщо це не так, то знайдеться пiдалгебра 𝐴2 алгебри 𝐴 така, що

𝐴2 � 𝑀𝑛 (𝔽) i 𝑎 ∈
[
𝐴2 , 𝐴2

]
+ 𝔽 · 1.

Позаяк 𝑝 | 𝑛, то tr𝐴2 (1) = 0 i, отже,

tr𝐴2 (𝑎) = 0.

Як i ранiше, розглянемо централiзатор 𝐶 алгебри 𝐴1 в 𝐴2,

𝐴2 = 𝐴1
⊗

𝔽 𝐶.

Алгебра 𝐶 iзоморфна матричнiй алгебрi𝑀𝑚 (𝐶), де

𝑚 =
𝑛

𝑝𝑘
.

При цьому 𝑝 - 𝑚, tr𝐶 (1) =𝑚 ≠ 0. Тепер

tr𝐴2 (𝑎) = tr𝐴2

(
𝑎 ⊗ 1

)
= tr𝐴1 (𝑎) · tr𝐶 (1) ≠ 0.

Отримана суперечнiсть завершує доведення леми 6.2. �

Теорема 6.3. Нехай 𝐴 — унiтальна нескiнченно–вимiрна локально матрична

алгебра.
1) Алгебра Лi Inder(𝐴) проста тодi й лише тодi, коли

char 𝔽 = 0 (6.14)

або

char 𝔽 = 𝑝 > 0 та 𝜈𝑝 ( st(𝐴) ) = 0 або 𝜈𝑝 ( st(𝐴) ) = ∞. (6.15)
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2) Алгебра Лi Der(𝐴) топологiчно проста тодi й лише тодi, коли

char 𝔽 = 0 або

char 𝔽 = 𝑝 > 0 та 𝜈𝑝 ( st(𝐴) ) = 0 або 𝜈𝑝 ( st(𝐴) ) = ∞.

Доведення. Частина 1) випливає з леми 6.2 i теореми 6.1. Справдi,

Inder (𝐴) � 𝐴(−)� 𝔽 · 1 .

Якщо виконуються умови (6.14) та (6.15), то згiдно з лемою 6.2 ми матимемо

𝐴(−)� 𝔽 · 1 =
[
𝐴 , 𝐴

]
� [𝐴 , 𝐴] ∩ 𝔽 · 1

— проста алгебра Лi за згаданою на стор. 197 теоремою Херстейна iз [69]. Якщо ж

1 ≤ 𝜈𝑝 ( st(𝐴) ) < ∞,

то [
𝐴 , 𝐴

]
+ 𝔽 · 1 $ 𝐴.

Тому [
Inder (𝐴) , Inder (𝐴)

]
$ Inder (𝐴).

2) Нехай 𝐼 — ненульовий замкнений iдеал в алгебрi Лi Der(𝐴). Якщо викону-
ються умови (6.14) та (6.15), то, мiркуючи аналогiчно, як це було при доведеннi
теореми 6.2, ми отримаємо

𝐼
⋂

Inder (𝐴) ≠ {0}.

Оскiльки алгебра Inder (𝐴) у цьому випадку є простою, то Inder (𝐴) ⊆ 𝐼 . За
теоремою 6.1 звiдси випливає

𝐼 = Inder (𝐴) = Der (𝐴).

Тепер припустимо, що

𝜈𝑝 ( st(𝐴) ) = 𝑘, 1 ≤ 𝑘 < ∞.

Знайдеться пiдалгебра
1 ∈ 𝐴1 ⊂ 𝐴
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така, що
𝐴1 � 𝑀𝑝𝑘 (𝔽).

Виберемо елемент 𝑎 ∈ 𝐴1 такий, що

tr𝐴1 (𝑎) ≠ 0.

Покажемо, що внутрiшнє диференцiювання ad(𝑎) не лежить у замиканнi[
Der (𝐴) , Der (𝐴)

]
=

[
Inder (𝐴) , Inder (𝐴)

]
,

i отже, [
Inder (𝐴) , Inder (𝐴)

]
— власний замкнений iдеал в алгебрi Лi Der(𝐴) .

Справдi, якщо це не так, то знайдуться елементи 𝑎𝑖, 𝑏𝑖 ∈ 𝐴, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, такi що(
ad(𝑎) −

𝑛∑︁
𝑖=1

ad
(
[𝑎𝑖 , 𝑏𝑖]

) ) (
𝐴1

)
= {0}.

Також iснуватиме пiдалгебра 𝐴2 ⊂ 𝐴 така, що

𝑎, 𝑎𝑖, 𝑏𝑖 ∈ 𝐴2, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝐴2 � 𝑀𝑚 (𝔽).

Як i вище, розглянемо централiзатор 𝐶 пiдалгебри 𝐴1 в 𝐴2. Тодi

𝐴2 = 𝐴1
⊗

𝔽 𝐶, 𝐶 � 𝑀𝑡 (𝔽), 𝑡 =
𝑚

𝑝𝑘
, 𝑝 - 𝑡 .

Розглянемо також елемент

𝑏 =

𝑛∑︁
𝑖=1

[
𝑎𝑖 , 𝑏𝑖

]
∈ 𝐴2.

Елемент 𝑎 − 𝑏 комутує з усiма елементами з 𝐴1. Отже,

𝑎 − 𝑏 = 𝑐 ∈ 𝐶.

В алгебрi 𝐴2 усi елементи з пiдалгебри 𝐶 мають нульовий слiд. Таким чином, з
одного боку

tr𝐴2 (𝑎) = tr𝐴1 (𝑎) · 𝑡 ≠ 0,

а з iншого боку
tr𝐴2 (𝑎) = tr𝐴2 (𝑏) + tr𝐴2 (𝑐) = 0.

Тим самим отримали суперечнiсть. Теорема 6.3 доведена. �
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6.2 Диференцiювання тензорних добуткiв
матричних алгебр

Метою цього пiдроздiлу є опис диференцiювань тензорних добуткiв

𝐴 =
⊗
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖, (6.16)

де 𝐴𝑖 — скiнченно–вимiрнi матричнi алгебри, а 𝐼 — довiльна нескiнченна
множина. Згiдно з теоремою Кьоте [81] кожна злiченно–вимiрна унiтальна
локально матрична алгебра розкладається в тензорний добуток матричних
алгебр i тому є алгеброю такого типу.

Означення 6.2. Нехай P — деяка система непорожнiх скiнченних пiдмножин
нескiнченної множини 𝐼 . Назвемо систему P розрiдженою, якщо
(1) для кожної пiдмножини 𝑆 ∈ P усi непорожнi пiдмножини множини 𝑆

також належать P,
(2) кожний елемент 𝑖 ∈ 𝐼 мiститься в не бiльш нiж скiнченнiй кiлькостi

пiдмножин з P .

Якщо P1 та P2 — розрiдженi системи пiдмножин множини 𝐼 , то система

P = P1
⋃

P2

також є розрiдженою. Позначимо через

P1
∐

P2 (6.17)

систему пiдмножин, яка складається з об’єднань

𝑋
⋃

𝑌, 𝑋 ∈ P1, 𝑌 ∈ P2, таких що 𝑋
⋂

𝑌 ≠ ∅,

i всiх їх непорожнiх пiдмножин. Легко бачити, що система (6.17) також є
розрiдженою.

Нехай 𝑆 = {𝑖1, . . . , 𝑖𝑟 } — скiнченна пiдмножина множини 𝐼 . Алгебра

𝐴𝑆 = 𝐴𝑖1

⊗
· · ·

⊗
𝐴𝑖𝑟
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занурюється в алгебру 𝐴 i є в нiй тензорним спiвмножником.
Нехай P — система непорожнiх скiнченних пiдмножин множини 𝐼 . Нехай

𝑓𝑆 : 𝐴 → 𝐴, 𝑆 ∈ P,

система лiнiйних операторiв, iндексованих множиною P .

Умова збiжностi. Сума ∑︁
𝑆∈P

𝑓𝑆

збiгається в топологiї Тихонова тодi й лише тодi, коли для довiльного елемента
𝑎 ∈ 𝐴 множина {

𝑆 ∈ P | 𝑓𝑆 (𝑎) ≠ 0
}

є скiнченною. У цьому випадку сума

𝑓 =
∑︁
𝑆∈P

𝑓𝑆 (6.18)

є лiнiйним оператором. Бiльш того, якщо кожний доданок 𝑓𝑆 є диференцiюван-
ням алгебри 𝐴, то сума (6.18) також є диференцiюванням алгебри 𝐴.

Припустимо, що система скiнченних пiдмножин P розрiджена. Для кожної
пiдмножини 𝑆 ∈ P виберемо елемент 𝑎𝑆 ∈ 𝐴𝑆 . Тодi сума∑︁

𝑆∈P
ad (𝑎𝑆) (6.19)

задовольняє сформульовану вище умову збiжностi. Справдi, виберемо довiльний
елемент 𝑎 ∈ 𝐴. Знайдуться рiзнi iндекси 𝑖1, . . . , 𝑖𝑟 ∈ 𝐼 , такi що

𝑎 ∈ 𝐴𝑖1

⊗
· · ·

⊗
𝐴𝑖𝑟 .

Оскiльки система P розрiджена, то перетин{
𝑖1, . . . , 𝑖𝑟

} ⋂
𝑆

може бути непорожнiм лише для скiнченного числа пiдмножин 𝑆 ∈ P . Тому

ad (𝑎𝑆) (𝑎) ≠ 0

для не бiльше анiж скiнченного числа множин 𝑆 ∈ P .
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Сума (6.19) є диференцiюванням алгебри 𝐴.
Позначимо символом 𝐷P множину усiх сум (6.19):

𝐷P =

{ ∑︁
𝑆∈P

ad (𝑎𝑆)
�� 𝑎𝑆 ∈ 𝐴𝑆

}
. (6.20)

Для векторного простору усiх таких сум має мiсце включення:

𝐷P ⊆ Der(𝐴).

Для кожної алгебри𝐴𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼 , позначимо через 1𝐴𝑖
одиницю алгебри𝐴𝑖 i нехай

пiдпростiр 𝐴0
𝑖 такий, що

𝐴0
𝑖 ⊂ 𝐴𝑖

та 𝐴𝑖 розкладається в пряму суму

𝐴𝑖 = 𝔽 · 1𝐴𝑖

⊕
𝐴0
𝑖 . (6.21)

Виберемо базис 𝐸𝑖 у пiдпросторi 𝐴0
𝑖 . Для пiдмножини 𝑆 = {𝑖1, . . . , 𝑖𝑟 } множини 𝐼

покладемо
𝐸𝑆 := 𝐸𝑖1

⊗
· · ·

⊗
𝐸𝑖𝑟 ={

𝑎1 ⊗ · · · ⊗ 𝑎𝑟
�� 𝑎𝑘 ∈ 𝐸𝑖𝑘 , 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑟

}
i нехай

ad (𝐸𝑆) =
{
ad (𝑒)

�� 𝑒 ∈ 𝐸𝑆
}
.

Теорема 6.4. (1) Припустимо, що множина 𝐼 злiченна. Тодi

Der (𝐴) =
⋃
P

𝐷P, (6.22)

де P пробiгає всi розрiдженi системи скiнченних пiдмножин множини 𝐼 .

(2) Для довiльної нескiнченної (не обов’язково злiченної) множини 𝐼 та будь–якої

розрiдженої системи P скiнченних пiдмножин 𝐼 множина⋃
𝑆∈P

ad (𝐸𝑆) (6.23)

є топологiчним базисом простору 𝐷P .

Для доведення теореми 6.4 нам потрiбнi будуть декiлька лем.
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Лема 6.3. Нехай 𝑖 ∈ 𝐼 . Централiзатором пiдалгебри 𝐴𝑖 в алгебрi 𝐴 є пiдалгебра

𝐶 =
⊗
𝑗≠𝑖

𝐴 𝑗 .

Доведення. Ми маємо
𝐴 = 𝐴𝑖

⊗
𝔽 𝐶.

Очевидно, що пiдалгебра 𝐶 лежить у централiзаторi пiдалгебри 𝐴𝑖 в алгебрi 𝐴.
Припустимо, що 𝑥 ∈ 𝐴 i [𝐴𝑖, 𝑥] = {0}. Нехай

𝑥 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘 ⊗ 𝑐𝑘,

де 𝑎𝑘 ∈ 𝐴𝑖, та 𝑐1, . . . , 𝑐𝑛 ∈ 𝐶 — лiнiйно незалежнi елементи. Тодi для довiльного
елемента 𝑎 ∈ 𝐴𝑖 маємо:[

𝑎 ⊗ 1 , 𝑥
]
=

𝑛∑︁
𝑘=1

[
𝑎 , 𝑎𝑘

]
⊗ 𝑐𝑘 = 0.

Звiдси випливає, що
[ 𝑎 , 𝑎𝑘 ] = 0, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛.

Отже, елементи 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 лежать у центрi пiдалгебри 𝐴𝑖, тобто в 𝔽 · 1𝐴𝑖
. Тому

𝑥 ∈ 𝐶. Лема 6.3 доведена. �

Лема 6.4. Нехай 𝑖 ∈ 𝐼 , 𝑑 ∈ Der(𝐴). Якщо 𝑑 (𝐴𝑖) = {0}, то пiдалгебра

𝐶 =
⊗
𝑗≠𝑖

𝐴 𝑗

є 𝑑–iнварiантною.

Доведення. Ми маємо[
𝐴𝑖 , 𝑑 (𝐶)

]
⊆ 𝑑

(
[𝐴𝑖 , 𝐶 ]

)
+ [ 𝑑 (𝐴𝑖) , 𝐶 ] = {0},

звiдки згiдно з лемою 6.3 отримаємо, що 𝑑 (𝐶) ⊆ 𝐶. Лема 6.4 доведена. �

Доведення теореми 6.4. (1) Нехай 𝐼 = {𝑖1, 𝑖2, . . .} i нехай 𝑑 ∈ Der(𝐴). Оскiльки
алгебра Лi внутрiшнiх диференцiювань Inder(𝐴) щiльна в Der(𝐴) у топологiї
Тихонова, то знайдеться елемент 𝑎1 ∈ 𝐴 такий, що(

𝑑 − ad (𝑎1)
)
(𝐴𝑖1) = {0}.
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Iснує скiнченна пiдмножина 𝑆1 ⊂ 𝐼 така, що 𝑎1 ∈ 𝐴𝑆1 . Згiдно з лемою 6.4
диференцiювання 𝑑 − ad(𝑎1) вiдображає пiдалгебру⊗

𝑗≠𝑖1

𝐴 𝑗

в себе. Мiркуючи як ранiше, знайдемо скiнченну пiдмножину

𝑆2 ⊂ 𝐼 � {𝑖1}

та елемент 𝑎2 ∈ 𝐴𝑆2 такi, що(
𝑑 − ad (𝑎1) − ad (𝑎2)

)
(𝐴𝑖2) = {0},

i так далi. Урештi решт, ми отримаємо послiдовнiсть 𝑆1, 𝑆2, . . . непорожнiх
скiнченних пiдмножин множини 𝐼 , де

𝑆𝑛 ⊂ 𝐼 � {𝑖1, . . . , 𝑖𝑛−1}, 𝑛 ≥ 2,

i послiдовнiсть елементiв
𝑎𝑛 ∈ 𝐴𝑆𝑛, 𝑛 ≥ 1,

таких що

𝑑 =

∞∑︁
𝑛=1

ad (𝑎𝑛).

Приєднуючи до пiдмножин 𝑆1, 𝑆2, . . . усi їх непорожнi пiдмножини, отримаємо
розрiджену систему P . Легко бачити, що 𝑑 ∈ 𝐷P . Частина (1) теореми 6.4
доведена.

Доведемо частину (2). Нехай 𝐼 — довiльна, не обов’язково злiченна множина.
Нехай P — розрiджена система скiнченних непорожнiх пiдмножин множини 𝐼 .
Виберемо пiдмножину

𝑆 =
{
𝑖1, . . . , 𝑖𝑟

}
∈ P

та елементи
𝑎𝑘 ∈ 𝐴𝑖𝑘 , 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑟 .

Нехай
𝑎𝑘 = 𝛾𝑘 · 1𝐴𝑖𝑘

+ 𝑎0
𝑘
, где 𝛾𝑘 ∈ 𝔽, 𝑎0

𝑘
∈ 𝐴0

𝑖𝑘
.
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Розкриваючи дужки у тензорному добутку

𝑎1 ⊗ · · · ⊗ 𝑎𝑟 =
(
𝛾1 · 1 + 𝑎01

)
⊗ · · · ⊗

(
𝛾𝑟 · 1 + 𝑎0𝑟

)
,

ми отримаємо, що
𝑎1 ⊗ · · · ⊗ 𝑎𝑟 ∈ 𝔽 · 1 +

𝑟∑︁
𝑘=1

1 ⊗ · · · ⊗ 𝐴0
𝑖𝑘

⊗ · · · ⊗ 1 + · · · + 𝐴0
𝑖1 ⊗ · · · ⊗ 𝐴0

𝑖𝑟
.

Таким чином, простiр ad(𝐴𝑠) породжується операторами⋃
∅≠𝑆 ′⊆𝑆

ad (𝐸𝑆 ′) .

Звiдси випливає, що довiльний елемент з 𝐷P зображується у виглядi збiжної
суми ∑︁

𝑘

𝛼𝑘 ad (𝑒𝑘),

де 𝛼𝑘 ∈ 𝔽 i {
𝑒𝑘

}
𝑘
=

⋃
𝑆∈P

𝐸𝑆 .

Нам залишилося довести, що з того, що∑︁
𝑘

𝛼𝑘 ad (𝑒𝑘) = 0,

випливає 𝛼𝑘 = 0 для довiльного 𝑘.
Нехай

𝑆 ∈ P, 𝑖 ∈ 𝑆, 𝑆0 = 𝑆 � {𝑖}.

Довiльний елемент 𝑒 ∈ 𝐸𝑆 зображується (з точнiстю до перестановки тензорiв) у
виглядi

𝑒 = 𝑒 ′ ⊗ 𝑒 ′′, де 𝑒 ′ ∈ 𝐸𝑖, 𝑒 ′′ ∈ 𝐸𝑆0 .

Для кожного елемента 𝑎 ∈ 𝐴𝑖 маємо:[
𝑒 , 𝑎

]
=

[
𝑒 ′ , 𝑎

]
⊗ 𝑒 ′′.

Зафiксуємо 𝑖 ∈ 𝐼 . Нехай 𝑆1, . . . , 𝑆𝑡 — усi пiдмножини з системи P, якi мiстять
𝑖 . Покладемо

𝑆0𝑗 = 𝑆 𝑗 � {𝑖}, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑡 .
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Якщо

𝑒𝑘 = 𝑒 ′ ⊗ 𝑒 ′′, де 𝑒 ′ ∈ 𝐸𝑖, 𝑒 ′′ ∈
𝑡⋃
𝑗=1

𝐸𝑆0
𝑗
,

то позначимо
𝛼𝑒 ′,𝑒 ′′ := 𝛼𝑘 .

Для довiльного елемента 𝑎 ∈ 𝐴𝑖 маємо:[ ∑︁
𝑘

𝛼𝑘 𝑒𝑘 , 𝑎

]
=

∑︁
𝛼𝑒 ′,𝑒 ′′ [ 𝑒 ′ , 𝑎 ] ⊗ 𝑒 ′′ = 0,

де сума береться за усiма парами

(𝑒 ′ , 𝑒 ′′) ∈ 𝐸𝑖 ×
( 𝑡⋃

𝑗=1
𝐸𝑆0

𝑗

)
.

Отже, [ ∑︁
𝑒 ′

𝛼𝑒 ′,𝑒 ′′ 𝑒 ′ , 𝑎
]
= 0 для кожного 𝑒 ′′ ∈

𝑡⋃
𝑗=1

𝐸𝑆0
𝑗
.

Елемент ∑︁
𝑒 ′

𝛼𝑒 ′,𝑒 ′′ 𝑒 ′

лежить у 𝐴0
𝑖 i, у той же час, цей елемент лежить у центрi алгебри 𝐴𝑖 . Таким

чином, ∑︁
𝑒 ′
𝛼𝑒 ′,𝑒 ′′ 𝑒 ′ = 0.

Звiдки випливає, що
𝛼𝑒 ′,𝑒 ′′ = 0.

Теорема 6.4 доведена. �

Для переходу вiд унiтального до неунiтального випадку нам знадобиться
така лема.

Лема 6.5. Нехай 𝐴 — злiченно–вимiрна локально матрична алгебра. Нехай 𝑒 ∈ 𝐴 —

ненульовий iдемпотент. Тодi кожне диференцiювання кута 𝑒𝐴𝑒 продовжується до

диференцiювання алгебри 𝐴.
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Доведення. Припустимо спочатку, що алгебра 𝐴 унiтальна. Згiдно з теоремою
Кьоте [81] ми можем вважати, що

𝐴 =

∞⊗
𝑖=1

𝐴𝑖, (6.24)

де кожна алгебра 𝐴𝑖 є скiнченно–вимiрною матричною алгеброю над полем 𝔽.

Нехай iдемпотент 𝑒 лежить у пiдалгебрi

𝐴1
⊗

· · ·
⊗

𝐴𝑛

для деякого 𝑛 ≥ 1. Замiнюючи першi 𝑛 тензорних спiвмножникiв 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛 в
(6.24) одним тензорним спiвмножником, ми будемо вважати, що 𝑒 ∈ 𝐴1. Тодi

𝑒𝐴𝑒 = 𝑒𝐴1𝑒
⊗ ( ∞⊗

𝑖=2
𝐴𝑖

)
.

Нехай 𝑑 ∈ Der(𝑒𝐴𝑒) . За теоремою 6.4 (1) знайдеться розрiджена система P
непорожнiх скiнченних пiдмножин множини натуральних чисел ℕ така, що

𝑑 =
∑︁
𝑆∈P

ad𝑒𝐴𝑒 (𝑎𝑆), 𝑎𝑆 ∈ (𝑒𝐴𝑒)𝑆 .

Очевидно, що (𝑒𝐴𝑒)𝑆 ⊆ 𝐴𝑆 . Оскiльки система P розрiджена, то нескiнченна сума∑︁
𝑆∈P

ad𝐴 (𝑎𝑆)

збiгається в топологiї Тихонова до деякого диференцiювання алгебри 𝐴. Це
диференцiювання продовжує диференцiювання 𝑑.

Вiдмовимося тепер вiд припущення, що алгебра 𝐴 унiтальна. Оскiльки
алгебра 𝐴 злiченно–вимiрна, то знайдеться послiдовнiсть iдемпотентiв 𝑒 = 𝑒1,
𝑒2, . . . така, що

𝑒𝑖𝐴𝑒𝑖 ⊂ 𝑒𝑖+1𝐴𝑒𝑖+1, 𝑖 ≥ 1,

та ⋃
𝑖≥1

𝑒𝑖𝐴𝑒𝑖 = 𝐴.

Нехай 𝑑 ∈ Der(𝑒𝐴𝑒). Застосуємо вже доведену частину леми до унiтальних
алгебр

𝑒𝑖𝐴𝑒𝑖, 𝑖 ≥ 2.
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Тодi отримаємо послiдовнiсть диференцiювань

𝑑𝑖 ∈ Der (𝑒𝑖𝐴𝑒𝑖) таку, що 𝑑1 = 𝑑 i 𝑑𝑖+1
��
𝑒𝑖𝐴𝑒𝑖 = 𝑑𝑖 .

Диференцiювання
∞⋃
𝑖=1

𝑑𝑖 ∈ Der(𝐴)

продовжує диференцiювання 𝑑. Лема 6.5 доведена. �

6.3 Алгебри зовнiшнiх диференцiювань
Outder(A) не локально скiнченно–вимiрнi

Х. Штраде [104] довiв, що якщо 𝔽 — поле характеристики 0, а 𝐿 — злiченно–
вимiрна локально проста скiнченно–вимiрна алгебра Лi, то алгебра зовнiшнiх
диференцiювань Outder(𝐿) не локально скiнченно–вимiрна. Ми доведемо ана-
логiчний результат для злiченно–вимiрної локально матричної алгебри над
полем довiльної характеристики.

Теорема 6.5. Нехай𝐴—злiченно–вимiрна локальноматрична алгебра. Тодi алгебра

Лi Outder(𝐴) не локально скiнченно–вимiрна.

Доведення. Припустимо спочатку, що алгебра 𝐴 унiтальна. За теоремою Кьоте
[81] будемо вважати, що

𝐴 =

∞⊗
𝑖=1

𝐴𝑖, 𝐴𝑖 � 𝑀𝑛𝑖 (𝔽), 𝑛𝑖 ≥ 2, 𝑖 ≥ 1. (6.25)

Алгебри 𝐴𝑖 занурюються в алгебру 𝐴 за допомогою вiдображень

𝑢𝑖 : 𝑎 ↦→ 1 ⊗ · · · ⊗ 1 ⊗ 𝑎︸                  ︷︷                  ︸
𝑖

⊗ 1 ⊗ · · · , 𝑎 ∈ 𝐴𝑖 .

Для матричної одиницi

𝑒𝑝𝑞 ∈ 𝐴𝑖 � 𝑀𝑛𝑖 (𝔽), 1 ≤ 𝑝 , 𝑞 ≤ 𝑛𝑖,
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позначимо
𝑒𝑝𝑞 (𝑖) : = 𝑢𝑖 (𝑒𝑝𝑞).

Iншими словами,

𝑒𝑝𝑞 (𝑖) = 1 ⊗ · · · ⊗ 1 ⊗ 𝑒𝑝𝑞︸                    ︷︷                    ︸
𝑖

⊗ 1 ⊗ · · · . (6.26)

Оскiльки образи алгебр 𝐴𝑖, 𝐴 𝑗 , 𝑖 ≠ 𝑗, комутують в 𝐴 (див. пiдроздiл 2.2, стор. 64,
та пiдроздiл 3.1, стор. 75), то[

𝑒𝑝𝑞 (𝑖) , 𝑒𝑟𝑠 ( 𝑗)
]
= 0 при 𝑖 ≠ 𝑗 .

Для натуральних чисел 𝑡, 𝑙, 𝑡 ≤ 𝑙, позначимо[
𝑡 , 𝑙

]
=

{
𝑡, 𝑡 + 1, . . . . 𝑙

}
.

Розглянемо такi диференцiювання алгебри 𝐴 :

𝑧 =

∞∑︁
𝑖=1

ad
(
𝑒12(𝑖) 𝑒11(𝑖 + 1)

)
∈ ad (𝐴[1,2]) + ad(𝐴[2,3]) + · · ·

та

𝑦𝑘 =

∞∑︁
𝑗=1

ad
(
𝑒12( 𝑗) · · · 𝑒12( 𝑗 + 𝑘 − 1)

)
∈ ad (𝐴[1,𝑘]) + ad (𝐴[2,𝑘+1]) + · · · ,

де 𝑘 ≥ 1.
Покажемо, що тодi[

𝑧 , 𝑦𝑘
]
= 𝑦𝑘+1 для довiльного 𝑘 ≥ 1. (6.27)

Справдi,[
𝑧 , 𝑦𝑘

]
=

∑︁
𝑖, 𝑗

[
ad

(
𝑒12(𝑖) 𝑒11(𝑖 + 1)

)
, ad

(
𝑒12( 𝑗) · · · 𝑒12( 𝑗 + 𝑘 − 1)

) ]
=

∑︁
𝑖, 𝑗

ad
(
[ 𝑒12(𝑖) 𝑒11(𝑖 + 1) , 𝑒12( 𝑗) · · · 𝑒12( 𝑗 + 𝑘 − 1) ]

)
.

Якщо {
𝑖, 𝑖 + 1

}
∩

{
𝑗, 𝑗 + 1, . . . , 𝑗 + 𝑘 − 1

}
= ∅,
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то довiльний спiвмножник добутку

𝑒12(𝑖) 𝑒11(𝑖 + 1)

комутує з будь–яким спiвмножником добутку

𝑒12( 𝑗) · · · 𝑒12( 𝑗 + 𝑘 − 1).

Якщо
𝑖 ∈

{
𝑗, 𝑗 + 1, . . . , 𝑗 + 𝑘 − 1

}
,

то
𝑒12(𝑖) 𝑒11(𝑖 + 1) 𝑒12( 𝑗) · · · 𝑒12( 𝑗 + 𝑘 − 1) =

𝑒12( 𝑗) · · · 𝑒12( 𝑗 + 𝑘 − 1) 𝑒12(𝑖) 𝑒11(𝑖 + 1) = 0,

оскiльки (
𝑒12 (𝑖)

)2
= 0.

Нам залишилося розглянути один випадок: 𝑗 = 𝑖 + 1. У цьому випадку:

𝑒12(𝑖) 𝑒11(𝑖 + 1) 𝑒12(𝑖 + 1) · · · 𝑒12(𝑖 + 𝑘) =

𝑒12(𝑖) 𝑒12(𝑖 + 1) · · · 𝑒12(𝑖 + 𝑘).

Перемножуючи цi ж елементи в iншому порядку, ми отримаємо

𝑒12(𝑖 + 1) · · · 𝑒12(𝑖 + 𝑘) 𝑒12(𝑖) 𝑒11(𝑖 + 1) = 0,

оскiльки
𝑒12(𝑖 + 1) 𝑒11(𝑖 + 1) = 0.

Таким чином,[
𝑧 , 𝑦𝑘

]
=

∞∑︁
𝑖=1

ad
(
[ 𝑒12(𝑖) 𝑒11(𝑖 + 1) , 𝑒12(𝑖 + 1) · · · 𝑒12(𝑖 + 𝑘) ]

)
=

∞∑︁
𝑖=1

ad
(
𝑒12(𝑖) 𝑒12(𝑖 + 1) · · · 𝑒12(𝑖 + 𝑘)

)
= 𝑦𝑘+1. (6.28)

Пiдалгебра Лi алгебри Der(𝐴), яка породжується диференцiюваннями 𝑧 та 𝑦1,
мiстить усi елементи 𝑦𝑘, 𝑘 ≥ 1.
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Покажемо, що диференцiювання 𝑦𝑘, 𝑘 ≥ 1, лiнiйно незалежнi за модулем
Inder(𝐴).

Нагадаємо, що в пiдроздiлi 6.2 (див. (6.21)) у кожнiй алгебрi 𝐴𝑖 ми вибрали
пiдпростiр 𝐴0

𝑖 так, щоб 𝐴𝑖 розкладалася в пряму суму

𝐴𝑖 = 𝔽 · 1𝐴𝑖

⊕
𝐴0
𝑖 .

Можна вибрати пiдпростiр 𝐴0
𝑖 таким, щоб вiн мiстив елемент 𝑒12(𝑖). Тодi знайде-

мо в 𝐴0
𝑖 базис 𝐸𝑖 так, щоб 𝑒12(𝑖) ∈ 𝐸𝑖 . Матимемо:

𝑒12(𝑖) · · · 𝑒12(𝑖 + 𝑘 − 1) ∈ 𝐸 [𝑖, 𝑖+𝑘−1] .

Припустимо, що
𝛼1 𝑦1 + · · · + 𝛼𝑘 𝑦𝑘 ∈ Inder(𝐴)

i не всi скаляри 𝛼1, . . . , 𝛼𝑘 ∈ 𝔽 дорiвнюють нулю 0.

Тодi знайдеться число 𝑝 ≥ 1 таке, що

𝛼1 𝑦1 + · · · + 𝛼𝑘 𝑦𝑘 ∈ 𝐴[1, 𝑝] .

Не обмежуючи загальностi будемо вважати, що 𝑘 ≤ 𝑝.

Розглянемо розрiджену систему P, яка складається з iнтервалiв[
𝑖 , 𝑖 + 𝑝 − 1

]
, 𝑖 ≥ 1,

та їх непорожнiх пiдмножин. За теоремою 6.4 (2) елементи

ad (𝑒12(𝑖) · · · 𝑒12(𝑖 + 𝑙 − 1)), 𝑙 ≤ 𝑘 ≤ 𝑝,

лежать у топологiчному базисi простору 𝐷P .

Нехай 𝐸 — топологiчний базис векторного простору 𝐷P , який вiдповiдає
базису 𝐸𝑖 пiдпростору 𝐴0

𝑖 (такий, як в теоремi 6.4 (2)). Тодi матимемо:

𝛼1 𝑦1 + · · · + 𝛼𝑘 𝑦𝑘 =
∑︁

1≤ 𝑗≤𝑘, 1≤𝑖<∞
𝛼 𝑗 ad𝐴

(
𝑒12(𝑖) · · · 𝑒12(𝑖 + 𝑗 − 1)

)
. (6.29)

Оператори
ad𝐴(𝑒12(𝑖) · · · 𝑒12(𝑖 + 𝑗 − 1))

є рiзними елементами базису 𝐸. Якщо хоча б один iз коефiцiєнтiв 𝛼 𝑗 , 1 ≤
𝑗 ≤ 𝑘, не дорiвнює 0, то сума (6.29) мiститиме нескiнченно багато базисних
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елементiв з 𝐸 з ненульовими коефiцiєнтами. Але очевидно, що тодi така сума
не може дорiвнювати скiнченнiй лiнiйнiй комбiнацiї базисних елементiв з 𝐸. А
кожен елемент з ad𝐴(𝐴[1,𝑝]) є саме скiнченною лiнiйною комбiнацiєю базисних
елементiв з 𝐸. Отже, 𝛼1 = 0, . . . , 𝛼𝑘 = 0, що i доводить необхiдне твердження.

Тим самим ми показали, що пiдалгебра Лi алгебри Der(𝐴), яка породжена
диференцiюваннями 𝑧 та 𝑦1, є нескiнченно–вимiрною за модулем Inder(𝐴)
алгеброю. Цим завершуємо доведення теореми у випадку, коли алгебра 𝐴 є
унiтальною.

Припустимо тепер,що злiченно–вимiрна локальноматрична алгебра алгебра
𝐴 не унiтальна.

Припустимо, що знайдеться iдемпотент 𝑒 ∈ 𝐴 такий, що унiтальна алгебра
𝑒𝐴𝑒 є нескiнченно–вимiрною. Ранiше ми довели, що знайдуться диференцiюва-
ння 𝑧 та 𝑦1 алгебри 𝑒𝐴𝑒 такi, що диференцiювання

𝑦𝑘 =
[
𝑧, [ 𝑧, . . . , [𝑧︸           ︷︷           ︸

𝑘−1

, 𝑦1 ] . . . ]
]
, 𝑘 ≥ 1,

лiнiйно незалежнi за модулем Inder(𝑒𝐴𝑒) .
Згiдно з лемою 6.5 iснують диференцiювання

𝑧, 𝑦1 ∈ Der (𝐴),

якi продовжують диференцiювання 𝑧 та 𝑦1 вiдповiдно. Покажемо, що диферен-
цiювання

𝑦𝑘 =
[
𝑧, [ 𝑧, . . . , [ 𝑧︸            ︷︷            ︸

𝑘−1

, 𝑦1 ] . . . ]
]
, 𝑘 ≥ 1,

лiнiйно незалежнi за модулем Inder(𝐴) .
Припустимо, що

𝑑 := 𝛼1 𝑦1 + · · · + 𝛼𝑛 𝑦𝑛 ∈ Inder (𝐴) i 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛 ∈ 𝔽.

Ми покажемо, що в цьому випадку

𝛼1 𝑦1 + · · · + 𝛼𝑛 𝑦𝑛 ∈ Inder (𝑒𝐴𝑒).

Кожне диференцiювання 𝑦𝑘 продовжує диференцiювання 𝑦𝑘 . Отже, простiр 𝑒𝐴𝑒
iнварiантний вiдносно диференцiювання 𝑑. Зауважимо, що 𝑑 ∈ Inder(𝐴). Тому
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можна припустити, що iснує елемент 𝑢 ∈ 𝐴 такий, що

𝑑 (𝑥) =
[
𝑢 , 𝑥

]
для довiльного елемента 𝑥 ∈ 𝐴.

Розглянемо пiрсiвський розклад

𝑢 = 𝑒 𝑢 𝑒 + 𝑒 𝑢 (1 − 𝑒) + (1 − 𝑒) 𝑢 𝑒 + (1 − 𝑒) 𝑢 (1 − 𝑒),

де 1 — формально приєднана одиниця. Для довiльного елемента 𝑥 ∈ 𝑒𝐴𝑒 ми
маємо: [

𝑢 , 𝑥
]
=

[
𝑒 𝑢 𝑒 , 𝑥

]
+ (1 − 𝑒) 𝑢 𝑒 𝑥 − 𝑥 𝑒 𝑢 (1 − 𝑒) .

Позаяк [
𝑢 , 𝑥

]
∈ 𝑒𝐴𝑒, то

[
𝑢 , 𝑥

]
=

[
𝑒 𝑢 𝑒 , 𝑥

]
.

Таким чином, звуження диференцiювання 𝑑 на 𝑒𝐴𝑒 є внутрiшнiм диференцiю-
ванням i, таким чином,

𝛼1 𝑦1 + · · · + 𝛼𝑛 𝑦𝑛 ∈ Inder (𝑒𝐴𝑒).

Звiдси випливає, що
𝛼1 = · · · = 𝛼𝑛 = 0.

Згiдно з лемою 4.17 якщо𝐴— злiченно–вимiрна локально матрична алгебра над

полем 𝔽така, що для довiльного iдемпотента 𝑒 ∈ 𝐴 кут 𝑒𝐴𝑒 є скiнченно–вимiрною

алгеброю, то алгебра 𝐴 iзоморфна алгебрi 𝑀∞(𝔽) фiнiтарних матриць, тобто

(ℕ ×ℕ)–матриць, якi мiстять лише скiнченну кiлькiсть ненульових елементiв.

Таким чином, нам залишилося перевiрити, що алгебра зовнiшнiх диферен-
цiювань Outder(𝑀∞(𝔽)) не локально скiнченно–вимiрна. Нескiнченнi матрицi

𝑧 =

∞∑︁
𝑖=1

𝑒2𝑖, 2𝑖+2

та

𝑦𝑘 =

∞∑︁
𝑖=1

𝑒2𝑖, 2𝑖+2𝑘−1, 𝑘 ≥ 1,

не є фiнiтарними. Проте [
𝑧 , 𝑀∞ (𝔽)

]
⊆ 𝑀∞ (𝔽)
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i [
𝑦𝑘 , 𝑀∞ (𝔽)

]
⊆ 𝑀∞ (𝔽), 𝑘 ≥ 1.

Ми маємо (див. (6.28) ): [
𝑧 , 𝑦𝑘

]
= 𝑦𝑘+1, 𝑘 ≥ 1.

Пiдалгебра, яка породжена диференцiюваннями

ad(𝑧), ad(𝑦1) ∈ Der (𝑀∞(𝔽)),

мiстить усi диференцiювання

ad(𝑦𝑘), 𝑘 ≥ 1. (6.30)

Легко бачити, що оператори (6.30) лiнiйно незалежнi за модулем Inder(𝑀∞(𝔽)) .
Теорема 6.5 доведена. �

6.4 Автоморфiзми i занурення

У цьому пiдроздiлi ми опишемо автоморфiзми злiченно–вимiрної унiтальної
локально матричної алгебри 𝐴. Поряд з автоморфiзмами ми вивчатимемо
напiвгрупу 𝑃 (𝐴) iн’єктивних ендоморфiзмiв 𝐴 → 𝐴, якi вiдображають 1 в 1,
тобто напiвгрупу унiтальних занурень 𝐴 → 𝐴.

О.Г. Курош (див. [84], теорема 10) довiв, що
будь–яка злiченно–вимiрна унiтальна локально матрична алгебра 𝐴 мiстить

власну пiдалгебру 1 ∈ 𝐵 $ 𝐴, яка iзоморфна алгебрi 𝐴.

Це еквiвалентно тому, що напiвгрупа 𝑃 (𝐴) за потужнiстю строго бiльша за
групу Aut(𝐴). У кiнцi цього пiдроздiлу ми наведемо приклад занурення 𝐴 → 𝐴,

яке не є автоморфiзмом.
Нехай

𝐴 =

∞⊗
𝑖=1

𝐴𝑖, 𝐴𝑖 � 𝑀𝑛𝑖 (𝔽), 𝑛𝑖 ≥ 2, 𝑖 ≥ 1.
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Позначимо символом H𝑛 пiдгрупу групи автоморфiзмiв Inn(𝐴), яка породжена
спряженням за допомогою елементiв

𝑎 ∈
⊗
𝑖≥𝑛

𝐴𝑖 .

Очевидно, що
H𝑛 � Inn

(⊗
𝑖≥𝑛

𝐴𝑖

)
i

Inn (𝐴) = H1 > H2 > · · · .

Для кожного 𝑛 ≥ 1 виберемо систему представникiв лiвих класiв сумiжностi

ℎH𝑛+1, ℎ ∈ H𝑛,

i позначимо її X𝑛 . Ми припускаємо, що X𝑛 мiстить тотожний автоморфiзм Id.
Нехай

𝜑𝑖 ∈ X𝑖, 𝑖 ≥ 1.

Кожний елемент 𝑎 ∈ 𝐴 лежить в однiй з алгебр

𝐴[1,𝑛] = 𝐴1
⊗

· · ·
⊗

𝐴𝑛 .

Тодi
𝜑𝑖 (𝑎) = 𝑎 при 𝑖 > 𝑛.

Таким чином, послiдовнiсть

𝜑1 · · ·𝜑𝑖 (𝑎) стабiлiзується при 𝑖 → ∞.

Нескiнченний добуток
𝜑 = 𝜑1 𝜑2 · · ·

збiгається в топологiї Тихонова. Легко бачити, що 𝜑 ∈ 𝑃 (𝐴) . Однак, як ми це по-
бачимо далi, нескiнченний добуток автоморфiзмiв може не бути сюр’єктивним
вiдображенням.

Теорема 6.6. Довiльний унiтальний iн’єктивний ендоморфiзм 𝜑 ∈ 𝑃 (𝐴) єдиним
чином зображується у виглядi добутку

𝜑 = 𝜑1 𝜑2 · · · , де 𝜑𝑖 ∈ X𝑖, 𝑖 ≥ 1.
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Доведення. Розглянемо унiтальне занурення 𝜑 : 𝐴 → 𝐴. Знайдеться скiнченна
пiдмножина 𝑆1 ⊂ ℕ така, що

𝜑 (𝐴1) ⊆ 𝐴𝑆1 .

Застосовуючи теорему Сколема–Нетер (див. [55, 69]) до гомоморфiзму

𝜑 : 𝐴1 → 𝐴𝑆1,

отримаємо оборотний елемент

𝑎1 ∈ 𝐴𝑆1

такий, що
𝜑 (𝑥) = 𝑎−11 𝑥 𝑎1 для всiх елементiв 𝑥 ∈ 𝐴1.

Позначимо через 𝑎1 автоморфiзм спряження за допомогою елемента 𝑎1,

𝑎1 ∈ H1.

Нехай 𝜑1 — представник класу сумiжностi 𝑎1H2 в X1. Занурення

𝜓1 = 𝜑−1
1 𝜑

залишає всi елементи алгебри 𝐴1 нерухомими. Для кожного елемента

𝑎 ∈
⊗
𝑗>1

𝐴 𝑗

тодi матимемо:

{0} = 𝜓1
( [

𝐴1 , 𝑎
] )

=

[
𝜓1(𝐴1) , 𝜓1(𝑎)

]
=

[
𝐴1 , 𝜓1(𝑎)

]
.

Таким чином, елемент 𝜓1(𝑎) лежить у централiзаторi пiдалгебри 𝐴1. Згiдно з
лемою 6.3

𝜓1(𝑎) ∈
⊗
𝑗>1

𝐴 𝑗 .

Iншими словами,𝜓1 є унiтальним зануренням алгебри⊗
𝑗>1

𝐴 𝑗 (6.31)
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в себе. Мiркуючи як ранiше, ми знайдемо автоморфiзм 𝜑2 ∈ X2 такий, що 𝜑−1
2 𝜓1

залишає всi елементи пiдалгебри 𝐴2 нерухомими, i продовжуємо так далi. У
результатi отримаємо

𝜑 = 𝜑1 𝜑2 · · · , 𝜑𝑛 ∈ X𝑛, 𝑛 ≥ 1. (6.32)

Тепер доведемо єдинiсть зображення (6.32). Припустимо, що

𝜑1 𝜑2 · · · = 𝜑 ′
1 𝜑

′
2 · · · , де 𝜑 ′

𝑛 ∈ X𝑛, 𝑛 ≥ 1.

Застосовуючи обидва добутки до елементiв з пiдалгебри 𝐴1, ми отримаємо

𝜑1
��
𝐴1 = 𝜑 ′

1
��
𝐴1 .

Припустимо, що автоморфiзми 𝜑1, 𝜑 ′
1 є автоморфiзмами спряження за допо-

могою елементiв 𝑎 та 𝑏 вiдповiдно. Тодi елемент 𝑏𝑎−1 лежить у централiзаторi
пiдалгебри 𝐴1, тобто належить (6.31). Звiдси випливає, що

𝜑−1
1 𝜑 ′

1 ∈ H2.

Оскiльки 𝜑1 та 𝜑 ′
1 лежать у системi представникiв лiвих класiв сумiжностi за

пiдгрупою H2, то
𝜑1 = 𝜑 ′

1.

Тому
𝜑2 𝜑3 · · · = 𝜑 ′

2 𝜑
′
3 · · · .

Знову, мiркуючи як ранiше, отримаємо

𝜑2 = 𝜑 ′
2,

i так далi. Теорема 6.6 доведена. �

Природним є наступне запитання:

коли зануреня 𝜑 = 𝜑1𝜑2 · · · є автоморфiзмом?

Означення 6.3. Назвемо послiдовнiсть автоморфiзмiв

𝜑𝑛 ∈ H𝑛, 𝑛 ≥ 1, (6.33)
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iнтегровною, якщо для кожного елемента 𝑎 ∈ 𝐴 пiдпростiр, порождений усiма
елементами

𝜑−1
𝑛 · · ·𝜑−1

1 (𝑎), 𝑛 ≥ 1,

є скiнченно–вимiрним.

Теорема 6.7. Iн’єктивний ендоморфiзм

𝜑 = 𝜑1𝜑2 · · · , де 𝜑𝑛 ∈ H𝑛, 𝑛 ≥ 1, (6.34)

є автоморфiзмом тодi й лише тодi, коли послiдовнiсть{
𝜑−1
𝑛

}
𝑛≥1 (6.35)

iнтегровна.

Доведення. Припустимо, що послiдовнiсть автоморфiзмiв (6.35) iнтегровна. Тодi
для довiльного натурального числа 𝑝 ≥ 1 пiдпростiр, породжений

𝜑−1
𝑛 · · ·𝜑−1

1 ( 𝐴𝑝 ), 𝑛 ≥ 1,

є скiнченно–вимiрним. Отже, iснує 𝑞 ≥ 1 таке, що

𝜑−1
𝑛 · · ·𝜑−1

1 ( 𝐴𝑝 ) ⊆ 𝐴[1, 𝑞] для кожного 𝑛 ≥ 1.

Це еквiвалентне тому, що

𝐴𝑝 ⊆ 𝜑1 · · ·𝜑𝑛
(
𝐴[1, 𝑞]

)
, 𝑛 ≥ 1.

Позаяк
𝜑1 · · ·𝜑𝑞

(
𝐴[1, 𝑞]

)
= 𝜑

(
𝐴[1, 𝑞]

)
,

то
𝐴𝑝 ⊆ 𝜑

(
𝐴[1, 𝑞]

)
.

Ми показали, що занурення 𝜑 є сюр’єктивним вiдображенням, тому воно є
автоморфiзмом.

Тепер припустимо, що занурення (6.34) є сюр’єкцiєю. Для довiльного 𝑝 ≥ 1
знайдеться 𝑞 ≥ 1 таке, що

𝐴[1, 𝑝] ⊆ 𝜑
(
𝐴[1, 𝑞]

)
= 𝜑1 · · ·𝜑𝑛

(
𝐴[1, 𝑞]

)
при 𝑛 ≥ 𝑞.
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Таким чином,

𝜑−1
𝑛 · · ·𝜑−1

1 ( 𝐴[1, 𝑝] ) ⊆ 𝐴[1, 𝑞] при 𝑛 ≥ 𝑞.

Звiдси випливає, що пiдпростiр, породжений

𝜑−1
𝑛 · · ·𝜑−1

1 ( 𝐴[1, 𝑝] ), 𝑛 ≥ 1,

є скiнченно–вимiрним, тобто послiдовнiсть (6.35) iнтегровна. Теорема 6.7 дове-
дена. �

Приклад 6.1. У кожнiй алгебрi 𝐴𝑖, 𝑖 ≥ 1, виберемо оборотний елемент 𝑎𝑖 . По-
значимо через 𝑎𝑖 автоморфiзм спряження за допомогою елемента 𝑎𝑖 . Тодi
послiдовнiсть

𝑎𝑖
−1, 𝑖 ≥ 1, (6.36)

iнтегровна.

Справдi, для кожної пiдалгебри

𝐴𝑖1

⊗
· · ·

⊗
𝐴𝑖𝑟 та довiльного 𝑗 ≥ 1

матимемо:
𝑎 𝑗

−1 · · ·𝑎1−1
(
𝐴𝑖1

⊗
· · ·

⊗
𝐴𝑖𝑟

)
=

𝑎 𝑗 · · ·𝑎1
(
𝐴𝑖1

⊗
· · ·

⊗
𝐴𝑖𝑟

)
𝑎−11 · · ·𝑎−1𝑗 ⊆ 𝐴𝑖1

⊗
· · ·

⊗
𝐴𝑖𝑟 .

Зокрема, пiдпростiр, породжений

𝑎 𝑗
−1 · · ·𝑎1−1

(
𝐴𝑖1

⊗
· · ·

⊗
𝐴𝑖𝑟

)
, 𝑗 ≥ 1,

є скiнченно–вимiрним i послiдовнiсть (6.36) є iнтегровною.

Приклад 6.2. Нагадаємо, що 𝑒𝑝𝑞 позначає матричну одиницю в алгебрi

𝑀𝑛𝑖 (𝔽), 1 ≤ 𝑝 , 𝑞 ≤ 𝑛𝑖,

а 𝑒𝑝𝑞 (𝑖) позначає елемент

𝑒𝑝𝑞 (𝑖) = 1 ⊗ · · · ⊗ 1 ⊗ 𝑒𝑝𝑞︸                    ︷︷                    ︸
𝑖

⊗ 1 ⊗ · · · ∈ 𝐴𝑖 ⊂ 𝐴
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(як у теоремi 6.5, див. (6.26)). Нехай

𝑎𝑖 = 𝑒11(𝑖) 𝑒12(𝑖 + 1).

Очевидно, що
𝑎2𝑖 = 𝑒11(𝑖)2 𝑒12(𝑖 + 1)2 = 0.

Позначимо через 𝜙𝑖 автоморфiзм спряження за допомогою елемента(
1 + 𝑎𝑖

)−1
= 1 − 𝑎𝑖 .

Доведемо, що послiдовнiсть автоморфiзмiв

𝜙−1
𝑖 , 𝑖 ≥ 1, (6.37)

не є iнтегровною, а тому занурення

𝜙 = 𝜙1 𝜙2 · · · (6.38)

є iн’єктивним ендоморфiзмом, який не є автоморфiзмом.

Дiйсно, позначимо окремо 𝑎0 = 𝑒12(1). Легко бачити, що

(1 + 𝑎0)−1 = 1 − 𝑎0.

Покажемо iндукцiєю за 𝑖, що

(1 + 𝑎𝑖) · · · (1 + 𝑎1) 𝑒12(1) (1 + 𝑎1)−1 · · · (1 + 𝑎𝑖)−1 =

𝑒12(1) + 𝑒12(1) 𝑒12(2) + · · · + 𝑒12(1) 𝑒12(2) · · · 𝑒12(𝑖 + 1).

При 𝑖 = 0 твердження очевидне. Розглянемо елемент

(
1 + 𝑎𝑖+1

) ( 𝑖+1∑︁
𝑘=1

𝑒12(1) · · · 𝑒12(𝑘)
) (

1 − 𝑎𝑖+1
)
.

Для кожного числа 𝑘, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑖 + 1, ми маємо:

𝑎𝑖+1 𝑒12(1) · · · 𝑒12(𝑘) 𝑎𝑖+1 =

𝑒11(𝑖 + 1) 𝑒12(𝑖 + 2) 𝑒12(1) · · · 𝑒12(𝑘) 𝑒11(𝑖 + 1) 𝑒12(𝑖 + 2) = 0,
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оскiльки
𝑒12(𝑖 + 2)2 = 0.

Таким чином,

(1 + 𝑎𝑖+1)
( 𝑖+1∑︁
𝑘=1

𝑒12(1) · · · 𝑒12(𝑘)
)
(1 − 𝑎𝑖+1) =

𝑖+1∑︁
𝑘=1

𝑒12(1) · · · 𝑒12(𝑘) +
[
𝑎𝑖+1 ,

𝑖+1∑︁
𝑘=1

𝑒12(1) · · · 𝑒12(𝑘)
]
.

Як i в пiдроздiлi 6.3 для 𝑘 ≤ 𝑖 матимемо:[
𝑒11(𝑖 + 1) 𝑒12(𝑖 + 2) , 𝑒12(1) · · · 𝑒12(𝑘)

]
= 0.

Для 𝑘 = 𝑖 + 1 отримаємо:[
𝑒11(𝑖 + 1) 𝑒12(𝑖 + 2) , 𝑒12(1) · · · 𝑒12(𝑖) 𝑒12(𝑖 + 1)

]
=

𝑒12(1) · · · 𝑒12(𝑖)
[
𝑒11(𝑖 + 1) , 𝑒12(𝑖 + 1)

]
𝑒12(𝑖 + 2) =

𝑒12(1) · · · 𝑒12(𝑖 + 2).

Оскiльки елементи
𝑒12(1) · · · 𝑒12(𝑖), 𝑖 ≥ 1,

лiнiйно незалежнi в алгебрi 𝐴, то пiдпростiр, породжений елементами

𝜙𝑖 · · ·𝜙1
(
𝑒12(1)

)
=

(1 + 𝑎𝑖) · · · (1 + 𝑎1) 𝑒12(1) (1 + 𝑎1)−1 · · · (1 + 𝑎𝑖)−1, 𝑖 ≥ 1,

є нескiнченно–вимiрним.
Ми довели, що послiдовнiсть (6.37) не є iнтегровною. За теоремою 6.7 зану-

рення (6.38) не є сюр’єкцiєю, тобто пiдалгебра 𝐵 = 𝜑 (𝐴) алгебри 𝐴 iзоморфна
алгебрi 𝐴 i є власною пiдалгеброю.

Таким чином, приклад 6.2 дає iнше доведення теореми 10 з роботи [84] О.Г. Ку-
роша.
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6.5 Автоморфiзми локально матричних алгебр
як узагальненi простори Бера

Розглянемо родину множину𝑀𝑖, 𝑖 ∈ ℕ, та декартовий добуток∏
𝑖∈ℕ

𝑀𝑖 .

Нехай 0 < 𝜁 < 1. Для двох рiзних елементiв x = (𝑥𝑖)𝑖∈ℕ, y = (𝑦𝑖)𝑖∈ℕ з множини𝑀
визначимо функцiю

𝑑𝐵 (x, y) = 𝜁 𝑘, де 𝑘 = min{ 𝑖 | 𝑥𝑖 ≠ 𝑦𝑖 }.

Неархiмедовий метричний простiр (𝑀,𝑑𝐵) називається узагальненим простором

Бера (див. [28, 118]).
Нехай 𝐴 — унiтальна злiченно–вимiрна локально матрична 𝔽–алгебра.

Теорема 6.6 ототожнює напiвгрупу унiтальних iн’єктивних ендоморфiзмiв 𝑃 (𝐴)
з декартовим добутком ∏

𝑖≥1
X𝑖,

тобто кожний iн’єктивний ендоморфiзм єдиним чином зображується у виглядi
добутку 𝜑 = 𝜑1 · · · , де 𝜑𝑖 ∈ X𝑖, X𝑖 — система представникiв класiв сумiжностi
ℎ𝐻𝑖+1, ℎ ∈ 𝐻𝑖, а

𝐻𝑖 � Inn
( ⊗

𝑘≥𝑖
𝐴𝑘

)
.

Отже, на 𝑃 (𝐴) можна визначити структуру узагальненого простору Бера.

Твердження 6.1. Нехай 𝐴 — унiтальна злiченно–вимiрна локально матрична

алгебра. Топологiя, яка визначається узагальненою метрикою Бера на напiвгрупi

𝑃 (𝐴), збiгається з топологiєю Тихонова.

Доведення. Як i ранiше, ми припускаємо, що

𝐴 =

∞⊗
𝑖=1

𝐴𝑖, 𝐴𝑖 � 𝑀𝑛𝑖 (𝔽) .

Нехай
𝜑 ∈ 𝑃 (𝐴), 𝜑 = 𝑥1 𝑥2 · · · , 𝑥𝑖 ∈ X𝑖 .
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Розглянемо пiдмножини

𝑃 ′
𝑘
(𝜑) =

{
𝜓 ∈ 𝑃 (𝐴)

���𝜓 ��
𝐴1⊗···⊗𝐴𝑘

= 𝜑
��
𝐴1⊗···⊗𝐴𝑘

}
,

𝑃 ′′
𝑘
(𝜑) = 𝑥1 · · · 𝑥𝑘 X𝑘+1 X𝑘+2 · · · .

Пiдмножини 𝑃 ′
𝑘
(𝜑), 𝑃 ′′

𝑘
(𝜑) визначають вiдповiдно топологiю Тихонова i топо-

логiю узагальненого простору Бера на множинi 𝑃 (𝐴).
Маємо

𝜓
��
𝐴1⊗···⊗𝐴𝑘

= 𝑥1 · · · 𝑥𝑘
��
𝐴1⊗···⊗𝐴𝑘

.

Отже,
𝑃 ′
𝑘
(𝜑) = 𝑃 ′′

𝑘
(𝜑)

i твердження доведено. �

Нехай 𝜑 — автоморфiзм алгебри 𝐴. Позначимо символом 𝜑 спряження за
допомогою елемента 𝜑 у напiвгрупi 𝑃 (𝐴).

Твердження 6.2. 𝜑 є iзометрiєю узагальненого простору Бера 𝑃 (𝐴) тодi й лише

тодi, коли 𝜑 залишає всi пiдалгебри⊗
𝑖≥ 𝑗

𝐴𝑖, 𝑗 ≥ 1,

iнварiантними.

Доведення. Для довiльного 𝑘 ≥ 1 розглянемо замикання

𝐻𝑘 = 𝐻𝑘 𝐻𝑘+1 · · ·

пiдгрупи 𝐻𝑘 (означення див. на стор. 217). Згiдно з теоремою 6.6

𝑃 (𝐴) = 𝐻 1 > 𝐻 2 > · · · ,
⋂
𝑖≥1

𝐻 𝑖 = {1}. (6.39)

Для довiльних рiзних автоморфiзмiв𝜓1, 𝜓2 ∈ Aut(𝐴) знайдеться таке число 𝑘,що

𝜓−1
1 𝜓2 ∈ 𝐻𝑘 � 𝐻𝑘+1.

Вiдстань Бера мiж автоморфiзмами 𝜓1, 𝜓2 дорiвнює 𝜁 𝑘 . Звiдси випливає, що
спряження 𝜑 зберiгає метрику Бера тодi й лише тодi, коли

𝜑−1 𝐻𝑘 𝜑 = 𝐻𝑘 для довiльного 𝑘 ≥ 1.
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Група 𝐻𝑘 породжена спряженнями за допомогою оборотних елементiв
алгебри ⊗

𝑖≥𝑘
𝐴𝑖 . (6.40)

Нехай
𝑎 ∈

⊗
𝑖≥𝑘

𝐴𝑖,

— оборотний елемент. Тодi

𝜑−1 𝑎 𝜑 = 𝜑 (𝑎) ∈ 𝐻𝑘 .

Тому
𝜑 (𝑎) ∈

⊗
𝑖≥𝑘

𝐴𝑖 .

Оскiльки пiдалгебра (6.40) породжується своїми оборотними елементами як
векторний простiр, то

𝜑

( ⊗
𝑖≥𝑘

𝐴𝑖

)
=

⊗
𝑖≥𝑘

𝐴𝑖 .

Тим самим ми показали, що коли 𝜑 — iзометрiя простору Бера Aut(𝐴), то 𝜑
лежить у стабiлiзаторi ланцюга

𝐴 =
⊗
𝑖≥1

𝐴𝑖 >
⊗
𝑖≥2

𝐴𝑖 > · · · . (6.41)

Повторюючи цi мiркування в зворотньому порядку, ми отримаємо, що для
довiльного автоморфiзму 𝜑 iз стабiлiзатора ланцюга (6.41) вiдображення 𝜑 є
iзометрiєю простору 𝑃 (𝐴).

Оскiльки Aut(𝐴) — щiльна пiдмножина в напiвгрупi 𝑃 (𝐴), то 𝜑 є iзометрiєю
простору 𝑃 (𝐴). Лема доведена. �

Через Isom (𝑃 (𝐴)) позначимо групу iзометрiй простору Бера 𝑃 (𝐴). Окремо
нагадаємо, що 𝑃𝐺𝐿𝑛𝑖 (𝔽) означає проективну лiнiйну групу, тобто

𝑃𝐺𝐿𝑛𝑖 (𝔽) = 𝐺𝐿𝑛𝑖 (𝔽) � 𝔽∗.

З твердження 6.2 випливатиме такий наслiдок.

Наслiдок 6.1. Виберемо оборотнi елементи

𝑎𝑖 ∈ 𝐴∗
𝑖 � 𝐺𝐿𝑛𝑖 (𝔽), 𝑖 ≥ 1.
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Автоморфiзм 𝜑 = 𝑎1 𝑎2 · · · є iзометрiєю узагальненого простору Бера 𝑃 (𝐴),
тобто ∏

𝑖≥1
𝑃𝐺𝐿𝑛𝑖 (𝔽) < Isom

(
𝑃 (𝐴)

)
.

6.6 Розмiрностi алгебр Лi диференцiювань i
порядки груп автоморфiзмiв

Потужнiсть множини 𝑋 позначатимемо через |𝑋 |, а множину всiх вiдобра-
жень iз 𝑋 в 𝑌 — через Map(𝑋,𝑌 ). Нехай 𝛼 та 𝛽 — потужностi множин 𝑋 та 𝑌
вiдповiдно. Покладемо

𝛼𝛽 = |𝑋𝑌 |.

Використовуватимемо усталене позначення ℵ0 для злiченної потужностi.

Теорема 6.8. Нехай
𝐴 =

⊗
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖,

де 𝐼 — нескiнченна множина, 𝐴𝑖 — матричнi алгебри над полем 𝔽, dim𝔽𝐴𝑖 > 1. Тодi

dim𝔽 Der (𝐴) = dim𝔽 Outder (𝐴) = | 𝔽 | |𝐼 | . (6.42)

При доведеннi нам знадобиться така нетривiальная лема з лiнiйної алгебри,
яка належить П. Ердешу i I. Капланському (див. [75], роздiл IX.5, теорема 2, стор.
247)1 Наше доведення, яке наводиться ниже, вiдрiзняється вiд доведення в [75].

Лема 6.6. Нехай 𝑉 векторний простiр над полем 𝔽 нескiнченної розмiрностi 𝑑 i

нехай 𝑉 ∗ — дуальний простiр, тобто простiр функцiоналiв 𝑉 → 𝔽. Тодi

dim𝔽 𝑉
∗ = | 𝔽 | 𝑑 .

Доведення. Дуальний простiр𝑉 ∗ може бути ототожнений з декартовим степенем
𝔽 𝑑 . Таким чином,

dim𝔽 𝑉
∗ ≤ |𝑉 ∗ | = | 𝔽 | 𝑑 .

1Автор вдячна В.В. Сергейчуку за це посилання.
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Тому залишається лише довести, що

dim𝔽 𝑉
∗ ≥ | 𝔽 | 𝑑 .

Припустимо спочатку, що поле 𝔽 скiнченне. Нехай 𝐵 — базис простору 𝑉 ∗.

Оскiльки множина 𝐵 нескiнченна, то множина скiнченних пiдмножинмножини
𝐵 має ту ж потужнiсть, що й множина 𝐵. Таким чином, i множина лiнiйних
комбiнацiй базисних елементiв має ту ж потужнiсть, що й множина 𝐵, тобто

dim𝔽 𝑉 = |𝑉 ∗ | = | 𝔽 | 𝑑 .

Припустимо тепер, що поле 𝔽 нескiнченне. Нехай

𝔽∗ = 𝔽 � {0}

i нехай 𝐼 — множина потужностi 𝑑. Ми вже вiдмiчали результат Ч. Ченга i
Г. Кайслера (див. [47], лема 2.3, або див. теорему 2.4), що iснує ультрафiльтр𝔉 у
множинi 𝐼 , такий що �� 𝔽∗𝐼 � F

�� = | 𝔽 | 𝑑 .

Це означає, що iснує родина вiдображень

𝑓 𝑗 : 𝐼 → 𝔽∗, 𝑗 ∈ 𝐽 ,

якi iндексуються множиною 𝐽 потужностi |𝔽|𝑑 така, що для довiльних двох
рiзних iндексiв 𝑗1, 𝑗2 ∈ 𝐽 множина{

𝑖 ∈ 𝐼 | 𝑓 𝑗1 (𝑖) = 𝑓 𝑗2 (𝑖)
}

не належить ультрафiльтру F .
Множину 𝐼 можна зобразити у виглядi об’єднання

𝐼 = 𝐼1
¤⋃
𝐼2

¤⋃ · · ·

злiченної родини множин, якi попарно не перетинаються, причому кожна
множина 𝐼𝑘 матиме потужнiсть 𝑑. Припустимо, що

𝐼𝑘 =
{
𝑣𝑘𝑖 , 𝑖 ∈ 𝐼

}
, 𝑘 ≥ 1.
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Для довiльного вiдображення

𝑓 𝑗 : 𝐼 → 𝐹 ∗, 𝑗 ∈ 𝐽 ,

розглянемо вiдображення

𝑓 𝑗 : 𝐼 → 𝐹 ∗, 𝑓 𝑗 (𝑣𝑘𝑖 ) = 𝑓 𝑗 (𝑖)𝑘 .

Доведемо, що родина вiдображень {
𝑓 𝑗

}
𝑗∈𝐽

лiнiйно незалежна над полем 𝔽. Справдi, нехай

𝛼1 𝑓 𝑗1 + · · · + 𝛼𝑛 𝑓 𝑗𝑛 = 0, 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛 ∈ 𝐹 ∗,

де 𝑗1, . . . , 𝑗𝑛 — рiзнi iндекси з 𝐽 . Розглянемо множини

𝐼𝑝,𝑞 =
{
𝑖 ∈ 𝐼

�� 𝑓 𝑗𝑝 (𝑖) = 𝑓 𝑗𝑞 (𝑖)
}
,

де (𝑝, 𝑞) пробiгає всi пари

(𝑝, 𝑞) ∈ [1, 𝑛] × [1, 𝑛] .

Жодна з множин 𝐼𝑝,𝑞 не лежить в ультрафiльтрi F .
Покажемо, що знайдеться 𝑖 ∈ 𝐼 такий, що елементи

𝑓 𝑗1 (𝑖), . . . , 𝑓 𝑗𝑛 (𝑖)

будуть рiзними. Справдi, якщо це не так, то для довiльного 𝑖 ∈ 𝐼 iснують

1 ≤ 𝑝 ≠ 𝑞 ≤ 𝑛 такi, що 𝑓 𝑗𝑝 (𝑖) = 𝑓 𝑗𝑞 (𝑖),

тобто 𝑖 ∈ 𝐼𝑝,𝑞 .

Таким чином,
𝐼 =

⋃
(𝑝,𝑞)

𝐼𝑝,𝑞 .

Якщо об’єднання скiнченної родини пiдмножин лежить в ультрафiльтрi, то
одна з цих пiдмножин лежить в ультрафiльтрi (див. пiдроздiл 2.3). Отже, хоча б
одна з пiдмножин 𝐼𝑝,𝑞 лежить в ультрафiльтрi F . Отримали суперечнiсть.
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Тим самим ми довели, що знайдеться 𝑖 ∈ 𝐼 такий, що елементи

𝑓 𝑗1 (𝑖), . . . , 𝑓 𝑗𝑛 (𝑖)

— рiзнi. Для кожного 𝑘 ≥ 1 маємо:

𝛼1 𝑓 𝑗1 (𝑣𝑘𝑖 ) + · · · + 𝛼𝑛 𝑓 𝑗𝑛 (𝑣𝑘𝑖 ) =

𝛼1 𝑓 𝑗1 (𝑖)𝑘 + · · · + 𝛼𝑛 𝑓 𝑗𝑛 (𝑖)𝑘 = 0.

Отже, 𝛼1 = · · · = 𝛼𝑛 . Лема 6.6 доведена. �

Доведення теореми 6.8. Позначимо через Lin(𝐴) алгебру всiх лiнiйних перетво-
рень 𝐴 → 𝐴. Очевидно, що

dim𝔽 Der(𝐴) ≤ dim𝔽 Lin(𝐴) ≤ | Lin(𝐴) |.

Розмiрнiсть алгебри 𝐴 дорiвнює |𝐼 |. Потужнiсть множини Lin(𝐴) не перевищує
потужностi множини всiх (𝐼 × 𝐼 )–матриць над полем 𝔽. Потужнiсть множини
(𝐼 × 𝐼 )–матриць дорiвнює ��𝔽 𝐼×𝐼 �� = | 𝔽 | |𝐼×𝐼 | = | 𝔽| |𝐼 |,

позаяк |𝐼 |2 = |𝐼 | (це виконується для всiх нескiнченних потужностей, див. [100]).
Отже, ми довели, що

dim𝔽 Der(𝐴) ≤ | 𝔽 | |𝐼 | .

Для довiльного 𝑖 ∈ 𝐼 виберемо елемент

0 ≠ 𝑎𝑖 ∈ 𝐴0
𝑖 .

Позначатимемо через P систему всiх 1–елементних пiдмножин множини 𝐼 .
Легко бачити, що система P є розрiдженою. Для довiльного вiдображення
𝑓 : 𝐼 → 𝔽 розглянемо диференцiювання

𝑑 𝑓 =
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑓 (𝑖) ad(𝑎𝑖) ∈ 𝐷P .

За теоремою 6.4 (2) вiдображення 𝑓 → 𝑑 𝑓 є зануренням векторного простору
Map(𝐼 ,𝔽) у векторний простiр Der(𝐴). Згiдно з лемою 6.6

dim𝐹 Map(𝐼 ,𝔽) = | 𝔽 | |𝐼 | .
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Отже,
| 𝔽 | |𝐼 | ≤ dim𝔽 Der(𝐴)

i, тим самим,
dim𝔽 Der(𝐴) = | 𝔽 | |𝐼 | .

Розмiрнiсть алгебри Inder(𝐴) дорiвнює |𝐼 |,

| 𝐼 | < | 𝔽 | |𝐼 | .

Звiдси випливає, що
dim𝔽 Outder (𝐴) = | 𝔽 | |𝐼 |

i рiвностi (6.42) мають мiсце. Теорема 6.8 доведена. �

Теорема 6.9. Нехай 𝐴 — злiченно–вимiрна локально матрична алгебра над полем

𝔽. Тодi

dim𝔽 Der(𝐴) = dim𝔽 Outder(𝐴) = | 𝔽 | ℵ0 . (6.43)

Доведення. Припустимо спочатку, що алгебра 𝐴 унiтальна. Тодi за теоремою
Кьоте [81] алгебра 𝐴 iзоморфна злiченному тензорному добутку матричних
алгебр

𝐴 =

∞⊗
𝑖=1

𝐴𝑖 .

Далi в цьому випадку досить зiслатися на теорему 6.8. Тому рiвностi (6.43) мають
мiсце.

Припустимо тепер, що алгебра 𝐴 не є унiтальною. Як i ранiше,

dim𝐹 Der(𝐴) ≤ dim𝐹 Lin(𝐴) ≤ | Lin(𝐴) | = | 𝐹 | ℵ0 .

Нехай 0 ≠ 𝑒 ∈ 𝐴 — ненульовий iдемпотент такий, що кут 𝑒𝐴𝑒 є нескiнченно–
вимiрним. Згiдно з лемою 6.5 кожне диференцiювання кута 𝑒𝐴𝑒 продовжується
до диференцiювання алгебри 𝐴. Отже,

| 𝐹 | ℵ0 = dim𝐹 Der(𝑒𝐴𝑒) ≤ dim𝐹 Der(𝐴) .

Ми довели, що в цьому випадку

dim𝐹 Der(𝐴) = | 𝐹 | ℵ0 .
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Насамкiнець, залишилося розглянути випадок, коли

dim𝐹 𝑒𝐴𝑒 < ∞ для всiх iдемпотентiв 𝑒 ∈ 𝐴.

Згiдно з лемою 4.17 у цьому випадку

𝐴 � 𝑀∞(𝔽).

Для довiльного вiдображення 𝑓 : ℕ → 𝔽 розглянемо нескiнченну дiагональну
матрицю

𝑑 𝑓 = diag
(
0, 𝑓 (1), 𝑓 (2), . . .

)
.

Матриця 𝑑 𝑓 не обов’язково є фiнiтарною, але[
𝑑 𝑓 , 𝑀∞(𝔽)

]
⊆ 𝑀∞(𝔽).

Таким чином,
ad (𝑑 𝑓 ) : 𝑥 ↦→ [ 𝑑 𝑓 , 𝑥 ]

є диференцiюванням алгебри𝑀∞(𝔽). Вiдображення

𝑓 → ad (𝑑 𝑓 )

є зануренням векторних просторiв

𝔽ℕ → Der
(
𝑀∞(𝔽)

)
.

Згiдно з лемою 6.6

| 𝐹 | ℵ0 = dim𝐹 𝔽ℕ ≤ dim𝐹 Der
(
𝑀∞(𝔽)

)
.

Ми довели, що
dim𝐹 Der

(
𝑀∞(𝔽)

)
= | 𝐹 | ℵ0 .

Оскiльки алгебра Inder(𝐴) злiченно–вимiрна i

ℵ0 < | 𝐹 | ℵ0,

то
dim𝐹 Outder

(
𝑀∞(𝔽)

)
= | 𝐹 | ℵ0 .

Рiвностi (6.43) мають мiсце. Теорема 6.9 доведена. �
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Зауваження 6.1. Зауважимо, що для багатьох незлiченних потужностей поля |𝔽|
справедлива рiвнiсть

|𝔽|ℵ0 = |𝔽|.

Наприклад, це справедливо для |𝔽| = 𝜆𝜇, де 𝜆, 𝜇 — потужностi i 𝜇 ≥ ℵ0. Якщо
𝔽 — поле рядiв Лорана змiнної 𝑧 над деяким полем 𝐹0 або його алгебричним
розширенням, то

|𝔽| = |𝐹0 |ℵ0 i тому |𝔽|ℵ0 = |𝔽|.

Зауваження 6.2. Зауважимо, що коли 𝐴 — локально матрична алгебра над полем
нульової характеристики, то 𝐿 = [𝐴,𝐴] — локально скiнченно–вимiрна локально
проста алгебра Лi. Бiльше того, справедливi занурення

Der(𝐴) → Der(𝐿), Inder(𝐴) → Inder(𝐿),

Outder(𝐴) → Outder(𝐿),

звiдки випливає
dim𝔽 Outder(𝐿) ≥ dim𝔽 Outder(𝐴).

Тому теорема 6.9 суперечить теоремi 3.2 з [104].

Теорема 6.10. Нехай𝐴 — злiченно–вимiрна локально матрична алгебра над полем

𝔽. Тодi

|Aut(𝐴) | = |OutAut(𝐴) | = | 𝔽 | ℵ0 . (6.44)

Доведення. Спочатку ми припускаємо, що алгебра 𝐴 є унiтальною. Отже,

𝐴 =

∞⊗
𝑖=1

𝐴𝑖, 𝐴𝑖 � 𝑀𝑛𝑖 (𝔽), 𝑛𝑖 ≥ 2, 𝑖 ≥ 1.

Нехай, як i ранiше,
𝑃𝐺𝐿𝑛𝑖 (𝔽) = 𝐺𝐿𝑛𝑖 (𝔽) �𝔽∗

означає проективну лiнiйну групу. Тодi розглянемо множину F усiх вiдображень

𝑓 : ℕ →
∞⋃
𝑖=1

𝑃𝐺𝐿𝑛𝑖 (𝔽)

таких, що 𝑓 (𝑖) ∈ 𝑃𝐺𝐿𝑛𝑖 (𝔽) для всiх 𝑖 ∈ ℕ. Легко бачити, що |F| = |𝔽| ℵ0 . Для
оборотного елемента 𝑎 ∈ 𝐴 нехай символ 𝑎 означає автоморфiзм спряження за
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допомогою елемента𝑎. У прикладi 6.1 ми показали,що послiдовнiсть внутрiшнiх
автоморфiзмiв

𝑓 (𝑖)
−1
, 𝑖 ≥ 1,

є iнтегровною. Тому, згiдно з теоремою 6.7, нескiнченний добуток

𝜑 𝑓 = 𝑓 (1) 𝑓 (2) · · · , 𝑓 ∈ F,

є автоморфiзмом алгебри 𝐴.
Покажемо тепер, що вiдображення 𝑓 → 𝜑 𝑓 iн’єктивне. Нехай 𝑓 , 𝑔 ∈ F та

𝜑 𝑓 = 𝜑𝑔. Застосовуючи автоморфiзми 𝜑 𝑓 , 𝜑𝑔 до пiдалгебри 𝐴1, бачимо, що

𝑓 (1)
��
𝐴1

= 𝑔(1)
��
𝐴1
.

Тим самим маємо 𝑓 (1) = 𝑔(1). Отже,

𝑓 (2) 𝑓 (3) · · · = 𝑔(2) 𝑔(3) · · · .

Застосовуючи обидвi частини останньої рiвностi до пiдалгебри 𝐴2, отримаємо
𝑓 (2) = 𝑔(2). I так далi. Таким чином, |Aut(𝐴) | ≥ |𝔽|ℵ0 .

З iншого боку,
|Aut(𝐴) | ≤ |Lin(𝐴) | = |𝔽|ℵ0 .

Ми довели, що для унiтальної алгебри 𝐴 має мiсце наступна рiвнiсть

|Aut(𝐴) | = |𝔽|ℵ0 .

Тепер нехай алгебра 𝐴 не є унiтальною алгеброю. Припустимо, що 𝐴 мiстить
iдемпотент 𝑒 такий, що

dim𝔽 𝑒𝐴𝑒 = ℵ0.

Алгебра 𝑒𝐴𝑒 є унiтальною як кут алгебри 𝐴. Тому з попередньої частини
доведення та леми 4.13 випливає, що

|𝔽|ℵ0 = |Aut(𝑒𝐴𝑒) | ≤ |Aut(𝐴) | ≤ |Lin(𝐴) | = |𝔽|ℵ0 .

Звiдки випливає, що
|Aut(𝐴) | = |𝔽| ℵ0 .
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Необхiдно окремо розглянути випадок, коли dim𝔽 𝑒𝐴𝑒 < ∞ для всiх iдем-
потентiв 𝑒 ∈ 𝐴. Згiдно з лемою 4.17 𝐴 � 𝑀∞(𝔽). Для довiльного вiдображення
𝑓 : ℕ → 𝔽 розглянемо оборотну нескiнченну матрицю

𝑎 𝑓 = Id +
∞∑︁
𝑖=1

𝑓 (𝑖)𝑒2𝑖−1, 2𝑖,

де Id є нескiнченною одиничною (ℕ×ℕ)–матрицею i 𝑒𝑖, 𝑗 — це матричнi одиницi.
Матрицi 𝑎 𝑓 не є фiнiтарними, проте

𝑎−1
𝑓
𝑀∞(𝔽)𝑎 𝑓 = 𝑀∞(𝔽).

Нехай 𝑎 𝑓 позначає автоморфiзм спряження за допомогою елемента 𝑎 𝑓 . Вiдобра-
ження

𝑓 ↦→ 𝑎 𝑓 ∈ Aut(𝑀∞(𝔽))

є iн’єктивним, оскiльки

𝑎−1
𝑓
𝑒1,2𝑖−1𝑎 𝑓 = 𝑒1,2𝑖−1 + 𝑓 (𝑖)𝑒1,2𝑖 для 𝑖 ≥ 1.

Отже, маємо

|𝔽|ℵ0 = |Map(ℕ,𝔽) | ≤ |Aut(𝑀∞(𝔽)) | ≤ |Lin𝔽(𝐴) | = |𝔽|ℵ0 .

Рiвностi (6.44) мають мiсце i теорема 6.10 доведена. �

6.7 Автоморфiзми i iзометрiї просторiв Хемiнга

У цьому пiдроздiлi ми обговоримо порядки групи автоморфiзмiв i групи
iзометрiй тензорного добутку стандартних просторiв Хемiнга, а також порядки
групи автоморфiзмiв i групи iзометрiй довiльного злiченного (не обов’язково
унiтального) простору Хемiнга.

Нехай 𝐼 — нескiнченна множина. Нехай {𝑛𝑖 ≥ 2, 𝑖 ∈ 𝐼 } — родина натуральних
чисел, iндексованих множиною 𝐼 .
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Теорема 6.11. Порядки групи автоморфiзмiв та групи iзометрiй тензорного

добутку

𝐻 =
⊗
𝑖∈𝐼

𝐻𝑛𝑖

родини стандартних просторiв Хемiнга {𝐻𝑛𝑖 , 𝑖 ∈ 𝐼 } збiгаються i дорiвнюють 2| 𝐼 |,
тобто ���Aut ( ⊗

𝑖∈𝐼
𝐻𝑛𝑖

) ��� =

��� Isom ( ⊗
𝑖∈𝐼

𝐻𝑛𝑖

) ��� = 2| 𝐼 | . (6.45)

Доведення. Через те, що множина 𝐼 нескiнченна, потужнiсть тензорного добутку
𝐻 дорiвнює | 𝐼 |. Таким чином, порядок групи автомрфiзмiв i порядок групи
iзометрiй простору 𝐻 не бiльшi за���Map (𝐻,𝐻 )

��� =
�� 𝐼 ��| 𝐼 | ≤

(
2| 𝐼 |

) | 𝐼 |
= 2| 𝐼 |·| 𝐼 | = 2| 𝐼 |

(див. [125]).
Залишилося довести, що ���Aut (𝐻 ) ��� ≥ 2| 𝐼 | .

Для цього ми скористаємося тим, що

Aut (𝐻 ) ⊂ Isom (𝐻 ).

Для кожного iндексу 𝑖 ∈ 𝐼 виберемо нетотожну пiдстановку 1 ≠ 𝜋𝑖 ∈ Sym(𝑛𝑖).
Пiдстановка 𝜋𝑖 iндукує автоморфiзм стандартного простору Хемiнга

�̃�𝑖 : 𝐻𝑛𝑖 → 𝐻𝑛𝑖 ,

де
�̃�𝑖

(
(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛𝑖 )

)
= ( 𝑎𝜋𝑖 (1), . . . , 𝑎𝜋𝑖 (𝑛𝑖 ) ), 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛𝑖 ∈ {0, 1}.

Для кожної пiдмножини 𝐽 ⊆ 𝐼 визначимо автоморфiзм 𝜑 𝐽 простору 𝐻 у
такий спосiб:

якщо 𝑎 ∈ 𝐻𝑛𝑖 та 𝑖 ∉ 𝐽 , тo 𝜑 𝐽 (𝑎) = 𝑎;
якщо 𝑎 ∈ 𝐻𝑛𝑖 та 𝑖 ∈ 𝐽 , тo 𝜑 𝐽 (𝑎) = �̃�𝑖 (𝑎).

Легко бачити, що визначене таким чином вiдображення⋃
𝑖∈𝐼

𝐻𝑛𝑖 →
⋃
𝑖∈𝐼

𝐻𝑛𝑖
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єдиним чином продовжується до автоморфiзму 𝜑 𝐽 : 𝐻 → 𝐻. Якщо 𝐽1, 𝐽2 — рiзнi
пiдмножини множини 𝐼 , то

𝜑 𝐽1 ≠ 𝜑 𝐽2 .

Звiдси випливає рiвнiсть (6.45). Теорема доведена. �

Теорема 6.12. Для довiльного злiченного простору Хемiнга 𝐻 маємо:��Aut (𝐻 ) �� =
�� Isom (𝐻 )

�� = 2ℵ0 .

Доведення. Припустимо, що простiр 𝐻 — унiтальний. Тодi згiдно з теоремою 5.1
простiр𝐻 iзоморфний злiченному тензорному добутковi стандартних просторiв
Хемiнга. У цьому випадку твердження теореми випливатиме з теореми 6.11.

Припустимо, що простiр 𝐻 — неунiтальний. А також припустимо, що
знайдеться елемент ℎ ∈ 𝐻 такий, що множина ℎ𝐻 — нескiнченна. Згiдно з
лемою 5.13 довiльний автоморфiзм просторуℎ𝐻 продовжується до автоморфiзму
простору𝐻.Простiрℎ𝐻 скалярно еквiвалентнийунiтальномупросторовi Хемiнга
𝐻ℎ . Отже,

Aut (ℎ𝐻 ) = Aut (𝐻ℎ ).

Звiдси випливає, що ��Aut (𝐻 ) �� ≥
��Aut (𝐻ℎ) �� = 2ℵ0 .

Припустимо, нарештi, що для довiльного елемента ℎ ∈ 𝐻 множина ℎ𝐻 є
скiнченною. У цьому випадку Spec (𝐻 ) ⊆ ℕ, i оскiльки множина 𝐻 злiченна, то
простiр 𝐻 скалярно еквiвалентний просторовi 𝐻 (∞) .

Залишилося довести, що ��Aut (𝐻 (∞))
�� ≥ 2ℵ0 .

Нагадаємо, що 𝐻 (∞) — алгебра з мiрою скiнченних пiдмножин злiченної
множини 𝑋 . Для скiнченної пiдмножини ℎ ∈ 𝐻 (∞) покладемо 𝑟 (ℎ) = |ℎ |. Кожна
бiєкцiя 𝜋 : 𝑋 → 𝑋 визначає такий автоморфiзм �̃� простору Хемiнга 𝐻 (∞) :

для пiдмножини ℎ = {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛} покладемо �̃� (ℎ) = {𝜋 (𝑥1), . . . , 𝜋 (𝑥𝑛)}.

Таким чином, ��Aut (𝐻 (∞))
�� ≥

�� Sym (𝑋 )
�� = 2ℵ0 .

Теорема доведена. �
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Висновки до роздiлу 6

У цьому роздiлi вивчалися автоморфiзми i диференцiювання локально
матричних алгебр. Основними результатами роздiлу є:

• Показано, що алгебра Лi внутрiшнiх диференцiювань локально матричної
алгебри є щiльною у топологiї Тихонова в алгебрi Лi всiх диференцiювань.

• Доведено, що група внутрiшнiх автоморфiзмiв унiтальної локально матри-
чної алгебри є щiльною у топологiї Тихонова в напiвгрупi всiх унiтальних
iн’єктивних ендоморфiзмiв.

• Для довiльного нескiнченного тензорного добутку матричних алгебр
𝑀𝑛𝑖 (𝔽) над полем 𝔽, де 𝑖 ∈ 𝐼 , описанi його диференцiювання, а саме:
довiльне диференцiювання такого тензорного добутку є нескiнченною
збiжною сумою внутрiшнiх диференцiювань, яка вiдповiдає розрiдженiй
пiдмножинi множини iндексiв 𝐼 .

• Для кожної розрiдженої пiдмножини множини 𝐼 знайдено топологiчний
базис у векторному просторi нескiнченних збiжних сум внутрiшнiх дифе-
ренцiювань, який буде вiдповiдати цiй розрiдженiй пiдмножинi.

• Показано, що алгебра Лi внутрiшнiх диференцiювань злiченно–вимiрної
локально матричної алгебри не локально скiнченно–вимiрна, що є анало-
гом теореми Штраде.

• Показано, що кожний унiтальний iн’єктивний ендоморфiзм унiтальної
злiченно–вимiрної локально матричної алгебри єдиним чином зобра-
жується у виглядi збiжного добутку внутрiшнiх автоморфiзмiв з деякої
системи представникiв.

• Показано, що нескiнченний збiжний добуток автоморфiзмiв є автомор-
фiзмом тодi й лише тодi, коли послiдовнiсть обернених автоморфiзмiв
iнтегровна.

• Доведено,щоузагальненаметрикаБерананапiвгрупi унiтальних iн’єктивних
ендоморфiзмiв, визначає топологiю Тихонова.

• Для алгебри 𝐴, яка є тензорним добутком родини матричних алгебр
над полем 𝔽, iндексованим нескiнченною множиною 𝐼 , доведено, що
розмiрностi алгебри Лi Der(𝐴) диференцiювань алгебри 𝐴 i алгебри Лi
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Outder(𝐴) зовнiшнiх диференцiювань алгебри 𝐴 дорiвнюють |𝔽| |𝐼 |, де |𝔽|
та |𝐼 | — потужностi множин 𝔽 та 𝐼 вiдповiдно.

• Для злiченно–вимiрної локально матричної алгебри 𝐴 показано, що:
(i) розмiрностi алгебри Лi Der(𝐴) диференцiювань алгебри 𝐴 i алгебри

Лi Outder(𝐴) зовнiшнiх диференцiювань алгебри 𝐴 дорiвнюють |𝔽|ℵ0 ;
(ii) порядки групи автоморфiзмiв Aut(𝐴) алгебри 𝐴 i групи зовнiшнiх

автоморфiзмiв OutAut(𝐴) алгебри 𝐴 дорiвнюють |𝔽|ℵ0 .

• Показано, що порядок групи iзометрiй злiченного локально стандартного
простору Хемiнга дорiвнює 2ℵ0 .
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Роздiл 7

Нескiнченнi перiодичнi матрицi

У цьому роздiлi вивчаються нескiнченнi перiодичнi матрицi. Результати
цього роздiлу опублiковано в [22, 38, 114].

Нагадаємо, що символомℕми позначаємо множину всiх натуральних чисел.
Розглянемо алгебру𝑀ℕ(𝔽) усiх нескiнченних (ℕ×ℕ)–матриць, якi мають лише
скiнченну кiлькiсть ненульових елементiв у кожному стовпчику. Якщо 𝑉 —
злiченно–вимiрний векторний простiр, то фiксуючи базис у просторi 𝑉 , ми тим
самим фiксуватимемо iзоморфiзм алгебри всiх лiнiйних перетворень простору
𝑉 та алгебри𝑀ℕ(𝔽) (див. [130]).

Розглянемо пiдалгебру𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝔽) алгебри𝑀ℕ(𝔽), яка складається з матриць,
що мають скiнченне число ненульових елементiв у кожному стовпчику i в
кожному рядку.

Розглянемо також алгебру𝑀𝑏 (𝔽), яка складається iз обмеженних матриць.
Нагадаємо, що матриця

(𝑎𝑖 𝑗 )ℕ×ℕ, 𝑎𝑖 𝑗 ∈ 𝔽,

називається обмеженною (див. [38]), якщо iснує число 𝑘 ∈ ℕ таке, що 𝑎𝑖 𝑗 = 0 при
|𝑖 − 𝑗 | > 𝑘. Очевидно, що

𝑀𝑏 (𝔽) ⊂ 𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝔽) ⊂ 𝑀ℕ(𝔽).

Розглянемо також вiдповiднi групи оборотних елементiв цих алгебр, а саме:

𝐺𝐿𝑏 (𝔽) ⊂ 𝐺𝐿𝑟𝑐 𝑓 (𝔽) ⊂ 𝐺𝐿ℕ(𝔽).

Назвемо нескiнченну (ℕ ×ℕ)–матрицю перiодичною (див. [38]), якщо вона
має блочно–дiагональний вигляд diag(𝑎, 𝑎, . . .), де 𝑎 є (𝑛 × 𝑛)–матрицею. У
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цьому випадку ми називатимемо число 𝑛 перiодом матрицi, а саму матрицю
𝑛–перiодичною.

Позначимо через

𝑀
𝑝
𝑛 (𝔽) алгебру усiх 𝑛–перiодичних матриць.

Легко бачити, що
𝑀
𝑝
𝑛 (𝔽) � 𝑀𝑛 (𝔽).

Якщо натуральне число 𝑛 дiлить натуральне число𝑚, то маємо включення

𝑀
𝑝
𝑛 (𝔽) ⊆ 𝑀𝑚 (𝔽) .

Звiдси випливає, що

𝑀𝑝 (𝔽) :=
∑︁
𝑛∈ℕ

𝑀
𝑝
𝑛 (𝔽) =

⋃
𝑛∈ℕ

𝑀
𝑝
𝑛 (𝔽)

є пiдалгеброю алгебри𝑀𝑏 (𝔽). Справдi,

𝑀
𝑝
𝑚 (𝔽) + 𝑀

𝑝
𝑛 (𝔽) ⊆ 𝑀

𝑝

𝑘
(𝔽), 𝑀

𝑝
𝑚 (𝔽) · 𝑀𝑝

𝑛 (𝔽) ⊆ 𝑀
𝑝

𝑘
(𝔽),

де 𝑘 є спiльним кратним чисел𝑚 та𝑛.Алгебра𝑀𝑝 (𝔽) — алгебра всiх перiодичних
матриць.

Позначимо символом 𝐺𝐿𝑝𝑛 (𝔽) групу оборотних матриць з𝑀𝑝
𝑛 (𝔽). Очевидно,

що
𝐺𝐿

𝑝
𝑛 (𝔽) � 𝐺𝐿𝑛 (𝔽).

Позначимо також символом 𝐺𝐿𝑝 (𝔽) групу оборотних матриць з𝑀𝑝 (𝔽). Мати-
мемо

𝐺𝐿𝑝 (𝔽) =
⋃
𝑛∈ℕ

𝐺𝐿
𝑝
𝑛 (𝔽).

Нехай, як i ранiше,𝑀𝑝
𝑠 (𝔽) — алгебра усiх перiодичних матриць, перiоди яких

дiлять число Стейнiца 𝑠 .

Лема 7.1. Нехай 𝑠 — деяке число Стейнiца. Тодi

𝑀
𝑝
𝑠 (𝔽) =

⋃
𝑛 |𝑠

𝑀
𝑝
𝑛 (𝔽) i 𝐺𝐿

𝑝
𝑠 (𝔽) =

⋃
𝑛 |𝑠

𝐺𝐿
𝑝
𝑛 (𝔽)

є пiдалгеброю алгебри𝑀𝑝 (𝔽) i пiдгрупою групи 𝐺𝐿𝑝 (𝔽) вiдповiдно.
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Доведення. Як i вище, зазначимо, що

𝑀
𝑝
𝑛 (𝔽) · 𝑀𝑝

𝑚 (𝔽) ⊆ 𝑀
𝑝

𝑘
(𝔽), 𝐺𝐿

𝑝
𝑛 (𝔽) · 𝐺𝐿𝑝𝑚 (𝔽) ⊆ 𝐺𝐿

𝑝

𝑘
(𝔽),

де 𝑘 —найменше спiльне кратне чисел𝑚 та𝑛. Якщо𝑚 та𝑛 дiлять число Стейнiца
𝑠 , то їх найменше спiльне кратне також дiлить 𝑠 . Звiдси випливає твердження
леми. �

Оскiльки алгебра𝑀𝑝
𝑠 (𝔽) є об’єднанням алгебр

𝑀
𝑝
𝑛 (𝔽), 𝑛 ∈ Ω (𝑠),

де Ω (𝑠) — множина натуральних чисел, якi дiлять 𝑠, а також

𝑀
𝑝
𝑛 (𝔽) � 𝑀𝑛 (𝔽),

то алгебра𝑀𝑝
𝑠 (𝔽) є локально матричною алгеброю. Легко бачити, що

st
(
𝑀
𝑝
𝑠 (𝔽)

)
= 𝑠 .

Теорема 7.1. Нехай 𝑠1, 𝑠2 — числа Стейнiца. Пiдгрупи

𝐺𝐿
𝑝
𝑠1 (𝔽) та 𝐺𝐿

𝑝
𝑠2 (𝔽)

спряженi в 𝐺𝐿ℕ(𝔽) тодi й лише тодi, коли 𝑠1 = 𝑠2.

Доведення. Якщо знайдеться оборотний елемент 𝑔 ∈ 𝐺𝐿ℕ(𝔽) такий, що

𝐺𝐿
𝑝
𝑠2 (𝔽) = 𝑔−1 𝐺𝐿

𝑝
𝑠1 (𝔽) 𝑔,

то тодi
𝑀
𝑝
𝑠2 (𝔽) = 𝑔−1 𝑀

𝑝
𝑠1 (𝔽) 𝑔,

оскiльки алгебра𝑀𝑝
𝑠 (𝔽) породжена пiдмножиною 𝐺𝐿

𝑝
𝑠 (𝔽) як векторним просто-

ром. Але спряженi алгебри

𝑀
𝑝
𝑠1 (𝔽) та 𝑀

𝑝
𝑠2 (𝔽)

— iзоморфнi. Тодi згiдно теореми Глiмма 3.8 𝑠1 = 𝑠2. Теорема 7.1 доведена. �
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Позначимо через 𝑆𝐿𝑝𝑠 (𝔽) — спецiальну лiнiйну групу, тобто комутант групи
𝐺𝐿

𝑝
𝑠 (𝔽). Нехай 𝑛1, 𝑛2, . . . — послiдовнiсть натуральних чисел, якi дiлять 𝑠 i такi,

що 𝑛𝑖 |𝑛𝑖+1, 𝑖 ≥ 1. I нехай число 𝑠 — найменше спiльне кратне чисел {𝑛𝑖, 𝑖 ≥ 1}.
Тодi 𝐺𝐿𝑝𝑠 (𝔽) є об’єднанням зростаючого ланцюга пiдгруп:

𝐺𝐿
𝑝
𝑛1 (𝔽) ⊂ 𝐺𝐿

𝑝
𝑛2 (𝔽) ⊂ · · · .

Група 𝑆𝐿𝑝𝑠 (𝔽) є об’єднанням комутантiв груп 𝐺𝐿𝑝𝑛𝑖 (𝔽), бо[
𝐺𝐿

𝑝
𝑛𝑖 (𝔽) , 𝐺𝐿

𝑝
𝑛𝑖 (𝔽)

]
= 𝑆𝐿

𝑝
𝑛𝑖 (𝔽) �

� 𝑆𝐿𝑛𝑖 (𝔽) =
{
𝑎 ∈ 𝐺𝐿𝑛 (𝔽) | det(𝑎) = 1

}
,

тобто
𝑆𝐿

𝑝
𝑛1 (𝔽) ⊂ 𝑆𝐿

𝑝
𝑛2 (𝔽) ⊂ · · · ,

⋃
𝑖≥1

𝑆𝐿
𝑝
𝑛𝑖 (𝔽) = 𝑆𝐿

𝑝
𝑠 (𝔽) .

Розглянемо пiдгрупу𝐷𝑝𝑛 дiагональних𝑛–перiодичних матриць diag(𝜀1, 𝜀2, . . .)
таких, що 𝜀𝑖 ∈ 𝔽∗, 𝑖 ≥ 1. Покладемо

𝐷
𝑝
𝑠 =

⋃
𝑛 ∈ Ω (𝑠)

𝐷
𝑝
𝑛 .

Зрозумiло, що 𝐷𝑝𝑠 — абелева пiдгрупа групи 𝐺𝐿𝑝𝑠 (𝔽). Визначимо пiдгрупу 𝐷𝑝𝑠
групи 𝐷

𝑝
𝑠 таким чином. Елемент 𝑔 = diag(𝜀1, 𝜀2, . . .) ∈ 𝐷

𝑝
𝑠 належить 𝐷𝑝𝑠 , якщо

знайдеться число 𝑛 ∈ Ω (𝑠) таке, що 𝑔 є 𝑛–перiодичною матрицею i 𝜀1 · · · 𝜀𝑛 = 1.
Неважко побачити, що

𝐷
𝑝

𝑠 = 𝐷
𝑝
𝑠

⋂
𝑆𝐿

𝑝
𝑠 (𝔽).

Лема 7.2. Фактор–групи

𝐺𝐿
𝑝
𝑠 (𝔽)�𝑆𝐿𝑝𝑠 (𝔽) та 𝐷

𝑝
𝑠 �𝐷

𝑝

𝑠
— iзоморфнi. (7.1)

Доведення. Для довiльного натурального числа 𝑛 ∈ Ω (𝑠) ми маємо:

𝐺𝐿
𝑝
𝑛 (𝔽) = 𝑆𝐿

𝑝
𝑛 (𝔽) · 𝐷𝑝𝑛 .

Звiдси випливає, що
𝐺𝐿

𝑝
𝑠 (𝔽) = 𝑆𝐿

𝑝
𝑠 (𝔽) · 𝐷𝑝𝑠 .

Тим самим бачимо, що

𝐺𝐿
𝑝
𝑠 (𝔽)�𝑆𝐿𝑝𝑠 (𝔽) � 𝐷

𝑝
𝑠 �𝑆𝐿

𝑝
𝑠 (𝔽) ∩ 𝐷

𝑝
𝑠

= 𝐷
𝑝
𝑠 �𝐷

𝑝

𝑠
.

Отже, (7.1) має мiсце i лема доведена. �
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Нехай𝐶 — центр групи𝐺𝐿𝑝𝑛 (𝔽). Неважко бачити, що центр𝐶 складатиметься
зi скалярних матриць

𝜀 · Id = diag(𝜀, 𝜀, . . .), 𝜀 ∈ 𝔽∗,

де Id — нескiнченна одинична (ℕ × ℕ)–матриця. Позначимо символом 𝐶𝑛

перетин
𝐶𝑛 = 𝐶

⋂
𝑆𝐿

𝑝
𝑛 (𝔽).

Тодi група 𝐶𝑛 складається iз скалярних матриць вигляду 𝜀 · Id, де 𝜀𝑛 = 1. Отже,

𝐶𝑠 = 𝐶
⋂

𝑆𝐿
𝑝
𝑠 (𝔽)

складається iз скалярних матриць 𝜀 ·Id, де 𝜀 є коренем𝑛–го степеня з 1, а𝑛 ∈ Ω (𝑠).

Теорема 7.2. Нехай 𝑠 — нескiнченне число Стейнiца. Тодi спецiальна проективна

лiнiйна група

𝑃𝑆𝐿
𝑝
𝑠 (𝔽) = 𝑆𝐿

𝑝
𝑠 (𝔽)�𝐶𝑠

є простою. Якщо для кожного натурального числа 𝑛 ∈ Ω (𝑠) у полi 𝔽 iснують

коренi 𝑛–го степеня з усiх його ненульових елементiв, то

𝑃𝐺𝐿
𝑝
𝑠 (𝔽) = 𝐺𝐿

𝑝
𝑠 (𝔽)�𝐶𝑠 � 𝑃𝑆𝐿

𝑝
𝑠 (𝔽).

Доведення. Нехай 𝑛1 < 𝑛2 < · · · — послiдовнiсть натуральних чисел таких, що
𝑛𝑖 |𝑛𝑖+1, i 𝑠 — найменше спiльне кратне чисел 𝑛𝑖, 𝑖 ≥ 1. Тодi група 𝑆𝐿𝑝𝑠 (𝔽) є
об’єднанням зростаючого ланцюга пiдгруп

𝑆𝐿
𝑝
𝑛1 (𝔽) ⊂ 𝑆𝐿𝑝𝑛2 (𝔽) ⊂ · · · .

Звiдси випливає, що група 𝑃𝑆𝐿𝑝𝑠 (𝔽) є об’єднанням зростаючого ланцюга пiдгруп

𝑆𝐿
𝑝
𝑛1 (𝔽) ·𝐶 �𝐶 ⊆ 𝑆𝐿

𝑝
𝑛2 (𝔽) ·𝐶 �𝐶 ⊆ · · · .

Не обмежуючи загальностi, можна вважати, що 𝑛1 > 2. Але група

𝑆𝐿
𝑝
𝑛𝑖 (𝔽) ·𝐶 �𝐶 � 𝑆𝐿

𝑝
𝑛𝑖 (𝔽) � 𝑆𝐿𝑝𝑛𝑖 (𝔽) ∩𝐶 � 𝑃𝑆𝐿

𝑝
𝑛𝑖 (𝔽)

— проста для любого натурального числа 𝑛𝑖 > 2. (Обмеження 𝑛𝑖 > 2 нам потрiбне,
бо групи 𝑃𝑆𝐿2(ℤ2) та 𝑃𝑆𝐿2(ℤ3) не є простими). Значить, група 𝑃𝑆𝐿𝑝𝑠 (𝔽) також
проста, крiм випадкiв 𝑃𝑆𝐿𝑝𝑠 (ℤ2), 𝑃𝑆𝐿𝑝𝑠 (ℤ3), якщо 𝑠 дiлиться на 2.
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Припустимо тепер, що в полi 𝔽 iснують коренi 𝑛–го степеня для кожного
𝑛 ∈ Ω (𝑠). Розглянемо дiагональну матрицю diag(𝜀1, . . . , 𝜀𝑛), де 𝜀𝑖 ∈ 𝔽∗. Тодi
знайдеться елемент 𝜀 ∈ 𝔽 такий, що 𝜀𝑛 = 𝜀1 · · · 𝜀𝑛 . Значить,

diag(𝜀1, . . . , 𝜀𝑛) = diag(𝜀, . . . , 𝜀) · diag(𝜀1 · 𝜀−1, . . . , 𝜀𝑛 · 𝜀−1) ∈ diag(𝜀, . . . , 𝜀) · 𝑆𝐿𝑛 (𝔽).

Звiдси випливає, що

𝐷
𝑝
𝑛 ⊆ 𝐶 · 𝐷𝑝𝑛 та 𝐷

𝑝
𝑠 ⊆ 𝐶 · 𝐷𝑝𝑠 .

Тепер,
𝐺𝐿

𝑝
𝑠 (𝔽) = 𝑆𝐿

𝑝
𝑠 (𝔽) · 𝐷

𝑝
𝑠 ⊆ 𝑆𝐿𝑝𝑠 (𝔽) ·𝐶 · 𝐷𝑝𝑠 = 𝑆𝐿

𝑝
𝑠 (𝔽) ·𝐶.

I остаточно отримаємо, що

𝐺𝐿
𝑝
𝑠 (𝔽) �𝐶 � 𝑆𝐿

𝑝
𝑠 (𝔽) � 𝑆𝐿𝑝𝑠 (𝔽) ∩𝐶 = 𝑆𝐿

𝑝
𝑠 (𝔽) �𝐶𝑠 .

Теорема доведена. �

Ми вже вiдмiчали ранiше, що група 𝐺𝐿𝑝𝑠 (𝔽) є групою оборотних елементiв
унiтальної злiченно–вимiрної локально матричної алгебри 𝐴 = 𝑀

𝑝
𝑠 (𝔽), де

st (𝐴) = 𝑠 . Звiдси випливає, що

𝐺𝐿
𝑝
𝑠 (𝔽) �𝐶 � Inn(𝐴), 𝑆𝐿

𝑝
𝑠 (𝔽) �𝐶𝑠 �

[
Inn(𝐴) , Inn(𝐴)

]
.

Розглянемо векторний простiр нескiнченних рядкiв 𝑉 = 𝔽ℕ. Алгебра𝑀ℕ(𝔽)
дiє на просторi 𝑉 правими множеннями. Це дозволяє розглянути на 𝑀ℕ(𝔽)
топологiю Тихонова.

Нагадаємо, що топологiчна група називається топологiчно простою, якщо
вона не мiстить власних замкнених нормальних пiдгруп.

Як i в пiдроздiлi 6.1 має мiсце така теорема.

Теорема 7.3. Нехай 𝐴 — унiтальна злiченно–вимiрна локально матрична алгебра.

Тодi:
1) група

[
Inn(𝐴) , Inn(𝐴)

]
є простою, а група [Aut(𝐴) , Aut(𝐴) ] є топологiчно

простою;
2) якщо для всiх 𝑛 ∈ Ω (st (𝐴)) у полi 𝔽 iснують коренi 𝑛–го степеня з усiх

його ненульових елементiв, то група Inn(𝐴) — проста, а група Aut(𝐴) —
топологiчно проста.
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Елемент 𝑎 ∈ 𝑀𝑛 (𝔽) є границею послiдовностi {𝑎𝑖 ∈ 𝑀ℕ(𝔽), 𝑖 ≥ 1}, якщо:
(1) для кожного елемента 𝑣 ∈ 𝑉 послiдовнiсть 𝑣𝑎1, 𝑣𝑎2, . . . стабiлiзується, тобто

знайдеться число 𝑛 = 𝑛(𝑣) таке, що 𝑣𝑎𝑛 = 𝑣𝑎𝑛+1 = · · · ;
(2) для 𝑛 = 𝑛(𝑣) та довiльного елемента 𝑣 ∈ 𝑉 виконується 𝑣𝑎 = 𝑣𝑎𝑛 .

Природно виникає наступне питання:

що можна сказати про замикання групи 𝑆𝐿𝑝𝑠 (𝔽)?

Легко бачити, що кожне лiнiйне перетворення iз замикання групи 𝐺𝐿ℕ(𝔽)
iн’єктивне. Тому 𝐺𝐿ℕ(𝔽) є напiвгрупа з правим скороченням:

для довiльних елементiв 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺𝐿ℕ(𝔽) якщо 𝑎𝑐 = 𝑏𝑐, то 𝑎 = 𝑏.

У теоремi 7.4 буде показано, що для довiльного нескiнченного числа Стей-
нiца замикання групи 𝑆𝐿𝑝𝑠 (𝔽) мiстить необоротнi елементи. Далi мiркування
аналогiчнi мiркуванням з пiдроздiлу 6.4.

Означення 7.1. Нехай 𝑔1, 𝑔2, . . . — послiдовнiсть елементiв з групи 𝐺𝐿ℕ(𝔽).
Назвемо цю послiдовнiсть iнтегровною, якщо для довiльного елемента 𝑣 ∈ 𝑉
пiдпростiр, породжений множиною 𝑣𝑔1 · · ·𝑔𝑖, 𝑖 ≥ 1, скiнченно–вимiрний.

Якщо послiдовнiсть 𝑔1, 𝑔2, . . . ∈ 𝐺𝐿ℕ(𝔽) збiгається до Id, то послiдовнiсть
𝑝𝑖 = 𝑔𝑖 · · ·𝑔1, 𝑖 ≥ 1, збiгається. Справдi, якщо послiдовнiсть 𝑔1, 𝑔2, . . . збiгається до
Id, то для довiльного елемента 𝑣 знайдеться натуральне число 𝑛 = 𝑛(𝑣) ≥ 1 таке,
що

𝑣 = 𝑣𝑔𝑛 = 𝑣𝑔𝑛+1 = · · · .

Тодi
𝑣𝑝𝑛 = 𝑣𝑝𝑛+1 = · · · .

Лема 7.3. Припустимо, що послiдовнiсть 𝑔1, 𝑔2, . . . ∈ 𝐺𝐿ℕ(𝔽) збiгається до Id.
Тодi послiдовнiсть 𝑝1, 𝑝2, . . . збiгається до оборотної матрицi тодi й лише тодi,

коли послiдовнiсть 𝑔−11 , 𝑔
−1
2 , . . . iнтегровна.

Доведення. Припустимо, що лiнiйне перетворення

𝑝 = lim
𝑖→∞

𝑝𝑖
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на просторi 𝑉 сюр’єктивне. Позначимо символом 𝑉𝑛 лiнiйну оболонку векторiв

𝑣𝑖 = (0, . . . , 0, 1︸     ︷︷     ︸
𝑖

, 0, . . .), 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛.

Для кожного 𝑛 ≥ 1 знайдеться число𝑚 ≥ 1 таке, що

𝑉𝑚 𝑝 ⊇ 𝑉𝑛 .

Оскiльки простiр 𝑉𝑚 скiнченно–вимiрний, то iснує 𝑘 ≥ 1 таке, що для кожного
елемента 𝑣 ∈ 𝑉𝑚 маємо:

𝑣𝑝 = 𝑣𝑝𝑘 = 𝑣𝑝𝑘+1 = · · · .

Таким чином,
𝑉𝑚 𝑔𝑖 . . . 𝑔1 ⊇ 𝑉𝑛 при 𝑖 ≥ 𝑘,

що еквiвалентне зануренню

𝑉𝑚 ⊇ 𝑉𝑛 𝑔
−1
1 · · ·𝑔−1𝑖 для кожного 𝑖 ≥ 𝑘.

Ми довели, що послiдовнiсть 𝑔−11 , 𝑔−12 , . . . , iнтегровна.

Припустимо тепер, що послiдовнiсть 𝑔−11 , 𝑔−12 , . . . iнтегровна, i проведемо
мiркування у зворотному порядку. Для кожного натурального числа 𝑛 ≥ 1
знайдеться число𝑚 ≥ 1 таке, що

𝑉𝑚 ⊇ 𝑉𝑛 𝑔
−1
1 · · ·𝑔−1𝑖 для кожного 𝑖 ≥ 1.

Це занурення еквiвалентне зануренню

𝑉𝑚 𝑝𝑖 ⊇ 𝑉𝑛 .

Тому перетворення 𝑝 сюр’єктивне. Лема доведена. �

Теорема 7.4. Для кожного нескiнченного числа Стейнiца 𝑠 замикання групи 𝑆𝐿𝑝𝑠 (𝔽)
у групi𝑀ℕ(𝔽) мiстить необоротнi елементи.

Доведення. Виберемо послiдовнiсть натуральних чисел

1 = 𝑛0 < 𝑛1 < · · · таку, що 𝑛𝑖 |𝑛𝑖+1, 𝑖 ≥ 1,
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i таку, що 𝑠 — найменше спiльне кратне чисел 𝑛1, 𝑛2, . . . . Для матрицi 𝑎 ∈ 𝑀𝑛 (𝔽)
позначимо через 𝑎 блочно–дiагональну матрицю

diag(𝑎, 𝑎, . . .) ∈ 𝑀
𝑝
𝑛 (𝔽).

Символом Id позначатимемо одиничну (ℕ ×ℕ)–матрицю. Як зазвичай, нехай
𝑒𝑖 𝑗 ∈ 𝑀𝑛 (𝔽) — матричнi одиницi.

Розглянемо матричнi одиницi

𝑒𝑛𝑖−1,𝑛𝑖 ∈ 𝑀𝑛𝑖 (𝔽), 𝑖 ≥ 1,

i покладемо

𝑔𝑖 = Id + �̃�𝑛𝑖−1,𝑛𝑖 ∈ 𝑆𝐿
𝑝
𝑛𝑖 (𝔽) ⊂ 𝑆𝐿

𝑝
𝑠 (𝔽), 𝑖 ≥ 1.

Послiдовнiсть {𝑔𝑖, 𝑖 ≥ 1} очевидним чином збiгається. Перевiримо, що послiдов-
нiсть

𝑔−1𝑖 = Id − �̃�𝑛𝑖−1,𝑛𝑖 , 𝑖 ≥ 1,

не iнтегровна. Справдi,

𝑣1 𝑔
−1
1 · · ·𝑔−1𝑖 = 𝑣1 (Id − �̃�1,𝑛1) (Id − �̃�𝑛1,𝑛2) · · · = 𝑣1 − 𝑣𝑛1 + 𝑣𝑛2 − · · · ± 𝑣𝑛𝑖 .

Звiдси випливає, що пiдпростiр, породжений елементами

𝑣 𝑔−11 · · ·𝑔−1𝑖 , 𝑖 ≥ 1,

нескiнченно–вимiрний. Згiдно з лемою 7.3 послiдовнiсть

𝑝𝑖 = 𝑔𝑖 · · ·𝑔1 ∈ 𝑆𝐿
𝑝
𝑠 (𝔽), 𝑖 ≥ 1,

збiгається до несюр’єктивного лiнiйного перетворення. Теорема доведена. �

Наслiдок 7.1. Група 𝑆𝐿𝑝𝑠 (𝔽) не замкнена в𝑀ℕ(𝔽) у топологiї Тихонова.

Тепер наша мета довести аналог теореми Куроша ([84], теорема 10) для груп
𝑆𝐿

𝑝
𝑠 (𝔽).

Теорема 7.5. Нехай 𝑠 — нескiнченне число Стейнiца. Тодi група 𝑆𝐿𝑝𝑠 (𝔽) мiстить

власну пiдгрупу 𝐻, яка iзоморфна групi 𝑆𝐿𝑝𝑠 (𝔽).
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Доведення. Ранiше ми вже зазначали, що група 𝐺𝐿𝑝𝑠 (𝔽) є групою оборотних
елементiв унiтальної локально матричної алгебри 𝑀𝑝

𝑠 (𝔽). Згiдно з теоремою
Куроша ([84], теорема 10) iснує власна пiдалгебра

1 ∈ 𝐴 & 𝑀
𝑝
𝑠 (𝔽),

яка iзоморфна алгебрi𝑀𝑝
𝑠 (𝔽).

Група 𝐴∗ оборотних елементiв алгебри 𝐴 iзоморфна групi 𝐺𝐿𝑝𝑠 (𝔽), а група
𝐻 = [𝐴∗, 𝐴∗ ] iзоморфна групi 𝑆𝐿𝑝𝑠 (𝔽). При цьому

𝐴∗ ⊆ 𝐺𝐿
𝑝
𝑠 (𝔽), 𝐻 = [𝐴∗, 𝐴∗] ⊆ 𝑆𝐿

𝑝
𝑠 (𝔽).

Якщо 𝐻 = 𝑆𝐿
𝑝
𝑠 (𝔽), то 𝑆𝐿

𝑝
𝑠 (𝔽) ⊆ 𝐴. Звiдси випливає, що 𝐴 = 𝑀

𝑝
𝑠 (𝔽), оскiльки

𝑆𝐿
𝑝
𝑠 (𝔽) породжує алгебру𝑀

𝑝
𝑠 (𝔽) як векторний простiр. Теорема доведена. �

Нехай𝐴, 𝐵 — кiльця. Вiдображення 𝜑 : 𝐴 → 𝐵 називається антиiзоморфiзмом,
якщо:

(i) 𝜑 є iзоморфiзмом адитивних груп кiлець 𝐴 та 𝐵,
(ii) для довiльних елементiв 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 виконується 𝜑 (𝑎, 𝑏) = 𝜑 (𝑎)𝜑 (𝑏).

У цьому випадку кажуть, що кiльця 𝐴 та 𝐵 антиiзоморфнi.
Нехай𝐴 — унiтальна локально матрична алгебра. Спробуємо з’ясувати, якою

мiрою група 𝐴∗ та її комутант [𝐴∗, 𝐴∗] визначають алгебру 𝐴.
Для цього ми доведемо таку теорему.

Теорема 7.6. Нехай 𝐴 та 𝐵 — унiтальнi локально матричнi алгебри. Якщо групи

[𝐴∗, 𝐴∗] та [𝐵∗, 𝐵∗] iзоморфнi, то кiльця 𝐴 та 𝐵 iзоморфнi або антиiзоморфнi.

Бiльш того, для довiльного iзоморфiзму

𝜑 : [𝐴∗, 𝐴∗] → [𝐵∗, 𝐵∗]

або знайдеться iзоморфiзм кiлець 𝜃1 : 𝐴 → 𝐵 такий, що 𝜑 є звуженням 𝜃1

на [𝐴∗, 𝐴∗], або знайдеться антиiзоморфiзм кiлець 𝜃2 : 𝐴 → 𝐵 такий, що для

довiльного елемента 𝑔 ∈ [𝐴∗, 𝐴∗] ми маємо

𝜑 (𝑔) = 𝜃2 (𝑔−1).

Якщо алгебри 𝐴 та 𝐵 злiченно–вимiрнi, то теорему 7.6 можна уточнити.
У цьому випадку, не обмежуючи загальностi, можна припустити, що 𝐴 =
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𝑀
𝑝
𝑠 (𝔽), де 𝑠 — число Стейнiца алгебри 𝐴. Алгебра 𝑀𝑝

𝑠 (𝔽) замкнена вiдносно
транспонування

𝑡 : 𝑀𝑝
𝑠 (𝔽) → 𝑀

𝑝
𝑠 (𝔽),

яке є антиавтоморфiзмом.

Теорема 7.7. Припустимо, що 𝐴 та 𝐵 — злiченно–вимiрнi унiтальнi локально

матричнi алгебри. Якщо групи [𝐴∗, 𝐴∗] та [𝐵∗, 𝐵∗] iзоморфнi, то алгебри 𝐴 та 𝐵

iзоморфнi. Бiльш того, довiльний iзоморфiзм

𝜑 : [𝐴∗, 𝐴∗] → [𝐵∗, 𝐵∗]

або продовжується до iзоморфiзму кiлець𝐴 → 𝐵, або знайдеться iзоморфiзм кiлець

𝜃 : 𝐴 → 𝐵 такий, що для довiльного елемента 𝑔 ∈ [𝐴∗, 𝐴∗] ми маємо

𝜑 (𝑔) = 𝜃

(
(𝑔−1)𝑡

)
.

Доведення теорем 7.6 та 7.7 див. на стор. 256.

Лема 7.4. Нехай𝐴та 𝐵 — злiченно–вимiрнi унiтальнi локально матричнi алгебри.

Якщо 𝐴 та 𝐵 iзоморфнi як кiльця, то вони iзоморфнi i як 𝔽–алгебри.

Доведення. Оскiльки алгебра 𝐵 злiченно–вимiрна, то не обмежуючи загальностi,
будемо вважати, що 𝐵 = 𝑀

𝑝
𝑠 (𝔽), де 𝑠 = st (𝐵). Довiльний автоморфiзм 𝜏 поля 𝔽

пiднiмається до автоморфiзму 𝜑𝜏 алгебри𝑀ℕ(𝔽) :

𝜓𝜏 : (𝑎𝑖 𝑗 )ℕ×ℕ ↦→
(
𝜏 (𝑎𝑖 𝑗 )

)
ℕ×ℕ

.

Пiдалгебра 𝑀𝑝
𝑠 (𝔽) iнварiантна вiдносно 𝜓𝜏 . Нехай 𝜓𝜏 — звуження автоморфi-

зму 𝜓𝜏 на 𝑀𝑝
𝑠 (𝔽). Очевидно, що 𝜏 ↦→ 𝜓𝜏 є зануренням групи Aut(𝔽) у групу

автоморфiзмiв кiльця 𝐵.
Нехай 𝜃 : 𝐴 → 𝐵 — iзоморфiзм кiлець 𝐴 та 𝐵. Тому 𝜃 переводить центр 𝔽 · 1𝐴

алгебри 𝐴 у центр 𝔽 · 1𝐵 алгебри 𝐵. Тодi знайдеться автоморфiзм 𝜏 поля 𝔽 такий,
що

𝜃 (𝛼 · 1𝐵) = 𝜏 (𝛼) · 1𝐵 .

Композицiя𝜓𝜏−1 ◦ 𝜃 є iзоморфiзмом 𝔽–алгебр 𝐴 та 𝐵. Лема доведена. �

Наслiдок 7.2. Групи 𝑆𝐿𝑝𝑠1 (𝔽) та 𝑆𝐿𝑝𝑠2 (𝔽) iзоморфнi тодi й тiльки тодi, коли числа

Cтейнiца 𝑠1 та 𝑠2 однаковi.
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При вивченнi iзоморфiзмiв 𝐴∗ → 𝐵∗ виникає ще один тип гомоморфiзмiв —
центральнi гомотетiї.

Означення 7.2. Пiд центральними гомотетiями ми маємо на увазi гомоморфi-
зми

𝐴∗� [𝐴∗, 𝐴∗] → 𝔽∗.

Теорема 7.8. Для довiльного iзоморфiзму 𝜑 : 𝐴∗ → 𝐵∗ знайдеться центральна

гомотетiя

𝜒 : 𝐴∗� [𝐴∗, 𝐴∗] → 𝔽∗

i або iзоморфiзм кiлець 𝜃1 : 𝐴 → 𝐵 такий, що

𝜑 (𝑔) = 𝜒 (𝑔) 𝜃1(𝑔) для кожного елемента 𝑔 ∈ 𝐴∗,

або антиiзоморфiзм кiлець 𝜃2 : 𝐴 → 𝐵 такий, що

𝜑 (𝑔) = 𝜒 (𝑔) 𝜃2(𝑔−1) для кожного елемента 𝑔 ∈ 𝐴∗.

Якщо алгебра 𝐴 злiченно–вимiрна i 𝐴 = 𝑀
𝑝
𝑠 (𝔽), де 𝑠 — число Стейнiца, то

згiдно з лемою 7.2
𝐴∗� [𝐴∗, 𝐴∗] � 𝐷

𝑝
𝑠 � 𝐷

𝑝

𝑠
.

Теорема 7.9. Припустимо, що 𝐴 та 𝐵 — унiтальнi злiченно–вимiрнi локально

матричнi алгебри. Тодi для довiльного iзоморфiзму 𝜑 : 𝐴∗ → 𝐵∗ знайдеться

центральна гомотетiя

𝜒 : 𝐷𝑝𝑠 � 𝐷
𝑝

𝑠
→ 𝔽∗,

де 𝑠 = st (𝐴), та iзоморфiзм кiлець 𝜃 : 𝐴 → 𝐵 такi, що або

𝜑 (𝑔) = 𝜒 (𝑔) 𝜃 (𝑔) для кожного елемента 𝑔 ∈ 𝐴∗,

або

𝜑 (𝑔) = 𝜒 (𝑔) 𝜃
(
(𝑔−1)𝑡

)
для кожного елемента 𝑔 ∈ 𝐴∗.

Доведення теорем 7.8 та 7.9 див. на стор. 257.
Пояснимо, звiдки беруться центральнi гомотетiї. Припустимо, що для довiль-

ного дiльника 𝑛 числа Стейнiца 𝑠 знайдеться гомоморфiзм 𝔽∗ → 𝔽∗, 𝑎 ↦→ 𝑎1/𝑛,

такий що
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(i)
(
𝑎1/𝑛

)𝑛
= 𝑎 для довiльного 𝑎 ∈ 𝑃∗,

(ii) якщо𝑚 |𝑛, де𝑚, 𝑛 ∈ Ω (𝑠), 𝑛 =𝑚 · 𝑘, то

𝑎1/𝑛 =
(
𝑎1/𝑚

)1/𝑘 для довiльного 𝑎 ∈ 𝔽∗.

Наприклад, якщо 𝔽∗ = ℝ— поле дiйсних чисел i 2 - 𝑠, то вiдображення 𝑎 ↦→ 𝑎1/𝑛,

𝑛 — непарне, однозначно визначене i задовольняє умови (i), (ii). У цьому випадку
має сенс говорити про вiдносний визначник det𝑟 (𝑎) елемента 𝑎 ∈ 𝐴. Справдi,
знайдеться матрична пiдалгебра𝑀𝑛 (𝔽) ⊂ 𝐴 така, що 1, 𝑎 ∈ 𝑀𝑛 (𝔽). Позначимо
через det𝑀𝑛 (𝔽) (𝑎) визначник матрицi 𝑎 в𝑀𝑛 (𝔽). Тодi

det𝑟 (𝑎) =

(
det𝑀𝑛 (𝔽) (𝑎)

)1/𝑛
не залежить вiд вибору пiдалгебри𝑀𝑛 (𝔽). Якщо𝑀𝑚 (𝔽) iнша матрична пiдал-
гебра i𝑀𝑛 (𝔽) ⊂ 𝑀𝑚 (𝔽), то𝑀𝑛 (𝔽) занурюється в𝑀𝑚 (𝔽) дiагонально, тобто 𝑛 |𝑚,
𝑚 = 𝑛 · 𝑘. У цьому випадку

det𝑀𝑚 (𝔽) (𝑎) =

(
det𝑀𝑛 (𝔽) (𝑎)

)𝑘
.

Тому (
det𝑀𝑚 (𝔽) (𝑎)

)1/𝑚
=

(
det𝑀𝑛 (𝔽) (𝑎)

)1/𝑛
.

Вiдображення 𝐴∗ → 𝔽∗, 𝑎 ↦→ det𝑟 (𝑎), є гомоморфiзмом, причому [𝐴∗, 𝐴∗] → 1.
Таким чином,

𝐴∗ � [𝐴∗, 𝐴∗] → 𝔽∗

є центральною гомотетiєю.
Не обмежуючи загальностi будемо вважати алгебри 𝐴 та 𝐵 нескiнченно–

вимiрними. Iзоморфiзми груп 𝑆𝐿𝑛 (𝔽) i 𝐺𝐿𝑛 (𝔽) добре вiдомi (див. [113]). Тодi
iснують матричнi пiдалгебри 1 ∈ 𝑀𝑛 (𝔽) ⊂ 𝐴, 1 ∈ 𝑀𝑚 (𝔽) ⊂ 𝐵, 𝑚, 𝑛 ≥ 4. Згiдно з
теоремою Веддербарна (див. пiдроздiл 3.2) маємо: 𝐴 � 𝑀𝑛 (𝐴′), 𝐵 � 𝑀𝑚 (𝐵′), де 𝐴′

i 𝐵′ — централiзатори пiдалгебр𝑀𝑛 (𝔽) та𝑀𝑚 (𝔽) в алгебрах 𝐴 i 𝐵 вiдповiдно.
Нагадаємо (див., наприклад, [63] або [113]), що для довiльної асоцiативної

𝔽–алгебри 𝑅, яка мiстить одиницю 1, i натурального числа 𝑘 ≥ 2 елементарна
лiнiйна група 𝐸𝑘 (𝑅) визначається як група, породжена трансвекцiями (або
елементарними матрицями) вигляду

𝑡𝑖 𝑗 (𝑎) = 𝐼𝑘 + 𝑒𝑖 𝑗 (𝑎),
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де 𝐼𝑘 — одинична (𝑘×𝑘)–матриця, 1 ≤ 𝑖 ≠ 𝑗 ≤ 𝑘, 𝑎 ∈ 𝑅, а 𝑒𝑖 𝑗 (𝑎) є (𝑘×𝑘)–матрицею,
яка має елемент 𝑎 на перетинi 𝑖-го рядка та 𝑗-го стовпчика i нулi на усiх iнших
мiсцях.

Якщо 𝑅 — поле, то 𝐸𝑘 (𝑅) = 𝑆𝐿𝑘 (𝑅).

Лема 7.5. Комутант [𝐴∗, 𝐴∗] збiгається з лiнiйною групою 𝐸𝑛 (𝐴′).

Доведення. Розглянемо довiльну трансвекцiю 𝑡𝑖 𝑗 (𝑎), 1 ≤ 𝑖 ≠ 𝑗 ≤ 𝑛, 𝑎 ∈ 𝐴′. Тодi
iснує число 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑛, вiдмiнне вiд 𝑖 та вiд 𝑗 . Матимемо: 𝑡𝑖 𝑗 (𝑎) =

[
𝑡𝑖𝑟 (1), 𝑡𝑟 𝑗 (𝑎)

]
,

звiдки випливає, що 𝐸 (𝐴′) ⊆ [𝐴∗, 𝐴∗] .
Тепер припустимо, що 𝑔 ∈ [𝐴∗, 𝐴∗] . Знайдеться пiдалгебра

𝑀𝑞 (𝔽) ⊂ 𝐴 така, що 𝑀𝑛 (𝔽) ⊂ 𝑀𝑞 (𝔽), 𝑔 ∈ 𝑀𝑞 (𝔽) .

Нехай 𝑘 = 𝑞/𝑛, 𝑘 ∈ ℕ. Елемент 𝑔 належить 𝑆𝐿𝑞 (𝔽) = 𝐸𝑞 (𝔽). Розглянемо трансве-
кцiю 𝑡𝑖 𝑗 (𝛼) алгебри𝑀𝑞 (𝔽), 1 ≤ 𝑖 ≠ 𝑗 ≤ 𝑞, 𝛼 ∈ 𝔽.

Алгебра𝑀𝑛 (𝔽) занурюється в алгебру𝑀𝑞 (𝔽) дiагонально. Образомматричної
одиницi 𝑒𝑖𝑖 ∈ 𝑀𝑛 (𝔽) є блочно–дiагональна матриця

𝑒𝑖 = diag
(
𝑒𝑖𝑖 (1), 𝑒𝑖𝑖 (1), . . . , 𝑒𝑖𝑖 (1)

)
.

Алгебру𝑀𝑞 (𝔽) можна ототожнити з алгеброю матриць

𝑀𝑛

(
𝑀𝑘 (𝔽)

)
, де 𝑀𝑘 (𝔽) = 𝐴′

⋂
𝑀𝑞 (𝔽)

є централiзатором пiдалгебри𝑀𝑛 (𝔽) в𝑀𝑞 (𝔽).
Знайдемо цiлi числа 𝑙, 𝑟 ∈ ℤ, такi що

(𝑙 − 1) 𝑛 < 𝑖 ≤ 𝑙 𝑛, (𝑟 − 1) 𝑛 < 𝑗 ≤ 𝑟 𝑛.

Нехай 𝑖 = 𝑖 − (𝑙 − 1) 𝑛, 𝑗 = 𝑗 − (𝑟 − 1) 𝑛. Тодi

𝑒𝑖 𝑗 (𝛼) = 𝑒𝑖 · 𝑒𝑖 𝑗 (𝛼) · 𝑒 𝑗 .

Якщо 𝑖 − 𝑗 не дiлиться на 𝑛, то 𝑖 ≠ 𝑗 i, отже, елемент 𝑡𝑖 𝑗 (𝛼) є трансвекцiєю алгебри
𝑀𝑛 (𝑀𝑘 (𝔽)).

Якщо 𝑖 − 𝑗 дiлиться на 𝑛, то знайдеться число 1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑞, таке що 𝑖 − 𝑙 не
дiлиться на 𝑛. У цьому випадку

𝑡𝑖 𝑗 (𝛼) =
[
𝑡𝑖𝑙 (1), 𝑡𝑙 𝑗 (𝛼)

]
.
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В обох випадках маємо: 𝑡𝑖 𝑗 (𝛼) ∈ 𝐸𝑛 (𝐴′). Позаяк група 𝑆𝐿𝑞 (𝔽) = 𝐸𝑞 (𝔽) породжена
трансвекцiями, то

𝑆𝐿𝑞 (𝔽) ⊆ 𝐸𝑛 (𝐴′) i 𝑔 ∈ 𝐸𝑛 (𝐴′).

Лема доведена. �

I.З. Голубчик iА.В.Михальов [61] таЮ.I. Зельманов [112] описали iзоморфiзми
елементарних лiнiйних груп над кiльцями.

Теорема 7.10 ([61, 112]). Нехай натуральнi числа 𝑚 та 𝑛 такi, що 𝑚, 𝑛 ≥ 4, i
нехай 𝑅, 𝑆 — кiльця. Нехай також 𝜑 : 𝐸𝑛 (𝑅) → 𝐸𝑚 (𝑆) — iзоморфiзм елементарних

лiнiйних груп. Тодi знайдуться центральнi iдемпотенти 𝑒, 𝑓 у матричних кiльцях

𝑀𝑛 (𝑅) та𝑀𝑚 (𝑆) вiдповiдно,

iзоморфiзм 𝜃1 : 𝑒𝑀𝑛 (𝑅) → 𝑓 𝑀𝑚 (𝑆)

i антиiзоморфiзм 𝜃2 : (1 − 𝑒)𝑀𝑛 (𝑅) → (1 − 𝑓 )𝑀𝑚 (𝑆)

такi, що

𝜑 (𝑔) = 𝜃1(𝑒𝑔) + 𝜃2
(
(1 − 𝑒)𝑔−1

)
для всiх елементiв 𝑔 ∈ 𝐸𝑛 (𝑅).

Разом з елементарними лiнiйними групами 𝐸𝑛 (𝑅) розглянемо також гру-
пу 𝐺𝐸𝑛 (𝑅), яка породжена 𝐸𝑛 (𝑅) й усiма оборотними дiагональними (𝑛 × 𝑛)–
матрицями з 𝑅.

Теорема 7.11 ([61, 112]). Розглянемо натуральнi числа𝑚 та 𝑛 такi, що𝑚, 𝑛 ≥ 4,
i нехай 𝑅, 𝑆 кiльця. Нехай також 𝜑 : 𝐺𝐸𝑛 (𝑅) → 𝐺𝐸𝑚 (𝑆) — iзоморфiзм. Тодi

знайдуться центральнi iдемпотенти 𝑒, 𝑓 у матричних кiльцях𝑀𝑛 (𝑅) та𝑀𝑚 (𝑆)
вiдповiдно,

iзоморфiзм 𝜃1 : 𝑒𝑀𝑛 (𝑅) → 𝑓 𝑀𝑚 (𝑆)

i антиiзоморфiзм 𝜃2 : (1 − 𝑒)𝑀𝑛 (𝑅) → (1 − 𝑓 )𝑀𝑚 (𝑆)

та гомоморфiзм

𝜒 : 𝐺𝐸𝑛 (𝑅) → 𝑍
(
𝐺𝐸𝑚 (𝑆)

)
у центр групи 𝐺𝐸𝑚 (𝑆) такi, що

𝜑 (𝑔) = 𝜒 (𝑔)
(
𝜃1(𝑒𝑔) + 𝜃2

(
(1 − 𝑒)𝑔−1

) )
для всiх елементiв 𝑔 ∈ 𝐺𝐸𝑛 (𝑅).
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Доведення теореми 7.6. Припустимо, що 𝐴 i 𝐵 — унiтальнi локально матричнi
алгебри. Нехай𝜑 : [𝐴∗, 𝐴∗] → [𝐵∗, 𝐵∗] — iзоморфiзм. Як i ранiше, миприпускаємо,
що алгебри 𝐴, 𝐵 — нескiнченно–вимiрнi (випадок матричних алгебр добре
вiдомий [113]). Виберемо натуральнi числа 𝑛 ∈ Ω

(
st(𝐴)

)
, 𝑛 ≥ 4, та𝑚 ∈ Ω

(
st(𝐵)

)
,

𝑚 ≥ 4. Тодi згiдно з теоремою Веддербарна алгебри 𝐴, 𝐵 можна ототожнити з
матричними алгебрами 𝑀𝑛 (𝐴′) i 𝑀𝑚 (𝐵′), де 𝐴′, 𝐵′ — централiзатори пiдалгебр
𝑀𝑛 (𝐴) i𝑀𝑚 (𝐵) в алгебрах 𝐴 i 𝐵 вiдповiдно. Згiдно з лемою 7.5

[𝐴∗, 𝐴∗] = 𝐸𝑛 (𝐴′), [𝐵∗, 𝐵∗] = 𝐸𝑚 (𝐵′), 𝜑 : 𝐸𝑛 (𝐴′) → 𝐸𝑚 (𝐵′)

— iзоморфiзм.
Оскiльки алгебри𝐴, 𝐵 — простi, то єдиними їх центральними iдемпотентами

є 0 та 1.
Згiдно з теоремою 7.10 Голубчика–Михальова–Зельманова або знайдеться

iзоморфiзм 𝜃1 : 𝐴 → 𝐵 такий, що 𝜑 (𝑔) = 𝜃1(𝑔) для кожного 𝑔 ∈ [𝐴∗, 𝐴∗], або
знайдеться антиiзоморфiзм 𝜃2 : 𝐴 → 𝐵 такий, що 𝜑 (𝑔) = 𝜃2(𝑔−1) для кожного
𝑔 ∈ [𝐴∗, 𝐴∗] . Теорема 7.6 доведена. �

Доведення теореми 7.7. Нехай 𝐴 i 𝐵 — злiченно–вимiрнi унiтальнi локально
матричнi алгебри. Нехай 𝜑 : [𝐴∗, 𝐴∗] → [𝐵∗, 𝐵∗] — iзоморфiзм. Ми вже вiдмiчали
ранiше, що алгебру 𝐴 можна ототожнити з алгеброю 𝑀

𝑝
𝑠 (𝔽), де 𝑠 = st(𝐴), i що

алгебра 𝐴 = 𝑀
𝑝
𝑠 (𝔽) iнварiантна вiдносно антиавтоморфiзму транспонування 𝑡 .

Якщо 𝜃 : 𝐴 → 𝐵 — антиiзоморфiзм, то вiдображення 𝜃 ′ : 𝐴 → 𝐵, 𝜃 ′(𝑎) = 𝜃 (𝑎𝑡 )
є iзоморфiзмом. Тодi 𝜃 (𝑔−1) = 𝜃 ′ ( (𝑔−1)𝑡 ) . Теорема 7.7 доведена. �

Наслiдок 7.3. Групи 𝑆𝐿𝑝𝑠1 (𝔽) i 𝑆𝐿
𝑝
𝑠2 (𝔽) iзоморфнi тодi й лише тодi, коли числа

Стейнiца 𝑠1 i 𝑠2 однаковi.

Доведення. Ми маємо

𝑆𝐿
𝑝
𝑠𝑖 (𝔽) =

[ (
𝑀
𝑝
𝑠𝑖 (𝔽)

)∗
,
(
𝑀
𝑝
𝑠𝑖 (𝔽)

)∗ ]
, 𝑖 = 1, 2.

Згiдно з теоремою 7.7 i лемою 7.4 iзоморфiзм груп 𝑆𝐿𝑝𝑠1 (𝔽) i 𝑆𝐿
𝑝
𝑠2 (𝔽) тягне за

собою iзоморфiзм алгебр𝑀𝑝
𝑠1 (𝔽) i𝑀

𝑝
𝑠2 (𝔽). Згiдно з теоремою Глiмма 3.8 звiдси

випливає, що 𝑠1 = 𝑠2. Наслiдок доведено. �
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Розглянемо нескiнченно–вимiрну унiтальну локально матричну алгебру 𝐴.
Нехай 1 ∈ 𝑀𝑛 (𝔽) ⊂ 𝐴, 𝑛 ≥ 4. Як i ранiше, ми ототожнимо алгебру 𝐴 з алгеброю
матриць𝑀𝑛 (𝐴′), де 𝐴′ — централiзатор пiдалгебри𝑀𝑛 (𝔽) в 𝐴.

Для доведення теореми 7.8 нам знадобиться така лема.

Лема 7.6. 𝐴∗ = 𝐺𝐸𝑛 (𝐴′).

Доведення. Нехай 𝑔 ∈ 𝐴∗. Iснує матрична пiдалгебра𝑀𝑞 (𝔽) ⊂ 𝐴 така, що

𝑀𝑛 (𝔽) ⊂ 𝑀𝑞 (𝔽) i 𝑔 ∈ 𝑀𝑞 (𝔽).

Тодi 𝑔 ∈
(
𝑀𝑞 (𝔽)

)∗
= 𝐺𝐿𝑞 (𝔽). Вiдомо (див. [63, 113]), що група 𝐺𝐿𝑞 (𝔽) породжує-

ться трансвекцiями i дiагональними матрицями

𝑑11(𝛼) = diag(𝛼, 1, 1, . . . , 1︸        ︷︷        ︸
𝑞

), 0 ≠ 𝛼 ∈ 𝔽.

Як при доведеннi леми 7.5 розглянемо матричнi одиницi 𝑒𝑖𝑖 (1), 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, алгебри
𝑀𝑛 (𝔽). Вони занурюються в алгебру𝑀𝑞 (𝔽) як iдемпотенти

𝑒𝑖 = diag (𝑒𝑖𝑖 (1), 𝑒𝑖𝑖 (1), . . . , 𝑒𝑖𝑖 (1)︸                      ︷︷                      ︸
𝑞/𝑛

).

Маємо:
𝑑11(𝛼) = 𝑒1 𝑑11(𝛼) 𝑒1,

тобто 𝑑11(𝛼) — оборотна дiагональна матриця з𝑀𝑛

(
𝐴′⋂𝑀𝑞 (𝔽)

)
. Отже, 𝑑11(𝛼) ∈

𝐺𝐸𝑛 (𝐴′). Ми показали, що

𝐺𝐿𝑞 (𝔽) ⊂ 𝐺𝐸𝑛 (𝐴′) i 𝑔 ∈ 𝐺𝐸𝑛 (𝐴′).

Лема доведена.
Тепер теорема 7.8 одразу ж випливатиме з леми 7.6, теореми 7.11 Голубчика–

Михальова–Зельманова та з простоти локально матричних алгебр 𝐴 та 𝐵. �

Теорема 7.9 випливає з теореми 7.8, леми 7.2 i того факту, що злiченно–
вимiрна унiтальна локально матрична алгебра𝐴 � 𝑀𝑝

𝑠 (𝔽), 𝑠 = st(𝐴), iнварiантна
вiдносно транспонування 𝑡 .
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Наступна теорема дає опис автоморфiзмiв групи 𝑆𝐿𝑝𝑠 (𝔽), де 𝑠 — нескiнчен-
не число Стейнiца. Позначимо символом 𝐻 циклiчну групу порядку 2, яка
породжується автоморфiзмом 𝑔 ↦→ (𝑔−1)𝑡 , 𝑔 ∈ 𝑆𝐿𝑝𝑠 (𝔽).

Нагадаємо, що мова про алгебри𝑀𝑝
𝑠 (𝔽) йшла у пiдроздiлi 6.4.

Теорема 7.12. Нехай Aut𝔽 (𝑀𝑝
𝑠 (𝔽)) — група автоморфiзмiв алгебри𝑀𝑝

𝑠 (𝔽). Тодi

Aut 𝑆𝐿𝑝𝑠 (𝔽) = 𝐻 · Aut𝔽
(
𝑀
𝑝
𝑠 (𝔽)

)
· Aut(𝔽).

Доведення. Позначимо через Aut𝑟𝑖𝑛𝑔 (𝑀𝑝
𝑠 (𝔽)) групу автоморфiзмiв кiльця𝑀

𝑝
𝑠 (𝔽).

Позначимо також символом 𝜓 автоморфiзм 𝑔 ↦→ (𝑔−1)𝑡 групи 𝑆𝐿𝑝𝑠 (𝔽) i нехай
𝐻 = {𝐼𝑑,𝜓 }. Тодi

Aut
(
𝑆𝐿

𝑝
𝑠 (𝔽)

)
= 𝐻 · Aut𝑟𝑖𝑛𝑔

(
𝑀
𝑝
𝑠 (𝔽)

)
.

Справдi, нехай
𝜑 ∈ Aut

(
𝑆𝐿

𝑝
𝑠 (𝔽)

)
.

За теоремою 7.7 або 𝜑 пiднiмається до автоморфiзму кiльця 𝑀𝑝
𝑠 (𝔽) i в цьому

випадку
𝜑 ∈ Aut𝑟𝑖𝑛𝑔

(
𝑀
𝑝
𝑠 (𝔽)

)
,

або знайдеться автоморфiзм

𝜃 ∈ Aut𝑟𝑖𝑛𝑔
(
𝑀
𝑝
𝑠 (𝔽)

)
такий, що 𝜑 (𝑔) = 𝜃

(
(𝑔−1)𝑡

)
для кожного елемента 𝑔 ∈ 𝑆𝐿𝑝𝑠 (𝔽), i в цьому випадку

𝜑 = 𝜓 𝜃 ∈ 𝐻 · Aut𝑟𝑖𝑛𝑔
(
𝑀
𝑝
𝑠 (𝔽)

)
.

Покажемо, що

Aut𝑟𝑖𝑛𝑔
(
𝑀
𝑝
𝑠 (𝔽)

)
= Aut𝔽

(
𝑀
𝑝
𝑠 (𝔽)

)
· Aut (𝔽).

При доведеннi леми 7.4 ми зазначили, що довiльний автоморфiзм 𝜏 поля
𝔽 продовжується до автоморфiзму 𝜑𝜏 кiльця𝑀ℕ(𝔽), а отже, продовжується до
автоморфiзму 𝜑𝜏 кiльця𝑀𝑝

𝑠 (𝔽). При цьому вiдображення 𝜏 ↦→ 𝜑𝜏 є зануренням
групи Aut (𝔽) в групу Aut𝑟𝑖𝑛𝑔

(
𝑀
𝑝
𝑠 (𝔽)

)
. Якщо 𝜑 — автоморфiзм кiльця𝑀𝑝

𝑠 (𝔽), то
його звуження на центр 𝔽 · Id є автоморфiзмом поля 𝔽. Розглянемо автоморфiзм

𝜑
��
𝔽·Id ∈ �Aut (𝔽) ⊂ Aut𝑟𝑖𝑛𝑔

(
𝑀
𝑝
𝑠 (𝔽)

)
.
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Очевидно, що (
𝜑 · 𝜑

��
𝔽·Id

)−1
тотожно дiє на 𝔽 · Id i тому є автоморфiзмом алгебри 𝑀𝑝

𝑠 (𝔽). Тим самим ми
показали, що

𝜑 =

( (
𝜑 · 𝜑

��
𝔽·Id

)−1 (
𝜑

��
𝔽·Id

)−1
∈ Aut𝔽

(
𝑀
𝑝
𝑠 (𝔽)

)
· �Aut (𝔽).

Ототожнюючи Aut (𝔽) i �Aut (𝔽), ми отримаємо твердження теореми. �

Означення 7.3. Припустимо, що 𝑛, 𝑚 — натуральнi числа, 𝑛 |𝑚, 𝑚 = 𝑛 · 𝑘. Зану-
рення 𝜑 групи 𝑆𝐿𝑛 (𝔽) в групу 𝑆𝐿𝑚 (𝔽) назвемо дiагональним, якщо знайдеться
елемент 𝑔 ∈ 𝐺𝐿𝑚 (𝔽) такий, що

𝜑 (𝑎) = 𝑔−1 · diag (𝑎, 𝑎, . . . , 𝑎) · 𝑔.

Аналогiчно визначається дiагональне занурення групи 𝐺𝐿𝑛 (𝔽) у групу 𝐺𝐿𝑚 (𝔽)
i алгебри𝑀𝑛 (𝔽) в алгебру𝑀𝑚 (𝔽).

Означення7.4. Нехай 𝐼 —частково впорядкованамножина, в якiй для довiльних
двох елементiв 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼 знайдеться елемент 𝑘 ∈ 𝐼 такий, що 𝑖 ≤ 𝑘, 𝑗 ≤ 𝑘. По
аналогiї з [22] називатимемо групу 𝐺 локально 𝑆𝐿–групою, якщо iснує система
пiдгруп 𝐻𝑖 ⊆ 𝐺, 𝑖 ∈ 𝐼 , яка задовольняє такi умови:

1) якщо 𝑖 ≤ 𝑗, то 𝐻𝑖 ⊆ 𝐻 𝑗 ;
2) ⋃

𝑖∈𝐼 𝐻𝑖 = 𝐺 ;
3) для кожного 𝑖 ∈ 𝐼 iснує iзоморфiзм

𝑢𝑖 : 𝐻𝑖 → 𝑆𝐿𝑛𝑖 (𝔽), 𝑛𝑖 ∈ ℕ;

4) якщо 𝑖 ≤ 𝑗, то
𝜑𝑖 𝑗 = 𝑢−1𝑖 𝜋𝑖 𝑗 𝑢 𝑗 : 𝑆𝐿𝑛𝑖 (𝔽) → 𝑆𝐿𝑛 𝑗 (𝔽)

є дiагональним зануренням.
Аналогiчно визначається локально 𝐺𝐿–група.

Далi имволом id𝑖 𝑗 : 𝐻𝑖 → 𝐻 𝑗 позначатимемо гомоморфiзм занурення.

Лема 7.7. Локально 𝑆𝐿–група (вiдповiдно 𝐺𝐿–група) 𝐺 є прямою границею груп

𝑆𝐿𝑛𝑖 (𝔽) (вiдповiдно 𝐺𝐿𝑛𝑖 (𝔽)) iз зануреннями

𝜑𝑖 𝑗 = 𝑢−1𝑖 𝜋𝑖 𝑗 𝑢 𝑗 , 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼 , 𝑖 ≤ 𝑗 .
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Доведення. Очевидно, що 𝜑𝑖𝑖 = id𝑖𝑖 . Далi, для iндексiв 𝑖, 𝑗, 𝑘 ∈ 𝐼 , таких що
𝑖 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘, маємо:

𝜑𝑖 𝑗 𝜑 𝑗𝑘 =
(
𝑢−1𝑖 𝜋𝑖 𝑗 𝑢 𝑗

) (
𝑢−1𝑗 𝜋 𝑗𝑘 𝑢𝑘

)
= 𝑢−1𝑖 𝜋𝑖 𝑗 𝜋 𝑗𝑘 𝑢𝑘 = 𝑢−1𝑖 𝜋𝑖𝑘 𝑢𝑘 = 𝜑𝑖𝑘 .

Таким чином, система гомоморфiзмiв 𝜑𝑖 𝑗 задовольняє умови для iснування
прямої границi груп. Легко бачити, що ця границя iзоморфна групi 𝐺. Лема
доведена. �

Приклад 7.1. Нехай 𝐴 — унiтальна локально матрична алгебра. Тодi її група
оборотних елементiв 𝐴∗ є локально 𝐺𝐿–групою, а група [𝐴∗, 𝐴∗] є локально
𝑆𝐿–групою.

Справдi, нехай 𝐼 — множина всiх пiдалгебр 𝐵 ⊂ 𝐴, якi мiстять 1 i iзоморфнi
матричнiй алгебрi, 𝑢𝐵 : 𝑀𝑛(𝐵) (𝔽) → 𝐵 — вiдповiдний iзоморфiзм, 𝑛(𝐵) ∈ ℕ.

Множина 𝐼 частково впорядкована вiдносно занурення. Легко бачити, що для
двох пiдалгебр 𝐵, 𝐵 ′ ∈ 𝐼 , 𝐵 ⊆ 𝐵 ′, занурення

𝑢𝐵 𝜋𝐵,𝐵 ′ 𝑢−1𝐵 ′ : 𝑀𝑛(𝐵) (𝔽) → 𝑀𝑛(𝐵 ′) (𝔽)

дiагональнi. Звуження дiагонального занурення алгебр на групи оборотних
елементiв дає нам дiагональне занурення

𝐺𝐿𝑛(𝐵) (𝔽) → 𝐺𝐿𝑛(𝐵 ′) (𝔽)

i дiагональне занурення

𝑆𝐿𝑛(𝐵) (𝔽) → 𝑆𝐿𝑛(𝐵 ′) (𝔽).

Теорема 7.13. Для довiльної локально 𝑆𝐿–групи (вiдповiдно 𝐺𝐿–групи) 𝐺 знайде-

ться єдина (з точнiстю до iзоморфiзму) локально матрична алгебра 𝐴 така, що

𝐺 � [𝐴∗, 𝐴∗] (вiдповiдно така, що 𝐺 � 𝐴∗).

Доведення. Припустимо, що𝐺 — локально 𝑆𝐿–група, {𝐻𝑖}𝑖∈𝐼 — вiдповiдна локаль-
на система пiдгруп, 𝑢𝑖 : 𝐻𝑖 → 𝑆𝐿𝑛𝑖 (𝔽) — iзоморфiзми i якщо 𝑖 ≤ 𝑗, то занурення
𝑢−1𝑖 𝜋𝑖 𝑗 𝑢 𝑗 дiагональнi.

Кожне дiагональне занурення 𝑆𝐿𝑛 (𝔽) → 𝑆𝐿𝑚 (𝔽) єдиним чином продовжує-
ться до дiагонального занурення матричних алгебр𝑀𝑛 (𝔽) → 𝑀𝑚 (𝔽). Нехай

𝜑𝑖 𝑗 : 𝑀𝑛𝑖 (𝔽) → 𝑀𝑛 𝑗 (𝔽)
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— дiагональне продовження гомоморфiзму 𝑢−1𝑖 𝜋𝑖 𝑗 𝑢 𝑗 груп. Як було показано при
доведеннi леми 7.7, 𝜑𝑖 𝑗 𝜑 𝑗𝑘 i 𝜑𝑖𝑘 збiгаються на 𝑆𝐿𝑛𝑖 (𝔽). Отже,

𝜑𝑖 𝑗 𝜑 𝑗𝑘 = 𝜑𝑖𝑘 .

Система алгебр 𝑀𝑛𝑖 (𝔽) i гомоморфiзмiв 𝜑𝑖 𝑗 задовольняє умови для iснування
прямої границi (див. пiдроздiл 2.1).

Пряма границя системи матричних алгебр (за умови, що гомоморфiзми
𝜑𝑖 𝑗 вiдображають одиницю в одиницю) є унiтальною локально матричною
алгеброю. Позначимо пряму границю системи(

𝑀𝑛𝑖 (𝔽), 𝜑𝑖 𝑗 ; 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼 , 𝑖 ≤ 𝑗
)

через 𝐴. У цьому випадку [𝐴∗, 𝐴∗] (вiдповiдно 𝐴∗) є прямою границею груп
𝑆𝐿𝑛𝑖 (𝔽) (вiдповiдно𝐺𝐿𝑛𝑖 (𝔽)) i гомоморфiзмiв 𝑢−1𝑖 𝜋𝑖 𝑗 𝑢 𝑗 . Згiдно з лемою 7.7 маємо
[𝐴∗, 𝐴∗] � 𝐺 (вiдповiдно 𝐴∗ � 𝐺).

Для доведення єдиностi алгебри 𝐴 достатньо зiслатися на теорему 7.7. Тим
самим теорема 7.13 доведена. �

Означення 7.5. Нехай 𝐺 — локально 𝑆𝐿–група (вiдповiдно 𝐺𝐿–група) i нехай{
𝐻𝑖, 𝑢𝑖 : 𝐻𝑖 → 𝑆𝐿𝑛𝑖 (𝔽), 𝑖 ∈ 𝐼

}
— вiдповiдна локальна система пiдгруп. Тодi найменше спiльне кратне чисел 𝑛𝑖,
𝑖 ∈ 𝐼 , називається числом Стейнiца st(𝐺) групи 𝐺.

Легко бачити, що для довiльної унiтальної локально матричної алгебри 𝐴
ми маємо

st (𝐴) = st (𝐴∗) = st
(
[𝐴∗, 𝐴∗]

)
.

Iз теореми 7.13 i теореми Глiмма 3.8 одразу отримуємо таку теорему.

Теорема 7.14. Якщо 𝐺 — злiченна локально 𝑆𝐿–група (вiдповiдно локально 𝐺𝐿–

група), то 𝐺 � 𝑆𝐿𝑝𝑠 (𝔽) (вiдповiдно 𝐺 � 𝐺𝐿
𝑝
𝑠 (𝔽)), де 𝑠 = st(𝐺).

З результатiв пiдроздiлу 2.3 i теореми 7.13 випливає наслiдок.

Наслiдок 7.4. Iснують незлiченнi неiзоморфнi локально 𝑆𝐿–групи𝐺1, 𝐺2 такi, що

|𝐺1 | = |𝐺2 | i st (𝐺1) = st (𝐺2).
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Висновки до роздiлу 7

У цьому роздiлi вивчалися нескiнченнi перiодичнi матрицi. Основними
результатами роздiлу є:

• Показано, що для довiльного числа Стейнiца 𝑠 множина𝑀𝑝
𝑠 (𝔽) нескiнчен-

них перiодичних блочно–дiагональних (ℕ ×ℕ)–матриць над полем 𝔽 з
перiодом, який дiлить число Стейнiца 𝑠 , є локальноматричною унiтальною
злiченно–вимiрною алгеброю з числом Стейнiца 𝑠 . Група𝐺𝐿𝑝𝑠 (𝔽) оборо-
тних елементiв алгебри 𝑀𝑝

𝑠 (𝔽) i її комутант 𝑆𝐿
𝑝
𝑠 (𝔽) = [𝐺𝐿𝑝𝑠 (𝔽),𝐺𝐿

𝑝
𝑠 (𝔽)] є

локально 𝐺𝐿– i локально 𝑆𝐿–групами вiдповiдно.
• Доведено, що для довiльного числа Стейнiца 𝑠 центр 𝐶𝑠 групи 𝑆𝐿𝑝𝑠 (𝔽)
складається зi скалярних матриць, якi мiстять коренi 𝑛–го степеня з
одиницi на дiагоналi, де 𝑛 є довiльним натуральним числом, яке дiлить
число Стейнiца 𝑠 .

• Показано, що якщо 𝑠 — нескiнченне число Стейнiца, то спецiальна про-
ективна лiнiйна група 𝑃𝑆𝐿𝑝𝑠 (𝔽), яка є фактор–групою групи 𝑆𝐿

𝑝
𝑠 (𝔽) за

її центром 𝐶𝑠 , є простою. Також доведено, що якщо для довiльного на-
турального дiльника 𝑛 числа Стейнiца 𝑠 у полi 𝔽 iснують коренi 𝑛–го
степеня, то група 𝑃𝐺𝐿𝑝𝑠 (𝔽), яка є фактор–групою групи𝐺𝐿𝑝𝑠 (𝔽) за центром
𝐶𝑠, iзоморфна групi 𝑃𝑆𝐿𝑝𝑠 (𝔽).

• Доведено, що для унiтальних локально матричних алгебр 𝐴 i 𝐵 та їх груп
оборотних елементiв 𝐴∗ i 𝐵∗ вiдповiдно з того, що комутанти [𝐴∗, 𝐴∗] i
[𝐵∗, 𝐵∗] iзоморфнi, випливає, що кiльця𝐴 i 𝐵 або iзоморфнi, або антиiзомор-
фнi. Бiльш того, показано, що довiльний iзоморфiзм 𝜑 комутантiв [𝐴∗, 𝐴∗]
i [𝐵∗, 𝐵∗] або продовжується до iзоморфiзму кiлець𝐴 i 𝐵, або знайдеться ан-
тиiзоморфiзм 𝜃 цих кiлець такий, що для довiльного елемента 𝑔 ∈ [𝐴∗, 𝐴∗]
дiя iзоморфiзму 𝜑 на цей елемент 𝑔 збiгається з дiєю антиiзоморфiзму 𝜃
на елемент, обернений до 𝑔.

• Доведено, що коли унiтальна локально матрична алгебра злiченно–
вимiрна, то вона iзоморфна для деякого числа Стейнiца 𝑠 алгебрi𝑀𝑝

𝑠 (𝔽)
нескiнченних перiодичних блочно–дiагональних (ℕ ×ℕ)–матриць над
полем 𝔽 з перiодом, який дiлить число 𝑠 . У цьому випадку алгебра𝑀𝑝

𝑠 (𝔽)
є алгеброю з iнволюцiєю транспонування 𝑡 : 𝑀𝑝

𝑠 (𝔽) → 𝑀
𝑝
𝑠 (𝔽).
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• Доведено, що коли 𝐴 та 𝐵 — злiченно–вимiрнi унiтальнi локально ма-
тричнi алгебри i комутанти [𝐴∗, 𝐴∗] та [𝐵∗, 𝐵∗] груп оборотних елементiв
iзоморфнi, то алгебри 𝐴 та 𝐵 також iзоморфнi. Бiльш того, для кожно-
го iзоморфiзму 𝜑 комутантiв [𝐴∗, 𝐴∗] та [𝐵∗, 𝐵∗] знайдеться iзоморфiзм
𝜃 кiлець 𝐴 та 𝐵, який або продовжує iзоморфiзм 𝜑 , або для довiльного
елемента 𝑔 ∈ [𝐴∗, 𝐴∗] дiя iзоморфiзму 𝜑 на цей елемент 𝑔 збiгається з дiєю
антиiзоморфiзму 𝜃 на елемент (𝑔−1)𝑡 .

• Показано, що групи 𝑆𝐿𝑝𝑠1 (𝔽) та 𝑆𝐿
𝑝
𝑠2 (𝔽) iзоморфнi тодi й тiльки тодi, коли

числа Cтейнiца 𝑠1 та 𝑠2 рiвнi.
• Доведено, що група автоморфiзмiв Aut

(
𝑆𝐿

𝑝
𝑠 (𝔽)

)
алгебри 𝑆𝐿𝑝𝑠 (𝔽) iзоморфна

добутковi циклiчної групи порядку 2, породженої автоморфiзмом групи
𝑆𝐿

𝑝
𝑠 (𝔽), який кожен елемент 𝑔 цiєї групи переводить в (𝑔−1)𝑡 , групи ав-

томорфiзмiв Aut𝔽
(
𝑀
𝑝
𝑠 (𝔽)

)
алгебри𝑀𝑝

𝑠 (𝔽) та групи автоморфiзмiв Aut(𝔽)
поля 𝔽.
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Роздiл 8

Диференцiювання алгебр нескiнченних
матриць

У цьому роздiлi ми вивчаємо диференцiювання найбiльшпопулярних алгебр
нескiнченних матриць. Перша з них — злiченно–вимiрна алгебра𝑀∞(𝔽), яку
ми обговорювали при доведеннi теореми 4.2 i в лемi 4.17. Iнша — алгебра лiнiй-
них перетворень скiнченного рангу злiченно–вимiрного векторного простору.
Отриманi результати застосовуються для опису диференцiювань:

(1) алгебри 𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝔽) усiх (ℕ × ℕ)–матриць, якi мають скiнченну кiлькiсть
ненульових елементiв у кожному стовпчику i в кожному рядку,

(2) алгебри матриць Якобi.

Ми вивчаємо також диференцiювання вiдповiдних алгебр Лi. Результати
цього роздiлу опублiковано в [24].

8.1 Асоцiативнi алгебри нескiнченних матриць

Нагадаємо, що через𝑀ℕ(𝔽) ми позначаємо алгебру усiх (ℕ ×ℕ)–матриць
над полем 𝔽, якi мають скiнченне число ненульових елементiв у кожному
стовпчику. Також нагадаємо, що𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝔽) — пiдалгебра алгебри𝑀ℕ(𝔽), а𝑀∞(𝔽)
— iдеал алгебри𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝔽). Для елемента 𝑎 ∈ 𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝔽) позначимо символом ad (𝑎)
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оператор комутування

ad (𝑎) : 𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝔽) → 𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝔽),

а через
ad𝑀∞(𝔽) (𝑎)

— його звуження на iдеал𝑀∞(𝔽).

Теорема 8.1. Кожне диференцiювання алгебри𝑀∞(𝐼 ,𝔽) має вигляд

ad𝑀∞(𝐼 ,𝔽) (𝑎), де 𝑎 ∈ 𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽).

Нагадаємо, що для довiльних множин 𝑋, 𝑌 множину вiдображень 𝑋 → 𝑌

можна ототожнити з декартовим добутком |𝑋 | копiй множин 𝑌 (тут |𝑋 |, як
i ранiше, означає потужнiсть множини 𝑋 ). На множинi 𝑌 задамо дискретну
топологнiю. Тодi на множинi

Map (𝑋,𝑌 ) усiх вiдображень 𝑋 → 𝑌

можна визначити топологiю Тихонова.

Лема 8.1. Нехай
𝑥 (𝑘) =

(
𝑥
(𝑘)
𝑖 𝑗

)
ℕ×ℕ , 𝑘 ≥ 1,

— послiдовнiсть елементiв з 𝔽–алгебри 𝑀ℕ(𝔽). Припустимо, що послiдовнiсть

операторiв

ad𝑀∞(𝔽)
(
𝑥 (𝑘)

)
∈ Map

(
𝑀∞(𝔽), 𝑀ℕ(𝔽)

)
збiгається в топологiї Тихонова при 𝑘 → ∞. Тодi для кожного натурального числа

𝑛 знайдеться натуральне число 𝑁𝑛 таке, що:

𝑥
(𝑁𝑛)
𝑖 𝑗 = 𝑥

(𝑁𝑛+1)
𝑖 𝑗 = · · · ,

якщо 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑗 > 𝑛, або якщо 𝑖 > 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛,

а також

𝑥
(𝑁𝑛)
𝑗 𝑗 − 𝑥

(𝑁𝑛)
𝑖𝑖 = 𝑥

(𝑁𝑛+1)
𝑗 𝑗 − 𝑥

(𝑁𝑛+1)
𝑖𝑖 = · · · ,

якщо 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛.
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Доведення. Збiжнiсть у топологiї Тихонова означає, що для кожного натураль-
ного числа 𝑛 знайдеться натуральне число 𝑁𝑛 таке, що для кожної матрицi

[𝑎] =

(
𝑎 0
0 0

)
, 𝑎 ∈ 𝑀𝑛 (𝔽)

матимемо:

ad𝑀∞(𝔽)
(
𝑥 (𝑁𝑛) ) [𝑎] = ad𝑀∞(𝔽)

(
𝑥 (𝑁𝑛+1) ) [𝑎] = · · · .

Розiб’ємо матрицю 𝑥 (𝑘) на блоки:

𝑥 (𝑘) =

(
𝑥 (𝑘) (1, 1) 𝑥 (𝑘) (1, 2)
𝑥 (𝑘) (2, 1) 𝑥 (𝑘) (2, 2)

)
,

де
𝑥 (𝑘) (1, 1) ∈ 𝑀𝑛 (𝔽), 𝑥 (𝑘) (1, 2) ∈ 𝑀𝑛,∞(𝔽),

𝑥 (𝑘) (2, 1) ∈ 𝑀∞,𝑛 (𝔽), 𝑥 (𝑘) (2, 2) ∈ 𝑀ℕ(𝔽).

Тодi матриця [
𝑥 (𝑘), [𝑎]

]
=

( [
𝑥 (𝑘) (1, 1), 𝑎

]
−𝑎 𝑥 (𝑘) (1, 2)

𝑥 (𝑘) (2, 1) 𝑎 0

)
не залежить вiд вибору 𝑘 при 𝑘 ≥ 𝑁𝑛 .

Зокрема, вибравши одиничну (𝑛 × 𝑛)–матрицю в ролi матрицi 𝑎, ми отрима-
ємо

𝑥 (𝑁𝑛) (1, 2) = 𝑥 (𝑁𝑛+1) (1, 2) = · · ·

та
𝑥 (𝑁𝑛) (2, 1) = 𝑥 (𝑁𝑛+1) (2, 1) = · · · .

Матрицi
𝑥 (𝑁𝑛) (1, 1), 𝑥 (𝑁𝑛+1) (1, 1), ...

вiдрiзняються одна вiд одної скалярними матрицями. Лема 8.1 доведена. �

Доведемо тепер саму теорему 8.1.

Доведення теореми 8.1. Нехай 𝑑 — диференцiювання алгебри 𝑀∞(𝔽). Згiдно з
теоремою 6.1 знайдуться елементи

𝑥 (𝑘) ∈ 𝑀∞ (𝔽)
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такi, що
𝑑 = lim

𝑘→∞
ad𝑀∞(𝔽) (𝑥 (𝑘))

у топологiї Тихонова. Згiдно з лемою 8.1 для довiльних 𝑖 ≠ 𝑗, 𝑖, 𝑗 ∈ ℕ,

послiдовнiсть 𝑥 (𝑘)𝑖 𝑗 стабiлiзується при 𝑘 → ∞ на деякому елементi 𝑦𝑖 𝑗 ∈ 𝔽.

Для довiльного 𝑖 ≥ 2

послiдовнiсть 𝑥 (𝑘)𝑖𝑖 − 𝑥
(𝑘)
11 також стабiлiзується на деякому елементi 𝑦𝑖𝑖 .

Покладемо
𝑦11 = 0, 𝑦 =

(
𝑦𝑖 𝑗

)
𝑖, 𝑗≥1.

Як i ранiше, розiб’ємо матрицю 𝑦 на блоки:

𝑦 =

(
𝑦 (1, 1) 𝑦 (1, 2)
𝑦 (2, 1) 𝑦 (2, 2)

)
,

де
𝑦 (1, 1) ∈ 𝑀𝑛 (𝔽), 𝑦 (1, 2) ∈ 𝑀𝑛,∞(𝔽),

𝑦 (2, 1) ∈ 𝑀∞,𝑛 (𝔽), 𝑦 (2, 2) ∈ 𝑀ℕ(𝔽).

Згiдно з лемою 8.1 при 𝑘 ≥ 𝑁𝑛 матимемо:

𝑥 (𝑘) (1, 2) = 𝑦 (1, 2), 𝑥 (𝑘) (2, 1) = 𝑦 (2, 1),

𝑥 (𝑘) (1, 1) − 𝑦 (1, 1) — скалярна (𝑛 × 𝑛)–матриця.

Звiдси випливає, що для кожної (𝑛 × 𝑛)–матрицi 𝑎 i матрицi

[𝑎] =

(
𝑎 0
0 0

)
матимемо:

𝑑
(
[𝑎]

)
= lim

𝑘→∞

[
𝑥 (𝑘), [𝑎]

]
=

[
𝑦, [𝑎]

]
.

Покажемо, що матриця 𝑦 належить алгебрi нескiнченних матриць𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝔽).
Розглянемо стовпчик з номером 𝑗 матрицi 𝑦. Нехай 𝑛 ≥ 𝑗 . Тодi

𝑦 (2, 1) = 𝑥 (𝑁𝑛) (2, 1).
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Оскiльки
𝑥 (𝑁𝑛) (2, 1) ∈ 𝑀∞ (𝔽),

то множина {
𝑖 > 𝑁𝑛 | 𝑦𝑖 𝑗 ≠ 0

}
скiнченна. Аналогiчно доводиться, що кожний рядок матрицi 𝑦 мiстить скiнчен-
ну кiлькiсть ненульових елементiв. Отже, 𝑦 ∈ 𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝔽). Теорема 8.1 доведена. �

Теорема 8.2. Кожне диференцiювання алгебри𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝔽) є внутрiшнiм.

Доведення. Нехай𝑑 — диференцiювання алгебри𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝔽). Iдеал𝑀∞(𝔽) збiгається
зi своїм квадратом, тому

𝑑
(
𝑀∞(𝔽)

)
= 𝑑

(
𝑀∞(𝔽) · 𝑀∞(𝔽)

)
⊆

𝑑
(
𝑀∞(𝔽)

)
· 𝑀∞(𝔽) + 𝑀∞(𝔽) 𝑑

(
𝑀∞(𝔽)

)
⊆ 𝑀∞(𝔽).

Ми довели, що iдеал𝑀∞(𝔽) iнварiантний вiдносно 𝑑 . Позаяк звуження ди-
ференцiювання 𝑑 на𝑀∞(𝔽) є диференцiюванням алгебри𝑀∞(𝔽), то знайдеться
елемент 𝑦 ∈ 𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝔽) такий, що

𝑑 (𝑎) = [𝑦, 𝑎] для кожного елемента 𝑦 ∈ 𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝔽) .

Розглянемо диференцiювання

𝑑 ′ = 𝑑 − ad(𝑦) алгебри 𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝔽), 𝑑 ′ (
𝑀∞(𝔽)

)
= {0}.

Для довiльних елементiв

𝑢 ∈ 𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝔽), 𝑎 ∈ 𝑀∞(𝔽)

маємо: 𝑢𝑎 ∈ 𝑀∞(𝔽). Отже, 𝑑 ′(𝑢 𝑎) = 𝑑 ′(𝑢) 𝑎 = 0. �

Ми довели, що
𝑑 ′ (

𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝔽)
)
· 𝑀∞(𝔽) = {0}.

Аналогiчно,
𝑀∞(𝔽) · 𝑑 ′ ( 𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝔽)

)
= {0}.

Таким чином, якщо
𝑧 = (𝑧𝑖 𝑗 ) ∈ 𝑑 ′ ( 𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝔽)

)
,
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то
𝑒𝑖𝑖 𝑧 𝑒 𝑗 𝑗 = 𝑒𝑖 𝑗 (𝑧𝑖 𝑗 ) = 0, 𝑧𝑖 𝑗 = 0.

Отже, 𝑑 = ad(𝑦). Теорема 8.2 доведена.
Розглянемо тепер алгебру (ℤ × ℤ)–матриць Якобi. Нагадаємо, що матриця

( 𝑎𝑖 𝑗 )𝑖, 𝑗 ∈ ℤ

називається матрицею Якобi, якщо знайдеться натуральне число 𝑛 таке, що

𝑎𝑖 𝑗 = 0 при |𝑖 − 𝑗 | > 𝑛.

Iншими словами, матриця Якобi — це нескiнченнi (ℤ × ℤ)–стрiчковi матрицi
з ненульовими елементами в скiнченнiй кiлькостi стрiчок, що розмiщуються
вздовж головної дiагоналi. Матрицi Якобi утворюють пiдалгебру алгебри𝑀ℤ(𝔽),
яку ми будемо позначати символом𝑀𝐽 (𝔽).

До сих пiд ми розглядали (ℕ × ℕ)–матрицi. Однак, легко побачити, що
алгебри нескiнченних (ℕ ×ℕ)–матриць𝑀∞(𝔽), 𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝔽), 𝑀ℕ(𝔽) iзоморфнi ана-
логiчним алгебрам нескiнченних (ℤ×ℤ)–матриць𝑀∞(ℤ,𝔽), 𝑀𝑟𝑐 𝑓 (ℤ,𝔽), 𝑀ℤ(𝔽),
оскiльки при розглядi цих алгебр значення має лише потужнiсть множини
iндексiв. Очевидно, що

𝑀∞(ℤ,𝔽) ⊂ 𝑀𝐽 (𝔽) ⊂ 𝑀𝑟𝑐 𝑓 (ℤ,𝔽) ⊂ 𝑀ℤ(𝔽).

Теорема 8.3. Кожне диференцiювання алгебри𝑀𝐽 (𝔽) є внутрiшнiм.

Доведення. Легко бачити, що𝑀∞(ℤ,𝔽) — iдеал в алгебрi𝑀𝐽 (𝔽). Отже, як i при
доведеннi теореми 8.2, кожне диференцiювання 𝑑 алгебри 𝑀𝐽 (𝔽) переводить
𝑀∞(ℤ,𝔽) у себе. Згiдно з теоремою 8.1 iснує матриця 𝑦 ∈ 𝑀𝑟𝑐 𝑓 (ℤ,𝔽) така, що

𝑑 (𝑎) = [ 𝑦, 𝑎 ] для кожного елемента 𝑎 ∈ 𝑀∞(ℤ,𝔽).

Мiркуючи так, як при доведеннi теореми 8.2, ми бачимо, що

𝑑 (𝑎) = [ 𝑦, 𝑎 ] для кожного елемента 𝑎 ∈ 𝑀𝐽 (𝔽).

Тому залишилося показати, що 𝑦 ∈ 𝑀𝐽 (𝔽).
Покажемо спочатку, що 𝑦 ∈ 𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝔽). Нехай 𝑖 ∈ ℤ. Матриця [𝑦, 𝑒𝑖𝑖] має нулi

всюди, крiм 𝑖–го рядка та 𝑖–го стовпчика. Оскiльки

[ 𝑦, 𝑒𝑖𝑖 ] ∈ 𝑀𝐽 (𝔽), то [ 𝑦, 𝑒𝑖𝑖 ] ∈ 𝑀∞(ℤ,𝔽).
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Звiдси випливає, що 𝑖–тий рядок матрицi 𝑦 мiстить скiнченну кiлькiсть нену-
льових елементiв.

Нехай 𝑘 ∈ ℤ. Будемо говорити, що матриця (𝑎𝑖 𝑗 )ℤ×ℤ має ненульову 𝑘–ту
дiагональ, якщо знайдуться 𝑖, 𝑗 ∈ ℤ такi, що 𝑗 − 𝑖 = 𝑘 та 𝑎𝑖 𝑗 ≠ 0. Матрицi з𝑀𝐽 (𝔽)
мають скiнченну кiлькiсть ненульових дiагоналей.

Розглянемо множини

ℤ+ = { 𝑖 ∈ ℤ
�� 𝑖 ≥ 0 }, ℤ− = { 𝑖 ∈ ℤ

�� 𝑖 < 0 }.

Цi множини не перетинаються, тому ℤ = ℤ− t ℤ задає розбиття

ℤ × ℤ =

(
ℤ− × ℤ−

)
t

(
ℤ− × ℤ+

)
t

(
ℤ+ × ℤ−

)
t

(
ℤ+ × ℤ+

)
.

Нехай кожен iз символiв 𝜎 i 𝜏 належать множинi {+,−}. Для матрицi 𝑦 = (𝑦𝑖 𝑗 )
розглянемо матрицi, елементи якої

𝑦𝑖 𝑗 (𝜎, 𝜏) =

{
𝑦𝑖 𝑗 , якщо (𝑖, 𝑗) ∈ ℤ𝜎 × ℤ𝜏 ,
0, в iншому випадку.

Маємо:
𝑦 = 𝑦 (−,−) + 𝑦 (−, +) + 𝑦 (+,−) + 𝑦 (+, +) .

Розглянемо матрицю
𝐸+ =

∑︁
𝑖≥0

𝑒𝑖,𝑖 ∈ 𝑀𝐽 (𝔽).

Тодi також матимемо:

[𝑦, 𝐸+] = 𝑦 (−, +) − 𝑦 (+,−) ∈ 𝑀𝐽 (𝔽).

Звiдси випливає, що матрицi 𝑦 (−, +), 𝑦 (+,−) мають скiнченну кiлькiсть ненульо-
вих елементiв. Якщо матриця 𝑦 не належить алгебрi𝑀𝐽 (𝔽), то одна з матриць
𝑦 (−,−), 𝑦 (+, +) має нескiнченно багато ненульових дiагоналей.

Не зменшуючи загальностi, будемо припускати, що такою матрицею є
матриця 𝑦 (+, +). Справдi, автоморфiзм ℤ → ℤ, 𝑖 ↦→ −𝑖, задає автоморфiзм
алгебри𝑀ℤ(𝔽), який переводить пiдалгебру𝑀𝐽 (𝔽) у себе. При цьому квадранти
ℤ− × ℤ− та ℤ+ × ℤ+ змiнюються мiсцями.

Бiльш того, ми можемо вважати, що матриця 𝑦 (+, +) має нескiнченно багато
ненульових додатних дiагоналей. Справдi, розглянемо транспозицiю

𝑡 : 𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝔽) → 𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝔽).
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Це перетворення переводить пiдалгебру𝑀𝐽 (𝔽) в себе. Тому

[ 𝑦𝑡 , 𝑀 𝐽 (𝔽) ] ⊆ 𝑀𝐽 (𝔽).

Крiм того,
𝑦 (𝜎, 𝜎)𝑡 = 𝑦𝑡 (𝜎, 𝜎), 𝜎 = ±.

Якщо матриця 𝑦 (+, +) має скiнченну множину ненульових дiагоналей з дода-
тними номерами i нескiнченну множину ненульових дiагоналей з вiд’ємними
номерами, то матриця 𝑦𝑡 (+, +) навпаки має нескiнченну множину ненульових
дiагоналей з додатними номерами i скiнченну множину ненульових дiагоналей
з вiд’ємними номерами.

Побудуємо зростаючу послiдовнiсть додатних чисел

𝑖1 < 𝑗1 < 𝑖1 < 𝑗2 < · · ·

таку, що

𝑗1 − 𝑖1 < 𝑗2 − 𝑖2 < · · · та 𝑦𝑖𝑠 , 𝑗𝑠 ≠ 0 для кожного 𝑠 ≥ 1.

Нехай 𝑦𝑘𝑙 ≠ 0, 𝑘, 𝑙 ≥ 1. Покладемо 𝑖1 = 𝑘, 𝑗1 = 𝑙 . Припустимо, що числа

𝑖1 < 𝑗1 < · · · < 𝑖𝑛 < 𝑗𝑛

вибранi. Оскiльки рядки з номерами 𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑖𝑛, мiстять скiнченну кiлькiсть
ненульових елементiв, то матриця 𝑦 (+, +) ′, яку визначимо у такий спосiб:

𝑦𝑖 𝑗 (+, +) ′ =

{
𝑦𝑖 𝑗 , при 𝑖 > 𝑗, 𝑗 ∈ ℤ+,
0, в iншому випадку,

також має нескiнченну множину ненульових додатних дiагоналей. Зокрема,
знайдеться пара (𝑖, 𝑗), 𝑖 > 𝑖𝑛+1, яка знаходиться на дiагоналi з номером 𝑘 > 𝑗𝑛 − 𝑖𝑛,
i така, що 𝑦𝑖 𝑗 ≠ 0. Покладемо

𝑖𝑛+1 = 𝑖, 𝑗𝑛+1 = 𝑖𝑛+1 + 𝑘.

Послiдовнiсть 𝑖1 < 𝑗1 < 𝑖2 < 𝑗2 < · · · побудована.
Розглянемо тепер дiагональну матрицю

𝑄 =
∑︁
𝑠≥1

𝑒 𝑗𝑠 , 𝑗𝑠 .
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Легко бачити, що
[ 𝑦, 𝑄 ]𝑖𝑠 , 𝑗𝑠 = 𝑦𝑖𝑠 , 𝑗𝑠 ≠ 0, 𝑠 ≥ 1.

Тому
[ 𝑦, 𝑄 ] ∉ 𝑀𝐽 (𝔽).

Отримали суперечнiсть. Таким чином, теорема 8.3 доведена. �

Обговоримо тепер асоцiативну алгебру лiнiйних перетворень скiнченного
рангу злiченно–вимiрного векторного простору 𝑉 :

End𝑓 𝑖𝑛 (𝑉 ) =

{
𝜑 ∈ End𝔽 (𝑉 )

�� dim𝔽 𝜑 (𝑉 ) < ∞
}
.

Лема 8.2. 1) Алгебра лiнiйних перетворень скiнченного рангу End𝑓 𝑖𝑛 (𝑉 ) є iдеа-
лом в алгебрi всiх лiнiйних перетворень End𝔽(𝑉 ).

2) Алгебра лiнiйних перетворень скiнченного рангу End𝑓 𝑖𝑛 (𝑉 ) є локально ма-
тричною алгеброю.

3) Розмiрнiсть алгебри лiнiйних перетворень скiнченного рангу дорiвнює:

dim𝔽 End𝑓 𝑖𝑛 (𝑉 ) = |𝔽|ℵ0 .

Доведення. 1) Якщо 𝜑 ∈ End𝑓 𝑖𝑛 (𝑉 ), 𝜓 ∈ End𝔽(𝑉 ), то

dim𝔽 𝜑𝜓 (𝑉 ), dim𝔽 𝜓 𝜑 (𝑉 ) ≤ dim𝔽 𝜑 (𝑉 ) < ∞.

Таким чином, алгебра End𝑓 𝑖𝑛 (𝑉 ) є iдеалом алгебри End𝔽 (𝑉 ).
2) Припустимо, що

𝜑1, . . . , 𝜑𝑛 ∈ End𝑓 𝑖𝑛 (𝑉 ).

Iснує скiнченно–вимiрний пiдпростiр 𝑉0 ⊂ 𝑉 такий, що

𝜑1(𝑉 ) + · · · + 𝜑𝑛 (𝑉 ) ⊂ 𝑉0.

Нехай 𝑉1 — пiдпростiр простору 𝑉 такий, що

𝑉 = 𝑉0 ⊕ 𝑉1 — пряма сума пiдпросторiв.

Перетин
𝑉2 = 𝑉1

⋂
Ker𝜑1

⋂
· · ·

⋂
Ker𝜑𝑛
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має скiнченну корозмiрнiсть у 𝑉1. Виберемо скiнченно–вимiрний пiдпростiр
𝑉0

′ ⊂ 𝑉2 так, щоб пiдпростiр

𝑉1 = 𝑉0
′ ⊕ 𝑉2 був прямою сумою.

Позначимо𝑊 = 𝑉0 +𝑉0 ′. Тодi 𝑉 =𝑊 ⊕ 𝑉2 — пряма сума,

𝜑𝑖 (𝑉2) = {0}, 𝜑𝑖 (𝑊 ) ⊆ 𝑉0 ⊆ 𝑊, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛.

Лiнiйнi перетворення 𝜑1, . . . , 𝜑𝑛 належать пiдалгебрi{
𝜑 ∈ End𝔽 (𝑉 )

�� 𝜑 (𝑊 ) ⊆ 𝑊, 𝜑 (𝑉2) = {0}
}
� End𝔽 (𝑊 ) .

Звiдси випливає, що End𝑓 𝑖𝑛 (𝑉 ) — локально матрична алгебра.
3) Маємо, що

dim𝔽 End𝑓 𝑖𝑛 (𝑉 ) ≤ dim𝔽 End𝔽 (𝑉 ) = |𝔽|ℵ0 .

Виберемо ненульовий елемент 0 ≠ 𝑣0 ∈ 𝑉 . Для кожного функцiонала 𝜒 : 𝑉 → 𝔽

лiнiйне вiдображення

𝜒 (𝑣) = 𝜒 (𝑣) 𝑣0, 𝑣 ∈ 𝑉 , належить End𝑓 𝑖𝑛 (𝑉 ).

Таким чином,
dim𝔽 End𝑓 𝑖𝑛 (𝑉 ) ≥ dim𝔽 𝑉

∗ = |𝔽|ℵ0

згiдно з теоремою Ердеша–Капланського (див. [75], теорема 2, стр. 247), а також
згiдно з лемою 6.6. Таким чином, лема 8.2 доведена. �

Для елемента 𝑎 ∈ End𝔽(𝑉 ) позначимо символом

adEnd𝑓 𝑖𝑛 (𝑉 ) (𝑎)

— звуження оператора ad(𝑎) на End𝑓 𝑖𝑛 (𝑉 ).

Теорема 8.4. Кожне диференцiювання алгебри End𝑓 𝑖𝑛 (𝑉 ) має вигляд

adEnd𝑓 𝑖𝑛 (𝑉 ) (𝑎), де 𝑎 ∈ End𝔽 (𝑉 ) .
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Доведення. Виберемо в просторi 𝑉 злiченний базис 𝑣1, 𝑣2, . . .. У цьому випадку
алгебрi End𝑓 𝑖𝑛 (𝑉 ) буде вiдповiдати пiдалгебра 𝑀𝑟−𝑓 𝑖𝑛 (𝔽) ⊂ 𝑀ℕ(𝔽) (ℕ × ℕ)–
матриць скiнченного рангу, причому

𝑀∞(𝔽) ⊂ 𝑀𝑟−𝑓 𝑖𝑛 (𝔽).

Нехай 𝑑 — диференцiювання алгебри 𝑀𝑟−𝑓 𝑖𝑛 (𝔽) . Згiдно з теоремою 6.1 п. 1)
знайдеться послiдовнiсть елементiв

𝑥 (𝑘) ∈ 𝑀𝑟−𝑓 𝑖𝑛 (𝔽)

така,що для довiльного елемента𝑎 ∈ 𝑀∞(𝔽) послiдовнiсть [𝑥 (𝑘), 𝑎] стабiлiзується
при 𝑘 → ∞ на елементi 𝑑 (𝑎).

Крiм того, з леми 8.1 випливає, що для кожного натурального числа 𝑛
знайдеться натуральне число 𝑁𝑛 таке, що

𝑥
(𝑁𝑛)
𝑖 𝑗 = 𝑥

(𝑁𝑛+1)
𝑖 𝑗 = · · · при 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑗 > 𝑛, або 𝑖 > 𝑗, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛, (8.1)

𝑥
(𝑁𝑛)
𝑗 𝑗 − 𝑥

(𝑁𝑛)
𝑖𝑖 = 𝑥

(𝑁𝑛+1)
𝑗 𝑗 − 𝑥

(𝑁𝑛+1)
𝑖𝑖 = · · · при 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛. (8.2)

Покладемо
𝑦𝑖 𝑗 = lim

𝑛→∞
𝑥
(𝑛)
𝑖 𝑗 , 𝑖 ≠ 𝑗 ; 𝑦11 = 0;

𝑦𝑖𝑖 = lim
𝑛→∞

(
𝑥
(𝑛)
𝑖𝑖 − 𝑥

(𝑛)
11

)
, 𝑖 ≥ 2.

Тодi
𝑑 (𝑎) = [𝑦, 𝑎] для кожного елемента 𝑎 ∈ 𝑀∞(𝔽).

Покажемо, що 𝑦 має скiнченну кiлькiсть ненульових елементiв у кожному
стовпчику. Зафiксуємо 𝑗 ∈ ℕ. Згiдно з умовою (8.1)

𝑦𝑖 𝑗 = 𝑥
(𝑁 𝑗 )
𝑖 𝑗 при 𝑖 > 𝑗 .

Оскiльки матриця 𝑥 (𝑁 𝑗 ) має скiнченну кiлькiсть ненульових елементiв у 𝑗–му
стовпчику, то i кiлькiсть ненульових елементiв у 𝑗–му стовпчику матрицi 𝑦
також скiнченна.

Розглянемо диференцiювання

𝑑 ′ = 𝑑 − ad(𝑦) алгебри 𝑀𝑟−𝑓 𝑖𝑛 (𝔽),
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𝑑 ′ (
𝑀∞ (𝔽)

)
= {0}.

Для кожного елемента 𝑎 ∈ 𝑀𝑟−𝑓 𝑖𝑛 (𝔽) та довiльних матричних одиниць 𝑒𝑖𝑖, 𝑒 𝑗 𝑗 ,
де 𝑖, 𝑗 ∈ ℕ, матриця 𝑒𝑖𝑖𝑎𝑒 𝑗 𝑗 належить матричнiй алгебрi𝑀∞(𝔽). Таким чином,

𝑑 ′ (
𝑒𝑖𝑖 𝑎 𝑒 𝑗 𝑗

)
= 𝑒𝑖𝑖 𝑑

′(𝑎) 𝑒 𝑗 𝑗 = 0,

звiдки випливатиме, що 𝑑 ′(𝑎) = 0. Ми довели, що 𝑑 = ad(𝑦). Таким чином,
теорема 8.4 доведена. �

Досi ми вивчали алгебри нескiнченних матриць зi злiченною кiлькiстю
рядкiв та стовпчикiв. Зараз ми узагальнемо отриманнi результати на алгебри
нескiнченних матриць довiльного розмiру.

Нехай 𝐼 — нескiнченна множина iндексiв. Позначимо символом 𝑀𝐼 (𝔽)
алгебру (𝐼 × 𝐼 )–матриць над полем 𝔽, яка має скiнченну множину ненульових
елементiв у кожному стовпчику.

Назвемо матрицю (𝑎𝑖 𝑗 )𝐼×𝐼 фiнiтарною, якщо 𝑎𝑖 𝑗 ≠ 0 лише для скiнченної мно-
жини пар (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐼 × 𝐼 . Позначимо символом𝑀∞(𝐼 ,𝔽) — алгебру всiх фiнiтарних
(𝐼 × 𝐼 )–матриць. Легко бачити, що𝑀∞(𝐼 ,𝔽) — неунiтальна локально матрична
алгебра,

dim𝔽 𝑀∞(𝐼 ,𝔽) = |𝐼 |.

Як i ранiше, позначимо символом 𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽) алгебру (𝐼 × 𝐼 )–матриць над
полем 𝔽, яка має скiнченну множину ненульових елементiв у кожному рядку i
кожному стовпчику. Очевидно, що𝑀∞(𝐼 ,𝔽) — iдеал алгебри𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽).

Аналогiчно, для елемента 𝑎 ∈ 𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽) через ad(𝑎) позначимо оператор

𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽) → 𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽), 𝑥 ↦→ [𝑎, 𝑥],

а через
ad𝑀∞(𝐼 ,𝔽) (𝑎)

— звуження цього оператора на𝑀∞(𝐼 ,𝔽).

Теорема 8.5. 1) Кожне диференцiювання алгебри𝑀∞(𝐼 ,𝔽) має вигляд

ad𝑀∞(𝐼 ,𝔽) (𝑎), де 𝑎 ∈ 𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽).

2) Кожне диференцiювання алгебри𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽) є внутрiшнiм.
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Якщо 𝐽 ⊂ 𝐼 , то алгебра 𝑀∞(𝐽 ,𝔽) природним чином занурюється в алгебру
𝑀∞(𝐼 ,𝔽) : матриця (𝑎𝑖 𝑗 )𝐽×𝐽 вiдображається в (𝐼 × 𝐼 )–матрицю, яка збiгається з
(𝑎𝑖 𝑗 )𝐽×𝐽 на 𝐽 × 𝐽 i яка дорiвнює нулю на (𝐼 × 𝐼 )�(𝐽 × 𝐽 ).

Аналогiчно алгебра𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝐽 ,𝔽) занурюється в алгебру𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽).
Нехай 𝑑 — диференцiювання алгебри𝑀∞(𝐼 ,𝔽).

Лема 8.3. Для кожної злiченної пiдмножини 𝐽 ⊆ 𝐼 знайдеться злiченна пiдмножина

𝐽 , 𝐽 ⊆ 𝐽 ⊆ 𝐼 , така що

𝑑

(
𝑀∞(𝐽 ,𝔽)

)
⊆ 𝑀∞(𝐽 ,𝔽).

Доведення. Визначимо зростаючий ланцюжок злiченних пiдмножин

𝐽 = 𝐽1 ⊆ 𝐽2 ⊆ · · · ⊆ 𝐼

за iндукцiєю. Для цього припустимо, що множина 𝐽𝑛 знайдена. Оскiльки алгебра
𝑀∞(𝐽𝑛,𝔽) — злiченно–вимiрна, то iснує злiченна пiдмножина 𝐽𝑛 ⊆ 𝐽𝑛+1 така, що

𝑑

(
𝑀∞(𝐽𝑛,𝔽)

)
⊆ 𝑀∞(𝐽𝑛+1,𝔽).

Покладемо
𝐽 =

⋃
𝑛≥1

𝐽𝑛 .

Легко бачити, що множина 𝐽 злiченна i

𝑑

(
𝑀∞(𝐽 ,𝔽)

)
⊆ 𝑀∞(𝐽 ,𝔽).

Лема доведена. �

Зафiксуємо елемент 𝑖0 ∈ 𝐼 .

Лема 8.4. Нехай 𝑖0 ∈ 𝐽 ⊆ 𝐼 , де 𝐽 — злiченна пiдмножина множини 𝐼 . Припустимо,

що

𝑦′, 𝑦′′ ∈ 𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝔽), 𝑦′𝑖0,𝑖0 = 𝑦′′𝑖0,𝑖0 = 0,

ad𝑀∞(𝐽 ,𝔽) (𝑦′) = ad𝑀∞(𝐽 ,𝔽) (𝑦′′).

Тодi 𝑦′ = 𝑦′′.



277

Доведення. З того, що [
𝑦 ′ − 𝑦 ′′, 𝑀∞(𝐽 ,𝔽)

]
= {0},

випливає, що 𝑦′ − 𝑦′′ — скалярна матриця з𝑀𝐽 (𝔽). I оскiльки

𝑦′𝑖0,𝑖0 = 𝑦′′𝑖0,𝑖0 = 0,

то 𝑦′ = 𝑦′′. Лема доведена. �

Доведення теореми 8.5. Визначимо матрицю 𝑦 ∈ 𝑀𝐼 (𝔽) таким чином. Для до-
вiльних iндексiв 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼 знайдеться злiченна пiдмножина 𝐽 ⊆ 𝐼 така, що 𝑖0, 𝑖,
𝑗 ∈ 𝐽 , та

𝑑

(
𝑀∞(𝐽 ,𝔽)

)
⊆ 𝑀∞(𝐽 ,𝔽).

Згiдно з теоремою 8.2 iснує матриця

𝑦𝐽 ∈ 𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝐽 ,𝔽)

така, що 𝑑 (𝑎) = [𝑦𝐽 , 𝑎] для кожного елемента 𝑎 ∈ 𝑀∞(𝐽 ,𝔽). Додавши, за потреби,
скалярну матрицю, будемо вважати, що(

𝑦𝐽
)
𝑖0,𝑖0

= 0.

Покладемо
𝑦𝑖 𝑗 =

(
𝑦𝐽

)
𝑖0,𝑖0
.

Покажемо, що матриця 𝑦𝑖 𝑗 не залежить вiд вибору пiдмножини 𝐽 . Нехай 𝐽1 —
iнша злiченна пiдмножина множини 𝐼 , яка має тi ж властивостi, що i 𝐽 . Тодi
пiдалгебра

𝑀∞(𝐽
⋂

𝐽1,𝔽) = 𝑀∞(𝐽 ,𝔽)
⋂

𝑀∞(𝐽1,𝔽)

iнварiантна вiдносно диференцiювання 𝑑 i

𝑑

���𝑀∞(𝐽 ⋂ 𝐽1,𝔽) = ad𝑀∞(𝐽 ⋂ 𝐽1,𝔽) (𝑦𝐽 ) = ad𝑀∞(𝐽 ⋂ 𝐽1,𝔽) (𝑦𝐽1).

Згiдно з лемою 8.4 отримаємо (
𝑦𝐽

)
𝑖 𝑗

=
(
𝑦𝐽1

)
𝑖 𝑗
.
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За лемою 8.3 для довiльної злiченної пiдмножини 𝐽 такої, що 𝑖0 ∈ 𝐽 , знайде-
ться злiченна пiдмножина 𝐽 , 𝐽 ⊆ 𝐽 ⊆ 𝐼 , така, що

𝑑
(
𝑀∞(𝐽 ,𝔽)

)
⊆ 𝑀∞(𝐽 ,𝔽).

Звiдси випливає, що для кожного елемента 𝑎 ∈ 𝑀∞(𝐽 ,𝔽) маємо: 𝑑 (𝑎) = [𝑦, 𝑎] .
Оскiльки

𝑀∞(𝐽 ,𝔽) =
⋃
𝑖0∈𝐽⊆𝐼

𝑀∞(𝐽 ,𝔽),

де 𝐽 пробiгає злiченнi пiдмножини множини 𝐼 , то

𝑑 = ad𝑀∞(𝐼 ,𝔽) (𝑦).

Залишилося показати, що 𝑦 ∈ 𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽). Припустимо, що 𝑖 ∈ 𝐼 i множина
𝐽 = { 𝑗 | 𝑦𝑖 𝑗 ≠ 0} є нескiнченною. Згiдно з лемою 8.3 знайдеться злiченна
пiдмножина 𝐽 , 𝐽 ⊆ 𝐽 ⊆ 𝐼 , така, що 𝑖 ∈ 𝐽 i

𝑑
(
𝑀∞(𝐽 ,𝔽)

)
⊆ 𝑀∞(𝐽 ,𝔽).

Тодi на 𝐽 × 𝐽 матриця 𝑦 збiгається з матрицею 𝑦𝐽 . З теореми 8.2 випливає, що
матриця𝑦𝐽 належить𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝐽 ,𝔽). Це суперечить припущенню про нескiнченнiсть
множини 𝐽 . Частина 1) теореми 8.5 доведена.

Частина 2) випливає з частини 1) таким же чином, як i теорема 8.2 випливає
з теореми 8.1. Тим самим теорема 8.5 доведена. �

8.2 Алгебри Лi нескiнченних матриць

Нагадаємо (див. пiдроздiл 8.1), що коли 𝐴 — асоцiативна 𝔽–алгебра, то
векторний простiр 𝐴 з новою операцiєю

[ 𝑎, 𝑏 ] = 𝑎 𝑏 − 𝑏 𝑎

є алгеброю Лi, яка позначається символом 𝐴(−) i iнколи називається приєднаною
алгеброю Лi.
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Лiнiйне вiдображення ∗ : 𝐴 → 𝐴 називається iнволюцiєю, якщо

(𝑎∗)∗ = 𝑎, (𝑎 𝑏)∗ = 𝑏∗ 𝑎∗

для довiльних елементiв 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴. Простiр кососиметричних вiдносно iнволюцiї
∗ елементiв

𝐾 = 𝐾 (𝐴, ∗) = { 𝑎 ∈ 𝐴 | 𝑎∗ = −𝑎 }

є пiдалгеброю Лi алгебри 𝐴(−) i називається пiдалгеброю з iнволюцiєю.
Найбiльш вивченими серед алгебр Лi нескiнченних матриць є алгебри

𝔤𝔩∞(𝐼 ,𝔽) = 𝑀∞(𝐼 ,𝔽) (−), 𝔰𝔩∞(𝐼 ,𝔽) = [ 𝔤𝔩∞(𝐼 ,𝔽), 𝔤𝔩∞(𝐼 ,𝔽) ],

а також алгебри
𝔰𝔬∞(𝐼 ,𝔽), та 𝔰𝔭∞(𝐼 ,𝔽),

якi виникають як алгебри кососиметричних елементiв алгебри𝑀∞(𝐼 ,𝔽) вiдносно
iнволюцiї транспонування i симплектичної iнволюцiї вiдповiдно.

Робота [58] присвячена застосуванню теорiї зображень алгебри 𝔰𝔩∞(ℕ,𝔽)
у математичнiй фiзицi. Структура i зображення алгебр 𝔤𝔩∞(ℕ,𝔽), 𝔰𝔩∞(ℕ,𝔽),
𝔰𝔬∞(ℕ,𝔽), 𝔰𝔭∞(ℕ,𝔽) вивчаються в роботах [52, 58, 95].

У роботi [90] К.-Х. Нееб довiв, що якщо поле 𝔽 має нульову характеристику,
то диференцiювання алгебр 𝔰𝔩∞(𝐼 ,𝔽), 𝔰𝔬∞(𝐼 ,𝔽), 𝔰𝔭∞(𝐼 ,𝔽) є приєднаними ди-
ференцiюваннями, якi iндукуються елементами алгебри𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽). Нижче ми
доведемо це твердження для довiльного поля характеристики, вiдмiнної вiд 2.

В. Голубовський i С. Журек [72] довели, що для довiльного асоцiативного
кiльця 𝑅 кожне 𝑅–лiнiйне диференцiювання алгебри 𝔤𝔩(ℕ, 𝑅) = 𝑀ℕ(𝑅) (−) є
внутрiшнiм.

Алгебра Лi матриць Якобi

𝔤𝔩 𝐽 (𝔽) = 𝑀𝐽 (𝔽) (−)

знайшла застосування в теорiї солiтонiв (див. [51, 137]).
Разом з цими алгебрами Лi ми розлянемо алгебри Лi

𝔤𝔩𝐼 (𝔽) = 𝑀𝐼 (𝔽) (−) та 𝔤𝔩𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽) = 𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽) (−) .

Нагадаємо, що алгебра Лi 𝐿 називається досконалою, якщо вона збiгається зi
своїм квадратом 𝐿 = [𝐿, 𝐿] .
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Наша найближча мета — доведення наступної теореми, яка вiдображає
специфiку нескiнченних матриць.

Теорема 8.6. Для кожної нескiнченної множини 𝐼 алгебри Лi 𝔤𝔩𝐼 (𝔽), 𝔤𝔩𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽),
𝔤𝔩 𝐽 (𝔽) є досконалими.

Нехай 𝑅 — асоцiативне кiльце з 1. Для елемента 𝑎 ∈ 𝑅 та iндексiв 𝑖, 𝑗 ∈ ℕ

будемо позначати символом 𝑒𝑖 𝑗 (𝑎) матрицю розмiру ℕ ×ℕ, яка має елемент 𝑎
на перетинi 𝑖–го рядка i 𝑗–го стовпчика i нулi на усiх iнших мiсцях.

Розглянемо матрицю

𝐸 =

∞∑︁
𝑖=1

𝑒𝑖,𝑖+1(1).

Для довiльної (ℕ ×ℕ)–матрицi

𝑎 = ( 𝑎𝑖 𝑗 )ℕ×ℕ, 𝑎𝑖 𝑗 ∈ 𝑅,

над кiльцем 𝑅 розглянемо матрицю

𝑎 = ( 𝑎𝑖 𝑗 )ℕ×ℕ,

де

𝑎𝑖 𝑗 =

{ ∑min(𝑖−2, 𝑗−1)
𝑘=0 𝑎𝑖−1−𝑘, 𝑗−𝑘, при 𝑖 ≥ 2, 𝑗 ≥ 1;

0, в iнших випадках.
(8.3)

Лема 8.5. Має мiсце рiвнiсть:

[ 𝐸, 𝑎 ] = 𝑎.

Доведення. Ми маємо,

𝐸 𝑎 =

( ∞∑︁
𝑖=1

𝑒𝑖,𝑖+1(1)
) ( ∑︁

𝑗,𝑘∈ℕ
𝑒 𝑗,𝑘 (𝑎 𝑗𝑘)

)
=

∑︁
𝑖,𝑘∈ℕ

𝑒𝑖,𝑘 (𝑎𝑖+1,𝑘);

𝑎 𝐸 =

( ∑︁
𝑗,𝑘∈ℕ

𝑒 𝑗,𝑘 (𝑎 𝑗,𝑘)
) ( ∞∑︁

𝑖=1
𝑒𝑖,𝑖+1(1)

)
=∑︁

𝑗,𝑖∈ℕ
𝑒 𝑗,𝑖+1(𝑎 𝑗,𝑖) =

∑︁
𝑖≥1,𝑘≥2

𝑒𝑖,𝑘 (𝑎𝑖,𝑘−1).

Тодi
[ 𝐸, 𝑎 ] =

∑︁
𝑖,𝑘∈ℕ

𝑒𝑖,𝑘 (𝑎𝑖+1,𝑘 − 𝑎𝑖,𝑘−1 ),
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де 𝑎𝑖,0 = 0. Нам потрiбно перевiрити, що

𝑎𝑖+1, 𝑗 − 𝑎𝑖, 𝑗−1 = 𝑎𝑖, 𝑗 для всiх 𝑖, 𝑗 ∈ ℕ. (8.4)

Довизначивши
𝑎𝑖, 𝑗 = 0 при 𝑖 ≤ 0 або 𝑗 ≤ 0,

ми отримаємо

𝑎𝑖, 𝑗 =

∞∑︁
𝑘=0

𝑎𝑖−1−𝑘,𝑗−𝑘 .

Тепер рiвнiсть (8.3) перевiряється безпосередньо. Лема доведена. �

Нам знадобиться варiант леми 8.5 для (ℤ×ℤ)–матриць. Розглянемо матрицю

𝐸 ′ =
∑︁
𝑖∈ℤ

𝑒𝑖,𝑖+1(1).

Для довiльної (ℤ × ℤ)–матрицi

𝑎 = ( 𝑎𝑖 𝑗 )ℤ×ℤ над кiльцем 𝑅

розглянемо матрицю
𝑎 = ( 𝑎𝑖 𝑗 )ℤ×ℤ,

де

𝑎𝑖 𝑗 =


𝑎𝑖−1, 𝑗 + · · · + 𝑎1, 2−𝑖+ 𝑗 , при 𝑖 ≥ 2;

0, при 𝑖 = 1;
−𝑎𝑖, 𝑗+1 − 𝑎𝑖+1, 𝑗+2 − · · · − 𝑎0, 𝑗−𝑖+1, при 𝑖 ≤ 0.

(8.5)

Лема 8.6. Має мiсце рiвнiсть:

[ 𝐸 ′, 𝑎 ] = 𝑎.

Доведення. Безпосереднiми обрахунками перевiряємо, що

[ 𝐸 ′, 𝑎 ] =
∑︁
𝑖, 𝑗∈ℤ

𝑒𝑖 𝑗
(
𝑎𝑖+1, 𝑗 − 𝑎𝑖, 𝑗+1

)
,

а також те, що
𝑎𝑖+1, 𝑗 − 𝑎𝑖, 𝑗+1 = 𝑎𝑖 𝑗 .

Тим самим лема доведена. �
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Доведення теореми 8.6. Оскiльки множина 𝐼 нескiнченна, то 𝐼 та ℕ × 𝐼 мають
однакову потужнiсть. Тому будемо вважати, що 𝐼 = ℕ× 𝐽 для деякої множини 𝐽 .

Довiльну (𝐼 × 𝐼 )–матрицю 𝑄 на полем 𝔽 можна розбити на блоки

𝑎 =
(
𝑎𝑖 𝑗

)
ℕ×ℕ,

де кожний блок 𝑎𝑖 𝑗 є (𝐽 × 𝐽 )–матрицею.
Якщо матриця 𝑎 належить 𝑀𝐼 (𝔽), то кожний блок 𝑎𝑖 𝑗 належить 𝑀𝐽 (𝔽).

Обернене, взагалi кажучи, неправильне.
Припустимо, що 𝑎 ∈ 𝑀𝐽 (𝔽). Покажемо, що матриця 𝑎 (див. лему 8.5) також

належить𝑀𝐼 (𝔽).
Виберемо стовпчик з номером ( 𝑗, 𝛼) ∈ ℕ × 𝐽 , 𝑗 ∈ ℕ, 𝛼 ∈ 𝐽 . Ми повиннi

показати, що 𝛼–й стовпчик (𝐼 × 𝐽 )–матрицi

©«
𝑎1 𝑗

𝑎2 𝑗
...

ª®®®¬
мiстить скiнченну кiлькiсть ненульових елементiв. Оскiльки 𝑎 ∈ 𝑀𝐼 (𝔽), то для
кожного натурального числа 𝑙 знайдеться натуральне число 𝑁 (𝑙, 𝛼) таке, що
(𝐽 × 𝐽 )–матриця 𝑎𝑘𝑙 має ненульовий 𝛼–й стовпчик при 𝑘 > 𝑁 (𝑙, 𝛼).

Нехай
𝑖 > 𝑗 + max

(
𝑁 (1, 𝛼), . . . , 𝑁 ( 𝑗, 𝛼)

)
= 𝑠 .

Тодi 𝑖 − 2 ≥ 𝑗 − 1. Згiдно з рiвнiстю (8.3) маємо:

𝑎𝑖 𝑗 = 𝑎𝑖−1, 𝑗 + · · · + 𝑎𝑖− 𝑗,1.

Усi доданки в правiй частинi мають ненульовий 𝛼–й стовпчик, тому матриця
𝑎𝑖 𝑗 має ненульовий 𝛼–й стовпчик. Матриця

©«
𝑎1 𝑗
...

𝑎𝑠 𝑗

ª®®®¬
мiстить скiнченну кiлькiсть ненульових елементiв у 𝛼–му стовпчику тому, що
така властивiсть притаманна (𝐽 × 𝐽 )–матрицям 𝑎1 𝑗 , . . . , 𝑎𝑠 𝑗 . Отже, ми довели, що
𝑎 ∈ 𝑀𝐼 (𝔽). Згiдно з лемою 8.5 матимемо:

𝑎 =
[
𝐸, 𝑎

]
∈

[
𝑀𝐼 (𝔽), 𝑀𝐼 (𝔽)

]
.
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Таким чином, алгебра Лi 𝔤𝔩𝐼 (𝔽) досконала.
Припустимо тепер, що 𝑎 ∈ 𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽). Покажемо, що 𝑎 ∈ 𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽). Ми

вже показали, що кожний стовпчик (𝐼 × 𝐼 )–матрицi 𝑎 має скiнченну кiлькiсть
ненульових елементiв.

Виберемо рядок з номером

(𝑖, 𝛼) ∈ ℕ × 𝐽 , 𝑖 ∈ ℕ, 𝛼 ∈ 𝐽 .

Оскiльки матриця 𝑎 належить𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽), то, як i ранiше, для кожного 𝑙 ≥ 1 зна-
йдеться натуральне число 𝑁 ′(𝑙, 𝛼) таке, що (𝐽 × 𝐽 )–матриця 𝑎𝑙 𝑗 має ненульовий
𝛼–й рядок при 𝑗 > 𝑁 ′(𝑙, 𝛼). Нам потрiбно показати, що (𝐽 × 𝐼 )–матриця(

𝑎𝑖1 𝑎𝑖2 · · ·
)

має скiнченну кiлькiсть ненульових елементiв у 𝛼–му рядку. Нехай

𝑗 > 𝑖 + max
(
𝑁 ′(1, 𝛼), . . . , 𝑁 ′(𝑖, 𝛼)

)
= 𝑠 ′.

Тодi 𝑗 − 1 ≥ 𝑖 − 2. Згiдно з рiвнiстю (8.3) отримаємо, що

𝑎𝑖 𝑗 = 𝑎𝑖−1, 𝑗 + · · · + 𝑎1,2+ 𝑗−𝑖

має ненульовий 𝛼–й рядок, оскiльки це виконується для кожного доданку у
правiй частинi останньої рiвностi. Матриця

(
𝑎𝑖1 · · · 𝑎𝑖𝑠 ′

)
має скiнченну

кiлькiсть ненульових елементiв у 𝛼–му рядку. Тим самим ми довели, що
𝑎 ∈ 𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽). Звiдси випливає, що

𝑎 =
[
𝐸, 𝑎

]
∈

[
𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽), 𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽)

]
,

тобто алгебра Лi 𝔤𝔩𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽) досконала.
Розглянемо, нарештi, довiльний елемент 𝑎 ∈ 𝑀𝐽 (𝔽) i покажемо, що елемент

𝑎 (див. лему 8.6) лежить у𝑀𝐽 (𝔽).
Оскiльки 𝑎 ∈ 𝑀𝐽 (𝔽), то знайдеться натуральне число 𝑘 таке, що

𝑎𝑖 𝑗 = 0 при |𝑖 − 𝑗 | > 𝑘.

Згiдно формули (8.5) вираз для 𝑎𝑖 𝑗 включає тiльки елементи 𝑎𝑝𝑞, для яких
𝑝 − 𝑞 = 𝑖 − 𝑗 − 1. Отже,

𝑎𝑖 𝑗 = 0 при |𝑖 − 𝑗 | > 𝑘
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i матриця 𝑎 лежить𝑀𝐽 (𝔽). Ми показали, що

𝑎 =
[
𝐸 ′, 𝑎

]
∈

[
𝑀𝐽 (𝔽), 𝑀𝐽 (𝔽)

]
,

тобто алгебра Лi 𝔤𝔩 𝐽 (𝔽) досконала. Теорема доведена. �

Розглянемо двi iнволюцiї в алгебрi 𝑀∞(𝐼 ,𝔽), де 𝐼 — нескiнченна множина.
Перша з таких iнволюцiй – iнволюцiя транспонування

𝑡 :
(
𝑎𝑖 𝑗

)
𝐼×𝐼 ↦→

(
𝑎 𝑗𝑖

)
𝐼×𝐼 .

Симплектичною (або кватернiонною) iнволюцiєю в алгебрi (2× 2)–матриць𝑀2(𝔽)
(див., наприклад, [101, 135]) називається iнволюцiя

𝑠𝑝 :
(
𝛼 𝛽

𝛾 𝜉

)
↦→

(
𝜉 −𝛽
−𝛾 𝛼

)
.

Будь–яку (𝐼 × 𝐼 )–матрицю можна розбити на 2 × 2 блоки, тобто

𝑀∞(𝐼 ,𝔽) � 𝑀∞
(
𝐼 , 𝑀2(𝔽)

)
.

Iнволюцiя
𝑠𝑝 :

(
𝑎𝑖 𝑗

)
𝐼×𝐼 ↦→

(
𝑠𝑝

(
𝑎 𝑗𝑖

) )
𝐼×𝐼
, 𝑎𝑖 𝑗 ∈ 𝑀2(𝔽),

називається симплектичною iнволюцiєю.

Алгебрами Лi кососиметричних матриць вiдносно цих iнволюцiй є такi спецi-
альнi алгебри Лi:

𝔰𝔬∞(𝐼 ,𝔽) = 𝐾
(
𝑀∞(𝐼 ,𝔽), 𝑡

)
та 𝔰𝔭∞(𝐼 ,𝔽) = 𝐾

(
𝑀∞(𝐼 ,𝔽), 𝑠𝑝

)
.

Для довiльної нескiнченної множини 𝐼 i поля𝔽 характеристики, вiдмiнної вiд
2, алгебри Лi 𝔰𝔬∞(𝐼 ,𝔽), 𝔰𝔭∞(𝐼 ,𝔽) є простими, а тому досконалими. Це випливає
з того, що для довiльної скiнченної пiдмножини 𝐼0 ⊂ 𝐼 алгебри Лi 𝐾 (𝑀 (𝐼0,𝔽), 𝑡)
та 𝐾 (𝑀 (𝐼0, 𝑀2(𝔽)), 𝑠𝑝) є простими (див. [101]).

Для опису диференцiювань алгебр Лi нескiнченнихматриць нам знадобиться
теорема про зв’язок диференцiювань приєднаної алгебри Лi𝐴(−) та її пiдалгебри
з iнволюцiєю𝐾 (𝐴, ∗) з диференцiюваннями асоцiативної алгебри𝐴. Теорема про
такий зв’язок була була сформульована I. Херстейном [71] у виглядi гiпотези i
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доведена в серiї робiт [9, 10, 11, 12, 13] К. Бейдара, М. Брешара, М. Чеботаря та
Дж. Мартиндейла. Ми сформулюємо лише той частковий випадок результату
названих вище авторiв, який безпосередньо має вiдношення до нашої задачi.

Теорема 8.7 (К. Бейдар, М. Брешар, М. Чеботарь, Дж. Мартиндейл).
1) ([11], наслiдок 1.4 (b)). Нехай 𝐴 — проста асоцiативна алгебра над полем 𝔽 з

центром 𝑍 . Нехай 𝑑 — диференцiювання алгебри Лi

[ 𝐴, 𝐴 ] � [ 𝐴, 𝐴 ] ∩ 𝑍 .

Тодi знайдеться диференцiювання 𝑑 : 𝐴 → 𝐴 асоцiативної алгебри 𝐴 таке,

що

𝑑 (𝑎) − 𝑑 (𝑎) ∈ 𝑍 для кожного елемента 𝑎 ∈ [𝐴,𝐴] .

2) ([11], наслiдок 1.9 (b)). Нехай 𝐴 — проста асоцiативна алгебра над полем 𝔽 з

iнволюцiєю ∗ : 𝐴 → 𝐴 i центром 𝑍 . Нехай 𝑑 — диференцiювання алгебри Лi

[ 𝐾, 𝐾 ] � [ 𝐾, 𝐾 ] ∩ 𝑍 , де 𝐾 = 𝐾 (𝐴, ∗) .

Тодi знайдеться диференцiювання 𝑑 : 𝐴 → 𝐴 асоцiативної алгебри 𝐴 таке,

що

𝑑 (𝑎) − 𝑑 (𝑎) ∈ 𝑍 для кожного елемента 𝑎 ∈ [𝐾,𝐾] .

Тепер ми готовi описати диференцiювання алгебр Лi нескiнченних матриць.

Теорема 8.8. Нехай 𝔽 — поле характеристики, вiдмiнної вiд 2. I нехай 𝐼 — нескiн-

ченна множина.

1) Кожне диференцiювання алгебри Лi 𝔰𝔩∞(𝐼 ,𝔽) має вигляд

ad𝔰𝔩∞(𝐼 ,𝔽) (𝑎), де 𝑎 ∈ 𝔤𝔩𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽).

2) Кожне диференцiювання алгебри Лi 𝔰𝔬∞(𝐼 ,𝔽) (вiдповiдно 𝔰𝔭∞(𝐼 ,𝔽)) має ви-
гляд ad(𝑎), де 𝑎 — матриця з 𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽), яка є кососиметричною вiдносно

транспонування (вiдповiдно вiдносно симплектичної iнволюцiї).

3) Усi диференцiювання алгебри 𝔤𝔩𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽) є внутрiшнiми.

4) Усi диференцiювання алгебри 𝔤𝔩 𝐽 (𝔽) є внутрiшнiми.
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Доведення. 1) Алгебра 𝐴 = 𝑀∞(𝐼 ,𝔽) є простою i має нульовий центр. Нехай
𝑑 — диференцiювання алгебри Лi 𝔰𝔩∞(𝐼 ,𝔽) = [𝐴,𝐴] . Згiдно з теоремою 8.7
п.1) знайдеться диференцiювання 𝑑 асоцiативної алгебри 𝐴, яке збiгається з
диференцiюванням 𝑑 на алгебрi [𝐴,𝐴] . За теоремою 8.1 диференцiювання 𝑑 має
вигляд:

ad𝔰𝔩∞(𝐼 ,𝔽) (𝑎), де 𝑎 ∈ 𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽).

Частина 1) теореми доведена.

2) Нехай ∗ — iнволюцiя транспонування (вiдповiдно симплектична iнво-
люцiя) на алгебрi 𝐴 = 𝑀∞(𝐼 ,𝔽). Тодi алгебра Лi 𝔰𝔬∞(𝐼 ,𝔽) (вiдповiдно 𝔰𝔭∞(𝐼 ,𝔽))
буде алгеброю кососиметричних елементiв 𝐾 = 𝐾 (𝐴, ∗). За теоремою 8.7 п.2)
знайдеться диференцiювання 𝑑 асоцiативної алгебри𝐴, яке збiгається з диферен-
цiюванням𝑑 на алгебрi [𝐾,𝐾] . Ранiше ми вже вiдмiчали, що алгебра𝐾 є простою,
а тому досконалою, тобто [𝐾,𝐾] = 𝐾. Згiдно з теоремою 8.1 диференцiювання 𝑑
є звуженням диференцiювання

ad(𝑎), де 𝑎 ∈ 𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽).

Але елемент 𝑎 можна зобразити у виглядi:

𝑎 = 𝑎ℎ + 𝑎𝑘, де 𝑎∗
ℎ
= 𝑎ℎ, 𝑎∗

𝑘
= −𝑎𝑘 .

Тому ми маємо, що [𝑎, 𝐾] ⊆ 𝐾.

Нехай 𝐻 — пiдпростiр усiх симетричних елементiв алгебри𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽), тобто
тих матриць, якi iнволюцiя ∗ переводить у себе. Для довiльного елемента 𝑏 ∈ 𝐾
виконується

[ 𝑎, 𝑏 ] = [ 𝑎ℎ, 𝑏 ] + [ 𝑎𝑘, 𝑏 ] .

Але
[ 𝑎ℎ, 𝑏 ] ∈ [ 𝐻, 𝐾 ] ⊆ 𝐻, [ 𝑎𝑘, 𝑏 ] ∈ [ 𝐾, 𝐾 ] ⊆ 𝐾.

Отже,
[ 𝑎ℎ, 𝑏 ] = 0, [ 𝑎, 𝑏 ] = [ 𝑎𝑘, 𝑏 ],

тобто
ad𝐾 (𝑎) = ad(𝑎𝑘), де 𝑎𝑘 ∈ 𝐾

(
𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽), ∗

)
.

Частина 2) теореми доведена.
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3) Пiдалгебра 𝔰𝔩∞(𝐼 ,𝔽) є iдеалом алгебри Лi 𝔤𝔩𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽). Нехай 𝑑 — диферен-
цiювання алгебри Лi 𝔤𝔩𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽). Тодi для довiльних елементiв 𝑎, 𝑏 ∈ 𝔰𝔩∞(𝐼 ,𝔽)
матимемо:

𝑑
(
[𝑎, 𝑏]

)
=

[
𝑑 (𝑎), 𝑏

]
+

[
𝑎, 𝑑 (𝑏)

]
∈[

𝔤𝔩𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽), 𝔤𝔩∞(𝐼 ,𝔽)
]
⊆ 𝔤𝔩∞(𝐼 ,𝔽).

Отже, диференцiювання 𝑑 переводить iдеал 𝔰𝔩∞(𝐼 ,𝔽) у себе.
Згiдно з частиною 1) цiєї теореми знайдеться елемент 𝑎 ∈ 𝔤𝔩𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽) такий,

що
𝑑

��� 𝔰𝔩∞(𝐼 ,𝔽) = ad𝔰𝔩∞(𝐼 ,𝔽) (𝑎).

Розглянемо диференцiювання

𝑑 ′ = 𝑑 − ad(𝑎) алгебри 𝔤𝔩𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽),

𝑑 ′
(
𝔰𝔩∞(𝐼 ,𝔽)

)
= {0}.

Для довiльних елементiв 𝑥 ∈ 𝔰𝔩∞(𝐼 ,𝔽), 𝑦 ∈ 𝔤𝔩𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽) маємо:

0 = 𝑑 ′ (
[𝑥,𝑦]

)
=

[
𝑥, 𝑑 ′(𝑦)

]
.

Тому𝑑 ′ (𝔤𝔩𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽)) належить централiзаторовi iдеалу 𝔰𝔩∞(𝐼 ,𝔽). Легко бачити, що
централiзатором iдеалу 𝔰𝔩∞(𝐼 ,𝔽) в алгебрi 𝔤𝔩𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽) буде множина скалярних
матриць вигляду 𝛼 · Id, де 𝛼 ∈ 𝔽, Id — одинична (𝐼 × 𝐼 )–матриця, тобто

𝑑 ′
(
𝔤𝔩𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽)

)
⊆ 𝔽 · Id.

Але для довiльних елементiв 𝑎, 𝑏 ∈ 𝔤𝔩𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽) ми маємо:

𝑑 ′ (
[𝑎, 𝑏]

)
=

[
𝑑 ′(𝑎), 𝑏

]
+

[
𝑎, 𝑑 ′(𝑏)

]
= 0.

Таким чином,
𝑑 ′

( [
𝔤𝔩𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽), 𝔤𝔩𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽)

] )
= {0}.

За теоремою 8.6 [
𝔤𝔩𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽), 𝔤𝔩𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽)

]
= 𝔤𝔩𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽).

Отже, 𝑑 ′ = 0. Частина 3) теореми доведена.

Доведемо частину 4). Нехай

𝑑 : 𝔤𝔩 𝐽 (𝔽) → 𝔤𝔩 𝐽 (𝔽)
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— диференцiювання алгебри, приєднаної до алгебри нескiнченних матриць
Якобi. Як i ранiше, бачимо, що 𝔰𝔩∞(ℤ,𝔽) — iдеал алгебри 𝔤𝔩 𝐽 (𝔽) i

𝔰𝔩∞(ℤ,𝔽) =

[
𝔰𝔩∞(ℤ,𝔽), 𝔰𝔩∞(ℤ,𝔽)

]
.

Отже, диференцiювання 𝑑 переводить iдеал 𝔰𝔩∞(ℤ,𝔽) у себе. Згiдно з частиною
1) цiєї теореми знайдеться матриця 𝑎 ∈ 𝑀𝑟𝑐 𝑓 (ℤ,𝔽) така, що

𝑑

��� 𝔰𝔩∞(ℤ,𝔽) = ad𝔰𝔩∞(ℤ,𝔽) (𝑎).

Поки ми не можемо стверджувати, що оператор 𝑑 ′ = 𝑑 − ad(𝑎) переводить
алгебру 𝔤𝔩 𝐽 (𝔽) у себе. Ми лише маємо, що

𝑑 ′ : 𝔤𝔩 𝐽 (𝔽) → 𝔤𝔩𝑟𝑐 𝑓 (ℤ,𝔽)

є диференцiюванням у 𝔤𝔩 𝐽 (𝔽)–бiмодулi 𝔤𝔩𝑟𝑐 𝑓 (ℤ,𝔽). Крiм того,

𝑑 ′ (
𝔰𝔩∞(ℤ,𝔽)

)
= {0}.

Як i при доведеннi частини 3) цiєї теореми, для довiльних елементiв 𝑥 ∈ 𝔰𝔩∞(𝐼 ,𝔽),
𝑦 ∈ 𝔤𝔩 𝐽 (𝔽) виконується:

0 = 𝑑 ′ (
[𝑥,𝑦]

)
=

[
𝑥, 𝑑 ′(𝑦)

]
,

тобто𝑑 ′ ( 𝔤𝔩 𝐽 (𝔽) ) належитьцентралiзаторовi iдеалу𝔰𝔩∞(ℤ,𝔽) в алгебрi𝔤𝔩𝑟𝑐 𝑓 (ℤ,𝔽).
Таким чином,

𝑑 ′
(
𝔤𝔩 𝐽 (𝔽)

)
⊆ 𝔽 · Id.

Знову, як i при доведеннi частини 3) цiєї теореми, iз рiвностi

𝔤𝔩 𝐽 (𝔽) =
[
𝔤𝔩 𝐽 (𝔽), 𝔤𝔩 𝐽 (𝔽)

]
отимаємо 𝑑 ′ = 0. Тобто алгебра 𝔤𝔩 𝐽 (𝔽) — iнварiантна вiдносно ad(𝑎) i

𝑑 = ad𝔤𝔩 𝐽 (𝔽) (𝑎).

Залишилося довести, що iз включення[
𝑎, 𝔤𝔩 𝐽 (𝔽)

]
⊆ 𝔤𝔩 𝐽 (𝔽)

випливає 𝑎 ∈ 𝔤𝔩 𝐽 (𝔽). Але це було показано при доведеннi теореми 8.3. Частина
4) теореми доведена. �
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Висновки до роздiлу 8

Нехай 𝐼 — нескiнченна множина, 𝔽 — поле. Через 𝑀𝐼 (𝔽) ми позначаємо
алгебру (𝐼 × 𝐼 )–матриць над полем 𝔽, якi мають скiнченну множину ненульових
елементiв у кожному стовпчику; через𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽) — алгебру (𝐼 × 𝐼 )–матриць над
полем 𝔽, якi мають скiнченну множину ненульових елементiв у кожному рядку
i кожному стовпчику; через 𝑀𝐽 (𝔽) — алгебру матриць Якобi, тобто (ℤ × ℤ)–
матриць над полем 𝔽, якi мають скiнченну кiлькiсть ненульових дiагоналей;
а через 𝑀∞(𝐼 ,𝔽) — алгебру (𝐼 × 𝐼 )–матриць над полем 𝔽, якi мають скiнченну
кiлькiсть ненульових елементiв.

Основними результатами роздiлу є:
• Описанi диференцiювання алгебр𝑀∞(𝐼 ,𝔽), 𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽), 𝑀𝐽 (𝔽). Показано, що
кожне диференцiювання алгебри𝑀∞(𝐼 ,𝔽) є приєднаним диференцiюван-
ням,що iндукується елементом з алгебри𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽), а всi диференцiювання
алгебр𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽) та𝑀𝐽 (𝔽) є внутрiшнiми.

• Описанi диференцiювання спецiальних лiнiйних алгебр Лi 𝔰𝔬∞(𝐼 ,𝔽) та
𝔰𝔭∞(𝐼 ,𝔽), якi є алгебрами Лi кососиметричних елементiв алгебри 𝑀∞(𝐼 ,𝔽)
вiдносно iнволюцiї транспонування та симплектичної iнволюцiї вiдповiд-
но, а також спецiальної лiнiйної алгебри Лi 𝔰𝔩∞(𝐼 ,𝔽) = [𝔤𝔩∞(𝐼 ,𝔽), 𝔤𝔩∞(𝐼 ,𝔽)],
де 𝔤𝔩∞(𝐼 ,𝔽) є приєднаною алгеброю Лi до алгебри𝑀∞(𝐼 ,𝔽). Показано, що
кожне диференцiювання цих алгебр є приєднаним диференцiюванням,що
iндукується елементом з алгебри 𝔤𝔩𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽), яка є приєднаною алгеброю
Лi до алгебри𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽).

Цей результат узагальнює теорему Нееба на випадок довiльного поля
характеристики, вiдмiнної вiд 2.

• Доведено, що всi диференцiювання алгебр 𝔤𝔩𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽) та 𝔤𝔩 𝐽 (𝔽), якi є приєд-
наними алгебрами Лi до алгебр 𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽) та 𝑀𝐽 (𝔽) вiдповiдно, є внутрi-
шнiми.

• Доведено, що алгебри Лi 𝔤𝔩𝐼 (𝔽), 𝔤𝔩𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽) та 𝔤𝔩 𝐽 (𝔽), якi є приєднаними
алгебрами Лi до алгебр 𝑀𝐼 (𝔽), 𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽) та 𝑀𝐽 (𝔽) вiдповiдно, є доскона-
лими.
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Висновки

Основною тематикою роботи є дослiдження класу локально матричних
алгебр та їх асимптотичних конструкцiй. Такi алгебри є найбiльш близькими до
класу скiнеченно–вимiрнихматричних алгебр.Одержанi в дисертацiї результати
умовно вiдносяться до наступних таких класiв задач структурної теорiї локально
матричних алгебр.

Перший клас задач пов’язаний з нескiнченними тензорними добутками
матричних алгебр над полемдовiльної характеристики. Такийнапрям спричине-
ний тим, що будь–яка унiтальна злiченно–вимiрна локально матрична алгебра
єдиним чином розкладається в нескiнченний тензорний добуток матричних
алгебр.

Друге вiдгалуження має за основу виявлення iнварiантiв, якi би визначали
локально матричнi алгебри. Такими iнварiантами виявилися число Стейнiца
та Морiта еквiвалентнiсть у випадку унiтальних злiченно–вимiрних локально
матричних алгебр та так званi спектральнi Стейнiцовi iнварiанти для випадку
неунiтальних локально матричних алгебр.

Ще одним напрямом дисертацiйних дослiджень є вивчення алгебр Лi дифе-
ренцiювань (у тому числi зовнiшнiх та внутрiшнiх) та груп автоморфiзмiв (як
зовнiшнiх, так внутрiшнiх) унiтальних злiченно–вимiрних локально матричних
алгебр.

Продовжуючи розвивати застосування Стейнiцового iнварiанту, iншим на-
прямком дослiдження у дисертацiї став розвиток саме структурної теорiї булевих
кiлець з мiрою, якi є лiнiйними векторними просторами i якi є природним аксi-
оматичним контекстом для нескiнченних узагальнень стандартних просторiв
Хемiнга. Тому їх називаємо просторами Хемiнга.

Ще один напрямок дослiджень є розвиток теорiї алгебр Лi та теорiї зобра-
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жень, оскiльки з локально матричними алгебрами пов’язанi два важливi класи
простих нескiнченно–вимiрних локально скiнченно–вимiрних алгебр, а саме,
клас фiнiтарних алгебр та клас дiагональних локально простих алгебр Лi.

I останнiм умовним напрямом є дослiдження iзоморфiзмiв груп нескiнчен-
них перiодичних матриць.

Перший та другий роздiли дисертацiйної роботи мiстили огляд лiтератури за
тематикою дослiджень. У них також вводилися необхiднi поняття i наводилися
вiдомi результати, якi використовувалися в подальших роздiлах.

У роздiлi 3 вивчалися числа Стейнiца i розклади в тензорний добуток
локально матричних алгебр. Основними результатами роздiлу є такi:

• Показано, що алгебра Клiфорда невиродженої квадратичної форми на
нескiнченно–вимiрному векторному просторi над полем характеристики,
вiдмiнної вiд 2, є локально матричною алгеброю.

• Дослiджена будова скiнченно–вимiрних узагальнених алгебр Клiфорда
𝐶𝑙𝑔(𝑙,𝑚) над полем характеристики, яка є взаємно простою з числом 𝑙 .

• Показано, що для нескiнченної впорядкованної множини 𝐼 i поля 𝔽,
характеристика якого є взаємно простою з числом 𝑙, узагальнена алгебра
Клiфорда 𝐶𝑙𝑔(𝑙, 𝐼 ) є локально матричною алгеброю.

• Визначений iнварiант довiльної унiтальної локально матричної алгебри, а
саме — число Стейнiца, яке в злiченно–вимiрному випадку збiгається з
числом Стейнiца, визначеним Глiммом.

• Побудованi приклади неiзоморфних унiтальних локально матричних
алгебр розмiрностей бiльших за ℵ0, але таких, що мають однаковi числа
Стейнiца. Таким чином, показано, що теорема Глiмма не узагальнюється
на незлiченно–вимiрний випадок.

• Показано, що унiтальнi локально матричнi алгебри (довiльної розмiрностi)
мають однаковi числа Стейнiца тодi й лише тодi, коли їх унiверсальнi
елементарнi теорiї збiгаються.

• Доведено iснування незлiченно–вимiрних унiтальних локально матри-
чних алгебр, якi не розкладаються в тензорний добуток примарних компо-
нент. Таким чином, отримана негативна вiдповiдь на питання Курочкiна:
"чи розкладається довiльна унiтальна локально матрична алгебра в тен-
зорний добуток примарних алгебр?"
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• Побудована нова велика серiя прикладiв унiтальних локально матричних
алгебр, якi не розкладаються у тензорний добуток матричних алгебр.
Зокрема, показано, що для довiльного нескiнченного числа Стейнiца 𝑠,
вiдмiнного вiд 𝑝∞ · 𝑛, де 𝑝 — характеристика основного поля, а 𝑛 — деяке
натуральне число, знайдеться незлiченно–вимiрна унiтальна локально
матрична алгебра, яка має число Стейнiца 𝑠 i яка не розкладається в
тензорний добуток матричних алгебр.

• Показано, що Морiта еквiвалентнi унiтальнi локально матричнi алге-
бри мають рацiонально зв’язнi числа Стейнiца. Причому, якщо алгебри
злiченно–вимiрнi, то умова рацiональної зв’язностi їх чисел Стейнiца є
необхiдною i достатньою умовою для того, щоб вони були Морiта еквiва-
лентними.

• Побудованi приклади не Морiта еквiвалентних незлiченно–вимiрних унi-
тальних локально матричних алгебр, якi мають однаковi числа Стейнiца.

• Показано, що клас Морiта еквiвалентностi унiтальної злiченно–вимiрної
локально матричної алгебри є злiченною лiнiйно впорядкованною мно-
жиною.

У роздiлi 4 вивчалися спектри локально матричних алгебр. Основними
результатами роздiлу є такi:

• Для довiльної локально матричної алгебри визначено її спектр, який є
повною множиною чисел Стейнiца.

• Класифiкованi всi повнi множини чисел Стейнiца.
• Для довiльної повної множини чисел Стейнiца побудована злiченно–
вимiрна локально матрична алгебра, яка має цю множину як спектр.

• Показано, що злiченно–вимiрнi локально матричнi алгебри iзоморфнi
тодi й лише тодi, коли їх спектри збiгаються. Таким чином, отримане нове
доведення теореми Дiксм’є–Баранова про класифiкацiю неунiтальних
злiченно–вимiрних локально матричних алгебр.

• Показано, що для двох злiченно–вимiрних локально матричних алгебр 𝐴
та 𝐵 алгебра 𝐴 занурюється в алгебру 𝐵 як апроксимативний кут тодi й
лише тодi, коли спектр алгебри 𝐴 є пiдмножиною спектру алгебри 𝐵.

Природним аксiоматичним контекстом для нескiнченних узагальнень стан-
дартних просторiв Хемiнга є клас булевих кiлець з мiрою та структурою лiнiй-
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ного векторного простору, якi ще називаються просторами Хемiнга. Такий клас
просторiв вивчався в роздiлi 5. Основними результатами цього роздiлу є:

• Визначено тензорний добуток у класi просторiв Хемiнга.
• Доведено, що кожен унiтальний злiченний локально стандартний простiр
Хемiнга є тензорним добутком стандартних просторiв Хемiнга, що є
аналогом теореми Кьоте.

• Визначено iнварiант довiльного унiтального локально стандартного про-
стору Хемiнга, а саме — число Стейнiца, i показано, що унiтальнi злiченнi
локально стандартнi простори Хемiнга iзоморфнi тодi й лише тодi, коли
їх числа Стейнiца збiгаються, що є аналогом теореми Глiмма.

• Показано, що для довiльної узагальненої пiдалгебри Картана 𝐻 унiтальної
злiченно–вимiрної локально матричної алгебри її пiдалгебра iдемпотентiв
𝐸 (𝐻 ) з функцiєю вiдносного рангу в ролi мiри є унiтальним локально
стандартним простором Хемiнга.

• Доведено, що кожен унiтальний злiченний локально стандартний простiр
Хемiнга може бути реалiзований як алгебра iдемпотентiв 𝐸 (𝐻 ) для деякої
пiдалгебри Картана 𝐻 унiтальної злiченно–вимiрної локально матричної
алгебри.

• Доведено,щодовiльнi двi пiдалгебриКартана унiтальної злiченно–вимiрної
локально матричної алгебри спряженi за допомогою автоморфiзму.

• Показано, що в будь–якiй унiтальнiй злiченно–вимiрнiй локально матри-
чнiй алгебрi знайдеться узагальнена пiдалгебра Картана, яка не спряжена
з жодною пiдалгеброю Картана. Зокрема, не довiльнi двi узагальненi
пiдалгебри Картана є спряженими.

• Доведено, що якщо пiдалгебри Картана унiтальних злiченно–вимiрних
локально матричних алгебр 𝐴 та 𝐵 iзоморфнi як простори Хемiнга, то цi
алгебри 𝐴 та 𝐵 також iзоморфнi.

• Для кожного локально стандартного (не обов’язково унiтального) простору
Хемiнга визначено його спектр i доведено, що вiн є повною множиною
чисел Стейнiца.

• Для кожної повної множини чисел Стейнiца побудовано злiченний ло-
кально стандартний простiр Хемiнга, спектром якого є ця множина.

• Показано, що злiченнi простори Хемiнга iзоморфнi тодi й лише тодi,
коли їх спектри збiгаються. Таким чином, неунiтальнi злiченнi локально
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стандартнi простори Хемiнга параметризуються парами, якi складаються
з числа Стейнiца i невiд’ємного дiйсного числа, що є аналогом теореми
Дiксм’є.

У роздiлi 6 вивчалися автоморфiзми i диференцiювання локально матричних
алгебр. Основними результатами роздiлу є:

• Показано, що алгебра Лi внутрiшнiх диференцiювань локально матричної
алгебри є щiльною у топологiї Тихонова в алгебрi Лi всiх диференцiювань.

• Доведено, що група внутрiшнiх автоморфiзмiв унiтальної локально матри-
чної алгебри є щiльною у топологiї Тихонова в напiвгрупi всiх унiтальних
iн’єктивних ендоморфiзмiв.

• Для довiльного нескiнченного тензорного добутку матричних алгебр
𝑀𝑛𝑖 (𝔽) над полем 𝔽, де 𝑖 ∈ 𝐼 , описанi його диференцiювання, а саме:
довiльне диференцiювання такого тензорного добутку є нескiнченною
збiжною сумою внутрiшнiх диференцiювань, яка вiдповiдає розрiдженiй
пiдмножинi множини iндексiв 𝐼 .

• Для кожної розрiдженої пiдмножини множини iндексiв 𝐼 знайдено тополо-
гiчний базис у векторному просторi нескiнченних збiжних сум внутрiшнiх
диференцiювань, який буде вiдповiдати цiй розрiдженiй пiдмножинi.

• Показано, що алгебра Лi внутрiшнiх диференцiювань злiченно–вимiрної
локально матричної алгебри не локально скiнченно–вимiрна, що є анало-
гом теореми Штраде.

• Показано, що кожний унiтальний iн’єктивний ендоморфiзм унiтальної
злiченно–вимiрної локально матричної алгебри єдиним чином зобра-
жується у виглядi збiжного добутку внутрiшнiх автоморфiзмiв з деякої
системи представникiв.

• Показано, що нескiнченний збiжний добуток автоморфiзмiв є автомор-
фiзмом тодi й лише тодi, коли послiдовнiсть обернених автоморфiзмiв
iнтегровна.

• Доведено,щоузагальненаметрикаБерананапiвгрупi унiтальних iн’єктивних
ендоморфiзмiв, визначає топологiю Тихонова.

• Для алгебри 𝐴, яка є тензорним добутком родини матричних алгебр над
полем 𝔽, iндексованим нескiнченною множиною iндексiв 𝐼 , доведено, що
розмiрностi алгебри Лi Der(𝐴) диференцiювань алгебри 𝐴 i алгебри Лi



295

Outder(𝐴) зовнiшнiх диференцiювань алгебри 𝐴 дорiвнюють |𝔽| |𝐼 |, де |𝔽|
та |𝐼 | — потужностi множин 𝔽 та 𝐼 вiдповiдно.

• Для злiченно–вимiрної локально матричної алгебри 𝐴 показано, що:
(i) розмiрностi алгебри Лi Der(𝐴) диференцiювань алгебри 𝐴 i алгебри

Лi Outder(𝐴) зовнiшнiх диференцiювань алгебри 𝐴 дорiвнюють |𝔽|ℵ0 ;
(ii) порядки групи автоморфiзмiв Aut(𝐴) алгебри 𝐴 i групи зовнiшнiх

автоморфiзмiв OutAut(𝐴) алгебри 𝐴 дорiвнюють |𝔽|ℵ0 .

• Показано, що порядок групи iзометрiй злiченного локально стандартного
простору Хемiнга дорiвнює 2ℵ0 .

У роздiлi 7 вивчалися нескiнченнi перiодичнi матрицi. Основними результа-
тами роздiлу є:

• Показано, що для довiльного числа Стейнiца 𝑠 множина𝑀𝑝
𝑠 (𝔽) нескiнчен-

них перiодичних блочно–дiагональних (ℕ ×ℕ)–матриць над полем 𝔽 з
перiодом, який дiлить число Стейнiца 𝑠 , є локальноматричною унiтальною
злiченно–вимiрною алгеброю з числом Стейнiца 𝑠 . Група𝐺𝐿𝑝𝑠 (𝔽) оборо-
тних елементiв алгебри 𝑀𝑝

𝑠 (𝔽) i її комутант 𝑆𝐿
𝑝
𝑠 (𝔽) = [𝐺𝐿𝑝𝑠 (𝔽),𝐺𝐿

𝑝
𝑠 (𝔽)] є

локально 𝐺𝐿– i локально 𝑆𝐿–групами вiдповiдно.
• Доведено, що для довiльного числа Стейнiца 𝑠 центр 𝐶𝑠 групи 𝑆𝐿𝑝𝑠 (𝔽)
складається зi скалярних матриць, якi мiстять якi мiстять коренi 𝑛–го
степеня з одиницi на дiагоналi, де 𝑛 є довiльним натуральним числом, яке
дiлить число Стейнiца 𝑠 .

• Показано, що якщо 𝑠 — нескiнченне число Стейнiца, то спецiальна про-
ективна лiнiйна група 𝑃𝑆𝐿𝑝𝑠 (𝔽), яка є фактор–групою групи 𝑆𝐿

𝑝
𝑠 (𝔽) за

її центром 𝐶𝑠 , є простою. Також доведено, що якщо для довiльного на-
турального дiльника 𝑛 числа Стейнiца 𝑠 у полi 𝔽 iснують коренi 𝑛–го
степеня, то група 𝑃𝐺𝐿𝑝𝑠 (𝔽), яка є фактор–групою групи𝐺𝐿𝑝𝑠 (𝔽) за центром
𝐶𝑠, iзоморфна групi 𝑃𝑆𝐿𝑝𝑠 (𝔽).

• Доведено, що для унiтальних локально матричних алгебр 𝐴 та 𝐵 та
їх груп оборотних елементiв 𝐴∗ i 𝐵∗ вiдповiдно з того, що комутанти
[𝐴∗, 𝐴∗] та [𝐵∗, 𝐵∗] iзоморфнi, випливає, що кiльця 𝐴 i 𝐵 або iзоморфнi,
або антиiзоморфнi. Бiльш того, показано, що довiльний iзоморфiзм 𝜑

комутантiв [𝐴∗, 𝐴∗] та [𝐵∗, 𝐵∗] або продовжується до iзоморфiзму кiлець 𝐴
i 𝐵, або знайдеться антиiзоморфiзм 𝜃 цих кiлець такий, що для довiльного
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елемента 𝑔 ∈ [𝐴∗, 𝐴∗] дiя iзоморфiзму 𝜑 на цей елемент 𝑔 збiгається з дiєю
антиiзоморфiзму 𝜃 на елемент, обернений до 𝑔.

• Доведено, що коли унiтальна локально матрична алгебра злiченно–
вимiрна, то вона iзоморфна для деякого числа Стейнiца 𝑠 алгебрi𝑀𝑝

𝑠 (𝔽)
нескiнченних перiодичних блочно–дiагональних (ℕ ×ℕ)–матриць над
полем 𝔽 з перiодом, який дiлить число 𝑠 . У цьому випадку алгебра𝑀𝑝

𝑠 (𝔽)
є алгеброю з iнволюцiєю транспонування 𝑡 : 𝑀𝑝

𝑠 (𝔽) → 𝑀
𝑝
𝑠 (𝔽).

• Доведено, що коли 𝐴 та 𝐵 — злiченно–вимiрнi унiтальнi локально ма-
тричнi алгебри i комутанти [𝐴∗, 𝐴∗] та [𝐵∗, 𝐵∗] груп оборотних елементiв
iзоморфнi, то алгебри 𝐴 та 𝐵 також iзоморфнi. Бiльш того, для кожно-
го iзоморфiзму 𝜑 комутантiв [𝐴∗, 𝐴∗] i [𝐵∗, 𝐵∗] знайдеться iзоморфiзм 𝜃

кiлець 𝐴 та 𝐵, який або продовжує iзоморфiзм 𝜑 , або для довiльного еле-
мента 𝑔 ∈ [𝐴∗, 𝐴∗] дiя iзоморфiзму 𝜑 на цей елемент 𝑔 збiгається з дiєю
антиiзоморфiзму 𝜃 на елемент (𝑔−1)𝑡 .

• Показано, що групи 𝑆𝐿𝑝𝑠1 (𝔽) i 𝑆𝐿
𝑝
𝑠2 (𝔽) iзоморфнi тодi й тiльки тодi, коли

числа Cтейнiца 𝑠1 та 𝑠2 однаковi.
• Доведено, що група автоморфiзмiв Aut

(
𝑆𝐿

𝑝
𝑠 (𝔽)

)
алгебри 𝑆𝐿𝑝𝑠 (𝔽) iзоморфна

добутковi циклiчної групи порядку 2, породженої автоморфiзмом групи
𝑆𝐿

𝑝
𝑠 (𝔽), який кожен елемент 𝑔 цiєї групи переводить в (𝑔−1)𝑡 , групи ав-

томорфiзмiв Aut𝔽
(
𝑀
𝑝
𝑠 (𝔽)

)
алгебри𝑀𝑝

𝑠 (𝔽) та групи автоморфiзмiв Aut(𝔽)
поля 𝔽.

Нехай 𝐼 — нескiнченна множина, 𝔽 — поле. Через 𝑀𝐼 (𝔽) ми позначали
алгебру (𝐼 × 𝐼 )–матриць над полем 𝔽, якi мають скiнченну множину ненульових
елементiв у кожному стовпчику; через𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽) — алгебру (𝐼 × 𝐼 )–матриць над
полем 𝔽, якi мають скiнченну множину ненульових елементiв у кожному рядку
i кожному стовпчику; через 𝑀𝐽 (𝔽) — алгебру (ℤ × ℤ)–матриць над полем 𝔽,

якi мають скiнченну кiлькiсть ненульових дiагоналей (матриць Якобi); через
𝑀∞(𝐼 ,𝔽) — алгебру (𝐼 × 𝐼 )–матриць над полем 𝔽, якi мають скiнченну кiлькiсть
ненульових елементiв.

Основними результатами роздiлу 8 є такi:
• Описанi диференцiювання алгебр𝑀∞(𝐼 ,𝔽), 𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽), 𝑀𝐽 (𝔽). Показано, що
кожне диференцiювання алгебри𝑀∞(𝐼 ,𝔽) є приєднаним диференцiюван-
ням,що iндукується елементом з алгебри𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽), а всi диференцiювання
алгебр𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽) та𝑀𝐽 (𝔽) є внутрiшнiми.
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• Описанi диференцiювання спецiальних лiнiйних алгебр Лi 𝔰𝔬∞(𝐼 ,𝔽) та
𝔰𝔭∞(𝐼 ,𝔽), якi є алгебрами Лi кососиметричних елементiв алгебри 𝑀∞(𝐼 ,𝔽)
вiдносно iнволюцiї транспонування та симплектичної iнволюцiї вiдповiд-
но, а також спецiальної лiнiйної алгебри Лi 𝔰𝔩∞(𝐼 ,𝔽) = [𝔤𝔩∞(𝐼 ,𝔽), 𝔤𝔩∞(𝐼 ,𝔽)],
де 𝔤𝔩∞(𝐼 ,𝔽) є приєднаною алгеброю Лi до алгебри𝑀∞(𝐼 ,𝔽). Показано, що
кожне диференцiювання цих алгебр є приєднаним диференцiюванням,що
iндукується елементом з алгебри 𝔤𝔩𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽), яка є приєднаною алгеброю
Лi до алгебри𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽).

Цей результат узагальнює теорему Нееба на випадок довiльного поля
характеристики, вiдмiнної вiд 2.

• Доведено, що всi диференцiювання алгебр 𝔤𝔩𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽) та 𝔤𝔩 𝐽 (𝔽), якi є приєд-
наними алгебрами Лi до алгебр 𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽) та 𝑀𝐽 (𝔽) вiдповiдно, є внутрi-
шнiми.

• Доведено, що алгебри Лi 𝔤𝔩𝐼 (𝔽), 𝔤𝔩𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽) та 𝔤𝔩 𝐽 (𝔽), якi є приєднаними
алгебрами Лi до алгебр 𝑀𝐼 (𝔽), 𝑀𝑟𝑐 𝑓 (𝐼 ,𝔽) та 𝑀𝐽 (𝔽) вiдповiдно, є доскона-
лими.
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