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ÇÀÃÀËÜÍÀ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÎÁÎÒÈ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Äèñåðòàöiéíó ðîáîòó ïðèñâÿ÷åíî ñòðóêòóð-
íié òåîði¨ êëàñó ëîêàëüíî ìàòðè÷íèõ àëãåáð. Iíòåðåñ äî ëîêàëüíî ìà-
òðè÷íèõ àëãåáð i ëîêàëüíî íàïiâïðîñòèõ àëãåáð âèíèê ó çâ'ÿçêó ç òèì,
ùî öi íåñêií÷åííî�âèìiðíi àëãåáðè íàéáiëüø áëèçüêi äî ñêií÷åííî�
âèìiðíèõ ìàòðè÷íèõ àëãåáð1.

Ó 1931 ðîöi Ã. Êüîòå2 äîâiâ, ùî áóäü�ÿêà óíiòàëüíà çëi÷åííî�âèìið-
íà ëîêàëüíî ìàòðè÷íà àëãåáðà ¹äèíèì ÷èíîì ðîçêëàäà¹òüñÿ â íåñêií-
÷åííèé òåíçîðíèé äîáóòîê ìàòðè÷íèõ àëãåáð íàä ïîëåì. Áiëüø òîãî,
Ã. Êüîòå ðîçïîâñþäèâ öåé ðåçóëüòàò íà áiëüø øèðîêèé êëàñ ëîêàëüíî
íîðìàëüíèõ (òîáòî ëîêàëüíî ïðîñòèõ ñêií÷åííî�âèìiðíèõ öåíòðàëü-
íèõ) àëãåáð.

Î.Ã. Êóðîø3 ó 1942 ðîöi ïîáóäóâàâ ïðèêëàä, ÿêèé ïîêàçàâ, ùî òå-
îðåìà Êüîòå íå óçàãàëüíþ¹òüñÿ íà âèïàäîê íåçëi÷åííî�âèìiðíèõ ëî-
êàëüíî ìàòðè÷íèõ àëãåáð. Ðîáîòà Î.Ã. Êóðîøà áóëà ïðîäîâæåíà éîãî
ó÷íåì Â.Ì. Êóðî÷êiíèì4, ÿêèé âèâ÷àâ ¹äèíiñòü ðîçêëàäiâ ëîêàëüíî
ìàòðè÷íèõ àëãåáð ó òåíçîðíèé äîáóòîê ñêií÷åííî�âèìiðíèõ i ïðèìàð-
íèõ êîìïîíåíò. Îñíîâíèì ïèòàííÿì, ÿêå çàëèøàëîñÿ âiäêðèòèì, áóëî:
÷è ðîçêëàäà¹òüñÿ äîâiëüíà ëîêàëüíî ìàòðè÷íà àëãåáðà â òåíçîðíèé
äîáóòîê ïðèìàðíèõ àëãåáð?

Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ïîáóäîâàíî ïðèêëàä íåçëi÷åííî�âèìiðíî¨
ëîêàëüíî ìàòðè÷íî¨ àëãåáðè, ÿêà íå ðîçêëàäà¹òüñÿ â òåíçîðíèé äîáó-
òîê ïðèìàðíèõ àëãåáð. Òàêèì ÷èíîì, îòðèìàíî íåãàòèâíó âiäïîâiäü
íà ñôîðìóëüîâàíå Â.Ì. Êóðî÷êiíèì ïèòàííÿ.

Íàñòóïíèé ñïëåñê iíòåðåñó äî ëîêàëüíî ìàòðè÷íèõ àëãåáð âèíèê ó
çâ'ÿçêó ç ¨õ çàñòîñóâàííÿìè â òåîði¨ C∗�àëãåáð. Äæ. Ãëiìì5 ïîêàçàâ,
ùî áóäü�ÿêà àïðîêñèìàòèâíî ñêií÷åííî�âèìiðíà C∗�àëãåáðà ìiñòèòü
ùiëüíó óíiòàëüíó çëi÷åííî�âèìiðíó ëîêàëüíî ìàòðè÷íó àëãåáðó. Äëÿ
äîâiëüíî¨ óíiòàëüíî¨ çëi÷åííî�âèìiðíî¨ ëîêàëüíî ìàòðè÷íî¨ àëãåáðè
Äæ. Ãëiìì âèçíà÷èâ iíâàðiàíò � ÷èñëî Ñòåéíiöà, i ïîêàçàâ, ùî öåé
iíâàðiàíò âèçíà÷à¹ àëãåáðó ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó.

1Vershik A. M., Kerov S. V., Locally semisimple algebras. Combinatorial theory
and the K0-functor, J. Soviet Math., (1987), P.1701�1733.

2K�othe G., Schiefk�orper unendlichen Ranges uber dem Zentrum, Math. Ann., 105
(1931), P.15�39.

3Kurosh A., Direct decompositions of simple rings, Rec. Math. [Mat. Sbornik] N.S.,
11(53) (1942), no.3, P.245�264.

4Kurochkin V.M., On the theory of locally simple and locally normal algebras, Mat.
Sb., Nov. Ser., 22(64) (1948), no.3, P.443�454.

5Glimm J.G., On a certain class of operator algebras, Trans. Amer. Math. Soc., 95
(1960), no.2, P.318�340.
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Ïðîäîâæóþ÷è ðîáîòó Äæ. Ãëiììà, Æ. Äiêñì'¹6 êëàñèôiêóâàâ íå-
óíiòàëüíi çëi÷åííî�âèìiðíi ëîêàëüíî ìàòðè÷íi àëãåáðè íàä ïîëåì íó-
ëüîâî¨ õàðàêòåðèñòèêè. Æ. Äiêñì'¹ ïîêàçàâ, ùî êîæíié òàêié àëãåáði
ìîæíà ïîñòàâèòè ó âiäïîâiäíiñòü ïàðó (s, α), äå s � ÷èñëî Ñòåéíiöà,
à α � íåâiä'¹ìíå äiéñíå ÷èñëî, i ùî òàêà ïàðà âèçíà÷à¹ àëãåáðó ç
òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó.

Î.Î. Áàðàíîâ7 ïîøèðèâ òåîðåìó Æ. Äiêñì'¹ íà âèïàäîê äîâiëüíî-
ãî ïîëÿ. Áiëüø òîãî, âií îïèñàâ çëi÷åííî�âèìiðíi ëîêàëüíî iíâîëþòèâ-
íî ïðîñòi àëãåáðè, òîáòî àëãåáðè ç iíâîëþöi¹þ, ÿêi ìàþòü ëîêàëüíó
ñèñòåìó ñêií÷åííî�âèìiðíèõ iíâîëþòèâíî ïðîñòèõ ïiäàëãåáð.

Êîíñòðóêöi¨ Äæ. Ãëiììà, Æ. Äiêñì'¹, Î.Î. Áàðàíîâà ñóòò¹âî âèêî-
ðèñòîâóþòü çëi÷åííî�âèìiðíiñòü àëãåáðè. Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ìè
âèçíà÷à¹ìî ÷èñëî Ñòåéíiöà óíiòàëüíî¨ ëîêàëüíî ìàòðè÷íî¨ àëãåáðè
äîâiëüíî¨ ðîçìiðíîñòi. Öåé iíâàðiàíò ó íåçëi÷åííî�âèìiðíîìó âèïàä-
êó íå âèçíà÷à¹ àëãåáðó ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó, àëå (ÿê äîâåäåíî â
ðîáîòi) âèçíà÷à¹ ¨¨ óíiâåðñàëüíó åëåìåíòàðíó òåîðiþ. Êðiì öüîãî, ìè
òàêîæ âèçíà÷èëè iíâàðiàíò íå îáîâ'ÿçêîâî óíiòàëüíî¨ ëîêàëüíî ìàòðè-
÷íî¨ àëãåáðè äîâiëüíî¨ ðîçìiðíîñòi � ìíîæèíó ÷èñåë Ñòåéíiöà, ÿêó ìè
íàçèâà¹ìî ñïåêòðîì àëãåáðè, îïèñàëè óñi ìîæëèâi ñïåêòðè i ïîêàçàëè,
ÿê òåîðåìà Äiêñì'¹�Áàðàíîâà âèïëèâà¹ ç öüîãî îïèñó.

Äèôåðåíöiþâàííÿ çëi÷åííî�âèìiðíèõ ëîêàëüíî ïðîñòèõ (òîáòî òà-
êèõ, äëÿ ÿêèõ iñíó¹ ëîêàëüíà ñèñòåìà ïðîñòèõ ñêií÷åííî�âèìiðíèõ
ïiäàëãåáð) àëãåáð Ëi íàä ïîëåì íóëüîâî¨ õàðàêòåðèñòèêè âèâ÷àëèñÿ â
ðîáîòi Õ. Øòðàäå8. Ø.À. Àþïîâ i Ê.Ê. Êóäàéáåðãåíîâ9 ïîáóäóâàëè
íåíóëüîâå çîâíiøí¹ äèôåðåíöiþâàííÿ óíiòàëüíî¨ çëi÷åííî�âèìiðíî¨
ëîêàëüíî ìàòðè÷íî¨ àëãåáðè ç ÷èñëîì Ñòåéíiöà 2∞. Ó äèñåðòàöié-
íié ðîáîòi îïèñóþòüñÿ äèôåðåíöiþâàííÿ i àâòîìîðôiçìè óíiòàëüíèõ
ëîêàëüíî ìàòðè÷íèõ àëãåáð, äîâåäåíî, ùî äëÿ ëîêàëüíî ìàòðè÷íî¨
àëãåáðè A iäåàë âíóòðiøíiõ äèôåðåíöiþâàíü i íîðìàëüíà ïiäãðóïà
âíóòðiøíiõ àâòîìîðôiçìiâ ùiëüíi â òîïîëîãi¨ Òèõîíîâà â àëãåáði Ëi
óñiõ äèôåðåíöiþâàíü òà ãðóïi âñiõ àâòîìîðôiçìiâ àëãåáðè A âiäïî-
âiäíî. Êðiì öüîãî, îïèñàíi äèôåðåíöiþâàííÿ i àâòîìîðôiçìè óíiòàëü-
íî¨ çëi÷åííî�âèìiðíî¨ ëîêàëüíî ìàòðè÷íî¨ àëãåáðè. Çîêðåìà, çíàéäå-

6Dixmier J., On some C∗-algebras considered by Glimm, J. Funct. Anal., 1 (1967),
P.182�203.

7Baranov A.A., Classi�cation of the direct limits of involution simple associative
algebras and the corresponding dimension groups, J. Algebra, 381 (2013), P.73�95.

8Strade H., Locally �nite dimensional Lie algebras and their derivation algebras,
Abh. Math. Sem. Univ. Hamburg 69 (1999), P.373�391.

9Ayupov S. and Kudaybergenov K., In�nite dimensional central simple regular
algebras with outer derivations, Lobachevskii Journal of Mathematics, 41 (no. 3)
(2020), 326�332.
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íà ðîçìiðíiñòü àëãåáðè Ëi çîâíiøíiõ äèôåðåíöiþâàíü i ïîðÿäîê ãðóïè
çîâíiøíiõ àâòîìîðôiçìiâ.

Ç ëîêàëüíî ìàòðè÷íèìè àëãåáðàìè ïîâ'ÿçàíi äâà âàæëèâi êëà-
ñè ïðîñòèõ íåñêií÷åííî�âèìiðíèõ ëîêàëüíî ñêií÷åííî�âèìiðíèõ àë-
ãåáð. Ïåðøèé êëàñ � ôiíiòàðíi àëãåáðè, òîáòî àëãåáðè Ëi, ÿêi ñêëà-
äàþòüñÿ ç ïåðåòâîðåíü ñêií÷åííîãî ðàíãó äåÿêîãî âåêòîðíîãî ïðî-
ñòîðó. Î.Î. Áàðàíîâ10 i Î.Î. Áàðàíîâ òà Õ. Øòðàäå11 äîâåëè, ùî
áóäü�ÿêà ïðîñòà çëi÷åííî�âèìiðíà ôiíiòàðíà àëãåáðà Ëi içîìîðôíà
îäíié ç àëãåáð sl∞(F), so∞(F), sp∞(F), òîáòî ìàþòü âèãëÿä [A,A]
àáî [K(A, ∗),K(A, ∗)], äå A = M∞(F) � àëãåáðà ôiíiòàðíèõ (N × N)�
ìàòðèöü íàä ïîëåì F, ∗ àáî iíâîëþöiÿ òðàíñïîíóâàííÿ, àáî ñèìïëåêòè-
÷íà iíâîëþöiÿ, à K(A, ∗) � àëãåáðà Ëi óñiõ êîñîñèìåòðè÷íèõ âiäíîñíî
iíâîëþöi¨ ∗ åëåìåíòiâ.

Iíøèé êëàñ � äiàãîíàëüíî ëîêàëüíî ïðîñòi àëãåáðè Ëi, òîáòî àëãå-
áðè, ÿêi ìàþòü ëîêàëüíó ñèñòåìó ïðîñòèõ ñêií÷åííî�âèìiðíèõ ïiä-
àëãåáð, ùî âêëàäàþòüñÿ îäíà â îäíó äiàãîíàëüíî. Þ.Î. Áàõòóðií,
Î.Î. Áàðàíîâ, Î.Þ. Çàëåñüêèé12 äîâåëè, ùî íàä àëãåáðè÷íî çàìêíå-
íèì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè íóëü òàêi àëãåáðè âè÷åðïóþòüñÿ àëãåáðà-
ìè [A,A], äå A � ëîêàëüíî ìàòðè÷íà àëãåáðà, i àëãåáðàìè
[K(A, ∗),K(A, ∗)], äå (A, ∗) � ëîêàëüíî iíâîëþòèâíî ïðîñòà àëãåáðà.
Äæ. Õåííiíã13 ðîçïîâñþäèëà öåé ðåçóëüòàò íà àëãåáðè íàä ïîëåì õà-
ðàêòåðèñòèêè áiëüøî¨ çà 5. Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ìè âèâ÷à¹ìî àëãå-
áðè Ëi íåñêií÷åííèõ ìàòðèöü sl∞(F), so∞(F), sp∞(F), à òàêîæ àëãåáðó
glrcf (I,F), ÿêà ¹ ïðè¹äíàíîþ äî àëãåáðè (I × I)�ìàòðèöü çi ñêií÷åí-
íîþ êiëüêiñòþ íåíóëüîâèõ åëåìåíòiâ ó êîæíîìó ñòîâï÷èêó i êîæíîìó
ðÿäêó, òà àëãåáðó Ëi glJ(F) ìàòðèöü ßêîái.

Çîáðàæåííÿì òàêèõ àëãåáð ïðèñâÿ÷åíà âåëèêà êiëüêiñòü ðîáiò14,15.

10Baranov A.A., Finitary simple Lie algebras, J. Algebra, 219 (1999), Issue.1, P.299�
329.

11Baranov A.A., Strade H., Finitary Lie algebras, J. Algebra, 254 (2002), Issue.1,
P.173�211.

12Bahturin Yu.A., Baranov A.A., Zalessky A.E., Simple Lie subalgebras of locally
�nite associetive algebras, J. Algebra, 281 (2004), Issue.1, P.225�246.

13Hennig J., Simple locally �nite dimensional Lie algebras in positive characteristic,
J. Algebra, 413 (2014), P.270�288.

14Dimitrov I., Penkov I., Locally semisimple and maximal subalgebras of the �nitary
Lie algebras gl(∞), sl(∞), so(∞), sp(∞), J. Algebra, 322 (2009), P.2069�2081.

15Penkov I., Serganova V., Categories of integrable sl(∞)-, o(∞)-, sp(∞)-modules, in
Representation Theory and Mathematical Physics, Contemporary Math., Amer. Math.
Soc., 557 (2011), P.335�357.
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Ó ðîáîòàõ 16,17,18 ðîçãëÿäàëèñÿ çàñòîñóâàííÿ òåîði¨ çîáðàæåíü àëãåáð
íåñêií÷åííèõ ìàòðèöü ó ìàòåìàòè÷íié ôiçèöi i â òåîði¨ ñîëiòîíîâ. Ê.�
Õ. Íååá19 îïèñàâ äèôåðåíöiþâàííÿ àëãåáð sl∞(F), so∞(F), sp∞(F) íàä
ïîëåì íóëüîâî¨ õàðàêòåðèñòèêè. Âèêîðèñòîâóþ÷è äîâåäåíó ó äèñåðòà-
öiéíié ðîáîòi ùiëüíiñòü iäåàëà âíóòðiøíiõ äèôåðåíöiþâàíü ó òîïîëîãi¨
Òèõîíîâà, ìè óçàãàëüíèëè òåîðåìó Íååáà íà âèïàäîê ïîëÿ äîâiëüíî¨
õàðàêòåðèñòèêè âiäìiííî¨ âiä 2, à òàêîæ ïîêàçàëè, ùî âñi äèôåðåíöi-
þâàííÿ àëãåáðè glrcf (I,F) òà àëãåáðè ìàòðèöü ßêîái glJ(F) ¹ âíóòði-
øíiìè.

Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi âèâ÷àþòüñÿ òàêîæ ââåäåíi Â.I. Ñóùàíñü-
êèì20,21 ãðóïè íåñêií÷åííèõ ìàòðèöü, ÿêi âiäïîâiäàþòü ÷èñëàì Ñòåé-
íiöà, îáãîâîðþþòüñÿ ¨õ öåíòðè òà ïðîñòîòà. Îïèñóþòüñÿ içîìîðôiçìè
i àâòîìðôiçìè ãðóï ïåðiîäè÷íèõ íåñêií÷åííèõ ìàòðèöü.

Êëàñîì àëãåáðè÷íèõ ñòðóêòóð, ÿêi òiñíî ïîâÿçàíi ç ëîêàëüíî ìà-
òðè÷íèìè àëãåáðàìè i âèâ÷àþòüñÿ â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi, ¹ ëîêàëüíî
ñòàíäàðòíi ïðîñòîðè Õåìiíãà (áóëåâi êiëüöÿ ç ìiðîþ). Ñòàíäàðòíèì
ñïîñîáîì îá÷èñëåííÿ âiäñòàíi ìiæ äâîìà äâiéêîâèìè âåêòîðàìè îäíà-
êîâî¨ äîâæèíè ¹ ìåòðèêà Õåìiíãà íà ïðîñòîði Zn2 . Ìè íàçèâà¹ìî öåé
ïðîñòið ñòàíäàðòíèì ïðîñòîðîì Õåìiíãà.

Ó ðîáîòàõ Í.Â. Êðîøêî i Â.I. Ñóùàíñüêîãî22, Ï. Êàìåðîíà i Ñ. Òàð-
çi23, Á.Â. Îëiéíèê24, Á.Â. Îëiéíèê i Â.I. Ñóùàíñüêîãî25 ðîçãëÿíóòi

16Date E., Jimbo M., Kashiwara M., Miwa N., Transformation groups for soliton
equations. III. Operator approach to the Kadomtsev-Petrashvili equation, J. Phys.
Soc. Japan, 50 (1981), no.11, P.3806�3812.

17Frenkel I., Penkov I., Serganova V., A categori�cation of the boson-fermion
correspondence via representation theory of sl(∞), Comm. Math. Phys., 3 (2016),
P.911�931.

18Ôåéãèí Á.Ë., Öûãàí Á.Ë., Êîãîìîëîãèè àëãåáð Ëè îáîáùåííî-ÿêîáèåâûõ ìà-
òðèö, Ôóíêö. àíàëèç è åãî ïðèë., 17 (1983), âûï.2, Ñ.86�87.

19Neeb K.-H., Derivations of locally simple Lie algebras, J. Lie Theory, 15 (2005),
P.589�594.

20Bezushchak O., Oliynyk B., Sushchansky V., Representation of Steinitz's lattice
in lattices of substructures of relational structures, Algebra Discrete Math., 21 2016,
no.2, P.184�201.

21Bezushchak O.O., Sushchans'kyi, V.I., Groups of periodically de�ned linear
transformations of an in�nite-dimensional vector space, Ukr. Math. J., 67 (2016),
no.10, P.1457�1468.

22Kroshko N., Sushchansky V., Direct limits of symmetric and alternating groups
with strictly diagonal embeddings, Arch. Math., 71 (1998), P.173�182.

23Cameron P.J., Tarzi S., Limits of cubes, Topology and its Applications, 155 (2008),
Is.14, P.1454�1461.

24Oliynyk B., The diagonal limits of Hamming spaces, Algebra Discrete Math., 15
(2013), N.2, P.229�236.

25Oliynyk B.V., Sushchanskii V.I., The isometry groups of Hamming spaces of peri-
odic sequences, Siberian Mathematical Journal, 54 (2013), N.1, P.124�136.
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ïðèêëàäè ïðÿìèõ ãðàíèöü ñòàíäàðòíèõ ïðîñòîðiâ Õåìiíãà. Ïðèðî-
äíèì àêñiîìàòè÷íèì êîíòåêñòîì äëÿ âèâ÷åííÿ öèõ ïðèêëàäiâ ¹ òå-
îðiÿ áóëåâèõ àëãåáð ç ìiðîþ (äèâ. ðîáîòó À. Õîðíà i À. Òàðñüêîãî26,
ó ðîáîòi25 âîíè íàçâàíi ïðîñòîðàìè Õåìiíãà).

Äëÿ ëîêàëüíî ñòàíäàðòíèõ ïðîñòîðiâ Õåìiíãà ó äèñåðòàöiéíié ðî-
áîòi âèçíà÷àþòüñÿ ÷èñëà Ñòåéíiöà i ïîáóäîâàíà òåîðiÿ, ïàðàëåëüíà
òåîði¨ ëîêàëüíî ìàòðè÷íèõ àëãåáð. Êðiì öüîãî, äîâåäåíî àíàëîã òåî-
ðåìè Äiêñì'¹ äëÿ íåóíiòàëüíèõ ïðîñòîðiâ Õåìiíãà.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìà-
ìè. Äèñåðòàöiéíó ðîáîòó âèêîíàíî â ðàìêàõ äåðæàâíèõ áþäæåòíèõ
íàóêîâî�äîñëiäíèöüêèõ òåì � 16ÁÔ038-01 ¾ßêiñíèé àíàëiç òà êåðóâà-
ííÿ åâîëþöiéíèìè ñèñòåìàìè ñêëàäíî¨ ñòðóêòóðè¿ (íîìåð äåðæàâíî¨
ðå¹ñòðàöi¨ 0116U004752) òà � 19ÁÔ038-02 ¾Ðîçðîáêà íîâèõ àíàëiòèêî-
ãåîìåòðè÷íèõ, àñèìïòîòè÷íèõ òà ÿêiñíèõ ìåòîäiâ äîñëiäæåííÿ iíâà-
ðiàíòíèõ ìíîæèí äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü¿ (íîìåð äåðæàâíî¨ ðå-
¹ñòðàöi¨ 0119U100334) êàôåäðè àëãåáðè i êîìï'þòåðíî¨ ìàòåìàòèêè
ìåõàíiêî-ìàòåìàòè÷íîãî ôàêóëüòåòó Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíi-
âåðñèòåòó iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà, ùî âõîäÿòü äî êîìïëåêñíîãî òå-
ìàòè÷íîãî ïëàíó íàóêîâî-äîñëiäíèõ ðîáiò ¾Ñó÷àñíi ìàòåìàòè÷íi ïðî-
áëåìè ïðèðîäîçíàâñòâà, åêîíîìiêè òà ôiíàíñiâ¿.

Ìåòà òà çàäà÷i äîñëiäæåííÿ. Îñíîâíîþ òåìàòèêîþ ðîáîòè ¹
äîñëiäæåííÿ êëàñó ëîêàëüíî ìàòðè÷íèõ àëãåáð òà ¨õ àñèìïòîòè÷íèõ
êîíñòðóêöié. Òàêi àëãåáðè ¹ íàéáiëüø áëèçüêèìè äî êëàñó ñêiíå÷åííî�
âèìiðíèõ ìàòðè÷íèõ àëãåáð. Âîíè çíàéøëè ñâî¹ øèðîêå çàñòîñóâàííÿ
â òåîði¨ C∗�àëãåáð, ìàòåìàòè÷íié ôiçèöi, ëiíiéíié àëãåáði, òåîði¨ àë-
ãåáð ç ìiðîþ.

Ìåòîþ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ¹ ïîáóäîâà ñòðóêòóðíî¨ òåîði¨ ëîêàëü-
íî ìàòðè÷íèõ àëãåáð, îïèñ ¨õ àâòîìîðôiçìiâ i äèôåðåíöiþâàíü, à òà-
êîæ ïîâ'ÿçàíèõ ç íèìè ãðóï i àëãåáð Ëi íåñêií÷åííèõ ìàòðèöü òà áó-
ëåâèõ êiëåöü ç ìiðîþ (ïðîñòîðiâ Õåìiíãà).

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ëîêàëüíî ìàòðè÷íi àëãåáðè äîâiëüíî¨
ðîçìiðíîñòi òà ¨õ àñèìïòîòè÷íi êîíñòðóêöi¨, íåñêií÷åííi òåíçîðíi äî-
áóòêè ìàòðè÷íèõ àëãåáð, ïðîñòîðè Õåìiíãà, ãðóïè i àëãåáðè Ëi íå-
ñêií÷åííèõ ìàòðèöü.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ñòåéíiöîâi i ñïåêòðàëüíi iíâàðiàí-
òè ëîêàëüíî ìàòðè÷íèõ àëãåáð òà ëîêàëüíî ñòàíäàðòíèõ ïðîñòîðiâ

26Horn A., and Tarski A., Measure in Boolean subalgebras, Trans. Amer. Math.
Soc., 64 (1948), P.467�497.
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Õåìiíãà, óíiâåðñàëüíà åêâiâàëåíòíiñòü òà Ìîðiòà åêâiâàëåíòíiñòü óíi-
òàëüíèõ íåçëi÷åííî�âèìiðíèõ ëîêàëüíî ìàòðè÷íèõ àëãåáð, äèôåðåí-
öiþâàííÿ òà àâòîìîðôiçìè ëîêàëüíî ìàòðè÷íèõ àëãåáð, ðîçìiðíîñòi
¨õ àëãåáð äèôåðåíöiþâàíü i ïîðÿäêè ãðóï àâòîìîðôiçìiâ, à òàêîæ äè-
ôåðåíöiþâàííÿ àëãåáð íåñêií÷åííèõ ìàòðèöü.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ.Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi âèêîðèñòîâóþòüñÿ
àñèìïòîòè÷íi êîíñòðóêöi¨ àáñòðàêòíî¨ àëãåáðè i òåîði¨ ìîäåëåé, à òà-
êîæ ñòðóêòóðíà òåîðiÿ ñêií÷åííî�âèìiðíèõ òà íåñêií÷åííî�âèìiðíèõ
àñîöiàòèâíèõ àëãåáð, ëiíiéíà àëãåáðà, òåîðiÿ àëãåáð ç ìiðîþ, òåîðiÿ
ãðóï i àëãåáð Ëi.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Íàóêîâà íîâèçíà
ðåçóëüòàòiâ ïîëÿãà¹ ó âèâ÷åííi ñòðóêòóðíî¨ òåîði¨ ëîêàëüíî ìàòðè-
÷íèõ àëãåáð, ¨õ àâòîìîðôiçìiâ i äèôåðåíöiþâàíü, à òàêîæ çâ'ÿçêiâ ç
ãðóïàìè i àëãåáðàìè Ëi íåñêií÷åííèõ ìàòðèöü òà áóëåâèìè êiëüöÿìè
ç ìiðîþ (ïðîñòîðàìè Õåìiíãà). Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi àâòîðîì îòðè-
ìàíî òàêi íîâi ðåçóëüòàòè.

� Ðîçâ'ÿçàíà ïðîáëåìà Êóðî÷êiíà ïðî ïðèìàðíó ðîçêëàäíiñòü ëî-
êàëüíî ìàòðè÷íèõ àëãåáð.

� Ïîáóäîâàíi íîâi ïðèêëàäè íåðîçêëàäíèõ ëîêàëüíî ìàòðè÷íèõ
àëãåáð.

� Çíàéäåíi íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè Ìîðiòà åêâiâàëåíòíîñòi çëi-
÷åííî�âèìiðíèõ óíiòàëüíèõ ëîêàëüíî ìàòðè÷íèõ àëãåáð ó òåð-
ìiíàõ ¨õ ÷èñåë Ñòåéíiöà.

� Ïîáóäîâàíi ñïåêòðàëüíi Ñòåéíiöîâi iíâàðiàíòè íåóíiòàëüíèõ ëî-
êàëüíî ìàòðè÷íèõ àëãåáð.

� Ïîêàçàíî, ùî çëi÷åííèé ëîêàëüíî ñòàíäàðòíèé ïðîñòið Õåìiíãà
âèçíà÷à¹òüñÿ iíâàðiàíòîì Ñòåéíiöà i ðîçêëàäà¹òüñÿ â íåñêií÷åí-
íèé òåíçîðíèé äîáóòîê ñòàíäàðòíèõ ïðîñòîðiâ Õåìiíãà (àíàëîã
òåîðåì Ãëiììà i Êüîòå).

� Çíàéäåíà ïàðàìåòðèçàöiÿ íåóíiòàëüíèõ ëîêàëüíî ñòàíäàðòíèõ
ïðîñòîðiâ Õåìiíãà ÷èñëàìè Ñòåéíiöà i äiéñíèìè ÷èñëàìè (àíàëîã
òåîðåìè Äiêñì'¹).

� Îïèñàíi äèôåðåíöiþâàííÿ i àâòîìîðôiçìè çëi÷åííî�âèìiðíèõ óíi-
òàëüíèõ ëîêàëüíî ìàòðè÷íèõ àëãåáð.



7

� Çíàéäåíi ðîçìiðíîñòi àëãåáðè Ëi çîâíiøíiõ äèôåðåíöiþâàíü i ïî-
ðÿäêè ãðóï çîâíiøíiõ àâòîìîðôiçìiâ äîâiëüíî¨ çëi÷åííî�âèìiðíî¨
ëîêàëüíî ìàòðè÷íî¨ àëãåáðè.

� Îïèñàíi içîìîðôiçìè ãðóï íåñêií÷åííèõ ïåðiîäè÷íèõ ìàòðèöü.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðîáîòà ìà¹ òåî-
ðåòè÷íèé õàðàêòåð. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ¹ âíåñêîì ó àáñòðàêòíó àëãå-
áðó i òåîðiþ ìîäåëåé, à òàêîæ ñòðóêòóðíó òåîðiþ ñêií÷åííî�âèìiðíèõ
òà íåñêií÷åííî�âèìiðíèõ àñîöiàòèâíèõ àëãåáð, ëiíiéíó àëãåáðó i òå-
îðiþ àëãåáð ç ìiðîþ. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi â
òåîði¨ C∗�àëãåáð, òåîði¨ çîáðàæåíü, òåîði¨ áóëåâèõ êiëåöü, à òàêîæ ïðè
ïiäãîòîâöi ñïåöiàëiçîâàíèõ êóðñiâ i ìîíîãðàôié.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè, ùî âèíîñÿ-
òüñÿ íà çàõèñò, îòðèìàíi àâòîðîì ñàìîñòiéíî. Âèçíà÷åííÿ íàïðÿìêó
äîñëiäæåíü íàëåæàëî ïðîôåñîðó Â.I. Ñóùàíñüêîìó. Ó ñïiëüíèõ ñòàò-
òÿõ ç ïðîôåñîðîì Â.I. Ñóùàíñüêèì ñïiâàâòîðó íàëåæèòü ïîñòàíîâêà
çàäà÷i òà çàãàëüíå êåðiâíèöòâî ðîáîòîþ, îñíîâíi ðåçóëüòàòè îòðèìàíi
äèñåðòàíòîì îñîáèñòî.

Ó íàóêîâèõ ñòàòòÿõ ó ñïiâàâòîðñòâi ç ïðîôåñîðîì Â.I. Ñóùàíñüêèì
[16] òà ïðîôåñîðàìè Á.Â. Îëiéíèê òà Â.I. Ñóùàíñüêèì [15] ïîñòàíîâ-
êà çàäà÷ íàëåæèòü Â.I. Ñóùàíñüêîìó, â îñíîâíó ÷àñòèíó äèñåðòàöi¨
âêëþ÷åíi ðåçóëüòàòè, ùî îòðèìàíi çäîáóâà÷åì îñîáèñòî.

Ó ñïiëüíèõ ðîáîòàõ ç ïðîôåñîðîì Á.Â. Îëiéíèê [23,24,25,26,27]
âêëàä îáîõ àâòîðiâ ó íàóêîâi äîñëiäæåííÿ i ïiäãîòîâêó ñòàòòåé äî äðó-
êó ðiâíîöiííèé.

Ó íàóêîâèõ ñòàòòÿõ ó ñïiâàâòîðñòâi ç ïðîôåñîðîì Ì.Â. Çàéöåâèì
[10,11] òà ïðîôåñîðîì Ì.Â. Çàéöåâèì i äîöåíòîì Î.Î. Áåëÿ¹âèì [12]
ïîñòàíîâêà çàäà÷i íàëåæèòü ïðîôåñîðó Ì.Â. Çàéöåâó, âêëàä óñiõ àâ-
òîðiâ ó íàóêîâi äîñëiäæåííÿ i ïiäãîòîâêó öèõ ñòàòòåé äî äðóêó ðiâíî-
öiííèé.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ äîïî-
âiäàëèñü òà îáãîâîðþâàëèñü íà íàóêîâèõ êîíôåðåíöiÿõ òà çàñiäàííÿõ
íàóêîâèõ ñåìiíàðiâ ïðîâiäíèõ óêðà¨íñüêèõ òà ìiæíàðîäíèõ íàóêîâèõ
óñòàíîâ, à ñàìå:

Êîíôåðåíöi¨:

� II Ìiæíàðîäíà àëãåáðà¨÷íà êîíôåðåíöiÿ â Óêðà¨íi, ïðèñâÿ÷åíà
ïàì'ÿòi ïðîôåñîðà Ë.À.Êàëóæíiíà (1914�1990), ì.Êè¨â � ì.Âií-
íèöÿ, Óêðà¨íà, 9�16 òðàâíÿ 1999ð.
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� III Ìiæíàðîäíà àëãåáðà¨÷íà êîíôåðåíöiÿ â Óêðà¨íi, ì.Ñóìè, Óê-
ðà¨íà, 2�8 ëèïíÿ 2001ð.

� Ìiæíàðîäíà àëãåáðà¨÷íà êîíôåðåíöiÿ ïðèñâ'ÿ÷åíà 100�ði÷÷þ ðî-
áîòè Ãðàâå â Êè¨âñüêîìó óíiâåðñèòåòi, ì.Êè¨â, Óêðà¨íà, 17�22
÷åðâíÿ 2002ð.

� 4th International Algebraic Conference in Ukraine, ì.Ëüâiâ, Óêðà-
¨íà, 4�9 ñåðïíÿ 2003ð.

� 5th International Algebraic Conference in Ukraine, ì.Îäåñà, Óêðà-
¨íà, 20�27 ëèïíÿ 2005ð.

� International Algebraic Conference in Ukraine, ICOR-2006, ì.Êè¨â,
Óêðà¨íà, 30 ëèïíÿ � 5 ñåðïíÿ 2006ð.

� Äâàíàäöÿòà Ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ iìåíi Àêàäåìiêà
Ì.Êðàâ÷óêà, ì.Êè¨â, Óêðà¨íà, 15�17 òðàâíÿ 2008ð.

� International mathematical conference �Groups and Actions: Geome-
try and Dynamics dedicated to the memory of professor Vitaly
Sushchanskyy�, ì.Êè¨â, Óêðà¨íà, 19�22 ãðóäíÿ 2016ð.

� 11th International Algebraic Conference in Ukraine dedicated to the
75th anniversary of V.V.Kirichenko, ì.Êè¨â, Óêðà¨íà, 3�7 ëèïíÿ
2017ð.

� International mathematical conference dedicated to the 60th anni-
versary of the department of algebra and mathematical logic of Taras
Shevchenko National University of Kyiv, Book of Abstracts, ì.Êè¨â,
Óêðà¨íà, 14�17 ëèïíÿ 2020ð.

Íàóêîâi ñåìiíàðè:

� Ñåìiíàð ó÷àñíèêiâ ðîñiéñüêî�óêðà¨íñüêîãî ãðàíòó äåðæàâíîãî
ôîíäó ôóíäàìåíòàëüíèõ äîñëiäæåíü ÌÎÍÓêðà¨íè No.Ô28/433-
09, 2009�2010, ì.Êè¨â, Óêðà¨íà, 2010ð.

� Ñåìiíàð ó÷àñíèêiâ ðîñiéñüêî�óêðà¨íñüêîãî ãðàíòó äåðæàâíîãî
ôîíäó ôóíäàìåíòàëüíèõ äîñëiäæåíü ÌÎÍÓêðà¨íè No.Ô28/433-
09, 2013�2014, ì.Ìîñêâà, Ðîñiÿ, 2014ð.

� Ñåìiíàð ç àëãåáðè Óíiâåðñèòåòó Êàëiôîðíi¨, ì.Ñàí-Äi¹ãî, ÑØÀ,
2019ð.
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� Àëãåáðà¨÷íèé ñåìiíàð Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè Íàöiîíàëüíî¨ Àêà-
äåìi¨ Íàóê Óêðà¨íè, ì.Êè¨â, Óêðà¨íà, 2020ð.

� Àëãåáðà¨÷íèé ñåìiíàð Êè¨âñüêîãî óíiâåðñèòåòó, ì.Êè¨â, Óêðà¨íà,
2020 ð.

� Àëãåáðà¨÷íèé ñåìiíàð êàôåäðè àëãåáðè i êîìï'þòåðíî¨ ìàòåìà-
òèêè Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Òàðàñà Øåâ-
÷åíêà, ì.Êè¨â, Óêðà¨íà, 2020 ð.

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîáîòè âèêëàäåíî â 16 íàóêîâèõ
ñòàòòÿõ [3,4,10,11,12,13,15,16,18,20,21,23,24,25,26,27], ÿêi îïóáëiêîâàíî
ó âèäàííÿõ, ùî âíåñåíi äî ïåðåëiêó íàóêîâèõ ôàõîâèõ âèäàíü Óêðà¨-
íè òà iíîçåìíèõ ïåðiîäè÷íèõ ôàõîâèõ âèäàííÿõ, ïðè÷îìó îäíà ç öèõ
ñòàòòåé [25] ¹ íàóêîâîþ ïóáëiêàöi¹þ ó âèäàííi, âiäíåñåíîìó äî ïåð-
øîãî êâàðòèëÿ (Q1) âiäïîâiäíî äî êëàñèôiêàöi¨ SCImago Journal and
Country Rank, ùå äâi ñòàòòi [26,27] ¹ íàóêîâèìè ïóáëiêàöiÿìè ó âèäà-
ííÿõ, âiäíåñåíèõ äî äðóãîãî êâàðòèëÿ (Q2), i ùå äâi ñòàòòi [10,23] ¹
íàóêîâèìè ïóáëiêàöiÿìè ó âèäàííÿõ, âiäíåñåíèõ äî òðåòüîãî êâàðòè-
ëÿ (Q3). Çãiäíî ç íàêàçîì Ìiíiñòåðñòâà îñâiòè i íàóêè Óêðà¨íè �1220
âiä 23 âåðåñíÿ 2019 ðîêó �Ïðî îïóáëiêóâàííÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöié
íà çäîáóòòÿ íàóêîâèõ ñòóïåíiâ äîêòîðà i êàíäèäàòà íàóê� íàóêîâà ïó-
áëiêàöiÿ ó âèäàííi, âiäíåñåíîìó äî ïåðøîãî òà äðóãîãî êâàðòèëiâ (Q1,
Q2) âiäïîâiäíî äî êëàñèôiêàöi¨ SCImago Journal and Country Rank àáî
Journal Citation Reports, ïðèðiâíþ¹òüñÿ äî òðüîõ ïóáëiêàöié, íàóêîâà
ïóáëiêàöiÿ ó âèäàííi, âiäíåñåíîìó äî òðåòüîãî êâàðòèëÿ (Q3) âiäïî-
âiäíî äî êëàñèôiêàöi¨ SCImago Journal and Country Rank àáî Journal
Citation Reports, ïðèðiâíþ¹òüñÿ äî äâîõ ïóáëiêàöié.

Ìàòåðiàëè äèñåðòàöi¨ òàêîæ äîäàòêîâî âiäîáðàæåíî ó 11 ìàòåðià-
ëàõ êîíôåðåíöié [1,2,5,6,7,8,9,14,17,19,22].

9 ïóáëiêàöié [10,11,15,16,21,23,25,26,27] íàäðóêîâàíî ó íàóêîâèõ ïå-
ðiîäè÷íèõ âèäàííÿõ, ùî âêëþ÷åíi äî ìiæíàðîäíèõ íàóêîìåòðè÷íèõ
áàç äàíèõ Scopus òà/àáî Web of Science.

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã äèñåðòàöi¨.Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòó-
ïó, àíîòàöi¨, âîñüìè ðîçäiëiâ, ðîçáèòèõ íà ïiäðîçäiëè, âèñíîâêiâ, ñïè-
ñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë iç 137 íàéìåíóâàíü òà äîäàòêó, ùî ìiñòèòü
ñïèñîê ïóáëiêàöié çäîáóâà÷à çà òåìîþ äèñåðòàöi¨ òà âiäîìîñòi ïðî
àïðîáàöiþ ðåçóëüòàòiâ. Ïîâíèé îáñÿã äèñåðòàöi¨ ñòàíîâèòü 312 ñòî-
ðiíîê, îñíîâíèé òåêñò çàéìà¹ 274 ñòîðiíêè.
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Àâòîð âäÿ÷íà ñâî¹ìó Â÷èòåëþ ïðîôåñîðó
Ñóùàíñüêîìó Âiòàëiþ Iâàíîâè÷ó çà ââåäåííÿ ó òåìàòèêó äè-
ñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ òà íåñêií÷åííó âiðó â ðåçóëüòàò.

Àâòîð âèñëîâëþ¹ ùèðó âäÿ÷íiñòü íàóêîâîìó êîíñóëüòàí-
òó ïðîôåñîðó Ïåòðàâ÷óêó Àíàòîëiþ Ïåòðîâè÷ó çà óâàãó äî
ðîáîòè òà ïiäòðèìêó, ïðîôåñîðó Çåëüìàíîâó Þõèìó Iñààêî-
âè÷ó, ïðîôåñîðó Îëåêñàíäðó Ñ. Êåêðèñó, ïðîôåñîðó Îëié-
íèê Áîãäàíi Âiòàëi¨âíi, ïðîôåñîðó Ñåðãåé÷óêó Âîëîäèìèðó
Âàñèëüîâè÷ó, äîöåíòó Ãàíþøêiíó Îëåêñàíäðó Ãðèãîðîâè÷ó
çà êîðèñíi ïîðàäè òà ðîç'ÿñíåííÿ îêðåìèõ ïèòàíü.

ÎÑÍÎÂÍÈÉ ÇÌIÑÒ ÐÎÁÎÒÈ

Ëîêàëüíî ìàòðè÷íi àëãåáðè ïðèðîäíî âèíèêàþòü â àëãåáði ÿê
íåñêií÷åííî�âèìiðíi îá'¹êòè, ÿêi íàéáiëüø áëèçüêi äî ñêií÷åííî�âèìið-
íèõ ìàòðè÷íèõ àëãåáð; ó ôóíêöiîíàëüíîìó àíàëiçi â òåîði¨ àïðîêñè-
ìàòèâíî ñêií÷åííî�âèìiðíèõ C∗�àëãåáð; ó òåîði¨ çîáðàæåíü ëîêàëüíî
ñêií÷åííî�âèìiðíèõ àëãåáð Ëi; ìàòåìàòè÷íié ôiçèöi. Òåîðiÿ ëîêàëüíî
ìàòðè÷íèõ àëãåáð iäåéíî áëèçüêà äî òåîði¨ ëîêàëüíî ñêií÷åííèõ ãðóï
i òåîði¨ ìîäåëåé. Ïðî áiëüø øèðîêèé êëàñ � òàê çâàíèõ ëîêàëüíî íà-
ïiâïðîñòèõ àëãåáð òà ¨õ âçà¹ìîçâ'ÿçêiâ ìîâà éäå, íàïðèêëàä, â îãëÿäi
À.Ì. Âåðøèêà i Ñ.Â. Êåðîâà 1987 ð.

Ó âñòóïi äèñåðòàöi¨ îáãðóíòîâàíî àêòóàëüíiñòü òåìè, âêàçàíî çâ'ÿ-
çîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè, âèçíà÷åíî ìå-
òó i çàâäàííÿ, îá'¹êò, ïðåäìåò òà ìåòîäè äîñëiäæåííÿ, âêàçàíî íàóêîâó
íîâèçíó òà ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ, îõàðàêòåðèçî-
âàíî îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à, àïðîáàöiþ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ.
Íàâåäåíî òàêîæ ñïèñîê ñåìiíàðiâ òà êîíôåðåíöié, íà ÿêèõ äèñåðòà-
öiéíà ðîáîòà ïðîéøëà àïðîáàöiþ.

Ïåðøèé ðîçäië äèñåðòàöi¨ ìiñòèòü îãëÿä ëiòåðàòóðè çà òåìàòè-
êîþ äîñëiäæåííÿ.

Ó äðóãîìó ðîçäiëi ââîäÿòüñÿ íåîáõiäíi ïîíÿòòÿ, êîíñòðóêöi¨ ïðÿ-
ìî¨ ãðàíèöi àëãåáðè÷íèõ ñèñòåì, òåíçîðíîãî äîáóòêó, óëüòðàäîáóòêó
òà íàâîäÿòüñÿ âiäîìi ðåçóëüòàòè, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ â äèñåðòàöi¨.

Òðåòié ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé ÷èñëàì Ñòåéíiöà i ðîçêëàäàì ó òåí-
çîðíèé äîáóòîê ëîêàëüíî ìàòðè÷íèõ àëãåáð.

Íåõàé F � ïîëå. Íàñëiäóþ÷è À.Ã. Êóðîøà, áóäåìî íàçèâàòè F�
àëãåáðó A ëîêàëüíî ìàòðè÷íîþ, ÿêùî äîâiëüíà ñêií÷åííà ìíîæèíà
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åëåìåíòiâ àëãåáðè A ìiñòèòüñÿ â ïiäàëãåáði, ÿêà içîìîðôíà àëãåáði
Mn(F) (n× n)�ìàòðèöü íàä ïîëåì F äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî n.

Àëãåáðà A íàçèâà¹òüñÿ óíiòàëüíîþ, ÿêùî âîíà ìiñòèòü îäèíè-
öþ 1A.

Ó 1931 ðîöi Ã. Êüîòå äîâiâ, ùî äîâiëüíà çëi÷åííî�âèìiðíà óíiòàëü-
íà ëîêàëüíî ìàòðè÷íà àëãåáðà A içîìîðôíà çëi÷åííîìó òåíçîðíîìó
äîáóòêó ìàòðè÷íèõ àëãåáð: A ∼= ⊗∞i=1Mni(F), ni ≥ 2.

À.Ã. Êóðîø ó 1942 ð. ïîáóäóâàâ ïðèêëàä íåçëi÷åííî�âèìiðíî¨ óíi-
òàëüíî¨ ëîêàëüíî ìàòðè÷íî¨ àëãåáðè, ÿêà íå ðîçêëàäà¹òüñÿ â òåíçîð-
íèé äîáóòîê ìàòðè÷íèõ àëãåáð.

Óíiòàëüíà ëîêàëüíî ìàòðè÷íà àëãåáðà A íàçèâà¹òüñÿ ïðèìàðíîþ,
ÿêùî iñíó¹ ïðîñòå ÷èñëî p òàêå, ùî äîâiëüíà ìàòðè÷íà ïiäàëãåáðà
1A ∈ B ⊂ A, äå B ∼= Mn(F), ìà¹ ñòåïiíü n = pk äëÿ äåÿêîãî k ≥ 1.

Iç ðåçóëüòàòiâ Ã. Êüîòå âèïëèâà¹, ùî äîâiëüíà çëi÷åííî�âèìiðíà
óíiòàëüíà ëîêàëüíî ìàòðè÷íà àëãåáðà ðîçêëàäà¹òüñÿ â òåíçîðíèé äî-
áóòîê ïðèìàðíèõ àëãåáð. Iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ïðèìàðíèõ ðîçêëàäiâ
âèâ÷àëèñÿ Â.Ì. Êóðî÷êiíèì ó 1948 ð. Çîêðåìà, Â.Ì. Êóðî÷êií ñôîð-
ìóëþâàâ çàïèòàííÿ:

÷è ïðàâèëüíî, ùî äîâiëüíà óíiòàëüíà ëîêàëüíî ìàòðè÷íà àëãåáðà
ìà¹ ïðèìàðíèé ðîçêëàä?

Âàðòî çàçíà÷èòè, ùî ïðèêëàä Êóðîøà íåçëi÷åííî�âèìiðíî¨ óíi-
òàëüíî¨ ëîêàëüíî ìàòðè÷íî¨ àëãåáðè ¹ ïðèìàðíîþ àëãåáðîþ, òîìó êîí-
òðïðèêëàäîì áóòè íå ìîæå.

Äæ. Ãëiìì (1960 ð.) âèâ÷àâ ëîêàëüíî ìàòðè÷íi àëãåáðè ó çâ'ÿçêó ç
¨õ C∗�îáîëîíêàìè � àïðîêñèìàòèâíî ñêií÷åííî�âèìiðíèìè C∗�àëãåá-
ðàìè, i âïåðøå çâ'ÿçàâ ¨õ ç ÷èñëàìè Ñòåéíiöà.

Áóäåìî ïîçíà÷àòè ñèìâîëîì N ìíîæèíó íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ñèì-
âîëîì P � ìíîæèíó âñiõ ïðîñòèõ ÷èñåë. ×èñëîì Ñòåéíiöà íàçèâà¹-
òüñÿ ôîðìàëüíèé äîáóòîê∏

p∈P
prp , äå rp ∈ N ∪ {0,∞} äëÿ âñiõ p ∈ P.

×èñëà Ñòåéíiöà ∏
p∈P

prp i
∏
p∈P

pkp

ïåðåìíîæàþòüñÿ çà ïðàâèëîì∏
p∈P

prp ·
∏
p∈P

pkp =
∏
p∈P

prp+kp ,
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äå ïåðåäáà÷à¹òüñÿ, ùî t+∞ =∞+t =∞+∞ =∞ äëÿ âñiõ íåâiä'¹ìíèõ
÷èñåë t.

Ïîçíà÷èìî ñèìâîëîì SN ìíîæèíó âñiõ ÷èñåë Ñòåéíiöà. Çàóâàæè-
ìî, ùî ìíîæèíà óñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë N ïðèðîäíî îòîòîæíþ¹òüñÿ
ç ïiäìíîæèíîþ SN. ×èñëà ç ìíîæèíè SN�N áóäåìî íàçèâàòè íåñêií-
÷åííèìè ÷èñëàìè Ñòåéíiöà.

×èñëî Ñòåéíiöà íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíî ñêií÷åííèì, ÿêùî rp 6= ∞
äëÿ âñiõ p ∈ P.

Íåõàé A � ëîêàëüíî ìàòðè÷íà F�àëãåáðà ç îäèíèöåþ 1A. Ðîçãëÿ-
íåìî ìíîæèíó D(A) óñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n, äëÿ êîæíîãî ç ÿêèõ
iñíó¹ ïiäàëãåáðà A′ àëãåáðè A òàêà, ùî 1A ∈ A′ i A′ içîìîðôíà ìàòðè-
÷íié àëãåáði Mn(F).

Îçíà÷åííÿ 3.5. ×èñëîì Ñòåéíiöà àëãåáðè A íàçèâà¹òüñÿ íàéìåí-
øå ñïiëüíå êðàòíå st(A) ÷èñåë iç ìíîæèíè D(A).

Çàóâàæèìî, ùî Äæ. Ãëiìì ÷èñëî Ñòåéíiöà st(A) âèçíà÷àâ çà çðî-
ñòàþ÷èìè ëàíöþãàìè ìàòðè÷íèõ ïiäàëãåáð, òîáòî íàïåðåä ïåðåäáà-
÷àëîñÿ, ùî àëãåáðà A çëi÷åííî�âèìiðíà. À òàêîæ íèì áóëî äîâåäåíî,
ùî çëi÷åííî�âèìiðíi óíiòàëüíi ëîêàëüíî ìàòðè÷íi àëãåáðè içîìîðôíi
òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ¨õ ÷èñëà Ñòåéíiöà îäíàêîâi.

Î.Î. Áàðàíîâ i À.Ã. Æèëiíñüêèé êëàñèôiêàöiþ Ãëiììà çà ÷èñëàìè
Ñòåéíiöà ðîçïîâñþäèëè íà ëîêàëüíî iíâîëþòèâíî ïðîñòi àëãåáðè i íà
äiàãîíàëüíi ïðÿìi ãðàíèöi ïðîñòèõ ñêií÷åííî�âèìiðíèõ àëãåáð Ëi.

Òàêèì ÷èíîì, ïåðøî÷åðãîâî âèíèêà¹ ïèòàííÿ ðîçãëÿäó íîâèõ ïðè-
êëàäiâ ëîêàëüíî ìàòðè÷íèõ àëãåáð. Öüîìó ïðèñâÿ÷åíèé ïiäðîçäië
3.1, ó ÿêîìó âèâ÷àþòüñÿ íîâi êëàñè ëîêàëüíî ìàòðè÷íèõ àëãåáð, à
ñàìå, àëãåáðè Êëiôîðäà i óçàãàëüíåíi àëãåáðè Êëiôîðäà.

Íåõàé V âåêòîðíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F, õàðàêòåðèñòèêà ÿêîãî
âiäìiííà âiä 2. Âiäîáðàæåííÿ f : V → F íàçèâà¹òüñÿ êâàäðàòè÷íîþ
ôîðìîþ, ÿêùî âèêîíàíi òàêi óìîâè:

1. f(αv) = α2f(v) äëÿ äîâiëüíèõ ñêàëÿðà α ∈ F òà âåêòîðà v ∈ V ;

2. âiäîáðàæåííÿ f(u, v) = f(u+v)−f(u)−f(v) ¹ áiëiíiéíîþ ôîðìîþ.

Êâàäðàòè÷íà ôîðìà f : V → F íàçèâà¹òüñÿ íåâèðîäæåíîþ, ÿêùî
âiäïîâiäíà áiëiíiéíà ôîðìà f(u, v) ¹ íåâèðîäæåíîþ.

Ðîçãëÿíåìî àñîöiàòèâíó F�àëãåáðó, ÿêà ïîðîäæåíà âåêòîðíèì ïðî-
ñòîðîì V òà îäèíèöåþ 1 i ÿêà çàäàíà òàêèìè âèçíà÷àëüíèìè ñïiââiä-
íîøåííÿìè: v2 = f(v) ·1, äå âåêòîð v ïðîáiãà¹ óñi åëåìåíòè âåêòîðíîãî
ïðîñòîðó V. Òàêà àëãåáðà íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðîþ Êëiôîðäà; ïîçíà÷àòè-
ìåìî ¨¨ ñèìâîëîì Cl(V, f).
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Òåîðåìà 3.4.Íåõàé V � íåñêií÷åííî�âèìiðíèé âåêòîðíèé ïðîñòið
íàä àëãåáðè÷íî çàìêíåíèì ïîëåì F, õàðàêòåðèñòèêà charF ÿêîãî íå
äîðiâíþ¹ 2, ç íåâèðîäæåíîþ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ f : V → F. Òîäi
àëãåáðà Êëiôîðäà Cl(V, f) ¹ ëîêàëüíî ìàòðè÷íîþ àëãåáðîþ.

Âèáåðåìî íàòóðàëüíå ÷èñëî l > 1, ÿêå âçà¹ìíî ïðîñòå ç õàðàêòå-
ðèñòèêîþ ïîëÿ F, ÿêùî öÿ õàðàêòåðèñòèêà ¹ äîäàòíèì ÷èñëîì. ßêùî
õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ äîðiâíþ¹ 0, òî â ðîëi l âèáèðà¹ìî äîâiëüíå íà-
òóðàëüíå ÷èñëî, ÿêå áiëüøå çà 1. Çàôiêñó¹ìî ξ � ïåðâiñíèé êîðiíü
ñòåïåíÿ l ç 1 ó ïîëi F.

Äëÿ äîâiëüíî¨ âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè iíäåêñiâ I ðîçãëÿíåìî àë-
ãåáðó, ÿêà çàäàíà òàêèìè òâiðíèìè åëåìåíòàìè i âèçíà÷àëüíèìè ñïiâ-
âiäíîøåííÿìè

Clg(l, I) =
〈
xi, i ∈ I | xli = 1;

x−1
i xjxi = ξxj ïðè i < j;

x−1
i xjxi = ξ−1xj ïðè i > j; i, j ∈ I

〉
.

Àëãåáðà Clg(l, I) íàçèâà¹òüñÿ óçàãàëüíåíîþ àëãåáðîþ Êëiôîðäà.
Óçàãàëüíåíi àëãåáðè Êëiôîðäà â áiëüø çàãàëüíîìó âèãëÿäi òà â

iíøîìó êîíòåêñòi ðîçãëÿäàëèñÿ ôiçèêàìè.

Òåîðåìà 3.6. Äëÿ äîâiëüíî¨ âïîðÿäêîâàíî¨ íåñêií÷åííî¨ ìíîæè-
íè I óçàãàëüíåíà àëãåáðà Êëiôîðäà Clg(l, I) ¹ ëîêàëüíî ìàòðè÷íîþ
àëãåáðîþ.

Ó ïiäðîçäiëi 3.2 ïîêàçàíî, ùî

st(Cl(V, f)) = 2∞, st(Clg(l, I)) = l∞.

Àëãåáðè Êëiôîðäà i óçàãàëüíåíi àëãåáðè Êëiôîðäà äîçâîëÿþòü ïî-
áóäóâàòè íîâi ïðèêëàäè íåðîçêëàäíèõ ëîêàëüíî ìàòðè÷íèõ àëãåáð.
Öüîìó ïðèñâÿ÷ó¹òüñÿ ïiäðîçäië 3.3.

Ðîçãëÿíåìî âåêòîðíèé ïðîñòið

V =
{

(a1, a2, . . . ) | ai ∈ C,
∞∑
i=1

|ai|2 < ∞
}

íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë C. Òàêîæ ðîçãëÿíåìî íåâèðîäæåíó êâà-
äðàòè÷íó ôîðìó

f
(

(a1, a2, . . . )
)

=
∞∑
i=1

a2
i ∈ C.
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Òåîðåìà 3.10. Àëãåáðà Êëiôîðäà Cl(V, f) ðîçêëàäà¹òüñÿ â òåí-
çîðíèé äîáóòîê ìàòðè÷íèõ àëãåáð.

Î÷åâèäíî, ùî
dimC Cl(V, f) = 2ℵ0 .

Ïðèêëàä Êóðîøà i ïðèêëàä òåîðåìè 3.10 ëîêàëüíî ìàòðè÷íèõ àë-
ãåáð, íåðîçêëàäíèõ ó òåíçîðíèé äîáóòîê ìàòðè÷íèõ àëãåáð, ìàþòü
÷èñëî Ñòåéíiöà 2∞. Íàñòóïíà òåîðåìà äà¹ ñåðiþ ïðèêëàäiâ ç iíøèìè
÷èñëàìè Ñòåéíiöà.

Òåîðåìà 3.11. Íåõàé l � íåïàðíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, R � ìíîæè-
íà äiéñíèõ ÷èñåë çi ñòàíäàðòíèì ïîðÿäêîì. Òîäi óçàãàëüíåíà àëãåáðà
Êëiôîðäà Clg(l,R) íå içîìîðôíà òåíçîðíîìó äîáóòêó ìàòðè÷íèõ àë-
ãåáð.

Î÷åâèäíî, ùî ðîçìiðíiñòü àëãåáðè Clg(l,R) äîðiâíþ¹

dimF Clg(l,R) = 2ℵ0 ,

i, ÿê ìè âæå âiäìi÷àëè ðàíiøå, st(Clg(l,R)) = l∞.
Òåîðåìè 3.10 i 3.11 äàþòü ïðèêëàäè íåðîçêëàäíèõ óíiòàëüíèõ ëî-

êàëüíî ìàòðè÷íèõ àëãåáð ç ÷èñëîì Ñòåéíiöà p∞ äëÿ äîâiëüíîãî ïðî-
ñòîãî ÷èñëà p 6= char F.

Îñîáëèâèé iíòåðåñ âèêëèêà¹ âèïàäîê íåñêií÷åííîãî ëîêàëüíî ñêií-
÷åííîãî ÷èñëà Ñòåéíiöà.

Òåîðåìà 3.12. Äëÿ äîâiëüíîãî íåñêií÷åííîãî ëîêàëüíî ñêií÷åí-
íîãî ÷èñëà Ñòåéíiöà s çíàéäåòüñÿ íåçëi÷åííî�âèìiðíà óíiòàëüíà ëî-
êàëüíî ìàòðè÷íà àëãåáðà ç ÷èñëîì Ñòåéíiöà s. Öÿ àëãåáðà íå ìà¹
ïðèìàðíîãî ðîçêëàäó, òîáòî íå içîìîðôíà òåíçîðíîìó äîáóòêó ïðè-
ìàðíèõ ëîêàëüíî ìàòðè÷íèõ àëãåáð.

Òåîðåìà 3.12 äà¹ íåãàòèâíó âiäïîâiäü íà ïèòàííÿ Êóðî÷êiíà.

Òåîðåìà 3.14. Íåõàé s � íåñêií÷åííå ÷èñëî Ñòåéíiöà, ÿêå íå ìî-
æíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi (char F)∞ · n, äå n ∈ N. Òîäi iñíó¹ óíiòàëüíà
ëîêàëüíî ìàòðè÷íà àëãåáðà A ç ÷èñëîì Ñòåéíiöà st(A) = s, ÿêà íå
ðîçêëàäà¹òüñÿ â òåíçîðíèé äîáóòîê ìàòðè÷íèõ àëãåáð.

Iíøèìè ñëîâàìè, íàñëiäêîì ç òåîðåì 3.10, 3.11, 3.12 ¹ òå, ùî òåîðå-
ìà Ãëiììà íå ïåðåíîñèòüñÿ íà íåçëi÷åííî�âèìiðíi ëîêàëüíî ìàòðè÷íi
àëãåáðè.

Òåîðåìà 3.15. Íåõàé s � íåñêií÷åííå ÷èñëî Ñòåéíiöà, ÿêå íå çî-
áðàæó¹òüñÿ ó âèãëÿäi (char F)∞ · n, äå n ∈ N. Òîäi iñíóþòü íåiçîìîð-
ôíi óíiòàëüíi ëîêàëüíî ìàòðè÷íi àëãåáðè A òà B òàêi, ùî dimFA =
dimFB > ℵ0 i st(A) = st(B) = s.
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Òàêèì ÷èíîì, ÷èñëî Ñòåéíiöà íå âèçíà÷à¹ íåçëi÷åííî�âèìiðíó óíi-
òàëüíó ëîêàëüíî ìàòðè÷íó àëãåáðó A ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó. ßêó
æ òîäi iíôîðìàöiþ ïðî àëãåáðó íåñå iíâàðiàíò st(A)? Ïðî öå ìîâà
éäå ó ïiäðîçäiëi 3.4.

Íàãàäà¹ìî, ùî çàìêíóòà ôîðìóëà Φ (x1, . . . , xn) ìîâè 1-ãî ïîðÿä-
êó íàçèâà¹òüñÿ óíiâåðñàëüíîþ, ÿêùî âîíà ìà¹ âèãëÿä Φ (x1, . . . , xn) =
∀x1, . . . ,∀xnψ (x1, . . . , xn) , äå ψ (x1, . . . , xn) � ôîðìóëà, ÿêà íå ìiñòèòü
êâàíòîðiâ. Î÷åâèäíî, ùî ç âèêîíóâàíîñòi óíiâåðñàëüíî¨ ôîðìóëè íà
àëãåáðè÷íié ñèñòåìi âèïëèâà¹ ¨¨ âèêîíóâàíiñòü íà äîâiëüíié ¨¨ ïiäñè-
ñòåìi.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç UTh(A) ìíîæèíó âñiõ óíiâåðñàëüíèõ ôîðìóë, ÿêi
âèêîíóþòüñÿ íà ñèñòåìi A. Àëãåáðè÷íi ñèñòåìè òi¹¨ ñàìî¨ ñèãíàòóðè
A òà B íàçèâàþòüñÿ óíiâåðñàëüíî åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî UTh(A) =
UTh(B).

Òåîðåìà 3.16. Óíiòàëüíi ëîêàëüíî ìàòðè÷íi àëãåáðè A òà B óíi-
âåðñàëüíî åêâiâàëåíòíi òîäi é ëèøå òîäi, êîëè st(A) = st(B).

Çàóâàæèìî, ùî òåîðåìà 3.16 ñïðàâäæó¹òüñÿ ëèøå çà óìîâè, ùî
ñèãíàòóðà ìiñòèòü îäèíèöþ 1. Áåç öi¹¨ óìîâè i âèìîãè óíiòàëüíîñòi
äîâiëüíi íåñêií÷åííî�âèìiðíi ëîêàëüíî ìàòðè÷íi àëãåáðè áóäóòü óíi-
âåðñàëüíî åêâiâàëåíòíèìè.

Ó çàêëþ÷íîìó ïiäðîçäiëi 3.5 ðîçäiëó 3 ìè âèâ÷à¹ìî Ìîðiòà åêâi-
âàëåíòíiñòü óíiòàëüíèõ ëîêàëüíî ìàòðè÷íèõ àëãåáð òà ¨¨ çâ'ÿçîê ç ÷è-
ñëàìè Ñòåéíiöà.

Íàãàäà¹ìî, ùî óíiòàëüíi àëãåáðè A òà B � Ìîðiòà åêâiâàëåíòíi,
ÿêùî êàòåãîði¨ ¨õ ëiâèõ ìîäóëiâ åêâiâàëåíòíi.

Íåõàé e ∈ A � iäåìïîòåíò. Iäåìïîòåíò e íàçèâà¹òüñÿ ïîâíèì, ÿêùî
AeA = A.

Ê. Ìîðiòà äîâiâ, ùî àëãåáðè A òà B Ìîðiòà åêâiâàëåíòíi òîäi é ëè-
øå òîäi, êîëè çíàéäóòüñÿ íàòóðàëüíå ÷èñëî n ≥ 1 i ïîâíèé iäåìïîòåíò
e ìàòðè÷íî¨ àëãåáðè Mn(A) òàêi, ùî B ∼= eMn(A)e.

Íàçèâàòèìåìî âëàñòèâiñòü P Ìîðiòà iíâàðiàíòíîþ, ÿêùî äâi Ìî-
ðiòà åêâiâàëåíòíi àëãåáðè A i B ìàþòü àáî íå ìàþòü âëàñòèâiñòü P
îäíî÷àñíî.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî âëàñòèâîñòi, ÿêi íàìè âèâ÷àþòüñÿ, ¹ Ìîðiòà iíâà-
ðiàíòíèìè.

Ëåìà 3.13.

1) Ëîêàëüíà ìàòðè÷íiñòü ¹ Ìîðiòà iíâàðiàíòíîþ âëàñòèâiñòþ.

2) Âëàñòèâiñòü óíiòàëüíî¨ àëãåáðè A ðîçêëàäàòèñÿ â òåíçîðíèé äî-
áóòîê ìàòðè÷íèõ àëãåáð ¹ Ìîðiòà iíâàðiàíòíîþ âëàñòèâiñòþ.
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Îçíà÷åííÿ 3.11. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ÷èñëà Còåéíiöà s1 òà s2

¹ ðàöiîíàëüíî çâ'ÿçíèìè, ÿêùî çíàéäåòüñÿ ðàöiîíàëüíå ÷èñëî q ∈ Q,
òàêå, ùî s2 = q · s1.

Òåîðåìà 3.17.

1) ßêùî óíiòàëüíi ëîêàëüíî ìàòðè÷íi àëãåáðè A òà B Ìîðiòà åêâi-
âàëåíòíi, òî ¨õ ÷èñëà Ñòåéíiöà ðàöiîíàëüíî çâ'ÿçíi.

2) ßêùî óíiòàëüíi ëîêàëüíî ìàòðè÷íi àëãåáðè A òà B çëi÷åííî�
âèìiðíi, òî âîíè Ìîðiòà åêâiâàëåíòíi òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ¨õ
÷èñëà Ñòåéíiöà ðàöiîíàëüíî çâ'ÿçíi.

3) Äëÿ äîâiëüíîãî íåñêií÷åííîãî íå ëîêàëüíî ñêií÷åííîãî ÷èñëà
Ñòåéíiöà s, ÿêå íå çîáðàæó¹òüñÿ ó âèãëÿäi (char F)

∞ ·s′, äå ÷èñëî
Ñòåéíiöà s′ ¹ ëîêàëüíî ñêií÷åííèì, iñíóþòü íå Ìîðiòà åêâiâàëåí-
òíi ëîêàëüíî ìàòðè÷íi àëãåáðè A i B òàêi, ùî dimFA = dimFB,
st(A) = st(B) = s.

4) Äëÿ çëi÷åííî�âèìiðíèõ óíiòàëüíèõ ëîêàëüíî ìàòðè÷íèõ àëãåáð
¨õ êëàñè Ìîðiòà åêâiâàëåíòíîñòi ¹ çëi÷åííèìè ç òî÷íiñòþ äî içî-
ìîðôiçìó. Äëÿ óíiòàëüíèõ ëîêàëüíî ìàòðè÷íèõ àëãåáð äîâiëüíî¨
ðîçìiðíîñòi ¨õ êëàñè Ìîðiòà åêâiâàëåíòíîñòi ¹ çëi÷åííèìè ç òî-
÷íiñòþ äî óíiâåðñàëüíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi.

Ðîçäië 4 ïðèñâÿ÷åíèé âèâ÷åííþ iíâàðiàíòiâ Ñòåíiöà íå îáîâ'ÿçêîâî
óíiòàëüíèõ ëîêàëüíî ìàòðè÷íèõ àëãåáð.

Äæ. Ãëiìì ñïiâñòàâèâ êîæíié çëi÷åííî�âèìiðíié óíiòàëüíié ëîêàëü-
íî ìàòðè÷íié àëãåáði iíâàðiàíò � ÷èñëî Ñòåéíiöà.Æ. Äiêñì'¹ ïîêàçàâ,
ùî çëi÷åííî�âèìiðíà íåóíiòàëüíà ëîêàëüíî ìàòðè÷íà àëãåáðà íàä ïî-
ëåì íóëüîâî¨ õàðàêòåðèñòèêè ïàðàìåòðèçó¹òüñÿ ïàðàìè (s, α), äå s �
÷èñëî Ñòåéíiöà, à α � äiéñíå ÷èñëî ç âiäðiçêó [0, 1]. Î.Î. Áàðàíîâ
óçàãàëüíèâ öþ òåîðåìó íà âèïàäîê äîâiëüíîãî ïîëÿ.

Ó ïiäðîçäiëi 4.1 âèçíà÷à¹òüñÿ iíâàðiàíò Ñòåéíiöà � ñïåêòð � íå
îáîâ'ÿçêîâî óíiòàëüíî¨ ëîêàëüíî ìàòðè÷íî¨ àëãåáðè äîâiëüíî¨ ðîçìið-
íîñòi.

Ïðèïóñòèìî, ùî A � íå îáîâ'ÿçêîâî óíiòàëüíà ëîêàëüíî ìàòðè÷íà
àëãåáðà. Äëÿ äîâiëüíîãî iäåìïîòåíòà 0 6= e ∈ A ïiäàëãåáðà eAe ¹
óíiòàëüíîþ ëîêàëüíî ìàòðè÷íîþ àëãåáðîþ. Îòæå, ¹ ñåíñ ãîâîðèòè ïðî
÷èñëî Ñòåéíiöà st(eAe).

Îçíà÷åííÿ 4.1. Íàçâåìî ìíîæèíó ÷èñåë Ñòåéíiöà Spec (A) =
{st(eAe) | e ∈ A, e2 = e}, äå e ïðîáiãà¹ âñi iäåìïîòåíòè àëãåáðè A,
ñïåêòðîì àëãåáðè A.
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Äëÿ ÷èñëà Ñòåéíiöà s ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ω (s) ìíîæèíó óñiõ íàòó-
ðàëüíèõ ÷èñåë, ÿêi äiëÿòü s.

Íåõàé s1, s2 � ÷èñëà Ñòåéíiöà. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ÷èñëî Ñòåéíi-
öà s1 ñêií÷åííî äiëèòü ÷èñëî Ñòåéíiöà s2, ÿêùî çíàéäåòüñÿ íàòóðàëü-
íå ÷èñëî b ∈ Ω (s2) òàêå, ùî s1 = s2�b (ïîçíà÷àòèìåìî: s1

∣∣
fin s2).

Çðîçóìiëî, ùî â öüîìó âèïàäêó ÷èñëà Ñòåéíiöà s1 i s2 ðàöiîíàëüíî
çâ'ÿçàíi.

Îçíà÷åííÿ 4.3. Íàçâåìî ìíîæèíó ÷èñåë Ñòåéíiöà S ⊂ SN ïîâ-
íîþ, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

1) äîâiëüíi äâà ÷èñëà Ñòåéíiöà iç S ðàöiîíàëüíî çâ'ÿçíi,

2) ÿêùî s2 ∈ S i s1

∣∣
fin s2, òî s1 ∈ S,

3) ÿêùî s, ns ∈ S, äå s ∈ SN, n ∈ N, òî is ∈ S äëÿ äîâiëüíîãî i,
1 ≤ i ≤ n.

Ëåìà 4.1.

1) Íåõàé s1, s2 ∈ Spec (A). Òîäi çíàéäóòüñÿ íàòóðàëüíi ÷èñëà a ∈ N,
b ∈ Ω (s1) òàêi, ùî s2 = s1 · a�b.

2) Íåõàé ÷èñëî Ñòåéíiöà s1 ñêií÷åííî äiëèòü ÷èñëî Ñòåéíiöà s2 òà
s2 ∈ Spec (A). Òîäi s1 ∈ Spec (A).

3) Íåõàé ÷èñëà Ñòåéíiöà s, ns òàêi, ùî s, ns ∈ Spec (A), äå s ∈ SN,
n ∈ N. Òîäi is ∈ Spec (A) äëÿ äîâiëüíîãî i, 1 ≤ i ≤ n.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ äîâiëüíî¨ ëîêàëüíî ìàòðè÷íî¨ àëãåáðèA ¨¨ ñïåêòð
Spec (A) ¹ ïîâíîþ ìíîæèíîþ ÷èñåë Ñòåéíiöà.

Íàøîþ çàäà÷åþ ¹ êëàñèôiêàöiÿ âñiõ ïîâíèõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè
âñiõ ÷èñåë Ñòåéíiöà SN.

Íåõàé S � ïîâíà ìíîæèíà ÷èñåë Ñòåéíiöà. Äëÿ ÷èñëà Ñòåéíiöà
s ∈ S i íàòóðàëüíîãî ÷èñëà b ∈ Ω (s) ïîêëàäåìî rs(b) = max { i ≥ 1 |
i · s�b ∈ S }.

Ïðèêëàä 1. Ïîâíèìè ìíîæèíàìè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ¹ àáî N, àáî
{1, 2, . . . , n} äëÿ äåÿêîãî n ∈ N.

Ïðèêëàä 2. Íåõàé s � ÷èñëî Ñòåéíiöà. Òîäi ìíîæèíà

S (∞, s) :=
{ a

b
· s

∣∣∣ a ∈ N, b ∈ Ω (s)
}

¹ ïîâíîþ. Êðiì òîãî, äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà Ñòåéíiöà s′ ∈ S (∞, s)
ìàòèìåìî S (∞, s) = S (∞, s′).
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Ïðèêëàä 3. Íåõàé r � äiéñíå ÷èñëî, 1 ≤ r < ∞, i íåõàé s �
íåñêií÷åííå ÷èñëî Ñòåéíiöà. Òîäi ìíîæèíà ÷èñåë Ñòåéíiöà

S (r, s) =
{ a

b
s
∣∣∣ a, b ∈ N, b ∈ Ω (s), a ≤ rb

}
¹ ïîâíîþ.

Ïðèêëàä 4. Íåõàé s� íåñêií÷åííå ÷èñëî Ñòåéíiöà i íåõàé r = u/v
� ðàöiîíàëüíå ÷èñëî, äå u, v ∈ N, ïðè÷îìó v ∈ Ω (s). Òîäi

S+ (r, s) =
{ a

b
s
∣∣∣ a, b ∈ N, b ∈ Ω (s), a < rb

}
� ïîâíà ìíîæèíà.

Òåîðåìà 4.1. Äîâiëüíà ïîâíà ìíîæèíà ÷èñåë Ñòåéíiöà íàëåæèòü
äî îäíîãî ç òàêèõ òèïiâ:

1) S (r, s), äå s ∈ SN � N, r ∈ [1,∞);

2) S+ (r, s), äå s ∈ SN � N, r = u/v, u, v � âçà¹ìíî ïðîñòi íàòó-
ðàëüíi ÷èñëà, v ∈ Ω (s);

3) N àáî {1, 2, . . . , n} äëÿ äåÿêîãî n ∈ N;

4) S (∞, s), äå s ∈ SN � N.

Êîæíà ç ìíîæèíè S (r, s), S+ (r, s), N, {1, 2, . . . , n}, S (∞, s) ¹ ïîâíîþ.
Çàóâàæèìî, ùî ïî ñóòi ÷èñëî r ¹ îáåðíåíèì äî çíà÷åííÿ iíâàðiàíòà

ùiëüíîñòi Äiêñì'¹�Áàðàíîâà.
Ó ïiäðîçäiëi 4.2 ïîêàçàíî, ÿê iç êëàñèôiêàöi¨ ñïåêòðiâ ìîæíà

âèâåñòè òåîðåìó Äiêñì'¹�Áàðàíîâà.

Òåîðåìà 4.2.

1) Äëÿ äîâiëüíî¨ ïîâíî¨ ìíîæèíè ÷èñåë Ñòåéíiöà S çíàéäåòüñÿ
çëi÷åííî�âèìiðíà ëîêàëüíî ìàòðè÷íà àëãåáðà A òàêà, ùî
Spec (A) = S.

2) ßêùî A, B � çëi÷åííî�âèìiðíi ëîêàëüíî ìàòðè÷íi àëãåáðè, òî
Spec (A) = Spec (B), òîäi é ëèøå òîäi, êîëè A ∼= B.

Çàóâàæèìî, ùî ÷àñòèíà 2) òåîðåìè 4.2 ¹ iíøèì òðàêòóâàííÿì òå-
îðåìè Äiêñì'¹�Áàðàíîâà.

Íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî ëîêàëüíî ìàòðè÷íà àëãåáðà A óíiòàëüíà
òîäi é ëèøå òîäi, êîëè Spec (A) ¹ àáî {1, 2, . . . , n}, n ∈ N, àáî ìíî-
æèíîþ S (r, s), äå s ∈ SN � N, r = u/v äëÿ u, v � âçà¹ìíî ïðîñòèõ
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, v ∈ Ω (s).



19

Ó ïiäðîçäiëi 4.3 îáãîâîðþ¹ìî çàíóðåííÿ ëîêàëüíî ìàòðè÷íèõ
àëãåáð.

Ëåìà 4.18. Íåõàé S1 i S2 � ïîâíi ìíîæèíè ÷èñåë Ñòåéíiöà. Òîäi
àáî S1 ∩ S2 = ∅, àáî îäíà iç ìíîæèí S1, S2 ìiñòèòü iíøó ìíîæèíó.

Íåõàé A � ëîêàëüíî ìàòðè÷íà àëãåáðà. Ïiäàëãåáðà B ⊆ A íàçèâà-
¹òüñÿ àïðîêñèìàòèâíèì êóòîì, ÿêùî àëãåáðà B ¹ îá'¹äíàííÿì çðî-
ñòàþ÷îãî ëàíöþãà ïiðñiâñüêèõ êîìïîíåíò, òîáòî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü
iäåìïîòåíòiâ e1, e2, . . . òàêà, ùî

e1 A e1 ⊆ e2 A e2 ⊆ · · · , B =
∞⋃
i=1

ei A ei.

ßêùî B � àïðîêñèìàòèâíèé êóò àëãåáðè A, òî àëãåáðà B ñàìà ¹
ëîêàëüíî ìàòðè÷íîþ i òîìó Spec (B) ⊆ Spec (A).

Ëåìà 4.19. Íåõàé A, B � çëi÷åííî�âèìiðíi ëîêàëüíî ìàòðè÷íi
àëãåáðè, Spec (B) ⊆ Spec (A). Òîäi àëãåáðà B çàíóðþ¹òüñÿ â àëãåáðó
A ÿê àïðîêñèìàòèâíèé êóò.

Êîëè ïîâíà ìíîæèíà S1 ìiñòèòüñÿ â ïîâíié ìíîæèíi S2? ßêùî
S2 ⊆ N, òî S1 i S2 ¹ àáî ñåãìåíòàìè ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë,
àáî óñi¹þ ìíîæèíîþ N, òîìó âiäïîâiäü î÷åâèäíà. Ó âèïàäêó, êîëè
S2 ⊆ SN�N, s ∈ S1 ⊆ S2, ìàòèìåìî S1 = S (r1, s) àáî S1 = S+ (r1, s) i
S2 = S (r2, s) àáî S2 = S+ (r2, s). Ëåãêî áà÷èòè, ùî r1 ≤ r2. Çîêðåìà,
ÿêùî r1 < r2, òî S1 ⊂ S2. ßêùî r1 = r2 = r, òî àáî S1 = S2, àáî
S1 = S+ (r, s), S2 = S (r, s).

Ó ðîçäiëi 5 ìè âèâ÷à¹ìî ïîðiâíÿíî ìàëîâèâ÷åíèé êëàñ àëãåáðè-
÷íèõ ñèñòåì � ïðîñòîðè Õåìiíãà.

Íàãàäà¹ìî, ùî â òåîði¨ êîäóâàííÿ ìåòðèêè Õåìiíãà � öå ñòàíäàð-
òíèé iíñòðóìåíò îá÷èñëåííÿ âiäñòàíi ìiæ äâîìà äâiéêîâèìè âåêòîðà-
ìè îäíàêîâî¨ äîâæèíè.

Íåõàé n ≥ 1. Ñòàíäàðòíèì ïðîñòîðîì Õåìiíãà Hn íàçèâà¹òüñÿ
ìíîæèíà óñiõ âåêòîðiâ äîâæèíè n âèãëÿäó: xn = (x1, . . . , xn), äå xi ∈
{0, 1}, 1 ≤ i ≤ n, à âiäñòàíü dHn

ìiæ öèìè âåêòîðàìè ¹ ÷èñëî ïîçèöié,
íà ÿêèõ öi âåêòîðè ìàþòü ðiçíi êîîðäèíàòè.

Ó ñåði¨ ðîáiò Ð. Êàìåðîíà, Ñ. Òàðçi, Â.I. Ñóùàíñüêîãî, Á.Â. Îëié-
íèê ðîçãëÿäàëèñÿ íåñêií÷åííi àíàëîãè ïðîñòîðiâ Õåìiíãà, ÿêi âèíè-
êàþòü ÿê ïðÿìi ãðàíèöi ñêií÷åííèõ ïðîñòîðiâ Hn. Ó ðîçäiëi 5 ìè âè-
â÷à¹ìî òàêi íåñêií÷åííî�âèìiðíi ïðîñòîðè ç àáñòðàêòíî¨ òî÷êè çîðó ó
êîíòåêñòi êiëåöü ç ìiðîþ (ó ðîáîòi Á.Â. Îëiéíèê âîíè âèçíà÷àëèñÿ ÿê
ïðîñòîðè Õåìiíãà). Îñêiëüêè íàøi ïðèêëàäè áëèçüêi äî ñòàíäàðòíèõ
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ïðîñòîðiâ Õåìiíãà, ìè áóäåìî â îñíîâíîìó ñëiäóâàòè òåðìiíîëîãi¨ ðî-
áiò Â.I. Ñóùàíñüêîãî òà Á.Â. Îëiéíèê.

Íàãàäà¹ìî, ùî áóëåâèì êiëüöåì íàçèâà¹òüñÿ êîìóòàòèâíå êiëüöå,
óñi åëåìåíòè ÿêîãî çàäîâîëüíÿþòü òîòîæíiñòü x2 = x.

Íåõàé H � áóëåâå êiëüöå ç 1. Ôóíêöiÿ r : H → [ 0, 1 ] íàçèâà¹òüñÿ
ìiðîþ (àáî ôóíêöi¹þ ðàíãó), ÿêùî

(1) r(a) = 0 ó òîìó i òiëüêè òîìó âèïàäêó, êîëè a = 0;

(2) r(a) = 1 ó òîìó i òiëüêè òîìó âèïàäêó, êîëè a = 1;

(3) ÿêùî a, b ∈ H i ab = 0, òî r(a+ b) = r(a) + r(b).

Ó ïiäðîçäiëi 5.1 äà¹òüñÿ àáñòðàêòíå îçíà÷åííÿ ïðîñòîðó Õåìiíãà
i íàâîäÿòüñÿ ïðèêëàäè ïðîñòîðiâ Õåìiíãà.

Îçíà÷åííÿ 5.3. Óíiòàëüíèì ïðîñòîðîì Õåìiíãà (H, r) áóäåìî íà-
çèâàòè áóëåâå êiëüöå H ç 1 i ôóíêöi¹þ ðàíãó r : H → [0, 1].

ßêùî (H, r) � ïðîñòið Õåìiíãà, òî ôóíêöiÿ dH(a, b) = r(a − b),
a, b ∈ H, çàäà¹ ìåòðèêó íà H.

Ïðèêëàä 5.1. Áóëåâå êiëüöå Hn = {0 , 1}n ç ïîêîìïîíåíòíèìè
äîäàâàííÿì (çà ìîäóëåì 2) i ìíîæåííÿì, à òàêîæ ôóíêöi¹þ ðàíãó
rHn

(x1, . . . , xn) = (x1 + . . . + xn)�n äëÿ äîâiëüíèõ x1, . . . , xn ∈ {0, 1},
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì (1), (2), (3) îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ðàíãó. Íàçèâàòè-
ìåìî ïðîñòið Õåìiíãà (Hn, rHn) ñòàíäàðòíèì.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç {0, 1}N ìíîæèíó óñiõ íåñêií÷åííèõ (0, 1)�ïîñëi-
äîâíîñòåé a = (a1, a2, . . .), äå ai = 0 àáî 1. Ëåãêî áà÷èòè, ùî {0, 1}N �
áóëåâå êiëüöå ç îïåðàöiÿìè ïîêîìïîíåíòíîãî äîäàâàííÿ (çà ìîäóëåì
2) òà ìíîæåííÿ.

Ïîñëiäîâíiñòü a = (a1, a2, . . .) íàçèâà¹òüñÿ ïåðiîäè÷íîþ, ÿêùî iñíó¹
íàòóðàëüíå ÷èñëî k òàêå, ùî ai+k = ai äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ N. Ó öüîìó
âèïàäêó ÷èñëî k íàçèâà¹òüñÿ ïåðiîäîì ïîñëiäîâíîñòi a.

Íåõàé s� ÷èñëî Ñòåéíiöà. Ïåðiîäè÷íà ïîñëiäîâíiñòü a íàçèâà¹òüñÿ
s�ïåðiîäè÷íîþ, ÿêùî ó íå¨ ¹ ïåðiîä, ÿêèé äiëèòü s.

Ïðèêëàä 5.2. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç H(s) ìíîæèíó óñiõ s�ïåðiîäè÷íèõ
ïîñëiäîâíîñòåé. Î÷åâèäíî, ùîH(s) � ïiäêiëüöå áóëåâîãî êiëüöÿ {0, 1}N.
Ôóíêöiÿ ðàíãó rH(s)(a1, a2, . . .) = (a1 + . . .+ ak)�k, äå k � ïåðiîä (íà-
ñïðàâäi äîâiëüíèé ç ïåðiîäiâ) ïîñëiäîâíîñòi a = (a1, a2, . . .), ïåðåòâî-
ðþ¹ (H(s), rH(s)) ó ïðîñòið Õåìiíãà.

Ïðèêëàä 5.3. Äëÿ ïîñëiäîâíîñòi a = (a1, a2, . . .) ∈ {0, 1}N âèçíà-
÷èìî ôóíêöiþ ïñåâäîðàíãó r̃(a) = lim supn→∞ ((a1 + . . .+ an)�n). Öÿ
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ôóíêöiÿ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (3) îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ðàíãó, àëå íå çàäî-
âîëüíÿ¹ óìîâè (1) òà (2). Ïiäìíîæèíà I = {a ∈ {0, 1}N | r̃(a) = 0} ¹
iäåàëîì áóëåâîãî êiëüöÿ {0, 1}N. Íà äîâiëüíîìó êëàñi ñóìiæíîñòi a+I,
a ∈ {0, 1}N, ôóíêöiÿ r̃ ïîñòiéíà.

Ðîçãëÿíåìî áóëåâå êiëüöå B = {0, 1}N�I i ôóíêöiþ ðàíãó rB(a+I)
= r̃(a), a ∈ {0, 1}N. Ïðîñòið Õåìiíãà (B, rB) íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòîðîì
Áåçèêîâè÷à àáî ùå ïðîñòîðîì Áåçèêîâè÷à�Õåìiíãà.

Ó êëàñi óíiòàëüíèõ ïðîñòîðiâ Õåìiíãà ïðèðîäíèì ÷èíîì âèçíà÷à-
¹òüñÿ òåíçîðíèé äîáóòîê.

Òâåðäæåííÿ 5.1. Íåõàé (H1, r1), (H2, r2) � óíiòàëüíi ïðîñòîðè
Õåìiíãà. Òîäi iñíó¹ ¹äèíà ôóíêöiÿ ðàíãó r íà òåíçîðíîìó äîáóòêó
áóëåâèõ êiëåöü H = H1 ⊗ ZH2 òàêà, ùî r(a ⊗ b) = r1(a) r2(b) äëÿ
äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a ∈ H1, b ∈ H2.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî òîäi Hn ⊗ Hm
∼= Hnm.

Îçíà÷åííÿ 5.6. Íàçâåìî óíiòàëüíèé ïðîñòið Õåìiíãà (H, r) ëî-
êàëüíî ñòàíäàðòíèì, ÿêùî äîâiëüíà ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà åëåìåíòiâ
a1, . . . , an ∈ H ìiñòèòüñÿ â ïiäïðîñòîði H ′ ⊂ H, òàêîìó ùî H ′ ∼= Hm

äëÿ äåÿêîãî m ≥ 1.

Íåâàæêî ïîìiòèòè, ùî â ëîêàëüíî ñòàíäàðòíîìó ïðîñòîði Õåìiíãà
ôóíêöiÿ ðàíãó çàâæäè íàáóâà¹ ðàöiîíàëüíèõ çíà÷åíü.

Ïðèêëàä 5.5. Äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà Ñòåéíiöà s ïðîñòið Õåìiíãà
s�ïåðiîäè÷íèõ ïîñëiäîâíîñòåé H(s) ¹ ëîêàëüíî ñòàíäàðòíèì.

Ïðèêëàä 5.6. Ïðîñòið Áåçèêîâè÷à (B, rB) íå ¹ ëîêàëüíî ñòàíäàð-
òíèì ïðîñòîðîì, ïîçàÿê íåâàæêî çíàéòè åëåìåíò x ∈ B òàêèé, ùî
÷èñëî rB(x) áóäå iððàöiîíàëüíèì.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç {0, 1}Np ìíîæèíó âñiõ ïåðiîäè÷íèõ ïîñëiäîâíîñòåé
ç {0, 1}N. Òîäi äëÿ áóëåâîãî iäåàëó I = {a ∈ {0, 1}N | r̃(a) = 0} áóëå-
âîãî êiëüöÿ {0, 1}N îòðèìà¹ìî {0, 1}Np ∩ I = {0}. Òîìó {0, 1}Np ìîæíà
ðîçãëÿäàòè ÿê ïiäïðîñòið Õåìiíãà ïðîñòîðó Áåçèêîâè÷à. Ìàòèìåìî

{0, 1}Np =
⋃
s∈SN

H(s).

Îòæå, ïðîñòið Õåìiíãà {0, 1}Np ¹ ëîêàëüíî ñòàíäàðòíèì.

Îçíà÷åííÿ 5.7. Íåõàé H � ëîêàëüíî ñòàíäàðòíèé óíiòàëüíèé
ïðîñòið Õåìiíãà. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó íàòóðàëüíèõ ÷èñåë D(H) =
{n ≥ 2 |H ′ ⊂ H,H ′∼=Hn}.Íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå ÷èñåë çD(H) íà-
çèâà¹òüñÿ ÷èñëîì Ñòåéíiöà ïðîñòîðó Õåìiíãà H i ïîçíà÷à¹òüñÿ st(H).
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Ó ïiäðîçäiëi 5.2 ìîâà éäå ïðî òåíçîðíi äîáóòêè ïðîñòîðiâ Õåìií-
ãà.

Ëåìà 5.3. Äëÿ ëîêàëüíî ñòàíäàðòíèõ óíiòàëüíèõ ïðîñòîðiâ Õå-
ìiíãà H1 òà H2 ¨õ òåíçîðíèé äîáóòîê H1⊗H2 òàêîæ ¹ ëîêàëüíî ñòàí-
äàðòíèì ïðîñòîðîì Õåìiíãà i st(H1 ⊗H2) = st(H1) · st(H2).

Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ àíàëîãîì òåîðåìè Êüîòå.

Òåîðåìà 5.1. Íåõàé H � çëi÷åííèé ëîêàëüíî ñòàíäàðòíèé óíi-
òàëüíèé ïðîñòið Õåìiíãà. Òîäi

H ∼=
∞⊗
i=1

Hpi , äå óñi pi � ïðîñòi ÷èñëà.

Íåâàæêî ïîìiòèòè, ùî â öüîìó âèïàäêó

st (H) =

∞∏
i=1

psii ,

äå si � ÷èñëî êîïié ïðîñòîðó Hpi ó ðîçêëàäi ïðîñòîðó H.
Ç òåîðåìè 5.1 çðàçó æ âèïëèâàòèìå àíàëîã òåîðåìè Ãëiììà:

Íåõàé H1 òà H2 � çëi÷åííi ëîêàëüíî ñòàíäàðòíi óíiòàëüíi ïðîñòîðè
Õåìiíãà. ×èñëà Ñòåéíiöà st(H1) òà st(H2) çáiãàþòüñÿ òîäi é ëèøå
òîäi, êîëè ïðîñòîðè H1 i H2 içîìîðôíi.

Ïðîñòîðè Õåìiíãà i ëîêàëüíî ìàòðè÷íi àëãåáðè òiñíî ïîâ'ÿçàíi. ßê
ñàìå � ïðî öå ìîâà éäå â ïiäðîçäiëi 5.3.

Íåõàé A � óíiòàëüíà ëîêàëüíî ìàòðè÷íà àëãåáðà ç îäèíèöåþ 1,
a ∈ A. Âèáåðåìî ïiäàëãåáðó B ⊂ A òàêó, ùî 1, a ∈ B, B ∼= Mn(F) äëÿ
äåÿêîãî n ≥ 1. Íåõàé òàêîæ rB(a) � ðàíã îáðàçó åëåìåíòà a â àëãåáði
Mn(F) ïðè içîìîðôiçìi B ∼= Mn(F). Â.Ì. Êóðî÷êií äîâiâ, ùî ÷èñëî
r(a) = rB(a)�n íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ïiäàëãåáðè B. Íàçèâàòèìåìî
r(a) âiäíîñíèì ðàíãîì (àáî ðàíãîì Êóðî÷êiíà) åëåìåíòà a.

Íåõàé C � êîìóòàòèâíà ïiäàëãåáðà àëãåáðè A, ÿêà ìiñòèòü îäèíè-
öþ 1. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç E(C) ìíîæèíó âñiõ iäåìïîòåíòiâ àëãåáðè C,
âêëþ÷àþ÷è 0 òà 1. Äëÿ iäåìïîòåíòiâ e, f ∈ E(C) ðîçãëÿíåìî îïåðàöi¨
ef òà e+ f − 2ef ÿê áóëåâi ìíîæåííÿ i äîäàâàííÿ âiäïîâiäíî. Áóëåâå
êiëüöå E(C) ðàçîì ç ôóíêöi¹þ âiäíîñíîãî ðàíãó r : E(C) → [0, 1] ¹
óíiòàëüíèì ïðîñòîðîì Õåìiíãà.

Íàãàäà¹ìî, ùî ïiäàëãåáðà H ìàòðè÷íî¨ àëãåáðè Mn(F) íàçèâà¹-
òüñÿ ïiäàëãåáðîþ Êàðòàíà, ÿêùî H ∼= F⊕ . . .⊕ F︸ ︷︷ ︸

n

. Äîâiëüíà ïiäàëãå-

áðà Êàðòàíà ñïðÿæåíà ç äiàãîíàëüíîþ ïiäàëãåáðîþ àëãåáðè Mn(F).
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Íåõàé A � çëi÷åííî�âèìiðíà óíiòàëüíà ëîêàëüíî ìàòðè÷íà àëãå-
áðà. I íåõàé 1 ∈ A1 ⊂ A2 ⊂ . . . � çðîñòàþ÷èé ëàíöþæîê ìàòðè-
÷íèõ ïiäàëãåáð (ñêií÷åííî�âèìiðíèõ) òàêèé, ùî A = ∪∞i=1 Ai. Ó êî-
æíié ïiäàëãåáði Ai âèáåðåìî ïiäàëãåáðó Êàðòàíà Hi òàêèì ÷èíîì, ùî
1 ∈ H1 ⊂ H2 ⊂ . . . . Íàçèâàòèìåìî àëãåáðó H = ∪∞i=1 Hi óçàãàëüíåíîþ
ïiäàëãåáðîþ Êàðòàíà àëãåáðè A. ßê i ðàíiøå, ôóíêöiÿ r : A→ [0, 1]
¹ ôóíêöi¹þ âiäíîñíîãî ðàíãó. Òîäi (E(H), r) ¹ óíiòàëüíèì ëîêàëüíî
ñòàíäàðòíèì ïðîñòîðîì Õåìiíãà.

Îçíà÷åííÿ 5.8. Ïiäàëãåáðà H óíiòàëüíî¨ ëîêàëüíî ìàòðè÷íî¨ àë-
ãåáðè A íàçèâà¹òüñÿ ïiäàëãåáðîþ Êàðòàíà, ÿêùî iñíó¹ ðîçêëàä A =
⊗∞i=1 Ai ó òåíçîðíèé äîáóòîê ìàòðè÷íèõ àëãåáð i iñíó¹ ðîçêëàä H =
⊗∞i=1 Hi ó òåíçîðíèé äîáóòîê ïiäàëãåáð Êàðòàíà Hi ⊂ Ai, i ≥ 1.

Òåîðåìà 5.2. Äîâiëüíi äâi ïiäàëãåáðè Êàðòàíà àëãåáðè A ñïðÿæå-
íi çà äîïîìîãîþ àâòîìîðôiçìó àëãåáðè A.

Äîâiëüíà ïiäàëãåáðà Êàðòàíà ¹ óçàãàëüíåíîþ ïiäàëãåáðîþ Êàðòà-
íà. ×è ñïðàâäæó¹òüñÿ çâîðîòíå òâåðäæåííÿ? Iíøèìè ñëîâàìè, ÷è çàâ-
æäè ¹ ñïðÿæåíèìè óçàãàëüíåíi ïiäàëãåáðè Êàðòàíà? Íåãàòèâíó âiä-
ïîâiäü íà öå ïèòàííÿ äà¹ òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.3.Êîæíà çëi÷åííî�âèìiðíà óíiòàëüíà ëîêàëüíî ìàòðè-
÷íà àëãåáðà ìiñòèòü óçàãàëüíåíó ïiäàëãåáðó Êàðòàíà, ÿêà íå ¹ ïiäàë-
ãåáðîþ Êàðòàíà.

Çâ'ÿçîê ìiæ óíiòàëüíèìè ëîêàëüíî ñòàíäàðòíèìè ïðîñòîðàìè Õå-
ìiíãà i ïiàëãåáðàìè Êàðòàíà óíiòàëüíèõ ëîêàëüíî ìàòðè÷íèõ àëãåáð
îïèñó¹òüñÿ òàêîþ òåîðåìîþ.

Òåîðåìà 5.4.

(1) Äîâiëüíèé çëi÷åííèé ëîêàëüíî ñòàíäàðòíèé óíiòàëüíèé ïðîñòið
Õåìiíãà S içîìîðôíèé ïðîñòîðó E(H), äåH � ïiäàëãåáðà Êàðòà-
íà äåÿêî¨ çëi÷åííî�âèìiðíî¨ óíiòàëüíî¨ ëîêàëüíî ìàòðè÷íî¨ àë-
ãåáðè A, ïðè÷îìó st(S) = st(A).

(2) Íåõàé A1, A2 � çëi÷åííî�âèìiðíi óíiòàëüíi ëîêàëüíî ìàòðè÷íi
àëãåáðè i íåõàé H1, H2 � ïiäàëãåáðè Êàðòàíà àëãåáð A1, A2

âiäïîâiäíî. ßêùî ïðîñòîðè Õåìiíãà E(H1) òà E(H2) içîìîðôíi,
òî àëãåáðè A1 òà A2 içîìîðôíi.

Óçàãàëüíåííÿ îçíà÷åííÿ ïðîñòîðiâ Õåìiíãà íà íåóíiòàëüíèé âèïà-
äîê çðîáëåíî ó ïiäðîçäiëi 5.4.

Îçíà÷åííÿ 5.10. Íåõàé H � áóëåâå êiëüöå (íå îáîâ'ÿçêîâî ìi-
ñòèòü îäèíèöþ) ç ôóíêöi¹þ r : H → [0,∞). Íàçâåìî (H, r) ïðîñòîðîì
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Õåìiíãà, ÿêùî

(1) r(a) = 0 òîäi é ëèøå òîäi, êîëè a = 0;

(2) ÿêùî ab = 0, òî r(a+ b) = r(a) + r(b).

Òîäi ôóíêöiÿ r íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ ðàíãó.

ßê i ó âèïàäêó óíiòàëüíèõ ïðîñòîðiâ Õåìiíãà ôóíêöiÿ dH(a, b) =
r(a− b) ïåðåòâîðþ¹ (H, r) ó ìåòðè÷íèé ïðîñòið.

Ïðèêëàä 5.9. Íåõàé X � íåñêií÷åííà ìíîæèíà. Ðîçãëÿíåìî íå-
óíiòàëüíå áóëåâå êiëüöå H, ÿêå ñêëàäà¹òüñÿ iç ñêií÷åííèõ ïiäìíîæèí
ìíîæèíèX, âêëþ÷àþ÷è ïîðîæíþ ìíîæèíó. Ôóíêöiÿ ðàíãó r(a) = |a|,
a ∈ H, çàäà¹ íà H ñòðóêòóðó ïðîñòîðó Õåìiíãà. ßêùî ìíîæèíà X �
çëi÷åííà, òî ìè ïîçíà÷èìî îïèñàíèé âèùå ïðîñòið Õåìiíãà ñèìâîëîì
H(∞).

ßêùî (H, r) � ïðîñòið Õåìiíãà, à h ¹ íåíóëüîâèì åëåìåíòîì ïðî-
ñòîðó H, òî òîäi hH � óíiòàëüíå áóëåâå êiëüöå, îäèíèöåþ ÿêîãî ¹
åëåìåíò h. Ôóíêöiÿ

rh : hH → [0, 1], rh(a) =
r(a)

r(h)
, a ∈ H,

ïåðåòâîðþâàòèìå òîäi Hh = (hH, rh) â óíiòàëüíèé ïðîñòið Õåìiíãà.
Íåõàé H = (H, r) � ïðîñòið Õåìiíãà i íåõàé α � äåÿêå äîäàòíå

äiéñíå ÷èñëî. Òîäi áóëåâå êiëüöå H ç íîâîþ ôóíêöi¹þ ðàíãó α r òàêîæ
¹ ïðîñòîðîì Õåìiíãà. Áóäåìî íàçèâàòè ïðîñòîðè Õåìiíãà (H, r) òà
(H,α r) ñêàëÿðíî åêâiâàëåíòíèìè.

Îçíà÷åííÿ 5.12. Ïðîñòið Õåìiíãà H = (H, r) íàçèâà¹òüñÿ ëî-
êàëüíî ñòàíäàðòíèì, ÿêùî äîâiëüíà ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà ìíîæèíè
H ìiñòèòüñÿ â ïiäïðîñòîði (H ′, r) ⊂ (H, r), ÿêèé ñêàëÿðíî åêâiâàëåí-
òíèé ñòàíäàðòíîìó ïðîñòîðó Õåìiíãà Hn äëÿ äåÿêîãî n ≥ 1.

Íàïðèêëàä, ïðîñòið Õåìiíãà H(∞) ¹ ëîêàëüíî ñòàíäàðòíèì ïðî-
ñòîðîì.

Íåõàé (H1, r1) òà (H2, r2) � ïðîñòîðè Õåìiíãà. ßê i â óíiòàëüíî-
ìó âèïàäêó íà òåíçîðíîìó äîáóòêó H = H1 ⊗ ZH2 ìîæíà âèçíà÷èòè
¹äèíèì ÷èíîì ôóíêöiþ ðàíãó r òàêó, ùî r(a ⊗ b) = r1(a) · r2(b) äëÿ
äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a ∈ H1 òà b ∈ H2.

ßêùî (H1, r1) i (H2, r2) � ëîêàëüíî ñòàíäàðòíi ïðîñòîðè Õåìiíãà,
òî ¨õ òåíçîðíèé äîáóòîê H1 ⊗ ZH2 òàêîæ ¹ ëîêàëüíî ñòàíäàðòíèì
ïðîòîðîì Õåìiíãà.

Ìè âæå âiäìi÷àëè ðàíiøå, ùî iñíó¹ âçà¹ìî îäíîçíà÷íà âiäïîâiä-
íiñòü ìiæ çëi÷åííî�âèìiðíèìè ëîêàëüíî ìàòðè÷íèìè àëãåáðàìè òà
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ïîâíèìè ìíîæèíàìè ÷èñåë Ñòåéíiöà. Íàñòóïíi ðåçóëüòàòè ïîêàçóþòü,
ùî òàêà æ âëàñòèâiñòü ïðèòàìàííà i çëi÷åííèì ïðîñòîðàì Õåìiíãà.

Äëÿ ïðîñòîðó Õåìiíãà H ïîêëàäåìî

Spec (H) =
{
st (Hn) , 0 6= h ∈ H

}
⊆ SN

i íàçèâàòèìåìî öþ ìíîæèíó ñïåêòðîì ïðîñòîðó Õåìiíãà H.

Ëåìà 5.11. Äëÿ êîæíîãî çëi÷åííîãî ëîêàëüíî ñòàíäàðòíîãî ïðî-
ñòîðó ÕåìiíãàH ñïåêòð Spec (H) ¹ ïîâíîþ ìíîæèíîþ ÷èñåë Ñòåéíiöà.

Ëåìà 5.12. Äëÿ êîæíî¨ ïîâíî¨ ìíîæèíè S ÷èñåë Ñòåéíiöà çíà-
éäåòüñÿ çëi÷åííèé ëîêàëüíî ñòàíäàðòíèé ïðîñòið Õåìiíãà H òàêèé,
ùî Spec (H) = S.

Íàïðèêëàä, íåõàé S = S(∞, s), äå s � ÷èñëî Ñòåéíiöà, à H(s) �
çëi÷åííèé óíiòàëüíèé ïðîñòið Õåìiíãà, ÿêèé âiäïîâiäà¹ ÷èñëó s. Òîäi
S = Spec (H(∞)⊗H(s)).

Òåîðåìà 5.5. ßêùî çëi÷åííi ëîêàëüíî ñòàíäàðòíi ïðîñòîðè Õå-
ìiíãà (H1, r1) òà (H2, r2) ìàþòü îäíàêîâi ñïåêòðè, òî âîíè ñêàëÿðíî
åêâiâàëåíòíi.

Òàêèì ÷èíîì, çëi÷åííi íåóíiòàëüíi ïðîñòîðè Õåìiíãà ïàðàìåòðè-
çóþòüñÿ (ç òî÷íiñòþ äî ñêàëÿðíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi) ïàðàìè (s, α), äå
s � ÷èñëî Ñòåéíiöà, à α � äiéñíå ÷èñëî, 0 ≤ α ≤ 1, òîáòî ìà¹ ìiñöå
àíàëîã òåîðåìè Äiêñiì'¹.

Ó ðîçäiëi 6 ìè âèâ÷à¹ìî äèôåðåíöiþâàííÿ i àâòîìîðôiçìè çëi-
÷åííî�âèìiðíèõ ëîêàëüíî ìàòðè÷íèõ àëãåáð.

Ø.À. Àþïîâ òà Ê.Ê. Êóäàéáåðãåíîâ ó ñòàòòi 2020 ð. ïîáóäóâàëè
çîâíiøí¹ äèôåðåíöiþâàííÿ â çëi÷åííî�âèìiðíié óíiòàëüíié ëîêàëüíî
ìàòðè÷íié àëãåáði ç ÷èñëîì Ñòåéíiöà 2∞ òà âèêîðèñòàëè éîãî ÿê ïðè-
êëàä çîâíiøíüîãî äèôåðåíöiþâàííÿ â ðåãóëÿðíié â ñåíñi ôîí Íåéìà-
íà ïðîñòié àëãåáði. Ó 1999 ð. Õ. Øòðàäå âèâ÷àâ äèôåðåíöiþâàííÿ
ëîêàëüíî ñêií÷åííî�âèìiðíèõ ëîêàëüíî ïðîñòèõ àëãåáð Ëi íàä ïîëåì
õàðàêòåðèñòèêè 0.

Íàãàäà¹ìî, ùî ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ d : A→ A íàçèâà¹òüñÿ äèôå-
ðåíöiþâàííÿì, ÿêùî d(xy) = d(x)y+xd(y) äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ x,
y ∈ A.

Äëÿ ôiêñîâàíîãî åëåìåíòà a ∈ A îïåðàòîð ad(a) : A → A, x 7→
[a, x], íàçèâà¹òüñÿ âíóòðiøíiì äèôåðåíöiþâàííÿì (àáî ïðè¹äíàíèì
äèôåðåíöiþâàííÿì, iíäóêîâàíèì åëåìåíòîì a) àëãåáðè A.

Íåõàé Der(A) � àëãåáðà Ëi óñiõ äèôåðåíöiþâàíü àëãåáðè A. Ïîçíà-
÷èìî ÷åðåç Inder(A) iäåàë àëãåáðè Der(A), ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç âíóòði-
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øíiõ äèôåðåíöiþâàíü. Ôàêòîð�àëãåáðà Outder(A) = Der(A)�Inder(A)
íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðîþ çîâíiøíiõ äèôåðåíöiþâàíü àëãåáðè A.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Aut(A) òà Inn(A) ãðóïó àâòîìîðôiçìiâ òà ãðó-
ïó âíóòðiøíiõ àâòîìîðôiçìiâ àëãåáðè A âiäïîâiäíî. Ôàêòîð�ãðóïà
OutAut(A) = Aut(A)�Inn(A) íàçèâà¹òüñÿ ãðóïîþ çîâíiøíiõ àâòîìîð-
ôiçìiâ àëãåáðè A.

Ðàçîì ç ãðóïàìè àâòîìîðôiçìiâ àëãåáðè A áóäåìî ðîçãëÿäàòè íà-
ïiâãðóïó P (A), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ií'¹êòèâíèõ åíäîìîðôiçìiâ A→
A. Çîêðåìà, Aut(A) ⊆ P (A).

Ó ïiäðîçäiëi 6.1 ìè ðîçãëÿäà¹ìî òîïîëîãiþ Òèõîíîâà íà ìíîæèíi
Map(A,A) óñiõ âiäîáðàæåíü A→ A i äîâîäèìî òàêó òåîðåìó.

Òåîðåìà 6.1. Íåõàé A � ëîêàëüíî ìàòðè÷íà àëãåáðà.

1) Iäåàë Inder(A) ùiëüíèé â àëãåáði Der(A) â òîïîëîãi¨ Òèõîíîâà.

2) Ïðèïóñòèìî, ùî àëãåáðà A ìiñòèòü 1. Òîäi çàìèêàííÿì ãðóïè
Inn(A) â Map(A,A) â òîïîëîãi¨ Òèõîíîâà ¹ íàïiâãðóïà P (A) óíi-
òàëüíèõ ií'¹êòèâíèõ åíäîìîðôiçìiâ. Çîêðåìà, ïiäãðóïà Inn(A)
ùiëüíà â ãðóïi Aut(A).

Ìåòîþ ïiäðîçäiëó 6.2 ¹ îïèñ äèôåðåíöiþâàíü íåñêií÷åííèõ òåí-
çîðíèõ äîáóòêiâ ñêií÷åííî�âèìiðíèõ ìàòðè÷íèõ àëãåáð. Íàãàäà¹ìî,
ùî çãiäíî ç òåîðåìîþ Êüîòå äîâiëüíà çëi÷åííî�âèìiðíà óíiòàëüíà ëî-
êàëüíî ìàòðè÷íà àëãåáðà içîìîðôíà çëi÷åííîìó òåíçîðíîìó äîáóòêó
ìàòðè÷íèõ àëãåáð i òîìó ¹ àëãåáðîþ òàêîãî òèïó.

Îçíà÷åííÿ 6.2. Íåõàé P � äåÿêà ñèñòåìà íåïîðîæíiõ ñêií÷åííèõ
ïiäìíîæèí íåñêií÷åííî¨ ìíîæèíè I. Íàçâåìî ñèñòåìó P ðîçðiäæåíîþ,
ÿêùî

(1) äëÿ äîâiëüíîãî S ∈ P óñi íåïîðîæíi ïiäìíîæèíè ìíîæèíè S
òàêîæ íàëåæàòü P,

(2) äîâiëüíèé åëåìåíò i ∈ I ìiñòèòüñÿ â íå áiëüø, íiæ ó ñêií÷åííié
êiëüêîñòi ïiäìíîæèí ç P.

Íåõàé A =
⊗

i∈I Ai, äå óñi àëãåáðè Ai � ñêií÷åííî�âèìiðíi ìàòðè-
÷íi àëãåáðè íàä F, dimFAi > 1.

Äëÿ ïiäìíîæèíè S = {i1, . . . , ir} ìíîæèíè I ïiäàëãåáðà AS = Ai1⊗
· · · ⊗Air ¹ òåíçîðíèì ñïiâìíîæíèêîì àëãåáðè A.

Íåõàé, ÿê i âèùå, P � ñèñòåìà íåïîðîæíiõ ñêií÷åííèõ ïiäìíîæèí
ìíîæèíè I. Äëÿ êîæíî¨ ïiäìíîæèíè S ∈ P âèáåðåìî ëiíiéíèé îïå-
ðàòîð fS : A → A. Ñóìà

∑
S∈P fS çáiãà¹òüñÿ â òîïîëîãi¨ Òèõîíîâà äî

äåÿêîãî îïåðàòîðà f, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a ∈ A ìíîæèíà
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{S ∈ P | fS(a) 6= 0 } ñêií÷åííà. Ó öüîìó âèïàäêó f ¹ ëiíiéíèì îïå-
ðàòîðîì. Áiëüøå òîãî, ÿêùî êîæåí äîäàíîê fS ¹ äèôåðåíöiþâàííÿì
àëãåáðè A, òî f òàêîæ ¹ äèôåðåíöiþâàííÿì àëãåáðè A.

Íåõàé P � ðîçðiäæåíà ñèñòåìà. Äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè S ∈ P
âèáåðåìî åëåìåíò aS ∈ AS . Ñóìà

∑
S∈P ad(aS) çáiãà¹òüñÿ â òîïîëî-

ãi¨ Òèõîíîâà äî äèôåðåíöiþâàííÿ àëãåáðè A. Íàñïðàâäi, äîâiëüíèé
åëåìåíò a ∈ A ëåæèòü â îäíié ç ïiäàãåáð Ai1 ⊗ . . .⊗Air . Çàâäÿêè ðîç-
ðiäæåíîñòi ñèñòåìè P äëÿ óñiõ ïiäìíîæèí S ∈ P, îêðiì ñêií÷åííîãî
÷èñëà, ìè ìà¹ìî {i1, . . . , ir} ∩ S = ∅. Òîìó ad(aS)a = 0.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç DP âåêòîðíèé ïðîñòið óñiõ ñóì
∑
S∈P ad(aS), äå

aS ïðîáiãà¹ AS . Òîäi DP ⊆ Der(A). Â óñiõ àëãåáðàõ Ai, i ∈ I, âèáåðåìî
ïiäïðîñòîðè A0

i òàêi, ùî Ai = F · 1Ai ⊕ A0
i ðîçêëàäà¹òüñÿ â ïðÿìó

ñóìó ïiäïðîñòîðiâ, äå 1Ai � îäèíèöÿ àëãåáðè Ai. Âèáåðåìî áàçèñ Ei
ïiäïðîñòîðó A0

i .
Äëÿ ïiäìíîæèíè S = {ii, . . . , ir} ⊂ I ðîçãëÿíåìî

ES := Ei1 ⊗ · · · ⊗ Eir = { a1 ⊗ · · · ⊗ ar | ak ∈ Eik , 1 ≤ k ≤ r }

òà ad(ES) = { ad(e) | e ∈ ES }.
Íàñòóïíà òåîðåìà îïèñó¹ äèôåðåíöiþâàííÿ àëãåáðè A = ⊗i∈IAi.
Òåîðåìà 6.4.

(1) Ïðèïóñòèìî, ùî ìíîæèíà I çëi÷åííà. Òîäi Der(A) = ∪PDP , äå
P ïðîáiãà¹ óñi ðîçðiäæåíi ñèñòåìè ñêií÷åííèõ ïiäìíîæèí ìíî-
æèíè I.

(2) Äëÿ äîâiëüíî¨ íåñêií÷åííî¨ (íå îáîâ'ÿçêîâî çëi÷åííî¨) ìíîæèíè
I òà áóäü�ÿêî¨ ðîçðiäæåíî¨ ñèñòåìè P ñêií÷åííèõ ïiäìíîæèí I
ìíîæèíà ∪S∈Pad(ES) ¹ òîïîëîãi÷íèì áàçèñîì ïðîñòîðó DP .

Õ. Øòðàäå ó 1999 ð. äîâiâ, ùî àëãåáðè çîâíiøíiõ äèôåðåíöiþâàíü
çëi÷åííî�âèìiðíèõ ëîêàëüíî ïðîñòèõ ñêií÷åííî�âèìiðíèõ àëãåáð Ëi
íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 0 íå ¹ ëîêàëüíî ñêií÷åííî�âèìiðíèìè. Ó
ïiäðîçäiëi 6.3 ìè äîâîäèìî àíàëîã ðåçóëüòàòóØòðàäå äëÿ çëi÷åííî�
âèìiðíî¨ ëîêàëüíî ìàòðè÷íî¨ àëãåáðè íàä ïîëåì äîâiëüíî¨ õàðàêòåðè-
ñòèêè.

Òåîðåìà 6.5. Íåõàé A � çëi÷åííî�âèìiðíà ëîêàëüíî ìàòðè÷íà
àëãåáðà. Òîäi àëãåáðà Ëi Outder(A) íå ëîêàëüíî ñêií÷åííî�âèìiðíà.

Ó ïiäðîçäiëi 6.4 âèâ÷àþòüñÿ àâòîìîðôiçìè i óíiòàëüíi ií'¹êòèâíi
åíäîìîðôiçìè çëi÷åííî�âèìiðíèõ óíiòàëüíèõ ëîêàëüíî ìàòðè÷íèõ àë-
ãåáð.
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Çàóâàæèìî, ùî çãiäíî ç òåîðåìîþ, äîâåäåíîþ Î.Ã. Êóðîøåì ó
1942 ð., íàïiâãðóïà P (A) óíiòàëüíèõ ií'¹êòèâíèõ åíäîìîðôiçìiâ ñòðî-
ãî áiëüøà, íiæ Aut(A).

Íåõàé Hn � ïiäãðóïà ãðóïè Inn(A), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ çi ñïðÿæåíü
îáîðîòíèìè åëåìåíòàìè ç ⊗i≥nAi. Ëåãêî áà÷èòè, ùî Inn(A) = H1 >
H2 > · · · òà Hn ∼= Inn(⊗i≥nAi). Äëÿ äîâiëüíîãî n ≥ 1 îáåðåìî ñèñòåìó
ïðåäñòàâíèêiâ ëiâèõ êëàñiâ ñóìiæíîñòi hHn+1, h ∈ Hn, òà ïîçíà÷èìî
¨¨ ÷åðåç Xn. Ïðèïóñêà¹ìî, ùî êîæíà ñèñòåìà Xn ìiñòèòü òîòîæíèé
àâòîìîðôiçì Id.

Äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi àâòîìîðôiçìiâ ϕn ∈ Xn, n ≥ 1, íå-
ñêií÷åííèé äîáóòîê ϕ = ϕ1ϕ2 . . . çáiãà¹òüñÿ â òîïîëîãi¨ Òèõîíîâà äî
ií'¹êòèâíîãî åíäîìîðôiçìó. Î÷åâèäíî, ùî ϕ ∈ P (A).

Òåîðåìà 6.6. Äîâiëüíèé óíiòàëüíèé ií'¹êòèâíèé åíäîìîðôiçì ϕ ∈
P (A) ¹äèíèì ÷èíîì çîáðàæó¹òüñÿ ó âèãëÿäi äîáóòêó ϕ = ϕ1ϕ2 · · · , äå
ϕn ∈ Xn, n ≥ 1.

Êîëè äîáóòîê ϕ1ϕ2 · · · , äå ϕn ∈ Xn, n ≥ 1 ¹ àâòîìîðôiçìîì?

Îçíà÷åííÿ 6.3. Íàçâåìî ïîñëiäîâíiñòü àâòîìîðôiçìiâ ϕn ∈ Hn,
n ≥ 1, iíòåãðîâíîþ, ÿêùî äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà a ∈ A ïiäïîñòið, ïî-
ðîäæåíèé óñiìà åëåìåíòàìè ϕn . . . ϕ1(a), n ≥ 1, ¹ ñêií÷åííî�âèìiðíèì.

Òåîðåìà 6.7. Ií'¹êòèâíèé åíäîìîðôiçì ϕ = ϕ1ϕ2 . . . , äå ϕn ∈ Hn,
n ≥ 1, ¹ àâòîìîðôiçìîì òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ïîñëiäîâíiñòü {ϕ−1

i }i≥1

iíòåãðîâíà.

Ó ïiäðîçäiëi 6.5 ìè ðîçãëÿäà¹ìî íàïiâãðóïó P (A) ÿê óçàãàëüíå-
íèé ïðîñòið Áåðà.

Òâåðäæåííÿ 6.1. Íåõàé A � óíiòàëüíà çëi÷åííî�âèìiðíà ëîêàëü-
íî ìàòðè÷íà àëãåáðà. Òîïîëîãiÿ, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ óçàãàëüíåíîþ ìå-
òðèêîþ Áåðà íà íàïiâãðóïi P (A), çáiãà¹òüñÿ ç òîïîëîãi¹þ Òèõîíîâà.

Äàëi ìè íàâîäèìî ïðèêëàäè àâòîìîðôiçìiâ íàïiâãðóïè P (A), ÿêi
¹ içîìåòðiÿìè óçàãàëüíåíîãî ïðîñòîðó Áåðà. Çîêðåìà, ìè ïîêàçó¹ìî,
ùî ïðîåêòèâíà ëiíiéíà ãðóïà∏

i≥1

PGLni(F) ∼=
∏
i≥1

A∗i

çàíóðþ¹òüñÿ â ãðóïó Aut(P (A))∩ Isom(P (A)), äå Isom(P (A)) � ãðóïà
içîìåòðié ïðîñòîðó Áåðà P (A).

Ó ïiäðîçäiëi 6.6 ìè âèçíà÷à¹ìî ðîçìiðíîñòi àëãåáð Ëi Der(A) òà
Outder(A) i ïîðÿäêè ãðóï Aut(A) òà OutAut(A), äå A � çëi÷åííî�
âèìiðíà ëîêàëüíî ìàòðè÷íà àëãåáðà.
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ßê çàçâè÷àé, áóäåìî ïîçíà÷àòè ïîòóæíiñòü ìíîæèíè X ÷åðåç |X|.
Äëÿ äâîõ ìíîæèí X òà Y ïîçíà÷èìî ÷åðåç Map(Y,X) ìíîæèíó âñiõ
âiäîáðàæåíü ç Y â X. ßêùî α, β � ïîòóæíîñòi ìíîæèí X, Y âiä-
ïîâiäíî, òî ïîêëàäåìî αβ = |Map(Y,X)|. Òðàäèöiéíî, ℵ0 � çëi÷åííà
ïîòóæíiñòü.

Òåîðåìà 6.8. Íåõàé A = ⊗i∈IAi, äå I � íåñêií÷åííà ìíîæèíà, Ai
� ìàòðè÷íi àëãåáðè íàä ïîëåì F, dimFAi > 1. Òîäi

dimF Der (A) = dimF Outder (A) = |F | |I|.

Òåîðåìà 6.9. Íåõàé A � çëi÷åííî�âèìiðíà ëîêàëüíî ìàòðè÷íà
àëãåáðà íàä ïîëåì F. Òîäi

dimF Der(A) = dimF Outder(A) = |F | ℵ0 .

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ áàãàòüîõ íåçëi÷åííèõ ïîòóæíîñòåé α ñïðàâå-
äëèâà ðiâíiñòü αℵ0 = α. Íàïðèêëàä, öå ñïðàâåäëèâî äëÿ α = λµ, äå λ,
µ � ïîòóæíîñòi i µ ≥ ℵ0. ßêùî F � ïîëå ðÿäiâ Ëîðàíà çìiííî¨ z íàä
äåÿêèì ïîëåì F0 àáî éîãî àëãåáðè÷íèì ðîçøèðåííÿì, òî |F| = |F0|ℵ0
i òîìó |F|ℵ0 = |F|.

Òåîðåìà 6.10. Íåõàé A � çëi÷åííî�âèìiðíà ëîêàëüíî ìàòðè÷íà
àëãåáðà íàä ïîëåì F. Òîäi

|Aut(A) | = |OutAut(A) | = |F | ℵ0 .

Ó ïiäðîçäiëi 6.7 ìè îáãîâîðþ¹ìî ïîðÿäêè ãðóï àâòîìîðôiçìiâ i
ãðóï içîìåòðié òåíçîðíèõ äîáóòêiâ ñòàíäàðòíèõ ïðîñòîðiâ Õåìiíãà, à
òàêîæ ïîðÿäêè ãðóï àâòîìîðôiçìiâ i ãðóï içîìåòðié äîâiëüíîãî çëi÷åí-
íîãî (íå îáîâ'ÿçêîâî óíiòàëüíîãî) ïðîñòîðó Õåìiíãà. Çîêðåìà, ïîêà-
çó¹ìî, ùî ïîðÿäîê ãðóïè içîìåòðié çëi÷åííîãî ëîêàëüíî ñòàíäàðòíîãî
ïðîñòîðó Õåìiíãà äîðiâíþ¹ 2ℵ0 .

Ðîçäië 7 ïðèñâÿ÷ó¹òüñÿ ãðóïàì íåñêií÷åííèõ ïåðiîäè÷íèõ ìàòðèöü.
Ðîçãëÿíåìî àëãåáðó MN(F) óñiõ (N × N)�ìàòðèöü íàä ïîëåì F, êîòði
ìàþòü ñêií÷åííå ÷èñëî íåíóëüîâèõ åëåìåíòiâ ó êîæíîìó ñòîâï÷èêó.

Íàçâåìî íåñêií÷åííó (N×N)�ìàòðèöþ ïåðiîäè÷íîþ, ÿêùî âîíà ìà¹
áëî÷íî�äiàãîíàëüíèé âèãëÿä diag(a, a, . . .), äå a � öå (n×n)�ìàòðèöÿ.
Ó öüîìó âèïàäêó ìè íàçèâàòèìåìî ÷èñëî n ïåðiîäîì ìàòðèöi, à ñà-
ìó ìàòðèöþ n�ïåðiîäè÷íîþ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Mp

n(F) àëãåáðó óñiõ n�
ïåðiîäè÷íèõ ìàòðèöü. Ëåãêî áà÷èòè, ùî Mp

n(F) ∼= Mn(F). Ìíîæèíà
óñiõ ïåðiîäè÷íèõ ìàòðèöü

Mp(F) =
∑
n∈N

Mp
n(F) =

⋃
n∈N

Mp
n(F)
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¹ ïiäàëãåáðîþ àëãåáðè MN(F).
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç GLpn(F) òà GLp(F) ãðóïè îáîðîòíèõ ìàòðèöü ç

àëãåáð Mp
n(F) òà Mp(F) âiäïîâiäíî. Ìàòèìåìî, ùî

GLpn(F) ∼= GLn(F), GLp(F) =
⋃
n∈N

GLpn(F).

Íåõàé s � ÷èñëî Ñòåéíiöà. Òîäi

Mp
s (F) =

⋃
n|s

Mp
n(F)

¹ ïiäàëãåáðîþ àëãåáðè Mp(F ), à ãðóïà

GLps(F) =
⋃
n|s

GLpn(F)

¹ ãðóïîþ îáîðîòíèõ åëåìåíòiâ àëãåáðè Mp
s (F).

Àëãåáðà Mp
s (F) ¹ çëi÷åííî�âèìiðíîþ óíiòàëüíîþ ëîêàëüíî ìàòðè-

÷íîþ àëãåáðîþ, ïðè÷îìó ¨¨ ÷èñëî Ñòåéíiöà äîðiâíþ¹ s. Ðîçãëÿíåìî
êîìóòàíò ãðóïè GLps(F), à ñàìå:

SLps(F) = [ GLps(F) , GLps(F) ] =
⋃
n|s

SLpn(F) ,

äå SLpn(F) = [ GLpn(F), GLpn(F) ] ∼= SLn(F).
Öåíòð C ãðóïè GLps(F) ñêëàäà¹òüñÿ çi ñêàëÿðíèõ ìàòðèöü ε · Id =

diag(ε, ε, . . .), ε ∈ F∗, à ïåðåòèí C∩SLpn(F) � ç ìàòðèöü ε·Id, äå εn = 1.
Òîìó Cs = C ∩ SLps(F) ñêëàäà¹òüÿ çi ñêàëÿðíèõ ìàòðèöü ε · Id, äå ε ¹
êîðåíåì n�ãî ñòåïåíÿ ç 1, à n ∈ Ω (s).

Òåîðåìà 7.2. Íåõàé s � íåñêií÷åííå ÷èñëî Ñòåéíiöà. Òîäi ñïå-
öiàëüíà ïðîåêòèâíà ëiíiéíà ãðóïà PSLps(F) = SLps(F)�Cs ¹ ïðîñòîþ.
ßêùî äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ∈ Ω (s) ó ïîëi F iñíóþòü
êîðåíi n�ãî ñòåïåíÿ ç óñiõ éîãî íåíóëüîâèõ åëåìåíòiâ, òî

PGLps(F) = GLps(F)�Cs ∼= PSLps(F).

Òåïåð íàøîþ çàäà÷åþ ¹ çíàéòè óìîâè içîìîðôíîñòi ãðóï SLps(F)
òà îïèñàòè ¨õ àâòîìîðôiçìè. Ïî÷íåìî ç áiëüø çàãàëüíîãî âèïàäêó.

Òåîðåìà 7.6. Íåõàé A òà B � óíiòàëüíi ëîêàëüíî ìàòðè÷íi àë-
ãåáðè. ßêùî ãðóïè [A∗, A∗] òà [B∗, B∗] içîìîðôíi, òî êiëüöÿ A òà B
àáî içîìîðôíi, àáî àíòèiçîìîðôíi. Áiëüø òîãî, äëÿ äîâiëüíîãî içî-
ìîðôiçìó ϕ : [A∗, A∗] → [B∗, B∗] àáî çíàéäåòüñÿ içîìîðôiçì êiëåöü
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θ1 : A → B òàêèé, ùî ϕ ¹ çâóæåííÿì θ1 íà [A∗, A∗], àáî çíàéäåòüñÿ
àíòèiçîìîðôiçì êiëåöü θ2 : A→ B òàêèé, ùî äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà
g ∈ [A∗, A∗] ìè ìà¹ìî ϕ(g) = θ2(g−1).

ßêùî àëãåáðè A òà B çëi÷åííî�âèìiðíi, òî òåîðåìó 7.6 ìîæíà
óòî÷íèòè. Ó öüîìó âèïàäêó, íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæíà ïðè-
ïóñòèòè, ùî A = Mp

s (F), äå s � ÷èñëî Còåéíiöà àëãåáðè A. Àëãåáðà
Mp
s (F) çàìêíåíà âiäíîñíî òðàíñïîíóâàííÿ t : Mp

s (F) → Mp
s (F), ÿêå ¹

àíòèàâòîìîðôiçìîì.

Òåîðåìà 7.7. Ïðèïóñòèìî, ùî A òà B � çëi÷åííî�âèìiðíi óíi-
òàëüíi ëîêàëüíî ìàòðè÷íi àëãåáðè. ßêùî ãðóïè [A∗, A∗] òà [B∗, B∗]
içîìîðôíi, òî àëãåáðè A òà B içîìîðôíi. Áiëüø òîãî, äîâiëüíèé içî-
ìîðôiçì ϕ : [A∗, A∗] → [B∗, B∗] àáî ïðîäîâæó¹òüñÿ äî içîìîðôiçìó
êiëåöü A→ B, àáî çíàéäåòüñÿ içîìîðôiçì êiëåöü θ : A→ B òàêèé, ùî
äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà g ∈ [A∗, A∗] ìè ìà¹ìî ϕ(g) = θ

(
(g−1)t

)
.

Íàñëiäîê 7.2. Ãðóïè SLps1(F) òà SLps2(F) içîìîðôíi òîäi é òiëüêè
òîäi, êîëè ÷èñëà Còåéíiöà s1 òà s2 îäíàêîâi.

Òåîðåìè 7.7 òà 7.6 áàçóþòüñÿ íà îïèñi içîìîðôiçìiâ åëåìåíòàðíèõ
ìàòðè÷íèõ ãðóï íàä äîâiëüíèìè êiëüöÿìè, ÿêèé îòðèìàíèé ó ðîáîòàõ
I.Ç. Ãîëóá÷èêà, Î.Â. Ìèõàëüîâà òà ðîáîòi Þ.I. Çåëüìàíîâà.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç H öèêëi÷íó ãðóïó ïîðÿäêó 2, ïîðîäæåíó àâòî-
ìîðôiçìîì g → (g−1)t, g ∈ SLps(F).

Òåîðåìà 7.12. Íåõàé AutF (Mp
s (F)) � ãðóïà àâòîìîðôiçìiâ àëãå-

áðè Mp
s (F). Òîäi

Aut
(
SLps(F)

)
= H ·AutF (Mp

s (F)) ·Aut (F).

Â îñòàííüîìó ðîçäiëi 8 ìè âèâ÷à¹ìî äèôåðåíöiþâàííÿ àñîöi-
àòèâíèõ àëãåáð i àëãåáð Ëi íåñêií÷åííèõ ìàòðèöü. Ïiäðîçäië 8.1
ïî÷èíà¹òüñÿ ç ðîçãëÿäó òàêèõ íåóíiòàëüíèõ ëîêàëüíî ìàòðè÷íèõ àë-
ãåáð:

(1) Íåõàé I � íåñêií÷åííà ìíîæèíà. Ïîçíà÷èìî ñèìâîëîìM∞(I,F)
àñîöiàòèâíó àëãåáðó (I × I)�ìàòðèöü íàä ïîëåì F, ùî ìiñòÿòü
ëèøå ñêií÷åííó ìíîæèíó íåíóëüîâèõ åëåìåíòiâ.

(2) Íåõàé V � çëi÷åííî�âèìiðíèé âåêòîðíèé ïðîñòið. Â àëãåáði
EndF(V ) óñiõ ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü ðîçãëÿíåìî iäåàë Endfin(V ),
ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü ñêií÷åííîãî ðàíãó.

Ðàçîì ç öèìè àëãåáðàìè ìè òàêîæ ðîçãëÿäàòèìåìî àëãåáðó
Mrcf (I,F), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç (I × I)�ìàòðèöü, ùî ìàþòü ñêií÷åííó
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ìíîæèíó íåíóëüîâèõ åëåìåíòiâ ó êîæíîìó ðÿäî÷êó i â êîæíîìó ñòîâ-
ï÷èêó, i àëãåáðó ìàòðèöü ßêîái MJ(F), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç (Z × Z)�
ìàòðèöü (aij)Z×Z, aij ∈ F, äëÿ ÿêèõ iñíó¹ íàòóðàëüíå ÷èñëî k òàêå,
ùî aij = 0 ïðè |i − j| > k. Öi àëãåáðè ìiñòÿòüñÿ â àëãåáði MI(F)
(I × I)�ìàòðèöü, ÿêi ìàþòü ñêií÷åííó ìíîæèíó íåíóëüîâèõ åëåìåíòiâ
ó êîæíîìó ñòîâï÷èêó. ßêùî V � âåêòîðíèé ïðîñòið i dimF V = |I|,
òî EndF(V ) ∼= MI(F). Îêðåìî âiäìiòèìî, ùî ïiäàëãåáðà M∞(I,F) ¹
iäåàëîì àëãåáðè Mrcf (I,F).

ßêùî A � àëãåáðà, a ∈ A, J � iäåàë àëãåáðè A, òî ÷åðåç adJ(a)
ïîçíà÷àòèìåìî îïåðàòîð adJ(a) : x 7→ [a, x], x ∈ J.

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó 6.1 ïðî àïðîêñèìàöiþ â òîïîëîãi¨ Òèõî-
íîâà, äîâîäèìî òàêi òåîðåìè:

Òåîðåìà 8.3. Êîæíå äèôåðåíöiþâàííÿ àëãåáðè MJ(F) ¹ âíóòði-
øíiì.

Òåîðåìà 8.4. Êîæíå äèôåðåíöiþâàííÿ àëãåáðè Endfin(V ) ìà¹ âè-
ãëÿä adEndfin(V )(a), äå a ∈ EndF (V ).

Òåîðåìà 8.5.

1) Êîæíå äèôåðåíöiþâàííÿ àëãåáðè M∞(I,F) ìà¹ âèãëÿä
adM∞(I,F)(a), äå a ∈Mrcf (I,F).

2) Êîæíå äèôåðåíöiþâàííÿ àëãåáðè Mrcf (I,F) ¹ âíóòðiøíiì.

Ó ïiäðîçäiëi 8.2 ìè âèâ÷à¹ìî àëãåáðè Ëi, ÿêi ïîâ'ÿçàíi ç àñîöià-
òèâíèìè àëãåáðàìè M∞(I,F), Mrcf (I,F), MJ(F), MI(F).

Äîâiëüíié àñîöiàòèâíié àëãåáði A âiäïîâiäà¹ ïðè¹äíàíà àëãåáðà Ëi
A(−) ç òèì æå âåêòîðíèì ïðîñòîðîì i íîâîþ îïåðàöi¹þ: [a, b] = ab−ba,
a, b ∈ A.

Ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ ∗ : A → A íàçèâà¹òüñÿ iíâîëþöi¹þ, ÿêùî
(a∗)∗ = a, (ab)∗ = b∗a∗ äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ A. Ïiäïðîñòið
êîñîñèìåòðè÷íèõ âiäíîñíî iíâîëþöi¨ ∗ åëåìåíòiâ { a ∈ A | a∗ = −a } ¹
ïiäàëãåáðîþ àëãåáðè Ëi A(−).

Â àëãåáði M∞(I,F) äiþòü iíâîëþöiÿ òðàíñïîíóâàííÿ i ñèìïëåêòè-
÷íà iíâîëþöiÿ. Âiäïîâiäíi àëãåáðè êîñîñèìåòðè÷íèõ åëåìåíòiâ ïîçíà-
÷àþòüñÿ so∞(I,F) i sp∞(I,F). Çàóâàæèìî, ùî îáèäâi öi iíâîëþöi¨ ¹äè-
íèì ÷èíîì ïðîäîâæóþòüñÿ äî iíâîëþöié àëãåáðè Mrcf (I,F).

Àëãåáðè Ëi

gl∞(I,F) = M∞(I,F)(−), sl∞(I,F) = [gl∞(I,F), gl∞(I,F)],

so∞(I,F), sp∞(I,F), glrcf (I,F) = Mrcf (I,F)(−),
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glJ(F) = MJ(F)(−), glI(F) = MI(F)(−)

iíòåíñèâíî âèâ÷àëèñÿ. Ìè íå ìà¹ìî íà ìåòi çðîáèòè ïîâíèé îãëÿä ðî-
áiò çà öi¹þ òåìàòèêîþ. Âiäìiòèìî ëèøå ñåðiþ ðîáiò I. Ïåíêîâà i Â. Ñåð-
ãàíîâî¨ ç òåîði¨ çîáðàæåíü àëãåáð sl∞(N,F), so∞(N,F), sp∞(N,F), âè-
êîðèñòàííÿ çîáðàæåíü àëãåáðè sl∞(N,F) ó ìàòåìàòè÷íié ôiçèöi ó ðî-
áîòàõ I. Ôðåíêåëÿ, I. Ïåíêîâà i Â. Ñåðãàíîâî¨, çàñòîñóâàííÿ àëãåáðè
glJ(F) ó òåîði¨ ñîëiòîíiâ ó ðîáîòàõ Á. Ôåéãàíà, Á. Öèãàí òà ií.

Ê.-Õ. Íååá äîâiâ, ùî ÿêùî ïîëå F ìà¹ íóëüîâó õàðàêòåðèñòèêó, òî
êîæíå äèôåðåíöiþâàííÿ àëãåáðè sl∞(I,F) ìà¹ âèãëÿä adsl∞(I,F)(a), äå
a ∈ glrcf (I,F).

Íàñòóïíà òåîðåìà ðîçïîâñþäæó¹ öåé îïèñ íà âèïàäîê äîâiëüíîãî
ïîëÿ õàðàêòåðèñòèêè, âiäìiííî¨ âiä 2, à òàêîæ äà¹ îïèñ äèôåðåíöiþ-
âàíü àëãåáð Ëi so∞(I,F), sp∞(I,F), glrcf (I,F), glJ(F).

Òåîðåìà 8.8. Íåõàé F � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè, âiäìiííî¨ âiä 2. I
íåõàé I � íåñêií÷åííà ìíîæèíà.

1) Êîæíå äèôåðåíöiþâàííÿ àëãåáðè Ëi sl∞(I,F) ìà¹ âèãëÿä
adsl∞(I,F)(a), äå a ∈ glrcf (I,F).

2) Êîæíå äèôåðåíöiþâàííÿ àëãåáðè Ëi so∞(I,F) (âiäïîâiäíî
sp∞(I,F)) ìà¹ âèãëÿä ad(a), äå a � ìàòðèöÿ ç Mrcf (I,F), ÿêà ¹
êîñîñèìåòðè÷íîþ âiäíîñíî òðàíñïîíóâàííÿ (âiäïîâiäíî âiäíîñíî
ñèìïëåêòè÷íî¨ iíâîëþöi¨).

3) Óñi äèôåðåíöiþâàííÿ àëãåáðè glrcf (I,F) ¹ âíóòðiøíiìè.

4) Óñi äèôåðåíöiþâàííÿ àëãåáðè glJ(F) ¹ âíóòðiøíiìè.

Çàóâàæèìî, ùî Â. Ãîëóáîâñüêèé i Ñ. Æóðåê äîâåëè, ùî äîâiëüíå
äèôåðåíöiþâàííÿ àëãåáðè Ëi glI(F) ¹ âíóòðiøíiì.

Ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 8.8 âèêîðèñòîâóþòüñÿ òåîðåìè 8.3 òà 8.5
ïðî äèôåðåíöiþâàííÿ âiäïîâiäíèõ àñîöiàòèâíèõ àëãåáð i äîâåäåííÿ
ãiïîòåç Õåðñòåéíà Ê. Áåéäàðîì, Ì. Áðåøàðîì, Ì. ×åáîòàðåì i Äæ.
Ìàðòèíäåéëîì.

Ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 8.8 âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òàêîæ ðåçóëüòàò, ÿêèé
ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ íåçàëåæíèé iíòåðåñ. Íàãàäà¹ìî, ùî àëãåáðà Ëi L
íàçèâà¹òüñÿ äîñêîíàëîþ, ÿêùî L = [L,L].

Òåîðåìà 8.6. Äëÿ êîæíî¨ íåñêií÷åííî¨ ìíîæèíè I àëãåáðè Ëi
glI(F), glrcf (I,F), glJ(F) ¹ äîñêîíàëèìè.
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà àñèìïòîòè÷íèì êîíñòðóêöiÿì òà
ñòðóêòóðíié òåîði¨ ëîêàëüíî ìàòðè÷íèõ àëãåáð òà ¨õ çàñòîñóâàííÿì äî
ãðóï i àëãåáð íåñêií÷åííèõ ìàòðèöü òà ïðîñòîðiâ Õåìiíãà.

Iíòåðåñ äî ëîêàëüíî ìàòðè÷íèõ àëãåáð âèíèê ó çâ'ÿçêó ç ¨õ çàñòîñó-
âàííÿìè â òåîði¨ C∗�àëãåáð, òåîði¨ çîáðàæåíü òà ìàòåìàòè÷íié ôiçèöi.
ßê çàçíà÷àþòü À. Âåðøèê òà Ñ. Êåðîâ, ëîêàëüíî ìàòðè÷íi àëãåáðè �
öå íåñêií÷åííî�âèìiðíi àëãåáðè, ÿêi íàéáëèæ÷i äî êëàñè÷íèõ àëãåáð
ìàòðèöü.

Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ìîæíà ðîçäiëèòè íà òðè ÷àñòèíè.
Ó ïåðøié ÷àñòèíi: (i) ââîäÿòüñÿ íîâi ïðèêëàäè ëîêàëüíî ìàòðè÷íèõ
àëãåáð äîâiëüíèõ ðîçìiðíîñòåé, (ii) ââîäÿòüñÿ íîâi iíâàðiàíòè Ñòåéíi-
öà ëîêàëüíî ìàòðè÷íèõ àëãåáð, (iii) âèâ÷àþòüñÿ ðîçêëàäè ëîêàëüíî
ìàòðè÷íèõ àëãåáð äîâiëüíî¨ ðîçìiðíîñòi ó òåíçîðíi äîáóòêè ìàòðè-
÷íèõ àëãåáð òà ïðèìàðíèõ ëîêàëüíî ìàòðè÷íèõ àëãåáð.

Ó äðóãié ÷àñòèíi ðîçðîáëÿ¹òüñÿ ñòðóêòóðíà òåîðiÿ ëîêàëüíî ñòàí-
äàðòíèõ ïðîñòîðiâ Õåìiíãà, ÿêà ¹ ïàðàëåëüíîþ ñòðóêòóðíié òåîði¨ ëî-
êàëüíî ìàòðè÷íèõ àëãåáð.

Ó òðåòié ÷àñòèíi âèâ÷àþòüñÿ: (i) àâòîìîðôiçìè òà äèôåðåíöiþâà-
ííÿ ëîêàëüíî ìàòðè÷íèõ àëãåáð, (ii) ãðóïè íåñêií÷åííèõ ïåðiîäè÷íèõ
ìàòðèöü, (iii) äèôåðåíöiþâàííÿ àñîöiàòèâíèõ òà ëi¹âñüêèõ àëãåáð íå-
ñêií÷åííèõ ìàòðèöü.

Îñíîâíèìè íîâèìè íàóêîâèìè ðåçóëüòàòàìè äèñåðòàöi¨ ¹ òàêi:

� Ðîçâ'ÿçàíà ïðîáëåìà Êóðî÷êiíà ïðî ïðèìàðíó ðîçêëàäíiñòü ëî-
êàëüíî ìàòðè÷íèõ àëãåáð.

� Ïîáóäîâàíi íîâi ïðèêëàäè íåðîçêëàäíèõ ëîêàëüíî ìàòðè÷íèõ
àëãåáð.

� Çíàéäåíi íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè Ìîðiòà åêâiâàëåíòíîñòi çëi-
÷åííî�âèìiðíèõ óíiòàëüíèõ ëîêàëüíî ìàòðè÷íèõ àëãåáð ó òåð-
ìiíàõ ¨õ ÷èñåë Ñòåéíiöà.

� Ïîáóäîâàíi ñïåêòðàëüíi Ñòåéíiöîâi iíâàðiàíòè íåóíiòàëüíèõ ëî-
êàëüíî ìàòðè÷íèõ àëãåáð.

� Ïîêàçàíî, ùî çëi÷åííèé ëîêàëüíî ñòàíäàðòíèé ïðîñòið Õåìiíãà
âèçíà÷à¹òüñÿ iíâàðiàíòîì Ñòåéíiöà i ðîçêëàäà¹òüñÿ â íåñêií÷åí-
íèé òåíçîðíèé äîáóòîê ñòàíäàðòíèõ ïðîñòîðiâ Õåìiíãà (àíàëîã
òåîðåì Ãëiììà i Êüîòå).
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� Çíàéäåíà ïàðàìåòðèçàöiÿ íåóíiòàëüíèõ ëîêàëüíî ñòàíäàðòíèõ
ïðîñòîðiâ Õåìiíãà ÷èñëàìè Ñòåéíiöà i äiéñíèìè ÷èñëàìè (àíàëîã
òåîðåìè Äiêñì'¹).

� Îïèñàíi äèôåðåíöiþâàííÿ i àâòîìîðôiçìè çëi÷åííî�âèìiðíèõ óíi-
òàëüíèõ ëîêàëüíî ìàòðè÷íèõ àëãåáð.

� Çíàéäåíi ðîçìiðíîñòi àëãåáðè Ëi çîâíiøíiõ äèôåðåíöiþâàíü i ïî-
ðÿäêè ãðóï çîâíiøíiõ àâòîìîðôiçìiâ äîâiëüíî¨ çëi÷åííî�âèìiðíî¨
ëîêàëüíî ìàòðè÷íî¨ àëãåáðè.

� Îïèñàíi içîìîðôiçìè ãðóï íåñêií÷åííèõ ïåðiîäè÷íèõ ìàòðèöü.
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Ðîçâ'ÿçàíà ïðîáëåìà Êóðî÷êiíà ïðî ïðèìàðíó ðîçêëàäíiñòü i ïî-
áóäîâàíi ïðèêëàäè íåðîçêëàäíèõ ëîêàëüíî ìàòðè÷íèõ àëãåáð. Îïèñà-
íi ñïåêòðàëüíi Ñòåéíiöîâi iíâàðiàíòè ëîêàëüíî ìàòðè÷íèõ àëãåáð òà
ïðîñòîðiâ Õåìiíãà òà çíàéäåíà ïàðàìåòðèçàöiÿ ëîêàëüíî ñòàíäàðòíèõ
ïðîñòîðiâ Õåìiíãà ÷èñëàìè Ñòåéíiöà i äiéñíèìè ÷èñëàìè. Îïèñàíi äè-
ôåðåíöiþâàííÿ i àâòîìîðôiçìè óíiòàëüíèõ òà çíàéäåíi ðîçìiðíîñòi
àëãåáð Ëi çîâíiøíiõ äèôåðåíöiþâàíü i ïîðÿäêè ãðóï çîâíiøíiõ àâòî-
ìîðôiçìiâ äîâiëüíèõ çëi÷åííî�âèìiðíèõ ëîêàëüíî ìàòðè÷íèõ àëãåáð.
Îïèñàíi içîìîðôiçìè ãðóï íåñêií÷åííèõ ïåðiîäè÷íèõ ìàòðèöü.
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ñàíû ñïåêòðàëüíûå Ñòåéíèöîâûå èíâàðèàíòû ëîêàëüíî ìàòðè÷íûõ
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ABSTRACT

Bezushchak O.O. Structural theory and asymptotic constructi-
ons of locally matrix algebras.� Qualifying work on the right of the
manuscript.

Thesis for the doctor of mathematical and physical sciences degree in
speciality 01.01.06 � Algebra and Number Theory.� Taras Shevchenko
National University of Kyiv.� Institute of Mathematics of the National
Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2021.

The thesis is devoted to asymptotic constructions and structure theory
of locally matrix algebras and their applications to groups and algebras
of in�nite matrices and Hamming spaces.

We introduced new examples of locally matrix algebras of arbitrary
dimensions and de�ned their Steinitz invariants. It is shown that this
invariant does not determine a locally matrix algebra of an uncountable
dimension up to an isomorphism, however it determines an algebra up to a
universal elementary equivalence. We have also characterized Morita equi-
valence of countable�dimensional unital locally matrix algebras in terms
of their Steinitz invariants. The thesis includes analysis of decompositi-
ons into tensor products of matrix algebras and primary locally matrix
algebras. In particular, we constructed examples of uncountable�dimensio-
nal unital locally matrix algebras that do not decompose into a tensor
product of primary algebras, which gives a negative answer to the questi-
on of Kurochkin.

We introduced a new Steinitz invariant of a not necessarily unital
locally matrix algebra: its spectrum that determines a countable�dimensio-
nal locally matrix algebra up to an isomorphism. We give a complete
classi�cation of saturated sets of Steinitz numbers that appear as spect-
rums of locally matrix algebras. It is proved that an countable unital
locally standard Hamming space decomposes as a tensor product of stan-
dard Hamming spaces. These spaces are related to Cartan subalgebras of
locally matrix algebras and are determined by their Steinitz invariants.
For a not necessarily unital locally standard Hamming space we de�ned
its spectrum which is a saturated set of Steinitz numbers and proved an
analog of Dixmier's theorem.

The thesis includes study of automorphisms and derivations of locally
matrix algebras, groups of in�nite periodic matrices and derivations of
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associative and Lie algebras of in�nite matrices. It is proved that the
ideal of inner derivations of a locally matrix algebra is dense in the Lie
algebra of all derivations in Tykhono� topology and the subgroup of inner
automorphisms of a unital locally matrix algebra is dense in the group
of all autmorphisms and the semigroup of injective endomorphisms in
Tykhono� topology. We describe derivations and injective endomorphisms
of in�nite tensor products of matrix algebras as converging in�nite sums
of inner derivations or converging in�nite products of inner automorphi-
sms of a special type. It is proved that for a countable�dimensional locally
matrix algebra the dimension of the Lie algebra of outer derivations and
the order of the group of outer automorphisms are equal to |F|ℵ0 . It is
proved also that the Lie algebra of outer derivations is not locally �nite
dimensional (an analog of the theorem of Strade). We used density of the
algebra of inner derivations of a locally matrix algebra to show that deri-
vations of the associative algebra of in�nite matrices M∞(I,F) and speci-
al linear algebras sl∞(I,F), so∞(I,F), sp∞(I,F) are adjoint operators of
elements from Mrcf (I,F) and glrcf (I,F) respectively, and derivations of
the algebrasMrcf (I,F), glrcf (I,F) and the algebra of Jacobi matrices and
its adjoint algebra are inner.

Keywords: locally matrix algebras, Steinitz number, derivation, in�nite
tensor product, measure ring, Hamming space, in�nite matrices, periodic
matrices.


