
Лекцiя 7: Ранг Шмiдта для узагальнених станiв
Вернера.

1. Стани Вернера.
Станом Вернера з S(H ⊗H), dimH = d, називають наступний стан

WF = F
2

d(d+ 1)
Psym + (1− F )

2

d(d− 1)
Pasym,

де Psym це проектор на симетричний пiдпростiр, Pasym − на антисиметри-
чний, а F це параметр, 0 ≤ F ≤ 1.

Нагадаємо, що симетричний пiдпростiр можна задати як

Hsym = span{|φ〉|φ〉, ∀|φ〉 ∈ H},

а антисиметричний як

Hasym = span{|φ〉|ψ〉 − |ψ〉|φ〉, ∀|φ〉, |ψ〉 ∈ H}.

У якостi базису Hsym можна взяти {|i〉|i〉} ∪ {|i〉|j〉 + |j〉|i〉}, загалом
d(d+1)

2 векторiв. При цьому базис Hasym можна скласти з d(d−1)/2 векторiв
{|i〉|j〉 − |j〉|i〉}. Цi два пiдпростори розбивають H = Hsym ⊕Hasym.

Твердження 1 Якщо стан ρ комутує з U ⊗ U , або, що те саме,

ρ = (U ⊗ U)ρ(U ⊗ U)†

для будь-якого унiтарного U , то ρ = WF для деякого 0 ≤ F ≤ 1.

Доведення. (скорочено)
За вiдомим результатом з теорiї груп ρ є лiнiйною комбiнацiєю одинично-

го оператору I та оператору перестановки SWAP |φ〉|ψ〉 = |ψ〉|φ〉. Оскiльки
SWAP = Psym − Pasym, а Psym + Pasym = I, то ρ зручно записати як лiнiй-
ну комбiнацiю Psym та Pasym. З умови на слiд та додатнiсть ρ випливають
умови на коефiцiєнти.



Узагальненi стани Вернера ρF .

Узагальненим станом Вернера (також його називають iзотропiчним) будемо
називати наступний стан у S(H ⊗H):

ρF = F |Ψ+〉〈Ψ+|+ (1− F )
(I − |Ψ+〉〈Ψ+|)

d2 − 1
,

де |Ψ+〉 = 1√
d

∑d
i=1 |i〉|i〉 (тож |Ψ+〉〈Ψ+| = 1

d

∑
ij Eij⊗Eij), а F це параметр,

0 ≤ F ≤ 1.

Твердження 2 Якщо стан ρ комутує з U ⊗ U , або, що те саме,

ρ = (U ⊗ U)ρ(U ⊗ U)†

для будь-якого унiтарного U , то ρ = ρF для деякого 0 ≤ F ≤ 1.

Доведення. Нагадаємо, що мiж H ⊗H та L(H) є iзометрiя, яку можна
задати як

Γ : |i〉|j〉 → |i〉〈j|.

Для цiєї iзометрiї виконується

Γ(|u〉|v〉) = |u〉〈v|

для будь-яких векторiв |u〉 та |v〉.
Звiдси, дiя (U ⊗U)(.) на H⊗H буде вiдповiдати дiї спряженням UΓ(.) =

U(.)U† на L(H), оскiльки

Γ(U |i〉U |j〉) = Γ(U |i〉U |j〉) = U |i〉〈j|U†.

Стан ρ також можна розглядати як дiю на H⊗H, йому буде вiдповiдати
якась дiя ρΓ = Γ ◦ ρ ◦ Γ−1 на L(H).

Оскiльки ρ та U ⊗ U комутують, то дiї ρΓ та U(.)U† також комутують,
тобто

∀U∀X ∈ L(H) : ρΓ(UXU†) = UρΓ(X)U†.

Далi, iснує вiдомий результат з теорiї алгебр Лi, що всi вiдображення
з L(L(H)), якi комутують з U(.)U† для всiх U , це двовимiрний пiдпростiр,
який породжений I та X → I · Tr(X). Тому ρΓ це лiнiйна комбiнацiя цих
двох вiдображень.

Оскiльки I та |Ψ+〉〈Ψ+| комутують з U⊗U , то можемо зробити висновок,
що ρ це лiнiйна комбiнацiя I та |Ψ+〉〈Ψ+|.



Твердження 3

∀F ∈ R : (I ⊗ T )(ρF ) = W(Fd+1)/2,

де T це операцiя транспонування.

Доведення. (скорочено)
Оскiльки A = (AT )† = (A†)T та (AB)T = BTAT , то не важко перевiрити,

що

∀U,A : (U ⊗ U) · (I ⊗ T )(A) · (U ⊗ U)† = (I ⊗ T )((U ⊗ U)A(U ⊗ U)†).

Звiдси, якщо (I ⊗ T )(A) є узагальненим станом Вернера (не обов’язково
додатнiм), то A є звичайним станом Вернера, i навпаки. Далi треба вико-
ристати, що (I ⊗ T )(I) = I та

(I ⊗ T )(ρ1) = (I ⊗ T )(|Ψ+〉〈Ψ+|) =
1

d
(Psym − Pasym) = W(d+1)/2.

Наслiдок 1 Якщо 0 ≤ F < 1/2, то стан Вернера WF є сплутаним, бo

(I ⊗ T )(WF ) = ρ(2F−1)/d 6≥ 0.

Насправдi ця умова точна, тобто при всiх 1/2 ≤ F ≤ 1 стан WF буде сепа-
рабельним.

Наслiдок 2 Якщо 1/d < F ≤ 1, то стан ρF є сплутаним, бo

(I ⊗ T )(ρF ) = W(Fd+1)/2 6≥ 0.

Ця умова також є точною.



3. Ранг Шмiдта для ρF .
Теорема 1 Ранг Шмiдта для ρF ∈ S(H ⊗ H) дорiвнює k тодi й тiльки
тодi, коли

k − 1

d
< F ≤ k

d
,

(при F = 0 ранг також дорiвнює 1).

Лема 1 Для будь-якого ρ ∈ S̃k ⊂ S(H ⊗ H), тобто ρ має ранг Шмiдта
≤ k, маємо що

f(ρ) = max
ψ
〈ψ|ρ|ψ〉 ≤ k

d
,

де максимум береться по максимально сплутаним станам |ψ〉.

Доведення.
Нехай ρ = |φ〉〈φ|, де |φ〉 =

∑k
i=1 λi|ui〉|vi〉,

∑
λ2
i = 1.

I нехай |ψ〉 = 1√
d

∑d
i=1 |xi〉|yi〉. Тодi

〈ψ|φ〉 =
1√
d

d∑
i=1

k∑
j=1

λj〈xi|uj〉〈yi|vj〉

Iснує унiтарний оператор U який переводить базис |yi〉 у |xi〉, тобто U |yi〉 =
|xi〉, звiдси

〈xi|uj〉 = 〈uj |xi〉 = 〈uj |U |yi〉.

Тому попереднiй вираз можна записати як

1√
d

d∑
i=1

k∑
j=1

λj〈uj |U |yi〉〈yi|vj〉 =
1√
d

k∑
j=1

λj〈uj |U |vj〉.

Але ж |〈uj |U |vj〉| ≤ 1, звiдси |〈ψ|φ〉| ≤ 1√
d

∑k
j=1 λj . Тому

〈ψ|ρ|ψ〉 = |〈ψ|φ〉|2 ≤ 1

d

( k∑
j=1

λj
)2
.

З нерiвностi Кошi-Буняковського
(∑k

j=1 λj
)2 ≤ k(∑k

j=1 λ
2
j ) = k,

тож 〈ψ|ρ|ψ〉 ≤ k/d. Коли ρ це опукла комбiнацiя чистих станiв, очевидно,
нерiвнiсть також виконується.



Лема 2 Якщо F ≥ 1/d2, то

f(ρF ) = F.

Доведення. З умови випливає, що F ≥ 1−F
d2−1 , а звiдси найбiльше власне

значення ρF дорiвнює F , при цьому 〈Ψ+|ρF |Ψ+〉 = F .

Поєднуючи цi двi леми маємо, що якщо F > k
d , то ρF має ранг Шмiдта не

менше за k+1. Альтернативно це можна отримати з наступного твердження

Твердження 4 ВIдображення Λp : Md →Md виду

Λp(X) = pTr(X) · I −X

при k ≤ p < k+ 1 є k-позитивним, але не є k+ 1-позитивним (при k < d).

Можна порахувати, що

(I ⊗ Λp)(ρF ) =
p

d
I − ρF .

Звiдси при k ≥ 1 якщо F > k/d, то при будь-якому p < Fd виконується
(I ⊗Λp)(ρF ) 6≥ 0. Зокрема, Λk буде свiдком сплутаностi для ρF рангу k+ 1.

Залишається довести, що при (k − 1)/d < F ≤ k/d ранг Шмiдта ρF не
бiльше за k.



Операцiя кручення

Для будь-якого стану σ ∈ S(H ⊗ H) можна визначити операцiю кручення
(twirl):

PUU (σ) =

∫
U(H)

(U ⊗ U)σ(U ⊗ U)†dU,

де dU − це нормалiзована лiва iнварiантна мiра Хаара на групi усiх унiтар-
них операторiв U(H).

Твердження 5 ∀σ ∈ S(H ⊗H) :

PUU (σ) = ρF ,

F = Tr(σ · |Ψ+〉〈Ψ+|) = 〈Ψ+|σ|Ψ+〉.

Доведення. Очевидно, що PUU (σ) є узагальненим станом Вернера оскiль-
ки це по сутi середнє по всiм крученням. Залишається визначити параметр.
Можна записати

Tr(|Ψ+〉〈Ψ+| · PUU (σ)) =

=

∫
U(H)

Tr
(
|Ψ+〉〈Ψ+| · (U ⊗ U)σ(U ⊗ U)†

)
dU =

=

∫
U(H)

Tr
(
|Ψ+〉〈Ψ+|σ

)
dU = Tr

(
|Ψ+〉〈Ψ+|σ).

Але ж Tr(|Ψ+〉〈Ψ+|ρF ) = 〈Ψ+|ρF |Ψ+〉 = F , тож для PUU (σ) вiдповiдний
F = Tr(|Ψ+〉〈Ψ+|σ).

Лема 3 Ранг Шмiдта PUU (σ) не перевищує ранга Шмiдта σ.

Лема 4 При F ≤ 1/d стан ρF є сепарабельним

Доведення. Вiзьмемо |φ〉 = |1〉 ⊗ (a|1〉 + b|2〉), σ = |φ〉〈φ|, тобто σ сепара-
бельний.

Маємо, що

〈Ψ+|φ〉 =
1√
d

∑
i

〈i|〈i| · |1〉 ⊗ (a|1〉+ b|2〉) =
1√
d
· a,

звiдси 〈Ψ+|σ|Ψ+〉 = |a|2/d. Тож якщо |a|2/d = F ми отримуємо, що

ρF = PUU (σ).

Але ж PUU (σ) сепарабельний, звiдси i ρF сепарабельний.

Лема 5 При (k − 1)/d < F ≤ k/d, k ≥ 2, стан ρF має ранг Шмiдта не
бiльше за k.



Доведення. Знов таки, по аналогiї до попередньої леми можна пiдiбрати σ
рангу Шмiдта k таке, що 〈Ψ+|σ|Ψ+〉 = F . Але можна i трошки по iншому.

Можна використати те, що за таких умов на F стан ρF є опуклою ком-
бiнацiєю стану ρk/d та максимально змiшаного стану I/d2. А ρk/d можна
отримати крученням стану σ = |φ〉〈φ|, де |φ〉 = 1√

k

∑k
i=1 |i〉|i〉.

Дiйсно,

〈Ψ+|φ〉 =
1√
d

∑
i

〈i|〈i| · 1√
k

k∑
j=1

|j〉|j〉 =

√
k

d
,

тож 〈Ψ+|σ|Ψ+〉 = k/d, а отже PUU (σ) = ρk/d. Звiдси ранг Шмiдта ρk/d не
бiльше за k, а отже s.rank(ρF ) ≤ k, оскiльки ранг Шмiдта I/d2 це 1.




