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АНОТАЦIЯ

Атласюк О. М. Одновимiрнi фредгольмовi крайовi задачi з па-

раметром. — Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї за спецiаль-

нiстю 111 – Математика. — Iнститут математики Нацiональної академiї наук

України, Київ, 2020.

Дисертацiя присвячена дослiдженню характеристик розв’язностi i непе-

рервностi за параметром розв’язкiв найбiльш загальних класiв одновимiрних

неоднорiдних крайових задач для систем лiнiйних звичайних диференцiаль-

них рiвнянь довiльного порядку у просторах Соболєва на скiнченному iнтер-

валi.

Питання про обґрунтування граничного переходу щодо задач Кошi та

загальних крайових задач дослiджено багатьма математиками. У роботах

I. I. Гiхмана (1952), M. A. Красносельського i С. Г. Крейна (1955), Я. Курцвей-

ля i З. Ворела (1957), A. M. Самойленка (1962 – 1965) встановлено фундамен-

тальнi результати про неперервну залежнiсть за параметром розв’язкiв задач

Кошi для нелiнiйних систем. Для лiнiйних систем цi результати були уточне-

нi та доповненi А. Ю. Левiним (1967 – 1973), З. Опялем (1967), В. Т. Рейдом

(1967) i Нгуен Тхе Хоаном (1993).

Клас загальних лiнiйних крайових задач для систем диференцiальних рiв-

нянь першого порядку введено i дослiджено I. Т. Кiгурадзе (1975 – 2003) i

M. Ашордiа (1996). Розв’язки цих задач є абсолютно неперервними функцi-

ями на вiдрiзку [𝑎, 𝑏]. Встановлено умови неперервної залежностi за параме-

тром розв’язкiв у просторi 𝐶([𝑎, 𝑏],R𝑚). У роботах В. А. Михайлеця, Н. В. Ре-

ви, Т. I. Кодлюк i Г. О. Чеханової отримано узагальнення цих результатiв для

комплекснозначних функцiй та лiнiйних систем диференцiальних рiвнянь ви-

щих порядкiв.
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В. А. Михайлецем i його учнями (2008 – 2018) було введено i дослiджено

максимально широкi класи найбiльш загальних крайових задач для лiнiй-

них систем звичайних диференцiальних рiвнянь щодо рiзних функцiональних

просторiв, зокрема щодо просторiв Соболєва (Рева Н. В., Кодлюк Т. I., Гнип

Є. В.), просторiв неперервно диференцiйовних функцiй (Чеханова Г. О., Сол-

датов В. О.), просторiв Гельдера (Солдатов В. О., Маслюк Г. О.), просторiв

Слободецького (Гнип Є. В., Маслюк Г. О.). Доведено фредгольмовiсть та-

ких задач, знайдено достатнi умови їх коректної розв’язностi та неперервної

залежностi за параметром їх розв’язкiв у вказаних просторах.

Для найбiльш загальних крайових задач для систем диференцiальних рiв-

нянь першого порядку достатнi умови неперервної залежностi за параметром

їх розв’язкiв у просторi Соболєва𝑊 𝑛
𝑝 , де 1 ≤ 𝑝 <∞, встановлено Т. I. Кодлюк

i В. А. Михайлецем (2010). Конструктивний критерiй неперервностi за пара-

метром розв’язкiв найбiльш загальних крайових задач для систем диференцi-

альних рiвнянь довiльного порядку у просторi Соболєва 𝑊 𝑛
𝑝 , де 1 ≤ 𝑝 < ∞,

встановлено Є. В. Гнип, В. А. Михайлецем i О. О. Мурачем (2017). Цi ре-

зультати було застосовано до дослiдження багатоточкових крайових задач,

матриць Грiна та використано у спектральнiй теорiї диференцiальних опе-

раторiв iз сингулярними коефiцiєнтами. Але у деяких задачах теорiї дифе-

ренцiальних рiвнянь використовуються не лише простори Соболєва 𝑊 𝑛
𝑝 , де

1 ≤ 𝑝 <∞, а й випадок несепарабельних просторiв Соболєва при 𝑝 =∞.

Отже, з огляду на сказане, актуальним є дослiдження найбiльш загальних

крайових задач для систем звичайних диференцiальних рiвнянь довiльних

порядкiв щодо просторiв Соболєва 𝑊 𝑛
𝑝 , де 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, зокрема питання про

необхiднi i достатнi умови неперервної залежностi за параметром розв’язкiв

цих задач. Варто зазначити, що найбiльш загальнi задачi можуть мiстити в

крайових умовах похiднi цiлого та дробового порядку i тому мають iстотнi
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особливостi, якi вiдсутнi у класичних задачах (Кошi, дво- та багатоточкових,

iнтегральних та мiшаних задачах). Зважаючи на це, систематичне вивчення

їх властивостей представляє науковий iнтерес.

Дисертацiя складається з анотацiй українською та англiйською мовами,

перелiку умовних позначень, вступу, трьох роздiлiв основної частини, виснов-

кiв, списку використаних джерел та одного додатку.

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дослiдження, сформульовано

мету, об’єкт, предмет, завдання i методи дослiдження, зазначено наукову но-

визну отриманих результатiв, їх практичне значення, зв’язок роботи з науко-

вими темами й особистий внесок здобувача, вказано також де було апробо-

вано та опублiковано результати дисертацiї.

У першому роздiлi обговорено об’єкт i предмет, наведено огляд лiтератури

за тематикою дисертацiйного дослiдження. Об’єктом дослiдження є однови-

мiрнi фредгольмовi крайовi задачi, найбiльш загальнi щодо просторiв Собо-

лєва, а предметом — характер залежностi за параметром розв’язкiв цих задач

у вiдповiдних нормованих просторах.

У другому роздiлi дослiджено найбiльш загальнi крайовi задачi та най-

бiльш загальнi багатоточковi крайовi задачi для системи 𝑚 звичайних ди-

ференцiальних рiвнянь першого порядку, розв’язки яких пробiгають простiр

Соболєва (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚, де 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞. Показано, що дослiджуваним крайовим за-

дачам вiдповiдає фредгольмiв оператор з iндексом 𝑚− 𝑙 на парi нормованих

просторiв (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚 i (𝑊 𝑛−1

𝑝 )𝑚×C𝑙. Доведено критерiй однозначної розв’язностi

дослiджуваних крайових задач у цих просторах. Встановлено, що вимiрностi

ядра i коядра оператора крайової задачi дорiвнюють вiдповiдно вимiрностi

ядра i коядра характеристичної матрицi крайової задачi. Для найбiльш за-

гальних крайових задач, залежних вiд малого параметра 𝜀 ≥ 0, встановлено

конструктивний критерiй неперервностi за параметром розв’язкiв при 𝜀 = 0 у
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просторi (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚. Показано, що похибка i нев’язка розв’язкiв цих задач мають

однаковий порядок малостi при 𝜀 → 0+ у вiдповiдних просторах Соболєва.

Встановлено достатнi умови неперервностi за параметром розв’язкiв багато-

точкової крайової задачi при 𝜀 = 0 у нормованому просторi (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚 у випадку

𝑝 =∞ та у випадку 1 ≤ 𝑝 <∞.

У третьому роздiлi дослiджено найбiльш загальнi крайовi задачi для си-

стеми 𝑚 звичайних диференцiальних рiвнянь довiльного порядку, розв’язки

яких пробiгають простiр Соболєва (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚, де 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞. Показано, що

дослiджуваним крайовим задачам вiдповiдає фредгольмiв оператор з iнде-

ксом 𝑚𝑟 − 𝑙 на парi нормованих просторiв (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚 i (𝑊 𝑛

𝑝 )𝑚 ×C𝑙. Доведено,

що вимiрностi ядра i коядра оператора крайової задачi дорiвнюють вiдпо-

вiдно вимiрностi ядра i коядра характеристичної матрицi крайової задачi.

Встановлено критерiй однозначної розв’язностi дослiджуваних крайових за-

дач у вiдповiдних просторах. Для найбiльш загальних крайових задач, за-

лежних вiд малого параметра 𝜀 ≥ 0, встановлено конструктивний критерiй

неперервностi за параметром розв’язкiв при 𝜀 = 0 у просторi (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚. Пока-

зано, що похибка i нев’язка розв’язкiв цих задач мають однаковий порядок

малостi при 𝜀 → 0+ у вiдповiдних просторах Соболєва. Встановлено доста-

тнi умови збiжностi послiдовностi характеристичних матриць крайових за-

дач 𝑀 (𝐿(𝑘), 𝐵(𝑘)) до матрицi 𝑀 (𝐿,𝐵) при 𝑘 → ∞ у просторi (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚, де

1 ≤ 𝑝 ≤ ∞; критерiй сильної збiжностi послiдовностi операторiв (𝐿(𝑘), 𝐵(𝑘))

до оператора (𝐿,𝐵) при 𝑘 → ∞ у просторi (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚, де 1 ≤ 𝑝 < ∞; крите-

рiй рiвномiрної збiжностi послiдовностi операторiв (𝐿(𝑘), 𝐵(𝑘)) до операто-

ра (𝐿,𝐵) при 𝑘 →∞ у просторi (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚, де 1 ≤ 𝑝 <∞; достатнi умови на-

пiвнеперервностi зверху ядра i коядра оператора крайової задачi при 𝑘 →∞

у просторi (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚, де 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞.
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Додаток мiстить список публiкацiй здобувачки за темою дисертацiї та

вiдомостi про апробацiю результатiв дисертацiї.

Основнi результати, якi визначають наукову новизну дисертацiї:

� для найбiльш загальних крайових задач у просторах Соболєва (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚

встановлено їх нетеровiсть i знайдено iндекс;

� у термiнах спецiально введеної числової характеристичної матрицi зна-

йдено вимiрностi ядра i коядра розглянутих крайових задач;

� доведено граничну теорему для характеристичних матриць послiдовно-

стi крайових задач;

� вперше дослiджено неперервнiсть за параметром розв’язкiв крайових

задач у просторах Соболєва (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚 для всiх значень 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞. Зна-

йдено критерiй неперервностi розв’язкiв за параметром;

� доведено, що похибка i нев’язка розв’язкiв крайових задач мають одна-

ковий порядок малостi;

� отримано граничнi теореми для розв’язкiв багатоточкових крайових за-

дач у просторах Соболєва (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚 з 1 ≤ 𝑝 <∞ i 𝑝 =∞.

Дисертацiйна робота має теоретичний характер. Її результати та методика

їх отримання можуть бути використанi у подальшому розвитку теорiї одно-

вимiрних фредгольмових крайових задач, зокрема багатоточкових, задач iз

похiдними дробового порядку. Особливiстю роботи є те, що в нiй вперше

дослiджено характер розв’язностi крайових задач iз перевизначеними або не-

довизначеними крайовими умовами; дослiджено найбiльш складний, але ва-

жливий для застосувань випадок несепарабельних нерефлексивних просторiв

Соболєва.
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ABSTRACT

Atlasiuk O. M. One-dimensional Fredholm boundary-value

problems with parameter. — Qualifying scientific work on the rights of the

manuscript.

The thesis presented for the academic degree Doctor of Philosophy in speci-

ality 111 – Mathematics. — Institute of Mathematics of the National Academy of

Sciences of Ukraine, Kyiv, 2020.

The thesis is devoted to the study of the characteristics of solvability and conti-

nuity in a parameter of solutions of the most general classes of one-dimensional

inhomogeneous boundary-value problems for the systems of linear ordinary di-

fferential equations of arbitrary order in Sobolev spaces on a finite interval.

The question of the substantiation of the boundary transition with respect

to Cauchy problems and general boundary-value problems has been studied by

many mathematicians. I. I. Gikhman (1952), M. A. Krasnosel’skii and S. G.

Krein (1955), J. Kurzweil and Z. Vorel (1957), A. M. Samoilenko (1962 – 1965)

established the fundamental results on the continuous dependence with respect to

the parameter of solutions of Cauchy problems for nonlinear systems. For linear

systems, these results were specified and supplemented by A. Yu. Levin (1967 –

1973), W. T. Reid (1967) and Nguyen Tho Hoan (1993), Z. Opial (1967).

The class of linear general boundary-value problems for systems of first-order

differential equations was introduced and investigated by I. T. Kiguradze (1975 –

2003) and M. Ashordia (1996). Solutions to these problems are absolutely conti-

nuous functions on the compact interval [𝑎, 𝑏]. They also established the conditi-
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ons of continuity in a parameter of these solutions in the space 𝐶([𝑎, 𝑏],R𝑚). The

generalization of these results for complex-valued functions and linear systems of

higher-order differential equations was obtained in the works of V. A. Mikhailets,

N. V. Reva, T. I. Kodliuk, and H. A. Chekhanova.

V. A. Mikhailets and his disciples (2008 –2015) introduced and studied the

most common classes of boundary-value problems for linear systems of ordi-

nary differential equations that are generic with respect to the various functional

spaces, in particular to Sobolev spaces (N. V. Reva, T. I. Kodliuk, Ye. V. Gnyp),

to the spaces of continuously differentiable functions (H. A. Chekhanova,

V. O. Soldatov), to Hölder spaces (V. O. Soldatov, H. O. Masliuk), to Slobodetskii

spaces (Ye. V. Gnyp, H. O. Masliuk). They proved that such problems are

Fredholm, obtained conditions that are sufficient for their well-posedness and

continuity in the parameter of their solutions in these spaces.

For the most general boundary-value problems for systems of differential

equations of the first order, sufficient conditions of continuous dependence in the

parameter of their solutions in Sobolev space 𝑊 𝑛
𝑝 , with 1 ≤ 𝑝 < ∞ were found

by T. I. Kodliuk and V. A. Mikhailets (2010). Constructive criterion of continuity

in the parameter of solutions of the most general boundary-value problems for

systems of differential equations of an arbitrary order in Sobolev space 𝑊 𝑛
𝑝 , with

1 ≤ 𝑝 <∞ was found by Ye. V. Gnyp, V. A. Mikhailets, and O. O. Murach (2017).

These results have been applied to the investigation of multipoint boundary-value

problems, Green’s matrices, and also to the spectral theory of differential operators

with singular coefficients. However, in some problems of the theory of differential

equations arise not only Sobolev spaces 𝑊 𝑛
𝑝 , with 1 ≤ 𝑝 < ∞, but also the case

of nonseparable Sobolev spaces for 𝑝 =∞.

Thus, in view of the above, it is important to study the most general boundary-

value problems for systems of ordinary differential equations of arbitrary order
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with respect to Sobolev spaces 𝑊 𝑛
𝑝 , with 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, in particular, the questi-

on of the necessary and sufficient conditions of continuous dependence in the

parameter of solutions to these problems. It should be noted that the most general

problems may contain derivatives of integer and fractional order in boundary

conditions. Therefore they have significant specificities that are absent in classical

problems (Cauchy, two- and multipoint, integral and mixed problems). Hence, the

systematic study of their properties is of scientific interest.

The thesis consists of the annotation in Ukrainian and in English, list of

symbols, introduction, three sections of its main part, conclusions, the list of

references, and appendix.

The introduction substantiates the relevance of the research topic, formulates

the purpose, object, subject, tasks and methods of the research, outlines the sci-

entific novelty of the results obtained, their practical significance, the connection

of the work with scientific programs and the personal contribution of the appli-

cant, and also points out where the results of the dissertation have been discussed

and published.

In the first section, we discuss the object, subject, and review the literature on

the theme of the dissertation research. The object of research is one-dimensional

Fredholm boundary-value problems, generic with respect to Sobolev spaces. The

subject of research covers the character of the continuity in the parameter of

solutions to these problems in the corresponding normed spaces.

In the second section, we investigate the most general boundary-value

problems and the most general multipoint boundary-value problems for system of

𝑚 ordinary differential equations of the first order whose solutions run through

Sobolev space (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚, with 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞. We show that these problems correspond

to the the Fredholm operator with the index 𝑚− 𝑙 on a pair of normalized spaces

(𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚, and (𝑊 𝑛−1

𝑝 )𝑚 × C𝑙. The criterion of well-posedness of these boundary-
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value problems in these spaces is proved. We prove that the dimensions of the

kernel and cokernel of the operator of boundary-value problem are equal to the

dimensions of the kernel and cokernel of the characteristic matrix of the boundary-

value problem, respectively. For the generic boundary-value problems dependi-

ng on a small parameter 𝜀 ≥ 0, the constructive criterion of continuity in the

parameter of solutions at 𝜀 = 0 in the space (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚. We show that the error and

discrepancy of the solutions to boundary-value problems have the same order of

smallness for 𝜀→ 0+ in the corresponding Sobolev spaces is established. Suffici-

ent conditions of continuity in the parameter of solutions to multipoint boundary-

value problem at 𝜀 = 0 in normalized space (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚 in the case of 𝑝 =∞, and in

case 1 ≤ 𝑝 <∞ are established.

In the third section, we investigate the most general boundary-value problems

for system of 𝑚 ordinary differential equations of an arbitrary order whose soluti-

ons run through Sobolev space (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚, with 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞. We show that these

problems correspond to the Fredholm operator with the index 𝑚𝑟 − 𝑙 on a pair

of normalized spaces (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚, and (𝑊 𝑛

𝑝 )𝑚 × C𝑙. We prove that the dimensi-

ons of the kernel and cokernel of the operator of boundary-value problem are

equal to the dimensions of the kernel and cokernel of the characteristic matrix of

the boundary-value problem, respectively. The criterion of well-posedness of the

investigated boundary-value problems in these spaces is proved. For the generic

boundary-value problems depending on a small parameter 𝜀 ≥ 0, the constructi-

ve criterion of continuity in the parameter of solutions at 𝜀 = 0 in the space

(𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚 is established. We show that the error and discrepancy of the soluti-

ons to boundary-value problems have the same order of smallness for 𝜀 → 0+

in the corresponding Sobolev spaces. Sufficient conditions are established for the

convergence of sequence of characteristic matrices of boundary-value problems

𝑀 (𝐿(𝑘), 𝐵(𝑘)) to the matrix 𝑀 (𝐿,𝐵) for 𝑘 → ∞ in the space (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚, with
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1 ≤ 𝑝 ≤ ∞. The criterion of strong convergence of the sequence of operators

(𝐿(𝑘), 𝐵(𝑘)) to the operator (𝐿,𝐵) for 𝑘 → ∞ in the space (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚, with

1 ≤ 𝑝 <∞ is proved. We have substantiated the criterion of uniform convergence

of the sequence of operators (𝐿(𝑘), 𝐵(𝑘)) to the operator (𝐿,𝐵) for 𝑘 →∞ in the

space (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚, with 1 ≤ 𝑝 <∞. Sufficient conditions are found for upper semi-

continuous of the kernel and cokernel of the operator to boundary-value problems

for 𝑘 →∞ in the space (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚, with 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞.

The appendix contains a list of the applicant’s publications on the topic of the

thesis and information on the approbation of the dissertation results.

The main results that determine the scientific novelty of the thesis:

� for the most general boundary-value problems in the Sobolev spaces (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚

their Fredholm property is established and the index is found;

� in terms of a specially introduced numerical characteristic matrix, the

dimensions of the kernel and cokernel of the considered boundary-value

problems are found;

� the limit theorem for characteristic matrices of a sequence of the boundary-

value problems is proved;

� for the first time the continuity in the parameter of solutions of boundary-

value problems in Sobolev spaces (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚 is investigated for all values 1 ≤

𝑝 ≤ ∞. The criterion of continuity of solutions in a parameter is found;

� it is proved that the error and discrepancy of the solutions to boundary-

value problems have the same order of smallness;

� the limit theorems for solutions to multipoint boundary-value problems in

Sobolev spaces (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚 with 1 ≤ 𝑝 <∞ and 𝑝 =∞ are obtained.
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Thesis is a theoretical investigation. Its results and the method for the obtai-

ning of these results can be used in the further development of the theory

of one-dimensional Fredholm boundary-value problems, in particular multipoi-

nt problems, and problems with derivatives of fractional order. The peculiarity

of thesis is that it first investigates the character of the solvability of boundary-

value problems with overdetermined or underdetermined boundary conditions.

The most complex but important for applications case of nonseparable nonreflexi-

ve Sobolev spaces is also investigated.

Keywords: system of differential equations, boundary-value problem, Sobolev

space, Fredholm operator, continuity in a parameter, multipoint boundary-value

problem, characteristic matrix.
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

Основнi позначення, якi використано в роботi:

1. N, Z, R i C — вiдповiдно множини усiх натуральних, цiлих, дiйсних i

комплексних чисел; N0 := N ∪ {0}.

2. {𝑘, . . . , 𝑙} := {𝑖 ∈ Z : 𝑘 ≤ 𝑖 ≤ 𝑙}, де 𝑘, 𝑙 ∈ Z та 𝑘 ≤ 𝑙.

3. C𝑚 — 𝑚-вимiрний лiнiйний простiр усiх комплексних числових

векторiв-стовпцiв 𝑦 = col(𝑦1, 𝑦2, ..., 𝑦𝑚), надiлений нормою

‖𝑦‖ := |𝑦| = max
𝑖
|𝑦𝑖|.

4. C𝑚×𝜇 — лiнiйний простiр усiх комплексних числових матриць порядку

𝑚× 𝜇, надiлений нормою

‖𝐴‖ := |𝐴| = max
𝑖,𝑘
|𝑎𝑖𝑘|

матрицi 𝐴 = (𝑎𝑖,𝑘)𝑖=1,...,𝑚
𝑘=1,...,𝜇

.

5. det𝐴 — визначник матрицi 𝐴.

6. 𝐴−1 — матриця, обернена до 𝐴.

7. 𝐼𝑚 i 𝑂𝑚 — вiдповiдно одинична i нульова 𝑚×𝑚-матрицi.

8. 𝐶 := 𝐶
(︀
[𝑎, 𝑏];C

)︀
— простiр всiх комплекснозначних функцiй 𝑦(𝑡), ви-

значених i неперервних на вiдрiзку [𝑎, 𝑏], надiлений нормою

‖𝑦‖∞ := max
𝑎≤𝑡≤𝑏

⃒⃒
𝑦(𝑡)

⃒⃒
.

9. 𝐶𝑚 := 𝐶𝑚
(︀
[𝑎, 𝑏];C

)︀
— простiр всiх комплекснозначних 𝑚 ∈ N0 разiв

неперервно диференцiйованих на [𝑎, 𝑏] функцiй, надiлений нормою

‖𝑦‖𝐶𝑚 :=
𝑚∑︁
𝑘=0

1

𝑘!
max
𝑎≤𝑡≤𝑏

⃒⃒
𝑦(𝑘)(𝑡)

⃒⃒
.
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Тут i надалi [𝑎, 𝑏] є (скiнченний) вiдрiзок на дiйснiй осi. Простiр 𝐶𝑚 є

банаховою алгеброю.

10. (𝐶)𝑚 := 𝐶
(︀
[𝑎, 𝑏];C𝑚

)︀
i (𝐶)𝑚×𝑚 := 𝐶

(︀
[𝑎, 𝑏];C𝑚×𝑚)︀ — простори всiх ком-

плекснозначних вектор-функцiй 𝑦(𝑡) : [𝑎, 𝑏] → C𝑚 i матриць-функцiй

𝐴(𝑡) : [𝑎, 𝑏]→ C𝑚×𝑚 з неперервними на вiдрiзку [𝑎, 𝑏] елементами.

11. 𝐿∞ := 𝐿∞
(︀
[𝑎, 𝑏];C

)︀
— простiр всiх вимiрних комплекснозначних фун-

кцiй, визначених i суттєво обмежених на вiдрiзку [𝑎, 𝑏], надiлений нор-

мою

‖𝑦‖+∞ := ess sup
𝑎≤𝑡≤𝑏

|𝑦(𝑡)|.

12. (𝐿∞)𝑚 := 𝐿∞
(︀
[𝑎, 𝑏];C𝑚

)︀
i (𝐿∞)𝑚×𝑚 := 𝐿∞

(︀
[𝑎, 𝑏];C𝑚×𝑚)︀ — простори

всiх вимiрних комплекснозначних вектор-функцiй 𝑦(𝑡) : [𝑎, 𝑏] → C𝑚 i

матриць-функцiй 𝐴(𝑡) : [𝑎, 𝑏]→ C𝑚×𝑚 iз суттєво обмеженими на вiдрiз-

ку [𝑎, 𝑏] елементами.

13. 𝐿𝑝 := 𝐿𝑝

(︀
[𝑎, 𝑏];C

)︀
, де 1 ≤ 𝑝 < ∞, — простiр всiх вимiрних компле-

кснозначних функцiй, якi при пiднесеннi до степеня 𝑝 є iнтегровними

за Лебегом, надiлений нормою

‖𝑦‖𝑝 :=

(︂ 𝑏∫︁
𝑎

|𝑦(𝑡)|𝑝𝑑𝑡
)︂1/𝑝

.

14. (𝐿𝑝)
𝑚 := 𝐿𝑝([𝑎, 𝑏];C𝑚) i (𝐿𝑝)

𝑚×𝑚 := 𝐿𝑝([𝑎, 𝑏];C𝑚×𝑚) — простори всiх ви-

мiрних комплекснозначних вектор-функцiй 𝑦(𝑡) : [𝑎, 𝑏]→ C𝑚 i матриць-

функцiй 𝐴(𝑡) : [𝑎, 𝑏]→ C𝑚×𝑚, елементи яких належать простору 𝐿𝑝.

15. 𝑊 𝑛
𝑝 := 𝑊 𝑛

𝑝

(︀
[𝑎, 𝑏];C

)︀
, де 𝑛 ∈ N i 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, — простiр С. Л. Соболєва,

що складається з усiх комплекснозначних функцiй 𝑦 таких, що

𝑊 𝑛
𝑝

(︀
[𝑎, 𝑏];C

)︀
:= {𝑦 ∈ 𝐶𝑛−1[𝑎, 𝑏] : 𝑦(𝑛−1) ∈ 𝐴𝐶[𝑎, 𝑏], 𝑦(𝑛) ∈ 𝐿𝑝[𝑎, 𝑏]},
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де 𝐴𝐶[𝑎, 𝑏] — множина всiх абсолютно неперервних комплекснозначних

функцiй на вiдрiзку [𝑎, 𝑏]. Простiр 𝑊 𝑛
𝑝 надiлений нормою

⃦⃦
𝑦
⃦⃦
𝑛,𝑝

=
𝑛−1∑︁
𝑘=0

⃦⃦
𝑦(𝑘)
⃦⃦
𝑝

+
⃦⃦
𝑦(𝑛)
⃦⃦
𝑝
,

де ‖ · ‖𝑝 — норма у просторi 𝐿𝑝

(︀
[𝑎, 𝑏];C

)︀
i є банаховою алгеброю.

З метою унiфiкацiї позначень покладаємо 𝑊 0
𝑝 := 𝐿𝑝.

16. (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚 := 𝑊 𝑛

𝑝

(︀
[𝑎, 𝑏];C𝑚

)︀
i (𝑊 𝑛

𝑝 )𝑚×𝑚 := 𝑊 𝑛
𝑝

(︀
[𝑎, 𝑏];C𝑚×𝑚)︀ — комплекснi

банаховi простори вiдповiдно всiх вектор-функцiй 𝑦(𝑡) : [𝑎, 𝑏] → C𝑚 i

квадратних матриць-функцiй 𝐴(𝑡) : [𝑎, 𝑏]→ C𝑚×𝑚, елементи яких нале-

жать простору Соболєва 𝑊 𝑛
𝑝 . Норми у цих просторах дорiвнюють сумi

норм у𝑊 𝑛
𝑝 всiх компонентiв вектор- або матриць-функцiй. Усi цi норми

позначаємо через ‖ · ‖𝑛,𝑝. Iз контексту завжди буде зрозумiло в яко-

му просторi (скалярних, вектор-, або матриць-функцiй) розглядається

норма ‖ · ‖𝑛,𝑝.

𝐸1 в лiнiйний нормований простiр 𝐸2.

17. 𝐵𝑛 ⇒ 𝐵 позначає рiвномiрну збiжнiсть лiнiйних обмежених операторiв.

18. 𝐵𝑛
𝑠−→ 𝐵 позначає сильну збiжнiсть лiнiйних обмежених операторiв.

У роботi вектор-функцiї i числовi вектори подано у виглядi стовпцiв.
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Вступ

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню властивостей найбiльш за-

гальних класiв крайових задач для систем звичайних диференцiальних рiв-

нянь iз параметром у просторах Соболєва.

Актуальнiсть теми. Питання про обґрунтування граничного переходу

щодо задач Кошi та загальних крайових задач дослiджувалися багатьма ма-

тематиками. Зокрема, у роботах I. I. Гiхмана [11], М. А. Красносельського i

С. Г. Крейна [26], Я. Курцвейля i З. Ворела [27], А. М. Самойленка [46, 47, 93]

встановлено фундаментальнi результати про неперервну залежнiсть за пара-

метром розв’язкiв задач Кошi для нелiнiйних систем. Для лiнiйних систем цi

результати були уточнено та доповнено А. Ю. Лєвiним [28, 29], З. Опялем [91],

В. Т. Рейдом [92] i Нгуен Тхе Хоаном [40].

Клас лiнiйних загальних крайових задач для систем диференцiальних рiв-

нянь першого порядку введено та дослiджено I. Т. Кiгурадзе [18, 19, 20] i

М. Ашордiа [60]. Розв’язки цих задач є абсолютно неперервними функцiя-

ми на вiдрiзку [𝑎, 𝑏], а крайовi умови заданi у найбiльш загальному виглядi

𝐵𝑦 = 𝑞, де 𝐵 : 𝐶
(︀
[𝑎, 𝑏],R𝑚

)︀
→ R𝑚 є довiльним лiнiйним неперервним опе-

ратором (𝑚 — число рiвнянь системи). Встановлено умови неперервної зале-

жностi за параметром розв’язкiв у просторi 𝐶
(︀
[𝑎, 𝑏],R𝑚

)︀
. Узагальнення цих

результатiв для комплекснозначних функцiй та систем диференцiальних рiв-

нянь довiльних порядкiв отримано в роботах В. А. Михайлеця, Н. В. Реви,

Т. I. Кодлюк i Г. О. Чеханової [34, 36, 82, 89].

В. А. Михайлецем i його учнями було введено i дослiджено максималь-

но широкi класи найбiльш загальних крайових задач для систем звичайних

диференцiальних рiвнянь щодо рiзних функцiональних просторiв, зокрема

щодо просторiв Соболєва [35, 68, 83], просторiв неперервно диференцiйов-
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них функцiй [37, 38, 94], просторiв Гельдера [86, 87, 90], просторiв Слободе-

цького [13, 69, 88]. Доведено фредгольмовiсть таких задач, знайдено достатнi

умови їх коректної розв’язностi та неперервної залежностi за параметром їх

розв’язкiв у вказаних просторах.

Для найбiльш загальних крайових задач для систем диференцiальних рiв-

нянь першого порядку достатнi умови неперервної залежностi за параметром

їх розв’язкiв у просторi Соболєва𝑊 𝑛
𝑝 , де 1 ≤ 𝑝 <∞, встановлено Т. I. Кодлюк

i В. А. Михайлецем [21]. Конструктивний критерiй неперервностi за параме-

тром розв’язкiв найбiльш загальних крайових задач для систем диференцi-

альних рiвнянь довiльного порядку у просторi Соболєва 𝑊 𝑛
𝑝 , де 1 ≤ 𝑝 < ∞,

встановлено Є. В. Гнип, В. А. Михайлецем i О. О. Мурачем [79].

Цi результати було застосовано до дослiдження багатоточкових крайових

задач [12, 14, 22, 23, 50, 51, 56], матриць Грiна [25, 57, 82, 89] i використано

у спектральнiй теорiї диференцiальних операторiв iз сингулярними коефiцi-

єнтами [70, 71, 72, 73]. Але у деяких задачах теорiї диференцiальних рiвнянь

використовуються не лише простори Соболєва𝑊 𝑛
𝑝 , де 1 ≤ 𝑝 <∞, а й випадок

несепарабельних просторiв Соболєва при 𝑝 =∞.

Отже, з огляду на сказане, актуальним є дослiдження найбiльш загаль-

них крайових задач для систем звичайних диференцiальних рiвнянь довiль-

них порядкiв щодо просторiв Соболєва 𝑊 𝑛
𝑝 , де 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, питання про

необхiднi i достатнi умови неперервної залежностi за параметром розв’язкiв

цих задач. Варто зазначити, що найбiльш загальнi задачi можуть мiстити в

крайових умовах похiднi цiлого та дробового порядку i тому мають iстотнi

особливостi, якi вiдсутнi у класичних задачах (Кошi, дво- та багатоточкових,

iнтегральних та мiшаних задачах). Зважаючи на це, систематичне вивчення

їх властивостей представляє науковий iнтерес.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.
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Дисертацiйну роботу виконано в Iнститутi математики Нацiональної ака-

демiї наук України у вiддiлах диференцiальних рiвнянь та теорiї коливань

i нелiнiйного аналiзу згiдно iз загальним планом роботи у рамках науково-

дослiдницької теми ”Аналiтичнi та груповi методи дослiдження математи-

чних моделей сучасного природознавства” (номер державної реєстрацiї 0117

U 002119).

Мета i завдання дослiдження.

Метою дослiдження дисертацiйної роботи є аналiз розв’язностi та вста-

новлення конструктивних необхiдних i достатнiх умов неперервної залежно-

стi за параметром розв’язкiв крайових задач для систем звичайних диферен-

цiальних рiвнянь у просторах Соболєва.

Об’єктом дослiдження є одновимiрнi фредгольмовi крайовi задачi, най-

бiльш загальнi щодо просторiв Соболєва. Пiд фредгольмовим розумiється

оператор зi скiнченним, можливо ненульовим iндексом.

Предметом дослiдження є характер розв’язностi i залежностi вiд пара-

метра розв’язкiв крайових задач.

Завдання дослiдження:

1. Дослiдити характер розв’язностi найбiльш загальних крайових задач

для системи 𝑚 звичайних диференцiальних рiвнянь, розв’язки яких на-

лежать простору Соболєва.

2. Знайти вимiрностi ядра i коядра оператора крайової задачi для системи

диференцiальних рiвнянь.

3. Для крайових задач залежних вiд параметра 𝜀 ≥ 0, встановити кон-

структивний критерiй неперервностi розв’язкiв за параметром.
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4. Дослiдити найбiльш загальний клас багатоточкових лiнiйних крайових

задач, розв’язки яких пробiгають простiр Соболєва i встановити доста-

тнi умови неперервностi розв’язкiв за параметром.

5. Встановити достатнi умови збiжностi послiдовностi характеристичних

матриць крайових задач.

6. Встановити критерiї сильної та рiвномiрної збiжностi послiдовностi опе-

раторiв крайових задач.

7. Встановити достатнi умови напiвнеперервностi зверху вимiрностi ядра

i коядра оператора крайової задачi.

Методи дослiдження. У дисертацiйнiй роботi використано методи теорiї

звичайних диференцiальних рiвнянь та функцiонального аналiзу.

Наукова новизна одержаних результатiв. Результати дисертацiї, за-

пропонованi до захисту, є новими i полягають у наступному:

1. Дослiджено характер розв’язностi найбiльш загальних крайових задач

для системи 𝑚 звичайних диференцiальних рiвнянь, розв’язки яких на-

лежать простору Соболєва (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚, де 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞.

2. Показано, що крайовим задачам для системи диференцiальних рiвнянь

вiдповiдає фредгольмiв оператор з iндексом 𝑚𝑟− 𝑙 на парi нормованих

просторiв (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚 i (𝑊 𝑛

𝑝 )𝑚 × C𝑙 i встановлено критерiй однозначної

розв’язностi цих задач.

3. Доведено, що вимiрностi ядра i коядра оператора крайової задачi для

системи диференцiальних рiвнянь дорiвнюють вiдповiдно вимiрностi

ядра i коядра характеристичної матрицi цiєї крайової задачi.
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4. Для крайових задач, залежних вiд параметра 𝜀 ≥ 0, встановлено

конструктивний критерiй неперервностi за параметром розв’язкiв при

𝜀 = 0 i показано, що похибка i нев’язка розв’язкiв цих задач мають

однаковий порядок малостi при 𝜀→ 0+ у вiдповiдних просторах Собо-

лєва.

5. Дослiджено найбiльш загальний клас багатоточкових лiнiйних крайо-

вих задач для систем звичайних диференцiальних рiвнянь, розв’язки

яких пробiгають простiр Соболєва (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚, де 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞ i встановле-

но достатнi умови неперервностi за параметром розв’язкiв при 𝜀 = 0 у

нормованому просторi (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚 у випадках 𝑝 =∞ i 1 ≤ 𝑝 <∞.

6. Знайдено достатнi умови збiжностi послiдовностi характеристичних ма-

триць крайових задач для системи диференцiальних рiвнянь довiльного

порядку.

7. Встановлено критерiї сильної та рiвномiрної збiжностi послiдовностi

операторiв крайових задач.

8. Встановлено достатнi умови напiвнеперервностi зверху ядра i коядра

оператора крайової задачi для системи 𝑚 звичайних диференцiальних

рiвнянь довiльного порядку.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна робота

має теоретичний характер. Результати i методи їх отримання можуть бу-

ти використанi у подальшому розвитку теорiї одновимiрних фредгольмових

крайових задач i їх застосувань до конкретних проблем.

Особистий внесок здобувача. Визначення загального плану дисер-

тацiї та постановка задач належать науковому керiвнику доктору фiзико-

математичних наук, професору В. А. Михайлецю. Основнi науковi резуль-
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тати, якi винесено на захист, отримано здобувачкою самостiйно. Зi статей,

опублiкованих у спiвавторствi, до дисертацiї включено лише тi результати,

що належать дисертантцi.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дисертацiї до-

повiдалися i обговорювалися на:

� семiнарi ”Спектральнi i крайовi задачi” лабораторiї диференцiальних

рiвнянь з частинними похiдними Iнституту математики НАН України

(керiвник семiнару: доктор фiз. – мат. наук, професор В. А. Михайлець),

11 лютого 2020 року;

� спiльному засiданнi вiддiлiв диференцiальних рiвнянь та теорiї коли-

вань i нелiнiйного аналiзу Iнституту математики НАН України (ке-

рiвники засiдання: академiк НАН України А. М. Самойленко, член-

кореспондент НАН України А. Н. Кочубей), 15 вересня 2020 року;

� Лiтнiй школi ”Алгебраїчна геометрiя”, 3 серпня – 2 вересня, 2018 року,

м. Градець Кралове, Чеська Республiка;

� XIII Лiтнiй школi ”Аналiз, топологiя i застосування”, 29 липня – 11

серпня, 2018 року, м. Вижниця, Чернiвецька обл., Україна;

� Мiжнароднiй науковiй конференцiї ”Сучаснi проблеми математики та її

застосування в природничих науках i iнформацiйних технологiях” при-

свяченiй 50-рiччю факультету математики та iнформатики, 17 – 19 ве-

ресня 2018 року, м. Чернiвцi, Україна;

� Мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв, 6 – 8 червня, 2019 року,

м. Київ, Україна;

� Мiжнароднiй конференцiї “Функцiональнi методи в теорiї наближень,

диференцiальних рiвняннях та обчислювальнiй математицi IV” присвя-
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ченiй 100-рiччю з дня народження В. К. Дзядика (1919 – 1998), 20 – 26

червня, 2019 року, с. Свiтязь, Шацький р-н, Волинська обл. Україна;

� Лiтнiй школi ”Геометрiя та топологiя”, 1 – 31 вересня, 2019 року, м.

Градець Кралове, Чеська Республiка;

� Мiжнароднiй конференцiї ”Проблеми теоретичної та математичної фi-

зики” присвяченiй 110-рiччю видатного теоретика фiзичних наук i ма-

тематика М. М. Боголюбова (1909 – 1992), 24 – 26 вересня, 2019 року,

м. Київ, Україна;

� Мiжнароднiй конференцiї ”Супергеометрiя, суперсиметрiя та квантува-

ння”, 16 – 19 грудня, 2019 року, м. Еш-сюр-Альзетт, Велике Герцогство

Люксембург;

� Мiжнароднiй науково-практичнiй конференцiї ”Шевченкiвська весна —

2020: Математика, статистика, механiка. Прикладна математика,

комп’ютернi науки, iнженерiя програмного забезпечення, системний

аналiз”, 15 – 16 квiтня, 2020 року, м. Київ, Україна.

� Конференцiї молодих учених ”Пiдстригачiвськi читання — 2020”, 26 –

28 травня, 2020 року, м. Львiв, Україна.

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiйної роботи опублiковано в 13

наукових працях. П’ять iз них [1, 2, 3, 4, 64] є статтям у наукових виданнях,

внесених до перелiку наукових фахових видань України, три з яких [1, 2, 3]

входять до мiжнародних наукометричних баз даних Scopus або Web of Science

Core Collection. Роботи [5, 6, 7, 8, 9, 61, 62, 63] опублiковано у матерiалах

мiжнародних наукових конференцiй.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається з анотацiй

українською та англiйською мовами, перелiку умовних позначень, вступу,
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трьох роздiлiв основної частини, висновкiв, списку використаних джерел, що

налiчує 97 найменувань, i додатку, який мiстить список публiкацiй здобува-

чки за темою дисертацiї та вiдомостi про апробацiю результатiв дисертацiї.

Повний обсяг роботи складає 152 сторiнки друкованого тексту.

Подяки. Щиру подяку авторка висловлює своєму науковому керiвни-

ку доктору фiзико-математичних наук, професору Володимиру Андрiйовичу

Михайлецю за постановку задач, цiннi зауваження i поради у процесi робо-

ти над дисертацiєю, а також усiм спiвробiтникам вiддiлiв диференцiальних

рiвнянь та теорiї коливань i нелiнiйного аналiзу Iнституту математики НАН

України за дружнi та плiднi дискусiї.
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Роздiл 1

Огляд лiтератури

Як зазначалося у вступi, об’єктом дисертацiйного дослiдження є однови-

мiрнi фредгольмовi крайовi задачi, найбiльш загальнi щодо просторiв Собо-

лєва, а предметом дослiдження є характер розв’язностi i залежностi вiд пара-

метра розв’язкiв крайових задач. Цим питанням присвячено перший роздiл

дисертацiї.

1.1. Задача Кошi

Питання щодо обґрунтування граничного переходу у системах диференцi-

альних рiвнянь виникають у рiзних задачах сучасної математики. Їх найкра-

ще дослiджено стосовно задачi Кошi для систем лiнiйних звичайних дифе-

ренцiальних рiвнянь першого порядку. Й. I. Гiхман [11], а згодом М. А. Кра-

сносельский i С. Г. Крейн [26], отримали фундаментальнi результати про ха-

рактер залежностi за параметром розв’язкiв задачi Кошi для нелiнiйних ди-

ференцiальних систем, правi частини яких неперервнi в iнтегральному сенсi.

Важливiсть таких теорем пов’язана з тим, що вони обґрунтовують вiдомий

принцип усереднення М. М. Боголюбова i М. М. Крилова (див., наприклад,

[10]).

Для систем лiнiйних диференцiальних рiвнянь першого порядку зада-

чi Кошi дослiджували А. Ю. Лєвiн [29, 30], Я. Курцвейль i З. Ворел [27],

З. Опяль [91], У. Т. Рейд [92], Нгуен Тхе Хоан [40].

Для лiнiйної матричної задачi Кошi вигляду

𝑌 ′(𝑡; 𝑘) = 𝐴(𝑡; 𝑘)𝑌 (𝑡; 𝑘) + 𝐹 (𝑡; 𝑘), 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏],

𝑌 (𝑎; 𝑘) = 𝐼𝑚, 𝑘 ∈ N
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найпростiшою i досить грубою умовою на коефiцiєнти 𝐴(𝑡; 𝑘) ∈ (𝐶)𝑚×𝑚 та

правi частини 𝐹 (𝑡; 𝑘) ∈ (𝐶)𝑚×𝑚 є рiвномiрна на [𝑎, 𝑏] збiжнiсть матриць-

функцiй 𝐴(𝑡; 𝑘), 𝐹 (𝑡; 𝑘) до 𝐴(𝑡; 0) i 𝐹 (𝑡; 0) вiдповiдно (див., наприклад,

[74, 77]). Ця умова також забезпечує рiвномiрну збiжнiсть на вiдрiзку [𝑎, 𝑏]

розв’язкiв 𝑌 (𝑡; 𝑘) до 𝑌 (𝑡; 0).

Випадок, коли елементи матриць-функцiй 𝐴(𝑡; 𝑘) i 𝐹 (𝑡; 𝑘) належать бана-

ховому простору (𝐿1)
𝑚×𝑚, а 𝐴(𝑡; 𝑘) та 𝐹 (𝑡; 𝑘) збiгаються в цьому просторi до

матриць 𝐴(𝑡; 0) i 𝐹 (𝑡; 0) вiдповiдно, є загальнiшим. У такому разi рiвномiрна

збiжнiсть розв’язкiв 𝑌 (𝑡; 𝑘) до 𝑌 (𝑡; 0) на [𝑎, 𝑏] є прямим наслiдком результату,

встановленого ще в 1930 роцi Я. Д. Тамаркiним [95].

Результати робiт М. А. Красносельського i С. Г. Крейна [26] у застосу-

ваннi до лiнiйного випадку дають бiльш тонкi достатнi умови для виконання

спiввiдношення ⃦⃦
𝑌 (𝑡; 𝑘)− 𝑌 (𝑡; 0)

⃦⃦
∞ → 0, 𝑘 →∞. (1.1)

Нехай

𝐴∨(𝑡; 𝑘) =

∫︁ 𝑡

𝑎

𝐴(𝑠; 𝑘)𝑑𝑠, 𝐹∨(𝑡; 𝑘) =

∫︁ 𝑡

𝑎

𝐹 (𝑠; 𝑘)𝑑𝑠.

Достатнi умови полягають у виконаннi наступних збiжностей при 𝑘 →∞:

⃦⃦
𝐴∨(𝑡; 𝑘)− 𝐴∨(𝑡; 0)

⃦⃦
∞ → 0,

⃦⃦
𝐹∨(𝑡; 𝑘)− 𝐹∨(𝑡; 0)

⃦⃦
∞ → 0, (1.2)

а також в iснуваннi сумовної мажоранти

⃒⃒
𝐴(𝑡; 𝑘)

⃒⃒
≤ ℎ(𝑡) ∈ 𝐿1, 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑘 ∈ N.

А.Ю. Лєвiн удосконалив доведення [29], що дозволило послабити останню

нерiвнiсть до наступної:

‖𝐴(𝑡; 𝑘)‖1 ≤ 𝑐 <∞, ∀𝑘 ∈ N. (1.3)
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Крiм того, виявилося, що у результатi виконання (1.3), умова (1.2) є не лише

достатньою, але й необхiдною для збiжностi (1.1).

В. Т. Рейд встановив, що для виконання граничного спiввiдношення (1.1)

достатньо, щоб при 𝑘 →∞ коефiцiєнти 𝑅(𝑡; 𝑘) = [𝐴(𝑡; 𝑘)−𝐴(𝑡; 0)] ∈ (𝐶)𝑚×𝑚

слабко збiгалися в просторi 𝐿1 до нуля [92]. Проте А. Ю. Левiн у роботi [30]

показав, що цей результат не можна вважати суттєво новим, оскiльки з умови

слабкої збiжностi в просторi 𝐿1 випливають умови (1.2) i (1.3). У цiй роботi

стверджується i той факт, що на вказану оцiнку не впливає також та обста-

вина, що замiсть умови 𝑌 (𝑎; 𝑘) = 𝐶 присутнi наступнi умови:

𝑌 (𝑎𝑘; 𝑘) = 𝐶𝑘, де 𝑎𝑘 → 𝑎0, 𝐶𝑘 → 𝐶0 при 𝑘 →∞.

Якщо вiдкинути обмеження (1.3), то проблема суттєво ускладнюється.

Хоча в деяких випадках (наприклад, для скалярного рiвняння першого по-

рядку) спiввiдношення (1.3), очевидно, зайве. Але в цiлому це не так, адже

умова (1.2) сама по собi не є нi необхiдною, анi достатньою для збiжностi

(1.1).

У 1962 роцi А. М. Самойленко [46, 47] доповнив iснуючi результати

Й. I. Гiхмана [11], М. А. Красносельского i С. Г. Крейна [26], Я. Курцвейля

i З. Вореля [27, 84, 85]. Пiдхiд запропонований А. М. Самойленком дозволяє

з’ясовувати питання про характер залежностi за параметром розв’язкiв ди-

ференцiальних рiвнянь, вiдносно якого правi частини неперервнi в iнтеграль-

ному сенсi. Для цього достатньо перейти вiд диференцiального рiвняння до

деякого, еквiвалентного йому, iнтегрального i дослiджувати безпосередньо

останнє.

Вказанi результати поширено на задачу Кошi для лiнiйних систем дифе-

ренцiальних рiвнянь довiльних порядкiв i на комплекснозначнi функцiї (див.,

наприклад, роботу В. А. Михайлеця i Н. В. Реви [34]).
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1.2. Загальнi та багатоточковi крайовi задачi

Класичним об’єктом дослiджень теорiї звичайних диференцiальних рiв-

нянь є загальнi крайовi задачi. У роботi I. Т. Кiгурадзе [18] були отриманi

достатнi умови рiвномiрної збiжностi розв’язкiв сiм’ї загальних лiнiйних кра-

йових задач для системи𝑚 ∈ N звичайних диференцiальних рiвнянь першого

порядку з дiйсними коефiцiєнтами. Розглядалася наступна задача:

𝑦′(𝑡; 𝜀) = 𝐴(𝑡; 𝜀)𝑦(𝑡; 𝜀) + 𝑓(𝑡; 𝜀), 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏], (1.4)

𝑈(𝜀)𝑦(𝑡; 𝜀) = 𝑐(𝜀), (1.5)

де матрицi-функцiї 𝐴(·; 𝜀) ∈ (𝐿1)
𝑚×𝑚, вектор-функцiї 𝑓(·; 𝜀) ∈ (𝐿1)

𝑚, вектори

𝑐(𝜀) ∈ R𝑚 та лiнiйнi неперервнi оператори

𝑈(𝜀) : 𝐶
(︀
[𝑎, 𝑏];R𝑚

)︀
→ R𝑚.

Теорема 1.1. Нехай однорiдна гранична крайова задача

𝑦′(𝑡; 0) = 𝐴(𝑡; 0)𝑦(𝑡; 0), 𝑈(0)𝑦(𝑡; 0) = 0

має лише тривiальний розв’язок i при 𝜀→∞ виконуються умови:

1) sup
𝜀

⃦⃦
𝐴(·; 𝜀)

⃦⃦
1
<∞;

2) sup
𝜀

⃦⃦
𝑓(·; 𝜀)

⃦⃦
1
<∞;

3) sup
𝜀

⃦⃦
𝑈(𝜀)

⃦⃦
<∞;

4) max
𝑡∈[𝑎,𝑏]

⃒⃒ 𝑡∫︀
𝑎

𝐴(𝑠; 𝜀)𝑑𝑠−
𝑡∫︀
𝑎

𝐴(𝑠; 0)𝑑𝑠
⃒⃒
→ 0;

5) max
𝑡∈[𝑎,𝑏]

⃒⃒ 𝑡∫︀
𝑎

𝑓(𝑠; 𝜀)𝑑𝑠−
𝑡∫︀
𝑎

𝑓(𝑠; 0)𝑑𝑠
⃒⃒
→ 0;

6) 𝑐𝜀 → 𝑐(0);

7) 𝑈(𝜀)𝑦 → 𝑈(0)𝑦, ∀𝑦 ∈ (𝑊 1
1 )𝑚.

Тодi, починаючи з деякого 𝜀0, задачi (1.4), (1.5) мають єдиний розв’язок i⃦⃦
𝑦(·; 𝜀)− 𝑦(·; 0)

⃦⃦
∞ → 0, 𝜀→∞.
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Всi умови в теоремi є суттєвими. Умови 3) i 7) означають, що опера-

тори 𝑈(𝜀) сильно збiгаються до оператора 𝑈(0). Тому в 7) множину 𝐴𝐶𝑚

можна замiнити довiльною пiдмножиною вектор-функцiй, лiнiйна оболонка

яких щiльна в банаховому просторi 𝐶
(︀
[𝑎, 𝑏];R𝑚

)︀
. Зi скiнченновимiрностi про-

стору R𝑚 випливає, що дана умова рiвносильна слабкiй збiжностi операторiв

𝑈(𝜀) до оператора 𝑈(0). Вона суттєво слабша, нiж умова рiвномiрної збiжно-

стi операторiв ⃦⃦
𝑈(𝜀)− 𝑈(0)

⃦⃦
→ 0.

Для виконання умов 1), 4) i 2), 5) достатньо, щоб 𝐴(·; 𝜀) слабко збiгалась

у банаховому просторi (𝐿1)
𝑚×𝑚 до матрицi-функцiї 𝐴(·; 0), а 𝑓(·; 𝜀) слабко

збiгалась у банаховому просторi (𝐿1)
𝑚 до вектор-функцiї 𝑓(·; 0). Тим бiльше

для цього достатньо збiжностi в нормах вiдповiдних просторiв. Зазначимо,

що з цих умов не випливає збiжнiсть за мiрою Лебега i тим бiльше поточкова

збiжнiсть майже скрiзь на вiдрiзку [𝑎, 𝑏].

У роботах [36, 82] Т. I. Кодлюк, В. А. Михайлецю та Н. В. Ревi вдалося

узагальнити теорему I. Т. Кiгурадзе i покращити його результати. А саме

iстотно послабити умови теореми Кiгурадзе не лише на ростки вiдображень

𝐴(·; 𝜀), а й на 𝑓(·; 𝜀) в точцi 𝜀 = 0.

У роботах [19, 34, 36, 60] знайденi достатнi умови неперервної залежностi

вiд параметра 𝜀 при 𝜀→ 0+ розв’язкiв загальних крайових задач для систем

рiвнянь першого порядку за рiвномiрною нормою ‖ · ‖∞.

Окремим випадком загальних крайових задач є багатоточковi задачi. Їх

особливiстю є те, що промiжнi точки, якi входять у крайовi умови, породжу-

ють ряд проблем таких, як порушення гладкостi функцiї Грiна, вiдсутнiсть

спряженої задачi та iнше.

Питанню iснування, єдиностi i побудови наближених методiв знаходжен-

ня розв’язкiв багатоточкових крайових задач присвячено багато робiт таких
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вiдомих математикiв, як I. Т. Кiгурадзе [20], В. Д. Пономарьов [44], А. М. Са-

мойленко [46, 48], Дж. Сансоне [49], К. А. Хасеiнов [53, 54, 55], L. K. Jackson

[76], А. Ю. Левiн [28, 31], Ю. В. Покорний [41, 42, 43], Є. С. Чiчкiн [59],

P. R. Beesack [65], L. J. Grimm i P. W. Eloe [75] та iншi.

Теореми про iснування, єдинiсть i неперервнiсть за параметром розв’язкiв

загальних i найбiльш загальних крайових задач та методика їх доведень бу-

ли застосованi до дослiдження багатоточкових крайових задач у роботах

Н. В. Реви [45], Т. I. Кодлюк, В. А. Михайлеця i Є. В. Гнип [12, 22, 23, 24],

Г. О. Чеханової [56], В. О. Солдатова i Г. О. Маслюк [32, 33, 51].

Н. В. Рева у своїй роботi [45] розглянула параметризовану числом 𝜀 ∈

[0, 𝜀0] сiм’ю багатоточкових крайових задач для системи 𝑚 ∈ N диференцi-

альних рiвнянь першого порядку

𝑦′(𝑡; 𝜀) = 𝐴(𝑡; 𝜀)𝑦(𝑡; 𝜀) + 𝑓(𝑡; 𝜀), (1.6)

𝑈(𝜀)𝑦(𝑡; 𝜀) :=
𝑛∑︁

𝑗=1

𝐵𝑗(𝜀)𝑦(𝑡𝑗; 𝜀) = 0, (1.7)

де матрицi-функцiї 𝐴(·; 𝜀) ∈ (𝐿1)
𝑚×𝑚, вектор-функцiї 𝑓(·; 𝜀) ∈ (𝐿1)

𝑚, матрицi

𝐵𝑗(𝜀) ∈ C𝑚×𝑚, 𝑡𝑗 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑗 ∈ 𝐽 := {1, 2, ..., 𝑛}, 𝑛 ∈ N.

У роботi Н. В. Реви [45] встановлена

Теорема 1.2. Нехай гранична однорiдна крайова задача

𝑦′(𝑡; 0) = 𝐴(𝑡; 0)𝑦(𝑡; 0),

𝑈(0)𝑦(𝑡; 0) :=
𝑛∑︁

𝑗=1

𝐵𝑗(0)𝑦(𝑡𝑗; 0) = 0

має лише тривiальний розв’язок i виконуються умови

1) 𝐴(·; 𝜀)− 𝐴(·; 0) = 𝑅(·; 𝜀) ∈ℳ𝑚;

2)
⃦⃦
𝑓(·; 𝜀)

⃦⃦
1

= 𝑂(1);

3)
⃦⃦
𝑓∨(·; 𝜀)− 𝑓∨(·; 0)

⃦⃦
∞ → 0, 𝜀→ 0+;
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4) ∀𝑗 ∈ 𝐽 : 𝐵𝑗(𝜀) −→ 𝐵𝑗(0), 𝜀→ 0 + .

Тодi для достатньо малих значень 𝜀 розв’язки 𝑦(·; 𝜀) задачi (1.6), (1.7) ви-

значенi однозначно i задовольняють граничне спiввiдношення⃦⃦
𝑦(·; 𝜀)− 𝑦(·; 0)

⃦⃦
∞ → 0, 𝜀→ 0 + .

Тутℳ𝑚 :=ℳ𝑚[𝑎, 𝑏],𝑚 ∈ N — клас всiх𝑚×𝑚 комплекснозначних сумов-

них на [𝑎, 𝑏] матриць-функцiй𝑅(·; 𝜀) : [0, 𝜀0]→ (𝐿1)
𝑚×𝑚, для яких нормований

розв’язок 𝑍(·; 𝜀) системи

𝑍 ′(𝑡; 𝜀) = 𝑅(𝑡; 𝜀)𝑍(𝑡; 𝜀), 𝑍(𝑎; 𝜀) ≡ 𝐼𝑚

задовольняє граничне спiввiдношення

lim
𝜀→0+

⃦⃦
𝑍(𝑡; 𝜀)− 𝐼𝑚

⃦⃦
(0)

= 0.

Випадок, коли коефiцiєнти𝐴(·) належать бiльш вузькому простору, а саме

простору Соболєва 𝑊 𝑛−1
𝑝

(︀
[𝑎, 𝑏];C𝑚×𝑚)︀, де 1 ≤ 𝑝 < ∞, дослiджено в роботах

Т. I. Кодлюк [22, 23].

У роботi [24] розглянута параметризована числом 𝜀 ∈ [0, 𝜀0] сiм’я бага-

тоточкових крайових задач для системи 𝑚 ∈ N диференцiальних рiвнянь

першого порядку наступного вигляду:

𝑦′(𝑡; 𝜀) = 𝐴(𝑡; 𝜀)𝑦(𝑡; 𝜀) + 𝑓(𝑡; 𝜀), (1.8)
𝑘∑︁

𝑗=1

𝐵𝑗(𝜀)𝑦(𝑡𝑗; 𝜀) = 𝑐𝜀, (1.9)

де матрицi-функцiї 𝐴(·; 𝜀) ∈ (𝑊 𝑛−1
𝑝 )𝑚×𝑚, вектор-функцiї 𝑓(·; 𝜀) ∈ (𝑊 𝑛−1

𝑝 )𝑚,

матрицi 𝐵𝑗(𝜀) ∈ C𝑚×𝑚, вектори 𝑐𝜀 ∈ C𝑚, 𝑡, 𝑡𝑗 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑗 = {1, 2, ..., 𝑘}, 𝑘 ∈ N.

У цiй роботi встановлена

Теорема 1.3. Нехай гранична однорiдна крайова задача вигляду (1.8),

(1.9) має лише тривiальний розв’язок i при 𝜀→ 0+ виконуються умови
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1)
⃦⃦
𝐴(·; 𝜀)− 𝐴(·; 0)

⃦⃦
𝑛−1,𝑝 → 0;

2)
⃦⃦
𝑓(·; 𝜀)− 𝑓(·; 0)

⃦⃦
𝑛−1,𝑝 → 0;

3) 𝑐𝜀 → 𝑐0;

4)
⃦⃦
𝐵𝑗(𝜀)→ 𝐵𝑗(0)

⃦⃦
, 𝑗 = {1, 2, ..., 𝑘}.

Тодi для достатньо малих значень 𝜀 розв’язки 𝑦(·; 𝜀) задачi (1.8), (1.9) ви-

значенi однозначно i задовольняють граничне спiввiдношення

⃦⃦
𝑦(·; 𝜀)− 𝑦(·; 0)

⃦⃦
𝑛,𝑝
→ 0, 𝜀→ 0 + .

У роботi Т. I. Кодлюк i В. А. Михайлеця [23] дослiджено багатоточковi

крайовi задачi для систем звичайних диференцiальних рiвнянь першого по-

рядку в просторах Соболєва 𝑊 𝑛
𝑝 , де 1 ≤ 𝑝 <∞, але точки вiдрiзка [𝑎, 𝑏], якi

фiгурують у крайовiй умовi, є фiксованими i не залежать вiд параметра. У

роботi Є.В. Гнип i Т. I. Кодлюк [12] також дослiджено некласичнi багатото-

чковi крайовi задачi для систем звичайних диференцiальних рiвнянь довiль-

ного порядку у просторах Соболєва 𝑊 𝑛
𝑝 , де 1 ≤ 𝑝 < ∞, проте в цiй роботi

кiлькiсть точок у кожнiй серiї не залежить вiд параметра. Випадок 𝑝 = ∞

ранiше не вивчався.

Отже, для подальшого розгляду актуальним залишається питання дослi-

дження найбiльш загального класу багатоточкових лiнiйних крайових задач

для систем звичайних диференцiальних рiвнянь першого порядку, розв’язки

яких пробiгають простiр Соболєва 𝑊 𝑛−1
𝑝

(︀
[𝑎, 𝑏];C𝑚×𝑚)︀, де 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞. Ми

розглянемо випадок, коли точки вiдрiзка [𝑎, 𝑏], якi фiгурують у крайових

умовах, не є фiксованими i залежать вiд числового параметра, а також кiль-

кiсть точок у кожнiй серiї залежатиме вiд параметра.
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1.3. Системи диференцiальних рiвнянь першого поряд-

ку

У дисертацiйнiй роботi Н. В. Реви [45] розглянуто найбiльш загальнi що-

до простору 𝑊 1
1 крайовi задачi, що мiстять у собi загальнi крайовi задачi, та

дослiджено неперервнiсть за параметром розв’язкiв таких задач за нормою

простору Соболєва𝑊 1
1 на вiдрiзку [𝑎, 𝑏]. Розглянуто параметризовану числом

𝜀 ∈ [0, 𝜀0] сiм’ю неоднорiдних найбiльш загальних щодо простору 𝑊 1
1 крайо-

вих задач для системи 𝑚 ∈ N диференцiальних рiвнянь першого порядку

𝑦′(𝑡; 𝜀) = 𝐴(𝑡; 𝜀)𝑦(𝑡; 𝜀) + 𝑓(𝑡; 𝜀), 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏], (1.10)

𝛼𝜀𝑦(𝑎; 𝜀) +

∫︁ 𝑏

𝑎

Φ(𝑡; 𝜀)𝑦′(𝑡; 𝜀)𝑑𝑡 = 𝑐(𝜀), (1.11)

де матрицi-функцiї 𝐴(·; 𝜀) ∈ (𝐿1)
𝑚×𝑚, Φ(·; 𝜀) ∈ (𝐿∞)𝑚×𝑚, вектор-функцiя

𝑓(·; 𝜀) ∈ (𝐿1)
𝑚, матрицi 𝛼𝜀 ∈ C𝑚×𝑚 та вектори 𝑐(𝜀) ∈ C𝑚.

У випадку, коли матрицi-функцiї Φ(·; 𝜀) мають обмежену варiацiю по 𝑡 на

[𝑎, 𝑏], умова (1.11) еквiвалентна загальнiй крайовiй.

Пiд розв’язком найбiльш загальної щодо простору 𝑊 1
1 крайової задачi

розумiється вектор-функцiя 𝑦(·; 𝜀) ∈ (𝑊 1
1 )𝑚, яка задовольняє диференцiальне

рiвняння (1.10) майже скрiзь на вiдрiзку [𝑎, 𝑏] i крайову умову (1.11).

Теорема 1.4. Нехай однорiдна гранична крайова задача

𝑦′(𝑡; 0) = 𝐴(𝑡; 0)𝑦(𝑡; 0) + 𝑓(𝑡; 0),

𝛼0𝑦(𝑎; 0) +

∫︁ 𝑏

𝑎

Φ(𝑡; 0)𝑦′(𝑡; 0)𝑑𝑡 = 𝑐0

має лише тривiальний розв’язок i при 𝜀→ 0+ виконуються умови

1)
⃦⃦
𝐴(·; 𝜀)− 𝐴(·; 0)

⃦⃦
1
→ 0+;

2)
⃦⃦
𝑓(·; 𝜀)− 𝑓(·; 0)

⃦⃦
1
→ 0+;
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3) 𝑐𝜀 → 𝑐(0);

4) 𝛼𝜀 → 𝛼0;

5)
⃦⃦

Φ(·; 𝜀)− Φ(·; 0)
⃦⃦
∞ → 0 + .

Тодi для достатньо малих 𝜀 > 0 задача (1.10), (1.11) має єдиний

розв’язок i виконується збiжнiсть

⃦⃦
𝑦(·; 𝜀)− 𝑦(·; 0)

⃦⃦
1,1
→ 0, 𝜀→ 0 + .

Неперервну залежнiсть за параметром розв’язкiв найбiльш загальних кра-

йових задач у нормах просторiв Соболєва 𝑊 𝑛
𝑝 , де 1 ≤ 𝑝 < ∞, дослiджено у

роботi Т. I. Кодлюк [24].

У роботi [24] розглянуто параметризовану числом 𝜀 ∈ [0, 𝜀0] сiм’ю неодно-

рiдних найбiльш загальних щодо простору 𝑊 𝑛
𝑝 крайових задач для системи

𝑚 ∈ N диференцiальних рiвнянь першого порядку

𝑦′(𝑡; 𝜀) = 𝐴(𝑡; 𝜀)𝑦(𝑡; 𝜀) + 𝑓(𝑡; 𝜀), 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏], (1.12)

𝑈(𝜀)𝑦(𝑡; 𝜀) = 𝑐(𝜀), (1.13)

де матрицi-функцiї 𝐴(·; 𝜀) ∈ (𝑊 𝑛−1
𝑝 )𝑚×𝑚, вектор-функцiї 𝑓(·; 𝜀) ∈ (𝑊 𝑛−1

𝑝 )𝑚,

вектори 𝑐(𝜀) ∈ C𝑚 та лiнiйнi неперервнi оператори

𝑈(𝜀) : 𝑊 𝑛
𝑝

(︀
[𝑎, 𝑏],C𝑚

)︀
→ C𝑚.

Пiд розв’язком найбiльш загальної щодо простору𝑊 𝑛
𝑝 крайової задачi ро-

зумiється вектор-функцiя 𝑦(·; 𝜀) ∈ (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚, яка задовольняє диференцiальне

рiвняння (1.12) майже скрiзь на вiдрiзку [𝑎, 𝑏] i крайову умову (1.13).

Теорема 1.5. Нехай однорiдна гранична крайова задача вигляду (1.12),

(1.13) має лише тривiальний розв’язок i при 𝜀 → 0+ виконуються умови

1)
⃦⃦
𝐴(·; 𝜀)− 𝐴(·; 0)

⃦⃦
𝑛−1 → 0+;

2)
⃦⃦
𝑓(·; 𝜀)− 𝑓(·; 0)

⃦⃦
𝑛−1 → 0+;
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3) 𝑐𝜀 → 𝑐(0);

4) 𝑈(𝜀)𝑦 → 𝑈(0)𝑦 для кожного 𝑦 ∈ (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚.

Тодi для достатньо малих 𝜀 > 0 розв’язок задачi (1.12), (1.13) однозна-

чно визначений i виконується збiжнiсть

⃦⃦
𝑦(·; 𝜀)− 𝑦(·; 0)

⃦⃦
𝑛,𝑝
→ 0, 𝜀→ 0 + .

Найбiльш загальнi крайовi задачi для систем диференцiальних рiвнянь

першого порядку щодо просторiв дробової гладкостi дослiджено в роботах [13,

69, 90] та щодо просторiв неперервно диференцiйовних функцiй у роботi [38].

Проте вiдкритим залишається питання неперервностi за параметром 𝜀→

0+ розв’язкiв найбiльш загальних крайових задач для систем рiвнянь пер-

шого порядку у просторi Соболєва (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚, де 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞.



41

1.4. Системи диференцiальних рiвнянь довiльного по-

рядку

У дисертацiйнiй роботi Є. В. Гнип [16] розглянуто найбiльш загальнi щодо

простору 𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 , де 1 ≤ 𝑝 < ∞, крайовi задачi для систем диференцiальних

рiвнянь довiльних порядкiв. Доведено, що цi крайовi задачi є фредгольмо-

вими з iндексом нуль, отримано необхiдну i достатню умову їх однозначної

розв’язностi. Для залежних вiд параметра 𝜀 ∈ [0, 𝜀0) найбiльш загальних

крайових задач встановлено конструктивний критерiй неперервної залежно-

стi розв’язкiв за параметром 𝜀 при 𝜀 = 0 у просторi 𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 .

Розглянуто параметризовану числом 𝜀 ∈ [0, 𝜀0) сiм’ю неоднорiдних кра-

йових задач для систем 𝑚 лiнiйних диференцiальних рiвнянь порядку 𝑟 ≥ 1

𝐿(𝜀)𝑦(𝑡, 𝜀) = 𝑦(𝑟)(𝑡, 𝜀) +
𝑟∑︁

𝑗=1

𝐴𝑟−𝑗(𝑡, 𝜀)𝑦
(𝑟−𝑗)(𝑡, 𝜀) = 𝑓(𝑡, 𝜀), 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏], (1.14)

𝐵(𝜀)𝑦(·, 𝜀) = 𝑐(𝜀), (1.15)

де для кожного 𝜀 ∈ [0, 𝜀0) є шуканою вектор-функцiя 𝑦(·, 𝜀) ∈ (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚 i за-

дано матрицi-функцiї 𝐴𝑟−𝑗(·, 𝜀) ∈ (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚×𝑚, вектор-функцiю 𝑓(·, 𝜀) ∈ (𝑊 𝑛

𝑝 )𝑚,

вектор 𝑐(𝜀) ∈ C𝑟𝑚 та лiнiйний неперервний оператор 𝐵(𝜀) : (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚 → C𝑟𝑚.

Встановлено критерiй неперевної залежностi за параметром розв’язкiв

крайової задачi (1.14), (1.15) для системи диференцiальних рiвнянь довiль-

ного порядку.

Розглянутi такi граничнi умови при 𝜀→ 0+:

(I) 𝐴𝑟−𝑗(·, 𝜀)→ 𝐴𝑟−𝑗(·, 0) в (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚×𝑚 для кожного 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑟};

(II) 𝐵(𝜀)𝑦 → 𝐵(0)𝑦 в C𝑟𝑚 для кожного значення 𝑦 ∈ (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚.

Розглянута також умова (0). Гранична однорiдна крайова задача

𝐿(0)𝑦(𝑡, 0) = 0, 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏, 𝐵(0)𝑦(·, 0) = 0



42

має лише тривiальний розв’язок.

Означення 1.1. Розв’язок крайової задачi (1.14), (1.15) неперервно зале-

жить вiд параметра 𝜀 при 𝜀 = 0, якщо виконуються наступнi умови:

(*) iснує таке додатне число 𝜀1 < 𝜀0, що для довiльних 𝜀 ∈ [0, 𝜀1), функцiї

𝑓(·, 𝜀) ∈ (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚 i вектора 𝑐(𝜀) ∈ C𝑟𝑚 ця задача має єдиний розв’язок

𝑦(·, 𝜀) ∈ (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚.

(**) зi збiжностi правих частин 𝑓(·, 𝜀)→ 𝑓(·, 0) у (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚 i 𝑐(𝜀)→ 𝑐(0) у C𝑟𝑚

випливає збiжнiсть розв’язкiв

𝑦(·, 𝜀)→ 𝑦(·, 0) в (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚 при 𝜀→ 0 + .

Теорема 1.6. Розв’язок крайової задачi (1.14), (1.15) неперервно зале-

жить вiд параметра 𝜀 при 𝜀 = 0 тодi i тiльки тодi, коли вона задовольняє

умову (0) i граничнi умови (I), (II).

Крiм того, знайдено двобiчну оцiнку швидкостi збiжностi розв’язкiв кра-

йової задачi.

Теорема 1.7. Нехай крайова задача (1.14), (1.15) задовольняє умову (0)

i граничнi умови (I), (II). Тодi iснують такi додатнi числа 𝜀2 < 𝜀1 i 𝛾1, 𝛾2,

що для кожного 𝜀 ∈ (0, 𝜀2) виконується наступна двобiчна оцiнка:

𝛾1
(︀⃦⃦

𝐿(𝜀)𝑦(·, 0)− 𝑓(·, 𝜀)
⃦⃦
𝑛,𝑝

+
⃦⃦
𝐵(𝜀)𝑦(·, 0)− 𝑐(𝜀

)︀
‖C𝑟𝑚

)︀
≤

≤
⃦⃦
𝑦(·, 0)− 𝑦(·, 𝜀)

⃦⃦
𝑛+𝑟,𝑝

≤

≤ 𝛾2
(︀⃦⃦

𝐿(𝜀)𝑦(·, 0)− 𝑓(·, 𝜀)
⃦⃦
𝑛,𝑝

+
⃦⃦
𝐵(𝜀)𝑦(·, 0)− 𝑐(𝜀)

⃦⃦
C𝑟𝑚

)︀
.

Тут числа 𝜀2, 𝛾1 i 𝛾2 не залежать вiд 𝑦(·, 0), 𝑦(·, 𝜀), 𝑓(·, 𝜀) i 𝑐(𝜀).

Щодо просторiв неперервно диференцiйовних функцiй найбiльш загальнi

крайовi задачi дослiджено в роботi [52] для систем диференцiальних рiвнянь
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довiльних порядкiв. Доведено фредгольмовiсть цих задач, знайдено доста-

тнi умови їх коректної розв’язностi та неперервної залежностi за параметром

їх розв’язкiв у вказаних просторах [94]. Пiзнiше у роботi О. О. Мурача i

В. O. Солдатова [39] автори показали, що встановленi ранiше умови непе-

рервної залежностi за параметром є ще й необхiдними. Найбiльш загальнi

крайовi задачi для систем диференцiальних рiвнянь довiльного порядку що-

до просторiв дробової гладкостi дослiджено в роботах [86, 87, 88]

Разом з тим вiдкритим залишається питання неперервностi за параме-

тром 𝜀 → 0+ розв’язкiв найбiльш загальних крайових задач для систем ди-

ференцiальних рiвнянь довiльного порядку у просторi Соболєва (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚, де

1 ≤ 𝑝 ≤ ∞.
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Висновки до роздiлу 1

У першому роздiлi обговорено об’єкт дослiдження — одновимiрнi фре-

дгольмовi крайовi задачi, найбiльш загальнi щодо просторiв Соболєва, а та-

кож предмет дослiдження — характер розв’язностi i залежностi вiд параме-

тра розв’язкiв крайових задач. Iз наведених вiдомостей можна зробити такi

висновки:

1. Недостатньо дослiдженим є питання неперервної залежностi за параме-

тром розв’язкiв найбiльш загальних крайових задач для систем лiнiй-

них звичайних диференцiальних рiвнянь довiльного порядку у просто-

рах Соболєва (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚, де 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞.

2. Актуально розглянути застосування теорем про неперервнiсть за пара-

метром розв’язкiв найбiльш загальних крайових задач до некласичних

багатоточкових крайових задач.

3. Недостатньо дослiдженим є також питання поширення отриманих ре-

зультатiв на систему диференцiальних рiвнянь довiльного порядку у

просторах Соболєва (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚, де 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, якiй вiдповiдає лiнiйний

фредгольмiв оператор iз ненульовим iндексом.
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Роздiл 2

Системи рiвнянь першого порядку в просторах Соболєва

У цьому роздiлi дослiджуємо найбiльш загальний клас лiнiйних крайо-

вих задач для систем звичайних диференцiальних рiвнянь першого порядку,

розв’язки яких пробiгають вiдповiдний комплексний простiр Соболєва 𝑊 𝑛
𝑝 ,

де 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞.

2.1. Постановка задачi

Нехай задано довiльним чином (скiнченний) вiдрiзок [𝑎, 𝑏] ⊂ R та пара-

метри

{𝑚,𝑛, 𝑙} ⊂ N, 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞.

Розглянемо крайову задачу для системи𝑚 лiнiйних диференцiальних рiв-

нянь першого порядку:

𝐿𝑦(𝑡) := 𝑦′(𝑡) + 𝐴(𝑡)𝑦(𝑡) = 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏), (2.1)

𝐵𝑦 = 𝑐, (2.2)

де матриця-функцiя 𝐴(·) належить простору (𝑊 𝑛−1
𝑝 )𝑚×𝑚, вектор-функцiя

𝑓(·) — простору (𝑊 𝑛−1
𝑝 )𝑚, вектор 𝑐 — простору C𝑙 i лiнiйний неперервний

оператор

𝐵 : (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚 → C𝑙. (2.3)

Пiд розв’язком крайової задачi (2.1), (2.2) розумiємо вектор-функцiю

𝑦(·) ∈ (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚, яка задовольняє рiвняння (2.1) (скрiзь при 𝑛 ≥ 1 i майже

скрiзь при 𝑛 = 0) на (𝑎, 𝑏), та рiвнiсть (2.2), яка задає 𝑙 скалярних крайових

умов. Розв’язки рiвняння (2.1) заповнюють простiр (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚, коли його права

частина 𝑓(·) пробiгає простiр (𝑊 𝑛−1
𝑝 )𝑚. Це випливає з леми 2.1, поданої ниж-

че. Тому крайова умова (2.2) є найбiльш загальною для цього рiвняння. Вона
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охоплює як усi вiдомi типи класичних крайових умов: задачi Кошi, дво- i ба-

гатоточковi, iнтегральнi i мiшанi задачi, так i ряд некласичних задач. Останнi

можуть мiстити похiднi цiлого та дробового порядку 𝑘, де 0 < 𝑘 ≤ 𝑛.

Iз вiдомих результатiв функцiонального аналiзу [80] випливає, що кожний

з операторiв 𝐵 в (2.3) при 1 ≤ 𝑝 <∞ допускає наступне однозначне аналiти-

чне представлення:

𝐵𝑦 =
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝛼𝑘𝑦
(𝑘)(𝑎) +

∫︁ 𝑏

𝑎

Φ(𝑡)𝑦(𝑛)(𝑡)d𝑡, 𝑦(·) ∈ (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚, (2.4)

де матрицi 𝛼𝑘 належать простору C𝑙×𝑚, а матриця-функцiя Φ(·) — простору

𝐿𝑝′([𝑎, 𝑏];C𝑙×𝑚),
1

𝑝
+

1

𝑝′ = 1.

У випадку 𝑝 =∞ формула (2.4) також задає деякий оператор 𝐵 : (𝑊 𝑛
∞)𝑚 →

C𝑙, але iснують й iншi оператори цього класу, що визначаються iнтегралами

за скiнченно-адитивними мiрами [67].

Лема 2.1. Нехай матриця-функцiя 𝐴 ∈ (𝑊 𝑛−1
𝑝 )𝑚×𝑚. Якщо диференцi-

йовна функцiя 𝑦 : [𝑎, 𝑏] → C𝑚 є розв’язком рiвняння (2.1) для деякої пра-

вої частини 𝑓 ∈ (𝑊 𝑛−1
𝑝 )𝑚, то 𝑦 ∈ (𝑊 𝑛

𝑝 )𝑚. Бiльше того, якщо 𝑓 пробiгає

весь простiр (𝑊 𝑛−1
𝑝 )𝑚, то розв’язки рiвняння (2.1) пробiгають весь простiр

(𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚.

Доведення. Нехай для деякого 𝑓 ∈ (𝑊 𝑛−1
𝑝 )𝑚 диференцiйовна вектор-

функцiя 𝑦 є розв’язком рiвняння (2.1). Доведемо, що 𝑦 належить (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚.

Враховуючи, що 𝐴 i 𝑓 є принаймнi неперервними на [𝑎, 𝑏], маємо

𝑦′ = 𝑓 − 𝐴𝑦 ∈ (𝐶(0))𝑚.

Звiдси випливає, що 𝑦 належить (𝐶(1))𝑚 ⊂ (𝐿𝑝)
𝑚. Бiльше того,

𝑦′ ∈ (𝑊 𝑛−1
𝑝 )𝑚 ⇒ 𝑦 ∈ (𝑊 𝑛

𝑝 )𝑚. (2.5)
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Справдi, якщо 𝑦′ належить (𝑊 𝑛−1
𝑝 )𝑚 для деякого цiлого числа 𝑛, то

𝑦′ = 𝑓 − 𝐴𝑦 ∈ (𝑊 𝑛−1
𝑝 )𝑚,

i тому 𝑦 належить (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚. Включення 𝑦 ∈ (𝐿𝑝)

𝑚 i властивiсть (2.5) обумов-

люють потрiбне включення 𝑦 ∈ (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚.

Доведемо останнє твердження леми. Для довiльного 𝑓 ∈ (𝑊 𝑛−1
𝑝 )𝑚 iснує

розв’язок 𝑦 рiвняння (2.1). Як щойно було показано, 𝑦 належить (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚. Це,

враховуючи очевидну iмплiкацiю

𝑦 ∈ (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚 ⇒ 𝐿𝑦 ∈ (𝑊 𝑛−1

𝑝 )𝑚,

доводить останнє твердження леми.

Лему 2.1 доведено.
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2.2. Допомiжнi результати

У даному пiдроздiлi ми встановимо твердження допомiжного характеру,

якi будуть використанi в доведеннi основних теорем.

Позначимо через 𝑌 (·) ∈ (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚×𝑚 єдиний розв’язок лiнiйного однорiдного

матричного рiвняння вигляду (2.1) з початковою умовою Кошi

𝑌 ′(𝑡) + 𝐴(𝑡)𝑌 (𝑡) = 0, 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏), 𝑌 (𝑎) = 𝐼𝑚, (2.6)

де 𝐼𝑚 — одинична (𝑚×𝑚) — матриця.

У випадку, коли 𝑙 = 𝑚, покладемо

[𝐵𝑌 ] :=

⎛⎜⎜⎜⎝𝐵

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑦1,1(·)
...

𝑦𝑚,1(·)

⎞⎟⎟⎟⎠ , . . . , 𝐵

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑦1,𝑚(·)

...

𝑦𝑚,𝑚(·)

⎞⎟⎟⎟⎠
⎞⎟⎟⎟⎠ . (2.7)

Числова квадратна матриця [𝐵𝑌 ] порядку 𝑚 утворюється в результатi дiї

оператора 𝐵 на вiдповiднi стовпчики (з тими ж номерами) матрицi 𝑌 (·) ма-

тричної задачi Кошi (2.6).

Лема 2.2. Нехай матриця-функцiя 𝑌 (·) ∈ (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚×𝑚 є невиродженою

для кожного 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]. Тодi обернена матриця-функцiя 𝑌 −1(·) належить

простору (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚×𝑚.

Доведення проведемо спочатку для скалярного випадку 𝑚 = 1 методом

математичної iндукцiї по 𝑛 ∈ N.

Нехай 𝑛 = 1. За умовою функцiя 𝑌 (·) належить простору 𝑊 1
𝑝 , а тому

абсолютно неперервна i не дорiвнює нулю на множинi [𝑎, 𝑏]. Звiдси випливає,

що майже скрiзь функцiя 𝑌 −1(·) диференцiйовна i

(︀
𝑌 −1

)︀′
(·) = −𝑌 ′(·)𝑌 −2(·).
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Оскiльки функцiя 𝑌 (·) вiдокремлена вiд нуля i 𝑌 ′(·) належить простору 𝐿𝑝,

то функцiя
(︀
𝑌 −1

)︀′
(·) належить простору 𝐿𝑝. Отже, 𝑌 (·)−1 належить 𝑊 1

𝑝 .

Припустимо, що висновок леми 2.2 правильний для деякого номера 𝑛 =

𝑘 ∈ N. Доведемо, що її висновок правильний i для 𝑛 = 𝑘 + 1. За умовою,

𝑌 (·) належить простору 𝑊 𝑘+1
𝑝 i 𝑌 (𝑡) ̸= {0} для довiльного 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]. Тому

𝑌 −1(·) належить простору 𝑊 𝑘
𝑝 за iндуктивним припущенням. Отже, функцiя

(︀
𝑌 −1

)︀′
(·) = −𝑌 ′(·)𝑌 −2(·)

належить простору 𝑊 𝑘
𝑝 , оскiльки вiн є банаховою алгеброю. У такий спосiб,

𝑌 −1(·) належить простору 𝑊 𝑘+1
𝑝 .

Отже, для випадку 𝑚 = 1 лему доведено.

Доведемо лему у випадку 𝑚 ≥ 2. Як вiдомо,

𝑌 −1(𝑡) =
1

det𝑌 (𝑡)
𝑌 𝑇 (𝑡). (2.8)

Тут 𝑌 𝑇 (·) — транспонована матриця-функцiя, утворена алгебраїчними допов-

неннями елементiв матрицi-функцiї 𝑌 (·). За умовою 𝑌 (·) належить простору

(𝑊 𝑘+1
𝑝 )𝑚×𝑚. Тодi 𝑌 𝑇 (·) належить простору (𝑊 𝑘+1

𝑝 )𝑚×𝑚, оскiльки функцiо-

нальний клас 𝑊 𝑘+1
𝑝 утворює банахову алгебру. Тому, використовуючи дове-

дений вище факт i рiвнiсть (2.8), отримуємо, що i 𝑌 −1(·) належить простору

(𝑊 𝑘+1
𝑝 )𝑚×𝑚.

Лему 2.2 доведено.

Лема 2.3. Для довiльної матрицi-функцiї 𝑌 (·) ∈ (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚×𝑚, вектора

𝑞 ∈ C𝑚 i лiнiйного неперервного оператора 𝐵 : (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚×𝑚 × C𝑚 є правиль-

ною рiвнiсть

𝐵(𝑌 (·)𝑞) = [𝐵𝑌 ] 𝑞,

де матриця [𝐵𝑌 ] визначена рiвнiстю (2.7).
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Доведення. Нехай матриця-функцiя 𝑌 (·) = (𝑦𝑖𝑗(·))𝑚𝑖,𝑗=1, а вектор-стовпчик

𝑞 = (𝑞𝑗)
𝑚
𝑗=1. Позначимо через

(𝛼𝑖)
𝑚
𝑖=1 = [𝐵𝑌 ] 𝑞 i (𝛽𝑖)

𝑚
𝑖=1 = 𝐵(𝑌 (·)𝑞).

Нехай

𝐵(𝑦𝑘(·))𝑚𝑘=1 =: (𝑐𝑘)
𝑚
𝑘=1.

Пiд час дiї оператора 𝐵 на матрицю-функцiю 𝑌 (·) отримуємо матрицю

[𝐵𝑌 ] = (𝑐𝑖𝑗)
𝑚
𝑖,𝑗=1.

Тодi одержимо

(𝛼𝑖)
𝑚
𝑖=1 = (𝑐𝑖𝑗)

𝑚
𝑖,𝑗=1(𝑞𝑗)

𝑚
𝑗=1 =

(︃
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑐𝑖𝑗𝑞𝑗

)︃𝑚

𝑖=1

.

Отже, довiльний елемент 𝛼𝑖 набуває вигляду

𝛼𝑖 =
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑐𝑖𝑗𝑞𝑗, 𝑖 ∈ {1, 2, . . . ,𝑚}.

Але мають мiсце наступнi рiвностi

(𝛽𝑖)
𝑚
𝑖=1 = 𝐵

(︀
(𝑦𝑖𝑗(·))𝑚𝑖,𝑗=1(𝑞𝑗)

𝑚
𝑗=1

)︀
= 𝐵

(︃
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑦𝑖𝑗(·)𝑞𝑗

)︃𝑚

𝑖=1

=

=
𝑚∑︁
𝑗=1

(𝐵𝑦𝑖𝑗(·))𝑚𝑖=1 𝑞𝑗 =
𝑚∑︁
𝑗=1

(𝑐𝑖𝑗)
𝑚
𝑖=1 𝑞𝑗 =

(︃
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑐𝑖𝑗𝑞𝑗

)︃𝑚

𝑖=1

.

Iз цього випливає, що 𝛼𝑖 = 𝛽𝑖, 𝑖 ∈ {1, 2, . . . ,𝑚}.

Лему 2.3 доведено.
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2.3. Теорема про гомеоморфiзми

Розглянемо питання про коректнiсть задачi (2.6) у просторi Соболєва𝑊 𝑛
𝑝 з

нормою ‖·‖𝑛,𝑝. Для цього введемо метричний простiр невироджених матриць-

функцiй

𝒴𝑛
𝑝 := {𝑌 (·) ∈ (𝑊 𝑛

𝑝 )𝑚×𝑚 : 𝑌 (𝑎) = 𝐼𝑚, det𝑌 (𝑡) ̸= 0 ∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]}

iз метрикою

𝑑𝑛,𝑝(𝑌, 𝑍) := ‖𝑌 (·)− 𝑍(·)‖𝑛,𝑝.

Теорема 2.1. Нелiнiйне вiдображення

𝐴(·) ↦→ 𝑌 (·), (2.9)

яке кожнiй матрицi-функцiї 𝐴(·) ∈ (𝑊 𝑛−1
𝑝 )𝑚×𝑚 ставить у вiдповiднiсть

єдиний розв’язок 𝑌 (·) матричної задачi Кошi (2.6), є гомеоморфiзмом бана-

хового простору (𝑊 𝑛−1
𝑝 )𝑚×𝑚 на метричний простiр 𝒴𝑛

𝑝 .

Доведення теореми 2.1 розiб’ємо на три частини.

Лема 2.4. Нелiнiйне вiдображення (2.9) є бiєкцiєю простору (𝑊 𝑛−1
𝑝 )𝑚×𝑚

на метричний простiр 𝒴𝑛
𝑝 .

Доведення проведемо iндукцiєю за параметром 𝑛 ∈ N.

Спочатку доведемо лему 2.4 у випадку 𝑛 = 1. Нехай 𝐴(·) належить

(𝐿𝑝)
𝑚×𝑚, а 𝑌 (·) — єдиний розв’язок задачi (2.6). Оскiльки 𝑌 (·) належить

(𝐿𝑝)
𝑚×𝑚 (як неперервна функцiя) i 𝑌 ′(·) = −𝐴(·)𝑌 (·) належить (𝐿𝑝)

𝑚×𝑚,

то 𝑌 (·) належить (𝑊 1
𝑝 )𝑚×𝑚. З єдиностi розв’язку задачi Кошi (2.6) випливає,

що 𝑌 (·) ∈ 𝒴1
𝑝 однозначно визначається за коефiцiєнтом 𝐴(·) ∈ (𝐿𝑝)

𝑚×𝑚. Тому

вiдображення (2.9) є iн’єктивним.
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Доведемо сюр’єктивнiсть вiдображення. За формулою Лiувiлля–Якобi

(див., наприклад, [97])

det𝑌 (𝑡) = det𝑌 (𝑎) exp

(︂∫︁ 𝑡

𝑎

sp𝐴(𝑠)d𝑠

)︂
= exp

(︂∫︁ 𝑡

𝑎

sp𝐴(𝑠)d𝑠

)︂
̸= 0,

тому матриця 𝑌 (𝑡) є невиродженою для довiльного 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]. Тодi iснує обер-

нена матриця 𝑌 −1(𝑡) i рiвняння (2.6) можна записати у такому виглядi:

𝐴(𝑡) = −𝑌 ′(𝑡)𝑌 −1(𝑡). (2.10)

Матриця 𝑌 ′(·) належить (𝐿𝑝)
𝑚×𝑚, а 𝑌 −1(·) ∈ (𝑊 1

𝑝 )𝑚×𝑚 за лемою 2.2. Тому

добуток цих матриць-функцiй 𝐴(·) належить (𝐿𝑝)
𝑚×𝑚 i вiдображення (2.9) є

сюр’єктивним, а як пiдсумок i бiєктивним.

Припустимо, що висновок леми 2.4 правильний для деякого номера 𝑛 =

𝑘 ∈ N. Доведемо, що її висновок справджується i для 𝑛 = 𝑘 + 1. Нехай 𝐴(·)

належить (𝑊 𝑘
𝑝 )𝑚×𝑚 ⊂ (𝑊 𝑘−1

𝑝 )𝑚×𝑚, а 𝑌 (·) є єдиним розв’язком задачi (2.6).

За iндуктивним припущенням 𝑌 (·) належить 𝒴𝑘
𝑝 . Тому 𝑌 ′(·) = −𝐴(·)𝑌 (·) ∈

(𝑊 𝑘
𝑝 )𝑚×𝑚, оскiльки𝑊 𝑘

𝑝 — банахова алгебра. Отже, 𝑌 (·) належить (𝑊 𝑘+1
𝑝 )𝑚×𝑚.

З єдиностi розв’язку задачi Кошi випливає, що 𝑌 (·) належить 𝒴𝑘+1
𝑝 , тобто

вiдображення (2.9) при 𝑛 = 𝑘 + 1 є iн’єктивним.

Доведемо сюр’єктивнiсть вiдображення. Оскiльки 𝑌 (·) належить

(𝑊 𝑘+1
𝑝 )𝑚×𝑚, то похiдна 𝑌 ′(·) належить (𝑊 𝑘

𝑝 )𝑚×𝑚, i згiдно з лемою 2.2

𝑌 −1(·) ∈ (𝑊 𝑘+1
𝑝 )𝑚×𝑚. Тодi добуток −𝑌 ′(·)𝑌 −1(·) належить (𝑊 𝑘

𝑝 )𝑚×𝑚. Оскiль-

ки справджується рiвнiсть (2.10), то матрична функцiя 𝐴(·) теж належатиме

банаховому простору (𝑊 𝑘
𝑝 )𝑚×𝑚. Це означає, що кожнiй матрицi-функцiї

𝑌 (·) ∈ 𝒴𝑘+1
𝑝 вiдповiдає, згiдно з формулою (2.10), деяка матриця-функцiя

𝐴(·) ∈ (𝑊 𝑘
𝑝 )𝑚×𝑚.

Лему 2.4 доведено.

Лема 2.5. Розв’язок 𝑌 (·) ∈ 𝒴𝑛+1
𝑝 задачi (2.6) неперервно залежить вiд

коефiцiєнта 𝐴(·) ∈ (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚×𝑚.
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Доведення. Треба показати, що зi спiввiдношення

‖𝐴(·; 𝜀)− 𝐴(·; 0)‖𝑛,𝑝 → 0, 𝜀→ 0+,

випливає збiжнiсть ‖𝑌 (·; 𝜀)− 𝑌 (·; 0)‖𝑛+1,𝑝 → 0. Застосуємо принцип матема-

тичної iндукцiї за параметром 𝑛 ∈ N ∪ {0}.

Для цього розглянемо параметризовану числом 𝜀 ∈ [0, 𝜀0] сiм’ю матри-

чних задач

𝑌 ′(𝑡; 𝜀) + 𝐴(𝑡; 𝜀)𝑌 (𝑡; 𝜀) = 0, 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏), (2.11)

𝑌 (𝑎; 𝜀) = 𝐼𝑚, (2.12)

де 𝐴(·; 𝜀) належить (𝐿𝑝)
𝑚×𝑚.

Нехай при 𝜀→ 0+ виконується умова

‖𝐴(·; 𝜀)− 𝐴(·; 0)‖0,𝑝 → 0. (2.13)

Покажемо, що в такому випадку однозначно визначенi розв’язки задач (2.11),

(2.12) задовольняють граничне спiввiдношення

‖𝑌 (·; 𝜀)− 𝑌 (·; 0)‖1,𝑝 → 0,

яке еквiвалентне наступному

‖𝑌 (·; 𝜀)− 𝑌 (·; 0)‖1,𝑝 := ‖𝑌 (·; 𝜀)− 𝑌 (·; 0)‖0,𝑝 + ‖𝑌 ′(·; 𝜀)− 𝑌 ′(·; 0)‖0,𝑝.

Тому достатньо показати, що кожен iз доданкiв у правiй частинi рiвностi

прямує до нуля.

Iз умови (2.13) маємо

‖𝐴(·; 𝜀)− 𝐴(·; 0)‖0,1 → 0.

Як встановлено Я.Д. Тамаркiним [95], iз цього випливає наступна рiвно-

мiрна збiжнiсть

‖𝑌 (·; 𝜀)− 𝑌 (·; 0)‖∞ → 0. (2.14)
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Тому ‖𝑌 (·; 𝜀)− 𝑌 (·; 0)‖0,𝑝 → 0.

Оскiльки простори Соболєва (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚×𝑚 утворюють банахову алгебру, то з

(2.13) i (2.14) випливає, що

‖𝐴(·; 𝜀)𝑌 (·; 𝜀)− 𝐴(·; 0)𝑌 (·; 0)‖0,𝑝 → 0.

Звiдси, враховуючи рiвнiсть (2.11), отримуємо

‖𝑌 ′(·; 𝜀)− 𝑌 ′(·; 0)‖0,𝑝 → 0.

Припустимо, що висновок леми правильний для деякого номера 𝑛 = 𝑘 ∈ N

i розв’язок 𝑌 (·) ∈ 𝒴𝑘
𝑝 задачi (2.11), (2.12) неперервно залежить вiд коефiцi-

єнта 𝐴(·) ∈ (𝑊 𝑘−1
𝑝 )𝑚×𝑚 при 𝜀 = 0.

Доведемо, що її висновок правильний i для 𝑛 = 𝑘 + 1. Нехай при 𝜀→ 0+

виконано умову

‖𝐴(·; 𝜀)− 𝐴(·; 0)‖𝑘,𝑝 → 0.

Тодi, оскiльки простори Соболєва утворюють банахову алгебру, зi зробленого

припущення випливає, що

‖𝐴(·; 𝜀)𝑌 (·; 𝜀)− 𝐴(·; 0)𝑌 (·; 0)‖𝑘,𝑝 → 0.

Iз рiвняння (2.11) маємо

‖𝑌 ′(·; 𝜀)− 𝑌 ′(·; 0)‖𝑘,𝑝 → 0.

Звiдки одержуємо потрiбне спiввiдношення

‖𝑌 (·; 𝜀)− 𝑌 (·; 0)‖𝑘+1,𝑝 → 0.

Лему 2.5 доведено.

Лема 2.6. Коефiцiєнти 𝐴(·; 𝜀) ∈ (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚×𝑚 при 𝜀 = 0 неперервно зале-

жать вiд розв’язкiв 𝑌 (·; 𝜀) ∈ 𝒴𝑛+1
𝑝 задачi (2.11), (2.12).
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Доведення. Нехай при 𝜀→ 0+ для розв’язкiв задач (2.11), (2.12) викону-

ється граничне спiввiдношення

‖𝑌 (·; 𝜀)− 𝑌 (·; 0)‖𝑛+1,𝑝 → 0. (2.15)

Доведемо, що тодi

‖𝐴(·; 𝜀)− 𝐴(·; 0)‖𝑛,𝑝 → 0.

Iз припущення (2.15) випливає, що

‖𝑌 ′(·; 𝜀)− 𝑌 ′(·; 0)‖𝑛,𝑝 → 0,

а, згiдно з лемою 2.2, справедлива збiжнiсть

‖𝑌 −1(·; 𝜀)− 𝑌 −1(·; 0)‖𝑛+1,𝑝 → 0.

Враховуючи наведенi спiввiдношення i рiвнiсть (2.10), одержуємо, що при

𝜀→ 0+

‖𝐴(·; 𝜀)− 𝐴(·; 0)‖𝑛,𝑝 = ‖𝑌 ′(·; 𝜀)𝑌 −1(·; 𝜀)− 𝑌 ′(·; 0)𝑌 −1(·; 0)‖𝑛,𝑝 → 0.

Отже, встановлено бiнеперервнiсть вiдображення

𝐴(·) ↦→ 𝑌 (·) : (𝑊 𝑛−1
𝑝 )𝑚×𝑚 → 𝒴𝑛

𝑝 .

Лему 2.6, а разом з нею i теорему 2.1, доведено.
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2.4. Розв’язнiсть задачi у просторах Соболєва

Запишемо неоднорiдну крайову задачу (2.1), (2.2) у виглядi лiнiйного опе-

раторного рiвняння

(𝐿,𝐵)𝑦 = (𝑓, 𝑐),

де (𝐿,𝐵) є лiнiйним оператором у парi банахових просторiв

(𝐿,𝐵) : (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚 → (𝑊 𝑛−1

𝑝 )𝑚 × C𝑙. (2.16)

Нагадаємо, що лiнiйний неперервний оператор 𝑇 : 𝑋 → 𝑌 , де 𝑋 i 𝑌 —

банаховi простори, називають фредгольмiв, якщо його ядро ker𝑇 i коядро

𝑌/𝑇 (𝑋) скiнченновимiрнi. Якщо цей оператор фредгольмiв, то його область

значень 𝑇 (𝑋) замкнена в 𝑌 , а iндекс

ind𝑇 := dim ker𝑇 − dim(𝑌/𝑇 (𝑋)) ∈ Z

є скiнченним (див., наприклад, [78, лема 19.1.1]). Зауважимо, що часто в укра-

їномовнiй та росiйськомовнiй математичнiй лiтературi фредгольмiв оператор

iз довiльним iндексом називають нетеровим, а термiн ”фредгольмiв” засто-

совують до нетерових операторiв з iндексом нуль. Використана у дисертацiї

термiнологiя є загальноприйнятою в англомовнiй лiтературi.

Теорема 2.2. Лiнiйний оператор (3.19) є обмеженим i фредгольмовим

з iндексом 𝑚− 𝑙.

Доведення теореми 2.2. Обґрунтуємо спочатку неперервнiсть оператора

(𝐿,𝐵). Оскiльки оператор 𝐵 за умовою є лiнiйним i неперервним, то доста-

тньо довести неперервнiсть оператора 𝐿, яка еквiвалентна його обмеженостi.

Обмеженiсть лiнiйного оператора

𝐿 : (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚 → (𝑊 𝑛−1

𝑝 )𝑚
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випливає з означення норм у просторах Соболєва 𝑊 𝑛
𝑝 i того, що кожен iз цих

просторiв утворює банахову алгебру.

Доведемо тепер фредгольмовiсть оператора (𝐿,𝐵) та знайдемо йо-

го iндекс. Виберемо деякий фiксований лiнiйний обмежений оператор

𝐶𝑙,𝑚 : (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚 → C𝑙. Оператор (𝐿,𝐵) допускає зображення

(𝐿,𝐵) = (𝐿,𝐶𝑙,𝑚) + (0, 𝐵 − 𝐶𝑙,𝑚),

де оператор

(𝐿,𝐶𝑙,𝑚) : (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚 → (𝑊 𝑛−1

𝑝 )𝑚 × C𝑙,

а другий доданок є скiнченновимiрним оператором. Iз другої теореми стiй-

костi (див., наприклад, [81, розд. 3, § 1]) випливає, що оператор (𝐿,𝐵) є

фредгольмовим, якщо оператор (𝐿,𝐶𝑙,𝑚) є таким i

ind(𝐿,𝐵) = ind(𝐿,𝐶𝑙,𝑚).

Тому достатньо довести фредгольмовiсть оператора (𝐿,𝐶𝑙,𝑚) i знайти його

iндекс, вибравши належним чином оператор 𝐶𝑙,𝑚. Для цього розглянемо три

випадки.

1. Нехай 𝑙 = 𝑚. Покладемо

𝐶𝑚,𝑚𝑦 := (𝑦1(𝑎), . . . , 𝑦𝑚(𝑎)).

Знайдемо нуль-простiр та область значень цього оператора. Нехай 𝑦(·)

належить ker(𝐿,𝐶𝑙,𝑚). Тодi

𝐿𝑦 = 0 i 𝐶𝑚,𝑚𝑦 = (𝑦1(𝑎), . . . , 𝑦𝑚(𝑎)) = 0.

Iз теореми про єдинiсть розв’язку задачi Кошi випливає, що 𝑦(·) = 0. Тому

ker(𝐿,𝐶𝑚,𝑚) = 0.
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Нехай ℎ ∈ (𝑊 𝑛−1
𝑝 )𝑚×C𝑚 i 𝑐 ∈ C𝑚 вибрано довiльним чином. Iз теореми 2.1

випливає, що iснує така вектор-функцiя 𝑦(·) ∈ (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚, що

𝐿𝑦 = ℎ, (𝑦1(𝑎), . . . , 𝑦𝑚(𝑎)) = 𝑐.

Тому ran(𝐿,𝐶𝑙,𝑚) =
(︀
𝑊 𝑛−1

𝑝

)︀𝑚 × C𝑚.

2. Нехай 𝑙 > 𝑚. Покладемо

𝐶𝑙,𝑚𝑦 := (𝑦1(𝑎), . . . , 𝑦𝑚(𝑎), 0, . . . , 0⏟  ⏞  
𝑙−𝑚

) ∈ C𝑙.

Знайдемо нуль-простiр оператора (𝐿,𝐶𝑙,𝑚). Нехай 𝑦(·) належить

ker(𝐿,𝐶𝑙,𝑚). Тодi

𝐿𝑦 = 0 i (𝑦1(𝑎), . . . , 𝑦𝑚(𝑎)) = 0.

Iз теореми про єдинiсть розв’язку задачi Кошi маємо 𝑦(·) = 0.

Запишемо множину значень оператора (𝐿,𝐶𝑙,𝑚) у виглядi прямої суми

двох пiдпросторiв

ran(𝐿,𝐶𝑙,𝑚) = ran(𝐿,𝐶𝑚,𝑚)⊕ (0, . . . , 0⏟  ⏞  
𝑙−𝑚

).

Але, як доведено ранiше, ran(𝐿,𝐶𝑚,𝑚) = (𝑊 𝑛−1
𝑝 )𝑚 × C𝑚. Тому

def ran(𝐿,𝐶𝑙,𝑚) = 𝑙 −𝑚.

3. Нехай 𝑙 < 𝑚. Покладемо

𝐶𝑟,𝑚𝑦 := (𝑦1(𝑎), . . . , 𝑦𝑙(𝑎)) ∈ C𝑙.

Доведемо, що

dim ker(𝐿,𝐶𝑙,𝑚) = 𝑚− 𝑙,

def ran(𝐿,𝐶𝑙,𝑚) = 0.

Нехай 𝑦(·) належить ker(𝐿,𝐶𝑙,𝑚). Тодi

𝐿𝑦 = 0 i (𝑦1(𝑎), . . . , 𝑦𝑙(𝑎)) = 0.
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Розглянемо наступнi 𝑚− 𝑙 задач Кошi:

𝐿𝑦𝑘 = 0, 𝐶𝑚,𝑚𝑦𝑘 = 𝑒𝑘, де 𝑘 ∈ {𝑙 + 1, 𝑙 + 2, . . . ,𝑚},

𝑒𝑘 := (0, . . . , 0, 1⏟ ⏞ 
𝑘

, 0, . . . , 0) ∈ 𝐶𝑚.

Iз теореми 2.1 випливає, що розв’язки цих задач лiнiйно незалежнi та утво-

рюють базис у пiдпросторi ker(𝐿,𝐶𝑙,𝑚).

Сюр’єктивнiсть оператора (𝐿,𝐶𝑙,𝑚) випливає iз вже доведеної

сюр’єктивностi оператора (𝐿,𝐶𝑚,𝑚).

Отже, в кожному з трьох випадкiв оператор (𝐿,𝐵) є фредгольмовим з

iндексом 𝑚− 𝑙.

Теорему 2.2 доведено.

Сформулюємо критерiй оборотностi оператора (𝐿,𝐵), тобто умову, за якої

неоднорiдна крайова задача (2.1), (2.2) має єдиний розв’язок i вiн неперервно

залежить вiд правих частин диференцiального рiвняння та крайової умови.

Теорема 2.3. Оператор (𝐿,𝐵) є оборотним тодi i тiльки тодi, коли

𝑙 = 𝑚 i матриця [𝐵𝑌 ] невироджена.

Доведення теореми 2.3. Згiдно з теоремою 2.2 оборотнiсть оператора

(𝐿,𝐵) рiвносильна рiвностям 𝑙 = 𝑚 i ker(𝐿,𝐵) = {0}. Тому достатньо показа-

ти, що умова ker(𝐿,𝐵) ̸= {0} рiвносильна виродженостi квадратної матрицi

(2.7).

Нехай ker(𝐿,𝐵) ̸= {0}. Тодi за лемою 2.3 iснує такий нетривiальний

розв’язок однорiдного рiвняння (𝐿,𝐵)𝑦 = (0, 0), що

𝑦(·) ∈ ker(𝐿,𝐵)⇔ (∃ 𝑞 ∈ C𝑚 : 𝑦(𝑡) = 𝑌 (𝑡)𝑞, [𝐵𝑌 ] 𝑞 = 0),

де вектор 𝑞 ̸= 0. Це означає, що стовпцi матрицi (2.7) лiнiйно залежнi i сама

матриця є виродженою.
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Навпаки, нехай матриця (2.7) вироджена. Тодi її стовпцi лiнiйно залежнi.

У такому разi для деякого вектора 𝑞 ̸= 0

[𝐵𝑌 ]𝑞 = 0.

Покладемо 𝑦(·) := 𝑌 (·)𝑞. Тодi 𝑦(·) ̸= 0, 𝐿𝑦 = 0 i

𝐵𝑦 = 𝐵(𝑌 (·)𝑞) = [𝐵𝑌 ]𝑞 = 0

на пiдставi леми 2.3. Тому 𝑦(·) ∈ Ker(𝐿,𝐵) ̸= {0}.

Теорему 2.3 доведено.

Розглянемо питання про вимiрностi ядра i коядра оператора задачi в тер-

мiнах властивостей спецiальної прямокутної числової матрицi.

Означення 2.1. Прямокутна числова матриця

𝑀(𝐿,𝐵) := [𝐵𝑌 (·)] ∈ C𝑚×𝑙 (2.17)

є характеристичною для неоднорiдної крайової задачi (2.1), (2.2), якщо її 𝑗-

й стовпчик є результатом дiї оператора 𝐵 на 𝑗-й стовпчик матрицi-функцiї

𝑌 (·).

Тут 𝑚 є числом скалярних диференцiальних рiвнянь системи (2.1), а 𝑙 —

числом скалярних крайових умов.

Теорема 2.4. Вимiрностi ядра i коядра оператора (3.19) дорiвнюють

вiдповiдно вимiрностi ядра i коядра характеристичної матрицi (2.17):

dim ker(𝐿,𝐵) = dim ker
(︀
𝑀(𝐿,𝐵)

)︀
,

dim coker(𝐿,𝐵) = dim coker
(︀
𝑀(𝐿,𝐵)

)︀
.

Доведення теореми 2.4 наведено у пунктi 3.3 (теорема 3.2) та узагальнено

у випадку лiнiйної крайової задачi для системи 𝑚 диференцiальних рiвнянь

довiльного порядку.
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Приклад 2.1. Розглянемо крайову задачу (2.1), (2.2) при 𝐴(𝑡) ≡ 0 iз

крайовими умовами (2.4)

𝐵𝑦 =
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝛼𝑘𝑦
(𝑘)(𝑎) +

∫︁ 𝑏

𝑎

Φ(𝑡)𝑦(𝑛)(𝑡)d𝑡, 𝑦(·) ∈ (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚.

Нагадаємо, що через 𝑌 (·) ∈ (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚×𝑚 позначено єдиний розв’язок лiнiй-

ного однорiдного матричного рiвняння вигляду (2.1) з початковою умовою

Кошi (2.6). Тодi загальний розв’язок однорiдного рiвняння (2.1) можна запи-

сати у виглядi

𝑦(·) = 𝑌 (·)𝑔,

де вектор-стовпчик 𝑔 ∈ C𝑚 є довiльним.

Тодi з рiвностi (2.4) маємо спiввiдношення

𝐵𝑌 =
𝑛−1∑︁
𝑠=0

𝛼𝑠𝑌
(𝑠)(𝑎) +

∫︁ 𝑏

𝑎

Φ(𝑡)𝑌 (𝑛)(𝑡)d𝑡, 𝑌 (·) = 𝐼𝑚,

𝑀(𝐿,𝐵) = 𝛼0.

Ця числова матриця не залежить вiд 𝑝, 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛−1, функцiї Φ(·) i в такому

випадку справджуються рiвностi

dim ker(𝑀(𝐿,𝐵)) = dim ker(𝛼0),

dim coker(𝑀(𝐿,𝐵)) = dim coker(𝛼0).
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2.5. Неперервнiсть за параметром розв’язкiв крайової

задачi

Зафiксуємо число 𝜀0 > 0. Розглянемо крайову задачу для системи𝑚 лiнiй-

них диференцiальних рiвнянь першого порядку вигляду (2.1), (2.2), залежну

вiд числового параметра 𝜀 ∈ [0, 𝜀0)

𝐿(𝜀)𝑦(𝑡; 𝜀) := 𝑦′(𝑡; 𝜀) + 𝐴(𝑡; 𝜀)𝑦(𝑡; 𝜀) = 𝑓(𝑡; 𝜀), 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏), (2.18)

𝐵(𝜀)𝑦(·; 𝜀) = 𝑐(𝜀). (2.19)

Тут при кожному фiксованому значеннi параметра 𝜀 матриця-функцiя

𝐴(·; 𝜀) ∈ (𝑊 𝑛−1
𝑝 )𝑚×𝑚, вектор-функцiя 𝑓(·; 𝜀) ∈ (𝑊 𝑛−1

𝑝 )𝑚, вектор 𝑐(𝜀) ∈ C𝑚,

а 𝐵(𝜀) є лiнiйним неперервним оператором

𝐵(𝜀) : (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚 → C𝑚.

Пiд розв’язком крайової задачi (2.18), (2.19) розумiємо вектор-функцiю

𝑦(·; 𝜀) ∈ (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚, яка задовольняє рiвняння (2.18) (скрiзь при 𝑛 ≥ 1 та майже

скрiзь при 𝑛 = 0) на (𝑎, 𝑏) i рiвнiсть (2.19). Крайова умова (2.19) є найбiльш

загальною для системи (2.18), оскiльки її розв’язок пробiгає весь простiр

Соболєва (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚 (на пiдставi леми 2.1). Iз крайовою задачею (2.18), (2.19)

пов’яжемо лiнiйний оператор

(𝐿(𝜀), 𝐵(𝜀)) : (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚 → (𝑊 𝑛−1

𝑝 )𝑚 × C𝑚. (2.20)

Згiдно з теоремою 2.2 це є обмежений фредгольмiв оператор з iндексом нуль.

Для того щоб дослiджувана задача мала змiст, надалi будемо вважати,

що виконується

умова (2.0). Гранична однорiдна крайова задача вигляду (2.18), (2.19)

𝐿(0)𝑦(𝑡; 0) = 0, 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏), 𝐵(0)𝑦(·; 0) = 0
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має лише тривiальний розв’язок.

У цьому випадку вiдповiдна гранична неоднорiдна крайова задача має

єдиний розв’язок.

Наступна теорема мiстить конструктивнi умови, за яких неперервний опе-

ратор (2.20) є оборотним при достатньо малих значеннях параметра 𝜀 i га-

рантує неперервну залежнiсть розв’язкiв вiд параметра у просторi (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚.

Теорема 2.5. Нехай при 𝜀→ 0+ виконуються такi умови:

1) ‖𝐴(·; 𝜀)− 𝐴(·; 0)‖𝑛−1,𝑝 → 0 у просторi (𝑊 𝑛−1
𝑝 )𝑚×𝑚;

2) 𝐵(𝜀)𝑦 → 𝐵(0)𝑦 для довiльного значення 𝑦 ∈ (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚.

Тодi для достатньо малих 𝜀 > 0 оператор (𝐿(𝜀), 𝐵(𝜀)) є оборотним. Якщо,

крiм цього,

3) ‖𝑓(·; 𝜀)− 𝑓(·; 0)‖𝑛−1,𝑝 → 0, 𝑐(𝜀)→ 𝑐(0),

то розв’язок 𝑦(·, 𝜀) задачi (2.18), (2.19) задовольняє граничну властивiсть

‖𝑦(·; 𝜀)− 𝑦(·; 0)‖𝑛,𝑝 → 0. (2.21)

Доведення теореми 2.5 наведемо у виглядi доведення чотирьох лем.

Лема 2.7. Нехай виконуються умови (2.0) i 1), 2) теореми 2.5. Тодi для

достатньо малих значень 𝜀 > 0 оператор (𝐿(𝜀), 𝐵(𝜀)) є оборотним.

Доведення. З умови 1) за теоремою про гомеоморфiзми 2.1 випливає, що

‖𝑌 (·; 𝜀)− 𝑌 (·; 0)‖𝑛,𝑝 → 0, 𝜀→ 0 + . (2.22)

Тодi на пiдставi умови 2), отримаємо збiжнiсть числових матриць

[𝐵(𝜀)𝑌 (·; 𝜀)]→ [𝐵(0)𝑌 (·; 0)] , 𝜀→ 0 + . (2.23)
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Згiдно з умовою (2.0) i теоремою 2.3 гранична квадратна матриця є невиро-

дженою. Тому для достатньо малих 𝜀 ≥ 0

det [𝐵(𝜀)𝑌 (·; 𝜀)] ̸= 0.

Звiдси випливає оборотнiсть оператора (𝐿(𝜀), 𝐵(𝜀)).

Лему 2.7 доведено.

Розглянемо разом iз вихiдною неоднорiдною крайовою задачею (2.18),

(2.19) ще три векторнi крайовi задачi вiдносно вектор-функцiї 𝑦(𝑡; 𝜀):

𝑣′(𝑡; 𝜀) = −𝐴(𝑡; 𝜀)𝑣(𝑡; 𝜀), 𝐵(𝜀)𝑣(·; 𝜀) = 𝑐(𝜀), (2.24)

𝑥′(𝑡; 𝜀) + 𝐴(𝑡; 𝜀)𝑥(𝑡; 𝜀) = 𝑓(𝑡; 𝜀), 𝑥(𝑎; 𝜀) = 0, (2.25)

𝑤′(𝑡; 𝜀) + 𝐴(𝑡; 𝜀)𝑤(𝑡; 𝜀) = 𝑓(𝑡; 𝜀), 𝐵(𝜀)𝑤(·; 𝜀) = 0,

де параметр 𝜀 ≥ 0. Як вiдомо, крайова задача (2.25) (задача Кошi) має єдиний

розв’язок.

З огляду на лему 2.7 маємо рiвнiсть

𝑦(·; 𝜀) = 𝑣(·; 𝜀) + 𝑤(·; 𝜀), (2.26)

де 𝜀 ≥ 0. Тому для доведення теореми 2.5 достатньо показати, що за викона-

ння її умов справджуються такi спiввiдношення при 𝜀→ 0+:

‖𝑣(·; 𝜀)− 𝑣(·; 0)‖𝑛,𝑝 → 0, (2.27)

‖𝑤(·; 𝜀)− 𝑤(·; 0)‖𝑛,𝑝 → 0. (2.28)

Лема 2.8. Нехай при 𝜀→ 0+ виконуються умови теореми 2.5. Тодi має

мiсце граничне спiввiдношення (2.27).

Доведення. Iз першої рiвностi крайової задачi (2.24) випливає, що

𝑣(·; 𝜀) = 𝑌 (·; 𝜀)̃︀𝑐(𝜀) (2.29)
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для деякого ̃︀𝑐(𝜀) ∈ C𝑚. Звiдси, враховуючи другу рiвнiсть задачi (2.24), отри-

муємо

[𝐵(𝜀)𝑌 (·; 𝜀)]̃︀𝑐(𝜀) = 𝑐(𝜀).

Тому на пiдставi леми 2.7, теореми 2.3, формули (2.23) i умови 2) маємо

̃︀𝑐(𝜀) = [𝐵(𝜀)𝑌 (·; 𝜀)]−1𝑐(𝜀)→ [𝐵(0)𝑌 (·; 0)]−1𝑐(0) = ̃︀𝑐(0), 𝜀→ 0 + .

Отже, iз (2.22) i (3.56) одержуємо спiввiдношення (2.27).

Лему 2.8 доведено.

Лема 2.9. Нехай при 𝜀 → 0+ виконуються умови 1) – 3) теореми 2.5.

Тодi розв’язок задачi (2.25) має властивiсть

‖𝑥(·; 𝜀)− 𝑥(·; 0)‖𝑛,𝑝 → 0, 𝜀→ 0 + . (2.30)

Доведення. Нехай число 𝜀 > 0 є достатньо малим. Розв’язок задачi (2.25)

допускає зображення

𝑥(𝑡; 𝜀) = 𝑌 −1(𝑡; 𝜀)

𝑡∫︁
𝑎

𝑌 (𝑠; 𝜀)𝑓(𝑠; 𝜀)d𝑠. (2.31)

З умови 1) за теоремою про гомеоморфiзми 2.1 маємо

⃦⃦
𝑌 ±1(·; 𝜀)− 𝑌 ±1(·; 0)

⃦⃦
𝑛,𝑝
→ 0 (2.32)

при 𝜀→ 0+. Тодi згiдно з умовою 3) i спiввiдношення (2.32) є справедливою

збiжнiсть

‖𝑌 (·; 𝜀)𝑓(·; 𝜀)− 𝑌 (·; 0)𝑓(·; 0)‖𝑛−1,𝑝 → 0. (2.33)

Це є наслiдком того, що 𝑊 𝑛
𝑝 банахова алгебра. Тепер зi спiввiдношень (2.31)

– (2.33) отримуємо (2.30).

Лему 2.9 доведено.
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Лема 2.10. За умов теореми 2.5 виконується граничне спiввiдношення

(2.28).

Доведення. Вектор-функцiя 𝑢(·; 𝜀) = 𝑥(·; 𝜀)−𝑤(·; 𝜀) є розв’язком крайової

задачi вигляду (2.24)

𝑢′(𝑡; 𝜀) = −𝐴(𝑡; 𝜀)𝑢(𝑡; 𝜀),

𝐵(𝜀)𝑢(·; 𝜀) = 𝐵(𝜀)𝑥(·; 𝜀) =: ̃︀𝑐(𝜀).
Iз властивостi 2) i леми 2.9 маємо ̃︀𝑐(𝜀) → ̃︀𝑐(0) при 𝜀 → 0+. Тому з леми 2.8,

випливає збiжнiсть

‖𝑢(·; 𝜀)− 𝑢(·; 0)‖𝑛,∞ → 0, 𝜀→ 0 + . (2.34)

Iз рiвностi 𝑤(·; 𝜀) = 𝑥(·; 𝜀)−𝑢(·; 𝜀) та формул (2.30), (2.34), отримуємо (2.28).

Потрiбна гранична властивiсть (2.21) є безпосереднiм наслiдком рiвностi

(2.26) i лем 2.8, 2.10.

Теорему 2.5 доведено.
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2.6. Критерiй неперервностi розв’язкiв за параметром

Сформулюємо критерiй неперервностi розв’язку 𝑦 = 𝑦(𝑡, 𝜀) крайової за-

дачi (2.18), (2.19) за параметром 𝜀 при 𝜀→ 0+ у просторi 𝑊 𝑛
𝑝 .

Розглянемо такi граничнi умови при 𝜀→ 0+:

(2.I) 𝐴(·; 𝜀)→ 𝐴(·; 0) у просторi (𝑊 𝑛−1
𝑝 )𝑚×𝑚;

(2.II) 𝐵(𝜀)𝑦 → 𝐵(0)𝑦 у C𝑚 для кожного значення 𝑦 ∈ (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚.

Означення 2.2. Розв’язок крайової задачi (2.18), (2.19) неперервно зале-

жить вiд параметра 𝜀 при 𝜀 = 0, якщо виконуються такi умови:

(*) iснує таке додатне число 𝜀1 < 𝜀0, що для кожного 𝜀 ∈ [0, 𝜀1), довiльних

правих частин 𝑓(·; 𝜀) ∈ (𝑊 𝑛−1
𝑝 )𝑚 i 𝑐(𝜀) ∈ C𝑚 ця задача має єдиний

розв’язок 𝑦(·; 𝜀), який належить простору (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚;

(**) зi збiжностi правих частин 𝑓(·; 𝜀) → 𝑓(·; 0) в (𝑊 𝑛−1
𝑝 )𝑚 i 𝑐(𝜀) → 𝑐(0) у

C𝑚 випливає збiжнiсть розв’язкiв

𝑦(·; 𝜀)→ 𝑦(·; 0) в (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚 при 𝜀→ 0 + .

Теорема 2.6. Розв’язок крайової задачi (2.18), (2.19) неперервно зале-

жить вiд параметра 𝜀 при 𝜀 = 0 тодi i тiльки тодi, коли вона задовольняє

умову (2.0) та граничнi умови (2.I), (2.II).

Доведення теореми 2.6. Достатнiсть умов (2.0), (2.I) i (2.II) для того, щоб

задача (2.18), (2.19) задовольняла означення 2.2, було доведено в теоремi 2.5.

Доведемо необхiднiсть. Припустимо, що ця задача задовольняє означен-

ня 2.2. Тодi виконується умова (2.0). Залишилося показати, що для цiєї задачi

виконуються умови (2.I) i (2.II). Роздiлимо це доведення на три кроки.
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Крок 1. Доведемо, що крайова задача (2.18), (2.19) задовольняє граничну

умову (2.I). Оператор

(︀
𝐿(𝜀), 𝐵(𝜀)

)︀
: (𝑊 𝑛

𝑝 )𝑚 → (𝑊 𝑛−1
𝑝 )𝑚 × C𝑚

оборотний для будь-якого 𝜀 ∈ [0, 𝜀1) за умови (*) означення 2.2. Для кожного

𝜀 ∈ [0, 𝜀1) розглянемо наступну матричну крайову задачу:

𝑌 ′(𝑡; 𝜀) + 𝐴(𝑡; 𝜀)𝑌 (𝑡; 𝜀) = 𝑂𝑚, 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏),

[𝐵𝑌 (·; 𝜀)] = 𝐼𝑚.

Ця задача є сукупнiстю 𝑚 крайових задач (2.18), (2.19) iз правими частина-

ми, якi не залежать вiд 𝜀. Тому за припущенням вона має єдиний розв’язок

𝑌 (·; 𝜀) ∈ (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚×𝑚, який задовольняє умову 𝑌 (·; 𝜀) → 𝑌 (·; 0) у просторi

(𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚×𝑚 при 𝜀→ 0+. Зазначимо, що det𝑌 (𝑡; 𝜀) ̸= 0 для довiльного 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏),

оскiльки iнакше стовпцi матрицi-функцiї 𝑌 (·; 𝜀) будуть лiнiйно залежними,

що суперечитиме умовi [𝐵𝑌 (·; 𝜀)] = 𝐼𝑚. Тому

𝐴(·; 𝜀) = −𝑌 ′(·; 𝜀)(𝑌 (·; 𝜀))−1 → −𝑌 ′(·; 0)(𝑌 (·; 0))−1 = 𝐴(·; 0)

у просторi (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚×𝑚 при 𝜀→ 0+, тобто виконується умова (2.I).

Крок 2. Покажемо, що справедлива умова (2.II). Спочатку доведемо,

що ‖𝐵(𝜀)‖ = 𝑂(1) при 𝜀 → 0+, де ‖ · ‖ — норма обмеженого оператора

𝐵(𝜀) : (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚 → C𝑚. Припустимо супротивне, тобто iснує така числова послi-

довнiсть
(︀
𝜀(𝑘)
)︀∞
𝑘=1
⊂ (0, 𝜀1), що

𝜀(𝑘) → 0 i 0 <
⃦⃦⃦
𝐵
(︀
𝜀(𝑘)
)︀⃦⃦⃦
→∞, 𝜀→ 0 + .

Для кожного номера 𝑘 виберемо таку вектор-функцiю 𝑥𝑘 ∈ (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚, що

‖𝑥𝑘‖𝑛,𝑝 = 1 i
⃦⃦
𝐵
(︀
𝜀(𝑘)
)︀
𝑥𝑘
⃦⃦
C𝑚 ≥

1

2

⃦⃦
𝐵
(︀
𝜀(𝑘)
)︀⃦⃦

.
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Покладемо

𝑦
(︀
·; 𝜀(𝑘)

)︀
:=
⃦⃦
𝐵
(︀
𝜀(𝑘)
)︀⃦⃦−1

𝑥𝑘,

𝑓
(︀
·; 𝜀(𝑘)

)︀
:= 𝐿

(︀
𝜀(𝑘)
)︀
𝑦
(︀
·; 𝜀(𝑘)

)︀
,

𝑐
(︀
𝜀(𝑘)
)︀

:= 𝐵
(︀
𝜀(𝑘)
)︀
𝑦
(︀
·; 𝜀(𝑘)

)︀
.

Оскiльки 𝑦
(︀
·; 𝜀(𝑘)

)︀
→ 0 у просторi (𝑊 𝑛

𝑝 )𝑚 при 𝜀 → 0+, то 𝑓
(︀
·; 𝜀(𝑘)

)︀
→ 0

в (𝑊 𝑛−1
𝑝 )𝑚, бо за доведеним вище 𝐴(·; 𝜀) задовольняє умову (2.I). Оскiль-

ки скiнченновимiрний простiр C𝑚 є локально компактним, то виконуються

наступнi нерiвностi
1

2
≤
⃦⃦⃦
𝑐
(︁
𝜀(𝑘)
)︁⃦⃦⃦

C𝑚
≤ 1.

Перейшовши до пiдпослiдовностi чисел 𝜀(𝑘), можна вважати, що 𝑐
(︀
𝜀(𝑘)
)︀
→

𝑐(0) при 𝑘 → ∞, де 𝑐(0) — деякий ненульовий вектор у C𝑚. У такий спосiб,

для кожного номера 𝑘 вектор-функцiя 𝑦
(︀
·; 𝜀(𝑘)

)︀
∈ (𝑊 𝑛

𝑝 )𝑚 є єдиним розв’язком

крайової задачi

𝐿
(︁
𝜀(𝑘)
)︁
𝑦
(︁
𝑡; 𝜀(𝑘)

)︁
= 𝑓

(︁
𝑡; 𝜀(𝑘)

)︁
, 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏),

𝐵
(︁
𝜀(𝑘)
)︁
𝑦
(︁
·; 𝜀(𝑘)

)︁
= 𝑐

(︁
𝜀(𝑘)
)︁
.

Нагадаємо, що 𝑓
(︀
·; 𝜀(𝑘)

)︀
→ 0 у (𝑊 𝑛−1

𝑝 )𝑚 i 𝑐
(︀
𝜀(𝑘)
)︀
→ 𝑐(0) ̸= 0 у C𝑚 при

𝑘 →∞. Тому на пiдставi умови (**) означення 2.2, функцiя 𝑦
(︀
·; 𝜀(𝑘)

)︀
збiгає-

ться у просторi (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚 до єдиного розв’язку 𝑦(·; 0) граничної крайової задачi,

яка складається з диференцiального рiвняння 𝐿(0)𝑦(𝑡, 0) = 0, 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏), i не-

однорiдної крайової умови 𝐵(0)𝑦(·; 0) = 𝑐(0). Але врахуємо, що 𝑦
(︀
·; 𝜀(𝑘)

)︀
→ 0

у тому ж просторi. Отже, 𝑦(·; 0) ≡ 0, що суперечить крайовiй умовi. Тому

зроблене припущення є хибним, тобто ‖𝐵(𝜀)‖ = 𝑂(1) при 𝜀→ 0+.

Крок 3. Тепер можемо показати, що виконується умова (2.II). Iз дове-

деного вище випливає, що iснують такi числа 𝛾′ > 0 i 𝜀′ ∈ (0, 𝜀1), що

‖(𝐿(𝜀), 𝐵(𝜀))‖ ≤ 𝛾′ для всiх 𝜀 ∈ [0, 𝜀′), де ‖·‖ — норма обмеженого оператора,
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що дiє з простору (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚 у простiр (𝑊 𝑛−1

𝑝 )𝑚×C𝑚. Виберемо вектор-функцiю

𝑦 ∈ (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚 довiльним чином та покладемо 𝑓(·; 𝜀) := 𝐿(𝜀)𝑦 i 𝑐(𝜀) := 𝐵(𝜀)𝑦 для

кожного 𝜀 ∈ [0, 𝜀0). Тодi при 𝜀→ 0+, враховуючи умову (**), маємо

⃦⃦
𝐵(𝜀)𝑦 −𝐵(0)𝑦

⃦⃦
C𝑚 ≤

⃦⃦
(𝑓(·; 𝜀), 𝑐(𝜀))− (𝑓(·; 0), 𝑐(0))

⃦⃦
(𝑊𝑛−1

𝑝 )𝑚×C𝑚 =

=
⃦⃦

(𝐿(𝜀), 𝐵(𝜀))(𝐿(𝜀), 𝐵(𝜀))−1(𝑓(·; 𝜀), 𝑐(𝜀))− (𝑓(·; 0), 𝑐(0))
⃦⃦
(𝑊𝑛−1

𝑝 )𝑚×C𝑚 ≤

≤ 𝛾′
⃦⃦

(𝐿(𝜀), 𝐵(𝜀))−1
(︀
(𝑓(·; 𝜀), 𝑐(𝜀))− (𝑓(·; 0), 𝑐(0))

)︀⃦⃦
𝑛,𝑝

=

= 𝛾′
⃦⃦

(𝐿(0), 𝐵(0))−1(𝑓(·; 0), 𝑐(0))− (𝐿(𝜀), 𝐵(𝜀))−1(𝑓(·; 0), 𝑐(0))
⃦⃦
𝑛,𝑝
→ 0.

Оскiльки ‖𝐵(𝜀)‖ = 𝑂(1) i
⃦⃦
𝐵(𝜀)𝑦−𝐵(0)𝑦

⃦⃦
C𝑚 → 0, маємо збiжнiсть 𝐵(𝜀)𝑦

до 𝐵(0)𝑦 в C𝑚 для кожного 𝑦 ∈ (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚. Отже, крайова задача (2.18), (2.19)

задовольняє умову (2.II).

Теорему 2.6 доведено.
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2.7. Оцiнка швидкостi збiжностi розв’язкiв за параме-

тром

Перейдемо до дослiдження швидкостi збiжностi розв’язкiв крайової задачi

(2.18), (2.19) при 𝜀→ 0+.

Покладемо

̃︀𝑑𝑛−1,𝑝(𝜀) :=
⃦⃦
𝐿(𝜀)𝑦(·; 0)− 𝑓(·; 𝜀)

⃦⃦
𝑛−1,𝑝 +

⃦⃦
𝐵(𝜀)𝑦(·; 0)− 𝑐(𝜀)

⃦⃦
C𝑚,

де ‖ · ‖𝑛−1,𝑝 є нормою у просторi 𝑊 𝑛−1
𝑝 , а ‖ · ‖C𝑚 — у просторi C𝑚.

Величини ⃦⃦
𝑦(·; 0)− 𝑦(·; 𝜀)

⃦⃦
𝑛,𝑝

та ̃︀𝑑𝑛−1,𝑝(𝜀) є вiдповiдно похибкою i нев’язкою розв’язку 𝑦(·; 𝜀) крайової задачi

(2.18), (2.19), якщо 𝑦(·; 𝜀) розглядати як її точний розв’язок, а 𝑦(·; 0) — як

наближений.

Теорема 2.7. Нехай крайова задача (2.18), (2.19) задовольняє умову (2.0)

та граничнi умови (2.I) i (2.II). Тодi iснують такi додатнi числа 𝜀2 < 𝜀1 i

𝛾1, 𝛾2, що для кожного 𝜀 ∈ (0, 𝜀2) має мiсце двобiчна оцiнка

𝛾1 ̃︀𝑑𝑛−1,𝑝(𝜀) ≤ ⃦⃦𝑦(·; 0)− 𝑦(·; 𝜀)
⃦⃦
𝑛,𝑝
≤ 𝛾2 ̃︀𝑑𝑛−1,𝑝(𝜀), (2.35)

де числа 𝜀2, 𝛾1, 𝛾2 не залежать вiд 𝑦(·; 0) i 𝑦(·; 𝜀).

Згiдно з цiєю теоремою, похибка i нев’язка розв’язку 𝑦(·; 𝜀) крайової задачi

(2.18), (2.19) мають однаковий порядок малостi.

Доведення теореми 2.7. Спочатку покажемо, що має мiсце лiва частина

подвiйної нерiвностi (3.64). Покладемо

𝑓(·, 𝜀) := 𝐿(𝜀) 𝑦(·; 𝜀), 𝑐(𝜀) := 𝐵(𝜀) 𝑦(·; 𝜀). (2.36)
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Iз граничних умов (2.I), (2.II) випливає сильна збiжнiсть обернених операто-

рiв (︀
𝐿(𝜀), 𝐵(𝜀)

)︀ 𝑠−→
(︀
𝐿(0), 𝐵(0)

)︀
, 𝜀→ 0 + .

Тому iснують такi числа 𝛾′ > 0 i 𝜀 ∈ (0, 𝜀′2), що норма цього оператора

задовольняє нерiвнiсть

‖(𝐿(𝜀), 𝐵(𝜀))‖ ≤ 𝛾′. (2.37)

Дiйсно, припустивши протилежне, можна знайти таку послiдовнiсть дода-

тних чисел
(︀
𝜀(𝑘)
)︀∞
𝑘=1

, що 𝜀(𝑘) → 0 i⃦⃦(︀
𝐿(𝜀(𝑘)), 𝐵(𝜀(𝑘))

)︀⃦⃦
→∞ при 𝑘 →∞.

Але за теоремою Банаха – Штейнгауза це суперечить сильнiй збiжностi(︀
𝐿(𝜀(𝑘)), 𝐵(𝜀(𝑘))

)︀
до (𝐿(0), 𝐵(0)) при 𝑘 →∞. Тому для довiльного 𝜀 ∈ (0, 𝜀′2)

з урахуванням (2.36), (2.37) робимо висновок, що⃦⃦
𝐿(𝜀)𝑦(·; 0)− 𝑓(·; 𝜀)

⃦⃦
𝑛−1,𝑝 +

⃦⃦
𝐵(𝜀)𝑦(·; 0)− 𝑐(𝜀)

⃦⃦
C𝑚 =

=
⃦⃦
𝐿(𝜀)𝑦(·; 0)− 𝐿(𝜀)𝑦(·; 𝜀)

⃦⃦
𝑛−1,𝑝 +

⃦⃦
𝐵(𝜀)𝑦(·; 0)−𝐵(𝜀)𝑦(·; 𝜀)

⃦⃦
C𝑚 ≤

≤
⃦⃦
𝐿(𝜀)

⃦⃦⃦⃦
𝑦(·; 0)− 𝑦(·; 𝜀)

⃦⃦
𝑛,𝑝

+
⃦⃦
𝐵(𝜀)

⃦⃦⃦⃦
𝑦(·; 0)− 𝑦(·; 𝜀)

⃦⃦
𝑛,𝑝
≤

≤ 𝛾′
⃦⃦
𝑦(·; 0)− 𝑦(·; 𝜀)

⃦⃦
𝑛,𝑝
,

тобто встановлено лiву частину нерiвностi (3.64) iз 𝛾1 := 1/𝛾′.

Доведемо праву частину подвiйної нерiвностi (3.64). Згiдно з теоремою 2.6

оператор (𝐿(𝜀), 𝐵(𝜀)) має обмежений обернений оператор (𝐿(𝜀), 𝐵(𝜀))−1 для

довiльного 𝜀 ∈ (0, 𝜀′2), причому виконується сильна збiжнiсть

(𝐿(𝜀), 𝐵(𝜀))−1
𝑠−→ (𝐿(0), 𝐵(0))−1, 𝜀→ 0 + .

Справдi, для довiльних 𝑓 ∈ (𝑊 𝑛−1
𝑝 )𝑚 i 𝑐 ∈ C𝑚 за умовою (**) означення 2.2,

маємо збiжнiсть(︀
𝐿(𝜀), 𝐵(𝜀)

)︀−1
(𝑓 ; 𝑐) =: 𝑦(·; 𝜀)→ 𝑦(·; 0) :=

(︀
𝐿(0), 𝐵(0)

)︀−1
(𝑓 ; 𝑐)
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у просторi (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚 при 𝜀 → 0+. Тодi за теоремою Банаха – Штейнгауза як i

вище випливає, що норми цих обернених операторiв обмеженi. Тобто iснують

такi додатнi числа 𝜀2 i 𝛾2, що норма оберненого оператора⃦⃦(︀
𝐿(𝜀), 𝐵(𝜀)

)︀−1⃦⃦ ≤ 𝛾2.

Отже, для довiльного 𝜀 ∈ (0, 𝜀2) справджуються спiввiдношення⃦⃦
𝑦(·; 0)− 𝑦(·; 𝜀)

⃦⃦
𝑛,𝑝

=
⃦⃦(︀

𝐿(𝜀), 𝐵(𝜀)
)︀−1(︀

𝐿(𝜀), 𝐵(𝜀)
)︀(︀
𝑦(·; 0)− 𝑦(·; 𝜀)

)︀⃦⃦
𝑛,𝑝
≤

≤ 𝛾2
(︀
‖𝐿(𝜀)𝑦(·; 0)− 𝑓(·; 𝜀)‖𝑛−1,𝑝 + ‖𝐵(𝜀)𝑦(·; 0)− 𝑐(𝜀)‖C𝑚

)︀
.

Звiдси безпосередньо випливає права частина двобiчної оцiнки (3.64).

Теорему 2.7 доведено.
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2.8. Гранична теорема для розв’язкiв багатоточкових

задач. Випадок 𝑝 =∞

Багатоточковi крайовi задачi є важливими прикладами найбiльш загаль-

них крайових задач, розглянутих вище. Отже, для них є правильними отри-

манi результати про коректну розв’язнiсть цих задач i неперервну залежнiсть

їх розв’язкiв за параметром. У даних пiдроздiлах дослiдимо залежнi вiд па-

раметра багатоточковi крайовi задачi для систем лiнiйних звичайних дифе-

ренцiальних рiвнянь першого порядку, розв’язки яких пробiгають заданий

простiр Соболєва. Використовуючи одержанi результати, отримаємо явнi до-

статнi умови неперервностi за параметром розв’язкiв цих задач.

Нехай, як i ранiше, довiльно задано скiнченний iнтервал (𝑎, 𝑏) ⊂ R i па-

раметри

1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, 𝑟 ∈ N ∪ {0}, {𝑚, 𝑘, 𝑛} ⊂ N.

Розглянемо на iнтервалi (𝑎, 𝑏) систему 𝑚 лiнiйних диференцiальних рiв-

нянь першого порядку, залежних вiд числового параметра 𝜀 ∈ [0, 𝜀0), 𝜀0 > 0

𝐿(𝜀)𝑦(𝑡, 𝜀) := 𝑦′(𝑡, 𝜀) + 𝐴(𝑡, 𝜀)𝑦(𝑡, 𝜀) = 𝑓(𝑡, 𝜀), 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏). (2.38)

Тут, як i в п. 2.5, при кожному фiксованому значеннi параметра 𝜀 матрицi-

функцiї 𝐴(·, 𝜀) належать простору (𝑊 𝑛−1
𝑝 )𝑚×𝑚, вектор-функцiя 𝑓(·, 𝜀) — про-

стору (𝑊 𝑛−1
𝑝 )𝑚, а невiдомою є вектор-функцiя 𝑦(·, 𝜀) ∈ (𝑊 𝑛

𝑝 )𝑚.

Довiльним чином виберемо 𝑟 ≥ 1 точок {𝑡1, . . . , 𝑡𝑟} ⊂ [𝑎, 𝑏]. Пов’яжемо з

системою (2.38) багатоточкову фредгольмову крайову умову

𝐵(𝜀)𝑦(·, 𝜀) =
𝑟∑︁

𝑗=0

𝜔𝑗(𝜀)∑︁
𝑘=1

𝑛∑︁
𝑙=0

𝛽
(𝑙)
𝑗,𝑘(𝜀)𝑦

(𝑙)(𝑡𝑗,𝑘(𝜀), 𝜀) = 𝑞(𝜀), (2.39)

де вектори 𝑞(𝜀) належать простору C𝑚, а матрицi 𝛽(𝑙)
𝑗,𝑘(𝜀) — простору C𝑚×𝑚.

Використання у крайовiй умовi (2.39) повторної суми за iндексами 𝑗 i 𝑘 зумов-
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лено подальшими припущеннями щодо поведiнки точок 𝑡𝑗,𝑘(𝜀) при 𝜀→ 0+ в

залежностi вiд значень параметра 𝑗.

З огляду на неперервне вкладення

(𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚 →˓ (𝐶𝑛−1)𝑚 (2.40)

лiва частина крайової умови (2.39) має сенс для всiх розв’язкiв рiвнян-

ня (2.38). Для кожного 𝜀 ∈ [0, 𝜀0) лiнiйне вiдображення 𝑦 ↦→ 𝐵(𝜀)𝑦, де

𝑦 ∈ (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚, є лiнiйним неперервним оператором

𝐵(𝜀) : (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚 → C𝑚. (2.41)

У граничному випадку при 𝜀 = 0 розглядаємо наступну крайову задачу:

𝐿(0)𝑦(𝑡, 0) = 𝑓(𝑡, 0), 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏), (2.42)

𝐵(0)𝑦(·, 0) =
𝑟∑︁

𝑗=1

𝑛∑︁
𝑙=0

𝛽
(𝑙)
𝑗 𝑦(𝑙)(𝑡𝑗, 0) = 𝑞(0), (2.43)

де матрицi 𝛽(𝑙)
𝑗 ∈ C𝑚×𝑚, точки 𝑡𝑗 ∈ [𝑎, 𝑏] та вектор 𝑞(0) ∈ C𝑚 є заданими.

Зробленi припущення стосовно системи (2.38) та обмеженiсть оператора

(2.41) означають, що крайова задача (2.38), (2.39) при 0 < 𝜀 < 𝜀0 i гранична

крайова задача (2.42), (2.43) є найбiльш загальними щодо простору Соболєва

𝑊 𝑛
𝑝 . Отож, для них застосовнi результати другого роздiлу, серед яких одним

з основних є теорема 2.7 про необхiднi i достатнi умови неперервної залежно-

стi за параметром розв’язку 𝑦(·, 𝜀) у просторi 𝑊 𝑛
𝑝 при 𝜀 = 0. Виявляється,

що використану у цiй теоремi граничну умову (2.II) можна замiнити у сен-

сi достатностi на деякi явнi умови, пов’язанi зi структурою багатоточкових

крайових умов (2.39) i (2.43). Попередньо зауважимо, що у випадку, коли гра-

нична багатоточкова крайова задача (2.42), (2.43) задовольняє умову (2.0),

то за теоремою 2.3 ця задача має єдиний розв’язок 𝑦(·, 0) ∈ (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚.
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Крайовiй задачi (2.38), (2.39) для кожного 𝜀 ∈ [0, 𝜀0) вiдповiдає лiнiйний

оператор

(𝐿(𝜀), 𝐵(𝜀)) : (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚 → (𝑊 𝑛−1

𝑝 )𝑚 × C𝑚. (2.44)

Згiдно з теоремою 2.2, це обмежений фредгольмiв оператор з iндексом нуль.

При 𝜀 = 0 цей оператор є iзоморфiзмом, тобто

(𝐿(0), 𝐵(0)) : (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚 ↔ (𝑊 𝑛−1

𝑝 )𝑚 × C𝑚.

Зауважимо, що крайовi умови (2.39), (2.43) охоплюють як класичнi ба-

гатоточковi задачi, так i некласичнi, що мiстять похiднi цiлого та дробового

порядку 𝑘, де 0 < 𝑘 ≤ 𝑛.

Вiдповiдно до означення 2.2 розв’язок 𝑦 = 𝑦(·, 𝜀) багатоточкової крайової

задачi (2.38), (2.39) є неперервним за параметром 𝜀 у просторi Соболєва 𝑊 𝑛
𝑝 ,

1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, якщо розв’язок 𝑦(·, 𝜀) iснує, єдиний i задовольняє граничне

спiввiдношення

⃦⃦
𝑦(·, 𝜀)− 𝑦(·, 0)

⃦⃦
𝑛,𝑝
→ 0 при 𝜀→ 0 + . (2.45)

Сформулюємо граничну теорему для розв’язкiв багатоточкової крайової

задачi (2.38), (2.39) у випадку 𝑝 =∞.

Розглянемо такi припущення при 𝜀→ 0+:

(𝛼) 𝑡𝑗,𝑘(𝜀)→ 𝑡𝑗 для всiх 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑟} i 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝜔𝑗(𝜀)};

(𝛽)
𝜔𝑗(𝜀)∑︀
𝑘=1

𝛽
(𝑙)
𝑗,𝑘(𝜀)→ 𝛽

(𝑙)
𝑗 для всiх 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑟} i 𝑙 ∈ {0, . . . , 𝑛};

(𝛾)
𝜔𝑗(𝜀)∑︀
𝑘=1

⃦⃦⃦
𝛽
(𝑙)
𝑗,𝑘(𝜀)

⃦⃦⃦
|𝑡𝑗,𝑘(𝜀)− 𝑡𝑗| → 0 для всiх 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑟}, 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝜔𝑗(𝜀)}

i 𝑙 ∈ {0, . . . , 𝑛};

(𝛿)
𝜔0(𝜀)∑︀
𝑘=1

⃦⃦⃦
𝛽
(𝑙)
0,𝑘(𝜀)

⃦⃦⃦
→ 0 для всiх 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝜔0(𝜀)} i 𝑙 ∈ {0, . . . , 𝑛}.
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Зауважимо, що для крайової задачi (2.38), (2.39) не припускається, що

коефiцiєнти 𝐴(·, 𝜀), 𝛽(𝑙)
𝑗,𝑘(𝜀) чи точки 𝑡𝑗,𝑘(𝜀) мають певну регулярнiсть за па-

раметром 𝜀 при 𝜀 > 0. Будемо вимагати, щоб для кожного фiксованого

𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑟} всi точки 𝑡𝑗,𝑘(𝜀) мали спiльну границю при 𝜀 → 0+, проте

для точок нульової серiї 𝑡0,𝑘(𝜀) така вимога не висуватиметься.

В умовах (𝛾) i (𝛿) вираз ‖ · ‖ є нормою комплексної числової матрицi; ця

норма дорiвнює сумi модулiв усiх елементiв матрицi. Припущення (𝛽) i (𝛾)

допускають, що коефiцiєнти 𝛽
(𝑙)
𝑗,𝑘(𝜀) можуть необмежено зростати при 𝜀 →

0+, але не надто швидко. З умови (𝛿) випливає, що не потрiбно вимагати

збiжнiсть точок 𝑡0,𝑗(𝜀) при 𝜀→ 0+, на вiдмiну вiд умови (𝛼).

Теорема 2.8. Нехай крайова задача (2.38), (2.39) при 𝑝 =∞ задовольняє

припущення (𝛼), (𝛽), (𝛾), (𝛿). Тодi вона задовольняє граничну умову (2.II).

Якщо, крiм того, виконанi умови (2.0) i (2.I), то для достатньо малих

𝜀 її розв’язок iснує, єдиний та задовольняє граничне спiввiдношення (2.45).

Доведення. Запишемо оператор (2.41) у виглядi скiнченної суми 𝑟 + 1

доданкiв, роздiлених за серiями

𝐵(𝜀)𝑦(·, 𝜀) = 𝐵0(𝜀)𝑦(·, 𝜀) + 𝐵1(𝜀)𝑦(·, 𝜀) + · · ·+ 𝐵𝑟(𝜀)𝑦(·, 𝜀), (2.46)

де

𝐵0(𝜀)𝑦(𝑡0,𝑘(𝜀), 𝜀) =

𝜔0(𝜀)∑︁
𝑘=1

𝑛∑︁
𝑙=0

𝛽
(𝑙)
0,𝑘(𝜀)𝑦

(𝑙)(𝑡0,𝑘(𝜀)),

𝐵1(𝜀)𝑦(𝑡1,𝑘(𝜀), 𝜀) =

𝜔1(𝜀)∑︁
𝑘=1

𝑛∑︁
𝑙=0

𝛽
(𝑙)
1,𝑘(𝜀)𝑦

(𝑙)(𝑡1,𝑘(𝜀)),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝐵𝑟(𝜀)𝑦(𝑡𝑟,𝑘(𝜀), 𝜀) =

𝜔𝑟(𝜀)∑︁
𝑘=𝑟

𝑛∑︁
𝑙=0

𝛽
(𝑙)
𝑟,𝑘(𝜀)𝑦

(𝑙)(𝑡𝑟,𝑘(𝜀)). (2.47)
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Тодi спiввiдношення

𝐵0(𝜀)
𝑠−→ 0, (2.48)

𝐵𝑗(𝜀)
𝑠−→ 𝐵𝑗(0), 𝑗 ∈ {1, . . . 𝑟}, (2.49)

гарантують виконання граничної умови (2.II).

Покажемо спочатку сильну збiжнiсть операторiв 𝐵0(𝜀) до нуля, тобто ви-

конання спiввiдношення (2.48). Враховуючи умову (𝛿), отримуємо

𝜔0(𝜀)∑︁
𝑘=1

⃦⃦⃦
𝛽
(𝑙)
0,𝑘(𝜀)

⃦⃦⃦ ⃦⃦
𝑦(𝑙)(𝑡0,𝑘(𝜀))

⃦⃦
≤

𝜔0(𝜀)∑︁
𝑘=1

⃦⃦⃦
𝛽
(𝑙)
0,𝑘(𝜀)

⃦⃦⃦ ⃦⃦
𝑦
⃦⃦
𝑛,∞ → 0

для всiх допустимих значень iндексiв 𝑘 i 𝑙. Цi та всi iншi границi у доведеннi

розглядаємо за умови, що 𝜀→ 0+.

Для довiльної вектор-функцiї 𝑦 ∈ (𝑊 𝑛
∞)𝑚 i достатньо малого 𝜀 > 0 маємо⃦⃦

𝐵𝑗(𝜀)𝑦 −𝐵𝑗(0)𝑦
⃦⃦

=

=

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦𝜔𝑗(𝜀)∑︁

𝑘=1

𝑛∑︁
𝑙=0

𝛽
(𝑙)
𝑗,𝑘(𝜀)𝑦

(𝑙)(𝑡𝑗,𝑘(𝜀))−
𝑛∑︁
𝑙=0

𝛽
(𝑙)
𝑗 𝑦(𝑙)(𝑡𝑗)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ ≤

≤
𝜔0(𝜀)∑︁
𝑘=1

𝑛∑︁
𝑙=0

⃦⃦⃦
𝛽
(𝑙)
0,𝑘(𝜀)

⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦
𝑦(𝑙)(𝑡0,𝑘(𝜀))

⃦⃦⃦
+

+
𝑛∑︁
𝑙=0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦𝜔𝑗(𝜀)∑︁

𝑘=1

𝛽
(𝑙)
𝑗,𝑘(𝜀)𝑦

(𝑙)(𝑡𝑗,𝑘(𝜀))− 𝛽
(𝑙)
𝑗 𝑦(𝑙)(𝑡𝑗)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ . (2.50)

Дослiдимо другий доданок у правiй частинi формули (2.50). Для довiль-

них 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑟} i 𝑙 ∈ {0, . . . , 𝑛} маємо⃦⃦⃦⃦
⃦⃦𝜔𝑗(𝜀)∑︁

𝑘=1

𝛽
(𝑙)
𝑗,𝑘(𝜀)𝑦

(𝑙)(𝑡𝑗,𝑘(𝜀))− 𝛽
(𝑙)
𝑗 𝑦(𝑙)(𝑡𝑗)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ =⃦⃦⃦⃦

⃦⃦𝜔𝑗(𝜀)∑︁
𝑘=1

𝛽
(𝑙)
𝑗,𝑘(𝜀)𝑦

(𝑙)(𝑡𝑗,𝑘(𝜀))−
𝜔𝑗(𝜀)∑︁
𝑘=1

𝛽
(𝑙)
𝑗,𝑘(𝜀)𝑦

(𝑙)(𝑡𝑗) +

𝜔𝑗(𝜀)∑︁
𝑘=1

𝛽
(𝑙)
𝑗,𝑘(𝜀)𝑦

(𝑙)(𝑡𝑗)− 𝛽
(𝑙)
𝑗 𝑦(𝑙)(𝑡𝑗)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ ≤

≤

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦𝜔𝑗(𝜀)∑︁

𝑘=1

𝛽
(𝑙)
𝑗,𝑘(𝜀)

(︂
𝑦(𝑙)(𝑡𝑗,𝑘(𝜀))− 𝑦(𝑙)(𝑡𝑗)

)︂⃦⃦⃦⃦⃦⃦+

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
⎛⎝𝜔𝑗(𝜀)∑︁

𝑘=1

𝛽
(𝑙)
𝑗,𝑘(𝜀)− 𝛽

(𝑙)
𝑗

⎞⎠ 𝑦(𝑙)(𝑡𝑗)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ ≤
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≤
𝜔𝑗(𝜀)∑︁
𝑘=1

⃦⃦⃦
𝛽
(𝑙)
𝑗,𝑘(𝜀)

⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦
𝑦(𝑙)(𝑡𝑗,𝑘(𝜀))− 𝑦(𝑙)(𝑡𝑗)

⃦⃦⃦
+

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦𝜔𝑗(𝜀)∑︁

𝑘=1

𝛽
(𝑙)
𝑗,𝑘(𝜀)− 𝛽

(𝑙)
𝑗

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ ‖𝑦‖𝑛,∞ . (2.51)

Отож, на пiдставi умови (𝛽) справджується збiжнiсть⃦⃦⃦⃦
⃦⃦𝜔𝑗(𝜀)∑︁

𝑘=1

𝛽
(𝑙)
𝑗,𝑘(𝜀)− 𝛽

(𝑙)
𝑗

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ ‖𝑦‖𝑛,∞ → 0. (2.52)

Зауважимо, що у просторi 𝑊 𝑛
∞ для довiльних {𝑡1, 𝑡2} ⊂ [𝑎, 𝑏] i 𝑦 ∈ (𝑊 𝑛

∞)𝑚

виконується нерiвнiсть

⃒⃒
𝑦(𝑛−1)(𝑡1)− 𝑦(𝑛−1)(𝑡2)

⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡2

𝑡1

𝑦(𝑛)(𝑠)d𝑠

⃒⃒⃒⃒
≤

≤
∫︁ 𝑡2

𝑡1

⃒⃒
𝑦(𝑛)(𝑠)

⃒⃒
d𝑠 = |𝑡2 − 𝑡1| ess sup

𝑎≤𝑡1<𝑡2≤𝑏

⃒⃒⃒
𝑦(𝑛)
⃒⃒⃒
. (2.53)

Крiм того, похiднi функцiй до порядку (𝑛 − 2) iснують i є лiпшицевими, а

похiдна порядку 𝑛 iснує майже скрiзь та є iстотно обмеженою. З наведених

мiркувань i з умови (2.53) випливає, що похiдна порядку (𝑛 − 1) також є

лiпшицевою.

Тому має мiсце таке спiввiдношення:

𝜔𝑗(𝜀)∑︁
𝑘=1

⃦⃦⃦
𝛽
(𝑙)
𝑗,𝑘(𝜀)

⃦⃦⃦ ⃦⃦
𝑦(𝑙)(𝑡𝑗,𝑘(𝜀))− 𝑦(𝑙)(𝑡𝑗)

⃦⃦
→ 0. (2.54)

Справдi, якщо 0 ≤ 𝑙 ≤ 𝑛, то це є прямим наслiдком умови (𝛾) i того факту,

що вектор-функцiя 𝑦 належить простору (𝑊 𝑛
∞)𝑚 з вiдповiдно визначеною

нормою

𝜔𝑗(𝜀)∑︁
𝑘=1

⃦⃦⃦
𝛽
(𝑙)
𝑗,𝑘(𝜀)

⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦
𝑦(𝑙)(𝑡𝑗,𝑘(𝜀))− 𝑦(𝑙)(𝑡𝑗)

⃦⃦⃦
=

=
⃦⃦⃦
𝑦(𝑛)
⃦⃦⃦
∞

𝜔𝑗(𝜀)∑︁
𝑘=1

⃦⃦⃦
𝛽
(𝑙)
𝑗,𝑘(𝜀)

⃦⃦⃦
|𝑡𝑗,𝑘(𝜀)− 𝑡𝑗| ≤

≤ ‖𝑦‖𝑛,∞
𝜔𝑗(𝜀)∑︁
𝑘=1

⃦⃦⃦
𝛽
(𝑙)
𝑗,𝑘(𝜀)

⃦⃦⃦
|𝑡𝑗,𝑘(𝜀)− 𝑡𝑗| → 0.
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Iз формул (2.51), (2.52), (2.54) безпосередньо випливає спiввiдношення⃦⃦⃦⃦
⃦⃦𝜔𝑗(𝜀)∑︁

𝑘=1

𝛽
(𝑙)
𝑗,𝑘(𝜀)𝑦

(𝑙)(𝑡𝑗,𝑘(𝜀))− 𝛽
(𝑙)
𝑗 𝑦(𝑙)(𝑡𝑗)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦→ 0. (2.55)

Встановлена збiжнiсть (2.55) обумовлює виконання умов (2.49). Тому, вра-

хувавши формули (2.48) i (2.49), робимо висновок, що ‖𝐵(𝜀)𝑦 −𝐵(0)𝑦‖ → 0.

Нагадаємо, що вектор-функцiя 𝑦 ∈ (𝑊 𝑛
∞)𝑚 є довiльною. Як пiдсумок, грани-

чна умова (2.II) справджується.

Перше твердження теореми 2.8 доведено. Друге твердження випливає з

доведеного вище i теореми 2.6.

Теорему 2.8 доведено.
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2.9. Гранична теорема для розв’язкiв багатоточкових

задач. Випадок 1 ≤ 𝑝 <∞

Сформулюємо граничну теорему для розв’язкiв багатоточкової крайової

задачi (2.38), (2.39) у випадку 1 ≤ 𝑝 <∞.

Розглянемо Припущення при 𝜀→ 0+

(𝛾𝑝)
𝜔𝑗(𝜀)∑︀
𝑘=1

⃦⃦⃦
𝛽
(𝑛)
𝑗,𝑘 (𝜀)

⃦⃦⃦
|𝑡𝑗,𝑘(𝜀)− 𝑡𝑗|1/𝑝

′
= 𝑂(1) для всiх 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑟} i 𝑘 ∈

{1, . . . , 𝜔𝑗(𝜀)}, де 1/𝑝 + 1/𝑝′ = 1;

(𝛾′)
𝜔𝑗(𝜀)∑︀
𝑘=1

⃦⃦⃦
𝛽
(𝑙)
𝑗,𝑘(𝜀)

⃦⃦⃦
|𝑡𝑗,𝑘(𝜀)− 𝑡𝑗| → 0 для всiх 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑟}, 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝜔𝑗(𝜀)}

i 𝑙 ∈ {0, . . . , 𝑛− 1}.

Теорема 2.9. Нехай крайова задача (2.38), (2.39) при 1 ≤ 𝑝 < ∞ задо-

вольняє припущення (𝛼), (𝛽), (𝛾𝑝), (𝛾′), (𝛿). Тодi вона задовольняє граничну

умову (2.II).

Якщо, крiм того, виконанi умови (2.0) i (2.I), то для достатньо малих

𝜀 її розв’язок iснує, єдиний та задовольняє граничне спiввiдношення (2.45).

Доведення. Як i ранiше будемо вважати, що оператор (2.41) записаний

у виглядi (2.46), де скiнченна сума 𝑟+ 1 доданкiв роздiлена за серiями (2.47).

Згiдно з теоремою Банаха – Штейнгауза достатньо показати, що норма

оператора 𝐵(𝜀) : (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚 → C𝑚 є обмеженою при 0 < 𝜀≪ 1; а також, що

𝐵(𝜀)𝑦 → 𝐵(0)𝑦 в C𝑚 при 𝜀 → 0+ для кожної вектор-функцiї 𝑦, яка нале-

жить щiльнiй множинi (𝐶∞)𝑚 := 𝐶∞
(︀
[𝑎, 𝑏],C𝑚

)︀
у просторi (𝑊 𝑛

𝑝 )𝑚.

Доведемо спочатку рiвномiрну по 𝜀 обмеженiсть норми оператора

𝐵(𝜀) =
𝑟∑︁

𝑗=0

𝐵𝑗(𝜀).
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Виберемо довiльну вектор-функцiю 𝑦 ∈ (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚 i достатньо малий параметр

𝜀 > 0. Згiдно з крайовою умовою (2.39) маємо спiввiдношення

⃦⃦
𝐵𝑗(𝜀)𝑦 −𝐵𝑗(0)𝑦

⃦⃦
=

=

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦𝜔𝑗(𝜀)∑︁

𝑘=1

𝑛∑︁
𝑙=0

𝛽
(𝑙)
𝑗,𝑘(𝜀)𝑦

(𝑙)(𝑡𝑗,𝑘(𝜀))−
𝑛∑︁
𝑙=0

𝛽
(𝑙)
𝑗 𝑦(𝑙)(𝑡𝑗)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ ≤

≤
𝜔0(𝜀)∑︁
𝑘=1

𝑛∑︁
𝑙=0

⃦⃦⃦
𝛽
(𝑙)
0,𝑘(𝜀)

⃦⃦⃦ ⃦⃦
𝑦(𝑙)(𝑡0,𝑘(𝜀))

⃦⃦
+

+
𝑛∑︁
𝑙=0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦𝜔𝑗(𝜀)∑︁

𝑘=1

𝛽
(𝑙)
𝑗,𝑘(𝜀)𝑦

(𝑙)(𝑡𝑗,𝑘(𝜀))− 𝛽
(𝑙)
𝑗 𝑦(𝑙)(𝑡𝑗)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ . (2.56)

Покажемо обмеженiсть норми оператора, що вiдповiдає нульовiй серiї. Ви-

користовуючи неперервнiсть вкладення (2.40), одержуємо нерiвнiсть

𝜔0(𝜀)∑︁
𝑘=1

⃦⃦⃦
𝛽
(𝑙)
0,𝑘(𝜀)

⃦⃦⃦ ⃦⃦
𝑦(𝑙)(𝑡0,𝑘(𝜀))

⃦⃦
≤ 𝑐0

𝜔0(𝜀)∑︁
𝑘=1

⃦⃦⃦
𝛽
(𝑙)
0,𝑘(𝜀)

⃦⃦⃦ ⃦⃦
𝑦
⃦⃦
𝑛,𝑝

(2.57)

для всiх допустимих значень iндексiв 𝑙 ∈ {0, . . . , 𝑛} i 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝜔0(𝜀)}, де

𝑐0 — норма оператора вкладення (2.40). Цi та всi iншi границi у доведеннi

розглядаємо за умови, що 𝜀→ 0+.

Крiм того, для будь-яких 𝑙 ∈ {0, . . . , 𝑛} i 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑟} маємо⃦⃦⃦⃦
⃦⃦𝜔𝑗(𝜀)∑︁

𝑘=1

𝛽
(𝑙)
𝑗,𝑘(𝜀)𝑦

(𝑙)(𝑡𝑗,𝑘(𝜀))− 𝛽
(𝑙)
𝑗 𝑦(𝑙)(𝑡𝑗)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ =⃦⃦⃦⃦

⃦⃦𝜔𝑗(𝜀)∑︁
𝑘=1

𝛽
(𝑙)
𝑗,𝑘(𝜀)𝑦

(𝑙)(𝑡𝑗,𝑘(𝜀))−
𝜔𝑗(𝜀)∑︁
𝑘=1

𝛽
(𝑙)
𝑗,𝑘(𝜀)𝑦

(𝑙)(𝑡𝑗) +

𝜔𝑗(𝜀)∑︁
𝑘=1

𝛽
(𝑙)
𝑗,𝑘(𝜀)𝑦

(𝑙)(𝑡𝑗)− 𝛽
(𝑙)
𝑗 𝑦(𝑙)(𝑡𝑗)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ ≤

≤

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦𝜔𝑗(𝜀)∑︁

𝑘=1

𝛽
(𝑙)
𝑗,𝑘(𝜀)

(︂
𝑦(𝑙)(𝑡𝑗,𝑘(𝜀))− 𝑦(𝑙)(𝑡𝑗)

)︂⃦⃦⃦⃦⃦⃦+

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
⎛⎝𝜔𝑗(𝜀)∑︁

𝑘=1

𝛽
(𝑙)
𝑗,𝑘(𝜀)− 𝛽

(𝑙)
𝑗

⎞⎠ 𝑦(𝑙)(𝑡𝑗)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ ≤

≤
𝜔𝑗(𝜀)∑︁
𝑘=1

⃦⃦⃦
𝛽
(𝑙)
𝑗,𝑘(𝜀)

⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦
𝑦(𝑙)(𝑡𝑗,𝑘(𝜀))− 𝑦(𝑙)(𝑡𝑗)

⃦⃦⃦
+

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦𝜔𝑗(𝜀)∑︁

𝑘=1

𝛽
(𝑙)
𝑗,𝑘(𝜀)− 𝛽

(𝑙)
𝑗

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ ‖𝑦‖𝑛,𝑝 . (2.58)
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Тут для 𝑙 = 𝑛 i кожного 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝜔𝑗(𝜀)} виконується нерiвнiсть
𝜔𝑗(𝜀)∑︁
𝑘=1

⃦⃦⃦
𝛽
(𝑛)
𝑗,𝑘 (𝜀)

⃦⃦⃦ ⃦⃦
𝑦(𝑛)(𝑡𝑗,𝑘(𝜀))− 𝑦(𝑛)(𝑡𝑗)

⃦⃦
≤

≤
𝜔𝑗(𝜀)∑︁
𝑘=1

⃦⃦⃦
𝛽
(𝑛)
𝑗,𝑘 (𝜀)

⃦⃦⃦
𝑐1 ‖𝑦‖𝑛,𝑝 |𝑡𝑗,𝑘(𝜀)− 𝑡𝑗|1/𝑞,

де 𝑐1 є нормою неперервного оператора вкладення простору Соболєва 𝑊 𝑛
𝑝 у

комплексний простiр Гельдера 𝐶𝑛−1,1/𝑝′(︀[𝑎, 𝑏])︀ (︀див., наприклад, [96, теоре-
ма 4.6.1(𝑒)]

)︀
. Якщо 1/𝑝′ = 0, то останнiй простiр є 𝐶𝑛−1 i нерiвнiсть (2.59)

правильна при 𝑐1 := 2𝑐0.

Крiм того, для кожного 𝑙 ∈ Z, де 0 ≤ 𝑙 ≤ 𝑛 − 1, за теоремою Лагранжа

одержуємо
𝜔𝑗(𝜀)∑︁
𝑘=1

⃦⃦⃦
𝛽
(𝑙)
𝑗,𝑘(𝜀)

⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦
𝑦(𝑙)(𝑡𝑗,𝑘(𝜀))− 𝑦(𝑙)(𝑡𝑗)

⃦⃦⃦
≤

≤
𝜔𝑗(𝜀)∑︁
𝑘=1

⃦⃦⃦
𝛽
(𝑙)
𝑗,𝑘(𝜀)

⃦⃦⃦
max
𝑎≤𝑡≤𝑏

⃦⃦⃦
𝑦(𝑙+1)(𝑡)

⃦⃦⃦
|𝑡𝑗,𝑘(𝜀)− 𝑡𝑗| ≤

≤
𝜔𝑗(𝜀)∑︁
𝑘=1

⃦⃦⃦
𝛽
(𝑙)
𝑗,𝑘(𝜀)

⃦⃦⃦
𝑐0‖𝑦‖𝑛,𝑝 |𝑡𝑗,𝑘(𝜀)− 𝑡𝑗| .

(2.59)

Iз нерiвностей (2.56) – (2.59) та умов (𝛽), (𝛾𝑝), (𝛾′), (𝛿) випливає

‖𝐵(𝜀)𝑦 −𝐵(0)𝑦‖ ≤ 𝑐 ‖𝑦‖𝑛,𝑝,

де число 𝑐 > 0 не залежить вiд 𝑦 ∈ (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚 i достатньо малого 𝜀 > 0. Отже,

норма оператора 𝐵(𝜀) обмежена при 0 < 𝜀≪ 1.

Обґрунтуємо сильну збiжнiсть оператора 𝐵(𝜀) до 𝐵(0). Враховуючи умо-

ву (𝛿) i нерiвнiсть (2.57), маємо

𝜔0(𝜀)∑︁
𝑘=1

⃦⃦⃦
𝛽
(𝑙)
0,𝑘(𝜀)

⃦⃦⃦ ⃦⃦
𝑦(𝑙)(𝑡0,𝑘(𝜀))

⃦⃦
→ 0. (2.60)

Крiм того, за умовою (𝛽)

𝑐0

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦𝜔𝑗(𝜀)∑︁

𝑘=1

𝛽
(𝑙)
𝑗,𝑘(𝜀)− 𝛽

(𝑙)
𝑗

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ ‖𝑦‖𝑛,𝑝 → 0. (2.61)
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Якщо 𝑦 належить (𝐶∞)𝑚, то

𝜔𝑗(𝜀)∑︁
𝑘=1

⃦⃦⃦
𝛽
(𝑙)
𝑗,𝑘(𝜀)

⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦
𝑦(𝑙)(𝑡𝑗,𝑘(𝜀))− 𝑦(𝑙)(𝑡𝑗)

⃦⃦⃦
≤

≤
𝜔𝑗(𝜀)∑︁
𝑘=1

⃦⃦⃦
𝛽
(𝑙)
𝑗,𝑘(𝜀)

⃦⃦⃦
max
𝑎≤𝑡≤𝑏

⃦⃦⃦
𝑦(𝑙+1)(𝑡)

⃦⃦⃦
|𝑡𝑗,𝑘(𝜀)− 𝑡𝑗| → 0

(2.62)

для всiх 𝑙 ∈ {0, . . . , 𝑛} з урахуванням умов (𝛼) i (𝛽). Таким способом, iз фор-

мул (2.56), (2.60) – (2.62) маємо збiжнiсть 𝐵(𝜀)𝑦 → 𝐵(0)𝑦 у C𝑚 при 𝜀→ 0+

для кожного 𝑦 ∈ (𝐶∞)𝑚.

Перше твердження теореми 2.9 доведено. Друге твердження випливає з

доведеного вище i [15, теорема 1].

Теорему 2.9 доведено.

Зазначимо, що системи умов (𝛼), (𝛽), (𝛾), (𝛿) i (𝛼), (𝛽), (𝛾𝑝), (𝛾′), (𝛿) не

гарантують рiвномiрну збiжнiсть неперервних операторiв 𝐵(𝜀) до 𝐵(0) при

𝜀 → 0+. Тому теореми 2.8, 2.9 не випливають iз загальних фактiв теорiї

лiнiйних операторiв.

Зауважимо, що в роботах Т. I. Кодлюк i В.А. Михайлеця [22, 23] дослi-

джено багатоточковi крайовi задачi для систем звичайних диференцiальних

рiвнянь першого порядку в просторах Соболєва 𝑊 𝑛
𝑝 , де 1 ≤ 𝑝 <∞, але в

цих роботах точки вiдрiзка [𝑎, 𝑏], якi фiгурують у крайовiй умовi, є фiксо-

ваними i не залежать вiд параметра. У роботi Є.В. Гнип i Т. I. Кодлюк [12]

дослiджено некласичнi багатоточковi крайовi задачi для систем звичайних

диференцiальних рiвнянь довiльного порядку в просторах Соболєва 𝑊 𝑛
𝑝 , де

1 ≤ 𝑝 <∞, проте в цiй роботi кiлькiсть точок у кожнiй серiї не залежить вiд

параметра 𝜀. Випадок 𝑝 =∞ ранiше не вивчався.
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Висновки до роздiлу 2

У другому роздiлi дисертацiї дослiджено найбiльш загальнi крайовi задачi

та найбiльш загальнi багатоточковi крайовi задачi для системи 𝑚 звичайних

диференцiальних рiвнянь першого порядку, розв’язки яких пробiгають про-

стiр Соболєва (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚, де 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞. Одержано такi основнi результати:

1. Показано, що дослiджуваним крайовим задачам вiдповiдає фредголь-

мiв оператор з iндексом 𝑚 − 𝑙 на парi нормованих просторiв (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚 i

(𝑊 𝑛−1
𝑝 )𝑚 × C𝑙 (теорема 2.2).

2. Встановлено критерiй однозначної розв’язностi дослiджуваних крайо-

вих задач у цих просторах (теорема 2.3).

3. Доведено, що вимiрностi ядра i коядра оператора крайової задачi дорiв-

нюють вiдповiдно вимiрностi ядра i коядра характеристичної матрицi

крайової задачi (теорема 2.4).

4. Для найбiльш загальних крайових задач, залежних вiд параметра 𝜀 ≥ 0,

встановлено конструктивний критерiй неперервностi за параметром

розв’язкiв при 𝜀 = 0 у просторi (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚 (теорема 2.6).

5. Показано, що похибка i нев’язка розв’язкiв цих задач мають однако-

вий порядок малостi при 𝜀 → 0+ у вiдповiдних просторах Соболєва

(теорема 2.6).

6. Знайдено достатнi умови неперервностi за параметром розв’язкiв бага-

тоточкової крайової задачi при 𝜀 = 0 у нормованому просторi (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚 у

випадку 𝑝 =∞ та у випадку 1 ≤ 𝑝 <∞ (теореми 2.8, 2.9).

Результати другого роздiлу опублiковано у статтях [1, 2, 3] i висвiтлено в

тезах конференцiй [5, 6, 7, 61, 62, 63].
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Роздiл 3

Системи рiвнянь довiльного порядку в просторах Соболєва

У цьому роздiлi дослiджуємо найбiльш загальний клас лiнiйних крайових

задач для систем звичайних диференцiальних рiвнянь довiльного порядку,

розв’язки яких пробiгають вiдповiдний комплексний простiр Соболєва 𝑊 𝑛
𝑝 ,

де 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞.

3.1. Постановка задачi

Нехай задано скiнченний iнтервал (𝑎, 𝑏) ⊂ R i параметри

{𝑚,𝑛, 𝑟, 𝑙} ⊂ N, 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞.

Розглянемо на iнтервалi (𝑎, 𝑏) лiнiйну крайову задачу для системи 𝑚 ди-

ференцiальних рiвнянь порядку 𝑟

(𝐿𝑦)(𝑡) := 𝑦(𝑟)(𝑡) +
𝑟∑︁

𝑗=1

𝐴𝑟−𝑗(𝑡)𝑦
(𝑟−𝑗)(𝑡) = 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏), (3.1)

𝐵𝑦 = 𝑐, (3.2)

де матрицi-функцiї 𝐴𝑟−𝑗(·) належать простору (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚×𝑚, вектор-функцiя

𝑓(·) — простору (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚, вектор 𝑐 — простору C𝑙, 𝐵 є лiнiйним неперервним

оператором

𝐵 : (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚 → C𝑙. (3.3)

Крайова умова (3.2) задає 𝑙 скалярних крайових умов для системи 𝑚 ди-

ференцiальних рiвнянь порядку 𝑟. Пiд розв’язком крайової задачi (3.1), (3.2)

розумiємо вектор-функцiю 𝑦(·) ∈ (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚, яка задовольняє рiвняння (3.1)

(при 𝑛 ≥ 1 скрiзь, а при 𝑛 = 0 майже скрiзь) на (𝑎, 𝑏), та рiвнiсть (3.2),

яка задає 𝑙 скалярних крайових умов. Розв’язки рiвняння (3.1) заповнюють
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простiр (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚, коли його права частина 𝑓(·) пробiгає простiр (𝑊 𝑛

𝑝 )𝑚 (див.

лему 3.1, подану нижче). Тому крайова умова (3.2) є найбiльш загальною для

цього рiвняння. Вона охоплює як усi вiдомi типи класичних крайових умов:

задачi Кошi, дво- та багатоточковi, iнтегральнi та мiшанi задачi, так i ряд не-

класичних задач. Останнi можуть мiстити похiднi цiлого i дробового порядку

𝑘, де 0 < 𝑘 ≤ 𝑛 + 𝑟.

Iз вiдомих результатiв функцiонального аналiзу [80] випливає, що кожний

з операторiв 𝐵 в (3.3) при 1 ≤ 𝑝 <∞ допускає наступне однозначне аналiти-

чне зображення:

𝐵𝑦 =
𝑛+𝑟−1∑︁
𝑠=0

𝛼𝑠𝑦
(𝑠)(𝑎) +

∫︁ 𝑏

𝑎

Φ(𝑡)𝑦(𝑛+𝑟)(𝑡)d𝑡, 𝑦(·) ∈ (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚, (3.4)

де матрицi 𝛼𝑠 належать простору C𝑙×𝑚, а матриця-функцiя Φ(·) — простору

𝐿𝑝′([𝑎, 𝑏];C𝑙×𝑚),
1

𝑝
+

1

𝑝′ = 1.

У випадку 𝑝 =∞ формула (3.4) також задає деякий оператор 𝐵 : (𝑊 𝑛+𝑟
∞ )𝑚 →

C𝑙, але iснують й iншi оператори цього класу, що визначаються iнтегралами

за скiнченно-адитивними мiрами [67].

Лема 3.1. Якщо вектор-функцiя 𝑦 : (𝑎, 𝑏) → C𝑚 є розв’язком рiвня-

ння (3.1) для деякої правої частини 𝑓(·) ∈ (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚, то 𝑦(·) належить

(𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚. Бiльше того, якщо 𝑓(·) пробiгає весь простiр (𝑊 𝑛

𝑝 )𝑚, то розв’язки

рiвняння (3.1) пробiгають весь простiр (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚.

Доведення роздiлимо на два кроки. Покажемо справедливiсть твердження

леми спочатку для випадку 𝑛 = 0. Припустимо, що вектор-функцiя 𝑦(·) є

розв’язком рiвняння (3.1) для деякого 𝑓 ∈ (𝐿𝑝)
𝑚. Доведемо, що 𝑦(·) належить

(𝑊 𝑟
𝑝 )𝑚. За визначенням розв’язку рiвняння (3.1) маємо

𝑦(𝑟−1)(·) ∈ 𝐴𝐶[𝑎, 𝑏]⇐⇒ 𝑦(𝑟)(·) ∈ (𝐿1)
𝑚.
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Оскiльки 𝑓 ∈ (𝐿𝑝)
𝑚, то кожне 𝐴𝑟−𝑗(·) ∈ (𝐿𝑝)

𝑚×𝑚. А також вектор-функцiї

𝑦(𝑟−𝑗)(·) є неперервними на [𝑎, 𝑏], тодi

𝑦(𝑟)(·) = 𝑓(·)−
𝑟∑︁

𝑗=1

𝐴𝑟−𝑗(·)𝑦(𝑟−𝑗)(·) ∈ (𝐿𝑝)
𝑚.

Звiдси випливає, що 𝑦 належить (𝑊 𝑟
𝑝 )𝑚.

Доведемо останнє твердження леми. Для довiльного 𝑓(·) ∈ (𝐿𝑝)
𝑚 iснує

розв’язок 𝑦(·) рiвняння (3.1). Як щойно було показано, 𝑦(·) належить (𝑊 𝑟
𝑝 )𝑚.

Отже, якщо 𝑓(·) пробiгає весь простiр (𝐿𝑝)
𝑚, то розв’язки рiвняння (3.1)

потрапляють у простiр (𝑊 𝑟
𝑝 )𝑚. Це, враховуючи очевидну iмплiкацiю

𝑦(·) ∈ (𝑊 𝑟
𝑝 )𝑚 =⇒ 𝐿𝑦 ∈ (𝐿𝑝)

𝑚,

доводить останнє твердження леми для випадку 𝑛 = 0.

Покажемо справедливiсть леми для випадку 𝑛 ≥ 1. Припустимо, що 𝑟

разiв диференцiйовна вектор-функцiя 𝑦(·) є розв’язком рiвняння (3.1) для

деякого 𝑓(·) ∈ (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚. Доведемо, що 𝑦(·) належить (𝑊 𝑛+𝑟

𝑝 )𝑚. Враховуючи,

що 𝑓(·) i всi 𝐴𝑟−𝑗(·) є принаймнi неперервними на [𝑎, 𝑏], маємо включення

𝑦(𝑟)(·) = 𝑓(·)−
𝑟∑︁

𝑗=1

𝐴𝑟−𝑗(·)𝑦(𝑟−𝑗)(·) ∈
(︀
𝐶(0)

)︀𝑚
.

Звiдси випливає, що 𝑦(·) належить (𝐶(𝑟))𝑚. Бiльше того, отримуємо спiввiд-

ношення

𝑦(𝑟)(·) ∈ (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚 ⇒ 𝑦(·) ∈ (𝑊 𝑛+𝑟

𝑝 )𝑚. (3.5)

Справдi, якщо 𝑦(𝑟)(·) належить (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚 для деякого цiлого числа 𝑛, то

𝑦(𝑟)(·) = 𝑓(·)−
𝑟∑︁

𝑗=1

𝐴𝑟−𝑗(·)𝑦(𝑟−𝑗)(·) ∈ (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚,

оскiльки всi 𝐴𝑟−𝑗(·) належать (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚×𝑚. Отож, 𝑦(·) належить (𝑊 𝑛+𝑟

𝑝 )𝑚.

Включення 𝑦(·) ∈ (𝐶(𝑟))𝑚 i властивiсть (3.5) обумовлюють потрiбне вклю-

чення 𝑦(·) ∈ (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚.
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Доведемо останнє твердження леми. Для довiльного 𝑓(·) ∈ (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚 iснує 𝑟

разiв диференцiйовний розв’язок 𝑦(·) рiвняння (3.1). Як щойно було показано,

𝑦(·) належить (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚. Отже, якщо 𝑓(·) пробiгає весь простiр (𝑊 𝑛

𝑝 )𝑚, то

розв’язки рiвняння (3.1) потрапляють у простiр (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚. Це, враховуючи

очевидну iмплiкацiю

𝑦(·) ∈ (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚 =⇒ 𝐿𝑦 ∈ (𝑊 𝑛

𝑝 )𝑚,

доводить останнє твердження леми для випадку 𝑛 ≥ 1.

Лему 3.1 доведено.
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3.2. Допомiжнi результати

У даному пiдроздiлi ми встановимо твердження допомiжного характеру,

якi будуть використанi в доведеннi основних теорем.

Означимо лiнiйний оператор

𝐶 : (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚 → C𝑚, (3.6)

поклавши

𝐶𝑦 :=
(︁
𝑦(𝑎), 𝑦′(𝑎), . . . , 𝑦(𝑟−1)(𝑎)

)︁
для довiльного 𝑦 ∈ (𝑊 𝑛+𝑟

𝑝 )𝑚.

Оскiльки 𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 ⊂ 𝐶𝑟−1, то 𝐶𝑦 означено коректно для кожної вектор-

функцiї 𝑦 ∈ (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚. А також для кожного номера 𝑘 ∈ {0, . . . , 𝑟 − 1} вико-

нується оцiнка

⃒⃒
𝑦(𝑘)(𝑎)

⃒⃒
≤
⃦⃦
𝑦
⃦⃦
𝐶𝑘 ≤

⃦⃦
𝑦
⃦⃦
𝐶𝑟−𝑙 ≤ 𝑐

⃦⃦
𝑦
⃦⃦
𝑛+𝑟,𝑝

,

де число 𝑐 > 0 не залежить вiд 𝑦 ∈ (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚. Отже, оператор (3.6) є обмеже-

ним.

Лема 3.2. Лiнiйний обмежений оператор (𝐿,𝐶) є оборотним у парi ба-

нахових просторiв

(𝐿,𝐶) : (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚 → (𝑊 𝑛

𝑝 )𝑚 × C𝑚. (3.7)

Доведення проведемо спочатку для випадку 𝑟 = 1 методом математичної

iндукцiї по 𝑛 ∈ N.

Маємо задачу

𝐿𝑦(𝑡) := 𝑦′(𝑡) + 𝐴(𝑡)𝑦(𝑡) = 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏), (3.8)

𝑦(𝑎) = 𝑐, (3.9)



91

де вектор 𝑐 належить C𝑚, (𝐿,𝐶) є лiнiйним неперервним оператором

(𝐿,𝐶) : (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚 → (𝑊 𝑛−1

𝑝 )𝑚 × C𝑚. (3.10)

Iз вiдомих результатiв функцiонального аналiзу випливає, що кожен

розв’язок крайової задачi (3.8), (3.9) має вигляд

𝑦(𝑡) = 𝑌 (𝑡)𝑐 + 𝑌 (𝑡)

∫︁ 𝑡

𝑎

𝑌 −1(𝑠)𝑓(𝑠)d𝑠. (3.11)

Нехай 𝑛 = 1. Оскiльки однорiдна задача Кошi має єдиний розв’язок 𝑦 = 0,

то ker(𝐿,𝐶) = {0}, тобто оператор (𝐿,𝐶) є iн’єктивним.

За iндуктивним припущенням 𝐴(·) належить простору (𝐿𝑝)
𝑚×𝑚. Звiдси

випливає, що 𝑌 (·) належить (𝑊 1
𝑝 )𝑚×𝑚. Тодi згiдно з лемою 2.2, 𝑌 −1(·) та-

кож належить (𝑊 1
𝑝 )𝑚×𝑚. Тому, використовуючи факт, що простiр 𝑊 1

𝑝 утво-

рює банахову алгебру, отримуємо, що права частина рiвностi (3.11) належить

(𝑊 1
𝑝 )𝑚. Отож, для довiльних правих частин 𝑓 та 𝑐 крайової задачi (3.8),

(3.9) iснує розв’язок 𝑦(𝑡) ∈ (𝑊 1
𝑝 )𝑚. Робимо висновок, що оператор (𝐿,𝐶)

є сюр’єктивним, а отже i бiєктивним.

Припустимо, що висновок леми правильний для деякого номера 𝑛 =

𝑘 ∈ N. Доведемо, що її висновок правильний i для 𝑛 = 𝑘 + 1. Мiркування

щодо iн’єктивностi оператора (𝐿,𝐶) аналогiчнi наведеним вище. Покажемо

сюр’єктивнiсть оператора (𝐿,𝐶). За iндуктивним припущенням 𝐴(·) нале-

жить простору (𝑊 𝑘
𝑝 )𝑚×𝑚. Звiдси випливає, що 𝑌 (·) належить (𝑊 𝑘+1

𝑝 )𝑚×𝑚.

Тодi згiдно з лемою 2.2 𝑌 −1(·) також належить (𝑊 𝑘+1
𝑝 )𝑚×𝑚. Тому, викори-

стовуючи факт, що простiр 𝑊 𝑘+1
𝑝 утворює банахову алгебру, отримуємо, що

права частина рiвностi (3.11) належить (𝑊 𝑘+1
𝑝 )𝑚. Отож, для довiльних пра-

вих частин 𝑓 та 𝑐 задачi (3.8), (3.9) iснує розв’язок 𝑦(𝑡) ∈ (𝑊 𝑘+1
𝑝 )𝑚. Робимо

висновок, що оператор (𝐿,𝐶) є сюр’єктивним, а отже i бiєктивним.
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Як пiдсумок, за теоремою Банаха про обернений оператор лiнiйний обме-

жений оператор (3.10), що бiєктивно вiдображає банаховий простiр (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚 на

банаховий простiр (𝑊 𝑛−1
𝑝 )𝑚 × C𝑚, є оборотним для випадку 𝑟 = 1.

Доведемо твердження леми для випадку 𝑟 ≥ 2. Розглянемо неоднорiдну

задачу Кошi

𝐿𝑦(𝑡) = 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏), (3.12)

𝑦(𝑗−1)(𝑎) = 𝑐𝑗, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑟}, (3.13)

де вектор-функцiя 𝑦(·) є шуканою, а вектори 𝑐𝑗 ∈ C𝑚 є довiльно вибраними.

Вона є окремим випадком дослiджуваної задачi (3.1), (3.2).

Зведемо задачу Кошi (3.12), (3.13) до наступної задачi Кошi для дифе-

ренцiальних рiвнянь першого порядку:

𝑥′(𝑡) + 𝐾(𝑡)𝑥(𝑡) = 𝑔(𝑡), 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏), 𝑥(𝑎) = 𝑐, (3.14)

де

𝑥(·) := 𝑐𝑜𝑙(𝑦(·), 𝑦′(·), . . . , 𝑦(𝑟−1)(·)) ∈ (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑟𝑚,

𝑔(·) := 𝑐𝑜𝑙(0, . . . , 0⏟  ⏞  
(𝑟−1)𝑚

, 𝑓(·)) ∈ (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑟𝑚,

𝑐(·) := 𝑐𝑜𝑙(𝑐1(·), . . . , 𝑐𝑟(·)) ∈ C𝑟𝑚

i блочну матрицю-функцiю 𝐾(·) ∈ (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑟𝑚×𝑟𝑚 визначимо рiвнiстю

𝐾(·) :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑂𝑚 −𝐼𝑚 𝑂𝑚 . . . 𝑂𝑚

𝑂𝑚 𝑂𝑚 −𝐼𝑚 . . . 𝑂𝑚

... ... ... . . . ...

𝑂𝑚 𝑂𝑚 𝑂𝑚 . . . −𝐼𝑚

𝐴0(·) 𝐴1(·) 𝐴2(·) . . . 𝐴𝑟−1(·)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (3.15)

Задача Кошi (3.14) має єдиний розв’язок 𝑥(·) для довiльних 𝑔 ∈ (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑟𝑚 ⊂

(𝑊 0
𝑝 )𝑟𝑚 i 𝑐 ∈ 𝐶𝑟𝑚. За лемою 3.1 вiн задовольняє умову 𝑥 ∈ (𝑊 𝑛+𝑟

𝑝 )𝑟𝑚. Отже,
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лiнiйний обмежений оператор (3.7) є бiєктивним. Тому за теоремою Банаха

про обернений оператор, вiн є оборотним i для випадку 𝑟 ≥ 2.

Лему 3.2 доведено.

Для кожного номера 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑟} розглянемо сiм’ю матричних задач

Кошi

𝑌
(𝑟)
𝑘 (𝑡) +

𝑟∑︁
𝑗=1

𝐴𝑟−𝑗(𝑡)𝑌
(𝑟−𝑗)
𝑘 (𝑡) = 𝑂𝑚, 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏), (3.16)

з початковими умовами

𝑌
(𝑗−1)
𝑘 (𝑎) = 𝛿𝑘,𝑗𝐼𝑚, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑟}. (3.17)

Тут 𝑌𝑘(𝑡) — шукана (𝑚 × 𝑚) — матриця-функцiя, 𝛿𝑘,𝑗 — символ Кроне-

кера, 𝑂𝑚 — нульова, 𝐼𝑚 — одинична (𝑚 ×𝑚) — матрицi. Єдиний розв’язок

𝑌𝑘(·) кожної з задач Кошi (3.16), (3.17) належить простору (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚×𝑚. Тодi

загальний розв’язок однорiдного рiвняння (3.1) можна однозначно записати

у виглядi

𝑦(·) =
𝑟−1∑︁
𝑘=0

𝑌𝑘(·)𝑔𝑘,

де вектори-стовпцi 𝑔𝑘 ∈ C𝑚 довiльно вибранi.

Позначимо через [𝐵𝑌𝑘(·)] числову матрицю розмiрностi (𝑚 × 𝑙), у якої

𝑗-й стовпчик є результатом дiї оператора 𝐵 з (3.3) на 𝑗-й стовпчик матрицi-

функцiї 𝑌𝑘(·).

Означення 3.1. Блочна числова матриця

𝑀(𝐿,𝐵) := ([𝐵𝑌0(·)] , . . . , [𝐵𝑌𝑟−1(·)]) ∈ C𝑚𝑟×𝑙, (3.18)

що складається з 𝑟 прямокутних блокiв-стовпцiв [𝐵𝑌𝑘(·)] ∈ C𝑚×𝑙, є характе-

ристичною матрицею неоднорiдної крайової задачi (3.1), (3.2).
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Лема 3.3. Для довiльної матрицi-функцiї 𝑌 (·) ∈ (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚×𝑚, вектора

𝑞 ∈ C𝑚 i лiнiйного неперервного оператора 𝐵 : (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚×𝑚 × C𝑙 є правильною

рiвнiсть

𝐵(𝑌 (·)𝑞) = 𝑀(𝐿,𝐵)𝑞,

де матрицю 𝑀(𝐿,𝐵) визначено рiвнiстю (3.18).

Доведення. Нехай матриця-функцiя 𝑌 (·) = (𝑦𝑖𝑗(·))𝑚𝑖,𝑗=1, вектор-стовпчик

𝑞 = (𝑞𝑗)
𝑚
𝑗=1. Позначимо через

(𝛼𝑖)
𝑙
𝑖=1 = 𝑀(𝐿,𝐵)𝑞 i (𝛽𝑖)

𝑙
𝑖=1 = 𝐵(𝑌 (·)𝑞).

Нехай

𝐵(𝑦𝑘(·))𝑚𝑘=1 =: (𝑐𝑘)
𝑙
𝑘=1.

Пiд час дiї оператора 𝐵 на матрицю-функцiю 𝑌 (·), отримуємо

𝑀(𝐿,𝐵) = (𝑐𝑖𝑗)
𝑙
𝑖=1,

𝑚
𝑗=1 .

Тодi справджується спiввiдношення

(𝛼𝑖)
𝑙
𝑖=1 = (𝑐𝑖𝑗)

𝑙
𝑖=1,

𝑚
𝑗=1 (𝑞𝑗)

𝑚
𝑗=1 =

(︃
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑐𝑖𝑗𝑞𝑗

)︃𝑙

𝑖=1

.

Отже, довiльний елемент 𝛼𝑖 має вигляд

𝛼𝑖 =
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑐𝑖𝑗𝑞𝑗, 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑙}.

Але мають мiсце наступнi рiвностi:

(𝛽𝑖)
𝑙
𝑖=1 = 𝐵

(︀
(𝑦𝑖𝑗(·))𝑚𝑖,𝑗=1(𝑞𝑗)

𝑚
𝑗=1

)︀
= 𝐵

(︃
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑦𝑖𝑗(·)𝑞𝑗

)︃𝑚

𝑖=1

=

=
𝑚∑︁
𝑗=1

(𝐵𝑦𝑖𝑗(·))𝑚𝑖=1 𝑞𝑗 =
𝑚∑︁
𝑗=1

(𝑐𝑖𝑗)
𝑙
𝑖=1 ,

𝑚
𝑗=1 𝑞𝑗 =

(︃
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑐𝑖𝑗𝑞𝑗

)︃𝑙

𝑖=1

.

Iз цього випливає, що 𝛼𝑖 = 𝛽𝑖, 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑙}.

Лему 3.3 доведено.
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3.3. Розв’язнiсть задачi у просторах Соболєва

Запишемо неоднорiдну крайову задачу (3.1), (3.2) у виглядi лiнiйного опе-

раторного рiвняння

(𝐿,𝐵)𝑦 = (𝑓, 𝑐),

де (𝐿,𝐵) є лiнiйним оператором у парi банахових просторiв

(𝐿,𝐵) : (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚 → (𝑊 𝑛

𝑝 )𝑚 × C𝑙. (3.19)

Теорема 3.1. Лiнiйний оператор (3.19) є обмеженим i фредгольмовим

з iндексом 𝑚𝑟 − 𝑙.

Доведення теореми 3.1. Обґрунтуємо спочатку неперервнiсть операто-

ра (𝐿,𝐵). Оскiльки оператор 𝐵 за умовою є лiнiйним i неперервним, то доста-

тньо довести неперервнiсть оператора 𝐿, яка еквiвалентна його обмеженостi.

Обмеженiсть лiнiйного оператора

𝐿 : (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚 → (𝑊 𝑛

𝑝 )𝑚

випливає з означення норм у просторах Соболєва𝑊 𝑛
𝑝 i неперервностi добутку

в банахових алгебрах, якi утворюють цi простори.

Доведемо фредгольмовiсть оператора (𝐿,𝐵) i знайдемо його iндекс. Ви-

беремо деякий фiксований лiнiйний обмежений оператор

𝐶𝑙,𝑚 : (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚 → C𝑙,

поклавши

𝐶𝑙,𝑚𝑦 =
(︁
𝑦(𝑎), 𝑦′(𝑎), . . . , 𝑦(𝑟−1)(𝑎)

)︁
.

Тут

𝑦(𝑙)(𝑎) =
(︁
𝑦
(𝑙)
1 (𝑎), . . . , 𝑦

(𝑙)
𝑘 (𝑎)

)︁
, 𝑙 ∈ {0, . . . , 𝑟 − 1}.
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Оператор (𝐿,𝐵) допускає зображення

(𝐿,𝐵) = (𝐿,𝐶𝑙,𝑚) + (0, 𝐵 − 𝐶𝑙,𝑚),

де оператор

(𝐿,𝐶𝑙,𝑚) :
(︀
𝑊 𝑛+𝑟

𝑝

)︀𝑚 → (︀
𝑊 𝑛

𝑝

)︀𝑚 × C𝑙,

а другий доданок є скiнченновимiрним оператором. Iз другої теореми стiй-

костi (див., наприклад, [81, розд. 3, § 1]) випливає, що оператор (𝐿,𝐵) є

фредгольмовим, якщо оператор (𝐿,𝐶𝑙,𝑚) є таким i

ind(𝐿,𝐵) = ind(𝐿,𝐶𝑙,𝑚).

Тому достатньо довести фредгольмовiсть оператора (𝐿,𝐶𝑙,𝑚) i знайти його

iндекс, вибравши належним чином оператор 𝐶𝑙,𝑚. Для цього розглянемо три

випадки.

1. Нехай 𝑙 = 𝑚𝑟. Покладемо

𝐶𝑚,𝑚𝑦 :=
(︁
𝑦(𝑎), 𝑦′(𝑎), . . . , 𝑦(𝑟−1)(𝑎)

)︁
, (3.20)

де

𝑦(𝑙)(𝑎) =
(︁
𝑦
(𝑙)
1 (𝑎), . . . , 𝑦(𝑙)𝑚 (𝑎)

)︁
, 𝑙 ∈ {0, . . . , 𝑟 − 1}.

У цьому випадку оператор (3.20) є оборотним за лемою 3.2. Знайде-

мо нуль-простiр та область значень цього оператора. Нехай 𝑦(·) належить

ker(𝐿,𝐶𝑚,𝑚). Тодi

𝐿𝑦 = 0 i 𝐶𝑚,𝑚𝑦 =
(︀
𝑦(𝑎), 𝑦′(𝑎), . . . , 𝑦(𝑟−1)(𝑎)

)︀
= 0.

Iз теореми про єдинiсть розв’язку задачi Кошi випливає, що 𝑦(·) = 0, тому

ker(𝐿,𝐶𝑚,𝑚) = 0.

Нехай ℎ ∈ (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚 × C𝑚 i 𝑐 ∈ C𝑚 вибрано довiльним чином. Згiдно з

теоремою про гомеоморфiзми 2.1, iснує така вектор-функцiя 𝑦(·) ∈ (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚,
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що

𝐿𝑦 = ℎ,
(︀
𝑦(𝑎), 𝑦′(𝑎), . . . , 𝑦(𝑟−1)(𝑎)

)︀
= 𝑐,

тому ran(𝐿,𝐶𝑚,𝑚) = (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚 × C𝑚.

2. Нехай 𝑙 > 𝑚𝑟. Покладемо

𝐶𝑙,𝑚𝑦 =
(︀
𝑦(𝑎), 𝑦′(𝑎), . . . , 𝑦(𝑟−1)(𝑎)

)︀
,

де

𝑦(𝑙)(𝑎) = (𝑦
(𝑙)
1 (𝑎), . . . , 𝑦(𝑙)𝑚 (𝑎), 0, . . . , 0⏟  ⏞  

𝑙−𝑚

) ∈ C𝑙.

Знайдемо нуль-простiр оператора (𝐿,𝐶𝑙,𝑚). Нехай 𝑦(·) належить

ker(𝐿,𝐶𝑙,𝑚). Тодi

𝐿𝑦 = 0 i
(︁
𝑦
(𝑙)
1 (𝑎), . . . , 𝑦(𝑙)𝑚 (𝑎)

)︁
= 0.

Iз теореми про єдинiсть розв’язку задачi Кошi маємо 𝑦(·) = 0.

Запишемо множину значень оператора (𝐿,𝐶𝑙,𝑚) у виглядi прямої суми

двох пiдпросторiв

ran(𝐿,𝐶𝑙,𝑚) = ran(𝐿,𝐶𝑚,𝑚)⊕ (0, . . . , 0⏟  ⏞  
𝑙−𝑚

).

Але, як доведено ранiше, ran(𝐿,𝐶𝑚,𝑚) = (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚 × C𝑚, тому

def ran(𝐿,𝐶𝑙,𝑚) = 𝑚𝑟 − 𝑙.

3. Нехай 𝑙 < 𝑚𝑟. Покладемо

𝐶𝑙,𝑚𝑦 :=
(︁
𝑦(𝑎), 𝑦′(𝑎), . . . , 𝑦(𝑟−1)(𝑎)

)︁
,

де

𝑦(𝑙)(𝑎) =
(︁
𝑦
(𝑙)
1 (𝑎), . . . , 𝑦

(𝑙)
𝑘 (𝑎)

)︁
∈ C𝑙.
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Доведемо, що

dim ker(𝐿,𝐶𝑙,𝑚) = 𝑚𝑟 − 𝑙,

def ran(𝐿,𝐶𝑙,𝑚) = 0.

Нехай 𝑦(·) належить ker(𝐿,𝐶𝑙,𝑚). Тодi

𝐿𝑦 = 0 i
(︁
𝑦
(𝑙)
1 (𝑎), . . . , 𝑦

(𝑙)
𝑘 (𝑎)

)︁
= 0.

Розглянемо наступнi 𝑚𝑟 − 𝑙 задач Кошi.

𝐿𝑦𝑠 = 0, 𝐶𝑚,𝑚𝑦𝑠 = 𝑒𝑠, де 𝑠 ∈ {𝑘 + 1, 𝑘 + 2, . . . ,𝑚𝑟},

𝑒𝑠 := (0, . . . , 0, 1⏟ ⏞ 
𝑠

, 0, . . . , 0) ∈ C𝑚𝑟.

Згiдно з теоремою про гомеоморфiзми 2.1 розв’язки цих задач лiнiйно неза-

лежнi та утворюють базис у пiдпросторi ker(𝐿,𝐶𝑙,𝑚).

Сюр’єктивнiсть оператора (𝐿,𝐶𝑙,𝑚) випливає iз вже доведеної

сюр’єктивностi оператора (𝐿,𝐶𝑚,𝑚).

Отже, в кожному з трьох випадкiв оператор (𝐿,𝐵) є фредгольмiв з iнде-

ксом 𝑚𝑟 − 𝑙.

Теорему 3.1 доведено.

Розглянемо питання про вимiрностi ядра i коядра оператора задачi в тер-

мiнах властивостей спецiальної прямокутної числової матрицi.

Теорема 3.2. Вимiрностi ядра i коядра оператора (3.19) дорiвнюють

вiдповiдно вимiрностi ядра i коядра характеристичної матрицi (3.18)

dim ker(𝐿,𝐵) = dim ker
(︀
𝑀(𝐿,𝐵)

)︀
, (3.21)

dim coker(𝐿,𝐵) = dim coker
(︀
𝑀(𝐿,𝐵)

)︀
. (3.22)
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Доведення теореми 3.2. Покажемо справедливiсть рiвностi (3.21). Введе-

мо для зручностi такi позначення:

dim ker(𝐿,𝐵) = 𝑛′,

dim ker
(︀
𝑀
(︀
𝐿,𝐵

)︀)︀
= 𝑛′′.

Обґрунтуємо виконання рiвностi

𝑛′ = 𝑛′′. (3.23)

Нехай dim ker(𝐿,𝐵) = 𝑛′. Тодi iснує 𝑛′ таких лiнiйно незалежних

розв’язкiв однорiдного рiвняння (𝐿,𝐵)𝑦 = (0, 0), що

𝑦𝑠(·) ∈ ker(𝐿,𝐵)⇔

(︃
∃ 𝑞𝑠 ∈ C𝑚 : 𝑦𝑠(𝑡) =

𝑟−1∑︁
𝑘=0

𝑌𝑘(𝑡)𝑞𝑠,
𝑟−1∑︁
𝑘=0

[𝐵𝑌𝑘] 𝑞𝑠 = 0

)︃
згiдно з лемою 3.3, де вектори 𝑞𝑠 ̸= 0, а 𝑠 ∈ {1, . . . , 𝑛′}. Це означає, що 𝑙 − 𝑛′

стовпцiв матрицi (3.18) лiнiйно залежнi i 𝑛′ ≤ 𝑛′′.

Навпаки, нехай dim ker
(︀
𝑀
(︀
𝐿,𝐵

)︀)︀
= 𝑛′′, тодi її 𝑙 − 𝑛′′ стовпцiв лiнiйно

незалежнi. Це означає, що для деяких векторiв 𝑞𝑠 ̸= 0, 𝑠 ∈ {1, . . . , 𝑛′},
𝑟−1∑︁
𝑘=0

[𝐵𝑌𝑘] 𝑞𝑠 = 0.

Покладемо

𝑦𝑠(·) :=
𝑟−1∑︁
𝑘=0

𝑌𝑘(·)𝑞𝑠.

Тодi 𝑦𝑠(·) ̸= 0, 𝐿𝑦𝑠(·) = 0 i

𝐵𝑦𝑠(·) =
𝑟−1∑︁
𝑘=0

𝐵(𝑌𝑘(·)𝑞𝑠) =
𝑟−1∑︁
𝑘=0

[𝐵𝑌𝑘] 𝑞𝑠 = 0

на пiдставi леми 3.3. Тому 𝑦𝑠(·) ∈ ker(𝐿,𝐵) i 𝑛′ ≥ 𝑛′′. Отже, виконується

рiвнiсть (3.21).

Згiдно з визначенням характеристична матриця 𝑀(𝐿,𝐵) належить про-

стору C𝑚𝑟×𝑙. Як вiдомо, вимiрнiсть ядра матрицi є рiзницею числа її рядкiв
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i рангу, а вимiрнiсть коядра — рiзницею числа стовпцiв i рангу. Тодi для

матрицi 𝑀(𝐿,𝐵) маємо рiвнiсть

dim coker
(︀
𝑀
(︀
𝐿,𝐵

)︀)︀
= 𝑙 −𝑚𝑟 + dim ker

(︀
𝑀
(︀
𝐿,𝐵

)︀)︀
. (3.24)

Iз формули знаходження iндексу для оператора (𝐿,𝐵)

ind (𝐿,𝐵) := dim ker(𝐿,𝐵)− dim coker(𝐿,𝐵) (3.25)

маємо

dim coker(𝐿,𝐵) = 𝑙 −𝑚𝑟 + dim ker(𝐿,𝐵). (3.26)

Iз рiвностей (3.23), (3.24) i (3.26) робимо висновок про справедливiсть рiвно-

стi (3.22).

Теорему 3.2 доведено.

Iз теореми 3.2 випливає критерiй оборотностi оператора (𝐿,𝐵), тобто умо-

ви, за якої неоднорiдна крайова задача (3.1), (3.2) має єдиний розв’язок i вiн

неперервно залежить вiд правих частин диференцiального рiвняння та кра-

йової умови.

Наслiдок 3.1. Оператор (3.19) є оборотним тодi i тiльки тодi, коли

𝑙 = 𝑚𝑟 i матриця 𝑀(𝐿,𝐵) є невиродженою.

У випадку 𝑙 = 𝑚𝑟, 𝑝 <∞, наслiдок 3.1 встановлено у роботi [68].
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3.4. Неперервнiсть розв’язкiв за параметром

Зафiксуємо число 𝜀0 > 0. Розглянемо на iнтервалi (𝑎, 𝑏) лiнiйну крайову

задачу для системи𝑚 звичайних диференцiальних рiвнянь порядку 𝑟 вигляду

(3.1), (3.2), залежну вiд числового параметра 𝜀 ∈ [0, 𝜀0)

𝐿(𝜀)𝑦(𝑡, 𝜀) := 𝑦(𝑟)(𝑡, 𝜀) +
𝑟∑︁

𝑗=1

𝐴𝑟−𝑗(𝑡, 𝜀)𝑦
(𝑟−𝑗)(𝑡, 𝜀) = 𝑓(𝑡, 𝜀), (3.27)

𝐵(𝜀)𝑦(·; 𝜀) = 𝑐(𝜀), 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏). (3.28)

Тут при кожному фiксованому значеннi параметра 𝜀 матрицi-функцiї

𝐴𝑟−𝑗(·, 𝜀) належать простору (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚×𝑚, вектор-функцiя 𝑓(·, 𝜀) — простору

(𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚, вектор 𝑐(𝜀) — простору C𝑟𝑚, 𝐵(𝜀) є лiнiйним неперервним операто-

ром

𝐵(𝜀) : (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚 → C𝑟𝑚. (3.29)

Пiд розв’язком крайової задачi (3.27), (3.28) розумiємо вектор-функцiю

𝑦(·, 𝜀) ∈ (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚, яка задовольняє рiвняння (3.27) (при 𝑛 ≥ 1 скрiзь, а при

𝑛 = 0 майже скрiзь) на (𝑎, 𝑏), та рiвнiсть (3.28), яка задає 𝑚 скалярних умов.

Розв’язки рiвняння (3.27) заповнюють простiр (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚, коли його права час-

тина 𝑓(·, 𝜀) пробiгає простiр (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚. Тому крайова умова (3.28) є найбiльш

загальною для цього рiвняння.

Запишемо крайову задачу (3.27), (3.28) у виглядi лiнiйного операторного

рiвняння

(𝐿(𝜀), 𝐵(𝜀))𝑦(𝜀) = (𝑓(𝜀), 𝑐(𝜀)),

де (𝐿(𝜀), 𝐵(𝜀)) — лiнiйний оператор у парi банахових просторiв

(𝐿(𝜀), 𝐵(𝜀)) : (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚 → (𝑊 𝑛

𝑝 )𝑚 × C𝑟𝑚. (3.30)

Згiдно з теоремою 3.1 оператор (3.30) є обмеженим фредгольмовим опе-

ратором з iндексом нуль.
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Для того щоб дослiджувана задача мала змiст, надалi будемо вважати, що

виконується умова (3.0). Гранична однорiдна крайова задача вигляду (3.27),

(3.28)

𝐿(0)𝑦(𝑡; 0) = 0, 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏), 𝐵(0)𝑦(·; 0) = 0

має лише тривiальний розв’язок.

У цьому випадку вiдповiдна гранична неоднорiдна крайова задача має

єдиний розв’язок.

Також розглянемо наступнi граничнi умови при 𝜀→ 0+:

(3.I) 𝐴𝑟−𝑗(·; 𝜀) → 𝐴𝑟−𝑗(·; 0) у просторi (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚×𝑚 для кожного номера 𝑗 ∈

{1, . . . , 𝑟};

(3.II) 𝐵(𝜀)𝑦 → 𝐵(0)𝑦 у просторi C𝑟𝑚 для довiльної вектор-функцiї 𝑦 ∈

(𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚.

Означення 3.2. Розв’язок крайової задачi (3.27), (3.28) неперервно зале-

жить вiд параметра 𝜀 при 𝜀 = 0, якщо виконуються умови:

(*) iснує таке додатне число 𝜀1 < 𝜀0, що для кожного 𝜀 ∈ [0, 𝜀1), довiль-

них правих частин 𝑓(·; 𝜀) ∈ (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚 i 𝑐(𝜀) ∈ C𝑟𝑚 ця задача має єдиний

розв’язок 𝑦(·; 𝜀), який належить простору (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚;

(**) зi збiжностi правих частин 𝑓(·; 𝜀)→ 𝑓(·; 0) у (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚 i 𝑐(𝜀)→ 𝑐(0) у C𝑟𝑚

випливає збiжнiсть розв’язкiв

𝑦(·; 𝜀)→ 𝑦(·; 0) в (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚 при 𝜀→ 0 + .

Сформулюємо критерiй неперервностi розв’язку 𝑦 = 𝑦(·, 𝜀) крайової зада-

чi (3.27), (3.28) за параметром 𝜀 при 𝜀→ 0+.

Теорема 3.3. Розв’язок крайової задачi (3.27), (3.28) неперервно зале-

жить вiд параметра 𝜀 при 𝜀 = 0 тодi i тiльки тодi, коли вона задовольняє

умову (3.0) та граничнi умови (3.I), (3.II).
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Для систем лiнiйних диференцiальних рiвнянь довiльного порядку у про-

сторi Соболєва 𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 , де 1 ≤ 𝑝 < ∞, ця теорема сформульована i доведена

Є. В. Гнип, В. А. Михайлецем i О. О. Мурачем [79].

Доведення теореми 3.3 подамо у наступних пп. 3.5 (необхiднiсть) i 3.6

(достатнiсть).
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3.5. Доведення критерiю. Необхiднiсть

Обґрунтуємо необхiднiсть у теоремi 3.3. Припустимо, що крайова задача

(3.27), (3.28) задовольняє означення 3.2. Тодi виконується умова (3.0). За-

лишилося показати, що для цiєї задачi справедливими є умови (3.I) i (3.II).

Проведемо мiркування у три кроки.

Крок 1. Доведемо, що крайова задача (3.27), (3.28) задовольняє граничну

умову (3.I). Зведемо цю задачу до крайової задачi для системи диференцi-

альних рiвнянь першого порядку (див., наприклад, [17, п. 2.5]). Для цього,

як звичайно, покладемо

𝑥(·, 𝜀) := col
(︀
𝑦(·, 𝜀), 𝑦′(·, 𝜀), . . . , 𝑦(𝑟−1)(·, 𝜀)

)︀
∈ (𝑊 𝑛+𝑟

𝑝 )𝑟𝑚, (3.31)

𝑔(·, 𝜀) := col
(︀
0, . . . , 0⏟  ⏞  
(𝑟−1)𝑚

, 𝑓(·, 𝜀)
)︀
∈ (𝑊 𝑛

𝑝 )𝑟𝑚,

𝑐(𝜀) := col
(︀
𝑐1(𝜀), . . . , 𝑐𝑟(𝜀)

)︀
∈ C𝑟𝑚,

а блочну матрицю-функцiю 𝐾(·, 𝜀) ∈ (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑟𝑚×𝑟𝑚 визначимо рiвнiстю

𝐾(·, 𝜀) :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑂𝑚 −𝐼𝑚 𝑂𝑚 . . . 𝑂𝑚

𝑂𝑚 𝑂𝑚 −𝐼𝑚 . . . 𝑂𝑚

... ... ... . . . ...

𝑂𝑚 𝑂𝑚 𝑂𝑚 . . . −𝐼𝑚

𝐴0(·, 𝜀) 𝐴1(·, 𝜀) 𝐴2(·, 𝜀) . . . 𝐴𝑟−1(·, 𝜀)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Вектор-функцiя 𝑦(·, 𝜀) ∈ (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚 є розв’язком системи (3.27) тодi i лише

тодi, коли вектор-функцiя (3.31) є розв’язком системи

𝑥′(𝑡, 𝜀) + 𝐾(𝑡, 𝜀)𝑥(𝑡, 𝜀) = 𝑔(𝑡, 𝜀), 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏).

Позначимо через

[𝐵(𝜀)𝑌 (·, 𝜀)] := ([𝐵(𝜀)𝑌0(·, 𝜀)] , . . . , [𝐵(𝜀)𝑌𝑟−1(·, 𝜀)]) ∈ C𝑟𝑚×𝑚
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блочну числову матрицю розмiрностi 𝑟𝑚 × 𝑚. Вона складається з 𝑟 ква-

дратних блокiв-стовпцiв [𝐵(𝜀)𝑌𝑙(·, 𝜀)] ∈ C𝑚×𝑚, у яких 𝑗-й стовпчик матри-

цi [𝐵(𝜀)𝑌𝑙(·, 𝜀)] є результатом дiї оператора 𝐵(𝜀) з (3.29) на 𝑗-й стовпчик

матрицi-функцiї 𝑌𝑙(·, 𝜀).

Розглянемо таку матричну крайову задачу:

𝑌
(𝑟)
𝑙 (𝑡, 𝜀) +

𝑟∑︁
𝑗=1

𝐴𝑟−𝑗(𝑡, 𝜀)𝑌
(𝑟−𝑗)
𝑙 (𝑡, 𝜀) = 𝑂𝑚×𝑟𝑚, 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏),

[𝐵(𝜀)𝑌 (·, 𝜀)] = 𝐼𝑟𝑚. (3.32)

Тут

𝑌𝑙(·, 𝜀) :=
(︁
𝑦𝑗,𝑘𝑙 (·, 𝜀)

)︁
𝑗=1,...,𝑚
𝑘=1,...,𝑟𝑚

є шуканою 𝑚× 𝑟𝑚 — матрицею-функцiєю з простору (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚×𝑟𝑚, 𝑂𝑚×𝑟𝑚 —

нульовою, 𝐼𝑟𝑚 — одиничною матрицями. Ця задача є сукупнiстю 𝑟𝑚 крайових

задач (3.27), (3.28), правi частини яких не залежать вiд 𝜀.

За умови (*) означення 3.2 ця задача має єдиний розв’язок 𝑌 (·; 𝜀) для

кожного 𝜀 ∈ [0, 𝜀1). Бiльше того, враховуючи умову (**) цього означення,

маємо наступну збiжнiсть

𝑦𝑗,𝑘(·, 𝜀)→ 𝑦𝑗,𝑘(·, 0) в 𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 при 𝜀→ 0 + . (3.33)

Для будь-яких 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑟𝑚} i 𝜀 ∈ [0, 𝜀1) означимо вектор-функцiю

𝑥𝑘(·, 𝜀) ∈ (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑟𝑚 за формулою (3.31). У цiй вектор-функцiї замiнимо 𝑥(·; 𝜀)

на 𝑥𝑘(·, 𝜀) i вiзьмемо

𝑦(·; 𝜀) := col(𝑦1,𝑘(·; 𝜀), . . . , 𝑦𝑚,𝑘(·; 𝜀)).

Нехай 𝑋(·; 𝜀) позначає таку матрицю-функцiю з простору (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑟𝑚×𝑟𝑚,

що 𝑥𝑘(·, 𝜀) — її 𝑘-й стовпець для кожного 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑟𝑚}. Дана функцiя

задовольняє матричне диференцiальне рiвняння

𝑋 ′(𝑡, 𝜀) + 𝐾(𝑡, 𝜀)𝑋(𝑡, 𝜀) = 𝑂𝑟𝑚, 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏). (3.34)
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Крiм того, det𝑋(𝑡; 𝜀) ̸= 0 для кожного 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏], оскiльки iнакше стовпцi

матрицi-функцiї 𝑋(·; 𝜀) i, отже, сама 𝑌 (·; 𝜀) будуть лiнiйно залежними на

[𝑎, 𝑏]. Але в такому разi це суперечитиме крайовiй умовi (3.32). Завдяки (3.33)

отримаємо збiжнiсть 𝑋(·; 𝜀)→ 𝑋(·; 0) на банаховiй алгебрi (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑟𝑚×𝑟𝑚 при

𝜀 → 0+. Отже,
(︀
𝑋(·; 𝜀)

)︀−1 → (︀
𝑋(·; 0)

)︀−1
у цiй алгебрi. Тому, враховую-

чи (3.34), робимо висновок, що

𝐾(·; 𝜀) = −𝑋 ′(·; 𝜀)
(︀
𝑋(·; 𝜀)

)︀−1 → −𝑋 ′(·; 0)
(︀
𝑋(·; 0)

)︀−1
= 𝐾(·; 0)

у просторi (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑟𝑚×𝑟𝑚 при 𝜀 → 0+. Тобто задача (3.27), (3.28) задовольняє

граничну умову (3.I). Зокрема, для кожного 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑟}

⃦⃦
𝐴𝑟−𝑗(·, 𝜀)

⃦⃦
𝑛,𝑝

= 𝑂(1) при 𝜀→ 0 + . (3.35)

Крок 2. Покажемо, що виконується умова (3.II). Для цього спочатку до-

ведемо спiввiдношення

‖𝐵(𝜀)‖ = 𝑂(1) при 𝜀→ 0+, (3.36)

де ‖ · ‖ позначає норму оператора (3.29).

Припустимо супротивне; тодi iснує така числова послiдовнiсть
(︀
𝜀(𝑘)
)︀∞
𝑘=1
⊂

(0, 𝜀1), що

𝜀(𝑘) → 0 i 0 <
⃦⃦⃦
𝐵
(︀
𝜀(𝑘)
)︀⃦⃦⃦
→∞ при 𝑘 →∞. (3.37)

При цьому можна вважати, що
⃦⃦
𝐵
(︀
𝜀(𝑘)
)︀⃦⃦
̸= 0 для кожного 𝑘 ∈ N. Для кожно-

го номера 𝑘 ∈ N виберемо вектор-функцiю 𝜔𝑘 ∈ (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚, яка задовольняє

умови

‖𝜔𝑘‖𝑛+𝑟,𝑝 = 1 i
⃦⃦
𝐵
(︀
𝜀(𝑘)
)︀
𝜔𝑘

⃦⃦
C𝑚 ≥

1

2

⃦⃦
𝐵
(︀
𝜀(𝑘)
)︀⃦⃦

. (3.38)



107

Покладемо

𝑦
(︀
·; 𝜀(𝑘)

)︀
:=
⃦⃦
𝐵
(︀
𝜀(𝑘)
)︀⃦⃦−1

𝜔𝑘 ∈ (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚,

𝑓
(︀
·; 𝜀(𝑘)

)︀
:= 𝐿

(︀
𝜀(𝑘)
)︀
𝑦
(︀
·; 𝜀(𝑘)

)︀
∈ (𝑊 𝑛

𝑝 )𝑚,

𝑐
(︀
𝜀(𝑘)
)︀

:= 𝐵
(︀
𝜀(𝑘)
)︀
𝑦
(︀
·; 𝜀(𝑘)

)︀
∈ C𝑟𝑚.

Враховуючи спiввiдношення (3.37) i (3.38), маємо

𝑦
(︁
·; 𝜀(𝑘)

)︁
→ 0 в (𝑊 𝑛+𝑟

𝑝 )𝑚 при 𝑘 →∞. (3.39)

Тому має мiсце збiжнiсть

𝑓
(︁
·; 𝜀(𝑘)

)︁
→ 0 в (𝑊 𝑛

𝑝 )𝑚 при 𝑘 →∞, (3.40)

оскiльки крайова задача (3.27), (3.28) задовольняє граничну умову (3.I), як

було показано на кроцi 1.

Через те, що скiнченновимiрний простiр C𝑟𝑚 є локально компактним, то,

враховуючи умови (3.38), виконуються наступнi нерiвностi:

1/2 ≤
⃦⃦⃦
𝑐
(︁
𝜀(𝑘)
)︁⃦⃦⃦

C𝑟𝑚
≤ 1.

Дiйсно, справджуються спiввiдношення⃦⃦⃦
𝑐
(︁
𝜀(𝑘)
)︁⃦⃦⃦

C𝑟𝑚
≤
⃦⃦⃦
𝐵
(︁
𝜀(𝑘)
)︁⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦

𝑦
(︁
·, 𝜀(𝑘)

)︁⃦⃦⃦
𝑛+𝑟,𝑝

=

=
⃦⃦⃦
𝐵
(︁
𝜀(𝑘)
)︁⃦⃦⃦ ⃦⃦⃦

𝐵
(︁
𝜀(𝑘)
)︁⃦⃦⃦−1

‖𝜔𝑘‖𝑛+𝑟,𝑝 = 1

i ⃦⃦⃦
𝑐
(︁
𝜀(𝑘)
)︁⃦⃦⃦

C𝑟𝑚
=

⃦⃦⃦⃦
𝐵
(︁
𝜀(𝑘)
)︁(︂⃦⃦⃦

𝐵
(︁
𝜀(𝑘)
)︁⃦⃦⃦−1

𝜔𝑘

)︂⃦⃦⃦⃦
=

=
⃦⃦⃦
𝐵
(︁
𝜀(𝑘)
)︁⃦⃦⃦−1 ⃦⃦⃦

𝐵
(︁
𝜀(𝑘)
)︁
𝜔𝑘

⃦⃦⃦
≥ 1

2
.

Тому iснують такi пiдпослiдовнiсть(︁
𝑐
(︁
𝜀(𝑘𝑠)

)︁)︁∞
𝑝=1
⊂
(︁
𝑐
(︁
𝜀(𝑘)
)︁)︁∞

𝑘=1
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i ненульовий вектор 𝑐(0) ∈ C𝑟𝑚, що

𝑐
(︁
𝜀(𝑘𝑠)

)︁
→ 𝑐(0) в C𝑟𝑚 при 𝑠→∞. (3.41)

Отож, для кожного номера 𝑠 ∈ N вектор-функцiя 𝑦
(︀
·; 𝜀(𝑘𝑠)

)︀
∈ (𝑊 𝑛+𝑟

𝑝 )𝑚 є

єдиним розв’язком крайової задачi

𝐿
(︁
𝜀(𝑘𝑠)

)︁
𝑦
(︁
𝑡; 𝜀(𝑘𝑠)

)︁
= 𝑓

(︁
𝑡; 𝜀(𝑘𝑠)

)︁
, 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏),

𝐵
(︁
𝜀(𝑘𝑠)

)︁
𝑦
(︁
·; 𝜀(𝑘𝑠)

)︁
= 𝑐

(︁
𝜀(𝑘𝑠)

)︁
.

Тодi на пiдставi формул (3.40) i (3.41) та умови (**) означення 3.2 робимо

висновок, що функцiя 𝑦
(︀
·; 𝜀(𝑘𝑠)

)︀
при 𝑘 → ∞ збiгається у просторi (𝑊 𝑛+𝑟

𝑝 )𝑚

до єдиного розв’язку 𝑦(·; 0) граничної крайової задачi

𝐿(0)𝑦(𝑡, 0) = 0, 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏),

𝐵(0)𝑦(·; 0) = 𝑐(0). (3.42)

Отже, згiдно з формулою (3.39) справедлива тотожнiсть 𝑦(·; 0) ≡ 0. Але дана

еквiвалентнiсть суперечить крайовiй умовi (3.42), де 𝑐(0) ̸= 0. З огляду на це

зроблене припущення є хибним, чим i доведено властивiсть (3.36).

Крок 3. Тепер можемо показати, що виконується умова (3.II). На пiдставi

формул (3.35), (3.36) iснують такi числа 𝛾′ > 0 i 𝜀′ ∈ (0, 𝜀1), що

‖(𝐿(𝜀), 𝐵(𝜀))‖ ≤ 𝛾′ для кожного 𝜀 ∈ [0, 𝜀′). (3.43)

Тут ‖ · ‖ позначає норму обмеженого оператора (3.30). Виберемо вектор-

функцiю 𝑦 ∈ (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚 довiльним чином та покладемо 𝑓(·; 𝜀) := 𝐿(𝜀)𝑦 i

𝑐(𝜀) := 𝐵(𝜀)𝑦 для кожного 𝜀 ∈ [0, 𝜀′). Тодi

𝑦 = (𝐿(𝜀), 𝐵(𝜀))−1(𝑓(·; 𝜀), 𝑐(·; 𝜀)) для кожного 𝜀 ∈ [0, 𝜀′). (3.44)

Тут (𝐿(𝜀), 𝐵(𝜀))−1 позначає оператор, обернений до (3.30); вiн є оборотним

за умовою (*) означення 3.2.
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Застосовуючи формули (3.43) i (3.44), отримаємо такi спiввiдношення для

кожного 𝜀 ∈ (0, 𝜀′) :

⃦⃦
𝐵(𝜀)𝑦 −𝐵(0)𝑦

⃦⃦
C𝑟𝑚 ≤

⃦⃦
(𝑓(·; 𝜀), 𝑐(𝜀))− (𝑓(·; 0), 𝑐(0))

⃦⃦
(𝑊𝑛

𝑝 )
𝑚×C𝑟𝑚 =

=
⃦⃦

(𝐿(𝜀), 𝐵(𝜀))(𝐿(𝜀), 𝐵(𝜀))−1(𝑓(·; 𝜀), 𝑐(𝜀))− (𝑓(·; 0), 𝑐(0))
⃦⃦
(𝑊𝑛

𝑝 )
𝑚×C𝑟𝑚 ≤

≤ 𝛾′
⃦⃦

(𝐿(𝜀), 𝐵(𝜀))−1
(︀
(𝑓(·; 𝜀), 𝑐(𝜀))− (𝑓(·; 0), 𝑐(0))

)︀⃦⃦
𝑛+𝑟,𝑝

=

= 𝛾′
⃦⃦

(𝐿(0), 𝐵(0))−1(𝑓(·; 0), 𝑐(0))− (𝐿(𝜀), 𝐵(𝜀))−1(𝑓(·; 0), 𝑐(0))
⃦⃦
𝑛+𝑟,𝑝

.

Остання норма прямує до нуля при 𝜀 → 0+ на пiдставi умови (**) озна-

чення 3.2. Оскiльки

‖𝐵(𝜀)‖ = 𝑂(1) i
⃦⃦
𝐵(𝜀)𝑦 −𝐵(0)𝑦

⃦⃦
C𝑟𝑚 → 0,

то маємо збiжнiсть 𝐵(𝜀)𝑦 до 𝐵(0)𝑦 в C𝑟𝑚 при 𝜀 → 0+ для кожного 𝑦 ∈

(𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚. Отже, крайова задача (3.27), (3.28) задовольняє граничну умо-

ву (3.II).

Необхiднiсть доведено.
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3.6. Доведення критерiю. Достатнiсть

Обґрунтуємо достатнiсть у теоремi 3.3. Припустимо, що крайова зада-

ча (3.27), (3.28) задовольняє умову (3.0) i граничнi умови (3.I), (3.II). Пока-

жемо, що роз’язок цiєї задачi неперервно залежить вiд параметра 𝜀 при 𝜀 = 0

у просторi (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚. Мiркування проведемо у чотири кроки.

Крок 1 є пiдготовчим. Для кожного 𝜀 ∈ [0, 𝜀0) розглянемо наступну за-

дачу Кошi:

𝐿(𝜀)𝑦(𝑡, 𝜀) = 𝑓(𝑡, 𝜀), 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏), (3.45)

𝑦(𝑗−1)(𝑎, 𝜀) = 𝑐𝑗(𝜀), 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑟}. (3.46)

Тут для кожного 𝜀 довiльно задано вектор-функцiю 𝑓(·, 𝜀) ∈ (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚 i вектори

𝑐𝑗(𝜀) ∈ C𝑟𝑚. Згiдно з лемою (2.1) єдиний розв’язок 𝑦(·, 𝜀) цiєї задачi належить

простору (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚.

Покажемо, що зi збiжностi правих частин

𝑓(·, 𝜀)→ 𝑓(·, 0) у (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚 при 𝜀→ 0+, (3.47)

𝑐𝑗(𝜀)→ 𝑐𝑗(0) у C𝑟𝑚 при 𝜀→ 0 + для кожного 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑟} (3.48)

цiєї задачi випливає збiжнiсть її розв’язкiв

𝑦(·, 𝜀)→ 𝑦(·, 0) у (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚 при 𝜀→ 0 + . (3.49)

Зведемо задачу Кошi (3.45), (3.46) до наступної задачi Кошi для системи

диференцiальних рiвнянь першого порядку:

𝑥′(𝑡, 𝜀) + 𝐾(𝑡, 𝜀)𝑥(𝑡, 𝜀) = 𝑔(𝑡, 𝜀), 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏), (3.50)

𝑥(𝑎, 𝜀) = 𝑐(𝜀). (3.51)
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Тут матриця-функцiя 𝐾(·, 𝜀) i вектор-функцiя 𝑔(·, 𝜀) такi ж як i на кроцi 1

доведення необхiдностi. Крiм того, маємо

𝑥(·, 𝜀) := col
(︁
𝑦(·, 𝜀), 𝑦′(·, 𝜀), . . . , 𝑦(𝑟−1)(·, 𝜀)

)︁
∈ (𝑊 𝑛+𝑟

𝑝 )𝑟𝑚

𝑐(𝜀) := col (𝑐(𝜀), . . . , 𝑐𝑟(𝜀)) ∈ C𝑟𝑚.

Оскiльки, за припущенням, крайова задача (3.27), (3.28) задовольняє умо-

ву (3.I), то

𝐾(·, 𝜀)→ 𝐾(·, 0) у (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑟𝑚×𝑟𝑚 при 𝜀→ 0 + .

Iз умов (3.47) i (3.48) випливає збiжнiсть правих частин задачi (3.50), (3.51)

𝑔(·, 𝜀)→ 𝑔(·, 0) у (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑟𝑚 при 𝜀→ 0+,

𝑐(𝜀)→ 𝑐(0) у C𝑟𝑚 при 𝜀→ 0 + .

Тому на пiдставi теореми 2.6, з умов (3.47) i (3.48) маємо збiжнiсть (3.49).

Крок 2. Доведемо, що крайова задача (3.27), (3.28) задовольняє умову (*)

означення 3.2, тобто для малих 𝜀 ≥ 0 оператор (𝐿(𝜀), 𝐵(𝜀)) є оборотним.

Розглянемо для довiльних 𝜀 ∈ [0, 𝜀0) i 𝑘 ∈ {0, . . . , 𝑟− 1} матричну задачу

Кошi

𝑌
(𝑟)
𝑘 (𝑡, 𝜀) +

𝑟∑︁
𝑗=1

𝐴𝑟−𝑗(𝑡, 𝜀)𝑌
(𝑟−𝑗)
𝑘 (𝑡, 𝜀) = 𝑂𝑚, 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏),

з початковими умовами

𝑌
(𝑗)
𝑘 (𝑡0, 𝜀) = 𝛿𝑘,𝑗𝐼𝑚, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑟 − 1}.

У цiй задачi

𝑌𝑘(𝑡, 𝜀) =
(︁
𝑦𝛼,𝛽𝑘 (𝑡, 𝜀)

)︁𝑚
𝛼,𝛽=1

є шуканою 𝑚×𝑚 матрицею-функцiєю, точка 𝑡0 ∈ [𝑎, 𝑏] — фiксованою, 𝛿𝑘,𝑗 —

символом Кронекера, 𝑂𝑚 — нульовою, 𝐼𝑚 — одиничною 𝑚 ×𝑚 — матриця-

ми. Дана задача складається з 𝑚 задач Кошi вигляду (3.45), (3.46) з 𝑓 = 0

вiдносно вектор-функцiй 𝑦(·, 𝜀), якi є стовпцями матрицi 𝑌𝑘(·, 𝜀).
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Загальний розв’язок однорiдного рiвняння (3.27) має такий вигляд:

𝑦(·, 𝜀) =
𝑟−1∑︁
𝑘=0

𝑌𝑘(·, 𝜀)𝑞𝑘(𝜀), (3.52)

де вектор-стовпцi 𝑞𝑘(𝜀) ∈ C𝑟𝑚 є довiльними [17, розд. 2, п. 2.5].

Оскiльки правi частини цiєї задачi не залежать вiд 𝜀, то

𝑌𝑙(·, 𝜀)→ 𝑌𝑙(·, 0) у (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚×𝑚 при 𝜀→ 0+ (3.53)

згiдно з кроком 1. Оскiльки крайова задача (3.27), (3.28) задовольняє за при-

пущенням граничну умову (3.II), то маємо таку збiжнiсть блочних числових

прямокутних матриць:(︀
[𝐵(𝜀)𝑌0(·, 𝜀)], . . . , [𝐵(𝜀)𝑌𝑟−1(·, 𝜀)]

)︀
→

→
(︀
[𝐵(0)𝑌0(·, 𝜀)], . . . , [𝐵(0)𝑌𝑟−1(·, 𝜀)]

)︀
в C𝑟𝑚×𝑟𝑚 при 𝜀→ 0 + .

(3.54)

Згiдно з припущенням про те, що крайова задача (3.27), (3.28) задовольняє

умову (3.0) i на пiдставi леми 2.7, гранична матриця є невиродженою. Тодi

iснує таке додатне число 𝜀1 < 𝜀0, що для довiльного 𝜀 ∈ [0, 𝜀1)

det
(︀
𝑀(𝐿(𝜀), 𝐵(𝜀))

)︀
̸= 0. (3.55)

Отже, згiдно з лемою 2.7 оператор (3.30) є оборотним для кожного 𝜀 ∈ [0, 𝜀1).

Крок 3. Покажемо, що крайова задача (3.27), (3.28) задовольняє умо-

ву (**) означення 3.2. Дослiдимо спочатку випадок 𝑓(·, 𝜀) ≡ 0.

Розглянемо залежну вiд параметра 𝜀 ∈ [0, 𝜀0) напiводнорiдну крайову

задачу

𝐿(𝜀)𝑣(·; 𝜀) ≡ 0, (3.56)

𝐵(𝜀)𝑣(·; 𝜀) = 𝑐(𝜀). (3.57)

Згiдно з кроком 2 вона має єдиний розв’язок 𝑣(·; 𝜀) ∈ (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚 для кожного

𝜀 ∈ [0, 𝜀1), де 𝜀1 достатньо мале додатне число. Припустимо, що

𝑐(𝜀)→ 𝑐(0) в C𝑟𝑚 при 𝜀→ 0 + . (3.58)
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Треба показати, що

𝑣(·, 𝜀)→ 𝑣(·, 0) в (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚 при 𝜀→ 0 + . (3.59)

Запишемо для кожного 𝜀 ∈ [0, 𝜀0) загальний розв’язок однорiдного дифе-

ренцiального рiвняння (3.56) у виглядi (3.52), тобто

𝑣(·, 𝜀) =
𝑟−1∑︁
𝑘=0

𝑌𝑘(·, 𝜀)𝑞𝑘(𝜀). (3.60)

Тут вектор-стовпцi 𝑞𝑘(𝜀) ∈ C𝑟𝑚 є довiльними, а кожна матриця-функцiя

𝑌𝑘(·, 𝜀) ∈ (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚×𝑚 така як i на кроцi 2. Згiдно з лемою 2.3 справджую-

ться рiвностi

𝐵(𝜀)𝑣(·, 𝜀) =
𝑟−1∑︁
𝑘=0

𝐵(𝜀)(𝑌𝑘(·, 𝜀)𝑞𝑘(𝜀)) =
𝑟−1∑︁
𝑘=0

[𝐵(𝜀)𝑌𝑘(·, 𝜀)] 𝑞𝑘(𝜀).

Тому крайова умова (3.57) еквiвалентна рiвностi

𝑟−1∑︁
𝑘=0

[𝐵(𝜀)𝑌𝑘(·, 𝜀)] 𝑞𝑘(𝜀) = 𝑐(𝜀).

Останню умову можна записати у виглядi наступної системи лiнiйних алге-

браїчних рiвнянь:(︀
[𝐵(𝜀)𝑌0(·, 𝜀)] , . . . , [𝐵(𝜀)𝑌𝑟−1(·, 𝜀)]

)︀
𝑞(𝜀) = 𝑐(𝜀).

Тобто

[𝐵(𝜀)𝑌 (·, 𝜀)] 𝑞(𝜀) = 𝑐(𝜀)

вiдносно координат стовпця 𝑞(𝜀) := col(𝑞0(𝜀), . . . , 𝑞𝑟−1(𝜀)). На пiдставi (3.54),

(3.55) i припущення (3.58) маємо збiжнiсть

𝑞(𝜀) [𝐵(𝜀)𝑌 (·, 𝜀)]−1 𝑐(𝜀)→ [𝐵(0)𝑌 (·, 0)]−1 𝑐(0) = 𝑞(0) при 𝜀→ 0 + .

Як пiдсумок, з формул (3.53), (3.60) випливає потрiбна збiжнiсть (3.59)

𝑣(·, 𝜀) =
𝑟−1∑︁
𝑘=0

𝑌𝑘(·, 𝜀)𝑞𝑘(𝜀)→
𝑟−1∑︁
𝑘=0

𝑌𝑘(·, 0)𝑞𝑘(0) = 𝑣(·, 0)
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у просторi (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚 при 𝜀→ 0+.

Крок 4. Перейдемо до загального випадку неоднорiдного диференцiаль-

ного рiвняння (3.27). Припустимо, що виконуються умови (3.58) i

𝑓(·, 𝜀)→ 𝑓(·, 0) в (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚 при 𝜀→ 0 + . (3.61)

Для кожного 𝜀 ∈ [0, 𝜀1] покладемо

𝑧(·; 𝜀) = 𝑦(·; 𝜀)− 𝑦(·; 𝜀),

де вектор-функцiя 𝑦(·; 𝜀) є розв’язком неоднорiдної крайової задачi (3.45),

(3.46), а вектор-функцiя 𝑦(·; 𝜀) є розв’язком задачi Кошi (3.45), (3.46), де всi

𝑐𝑗(𝜀) ≡ 0. У цьому разi 𝑧(·; 𝜀) є розв’язком наступної напiводнорiдної крайової

задачi:

𝐿(𝜀)𝑧(·, 𝜀) ≡ 0,

𝐵(𝜀)𝑧(·, 𝜀) = 𝑐(𝜀),

𝑐(𝜀) = 𝑐(𝜀)−𝐵(𝜀)𝑦(·, 𝜀) ∈ C𝑚.

На кроцi 1 було показано, що 𝑦(·, 𝜀) задовольняє властивiсть (3.49), за умови

(3.61). На пiдставi цiєї властивостi i припущень про те, що крайова зада-

ча (3.27), (3.28) задовольняє граничнi умови (3.I) i (3.58), маємо збiжнiсть

𝑐(𝜀)→ 𝑐(0) в C𝑟𝑚 при 𝜀→ 0 + .

Тому згiдно з кроком 3 робимо висновок, що

𝑧(·, 𝜀)→ 𝑧(·, 0) в (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚 при 𝜀→ 0 + .

Звiдси та з формули (3.49) отримуємо потрiбну збiжнiсть

𝑦(·, 𝜀) = 𝑦(·, 𝜀) + 𝑧(·, 𝜀)→ 𝑦(·, 0) + 𝑧(·, 0) = 𝑦(·, 0)

в (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚 при 𝜀→ 0 + .

Достатнiсть доведено.
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3.7. Оцiнка швидкостi збiжностi розв’язкiв за параме-

тром

Перейдемо до дослiдження швидкостi збiжностi розв’язкiв крайової задачi

(3.27), (3.28) при 𝜀→ 0+.

Розглянемо такi величини:

⃦⃦
𝑦(·; 0)− 𝑦(·; 𝜀)

⃦⃦
𝑛+𝑟,𝑝

, (3.62)

̃︀𝑑𝑛,𝑝(𝜀) :=
⃦⃦
𝐿(𝜀)𝑦(·; 0)− 𝑓(·; 𝜀)

⃦⃦
𝑛,𝑝

+
⃦⃦
𝐵(𝜀)𝑦(·; 0)− 𝑐(𝜀)

⃦⃦
C𝑟𝑚, (3.63)

де (3.62) є похибкою, а (3.63) — нев’язкою розв’язку 𝑦(·; 𝜀) крайової задачi

(3.27), (3.28), якщо 𝑦(·; 𝜀) розглядати як її точний розв’язок, а 𝑦(·; 0) — як

наближений.

Теорема 3.4. Нехай крайова задача (3.27), (3.28) задовольняє умову (3.0)

та граничнi умови (3.I) i (3.II). Тодi iснують такi додатнi числа 𝜀2 < 𝜀1 i

𝛾1, 𝛾2, що для кожного 𝜀 ∈ (0, 𝜀2) має мiсце двобiчна оцiнка

𝛾1 ̃︀𝑑𝑛,𝑝(𝜀) ≤ ⃦⃦𝑦(·; 0)− 𝑦(·; 𝜀)
⃦⃦
𝑛+𝑟,𝑝

≤ 𝛾2 ̃︀𝑑𝑛,𝑝(𝜀), (3.64)

де числа 𝜀2, 𝛾1 i 𝛾2 не залежать вiд 𝑦(·; 0) i 𝑦(·; 𝜀).

Згiдно з цiєю теоремою похибка i нев’язка розв’язку 𝑦(·; 𝜀) крайової задачi

(3.27), (3.28) мають однаковий порядок малостi.

Доведення теореми 3.4. Спочатку покажемо, що має мiсце лiва части-

на оцiнки (3.64). Iз граничних умов (3.I) i (3.II) випливає сильна збiжнiсть

операторiв

(𝐿(𝜀), 𝐵(𝜀))
𝑠−→ (𝐿(0), 𝐵(0)) при 𝜀→ 0 + .

Тому iснують такi числа 𝛾′ > 0 i 𝜀 ∈ (0, 𝜀′2), що норма цього оператора задо-

вольняє нерiвнiсть (3.43). Дiйсно, припустивши протилежне, можна знайти
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наступну послiдовнiсть додатних чисел
(︀
𝜀(𝑘)
)︀∞
𝑘=1

:

𝜀(𝑘) → 0 i
⃦⃦⃦(︁

𝐿
(︁
𝜀(𝑘)
)︁
, 𝐵
(︁
𝜀(𝑘)
)︁)︁⃦⃦⃦

→∞ при 𝑘 →∞.

Але за теоремою Банаха – Штейнгауза це суперечить сильнiй збiжностi(︁
𝐿
(︁
𝜀(𝑘)
)︁
, 𝐵
(︁
𝜀(𝑘)
)︁)︁

𝑠−→ (𝐿(0), 𝐵(0)) при 𝑘 →∞.

Тепер на пiдставi нерiвностi (3.43) робимо висновок, що

̃︀𝑑𝑛,𝑝(𝜀) =
⃦⃦
𝐿(𝜀)𝑦(·; 0)− 𝐿(𝜀)𝑦(·; 𝜀)

⃦⃦
𝑛,𝑝

+
⃦⃦
𝐵(𝜀)𝑦(·; 0)−𝐵(𝜀)𝑦(·; 𝜀)

⃦⃦
C𝑟𝑚 ≤

≤
⃦⃦
𝐿(𝜀)

⃦⃦⃦⃦
𝑦(·; 0)− 𝑦(·; 𝜀)

⃦⃦
𝑛+𝑟,𝑝

+
⃦⃦
𝐵(𝜀)

⃦⃦⃦⃦
𝑦(·; 0)− 𝑦(·; 𝜀)

⃦⃦
𝑛+𝑟,𝑝

≤

≤ 𝛾′
⃦⃦
𝑦(·; 0)− 𝑦(·; 𝜀)

⃦⃦
𝑛+𝑟,𝑝

для довiльного 𝜀 ∈ (0, 𝜀′2). Отримали лiву частину двобiчної оцiнки (3.64), де

𝛾1 := 1/𝛾′.

Доведемо праву частину цiєї оцiнки. Згiдно з теоремою 3.3 крайова зада-

ча (3.27), (3.28) задовольняє означення 3.2. Тому оператор (3.30) є оборотним

для кожного 𝜀 ∈ (0, 𝜀′2). Бiльше того, оператор (𝐿(𝜀), 𝐵(𝜀))−1, обернений до

(3.30), збiгається сильно до (𝐿(0), 𝐵(0))−1 при 𝜀 → 0+. Справдi, для довiль-

них 𝑓 ∈ (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚 i 𝑐 ∈ C𝑚 за умовою (**) означення 3.2 маємо збiжнiсть

(𝐿(𝜀), 𝐵(𝜀))−1(𝑓, 𝑐) =: 𝑦(·, 𝜀)→ 𝑦(·, 0) := (𝐿(0), 𝐵(0))−1(𝑓, 𝑐)

у просторi (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚 при 𝜀→ 0+.

Отже, за теоремою Банаха – Штейнгауза iснують такi додатнi числа 𝜀2 i

𝛾2, що норма оберненого оператора⃦⃦
(𝐿(𝜀), 𝐵(𝜀))−1

⃦⃦
≤ 𝛾2 для кожного 𝛾 ∈ [0, 𝜀2).
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Отож, для довiльного числа 𝜀 ∈ (0, 𝜀2) справджуються спiввiдношення⃦⃦
𝑦(·, 0)− 𝑦(·, 𝜀)

⃦⃦
𝑛+𝑟,𝑝

=

= ‖(𝐿(𝜀), 𝐵(𝜀))−1(𝐿(𝜀), 𝐵(𝜀))(𝑦(·, 0)− 𝑦(·, 𝜀))‖𝑛+𝑟,𝑝 ≤

≤ 𝛾2 ‖(𝐿(𝜀), 𝐵(𝜀))(𝑦(·, 0)− 𝑦(·, 𝜀))‖(𝑊𝑛
𝑝 )

𝑚×C𝑟𝑚 = 𝛾2 ̃︀𝑑𝑛,𝑝(𝜀).
Отримали праву частину двобiчної оцiнки (3.64).

Теорему 3.4 доведено.
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3.8. Збiжнiсть послiдовностi характеристичних ма-

триць задач

Поряд iз задачею (3.1), (3.2) розглянемо послiдовнiсть неоднорiдних кра-

йових задач

𝐿(𝑘)𝑦(𝑡, 𝑘) := 𝑦(𝑟)(𝑡, 𝑘) +
𝑟∑︁

𝑗=1

𝐴𝑟−𝑗(𝑡, 𝑘)𝑦(𝑟−𝑗)(𝑡, 𝑘) = 𝑓(𝑡, 𝑘), (3.65)

𝐵(𝑘)𝑦(·, 𝑘) = 𝑐(𝑘), 𝑘 ∈ N, 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏), (3.66)

де матрицi-функцiї 𝐴𝑟−𝑗(·, 𝑘), вектор-функцiя 𝑓(·, 𝑘), вектор 𝑐(𝑘) i лiнiйний

неперервний оператор 𝐵(𝑘) задовольняють наведеним у п. 3.1 умовам для

задачi (3.1), (3.2).

Iз крайовими задачами (3.65), (3.66) пов’яжемо послiдовнiсть лiнiйних не-

перервних операторiв

(𝐿(𝑘), 𝐵(𝑘)) : (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚 → (𝑊 𝑛

𝑝 )𝑚 × C𝑙 (3.67)

i послiдовнiсть характеристичних матриць, залежних вiд параметра 𝑘 ∈ N,

𝑀
(︀
𝐿(𝑘), 𝐵(𝑘)

)︀
:=
(︀

[𝐵(𝑘)𝑌0(·, (𝑘))] , . . . , [𝐵(𝑘)𝑌𝑟−1(·, (𝑘))]
)︀
⊂ C𝑚𝑟×𝑙.

Позначимо через

(𝐿(𝑘), 𝐵(𝑘))
𝑠−→ (𝐿,𝐵) (3.68)

сильну збiжнiсть послiдовностi операторiв (𝐿(𝑘), 𝐵(𝑘)) до оператора (𝐿,𝐵).

Сформулюємо достатню умову збiжностi послiдовностi характеристичних

матриць 𝑀 (𝐿(𝑘), 𝐵(𝑘)) до матрицi 𝑀 (𝐿,𝐵) при 𝑘 →∞

𝑀 (𝐿(𝑘), 𝐵(𝑘))→𝑀 (𝐿,𝐵) . (3.69)

Теорема 3.5. Якщо послiдовнiсть операторiв
(︀
𝐿(𝑘), 𝐵(𝑘)

)︀
сильно збiга-

ється до оператора
(︀
𝐿,𝐵

)︀
при 𝑘 →∞, то послiдовнiсть характеристичних

матриць 𝑀
(︀
𝐿(𝑘), 𝐵(𝑘)

)︀
збiгається до матрицi 𝑀

(︀
𝐿,𝐵

)︀
.
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Доведення теореми 3.5 роздiлимо на три частини.

Крок 1. Нехай 𝑘, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑟}. Зведемо матричну задачу Кошi (3.16),

(3.17) до крайової задачi для системи диференцiальних рiвнянь першого по-

рядку (див., наприклад, [81, п. 2.5]). Для цого, як звичайно, блочну матрицю-

функцiю 𝐾(·) ∈ (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑟𝑚×𝑟𝑚 визначимо рiвнiстю (3.15) i для будь-яких 𝑘

вектор-функцiю 𝑍𝑘 ∈ (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑟𝑚×𝑚 визначимо такою формулою:

𝑍𝑘(·) := 𝑐𝑜𝑙 (𝑍𝑘1, 𝑍𝑘2, . . . , 𝑍𝑘𝑟) .

Тодi 𝑍𝑘 є розв’язком матричної задачi Кошi

𝑍 ′𝑘(𝑡) + 𝐾(𝑡)𝑍𝑘(𝑡) = 𝑂𝑟𝑚×𝑚, 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏),

𝑍𝑘(𝑡0) = 𝐽𝑘 = 𝑐𝑜𝑙

⎛⎝𝑂𝑚, . . . , 𝑂𝑚, 𝐼𝑚⏟ ⏞ 
𝑘

, 𝑂𝑚, . . . , 𝑂𝑚

⎞⎠ .

Нехай 𝑍(·) позначає таку матрицю-функцiю з простору (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑟𝑚×𝑟𝑚, що

𝑍𝑘(·) — її 𝑘-й стовпець для кожного 𝑘. Ця функцiя задовольняє наступну

матричну задачу Кошi першого порядку:

𝑍 ′(𝑡) + 𝐾(𝑡)𝑍(𝑡) = 𝑂𝑟𝑚×𝑟𝑚, 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏), (3.70)

𝑍(𝑡0) = 𝐼𝑟𝑚. (3.71)

Iз наведених мiркувань випливає

Лема 3.4. Розв’язки 𝑌𝑘(·) задачi (3.16), (3.17) пов’язанi з розв’язком 𝑍

задачi (3.70), (3.71) наступним чином:

𝑌𝑘 = 𝑍𝑘1.

Крок 2. Для крайової задачi (3.65), (3.66) розглянемо граничнi умови

при 𝑘 →∞:

(3.I′) 𝐴𝑟−𝑗(·, 𝑘) → 𝐴𝑟−𝑗(·) у просторi (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚×𝑚 для кожного номера 𝑗 ∈

{1, . . . , 𝑟};
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(3.II′) 𝐵(𝑘)𝑦 → 𝐵𝑦 у просторi C𝑙 для довiльної вектор-функцiї 𝑦 ∈ (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚.

Також розглянемо ще двi умови:

(𝐴1) ‖𝐿(𝑘)− 𝐿‖ → 0;

(𝐴2) 𝐿(𝑘)𝑦 → 𝐿𝑦 для кожного 𝑦 ∈ (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚.

Лема 3.5. Граничнi умови (3.I′), (3.II′) є еквiвалентними умовi (3.68).

Доведення. Достатньо показати виконання iмплiкацiй при 𝑘 →∞

(3.𝐼 ′) =⇒ (𝐴1) =⇒ (𝐴2) =⇒ (3.𝐼 ′).

Спочатку обґрунтуємо першу iмплiкацiю. Припустимо, що виконується

збiжнiсть ⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑟∑︁
𝑗=1

𝐴𝑟−𝑗(·, 𝑘)−
𝑟∑︁

𝑗=1

𝐴𝑟−𝑗(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑛,𝑝

→ 0.

Для довiльної вектор-функцiї 𝑦 ∈ (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚 маємо

⃦⃦
(𝐿(𝑘)− 𝐿)𝑦

⃦⃦
𝑛,𝑝

=

⃦⃦⃦⃦
⃦
(︃

𝑟∑︁
𝑗=1

𝐴𝑟−𝑗(·, 𝑘)−
𝑟∑︁

𝑗=1

𝐴𝑟−𝑗(·)

)︃
𝑦

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑛,𝑝

≤

≤ 𝑐𝑛,𝑝

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑟∑︁
𝑗=1

𝐴𝑟−𝑗(·, 𝑘)−
𝑟∑︁

𝑗=1

𝐴𝑟−𝑗(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑛,𝑝

‖𝑦‖𝑛,𝑝 ≤

≤ 𝑐𝑛+𝑟,𝑝

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑟∑︁
𝑗=1

𝐴𝑟−𝑗(·, 𝑘)−
𝑟∑︁

𝑗=1

𝐴𝑟−𝑗(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑛,𝑝

‖𝑦‖𝑛+𝑟,𝑝.

Тут 𝑐𝑛,𝑝 i 𝑐𝑛+𝑟,𝑝 — деякi додатнi числа, що не залежить вiд 𝑦; вони iснують,

оскiльки 𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 є банаховою алгеброю. Тому при 𝑘 → 0+

‖𝐿(𝑘)− 𝐿‖ ≤ 𝑐𝑛,𝑝

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑟∑︁
𝑗=1

𝐴𝑟−𝑗(·, 𝑘)−
𝑟∑︁

𝑗=1

𝐴𝑟−𝑗(·)

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑛,𝑝

→ 0,

де ‖ · ‖ позначає норму лiнiйного неперервного оператора на парi просторiв

𝐿(𝑘) : (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚 → (𝑊 𝑛

𝑝 )𝑚.
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Першу iмплiкацiю доведено. Iмплiкацiя (𝐴1) =⇒ (𝐴2) є очевидною. Доведемо,

що з умови (𝐴2) випливає гранична умова (3.I′). Покажемо справедливiсть

цього факту спочатку для скалярного випадку 𝑚 = 1. Маємо

𝐿(𝑘)𝑦 = 𝑦(𝑟) +
𝑟∑︁

𝑗=1

𝐴𝑟−𝑗(·, 𝑘)𝑦(𝑟−𝑗) → 𝑦(𝑟) +
𝑟∑︁

𝑗=1

𝐴𝑟−𝑗(·)𝑦(𝑟−𝑗) = 𝐿𝑦. (3.72)

Покладемо 𝑦(𝑡) ≡ 1 i пiдставимо у спiввiдношення (3.72). Тодi має мiсце

збiжнiсть коефiцiєнтiв

𝐴0(·, 𝑘)→ 𝐴0(·) у 𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 . (3.73)

Покладемо тепер 𝑦(𝑡) ≡ 𝑡 i пiдставимо у спiввiдношення (3.72). Тодi, вра-

ховуючи умову (3.73), справджується збiжнiсть коефiцiєнтiв

𝐴1(·, 𝑘) + 𝐴0(·, 𝑘)𝑡→ 𝐴1(·) + 𝐴0(·)𝑡 у 𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 .

Продовжуючи послiдовно цей процес до 𝑟-го кроку, переконуємося у ви-

конаннi умови (𝐴2) для скалярного випадку 𝑚 = 1.

Нехай 𝑚 ≥ 2. Оскiльки сильна збiжнiсть на вектор-функцiях 𝑦(·) еквiва-

лентна сильнiй збiжностi на квадратних матрицях 𝑌 ∈ (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚×𝑚, то маємо

𝐿(𝑘)𝑌 = 𝑌 (𝑟) +
𝑟∑︁

𝑗=1

𝐴𝑟−𝑗(·, 𝑘)𝑌 (𝑟−𝑗) →

→ 𝑌 (𝑟) +
𝑟∑︁

𝑗=1

𝐴𝑟−𝑗(·)𝑌 (𝑟−𝑗) = 𝐿𝑦. (3.74)

Покладемо 𝑌 = 𝐼𝑚, де 𝐼𝑚 — одинична 𝑚 ×𝑚 — матриця, та послiдовно

пiдставлятимемо матрицi у спiввiдношення (3.8). Тодi має мiсце наступна

збiжнiсть коефiцiєнтiв

𝐴0(·, 𝑘)→ 𝐴0(·) у (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚×𝑚. (3.75)

Покладемо 𝑌 ≡ 𝑡𝐼𝑚 i пiдставимо у спiввiдношення (3.8). Тодi, враховуючи

умову (3.75), справджується збiжнiсть коефiцiєнтiв

𝐴1(·, 𝑘) + 𝐴0(·, 𝑘)𝑡→ 𝐴1(·) + 𝐴0(·)𝑡 у (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚×𝑚.
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Продовжуючи послiдовно цей процес до 𝑟-го кроку, переконуємось у ви-

конаннi умови (𝐴2) для випадку 𝑚 ≥ 2. Отже, справджується iмплiкацiя

(𝐴2) =⇒ (3.I′).

Лему 3.5 доведено.

Крок 3. Для кожного номера 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑟} позначимо через матрицi-

функцiї 𝑌𝑠(·, 𝑘) ∈ (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚×𝑚 вiдповiдно розв’язки сiм’ї матричних задач Ко-

шi

𝑌 (𝑟)
𝑠 (𝑡, 𝑘) +

𝑟∑︁
𝑗=1

𝐴𝑟−𝑗(𝑡, 𝑘)𝑌 (𝑟−𝑗)
𝑠 (𝑡, 𝑘) = 𝑂𝑚, 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏),

𝑌 (𝑗−1)
𝑠 (𝑡0) = 𝛿𝑠,𝑗𝐼𝑚, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑟}.

Лема 3.6. Якщо виконується гранична умова (3.I′), то послiдовнiсть

матриць-функцiй 𝑌
(𝑟)
𝑠 (·, 𝑘) збiгається до матрицi 𝑌

(𝑟)
𝑠 (·) для кожного 𝑠 ∈

{1, . . . , 𝑟} у просторi (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚×𝑚

(3.𝐼 ′) =⇒ 𝑌 (𝑟)
𝑠 (·, 𝑘)→ 𝑌 (𝑟)

𝑠 (·).

Доведення леми випливає з леми 3.4 i теореми про гомеоморфiзми 2.1.

Теорему 3.5 доведено.

У випадку 1 ≤ 𝑝 < ∞, враховуючи однозначне аналiтичне зображення

оператора 𝐵 в (2.4), сформулюємо конструктивний критерiй, який гарантує

сильну збiжнiсть послiдовностi операторiв (𝐿(𝑘), 𝐵(𝑘)) до оператора (𝐿,𝐵).

Запишемо для кожного 𝑘 →∞ оператор 𝐵(𝑘) у виглядi (2.4), де

𝛼𝑠 = 𝛼𝑠(𝑘), Φ(𝑡) = Φ(𝑡, 𝑘).

Теорема 3.6. Умова (3.68) є еквiвалентною таким умовам при 𝑘 →∞:

(𝐴1) ‖𝐿(𝑘)− 𝐿‖ → 0;

(𝐴2) 𝐿(𝑘)𝑦 → 𝐿𝑦 для кожного значення 𝑦 ∈ (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚;
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а) 𝛼𝑠(𝑘)→ 𝛼𝑠 в C𝑙×𝑚 для кожного 𝑠 ∈ {0, . . . , 𝑛− 1};

б) ‖Φ(·, 𝑘)‖𝑞 = 𝑂(1);

в)
𝑡∫︀
𝑎

Φ(𝜏, 𝑘)𝑑𝜏 →
𝑡∫︀
𝑎

Φ(𝜏)𝑑𝜏 в C𝑙×𝑚 для кожного 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏].

Доведення теореми 3.6. Згiдно з лемою 3.5 сильна збiжнiсть операторiв

є еквiвалентною граничним умовам (3.I′), (3.II′). Тому для доведення теоре-

ми 3.6 достатньо показати, що граничнi умови (3.I′), (3.II′) є еквiвалентними

умовам (𝐴1), (𝐴2), (а), (б) i (в) при 𝑘 →∞. Iз леми 3.5 випливає, що гранична

умова (𝐼) є еквiвалентною умовам (𝐴1) i (𝐴2) при 𝑘 →∞. Отже, залишилося

переконатися у справедливостi наступного твердження.

Лема 3.7. Умова (3.II′) є еквiвалентною умовам (a), (б) i (в) при

𝑘 →∞.

Зауважимо, що твердження леми 3.7 є справедливим у просторi 𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 , де

1 ≤ 𝑝 <∞.

Доведення. Нехай виконуються умови (а), (б) i (в). Тодi, очевидно, спра-

ведлива гранична умова (3.II′), тобто справджується збiжнiсть

𝐵(𝑘)𝑦 =
𝑛−1∑︁
𝑠=0

𝛼𝑠(𝑘)𝑦(𝑠)(𝑎) +

∫︁ 𝑏

𝑎

Φ(𝑡, 𝑘)𝑦(𝑛)(𝑡)d𝑡→ (3.76)

→
𝑛−1∑︁
𝑠=0

𝛼𝑠𝑦
(𝑠)(𝑎) +

∫︁ 𝑏

𝑎

Φ(𝑡)𝑦(𝑛)(𝑡)d𝑡 = 𝐵𝑦.

Доведемо, що з граничної умови (3.II′) випливає виконання умов (а), (б) i

(в). Оскiльки сильна збiжнiсть на вектор-функцiях 𝑦(·) еквiвалентна сильнiй

збiжностi на квадратних матрицях 𝑌 ∈ (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚×𝑚, то маємо
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𝐵(𝑘)𝑌 =
𝑛−1∑︁
𝑠=0

𝛼𝑠(𝑘)𝑌 (𝑠)(𝑎) +

∫︁ 𝑏

𝑎

Φ(𝑡, 𝑘)𝑌 (𝑛)(𝑡)d𝑡→ (3.77)

→
𝑛−1∑︁
𝑠=0

𝛼𝑠𝑌
(𝑠)(𝑎) +

∫︁ 𝑏

𝑎

Φ(𝑡)𝑌 (𝑛)(𝑡)d𝑡 = 𝐵𝑌.

Покладемо 𝑌 = 𝐼𝑚 i послiдовно пiдставлятимемо матрицi у спiввiдноше-

ння (3.77). Тодi має мiсце збiжнiсть

𝛼0(·, 𝑘)→ 𝛼0(·) у (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚×𝑚. (3.78)

Покладемо 𝑌 ≡ 𝑡𝐼𝑚 i пiдставимо у (3.77). Тодi, враховуючи умову (3.78),

справджується збiжнiсть

𝛼1(·, 𝑘) + 𝛼0(·, 𝑘)𝑡→ 𝛼1(·) + 𝛼0(·)𝑡 у (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚×𝑚.

Продовжуючи послiдовно цей процес до 𝑛-го кроку, переконуємось у ви-

конаннi умови (a).

Покажемо справедливiсть умов (б) i (в) спочатку для скалярного випадку

𝑚 = 1. Iз (3.76), враховуючи умову (a), випливає збiжнiсть∫︁ 𝑏

𝑎

Φ(𝑡, 𝑘)𝑦(𝑛)(𝑡)d𝑡→
∫︁ 𝑏

𝑎

Φ(𝑡)𝑦(𝑛)(𝑡)d𝑡, 𝑦(·) ∈ 𝑊 𝑛
𝑝 . (3.79)

Оскiльки 𝑦(·) належить простору 𝑊 𝑛
𝑝 , то 𝑦(𝑛)(·) ∈ 𝐿𝑝. Бiльше того, якщо

𝑦(·) пробiгає весь простiр 𝑊 𝑛
𝑝 , то 𝑦(𝑛)(·) — весь простiр 𝐿𝑝. Тому матрицi

Φ(·, 𝑘) *-слабко збiгаються до матрицi Φ(·) у просторi 𝐿𝑝′, де 1/𝑝 + 1/𝑝
′
= 1.

Отже, за теоремою Рiса – Фреше справджуються умови (б) i (в) для скаляр-

ного випадку 𝑚 = 1.

Нехай 𝑚 ≥ 2. Тодi маємо збiжнiсть∫︁ 𝑏

𝑎

Φ(𝑡, 𝑘)𝑌 (𝑛)(𝑡)d𝑡→
∫︁ 𝑏

𝑎

Φ(𝑡)𝑌 (𝑛)(𝑡)d𝑡, 𝑌 (·) ∈ (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚×𝑚. (3.80)

Оскiльки 𝑌 (·) належить простору (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚×𝑚, то аналогiчно з наведеними

вище мiркуваннями 𝑌 (𝑛)(·) належить простору (𝐿𝑝)
𝑚×𝑚. Бiльше того, якщо
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𝑌 (·) пробiгає весь простiр (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚×𝑚, то 𝑌 (𝑛)(·) — весь простiр (𝐿𝑝)

𝑚×𝑚. По-

значимо через 𝜙(·) довiльну функцiю з простору𝑊 𝑛
𝑝 . Тодi 𝜙

(𝑛)(·) належатиме

простору 𝐿𝑝. Позначимо через 𝐸𝑖,𝑗 сiм’ю числових 𝑚×𝑚 — матриць, 𝑒𝑖,𝑗-та

компонента яких дорiвнює одиницi при 𝑖 = 𝑗, де 𝑖, 𝑗 ∈ {1, . . . ,𝑚}, а всi iншi

компоненти є нулями у противному випадку. Отримаємо 𝑚2 рiзних матриць

такого вигляду. Покладемо 𝑌 (𝑛) ≡ 𝐸𝑖,𝑗𝜙
(𝑛) i пiдставимо у спiввiдношення

(3.80). Iз *-слабкої збiжностi матриць Φ(·, 𝑘) до матрицi Φ(·) у просторi 𝐿𝑝′ ви-

пливає, що для кожного 𝑖, 𝑗 ∈ {1, . . . ,𝑚} компоненти матриць Φ(·, 𝑘)𝐸𝑖,𝑗𝜙
(𝑛)

також *-слабко збiгаються до вiдповiдних компонент матрицi Φ(·)𝐸𝑖,𝑗𝜙
(𝑛) у

просторi (𝐿𝑝′)
𝑚×𝑚. Отже, справджуються умови (б) i (в) для випадку 𝑚 ≥ 2.

Лему 3.7 доведено.

Теорему 3.6 доведено.

У випадку 1 ≤ 𝑝 < ∞, враховуючи однозначне аналiтичне зображення

оператора 𝐵 в (2.4), сформулюємо конструктивний критерiй, який гаран-

тує рiвномiрну збiжнiсть послiдовностi операторiв (𝐿(𝑘), 𝐵(𝑘)) до операто-

ра (𝐿,𝐵) ⃦⃦
(𝐿(𝑘), 𝐵(𝑘))− (𝐿,𝐵)

⃦⃦
→ 0. (3.81)

Теорема 3.7. Умова (3.81) є еквiвалентною умовам (𝐴1), а) i бiльш

сильнiй, нiж умови б) i в), умовi

г) ‖Φ(·, 𝑘)− Φ(·)‖𝑝′ → 0.

Доведення теореми 3.7. Iз теореми 3.5 випливає еквiвалентнiсть умов (𝐴1)

i (𝐴2). Залишається показати, що умова⃦⃦
𝐵(𝑘)−𝐵

⃦⃦
→ 0 (3.82)

є еквiвалентною умовам (a) i (г) при 𝑘 → ∞. Нехай виконуються умови (a)

i (г). Тодi, очевидно, справедлива умова (3.82), тобто справджується рiвно-
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мiрна збiжнiсть⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑛−1∑︁
𝑠=0

𝛼𝑠(𝑘)𝑦(𝑠)(𝑎) +

∫︁ 𝑏

𝑎

Φ(𝑡, 𝑘)𝑦(𝑛)(𝑡)d𝑡−
𝑛−1∑︁
𝑠=0

𝛼𝑠𝑦
(𝑠)(𝑎)−

∫︁ 𝑏

𝑎

Φ(𝑡)𝑦(𝑛)(𝑡)d𝑡

⃦⃦⃦⃦
⃦→ 0.

(3.83)

Доведемо, що з умови (3.82) випливають умови (a) i (г). Iз рiвномiрної збiжно-

стi операторiв (3.82) маємо їх сильну збiжнiсть. Тодi, враховуючи лему 3.7,

має мiсце умова (a).

Обґрунтуємо справедливiсть iмплiкацiї

⃦⃦
𝐵(𝑘)−𝐵

⃦⃦
→ 0 =⇒ ‖Φ(·, 𝑘)− Φ(·)‖𝑝′ → 0 (3.84)

спочатку для скалярного випадку 𝑚 = 1. Оскiльки 𝑦(·) належить простору

𝑊 𝑛
𝑝 , то 𝑦(𝑛)(·) 𝑖𝑛𝐿𝑝. Бiльше того, якщо 𝑦(·) пробiгає весь простiр 𝑊 𝑛

𝑝 , то

𝑦(𝑛)(·) — весь простiр 𝐿𝑝. За теоремою Рiса про вигляд лiнiйного неперервного

функцiоналу 𝐵 у просторi 𝐿𝑝, де 1 ≤ 𝑝 <∞, маємо наступну рiвнiсть норм:

‖𝐵‖𝑝 = ‖Φ(·)‖𝑝′ .

Отже, справджується iмплiкацiя (3.84).

Нехай 𝑚 ≥ 2. Тодi має мiсце збiжнiсть⃦⃦⃦⃦∫︁ 𝑏

𝑎

Φ(𝑡, 𝑘)𝑌 (𝑛)(𝑡)d𝑡−
∫︁ 𝑏

𝑎

Φ(𝑡)𝑌 (𝑛)(𝑡)d𝑡

⃦⃦⃦⃦
→ 0. (3.85)

Оскiльки 𝑌 (·) належить простору (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚×𝑚, то аналогiчно з наведеними ви-

ще мiркуваннями 𝑌 (𝑛)(·) належить простору (𝐿𝑝)
𝑚×𝑚. Бiльше того, якщо 𝑌 (·)

пробiгає весь простiр (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚×𝑚, то 𝑌 (𝑛)(·) — весь простiр (𝐿𝑝)

𝑚×𝑚. Позначимо

через 𝜙(·) довiльну функцiю з простору 𝑊 𝑛
𝑝 , тодi 𝜙

(𝑛)(·) належатиме просто-

ру 𝐿𝑝. Позначимо через 𝐸𝑖,𝑗 сiм’ю числових𝑚×𝑚 — матриць як i в лемi (3.7).

Покладемо

𝑌 (𝑛) ≡ 𝐸𝑖,𝑗𝜙
(𝑛), 𝐵′ =

∫︁ 𝑏

𝑎

Φ(𝑡)𝑌 (𝑛)(𝑡)d𝑡
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i пiдставимо у спiввiдношення (3.85). Iз того, що матрицi Φ(·, 𝑘) збiгаються

до матрицi Φ(·) у просторi 𝐿𝑝′ випливає, що для кожного 𝑖, 𝑗 ∈ {1, . . . ,𝑚}

компоненти матриць Φ(·, 𝑘)𝐸𝑖,𝑗𝜙
(𝑛) також збiгаються до вiдповiдних компо-

нент матрицi Φ(·)𝐸𝑖,𝑗𝜙
(𝑛) у просторi (𝐿𝑝′)

𝑚×𝑚. Тому згiдно з теоремою Рiса

маємо

0←
⃦⃦
𝐵′(𝑘)−𝐵′

⃦⃦
≥
⃦⃦
𝐸𝑖,𝑗

(︀
𝐵′(𝑘)−𝐵′

)︀⃦⃦
=
⃦⃦
𝜙𝑖,𝑗(𝑘)− 𝜙𝑖,𝑗

⃦⃦
𝑝′
≥ 0,

де 𝜙𝑖,𝑗 — компоненти матрицi Φ(·)𝐸𝑖,𝑗𝜙
(𝑛). Тодi справджується умова (3.85)

для випадку 𝑚 ≥ 2, отже, i умова (г).

Теорему 3.7 доведено.

Iз теореми 3.5 випливають достатнi умови напiвнеперервностi зверху ви-

мiрностi ядра i коядра оператора (3.67).

Наслiдок 3.2. В умовах теореми 3.5 починаючи з достатньо великих

𝑘 справджуються такi нерiвностi:

dim ker (𝐿(𝑘), 𝐵(𝑘)) ≤ dim ker (𝐿,𝐵) , (3.86)

dim coker (𝐿(𝑘), 𝐵(𝑘)) ≤ dim coker (𝐿,𝐵) . (3.87)

Зокрема

1. Якщо 𝑙 = 𝑚𝑟 i оператор (𝐿,𝐵) є оборотним, то оператори (𝐿(𝑘), 𝐵(𝑘))

також є оборотними для великих 𝑘.

2. Якщо крайова задача (3.1), (3.2) при будь-яких значеннях правих

частин має розв’язок, то крайовi задачi (3.65), (3.66) також мають

розв’язок для великих 𝑘.

3. Якщо iснує не бiльш як один розв’язок деякої крайової задачi (3.1),

(3.2), то задачi (3.65), (3.66) не можуть мати рiзнi розв’язки для кожного

досить великого 𝑘.
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Доведення. Враховуючи теорему 3.5, проведемо мiркування на прикладi

характеристичних матриць. Нехай послiдовнiсть характеристичних матриць

𝑀
(︀
𝐿(𝑘), 𝐵(𝑘)

)︀
збiгається до граничної характеристичної матрицi 𝑀

(︀
𝐿,𝐵

)︀
.

Та нехай rank
(︀
𝑀
(︀
𝐿,𝐵

)︀)︀
= 𝑟, тобто iснує мiнор матрицi 𝑀

(︀
𝐿,𝐵

)︀
порядку

𝑟 ̸= 0. Тодi коефiцiєнти послiдовностi визначникiв характеристичних матриць

𝑀
(︀
𝐿(𝑘), 𝐵(𝑘)

)︀
збiгаються вiдповiдно до коефiцiєнтiв визначника граничної

характеристичної матрицi 𝑀
(︀
𝐿,𝐵

)︀
, який вiдмiнний вiд нуля

det𝐷𝑠 → det𝐷 ̸= 0, 𝑠 ∈ {1, . . . , 𝑘}.

Отже, ранги послiдовностi характеристичних матриць можуть лише

збiльшуватися

rank
(︀
𝑀
(︀
𝐿(𝑘), 𝐵(𝑘)

)︀)︀
≥ rank

(︀
𝑀
(︀
𝐿,𝐵

)︀)︀
.

Як вiдомо, вимiрнiсть ядра матрицi є рiзницею числа рядкiв i рангу ма-

трицi. Тому вимiрностi ядер послiдовностi характеристичних матриць мо-

жуть лише зменшуватися. Звiдси випливає нерiвнiсть (3.86).

Аналогiчно доводимо справедливiсть нерiвностi (3.87). Оскiльки вимiр-

нiсть коядра матрицi є рiзницею числа стовпцiв i рангу матрицi, то вимiр-

ностi коядер послiдовностi характеристичних матриць також можуть лише

зменшуватися.

Наслiдок 3.2 доведено.

Зауважимо, що з умови

‖(𝐵(𝑘)−𝐵)𝑦‖ → 0, 𝑦(·) ∈ (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚, 𝑘 →∞

не випливає збiжнiсть

‖𝐵(𝑘)−𝐵‖ → 0, 𝑘 →∞.
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Тому твердження теореми 3.5 i наслiдку 3.2 не випливають iз загальних ре-

зультатiв теорiї лiнiйних операторiв [81], а зумовленi специфiкою крайової

задачi (3.1), (3.2).
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Висновки до роздiлу 3

У третьому роздiлi дисертацiї дослiджено найбiльш загальнi крайовi за-

дачi для системи 𝑚 звичайних диференцiальних рiвнянь довiльного порядку,

розв’язки яких пробiгають простiр Соболєва (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚, де 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞. Одер-

жано такi основнi результати:

1. Показано, що дослiджуваним крайовим задачам для рiвнянь порядку 𝑟

вiдповiдає фредгольмiв оператор з iндексом 𝑚𝑟− 𝑙 на парi нормованих

просторiв (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚 i (𝑊 𝑛

𝑝 )𝑚 × C𝑙 (теорема 3.1).

2. Доведено, що вимiрностi ядра i коядра оператора крайової задачi дорiв-

нюють вiдповiдно вимiрностi ядра i коядра характеристичної матрицi

крайової задачi (теорема 3.2).

3. Встановлено критерiй однозначної розв’язностi дослiджуваних крайо-

вих задач у вiдповiдних просторах (наслiдок 3.1).

4. Для найбiльш загальних крайових задач, залежних вiд параметра 𝜀 ≥ 0,

встановлено конструктивний критерiй неперервностi за параметром

розв’язкiв при 𝜀 = 0 у просторi (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚 (теорема 3.3).

5. Показано, що похибка i нев’язка розв’язкiв цих задач мають однако-

вий порядок малостi при 𝜀 → 0+ у вiдповiдних просторах Соболєва

(теорема 3.4).

6. Знайдено достатнi умови збiжностi послiдовностi характеристичних ма-

триць крайових задач 𝑀 (𝐿(𝑘), 𝐵(𝑘)) до матрицi 𝑀 (𝐿,𝐵) при 𝑘 →∞

(теорема 3.5).

7. Встановлено критерiй сильної збiжностi послiдовностi операторiв

(𝐿(𝑘), 𝐵(𝑘)) до оператора (𝐿,𝐵) при 𝑘 →∞ (теорема 3.6).
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8. Встановлено критерiй рiвномiрної збiжностi послiдовностi операторiв

(𝐿(𝑘), 𝐵(𝑘)) до оператора (𝐿,𝐵) при 𝑘 →∞ (теорема 3.7).

9. Знайдено достатнi умови напiвнеперервностi зверху вимiрностi ядра i

коядра оператора крайової задачi при 𝑘 → ∞ у просторi (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚, де

1 ≤ 𝑝 ≤ ∞ (наслiдок 3.2).

Результати третього роздiлу опублiковано у статтях [4, 64] та висвiтлено

в тезах конференцiй [8].
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ВИСНОВКИ ДО ДИСЕРТАЦIЇ

У дисертацiйнiй роботi отримано такi основнi результати:

1. Дослiджено характер розв’язностi найбiльш загальних крайових за-

дач для системи 𝑚 звичайних диференцiальних рiвнянь довiльного

порядку 𝑟, розв’язки яких належать простору Соболєва (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚, де

1 ≤ 𝑝 ≤ ∞.

2. Показано, що крайовим задачам для системи диференцiальних рiвнянь

довiльного порядку вiдповiдає фредгольмiв оператор з iндексом 𝑚𝑟− 𝑙

на парi нормованих просторiв (𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚 i (𝑊 𝑛

𝑝 )𝑚 × C𝑙 та встановлено

критерiй однозначної розв’язностi цих задач.

3. Доведено, що вимiрностi ядра i коядра оператора крайової задачi для

системи диференцiальних рiвнянь довiльного порядку дорiвнюють вiд-

повiдно вимiрностi ядра i коядра характеристичної матрицi крайової

задачi.

4. Для крайових задач для системи диференцiальних рiвнянь довiльного

порядку, залежних вiд параметра 𝜀 ≥ 0, встановлено конструктивний

критерiй неперервностi за параметром розв’язкiв при 𝜀 = 0 у просторi

(𝑊 𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚 та показано, що похибка i нев’язка розв’язкiв цих задач ма-

ють однаковий порядок малостi при 𝜀 → 0+ у вiдповiдних просторах

Соболєва.

5. Дослiджено найбiльш загальний клас багатоточкових лiнiйних кра-

йових задач для систем звичайних диференцiальних рiвнянь першо-

го порядку, розв’язки яких пробiгають простiр Соболєва (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚, де

1 ≤ 𝑝 ≤ ∞ i встановлено достатнi умови неперервностi за параметром
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розв’язкiв при 𝜀 = 0 у нормованому просторi (𝑊 𝑛
𝑝 )𝑚 у випадках 𝑝 =∞

i 1 ≤ 𝑝 <∞.

6. Знайдено достатнi умови збiжностi послiдовностi характеристичних ма-

триць𝑀 (𝐿(𝑘), 𝐵(𝑘)) крайових задач для системи диференцiальних рiв-

нянь довiльного порядку до матрицi 𝑀 (𝐿,𝐵) при 𝑘 →∞.

7. Встановлено критерiї сильної та рiвномiрної збiжностi послiдовностi

операторiв (𝐿(𝑘), 𝐵(𝑘)) до оператора (𝐿,𝐵) при 𝑘 →∞.

8. Знайдено достатнi умови напiвнеперервностi зверху вимiрностi ядра i

коядра оператора крайової задачi для системи 𝑚 звичайних диферен-

цiальних рiвнянь довiльного порядку.
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