
Лекцiя 6: Ранг Шмiдта для змiшаних станiв.
Свiдки сплутаностi.

1. Ранг Шмiдта для змiшаних станiв.
Нагадаємо, що змiшаний стан моделюється матрицею (оператором) щiль-
ностi ρ з множини S(H)− простору невiд’ємних операторiв зi слiдом 1. При
цьому чистi стани − це крайнi точки цiєї множини, тобто проектори |φ〉〈φ|.
Будь-який змiшаний стан є опуклою комбiнацiєю чистих станiв.

Нехай H = H1 ⊗H2, di = dimHi.
Для числа k ≥ 1 визначимо пiдмножини S(H):

Sk = {ρ = |φ〉〈φ|, s.rank(|φ〉) ≤ k},

S̃k =

{∫
ρ∈Sk

ρdµ

}
,

по всiх ймовiрнiсних розподiлах µ на Sk.
Зауважимо, що S̃k− це компактна опукла множина у дiйсному лiнiйному

просторi самоспряжених операторiв на H, розмiрнiсть якого d21d22.
За теоремою Каратеодорi будь-яка точка з опуклої оболонки пiдмножи-

ни в Rd є опуклою комбiнацiєю щонайбiльше d+ 1 точок цiє множини.
Тож можна записати, що ∀ρ ∈ S̃k:

ρ =

d21d
2
2+1∑

i=1

pi|φi〉〈φi|,

де |φi〉〈φi| ∈ Sk, pi ≥ 0,
∑
i pi = 1.

Означення Стан ρ ∈ S(H) має ранг Шмiдта k якщо ρ ∈ S̃k \ S̃k−1.

Зокрема, ρ є сепарабельним тодi й тiльки тодi, коли його ранг Шмiдта
дорiвнює 1, тобто ρ ∈ S̃1. Дiйсно, якщо є (опуклий) розлад

ρ =
∑
i

piρ
(i)
1 ⊗ ρ

(i)
2 ,

то є i розклад, в якому кожний доданок виду α|φ〉〈φ|⊗|ψ〉〈ψ| = α|φ〉|ψ〉〈φ|〈ψ|.
Визначення рангу Шмiдта для довiльного стану ρ є дуже складної за-

дачею. Складною є навiть задача з’ясування чи ранг ≤ 1 − проблема
сепарабельностi.

Для того, щоб переконати, що стан є сепарабельним, достатньо навести
його розклад (кiлькiсть елементiв розкладу може бути обмежена числом
d21d

2
2 + 1). Тож в деякому сенсi задача належить до класу NP, адже пере-

вiрка розкладу це досить швидка процедура.
Виявляється, що для перевiрки сплутаностi ρ є також швидка процеду-

ра, за умови якщо знати свiдка сплутаностi для ρ. Тож в деякому сенсi
задача належить до класу co-NP.



2. Свiдки сплутаностi.

Нехай ρ 6∈ S̃k. З геометричної теореми Хана-Банаха виплаває, що iснує лi-
нiйний функцiонал F на дiйсному лiнiйному просторi самоспряжених опе-
раторiв на H такий, що вiддiляє ρ вiд опуклої множини S̃k. Тобто ∃F :

F (ρ) < 0 ≤ F (σ), ∀σ ∈ S̃k.

За теоремою Рiса будь-який такий лiнiйний функцiонал можна записати
як F (X) = 〈A|X〉 = Tr(A†X), де A самоспряжений. Можна записати

Tr(ρA) < 0 ≤ Tr(σA), ∀σ ∈ S̃k.

ОператорA ∈ L(H1⊗H2) = L(H1)⊗L(H2), що iзоморфно до L(L(H1), L(H2)).
Iзометрiю можна задати формулою

A = (I ⊗ ΓA)
∑
ij

Eij ⊗ Eij ,

де {Eij = |i〉〈j|} це ортонормований базис у L(H1), а ΓA : L(H1)→ L(H2).

Лема ∑
ij

Eij ⊗ Eij = d1P,

де P це деякий ортопроектор у L(H1)⊗ L(H1), тобто P = P † = P 2.

Оскiльки I ⊗ ΓA це лiнiйний супероператор, то можна записати що

Tr(ρA) = 〈ρ|(I ⊗ ΓA)(d1P )〉 =

= 〈ρ|(I ⊗ ΓA)|d1P 〉 = 〈(I ⊗ Γ†A)(ρ)|d1P 〉 =

= Tr(((I ⊗ Γ†A)(ρ))† · d1P ).

Для будь-яких операторiв O1, O2 ≥ 0 виконується Tr(O1O2) ≥ 0. Оскiльки
Tr(ρA) < 0, то звiдси (I ⊗ Γ†A)(ρ) 6≥ 0.

Твердження 1 Якщо Tr(ρA) < 0 для ρ ∈ S(H1 ⊗H2), то

(I ⊗ Γ†A)(ρ) 6≥ 0

Твердження 2 Якщо Tr(σA) ≥ 0 для ∀σ ∈ S̃k, то Γ†A це k-позитивне
вiдображення.



k-позитивнi вiдображення

Вiдображення u : L(H1) → L(H2) називають k-позитивним якщо вiдпо-
вiдне uk : Mk(L(H1))→Mk(L(H2)) є позитивним, тобто

∀ρ ∈Mk(L(H1)), ρ ≥ 0 : uk(ρ) ≥ 0.

Оскiльки мiж Mk(L(H1)) та Mk ⊗ L(H1) iснує природня iзометрiя, то є
також еквiвалентне визначення.

Вiдображення u : L(H1)→ L(H2) є k-позитивним якщо вiдображення

I ⊗ u : Mk ⊗ L(H1)→Mk ⊗ L(H2)

є позитивним.
Є також наступна характеризацiя k-позитивностi:

Твердження 3
Вiдображення Λ : L(H2)→ L(H1) є k-позитивним тодi й тiльки тодi,

коли
∀σ ∈ S̃k : (I ⊗ Λ)(σ) ≥ 0.

Доведення. Iдея доведення полягає у наступному. По-перше, достатньо
розглянути лише чистi стани σ = |φ〉〈φ| ∈ Sk, тобто |φ〉 =

∑k
r=1 λr|ur〉|vr〉,

λr ≥ 0. Тодi можна записати, що

(I ⊗ Λ)(σ) = (I ⊗ Λ)(

k∑
r,s=1

λrλs|ur〉〈us| ⊗ |vr〉〈vs|) =

=

k∑
r,s=1

λrλs|ur〉〈us| ⊗ Λ(|vr〉〈vs|).

Пiдпростiр, породжений {|ur〉〈us|} ⊂ L(H1), можна ототожнити з Mk.
Тому дiю I ⊗ Λ на σ ∈ L(H1) ⊗ L(H2) можна розглядати як дiю на вiдпо-
вiдний σ ∈Mk ⊗L(H2). А така дiя переводить позитивнi у позитивнi, якщо
Λ був k-позитивним. Також можна отримати твердження i в обернену сто-
рону.

Твердження 4
Якщо u : L(H1) → L(H2) є k-позитивним, то u† : L(H2) → L(H1)

також є k-позитивним.

Твердження 5
Вiдображення Λ : L(H2)→ L(H1) є k-позитивним тодi й тiльки тодi,

коли
(I ⊗ Λ)(|Ψk〉〈Ψk|) ≥ 0,

для будь-якого |Ψk〉 рангу Шмiдта k з однаковими коефiцiентами (тобто
максимально сплутаного рангу k).



Доведення твердження 2.
Ми маємо, що для ∀σ ∈ S̃k виконується

Tr((I ⊗ ΓA)(
∑
ij

Eij ⊗ Eij)σ) ≥ 0.

Нехай σ = |φ〉〈φ|, де |φ〉 має ранг Шмiдта k, тобто |φ〉 =
∑k
r=1 λr|ur〉|vr〉.

Пiдставивши маємо

∑
ij

Tr((|i〉〈j| ⊗ ΓA(|i〉〈j|))(
k∑

r,s=1

λrλs|ur〉〈us| ⊗ |vr〉〈vs|)) =

=
∑
ij

k∑
r,s=1

λrλs Tr(|i〉〈j| · |ur〉〈us|) Tr(ΓA(|i〉〈j|) · |vr〉〈vs|) =

=
∑
ij

k∑
r,s=1

λrλs〈j|ur〉〈us|i〉〈vs|ΓA(|i〉〈j|)|vr〉 =

=
∑
ij

k∑
r,s=1

λrλs〈vs|ΓA(〈us|i〉|i〉 · 〈j|〈j|ur〉)|vr〉 =

=

k∑
r,s=1

λrλs〈vs|ΓA(
∑
i

〈us|i〉|i〉 ·
∑
j

〈j|〈j|ur〉)|vr〉.

Визначимо |ū〉 як комплексно спряжений до |u〉 у стандартному базисi, тобто
〈i|ū〉 = 〈i|u〉 = 〈u|i〉. Тодi

∑
i〈us|i〉|i〉 = |ūs〉. Аналогiчно

∑
j〈j|〈j|ur〉 = 〈ūr|.

Отже, ми отримали

k∑
r,s=1

λrλs〈vs|ΓA(|ūs〉〈ūr|)|vr〉 ≥ 0.

А це, насправдi, еквiвалентно k-позитивностi ΓA. Iдея доведення насту-
пна. Для будь-якого базису {|γi〉}ki=1 ∈ Ck останнiй вираз дорiвнює

k∑
i=1

λi〈γi|〈vi|
(

(I ⊗ ΓA)(

k∑
r,s=1

|γs〉〈γr| ⊗ |ūs〉〈ūr|)
) k∑
j=1

λj |γj〉|vj〉 =

= 〈Ψ|
(

(I ⊗ ΓA)(

k∑
s=1

|γs〉|ūs〉 ·
k∑
r=1

〈γr|〈ūr|)
)
|Ψ〉

= 〈Ψ|
(

(I ⊗ ΓA)(|Φ〉〈Φ|)
)
|Ψ〉 ≥ 0,

де |Ψ〉 =
∑k
j=1 λj |γj〉|vj〉, та |Φ〉 =

∑k
s=1 |γs〉|ūs〉. Звiдси стверджується, що

ΓA є k-позитивним.



Теорема 1 (Свiдок сплутаностi рангу k)
1) Вiдображення Λ : L(H2) → L(H1) є k-позитивним тодi й тiльки

тодi, коли
∀σ ∈ S̃k : (I ⊗ Λ)(σ) ≥ 0.

2) Якщо ρ 6∈ S̃k,то iснує k-позитивне вiдображення Λ : L(H2) → L(H1)
таке, що

(I ⊗ Λ)(ρ) 6≥ 0.

При цьому вiдповiдне вiдображення Λ називають свiдком сплутаностi
для ρ рангу Шмiдта k.

Зауваження. Зокрема, щоб довести несепарабельнiсть стану ρ доста-
тньо iснування позитивного вiдображення Λ : L(H2) → L(H1) такого, що
(I⊗Λ)(ρ) 6≥ 0. На основi цього iснує вiдомий критерiй Переса-Городецького,
коли умову (I ⊗ Λ)(ρ) 6≥ 0 перевiряють для конкретного оператору Λ =
транспозицiї (тож iнколи цей критерiй називають PPT − вiд слiв positive
partial transpose). Виявляється, що у випадку коли розмiрнiсть H1 ⊗H2 не
перевищує 6, то PPT критерiй є також i достатнiм. Тобто часткова транспо-
зицiя буде свiдком сплутаностi для будь-якого несапарабельного стану. Але
вже у випадку 3 × 3 скiнченної (наперед вiдомої) кiлькостi свiдкiв сплута-
ностi не вистачить для достатностi.




