
Лекцiя 5:
Пiдпростори мiнiмального рангу Шмiдта k

Нехай H = H1⊗H2. Питання полягає у тому як знайти пiдпростори S ⊂ H
такi, що для будь-якого стану |φ〉 ∈ S його ранг Шмiдта ≥ k. Зокрема, яка
найбiльша можлива розмiрнiсть такого пiдпростору?

Нагадаємо, що мiж H1⊗H2 та L(H2, H1) є iзометрiя, яку можна задати
як

Γ : |i〉|j〉 → |i〉〈j|.

В свою чергу iснує iзометрiя мiж L(H2, H1) та простором матрицьM(d1, d2).

Один з наслiдкiв цiєї iзометрiї це те, що ранг Шмiдта |φ〉 ∈ H1 ⊗ H2

спiвпадає iз рангом матрицi Γ(|φ〉).
Тож дану проблему можна вивчати лише в термiнах матриць − знайти

пiдпростiр S ⊂ M(d1, d2) такий, що будь-яка ненульова матриця в ньому
буде мати ранг ≥ k.

Для початку розглянемо k = 2 та d1 = d2.
Нехай {Wi, i = 1, 2..., n2} це унiтарний базис у просторi квадратних ма-

триць Mn = M(n, n).
Розглянемо додатнiй самоспряжений оператор Φ ∈ L(Mn) :

Φ =

n2∑
i=1

pi|Wi〉〈Wi|,

де pi > 0. Тобто Φ(Wi) = piWi.
Побудуємо пiдпростiр S ⊂M2n = M(2n, 2n) такий, що будь-яка ненульо-

ва матриця в ньому має ранг ≥ 2.

Теорема Для n > 1 визначимо S ⊂M(2n, 2n) наступним чином

S =
{
X =

(
A Φ(B)
B A

)
, A,B ∈Mn

}
.

Тодi ∀X ∈ S,X 6= 0, маємо що rank(X) ≥ 2.

Доведення.
Нехай B = 0 та A 6= 0. Тодi rank(X) = 2rank(A) ≥ 2.
Нехай B 6= 0 та A = 0. Тодi rank(X) = rank(B) + rank(Φ(B)) ≥ 2.
Нехай тепер B 6= 0 та A 6= 0. Припустимо rank(X) = 1.



Тодi X можна записати як вектор-стовпчик помножений на вектор-
строчку, тобто (

|u〉
|v〉

)
(〈u′| 〈v′|) =

(
|u〉〈u′| |u〉〈v′|
|v〉〈u′| |v〉〈v′|

)
.

Звiдси |u〉〈u′| = |v〉〈v′| = A та Φ(|v〉〈u′|) = |u〉〈v′|.
З першої рiвностi виходить, що ∃c, c′ 6= 0 що |v〉 = c|u〉 та |v′〉 = c′|u′〉.
А отже

Φ(|v〉〈u′|) = c′c−1|v〉〈u′|,

звiдси |v〉〈u′| є власним “вектором” для Φ. Але матриця рангу 1 не може
бути унiтарною якщо n > 1.

Теорема Ортогональне доповнення S⊥ ⊂ M2n має таку саму власти-
вiсть як i S, тобто ∀Y ∈ S⊥, Y 6= 0 : rank(Y ) ≥ 2.

Доведення.
Нехай Y ∈ S⊥. Запишемо

Y =

(
K L
M N

)
.

Оскiльки Tr[Y †X] = 0 для будь-яких X ∈ S та Y ∈ S⊥, маємо

Tr

[(
K† M†

L† N†

)(
A Φ(B)
B A

)]
= 0

⇒ Tr[K†A+M†B + L†Φ(B) +N†A] = 0, ∀ A,B. (1)

Покаладаючи B = 0 маємо

Tr[(K† +N†)A] = 0, ∀ A ⇒ K +N = 0.

Так само, покладаючи A = 0 маємо

Tr[(M + Φ(L))†B] = 0, ∀B ⇒M + Φ(L) = 0.

(використали що L†Φ(B) = 〈L|Φ|B〉 = (Φ|L〉)†|B〉 = (Φ(L))†B).
Тож будь-який елемент з S⊥ має вигляд

Y =

(
K L

−Φ(L) −K

)
.

Аналогiчно доводится, що rank(Y ) ≥ 2 коли Y 6= 0.

Вiдкрита проблема. Визначити всi можливi набори (d1, d2, r1, r2) такi,
що iснує розклад M(d1, d2) = S ⊕ S⊥ для якого

∀X ∈ S \ {0}, Y ∈ S⊥ \ {0} : rank(X) ≥ r1, rank(Y ) ≥ r2.



Теорема Максимальна розмiрнiсть пiдпростору S ⊂ M(d1, d2), в якому
будь-яка ненульова матриця має ранг ≥ r, дорiвнює

max
S

dim(S) = (d1 − r + 1)(d2 − r + 1)

Доведення.
1. Спочатку покажемо, що dim(S) ≤ (d1 − r + 1)(d2 − r + 1).

Лема Матриця M має ранг rank(M) < r тодi й тiльки тодi, коли усi її
мiнори порядку r нульовi.

Звiдси множина усiх матриць з умовою rank(M) < r є алгебраїчним мно-
говидом над C на d1d2 вiльних змiнних. Цей многовид є множиною спiль-
них нулiв полiномiв, якi визначають усi мiнори порядку r. Позначимо його
Dr(d1, d2) ⊂ Cd1d2 .

Для алгебраїчних многовидiв є поняття розмiрностi, яке узагальнює по-
няття звичайної розмiрностi лiнiйного простору (довжина максимального
ланцюга вкладень V0 ⊂ V1 ⊂ ... ⊂ Vd рiзних пiдмноговидiв).

Вiдомо, що

dimDr(d1, d2) = d1d2 − (d1 − r + 1)(d2 − r + 1).

Далi потрiбно розглянути проектифiкацiю многовидiв у вiдповiдному
проективному просторi розмiрностi Pd1d2−1.

Оскiльки мiнор це однорiдний полiном, то iснує вiдповiдний проектив-
ний многовид P(Dr(d1, d2)) ⊂ Pd1d2−1 iз розмiрнiстю dimP(Dr(d1, d2)) =
dimDr(d1, d2)− 1.

Для многовиду S також маємо dimP(S) = dimS − 1.

Лема Для проективних многовидiв V,W ⊂ Pd якщо виконується

dimV + dimW ≥ d

то
V ∩W 6= 0.

Оскiльки P(Dr(d1, d2)) ∩ P(S) = 0, то з леми отримуємо

dimP(Dr(d1, d2)) + dimP(S) < d1d2 − 1,

а звiдси
dimS ≤ (d1 − r + 1)(d2 − r + 1).



2. Покажемо як побудувати такий S, що dim(S) = (d1−r+1)(d2−r+1).
Для чисел 0 < λ1 < λ2 < ... < λn розглянемо матрицю Вандермонда

1 λ1 λ21 · · · λn1
1 λ2 λ22 · · · λn2
...

...
...

. . .
...

1 λn λ2n · · · λnn


Будь-який її мiнор додатнiй. Звiдси будь-яка лiнiйна комбiнацiя m стов-

пчикiв має щонайбiльше m− 1 нулiв.
Побудуємо необхiдну кiлькiсть лiнiйно незалежних матриць таких, що

будь-яка їх лiнiйна комбiнацiя має хоча б один ненульовий мiнор порядку
r.

Пронумеруємо дiагоналi матрицi розмiру d1 × d2 числами k = 1, 2, ...
, d1 + d2 − 1 (вiд лiвого нижнього куда до протилежного). Довжину k-ої
дiагоналi позначимо |k|. Для кожного k такого, що |k| ≥ r, побудуємо мно-
жину Sk лiнiйно незалежних матриць, у яких ненульвi числа тiльки на k-й
дiагоналi.

Загалом ми можемо знайти tk = |k| − r + 1 векторiв довжини |k| таких,
що будь-яка їх лiнiйна комбiнацiя має щонайбiльше tk − 1 нулiв, тобто що-
найменше |k|−(tk−1) = r ненульових елементiв (беремо першi tk стовпчикiв
Вандермонда).

Наприклад, якщо |k| = r, то tk = 1, тобто ми можемо взяти лише один
вектор. Якщо |k| = r + 1 то два вектори i т.д.

1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1
...

...
...

...
0 0 · · · 0


,



λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · λd2

...
...

...
...

0 0 · · · 0


, · · ·

Якщо d1 ≥ d2, то матриця d1×d2 має d1−d2+1 дiагоналей максимальної
довжини d2, та по 2 дiагоналi кожної з довжин 1, 2, ..., d2− 1. Тож загальна
кiлькiсть матриць ∪Sk вийде

∑
|k|≥r

tk =
∑
|k|≥r

|k| − r + 1 = (d1 − d2 + 1)(d2 − r + 1) + 2

d2−1∑
i=r

(i− r + 1) =

= (d1 − d2 + 1)(d2 − r + 1) + (d2 − r)(d2 − r + 1) = (d1 − r + 1)(d2 − r + 1)

НехайM це якась лiнiйна комбiнацiя матриць з ∪Sk, а l− це найбiльший
iндекс, для якого матрицi з Sl включенi в комбiнацiю. Тодi на l-й дiагоналi
в M буде щонайменше r ненульвих елементiв, причому вiдповiдна r × r
пiдматриця буде нижньою трикутною, а отже буде невиродженою.



Теорема Максимальна розмiрнiсть пiдпростору S ⊂ Cd1 ⊗ Cd2 , в якому
будь-який вектор має ранг Шмiдта ≤ r, дорiвнює

max
S

dim(S) = rmax(d1, d2)

Нехай d1 ≤ d2. У якостi оптимальної конструкцiї достатньо взяти S =
R⊗ Cd2 , де R ⊂ Cd1 це будь-який лiнiйний пiдпростiр розмiрностi r.

Теорема Для максимальної розмiрнiстi пiдпростору S ⊂ Cd1 ⊗ Cd2 , в
якому будь-який вектор має ранг Шмiдта = r, вiдомо що

max(d1, d2)− r + 1 ≤ max
S

dim(S) ≤ d1 + d2 − 2r + 1




