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АНОТАЦIЯ

Нєсмєлова О.В. Нелiнiйнi крайовi задачi, не розв’язанi вiдносно по-
хiдної. – Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-матема-
тичних наук за спецiальнiстю 01.01.02 «Диференцiальнi рiвняння». Ро-
бота виконана в Iнститутi прикладної математики i механiки Нацiональ-
ної академiї наук України та Державному вищому навчальному закладi
«Донбаський державний педагогiчний унiверситет» Мiнiстерства освiти
i науки України. Iнститут математики Нацiональної академiї наук Украї-
ни, Київ, 2020.

Математичний опис численних явищ у багатьох галузях електронiки,
теорiї нелiнiйних коливань, механiки, бiологiї та радiотехнiки приводить
до необхiдностi дослiдження нелiнiйних диференцiальних рiвнянь у ча-
стинних похiдних. У частковому випадку останнє рiвняння приводить до
нелiнiйних диференцiальних рiвнянь, не розв’язаних вiдносно похiдної,
лiнеаризацiя яких, в свою чергу, приводить до лiнiйних диференцiально-
алгебраїчних рiвнянь вигляду

A(t)z′(t) = B(t)z(t) + f(t).

До нелiнiйних диференцiально-алгебраїчних рiвнянь

A(t)z′(t) = B(t)z(t) + f(t) + Z(z(t), t)

приводить вивчення багатьох процесiв у теорiї електричних мереж, ро-
бототехницi, фiзицi та математичнiй економiцi при дослiдженнi моделi
Лєонтьєва.

Дослiдженню лiнiйних диференцiально-алгебраїчних рiвнянь за допо-
могою центральної канонiчної форми та досконалих пар i трiйок матриць
присвяченi монографiї А.М. Самойленка, М.О. Перестюка, В.П. Яковця,
О.А. Бойчука, а також численнi роботи закордонних авторiв S. Campbell,
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J.R. Magnus, В.Ф. Чистякова та iн. У статтях С.М. Чуйка запропонова-
на серiя достатнiх умов розв’язностi, а також конструкцiя узагальненого
оператора Грiна задачi Кошi для лiнiйної диференцiально-алгебраїчної
системи без використання центральної канонiчної форми i досконалих
пар i трiйок матриць. У статтях О.А. Бойчука та О.О. Покутного запро-
понованi умови розв’язностi для нелiнiйної диференцiально-алгебраїчної
крайової задачi з використанням узагальненої центральної канонiчної
форми.

Особливiстю даного дисертацiйного дослiдження є те, що знаходжен-
ня конструктивних умов iснування та побудова розв’язкiв нелiнiйних
диференцiально-алгебраїчних крайових задач здiйснювалась без вико-
ристання центральної канонiчної форми. Це дало можливiсть дослiди-
ти розв’язки диференцiально-алгебраїчних крайових задач у залежностi
вiд довiльних неперервних функцiй. Результатом цього стало уточнення
класифiкацiї як лiнiйних, так i нелiнiйних диференцiально-алгебраїчних
крайових задач.

Актуальнiсть вивчення нелiнiйних крайових задач, не розв’язаних вiд-
носно похiдної, пов’язана з тим фактом, що дослiдження традицiйної
задачi, розв’язаної вiдносно похiдної, iнодi ускладнюється, у випадку на-
явностi нелiнiйностей, не iнтеґровних в елементарних функцiях. Прикла-
дом подiбної ситуацiї може бути крайова задача, не розв’язана вiдносно
похiдної, зокрема, автономна перiодична задача для рiвняння Лотки-
Вольтерри.

Дослiдження нелiнiйних крайових задач тiсно пов’язане з явищем па-
раметричного резонансу, актуального у механiцi, теорiї стiйкостi руху,
бiологiї, радiотехнiцi, теорiї нелiнiйних коливань, фiзицi, хiмiї та маши-
нобудуваннi. Знаходження конструктивних умов iснування та побудова
розв’язкiв нелiнiйних крайових задач у випадку параметричного резо-
нансу ускладнюється залежнiстю задачi вiд невiдомої функцiї, яка забез-
печує розв’язнiсть крайової задачi. Подiбна залежнiсть задачi вiд невiдо-
мої функцiї, як вiдомо, є характерною вiдмiннiстю автономних крайових
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задач. Таким чином, особливiстю даної дисертацiї є побудова розв’яз-
кiв нелiнiйних крайових задач, в тому числi, у випадку параметричного
резонансу, в залежностi вiд власної функцiї крайової задачi.

Ще однiєю особливiстю даного дисертацiйного дослiдження є система-
тичне використання методу Ньютона-Канторовича, який дозволяє побу-
дову iтерацiйних схем без лiнеаризацiї умов розв’язностi крайових задач
для нелiнiйних систем диференцiальних рiвнянь, взагалi кажучи, не роз-
в’язаних вiдносно похiдної.

Отже, дисертацiйна робота присвячена дослiдженню проблем знаход-
ження конструктивних умов iснування та побудовi розв’язкiв нелiнiйних
крайових задач, не розв’язаних вiдносно похiдної. За допомогою апарату
псевдообернених (за Муром – Пенроузом) матриць, методiв теорiї збу-
рень та методiв теорiї нелiнiйних коливань у дисертацiї вдосконалено
схему дослiдження задач про iснування та побудову розв’язкiв нелiнiй-
них крайових задач, взагалi кажучи, не розв’язаних вiдносно похiдної в
некритичному та рiзноманiтних критичних випадках. Крiм того, у ди-
сертацiйнiй роботi з єдиних позицiй класифiкованi численнi постановки
нелiнiйних диференцiально-алгебраїчних крайових задач.

Метою дисертацiйної роботи є визначення конструктивних умов iсну-
вання та побудова алгоритмiв знаходження розв’язкiв нелiнiйних край-
ових задач, не розв’язаних вiдносно похiдної.

Об’єктом дослiдження дисертацiйної роботи є крайовi задачi для нелi-
нiйних систем диференцiальних рiвнянь, не розв’язаних вiдносно похiд-
ної, зокрема, нелiнiйнi диференцiально-алгебраїчнi крайовi задачi, а та-
кож iтерацiйнi схеми для знаходження наближень до розв’язкiв нелiнiй-
них крайових задач для нелiнiйних систем диференцiальних рiвнянь, не
розв’язаних вiдносно похiдної.

Предметом дослiдження дисертацiйної роботи є конструктивнi умо-
ви iснування та алгоритми знаходження розв’язкiв нелiнiйних крайових
задач, не розв’язаних вiдносно похiдної.

Дисертацiя складається зi вступу, чотирьох роздiлiв, висновкiв, спис-
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ку використаних джерел та додатку. Повний обсяг роботи становить
353 сторiнки.

Перший роздiл присвячено огляду наукових праць iз теорiї лiнiй-
них крайових задач для систем звичайних диференцiальних рiвнянь та
диференцiально-алгебраїчних крайових задач, наведено необхiднi вiдо-
мостi з теорiї нелiнiйних крайових задач для систем звичайних диферен-
цiальних рiвнянь у випадку параметричного резонансу та основнi резуль-
тати теорiї квазiконформних вiдображень, показано їх зв’язок з лiнiйни-
ми елiптичними диференцiальними рiвняннями в дивергентнiй формi.

Другий роздiл присвячено лiнiйним та нелiнiйним диференцiально-
алгебраїчним крайовим задачам; дослiджено випадки виродженостi та
невиродженостi диференцiально-алгебраїчної системи. Вдосконалено кла-
сифiкацiю нелiнiйних диференцiально-алгебраїчних крайових задач.
Знайдено конструктивнi умови розв’язностi та схеми побудови розв’язкiв
нелiнiйних диференцiально-алгебраїчних крайових задач у критичному
та некритичному випадках. Побудовано збiжнi iтерацiйнi схеми для зна-
ходження наближень до розв’язкiв нелiнiйних диференцiально-алгебра-
їчних крайових задач. Також в другому роздiлi дослiджено положення
рiвноваги нелiнiйних диференцiально-алгебраїчних крайових задач. Як
приклади застосування побудованих iтерацiйних схем, знайденi набли-
ження до розв’язкiв диференцiально-алгебраїчних крайових задач для
рiвняння типу Дюффiнга та рiвняння типу Рiккатi.

У третьому роздiлi дослiджено нелiнiйнi крайовi задачi для систем
звичайних диференцiальних рiвнянь. Знайдено конструктивнi умови роз-
в’язностi та схему побудови розв’язкiв нелiнiйної автономної крайової
задачi, не розв’язаної вiдносно похiдної, та автономної крайової задачi
у випадку параметричного резонансу. Як приклади застосування отри-
маних результатiв знайденi наближення до розв’язкiв перiодичної задачi
для рiвняння типу Хiлла у випадку параметричного резонансу, а також
рiвняння Матьє. Також знайденi наближення до розв’язкiв перiодичних
задач для автономного рiвняння типу Дюффiнга й Лотки-Вольтерри та



6

перiодичної задачi для рiвняння типу Льєнара, не розв’язаного вiдносно
похiдної. Також в другому роздiлi знайдено конструктивнi умови розв’яз-
ностi та побудовано збiжнi iтерацiйнi схеми для знаходження наближень
до розв’язкiв нелiнiйної неавтономної крайової задачi, не розв’язаної вiд-
носно похiдної. В якостi прикладу застосування отриманих результатiв
знайденi наближення до розв’язкiв перiодичної задач для рiвняння типу
Релея.

У четвертому роздiлi дослiджено напiвлiнiйнi диференцiальнi рiв-
няння в частинних похiдних на площинi. Основним результатом дано-
го роздiлу є теорема про факторизацiю розв’язкiв напiвлiнiйних стро-
го елiптичних рiвнянь дивергентного виду з вимiрними коефiцiєнтами
у виглядi композицiї розв’язку асоцiйованого квазiлiнiйного рiвняння
Пуассона i належного квазiконформного вiдображення. Також в четвер-
тому роздiлi для задачi Дiрiхле для квазiлiнiйного рiвняння Пуассона
отримано умови iснування неперервних розв’язкiв з довiльними непере-
рвними граничними даними. Отримано умови iснування розв’язкiв за-
дачi Дiрiхле для напiвлiнiйних строго елiптичних рiвнянь дивергентного
виду з вимiрними коефiцiєнтами при неперервних граничних даних в
довiльних областях з невиродженими граничними компонентами. Дано
застосування до рiвнянь, якi пов’язанi з математичними моделями теорiї
горiння, стану плазми i процесiв дифузiї i абсорбцiї при хiмiчних реак-
цiях в анiзотропних та неоднорiдних середовищах.

Дисертацiйна робота має теоретичний характер. Отриманi результа-
ти можуть бути використанi в подальших дослiдженнях у якiснiй теорiї
диференцiальних рiвнянь, електронiцi, механiцi та теорiї стiйкостi ру-
ху. Крiм того, отриманi результати вже використовуються в навчальних
курсах з теорiї крайових задач та теорiї коливань для студентiв класич-
них, педагогiчних i технiчних унiверситетiв.

Ключовi слова: крайовi задачi, не розв’язанi вiдносно похiдної, псев-
дооберненi матрицi, узагальнений оператор Грiна, критичний випадок,
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iтерацiйна схема, напiвлiнiйнi елiптичнi рiвняння, квазiлiнiйне рiвняння
Пуассона, задача Дiрiхле, квазiконформнi вiдображення.

ABSTRACT

Nesmelova О.V. Nonlinear boundary value problems not solved with
respect to the derivative. — Qualifying scientific work on the rights of the
manuscript.

Thesis for the doctor of science degree in Physics and Mathematics by
speciality 01.01.02 «Differential equations». The work was performed at the
Institute of Applied Mathematics and Mechanics of the National Academy
of Sciences of Ukraine and the State Higher Educational Institution «Donbas
State Pedagogical University» of the Ministry of Education and Science of
Ukraine. Institute of Mathematics of the National Academy of Sciences of
Ukraine, Kyiv, 2020.

Mathematical description of numerous phenomena in many branches of
electronics, theory of nonlinear vibrations, mechanics, biology and radio
engineering leads to the need to study nonlinear partial differential equations.
In a particular case, the latter equation leads to nonlinear differential equations
that are not resolved with respect to the derivative, the linearization of which,
in turn, leads to linear differential-algebraic equations of the form. The study
of various processes in the theory of electrical networks, robotics, physics
and mathematical economics in the research of the Leontief model leads to
nonlinear differential-algebraic equations

The monographs of A. M. Samoilenko, M.O. Perestiuk, V.P. Yakovets,
O.O. Boichuk, as well as numerous works by foreign authors S. Campbell,
J.R. Magnus, and V.F. Chistyakov are devoted to the study of linear differen-
tial-algebraic equations using the central canonical form and perfect pairs
and triples of matrices. In the articles of S.M. Chuiko, a series of sufficient
solvability conditions is proposed, as well as the construction of the generalized
Green operator of the Cauchy problem for a linear differential-algebraic
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system without the use of a central canonical form and perfect pairs and
triples of matrices. In the articles of O.O. Boichuk and O.O. Pokutnyi, the
proposed solvability conditions for a nonlinear differential-algebraic boundary
value problem using a generalized central canonical form, at that the main
assumption regarding the linear part of a differential-algebraic system is the
possibility of reducing it to a certain canonical form.

A feature of this study is that the finding for constructive conditions
for existence and construction of solutions of nonlinear differential-algebraic
boundary value problems was carried out without using the central canonical
form. This made it possible to investigate the solutions of differential-
algebraic boundary value problems, that depend on arbitrary continuous
functions. The consequence of this was the modification of classification of
differential-algebraic boundary value problems.

The relevance of studying nonlinear boundary value problems, not resolved
with respect to derivative, is also associated with the fact that the study of
traditional problems, resolved by rather derivative, sometimes complicated,
for example, in the case of nonlinearities, not integrable in elementary
functions. An example of such situation can be the autonomous boundary
value problem that is not resolved with respect to the derivative, in particular,
the periodic problem for the Lotka-Voltaire equation.

The study of nonlinear boundary value problems is closely related to the
phenomenon of parametric resonance, which is relevant in mechanics, the
theory of stability of motion, biology and radio engineering, the theory of
nonlinear vibrations, physics, chemistry and mechanical engineering. Finding
constructive conditions for the existence and constructing solutions of nonli-
near boundary value problems in the case of parametric resonance is complica-
ted by the dependence of the problem on an unknown function and ensures
the solvability of the boundary value problem. This dependence of the
problem on an unknown function is known to be a characteristic feature of
autonomous boundary value problems. Thus, the feature of this dissertation is
construction of solutions of nonlinear boundary value problems, in particular,
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in the case of parametric resonance depending on the eigenfunction of the
boundary value problem.

Also, a feature of this dissertation is the systematic use of the Newton-
Kantorovich method, which allows to construct iterative schemes without
linearization of the conditions of solvability of boundary value problems for
nonlinear systems of differential equations that are not resolved with respect
to the derivative.

Thus the thesis is devoted to the study of the problems of finding
constructive conditions for existence and construction of solutions of nonlinear
boundary value problems that are not resolved with respect to the derivative.
With the help of the apparatus of pseudoinverse matrices (by Moore-Penrose),
methods of perturbation theory and the theory of nonlinear oscillations, the
scheme for studying problems of the existence and construction of solutions
of nonlinear boundary value problems not resolved with respect to the
derivative in non-critical and various critical cases was improved in the
dissertation. Necessary and sufficient conditions for existence were established
and iterative procedures were constructed for finding solutions to nonlinear
boundary value problems that are not resolved with respect to the derivative.

The purpose of the dissertation is to determine the constructive conditions
of existence and build algorithms for finding solutions of nonlinear boundary
value problems that are not resolved with respect to the derivative.

The research object of the thesis work are boundary value problems
for nonlinear systems of differential equations, not resolved with respect to
the derivative, in particular, non-linear differential-algebraic boundary value
problem and iteration schemes for finding approximations to the solutions
of nonlinear boundary value problems for nonlinear systems of differential
equations, not resolved with respect to derivative.

The subject of research of the dissertation is the constructive conditions
of existence and algorithms for finding solutions of nonlinear boundary value
problems that are not resolved with respect to the derivative.

The dissertation consists of an introduction, four sections, a conclusion, a
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list of references and an appendix. The total volume of work is 353 pages.
The first section is devoted to the review of scientific works on the theory of

linear boundary value problems for systems of ordinary differential equations
and differential-algebraic boundary value problems, provides necessary infor-
mation from the theory of nonlinear boundary value problems for systems of
ordinary differential equations in the case of parametric resonance, and also
presents the main results of the theory of quasiconformal mappings, shows
their connection with linear elliptic differential equations in divergent form.

The second section is devoted to linear and nonlinear differential-algebraic
boundary value problems; the cases of degeneracy and non-degeneracy of the
differential-algebraic system are investigated. The classification of nonlinear
differential-algebraic boundary value problems was improved. We found con-
structive conditions of solvability and schemes for constructing solutions
of nonlinear differential-algebraic boundary value problems in critical and
non-critical cases. We constructed converging iterative schemes for finding
approximations to solutions of nonlinear differential-algebraic boundary value
problems. Also, in the second section, the equilibrium positions of nonlinear
differential-algebraic boundary value problems are investigated. As examples
of application of the constructed iterative schemes, approximations to solu-
tions of differential-algebraic boundary value problems for the Duffing type
equation and the Riccati type equation were found.

In the third section, nonlinear boundary value problems for systems of
ordinary differential equations are investigated. We found the constructive
conditions for the solvability and a scheme for constructing solutions of
the nonlinear non-autonomous boundary value problem that is not resolved
with respect to the derivative and the nonlinear autonomous boundary value
problem in the case of parametric resonance. As examples of the application
of obtained results, approximations to the solutions of periodic problem
for the Hill-type equation in the case of parametric resonance, and the
Mathieu equation were found. We also found approximations to solutions
of periodic problems for the autonomous equation of Duffing and Lotka-
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Volterra type and a periodic problem for the equation of Lienard type that
is not resolved with respect to the derivative. Also, in the second section,
we found the constructive conditions for the solvability and constructed
convergent iterative schemes for finding approximations to the solution of
a nonlinear non-autonomous boundary value problem that is not resolved
with respect to the derivative. As an example of the application of obtained
results, approximations to the solution of periodic problems for the Rayleigh-
type equation were found.

In the fourth section, semilinear partial differential equations on the
plane are investigated. The main result of this section is a theorem on
factorization of solutions of semi-linear strictly elliptic divergent equations
with measurable coefficients in the form of a composition of the solution
of the associated quasilinear Poisson equation and a proper quasiconformal
mapping. Also in the fourth section, conditions for the existence of continuous
solutions with arbitrary continuous boundary data were obtained for the
Dirichlet problem for the quasilinear Poisson equation. Conditions for the
existence of solutions to the Dirichlet problem for semi-linear strictly elliptic
divergent equations with measurable coefficients for continuous boundary
data in arbitrary regions with non-degenerate boundary components were
obtained. Applications to equations related to mathematical models of the
Gorenje theory, plasma state, and processes of diffusion and absorption in
chemical reactions in anisotropic and inhomogeneous media were given.

This thesis is theoretical. The results obtained can be used in further
research in the qualitative theory of differential equations, electronics, mecha-
nics, and the theory of motion stability. In addition, the results obtained are
already used in training courses on the theory of boundary value problems
and the theory of oscillations for students of classical, pedagogical and
technical universities.

Keywords: boundary value problems not solved with respect to the
derivative, pseudo-inverse matrices, generalized Green’s operator, critical
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case, iterative scheme, semilinear elliptic equations, quasilinear Poisson equati-
on, Dirichlet problem, quasiconformal mappings.
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Перелiк умовних позначень

Rn простiр дiйсних векторiв
Rm×n простiр дiйсних (m× n)–матриць
C комплексна площина
Cm×n[a, b] простiр дiйсних, неперервних матриць
C1
m×n[a, b] простiр неперервно-диференцiйовних матриць

K
[
f(s)

]
(t) оператор Грiна задачi Кошi

K
[
f(s); ν0(s)

]
(t) узагальнений оператор Грiна задачi Кошi

для диференцiально-алгебраїчної системи
G
[
f(s);α

]
(t) узагальнений оператор Грiна

G
[
f(s); ν0(s);α

]
(t) узагальнений оператор Грiна диференцiально-

алгебраїчної крайової задачi
A+ псевдообернена за Муром-Пенроузом матриця
PA(t) ортопроектор матрицi A
PA∗(t) ортопроектор матрицi, транспонованої до A
PAρ1(t) матриця, утворена з ρ1 лiнiйно-незалежних стовпцiв

матрицi-ортопроектора
`z(·, ε) лiнiйний векторний функцiонал
J(z(·, ε), ε) нелiнiйний векторний функцiонал
X0(t) нормальна фундаментальна матриця
N(Q) нуль-простiр матрицi Q
F (c∗r) = 0 рiвняння для порожуючих констант
ω(z) квазiконформне вiдображення
Jω(z) якобiан квазiконформного вiдображення ω(z)
J(w) якобiан оберненого квазiконформного

вiдображення ω−1(w)
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ВСТУП

Математичний опис численних явищ у багатьох галузях електронiки
[227], теорiї нелiнiйних коливань [194, 263], механiки [163, 181, 204], бiо-
логiї та радiотехнiки [184, 263] приводить до необхiдностi дослiдження
нелiнiйних диференцiальних рiвнянь у частинних похiдних [104, 208, 217,
237, 242, 262, 265, 324]

F (z, z′t, z
′
x, z
′
y, ... , x, y, ... , t) = 0.

У частковому випадку останнє рiвняння приводить до нелiнiйних дифе-
ренцiальних рiвнянь, не розв’язаних вiдносно похiдної [195, 325]

F (z, z′, t) = 0. (i)

Тут F (z, z′, t) — нелiнiйна m–вимiрна вектор-функцiя, визначена у дея-
кiй областi фазового простору. Лiнеаризацiя рiвняння (i ) приводить до
лiнiйних диференцiально-алгебраїчних рiвнянь

A(t)z′(t) = B(t)z(t) + f(t); (ii)

тут z(t) ∈ C1[a; b] – невiдома n–вимiрна вектор-функцiя, крiм того,

A(t), B(t) ∈ Cm×n[a, b] := C[a, b]⊗ Rm×n

— прямокутнi матрицi та f(t) ∈ C[a, b] — m–вимiрний вектор. Матри-
цю A(t) припускаємо, взагалi кажучи, прямокутною: m 6= n, або квад-
ратною, але виродженою. Задачу про знаходження розв’язкiв лiнiйного
рiвняння (ii ) можна вiднести до некоректно поставленої [21, 183, 241,
257, 261], оскiльки незначнi збурення матриць A(t), B(t) та вектора f(t)
можуть привести до значних збурень розв’язкiв рiвняння (ii ).

Лiнiйне рiвняння (ii ) далi ми будемо називати диференцiально-алгеб-
раїчним, хоча у свiтi рiвняння (ii ) з прямокутною матрицею A(t), або
ж квадратною, але виродженою, називають сингулярними [28, 29, 30, 31,
172, 238, 241], алгебро-диференцiальними [183, 268, 269], дескрипторними
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[171, 202] та рiвняннями, не розв’язаними вiдносно похiдної [195].
Дослiдженню лiнiйних диференцiально-алгебраїчних рiвнянь (ii ) за

допомогою центральної канонiчної форми i досконалих пар i трiйок мат-
риць присвяченi монографiї, академiкiв НАН України А.М.Самойленка
та М.О.Перестюка, В.П.Яковця, О.А.Бойчука [128, 129, 241], а також
численнi роботи закордонних авторiв S. Campbell, J.R.Magnus, В.Ф. Чи-
стякова [28, 31, 178, 182, 183, 261, 268, 269]. У статтях [35, 41, 273] запро-
понована серiя достатнiх умов розв’язностi, а також конструкцiя уза-
гальненого оператора Грiна задачi Кошi для лiнiйної диференцiально-
алгебраїчної системи (ii ) без використання центральної канонiчної фор-
ми i досконалих пар i трiйок матриць. У статтях [22, 234] запропонованi
умови розв’язностi для нелiнiйної диференцiально-алгебраїчної крайо-
вої задачi з використанням узагальненої центральної канонiчної фор-
ми [20], при цьому основним припущенням вiдносно лiнiйної частини
диференцiально-алгебраїчної системи є можливiсть приведення її до де-
якого канонiчного виду, введеного в роботах В.Ф.Чистякова.

Окремо слiд вiдзначити дослiдження лiнiйних диференцiальних рiв-
нянь з необоротним оператором при похiднiй у нескiнченновимiрних про-
сторах, започаткованi у роботах С.Г.Крейна [209, 213], А.Г. Руткаса та
Л.А.Власенко [136, 186, 238], Г.В.Демiденка [195], М.В.Фалалєєва [243,
260], С.П. Зубової [200, 201, 202, 203], A. Favini, A. Yagi [66], R.E. Showalter
[144].

У статтях [22, 234] запропоновано схему дослiдження нелiнiйних дифе-
ренцiально-алгебраїчних крайових задач у припущеннi, що лiнiйна ча-
стина може бути приведена до центральної канонiчної форми.

У статтi [49] запропонованi умови розв’язностi для нелiнiйної мат-
ричної диференцiально-алгебраїчної системи (iii ) у випадку розв’язно-
стi вiдносно похiдної без використання центральної канонiчної форми i
досконалих пар i трiйок матриць. Розвитку даного пiдходу й буде при-
свячена дана дисертацiя.

До нелiнiйних диференцiально-алгебраїчних рiвнянь

A(t)z′(t) = B(t)z(t) + f(t) + Z(z(t), t) (iii)

приводить вивчення багатьох процесiв у теорiї електричних мереж, ра-
дiотехницi, електроницi, робототехницi, фiзицi [28, 137, 173, 185, 238],
зокрема математичнiй економiцi при дослiдженнi моделi Лєонтьєва [116,
191, 229]. Тут Z(z(t), t) — нелiнiйна m–вимiрна вектор-функцiя, визна-
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чена у деякiй областi фазового простору.
До нелiнiйних диференцiально-алгебраїчних рiвнянь приводить та-

кож дослiдження математичної моделi сонячної системи з урахуванням
скiнченної швидкостi гравiтацiї [246, 247].

Актуальнiсть теми дослiдження. Актуальнiсть вивчення нелiнiй-
них крайових задач, не розв’язаних вiдносно похiдної, пов’язана з тим
фактом, що дослiдження традицiйної задачi [21], розв’язаної вiдносно
похiдної, буває, ускладнюється, наприклад, у випадку нелiнiйностей, не
iнтегровних в елементарних функцiях. Приклад подiбної ситуацiї наве-
дений у статтях [258, 325]. Прикладом подiбної ситуацiї може бути також
автономна крайова задача, не розв’язана вiдносно похiдної, зокрема, пе-
рiодична задача для рiвняння Лотки – Вольтерри [302, 188].

Дослiдження нелiнiйних крайових задач тiсно пов’язане з явищем па-
раметричного резонансу, актуального у механiцi [163, 181, 204], теорiї
стiйкостi руху [196, 226, 267], бiологiї та радiотехнiцi [184, 205, 221, 227,
263], теорiї нелiнiйних коливань [194], фiзицi [169, 244, 245], хiмiї [12]
та машинобудуваннi [210]. Таким чином, особливiстю даної дисертацiї
є знаходження конструктивних умов iснування та побудова розв’язкiв
нелiнiйних крайових задач, зокрема, у випадку параметричного резо-
нансу в залежностi вiд власної функцiї крайової задачi. Знаходження
конструктивних умов iснування та побудова розв’язкiв нелiнiйних край-
ових задач у випадку резонансу в залежностi вiд деякої функцiї, яка
забезпечує розв’язнiсть крайової задачi, як вiдомо, є характерною вiд-
мiннiстю автономних крайових задач [16, 21].

Особливiстю дисертацiї є також систематичне використання методу
Ньютона-Канторовича [47, 206, 287] для знаходження умов iснування та
побудови розв’язкiв нелiнiйних крайових задач [15]. Зокрема, у випадку
породжуючих фредгольмових m = n крайових задач [140, 193, 225, 226]
використовується класична схема методу Ньютона-Канторовича [206]. У
випадку породжуючих нетеровихm 6= n крайових задач використовуєть-
ся модифiкована схема методу Ньютона-Канторовича [47, 287], побудова-
на С.М.Чуйком. Для породжуючих фредгольмових m = n = 1 скаляр-
них крайових задач використовується класична схема методу Ньютона
[236, 307].

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є
визначення конструктивних умов iснування та побудова алгоритмiв зна-
ходження розв’язкiв нелiнiйних крайових задач, не розв’язаних вiдносно
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похiдної.

Об’єктом дослiдження дисертацiйної роботи є крайовi задачi для
нелiнiйних систем диференцiальних рiвнянь, не розв’язаних вiдносно
похiдної, зокрема, нелiнiйнi диференцiально-алгебраїчнi крайовi зада-
чi, а також iтерацiйнi схеми для знаходження наближень до розв’язкiв
нелiнiйних крайових задач для нелiнiйних систем диференцiальних рiв-
нянь, не розв’язаних вiдносно похiдної.

Предметом дослiдження дисертацiйної роботи є конструктивнi умови
iснування алгоритми знаходження розв’язкiв нелiнiйних крайових задач,
не розв’язаних вiдносно похiдної.

Методи дослiдження. У роботi суттєво використовується апарат
псевдообернення (за Муром-Пенроузом) матриць та проекторiв, кон-
струкцiї узагальнених операторiв Грiна, побудованi в роботах А.М. Са-
мойленка й О.А. Бойчука, метод найменших квадратiв, розвинений для
лiнiйних крайових задач у роботах М.М. Крилова, М.М. Боголюбо-
ва, М.П. Кравчука та Н.I. Ахiєзера. При розв’язаннi проблем регуля-
ризацiї некоректно поставлених лiнiйних матричних диференцiально-
алгебраїчних крайових задач суттєво використовується метод регуля-
ризацiї некоректно поставлених крайових задач, розвинутий у робо-
тах С.Г. Крейна, А.М. Тихонова, В.Я. Арсенiна та школою професора
М.В. Азбелева. Рiзним аспектам теорiї крайових задач присвяченi робо-
ти А.М. Самойленка, М.О. Перестюка, I.Т. Кiгурадзе, Є.О. Гребенiкова,
Ю.О. Рябова, О.А. Бойчука, М.Й. Ронто, В.П. Яковця та багатьох iн-
ших вчених. Серед iноземних вчених теорiї крайових задач присвяченi
роботи таких науковцiв як G.D. Birkhoff, G.A. Bliss, D. Bainov, R. Conti,
J. Hale, W.T. Reid, O. Veivoda, S. Schwabik, T. Vogel, D. Wexler, зо-
крема, теорiї крайових задач для диференцiально-алгебраїчних рiвнянь:
S.L. Campbell, Ю.Е. Бояринцева, В.Ф. Чистякова. Цi методи застосо-
вуються при аналiзi крайових задач для рiзних класiв систем: крайо-
вих задач для систем звичайних диференцiальних рiвнянь, нелiнiйних
диференцiально-алгебраїчних крайових задач, а також, для операторних
рiвнянь у функцiональних просторах.

Наукова новизна отриманих результатiв. Основнi результати,
якi визначають наукову новизну й виносяться на захист, наступнi:
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1. Побудовано вдосконалену класифiкацiю нелiнiйних диференцiально-
алгебраїчних крайових задач. Знайдено конструктивнi умови роз-
в’язностi та схему побудови розв’язкiв нелiнiйних диференцiально-
алгебраїчних крайових задач, зокрема, у випадку параметрично-
го резонансу. Побудовано збiжнi iтерацiйнi схеми для знаходження
наближень до розв’язкiв нелiнiйних диференцiально-алгебраїчних
крайових задач.

2. Знайдено конструктивнi необхiднi та достатнi умови розв’язностi
та схему побудови розв’язкiв нелiнiйної автономної крайової задачi
у випадку параметричного резонансу. Побудовано збiжнi iтерацiйнi
схеми для знаходження наближень до розв’язкiв нелiнiйної автоном-
ної крайової задачi у випадку параметричного резонансу.

3. Знайдено конструктивнi умови розв’язностi та схеми побудови роз-
в’язкiв нелiнiйної автономної та неавтономної крайової задачi, не
розв’язаної вiдносно похiдної. Побудовано збiжнi iтерацiйнi схеми
для знаходження наближень до розв’язкiв нелiнiйної автономної та
неавтономної крайової задачi для системи звичайних диференцiаль-
них рiвнянь, не розв’язаної вiдносно похiдної.

4. Дослiджено напiвлiнiйнi диференцiальнi рiвняння в частинних по-
хiдних на площинi. Доведено теорему про факторизацiю розв’язкiв
напiвлiнiйних строго елiптичних рiвнянь дивергентного виду з ви-
мiрними коефiцiєнтами у виглядi композицiї розв’язку асоцiйовано-
го квазiлiнiйного рiвняння Пуассона i належного квазiконформного
вiдображення.

5. Для задачi Дiрiхле для квазiлiнiйного рiвняння Пуассона отримано
умови iснування неперервних розв’язкiв з довiльними неперервни-
ми граничними даними. Також отримано умови iснування розв’яз-
кiв задачi Дiрiхле для напiвлiнiйних строго елiптичних рiвнянь ди-
вергентного виду з вимiрними коефiцiєнтами при неперервних гра-
ничних даних в довiльних областях з невиродженими граничними
компонентами.

Особистий внесок здобувача. Результати, що ввiйшли в дисер-
тацiю отриманi автором особисто. Постановка задач у рiзних роздiлах
проводилась спiльно з А.М. Самойленком, В.Я. Гутлянським, С.М. Чуй-
ком та В.I. Рязановим. Iз результатiв, надрукованих у сумiсних статтях,
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в основну частину дисертацiї ввiйшли тiльки такi, що отриманi здобува-
чем самостiйно, за винятком результатiв роздiлу 4, де вклад спiвавторiв
є рiвноцiнним.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дисертацiї
доповiдались та обговорювались на: ХII Мiжнароднiй науковiй конфе-
ренцiї iм. акад. М. Кравчука (м. Київ, 13–15 травня 2010 р.); X Крым-
ской Международной математической школе «Метод функций Ляпуно-
ва и его приложения» (г. Алушта, 13–18 сентября 2010 р.); Молодiжному
науковому форумi «Науковi здобутки молодих учених: на шляху до iнно-
вацiй» (Донецьк, 2010 р.); XVIII Международной научной конференции
«Математика. Компьютер. Образование» (г. Пущино, Россия, 24–29 ян-
варя 2011 г.); XIХ Международной научной конференции «Математи-
ка. Компьютер. Образование» (г. Дубна, Россия, 30 января – 4 февра-
ля 2012 г.); ХIV Мiжнароднiй науковiй конференцiї iм. акад. М. Крав-
чука (м. Київ, 19 – 21 квiтня 2012 р.); Мiжнароднiй науковiй конфе-
ренцiї, присвяченiй 70-рiччю вiд дня народження Д.I. Мартинюка (м.
Кам’янець-Подiльський, 6–8 червня 2012 р.); XIХ Международной на-
учной конференции «Математика. Компьютер. Образование» (г. Пущи-
но, Россия, 28 января – 2 февраля 2013 г.); Мiжнароднiй науковiй кон-
ференцiї «Крайовi задачi, теорiя функцiй та їх застосування» з нагоди
75 - рiччя акад. А.М. Самойленка (м. Слов’янськ, 12–14 червня 2013
р.); Мiжнароднiй науковiй конференцiї «Боголюбовськi читання DIF
- 2013. Диференцiальнi рiвняння, теорiя функцiй та їх застосування»,
присвяченiй ювiлею акад. НАН України А.М. Самойленка (м. Севасто-
поль, 23–30 червня 2013 р.); Crimea Iternational Mathematical Conference
(Sudak, Crimea, September 22 – October 4, 2013); Седьмой Международ-
ной научно-теоретической конференции «Образование и наука в третьем
тысячелетии» (г. Барнаул, Россия, 2013 г.); XХI Международной науч-
ной конференции «Математика. Компьютер. Образование» (г. Дубна,
Россия, 3–7 февраля 2014 г.); XV Мiжнароднiй науковiй конференцiї iм.
акад. М.Кравчука (м. Київ, 15–17 травня 2014 р.); 18-й Международ-
ном молодежном форуме «Радиоэлектроника и молодежь в ХХI веке»
(г. Харьков, 2014 г.); XVII International Conference «Dynamical Systems
Modelling and Stability Investigation» (Kiyv, May 27 – 29, 2015); Между-
народном симпозиуме «Математика и глобальные вызовы XXI века» (г.
Пермь, Россия, 16–21 мая 2016 г.); International conference on Differential
Equations, dedicated to the 110-th anniversary of Ya. B. Lopatynsky (Lviv,
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September 20–24, 2016); Cемiнарi «50 рокiв теорiї iмпульсних крайових
задач» вiддiлу прикладної механiки IПММ НАН України та кафед-
ри математики ДДПУ (м. Слов’янськ, 4 травня 2017 р.); Мiжнароднiй
конференцiї «Теорiя наближення функцiй та її застосування», присвя-
ченiй 75-рiччю з дня народження члена-кореспондента НАН України
О.I. Степанця (м. Слов’янськ, 28 травня – 3 червня 2017 р.); Мiж-
народнiй конференцiї молодих математикiв, присвяченiй 100-рiччю з
дня народження академiка НАН України Ю.О. Митропольського (м.
Київ, 7–10 червня 2017 р.); Cемiнарi до 100-рiччя С.Г. Крейна IПММ
НАН України та кафедри математики ДДПУ (м. Слов’янськ, 10 серп-
ня 2017 р.); International Conference «Mathematical Analysis, Differential
Equation and Applications» (Bishkek, Kyrgyzstan, June 17–23, 2018); Тhe
Seventh International Workshop–2018 «Consructive Methods for Non–linear
Boundary Value Problems» dedicated to Professor Miklos Ronto on the
ocassion of his 75th birthday (Miskolc, Hungary, July 5–8, 2018); 3-rd
International Scientific Conference «Differential equations and control theory»
(Kharkiv, September 25–27, 2018); Серiї математичних семiнарiв до 80-
рiччя академiка НАН України А.М. Самойленка IПММ НАН України
та кафедри математики ДДПУ (м. Слов’янськ, 5 березня – 26 грудня
2018 р.); Серiї математичних семiнарiв до 110 рiччя академiка М.М. Бо-
голюбова IПММ НАН України та ДДПУ, (м. Слов’янськ, 20 березня, 22
квiтня, 30 квiтня 2019 р.); International Conference «Morse theory and its
applications» dedicated to the memory and 70-th anniversary of V. Sharko
(Kyiv, September 25–28, 2019); XIX International Conference «Dynamical
System Modelling and Stability Investigation» (Kiyv, May 22-24, 2019);
Серiї математичних семiнарiв, присвячених року математики в Українi,
IПММ НАН України та ДДПУ (м. Слов’янськ, 27 грудня 2019 р., 3-4
березня 2020 р.); Об’єднананому семiнарi вiддiлу диференцiальних рiв-
нянь та теорiї коливань, вiддiлу математичних проблем механiки та тео-
рiї керування i вiддiлу обчислювальної математики Iнституту математи-
ки НАН України (м. Київ, 13 липня 2020 року).

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi вступу,
чотирьох роздiлiв, висновкiв, списку виконаних джерел, що мiстить 330
найменувань та 1 додатку. Повний обсяг роботи становить 353 сторiнки.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами,
грантами. Робота здiйснювалась згiдно з планами наукової роботи Дон-
баського державного педагогiчного унiверситету, Iнституту прикладної
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математики i механiки НАН України та планом дослiджень спiльної
iз Донбаським державним педагогiчним унiверситетом мiжвiдомчої ла-
бораторiї «Крайовi задачi теорiї диференцiальних рiвнянь» Iнституту
математики НАН України та пов’язана з тематичними планами фун-
даментальних науково-дослiдних робiт«Конструктивнi методи аналiзу
нетерових крайових задач для систем диференцiальних, функцiонально-
диференцiальних та диференцiально-алгебраїчних рiвнянь i теорiї на-
ближень» (р/н 0115U003182), 2015–2017 рр. та «Конструктивнi мето-
ди аналiзу матричних крайових задач для систем диференцiальних,
диференцiально-алгебраїчних та функцiонально-диференцiальних рiв-
нянь i теорiї наближень» (р/н 0118U003390), 2018 -2020 рр., якi фiнанс-
уються Мiнiстерством освiти i науки України й виконуються в ДДПУ.

Також дисертацiйна робота виконувалась за фiнансової пiдтримки
Грантiв Президента України для докторiв наук «Задачi синтезу
керування для нелiнiйних систем з багатомасштабною динамiкою»
(р/н 0117U006155), 2017 р.; «Класифiкацiйнi методи теорiї наближень,
теорiї крайових задач та їх застосування для керування складними ме-
ханiчними системам» (р/н 0118U00531), 2018 р. та «Стабiлiзацiя траєк-
торiй динамiчних систем з гiбридними керуваннями та проблеми апрок-
симацiї розв’язкiв граничних задач» (р/н 0119U103214), 2019 р.

Практичне та теоретичне значення одержаних результатiв,
пропозицiї щодо використання наукових результатiв. Дисерта-
цiйна робота має теоретичний характер. Отриманi результати можуть
бути використанi в подальших дослiдженнях у якiснiй теорiї диферен-
цiальних рiвнянь, електронiцi, механiцi та теорiї стiйкостi руху. Крiм
того, отриманi результати успiшно використовуються в навчальному
процесi в Донбаському державному педагогiчному унiверситетi. Отри-
манi результати можуть бути використанi в навчальних курсах з теорiї
диференцiально-алгебраїчних крайових задач для студентiв класичних,
педагогiчних i технiчних унiверситетiв.

Автор висловлює щиру подяку науковому консультанту — акаде-
мiку НАН України, доктору фiз.-мат. наук, професору А.М.Самойленку,
члену-кореспенденту НАН України, доктору фiз.-мат. наук, професору
О.А. Бойчуку, члену-кореспенденту НАН України, доктору фiз.-мат. на-
ук, професору В.Я. Гутлянському та доктору фiз.-мат. наук, професору
С.М.Чуйку за постiйну увагу до роботи та обговорення одержаних ре-
зультатiв.
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Роздiл 1

Необхiднi вiдомостi з теорiї
крайових задач та теорiї

квазiконформних вiдображень

1.1. Необхiднi вiдомостi з теорiї лiнiйних диферен-
цiально-алгебраїчних крайових задач

Будемо дослiджувати задачу про побудову розв’язкiв

z(t) ∈ C1
n[a, b] := C1[a, b]⊗ Rn

лiнiйної диференцiально-алгебраїчної системи [278]

A(t)z′(t) = B(t)z(t) + f(t); (1.1)

тут A(t), B(t) ∈ Cm×n[a, b] := C[a, b] ⊗ Rm×n — неперервнi матрицi,
f(t) ∈ Cn[a, b] неперервний вектор-стовпець; далi, за традицiєю, нижнiй
iндекс останнього простору вектор-стовпцiв будемо опускати. Матрицю
A(t) припускаємо, взагалi кажучи, прямокутною: m 6= n, або квадрат-
ною, але виродженою.

Дослiдженню диференцiально-алгебраїчних рiвнянь за допомогою цен-
тральної канонiчної форми i досконалих пар i трiйок матриць присвя-
ченi монографiї [28, 183, 241, 261, 268, 269]. У працi [31] запропонова-
но означення центральної канонiчної форми лiнiйної диференцiально-
алгебраїчної системи i наведено пiдстановки, за допомогою яких зада-
на система зводилась до центральної канонiчної форми. Достатнi умо-
ви звiдностi диференцiально-алгебраїчної лiнiйної системи до централь-
ної канонiчної форми були отриманi А.М. Самойленком i В.П. Яковцем
[241]. Це дало змогу визначити структуру загального розв’язку лiнiй-
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ної диференцiально-алгебраїчної системи, з’ясувати достатнi умови iсну-
вання перiодичних розв’язкiв вироджених систем iз перiодичними ко-
ефiцiєнтами, а також розробити теорiю асимптотичного iнтегрування
диференцiально-алгебраїчних рiвнянь. Необхiдна умова перерахованих
вище результатiв, а саме, умова сталостi рангу матрицi при похiдних,
суттєво використовується у дисертацiї.

У статтях [35, 273] запропонована серiя достатнiх умов розв’язно-
стi, а також конструкцiя узагальненого оператора Грiна задачi Кошi
для лiнiйної диференцiально-алгебраїчної системи (1.1) без використан-
ня центральної канонiчної форми i досконалих пар i трiйок матриць i
не претендує на повноту охоплення всiх диференцiально-алгебраїчних
рiвнянь. Дослiджуватимемо задачу про побудову умов розв’язностi, а
також конструкцiї узагальненого оператора Грiна задачi Кошi лiнiйної
диференцiально-алгебраїчної системи для довiльних натуральних m i n.
За умови [35, 273]

PA∗(t) ≡ 0, A+(t)B(t) ∈ Cn×n[a; b], A+(t)f(t) ∈ C[a; b] (1.2)

система (1.1) розв’язна вiдносно похiдної

z′ = A+(t)B(t)z + F0(t, ν0(t)); (1.3)

тут rank A(t) := σ0 = m ≤ n. Крiм того

F0(t, ν0(t)) := A+(t)f(t) + PAρ0(t)ν0(t),

A+(t) — псевдообернена (по Муру – Пенроузу) матриця, PA∗(t) — матриця-
ортопроектор [21, 148, 166, 214, 218, 259, 266]: PA∗(t) : Rm → N(A∗(t)),
PAρ0(t) — (n×ρ0)− матриця, утворена iз ρ0 лiнiйно-незалежних стовпцiв
(n × n)− матрицi-ортопроектора PA(t) : Rn → N(A(t)). Таким чином,
за умови ρ0 6= 0 система (1.3), розв’язна вiдносно похiдної, залежить вiд
довiльної неперервної вектор-функцiї ν0(t). Позначимо X0(t) нормальну
фундаментальну матрицю

X ′0(t) = A+(t)B(t)X0(t), X0(a) = In

отриманої традицiйної системи звичайних диференцiальних рiвнянь (1.3).
За умови (1.2) система (1.3), а вiдповiдно i система (1.1), має розв’язок
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вигляду [35, 273, 278]

z(t, c) = X0(t)c+X0(t)

∫ t

a

X−1
0 (s)F0(s, ν0(s)) ds, c ∈ Rn.

Лема 1.1.1. За умови (1.2) система (1.1) має розв’язок вигляду

z(t, c) = X0(t)c+K
[
f(s), ν0(s)

]
(t), c ∈ Rn,

де

K
[
f(s), ν0(s)

]
(t) := X0(t)

∫ t

a

X−1
0 (s)F0(s, ν0(s)) ds

— узагальнений оператор Грiна задачi Кошi z(a) = 0 для диференцi-
ально-алгебраїчної системи (1.1).

Оскiльки за умови (1.2) система (1.1) розв’язна для довiльних неод-
норiдностей f(t), то, по аналогiї з класифiкацiєю iмпульсних крайових
задач [179], випадок (1.2) будемо називати невиродженим. З iншого бо-
ку, на вiдмiну вiд класифiкацiї iмпульсних крайових задач, мова йде про
розв’язнiсть диференцiально-алгебраїчної системи (1.2), а не вiдповiдної
крайової задачi.

За умови PA∗(t) ≡ 0, але A+(t)B(t) 6∈ Cn×n[a; b], або A+(t)f(t) 6∈ C[a; b],
система (1.1) розв’язна, але розв’язок z(t) 6∈ C1

n[a, b] не є шуканим.

За умови PA∗(t) 6= 0 система (1.1) не розв’язна вiдносно похiдної. При-
пустимо, що матриця A(t) має сталий ранг, а саме: 1 ≤ rank A(t) = σ0.

Як вiдомо [167], довiльна (m × n)− матриця A(t) у визначеному базисi
може бути представлена у виглядi

A(t) = R0(t) · Jσ0 · S0(t), Jσ0 :=

(
Iσ0 O
O O

)
, R0(t) ∈ Cm×m[a, b];

тут R0(t) i S0(t) — невиродженi матрицi: S0(t) ∈ Cn×n[a, b]. Дiйсно: до-
вiльна (m×n)− матриця A(t) може бути представлена у виглядi скелет-
ного розкладу A(t) = Φ(t)Ψ(t); тут матриця Φ(t) ∈ Cm×σ0[a, b] i матриця
Ψ(t) ∈ Cσ0×n[a, b] повного рангу [190, c. 31]:

rank A(t) = rank Φ(t) := rank Ψ(t) := σ0.

При цьому матриця Φ(t) утворена iз σ0 стовпцiв, що складають алгеб-
раїчний базис [206, c. 74] стовпцiв матрицi A(t), а матриця Ψ(t) визначає
[190, c. 31] координати стовпцiв матрицi A(t) в базисi Φ(t). Представимо
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матрицю Jσ0 у виглядi

Jσ0 = V ·W, V :=

(
Iσ0
O

)
∈ Rm×σ0, W := ( Iσ0 O ) ∈ Rσ0×n.

Рiвняння Φ(t) = R0(t)V вiдносно матрицi R0(t) розв’язне, оскiльки роз-
в’язне рiвнозначне йому рiвняння

Φ∗(t) = V ∗R∗0(t).

Розв’язнiсть останнього рiвняння визначає очевидну рiвнiсть PV = 0,
при цьому

R∗0(t) = (V +)∗Φ∗(t) + PV ∗C1, C1 ∈ Rm×m, rank PV ∗ = m− σ0,

вiдповiдно
R0(t) = Φ(t)V + + C1PV ∗.

Зауважимо, що перший доданок належить образу матрицi V, а другий
— ортогональному йому нуль-простору N(V ∗). Оскiльки

rank Φ(t)V + = rank ( Φ(t) O ) = σ0,

то, за належного вибору матрицi C1 ∈ Rm×m, має мiсце рiвнiсть rank Φ =
σ0.Аналогiчно, за належного вибору матрицi C2 ∈ Rn×n, знаходимо неви-
роджену матрицю

S0(t) = W+Ψ(t) + PWC2.

Невироджена замiна змiнної y(t) = S0(t)z(t) приводить систему (1.1) до
вигляду

Jσ0y
′(t) = C0(t)y(t) +R−1

0 (t)f(t); (1.4)

тут

C0(t) :=
(
Jσ0S

′
0(t) +R−1

0 (t)B(t)
)
S−1

0 (t) :=

(
C

(0)
11 (t) C

(0)
12 (t)

C
(0)
21 (t) C

(0)
22 (t)

)
.

Замiна змiнної

y(t) = col (u(t), v(t)) ∈ C1
n[a, b], u(t) ∈ C1

σ0
[a, b], v(t) ∈ C1

n−σ0[a, b]

приводить систему (1.4) до вигляду

u′(t) = C
(0)
11 (t)u(t) + C

(0)
12 (t)v(t) + g

(0)
1 (t), (1.5)
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C
(0)
21 (t)u(t) + C

(0)
22 (t)v(t) + g

(0)
2 (t) = 0, (1.6)

Тут PD∗0(t) — матриця-ортопроектор: PD∗0(t) : Rm−σ0 → N(D∗0(t)), крiм
того

R−1
0 (t)f(t) := col

(
g

(0)
1 (t), g

(0)
2 (t)

)
.

Рiвняння (1.6) розв’язне тодi i тiльки тодi, коли [21, 122]

PD∗0(t)g
(0)
2 (t) ≡ 0;

в цьому випадку загальний розв’язок рiвняння (1.6)

y(t) = PDρ0
ϕ(t)−D+

0 (t)g
(0)
2 (t),

D0(t) :=

[
C

(0)
21 (t);C

(0)
21 (t)

]
∈ R(m−σ0)×n, ϕ(t) ∈ Cρ0[a, b]

визначає PDρ0
(t) — (n× ρ0) – матриця, скадена iз ρ0 лiнiйно-незалежних

стовпцiв PD0
(t) — матрицi-ортопроектора: PD0

(t) : Rn → N(D0(t)). По-
значивши блоки матрицi PDρ0

(t) i добутку D+
0 (t)g

(0)
2 (t)

PDρ0
(t) := col (P

(0)
1 (t), P

(0)
2 (t)), D+

0 (t)g
(0)
2 (t) = − col

(
f

(1)
1 (t), f

(1)
2 (t)

)
,

приходимо до задачi про побудову розв’язкiв ϕ(t) ∈ C1
ρ0

[a, b] лiнiйної
диференцiально-алгебраїчної системи

A1(t)ϕ
′(t) = B1(t)ϕ(t) + f1(t), A1(t) := P

(0)
1 (t) ∈ Rσ0×ρ0; (1.7)

тут
B1(t) := C

(0)
11 (t)P

(0)
1 (t) + C

(0)
12 (t)P

(0)
2 (t)− A′1(t),

крiм того
rank A1(t) := σ1 = σ0 ≤ ρ0,

f1(t) := C
(0)
11 (t)f

(1)
1 (t) + C

(0)
12 (t)f

(1)
2 (t) + g

(0)
1 (t)−

(
f

(1)
1 (t)

)′
.

За умови [41, 272, 273]

PA∗ 6= 0, PA∗1 ≡ 0, PD∗0f1(t) ≡ 0, (1.8)

A+
1 (t)B1(t) ∈ Cσ0×σ0[a; b], A+

1 (t)f1(t) ∈ C[a; b]
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система (1.7) розв’язна вiдносно похiдної

dϕ

dt
= A+

1 (t)B1(t)ϕ+ F1(t, ν1(t)), ν1(t) ∈ Cρ1[a; b]; (1.9)

тут
F1(t, ν1(t)) := A+

1 (t)f1(t) + PAρ1(t)ν1(t).

Крiм того PA∗1(t) — матриця-ортопроектор [21]: PA∗1(t) : Rσ0 → N(A∗1(t)),
PAρ1(t) — (n×ρ1)− матриця, утворена iз ρ1 лiнiйно-незалежних стовпцiв
(ρ0 × ρ0)− матрицi-ортопроектора PA1

(t) : Rρ0 → N(A1(t)). Позначимо
U1(t) нормальну фундаментальну матрицю

U ′1(t) = A+
1 (t)B1(t)U1(t), U1(a) = Iρ1

отриманої традицiйної системи звичайних диференцiальних рiвнянь (1.9).
За умови (1.8) система (1.9), а вiдповiдно i система (1.1), має розв’язок
вигляду [278]

z(t, cρ1) = X1(t)cρ1 + PDρ0
S−1

0 (t)K
[
F1(s, ν1(s))

]
(t)−

−S−1
0 (t)D+

0 (t)g
(0)
2 (t), cρ1 ∈ Rρ1,

де
X1(t) := S−1

0 (t)PDρ0
U1(t), K

[
F1(s, ν1(s))

]
(t) :=

= X0(t)

∫ t

a

X−1
0 (s)F1(s, ν1(s)) ds.

Лема 1.1.2. За умови (1.8) лiнiйна диференцiально-алгебраїчна систе-
ма (1.1) має розв’язок вигляду

z(t, cρ1) = X1(t)cρ1 +K
[
f(s), ν1(s)

]
(t),

X1(t) := PDρ0
S−1

0 (t)U1(t), cρ1 ∈ Rρ1,

де

K
[
f(s), ν1(s)

]
(t) := PDρ0

S−1
0 (t)K

[
F1(s, ν1(s))

]
(t)− S−1

0 (t)D+
0 (t)g

(0)
2 (t)

— узагальнений оператор Грiна задачi Кошi z(a) = 0 для диференцi-
ально-алгебраїчної системи (1.1).

За умов PA∗ 6= 0, PA∗1 ≡ 0, PD∗0f1(t) = 0, але A+
1 (t)B1(t) 6∈ Cσ0×σ0[a; b],
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або A+
1 (t)f1(t) 6∈ C[a; b], система (1.1) розв’язна, але розв’язок z(t) 6∈

C1
n[a, b] не є шуканим. По аналогiї з класифiкациєю iмпульсних крайо-

вих задач [179] у випадку (1.8) будемо казати, що для лiнiйної диферен-
цiально-алгебраїчної системи (1.1) має мiсце виродження першого поряд-
ку.

За умови PA∗(t) 6= 0 i PA∗1(t) 6= 0 диференцiально-алгебраїчна система
(1.7) не розв’язна вiдносно похiдної. Припустимо, що матриця A1(t) має
сталий ранг: rank A1(t) = σ1; в цьому випадку матриця A1(t) у визначе-
ному базисi може бути представлена у виглядi

A1(t) = R1(t) · Jσ1 · S1(t), Jσ1 :=

(
Iσ1 O
O O

)
,

R1(t) ∈ Cσ0×σ0[a, b], S1(t) ∈ Cρ0×ρ0[a, b];

тут R1(t) i S1(t) — невиродженi матрицi. Невироджена замiна змiнної

ψ(t) = S1(t)ϕ(t)

приводить систему (1.7) до вигляду

Jσ1ψ
′(t) = C1(t)ψ(t) +R−1

1 (t)f1(t); (1.10)

тут

C1(t) :=
(
Jσ1S

′
1(t) +R−1

1 (t)B1(t)
)
S−1

1 (t) :=

(
C

(1)
11 (t) C

(1)
12 (t)

C
(1)
21 (t) C

(1)
22 (t)

)
.

Замiна змiнної

ψ(t) = col (ξ(t), ζ(t)) ∈ C1
ρ0

[a, b], ξ(t) ∈ C1
σ1

[a, b], ζ(t) ∈ C1
ρ0−σ1[a, b]

приводить систему (1.10) до вигляду

ξ′(t) = C
(1)
11 (t)ξ(t) + C

(1)
12 (t)ζ(t) + g

(1)
1 (t), (1.11)

C
(1)
21 (t)ξ(t) + C

(1)
22 (t)ζ(t) + g

(1)
2 (t) = 0, (1.12)

де
R−1

1 (t)f
(1)
1 (t) := col

(
g

(1)
1 (t), g

(1)
2 (t)

)
.
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Рiвняння (1.12) розв’язне тодi i тiльки тодi, коли [35, 273, 272]

PD∗1(t)g
(1)
2 (t) ≡ 0, D1(t) :=

[
C

(1)
21 (t); C

(1)
22 (t)

]
∈ R(ρ0−σ1)×ρ0;

тут PD∗1(t) — матриця-ортопроектор: PD∗1(t) : Rρ0−σ1 → N(D∗1(t)). В цьому
випадку загальний розв’язок рiвняння (1.12)

ψ(t) = PDρ1
µ(t)−D+

1 (t)g
(1)
2 (t), µ(t) ∈ C1

ρ1
[a, b]

визначає PDρ1
(t) — (ρ0×ρ1) – матриця, утворена iз ρ1 лiнiйно-незалежних

стовпцiв матрицi-ортопроектора PD1
(t) : PD1

(t) : Rρ0 → N(D1(t)). По-
значивши блоки матрицi PDρ1

(t) i добутку D+
1 (t)g

(1)
2 (t)

PDρ1
(t) := col

(
P

(1)
1 (t), P

(1)
2 (t)

)
, D+

1 (t)g
(1)
2 (t) := − col

(
f

(2)
1 (t), f

(2)
2 (t)

)
,

приходимо до задачi про побудову розв’язкiв µ(t) ∈ C1
ρ1

[a, b] лiнiйної
диференцiально-алгебраїчної системи

A2(t)µ
′(t) = B2(t)µ(t) + f2(t), A2(t) := P

(1)
1 (t) ∈ Rσ1×ρ1; (1.13)

тут
B2(t) := C

(1)
11 (t)P

(1)
1 (t) + C

(1)
12 (t)P

(1)
2 (t)− A′2(t),

крiм того

f2(t) := C
(1)
11 (t)f

(2)
1 (t) + C

(1)
12 (t)f

(2)
2 (t) + g

(1)
1 (t)−

(
f

(2)
1 (t)

)′
.

За умови [272]{
PA∗(t) 6= 0, PA∗1(t) 6= 0, PA∗2(t) ≡ 0, PD∗0(t)g

(0)
2 (t) ≡ 0,

PD∗1(t)g
(1)
2 (t) ≡ 0, A+

2 (t)B2(t) ∈ C[a; b], A+
2 (t)f2(t) ∈ C[a; b]

(1.14)

система (1.13) розв’язна вiдносно похiдної:

µ′ = A+
2 (t)B2(t)µ+ F2(t, ν2(t)), ν2(t) ∈ Cρ2[a; b]; (1.15)

тут F2(t, ν2(t)) := A+
2 (t)f2(t) + PAρ2(t)ν2(t). Крiм того PA∗2(t) — матриця-

ортопроектор [21]: PA∗2(t) : Rσ1 → N(A∗2(t)), PAρ2(t) — (ρ1 × ρ2) – мат-
риця, утворена iз ρ2 лiнiйно-незалежних стовпцiв (ρ1 × ρ1)− матрицi-
ортопроектора PA2

(t) : Rρ1 → N(A2(t)). Вiдмiтимо, що за умови (1.14)
rank A2(t) := σ2 = σ1 ≤ ρ1. Позначимо U2(t) нормальну фундаментальну
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матрицю:
U ′2(t) = A+

2 (t)B2(t)U2(t), U2(a) = Iρ1

отриманої традицiйної системи звичайних диференцiальних рiвнянь (1.15).
За умови (1.14) система (1.15), а вiдповiдно i система (1.1), має розв’язок
вигляду [278]

z(t, cρ2) = S−1
0 (t)PDρ0

S−1
1 (t)PDρ1

U2(t)cρ2+

+S−1
0 (t)PDρ0

S−1
1 (t)

{
PDρ1

K
[
F2(s, ν2(s))

]
(t)−D+

1 (t)g
(1)
2 (t)

}
,

де

K
[
F2(s, ν2(s))

]
(t) := U2(t)

∫ t

a

U−1
2 (s)F2(s, ν2(s)) ds, cρ2 ∈ Rρ2.

Лема 1.1.3. За умови (1.14) лiнiйна диференцiально-алгебраїчна си-
стема (1.1) має розв’язок вигляду

z(t, cρ2) = X2(t)cρ2+K
[
f(s), ν2(s)

]
(t), X2(t) := S−1

0 (t)PDρ0
S−1

1 (t)PDρ1
U2(t),

де
K
[
f(s), ν2(s)

]
(t) := S−1

0 (t)PDρ0
S−1

1 (t)×

×
{
PDρ1

K
[
F2(s, ν2(s))

]
(t)−D+

1 (t)g
(1)
2 (t)

}
— узагальнений оператор Грiна задачi Кошi z(a) = 0 для диференцi-
ально-алгебраїчної системи (1.1).

По аналогiї з класифiкацiєю iмпульсних крайових задач [179] у випад-
ку (1.14) будемо казати, що для лiнiйної диференцiально-алгебраїчної
системи (1.1) має мiсце виродження другого порядку. За умови

PA∗(t) 6= 0, PA∗1(t) 6= 0, PA∗2(t) ≡ 0, PD∗0(t)g
(0)
2 (t) ≡ 0, PD∗1(t)g

(1)
2 (t) ≡ 0,

але A+
2 (t)B2(t) 6∈ Cn×n[a; b], або A+

2 (t)f2(t) 6∈ C[a; b], система (1.1) роз-
в’язна, але розв’язок z(t) 6∈ C1

n[a, b] не є шуканим. За умови

PA∗(t) 6= 0, PA∗1(t) 6= 0, PA∗2(t) ≡ 0, PD∗0(t)g
(0)
2 (t) ≡ 0, PD∗1(t)g

(1)
2 (t) 6= 0

система (1.1) не розв’язна. Порiвняємо ранги матриць A0(t) := A(t),
A1(t) i A2(t) у рiвняннях (1.1), (1.7) i (1.13), якi визначають умови роз-
в’язностi системи (1.1). У невиродженому випадку для розв’язностi си-
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стеми (1.1) достатньо тотожностi PA∗0(t) ≡ 0, в цьому випадку

1 ≤ rank A0(t) := σ0 = m ≤ n.

У випадку виродження першого порядку PA∗0(t) 6= 0, вiдповiдно σ0 < m,
при цьому для розв’язностi системи (1.1) достатньо тотожностi PA∗1(t) ≡
0; в цьому випадку

1 ≤ rank A1(t) := σ1 := σ0 < min (m,n).

У виродженому випадку другого порядку PA∗0(t) 6= 0 i PA∗1(t) 6= 0, при
цьому для розв’язностi системи (1.1) достатньо тотожностi PA∗2(t) ≡ 0; в
цьому випадку

1 ≤ rank A2(t) := σ2 := σ1 < σ0 < min (m,n).

Продовжуючи мiркування, припустимо, що пiсля розщеплення систем
(1.1), (1.7), (1.13), .... , отримано рiвняння

Ak(t)κ
′(t) = Bk(t)κ(t) + fk(t), k = 1, 2 , 3 , ... , (1.16)

не розв’язне вiдносно похiдної: PA∗0(t) 6= 0 PA∗1(t) 6= 0, ... i PA∗k(t) 6= 0, при
цьому розв’язнi промiжнi рiвняння (1.6), (1.12), .... , а саме:

PD∗0(t)g
(0)
2 (t) ≡ 0, PD∗1(t)g

(1)
2 (t) ≡ 0, ... , PD∗k−1(t)g

(k−1)
2 (t) ≡ 0.

припустимо також, що матриця Ak(t) має сталий ранг: rank Ak(t) = σk;
при цьому матриця Ak(t) у визначеному базисi може бути представлена
у виглядi

Ak(t) = Rk(t) · Jσk · Sk(t), Jσk :=

(
Iσk O
O O

)
;

тут
Rk(t) ∈ Cσk−1×σk−1[a, b], Sk(t) ∈ Cρk−1×ρk−1[a, b]

— невиродженi матрицi. Невироджена замiна змiнної

κ(t) = Sk(t)ω(t)

приводить систему (1.16) до вигляду

Jσkω
′(t) = Ck(t)ω(t) +R−1

k (t)fk(t); (1.17)
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тут

Ck(t) :=
(
JσkS

′
k(t) +R−1

k (t)B(t)
)
S−1
k (t) :=

(
C

(k)
11 (t) C

(k)
12 (t)

C
(k)
21 (t) C

(k)
22 (t)

)
.

Замiна змiнної

ω(t) = col (ω1(t), ω2(t)) ∈ C1
ρk−1

[a, b],

ω1(t) ∈ C1
σk

[a, b], ω2(t) ∈ C1
ρk−1−σk[a, b]

приводить систему (1.17) до вигляду

ω′1(t) = C
(k)
11 (t)ω1(t) + C

(k)
12 (t)ω2(t) + g

(k)
1 (t), (1.18)

C
(k)
21 (t)ω1(t) + C

(k)
22 (t)ω2(t) + g

(k)
2 (t) = 0, (1.19)

де
R−1
k (t)fk(t) := col

(
g

(k)
1 (t), g

(k)
2 (t)

)
.

Рiвняння (1.19) розв’язне тодi i тiльки тодi, коли [35, 272, 273]

PD∗k(t)g
(k)
2 (t) = 0, Dk(t) :=

[
C

(k)
21 (t); C

(k)
21 (t)

]
∈ R(ρk−1−σk)×ρk−1;

тут PD∗k(t) — матриця-ортопроектор: PD∗k(t) : Rρk−1−σk → N(D∗k(t)). В
цьому випадку загальний розв’язок рiвняння (1.19)

ω(t) = PDρk
θ(t)−D+

k (t)g
(k)
2 (t), θ(t) ∈ C1

ρk
[a, b]

визначає PDρk
(t) — (ρk−1×ρk) – матриця, утворена iз ρk лiнiйно-незалежних

стовпцiв PDk
(t) ортопроектора: PDk

(t) : Rρk−1 → N(Dk(t)). Позначивши
блоки матрицi PDρk

(t) i добутку D+
k (t)g

(k)
2 (t)

PDρk
(t) := col

(
P

(k)
1 (t), P

(k)
2 (t)

)
,

D+
k (t)g

(k)
2 (t) := − col

(
f

(k+1)
1 (t), f

(k+1)
2 (t)

)
,

приходимо до задачi про побудову розв’язкiв θ(t) ∈ C1
ρk

[a, b] лiнiйної
диференцiально-алгебраїчної системи

Ak+1(t) θ
′(t) = Bk+1(t) θ(t) + fk+1(t), Ak+1(t) := P

(k+1)
1 (t) ∈ Rσk×ρk;

(1.20)
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тут
Bk+1(t) := C

(k)
11 (t)P

(k)
1 (t) + C

(k)
12 (t)P

(k)
2 (t)− A′k+1(t),

крiм того

fk+1(t) := C
(k)
11 (t)f

(k+1)
1 (t) + C

(k)
12 (t)f

(k+1)
2 (t) + g

(k)
1 (t)−

(
f

(k+1)
1 (t)

)′
.

За умови [35, 272]
PA∗(t) 6= 0, PA∗1(t) 6= 0, ... , PA∗k(t) 6= 0, PA∗k+1(t) ≡ 0,

PD∗0(t)g
(0)
2 (t) ≡ 0, ... , PD∗k(t)g

(k)
2 (t) ≡ 0,

A+
k+1(t)Bk+1(t) ∈ C[a; b], A+

k+1(t)fk+1(t) ∈ C[a; b]

(1.21)

система (1.20) розв’язна вiдносно похiдної:

θ′ = A+
k+1(t)Bk+1(t) θ + Fk+1(t, νk+1(t)), νk+1(t) ∈ Cρk+1

[a; b]; (1.22)

тут Fk+1(t, νk+1(t)) := A+
k+1(t)fk+1(t) +PAρk+1

(t)νk+1(t). Крiм того PA∗k+1(t)

— матриця-ортопроектор [21]: PA∗k+1
(t) : Rσk → N(A∗k+1(t)), PAρk+1

(t) —
(ρk×ρk+1) – матриця, утворена iз ρk+1 лiнiйно-незалежних стовпцiв (ρk×
ρk)− матрицi-ортопроектора PAk+1

(t) : Rρk → N(Ak+1(t)). Зауважимо,
що за умови (1.21)

1 ≤ rank Ak+1(t) := σk+1 = σk < σk−1 < ... < σ2 < σ1 < σ0 < min (m,n).

В силу скiнченностi числа рядкiв m ∈ N матриць A(t) i B(t), за умови
(1.21), послiдовнiсть {σk} монотонно спадаюча, причому обмежена знизу,
отже, згiдно теореми Вейєрштрасса [215, c. 102] послiдовнiсть {σk} має
границю σp ≥ 1. За умови

PA∗(t) 6= 0, PA∗1(t) 6= 0, ... , PA∗k(t) 6= 0, PA∗k+1(t) ≡ 0,

PD∗0(t)g
(0)
2 (t) ≡ 0, ... , PD∗k(t)g

(k)
2 (t) ≡ 0

будемо казати, що для лiнiйної диференцiально-алгебраїчної системи
(1.1) має мiсце виродження порядку p := k + 1. За умови (1.21) си-
стема (1.22), а отже i система (1.1) розв’язнi. Дiйсно, позначимо Up(t)
нормальну фундаментальну матрицю:

U ′p(t) = A+
p (t)Bp(t)Up(t), Up(a) = Iρp−1

отриманої традицiйної системи звичайних диференцiальних рiвнянь (1.22).
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За умови (1.21) система (1.22), а отже i система (1.1), має розв’язок вигля-
ду [278]

z(t, cρp) =

p∏
i=0

S−1
i (t)PDρi

Up(t)cρp +

p−1∏
i=0

S−1
i (t)PDρi

S−1
p−1(t)×

×
{
PDρp−1

K
[
Fp(s, νp(s))

]
(t)−D+

p−1(t)g
(1)
p (t)

}
,

де

K
[
Fp(s, νp(s))

]
(t) := Up(t)

∫ t

a

U−1
p (s)F2(s, νp(s)) ds, cρp ∈ Rρp.

Теорема 1.1.1. У невиродженому випадку, за умови (1.2) для довiль-
ної неперервної вектор-функцiї f(t) ∈ Cm[a, b] система (1.1) має роз-
в’язок вигляду

z(t, c) = X0(t)c+K
[
f(s), ν0(s)

]
(t), c ∈ Rn,

який залежить вiд довiльної неперервної вектор-функцiї ν0(t) ∈ Cρ0[a, b].

У випадку виродження першого порядку, за умови (1.8) лiнiйна ди-
ференцiально-алгебраїчна система (1.1) має розв’язок вигляду

z(t, cρ1) = X1(t)cρ1 +K
[
f(s), ν1(s)

]
(t),

X1(t) := PDρ0
S−1

0 (t)U1(t), cρ1 ∈ Rρ1,

який залежить вiд довiльної неперервної вектор-функцiї ν1(t) ∈ Cρ1[a, b].
У випадку виродження другого порядку, за умови (1.14) лiнiйна диферен-
цiально-алгебраїчна система (1.1) має розв’язок вигляду

z(t, cρ2) = X2(t)cρ2 +K
[
f(s), ν2(s)

]
(t), cρ2 ∈ Rρ2,

який залежить вiд довiльної неперервної вектор-функцiї ν2(t) ∈ Cρ2[a, b].
У випадку виродження порядку p, за умови (1.21) лiнiйна диферен-
цiально-алгебраїчна система (1.1) має розв’язок вигляду

z(t, cρp) = Xp(t)cρp +K
[
f(s), νp(s)

]
(t),

Xp(t) :=

p∏
i=0

S−1
i (t)PDρi

Up(t), cρp ∈ Rρp,
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який залежить вiд довiльної неперервної вектор-функцiї νp(t) ∈ Cρp[a, b].
Тут

K[f(s), νp(s)](t) :=

p−1∏
i=0

S−1
i (t)PDρi

S−1
p−1(t)

{
PDρp−1

K
[
Fp(s, νp(s))

]
(t)−

−D+
p−1(t)g

(1)
p (t)

}
— узагальнений оператор Грiна задачi Кошi z(a) = 0 для диференцiаль-
но-алгебраїчної системи (1.1).

За умови

PA∗(t) 6= 0, PA∗1(t) 6= 0, ... , PA∗p(t) ≡ 0, PD∗p−1(t)g
(1)
p (t) ≡ 0,

але A+
p (t)Bp(t) 6∈ Cn×n[a; b], або A+

p (t)gp(t) 6∈ C[a; b], система (1.1) роз-
в’язна, але розв’язок z(t) 6∈ C1

n[a, b] не є шуканим. За умови

PA∗(t) 6= 0, PA∗1(t) ≡ 0, ... , PA∗p(t) ≡ 0, PD∗0(t)f2(t) ≡ 0, ... ,

PD∗1(t)g
(1)
2 (t) 6= 0

система (1.1) не розв’язна.

Запропонована схема дослiдження диференцiально-алгебраїчних си-
стем аналогiчно [43, 48] може бути перенесена на матричнi диференцi-
ально-алгебраїчнi крайовi задачi. З iншого боку, у випадку нерозв’язно-
стi, диференцiально-алгебраїчнi крайовi задачi можуть бути регуляризо-
ванi аналогiчно [42, 257]. Запропонована схема дослiдження диференцi-
ально-алгебраїчних систем аналогiчно [21, 49, 193] може бути перенесена
на нелiнiйнi матричнi диференцiально-алгебраїчнi крайовi задачi.
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1.2. Нелiнiйна крайова задача у випадку парамет-
ричного резонансу

Дослiджуємо задачу про побудову розв’язку

z(t, ε) : z(·, ε) ∈ C1[a, b], z(t, ·) ∈ C[0, ε0]

крайової задачi [276]

dz/dt = A(t)z + f(t, ε) + εZ(z, µ, t, ε), (1.23)

`z(·, ε) = α(ε) + εJ(z(·, ε), µ(ε), ε)

у малому околi розв’язку породжуючої задачi

dz0/dt = A(t)z0 + f(t, ε), `z0(·, ε) = α(ε), (1.24)

α(ε) ∈ C[0, ε0], α(ε) ∈ Rm.

ТутA(t) – (n×n)-вимiрна матриця i f(t, ε) – n-вимрiний вектор-стовпець,
елементи яких — неперервнi на вiдрузку [a, b] дiйснi функцiї. Припусти-
мо нелiнiйну вектор-функцiю Z(z, µ, t, ε) неперервно-диференцiйовною
по z i неперервно-диференцiйовною по µ в малому околi розв’язку по-
роджуючої задачi (1.24) i початкового значення µ0(ε) власної функцiї
µ(ε); `z(·)− лiнiйний обмежений функцiонал `z(·) : C[a, b] → Rm. Крiм
того, вважаємо нелiнiйну вектор-функцiю Z(z, µ(ε), t, ε) i неоднорiднiсть
породжуючої задачi f(t, ε) неперервними по t на вiдрiзку [a, b] i по ма-
лому параметру ε на вiдрiзку [0, ε0]. Нелiнiйний векторний функцiонал
J(z(·, ε), µ(ε), ε) : C[a, b] → Rm вважаємо неперервно-диференцiйовним
по z в малому околi розв’язку породжуючої задачi (1.24) i неперервно-
диференцiйовним по µ в малому околi розв’язку породжуючої задачi
(1.24) та початкового значення µ0(ε) функцiї µ(ε), а також неперевним
по малому параметру ε на вiдрiзку [0, ε0]. Поставлена задача узагальнює
традицiйнi перiодичнi крайовi задачi у випадку параметричного резонан-
су, дослiдженi в монографiях [227, 327, 330] на випадок загальної нетеро-
вої крайової задачi, а також задачi [21, 193] на випадок параметричного
резонансу та явної залежностi неоднорiдностей f(t, ε) i α(ε) породжую-
чої системи вiд малого параметру. Припустимо невiдому µ(ε) ∈ R1 непе-
рервною функцiєю малого параметру ε. Дослiдимо критичний випадок
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(PQ∗ 6= 0); за умови

PQ∗d

{
α(ε)− `K

[
f(s, ε)

]
(·)
}

= 0

породждуюча задача (1.24) має (r := n− n1)− параметричну сiм’ю роз-
в’язкiв

z0(t, c0(ε)) = Xr(t)c0(ε) +G
[
f(s, ε);α(ε)

]
(t), c0(ε) ∈ Rr.

Тут X(t)− нормальна (X(a) = In) фундаментальна матриця однорiдної
частини системи (1.24),

Q := `X(·) ∈ Rm×n, rank Q = n1, Xr(t) := X(t)PQr ,

PQr− (n × r)− матриця, утворена iз r лiнiйно-незалежних стовпцiв
(n × n)− матрицi-ортопроектора PQ : Rn → N(Q) i PQ∗− (m × m)−
матрицi-ортопроектор PQ∗ : Rm → N(Q∗) ,

G
[
f(s, ε);α(ε)

]
(t) = K

[
f(s, ε)

]
(t) +X(t)Q+

{
α(ε)− `K

[
f(s, ε)

]
(·)
}

— узагальнений оператор Грiна крайової задачi (1.24),

K
[
f(s, ε)

]
(t) = X(t)

∫ t

a

X−1(s)f(s, ε)ds

— оператор Грiна задачi Кошi для системи (1.24), Q+− псевдообернена
матриця по Муру-Пенроузу [21]. Припустимо, що задача (1.23) в малому
околi розв’язку z0(t, c0(ε)) породжуючої задачi (1.24) має розв’язок

z(t, ε) = z0(t, c0(ε)) + x(t, ε), c0(0) := c∗0 ∈ Rr,

при цьому в достатньо малому околi початкового значення функцiї µ0(ε)
iснує неперервна власна функцiя µ(ε) = µ0(ε) + ζ(ε), µ0(0) := µ∗0. Таким
чином, приходимо до задачi про знаходження розв’язку

x(t, ε) : x(·, ε) ∈ C1[a, b], x(t, ·) ∈ C[0, ε0]

та функцiї ζ(ε) ∈ C[0, ε0] слабконелiнiйної крайової задачi

dx(t, ε)/dt = A(t)x(t, ε)+εZ(z0(t, c0(ε))+x(t, ε), µ0(ε)+ζ(ε), t, ε), (1.25)

`x(·, ε) = εJ(z0(·, c0(ε)) + x(·, ε), µ0(ε) + ζ(ε), ε), (1.26)
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розв’язної тодi i тiльки тодi, коли

PQ∗
{
J(z(·, ε), µ(ε), ε)− `K

[
Z(z(s, ε), µ(ε), s, ε)

]
(·)
}

= 0.

Позначимо вектор

č0(ε) :=

[
c0(ε)
µ0(ε)

]
∈ Rr+1

В силу неперервностi по z i по µ нелiнiйної функцiї Z(z, µ(ε), t, ε) i
нелiнiйного векторного функцiоналу J(z(·, ε), µ(ε), ε) в малому околi роз-
в’язку породжуючої задачi (1.24) i початкового значення µ0(ε) функцiї
µ(ε) приходимо до наступного рiвняння

F(č0(ε)) := PQ∗
{
J(z0(·, c0(ε)), µ0(ε), ε)−

−`K
[
Z(z0(s, c0(ε)), µ0(ε), s, ε)

]
(·)
}

= 0.

Необхiднi умови iснування розв’язку крайової задачi (1.23) у випадку
параметричного резонансу визначає наступна лема [276], що є узагаль-
ненням вiдповiдного твердження [290] на випадок довiльних нелiнiйно-
стей, а також [21, 193] на випадок параметричного резонансу та явної
залежностi неоднорiдностей f(t, ε) i α(ε) породжуючої крайової задачi
вiд малого параметру.

Лема 1.2.1. Нехай крайова задача (1.23) представляє критичний
(PQ∗ 6= 0) випадок i виконана умова розв’язностi

PQ∗d

{
α(ε)− `K

[
f(s, ε)

]
(·)
}

= 0

породжуючої задачi (1.24). Припустимо також, що в малому околi по-
роджуючого розв’язку z0(t, c0(ε)) слабконелiнiйна крайова задача (1.23)
має розв’язок

z(t, ε) : z(·, ε) ∈ C1[a, b], z(t, ·) ∈ C[0, ε0],

при цьому в достатньо малому околi функцiї µ0(ε) iснує власна функцiя
µ(ε) ∈ C[0, ε0]. Тодi має мiсце рiвнiсть

F(č0(ε)) = 0. (1.27)

За аналогiєю з слабконелiнiйними крайовими задачами в критичному
випадку [21], а також перiодичними крайовими задачами [193, 327, 330],
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рiвняння (1.27) будемо називати рiвнянням для породжуючих констант
задачi (1.23) у випадку параметричного резонансу. Припустимо, що рiв-
няння (1.27) має неперервнi дiйснi коренi. Фiксуючи один iз розв’язкiв
č0(ε) ∈ Rr+1 рiвняння (1.27), приходимо до задачi про знаходження роз-
в’язку

x(t, ε) : x(·, ε) ∈ C1[a, b], x(t, ·) ∈ C[0, ε0]

крайової задачi (1.25), (1.26) в околi породжуючого розв’язку

z0(t, c0(ε)) = Xr(t)c0(ε) +G
[
f(s);α(ε)

]
(t), c0(ε) ∈ Rr.

а також функцiї

µ(ε) := µ0(ε) + ζ(ε), ζ(ε) ∈ C[0, ε0]

в околi точки µ0(ε). В малому околi породжуючого розв’язку z0(t, c0(ε))
i функцiї µ0(ε) має мiсце наступне розвинення

Z(z0(t, c0(ε)) + x(t, ε), µ0(ε) + ζ(ε), t, ε) =

= Z(z0(t, c0(ε)), µ0(ε), t, ε) +A1

(
z0(t, c0(ε)), µ0(ε)

)
x(t, ε)+

+A2

(
z0(t, c0(ε)), µ0(ε)

)
ζ(ε) +R(z0(t, c0(ε)) + x(t, ε), µ0(ε) + ζ(ε), t, ε),

де

A1

(
z0(t, c0(ε)), µ0(ε)

)
=
∂Z(z, µ, t, ε)

∂z

∣∣∣∣∣ z = z0(t, c0(ε)),
µ = µ0(ε),

A2

(
z0(t, c0), µ0(ε)

)
=
∂Z(z, µ, t, ε)

∂µ

∣∣∣∣∣ z = z0(t, c0(ε)),
µ = µ0(ε).

Залишок
R(z0(t, c0(ε)) + x(t, ε), µ0(ε) + ζ(ε), t, ε)

розвинення функцiї

Z(z0(t, c0(ε)) + x(t, ε), µ0(ε) + ζ(ε), t, ε)

бiльш високого порядку малостi по x(t, ε) i ζ(ε) в околi породжуючго
розв’язку z0(t, c0(ε)) i функцiї µ0(ε), нiж першi три члени розвинення,
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тому

R(z(t, ε), µ(ε), t, ε)

∣∣∣∣∣ z = z0(t, c0(ε)),
µ = µ0(ε)

≡ 0,

∂R(z(t, ε), µ(ε), t, ε)

∂z

∣∣∣∣∣ z = z0(t, c0(ε)),
µ = µ0(ε)

≡ 0,

∂R(z(t, ε), µ(ε), t, ε)

∂ζ

∣∣∣∣∣ z = z0(t, c0(ε)),
µ = µ0(ε)

≡ 0.

Аналогiчно, використовуючи неперервну диференцiйовнiсть (в сенсi Фре-
ше) векторного функцiоналу J(z(·, ε), µ(ε), ε) по першому аргументу i
неперервнiсть по другому аргументу, видiляємо лiнiйнi по x i по ζ(ε)
частини `1x(·, ε) i `2(z0(·, c0(ε)), цих функцiоналiв i член J(z0(·, c0(ε)),
µ0(ε), ε) нульового порядку по ε в околi точок x = 0 i ζ(ε) = 0 :

J(z0(·, c0(ε)) + x(·, ε), µ0(ε) + ζ(ε), ε) = J0(z0(·, c0(ε)), µ0(ε), ε)+

+`1x(·, ε) + `2(z0(·, c0(ε))ζ(ε) + J1(z0(·, c0(ε)) + x(·, ε), µ0(ε) + ζ(ε), ε),

де

`1x(·, ε) =
∂J(z(·, ε), µ(ε), ε)

∂z

∣∣∣∣∣ z = z0(t, c0(ε)),
µ = µ0(ε),

`2(z0(·, c0(ε)) =
∂J(z(·, ε), µ(ε), ε)

∂µ

∣∣∣∣∣ z = z0(t, c0(ε)),
µ = µ0(ε).

Залишок

J1(z0(·, c0(ε)) + x(·, ε), µ0(ε) + ζ(ε), ε) : C[a, b]→ Rm

розвинення функцiоналу

J(z0(·, c0(ε)) + x(·, ε), µ0(ε) + ζ(ε), ε) : C[a, b]→ Rm

бiльш високого порядку малостi по x(t, ε) i ζ(ε) в околi породжуючого
розв’язку z0(t, c0(ε)) i функцiї µ0(ε), нiж першi три члени розвинення,
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тому

J1(z(·, ε), µ(ε), ε)

∣∣∣∣∣ z = z0(t, c0(ε)),
µ = µ0(ε)

≡ 0,

∂J1(z(·, ε), µ(ε), ε)

∂z

∣∣∣∣∣ z = z0(t, c0(ε)),
µ = µ0(ε)

≡ 0,

∂J1(z(·, ε), µ(ε), ε)

∂ζ

∣∣∣∣∣ z = z0(t, c0(ε)),
µ = µ0(ε)

≡ 0.

Розв’язок x(t, ε) крайової задачi (1.25), (1.26) може бути представлений
у виглядi

x(t, ε) = Xr(t)ν(ε) + x(1)(t, ε), ν(ε) ∈ Rr,

де
x(1)(t, ε) = ε ·G

[
Z(z0(s, c0(ε)) + x(s, ε), µ0(ε) + ν(ε), s, ε);

J(z0(·, c0(ε)) + x(·, ε), µ0(ε) + ζ(ε), ε)
]
(t).

Позначимо (d× (r + 1))− вимiрну матрицю

D0

(
č0(ε)

)
= PQ∗d

{
`1Xr(·)− `K

[
A1

(
z0(t, c0(ε)), µ0(ε)

)
Xr(t)

]
(·);

`2(z0(·, c0(ε))ζ(ε)− `K
[
A2

(
z0(t, c0(ε)), µ0(ε)

)]
(·)
}
.

Для знаходження функцiй ν(ε) i ζ(ε) приходимо до рiвняння

D0

(
č0(ε)

)[ ν(ε)
ζ(ε)

]
= −PQ∗d

{
`1x

(1)(·, ε) + J1(z0(·, c0(ε))+

+x(·, ε), µ0(ε) + ζ(ε), ε)− `K
[
A1

(
z0(t, c0(ε)), µ0(ε)

)
x(1)(t, ε)+

+R(z0(t, c0(ε)) + x(t, ε), µ0(ε) + ζ(ε), t, ε)
]
(·)
}
.

Таким чином, за умови

PD∗0PQ∗d = 0, PD0
= 0, D+

0

(
č0(ε)

)
∈ C[0, ε0]

задача (1.25), (1.26) має принаймi один розв’язок i власну функцiю, якi
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визначає операторна система

x(t, ε) = Xr(t)ν(ε) + x(1)(t, ε), µ(ε) = µ0(ε) + ζ(ε), (1.28)

x(1)(t, ε) = ε ·G
[
Z(z(s, ε), µ(ε), s, ε); J(z(·, ε), µ(ε), ε)

]
(t),[ ν(ε)

ζ(ε)

]
= −D+

0

(
č0(ε)

)
PQ∗d

{
`1x

(1)(·, ε) + J1(z0(·, c0(ε)) + x(·, ε), µ0(ε)+

+ζ(ε), ε)− `K
[
A1

(
z0(t, c0(ε)), µ0(ε)

)
x(1)(t, ε)+

+R(z0(t, c0(ε)) + x(t, ε), µ0(ε) + ζ(ε), t, ε)
]
(·)
}
.

Тут PD∗0(č0(ε)) —(d× d)− матриця-ортопроектор:

PD∗0(č0(ε)) : Rd → N
(
D∗0(č0(ε))

)
,

D+
0 (č0(ε)) — псевдообернена по Муру-Пенроузу матриця [21]. Для побу-

дови наближеного розв’язку операторнї системи (1.28) у випадку
PD∗0PQ∗d = 0, PD0

= 0 може бути використаний метод простих iтерацiй
[21, 193]. Таким чином, доведено наступну теорему [276].

Теорема 1.2.1. Нехай для крайової задачi (1.23) має мiсце критичний
випадок PQ∗ 6= 0 i виконано умову розв’язностi породжуючої задачi
(1.24). Тодi для кожного кореня c0(ε) ∈ Rr, µ0(ε) ∈ R1 рiвняння для
породжуючих констант (1.27) за умов

PD∗0PQ∗d = 0, PD0
= 0, D+

0

(
č0(ε)

)
∈ C[0, ε0]

в малому околi розв’язку z0(t, c0(ε)) породжуючої задачi (1.24) i в до-
статньо малому околi початкового значення функцiї µ0(ε) задача (1.25),
(1.26) має єдиний розв’язок x(t, ε) : x(·, ε) ∈ C1[a, b], x(t, ·) ∈ C[0, ε0],
який визначається операторною системою (1.28), та iснує неперервна
функцiя µ(ε) : µ(0) := µ∗0. В цьому випадку в малому околi ров’язку
z0(t, c0(ε)) породжуючої задачi (1.24) i в достатньо малому околi поч-
такового значення функцiї µ0(ε) нетерова (m 6= n) задача (1.23) має
єдиний розв’язок z(t, ε) : z(·, ε) ∈ C1[a, b], z(t, ·) ∈ C[0, ε0]. Для побу-
дови розв’язку операторної системи (1.28) для ε ∈ [0, ε∗] може бути
використана iтерацiйна схема

xk+1(t, ε) = Xr(t)νk+1(ε) + x
(1)
k+1(t, ε), µk+1(ε) = µ0(ε) + ζk+1(ε), (1.29)



49

x
(1)
k+1(t, ε) = ε ·G

[
Z(zk(s, ε), µk(ε), s, ε); J(zk(·, ε), µk(ε), ε)

]
(t),[ νk+1(ε)

ζk+1(ε)

]
= −D+

0

(
č0(ε)

)
PQ∗d

{
`1x

(1)
k+1(·, ε)+

+J1(z0(·, c0(ε)) + xk(·, ε), µk(ε), ε)− `K
[
A1

(
z0(t, c0(ε)), µ0(ε)

)
x

(1)
k+1(t, ε)+

+R(z0(t, c0(ε)) + xk(t, ε), µk(ε), t, ε)
]
(·)
}
, k = 0, 1, 2, ... .

Довжина вiдрiзку [0, ε∗], на якому може бути використаний метод про-
стих iтерацiй, може бути оцiнена, як за допомогою мажоруючих рiвнянь
Ляпунова [21, 193], так i безпосередньо з умови стиснення оператора,
який визначається системою (1.28) аналогiчно [270, 284].

Зауважимо, що, як i у випадку нетерових крайових задач, а також
критичних перiодичних задач у вiдсутностi параметричного резонансу,
має мiсце рiвнiсть [21, 193]

D0

(
č0(ε)

)
= F ′č(ε)

(
č(ε)

) ∣∣∣∣ č(ε) = č0(ε)
.

У випадку параметричного резонансу доведена теорема є узагальнен-
ням вiдповiдних тверджень [290, 291, 323]. За вiдсутностi параметрично-
го резонансу доведена теорема є узагальненням вiдповiдного твердження
[21, 193] на випадок явної залежностi неоднорiдностей α(ε) i f(t, ε) по-
роджуючої крайової задачi (1.24) вiд малого параметру. Використанi при
доведеннi теореми розвинення нелiнiйностей крайової задачi (1.23) iстот-
но вiдрiзняються вiд вiдповiдних розвинень [21, 193] вiдмiннiстю вiд нуля
значення малого параметру у всiх членах розвинення.
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1.3. Квазiконформнi вiдображення та елiптичнi ди-
ференцiальнi рiвняння на площинi

Добре вiдомо, що лiнiйне диференцiальне рiвняння в частинних по-
хiдних першого порядку

ωz̄ = µ(z)ωz, z ∈ Ω ⊆ C, (1.30)

де ωz = 1
2(ωx − iωy), ωz̄ = 1

2(ωx + iωy), z = x + i y, яке широко вi-
доме як рiвняння Бельтрамi, зiграло важливу роль у вивченнi Рiма-
нових поверхонь, просторiв Тейхмюллера, груп Клейна, мероморфних
функцiй, топологiй малої розмiрностi, голоморфного руху комплексної
динамiки, аналiзу Клiфорда i теорiї управлiння. Як вiдомо, будь-яке
K−квазiконформне вiдображення ω : Ω → C, K ≥ 1, є зберiгаючий
орiєнтацiю гомеоморфiзм класуW 1,2

loc (Ω), що задовольняє рiвняння Бель-
трамi, коли вимiрний коефiцiєнт µ задовольняє умову сильної елiптич-
ностi |µ(z)| ≤ (K − 1)/(K + 1) майже всюди в Ω. Зауважимо, що якщо
µ = 0 в областi Ω ⊂ C, тодi рiвняння Бельтрамi зводиться до рiвняння
Кошi–Рiмана, i розв’язок ω є аналiтичним в Ω [3, 98, 115].

Слiд звернути увагу на тiсний взаємозв’язок мiж лiнiйними i нелiнiй-
ними елiптичними системами на площинi та квазiконформними вiдо-
браженнями. Узагальнена лiнiйна однорiдна елiптична система першо-
го порядку з дiйсними коефiцiєнтами може бути записана у виглядi
ωz̄ + µ(z)ωz + ν(z)ωz = 0, з вимiрними коефiцiєнтами µ i ν такими,
що |µ|+ |ν| ≤ (K − 1)/(K + 1) < 1. Це рiвняння є частинним випадком
нелiнiйної системи першого порядку ωz̄ = H(z, ωz), де H : G × C → C
це лiпшицевiсть другої змiнної,

|H(z, w1)−H(z, w2)| ≤
K − 1

K + 1
|w1 − w2| , H(z, 0) ≡ 0 .

Фундаментальна властивiсть, наведеного вище рiвняння, полягає в тому,
що рiзниця двох розв’язкiв не повинна бути розв’язком рiвняння, однак
кожний розв’язок може бути представлено у виглядi композицiї квазiкон-
формного гомеоморфiзму i аналiтичної функцiї. Таким чином, квазiкон-
формнi вiдображення стають центральним iнструментом для вивчення
таких нелiнiйних систем. Досить всебiчний пiдхiд до сучасного стану
теорiї описаний в монографiї Астала К., Iванець Т., Мартiн Г. [6]. Та-
кож ця монографiя мiстить вичерпну бiблiографiю. Зокрема, наступна
фундаментальна Теорема про гармонiчну факторизацiю для рiвномiрно
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елiптичного дивергентного рiвняння

divA(z,∇u) = 0, z ∈ Ω, (1.31)

стверджує [6, Теоремa 16.2.1] Кожний розв’язок u ∈ W 1,2
loc (Ω) рiвняння

(1.31) може бути представлено у виглядi u(z) = h(ω(z)), де ω : Ω→ G є
K-квазiконформним i h – гармонiчна на G.

Будемо дослiджувати так званi напiвлiнiйнi рiвняння в частинних по-
хiдних, лiнiйна частина яких мiстить елiптичний оператор в дивергент-
ной формi div [A(z)∇u(z)]. Тут, A(z) = {aij(z)}, detA(z) = 1 — симет-
рична матрична функцiя з вимiрними елементами, що задовольняє умовi
рiвномiрної елiптичностi

1

K
|ξ|2 ≤ 〈A(z) ξ, ξ〉 ≤ K |ξ|2 м.в. в Ω (1.32)

для кожного ξ ∈ C, де 1 ≤ K <∞.
Деякi приклади таких напiвлiнiйних рiвнянь включають, в анiзотроп-

ному випадку, нелiнiйне рiвняння теплопровiдностi таке, як

ut − div [A(z)∇u(z)] = f(u), (1.33)

(це ж рiвняння описує броунiвський рух, дифузiйнi моделi динамiки чи-
сельностi населення i багато iнших явищ), нелiнiйне хвильове рiвняння

utt − div [A(z)∇u(z)] = f(u), (1.34)

з неперервними функцiями f або нелiнiйне рiвняння Шредiнгера

iut + div [A(z)∇u(z)] = k|u|pu, (1.35)

а також їх стацiонарнi аналоги.
Отже, визначимо A ∈ M 2×2(Ω) i для початку розглянемо наступне

елiптичне однорiдне рiвняння другого порядку в дивергентнiй формi

div (A(z)∇u) = 0 м.в. в Ω. (1.36)

Рiвняння (1.36) розумiється в узагальненому в сенсi. Iншими словами,
функцiя u є слабким розв’язком рiвняння, якщо вона має локально iн-
тегрований градiєнт ∇u з∫

Ω

〈A(z)∇u, ∇ϕ〉 = 0 ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω). (1.37)



52

Це твердження має сенс принаймнi для u ∈ W 1,1
loc (Ω), де W 1,p

loc (Ω) по-
значення для вiдомого простору Соболєва. Тут ми припускаємо бiльш
сильну регулярнiсть, а саме, що u ∈ C ∩W 1,2

loc (Ω), оскiльки в дисертацiй-
нiй роботi ми будемо мати справу з квазiконформними вiдображенями,
породженими A з умовою рiвномiрної елiптичностi (1.32).

Таким чином, нехай A ∈ M 2×2(Ω) i u ∈ C ∩W 1,2
loc (Ω) є слабким роз-

в’язком (1.36). Тодi iснує v ∈ C∩W 1,2
loc (Ω), що називається функцiєю току

вiд u, такою що

∇ v = H A∇u м.в в Ω, де H =

(
0 −1
1 0

)
.

Слiд звернути увагу на те, що

H2 = − I , де I =

(
1 0
0 1

)
,

тобто, H грає роль подiбно умовної одиницi в просторi 2× 2 матриць.
Визначимо ω(z) = u(z) + i v(z), як одне iз представлень в комплекс-

ному виглядi, таке що ω задовольняє рiвняння Бельтрамi

ωz̄(z) = µ(z) ωz(z) м.в. в Ω, (1.38)

де комплексна дилатацiя µ(z) визначена у виглядi

µ(z) =
a22(z)− a11(z)− 2ia12(z)

det (I + A(z))
. (1.39)

Рiвняння (1.38) називається невирожденним, якщо ||µ||∞ < 1. Умова
елiптичностi (1.32) може бути записана у виглядi

|µ(z)| ≤ K − 1

K + 1
м.в. в Ω. (1.40)

I навпаки, дану вимiрну комплекснозначну функцiю µ, що задовольняє
(1.40), можна представити у виглядi алгебраїчної системи (1.39) [6, Тео-
ремa 16.1.6],

A(z) =

( |1−µ|2
1−|µ|2

−2Imµ
1−|µ|2

−2Imµ
1−|µ|2

|1+µ|2
1−|µ|2

)
. (1.41)

Таким чином, матрицi A ∈ M 2×2(Ω), вiдповiдає за формулою (1.39)
єдина комплексна дилатацiя µ(z). З iншого боку, комплексна дилатацiя
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µ(z) через рiвняння Бельтрамi (1.38) породжує квазiконформний гомео-
морфiзм ω : Ω → G, що є його розв’язком згiдно теореми Рiмана про
вимiрне вiдображення [3, Теорема V.B.3],[115, Теорема V.1.3]. В якостi
областi G, можна взяти будь-яку плоску область, яка конформно еквiва-
лентна Ω. В подальшому будемо казати, що матрична функцiя A пород-
жує вiдповiдне квазiконформне вiдображення ω, або A i ω узгодженi.

Слiд також звернути увагу, що дуже часто використовується той
факт, що квазiконформне вiдображення ω допускає замiну змiнних в
iнтегралах, оскiльки гомеоморфiзм класу W 1,2

loc є абсолютно непрервним
вiдносно мiри площi [115, Теоремa III.6.1, Лемa III.2.1 i III.3.3].

Далi нагадаємо наступний важливий результат про композицiї опера-
торiв в просторах Соболєва. Нехай Ω є областю в n-мiрному евклiдовому
просторi Rn, n ≥ 2. Для повноти викладу нагадаємо, що простiр Соболє-
ва L1

p(Ω), p ≥ 1, складається з локально iнтегрованих функцiй ϕ : Ω→ R
з частинними похiдними першого порядку з напiвнормою

||ϕ||L1
p(Ω) = ||∇ϕ||Lp(Ω) =

∫
Ω

|∇ϕ|pdm

1/p

<∞,

де m – мiра Лебега в Rn, ∇ϕ – це градiєнт розподiлу функцiї ϕ, ∇ϕ =
(∂ϕ/∂x1, ..., ∂ϕ/∂xn) , x = (x1, ..., xn), визначена iз умови∫

Ω

ϕ · ∂η
∂xi

dm = −
∫
Ω

∂ϕ

∂xi
· η dm ∀η ∈ C∞0 (Ω), i = 1, 2, ..., n.

Тут, C∞0 (Ω) позначає простiр всiх нескiнченно гладких функцiй з ком-
пактним носiєм в Ω. Аналогiчно, кажуть вектор-функцiя належить кла-
су Соболєва L1

p(Ω), якщо її координатнi функцiї належать L1
p(Ω). Класи

W 1,p(Ω) = L1
p(ω) ∩ Lp(Ω), якi будуть використовуватися пiзнiше, вiдрiз-

няються вiд класiв L1
p(Ω) тiльки нормою

||ϕ||W 1,p(Ω) = ||ϕ||Lp(Ω) + ||∇ϕ||Lp(Ω).

Наступне твердження буде вiдiгравати важливу роль в наших подаль-
ших мiркуваннях [77, 150, 158].

Лема 1.3.1. Нехай ω : Ω→ G є гомеоморфiзмом. Тодi наступнi умови
еквiвалентнi:
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1) композицiя ω∗ϕ = ϕ ◦ ω породжує обмежений оператор

ω∗ : L1
p(G)→ L1

q(Ω) , 1 ≤ q ≤ p <∞,

2) вiдображення ω належить класу W 1,1
loc (Ω), i функцiя

Kp(x;ω) := inf
{
k(x) : ||Dω||(x) ≤ k(x)|Jω(x)|1/p

}
належить Lr(Ω), де r визначається iз рiвностi

1

r
=

1

q
− 1

p
.

Тут, ||Dω||(x) позначає операторну норму якобiана матрицi Dω вiдо-
браження ω в точцi x, тобто, ||Dω||(x) := sup

h∈C,|h|=1

Dω · h.

Припускаючи, що ω є квазiконформним гомеоморфiзмом i, внаслiдок
цього, ω ∈ W 1,2

loc (Ω) i K2(x, ω) ∈ L∞(Ω), ми приходимо до наступного
висновку, коли n = 2, p = 2, q = 2, i r =∞.

Пропозицiя 1.3.1. Нехай ω : Ω→ G є квазiконформним гомеоморфiз-
мом i нехай ϕ : G → C належить до класу W 1,2

loc (G). Тодi композицiя
функцiї ϕ ◦ ω ∈ W 1,2

loc (G).

Вивчення суперпозицiї операторiв на просторах Соболєва випливає
з класичної статтi [146] та [76, 155, 156]. Задача Решетняка про опис
всiх iзоморфiзмiв простору Соболєва L1

n, породжених квазiконформним
вiдображенням в Rn, n ≥ 2, була запропонована в 1968 на першому До-
нецькому Колоквiум з теорiї квазiконформних вiдображень. Задача була
розв’язана в [157, 134]. Як наслiдок, композицiя, ω∗ϕ = ϕ ◦ ω породжує
обмежений оператор

ω∗ : L1
2(G)→ L1

2(Ω)

тодi i тiльки тодi, коли гомеоморфiзм ω є квазiконформним [133].
Також в цiй роботi будемо дослiджувати квазiлiнiйне рiвняння Пуас-

сона
4U(w) = J(w) · f(U(w)) , w ∈ D , (1.42)

де J є якобiан оберненого квазiконформного вiдображення ω−1 : D→ D
узгоджений з матрицею A. Нижче будуть встановленi глибокi зв’язки
мiж розв’язками рiвняння (1.14) i розв’язками дивергентного рiвняннями
div [A(z)∇u(z)] = f(u), z ∈ Ω.
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Властивостi регулярностi розв’язкiв рiвняння (1.42) сильно залежать
вiд степеня iнтегорвностi його J(w). Зауважимо, що вiдображення ω∗ :=
ω−1 може бути продовжено до квазiконформного вiдображення розши-
реної комплексної площинi C на себе, якщо ∂D є квазiколом [115, Теоре-
мa II.8.3]. Добре вiдомий результат Боярського [25], говорить, що уза-
гальненi похiднi квазiконформного вiдображення на площинi локаль-
но iнтегровнi з деяким степенем q > 2. Вiдмiтимо також, що якобiан
J(w) = |ω∗w|2 − |ω∗w̄|2 [3, I.A(9)]. Отже, в цьому випадку J ∈ Lp(D) для
деяких p > 1.

Нагадаємо також, що образ одиничного круга D, при квазiконформ-
ному вiдображеннi C на себе, називається квазiдиском, а його границя
називаеться квазiколом або квазiконформною кривою. Нагадаємо також,
що жорданова крива є неперервним взаємнооднозначним вiдображенням
одиничного круга на C. Як вiдомо, така гладка (C1) або лiпшицева кри-
ва, є квазiконформною кривою i, в той же час, квазiконформна крива,
може бути навiть локально неспрямлюваною в [115, II.8.10]. Монографiя
[71] мiстить всебiчне обговорення та численнi характеристики квазiдис-
кiв, див. також [3, 70, 95, 115].

Згiдно Теореми 4.7 в [7], а також теореми 1 та її наслiдку iз [11],
якобiан квазiконформного гомеоморфiзму ω∗ : D→ D належить просто-
ру Lp(D), p > 1, тодi i тiльки тодi, колиD задовольняє квазiгiперболiчнiй
граничнiй умовi введенiй Герингом–Мартiо [72], тобто

kD(z, z0) ≤ a · ln d(z0, ∂D)

d(z, ∂D)
+ b ∀ z ∈ D (1.43)

для деяких констант a i b та фiксованої точки z0 ∈ D, де kD(z, z0) це
квазiгiперболiчна вiдстань мiж точкою z i z0 в областi D,

kD(z, z0) := inf
γ

∫
γ

ds

d(ζ, ∂D)
. (1.44)

Тут d(ζ, ∂D) позначає евклидову вiдстань вiд точки ζ ∈ D до границi
D, а iнфiмум береться по всiм спрямлюваним кривим γ, якi з’єднують
точки z i z0 в D. Вiдмiтимо, що такi областi можуть не задовольняти
стандартнiй (А)–умовi Ладиженської–Уральцевої [112]. Легко побачити,
що квазiдиски i, зокрема, гладкi та лiпшицевi областi, задовольняють
квазiгiперболiчнiй граничнiй умовi.



Висновки до першого роздiлу

1. Встановлено тiснi зв’язки диференцiально-алгебраїчних крайових
задач та крайових задач для систем звичайних диференцiальних
рiвнянь у випадку параметричного резонансу.

2. Доведено необхiднiсть вдосконалення класифiкацiї нелiнiйних ди-
ференцiально-алгебраїчних крайових задач.

3. Доведено актуальнiсть дослiдження нелiнiйних автономних крайо-
вих задач iз урахуванням явища параметричного резонансу та по-
будови iтерацiйних схем з прискореною збiжнiстю для знаходження
розв’язкiв нелiнiйних автономних крайових задач.

4. Наведено основнi результати теорiї квазiконформних вiдображень
та їх зв’язок з лiнiйними елiптичними диференцiальними рiвняння-
ми в дивергентнiй формi.
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Роздiл 2

Нелiнiйнi диференцiально-алгебраїчнi
крайовi задачi

2.1. Нелiнiйнi крайовi задачi для невироджених ди-
ференцiально-алгебраїчних систем

Дослiджуємо задачу про побудову розв’язкiв [180, 295]

z(t, ε) : z(·, ε) ∈ C1[a, b], z(t, ·) ∈ C[0, ε0]

нелiнiйної диференцiально-алгебраїчної крайової задачi

A(t)z′(t, ε) = B(t)z(t, ε) + f(t) + εZ(z, t, ε), (2.1)

`z(·, ε) = α + ε J(z(·, ε), ε). (2.2)

Розв’язки крайової задачi (2.1), (2.2) шукаємо в малому околi розв’язку
z0(t) ∈ C1[a, b] нетерової (n 6= k) породжуючої задачi

A(t)z′0(t) = B(t)z0(t) + f(t), `z0(·) = α ∈ Rk. (2.3)

Тут A(t), B(t) ∈ Cm×n[a, b] — неперервнi матрицi, f(t) ∈ C[a, b] — непе-
рервний вектор; Z(z, t, ε) — нелiнiйна функцiя, неперервно-диференцiйовна
за невiдомою z(t, ε) в малому околi розв’язку породжуючої задачi, непе-
рервна по t ∈ [a, b] i неперервно-диференцiйовна по малому параметру;
`z(·, ε) — лiнiйний i J(z(·, ε), ε) – нелiнiйний векторний функцiонали

`z(·, ε), J(z(·, ε), ε) : C[a, b(ε)]→ Rk,

причому другий функцiонал неперервно-диференцiйовний за невiдомою
z(t, ε) i неперервний по малому параметру ε в малому околi розв’яз-
ку породжуючої задачi та на вiдрiзку [0, ε0]. Нелiнiйна диференцiально-
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алгебраїчна крайова задача (2.1), (2.2) узагальнює численнi постановки
нелiнiйних крайових задач [21, 176, 193].

2.1.1. Лiнiйнi крайовi задачi для невироджених диференцi-
ально-алгебраїчних систем. Дослiджуємо задачу про побудову роз-
в’язкiв z(t) ∈ C1[a, b] лiнiйної диференцiально-алгебраїчної крайової за-
дачi

A(t)z′(t) = B(t)z(t) + f(t), `z(·) = α, α ∈ Rk; (2.4)

тут
A(t), B(t) ∈ Cm×n[a, b] := C[a, b]⊗ Rm×n

— неперервнi матрицi, f(t) ∈ C[a, b] — неперервний вектор-стовпець;
`z(·) — лiнiйний обмежений функцiонал: `z(·) : C[a, b] → Rk. Матрицю
A(t) припускаємо, взагалi кажучi, прямокутною: m 6= n, чи квадратною,
але виродженою.

Припустимо, що рiвняння (2.4) задовольняє вимоги леми 1.1.1. Пiд-
ставлючи загальний розв’язок

z(t, c) = X0(t)c+K
[
f(s), ν0(s)

]
(t), c ∈ Rn

задачi Кошi z(a) = c для диференцiально-алгебраїчного рiвняння (2.4) в
крайову умову (2.4), приходимо до лiнiйного алгебраїчного рiвняння

Qc = α− `K
[
f(s), ν0(s)

]
(·). (2.5)

Рiвняння (2.5) розв’язне тодi i тiльки тодi, коли

PQ∗d

{
α− `K

[
f(s), ν0(s)

]
(·)
}

= 0. (2.6)

Тут PQ∗ — ортопроектор: Rk → N(Q∗); матриця PQ∗d утворенаа з d
лiнiйно-незалежних рядкiв ортопроектора PQ∗, крiм того Q := `X0(·) ∈
Rk×n. За умови (2.6) i тiльки за неї загальний розв’язок рiвняння (2.5)

c = Q+
{
α− `K

[
f(s), ν0(s)

]
(·)
}

+ PQr cr, cr ∈ Rr

визначає загальний розв’язок диференцiально-алгебраїчної крайової за-
дачi (2.4)

z(t, cr) = Xr(t)cr +X0(t)Q
+
{
α− `K

[
f(s), ν0(s)

]
(·)
}

+
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+K
[
f(s), ν0(s)

]
(t), cr ∈ Rr.

Тут PQ — матриця-ортопроектор: Rn → N(Q); матриця PQr ∈ Rn×r утво-
рена з r лiнiйно-незалежних стовпцiв ортопроектора PQ. Зазначимо, що
навiдмiну вiд [180] при доведеннi теореми не використовується вимога
про приведення системи (2.4) до центральної канонiчної форми. Таким
чином, доведена наступна теорема [231, 278].

Теорема 2.1.1. Припустимо, що диференцiально-алгебраїчне рiвняння
(2.4) задовольняє вимоги леми 1.1.1. За умови (2.6) i тiльки за неї для
фiксованої неперервної вектор-функцiї ν0(t) ∈ C[a, b] загальний розв’я-
зок диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (2.4)

z(t, cr) = Xr(t)cr +G
[
f(s); ν0(s);α

]
(t), cr ∈ Rr

визначає узагальнений оператор Грiна диференцiально-алгебраїчної край-
ової задачi (2.4)

G
[
f(s); ν0(s);α

]
(t) := X0(t)Q

+
{
α−

−`K
[
f(s), ν0(s)

]
(·)
}

+K
[
f(s), ν0(s)

]
(t).

Наслiдок 2.1.1. Припустимо, що диференцiально-алгебраїчне рiвнян-
ня (2.4) задовольняє вимоги леми 1.1.1. За умови PQ∗ = 0, крайова за-
дача (2.4) розв’язна для довiльних неоднорiдностей f(t) i α. Загальний
розв’язок диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (2.4)

z(t, cr) = Xr(t)cr +G
[
f(s); ν0(s);α

]
(t), cr ∈ Rr

визначає узагальнений оператор Грiна G[f(s); ν0(s);α](t) крайової зада-
чi (2.4).

Приклад 2.1.1. Вимоги наслiдку 2.1.1 задовольняє диференцiально-
алгебраїчна крайова задача

A(t) z′(t) = B(t)z(t) + f(t), `z(·) := Υ (z(0) + z(π)) = 0, (2.7)

де
A(t) :=

(
1 0 0
0 1 0

)
, B(t) :=

(
0 1 0
−1 0 1

)
,
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крiм того

f(t) :=

(
0

cos 3t

)
, Υ :=

(
1 0 0
0 1 0

)
.

Оскiльки умова (1.2) виконана, остiльки система (2.7) невироджена i
має розв’язок вигляду

z(t, c) = X0(t)c+K

[
f(s), ν0(s)

]
(t), c ∈ R3,

де

X0(t) =

 cos t sin t 1− cos t
− sin t cos t sin t

0 0 1

 ,

K

[
f(s), ν0(s)

]
(t) =

1

8

 cos t− cos 3t
sin 3t− sin t

0

 .

В даному випадку матриця A(t) прямокутна, при цьому

ρ0 = 1 6= 0, PA(t) =

 0 0 0
0 0 0
0 0 1

 , PAρ0(t) =

 0
0
1

 ,

тому знайдений розв’язок залежить вiд довiльної неперервної скалярної
функцiї; в цьому випадку ν0(t) := 0. Загальний розв’язок однорiдної
задачi (2.7) визначає матриця повного рангу

Q =

(
2 0 0
0 2 0

)
, PQ∗ = 0.

Таким чином, знаходимо загальний розв’язок неоднорiдної задачi (2.7)

z(t, cr) = Xr(t)cr +G
[
f(s); ν0(s);α

]
(t), cr ∈ R1;

тут

Xr(t) =
(

1− cos t sin t 1
)∗
, G
[
f(s); ν0(s);α

]
(t) = K

[
f(s), ν0(s)

]
(t).

В загальному випадку, тобто для довiльної неперервної вектор-функцiї
ν0(t) ∈ Cρ0[a, b] розв’язнiсть диференцiально-алгебраїчної крайової зада-
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чi (2.4) iстотно залежить вiд вибору цiєї функцiї. Покладемо

ν0(t) := Ψ(t)γ, γ ∈ Rw; Ψ(t) ∈ Cρ0×w[a, b]

— довiльна неперервна матриця повного рангу. Узагальнений оператор
Грiна задачi Кошi для диференцiально-алгебраїчної системи (2.4) пред-
ставимо у виглядi

K

[
f(s), ν0(s)

]
(t) = K

[
A+(s)f(s)

]
(t) +K

[
PAρ0(s)ν0(s)

]
(t).

Позначимо матрицю

D :=
[
Q ; `K

[
PAρ0(s)Ψ(s)

]
(·)
]
∈ Rk×(ρ0+w).

Пiдставляючи загальний розв’язок

z(t, cρ0) = X0(t)cρ0 +K
[
A+(s)f(s)

]
(t) +K

[
PAρ0(s)Ψ(s)γ

]
(t), cρ0 ∈ Rρ0

задачi Кошi для диференцiально-алгебраїчного рiвняння (2.4) в крайову
умову (2.4), приходимо до лiнiйного алгебраїчного рiвняння

D č = α− `K
[
A+(s)f(s)

]
(·), č := col (cρ0, γ) ∈ Rρ0+w. (2.8)

Рiвняння (2.62) розв’язне тодi i тiльки тодi, коли

PD∗d

{
α− `K

[
A+(s)f(s)

]
(·)
}

= 0. (2.9)

Тут PD∗ — ортопроектор: Rk → N(D∗); матриця PD∗d утворена з d лiнiйно-
незалежних рядкiв ортопроектора PD∗. За умови (2.9) i тiльки за неї
загальний розв’язок рiвняння (2.8)

č = D+
{
α− `K

[
A+(s)f(s)

]
(·)
}

+ PD δ, δ ∈ Rρ0+w

визначає загальний розв’язок диференцiально-алгебраїчної крайової за-
дачi (2.4)

z(t, δ) = K
[
A+(s)f(s)

]
(t)+

+
{
X0(t);K

[
PAρ0Ψ(s)

]
(t)
}
D+
{
α− `K

[
A+(s)f(s)

]
(·)
}

+

+
{
X0(t);K

[
PAρ0(s)Ψ(s)

]
(t)
}
PD δ, δ ∈ Rρ0+w.
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Тут PD — матриця-ортопроектор: Rρp+w → N(D). Таким чином, доведена
наступна теорема [297].

Теорема 2.1.2. Припустимо, що диференцiально-алгебраїчне рiвняння
(2.4) задовольняє вимоги леми 1.1.1. За умови (2.9) загальний розв’язок
диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (2.4)

z(t, cr) = Xr(t)cr +G
[
f(s);ψ(s);α

]
(t), cr ∈ Rr

визначає узагальнений оператор Грiна диференцiально-алгебраїчної край-
ової задачi (2.4)

G
[
f(s);ψ(s);α

]
(t) := K

[
A+(s)f(s)

]
(t)+{

X0(t);K
[
PAρ0Ψ(s)

]
(t)
}
D+
{
α− `K

[
A+(s)f(s)

]
(·)
}
.

Матриця Xr(t) утворена з r лiнiйно-незалежних стовпцiв матрицi{
X0(t);K

[
PAρ0(s)Ψ(s)

]
(t)
}
PD.

Означення 2.1.1. За умови PD∗ 6= 0 будемо казати, що диферен-
цiально-алгебраїчна крайова задача (2.4) представляє критичний ви-
падок, i навпаки: за умови PQ∗ 6= 0, PD∗ = 0 будемо казати, що
диференцiально-алгебраїчна крайова задача (2.4) приведена до некри-
тичного випадку.

Останнє визначення є узагальненням критичного випадку (PQ∗ 6= 0)
для нетерової крайової задачi для диференцiальної системи, що отрима-
на з системи (2.4) при A(t) ≡ In, на випадок залежностi узагальненого
оператора Грiна задачi Кошi для диференцiально-алгебраїчної системи
(2.4) вiд довiльної неперервної функцiї ν0(t) ∈ C[a, b]. Зазначимо, що на-
вiдмiну вiд [180] при доведеннi теореми не використовується вимога про
приведення системи (2.4) до центральної канонiчної форми.

Приклад 2.1.2. Вимоги теореми 2.1.2 задовольняє двоточкова дифе-
ренцiально-алгебраїчна крайова задача

A(t) z′(t) = B(t)z(t) + f(t), f(t) :=
(

0 et
)∗
, `z(·) = α, (2.10)

де
A(t) :=

(
cos t sin t cos t
− sin t cos t − sin t

)
,
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B(t) :=

(
− sin t cos t − sin t
− cos t − sin t − cos t

)
,

крiм того

`z(·) := z(0)− z(2π), α :=
1

5

 6− e2π

1− e2π

−4− e2π

 .

Оскiльки умова (1.2) виконана, остiльки система (2.10) має розв’язок
вигляду

z(t, c) = X0(t)c+K
[
f(s), ν0(s)

]
(t), c ∈ R3,

де

X0(t) =
1

2

 1 + cos t sin t cos t− 1
−2 sin t 2 cos t −2 sin t
cos t− 1 sin t 1 + cos t

 ,

K
[
f(s), ν0(s)

]
(t) =

1

2

 3 (1− cos t)
2 sin t

cos t− 1

 .

У даному випадку матриця A(t) прямокутна, при цьому

ρ0 = 1 6= 0, PA(t) =
1

2

 1 0 −1
0 0 0
−1 0 1

 , PAρ0(t) =

 1
0
−1

 ,

тому знайдений розв’язок залежить вiд довiльної неперервної скалярної
функцiї; в цьому випадку ν0(t) := sin t. Загальний розв’язок однорiдної
задачi (2.10) визначає вирождена матриця Q = 0. Покладемо Ψ(t) :=(

1 sin t
)
, при цьому

D = −2π

 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0

 , PD∗ =
1

2

 1 0 1
0 2 0
1 0 1

 .

Оскiльки PD∗ 6= 0, остiльки задача (2.10) представляє критичний ви-
падок, при цьому виконано умову (2.9) її розв’язностi. Таким чином,
знаходимо загальний розв’язок неоднорiдної задачi (2.10):

z(t, cr) = Xr(t)cr +G
[
f(s);ψ(s);α

]
(t), cr ∈ R3;
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тут Xr(t) = X0(t), а також

G
[
f(s);ψ(s);α

]
(t) =

=
1

10π

 −5 t− 2π cos t+ 2etπ cos t− π sin t− etπ sin t
2π (− cos t+ et cos t+ 2 sin t+ 2 et sin t)

5 t− 2π cos t+ 2 etπ cos t− π sin t− etπ sin t


— узагальнений оператор Грiна диференцiально-алгебраїчної крайової
задачi (2.10). Таким чином доведено теорему [297]

Наслiдок 2.1.2. Припустимо, що диференцiально-алгебраїчне рiвнян-
ня (2.4) задовольняє вимоги леми 1.1.1. За умови PD∗ = 0, диференцi-
ально-алгебраїчна крайова задача (2.4) розв’язна для довiльних неодно-
рiдностей f(t) i α, а також початкової функцiї ϕ(t). Загальний роз-
в’язок диференцiально алгебраїчної крайової задачi (2.4)

z(t, cr) = Xr(t)cr +G
[
f(s);ψ(s);α

]
(t), cr ∈ Rr

визначає узагальнений оператор Грiна

G
[
f(s);ψ(s);α

]
(t) := K

[
A+(s)f(s)

]
(t)+

+
{
X0(t);K

[
PAρ0Ψ(s)

]
(t)
}
D+
{
α− `K

[
A+(s)f(s)

]
(·)
}

диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (2.4).

Приклад 2.1.3. Вимоги наслiдку 2.1.2 задовольняє двоточкова дифе-
ренцiально-алгебраїчна крайова задача

A(t) z′(t) = B(t)z(t) + f(t), `z(·) = α, (2.11)

де матрицi A(t) i B(t), а також вектор-функцiя f(t) наведенi в при-
кладi 2.2.5, крiм того

`z(·) :=
(

1 0 0
)

(z(0)− z(2π)), α := 0.

В прикладi 2.1.2 було показано, що диференцiально-алгебраїчна си-
стема (2.11) невироджена. Використаємо знайденi в прикладi 2.1.2 мат-
рицю X0(t), а також узагальнений оператор Грiна задачi Кошi z(0) = 0
для диференцiально-алгебраїчної системи (2.11). Для однорiдної задачi
(2.11) матриця Q = 0, отже, вiдповiдно традицiйнiй класифiкацiї нетеро-
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вих крайових задач для диференцiальних систем, для задачi (2.11) має
мiсце критичний випадок. Покладемо

Ψ(t) :=
(

1 sin t
)
,

при цьому
D = −2π

(
0 0 0 1 0

)
, PD∗ = 0.

Оскiльки PD∗ = 0, остiльки задача (2.11) представляє некритичний випа-
док, отже, диференцiально-алгебраїчна крайова задача (2.11) розв’язна
для довiльних неоднорiдностей f(t) i α. Таким чином, знаходимо загаль-
ний розв’язок неоднорiдної задачi (2.11):

z(t, cr) = Xr(t)cr +G
[
f(s);ψ(s);α

]
(t), cr ∈ R3;

тут Xr(t) = X0(t), а також

G
[
f(s);ψ(s);α

]
(t) =

=
1

10π

 t− e2πt− 2π cos t+ 2etπ cos t− π sin t− etπ sin t
2π (− cos t+ et cos t+ 2 sin t+ 2 et sin t)

e2πt− t− 2π cos t+ 2 etπ cos t− π sin t− etπ sin t


— узагальнений оператор Грiна диференцiально-алгебраїчної крайової
задачi (2.11).

У випадку незалежностi узагальненого оператора Грiна задачi Кошi
z(a) = 0 для диференцiально-алгебраїчного рiвняння (2.4) вiд довiль-
ної неперервної вектор-функцiї ν0(t) ∈ C[a, b] твердження теореми 2.1.2
приводить до теореми 2.1.1. Припустимо, що крайова задача (2.1), (2.2)
задовольняє вимоги наслiдку 2.1.1; при цьому система (2.1) розв’язна
вiдносно похiдної

z′ = A+(t)B(t)z + F0(t, ν0(t)) + εA+(t)Z(z, t, ε). (2.12)

2.1.2. Некритичний випадок. Припустимо, що породжуюча кра-
йова задача (2.3) невироджена i некритична (PQ∗ = 0), тобто, задоволь-
няє вимоги наслiдку 2.1.1, при цьому породжуюча задача (2.3) розв’язна
для довiльних неоднорiдностей f(t) i α. Загальний розв’язок породжую-
чої диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (2.3) для фiксоної непе-
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рервної вектор-функцiї ν0(t) ∈ C[a, b] має вигляд

z0(t, cr) = Xr(t)cr +G
[
f(s); ν0(s);α

]
(t), cr ∈ Rr.

Розв’язки крайової задачi (2.1), (2.2) шукаємо в малому околi розв’язку
породжуючої задачi: z(t, ε) = z0(t, cr)+x(t, ε). Фiксуючи одну з констант
cr ∈ Rr, для знаходження вектора

x(t, ε) : x(·, ε) ∈ C1[a, b], x(t, ·) ∈ C1[0, ε0], x(t, 0) ≡ 0

аналогiчно [176], приходимо до задачi

x′ = A+(t)B(t)x+ εA+(t)Z(z0 + x, t, ε), (2.13)

`x(·, ε) = ε J(z0(·) + x(·, ε), ε). (2.14)

В некритичному випадку задача (2.13), (2.14) розв’язна для довiльної
нелiнiйностi. Загальний розв’язок диференцiально-алгебраїчної крайової
задачi (2.13), (2.14) для фиксованої неперервної вектор-функцiї ν0(t) ∈
C[a, b] має вигляд

x(t, ε) = Xr(t)c(ε)+ε ,G
[
A+(s)Z(z0+x, s, ε); ν0(s); J(z0(·)+x(·, ε), ε)

]
(t).

Розв’язки крайової задачi (2.1), (2.2) при цьому визначає операторна си-
стема [21, 176, 232]

z(t, ε) = z0(t, cr) + x(t, ε), x(t, ε) = Xr(t)c(ε) + x(1)(t, ε),

x(1)(t, ε) = εG
[
A+(s)Z(z0 + x, s, ε); J(z0(·) + x(·, ε), ε)

]
(t).

Для побудови розв’язкiв цiєї операторної системи може бути використа-
ний [176, 21] метод простих iтерацiй; таким чином отимуємо iтерацiйну
схему

zk+1(t, ε) = z0(t, cr) + xk+1(t, ε), k = 0, 1, 2, ... ,

xk+1(t, ε) = Xr(t)c(ε) + x
(1)
k+1(t, ε), (2.15)

x
(1)
k+1(t, ε) = εG

[
A+(s)Z(z0 + xk, s, ε); ν0(s); J(z0(·) + xk(·, ε), ε)

]
(t).

Таким чином, доведено наступну теорему [232].

Теорема 2.1.3. Припустимо, що диференцiально-алгебраїчне рiвнян-
ня (2.3) задовольняє вимоги наслiдку 2.1.1. У некритичному випадку
(PQ∗ = 0) породжуюча задача (2.3) розв’язна для довiльних неоднорiд-
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ностей диференцiально-алгебраїчної системи та крайової умови (2.3) i
має r−лiнiйно-незалежних розв’язкiв

z0(t, cr) = Xr(t)cr +G
[
f(s); ν0(s);α

]
(t), cr ∈ Rr.

За додаткової умови

A+(·)Z(z, ·, ε) ∈ C[a; b], A+(t)Z(·, t, ε) ∈ C[||z − z0|| < q] (2.16)

для побудови розв’язкiв нелiнiйної диференцiально-алгебраїчної крайової
задачi (2.1), (2.2) може бути використана збiжна при ε ∈ [0, ε∗] iте-
рацiйна схема (2.15).

Зазначимо, що навiдмiну вiд [180, 234] при доведеннi теореми не ви-
користовується вимога про приведення системи (2.4) до центральної ка-
нонiчної форми.

Для визначення величини ε∗ може бути використаний метод мажору-
ючих рiвнянь Ляпунова [21, 176, 193, 219, 223]; крiм того, конструктивна
оцiнка величини ε∗ знайдена в статтi [270].

Приклад 2.1.4. Вимоги теореми 2.1.3 задовольняє нелiнiйна диферен-
цiально-алгебраїчна крайова задача

A(t) z′(t, ε) = B(t)z(t, ε) + f(t) + εZ(z, ε), `z(·, ε) = 0, (2.17)

де
A(t) :=

(
1 0 0
0 1 0

)
, B(t) :=

(
0 1 0
−1 0 1

)
,

крiм того

z(t, ε) :=

(
za(t, ε)
zb(t, ε)

)
, f(t) :=

(
0

cos 3t

)
, Υ :=

(
1 0 0
0 1 0

)
,

Z(z, ε) :=

(
0

z3
a(t, ε)

)
, `z(·, ε) := Υ (z(0, ε) + z(π, ε)).

В прикладi 2.1.1 було показано, що породжуюча система для рiв-
няння (2.17) невиродждена, а також знайденi матриця X0(t) i оператор
K[f(s), ν0(s)](t). У випадку рiвняння (2.17) породжуючий розв’язок за-
лежить вiд довiльної неперервної функцiї; покладемо, як i в прикладi
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2.1.1: ν0(t) := 0. Фiксуючи константу cr := 10−1, знаходимо

z0(t, cr) =
1

40

 4 + cos t− 5 cos 3t
15 sin 3t− sin t

4

 .

Для побудови розв’язкiв нелiнiйної диференцiально-алгебраїчної край-
ової задачi (2.17) може бути використана iтерацiйна схема (2.15), при
цьому, поклавши c(ε) := 0, маємо [232]:

x1(t, ε) =

 x1a(t, ε)
x1b(t, ε)

0

 ,

де

x1a(t, ε) = − ε

28 672 000

(
− 98 560 + 125 312 cos t− 8 064 cos 2t−

−19 096 cos 3t− 1 792 cos 4t+ 280 cos 5t+ 1 920 cos 6t+ 175 cos 7t−
−175 cos 9t+ 18 480 π sin t− 18 480 t sin t

)
,

x1b(t, ε) = − ε

28 672 000

(
18 480 (π − t) cos t− 143 792 sin t+

+16 128 sin 2t+ 57 288 sin 3t+ 7 168 sin 4t− 1 400 sin 5t−
−11 520 sin 6t− 1 225 sin 7t+ 1 575 sin 9t

)
.

Для оцiнки точностi знайдених наближень до розв’язку нелiнiйної дифе-
ренцiально-алгебраїчної крайової задачi (2.17) визначимо нев’язки

∆k(ε) :=
∣∣∣∣∣∣A(t) z′k(t, ε)−B(t)zk(t, ε)− f(t)− εZ(zk)

∣∣∣∣∣∣
C[0;2π]

нульового i першого наближень до розв’язку крайової задачi (2.17). По-
клавши ε = 0, 1 , k = 0, 1, маємо

∆0(0, 1) ≈ 0, 00 134 314, ∆1(0, 1) ≈ 8, 94 744 · 10−6.

Вiдмiтимо також, що перше наближення до розв’язку крайової задачi
(2.17) в точностi задовольняє крайову умову.

2.1.3. Приведення диференцiально-алгебраїчної крайової за-
дачi до некритичного випадку. У загальному випадку, а саме для



69

довiльної неперервної вектор-функцiї ν0(t) ∈ Cρ0[a, b] розв’язнiсть нелiнiй-
ної диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (2.1), (2.2) iстотно за-
лежить вiд вибору цiєї функцiї. Покладемо

ν0(t) := Ψ(t)γ, γ ∈ Rw; Ψ(t) ∈ Cρ0×w[a, b].

Припустимо, що диференцiально-алгебраїчне рiвняння (2.3) задоволь-
няє вимоги наслiдку 2.1.1. В умовно некритичному випадку (PD∗ = 0)
задача (2.13) розв’язна для довiльних нелiнiйностей. Загальний розв’я-
зок диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (2.13) для фiксованої
неперервної вектор-функцiї ν0(t) ∈ C[a, b] має вигляд

x(t, ε) = Xr(t)cr(ε) + εG
[
A+(s)Z(z0 + x, s, ε);ψ(s);

J(z0(·, cr(ε)) + x(·, ε), ε)
]
(t).

Розв’язки крайової задачi (2.1), (2.2) при цьому визначає операторна си-
стема [21, 176]

z(t, ε) = z0(t, cr) + x(t, ε), x(t, ε) = Xr(t)c(ε) + x(1)(t, ε),

x(1)(t, ε) = εG
[
A+(s)Z(z0 + x, s, ε);ψ(s); J(z0(·, cr(ε)) + x(·, ε), ε)

]
(t).

Для побудови розв’язкiв цiєї операторної системи може бути використа-
ний [21, 176] метод простих iтерацiй; тобто отримуємо iтерацiйну схему

zk+1(t, ε) = z0(t, cr) + xk+1(t, ε), k = 0, 1, 2, ... ,

xk+1(t, ε) = Xr(t)cr(ε) + x
(1)
k+1(t, ε), (2.18)

x
(1)
k+1(t, ε) = εG

[
A+(s)Z(z0 + xk, s, ε);ψ(s); J(z0(·, cr) + xk(·, ε), ε)

]
(t).

Таким чином, доведено наступну теорему [296].

Теорема 2.1.4. Припустимо, що диференцiально-алгебраїчне рiвняння
(2.3) задовольняє вимоги наслiдку 2.1.2. В умовно некритичному випад-
ку (PD∗ = 0) породжуюча задача (2.3) розв’язна для довiльних неод-
норiдностей диференцiально-алгебраїчної системи та крайової умови
(2.3) i має r−лiнiйно-незалежних розв’язкiв

z0(t, cr) = Xr(t)cr +G
[
f(s);ψ(s);α

]
(t), cr ∈ Rr.
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За додаткової умови (2.16) для побудови розв’язкiв нелiнiйної диферен-
цiально-алгебраїчної крайової задачi (2.1), (2.2) може бути використа-
на збiжна при ε ∈ [0, ε∗] iтерацiйна схема (2.18).

Приклад 2.1.5. Вимоги теореми 2.1.3 задовольняє нелiнiйна диферен-
цiально-алгебраїчна крайова задача

A(t) z′(t, ε) = B(t)z(t, ε) + f(t) + εZ(z, ε), `z(·, ε) = 0, (2.19)

де

A(t) :=

(
cos t sin t cos t
− sin t cos t − sin t

)
, B(t) :=

(
− sin t cos t − sin t
− cos t − sin t − cos t

)
,

крiм того

z(t, ε) :=

 za(t, ε)
zb(t, ε)
zc(t, ε)

 , f(t) :=

(
0

sin t

)
, Υ :=

(
1 0 0

)
,

Z(z, ε) :=

(
0

z2
b (t, ε)

)
, `z(·, ε) := Υ (z(0, ε)− z(2π, ε)).

У прикладi 2.1.1 було показано, що породжуюча система для рiвняння
(2.19) невироджена, а також знайдена матриця X0(t) i оператор

K
[
f(s), ν0(s)

]
(t).

Для однорiдної частини породжуючої задачi матриця Q =
(

0 0 0
)
,

отже, згiдно традицiйної класифiкацiї нетерових крайових задач для ди-
ференцiальних систем для задачi (2.19) має мiсце критичний випадок. У
випадку рiвняння (2.19) породжуючий розв’язок залежить вiд довiльної
неперервної функцiї. Покладемо [296]

Ψ(t) :=
(

1 sin t
)
,

при цьому
D = −2π

(
1 0

)
, PD∗ = 0.

Оскiльки PD∗ = 0, остiльки у випадку рiвняння (2.19) породжуюча
задача представляє умовно некритичний випадок, отже, породжуюча
диференцiально-алгебраїчна крайова задача для рiвняння (2.19) розв’яз-
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на для довiльних неоднорiдностей f(t) i α. Фiксуючи константу

cr :=
1

10

 0
1
0

 ,

знаходимо

z0(t, cr) =
1

60

 5 sin 2t− 7 sin t
−2 (7 cos t+ 5 cos 2t− 15)

5 sin 2t− 7 sin t

 .

Для побудови розв’язкiв нелiнiйної диференцiально-алгебраїчної край-
ової задачi (2.19) може бути використана iтерацiйна схема (2.18), при
цьому, поклавши c(ε) := 0, маємо:

x1(t, ε) =

 x1a(t, ε)
x1b(t, ε)
x1c(t, ε)

 , x1c(t, ε) = x1a(t, ε),

де
x1a(t, ε) = − ε

86 400

(
− 4 200 + 7 125 cos t− 2 240 cos 2t−

−903 cos 3t+ 168 cos 4t+ 50 cos 5t− 3 012 t sin t
)
,

x1b(t, ε) = − ε

43 200

(
− 3 012 t cos t+ 5 451 sin t−

−560 sin 2t− 603 sin 3t+ 168 sin 4t+ 50 sin 5t
)
.

Для оцiнки точностi знайдених наближень до розв’язку нелiнiйної дифе-
ренцiально-алгебраїчної крайової задачi (2.19) визначимо нев’язки ∆k(ε)
нульового i першого наближення до розв’язку крайової задачi (2.19). По-
клавши ε := 0, 1 , k = 0, 1, маємо [296]

∆0(0, 1) ≈ 0, 0500 556, ∆1(0, 1) ≈ 0, 00 281 729.

Вiдмiтимо також, що перше наближення до розв’язку крайової задачi
(2.19) в точностi задовольняє крайову умову.

Доведенi теореми 2.1.3 и 2.1.4 узагальнюють вiдповiднi твердження
[21, 176] на випадок нелiнiйної невиродженої диференцiально-алгебраїчної
крайової задачi (2.1), (2.2) в некритичному, а також, умовно некритич-
ному випадку.
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2.1.4. Критичний випадок першого порядку. Припустимо, що
для диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (2.1), (2.2) має мiсце
критичний випадок. Припустимо також, що диференцiально-алгебраїчне
рiвняння (2.3) задовольняє вимоги наслiдку 2.1.1. У критичному випадку
(PQ∗ 6= 0) породжуюча задача (2.3) розв’язна тодi i тiльки тодi, коли
виконано умову (2.6) i для фiксованої неперервної вектор-функцiї ν0(t) ∈
C[a, b] має r−лiнiйно-незалежних розв’язкiв

z0(t, cr) = Xr(t)cr +G
[
f(s); ν0(s);α

]
(t), cr ∈ Rr.

У критичному випадку в малому околi розв’язку породжуючої задачi
крайова задача (2.2), (2.12) розв’язна тодi i тiльки тодi, коли

PQ∗d

{
J(z0(·, cr) + x(·, ε), ε)− `K

[
Z(z0(s, cr) + x(s, ε), s, ε), ν0(s)

]
(·)
}

= 0

(2.20)
Необхiдну умову iснування розв’язку нелiнiйної диференцiально-алге-
браїчної крайової задачi (2.1), (2.2) в критичному випадку визначає на-
ступна теорема [231].

Теорема 2.1.5. Припустимо, що диференцiально-алгебраїчне рiвняння
(2.3) задовольняє вимоги наслiдку 2.1.1. У критичному випадку (PQ∗ 6=
0) породжуюча задача (2.3) розв’язна тодi i тiльки тодi, коли виконано
умову (2.6) i для фiксованої неперервної вектор-функцiї ν0(t) ∈ C[a, b]
має r−лiнiйно-незалежних розв’язкiв

z0(t, cr) = Xr(t)cr +G
[
f(s); ν0(s);α

]
(t), cr ∈ Rr.

Припустимо також, що нелiнiйна диференцiально-алгебраїчна крайова
задача (2.1), (2.2) має розв’язок, який при ε = 0 перетворюється на по-
роджуючий z(t, 0) = z0(t, c

∗
r). За додаткової умови (2.16) для iснування

розв’язкiв нелiнiйної диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (2.1),
(2.2) необхiдно виконується умова

F (c∗r) := PQ∗d

{
J(z0(·, c∗r), 0)− `K

[
Z(z0(s, c

∗
r), s, 0), ν0(s)

]
(·)
}

= 0. (2.21)

По аналогiї з нетеровими крайовими задачами [21] рiвняння (2.21) бу-
демо називати рiвнянням для породжуючих констант. Припустимо далi
необхiдну умову розв’язностi нелiнiйної диференцiально-алгебраїчної кра-
йової задачi (2.1), (2.2) виконаним. Фiксуючи один iз розв’язкiв c∗r ∈ Rr
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рiвняння (2.21), розв’язок

z(t, ε) = z0(t, c
∗
r) + x(t, ε)

диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (2.1), (2.2) шукаємо в околi
породжуючого розв’язку

z0(t, c
∗
r) = Xr(t)c

∗
r +G

[
f(s); ν0(s);α

]
(t).

Таким чином, аналогiчно [176], приходимо до задачi

x′(t, ε) = A+(t)B(t)x(t, ε) + εA+(t)Z(z0(t, c
∗
r) + x(t, ε), t, ε), (2.22)

`x(·, ε) = ε J(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε). (2.23)

Розв’язки крайової задачi (2.22), (2.23) при цьому визначає операторна
система [21, 176]

z(t, ε) = z0(t, c
∗
r) + x(t, ε), x(t, ε) = Xr(t)cr(ε) + x(1)(t, ε),

x(1)(t, ε) = εG
[
A+(s)Z(z0(s, c

∗
r)+x(s, ε); ε); ν0(s); J(z0(·, c∗r)+x(·, ε), ε)

]
(t).

Використовуючи неперервну диференцiйовнiсть по першому аргументу
функцiї Z(z0(t, c

∗
r) + x(t, ε), t, ε) в околi породжуючого розв’язку, розви-

немо цю функцiю в околi точок x = 0 i ε = 0 :

Z(z0(t, c
∗
r) + x(t, ε), t, ε) = Z(z0(t, c

∗
r), t, 0)+

+A1(t)x(t, ε) +R(z0(t, c
∗
r) + x(t, ε), t, ε), (2.24)

де A1(t) = Z ′z(z0(t, c
∗
r), t, 0). Залишок R(z0(t, c

∗
r) + x(t, ε), t, ε) розвинення

функцiї Z(z0(t, c
∗
r) + x(t, ε), t, ε) за умови Z ′ε(z0(t, c

∗
r), t, 0) ≡ 0 бiльш ви-

сокого порядку малостi по x i ε в околi точок x = 0 i ε = 0, нiж першi
два члени розвинення, тому

R(z, t, ε)

∣∣∣∣∣ z = z0(t, c
∗
r),

ε = 0

≡ 0,
∂R(z, t, ε)

∂z

∣∣∣∣∣ z = z0(t, c
∗
r),

ε = 0

≡ 0.

Аналогiчно, в малому околi породжуючого розв’язку z0(t, c
∗
r) має мiсце

розвинення
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J(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε) = J(z0(·, c∗r), 0) + `1x(·, ε) + J1(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε),
(2.25)

де `1x(·, ε) := J ′1z(z0(·, c∗r), 0). Залишок J1(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε) розвинення
функцiоналу J(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε) за умови J ′1ε(z0(·, c∗r), 0) ≡ 0 бiльш
високого порядку малостi по x i ε в околi точок x = 0 i ε = 0, нiж першi
два члени розвинення, тому

J(z(·, ε), ε)

∣∣∣∣∣ z = z0(t, c
∗
r),

ε = 0

≡ 0,
∂J(z(·, ε), ε)

∂z

∣∣∣∣∣ z = z0(t, c
∗
r),

ε = 0

≡ 0.

За умови PB∗0PQ∗d = 0 принаймi один розв’язок крайової задачi (2.22),
(2.23) визначає операторна система

x(t, ε) = Xr(t)cr(ε) + x(1)(t, ε),

B0 cr(ε) = PQ∗d

{
`1x

(1)(·, ε) + J1(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε)−

−`K
[
A1(s)x

(1)(s, ε) +R(z(s, ε), s, ε)
]
(·)
}
,

x(1)(t, ε) = εG
[
Z(z0(s, c

∗
r) + x(s, ε), s, ε); ν0(s); J(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε)

]
(t),

еквiвалентна до задачi про побудову розв’язку системи рiвнянь (2.22),
що задовольняють крайву умову (2.23); тут

B0 = PQ∗d

{
`1Xr(·)− `K

[
A1(s)Xr(s), ν0(s)

]
(·)
}

— стала (d×r) – матриця, PB∗0 — ортопроектор: Rd → N(B∗0). Для побудо-
ви розв’язкiв цiєї операторної системи може бути використаний [21, 176]
метод простих iтерацiй; таким чином отримуємо iтерацiйну схему

xk+1(t, ε) = Xr(t)crk+1
(ε) + x

(1)
k+1(t, ε),

crk+1
(ε) = B+

0 PQ∗d

{
`1x

(1)
k+1(·, ε) + J1(z0(·, c∗r) + xk+1(·, ε), ε)−

−`K
[
A1(s)x

(1)
k+1(s, ε) +R(z0(s, c

∗
r) + xrk+1

(s, ε), s, ε)
]
(·), (2.26)

x
(1)
k+1(t, ε) = εG

[
Z(z0(s, c

∗
r) + xk(s, ε), s, ε); ν0(s);
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J(z0(·, c∗r) + xk(·, ε), ε)
]
(t), k = 0, 1, 2, ... .

Достатню умову iснування розв’язку нелiнiйної диференцiально-алгебра-
їчної крайової задачi (2.1), (2.2) в критичному випадку визначає наступ-
на теорема [231].

Теорема 2.1.6. Припустимо, що диференцiально-алгебраїчне рiвняння
(2.3) задовольняє вимоги наслiдку 2.1.1. У критичному випадку (PQ∗ 6=
0) породжуюча задача (2.3) розв’язна тодi i тiльки тодi, коли виконано
умову (2.6) i для фiксованої неперервної вектор-функцiї ν0(t) ∈ C[a, b]
має r−лiнiйно-незалежних розв’язкiв

z0(t, cr) = Xr(t)cr +G
[
f(s); ν0(s);α

]
(t), cr ∈ Rr.

За умови PB∗0PQ∗d = 0 для кожного кореня c∗r ∈ Rr рiвняння (2.21)
для породжуючих констант за умови (2.16) нелiнiйна диференцiально-
алгебраїчна крайова задача (2.1), (2.2) має принаймi один розв’язок,
який при ε = 0 перетворюється на породжуючий z(t, 0) = z0(t, c

∗
r). Для

побудови розв’язкiв z(t, ε) = z0(t, c
∗
r) +x(t, ε) нелiнiйної диференцiально-

алгебраїчної крайової задачi (2.1), (2.2) може бути використана збiжна
при ε ∈ [0, ε∗] iтерацiйна схема (2.26).

Доведенi теореми 2.1.5 i 2.1.6 узагальнюють вiдповiднi твердження
[21, 176] на випадок нелiнiйної невиродженої диференцiально-алгебраїчної
крайової задачi (2.1), (2.2) у критичному випадку.

На вiдмiну вiд статей [22, 234] результати теорем 2.1.5 i 2.1.6 отрима-
но без використання означення центральної канонiчної форми лiнiйної
диференцiально-алгебраїчної системи [31, 241].

Приклад 2.1.6. Вимоги теореми 2.1.6 задовольняє нелiнiйна диферен-
цiально-алгебраїчна крайова задача для рiвняння типу Дюффiнга

A(t) z′(t, ε) = B(t)z(t, ε) + f(t) + εZ(z, ε), `z(·, ε) = 0, (2.27)

де
A(t) :=

(
1 0 0
0 1 0

)
, B(t) :=

(
0 1 0
−1 0 1

)
,

крiм того

f(t) :=

(
0

cos 3t

)
, `z(·, ε) := Υ (z(0, ε)− z(2π, ε)).
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z(t, ε) :=

 za(t, ε)
zb(t, ε)
zc(t, ε)

 , Υ :=

(
1 0 0
0 1 0

)
, Z(z(t, ε), t, ε) :=

(
0

z3
a(t, ε)

)
.

Оскiльки умова (1.2) виконана, остiльки система (2.27) невироджена
i має розв’язок вигляду [231]

z(t, c) = X0(t)c+K
[
f(s), ν0(s)

]
(t), c ∈ R3,

де

X0(t) =

 cos t sin t 1− cos t
− sin t cos t sin t

0 0 1

 ,

K
[
f(s), ν0(s)

]
(t) =

1

8

 cos t− cos 3t
sin 3t− sin t

0

 .

В даному випадку матриця A(t) прямокутна, при цьому

ρ0 = 1 6= 0, PA(t) =

 0 0 0
0 0 0
0 0 1

 , PAρ0(t) =

 0
0
1

 ,

тому знайдений розв’язок залежить вiд довiльної неперервної скалярної
функцiї; в даному випадку ν0(t) := 0. Загальний розв’язок однорiдної
частини для породжуючої задачi (2.27) визначає матриця

Q = 0, PQ = PQr = I3, PQ∗ = I2.

Таким чином, диференцiально-алгебраїчна крайова задача (2.27) пред-
ставляє критичний випадок, при цьому виконано умову розв’язностi
(2.6). Загальний розв’язок неоднорiдної частини для породжуючої задачi
(2.27)

z(t, cr) = Xr(t)cr +G
[
f(s); ν0(s);α

]
(t), cr ∈ R3;

визначає узагальнений оператор Грiна

G
[
f(s); ν0(s);α

]
(t) = K

[
f(s), ν0(s)

]
(t) =

1

8

 cos t− cos 3t
3 sin 3t− sin t

0

 .

а також матриця Xr(t) = X0(t). У випадку нелiнiйної диференцiально-
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алгебраїчної крайової задачi (2.27) рiвняння (2.21) має розв’язок

c∗r = −1

8

 1
0
0

 ,

якому вiдповiдає розв’язок породжуючої задачi

z(t, c∗r) =
1

8

 − cos 3t
3 sin 3t

0

 ,

а також матриця повного рангу

B0 =
3π

128

(
0 1 0
−1 0 1

)
.

Оскiльки виконано умову PB∗0 = 0, остiльки принаймi один розв’язок
нелiнiйної диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (2.27) визначає
iтерацiйна схема (2.26). Таким чином, знаходимо

z1(t, ε) =

 z1a(t, ε)
z1b(t, ε)
z1c(t, ε)

 ,

де

z1a(t, ε) =
ε

327 680

(
31ε−124 ε cos t−40 960 cos 3t+60 ε cos 3t+2 ε cos 9t

)
,

x1b(t, ε) =
2 ε

327 680

(
62 ε sin t+ 61 440 sin 3t− 90 ε sin 3t− 9 ε sin 9t

)
x1c(t, ε) =

31 ε

327 680
.

Аналогiчно знаходимо [231]

z2(t, ε) =

 z2a(t, ε)
z2b(t, ε)
z2c(t, ε)

 ,

де

z2a(t, ε) =
31 ε

327 680
+

37 059 ε2

18 790 481 920
−
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− 2 343 800 971 ε3

275 152 784 850 944 000
+

1 150 416 221 963 ε4

36 402 933 558 007 771 955 200
−

−31 ε cos t

81 920
− 129 ε2 cos t

117 440 512
+

755 013 771 ε3 cos t

68 788 196 212 736 000
−

− 3 054 692 099 539 ε4 cos t

91 007 333 895 019 429 888 000
− 961 ε3 cos 2t

214 748 364 800
−

− 961 ε4 cos 2t

4 398 046 511 104 000
− cos 3t

8
+

3 ε cos 3t

16 384
− 273 ε2 cos 3t

335 544 320
+

+
34 233 ε3 cos 3t

6 871 947 673 600
− 311 981 ε4 cos 3t

70 368 744 177 664 000
−

− 961 ε3 cos 4t

1 073 741 824 000
+

2 883 ε4 cos 4t

2 199 023 255 552 000
+

31 ε2 cos 5t

167 772 160
−

− 279 ε4 cos 5t

703 687 441 776 640
− 93 ε4 cos 6t

1 468 006 400
+

2 883 ε4 cos 6t

15 032 385 536 000
−

− 279 ε4 cos 6t

1 924 145 348 608 000
+

31 ε2 cos 7t

335 544 320
− 961 ε3 cos 7t

3 435 973 836 800
+

+
13 919 ε4 cos 7t

70 368 744 177 664 000
+

961 ε4 cos 8t

92 358 976 733 184 000
+

cos 9t

163 840
−

− 3 ε2 cos 9t

104 857 600
+

153 ε3 cos 9t

3 435 973 836 800
− 1 167 ε4 cos 9t

28 147 497 671 065 600
+

+
961 ε4 cos 10t

145 135 534 866 432 000
− 31 ε3 cos 11t

8 589 934 592 000
−

− 31 ε4 cos 11t

175 921 860 444 160 000
+

93 ε3 cos 12t

61 418 032 332 800
−

− 279 ε4 cos 12t

125 784 130 217 574 400
− 31 ε3 cos 13t

12 025 908 428 800
+

+
93 ε2 cos 13t

24 629 060 462 182 400
− 3 ε3 cos 15t

9 395 240 960
+

+
183 ε4 cos 15t

192 414 534 860 800
− 279 ε4 cos 15t

394 064 967 394 918 400
+

+
31 ε4 cos 17t

844 424 930 131 968 000
− 93 ε4 cos 18t

5 682 276 092 346 368 000
+

+
31 ε4 cos 19t

1 055 531 162 664 960 000
+

3 ε3 cos 21t

377 957 122 048 000
−
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− 9 ε4 cos 21t

774 056 185 954 304 000
− ε4 cos 27t

12 807 111 440 334 848 000
−

−93π ε2 sin t

20 971 520
− 93 ε2t sin t

20 971 520
+

2 697π ε3 sin t

429 496 729 600
+

+
2 697t ε3 sin t

429 496 729 600
− 441 471π ε4 sin t

17 592 186 044 416 000
− 441 471 t ε4 sin t

17 592 186 044 416 000
,

x2b(t, ε) = −93π ε2 cos t

20 971 520
− 93 ε2 cos t

20 971 520
+

2 697π ε3 cos t

429 496 729 600
+

+
2 697t ε3 cos t

429 496 729 600
− 441 471π ε4 cos t

17 592 186 044 416 000
−

− 441 471 t ε4 cos t

17 592 186 044 416 000
+

31 ε sin t

81 920
− 1 959 ε2 sin t

587 202 560
−

− 323 062 251 ε3 sin t

68 788 196 212 736 000
+

770 888 449 411 ε4 sin t

91 007 333 895 019 429 888 000
+

+
961 ε3 sin 2t

107 374 182 400

961 ε4 sin 2t

2 199 023 255 552 000
+

3 sin 3t

8
−

−9 ε sin 3t

16 384
+

819 ε2 sin 3t

335 544 320
− 102 699 ε3 sin 3t

6 871 947 673 600
+

+
935 943 ε4 sin 3t

70 368 744 177 664 000
+

961 ε3 sin 4t

268 435 456 000
−

− 2 883 ε4 sin 4t

549 755 813 888 000
− 31 ε2 sin 5t

33 554 432
+

279 ε4 sin 5t

140 737 488 355 328
+

+
279 ε2 sin 6t

734 003 200
− 8 649 ε3 sin 6t

7 516 192 768 000
+

837 ε4 sin 6t

962 072 674 304 000
−

− 217 ε2 sin 7t

335 544 320
+

6 727 ε3 sin 7t

3 435 973 836 800
− 97 433 ε4 sin 7t

70 368 744 177 664 000
−

− 961 ε4 sin 8t

11 544 872 091 648 000
− 9 ε sin 9t

163 840
+

27 ε2 sin 9t

104 857 600
−

− 1 377 ε3 sin 9t

3 435 973 836 800
+

10503 ε4 sin 9t

28 147 497 671 065 600
−

− 961 ε4 sin 10t

14 513 553 486 643 200
+

341 ε3 sin 11t

8 589 934 592 000
+

+
341 ε4 sin 11t

175 921 860 444 160 000
− 279 ε3 sin 12t

15 354 508 083 200
+
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+
837 ε4 sin 12t

31 446 032 554 393 600
+

403 ε3 sin 13t

12 025 908 428 800
−

− 1 209 ε4 sin 13t

24 629 060 462 182 400
+

9 ε2 sin 15t

1 879 048 192
−

− 549 ε3 sin 15t

38 482 906 972 160
− 837 ε4 sin 15t

78 812 993 478 983 680
−

− 527 ε4 sin 17t

844 424 930 131 968 000
+

837 ε4 sin 18t

2 841 138 046 173 184 000
−

− 589 ε4 sin 19t

1 055 531 162 664 960 000
− 63 ε3 sin 21t

377 957 122 048 000
+

+
189 ε4 sin 21t

774 056 185 954 304 000
+

27 ε4 sin 27t

12 807 111 440 334 848 000
.

x2c(t, ε) =
31 ε

327 680
− 921 ε2

3 758 096 384
−

− 556 415 371 ε3

275 152 784 850 944 000
+

1 032 284 380 167 ε4

182 014 667 790 038 859 776 000
.

Для оцiнки точностi знайдених наближень до розв’язку нелiнiйної
диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (2.27) визначимо нев’яз-
ки ∆k(ε) нульового i першого наближення до розв’язку крайової задачi
(2.27). Поклавши ε := 0, 1 , k = 0, 1, 2, маємо

∆0(0, 1) ≈ 0, 000 195 312, ∆1(0, 1) ≈ 2, 23 935× 10−7,

∆2(0, 1) ≈ 1, 62 572× 10−9.

Аналогiчно, маємо

∆0(0, 01) ≈ 0, 0000 195 312, ∆1(0, 01) ≈ 2, 24 013× 10−9,

∆2(0, 01) ≈ 1.62 658× 10−12.

Вiдмiтимо також, що нульове i перше наближення до розв’язку крайо-
вої задачi (2.27) в точностi задовольняє крайову умову. В той же час,
друге наближення до розв’язку крайової задачi (2.27) мiстить нев’язку
в крайовiй умовi

`z2(·, ε) =
93π ε2

10 485 760
− 2 697 π ε3

214 748 364 800
+

441 471 π ε4

8 796 093 022 208 000
,

яка викликана лiнеаризацiєю умови розв’язностi (2.20), що використана
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при знаходженнi вектора cr2(ε).

Уникнути нев’язки в крайовiй умовi для другого наближення до роз-
в’язку крайової задачi (2.27) можна при знаходженнi вектора cr2(ε) без-
посередньо з умови розв’язностi (2.20), в даному випадку, нелiнiйного
рiвняння, аналогiчно [47, 287].

Зауважимо також, що матриця B0, ключова при дослiдженнi нелiнiй-
ної невиродженої диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (2.1), (2.2)
в критичному випадку, може бути знайдена безпосередньо з рiвняння
(2.21) для породжуючих амплiтуд:

B0 :=
∂F0(cr)

∂cr

∣∣∣∣ cr = c∗r.

Дiйсно:

∂F0(c
∗
r)

∂cr
=

∂

∂cr
PQ∗d

{
J(z0(·, c∗r), 0) + `1

[
Xr(·)cr + x(1)(·, ε)

]
+

+J1(z(·, ε), ε)− `K
[
Z(z0(s, c

∗
r), s, 0) + A1(s)

[
Xr(s)cr+

+x(1)(s, ε)
]

+R(z(s, ε), s, ε); ν0(s)
]
(·)
} ∣∣∣∣ ε = 0

=

= PQ∗d

{
`1Xr(·)− `K

[
A1(s)Xr(s), ν0(s)

]
(·)
}

:= B0.

2.1.5. Приведення диференцiально-алгебраїчної крайової за-
дачi до критичного випадку першого порядку. Припустимо, що
для диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (2.1), (2.2) має мiсце
критичний випадок (PQ∗ 6= 0). Припустимо також, що диференцiально-
алгебраїчне рiвняння (2.3) задовольняє вимоги наслiдку 2.1.1. У загаль-
ному випадку, а саме для довiльної неперервної вектор-функцiї ν0(t) роз-
в’язнiсть нелiнiйної диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (2.1),
(2.2) iстотно залежить вiд вибору цiєї функцiї. Покладемо

ν0(t) := Ψ(t)γ, γ ∈ Rw; Ψ(t) ∈ Cρ0×w[a, b].

Вiдповiдно до теореми 2.1.2 породжуюча задача (2.3) розв’язна тодi i
тiльки тодi, коли виконано умову (2.9); i в цьому випадку має розв’язок

z0(t, cρ0+w) = Xρ0+w(t)cρ0+w +G
[
f(s);ψ(s);α

]
(t),
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де
Xρ0+w(t) :=

{
X0(t);K

[
PAρ0(s)Ψ(s)

]
(t)
}
PD, cρ0+w ∈ Rρ0+w.

В малому околi розв’язку породжуючої задачi крайова задача (2.2),
(2.12) розв’язна тодi i тiльки тодi, коли

PD∗d

{
J(z0(t, cρ0+w) + x(t, ε), ε)− `K

[
Z(z0(t, cρ0+w) + x(t, ε), s, ε)

]
(·)
}

= 0.

(2.28)
Необхiдна умова iснування розв’язку нелiнiйної диференцiально-алгебра-
їчної крайової задачi (2.1), (2.2) в критичному випадку визначає наступ-
на теорема.

Теорема 2.1.7. Припустимо, що диференцiально-алгебраїчне рiвнян-
ня (2.3) задовольняє вимоги наслiдку 2.1.1. У критичному випадку
(PD∗ 6= 0) для фiксованої неперервної матрицi повного рангу Ψ(t) пород-
жуюча задача (2.3) розв’язна тодi i тiльки тодi, коли виконано умову
(2.9); i в цьому випадку має розв’язок

z0(t, cρ0+w) = Xρ0+w(t)cρ0+w +G
[
f(s);ψ(s);α

]
(t),

де
ψ(t) := Ψ(t)γ, γ ∈ Rw, cρ0+w ∈ Rρ0+w.

Припустимо також, що нелiнiйна диференцiально-алгебраїчна крайова
задача (2.1), (2.2) має розв’язок, який при ε = 0 перетворюється на по-
роджуючий z(t, 0) = z0(t, c

∗
ρ0+w). За додаткової вимоги (2.16) для iсну-

вання розв’язкiв нелiнiйної диференцiально-алгебраїчної крайової задачi
(2.1), (2.2) необхiдно виконується умова

F (c∗ρ0+w) := PQ∗d

{
J(z0(t, c

∗
ρ0+w), 0)− `K

[
Z(z0(t, c

∗
ρ0+w), 0)

]
(·)
}

= 0.

(2.29)

Припустимо далi теорему 2.1.7 — необхiдну умову розв’язностi нелiнiй-
ної диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (2.1), (2.2) виконаною.
Фiксуючи один з розв’язкiв c∗ρ0+w ∈ Rρ0+w рiвняння (2.21), розв’язок

z(t, ε) = z0(t, c
∗
ρ0+w) + x(t, ε)

диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (2.1), (2.2) шукатимемо в
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околi породжуючого розв’язку

z0(t, c
∗
ρ0+w) = Xρ0+w(t)c∗ρ0+w +G

[
f(s);ψ∗(s);α

]
(t), ψ∗(t) := Ψ(t)γ∗.

Таким чином, аналогiчно [176], приходимо до задачi (2.22), (2.23). Роз-
в’язки крайової задачi (2.22), (2.23) при цьому визначає операторна си-
стема [176, 21]

z(t, ε) = z0(t, c
∗
ρ0+w) + x(t, ε),

x(t, ε) = Xρ0+w(t)cρ0+w(ε) + x(1)(t, ε),

x(1)(t, ε) = G
[
A+(s)Z(z0(s, c

∗
ρ0+w) + x(s, ε);

Ψ(s)γ(ε); J(z0(t, cρ0+w) + x(t, ε), ε)
]
(t).

Почзначимо вектор č(ε) := col (cρ0+w(ε), γ(ε)) ∈ Cρ0+w[0, ε0]. За умови
PB∗0PQ∗d = 0 принаймi один розв’язок крайової задачi (2.22), (2.23) визна-
чає операторна система

x(t, ε) = Xρ0+w(t)cρ0+w(ε) + x(1)(t, ε),

B0 č(ε) = PQ∗d

{
`1x

(1)(·, ε) + J1(z(·, ε), ε)−

−`K
[
A1(s)x

(1)(s, ε) +R(z(s, ε), s, ε)
]
(·)
}
,

x(1)(t, ε) = G
[
A+(s)Z(z0(s, c

∗
ρ0+w) + x(s, ε);

Ψ(s)γ(ε); J(z0(t, cρ0+w) + x(t, ε), ε)
]
(t),

еквiвалентна задачi про побудову розв’язку системи рiвнянь (2.22), якi
задовольняють крайову умову (2.23); тут

B0(c
∗
ρ0+w) := PD∗d

{
`1Xρ0+w(·)− `K

[
A1(s)Xρ0+w(s)

]
(·)
}

— стала (d × (ρ0 + w)) – матриця, PB∗0 — ортопроектор: Rd → N(B∗0).
Для побудови розв’язкiв цiєї операторної системи можу бути використа-
ний [21, 176] метод простих iтерацiй; таким чином отримуємо iтерацiйну
схему

xk+1(t, ε) = Xr(t)cρ0+wk+1
(ε) + x

(1)
k+1(t, ε), k = 0, 1, 2, ... ,

čk+1(ε) = B+
0 PD∗d

{
`1x

(1)
k+1(·, ε) + J1(zk(·, ε), ε)− (2.30)
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−`K
[
A1(s)c

(1)
ρ0+wk+1

(s, ε) +R(zk(s, ε), s, ε); Ψ(s)γk(ε)
]
(·)
}
,

x
(1)
k+1(t, ε) = εG

[
Z(z0(s, c

∗
ρ0+w) + xk(s, ε), s, ε); Ψ(s)γk(ε);α

]
(t).

Достатню умову iснування розв’язку нелiнiйної диференцiально-алгебра-
їчної крайової задачi (2.1), (2.2) у критичному випадку визначає наступ-
на теорема.

Теорема 2.1.8. Припустимо, що диференцiально-алгебраїчне рiвнян-
ня (2.3) задовольняє вимоги наслiдку 2.1.1. В критичному випадку
(PD∗ 6= 0), для фiксованої неперервної матрицi повного рангу Ψ(t), по-
роджуюча задача (2.3) розв’язна тодi i тiльки тодi, коли виконано умо-
ву (2.9); i в цьому випадку має розв’язок

z0(t, cρ0+w) = Xρ0+w(t)cρ0+w +G
[
f(s);ψ(s);α

]
(t),

де
ψ(t) := Ψ(t)γ, γ ∈ Rw, cρ0+w ∈ Rρ0+w.

За умови PB∗0PQ∗d = 0 для кожного кореня c∗ρ0+w ∈ Rρ0+w рiвняння
(2.29) для породжуючих констант i, додатковiй умовi (2.16), нелiнiй-
на диференцiально-алгебраїчна крайова задача (2.1), (2.2) має принаймi
один розв’язок, який при ε = 0 перетворюється на породжуючий

z(t, 0) = z0(t, c
∗
ρ0+w).

Для побудови розв’язкiв z(t, ε) = z0(t, c
∗
ρ0+w)+x(t, ε) нелiнiйної диферен-

цiально-алгебраїчної крайової задачi (2.1), (2.2) може бути використа-
на збiжна при ε ∈ [0, ε∗] iтерацiйна схема (2.30).

Означення 2.1.2. В критичному випадку (PD∗ 6= 0) для фiксованої
неперервної матрицi повного рангу Ψ(t) за умови

PB∗0 6= 0, PB∗0PQ∗d = 0

будемо казати, що нелiнiйна невироджена диференцiально-алгебраїчна
крайова задача (2.1), (2.2) приведена до критичного випадку першого
порядку.

Оскiльки ранг матрицi B0 iстотно залiжить вiд вибору лiнiйно-неза-
лежних стовпцiв матрицi Xr(t), при доведеннi теореми 2.1.8 замiсть мат-
рицi Xr(t) використана матриця Xρ0+w(t).
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Доведенi теореми 2.1.7 i 2.1.8 узагальнюють iснуючi твердження [21,
176] на випадок нелiнiйної невиродженої диференцiально-алгебраїчної
крайової задачi (2.1), (2.2), приведенної до критичного випадку першого
порядку

Приклад 2.1.7. Вимоги теореми 2.1.8 задовольняє нелiнiйна авто-
номна двоточкова диференцiально-алгебраїчна крайова задача

Az′(t, ε) = B z(t, ε) + εZ(z, ε), `z(·, ε) = 0, (2.31)

де
A :=

(
1 0 0
0 1 0

)
, B :=

(
0 1 0
−1 0 1

)
,

крiм того

z(t, ε) :=

 za(t, ε)
zb(t, ε)
zc(t, ε)

 , `z(·, ε) := Υ (z(0, ε)− z(2π, ε)),

Υ :=

(
1 0 0
0 1 0

)
, Z(z(t, ε), ε) :=

(
0

z2
a(t, ε)

)
.

Оскiльки умова (1.2) виконана, остiльки система (2.31) невироджена,
а породжуюче рiвняння для системи (2.31) має розв’язок вигляду

z(t, c) = X0(t)c+K
[
ν0(s)

]
(t), c ∈ R3,

де

X0(t) =

 cos t sin t 1− cos t
− sin t cos t sin t

0 0 1

 .

В даному випадку матриця A прямокутна, при цьому ρ0 = 1 6= 0, то-
му знайдений розв’язок залежить вiд довiльної неперервної скалярной
функцiї; покладемо ψ(t) := 0, при цьому K

[
ν0(s)

]
(t) ≡ 0. Загальний

розв’язок породжуючої задачi (2.31) визначає матриця

Q = 0, PQ = PQr = I3, PQ∗ = I2.

Таким чином, диференцiально-алгебраїчна крайова задача (2.31) пред-
ставляє критичний випадок, при цьому виконано умову розв’язностi (2.6)
породжуючої крайової задачi (2.31). Загальний розв’язок породжуючої
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задачi (2.31) z(t, cr) = Xr(t)cr, cr ∈ R3; визначає матриця Xr(t) = X0(t).
У випадку нелiнiйної диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (2.31)
рiвняння (2.78) має розв’язок

c∗r =

 1
1
0

 ,

якому вiдповiдає матриця

B0(c
∗
r) =

(
0 0 2π
0 0 −2π

)
.

Оскiльки для фiксовної функцiї ψ(t) := 0 умова PB∗0 = 0 не виконана,
остiльки не можливо зробити висновок, що має мiсце критичний випадок
першого порядку. Покладемо

Ψ(t) :=
(

sin 6t cos 6t
)

;

при цьому має мiсце критичний випадок: D = 0, PD∗ = I2. Оскiльки
PD∗ 6= 0, остiльки породжуюча задача для системи (2.31) представляє
критичний випадок, при цьому виконано умову (2.9) її розв’язностi. Рiв-
няння (2.29) для породжуючих амплiтуд при цьому має корiнь

c∗ρ0 =

 1
1
0

 , γ∗ =
35

6

(
1
−6

)
,

для якого матриця

B0(c
∗
ρ0
, γ∗) =

π

18

(
0 35 0 0 1
−35 0 35 6 0

)
— матриця повного рангу. Оскiльки виконано умову PB∗0 = 0, остiльки
принаймi один розв’язок нелiнiйної диференцiально-алгебраїчної крайо-
вої задачi (2.31) визначає iтерацiйна схема (2.30).

Зауважимо, що крайова задача (2.31) є прикладом автономної ди-
ференцiально-алгебраїчної крайової задачi, розв’язок якої визначено на
вiдрiзку фiксованої довжини, на вiдмiну вiд традицiйних крайових задач
для нелiнiйних систем звичайних диференцiальных рiвнянь [16, 21, 284,
37, 51, 315, 225, 292, 307].
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Вiдмiтимо також, що матриця B0, ключова при дослiдженнi нелiнiйної
невиродженої диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (2.1), (2.2) в
критичному випадку, i може бути знайдена безпосередньо з рiвняння
(2.29) для породжуючих амплiтуд:

B0 :=
∂F0(cρ0+w)

∂cρ0+w

∣∣∣∣ cρ0+w = c∗ρ0+w.

Дiйсно:
∂F0(c

∗
ρ0+w)

∂cρ0+w
=

∂

∂cρ0+w
PQ∗d

{
J(z0(·, c∗ρ0+w), 0)+

+`1A1(·)
[
Xρ0+w(·)cρ0+w + x(1)(·, ε)

]
+

+J1(z0(·, c∗ρ0+w) + x(·, ε), ε)− `K
[
Z(z0(s, c

∗
ρ0+w), s, 0)+

+A1(s)
[
Xρ0+w(s)cρ0+w + x(1)(s, ε)

]
+

+R(z(s, ε), s, ε); ν0(s)
]
(·)
} ∣∣∣∣ ε = 0

= B0.

2.1.6. Нелiнiйнi крайовi задачi для невироджених диферен-
цiально-алгебраїчних систем у випадку параметричного резо-
нансу. Дослiджуємо задачу про побудову розв’язкiв

z(t, ε) : z(·, ε) ∈ C1[a, b], z(t, ·) ∈ C[0, ε0], h(ε) ∈ C[0, ε0]

нелiнiйної диференцiально-алгебраїчної крайової задачi

A(t)z′(t, ε) = B(t)z(t, ε) + f(t) + εZ(z, t, h(ε), ε), (2.32)

`z(·, ε) = α + ε J(z(·, ε), h(ε), ε). (2.33)

Розв’язки диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (2.32), (2.33) шу-
каємо в малому околi розв’язку z0(t) ∈ C1[a, b] лiнiйної нетерової (n 6= q)
породжуючої задачi

A(t)z′0(t) = B(t)z0(t) + f(t), `z0(·) = α. (2.34)

Тут A(t), B(t) ∈ Cm×n[a, b] — неперервнi матрицi, f(t) ∈ C[a, b] — непе-
рервний вектор; Z(z, t, h(ε), ε) — нелiнiйна функцiя, двiчi неперервно-
диференцiйовна за невiдомою z(t) в малому околi розв’язку породжую-
чої задачi, двiчi неперервно-диференцiйовна за невiдомою h(ε) в малому
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околi точки h0, неперервна по t ∈ [a, b] i неперервно-диференцiйовна по
малому параметру; `z(·, ε) — лiнiйний i J(z(·, ε), h(ε), ε) — нелiнiйний
векторнi функцiонали:

`z(·, ε), J(z(·, ε), h(ε), ε) : C[a, b]→ Rq.

Нелiнiйний векторний функцiонал J(z(·, ε), h(ε), ε) двiчi неперервно-ди-
ференцiйовний за невiдомою z(t) в малому околi розв’язку породжую-
чої задачi, двiчi неперервно-диференцiйовний за невiдомою h(ε) в мало-
му околi точки h0 i неперервно-диференцiйовний по малому параметру
ε. Нелiнiйна диференцiально-алгебраїчна крайова задача (2.32) узагаль-
нює багаточисленнi постановки нелiнiйних нетерових крайових задач для
систем звичайних диференцiальних рiвнянь [21, 176, 193], в тому числi
нелiнiйних нетерових крайових задач для систем звичайних диферен-
цiальних рiвнянь у випадку параметричного резонансу [39, 276]. На вiд-
мiну вiд нелiнiйних задач на власнi значення, значення h(ε) не фiксоване,
а забезпечує розв’язнiсть.

Припустимо, що породжуюча крайова задача (2.34) задовольняє ви-
моги леми 1.1.1; при цьому система (2.32) розв’язна вiдносно довiльної

z′ = A+(t)B(t)z + F0(t, ν0(t)) + εA+(t)Z(z, t, h(ε), ε). (2.35)

За умови (1.2) система (2.34) має розв’язок вигляду

z(t, c) = X0(t)c+K
[
f(s), ν0(s)

]
(t), c ∈ Rn,

де

K
[
f(s), ν0(s)

]
(t) := X0(t)

∫ t

a

X−1
0 (s)F0(s, ν0(s)) ds

— узагальнений оператор Грiна задачi Кошi z(a) = 0 для диференцi-
ально-алгебраїчної системи (2.34). За умови (2.6) i тiльки за неї, для
фiксованої неперервної вектор-функцiї ν0(t) ∈ C[a, b] загальний розв’я-
зок породжуючої диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (2.34)

z(t, cr) = Xr(t)cr +G
[
f(s); ν0(s);α

]
(t), cr ∈ Rr

визначає узагальнений оператор Грiна породжуючої диференцiально-
алгебраїчної крайової задачi (2.34)
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G
[
f(s); ν0(s);α

]
(t) := X0(t)Q

+
{
α−`K

[
f(s), ν0(s)

]
(·)
}

+K
[
f(s), ν0(s)

]
(t).

Розв’язки нетерової (n 6= q) крайової задачi (2.32), (2.33) шукаємо в
малому околi розв’язку z0(t) ∈ C1[a, b] породжуючої задачi (2.34):

z(t, ε) = z0(t, cr) + x(t, ε), h(ε) = h0 + µ(ε).

Таким чином, за умови (1.2) приходимо до задачi про знахождення роз-
в’язку

x(t, ε) : x(·, ε) ∈ C1[a, b], x(t, ·) ∈ C[0, ε0]

i власної функцiї µ(ε) ∈ C[0, ε0] слабонелiнiйної нетерової крайової задачi

x′(t, ε) = A+(t)B(t)x(t, ε) + εA+(t)Z(z0(t, cr) + x(t, ε), h0 + µ(ε), t, ε),
(2.36)

`x(·, ε) = εJ(z0(·, cr) + x(·, ε), h0 + µ(ε), ε), (2.37)

розв’язної тодi i тiльки тодi, коли

PQ∗d

{
J(z(·, ε), h(ε), ε)− `K

[
Z(z(s, ε), h(ε), s, ε)

]
(·)
}

= 0.

Позначимо вектори

č :=

[
cr
h0

]
∈ Rr+p, č0 :=

[
c∗r
h∗0

]
∈ Rr+p.

У силу неперервностi по z i по µ нелiнiйної функцiї Z(z, h(ε), t, ε) i
нелiнiйного векторного функцiоналу J(z(·, ε), h(ε), ε) в малому околi роз-
в’язку породжуючої задачi (2.34) i початкового значення h0 функцiї h(ε)
приходимо до наступного рiвняння

F(č) := PQ∗d

{
J(z0(·, cr), h0, 0)− `K

[
Z(z0(s, cr), h0, s, 0)

]
(·)
}

= 0.

Необхiднi умови iснування розв’язку нелiнiйної нетерової диференцiаль-
но-алгебраїчної крайової задачi (2.32), (2.33) у випадку параметричного
резонансу визначає наступна лема.

Лема 2.1.1. Припустимо, що породжуюча крайова задача (2.34) задо-
вольняє вимоги леми 1.1.1. За умови (2.6) i тiльки за неї для фiксованої
неперервної вектор-функцiї ν0(t) ∈ C[a, b] загальний розв’язок породжу-
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ючої диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (2.34) має вигляд

z(t, cr) = Xr(t)cr +G
[
f(s); ν0(s);α

]
(t), cr ∈ Rr.

Припустимо також, що в малому околi породжуючого розв’язку z0(t, c
∗
r)

крайова задача (2.32), (2.33) у випадку параметричного резонансу має
розв’язок

z(t, ε) : z(·, ε) ∈ C1[a, b], z(t, ·) ∈ C[0, ε0],

при цьому в малому околi вектора h∗0 ∈ Rp iснує власна функцiя h(ε) ∈
C[0, ε0]. Тодi має мiсце рiвнiсть

F(č∗0) = 0. (2.38)

По аналогiї з нетеровими слабконелiнiйними крайовими задачами у
критичному випадку [21], а також перiодичними крайовими задачами
[193, 327, 330], рiвняння (2.38) будемо називати рiвнянням для породжу-
ючих констант нелiнiйної нетерової диференцiально-алгебраїчної крайо-
вої задачi (2.32), (2.33) у випадку параметричного резонансу.

Припустимо, що рiвняння (2.38) має дiйснi коренi. Фiксуючи один iз
розв’язкiв č∗0 ∈ Rr+1 рiвняння (2.38), приходимо до задачi про знаход-
ження розв’язку x(t, ε) : x(·, ε) ∈ C1[a, b], x(t, ·) ∈ C[0, ε0] нелiнiйної
нетерової диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (2.36), (2.37) у
випадку параметричного резонансу в околi породжуючого розв’язку

z0(t, c
∗
r) = Xr(t)c

∗
r +G

[
f(s);α(ε)

]
(t), c∗r ∈ Rr.

а також функцiї h(ε) := h∗0 + µ(ε), µ(ε) ∈ C[0, ε0] в околi точки h∗0 ∈ Rp.
У малому околi породжуючого розв’язку z0(t, c

∗
r) i вектора h∗0 має мiсце

наступне розвинення

Z(z0(t, c
∗
r) + x(t, ε), h∗0 + µ(ε), t, ε) = Z(z0(t, c

∗
r), h

∗
0, t, 0)+

+A1

(
z0(t, c

∗
r), h

∗
0

)
x(t, ε) +A2

(
z0(t, c

∗
r), h

∗
0

)
µ(ε)+

+εA3

(
z0(t, c

∗
r), h

∗
0

)
+R(z0(t, c

∗
r) + x(t, ε), h∗0 + µ(ε), t, ε),
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де

A1

(
z0(t, c

∗
r), h

∗
0

)
=
∂Z(z, h, t, ε)

∂z

∣∣∣∣∣ z = z0(t, c
∗
r),

h = h∗0,
ε = 0,

A2

(
z0(t, c

∗
r), h

∗
0

)
=
∂Z(z, h, t, ε)

∂h

∣∣∣∣∣ z = z0(t, c
∗
r),

h = h∗0,
ε = 0,

A3

(
z0(t, c

∗
r), h

∗
0

)
=
∂Z(z, h, t, ε)

∂ε

∣∣∣∣∣ z = z0(t, c
∗
r),

h = h∗0,
ε = 0.

Залишок
R(z0(t, c

∗
r) + x(t, ε), h∗0 + µ(ε), t, ε)

розвинення функцiї

Z(z0(t, c
∗
r) + x(t, ε), h∗0 + µ(ε), t, ε)

бiльш високого порядку малостi по x(t, ε), µ(ε) i ε в околi породжую-
чої розв’язку z0(t, c

∗
r) i вектора h∗0, нiж першi чотири члени розвинення.

Аналогiчно, використовуючи неперервну диференцiйовнiсть (за Фреше)
векторного функцiоналу J(z(·, ε), h(ε), ε) по x(t, ε), h(ε) i ε, видiляемо
лiнiйнi по x(t, ε), h(ε) i ε частини `1x(·, ε), `2(z0(·, c∗r))µ(ε), i ε `3(z0(·, c∗r))
цих функцiоналiв i член J(z0(·, c∗r), h∗0) нульового порядку по ε в околi
точок x = 0, µ(ε) = 0 i ε = 0 :

J(z0(·, c∗r) + x(·, ε), h∗0 + x(ε), ε) = J(z0(·, c∗r), h∗0, 0) + `1x(·, ε)+

+`2(z0(·, c∗r))µ(ε) + ε `3(z0(·, c∗r)) + J1(z0(·, c∗r) + x(·, ε), h∗0 + x(ε), ε),

де

`1x(·, ε) :=
∂J(z(·, ε), h(ε), ε)

∂z

∣∣∣∣∣ z = z0(t, c
∗
r),

h = h∗0,
ε = 0,
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`2(z0(·, c∗r))µ(ε) :=
∂J(z(·, ε), h(ε), ε)

∂h

∣∣∣∣∣ z = z0(t, c
∗
r),

h = h∗0,
ε = 0,

ε `3(z0(·, c∗r)) :=
∂J(z(·, ε), h(ε), ε)

∂ε

∣∣∣∣∣ z = z0(t, c
∗
r),

h = h∗0,
ε = 0.

Залишок
J1(z0(·, c∗r) + x(·, ε), h∗0 + x(ε), ε) : C[a, b]→ Rq

розвинення функцiоналу

J(z0(·, c∗r) + x(·, ε), h∗0 + x(ε), ε) : C[a, b]→ Rq

бiльш високого порядку малостi по x(t, ε), µ(ε) i ε в околi породжуючо-
го розв’язку z0(t, c

∗
r) i вектора h∗0, нiж першi чотири члени розвинення.

Таким чином, за умови (1.2) приходимо до задачi про знахождення роз-
в’язку

x(t, ε) = Xr(t)cr(ε) + x(1)(t, ε), cr(ε) ∈ Rr

i власної функцiї µ(ε) ∈ C[0, ε0] слабконелiнiйної нетерової крайової за-
дачi (2.36), (2.37), де

x(1)(t, ε) = εG
[
Z(z0(s, c

∗
r)) + x(s, ε), h∗0 + µ(ε), s, ε);

J(z0(·, c∗r) + x(·, ε), h∗0 + µ(ε), ε)
]
(t).

Позначимо сталу (d× (r + p))−вимiрну матрицю

B0

(
č∗0

)
= PQ∗d

{
`1Xr(·)− `K

[
A1

(
z0(t, c

∗
r), h

∗
0

)
Xr(t)

]
(·);

`2(z0(·, c∗r)− `K
[
A2

(
z0(t, c

∗
r), h

∗
0

)]
(·)
}
.

Для знахождення функцiї cr(ε) i µ(ε) приходимо до рiвняння

B0

(
č0

)
č0(ε) = −PQ∗d

{
`1x

(1)(·, ε) + ε `3(z0(·, c∗r)) + J1(z0(·, c∗r) + x(·, ε), h∗0+

+x(ε), ε)− `K
[
A1

(
z0(t, c

∗
r), h

∗
0

)
x(1)(t, ε) + εA3

(
z0(t, c

∗
r), h

∗
0

)
+



93

+R(z0(t, c
∗
r) + x(t, ε), h∗0 + µ(ε), t, ε)

]
(·)
}
.

Таким чином, за умови PB∗0PQ∗d = 0 розв’язок диференцiально-алгебраїчної
крайової задачi (2.36), (2.37) у випадку параметричного резонансу в околi
породжуючого розв’язку z0(t, c

∗
r), а також функцiї h(ε) в околi точки

h∗0 ∈ Rp визначає операторна система

x(t, ε) = Xr(t)cr(ε) + x(1)(t, ε),

x(1)(t, ε) = εG
[
Z(z0(s, c

∗
r) + x(s, ε), h∗0 + µ(ε), s, ε);

J(z0(·, c∗r) + x(·, ε), h∗0 + µ(ε), ε)
]
(t),

č(ε) = −B0

(
č∗0

)+

PQ∗d

{
`1x

(1)(·, ε) + ε `3(z0(·, c∗r))+ (2.39)

+J1(z0(·, c∗r) + x(·, ε), h∗0 + x(ε), ε)−

−`K
[
A1

(
z0(t, c

∗
r), h

∗
0

)
x(1)(t, ε) + εA3

(
z0(t, c

∗
r), h

∗
0

)
+

+R(z0(t, c
∗
r) + x(t, ε), h∗0 + µ(ε), t, ε)

]
(·)
}
.

Тут PB∗0(č∗0) —(d× d)−матриця-ортопроектор: PB∗0(č∗0) : Rd → N
(
B∗0(č∗0)

)
.

Таким чином, доведена наступна лема.
Лема 2.1.2. Припустимо, що породжуюча крайова задача (2.34) за-
довольняє вимоги леми 1.1.1. Нехай також для крайової задачi (2.32),
(2.33) має мiсце критичний випадок PQ∗ 6= 0 i виконано умову роз-
в’язностi (2.6) породжуючої задачi (2.34). За умови (2.6) i тiльки за
неї для фiксованої неперервної вектор-функцiї ν0(t) ∈ C[a, b] загальний
розв’язок породжуючої задачi (2.34) має вигляд

z(t, cr) = Xr(t)cr +G
[
f(s); ν0(s);α

]
(t), cr ∈ Rr.

Тодi для кожного кореня c∗r ∈ Rr, h∗0 ∈ Rp рiвняння для породжую-
чих констант (2.38) для фiксованої неперервної вектор-функцiї ν0(t) ∈
C[a, b] за умови PB∗0PQ∗d = 0 в околi породжуючого розв’язку

z0(t, c
∗
r) = Xr(t)c

∗
r +G

[
f(s);α(ε)

]
(t), c∗r ∈ Rr.

а також в околi точки h∗0 ∈ Rp принаймi один розв’язок

z(t, ε) = z0(t, c
∗
r) + x(t, ε), h(ε) = h∗0 + µ(ε)
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диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (2.32), (2.33) у випадку па-
раметричного резонансу визначає операторна система (2.39).

Для побудови наближеного розв’язку операторної системи (2.39) у
випадку PB∗0PQ∗d = 0 може бути використаний метод простих iтерацiй
[21, 193]. Довжина вiдрiзку [0, ε∗], на якому може бути використаний ме-
тод простих iтерацiй, може бути оцiнена, як за допомогою мажоруючих
рiвнянь Ляпунова [21, 193], так i безпосередньо iз умови стискання опе-
ратора, який визначається системою (2.39) аналогiчно [270, 274].

Зауважимо також, що матриця B0(č
∗
0), ключова при дослiдженнi нелi-

нiйної невиродженої диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (2.32),
(2.33) у випадку параметричного резонансу, i може бути знайдена безпо-
середньо з рiвняння для породжуючих констант (2.38):

B0(č
∗
0) :=

∂F(č0)

∂č0

∣∣∣∣ č0 = č∗0.

При побудовi операторної системи (2.39) виконана лiнеаризацiя умови
розв’язностi диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (2.32), (2.33),
тому при побудовi iтерацiйної схеми з використанням методу простих
iтерацiй наближенi розв’язки операторної системи (2.39) не завжди задо-
вольяють крайову умову. Для побудови iтерацiйної схеми, що збiгається
до розв’язку крайової задачi (2.32), (2.33) без використання лiнеаризацiї
умови розв’язностi диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (2.32),
(2.33) використаємо узагальнений метод Ньютона [47].

Для кожного кореня c∗r ∈ Rr, h∗0 ∈ Rp рiвняння для породжуючих
констант (2.38) для фiксованої неперервної вектор-функцiї ν0(t) ∈ C[a, b]
умови iснування розв’язку

z(t, ε) = z0(t, c
∗
r) + x(t, ε), h(ε) = h∗0 + µ(ε)

диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (2.32), (2.33) у випадку па-
раметричного резонансу в околi породжуючого розв’язку

z0(t, c
∗
r) = Xr(t)c

∗
r +G

[
f(s);α(ε)

]
(t), c∗r ∈ Rr.

а також в околi точки h∗0 ∈ Rp визначає рiвняння

F(č(ε)) := PQ∗d

{
J(z0(·, c∗r) +Xr(·)cr(ε) + x(1)(·, ε), h∗0 + µ(ε), ε)−
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−`K
[
Z(z0(s, c

∗
r)) +Xr(s)cr(ε) + x(1)(s, ε), h∗0 + µ(ε))

]
(·)
}

= 0.

Функцiя F(č(ε)) двiчi неперевно-диференцiйовна по č(ε) в околi нуля.

Лема 2.1.3. Припустимо, що для рiвняння

F(č(ε)) = 0 (2.40)

виконанi наступнi умови.

1. Нелiнiйна вектор-функцiя F(č(ε)) : Rp+r → Rd, двiчi неперервно
диференцiйовна в околi точки č0, має корiнь č(ε).

2. В околi точки č0 мають мiсце нерiвностi∣∣∣∣∣∣J+
k

∣∣∣∣∣∣ ≤ σ1(k),
∣∣∣∣∣∣d2F(ξk ; č(ε)− čk(ε))

∣∣∣∣∣∣ ≤ σ2(k) ·
∣∣∣∣∣∣č(ε)− čk(ε)∣∣∣∣∣∣.

(2.41)

3. Iснує константа

θ := sup
k∈N

{σ1(k)σ2(k)

2

}
.

Тодi за умов
PJ ∗k = 0, Jk := F ′(čk(ε)) ∈ Rd×r+p (2.42)

i
θ · |č(ε)| < 1 (2.43)

для знаходження розв’язку č(ε) рiвняння (2.40) може бути використа-
на iтерацiйна схема

čk+1(ε) = čk(ε)− J +
k F(čk(ε)), k = 0, 1, 2, ... , (2.44)

при цьому швидкiсть збiжностi послiдовностi {čk(ε)} до розв’язку č(ε)
рiвняння (2.40) квадратична. Тут PJ ∗k : Rd → N(J ∗k ) — ортопроектор
матрицi J ∗k ∈ R(p+r)×d.

Зауважимо, що умова (2.42) рiвнозначна до вимоги повноти рангу
матрицi Jk i можлива лише у випадку d ≤ r + p.

Теорема 2.1.9. Припустимо, що породжуюча крайова задача (2.34)
задовольняє вимоги леми 1.1.1. Нехай також для крайової задачi (2.32),
(2.33) має мiсце критичний випадок PQ∗ 6= 0 i виконано умову розв’яз-
ностi (2.6) породжуючої задачi (2.34). За умови (2.6) i тiльки за неї
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для фiксованої неперервної вектор-функцiї ν0(t) ∈ C[a, b] загальний роз-
в’язок породжуючої задачi (2.34) має вигляд

z(t, cr) = Xr(t)cr +G
[
f(s); ν0(s);α

]
(t), cr ∈ Rr.

Припустимо, що для рiвняння

F(čk(ε)) = 0 (2.45)

виконанi умови леми 2.1.3. Тодi для кожного кореня c∗r ∈ Rr, h∗0 ∈ Rp

рiвняння для породжуючих констант (2.38) для фiксованої неперервної
вектор-функцiї ν0(t) ∈ C[a, b] в околi породжуючого розв’язку

z0(t, c
∗
r) = Xr(t)c

∗
r +G

[
f(s);α(ε)

]
(t), c∗r ∈ Rr,

а також в околi точки h∗0 ∈ Rp для знаходження принаймi одного роз-
в’язку

z(t, ε) = z0(t, c
∗
r) + x(t, ε), h(ε) = h∗0 + µ(ε)

диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (2.32), (2.33) у випадку па-
раметричного резонансу може бути використана iтерацiйна схема

zk+1(t, ε) = z0(t, c
∗
r) + xk+1(t, ε), hk+1(ε) = h∗0 + µk+1(ε),

x
(1)
k+1(t, ε) = εG

[
Z(z0(s, c

∗
r)) + xk(s, ε), h

∗
0 + µk(ε), s, ε);

J(z0(·, c∗r) + xk(·, ε), h∗0 + µk(ε), ε)
]
(t), k = 0, 1, 2, ... , (2.46)

xk+1(t, ε) = Xr(t)crk+1
(ε) + x

(1)
k+1(t, ε), F(čk+1(ε)) = 0.

Довжину вiдрiзку [0, ε∗], на якому може бути використана iтерацiй-
на схема (2.46), можна оцiнити iз умов виконання вимог леми 2.1.3 по
вiдношенню до рiвняння (2.45), вимоги стискання для оператора εG′z, а
також iз умови стиснення для оператора, визначеного для операторногої
системи для диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (2.32), (2.33)
у випадку параметричного резонансу. Достатньою умовою збiжностi iте-
рацiйної схеми є вимога [206, c. 639], [270]

sup
ε∈[0;ε∗]

∣∣∣∣∣∣∣∣εG{[∂Z(z(s, ε), h(ε), s, ε)

∂x
;
∂Z(z(s, ε), h(ε), s, ε)

∂h

]
;
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∂J(z(·, ε), h(ε), ε)

∂x
;
∂J(z(·, ε), h(ε), ε)

∂h

]}
(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ λ < 1.

Приклад 2.1.8. Вимоги леми 2.1.2 i теореми 2.1.9 задовольняє нелi-
нiйна двоточкова диференцiально-алгебраїчна крайова задача для рiв-
няння типу Дюффiнга

A(t) z′(t, ε) = B(t)z(t, ε) + f(t) + εZ(z, h, ε), `z(·, ε) = 0, (2.47)

де
A(t) :=

(
0 1 0
1 0 0

)
, B(t) :=

(
−1 0 0
0 1 0

)
,

крiм того [301]

z(t, ε) :=

 za(t, ε)
zb(t, ε)
zc(t, ε)

 , f(t) :=

(
sin 3t

0

)
, Υ :=

(
1 0 0
0 1 0

)
,

Z(z, ε) :=

(
(sin ε+ h(ε)) za(t, ε) + z3

a(t, ε)
0

)
,

`z(·, h(ε), ε) := Υ (z(0, ε)− z(2π, ε)).

Оскiльки умова (1.2) виконана, остiльки породжуюча система для рiв-
няння (2.47) задовольняє вимоги леми 1.1.1 i при цьому має розв’язок
вигляду

z(t, c) = X0(t)c+K
[
f(s), ν0(s)

]
(t), c ∈ R3,

де для фiксованої функцiї ν0(t) = 0 :

X0(t) =
1

2

 cos t sin t 0
− sin t cos t 0

0 0 1

 ,

K
[
f(s), ν0(s)

]
(t) =

1

8

 3 sin t− sin 3t
3 (cos t− cos 3t)

0

 .

Породжуюча задача для рiвняння типу Дюффiнга (2.47) критична:
Q = 0, при цьому умова (2.6) її розв’язностi виконана:

z0(t, cr) = Xr(t)cr +G
[
f(s);α

]
(t), c∗r ∈ R3;
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тут
Xr(t) = X0(t), G

[
f(s);α

]
(t) = K

[
f(s), ν0(s)

]
(t).

Рiвняння для породжуючих констант (2.38) у випадку рiвняння типу
Дюффiнга (2.47) для фiксованої функцiї ν0(t) = 0 має корiнь

c∗r = −3

8

 0
1
0

 , h∗0 = 0,

якому вiдповiдає матриця повного рангу

B0

(
č0

)
=

3π

64

(
0 1 0
−1 0 0

)
.

Таким чином, крайова задача для рiвняння типу Дюффiнга (2.47) задо-
вольняє вимоги леми 2.1.2, отже в околi породжуючого розв’язку

z0(t, c
∗
r) = Xr(t)c

∗
r +G

[
f(s);α

]
(t)

а також в околi точки h∗0 = 0 для знаходження принаймi одного розв’язку
диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (2.47) у випадку парамет-
ричного резонансу може бути використана iтерацiйна схема (2.46). На
перiому кроцi iтерацiйної схеми (2.46) в силу повноти рангу матрицi

J0 ≈
(

0 33975241
232314368 −

1175281
723034507

− 28597495
193931646 0 0

)
,

умова (2.42) виконана, при цьому

cr1(ε) ≈
2 952 163

5 705 681 367

 0
1
0

 , µ1(ε) ≈ −
290 977

50 499 404 932
,

крiм того

x1(t, ε) ≈

 x1a(t, ε)
x1b(t, ε)
x1c(t, ε)

 ,

де

x1a(t, ε) ≈
1 034 894

5 937 420 849
sin 3t− 3 141 461 793

5 146 971 001 651 199
sin 9t,
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x1b(t, ε) ≈
1 034 894

1 979 140 283
cos 3t− 2 249 001 052

409 418 147 066 311
cos 9t, x1c(t, ε) ≈ 0.

На другому кроцi iтерацiйної схеми (2.46) в силу повноти рангу матрицi

J0 ≈
(

0 20939095
142604194

1
4611686018427387904

− 20939095
142604194 0 0

)
,

умова (2.42) виконана, при цьому

cr2(ε) ≈
2 227 342

4 304 810 997

 0
1
0

 , µ2(ε) ≈ −
290 977

50 499 404 932
,

крiм того

z2(t, ε) ≈

 z2a(t, ε)
z2b(t, ε)
z2c(t, ε)

 ,

де

z1a(t, ε) ≈
51 906

58 617 651 179
sin t− 54 319 472

435 161 511
sin 3t− 24 693

40 633 008 023
sin 9t,

z1b(t, ε) ≈
51 906

58 617 651 179
cos t− 33 336 885

89 022 277
cos 3t− 201 407

36 824 526 280
cos 9t,

z1c(t, ε) ≈ 0.

Для оцiнки точностi знайдених наближень до розв’язку крайової задачi
для рiвняння типу Дюффiнга (2.47) визначимо нев’язки

∆k(ε) :=
∣∣∣∣∣∣A(t) z′k(t, ε)−B(t)zk(t, ε)− f(t)−

−εZ(zk(t, ε), hk, ε)
∣∣∣∣∣∣
C[0;2π]

, k = 0, 1, 2.

Зокрема

∆0(0, 1) ≈ 0.000 390 625, ∆1(0, 1) ≈ 2, 63 686× 10−6,

∆2(0, 1) ≈ 1, 67 477× 10−8.

Припустимо, що породжуюче диференцiально-алгебраїчне рiвняння
(2.34) задовольняє вимоги леми 1.1.1. У загальному випадку, а саме для
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довiльної неперервної вектор-функцiї

ν0(t) ∈ Cρ0[a, b]

розв’язнiсть породжуючої диференцiально-алгебраїчної крайової задачi
(2.34) iстотно залежить вiд вибору цiєї функцiї. Покладемо

ν0(t) := Ψ(t)γ, γ ∈ Rw; Ψ(t) ∈ Cρ0×w[a, b]

— довiльна неперервна матриця повного рангу. Згiдно теореми 2.1.2 за
умови (2.9) загальний розв’язок породжуючої диференцiально-алгебра-
їчної крайової задачi (2.34) має вигляд

z0(t, cr) = Xr(t)cr +G
[
f(s);ψ(s);α

]
(t), cr ∈ Rr.

Матриця Xr(t) утворена iз r лiнiйно-незалежних стовпцiв матрицi{
X0(t);K

[
PAρ0(s)Ψ(s)

]
(t)
}
PD.

В силу неперервностi по z i по µ нелiнiйної функцiї Z(z, h(ε), t, ε) i
нелiнiйного векторного функцiоналу J(z(·, ε), h(ε), ε) в малому околi роз-
в’язку породжуючої задачi (2.34) i початкового значення h0 функцiї h(ε)
приходимо до наступного рiвняння

Fρ(č) := PD∗d

{
J(z0(·, cr), h0, 0)− `K

[
Z(z0(s, cr), h0, s, 0)

]
(·)
}

= 0.

Необхiднi умови iснування розв’язку нелiнiйної диференцiально-алгебра-
їчної крайової задачi (2.32), (2.33) у випадку параметричного резонансу
визначає наступна лема.

Лема 2.1.4. Припустимо, що породжуюча крайова задача (2.34) задо-
вольняє вимоги леми 1.1.1. За умови (2.9) i тiльки за неї загальний роз-
в’язок породжуючої диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (2.34)
має вигляд

z0(t, cr) = Xr(t)cr +G
[
f(s);ψ(s);α

]
(t), cr ∈ Rr.

Припустимо також, що в малому околi породжуючого розв’язку z0(t, c
∗
r)

крайова задача (2.32), (2.33) у випадку параметричного резонансу має
розв’язок

z(t, ε) : z(·, ε) ∈ C1[a, b], z(t, ·) ∈ C[0, ε0],



101

при цьому в малому околi вектору h∗0 ∈ Rp iснує власна функцiя h(ε) ∈
C[0, ε0]. Тодi має мiсце рiвнiсть

Fρ(č0) = 0. (2.48)

Позначимо сталу (d× (r + p))−вимiрну матрицю

C0

(
č0

)
= PD∗d

{
`1Xr(·)− `K

[
A1

(
z0(t, c

∗
r), h

∗
0

)
Xr(t)

]
(·);

`2(z0(·, c∗r)− `K
[
A2

(
z0(t, c

∗
r), h

∗
0

)]
(·)
}
.

Для знаходження функцiй cr(ε) i µ(ε) приходимо до рiвняння

C0

(
č0

)
č0(ε) = −PD∗d

{
`1x

(1)(·, ε) + ε `3(z0(·, c∗r)) + J1(z0(·, c∗r)+

+x(·, ε), h∗0 +x(ε), ε)− `K
[
A1

(
z0(t, c

∗
r), h

∗
0

)
x(1)(t, ε) + εA3

(
z0(t, c

∗
r), h

∗
0

)
+

+R(z0(t, c
∗
r) + x(t, ε), h∗0 + µ(ε), t, ε)

]
(·)
}
.

Таким чином, за умови PC∗0PD∗d = 0 розв’язок диференцiально-алгебраїчної
крайової задачi (2.36), (2.37) у випадку параметричного резонансу в околi
породжуючого розв’язку z0(t, c

∗
r), а також функцiї h(ε) в околi точки

h∗0 ∈ Rp визначає операторна система

x(t, ε) = Xr(t)cr(ε) + x(1)(t, ε),

x(1)(t, ε) = εG
[
Z(z0(s, c

∗
r)) + x(s, ε), h∗0 + µ(ε), s, ε);

J(z0(·, c∗r) + x(·, ε), h∗0 + µ(ε), ε)
]
(t),

č(ε) = −C0

(
č0

)+

PD∗d

{
`1x

(1)(·, ε) + ε `3(z0(·, c∗r))+ (2.49)

+J1(z0(·, c∗r) + x(·, ε), h∗0 + x(ε), ε)−

−`K
[
A1

(
z0(t, c

∗
r), h

∗
0

)
x(1)(t, ε) + εA3

(
z0(t, c

∗
r), h

∗
0

)
+

+R(z0(t, c
∗
r) + x(t, ε), h∗0 + µ(ε), t, ε)

]
(·)
}
.

Тут PC∗0 (č0) —(d× d)−матриця-ортопроектор: PC∗0 (č0) : Rd → N
(
C∗0(č0)

)
.

Таким чином, доведена наступна теорема.

Теорема 2.1.10. Припустимо, що породжуюча крайова задача (2.34)
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задовольняє вимоги леми 1.1.1. Нехай також для крайової задачi (2.32),
(2.33) має мiсце критичний випадок PQ∗ 6= 0 i виконано умову розв’яз-
ностi (2.6) породжуючої задачi (2.34). За умови (2.9) загальний роз-
в’язок породжуючої диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (2.34)
має вигляд

z0(t, cr) = Xr(t)cr +G
[
f(s);ψ(s);α

]
(t), cr ∈ Rr.

Припустимо, що для рiвняння

Fρ(čk(ε)) = 0 (2.50)

виконано умови леми 2.1.3. Тодi для кожного кореня c∗r ∈ Rr, h∗0 ∈ Rp

рiвняння для породжуючих констант (2.48) для фiксованої неперервної
матрицi повного рангу Ψ(t) ∈ Cρ0×w[a, b] в околi породжуючого розв’яз-
ку

z0(t, c
∗
r) = Xr(t)c

∗
r +G

[
f(s);ψ(s);α

]
(t), c∗r ∈ Rr,

а також в околi точки h∗0 ∈ Rp для знаходження принаймнi одного
розв’язку

z(t, ε) = z0(t, c
∗
r) + x(t, ε), h(ε) = h∗0 + µ(ε)

диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (2.32), (2.33) у випадку па-
раметричного резонансу може бути використана iтерацiйна схема

zk+1(t, ε) = z0(t, c
∗
r) + xk+1(t, ε), hk+1(ε) = h∗0 + µk+1(ε),

x
(1)
k+1(t, ε) = εG

[
Z(z0(s, c

∗
r)) + xk(s, ε), h

∗
0 + µk(ε), s, ε);ψ(s);

J(z0(·, c∗r) + xk(·, ε), h∗0 + µk(ε), ε)
]
(t), k = 0, 1, 2, ... , (2.51)

xk+1(t, ε) = Xr(t)crk+1
(ε) + x

(1)
k+1(t, ε), Fρ(čk+1(ε)) = 0.

Зауважимо, що, як i у випадку нетерових крайових задач, а також
критичних перiодичних задач у вiдсутностi параметричного резонансу,
має мiсце рiвнiсть [21, 193, 276]

C0

(
č0

)
= F ′ρ

(
č
) ∣∣∣∣ č = č0

.

У випадку параметричного резонансу теорема 2.1.10 є узагальненням
вiдповiдних тверджень [276].
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Достатньою умовою збiжностi iтерацiйної схеми є вимога [206, c. 639],
[270]

sup
ε∈[0;ε∗]

∣∣∣∣∣∣∣∣εG{[∂Z(z(s, ε), h(ε), s, ε)

∂x
;
∂Z(z(s, ε), h(ε), s, ε)

∂h

]
;

[
∂J(z(·, ε), h(ε), ε)

∂x
;
∂J(z(·, ε), h(ε), ε)

∂h

]}
(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ λ < 1.

Приклад 2.1.9. Вимоги теореми 2.1.9 задовольняє нелiнiйна 2π− пе-
рiодична диференцiально-алгебраїчна крайова задача для рiвняння типу
Дюффiнга (2.47).

Оскiльки умова (1.2) виконана, остiльки породжуюча система для рiв-
няння (2.47) задовольняє вимоги леми 1.1.1 i при цьому має розв’язок
вигляду

z0(t, cr) = Xr(t)cr +G
[
f(s);α

]
(t), cr ∈ R3;

в даному випадку
G
[
f(s);α

]
(t) = K

[
f(s)

]
(t),

де

K
[
f(s)

]
(t) =

1

8

 3 sin t− sin 3t
3 (cos t− cos 3t)

0

 .

Породжуюча задача для рiвняння типу Дюффiнга (2.47) критична:
Q = 0 ∈ R3×3, при цьому умова (2.6) її розв’язностi виконана:

z0(t, cr) = Xr(t)cr +G
[
f(s);α

]
(t), cr ∈ R3;

тут

Xr(t) = X0(t), G
[
f(s);α

]
(t) = K

[
f(s), ν0(s)

]
(t), ν0(t) := 0.

Рiвняння для породжуючих констант (2.38) у випадку 2π−перiодичної
задачi для рiвняння типу Дюффiнга (2.47) для фiксованої функцiї ν0(t) =
0 має корiнь

c∗r = −3

8

 0
1
0

 , h∗0 = 0,
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якому вiдповiдає матриця

B0

(
č0

)
=

3π

64

 0 1 0
−1 0 0
0 0 0

 .

Оскiльки матрицяB0(č0) вирождена, остiльки у випадку 2π−перiодичної
задачi для рiвняння типу Дюффiнга (2.47) для фiксованої функцiї ν0(t) =
0 вимоги леми 2.1.2 i теореми 2.1.9 не виконано.

З iншого боку, умова (1.2) виконана, тому породжуюча система для
рiвняння (2.47) задовольняє вимоги леми 1.1.1 i при цьому для матрицi
Ψ(t) = 1 має мiсце розв’язок вигляду

z0(t, cr) = Xr(t)cr +G
[
f(s);ψ(s);α

]
(t), cr ∈ R3;

в даному випадку

G
[
f(s);ψ(s);α

]
(t) = K

[
f(s)

]
(t).

При цьому, рiвняння для породжуючих констант (2.48) у випадку 2π−пе-
рiодичної задачi для рiвняння типу Дюффiнга (2.47) для фiксованої
функцiї ν0(t) = 0 має той же корiнь c∗r, h∗0, якому вiдповiдає матриця

C0

(
č0

)
=

3π

64

(
0 1 0
−1 0 0

)
повного рангу. Таким чином, 2π−перiодична крайова задача для рiв-
няння типу Дюффiнга (2.47) задовольняє вимоги теореми 2.1.10, отже в
околi породжуючого розв’язку

z0(t, c
∗
r) = Xr(t)c

∗
r +G

[
f(s);ψ(s);α

]
(t)

а також в околi точки h∗0 = 0 для знаходження принаймi одного роз-
в’язку диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (2.47) у випадку па-
раметричного резонансу може бути використана iтерацiйна схема (2.51).
Функцiя F(č1(ε)) у випадку 2π−перiодичної задачi для рiвняння типу
Дюффiнга (2.47) має корiнь

cr1(ε) =
3 (27 ε+ 2560 ε sin ε)

163 840

 0
1
0

 , µ1(ε) = 0,
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крiм того

x1(t, ε) =
ε sin ε

64

 sin 3t
3 cos 3t

0

+
ε

163 840

 30 sin 3t− sin 9t
9 (10 cos 3t− cos 9t)

0

 ,

при цьому

∆0(0, 1) ≈ 0.000 390 625, ∆1(0, 1) ≈ 2, 56 494× 10−6,

∆0(0, 01) ≈ 0, 0000 390 625, ∆1(0, 1) ≈ 1, 96 473× 10−9.
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2.2. Крайовi задачi для вироджених диференцiально-
алгебраїчних систем

2.2.1. Лiнiйнi крайовi задачi для вироджених диференцiаль-
но-алгебраїчних систем. За умови PA∗(t) 6= 0 система (2.4):

A(t)z′(t) = B(t)z(t) + f(t)

не розв’язна вiдносно похiдної. Припустимо, що матриця A(t) має ста-
лий ранг, а саме: 1 ≤ rank A(t) = σ0. Як вiдомо [167], довiльна (m ×
n)−матрицяA(t) у визначеному базисi може бути представлена у виглядi
стандартного розвинення

A(t) = R0(t) · Jσ0 · S0(t), Jσ0 :=

(
Iσ0 O
O O

)
,

R0(t) ∈ Cm×m[a, b], S0(t) ∈ Cn×n[a, b];

тутR0(t) i S0(t) ∈ Cn×n[a, b] — невиродженi матрицi. Невироджена замiна
змiнної y(t) = S0(t)z(t) приводить систему (2.4) до вигляду

Jσ0y
′(t) = C0(t)y(t) +R−1

0 (t)f(t); (2.52)

тут

C0(t) :=
(
R−1

0 (t)B(t) + Jσ0S
′
0(t)
)
S−1

0 (t) :=

(
C

(0)
11 (t) C

(0)
12 (t)

C
(0)
21 (t) C

(0)
22 (t)

)
.

Замiна змiнної

y(t) = col (u(t), v(t)) ∈ C1
n[a, b], u(t) ∈ C1

σ0
[a, b], v(t) ∈ C1

n−σ0[a, b]

приводить систему (2.4) до вигляду

u′(t) = C
(0)
11 (t)u(t) + C

(0)
12 (t)v(t) + g

(0)
1 (t), (2.53)

C
(0)
21 (t)u(t) + C

(0)
22 (t)v(t) + g

(0)
2 (t) = 0; (2.54)

тут
R−1

0 (t)f(t) := col
(
g

(0)
1 (t), g

(0)
2 (t)

)
.

Крiм того PD∗0(t) — матриця-ортопроектор: PD∗0(t) : Rm−σ0 → N(D∗0(t)).

Рiвняння (2.54) розв’язне тодi i тiльки тодi, коли [21] PD∗0(t)g
(0)
2 (t) = 0;
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при цьому загальний розв’язок рiвняння (2.54)

y(t) = PDρ0
ϕ(t)−D+

0 (t)g
(0)
2 (t),

D0(t) :=
[
C

(0)
21 (t);C

(0)
22 (t)

]
∈ R(m−σ0)×n, ϕ(t) ∈ Cρ0[a, b]

визначає PDρ0
(t) — (n×ρ0) – матриця, утворена iз ρ0 лiнiйно-незалежних

стовпцiв PD0
(t) — матрицi-ортопроектора: PD0

(t) : Rn → N(D0(t)). По-
значивши блоки матрицi PDρ0

(t) i добутку D+
0 (t)g

(0)
2 (t)

PDρ0
(t) := col (P

(0)
1 (t), P

(0)
2 (t)), D+

0 (t)g
(0)
2 (t) = − col

(
f

(1)
1 (t), f

(1)
2 (t)

)
,

приходимо до задачi про побудову розв’язкiв ϕ(t) ∈ C1
ρ0

[a, b] лiнiйної
диференцiально-алгебраїчної системи

A1(t)ϕ
′(t) = B1(t)ϕ(t) + f1(t), rank A1(t) := σ1; (2.55)

тут
A1(t) := P

(0)
1 (t) ∈ Rσ0×ρ0, σ1 = σ0 ≤ ρ0,

B1(t) := C
(0)
11 (t)P

(0)
1 (t) + C

(0)
12 (t)P

(0)
2 (t)− A′1(t),

крiм того

f1(t) := C
(0)
11 (t)f

(1)
1 (t) + C

(0)
12 (t)f

(1)
2 (t) + g

(0)
1 (t)−

(
f

(1)
1 (t)

)′
.

Лема 2.2.1. За умови (1.8) лiнiйна диференцiально-алгебраїчна систе-
ма (2.4) має розв’язок вигляду

z(t, cρ1) = X1(t)cρ1 +K
[
f(s), ν1(s)

]
(t),

де
X1(t) := S−1

0 (t)PDρ0
U1(t), cρ1 ∈ Rρ1,

K
[
f(s), ν1(s)

]
(t) := S−1

0 (t)PDρ0
K
[
F1(s, ν1(s))

]
(t)− S−1

0 (t)D+
0 (t)g

(0)
2 (t)

— узагальнений оператор Грiна задачi Кошi z(a) = 0 для диференцi-
ально-алгебраїчної системи (2.4).

За умови
PA∗(t) 6= 0, PA∗1(t) = 0, PD∗0 g

(0)
2 (t) = 0,

але A+
1 (t)B1(t) 6∈ Cσ0×σ0[a; b], або A+

1 (t)f1(t) 6∈ C[a; b], система (2.4) роз-
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в’язна, але розв’язок z(t) 6∈ C1
n[a, b] не є шуканим. за аналогiєю з класи-

фiкацiєю iмпульсних крайових задач [34] у випадку (1.8) будемо казати,
що для лiнiйної диференцiально-алгебраїчної системи (2.4) має мiсце ви-
родження першого порядку. Розмiри матрицi A меншi за розмiри матри-
цi A1, проте використана нами схема зменшення розмiрностi матрицi A
суттєво вiдрiзняється вiд [326].

Приклад 2.2.1. Вимоги леми 2.2.1 задовольняє диференцiально-алгеб-
раїчна система

A(t) z′(t) = B(t)z(t) + f(t), (2.56)

де

A(t) :=


cos t 0 sin t
− sin t 0 cos t
cos t cos t sin t
− sin t − sin t cos t

 ,

B(t) :=


− sin t cos t − sin t
− cos t − sin t − cos t
− sin t cos t − sin t
− cos t − sin t − cos t

 , f(t) :=


0
1
0
1

 .

Оскiльки PA∗(t) 6= 0, остiльки умова (1.2) не виконана, при цьому мат-
риця A(t) може бути представлена у виглядi

A(t) = R0(t) · Jσ0 · S0(t), Jσ0 :=

(
I3 O
O O

)
, σ0 = 3;

тут

PA∗(t) =
1

4


1− cos 2t sin 2t cos 2t− 1 − sin 2t

sin 2t 1 + cos 2t − sin 2t −1− cos 2t
cos 2t− 1 − sin 2t 1− cos 2t sin 2t
− sin 2t −1− cos 2t sin 2t 1 + cos 2t

 ,

R0(t) =


cos t sin t 0 0
− sin t cos t 0 0
cos t sin t cos t sin t
− sin t cos t − sin t cos t

 , S0(t) =

 1 0 0
0 0 1
0 1 0


— невиродженi матрицi. У даному випадку матриця A1(t) = I3 неви-
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родждена, при цьому PA1
(t) = 0, PAρ1(t) = 0, тому шуканий розв’язок

z(t, c3) = X1(t)c3 +K
[
f(s)

]
(t), c3 ∈ R3

не залежить вiд довiльної неперервної функцiї ν1(t); тут

X1(t) =

 1 0 t
0 0 1

e−t − 1 e−t 1− e−t − t

 , K
[
f(s)

]
(t) =

 cos t− 1
0

1− e−t


— узагальнений оператор Грiна задачi Кошi z(0) = 0 для диференцi-
ально-алгебраїчної системи (2.56).

У частковому випадку PD0
= PDρ0

= 0, за умови (1.8) система (2.4)
має принаймi один розв’язок вигляду z(t) = −S−1

0 (t)D+
0 (t)g

(0)
2 (t).

Приклад 2.2.2. Вимоги леми 2.2.1 задовольняє диференцiально-алг-
ебраїчна система

A(t) z′(t) = B(t)z(t) + f(t), (2.57)

де

A(t) :=


cos t sin t
− sin t cos t
cos t sin t
− sin t cos t

 ,

B(t) :=


cos t sin t
− sin t cos t
− cos t − sin t
sin t − cos t

 , f(t) :=


− sin t
− cos t
sin t
cos t

 .

Оскiльки PA∗(t) 6= 0, остiльки умова (1.2) не виконана, при цьому мат-
риця A(t) може бути представлена у виглядi

A(t) = R0(t) · Jσ0 · S0(t), Jσ0 :=

(
I2

O

)
, σ0 = 3;

тут S0(t) = I2,

PA∗(t) =
1

4


1− cos 2t sin 2t cos 2t− 1 − sin 2t

sin 2t 1 + cos 2t − sin 2t −1− cos 2t
cos 2t− 1 − sin 2t 1− cos 2t sin 2t
− sin 2t −1− cos 2t sin 2t 1 + cos 2t

 ,
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крiм того

R0(t) =


cos t sin t 0 0
− sin t cos t 0 0
cos t sin t cos t sin t
− sin t cos t − sin t cos t

 .

В даному випадку матриця D0 = −2 I2 невироджена, тому шуканий роз-
в’язок визначає узагальнений оператор Грiна задачi Кошi для диференцi-
ально-алгебраїчної системи (2.57)

z(t) = K
[
f(s)

]
(t) =

(
0
1

)
.

Бiльш просту схему знаходження подiбних розв’язкiв, якi є положеннями
рiвноваги диференцiально-алгебраїчної системи (2.4), зокрема, системи
(2.57), визначає лема [256].

Припустимо, що рiвняння (2.4) задовольняє вимоги леми 2.2.1. Зафiк-
суємо довiльну неперерiвну вектор функцiю ν1(t) ∈ Cρ1[a, b]. Пiдставля-
ючи загальний розв’язок

z(t, cρ1) = X1(t)cρ1 +K
[
f(s), ν1(s)

]
(t), cρ1 ∈ Rρ1,

задачi Кошi z(a) = cρ1 для диференцiально-алгебраїчного рiвняння (2.4)
у крайову умову (2.4), приходимо до лiнiйного алгебраїчного рiвняння

Qcρ1 = α− `K
[
f(s), ν1(s)

]
(·). (2.58)

Рiвняння (2.8) розв’язне тодi i тiльки тодi, коли

PQ∗d

{
α− `K

[
f(s), ν1(s)

]
(·)
}

= 0. (2.59)

Тут PQ∗ — ортопроектор: Rk → N(Q∗); матриця PQ∗d утворена з d лiнiйно-
незалежних рядкiв ортопроектора PQ∗, крiм того Q := `Xp(·) ∈ Rk×ρ1.
За умови (2.59) i тiльки за неї загальний розв’язок рiвняння (2.58)

c = Q+
{
α− `K

[
f(s), ν1(s)

]
(·)
}

+ PQrcr, cr ∈ Rr

визначає загальний розв’язок диференцiально-алгебраїчної крайової за-
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дачi (2.4)

z(t, cr) = Xr(t)cr +X1(t)Q
+
{
α− `K

[
f(s), ν1(s)

]
(·)
}

+

+K
[
f(s), ν1(s)

]
(t), cr ∈ Rr.

Тут PQ — матриця-ортопроектор: Rρp → N(Q); матриця PQr ∈ Rρ1×r

утворена з r лiнiйно-незалежних стовпцiв ортопроектора PQ. Таким чи-
ном, доведена наступна теорема.

Теорема 2.2.1. Припустимо, що диференцiально-алгебраїчне рiвнян-
ня (2.4) задовольняє вимоги леми 2.2.1. За умови (2.6) i тiльки за неї
для фiксованої неперервної вектор-функцiї ν1(t) ∈ Cρ1[a, b] загальний
розв’язок диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (2.4)

z(t, cr) = Xr(t)cr +G
[
f(s); ν1(s);α

]
(t), cr ∈ Rr

визначає узагальнений оператор Грiна диференцiально-алгебраїчної край-
ової задачi (2.4)

G
[
f(s); ν1(s);α

]
(t) := X1(t)Q

+
{
α− `K

[
f(s), ν1(s)

]
(·)
}

+

+K
[
f(s), ν1(s)

]
(t).

Приклад 2.2.3. Вимоги теореми 2.2.1 задовольняє двоточкова дифе-
ренцiально-алгебраїчна крайова задача

A(t) z′(t) = B(t)z(t) + f(t), `z(·) = α, (2.60)

де матрицi A(t) i B(t), а також вектор-функцiя f(t) наведена в при-
кладi 2.2.1, крiм того

`z(·) := ez(1)− z(0), α :=

 1− e (cos 1− 1)
2
e

 .

У прикладi 2.2.1 було показано, що диференцiально-алгебраїчна си-
стема (2.56), а отже, i система (2.60) представляють вироджений випадок
першого порядку. Скористаємось знайденими в прикладi 2.2.1 матрицею
X1(t), а також узагальненим оператором Грiна задачi Кошi z(0) = 0 для
диференцiально-алгебраїчної системи (2.56). Загальний розв’язок одно-
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рiдної задачi (2.60) визначає матриця

Q =

 e− 1 0 e
0 0 e− 1

e− 1 0 −1

 ,

при цьому виконана умова (2.6) розв’язностi задачi (2.60). Таким чином,
знаходимо загальний розв’язок неоднорiдної задачi (2.60)

z(t, cr) = Xr(t)cr +G
[
f(s); ν1(s);α

]
(t), cr ∈ R1;

тут
Xr(t) = e−t

(
0 0 1

)∗
, G
[
f(s); ν1(s);α

]
(t) =

=
1

(e− 1)2

 e− e2 + 2 e t− 2 (1 + t) + (e− 1)2 cos t
2 (e− 1)

e+ e2 − e1−t − e2−t + 2 t− 2 et


— узагальнений оператор Грiна диференцiально-алгебраїчної крайової
задачi (2.60).

Наслiдок 2.2.1. Припустимо, що диференцiально-алгебраїчне рiвнян-
ня (2.4) задовольняє вимоги леми 2.2.1. За умови PQ∗ = 0, крайова за-
дача (2.4) розв’язна для довiльних неоднорiдностей f(t) i α. Загальний
розв’язок диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (2.4)

z(t, cr) = Xr(t)cr +G
[
f(s); ν1(s);α

]
(t), cr ∈ Rr

визначає узагальнений оператор Грiна G[f(s); ν1(s);α](t) крайової зада-
чi (2.4).

Приклад 2.2.4. Вимоги наслiдку 2.2.1 задовольняє антиперiодична
диференцiально-алгебраїчна крайова задача

A(t) z′(t) = B(t)z(t) + f(t), `z(·) := z(1) + z(0) = α, (2.61)

де матрицi A(t) i B(t), а також вектор-функцiя f(t) наведенi в при-
кладi 2.2.1, крiм того

α :=
(

1 2 1
)∗
.

У прикладi 2.2.1 було показано, що диференцiально-алгебраїчна си-
стема (2.56), а отже, i система (2.60) представляють вироджений випадок
першого порядку (p := 1). Загальний розв’язок однорiдної задачi (2.61)
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визначає невироджена матриця

Q =
1

e

 2 e 0 e
0 0 2 e

1− e 1 + e −1

 .

Оскiльки PQ∗ = PQ = 0, остiльки виконана умова однозначної розв’язно-
стi задачi (2.61). Таким чином, знаходимо єдиний розв’язок неоднорiдної
задачi (2.61)

z(t) = G
[
f(s); ν1(s);α

]
(t);

тут

G
[
f(s); ν1(s);α

]
(t) =

1

2 (e+ 1)
×

×

 −(1 + e)(1− 2 t+ cos 1− 2 cos t)
2 (1 + e)

e−t
(
−2e (1 + cos 1) + (et + e1+t)(3− 2t+ cos 1)

)


— узагальнений оператор Грiна диференцiально-алгебраїчної крайової
задачi (2.61).

У загальному випадку, а саме для довiльної неперервної вектор-функцiї

ν1(t) ∈ Cρ1[a, b]

розв’язнiсть диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (2.4) iстотно
залежить вiд вибору цiєї функцiї. Покладемо

ν1(t) := Ψ(t)γ, γ ∈ Rw; Ψ(t) ∈ Cρ1×w[a, b]

— довiльна неперервна матриця повного рангу. Узагальнений оператор
Грiна задачi Кошi для диференцiально-алгебраїчної системи (2.4) пред-
ставимо у виглядi

K
[
f(s), ν1(s)

]
(t) = K

[
A+(s)f(s)

]
(t) +K

[
PAρ1(s)ν1(s)

]
(t).

Позначимо матрицю

D :=
[
Q ; `K

[
PAρ1(s)Ψ(s)

]
(·)
]
∈ Rk×(ρ1+w).
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Пiдставлючи загальний розв’язок

z(t, cρ1) = Xp(t)cρ1 +K
[
A+(s)f(s)

]
(t) +K

[
PAρ1(s)Ψ(s)γ

]
(t), cρ1 ∈ Rρ1

задачi Кошi для диференцiально-алгебраїчного рiвняння (2.4) у крайову
умову (2.4), приходимо до лiнiйного алгебраїчного рiвняння

D č = α− `K
[
A+(s)f(s)

]
(·), č := col (cρ1, γ) ∈ Rρ1+w. (2.62)

Рiвняння (2.62) розв’язне тодi i тiльки тодi, коли

PD∗
{
α− `K

[
A+(s)f(s)

]
(·)
}

= 0. (2.63)

Тут PD∗ — ортопроектор: Rk → N(D∗), крiм того Q := `Xp(·) ∈ Rk×ρp.

За умови (2.9) i тiльки за неї загальний розв’язок рiвняння (2.62)

č = D+
{
α− `K

[
A+(s)f(s)

]
(·)
}

+ PD δ, δ ∈ Rρp+w

визначає загальний розв’язок диференцiально-алгебраїчної крайової за-
дачi (2.4)

z(t, δ) = K
[
A+(s)f(s)

]
(t) +

{
Xp(t);K

[
PAρpΨ(s)

]
(t)
}
×

×D+
{
α−`K

[
A+(s)f(s)

]
(·)
}

+
{
Xp(t);K

[
PAρp(s)Ψ(s)

]
(t)
}
PD δ, δ ∈ Rρp+w.

Тут PD — матриця-ортопроектор: Rρp+w → N(D). Таким чином, доведена
наступна теорема.

Теорема 2.2.2. Припустимо, що диференцiально-алгебраїчне рiвняння
(2.4) задовольняє вимоги леми 2.2.1. За умови (2.63) загальний розв’я-
зок диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (2.4)

z(t, cr) = Xr(t)cr +G
[
f(s);ψ(s);α

]
(t), cr ∈ Rr

визначає узагальнений оператор Грiна диференцiально-алгебраїчної край-
ової задачi (2.4)

G
[
f(s);ψ(s);α

]
(t) := K

[
A+(s)f(s)

]
(t)+

+
{
Xp(t);K

[
PAρ1Ψ(s)

]
(t)
}
D+
{
α− `K

[
A+(s)f(s)

]
(·)
}
.
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Матриця Xr(t) утворена iз r лiнiйно-незалежних стовпцiв матрицi{
X1(t);K

[
PAρ1(s)Ψ(s)

]
(t)
}
PD.

Означення 2.2.1. За умови PD∗ 6= 0 будемо казати, що диферен-
цiально-алгебраїчна крайова задача (2.4) представляє критичний ви-
падок, i навiпаки: за умови PQ∗ 6= 0, PD∗ = 0 будемо казати, що
диференцiально-алгебраїчна крайова задача (2.4) приведена до некри-
тичного випадку.

Останнє визначення є узагальненням критичного випадку (PQ∗ = 0)
для нетерової крайової задачi для диференцiальної системи, що отрима-
на iз системи (2.4) при A(t) ≡ In, на випадок залежностi узагальненого
оператора Грiна задачi Кошi для диференцiально-алгебраїчної системи
(2.4) вiд довiльної неперервної вектор-функцiї ν1(t) ∈ Cρ1[a, b].

Приклад 2.2.5. Вимоги теореми 2.2.2 задовольняє двоточкова дифе-
ренцiально-алгебраїчна крайова задача

A(t) z′(t) = B(t)z(t) + f(t), f(t) :=
(

0 et
)∗
, `z(·) = α, (2.64)

де матрицi A(t) i B(t), наведенi в прикладi 2.2.5, крiм того

`z(·) := z(0)− z(2π), α :=
1

5

 6− e2π

1− e2π

−4− e2π

 .

У прикладi 2.2.5 було показано, що диференцiально-алгебраїчна си-
стема (2.64) невироджена. Використаємо знайденi в прикладi 2.2.5 мат-
рицю X0(t), а також узагальнений оператор Грiна задачi Кошi z(0) = 0
для диференцiально-алгебраїчної системи (2.64). Загальний розв’язок од-
норiдної задачi (2.64) визначає вироджена матриця Q = 0. Покладемо
Ψ(t) :=

(
1 sin t

)
, при цьому

D = −2π

 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0

 , PD∗ =
1

2

 1 0 1
0 2 0
1 0 1

 .

Оскiльки PD∗ 6= 0, остiльки задача (2.64) представляє критичний ви-
падок, при цьому виконана умова (2.63) її розв’язностi. Таким чином,
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знаходимо загальний розв’язок неоднорiдної задачi (2.64):

z(t, cr) = Xr(t)cr +G
[
f(s);ψ(s);α

]
(t), cr ∈ R3;

тут Xr(t) = X0(t), а також

G
[
f(s);ψ(s);α

]
(t) =

=
1

10π

 −5 t− 2π cos t+ 2etπ cos t− π sin t− etπ sin t
2π (− cos t+ et cos t+ 2 sin t+ 2 et sin t)

5 t− 2π cos t+ 2 etπ cos t− π sin t− etπ sin t


— узагальнений оператор Грiна диференцiально-алгебраїчної крайової
задачi (2.64).

Результати теорем 2.2.1 та 2.2.2 можуть бути перенесенi на гiбриднi
рiзницево-диференцiальнi крайовi задачi [139].

Наслiдок 2.2.2. Припустимо, що диференцiально-алгебраїчне рiвнян-
ня (2.4) задовольняє вимоги леми 2.2.1. За умови PD∗ = 0, диференцi-
ально-алгебраїчна крайова задача (2.4) розв’язна для довiльних неодно-
рiдностей f(t) i α, а також почтакової функцiї ϕ(t). Загальний роз-
в’язок диференцiально алгебраїчної крайової задачi (2.4)

z(t, cr) = Xr(t)cr +G
[
f(s);ψ(s);α

]
(t), cr ∈ Rr

визначає узагальнений оператор Грiна

G
[
f(s);ψ(s);α

]
(t) := K

[
A+(s)f(s)

]
(t)+

+
{
Xp(t);K

[
PAρ0Ψ(s)

]
(t)
}
D+
{
α− `K

[
A+(s)f(s)

]
(·)
}

диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (2.4).

Приклад 2.2.6. Вимоги наслiдку 2.2.2 задовольняє двоточкова дифе-
ренцiально-алгебраїчна крайова задача

A(t) z′(t) = B(t)z(t) + f(t), `z(·) = α, (2.65)

де матрицi A(t) i B(t), а також вектор-функцiя f(t) наведенi в при-
кладi 2.2.5, крiм того

`z(·) :=
(

1 0 0
)

(z(0)− z(2π)), α := 0.
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У прикладi 2.2.5 було показано, що диференцiально-алгебраїчна си-
стема (2.65) невироджена. Використаємо знайденi у прикладi 2.2.5 мат-
рицю X0(t), а також узагальнений оператор Грiна задачi Кошi z(0) = 0
для диференцiально-алгебраїчної системи. Для однорiдної задачi (2.65)
матриця Q = 0, отже, згiдно традицiйної класифiкацiї нетерових край-
ових задач для диференцiальних систем для задачi (2.65) має мiсце
критичний випадок. Покладемо Ψ(t) :=

(
1 sin t

)
, при цьому D =

−2π
(

0 0 0 1 0
)
, PD∗ = 0. Оскiльки PD∗ = 0, остiльки задача (2.65)

представляє некритичний випадок, отже, диференцiально-алгебраїчна
крайова задача (2.65) розв’язна для довiльних неоднорiдностей f(t) i α.
Таким чином, знаходимо загальний розв’язок неоднорiдної задачi (2.65):

z(t, cr) = Xr(t)cr +G
[
f(s);ψ(s);α

]
(t), cr ∈ R3;

тут Xr(t) = X0(t), а також

G
[
f(s);ψ(s);α

]
(t) =

=
1

10π

 t− e2πt− 2π cos t+ 2etπ cos t− π sin t− etπ sin t
2π (− cos t+ et cos t+ 2 sin t+ 2 et sin t)

e2πt− t− 2π cos t+ 2 etπ cos t− π sin t− etπ sin t


— узагальнений оператор Грiна диференцiально-алгебраїчної крайової
задачi (2.65).

2.2.2. Некритичний випадок. Припустимо, що породжуюча кра-
йова задача (2.3) вироджена i некритична (PQ∗ = 0), тобто, задовольняє
вимоги леми 2.2.1, при цьому породжуюча задача (2.3) розв’язна для
довiльних неоднорiдностей f(t) i α. Загальний розв’язок породжуючої
диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (2.3) для фiксованої непе-
рервної вектор-функцiї ν1(t) ∈ C[a, b] має вигляд

z(t, cρ1) = X1(t)cρ1 +K
[
f(s), ν1(s)

]
(t),

Розв’язки крайової задачi (2.1), (2.2) шукаємо в малому околi розв’язку
породжуючої задачi: z(t, ε) = z0(t, cr)+x(t, ε). Для знаходження вектора

x(t, ε) : x(·, ε) ∈ C1[a, b], x(t, ·) ∈ C1[0, ε0], x(t, 0) ≡ 0
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аналогiчно [176], приходимо до задачi

A(t)x′(t, ε) = B(t)x(t, ε) + εZ(z0(t, cr) + x(t, ε), t, ε), (2.66)

`x(·, ε) = 0. (2.67)

Невироджена замiна змiнної y(t) = S0(t)x(t) приводить систему (2.66)
до вигляду

Jσ0y
′(t) = C0(t)y(t) + εR−1

0 (t)Z(z0(t, cr) + x(t, ε), t, ε). (2.68)

Замiна змiнної

y(t) = col (u(t), v(t)) ∈ C1
n[a, b], u(t) ∈ C1

σ0
[a, b], v(t) ∈ C1

n−σ0[a, b]

приводить систему (2.68) до вигляду

u′(t) = C
(0)
11 (t)u(t) + C

(0)
12 (t)v(t) + εZ1(z(t, ε), t, ε), (2.69)

C
(0)
21 (t)u(t) + C

(0)
22 (t)v(t) + εZ2(z0(t, cr) + x(t, ε), t, ε) = 0; (2.70)

тут
R−1

0 (t)Z(z0(t, cr) + x(t, ε), t, ε) :=

= col (Z1(z0(t, cr) + x(t, ε), t, ε), Z2(z0(t, cr) + x(t, ε), t, ε)) .

Рiвняння (2.70) розв’язне тодi i тiльки тодi, коли

PD∗0(t)Z2(z0(t, cr) + x(t, ε), t, ε) ≡ 0; (2.71)

при цьому загальний розв’язок рiвняння (2.70) має вигляд

y(t) = PDρ0
µ(t)−D+

0 (t)Z2(z0(t, cr) + x(t, ε), t, ε).

Позначивши блоки матрицi PDρ0
(t) := col (P

(0)
1 (t), P

(0)
2 (t)) i добутку

D+
0 (t)Z2(z0(t, cr) + x(t, ε), t, ε) = − col (M(y(t, ε), t, ε), N(y(t, ε), t, ε)) ,

приходимо до задачi про побудову розв’язкiв µ(t) ∈ C1
ρ0

[a, b] нелiнiйної
диференцiально-алгебраїчної системи

A1(t)µ
′(t) = B1(t)µ(t) + ε Y (y(t, ε), y′(t, ε), t, ε); (2.72)
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тут A1(t) := P
(0)
1 (t), B1(t) := C

(0)
11 (t)P

(0)
1 (t) + C

(0)
12 (t)P

(0)
2 (t) −

(
P

(0)
1 (t)

)′
;

крiм того

Y (y(t, ε), y′(t, ε), t, ε) := C
(0)
11 (t)M(y(t, ε), t, ε)+

+C
(0)
12 (t)N(y(t, ε), t, ε) + Z1(z0(t, cr) + x(t, ε), t, ε)−M ′

y(y(t, ε), t, ε)µ′(t).

За умови PA∗1(t) ≡ 0 система (2.72), принаймнi однозначно, розв’язна
вiдносно похiдної:

dµ

dt
= A+

1 (t)B1(t)µ+ εA+
1 (t)Y (y(t, ε), y′(t, ε), t, ε). (2.73)

За умови (1.8) i (2.71) система (2.66) має розв’язок вигляду

x(t, cρ1(ε)) = X1(t)cρ1(ε) + εK
[
Z(z(s, ε), s, ε), ν1(s)

]
(t),

де
X1(t) := S−1

0 (t)PDρ0
U1(t), K

[
Z(z(s, ε), s, ε), ν1(s)

]
(t) :=

= S−1
0 (t)PDρ0

U1(t)

∫ t

a

U−1
1 (s)A+

1 (s)Y (y(s, ε), y′(s, ε), s, ε) ds−

−S−1
0 (t)D+

0 (t)Z2(z0(t, cr) + x(t, ε), t, ε), cρ1(ε) ∈ Rρ1.

Таким чином, за умови (1.8) i (2.71) розв’язок нелiнiйної диференцiально-
алгебраїчної системи (2.1) має вигляд z(t, cρ1) = z0(t, cρ1)+x(t, cρ1(ε)), де

z0(t, cρ1) = X1(t)cρ1 +K
[
f(s), ν1(s)

]
(t).

У некритичному випадку задача (2.1), (2.2) розв’язна для довiльних
нелiнiйностей. Загальний розв’язок диференцiально-алгебраїчної крайо-
вої задачi (2.66), (2.67) для фiксованої неперервної вектор-функцiї ν1(t) ∈
C[a, b] має вигляд x(t, ε) = Xr(t)cr(ε) + x(1)(t, ε), де

x(1)(t, ε) := G
[
Z(z0 + x, s, ε); ν1(s)

]
(t).

Розв’язки крайової задачi (2.1), (2.2) при цьому визначає операторна си-
стема [21, 176]

z(t, ε) = z0(t, cr) + x(t, ε), x(t, ε) = Xr(t)cr(ε) + x(1)(t, ε),

x(1)(t, ε) = G
[
Z(z0 + x, s, ε); ν1(s)

]
(t); G

[
Z(z0 + x, s, ε); ν1(s)

]
(t) :=
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= K
[
Z(z(s, ε), s, ε), ν1(s)

]
(t)−X(t)Q+`K

[
Z(z(s, ε), s, ε), ν1(s)

]
(·).

Для побудови розв’язкiв цiєї операторної системи може бути використа-
ний [21, 176] метод простих iтерацiй:

zk+1(t, ε) = z0(t, cr)+xk+1(t, ε), xk+1(t, ε) = Xr(t)cr(ε)+x
(1)
k+1(t, ε), (2.74)

x
(1)
k+1(t, ε) = G

[
Z(z0 + xk, s, ε); ν1(s)

]
(t), k = 0, 1, 2, ... .

Таким чином, доведена наступна теорема.

Теорема 2.2.3. Припустимо, що диференцiально-алгебраїчне рiвняння
(2.3) задовольняє вимоги леми 2.2.1. У некритичному випадку (PQ∗ =
0) породжуюча задача (2.3) розв’язна для довiльних неоднорiдностей
диференцiально-алгебраїчної системи i крайової умови (2.3) i для фiксо-
ваної неперервної вектор-функцiї ν1(t) ∈ C[a, b] має r лiнiйно-незалежних
розв’язкiв

z0(t, cr) = Xr(t)cr +G
[
f(s); ν1(s);α

]
(t), cr ∈ Rr.

За умови (1.8), (2.71) i

A+
1 (·)Y (y, y′, ·, ε) ∈ C[a; b], A+

1 (t)Y (·, y′, t, ε) ∈ C[||y − y0|| < q], (2.75)

A+
1 (t)Y (y, ·, t, ε) ∈ C[||y′ − y′0|| < q′ ]

для побудови розв’язкiв нелiнiйної диференцiально-алгебраїчної крайової
задачi (2.1), (2.2) може бути використана збiжна при ε ∈ [0, ε∗] iте-
рацiйна схема (2.74).

Для визначення величини ε∗ може бути використаний метод мажори-
руючих рiвнянь Ляпунова [21, 176, 193, 219, 223]; крiм того, конструк-
тивна оцiнка величини ε∗ може бути знайдена аналогiчно [270].

На вiдмiну вiд статей [22, 234] результат теореми 2.2.3 отриманий без
використання означення центральної канонiчної форми лiнiйної дифе-
ренцiально-алгебраїчної системи [31, 241].

Приклад 2.2.7. Вимоги теореми 2.2.3 задовольняє нелiнiйна диферен-
цiально-алгебраїчна антиперiодична задача для рiвняння типу Рiкаттi

A(t) z′(t) = B(t)z(t) + f(t) + εZ(z, t, ε), `z(·, ε) = 0, (2.76)

де матрицi A(t), B(t) i функцiя f(t) визначенi в прикладi 2.2.1, крiм
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того

z(t, ε) :=

 za(t, ε)
zb(t, ε)
zc(t, ε)

 , Z(z, t, ε) :=


z2
a(t, ε)

0
z2
a(t, ε)

0

 ,

`z(·, ε) := z(0, ε) + z(π, ε).

У прикладi 2.2.1 знайдено розв’язок породжуючої системи

z0(t, c3) = X1(t)c3 +K
[
f(s)

]
(t), c3 ∈ R3,

який не залежить вiд довiльної функцiї ν1(t). Загальний розв’язок по-
роджуючої задачi визначає невироджена матриця

Q =

 2 0 π

0 0 2
−1 + e−π 1 + e−π 1− e−π − π

 ,

отже, для диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (2.76) має мiсце
некритичний випадок. Таким чином, знаходимо єдиний розв’язок пород-
жуючої задачi

z0(t) = G
[
f(s);α

]
(t) =

 cos t
0
0


— узагальнений оператор Грiна породжуючої задачi для диференцiаль-
но-алгебраїчної крайової задачi (2.76). Оскiльки D0 = 0, остiльки
D+

0 = 0, отже, умова (2.71) виконана. Умову (1.8) для диференцiально-
алгебраїчної системи (2.76) перевiрено в прикладi 2.2.1. Для побудови
розв’язкiв нелiнiйної диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (2.76)
може бути використана iтерацiйна схема (2.74), при цьому, поклавши
c(ε) := 0, маємо:

x1(t, ε) =

 x1a(t, ε)
0

x1c(t, ε)

 ,

де
x1a(t, ε) = − ε

12

(
9 sin t+ sin 3t

)
,

x1c(t, ε) =
ε

60

(
15 cos t− 3 cos 3t− 15 sin t+ sin 3t

)
.

Для оцiнки точностi знайдених наближень до розв’язку нелiнiйної дифе-



122

ренцiально-алгебраїчної крайової задачi (2.76) визначимо нев’язки ∆k(ε)
нульового i першого наближення до розв’язку крайової задачi (2.76). По-
клавши ε := 0, 1 , k = 0, 1, отримуємо

∆0(0, 1) ≈ 0, 1, ∆1(0, 1) ≈ 0, 00 879 984.

Аналогiчно, маємо

∆0(0, 01) ≈ 0, 01, ∆1(0, 01) ≈ 0, 0000 852 294.

Вiдмiтимо також, що нульове i перше наближення до розв’язку крайової
задачi (2.76) в точностi задовольняє крайову умову.

Звауважимо, що наближення до розв’язку крайової задачi (2.76) мо-
жуть бути знайденi за допомогою методу малого параметру Пункаре.
Покладемо

z(t, ε) := col ( u(t, ε) v(t, ε) w(t, ε) )∗,

де
u(t, ε) := u0(t) + ε ξ1(t) + ε2 ξ2(t) + ε3 ξ3(t) + ... ,

v(t, ε) := v0(t) + ε ζ1(t) + ε2 ζ2(t) + ε3 ζ3(t) + ... ,

w(t, ε) := w0(t) + ε η1(t) + ε2 η2(t) + ε3 η3(t) + ... .

Нульове наближення

z0(t, ε) := col ( u0(t, ε) v0(t, ε) w0(t, ε) )∗

до розв’язку крайової задачi (2.76) визначає невироджена породжуюча
диференцiально-алгебраїчної крайова задача

A(t) z′0(t) = B(t)z0(t) + f(t), `z0(·) = 0.

Таким чином, знаходимо єдиний розв’язок породжуючої задачi

z0(t) =

 cos t
0
0

 .

Перше наближення

z1(t, ε) := col ( u0(t, ε) + ε ξ1(t) v0(t, ε) + ε ζ1(t) w0(t, ε) + ε η1(t) )∗

до розв’язку крайової задачi (2.76) визначає невироджена диференцiально-
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алгебраїчна крайова задача

A(t)x′1(t) = B(t)x1(t) + Z(z0(t)), `x1(·) = 0;

тут

z1(t, ε) = z0(t) + ε x1(t), Z(z0(t)) :=


u2

0(t)
0

u2
0(t)
0

 .

Таким чином, знаходимо

x1(t) =

 ξ1(t)
0

η1(t)

 , ξ1(t) = − 1

12

(
9 sin t+ sin 3t

)
,

η1(t) =
1

60

(
15 cos t− 3 cos 3t− 15 sin t+ sin 3t

)
.

Наприкiнцi, вiдмiтимо, що першi наближення до розв’язку крайової за-
дачi (2.76), знайденi за допомогою методу малого параметру Пункаре в
точностi спiвпадають з першими наближеннями до розв’язку крайової
задачi (2.76), знайденими з використанням iтерацiйної схеми (2.74).

Результат теореми 2.2.3 можна перенести на нелiнiйнi виродженi ди-
ференцiально-алгебраїчнi крайовi задачi у критичних випадках [21, 36,
176, 177, 179, 276].

2.2.3. Критичний випадок першого порядку. Припустимо, що
для диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (2.1), (2.2) має мiсце
критичний випадок (PQ∗ 6= 0), при чому породжуюча крайова задача
(2.3) є виродженою, тобто PA∗(t) 6= 0. У критичному випадку задача
(2.1), (2.2) розв’язна тодi i тiльки тодi, коли

PD∗
{
J(z(·, ε), ε)− `K

[
Z(z(s, ε), s, ε), ν1(s)

]
(·)
}

= 0. (2.77)

Необхiднi умови iснування розв’язку нелiнiйної диференцiально-алгебра-
їчної крайової задачi (2.1), (2.2) у критичному випадку визначає наступ-
на лема [295].

Лема 2.2.2. За умови (1.8) та (2.9) породжуюча диференцiально-алгеб-
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раїчна задача (2.3) має розв’язок вигляду

z0(t, cr) = Xr(t)cr +G
[
f(s);ψ(s);α

]
(t), cr ∈ Rr.

Припустимо, що нелiнiйна диференцiально-алгебраїчна крайова задача
(2.1), (2.2) має розв’язок, який при ε = 0 перетворюється на пород-
жуючий z(t, 0) = z0(t, c

∗
r). За додаткової умови (2.71) для iснування

розв’язкiв нелiнiйної диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (2.1),
(2.2) необхiдно виконується умова

F (c∗r) := PD∗
{
J(z0(·, c∗r), ε)− `K

[
Z(z0(s, c

∗
r), s, 0), ν1(s)

]
(·)
}

= 0. (2.78)

По аналогiї з монографiєю [21], рiвняння (2.78) будемо називати рiв-
нянням для породжуючих констант.

Контрприклад. Умови доведеної леми не виконуються у випадку
задачi про знаходження 2π-перiодичних розв’язкiв

z(t, ε) :=
(
za(t, ε) zb(t, ε) zc(t, ε)

)∗
диференцiально-алгебраїчної системи

A(t)z′(t, ε) = B(t)z(t, ε) + f(t) + εZ(z, t, ε); (2.79)

тут

A(t) :=


cos t 0 sin t
− sin t 0 cos t
cos t cos t sin t
− sin t − sin t cos t

 , B(t) :=


− sin t cos t − sin t
− cos t − sin t − cos t
− sin t cos t − sin t
− cos t − sin t − cos t

 ,

крiм того

f(t) :=
1

2


cos 2t+ 1
− sin 2t
sin 2t

cos 2t− 1

 , Z(z, t, ε) :=


z2
a(t, ε) cos t
−z2

a(t, ε) sin t
z2
c (t, ε) cos t
−z2

c (t, ε) sin t

 .

Оскiльки PA∗(t) 6= 0, остiльки для лiнiйної диференцiально-алгебраїчної
системи (2.79) має мiсце виродження, при цьому матриця A(t) може бути
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представлена у виглядi

A(t) = R0(t) · Jσ0 · S0(t), Jσ0 :=

(
I3 O
O O

)
, σ0 = 3;

тут

PA∗(t) =
1

4


1− cos 2t sin 2t cos 2t− 1 − sin 2t

sin 2t 1 + cos 2t − sin 2t −1− cos 2t
cos 2t− 1 − sin 2t 1− cos 2t sin 2t
− sin 2t −1− cos 2t sin 2t 1 + cos 2t

 ,

R0(t) =


cos t sin t 0 0
− sin t cos t 0 0
cos t sin t cos t sin t
− sin t cos t − sin t cos t

 , S0(t) =

 1 0 0
0 0 1
0 1 0


— невиродженi матрицi. У даному випадку матриця A1(t) = I3 неви-
родждена, при цьому PA1

(t) = 0, PAρ1(t) = 0, тому шуканий розв’язок
породжуючої системи

z0(t, c3) = X1(t)c3 +K
[
f(s)

]
(t), c3 ∈ R3

не залежить вiд довiльної неперервної функцiї ν1(t); тут

X1(t) =

 1 0 t

0 0 1
e−t − 1 e−t 1− e−t − t

 ,

а також

K
[
f(s)

]
(t) =

1

2

 2 (t+ cos t− 1)
−2 (cos t+ sin t− 1)

4− 3 e−t − 2 t− cos t− sin t

 .

Загальний розв’язок однорiдної частини для породжуючої 2π-перiодичної
задачi для системи (2.79) визначають матрицi

Q =

 0 0 −2π
0 0 0

1− e−2π 1− e−2π −1 + e−2π + 2π

 , PQ∗ =

 0 0 0
0 1 0
0 0 0

 .

Таким чином, диференцiально-алгебраїчна 2π-перiодична задача для си-
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стеми (2.79) представляє критичний випадок, при цьому виконано умову
розв’язностi (2.9). Загальний розв’язок породжуючої задачi

z(t, cr) = Xr(t)cr +G
[
f(s);ψ(s);α

]
(t), Xr(t) =

 1 −1
0 0
−1 1

 , cr ∈ R2

визначає узагальнений оператор Грiна [295]

G
[
f(s);ψ(s);α

]
(t) =

1

4

 4 cos t− 3
−4 (cos t+ sin t)

3− 2 (cos t+ sin t)

 ,

при цьому необхiдну умову розв’язностi нелiнiйної 2π-перiодичної диферен-
цiально-алгебраїчної задачi для системи (2.79) не виконано: F (c∗r) = 8π 6=
0, тому 2π-перiодична задача для системи (2.79) не має розв’язкiв, якi
при ε = 0 перетворюються на породжуючий z(t, 0) = z0(t, c

∗
r).

2.2.4. Достатня умова iснування розв’язку. Припустимо далi
необхiдну умову розв’язностi нелiнiйної диференцiально-алгебраїчної кра-
йової задачi (2.1), (2.2) виконаною. Фiксуючи один iз розв’язкiв c∗r ∈ Rr

рiвняння (2.78), розв’язок z(t, ε) диференцiально-алгебраїчної крайової
задачi (2.1), (2.2) шукаємо в околi породжуючого розв’язку z0(t, c

∗
r).

Використовуючи неперервну диференцiйовнiсть по першому аргументу
функцiї Z(z0(t, c

∗
r) + x(t, ε), t, ε) в околi породжуючого розв’язку, розви-

немо цю функцiю в околi точок x = 0 i ε = 0 :

Z(z0(t, c
∗
r) + x(t, ε), t, ε) =

= Z(z0(t, c
∗
r), t, 0) + A1(t)x(t, ε) +R(z0(t, c

∗
r) + x(t, ε), t, ε),

де A1(t) = Z ′z(z0(t, c
∗
r), t, 0). Залишок R(z0(t, c

∗
r) + x(t, ε), t, ε) розвинення

функцiї Z(z0(t, c
∗
r) + x(t, ε), t, ε) за умови Z ′ε(z0(t, c

∗
r), t, 0) ≡ 0 бiльш ви-

сокого порядку малостi по x i ε в околi точок x = 0 i ε = 0, нiж першi
два члени розвинення, тому

R(z, t, ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = z0(t, c
∗
r),

ε = 0

≡ 0,
∂R(z, t, ε)

∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = z0(t, c
∗
r),

ε = 0

≡ 0.
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Аналогiчно, в малому околi породжуючого розв’язку z0(t, c
∗
r) має мiсце

розвинення

J(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε) = J(z0(·, c∗r), 0) + `1x(·, ε) + J1(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε),

де `1x(·, ε) := J ′1z(z0(·, c∗r), 0). Залишок J1(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε) розвинення
функцiоналу J(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε) за умови J ′1ε(z0(·, c∗r), 0) ≡ 0 бiльш
високого порядку малостi по x i ε в околi точок x = 0 i ε = 0, нiж першi
два члени розвинення, тому

J(z(·, ε), ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = z0(t, c
∗
r),

ε = 0

≡ 0,
∂J(z(·, ε), ε)

∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣ z = z0(t, c
∗
r),

ε = 0

≡ 0.

Розв’язки крайової задачi (2.1), (2.2) при цьому визначає операторна си-
стема [21]

z(t, ε) = z0(t, c
∗
r) + x(t, ε), x(t, ε) = Xr(t)cr(ε) + x(1)(t, ε), (2.80)

x(1)(t, ε) = εG
[
Z(z0(s, c

∗
r) + x(s, ε), s, ε); Ψ(s); J(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε)

]
(t).

Позначимо сталу (d× r) – вимiрну матрицю

B0(ψ) = PQ∗d

{
`1Xr(·)− `K

[
A1(s)Xr(s),Ψ(s)

]
(·)
}

та PB∗0(ψ) — ортопроектор: Rd → N(B∗0(ψ)). За умови PB∗0PQ∗d = 0 для
побудови принаймi одного iз розв’язкiв операторної системи може бути
використаний [21] метод простих iтерацiй

xk+1(t, ε) = Xr(t)crk+1
(ε) + x

(1)
k+1(t, ε), k = 0, 1, 2, ... ,

crk+1
(ε) = B+

0 (ψ)PQ∗d

{
`1x

(1)
k+1(·, ε) + J1(z0(·, c∗r) + xk+1(·, ε), ε)−

−`K
[
A1(s)x

(1)
k+1(s, ε) +R(z0(s, c

∗
r) + xrk+1

(s, ε), s, ε),Ψ(s)
]
(·)
}
, (2.81)

x
(1)
k+1(t, ε) = εG

[
Z(z0(s, c

∗
r)+xk(s, ε), s, ε); Ψ(s); J(z0(·, c∗r)+xk(·, ε), ε)

]
(t).

Достатню умову iснування розв’язку нелiнiйної диференцiально-алгебра-
їчної крайової задачi (2.1), (2.2) в критичному випадку визначає наступ-
на теорема [295].
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Теорема 2.2.4. За умови (1.8) та (2.9) для кожного iз розв’язкiв c∗r ∈
Rr рiвняння (2.78) породжуюча диференцiально-алгебраїчна задача (2.3)
має розв’язок вигляду

z0(t, c
∗
r) = Xr(t)c

∗
r +G

[
f(s);ψ(s);α

]
(t), c∗r ∈ Rr.

За умови (2.71) та PB∗0PQ∗d = 0 для побудови принаймi одного iз розв’яз-
кiв нелiнiйної диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (2.1), (2.2)
може бути використано iтерацiйну схему (2.81).

Зазначимо, що на вiдмiну вiд статей [180, 234], доведена теорема
визначає умови розв’язностi для нелiнiйної крайової задачi (2.1), (2.2)
без використання центральної канонiчної форми. Крiм того, на вiдмiну
вiд статей [180, 234], умови розв’язностi крайової задачi (2.1), (2.2) визна-
чає матриця B0(ψ), яка залежить вiд матрицi Ψ(t). Довжина вiдрiзку
[0, ε∗], на якому може бути використана iтерацiйна схема (2.81), може
бути оцiнена, як за допомогою мажоруючих рiвнянь Ляпунова [21], так i
безпосередньо з умови стискання оператора, яка визначається системою
(2.80) аналогiчно [284].

Приклад 2.2.8. Умови доведеної теореми виконуються у випадку за-
дачi про знаходження 2π-перiодичних розв’язкiв диференцiально-алгеб-
раїчної системи

A(t)z′(t, ε) = B(t)z(t, ε) + f(t) + εZ(z, t, ε); (2.82)

тут A(t), B(t) — матрицi, визначенi у контрприкладi, крiм того

f(t) :=
1

2


cos 2t+ 1
− sin 2t

cos 2t+ 1
− sin 2t

 , Z(z, t, ε) :=


z3
a(t, ε) cos t
−z3

a(t, ε) sin t
z2
a(t, ε) cos t
−z2

a(t, ε) sin t

 .

У даному випадку матриця шуканий породжуючий розв’язок

z(t, c3) = X1(t)c3 +K
[
f(s)

]
(t), c3 ∈ R3

не залежить вiд довiльної неперервної функцiї; тут

X1(t) =

 1 0 t
0 0 1

e−t − 1 e−t 1− e−t − t

 ,
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K
[
f(s)

]
(t) =

1

2

 2 sin t
0

cos t− sin t− e−t

 .

Таким чином, задача про знаходження 2π-перiодичних розв’язкiв дифе-
ренцiально-алгебраїчної системи (2.79) представляє критичний випадок,
при цьому виконано умову розв’язностi (2.9). Загальний розв’язок неод-
норiдної частини для породжуючої задачi (2.79)

z0(t, cr) = Xr(t)cr +G
[
f(s);ψ(s);α

]
(t), Xr(t) =

 1 −1
0 0
−1 1

 , cr ∈ R2;

визначає узагальнений оператор Грiна

G

[
f(s);ψ(s);α

]
(t) =

1

4

 1 + 4 sin t
0

2 cos t− 2 sin t− 1

 .

У випадку нелiнiйної диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (2.79)
рiвняння (2.78) має розв’язок

c∗r =

(
0 1

12

(
14 22/3

(4+3
√

78)
1/3 − 2

(
8 + 6

√
78
)1/3 − 1

) )∗
,

якому вiдповiдає розв’язок породжуючої задачi [295]

z0(t, c
∗
r) =

1

4


2− 7 22/3

(4+3
√

78)
1/3 +

(
8 + 6

√
78
)1/3

+ 6 sin t

0

−2 + 7 22/3

(4+3
√

78)
1/3 −

(
8 + 6

√
78
)1/3

+ 3 cos t− 3 sin t

 ,

а також матриця повного рангу B0 = (
49 21/3 +

(
2 22/3 + 3 21/6

√
39
) (

4 + 3
√

78
)1/3 − 7

(
4 + 3

√
78
)2/3
)
π

−
(

49 21/3 +
(
2 22/3 + 3 21/6

√
39
) (

4 + 3
√

78
)1/3 − 7

(
4 + 3

√
78
)2/3
)
π

∗ .
Оскiльки виконано умову PB∗0 = 0, остiльки принаймi один розв’язок
нелiнiйної диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (2.79) визначає
iтерацiйна схема (2.81).

Запропонована у статтi схема дослiдження нелiнiйної диференцiально-
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алгебраїчної крайової задачi (2.1), (2.2) аналогiчно [17, 21, 38] може бути
перенесена на нелiнiйнi матричнi диференцiально-алгебраїчнi крайовi за-
дачi, в тому числi, у частинних похiдних [83, 145].
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2.3. Положення рiвноваги диференцiально-алгебра-
їчних крайових задач

2.3.1. Положення рiвноваги нелiнiйних диференцiально-алге-
браїчних систем. Дослiдуємо задачу про побудову розв’язкiв нелiнiй-
ної диференцiально-алгебраїчної системи

A(t)z′(t) = B(t)z(t) + f(t) + Z(z, t). (2.83)

Тут A(t), B(t) ∈ Cm×n[a, b] — неперервнi матрицi, f(t) ∈ C[a, b] — непе-
рервний вектор; нелiнiйну функцiю Z(z, t) вважаємо двiчi неперервно-
диференцiйовною по z в деякiй областi Ω ⊆ Rn i неперервною по t ∈
[a, b]. Називатимемо положенням рiвноваги нелiнiйної диференцiально-
алгебраїчної системи (2.83) вектор-функцiю z(t) ∈ C1[a, b], що задоволь-
няє двом умовам [320]:

A(t)z′ = 0, B(t)z + f(t) + Z(z, t) = 0. (2.84)

У найпростiшому випадку, за умови

B(t) ≡ B, f(t) ≡ f − const, Z(z, t) ≡ Z(z),

положення рiвноваги z(t) ≡ z − const нелiнiйної диференцiально-алге-
браїчної системи (2.83) визначає рiвняння

ϕ(z) := B z + f + Z(z) = 0. (2.85)

Функцiя ϕ(z) : Rn → Rm, m 6= n двiчi неперервно-диференцiйовна по z
в областi Ω. Для побудови iтерацiйної схеми {zk}, збiжної до розв’язку
рiвняння (2.85) використаємо узагальнений метод Ньютона [47].

Лема 2.3.1. Припустимо, що для рiвняння (2.85) виконанi наступнi
умови

1. Нелiнiйна вектор-функцiя ϕ(z) : Rn → Rm, двiчi неперервно-
диференцiйовна в околi точки z0, має корiнь z∗ ∈ Rn.

2. У заданому околi нульового наближення z0 мають мiсце нерiвно-
стi ∣∣∣∣∣∣J+

k

∣∣∣∣∣∣ ≤ σ1(k),
∣∣∣∣∣∣d2ϕ(ξk ; z∗ − zk)

∣∣∣∣∣∣ ≤ σ2(k) · ||z∗ − zk||. (2.86)
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3. Iснує константа

θ := sup
k∈N

{σ1(k)σ2(k)

2

}
Тодi за умов

PJ∗k = 0, Jk := ϕ′(zk) ∈ Rm×n (2.87)

i
θ · |z∗ − z0| < 1 (2.88)

для знаходження розв’язку z∗ рiвняння (2.85) може бути використана
iтерацiйна схема

zk+1 = zk − J+
k ϕ(zk), (2.89)

при цьому швидкiсть збiжностi послiдовностi {zk} до розв’язку z∗ рiв-
няння (2.85) квадратична. Вектор-функцiя z∗ за умови

B(t) ≡ B, f(t) ≡ f − const, Z(z, t) ≡ Z(z)

є положенням рiвноваги нелiнiйної диференцiально-алгебраїчної систе-
ми (2.83). Тут PJ∗k : Rm → N(J∗k) — ортопроектор матрицi J∗k ∈ Rn×m.

Зауважимо, що умова (2.87) рiвнозначна до вимоги повноти матрицi
Jk i можлива лише у випадку m ≤ n.

Приклад 2.3.1. Вимоги леми 2.3.1 задовольняє диференцiально-алге-
браїчна система

A(t) z′(t) = B(t)z(t) + Z(z), (2.90)

де
A(t) :=

(
cos t sin t cos t
sin t cos t sin t

)
, B(t) :=

(
0 1 0
1 0 0

)
,

Z(z) :=

(
u+ sin v + cosw
v + sinw + cosu

)
, z(t) :=

 u(t)
v(t)
w(t)

 .

Вектор-функцiя

ϕ(z) :=

(
u+ v + sin v + cosw
u+ v + sinw + cosu

)
: R3 → R2

визначена в довiльнiй вiдкритiй областi D ⊂ R3 i двiчi неперервно-
диференцiйовна по z в околi Ω ⊆ D. Покладемо

z0 :=
(
−0, 3 −0, 3 −0, 3

)
,
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при цьому

rank [ϕ′(z0)] = 2, z1 ≈

 −0, 321 395
−0, 317 310
−0, 315 480

 , rank [ϕ′(z1)] = 2.

Далi∣∣∣∣∣∣ [ϕ′(z1)]
+
∣∣∣∣∣∣
∞

:= σ1(1) ≈ 1, 13 263,
∣∣∣∣∣∣d2ϕ(z1)

∣∣∣∣∣∣
∞

:= σ2(1) ≈ 0, 948 796,

при цьому виконана умова (2.88)

θ1 · ||z1 − z0||∞ ≈ 0, 0114 959� 1, θ1 :=
σ1(1)σ2(1)

2
≈ 0, 537 317.

Оскiльки умова (2.88) для першого кроку iтерацiйної схеми (2.89) вико-
нана, остiльки знаходимо

z2 ≈

 −0, 321 307
−0, 317 335
−0, 315 384

 , rank [ϕ′(z2)] = 2,

крiм того∣∣∣∣∣∣ [ϕ′(z2)]
+
∣∣∣∣∣∣
∞

:= σ1(2) ≈ 1, 13 276,
∣∣∣∣∣∣d2ϕ(z2)

∣∣∣∣∣∣
∞

:= σ2(2) ≈ 0, 948 824.

при цьому виконана умова (2.88)

θ2 · ||z2 − z0||∞ ≈ 0, 0114 501� 1, θ2 :=
σ1(2)σ2(2)

2
≈ 0, 537 395.

Для другого кроку iтерацiйної схеми (2.89) нев’язка отриманого набли-
ження

||ϕ(z2)||∞ ≈ 4, 82 846× 10−9

достатньо велика, тому знаходимо

z3 ≈

 −0, 321 307
−0, 317 335
−0, 315 384

 .

Далi
rank [ϕ′(z3)] = 2,

∣∣∣∣∣∣ [ϕ′(z3)]
+
∣∣∣∣∣∣
∞

:= σ1(3) ≈ 1, 13 276,
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∣∣∣∣∣∣
∞

:= σ2(3) ≈ 0, 948 824.

при цьому виконана умова (2.88)

θ3 · ||z3 − z0||∞ ≈ 0, 0114 501� 1, θ3 :=
σ1(3)σ2(3)

2
≈ 0, 537 395.

Для третього кроку iтерацiйної схеми (2.89) нев’язка отриманого набли-
ження ||ϕ(z3)||∞ ≈ 0, тому природно обмежитися цим наближенням.

Припустимо, далi що для рiвняння (2.85) не виконанi умови леми 2.3.1,
а саме: припустимо, що для рiвняння (2.85) не виконана умова (2.87):
PJ∗k 6= 0, або не виконана умова

B(t) ≡ B, f(t) ≡ f − const, Z(z, t) ≡ Z(z).

Позначимо Φ(t) ∈ C1[a, b] — (ρ× ρ) – вимiрну невироджену матрицю. У
випадку

PAρ(t)Φ(t) ∈ C1[a, b]

перша iз умов (2.106) задовольняє вектор

z(t) = PAρ(t)x(t), x(t) ∈ C1[a, b], x(t) = Φ(t)y(t), y(t) ∈ C1[a, b].

За умов

Bρ(t) := B(t)PAρ(t)Φ(t) ≡ Bρ, f(t) + Z(PAρ(t)Φ(t)y(t), t) ≡ Zρ(y)− const

положення рiвноваги z(t) ≡ z−const нелiнiйної диференцiально-алгебраїчної
системи (2.83) визначає рiвняння

ϕρ(y) := Bρ y + Zρ(y) = 0, ρ 6= m. (2.91)

Для побудови iтерацiйної схеми {yk}, збiжної до розв’язку рiвняння
(2.91), використаємо метод Ньютона [47].

Теорема 2.3.1. Припустимо, що для рiвняння (2.91) виконанi наступ-
нi умови

1. Нелiнiйна вектор-функцiя ϕρ(y) : Rρ → Rm, двiчi неперервно-
диференцйовна в околi точки y0 має корiнь y∗ ∈ Rρ.

2. У заданому околi нульового наближення y0 мають мiсце нерiвно-



135

стi ∣∣∣∣∣∣J +
k

∣∣∣∣∣∣ ≤ σ1(k),
∣∣∣∣∣∣d2ϕρ(ξk ; ỹ − yk)

∣∣∣∣∣∣ ≤ σ2(k) · ||ỹ − yk||. (2.92)

3. Iснує константа

θ̌ := sup
k∈N

{σ1(k)σ2(k)

2

}
Тодi за умов

PJ ∗k = 0, Jk := ϕ′ρ(yk) ∈ Rm×ρ (2.93)

i
θ̌ · |ỹ − y0| < 1 (2.94)

для знаходження розв’язку y∗ рiвняння (2.91) може бути використана
iтерацiйна схема

yk+1 = yk − J +
k ϕρ(yk), (2.95)

при цьому швидкiсть збiжностi послiдовностi {yk} до розв’язку y∗ рiв-
няння (2.91) квадратична. За умови Bρ(t) := B(t)PAρ(t)Φ(t) ≡ Bρ, а
також

f(t) + Z(PAρ(t)Φ(t)y(t), t) ≡ Zρ(y)− const

вектор y∗ визначає положення рiвноваги z(t) = PAρ(t)Φ(t)y∗ нелiнiйної
диференцiально-алгебраїчної системи (2.83).

Тут PJ ∗k : Rm → N(J ∗k ) — ортопроектор матрицi J ∗k ∈ Rm×ρ. Вiдмiти-
мо, що умова (2.93) рiвнозначна до вимоги повноти матрицi Jk i можлива
лише у випадку m ≤ ρ.

Приклад 2.3.2. Вимоги теореми 2.3.1 задовольняє диференцiально-
алгебраїчна система

A(t) z′(t) = B(t)z(t) + f(t) + Z(z(t), t), (2.96)

де
A(t) :=

(
1 0 0
0 0 0

)
, B(t) :=

(
sin t cos t sin t
cos t − sin t cos t

)
,

Z(z(t), t) := B(t) z(t) z∗(t)z(t), f(t) :=

(
3
3

)
.

Для рiвняння (2.96) не виконана умова

B(t) ≡ B − const, Z(z, t) ≡ Z(z).
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Нехай
Φ(t) :=

(
cos t − sin t
sin t cos t

)
, y :=

(
u
v

)
,

при цьому вектор-функцiя

ϕρ(y) =

(
3 + u (1 + u2 + v2)
3 + v (1 + u2 + v2)

)
: R2 → R2

визначена в довiльнiй вiдкритiй областi D ⊂ R2 i двiчi неперервно-
диференцiйовна по y в околi Ω ⊆ D. Покладемо

y0 :=
(
−0, 98 −0, 98

)
, rank

[
ϕ′ρ(y0)

]
= 2, y1 ≈

(
−1, 00 035
−1, 00 035

)
.

Далi
rank

[
ϕ′ρ(y1)

]
= 2,

∣∣∣∣∣∣ [ϕ′ρ(y1)
]+ ∣∣∣∣∣∣

∞
:= σ1(1) ≈ 1, 13 263,∣∣∣∣∣∣d2ϕρ(y1)

∣∣∣∣∣∣
∞

:= σ2(1) ≈ 0, 948 796.

при цьому виконана умова (2.94)

θ̌1 · ||y1 − y0||∞ ≈ 0, 0406 956� 1, θ̌1 :=
σ1(1)σ2(1)

2
≈ 1, 99 977.

Оскiльки умова (2.94) для першого кроку iтерацiйної схеми (2.95) вико-
нана, остiльки знаходимо

y2 ≈
(
−1, 000 000 105
−1, 000 000 105

)
.

Далi

rank
[
ϕ′ρ(y2)

]
= 2,

∣∣∣∣∣∣ [ϕ′ρ(y2)
]+ ∣∣∣∣∣∣

∞
:= σ1(2) ≈ 0, 333 333,∣∣∣∣∣∣d2ϕρ(y2)

∣∣∣∣∣∣
∞

:= σ2(2) ≈ 12, 0 000.

при цьому виконана умова (2.94)

θ̌2 · ||z2 − z0||∞ ≈ 0, 0400 002� 1, θ̌2 :=
σ1(2)σ2(2)

2
≈ 2.

Для другого кроку iтерацiйної схеми (2.95) нев’язка отриманого набли-
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ження ||ϕρ(z2)||∞ ≈ 7, 35 451× 10−7 достатньо велика, тому знаходимо

y3 ≈
(
−1, 0000 000 000 000 095
−1, 0000 000 000 000 095

)
.

Для третього кроку iтерацiйної схеми (2.95) нев’язка отриманого набли-
ження ||ϕρ(y3)||∞ ≈ −6, 70 575× 10−14, тому природньо обмежитися цим
наближенням. Знайдений вектор y3 визначає положення рiвноваги

z(t) = PAρ(t)Φ(t)y3 ≈

 0
sin t− cos t
− sin t− cos t


диференцiально-алгебраїчної системи (2.96).

2.3.2. Положення рiвноваги диференцiально-алгебраїчних сис-
тем iз запiзненням. Дослiджуємо задачу про побудову розв’язкiв
[264, 328] нелiнiйної диференцiально-алгебраїчної системи iз запiзненням

A(t)z′(t) = B(t)z(t) + C(t)z(t−∆)+ (2.97)

+f(t) + Z(z(t), z(t−∆), t).

Тут A(t), B(t), C(t) ∈ Cm×n[a, b] — неперервнi матрицi, f(t) ∈ C[a, b] —
неперервний вектор; нелiнiйну функцiю Z(z(t), z(t−∆), t) вважаємо двiчi
неперервно-диференцiйовною по z(t) у деякiй областi Ω1 ⊆ Rn, а також
по z(t−∆) у деякiй областi Ω2 ⊆ Rn, i неперервною по t ∈ [a, b]. Будемо
називати положенням рiвноваги нелiнiйної диференцiально-алгебраїчної
системи (2.97) вектор-функцiю z(t) ∈ C1[a, b], що задовольняє двом умо-
вам:

A(t)z′(t) = 0, B(t)z(t) + C(t)z(t−∆)+ (2.98)

+f(t) + Z(z(t), z(t−∆), t) = 0.

Позначимо Φ(t) ∈ C1[a, b] — (ρ× ρ) – вимiрну невироджену матрицю. У
випадку PAρ(t)Φ(t) ∈ C1[a, b] першу iз умов (2.98) задовольняє вектор

z(t) = PAρ(t)x(t), x(t) ∈ C1[a, b], x(t) = Φ(t)y(t), y(t) ∈ C1[a, b].

За умови
Bρ(t) ≡ Bρ, Cρ(t) ≡ Cρ, f(t) ≡ f,
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а також
Z(Bρ y(t), Cρ y(t−∆), t) ≡ Zρ(y)− const

положення рiвноваги y(t) ≡ y − const нелiнiйної диференцiально-алге-
браїчної системи (2.97) визначає рiвняння

ψρ(y) := Dρ y + f + Zρ(y) = 0, Dρ := Bρ + Cρ. (2.99)

Тут

Bρ(t) := B(t)PAρ(t)Φ(t), Cρ(t) := C(t)PAρ(t−∆)Φ(t−∆), ρ 6= m.

Для побудови iтерацiйної схеми {yk}, збiжної до розв’язку рiвняння
(2.99) скористаємось методом Ньютона [47].

Теорема 2.3.2. Припустимо, що для рiвняння (2.99) виконанi наступ-
нi умови

1. Неiлнiйна вектор-функцiя ψρ(y) : Rρ → Rm, двiчi неперервно-
диференцiйовна в околi точки y0 має корiнь y∗ ∈ Rρ.

2. У визначеному околi нульового наближення y0 мають мiсце нерiв-
ностi∣∣∣∣∣∣J+

k

∣∣∣∣∣∣ ≤ σ1(k),
∣∣∣∣∣∣d2ψρ(ξk ; ỹ − yk)

∣∣∣∣∣∣ ≤ σ2(k) ·
∣∣∣∣∣∣ỹ − yk∣∣∣∣∣∣. (2.100)

3. Iснує константа

ϑ := sup
k∈N

{σ1(k)σ2(k)

2

}
Тодi за умов

PJ∗k
= 0, Jk := ψ′ρ(yk) ∈ Rm×ρ (2.101)

i
ϑ · |ỹ − y0| < 1 (2.102)

для знаходження розв’язку y∗ рiвняння (2.99) може бути використана
iтерацiйна схема

yk+1 = yk − J+
k ψρ(yk), (2.103)

при цьому швидкiсть збiжностi послiдовностi {yk} до розв’язку y∗ рiв-
няння (2.99) квадратична. За умови

Bρ(t) ≡ Bρ, Cρ(t) ≡ Cρ, f(t) ≡ f,
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а також
Z(Bρ y(t), Cρ y(t−∆), t) ≡ Zρ(y)− const

вектор y∗ визначає положення рiвноваги z(t) = PAρ(t)Φ(t)y∗ дифе-
ренцiально-алгебраїчної системи (2.97).

Тут PJ∗k
: Rm → N(J∗k) — ортопроектор матрицi J∗k ∈ Rm×ρ. Вiдмiтимо,

що умова (2.101) рiвнозначна до вимоги повноти матрицi Jk i можлива
лише у випадку m ≤ ρ.

Приклад 2.3.3. Вимоги теореми 2.3.2 задовольняє диференцiально-
алгебраїчна система

A(t) z′(t) = B(t)z(t) +C(t)z(t−∆) + f(t) + Z(z(t), z(t−∆), t), (2.104)

де
A(t) :=

(
1 0 0
0 0 0

)
, B(t) :=

(
sin t 0 sin t

0 − sin t 0

)
,

C(t) :=

(
0 cos t 0

cos t 0 cos t

)
, f(t) :=

(
3
3

)
,

Z(z(t), z(t−∆), t) := B(t) z(t) z∗(t−∆)z(t).

Дiйсно, матриця

B(t) + C(t) =

(
sin t cos t sin t
cos t − sin t cos t

)
спiвпадає з матрицею B(t) диференцiально-алгебраїчної системи (2.96),
тому знаходження положення рiвноваги диференцiально-алгебраїчної
системи (2.104) в точностi спiвпадає iз знаходженням положення рiвно-
ваги диференцiально-алгебраїчної системи (2.96); зауважимо лише, що
знайдене округленням в прикладi 2.3.2 положення рiвноваги диференцi-
ально-алгебраїчної системи (2.96) є точним розв’язоком цiєї системи.

2.3.3. Положення рiвноваги диференцiально-алгебраїчних кра-
йових задач. Дослiджуємо задачу про побудову розв’язкiв нелiнiйної
диференцiально-алгебраїчної крайової задачi

A(t)z′(t) = B(t)z(t) + f(t) + Z(z, t), `z(·) = α. (2.105)

Тут A(t), B(t) ∈ Cm×n[a, b] — неперервнi матрицi, f(t) ∈ C[a, b] — непе-
рервний вектор; нелiнiйну функцiю Z(z, t) вважаємо двiчi неперервно-
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диференцiйовною по z у деякiй областi Ω ⊆ Rn i неперервною по t ∈ [a, b];
крiм того `z(·) — лiнiйний обмежений матричний функцiонал:

`z(·) : C[a, b]→ Rk, α ∈ Rk.

Будемо називати положенням рiвноваги нелiнiйної диференцiально-алгеб-
раїчної крайової задачi (2.105) вектор-функцiю z(t) ∈ C1[a, b], яка задо-
вольняє трьом умовам:

A(t)z′ = 0, B(t)z + f(t) + Z(z, t) = 0, `z(·) = α. (2.106)

Позначимо вектор-функцiю

ϕ(z) :=

(
B z + f + Z(z)

`z(·)− α

)
: Rn → Rm+k.

Задача про побудову положення рiвноваги z(t) ≡ z0 ∈ C1[a, b] нелiнiйної
автономної диференцiально-алгебраїчної крайової задачi приводить до
задачi про знаходження констант z(t) ≡ z∗, якi є коренями рiвняння

ϕ(z) = 0. (2.107)

Для знаходження розв’язку рiвняння (2.107) може бути використаний
узагальнений метод Ньютона [47].

Лема 2.3.2. Припустимо, що для рiвняння (2.107) виконанi наступнi
умови

1. Нелiнiйна вектор-функцiя ϕ(z) : Rn → Rm+k, двiчi неперервно-
диференцiйовна в околi точки z0, має корiнь z∗ ∈ Rn.

2. У заданому околi нульового наближення z0 мають мiсце нерiвно-
стi∣∣∣∣∣∣J+

k

∣∣∣∣∣∣ ≤ σ1(k),
∣∣∣∣∣∣d2ϕ(ξk ; z∗ − zk)

∣∣∣∣∣∣ ≤ σ2(k) ·
∣∣∣∣∣∣z∗ − zk∣∣∣∣∣∣. (2.108)

3. Iснує константа

θ := sup
k∈N

{σ1(k)σ2(k)

2

}
Тодi за умов

PJ∗k = 0, Jk := ϕ′(zk) ∈ R(m+k)×n (2.109)
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та
θ · |z∗ − z0| < 1 (2.110)

для знаходження розв’язку z∗ рiвняння (2.107) може бути використа-
на iтерацiйна схема

zk+1 = zk − J+
k ϕ(zk), (2.111)

при цьому швидкiсть збiжностi послiдовностi {zk} до розв’язку z∗ рiв-
няння (2.107) квадратична. Вектор-функцiя z∗ за умови

B(t) ≡ B, f(t) ≡ f − const, Z(z, t) ≡ Z(z)

є положенням рiвноваги нелiнiйної диференцiально-алгебраїчної крайо-
вої задачi (2.105). Тут PJ∗k : Rm → N(J∗k) — ортопроектор матрицi
J∗k ∈ Rn×(m+k).

У частковому випадку n = m + k для розв’язання рiвняння (2.107)
може бути використаний традицiйний метод Ньютона-Канторовича [206,
c. 680, 682]. Позначимо вектор-функцiю f(z) : Rn → Rn, визначену у
вiдкритiй областi D. Дослiджуємо задачу про знахождення розв’язку
z ∈ D ⊂ Rn нелiнiйного рiвняння

f(z) = 0. (2.112)

Функцiю f(z) вважаємо двiчi неперервно-диференцiйовною по z в об-
ластi D. Для побудови послiдовностi {zk}, збiжної до розв’язку z̃ ∈
Rn скористаємось методом Ньютона [206]. Нехай знайдено наближення
zk(ε), достатньо близьке до точного розв’язку z̃ рiвняння (2.112). Для
знаходження наступного наближення zk+1 до точного розв’язку покла-
демо

zk+1 = zk − [f ′(zk)]
−1
f(zk). (2.113)

Припустимо, що в околi Ω ⊆ D ⊂ Rn точного розв’язку z̃ ∈ Ω мають
мiсце нерiвностi∣∣∣∣∣∣ [f ′(z0)]

−1
∣∣∣∣∣∣ ≤ γ1,

∣∣∣∣∣∣f(z0)
∣∣∣∣∣∣ ≤ γ2,

∣∣∣∣∣∣f ′′(zk)∣∣∣∣∣∣ ≤ γ3(k), k ∈ N.

Умови збiжностi iтерацiйної схеми (2.113) визначає наступна лема [206,
c. 680, 682].

Лема 2.3.3. Нехай вектор-функцiя f(z) : Rn → Rn визначена у вiд-
критiй областi D ⊂ Rn i двiчi неперервно-диференцiйовна по z в околi
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Ω ⊆ D ⊂ Rn. Нехай також det [f ′(z0)] 6= 0 та iснує константа

θ = sup
k∈N

{
2 γ1 · γ2 · γ3(k)

}
< 1.

Тодi рiвняння (2.112) має єдиний розв’язок z∗ ∈ Ω, до якого збiгається
iтерацiйна схема (2.113).

Припустимо, що вектор-функцiя ϕ(z) : Rn → Rn, двiчi неперервно-
диференцiйовна в околi точки z0, має корiнь z∗ ∈ Rn. Припустимо, також
що в малому околi точки z0 мають мiсце нерiвностi∣∣∣∣∣∣ [ϕ′(z0)]

−1
∣∣∣∣∣∣ ≤ γ1,

∣∣∣∣∣∣ϕ(z0)
∣∣∣∣∣∣ ≤ γ2,

∣∣∣∣∣∣ϕ′′(zk)∣∣∣∣∣∣ ≤ γ3(k), k ∈ N.

та iснує константа

θ = sup
k∈N

{
2 γ1 · γ2 · γ3(k)

}
< 1.

Тодi вiдповiдно до леми 2.3.3 рiвняння (2.107) у малому околi точки z0

має єдиний розв’язок, до якого збiгається iтерацiйна схема

zk+1 = zk − J−1
k ϕ(zk), (2.114)

Приклад 2.3.4. Знайдемо положення рiвноваги нелiнiйної диференцi-
ально-алгебраїчної крайової задачi

Az′(t) = B z(t) + Z(z(t)), `z(·) = α := 0, (2.115)

де

A(t) :=

(
1 0 1
0 1 0

)
, B(t) :=

(
1 0 0
0 1 0

)
, z(t) :=

 u(t)
v(t)
w(t)

 ,

крiм того

Z(z) :=

(
sin v(t) + cosw(t)
sinw(t) + cosu(t)

)
, `z(·) := w(0) + sinu(0) + cos v(1).

Вектор-функцiя

ϕ(z) =

 u+ sin v + cosw
v + sinw + cosu
w + sinu+ cos v

 : R3 → R3
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визначена в довiльнiй вiдкритiй областi D ⊂ R3 i двiчi неперервно-
диференцiйовна по y в околi Ω ⊆ D. Покладемо

y0 :=
(
−0, 455 −0, 455 −0, 455

)
,

при цьому
det [ϕ′(z0)] ≈ 0, 625 399 6= 0,

крiм того∣∣∣∣∣∣ [ϕ′(z0)]
−1
∣∣∣∣∣∣ ≤ γ1 ≈ 1, 93 338,

∣∣∣∣∣∣ϕ(z0)
∣∣∣∣∣∣ ≤ γ2 ≈ 0, 00 657 957.

Перший диференцiал Фреше даної вектор-функцiї

dϕ(z, dz) := ϕ′(z) dz =

 du+ cos v dv − sinw dw
− sinu du+ cosw dw
cosu du− sin v dv + dw


визначає матриця Якобi

J(z) =

 1 cos v − sinw
− sinu 1 cosw
cosu − sin v 1

 .

Диференцiал Фреше другого порядку даної вектор-функцiї

d2ϕ(z, dz) = −

 sin v dv2 + cosw dw2

sinw dw2 + cosu du2

sinu du2 + cos v dv2


має норму ||d2f(z, dz)|| ≤ γ3 := 2

√
3, отже

θ1 ≈ 0, 0881 325 < 1.

Таким чином, iтерацiйна схема (2.114) може бути використана для зна-
хождення положення рiвноваги нелiнiйної диференцiально-алгебраїчної
крайової задачi (2.115) для даної вектор-функцiї, при цьому

z1 ≈

 −0, 456 624 963 187 254
−0, 456 624 963 187 254
−0, 456 624 963 187 254

 , z2 ≈

 −0, 456 624 704 567 637
−0, 456 624 704 567 637
−0, 456 624 704 567 637

 ,
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z3 ≈

 −0, 456 624 704 567 6308
−0, 456 624 704 567 6308
−0, 456 624 704 567 6308

 .

Для оцiнки точностi знайдених наближень zk до розв’язку рiвняння
(2.107) для даної вектор-функцiї визначимо нев’язки

∆k :=
∣∣∣∣∣∣ϕ(zk)

∣∣∣∣∣∣, k = 0, 1, 2, 3.

Зокрема

∆1 ≈ 1, 0475× 10−6, ∆2 ≈ 2, 67 292× 10−14, ∆3 ≈ 3, 84 593× 10−16.
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2.4. Матричнi диференцiально-алгебраїчнi крайовi
задачi

2.4.1. Положення рiвноваги матричних диференцiально-алгеб-
раїчних крайових задач. Дослiджуємо задачу про побудову роз-
в’язкiв [17, 170, 198]

Z(t) =

(
z(i,j)(t)

)
, Z(α,β)(·) ∈ C1[a; b], i = 1, 2, . . . , β, j = 1, 2, . . . , γ

матричного диференцiально-алгебраїчного рiвняння

DZ(t) = AZ(t) + F (t), (2.116)

пiдпорядкованих крайовiй умовi

LZ(·) = A, A ∈ Rµ×ν. (2.117)

Тут

DZ(t) :=

p∑
i=1

Si(t)Z
′(t)Ri(t), AZ(t) :=

q∑
j=1

Φj(t)Z(t)Ψj(t),

— лiнiйнi матричнi оператори, Si(t),Φi(t) ∈ Rα×β, Ri(t),Ψj(t) ∈ Rγ×δ

i F (t) — неперервнi матрицi; LZ(·) — лiнiйний обмежений матричний
функцiонал: LZ(·) : C1[a; b] → Rµ×ν. Взагалi кажучi, припускаємо
α 6= β 6= γ 6= δ 6= µ 6= ν. Матричне диференцiально-алгебраїчне рiв-
няння (2.116) узагальнює традицiйнi постановки задач, як для матрич-
них диференцiальних рiвнянь [17, 170, 198], так i для диференцiально-
алгебраїчних рiвнянь [28, 183, 268, 269]. З iншого боку, матрична дифе-
ренцiально-алгебраїчна крайоваа задача (2.116), (2.117) узагальнює тра-
дицiйнi постановки нетерових крайових задач для систем звичайних ди-
ференцiальних рiвнянь [21, 180, 272, 273].

Позначимо Ξ(j) ∈ Rβ×γ, j = 1, 2, ... , β ·γ — базис простору Rβ×γ, при
цьому задача про знаходження розв’язкiв рiвняння (2.116) приводить до
задачi про знаходження вектора

y(t) ∈ Rβγ, yj(t) ∈ C1[a; b]
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компоненти якого yj(t) визначають розвинення матрицi

Z(t) =

βγ∑
j=1

Ξ(j)yj(t), yj(t) ∈ R1, j = 1, 2, ... , β · γ

по векторах Ξ(j) ∈ Rβ×γ базиса простору Rβ×γ. Визначимо оператор
[282, 283] M[B] : Rβ×γ → Rβ·γ, як оператор, який ставить у вiдпо-
вiднiсть матрицi B ∈ Rβ×γ — вектор-стовпецьM[B] ∈ Rβ·γ, утворений з
γ стовпцiв матрицi B, а також обернений оператор

M−1
{
M[B]

}
: Rβ·γ → Rβ×γ,

який ставить у вiдповiднiсть векторуM[B] ∈ Rβ·γ матрицю B ∈ Rβ×γ. У
нових позначеннях лiнiйний матричний оператор DZ(t) набуває вигляду

DZ(t) :=

p∑
i=1

Si(t)Z
′(t)Ri(t) =

βγ∑
j=1

p∑
i=1

Si(t)Ξ
(j)Ri(t)y

′
j(t),

при цьому

M
[
DZ(t)

]
= Q(t) · y′(t), Q(t) :=

[
Qi(t)

]β·γ
i=1
∈ Rαδ×β·γ,

де

Qj(t) =M

[
p∑
i=1

Si(t)Ξ
(j)Ri(t)

]
, j = 1, 2, ... , β · γ.

Аналогiчно

M
[
AZ(t)

]
= Ω(t) · y(t), Ω(t) :=

[
Ωi(t)

]β·γ
i=1
∈ Rαδ×β·γ,

де

Ωj(t) =M

[
q∑
i=1

Φi(t)Ξ
(j)Ψi(t)

]
, j = 1, 2, ... , β · γ.

Таким чином, задача про побудову розв’язкiв узагальненого матричного
диференцiально-алгебраїчного рiвняння (2.116), приведена до задачi про
знаходження розв’язкiв

y(t) = col
(
yi(t)

)
∈ Rβ·γ, yi(·) ∈ C1[a; b], i = 1, 2, . . . , β · γ
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традицiйного диференцiально-алгебраїичного рiвняння [28, 183, 268, 269]

Q(t) · y′(t) = Ω(t) · y(t) + F(t), F(t) :=M
[
F (t)

]
. (2.118)

За умови DZ(t) = 0, AZ(t) + F (t) = 0 будемо казати, що матричне
диференцiально-алгебраїчне рiвняння (2.116) має положення рiвноваги
Z(t) ∈ C1[a; b].Якщо ж положення рiвноваги матричного диференцiально-
алгебраїчного рiвняння (2.116) задовольняє крайову умову (2.117), бу-
демо казати, що диференцiально-алгебраїчна крайова задача (2.116),
(2.117) має положення рiвноваги Z(t) ∈ C1[a; b]. Зокрема, матричне
диференцiально-алгебраїчне рiвняння (2.116) може мати стацiонарнi по-
ложения рiвноваги Z(t) ≡ C ∈ Rβ×γ, для яких DZ(t) ≡ 0. Оскiльки за-
дача про побудову розв’язкiв матричного диференцiально-алгебраїчного
рiвняння (2.116) приведена до задачi про знаходження розв’язкiв тра-
дицiйного диференцiально-алгебраїчного рiвняння (2.118), то для зна-
ходження стацiонарних положень рiвноваги Z(t) ≡ C ∈ Rβ×γ, для
яких DZ(t) ≡ 0, достатньо знайти вектор y(t) ≡ c ∈ Rβγ, для якого
Ω(t) · y(t) +F(t) = 0. Остання рiвнiсть має мiсце тодi i тiльки тодi, коли

PΩ∗(t)F(t) = 0. (2.119)

За умови (2.119) знаходимо вектор y(t) = PΩr(t)cr − Ω+(t)F(t), cr ∈ Rr.

Тут Ω+(t) ∈ Rβ·γ×αδ — псевдообернена (по Муру – Пенроузу) матри-
ця, PΩ∗(t)− (αδ × αδ)− матриця-ортопроектор PΩ∗(t) : Rαδ → N(Ω∗(t));
матриця PΩr утворена з r лiнiйно-незалежних столвпцiв (β · γ × β · γ)−
ортопроектора PΩ : Rβ·γ → N(Ω), якi представляють iз себе константи. В
тому випадку, коли Ω+(t)F(t) — вектор, утворений iз констант, за умо-
ви (2.119), узагальнене матричне диференцiально-алгебраїчне рiвняння
(2.116) має положення рiвноваги

Z(t) = W (t, cr) +K
[
F (t)

]
, W (t, cr) :=M−1

[
PΩrcr

]
, cr ∈ Rr,

де
K
[
F (t)

]
:=M−1

[
Ω+(t)F(t)

]
— узагальнений оператор Грiна матричної задачi Кошi Z(a) = 0 для
диференцiально-алгебраїчної системи (2.116). Таким чином, доведена на-
ступна достатня умова [297] розв’язностi задачi Кошi для диференцiально-
алгебраїчної системи (2.116).
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Лема 2.4.1. За умови (2.119), у випадку, коли Ω+(t)F(t) — вектор,
утворений iз констант, матричне диференцiально-алгебраїчне рiвнян-
ня (2.116) має положення рiвноваги

Z(t) = W (t, cr) +K
[
F (t)

]
, W (t, cr) :=M−1

[
PΩrcr

]
, cr ∈ Rr,

де
K
[
F (t)

]
:= −M−1

[
Ω+(t)F(t)

]
— узагальнений оператор Грiна матричної задачi Кошi Z(a) = 0 для
диференцiально-алгебраїчної системи (2.116).

Позначимо Θ(j) ∈ Rr, j = 1, 2, ... , r — базис простору Rr. Пiдставля-
ючи розв’язок узагальненого матричного диференцiально-алгебраїчного
рiвняння (2.116) в крайову умову (2.117), приходимо до задачi про зна-
ходження розв’язкiв

cr =
r∑
j=1

Θ(j)ξj ∈ Rr, ξj ∈ R1, j = 1, 2, ... , r

матричного рiвняння типу Сильвестра [282]

LW (·, cr) + LK
[
F (·)

]
= A ∈ Rµ×ν. (2.120)

В критичному випадку (PQ∗ 6= 0) за умови (2.119), у випадку, коли

PQ∗dM
{
A− LK

[
F (·)

]}
= 0, (2.121)

i Ω+(t)F(t) — вектор, утворений iз констант, розв’язок матричного рiв-
няння (2.120) визначає вектор [282, 283]

cr = Q+M
{
A− LK

[
F (·)

]}
+ PQρcρ, cρ ∈ Rρ.

Тут PQ∗− (µ · ν × µ · ν)− матриця-ортопроектор PQ∗ : Rµ·ν → N(Q∗), де

Q :=
[
Qi

]r
i=1
∈ Rµ·ν×r, Qi :=M

{
LM−1

[
PΩrΘi

]}
, i = 1, 2, ... , r;

матриця PQρ утворена iз ρ лiнiйно-незалежних стовпцiв (r×r)− матрицi-
ортопроектора PQ : Rr → N(Q). Матриця PQ∗d утворена з d лiнiйно-
незалежних рядкiв матрицi-ортопроектора PQ∗. Таким чином, у критич-
ному випадку, за умови (2.119) i (2.121), коли Ω+(t)F(t) — вектор, утво-
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рений iз констант, розв’язок узагальненого матричного диференцiально-
алгебраїчного рiвняння (2.116), який задовольняє крайову умову(2.117)

Z(t, cρ) = W (t, cρ) +G
[
F (t);A

]
, W (t, cρ) :=M−1

[
PΩrcρ

]
, cρ ∈ Rρ

визначає узагальнений оператор Грiна

G
[
F (t);A

]
=M−1

{
Q+M

{
A− LK

[
F (·)

]}}
+K

[
F (t)

]
матричної диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (2.116), (2.117).
Таким чином, доведена наступна достатня умова [297] розв’язностi мат-
ричної диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (2.116), (2.117).

Теорема 2.4.1. У критичному випадку (PQ∗ 6= 0), за умови (2.119) i
(2.121), коли Ω+(t)F(t) — вектор, утворений iз констант, положення
рiвноваги матричного диференциально-алгебраїчного рiвняння (2.116),
яке задовольняє крайову умову (2.117)

Z(t, cρ) = W (t, cρ) +G
[
F (t);A

]
, W (t, cρ) :=M−1

[
PΩrcρ

]
, cρ ∈ Rρ

визначає узагальнений оператор Грiна

G
[
F (t);A

]
=M−1

{
Q+M

{
A− LK

[
F (·)

]}}
+K

[
F (s)

]
матричної диференцiально-алгебраїчнної крайової задачi (2.116), (2.117),
де

K
[
F (t)

]
:=M−1

[
Ω+(t)F(t)

]
узагальнений оператор Грiна матричної задачi Кошi Z(a) = 0 для
диференцiально-алгебраїчної системи (2.116).

Приклад 2.4.1. Вимоги теореми 2.4.1 задовольняє задача про побу-
дову 2π-перiодичних розв’язкiв матричної диференцiально-алгебраїчної
системи

DZ(t) = AZ(t) + F (t), (2.122)

де

S1 :=


0 0 0
0 0 0
0 0 1
0 1 0

 , S2 :=


0 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0

 , R1 :=

(
1 0 0
0 0 0

)
,
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R2 :=

(
0 0 0
0 1 0

)
, Φ1 := Φ2 :=


0 0 0
0 0 1
0 0 0
0 0 0

 , F (t) :=


0 0 0
0 1 0
0 0 0
0 0 0

 ,

Ψ1 := R2, Ψ2 :=

(
0 1 0
0 1 0

)
.

Позначимо

Ξ1 :=

 1 0
0 0
0 0

 , Ξ2 :=

 0 0
1 0
0 0

 , ... Ξ6 :=

 0 0
0 0
0 1


природний базис простору R3×2, при цьому [297] умову (2.119) виконано
i

Ω+(t)F(t) =
1

5

(
0 0 1 0 0 2

)
— вектор, утворений iз констант, отже узагальнене матричне диферен-
цiально-алгебраїчне рiвнянн (2.122) має положення рiвноваги

Z(t) = W (t, cr) +K
[
F (t)

]
, W (t, cr) =

 c1 c4

c2 c5

2c3 −c3

 ,

де

K

[
F (t)

]
:= −1

5

 0 0
0 0
1 2


— узагальнений оператор Грiна матричної задачi Кошi Z(a) = 0 для
диференцiально-алгебраїчної системи (2.122). Для узагальненої матрич-
ної крайової задачi (2.122) має мiсце критичний випадок (PQ∗ 6= 0), при
цьому A = 0, LK

[
F (·)

]
= 0, вiдповiдно, умову (2.121) виконано; та-

ким чином, положення рiвноваги узагальненої матричної крайової задачi
(2.122)

Z(t, cρ) = W (t, cρ) +G
[
F (t);A

]
, W (t, cρ) = W (t, cr), cr ∈ R5

визначає узагальнений оператор Грiна

G
[
F (t);A

]
= K

[
F (t)

]
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матричної диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (2.122).

Зокрема, узагальнене матричне диференцiально-алгебраїчне рiвняння
(2.116) може мати нестацiонарнi положення рiвноваги Z(t) ∈ C1[a; b], для
яких DZ(t) ≡ 0. Оскiльки задача про побудову розв’язкiв узагальнено-
го матричного диференцiально-алгебраїчного рiвняння (2.116) приведе-
на до задачi про знаходження розв’язкiв традицiйного диференцiально-
алгебраїчного рiвняння (2.118), отже для знаходження нестацiонарних
положень рiвноваги, для яких DZ(t) ≡ 0, достатньо знайти вектор
y(t) ∈ C1[a; b], для якого

Q(t) · y′(t) ≡ 0, Ω(t) · y(t) + F(t) = 0.

Перша рiвнiсть має мiсце за умови PQ(t) 6= 0, наприклад, для вектора

y(t) = PQr(t)x(t), x(t) ∈ C1[a; b].

Позначимо матрицю B(t) := Ω(t) · PQr(t); за умови

PQ(t) 6= 0, PB∗(t)F(t) = 0, B+(t)F(t) ∈ C1[a; b]. (2.123)

для знаходження нестацiонарних положень рiвноваги достатньо знайти
вектор

x(t) = −B+(t)F(t) + PBρ(t)ϕρ(t), ϕρ(t) ∈ Rρ,

при цьому
y(t) = PQr(t)PBρ(t)ϕρ(t)− PQr(t)B

+(t)F(t).

За умови (2.123) i

LW(·, ϕρ(·)) + LK
[
F (·)

]
= A (2.124)

знайдене нестацiонарне положення рiвноваги

Z(t, ϕρ(t)) = W(t, ϕρ(t)) + G
[
F (t)

]
,

W(t, ϕρ(t)) =M−1
[
PQr(t)PBρ(t)ϕρ(t)

]
матричного диференцiально-алгебраїчного рiвняння (2.116) задовольняє
крайову умову (2.117) i залежить вiд довiльної вектор-функцiї ϕρ(t) ∈
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C1[a; b]; тут

G
[
F (t)

]
:= K

[
F (t)

]
:= −M−1

[
PQr(t)B+(t)F(t)

]
.

Таким чином, доведено наступну достатню умову [297] розв’язностi мат-
ричної диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (2.116), (2.117).

Теорема 2.4.2. За умов (2.123) i (2.124) нестацiонарне положення
рiвноваги

Z(t, ϕρ(t)) = W(t, ϕρ(t)) + G
[
F (t)

]
,

W(t, ϕρ(t)) =M−1
[
PQr(t)PBρ(t)ϕρ(t)

]
матричного диференцiально-алгебраїчого рiвняння (2.116) задовольняє
крайову умову (2.117) i залежить вiд довiльної вектор-функцiї

ϕρ(t) ∈ C1[a; b];

тут
G
[
F (t)

]
:= −M−1

[
PQr(t)B+(t)F(t)

]
— узагальнений оператор Грiна крайової задачi (2.116), (2.117).

Зауважимо, що рiвняння (2.122), дослiджене в прикладi 1, не має
нестацiонарних положень рiвноваги, отже не виконано умову (2.123), а
саме: PB∗(t)F(t) = F(t), вiдповiдно B(t) ≡ 0.

Приклад 2.4.2. Вимоги доведеної теореми 2.4.2 задовольняє задача
про побудову розв’язкiв матричної диференцiально-алгебраїчної систе-
ми

DZ(t) = AZ(t) + F (t), (2.125)

якi задовольняють крайову умову

LZ(·) :=

∫ 2π

0

Λ(t)Z(t)Π(t)dt = 0. (2.126)

де

S1 :=


0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 1 0

 , S2 :=


0 0 0
0 0 0
0 0 1
0 0 0

 , R1 :=

(
0 0 0
0 1 0

)
,
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R2 :=

(
1 0 0
0 0 0

)
, Φ1 :=


0 0 0
0 0 1
0 0 0
1 0 0

 , Φ2 :=


1 0 0
0 0 1
0 0 0
0 0 0

 ,

F (t) :=


0 0 0
0 1 0
0 0 0
0 0 0

 , Ψ1 :=

(
0 1 0
0 1 0

)
, Ψ2 :=

(
0 1 0
0 0 0

)
,

Λ(t) :=


0 1 0
0 0 0
1 0 0
0 0 1

 , Π(t) :=

(
1 0 1
0 1 0

)
.

Використовуючи природний базис

Ξ1 :=

 1 0
0 0
0 0

 , Ξ2 :=

 0 0
1 0
0 0

 , ... , Ξ6 :=

 0 0
0 0
0 1


простору R3×2 знаходимо

Q =



0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0



, Ω :=



0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 2 0 0 1
0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0



,

при цьому

W(t, ϕρ(t)) =

 0 0
ϕ(t) 0

0 0

 ,
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G
[
F (t)

]
= K

[
F (t)

]
=

 − sin t sin t− cos t
0 0
0 0

 .

Оскiльки умову (2.124) виконано, тодi знайдене нестацiонарне положен-
ня рiвноваги

Z(t, ϕρ(t)) = W(t, ϕρ(t)) + G
[
F (t)

]
,

W(t, ϕρ(t)) =M−1
[
PQr(t)PBρ(t)ϕρ(t)

]
диференцiально-алгебраїчного рiвняння (2.125) задовольняє крайову умо-
ву (2.126) i залежить вiд довiльної неперервної скалярної функцiї ϕρ(t).

Припустимо далi, що матрична диференцiально-алгебраїчна задача
(2.116), (2.117) задовольняє вимоги i теореми 2.4.1 i теореми 2.4.2 i, отже,
має i стацiонарнi

Z(t, cρ) = W (t, cρ) +G
[
F (t);A

]
, cρ ∈ Rρ

i нестацiонарнi положення рiвноваги

Z(t, ϕρ(t)) = W(t, ϕρ(t)) + G
[
F (t)

]
.

В цьому випадку однорiдна частина диференцiально-алгебраїчної задачi
(2.116), (2.117) має розв’язок

Z(t, cρ, ϕρ(t)) = W (t, cρ) + W(t, ϕρ(t)), cρ ∈ Rρ,

який залежить вiд довiльної непрервної функцiї ϕρ(t); при цьому частин-
ний розв’язок неоднорiдної диференцiально-алгебраїчної задачi (2.116),
(2.117) визначає довiльний: G[F (t);A], або G[F (t)] — узагальнений опе-
ратор Грiна матричної крайової задачi (2.116), (2.117).

Приклад 2.4.3. Вимоги i теореми 2.4.1 i теореми 2.4.2 задовольняє
задача про побудову розв’язкiв матричної диференцiально-алгебраїчної
системи (2.125), якi задвольняють крайову умову (2.126), дослiджену
в прикладi 2.4.2.

У прикладi 2.4.2 показано, що задача про побудову розв’язкiв мат-
ричної диференцiально-алгебраїчної задачi (2.125), (2.126), задовольняє
вимоги теореми 2. Для матричної диференцiально-алгебраїчної системи
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(2.125) виконується вимога (2.119), при цьому

Ω+(t)F(t) =
(

sin t 0 0 cos t− sin t 0 0
)∗

— вектор, утворений iз констант, отже матричне диференцiально-алгебра-
їчне рiвняння (2.125) має положення рiвноваги

Z(t) = W (t, cr) +K
[
F (t)

]
, W (t, cr) :=

 0 0
c1 c3

c2 −2c2

 ,

де

K

[
F (t)

]
=

 − sin t sin t− cos t
0 0
0 0

 .

Оскiльки вимоги i теореми 2.4.1 i теореми 2.4.2 виконанi, то знайдене
положення рiвноваги

Z(t, ϕρ(t)) = W(t, ϕρ(t)) + G
[
F (t)

]
, G
[
F (t)

]
= K

[
F (t)

]
диференцiально-алгебраїчного рiвняння (2.125) задовольняє крайову умо-
ву (2.126) i залежить вiд довiльної непрервної скалярної функцiї ϕρ(t).

Запропонована схема дослiдження матричних диференцiально-алгеб-
раїчних задач аналогiчно [21, 49] може бути перенесена на нелiнiйнi мат-
ричнi диференцiально-алгебраїчнi крайовi задачi, в тому числi.
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2.5. Матричнi крайовi задачi для звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь з p-Лапласiаном

Дослiджуємо задачу про побудову розв’язкiв [28, 35, 42, 45, 230, 241]

Z(t) ∈ C2
α×β[a, b] := C2[a, b]⊗ Rα×β

лiнiйної системи диференцiальних рiвнянь

PZ(t) = A(t)Z(t) + F (t) (2.127)

пiдпорядкованих крайовiй умовi

LZ(·) = A, A ∈ Rλ×µ (2.128)

з матричним p -Лапласiаном

PZ(t) := ((R(t)Z(t))′S(t))′.

Тут

R(t) ∈ C2
γ×α[a, b] := C2[a, b]⊗ Rγ×α, S(t) ∈ C2

β×δ[a, b] := C2[a, b]⊗ Rβ×δ,

F (t) ∈ Cγ×δ[a, b] := C1[a, b]⊗ Rγ×δ,

LZ(·) — лiнiйний обмежений матричний функцiонал:

LZ(·) : C2[a; b]→ Rλ×µ.

Взагалi кажучi, припускаємо α 6= β 6= γ 6= δ 6= λ 6= µ — довiльнi нату-
ральнi числа. Позначимо

Ξ(j) ∈ Rα×β, j = 1, 2, ... , α · β

— природний базис [187] простору Rα×β, при цьому задача про знаход-
ження розв’язкiв рiвняння (2.127) приводить до задачi про знаходження
вектора z(t) ∈ C2

αβ[a; b], компоненти якого zj(t) ∈ C2[a; b] визначають
розвинення матрицi

Z(t) =

αβ∑
j=1

Ξ(j)zj(t), zj(t) ∈ C1[a; b], j = 1, 2, ... , α · β
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по векторах Ξ(j) ∈ Rα×β базису простору Rα×β. Визначимо оператор
M[A] : Rm×n → Rm·n, як оператор, який ставить у вiдповiднiсть матрицi
A ∈ Rm×n вектор-стовпець B := M[A] ∈ Rm·n, утворений з n стовпцiв
матрицi A, а також обернений оператор [37, 280, 281, 282]

M−1

[
B
]

: Rm·n → Rm×n,

який ставить у вiдповiднiсть вектору B ∈ Rm·n матрицю A ∈ Rm×n.
Добуток A(t)Z(t) представимо в виглядi

A(t)Z(t) := A(t)

αβ∑
k=1

Ξ(k)zk(t), M
[
A(t)Z(t)

]
= Ǎ(t) · z(t),

де

Ǎ(t) :=

[
Ǎk(t)

]αβ
k=1

∈ Cγδ×αβ[a, b], Ǎk(t) =M
[
A(t)Ξ(k)

]
,

k = 1, 2, ... , α · β.

Визначимо матрицi

B(t), C(t), D(t) ∈ Cγδ×αβ[a, b]

наступним чином:

∂

∂z′′
MPZ(t) := B(t)z(t),

∂

∂z′
MPZ(t) := C(t)z(t),

∂

∂z
MPZ(t) := D(t)z(t).

Задача про знаходження розв’язкiв рiвняння (2.127) приводить до задачi
про знаходждення вектора z(t) ∈ C2

αβ[a; b], який визначений системою

B(t)z′′ + C(t)z′ +D(t)z = Ǎ(t)z + f(t), f(t) :=MF (t),

яка, в свою чергу, за допомогою замiни змiнних y1 := z, y2 := y′1, при-
водить до задачi про знаходження вектора y(t) ∈ C2

2αβ[a; b], визначеного
диференцiально-алгебраїчною системою рiвнянь [35, 42, 45]

U(t)y′ = V (t)y + f̌(t); (2.129)
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тут

U(t) :=

(
Iαβ Oαβ

C(t) B(t)

)
, V (t) :=

(
Oαβ Iαβ

Ǎ(t)−D(t) Oγδ×αβ

)
,

f̌(t) :=

(
0
f(t)

)
.

2.5.1. Випадок розв’язностi системи (2.129) вiдносно похiдної
За умов [35, 42, 45, 230]

PU∗(t)V (t) = 0, PU∗(t)f̌(t) = 0, (2.130)

у випадку

U+(t)V (t) ∈ Cα·β×α·β[a; b], U+(t)f̌(t) ∈ C2α·β[a; b],

PU%(t)ϕ(t) ∈ C2α·β×%[a; b] (2.131)

система (2.129) розв’язна вiдносно похiдної [35, 42, 45]:

y′ = W (t)y + F(t, ϕ(t)). (2.132)

Тут
W (t) := U+(t)V (t), F(t, ϕ(t)) := U+(t)f̌(t) + PU%(t)ϕ(t),

PU%(t) — (2αβ×%)− матриця, утворена з % лiнiйно-незалежних стовпцiв
(2αβ × 2αβ)− матрицi-ортопроектора PU(t) : R2αβ → N(U(t)). Позна-
чимо X(t) нормальну фундаментальну матрицю

dX(t)

dt
= U+(t)V (t)X(t), X(a) = I2αβ

отриманої системи звичайних диференцiальних рiвнянь (2.132). За
умови (2.130), (2.131) система (2.132) має розв’язок вигляду

y(t, c) = X(t)c+K
[
F(s, ϕ(s))

]
(t),

K
[
f(s)

]
(t) := X(t)

∫ t

a

X−1(s)f(s)ds, c ∈ R2α·β,
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який визначає розв’язок матричного диференцiального рiвняння з p -
Лапласiаном (2.127)

Z(t, c) = W (t, c) +K
[
F(s, ϕ(s))

]
(t), c ∈ R2α·β, (2.133)

де
W (t, c) :=M−1

[
JαβX(t)c

]
, Jαβ := [ Iαβ Oαβ ] ∈ Rα·β×2α·β

i
K
[
F(s, ϕ(s))

]
(t) :=M−1

{
JαβK

[
F(s, ϕ(s))

]
(t)
}
.

Таким чином, доведено наступну достатню умову розв’язностi задачi Ко-
шi для матричного диференцiального рiвняння з p -Лапласiаном (2.127).

Лема 2.5.1. За умов (2.130), (2.131) матрична задача Кошi
Z(a) = A для матричного диференцiального рiвняння з p -Лапласiаном
(2.127) однозначно розв’язна для довiльного початкового значення A ∈
Rµ×ν. За умов (2.130), (2.131) загальний розв’язок (2.133) задачi Кошi
Z(a) = A для матричного диференцiального рiвняння з p -Лапласiаном
(2.127) визначає узагальнений оператор Грiна задачi Кошi Z(a) = 0
для матричного диференцiального рiвняння з p -Лапласiаном (2.127)
K[F(s, ϕ(s))](t) i загальний розв’язок W (t, c) задачi Кошi Z(a) = A

для однорiдної частини матричного диференцiального рiвняння з p -
Лапласiаном (2.127).

Пiдставляючи розв’язок матричного рiвняння з p -Лапласiаном (2.127)
в крайову умову (2.128), приходимо до задачi про знаходження розв’яз-
кiв матричного рiвняння [37]

LW (·, c) + LK
[
F(s, ϕ(s))

]
(·) = A ∈ Rµ×ν. (2.134)

У критичному випадку (PQ∗ 6= 0) за умов (2.130), (2.131) i

PQ∗dM
{
A− LK

[
F(s, ϕ(s))

]
(·)
}

= 0 (2.135)

розв’язок рiвняння (2.134) визначає вектор [37]

c = Q+M
{
A− LK

[
F(s, ϕ(s))

]
(·)
}

+ PQrcr, cr ∈ Rr.
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Тут PQ∗− (µ · ν × µ · ν)− матриця-ортопроектор PQ∗ : Rµ·ν → N(Q∗), де

Q :=
[
Qi

]2α·β

i=1
∈ Rµ·ν×2α·β, Qi :=M

{
LM−1

[
X(·)Ξ(i)

]}
,

i = 1, 2, ... , 2α · β;

матриця PQr утворена з r лiнiйно-незалежних стовпцiв (2α ·2 β×α ·β)−
матрицi-ортопроектора PQ : R2α·β → N(Q). Таким чином, у критичному
випадку, за умов (2.130), (2.131) i (2.135) розв’язок матричної крайової
задачi з p -Лапласiаном (2.127), (2.128) має вигляд

Z(t, cr) = W (t, cr) +G
[
F(s, ϕ(s));A

]
(t), (2.136)

W (t, cr) :=M−1
[
JαβX(t)PQrcr

]
,

де
G
[
F(s, ϕ(s));A

]
(t) :=M−1

{
JαβX(t)Q+M

{
A−

−LK
[
F(s, ϕ(s))

]
(·)
}}

+K
[
F(s, ϕ(s))

]
(t).

Отже, доведено наступну достатню умову розв’язностi матричної край-
ової задачi для диференцiального рiвняння (2.127), (2.128) [230].

Теорема 2.5.1. У критичному випадку (PQ∗ 6= 0) за умов (2.130),
(2.131) i (2.135) розв’язок (2.136) матричної крайової задачi з p -Лапла-
сiаном (2.127), (2.128) визначає узагальнений оператор Грiна
G[F(s, ϕ(s));A](t) матричної крайової задачi з p -Лапласiаном (2.127),
(2.128) i загальний розв’язок W (t, cr) для однорiдної частини матрич-
ного диференцiального рiвняння з p -Лапласiаном (2.127), (2.128).

Вiдзначимо, що другий доданок, який скаладає узагальнений опе-
ратор Грiна матричної задачi Кошi Z(a) = 0 для матричної крайової
задачi з p -Лапласiаном (2.127) за умов (2.130), (2.131) i % 6= 0 зале-
жить вiд довiльної функцiї ϕ(t) ∈ C%×1[a; b]. У критичному випадку
(PQ∗ 6= 0) за умов (2.130), (2.131) i % 6= 0 узагальнений оператор Грiна
G[F(s, ϕ(s)); A ](t) матричної крайової задачi з p -Лапласiаном (2.127)
за умов (2.130), (2.131) також залежить вiд функцiї ϕ(t).

У некритичному випадку (PQ∗ = 0), за умов (2.130), (2.131) матрична
крайова задача з p -Лапласiаном (2.127), (2.128) розв’язна для довiльної
функцiї F (t) i неоднорiдностi в крайовiй умовi A. Вiзначимо, що для
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квадратної матрицi Q умова PQ∗ = 0 тягне за собою PQ = 0 i рiвнознач-
на традицiйнiй до вимоги detQ 6= 0. Таким чином, доведено наступне
твердження.

Наслiдок 2.5.1. У некритичному випадку (PQ∗ = 0) за умов (2.130)
i (2.131) розв’язок (2.136) матричної крайової задачi з p -Лапласiаном
(2.127), (2.128) визначає узагальнений оператор Грiна
G[F(s, ϕ(s));A](t) матричної крайової задачi з p -Лапласiаном (2.127),
(2.128) i загальний розв’язок W (t, cr) для однорiдної частини матрич-
ного диференцiального рiвняння з p -Лапласiаном (2.127), (2.128).

Приклад 2.5.1. Дослiджуємо задачу про знаходження антиперiодич-
них розв’зкiв матричного рiвняння з p -Лапласiаном

PZ(t) = A(t)Z(t) + F (t), PZ(t) := ((R(t)Z(t))′S(t))′, t ∈ [0; e]. (2.137)

Тут

R(t) := e−t
(

0 1
1 0

)
, S(t) := et

(
0 0
0 1

)
,

F (t) :=

(
0 1
0 0

)
, A(t) :=

(
0 0
0 0

)
.

Задача про знаходження розв’язкiв рiвняння (2.137) приводить до за-
дачi про знаходження вектора y(t) ∈ C2

8[0; e], який визначається дифе-
ренцiально-алгебраїчною системою рiвнянь (2.129); тут

U(t) =



1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 1 0


,
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V (t) =



0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0


,

f̌(t) =
(

0 0 0 0 0 0 1 0
)∗
.

При цьому умови (2.130) i (2.131) виконанi; тодi загальний розв’язок
задачi Кошi Z(0) = 0 для однорiдної частини рiвняння (2.137) має вигляд

W (t, c) =

(
c1 + c5 t c3 + c7 − c7 e

−t

c2 + c6 t c4 + c4 − c4 e
−t

)
, c :=

 c1

...
c8

 ∈ R8.

Оскiльки PQ∗ = 0, то в задачi про побудову антиперiодичних розв’язкiв
матричного рiвняння з p -Лапласiаном (2.137) має мiсце некритичний
випадок; тут

Q =


2 0 0 0 e 0 0 0
0 2 0 0 0 e 0 0
0 0 2 0 0 0 1− e−e 0
0 0 0 2 0 0 0 1− e−e

 .

Таким чином, знаходимо загальний розв’язок однорiдної частини анти-
перiодичної задачi для системи (2.137)

W (t, cr) =

(
cr1 e cr3 − cr3 ee
cr2 e cr4 − cr4 ee

)
, cr :=

 cr1
...
cr4

 ∈ R4.

Вiдзначимо, що % = 2 6= 0, при цьому оператор Грiна задачi Кошi Z(a) =
0 для матричного диференцiльного рiвняння з p -Лапласiаном (2.137) за-
лежить вiд довiльної функцiї ϕ(t) ∈ C2×1[0; 1]. Покладемо ϕ(t) := 0. Уза-
гальнений оператор Грiна задачi Кошi
Z(a) = 0 для матричного диференцiального рiвняння з p -Лапласiаном
(2.137)
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K
[
F(s, ϕ(s))

]
(t) =

(
0 0
0 t+ e−t − 1

)
дозволяє перевiрити виконання умови (2.135) i визначає узагальнений
оператор Грiна антиперiодичної задачi для системи (2.137)

G

[
F(s, ϕ(s));A

]
(t) =

(
0 0

0 2(1−e−e−e)
4+(−1+e−e)

2

)
.

2.5.2. Випадок нерозв’язностi системи (2.129) вiдносно похiд-
ної. Припустимо далi, що умову (2.130) не виконано [35, 42, 45], тобто
або PU∗(t)V (t) 6= 0, або PU∗(t)f̌(t) 6= 0. Тодi задача про знаходження роз-
в’язкiв рiвняння (2.127) за допомогою замiни змiнних

y1 := z := Ωx1, y2 := y′1 := Ωx′1 := Ωx2, Ω ∈ Rαβ×αβ, x(t) :=

(
x1(t)
x2(t)

)
приводить до задачi про знаходження вектора x(t) ∈ C2

αβ[a; b], визначе-
ного диференцiально-алгебраїчною системою рiвнянь [35, 42, 45]

Ǔ(t)x′ = V̌ (t)x+ f̌(t); (2.138)

тут

Ǔ(t) :=

(
Ω Oαβ

C(t)Ω B(t)Ω

)
, V̌ (t) :=

(
Oαβ Ω

(Ǎ(t)−D(t))Ω Oγδ×αβ

)
.

За умов [35, 42, 45]

PǓ∗(t)V̌ (t) = 0, PǓ∗(t)f̌(t) = 0, (2.139)

у випадку

Ǔ+(t)V̌ (t) ∈ Cα·β×α·β[a; b], Ǔ+(t)f̌(t) ∈ C2α·β[a; b],

PǓ%(t)ϕ(t) ∈ C2α·β×%[a; b] (2.140)

система (2.138) розв’язна вiдносно похiдної [35, 42, 45]:

x′ = W̌ (t)x+ F1(t, ϕ(t)); (2.141)
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Тут

W̌ (t) := Ǔ+(t)V̌ (t), F1(t, ϕ(t)) := Ǔ+(t)f̌(t) + PǓ%(t)ϕ(t),

PǓ%(t) — (2αβ×%)− матриця, утворена з % лiнiйно-незалежних стовпцiв
(2αβ × 2αβ)− матрицi-ортопроектора PǓ(t) : R2αβ → N(Ǔ(t)). Умова
(2.139) представляє собою, взагалi кажучi, нелiнiйне рiвняння вiдносно
сталої матрицi

Ω := diag
(
ω1 ω2 ... ωαβ

)
∈ Rαβ×αβ.

Iстотна перевага замiни змiнної z := Ωx1 полягає в тому, що використана
в статтi [45] замiна

Z(t) = P` Y (t)Pr, P` ∈ Rα×α, Pr ∈ Rβ×β,

дає можливiсть знаходження α2 + β2 невiдомих, що бiльше

α2 + β2 > αβ

числа невiдомих αβ, якi визначаються замiною змiнної z := Ωx1. Позна-
чимо X̌(t) нормальну фундаментальну матрицю

dX̌(t)

dt
= Ǔ+(t)V̌ (t)X̌(t), X̌(a) = I2αβ

отриманої системи звичайних диференцiальних рiвнянь (2.141). За
умови (2.139), (2.140) система (2.141) має розв’язок вигляду

x(t, c) = X̌(t)c+K
[
F1(s, ϕ(s))

]
(t), c ∈ R2α·β,

який визначає розв’язок матричного диференцiального рiвняння з p -
Лапласiаном (2.127)

Z(t, c) = W̌ (t, c) +K
[
F1(s, ϕ(s))

]
(t), c ∈ R2α·β, (2.142)

де

W̌ (t, c) :=M−1
[
ΩJαβX̌(t)c

]
, K
[
F1(s, ϕ(s))

]
(t) :=

:=M−1
{
JαβK

[
ΩF1(s, ϕ(s))

]
(t)
}
.



165

Таким чином, доведено наступну достатню умову розв’язностi матричної
задачi Кошi для диференцiального рiвняння (2.127) з p -Лапласiаном
[230].

Наслiдок 2.5.2. За умов (2.139), (2.140) матрична задача Кошi Z(a) =
A для матричного диференцiального рiвняння з p -Лапласiаном (2.127)
однозначно розв’язна для довiльного початкового значення
A ∈ Rµ×ν. За умов (2.139), (2.140) загальний розв’язок (2.142) зада-
чi Кошi Z(a) = A для матричного диференцiального рiвняння з p -
Лапласiаном (2.127) визначає узагальнений оператор Грiна задачi Ко-
шi Z(a) = 0 для матричного диференцiального рiвняння з p -Лапласi-
аном (2.127) K[F1(s, ϕ(s))](t) i загальний розв’язок W̌ (t, c) задачi Кошi
Z(a) = A для однорiдної частини матричного диференцiального рiвнян-
ня з p -Лапласiаном (2.127).

Пiдставляючи розв’язок матричного рiвняння з p -Лапласiаном
(2.127) в крайову умову (2.128), приходимо до задачi про знаходження
розв’язкiв матричного рiвняня [37]

LW̌ (·, c) + LK
[
F1(s, ϕ(s))

]
(·) = A ∈ Rµ×ν. (2.143)

У критичному випадку (PQ∗ 6= 0) за умов (2.130), (2.131) i

PQ∗dM
{
A− LK

[
F1(s, ϕ(s))

]
(·)
}

= 0 (2.144)

розв’язок рiвняння (2.143) визначає вектор [37]

c = Q+M
{
A− LK

[
F1(s, ϕ(s))

]
(·)
}

+ PQrcr, cr ∈ Rr.

Таким чином, у критичному випадку, за умов (2.139), (2.140) i (2.144)
розв’язок матричної крайової задачi з p -Лапласiаном (2.127), (2.128) має
вигляд

Z(t, cr) = W̌ (t, cr) +G
[
F1(s, ϕ(s));A

]
(t), W̌ (t, cr) :=

:=M−1
[
ΩJαβ X̌(t)PQrcr

]
, (2.145)

де

G
[
F1(s, ϕ(s));A

]
(t) :=M−1

{
ΩJαβ X̌(t)Q+M

{
A−LK

[
F(s, ϕ(s))

]
(·)
}}

+



166

+K
[
F1(s, ϕ(s))

]
(t).

Отже, доведено наступну достатню умову розв’язностi матричної край-
ової задачi для диференцiального рiвняння з p -Лапласiаном (2.127),
(2.128).

Наслiдок 2.5.3. У критичному випадку (PQ∗ 6= 0) за умов (2.139),
(2.140) i (2.144) розв’язок (2.145) матричної крайової задачi з p -Лапла-
сiаном (2.127), (2.128) визначає узагальнений оператор Грiна
G[F1(s, ϕ(s));A](t) матричної крайової задачi с p -Лапласiаном (2.127),
(2.128) i загальний розв’язок W̌ (t, cr) для однорiдної частини матрич-
ного диференцiального рiвняння з p -Лапласiаном (2.127), (2.128).

У некритичному випадку (PQ∗ = 0), за умов (2.139), (2.140) матрична
крайова задача з p -Лапласiаном (2.127), (2.128) розв’язна для довiльної
функцiї F (t) i неоднорiдностi в крайовiй умовi A.

Приклад 2.5.2. Дослiджуємо задачу про знаходження антиперiодич-
них розв’язкiв матричного рiвняння з p -Лапласiаном

PZ(t) = A(t)Z(t) + F (t), PZ(t) := ((R(t)Z(t))′S(t))′, t ∈ [−1; 0].
(2.146)

Тут

R(t) := e−t
(

0 1
1 0

)
, S(t) := et

(
1 1
0 0

)
,

F (t) :=

(
1 1
0 0

)
, A(t) :=

(
1 0
0 0

)
.

Задача про знаходження розв’язкiв рiвняння (2.146) приводить до
диференцiально-алгебраїчної системи рiвнянь (2.129). При цьому умо-
ва (2.130) не виконана. Умови (2.139) i (2.140) виконанi, наприклад, для
матрицi

Ω := diag
(
ω1 ω2 ... ω4

)
:= diag

(
0 1 0 1

)
∈ R4×4.

Загальний розв’язок

W (t, c) =

(
0 0

c2 + c6 − c6 e
−t c4 + c8 t

)
, c :=

 c1

...
c8

 ∈ R8
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задачi Кошi Z(0) = 0 для однорiдної частини рiвняння (2.146) визначає
матриця

X(t) =



1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1− e−t 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 t
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 e−t 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1


.

Вiдзначимо, що для обраної матрицi Ω загальний розв’язок W (t, c) ре-
ально залежить вiд чотирьох, а не восьми довiльних констант. Оскiльки
PQ∗ 6= 0, то в задачi про побудову антиперiодичних розв’язкiв матрично-
го рiвняння з p -Лапласiаном (2.146) має мiсце критичний випадок.

Загальний розв’язок, що має вигляд однорiдної частини задачi про
побудову антиперiодичних розв’язкiв матричного рiвняння з p -Лапласi-
аном (2.146), визначає матриця

W (t, cr) =

(
0 0

cr1 e
−t (et − 2 + e1+t

)
cr2(1 + 2 t)

)
, cr :=

(
cr1
cr2

)
∈ R2

Вiдзначимо, що для обраної матрицi Ω загальний розв’язок W (t, cr) од-
норiдної частини антиперiодичної задачi для рiвняння (2.146) також за-
лежить вiд двох, а не шести довiльних констант. Оскiльки % = 5 6= 0,
то оператор Грiна задачi Кошi Z(a) = 0 для матричного диференцiаль-
ного рiвняння з p -Лапласiаном (2.137) залежить вiд довiльної функцiї
ϕ(t) ∈ C5×1[−1; 0]. Покладемо ϕ(t) := 0. Узагальнений оператор Грi-
на задачi Кошi Z(a) = 0 для матричного диференцiального рiвняння з
p -Лапласiаном (2.146)

K
[
F1(s, ϕ(s))

]
(t) =

(
0 0

e−1−t + t 0

)
дозволяє перевiрити виконання умови (2.144) i визначає узагальнений
оператор Грiна антиперiодичної задачi для системи (2.146)

G

[
F1(s, ϕ(s));A

]
(t) =

1

e (5− 2e+ e2)
×
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×
(

0 0
−3 + e− 3 e1−t + e2−t + 6 e−t + 5 et− 2 e2t+ e3t 0

)
.

Запропонована в статтi схема дослiдження матричних крайових задач
для звичайних диференцiальных рiвнянь з p-Лапласiаном (2.127), (2.128)
аналогiчно [19, 21, 43, 44, 165, 233, 271] може бути перенесена на матричнi
крайовi задачi для функцiонально-диференцiальних рiвнянь в абстракт-
них просторах. Крiм того, запропонована в статтi схема дослiдження
матричних крайових задач для звичайних диференцiальних рiвнянь з
p-Лапласiаном (2.127), (2.128) аналогiчно [17, 294] може бути перенесе-
на на нелiнiйнi матричнi крайовi задачi для звичайних диференцiальних
рiвнянь з p-Лапласiаном.



Висновки до другого роздiлу

1. Побудовано вдосконалену класифiкацiю нелiнiйних диференцiаль-
но-алгебраїчних крайових задач.

2. Знайдено конструктивнi умови розв’язностi та схему побудови роз-
в’язкiв нелiнiйних диференцiально-алгебраїчних крайових задач, зо-
крема, у випадку параметричного резонансу.

3. Побудовано збiжнi iтерацiйнi схеми для знаходження наближень до
розв’язкiв нелiнiйних диференцiально-алгебраїчних крайових задач.
Як приклади застосування побудованих iтерацiйних схем, знайденi
наближення до розв’язкiв диференцiально-алгебраїчних крайових
задач для рiвняння типу Дюффiнга, рiвняння типу Рiкаттi та мат-
ричної крайової задачi з p-Лапласiаном.



170

Роздiл 3

Нелiнiйнi крайовi задачi
у критичних випадках

3.1. Нелiнiйнi крайовi задачi, не розв’язанi вiдносно
похiдної

Дослiджуємо задачу про побудову розв’язкiв

z(t, ε) : z(·, ε) ∈ C1[a, b], z(t, ·) ∈ C[0, ε0]

крайової задачi [21, 302, 239, 325]

dz/dt = A(t)z + f(t) + εZ(z, z′, t, ε), (3.1)

`z(·, ε) = α + εJ(z(·, ε), z′(·, ε), ε) (3.2)

у малому околi розв’язку породжуючої нетерової (m 6= n) крайової за-
дачi

dz0/dt = A(t)z0 + f(t), `z0(·) = α, α ∈ Rm. (3.3)

Тут A(t) — (n × n)-вимiрна матриця та f(t) — n-вимiрний вектор-
стовпець, елементи яких — неперервнi на вiдрiзку [a, b] дiйснi функцiї,
`z(·) — лiнiйний обмежений векторний функцiонал `z(·) : C[a, b] → Rm.
Нелiнiйностi Z(z, z′, t, ε) та J(z(·, ε), z′(·, ε), ε) задачi (3.1), (3.2) припус-
каємо неперервно-диференцiйовними за невiдомою z та її похiдною z′

у малому околi породжуючого розв’язку та його похiдної та по мало-
му параметру ε у малому додатному околi нуля. Крiм того, вважаємо
нелiнiйну вектор-функцiю Z(z, z′, t, ε) неперервною за незалежною змiн-
ною t на вiдрiзку [a, b].

Дослiджуємо критичний випадок (PQ∗ 6= 0), причому припускаємо
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виконаною умову
PQ∗d

{
α− `K[f(s)](·)

}
= 0; (3.4)

в цьому випадку породжуюча задача (3.3) має сiм’ю розв’язкiв

z0(t, cr) = Xr(t)cr +G
[
f(s);α

]
(t), r := n− n1, cr ∈ Rr.

Тут X(t) — нормальна (X(a) = In) фундаментальна матриця однорiдної
частини системи (3.3), Q = `X(·) — (m × n)-матриця, rank Q = n1,
Xr(t) = X(t)PQr , PQr — (n×r)-матриця, утворена з r лiнiйно-незалежних
стовпцiв (n×n)-матрицi-ортопроектора PQ : Rn → N(Q), PQ∗d− (d×m)-
матриця, утворена з (d := m− n1) лiнiйно незалежних рядкiв (m×m)-
матрицi-ортопроектора PQ∗ : Rm → N(Q∗) ,

G[f(s);α](t) = K[f(s)](t) +X(t)Q+{α− `K[f(s)](·)}

— узагальнений оператор Грiна крайової задачi (3.3),

K[f(s)](t) = X(t)

∫ t

a

X−1(s)f(s)ds

— оператор Грiна задачi Кошi для системи (3.3), Q+ — псевдообернена
матриця за Муром-Пенроузом [21].

3.1.1. Умови розв’язностi нелiнiйної крайової задачi, не роз-
в’язаної вiдносно похiдної Необхiднi умови iснування розв’язку

z(t, ε) = z0(t, cr) + x(t, ε)

задачi (3.1), (3.2) у критичному випадку визначає наступна лема [240].
Доведення леми аналогiчне [21, 302, 318, 321].

Лема 3.1.1. Припустимо, що для крайової задачi (3.1), (3.2) має мiс-
це критичний (PQ∗ 6= 0) випадок i виконується умова (3.4) розв’язно-
стi породжуючої задачi (3.3). Припустимо також, що задача (3.1),
(3.2) має розв’язок, який при ε = 0 перетворюється на породжуючий
z0(t, c

∗
r). Тодi вектор c∗r ∈ Rr задовольняє рiвнянню

F (cr) := PQ∗d{J(z0(·, cr), z′0(·, cr), 0)−`K[Z(z0(s, cr), z
′
0(s, cr), s, 0)](·)} = 0.

(3.5)
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По аналогiї з слабконелiнiйними крайовими задачами у критичному
випадку [21], рiвняння (3.5) будемо називати рiвнянням для породжую-
чих констант крайової задачi (3.1), (3.2), не розв’язаної вiдносно похiдної.
Припустимо, що рiвняння (3.5) має дiйснi коренi та не перетворюється
на тотожнiсть [36, 225]. Фiксуючи один iз розв’язкiв c∗r ∈ Rr рiвняння
(3.5), приходимо до задачi про знаходження розв’язкiв

x(t, ε) : x(·, ε) ∈ C1[a, b], x(t, ·) ∈ C[0, ε0]

крайової задачi

dx/dt = A(t)x+ εZ(z0 + x, z′0 + x′, t, ε), (3.6)

`x(·, ε) = ε J(z0(·, c∗r) + x(·, ε), z′0(·, c∗r) + x′(·, ε), ε). (3.7)

У критичному випадку (PQ∗ 6= 0) за умови (3.4) крайова задача (3.6),
(3.7) розв’язна за умови

PQ∗d{J(z0(·, c∗r) + x(·, ε), z′0(·, c∗r) + x′(·, ε), ε)−

−`K[Z(z0(t, c
∗
r) + x(t, ε), z′0(t, c

∗
r) + x′(t, ε), t, ε)](·)} = 0.

У малому околi породжуючого розв’язку z0(t, c
∗
r) має мiсце наступне роз-

винення
Z(z0(t, c

∗
r) + x(t, ε), z′0(t, c

∗
r) + x′(t, ε), t, ε) =

= Z(z0(t, c
∗
r), z

′
0(t, c

∗
r), t, 0) + A1(t)x(t, ε) + A2(t)x

′(t, ε) + εA3(t)+

+R1(z0(t, c
∗
r) + x(t, ε), z′0(t, c

∗
r) + x′(t, ε), t, ε);

тут

A1(t) :=
∂Z(z, z′, t, ε)

∂z

 z = z0(t, c
∗
r),

z′ = z′0(t, c
∗
r),

ε = 0,

,

A2(t) :=
∂Z(z, z′, t, ε)

∂z′

 z = z0(t, c
∗
r),

z′ = z′0(t, c
∗
r),

ε = 0,

,
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A3(t) :=
∂Z(z, z′, t, ε)

∂ε

 z = z0(t, c
∗
r),

z′ = z′0(t, c
∗
r),

ε = 0.

Залишок R1(z0(t, c
∗
r) + x(t, ε), z′0(t, c

∗
r) + x′(t, ε), t, ε) бiльш високого по-

рядку малостi за x, x′ та ε в околi точок x = 0, x′ = 0 та ε = 0, нiж
першi чотири члени розвинення, тому

R1(z, z
′, t, ε)

 z = z0(t, c
∗
r),

z′ = z′0(t, c
∗
r),

ε = 0

≡ 0,
∂R1(z, z

′, t, ε)

∂z

 z = z0(t, c
∗
r),

z′ = z′0(t, c
∗
r),

ε = 0

≡ 0,

∂R1(z, z
′, t, ε)

∂z′

 z = z0(t, c
∗
r),

z′ = z′0(t, c
∗
r),

ε = 0

≡ 0,
∂R1(z, t, ε)

∂ε

 z = z0(t, c
∗
r),

z′ = z′0(t, c
∗
r),

ε = 0

≡ 0.

Використовуючи неперервну диференцiйовнiсть (у сенсi Фреше) за пер-
шими трьома аргументами векторного функцiоналу J(z0(·, c∗r) + x(·, ε),
z′0(·, c∗r) + x′(·, ε), ε), видiляємо лiнiйнi `1x(·, ε), `1x

′(·, ε) та ε`3(z0(·, c∗r))
частини цього функцiоналу та член J(z0(·, c∗r), z′0(·, c∗r), 0) =
= J(z(·, 0), z′(·, 0), 0) нульового порядку за ε в околi точок x = 0, x′ = 0
та ε = 0 :

J(z0(·, c∗r)+x(·, ε), z′0(·, c∗r)+x′(·, ε), ε) = J(z0(·, c∗r), z′0(·, c∗r), 0)+ `1x(·, ε)+

+`2x
′(·, ε) + ε`3(z0(·, c∗r)) + J1(z0(·, c∗r) + x(·, ε), z′0(·, c∗r) + x′(·, ε), ε).

Залишок J1(z0(·, c∗r) + x(·, ε), z′0(·, c∗r) + x′(·, ε), ε) бiльш високого порядку
малостi за x, x i ε в малому околi точок x = 0, x′ = 0 i ε = 0, нiж першi
три члени розвинення, тому

J1(z(·, ε), z′(·, ε), ε)

 z = z0(t, c
∗
r),

z′ = z′0(t, c
∗
r),

ε = 0

= 0,
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∂J1(z(·, ε), z′(·, ε), ε)
∂z

 z = z0(t, c
∗
r),

z′ = z′0(t, c
∗
r),

ε = 0

= 0,

∂J1(z(·, ε), z′(·, ε), ε)
∂z′

 z = z0(t, c
∗
r),

z′ = z′0(t, c
∗
r),

ε = 0

= 0,

∂J1(z(·, ε), z′(·, ε), ε)
∂ε

 z = z0(t, c
∗
r),

z′ = z′0(t, c
∗
r),

ε = 0

= 0.

Позначимо (d× r)-вимiрну матрицю

B0 := PQ∗d

{
`1Xr(·) + `2X

′
r(·)− `K

[
A1(s)Xr(s) + A2(s)X

′
r(s)

]
(·)
}
.

Враховуючи отриманi розвинення та рiвняння для породжуючих кон-
стант, приходимо до операторної системи, рiвнозначної до задачi про
знаходження розв’язкiв системи (3.6), якi задовольняють крайову умову
(3.7)

x(t, ε) = Xr(t)cr + x(1)(t, ε), x(2)(t, ε) :=
(
x(1)(t, ε)

)′
,

B0 cr = −PQ∗d
{
`1x

(1)(·, ε) + `2x
(2)(·, ε) + ε`3(z0(·, c∗r))+ (3.8)

+J1(z0(·, c∗r) + x(·, ε), z′0(·, c∗r) + x′(·, ε), ε)− `K
[
A1(s)x

(1)(s, ε)+

+A2(s)x
(2)(s, ε)+εA3(s)+R1(z0(s, c

∗
r)+x(s, ε), z′0(s, c

∗
r)+x′(s, ε), s, ε)

]
(·)
}
,

x(1)(t, ε) = εG
[
Z(z0(s, c

∗
r) + x(s, ε), z′0(s, c

∗
r) + x′(s, ε), s, ε);

J(z0(·, c∗r) + x(·, ε), z′0(·, c∗r) + x′(·, ε), ε)
]
(t).

За умови PB∗0PQ∗d = 0 принаймнi один розв’язок другого рiвняння опера-
торної системи (3.8) набуває вигляду

cr = −B+
0 PQ∗d

{
`1x

(1)(·, ε) + `2x
(2)(·, ε) + ε`3(z0(·, c∗r))+
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+J1(z0(·, c∗r) + x(·, ε), z′0(·, c∗r) + x′(·, ε), ε)− `K
[
A1(s)x

(1)(s, ε)+

+A2(s)x
(2)(s, ε)+εA3(s)+R1(z0(s, c

∗
r)+x(s, ε), z′0(s, c

∗
r)+x′(s, ε), s, ε)

]
(·)
}

;

тут PB∗0 — (d× d)− вимiрна матриця-ортопроектор: Rd → N(B∗0). Таким
чином, за умови PB∗0PQ∗d = 0 принаймнi один розв’язок крайової задачi
(3.6), (3.7) визначає операторна система

x(t, ε) = Xr(t)cr + x(1)(t, ε), x(2)(t, ε) :=
(
x(1)(t, ε)

)′
,

cr = −B+
0 PQ∗d

{
`1x

(1)(·, ε) + `2x
(2)(·, ε) + ε`3(z0(·, c∗r))+ (3.9)

+J1(z0(·, c∗r) + x(·, ε), z′0(·, c∗r) + x′(·, ε), ε)− `K
[
A1(s)x

(1)(s, ε)+

+A2(s)x
(2)(s, ε)+εA3(s)+R1(z0(s, c

∗
r)+x(s, ε), z′0(s, c

∗
r)+x′(s, ε), s, ε)

]
(·)
}
,

x(1)(t, ε) = εG
[
Z(z0(s, c

∗
r) + x(s, ε), z′0(s, c

∗
r) + x′(s, ε), s, ε);

J(z0(·, c∗r) + x(·, ε), z′0(·, c∗r) + x′(·, ε), ε)
]
(t).

Операторна система (3.9) вiдрiзняється вiд аналогiчної операторної си-
стеми [21, 177] урахуванням похiднихA2(s), A3(s) та `2(z0(·, c∗r)), `3(z0(·, c∗r))
нелiнiйностей крайової задачi (3.6), (3.7) i, в свою чергу, в критичному
випадку еквiвалентна до операторної системи [270]

x(t, ε) = Φ
(
z0(t, c

∗
r) + x(t, ε)

)
. (3.10)

Для побудови розв’язкiв цiєї операторної системи традицiйно [21, 177,
219] застосовується iтерацiйна схема

xk+1(t, ε) = Φ
(
z0(t, c

∗
r) + xk(t, ε)

)
, x0(t, ε) ≡ 0, k = 0, 1, ... , (3.11)

яка вiдповiдає методу простих iтерацiй; тут

Φ
(
z0(t, c

∗
r) + x(t, ε)

)
:=

= −Xr(t)B
+
0 PQ∗d

{
`1x

(1)(·, ε) + `2x
(2)(·, ε) + ε`3(z0(·, c∗r))+

+J1(z0(·, c∗r) + x(·, ε), z′0(·, c∗r) + x′(·, ε), ε)− `K
[
A1(s)x

(1)(s, ε)+
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+A2(s)x
(2)(s, ε)+εA3(s)+R1(z0(s, c

∗
r)+x(s, ε), z′0(s, c

∗
r)+x

′(s, ε), s, ε)
]
(·)
}

+

+εG
[
Z(z0(s, c

∗
r) + x(s, ε), z′0(s, c

∗
r) + x′(s, ε), s, ε);

J(z0(·, c∗r) + x(·, ε), z′0(·, c∗r) + x′(·, ε), ε)
]
(t).

Достатньою умовою збiжностi iтерацiйної схеми (3.11) є умова [206,
c. 639]

sup
ε∈[0;ε0]

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∂Φ
(
z0(t, c

∗
r) + x(t, ε)

)
∂x

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ ≤ λ < 1; (3.12)

тут x(t, ε)− вектор-функцiя з малого околу нуля. Достатня умова збiж-
ностi iтерацiйної процедури (3.11) безпосередньо випливає з означення
оператора стиснення та теореми про середнє значення∣∣∣∣∣∣Φ(z0(t, c

∗
r) + x(t, ε)

)
− Φ

(
z0(t, c

∗
r) + y(t, ε)

)∣∣∣∣∣∣ =

=
∣∣∣∣∣∣∂Φξ(t, ε)

∂x

∣∣∣∣∣∣ · ||x(t, ε)− y(t, ε)||;

тут ξ(t, ε)− точка вiдрiзку, який з’єднує точки z0(t, c
∗
r)+x(t, ε) та z0(t, c

∗
r)+

y(t, ε). Для оператора Φ(z0(t, c
∗
r) + x(t, ε)) умова (3.12) набуває вигляду

sup
ε∈[0;ε0]

∣∣∣∣∣∣∣∣εG{[∂Z(z(s, ε), z′(s, ε), s, ε)

∂x
;
∂Z(z(s, ε), z′(s, ε), s, ε)

∂x′

]
;

[
∂J(z(·, ε), z′(·, ε), ε)

∂x
;
∂J(z(·, ε), z′(·, ε), ε)

∂x′

]}
(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ λ < 1.

Таким чином, доведено наступну теорему [240].

Теорема 3.1.1. Припустимо, що для крайової задачi (3.1), (3.2), не
розв’язаної вiдносно похiдної, має мiсце критичний (PQ∗ 6= 0) випадок
i виконується умова (3.4) розв’язностi породжуючої задачi (3.3). При-
пустимо, що рiвняння (3.5) не перетворюється на тотожнiсть та
має дiйснi розв’язки. Тодi для кожного кореня c∗r ∈ Rr рiвняння (3.5) за
умови (3.12) та

PB∗0PQ∗d = 0, (3.13)

крайова задача (3.1), (3.2), не розв’язана вiдносно похiдної, має при-
наймнi один розв’язок z(t, ε) : z(·, ε) ∈ C1[a, b], z(t, ·) ∈ C[0, ε0], який
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при ε = 0 перетворюється на породжуючий

z0(t, c
∗
r) = Xr(t)c

∗
r +G[f(s);α](t).

Цей розв’язок можна визначити за допомогою збiжного для ε ∈ [0, ε∗]
iтерацiйного процесу (3.11).

Матриця B0, ключова в дослiдженнi резонансних слабконелiнiйних
крайових задач, може бути знайдена безпосередньо з рiвняння (3.5), як
похiдна

B0 =
∂F (cr)

∂cr

∣∣∣∣ cr = c∗r.
(3.14)

Дiйсно,

∂F (c∗r)

∂cr
=

∂

∂cr
PQ∗d

{
J(z0(·, c∗r), z′0(·, c∗r), 0) + `1x(·, ε)+

+`2x
′(·, ε) + ε`3(z0(·, c∗r)) + J1(z0(·, c∗r) + x(·, ε), z′0(·, c∗r) + x′(·, ε), ε)−

−`K
[
Z(z0(s, c

∗
r), z

′
0(s, c

∗
r), t, 0) + A1(s)x(s, ε) + A2(s)x

′(s, ε) + εA3(s)+

+R1(z0(s, c
∗
r) + x(s, ε), z′0(s, c

∗
r) + x′(s, ε), s, ε)

]
(·)
} ∣∣∣∣ ε = 0

= B0.

У випадку m = n, наприклад, для перiодичних крайових задач, мат-
риця B0 стає квадратною, при цьому умова (3.13) перетворюється на
вiдому [21, 177, 193] вимогу невиродженостi матрицi B0. Умова (3.13)
є узагальненням традицiйної достатньої умови розв’язностi нелiнiйних
крайових задач у критичному випадку, зокрема, вимоги простоти ко-
ренiв рiвняння для породжуючих констант [193, 225], а також аналогiчної
вимоги для нелiнiйних крайових задач, розв’язаних вiдносно похiдної, з
нетеровою лiнiйною частиною [21]. За умови (3.13) будемо казати, що для
крайової задачi (3.1), (3.2), не розв’язаної вiдносно похiдної, має мiсце
критичний випадок першого порядку. У випадку PB∗0PQ∗d 6= 0 для крайо-
вої задачi (3.1), (3.2), не розв’язаної вiдносно похiдної, може мати мiсце
критичний випадок другого, чи бiльш високого порядку [21, 177, 222]. До-
ведена теорема узагальнює результати [21, 318, 325] на випадок нелiнiй-
ної крайової задачi, не розв’язаної вiдносно похiдної.

3.1.2. Перiодична задача для рiвняння типу Релея, не розв’я-
заного вiдносно похiдної. Послiдовнiсть наближень, утворена схе-
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мою (3.11) лише на границi перетворюється на розв’язок крайової задачi
(3.1), (3.2); iнакше кажучи, у частковому випадку, в задачi про знаход-
ження перiодичних розв’язкiв системи (3.1) послiдовнiсть наближень,
утворена схемою (3.11), взагалi кажучи, не є перiодичною, а лише на
границi перетворюється на перiодичний розв’язок крайової задачi (3.1),
(3.2). Крiм того, схема (3.11) вiдповiдає методу простих iтерацiй, отже,
має лiнiйну збiжнiсть, тому природно поставити задачу про прискорення
цих iтерацiй. Продемонструємо схему побудови iтерацiйної схеми мето-
дом Ньютона – Канторовича [47, 206, 287] на прикладi T -перiодичної
задачi для рiвняння типу Релея, не розв’язаного вiдносно старшої похiд-
ної [199, c. 177]

y′′ = f(t) + ε Y (y, y′, y′′, t, ε). (3.15)

Тут Y (y, y′, y′′, t, ε) — нелiнiйна скалярна функцiя, двiчi неперервно ди-
ференцiйовна за невiдомою y та її похiдним y′, а також y′′ в малому
околi розв’язку породжуючої задачi, неперервна за t на вiдрiзку [a, b] та
неперервно диференцiйовна за малим параметром ε на вiдрiзку [0, ε0].
Породжуюча T -перiодична задача

y′′0 = f(t), y(0)− y(T ) = 0, y′(0)− y′(T ) = 0

критична:

X(t) =

(
1 t

0 1

)
, Q =

(
0 −2π
0 0

)
, Xr(t) =

(
1
0

)
.

Припустимо, що породжуюча T -перiодична задача розв’язна; для цього
необхiдно i достатньо виконується рiвнiсть∫ T

0

f(t) dt = 0.

Якщо ця вимога виконується, розв’язок породжуючої задачi має вигляд

y0(t, c0) = c0 + g[f(s)](t), c0 ∈ R1;

тут

g[f(s)](t) := k[f(s)](t)− t

T

∫ T

0

(T − s)f(s) ds
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— оператор Грiна породжуючої T -перiодичної задачi,

k[f(s)](t) :=

∫ t

0

(t− s)f(s) ds

— оператор Грiна задачi Кошi. Перiодичнi розв’язки рiвняння типу Релея
y(t, ε) = y0(t, c0) + x(t, ε) шукатимемо в околi розв’язку y0(t, c0) лiнiйної
частини цього рiвняння. Для знаходження збурення x(t, ε) ∈ C1[0;T ]
отримуємо T -перiодичну задачу для рiвняння

x′′ = ε Y (y0(t, c0) + x(t, ε), y′0(t, c0) + x′(t, ε), t, ε),

розв’язну тодi й тiльки тодi, коли

F (c0) :=

∫ T

0

Y (y(t, ε), y′(t, ε), y′′(t, ε), t, ε) dt = 0. (3.16)

Припустимо, що рiвняння для породжуючих амплiтуд у випадку T -
перiодичної задачi для рiвняння типу Релея

F0(c0) :=

∫ T

0

Y (y0(t, c0), y
′
0(t, c0), y

′′
0(t, c0), t, 0) dt = 0.

має простий B0 := F ′(c∗0) 6= 0 дiйсний корiнь c∗0 ∈ R1. Для знаходження
перiодичного розв’язку рiвняння типу Релея можна скористатися мето-
дом Ляпунова – Пуанкаре [225], але бiльш ефективне, саме для знаход-
ження розв’язку c(ε) ∈ Rr рiвняння (3.16), використання методу Ньюто-
на – Канторовича [47, 206, 287]. Згiдно прийнятим позначенням, функ-
цiя F (c(ε)) двiчi неперевно-диференцiйовна за невiдомою c(ε) у малому
околi точки c∗0. Припустимо, що для рiвняння (3.16) при 0 ≤ ε ≤ ε∗ ≤ ε0

мають мiсце нерiвностi∣∣∣∣∣∣J +
j (ε)

∣∣∣∣∣∣ ≤ σ1(j), j = 0, 1, 2, ... ,∣∣∣∣∣∣d2F (ζj(ε) ; c(ε)− cj(ε))
∣∣∣∣∣∣ ≤ σ2(j) · ||c(ε)− cj(ε)||

та iснує константа

θ := sup
j∈N

{
σ1(j)σ2(j)

2

}
.

Тодi, згiдно [206], за умов

Jj 6= 0, θ · ||c(ε)− cj(ε)|| < 1 (3.17)
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для знаходження розв’язку c(ε) рiвняння (3.16) застосовна iтерацiйна
схема

cj+1(ε) = cj(ε)− J −1
j F (cj(ε)), j = 0, 1, 2, ... , (3.18)

при цьому швидкiсть збiжностi послiдовностi {cj(ε)} до розв’язку c(ε)
рiвняння (3.16) квадратична [47, 206, 287]. Тут Jj(ε) := F ′(cj(ε)) ∈ R1 —
Якобiан перетворення F (c(ε)) : R1 → R1, j = 0, 1, 2, ... у точцi cj(ε).
Крiм того, PJ ∗j : Rd → N(J ∗j ) — ортопроектор матрицi J ∗j . Шуканий
розв’язок вихiдної T -перiодичної задачi для рiвняння типу Релея (3.15)
визначає iтерацiйна схема

yk+1(t, ε) = y0(t, c
∗
0) + xk+1(t, ε), k = 0, 1, 2, ... ,

xk+1(t, ε) = ξk+1(ε) + x
(1)
k+1(t, ε), (3.19)

x
(1)
k+1(t, ε) = ε g

[
Y (yk(s, ε), y

′
k(s, ε), y

′′
k(s, ε), s, ε)

]
(t),

ck+1(ε) = c∗0 + ξk+1(ε), F (ck+1(ε)) = 0.

Таким чином, доведено наступне твердження [240].

Наслiдок 3.1.1. Припустимо, що для T -перiодичної крайової задачi
для рiвняння типу Релея (3.15), не розв’язаного вiдносно похiдної, ви-
конується умова розв’язностi (3.16) породжуючої задачi. Припустимо
також, що рiвняння породжуючих амплiтуд у випадку T -перiодичної
крайової задачi для рiвняння типу Релея (3.15) не перетворюється
на тотожнiсть та має дiйсний розв’язок c∗0 ∈ R1. Припустимо та-
кож, що для рiвняння (3.16) виконується умова (3.17). Тодi для коре-
ня c∗0 ∈ R1 рiвняння породжуючих амплiтуд у випадку T -перiодичної
крайової задачi для рiвняння типу Релея (3.15) в околi породжуючо-
го розв’язку y0(t, c

∗
0) для знаходження принаймнi одного розв’язку T -

перiодичної крайової задачi для рiвняння типу Релея (3.15) може бути
використана iтерацiйна схема (3.19).

Промiжок ε ∈ [0, ε0], 0 ≤ ε∗ ≤ ε0 збiжностi iтерацiйної схеми (3.19) до
розв’язку T -перiодичної крайової задачi для рiвняння типу Релея (3.15),
не розв’язаного вiдносно похiдної, може бути знайдена з умов (3.12) та
(3.17). Застосуємо знайденi умови розв’язностi T -перiодичної крайової
задачi для рiвняння типу Релея (3.15), не розв’язаного вiдносно похiд-
ної, для 2π-перiодичної крайової задачi для рiвняння, яке визначає рух
супутника [325].
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Приклад 3.1.1. Умови доведеної теореми справджуються у випадку
2π-перiодичної крайової задачi для рiвняння, яке визначає рух супутни-
ка на елiптичнiй орбiтi

y′′ = ε Y (y, y′, y′′, t, ε), (3.20)

де, зокрема,

Y (y, y′, y′′, t, ε) := 4 sin t− sin y + 2 y′ sin t− y′′ cos t.

Рiвняння породжуючих амплiтуд у випадку T -перiодичної крайової
задачi для рiвняння типу Релея (3.15), не розв’язаного вiдносно похiд-
ної, має простий: B0 = −2π 6= 0 дiйсний корiнь c∗0 = 0. Перiодичнi
розв’язки рiвняння типу Релея (3.20), не розв’язаного вiдносно похiдної,
y(t, ε) = y0(t, c0) + x(t, ε) будемо шукати в околi розв’язку y0(t, c0) ≡ 0
лiнiйної частини цього рiвняння. Перiодична задача для рiвняння пер-
шого наближення розв’язна в наслiдок рiвностi F0(c

∗
0) = 0, при цьому

x1(t, ε) = c1 − 4 ε sin t. Рiвняння (3.16) у випадку 2π-перiодичної задачi
для рiвняння (3.20) типу Релея має дiйсний корiнь c1 = 0, при цьому
x2(t, ε) = c2 + x

(1)
2 (t, ε). де

x
(1)
2 (t, 0, 1) ≈ −97 945 284 sin t

223 005 689
+

3 sin 2t

200
−229 674 sin 3t

7 829 478 409
− 9 171 sin 5t

432 784 095 812
,

c2 = 0,

а також

x
(1)
2 (t, 0, 01) ≈ −11393739 sin t

282 023 801
+

3 sin 2t

20 000
− 2 676 sin 3t

903 240 320 419
.

Умовою збiжностi iтерацiйної схеми (3.19) є умова стиснення∣∣∣∣∣∣εg′x[Y (yk(s, ε), y
′
k(s, ε), y

′′
k(s, ε))

]
(·)
∣∣∣∣∣∣
C2[0;2π]

≤ λ < 1,

для k = 0, 1, 2 ... . Суттєвою особливiстю останньої вимоги стиснення є
залежнiсть оператора

Φ
[
yk(s, ε), s, ε)

]
(t) := ε g

[
Y (yk(s, ε), y

′
k(s, ε), y

′′
k(s, ε), s, ε)

]
(t)

вiд похiдних y′k(s, ε) та y′′k(s, ε). Оскiльки в околi

Ω :
∣∣∣∣∣∣y(t, ε)− y0(t, c

∗
0)
∣∣∣∣∣∣
C2[0;2π]

≤ q, 0 < ε ≤ ε∗ ≤ ε0
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породжуючого розв’язку y0(t, c
∗
0) та точки ε = 0 мають мiсце розвинення

Y (yk(t, ε), y
′
k(t, ε), y

′′
k(t, ε), t, ε) =

+Y (y0(t, ε), y
′
0(t, ε), y

′′
0(t, ε), t, 0) + A1(t)x(t, ε) + A2(t)x

′(t, ε)+

+A3(t)x
′′(t, ε) + εA4(t) +R(yk(t, ε), y

′
k(t, ε), y

′′
k(t, ε), t, ε),

в околi Ω породжуючого розв’язку y0(t, c
∗
0) та точки ε = 0 має мiсце

рiвнiсть

Φ′xk

[
yk(s, ε), s, ε)

]
(t) = ε

(
g
[
A1(s)

]
(t) g

[
A2(s)

]
(t) g

[
A3(s)

]
(t)
)

;

тут
A1(t) := Y ′xk(y0(t, c

∗
0), y

′
0(t, c

∗
0), y

′′
0(t, c∗0), t, 0),

A2(t) := Y ′x′k(y0(t, c
∗
0), y

′
0(t, c

∗
0), y

′′
0(t, c∗0), t, 0),

A3(t) := Y ′x′′k(y0(t, c
∗
0), y

′
0(t, c

∗
0), y

′′
0(t, c∗0), t, 0),

A4(t) := Y ′ε (y0(t, c
∗
0), y

′
0(t, c

∗
0), y

′′
0(t, c∗0), t, 0).

Таким чином, умовою збiжностi iтерацiйної схеми (3.19) є умова стис-
нення

sup
yk,ε∈Ω

∣∣∣∣∣∣εΦ′xk

[
yk(s, ε), s, ε)

]
(·)
∣∣∣∣∣∣
C2[0;2π]

≤ λ < 1. (3.21)

Покладемо ε∗ = 0, 073, при цьому мають мiсце нерiвностi∣∣∣∣∣∣Φ′x1[y1(s, ε), s, ε)
]
(·)
∣∣∣∣∣∣
C2[0;2π]

≈ 0, 999 773 < 1,∣∣∣∣∣∣Φ′x2[y2(s, ε), s, ε)
]
(·)
∣∣∣∣∣∣
C2[0;2π]

≈ 1, 00 963 > 1.

У той же час для ε∗ = 0, 01, мають мiсце нерiвностi∣∣∣∣∣∣Φ′x1[y1(s, ε), s, ε)
]
(·)
∣∣∣∣∣∣
C2[0;2π]

≈ 0, 138 307� 1,∣∣∣∣∣∣Φ′x2[y2(s, ε), s, ε)
]
(·)
∣∣∣∣∣∣
C2[0;2π]

≈ 0, 138 306� 1.

Зауважимо, що умови (3.17) не впливають на оцiнку величини ε∗, оскiль-
ки θ0 = θ1 = θ2 = 0. Точнiсть знайдених наближень до розв’язку перiо-
дичної задачi для рiвняння типу Релея (3.20), не розв’язного вiдносно
старшої похiдної, знайдених за допомогою iтерацiйної схеми (3.19), ха-



183

рактеризують нев’язки ∆k(ε). Зокрема,

∆0(0, 1) ≈ 0, 4, ∆1(0, 1) ≈ 0, 000892 783, ∆2(0, 1) ≈ 0, 0149 468,

а також

∆0(0, 01) ≈ 0, 04, ∆1(0, 01) ≈ 0, 000 897 698, ∆2(0, 01) ≈ 0, 0000 152 203.

Порiвняємо знайденi нульове та першi два наближення до перiодичного
розв’язку рiвняння типу Релея (3.20) з нульовим y0p(t, c

∗
0) = y0(t, c

∗
0) = 0

та першими двома наближеннями до перiодичного розв’язку рiвняння
типу Релея (3.20), знайденими за допомогою методу Пуанкаре

y1p(t, ε) = y0(t, c
∗
0) + ε u1(t), u1(t) = −4 sin t,

y2p(t, ε) = y0(t, c
∗
0) + ε u1(t) + ε2 u2(t);

тут

u2(t) = 4 + 8 cos t− 4 sin t+
1

2
sin 2t.

Знайденi за допомогою методу Пуанкаре нульове та першi два наближен-
ня до перiодичного розв’язку рiвняння типу Релея (3.20) характеризують
нев’язки

δkp(ε) =
∣∣∣∣∣∣y′′kp(t)− ε Y (ykp, y

′
kp, y

′′
kp, t, ε)

∣∣∣∣∣∣
C[0;2π]

, k = 1, 2.

Зокрема, при ε = 0, 1 маємо:

δ0p(0, 1) ≈ 0, 4, δ1p(0, 1) ≈ 0, 107 069, δ2p(0, 1) ≈ 0, 0233 128.

Таким чином, знайденi нульове та першi два наближення до перiодично-
го розв’язку рiвняння типу Релея (3.20) за допомогою iтерацiйної схеми
(3.19), точнiшi перших двох наближень до перiодичного розв’язку рiв-
няння типу Релея (3.20), знайдених за допомогою методу Пуанкаре.

Запропонована схема дослiдження нелiнiйних крайових задач, не роз-
в’язаних вiдносно похiдної аналогiчно [22, 28, 41, 241] може бути перене-
сена на нелiнiйнi диференцiально-алгебраїчнi крайовi задачi, не розв’я-
занi вiдносно похiдної.
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3.2. Автономна крайова задача у випадку парамет-
ричного резонансу

Дослiджуємо задачу про знаходження розв’язкiв [16, 21, 224, 225, 300]

z(t, ε) : z(·, ε) ∈ C1[a, b(ε)], z(t, ·) ∈ C[0, ε0], b(ε), h(ε) ∈ C[0, ε0]

автономної системи звичайних диференцiальних рiвнянь у випадку па-
раметричного резонансу [39, 227]

dz/dt = Az + f + εZ(z, h(ε), ε), (3.22)

якi задовольняють крайову умову

`z(·, ε) = α + ε J(z(·, ε), h(ε), ε), α ∈ Rm. (3.23)

Розв’язки нетерової (m 6= n) крайової задачi (3.22), (3.23) шукатимемо в
малому околi розв’язку

z0(t) ∈ C1[a, b0], b0 = b(0), h0 = b(0) ∈ Rq

породжуючої задачi

dz0/dt = Az0 + f, f ∈ Rn, `z0(·) = α. (3.24)

Тут A – стала (n× n)-вимiрна матриця, Z(z, h(ε), ε) – нелiнiйна вектор-
функцiя, неперервно-диференцiйовна за невiдомими z(t, ε) i h(ε) в мало-
му околi розв’язку породжуючої задачi i неперервно-диференцiйован по
малому параметру ε на вiдрiзку [0, ε0]; `z(·, ε) – лiнiйний i J(z(·, h(ε), ε), ε)
– нелiнiйний векторний функцiонали

`z(·, ε), J(z(·, h(ε), ε), ε) : C[a, b(ε)]→ Rm,

причому другий функцiонал неперервно-диференцiйовний за невiдомими
z(t, ε) i h(ε) в малому околi розв’язку породжуючої задачi та по малому
параметру ε в малому околi розв’язку породжуючої задачi та на вiдрiзку
[0, ε0]. Поставлена задача узагальнює традицiйнi перiодичнi крайовi за-
дачi у випадку параметричного резонансу [227, 330] на випадок загальної
нетерової крайової задачi та продовжує дослiження автономної нетеро-
вої крайової задачi для системи звичайних диференцiальних рiвнянь у
випадку параметричного резонансу [39].

Крiм того, поставлена задача узагальнює автономнi нелiнiйнi крайовi
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задачi [16, 50].

3.2.1. Умови розв’язностi крайової задачi (3.22), (3.23) у ви-
падку параметричного резонансу. У критичному випадку
(PQ∗ 6= 0) за умови

PQ∗d

{
α− `K[f ](·)

}
= 0 (3.25)

породжуюча задача (3.24) має сiм’ю розв’язкiв [21]

z0(t, cr) = Xr(t)cr +G[f ;α](t), Xr(t) = X(t)PQr , cr ∈ Rr.

ТутQ := `X(·) – (m×n)-матриця, rankQ = n1, n−n1 = r, PQ∗ – (m×m)-
матриця-ортопроектор PQ∗ : Rm → N(Q∗), X(t) – нормальна (X(a) = In)
фундаментальна матриця однорiдної частини диференцiальної системи
(3.24); PQr – (n× r)-матриця, утворена iз r-лiнiйно-незалежних стовпцiв
(n× n)-матрицi-ортопроектора PQ : Rn → N(Q);

G[f ;α](t) = X(t)Q+
{
α− `K[f ](·)

}
+K[f ](t)

— узагальнений оператор Грiна задачi (3.24), Q+− псевдообернена мат-
риця по Муру-Пенроузу [21],

K[f ](t) = X(t)

∫ t

a

X−1(s)fds

— оператор Грiна задачi Кошi для диференцiальної системи (3.24), In –
одинична (n×n)-матриця; матриця PQ∗d утворена iз d− лiнiйно-незалеж-
них стовпцiв матрицi-ортопроектора PQ∗d. У критичному випадку задача
(3.22), (3.23) iстотно вiдрiзняється вiд аналогiчних неавтономних крайо-
вих задач; на вiдмiну вiд останнiх, правий кiнець b(ε) промiжку [a, b(ε)],
на якому шукаємо розв’язок задачi (3.22), (3.23), невiдомий та пiдлягає
визначенню в процесi побудови розв’язку. Здiйснюючи в задачi (3.22),
(3.23) замiну незалежної змiнної [16]

t = a+ (τ − a)(1 + εβ(ε)), b(ε) = b∗ + ε (b∗ − a)β(ε),

β(ε) ∈ C[0, ε0], β(0) = β∗,

приходимо до задачi про знаходження розв’язку

z(·, ε) ∈ C1[a, b0], z(τ, ·) ∈ C[0, ε0], β(ε), h(ε) ∈ C[0, ε0]



186

системи диференцiальних рiвнянь

dz(τ, ε)/dt = Az(τ, ε) + f + εZ(z(τ, ε), h(ε), ε)+

+εβ(ε)[Az(τ, ε) + εZ(z(τ, ε), h(ε), ε)],

що задовольняють крайову умову

`z(·, ε) = α + ε J(z(·, ε), h(ε), ε) + εβ(ε)[α + ε J(z(·, ε), h(ε), ε)].

Далi, здiйснюючи замiну незалежної

z(τ, ε) = z0(τ, cr) + x(τ, ε), h(ε) = h0 + µ(ε), β(ε) = β0 + η(ε),

приходимо до задачi про знаходження розв’язку

x(·, ε) ∈ C1[a, b0], x(τ, ·) ∈ C[0, ε0], µ(ε), η(ε) ∈ C[0, ε0]

системи диференцiальних рiвнянь

dx(τ, ε)/dτ = Ax(τ, ε)+ε Y (z0(t, cr)+x(τ, ε), h0+µ(ε), β0+η(ε), ε), (3.26)

що задовольняють крайову умову

`x(·, ε) = εH(z0(·, cr) + x(·, ε), h0 + µ(ε), β0 + η(ε), ε); (3.27)

тут

Y (z0(τ, cr) + x(τ, ε), h0 + µ(ε), β0 + η(ε), ε) := (1 + εβ(ε))×

×Z(z0(τ, cr) + x(τ, ε), h0 + µ(ε), ε) + β(ε)A (z0(τ, cr) + x(τ, ε)),

H(z0(·, cr) + x(·, ε), h0 + µ(ε), β0 + η(ε), ε) := (1 + εβ(ε))×
×J(z0(·, cr) + x(·, ε), h0 + µ(ε), ε) + αβ(ε) : C[a, b0]→ Rm.

У критичному випадку (PQ∗ 6= 0) за умови (3.25) крайова задача (3.26),
(3.27) розв’язна за умови

PQ∗d

{
H(z0(·, cr) + x(·, ε), h0 + µ(ε), η(ε), ε)−

−`K[Y (z0(t, cr) + x(τ, ε), h0 + µ(ε), β0 + η(ε), ε)](·)
}

= 0.
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Позначимо вектори

č0 :=

 cr
β0

h0

 ∈ Rr+q+1, č∗0 :=

 c∗r
β∗0
h∗0

 ∈ Rr+q+1,

č(ε) :=

 cr(ε)
µ(ε)
η(ε)

 ∈ Rr+q+1.

В силу неперервностi по z, β i по h нелiнiйної функцiї Y (z, β(ε), h(ε), t, ε)
i нелiнiйного векторного функционалу H(z(·, ε), h(ε), β(ε), ε) в мало-
му околi розв’язку породжуючої задачi (3.24), початкового значення h0

функцiї h(ε) i початкового значення β0 функцiї β(ε), приходимо до на-
ступного рiвняння

F(č0) := PQ∗d

{
αβ0 + J(z0(·, cr), h0, 0)−

−`K
[
β0Az0(s, cr) + Z(z0(s, cr), h0, s, 0)

]
(·)
}

= 0.

Необхiднi умови iснування розв’язку автономної нетерової крайової зада-
чi (3.22), (3.23) у випадку параметричного резонансу визначає наступна
лема [294, 300], яка є узагальненням вiдповiдного твердження [16, 21] на
випадок параметричного резонансу, а також [39] на випадок автономної
крайової задачi (3.22), (3.23).

Лема 3.2.1. Нехай нетерова (m 6= n) крайова задача (3.22), (3.23)
представляє критичний (PQ∗ 6= 0) випадок i виконана умова розв’язно-
стi (3.25) породжуючої задачi (3.24). Припустимо також, що у ма-
лому околi породжуючого розв’язку z0(t, c

∗
r) ∈ C1[a, b∗] слабконелiнiйна

крайова задача (3.22), (3.23) має розв’язок

z(·, ε) ∈ C1[a, b(ε)], z(t, ·) ∈ C[0, ε0], b(ε), h(ε) ∈ C[0, ε0],

при цьому в достатньо малому околi вектора h∗0 iснує власна функцiя
h(ε) ∈ C[0, ε0]. Тодi має мiсце рiвнiсть

F(č∗0) = 0. (3.28)
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За аналогiєю з нетеровими слабконелiнiйними крайовичми задачами
у критичному випадку [16, 21], а також перiодичними крайовими задача-
ми [330], рiвняння (3.28) будемо називати рiвнянням для породжуючих
констант задачi (3.22), (3.23) у випадку параметричного резонансу.

Припустимо, що рiвняння (3.28) має дiйснi коренi. Фiксуючи один iз
розв’язкiв č∗0 ∈ Rr+q+1 рiвняння (3.28), приходимо до задачi про знаход-
ження розв’язкiв

x(·, ε) ∈ C1[a, b0], x(τ, ·) ∈ C[0, ε0], µ(ε), η(ε) ∈ C[0, ε0]

задачi (3.26), (3.27) в околi породжуючого розв’язку

z0(t, c
∗
r) = Xr(t)c

∗
r +G

[
f ;α

]
(t), c∗r ∈ Rr,

а також функцiй

h(ε) := h∗0 + µ(ε), β(ε) = β∗0 + η(ε), µ(ε), η(ε) ∈ C[0, ε0]

в околi точок h∗0 i β∗0 . У малому околi породжуючого розв’язку z0(τ, c
∗
r),

а також в околi точок h∗0 i β∗0 має мiсце наступне розвинення

Y (z0(τ, c
∗
r) + x(τ, ε), h∗0 + µ(ε), β∗0 + η(ε), ε) =

= Y (z0(τ, c
∗
r), h

∗
0, β

∗
0 , 0) +A1

(
z0(τ, c

∗
r), h

∗
0, β

∗
0

)
x(τ, ε)+

+A2

(
z0(τ, c

∗
r), h

∗
0, β

∗
0

)
µ(ε) +A3

(
z0(τ, c

∗
r), h

∗
0, β

∗
0

)
η(ε)+

+A0

(
z0(τ, c

∗
r), h

∗
0, β

∗
0

)
ε+R(z(τ, ε), h(ε), β(ε), ε),

де

A0

(
z0(τ, c

∗
r), h

∗
0, β

∗
0

)
:=

∂Y (z, h, β, ε)

∂ε

 z = z0(τ, c
∗
r),

h = h∗0,

β = β∗0 ,

A1

(
z0(τ, c

∗
r), h

∗
0, β

∗
0

)
:=

∂Y (z, h, β, ε)

∂z

 z = z0(τ, c
∗
r),

h = h∗0,
β = β∗0 ,
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A2

(
z0(τ, c

∗
r), h

∗
0, β

∗
0

)
:=

∂Y (z, h, β, ε)

∂h

 z = z0(τ, c
∗
r),

h = h∗0,
β = β∗0 ,

A3

(
z0(τ, c

∗
r), h

∗
0, β

∗
0

)
:=

∂Y (z, h, β, ε)

∂β

 z = z0(τ, c
∗
r),

h = h∗0,
β = β∗0 .

Залишок R(z0(τ, c
∗
r) + x(τ, ε), h∗0 + µ(ε), β∗0 + η(ε), ε) розвинення функцiї

Y (z0(τ, c
∗
r) + x(τ, ε), h∗0 + µ(ε), β∗0 + η(ε), ε)

бiльш високого порядку малостi по x(τ, ε), µ(ε) i η(ε) в околi породжу-
ючого розв’язку z0(τ, c

∗
r), а також в околi точок h∗0 и β∗0 , нiж першi п’ять

членiв розвинення, тому

R(z(τ, ε), h(ε), β(ε), ε)

 z = z0(τ, c
∗
r),

h = h∗0,
β = β∗0 ,

ε = 0

≡ 0,

∂R(z(τ, ε), h(ε), β(ε), ε)

∂z

 z = z0(τ, c
∗
r),

h = h∗0,
β = β∗0 ,
ε = 0

≡ 0,

∂R(z(τ, ε), h(ε), β(ε), ε)

∂h

 z = z0(τ, c
∗
r),

h = h∗0,
β = β∗0 ,
ε = 0

≡ 0,

∂R(z(τ, ε), h(ε), β(ε), ε)

∂β

 z = z0(τ, c
∗
r),

h = h∗0,
β = β∗0 ,
ε = 0

≡ 0,
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∂R(z(τ, ε), h(ε), β(ε), ε)

∂ε

 z = z0(τ, c
∗
r),

h = h∗0,
β = β∗0 ,
ε = 0

≡ 0.

Аналогiчно, в малому околi породжуючого розв’язку z0(τ, c
∗
r), а також в

околi точок h∗0 i β∗0 має мiсце розвинення

H(z0(·, c∗r) + x(·, ε), h∗0 + µ(ε), β∗0 + η(ε), ε) =

= H(z0(·, c∗r), h∗0, β∗0 , 0) + `1x(·, ε) + `2(z0(·, c∗r))µ(ε)+

+`3(z0(·, c∗r)) η(ε) + ε `0(z0(·, c∗r))+
+H1(z0(·, c∗r) + x(·, ε), h∗0 + µ(ε), β∗0 + η(ε), ε),

де

`0(z0(·, c∗r)) :=
∂H(z(·, ε), h, β, ε)

∂ε

 z = z0(τ, c
∗
r),

h = h∗0,

β = β∗0 ,

`1x(·, ε) :=
∂H(z(·, ε), h, β, ε)

∂z

 z = z0(τ, c
∗
r),

h = h∗0,

β = β∗0 ,

`2(z0(·, c∗r)) :=
∂H(z(·, ε), h, β, ε)

∂h

 z = z0(τ, c
∗
r),

h = h∗0,
β = β∗0 ,

`3(z0(·, c∗r)) :=
∂H(z(·, ε), h, β, ε)

∂β

 z = z0(τ, c
∗
r),

h = h∗0,
β = β∗0 ,

Залишок
H1(z0(·, c∗r) + x(·, ε), h∗0 + µ(ε), β∗0 + η(ε), ε)

розвинення функцiоналу

H(z0(·, c∗r) + x(·, ε), h∗0 + µ(ε), β∗0 + η(ε), ε)
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бiльш високого порядку малостi по x(τ, ε), µ(ε) i η(ε) в околi породжу-
ючого розв’язку z0(τ, c

∗
r), а також в околi точок h∗0 i β∗0 , нiж першi п’ять

членiв розвинення, тому

H1(z(·, ε), h(ε), β(ε), ε)

 z = z0(τ, c
∗
r),

h = h∗0,
β = β∗0 ,
ε = 0

≡ 0,

∂H1(z(·, ε), h(ε), β(ε), ε)

∂z

 z = z0(τ, c
∗
r),

h = h∗0,
β = β∗0 ,

ε = 0

≡ 0,

∂H1(z(·, ε), h(ε), β(ε), ε)

∂h

 z = z0(τ, c
∗
r),

h = h∗0,

β = β∗0 ,

ε = 0

≡ 0,

∂H1(z(·, ε), h(ε), β(ε), ε)

∂β

 z = z0(τ, c
∗
r),

h = h∗0,

β = β∗0 ,
ε = 0

≡ 0,

∂H1(z(·, ε), h(ε), β(ε), ε)

∂ε

 z = z0(τ, c
∗
r),

h = h∗0,

β = β∗0 ,
ε = 0

≡ 0.

Позначимо (d× (r + q + 1))− вимiрну матрицю

C0(č
∗
0) := PQ∗d

{
`1Xr(·)− `K

[
A1

(
z0(τ, c

∗
r), h

∗
0, β

∗
0

)
Xr(τ)

]
(·);

`3(z0(·, c∗r)− `K
[
A3

(
z0(τ, c

∗
r), h

∗
0, β

∗
0

)]
(·);
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`2(z0(·, c∗r)− `K
[
A2

(
z0(τ, c

∗
r), h

∗
0, β

∗
0

)]
(·)
}
.

Для знаходження функцiй cr(ε), µ(ε) i η(ε) приходимо до рiвняння

C∗0

(
č0

)
č(ε) = −PQ∗d

{
`1x

(1)(·, ε) + ε `0(z0(·, c∗r))+

+H1(z0(·, c∗r) + x(·, ε), h∗0 + µ(ε), β∗0 + η(ε), ε)−

−`K
[
A1

(
z0(τ, c

∗
r), h

∗
0, β

∗
0

)
x(1)(ε, ε) + εA0

(
z0(τ, c

∗
r), h

∗
0, β

∗
0

)
+

+R(z(τ, ε), h(ε), β(ε), ε)
]
(·)
}
.

Таким чином, за умови PC∗0 (č∗0)PQ∗d = 0 задача (3.22), (3.23) має принаймнi
один розв’язок i власну функцiю, якi визначає операторна система

z(τ, ε) = z0(τ, c
∗
r) + x(τ, ε), β(ε) = β∗0 + η(ε),

x(τ, ε) = Xr(τ)cr(ε) + x(1)(τ, ε), h(ε) = h∗0 + µ(ε), (3.29)

x(1)(τ, ε) = ε ·G
[
Y (z0(s, c

∗
r) + x(s, ε), h∗0 + µ(ε), β∗0 + η(ε), ε);

H(z0(·, c∗r) + x(·, ε), h∗0 + µ(ε), β∗0 + η(ε), ε)
]
(τ),

č(ε) = −C+
0 (č∗0)PQ∗d

{
`1x

(1)(·, ε) + ε `0(z0(·, c∗r))+

+H1(z0(·, c∗r) + x(·, ε), h∗0 + µ(ε), β∗0 + η(ε), ε)−

−`K
[
A1

(
z0(τ, c

∗
r), h

∗
0, β

∗
0

)
x(1)(ε, ε) + εA0

(
z0(τ, c

∗
r), h

∗
0, β

∗
0

)
+

+R(z(τ, ε), h(ε), β(ε), ε)
]
(·)
}
.

Тут PC∗0 (č0) —(d× d)− матриця-ортопроектор: PC∗0 (č∗0) : Rd → N
(
C∗0(č0)

)
,

C+
0 (č∗0) — псевдообернена по Муру-Пенроузу матриця [21].

3.2.2. Iтерацiйна схема з використанням методу простих iтера-
цiй. Для побудови наближеного розв’язку операторної системи (3.29)
у випадку PC∗0PQ∗d = 0 може бути використаний метод простих iтерацiй
[21, 39, ?]. Таким чином, доведена наступна теорема [300].

Теорема 3.2.1. Нехай для крайової задачi (3.22), (3.23) має мiсце кри-
тичний випадок PQ∗ 6= 0 i виконана умова розв’язностi (3.25) породжу-
ючої задачi (3.24). Тодi для кожного кореня č0 ∈ Rr+q+1 рiвняння для
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породжуючих констант (3.28) за умови PC∗0 (č0)PQ∗d = 0 в малому околi
розв’язку z0(t, c

∗
r), а також в околi точок h∗0 i β∗0 крайова задача (3.22),

(3.23) має принаймi один розв’язок

z(·, ε) ∈ C1[a, b(ε)], z(t, ·) ∈ C[0, ε0], h(ε), β(ε) ∈ C[0, ε0]

який визначається операторною системою (3.29). Для побудови роз-
в’язку операторної системи (3.29) для ε ∈ [0, ε∗] може бути викори-
стана iтерацiйна схема

zk+1(τ, ε) = z0(τ, c
∗
r) + xk+1(τ, ε), βk+1(ε) = β∗0 + ηk+1(ε),

xk+1(τ, ε) = Xr(τ)crk+1
(ε) + x

(1)
k+1(τ, ε), hk+1(ε) = h∗0 + µk+1(ε), (3.30)

x
(1)
k+1(τ, ε) = ε ·G

[
Y (z0(s, c

∗
r) + xk(s, ε), h

∗
0 + µk(ε), β

∗
0 + ηk(ε), ε);

H(z0(·, c∗r) + xk(·, ε), h∗0 + µk(ε), β
∗
0 + ηk(ε), ε)

]
(τ),

čk+1(ε) = −C+
0 (č∗0)PQ∗d

{
`1x

(1)
k+1(·, ε) + ε `0(z0(·, c∗r))+

+H1(z0(·, c∗r) + xk(·, ε), h∗0 + µk(ε), β
∗
0 + ηk(ε), ε)−

−`K
[
A1

(
z0(τ, c

∗
r), h

∗
0, β

∗
0

)
x

(1)
k+1(ε, ε) + εA0

(
z0(τ, c

∗
r), h

∗
0, β

∗
0

)
+

+R(zk(τ, ε), hk(ε), βk(ε), ε)
]
(·)
}
, k = 0, 1, 2, ... .

Довжина вiдрiзку [0, ε∗], на якому може бути використаний метод про-
стих iтерацiй, може бути оцiнена, як iз умови стиснення оператора, яка
визначається системою (3.29) аналогiчно [270, 284], так i за допомогою
мажоруючих рiвнянь Ляпунова [21, 193].

Приклад 3.2.1. Умови теореми виконуються у випадку автономної
перiодичної задачi для рiвняння типу Дюффiнга з параметричним збу-
ренням

y′′ + y = ε y3 + ε h(ε) (y′ + y′
3
). (3.31)

Вiдмiтимо, що на вiдмiну вiд статтi [39] рiвняння типу Дюффiнга
(3.31) з параметричним збуренням є автономним. Рiвняння (3.31) приво-
диться до вигляду (3.22) при

z(t, ε) =

[
z(a)(t, ε)

z(b)(t, ε)

]
, A =

[
0 1
−1 0

]
,
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Z(z(t, ε), h(ε), t, ε) =

 0

h(ε)z(b)(t, ε) + h(ε)

(
z(b)(t, ε)

)3

+

(
z(a)(t, ε)

)3

 .
Породжуюча перiодична задача для рiвняння типу Дюффiнга (3.31) з
параметричним збуренням розв’язна i при вiдповiднiй фiксацiї початку
вiдлiку незалежної змiнної має загальний розв’язок [225]

z0(t, cr) = Xr(t) cr, Xr(t) =

[
cos t
− sin t

]
, cr ∈ R1.

Рiвняння для породжуючих констант (3.28) у випадку перiодичної задачi
для рiвняння типу Дюффiнга (3.31) з параметричним збуренням{

πcr(3 c
2
r − 8β0) = 0,

π cr h0(3 c
2
r + 4) = 0

має корiнь [300]

c∗r =
1

10
, β∗0 =

3

800
, h∗0 = 0,

якому вiдповiдає матриця повного рангу

C0

(
č∗0

)
=

π

4000

[
0 −800 0

403 0 403

]
.

Таким чином, згiдно доведеної теореми автономна перiодична задача для
рiвняння типу Дюффiнга (3.31) з параметричним збуренням розв’язна.
Перше наближення до розв’язку перiодичної задачi для рiвняння (3.31)

y1(τ, ε) = cr1(ε) cos τ + y
(1)
1 (τ, ε), h1(ε) = h∗0 + µ1(ε)

визначають функцiї

y
(1)
1 (τ, ε) =

ε

32 000

(
cos τ − cos 3τ

)
, µ1(ε) = 0, η1(ε) = 0,

а також

cr1(ε) ≈
19 ε

64000
+

821 ε2

819 200 000
− 9 891 ε3

2 621 440 000 000
+

+
1 882 967 ε4

134 217 728 000 000 000
− 22 550 643 ε5

429 496 729 600 000 000 000
.
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Знайденi два наближення до перiодичного розв’язку рiвняння типу Дюф-
фiнга (3.31) с параметричним збуренням i функцiї h(ε) характеризують
нев’язки

∆k(ε) =
∣∣∣∣∣∣y′′k(t, ε) + yk(t, ε)− ε y3

k(t, ε)− ε hk(ε) y′k(t, ε)−

−ε hk(ε) y′3k(t, ε)
∣∣∣∣∣∣
C[0;2π(1+εβk(ε))]

, k = 0, 1 .

Зокрема, при ε = 0, 1 маємо:

∆0(0, 1) ≈ 0, 000 025, ∆1(0, 1) ≈ 5, 85 895× 10−9.

Вiдзначимо, що, як i у випадку нетерових крайових задач, а також
критичних перiодичних задач при вiдсутностi параметричного резонан-
су, для автономної нетерової крайової задачi (3.22), (3.23) у випадку па-
раметричного резонансу має мiсце рiвнiсть, аналогiчна [21, 193]

C0

(
č∗0

)
= F ′č(ε)

(
č(ε)

) ∣∣∣∣ č(ε) = č∗0
.

Дiйсно [300]:

F ′č(ε)
(
č(ε)

) ∣∣∣∣ č(ε) = č∗0
=

=
∂

∂č(ε)
PQ∗d{H(z0(·, cr) + x(·, ε), h0 + µ(ε), η(ε), ε)−

−`K[Y (z0(t, cr) + x(τ, ε), h0 + µ(ε), β0 + η(ε), ε)](·)}
∣∣∣∣ č = č∗0

=

=
∂

∂č(ε)
PQ∗d

{
H(z0(·, c∗r), h∗0, β∗0 , 0) + `1x(·, ε) + `2(z0(·, c∗r))µ(ε)+

+`3(z0(·, c∗r)) η(ε) + ε `0(z0(·, c∗r))+

+H1(z(·, ε), h∗0 + µ(ε), β∗0 + η(ε), ε)
}
−

−`K
[
Y (z0(τ, c

∗
r), h

∗
0, β

∗
0 , 0) +A1

(
z0(τ, c

∗
r), h

∗
0, β

∗
0

)
x(τ, ε)+

+A2

(
z0(τ, c

∗
r), h

∗
0, β

∗
0

)
µ(ε) +A3

(
z0(τ, c

∗
r), h

∗
0, β

∗
0

)
η(ε)+

+A0

(
z0(τ, c

∗
r), h

∗
0, β

∗
0

)
ε+R(z(τ, ε), h(ε), β(ε), ε)

]
(·)}

∣∣∣∣ č = č∗0
=
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= PQ∗d

{
`1Xr(·)− `K

[
A1

(
z0(τ, c

∗
r), h

∗
0, β

∗
0

)
Xr(τ)

]
(·);

`3(z0(·, c∗r)− `K
[
A3

(
z0(τ, c

∗
r), h

∗
0, β

∗
0

)]
(·);

`2(z0(·, c∗r)− `K
[
A2

(
z0(τ, c

∗
r), h

∗
0, β

∗
0

)]
(·)
}

= C0

(
č∗0
)
.

У випадку параметричного резонансу доведена теорема є узагальненням
вiдповiдних тверджень [290]. Використанi при доведеннi теореми розви-
нення нелiнiйностей автономної нетерової крайової задачi (3.22), (3.23) у
випадку параметричного резонансу iстотно вiдрiзняються вiд вiдповiд-
них розвинень [21, 193] вiдмiннiстю вiд нуля значення малого параметра
у всих членах розвинення.

Для знаходження розв’язку операторної системи (3.29) у випадку
PC∗0PQ∗d = 0 може бути використаний метод Ньютона [47, 206]. Зокре-
ма, при знаходженнi наближень до перiодичного розв’язку рiвняння ти-
пу Дюффiнга (3.31) з параметричним збуренням i функцiї h(ε) з вико-
ристанням методу Ньютона [47], вiдсутня проблема появи у наближен-
нях до перiодичного розв’язку рiвняння типу Дюффiнга (3.31) вiкових
членiв.

3.2.3. Iтерацiйна схема з використанням методу
Ньютона–Канторовича. Для знаходження розв’язку

x(τ, ε) = Xr(τ)cr(ε) + x(1)(τ, ε), h(ε) = h∗0 + µ(ε),

x(1)(τ, ε) = ε ·G
[
Y (z0(s, c

∗
r) + x(s, ε), h∗0 + µ(ε), β∗0 + η(ε), ε);

H(z0(·, c∗r) + x(·, ε), h∗0 + µ(ε), β∗0 + η(ε), ε)
]
(τ)

крайової задачi (3.26), (3.27) може бути використаний метод Ньютона –
Канторовича [47, 206, 294].

Лема 3.2.2. Припустимо, що для рiвняння

F(č(ε)) = 0 (3.32)

виконанi наступнi умови.

1. Нелiнiйна вектор-функцiя F(č(ε)) : Rr+q+1 → Rd, двiчi неперервно-
диференцiйовна в околi нуля, має корiнь č(ε).
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2. В околi нуля мають мiсце нерiвностi∣∣∣∣∣∣J+
j

∣∣∣∣∣∣ ≤ σ1(j),
∣∣∣∣∣∣d2F(ξj ; č(ε)− čj(ε))

∣∣∣∣∣∣ ≤ σ2(j) ·
∣∣∣∣∣∣č(ε)− čj(ε)∣∣∣∣∣∣.

3. Iснує константа

θ := sup
j∈N

{
σ1(j)σ2(j)

2

}
.

Тодi за умов

PJ∗j = 0, Jj := F ′(čj(ε)) ∈ Rd×(r+q+1), θ · |č(ε)| < 1 (3.33)

для знаходження розв’язку č(ε) рiвняння (3.32) може бути використа-
на iтерацiйна схема

čj+1(ε) = čj(ε)− J+
j F(čj(ε)), j = 0, 1, 2, ... , (3.34)

при цьому збiжнiсть послiдовностi {čj(ε)} до розв’язку č(ε) рiвняння
(3.32) квадратична. Тут PJ∗j : Rd → N(J∗j ) — ортопроектор.

Зауважимо, що умова (3.33) рiвнозначна до вимоги повноти матрицi
Jk i можлива лише у випадку d ≤ p + q + 1. Таким чином, доведена
наступна теорема [294].

Теорема 3.2.2. Припустимо, що для породжуючої задачi (3.24) має
мiсце критичний випадок PQ∗ 6= 0 i виконана умова її розв’язностi
(3.25). Припустимо також, що для рiвняння (3.32) виконанi умови ле-
ми 2. Тодi для кожного кореня c∗r ∈ Rr, h∗0 ∈ Rq рiвняння для породжую-
чих констант (3.28) в околi породжуючого розв’язку z0(τ, c

∗
r), а також

в околi точок h∗0 i β∗0 для знаходження принаймi одного розв’язку

z(·, ε) ∈ C1[a, b0], z(τ, ·) ∈ C[0, ε0], h(ε), β(ε) ∈ C[0, ε0]

задачi (3.22), (3.23) у випадку параметричного резонансу може бути
використана iтерацiйна схема

zk+1(τ, ε) = z0(τ, c
∗
r) + xk+1(τ, ε), βk+1(ε) = β∗0 + ηk+1(ε),

hk+1(ε) = h∗0 + µk+1(ε), F(čk+1(ε)) =, k = 0, 1, 2, ... 0,

xk+1(τ, ε) = Xr(τ)crk+1
(ε) + x

(1)
k+1(τ, ε), (3.35)

x
(1)
k+1(τ, ε) = ε ·G

[
Y (z0(s, c

∗
r) + xk(s, ε), h

∗
0 + µk(ε), β

∗
0 + ηk(ε), ε);
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H(z0(·, c∗r) + xk(·, ε), h∗0 + µk(ε), β
∗
0 + ηk(ε), ε)

]
(τ).

Довжина вiдрiзку [0, ε∗], на якому може бути використана iтерацiйна
схема (3.35), може бути оцiнена iз умови (3.33) та умови стискання ε G′z.

Приклад 3.2.2. Умови теореми 3.2.2 виконуються у випадку авто-
номної перiодичної задачi для рiвняння типу Дюффiнга з параметрич-
ним збуренням

y′′ + y = ε y3 + ε h(ε) (y′ + y′
3
). (3.36)

Вiдмiтимо, що на вiдмiну вiд статтi [39] рiвняння типу Дюффiнга
(3.36) з параметричним збуренням є автономним. Рiвняння (3.36) приво-
диться до вигляду (3.22) при

z(t, ε) =

[
z(a)(t, ε)

z(b)(t, ε)

]
, A =

[
0 1
−1 0

]
,

Z(z(t, ε), h(ε), t, ε) =

 0

h(ε)z(b)(t, ε) + h(ε)

(
z(b)(t, ε)

)3

+

(
z(a)(t, ε)

)3

 .
Породжуюча перiодична задача для рiвняння типу Дюффiнга (3.36) з
параметричним збуренням розв’язна i при вiдповiднiй фiксацiї початку
вiдлiку незалежної змiнної має загальний розв’язок [225]

z0(t, cr) = Xr(t) cr, Xr(t) =

[
cos t
− sin t

]
, cr ∈ R1.

Рiвняння для породжуючих констант (3.28) у випадку перiодичної задачi
для рiвняння типу Дюффiнга (3.36) з параметричним збуренням

πcr(3 c
2
r − 8β0) = 0, π cr h0(3 c

2
r + 4) = 0

має простий корiнь [16, 21, 39, 193, 294]

c∗r =
1

10
, β∗0 =

3

800
, h∗0 = 0, C0

(
č∗0

)
=

π

4000

[
0 −800 0

403 0 403

]
.

На першому кроцi iтерацiйної схеми (3.35) в силу повноти рангу матрицi
J0 умова (3.33) виконана. Покладемо ε := 0, 1. Перше наближення до
розв’язку перiодичної задачi для рiвняння (3.36) має вигляд [294]

y1(τ, ε) = cr1(ε) cos τ + y
(1)
1 (τ, ε), h1(ε) = h∗0 + µ1(ε)
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де
y

(1)
1 (τ, ε) =

ε

32 000

(
cos τ − cos 3τ

)
,

а також

cr1(ε) ≈ −
8413

25 079 771 422
, β1(ε) ≈

7 140 587

1 903 038 646
, h1(ε) = µ1(ε) = 0.

На другому кроцi iтерацiйної схеми (3.35) в силу повноти рангу матрицi
J1 умова (3.33) також виконана, при цьому

y2(τ, ε) = cr2(ε) cos τ + y
(1)
2 (τ, ε), h2(ε) = h∗0 + µ2(ε);

тут

y
(1)
2 (τ, ε) ≈ 155 839 cos τ

49 833 136 807
− 1 12138 cos 3τ

35 857 607 281
+

67 cos 5τ

685 548 603 382
−

− cos 7τ

654 850 200 560 485
− cos 9τ

104 778 954 869 870 365 088
,

а також

cr2(ε) ≈ −
34 312

102 284 783 173
, β2(ε) ≈

31 802 653

8 475 728 456
, h2(ε) = µ2(ε) = 0.

На третьому кроцi iтерацiйної схеми (3.35) в силу повноти рангу матрицi
J2 умова (3.33) також виконана, при цьому

y3(τ, ε) = cr3(ε) cos τ + y
(1)
3 (τ, ε), h3(ε) = h∗0 + µ3(ε);

тут

y
(1)
3 (τ, ε) ≈ 149 943 cos τ

47 947 755 026
− 106 169 cos 3

33 948 940 663
+

447 cos 5τ

4 570 493 090 387
+

+
cos 7τ

327 064 274 993 900
+

cos 9τ

12 308 773 007 388 528 938
,

а також

cr3(ε) ≈ −
39 176

116 784 468 121
, β3(ε) ≈

1 318 533

351 402 371
, h3(ε) = µ3(ε) = 0.

Знайденi нульове та першi три наближення до перiодичного розв’язку
рiвняння типу Дюффiнга (3.36) з параметричним збуренням i функцiї
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h(ε) характеризують нев’язки

∆k(ε) =
∣∣∣∣∣∣y′′k(t, ε) + yk(t, ε)− ε y3

k(t, ε)− ε hk(ε) y′k(t, ε)−

−ε hk(ε) y′3k(t, ε)
∣∣∣∣∣∣
C[0;2π(1+εβk(ε))]

, k = 0, 1, 2, 3.

Зокрема, при ε = 0, 1 маємо [294]:

∆0(0, 1) ≈ 0, 0000 25, ∆1(0, 1) ≈ 1, 99 328× 10−8,

∆2(0, 1) ≈ 1, 72 064× 10−12, ∆3(0, 1) ≈ 1, 03 067× 10−16.

Запропонована схема дослiдження автономних нетерових крайових за-
дач у випадку параметричного резонансу аналогiчно [18, 45] може бути
перенесена на матричнi крайовi задачi.

3.2.4. Перiодична задача для рiвняння Хiлла у випадку па-
раметричного резонансу. Дослiджено задачу про знаходження 2π-
перiодичного розв’язку [21]

y(t, ε) : y(·, ε) ∈ C2[0, 2π], y(t, ·) ∈ C[0, ε0], µ(ε) ∈ C[0, ε0]

рiвняння типу Хiлла [207, 317], [329, c. 315]

d2y

dt2
+ y = f(t) + εY (y, µ, t, ε), (3.37)

Розв’язок 2π-перiодичної задачi для рiвняння (3.37) шукємо в малому
околi нетривiального перiодичного розв’язку y0(t) ∈ C2[0, 2π] породжу-
ючого рiвняння

d2y0

dt2
+ y0 = f(t). (3.38)

Тут Y (y, µ, t, ε) нелiнiйна скалярная функцiя, неперервно-диференцiйов-
на по першому i другому аргументу в малому околi породжуючого роз-
в’язку i точки µ0 := µ(0), а також неперервна по t ∈ [0, 2π] i по ε ∈ [0, ε0].
Згiдно традицiйної класифiкацiї перiодичних крайових задач поставле-
на задача для рiвняння (3.37) є критичною [21, 193, 225]. Для довiльної
функцiї f(t) ∈ C[0, 2π] перiодична задача для рiвняння (3.38) розв’язна
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тодi i тiльки тодi, коли

2π∫
0

[
cos s
− sin s

]
f(s) ds = 0; (3.39)

в цьому випадку при вiдповiднiй фiксацiї початку вiдлiку незалежної
змiнної загальний розв’язок 2π-перiодичної задачi для рiвняння (3.38)
має вигляд

y0(t, c0) = c0 · cos t+ g
[
f(s)

]
(t), c0 ∈ R1.

Тут

g
[
f(s)

]
(t) =

t∫
0

sin(t− s)f(s) ds

оператор Грiна 2π-перiодичної задачi для рiвняння (3.38). Припустимо
умову (3.39) виконаною; крiм того, припустимо, що система (3.37) має
T -перiодичний розв’язок

y(t, ε) = y0(t, c0(ε)) + x(t, ε), c0(0) := c∗0 ∈ R1

в малому околi породжуючого розв’язку y0(t, c0(ε)), при цьому в достат-
ньо малому околi функцiї µ0(ε) iснує неперервна власна функцiя

µ(ε) = µ0(ε) + ζ(ε), µ0(0) := µ∗0.

В цьому випадку умова розв’язностi перiодичної задачi для рiвняння
(3.37)

2π∫
0

[
cos s
− sin s

]
Y
(
y(s, ε), µ(ε), s, ε

)
ds = 0 (3.40)

приводить до рiвняння для породжуючих амплiтуд 2π-перiодичної задачi
для рiвняння типу Хiлла

F (c0(ε), µ0(ε)) :=

2π∫
0

[
cos s
− sin s

]
Y
(
y0(s, c0(ε)), µ0(ε), s, ε

)
ds = 0. (3.41)

Припустимо, що рiвняння (3.41) має кратнi коренi; при цьому рядки умо-
ви (3.40) розв’язностi 2π-перiодичної задачi для рiвняння (3.37) лiнiйно
залежнi. Для визначеностi припустимо, що перший рядок умови (3.40)
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не нульовий. В цьому випадку умова (3.40) розв’язностi 2π-перiодичної
задачi для рiвняння (3.37) приводить до рiвняння для породжуючих ам-
плiтуд 2π-перiодичної задачi для рiвняння Хiлла

F (c0(ε), µ0(ε)) :=

2π∫
0

Y
(
y0(s, c0(ε)), µ0(ε), s, ε

)
cos s ds = 0. (3.42)

Таким чином, доведено наступне твердження [317, 323], яке є необхiдною
умовою розв’язностi 2π-перiодичної задачi для рiвняння (3.37).

Лема 3.2.3. Якщо виконано умову (3.39) i 2π-перiодична задача для
рiвняння типу Хiлла (3.37) у малому околi породжуючого розв’язку

y0(t, c0(ε)) = c0(ε) · cos t+ g
[
f(s)

]
(t)

i в достатньо малому околi функцiї µ0(ε) має розв’язок

y(t, ε) : y(·, ε) ∈ C2[0, 2π], y(t, ·) ∈ C[0, ε0], µ(ε) ∈ C[0, ε0],

то вектор č0(ε) := col
(
c0(ε), µ0(ε)

)
∈ R2, č0(ε) ∈ C[0, ε0] задовольняє

рiвнянню для породжуючих амплiтуд 2π-перiодичної задачi для рiвнян-
ня типу Хiлла (3.42).

Фiксуючи один iз розв’язкiв č0(ε) ∈ R2 рiвняння (3.41), приходимо до
задачi про знаходження 2π-перiодичного розв’язку рiвняння типу Хiл-
ла (3.37) y(t, ε) = y0(t, c0(ε)) + x(t, ε) в околi породжуючого розв’язку
y0(τ, c0), а також власної функцiї

µ(ε) := µ0(ε) + ζ(ε)

в малому околi точки µ0. Збурення породжуючого розв’язку

x(t, ε) : x(·, ε) ∈ C2[0, 2π], x(t, ·) ∈ C[0, ε0],

а також функцiю ζ(ε) ∈ C[0, ε0] визначає 2π-перiодична задача для рiв-
няння

d2x

dt2
+ x = εY (y0(t, c0(ε)) + x(t, ε), µ(ε), t, ε). (3.43)

В малому околi породжуючого розв’язку y0(t, c0) i точки µ0(ε) має мiсце
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наступне розвинення

Y (y0(t, c0(ε)) + x(t, ε), µ0(ε) + ζ(ε), t, ε) = Y (y0(t, c0(ε)), µ0(ε), t, ε)+

A1

(
y0(t, c0(ε)), µ0(ε)

)
x(t, ε) +A2

(
y0(t, c0(ε)), µ0(ε)

)
ζ(ε)+

+R(y0(t, c0(ε)) + x(t, ε), µ0(ε) + ζ(ε), t, ε),

де

A1

(
y0(t, c0(ε)), µ0(ε)

)
=
∂Y (y, µ, t, ε)

∂y

∣∣∣∣∣∣∣∣ y = y0(t, c0(ε)),
µ = µ0(ε),

A2

(
y0(t, c0(ε)), µ0(ε)

)
=
∂Y (y, µ, t, ε)

∂µ

∣∣∣∣∣∣∣∣ y = y0(t, c0(ε)),
µ = µ0(ε),

Розв’язок 2π-перiодичної задачi для рiвняння (3.43) при вiдповiднiй фiк-
сацiї початку вiдлiку незалежної змiнної представимо у виглядi

x(t, ε) = ν(ε) · cos t+ x(1)(t, ε), ν(ε) ∈ R1,

де
x(1)(t, ε) = ε · g

[
Y (y0(s, c0(ε)) + x(s, ε), µ0 + ζ(ε), s, ε)

]
(t).

Позначимо матрицю

D0

(
c0(ε), µ0(ε)

)
=

2π∫
0

[
A1

(
y0(s, c0(ε)), µ0(ε)

)
cos s

A2

(
y0(s, c0(ε)), µ0

)]
cos s ds.

Умова розв’язностi 2π-перiодичної задачi для рiвняння (3.43) за наявно-
стi кратних коренiв рiвняння для породжуючих амплiтуд (3.42) приво-
дить до рiвняння

D0

(
c0(ε), µ0(ε)

)
·
[
ν(ε)
ζ(ε)

]
= −

2π∫
0

[
A1

(
y0(s, c0(ε)), µ0(ε)

)
x(1)(s, ε)+

+R(y0(s, c0(ε)) + x(s, ε), µ0(ε) + ζ(ε), s, ε)
]

cos s ds. (3.44)
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За умови
D0

(
c0(ε), µ0(ε)

)
6= 0 (3.45)

мають мiсце рiвностi

rank D0

(
c0(ε), µ0(ε)

)
= 1, rank PD∗0(c0(ε),µ0(ε)) = 0,

отже PD∗0(c0(ε),µ0(ε)) = 0. Тут PD∗0(c0(ε),µ0(ε)) — (1×1)-матриця-ортопроектор
[21]:

PD∗0(c0(ε),µ0(ε)) : R1 → N
[
D0

(
c0(ε), µ0(ε)

)]
.

Таким чином, за умови (3.45) рiвняння (3.44) має принаймi один розв’я-
зок[

ν(ε)
ζ(ε)

]
= −D+

0

(
c0(ε), µ0(ε)

) 2π∫
0

[
A1

(
y0(s, c0(ε)), µ0(ε)

)
x(1)(s, ε)+

+R(y0(s, c0(ε)) + x(s, ε), µ0(ε) + ζ(ε), s, ε)
]

cos s ds.

Розв’язок рiвняння (3.44) за додаткової умовиD+
0

(
c0(ε), µ0(ε)

)
∈ C[0, ε0]

неперервний. При цьому перiодична задача для рiвняння (3.37) має при-
наймi один розв’язок, визначений операторною системою

x(t, ε) = ν(ε) · cos t+ x(1)(t, ε),

x(1)(t, ε) = ε · g
[
Y (y0(s, c0(ε)) + x(s, ε), µ(ε), s, ε)

]
(t), (3.46)[

ν(ε)
ζ(ε)

]
= −D+

0

(
c0(ε), µ0(ε)

) 2π∫
0

[
A1

(
y0(s, c0(ε)), µ0(ε)

)
x(1)(s, ε)+

+R(y0(s, c0(ε)) + x(s, ε), µ0(ε) + ζ(ε), s, ε)
]

cos s ds.

Для побудови розв’язку операторної системи (3.46) у випадку простоти
коренiв рiвняння для породжуючих амплiтуд (3.41) може бути викори-
станий метод простих iтерацiй [21, 193]. Таким чином, доведено наступне
твердження [317].

Теорема 3.2.3. У випадку кратних коренiв detD0

(
c0(ε), µ0(ε)

)
= 0 рiв-

няння для породжуючих амплiтуд (3.41) для довiльного кореня
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č0(ε) ∈ R2 у малому околi породжуючого розв’язку

y0(t, c0(ε)) = c0(ε) · cos t+ g
[
f(s, ε)

]
(t), c0(ε) ∈ C[0, ε0]

i вiдповiдної власної функцiї µ0(ε) ∈ C[0, ε0] за умови (3.45) i

D+
0

(
c0(ε), µ0(ε)

)
∈ C[0, ε0]

перiодична задача для рiвняння (3.37) має принаймi один розв’язок

y(t, ε) : y(·, ε) ∈ C2[0, 2π], y(t, ·) ∈ C[0, ε0], µ(ε) ∈ C[0, ε0],

визначений операторною системою (3.46). Для знаходження цього роз-
в’язку y(t, ε) = y0(t, c0(ε)) + x(t, ε), а також власної функцiї µ(ε) =
µ0(ε) + ζ(ε) може бути використана iтерацiйна схема

x1(t, ε) = ν1(ε) · cos t+ x
(1)
1 (t, ε),

x
(1)
1 (t, ε) = εg

[
Y (y0(s, c0(ε)), µ0(ε), s, ε)

]
(t),[

ν1(ε)
ζ1(ε)

]
= −D+

0

(
c0(ε), µ0(ε)

) 2π∫
0

[
A1

(
y0(s, c0(ε)), µ0(ε)

)
x

(1)
1 (s, ε)+

+R(y0(s, c0(ε)) + x
(1)
1 (s, ε), µ0(ε), s, ε)

]
cos s ds;

x2(t, ε) = ν2(ε) · cos t+ x
(1)
2 (t, ε), x

(1)
2 (t, ε) = x

(1)
1 (t, ε) + x

(2)
2 (t, ε),

x
(2)
2 (t, ε) = εg

[
A1

(
y0(s, c0(ε)), µ0(ε)

)
x1(s, ε)+

+A2

(
y0(s, c0(ε)), µ0(ε)

)
ζ1(ε)+

+R(y0(s, c0(ε)) + x
(1)
1 (s, ε), µ0(ε), s, ε)

]
(t),[

ν2(ε)
ζ2(ε)

]
= −D+

0

(
c0(ε), µ0(ε)

) 2π∫
0

[
A1

(
y0(s, c0(ε)), µ0(ε)

)
x

(1)
2 (s, ε)+

+R(y0(s, c0(ε)) + x
(1)
2 (s, ε), µ1(ε), s, ε)

]
cos s ds;

xk+2(t, ε) = νk+2(ε) · cos t+ x
(1)
k+2(t, ε), µk+2(ε) := µ0(ε) + ζk+2(ε),

x
(1)
k+2(t, ε) = x

(1)
1 (t, ε) + x

(2)
k+2(t, ε), x

(1)
k+2(t, ε) = x

(1)
1 (t, ε) + x

(2)
k+2(t, ε),
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x
(2)
k+2(t, ε) = εg

[
A1

(
y0(s, c0(ε)), µ0(ε)

)
xk+1(s, ε)+

+A2

(
y0(s, c0(ε)), µ0(ε)

)
ζk+1(ε)+

+R(y0(s, c0(ε)) + x
(1)
k+1(s, ε), µk(ε), s, ε)

]
(t),[

νk+2(ε)
ζk+2(ε)

]
= −D+

0

(
c0(ε), µ0(ε)

) 2π∫
0

[
A1

(
y0(s, c0), µ0

)
x

(1)
k+2(s, ε)+

+R(y0(s, c0(ε)) + x
(1)
k+2(s, ε), µk+1(ε), s, ε)

]
cos s ds, k = 0, 1, 2, ... .

Довжина вiдрiзка [0, ε∗], на якому може бути використана iтерацiйна
схема (3.2.3), може бути оцiнена, як за допомогою мажоруючих рiвнянь
Ляпунова [21, 193, 219], так i безпосередньо з умови стискання оператора,
яка визначається системою (3.46) аналогiчно [284]. Знаходження набли-
жених розв’язкiв перiодичної задачi для рiвняння (3.37) в критичному
випадку, як методом простих iтерацiй, так i методом малого парамет-
ра А.Пуанкаре, вiдрiзняють простота обчислювальної схеми, показова
швидкiсть збiжностi, загасання помилок округлення i чисельна стiйкiсть
[21, 193, 219], однак побудова наближених розв’язкiв iз застосуванням
методу простих iтерацiй або методу малого параметра А.Пуанкаре для
крайових задач пов’язана з швидко зростаючою вiд iтерацiї до iтерацiї
складнiстю в обчислень.

Побудуємо далi наближенi розв’язки перiодичної задачi для рiвняння
(3.37) у критичному випадку з використанням методу найменших квад-
ратiв [40, 46, 52, 168, 211, 312], який забезпечує бiльшу точнiсть при
меншому числi iтерацiй.

Нехай ϕ(1)(t), ϕ(2)(t), ... , ϕ(k)(t), ... — система лiнiйно-незалежних
двiчi неперервно-диференцiйовних 2π-перiодичних функцiй. Перше наб-
лиження x1(t, ε) до розв’язку 2π-перiодичної задачi для рiвняння (3.43)
шукаємо, як 2π-перiодичний розв’язок рiвняння

x′′1(t, ε) + x1(t, ε) = ε
[
Y (y0(t, c0(ε)), µ0(ε), t, ε)+ (3.47)

+A1

(
y0(t, c0(ε)), µ0(ε)

)
x1(t, ε)

]
.

Розв’язок 2π-перiодичної задачi для рiвняння (3.47) шукаємо у виглядi

x1(t, ε) ≈ ξ1(t, ε) = ϕ1(t)γ1(ε), γ1(ε) ∈ Rµ1, γ1(0) = 0 ∈ Rµ1;
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тут
ϕ1(t) =

[
ϕ

(1)
1 (t) ϕ

(2)
1 (t) ... ϕ

(µ1)
1 (t)

]
— (1× µ1)-матриця. Вимагатимемо

Θ
(
γ1(ε)

)
=
∣∣∣∣∣∣[εA1

(
y0(t, c0(ε)), µ0(ε)

)
− 1
]
ξ1(t, ε)+

+εY (y0(t, c0(ε)), µ0(ε), t, ε)− ξ′′1 (t, ε)
∣∣∣∣∣∣2
L2[0,2π]

→ min .

Позначимо (1× µ1)-матрицю

F1(t, ε) =
[
εA1

(
y0(t, c0(ε)), µ0(ε)

)
− 1
]
ϕ1(t)− ϕ′′1(t).

Необхiдна умова мiнiмiзацiї функцiї Θ(γ1(ε)) приводить до рiвняння

Γ
(
F1(·, ε)

)
γ1(ε) = −ε

2π∫
0

F∗1 (t, ε) · Y (y0(t, c0(ε)), µ0(ε), t, ε)dt,

однозначно розв’язного вiдносно вектора γ1(ε) ∈ Rµ1 за умови невирод-
женостi (µ1 × µ1)-матрицi Грама [168]

Γ
(
F1(·, ε)

)
:=

2π∫
0

F∗1 (t, ε)F1(t, ε) dt.

Таким чином, за умови det
[
Γ
(
F1(·, ε)

)]
6= 0 знаходимо вектор

γ1(ε) = −ε
[
Γ
(
F1(·, ε)

)]−1

·
2π∫

0

F∗1 (t, ε) · Y (y0(t, c0(ε)), µ0(ε), t, ε) dt,

який у випадку γ1(ε) ∈ C[0, ε∗], γ1(0) = 0 ∈ Rµ1 визначає найкраще (в
сенсi найменших квадратiв) наближення

x1(t, ε) ≈ ξ1(t, ε) = ϕ1(t)γ1(ε), γ1(ε) ∈ Rµ1

до розв’язку 2π-перiодичної задачi для рiвняння (3.47). Друге набли-
ження x2(t, ε) до розв’язку 2π-перiодичної задачi для рiвняння (3.43)
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шукаємо, як 2π-перiодичний розв’язок рiвняння

x′′2(t, ε) + x2(t, ε) = ε
[
Y (y0(t, c0(ε)), µ0(ε), t, ε)+

+A1

(
y0(t, c0(ε)), µ0(ε)

)
x2(t, ε) +A2

(
y0(t, c0(ε)), µ0(ε)

)
ζ1(ε)+

+R(y0(t, c0(ε)) + ξ1(s, ε), µ0(ε), t, ε)
]
. (3.48)

Розв’язок 2π-перiодичної задачi для рiвняння (3.48) шукаємо у виглядi

x2(t, ε) ≈ ν1(ε) cos t+ ξ1(t, ε) + ξ2(t, ε), µ1(ε) = µ0(ε) + ζ1(ε),

ξ2(t, ε) = ϕ2(t)γ2(ε), γ2(ε) ∈ Rµ2, γ2(0) = 0 ∈ Rµ2;

тут

ϕ2(t) =

[
ϕ

(1)
2 (t) ϕ

(2)
2 (t) ... ϕ

(µ2)
2 (t)

]
— (1 × µ2)-матриця. Умова розв’язностi 2π-перiодичної задачi для рiв-
няння (3.48) приводить до рiвняння

D0

(
c0(ε), µ0(ε)

)
·
[
ν1(ε)
ζ1(ε)

]
= −

2π∫
0

[
A1

(
y0(s, c0(ε)), µ0(ε)

)
ξ1(s, ε)+

+R(y0(s, c0(ε)) + ξ1(s, ε), µ0(ε), s, ε)
]

cos s ds. (3.49)

За умов (3.45) i D+
0

(
c0(ε), µ0(ε)

)
∈ C[0, ε0] рiвняння (3.49) має принаймi

один неперервний розв’язок

[
ν1(ε)
ζ1(ε)

]
= −D+

0

(
c0(ε), µ0(ε)

)
·

2π∫
0

[
A1

(
y0(s, c0(ε)), µ0(ε)

)
ξ1(s, ε)+

+R(y0(s, c0(ε)) + ξ1(s, ε), µ0(ε), s, ε)
]

cos s ds.

Вимагатимемо

Θ
(
γ2(ε)

)
=
∣∣∣∣∣∣[εA1

(
y0(t, c0(ε)), µ0(ε)

)
− 1
]
x2(t, ε)+

+ ε
[
Y (y0(t, c0(ε)), µ0(ε), t, ε) +A2

(
y0(t, c0(ε)), µ0(ε)

)
ζ1(ε)+



209

+R(y0(t, c0(ε)) + ξ1(s, ε), µ0(ε), t, ε)
]
− x′′2(t, ε)

∣∣∣∣∣∣2
L2[0,2π]

→ min .

Позначимо (1× µ2)-матрицю

F2(t, ε) =
[
εA1

(
y0(t, c0(ε)), µ0(ε)

)
− 1
]
ϕ2(t)− ϕ′′2(t).

Необхiдна умова мiнiмiзацiї функцiї Θ(γ2(ε)) приводить до рiвняння

Γ
(
F2(·, ε)

)
γ2(ε) = −ε

2π∫
0

F∗2 (t, ε) ·
[
A2

(
y0(t, c0(ε)), µ0(ε)

)
ζ1(ε)+

+R(y0(t, c0(ε)) + ξ1(s, ε), µ0(ε), t, ε)
]
,

однозначно розв’язного вiдносно вектора γ2(ε) ∈ Rµ2 за умови невирод-
женостi (µ2 × µ2)-матрицi Грама [168]

Γ
(
F2(·, ε)

)
:=

2π∫
0

F∗2 (t, ε)F2(t, ε) dt.

Таким чином, за умови det
[
Γ
(
F2(·, ε)

)]
6= 0 знаходимо вектор

γ2(ε) = −ε
[
Γ
(
F2(·, ε)

)]−1

·
2π∫

0

F∗2 (t, ε) ·
[
A2

(
y0(t, c0(ε)), µ0(ε)

)
ζ1(ε)+

+R(y0(t, c0(ε)) + ξ1(s, ε), µ0(ε), t, ε)
]
,

який у випадку γ2(ε) ∈ C[0, ε∗], γ2(0) = 0 ∈ Rµ2 визначає найкраще
(в сенсi найменших квадратiв) друге наближення x2(t, ε) до розв’язку
2π-перiодичної задачi для рiвняння (3.47). Продовжуючи мiркування,
приходимо до наступного твердження [317].

Наслiдок 3.2.1. У випадку кратних коренiв detD0

(
c0(ε), µ0(ε)

)
= 0

рiвняння для породжуючих амплiтуд (3.41) для довiльного кореня č0(ε) ∈
R2 в малому околi породжуючого озв’язку

y0(t, c0(ε)) = c0(ε) · cos t+ g
[
f(s, ε)

]
(t), c0(ε) ∈ C[0, ε0]
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i вiдповiдної власної функцiї µ0(ε) ∈ C[0, ε0] за умови (3.45) i

D0

(
c0(ε), µ0(ε)

)
6= 0, D+

0

(
c0(ε), µ0(ε)

)
∈ C[0, ε0]

у випадку

det
[
Γ
(
Fk(·, ε)

)]
6= 0, γk(ε) ∈ C[0, ε∗], γk(0) = 0 ∈ Rµk, k ∈ N

перiодична задача для рiвняння (3.37) має принаймi один розв’язок

y(t, ε) : y(·, ε) ∈ C2[0, 2π], y(t, ·) ∈ C[0, ε0], µ(ε) ∈ C[0, ε0],

визначений операторною системою (3.46). Для знаходження цього роз-
в’язку y(t, ε) = y0(t, c0(ε)) + x(t, ε), а також власної функцiї µ(ε) =
µ0(ε) + ζ(ε) може бути використана iтерацiйна схема

x1(t, ε) ≈ ξ1(t, ε) = ϕ1(t)γ1(ε), γ1(ε) ∈ Rµ1,

γ1(ε) = −ε
[
Γ
(
F1(·, ε)

)]−1

·
2π∫

0

F∗1 (t, ε) · Y (y0(t, c0(ε)), µ0(ε), t, ε) dt,

x2(t, ε) ≈ ν1(ε) cos t+ ξ1(t, ε) + ξ2(t, ε), ξ2(t, ε) = ϕ2(t)γ2(ε),

µ1(ε) = µ0(ε) + ζ1(ε),[
ν1(ε)
ζ1(ε)

]
= −D+

0

(
c0(ε), µ0(ε)

)
·

2π∫
0

[
A1

(
y0(s, c0(ε)), µ0(ε)

)
ξ1(s, ε)+

+R(y0(s, c0(ε)) + ξ1(s, ε), µ0(ε), s, ε)
]

cos s ds,

γ2(ε) = −ε
[
Γ
(
F2(·, ε)

)]−1

·
∫ 2π

0

F∗2 (t, ε) ·
[
A2

(
y0(t, c0(ε)), µ0(ε)

)
ζ1(ε)+

+R(y0(t, c0(ε)) + ξ1(s, ε), µ0(ε), t, ε)
]
,

xk+2(t, ε) ≈ νk(ε) cos t+ ξ1(t, ε) + ... + ξk+2(t, ε),

ξk+2(t, ε) = ϕk+2(t)γk+2(ε), µk+1(ε) := µ0(ε) + ζk+1(ε),[
νk(ε)
ζk(ε)

]
= −D+

0

(
c0(ε), µ0(ε)

)
·

2π∫
0

[
A1

(
y0(s, c0(ε)), µ0(ε)

)
xk(s, ε)+

+R(y0(s, c0(ε)) + xk(s, ε), µk(ε), s, ε)
]

cos s ds,
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γk+2(ε) = −ε
[
Γ
(
Fk+2(·, ε)

)]−1

×

×
2π∫

0

F∗k+2(t, ε) ·
[
A2

(
y0(t, c0(ε)), µ0(ε)

)
ζk+1(ε)+

+R(y0(t, c0(ε)) + xk+1(s, ε), µk(ε), t, ε)
]
, k = 0, 1, 2, ... .

Умови доведеного наслiдку виконуються у випадку задачi про зна-
ходження перiодичних розв’язкiв i власної функцiї рiвняння Матьє [193,
312].

Приклад 3.2.3. Умови доведеної теореми, а також наслiдку, викону-
ються у випадку задачi про знаходження 2π-перiодичних розв’язкiв

y(t, ε) : y(·, ε) ∈ C2[0, 2π], y(t, ·) ∈ C[0, ε0],

а також власної функцiї h(ε) рiвняння

y′′ +
(
h(ε) + (1 + ε sin ε) cos 2t sin ε

)
· y = cos 5t+ ε y3. (3.50)

Дiйсно, рiвняння для породжуючих амплiтуд (3.42) має корiнь

c0(ε) = c∗0 = − 1

24
, µ0(ε) = µ∗0 = 0,

якому вiдповiдає ненульова матриця

D0

(
c0(ε), µ0(ε)

)
=

= π
(
−191

384 −
5 ε2

12 + 13 ε4

80 −
223 ε6

10080 ++ 1151 ε8

725 760 −
1877 ε10

26611200 0
)
,

отже, згiдно доведеної теореми, перiодична задача для рiвняння (3.50)
має принаймi один розв’язок, який при ε = 0 перетворюється на пород-
жуючий

y0(t, c0) = c0 · cos t+
1

24

(
2 cos t− cos 5t

)
,

для знаходження якого може бути використана iтерацiйна схема (3.2.3).
Перше наближення до розв’язку 2π-перiодичної задачi для рiвняння
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(3.50) x1(t, ε) = ν1(ε) · cos t+ x
(1)
1 (t, ε), визначає функцiя

x
(1)
1 (t, ε) = εg

[
Y (y0(s, c0), µ0, s, ε)

]
(t) =

37 603

12 386 304
ε cos t+

+
35

13 824
ε3 cos t− 91

92 160
ε5 cos t+

223

1 658 880
ε7 cos t−

− 1 151

119 439 360
ε9 cos t+

1 877

4 379 443 200
ε11 cos t− 1

384
ε cos 3t−

− 5

2 304
ε3 cos 3t+

13

15 360
ε5 cos 3t− 223

1 935 360
ε7 cos 3t+

+
1 151

139 345 920
ε9 cos 3t− 1 877

5 109 350 400
ε11 cos 3t+

1

442 368
ε cos 5t−

− 1

2 304
ε cos 7t− 5

13 824
ε3 cos 7t+

13

92 160
ε5 cos 7t− 223

11 612 160
ε7 cos 7t+

+
1 151

836 075 520
ε9 cos 7t− 1 877

30 656 102 400
ε11 cos 7t+

1

12 386 304
ε cos 15t.

Перше наближення до функцiї ν1(ε) i до власної функцiї

µ1(ε) := µ0 + ζ1(ε)

згiдно iтерацiйної схеми (3.2.3) визначає вектор

[
ν1(ε)
ζ1(ε)

]
= −D+

0

(
c0(ε), µ0(ε)

) 2π∫
0

[
A1

(
y0(s, c0(ε)), µ0(ε)

)
x

(1)
1 (s, ε)+

+R(y0(s, c0(ε)) + x
(1)
1 (s, ε), µ0(ε), s, ε)

]
cos s ds,

де

ν1(ε) = − 989 021 ε

2 365 784 064
− 182 435 ε3

504 313 344
+

1 982 627 ε5

14 048 027 121
+

625 ε6

1 520 861 184
−

− 938 797 ε7

4 310 048 393
− 81 044 ε8

121 908 342 003
+

390 280 ε9

1 603 922 499
+

66 643 ε10

83 585 932 263
;

крiм того ζ1(ε) = 0. Друге наближення до функцiї ν2(ε) i до власної
функцiї µ2(ε) згiдно iтерацiйної схеми (3.2.3) визначає вектор

[
ν2(ε)
ζ2(ε)

]
= −D+

0

(
c0(ε), µ0(ε)

) 2π∫
0

[
A1

(
y0(s, c0(ε)), µ0(ε)

)
x

(1)
2 (s, ε)+
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+R(y0(s, c0(ε)) + x
(1)
2 (s, ε), µ1(ε), s, ε)

]
cos s ds,

де

ν2(ε) = − 989 021 ε

2 365 784 064
− 596 789 ε2

8 990 605 292
− 1 290 714 ε3

3 568 595 861
− 814 481 ε4

7 382 682 406
+

+
1 094 962 ε5

7 752 680 109
− 1 055 403 ε6

372 069 527 548
− 212 363 ε7

11 027 126 545
− 55 169 ε8

113 465 964 455
+

+
126 807 ε9

88 877 006 657
+

109 466 ε10

193 938 180 265
− 95 653 ε11

614 250 962 130
− 71 4736 ε12

1 290 619 820 509
;

крiм того ζ2(ε) = 0. Знайденi три наближення до 2π-перiодичного роз-
в’язку рiвняння (3.50) i його власної функцiї µ(ε) характеризують нев’яз-
ки [317].

∆k(ε) =
∣∣∣∣∣∣y′′k(t, ε) +

(
hk(ε) + (1 + ε sin ε) cos 2t sin ε

)
· yk(t, ε)− cos 5t−

−y3
k(t, ε)

∣∣∣∣∣∣
C[0;2π]

, k = 0, 1, 2 .

Тут hk(ε) := 1− εµk(ε), k = 0, 1, 2 . Зокрема, при ε = 0, 1 маємо:

∆0(0, 1) ≈ 0, 00 419 402, ∆1(0, 1) ≈ 0, 0000 270 803,

∆2(0, 1) ≈ 2, 09 137× 10−7.

При ε = 0, 01 нев’язки зменшуються:

∆0(0, 01) ≈ 0, 000 415 978, ∆1(0, 01) ≈ 2, 66 437× 10−7,

∆2(0, 01) ≈ 2, 04 107× 10−10.

Для знаходження наближень до 2π-перiодичного розв’язку рiвняння
(3.50) i його власної функцiї h(ε) бiльш ефективне використання тех-
нiки найменших квадратiв (3.2.1). Умови доведеного наслiдку при цьому
виконанi. Покладемо наприклад

ϕ(τ) =
[

cos t cos 3t cos 5t cos 7t cos 9t cos 11t cos 13t cos 15t
]
.

Матриця Грама при цьому невиродждена

det
[
Γ
(
F1(·, ε)

)]
≈ 26 022 275 212 528 839 872 196 116 480 ε2+

+3 302 289 754 263 641 387 782 111 232 ε3+
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+43 618 482 736 669 361 856 808 222 720 ε4+

+8 236 807 154 318 936 664 333 877 248 ε5+

+1 324 293 262 901 376 257 521 352 704 ε6+

+3 617 130 537 076 922 636 923 043 840 ε7−
−11 875 352 165 949 350 567 741 489 152 ε8 + ... + 6= 0.

Схема (3.2.1) визначає перше наближення до розв’язку перiодичної за-
дачi для рiвняння (3.50)

x1(t, ε) ≈ ξ1(t, ε) = ϕ1(t)γ1(ε), γ1(ε) ∈ R8, γ1(0) = 0,

де [317].

γ1(ε) :=
(
γa1(ε) γb1(ε) γ

c
1(ε) γd1(ε) γe1(ε) γf1 (ε) γg1(ε) γh1 (ε)

)∗
∈ C[0, ε0];

тут

γa1(ε) ≈ 9 673 458 724 382 ε

3 695 261 232 713 925
− 1 071 874 ε2

6 474 950 609
+

11 364 749 ε3

5 202 423 530
−

− 946 126 ε4

3 444 254 885
− 17 287 344 ε5

21 332 723 177
− 70 6339 ε6

70 107 040 820
+

+
955 191 ε7

7 281 062 761
+

996 986ε8

14 156 525 283
,

γb1(ε) ≈ −
ε

384
+

4 372 621 ε2

26 553 485 683
− 2 675 795 ε3

1 224 903 309
+

555 308 ε4

2 026 828 761
+

+
2 199 152ε5

2 713 110 537
+

207 843ε6

20 104 291 900
− 1 133 731 ε7

8 636 776 121
− 334 104 ε8

4 741 074 857
,

γc1(ε) ≈ ε

442 368
− 564 697 ε2

8 921 514 755
+

62 785 ε3

18 233 295 074
− 714 703 ε4

6 754 784 180
+

+
39 885 ε5

4 643 811 926
− 52 278 ε6

13 552 434 187
+

152 491 ε7

39 496 582 712
+

204 651 ε8

7 365 925 948
,

γd1(ε) ≈ − ε

2 304
+

5 ε2

42 467 328
− 4 077 499ε3

11 251 925 763
+

79 907 ε4

594 345 010 584
+

+
765 755ε5

5 496 037 604
+

46 489 ε6

565 234 777 339
− 398 161 ε7

19 927 789 809
+

20 635 ε8

189 567 101 034
,

γf1 (ε) ≈ − ε

62 276 269 956 662 022 667 941
− ε2

35 205 120
− 6 350 ε3

661 569 973 411
−
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− 10 397 ε4

438 784 682 647
−− 33 071 ε5

1 299 549 868 549
+

3 107 ε6

352 462 806 362
−

− 12 746 ε7

1 019 653 767 395
− 1 852 ε8

1 314 091 331 241
,

γg1(ε) ≈ 85 ε2

4 161 798 144
− 2 564 ε3

1 883 648 250 323
+

14 423 ε4

843 261 025 790
−

− 2 558 ε5

1 129 454 832 849
− 5 308 ε6

822 079 475 925
− 2 213 ε7

25 944 330 408 267
+

+
1 837 ε8

1 957 633 061 731
,

γh1 (ε) ≈ ε

12 386 304
− 5 ε2

355 140 108 288
+

2 706 ε3

6 543 799 671 187
−

− 341 ε4

14 787 916 001 055
+

1 575ε5

2 278 608 054 533
− 363ε6

6 310 709 366 485
+

+
3 827 ε7

153 019 619 704 307
− 186 ε8

7 192 922 493 965
,

при цьому

ξ1(t, ε) ≈
9 673 458 724 382

3 695 261 232 713 925
ε cos t− 930 537

5 621 165 468
ε2 cos t+

+
11 364 749

5 202 423 530
ε3 cos t− 946 126

3 444 254 885
ε4 cos t− 17 287 344

21 332 723 177
ε5 cos t−

− 706 339

70 107 040 820
ε6 cos t+

955 191

7 281 062 761
ε7 cos t+

996 986

14 156 525 283
ε8 cos t−

− 1

384
ε cos 3t+

4 372 621

26 553 485 683
ε2 cos 3t− 2 675 795

1 224 903 309
ε3 cos 3t+

+
555 308

2 026 828 761
ε4 cos 3t+

2 199 152

2 713 110 537
ε5 cos 3t+

+
207 843

20 104 291 900
ε6 cos 3t− 1 133 731

8 636 776 121
ε7 cos 3t−

− 334 104

4 741 074 857
ε8 cos 3t+

1

442 368
ε cos 5t− 564 697

8 921 514 755
ε2 cos 5t+

+
62 785

18 233 295 074
ε3 cos 5t− 714 703

6 754 784 180
ε4 cos 5t+

+
39 885

4 643 811 926
ε5 cos 5t− 52 278

13 552 434 187
ε6 cos 5t+
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+
152 491

39 496 582 712
ε7 cos 5t+

204 651

7 365 925 948
ε8 cos 5t− 1

2 304
ε cos 7t+

+
5

42 467 328
ε2 cos 7t− 4 077 499

11 251 925 763
ε3 cos 7t+

+
79 907

594 345 010 584
ε4 cos 7t+

765 755

5 496 037 604
ε5 cos 7t+

+
46 489

565 234 777 339
ε6 cos 7t−− 398 161

19 927 789 809
ε7 cos 7t+

+
20 635

189 567 101 034
ε8 cos 7t− 1

41 517 513 304 441 353 510 804
ε cos 9t−

− 97

35 205 120
ε2 cos 9t+

4 912

1 469 610 714 209
ε3 cos 9t−

− 442 843

97 091 992 479
ε4 cos 9t+

5 486

949 641 923 803
ε5 cos 9t−

− 3 070

25 162 867 673
ε6 cos 9t+

63 365

55 953 243 577 746
ε7 cos 9t+

+
83 213

68 514 512 221
ε8 cos 9t− 1

62 276 269 956 662 022 667 941
ε cos 11t−

− 1

35 205 120
ε2 cos 11t− 6 350

661 569 973 411
ε3 cos 11t−

− 10 397

438 784 682 647
ε4 cos 11t− 33 071

1 299 549 868 549
ε5 cos 11t+

+
3 107

352 462 806 362
ε6 cos 11t− 12 746

1 019 653 767 395
ε7 cos 11t−

− 1 852

1 314 091 331 241
ε8 cos 11t+

85

4 161 798 144
ε2 cos 13t−

− 2 564

1 883 648 250 323
ε3 cos 13t+

14 423

843 261 025 790
ε4 cos 13t−

− 2 558

1 129 454 832 849
ε5 cos 13t− 5 308

822 079 475 925
ε6 cos 13t−

− 2 213

25 944 330 408 267
ε7 cos 13t+

1 837

1 957 633 061 731
ε8 cos 13t+

+
1

12 386 304
ε cos 15t− 5

355 140 108 288
ε2 cos 15t+

+
2 706

6 543 799 671 187
ε3 cos 15t− 341

14 787 916 001 055
ε4 cos 15t+

+
1 575

2 278 608 054 533
ε5 cos 15t− 363

6 310 709 366 485
ε6 cos 15t+
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+
3 827

153 019 619 704 307
ε7 cos 15t− 186

7 192 922 493 965
ε8 cos 15t.

Перше наближення до функцiї ν1(ε) i до власної функцiї

µ1(ε) := µ0 + ζ1(ε)

згiдно iтерацiйної схеми (3.2.1) визначає вектор[
ν1(ε)
ζ1(ε)

]
= −D+

0

(
c0(ε), µ0(ε)

)
·

2π∫
0

[
A1

(
y0(s, c0(ε)), µ0(ε)

)
ξ1(s, ε)+

+R
(
y0(s, c0(ε)) + ξ1(s, ε), µ0(ε), s, ε

)]
cos s ds,

де

ν1(ε) =
80 551 ε2

187 418 427 555
+

69 299 ε3

1 870 957 842 498
+

40 230 ε4

116 368 131 083
+

+
30 061 ε5

474 827 389 059
− 92 518 ε6

591 537 465 595
+

1 049ε7

173 462 596 370
+

+
10 604 ε8

1 074 292 473 059
+

28 293 ε9

176 181 572 288
+

52 279ε10

323 583 527 845
;

крiм того ζ1(ε) = 0. Знайденi наближення до 2π-перiодичного розв’яз-
ку рiвняння (3.50) i його власної функцiї µ(ε) характеризують нев’язки
∆k(ε), k = 0, 1 . Зокрема, при ε = 0, 1 маємо:

∆0(0, 1) ≈ 0, 00 419 402, ∆1(0, 1) ≈ 7, 24 231× 10−9.

При ε = 0, 01 нев’язки зменшуються:

∆0(0, 01) ≈ 0, 000 415 978, ∆1(0, 01) ≈ 6, 09 988× 10−11.

На закiнчення вiдмiтимо, що частинним випадком неавтономної перiо-
дичної задачi у випадку параметричного резонансу, в тому числi й неав-
тономної перiодичної задачi для рiвняння типу Хiлла, є автономна перiо-
дична задача, яка пiсля замiни незалежної змiнної приведена до неавто-
номної перiодичної задачi, що мiстить додаткову невiдому, яка вiдповiдає
за поправку на перiод шуканого розв’язку [225, 288].

3.2.5. Перiодична задача для рiвняння Матьє. Умови доведе-
ного наслiдку виконуються у випадку задачi про знаходження перiодич-
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них розв’язкiв i власної функцiї рiвняння Матьє [1, 2, 13, 62, 63, 68, 79,
120, 121, 131, 142, 143, 160, 161, 162, 174, 192, 193, 223, 263].

Приклад 3.2.4. Умови доведеного наслiдку виконуються у випадку
задачi про знаходження 2π-перiодичних розв’язкiв

y(t, ε) : y(·, ε) ∈ C2[0, 2π], y(t, ·) ∈ C[0, ε0],

а також власної функцiї

h(ε) : h(ε) ∈ C[0, ε0], h(0) = k2, k ∈ N

рiвняння Матьє
y′′ +

(
h(ε) + ε cos 2t

)
· y = 0. (3.51)

Покладемо

k := 1, h(ε) := 1− εµ(ε), µ(ε) ∈ C[0, ε0].

Породжуюча 2π−перiодична задача для рiвняння

y′′0 + k2y0 = 0 (3.52)

при вiдповiднiй фiксацiї початку вiдлiку незалежної змiнної має загаль-
ний вигляд y0(t, c0) = c0 · cos t, c0,∈ R1. Рiвняння для породжуючих
амплiтуд (3.41) у випадку 2π-перiодичної задачi для рiвняння (3.51)

F (c0, µ0) :=

∫ 2π

0

[
cos s
− sin s

]
Y (y0(s, c0(ε)), µ0(ε), s, ε) ds = 0

iстотним чином перетворюється до вигляду

F1(c0, µ0) :=
πc0

2

(
2µ0 − 1

)
= 0.

Останнє рiвняння має єдиний корiнь c0 = 1, µ0 = 0, 5 , якому вiдповiдає
нетривiальний розв’язок, не нульова матриця

D0

(
c0, µ0

)
= π

(
0 1

)
.

Таким чином, згiдно доведеного наслiдку перiодична задача для рiвнян-
ня (3.51) має принаймi один розв’язок, який при ε = 0 перевторюється на
породжуючий y0(t, c0), для знаходження якого може бути використана
iтерацiйна схема (3.2.3). Перше наближення до розв’язку 2π−перiодичної
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задачi для рiвняння (3.51)

x1(t, ε) = ν1(ε) · cos t+ x
(1)
1 (t, ε)

визначає функцiя

x
(1)
1 (t, ε) = εg

[
Y (y0(s, c0), µ0, s, ε)

]
(t) =

ε

16

(
− cos t+ cos 3t

)
.

Перше наближення до функцiї ν1(ε) i до власної функцiї

µ1(ε) := µ0 + ζ1(ε)

згiдно iтерацiйної схеми (3.2.3) визначає вектор[
ν1(ε)
ζ1(ε)

]
= −D+

0

(
c0(ε), µ0(ε)

)∫ 2π

0

[
A1

(
y0(s, c0(ε)), µ0(ε)

)
x

(1)
1 (s, ε)+

+R(y0(s, c0(ε)) + x
(1)
1 (s, ε), µ0(ε), s, ε)

]
cos s ds,

де
R(y0(s, c0(ε)) + x

(1)
1 (s, ε), µ0(ε), s, ε) = 0.

Таким чином ν1(ε) = 0; крiм того

ζ1(ε) =
ε

32
.

Друге наближення до частинного розв’язку 2π−перiодичної задачi для
рiвняння (3.51)

x
(1)
2 (t, ε) := x

(1)
1 (t, ε) + x

(2)
2 (t, ε)

визначає функцiя

x
(2)
2 (t, ε) =

1

768

(
5ε2 cos t− 6ε2 cos 3t+ ε2 cos 5t

)
.

Друге наближення до функцiї ν2(ε) i до власної функцiї µ2(ε) := µ0+ζ2(ε)
згiдно iтерацiйної схеми (3.2.3) визначає вектор[

ν2(ε)
ζ2(ε)

]
= −D+

0

(
c0(ε), µ0(ε)

)∫ 2π

0

[
A1

(
y0(s, c0(ε)), µ0(ε)

)
x

(1)
2 (s, ε)+

+R(y0(s, c0(ε)) + x
(1)
2 (s, ε), µ1(ε), s, ε)

]
cos s ds,
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де
R(y0(s, c0(ε)) + x

(1)
2 (s, ε), µ1(ε), s, ε) = ζ1(ε) x

(1)
2 (s, ε).

Таким чином ν2(ε) = 0; крiм того

ζ2(ε) =
ε

32
− ε2

512
.

Третє наближення до частинного розв’язку 2π−перiодичної задачi для
рiвняння (3.51)

x
(1)
3 (t, ε) := x

(1)
1 (t, ε) + x

(3)
2 (t, ε)

визначає функцiя

x
(2)
3 (t, ε) =

1

73 728

(
480 ε2 cos t− 41 ε3 cos t− 576 ε2 cos 3t+

+54 ε3 cos 3t+ ε2 cos 5t− 14 ε3 cos 5t+ ε3 cos 7t
)
.

Третє наближення до функцiї ν3(ε) i до власної функцiї µ3(ε) := µ0+ζ3(ε)
згiдно iтерацiйної схеми (3.2.3) визначає вектор[

ν3(ε)
ζ3(ε)

]
= −D+

0

(
c0(ε), µ0(ε)

)∫ 2π

0

[
A1

(
y0(s, c0(ε)), µ0(ε)

)
x

(1)
3 (s, ε)+

+R(y0(s, c0(ε)) + x
(1)
3 (s, ε), µ2(ε), s, ε)

]
cos s ds,

де
R(y0(s, c0(ε)) + x

(1)
3 (s, ε), µ2(ε), s, ε) = ζ2(ε) x2(s, ε).

Таким чином ν3(ε) = 0; крiм того

ζ3(ε) =
ε

32
− ε2

512
+

ε3

24 576
+

71 ε4

2 359 296
− 41 ε5

37 748 736
.

Знайденi три наближення до 2π-перiодичного розв’язку рiвняння (3.51)
i його власної функцiї µ(ε) характеризують нев’язки

∆k(ε) =
∣∣∣∣∣∣y′′k(t, ε) +

(
hk(ε) + ε cos 2t

)
· yk(t, ε)

∣∣∣∣∣∣
C[0;2π]

, k = 0, 1, 2, 3 .

Тут
hk(ε) := 1− εµk(ε), k = 0, 1, 2, 3 .
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Зокрема, при ε = 0, 1 маємо:

∆0(0, 1) ≈ 0, 05, ∆1(0, 1) ≈ 0, 000 869 305,

∆2(0, 1) ≈ 0, 0000 100 332, ∆3(0, 1) ≈ 8, 18 660× 10−8.

При ε = 0, 01 нев’язки зменшуються:

∆0(0, 01) ≈ 0, 005, ∆1(0, 01) ≈ 8, 66 973× 10−6,

∆2(0, 01) ≈ 9, 99 071× 10−9, ∆3(0, 01) ≈ 8, 14 765× 10−12.

Вiдмiтимо, що нев’язки перших трьох наближень до 2π-перiодичного
розв’язку рiвняння (3.51) i його власної функцiї µ(ε), знайденi за допомо-
гою iтерацiйної схеми (3.2.3), на кожному кроцi практично спiвпадають з
нев’язками вiдповiдних наближень, знайдених за допомогою методу Пу-
анкаре. Для побудови бiльш точних наближень до розв’язкiв рiвняння
Матьє i його власних функцiй нами запропонована модифiкована дво-
крокова iтерацiйна технiка [312, 319]. А саме: запропонована iтерацiй-
на схема, яка визначає послiдовнi наближення до функцiй Матьє, якi є
2π−перiодичними розв’язками

y(t, ε) : y(·, ε) ∈ C1[0, 2π], y(t, ·) ∈ C[0, ε0]

рiвняння Матьє [176, 263]

y′′ +
(
h(ε) + ε cos 2t

)
· y = 0 (3.53)

i його власних функцiй h(ε) ∈ C[0, ε0], h(0) = k2, k ∈ N. Розв’язки
2π−перiодичної задачi для рiвняння (3.53) шукаємо в малому околi роз-
в’язку породжуючої задачi

y′′0 + k2y0 = 0, y0(0)− y0(2π) = 0, y′0(0)− y′0(2π) = 0. (3.54)

Слiдуючи запропонованiй в монографiї [176] схемi побудови 2π−перi-
одичного розв’язку рiвняння (3.53), починаючи з третьої iтерацiї при-
ходимо до появи в наближеннях до розв’язку секулярних членiв вигля-
ду t sin νt, t cos νt, ν ∈ N. Традицiйна [207, 263] схема побудови функ-
цiй Матьє передбачає одночасне знаходження наближень до його влас-
них функцiй. Нами запропонована двокрокова iтерацiйна технiка, побу-
дована за схемою методу найменших квадратiв [40], при фiксованому
k ∈ N, яка визначає послiдовнi наближення до функцiї h(ε) i вiдповiд-
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ної функцiї Матьє. Для знаходження початкового наближення h0(ε) до
невiдомої функцiї h(ε) зафiксуємо один iз розв’язкiв y0(t, k) = cos kt, або
y0(t, k) = sin kt, k ∈ N породжуючої задачi (3.54). Iз умови розв’язностi∫ 2π

0

y0(t, k)
{
k2 −

[
h0(ε) + ε cos 2t

]}
y0(t, k) dt = 0

2π−перiодичної задачi для нульового наближення до рiвняння (3.53)

y′′0(t, k) +
(
h0(ε) + ε cos 2t

)
· y0(t, k) = 0

знаходимо для y0(t, k) = cos kt, k ∈ N

h0(ε) =

{
1− ε

2 , k = 1,
k2, k > 1.

Аналогiчно при y0(t, k) = sin kt, k ∈ N

h0(ε) =

{
1 + ε

2 , k = 1,
k2, k > 1.

Нехай ϕ1(t), ϕ2(t), ϕ3(t), ... — система лiнiйно-незалежних 2π−перi-
одичних двiчi неперервно-диференцiйовних скалярних функцiй. Позна-
чимо (1× k1)−матрицi

ϕ1(t) =
[
ϕ1(t) ϕ2(t) ... ϕk1(t)

]
, Φ0(t, ε) =

{
ϕ′′1(t)+

[
h0(ε)+ε cos 2t

]
ϕ1(t)

}
.

Перше наближення y1(t, ε) до перiодичного розв’язку рiвняння (3.53) шу-
каємо, як 2π−перiодичний розв’язок рiвняння

d2y1(t, ε)

dt2
+
[
h0(ε) + ε cos 2t

]
y1(t, ε) = 0. (3.55)

Наближений розв’язок рiвняння (3.55) шукаємо у виглядi

y1(t, ε) = y0(t, k) + ξ1(t, ε), ξ1(t, ε) = ϕ1(t)c1(ε);

вимагатимемо [212]

F (c1(ε)) =
∣∣∣∣∣∣ϕ′′1(t)c1(ε) +

[
h0(ε) + ε cos 2t

]
ϕ1(t)c1(ε)+

+y′′0(t, k) +
[
h0(ε) + ε cos 2t

]
y0(t, k)

∣∣∣∣∣∣2
L2[0,2π]

→ min .
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Для фiксованої матрицi ϕ1(t) максимум функцiї F (c1(ε)) iснує, оскiльки
неперервна невiд’ємна функцiя досягає мiнiмуму. Необхiдна умова мiнi-
мiзацiї функцiї F (c1(ε)) приводить до рiвняння

Γ0

(
ϕ1(·), ε

)
· c1(ε) = −

∫ 2π

0

Φ∗0(t, ε)
{
y′′0(t, k)+

[
h0(ε)+ε cos 2t

]
y0(t, k)

}
dt,

однозначно розв’язного вiдносно вектора c1(ε) ∈ Rk1 за умови невирод-
женостi (k1 × k1)− матрицi Грама [168, 275, 279, 306]

Γ0

(
ϕ1(·), ε

)
=

∫ 2π

0

Φ∗0(t, ε) · Φ0(t, ε)dt.

Таким чином, за умови det Γ0

(
ϕ1(·), ε

)
6= 0 знаходимо вектор

c1(ε) = −
[
Γ0

(
ϕ1(·), ε

)]−1
∫ 2π

0

Φ∗0(t, ε)
{
y′′0(t, k)+

[
h0(ε)+ε cos 2t

]
y0(t, k)

}
dt,

який визначає перше наближення y1(t, ε) = y0(t, k) + ϕ1(t) · c1(ε) до
2π−перiодичного розв’язку рiвняння (3.53). Наступне наближення до
рiвняння (3.53) визначимо, як

d2y1(t, ε)

dt2
+
[
h1(ε) + ε cos 2t

]
y1(t, ε) = 0. (3.56)

Для знаходження першого наближення h1(ε) до невiдомої функцiї h(ε)
використаємо умову розв’язностi 2π−перiодичної задачi для рiвняння
(3.56) ∫ 2π

0

y0(t, k)
{
k2 −

[
h1(ε) + ε cos 2t

]}
y1(t, ε) dt = 0.

Позначимо

Ω(y1(t, ε), ε) =

∫ 2π

0

y0(t, k) · y1(t, ε) dt,

ω(y1(t, ε), ε) =

∫ 2π

0

y0(t, k)
[
k2 − ε cos 2t

]
y1(t, ε) dt.

За умови Ω(y1(t, ε), ε) 6= 0, ε ∈ [0, ε0] знаходимо перше наближення

h1(ε) =
ω(y1(t, ε), ε)

Ω(y1(t, ε), ε)

до власної функцiї h(ε) рiвняння Матьє, що вiдповiдає першому набли-
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женню y1(t, ε) до 2π−перiодичного розв’язку рiвняння (3.53). Позначимо
(1× k2)−матрицi

ϕ2(t) =
[
ϕ1(t) ϕ2(t) ... ϕk2(t)

]
, Φ1(t, ε) =

{
ϕ′′2(t)+

[
h1(ε)+ε cos 2t

]
ϕ2(t)

}
.

Друге наближення

y2(t, ε) = y0(t, k) + ξ1(t, ε) + ξ2(t, ε), ξ2(t, ε) = ϕ2(t) · c2(ε), c2(ε) ∈ Rk2

до перiодичного розв’язку рiвняння (3.53) шукаємо, як 2π−перiодичний
розв’язок рiвняння

d2y2(t, ε)

dt2
+
[
h1(ε) + ε cos 2t

]
y2(t, ε) = 0.

Необхiдна умова мiнiмiзацiї функцiї

F (c2(ε)) :=

∫ 2π

0

{
ϕ′′2(t)c2(ε) +

[
h1(ε) + ε cos 2t

]
ϕ2(t)c2(ε)+

+y′′1(t, ε) +
[
h1(ε) + ε cos 2t

]
y1(t, ε)

}2

dt

приводить до рiвняння

Γ1

(
ϕ2(·), ε

)
· c2(ε) = −

∫ 2π

0

Φ∗1(t, ε)
{
y′′1(t, ε) +

[
h1(ε) + ε cos 2t

]
y1(t, ε)

}
dt,

однозначно розв’язного вiдносно вектора c2(ε) ∈ Rk2 за умови невирод-
женостi (k2 × k2)−матрицi Грама [168]

Γ1

(
ϕ2(·), ε

)
=

∫ 2π

0

Φ∗1(t, ε) · Φ1(t, ε)dt.

Таким чином, за умови det Γ1

(
ϕ2(·), ε

)
6= 0 знаходимо вектор

c2(ε) = −
[
Γ1

(
ϕ2(·), ε

)]−1
∫ 2π

0

Φ∗1(t, ε)
{
y′′1(t, ε)+

[
h1(ε)+ε cos 2t

]
y1(t, ε)

}
dt,

який визначає друге наближення y2(t, ε) до 2π−перiодичного розв’язку
рiвняння (3.53). Наступне наближення до рiвняння (3.53) визначимо, як

d2y2(t, ε)

dt2
+
[
h2(ε) + ε cos 2t

]
y2(t, ε) = 0. (3.57)
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Для знаходження другого наближення h2(ε) до невiдомої функцiї h(ε)
використаємо умову розв’язностi 2π−перiодичної задачi для рiвняння
(3.57) ∫ 2π

0

y0(t, k)
{
k2 −

[
h2(ε) + ε cos 2t

]}
y2(t, ε) dt = 0.

Позначимо

Ω(y2(t, ε), ε) =

∫ 2π

0

y0(t, k) · y2(t, ε) dt,

ω(y2(t, ε), ε) =

∫ 2π

0

y0(t, k)
[
k2 − ε cos 2t

]
y2(t, ε) dt.

За умови Ω(y1(t, ε), ε) 6= 0, ε ∈ [0, ε0] знаходимо друге наближення

h2(ε) =
ω(y2(t, ε), ε)

Ω(y2(t, ε), ε)

до власної функцiї h(ε) рiвняння Матьє, яке вiдповiдає другому набли-
женню y2(t, ε) до 2π−перiодичного розв’язку рiвняння (3.53). Продов-
жуючи мiркування, за умови

det Γj

(
ϕj+1(·), ε

)
6= 0, Ω(yj+1(t, ε), ε) 6= 0, j = 0, 1, 2, ...

приходимо до наступної iтерацiйної процедури

yj+1(t, ε) = y0(t, k) + ξ1(t, ε) + ξ2(t, ε) + ... + ξj+1(t, ε), (3.58)

ξj+1(t, ε) = ϕj+1(t) · cj+1(ε), hj+1(ε) =
ω(yj+1(t, ε), ε)

Ω(yj+1(t, ε), ε)
,

cj+1(ε) = −
[
Γj

(
ϕj+1(·), ε

)]−1

·
∫ 2π

0

Φ∗j(t, ε)
{
y′′j (t)+

+
[
hj(ε) + ε cos 2t

]
yj(t)

}
dt, ... , j = 0, 1, 2, ... .

Тут

Γj

(
ϕj+1(·), ε

)
=

∫ 2π

0

Φ∗j(t, ε) · Φj(t, ε)dt

−(kj × kj)− матриця Грама,

Φj(t, ε) =
{
ϕ′′j+1(t) +

[
hj(ε) + ε cos 2t

]
ϕj+1(t)

}
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−(1× kj)− матриця,

Ω(yj+1(t, ε), ε) =

∫ 2π

0

y0(t, k) · yj+1(t, ε) dt,

ω(yj+1(t, ε), ε) =

∫ 2π

0

y0(t, k)
[
k2 − ε cos 2t

]
yj+1(t, ε) dt.

Iтерацiйна процедура (3.58) задає вiдображення(
yj(t, ε), hj(ε)

)
→
(
yj+1(t, ε), hj(ε)

)
,(

yj+1(t, ε), hj(ε)
)
→
(
yj+1(t, ε), hj+1(ε)

)
,

якi визначаються оператором

Ψ
(
yj(t, ε), hj(ε)

)
=
(
yj+1(t, ε), hj+1(ε)

)
, j = 0, 1, 2, ... .

Якщо оператор Ψ(yj(t, ε), hj(ε)) є стискаючим, iтерацiйна процедура
(3.58) збiгається до шуканого 2π−перiодичного розв’язку y(t, ε) рiвнян-
ня (3.53), при цьому швидкiсть збiжностi визначається вибором матрицi
ϕ(t), значенням k i величиною малого параметра.

В якостi iлюстрацiї ефективностi iтерацiйної процедури (3.58) знай-
демо наближення до функцiї Матьє ce1(t, h(ε)) та його власної функцiї
h(ε), якi вiдповiдають породжуючому розв’язку y0(t) = cos t для k = 1,
при цьому h0(ε) = 1− ε

2 . Зафiксуємо вектор-рядок

ϕ1(t) =
[

cos 3t cos 5t cos 7t
]
.

Матриця Грама Γ0

(
ϕ1(·), ε

)
, що вiдповiдає розв’язку y0(t, 1) = cos t по-

роджуючої задачi (3.54), при цьому невиродждена

det Γ0

(
ϕ1(·), ε

)
= π3

(
84 934 656 +15 925 248 ε+1 198 080 ε2+30 336 ε3+

+392 ε4 + 3, 5 ε5 + 0, 125 ε6 + ...
)
6= 0.

Перше наближення до 2π−перiодичного рiвняння (3.53)

y1(t, ε) = cos t+
1

16
ε cos 3t+

1

768
ε2
(
− 3 cos 3t+ cos 5t

)
+
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+
1

73 728
ε3
(

6 cos 3t− 8 cos 5t+ cos 7t
)

+

+
1

2 359 296
ε4
(

44 cos 3t+ 6 cos 5t− 3 cos 7t
)

+

+
1

339 738 624
ε5
(
− 1 206 cos 3t+ 189 cos 5t− 10 cos 7t

)
+

+
1

32 614 907 904
ε6
(

12 690 cos 3t− 3 528 cos 5t+ 229 cos 7t
)

+

+
1

1 565 515 579 392
ε7
(
− 46 728 cos 3t+ 18 745 cos 5t− 2 098 cos 7t

)
.

визначає перше наближення до невiдомої функцiї h(ε) вигляду

h1(ε) = 1− ε

2
− ε2

32
+

ε3

512
+

ε4

24 576
− 11 ε5

1 179 648
+

67 ε6

37 748 736
;

тут Ω(y1(t, ε), ε) = π. Зафiксуємо матрицю

ϕ2(t) =
[

cos 3t cos 5t cos 7t ... cos 15t cos 17t cos 19t cos 21t
]
.

Друге наближення y2(t, ε) = y1(t, ε) + ξ2(t, ε) до 2π−перiодичного роз-
в’язку рiвняння (3.53) визначає функцiя

y2(t, ε) = cos t+
1

16
ε cos 3t+

1

768
ε2
(
− 3 cos 3t+ cos 5t

)
+

+
1

73 728
ε3
(

6 cos 3t− 8 cos 5t+ cos 7t
)

+

+111 796 480 ε4
(

220 cos 3t+ 30 cos 5t− 15 cos 7t+ cos 9t
)

+

+
1

2 831 155 200
ε5
(
− 7 350 cos 3t+ 1 575 cos 5t+ 90 cos 7t− 24 cos 9t+

+ cos 11t
)

+
1

951 268 147 200
ε6
(

86 625 cos 3t− 75 495 cos 5t+

+6 426 cos 7t+ 210 cos 9t− 35 cos 11t+ cos 13t
)

+

+
1

426 168 129 945 600
ε7
(

7 808 640 cos 3t+ 1 215 396 cos 5t−

−417 088 cos 7t+ 19 600 cos 9t+ 420 cos 11t− 48 cos 13t+ cos 15t
)

+

+
1

17 674 044 685 1039 236 401
ε9
(

23 909 044 320 cos 3t−
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−17 084 975 040 cos 5t+ 1 215 539 640 cos 7t+ 43 912 800 cos 9t−
−5 278 500 cos 11t+ 110 565 cos 13t+ 1 260 cos 15t−

−80 cos 17t+ cos 19t
)

+ ε11

(
− cos 3t

221 494 310 486
+

cos 5t

1 386 042 922 077
+

+
cos 7t

18 897 813 770 212
− cos 9t

120 864 620 611 896
+

cos 11t

4 778 357 920 324 647
+

+
cos 13t

287 806 335 927 056 754
− cos 15t

4 670 267 794 577 419 066
+

+
cos 17t

392 756 548 557 864 934 965

)
+ ε12

(
cos 3t

4 163 185 355 710
−

− cos 5t

7 168 129 136 407
+

cos 7t

112 255 716 704 568
+

cos 9t

2 719 118 682 885 733
−

− cos 11t

27 185 810 469 627 548
+

cos 13t

1 538 356 519 807 981 673
+

+
cos 15t

124 221 344 542 507 662 191

)
+ ε13

(
cos 3t

34 826 074 411 875
+

+
cos 5t

133 719 435 564 370
− cos 7t

577 455 475 386 849
+

cos 9t

16 303 946 419 048 722
+

+
cos 11t

608 660 631 734 911 763
− cos 13t

8 726 756 537 037 151 087
+

+
cos 15t

667 757 870 754 864 675 146

)
+ ε14

(
− cos 3t

153 644 022 587 330
+

+
cos 5t

1 133 441 404 469 142
+

cos 7t

10 716 858 169 308 095
−

− cos 9t

83 548 123 492 477 362
+

cos 11t

367 523 086 865 9653 039
+

+
cos 13t

194 656 335 464 434 256 497

)
+ ε15

(
cos 3t

2 402 102 230 796 824
−

− cos 5t

4 968 397 697 113 046
+

cos 7t

91 677 206 898 593 050
+

+
cos 9t

1 544 771 237 150 623 087
+

cos 11t

18 779 091 722 693 218 628

)
.

При цьому Ω(y2(t, ε), ε) = π 6= 0,

h2(ε) = 1− ε

2
− ε2

32
+

ε3

512
− ε4

24 576
− 11 ε5

1 179 648
+

49 ε6

37 748 736
−
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− 55 ε7

1 207 959 552
− 83 ε8

9 059 696 640
+

128 288 664 ε9

81 824 280 949 555 195
−

− 442 760 080 ε10

6 545 942 475 964 416 163
+

ε12

442 988 620 972
.

Для перевiрки точностi знайденого другого наближення до перiодичного
розв’язку рiвняння Матьє i його власної функцiї знайдемо нев’язки цього
наближення в самому рiвняння Матьє

∆2(ε) =
∣∣∣∣∣∣y′′2(t, ε) +

(
h2(ε) + ε cos 2t

)
· y′′2(t, ε)

∣∣∣∣∣∣
C[0;2π]

порiвняємо цi нев’язки з вiдхиленнями

∆r(ε) =
∣∣∣∣∣∣y′′h(t, ε) +

(
hr(ε) + ε cos 2t

)
· y′′r (t, ε)

∣∣∣∣∣∣
C[0;2π]

,

∆h(ε) =
∣∣∣∣∣∣y′′h(t, ε) +

(
hh(ε) + ε cos 2t

)
· y′′h(t, ε)

∣∣∣∣∣∣
C[0;2π]

,

вiдповiдноми функцiям [193, c. 235], [263, c. 17]

hh(ε) = 1− ε

2
− ε2

32
+

ε3

512
− ε4

24 576
,

hr(ε) = 1− ε

2
− ε2

32
+

ε3

512
− ε4

24 576
− 11 ε4

1 179 648
i наближеннями до розв’язку рiвняння Матьє

yr(t, ε) = cos t+
1

16
ε cos 3t+

1

768
ε2
(
− 3 cos 3t+ cos 5t

)
+

+
1

73 728
ε3
(

6 cos 3t− 8 cos 5t+ cos 7t
)

+

+
1

11 796 480
ε4
(

220 cos 3t+ 30 cos 5t− 15 cos 7t+ cos 9t
)
,

отриманими в монографiях [161, 193, 263]. Друге наближення y2(t, ε) до
перiодичного розв’язку рiвняння Матьє ce1(t, h(ε)) i його власної функцiї
значно переврешують по точностi ранiше вiдомi наближення

∆2(0, 1) ≈ 2, 59 341 · 10−16, ∆h(0, 1) ≈ 3, 53 263 · 10−10,

∆r(0, 1) ≈ 3, 14 899 · 10−10;

∆2(0, 5) ≈ 2, 78 286 · 10−13, ∆h(0, 5) ≈ 1, 10 346 · 10−6,
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∆r(0, 5) ≈ 9, 89 857 · 10−7;

∆2(1, 0) ≈ 2, 78 034 · 10−10, ∆h(1, 0) ≈ 3, 52 821 · 10−5,

∆r(1, 0) ≈ 3, 18 803 · 10−5.

Далi знайдемо наближення до функцiї Матьє se1(t, h(ε)) i його власної
функцiї h(ε), якi вiдповiдають породжуючому розв’язку y0(t) = sin t для
k = 1, при цьому h0(ε) = 1 + ε

2 . Зафiксуємо вектор-рядок

ϕ1(t) =
[

sin 3t sin 5t sin 7t
]
.

Матриця Грама Γ0

(
ϕ1(·), ε

)
, що вiдповiдає розв’язку y0(t, k) = sin t по-

роджуючої задачi (3.54), при цьому невиродждена

det Γ0

(
ϕ1(·), ε

)
= π3

(
84 934 656−15 925 248 ε+1 198 080 ε2−30 336 ε3+

+392 ε4 − 3, 5 ε5 + 0, 125 ε6 + ...
)
6= 0.

Перше наближення до 2π−перiодичного роз’язку рiвняння (3.53)

y1(t, ε) = sin t+
1

16
ε sin 3t+

1

768
ε2
(

3 sin 3t+ sin 5t
)

+

+
1

73 728
ε3
(

6 sin 3t+ 8 sin 5t+ sin 7t
)

+

+
1

2 359 296
ε4
(
− 44 sin 3t+ 6 sin 5t+ 3 sin 7t

)
+

+
1

339 738 624
ε5
(
− 1 206 sin 3t− 189 sin 5t+ 10 sin 7t

)
+

+
1

32 614 907 904
ε6
(
− 12 690 sin 3t− 3 528 sin 5t− 229 sin 7t

)
+

+
1

1 565 515 579 392
ε7
(
− 46 728 sin 3t− 18 745 sin 5t− 2 098 sin 7t

)
.

визначає перше наближення до невiдомої функцiї h(ε) вигляду

h1(ε) = 1+
ε

2
− ε

2

32
− ε3

512
− ε4

24 576
+

11 ε5

1 179 648
+

67 ε6

37 748 736
+

235 ε7

1 207 959 552
;
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тут Ω(y1(t, ε), ε) = π. Зафiксуємо матрицю

ϕ2(t) =
[

sin 3t sin 5t sin 7t ... sin 15t sin 17t sin 19t sin 21t
]
.

Друге наближення y2(t, ε) = y1(t, ε) + ξ2(t, ε) до 2π−перiодичного роз-
в’язку рiвняння (3.53) визначає функцiя

y2(t, ε) = sin t+
1

16
ε sin 3t+

1

768
ε2
(

3 sin 3t+ sin 5t
)

+

+
1

73 728
ε3
(

6 sin 3t+ 8 sin 5t+ sin 7t
)

+

+
1

11 796 480
ε4
(
− 220 sin 3t+ 30 sin 5t+ 15 sin 7t+ sin 9t

)
+

+
1

2 831 155 200
ε5
(
− 7 350 sin 3t− 1 575 sin 5t+ 90 sin 7t+ 24 sin 9t+

+ sin 11t
)

+
1

951 268 147 200
ε6
(
− 86 625 sin 3t− 75 495 sin 5t−

−6 426 sin 7t+ 210 sin 9t+ 35 sin 11t+ sin 13t
)

+

+
1

426 168 129 945 599
ε7
(

7 808 640 sin 3t−1 215 396 sin 5t−417 088 sin 7t−

−19 600 sin 9t+ 420 sin 11t+ 48 sin 13t+ sin 15t
)

+

+
1

81 824 280 949 555 195
ε8
(

256 577 328 sin 3t+ 45 723 664 sin 5t−

−2 922 752 sin 7t−551 040 sin 9t−16 560 sin 11t+252 sin 13t+21 sin 15t
)

+

+
1

192 450 708 793 353 820 407
ε9
(

26 345 462 304 sin 3t+

+18 603 639 488 sin 5t+ 1 323 587 608 sin 7t− 47 816 160 sin 9t−
−5 747 700 sin 11t− 120 393 sin 13t+ 1 368 sin 15t

)
+

+ε11

(
− sin 3t

214 989 035 628
− sin 5t

1 361 614 710 949
+

sin 7t

18 687 840 891 109
+

+
sin 9t

120 864 620 611 896
+

sin 11t

4 778 357 936 802 680
−

− sin 13t

287 805 286 716 556 383
+

sin 15t

4 668 789 321 617 042 696

)
+
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+ε12

(
− sin 3t

4 257 026 768 778
− sin 5t

6 958 775 948 805
−

− sin 7t

11 0318 181 324 043
+

sin 9t

2 689 378 806 293 442
+

+
sin 11t

27 185 810 534 608 284
+

sin 13t

1 538 357 407 774 944 487
−

− sin 15t

124 428 038 411 659 803 874

)
+ ε13

(
sin 3t

29 341 783 122 818
−

− sin 5t

136 370 563 430 900
− sin 7t

560 650 728 450 561
−

− sin 9t

16 026 343 102 716 968
+

sin 11t

602 078 785 284 169 998
+

+
sin 13t

8 726 751 035 739 910 022
− sin 15t

666 860 317 684 142 057 790

)
+

+ε14

(
sin 3t

138 003 850 482 347
− sin 5t

955 466 147 098 902
−

− sin 7t

10 912 296 234 493 995
− sin 9t

81 122 800 588 097 448
−

− sin 11t

3 613 247 413 839 029 442
+

sin 13t

192 568 995 246 041 079 400

)
.

При цьому Ω(y2(t, ε), ε) = π 6= 0,

h2(ε) = 1 +
ε

2
− ε2

32
− ε3

512
− ε4

24 576
+

11 ε5

1 179 648
+

49 ε6

37 748 736
+

+
55 ε7

1 207 959 552
− 83 ε8

9 059 696 640
− 76 ε9

48 473 849 195
− ε10

14 609 780 354
+

+
ε12

429 978 071 256
+

ε13

8 514 053 537 556
− ε14

58 683 566 245 636
.

Точнiсть другого наближення y2(t, ε) до перiодичного розв’язку рiвняння
Матьє se1(t, h(ε)) i його власної функцiї характеризують нев’язки

∆2(0, 1) ≈ 1, 50 704 · 10−16, ∆2(0, 5) ≈ 4, 04 218 · 10−16,

∆2(1, 0) ≈ 2, 57 572 · 10−14 .

Знайдемо наближення до функцiї Матьє ce3(t, h(ε)) i його власної
функцiї h(ε), якi вiдповiдають породжуючому розв’язку y0(t, 3) = cos 3t
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для k = 3, при цьому h0(ε) = 9. Зафiксуємо вектор-рядок

ϕ1(t) =
[

cos t cos 5t cos 7t
]
.

Матриця Грама Γ0

(
ϕ1(·), ε

)
, що вiдповiдає розв’язку y0(t, k) = cos 3t

породжуючої задачi (3.54), при цьому невироджена. Перше наближення
до 2π−перiодичного розв’язку рiвняння (3.53)

y1(t, ε) = cos 3t+
1

32
ε
(
− 2 cos t+ cos 5t

)
+

1

2 560
ε2
(

10 cos t+ cos 7t
)

+

+ε3
(
− 1

8 192
cos t+

7

163 840
cos 5t

)
+

+
1

65 535 999
ε4
(
− 1 000 cos t− 250 cos 5t+ 41 cos 7t

)
+

+
1

4 194 303 999
ε5
(

11 300 cos t+ 437 cos 5t− 280 cos 7t
)

+

+
1

1 677 721 599 999
ε6
(
− 340 000 cos t+ 25 250 cos 5t+ 2 731 cos 7t

)
+

+
1

107 374 182 399 999
ε7
(

416 300 cos t− 285 233 cos 5t+ 30 520 cos 7t
)
.

визначає перше наближення до невiдомої функцiї h(ε) виггляду

h1(ε) = 9 +
ε2

64
− ε3

512
+

13 ε4

327 680
+

625 ε5

65 535 999
−

− 11 737 ε6

8 388 607 998
+

157 375 ε7

1 677 721 599 999
;

тут Ω(y1(t, ε), ε) = π. Зафiксуємо матрицю

ϕ2(t) =
[

cos t cos 5t cos 7t ... cos 15t cos 17t cos 19t cos 21t
]
.

Друге наближення y2(t, ε) = y1(t, ε)+ξ2(t, ε) к 2π−перiодичного розв’яз-
ку рiвняння (3.53) визначає функцiя

y2(t, ε) = cos 3t+
1

32
ε
(
− 2 cos t+ cos 5t

)
+

1

2 560
ε2
(

10 cos t+ cos 7t
)

+

+
1

1 474 560
ε3
(
− 180 cos t+ 63 cos 5t+ 4 cos 9t

)
+
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+
1

165 150 720
ε4
(
− 2 520 cos t− 630 cos 5t+ 119 cos 7t+ 2 cos 11t

)
+

+
1

26 424 115 200
ε5
(

64 890 cos t+ 3 745 cos 5t− 1 764 cos 7t+

+150 cos 9t+ cos 13t
)

+
1

114 152 177 664 000
ε6
(
− 11 226 600 cos t+

+867 510 cos 5t+ 286 686 cos 7t−

−61 320 cos 9t+ 3 105 cos 11t+ 10 cos 15t
)

+ ε11

(
cos t

217 250 831 925
+

+
cos 5t

7 926 267 486 314
− cos 7t

27 475 728 297 925
+

cos 9t

906 670 078 875 865

)
+

+ε12

(
− cos t

3 479 074 425 161
+

cos 5t

67 993 663 370 104
+

+
cos 7t

462 632 235 720 062

)
+ ε13

(
− cos t

41 231 698 007 087
−

− cos 5t

275 876 679 795 012

)
+ ε14 cos t

147 622 725 974 376
.

При цьому Ω(y2(t, ε), ε) = π 6= 0,

h2(ε) = 9 +
ε2

64
− ε3

512
+

13 ε4

327 680
+

5 ε5

524 288
− 31 ε6

23 869 675
+

ε7

22 039 036

− ε12

422 910 132 492
+

ε13

7 333 380 532 140
+

ε14

71 741 175 855 054
−

− ε15

295 245 451 948 752
.

Точнiсть другого наближення y2(t, ε) до перiодичного розв’язку рiвняння
Матьє ce3(t, h(ε)) i його власної функцiї характеризують нев’язки

∆2(0, 1) ≈ 1, 35 563 · 10−14, ∆2(0, 5) ≈ 1, 00 277 · 10−9,

∆2(1, 0) ≈ 1, 21 392 · 10−7 .

Слiд вiдмiтити актуальнiсть вивчення рiзних крайових задач для рiв-
няння Матьє, свiдченням чого є публикацiї [164, 192, 216, 223], в томо
числi й наведенi в цих статтях огляди лiтератури.
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3.3. Автономнi крайовi задачi, не розв’язанi вiдносно
похiдної

Дослiджуємо задачу про побудову розв’язкiв

z(t, ε) : z(·, ε) ∈ C1[a, b(ε)], z(t) ∈ C[0, ε0]

автономної крайової задачi [16, 302, 151, 302]

z′ = Az + f + εZ(z, z′, ε), `z(·, ε) = α + εJ(z(·, ε), z′(·, ε), ε). (3.59)

Розв’язки крайової задачi (3.59) шукаємо в околi розв’язку

z0(t) ∈ C1[a, b∗], b(ε) ∈ C[0, ε0], b
∗ := b(0)

нетерової (m 6= n) породжуючої задачi

z
′

0 = Az0 + f, `z0(·) = α ∈ Rm

та його похiдної. Тут A ∈ Rn×n, f ∈ Rn, Z(z, z′, ε) – нелiнiйна вектор-
функцiя, неперервно-диференцiйовна за невiдомою z в малому околi роз-
в’язку z0(t) породжуючої задачi та його похiдної, а також неперервно-
диференцiйовна по малому параметру ε на вiдрiзку [0, ε0]; (`z)(·, ε) –
лiнiйний та J(z(·, ε), z′(·, ε), ε) – нелiнiйний векторний функцiонали:
`z(·, ε), εJ(z(·, ε), z′(·, ε), ε) : C[a, b]→ Rm, причому другий функцiонал
неперервно-диференцiйовний за невiдомими z, z′ та по малому парамет-
ру ε в малому околi розв’язку породжуючої задачi та на вiдрiзку [0, ε0].
В критичному випадку (PQ∗) 6= 0, за умови

PQ∗
{
α− `(Kf)(·)

}
= 0

породжуюча задача має сiм’ю розв’язкiв [16, 302, 302]

z0(t, cr) = Xr(t)cr +G[f(s);α](t), cr ∈ Rr.

Тут Q := `X(·) ∈ Rm×n – стала матриця, rank Q := n1, r := n − n1,
PQ∗ ∈ Rm×m – ортопроектор: PQ∗ : Rm → N(Q∗), X(t) – нормальна
(X(a) = In) фундаментальна матриця однорiдної частини породжуючої
системи,Xr(t) := X(t)PQr , матриця PQr утворена з r лiнiйно-незалежних
стовпцiв ортопроектора PQ : Rn → N(Q),

G[f ;α](t) := X(t)Q+ [α− `K[f ](·)] +K[f ](t)
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— узагальнений оператор Грiна породжуючої задачi, Q+ – псевдообер-
нена матриця по Муру-Пенроузу, K[f ](t) — оператор Грiна задачi Кошi
породжуючої системи.

В критичному випадку правий кiнець b(ε) промiжку [a, b(ε)] невiдо-
мий [16, 302, 151, 302]. Замiна

t = a+(τ−a)(1+ε β(ε)), b(ε) := b∗+ε(b∗−a)β(ε), β(ε) ∈ C[0, ε0], β(0) := β∗

приводить крайову задачу (3.59) до вигляду

z′ = Az + f + ε Z̃(z, z′, β, ε), `z(·, ε) = ε J̃(z(·, ε), z′(·, ε), β, ε). (3.60)

Тут

Z̃(z, z′, β(ε), ε) := β(ε)A(z + f) + (1 + εβ(ε))Z
(
z, z′

(1+εβ(ε)) , β(ε), ε
)
.

Позначимо
ϕ0(c

∗) := αβ∗ + J(z0(·, c∗r), z
′

0(·, c∗r), 0),

f0(s, c
∗
0) := β∗ [Az0(s, c

∗
r) + f ] + Z(z0(s, c

∗
r), z

′

0(s, c
∗
r), 0).

Таким чином доведено теорему [302].

Лема 3.3.1. Якщо крайова задача (3.59) в критичному (PQ∗ 6= 0) ви-
падку має розв’язок z(t, ε), при ε = 0 який перетворюється на породжу-
ючий z0(t, c

∗
r), c

∗
r ∈ Rr, то вектор c∗0: = col (c∗r, β

∗) ∈ Rr+1 задовольняє
рiвнянню

F (c∗0) := PQ∗
{
ϕ(c∗0)− `K[f0(s, c

∗
0)](·)

}
= 0. (3.61)

Для побудови розв’язкiв крайової задачi (3.59) для кожного простого
кореня c∗r ∈ Rr рiвняння (3.61) нами отриманi достатнi умови iснування
розв’язкiв автономної крайової задачi, а також iтерацiйна схема, побудо-
вана з використанням технiки найменших квадратiв [315].

3.3.1. Перiодична задача для рiвняння типу Льєнара, не роз-
в’язаного вiдносно похiдної. Дослiджуємо задачу про знаходження
умов iснування i побудову T1(ε) – перiодичних розв’язкiв [225, 179]

y(t, ε) : y(·, ε) ∈ C2[0, T1(ε)], T1(0) = 2π, y(t, ·) ∈ C[0, ε0]
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рiвняння типа Льєнара, не розв’язаного вiдносно похiдної [199, c. 174]

d2y(t, ε)

dt2
+ y(t, ε) = ε · Y (y(t, ε), y′(t, ε), y′′(t, ε), ε). (3.62)

Перiодичнi розв’язки рiвняння типу Льєнара (3.62) шукаємо в малому
околi нетривiального розв’язку породжуючого рiвняння

y′′0(t) + y0(t) = 0.

Тут Y (y, y′, y′′, ε) — нелiнiйна скалярна функцiя, неперервно-диференцi-
йовна за невiдомою y та її похiдними y′ i y′′ в малому околi розв’яз-
ку породжуючої задачi та його похiдних y′0 i y′′0 , а також неперервно-
диференцiйовна по малому параметру ε на вiдрiзку [0, ε0]. Поставле-
на задача є продовженням дослiдження автономних крайових задач
[179, 225, 284, 288, 310, 315, ?], а також крайових задач, не розв’язаних
вiдносно похiдної [228, 318]. Iстотною вiдмiннiстю автономної перiодич-
ної задачi для рiвняння (3.62) вiд аналогiчної неавтономної перiодичної
задачi є той факт, що довiльний перiодичний розв’язок z(t, ε) рiвнян-
ня (3.62) iснує поряд iз серiєю перiодичних розв’язкiв z(t + h, ε), що
вiдрiзняються вiд вихiдного зсувом за незалежною змiнною. Цей факт
дозволяє зафiксувати початок вiдлiку незалежної змiнної таким чином,
щоб розв’язок породжуючої задачi став однопараметричним, наприклад
y0(t, c0) = c0 · cos t, c0 ∈ R1, при цьому перiодичний розв’язок рiвняння
(3.62), який вiдповiдає синусам в породжуючому розв’язку може бути
отриманий простим змiщенням початкового моменту часу [225, c. 148].

Вiдповiдно до традицiйної класифiкацiї перiодичних крайових задач
поставлена задача є критичною [21, 193, 225]. Для довiльної функцiї f(t)
задача про знаходження 2π – перiодичних розв’язкiв рiвняння

d2y0(t, c)

dt2
+ y0(t, c) = f(t), f(t) ∈ C[0, 2π] (3.63)

розв’язна тодi i тiльки тодi, коли∫ 2π

0

H(s)f(s) ds = 0, H(t) :=

[
cos t
sin t

]
;

в цьому випадку при вiдповiднiй фiксацiї початку вiдлiку незалежної
змiнної загальний розв’язок 2π – перiодичної задачi для рiвняння (3.63)
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має вигляд

y0(t, c) = c · cos t+ g
[
f(s)

]
(t), g

[
f(s)

]
(t) :=

∫ t

0

sin(t− s)f(s) ds, c ∈ R1.

Здiйснюючи в рiвняннi (3.62) замiну незалежної змiнної [225]

t = τ
(

1 + εβ(ε)
)
, T1(ε) = 2π

(
1 + εβ(ε)

)
, β(ε) ∈ C[0, ε0], β(0) := β0,

приходимо до задачi про знаходження 2π – перiодичних розв’язкiв

y(τ, ε) : y(·, ε) ∈ C2[0, 2π], y(τ, ·) ∈ C[0, ε0]

рiвняння

d2y(τ, ε)

dτ 2
+ y(τ, ε) = εY(y(τ, ε), y′(τ, ε), y′′(τ, ε), β(ε), ε). (3.64)

За умови 1 + εβ(ε) 6= 0 функцiя

Y(y(τ, ε), y′(τ, ε), y′′(τ, ε), β(ε), ε) := −(2 + εβ(ε))β(ε) y(τ, ε)+

+(1 + εβ(ε))2 Y

(
y(τ, ε),

y′(τ, ε)

(1 + εβ(ε))
,

y′′(τ, ε)

(1 + εβ(ε))2
, ε

)
неперервно-диференцiйовна за невiдомою y(τ, ε) та її похiдними y′(τ, ε)
i y′′(τ, ε) в малому околi розв’язку породжуючої задачi та його похiд-
них y′0(τ, c0) i y′0(τ, c0), неперервно-диференцiйовна за функцiєю β(ε) в
малому околi точки β0, а також неперервно-диференцiйовна по малому
параметру ε на вiдрiзку [0, ε0].

Необхiдна i достатня умова iснування 2π – перiодичних розв’язкiв
рiвняння (3.64):∫ 2π

0

H(s)Y(y(s, ε), y′(s, ε), y′′(s, ε), β(ε), ε) ds = 0 (3.65)

приводить до рiвняння для породжуючих амплiтуд

F (č0) :=

∫ 2π

0

H(s)Y(y0(s, c0), y
′
0(s, c0), y

′′
0(s, c0), β0, 0) ds = 0. (3.66)

Лема 3.3.2. Якщо перiодична задача для рiвняння типу Льєнара (3.62)
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має розв’язок

y(t, ε) : y(·, ε) ∈ C2[0, T1(ε)], T1(0) = 2π, y(t, ·) ∈ C[0, ε0], 1 + εβ(ε) 6= 0,

що при ε = 0 перетворюється на породжуючий y0(t, c0) = c0 · cos t, то
вектор č0 задовольняє рiвняню

F (č0) = 0, č0 = col
(
c0, β0

)
∈ R2.

Припустимо, що рiвняння для породжуючих амплiтуд (3.66) має дiйс-
нi коренi. Фiксуючи один iз розв’язкiв č0 ∈ R2 рiвняння (3.66), приходимо
до задачi про знаходження перiодичних розв’язкiв рiвняння типу Льє-
нара (3.62) y(τ, ε) = y0(τ, c0) + x(τ, ε) в околi породжуючого розв’язку
y0(τ, c0) = c0 · cos τ. Позначимо (2× 2)− вимiрну матрицю

B0 =
∂F (č)

∂č

∣∣∣∣∣∣∣∣ c = c0,
β = β0

.

У випадку простих (detB0 6= 0) коренiв рiвняння для породжуючих ам-
плiтуд (3.66) рiвняння (3.62) має єдиний перiодичний розв’язок [179, 225,
288], який при ε = 0 перетворюється на породжуючий y0(t, c0) = c0 ·cos t.
Даний критичний випадок називається критичним випадком першого
порядку [179, 225, 288]. Менш вивченим є випадок [23, 289] кратних ко-
ренiв (detB0 = 0) рiвняння (3.66); при цьому згiдно традицiйної кла-
сифiкацiї перiодичних крайових задач поставлена задача для рiвняння
(3.62) не може бути вiднесена до критичного випадку другого чи бiльш
високого порядку, а також до особливого критичного випадку, оскiльки
рiвняння для породжуючих амплiтуд не перетворюється на тотожнiсть
[36, 277].

За наявностi кратних коренiв рiвняння для породжуючих амплiтуд,
залишаючи тiлько один лiнiйно-незалежний рядок рiвняння (3.66), отри-
муємо еквiвалентну умову розв’язностi перiодичної задачi для рiвняння
типу Льєнара (3.62)

Fρ(č0) :=

∫ 2π

0

Hρ(s)Y(y0(s, c0), y
′
0(s, c0), y

′′
0(s, c0), β0, 0) ds = 0; (3.67)

тут Hρ(t) = cos t, або Hρ(t) = sin t, у залежностi вiд нелiнiйностi
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Y (y, y′, y′′, ε) рiвняння (3.62). Предметом дослiдження є випадок крат-
них (detB0 = 0) коренiв рiвняння для породжуючих амплiтуд (3.66) за
умови, що матриця B0 має ненульовi елементи: B0 6= 0; назвемо цей
випадок частинним критичним випадком [23, 289, 319].

Приклад 3.3.1. Частинний критичний випадок має мiсце в задачi
про знаходження перiодичного розв’язку

z(t, ε) := ( z(a)(t, ε) z(b)(t, ε) )∗, z(·, ε) ∈ C1[0, T1(ε)], z(t, ·) ∈ C[0, ε0]

рiвняння Лотки-Вольтерри

z′(t, ε) = Az(t, ε) + Z(z(t, ε)), A :=

(
1 0
0 −1

)
, (3.68)

де

Z(z(t, ε)) :=

(
−z(a)(t, ε)z(b)(t, ε)

z(a)(t, ε)z(b)(t, ε)

)
.

Дiйсно, в околi положення рiвноваги z(a)(t, ε) ≡ 1, z(b)(t, ε) ≡ 1 рiв-
няння (3.68) за допомогою замiни

z(a)(t, ε) := 1 + ε u(t, ε), z(b)(t, ε) := 1 + ε y(t, ε)

приводиться до вигляду

(1+εy(t, ε))y′′(t, ε) = ε(y′(t, ε))2−y(t, ε)(1+εy(t, ε))(1+εy(t, ε)+εy′(t, ε)).
(3.69)

В свою чергу, рiвняння (3.69) приводиться до вигляду (3.62) за допомо-
гою функцiї

Y(y(τ, ε), y′(τ, ε), y′′(τ, ε), β(ε), ε) := (y′(τ, ε))2 − ε (1 + εβ(ε))2 y3(τ, ε)−

−(1 + εβ(ε)) y2(τ, ε)(2 + 2 εβ(ε)− y(τ, ε)(β(ε)(2 + εβ(ε))+

+εy′(τ, ε)) + (1 + εβ(ε))y′(τ, ε) + y′′(τ, ε)).

Рiвняння для породжуючих амплiтуд (3.67) у випадку задачi про зна-
ходження перiодичного розв’язку рiвняння (3.69) приймає вигляд

Fρ(c0, β0) = −2πc0β0 = 0.

Корiнь c0 = 0 вiдповiдає тривiальному породжуючому розв’язку
y0(τ, c0) ≡ 0, в малому околi якого розташовано лише положення рiвнова-
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ги рiвняння Лотки-Вольтерри (3.69). Серiя коренiв β0 = 0, c0 ∈ R1 визна-
чає вироджену (detB0 = 0) матрицю B0. Покладемо β0 = 0, c0 = 0, 1 ;
матриця B0 при цьому має ненульовi елементи

B0 = −π
5

[
0 0
0 1

]
6= 0;

Таким чином, задача про знаходження перiодичного розв’язку рiвняння
(3.68) представляє частинний критичний випадок. Вiдмiтимо, що для
кореня č0 ∈ R2 має мiсце нерiвнiсть 1 + εβ0 ≡ 1 6= 0.

Фiксуючи один iз розв’язкiв č0 ∈ R2 рiвняння (3.67), приходимо до
задачi про знаходження перiодичних розв’язкiв рiвняння типу Льєна-
ра (3.62) y(τ, ε) = y0(τ, c0) + x(τ, ε) в околi породжуючого розв’язку
y0(τ, c0) = c0·cos τ.Для знаходження збурення x(·, ε) ∈ C2[0, 2π], x(τ, ·) ∈
C[0, ε0] отримуємо задачу про знаходження перiодичних розв’язкiв рiв-
няння

d2x(τ, ε)

dτ 2
+ x(τ, ε) = εY(y(τ, ε), y′(τ, ε), y′′(τ, ε), β(ε), ε). (3.70)

Розв’язок

x(τ, ε) = ν · cos τ + x(1)(τ, ε), β(ε) := β0 + γ(ε)

перiодичної задачi для рiвняння (3.82) залежить вiд вiбору кореня č0;
тут

x(1)(τ, ε) :=

= ε g
[
Y(y0(s, c0)+x(s, ε), y′0(s, c0)+x′(s, ε), y′′0(s, c0)+x′′(s, ε), β(ε), ε)

]
(τ).

Припустимо, що породжуючий розв’язок y0(τ, c0) не є шуканим перiо-
дичним розв’язком рiвняння (3.62). Позначимо похiднi

A1

(
y0(τ, c0), β0

)
:=

=
∂Y(y(τ, ε), y′(τ, ε), y′′(τ, ε), β(ε), ε)

∂y

 y(τ, ε) = y0(τ, c0),
y′(τ, ε) = y′0(τ, c0),
y′′(τ, ε) = y′′0(τ, c0),
β(ε) = β0,

ε = 0,
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A2

(
y0(τ, c0), β0

)
:=

=
∂Y(y(τ, ε), y′(τ, ε), y′′(τ, ε), β(ε), ε)

∂y′

 y(τ, ε) = y0(τ, c0),
y′(τ, ε) = y′0(τ, c0),
y′′(τ, ε) = y′′0(τ, c0),
β(ε) = β0,
ε = 0,

A3

(
y0(τ, c0), β0

)
:=

=
∂Y(y(τ, ε), y′(τ, ε), y′′(τ, ε), β(ε), ε)

∂y′′

 y(τ, ε) = y0(τ, c0),
y′(τ, ε) = y′0(τ, c0),
y′′(τ, ε) = y′′0(τ, c0),
β(ε) = β0,
ε = 0,

Aβ
(
y0(τ, c0), β0

)
:=

=
∂Y(y(τ, ε), y′(τ, ε), y′′(τ, ε), β(ε), ε)

∂β

 y(τ, ε) = y0(τ, c0),
y′(τ, ε) = y′0(τ, c0),
y′′(τ, ε) = y′′0(τ, c0),
β(ε) = β0,
ε = 0,

Aε
(
y0(τ, c0), β0

)
:=

=
∂Y(y(τ, ε), y′(τ, ε), y′′(τ, ε), β(ε), ε)

∂ε

 y(τ, ε) = y0(τ, c0),
y′(τ, ε) = y′0(τ, c0),
y′′(τ, ε) = y′′0(τ, c0),
β(ε) = β0,
ε = 0.
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Використовуючи непрервну диференцiйовнiсть за невiдомою y(τ, ε) та її
похiдним y′(τ, ε) i y′′(τ, ε) в малому околi розв’язку породжуючої задачi
i його похiдних y′0(τ, c0) i y′′0(τ, c0), а також непрервну диференцiйовнiсть
по β(ε) в околi точки β0 i по ε в малому додатньому околi нуля, розвинемо
цю функцiю в околi точок y0(τ, c0), y

′
0(τ, c0), y

′′
0(τ, c0), β0 i ε = 0 :

Y(y0(τ, c0) + x(τ, ε), y′0(τ, c0) + x′(τ, ε), y′′0(τ, c0) + x′′(τ, ε), β(ε), ε) =

= Y(y0(τ, c0), y
′
0(τ, c0), y

′′
0(τ, c0), β0, 0) +A1

(
y0(τ, c0), β0

)
x(τ, ε)+

+A2

(
y0(τ, c0), β0

)
x′(τ, ε) +A3

(
y0(τ, c0), β0

)
x′′(τ, ε)+

+Aβ
(
y0(τ, c0), β0

)
γ(ε) + εAε

(
y0(τ, c0), β0

)
+

+R(y0(τ, c0) + x(τ, ε), y′0(τ, c0) + x′(τ, ε), y′′0(τ, c0) + x′′(τ, ε), β(ε), ε).

Тут R(y0(τ, c0) + x(τ, ε), y′0(τ, c0) + x′(τ, ε), y′′0(τ, c0) + x′′(τ, ε), β(ε), ε) —
залишок останнього розвинення, бiльш високого порядку малостi по
x(τ, ε), x′(τ, ε), x′′(τ, ε), γ(ε) i ε в околi точок y0(τ, c0), y

′
0(τ, c0), y

′′
0(τ, c0),

β0 i ε = 0, нiж попереднi доданки. Залишаючи тiлько один лiнiйно-
незалежний рядок в умовi (3.65) розв’язностi задачi про знаходження
перiодичних розв’язкiв рiвняння (3.82), з урахуванням рiвностi (3.67),
отримуємо еквiвалентну умову розв’язностi вихiдної задачi про знаход-
ження перiодичних розв’язкiв рiвняння (3.62):∫ 2π

0

Hρ(τ)
{
A1

(
y0(τ, c0), β0

)[
ν ·cos τ +x(1)(τ, ε)

]
+Aβ

(
y0(τ, c0), β0

)
γ(ε)+

+A2

(
y0(τ, c0), β0

)[
ν · cos τ + x(1)(τ, ε)

]′
τ
+

+A3

(
y0(τ, c0), β0

)[
ν · cos τ + x(1)(τ, ε)

]′′
τ2

+

+εAε
(
y0(τ, c0), β0

)
+R(y(τ, ε), y′(τ, ε), y′′(τ, ε), β(ε), ε)

}
dτ = 0,

рiвнозначну рiвнянню

B0

(
y0(·, c0), β0

)
·
(
ν(ε)
γ(ε)

)
= −

∫ 2π

0

Hρ(τ)
{
A1

(
y0(τ, c0), β0

)
x(1)(τ, ε)+

+A2

(
y0(τ, c0), β0

)[
x(1)(τ, ε)

]′
τ

+A3

(
y0(τ, c0), β0

)[
x(1)(τ, ε)

]′′
τ2

+ (3.71)
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+εAε
(
y0(τ, c0), β0

)
+R(y(τ, ε), y′(τ, ε), y′′(τ, ε), β(ε), ε)

}
dτ,

де

B0

(
y0(·, c0), β0

)
:=
{∫ 2π

0

Hρ(τ)
[
A1

(
y0(·, c0), β0

)
cos τ−

−A2

(
y0(·, c0), β0

)
sin τ −A3

(
y0(·, c0), β0

)
cos τ

]
dτ ;∫ 2π

0

Hρ(τ)Aβ
(
y0(·, c0), β0

)
dτ
}

— стала (1× 2) – матриця. За умови

B0(y0(·, c0), β0) 6= 0

рiвняння (3.71) має принаймi один розв’язок(
ν(ε)
γ(ε)

)
= −B+

0

(
y0(·, c0), β0

)∫ 2π

0

Hρ(τ)
{
A1

(
y0(τ, c0), β0

)
x(1)(τ, ε)+

+A2

(
y0(τ, c0), β0

)[
x(1)(τ, ε)

]′
τ

+A3

(
y0(τ, c0), β0

)[
x(1)(τ, ε)

]′′
τ2

+

+εAε
(
y0(τ, c0), β0

)
+R(y(τ, ε), y′(τ, ε), y′′(τ, ε), β(ε), ε)

}
dτ.

Дiйсно, позначимо

PB0(y0(·,c0),β0) : R2 → N(B0(y0(·, c0), β0))

i
PB∗0(y0(·,c0),β0) : R1 → N(B∗0(y0(·, c0), β0))

— отопроектори матриць B0(y0(·, c0), β0) i B∗0(y0(·, c0), β0). За умови
B0(y0(·, c0), β0) 6= 0 має мiсце рiвнiсть rank B0(y0(·, c0), β0) = 1, отже
PB∗0(y0(·,c0),β0) = 0, при цьому рiвняння (3.71) розв’язне. В силу рiвностi
rank PB0(y0(·,c0),β0) = 1 рiвняння (3.71) розв’язне не однозначно. Таким
чином, для довiльного iз кратних коренiв рiвняння для породжуючих
амплiтуд (3.66), за умови B0(y0(·, c0), β0) 6= 0, принаймi один перiодич-
ний розв’язок рiвняння (3.62) визначає операторна система

y(τ, ε) = y0(τ, c0) + x(τ, ε), x(τ, ε) = ν(ε) cos τ + x(1)(τ, ε), (3.72)

β(ε) = β0 + γ(ε), x(1)(τ, ε) :=

= ε g
[
Y(y0(s, c0)+x(s, ε), y′0(s, c0)+x′(s, ε), y′′0(s, c0)+x′′(s, ε), β(ε), ε)

]
(τ),
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(
ν(ε)
γ(ε)

)
= −B+

0

(
y0(·, c0), β0

)∫ 2π

0

Hρ(τ)
{
A1

(
y0(τ, c0), β0

)
x(1)(τ, ε)+

+A2

(
y0(τ, c0), β0

)[
x(1)(τ, ε)

]′
τ

+A3

(
y0(τ, c0), β0

)[
x(1)(τ, ε)

]′′
τ2

+

+εAε
(
y0(τ, c0), β0

)
+R(y(τ, ε), y′(τ, ε), y′′(τ, ε), β(ε), ε)

}
dτ.

Для побудови розв’язкiв операторної системи (3.83) може бути викори-
станий метод простих iтерацiй [179, 225, 288].

Теорема 3.3.1. За наявностi кратних (detB0 = 0) коренiв рiвняння
для породжуючих амплiтуд (3.66), за умови B0(y0(·, c0), β0) 6= 0 задача
про знаходження перiодичних розв’язкiв рiвняння (3.62) має принай-
мi один розв’язок, який при ε = 0 перетворюється на породжуючий
y(τ, 0) = y0(τ, c0), за умови 1 + εβ(ε) 6= 0 пердставлений операторною
системою (3.83). Для побудови перiодичних розв’язкiв рiвняння (3.62)
може бути використана iтерацiйна схема

yk+1(τ, ε) = y0(τ, c0) + xk+1(τ, ε), xk+1(τ, ε) = νk+1(ε) cos τ + x
(1)
k+1(τ, ε),

x
(1)
k+1(τ, ε) = ε g

[
Y(yk(s, ε), y

′
k(s, ε), y

′′
k(s, ε), βk(ε), ε)

]
(τ), (3.73)(

νk+1(ε)
γk+1(ε)

)
= −B+

0

(
y0(·, c0), β0

)∫ 2π

0

Hρ(τ)
{
A1

(
y0(τ, c0), β0

)
x

(1)
k+1(τ, ε)+

+A2

(
y0(τ, c0), β0

)[
x

(1)
k+1(τ, ε)

]′
τ

+A3

(
y0(τ, c0), β0

)[
x

(1)
k+1(τ, ε)

]′′
τ2

+

+εAε
(
y0(τ, c0), β0

)
+R(yk(τ, ε), y

′
k(τ, ε), y

′′
k(s, ε), βk(ε), ε)

}
dτ,

βk+1(ε) = β0 + γk+1(ε), ... , k = 0, 1, 2, ... .

Приклад 3.3.2. Дослiджуємо задачу про побудову перiодичного роз-
в’язку

y(·, ε) ∈ C2[0, T1(ε)], y(t, ·) ∈ C[0, ε0]

рiвняння Лотки-Вольтерри в формi (3.69).

Вище було встановлено, що рiвняння для породжуючих амплiтуд
(3.67) для рiвняння Лотки-Вольтерри в формi (3.69) має корiнь
β0 = 0, c0 = 0, 1 . Матриця B0 при цьому має ненульовi елементи, от-
же згiдно доведеної теореми задача про побудову перiодичного розв’язку
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рiвняння Лотки-Вольтерри (3.68) в малому околi породжуючого розв’яз-
ку y0(τ, c0) має принаймi один розв’язок. На першому кроцi iтерацiйної
схеми (3.84)

x
(1)
1 (τ, ε) = ε g

[
Y(y0(s, c0), y

′
0(s, c0), y

′′
0(s, c0), β0, 0)

]
(τ) =

=
ε

600

[
− cos τ + 2 cos 2τ + 2 sin τ − sin 2τ

]
.

Далi обчислюємо похiднi

A1

(
y0(τ, c0), β0

)
=

1

10

(
sin τ − 3 cos τ

)
,

A2

(
y0(τ, c0), β0

)
= − 1

10

(
2 sin τ + cos τ

)
,

A3

(
y0(τ, c0), β0

)
= −cos τ

10
, Aβ

(
y0(τ, c0), β0

)
= −cos τ

5
,

Aε
(
y0(τ, c0), β0

)
=

1

4000

(
sin τ + sin 3τ − 3 cos τ − cos 3τ

)
i матрицю

B0

(
y0(·, c0), β0

)
=
π

5

(
0 1

)
.

Таким чином, на першому кроцi iтерацiйної схеми (3.84) знаходимо
функцiї

ν1(ε) ≈ 0, γ1(ε) ≈
ε

1200
+

ε2

7200
− 7 ε3

988 000
+

ε4

2 400 000
+ ... ,

якi визначають першi наближення до розв’язку рiвняння (3.69)

y1(τ, ε) = y0(τ, c0) + x
(1)
1 (τ, ε),

а першi наближення до перiоду T1(ε) = 2π(1+εβ1(ε)), β1(ε) := β0 +γ1(ε)
цього розв’язку, i, в свою чергу, перше наближення до розв’язку рiвняння
(3.68):

z
(a)
1 (t, ε) := 1+ε u1(t, ε), z

(b)
1 (t, ε) := 1+ε y1(t, ε), u1(t, ε) :=

y′1(t, ε)

1 + ε y1(t, ε)
.

Вiдмiтимо, що для першого наближення до розв’язку рiвняння (3.68) має
мiсце нерiвнiсть 1+εβ1 ≥ 0.Для оцiнки точностi знайдених наближень до
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перiодичного розв’язку рiвняння Лотки-Вольтерри визначимо нев’язки

∆k(ε) :=

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
(
δ

(a)
k (ε)

δ
(b)
k (ε)

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
R2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
C[0;2π]

нульового i першого наближень до розв’язку рiвняння (3.68); тут

δ
(a)
k (ε) := (z

(a)
k (τ, ε))′′ − (1 + εβk(ε))z

(a)
k (τ, ε)(1− z(b)

k (τ, ε)),

δ
(b)
k (ε) := (z

(b)
k (τ, ε))′′ + (1 + εβk(ε))z

(b)
k (τ, ε)(1− z(a)

k (τ, ε)), k = 0, 1.

Поклавши ε = 0, 1 , маємо

∆0(0, 1) ≈ 0, 000 111 335, ∆1(0, 1) ≈ 2, 13 834 · 10−6.

При ε = 0, 01 нев’язки мають вигляд

∆0(0, 01) ≈ 1, 11 756 · 10−6, ∆1(0, 01) ≈ 2, 12 820 · 10−9.

Метод простих iтерацiй вiдрiзняють простота i чисельна стiйкiсть,
проте побудова наближених розв’язкiв iз застосуванням методу простих
iтерацiй пов’язана з швидко зростаючою вiд iтерацiї до iтерацiї склад-
нiстю обчислень. Для побудови розв’язкiв операторної системи (3.83) ви-
користаємо також метод найменших квадратiв [40, 168, 315, 319].

Для використання методу найменших квадратiв введемо систему лi-
нiйно-незалежних двiчi неперервно-диференцiйовних 2π−перiодичних
скалярних функцiй ϕ1(τ), ϕ2(τ), ... , ϕµ(τ), ... . Перше наближення
до перiодичного розв’язку рiвняння (3.64)

y1(τ, ε) = y0(τ, c0) + x1(τ, ε)

визначимо, як 2π−перiодичний розв’язок рiвняння

d2x1(τ, ε)

dτ 2
+ x1(τ, ε) = ε

{
Y(y0(τ, c0), y

′
0(τ, c0), y

′′
0(τ, c0), β0, 0)+ (3.74)

+A1

(
y0(τ, c0), β0

)
x1(τ, ε) +A2

(
y0(τ, c0), β0

)
x′1(τ, ε)+

+A3

(
y0(τ, c0), β0

)
x′′1(τ, ε) + εAε

(
y0(τ, c0), β0

)}
.

Перше наближення до перiодичного розв’язку рiвняння (3.74) шукаємо
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у виглядi
x1(τ, ε) ≈ ξ1(τ, ε) := ϕ1(τ)c1(ε), c1(ε) ∈ Rµ1.

Вимагатимемо

Θ(c1(ε)) :=
∣∣∣∣∣∣[1− εA1

(
y0(τ, c0), β0

)]
ξ1(τ, ε)− εA2

(
y0(τ, c0), β0

)
ξ′1(τ, ε)+

+
[
1− εA3

(
y0(τ, c0), β0

)]
ξ′′1 (τ, ε)− εY(y0(τ, c0), y

′
0(τ, c0), y

′′
0(τ, c0), β0, 0)−

−ε2Aε
(
y0(τ, c0), β0

)∣∣∣∣∣∣2
L2[0,2π]

→ min

при фiксованiй матрицi

ϕ1(τ) =
[
ϕ2(τ) ϕ2(τ) ... ϕµ1

(τ)
]
.

Позначимо (1× µ1)− матрицю

F1(τ, ε) :=
[
1− εA1

(
y0(τ, c0), β0

)]
ϕ1(τ, ε)− εA2

(
y0(τ, c0), β0

)
ϕ′1(τ, ε)+

+
[
1− εA3

(
y0(τ, c0), β0

)]
ϕ′′1(τ).

Необхiдна умова мiнiмiзацiї функцiї Θ(c1(ε)) приводить до рiвняння

Γ
(
F1(·, ε)

)
c1(ε) = ε

∫ 2π

0

F∗1 (τ, ε)
[
Y(y0(τ, c0), y

′
0(τ, c0), y

′′
0(τ, c0), β0, 0)+

+εAε
(
y0(τ, c0), β0

)]
dτ,

однозначно розв’язного вiдносiно вектора c1(ε) ∈ Rµ1 за умови невирод-
женостi (µ1 × µ1)− матрицi Грама [168]

Γ
(
F1(·, ε)

)
=

∫ 2π

0

F∗1 (τ, ε)F1(τ, ε) dτ.

Таким чином, за умови det
[
Γ
(
F1(·, ε)

)]
6= 0 знаходимо вектор

c1(ε) = εΓ
(
F1(·, ε)

)−1
∫ 2π

0

F∗1 (τ, ε)
[
Y(y0(τ, c0), y

′
0(τ, c0), y

′′
0(τ, c0), β0, 0)+

+εAε
(
y0(τ, c0), β0

)]
dτ,
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який визначає найкраще (в сенсi найменших квадратiв) наближення

x1(τ, ε) ≈ ξ1(τ, ε) = ϕ1(τ)c1(ε)

до перiодичного розв’язку рiвняння (3.74). Перше наближення β1(ε) :=
β0 + γ1(ε) до функцiї β(ε) ∈ C[0, ε∗] визначимо iз умови iснування
2π−перiодичного розв’язку x1(τ, ε) := ν1(ε) cos τ + ξ1(τ, ε) рiвняння

d2x1(τ, ε)

dτ 2
+ x1(τ, ε) = ε

{
Y(y0(τ, c0), y

′
0(τ, c0), y

′′
0(τ, c0), β0, 0)+

+A1

(
y0(τ, c0), β0

)
x1(τ, ε) +A2

(
y0(τ, c0), β0

)
x′1(τ, ε)+ (3.75)

+A3

(
y0(τ, c0), β0

)
x′′1(τ, ε) +Aβ

(
y0(τ, c0), β0

)
γ1(ε) + εAε

(
y0(τ, c0), β0

)
+

+R(y0(τ, c0) + ξ1(τ, ε), y
′
0(τ, c0) + ξ′1(τ, ε), y

′′
0(τ, c0) + ξ′′1 (τ, ε), β0, ε)

}
.

За умови
B0

(
y0(·, c0), β0

)
6= 0 (3.76)

в малому околi породжуючого розв’язку y0(τ, c0) i в околi точки β0 рiв-
няння

B0

(
y0(·, c0), β0

)
·
(
ν1(ε) γ1(ε)

)∗
=

= −
∫ 2π

0

Hρ(τ)
{
A1

(
y0(τ, c0), β0

)
ξ1(τ, ε)+

+A2

(
y0(τ, c0), β0

)
ξ′1(τ, ε) +A3

(
y0(τ, c0), β0

)
ξ′′1 (τ, ε) + εAε

(
y0(τ, c0), β0

)
+

+R(y0(τ, c0) + ξ1(τ, ε), y
′
0(τ, c0) + ξ′1(τ, ε), β0)

}
dτ

має принаймi один розв’язок(
ν1(ε) γ1(ε)

)∗
= −B+

0

(
y0(·, c0), β0

)
×

×
∫ 2π

0

Hρ(τ)
{
A1

(
y0(τ, c0), β0

)
ξ1(τ, ε) +A2

(
y0(τ, c0), β0

)
ξ′1(τ, ε)+

+A3

(
y0(τ, c0), β0

)
ξ′′1 (τ, ε) + εAε

(
y0(τ, c0), β0

)
+

+R(y0(τ, c0) + ξ1(τ, ε), y
′
0(τ, c0) + ξ′1(τ, ε), β0)

}
dτ.
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Функцiя β1(ε) визначає замiну незалежної змiнної

t1 = τ
(

1 + εβ1(ε)
)
,

що здiйснює вiдображення

τ ∈ [0, 2π]→
[
0, 2π

(
1 + εβ1(ε)

)]
3 t1.

Таким чином, на першому кроцi iтерацiйної процедури знайдено перше
наближення

y1(t, ε) : y1(·, ε) ∈ C2
[
0, 2π

(
1 + εβ1(ε)

)]
, y1(t, ·) ∈ C[0, ε∗]

до розв’язку перiодичної задачi для рiвняння типу Льєнара (3.62). При-
пустимо, що перше наближення y1(τ, ε) належить областi визначення
функцiї Y(y(τ, ε), y′(τ, ε), y′′(τ, ε), β(ε), ε) i не є шуканим розв’язокм пе-
рiодичної задачi для рiвняння типу Льєнара (3.62). Друге наближення
до розв’язку перiодичної задачi для рiвняння типу Льєнара (3.62)

y2(τ, ε) = y0(τ, c0) + x2(τ, ε), x2(τ, ε) = ν1(ε) cos τ + ξ1(τ, ε) + ξ2(τ, ε),

ξ2(τ, ε) := ϕ2(τ) c2(ε), c2(ε) ∈ Rµ2

шукаємо, як 2π−перiодичний розв’язок рiвняння

d2y2(τ, ε)

dτ 2
+ y2(τ, ε) = ε

{
Y(y0(τ, c0), y

′
0(τ, c0), y

′′
0(τ, c0), β0, 0)+ (3.77)

+A1

(
y0(τ, c0), β0

)
x2(τ, ε) +A2

(
y0(τ, c0), β0

)
x′2(τ, ε)+

+A3

(
y0(τ, c0), β0

)
x′′2(τ, ε) +Aβ

(
y0(τ, c0), β0

)
γ1(ε) + εAε

(
y0(τ, c0), β0

)
+

+R(y0(τ, c0) + x1(τ, ε), y
′
0(τ, c0) + x′1(τ, ε), y

′′
0(τ, c0) + x′′1(τ, ε), β1, ε)

}
.

Позначимо (1× µ2)− матрицi

F2(τ, ε) :=
[
1− εA1

(
y0(τ, c0), β0

)]
ϕ2(τ, ε)− εA2

(
y0(τ, c0), β0

)
ϕ′2(τ, ε)+

+
[
1− εA3

(
y0(τ, c0), β0

)]
ϕ′′2(τ), ϕ2(τ) =

[
ϕ1(τ) ϕ2(τ) ... ϕµ2

(τ)
]
.
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Необхiдна умова мiнiмiзацiї нев’язки

Θ(c2(ε)) :=
∣∣∣∣∣∣ξ′′1 (τ, ε) + ξ1(τ, ε) +

[
1− εA1

(
y0(τ, c0), β0

)]
ξ2(τ, ε)−

−εA2

(
y0(τ, c0), β0

)
ξ′2(τ, ε) +

[
1− εA3

(
y0(τ, c0), β0

)]
ξ′′2 (τ, ε)−

−εY(y0(τ, c0), y
′
0(τ, c0), y

′′
0(τ, c0), β0, 0)− εA1

(
y0(τ, c0), β0

)
x1(τ, ε)−

−εA2

(
y0(τ, c0), β0

)
x′1(τ, ε)− εA3

(
y0(τ, c0), β0

)
x′′1(τ, ε)−

−εAβ
(
y0(τ, c0), β0

)
γ1(ε)− ε2Aε

(
y0(τ, c0), β0

)
−

−εR(y0(τ, c0)+x1(τ, ε), y
′
0(τ, c0)+x′1(τ, ε), y

′′
0(τ, c0)+x′′1(τ, ε), β1, ε)

∣∣∣∣∣∣2
L2[0,2π]

.

в розв’язку задачi другого наближення до перiодичної задачi для рiв-
няння типу Льєнара приводить до рiвняння

Γ
(
F2(·, ε)

)
c2(ε) =

∫ 2π

0

F∗2 (τ, ε)
{
εY(y0(τ, c0), y

′
0(τ, c0), y

′′
0(τ, c0), β0, 0)+

+εA1

(
y0(τ, c0), β0

)
x1(τ, ε) + εA2

(
y0(τ, c0), β0

)
x′1(τ, ε)+

+εA3

(
y0(τ, c0), β0

)
x′′1(τ, ε) + εAβ

(
y0(τ, c0), β0

)
γ1(ε)+

+εR(y0(τ, c0) + x1(τ, ε), y
′
0(τ, c0) + x′1(τ, ε), y

′′
0(τ, c0) + x′′1(τ, ε), β1, ε)−

+ε2Aε
(
y0(τ, c0), β0

)
− ξ′′1 (τ, ε)− ξ1(τ, ε)

}
dτ,

однозначно розв’язного вiдносiно вектора c2(ε) ∈ Rµ2 за умови невирод-
женостi (µ2 × µ2)− матрицi Грама [168]

Γ
(
F2(·, ε)

)
=

∫ 2π

0

F∗2 (τ, ε)F2(τ, ε) dτ.

Таким чином, за умови

det
[
Γ
(
F2(·, ε)

)]
6= 0

знаходимо вектор

c2(ε) = −
[
Γ
(
F2(·, ε)

)]−1

×
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×
∫ 2π

0

F∗2 (τ, ε)
{
εY(y0(τ, c0), y

′
0(τ, c0), y

′′
0(τ, c0), β0, 0)+

+εA1

(
y0(τ, c0), β0

)
x1(τ, ε) + εA2

(
y0(τ, c0), β0

)
x′1(τ, ε)+

+εA3

(
y0(τ, c0), β0

)
x′′1(τ, ε) + εAβ

(
y0(τ, c0), β0

)
γ1(ε)+

+εR(y0(τ, c0) + x1(τ, ε), y
′
0(τ, c0) + x′1(τ, ε), y

′′
0(τ, c0) + x′′1(τ, ε), β1, ε)+

+ε2Aε
(
y0(τ, c0), β0

)
− ξ′′1 (τ, ε)− ξ1(τ, ε)

}
dτ,

який визначає найкраще (в сенсi найменших квадратiв) 2π−перiодичне
наближення до розв’язку рiвняння (3.77)

y2(τ, ε) = y0(τ, c0) + ν1(ε) cos τ + ξ1(τ, ε) + ξ2(τ, ε), ξ2(τ, ε) := ϕ2(τ) c2(ε).

Друге наближення β2(ε) := β1(ε)+γ2(ε) ∈ C[0, ε∗] до функцiї β(ε) визна-
чимо iз умови iснування 2π−перiодичного розв’язку

x2(τ, ε) = ν1(ε) cos τ + ν2(ε) cos τ + ξ1(τ, ε) + ξ2(τ, ε)

рiвняння

d2x2(τ, ε)

dτ 2
+ x2(τ, ε) = ε

{
Y(y0(τ, c0), y

′
0(τ, c0), y

′′
0(τ, c0), β0, 0)+ (3.78)

+A1

(
y0(τ, c0), β0

)
x2(τ, ε) +A2

(
y0(τ, c0), β0

)
x′2(τ, ε)+

+A3

(
y0(τ, c0), β0

)
x′′2(τ, ε) +Aβ

(
y0(τ, c0), β0

)
×

×(γ1(ε) + γ2(ε)) + εAε
(
y0(τ, c0), β0

)
+

+R(y0(τ, c0) + x1(τ, ε), y
′
0(τ, c0) + x′1(τ, ε), y

′′
0(τ, c0) + x′′1(τ, ε), β1, ε)

}
.

За умови (3.76) в малому околi породжуючого розв’язку y0(τ, c0) i в околi
точки β0 рiвняння

B0

(
y0(·, c0), β0

)
·
(
ν2(ε) γ2(ε)

)∗
= −

∫ 2π

0

Hρ(τ)×

×
{
A1

(
y0(τ, c0), β0

)
(ν1(ε) cos τ + ξ1(τ, ε) + ξ2(τ, ε))

+A2

(
y0(τ, c0), β0

)
(ξ′1(τ, ε) + ξ′2(τ, ε)− ν1(ε) sin τ)+
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+A3

(
y0(τ, c0), β0

)
(ξ′′1 (τ, ε) + ξ′′2 (τ, ε)− ν1(ε) cos τ) + εAε

(
y0(τ, c0), β0

)
+

+Aβ
(
y0(τ, c0), β0

)
γ1(ε) +R(y0(τ, c0) + ξ1(τ, ε), y

′
0(τ, c0) + ξ′1(τ, ε), β0)

}
dτ

має принаймi один розв’язок(
ν2(ε) γ2(ε)

)∗
= −B+

0

(
y0(·, c0), β0

)∫ 2π

0

Hρ(τ)×

×
{
A1

(
y0(τ, c0), β0

)
(ν1(ε) cos τ + ξ1(τ, ε) + ξ2(τ, ε))

+A2

(
y0(τ, c0), β0

)
(ξ′1(τ, ε) + ξ′2(τ, ε)− ν1(ε) sin τ)+

+A3

(
y0(τ, c0), β0

)
(ξ′′1 (τ, ε) + ξ′′2 (τ, ε)− ν1(ε) cos τ) + εAε

(
y0(τ, c0), β0

)
+

+Aβ
(
y0(τ, c0), β0

)
γ1(ε) +R(y0(τ, c0) + ξ1(τ, ε), y

′
0(τ, c0) + ξ′1(τ, ε), β0)

}
dτ.

Функцiя β2(ε) визначає замiну незалежної змiнної t2 = τ(1+εβ2(ε)), яка
здiйснює вiдображення

τ ∈ [0, 2π]→
[
0, 2π

(
1 + εβ2(ε)

)]
3 t2.

Таким чином, на другому кроцi iтерацiйної процедури знайдено друге
наближення

y2(t, ε) : y2(·, ε) ∈ C2
[
0, 2π

(
1 + εβ2(ε)

)]
, y2(t, ·) ∈ C[0, ε∗]

до розв’язку перiодичної задачi для рiвняння типу Льєнара (3.62). Про-
довжуючи мiркiвання, припустимо, що знайдене наближення

yk(τ, ε) = y0(τ, c0) + xk(τ, ε), xk(τ, ε) ≈ ν1(ε) cos τ + ... + νk(ε) cos τ+

ξ1(τ, ε) + ... + ξk(τ, ε), ξk(τ, ε) := ϕk(τ)ck(ε),

ck(ε) ∈ Rµk, ϕk(τ) :=

[
ϕ1(τ) ϕ2(τ) ... ϕµk(τ)

]
до розв’язку перiодичної задачi для рiвняння типу Льєнара (3.62) i на-
ближення βk(ε) до функцiї β(ε). Припустимо, що знайдене наближення
yk(τ, ε) належить областi визначення функцiї

Y(y(τ, ε), y′(τ, ε), y′′(τ, ε), β(ε), ε)
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i не є шуканим розв’язокм перiодичної задачi для рiвняння типу Льєнара
(3.62). Наступне найкраще (в сенсi найименших квадратiв) наближення
до розв’язку перiодичної задачi для рiвняння типу Льєнара (3.62)

yk+1(τ, ε) = y0(τ, c0)+xk+1(τ, ε), xk+1(τ, ε) ≈ ν1(ε) cos τ+ ... +νk(ε) cos τ+

+ξ1(τ, ε) + ... + ξk+1(τ, ε), ξk+1(τ, ε) = ϕk+1(τ)ck+1(ε), ck+1(ε) ∈ Rµk+1

шукаємо, як 2π−перiодичний розв’язок рiвняння

d2yk+1(τ, ε)

dτ 2
+ yk+1(τ, ε) = ε

{
Y(y0(τ, c0), y

′
0(τ, c0), y

′′
0(τ, c0), β0, 0)+

+A1

(
y0(τ, c0), β0

)
xk(τ, ε) +A2

(
y0(τ, c0), β0

)
x′k(τ, ε)+ (3.79)

+A3

(
y0(τ, c0), β0

)
x′′k(τ, ε) +Aβ

(
y0(τ, c0), β0

)(
γ1(ε) + ... + γk(ε)

)
+

+εAε
(
y0(τ, c0), β0

)
+R(yk(τ, ε), y

′
k(τ, ε), y

′′
k(τ, ε), βk, ε)

}
.

Позначимо (1× µk+1)− матрицi

Fk+1(τ, ε) :=
[
1− εA1

(
y0(τ, c0), β0

)]
ϕk+1(τ, ε)−

−εA2

(
y0(τ, c0), β0

)
ϕ′k+1(τ, ε) +

[
1− εA3

(
y0(τ, c0), β0

)]
ϕ′′k+1(τ),

ϕk+1(τ) :=
[
ϕ1(τ) ϕ2(τ) ... ϕµ1

(τ)
]
.

За умови

det
[
Γ
(
Fk+1(·, ε)

)]
6= 0, Γ

(
Fk+1(·, ε)

)
:=

∫ 2π

0

F∗k+1(τ, ε) · Fk+1(τ, ε) dτ

знаходимо вектор

ck+1(ε) = −
[
Γ
(
Fk+1(·, ε)

)]−1

×

×
∫ 2π

0

F∗2 (τ, ε)
{
εY(y0(τ, c0), y

′
0(τ, c0), y

′′
0(τ, c0), β0, 0)+

+εA1

(
y0(τ, c0), β0

)
xk(τ, ε) + εA2

(
y0(τ, c0), β0

)
x′k(τ, ε)+

+εA3

(
y0(τ, c0), β0

)
x′′k(τ, ε) + εAβ

(
y0(τ, c0), β0

)(
γ1(ε) + ... + γk(ε)

)
+
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+R(y0(τ, c0) + xk(τ, ε), y
′
0(τ, c0) + x′k(τ, ε), y

′′
0(τ, c0) + x′′k(τ, ε), βk, ε)−

+ε2Aε
(
y0(τ, c0), β0

)
− x′′k(τ, ε)− xk(τ, ε)

}
dτ,

який визначає найкраще (в сенсi найменших квадратiв) наближення
yk+1(τ, ε) до розв’язку перiодичної задачi для рiвняння (3.79). Наступне
наближення

βk+1(ε) := βk(ε) + γ1(ε) + ... + γk+1(ε) ∈ C[0, ε∗]

до функцiї β(ε) визначимо iз умови iснування 2π−перiодичного розв’яз-
ку xk+1(τ, ε) рiвняння

d2xk+1(τ, ε)

dτ 2
+xk+1(τ, ε) = ε

{
Y(y0(τ, c0), y

′
0(τ, c0), y

′′
0(τ, c0), β0, 0)+ (3.80)

+A1

(
y0(τ, c0), β0

)
xk(τ, ε) +A2

(
y0(τ, c0), β0

)
x′k(τ, ε)+

+A3

(
y0(τ, c0), β0

)
x′′k(τ, ε)εAε

(
y0(τ, c0), β0

)
+ +

+Aβ
(
y0(τ, c0), β0

)(
γ1(ε) + ... + γk(ε)

)
+

+R(y0(τ, c0) + xk(τ, ε), y
′
0(τ, c0) + x′k(τ, ε), y

′′
0(τ, c0) + x′′k(τ, ε), βk, ε)

}
.

За умови (3.76) в малому околi породжуючого розв’язку y0(τ, c0) i в околi
точки β0 рiвняння

B0

(
y0(·, c0), β0

)
·
(
νk+1(ε) γk+1(ε)

)∗
= −

∫ 2π

0

Hρ(τ)×

×
{
A1

(
y0(τ, c0), β0

)
(xk(τ, ε) + ξk+1(τ, ε))+

+A2

(
y0(τ, c0), β0

)
(x′k(τ, ε) + ξ′k+1(τ, ε))+

+A3

(
y0(τ, c0), β0

)
(x′′k(τ, ε) + ξ′′k+1(τ, ε)) + εAε

(
y0(τ, c0), β0

)
+

Aβ
(
y0(τ, c0), β0

)(
γ1(ε) + ... + γk(ε)

)
+

+R(yk(τ, ε), y
′
k(τ, ε), y

′′
k(τ, ε), βk, ε) dτ

має принаймi один розв’язок(
νk+1(ε) γk+1(ε)

)∗
= −B−1

0

(
y0(·, c0), β0

)
×
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×
{
A1

(
y0(τ, c0), β0

)
(xk(τ, ε) + ξk+1(τ, ε))+

+A2

(
y0(τ, c0), β0

)
(x′k(τ, ε) + ξ′k+1(τ, ε))+

+A3

(
y0(τ, c0), β0

)
(x′′k(τ, ε) + ξ′′k+1(τ, ε)) + εAε

(
y0(τ, c0), β0

)
+

+Aβ
(
y0(τ, c0), β0

)(
γ1(ε) + ... + γk(ε)

)
+

+R(yk(τ, ε), y
′
k(τ, ε), y

′′
k(τ, ε), βk, ε) dτ.

Функцiя βk+1(ε) визначає замiну незалежної змiнної

tk+1 = τ
(

1 + εβk+1(ε)
)
,

яка здiйснює вiдображення

τ ∈ [0, 2π]→
[
0, 2π

(
1 + εβk+1(ε)

)]
3 tk+1.

Таким чином, знайдене наступне наближення

yk+1(t, ε) : yk+1(·, ε) ∈ C2
[
0, 2π

(
1 + εβk+1(ε)

)]
, yk+1(t, ·) ∈ C[0, ε∗]

до розв’язку перiодичної задачi для рiвняння типу Льєнара (3.62). Про-
довжуючи мiркування, приходимо до наступного твердження.

Наслiдок 3.3.1. За наявностi кратних (detB0 = 0) коренiв рiвнян-
ня для породжуючих амплiтуд (3.66), за умови (3.76) задача про зна-
ходження перiодичних розв’язкiв рiвняння (3.62) має принаймi один
розв’язок, який при ε = 0 перетворюється на породжуючий y(τ, 0) =
y0(τ, c0), що за умови 1 + εβ(ε) 6= 0 може бути представлений опера-
торною системою (3.83). Для побудови перiодичних розв’язкiв рiвняння
(3.62) у випадку

det
[
Γ
(
Fk(·, ε)

)]
6= 0, k ∈ N, ε ∈ [0, ε∗] ∈ [0, ε0]

може бути використана iтерацiйна схема

y1(τ, ε) = y0(τ, c0) + x1(τ, ε), x1(τ, ε) = ν1(ε) cos τ + ξ1(τ, ε),

ξ1(τ, ε) = ϕ1(τ)c1(ε), β1(ε) = β0 + γ1(ε),

c1(ε) = εΓ
(
F1(·, ε)

)−1
∫ 2π

0

F∗1 (τ, ε)
[
Y(y0(τ, c0), y

′
0(τ, c0), y

′′
0(τ, c0), β0, 0)+
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+εAε
(
y0(τ, c0), β0

)]
dτ,(

ν1(ε) γ1(ε)
)∗

= −B+
0

(
y0(·, c0), β0

)
×

×
∫ 2π

0

Hρ(τ)
{
A1

(
y0(τ, c0), β0

)
ξ1(τ, ε)+

+A2

(
y0(τ, c0), β0

)
ξ′1(τ, ε) +A3

(
y0(τ, c0), β0

)
ξ′′1 (τ, ε) + εAε

(
y0(τ, c0), β0

)
+

+R(y0(τ, c0) + ξ1(τ, ε), y
′
0(τ, c0) + ξ′1(τ, ε), β0)

}
dτ, ... ,

yk+1(τ, ε) = y0(τ, c0) + xk+1(τ, ε), βk+1(ε) = β0 + γk+1(ε), (3.81)

xk+1(τ, ε) =
k+1∑
j=1

νj(ε) cos τ +
k+1∑
j=1

ξj(τ, ε), ξk+1(τ, ε) = ϕk+1(τ)ck+1(ε),

ck+1(ε) = −
[
Γ
(
Fk+1(·, ε)

)]−1

×

×
∫ 2π

0

F∗2 (τ, ε)
{
εY(y0(τ, c0), y

′
0(τ, c0), y

′′
0(τ, c0), β0, 0)+

+εA1

(
y0(τ, c0), β0

)
xk(τ, ε) + εA2

(
y0(τ, c0), β0

)
x′k(τ, ε)+

+ε2Aε
(
y0(τ, c0), β0

)
+ εA3

(
y0(τ, c0), β0

)
x′′k(τ, ε)+

+εAβ
(
y0(τ, c0), β0

)(
γ1(ε) + ... + γk(ε)

)
+

+R(y0(τ, c0) + xk(τ, ε), y
′
0(τ, c0) + x′k(τ, ε), y

′′
0(τ, c0) + x′′k(τ, ε), βk, ε)−

−x′′k(τ, ε)− xk(τ, ε)
}
dτ,

(
νk+1(ε) γk+1(ε)

)∗
= −B−1

0

(
y0(·, c0), β0

)
×

×
{
A1

(
y0(τ, c0), β0

)
(xk(τ, ε) + ξk+1(τ, ε))+

+A2

(
y0(τ, c0), β0

)
(x′k(τ, ε) + ξ′k+1(τ, ε))+

+A3

(
y0(τ, c0), β0

)
(x′′k(τ, ε) + ξ′′k+1(τ, ε))+

+εAε
(
y0(τ, c0), β0

)
+Aβ

(
y0(τ, c0), β0

)
×

×
(
γ1(ε) + ... + γk(ε)

)
+R(yk(τ, ε), y

′
k(τ, ε), y

′′
k(τ, ε), βk, ε) dτ, ... , k ∈ N.

Довжину вiдрiзку [0, ε∗], на якому може бути використана iтерацiй-
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на схема (3.81), можна оцiнити, як за допомогою мажоруючих рiвнянь
Ляпунова [193], так i безпосередньо iз умови стискання оператора, який
визначається останньою системою аналогiчно [284].

Приклад 3.3.3. Дослiджуємо задачу про побудову перiодичного роз-
в’язку

y(·, ε) ∈ C2[0, T1(ε)], y(t, ·) ∈ C[0, ε0]

рiвняння Лотки-Вольтерри (3.68).

Вище було встановлено, що рiвняння Лотки-Вольтерри (3.68) в ма-
лому околi положення рiвноваги u = 1, v = 1 приводиться до вигляду
(3.69), при цьому рiвняння для породжуючих амплiтуд (3.67) має серiю
коренiв β0 = 0, c0 ∈ R1, яка визначає вирождену (detB0 = 0) матрицю
B0. Покладемо β0 = 0, c0 = 0, 1 . Матриця B0 при цьому має ненульовi
елементи, таким чином, задача про знаходження перiодичного розв’язку
рiвняння (3.68) представляє частинний критичний випадок, отже згiдно
доведеної теоремi задача про побудову перiодичного розв’язку рiвняння
Лотки-Вольтерри (3.68) в малому околi породжуючого розв’язку y0(τ, c0)
має принаймi один розв’язок. Для першого кроку iтерацiйної схеми (3.81)
покладемо

ϕ1(τ) =

[
cos 2τ cos 3τ cos 4τ cos 5τ cos 6τ

sin τ sin 2τ sin 3τ sin 4τ sin 5τ sin 6τ

]
.

Матриця Грама, яка вiдповiдає породжуючому розв’язку y0(τ, c0)

det

[
Γ

(
F1(·, ε)

)]
≈ 8 362 327 021 977 600 000 000 π10−

−351 210 150 045 941 760 000 π10 ε2+

+7 817 305 854 954 553 344 π10 ε4 + ... 6= 0
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невиродждена, при цьому ξ1(τ, ε) ≈ ϕ1(τ)c1(ε), де

c1(ε) ≈



ε
300 −

61 ε3

1728000 −
356143 ε5

1244160000000 −
127690979 ε7

44789760000000000

− ε2

48000 + 22147 ε4

6912000000 + 5083973 ε6

248832000000000 + 15918508987 ε8

35831808000000000000

− 7 ε3

14400000 −
252263 ε5

1036800000000 −
565458323 ε7

174182400000000000
347 ε4

6912000000 + 17976863 ε6

870912000000000 + 8608838448359 ε8

20483850240000000000000

− 17669 ε5

4838400000000 −
37705522657 ε7

21337344000000000000

− ε
600 + 221 ε3

4320000 −
541381 ε5

1244160000000 −
56045599 ε7

22394880000000000

− ε2

12000 −
10547 ε4

6912000000 + 27161 ε6

1555200000000 + 42620255851 ε8

250822656000000000000
ε3

360000 + 14989 ε5

129600000000 −
1905251 ε7

8709120000000000

− 161 ε4

1382400000 −
2356021 ε6

217728000000000 −
1734086406113 ε8

20483850240000000000000
27703 ε5

4838400000000 + 10464097717 ε7

10668672000000000000


.

Таким чином, в малому околi породжуючого розв’язку y0(τ, c0) i в околi
точки β0 знаходимо T1(ε) = 2π(1 + εβ1(ε))− перiодичне перше набли-
ження до розв’язку рiвняння (3.69)

y1(τ, ε) = y0(τ, c0) + x1(τ, ε), x1(τ, ε) = ξ1(τ, ε), ξ1(τ, ε) = ϕ1(τ)c1(ε),

яке визначає перше наближення до розв’язку рiвняння (3.68); тут

β1(ε) = β0 + γ1(ε), γ1(ε) ≈
ε

1 200
+

ε2

7 200
− 7 ε3

288 000
+

ε4

2 400 000
+ ... .

Вiдмiтимо, шо на першому кроцi iтерацiйної схеми (3.81) умова

1 + εβ1(ε) > 1 6= 0, ε ∈ [0, ε∗] ∈ [0, ε0]

виконана. Для оцiнки точностi знайденого першого наближення до пе-
рiодичного розв’язку рiвняння Лотки-Вольтерри визначимо нев’язки до
розв’язку рiвняння (3.68):

∆1(0, 1) ≈ 8, 02 356 · 10−7, ∆1(0, 01) ≈ 7, 97 290 · 10−10.

Таким чином, нев’язки першого наближення, знайденого на першому
кроцi iтерацiйної схеми (3.81) значно менше нев’язок першого наближен-
ня, знайденого за допомогою iтерацiйної схеми (3.84).

Фiксуючи один iз розв’язкiв č0 ∈ R2 рiвняння (3.66), одержуємо задачу
про знаходження перiодичних розв’язкiв рiвняння (3.62)

y(τ, ε) = y0(τ, c0) + x(τ, ε)
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в околi породжуючого розв’язку y0(τ, c0) = c0 · cos τ. Для знаходжен-
ня збурення x(·, ε) ∈ C2[0, 2π], x(τ, ·) ∈ C[0, ε0] отримуємо задачу про
знаходження перiодичних розв’язкiв рiвняння

x′′(τ, ε) + x(τ, ε) = εY(y(τ, ε), y′(τ, ε), y′′(τ, ε), β(ε), ε). (3.82)

Розв’язок
x(τ, ε) = ν · cos τ + ξ(τ, ε), β(ε) := β0 + ζ(ε)

перiодичної задачi для рiвняння (3.82) залежить вiд кореня č0; тут

ξ(τ, ε) := ε g
[
Y(y0(s, c0) + x(s, ε), y′0(s, c0) + x′(s, ε),

y′′0(s, c0) + x′′(s, ε), β(ε), ε)
]
(τ).

Припустимо, що породжуючий розв’язок y0(τ, c0) не є шуканим перiо-
дичним розв’язком рiвняння (3.62). Позначимо похiднi

A1

(
y0(τ, c0), β0

)
:= Y ′y(y0(τ, c0), y

′
0(τ, c0), y

′′
0(τ, c0), β0, 0),

A2

(
y0(τ, c0), β0

)
:= Y ′y′(y0(τ, c0), y

′
0(τ, c0), y

′′
0(τ, c0), β0, 0),

A3

(
y0(τ, c0), β0

)
:= Y ′y′′(y0(τ, c0), y

′
0(τ, c0), y

′′
0(τ, c0), β0, 0),

Aβ
(
y0(τ, c0), β0

)
:= Y ′β(y0(τ, c0), y

′
0(τ, c0), y

′′
0(τ, c0), β0, 0),

Aε
(
y0(τ, c0), β0

)
:= Y ′ε(y0(τ, c0), y

′
0(τ, c0), y

′′
0(τ, c0), β0, 0).

Використовуючи неперервну диференцiйовнiсть за невiдомою y(τ, ε) та
її похiдними y′(τ, ε) та y′′(τ, ε) у малому околi розв’язку породжуючої
задачi та його похiдних y′0(τ, c0) та y′′0(τ, c0), а також неперевну диферен-
цiйовнiсть по β(ε) в околi точки β0 та по ε у малому околi нуля, знахо-
димо розвинення цiєї функцiї в околi точок y0(τ, c0), y

′
0(τ, c0), y

′′
0(τ, c0),

β0 та ε = 0 :

Y(y(τ, ε), y′(τ, ε), y′′(τ, ε), β(ε), ε) = Y(y0(τ, c0), y
′
0(τ, c0), y

′′
0(τ, c0), β0, 0)+

+A1

(
y0(τ, c0), β0

)
x(τ, ε) +A2

(
y0(τ, c0), β0

)
x′(τ, ε)+

+A3

(
y0(τ, c0), β0

)
x′′(τ, ε) +Aβ

(
y0(τ, c0), β0

)
ζ(ε)+
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+εAε
(
y0(τ, c0), β0

)
+R(y(τ, ε), y′(τ, ε), y′′(τ, ε), β(ε), ε).

Тут R(y(τ, ε), y′(τ, ε), y′′(τ, ε), β(ε), ε) — залишок останнього розвинен-
ня, бiльш високого порядку малостi по x(τ, ε), x′(τ, ε), x′′(τ, ε), γ(ε) i ε
в околi точок y0(τ, c0), y

′
0(τ, c0), y

′′
0(τ, c0), β0 та ε = 0, нiж попереднi до-

данки. Наслiдуючи традицiйнiй схемi дослiдження автономних крайових
задач [16, 225, 284, 288, 310], враховуючи рiвнiсть (3.66), отримуємо умо-
ву розв’язностi вихiдної задачi про знаходження перiодичних розв’язкiв
рiвняння (3.62), еквiвалентну умовi (3.65):∫ 2π

0

H(τ)
{
A1

(
y0(τ, c0), β0

)[
ν · cos τ + x(1)(τ, ε)

]
+

+Aβ
(
y0(τ, c0), β0

)
ζ(ε) +A2

(
y0(τ, c0), β0

)[
ν · cos τ + x(1)(τ, ε)

]′
τ
+

+A3

(
y0(τ, c0), β0

)[
ν · cos τ + x(1)(τ, ε)

]′′
τ2

+ εAε
(
y0(τ, c0), β0

)
+

+R(y(τ, ε), y′(τ, ε), y′′(τ, ε), β(ε), ε)
}
dτ = 0,

в свою чергу рiвнозначну рiвнянню

B0

(
y0(·, c0), β0

)
·
(
ν(ε)
ζ(ε)

)
= −

∫ 2π

0

H(τ)
{
A1

(
y0(τ, c0), β0

)
x(1)(τ, ε)+

+A2

(
y0(τ, c0), β0

)[
x(1)(τ, ε)

]′
τ

+A3

(
y0(τ, c0), β0

)[
x(1)(τ, ε)

]′′
τ2

+

+εAε
(
y0(τ, c0), β0

)
+R(y(τ, ε), y′(τ, ε), y′′(τ, ε), β(ε), ε)

}
dτ,

де

B0

(
y0(·, c0), β0

)
:=
{∫ 2π

0

H(τ)
[
A1

(
y0(·, c0), β0

)
cos τ−

−A2

(
y0(·, c0), β0

)
sin τ −A3

(
y0(·, c0), β0

)
cos τ

]
dτ ;∫ 2π

0

H(τ)Aβ
(
y0(·, c0), β0

)
dτ
}

— стала (2× 2) – матриця. За наявностi кратних коренiв рiвняння (3.66)
має мiсце рiвнiсть detB0(y0(·, c0), β0) = 0, при цьому розв’язання остан-
нього рiвняння по аналогiї з традицiйною схемою [16, 225, 284, 288, 310]
не можливе. Для побудови перiодичних розв’язкiв рiвняння типу Льєна-
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ра (3.62) за наявностi кратних коренiв рiвняння (3.66) позначимо похiднi
[55, 322].

A1

(
y0(τ, c0) + ξ(τ, ε), β0

)
:=

Y ′y(y0(τ, c0) + ξ(τ, ε), y′0(τ, c0) + ξ′(τ, ε), y′′0(τ, c0) + ξ′′(τ, ε), β0, ε),

A2

(
y0(τ, c0) + ξ(τ, ε), β0

)
:=

Y ′y′(y0(τ, c0) + ξ(τ, ε), y′0(τ, c0) + ξ′(τ, ε), y′′0(τ, c0) + ξ′′(τ, ε), β0, ε),

A3

(
y0(τ, c0) + ξ(τ, ε), β0

)
:=

Y ′y′′(y0(τ, c0) + ξ(τ, ε), y′0(τ, c0) + ξ′(τ, ε), y′′0(τ, c0) + ξ′′(τ, ε), β0, ε),

Aβ
(
y0(τ, c0) + ξ(τ, ε), β0

)
:=

Y ′β(y0(τ, c0) + ξ(τ, ε), y′0(τ, c0) + ξ′(τ, ε), y′′0(τ, c0) + ξ′′(τ, ε), β0, ε),

Aε
(
y0(τ, c0) + ξ(τ, ε), β0

)
:=

Y ′ε(y0(τ, c0) + ξ(τ, ε), y′0(τ, c0) + ξ′(τ, ε), y′′0(τ, c0) + ξ′′(τ, ε), β0, ε).

Використовуючи неперервну диференцiйовнiсть за невiдомою y(τ, ε) та
її похiдними y′(τ, ε) та y′′(τ, ε) у малому околi функцiї y0(τ, c0)+ξ(τ, ε) та
її похiдних y′0(τ, c0)+ξ′(τ, ε) та y′′0(τ, c0)+ξ′′(τ, ε), а також неперервну ди-
ференцiйовнiсть за β(ε) в околi точки β0 та по ε, здiйснюємо розвинення
цiєї функцiї в околi точок

y0(τ, c0) + ξ(τ, ε), y′0(τ, c0) + ξ′(τ, ε), y′′0(τ, c0) + ξ′′(τ, ε),

та β0 :

Y(y(τ, ε), y′(τ, ε), y′′(τ, ε), β(ε), ε) = Y(y0(τ, c0) + ξ(τ, ε), y′0(τ, c0)+

+ξ′(τ, ε), y′′0(τ, c0) + ξ(τ, ε), β0, ε) +A1

(
y0(τ, c0) + ξ(τ, ε), β0

)
· ν(ε) cos τ−

−A2

(
y0(τ, c0) + ξ(τ, ε), β0

)
· ν(ε) sin τ(τ)−

−A3

(
y0(τ, c0) + ξ(τ, ε), β0

)
· ν(ε) cos τ +Aβ

(
y0(τ, c0) + ξ(τ, ε), β0

)
· ζ(ε)+

+εAε
(
y0(τ, c0) + ξ(τ, ε), β0

)
+R(y(τ, ε), y′(τ, ε), y′′(τ, ε), β(ε), ε).

ТутR(y(τ, ε), y′(τ, ε), y′′(τ, ε), β(ε), ε) — залишок останнього розвинення,
бiльш високого порядку малостi по x(τ, ε), x′(τ, ε), x′′(τ, ε), γ(ε) та ε
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в околi точок y0(τ, c0), y
′
0(τ, c0), y

′′
0(τ, c0), β0 та ε = 0, анiж попереднi

доданки. Таким чином, отримуємо умову розв’язностi вихiдної задачi
знаходження перiодичних розв’язкiв рiвняння (3.62), еквiвалентну умовi
(3.65): ∫ 2π

0

H(τ)
{
Y(y0(τ, c0) + ξ(τ, ε), y′0(τ, c0) + ξ′(τ, ε),

y′′0(τ, c0) + ξ(τ, ε), β0, ε) +A1

(
y0(τ, c0) + ξ(τ, ε), β0

)
· ν(ε) cos τ−

−A2

(
y0(τ, c0) + ξ(τ, ε), β0

)
· ν(ε) sin τ(τ)−

−A3

(
y0(τ, c0) + ξ(τ, ε), β0

)
· ν(ε) cos τ+

+Aβ
(
y0(τ, c0) + ξ(τ, ε), β0

)
· ζ(ε) + εAε

(
y0(τ, c0) + ξ(τ, ε), β0

)
+

+R(y(τ, ε), y′(τ, ε), y′′(τ, ε), β(ε), ε)
}
dτ = 0,

в свою чергу, рiвнозначну рiвнянню

B0

(
y0(·, c0) + ξ(τ, ε), β0

)
·
(
ν(ε)
ζ(ε)

)
=

= −
∫ 2π

0

H(τ)
{
Y(y0(τ, c0) + ξ(τ, ε), y′0(τ, c0) + ξ′(τ, ε),

y′′0(τ, c0) + ξ(τ, ε), β0, ε) + εAε
(
y0(τ, c0) + ξ(τ, ε), β0

)
+

+R(y(τ, ε), y′(τ, ε), y′′(τ, ε), β(ε), ε)
}
dτ,

де
B0

(
y0(·, c0) + ξ(·, ε), β0

)
:=

=
{∫ 2π

0

H(τ)

[
A1

(
y0(·, c0) + ξ(τ, ε), β0

)
cos τ−

−A2

(
y0(·, c0) + ξ(τ, ε), β0

)
sin τ −A3

(
y0(·, c0) + ξ(τ, ε), β0

)
cos τ

]
dτ ;∫ 2π

0

H(τ)Aβ
(
y0(·, c0) + ξ(τ, ε), β0

)
dτ
}

— стала (2× 2) – вимiрна матриця. За умови

detB0(y0(·, c0) + ξ(·, ε), β0) 6= 0, B−1
0 (y0(·, c0) + ξ(·, ε), β0) ∈ C2×2[0, 2π]
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єдиний перiодичний розв’язок рiвняння (3.62) визначає операторна си-
стема

y(τ, ε) = y0(τ, c0) + x(τ, ε), β(ε) = β0 + ζ(ε), (3.83)

ξ(τ, ε) := ε g
[
Y(y0(s, c0) + x(s, ε), y′0(s, c0) + x′(s, ε);

y′′0(s, c0) + x′′(s, ε), β(ε), ε)
]
(τ), x(τ, ε) = ν(ε) cos τ + ξ(τ, ε),(

ν(ε)
ζ(ε)

)
= −B−1

0

(
y0(·, c0) + ξ(τ, ε), β0

)
×

×
∫ 2π

0

H(τ)
{
Y(y0(τ, c0) + ξ(τ, ε), y′0(τ, c0) + ξ′(τ, ε),

y′′0(τ, c0) + ξ(τ, ε), β0, ε) + εAε
(
y0(τ, c0) + ξ(τ, ε), β0

)
+

+R(y(τ, ε), y′(τ, ε), y′′(τ, ε), β(ε), ε)
}
dτ.

Позначимо похiднi

A1

(
y0(τ, c0) + ξk(τ, ε), βk

)
:=

Y ′y(y0(τ, c0) + ξk(τ, ε), y
′
0(τ, c0) + ξ′k(τ, ε), y

′′
0(τ, c0) + ξ′′k(τ, ε), βk, ε),

A2

(
y0(τ, c0) + ξk(τ, ε), βk

)
:=

Y ′y′(y0(τ, c0) + ξk(τ, ε), y
′
0(τ, c0) + ξ′k(τ, ε), y

′′
0(τ, c0) + ξ′′k(τ, ε), βk, ε),

A3

(
y0(τ, c0) + ξk(τ, ε), βk

)
:=

Y ′y′′(y0(τ, c0) + ξk(τ, ε), y
′
0(τ, c0) + ξ′k(τ, ε), y

′′
0(τ, c0) + ξ′′k(τ, ε), βk, ε),

Aβ
(
y0(τ, c0) + ξk(τ, ε), βk

)
:=

Y ′β(y0(τ, c0) + ξk(τ, ε), y
′
0(τ, c0) + ξ′k(τ, ε), y

′′
0(τ, c0) + ξ′′k(τ, ε), βk, ε),

Aε
(
y0(τ, c0) + ξk(τ, ε), βk

)
:=

Y ′ε(y0(τ, c0) + ξk(τ, ε), y
′
0(τ, c0) + ξ′k(τ, ε), y

′′
0(τ, c0) + ξ′′k(τ, ε), βk, ε).

Для побудови розв’язкiв операторної системи (3.83) може бути викори-
станий метод простих iтерацiй [225, 288, 16, 322, 55].

Теорема 3.3.2. При наявностi кратних (detB0 = 0) коренiв рiвняння
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для породжуючих амплiтуд (3.66), за умови

detB0(y0(·, c0) + ξ(·, ε), β0) 6= 0,

B−1
0 (y0(·, c0) + ξ(·, ε), β0) ∈ C2×2[0, 2π]

задача про знаходження перiодичних розв’язкiв рiвняння (3.62) має
єдиний розв’язок, який при ε = 0 перетворюється на породжуючий
y(τ, 0) = y0(τ, c0), що за умови 1 + εβ(ε) 6= 0 може бути предстале-
но операторною системою (3.83). Для побудови перiодичних розв’язкiв
рiвняння (3.62) може бути використана iтерацiйна схема

yk+1(τ, ε) = y0(τ, c0) + xk+1(τ, ε), βk+1(ε) = β0 + ζk+1(ε), (3.84)

ξk+1(τ, ε) := ε g
[
Y(y0(s, c0) + xk(s, ε), y

′
0(s, c0) + x′k(s, ε);

y′′0(s, c0) + x′′k(s, ε), βk(ε), ε)
]
(τ),

xk+1(τ, ε) = νk+1(ε) cos τ + ξk+1(τ, ε),(
νk+1(ε)
ζk+1(ε)

)
= −B−1

0

(
y0(·, c0) + ξk(τ, ε), βk

)
×

×
∫ 2π

0

H(τ)
{
Y(y0(τ, c0) + ξk(τ, ε), y

′
0(τ, c0) + ξ′k(τ, ε),

y′′0(τ, c0) + ξk(τ, ε), βk, ε) + εAε
(
y0(τ, c0) + ξk(τ, ε), βk

)
+

+R(yk(τ, ε), y
′
k(τ, ε), y

′′
k(τ, ε), βk(ε), ε)

}
dτ,

βk+1(ε) = β0 + ζk+1(ε), ... , k = 0, 1, 2, ... .

Приклад 3.3.4. Теорема 3.3.2 може бути використана для розв’язан-
ня задачi про знаходження перiодичного розв’язку

z(t, ε) : z(·, ε) ∈ C1[0, T1(ε)], z(t, ·) ∈ C[0, ε0], T1(0) = 2π

рiвняння Лотки-Вольтерри (3.68).

Дiйсно, рiвняння для породжуючих амплiтуд у випадку задачi про
знаходження перiодичного розв’язку рiвняння (3.68) має кратний корiнь
β0 = 0, c0 = 0, 1 ; матриця B0 при цьому вирождена

B0 = B0(y0(·, c0), β0) = −π
5

[
0 0
0 1

]
.
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На першому кроцi iтерацiйної схеми (3.84)

ξ1(τ, ε) = ε g
[
Y(y0(s, c0), y

′
0(s, c0), y

′′
0(s, c0), β0, 0)

]
(τ) =

=
ε

600

[
2 cos 2τ − 2 cos τ + 2 sin τ − sin 2τ

]
.

Далi обчислюємо матрицю

MB0

(
y0(·, c0) + ξ1(·, ε), β0

)
=

=


−πε(1920−192 ε+7 ε2)

144 000

−πε(720−144 ε+5 ε2)
14 4000

π(−2 880 000+ε(96 000+ε(−39 600+ε(3040+ε(−148+3 ε)))))
14 400 000

πε(480 000+ε(−78 000+ε(4400+ε(−370+21 ε))))
72 000 000

 .

На вiдмiну вiд матрицi B0, матриця

B0

(
y0(·, c0) + ξ1(·, ε), β0

)
, 0 < ε <

192 987 178

28 252 251

невироджена:

detB0(y0(·, c0)+ξ1(·, ε), β0) = − π2ε

1000
+

13 π2ε2

90 000
− 29π2ε3

7 200 000
+

157π2ε4

108 000 000
−

− 671π2ε5

4 320 000 000
+

π2ε6

202 500 000
+

127π2ε7

1 728 000 000 000
− π2ε8

144 000 000 000
6= 0.

З iншого боку, має мiсце рiвнiсть

B0

(
y0(·, c0) + ξ1(·, 0), β0

)
= B0.

Покладемо ε = 0, 1; на першому кроцi iтерацiйної схеми (3.84) знаходимо

ν1(ε) ≈
2 988 119

1 489 193 999
, ζ1(ε) ≈

215 648

3 093 558 117
,

якi визначають перше наближення до розв’язку рiвняння (3.69)

y1(τ, ε) = y0(τ, c0) + ν1(ε) cos τ + ξ1(τ, ε),

перше наближення до перiоду T1(ε) = 2π(1 + εβ1(ε)), β1(ε) := β0 + ζ1(ε).
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i, в свою чергу, перше наближення до розв’язку рiвняння (3.68):

z
(a)
1 (t, ε) := 1+ε u1(t, ε), z

(b)
1 (t, ε) := 1+ε y1(t, ε), u1(t, ε) :=

y′1(t, ε)

1 + ε y1(t, ε)
.

Вiдмiтимо, що розв’язок ν1(ε), ζ1(ε) лiнеаризованої умови розв’язностi
вихiдної задачi про знаходження перiодичних розв’язкiв рiвняння (3.69)
є наближеним, тому на другому кроцi iтерацiйної схеми (3.84) отримуємо
функцiю

ξ2(τ, ε) = ε

[
12 041

805 353 873 410
− 4 288 994 cos τ

1 238 235 125
−

− 16 043 τ cos τ

128 858 231 724
+

2 411 854 cos 2τ

697 621 749
+

193 319 cos 3τ

29 625 829 657
+

+
12 715 cos 4τ

3 102 423 852 741
+

7 702 061 sin τ

2 239 196 741
+

13 557 τ sin τ

1 184 526 761 707
−

−4 178 497 sin 2τ

2 457 195 713
− 266 881 sin 3τ

20 892 764 240
− 63 651 sin 4τ

1 429 973 632 411

]
,

що мiстить вiковi доданки. Вiдмiтимо, що для першого наближення до
розв’язку рiвняння (3.68) має мiсце нерiвнiсть 1 + εβ1 ≥ 0. Для оцiн-
ки точностi знайдених наближень до перiодичного розв’язку рiвняння
Лотки-Вольтерри визначимо нев’язки

∆k(ε) :=

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
(
δ

(a)
k (ε)

δ
(b)
k (ε)

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∞

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
C[0;2π]

, k = 0, 1

нульового i першого наближень до розв’язку рiвняння (3.68); тут

δ
(a)
k (ε) := (z

(a)
k (τ, ε))′′ − (1 + εβk(ε))z

(a)
k (τ, ε)(1− z(b)

k (τ, ε)),

δ
(b)
k (ε) := (z

(b)
k (τ, ε))′′ + (1 + εβk(ε))z

(b)
k (τ, ε)(1− z(a)

k (τ, ε)).

Поклавши ε = 0, 1 , маємо

∆0(0, 1) ≈ 0, 000 111 335, ∆1(0, 1) ≈ 4, 74 113 · 10−6.

Для знаходження наближень до перiодичних розв’язкiв рiвняння Лотки-
Вольтерри (3.68), що не мiстять вiкових доданкiв, потрiбно знаходження
можливо бiльш точних розв’язкiв умови розв’язностi вихiдної задачi про
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знаходження перiодичних розв’язкiв рiвняння (3.69); скористаємось для
цього методом Ньютона [206].

Перше наближення до розв’язку y1(τ, ε) = y0(τ, c0) + x1(τ, ε),

x1(τ, ε) = ν1(ε) · cos τ + ξ1(τ, ε), β1(ε) := β0 + ζ1(ε)

перiодичної задачi для рiвняння (3.82) визначає вектор

č1(ε); =

(
ν1(ε)
ζ1(ε)

)
;

тут
ξ1(τ, ε) := ε g

[
Y(y0(s, c0), y

′
0(s, c0), y

′′
0(s, c0), β0, ε)

]
(τ).

Для його знаходження використаємо умову розв’язностi (3.65) вихiдної
задачi про знаходження перiодичних розв’язкiв рiвняння (3.69):

F1(č1(ε)) = 0; (3.85)

тут

F1(č1(ε)) :=

∫ 2π

0

H(s)Y(y1(s, ε), y
′
1(s, ε), y

′′
1(s, ε), β1(ε), ε) ds.

В свою чергу, для розв’язку рiвняння (3.85) використаємо метод Ньютона-
Канторовича [206, c. 680, 682]. Вектор-функцiя F (č1) : R2 → R2 визна-
чена в малому околi нуля 0 ∈ R2 i двiчi неперервно-диференцiйовна в
цьому околi. Оскiльки

F ′č1(0) = B0

(
y0(·, c0) + ξ1(τ, ε), β0

)
,

остiльки для задачi про знаходження перiодичних розв’язкiв рiвняння
типу Льєнара (3.62) в частковому критичному випадку має мiсце нерiв-
нiсть

detB0(y0(·, c0) + ξ1(·, ε), β0) 6= 0,

необхiдна для початку iтерацiйної схеми (2.113). Припустимо, також що
в малому околi нуля мають мiсце нерiвностi∣∣∣∣∣∣ [F ′(0)]

−1
∣∣∣∣∣∣ ≤ γ1,

∣∣∣∣∣∣F (0)
∣∣∣∣∣∣ ≤ γ2,

∣∣∣∣∣∣F ′′(č1k)
∣∣∣∣∣∣ ≤ γ3(k), k ∈ N.
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та iснує константа

θ = sup
k∈N

{
2 γ1 · γ2 · γ3(k)

}
< 1.

Тодi згiдно до леми 2.3.3 рiвняння (3.85) в малому околi нуля має єдиний
розв’язок č1(ε) := F−1(0) ∈ R2, до якого збiгається iтерацiйна схема

č1k+1
(ε) = č1k(ε)− [F ′1(č1k(ε))]

−1
F (č1k(ε)), k = 0, 1, 2, ... . (3.86)

Продовжуючи мiркування, приходимо до наступного твердження.

Теорема 3.3.3. За наявностi кратних (detB0 = 0) коренiв рiвняння
для породжуючих амплiтуд (3.66), за умови

detB0(y0(·, c0) + ξ(·, ε), β0) 6= 0,

B−1
0 (y0(·, c0) + ξ(·, ε), β0) ∈ C2×2[0, 2π]

задача про знаходження перiодичних розв’язкiв рiвняння (3.62) має
єдиний розв’язок, який при ε = 0 перетворюється на породжуючий
y(τ, 0) = y0(τ, c0), який за умови 1 + εβ(ε) 6= 0 може бути представле-
ний операторною системою (3.83). Для побудови перiодичних розв’язкiв
рiвняння (3.62) може бути використана iтерацiйна схема

yk+1(τ, ε) = y0(τ, c0) + xk+1(τ, ε), βk+1(ε) = β0 + ζk+1(ε), (3.87)

ξk+1(τ, ε) := ε g
[
Y(y0(s, c0) + xk(s, ε), y

′
0(s, c0) + x′k(s, ε);

y′′0(s, c0) + x′′k(s, ε), βk(ε), ε)
]
(τ), βk+1(ε) = β0 + ζk+1(ε),

xk+1(τ, ε) = νk+1(ε) cos τ + ξk+1(τ, ε),

čk+1(ε) =

(
νk+1(ε)
ζk+1(ε)

)
, Fk+1(čk+1(ε)) =

∫ 2π

0

H(s)×

×Y(yk+1(s, ε), y
′
k+1(s, ε), y

′′
k+1(s, ε), βk+1(ε), ε) ds,

čk+1(ε) = F−1
k+1(0), ... , k = 0, 1, 2, ... .

Приклад 3.3.5. Теорема 3.3.3 може бути використана для розв’язан-
ня задачi про знаходження перiодичного розв’язку

z(t, ε) : z(·, ε) ∈ C1[0, T1(ε)], z(t, ·) ∈ C[0, ε0], T1(0) = 2π

рiвняння Лотки-Вольтерри (3.68).
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Дiйсно, у прикладi 3.3.4 показано, що рiвняння для породжуючих ам-
плiтуд у випадку задачi про знаходження перiодичного розв’язку рiв-
няння (3.68) має кратний корiнь β0 = 0, c0 = 0, 1 ; матриця B0 при
цьому вироджена. На першому кроцi iтерацiйної схеми (3.87) знаходимо
функцiю

ξ1(τ, ε) =
ε

600

[
2 cos 2τ − 2 cos τ + 2 sin τ − sin 2τ

]
,

яка визначає невироджену матрицю B0

(
y0(·, c0)+ξ1(·, ε), β0

)
, отже зада-

ча про знаходження перiодичних розв’язкiв рiвняння Лотки-Вольтерри
(3.68) приведена до критичного випадку першого порядку. Для розв’я-
зання рiвняння (3.85) у випадку задачi про знаходження перiодичного
розв’язку рiвняння (3.68) скористаємось методом Ньютона-Канторовича.
Вектор-функцiя F1(č1) визначена в малому околi нуля i двiчi неперервно-
диференцiйовна в цьому околi. Покладемо č10 := 0 i ε := 0, 1 , при цьому
det [F ′1(č10)] ≈ −0, 000 972 743 6= 0, крiм того∣∣∣∣∣∣ [F ′1(č10)]

−1
∣∣∣∣∣∣
∞
≤ γ1 ≈ 645, 978,

∣∣∣∣∣∣F1(č10)
∣∣∣∣∣∣
∞
≤ γ2 ≈ 0, 0000 532 173∣∣∣∣∣∣F ′′(č10)

∣∣∣∣∣∣
∞
≤ γ3(1) ≈ 12, 7 736.

Оскiльки
θ = 2 γ1 · γ2 · γ3(1) ≈ 0, 878 238 < 1,

остiльки iтерацiйна схема (3.86) може бути використана для розв’язання
рiвняння (3.85), принаймi, для першого кроку, при цьому

č11 ≈
(

0, 00156 661
0, 0000 745 964

)
, ... , č15 ≈

(
0, 00152 930

0, 0000 734 514

)
.

Для п’ятої iтерацiї знаходимо величини∣∣∣∣∣∣ [F ′1(č15)]
−1
∣∣∣∣∣∣
∞
≤ γ1 ≈ 616, 507,

∣∣∣∣∣∣F1(č15)
∣∣∣∣∣∣
∞
≤ γ2 ≈ 2, 11 758× 10−22,∣∣∣∣∣∣F ′′(č15)

∣∣∣∣∣∣
∞
≤ γ3(1) ≈ 12, 7 769.

Оскiльки
θ = 2 γ1 · γ2 · γ3(5) ≈ 3, 33 605× 10−18 � 1,

остiльки iтерацiйна схема (3.86) може бути використана для розв’язання
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рiвняння (3.85), принаймi, для п’ятого кроку. В наслiдок рiвностi∣∣∣∣∣∣F (č15)
∣∣∣∣∣∣
∞
≈ 2, 11 758× 10−22

для розв’язання рiвняння (3.85) обмежимось п’ятою iтерацiєю, при цьому
знаходимо величини

ν1(ε) ≈
2 493 415

1 630 424 432
, ζ1(ε) ≈

2 100 633

28 598 940 707
.

якi визначають перше наближення до розв’язку рiвняння (3.69)

y1(τ, ε) = y0(τ, c0) + ν1(ε) cos τ + ξ1(τ, ε),

перше наближення до перiоду T1(ε) = 2π(1 + εβ1(ε)), β1(ε) := β0 + ζ1(ε).
i, в свою чергу, перше наближення до розв’язку рiвняння (3.68):

z
(a)
1 (t, ε), z

(b)
1 (t, ε), u1(t, ε).

На другому кроцi iтерацiйної схеми (3.87) знаходимо функцiю

ξ2(τ, ε) =
4 581

4 145 153 370 523
− 1 130 359 cos τ

3 294 155 069
+

3 717 403 cos 2τ

10 853 956 995
+

+
51 651 cos 3τ

79 904 259 781
+

2 299 cos 4τ

5 685 445 504 080
+

7 445 382 sin τ

21 851 940 515
−

−763 977 sin 2τ

4 535 377 709
− 56 888 sin 3τ

44 852 387 857
− 5 074 sin 4τ

1 147 538 493 169
.

Перевагою iтерацiйної схеми (3.87) є перiодичнiсть функцiї ξ2(τ, ε). Та-
ким чином, знаходимо невироджену

detB0(y0(·, c0) + ξ2(·, ε), β1) = −0, 00103 662

матрицю

B0(y0(·, c0) + ξ2(·, ε), β1) =

(
−0, 00 482 954 −0, 636 156
−0, 00 161 351 0, 00 210 582

)
.

Покладемо č20 := č1 и ε := 0, 1 , при цьому

det [F ′2(č20)] ≈ −0, 00103 662 6= 0,
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крiм того∣∣∣∣∣∣ [F ′2(č20)]
−1
∣∣∣∣∣∣
∞
≤ γ1 ≈ 616, 646,

∣∣∣∣∣∣F2(č20)
∣∣∣∣∣∣
∞
≤ γ2 ≈ 7, 61 089× 10−6,∣∣∣∣∣∣F ′′(č20)

∣∣∣∣∣∣
∞
≤ γ3(0) ≈ 12, 7769.

Оскiльки
θ = 2 γ1 · γ2 · γ3(0) ≈ 0, 119 929 < 1,

остiльки iтерацiйна схема (3.86) може бути використана для розв’язання
рiвняння

F2(č2(ε)) = 0, (3.88)

принаймi, для першого кроку, при цьому

č21 ≈
(

0, 00 157 542
0, 0000 850 763

)
, č23 ≈

(
0, 00 157 538

0, 0000 850 711

)
.

Для третьої iтерацiї знаходимо величини∣∣∣∣∣∣ [F ′2(č23)]
−1
∣∣∣∣∣∣
∞
≤ γ1 ≈ 615, 717,

∣∣∣∣∣∣F2(č23)
∣∣∣∣∣∣
∞
≤ γ2 ≈ 6, 77 626× 10−21,∣∣∣∣∣∣F ′′2 (č23)

∣∣∣∣∣∣
∞
≤ γ3(3) ≈ 12, 7770.

Оскiльки
θ = 2 γ1 · γ2 · γ3(3) ≈ 2, 66 544× 10−17 � 1,

остiльки iтерацiйна схема (3.86) може бути використана для розв’язання
рiвняння (3.88), принаймi, для третього кроку. В силу рiвностi∣∣∣∣∣∣F (č13)

∣∣∣∣∣∣
∞
≈ 6, 77 626× 10−21,

для розв’язання рiвняння (3.88) обмежимося третьою iтерацiєю, при цьо-
му знаходимо величини

ν2(ε) ≈
3 506 096

2 225 559 065
, ζ2(ε) ≈

1 040 651

12 232 725 789
,

якi визначають друге наближення до розв’язку рiвняння (3.69)

y2(τ, ε) = y0(τ, c0) + ν2(ε) cos τ + ξ2(τ, ε),
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друге наближення до перiоду

T1(ε) = 2π(1 + εβ2(ε)), β2(ε) := β0 + ζ2(ε).

i, в свою чергу, друге наближення до розв’язку рiвняння (3.68):

z
(a)
2 (t, ε) := 1+ε u2(t, ε), z

(b)
2 (t, ε) := 1+ε y2(t, ε), u2(t, ε) :=

y′2(t, ε)

1 + ε y2(t, ε)
.

Для оцiнки точностi знайдених наближень до перiодичного розв’язку
рiвняння Лотки-Вольтерри визнамо нев’язки ∆k(ε), k = 0, 1, 2, нульо-
вого i перших двох наближень до розв’язку рiвняння (3.68). Поклавши
ε = 0, 1 , маємо

∆0(0, 1) ≈ 0, 000 111 335, ∆1(0, 1) ≈ 3, 7684 · 10−6,

∆2(0, 1) ≈ 1, 49 817 · 10−7.

Вiмiтимо, що точнiсть знайдених за допомогою iтерацiйної схеми
(3.87) наближень до перiодичного розв’язку рiвняння Лотки-Вольтерри
вище точностi вiдповiдних наближень, знайдених за допомогою iтера-
цiйної схеми (3.84). Крiм того, перевагою iтерацiйної схеми (3.87) є пе-
рiодичнiсть знайдених наближень до перiодичного розв’язку рiвняння
Лотки-Вольтерри. Область збiжностi iтерацiйних схем (3.84) i (3.87) до
перiодичного розв’язку рiвняння типу Льєнара (3.62) може бути оцiнена
аналогiчно [284]. Швидкiсть збiжностi iтерацiйних схем (3.84) i (3.87) до
перiодичного розв’язку рiвняння типу Льєнара (3.62) iстотно залежить
вiд величини ε i c0.

Доведенi теореми 3.3.2 i 3.3.3 переносять результати [55, 322] на випа-
док автономних перiодичних задач для рiвняння типу Льєнара (3.62) за
наявностi кратних коренiв рiвняння (3.66) для породжуючих амплiтуд.
З iншого боку, результати теорем 3.3.2 i 3.3.3 можуть бути перенесенi
на випадок автономних нетерових крайових задач за наявностi кратних
коренiв рiвняння (3.66) для породжуючих констант [16] та на зчисленнi
системи.

Аналогiчнi результати у випадку автономних перiодичних задач для
рiвняння типу Льєнара (3.62) за наявностi кратних коренiв рiвняння
(3.66) для породжуючих амплiтуд можуть бути отриманi з використан-
ням явища параметричного резонансу.



Висновки до третього роздiлу

1. Знайдено конструктивнi необхiднi та достатнi умови розв’язностi
та схему побудови розв’язкiв нелiнiйної автономної крайової задачi
у випадку параметричного резонансу.

2. Побудовано збiжнi iтерацiйнi схеми для знаходження наближень
до розв’язкiв нелiнiйної автономної крайової задачi для системи
звичайних диференцiальних рiвнянь у випадку параметричного ре-
зонансу. Як приклад застосування побудованої iтерацiйної схеми,
знайденi наближення до розв’язкiв перiодичної крайової задачi для
автономного рiвняння типу Хiлла та типу Дюффiнга з параметрич-
ним збуренням.

3. Знайдено конструктивнi умови розв’язностi та схему побудови роз-
в’язкiв нелiнiйної автономної та неавтномної крайових задач, не роз-
в’язаних вiдносно похiдної. Побудовано збiжнi iтерацiйнi схеми для
знаходження наближень до розв’язкiв нелiнiйної автономної та неав-
тономної крайової задачi для системи звичайних диференцiальних
рiвнянь, не розв’язаної вiдносно похiдної. Як приклад застосування
побудованої iтерацiйної схеми, знайденi наближення до розв’язкiв
перiодичної задачi для рiвняння типу Релея, перiодичної крайової
задачi для автономного рiвняння Льєнара, рiвняння типу Дюффiнга
та Лотки–Вольтерри.
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Роздiл 4

Напiвлiнiйнi елiптичнi
диференцiальнi рiвняння в

частинних похiдних на площинi

4.1. Квазiконформнi вiдображення та напiвлiнiйнi
елiптичнi диференцiальнi рiвняння на площинi

Добре вiдомо, що кожну додатньо визначену квадратичну форму

ds2 = a(x, y)dx2 + 2b(x, y)dxdy + c(x, y)dy2,

визначену в плоскiй областi Ω, за допомогою вiдповiдного квазiконформ-
ного перетворення змiнних, можна привести до канонiчної формi

ds2 = Λ(du2 + dv2), Λ 6= 0 м.в. в Ω, (4.1)

за умови, що ac−b2 ≥ 40 > 0, a > 0, м.в. в Ω [26, с. 10–12]. Цей ключовий
результат може бути поширений на будь-який лiнiйний дивергентний
оператор вигляду div [A(z)∇u(z)], z = x + iy, для матричної функцiї
A ∈ M 2×2(Ω). А саме, дана така матрична функцiя A i квазiконформне
вiдображення ω : Ω→ G, ω ∈ W 1,2

loc (Ω) узгоджене з A, що якщо функцiя
T i елементи A достатньо гладкi, то [83, 91]

div [A(z)∇(T (ω(z)))] = Jω(z)4T (ω(z)), z ∈ Ω. (4.2)

Тут, Jω(z) є позначенням для якобiана вiдображення ω(z), наприклад,
Jω(z) = detDω(z), де Dω(z) є якобiаном матрицi вiдображення ω в точцi
z ∈ Ω. Використання стандартної процедури, а саме вимога регулярностi
в рiвностi (4.2), може бути iстотно послаблена. Рiвнiсть (4.3), яка пред-
ставлена нижче, буде застосовуватися до вивчення слабких розв’язкiв
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деяких напiвлiнiйних рiвнянь в частинних похiдних, що можна розгля-
дати як слабкий аналог рiвностi (4.2).

Пропозицiя 4.1.1. Нехай Ω є областю в C, A ∈ M 2×2(Ω), i нехай
ω : Ω → G є квазiконформним вiдображенням, узгодженим з A. Тодi
рiвнiсть∫

Ω

〈A(z)∇(T (ω(z))), ∇ϕ(z)〉 dmz =

∫
Ω

〈D−1
ω (z)∇T (ω(z)), ∇ϕ(z)〉Jω(z) dmz

(4.3)
виконується для довiльного T ∈ W 1,2

loc (G) i для довiльної ϕ ∈ W 1,2
0 (Ω).

Доведення. За умови, що T ∈ W 1,2
loc (G) i ω : Ω → G є квазiконформ-

ним вiдображенням, узгодженим з A(z). Згiдно пропозицiї 1.3.1, можна
побачити, що u : = T ◦ ω ∈ W 1,2

loc (Ω). Осiльки

∇u(z) = Dt
ω(z)∇T (ω(z)),

де Dt
ω(z) – позначає транспоновану матрицю Dω(z), i ω задовольняє рiв-

нянню Бельтрамi (1.38), яке може бути записано в матричнiй формi

A(z)Dt
ω(z) = D−1

ω (z) Jω(z).

Таким чином, ми послiдовно приходимо до необхiдної рiвностi (4.3):∫
Ω

〈A(z)∇(T (ω(z))), ∇ϕ(z)〉 dmz =

∫
Ω

〈A(z)Dt
ω(z)∇T (ω(z)), ∇ϕ(z)〉 dmz

=

∫
Ω

〈D−1
ω (z)∇T (ω(z)), ∇ϕ(z)〉Jω(z) dmz.

Зауваження 4.1.1. Легко побачити, що якщо T i A гладкi, i якщо (4.3)
виконується, тодi (4.2) також виконується. Використовуючи вкзану
вище формулу Грiна у зворотньому напрямку, можна показати, що∫

Ω

{div [A(z)∇(T (ω(z)))]− Jω(z)4T (ω(z))}ϕ(z) dmz = 0, ∀ϕ ∈ C1
0(Ω).

(4.4)
Дiйсно, за формулою Грiна маємо∫

Ω

〈A(z)∇(T (ω(z))), ∇ϕ(z)〉 dmz = −
∫

Ω

div [A(z)∇(T (ω(z)))]ϕ(z) dmz.
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З iншого боку, знову застосувавши формулу Грiна пiсля замiни змiнної
w = ω(z), отримаємо∫

Ω

Jω(z)4T (ω(z))ϕ(z) dmz = −
∫

Ω

〈∇T (ω(z)), [Dt
ω]−1(z)∇ϕ(z)〉Jω(z) dmz.

(4.5)
З лiнiйної алгебри випливає, що

〈∇T (ω(z)), Jω(z)[Dt
ω]−1(z)∇ϕ(z)〉 = 〈Jω(z)D−1

ω (z)∇T (ω(z)), ∇ϕ(z)〉.
(4.6)

Дiйсно, нехай ω(z) = a(z) + ib(z), z = x+ iy. Тодi

Dω =

(
ax ay
bx by

)
, Dt

ω =

(
ax bx
ay by

)
, D−1

ω Jω =

(
by −ay
−bx ax

)
i

[Dt
ω]−1Jω =

(
by −bx
−ay ax

)
.

Позначивши ∇T = (u, v) i ∇ϕ = (ξ, η), отримаємо

〈∇T, Jω[Dt
ω]−1∇ϕ〉 = 〈(u, v), (byξ − bxη,−ayξ + axη)〉 =

= u(byξ − bxη) + v(axη − ayξ),

〈JωD−1
ω ∇T, ∇ϕ〉 = 〈(byu− ayv,−bxu+ axv), (ξ, η)〉 =

= u(byξ − bxη) + v(axη − ayξ),

i приходимо до формули (4.6).

Таким чином, виконується рiвнiсть∫
Ω

Jω(z)4T (ω(z))ϕ(z) dmz = −
∫

Ω

〈D−1
ω (z)∇T (ω(z)), ∇ϕ(z)〉Jω(z) dmz.

Нарештi, оскiльки C1
0(Ω) щiльне в W 1,2

0 (Ω), приходимо до рiвностi
(4.2) майже для всiх точок в Ω. Однак, оскiльки всi функцiї гладкi, рiв-
няння виконується для будь-якої точки.

4.1.1. Теорема факторизацiї та її наслiдки. Нехай Ω є областю
в C, i нехай f : R → R є неперервною функцiєю. У цьому роздiлi ми
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будемо дослiджувати модельне напiвлiнiйне рiвняння

div [A(z)∇u(z)] = f(u(z)), z ∈ Ω, (4.7)

а також його аналог Лапласа:

4T (w) = J(w)f(T (w)), w ∈ G = ω(Ω), (4.8)

де ω : Ω → G є квазiконформним вiдображенням узгодженим з A(z), i
J(w) позначає якобiан оберененого вiдображення ω−1 : G→ Ω.

Пiд слабким розв’язком рiвняння (4.7), ми розумiємо функцiю u ∈
C ∩W 1,2

loc (Ω) таку, що∫
Ω

〈A(z)∇u(z), ∇ϕ(z)〉 dmz +

∫
Ω

f(u(z))ϕ(z) dmz = 0 ∀ϕ ∈ C ∩W 1,2
0 (Ω).

Рiвняння (4.8) мiстить вагову функцiю J(w) ∈ L1
loc(G). Незважаючи

на це, ми можемо визначити поняття слабкого розв’язку рiвняння (4.8)
наступним чином.

Будемо казати, що T є слабким розв’язком рiвняння (4.8), якщо T ∈
C ∩W 1,2

loc (G) i∫
G

〈∇T (w), ∇ψ(w)〉 dmw +

∫
G

J(w)f(T (w))ψ(w) dmw = 0,

∀ψ ∈ C ∩W 1,2
0 (G) . (4.9)

Оскiльки J(w) є якобiаном вiдображення ω−1(w), то легко перевiрити,
виконавши перетворення змiнної за формулою w = ω(z), що другий iн-
теграл в (4.9) добре визначений. Тут ми знову використали той факт,
що композицiя вiдображення u(z) = T (ω(z)) знаходиться в C ∩W 1,2

loc (Ω),
якщо T ∈ C ∩W 1,2

loc (G) i ω є квазiконформним.
Iснування слабких розв’язкiв рiвнянь (4.7) i (4.8) при визначених умо-

вах на праву частину, а також iнформацiю про основнi властивостi роз-
в’язкiв можна знайти [110, 112].

Наступна теорема факторизацiї є основним результатом цього пiд-
роздiлу.

Теорема 4.1.1 (Теорема факторизацiї). Нехай Ω є областю в C, A ∈
M 2×2(Ω), i нехай f : R → R є неперервною функцiєю. Тодi довiльний
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слабкий розв’язок u напiвлiнiйного рiвняння

div [A(z)∇u(z)] = f(u(z)), z ∈ Ω, (4.10)

може бути представлено у виглядi композицiї

u(z) = T (ω(z)), (4.11)

де ω : Ω→ G є квазiконформним вiдображенням, узгодженим з A, i T
є слабким розв’язком рiвняння Пуассона

4T (w) = J(w) f(T (w)), w ∈ G. (4.12)

Тут, J(w) є якобiаном оберненого вiдображення ω−1(w).

Доведення. Нехай u слабкий розв’язок напiвлiнiйного рiвняння (4.10) i
T = u ◦ ω−1. тодi, згiдно пропозицiї 1.3.1, T ∈ C ∩W 1,2

loc (G), i ми маємо∫
Ω

〈A(z)∇(T (ω(z))), ∇ϕ(z)〉 dmz +

∫
Ω

f(T (ω(z)))ϕ(z) dmz = 0 (4.13)

для всiх ϕ ∈ C ∩W 1,2
0 (Ω). Далi, згiдно пропозицiї 4.1.1,∫

Ω

〈A(z)∇(T (ω(z))), ∇ϕ(z)〉 dmz =

∫
Ω

〈D−1
ω (z)∇T (ω(z)), ∇ϕ(z)〉Jω(z) dmz,

(4.14)
i, отже,∫

Ω

〈Jω(z)D−1
ω (z)∇T (ω(z)), ∇ϕ(z)〉 dmz +

∫
Ω

f(T (ω(z)))ϕ(z) dmz = 0

(4.15)
для всiх ϕ ∈ C ∩W 1,2

0 (Ω).
Для довiльної функцiї ψ(w) ∈ C ∩ W 1,2

0 (G), ми можемо встановити
ϕ(z) = ψ(ω(z)) в (4.13) i (4.14), оскiльки ϕ ∈ C ∩W 1,2

0 (Ω), тодi згiдно
пропозицiї 1.3.1, виконавши замiну змiнної в (4.15), тодi згiдно формули
z = ω−1(w), отримуємо∫

G

〈Jω(ω−1(w))D−1
ω (ω−1(w))∇T (w), Dt

ω(ω−1(w))∇ψ(w)〉J(w) dmw+

+

∫
G

J(w)f(T (w))ψ(w) dmw = 0.
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Спираючись на елементарнi алгебраїчнi мiркування маємо

〈Jω(ω−1(w))D−1
ω (ω−1(w))∇T (w), Dt

ω(ω−1(w))∇ψ(w)〉 =

= Jω(ω−1(w))〈∇T (w), ∇ψ(w)〉,

i
Jω(ω−1(w)) = 1/J(w).

Отже, тотожнiсть∫
G

〈∇T (w), ∇ψ(w)〉 dmw +

∫
G

J(w)f(T (w))ψ(w) dmw = 0 (4.16)

виконується для всiх ψ ∈ C ∩W 1,2
0 (G). Таким чином, T є слабким роз-

в’язком рiвняння (4.12).

Зауваження 4.1.2. Оскiльки наведенi вище твердження оберненi, мож-
на побачити, що якщо T є слабким розв’язком рiвняння (4.12), то
функцiя u(z) = T (ω(z)) є слабким розв’язком напiвлiнiйного рiвняння
(4.10).

Припускаючи, що функцiя f невiд’ємна, ми приходимо до наступного
твердження.

Наслiдок 4.1.1. Нехай Ω є областю в C, A ∈M 2×2(Ω), i нехай f : R→
R неперервна функцiя. Якщо f(u) ≥ 0, тодi кожний слабкий розв’язок
u напiвлiнiйного рiвняння

div [A(z)∇u(z)] = f(u(z)), z ∈ Ω,

може бути представлено у виглядi композицiї

u(z) = T (ω(z)),

де ω : Ω → G є квазiконформне вiдображення узгоджене з A, i T суб-
гармонiчна функцiя, яка є слабким розв’язком рiвняння

4T = J(w)f(T (w)) в G.

Тут, J(w) є якобiаном оберненого вiдображення ω−1(w).

Серед квазiконформних вiдображень ω : Ω → G, iснує рiзноманiт-
нiсть вiдображень, якi називаються такими, що зберiгають об’єм i для
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яких Jω(z) ≡ 1, z ∈ Ω. Бiльшiсть прикладiв таких вiдображень будуть
данi в наступному роздiлi, отже запропонованi далi твердження можуть
викликати незалежний iнтерес.

Наслiдок 4.1.2. Нехай A ∈ M 2×2(Ω) матрична функцiя, що пород-
жує квазiконформне вiдображення, яке зберiгає об’єм ω : Ω → G. Тодi
кожний слабкий розв’язок u напiвлiнiйного рiвняння

div [A(z)∇u(z)] = f(u(z)), z ∈ Ω,

може бути представлено у виглядi композицiї

u(z) = T (ω(z)),

де T є слабким розв’язком рiвняння

4T = f(T (w)), м.в. в G.

Зауваження 4.1.3. Згiдно з теоремою Рiмана про вимiрнi вiдображен-
ня [3, Теоремa V.B.3] i [115, Теоремa V.1.3], якщо µ(z), z ∈ Ω – узгод-
жене з матричною функцiєю A ∈ M 2×2(Ω), то iснує квазiконформне
вiдображення ω : Ω→ G з комплексною дiлатацiєю µ заданної за фор-
мулою (1.39). Тут, якщо Ω кiнечнозв’язна, тодi G є або канонiчною
круговою областю, або комплексною площиною [78, Теоремa V.6.2]. Це
дозволяє нам вибрати одну iз вказаних ранiше канонiчних областей, як
G в теоремi факторизациї 4.1.1. Якщо Ω однозв’язна з невиродженою
границею, тодi можнf стверджувати, що G = D.

4.1.2. Розв’язки, що вибухають ("blow-up") на границi напiв-
лiнiйних елiптичних рiвнянь. Пропонуємо декiлька прикладiв за-
стосування теореми 4.1.1 до вивчення розв’язкiв, що вибухають ("blow-
up") на границi деяких класичних моделей напiвлiнiйних елiптичних рiв-
нянь.

Нехай Ω є областю в C, i нехай ∂Ω позначає її границю. В цьому
роздiлi ми будемо дослiджувати задачу

div [A(z)∇u(z)] = f(u(z)), (4.17)

u(z)→∞ при d(z) := dist (z, ∂Ω)→ 0, (4.18)
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а також її аналог Лапласа:

4u(z) = f(u(z)), (4.19)

u(z)→∞ при d(z) := dist (z, ∂Ω)→ 0. (4.20)

Розв’язки цих задач називаються розв’язками, що вибухають на границi
або великими розв’язками.

Iснування великого розв’язку (4.19) пов’язане з iснуванням макси-
мального розв’язку ũ для (4.19) в Ω, який, в свою чергу, залежить вiд так
званої умови Келлера–Осермана [107, 127]. Наприклад, проста верхня
оцiнка була отримана для будь-якого розв’язку з будь-яким числом змiн-
них напiвлiнiйного рiвняння (4.19) в [107]. Оцiнка залежить вiд функцiї
f, яка повинна бути додатньою i задовольняти вiдомiй умовi Келлера–
Осермана. Висновок про те, що функцiя f ∈ C(R+) задовольняє умовi
Келлера–Осермана, можна зробити, якщо iснує додатня неспадна функ-
цiя h така, що

f(t) ≥ h(t),∀t ∈ R+ and
∫ ∞
t0

{∫ t

0

h(s)ds

}−1/2

dt <∞ для всiх t0 > 0.

(4.21)
Добре вiдомо, що якщо f неспадна i задовольняє умовi Келлера–Осермана,
то iснує великий розв’язок в будь-якiй обмеженiй гладкiй областi. Iсну-
вання єдиного розв’язку в гладких областях було визначено при деяких
додаткових умовах на f [8]. Легко перевiрити, що функцiї f(t) = et i
f(t) = tp, p > 1, задовольняють (4.21).

Наприклад розглянемо, напiвлiнiйне рiвняння Лiувiлля–Бiбербаха

4u = eu, (4.22)

яке, наскiльки нам вiдомо, вперше почав дослiджувати Л. Бiбербах у
своїй новаторськiй роботi [14], що пов’язана з вивченням автоморфних
функцiй на площинi. Ця робота послужила початком для численних до-
слiджень в областi напiвлiнiйних диференцiальних рiвнянь в Rn, n ≥ 1,
i рiвняння (4.22) продовжує вiдiгравати роль одного з фундаментальних
модельних рiвнянь теорiї. Варто вiдзначити, що в однозв’язних плоских
областях Ω, великi розв’язки рiвняння (4.22) можна представити явно за
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допомогою конформного вiдображення ω : Ω→ D := {z ∈ C : |z| < 1} :

u(z) = log
8|ω′(z)|2

(1− |ω(z)|2)2
. (4.23)

Вiдзначимо, що для довiльної аналiтичної функцiї ω(z) в Ω, формула
(4.23) визначає розв’язок, взагалi кажучи, з особливостями, рiвняння
(4.22).

Для модельного випадку рiвняння

∆u = eau, a > 0, (4.24)

має мiсце наступний результат [118, Теорема 5.3.7].

Теорема 4.1.2. Нехай Ω є обмеженою областю в C такою, що Ω =
Int Ω. Тодi iснує один i тiльки один розв’язок (4.24).

Хочемо звернути увагу, що рiвняння з’являється також в якостi мо-
дельного в задачах диференцiальної геометрiї вiдносно iснування повер-
хонь з вiд’ємною гаусовой кривизною [153], а також при вивченнi рiвно-
ваги зарядженого газу.

У загальному випадку для |µ(z)| ≤ k < 1, розв’язок рiвняння Бель-
трамi можна записати у виглядi нескiнченних рядiв сингулярних iнте-
гральних перетворень типу Гiльберта–Кошi для комплексної дилатацiї
[26, с. 33]. Тут ми даємо явнi розв’язки рiвняння Бельтрамi в тих випад-
ках, коли комплексна дилатацiя є вимiрної функцiєю, яка залежить вiд
єдиної дiйсної змiнної x = Re z, y = Im z, arg z або |z| [26, §5.10], [96]. Ми
використовуємо вiдповiднi явнi формули для запису ряду явних розв’яз-
кiв для аналога (4.17) рiвняння Лiувiлля–Бiбербаха в одиничному колi i
верхнiй пiвплощинi. Почнемо з наступного твердження [26, с. 82].

Пропозицiя 4.1.2. Нехай комплексна дилатацiя µ(z) має вигляд

µ(z) = k(|z|)z
z̄
, (4.25)

де k(τ) : R→ C вимiрна функцiя, ‖k‖∞ < 1. Тодi формула

ω(z) =
z

|z|
exp

−
1∫
|z|

1 + k(τ)

1− k(τ)

dτ

τ

 (4.26)
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представляє єдине квазiконформне вiдображення одиничного круга на
себе за допомогою комплексної дилатацiї µ i нормалiзацiї ω(0) = 0 i
ω(1) = 1.

Аналiзуючи формулу (4.26), ми приходимо до наступного твердження.

Наслiдок 4.1.3. Нехай D є одиничним кругом в комплекснiй площинi C
з центром на початку координат, i матрична функцiя A(z) породжена
коефiцiєнтом Бельтрамi

µ(z) = k(|z|)z
z̄

(4.27)

у вiдповiдностi з формулою (1.41), де

k(t) = ν2(t)± i ν(t)
√

1− ν2(t) (4.28)

i ν(t), 0 ≤ t < 1, визначено для довiльної вимiрної дiйсної функцiї такої,
що |ν(t)| ≤ q < 1. Тодi iснує одна i тiльки одна границя вибухового
розв’язку напiвлiнiйного рiвняння

div [A(z)∇u] = eu, z ∈ D, (4.29)

яка записується явно за формулою Лiувiлля–Бiбербаха

u(z) = log
8

(1− |z|2)2
. (4.30)

Доведення. Нехай A(z) є матричною функцiєю, породженою комплекс-
ним коефiцiєнтом Бельтрамi (4.27), який задовольняє (4.28). За допомо-
гою Теореми Рiмана про вимiрнi вiдображення [3] i [115, Теоремa V.1.3],
iснує єдиний нормований квазiконформний гомеоморфiзм ω одиничного
круга D з коефiцiєнтом Бельтрамi µ(z) = k(|z|)z/z̄, i цей гомеоморфiзм,
згiдно пропозицiї 4.1.2, може бути записаний явно, у виглядi

ω(z) =
z

|z|
exp

{
−
∫ 1

|z|

1 + k(t)

1− k(t)

dt

t

}
. (4.31)

Зрозумiло, що
ωz̄
ω

=
k

1− k
1

z̄
,
ωz
ω

=
1

1− k
1

z
.
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Тому для якобiана Jω(z) = |ωz|2 − |ωz̄|2, маємо

Jω(z) =
1− |k|2

|1− k|2
|ω|2

|z|2
. (4.32)

Зокрема, для того щоб застосувати наслiдок 4.1.2, необхiдно перекона-
тися, що Jω(z) ≡ 1 и |ω(z)| = |z| для z ∈ D. Дiйсно, вiдмiчаючи, що
Re k = |k|2 i пiдставляючи k(t), що задана формулою (4.28) в (4.31),
бачимо, що |ω(z)| = |z|, z ∈ D. Це означає, що Jω(z) ≡ 1.

Використовуючи наслiдок 4.1.2, ми бачимо, що u(z) = T (ω(z)), i T
задовольняє рiвнянню Лiувiлля–Бiбербаха

4T = eT в D. (4.33)

Вищезгаданий результат Л. Бiбербаха, а також [118, Теоремa 5.3.7], дає
можливiсть побачити, що унiкальний крайовий вибуховий розв’язок рiв-
няння (4.33) в одиничному крузi D представляється формулою в явному
виглядi

T (w) = log
8

(1− |w|2)2
.

оскiльки |ω(z)| = |z| для z ∈ D, то необхiдний розв’язок рiвняння (4.29)
також має явне представлення

u(z) = log
8

(1− |z|2)2
. (4.34)

Таким чином, iснує нескiнченна множина матричних функцiй A(z)
таких, що вiдповiднi анiзотропнi напiвлiнiйнi рiвняння вигляду (4.29) ма-
ють розв’язок, заданий явно формулою (4.30).

Наведемо нетривiальний приклад на основi вiдомого логарифмiчного
спiралеподiбного квазiконформного вiдображення

ω(z) = ze2i log |z|,

яке вiдiграє важливу роль у вивченнi рiзних задач сучасного аналiзу [26,
§13.2], [81, 82]. Функцiя ω вiдображає одиничний круг D на себе i перетво-
рює радiальнi лiнiї в спiралi нескiнченно обмотанi навколо джерела, що
є простим збереженням об’єму. Вiдображення ω задовольняє рiвнянню
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Бельтрамi з

µ(z) =
ωz̄
ωz

=
1

2
(1 + i)

z

z̄

i якобiаном Jω(z) = |ωz(z)|2 − |ωz̄(z)| ≡ 1. Ми бачимо, що µ вiдповiдає
(4.28) з ν(t) ≡ 1/

√
2. Оскiльки

Reµ(z) =
x2 − y2 − 2xy

2(x2 + y2)
, Imµ(z) =

x2 − y2 + 2xy

2(x2 + y2)
, z = x+ iy,

зрозумiло, що µ породжує, по формулi (1.41), матричну функцiюAsp(x, y)
з наступними вимiрними коефицiєнтами:

a11 = α =
|1− µ|2

1− |µ|2
= 3− 2

x2 − y2 − 2xy

(x2 + y2)
,

a22 = δ =
|1 + µ|2

1− |µ|2
= 3 + 2

x2 − y2 − 2xy

(x2 + y2)
,

a12 = a21 = β =
−2Imµ

1− |µ|2
= −2

x2 − y2 + 2xy

(x2 + y2)
.

Вiдповiдно до наслiдку 4.1.3 напiвлiнiйне рiвняння

div [Asp(x, y)∇u] = eu, z ∈ D, (4.35)

повинном мати функцiю

u(x, y) = −2 log(1− x2 − y2) + log 8

в якостi вибухового розв’язку в крузi D. Перевiримо цей висновок за
допомогою прямого обчислення.

Отримуємо, що

ux =
4x

1− x2 − y2
, uy =

4y

1− x2 − y2

i тому

αux + βuy = 4
x+ 2y

1− x2 − y2
, βux + δuy = 4

y − 2x

1− x2 − y2
.

Тодi

div (Asp(x, y)∇u) = 4(αux + βuy)
′

x + 4(βux + δuy)
′

y =
8

(1− x2 − y2)2
= eu.



287

Таким чином, ми успiшно завершили перевiрку.
Вiдзначимо також, що матрична функцiя Asp в полярних координатах

z = reiϕ має вигляд

A =

(
3− 2

√
2 cos(2ϕ+ π/4) −2

√
2 sin(2ϕ+ π/4)

−2
√

2 sin(2ϕ+ π/4) 3 + 2
√

2 cos(2ϕ+ π/4)

)
. (4.36)

Наслiдок 4.1.4. Нехає Ω є кiльцем r < |z| < 1 в комплекснiй площинi
C, i нехай матрична функцiя A(z), породжена коефiцiєнтом Бельтра-
мi

µ(z) = k(|z|)z
z̄

(4.37)

у вiдповiдностi з формулою (1.41), де

k(t) = ν2(t)± i ν(t)
√

1− ν2(t), (4.38)

i ν(t), 0 ≤ t < 1 позначає довiльну вимiрну функцiю. Якщо |ν(t)| ≤
q < 1, тобто iснує один i тiльки один розв’язок, що вибухає на границi
класичного модельного напiвлiнiйного рiвняння

div [A(z)∇u] = eu, в кiльцi r < |z| < 1, (4.39)

який представляеться явно за формулою

u(z) = log
2π2

|z|2(log2 r) · sin2( π
log r log |z|)

. (4.40)

Доведення. Розмiрковуючи так само, як в доведеннi наслiдку 4.1.3, ми
можемо побачити, що u(z) = T (ω(z)), r < |z| < 1, де квазiконформний
самогомеоморфiзм ω(z) кiльця вiдомий iз (4.31), [звернiть увагу, що за
умови (4.38), |ω(z)| = |z|], i T є єдиним розв’язком, що вибухає на границi
напiвлiнiйного рiвняння

4T = eT (4.41)

в кiльцi r < |w| < 1. Згiдно з результатами Бiбербаха, єдиний розв’язок
рiвняння (4.41), що вибухає на границi визначається за формулою

T (ω) = log
8|F ′(ω)|2

(1− |F (ω)|2)2

де F (ω) позначає конформне вiдображення кiльця r < |ω| < 1 на оди-
ничний круг. Залишилося знайти вiдповiдне конформне вiдображення F.
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Ми бачимо, що:
1) w = logω вiдображає кiльце на смугу log r < Rew < 0;
2) ζ = −ie

π
log r iw вiдображає смугу на праву напiвплощину;

3) t = (ζ − 1)/(ζ + 1) вiдображає праву напiвплощину на одиничний
круг. Об’єднавши наведенi вище вiдображення, ми отримаємо необхiдну
формулу

F (ω) =
ie

π
log r i logω + 1

ie
π

log r i logω − 1
.

Далi, якщо ми встановимо τ(ω) = ie
π

log r i logω, тодi отримаємо

(1− |F (ω)|2)2 =
16Re2 τ(ω)

|τ − 1|4
,

де

Re τ(ω) = −|τ | sin
(

π

log r
log |ω|

)
.

З iншого боку,

|F ′(ω)|2 =
4

|τ − 1|4
|τ ′(ω)|2 =

4

|τ − 1|4
|τ |2 π2

log2 r

1

|ω|2
.

Таким чином,

T (ω) = log
2π2

|ω|2(log2 r) · sin2( π
log r log |ω|)

. (4.42)

Оскiльки |ω(z)| = |z|, доведення наслiдку 4.1.4 завершено.

Використовуючи границю в (4.40) при r → 0, отримуємо наступний
результат, який може представляти самостiйний iнтерес.

Наслiдок 4.1.5. Напiвлiнiйне рiвняння

div [A(z)∇u] = eu

для кожної матричної функцiї A з Наслiдку 4.1.4, а також рiвняня
Лiувiлля–Бiбербаха

4u = eu,

допускає iснування наступного розв’язку, що вибухає на границi, в про-
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колотому одиничному крузi 0 < |z| < 1, вигляду

u(z) = log
2

|z|2 log2 |z|
. (4.43)

Зауваження 4.1.4. Наведений вище пiдхiд до побудови розв’язкiв, що
вибухають на границi рiвняння Лiувiлля–Бiбербаха в одиничному крузi
D з особливiстю на початку координат, може бути поширений на ви-
падок скiнченного числа особливих точок zk, |zk| < 1, k = 1, 2, ..., n.
Дiйсно, нехай r > 0 таке, що всi круги dk = {z : |z − zk| ≤ r} на-
лежать D i не перетинаються один з iншим. Позначимо через Fr(z),
конформне вiдображення кругової багатозв’язої областi D \ ∪nk=1dk на
одиничний круг D [78, Теоремa VI.1]. Тодi необхiдний розв’язок з покла-
деною описаною в точках zk задається формулою

u(z) = lim
r→0

log
8|F ′r(z)|2

(1− |Fr(z)|2)2
. (4.44)

Для того, щоб навести бiльше прикладiв застосування теореми фак-
торизацiї 4.1.1 та її наслiдкiв, нагадаємо наступне твердження, яке
дає нам явнi розв’язки рiвняння Бельтрамi для випадку, коли комплекс-
на дилатацiя µ є вимiрною функцiєю, яка залежить вiд однiєї дiйсної
змiнної x = Re z або y = Im z [26, С. 78], [96].

Пропозицiя 4.1.3. Нехай µ : C→ D є довiльною вимiрною функцiєю з
‖µ‖∞ ≤ q < 1, яка залежить тiльки вiд x = Re z i нехай

ϕ(x) =

x∫
0

1 + µ(t)

1− µ(t)
dt . (4.45)

Тодi формула
ω(z) = ϕ(x) + iy (4.46)

представляє собою єдине квазiконформне вiдображення C на себе с
комплексною дилатацiєю µ i нормалiзацiєю:

ω(0) = 0, ω(i) = i, ω(∞) =∞ . (4.47)

Дiйсно, формули (4.45) и (4.46) приводять до нерiвностi

K−1|x1 − x2| ≤ |ω(z1)− ω(z2)| ≤ K|z1 − z2| . (4.48)
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Таким чином, ω є лiпшiцевим гомеоморфiзмом площини i, отже, ACL.
Нормалiзацiя (4.47) очевидна. Бiльш того,

ωx = ϕ′(x) =
1 + µ(x)

1− µ(x)
, ωy = i . (4.49)

Отже,

ωz̄ =
1

2
(ωx + iωy) =

µ(x)

1− µ(x)
, ωz =

1

2
(ωx − iωy) =

1

1− µ(x)
, (4.50)

i, значить, ω задовольняє рiвнянню Бельтрамi

ωz̄ = µ(x)ωz . (4.51)

тут якобiан ω

Jω(z) =
1− |µ(x)|2

|1− µ(x)|2
≥ K−1 > 0 (4.52)

додатнiй, тобто, ω таке, що зберiгає орiєнтацiю. Отже пропозицiю 4.1.3
доведено.

Зауваження 4.1.5. Iз рiвностей

u = Reω(z) = Reϕ(x) , v = Imω(z) = y + Imϕ(x) ,

ми робимо висновок, що ω вiдображає вертикальнi лiнiї на вертикальнi
без стискання або спотворення, i уявна вiсь тотожньо вiдображаєть-
ся на себе, оскiльки ϕ(0) = 0. Легко показати, що цi геометричнi вла-
стивостi характеризують клас квазiконформних вiдображень, про якi
йде мова, оскiльки

µ(z) =
ϕ′(x)− 1

ϕ′(x) + 1
(4.53)

залежить тiльки вiд x.

Наслiдок 4.1.6. Припустимо, що комплексна дилатацiя ν(z) квазiкон-
формного вiдображення g(z) розширеної комплексної площинi, яка зберi-
гає точки 0, 1,∞, залежить тiльки вiд y = Im z. Тодi

g(z) = x+ iψ(y) , (4.54)
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де

ψ(y) =

y∫
0

1− ν(it)

1 + ν(it)
dt . (4.55)

Дiйсно, нехай
ω = A ◦ g ◦ A−1 , (4.56)

де
A(ζ) = ei

π
2 ζ = iζ (4.57)

поворот проти годинникової стрiлки на кут π/2. Тодi ω(0) = 0, ω(i) = i,
при ω(∞) =∞, i комплексна дилатацiя ω,

µ(z) = −ν(−iz) , (4.58)

залежить тiльки вiд x = Re z. Таким чином, iз (4.45), (4.46), i (4.56), ми
отримуємо (4.54) i (4.55).

Повернемося до вивчення вибухових розв’язкiв для рiвняння типу
Лiувiлля–Бiбербаха, визначеного в правiй пiвплощинi.

Наслiдок 4.1.7. Нехай H+ права напiвплощина {z : Re z > 0} в ком-
плекснiй площинi C, i нехай матрична функцiя A(z), що порождена
формулою (1.41), з коефiцiєнтом Бельтрамi

µ(x) = ν2(x)± i ν(x)
√

1− ν2(x), (4.59)

де ν(x), x ∈ R – позначає довiльну вимiрну дiйсну функцiю таку, що
|ν(x)| ≤ q < 1. Тодi iснують розв’язки, що вибухають на границi на-
пiвлiнiйного рiвняння

div [A(z)∇u] = eu, z ∈ H+, (4.60)

i якi можуть бути записанi явно у виглядi

u(z) = log
2

x2
, z = x+ iy, (4.61)

u(z) = log 8λ2 − 2λx− 2 log(1− e−2λx), λ > 0. (4.62)

Доведення. Тут тiльки доведемо, що функцiя u(z), що задана форму-
лою (4.61), дозволяє розв’язати рiвняння (4.60). Нехай A(z) є матрич-
ною функцiєю, породженою комплексним коефiцiєнтом Бельтрамi µ, що
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задовольняє (4.59). Оскiльки µ залежить тiльки вiд x, формули (4.45)
i (4.46) представляють собою унiкальне квазiконформне вiдображення
w = ω(z) правої напiвплощини H+ на себе з комплексною дилатацiєю µ
нормованою по ω(0) = 0, ω(i) = i, ω(∞) =∞.

Для того, щоб застосувати наслiдок 4.1.2, перш за все ми повиннi пе-
реконатися, що Jω(z) ≡ 1. Дiйсно, в нашому випадку, Reµ = |µ|2, i фор-
мула (4.52) має на увазi, що Jω(z) ≡ 1. Крiм того, Reω(z) = Reϕ(x) = x.
Тодi згiдно наслiдку 4.1.2, слабкий розв’язок u напiвлiнiйного рiвняння

div [A(z)∇u(z)] = eu, z ∈ H+, (4.63)

може бути представлений у виглядi композицiї

u(z) = T (ω(z)), (4.64)

де T є слабким розв’язком рiвняння

4T (w) = eT (w), in H+. (4.65)

Оскiльки функцiя

F (w) =
w − 1

w + 1

є конформним вiдображенням H+ на одиничний круг D, ми бачимо, що
функцiя

T (w) = log
8|F ′(w)|2

(1− |F (w)|2)2
= −2 log Rew + log 2

дає нам вибуховi розв’язки рiвняння (4.65) в H+. Тепер за формулою
(4.64), маємо перший необхiдний розв’язок, який приймає вигляд

u(z) = T (ω) = −2 log Reω(z) + log 2 = −2 log Rex+ log 2.

Щоб отримати другий розв’язок, вiдмiтимо, що функцiя

F (w) = e−λw, λ > 0,

також є конформним вiдображенням H+ на проколотий одиничний круг
D \ {0}. Повторюючи наведенi вище мiркування, з урахуванням, що
Reω(z) = x, ми приходимо до розв’язку (4.62)

u(z) = T (ω) = log
8λ2|e−λω(z)|2

(1− |e−λω(z)|2)2
= log 8λ2 − 2λx− 2 log(1− e−2λx).
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В якостi прикладу можемо взяти матричну функцiю A з сталими
елементами a11 = 1, a12 = −2, a22 = 5. Тодi µ(z) = (1 + i)/2, i
ω(z) = x+ i(y + 2x). Легко перевiрити простим обчисленням, що функ-
цiї (4.61) i (4.62) є розв’язками рiвняння (4.60). У загальному випадку,
якщо допустимi матрицi в наслiдку 4.1.5 мають вихiднi данi: a11 = 1,
a12 = ±2ν(x)/

√
1− ν2(x), a22 = (1 + 3ν2(x))/(1 − ν2(x)), розглянутий

вище окремий випадок вiдповiдає функцiї ν(x) = 1/
√

2.

Аналогiчнi результати можна отримати для верхньої пiвплощини на
пiдставi наслiдку 4.1.6.

4.1.3. Задача з вiльною границею. Дуже важливе значення має
ефект «мертвої зони» для розв’язання деяких рiвнянь в частинних по-
хiдних [64], коли розв’язок вiдповiдного диференцiального рiвняння пе-
ретворюється на нуль в деякiй непорожнiй вiдкритiй власнiй пiдмножинi
областi його визначення. Наприклад, добре вiдомо, що розв’язок напiв-
лiнiйного рiвняння

4u = uq

може мати «мертву зону» тiльки тодi, коли 0 < q < 1 [64, с. 15].
Ми обмежимося лише одним результатом в цьому вiдношеннi, який є

простим наслiдком пропозицiї 4.1.3 i наслiдку 4.1.2.

Теорема 4.1.3. Нехай C є комплексною площиною, i нехай матрична
функцiя A(z), z = x+ iy, що порождена коефицiєнтом Бельтрамi

µ(x) = ν2(x)± i ν(x)
√

1− ν2(x), (4.66)

тобто,

A(z) =

 1 ∓ 2ν(x)√
1−ν2(x)

∓ 2ν(x)√
1−ν2(x)

1+3ν2(x)
1−ν2(x)

 , (4.67)

де ν(x), x ∈ R – позначає довiльну вимiрну дiйсну функцiю таку, що
|ν(x)| ≤ k < 1. Тодi напiвлiнiйне рiвняння

div [A(z)∇u] = uq, 0 < q < 1, z ∈ C, (4.68)
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має наступний розв’язок з «мертвою зоною» в комплекснiй площинi:

u(x, y) =

 γ

(
y ±

x∫
0

2ν(t)√
1−ν2(t)

dt

) 2
1−q

, if y > ϕ±(x), x ∈ R,

0, if x ≤ ϕ±(x).

(4.69)

Тут,

γ =

(
(1− q)2

2(1 + q)

) 1
1−q

,

i

y = ϕ±(x) = ±
x∫

0

2ν(t)dt√
1− ν2(t)

, ∞ < x < +∞,

позначає вiдповiдну параметризацiю свободної границi.

Доведення. Нехай A(z) є матричною функцiєю, що породжена комплекс-
ним коефiцiєнтом Бельтрамi µ, i який задовольняє (4.66). Оскiльки µ

залежить тiльки вiд x, тодi формули (4.45) i (4.46) представляют собою
одне квазiконформне вiдображення

ω(z) = x+ i

y ± x∫
0

2ν(t)√
1− ν2(t)

dt

 (4.70)

комплексної площини C на себе, з комплексною дилатацiєю µ, нормова-
ною наступним чином ω(0) = 0, ω(i) = i, ω(∞) =∞.

Оскiльки Jω(z) ≡ 1, можна застосувати наслiдок 4.1.2 для представ-
ления розв’язку рiвняння (4.68) у виглядi

u(z) = T (ω(z)),

де T (w) задовольняє рiвнянню

4T (w) = T q(w), w = ξ + iη.

Отже, ми бачимо, що функцiя

T (w) = γη
2

1−q , якщо η > 0

i T (w) = 0, якщо η ≤ 0 задовольняє наведеним вище рiвнянням. Таким
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чином, ми приходимо до необхiдного розв’язку рiвняння (4.68):

u(x, y) = γ

y ± x∫
0

2ν(t)√
1− ν2(t)

dt

 2
1−q

, якщо y > ϕ±(x), x ∈ R,

i u(z) = 0, якщо x ≤ ϕ±(x), де

γ =

(
(1− q)2

2(1 + q)

) 1
1−q

, ϕ±(x) = ±
x∫

0

2ν(t)dt√
1− ν2(t)

.

Перевiримо цей розв’яок прямим обчисленням. Оскiльки

u(x, y) = γ

y − x∫
0

a12(t)dt

 2
1−q

,

ми можемо побачити, що

ux = −a12γ
2

1− q
(y − ϕ+(x))

1+q
1−q , i uy = γ

2

1− q
(y − ϕ+(x))

1+q
1−q .

Це дає

a11ux + a12uy = −a12γ
2

1− q
(y − ϕ+(x))

1+q
1−q+

+ a12γ
2

1− q
(y − ϕ+(x))

1+q
1−q = 0.

З iншого боку, оскiльки a22 − a2
12 = 1, ми отримаємо

a12ux + a22uy = γ
2

1− q
(y − ϕ+(x))

1+q
1−q .

Таким чином,

div (A(z)∇u) = (a12ux + a22uy)
′
y = γq(y − ϕ+(x))

2q
1−q = uq,

що дає можливiсть закiнчити перевiрку.
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4.2. Задача Дiрiхле для квазiлiнiйного рiвняння Пуас-
сона

Як було показано в попередньому пiдроздiлi, дослiдження розв’язкiв
напiвлiнiнйного дивергентного рiвняння вигляду div [A(z)∇u(z)] = f(u)
зводиться, зокрема, до дослiдження квазiлiнiйного рiвняння Пуассона
4U(ω) = J(ω) · f(U(ω)). В даному пiдроздiлi ми будемо дослiджувати
бiльш загальну задачу, а саме iснування регулярних розв’язкiв задачi
Дiрiхле для квазiлiнiйного рiвняння Пуассона

4U(z) = h(z) · f(U(z)) (4.71)

в одиничному крузi D = {z : |z| < 1} комплексної площини C з непере-
рвними граничними даними, де функцiя h : D → R належить простору
Lp(D) при деяких p > 1, i неперервна функцiя f : R→ R така, що

lim
t→∞

f(t)

t
= 0 , (4.72)

без припущень про знак i нулi правої частинi в (4.71). Проаналiзуємо,
наскiльки ступiнь регулярностi розв’язку залежить вiд ступеня iнтегро-
ваностi множника h.

З одного боку, iнтерес до цiєї теми добре вiдомий як з чисто теоретич-
ної точки зору, через його глибокi зв’язки з лiнiйним i нелiнiйним гар-
монiчним аналiзом, а також численнi застосування рiвнянь цього типу
в рiзних областях фiзики, диференцiальної геометрiї, логiстичних задач
i т.iн. [27, 64, 75, 111, 113, 118]. Зокрема, в монографiї M. Маркуса i Л.
Верона [118] можна знайти вичерпний аналiз задачi Дiрiхле для рiвняння

4U(z) = f(z, U(z)) (4.73)

в гладкiй (C2) областi D iз Rn, n ≥ 3, з граничними даними в L1. Тут
t → f(·, t) є неперервним вiдображенням iз R в ваговий простiр Лебега
L1(D, ρ), де ρ(z) = dist (z, ∂D) i z → f(z, ·) є неспадною функцiєю для
довiльного z ∈ D, f(z, 0) ≡ 0, i такою, що

lim
t→∞

f(z, t)

t
= ∞ (4.74)

рiвномiрний по параметру z в компактних пiдмножинах D.
З iншої сторони, рiвняння (4.71) природно виникають при вивченнi
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деяких напiвлiнiйних рiвнянь в дивергентнiй формi. Дiйсно, в [86] вста-
новлений факт, що в довiльних однозв’язних областях D ⊂ C, розв’язки
напiвлiнiйних рiвнянь

div [A(z)∇u(z) ] = f(u(z)), z ∈ D (4.75)

з вiдповiдними матричними функцiямиA(z) можна представити у виглядi
композицiї u = U ◦ ω, де ω є квазiконформним вiдображенням D на
D узгодженим з A i u розв’язок рiвняння (4.71) з h = J. Тут J по-
значає якобiан оберненого вiдображення ω−1. Отже результати про ре-
гулярнi розв’язки для рiвнянь (4.71) представленi в цьому роздiлi i
всебiчно дослiдженi теорiєю квазiконформних вiдображень на площинi
[3, 26, 98, 115, 119], є гарною основою для подальшого вивчення рiвнян-
ня (4.75). Останнє вiдкриває можливiсть використання нового пiдходу
до вивчення низки напiвлiнiйних рiвнянь математичної фiзики в анiзо-
тропних i неоднорiдних середовищах.

4.2.1. Потенцiали та рiвняння Пуассона. Нехай D є одиничним
кругом в комплекснiй площинi C. Для z i w ∈ D з z 6= w, встановлено

G(z, w) := log

∣∣∣∣1− zw̄z − w

∣∣∣∣ i P (z, eit) :=
1− |z|2

|1− ze−it|2
, (4.76)

де G(z, w) – функцiя Грiна i P (z, eit) – ядро Пуассона в D. Якщо ϕ ∈
C(∂D) i g ∈ C(D), тодi розв’язок рiвняння Пуассона

4f(z) = g(z), (4.77)

що задовольняє граничну умову f |∂D = ϕ, вiдомо за формулою

f(z) = Pϕ(z)− Gg(z) (4.78)

де[102, c.118-120],

Pϕ(z) =
1

2π

2π∫
0

P (z, eit)ϕ(e−it) dt , Gg(z) =

∫
D

G(z, w) g(w) dm(w) .

(4.79)
Тут 4 = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 є оператором Лапласа i dm(w) вiдповiдає мiрi Лебега
в C.

У цьому пiдроздiлi ми пропонуємо представлення розв’язкiв рiвнян-
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ня Пуассона у виглядi потенцiалу Ньютона, бiльш зручного для нашого
дослiдження, i на цiй основi доведемо iснування, представлення i твер-
дження про регулярнiсть розв’язкiв задачi Дiрiхле для рiвняння Пуас-
сона при вiдповiдних умовах iнтегрованостi джерела g.

Згiдно Визначення 3.1.1 в [132], задана скiнчена борелевська мiра ν
на C з компактним носiєм, її потенцiал є функцiєю pν : C → [−∞,∞),
визначеною за формулою

pν(z) =

∫
C

ln |z − w| dν(w) . (4.80)

Зауваження 4.2.1. Функцiя pν є субгармоннiчною [132, Теоремa 3.1.2]
i, отже, вона локально iнтегравна в C [132, Теоремa 2.5.1]. Бiльш того,
pν є гармонiчним зовнi носiя ν.

Це визначення можна поширити на кiнцевi заряди ν з компактним
носiєм, тобто дiйснi сигма-адитивнi функцiї на борелевських множинах
в C, оскiльки ν = ν+ − ν−, де ν+ и ν− борелевськi мiри згiдно вiдомого
розкладу Джордана [114, Теоремa 0.1].

Одним iз ключових фактiв в цього пiдроздiлу є наступне твердження,
яке випливає з теореми в [132].

Пропозицiя 4.2.1. Нехай ν є скiнченним зарядом з компактним носiєм
в C. Тодi

4pν = 2π · ν (4.81)

в сенсi розподiлу, тобто∫
C

pν(z)4ψ(z) dm(z) = 2π

∫
C

ψ(z) d ν(z) ∀ ψ ∈ C∞0 (C) . (4.82)

Як зазвичай, C∞0 (C) позначає клас всiх нескiнченно диференцiйовних
функцiй ψ : C→ R з компактним носiєм в C.

Якщо g : C→ R є iнтегровною функцiєю з компактним носiєм i

ν(B) :=

∫
B

g(z) dm(z) (4.83)

для будь-якої борелевської множиниB iзC, тодi g називається щiльнiстю
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заряду ν i потенцiал Ньютона g є функцiєю

Ng(z) :=
1

2π

∫
C

ln |z − w| g(w) dm(w) . (4.84)

Наслiдок 4.2.1. Якщо g : C→ R є iнтегровною функцiєю з компакт-
ним носiєм, то

4Ng = g (4.85)

в сенсi теорiї розподiлу, тобто,∫
C

Ng(z)4ψ(z) dm(z) =

∫
C

ψ(z) g(z) dm(z) ∀ ψ ∈ C∞0 (C) . (4.86)

Тепер, зсув множини E ⊂ C на комплексний вектор ∆z ∈ C це мно-
жина

E + ∆z := { ξ ∈ C : ξ = z + ∆z , z ∈ E } .
Наступне твердження про неперервнiсть в середньому функцiй ψ :

C→ R в Lq(C), q ∈ [1,∞), вiдносно зсуву, корисне для вивчення потен-
цiалу Ньютона. Його доведення аналогiчно доведення його одновимiрно-
го аналога в [135, Теорема 9.5]. Зважаючи на важливiсть ми повторимо
його тут з вiдповiдною модифiкацiєю.

Лема 4.2.1. Нехай ψ : C→ R в просторi Lq(C), q ∈ [1,∞). Тодi

lim
∆z→0

∫
C

|ψ(z + ∆z)− ψ(z)|q dm(z) = 0 . (4.87)

Доведення. Для цiєї мети ми встановимо ψζ(z) = ψ(z − ζ) для всiх ζ и
z ∈ C i доведемо, що представлення ζ 7→ ψζ є рiвномiрно непрервним
вiдображенням C на Lq(C) для ψ ∈ Lq(C).

Дiйсно, зафiксуємо ε > 0. Тодi iснує неперервна функцiя ϕ : C→ R з
її компактом в закритому крузi DR := {z ∈ C : |z| 6 R} така, що [135,
Теоремa 3.14]

‖ψ − ϕ‖q <
ε

3
.

В силу рiвномiрної неперервностi ϕ, iснує δ > 0 таке, що

|ϕ(ξ)− ϕ(ξ∗)| <
ε

3
·
(
2πR2

)− 1
q ,
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якщо |ξ − ξ∗| < δ. Тодi ми маємо, що

‖ϕξ − ϕξ∗‖q <
ε

3
,

якщо |ξ − ξ∗| < δ. Нарештi, за нерiвнiстю трикутника та iнварiантнiстю
Lq – норми вiдносно зсуву в C ми отримуємо, що

‖ψξ − ψξ∗‖q 6 ‖ψξ − ϕξ‖q + ‖ϕξ − ϕξ∗‖q + ‖ϕξ∗ − ψξ∗‖q =

= ‖(ψ−ϕ)ξ‖q + ‖ϕξ−ϕξ∗‖q + ‖(ϕ−ψ)ξ∗‖q = ‖ϕξ−ϕξ∗‖q + 2‖ϕ−ψ‖q < ε,

якщо |ξ− ξ∗| < δ. Таким чином, приходимо до необхiдного висновку.

Теорема 4.2.1. Нехай g : C→ R iз Lp(C), p > 1, з компактним носiєм.
Тодi Ng є неперервним. Сукупнiсть {Ng} рiвноступенево непрервна на
компактах в C, якщо сукупнiсть {g} обмежена нормою в Lp(C) з
носiєм на фiксованому крузi K. Крiм того, згiдно останньої гiпотези,
на кожнiй компактнiй множинi S в C

‖Ng‖C ≤ M · ‖g‖p , (4.88)

де M – стала, що залежить вiд K, S i p.

Доведення. Згiдно нерiвностi Гьольдера 1
q + 1

p = 1 ми маємо, що

|Ng(z)−Ng(ζ)| ≤ ‖g‖p
2π
·

 ∫
K

| ln |z − w| − ln |ζ − w| |q dm(w)

 1
q

=

=
‖g‖p
2π
·

 ∫
C

|ψζ(ξ + ∆z)− ψζ(ξ) |q dm(ξ)

 1
q

де ξ = ζ − w, ∆z = z − ζ, ψζ(ξ) := χK+ζ(ξ) ln |ξ|. Отже, першi 2 виснов-
ки випливають iз леми 4.2.1 оскiльки функцiя ln |ξ| належить до класу
Lqloc(C) для всiх q ∈ [1,∞).

Третiй висновок, аналогiчно, випливає з прямої оцiнки

|Ng(ζ)| ≤ ‖g‖p
2π
·

 ∫
K

| ln |ζ − w| |q dm(w)

 1
q

=
‖g‖p
2π
·

 ∫
C

|ψζ(ξ) |q dm(ξ)

 1
q

,

оскiльки останнiй iнтеграл є неперервним в ζ ∈ C. Дiйсно, за нерiвнiстю
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трикутника для норми в Lq(C) ми бачимо, що

|‖ψζ‖q − ‖ψζ∗‖q| ≤ ‖ψζ − ψζ∗‖q =


∫
∆

| ln |ξ||q dm(ξ)


1
q

де ∆ – позначає симетричну рiзнiцю кругiв K+ ζ i K+ ζ∗. Таким чином,
твердження випливає з абсолютної неперервностi невизначеного iнтегра-
лу
∫
E
| ln |ξ||q dm(ξ) вздовж вимiрних множин E iз C.

Вiдповiдне твердження про неперервнiсть iнтегралiв потенцiального
типу в Rn, n ≥ 3, може бути знайдено в [147, Теорема 1.6.1].

Пропозицiя 4.2.2. Iнсують функцiї g ∈ L1(C) з компактним носiєм,
чиї потенцiали Ng не є неперервними, бiльш того, Ng /∈ L∞loc(C).

Доведення. Дiйсно, розглянемо функцiю

g(z) = ω(|z|), z ∈ D, g(z) ≡ 0, z ∈ C \ D ,

де
ω(t) = 1/t2(1− ln t)α, t ∈ (0, 1], α ∈ (1, 2), ω(0) =∞ .

Поклавши Ω(t) = t · ω(t), ми бачимо, що, по-перше,

∫
D

|g(w)| dm(w) = 2π

1∫
0

Ω(t) d t = 2π

1∫
0

d ln t

(1− ln t)α
=

2π

α− 1

i, по-друге,

I := Ng(0) =

1∫
0

Ω(t) ln t d t =

ln t

t∫
0

Ω(τ) d τ

1

0

−
1∫

0

1

t

t∫
0

Ω(τ) d τ

 d t =

=
1

α− 1
·

[ ln t

(1− ln t)α−1

]1

0

+

1∫
0

d t

t(1− ln t)α−1

 =

=
1

α− 1
·
[
(1− ln t)1−α − 3− α

2− α
· (1− ln t)2−α

]1

0

= −∞ .
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Наступна теорема про потенцiали Ньютона є важливою при дослiд-
женнi регулярностi розв’язкiв задачi Дiрiхле для рiвняння Пуассона.

Теорема 4.2.2. Нехай g : C → R має обмежений носiй. Якщо g ∈
L1(C), тодi Ng ∈ Lrloc(C) для всiх r ∈ [1,∞), Ng ∈ W 1,q

loc (C) для всiх
q ∈ [1, 2) i iснують узагальненi похiднi по Соболєву ∂2Ng

∂z∂z i ∂
2Ng
∂z∂z такi, що

задовольняють рiвностям

4 · ∂
2Ng

∂z∂z
= 4Ng = 4 · ∂

2Ng

∂z∂z
= g м.в. в C . (4.89)

Якщо g ∈ Lp(C), p > 1, тодi Ng ∈ W 2,p
loc (C), 4Ng = g м.в. i, бiльш того,

Ng ∈ W 1,q
loc (C) для q > 2, отже, Ng локально неперервно по Гьольдеру.

Якщо g ∈ Lp(C), p > 2, тодi Ng ∈ C1,α
loc (C) для α := (p− 2)/p, i для всiх

α ∈ (0, 1) при p =∞.
Доведення. Вiдмiтимо, що Ng згортка ψ ∗ g, де ψ(ζ) = ln |ζ|, i тому Ng ∈
Lrloc(C) для всiх r ∈ [1,∞) [103, Наслiдок 4.5.2]. Бiльш того, як вiдомо
∂ψ∗g
∂z = ∂ψ

∂z ∗g и
∂ψ∗g
∂z = ∂ψ

∂z ∗g [103], i на додаток ми отримуємо за допомогою
елементарних обчислень, що

∂

∂z
ln |z − w| =

1

2
· 1

z − w
,

∂

∂z
ln |z − w| =

1

2
· 1

z − w
.

Отже,
∂Ng(z)

∂z
=

1

4
· Tg(z) ,

∂Ng(z)

∂z
=

1

4
· Tg(z) ,

де Tg s Tg є загальновiдомими iнтегральними операторами

Tg(z) :=
1

π

∫
C

g(w)
dm(w)

z − w
, Tg(z) :=

1

π

∫
C

g(w)
dm(w)

z − w
.

У зв’язку з цим нагадаємо визначення формальних комплексних по-
хiдних:

∂

∂z
:=

1

2

{
∂

∂x
− i · ∂

∂y

}
,

∂

∂z
:=

1

2

{
∂

∂x
+ i · ∂

∂y

}
, z = x+ iy .

Простi алгебраїчнi обчислення показують, що Лапласiан

4 :=
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
= 4 · ∂2

∂z∂z
= 4 · ∂2

∂z∂z
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Таким чином, всi iншi висновки для g ∈ L1(C) випливають з Теорем
1.13–1.14 в [152]. Якщо g ∈ Lp(C), p > 1, тодi Ng ∈ W 1,q

loc (C), q > 2, згiдно
Теореми 1.27, (6.27) в [152], отже, Ng локально неперервна по Гьольдеру
[75, Теоремa 8.22], i Ng ∈ W 2,p

loc (C) [152, Теореми 1.36–1.37]. Якщо g ∈
Lp(C), p > 2, тодi Ng ∈ C1,α

loc (C) з α = p−2
p [152, Теорема 1.19].

Пропозицiя 4.2.3. Нехай функцiя ϕ : ∂D→ R неперервна по Гьольдеру
порядку α ∈ (0, 1). Тодi iнтеграл типу Кошi

Φ(z) :=
1

2πi

∫
∂D

ϕ(ζ) dζ

ζ − z
=

1

2π

2π∫
0

ϕ(eit)
eit

eit − z
dt , z ∈ D ,

також неперервний по Гьольдеру в D того ж самого порядку з Φ|∂D ≡
ϕ.

Згiдно теореми 4.2.2, пропозицiї 4.2.3 i знаючи формулу Пуассона [109,
I.D.2], ми приходимо до наступного наслiдку про iснування, регулярнiсть
та представлення розв’язкiв задачi Дiрiхле для рiвняння Пуассона в оди-
ничному крузi D, де ми припускаємо, що щiльнiсть заряду g буде розпо-
всюджена до нуля зовнi D.

Зауваження 4.2.2. Взагалi кажучi Ng /∈ W 2,1
loc для випадку g ∈ L1(C)

[74, приклад 7.5, С.141]. Вiдмiтимо також, що вiдповiднi потенцiали
Ньютона Ng в Rn, n ≥ 3, також належать W 2,p

loc (C), якщо g ∈ Lp(C)
для p > 1 з компактним носiєм, див. наприклад [75, Теоремa 9.9].

За теоремою 4.2.2 i вiдомою формулою Пуассона [109, I.D.2], ми при-
ходимо до наступних висновкiв про iснування, регулярнiсть та представ-
лення розв’язкiв задачi Дiрiхле для рiвняння Пуассона в одиничному
крузi D, де ми припускаємо, що g повинна бути продовжена до 0 зовнi
D.

Наслiдок 4.2.2. Нехай ϕ : ∂D → R є непрервною функцiйю i g : D →
R належить класу Lp(D), p > 1. Тодi функцiя U := Ng − PN∗g + Pϕ,
N ∗g := Ng|∂D неперервна в D з U |∂D = ϕ, належить класу W 2,p

loc (D) i
4U = g м.в. в D. Бiльш того, U ∈ W 1,q

loc (D) для деяких q > 2 i U
локально неперервна по Гьольдеру. Якщо, до того ж, ϕ неперервна по
Гьольдеру, тодi U неперервна по Гьольдеру в D. Якщо g ∈ Lp(D), p > 2,
тодi U ∈ C1,α

loc (D) де α = (p− 2)/p.
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Зауваження 4.2.3. Неперервнiсть по Гьольдеру U для неперервної по
Гьольдеру ϕ випливає з вiдповiдного результату для iнтегралу типу
Кошi по одиничному кругу в [152, Теоремa 1.10], оскiльки ядро Пуас-
сона P (z, eit) = Re eit+z

eit−z . До того ж, слiд врахувати, що узагальнений
розв’язок задачi Дiрiхле для рiвняння Пуассона в класе C(D) ∩W 1,2

loc (D)
єдиний [75, Теорема 8.30]. Для початку, можна показати, що iнте-
гральнi оператори в теоремi 4.2.2 i наслiдку 4.2.2 повнiстю неперервнi
(це випливає з вiдповiдних теорем в [152], згаданих при доведеннi тео-
реми 4.2.2) [105, 106]. Але для нашої мети не достатньо того, щоб
оператор Ньютона був повнiстю неперервним за Теоремою 4.2.1 для
p > 1.

4.2.2. Задача Дiрiхле для квазiлiнiйного рiвняння Пуассона в
одиничному крузi. Доведення теореми iснування розв’язкiв задачi
Дiрiхле для квазiлiнiйного рiвняння Пуассона спирається на вiдому Тео-
рему Лере-Шаудера. Для повноти викладу приведемо необхiдну для нас
версiю Теореми.

Теорема (Лере-Шаудера, [117]).
Нехай B є банаховим прострором, i F (·, τ) : B → B є сiм’єю опе-

раторiв з параметром τ ∈ [0, 1]. Припустимо, що виконанi наступнi
умови:

(H1) F (·, τ) цiлком неперервний на B для всiх τ ∈ [0, 1] i рiвномiр-
но непрервний вiдносно параметра τ ∈ [0, 1] на довiльнiй обмеженiй
множинi в B;

(H2) оператор F := F (·, 0) має скiнченний набiр нерухомих точок,
сумарний iндекс яких не дорiвнює нулю;

(H3) набiр всiх нерухомих точок операторiв F (·, τ), τ ∈ [0, 1] обме-
жений в B.

Тодi, для розглянутого нами випадку, оператор F (·, 1) мiстить що-
найменьше одну нерухому точку.

При доведення наступної теореми почтаковий оператор
F (·) := F (·, 0) ≡ 0. Отже F має тiльки одну нерухому точку (на по-
чатку координат), а її iндекс дорiвнює 1 i, таким чином, гiпотеза (H2)
буде автоматично виконана.

Теорема 4.2.3. Нехай ϕ : ∂D→ R є неперервною функцiєю, h : D→ R є
функцiєю класу Lp(D), p > 1, i нехай f : R→ R є неперервною функцiєю
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такою, що

lim
t→∞

f(t)

t
= 0 . (4.90)

Тодi iснує неперервна функцiя U : D → R така, що U |∂D = ϕ, U |D ∈
W 2,p

loc , яка задовольняє рiвнянню

4U(z) = h(z) · f(U(z)) для м.в. z ∈ D . (4.91)

Бiльш того, U ∈ W 1,q
loc (D) для деяких q > 2 i U – локально неперервна

по Гьольдеру в D. Якщо ϕ неперервна по Гьольдеру, тодi U неперервна
по Гьольдеру в D. Бiльш того, якщо p > 2, тодi U ∈ C1,α

loc (D) де α =
(p− 2)/p.

Зокрема, U ∈ C1,α
loc (D) для всiх α ∈ (0, 1), якщо h ∈ L∞(D). Якщо ϕ

непрервна по Гьольдеру на ∂D з деяким показником β ∈ (0, 1), тодi U
неперервна по Гьольдеру D з тим же показником.

Доведення. Якщо ‖h‖p = 0 або ‖f‖C = 0, тодi iнтеграл Пуассона Pϕ дає
необхiдний розв’язок задачi Дiрiхле для рiвняння (4.91) в [109, I.D.2].
Отже, ми можемо припустити, що ‖h‖p 6= 0 i ‖f‖C 6= 0.

Покладемо f∗(s) = max
|t|≤s
|f(t)|, s ∈ R+ := [0,∞). Тодi функцiя f∗ :

R+ → R+ є неперервною i неспадною, бiльш того, f∗(s)/s→ 0 при s→∞
згiдно (4.90).

Вiдповiдно до вiдомого принципу максимуму Лiндельофа для гар-
монiчної функцiї [81, Лемa 1.1], ми отримуємо, що ‖Pϕ‖C 6 ‖ϕ‖C . Отже,
згiдно теореми 4.2.1, ми отримуємо сiм’ю операторiв F (g; τ) : Lp(D) →
Lp(D), τ ∈ [0, 1]:

F (g; τ) := τh · f(Ng−PN∗g +Pϕ) , N∗g := Ng|∂D , ∀ τ ∈ [0, 1] (4.92)

яка задовольняє всiм групам гiпотез H1-H3 теореми 1 в [117]. Дiйсно:
H1). Перш за все, F (g; τ) ∈ Lp(D) для всiх τ ∈ [0, 1] i g ∈ Lp(D),

оскiльки, вiдповiдно до теореми 4.2.1, f(Ng − PN∗g + Pϕ) є неперервною
функцiєю i, бiльш того, згiно (4.88)

‖F (g; τ)‖p ≤ ‖h‖p |f∗ ( 2M ‖g‖p + ‖ϕ‖C) | < ∞ ∀ τ ∈ [0, 1] .

Таким чином, згiдно теореми 4.2.1 у комбiнацiї з теоремою Арцела–
Асколi [65, Теоремa IV.6.7], оператори F (g; τ) цiлком неперервнi для
кожного τ ∈ [0, 1] i рiвномiрно неперервнi по вiдношенню до парамет-
ра τ ∈ [0, 1].
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H2). Показник оператора F (g; 0) очевидно рiвний 1.
H3). Вiдповiдно до рiвностi (4.88) i згаданого принципу максимуму,

ми маємо оцiнку розв’язкiв g ∈ Lp(D) рiвняння g = F (g; τ):

‖g‖p ≤ ‖h‖p |f∗ ( 2M ‖g‖p + ‖ϕ‖C) | ≤ ‖h‖p |f∗( 3M ‖g‖p)|

для всiх ‖g‖p ≥ ‖ϕ‖C/M , тобто тодi повинна виконуватись нерiвнiсть

|f∗( 3M ‖g‖p)|
3M ‖g‖p

≥ 1

3M ‖h‖p
, (4.93)

i тому ‖g‖p повинний бути обмеженим з урахуваннями умов (4.90).
Таким чином, вiдповiдно до теореми 1 в [117] iснує функцiя g ∈ Lp(D)

така, що g = F (g; 1) i, вiдповiдно до наслiдку 4.2.2, функцiя U := Ng −
PN∗g + Pϕ дає необхiдний розв’язок задачi для квазiлiнiйного рiвняння
Пуассона (4.91).

4.2.3. Задача Дiрiхле для квазiлiнiйного рiвняння Пуассона в
довiльних гладких областях. Випадок довiльних гладких областей
можна звести до випадку одиничного кола на основi фундаментальних
результатiв комплексного аналiзу для граничної поведiнки конформних
вiдображень.

Теорема 4.2.4. Нехай D є гладкою жордановою областю в C, Φ : ∂D →
R є неперервною функцiєю, H : D → R є функцiєю в класi Lp(D), p > 1, i
нехай f : R→ R є неперервною функцiєю, що задовольняє умову (4.90).

Тодi iснує неперервна функцiя u : D → R з u|∂D = Φ, u ∈ W 2,p
loc (D),

4u(ζ) = H(ζ) · f(u(ζ)) (4.94)

для практично всiх ζ ∈ D. Бiльш того, u ∈ W 1,q
loc (D) для деяких q >

2 та u є локально неперервною по Гьольдеру в D. Якщо додатково Φ
неперервна по Гьольдеру, тодi u неперервна по Гьольдеру в D. Бiльш
того, якщо p > 2, тодi u ∈ C1,α

loc (D) де α = (p− 2)/p.
Зокрема, u ∈ C1,α

loc (D) для всiх α ∈ (0, 1), якщо h ∈ L∞(D). Якщо
додатково Φ неперервна по Гьольдеру на ∂D з деяким порядком β ∈
(0, 1), тодi u неперевна по Гьольдеру в D того ж порядку.

Доведення. Нехай ω є конформним вiдображеннямD на D. Згiдно теоре-
ми Каратеодорi-Осгуда-Тейлора, ω може бути продовжена до гомеомор-
фiзму ω̃ для D на D [32, 126, 5] i [61, Теорема 3.3.2]. Тодi, представляючи
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ϕ = Φ ◦ ω̃−1|∂D, ми можемо побачити, що функцiя ϕ : ∂D → R непере-
рвна. Нехай h = J · H ◦ Ω, де Ω обернене вiдображення ω−1 : D → D
i J його якобiан J = |Ω′|2. Згiдно вiдомого результату Варшавського
[159, Теоремa 2], його похiдна Ω′ продовжується неперервно на D. Отже,
якобiан J обмежений i функцiя h iз того ж класу в D, що i H в D. Нехай
U є розв’язком задачi Дiрiхле, вiдповiдно до теореми 4.2.3, для рiвняння
(4.91) з заданими ϕ i h. Звернемо увагу, що представлення ω′ = 1/Ω′ ◦ ω
може бути також продовжено неперервно на D, оскiльки Ω′ 6= 0 на ∂D
[159]. Таким чином, u = U ◦ ω — шуканий розв’язок задачi Дiрiхле для
рiвняння (4.94).
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4.3. Задача Дiрiхле для напiвлiнiйних елiптичних
рiвнянь

4.3.1. Задача Дiрiхле для напiвлiнiйних елiптичних рiвнянь в
анiзотропних та неоднорiдних середовищах. За доведеною вище
теоремою факторизацiї 4.1.1 [86], вивчення напiвлiнiйних рiвнянь (4.75) в
жордановiй областi D за допомогою вiдповiдної квазiконформної замiни
змiнних приводиться до вивчення вiдповiдного квазiлiнiйного рiвняння
Пуассона (1.42) в одиничному крузi D.

Теорема 4.3.1. Нехай D є жордановою областю в C, що задовольняє
квазiгiперболичнiй граничнiй умовi, A ∈ M 2×2

K (D), ϕ : ∂D → R є непе-
рервною функцiєю, i нехай f : R → R є неперровною функцiєю такою,
що

lim
t→∞

f(t)

t
= 0 . (4.95)

Тодi iснує слабкий розв’язок u : D → R рiвняння (4.75), який локально
непрервний по Гьольдеру в D i неперервний в D з u|∂D = ϕ. Якщо,
зокрема ϕ неперервна по Гьольдеру, тодi u неперервний по Гьольдеру в
D.

Доведення. Згiдно Теореми 4.1.1, якщо u є слабким розв’язком (4.75),
тодi u = U ◦ω, де ω є квазiконформним вiдображенням D на одиничний
круг D узгодженим з A i U є слабким розв’язком рiвняння (4.91) з h = J ,
де J визначається, як якобiан оберненого вiдображення ω−1. Також легко
побачити, що якщо U є слабким розв’язком (4.91) з h = J , тодi u = U◦ω є
слабким розв’язком рiвняння Пуассона (4.75). Це дозволяє нам привести
задачу Дiрiхле до рiвняння (4.75) з неперервною граничною функцiєю
ϕ в однозв’язнiй жордановiй областi D до задачi Дiрiхле для рiвняння
(4.91) в одиничноми крузi D з неперервними граничними функцiями ψ =
ϕ◦ω−1. Насправдi, ω поширюється на гомеоморфiзмD на D [115, Теоремa
I.8.2]. Таким чином, функцiя ψ коректно визначена i дiйсно неперервна
на одиничному крузi.

Добре вiдомо, що квазiконформное вiдображення ω локально непе-
рервне по Гьольдеру в D [24, Теоремa 3.5]. Беручи до уваги той факт,
що D є жордановою областю в C, що задовольняє квазiгiперболiчнiй
граничнiй умовi, ми можемо показати, що обидва вiдображення ω i ω−1

неперервнi по Гьольдеру в D i D, вiдповiдно. Насправдi, ω = H ◦ Ω,
де Ω є конформним (рiмановим) вiдображенням D на D i H є квазiкон-
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формним вiдображенням D на себе. Вiдображення Ω i Ω−1 неперервне по
Гьольдеру в D i в D, вiдповiдно теореми 4.2.1 та її наслiдкiв. Використо-
вуючи, принцип вiдображення H можна поширити на квазiконформнi
вiдображення C на себе [115, I.8.4], i, отже, H i H−1 є також неперерв-
ними по Гьольдеру в D [24, Теоремa 3.5]. Звiдки випливає неперервнiсть
по Гьольдеру ω i ω−1 в закритих областях.

Наприкiнцi, легко побачити, що якщо ϕ неперервна по Гьольдеру, тодi
ψ така ж сама, i всi висновки теореми 4.3.1 випливають iз теореми 4.2.3.

Наслiдок 4.3.1. Зокрема, у випадку виконання умов теореми 4.3.1 для
D, ϕ i f , iснує слабкий розв’язок U квазiлiнiйного рiвняння Пуассона

4U(z) = f(U(z)) для м.в. z ∈ D , (4.96)

який локально неперервний по Гьольдеру в D i неперервний в D з U |∂D =
ϕ. Якщо, зокрема, ϕ неперервна по Гьольдеру, тодi U – неперервний по
Гьольдеру в D.

Нагадаємо, що область D в Rn, n ≥ 2, називається такою, що задо-
вольняє (A)–умовi, якщо

mes D ∩B(ζ, ρ) ≤ Θ0 ·mes B(ζ, ρ) ∀ ζ ∈ ∂D , ρ ≤ ρ0 (4.97)

для деяких Θ0 i ρ0 ∈ (0, 1) [112, 1.1.3]. Нагадаємо також, що область D
в Rn, n ≥ 2, задовольяє умовi зовнiшнього конуса, якщо кожної точки
∂D, можна торкнутися вершиною конуса. Вiдзначимо, що область, яка
задовольняє умовi зовнiшнього конуса, задовольняє (А)-умовi.

Зауваження 4.3.1. Вiдмiтимо, що квазiдиски D задовольняють (A)-
умовi, оскiльки для них справедлива нерiвнiсть [7, Теорему 2.4]

mes D ∩B(ζ, ρ) ≥ Θ∗ ·mes B(ζ, ρ) ∀ ζ ∈ ∂D , ρ ≤ diamD. (4.98)

Мабуть, перший приклад однозв’язної плоскої областi D з квазiгiпер-
болiчною граничною умовою, яка не є квазiдиском, був побудований в
[11, Теорема 2]. Тим не менш, ця область задовольняла (А)–умовi. Мож-
ливо, одним з найпростiших прикладiв областi D з квазiгiперболiчною
граничною умовою i без (А)–умови, є об’єднання 3 вiдкритих кругiв з
радiусом 1 i центрами в точках 0 i 1 ± i. Зрозумiло, що область має
нульовий внутрiшнiй кут в своiй граничнiй точцi 1 i згiдно зауваження
4.3.1 вона не є квазiдиском.
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4.3.2. Деякi наслiдки, пов’язанi з застосуваннями. Нагадаємо,
що математичне моделювання деяких задач реакцiї дифузiї призводить
до вивчення вiдповiдної задачi Дiрiхле для рiвняння (4.71) з заданою
правою частиною.

Розглядаючи [4], можна отримати нелiнiйну систему для щiльностi u i
температури T реагента. Позбуваючись T система може бути приведена
до скалярної задачi для визначення концентрацiї

4u = λ · f(u) (4.99)

де λ означає додатню константу. Виявляється, що щiльнiсть реагенту u
може бути нульовою в замкненiй внутрiшнiй частинi областi D0 i нази-
вається мертвим ядром. Якщо, наприклад, f(u) = uq, q > 0, то конкре-
тизацiя результатiв [64, Главa 1 ] показує, що мертве ядро може iснувати
тодi i тiльки тодi, коли 0 < q < 1 i λ достатньо великi.

Отже, згiдно теорема 4.3.1 ми отримуємо наступне:

Теорема 4.3.2. Нехай D є жордановою областю в C, що задовольняє
квазiгiперболiчнiй граничнiй умовi, A ∈M 2×2

K (D), ϕ : ∂D → R є непере-
рвною функцiєю. Тодi iснiє слабкий розв’язок u : D → R напiвлiнiйного
рiвняння

div [A(z)∇u(z) ] = uq(z) , 0 < q < 1 ,

локально неперервний по Гьольдеру в D з u|∂D = ϕ. Зокрема, якщо ϕ
неперервна по Гьольдеру, тодi u неперервний по Гьольдеру в D.

Також ми отримали наступний наслiдок iз теореми 4.2.4.

Наслiдок 4.3.2. Нехай D є гладкою жордановою областю в C i ϕ :
∂D → R є непрервною функцiєю. Тодi iснує слабкий ровз’язок U ква-
зiлiнiйного рiвняння Пуассона

4U(z) = U q(z) , 0 < q < 1 ,

який неперервний в D з U |∂D = ϕ i U ∈ C1,α
loc (D) для всiх α ∈ (0, 1). Як-

що, зокрема, ϕ неперервна по Гьольдеру з деяким порядком β ∈ (0, 1),
тодi розв’язок U також неперервний по Гьольдеру в D з тим же по-
рядком.

Нагадаємо також, що деякi математичнi моделi нагрiтої плазми опи-
суються нелiнiйними рiвняннями вигляду (4.99). Дiйсно вiдомо, що деякi
з них мають вигляд 4ψ(u) = f(u) з ψ′(0) = +∞ i ψ′(u) > 0, якщо u 6= 0
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(наприклад, ψ(u) = |u|q−1u при 0 < q < 1) [10], [64, с. 4]. Пiсля замi-
ни функцiї U = ψ(u) = |u|q · signu, ми маємо, що u = |U |Q · signU ,
Q = 1/q, i, з вибором f(u) = |u|q2 · signu, ми приходимо до рiвняння
4U = |U |q · signU = ψ(U).

Наслiдок 4.3.3. Нехай D є гладкою областю в C i ϕ : ∂D → R є непре-
рвной функцiєю. Тодi iснує слабкий розв’язок U квазiлiнiйного рiвняння
Пуассона

4U(z) = |U(z)|q−1U(z) , 0 < q < 1 ,

який неперервний в D з U |∂D = ϕ i U ∈ C1,α
loc (D) для довiльного α ∈

(0, 1). Якщо, зокрема, ϕ неперервна по Гьольдеру з деяким порядком
β ∈ (0, 1), тодi розв’язок U також неперервний по Гьольдеру в D з
тим же порядком.

В теорiї горiння наведено наступне модельне рiвняння

∂u(z, t)

∂t
=

1

δ
· 4u + eu , t ≥ 0, z ∈ D, (4.100)

яке займає особливе мiсце [9], [130] i посилання в них. Тут u ≥ 0 – це тем-
пература середоща i δ є визначеним додатнiм параметром. Обмежимося
стацiонарними розв’язками (4.100) i узагальненням для анiзотропних i
неоднородних середовищ, хоча наш пiдхiд дозволяє також розглядати
параболiчний випадок. А саме, згiдно теореми 4.3.1 маємо:

Теорема 4.3.3. Нехай D є жордановою областю в C, що задовольняє
квазiгiперболiчнiй граничнiй умовi, A ∈M 2×2

K (D), ϕ : ∂D → R є непере-
рвною функцiєю. Тодi iснує слабкий розв’язок U : D → R напiвлiнiйного
рiвняння

div [A(z)∇U(z) ] = δ · e−U(z) , δ > 0 ,

неперервний по Гьольдеру в D i нерерервний в D з u|∂D = ϕ. Якщо,
зокрема, ϕ неперервна по Гьольдеру, тодi розв’язок u неперервний по
Гьольдеру в D.

Наприкiнцi, можна отримати також наступний наслiдок iз теореми
4.2.4.

Наслiдок 4.3.4. Нехай D є гладкою жордановою областю в C i ϕ :
∂D → R є неперервною функцiєю. Тодi iснує слабкий розв’язок U ква-
зiлiнiйного рiвняння Пуассона

4U(z) = δ · eU(z) , δ > 0 ,
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який неперервний в D з U |∂D = ϕ i U ∈ C1,α
loc (D) для всiх α ∈ (0, 1). Як-

що, зокрема, ϕ неперервна по Гьольдеру з деяким порядком β ∈ (0, 1),
тодi розв’язок U також неперервний по Гьольдеру в D з тим же по-
рядком.



Висновки до четвертого роздiлу

1. Доведено теорему про факторизацiю розв’язкiв напiвлiнiйних стро-
го елiптичних рiвнянь дивергентного виду з вимiрними коефiцiєн-
тами у виглядi композицiї розв’язку асоцiйованого квазiлiнiйного
рiвняння Пуассона i належного квазiконформного вiдображення.

2. Для задачi Дiрiхле для квазiлiнiйного рiвняння Пуассона отримано
умови iснування неперервних розв’язкiв з довiльними неперервними
граничними даними.

3. Отримано умови iснування розв’язкiв задачi Дiрiхле для напiвлiнiй-
них строго елiптичних рiвнянь дивергентного виду з вимiрними кое-
фiцiєнтами при неперервних граничних даних в довiльних областях
з невиродженими граничними компонентами.

4. Дано застосування отриманих результатiв до математичних моде-
лей теорiї горiння, стану плазми та процесiв дифузiї i абсорбцiї при
хiмiчних реакцiях в анiзотропних та неоднорiдних середовищах.



Загальнi висновки

1. Побудовано вдосконалену класифiкацiю нелiнiйних диференцiаль-
но-алгебраїчних крайових задач. Знайдено конструктивнi умови роз-
в’язностi та схему побудови розв’язкiв нелiнiйних диференцiально-
алгебраїчних крайових задач, зокрема, у випадку параметричного
резонансу.

2. Побудовано збiжнi iтерацiйнi схеми для знаходження наближень до
розв’язкiв нелiнiйних диференцiально-алгебраїчних крайових задач.

3. Знайдено конструктивнi необхiднi та достатнi умови розв’язностi
та схему побудови розв’язкiв нелiнiйної автономної крайової задачi
у випадку параметричного резонансу. Побудовано збiжнi iтерацiй-
нi схеми для знаходження наближень до розв’язкiв нелiнiйної ав-
тономної крайової задачi для системи звичайних диференцiальних
рiвнянь у випадку параметричного резонансу.

4. Знайдено конструктивнi умови розв’язностi та схему побудови роз-
в’язкiв нелiнiйної автономної та неавтономної крайової задачi, не
розв’язаної вiдносно похiдної. Побудовано збiжнi iтерацiйнi схеми
для знаходження наближень до розв’язкiв нелiнiйної автономної та
неавтономної крайової задачi для системи звичайних диференцiаль-
них рiвнянь, не розв’язаної вiдносно похiдної.

5. Доведено теорему про факторизацiю розв’язкiв напiвлiнiйних стро-
го елiптичних рiвнянь дивергентного виду з вимiрними коефiцiєн-
тами у виглядi композицiї розв’язку асоцiйованого квазiлiнiйного
рiвняння Пуассона i належного квазiконформного вiдображення.

6. Для задачi Дiрiхле для квазiлiнiйного рiвняння Пуассона отримано
умови iснування неперервних розв’язкiв з довiльними неперервними
граничними даними. Отримано умови iснування розв’язкiв задачi
Дiрiхле для напiвлiнiйних строго елiптичних рiвнянь дивергентного
виду з вимiрними коефiцiєнтами при неперервних граничних даних
в довiльних областях з невиродженими граничними компонентами.
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Предметний покажчик

Квазiлiнiйне рiвняння Пуассона c. 296
Матриця Грама c. 222
Напiвлiнiйне елiптичне рiвняння дивергентного виду c. 278
Рiвняння Бельтрамi c. 50
Рiвняння для породжуючих констант c. 44
Рiвняння Матьє c. 218
Рiвняння руху супутника c. 181
Рiвняння типу Дюффiнга c. 97
у випадку параметричного резонансу
Рiвняння типу Дюффiнга c. 198
з параметричним збуренням
Рiвняння типу Льєнара c. 237
Рiвняння типу Релея c. 178
Рiвняння типу Рiкаттi c. 120
Рiвняння типу Хiлла c. 200
Якобiан перетворення c. 95
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Ann. Inst. H. Poincaré Anal. Non Lineaire. 1995. V. 12, No. 2. P. 155–171.

[9] Barenblatt G.I., Zel’dovic Ja.B., Librovich V.B., Mahviladze G.M. The
mathematical theory of combustion and explosions. New York : Consult.
Bureau, 1985.

[10] Bear J. Dynamics of Fluids in Porous Media. New York : Elsevier, 1972.



317
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