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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Математичний опис численних явищ у бага-
тьох галузях електронiки, теорiї нелiнiйних коливань, механiки, бiоло-
гiї та радiотехнiки приводить до необхiдностi дослiдження нелiнiйних
диференцiальних рiвнянь у частинних похiдних. У частковому випад-
ку останнє рiвняння приводить до нелiнiйних диференцiальних рiвнянь,
не розв’язаних вiдносно похiдної, лiнеаризацiя яких, в свою чергу, при-
водить до лiнiйних диференцiально-алгебраїчних рiвнянь. Дослiдженню
лiнiйних диференцiально-алгебраїчних рiвнянь за допомогою централь-
ної канонiчної форми i досконалих пар i трiйок матриць присвяченi мо-
нографiї А.М.Самойленка, М.О. Перестюка, В.П.Яковця, О.А.Бойчука,
а також численнi роботи закордонних авторiв S. Campbell, J.R.Magnus,
В.Ф. Чистякова. У статтях С.М.Чуйка запропонована серiя достатнiх
умов розв’язностi, а також конструкцiя узагальненого оператора Грiна
задачi Кошi для лiнiйної диференцiально-алгебраїчної системи без вико-
ристання центральної каноничної форми i досконалих пар i трiйок ма-
триць. У статтях О.А.Бойчука та О.О. Покутного запропонованi умови
розв’язностi для нелiнiйної диференцiально-алгебраїчної крайової задачi
з використанням узагальненої центральної канонiчної форми, при цьо-
му основним припущенням вiдносно лiнiйної частини диференцiально-
алгебраїчної системи є можливiсть приведення її до деякого канонiчного
виду, введеного в роботах В.Ф.Чистякова.

Актуальнiсть вивчення нелiнiйних крайових задач, не розв’язаних вiд-
носно похiдної, пов’язана також з тим фактом, що дослiдження тради-
цiйної задачi, розв’язаної вiдносно похiдної, iнодi ускладнюється, напри-
клад, у випадку отримання нелiнiйностей, не iнтегровних в елементарних
функцiях. Прикладом подiбної ситуацiї може бути автономна крайова
задача, не розв’язана вiдносно похiдної, зокрема, перiодична задача для
рiвняння Лотки–Вольтерри.

Дослiдження нелiнiйних крайових задач тiсно пов’язане з явищем па-
раметричного резонансу, актуального у механiцi, теорiї стiйкостi руху,
бiологiї та радiотехнiцi, теорiї нелiнiйних коливань, фiзицi, хiмiї та маши-
нобудуваннi. Подiбна залежнiсть задачi вiд невiдомої функцiї, як вiдомо,
є характерною вiдмiннiстю автономних крайових задач. Таким чином,
особливiстю даної дисертацiї є побудова розв’язкiв нелiнiйних крайових
задач, в тому числi, у випадку параметричного резонансу, в залежностi
вiд власної функцiї крайової задачi.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.
Робота здiйснювалась згiдно з планами наукової роботи Донбаського дер-
жавного педагогiчного унiверситету та Iнституту прикладної математи-
ки i механiки НАН України та пов’язана з тематичними планами фунда-
ментальних науково-дослiдних робiт«Конструктивнi методи аналiзу не-
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терових крайових задач для систем диференцiальних, функцiонально-
диференцiальних та диференцiально-алгебраїчних рiвнянь i теорiї набли-
жень» (р/н 0115U003182), 2015–2017 рр. та «Конструктивнi методи ана-
лiзу матричних крайових задач для систем диференцiальних, диференцi-
ально-алгебраїчних та функцiонально-диференцiальних рiвнянь i теорiї
наближень» (р/н 0118U003390), 2018 -2020 рр., якi фiнансуються Мiнi-
стерством освiти i науки України й виконуються в ДДПУ.

Також дисертацiйна робота виконувалась за фiнансової пiдтримки
Грантiв Президента України для докторiв наук «Задачi синтезу
керування для нелiнiйних систем з багатомасштабною динамiкою»
(р/н 0117U006155), 2017 р.; «Класифiкацiйнi методи теорiї наближень,
теорiї крайових задач та їх застосування для керування складними меха-
нiчними системам» (р/н 0118U00531), 2018 р. та «Стабiлiзацiя траєкторiй
динамiчних систем з гiбридними керуваннями та проблеми апроксимацiї
розв’язкiв граничних задач» (р/н 0119U103214), 2019 р.

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є ви-
значення конструктивних умов iснування та побудова алгоритмiв знахо-
дження розв’язкiв нелiнiйних крайових задач, не розв’язаних вiдносно
похiдної.

Об’єктом дослiдження дисертацiйної роботи є крайовi задачi для не-
лiнiйних систем диференцiальних рiвнянь, не розв’язаних вiдносно по-
хiдної, зокрема, нелiнiйнi диференцiально-алгебраїчнi крайовi задачi, а
також iтерацiйнi схеми для знаходження наближень до розв’язкiв нелi-
нiйних крайових задач для нелiнiйних систем диференцiальних рiвнянь,
не розв’язаних вiдносно похiдної.

Предметом дослiдження дисертацiйної роботи є конструктивнi умови
iснування алгоритми знаходження розв’язкiв нелiнiйних крайових задач,
не розв’язаних вiдносно похiдної.

Методи дослiдження. У роботi суттєво використовується апарат
псевдообернених (за Муром-Пенроузом) матриць та проекторiв, констру-
кцiї узагальнених операторiв Грiна, побудованих в роботах А.М. Са-
мойленка й О.А. Бойчука, метод найменших квадратiв, розвинений для
лiнiйних крайових задач у роботах М.М. Крилова, М.М. Боголюбова,
М.П. Кравчука та Н.I. Ахiєзера. При розв’язаннi проблем регуляризацiї
некоректно поставлених лiнiйних матричних диференцiально-алгебраїч-
них крайових задач суттєво використовується метод регуляризацiї неко-
ректно поставлених крайових задач, розвинутий у роботах С.Г. Крей-
на, А.М. Тихонова, В.Я. Арсенiна та школою професора М.В. Азбелева.
Рiзним аспектам теорiї крайових задач присвяченi роботи А.М. Самой-
ленка, М.О. Перестюка, I.Т. Кiгурадзе, Є.О. Гребенiкова, Ю.О. Рябова,
О.А. Бойчука, М.Й. Ронто, В.П. Яковця та багатьох iнших вчених. Серед
iноземних вчених теорiї крайових задач присвяченi роботи таких науков-
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цiв як G.D. Birkhoff, G.A. Bliss, D. Bainov, R. Conti, J. Hale, W.T. Reid,
O. Veivoda, S. Schwabik, T. Vogel, D. Wexler, зокрема, теорiї крайових за-
дач для диференцiально-алгебраїчних рiвнянь: S.L. Campbell, Ю.Е. Бо-
яринцева, В.Ф. Чистякова.

Наукова новизна отриманих результатiв. Основнi результати,
якi визначають наукову новизну й виносяться на захист, наступнi:

1. Побудовано вдосконалену класифiкацiю нелiнiйних диференцiаль-
но-алгебраїчних крайових задач. Знайдено конструктивнi умови розв’я-
зностi та схему побудови розв’язкiв нелiнiйних диференцiально-алгебраї-
чних крайових задач, зокрема, у випадку параметричного резонансу. По-
будовано збiжнi iтерацiйнi схеми для знаходження наближень до розв’яз-
кiв нелiнiйних диференцiально-алгебраїчних крайових задач.

2. Знайдено конструктивнi необхiднi та достатнi умови розв’язно-
стi та схему побудови розв’язкiв нелiнiйної автономної крайової задачi у
випадку параметричного резонансу. Побудовано збiжнi iтерацiйнi схеми
для знаходження наближень до розв’язкiв нелiнiйної автономної крайо-
вої задачi у випадку параметричного резонансу.

3. Знайдено конструктивнi умови розв’язностi та схеми побудови
розв’язкiв нелiнiйної автономної та неавтономної крайової задачi, не роз-
в’язаної вiдносно похiдної. Побудовано збiжнi iтерацiйнi схеми для зна-
ходження наближень до розв’язкiв нелiнiйної автономної та неавтоном-
ної крайової задачi для системи звичайних диференцiальних рiвнянь, не
розв’язаної вiдносно похiдної.

4. Дослiджено напiвлiнiйнi диференцiальнi рiвняння в частинних по-
хiдних на площинi. Доведено теорему про факторизацiю розв’язкiв на-
пiвлiнiйних строго елiптичних рiвнянь дивергентного виду з вимiрними
коефiцiєнтами у виглядi композицiї розв’язку асоцiйованого квазiлiнiй-
ного рiвняння Пуассона i належного квазiконформного вiдображення.

5. Для задачi Дiрiхле для квазiлiнiйного рiвняння Пуассона отрима-
но умови iснування неперервних розв’язкiв з довiльними неперервними
граничними даними. Також отримано умови iснування розв’язкiв зада-
чi Дiрiхле для напiвлiнiйних строго елiптичних рiвнянь дивергентного
виду з вимiрними коефiцiєнтами при неперервних граничних даних в
довiльних областях з невиродженими граничними компонентами.

Практичне та теоретичне значення одержаних результатiв,
пропозицiї щодо використання наукових результатiв. Дисерта-
цiйна робота має теоретичний характер. Отриманi результати можуть
бути використанi в подальших дослiдженнях у якiснiй теорiї диференцi-
альних рiвнянь, електронiцi, механiцi та теорiї стiйкостi руху. Крiм то-
го, отриманi результати успiшно використовуються в навчальному про-
цесi в Донбаському державному педагогiчному унiверситетi. Отрима-
нi результати можуть бути використанi в навчальних курсах з теорiї
диференцiально-алгебраїчних крайових задач для студентiв класичних,
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педагогiчних i технiчних унiверситетiв.
Особистий внесок здобувача. Результати, включенi до дисертацiї

отриманi автором особисто. Постановка задач у рiзних роздiлах прово-
дилась спiльно з А.М. Самойленком, В.Я. Гутлянським, С.М. Чуйком
та В.I. Рязановим. Iз результатiв, надрукованих у сумiсних статтях, в
основну частину дисертацiї ввiйшли тiльки такi, що отриманi здобува-
чем самостiйно, за винятком результатiв четвертого роздiлу, де вклад
спiвавторiв є рiвноцiнним.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дисертацiї
доповiдались та обговорювались на: ХII Мiжнароднiй науковiй конфе-
ренцiї iм. акад. М. Кравчука (м. Київ, 13–15 травня 2010 р.); X Крым-
ской Международной математической школе «Метод функций Ляпуно-
ва и его приложения» (г. Алушта, 13–18 сентября 2010 р.); Молодiжному
науковому форумi «Науковi здобутки молодих учених: на шляху до iнно-
вацiй» (Донецьк, 2010 р.); XVIII Международной научной конференции
«Математика. Компьютер. Образование» (г. Пущино, Россия, 24–29 ян-
варя 2011 г.); XIХ Международной научной конференции «Математи-
ка. Компьютер. Образование» (г. Дубна, Россия, 30 января – 4 февраля
2012 г.); ХIV Мiжнароднiй науковiй конференцiї iм. акад. М. Кравчука
(м. Київ, 19 – 21 квiтня 2012 р.); Мiжнароднiй науковiй конференцiї, при-
свяченiй 70-рiччю вiд дня народження Д.I. Мартинюка (м. Кам’янець-
Подiльський, 6–8 червня 2012 р.); XIХ Международной научной кон-
ференции «Математика. Компьютер. Образование» (г. Пущино, Россия,
28 января – 2 февраля 2013 г.); Мiжнароднiй науковiй конференцiї «Кра-
йовi задачi, теорiя функцiй та їх застосування» з нагоди 75 - рiччя акад.
А.М. Самойленка (м. Слов’янськ, 12–14 червня 2013 р.); Мiжнароднiй на-
уковiй конференцiї «Боголюбовськi читання DIF - 2013. Диференцiальнi
рiвняння, теорiя функцiй та їх застосування», присвяченiй ювiлею акад.
НАН України А.М. Самойленка (м. Севастополь, 23–30 червня 2013 р.);
Crimea Iternational Mathematical Conference (Sudak, Crimea, September
22 – October 4, 2013); Седьмой Международной научно-теоретической
конференции «Образование и наука в третьем тысячелетии» (г. Барнаул,
Россия, 2013 г.); XХI Международной научной конференции «Математи-
ка. Компьютер. Образование» (г. Дубна, Россия, 3–7 февраля 2014 г.); XV
Мiжнароднiй науковiй конференцiї iм. акад. М.Кравчука (м. Київ, 15–17
травня 2014 р.); 18-й Международном молодежном форуме «Радиоэле-
ктроника и молодежь в ХХI веке» (г. Харьков, 2014 г.); XVII Internati-
onal Conference «Dynamical Systems Modelling and Stability Investigation»
(Kiyv, May 27 – 29, 2015); Международном симпозиуме «Математика
и глобальные вызовы XXI века» (г. Пермь, Россия, 16–21 мая 2016 г.);
International conference on Differential Equations, dedicated to the 110-th
anniversary of Ya. B. Lopatynsky (Lviv, September 20–24, 2016); Cемiна-
рi «50 рокiв теорiї iмпульсних крайових задач» вiддiлу прикладної ме-
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ханiки IПММ НАН України та кафедри математики ДДПУ (м. Слов’-
янськ, 4 травня 2017 р.); Мiжнароднiй конференцiї «Теорiя наближен-
ня функцiй та її застосування», присвяченiй 75-рiччю з дня народжен-
ня члена-кореспондента НАН України О.I. Степанця (м. Слов’янськ, 28
травня – 3 червня 2017 р.); Мiжнароднiй конференцiї молодих матема-
тикiв, присвяченiй 100-рiччю з дня народження академiка НАН України
Ю.О. Митропольського (м. Київ, 7–10 червня 2017 р.); Cемiнарi до 100-
рiччя С.Г. Крейна IПММ НАН України та кафедри математики ДДПУ
(м. Слов’янськ, 10 серпня 2017 р.); International Conference «Mathemati-
cal Analysis, Differential Equation and Applications» (Bishkek, Kyrgyzstan,
June 17–23, 2018); Тhe Seventh International Workshop–2018 «Consructive
Methods for Non–linear Boundary Value Problems» dedicated to Professor
Miklos Ronto on the ocassion of his 75th birthday (Miskolc, Hungary, July 5–
8, 2018); 3-rd International Scientific Conference «Differential equations and
control theory» (Kharkiv, September 25–27, 2018); Серiї математичних се-
мiнарiв до 80-рiччя академiка НАН України А.М. Самойленка IПММ
НАН України та кафедри математики ДДПУ (м. Слов’янськ, 5 березня
– 26 грудня 2018 р.); Серiї математичних семiнарiв до 110 рiччя акаде-
мiка М.М. Боголюбова IПММ НАН України та ДДПУ, (м. Слов’янськ,
20 березня, 22 квiтня, 30 квiтня 2019 р.); International Conference «Morse
theory and its applications» dedicated to the memory and 70-th anniversary
of V. Sharko (Kyiv, September 25–28, 2019); XIX International Conference
«Dynamical System Modelling and Stability Investigation» (Kiyv, May 22-
24, 2019); Серiї математичних семiнарiв, присвячених року математики
в Українi, IПММ НАН України та ДДПУ (м. Слов’янськ, 27 грудня 2019
р., 3-4 березня 2020 р.); Об’єднананому семiнарi вiддiлу диференцiальних
рiвнянь та теорiї коливань, вiддiлу математичних проблем механiки та
теорiї керування i вiддiлу обчислювальної математики Iнституту мате-
матики НАН України (м. Київ, 13 липня 2020 року).

Публiкацiї. За темою дисертацiї опублiковано 30 робiт, з них робо-
ти [1–22] вiдповiдають вимогам до публiкацiй результатiв дисертацiйних
робiт у фахових виданнях за напрямом дослiдження. Серед них, 8 статей
[1-8] надруковано у виданнях, що входять до мiжнародних наукометри-
чних баз Scopus чи Web of Science та 2 [9, 10] – в українських фахових
виданнях категорiї «А». Вiдповiдно до класифiкацiї SCImago Journal &
Country Rank науковi публiкацiї [6, 7] надруковано у виданнях, якi вiдно-
сяться до другого квартиля Q2, а статтi [1, 2, 3, 4, 5, 8] — у виданнях, що
вiдносяться до третього квартиля Q3. Апробацiю матерiалiв дисертацiї
засвiдчують 24 тези доповiдей на Мiжнародних наукових конференцiях.

Структура дисертацiї. Дисертацiя складається зi вступу, чотирьох
роздiлiв, висновкiв, списку виконаних джерел, що мiстить 330 наймену-
вань та одного додатку. Повний обсяг роботи становить 353 сторiнки.
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ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi обґрунтовується актуальнiсть теми, формулюється мета до-
слiдження, дається короткий аналiз сучасного стану проблем, якi дослi-
джуються в дисертацiї, охарактеризовано наукову новизну та наведено
анотацiю одержаних результатiв.

Перший роздiл присвячено огляду наукових праць iз теорiї лiнiй-
них крайових задач для систем звичайних диференцiальних рiвнянь i
диференцiально-алгебраїчних крайових задач, а також наведено необхi-
днi вiдомостi з теорiї нелiнiйних крайових задач для систем звичайних
диференцiальних рiвнянь у випадку параметричного резонансу та основ-
нi результати теорiї квазiконформних вiдображень, показано їх зв’язок
з лiнiйними елiптичними диференцiальними рiвняннями в дивергентнiй
формi. Доведено необхiднiсть вдосконалення класифiкацiї нелiнiйних ди-
ференцiально-алгебраїчних крайових задач. Доведено актуальнiсть до-
слiдження нелiнiйних автономних крайових задач iз урахуванням явища
параметричного резонансу та побудови iтерацiйних схем з прискореною
збiжнiстю для знаходження розв’язкiв нелiнiйних автономних крайових
задач.

У другому роздiлi дослiджено задачу про побудову розв’язкiв

z(t, ε) : z(·, ε) ∈ C1[a, b], z(t, ·) ∈ C[0, ε0]

нелiнiйної диференцiально-алгебраїчної крайової задачi

A(t)z′(t, ε) = B(t)z(t, ε) + f(t) + εZ(z, t, ε), (1)

`z(·, ε) = α + ε J(z(·, ε), ε). (2)

Розв’язки крайової задачi (1), (2) шукаємо в малому околi розв’язку
z0(t) ∈ C1[a, b] породжуючої нетерової (n 6= k) задачi

A(t)z′0(t) = B(t)z0(t) + f(t), `z0(·) = α ∈ Rk. (3)

Тут A(t), B(t) ∈ Cm×n[a, b] — неперервнi матрицi, f(t) ∈ C[a, b] — непе-
рервний вектор; Z(z, t, ε) — нелiнiйна функцiя, неперервно-диференцi-
йовна за невiдомою z(t, ε) в малому околi розв’язку породжуючої за-
дачi, неперервна по t ∈ [a, b] i неперервна по малому параметру; `z(·, ε)
— лiнiйний та J(z(·, ε), ε) – нелiнiйний векторний функцiонали `z(·, ε),
J(z(·, ε), ε) : C[a, b(ε)] → Rk, причому другий функцiонал неперервно-
диференцiйовний за невiдомою z(t, ε) i неперервний по малому параме-
тру ε в малому околi розв’язку породжуючої задачi та на вiдрiзку [0, ε0].

Нелiнiйна диференцiально-алгебраїчна крайова задача (1), (2) уза-
гальнює численнi постановки нелiнiйних крайових задач, дослiджених
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у роботах А.М. Самойленка, М.О. Перестюка, I.Т. Кiгурадзе, Є.О. Гре-
бенiкова, Ю.О. Рябова, О.А. Бойчука, М.Й. Ронто та багатьох iнших
вчених. За умов

PA∗(t) ≡ 0, A+(t)B(t) ∈ Cn×n[a; b], A+(t)f(t) ∈ C[a; b] (4)

система
A(t)z′(t) = B(t)z(t) + f(t); (5)

розв’язна вiдносно похiдної

z′ = A+(t)B(t)z + F0(t, ν0(t)); (6)

тут rank A(t) := σ0 = m ≤ n. Крiм того

F0(t, ν0(t)) := A+(t)f(t) + PAρ0(t)ν0(t),

A+(t) — псевдообернена (по Муру – Пенроузу) матриця, PA∗(t) — матриця-
ортопроектор: PA∗(t) : Rm → N(A∗(t)), PAρ0(t) — (n×ρ0)− матриця, скла-
дена iз ρ0 лiнiйно-незалежних стовпцiв (n× n)− матрицi-ортопроектора
PA(t) : Rn → N(A(t)). За умови ρ0 6= 0 система (6), розв’язна вiдно-
сно похiдної, залежить вiд довiльної неперервної вектор-функцiї ν0(t).
Позначимо X0(t) нормальну фундаментальну матрицю

X ′0(t) = A+(t)B(t)X0(t), X0(a) = In

отриманої системи звичайних диференцiальних рiвнянь (6).
Лема 1.1.1. За умови (4) система (5) має розв’язок вигляду

z(t, c) = X0(t)c+K[f(s), ν0(s)](t), c ∈ Rn,

де

K[f(s), ν0(s)](t) := X0(t)

∫ t

a

X−10 (s)F0(s, ν0(s)) ds

— узагальнений оператор Грiна задачi Кошi z(a) = 0 для диференцi-
ально-алгебраїчної системи (5).

Випадок (4) будемо називати невиродженим.
Дослiджено також задачу про побудову розв’язкiв z(t) ∈ C1[a, b] лi-

нiйної диференцiально-алгебраїчної крайової задачi

A(t)z′(t) = B(t)z(t) + f(t), `z(·) = α, α ∈ Rk; (7)

тут `z(·) — лiнiйний обмежений функцiонал: `z(·) : C[a, b]→ Rk. Покла-
демо ν0(t) := Ψ(t)γ, γ ∈ Rw; Ψ(t) ∈ Cρ0×w[a, b]. Узагальнений оператор
Грiна задачi Кошi для диференцiально-алгебраїчної системи (7) може
бути представлений у виглядi

K
[
f(s), ν0(s)

]
(t) = K

[
A+(s)f(s)

]
(t) +K

[
PAρ0(s)ν0(s)

]
(t).
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Позначимо матрицю

D :=
[
Q ; `K

[
PAρ0(s)Ψ(s)

]
(·)
]
∈ Rk×(ρ0+w).

Пiдставляючи загальний розв’язок

z(t, cρ0) = X0(t)cρ0 +K
[
A+(s)f(s)

]
(t) +K

[
PAρ0(s)Ψ(s)γ

]
(t), cρ0 ∈ Rρ0

задачi Кошi в крайову умову (7), приходимо до лiнiйного алгебраїчного
рiвняння, розв’язного тодi i тiльки тодi, коли [17]

PD∗d
{
α− `K

[
A+(s)f(s)

]
(·)
}

= 0. (8)

Тут PD∗ — ортопроектор: Rk → N(D∗); матриця PD∗d утворена з
d лiнiйно-незалежних рядкiв ортопроектора PD∗, PD — матриця-орто-
проектор: Rρp+w → N(D).

Теорема 2.1.2. Припустимо, що диференцiально-алгебраїчне рiвня-
ння (7) задовольняє вимогам леми 1.1.1. За умови (8) загальний розв’я-
зок диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (7)

z(t, cr) = Xr(t)cr +G[f(s);ψ(s);α](t), cr ∈ Rr

визначає узагальнений оператор Грiна

G[f(s);ψ(s);α](t) := K[A+(s)f(s)](t)+

+{X0(t);K[PAρ0Ψ(s)](t)}D+{α− `K[A+(s)f(s)](·)}.
Матриця Xr(t) утворена з r лiнiйно-незалежних стовпцiв матрицi{

X0(t);K
[
PAρ0(s)Ψ(s)

]
(t)
}
PD.

За умови PD∗ 6= 0 будемо казати, що диференцiально-алгебраїчна кра-
йова задача (7) представляє критичний випадок, i навпаки: за умови
PQ∗ 6= 0, PD∗ = 0 будемо казати, що крайову задачу (7) приведено до
некритичного випадку.

Припустимо, що породжуюча крайова задача (3) невироджена i не-
критична (PQ∗ = 0), при цьому породжуюча задача (3) розв’язна для
довiльних неоднорiдностей f(t) i α. Загальний розв’язок породжуючої
диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (3) для фiксованої непе-
рервної вектор-функцiї ν0(t) має вигляд

z0(t, cr) = Xr(t)cr +G
[
f(s); ν0(s);α

]
(t), cr ∈ Rr.

Розв’язки крайової задачi (1), (2) шукаємо в малому околi розв’язку по-
роджуючої задачi: z(t, ε) = z0(t, cr) + x(t, ε). Фiксуючи одну з констант
cr ∈ Rr, для знаходження вектора

x(t, ε) : x(·, ε) ∈ C1[a, b], x(t, ·) ∈ C1[0, ε0], x(t, 0) ≡ 0
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приходимо до задачi

x′ = A+(t)B(t)x+ εA+(t)Z(z0 + x, t, ε), (9)

`x(·, ε) = ε J(z0(·) + x(·, ε), ε). (10)

У некритичному випадку задача (9), (10) розв’язна для довiльної нелi-
нiйностi. Загальний розв’язок крайової задачi (9), (10) для фiксованої
неперервної вектор-функцiї ν0(t) має вигляд

x(t, ε) = Xr(t)c(ε) + εG
[
A+(s)Z(z0 + x, s, ε); ν0(s); J(z0(·) + x(·, ε), ε)

]
.

Теорема 2.1.3. У некритичному випадку (PQ∗ = 0) породжуюча за-
дача (3) розв’язна для довiльних неоднорiдностей диференцiально-алгеб-
раїчної системи та крайової умови (3) i має r лiнiйно-незалежних
розв’язкiв

z0(t, cr) = Xr(t)cr +G
[
f(s); ν0(s);α

]
(t), cr ∈ Rr.

За додаткової умови

A+(·)Z(z, ·, ε) ∈ C[a; b], A+(t)Z(·, t, ε) ∈ C[||z − z0|| < q] (11)

для побудови розв’язкiв нелiнiйної диференцiально-алгебраїчної крайової
задачi (1), (2) може бути використана збiжна при ε ∈ [0, ε∗] iтерацiй-
на схема

zk+1(t, ε) = z0(t, cr) + xk+1(t, ε), k = 0, 1, 2, ... ,

xk+1(t, ε) = Xr(t)c(ε) + x
(1)
k+1(t, ε), (12)

x
(1)
k+1(t, ε) = εG

[
A+(s)Z(z0 + xk, s, ε); ν0(s); J(z0(·) + xk(·, ε), ε)

]
(t).

У загальному випадку, а саме для довiльної неперервної вектор-функцiї
ν0(t), розв’язнiсть нелiнiйної диференцiально-алгебраїчної крайової зада-
чi (1), (2) iстотно залежить вiд вибору цiєї функцiї. Покладемо
ν0(t) := Ψ(t)γ, γ ∈ Rw; тут Ψ(t) ∈ Cρ0×w[a, b] — довiльна неперервна ма-
триця повного рангу. Припустимо, що диференцiально-алгебраїчне рiв-
няння (3) задовольняє вимогам леми 1.1.1. У випадку, коли
PD∗ = 0 задача (9) розв’язна для довiльної нелiнiйностi. Загальний розв’я-
зок диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (9) для фiксованої не-
перервної вектор-функцiї ν0(t) має вигляд

x(t, ε) = Xr(t)cr(ε) + εG
[
A+(s)Z(z, s, ε);ψ(s); J(z(·, ε), ε)

]
(t).

Теорема 2.1.4. У випадку (PD∗ = 0) породжуюча задача (3) розв’я-
зна при довiльних неоднорiдностях крайової задачi (3) i має r лiнiйно-
незалежних розв’язкiв

z0(t, cr) = Xr(t)cr +G
[
f(s);ψ(s);α

]
(t), cr ∈ Rr.
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За додаткової умови (11) для побудови розв’язкiв крайової задачi (1),
(2) може бути використана збiжна при ε ∈ [0, ε∗] iтерацiйна схема

zk+1(t, ε) = z0(t, cr) + xk+1(t, ε), k = 0, 1, 2, ... ,

xk+1(t, ε) = Xr(t)cr(ε) + x
(1)
k+1(t, ε), (13)

x
(1)
k+1(t, ε) = εG

[
A+(s)Z(z0 + xk, s, ε);ψ(s); J(z0(·, cr) + xk(·, ε), ε)

]
(t).

Припустимо, що для крайової задачi (1), (2) має мiсце критичний ви-
падок. Породжуюча задача (3) розв’язна тодi i тiльки тодi, коли вико-
нано умову

PQ∗d
{
α− `K

[
f(s), ν0(s)

]
(·)
}

= 0 (14)

i для фiксованої неперервної вектор-функцiї ν0(t) ∈ C[a, b] має r лiнiйно-
незалежних розв’язкiв

z0(t, cr) = Xr(t)cr +G
[
f(s); ν0(s);α

]
(t), cr ∈ Rr.

Теорема 2.1.5. У критичному випадку (PQ∗ 6= 0) породжуюча зада-
ча (3) розв’язна тодi i тiльки тодi, коли виконано умову (14) i для
фiксованої неперервної вектор-функцiї ν0(t) ∈ C[a, b] має r лiнiйно-
незалежних розв’язкiв

z0(t, cr) = Xr(t)cr +G
[
f(s); ν0(s);α

]
(t), cr ∈ Rr.

Припустимо також, що крайова задача (1), (2) має розв’язок, який
при ε = 0 перетворюється на породжуючий z(t, 0) = z0(t, c

∗
r). За умо-

ви (11) для iснування розв’язкiв нелiнiйної диференцiально-алгебраїчної
крайової задачi (1), (2) необхiдно виконується умова

F (c∗r) := PQ∗d
{
J(z0(·, c∗r), 0)− `K

[
Z(z0(s, c

∗
r), s, 0), ν0(s)

]
(·)
}

= 0. (15)

По аналогiї з нетеровими крайовими задачами рiвняння (15) будемо на-
зивати рiвнянням для породжуючих констант. Припустимо далi необхi-
дну умову розв’язностi нелiнiйної диференцiально-алгебраїчної крайової
задачi (1), (2) виконаною. Фiксуючи один iз розв’язкiв c∗r рiвняння (15),
розв’язок z(t, ε) = z0(t, c

∗
r)+x(t, ε) диференцiально-алгебраїчної крайової

задачi (1), (2) шукаємо в околi породжуючого розв’язку

z0(t, c
∗
r) = Xr(t)c

∗
r +G

[
f(s); ν0(s);α

]
(t).

Таким чином, приходимо до задачi

x′(t, ε) = A+(t)B(t)x(t, ε) + εA+(t)Z(z0(t, c
∗
r) + x(t, ε), t, ε), (16)

`x(·, ε) = ε J(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε). (17)
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Позначимо сталу (d× r) – матрицю B0 := F ′0(c
∗
r) та PB∗0 — ортопроектор:

Rd → N(B∗0). За умови PB∗0PQ∗d = 0 принаймi один розв’язок крайової
задачi (16), (17) визначає операторна система

x(t, ε) = Xr(t)cr(ε) + x(1)(t, ε),

B0 cr(ε) = PQ∗d

{
`1x

(1)(·, ε) + J1(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε)−

−`K
[
A1(s)x

(1)(s, ε) +R(z(s, ε), s, ε)
]
(·)
}
,

x(1)(t, ε) = εG
[
Z(z0(s, c

∗
r) + x(s, ε), s, ε); ν0(s); J(z0(·, c∗r) + x(·, ε), ε)

]
(t).

Для побудови розв’язкiв цiєї операторної системи може бути використа-
ний метод простих iтерацiй; таким чином отримуємо iтерацiйну схему

xk+1(t, ε) = Xr(t)crk+1
(ε) + x

(1)
k+1(t, ε), k = 0, 1, 2, ... ,

crk+1
(ε) = B+

0 PQ∗d

{
`1x

(1)
k+1(·, ε) + J1(z0(·, c∗r) + xk+1(·, ε), ε)−

−`K
[
A1(s)x

(1)
k+1(s, ε) +R(z0(s, c

∗
r) + xrk+1

(s, ε), s, ε)
]
(·), (18)

x
(1)
k+1(t, ε) = εG

[
Z(zk(s, ε), s, ε); ν0(s); J(zk(·, ε), ε)

]
(t).

Теорема 2.1.6. У критичному випадку (PQ∗ 6= 0) породжуюча зада-
ча (3) розв’язна тодi й тiльки тодi, коли виконано умову (14) i для
фiксованої неперервної вектор-функцiї ν0(t) ∈ C[a, b] має r лiнiйно-
незалежних розв’язкiв z0(t, cr). За умови PB∗0PQ∗d = 0 для кожного коре-
ня c∗r ∈ Rr рiвняння для породжуючих констант (15), у випадку (11),
нелiнiйна крайова задача (1), (2) має принаймi один розв’язок, який при
ε = 0 перетворюється на породжуючий z(t, 0) = z0(t, c

∗
r). Для побудо-

ви розв’язкiв диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (1), (2) може
бути використана збiжна при ε ∈ [0, ε∗] iтерацiйна схема (18).

Припустимо, що для диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (1),
(2) має мiсце критичний випадок (PQ∗ 6= 0). У загальному випадку, а
саме для довiльної неперервної вектор-функцiї ν0(t), розв’язнiсть крайо-
вої задачi (1), (2) iстотно залежить вiд вибору цiєї функцiї. Покладемо
ν0(t) := Ψ(t)γ, γ ∈ Rw; тут Ψ(t) ∈ Cρ0×w[a, b] — довiльна неперервна
матриця повного рангу. Вiдповiдно до теореми 2.1.2 породжуюча зада-
ча (3) розв’язна тодi i тiльки тодi, коли виконано умову (8); i в цьому
випадку має розв’язок

z0(t, cρ0+w) = Xρ0+w(t)cρ0+w +G
[
f(s);ψ(s);α

]
(t),

де
Xρ0+w(t) :=

{
X0(t);K

[
PAρ0(s)Ψ(s)

]
(t)
}
PD, cρ0+w ∈ Rρ0+w.
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У малому околi розв’язку породжуючої задачi крайова задача (1), (2)
розв’язна тодi i тiльки тодi, коли

PD∗d
{
J(z0(·, cρ0+w) + x(·, ε), ε)− `K

[
Z(z0(s, cρ0+w) + x(s, ε), s, ε)

]
(·)
}

= 0.
(19)

Необхiдну умову iснування розв’язку нелiнiйної диференцiально-
алгебраїчної крайової задачi (1), (2) в критичному випадку визначає на-
ступна теорема.

Теорема 2.1.7. У критичному випадку (PD∗ 6= 0) породжуюча зада-
ча (3) розв’язна тодi i тiльки тодi, коли виконано умову (8); в цьому
випадку вона має розв’язок

z0(t, cρ0+w) = Xρ0+w(t)cρ0+w +G
[
f(s);ψ(s);α

]
(t), cρ0+w ∈ Rρ0+w.

Припустимо також, що крайова задача (1), (2) має розв’язок, який
при ε = 0 перетворюється на породжуючий z0(t, c∗ρ0+w). За додаткової
вимоги (11) необхiдно виконується умова

F (c∗ρ0+w) := PQ∗d
{
J(z0(·, c∗ρ0+w), 0)− `K

[
Z(z0(s, c

∗
ρ0+w

), 0)
]
(·)
}

= 0. (20)

Позначимо сталу матрицю B0 := F ′0(c
∗
ρ0+w

) та PB∗0 — ортопроектор: Rd →
N(B∗0).

Теорема 2.1.8. У критичному випадку (PD∗ 6= 0) породжуюча зада-
ча (3) розв’язна тодi i тiльки тодi, коли виконано умову (8); у цьому
випадку вона має розв’язок

z0(t, cρ0+w) = Xρ0+w(t)cρ0+w +G
[
f(s); ν0(s);α

]
(t), cρ0+w ∈ Rρ0+w.

За умови PB∗0PQ∗d = 0 для кожного кореня c∗ρ0+w ∈ Rρ0+w рiвняння (20) у
випадку (11) задача (1), (2) має принаймi один розв’язок.

За умови PA∗(t) 6= 0 система (7) не розв’язна вiдносно похiдної. При-
пустимо, що матриця A(t) має сталий ранг, а саме:

1 ≤ rank A(t) = σ0.

Як вiдомо, довiльна (m × n)−матриця A(t) у визначеному базисi може
бути представлена у виглядi стандартного розвинення

A(t) = R0(t) · Jσ0 · S0(t), Jσ0 :=

(
Iσ0 O
O O

)
, R0(t) ∈ Cm×m[a, b];

тутR0(t) i S0(t) ∈ Cn×n[a, b] — невиродженi матрицi. Невироджена замiна
змiнної y(t) = S0(t)z(t) приводить систему (7) до вигляду

Jσ0y
′(t) = C0(t)y(t) +R−10 (t)f(t); (21)

тут

C0(t) :=
(
R−10 (t)B(t) + Jσ0S

′
0(t)
)
S−10 (t) :=

(
C

(0)
11 (t) C

(0)
12 (t)

C
(0)
21 (t) C

(0)
22 (t)

)
.
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Замiна змiнної

y(t) = col (u(t), v(t)) ∈ C1
n[a, b], u(t) ∈ C1

σ0
[a, b], v(t) ∈ C1

n−σ0[a, b]

приводить систему (7) до вигляду

u′(t) = C
(0)
11 (t)u(t) + C

(0)
12 (t)v(t) + g

(0)
1 (t), (22)

C
(0)
21 (t)u(t) + C

(0)
22 (t)v(t) + g

(0)
2 (t) = 0; (23)

тут
R−10 (t)f(t) := col

(
g
(0)
1 (t), g

(0)
2 (t)

)
.

Крiм того PD∗0(t) — матриця-ортопроектор: PD∗0(t) : Rm−σ0 → N(D∗0(t)).

Рiвняння (23) розв’язне тодi i тiльки тодi, коли PD∗0(t)g
(0)
2 (t) = 0; при

цьому загальний розв’язок рiвняння (23)

y(t) = PDρ0
ϕ(t)−D+

0 (t)g
(0)
2 (t),

D0(t) :=

[
C

(0)
21 (t);C

(0)
22 (t)

]
∈ R(m−σ0)×n, ϕ(t) ∈ Cρ0[a, b]

визначає PDρ0
(t) — (n×ρ0) – матриця, складена iз ρ0 лiнiйно-незалежних

стовпцiв PD0
(t) — ортопроектора: PD0

(t) : Rn → N(D0(t)). Позначивши
блоки матрицi PDρ0

(t) i добутку D+
0 (t)g

(0)
2 (t)

PDρ0
(t) := col (P

(0)
1 (t), P

(0)
2 (t)), D+

0 (t)g
(0)
2 (t) = − col

(
f
(1)
1 (t), f

(1)
2 (t)

)
,

приходимо до задачi про побудову розв’язкiв ϕ(t) ∈ C1
ρ0

[a, b] лiнiйної
диференцiально-алгебраїчної системи

A1(t)ϕ
′(t) = B1(t)ϕ(t) + f1(t), rank A1(t) := σ1; (24)

тут
A1(t) := P

(0)
1 (t) ∈ Rσ0×ρ0, σ1 = σ0 ≤ ρ0,

B1(t) := C
(0)
11 (t)P

(0)
1 (t) + C

(0)
12 (t)P

(0)
2 (t)− A′1(t),

f1(t) := C
(0)
11 (t)f

(1)
1 (t) + C

(0)
12 (t)f

(1)
2 (t) + g

(0)
1 (t)−

(
f
(1)
1 (t)

)′
.

Позначимо U1(t) нормальну фундаментальну матрицю

U ′1(t) = A+
1 (t)B1(t)U1(t), U1(a) = Iρ1.

Лема 2.2.1. За умови

PA∗ 6= 0, PA∗1 ≡ 0, PD∗0f1(t) ≡ 0, (25)

A+
1 (t)B1(t) ∈ Cσ0×σ0[a; b], A+

1 (t)f1(t) ∈ C[a; b]
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лiнiйна диференцiально-алгебраїчна система (7) має розв’язок вигляду

z(t, cρ1) = X1(t)cρ1 +K
[
f(s), ν1(s)

]
(t),

де
X1(t) := S−10 (t)PDρ0

U1(t), cρ1 ∈ Rρ1,

K
[
f(s), ν1(s)

]
(t) := S−10 (t)PDρ0

K
[
F1(s, ν1(s))

]
(t)− S−10 (t)D+

0 (t)g
(0)
2 (t)

— узагальнений оператор Грiна задачi Кошi z(a) = 0 для диференцi-
ально-алгебраїчної системи (7).

Припустимо, що рiвняння (7) задовольняє вимогам леми 2.1.1. Покла-
демо ν1(t) := Ψ(t)γ, γ ∈ Rw, Ψ(t) ∈ Cρ1×w[a, b]. Узагальнений оператор
Грiна задачi Кошi для диференцiально-алгебраїчної системи (7) предста-
вимо у виглядi

K
[
f(s), ν1(s)

]
(t) = K

[
A+(s)f(s)

]
(t) +K

[
PAρ1(s)ν1(s)

]
(t).

Позначимо матрицю

D :=
[
Q ; `K

[
PAρ1(s)Ψ(s)

]
(·)
]
∈ Rk×(ρ1+w).

Пiдставляючи загальний розв’язок

z(t, cρ1) = Xp(t)cρ1 +K
[
A+(s)f(s)

]
(t) +K

[
PAρ1(s)Ψ(s)γ

]
(t), cρ1 ∈ Rρ1

задачi Кошi для рiвняння (7) у крайову умову (7), приходимо до лiнiй-
ного алгебраїчного рiвняння, розв’язного тодi i тiльки тодi, коли

PD∗
{
α− `K

[
A+(s)f(s)

]
(·)
}

= 0. (26)

Тут PD∗ — ортопроектор: Rk → N(D∗), Q := `Xp(·) ∈ Rk×ρp, крiм того,
PD — матриця-ортопроектор: Rρp+w → N(D). Позначимо матрицю Xr(t),
утворену з r лiнiйно-незалежних стовпцiв матрицi{

X1(t);K
[
PAρ1(s)Ψ(s)

]
(t)
}
PD.

Теорема 2.2.2. Припустимо, що диференцiально-алгебраїчне рiвнян-
ня (7) задовольняє вимогам леми 2.2.1. За умови (26) загальний розв’я-
зок диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (7)

z(t, cr) = Xr(t)cr +G
[
f(s);ψ(s);α

]
(t), cr ∈ Rr

визначає узагальнений оператор Грiна диференцiально-алгебраїчної кра-
йової задачi (7)

G
[
f(s);ψ(s);α

]
(t) := K

[
A+(s)f(s)

]
(t)+

+
{
Xp(t);K

[
PAρ1Ψ(s)

]
(t)
}
D+
{
α− `K

[
A+(s)f(s)

]
(·)
}
.
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За умови PD∗ 6= 0 будемо казати, що диференцiально-алгебраїчна
крайова задача (7) представляє критичний випадок, i навiпаки: за умо-
ви PQ∗ 6= 0, PD∗ = 0 будемо казати, що диференцiально-алгебраїчна
крайова задача (7) приведена до некритичного випадку. Останнє ви-
значення є узагальненням критичного (PQ∗ = 0) випадку для крайової
задачi для диференцiальної системи, яка отримана iз системи (7) при
A(t) ≡ In, на випадок залежностi узагальненого оператора Грiна задачi
Кошi для диференцiально-алгебраїчної системи (7) вiд довiльної непе-
рервної вектор-функцiї ν1(t).

Припустимо, що породжуюча крайова задача (3) вироджена i некри-
тична (PQ∗ = 0), тобто, задовольняє вимогам леми 2.1.1, при цьому по-
роджуюча задача (3) розв’язна для довiльних неоднорiдностей f(t) i α.
Загальний розв’язок породжуючої диференцiально-алгебраїчної крайо-
вої задачi (3) для фiксованої неперервної вектор-функцiї ν1(t) ∈ C[a, b]
має вигляд

z(t, cρ1) = X1(t)cρ1 +K
[
f(s), ν1(s)

]
(t),

Розв’язки крайової задачi (1), (2) шукаємо в малому околi розв’язку по-
роджуючої задачi: z(t, ε) = z0(t, cr) + x(t, ε). Для знаходження вектора
x(t, ε) приходимо до задачi

A(t)x′(t, ε) = B(t)x(t, ε) + εZ(z0(t, cr) + x(t, ε), t, ε), (27)

`x(·, ε) = 0. (28)

Невироджена замiна змiнної y(t) = S0(t)x(t) приводить систему (27) до
вигляду

Jσ0y
′(t) = C0(t)y(t) + εR−10 (t)Z(z0(t, cr) + x(t, ε), t, ε). (29)

Замiна змiнної

y(t) = col (u(t), v(t)) , u(t) ∈ C1
σ0

[a, b], v(t) ∈ C1
n−σ0[a, b]

приводить систему (29) до вигляду

u′(t) = C
(0)
11 (t)u(t) + C

(0)
12 (t)v(t) + εZ1(z(t, ε), t, ε), (30)

C
(0)
21 (t)u(t) + C

(0)
22 (t)v(t) + εZ2(z0(t, cr) + x(t, ε), t, ε) = 0; (31)

тут
R−10 (t)Z(z0(t, cr) + x(t, ε), t, ε) :=

= col (Z1(z0(t, cr) + x(t, ε), t, ε), Z2(z0(t, cr) + x(t, ε), t, ε)) .

Рiвняння (31) розв’язне тодi i тiльки тодi, коли

PD∗0(t)Z2(z0(t, cr) + x(t, ε), t, ε) ≡ 0; (32)
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при цьому загальний розв’язок рiвняння (31) має вигляд

y(t) = PDρ0
µ(t)−D+

0 (t)Z2(z0(t, cr) + x(t, ε), t, ε).

Позначивши блоки матрицi PDρ0
(t) := col (P

(0)
1 (t), P

(0)
2 (t)) i добутку

D+
0 (t)Z2(z0(t, cr) + x(t, ε), t, ε) = −col (M(y(t, ε), t, ε), N(y(t, ε), t, ε)) ,

приходимо до задачi про побудову розв’язкiв µ(t) ∈ C1
ρ0

[a, b] нелiнiйної
диференцiально-алгебраїчної системи

A1(t)µ
′(t) = B1(t)µ(t) + ε Y (y(t, ε), y′(t, ε), t, ε); (33)

тут

A1(t) := P
(0)
1 (t), B1(t) := C

(0)
11 (t)P

(0)
1 (t) + C

(0)
12 (t)P

(0)
2 (t)−

(
P

(0)
1 (t)

)′
;

крiм того

Y (y(t, ε), y′(t, ε), t, ε) := C
(0)
11 (t)M(y(t, ε), t, ε)+

+C
(0)
12 (t)N(y(t, ε), t, ε) + Z1(z0(t, cr) + x(t, ε), t, ε)−M ′

y(y(t, ε), t, ε)µ′(t).

За умови PA∗1(t) ≡ 0 система (33), принаймнi однозначно розв’язна вiд-
носно похiдної:

µ′ = A+
1 (t)B1(t)µ+ εA+

1 (t)Y (y(t, ε), y′(t, ε), t, ε). (34)

За умови (25) i (32) система (27) має розв’язок вигляду

x(t, cρ1(ε)) = X1(t)cρ1(ε) + εK

[
Z(z(s, ε), s, ε), ν1(s)

]
(t),

де

X1(t) := S−10 (t)PDρ0
U1(t), K

[
Z(z(s, ε), s, ε), ν1(s)

]
(t) :=

= S−10 (t)PDρ0
U1(t)

∫ t

a

U−11 (s)A+
1 (s)Y (y(s, ε), y′(s, ε), s, ε) ds−

−S−10 (t)D+
0 (t)Z2(z0(t, cr) + x(t, ε), t, ε), cρ1(ε) ∈ Rρ1.

Таким чином, за умови (25) i (32) розв’язок нелiнiйної диференцiально-
алгебраїчної системи (1) має вигляд

z(t, cρ1) = z0(t, cρ1) + x(t, cρ1), z0(t, cρ1) = X1(t)cρ1 +K[f(s), ν1(s)](t).

У некритичному випадку задача (1), (2) розв’язна для довiльної нелiнiй-
ностi. Загальний розв’язок диференцiально-алгебраїчної крайової задачi
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(27), (28) для фiксованої неперервної вектор-функцiї ν1(t) ∈ C[a, b] має
вигляд

x(t, ε) = Xr(t)cr(ε) + x(1)(t, ε), x(1)(t, ε) := G
[
Z(z0 + x, s, ε); ν1(s)

]
(t).

Розв’язки крайової задачi (1), (2) при цьому визначає операторна система

z(t, ε) = z0(t, cr) + x(t, ε), x(t, ε) = Xr(t)cr(ε) + x(1)(t, ε),

x(1)(t, ε) = G
[
Z(z0 + x, s, ε); ν1(s)

]
(t); G

[
Z(z0 + x, s, ε); ν1(s)

]
(t) :=

= K
[
Z(z(s, ε), s, ε), ν1(s)

]
(t)−X(t)Q+`K

[
Z(z(s, ε), s, ε), ν1(s)

]
(·).

Для побудови розв’язкiв цiєї операторної системи може бути використа-
ний метод простих iтерацiй:

zk+1(t, ε) = z0(t, cr) + xk+1(t, ε), xk+1(t, ε) = Xr(t)cr(ε) + x
(1)
k+1(t, ε), (35)

x
(1)
k+1(t, ε) = G

[
Z(z0 + xk, s, ε); ν1(s)

]
(t), k = 0, 1, 2, ... .

Теорема 2.2.3. Припустимо, що рiвняння (3) задовольняє вимогам
леми 2.2.1. У некритичному випадку породжуюча задача (3) розв’язна
для довiльних неоднорiдностей системи i крайової умови (3) та має
r лiнiйно-незалежних розв’язкiв z0(t, cr). За умови (25), (32) та

A+
1 (·)Y (y, y′, ·, ε) ∈ C[a; b], A+

1 (t)Y (·, y′, t, ε) ∈ C[||y − y0|| < q],

A+
1 (t)Y (y, ·, t, ε) ∈ C[||y′ − y′0|| < q′ ] (36)

для побудови розв’язкiв крайової задачi (1), (2) може бути використана
iтерацiйна схема (35).

Як приклад застосування побудованої iтерацiйної схеми, знайденi на-
ближення до розв’язку диференцiально-алгебраїчної крайової задачi для
рiвняння типу Рiккатi.

У третьому роздiлi дослiджено задачу про знаходження розв’язкiв

z(t, ε) : z(·, ε) ∈ C1[a, b(ε)], z(t, ·) ∈ C[0, ε0], b(ε) ∈ C[0, ε0]

автономної крайової задачi

dz(t, ε)/dt = Az(t, ε) + f + εZ(z(t, ε), ε), (37)

`z(·, ε) = α + ε J(z(·, ε), ε), α ∈ Rm. (38)

Розв’язки крайової задачi (37), (38) шукаємо в малому околi розв’язку
z0(t) ∈ C1[a, b0], b0 = b(0) породжуючої задачi

dz0/dt = Az0 + f, f ∈ Rn, `z0(·) = α. (39)



18

Тут A – стала (n × n)-вимiрна матриця, Z(z, ε) – нелiнiйна вектор-
функцiя, двiчi неперервно-диференцiйовна за невiдомою z(t, ε) та непе-
рервно-диференцiйовна по малому параметру ε в околi розв’язку поро-
джуючої задачi та на вiдрiзку [0, ε0]; `z(·, ε) – лiнiйний i J(z(·, ε), ε) – не-
лiнiйний векторний функцiонали `z(·, ε), J(z(·, ε), ε) : C[a, b(ε)] → Rm,
причому другий функцiонал двiчi неперервно-диференцiйовний за невi-
домою z(t, ε) i неперервно-диференцiйовний по малому параметру ε в
околi розв’язку породжуючої задачi та на вiдрiзку [0, ε0]. У критичному
випадку (PQ∗ 6= 0) за умови

PQ∗d
{
α− `K[f ](·)

}
= 0 (40)

породжуюча задача (39) має сiм’ю розв’язкiв

z0(t, cr) = Xr(t)cr +G[f ;α](t), Xr(t) = X(t)PQr , cr ∈ Rr.

Тут Q := `X(·) – (m × n)-матриця, rank Q := n1, n − n1 = r, PQ∗
– (m ×m)-матриця-ортопроектор PQ∗ : Rm → N(Q∗), X(t) – нормальна
(X(a) = In) фундаментальна матриця однорiдної частини диференцiаль-
ної системи (39); PQr – (n×r)-матриця, утворена iз r лiнiйно-незалежних
стовпцiв (n × n)-матрицi-ортопроектора PQ : Rn → N(Q); G[f ;α](t) —
узагальнений оператор Грiна задачi (39); Q+− псевдообернена матриця
по Муру-Пенроузу; In – одинична (n×n)-матриця; матриця PQ∗d складена
iз d лiнiйно-незалежних стовпцiв матрицi-ортопроектора PQ∗. Припусти-
мо, що рiвняння для породжуючих констант для автономної крайової
задачi для системи звичайних диференцiальних рiвнянь (37), (38) має
кратнi коренi. Поряд з автономною крайовою задачою для системи зви-
чайних диференцiальних рiвнянь (37), (38) розглянемо задачу про знахо-
дження розв’язкiв автономної крайової задачi у випадку параметричного
резонансу

dz(t, ε)/dt = Az(t, ε) + f + εZ(z(t, ε), h(ε), ε), (41)

`z(·, ε) = α + ε J(z(·, ε), ε), α ∈ Rm. (42)

Розв’язки крайової задачi (41), (42) шукаємо в малому околi розв’язку
z0(t) ∈ C1[a, b0], b0 = b(0), h0 = h(0) ∈ Rq породжуючої задачi

dz0(t)/dt = Az0(t) + f, f ∈ Rn, `z0(·) = α. (43)

Тут B(z(t, ε)) – нелiнiйна (n × q)-вимiрна матриця, двiчi неперервно-
диференцiйовна за невiдомою z(t, ε) в малому околi розв’язку породжу-
ючої задачi, Z(z(t, ε), h(ε), ε) := Z(z(t, ε), ε) + B(z(t, ε))h(ε) — нелi-
нiйна вектор-функцiя, двiчi неперервно-диференцiйовна за невiдомими
z(t, ε) та h(ε) в малому околi розв’язку породжуючої задачi i неперервно-
диференцiйовна по малому параметру ε на вiдрiзку [0, ε0]; `z(·, ε) – лiнiй-
ний i J(z(·, ε), ε) – нелiнiйний векторний функцiонали `z(·, ε), J(z(·, ε), ε) :
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C[a, b(ε)]→ Rm, причому другий функцiонал двiчi неперервно-диферен-
цiйовний за невiдомою z(t, ε) в малому околi розв’язку породжуючої за-
дачi (43) i неперервно-диференцiйовний по малому параметру ε у малому
околi розв’язку породжуючої задачi та на вiдрiзку [0, ε0]. У критичному
випадку задача (41), (42) iстотно вiдрiзняється вiд аналогiчних неавто-
номних крайових задач; на вiдмiну вiд останнiх, правий кiнець b(ε) про-
мiжку [a, b(ε)], на якому шукаємо розв’язок задачi (41), (42), невiдомий i
пiдлягає визначенню в процесi побудови розв’язку. Здiйснюючи в задачi
(41), (42) замiну незалежної змiнної

t = a+ (τ − a)(1 + εβ(ε)), b(ε) = b∗ + ε (b∗ − a)β(ε),

приходимо до задачi про знаходження розв’язку крайової задачi

dz(τ, ε)/dt = Az(τ, ε) + f + εZ(z(τ, ε), h(ε), ε)+

+εβ(ε)[Az(τ, ε) + εZ(z(τ, ε), h(ε), ε)],

`z(·, ε) = α + ε J(z(·, ε), h(ε), ε) + εβ(ε)[α + ε J(z(·, ε), h(ε), ε)].

Лема 3.4.1. Припустимо, що крайова задача (41), (42) представ-
ляє критичний випадок (PQ∗ 6= 0) i виконується умова розв’язностi
(40) породжуючої задачi (43). Припустимо також, що в малому околi
породжуючого розв’язку

z0(t, c
∗
r) ∈ C1[a, b∗0], b∗0 = b(0), h∗0 = h(0) ∈ Rq

слабконелiнiйна крайова задача (41), (42) має розв’язок

z(·, ε) ∈ C1[a, b(ε)], z(t, ·) ∈ C[0, ε0], b(ε), h(ε) ∈ C[0, ε0],

при цьому в достатньо малому околi вектора h∗0 iснує власна функцiя
h(ε) ∈ C[0, ε0]. Тодi має мiсце рiвнiсть

F(č∗0) = 0. (44)

Теорема 3.4.1. Припустимо, що виконанi умови леми 3.4.1. Тодi для
кожного кореня c∗r ∈ Rr, h∗0 ∈ Rq рiвняння для породжуючих констант
в околi породжуючого розв’язку z0(ε, c∗r), а також в околi точок h∗0 та
β∗0 для знаходження принаймi одного розв’язку задачi (41), (42) у ви-
падку параметричного резонансу, може бути використана iтерацiйна
схема

zk+1(τ, ε) = z0(τ, c
∗
r) + xk+1(τ, ε), βk+1(ε) = β∗0 + ηk+1(ε),

hk+1(ε) = h∗0 + µk+1(ε), F(čk+1(ε)) = 0, k = 0, 1, 2, ... ,

xk+1(τ, ε) = Xr(τ)crk+1
(ε) + x

(1)
k+1(τ, ε), (45)

x
(1)
k+1(τ, ε) = ε ·G[Y (z0(s, c

∗
r) + xk(s, ε), h

∗
0 + µk(ε), β

∗
0 + ηk(ε), ε);
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H(z0(·, c∗r) + xk(·, ε), h∗0 + µk(ε), β
∗
0 + ηk(ε), ε)](τ).

Дослiджено також задачу про побудову розв’язкiв автономної крайової
задачi [2]

z′ = Az + f + εZ(z, z′, ε), `z(·, ε) = α + εJ(z(·, ε), z′(·, ε), ε). (46)

Розв’язки крайової задачi (46) шукаємо в околi розв’язку породжуючої
нетерової задачi

z
′

0 = Az0 + f, `z0(·) = α ∈ Rm

та його похiдної. Тут A ∈ Rn×n, f ∈ Rn, Z(z, z′, ε) – нелiнiйна вектор-
функцiя, неперервно-диференцiйовна за невiдомою z в малому околi
розв’язку z0(t) породжуючої задачi та його похiдної, а також неперервно-
диференцiйовна по малому параметру ε на вiдрiзку [0, ε0]; `z(·, ε) – лiнiй-
ний та J(z(·, ε), z′(·, ε), ε) – нелiнiйний векторний функцiонали: `z(·, ε),
εJ(z(·, ε), z′(·, ε), ε) : C[a, b] → Rm, причому другий функцiонал непе-
рервно-диференцiйовний за невiдомими z, z′ i по малому параметру ε
в малому околi розв’язку породжуючої задачi та на вiдрiзку [0, ε0]. У
критичному випадку (PQ∗ 6= 0), за умови

PQ∗{α− `(Kf)(·)} = 0

породжуюча задача має сiм’ю розв’язкiв

z0(t, cr) = Xr(t)cr +G[f(s);α](t), cr ∈ Rr.

Тут Q := `X(·) ∈ Rm×n – стала матриця, rank Q := n1, r := n − n1,
PQ∗ ∈ Rm×m – ортопроектор: PQ∗ : Rm → N(Q∗), X(t) – нормальна
(X(a) = In) фундаментальна матриця однорiдної частини породжуючої
системи,Xr(t) := X(t)PQr , матриця PQr утворена з r лiнiйно-незалежних
стовпцiв ортопроектора PQ : Rn → N(Q), G[f ;α](t) — узагальнений опе-
ратор Грiна породжуючої задачi,Q+ – псевдообернена матриця по Муру-
Пенроузу, K[f ](t) — оператор Грiна задачi Кошi породжуючої системи.
Замiна

t = a+ (τ − a)(1 + ε β(ε)), b(ε) := b∗ + ε(b∗ − a)β(ε),

приводить крайову задачу (46) до вигляду

z′ = Az + f + ε Z̃(z, z′, β, ε), `z(·, ε) = ε J̃(z(·, ε), z′(·, ε), β, ε). (47)

Тут

Z̃(z, z′, β(ε), ε) := β(ε)A(z + f) + (1 + εβ(ε))Z

(
z,

z′

(1 + εβ(ε))
, β(ε), ε

)
.

Позначимо
ϕ0(c

∗) := αβ∗ + J(z0(·, c∗r), z
′

0(·, c∗r), 0),
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f0(s, c
∗
0) := β∗ [Az0(s, c

∗
r) + f ] + Z(z0(s, c

∗
r), z

′

0(s, c
∗
r), 0).

Лема 3.5.1. Якщо крайова задача (46) в критичному (PQ∗ 6= 0) ви-
падку має розв’язок z(t, ε), який при ε = 0 перетворюється на породжу-
ючий z0(t, c

∗
r), c

∗
r ∈ Rr, то вектор c∗0: = col (c∗r, β

∗) ∈ Rr+1 задовольняє
рiвнянню

F (c∗0) := PQ∗ {ϕ(c∗0)− `K[f0(s, c
∗
0)](·)} = 0. (48)

Для побудови розв’язкiв крайової задачi (46) для кожного простого ко-
реня c∗r ∈ Rr рiвняння (48) нами отриманi достатнi умови iснування
розв’язкiв автономної крайової задачi, а також iтерацiйна схема, побу-
дована з використанням технiки найменших квадратiв [2]. Як приклади
застосування отриманих результатiв знайденi наближення до розв’яз-
кiв перiодичних задач для рiвняння типу Релея, рiвняння типу Хiлла
у випадку параметричного резонансу, а також рiвняння Матьє. Також
знайденi наближення до розв’язкiв перiодичних задач для автономного
рiвняння типу Дюффiнга та Лотки–Вольтерри та перiодичної задачi для
рiвняння типу Льєнара, не розв’язаного вiдносно похiдної.

У четвертому роздiлi дослiджено напiвлiнiйнi елiптичнi диферен-
цiальнi рiвняння в частинних похiдних, вигляду

div [A(z)∇u(z)] = f(u(z)). (49)

Тут, A(z) = {aij(z)}, detA(z) = 1 — симетрична 2 х 2 матрична функцiя
з вимiрними коефiцiєнтами, що задовольняє умовi рiвномiрної елiпти-
чностi

1

K
|ξ|2 ≤ 〈A(z) ξ, ξ〉 ≤ K |ξ|2 м.в. в Ω

для кожного ξ ∈ C, де 1 ≤ K <∞, i Ω є областю в комплекснiй площинi
C. Зокрема, для рiвняння (49) доведена наступна теорема.

Теорема 4.1.1. (Теорема факторизацiї). Нехай Ω є областю в
C, A ∈ M 2×2(Ω), i нехай f : R → R є неперервною функцiєю. Тодi
довiльний слабкий розв’язок u напiвлiнiйного рiвняння (49) може бути
представлено у виглядi композицiї

u(z) = T (ω(z)),

де ω : Ω→ G є квазiконформним вiдображенням, узгодженим з A, i T
є слабким розв’язком квазiлiнiйного рiвняння Пуассона

4T (w) = J(w) f(T (w)), w ∈ G, (50)

де J(w) є якобiаном оберненого вiдображення ω−1(w).
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Дано застосування теореми 4.1.1 до дослiдження розв’язкiв, що вибу-
хають («blow-up») на границi деяких класичних модельних напiвлiнiй-
них елiптичних рiвнянь, зокрема диврегентного аналога рiвняння Лiу-
вiлля–Бiбербаха, а також до задач з вiльною границею.

Отже нами показано, що дослiдження розв’язкiв напiвлiнiйного рiв-
няння вигляду (49) зводиться, зокрема, до дослiдження квазiлiнiйного
рiвняння Пуассона (50). У зв’язку з цим нами дослiджено бiльш загаль-
ну задачу, а саме iснування регулярних розв’язкiв задачi Дiрiхле для
квазiлiнiйного рiвняння Пуассона

4U(z) = h(z) · f(U(z))

в одиничному крузi D ⊂ C з довiльними неперервними граничними да-
ними ϕ : ∂D → R. Тут h : D → R є функцiєю класу Lp(D), p > 1, i
неперервна функцiя f : R → R є такою, що f(t)/t → 0 при t → ∞.
Вiдмiтимо, що в якостi функцiй f(t) можна обрати, наприклад, функцiї
вигляду tδ при 0 < t < 1 та e−t. Використовуючи теорiю потенцiалу
та пiдхiд Лере–Шаудера, доведено iснування неперервних розв’язкiв U
поставленої задачi в класi Соболєва W 2,p

loc (D).

Теорема 4.2.3. Нехай ϕ : ∂D → R є неперервною функцiєю,
h : D → R є функцiєю класу Lp(D), p > 1, i нехай f : R → R є не-
перервною функцiєю такою, що

lim
t→∞

f(t)

t
= 0 .

Тодi iснує неперервна функцiя U : D → R така, що U |∂D = ϕ, U ∈
W 2,p

loc (D), яка задовольняє рiвнянню

4U(z) = h(z) · f(U(z)) для м.в. z ∈ D .

Бiльш того, U ∈ W 1,q
loc (D) для деяких q > 2 i U – локально неперервна

по Гьольдеру в D. Якщо ϕ неперервна по Гьольдеру, тодi U неперервна
по Гьольдеру в D. Бiльш того, якщо p > 2, тодi U ∈ C1,α

loc (D), де α =
(p− 2)/p.

Зокрема, U ∈ C1,α
loc (D) для всiх α ∈ (0, 1), якщо h ∈ L∞(D). Якщо ϕ

непрервна по Гьольдеру на ∂D з деяким показником β ∈ (0, 1), тодi U
неперервна по Гьольдеру в D з тим же показником.

Цей результат поширено на довiльнi областi з гладкою границею.

В якостi одного iз застосувань теореми 4.2.3 дослiджено задачу Дiрi-
хле для напiвлiнiйного елiптичного рiвняння (49) в однозв’язнiй областi
D комплексної площини C з неперервними граничними даними. Доведе-
но iснування слабких розв’язкiв задачi Дiрiхле в класi C∩W 1,2

loc (D), якщо
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жорданова область D задовольняє квазiгiперболiчнiй граничнiй умовi
Герiнга–Мартiо.

Теорема 4.3.1. Нехай D є жордановою областю в C, що задоволь-
няє квазiгiперболичнiй граничнiй умовi, A ∈ M 2×2

K (D), ϕ : ∂D → R є
неперервною функцiєю, i нехай f : R→ R є непервною функцiєю такою,
що

lim
t→∞

f(t)

t
= 0 .

Тодi iснує розв’язок u : D → R рiвняння (49) класу Соболєва W 1,2
loc (D),

який локально непрервний по Гьольдеру в D i неперервний в D з u|∂D =
ϕ. Якщо ϕ неперервна по Гьольдеру, тодi розв’язок u є також непе-
рервним по Гьольдеру в D.

Наведено приклад областi, яка задовольняє квазiгiперболiчнiй грани-
чнiй умовi Герiнга–Мартiо i не задовольняє стандартнiй (A)–умовi Лади-
женськой–Уральцевої, а також умовi зовнiшнього конуса.

Наприкiнцi дано деякi застосування отриманих результатiв до мате-
матичних моделей, якi описуються рiвняннями вигляду (49), а саме теорiї
горiння, процесiв дифузiї i абсорбцiї при хiмiчних реакцiях в анiзотро-
пних та неоднорiдних середовищах.

По закiнченню кожного роздiлу сформульовано освновнi результати,
наприкiнцi дисертацiї наведено загальнi висновки.

ВИСНОВКИ
1. Побудовано вдосконалену класифiкацiю нелiнiйних диференцiаль-

но-алгебраїчних крайових задач. Знайдено конструктивнi умови розв’я-
зностi та схему побудови розв’язкiв нелiнiйних диференцiально-алгебраїч-
них крайових задач, зокрема, у випадку параметричного резонансу.

2. Побудовано збiжнi iтерацiйнi схеми для знаходження наближень
до розв’язкiв нелiнiйних диференцiально-алгебраїчних крайових задач.

3. Знайдено конструктивнi необхiднi та достатнi умови розв’язно-
стi та схему побудови розв’язкiв нелiнiйної автономної крайової задачi у
випадку параметричного резонансу. Побудовано збiжнi iтерацiйнi схеми
для знаходження наближень до розв’язкiв нелiнiйної автономної крайо-
вої задачi для системи звичайних диференцiальних рiвнянь у випадку
параметричного резонансу.

4. Знайдено конструктивнi умови розв’язностi та схему побудови роз-
в’язкiв нелiнiйної автономної та неавтономної крайової задачi, не розв’я-
заної вiдносно похiдної. Побудовано збiжнi iтерацiйнi схеми для знахо-
дження наближень до розв’язкiв нелiнiйної автономної та неавтоном-
ної крайової задачi для системи звичайних диференцiальних рiвнянь, не
розв’язаної вiдносно похiдної.
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5. Доведено теорему про факторизацiю розв’язкiв напiвлiнiйних стро-
го елiптичних рiвнянь дивергентного виду з вимiрними коефiцiєнтами у
виглядi композицiї розв’язку асоцiйованого квазiлiнiйного рiвняння Пу-
ассона i належного квазiконформного вiдображення.

6. Для задачi Дiрiхле для квазiлiнiйного рiвняння Пуассона отрима-
но умови iснування неперервних розв’язкiв з довiльними неперервними
граничними даними. Отримано умови iснування розв’язкiв задачi Дiрi-
хле для напiвлiнiйних строго елiптичних рiвнянь дивергентного виду з
вимiрними коефiцiєнтами при неперервних граничних даних в довiльних
областях з невиродженими граничними компонентами.
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АНОТАЦIЇ

Нєсмєлова О.В. Нелiнiйнi крайовi задачi, не розв’язанi вiд-
носно похiдної. — Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-матема-
тичних наук за спецiальнiстю 01.01.02 «Диференцiальнi рiвняння». Iн-
ститут математики НАН України, Київ, 2020.

Дисертацiя присвячена дослiдженню проблем знаходження констру-
ктивних умов iснування та побудовi розв’язкiв нелiнiйних крайових за-
дач, не розв’язаних вiдносно похiдної. За допомогою апарату псевдообер-
нених матриць, методiв теорiї збурень та теорiї нелiнiйних коливань у
дисертацiї вдосконалено схему дослiдження задач про iснування та по-
будову розв’язкiв нелiнiйних крайових задач, не розв’язаних вiдносно
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похiдної в некритичному та рiзноманiтних критичних випадках. Вста-
новленi необхiднi i достатнi умови iснування та побудовано збiжнi iтера-
цiйнi схеми для знаходження наближень до розв’язкiв.

В дисертацiйнiй роботi дослiджено нелiнiйнi крайовi задачi для си-
стем звичайних диференцiальних рiвнянь. Знайдено конструктивнi умо-
ви розв’язностi та схему побудови розв’язкiв нелiнiйної автономної та
неавтономної крайової задачi, не розв’язаної вiдносно похiдної та нелi-
нiйної автономної крайової задачi у випадку параметричного резонансу.

Також дослiджено напiвлiнiйнi диференцiальнi рiвняння в частинних
похiдних на площинi. Основним результатом є теорема про факториза-
цiю розв’язкiв напiвлiнiйних строго елiптичних рiвнянь дивергентного
виду з вимiрними коефiцiєнтами у виглядi композицiї розв’язку асоцiйо-
ваного квазiлiнiйного рiвняння Пуассона i належного квазiконформного
вiдображення. Також для задачi Дiрiхле для квазiлiнiйного рiвняння Пу-
ассона отримано умови iснування неперервних розв’язкiв з довiльними
неперервними граничними даними. Отримано умови iснування розв’яз-
кiв задачi Дiрiхле для напiвлiнiйних строго елiптичних рiвнянь дивер-
гентного виду з вимiрними коефiцiєнтами при неперервних граничних
даних в довiльних областях з невиродженими граничними компонента-
ми.

Ключовi слова: крайовi задачi, не розв’язанi вiдносно похiдної, псев-
дооберненi матрицi, узагальнений оператор Грiна, критичний випадок,
iтерацiйна схема, напiвлiнiйнi елiптичнi рiвняння, квазiлiнiйне рiвняння
Пуассона, задача Дiрiхле, квазiконформнi вiдображення.

Nesmelova О.V. Nonlinear boundary value problems not solved
with respect to the derivative. — Qualifying scientific work on the rights
of the manuscript.

Thesis for the doctor of science degree in Physics and Mathematics by
speciality 01.01.02 «Differential equations». Institute of Mathematics of the
NAS of Ukraine, Kyiv, 2020.

The monographs of A. M. Samoilenko, M.O. Perestiuk, V.P. Yakovets,
O.O. Boichuk, as well as numerous works by foreign authors S. Campbell,
J.R. Magnus, and V.F. Chistyakov are devoted to the study of linear differen-
tial-algebraic equations using the central canonical form and perfect pairs
and triples of matrices. In the articles of S.M. Chuiko, a series of sufficient
solvability conditions is proposed, as well as the construction of the generali-
zed Green operator of the Cauchy problem for a linear differential-algebraic
system without the use of a central canonical form and perfect pairs and
triples of matrices. In the articles of O.O. Boichuk and O.O. Pokutnyi, the
proposed solvability conditions for a nonlinear differential-algebraic boundary
value problem using a generalized central canonical form, at that the main



31

assumption regarding the linear part of a differential-algebraic system is the
possibility of reducing it to a certain canonical form.

A feature of this study is that the finding for constructive conditions
for existence and construction of solutions of nonlinear differential-algebraic
boundary value problems was carried out without using the central canoni-
cal form. This made it possible to investigate the solutions of differential-
algebraic boundary value problems, that depend on arbitrary continuous
functions. The consequence of this was the modification of classification of
differential-algebraic boundary value problems.

The relevance of studying nonlinear boundary value problems, not resolved
with respect to derivative, is also associated with the fact that the study of
traditional problems, resolved by rather derivative, sometimes complicated,
for example, in the case of nonlinearities, not integrable in elementary functi-
ons.

The study of nonlinear boundary value problems is closely related to the
phenomenon of parametric resonance, which is relevant in mechanics, the
theory of stability of motion, biology and radio engineering, the theory of
nonlinear vibrations, physics, chemistry and mechanical engineering. Findi-
ng constructive conditions for the existence and constructing solutions of
nonlinear boundary value problems in the case of parametric resonance is
complicated by the dependence of the problem on an unknown function and
ensures the solvability of the boundary value problem. This dependence of the
problem on an unknown function is known to be a characteristic feature of
autonomous boundary value problems. Thus, the feature of this dissertation
is construction of solutions of nonlinear boundary value problems, in parti-
cular, in the case of parametric resonance depending on the eigenfunction of
the boundary value problem.

This the thesis is devoted to the study of the problems of finding constructi-
ve conditions for existence and construction of solutions of nonlinear boundary
value problems that are not resolved with respect to the derivative. With the
help of the apparatus of pseudoinverse matrices (by Moore-Penrose), methods
of perturbation theory and the theory of nonlinear oscillations, the scheme
for studying problems of the existence and construction of solutions of nonli-
near boundary value problems not resolved with respect to the derivative
in non-critical and various critical cases was improved in the dissertation.
Necessary and sufficient conditions for existence were established and iterati-
ve procedures were constructed for finding solutions to nonlinear boundary
value problems that are not resolved with respect to the derivative.

Nonlinear boundary value problems for systems of ordinary differential
equations are investigated. We found the constructive conditions for the
solvability and a scheme for constructing solutions of the nonlinear non-
autonomous boundary value problem that is not resolved with respect to the
derivative and the nonlinear autonomous boundary value problem in the case
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of parametric resonance.
Semilinear partial differential equations on the plane are investigated. The

main result is a theorem on factorization of solutions of semilinear strongly
elliptic divergent equations with measurable coefficients in the form of a
composition of the solution of the associated quasilinear Poisson equation
and a proper quasiconformal mapping. Also, conditions for the existence of
continuous solutions with arbitrary continuous boundary data were obtained
for the Dirichlet problem for the quasilinear Poisson equation. Conditions for
the existence of solutions to the Dirichlet problem for semilinear strongly elli-
ptic divergent equations with measurable coefficients for continuous boundary
data in arbitrary regions with non-degenerate boundary components were
obtained.

Keywords: boundary value problems not solved with respect to the deri-
vative, pseudo-inverse matrices, generalized Green’s operator, critical case,
iterative scheme, semilinear elliptic equations, quasilinear Poisson equation,
Dirichlet problem, quasiconformal mappings.

Несмелова О.В. Нелинейные краевые задачи, не разрешен-
ные относительно производной. — Квалификационная научная ра-
бота на правах рукописи.

Диссертация на соискание ученой степени доктора физико-математи-
ческих наук по специальности 01.01.02 «Дифференциальные уравнения».
Институт математики НАН Украины, Киев, 2020.

Диссертация посвящена исследованию проблем нахождения констру-
ктивных условий существования и построения решений нелинейных кра-
евых задач, не разрешенных относительно производной. С помощью ап-
парата псевдообратных матриц, методов теории возмущений и методов
теории нелинейных колебаний в диссертации усовершенствована схема
исследования задач о существовании и построении решений нелинейных
краевых задач, не разрешенных относительно производной в некритиче-
ском и различных критических случаях. Кроме того, в диссертационной
работе с единых позиций классифицированы многочисленные постанов-
ки нелинейных дифференциально-алгебраических краевых задач.

В диссертационной работе исследованы нелинейные краевые задачи
для систем обыкновенных дифференциальных уравнений. Найдены кон-
структивные условия разрешимости и схемы построения решений не-
линейной автономной и неавтономной краевой задачи, не разрешенных
относительно производной,а также нелинейной автономной краевой за-
дачи в случае параметрического резонанса.

Также исследовано полулинейные дифференциальные уравнения в
частных производных на плоскости. Основным результатом является
теорема о факторизации решений полулинейных строго эллиптических
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уравнений дивергентного вида с измеримыми коэффициентами в виде
композиции решения ассоциированного квазилинейного уравнения Пу-
ассона и соответствующего квазиконформного отображения. Также для
задачи Дирихле для квазилинейного уравнения Пуассона получены усло-
вия существования непрерывных решений с произвольными непрерыв-
ными граничными данными. Получены условия существования реше-
ний задачи Дирихле для полулинейних строго эллиптических уравнений
дивергентного вида с измеримыми коэффициентами при непрерывных
граничных данных в произвольных областях с невырожденными грани-
чными компонентами.

Ключевые слова: краевые задачи, не разрешенные относительно
производной, псевдообратные матрицы, обобщенный оператор Грина, кри-
тический случай, итерационная схема, полулинейные эллиптические урав-
нения, квазилинейное уравнение Пуассона, задача Дирихле, квазикон-
формные отображения.
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