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АНОТАЦIЯ

Опанасенко С.В. Узагальненi групи еквiвалентностi та роз-
ширений симетрiйний аналiз диференцiальних рiвнянь. — Ква-
лiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-матема-
тичних наук за спецiальнiстю 01.01.03 “математична фiзика” (111 — ма-
тематика). — Iнститут математики НАН України, Київ, 2020.

Дисертацiю присвячено розвитку методiв групової класифiкацiї кла-
сiв диференцiальних рiвнянь та дослiдженню узагальнених груп еквi-
валентностi таких класiв.

Проведено групову класифiкацiю класу загальних (1+1)-вимiрних
рiвнянь Бюргерса–Кортевега–де Фрiза довiльного фiксованого поряд-
ку 𝑟, бiльшого за одиницю,

𝑢𝑡 + 𝐶(𝑡, 𝑥)𝑢𝑢𝑥 =
𝑟∑︁

𝑘=0

𝐴𝑘(𝑡, 𝑥)𝑢𝑘 +𝐵(𝑡, 𝑥),

де 𝐴𝑟𝐶 ̸= 0, а 𝑢𝑘 := 𝜕𝑘𝑢/𝜕𝑥𝑘, 𝑘 = 0, . . . , 𝑟, включно з 𝑢0 := 𝑢. Знай-
дено групоїди еквiвалентностi цього класу, а також його рiзних пiдкла-
сiв, виокремлених за допомогою калiбрування довiльних елементiв кла-
су сiм’ями його перетворень еквiвалентностi. Доведено, що цей клас, а
також його пiдклас, виокремлений калiбруванням (𝐶,𝐴1) = (1, 0), нор-
малiзованi в звичайному сенсi, а задачу групової класифiкацiї вихiдного
класу у такий спосiб зведено до вiдповiдної задачi для максимально вiд-
калiброваного пiдкласу, яку ефективно розв’язано алгебраїчним методом
групової класифiкацiї. Вивчено альтернативнi калiбрування для коефi-
цiєнтiв рiвнянь з вихiдного класу й показано, що зазначене калiбрування
(𝐶,𝐴1) = (1, 0) є найкращим для проведення групової класифiкацiї. Та-
кож уперше побудовано класи диференцiальних рiвнянь iз нетривiаль-
ними узагальненими групами еквiвалентностi, у яких груповi параметри
локально залежать вiд несталих довiльних елементiв вiдповiдних класiв.
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Подiбний аналiз проведено для пiдкласу вихiдного класу, який утворю-
ють рiвняння iз коефiцiєнтами, залежними лише вiд часової змiнної:

𝑢𝑡 + 𝐶(𝑡)𝑢𝑢𝑥 =
𝑟∑︁

𝑘=0

𝐴𝑘(𝑡)𝑢𝑘 +𝐵(𝑡), 𝐴𝑟𝐶 ̸= 0.

Показано, що цей пiдклас є нормалiзованим у розширеному узагальне-
ному сенсi. Строго побудовано його розширену узагальнену групу еквi-
валентностi. Введено поняття ефективної узагальненої групи еквiвалент-
ностi.

Означення. Будь-яку мiнiмальну пiдгрупу узагальненої групи еквi-
валентностi класу диференцiальних рiвнянь, що породжує той самий
пiдгрупоїд його групоїда еквiвалентностi, що й уся група, назвемо ефек-
тивною узагальненою групою еквiвалентностi цього класу.

Описано групоїд еквiвалентностi класу загальних рiвнянь Бюргерса–
Кортевега–де Фрiза iз коефiцiєнтами, залежними лише вiд просторової
змiнної:

𝑢𝑡 + 𝐶(𝑥)𝑢𝑢𝑥 =
𝑟∑︁

𝑘=0

𝐴𝑘(𝑥)𝑢𝑘 +𝐵(𝑥), 𝐴𝑟𝐶 ̸= 0.

Цей клас зведено сiм’єю перетворень еквiвалентностi до пiдкласу iз чоти-
ривимiрною звичайною групою еквiвалентностi. Прокласифiковано до-
пустимi перетворення цього пiдкласу, а також виокремлено його пiдкла-
си, що допускають максимальнi нетривiальнi умовнi групи еквiвалент-
ностi. Показано, що всi вони мають розмiрнiсть, бiльшу за чотири.
Зокрема, знайдено декiлька нетривiальних випадкiв класiв, нормалiзо-
ваних в узагальненому сенсi.

Вивчено допустимi перетворення та лiївськi симетрiї класу рiвнянь
Бюргерса зi змiнними коефiцiєнтами:

𝑢𝑡 + 𝐶(𝑡, 𝑥)𝑢𝑢𝑥 = 𝐴2(𝑡, 𝑥)𝑢𝑥𝑥, 𝐴2𝐶 ̸= 0.

Показано, що нетривiальнi диференцiальнi умови

ℒ0 :

(︂
𝐶𝑡
𝐶

− 𝐶

(︂
𝐴2𝐶𝑥
𝐶2

)︂
𝑥

)︂
𝑥

= 0, ℒ1 :

(︂
𝐶𝑡
𝐶

− 𝐶

(︂
𝐴2𝐶𝑥
𝐶2

)︂
𝑥

)︂
𝑥

̸= 0
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на довiльнi елементи класу призводять до його розбиття на пiдкласи
ℒ0 i ℒ1, якi можна вiдобразити у нормалiзованi класи сiм’ями точко-
вих перетворень, параметризованими довiльними елементами вихiдних
пiдкласiв:

𝑡 = 𝑡, �̂� = 𝑋(𝑡, 𝑥) :=

∫︁
d𝑥

𝐶(𝑡, 𝑥)
, �̂� = 𝑢.

Показано, що один з отриманих у такий спосiб класiв є нормалiзованим у
розширеному узагальненому сенсi, i знайдено його ефективну розшире-
ну узагальнену групу еквiвалентностi. За допомогою вiдображення мiж
класами та алгебраїчного методу групової класифiкацiї проведено групо-
ву класифiкацiю вихiдного класу з точнiстю до точкової еквiвалентностi.

Обґрунтовано процедуру калiбрування перетвореннями еквiвалент-
ностi класу довiльних елементiв пiдкласiв, рiвняння з яких допускають
розширення ядра алгебр лiївської iнварiантностi рiвнянь класу.

Метод розгалуженого розщеплення формалiзовано для загальних
класiв диференцiальних рiвнянь. За допомогою його двокрокової версiї
проведено групову класифiкацiю класу (1+1)-вимiрних нелiнiйних рiв-
нянь реакцiї–дифузiї:

𝑢𝑡 = 𝑓(𝑢𝑥)𝑢𝑥𝑥 + 𝑔(𝑢), 𝑓 ̸= 0.

Для одночасного знаходження груп еквiвалентностi ненормалiзованого
класу i кiлькох його пiдкласiв запропоновано оптимiзовану версiю пря-
мого методу. Оптимiзацiя мiстить попереднє вивчення допустимих пере-
творень всього класу та послiдовне розщеплення вiдповiдних визначаль-
них рiвнянь за довiльними елементами та їхнiми похiдними залежно вiд
допомiжних обмежень для кожного з пiдкласiв. Уперше побудовано не-
тривiальний приклад скiнченновимiрної ефективної узагальненої групи
еквiвалентностi; вона асоцiйована з пiдкласом, виокремленим додатко-
вим допомiжним рiвнянням 𝑔𝑢 = 0. Доведено, що будь-яка ефективна
узагальнена група еквiвалентностi цього пiдкласу не мiстить його зви-
чайну групу еквiвалентностi.



5

Проведено розширений симетрiйний аналiз системи 𝒮, що моделює
iзотермiчний дрейфовий потiк:

𝜌1𝑡 + 𝑢𝜌1𝑥 + 𝑢𝑥𝜌
1 = 0,

𝜌2𝑡 + 𝑢𝜌2𝑥 + 𝑢𝑥𝜌
2 = 0,

(𝜌1 + 𝜌2)(𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥) + 𝑎2(𝜌1𝑥 + 𝜌2𝑥) = 0.

Показано, що цю систему можна записати в дiагоналiзованiй формi:

r1𝑡 + (r1 + r2 + 1)r1𝑥 = 0,

r2𝑡 + (r1 + r2 − 1)r2𝑥 = 0,

r3𝑡 + (r1 + r2)r3𝑥 = 0,

а також “лiнеаризувати” модифiкованим перетворенням годографа до
напiвзачепленої системи з (1+1)-вимiрним рiвнянням Клейна–Гордона:

𝑞𝑦𝑧 = 𝑞,

𝑝 =
1

2
e−𝑦−𝑧(𝑞𝑧 − 𝑞),

(𝑞𝑧𝑧 − 2𝑞𝑧 + 𝑞)𝑠𝑦 = (𝑞𝑦 + 𝑞𝑧 − 2𝑞)𝑠𝑧.

Доведено, що максимальна алгебра iнварiантностi цiєї системи є нескiн-
ченновимiрною. Знайдено її повну групу точкових симетрiй за допомо-
гою алгебраїчного методу, що ґрунтується на мегаiдеалах. Вищезгадану
лiнеаризацiю використано для побудови загального розв’язку системи 𝒮
у неявному виглядi. Серед iншого, стандартним методом знайдено уза-
гальненi симетрiї першого порядку системи 𝒮 та пов’язано їх iз лiївськи-
ми симетрiями пiдсистеми iз двох перших рiвнянь останньої системи.
Побудовано гiдродинамiчнi закони збереження та їхнi узагальнення.

Через використання нестандартних обчислювальних технiк, що ґрун-
туються на конусних змiнних, знайдено алгебру узагальнених симетрiй
(1+1)-вимiрного рiвняння Клейна–Гордона

𝑢𝑥𝑦 = 𝑢.
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Пораховано простiр локальних законiв збереження цього рiвняння. По-
казано, що його породжено єдиним законом збереження першого поряд-
ку пiд дiєю узагальнених симетрiй.

Завдяки напiвзачепленостi системи 𝒮 i зведенню її пiдсистеми до
(1+1)-вимiрного рiвняння Клейна–Гордона, вичерпно описано узагаль-
ненi симетрiї, косиметрiї та закони збереження системи 𝒮. Доведено, що
генеруючу множину локальних законiв збереження пiд дiєю узагальне-
них симетрiй складають два закони збереження нульового порядку:

er
1−r2
(︀
r3, (r1 + r2)r3

)︀
,

er
1−r2
(︀
𝑥− (r1 + r2)𝑡, (r1 + r2)(𝑥− (r1 + r2)𝑡) − 𝑡

)︀
.

Побудовано нескiнченну сiм’ю гамiльтонових структур, параметризова-
ну довiльною функцiєю одного аргументу. Для кожної iз побудованих
гамiльтонових структур отримано вiдповiдну алгебру гамiльтонових си-
метрiй.

Ключовi слова: груповий аналiз диференцiальних рiвнянь, лiївська си-
метрiя, узагальнена група еквiвалентностi, розширена узагальнена група
еквiвалентностi, групоїд еквiвалентностi, закон збереження, узагальне-
на симетрiя, косиметрiя, гамiльтонова структура, метод розгалуженого
розщеплення, алгебраїчний метод групової класифiкацiї.
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ABSTRACT

Opanasenko S. Generalized equivalence groups and extended

symmetry analysis of differential equations. — Qualifying scientific

work on the rights of the manuscript.

Thesis for the degree of Candidate of Physical and Mathematical Scien-

ces, speciality 01.01.03 “Mathematical Physics” (111 — Mathematics). —

Institute of Mathematics of NAS of Ukraine, Kyiv, 2020.

In the thesis, the main attention is paid to problems related to general-

ized equivalence groups and their properties as well as to various techniques

of symmetry analysis.

The complete group classification problem for the class of (1+1)-di-

mensional 𝑟th order general variable-coefficient Burgers–Korteweg–de Vries

equations is solved for arbitrary values of 𝑟 greater than or equal to two,

𝑢𝑡 + 𝐶(𝑡, 𝑥)𝑢𝑢𝑥 =
𝑟∑︁

𝑘=0

𝐴𝑘(𝑡, 𝑥)𝑢𝑘 +𝐵(𝑡, 𝑥), 𝐴𝑟𝐶 ̸= 0, 𝑢𝑘 =
𝜕𝑘𝑢

𝜕𝑥𝑘
.

We find the equivalence groupoids of this class and its various subclasses ob-

tained by gauging equation coefficients with equivalence transformations.

Showing that this class and certain gauged subclasses are normalized in

the usual sense, we reduce the complete group classification problem for

the entire class to that for the selected maximally gauged subclass, and it

is the latter problem that is solved efficiently using the algebraic method

of group classification. Similar studies are carried out for the subclass of

equations with coefficients depending at most on the time variable. Study-

ing alternative gauges for equation coefficients with equivalence transfor-

mations allows us not only to justify the choice of the most appropri-

ate gauge for the group classification but also to construct for the first

time classes of differential equations with nontrivial generalized equivalence

group such that equivalence-transformation components corresponding to

equation variables locally depend on nonconstant arbitrary elements of the

class. For the subclass of equations with coefficients depending at most on
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the time variable, which is normalized in the extended generalized sense,

we explicitly construct its extended generalized equivalence group in a rig-

orous way. The new notion of effective generalized equivalence group is

introduced.

Definition. We call any minimal subgroup of a generalized equivalence

group of a class of differential equations, that generates the same sub-

groupoid of the equivalence groupoid of the class as the entire group does,

an effective generalized equivalence group of this class.

We describe the equivalence groupoid of the class of general Burgers–

Korteweg–de Vries equations with space-dependent coefficients,

𝑢𝑡 + 𝐶(𝑥)𝑢𝑢𝑥 =
𝑟∑︁

𝑘=0

𝐴𝑘(𝑥)𝑢𝑘 +𝐵(𝑥), 𝐴𝑟𝐶 ̸= 0.

This class is shown to reduce by a family of equivalence transformations to

a subclass whose usual equivalence group is four-dimensional. We classify

admissible transformations of this subclass and single out its subclasses

admitting maximal nontrivial conditional equivalence groups. All of these

groups turn out to have dimension higher than four. In particular, several

more examples of classes of differential equations that are normalized in

the generalized sense appeared this way.

We study admissible transformations and Lie symmetries for a class of

variable-coefficient Burgers equations,

𝑢𝑡 + 𝐶(𝑡, 𝑥)𝑢𝑢𝑥 = 𝐴2(𝑡, 𝑥)𝑢𝑥𝑥, 𝐴2𝐶 ̸= 0.

We combine the advanced methods of splitting into normalized subclasses

and of mappings between classes that are generated by families of point

transformations parameterized by arbitrary elements of the original class.

Nontrivial differential constraints on the arbitrary elements of the class of

variable-coefficient Burgers equations,

ℒ0 :

(︂
𝐶𝑡
𝐶

− 𝐶

(︂
𝐴2𝐶𝑥
𝐶2

)︂
𝑥

)︂
𝑥

= 0, ℒ1 :

(︂
𝐶𝑡
𝐶

− 𝐶

(︂
𝐴2𝐶𝑥
𝐶2

)︂
𝑥

)︂
𝑥

̸= 0,
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lead to its partition into two subclasses ℒ0 and ℒ1, which are related to

normalized classes via families of point transformations parameterized by

subclasses’ arbitrary elements,

𝑡 = 𝑡, �̂� = 𝑋(𝑡, 𝑥) :=

∫︁
d𝑥

𝐶(𝑡, 𝑥)
, �̂� = 𝑢.

One of the mapped classes is proved to be normalized in the extended

generalized sense, and its effective extended generalized equivalence group

is found. Using the mappings between classes and the algebraic method

of group classification, we carry out the group classification of the initial

class with respect to its equivalence groupoid.

The procedure of gauging arbitrary elements of subclasses of equations

admitting extensions of the kernel of maximal Lie invariance algebras by

equivalence transformations of their superclass is developed for general

classes of differential equations.

The method of furcate splitting is formalized for general classes of dif-

ferential equations as well. Using the two-step version of this method, we

carry out the enhanced group classification of a class of (1+1)-dimensional

nonlinear diffusion–reaction equations with gradient-dependent diffusivity,

𝑢𝑡 = 𝑓(𝑢𝑥)𝑢𝑥𝑥 + 𝑔(𝑢), 𝑓 ̸= 0.

For simultaneously finding the equivalence groups of an non-normalized

class of differential equations and a collection of its subclasses, we sug-

gest an optimized version of the direct method. The optimization includes

the preliminary study of admissible transformations within the entire class

and the successive splitting of the corresponding determining equations

with respect to arbitrary elements and their derivatives depending on aux-

iliary constraints associated with each of required subclasses. In the course

of applying the suggested technique to subclasses of the class under con-

sideration, we construct, for the first time, a nontrivial example of finite-

dimensional effective generalized equivalence group.
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We perform extended group analysis for a system 𝒮 of differential equa-

tions modeling an isothermal no-slip drift flux,

𝜌1𝑡 + 𝑢𝜌1𝑥 + 𝑢𝑥𝜌
1 = 0,

𝜌2𝑡 + 𝑢𝜌2𝑥 + 𝑢𝑥𝜌
2 = 0,

(𝜌1 + 𝜌2)(𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥) + 𝑎2(𝜌1𝑥 + 𝜌2𝑥) = 0.

We show that this hydrodynamic-type system can be written in the diago-

nalized form,

r1𝑡 + (r1 + r2 + 1)r1𝑥 = 0,

r2𝑡 + (r1 + r2 − 1)r2𝑥 = 0,

r3𝑡 + (r1 + r2)r3𝑥 = 0.

The maximal Lie invariance algebra of this system is proved to be infinite-

dimensional. We also find the complete point symmetry group of this

system, including discrete symmetries, using the megaideal-based version

of the algebraic method. The system be “linearized” by a composition of

a fiber-preserving point transformation with a two-dimensional hodograph

transformation to a partially coupled system including the Klein–Gordon

equation,

𝑞𝑦𝑧 = 𝑞,

𝑝 =
1

2
e−𝑦−𝑧(𝑞𝑧 − 𝑞),

(𝑞𝑧𝑧 − 2𝑞𝑧 + 𝑞)𝑠𝑦 = (𝑞𝑦 + 𝑞𝑧 − 2𝑞)𝑠𝑧.

We also employ the linearization for constructing the general solution of

the entire system under study in an implicit form. We find inter alia

genuinely first-order generalized symmetries for this system and present

the connection between them and the Lie symmetries of the subsystem of

the first two equations of the latter system. Hydrodynamic conservation

laws and their generalizations are also constructed.
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Using advantages of nonstandard computational techniques based on

the light-cone variables, we explicitly find the algebra of generalized sym-

metries of the (1+1)-dimensional Klein–Gordon equation,

𝑢𝑥𝑦 = 𝑢.

This allows us to describe this algebra in terms of the universal envelop-

ing algebra of the essential Lie invariance algebra of the Klein–Gordon

equation. Then we compute the space of local conservation laws of this

equation, which turns out to be generated, up to the action of generalized

symmetries, by a single first-order conservation law.

Using the facts that the system 𝒮 is partially coupled and its subsystem

reduces to the (1+1)-dimensional Klein–Gordon equation, we exhaustively

describe generalized symmetries, cosymmetries and local conservation laws

of 𝒮. A generating set of local conservation laws under the action of gen-

eralized symmetries is proved to consist of two zeroth-order conservation

laws,

er
1−r2
(︀
r3, (r1 + r2)r3

)︀
,

er
1−r2
(︀
𝑥− (r1 + r2)𝑡, (r1 + r2)(𝑥− (r1 + r2)𝑡) − 𝑡

)︀
.

We also construct an infinite family of Hamiltonian structures involving

an arbitrary function of a single argument. For each of the constructed

Hamiltonian operators, we obtain the associated algebra of Hamiltonian

symmetries.

Key words: group analysis of differential equations, Lie symmetry, gen-

eralized equivalence group, extended generalized equivalence group, equiv-

alence groupoid, conservation law, generalized symmetry, cosymmetry,

Hamiltonian structure, algebraic method of group classification, method

of furcate splitting.
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

ℒ клас систем диференцiальних рiвнянь
𝜃, 𝜅 набiр довiльних елементiв класу
ℰ , ℒ𝜃 система диференцiальних рiвнянь
𝒢∼ групоїд еквiвалентностi класу
𝐺𝜃 повна група точкових симетрiй системи
𝐺∼ звичайна група еквiвалентностi класу
�̄�∼ узагальнена група еквiвалентностi
�̂�∼ розширена узагальнена група еквiвалентностi класу
�̆�∼ ефективна узагальнена група еквiвалентностi класу
g∼ алгебра Лi групи еквiвалентностi класу
g∩ алгебра Лi ядра основних груп рiвнянь з класу
𝒯 точкове перетворення
D𝑡, D𝑥 оператори повного диференцiювання за змiнними 𝑡 i 𝑥
J𝑟 = J𝑟(𝑥|𝑢) простiр струменiв порядку 𝑟

з незалежними змiнними 𝑥 i залежними змiнними 𝑢
𝑄 векторне поле
𝑄(𝑟) 𝑟-те продовження векторного поля 𝑄
𝒯*𝑄 пiдняття векторного поля точковим перетворенням
⟨. . . ⟩ лiнiйна оболонка

Якщо не оговорено iнше, за повторюваними iндексами йде пiдсумовуван-
ня.
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Вступ

Актуальнiсть теми. Поставивши перед собою амбiтну мету розробити
загальний алгоритм iнтегрування звичайних диференцiальних рiвнянь
за аналогiєю з теорiєю розв’язання алгебраїчних рiвнянь, Софус Лi ввiв
поняття неперервних та iнфiнiтезимальних перетворень. Хоча постав-
леної мети досягнуто не було, створена теорiя розвинулась у важливу
самостiйну галузь математики — симетрiйний аналiз диференцiальних
рiвнянь, що охоплює широке коло проблем, пов’язаних iз дослiдженням
лiївських, точкових i вищих симетрiй, законiв збереження, гамiльтоно-
вих структур, операторiв редукцiї, пошуком точних розв’язкiв диферен-
цiальних рiвнянь тощо. Вiд другої половини двадцятого сторiччя в цiй
галузi працюють науковцi по всьому свiту. Своя школа симетрiйного
аналiзу, заснована В.I. Фущичем, є i в Українi. Її центром є Iнститут
математики НАН України.

У багатьох застосуваннях природно розглядати не окремi системи ди-
ференцiальних рiвнянь, а множини таких систем, параметризованих до-
вiльними елементами — сталими або функцiями, що задовольняють пев-
нi, можливо диференцiальнi, умови. Цi множини називають класами
диференцiальних рiвнянь, а процедуру пошуку лiївських симетрiй сис-
тем заданого класу залежно вiд значень довiльних елементiв — груповою
класифiкацiєю. Фiзична мотивацiя дослiдження таких класiв полягає в
тому, що природнi процеси часто описують системами диференцiальних
рiвнянь iз параметрами, якi вiдповiдають незалежним вiд процесiв фа-
кторам, як-от топографiя дна чи коефiцiєнти теплопровiдностi або дифу-
зiї. Крiм того, тi самi системи можуть моделювати геть рiзнi фiзичнi про-
цеси, а тому доцiльно вивчати математичну модель незалежно вiд при-
роди явища. Наприклад, рiвняння Бюргерса зi змiнними коефiцiєнтами
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описують рiзноманiтнi процеси турбулентностi, акустики, статистичної
фiзики й фiзики конденсованих систем, а також теорiю заторiв.

Задачi симетрiйного аналiзу постiйно ускладнюються, а тому є на-
гальна потреба в покращеннi наявних i створеннi нових методiв для
їхнього розв’язання.

Так, нормалiзований клас загальних рiвнянь Бюргерса–Кортевега–де
Фрiза 𝑟-го порядку, який параметризовано 𝑟+2 функцiями двох змiнних,
𝑟 > 2, є надкласом для багатьох класiв еволюцiйних рiвнянь, розгляну-
тих у лiтературi з погляду симетрiйного аналiзу, i вiн значно ширший за
них, а тому розв’язання задачi його групової класифiкацiї в дисертацiї
суттєво узагальнює багато наявних результатiв. За допомогою калiбру-
вань довiльних елементiв перетвореннями еквiвалентностi класу цю за-
дачу можна дещо спростити. Проте з урахуванням кiлькостi довiльних
елементiв класу постає питання оптимального калiбрування. Критерiєм
добору калiбрувань є збереження властивостi нормалiзованостi, оскiль-
ки саме нормалiзованi класи найзручнiшi для застосування алгебраїчно-
го методу групової класифiкацiї. З огляду на неможливiсть визначення
апрiорi калiбрування, асоцiйованого з нормалiзованим пiдкласом, у ди-
сертацiї проаналiзовано рiзнi можливостi для калiбрувань.

Наслiдком цього дослiдження стали першi приклади узагальнених
груп еквiвалентностi класiв диференцiальних рiвнянь iз несталими до-
вiльними елементами й перша строга побудова розширених узагальне-
них груп еквiвалентностi для класiв рiвнянь з частинними похiдними
через накриття допомiжних систем на довiльнi елементи. Останнє осо-
бливо актуальне з огляду на сучасний нелокальний тренд у симетрiйному
аналiзi. Поняття узагальненої групи еквiвалентностi ввiв С.В. Мелешко
1994 року як узагальнення класичного поняття звичайної групи еквi-
валентностi. Водночас донедавна всi вiдомi випадки таких груп були
тривiальними, тобто їхнi параметри залежали щонайбiльше вiд сталих
довiльних елементiв вiдповiдних класiв. У симетрiйнiй спiльнотi навiть
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почала циркулювати думка, що нетривiальних узагальнених груп еквi-
валентностi взагалi не iснує. Пошук розширеної узагальненої групи еквi-
валентностi пiдкласу рiвнянь iз залежними лише вiд часу коефiцiєнтами
показав, що узагальнена група еквiвалентностi може мiстити власну пiд-
групу, яка породжує той самий пiдгрупоїд групоїда еквiвалентностi, що
й уся група. Мiнiмальнi серед пiдгруп з описаною властивiстю названо
(нетривiальними) ефективними узагальненими групами еквiвалентностi.
Наразi ще не знайдено класу з єдиною такою групою.

Метод розгалуженого розщеплення ефективно застосовували до гру-
пової класифiкацiї низки класiв, довiльнi елементи яких залежать вiд
одного чи двох аргументiв. Водночас, у дисертацiї вперше формалiзова-
но цей метод для загального класу рiвнянь, а також продемонстровано
ефективнiсть його багатокрокової версiї.

Незважаючи на iнтенсивнiсть дослiджень, iснує небагато прикладiв
вичерпного опису узагальнених симетрiй або законiв збереження для сис-
тем диференцiальних рiвнянь, якi допускають такi структури як завго-
дно високого порядку. Вивченi в дисертацiї система гiдродинамiчного
типу, що моделює iзотермiчний дрейфовий потiк, i рiвняння Клейна–
Гордона саме цього типу.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.
Дисертацiю виконано у вiддiлi математичної фiзики Iнституту мате-
матики НАН України в рамках теми “Симетрiя, суперсиметрiя та су-
перiнтегровнiсть рiвнянь математичної фiзики” (номер держреєстрацiї
0116U003059).

Мета й завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є
удосконалення наявних i розробка нових методiв й алгоритмiв групо-
вої класифiкацiї класiв диференцiальних рiвнянь, а також дослiдження
властивостей узагальнених груп еквiвалентностi класiв диференцiальних
рiвнянь.
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Основну увагу в дисертацiї зосереджено на задачах групової кла-
сифiкацiї класу рiвнянь реакцiї–дифузiї та класу загальних рiвнянь
Бюргерса–Кортевега–де Фрiза i його пiдкласiв, а також на задачi ви-
черпного симетрiйного аналiзу системи, що моделює iзотермiчний дрей-
фовий потiк. Цi класи диференцiальних рiвнянь i ця система гiдродина-
мiчного типу становлять об’єкт дослiдження дисертацiї.

Предметом дослiдження є групи, групоїди й алгебри еквiвалентностi
класiв диференцiальних рiвнянь, особливо узагальненi й ефективнi уза-
гальненi групи еквiвалентностi, а також лiївськi та вищi симетрiї, ко-
симетрiї, закони збереження, гамiльтоновi структури й точнi розв’язки
диференцiальних рiвнянь.

Методи дослiдження. Алгебраїчний метод групової класифiка-
цiї, метод розгалуженого розщеплення, розбиття класiв на пiдкласи з
кращими трансформацiйними властивостями, вiдображення мiж класа-
ми, породженi сiм’ями точкових перетворень, класичний iнфiнiтезималь-
ний метод Лi–Овсяннiкова, прямий метод обчислення групоїдiв i груп
еквiвалентностi, репараметризацiя та побудова накриттiв класiв дифе-
ренцiальних рiвнянь, процедура калiбрування довiльних елементiв пiд-
класiв, що допускають розширення ядра алгебр iнварiантностi перетво-
реннями еквiвалентностi всього класу, прямий i алгебраїчний методи зна-
ходження повних груп точкових симетрiй, узагальнений метод годогра-
фа, метод Керстена–Красильщика–Вербовецького побудови гамiльтоно-
вих операторiв, а також прямий метод i метод характеристик знаходжен-
ня законiв збереження.

Наукова новизна одержаних результатiв. Основнi результати,
якi визначають наукову новизну й виносяться на захист, такi:

1. Строго побудовано узагальненi й розширенi узагальненi групи
еквiвалентностi низки класiв диференцiальних рiвнянь. Введено по-
няття ефективної узагальненої групи еквiвалентностi, знайдено при-
клади таких груп i дослiджено їхнi основнi властивостi.
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2. Знайдено групоїди еквiвалентностi класу загальних рiвнянь Бюр-
герса–Кортевега–де Фрiза i його пiдкласiв рiвнянь iз коефiцiєнтами,
залежними лише вiд просторової або лише вiд часової змiнних. Алгеб-
раїчним методом проведено групову класифiкацiю загального класу,
з якої виокремлено класифiкацiї пiдкласiв.

3. Метод розгалуженого розщеплення формалiзовано для загальних
класiв диференцiальних рiвнянь. За допомогою його двокрокової вер-
сiї проведено групову класифiкацiю певного класу рiвнянь реакцiї–
дифузiї.

4. Вивчено допустимi перетворення й лiївськi симетрiї класу рiвнянь
Бюргерса зi змiнними коефiцiєнтами. Його групову класифiкацiю
проведено комбiнацiєю алгебраїчного методу, методу вiдображення
класiв сiм’ями точкових перетворень i розбиття класу на нормалi-
зованi пiдкласи.

5. Обґрунтовано процедуру калiбрування перетвореннями еквiвалент-
ностi класу довiльних елементiв пiдкласiв, рiвняння з яких допуска-
ють розширення ядра алгебр iнварiантностi.

6. Проведено розширений груповий аналiз системи гiдродинамiчного ти-
пу, що моделює iзотермiчний дрейфовий потiк. Знайдено її макси-
мальну алгебру iнварiантностi, повну групу точкових симетрiй, ал-
гебри вищих симетрiй i косиметрiй, простiр законiв збереження й не-
скiнченну сiм’ю гамiльтонових структур, а також отримано загальний
розв’язок у неявному виглядi, параметризований розв’язком рiвняння
Клейна–Гордона.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна ро-
бота має теоретичний характер. Отриманi результати й розвинутi методи
можна використати у подальших дослiдженнях моделей сучасної мате-
матичної й теоретичної фiзики.
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Особистий внесок здобувача. Усi результати, що виносяться на
захист, здобувач одержав самостiйно. У роботах, якi опублiковано ра-
зом iз iншими авторами, розподiл особистих внескiв такий. У статтях
[1,2,4–6] Р.О. Поповичу належать постановка задач i загальний план до-
слiджень, В.М. Бойку й А. Бiло — перевiрка доведень та одержаних
результатiв, а А.Г. Сергєєву — iдея розширення дослiдження у [2,6] на
структури вищих порядкiв.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї до-
повiдалися на мiжнародному симпозiумi “Group Analysis of Differential
Equations and Integrable Systems” (Ларнака, Кiпр, 2018), на мiжнарод-
них семiнарах “Symmetry and Integrability of Equations of Mathematical
Physics” (Київ, 2016) i “Combinatorics of Group Actions and its Applicati-
ons – 2017” (Сент-Джонс, Канада, 2017), на мiжнародних конференцiях
“Geometry and Algebra of PDEs – 2017” (Тромсе, Норвегiя, 2017), “Local
and Nonlocal Geometry of PDEs and Integrability” (Трiєст, Iталiя, 2018),
“The Second JNMP Conference on Nonlinear Mathematical Physics – 2019”
(Сантьяго, Чилi, 2019), “International Conference of Young Mathematicians
Dedicated to the 100th Anniversary of Academician of National Academy of
Sciences of Ukraine, Professor Yu.O. Mitropolskiy (1917–2008)” (Київ, 2017),
на наукових семiнарах вiддiлу математичної фiзики Iнституту математи-
ки НАН України (керiвник семiнару — член-кореспондент НАН України,
професор А.Г. Нiкiтiн), вiддiлу математичної фiзики Центру математич-
них дослiджень Монреальського унiверситету (Канада, 2018), кафедри
математики унiверситету Лафборо (Сполучене Королiвство, 2019), на-
уковому семiнарi “Generalized functions” математичного факультету Вi-
денського унiверситету (Австрiя, 2019).

Публiкацiї. Результати дисертацiї опублiковано в роботах [1–13].
Статтi [1–4] вiдповiдають вимогам до публiкацiї результатiв дисертацiй-
них робiт у фахових виданнях iз фiзико-математичних наук i зарахо-
вуються як сiм фахових публiкацiй згiдно з п. 2 Наказу №1220 МОН
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України вiд 23.09.2019, оскiльки статтi [1,2,4] опублiковано у виданнях,
що належать до квартилiв Q1–Q3 вiдповiдно до класифiкацiї SCImago
Journal and Country Rank, а тому кожна з них прирiвнюється до двох
публiкацiй. Статтю [3] опублiковано без спiвавторiв, а [7–13] — тези кон-
ференцiй. Статтi [1–6] проiндексовано у мiжнародних наукометричних
базах даних, а саме: [1,2,4] — у Web of Science, [1,2,4,5,6] — у Scopus i
MathSciNet, а [1,3,4] — у Zentralblatt MATH.

Структура й обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi змiс-
ту, вступу, чотирьох роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел,
що мiстить 119 найменувань, i двох додаткiв. Повний обсяг дисертацiї
становить 196 сторiнок.

Короткий змiст основної частини роботи.

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми, проаналiзовано сучас-
ний стан розглянутих у дисертацiї проблем, сформульовано задачi
дослiдження та коротко викладено результати роботи.

Основну частину роботи складають чотири роздiли. На початку кож-
ного роздiлу, окрiм першого, подано огляд лiтератури, стан проблеми та
результати iнших авторiв, а також стисло описано результати роздiлу.

Перший роздiл дисертацiї присвячено теорiї групового аналiзу кла-
сiв диференцiальних рiвнянь. У § 1.1 дано означення класу диференцi-
альних рiвнянь, його групоїда та рiзним групам еквiвалентностi, норма-
лiзованостi класiв у вiдповiдних сенсах та описано алгебраїчний метод
групової класифiкацiї. Зокрема введено строге означення узагальненої,
розширеної узагальненої та ефективної узагальненої груп еквiвалентнос-
тi. У § 1.2 описано процедуру калiбрування перетвореннями еквiвалент-
ностi параметрiв пiдкласiв, що допускають розширення ядра алгебр iн-
варiантностi. Формалiзований опис методу розгалуженого розщеплення
групової класифiкацiї мiститься у § 1.3. § 1.4 мiстить опис прямого та
алгебраїчного методiв знаходження повної групи точкових симетрiй ди-
ференцiального рiвняння.
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Другий роздiл дисертацiї присвячено груповому аналiзу класу за-
гальних рiвнянь Бюргерса–Кортевега–де Фрiза та його рiзних пiдкла-
сiв. Роздiл починається з § 2.1, який служить вступом. Клас за-
гальних рiвнянь Бюргерса–Кортевега–де Фрiза розглядається у § 2.2.
Спочатку, використовуючи вiдомi результати про допустимi перетворен-
ня класу еволюцiйних рiвнянь, у § 2.2.1 знайдено групоїди еквiвалент-
ностi класу загальних рiвнянь Бюргерса–Кортевега–де Фрiза та його
нормалiзованого пiдкласу, виокремленого умовою (𝐶,𝐴1) = (1, 0), ре-
алiзованою сiм’єю перетворень еквiвалентностi. Те, що цей пiдклас є
найзручнiшим з усiх пiдкласiв вихiдного класу для групової класифiка-
цiї, показано у § 2.2.2, де розглянуто альтернативнi калiбрування i знай-
дено перший нетривiальний випадок узагальненої групи еквiвалентнос-
тi. Групову класифiкацiю вихiдного класу проведено алгебраїчним
методом у §§ 2.2.3, 2.2.4 та 2.2.5, якi вiдповiдно мiстять поперед-
нiй аналiз лiївських симетрiй, властивостi придатних пiдалгебр ал-
гебри еквiвалентностi класу та безпосередньо результат та його дове-
дення.

Вивчаючи пiдклас iз залежними лише вiд часової змiнної довiльни-
ми елементами у § 2.3, вперше знайдено клас iз нетривiальною розши-
реною узагальненою групою еквiвалентностi. Показано, що для стро-
гої побудови таких груп еквiвалентностi необхiдно розглядати накриття
вiдповiдного класу. Також знайдено нетривiальну ефективну розширену
узагальнену групу еквiвалентностi згаданого класу.

Аналiз пiдкласу iз залежними лише вiд просторової змiнної довiль-
ними елементами проведено у § 2.4. Цей клас не є нормалiзованим, але
його можна розбити на нормалiзованi пiдкласи, чиї групи еквiвалент-
ностi збiгаються iз максимальними умовними групами еквiвалентностi
цього класу. Здебiльшого, цi пiдкласи нормалiзованi в узагальненому
сенсi зi скiнченновимiрними групами еквiвалентностi. Дослiджено їхнi
ефективнi узагальненi групи еквiвалентностi.



26

У § 2.5.1 вивчено клас ℒ рiвнянь Бюргерса зi змiнними коефiцiєнтами
через вивчення подiбного йому класу ℒ̂, який тривiально представляєть-
ся як диз’юнктивне об’єднання двох нормалiзованих пiдкласiв ℒ̂0 та ℒ̂1.
Клас ℒ̂0 є нормалiзованим у розширеному узагальненому сенсi та зво-
диться до пiдкласу класу ℒ iз вiдомою груповою класифiкацiєю. Клас ℒ̂1

же є нормалiзованим у звичайному сенсi, а його групову класифiкацiю
проведено алгебраїчним методом, яку згодом вiдображено в групову кла-
сифiкацiю пiдкласу вихiдного класу у § 2.5.2.

Третiй роздiл присвячено груповому аналiзу класу ℛ рiвнянь
реакцiї–дифузiї, який для зручностi розбито на чотири пiдкласи. Три
з цих пiдкласiв є добре вивченими у лiтературi, тому увагу здебiльшо-
го зосереджено на їхньому доповненнi 𝒞 у класi ℛ. У § 3.2 одночасно
пораховано групи еквiвалентностi всiх чотирьох пiдкласiв, а у § 3.3 на-
ведено класифiкацiї лiївських симетрiй у цих пiдкласах. Класифiкацiю
класу 𝒞 проведено за допомогою двокрокової версiї методу розгалуже-
ного розщеплення, а обчислення дано у § 3.4.

Четвертий роздiл дисертацiї присвячено симетрiйному аналiзу сис-
теми гiдродинамiчного типу, що моделює iзотермiчний дрейфовий потiк.
Спочатку детально розглянуто структури низького порядку, як-от лiїв-
ськi симетрiї у § 4.2.1, точковi симетрiї у § 4.2.2, симетрiї першого по-
рядку у § 4.2.4 та гiдродинамiчнi закони збереження у § 4.2.5. Водночас,
у § 4.2.3 показано, що систему можна лiнеаризувати до рiвняння Клейна–
Гордона i, наприклад, виразити неявно її розв’язок через розв’язок цьо-
го рiвняння. Або симетрiйнi структури рiвняння Клейна–Гордона можна
продовжити до симетрiйних структур вихiдної системи. Для їх ефектив-
ного вивчення спочатку у § 4.3.1 для зручностi змiнено систему коорди-
нат. Нова система координат є стандартною для вироджених гiдроди-
намiчних систем. За допомогою цих координат у § 4.3.2 локально про-
довжено всi можливi вищi симетрiї рiвняння Клейна–Гордона. Водно-
час, не всi такi симетрiї продовжуються локально. Однак, протилежне
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є правдою для косиметрiй та законiв збереження, що продемонстровано
у §§ 4.3.3 та 4.3.4, де подано детальний опис цих i пов’язаних структур.
У § 4.3.5 побудовано нескiнченну сiм’ю гамiльтонових операторiв, якi ви-
користанi зокрема для надання простору косиметрiй структури алгебри
Лi та побудови гамiльтонових симетрiй вихiдної системи.

Рiвняння Клейна–Гордона вивчено з погляду симетрiйних структур
у додатку А. Так, вищi симетрiї й закони збереження цього рiвняння
отримано вiдповiдно у А.1 i А.2. Список наукових праць, де опублiковано
результати дисертацiї, й iнформацiю щодо їхньої апробацiї наведено у
додатку Б.

Подяки. Автор висловлює щиру вдячнiсть науковому керiвнику док-
тору фiзико-математичних наук, професору Роману Омеляновичу По-
повичу, доктору фiзико-математичних наук, старшому науковому спiв-
робiтнику Вячеславу Миколайовичу Бойку, завiдувачу вiддiлу мате-
матичної фiзики, члену-кореспонденту НАН України, доктору фiзико-
математичних наук, професору Анатолiю Глiбовичу Нiкiтiну за постiй-
ну увагу й допомогу в роботi, а також спiвавторам та спiвробiтникам
вiддiлу математичної фiзики за плiдну спiвпрацю й пiдтримку.
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РОЗДIЛ 1

Методи групового аналiзу

1.1. Групи еквiвалентностi i задачi
групової класифiкацiї

Нехай ℒ𝜃 — система диференцiальних рiвнянь вигляду

𝐿(𝑥, 𝑢(𝑟), 𝜃(𝑥, 𝑢(𝑟))) = 0.

Тут 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) — 𝑛 незалежних змiнних, 𝑢 = (𝑢1, . . . , 𝑢𝑚) — 𝑚 за-
лежних змiнних, а 𝐿 — набiр диференцiальних функцiй вiд 𝑢. Викори-
стаємо стандартне позначення 𝑢(𝑟) для набору похiдних залежних змiн-
них 𝑢𝑖 по 𝑥𝑗 до порядку 𝑟 включно, який також включає 𝑢1, . . . 𝑢𝑚 як
похiднi порядку нуль. Система ℒ𝜃 параметризована набором функцiй
𝜃 = (𝜃1(𝑥, 𝑢(𝑟)), . . . , 𝜃𝑘(𝑥, 𝑢(𝑟))), якi називають довiльними елементами та
якi пробiгають множину розв’язкiв 𝒮 допомiжної системи AS диференцi-
альних рiвнянь i нерiвностей на 𝜃, 𝑆(𝑥, 𝑢(𝑟), 𝜃(𝑞)(𝑥, 𝑢(𝑟))) = 0 i, наприклад,
Σ(𝑥, 𝑢(𝑟), 𝜃(𝑞)(𝑥, 𝑢(𝑟))) ̸= 0. Тут позначення 𝜃(𝑞) охоплює частиннi похiднi
довiльних елементiв 𝜃 за сукупнiстю 𝑥𝑗 i 𝑢(𝑟) до порядку 𝑞 включно. От-
же, клас (систем) диференцiальних рiвнянь ℒ|𝒮 — це параметризована
сiм’я систем ℒ𝜃, де 𝜃 пробiгає множину 𝒮.

Групова класифiкацiя диференцiальних рiвнянь ґрунтується на вив-
ченнi того, як вiдображаються одна в одну системи iз заданого класу.
Це формалiзовано в поняттi допустимих перетворень класу ℒ|𝒮 , що
складають його групоїд еквiвалентностi. Допустиме перетворення — це
трiйка (𝜃, 𝜙, 𝜃), де 𝜃, 𝜃 ∈ 𝒮 — набори довiльних елементiв, асоцiйованi з
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подiбними системами ℒ𝜃 i ℒ𝜃 з класу ℒ𝒮 , а 𝜙 — точкове перетворення у
просторi (𝑥, 𝑢), що вiдображає ℒ𝜃 у ℒ𝜃.

Спорiдненим є поняття перетворення еквiвалентностi. Звичайнi
перетворення еквiвалентностi — це точковi перетворення у просторi не-
залежних змiнних, похiдних залежних змiнних 𝑢𝑖 до порядку 𝑟 включ-
но й довiльних елементiв, що є проєктовними на простiр (𝑥, 𝑢(𝑟

′)) для
кожного 𝑟′ = 0, . . . , 𝑟, зберiгають контактну структуру простору стру-
менiв порядку 𝑟, який має координати (𝑥, 𝑢(𝑟)), i вiдображають кожну
систему з класу ℒ|𝒮 у систему з цього ж класу. (Псевдо)групу Лi пе-
ретворень еквiвалентностi класу ℒ|𝒮 називають звичайною групою еквi-
валентностi цього класу i позначають 𝐺∼. Якщо його довiльнi елемен-
ти залежать вiд похiдних 𝑢(𝑟′) до порядку 𝑟 < 𝑟, то можна вважати, що
перетворення еквiвалентностi дiють у просторi з координатами (𝑥, 𝑢(𝑟), 𝜃)

замiсть простору з координатами (𝑥, 𝑢(𝑟), 𝜃).
Звичайна група еквiвалентностi 𝐺∼ породжує пiдгрупоїд групо-

їда еквiвалентностi 𝒢∼, оскiльки кожне перетворення еквiвалент-
ностi 𝒯 ∈ 𝐺∼ породжує сiм’ю допустимих перетворень, параметризо-
ваних набором 𝜃:

𝐺∼ ∋ 𝒯 →
{︀

(𝜃, 𝒯 𝜃, 𝜋*𝒯 ) | 𝜃 ∈ 𝒮
}︀
⊂ 𝒢∼.

Тут 𝜋 позначає проєкцiю простору з координатами (𝑥, 𝑢(𝑟), 𝜃) на простiр
змiнних рiвняння, 𝜋(𝑥, 𝑢(𝑟), 𝜃) = (𝑥, 𝑢). Пiдняття 𝜋*𝒯 перетворення 𝒯
проєкцiєю 𝜋 — це обмеження 𝒯 на простiр iз координатами (𝑥, 𝑢), якщо
таке обмеження можливе.

Звичайна алгебра еквiвалентностi g∼ класу ℒ|𝒮 — це алгебра, асо-
цiйована зi звичайною групою еквiвалентностi 𝐺∼, яку складають iн-
фiнiтезимальнi генератори однопараметричних груп перетворень еквi-
валентностi. Такi iнфiнiтезимальнi генератори є векторними полями в
просторi з координатами (𝑥, 𝑢(𝑟), 𝜃), що є проєктовними на простiр iз ко-
ординатами (𝑥, 𝑢(𝑟

′)) для кожного 𝑟′ = 0, . . . , 𝑟. Оскiльки перетворення
еквiвалентностi зберiгають контактну структуру простору струменiв по-
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рядку 𝑟, векторнi поля з g∼ наслiдують цю сумiснiсть, тобто їхнi проєкцiї
на простiр iз координатами (𝑥, 𝑢(𝑟)) збiгаються iз продовженням порядку
𝑟 асоцiйованих проєкцiй на простiр iз координатами (𝑥, 𝑢).

У випадку, коли довiльнi елементи 𝜃 є функцiями лише вiд (𝑥, 𝑢),
можна вважати, що перетворення еквiвалентностi класу ℒ|𝒮 є точкови-
ми перетвореннями змiнних (𝑥, 𝑢, 𝜃), що вiдображають будь-яку систему
з класу ℒ|𝒮 у систему з цього ж класу. Властивiстю проєктивностi для
перетворень еквiвалентностi тут можна знехтувати. Такi перетворення
еквiвалентностi складають (псевдо)групу Лi �̄�∼, яку називають узагаль-
неною групою еквiвалентностi класу ℒ|𝒮 ; див. перше обговорення цього
поняття в [6, 63] без жодних наведених прикладiв i подальший розвиток
у [83, 89]. Часто узагальнена група еквiвалентностi збiгається зi зви-
чайною; таку ситуацiю вважають тривiальною. Аналогiчно звичайним
перетворенням еквiвалентностi кожен елемент з �̄�∼ породжує сiм’ю до-
пустимих перетворень, параметризовану набором 𝜃:

�̄�∼ ∋ 𝒯 →
{︀

(𝜃′, 𝒯 𝜃′, 𝜋*(𝒯 |𝜃=𝜃′(𝑥,𝑢))) | 𝜃′ ∈ 𝒮
}︀
⊂ 𝒢∼,

а вся узагальнена група еквiвалентностi �̄�∼ породжує пiдгрупоїд ℋ̄ гру-
поїда еквiвалентностi 𝒢∼.

Означення 1.1.1. Будь-яку мiнiмальну пiдгрупу групи �̄�∼, що поро-
джує той самий пiдгрупоїд групоїда еквiвалентностi 𝒢∼, що й уся гру-
па �̄�∼, назвемо ефективною узагальненою групою еквiвалентностi кла-
су ℒ|𝒮 .

Єдинiсть ефективної узагальненої групи еквiвалентностi є очевидною,
коли вся група �̄�∼ сама є ефективною; див. зауваження 2.2.10 нижче.
Водночас, iснують класи диференцiальних рiвнянь, де ефективна уза-
гальнена група еквiвалентностi є власною пiдгрупою вiдповiдної узагаль-
неної групи еквiвалентностi, причому ця пiдгрупа навiть не є нормаль-
ною. Такi ефективнi узагальненi групи еквiвалентностi не є єдиними,
оскiльки всi подiбнi до них пiдгрупи є також ефективними узагальнени-
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ми групами еквiвалентностi цього ж класу; див. обговорення прикладiв
у зауваженнi 2.3.5 нижче.

Припустимо, що клас ℒ|𝒮 допускає нетотожне звичайне перетворен-
ня еквiвалентностi, а деякi з його довiльних елементiв — сталi. Тодi
цей клас обов’язково допускає суто узагальненi перетворення еквiвалент-
ностi. Дiйсно, усi параметри елементiв звичайної групи еквiвалент-
ностi 𝐺∼ можна покласти залежними вiд сталих довiльних елементiв,
що дасть сiм’ю узагальнених перетворень еквiвалентностi. Множина �̄�∼

0

таких перетворень є пiдгрупою узагальненої групи еквiвалентностi �̄�∼.
Якщо �̄�∼

0 = �̄�∼, то звичайна група еквiвалентностi 𝐺∼ є ефективною
узагальненою групою еквiвалентностi класу ℒ|𝒮 .

Узагальнена алгебра еквiвалентностi ḡ∼ та ефективна узагальнена
алгебра еквiвалентностi класу ℒ|𝒮 — це алгебри, асоцiйованi вiдповiдно
з узагальненою групою еквiвалентностi �̄�∼ та з ефективною узагальне-
ною групою еквiвалентностi цього класу, тобто їх складають iнфiнiте-
зимальнi генератори однопараметричних пiдгруп цих груп. Цi iнфiнi-
тезимальнi генератори є векторними полями в просторi з координатами
(𝑥, 𝑢, 𝜃).

Вимогу, щоб перетворення еквiвалентностi були точковими перетво-
реннями щодо довiльних елементiв, також можна послабити. Фор-
мально розширимо набiр 𝜃 довiльних елементiв класу ℒ|𝒮 вiртуаль-
ними (нелокальними) довiльними елементами, пов’язаними з вихiдни-
ми довiльними елементами через диференцiальнi рiвняння. Iнакше
кажучи, вiртуальнi довiльнi елементи виражаються нелокально че-
рез вихiднi. Позначимо репараметризований клас як ℒ̂|𝒮 . При-
пустимо, що звичайна (вiдповiдно, узагальнена або ефективна уза-
гальнена) група еквiвалентностi �̂�∼ класу ℒ̂|𝒮 породжує максималь-
ний пiдгрупоїд групоїда еквiвалентностi 𝒢∼ серед класiв, отриманих
iз ℒ|𝒮 аналогiчними репараметризацiями, а розширення набору 𝜃 до-
вiльних елементiв для ℒ̂|𝒮 є мiнiмальним серед параметризованих кла-
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сiв, що дають той самий пiдгрупоїд групоїда еквiвалентностi 𝒢∼, що
й ℒ̂|𝒮 . Тодi назвемо групу �̂�∼ розширеною групою еквiвалентностi
(вiдповiдно, розширеною узагальненою групою еквiвалентностi) кла-
су ℒ|𝒮 .

Точковим перетворенням симетрiї системи ℒ𝜃 називають точкове
перетворення в просторi з координатами (𝑥, 𝑢), яке зберiгає множину
розв’язкiв системи ℒ𝜃. Кожне точкове перетворення симетрiї 𝜙 систе-
ми ℒ𝜃 породжує допустиме перетворення (𝜃, 𝜙, 𝜃) у класi ℒ|𝒮 . Точковi
перетворення симетрiї системи ℒ𝜃 складають максимальну групу точ-
кових симетрiй 𝐺𝜃 цiєї системи. Спiльну частину 𝐺∩ всiх 𝐺𝜃 назива-
ють ядром максимальних груп точкових симетрiй систем iз класу ℒ|𝒮 :
𝐺∩ :=

⋂︀
𝜃∈𝒮 𝐺𝜃.

Iнфiнiтезимальнi аналоги максимальної групи точкових симетрiй 𝐺𝜃 i
ядра 𝐺∩ називають максимальною алгеброю лiївської iнварiантностi g𝜃
системи ℒ𝜃 i ядром алгебр лiївської iнварiантностi g∩ систем iз кла-
су ℒ|𝒮 вiдповiдно; їх складають векторнi поля в просторi з координата-
ми (𝑥, 𝑢), що породжують однопараметричнi пiдгрупи груп 𝐺𝜃 i 𝐺∩.

Груповий аналiз диференцiальних рiвнянь стає набагато простiшим,
якщо працювати з iнфiнiтезимальними аналогами об’єктiв, складених
точковими перетвореннями. Так, задача пошуку лiївських симетрiй сис-
теми ℒ𝜃 зводиться до побудови максимальної алгебри лiївської iнварiант-
ностi g𝜃, а тому є лiнiйною на вiдмiну вiд аналогiчної проблеми пошуку
загальних точкових симетрiй.

За певних природних умов на систему ℒ𝜃 iнфiнiтезимальний критерiй
iнварiантностi стверджує, що векторне поле𝑄 в просторi з координатами
(𝑥, 𝑢) належить максимальнiй алгебрi лiївської iнварiантностi g𝜃 тодi й
лише тодi, коли умова 𝑄(𝑟)𝐿(𝑥, 𝑢(𝑟), 𝜃(𝑞)(𝑥, 𝑢(𝑟))) = 0 тотожно задовольня-
ється на многовидi ℒ𝑟𝜃, визначеному системою ℒ𝜃 i ї ї диференцiальними
наслiдками в просторi струменiв 𝐽𝑟. Тут 𝑄(𝑟) — продовження векторного
поля 𝑄 порядку 𝑟; див. [69, 77] i § 2.2.3.
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Задача групової класифiкацiї класу ℒ|𝒮 полягає в побудовi списку всiх
таких 𝐺∼-нееквiвалентних значень для 𝜃 ∈ 𝒮, що асоцiйованi системи ℒ𝜃
допускають максимальнi алгебри лiївської iнварiантностi g𝜃, ширшi за
ядро алгебр лiївської iнварiантностi g∩. Урахування додаткових точко-
вих еквiвалентностей мiж отриманими випадками, якщо вони iснують,
призводить до розв’язання задачi групової класифiкацiї вiдносно 𝒢∼-
еквiвалентностi.

Застосування iнфiнiтезимального критерiю iнварiантностi до систем
з класу ℒ|𝒮 дає (пiсля розщеплення за параметричними похiдними за-
лежних змiнних 𝑢𝑖) систему визначальних рiвнянь на компоненти гене-
раторiв лiївських симетрiй цих систем, яка в загальному випадку пара-
метризована набором довiльних елементiв 𝜃. Досить часто ця система
мiстить пiдсистему, яка не залежить вiд набору довiльних елементiв 𝜃,
а тому може бути проiнтегрована. Iншi визначальнi рiвняння утворюють
так звану систему класифiкуючих рiвнянь.

Таким чином, задача групової класифiкацiї зводиться до вичерпно-
го дослiдження класифiкуючих рiвнянь. Їх безпосереднє iнтегрування
з точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi зазвичай можливе лише для класiв iз
найпростiшою структурою, наприклад, коли довiльнi елементи класу є
сталими або функцiями одного аргументу; див. приклади в [77]. Оскiль-
ки класи, що виникають у застосуваннях, мають бiльш складну структу-
ру, треба використовувати рiзнi технiки, якi щонайменше покращують
прямий метод [67, 109, 110].

Найбiльш досконалi з них базуються на вивченнi алгебр векторних
полiв, пов’язаної iз системами з класу ℒ|𝒮 , i утворюють алгебраїчний
метод групової класифiкацiї. Для ефективного застосування цього ме-
тоду клас ℒ|𝒮 має мати певнi властивостi, якi зручно сформулювати в
термiнах рiзних понять нормалiзацiї. Клас диференцiальних рiвнянь ℒ|𝒮
є нормалiзованим у звичайному (узагальненому, розширеному узагаль-
неному) сенсi, якщо пiдгрупоїд, породжений його звичайною (узагаль-
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неною, розширеною узагальненою) групою еквiвалентностi збiгається з
усiм групоїдом еквiвалентностi 𝒢∼ класу ℒ|𝒮 .

Нормалiзованiсть класу ℒ|𝒮 у звичайному сенсi є еквiвалентною
таким умовам. Трансформацiйна частина 𝜙 кожного допустимого
перетворення (𝜃′, 𝜙, 𝜃′′) ∈ 𝒢∼ не залежить вiд фiксованого вихiдного
значення 𝜃′ набору довiльних елементiв 𝜃, а отже, є придатною для
будь-якого вихiдного значення 𝜃. До того ж, продовження 𝜙 на прос-
тiр iз координатами (𝑥, 𝑢(𝑟)) i подальше розширення на довiльнi елемен-
ти згiдно зi спiввiдношенням мiж 𝜃′ i 𝜃′′ дає точкове перетворення в
просторi з координатами (𝑥, 𝑢(𝑟), 𝜃). Тодi 𝐺𝜃 6 𝜋*𝐺

∼ i g𝜃 ⊆ 𝜋*g
∼ для

будь-якого 𝜃 ∈ 𝒮, а тому групова класифiкацiя класу ℒ|𝒮 зводиться до
класифiкацiї певних 𝐺∼-нееквiвалентних пiдалгебр алгебри еквiвалент-
ностi g∼ або, рiвноцiнно, до класифiкацiї певних 𝜋*𝐺∼-нееквiвалентних
пiдалгебр проєкцiї 𝜋*g∼.

Якщо клас ℒ|𝒮 нормалiзований в узагальненому сенсi, то вираз для
трансформацiйних частин допустимих перетворень може мiстити довiль-
нi елементи, але лише в досить специфiчний спосiб. Зокрема, гру-
поїд еквiвалентностi класу ℒ|𝒮 розбивається на сiм’ї допустимих пе-
ретворень, параметризованi набором довiльних елементiв вихiдної сис-
теми, а трансформацiйнi частини допустимих перетворень iз кожної
з цих сiмей пiсля розширення на довiльнi елементи згiдно з вiдноше-
нням мiж довiльними елементами вихiдних й кiнцевих систем спiль-
но дають точкове перетворення в розширеному просторi (𝑥, 𝑢, 𝜃). Тодi
𝐺𝜃′ 6 𝜋*(𝐺

∼|𝜃=𝜃′(𝑥,𝑢)) i g𝜃′ ⊆ 𝜋*(g
∼|𝜃=𝜃′(𝑥,𝑢)) для будь-якого 𝜃′ ∈ 𝒮.

Клас ℒ|𝒮 називають напiвнормалiзованим у звичайному сенсi, якщо
для будь-якого (𝜃′, 𝜙, 𝜃′′) ∈ 𝒢∼ iснують такi 𝒯 ∈ 𝐺∼, 𝜙′ ∈ 𝐺𝜃′ i 𝜙′′ ∈ 𝐺𝜃′′,
що 𝜃′′ = 𝒯 𝜃′ i 𝜙 = 𝜙′′(𝜋*𝒯 )𝜙′. Одне з перетворень 𝜙′ i 𝜙′′ завжди можна
вважати тотожним. Напiвнормалiзованiсть в узагальненому сенсi визна-
чають аналогiчно. Грубо кажучи, клас є напiвнормалiзованим у певному
сенсi, якщо його групоїд еквiвалентностi породжують вiдповiдна група
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еквiвалентностi спiльно з групами точкових симетрiй систем iз цього кла-
су. Кожен нормалiзований клас є напiвнормалiзованим у тому самому
сенсi, але зворотнє твердження не є вiрним в загальному випадку.

Щоби встановити нормалiзацiйну властивiсть класу ℒ|𝒮 , треба пора-
хувати його групоїд еквiвалентностi 𝒢∼, що виконують прямим методом.
Суть методу полягає в тому, що зафiксувавши двi довiльних системи
ℒ𝜃 : 𝐿(𝑥, 𝑢(𝑟), 𝜃(𝑥, 𝑢(𝑟))) = 0 та ℒ𝜃 : 𝐿(�̃�, �̃�(𝑟), 𝜃(�̃�, �̃�(𝑟))) = 0 з класу по-
трiбно знайти всi (невиродженi) точковi перетворення 𝜙: �̃�𝑖 = 𝑋 𝑖(𝑥, 𝑢),
�̃�𝑎 = 𝑈𝑎(𝑥, 𝑢), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, 𝑎 = 1, . . . ,𝑚, що їх поєднують. Для цього
перетворимо змiннi в системi ℒ𝜃, пiдставляючи 𝑋 𝑖 i 𝑈𝑎 замiсть �̃�𝑖 i �̃�𝑎

вiдповiдно, а також виражаючи похiднi �̃�(𝑟) у термiнах 𝑢(𝑟) i похiдних
функцiй 𝑋 𝑖 i 𝑈𝑎. Вимога, щоб отриману систему тотожно задовольняли
розв’язки системи ℒ𝜃, призводить до системи визначальних рiвнянь на
компоненти перетворення 𝜙.

У випадку однiєї залежної змiнної всi наведенi вище поняття, що
стосуються точкових перетворень, можна прямо поширити на контактнi
перетворення.

Основнi поняття i результати, на яких ґрунтується алгебраїчний ме-
тод групової класифiкацiї в його сучаснiй розвинутiй формi, яку буде
використано нижче, детально обговорено в [15, 18, 58, 83, 89]. Прикла-
ди успiшного застосування рiзних версiй алгебраїчного методу до задач
групової класифiкацiї можна знайти в [5, 14, 37, 38, 44, 48, 64, 118].

1.2. Калiбрування параметрiв пiдкласу
перетвореннями еквiвалентностi

Результатом класифiкацiї алгебраїчним методом випадкiв розширення
лiївських симетрiй для класу ℒ := ℒ|𝒮 систем диференцiальних рiвнянь
є набiр пiдкласiв цього класу, асоцiйований iз повним списком нееквiва-
лентних придатних пiдалгебр алгебри еквiвалентностi класу ℒ. Бiльш
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точно, кожен iз цих пiдкласiв складають системи з ℒ, що допускають
як свою спiльну алгебру лiївської iнварiантностi проєкцiю вiдповiдної
пiдалгебри зi списку на простiр зi змiнними системи як координатами.
Використовуючи перетворення еквiвалентностi всього класу, можна да-
лi калiбрувати параметри систем таких пiдкласiв. Зокрема, цю калiбру-
вальну процедуру використано в доведеннi теореми 2.2.18. Тут докладно
описано її теоретичне пiдґрунтя.

Нехай 𝐺∼
ℒ , g∼ℒ i g𝜃 з 𝜃 ∈ 𝒮 — звичайна група еквiвалентностi та зви-

чайна алгебра еквiвалентностi класу ℒ i максимальна алгебра лiївської
iнварiантностi системи ℒ𝜃 вiдповiдно. Група еквiвалентностi 𝐺∼

ℒ дiє на
своїй алгебрi Лi g∼ℒ через пiдняття векторних полiв з g∼ℒ перетвореннями
з 𝐺∼

ℒ . Ця дiя породжує дiю групи 𝐺∼
ℒ на множинi пiдалгебр алгебри g∼ℒ .

Елементи 𝐺∼
ℒ i g∼ℒ можна пiдняти проєкцiєю 𝜋 з простору з координатами

(𝑥, 𝑢(𝑟), 𝜃) на простiр iз координатами (𝑥, 𝑢). Для пiдалгебри s алгебри g∼ℒ
визначимо пiдмножину 𝒮s := {𝜃 ∈ 𝒮 | 𝜋*s ⊆ g𝜃} множини 𝒮 i пiдклас
ℒs := {ℒ𝜃 | 𝜃 ∈ 𝒮s} класу ℒ. Нехай s̄ — максимальна пiдалгебра алгеб-
ри g∼ℒ серед таких пiдалгебр h ⊆ g∼ℒ , що 𝜋*h ⊆ g𝜃 для будь-якого 𝜃 ∈ 𝒮s.
(Пiдалгебра s̄ насправдi iснує i збiгається з лiнiйною оболонкою всiх та-
ких пiдалгебр h.) Тому 𝒮s = 𝒮 s̄ i ℒs = ℒs̄. Зауважимо, що s̄ = s, якщо s

є придатною алгеброю g∼ℒ , тобто 𝜋*s = g𝜃 для деякого 𝜃 ∈ 𝒮.

Твердження 1.2.1. 𝐺∼
ℒ ∩ 𝐺∼

ℒs = St𝐺∼
ℒ
(s̄), де St𝐺∼

ℒ
(s̄) — стабiлiзатор

(iнакше кажучи, пiдгрупа iзотропiї) групи 𝐺∼
ℒ вiдносно s̄.

Доведення. Доведемо спочатку включення 𝐺∼
ℒ ∩ 𝐺∼

ℒs ⊇ St𝐺∼
ℒ
(s̄). При-

пустимо, що 𝒯 ∈ St𝐺∼
ℒ
(s̄). Тодi 𝒯 ∈ 𝐺∼

ℒ i 𝒯*s̄ = s̄. Перша умова
означає, що для будь-якого набору 𝜃 ∈ 𝒮s ⊆ 𝒮 виконується 𝒯 𝜃 ∈ 𝒮
(де 𝒯 дiє на 𝜃 як на набiр функцiй) i g𝒯 𝜃 = (𝜋*𝒯 )*g𝜃. З iншого боку,
(𝜋*𝒯 )*g𝜃 ⊇ (𝜋*𝒯 )*(𝜋*s̄) = 𝜋*(𝒯*s̄) = 𝜋*s̄, звiдки випливає, що g𝒯 𝜃 ⊇ 𝜋*s̄,
тобто 𝒯 𝜃 ∈ 𝒮s для будь-якого 𝜃 ∈ 𝒮s. Отже, 𝒯 ∈ 𝐺∼

ℒs.
Доведемо тепер обернене включення 𝐺∼

ℒ ∩𝐺∼
ℒs ⊆ St𝐺∼

ℒ
(s̄). Якщо 𝒯 ∈

𝐺∼
ℒ ∩ 𝐺∼

ℒs, то 𝒯 −1 ∈ 𝐺∼
ℒ ∩ 𝐺∼

ℒs i 𝒯 𝒮s = 𝒯 −1𝒮s = 𝒮s. Зафiксуємо набiр
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довiльних елементiв 𝜃 ∈ 𝒮s. Тодi 𝜃 := 𝒯 −1𝜃 ∈ 𝒮s, а тому g𝜃 ⊇ 𝜋*s̄. Отже,
g𝜃 = g𝒯 𝜃 = (𝜋*𝒯 )*g𝜃 ⊇ (𝜋*𝒯 )*𝜋*s̄ = 𝜋*(𝒯*s̄). З огляду на зазначену
максимальнiсть алгебри s̄, отримаємо 𝒯*s̄ ⊆ s̄. Аналогiчно, (𝒯 −1)*s̄ ⊆ s̄,
що еквiвалентно s̄ ⊆ 𝒯*s̄, звiдки й випливає твердження.

Можна також розглянути алгебри Лi замiсть груп Лi й навести iнфi-
нiтезимальну версiю твердження 1.2.1. Передусiм нагадаємо, що група
еквiвалентностi й алгебра еквiвалентностi класу диференцiальних рiв-
нянь можуть не бути скiнченновимiрними, а тому насправдi правильно
говорити про псевдогрупу Лi еквiвалентностi й асоцiйований алгеброїд
Лi еквiвалентностi цього класу. Щоб довести наведене нижче тверджен-
ня, нагадаємо головну властивiсть псевдогруп Лi та алгеброїдiв Лi. А са-
ме, вони визначенi як множини локальних розв’язкiв систем (формально
iнтегровних) диференцiальних рiвнянь [81, розд. 5.B]. Для групи еквi-
валентностi й алгебри еквiвалентностi класу диференцiальних рiвнянь
цi системи є вiдповiдними системами визначальних рiвнянь.

Нехай Ψ — диференцiальна вектор-функцiя компонент векторних по-
лiв, що визначають алгеброїд Лi s̄, тобто векторне поле u належить s̄,
u ∈ s̄, тодi й лише тодi, коли Ψ(u) = 0. Функцiю Ψ можна ототожнити з
набором лiнiйних диференцiальних операторiв, що дiють на компоненти
її аргументу.

Наслiдок 1.2.2. g∼ℒ ∩ g∼ℒs=Ng∼ℒ
(s̄), де Ng∼ℒ

(s) — нормалiзатор s̄ в g∼ℒ .

Доведення. Нехай v ∈ g∼ℒ ∩ g∼ℒs. Тодi exp(𝜀v) ∈ 𝐺∼
ℒ ∩ 𝐺∼

ℒs. Згiдно з
твердженням 1.2.1 для будь-якого w ∈ s̄ маємо (exp(𝜀v))*w ∈ s̄. Нагада-
ємо, що

[v,w] = Lvw :=
dw𝜀

d𝜀

⃒⃒⃒
𝜀=0

= lim
𝜀→0

w𝜀 − w0

𝜀
,

де

w𝜀

⃒⃒
𝑝

:=
(︀

exp(−𝜀v)*w
)︀⃒⃒

exp(𝜀v)(𝑝)

для будь-якої точки 𝑝 у просторi з координатами (𝑥, 𝑢(𝑟), 𝜃). Векторне
поле u𝜀 = (w𝜀−w0)/𝜀 очевидно належить s̄ для будь-якого 𝜀 ̸= 0. Отже,
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Ψ(u𝜀) = 0. Тодi з гладкостi компонент u𝜀 за (𝑥, 𝑢(𝑟), 𝜃, 𝜀), i неперервностi
функцiї Ψ за компонентами векторних полiв випливає, що

Ψ([v,w]) = Ψ
(︁

lim
𝜀→0

u𝜀

)︁
= lim

𝜀→0
Ψ(u𝜀) = 0,

звiдки [v,w] ∈ s̄, а тому v ∈ Ng∼ℒ
(s̄).

Навпаки, якщо v ∈ Ng∼ℒ
(s̄), то для будь-якого w ∈ s̄ i для будь-

якого 𝑛 ∈ N0 маємо також (ad v)(𝑛)(w) ∈ s̄. Це означає, що

(exp(𝜀v))*w =
∞∑︁
𝑛=0

𝜀𝑛(ad v)𝑛(w)

𝑛!
∈ s̄

завдяки наведеному вище аргументу щодо неперервностi i збiжностi по-
слiдовностi частинних сум ряду. Тому exp(𝜀v) належить стабiлiзатору s̄

в 𝐺∼
ℒ , який збiгається з псевдогрупою Лi 𝐺∼

ℒ ∩ 𝐺∼
ℒs згiдно з тверджен-

ням 1.2.1. Отже, векторне поле v належить її алгеброїду Лi g∼ℒ ∩g∼ℒs.

Наслiдок 1.2.2 аналогiчний добре вiдомому факту з теорiї Лi, див. [46,
розд. 11].

Наслiдок 1.2.3. Якщо клас ℒ нормалiзований, то 𝐺∼
ℒs = St𝐺∼

ℒ
(s̄), а

тому g∼ℒs = Ng∼ℒ
(s̄).

Доведення. Якщо клас ℒ нормалiзований, то𝐺∼
ℒs 6 𝐺∼

ℒ i g∼ℒs ⊆ g∼ℒ , звiдки
й випливає твердження.

Пiдсумуємо зазначене вище. Щоб вiдкалiбрувати довiльнi елемен-
ти пiдкласу ℒs з точнiстю до 𝐺∼

ℒ -еквiвалентностi, потрiбно знати гру-
пу 𝐺∼

ℒs∩𝐺∼
ℒ . Її можна порахувати або як пiдгрупу групи 𝐺∼

ℒ , що зберiгає
пiдклас ℒs, або як стабiлiзатор St𝐺∼

ℒ
(s̄) групи 𝐺∼

ℒ вiдносно s. Компонен-
ту тотожного перетворення в стабiлiзаторi можна знайти, порахувавши
спочатку iнфiнiтезимальнi генератори, що утворюють алгебру Лi Ng∼ℒ

(s̄),
а потiм експоненцiювавши її, але тодi iншi компоненти стабiлiзатора буде
втрачено.

Однак не всi цi перетворення суттєвi для процедури калiбрування,
тому що проєкцiї деяких з них пiдняттям 𝜋* можуть бути перетворен-
нями симетрiї для всiх рiвнянь у ℒs, а тому не змiнюють їхньої форми.
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Справдi, цi проєкцiї складають групу 𝐺∩
ℒs ∩ 𝜋*𝐺

∼
ℒ , яка є нормальною

пiдгрупою групи 𝜋*
(︀
𝐺∼

ℒs ∩ 𝐺∼
ℒ
)︀
. Тут 𝐺∩

ℒs позначає ядро груп точкових
симетрiй систем класу ℒs. Отже, щоб ефективно виконати процедуру
калiбрування, цi перетворення потрiбно виключити через факторизацiю.

1.3. Метод розгалуженого розщеплення

Хоча задачам групової класифiкацiї класiв (систем) диференцiальних
рiвнянь присвячено багато робiт, значнiй частинi цих результатiв взагалi
не можна довiряти. Основна проблема полягає в тому, що часто до таких
задач застосовують метод “грубої сили”. Звичайно, i цей пiдхiд може бу-
ти дiєвим для деяких простих класiв диференцiальних рiвнянь, але вiн
вимагає дуже ретельного розгляду випадкiв, коли iнтегрують вiдповiднi
визначальнi рiвняння для лiївських симетрiй, бо iнакше вiн призводить
до пропущених, повторених i/або неправильних класифiкацiйних випад-
кiв. На жаль, цi недолiки мають мiсце в дуже великiй кiлькостi статей iз
цiєї тематики, де для групової класифiкацiї диференцiальних рiвнянь ви-
користано “грубу силу”. До того ж, оскiльки обчислення в рамках цього
пiдходу є одночасно i тривiальними, i громiздкими, автори таких статей
не наводять деталей розв’язання, а тому їхнi помилки взагалi неможливо
побачити.

Навiть якщо структура класу диференцiальних рiвнянь не придатна
для застосування алгебраїчного методу групової класифiкацiї, уникну-
ти розв’язання задачi його групової класифiкацiї “грубою силою” все ж
можливо. Набагато кращим вибором може бути метод розгалужено-
го розщеплення. Його запропоновано i застосовано вперше у [67], але
назва з’явилася пiзнiше в [52]; див. також приклади його застосування
в [87, 108, 110, 112]. Загалом, цей метод є покращенням прямого пiдходу
до групової класифiкацiї. На вiдмiну вiд невпорядкованого iнтегрування
класифiкацiйних рiвнянь i неалгоритмiчного добору випадкiв розширен-
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ня лiївської симетрiї у рамках прямого методу, метод розгалуженого
розщеплення забезпечує алгоритм для систематичного знаходження та-
ких випадкiв. Варто зауважити, що метод є ефективним лише для класiв
з довiльними елементами небагатьох аргументiв. Наразi його застосова-
но до класiв iз довiльними елементами, залежними щонайбiльше вiд двох
аргументiв [67]. Це обмеження є зрозумiлим з огляду на необхiднiсть пе-
ревiрки умов сумiсностi виникаючих рiвнянь, що стає дуже складною
задачею в разi великої кiлькостi аргументiв.

Метод розгалуженого розщеплення легко зрозумiти на прикладах,
але навiть опис його стандартної версiї для загального класу диференцi-
альних рiвнянь не є простим, не кажучи вже про його рiзноманiтнi моди-
фiкацiї. Нижче наведено цей опис, а в § 3.4 показано можливi ускладнен-
ня для використання методу, коли довiльнi елементи класу залежать вiд
рiзних аргументiв, як у випадку класу ℛ рiвнянь реакцiї–дифузiї з роз-
дiлу 3.

Розглянемо клас (систем) диференцiальних рiвнянь

ℒ|𝒮 = {ℒ𝜃 : 𝐿(𝑥, 𝑢(𝑟), 𝜃(𝑥, 𝑢(𝑟))) = 0 | 𝜃 ∈ 𝒮}

у позначеннях § 1.1. Позначимо через g𝜃 максимальну алгебру лiївської
iнварiантностi системи ℒ𝜃 ∈ ℒ|𝒮 . Систему визначальних рiвнянь DE[𝜃]

на компоненти векторних полiв з g𝜃 можна розбити на двi пiдсистеми.
Рiвняння першої з цих пiдсистем — CE[𝜃] — суттєво залежать вiд довiль-
них елементiв i їх називають класифiкуючими рiвняннями, а рiвняння
з iншої пiдсистеми — SE — не залежать вiд 𝜃. Пiдсистему SE можна
проiнтегрувати, що дає загальну форму векторних полiв лiївської симет-
рiї систем з ℒ|𝒮 . Пiдсистема CE[𝜃] з фiксованими значеннями набору
довiльних елементiв 𝜃 — це система рiвнянь на компоненти векторних
полiв з g𝜃. Множина розв’язкiв об’єднаної системи DE[𝜃] є лiнiйним про-
стором, оскiльки DE[𝜃] є однорiдною лiнiйною системою диференцiаль-
них рiвнянь на компоненти векторних полiв лiївської симетрiї. Навпаки,
зафiксувавши векторне поле 𝑄 у просторi з координатами (𝑥, 𝑢), отри-
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маємо систему диференцiальних рiвнянь для значень набору довiльних
елементiв 𝜃, для яких вiдповiднi системи ℒ𝜃 допускають 𝑄 як лiївську
симетрiю.

Як правило, система AS включає рiвняння, що означають незалеж-
нiсть набору 𝜃 вiд певних незалежних або залежних змiнних або, у за-
гальному випадку, вiд їхнiх певних функцiональних комбiнацiй. Зручно
замiнити координати (𝑥, 𝑢(𝑟)) простору струменiв порядку 𝑟 на набiр ко-
ординат 𝑧, розбитого на два пiднабори 𝑧 i 𝑧 так, що 𝑧 є максимальним
набором координат, якi не задiяно у 𝜃, а кожен iз наборiв 𝑧 i 𝑧 додат-
ково розбито на два пiднабори, 𝑧′, 𝑧′′ i 𝑧′, 𝑧′′, де 𝑧′ i 𝑧′ — максимальнi
пiднабори вiдповiдно наборiв 𝑧 i 𝑧, що виникають в аргументах функцiй,
якi параметризують загальний розв’язок системи SE. Виберемо набiр 𝑧′

функцiй вiд (𝑥, 𝑢) у такий спосiб, щоб об’єднаний набiр (𝑧′, 𝑧′, 𝑧′) задавав
новi координати в просторi з координатами (𝑥, 𝑢). Пiд час обчислення
методом розгалуженого розщеплення оптимальний вибiр координат 𝑧′,
𝑧′′, 𝑧′, 𝑧′′ i 𝑧′ здебiльшого очевидний; див. § 3.4.

Пiдставимо вирази для компонент векторних полiв лiївської симетрiї,
визначених системою SE, в CE[𝜃] i розщепимо отриману систему по 𝑧′′.
Це призводить до системи CE′[𝜃] на сталi й функцiї, що параметризують
зазначенi вирази, i яка має загальний вигляд

𝑖𝑠∑︁
𝑖=𝑖𝑠−1+1

𝜓𝑖𝐹 𝑖 = 0, 𝑠 = 1, . . . , |CE′|,

де 0 = 𝑖0 < 𝑖1 < · · · < 𝑖|CE′| = 𝑁 з 𝑁 ∈ N, а |CE′| позначає кiль-
кiсть (незалежних) рiвнянь у CE′[𝜃]. Функцiї 𝐹 𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 — вiдомi
диференцiальнi функцiї вiд 𝜃, причому 𝑧 грає роль набору незалежних
змiнних. Коефiцiєнти 𝜓𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 , можуть залежати вiд (𝑧′, 𝑧′, 𝑧′) i
насправдi є параметризованими елементом алгебри g𝜃.

Припустимо, що алгебра g𝜃 вiдома для кожного фiксованого набору 𝜃.
Пiдставляючи значення наведених вище параметрiв, що вiдповiдають
векторним полям у g𝜃, i значення змiнних 𝑧′ у систему CE′[𝜃] та варiюючи
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векторне поле в g𝜃 i змiннi 𝑧′, отримаємо сiм’ю (позначимо її через TFF)
систем рiвнянь на 𝜃 загального вигляду, який назвемо шаблонним:

𝑖𝑠∑︁
𝑖=𝑖𝑠−1+1

𝑎𝑖𝐹 𝑖 = 0, 𝑠 = 1, . . . , |CE′|,

де коефiцiєнти 𝑎𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 , можуть залежати вiд (𝑧′, 𝑧′). Загалом,
цi коефiцiєнти не є вiдомими на цьому кроцi, але можуть задовольняти
певнi вiдомi зв’язки.

Нехай 𝑘 — така максимальна кiлькiсть систем у TFF, що ранг мно-
жини наборiв коефiцiєнтiв �̄�𝑞 = (𝑎𝑞1, . . . , 𝑎𝑞𝑁) цiєї системи дорiвнює їхнiй
кiлькостi, тобто rank𝐴 = 𝑘 з 𝐴 := (𝑎𝑞𝑖)𝑖=1,...,𝑁

𝑞=1,...,𝑘 . Очевидно, що 0 6 𝑘 6 𝑁 .
Умова сумiсностi систем у TFF i цих систем з AS додатково обмежує
можливi значення 𝑘.

Фiксуючи певне значення 𝑘 у множинi його можливих значень, ви-
вчимо сумiснiсть системи TFF. Розгляд можна розбити на випадки,
обираючи послiдовнiсть 𝑘 × 𝑘 мiнорiв матрицi 𝐴 у спосiб, сумiсний з
релевантною еквiвалентнiстю систем у класi ℒ|𝒮 , i по черзi припускаю-
чи, що деякий мiнор не зникає, а усi попереднi до нього у послiдовностi
нульовi. Деякi з коефiцiєнтiв 𝑎𝑞𝑖 можна вiдкалiбрувати за допомогою
перетворень еквiвалентностi з огляду на зробленi припущення або зна-
йденi зв’язки на цьому чи подальших кроках. Для кожного з випадкiв
потрiбно:

∙ iз сумiсностi системи TFF вивести умови на коефiцiєнти 𝑎𝑞𝑖 i до-
датково вiдкалiбрувати (якщо можливо) цi коефiцiєнти перетворен-
нями еквiвалентностi;

∙ розщепити систему CE′[𝜃] на множинi розв’язкiв об’єднаної систе-
ми AS i TFF за параметричними похiдними довiльних елементiв
набору 𝜃;

∙ розв’язати отриману систему додаткових визначальних рiвнянь на
невизначенi параметри векторних полiв лiївської симетрiї;



43

∙ вивести точну форму системи TFF для обрахованої алгебри век-
торних полiв i перевiрити її сумiснiсть iз припущеним значенням
величини 𝑘, а також з iншими припущеннями;

∙ якщо сумiснiсть має мiсце, то розв’язати систему TFF вiдносно 𝜃.

Значення 𝑘 = 0 має мiсце тодi й лише тодi, коли класифiкуючi рiвнян-
ня тотожно виконуються з огляду на SE, що вiдповiдає загальному ви-
падку без розширення лiївської симетрiї.

Значення 𝑘 = 1 асоцiйоване з мiнiмальним розширенням лiївської
симетрiї. Для цього значення 𝑘 другий крок наведеної вище процедури
виконують у спецiальний спосiб, оскiльки умова 𝑘 = 1 означає, що набiр
𝜓 = (𝜓1, . . . , 𝜓𝑁) пропорцiйний до �̄�1, 𝜓𝑖 = 𝜆𝑎1𝑖. Тут множник 𝜆 може
залежати вiд (𝑧′, 𝑧′, 𝑧′) або, рiвноцiнно, вiд (𝑥, 𝑢), i цю залежнiсть легко
уточнити за допомогою вигляду наборiв 𝜓 i �̄�1.

1.4. Методи пошуку повної групи
точкових симетрiй

За допомогою iнфiнiтезимального методу Лi для системи диференцiаль-
них рiвнянь ℰ з наступним отриманням скiнченних перетворень можна
побудувати групу лiївських симетрiй рiвняння ℰ , яку складено з непе-
рервних перетворень симетрiї системи ℰ i яка є компонентою тотожно-
го перетворення повної групи точкових симетрiй цiєї системи. Водно-
час, дискретнi перетворення симетрiї є також цiкавими для застосувань.
Якщо група лiївських симетрiй рiвняння ℰ вiдома, то знаходження її
дискретних перетворень симетрiї еквiвалентно побудовi її повної групи
точкових симетрiй. У лiтературi iснують два основних методи обрахунку
повної групи точкових симетрiй системи диференцiальних рiвнянь: пря-
мий [84, 107, 110] i алгебраїчний [16, 17, 49, 50, 86]. Хоча алгебраїчний
метод, взагалi кажучи, дає лише частину обмежень на вигляд точкових
перетворень симетрiї, а тому його треба доповнювати обчисленнями в
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рамках прямого методу, вiн зазвичай бiльш зручний, оскiльки порiвняно
з використанням лише прямого методу призводить до менш громiздких
обчислень.

Прямий метод ґрунтується на означеннi (скiнченних) точкових пере-
творень симетрiї та є найбiльш унiверсальним. Застосування цього ме-
тоду дає систему так званих визначальних диференцiальних рiвнянь на
компоненти перетворень, яка, у загальному випадку, нелiнiйна й силь-
но зачеплена, а тому її досить складно розв’язувати. Для спрощення
обчислень у рамках прямого методу розроблено рiзнi технiки.

Алгебраїчний метод знаходження повної групи точкових симетрiй
системи диференцiальних рiвнянь, першу версiю якого запропоновано
П. Гайдоном [49, 50], можна розглядати як одну з таких технiк. Його
iдея полягає в тому, що кожне точкове перетворення симетрiї 𝒯 сис-
теми диференцiальних рiвнянь ℰ породжує автоморфiзм максимальної
алгебри лiївської iнварiантностi g цiєї системи. Для скiнченновимiрної
алгебра g (dim g = 𝑛 > 0) це означає, що

𝒯*𝑒𝑗 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑗𝑒𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛,

де 𝒯* — пiдняття векторних полiв, породжене перетворенням 𝒯 , а
(𝑎𝑖𝑗)

𝑛
𝑖,𝑗=1 — матриця автоморфiзму алгебри g в її обраному бази-

сi (𝑒1, . . . , 𝑒𝑛). Обчислюючи групу автоморфiзмiв Aut(g) алгебри g, зна-
йдемо обмеження на вигляд матрицi (𝑎𝑖𝑗)

𝑛
𝑖,𝑗=1. Наведена вище умова для

𝒯* за припущення, що g ̸= {0}, призводить до зв’язкiв на перетворен-
ня 𝒯 . Цi зв’язки надалi використовують у рамках прямого методу.

Обчислення повної групи автоморфiзмiв Aut(g) може бути занадто
складним, особливо коли максимальна алгебра лiївської iнварiантностi g
нескiнченновимiрна. Тому iншу версiю алгебраїчного методу, що ґрун-
тується на поняттi мегаiдеалу [85] (в iншiй термiнологiї — повнiстю хара-
ктеристичного iдеалу [46]), розвинуто в [16, 17, 86]. Мегаiдеалом i алгеб-
ри Лi g називають пiдпростiр алгебри g, iнварiантний пiд дiєю будь-якого
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автоморфiзму алгебри g. Якщо алгебра g скiнченновимiрна з dim g = 𝑛 i
має мегаiдеал i, що є лiнiйною оболонкою перших 𝑘 (𝑘 < 𝑛) базисних еле-
ментiв алгебри g, тобто i = ⟨𝑒1, · · · , 𝑒𝑘⟩, то матриця (𝑎𝑖𝑗)

𝑛
𝑖,𝑗=1 будь-якого

автоморфiзму алгебри g набуває блочної структури, причому 𝑎𝑖𝑗 = 0,
якщо 𝑖 > 𝑘 i 𝑗 6 𝑘. Iнакше кажучи, iєрархiя мегаiдеалiв скiнченнови-
мiрної алгебри Лi прямо пов’язана з блочною структурою матрицi авто-
морфiзмiв цiєї алгебри Лi. Це спостереження можна також застосувати
до нескiнченновимiрних алгебр Лi зi скiнченновимiрними мегаiдеалами.

Простi засoби побудови мегаiдеалiв наведено в [17, 85, 86]. Перед-
усiм, обидвi невласнi пiдалгебри алгебри Лi g (нульова пiдалгебра i сама
алгебра g) є (невласними) мегаiдеалами алгебри g. До того ж, суми, пе-
ретини i добутки Лi мегаiдеалiв також є мегаiдеалами, мегаiдеали мега-
iдеалiв алгебри g є мегаiдеалами алгебри g, всi елементи рядiв похiдних,
висхiдного i низхiдного центральних рядiв алгебри g, зокрема, центр i
похiднi алгебри g, а також її радикал i нiльрадикал є мегаiдеалами ал-
гебри g. Нагадаємо, що 𝑛-ту похiдну g(𝑛) алгебри Лi g визначають як
g(𝑛) = [g(𝑛−1), g(𝑛−1)] для 𝑛 > 1 з g(0) = g, а її 𝑛-й степiнь g𝑛 — як
g𝑛 = [g𝑛−1, g] для 𝑛 > 2 з g1 = g. Ще один, менш очевидний, спосiб
отримання нових мегаiдеалiв iз уже вiдомих дає таке твердження.

Твердження 1.4.1. Якщо i0, i1 i i2 — мегаiдеали алгебри g, то мно-
жина s = {𝑧 ∈ i0 : [⟨𝑧⟩, i1] ⊆ i2} також є її мегаiдеалом.

У версiї алгебраїчного методу, що ґрунтується на мегаiдеалах, вико-
ристовують умову 𝒯*i = i для кожного мегаiдеалу i з певної множини
вiдомих мегаiдеалiв алгебри g системи ℰ . Мегаiдеали, що є сумами iн-
ших мегаiдеалiв, дають зв’язки, що є наслiдками зв’язкiв, виведених iз
розгляду певних доданкiв. Тому такими мегаiдеалами треба нехтувати
пiд час обрахункiв. Пiсля виведення зв’язкiв на точковi перетворення 𝒯
з iнварiантностi мегаiдеалiв обчислення повної групи точкових симетрiй
системи ℰ завершують прямим методом.
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РОЗДIЛ 2

Групова класифiкацiя загальних рiвнянь
Бюргерса–Кортевега–де Фрiза

2.1. Вступ

Розвиток нових потужних засoбiв i технiк групового аналiзу диференцi-
альних рiвнянь в останнє десятирiччя суттєво розширив коло розв’язних
задач цiєї галузi математики. Зокрема, стало можливим вивчати допус-
тимi перетворення й лiївськi симетрiї для систем диференцiальних рiв-
нянь зi складних класiв, параметризованих багатьма функцiями кiлькох
аргументiв.

Низка важливих у математичнiй фiзицi еволюцiйних рiвнянь мають
загальний вигляд

𝑢𝑡 + 𝐶(𝑡, 𝑥)𝑢𝑢𝑥 =
𝑟∑︁

𝑘=0

𝐴𝑘(𝑡, 𝑥)𝑢𝑘 +𝐵(𝑡, 𝑥), де 𝐶𝐴𝑟 ̸= 0. (2.1)

Тут i надалi натуральний параметр 𝑟 зафiксовано, причому 𝑟 > 2. Ви-
мога 𝐶𝐴𝑟 ̸= 0 гарантує, що рiвняння з класу (2.1) нелiнiйнi й поряд-
ку 𝑟. У цьому роздiлi використано стандартнi позначення для похiдних,
𝑢𝑡 = 𝜕𝑢/𝜕𝑡, 𝑢𝑘 = 𝜕𝑘𝑢/𝜕𝑥𝑘, а також 𝑢0 = 𝑢, 𝑢𝑥 = 𝑢1, 𝑢𝑥𝑥 = 𝑢2 i 𝑢𝑥𝑥𝑥 = 𝑢3.

Завдяки важливостi рiвнянь iз класу (2.1) є багато статей, у яких їх
розглянуто (з подальшими обмеженнями на довiльнi елементи) з погляду
симетрiй, iнтегровностi, точних розв’язкiв тощо. Наведемо лише статтi,
що стосуються допустимих перетворень i групової класифiкацiї класiв,
пов’язаних iз класом (2.1).
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Частковi пiдкласи класу (2.1) з невеликими значеннями 𝑟 були пред-
метом низки статей, опублiкованих в останнi двадцять п’ять рокiв. На-
приклад, групоїд еквiвалентностi класу рiвнянь Бюргерса зi змiнними
коефiцiєнтами вигляду 𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + 𝑓(𝑡, 𝑥)𝑢𝑥𝑥 = 0 з 𝑓 ̸= 0 i його пiдкласу
рiвнянь з 𝑓 = 𝑓(𝑡) побудовано Дж. Кiнгстоном i К. Софоклеоусом у [54]
у виглядi множини точкових перетворень у парах рiвнянь. Насправдi,
там було неявно доведено, що цi класи нормалiзованi у звичайному сен-
сi. Пiзнiше такi перетворення названо дозволеними (allowed) [38, 115]
або формозберiгаючими (form-preserving) [55]. Цi поняття передували
поняттю допустимих (admissible) перетворень, яке є центральним у су-
часному груповому аналiзi класiв диференцiальних рiвнянь. Розв’язання
задачi групової класифiкацiї для наведеного вище пiдкласу з 𝑓 = 𝑓(𝑡)

розпочато в [27, 103] i завершено в [79, 112]. Нещодавно в [80] вичерпно
проведено розширений симетрiйний аналiз класу з 𝑓 = 𝑓(𝑡, 𝑥), розгля-
нутого ранiше в [54].

Задачу часткової попередньої групової класифiкацiї для спорiдненого
класу рiвнянь Бюргерса з джерелом вигляду 𝑢𝑡 +𝑢𝑢𝑥 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢) з
точнiстю до еквiвалентностi симетрiї рiвнянь Бюргерса розв’язано в [61].

У [38, 115] пораховано допустимi перетворення класу рiвнянь Кор-
тевега–де Фрiза зi змiнними коефiцiєнтами вигляду 𝑢𝑡 + 𝑓(𝑡, 𝑥)𝑢𝑢𝑥 +

𝑔(𝑡, 𝑥)𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0 з 𝑓𝑔 ̸= 0 i використано в [38] для проведення його гру-
пової класифiкацiї; див. у [105] сучасну iнтерпретацiю цих результатiв.
Спробу їхнього переносу на клас рiвнянь Бюргерса зi змiнними коефiцi-
єнтами вигляду 𝑢𝑡+𝑓(𝑡, 𝑥)𝑢𝑢𝑥+𝑔(𝑡, 𝑥)𝑢𝑥𝑥 = 0 з 𝑓𝑔 ̸= 0 за припущення, що
допустимi перетворення цього класу подiбнi до допустимих перетворень
наведеного вище аналогу третього порядку, зроблено в [91], але структу-
ра вiдповiдного групоїда еквiвалентностi цiлком iнша за структуру гру-
поїда в [38]. Трансформацiйнi властивостi класу рiвнянь Кортевега–де
Фрiза зi змiнними коефiцiєнтами вигляду

𝑢𝑡 + 𝑓(𝑡)𝑢𝑢𝑥 + 𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 + (𝑞(𝑡)𝑥+ 𝑝(𝑡))𝑢𝑥 + ℎ(𝑡)𝑢+ 𝑘(𝑡)𝑥+ 𝑙(𝑡) = 0,
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з 𝑓𝑔 ̸= 0 вивчено в [82]; див. також [104]. Цей клас збiгається з кла-
сом 𝒦1 (для часткового значення 𝑟 = 3), що виникає в § 2.3. Клас 𝒦𝑟=3

1

є нормалiзованим у звичайному сенсi. Його можна вiдобразити сiм’єю
його перетворень еквiвалентностi, наприклад, у пiдклас рiвнянь вигляду
𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + 𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0 з 𝑔 ̸= 0, який також є нормалiзованим у звичай-
ному сенсi. Розв’язання задачi групової класифiкацiї класу 𝒦𝑟=3

1 еквi-
валентно аналогiчнiй задачi для цього пiдкласу; див. твердження 2.2.6 i
§ 2.3. Узагальненi рiвняння Кавахара зi змiнними коефiцiєнтами вивчено
в подiбний спосiб у [56, 57]. Групову класифiкацiю галiлей-iнварiантних
рiвнянь вигляду 𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 = 𝐹 (𝑢𝑟) проведено в [3, 36]; див. також [71]
щодо лiївських редукцiй рiвнянь iз цього класу.

На жаль, у багатьох релевантних статтях отримано неповнi або навiть
неправильнi результати; частковий список таких статей щодо рiвнянь
Кортевега–де Фрiза зi змiнними коефiцiєнтами наведено в [82]. Тому є
сенс систематично розв’язати задачу групової класифiкацiї для загаль-
ного класу (2.1).

Бiльш загальнi класи еволюцiйних рiвнянь, що мiстять клас (2.1), та-
кож розглянуто в лiтературi. Контактнi симетрiї (1+1)-вимiрних еволю-
цiйних рiвнянь вивчав Б. Магадєєв [5]. Бiльш точно, вiн довiв, що (1+1)-
вимiрне еволюцiйне рiвняння допускає нескiнченновимiрну алгебру Лi
контактних симетрiй тодi й лише тодi, коли воно лiнеаризовне конта-
ктним перетворенням. Вiн також класифiкував iз точнiстю до контакт-
них перетворень еквiвалентностi еволюцiйних рiвнянь реалiзацiї скiнчен-
новимiрних алгебр Лi контактними векторними полями з незалежними
змiнними (𝑡, 𝑥) i залежною змiнною 𝑢, кожна з яких є максимальною
алгеброю контактної iнварiантностi деякого нелiнеаризовного еволюцiй-
ного рiвняння. Водночас, еволюцiйнi рiвняння, що допускають такi ре-
алiзацiї як свої максимальнi алгебри контактної iнварiантностi, не було
побудовано. Не менш важливим є те, що виокремлення класифiкацiї
контактних симетрiй рiвнянь з часткового пiдкласу всього класу (1+1)-
вимiрних еволюцiйних рiвнянь у загальному випадку є бiльш складною
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задачею, нiж пряма класифiкацiя контактних симетрiй рiвнянь iз цього
пiдкласу. Твердження, подiбне до наведеного вище про результати [5],
також справедливе для класифiкацiї еволюцiйних рiвнянь низького по-
рядку (тобто, з 𝑟 = 2, 3, 4), проведених, наприклад, у [14, 44, 47, 118].

У цьому роздiлi розв’язано задачу повної групової класифiкацiї кла-
су (2.1) для будь-якого фiксованого значення 𝑟 > 2. Навiть бiльш важ-
ливим результатом роздiлу є побудова — у процесi вивчення допустимих
перетворень у пiдкласах класу (2.1) — кiлькох прикладiв класiв iз особ-
ливими властивостями, iснування яких було пiд великим сумнiвом про-
тягом тривалого часу. Цi приклади дають неочiкуване розумiння загаль-
ної теорiї перетворень еквiвалентностi класiв диференцiальних рiвнянь.
Зокрема, вони виправдовують введення поняття ефективної узагальне-
ної групи еквiвалентностi.

Зауважимо, що клас лiнiйних еволюцiйних рiвнянь зi змiнними ко-
ефiцiєнтами можна отримати з (2.1), поклавши 𝐶 = 0. Цей клас має
цiлком iншi трансформацiйнi властивостi порiвняно з класом (2.1), а
будь-якi рiвняння з 𝐶 = 0 i 𝐶 ̸= 0 не пов’язанi одне з одним точко-
вим або контактним перетворенням. До того ж, клас лiнiйних рiвнянь
повнiстю класифiковано в [59] i [77, с. 114–118] для 𝑟 = 2 i в [18] для
𝑟 > 2. (Остання стаття покращила й розширила результати статтi [44,
пiдрозд. III] у випадку 𝑟 = 3 i статтi [48] у випадку 𝑟 = 4.) Тому, лiнiйнi
рiвняння обґрунтовано виключено iз поточного розгляду.

Як зазначено вище, клас (2.1) багатий на рiвняння, важливi з фiзич-
ної точки зору. Зокрема, вiн мiстить низку вiдомих класичних моделей
механiки рiдини, зокрема

рiвняння Бюргерса 𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥,

рiвняння Кортевега–де Фрiза 𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 = 𝑎3𝑢𝑥𝑥𝑥,

рiвняння Курамото–Сивашинського 𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 = 𝑎4𝑢4 + 𝑎3𝑢3 + 𝑎2𝑢2,

рiвняння Кавахара 𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 = 𝑎5𝑢5 + 𝑎3𝑢3,

узагальненi рiвняння
Бюргерса–Кортевега–де Фрiза 𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 = 𝑎𝑟𝑢𝑟,
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де 𝑎𝑖 — сталi, а коефiцiєнт похiдної найвищого порядку — ненульовий.
Нижче оглянемо фiзичну важливiсть рiвнянь класу (2.1) на прикладi
рiзноманiтних рiвнянь Бюргерса [24, 95]. Для цих рiвнянь незалежнi й
залежнi змiннi зазвичай пов’язанi з фiзичними змiнними й координатами
в доволi складний спосiб. Ролi 𝑡 i 𝑥 часто переставленi, тобто змiннi 𝑡 i 𝑥
iнтерпретують як вiдповiдно просторову й часову величини, на кшталт
довжини iнтервалу i зсунутого часу. Знак нелiнiйностi також може змi-
нюватись, але це дає еквiвалентнi рiвняння з точнiстю до змiни знаку 𝑢.
Важливий клас узагальнених рiвнянь Бюргерса складають так званi не-
планарнi рiвняння Бюргерса, що мають вигляд

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 +
𝐴𝑡(𝑡)

2𝐴(𝑡)
𝑢 = 𝑢𝑥𝑥, 𝐴 > 0. (2.2)

(Зауважимо, що тут i надалi опущено сталi параметри, що можна при-
брати зсувами чи масштабними перетвореннями незалежних i залежних
змiнних, а також змiною їхнiх знакiв.) Такi рiвняння описують поширен-
ня слабо нелiнiйних повздовжнiх хвиль, пiдпорядкованих термов’язкiй
дифузiї i геометричним ефектам, пов’язаним зi змiною “площi промене-
вої трубки” 𝐴(𝑡) [45]. Кожне з цих рiвнянь можна вiдобразити точковим
перетворенням 𝑡 =

∫︀ √︀
𝐴(𝑡) d𝑡, �̃� = 𝑥, �̃� =

√︀
𝐴(𝑡)𝑢 у рiвняння

�̃�𝑡 + �̃��̃��̃� = 𝑔(𝑡)�̃��̃��̃� (2.3)

з 𝑔(𝑡) =
√︀
𝐴(𝑡). Рiвняння вигляду (2.3) також називають непланарними

рiвняннями Бюргерса [95, пiдрозд. 4.6], i вони складають пiдклас кла-
су (2.1) з 𝑟 = 2, виокремленого зв’язками 𝐶 = 1, 𝐴0 = 𝐴1 = 0 та 𝐴2

𝑥 = 0,
який, як згадано вище, iнтенсивно вивчався в рамках групового аналiзу
диференцiальних рiвнянь. Прообрази рiвнянь (2.3) з 𝑔(𝑡) = 1, 𝑡/2, exp 𝑡

серед рiвнянь вигляду (2.2) — це вiдповiдно рiвняння з 𝐴(𝑡) ∝ 𝑡𝑗,
𝑗 = 0, 1, 2, що моделюють планарне (𝑗 = 0), цилiндричне (𝑗 = 1) i сфе-
ричне (𝑗 = 2) однонаправлене поширення хвиль скiнченної амплiтуди,
див. [25] i [95, пiдрозд. 3.3–3.4]. Коли вiдношення 𝑔(𝑡)/𝑡 прямує вiдпо-
вiдно до нескiнченностi, ненульового скiнченного значення або нуля при
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𝑡→ ∞, це називають надцилiндричним, цилiндричним або пiдцилiндри-
чним випадком [96]. Якщо iдеальний газ має експоненцiйний усередне-
ний розподiл 𝜌(𝑡) ∝ exp(−𝑡/𝐻), де висота 𝐻 є великою порiвняно з базо-
вою довжиною хвилi, що поширюється вертикально вгору (𝑡-напрям), а
𝑥 — зсунутий час, то швидкiсть 𝑢(𝑡, 𝑥) задовольняє рiвняння (47) у [25],
чия спрощена форма 𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 − 𝑢/(2𝐻) = exp(𝑡/𝐻)𝑢𝑥𝑥 зводиться то-
чковим перетворенням до рiвняння вигляду (2.3) з 𝑔(𝑡) = 𝑡. Для кожної
ненульової функцiї 𝑎 аргументу 𝑡 рiвняння 𝑢𝑡+𝑢𝑢𝑥−𝑎𝑡(𝑡)𝑢/𝑎(𝑡) = 𝑎(𝑡)𝑢𝑥𝑥,
що моделює акустичнi хвилi в атмосферi [93], є подiбним до стандартно-
го рiвняння Бюргерса з точнiстю до точкових перетворень. Узагальнене
рiвняння Бюргерса 𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 = 𝜀𝑥𝑢𝑥𝑥 + 𝑔(𝑥)𝑢𝑥 виникає пiд час моделю-
вання iонiзованих газiв [95, пiдрозд. 4.9].

2.2. Загальнi рiвняння
Бюргерса–Кортевега–де Фрiза

2.2.1. Групоїд еквiвалентностi. Групоїд i групи еквiвалентностi кла-
су (2.1) обчислимо прямим методом. Перетворення еквiвалентностi ви-
користаємо для знаходження зручного вiдкалiброваного пiдкласу кла-
су (2.1), що є придатним для проведення повної групової класифiкацiї.
Але спочатку розглянемо широкий надклас загальних (1+1)-вимiрних
(𝑟 > 2) еволюцiйних рiвнянь порядку 𝑟 вигляду

𝑢𝑡 = 𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑢0, . . . , 𝑢𝑟), 𝐻𝑢𝑟 ̸= 0, (2.4)

i послiдовно звузимо його, допоки не досягнемо клас (2.1) i його вiдка-
лiброванi пiдкласи. Перевага цього методу полягає в тому, що можна
вивести нормалiзацiйнi властивостi класу (2.1) через вiдслiдковування
змiн нормалiзацiйних властивостей при переходi вiд класу (2.4) до йо-
го пiдкласiв. Це не тiльки дає обмеження на трансформацiйнi частини
допустимих перетворень у цих пiдкласах, а й призводить до все бiльш
обмежувальних спiввiдношень мiж вихiдними й кiнцевими довiльними



52

елементами, допоки цi спiввiдношення не визначенi повнiстю саме для
класу (2.1).

У [5] показано, що контактне перетворення незалежних змiнних (𝑡, 𝑥)

i залежної змiнної 𝑢 пов’язує два фiксованих рiвняння з класу (2.4)
тодi й лише тодi, коли його компоненти мають вигляд 𝑡 = 𝑇 (𝑡),
�̃� = 𝑋(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢𝑥) i �̃� = 𝑈(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢𝑥) за звичайних умов невиродженос-
тi й контактностi:

𝑇𝑡 ̸= 0, rank

(︃
𝑋𝑥 𝑋𝑢 𝑋𝑢𝑥

𝑈𝑥 𝑈𝑢 𝑈𝑢𝑥

)︃
= 2,

(𝑈𝑥 + 𝑈𝑢𝑢𝑥)𝑋𝑢𝑥 = (𝑋𝑥 +𝑋𝑢𝑢𝑥)𝑈𝑢𝑥.

Продовження перетворення до перших похiдних задано формулами

�̃��̃� = 𝑉, �̃�𝑡 =
𝑈𝑢 −𝑋𝑢𝑉

𝑇𝑡
𝑢𝑡 +

𝑈𝑡 −𝑋𝑡𝑉

𝑇𝑡
,

де

𝑉 =
𝑈𝑥 + 𝑈𝑢𝑢𝑥
𝑋𝑥 +𝑋𝑢𝑢𝑥

або 𝑉 =
𝑈𝑢𝑥
𝑋𝑢𝑥

,

коли вiдповiдно 𝑋𝑥 + 𝑋𝑢𝑢𝑥 ̸= 0 або 𝑋𝑢𝑥 ̸= 0. Такi перетворення, що
продовженi на довiльний елемент 𝐻 згiдно з формулою2.1

�̃� =
𝑈𝑢 −𝑋𝑢𝑉

𝑇𝑡
𝐻 +

𝑈𝑡 −𝑋𝑡𝑉

𝑇𝑡
,

складають контактну звичайну групу еквiвалентностi класу (2.4), а тому
цей клас є нормалiзованим у звичайному сенсi з точнiстю до контактних
перетворень. Вiн також нормалiзований у звичайному сенсi з точнiстю
до точкових перетворень. Групоїд точкової еквiвалентностi й звичайну
точкову групу еквiвалентностi виокремлюють з їхнiх контактних анало-
гiв умовою 𝑋𝑢𝑥 = 𝑈𝑢𝑥 = 0.

Розглянемо пiдклас 𝒜 класу (2.4), виокремлений зв’язками

𝐻𝑢𝑟𝑢𝑘 = 0, 𝑘 = 1, . . . , 𝑟, 𝐻𝑢𝑟−1𝑢𝑙 = 0, 𝑙 = 1, . . . , 𝑟 − 1,

2.1У дисертацiї лiвi й правi частини таких спiввiдношень обчислюють у вiдповiдно нових (з хвиль-
ками) i в старих (без хвильок) змiнних.
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див. [111]. Контактнi допустимi перетворення в пiдкласi 𝒜 iндуковано
точковими допустимими перетвореннями завдяки зв’язкам 𝐻𝑢𝑟𝑢𝑘 = 0,
𝑘 = 2, . . . , 𝑟. Iнакше кажучи, групоїд контактної еквiвалентностi кла-
су 𝒜 збiгається з першим продовженням групоїда точкової еквiвалент-
ностi цього ж класу. Зв’язки 𝐻𝑢𝑟𝑢1 = 0 i 𝐻𝑢𝑟−1𝑢𝑙 = 0, 𝑙 = 1, . . . , 𝑟 − 1,
призводять до 𝑋𝑢 = 0 i 𝑈𝑢𝑢 = 0 для будь-якого допустимого перетворен-
ня в класi 𝒜, тобто трансформацiйна частина таких перетворень має
вигляд

𝑡 = 𝑇 (𝑡), �̃� = 𝑋(𝑡, 𝑥), �̃� = 𝑈 1(𝑡, 𝑥)𝑢+ 𝑈 0(𝑡, 𝑥) (2.5)

з 𝑇𝑡𝑋𝑥𝑈
1 ̸= 0. Продовження цих перетворень на довiльний елемент 𝐻

складають звичайну (точкову) групу еквiвалентностi класу 𝒜. Отже,
клас 𝒜 нормалiзований у звичайному сенсi.

Щоб виокремити клас (2.1), потрiбно накласти ще бiльше зв’язкiв на
довiльний елемент 𝐻. Повну множину таких зв’язкiв задано системою

𝐻𝑢𝑘𝑢𝑙 = 0, 1 6 𝑘 6 𝑙 6 𝑟, (𝑘, 𝑙) ̸= (0, 1), 𝐻𝑢𝑟 ̸= 0, 𝐻𝑢0𝑢1 ̸= 0.

Репараметризуємо отриманий пiдклас, вважаючи 𝜃 = (𝐴0, . . . , 𝐴𝑟, 𝐵, 𝐶)

набором довiльних елементiв замiсть 𝐻. Використовуючи прямий метод
для обрахування групоїда еквiвалентностi класу (2.1), зафiксуємо два до-
вiльних рiвняння ℒ𝜃 i ℒ𝜃 з класу (2.1) i вимагатимемо, щоб їх зв’язувало
точкове перетворення 𝜙 вигляду (2.5). Цей специфiчний вигляд зумовле-
но тим, що клас (2.1) є пiдкласом нормалiзованого класу 𝒜. Також необ-
хiдно виразити струменевi змiннi (𝑡, �̃�, �̃�(𝑟)) у термiнах (𝑡, 𝑥, 𝑢(𝑟)). Згiдно
з (2.5) вирази для перетворених операторiв повних похiдних такi:

D𝑡 =
1

𝑇𝑡

(︂
D𝑡 −

𝑋𝑡

𝑋𝑥
D𝑥

)︂
, D�̃� =

1

𝑋𝑥
D𝑥.

Пiдстановка виразiв для перетворених величин в ℒ𝜃 дає рiвняння ℒ̃.
Оскiльки за припущенням рiвняння ℒ𝜃 i ℒ𝜃 пов’язанi перетворенням 𝜙,
рiвняння ℒ̃ має виконуватися на всiх розв’язках рiвняння ℒ𝜃. Вважаючи
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𝑢𝑡 провiдною похiдною в ℒ𝜃, пiдставимо отриманi з ℒ𝜃 вирази для 𝑢𝑡 у ℒ̃.
Це призводить до тотожностi, яку можна розщепити за параметрични-
ми похiдними 𝑢0, . . . , 𝑢𝑟. Рiвнiсть нулю коефiцiєнта бiля 𝑢2 в ℒ̃ означає,
що 𝑈 1

𝑥 = 0. Збираючи iншi коефiцiєнти бiля степенiв параметричних
похiдних, виведемо формули, що точково спiввiдносять 𝜃 i 𝜃; водночас
не виникає жодних умов на 𝑇 , 𝑋, 𝑈 1 i 𝑈 0. Цi формули досить громiздкi
(хоча їх можна виписати, використовуючи формулу Фаа дi Бруно). До
того ж, вони не потрiбнi на поточному кроцi, оскiльки можна спершу
зафiксувати вiдкалiбрований пiдклас класу (2.1). Для цього потрiбна
лише компонента перетворення для довiльного елемента 𝐶 = 𝐶(𝑡, 𝑥),
яку можна отримати без використання формули Фаа дi Бруно:

𝐶 =
𝑋𝑥

𝑇𝑡𝑈 1
𝐶.

Твердження 2.2.1. Клас (2.1) нормалiзований у звичайному сенсi.
Його звичайну групу еквiвалентностi 𝐺∼

(2.1) складають перетворення в
об’єднаному просторi з координатами (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝜃) з (𝑡, 𝑥, 𝑢)-компонента-
ми вигляду

𝑡 = 𝑇 (𝑡), �̃� = 𝑋(𝑡, 𝑥), �̃� = 𝑈 1(𝑡)𝑢+ 𝑈 0(𝑡, 𝑥),

де 𝑇 = 𝑇 (𝑡), 𝑋 = 𝑋(𝑡, 𝑥), 𝑈 1 = 𝑈 1(𝑡) i 𝑈 0 = 𝑈 0(𝑡, 𝑥) — довiльнi гладкi
функцiї своїх аргументiв такi, що 𝑇𝑡𝑋𝑥𝑈

1 ̸= 0.

Використаємо сiм’ю перетворень еквiвалентностi

𝑡 = 𝑡, �̃� =

∫︁ 𝑥

𝑥0

d𝑦

𝐶(𝑡, 𝑦)
, �̃� = 𝑢,

параметризовану довiльним елементом 𝐶, щоб вiдобразити клас (2.1)
на його пiдклас, виокремлений зв’язком 𝐶 = 1. Водночас бачимо, що
𝑋𝑥 = 𝑇𝑡𝑈

1, а тому 𝑋𝑥𝑥 = 0, тобто 𝑋 = 𝑋1(𝑡)𝑥 + 𝑋0(𝑡) i 𝑈 1 = 𝑋1/𝑇𝑡.
Вiдкалiбрований пiдклас також є нормалiзованим у звичайному сенсi.
До того ж, оскiльки 𝐶 = 1 у найбiльш вiдомих рiвняннях iз класу (2.1),
це калiбрування досить природне.
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Зауваження 2.2.2. Якщо пiдклас заданого класу диференцiальних рiв-
нянь виокремлено зв’язками з явними виразами на деякi довiльнi еле-
менти, то можна репараметризувати цей пiдклас за допомогою зведеного
набору довiльних елементiв, отриманого iз повного набору виключенням
зв’язаних довiльних елементiв. Наприклад, за калiбрування 𝐶 = 1 мож-
на вважати (𝐴0, . . . , 𝐴𝑟, 𝐵) набором довiльних елементiв для вiдповiдно-
го пiдкласу.

Використовуючи отриманi вище обмеження на 𝑇 , 𝑋 i 𝑈 , завершимо
процедуру знаходження групоїда еквiвалентностi пiдкласу, асоцiйовано-
го з калiбруванням 𝐶 = 1, тобто утвореного рiвняння вигляду

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 =
𝑟∑︁

𝑘=0

𝐴𝑘(𝑡, 𝑥)𝑢𝑘 +𝐵(𝑡, 𝑥). (2.6)

Перетворенi рiвняння з калiброваного пiдкласу
1

𝑇𝑡

(︂
𝑈 1𝑢𝑡 + 𝑈 1

𝑡 𝑢+ 𝑈 0
𝑡 −

𝑋𝑡

𝑋1
(𝑈 1𝑢𝑥 + 𝑈 0

𝑥)

)︂
+

1

𝑋1
(𝑈 1𝑢+ 𝑈 0)(𝑈 1𝑢𝑥 + 𝑈 0

𝑥) =
𝑟∑︁

𝑘=0

𝐴𝑘

(𝑋1)𝑘
(𝑈 1𝑢𝑘 + 𝑈 0

𝑘 ) + �̃�

можна спростити пiдстановкою виразу для 𝑢𝑡 згiдно з рiвнянням (2.6) до
𝑟∑︁

𝑘=0

𝐴𝑘𝑢𝑘 +𝐵 +

(︂
𝑈 0

𝑈 1
− 𝑋𝑡

𝑋1

)︂
𝑢𝑥 +

(︂
𝑈 1
𝑡

𝑈 1
+
𝑈 0
𝑥

𝑈 1

)︂
𝑢+

𝑈 0
𝑡

𝑈 1

− 𝑋𝑡

𝑋1

𝑈 0
𝑥

𝑈 1
+
𝑈 0𝑈 0

𝑥

(𝑈 1)2
=

𝑟∑︁
𝑘=0

[︃
𝑇𝑡

(𝑋1)𝑘
𝐴𝑘𝑢𝑘 +

𝑇𝑡
𝑈 1

(︃
�̃� +

𝐴𝑘

(𝑋1)𝑘
𝑈 0
𝑘

)︃]︃
.

Розщеплення цього рiвняння за 𝑢𝑘 дає компоненти перетворень для до-
вiльних елементiв. Отже, доведено таку теорему.

Теорема 2.2.3. Клас (2.6) зведених (1+1)-вимiрних загальних рiвнянь
Бюргерса–Кортевега–де Фрiза порядку 𝑟 з 𝐶 = 1 є нормалiзованим у
звичайному сенсi. Його звичайну групу еквiвалентностi 𝐺∼

(2.6) склада-
ють перетворення вигляду

𝑡 = 𝑇 (𝑡), �̃� = 𝑋1(𝑡)𝑥+𝑋0(𝑡), �̃� =
𝑋1

𝑇𝑡
𝑢+ 𝑈 0(𝑡, 𝑥),
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𝐴𝑗 =
(𝑋1)𝑗

𝑇𝑡
𝐴𝑗, 𝐴1 =

𝑋1

𝑇𝑡
𝐴1 + 𝑈 0 − 𝑋1

𝑡 𝑥+𝑋0
𝑡

𝑇𝑡
,

𝐴0 =
1

𝑇𝑡

(︂
𝐴0 +

𝑋1
𝑡

𝑋1
− 𝑇𝑡𝑡
𝑇𝑡

+
𝑇𝑡
𝑋1

𝑈 0
𝑥

)︂
,

�̃� =
𝑋1

(𝑇𝑡)2
𝐵 +

𝑈 0
𝑡

𝑇𝑡
+
𝑈 0
𝑥

𝑋1

(︂
𝑈 0 − 𝑋1

𝑡 𝑥+𝑋0
𝑡

𝑇𝑡

)︂
−

𝑟∑︁
𝑘=0

𝑈 0
𝑘

(𝑋1)𝑘
𝐴𝑘,

де 𝑗 = 2, . . . , 𝑟, а 𝑇 (𝑡), 𝑋1(𝑡), 𝑋0(𝑡), 𝑈 0(𝑡, 𝑥) — довiльнi гладкi функцiї
своїх аргументiв, причому 𝑇𝑡𝑋1 ̸= 0.

На цьому кроцi зручно ввести ще одне калiбрування. Зокрема, сiм’я
перетворень еквiвалентностi, параметризована довiльним елементом 𝐴1,
з 𝑇 = 𝑡, 𝑋1 = 1, 𝑋0 = 0, 𝑈 0 = −𝐴1 вiдображає асоцiйований вiдкалiб-
рований пiдклас (2.6) з 𝐶 = 1 у пiдклас класу (2.1) з 𝐶 = 1 i 𝐴1 = 0.
Це калiбрування призводить до умови 𝑈 0 = (𝑋1

𝑡 𝑥+𝑋0
𝑡 )/𝑇𝑡. Вiдповiдний

вiдкалiбрований пiдклас складають рiвняння вигляду

ℒ𝜅 : 𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 =
𝑟∑︁
𝑗=2

𝐴𝑗(𝑡, 𝑥)𝑢𝑗 + 𝐴0(𝑡, 𝑥)𝑢+𝐵(𝑡, 𝑥), (2.7)

де 𝐴𝑟 ̸= 0, а 𝜅 = (𝐴0, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑟, 𝐵) — зведений набiр довiльних елемен-
тiв. Цей пiдклас нормалiзований у звичайному сенсi. I саме цей вiдка-
лiбрований пiдклас є найбiльш зручним для розв’язання повної задачi
групової класифiкацiї класу (2.1).

Теорема 2.2.4. Клас (2.7) зведених (1+1)-вимiрних загальних рiвнянь
Бюргерса–Кортевега–де Фрiза порядку 𝑟, виокремлений iз класу (2.1)
калiбруванням (𝐶,𝐴1) = (1, 0), є нормалiзованим у звичайному сенсi.
Його звичайну групу еквiвалентностi 𝐺∼ складають перетворення ви-
гляду

𝑡 = 𝑇 (𝑡), �̃� = 𝑋1(𝑡)𝑥+𝑋0(𝑡), �̃� =
𝑋1

𝑇𝑡
𝑢+

𝑋1
𝑡

𝑇𝑡
𝑥+

𝑋0
𝑡

𝑇𝑡
, (2.8a)

𝐴𝑗 =
(𝑋1)𝑗

𝑇𝑡
𝐴𝑗, 𝐴0 =

1

𝑇𝑡

(︂
𝐴0 + 2

𝑋1
𝑡

𝑋1
− 𝑇𝑡𝑡
𝑇𝑡

)︂
, (2.8b)
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�̃� =
𝑋1

(𝑇𝑡)2
𝐵 +

1

𝑇𝑡

(︂
𝑋1
𝑡

𝑇𝑡

)︂
𝑡

𝑥+
1

𝑇𝑡

(︂
𝑋0
𝑡

𝑇𝑡

)︂
𝑡

−
(︂
𝑋1
𝑡

𝑇𝑡
𝑥+

𝑋0
𝑡

𝑇𝑡

)︂
𝐴0, (2.8c)

де 𝑗 = 2, . . . , 𝑟, а 𝑇 = 𝑇 (𝑡), 𝑋1 = 𝑋1(𝑡), 𝑋0 = 𝑋0(𝑡) — довiльнi гладкi
функцiї своїх аргументiв, причому 𝑇𝑡𝑋1 ̸= 0.

Наслiдок 2.2.5. Алгеброю еквiвалентностi класу (2.7) зведених (1+1)-
вимiрних загальних рiвнянь Бюргерса–Кортевега–де Фрiза порядку 𝑟 є
алгебра g∼ = ⟨�̂�(𝜏), 𝑆(𝜁), 𝑃 (𝜒)⟩, де 𝜏 = 𝜏(𝑡), 𝜁 = 𝜁(𝑡), 𝜒 = 𝜒(𝑡) пробiга-
ють множину гладких функцiй вiд 𝑡, причому

�̂�(𝜏) = 𝜏𝜕𝑡 − 𝜏𝑡𝑢𝜕𝑢 − 𝜏𝑡

𝑟∑︁
𝑗=2

𝐴𝑗𝜕𝐴𝑗 − (𝜏𝑡𝐴
0 + 𝜏𝑡𝑡)𝜕𝐴0 − 2𝜏𝑡𝐵𝜕𝐵,

𝑆(𝜁) = 𝜁𝑥𝜕𝑥 + (𝜁𝑢+ 𝜁𝑡𝑥)𝜕𝑢

+ 𝑗𝜁

𝑟∑︁
𝑗=2

𝐴𝑗𝜕𝐴𝑗 + 2𝜁𝑡𝜕𝐴0 + (𝜁𝐵 + 𝜁𝑡𝑡𝑥− 𝜁𝑡𝑥𝐴
0)𝜕𝐵,

𝑃 (𝜒) = 𝜒𝜕𝑥 + 𝜒𝑡𝜕𝑢 + (𝜒𝑡𝑡 − 𝜒𝑡𝐴
0)𝜕𝐵.

Оскiльки клас (2.1) вiдображено на клас (2.7) сiм’єю перетворень еквi-
валентностi й обидва класи нормалiзованi у звичайному сенсi, очевидне
таке твердження.

Твердження 2.2.6. Групова класифiкацiя класу (2.1) зводиться до гру-
пової класифiкацiї свого пiдкласу (2.7). Бiльш точно, будь-який повний
список 𝐺∼-нееквiвалентних розширень лiївських симетрiй у класi (2.7)
є повним списком 𝐺∼

(2.1)-нееквiвалентних розширень лiївських симетрiй
у класi (2.1).

2.2.2. Альтернативнi калiбрування. Покажемо, що калiбрування
𝐶 = 1 є найкращим вихiдним калiбруванням для класу (2.1), а ка-
лiбрування (𝐶,𝐴1) = (1, 0) виокремлює його найкращий пiдклас для
проведення групової класифiкацiї.

Очевидною альтернативою є калiбрування 𝐴𝑟 = 1. Його використано
в [18] як основне калiбрування для проведення групової класифiкацiї
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лiнiйних рiвнянь вигляду (2.1) з 𝐶 = 0. 𝐴𝑟-компоненту перетворень
еквiвалентностi в класi (2.1) задано формулою

𝐴𝑟 =
(𝑋𝑥)

𝑟

𝑇𝑡
𝐴𝑟.

Якщо 𝐴𝑟 = 1 i 𝐴𝑟 = 1, то параметри вiдповiдних допустимих перетво-
рень, наведених у твердженнi 2.2.1, задовольняють зв’язок (𝑋𝑥)

𝑟 = 𝑇𝑡,
тобто 𝑋 = 𝑋1(𝑡)𝑥 + 𝑋0(𝑡), де (𝑋1)𝑟 = 𝑇𝑡, що робить параметризацiю
звичайної групи еквiвалентностi вiдповiдного пiдкласу бiльш складною,
нiж за використання калiбрування 𝐶 = 1.
Твердження 2.2.7. Пiдклас класу (2.1), виокремлений зв’язком
𝐴𝑟 = 1, є нормалiзованим у звичайному сенсi. Його звичайну групу
еквiвалентностi складають перетворення вигляду

𝑡 = 𝑇 (𝑡), �̃� = 𝑋1(𝑡)𝑥+𝑋0(𝑡), �̃� = 𝑈 1(𝑡)𝑢+ 𝑈 0(𝑡, 𝑥),

𝐴𝑙 =
(𝑋1)𝑙

𝑇𝑡
𝐴𝑙, 𝐴1 =

𝑋1

𝑇𝑡

(︂
𝐴1 +

𝑈 0

𝑈 1
𝐶 − 𝑋1

𝑡 𝑥+𝑋0
𝑡

𝑋1

)︂
,

𝐴0 =
1

𝑇𝑡

(︂
𝐴0 +

𝑈 1
𝑡

𝑈 1
+
𝑈 0
𝑥

𝑈 1
𝐶

)︂
, 𝐶 =

𝑋1

𝑇𝑡𝑈 1
𝐶,

�̃� =
𝑈 1

𝑇𝑡
𝐵 +

𝑈 0
𝑡

𝑇𝑡
+
𝑈 0
𝑥

𝑇𝑡

(︂
𝑈 0

𝑈 1
𝐶 − 𝑋1

𝑡 𝑥+𝑋0
𝑡

𝑋1

)︂
− 𝑈 0

𝑟

(𝑋1)𝑟
−

𝑟−1∑︁
𝑘=0

𝑈 0
𝑘

(𝑋1)𝑘
𝐴𝑘,

де 𝑙 = 2, . . . , 𝑟 − 1, а 𝑇 = 𝑇 (𝑡), 𝑋0 = 𝑋0(𝑡), 𝑈 1 = 𝑈 1(𝑡),
𝑈 0 = 𝑈 0(𝑡, 𝑥) — довiльнi гладкi функцiї своїх аргументiв, причому
𝑇𝑡𝑈

1 ̸= 0, 𝑋1 = (𝑇𝑡)
1/𝑟, якщо порядок 𝑟 непарний, та 𝑇𝑡 > 0,

𝑋1 = 𝜀(𝑇𝑡)
1/𝑟 з 𝜀 = ±1, якщо порядок 𝑟 парний.

На вiдмiну вiд класу (2.6) додаткове калiбрування 𝐴1 = 0 трохи погiр-
шує нормалiзацiйнi властивостi. Воно призводить до появи довiльного
елемента 𝐶 в 𝑢-компонентi допустимих перетворень, оскiльки тодi маємо

𝑈 0 =
𝑋1
𝑡 𝑥+𝑋0

𝑡

𝑋1𝐶
𝑈 1.

Позначимо через 𝜃′ набiр довiльних елементiв, зведений подвiйним
калiбруванням:

𝜃′ = (𝐴0, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑟−1, 𝐵, 𝐶).
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Твердження 2.2.8. Групоїд еквiвалентностi пiдкласу 𝒜1 класу (2.1),
виокремленого зв’язками 𝐴𝑟 = 1 i 𝐴1 = 0, складають трiйки (𝜃′, 𝜙, 𝜃′),
де точковi перетворення 𝜙 мають вигляд

𝑡 = 𝑇 (𝑡), �̃� = 𝑋1(𝑡)𝑥+𝑋0(𝑡), �̃� = 𝑈 1(𝑡)𝑢+ 𝑈 0 (2.9a)

з 𝑈 0 :=
𝑋1
𝑡 𝑥+𝑋0

𝑡

𝑋1𝐶
𝑈 1, а набори довiльних елементiв 𝜃′ i 𝜃′ пов’язанi

згiдно з

𝐴𝑙 =
(𝑋1)𝑙

𝑇𝑡
𝐴𝑙, 𝐴0 =

1

𝑇𝑡

(︂
𝐴0 +

𝑈 1
𝑡

𝑈 1
+
𝑈 0
𝑥

𝑈 1
𝐶

)︂
, 𝐶 =

𝑋1

𝑇𝑡𝑈 1
𝐶, (2.9b)

�̃� =
𝑈 1

𝑇𝑡
𝐵 +

𝑈 0
𝑡

𝑇𝑡
+
𝑈 0
𝑥

𝑇𝑡

(︂
𝑈 0

𝑈 1
𝐶 − 𝑋1

𝑡 𝑥+𝑋0
𝑡

𝑋1

)︂
− 𝑈 0

𝑟

(𝑋1)𝑟

−
𝑟−1∑︁
𝑙=2

𝑈 0
𝑙

(𝑋1)𝑙
𝐴𝑙 − 𝑈 0𝐴0,

(2.9c)

причому 𝑙 = 2, . . . , 𝑟− 1, а 𝑇 = 𝑇 (𝑡), 𝑋0 = 𝑋0(𝑡), 𝑈 1 = 𝑈 1(𝑡) — довiльнi
гладкi функцiї вiд 𝑡, що задовольняють 𝑇𝑡𝑈 1 ̸= 0 та 𝑋1 = (𝑇𝑡)

1/𝑟, коли
порядок 𝑟 парний, i 𝑇𝑡 > 0, 𝑋1 = 𝜀(𝑇𝑡)

1/𝑟 з 𝜀 = ±1, коли порядок 𝑟

непарний.

Очевидно, що пiдклас 𝒜1 не є нормалiзованим у звичайному сенсi.
Його звичайну групу еквiвалентностi складають точковi перетворення
вигляду (2.9) в об’єднаному просторi змiнних iз координатами (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝜃′),
де параметри додатково задовольняють зв’язки 𝑇𝑡𝑡 = 𝑋0

𝑡 = 𝑋1
𝑡 = 𝑈 0 = 0.

Усi компоненти перетворень (2.9) локально залежать вiд 𝐶, а вира-
зи для 𝐴0 i �̃� мiстять похiднi довiльного елемента 𝐶 по 𝑡 i 𝑥. Тому,
щоб iнтерпретувати (2.9) як узагальненi перетворення еквiвалентностi,
потрiбно формально розширити набiр довiльних елементiв 𝜃′ похiдними
довiльного елемента 𝐶 — 𝑍0 := 𝐶𝑡, 𝑍𝑘 := 𝐶𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑟, — i продов-
жити на них перетворення еквiвалентностi:

𝑍0 =
𝑋1

𝑇 2
𝑡 𝑈

1
𝑍0 +

(︂
𝑋1

𝑇𝑡𝑈 1

)︂
𝑡

𝐶

𝑇𝑡
,

𝑍𝑘 =
(𝑋1)1−𝑘

𝑇 2
𝑡 𝑈

1
𝑍𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑟.

(2.10)
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У виразах для 𝐴0 i �̃� похiднi параметр-функцiї 𝑈 0 потрiбно розкрити з
огляду на вiдповiднi вирази, а похiднi довiльного елемента 𝐶 — замiнити
вiдповiдними довiльними елементами 𝑍 𝑖.

Нехай 𝒜1 — клас рiвнянь вигляду (2.1) з (𝐴𝑟, 𝐴1)=(1, 0) i розширеним
набором довiльних елементiв 𝜃′ = (𝐴0, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑟−1, 𝐵, 𝐶, 𝑍0, . . . , 𝑍𝑟), де
визначальнi вiдношення для 𝑍0, . . . , 𝑍𝑟 вважаємо додатковими допомiж-
ними рiвняннями на довiльнi елементи.

Теорема 2.2.9. Клас 𝒜1 нормалiзований в узагальненому сенсi. Його
узагальнена група еквiвалентностi �̄�∼

𝒜1
є його ефективною узагаль-

неною групою еквiвалентностi, i її складають точковi перетворен-
ня в об’єднаному просторi змiнних (𝑡, 𝑥, 𝑢) i довiльних елементiв 𝜃′

з компонентами вигляду (2.9), (2.10) i тими самими зв’язками на
параметр-функцiї, як i в твердженнi 2.2.8, де частиннi похiднi
параметр-функцiї 𝑈 0 замiнено вiдповiдними усiченими повними похi-
дними D̄𝑡 = 𝜕𝑡 + 𝑍0𝜕𝐶 i D̄𝑥 = 𝜕𝑥 + 𝑍1𝜕𝐶 + 𝑍2𝜕𝑍1 + · · · + 𝑍𝑟𝜕𝑍𝑟−1.

Доведення. Наведенi вище точковi перетворення складають групу 𝐺,
яка породжує весь групоїд еквiвалентностi класу 𝒜1 i є мiнiмальною
серед груп точкових перетворень в об’єднаному просторi з координа-
тами (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝜃′), що мають цю властивiсть. Отже, група 𝐺 є ефек-
тивною узагальненою групою еквiвалентностi класу 𝒜1. Доведемо, що
група 𝐺 збiгається з групою �̄�∼

𝒜1
. Справдi, пiдстановка будь-якого част-

кового значення довiльного набору 𝜃′ у будь-який елемент групи �̄�∼
𝒜1

дає допустиме перетворення в класi 𝒜1. Це означає, що елементи гру-
пи �̄�∼

𝒜1
мають вигляд (2.9), (2.10), де параметр-функцiї 𝑇 , 𝑋0 i 𝑋1 мо-

жуть залежати вiд довiльних елементiв, а частиннi похiднi цих функ-
цiй замiнено вiдповiдними повними похiдними, продовженими на довiль-
нi елементи класу 𝒜1. Водночас, цi параметри задовольняють умову
D𝑥𝑇 = D𝑥𝑋

0 = D𝑥𝑋
1 = 0 з продовженим оператором повної похiдної D𝑥.

Звiдси через розщеплення за незв’язаними похiдними довiльних елемен-
тiв випливає, що параметри 𝑇 , 𝑋0 i 𝑋1 є функцiями лише вiд 𝑡. Тому
�̄�∼

𝒜1
= 𝐺.
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Отже, калiбрування (𝐶,𝐴1) = (1, 0) є кращим за (𝐴𝑟, 𝐴1) = (1, 0).

Зауваження 2.2.10. Теорема 2.2.9 дає перший приклад узагальненої
групи еквiвалентностi, де компоненти перетворень змiнних рiвнянь за-
лежать вiд несталого довiльного елемента. Цей самий приклад є прикла-
дом узагальненої групи еквiвалентностi, що сама є ефективною, а тому
вiдповiдний клас диференцiальних рiвнянь допускає єдину ефективну
узагальнену групу еквiвалентностi.

Бiльш складний приклад узагальненої групи еквiвалентностi надає
пiдклас 𝒜0 класу (2.1), виокремлений зв’язком 𝐴1 = 0. 𝐴1-компоненти
перетворень еквiвалентностi класу (2.1) мають вигляд

𝐴1 =
𝑋𝑥

𝑇𝑡
𝐴1 +

𝑋𝑥

𝑇𝑡

𝑈 0

𝑈 1
𝐶 − 𝑋𝑡

𝑇𝑡
−

𝑟∑︁
𝑗=2

𝐴𝑗𝑋𝑥

(︂
1

𝑋𝑥
𝜕𝑥

)︂𝑗−1
1

𝑋𝑥
,

де кожен з 𝐴𝑗, 𝑗 = 2, . . . , 𝑟, є комбiнацiєю довiльних елементiв 𝐴𝑖,
𝑖 = 𝑗, . . . , 𝑟, з коефiцiєнтами, вираженими через 𝑇𝑡 i похiднi параметр-
функцiї 𝑋 по 𝑥. Пiдставляючи вираз

𝑈 0 =
𝑋𝑡𝑈

1

𝑋𝑥𝐶
+
𝑇𝑡𝑈

1

𝐶

𝑟∑︁
𝑗=2

𝐴𝑗

(︂
1

𝑋𝑥
𝜕𝑥

)︂𝑗−1
1

𝑋𝑥
,

виведений iз калiбрування 𝐴1 = 0, у загальну форму допустимих пе-
ретворень класу (2.1) i нехтуючи вiдношенням мiж 𝐴1 й 𝐴1, отримає-
мо елементи групоїда еквiвалентностi пiдкласу 𝒜0. Отже, цей пiдклас
не є нормалiзованим у звичайному сенсi, а його звичайна група еквi-
валентностi iзоморфна пiдгрупi групи 𝐺∼

(2.1), виокремленiй обмеженнями
𝑋𝑥𝑥 = 𝑋𝑡 = 0 на груповi параметри. Так само можна розглянути ана-
лог 𝒜0 пiдкласу 𝒜0 з набором довiльних елементiв (𝐴0, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑟, 𝐵, 𝐶),
формально розширеним похiдними 𝐶𝑡, 𝐶𝑘, 𝐴𝑗

𝑡 i 𝐴𝑗
𝑘, 𝑗 = 2, . . . , 𝑟,

𝑘 = 1, . . . , 𝑟. Тому вираз для трансформацiйних частин допустимих пе-
ретворень класу 𝒜0 i формули, що пов’язують вихiднi й перетворенi до-
вiльнi елементi, включно з продовженням на наведенi вище їхнi похiднi,
дають компоненти перетворень, що складають групу 𝐺, яка очевидно
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є ефективною узагальненою групою еквiвалентностi класу 𝒜0. Отже,
клас 𝒜0 також є нормалiзованим в узагальненому сенсi.

Зауважимо, що вся узагальнена група еквiвалентностi �̄�∼
𝒜0

класу 𝒜0

збiгається з його ефективною узагальненою групою еквiвалентностi 𝐺.
Справдi, з огляду на опис групоїда еквiвалентностi пiдкласу 𝒜0, елемен-
ти групи �̄�∼

𝒜0
мають вигляд, подiбний до вигляду елементiв групи 𝐺,

де груповi параметри 𝑇 , 𝑋 i 𝑈 1 можуть залежати також вiд довiльних
елементiв пiдкласiв 𝒜0, а їхнi частиннi похiднi по 𝑡 i 𝑥 замiнено вiдповiд-
ними повними похiдними, продовженими на довiльнi елементи класу 𝒜0.
Водночас, умова D𝑥𝑇 = D𝑥𝑈

1 = 0 з продовженим оператором повної по-
хiдної по D𝑥 означає, що параметр-функцiї 𝑇 i 𝑈 1 залежать щонайбiльше
вiд 𝑡. Вiдповiдний вираз для 𝑈 0 мiстить похiдну D𝑟

𝑥𝑋, а тому компонен-
та перетворення для 𝐵 обов’язково задiє похiдну D2𝑟

𝑥 𝑋. Розщеплюючи
цю компоненту за 𝑥-похiдними порядку 2𝑟 усiх довiльних елементiв, (цi
похiднi не зв’язанi), виведемо, що насправдi параметр-функцiя 𝑋 також
не залежить вiд довiльних елементiв.

2.2.3. Попереднiй аналiз лiївських симетрiй. Обрахуємо макси-
мальну групу лiївської iнварiантностi рiвняння ℒ𝜅 з класу (2.7), вико-
ристовуючи iнфiнiтезимальний метод. Для цього знайдемо генератори
𝑄 = 𝜏𝜕𝑡 + 𝜉𝜕𝑥 + 𝜂𝜕𝑢 однопараметричних груп точкових симетрiй рiвнян-
ня ℒ𝜅, де компонентами 𝜏 , 𝜉, 𝜂 залежать вiд (𝑡, 𝑥, 𝑢).

Критерiй iнфiнiтезимальної iнварiантностi разом iз наслiдком 2.2.5,
що уточнює вигляд допустимих лiївських симетрiй для рiвнянь iз кла-
су (2.7) з огляду на його нормалiзованiсть, дають таку систему класифi-
куючих рiвнянь для лiївських симетрiй рiвнянь iз класу (2.7):

𝜏𝐴𝑗
𝑡 + (𝜁𝑥+ 𝜒)𝐴𝑗

𝑥 + (𝜏𝑡 − 𝑗𝜁)𝐴𝑗 = 0, 𝑗 = 2, . . . , 𝑟, (2.11a)

𝜏𝐴0
𝑡 + (𝜁𝑥+ 𝜒)𝐴0

𝑥 + 𝜏𝑡𝐴
0 = 2𝜁𝑡 − 𝜏𝑡𝑡, (2.11b)

𝜏𝐵𝑡 + (𝜁𝑥+ 𝜒)𝐵𝑥 − (𝜁 − 2𝜏𝑡)𝐵 + (𝜁𝑡𝑥+ 𝜒𝑡)𝐴
0 = 𝜁𝑡𝑡𝑥+ 𝜒𝑡𝑡. (2.11c)
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Отже, розв’язання задачi групової класифiкацiї для класу (2.7) зво-
диться до розв’язання системи (2.11) з точнiстю до еквiвалентностi, iн-
дукованою групою 𝐺∼.

Твердження 2.2.11. Максимальна алгебра лiївської iнварiантностi g𝜅
рiвняння ℒ𝜅 з класу (2.7) є лiнiйною оболонкою векторних полiв вигля-
ду 𝑄 = 𝐷(𝜏) + 𝑆(𝜁) + 𝑃 (𝜒), де параметр-функцiї 𝜏 , 𝜁 i 𝜒 пробiгають
множину розв’язкiв визначальних рiвнянь (2.11), причому

𝐷(𝜏) = 𝜏𝜕𝑡 − 𝜏𝑡𝑢𝜕𝑢, 𝑆(𝜁) = 𝜁𝑥𝜕𝑥 + (𝜁𝑢+ 𝜁𝑡𝑥)𝜕𝑢,

𝑃 (𝜒) = 𝜒𝜕𝑥 + 𝜒𝑡𝜕𝑢.

Твердження 2.2.12. Ядро алгебр лiївської iнварiантностi g∩ :=
⋂︀
𝜅 g𝜅

рiвнянь iз класу (2.7) тривiальне, тобто g∩ = {0}.

На цьому кроцi зручно ввести лiнiйну оболонку

g⟨ ⟩ := ⟨𝐷(𝜏), 𝑆(𝜁), 𝑃 (𝜒)⟩,

де параметр-функцiї 𝜏 , 𝜁 i 𝜒 пробiгають множину гладких функцiй вiд 𝑡.
Нетривiальнi комутацiйнi спiввiдношення мiж векторними полями, на
якi натягнуто g⟨ ⟩, задано такими тотожностями:

[𝐷(𝜏), 𝐷(𝜏)] = 𝐷(𝜏𝜏𝑡 − 𝜏𝜏𝑡), [𝐷(𝜏), 𝑆(𝜁)] = 𝑆(𝜏𝜁𝑡),

[𝐷(𝜏), 𝑃 (𝜒)] = 𝑃 (𝜏𝜒𝑡), [𝑆(𝜁), 𝑃 (𝜒)] = −𝑃 (𝜁𝜒).

З огляду на комутацiйнi спiввiдношення очевидно, що g⟨ ⟩ є алгеброю Лi.
До того ж, g⟨ ⟩ = ∪𝜅 g𝜅, оскiльки будь-яке векторне поле серед 𝐷(𝜏), 𝑆(𝜁)

i 𝑃 (𝜒) лежить у g𝜅 для деякого часткового значення набору довiльних
елементiв 𝜅.

Надалi позначимо через 𝜋 проєкцiю розширеного простору з коор-
динатами (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝜅) на простiр змiнних iз координатами (𝑡, 𝑥, 𝑢), тоб-
то 𝜋(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝜅) = (𝑡, 𝑥, 𝑢). Вiдображення 𝜋 пiднiмає векторнi поля з g∼

та перетворення з 𝐺∼, причому 𝜋*g
∼ = g⟨ ⟩. Це показує, що насправдi

клас (2.7) сильно нормалiзований у звичайному сенсi [89]. Зауважимо,
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що нормалiзованiсть класу (2.7) у звичайному сенсi означає лише, що
g⟨ ⟩ ⊆ 𝜋*g

∼. Проєкцiя 𝜋 пiднiмає векторнi поля �̂�(𝜏), 𝑆(𝜁), 𝑃 (𝜒), на якi
натягнуто алгебру Лi g∼, вiдповiдно у векторнi поля 𝐷(𝜏), 𝑆(𝜁) i 𝑃 (𝜒),
на якi натягнуто алгебру g⟨ ⟩. Через пiдняття проєкцiєю 𝜋 приєднана дiя
групи 𝐺∼ на алгебру g∼ iндукує дiю групи 𝜋*𝐺∼ на алгебрi g⟨ ⟩, а отже i
на множинi пiдалгебр алгебри g⟨ ⟩. Нагадаємо, що пiдалгебру s алгебри
g⟨ ⟩ називають придатною, якщо iснує такий набiр довiльних елементiв 𝜅,
що s = g𝜅. Для будь-якого значення набору довiльних елементiв 𝜅 та
будь-якого перетворення 𝒯 ∈ 𝐺∼ пiдняття 𝜋*𝒯 вiдображає максимальну
алгебру лiївської iнварiантностi g𝜅 рiвняння ℒ𝜅 у максимальну алгебру
лiївської iнварiантностi g𝒯 𝜅 рiвняння ℒ𝒯 𝜅. Обидвi алгебри g𝜅 i g𝒯 𝜅 мiс-
тить алгебра g⟨ ⟩. Iнакше кажучи, дiя групи 𝜋*𝐺∼ на алгебрi g⟨ ⟩ зберiгає
множину придатних пiдалгебр алгебри g⟨ ⟩, а тому група 𝜋*𝐺∼ породжує
добре визначене вiдношення еквiвалентностi на цих пiдалгебрах. У пiд-
сумку, доведено твердження, яке є базисом для групової класифiкацiї
класу (2.7).

Твердження 2.2.13. Повну групову класифiкацiю класу (2.7) зведе-
них (1+1)-вимiрних загальних рiвнянь Бюргерса–Кортевега–де Фрiза
порядку 𝑟 можна отримати з класифiкацiї всiх придатних пiдалгебр
алгебри Лi g⟨ ⟩ з точнiстю до еквiвалентностi, iндукованої дiєю 𝜋*𝐺

∼.

Щоб ефективно провести групову класифiкацiю алгебраїчним мето-
дом, необхiдно порахувати приєднанi дiї перетворень 𝜙 з групи 𝜋*𝐺∼ на
векторнi поля 𝑄 з g⟨ ⟩. Цей обрахунок зручно виконати через пiдняття 𝜙*

векторних полiв 𝑄 перетвореннями 𝜙:

𝜙*𝑄 = 𝑄(𝑇 )𝜕𝑡 +𝑄(𝑋)𝜕�̃� +𝑄(𝑈)𝜕�̃�,

див., наприклад, [15, 18, 26, 58]. Тут коефiцiєнти 𝜙*𝑄 потрiбно виразити
в термiнах перетворених змiнних за допомогою пiдстановки (𝑡, 𝑥, 𝑢) =

𝜙−1(𝑡, �̃�, �̃�), де 𝜙−1 — перетворення, обернене до 𝜙.
На практицi обчислення виконують для сiмей елементарних перетво-

рень 𝒟(𝑇 ), 𝒮(𝑋1) i 𝒫(𝑋0) з 𝜋*𝐺∼, якi отримують з (2.8) покладанням



65

тривiальних значень для всiх крiм однiєї серед параметр-функцiй 𝑇 , 𝑋1,
𝑋0: 𝑡 для 𝑇 , один для 𝑋1, нуль для 𝑋0. Нетривiальнi пiдняття вектор-
них полiв, на якi натягнуто g⟨ ⟩, такi:

𝒟*(𝑇 )𝐷(𝜏)=�̃�(𝜏𝑇𝑡), 𝒟*(𝑇 )𝑆(𝜁) = 𝑆(𝜁), 𝒟*(𝑇 )𝑃 (𝜒)=𝑃 (𝜒),

𝒮*(𝑋
1)𝐷(𝜏) = �̃�(𝜏) + 𝑆

(︂
𝜏
𝑋1
𝑡

𝑋1

)︂
, 𝒮*(𝑋

1)𝑃 (𝜒) = 𝑃 (𝜒𝑋1),

𝒫*(𝑋
0)𝐷(𝜏)=�̃�(𝜏) + 𝑃

(︀
𝜏𝑋0

𝑡

)︀
, 𝒫*(𝑋

0)𝑆(𝜁)=𝑆(𝜁) − 𝑃 (𝜁𝑋0).

(2.12)

Тут хвильки над векторними полями в правих частинах рiвностей вка-
зують, що цi векторнi поля виражено в перетворених змiнних, що також
включає пiдстановку 𝑡 = 𝑇−1(𝑡) для 𝑡, де 𝑇−1 — обернена функцiя до 𝑇 .

2.2.4. Властивостi придатних пiдалгебр. Важливим кроком гру-
пової класифiкацiї класу (2.7) є вивчення властивостей придатних пiд-
алгебр алгебри g⟨ ⟩. Зокрема, треба визначити максимальну можливу
розмiрнiсть алгебр лiївської iнварiантностi рiвнянь з цього класу.

Лема 2.2.14. dim g𝜅 6 5 для будь-якого значення набору довiльних еле-
ментiв 𝜅.

Доведення. Це твердження прямо випливає з аналiзу простору розв’яз-
кiв лiнiйної системи (2.11) на 𝜏 , 𝜁 i 𝜒 для фiксованого набору 𝜅. По-
значимо через Ω𝑡 ⊆ R i Ω𝑥 ⊆ R такi вiдкритi вiдрiзки на 𝑡- i 𝑥-осях,
що рiвняння ℒ𝜅 є визначеним на областi Ω𝑡 × Ω𝑥. Оскiльки 𝐴𝑟 ̸= 0 за
початковим припущенням, рiвняння (2.11a) з 𝑗 = 𝑟 можна розв’язати
вiдносно 𝜏𝑡 i, зафiксувавши 𝑥1 ∈ Ω𝑥, отримати

𝜏𝑡 = 𝑟𝜁 −
(︂
𝜏
𝐴𝑟
𝑡

𝐴𝑟
+ (𝜁𝑥+ 𝜒)

𝐴𝑟
𝑥

𝐴𝑟

)︂ ⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑥1

=: 𝑅1. (2.13a)

Оцiнюючи класифiкуючу умову (2.11c) у двох рiзних точках 𝑥2 i 𝑥3 з Ω𝑥

i варiюючи 𝑡, маємо

𝜁𝑡𝑡𝑥2 − 𝜒𝑡𝑡 = 𝑅2, 𝜁𝑡𝑡𝑥3 − 𝜒𝑡𝑡 = 𝑅3,
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де 𝑅2 i 𝑅3 є вiдповiдно результатами пiдстановки 𝑥2 i 𝑥3 у лiву частину
рiвностi (2.11c). Завдяки тому, що 𝑥2 i 𝑥3 є рiзними, наведену вище
систему можна записати як

𝜁𝑡𝑡 = · · · , 𝜒𝑡𝑡 = · · · . (2.13b)

Якщо довiльний елемент 𝜅 зафiксовано, то систему (2.13) можна розгля-
дати як канонiчну систему лiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь
по 𝑡 для 𝜏 , 𝜁 i 𝜒. Її простiр розв’язкiв є п’ятивимiрним. Подальшi умови,
виведенi з класифiкуючих рiвнянь (2.11), можуть лише зменшити цей
простiр, звiдки випливає, що dim g𝜅 6 5.

Введемо три натуральних числа, пов’язанi з розмiрнiстю певних пiд-
просторiв максимальної алгебри лiївської iнварiантностi g𝜅 рiвняння ℒ𝜅:

𝑘1 := dim
(︀
g𝜅 ∩ ⟨𝑃 (𝜒)⟩

)︀
,

𝑘2 := dim
(︀
g𝜅 ∩ ⟨𝑆(𝜁), 𝑃 (𝜒)⟩

)︀
− 𝑘1,

𝑘3 := dim g𝜅 − dim
(︀
g𝜅 ∩ ⟨𝑆(𝜁), 𝑃 (𝜒)⟩

)︀
= dim g𝜅 − 𝑘1 − 𝑘2.

Хоча цi числа залежать вiд 𝜅, з огляду на (2.12) очевидно, що розмiрностi
пiдалгебр g𝜅 ∩ ⟨𝑃 (𝜒)⟩ i g𝜅 ∩ ⟨𝑆(𝜁), 𝑃 (𝜒)⟩, а також усiєї алгебри g𝜅 є 𝐺∼-
iнварiантними, а тому числа 𝑘𝑖 також 𝐺∼-iнварiантнi.

Лема 2.2.15. Цiлi числа 𝑘1, 𝑘2 i 𝑘3 є 𝐺∼-iнварiантними величинами,
тобто вони однаковi для всiх 𝐺∼-еквiвалентних рiвнянь iз класу (2.7).

Доведення. Нехай 𝒯 ∈ 𝐺∼ вiдображає ℒ𝜅 у ℒ�̃�. Перетворення 𝜋*𝒯 пiд-
нiмає алгебру g𝜅 до алгебри g�̃�. Водночас, воно зберiгає лiнiйнi оболон-
ки ⟨𝑆(𝜁), 𝑃 (𝜒)⟩ i ⟨𝑃 (𝜒)⟩. Тому dim g𝜅 = dim g�̃�, dim g𝜅 ∩ ⟨𝑆(𝜁), 𝑃 (𝜒)⟩ =

dim g�̃� ∩ ⟨𝑆(𝜁), 𝑃 (𝜒)⟩ i dim g𝜅 ∩ ⟨𝑃 (𝜒)⟩ = dim g�̃� ∩ ⟨𝑃 (𝜒)⟩.

Знайдемо тепер верхнi межi для значень цих чисел у спосiб, подiбний
до доведення леми 2.2.14.

Лема 2.2.16. (𝑘1, 𝑘2) ∈ {(0, 0), (0, 1), (2, 0)} для будь-якого значення на-
бору 𝜅.
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Доведення. Для будь-якого векторного поля 𝑄 = 𝑆(𝜁) + 𝑃 (𝜒) з ал-
гебри g𝜅 параметр-функцiї 𝜁 i 𝜒 задовольняють систему класифiку-
ючих рiвнянь (2.11) для зафiксованого набору довiльних елементiв
𝜅 = (𝐴0, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑟, 𝐵), а 𝜏 = 0.

Зокрема, якщо 𝐴𝑟
𝑥 ̸= 0, то класифiкуюче рiвняння (2.11a) з 𝑗 = 𝑟

можна розв’язати вiдносно 𝜒 i отримати 𝜒 = (𝑟𝐴𝑟/𝐴𝑟
𝑥 − 𝑥)𝜁. З фiксо-

ваним значенням 𝑥 = 𝑥0 це рiвняння означає, що iснує така функцiя 𝑓 =

𝑓(𝑡), що 𝜒 = 𝑓𝜁. Тодi з класифiкацiйних рiвнянь (2.11b) випливає, що
2𝜁𝑡 = (𝑥 + 𝑓)𝐴0

𝑥𝜁. Знову фiксуючи 𝑥 = 𝑥0, виводимо рiвняння 𝜁𝑡 = 𝑔𝜁

для деякої функцiї 𝑔 = 𝑔(𝑡). Оскiльки параметр-функцiї 𝜁 i 𝜒 будь-якого
векторного поля 𝑄 = 𝑆(𝜁) + 𝑃 (𝜒) з g𝜅 задовольняють ту саму систему
𝜒 = 𝑓𝜁 i 𝜁𝑡 = 𝑔𝜁, маємо 𝑘1 = 0 i 𝑘2 6 1 у цьому випадку.

Якщо 𝐴𝑟
𝑥 = 0, то класифiкуюче рiвняння (2.11a) з 𝑗 = 𝑟 одразу дає

𝜁 = 0, тобто 𝑘2 = 0. Припустимо, що 𝑘1 > 0, тобто iснує таке нену-
льове 𝜒1, що 𝑃 (𝜒1) ∈ g𝜅. Тодi iз системи (2.11) випливає, що 𝐴𝑗

𝑥 = 0,
𝐴0
𝑥 = 0 i 𝜒1𝐵𝑥 +𝜒1

𝑡𝐴
0 = 𝜒1

𝑡𝑡. Диференцiювання останнього рiвняння по 𝑥
призводить до 𝐵𝑥𝑥 = 0. Отже, маємо 𝑃 (𝜒) ∈ g𝜅 для будь-якого 𝜒 з дво-
вимiрного простору розв’язкiв рiвняння 𝜒𝑡𝑡 = 𝐴0𝜒𝑡 + 𝐵𝑥𝜒, що означає
𝑘1 = 2.

Проєкцiя 𝜛 простору з координатами (𝑡, 𝑥, 𝑢) на простiр iз координа-
тою 𝑡 пiдiймає елементи алгебри g⟨ ⟩ згiдно з 𝐷(𝜏) + 𝑆(𝜁) + 𝑃 (𝜒) ↦→ 𝜏𝜕𝑡,
а тому 𝜛*g⟨ ⟩ = {𝜏𝜕𝑡}, де 𝜏 пробiгає множину гладких функцiй вiд 𝑡.
Пiдняття 𝜛*𝐺

∼ групи 𝐺∼ вiдображенням 𝜛 також добре визначене.

Лема 2.2.17. Проєкцiя 𝜛*g𝜅 є алгеброю Лi для будь-якого набору до-
вiльних елементiв 𝜅, а dim𝜛*g𝜅 = 𝑘3 6 3. Також

𝜛*g𝜅 ∈ {0, ⟨𝜕𝑡⟩, ⟨𝜕𝑡, 𝑡𝜕𝑡⟩, ⟨𝜕𝑡, 𝑡𝜕𝑡, 𝑡2𝜕𝑡⟩} mod 𝜛*𝐺
∼.

Доведення. Покажемо, що 𝜛*g𝜅 справдi є алгеброю Лi. Якщо 𝜏 𝑖𝜕𝑡 ∈
𝜛*g𝜅, 𝑖 = 1, 2, то iснують такi 𝑄𝑖 ∈ g𝜅, що 𝜛*𝑄

𝑖 = 𝜏 𝑖𝜕𝑡. Для будь-яких
сталих 𝑐1 i 𝑐2 маємо 𝑐1𝑄1 + 𝑐2𝑄

2 ∈ g𝜅, а тому

𝑐1𝜏
1𝜕𝑡 + 𝑐2𝜏

2𝜕𝑡 = 𝜛*(𝑐1𝑄
1 + 𝑐2𝑄

2) ∈ 𝜛*g𝜅.
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Це означає, що 𝜛*g𝜅 справдi є лiнiйним простором. Цей простiр замкну-
тий вiдносно дужки Лi векторних полiв, а отже є алгеброю Лi, оскiльки

[𝜏 1𝜕𝑡, 𝜏
2𝜕𝑡] = (𝜏 1𝜏 2𝑡 − 𝜏 2𝜏 1𝑡 )𝜕𝑡 = 𝜛*[𝑄

1, 𝑄2] ∈ 𝜛*g𝜅.

Оскiльки пiдняття 𝜛*𝐺
∼ групи 𝐺∼ проєкцiєю 𝜛 збiгається з (псев-

до)групою локальних дифеоморфiзмiв на просторi з координатою 𝑡, ви-
користаємо теорему Лi, яка стверджує, що максимальна розмiрнiсть
скiнченновимiрної алгебри Лi векторних полiв на комплекснiй або дiйс-
нiй прямiй дорiвнює трьом, i з точнiстю до локальних дифеоморфiзмiв на
прямiй будь-яка така алгебра є однiєю з {0}, ⟨𝜕𝑡⟩, ⟨𝜕𝑡, 𝑡𝜕𝑡⟩ i ⟨𝜕𝑡, 𝑡𝜕𝑡, 𝑡2𝜕𝑡⟩.
Також нагадаємо, що dim g𝜅 6 5 згiдно з лемою 2.2.14.

Звiдси випливає, що |𝑘| := 𝑘1 + 𝑘2 + 𝑘3 = dim g𝜅 6 5.

2.2.5. Групова класифiкацiя. Основний результат пiдроздiлу — таке
твердження.

Теорема 2.2.18. Повний список 𝐺∼-нееквiвалентних (а отже i 𝒢∼-
нееквiвалентних) розширень лiївської симетрiї в класi (2.7) вичерпу-
ють випадки таблицi 2.1.

Доведення. Леми 2.2.16, 2.2.17 означають, що базис будь-якої придатної
пiдалгебри s алгебри g⟨ ⟩ складають

1. 𝑘1 векторних полiв 𝑄𝑖 = 𝑃 (𝜒𝑖), 𝑖 = 1, . . . , 𝑘1, з лiнiйно незалежни-
ми 𝜒,

2. 𝑘2 векторних полiв 𝑄𝑖 = 𝑆(𝜁 𝑖) + 𝑃 (𝜒𝑖), 𝑖 = 𝑘1 + 1, . . . , 𝑘1 + 𝑘2, з
ненульовими 𝜁 𝑖,

3. 𝑘3 векторних полiв 𝑄𝑖 = 𝐷(𝜏 𝑖)+𝑆(𝜁 𝑖)+𝑃 (𝜒𝑖), 𝑖 = 𝑘1+𝑘2+1, . . . , |𝑘|,
з лiнiйно незалежними 𝜏 𝑖,

де (𝑘1, 𝑘2) ∈ {(0, 0), (0, 1), (2, 0)} i 𝑘3 6 3. Доведення проводимо, вив-
чаючи окремо випадки, асоцiйованi з можливими значеннями набору
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Таблиця 2.1: Повна групова класифiкацiя класiв (2.1) i вiдповiдно (2.7).

№ 𝜅 Базис алгебри g𝜅

0 𝐴𝑗 = 𝐴𝑗(𝑡, 𝑥), 𝐴0 = 𝐴0(𝑡, 𝑥), 𝐵 = 𝐵(𝑡, 𝑥) —

1 𝐴𝑗 = 𝐴𝑗(𝑥), 𝐴0 = 𝐴0(𝑥), 𝐵 = 𝐵(𝑥) 𝐷(1)

2 𝐴𝑗 = 𝑎𝑗e
𝑥, 𝐴0 = 𝑎0e

𝑥, 𝐵 = 𝑏e2𝑥 𝐷(1), 𝐷(𝑡) − 𝑃 (1)

3 𝐴𝑗 = 𝑎𝑗𝑥
𝑗|𝑥|𝜈 , 𝐴0 = 𝑎0|𝑥|𝜈 , 𝐵 = 𝑏𝑥|𝑥|2𝜈 𝐷(1), 𝐷(𝑡) − 𝑆(𝜈−1), 𝜈 ̸= 0

4 𝐴𝑗 = 𝑎𝑗𝑥
𝑗−2, 𝐴0 = 0, 𝐵 = 𝑏𝑥−3 𝐷(1), 𝐷(𝑡)+𝑆(1

2
), 𝐷(𝑡2)+𝑆(𝑡)

5 𝐴𝑗 = 𝛼𝑗(𝑡)𝑥𝑗, 𝐴0 = 0, 𝐵 = 𝛽(𝑡)𝑥 𝑆(1)

6 𝐴𝑗=𝛼𝑗(𝑡)𝑥𝑗, 𝐴0=1+2 ln |𝑥|, 𝐵=𝛽(𝑡)𝑥−𝑥 ln2 |𝑥| 𝑆(e𝑡)

7 𝐴𝑗 = 𝑎𝑗𝑥
𝑗, 𝐴0 = 0, 𝐵 = 𝑏𝑥 𝑆(1), 𝐷(1)

8 𝐴𝑗 = 𝑎𝑗𝑥
𝑗, 𝐴0 = 1 + 2 ln |𝑥|, 𝐵 = 𝑏𝑥− 𝑥 ln2 |𝑥| 𝑆(e𝑡), 𝐷(1)

9 𝐴𝑗 = 𝛼𝑗(𝑡), 𝐴0 = 𝐵 = 0 𝑃 (1), 𝑃 (𝑡)

10 𝐴𝑗 = 𝑎𝑗, 𝐴
0 = 𝑎0, 𝐵 = 𝑏𝑥 𝑃 (𝜒1), 𝑃 (𝜒2), 𝐷(1)

11 𝐴𝑟 = 1, 𝐴𝑗 = 0, 𝑗 ̸= 𝑟, 𝐴0 = 𝐵 = 0 𝑃 (1), 𝑃 (𝑡), 𝐷(1), 𝐷(𝑡) + 𝑆(1
𝑟
),

(для 𝑟 = 2) 𝐷(𝑡2) + 𝑆(𝑡)

Тут 𝑗 = 2, . . . , 𝑟, 𝐶 = 1, 𝐴1 = 0, 𝐷(𝜏) = 𝜏𝜕𝑡 − 𝜏𝑡𝑢𝜕𝑢, 𝑆(𝜁) = 𝜁𝑥𝜕𝑥 + (𝜁𝑢 + 𝜁𝑡𝑥)𝜕𝑢 i
𝑃 (𝜒) = 𝜒𝜕𝑥 + 𝜒𝑡𝜕𝑢. Параметри 𝛼𝑗 , 𝛼0, 𝛽 — довiльнi гладкi функцiї вiд 𝑡 з 𝛼𝑟 ̸= 0.
Параметри 𝑎𝑗 , 𝑎0 i 𝑏 — довiльнi сталi з 𝑎𝑟 ̸= 0. У випадку 10 параметр-функцiї 𝜒1 i 𝜒2 є
лiнiйно незалежними розв’язками рiвняння 𝜒𝑡𝑡−𝑎0𝜒𝑡− 𝑏𝜒 = 0, а тому iснують три випадки
для них залежно вiд знаку Δ := 𝑎20 − 4𝑏:

(a) 𝜒1 = e𝜆1𝑡, 𝜒2 = e𝜆2𝑡, якщо Δ > 0, де 𝜆1,2 = (𝑎0 ±
√
Δ)/2;

(b) 𝜒1 = e𝜇𝑡, 𝜒2 = 𝑡e𝜇𝑡, якщо Δ = 0, де 𝜇 = 𝑎0/2;
(c) 𝜒1 = e𝜇𝑡 cos 𝜈𝑡, 𝜒2 = e𝜇𝑡 sin 𝜈𝑡, якщо Δ < 0, де 𝜇 = 𝑎0/2 i 𝜈 =

√
−Δ/2.

𝑎𝑟 = 1 mod 𝐺∼ у випадках 2, 3, 4, 7 i 10. До того ж, коли одна зi сталих 𝑎𝑗 з 𝑗 < 𝑟, 𝑎0 або 𝑏
у випадку 2 ненульова, то її можна покласти рiвною ±1 зсувами по 𝑥.

iнварiантних чисел (𝑘1, 𝑘2, 𝑘3). Для кожного з таких значень починає-
мо з наведених вище виглядiв базисних векторних полiв 𝑄𝑖 алгебри s,
поступово спрощуючи їх за допомогою приєднаних дiй перетворень еквi-
валентностi, знайдених у (2.12), i лiнiйних перекомбiнувань базисних еле-
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ментiв. Водночас, оскiльки s є алгеброю Лi, вона замкнута вiдносно
дужки Лi:

[𝑄𝑖′, 𝑄𝑖′′] ∈ ⟨𝑄𝑖, 𝑖 = 1, . . . , |𝑘|⟩, 𝑖′, 𝑖′′ = 1, . . . , |𝑘|.

Це призводить до зв’язкiв на компоненти векторних полiв 𝑄𝑖, лише коли
𝑘2 + 𝑘3 > 1 або 𝑘2 + 𝑘3 = 1 i 𝑘1 = 2. Пiдставляючи компоненти кожного
спрощеного векторного поля 𝑄𝑖 у систему класифiкуючих рiвнянь (2.11),
отримаємо систему рiвнянь на набiр 𝜅, для якого g𝜅 ⊃ s. У сукупностi
маємо |𝑘| таких систем. Об’єднаємо їх i розв’яжемо разом для довiль-
них елементiв 𝜅. Сумiснiсть об’єднаної системи вiдносно 𝜅 може дати
додатковi зв’язки на компоненти векторних полiв 𝑄𝑖. Отриманий вираз
для 𝜅 можна спростити перетвореннями еквiвалентностi, чиї спроєкто-
ванi приєднанi дiї зберiгають s.

Потрiбно розглянути такi випадки.

𝑘1 = 𝑘2 = 0. Тодi dim s = 𝑘3. За умови 𝑘3 > 1 з огляду на лему 2.2.17
можна використати спрощенi форми векторних полiв𝑄𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘3−1,
знайденi у випадках iз меншими значеннями параметра 𝑘3.

𝑘3 = 0. Отримаємо загальний випадок 0 таблицi 2.1, де алгебра s збiгає-
ться з ядром алгебр g∩ = {0}, а тому немає жодних зв’язкiв на елементи
набору 𝜅.

𝑘3 = 1. Базис алгебри s складає єдине векторне поле 𝑄1 з 𝜏 1 ̸= 0. По-
слiдовно використовуючи приєднанi дiї 𝒟*(𝑇 ), 𝒮*(𝑋

1) i 𝒫*(𝑋
0) з (2.12)

з пiдiбраними функцiями 𝑋0, 𝑋1 i 𝑇 , вiдобразимо це векторне поле у
𝑄1 = 𝐷(1). Система класифiкуючих рiвнянь (2.11) з компонентами век-
торного поля 𝑄1 набуває вигляду 𝐴𝑗

𝑡 = 𝐴0
𝑡 = 𝐵𝑡 = 0, що призводить до

випадку 1.

𝑘3 = 2. За модулем 𝜋*𝐺
∼-еквiвалентностi базиснi елементи алгеб-

ри s мають вигляд 𝑄1 = 𝐷(1) i 𝑄2 = 𝐷(𝑡) + 𝑆(𝜁2) + 𝑃 (𝜒2). Умова
[𝑄1, 𝑄2] = 𝐷(1) + 𝑆(𝜁2𝑡 ) + 𝑃 (𝜒2

𝑡 ) ∈ ⟨𝑄1, 𝑄2⟩ додатково вимагає, щоб
𝜁2𝑡 = 𝜒2

𝑡 = 0, а тому 𝜁2, 𝜒2 = const. Пiдстановка компонент векторних
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полiв 𝑄1 i 𝑄2 у класифiкуючi рiвняння (2.11) i перестановка отриманих
рiвнянь призводять до системи

𝐴𝑗
𝑡 = 0, (𝜁2𝑥+ 𝜒2)𝐴𝑗

𝑥 + (1 − 𝑗𝜁2)𝐴𝑗 = 0,

𝐴0
𝑡 = 0, (𝜁2𝑥+ 𝜒2)𝐴0

𝑥 + 𝐴0 = 0,

𝐵𝑡 = 0, (𝜁2𝑥+ 𝜒2)𝐵𝑥 + (2 − 𝜁2)𝐵 = 0.

(2.14)

Якщо 𝜁2 = 0, то з огляду на умову 𝐴𝑟 ̸= 0 рiвняння (𝜁2𝑥 + 𝜒2)𝐴𝑟
𝑥 +

(1 − 𝑟𝜁2)𝐴𝑟 = 0 означає, що 𝜒2 ̸= 0 i можна покласти 𝜒2 = −1 mod

𝐺∼; iнакше можна покласти 𝜒2 = 0, використовуючи приєднану дiю
𝒫*(−𝜈𝜒2), де 𝜈 := −1/𝜁2, що зберiгає 𝑄1. Iнтегруючи систему (2.14) для
кожного з пiдвипадкiв, отримаємо вiдповiдно випадки 2 i 3, де 𝑎𝑟 ̸= 0, а
тому 𝑎𝑟 = 1 mod 𝐺∼. Якщо одна зi сталих 𝑎𝑗, 𝑗 < 𝑟, 𝑎0 або 𝑏 у випадку 2
ненульова, то її можна покласти рiвною ±1 зсувами 𝑥.

𝑘3 = 3. З урахуванням вiдношення 𝜋*𝐺
∼-еквiвалентностi й лiнiйного

перекомбiнування базисних елементiв можна вважати, що 𝑄1 = 𝐷(1),
𝑄2 = 𝐷(𝑡) + 𝑆(𝜁2) + 𝑃 (𝜒2) i 𝑄3 = 𝐷(𝑡2) + 𝑆(𝜁3) + 𝑃 (𝜒3). Замкне-
нiсть алгебри s вiдносно дужки Лi векторних полiв додатково означає,
що [𝑄1, 𝑄2] = 𝑄1, [𝑄1, 𝑄3] = 2𝑄2 i [𝑄2, 𝑄3] = 𝑄3. Як i в попередньо-
му випадку, перше комутацiйне спiввiдношення має мiсце, лише якщо
𝜁2, 𝜒2 = const. Друге комутацiйне спiввiдношення призводить до

2𝐷(𝑡) + 𝑆(𝜁3𝑡 ) + 𝑃 (𝜒3
𝑡 ) = 2𝐷(𝑡) + 2𝑆(𝜁2) + 2𝑃 (𝜒2),

а тому 𝜁3𝑡 = 2𝜁2, 𝜒3
𝑡 = 2𝜒2. Iнтегруючи цi два рiвняння, отримаємо

𝜁3 = 2𝜁2𝑡+ 𝜁30 i 𝜒3 = 2𝜒2𝑡+ 𝜒30, де 𝜁30 i 𝜒30 — сталi. Оскiльки

[𝑄2, 𝑄3] = 𝐷(𝑡2) + 𝑆(2𝜁2𝑡) + 𝑃 (2𝜒2𝑡+ 𝜁30𝜒2 − 𝜁2𝜒30),

то [𝑄2, 𝑄3] = 𝑄3 тодi й лише тодi, коли 𝜁30 = 0 i (1 + 𝜁2)𝜒30 = 0. Розгля-
даючи рiвняння (2.11) для 𝑄1, 𝑄2 i 𝑄3, отримаємо систему (2.14), допов-
нену рiвняннями 𝜒30𝐴𝑗

𝑥 = 0, 𝜒30𝐵𝑥+(2𝜁2𝑥+3𝜒2)𝐴0 = 0 i 𝜒30𝐴0
𝑥 = 4𝜁2−2.

Якщо 𝜒30 ̸= 0, то 𝜁2 = −1, 𝐴𝑗
𝑥 = 0, а рiвняння (1 + 𝑗)𝐴𝑗 = 0 означає, що

𝐴𝑗 = 0, 𝑗 = 2, . . . , 𝑟, а це суперечить умовi 𝐴𝑟 ̸= 0. Отже, 𝜒30 = 0, звiдки
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𝜁2 = 1/2, а також 𝐴0 = 0. Можна покласти 𝜒2 = 0, використовуючи
приєднану дiю 𝒫*(2𝜒

2). Визначальними рiвняннями, що залишились, є
𝐴𝑗
𝑥 = (𝑗− 2)𝐴𝑗 i 𝐵𝑥 = −3𝐵, якi iнтегруємо до випадку 4 з 𝑎𝑟 ̸= 0, а тому

𝑎𝑟 = 1 mod 𝐺∼.

𝑘1 = 0, 𝑘2 = 1. Тодi 𝑄1 = 𝑆(𝜁1) + 𝑃 (𝜒1), де 𝜁1 ̸= 0.

𝑘3 = 0. Можна використати приєднану дiю 𝒫*(𝜒
1/𝜁1), щоб покласти

𝜒1 = 0. До того ж, домноженням 𝑄1 на ненульову сталу i змiною 𝑡, коли
𝜁1 не є сталою, можна вiдкалiбрувати 𝜁1 до 𝜁1 = e𝜀𝑡, де 𝜀 ∈ {0, 1} mod

𝐺∼. Класифiкуючi умови (2.11) з компонентами векторного поля 𝑄1

дають систему рiвнянь 𝑥𝐴𝑗
𝑥 = 𝑗𝐴𝑗, 𝑥𝐴0

𝑥 = 2𝜀 i 𝑥𝐵𝑥 − 𝐵 + 𝜀𝑥𝐴0 = 𝜀𝑥.
Загальним розв’язком цiєї системи є

𝐴𝑗 = 𝛼𝑗(𝑡)𝑥𝑗, 𝐴0 = 𝛼0(𝑡) + 2𝜀 ln |𝑥|,
𝐵 = 𝛽(𝑡)𝑥− 𝜀(𝛼0(𝑡) − 1)𝑥 ln |𝑥| − 𝜀𝑥 ln2 |𝑥|,

де 𝛼0, 𝛼𝑗, 𝛽 — довiльнi гладкi функцiї вiд 𝑡 з 𝛼𝑟 ̸= 0. Пiдгрупи групи
еквiвалентностi 𝐺∼, проєкцiї яких на простiр iз координатами (𝑡, 𝑥, 𝑢)

зберiгають придатнi пiдалгебри s = ⟨𝑆(1)⟩ i s = ⟨𝑆(e𝑡)⟩, вiдповiдно ви-
окремлено iз групи 𝐺∼ зв’язками 𝑋0 = 0 i (𝑋0, 𝑇𝑡) = (0, 1). Дiї елемен-
тiв цих пiдгруп дають змогу покласти (𝛼0, 𝛼𝑟) = (0, 1), якщо 𝜀 = 0 або
𝛼0 = 1, якщо 𝜀 = 1, що вiдповiдає випадкам 5 або 6. В останньому ви-
падку калiбрування 𝛼0 = 1 обрано замiсть 𝛼0 = 0 для того, щоб зробити
простiшим вiдповiдне значення набору довiльних елементiв 𝜅.

𝑘3 = 1. Насамперед за вiдношенням 𝜋*𝐺∼-еквiвалентностi зведемо базис-
ний елемент 𝑄2 з 𝜏 2 ̸= 0 до вигляду 𝑄2 = 𝐷(1). Замкненiсть вiд-
носно дужки Лi [𝑄2, 𝑄1] = 𝑆(𝜁1𝑡 ) + 𝑃 (𝜒1

𝑡 ) означає, що набори (𝜁1𝑡 , 𝜒
1
𝑡 )

i (𝜁1, 𝜒1) лiнiйно залежнi, тобто 𝜁1 = 𝑐1e
𝜀𝑡, 𝜒1 = 𝑐0e

𝜀𝑡 для деяких ста-
лих 𝑐0, 𝑐1 i 𝜀, причому 𝑐1 ̸= 0. Домножуючи 𝑄1 на 1/𝑐1 i, якщо 𝜀 ̸= 0,
використовуючи приєднану дiю 𝒟*(𝜀𝑡), покладемо 𝑐1 = 1 i 𝜀 ∈ {0, 1}.
Оскiльки 𝒫*(𝑐0)𝐷(1) = �̃�(1) i 𝒫*(𝑐0)𝑄

1 = 𝑆(e𝜀𝑡), можна врештi-решт
звести 𝑄1 до вигляду 𝑄1 = 𝑆(e𝜀𝑡). Отже, вiдповiдна повна система
для довiльного елемента включає систему з попереднього випадку як
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пiдсистему, доповнену рiвняннями 𝐴𝑗
𝑡 = 𝐴0

𝑡 = 𝐵𝑡 = 0. Загальний
розв’язок повної системи того самого вигляду як i у випадку 𝑘3 = 0,
де функцiї 𝛼𝑗, 𝛼0 i 𝛽 потрiбно замiнити довiльними сталими 𝑎𝑗, 𝑎0 i 𝑏 з
𝑎𝑟 ̸= 0. Аналогiчно випадку 𝑘3 = 0, проєкцiї перетворень еквiвалентностi
з (𝑇𝑡, (𝑋

1
𝑡 /𝑋

1)𝑡) = (1, 0) i (𝑇𝑡, (e
−𝑡𝑋1

𝑡 /𝑋
1)𝑡) = (1, 0) зберiгають придатнi

пiдалгебри s = ⟨𝑆(1), 𝐷(1)⟩ i s = ⟨𝑆(e𝑡), 𝐷(1)⟩, що робить можливим
калiбрування (𝑎0, 𝑎𝑟) = (0, 1) або 𝑎0 = 1, якщо 𝜀 = 0 або 𝜀 = 1, i призво-
дить вiдповiдно до випадкiв 7 i 8.

𝑘3 > 2. Цей випадок неможливий. Справдi, у цьому разi мав би бути
ще один базисний елемент додатково до тих, що є у випадку 𝑘3 = 1.
З точнiстю до вiдношення 𝜋*𝐺∼-еквiвалентностi вiн мав би вигляд

𝑄3 = 𝐷(𝑡) + 𝑆(𝜁3) + 𝑃 (𝜒3).

Повторюючи розгляд випадку 𝑘3 = 1, зокрема отримаємо 𝐴𝑟 = 𝑎𝑟𝑥
𝑟 з

𝑎𝑟 ̸= 0. Водночас, класифiкуючi рiвняння (2.11a) для 𝑗 = 𝑟 з компонен-
тами векторного поля 𝑄3 i з наведеним вище довiльним елементом 𝐴𝑟

мали б бути 𝜒3𝐴𝑟
𝑥 + 𝐴𝑟 = 0, що суперечить умовi 𝑎𝑟 ̸= 0.

𝑘1 = 2, 𝑘2 = 0. Маємо 𝑄𝑖 = 𝑃 (𝜒𝑖), 𝑖 = 1, 2. Класифiкуючi рiвнян-
ня (2.11) у цьому разi означають, що

𝐴𝑗
𝑥 = 0, 𝐴0

𝑥 = 0, 𝜒𝑖𝐵𝑥 + 𝜒𝑖𝑡𝐴
0 = 𝜒𝑖𝑡𝑡.

Диференцiювання останнього рiвняння по 𝑥 призводить до 𝐵𝑥𝑥 = 0, тоб-
то 𝐵 = 𝐵1(𝑡)𝑥+𝐵0(𝑡), а отже 𝜒𝑖𝑡𝑡 = 𝐴0𝜒𝑖𝑡 +𝐵1𝜒𝑖.

𝑘3 = 0. Застосуємо приєднану дiю 𝒮*(1/𝜒
1) до алгебри s i покладемо

𝜒1 = 1, що означає 𝜒2
𝑡 ̸= 0. З використанням приєднаної дiї 𝒟*(𝜒

2) мож-
на покласти 𝜒2 = 𝑡. Рiвняння 𝜒𝑖𝑡𝑡 = 𝐴0𝜒𝑖𝑡 +𝐵1𝜒𝑖, 𝑖 = 1, 2, тодi означають
𝐴0 = 𝐵1 = 0. Компонентами перетворень 𝒫(𝑋0) для довiльного елемен-
та є 𝐴𝑗 = 𝐴𝑗, 𝐴0 = 𝐴0 i �̃� = 𝐵 + 𝑋0

𝑡𝑡. Тому вибiр 𝑋0
𝑡𝑡 = −𝐵0 дозволяє

покласти калiбрування 𝐵 = 0, що призводить до випадку 9.

𝑘3 = 1. Почнемо спрощення базисних елементiв алгебри s з 𝑄3 з 𝜏 3 ̸= 0,
поклавши за вiдношенням 𝜋*𝐺

∼-еквiвалентностi 𝑄3 = 𝐷(1). Тодi з кла-



74

сифiкуючих рiвнянь (2.11) з компонентами векторного поля𝑄3 випливає,
що 𝐴𝑗

𝑡 = 𝐴0
𝑡 = 𝐵1

𝑡 = 𝐵0
𝑡 = 0. Оберемо

𝑋0 =
𝐵0

𝐵1
, якщо 𝐵1 ̸= 0; 𝑋0 =

𝐵0

𝐴0
𝑡, якщо 𝐵1 = 0, 𝐴0 ̸= 0;

𝑋0 = −𝐵
0

2
𝑡2, якщо 𝐵1 = 𝐴0 = 0.

Оскiльки 𝒫*(𝑋
0)𝐷(1) = �̃�(1) + 𝑃 (𝑋0

𝑡 ), 𝒫*(𝑋
0)𝑃 (𝜒𝑖) = 𝑃 (𝜒𝑖), 𝑖 = 1, 2, i

для обраного значення параметра 𝑋0 маємо 𝑋0
𝑡 ∈ ⟨𝜒1, 𝜒2⟩, приєднана дiя

𝒫*(𝑋
0) зберiгає алгебру s. Водночас, компонентою для 𝐵 перетворення

𝒫(𝑋0) є �̃� = 𝐵 +𝑋0
𝑡𝑡−𝐴0𝑋0

𝑡 , i отже �̃�0 = 𝐵0 +𝑋0
𝑡𝑡−𝐴0𝑋0

𝑡 −𝐵1𝑋0 = 0,
що дає випадок 10, де 𝑎𝑟 = 1 mod 𝐺∼.

𝑘3 > 2. Маємо ще один базисний елемент у s, вигляд якого спрощуємо
до 𝑄4 = 𝐷(𝑡) + 𝑆(𝜁4) + 𝑃 (𝜒4). Комутування 𝑄3 i 𝑄4 дає

[𝑄3, 𝑄4] = 𝐷(1) + 𝑆(𝜁4𝑡 ) + 𝑃 (𝜒4
𝑡 ),

причому результат комутування лежить в алгебрi s лише за умови
𝜁4 = const. Комутатори векторного поля 𝑄4 з векторними полями 𝑄𝑖,
𝑖 = 1, 2, дають [𝑄4, 𝑄𝑖] = 𝑃 (𝑡𝜒𝑖𝑡 − 𝜁4𝜒𝑖), що означає 𝜒1 = 1 i 𝜒2 = 𝑡 з
точнiстю до лiнiйного комбiнування 𝑃 (𝜒1) i 𝑃 (𝜒2). Звiдси випливає, що
𝐴0 = 𝐵1 = 0. Завдяки 𝐺∼-еквiвалентностi покладемо 𝐵0 = 0, i тодi кла-
сифiкуючi рiвняння (2.11c) дають 𝜒4

𝑡𝑡 = 0. Лiнiйно перекомбiнувавши
𝑃 (1) i 𝑃 (𝑡), також можна покласти 𝜒4 = 0. До того ж, класифiкуючi
рiвняння (2.11a) з 𝑗 = 𝑟 та компонентами векторного поля 𝑄4 означають,
що 𝜁2 = 1/𝑟, а тому з огляду на тi самi рiвняння для iнших 𝑗 отримаємо
𝐴𝑗 = 0, якщо 𝑗 ̸= 𝑟. З точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi можна вiдкалi-
брувати 𝐴𝑟 = 1.

Тепер припустимо, що в s також є векторне поле 𝑄5 = 𝐷(𝑡2)+𝑆(𝜁5)+

𝑃 (𝜒5). Тодi класифiкуючi рiвняння (2.11) для 𝐴𝑟 i 𝐴0 вимагають, щоб
2𝑡− 𝑟𝜁5 = 0 i 2𝜁5𝑡 − 2 = 0. Ця система сумiсна лише для 𝑟 = 2, причому
𝜁5 = 𝑡. Тому випадок 11 розбивається залежно вiд значення порядку 𝑟.
Рiвняння (2.11c) з 𝐴0 = 𝐵 = 0 дає 𝜒5

𝑡𝑡 = 0, а тому можна покласти 𝜒5 = 0

через лiнiйно перекомбiнування 𝑄5 з 𝑄1 i 𝑄2.
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2.3. Рiвняння з коефiцiєнтами,
залежними вiд часової змiнної

Для вивчення лiївських симетрiй рiвнянь iз класу (2.1) з коефiцiєнтами,
залежними вiд часу, знову зручно розпочати з ширшого класу 𝒦0, який є
пiдкласом класу (2.1), виокремленого зв’язком 𝐶𝑥 = 0. Для допустимих
перетворень класу (2.1) виконується умова 𝑋𝑥𝑥 = 0.

Твердження 2.3.1. Клас 𝒦0 нормалiзований у звичайному сенсi. Його
звичайну групу еквiвалентностi складають перетворення вигляду

𝑡 = 𝑇 (𝑡), �̃� = 𝑋1(𝑡)𝑥+𝑋0(𝑡), �̃� = 𝑈 1(𝑡)𝑢+ 𝑈 0(𝑡, 𝑥),

𝐴𝑗 =
(𝑋1)𝑗

𝑇𝑡
𝐴𝑗, 𝐴1 =

𝑋1

𝑇𝑡

(︂
𝐴1 +

𝑈 0

𝑈 1
𝐶 − 𝑋1

𝑡 𝑥+𝑋0
𝑡

𝑋1

)︂
,

𝐴0 =
1

𝑇𝑡

(︂
𝐴0 +

𝑈 1
𝑡

𝑈 1
+
𝑈 0
𝑥

𝑈 1
𝐶

)︂
, 𝐶 =

𝑋1

𝑇𝑡𝑈 1
𝐶,

�̃� =
𝑈 1

𝑇𝑡
𝐵 +

𝑈 0
𝑡

𝑇𝑡
+
𝑈 0
𝑥

𝑇𝑡

(︂
𝑈 0

𝑈 1
𝐶 − 𝑋1

𝑡 𝑥+𝑋0
𝑡

𝑋1

)︂
−

𝑟∑︁
𝑘=0

𝑈 0
𝑘

(𝑋1)𝑘
𝐴𝑘,

де 𝑗 = 2, . . . , 𝑟, а 𝑇 , 𝑋1, 𝑋0, 𝑈 1, 𝑈 0 — довiльнi гладкi функцiї своїх
аргументiв, причому 𝑇𝑡𝑋1𝑈 1 ̸= 0.

Розглянемо пiдклас 𝒦1, отриманий доповненням допомiжної системи
на довiльнi елементи класу (2.1) зв’язками 𝐴0

𝑥 = 0, 𝐴1
𝑥𝑥 = 0, 𝐴𝑗

𝑥 = 0,
𝑗 = 2, . . . , 𝑟, 𝐶𝑥 = 0 i 𝐵𝑥𝑥 = 0. Вiн також нормалiзований у звичайному
сенсi, а його звичайна група еквiвалентностi є пiдгрупою звичайної групи
еквiвалентностi 𝐺∼

𝒦0
класу 𝒦0, виокремленої зв’язком 𝑈 0

𝑥𝑥 = 0, тобто
𝑈 0 = 𝑈 01(𝑡)𝑥+𝑈 00(𝑡). Зауважимо, що клас 𝒦1 можна репараметризувати
через представлення 𝐵 = 𝐵1(𝑡)𝑥+𝐵0(𝑡), 𝐴1 = 𝐴11(𝑡)𝑥+𝐴10(𝑡), i вважати
коефiцiєнти 𝐵1, 𝐵0, 𝐴11 i 𝐴10 новими довiльними елементами замiсть 𝐵
i 𝐴1. Компонента перетворення для 𝐵 спрощується до

�̃� =
𝑈 1

𝑇𝑡
𝐵 +

𝑈 0
𝑡

𝑇𝑡
− 𝑈 0

𝑥

𝑇𝑡
𝐴1 − 𝑈 0

𝑇𝑡

(︂
𝐴0 +

𝑈 1
𝑡

𝑈 1
+
𝑈 0
𝑥

𝑈 1
𝐶

)︂
.
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Наступний промiжний пiдклас 𝒦2 виокремлено посиленням зв’язку
на 𝐴1 до 𝐴1

𝑥 = 0. Насправдi це можна здiйснити калiбруванням 𝐴1 у кла-
сi 𝒦0 з точнiстю до 𝐺∼

𝒦0
-еквiвалентностi. Оскiльки довiльний елемент 𝐶

все ще не вiдкалiбровано до одиницi, вiн параметризує 𝑢-компоненту до-
пустимих перетворень у 𝒦2, 𝑈 01 = 𝑋1

𝑡 𝑈
1/(𝑋1𝐶), i цей факт можна знову

iнтерпретувати в термiнах узагальненої групи еквiвалентностi.

Теорема 2.3.2. Групоїд еквiвалентностi пiдкласу 𝒦2 класу (2.1), ви-
окремленого зв’язками 𝐴𝑘

𝑥 = 0, 𝑘 = 0, . . . , 𝑟, 𝐶𝑥 = 0 i 𝐵𝑥𝑥 = 0, склада-
ють трiйки (𝜃, 𝜙, 𝜃), де точкове перетворення 𝜙 має вигляд

𝑡 = 𝑇, �̃� = 𝑋1𝑥+𝑋0, �̃� = 𝑈 1𝑢+
𝑋1
𝑡 𝑈

1

𝑋1𝐶
𝑥+ 𝑈 00, (2.15a)

а набори довiльних елементiв 𝜃 i 𝜃 сполученi згiдно з

𝐴𝑗 =
(𝑋1)𝑗

𝑇𝑡
𝐴𝑗, 𝐴1 =

𝑋1

𝑇𝑡

(︂
𝐴1 +

𝑈 00

𝑈 1
𝐶 − 𝑋0

𝑡

𝑋1

)︂
,

𝐴0 =
1

𝑇𝑡

(︂
𝐴0 +

𝑈 1
𝑡

𝑈 1
+
𝑋1
𝑡

𝑋1

)︂
,

(2.15b)

�̃� =
𝑈 1

𝑇𝑡
𝐵 +

(︂
𝑋1
𝑡 𝑈

1

𝑋1𝐶

)︂
𝑡

𝑥

𝑇𝑡
+
𝑈 00
𝑡

𝑇𝑡
− 𝑋1

𝑡 𝑈
1

𝑋1𝐶

𝐴1

𝑇𝑡

−
(︂
𝑋1
𝑡 𝑈

1

𝑋1𝐶
𝑥+ 𝑈 00

)︂
𝐴0,

(2.15c)

𝐶 =
𝑋1

𝑇𝑡𝑈 1
𝐶, (2.15d)

де 𝑗 = 2, . . . , 𝑟, а 𝑇 = 𝑇 (𝑡), 𝑋1 = 𝑋1(𝑡), 𝑋0 = 𝑋0(𝑡), 𝑈 1 = 𝑈 1(𝑡),
𝑈 00 = 𝑈 00(𝑡) — довiльнi гладкi функцiї вiд 𝑡, причому 𝑇𝑡𝑋1𝑈 1 ̸= 0.

Звичайну групу еквiвалентностi 𝐺∼
𝒦2

пiдкласу 𝒦2 складають перетво-
рення (2.15), що додатково задовольняють зв’язок 𝑋1

𝑡 = 0. Тому пiд-
клас 𝒦2 не нормалiзований у звичайному сенсi.

Рiвняння (2.15c) наштовхує на думку, що правильне трактування вiд-
повiдної узагальненої групи еквiвалентностi в рамках точкових перетво-
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рень потребує розгляду похiдної 𝐶𝑡 як додаткового довiльного елемен-
та 𝑍0 i продовження спiввiдношення (2.15d) до 𝑍0 як похiдної функцiї 𝐶:

𝑍0 =
𝑋1

𝑇 2
𝑡 𝑈

1
𝑍0 +

(︂
𝑋1

𝑇𝑡𝑈 1

)︂
𝑡

𝐶

𝑇𝑡
. (2.15e)

Позначимо через �̄�2 клас 𝒦2, в якому набiр довiльних елементiв 𝜃 фор-
мально розширено до 𝜃 = (𝐴0, . . . , 𝐴𝑟, 𝐵, 𝐶, 𝑍0) з 𝑍0 := 𝐶𝑡.

Наслiдок 2.3.3. Клас �̄�2 нормалiзований в узагальненому сенсi. Гру-
па �̆�∼

�̄�2
, яку складають перетворення вигляду (2.15), є ефективною уза-

гальненою групою еквiвалентностi цього класу.

Доведення. Множина перетворень вигляду (2.15), яку тимчасово позна-
чимо через𝑀 , є замкнутою вiдносно композицiї перетворень i мiстить то-
тожне перетворення. Кожне перетворення з 𝑀 є оборотним за означен-
ням. Отже, 𝑀 є групою. Компоненти перетворень з 𝑀 мають той самий
вигляд, що й компоненти допустимих перетворень i формули, що сполу-
чають вихiднi й кiнцевi довiльнi елементи. Ось чому група 𝑀 породжує
групоїд еквiвалентностi класу �̄�2, до того ж вона мiнiмальна серед пiд-
груп iз такою властивiстю. Отже, 𝑀 — ефективна узагальнена група
еквiвалентностi класу �̄�2.

Уся узагальнена група еквiвалентностi �̄�∼
�̄�2

класу �̄�2 набагато ширша
за свою ефективну частину �̆�∼

�̄�2
.

Наслiдок 2.3.4. Узагальнену групу еквiвалентностi �̄�∼
�̄�2

класу �̄�2

складають перетворення модифiкованого вигляду (2.15), де 𝑇 = 𝑇 (𝑡),
𝑋1 = 𝑋1(𝑡), 𝑋0 = 𝑋0(𝑡, 𝐶), 𝑈 1 = 𝑈 1(𝑡, 𝐶), 𝑈 00 = 𝑈 00(𝑡, 𝐶) — довiльнi
гладкi функцiї своїх аргументiв, причому 𝑇𝑡𝑋

1(𝐶𝑈 1
𝐶 − 𝑈 1) ̸= 0, а ча-

стиннi похiднi параметрiв 𝑋0, 𝑈 1 i 𝑈 00 по 𝑡 потрiбно замiнити вiдпо-
вiдними усiченими повними похiдними по 𝑡, D̄𝑡 = 𝜕𝑡 + 𝑍0𝜕𝐶.

Доведення. З теореми 2.3.2 випливає, що елементи групи �̄�∼
�̄�2

мають мо-
дифiковану форму (2.15), де груповi параметри 𝑇 , 𝑋1, 𝑋0, 𝑈 1 i 𝑈 00
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можуть залежати вiд 𝑡 i довiльних елементiв 𝜃. Тому частиннi похiднi
цих параметр-функцiй потрiбно замiнити повними похiдними по 𝑡 з

D𝑡 = 𝜕𝑡 +
∑︁
𝛼

𝑢𝛼+𝛿1𝜕𝑢𝛼 +
𝑟∑︁

𝑘=0

𝐴𝑘
𝑡 𝜕𝐴𝑘 +𝐵𝑡𝜕𝐵 + 𝐶𝑡𝜕𝐶 + 𝑍0

𝑡 𝜕𝑍0 + · · · .

Пiсля пiдстановки 𝑍0 замiсть похiдної 𝐶𝑡 компоненти перетворення
можна розщепити за iншими похiдними довiльних елементiв по 𝑡. Це
розщеплення показує, що насправдi груповi параметри не залежать вiд
усiх 𝐴𝑖, 𝐵 i 𝑍0, а параметри 𝑇 i 𝑋1 не залежать також вiд 𝐶. Умову
невиродженостi для елементiв групи �̄�∼

�̄�2
модифiковано в порiвняннi з

аналогiчною умовою для елементiв ефективної частини �̆�∼
�̄�2

з огляду на
те, що параметр-функцiя 𝑈 1 стає залежною вiд 𝐶. Ця умова набуває
вигляду 𝑇𝑡𝑋1𝑈 1(𝐶/𝑈1)𝐶 ̸= 0 i зводиться до умови з наслiдку.

Зауваження 2.3.5. Якщо клас диференцiальних рiвнянь має нетривi-
альну ефективну узагальнену групу еквiвалентностi, то ця група, взагалi
кажучи, може не бути єдиною. Справдi, ефективна узагальнена група
еквiвалентностi �̆�∼

�̄�2
класу �̄�2, наведена в наслiдку 2.3.3, не є нормальною

пiдгрупою всiєї узагальненої групи еквiвалентностi �̄�∼
�̄�2

цього класу. Ко-
жна пiдгрупа групи �̄�∼

�̄�2
, спряжена до �̆�∼

�̄�2
, є ефективною узагальненою

групою еквiвалентностi класу �̄�2. Iншими словами, клас �̄�2 має широку
сiм’ю спряжених ефективних узагальнених груп еквiвалентностi. Ана-
логiчний факт є навiть бiльш очевидним для вивченого нижче класу �̄�3.

Щоб отримати бажаний пiдклас 𝒦3 рiвнянь iз класу (2.1) з коефi-
цiєнтами, залежними щонайбiльше вiд 𝑡, накладемо сильнiший зв’язок
на 𝐵, замiнивши додаткове допомiжне рiвняння 𝐵𝑥𝑥 = 0 на 𝐵𝑥 = 0. Це
можна здiйснити калiбруванням довiльного елемента 𝐵 перетвореннями
еквiвалентностi в класi 𝒦2. На жаль, це погiршує нормалiзацiйну вла-
стивiсть, оскiльки тодi функцiя 𝑋1, що параметризує елементи групоїда
еквiвалентностi 𝒢∼

𝒦3
класу 𝒦3, залежить вiд вихiдних довiльних елемен-

тiв 𝐶 i 𝐴0 нелокальним чином через рiвняння(︂
𝑋1
𝑡

𝐶(𝑋1)2

)︂
𝑡

= 𝐴0 𝑋1
𝑡

𝐶(𝑋1)2
. (2.16)
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Водночас, звичайна група еквiвалентностi 𝐺∼
𝒦3

пiдкласу 𝒦3 збiгається з
групою 𝐺∼

𝒦2
. Обрахування узагальненої групи еквiвалентностi пiдкла-

су 𝒦3 дає ту саму групу 𝐺∼
𝒦3

, що є тривiальною ситуацiєю з погляду
узагальненої еквiвалентностi. У пiдсумку, клас 𝒦3 не є нормалiзованим
нi в звичайному, нi в узагальненому сенсах. Ось чому потрiбно строго
побудувати розширену узагальнену групу еквiвалентностi пiдкласу 𝒦3.
Насправдi, це є першою побудовою такого типу в лiтературi. Розширимо
набiр довiльних елементiв 𝜃 до

𝜃 = (𝐴0, . . . , 𝐴𝑟, 𝐵, 𝐶, 𝑌 1, 𝑌 2)

двома довiльними елементам 𝑌 1 i 𝑌 2, якi є функцiями вiд 𝑡 i задоволь-
няють допомiжнi рiвняння

𝑌 1
𝑡 = 𝐴0, 𝑌 2

𝑡 = 𝐶e𝑌
1

. (2.17)

Перша умова на 𝑌 1 i 𝑌 2 еквiвалентна допомiжним рiвняння 𝑌 𝑖
𝑢𝛼

= 0,
𝑌 𝑖
𝑥 = 0, |𝛼| 6 𝑟, 𝑖 = 1, 2. Кожне значення набору 𝜃, що задовольняє

всi допомiжнi рiвняння класу 𝒦3, а також наведенi вище рiвняння на 𝑌 1

i 𝑌 2, асоцiйоване з рiвнянням вигляду (2.1) з вiдповiдним значенням на-
бору 𝜃. Позначимо це рiвняння через ℒ̄𝜃, а клас таких рiвнянь через �̄�3.
Очевидно, що рiвняння ℒ̄𝜃1 i ℒ̄𝜃2 збiгаються, якщо 𝜃1 = 𝜃2. Це визначає
вiдношення калiбрувальної еквiвалентностi на множинi значень набору
довiльних елементiв 𝜃. Нижче показано, що ця калiбрувальна еквiва-
лентнiсть призводить до нетривiальної групи калiбрувальної еквiвалент-
ностi класу �̄�3; див. теорiю, пов’язану з калiбрувальною еквiвалентнi-
стю в [89]; її ще названо тривiальною еквiвалентнiстю в [60]. Оскiльки
множина точкових перетворень з ℒ̄𝜃1 до ℒ̄𝜃2 збiгається з аналогiчною
множиною з ℒ𝜃1 до ℒ𝜃2, групоїд еквiвалентностi класу 𝒦3 iзоморфний
групоїду еквiвалентностi класу �̄�3, факторизованому з точнiстю до калi-
брувальної еквiвалентностi. У класi �̄�3 рiвняння (2.16) можна розв’язати
вiдносно 𝑋1 у термiнах 𝑌 2:

𝑋1 =
1

𝜀1𝑌 2 + 𝜀0
, (2.18)
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де 𝜀1 i 𝜀0 — довiльнi сталi з (𝜀1, 𝜀0) ̸= (0, 0). Використовуючи цей
розв’язок i допомiжнi рiвняння (2.17), продовжимо вiдношення (2.15b)–
(2.15d) мiж вихiдними й перетвореними довiльними елементами до 𝑌 1

i 𝑌 2. Так, ланцюжок рiвностей

𝑌 1
𝑡 = 𝑌 1

𝑡 𝑇𝑡 = 𝐴0𝑇𝑡 = 𝐴0 +
𝑈 1
𝑡

𝑈 1
+
𝑋1
𝑡

𝑋1
= 𝑌 1

𝑡 +
𝑈 1
𝑡

𝑈 1
+
𝑋1
𝑡

𝑋1

означає, що 𝑌 1 = 𝑌 1 + ln |𝑈 1𝑋1| + 𝛿′ для деякої сталої 𝛿′. З ланцюжка
рiвностей

𝑌 2
𝑡 = 𝑌 2

𝑡 𝑇𝑡 = 𝐶e𝑌
1

𝑇𝑡 =
𝑋1

𝑇𝑡𝑈 1
𝐶e𝑌

1

𝑈 1𝑋1𝛿𝑇𝑡 =
𝛿𝑌 2

𝑡

(𝜀1𝑌 2 + 𝜀0)2
,

де 𝛿 = e𝛿
′
sgn(𝑈 1𝑋1) ̸= 0, виведемо, що

𝑌 2 =
𝜀′1𝑌

2 + 𝜀′0
𝜀1𝑌 2 + 𝜀0

, а тому 𝑌 1 = 𝑌 1 + ln(𝛿𝑈 1𝑋1) (2.19)

для деяких сталих 𝜀′1 i 𝜀′0 з 𝜀0𝜀′1− 𝜀′0𝜀1 = 𝛿. Пiд логарифмом використано
дужки, оскiльки 𝛿𝑈 1𝑋1 > 0. Це завершує опис групоїда еквiвалент-
ностi 𝒢∼

�̄�3
. Зауважимо, що тут

𝑈 01 =
𝑋1
𝑡 𝑈

1

𝑋1𝐶
= −𝜀1𝑈 1𝑋1e𝑌

1

,

𝑈 01
𝑡 = 𝑈 01

(︂
𝐴0 +

𝑈 1
𝑡

𝑈 1
− 𝜀1𝐶𝑋

1e𝑌
1

)︂
= 𝑇𝑡𝑈

01𝐴0.

Теорема 2.3.6. Нехай 𝒦3 — пiдклас рiвнянь iз класу (2.1) з коефiцiєн-
тами, залежними щонайбiльше вiд 𝑡, який виокремлено з класу (2.1)
зв’язками 𝐴𝑘

𝑥 = 𝐶𝑥 = 𝐵𝑥 = 0, 𝑘 = 0, . . . , 𝑟. Клас �̄�3 тих самих рiв-
нянь, де набiр довiльних елементiв формально розширено вiртуальни-
ми довiльними елементами 𝑌 1 i 𝑌 2, визначеними рiвняннями (2.17),
нормалiзований в узагальненому сенсi. Його узагальнену групу еквi-
валентностi �̄�∼

�̄�3
складають перетворення вигляду

𝑡 = 𝑇 (𝑡, 𝑌 1, 𝑌 2), �̃� = �̄�1𝑥+ �̄�0(𝑡, 𝑌 1, 𝑌 2), �̄�1 :=
1

𝜀1𝑌 2 + 𝜀0
,

�̃� = �̄� 1(𝑡, 𝑌 1, 𝑌 2)
(︀
𝑢− 𝜀1�̄�

1e𝑌
1

𝑥
)︀

+ �̄� 00(𝑡, 𝑌 1, 𝑌 2),
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𝐴𝑗 =
(�̄�1)𝑗

D̄𝑡𝑇
𝐴𝑗, 𝐴1 =

�̄�1

D̄𝑡𝑇

(︂
𝐴1 +

�̄� 00

�̄� 1
𝐶 − D̄𝑡�̄�

0

�̄�1

)︂
,

𝐴0 =
1

D̄𝑡𝑇

(︂
𝐴0 +

D̄𝑡�̄�
1

�̄� 1
− 𝜀1𝐶�̄�

1e𝑌
1

)︂
,

�̃� =
�̄� 1

D̄𝑡𝑇
𝐵 +

D̄𝑡�̄�
00

D̄𝑡𝑇
+ 𝜀1�̄�

1�̄�1e𝑌
1 𝐴1

D̄𝑡𝑇
− �̄� 00𝐴0, 𝐶 =

�̄�1

�̄� 1D̄𝑡𝑇
𝐶,

𝑌 1 = 𝑌 1 + ln(𝛿�̄� 1�̄�1), 𝑌 2 =
𝜀′1𝑌

2 + 𝜀′0
𝜀1𝑌 2 + 𝜀0

,

де 𝑗 = 2, . . . , 𝑟; 𝑇 , �̄�0, �̄� 1, �̄� 00 — довiльнi гладкi функцiї вiд 𝑡, 𝑌 1

i 𝑌 2, причому 𝑇𝑡�̄�
1 ̸= 0; 𝜀0, 𝜀1, 𝜀′0 i 𝜀′1 — такi довiльнi сталi, що

𝛿 := 𝜀0𝜀
′
1−𝜀′0𝜀1 ̸= 0 i до того ж, 𝛿�̄� 1�̄�1 > 0; D̄𝑡 = 𝜕𝑡+𝐴

0𝜕𝑌 1 +𝐶e𝑌
1

𝜕𝑌 2 —
усiчений оператор повного диференцiювання по 𝑡.

Доведення. З огляду на наведений вище опис групоїда еквiвалент-
ностi 𝒢∼

�̄�3
класу �̄�3 елементи групи �̄�∼

�̄�3
мають загальний вигляд

𝑡 = 𝑇 (𝑡, 𝜃), �̃� = �̄�1(𝑡, 𝜃)𝑥+ �̄�0(𝑡, 𝜃),

�̃� = �̄� 1(𝑡, 𝜃)𝑢+ �̄� 01(𝑡, 𝜃)𝑥+ �̄� 00(𝑡, 𝜃), ˜̄𝜃 = Θ̄(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝜃).

Обчислення групи �̄�∼
�̄�3

прямим методом аналогiчно обчисленню гру-
пи 𝒢∼

�̄�3
i, пiсля розщеплення за 𝑥 i параметричними похiдними залежної

змiнної 𝑢, дає аналогiчнi вирази для компонент перетворень для змiнних
(𝑡, 𝑥, 𝑢) i аналогiчнi зв’язки на параметр-функцiї. Вiдношення мiж ви-
хiдними й перетвореними довiльними елементами в групоїдi еквiвалент-
ностi стають компонентами перетворень для довiльних елементiв у групi
еквiвалентностi. Але є декiлька вiдмiнностей, якi потрiбно зазначити.

Зокрема, оператори повних похiдних треба продовжити на довiльнi
елементи. Оскiльки довiльнi елементи класу �̄�3 залежать щонайбiльше
вiд 𝑡, продовження є суттєвим лише для D𝑡,

D𝑡 = 𝜕𝑡 +
∑︁
𝛼

𝑢𝛼+𝛿1𝜕𝑢𝛼 +
𝑟∑︁

𝑘=0

𝐴𝑘
𝑡 𝜕𝐴𝑘

+𝐵𝑡𝜕𝐵 + 𝐶𝑡𝜕𝐶 + 𝑌 1
𝑡 𝜕𝑌 1 + 𝑌 2

𝑡 𝜕𝑌 2 + · · · .
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Вираз для D𝑥 формально збережено, D𝑥 = 𝜕𝑥+
∑︀

𝛼 𝑢𝛼+𝛿2𝜕𝑢𝛼. У пiдсумку,
усi частиннi похiднi по 𝑡 у виразах, знайдених за рахунок розщеплення
за 𝑥 i параметричними похiдними змiнної 𝑢, перетворюються на повнi
похiднi по 𝑡.

Iнша вiдмiннiсть полягає в можливостi розщеплення за довiльними
елементами i їхнiми похiдними. Пiсля пiдстановки виразiв (2.17) для
похiдних 𝑌 1

𝑡 i 𝑌 2
𝑡 у зв’язок на �̄�1:

D 2
𝑡

1

�̄�1
=

(︂
𝐶𝑡
𝐶

+ 𝐴0

)︂
D𝑡

1

�̄�1
,

отримане рiвняння можна розщепити за 𝐴0
𝑡𝑡, . . . , 𝐴𝑟

𝑡𝑡, 𝐵𝑡𝑡, 𝐶𝑡𝑡, 𝐴0
𝑡 i 𝐶𝑡. Це

призводить до системи �̄�1
𝐴0 = · · · = �̄�1

𝐴𝑟 = 0, �̄�1
𝐵 = 0, �̄�1

𝐶 = 0, �̄�1
𝑌 1 = 0,

�̄�1
𝑡 = 0 i (1/�̄�1)𝑌 2𝑌 2 = 0, чий загальний розв’язок має вигляд (2.18).

Вирази для перетворених довiльних елементiв 𝐴0, . . . , 𝐴𝑟, �̃� i 𝐶 можна
також розщепити за незв’язаними похiдними довiльних елементiв по 𝑡,
звiдки випливає, що похiднi функцiй 𝑇 , �̄�0, �̄� 1 i �̄� 00 по 𝐴0, . . . , 𝐴𝑟, 𝐵 i 𝐶
нульовi. Тому оператор D𝑡 можна замiнити усiченим оператором повної
похiдної D̄𝑡. Зокрема, �̄� 01 = (�̄� 1D̄𝑡�̄�

1)/(�̄�1𝐶).
Додатковi допомiжнi рiвняння (2.17) також потрiбно трактувати iнак-

ше. Пiдставимо вирази для 𝑌 1
𝑡 i 𝑌 2

𝑡 , визначеними цими рiвняннями, в
розгорнуту форму таких рiвнянь для перетворених довiльних елементiв.
Розщеплення отриманих рiвнянь за iншими похiдними довiльних елемен-
тiв призводить до системи визначальних рiвнянь на (𝑌 1, 𝑌 2)-компоненти
перетворень еквiвалентностi:

𝑌 2
𝑡 = 𝑌 2

𝑌 1 = 𝑌 𝑖
𝐴𝑘 = 𝑌 𝑖

𝐵 = 𝑌 𝑖
𝐶 = 0, 𝑖 = 1, 2, 𝑘 = 0, . . . , 𝑟, 𝑌 1

𝑡 =
𝑈 1
𝑡

𝑈 1
,

𝑌 1
𝑌 1 =

𝑈 1
𝑌 1

𝑈 1
+ 1, 𝑌 1

𝑌 2 =
𝑈 1
𝑌 2

𝑈 1
− 𝜀1
𝜀1𝑌 2 + 𝜀0

, 𝑌 2
𝑌 2 =

�̄�1

𝑈 1
e𝑌

1−𝑌 1

,

чий загальний розв’язок має вигляд iз твердження теореми.

Група калiбрувальної еквiвалентностi класу �̄�3 є пiдгрупою гру-
пи �̄�∼

�̄�3
, виокремленою зв’язками

𝜀0 = 1, 𝜀1 = 0, 𝑇 = 𝑡, �̄�0 = 0, �̄� 1 = 1, �̄� 00 = 0.
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Iнакше кажучи, усi компоненти калiбрувальних перетворень еквiвалент-
ностi є тотожностями, окрiм компонент для 𝑌 1 i 𝑌 2, для яких отримаємо
𝑌 1 = 𝑌 1+ ln 𝜀′1, 𝑌 2 = 𝜀′1𝑌

2 + 𝜀′0, причому 𝜀′1 > 0. Звичайну групу еквi-
валентностi класу �̄�3 виокремлено з групи �̄�∼

�̄�3
зв’язками

𝜀1 = 0, 𝑇𝑌 𝑖 = �̄�0
𝑌 𝑖 = �̄� 1

𝑌 𝑖 = �̄� 00
𝑌 𝑖 = 0, 𝑖 = 1, 2,

а її факторгрупа по калiбрувальнiй групi еквiвалентностi класу �̄�3 iзо-
морфна звичайнiй групi еквiвалентностi класу 𝒦3.

Очевидно, що узагальнена група еквiвалентностi �̄�∼
�̄�3

класу �̄�3 по-
роджує весь його групоїд еквiвалентностi. Водночас, функцiї, що па-
раметризують групу, залежать ще вiд двох аргументiв — 𝑌 1 i 𝑌 2 — у
порiвняннi з функцiями, що параметризують групоїд. Якщо опустити
аргументи 𝑌 1 i 𝑌 2 в параметр-функцiях, то вiдповiдна множина пере-
творень усе ще буде породжувати групоїд еквiвалентностi, але вона не є
групою вiдносно композицiї перетворень. Це показує, що клас �̄�3 може
мати ефективну узагальнену групу еквiвалентностi, що є власною пiд-
групою групи �̄�∼

�̄�3
, але її побудова потребує бiльш делiкатного розгляду,

нiж аналогiчна група класу 𝒦2.

Наслiдок 2.3.7. Клас 𝒦3 нормалiзований у розширеному узагальнено-
му сенсi. Його розширену узагальнену групу еквiвалентностi �̂�∼

𝒦3
мож-

на ототожнити з ефективною узагальненою групою еквiвалентностi
класу �̄�3, яку складають перетворення вигляду

𝑡 = 𝑇 (𝑡), �̃� = 𝑋1
(︀
𝑥+𝑋01(𝑡)𝑌 2 +𝑋00(𝑡)

)︀
, 𝑋1 :=

1

𝜀1𝑌 2 + 𝜀0
,

�̃� = 𝑉 (𝑡)

(︂
𝑢

𝑋1
− e𝑌

1

(𝜀1𝑥− 𝜀0𝑋
01 + 𝜀1𝑋

00)

)︂
,

𝐴𝑗 =
(𝑋1)𝑗

𝑇𝑡
𝐴𝑗, 𝐴1 =

𝑋1

𝑇𝑡

(︀
𝐴1 −𝑋01

𝑡 𝑌
2 −𝑋00

𝑡

)︀
,

𝐴0 =
1

𝑇𝑡

(︂
𝐴0 +

𝑉𝑡
𝑉

)︂
, �̃� =

𝑉

𝑇𝑡

(︂
𝐵

𝑋1
− e𝑌

1

(𝜀1𝐴
1 − 𝜀0𝑋

01
𝑡 + 𝜀1𝑋

00
𝑡 )

)︂
,

𝐶 =
(𝑋1)2

𝑇𝑡𝑉
𝐶, 𝑌 1 = 𝑌 1 + ln(𝛿𝑉 ), 𝑌 2 =

𝜀′1𝑌
2 + 𝜀′0

𝜀1𝑌 2 + 𝜀0
,
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де 𝑗 = 2, . . . , 𝑟; а 𝑇 , 𝑋00, 𝑋01, 𝑉 — довiльнi гладкi функцiї вiд 𝑡, причому
з 𝑇𝑡𝑉 ̸= 0; 𝜀0, 𝜀1, 𝜀′0 i 𝜀′1 — довiльнi сталi, що задовольняють 𝛿 := 𝜀0𝜀

′
1−

𝜀′0𝜀1 ̸= 0 i до того ж, 𝛿𝑉 > 0.

Доведення. Позначимо тимчасово через 𝑀 множину перетворень наве-
деної вище форми. Ця множина є пiдмножиною групи𝐺∼

�̄�3
, асоцiйованою

з такими значеннями групових параметрiв:

𝑇 = 𝑇 (𝑡), �̄�0 = 𝑋1
(︀
𝑋01(𝑡)𝑌 2 +𝑋00(𝑡)

)︀
, �̄� 1 =

𝑉 (𝑡)

𝑋1
,

�̄� 01 = −𝜀1𝑉 (𝑡)e𝑌
1

, �̄� 00 = 𝑉 (𝑡)e𝑌
1(︀
𝜀0𝑋

01(𝑡) − 𝜀1𝑋
00(𝑡)

)︀
.

Множина 𝑀 замкнута вiдносно композицiї перетворень, тобто 𝑀 є
пiдгрупою групи 𝐺∼

�̄�3
.

Пiдгрупа 𝑀 породжує весь групоїд еквiвалентностi 𝒢∼
�̄�3

класу �̄�3,
а тому i весь групоїд еквiвалентностi класу 𝒦3. Справдi, зафiксуємо
будь-яке рiвняння ℒ̄𝜃 з класу �̄�3. Множину T𝜃 всiх допустимих перетво-
рень iз початком 𝜃 параметризовано довiльними гладкими функцiями 𝑇 ,
𝑋0, 𝑈 1, 𝑈 00 вiд 𝑡 i довiльними сталими 𝜀0, 𝜀1, 𝜀′0, 𝜀′1, що задовольняють
нерiвностi

𝑇𝑡𝑈
1 ̸= 0, 𝛿 := 𝜀0𝜀

′
1 − 𝜀′0𝜀1 ̸= 0, 𝛿𝑈 1𝑋1 > 0,

причому 𝑋1 визначено спiввiдношенням (2.18) для фiксованого значення
довiльного елемента 𝑌 2 = 𝑌 2(𝑡). Кожне допустиме перетворення з T𝜃

породжено перетворенням еквiвалентностi з 𝑀 з тими самими значен-
нями параметрiв 𝑇 , 𝜀0, 𝜀1, 𝜀′0, 𝜀′1 i значеннями параметр-функцiй 𝑋00,
𝑋01, 𝑉 , визначеними у такий спосiб:

𝑋00 = 𝜀0𝑋
0(𝑡) − 𝑌 2(𝑡)

𝑈 00(𝑡)

𝑈 1(𝑡)
e−𝑌

1(𝑡), 𝑋01 = 𝜀1𝑋
0(𝑡) +

𝑈 00(𝑡)

𝑈 1(𝑡)
e−𝑌

1(𝑡),

𝑉 =
𝑈 1(𝑡)

𝜀1𝑌 2(𝑡) + 𝜀0
.

Це встановлює взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж 𝑀 i T𝜃, а тому
пiдгрупа 𝑀 є мiнiмальною серед пiдгруп групи 𝐺∼

�̄�3
, що породжують

групоїд еквiвалентностi 𝒢∼
�̄�3

.
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Довiльнi елементи класу 𝒦3 можна вiдкалiбрувати далi у такий спо-
сiб, що вiдповiднi пiдкласи класу 𝒦3 мали кращi нормалiзацiйнi вла-
стивостi. Як зазначено вище, з точнiстю до 𝐺∼

𝒦3
-еквiвалентностi можна

покласти 𝐶 = 1 i 𝐴1 = 0. До того ж, оскiльки клас 𝒦3 параметризують
функцiї, що залежать щонайбiльше вiд 𝑡, 𝐺∼

𝒦3
-еквiвалентнiсть дає змогу

подальшого калiбрування довiльних елементiв — 𝐴0 = 0 i 𝐵 = 0, яке
призводить до нормалiзованого у звичайному сенсi класу 𝒦, чия звичай-
на група еквiвалентностi 𝐺∼

𝒦 скiнченновимiрна. Водночас, калiбрування
довiльних елементiв звичайними перетвореннями еквiвалентностi в кла-
сi, що не є нормалiзованим у звичайному сенсi, не дозволяє легко кон-
тролювати змiну вiдповiдного групоїда еквiвалентностi. Тому порядок
калiбрувань потрiбно ревiзувати, щоб на кожному кроцi калiбрування
побудувати пiдклас, нормалiзований у звичайному сенсi.

Зауваження 2.3.8. Загалом, якщо складне калiбрування розбито на
кiлька крокiв, то порядок крокiв є важливим, оскiльки промiжнi пiд-
класи можуть мають гiршi нормалiзацiйнi властивостi, анiж вихiдний
клас i кiнцевий вiдкалiбрований пiдклас.

Використаємо такий порядок калiбрувань для виокремлення пiдкла-
су 𝒦 iз класу 𝒦1: 𝐶 = 1, 𝐴1 = 0, 𝐴0 = 0, 𝐵1 = 0 i 𝐵0 = 0, якi послiдовно
зв’язують параметри групи (групоїда):

𝑈 1 =
𝑋1

𝑇𝑡
, 𝑈0 =

𝑋1
𝑡 𝑥+𝑋0

𝑡

𝑇𝑡
,

𝑇𝑡𝑡
𝑇𝑡

= 2
𝑋1
𝑡

𝑋1
,(︂

𝑋1
𝑡

(𝑋1)2

)︂
𝑡

= 0,

(︂
𝑋0
𝑡

𝑇𝑡

)︂
𝑡

= 0.

Зауважимо, що впорядкування двох останнiх калiбрувань не є суттєвим,
але якщо спробувати провести хоча б одне з них перед калiбруванням
𝐴0 = 0, то отримаємо нормалiзований в узагальненому розширеному сен-
сi пiдклас; див. доведення наслiдку 2.3.7. Отже, параметр-функцiю 𝑋1

групоїда еквiвалентностi пiдкласу з 𝐶 = 1, 𝐴1 = 0, 𝐵1 = 0 пов’язано з ви-
хiдним значенням довiльного елемента 𝐴0 через рiвняння (2.16) з 𝐶 = 1.
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2.4. Рiвняння з коефiцiєнтами,
залежними вiд просторової змiнної

2.4.1. Попереднiй аналiз групоїда еквiвалентностi. Вивчимо гру-
поїд еквiвалентностi класу ℱ̄ загальних рiвнянь Бюргерса–Кортевега–де
Фрiза з коефiцiєнтами, залежними вiд просторової змiнної:

𝑢𝑡 + 𝐶(𝑥)𝑢𝑢𝑥 =
𝑟∑︁

𝑘=0

𝐴𝑘(𝑥)𝑢𝑘 +𝐵(𝑥) з 𝐴𝑟𝐶 ̸= 0.

Клас ℱ̄ виокремлено з нормалiзованого класу (2.1) зв’язками 𝐴𝑘
𝑡=0,

𝑘 = 0, . . . , 𝑟, 𝐵𝑡 = 0 i 𝐶𝑡 = 0. Отже, його звичайною групою еквiвалент-
ностi 𝐺∼

ℱ̄ є пiдгрупа групи 𝐺∼
(2.1) з елементiв, що зберiгають наведенi вище

зв’язки.

Твердження 2.4.1. Звичайну групу еквiвалентностi 𝐺∼
ℱ̄ класу ℱ̄ за-

гальних рiвнянь Бюргерса–Кортевега–де Фрiза з просторовими коефi-
цiєнтами складають перетворення в об’єднаному просторi з координа-
тами (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝜃), чиї (𝑡, 𝑥, 𝑢)-компоненти мають вигляд

𝑡 = 𝑐1𝑡+ 𝑐2, �̃� = 𝑋(𝑥), �̃� = 𝑐3𝑢+ 𝑈 0(𝑥),

де 𝑐1, 𝑐2 i 𝑐3 — довiльнi сталi, а 𝑋 = 𝑋(𝑥) i 𝑈 0 = 𝑈 0(𝑥) — довiльнi
гладкi функцiї вiд 𝑥, причому 𝑐1𝑐3𝑋𝑥 ̸= 0.

Наявнiсть класифiкуючих умов [71]

𝑇𝑡
(𝑋𝑥)𝑟

𝑋𝑡𝐴
𝑟
�̃� +

(︂
𝑇𝑡

(𝑋𝑥)𝑟

)︂
𝑡

𝐴𝑟 = 0,
𝑇𝑡𝑈

1

𝑋𝑥
𝑋𝑡𝐶�̃� +

(︂
𝑇𝑡𝑈

1

𝑋𝑥

)︂
𝑡

𝐶 = 0

для допустимих перетворень класу ℱ̄ означає, що вiн не є нормалiзо-
ваним у жодному сенсi. Водночас, можна знову вiдкалiбрувати довiльнi
елементи (𝐶,𝐴1) у (1, 0) перетвореннями еквiвалентностi класу ℱ̄ i отри-
мати вiдкалiбрований пiдклас ℱ .

Твердження 2.4.2. Звичайна група еквiвалентностi 𝐺∼
ℱ класу ℱ є чо-

тиривимiрною, i її складають перетворення вигляду

𝑡 = 𝑐1𝑡+ 𝑐2, �̃� = 𝑐3𝑥+ 𝑐4, �̃� =
𝑐3
𝑐1
𝑢,
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𝐴𝑗 =
𝑐𝑗3
𝑐1
𝐴𝑗, 𝐴0 =

1

𝑐1
𝐴0, �̃� =

𝑐3
𝑐21
𝐵,

де 𝑗 = 2, . . . , 𝑟, а всi 𝑐𝑖 — довiльнi сталi, причому 𝑐1𝑐3 ̸= 0.

Як i його надклас ℱ̄ , клас ℱ не є нормалiзованим у жодному сен-
сi. Тому задачу опису його групоїда еквiвалентностi 𝒢∼

ℱ треба розгля-
дати як класифiкацiю його допустимих перетворень iз точнiстю до 𝐺∼

ℱ -
еквiвалентностi, див. [89]. Клас ℱ є пiдкласом класу (2.7), звiдки випли-
ває, що 𝒢∼

ℱ є пiдгрупоїдом групоїда еквiвалентностi класу (2.7), i тому
для його знаходження потрiбно лише уточнити результати теореми 2.2.4.
Цього можна досягнути диференцiюванням по 𝑡 вiдношень (2.8b)–(2.8c),
розв’язаних вiдносно вихiдних довiльних елементiв, що дає класифiку-
ючi умови для допустимих перетворень:(︀

𝑋1
𝑡 𝑥+𝑋0

𝑡

)︀
𝐴𝑗
�̃� +

(︂
𝑇𝑡𝑡
𝑇𝑡

− 𝑗
𝑋1
𝑡

𝑋1

)︂
𝐴𝑗 = 0, (2.20)

(︀
𝑋1
𝑡 𝑥+𝑋0

𝑡

)︀
𝐴0
�̃� +

𝑇𝑡𝑡
𝑇𝑡
𝐴0 =

1

𝑇𝑡

(︂
2
𝑋1
𝑡

𝑋1
− 𝑇𝑡𝑡
𝑇𝑡

)︂
𝑡

, (2.21)

(︀
𝑋1
𝑡 𝑥+𝑋0

𝑡

)︀
�̃��̃� +

(︂
2
𝑇𝑡𝑡
𝑇𝑡

− 𝑋1
𝑡

𝑋1

)︂
�̃� = − 𝑇𝑡

𝑋1

(︀
𝑋1
𝑡 𝑥+𝑋0

𝑡

)︀2
𝐴0
�̃�

− 𝑋1

𝑇 2
𝑡

(︂
𝑇𝑡
𝑋1
𝑡 𝑥+𝑋0

𝑡

𝑋1

)︂
𝑡

𝐴0 +
𝑋1

𝑇 2
𝑡

(︂
𝑇𝑡
𝑋1

(︂
𝑋1
𝑡 𝑥+𝑋0

𝑡

𝑇𝑡

)︂
𝑡

)︂
𝑡

, (2.22)

де вихiдну просторову змiнну 𝑥 пiсля розгортання всiх похiдних треба
замiнити її виразом через �̃�, 𝑥 = (�̃�−𝑋0)/𝑋1. Зауважимо, що допустимi
перетворення з 𝑇𝑡𝑡 = 𝑋0

𝑡 = 𝑋1
𝑡 = 0 породжує звичайна група еквiвалент-

ностi 𝐺∼
ℱ .

2.4.2. Нетривiальнi умовнi пiдгрупи еквiвалентностi. Допустимi
перетворення класу ℱ прокласифiкуємо, розв’язуючи класифiкуючi умо-
ви (2.20)–(2.22) методом розгалуженого розщеплення. Опускаючи деталi
обчислень, з точнiстю до 𝐺∼

ℱ -еквiвалентностi представимо пiдкласи кла-
су ℱ , що допускають додатковi допустимi перетворення й обговоримо
їхнi групи еквiвалентностiж див. бiльш детальний аналiз у [70, 71].
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I. Клас ℱI рiвнянь

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 =
𝑟∑︁
𝑗=2

𝑎𝑗𝑥
𝑗|𝑥|𝛼𝑢𝑗 +

(︀
𝑎00 + 𝑎01|𝑥|𝛼

)︀
𝑢+ 𝑥

(︀
𝑏0 + 𝑏1|𝑥|𝛼 + 𝑏2|𝑥|2𝛼

)︀
з 𝛼𝑎𝑟 ̸= 0 природно розбити на два 𝒢∼

ℱI
-iнварiантнi пiдкласи ℱI,0 i ℱI,1,

виокремлених вiдповiдно умовами 𝑎01 = 0 i 𝑎01 ̸= 0, оскiльки легко пока-
зати, що довiльний елемент 𝑎01 перетворено за правилом �̃�01 = 𝑐4𝑎01 пiд
дiєю допустимих перетворень класу, 𝑐4 ̸= 0. Клас ℱI,1 допускає додатковi
допустимi перетворення тодi й лише тодi, коли

𝑎00 = (𝛼 + 2)𝑏1/𝑎01 i 𝑏0 = −𝑏21(1 + 𝛼)/𝑎201,

тому зменшимо набiр довiльних елементiв класу на 𝑎00 та 𝑏0 i позначимо
отриманий пiдклас знову через ℱI,1.

Твердження 2.4.3. Клас ℱI,1 нормалiзований в узагальненому сенсi.
Його узагальнену групу еквiвалентностi складають точковi перетво-
рення вигляду

𝑡 = 𝑇 , �̃� = �̄�1𝑥, �̃� =
�̄�1

𝑇𝑡
𝑢− �̄�1

𝑡

𝑇𝑡
𝑥,

�̃� = 𝛼, �̃�𝑗 = 𝑐4𝑎𝑗, �̃�01 = 𝑐4𝑎01, �̃�2 = 𝑐24𝑏2, �̃�1 = 𝑐5,

де 𝑇 — гладка функцiя вiд 𝑡 i довiльних елементiв 𝜃 = (𝛼, 𝑎𝑗, 𝑎01, 𝑏2, 𝑏1),
задана як

𝑇 (𝑡, 𝜃) =
1

𝑐5
ln

⃒⃒⃒⃒
𝑐5

(︂
𝑐2 − 𝑐1𝑎01

e−𝑏1𝛼𝑡/𝑎01−1

𝑏1𝛼

)︂
+ 1

⃒⃒⃒⃒
, якщо 𝑐5 ̸= 0, 𝑏1 ̸= 0,

𝑇 (𝑡, 𝜃) = −𝑎01𝑐1
e𝑏1𝛼𝑡 − 1

𝑏1𝛼
+ 𝑐2, якщо 𝑐5 = 0, 𝑏1 ̸= 0,

𝑇 (𝑡, 𝜃) =
1

𝑐5
ln |𝑐5 (𝑐1𝑡+ 𝑐2) |, якщо 𝑐5 ̸= 0, 𝑏1 = 0,

𝑇 (𝑡, 𝜃) = 𝑐1𝑡+ 𝑐2, якщо 𝑐5 = 0, 𝑏1 = 0,

усi 𝑐𝑖 — довiльнi функцiї вiд 𝜃, причому 𝑐1𝑐4
𝜕(�̃�2, . . . , �̃�𝑟, �̃�01, �̃�1, �̃�2)

𝜕(𝑎2, . . . , 𝑎𝑟, 𝑎01, 𝑏1, 𝑏2)
̸= 0,

а �̄�1(𝑡, 𝜃) = (𝑐4𝑇𝑡)
−1/𝛼, якщо 𝛼 є непарним або рацiональним числом
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iз непарним чисельником у зведеному виглядi, та �̄�1(𝑡) = 𝜀|𝑐4𝑇𝑡|−1/𝛼 з
𝜀 = ±1 i 𝑐4𝑇𝑡 > 0 iнакше.

Зауваження 2.4.4. Функцiя 𝑇 є розв’язком звичайного диференцiаль-
ного рiвняння, що гладко залежить вiд параметрiв, а тому вона є гладкою
по них i початкових умовах [12, наслiдок 6, с. 97] (тут 𝛼, 𝑏1 i 𝑎01 — пара-
метри рiвняння, а 𝑐𝑖 — початковi умови). Цей аргумент застосовано для
групових параметрiв бiльшостi з наведених нижче груп еквiвалентностi.
Справдi, з перетворення для 𝐴0 випливає, що функцiя 𝑇 задовольняє
рiвняння(︂

1

𝑇𝑡

)︂
𝑡

+ 𝛿
1

𝑇𝑡
= 𝛾

для деяких сталих 𝛾 i 𝛿, що має загальний розв’язок

𝑇 (𝑡) =
1

𝛾
ln

⃒⃒⃒⃒
𝛾

(︂
𝑐1

e𝛿𝑡 − 1

𝛿
+ 𝑐2

)︂
+ 1

⃒⃒⃒⃒
.

Неперервнiсть цiєї функцiї за параметрами є очевидною, а для сингуляр-
них значень параметрiв вираз для функцiї набуває вигляду

𝑇 (𝑡) = 𝑐1
e𝛿𝑡 − 1

𝛿
+ 𝑐2, якщо 𝛾 = 0 i 𝛿 ̸= 0,

𝑇 (𝑡) =
1

𝛾
ln |𝛾(𝑐1𝑡+ 𝑐2) + 1|, якщо 𝛾 ̸= 0 i 𝛿 = 0,

𝑇 (𝑡) = 𝑐1𝑡+ 𝑐2, якщо (𝛾, 𝛿) = (0, 0).

Можна показати, що перетворення у твердженнi 2.4.3 справдi утворюють
групу. Отже, група еквiвалентностi класу ℱI,1 є локальною групою Лi
перетворень. Якщо функцiя 𝑇 має вигляд 1

𝛾 ln |𝛾(𝑐1𝑡+𝑐2)+1|, а 𝛾𝑐2 = −1,
то 𝑇 (𝑡) вироджується в афiнну функцiю. Щоб цього уникнути, в усiх
таких ситуацiях нижче неявно вважаємо iнакше. Позначимо через 𝜕(·,...,·)

𝜕(·,...,·)
визначник вiдповiдної матрицi Якобi.

Оскiльки довiльний елемент 𝛼 iнварiантний пiд дiєю допустимих пе-
ретворень, зручно розглядати два пiдкласи ℱI,00 i ℱI,01 класу ℱI,0, ви-
окремлених вiдповiдно умовами 𝛼 = −2 i 𝛼 ̸= −2. Розширення до-
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пустимих перетворень в останньому класi можливе лише в його пiд-
класi (позначеному знову через ℱI,01), виокремленому умовами 𝑏1 = 0

i 𝑏0 = −(𝛼 + 1)𝑎200/(𝛼 + 2)2.

Твердження 2.4.5. Клас ℱI,01 нормалiзований в узагальненому сенсi.
Його узагальнену групу еквiвалентностi складають точковi перетво-
рення вигляду

𝑡 = 𝑇 (𝑡), �̃� = �̄�1(𝑡)𝑥, �̃� =
�̄�1

𝑇𝑡
𝑢− �̄�1

𝑡

𝑇𝑡
𝑥,

�̃� = 𝛼, �̃�𝑗 = 𝑐4𝑎𝑗, �̃�00 = 𝑐5, �̃�2 = 𝑐24𝑏2,

де 𝑇 — гладка функцiя вiд 𝑡 i довiльних елементiв 𝜃, задана як

𝑇 (𝑡, 𝜃) =
1

𝑐5
ln

⃒⃒⃒⃒
𝑐5

(︂
𝑐1

e𝑎00𝛼𝑡/(𝛼+2)−1

𝑎00𝛼/(𝛼+2)
+ 𝑐2

)︂
+1

⃒⃒⃒⃒
, якщо 𝑐5 ̸= 0, 𝑎00 ̸= 0,

𝑇 (𝑡, 𝜃) = 𝑐1
e𝑎00𝛼𝑡/(𝛼+2) − 1

𝑎00𝛼/(𝛼 + 2)
+ 𝑐2, якщо 𝑐5 = 0, 𝑎00 ̸= 0,

𝑇 (𝑡, 𝜃) =
1

𝑐5
ln |𝑐5(𝑐1𝑡+ 𝑐2) + 1|, якщо 𝑐5 ̸= 0, 𝑎00 = 0,

𝑇 (𝑡, 𝜃) = 𝑐1𝑡+ 𝑐2, якщо 𝑐5 = 0, 𝑎00 = 0.

Тут усi 𝑐𝑖 — довiльнi функцiї вiд 𝜃, причому 𝑐1𝑐4
𝜕(�̃�2, . . . , �̃�𝑟, �̃�00, �̃�2)

𝜕(𝑎2, . . . , 𝑎𝑟, 𝑎00, 𝑏2)
̸= 0,

а �̄�1(𝑡, 𝜃) = (𝑐4𝑇𝑡)
−1/𝛼, якщо 𝛼 непарне або рацiональне число з непар-

ним чисельником у зведеному виглядi, та �̄�1(𝑡, 𝜃) = 𝜀|𝑐4𝑇𝑡|−1/𝛼 з 𝜀 = ±1

i 𝑐4𝑇𝑡 > 0 iнакше.

Опис групи еквiвалентностi класу ℱI,00 бiльш складний, тому спочат-
ку знайдемо його групоїд еквiвалентностi. Вiдповiдно до нашого стан-
дартного пiдходу розглянемо пiдклас цього класу, виокремлений умовою
𝑎00 = 𝑏1 = 0.

Твердження 2.4.6. Точкове перетворення пов’язує два рiвняння з кла-
су ℱI,00 тодi й лише тодi, коли його компоненти мають вигляд

𝑡 = 𝑇 (𝑡), �̃� = 𝑋1(𝑡)𝑥, �̃� =
𝑋1

𝑇𝑡
𝑢− 𝑋1

𝑡

𝑇𝑡
𝑥,
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де (𝑋1)2 = 𝑐4𝑇𝑡, а гладка функцiя 𝑇 вiд 𝑡 задовольняє рiвняння(︂
𝑇𝑡𝑡
𝑇𝑡

)︂
𝑡

− 1

2

(︂
𝑇𝑡𝑡
𝑇𝑡

)︂2

= 2�̃�0𝑇
2
𝑡 − 2𝑏0.

Тут 𝑐4 — довiльна стала, причому 𝑐4𝑇𝑡 > 0.

Останнє рiвняння — автономне звичайне диференцiальне рiвняння
на 𝑇 , яке можна iнтегрувати у квадратурах стандартними технiками,
але у такий спосiб явний вигляд його загального розв’язку можна за-
писати лише для особливих значень параметрiв. З iншого боку, для
будь-якого рiвняння з ℱI,00 iснує еквiвалентне йому рiвняння в пiдкла-
сi ℱ 𝑏0=0

I,00 , виокремленому умовою 𝑏0 = 0. Вiдповiдне точкове перетво-
рення: 𝑡 = 𝑇 (𝑡), �̃� =

√︀
|𝑇𝑡|𝑥, �̃� = 𝑢/

√︀
|𝑇𝑡| − 𝑇𝑡𝑡𝑥/(2|𝑇𝑡|3/2), де гладка

функцiя 𝑇 вiд 𝑡 є розв’язком рiвняння (𝑇𝑡𝑡/𝑇𝑡)𝑡 − 1
2 (𝑇𝑡𝑡/𝑇𝑡)

2 + 2𝑏0 = 0,
для якого загальний розв’язок можна знайти явно, хоча тут достатньо
й часткового розв’язку. Так, 𝑇 (𝑡) = e2𝑏𝑡 i 𝑇 (𝑡) = tg(𝑏𝑡) є частковими
розв’язками, якщо вiдповiдно 𝑏0 = 𝑏2 > 0 i 𝑏0 = −𝑏2 < 0, причому 𝑏 > 0

в обох випадках.

Твердження 2.4.7. Клас ℱ 𝑏0=0
I,00 нормалiзований у звичайному сенсi.

Його звичайну групу еквiвалентностi складають точковi перетворен-
ня вигляду

𝑡 = 𝑇 (𝑡), �̃� = 𝑋1(𝑡)𝑥, �̃� =
𝑋1

𝑇𝑡
𝑢− 𝑋1

𝑡

𝑇𝑡
𝑥, �̃�2 = 𝑐4𝑎2, �̃�2 = 𝑐24𝑏2,

де 𝑋1(𝑡) = 𝜀
√
𝑐4𝑇𝑡 з 𝜀 = ±1, 𝑇 = (𝑐1𝑡 + 𝑐2)/(𝑐3𝑡 + 𝑐0), усi 𝑐𝑖 — довiльнi

сталi, що задовольняють 𝛿 = 𝑐1𝑐0 − 𝑐2𝑐3 ̸= 0, а 𝑐0, 𝑐1, 𝑐2 i 𝑐3 визначенi
з точнiстю до ненульового множника, причому 𝑐4𝛿 > 0.

З iншого боку, будь-яке допустиме перетворення класу ℱI,00 можна зо-
бразити як композицiю допустимого перетворення мiж вихiдним рiвнян-
ням з ℱI,00 i перетвореним рiвнянням з ℱ 𝑏0=0

I,00 , допустимого перетворен-
ня, породженого перетворенням еквiвалентностi з ℱ 𝑏0=0

I,00 , i допустимого
перетворення у зворотному напрямку. У такий спосiб можна уникнути
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неявних виразiв у квадратурах, що виникають у попередньому пiдходi.
Зауважимо, що параметр-функцiю 𝑇 визначено як розв’язок звичайного
диференцiального рiвняння третього порядку, параметризованого ста-
лими 𝑏0 i �̃�0, а тому її саму за теоремою Пеано–Пiкара параметризовано
трьома додатковими сталими.

Твердження 2.4.8. Клас ℱI,00 нормалiзований в узагальненому сенсi.
Його ефективну узагальнену групу еквiвалентностi складають точковi
перетворення вигляду

𝑡 = 𝑃 2(𝑇 (𝑃 1(𝑡))), �̃� =
√︁
𝑃 2
𝑡 𝑃

1
𝑡 𝑋

1(𝑡)𝑥,

�̃� =
1

𝑃 2
𝑡

(︃
𝑋1

𝑇𝑡𝑃
1
𝑡

𝑢−

(︃
𝑋1𝑃 1

𝑡𝑡

2𝑇𝑡(𝑃
1
𝑡 )3/2

+
𝑋1
𝑡

√︀
𝑃 1
𝑡

𝑇𝑡
+
𝑃 2
𝑡𝑡𝑋

1
√︀
𝑃 1
𝑡

2𝑃 2
𝑡

)︃
𝑥

)︃
,

�̃�𝑗 = 𝑐4𝑎𝑗, �̃�2 = 𝑐24𝑏2,

�̃�0 =
1

(𝑃 2
𝑡 )2

(︃
1

(𝑃 1
𝑡 )2

(︂
𝑏0−

(𝑃 1
𝑡𝑡)

2

4(𝑃 1
𝑡 )2

+
1

2

(︂
𝑃 1
𝑡𝑡

𝑃 1
𝑡

)︂
𝑡

)︂
−

(𝑃 2
𝑡𝑡)

2

4(𝑃 2
𝑡 )2

+
1

2

(︂
𝑃 2
𝑡𝑡

𝑃 2
𝑡

)︂
𝑡

)︃
,

де 𝑡 = 𝑃 1(𝑡), 𝑡 = 𝑇 (𝑡), 𝑡 = 𝑃 2(𝑡), 𝑇 = (𝑐1𝑡 + 𝑐2)/(𝑐3𝑡 + 𝑐0), 𝑋1(𝑡) =

𝜀(𝑐4𝑇𝑡)
1/2 з 𝛿 = 𝑐1𝑐0 − 𝑐2𝑐3 ̸= 0, усi 𝑐𝑖 — довiльнi сталi,

𝑃 1(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑡, якщо 𝑏0 = 0,

tg(
√
−𝑏0𝑡), якщо 𝑏0 < 0,

e2
√
𝑏0𝑡, якщо 𝑏0 > 0;

𝑃 2(𝑡) пробiгає множину функцiй
{︀
𝑡, 1

𝑐5
ln |𝑡|, 1

2𝑐5
arctg 𝑡

}︀
, сталi 𝑐𝑖,

𝑖 = 0, 1, 2, 3, визначенi з точнiстю до ненульового множника, причому
𝑐4𝛿 > 0, 𝑃 2

𝑡 > 0 i 𝜀 = ±1.

Довiльний елемент �̃�0 перетвореного рiвняння приймає значення 𝑐25,
якщо 𝑃 2(𝑦) = 1

𝑐5
ln |𝑦|, значення −𝑐25, якщо 𝑃 2(𝑦) = 1

2𝑐5
arctg 𝑦 (𝑐5 ̸= 0

в обох випадках) i значення 0 iнакше. Функцiї 𝑃 2(𝑇 (𝑃 1(𝑡))) задають
трипараметричну сiм’ю розв’язкiв згаданого вище нелiнiйного рiвняння
третього порядку на 𝑇 , параметризованого сталими 𝑏0 i �̃�0.
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Зауваження 2.4.9. Точковi перетворення з твердження 2.4.8 утворю-
ють групу за побудовою, а тому складають ефективну узагальнену групу
еквiвалентностi класу ℱI,00. Щоб отримати всю узагальнену групу еквi-
валентностi, треба дати змогу сталим 𝑐𝑖 пробiгати множину довiльних
гладких функцiй вiд довiльних елементiв класу.

II. Клас ℱII диференцiальних рiвнянь вигляду

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 =
𝑟∑︁
𝑗=2

𝑎𝑗𝑥
𝑗𝑢𝑗 + (𝑎01 ln |𝑥| + 𝑎00)

+ 𝑥

(︂
−𝑎

2
01

4
ln2 |𝑥| +

(︂
𝑎201
4

− 𝑎00𝑎01
2

)︂
ln |𝑥| + 𝑏0

)︂
розiб’ємо на два пiдкласи ℱII,0 i ℱII,1, виокремленi вiдповiдно умовами
𝑎01 = 0 i 𝑎01 ̸= 0 i iнварiантними пiд дiєю допустимих перетворень кла-
су ℱII.

Твердження 2.4.10. Клас ℱII,0 нормалiзований у звичайному сенсi.
Його групу еквiвалентностi складають точковi перетворення вигляду

𝑡 = 𝑐1𝑡+ 𝑐2, �̃� = 𝑐4e
𝑐3𝑡𝑥, �̃� =

𝑐4e
𝑐3𝑡

𝑐1
(𝑢+ 𝑐3𝑥),

�̃�𝑗 =
𝑎𝑗
𝑐1
, �̃�00 =

𝑎00 + 2𝑐3
𝑐1

, �̃�0 =
𝑏0 − 𝑐23
𝑐21

,

де всi 𝑐𝑖 — довiльнi сталi з 𝑐1𝑐4 ̸= 0.

Серед розглянутих пiдкласiв класу ℱ клас ℱII,0 є єдиним нормалiзо-
ваним у звичайному сенсi.

Твердження 2.4.11. Клас ℱII,1 нормалiзований в узагальненому сен-
сi. Його узагальнену групу еквiвалентностi �̄�∼

II,1 складають точковi
перетворення вигляду

𝑡 = 𝑐1𝑡+ 𝑐2, �̃� = �̄�1𝑥, �̃� =
�̄�1

𝑐1

(︁
𝑢+

𝑐4𝑎01
2

e𝑎01𝑡/2𝑥
)︁
, �̃�𝑗 =

𝑎𝑗
𝑐1
,

�̃�01 =
𝑎01
𝑐1
, �̃�00 =

1

𝑐1
(𝑎00 − 𝑎01𝑐3),
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�̃�0 =
1

4𝑐21

(︀
4𝑏0 − 𝑎201(𝑐

2
3 + 𝑐3) + 2𝑎00𝑎01𝑐3

)︀
,

де �̄�1 := exp
(︀
𝑐3 + 𝑐4 exp(𝑎01𝑡2 )

)︀
, а всi 𝑐𝑖 — гладкi функцiї довiльних еле-

ментiв 𝑎00, 𝑎01, 𝑎𝑗 i 𝑏0, причому 𝑐1
𝜕(�̃�2, . . . , �̃�𝑟, �̃�01, �̃�00, �̃�0)

𝜕(𝑎2, . . . , 𝑎𝑟, 𝑎01, 𝑎00, 𝑏0)
̸= 0.

Щоб виокремити ефективну узагальнену групу еквiвалентностi з уза-
гальненої групи еквiвалентностi, покладемо 𝑐2 := 𝑐2/𝑎01, 𝑐3 := −𝑐3/𝑎01 i
позбудемось залежностi iнших 𝑐𝑖 вiд довiльних елементiв.

Твердження 2.4.12. Ефективну узагальнену групу еквiвалент-
ностi �̂�∼

II,1 класу ℱII,1 складають точковi перетворення вигляду

𝑡 = 𝑐1𝑡+
𝑐2
𝑎01

, �̃� = 𝑋1(𝑡)𝑥, �̃� =
𝑋1(𝑡)

𝑐1

(︁
𝑢+

𝑐4𝑎01
2

e𝑎01𝑡/2𝑥
)︁
,

�̃�𝑗 =
𝑎𝑗
𝑐1
, �̃�01 =

𝑎01
𝑐1
, �̃�00 =

1

𝑐1
(𝑎00 + 𝑐3),

�̃�0 =
1

4𝑐21

(︀
4𝑏0 + (𝑎01 − 2𝑎00)𝑐3 − 𝑐23

)︀
,

де 𝑋1(𝑡) := exp
(︀
− 𝑐3
𝑎01

+ 𝑐4 exp(𝑎01𝑡2 )
)︀
, а всi 𝑐𝑖 — довiльнi сталi з 𝑐1 ̸= 0.

Ефективна узагальнена група еквiвалентностi �̂�∼
II,1 не є нормальною

пiдгрупою групи �̄�∼
II,1, що одразу видно iз 𝑡-компоненти композицiї пе-

ретворень. Отже, вона не єдина як ефективна узагальнена група еквi-
валентностi класу ℱII,1, оскiльки спряженi до неї пiдгрупи в �̄�∼

II,1 також
є ефективними узагальненими групами еквiвалентностi класу ℱII,1.

III. Клас диференцiальних рiвнянь вигляду

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 =
𝑟∑︁
𝑗=2

𝑎𝑗e
𝛼𝑥𝑢𝑗 + (𝑎01e

𝛼𝑥 + 𝑎00)𝑢+ 𝑏2e
2𝛼𝑥 + 𝑏1e

𝛼𝑥 + 𝑏0

з 𝛼𝑎𝑟 ̸= 0 допускає додатковi допустимi перетворення тодi й лише тодi,
коли

𝑏0 = −𝑎
2
00 + 𝑎00

2𝛼
i 𝑏1 = −𝑎00𝑎01

𝛼
.
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Твердження 2.4.13. Клас ℱIII нормалiзований в узагальненому сенсi.
Його узагальнену групу еквiвалентностi складають точковi перетво-
рення вигляду

𝑡 = 𝑇 , �̃� = 𝑐5𝑥−
𝑐5
𝛼

ln |𝑐4𝑇𝑡|, �̃� =
𝑐5
𝑇𝑡

(︂
𝑢− 𝑇𝑡𝑡

𝛼𝑇𝑡

)︂
,

�̃� =
𝛼

𝑐5
, �̃�𝑗 = 𝑐4𝑐

𝑗
5𝑎𝑗, �̃�01 = 𝑐4𝑎01, �̃�00 = 𝑐3, �̃�2 = 𝑐24𝑐5𝑏2,

де функцiя 𝑇 вiд 𝑡 i довiльних елементiв 𝜃 задана як

𝑇 (𝑡, 𝜃) =
1

𝑐3
ln

⃒⃒⃒⃒
𝑐3

(︂
𝑐1

e𝑎00𝑡 − 1

𝑎00
+ 𝑐2

)︂
+ 1

⃒⃒⃒⃒
, якщо 𝑐3 ̸= 0, 𝑎00 ̸= 0,

𝑇 (𝑡, 𝜃) = 𝑐1
e𝑎00𝑡 − 1

𝑎00
+ 𝑐2, якщо 𝑐3 = 0, 𝑎00 ̸= 0,

𝑇 (𝑡, 𝜃) =
1

𝑐3
ln |𝑐3(𝑐1𝑡+ 𝑐2)|, якщо 𝑐3 ̸= 0, 𝑎00 = 0,

𝑇 (𝑡, 𝜃) = 𝑐1𝑡+ 𝑐2, якщо 𝑐3 = 0, 𝑎00 = 0,

𝑐𝑖 — гладкi функцiї вiд 𝜃, причому 𝑐1𝑐4𝑐5
𝜕(�̄�, �̃�2, . . . , �̃�𝑟, �̃�00, �̃�01, �̃�2)

𝜕(𝛼, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑟, 𝑎00, 𝑎01, 𝑏2)
̸= 0.

Для знаходження ефективної узагальненої групи еквiвалентностi кла-
су ℱIII вдамося до еврiстичних мiркувань. Довiльний елемент �̃�00 може
приймати будь-яке дiйсне значення. Отже, достатньо розглянути пере-
творення �̃�00 = 𝑎00 + 𝑐3, 𝑐3 ∈ R. У такий спосiб збережено кiлькiсть по-
чаткових умов, що параметризують 𝑇 , i гарантовано необхiдну область
для значень довiльного елемента �̃�00. Щоб задовольнити iншi умови на
ефективну узагальнену групу еквiвалентностi, позбудемось будь-якої за-
лежностi всiх iнших 𝑐𝑖 вiд довiльних елементiв. Насправдi, правильну
їхню параметризацiю обрано вже в твердженнi.

Твердження 2.4.14. Ефективну узагальнену групу еквiвалент-
ностi �̂�∼

III класу ℱIII складають точковi перетворення вигляду

𝑡 = 𝑇, �̃� = 𝑐5𝑥−
𝑐5
𝛼

ln |𝑐4𝑇𝑡|, �̃� =
𝑐5
𝑇𝑡

(︂
𝑢− 𝑇𝑡𝑡

𝛼𝑇𝑡

)︂
, �̃� =

𝛼

𝑐5
,

�̃�𝑗 = 𝑐4𝑐
𝑗
5𝑎𝑗, �̃�01 = 𝑐4𝑎01, �̃�00 = 𝑎00 + 𝑐3, �̃�2 = 𝑐24𝑐5𝑏2,
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де функцiя 𝑇 задана як

𝑇 (𝑡) =

ln

⃒⃒⃒⃒
(𝑎00+𝑐3)

(︂
𝑐1

e𝑎00𝑡−1

𝑎00
+ 𝑐2

)︂
+ 1

⃒⃒⃒⃒
𝑎00 + 𝑐3

, якщо 𝑐3 ̸= −𝑎00, 𝑎00 ̸= 0,

𝑇 (𝑡) = 𝑐1
e𝑎00𝑡 − 1

𝑎00
+ 𝑐2, якщо 𝑐3 = −𝑎00, 𝑎00 ̸= 0,

𝑇 (𝑡) =
1

𝑐3
ln
⃒⃒
𝑐3(𝑐1𝑡+ 𝑐2)

⃒⃒
, якщо 𝑐3 ̸= 0, 𝑎00 = 0,

𝑇 (𝑡) = 𝑐1𝑡+ 𝑐2, якщо 𝑐3 = 0, 𝑎00 = 0,

а всi 𝑐𝑖 — довiльнi сталi, причому 𝑐1𝑐4𝑐5 ̸= 0.

Аналогiчно класу ℱII,1 можна показати неєдинiсть ефективної уза-
гальненої групи еквiвалентностi для класу ℱIII.

IV. Обговоримо останнiй пiдклас ℱIV класу ℱ , що допускає додатковi
допустимi перетворення. Його складають рiвняння вигляду

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 =
𝑟∑︁
𝑗=2

𝑎𝑗𝑢𝑗 + 𝑎0𝑢+ 𝑏1𝑥+ 𝑏0.

Оскiльки довiльнi елементи 𝑎𝑗 можна масштабувати дiєю групи еквi-
валентностi цього класу, виокремимо два його пiдкласи: ℱIV,0 з 𝑎𝑗 = 0

для всiх 𝑗 = 2, . . . , 𝑟 − 1 i доповнюючий до нього пiдклас ℱIV,1 з щонай-
менше одним ненульовим 𝑎𝑗 з 𝑗 = 2, . . . , 𝑟 − 1.

Твердження 2.4.15. Клас ℱIV,1 нормалiзований в узагальненому сенсi.
Його узагальнену групу еквiвалентностi складають точковi перетво-
рення вигляду

𝑡 = 𝑇 1𝑡+ 𝑇 0, �̃� = �̄�1𝑥+ �̄�0, �̃� =
�̄�1

𝑇 1
𝑢+

�̄�0
𝑡

𝑇 1
,

�̃�𝑗 =
(�̄�1)𝑟

𝑇 1
𝑎𝑗, 𝑎0 =

𝑎0
𝑇 1
, �̃�1 =

𝑏1
(𝑇 1)2

, �̃�0 =
1

(𝑇 1)2
(︀
�̄�1𝑏0 + 𝑐3

)︀
,
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�̄�0(𝑡, 𝜃) :=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑐1e
𝜆1𝑡 + 𝑐2e

𝜆2𝑡 + 𝑐3, якщо 𝐷 > 0, 𝜆1 ̸= 0,

𝑐1𝑡+ 𝑐2e
𝜆2𝑡 + 𝑐3, якщо 𝐷 > 0, 𝜆1 = 0,

𝑐1e
𝑏1𝑡/2 + 𝑐2𝑡e

𝑏1𝑡/2 + 𝑐3, якщо 𝐷 = 0, 𝑏1 ̸= 0,

𝑐1𝑡
2 + 𝑐2𝑡+ 𝑐3, якщо 𝐷 = 0, 𝑏1 = 0,

𝑐1e
𝑏1𝑡/2 cos(

√
−𝐷𝑡+ 𝑐2) + 𝑐3, якщо 𝐷 < 0,

де 𝐷 = 𝑏21 + 4𝑎0 i 𝜆1,2 = (𝑏1 ±
√
𝐷)/2 з |𝜆1| < |𝜆2|, а �̄�1, 𝑇 0, 𝑇 1

i всi 𝑐𝑖 пробiгають множину гладких функцiй вiд довiльних елемен-

тiв 𝜃 = (𝑎𝑗, 𝑎0, 𝑏1, 𝑏0), причому �̄�1𝑇 1𝜕(�̃�2, . . . , �̃�𝑟, �̃�0, �̃�1, �̃�0)

𝜕(𝑎2, . . . , 𝑎𝑟, 𝑎0, 𝑏1, 𝑏0)
̸= 0.

Тут функцiя �̄�0 є розв’язком звичайного диференцiального рiвняння
�̄�0
𝑡𝑡𝑡 − 𝑏1�̄�

0
𝑡𝑡 − 𝑎0�̄�

0
𝑡 = 0, а тому вона гладко залежить вiд параметрiв 𝑏1,

𝑎0 i початкових умов.
Розглянемо окремо випадки 𝑟 = 2 i 𝑟 > 2, у яких групоїд еквiвалент-

ностi класу ℱIV,0 набуває суттєво рiзного вигляду. Спочатку вважаємо,
що 𝑟 > 2, i позначимо клас таких рiвнянь через ℱ 𝑟>2

IV,0. Цей клас має
додатковi допустимi перетворення тодi й лише тодi, коли

𝑏1 =
𝑟 − 1

(𝑟 − 2)2
𝑎20,

а тому зменшимо набiр довiльних елементiв на елемент 𝑏1.

Твердження 2.4.16. Клас ℱ 𝑟>2
IV,0 нормалiзований в узагальненому сен-

сi. Його узагальнену групу еквiвалентностi складають точковi пере-
творення вигляду

𝑡 = 𝑇 , �̃� = �̄�1𝑥+ �̄�0, �̃� =
�̄�1

𝑇𝑡
𝑢+

�̄�1
𝑡

𝑇𝑡
𝑥+

�̄�0
𝑡

𝑇𝑡
,

�̃�𝑟 = 𝑐4𝑎𝑟, �̃�0 = 𝑐3, �̃�0 = 𝑐5,

де 𝑇 i �̄�0 — гладкi функцiї вiд 𝑡 i довiльних елементiв 𝜃 = (𝑎0, 𝑎𝑟, 𝑏0) з
𝑇𝑡 ̸= 0, що задовольняють систему звичайних диференцiальних рiвнянь

𝑐3 =
1

𝑇𝑡

(︂
𝑎0 −

𝑇𝑡𝑡
𝑇𝑡

)︂
, (2.23)
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𝑐5 = 𝑏0
�̄�1

𝑇𝑡2
+

1

𝑇𝑡

(︂
�̄�0
𝑡

𝑇𝑡

)︂
𝑡

− 𝑐3
�̄�0
𝑡

𝑇𝑡
− 𝑐23(𝑟 − 1)

(𝑟 − 2)2
�̄�0, (2.24)

параметризованих 𝜃, �̄�1 = 𝜀(𝑐4𝑇𝑡)
1/𝑟 з 𝜀 = ±1 i 𝑐4𝑇𝑡 > 0, якщо порядок 𝑟

парний, i 𝜀 = 1 iнакше, а 𝑐3, 𝑐4, 𝑐5 i ”сталi iнтегрування” у загальному
розв’язку зазначеної системи — такi довiльнi гладкi функцiї вiд 𝜃, що

𝑐4
𝜕(�̃�𝑟, �̃�0, �̃�0)

𝜕(𝑎𝑟, 𝑎0, 𝑏0)
̸= 0.

Як зазначено вище, загальний розв’язок рiвняння (2.23) як рiвняння
на 𝑇 можна знайти досить просто. Тодi (2.24) стає окремим рiвнянням
вiдносно �̄�0. Найпростiшим методом його розв’язання є метод з поперед-
нього пункту. Спочатку вiдкалiбруємо довiльнi елементи 𝑎0 i 𝑏0 до нуля
фiксованим узагальненим перетворенням еквiвалентностi 𝒯 цього класу
(або рiвносильно — сiм’єю звичайних перетворень еквiвалентностi), а по-
тiм розв’яжемо вiдповiдне рiвняння (�̄�0

𝑡 /𝑇𝑡)𝑡 = 0 в отриманому пiдкласi:

�̄�0 = 𝑐1𝑇 + 𝑐2.

Зауважимо, що рiвняння на 𝑇 також помiтно спрощується: 𝑇𝑡𝑡 = 0.
Узагальненi перетворення еквiвалентностi в класi ℱ 𝑟>2

IV,0 є композицiями
оберненого перетворення 𝒯 −1, перетворень еквiвалентностi в пiдкласi з
𝑎0 = 𝑏0 = 0 i перетворення 𝒯 . Хоча перетворення 𝒯 можна знайти в яв-
ному виглядi (окремо розглянувши чотири випадки: 𝑎0 = 𝑏0 = 0; 𝑎0 ̸= 0,
𝑏0 = 0; 𝑎0 = 0, 𝑏0 ̸= 0; 𝑎0 ̸= 0, 𝑏0 ̸= 0), для цього потрiбно двiчi використа-
ти теорему Чебишева про iнтегрування бiномiальних диференцiалiв, що
робить такий вигляд занадто громiздкими. Дивись аналогiчний розгляд
для наступного пiдкласу.

Клас ℱ 𝑟=2
IV,0 допускає додатковi допустимi перетворення тодi й лише

тодi, коли 𝑎0=0. Позначимо пiдклас, виокремлений цiєю умовою, знову
через ℱ 𝑟=2

IV,0.

Твердження 2.4.17. Точкове перетворення вигляду

𝑡 = 𝑇 (𝑡), �̃� = 𝑋1(𝑡)𝑥+𝑋0(𝑡), �̃� =
𝑋1

𝑇𝑡
𝑢+

𝑋1
𝑡

𝑇𝑡
𝑥+

𝑋0
𝑡

𝑇𝑡
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пов’язує вихiдне й перетворене рiвняння в класi ℱ 𝑟=2
IV,0 тодi й лише тодi,

коли (𝑋1)2/𝑇𝑡 = const ̸= 0, параметр-функцiя 𝑇 пробiгає множину
розв’язкiв рiвняння(︂

𝑇𝑡𝑡
𝑇𝑡

)︂
𝑡

− 1

2

(︂
𝑇𝑡𝑡
𝑇𝑡

)︂2

= 2�̃�1𝑇
2
𝑡 − 2𝑏1,

а параметр-функцiя 𝑋0 задовольняє рiвняння

1

𝑇𝑡

(︂
𝑋0
𝑡

𝑇𝑡

)︂
𝑡

− �̃�1𝑋
0 = �̃�0 − 𝑏0

𝑋1

𝑇𝑡2
.

Останнє рiвняння з заданим значенням параметр-функцiї 𝑇 є лiнiй-
ним неоднорiдним рiвнянням на 𝑋0 як функцiю вiд 𝑇 , а диференцiальне
рiвняння на 𝑇 iнтегроване у квадратурах стандартними технiками як ав-
тономне рiвняння на ln |𝑇𝑡|. Однак, завдяки трюку, аналогiчному до ви-
користаного для класу ℱI,00, можна досягти кращих результатiв. А саме,
вiдкалiбруємо довiльнi елементи 𝑏0 i 𝑏1 до нуля точковими перетворен-
нями вигляду

𝑡 = 𝑇 (𝑡), �̃� =
√︀
𝑇𝑡𝑥+𝑋0(𝑡), �̃� =

𝑢√
𝑇𝑡

+
𝑇𝑡𝑡𝑥

2(𝑇𝑡)3/2
+
𝑋0
𝑡

𝑇𝑡
,

де

𝑇 = e2
√
𝑏1𝑡, 𝑋0 = 4𝑏0(2

√
𝑏1)

3/2e
√
𝑏1𝑡, якщо 𝑏1 > 0,

𝑇 = tg(
√
−𝑏1𝑡), 𝑋0 =

−𝑏0(−𝑏1)3/4

cos
√
−𝑏1𝑡

, якщо 𝑏1 < 0,

отримавши пiдклас ℱ 𝑟=2
IV,00 класу ℱ 𝑟=2

IV,0. Пiсля цього знайдемо групоїд
еквiвалентностi класу ℱ 𝑟=2

IV,0, беручи композицiї перетворень еквiвалент-
ностi в пiдкласi ℱ 𝑟=2

IV,00 з точковими перетвореннями, що вiдображають
рiвняння з надкласу у рiвняння з пiдкласу й навпаки.

Твердження 2.4.18. Клас ℱ 𝑟=2
IV,00 нормалiзований у звичайному сенсi.

Його звичайну групу еквiвалентностi складають точковi перетворен-
ня вигляду

𝑡 = 𝑇 (𝑡), �̃� = 𝑋1(𝑡)𝑥+𝑋0, �̃� =
𝑋1

𝑇𝑡
𝑢+

𝑋1
𝑡

𝑇𝑡
𝑥, �̃�2 = 𝑐4𝑎2,
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де 𝑋1(𝑡) = 𝜀(𝑐4𝛿)
1/2/(𝑐3𝑡 + 𝑐0), 𝑇 = (𝑐1𝑡 + 𝑐2)/(𝑐3𝑡 + 𝑐0), а 𝑋0 i всi 𝑐𝑖 —

такi довiльнi сталi, що 𝛿 = 𝑐1𝑐0 − 𝑐2𝑐3 ̸= 0 та 𝑐0, 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3 визначенi з
точнiстю до ненульового сталого множника, причому 𝑐4𝛿 > 0 i 𝜀 = ±1.

Точкове перетворення 𝒯𝑇 ,�̃�0, що вiдображає рiвняння з ℱ 𝑟=2
IV,00 у

рiвняння з ℱ 𝑟=2
IV,0, має той самий вигляд, як i наведений вище:

𝑡 = 𝑇 (𝑡), 𝑥 = |𝑇𝑡|1/2�̃�+ �̃�0(𝑡), 𝑢 =
�̃�

|𝑇𝑡|1/2
+

𝑇𝑡𝑡�̃�

2|𝑇𝑡|3/2
+
�̃�0
𝑡

𝑇𝑡
,

де 𝑇 (𝑇 (𝑡)) = 𝑡 i �̃�0(𝑡) = −(𝑋0/𝑇𝑡)(𝑇 (𝑡)), тобто

(︀
𝑇 , �̃�0

)︀
=

(︃
ln |𝑡|
2
√︀
�̃�1
,
�̃�0

�̃�1

)︃
, якщо �̃�1 > 0;

(︀
𝑇 , �̃�0

)︀
=

(︃
arctg(𝑡)√︀

−�̃�1
,
�̃�0

�̃�1

)︃
, якщо �̃�1 < 0.

Твердження 2.4.19. Клас ℱ 𝑟=2
I𝑉,0 нормалiзований в узагальненому сенсi.

Його ефективну узагальнену групу еквiвалентностi складають точковi
перетворення вигляду

𝑡 = 𝑃 2(𝑇 (𝑃 1(𝑡))), �̃� =
√︁
𝑃 1
𝑡 𝑃

2
𝑡 𝑋

1(𝑡)𝑥+
√︁
𝑃 2
𝑡 (𝑋1𝑅1 +𝑋0) +𝑅2,

�̃� =
𝑋1𝑢

𝑇𝑡

√︁
𝑃 1
𝑡 𝑃

2
𝑡

+

⎛⎜⎝ 𝑋1𝑃 1
𝑡𝑡

2𝑇𝑡

√︁
(𝑃 1

𝑡 )3𝑃 2
𝑡

+
𝑋1
𝑡

√︀
𝑃 1
𝑡

𝑇𝑡

√︁
𝑃 2
𝑡

+
𝑃 2
𝑡𝑡𝑋

1

2
√︀
𝑃 1
𝑡

(𝑃 2
𝑡 )2

⎞⎟⎠𝑥

+
𝑋1𝑅1

𝑡

𝑇𝑡

√︁
𝑃 2
𝑡 𝑃

1
𝑡

+
𝑋1
𝑡
𝑅1

𝑇𝑡
+

𝑃 2
𝑡𝑡

2(𝑃 2
𝑡 )3/2

(︀
𝑋1𝑅1 +𝑋0

)︀
+
𝑅2
𝑡

𝑃 2
𝑡

,

�̃�2 = 𝑐4𝑎2,

�̃�1 =
1

(𝑃 2
𝑡 )2

(︃
1

(𝑃 1
𝑡 )2

(︂
𝑏1 +

(︂
𝑃 1
𝑡𝑡

2𝑃 1
𝑡

)︂
𝑡

− (𝑃 1
𝑡𝑡)

2

4(𝑃 1
𝑡 )2

)︂
+

(︂
𝑃 2
𝑡𝑡

2𝑃 2
𝑡

)︂
𝑡

−
(𝑃 2

𝑡𝑡)
2

4(𝑃 2
𝑡 )2

)︃
,

�̃�0 =
1

(𝑃 2
𝑡 )3/2

(︂
𝑏0

(𝑃 1
𝑡 )3/2

+
1

𝑃 1
𝑡

(︂
𝑅1
𝑡

𝑃 1
𝑡

)︂
𝑡

)︂
+

1

𝑃 2
𝑡

(︂
𝑅2
𝑡

𝑃 2
𝑡

)︂
𝑡

− �̃�1𝑅
2,
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де 𝑡 = 𝑃 1(𝑡), 𝑡 = 𝑇 (𝑡), 𝑡 = 𝑃 2(𝑡), 𝑇 = (𝑐1𝑡 + 𝑐2)/(𝑐3𝑡 + 𝑐0), 𝑋1(𝑡) =

𝜀(𝑐4𝑇𝑡)
1/2 з 𝛿 = 𝑐1𝑐0 − 𝑐2𝑐3 ̸= 0;

(︀
𝑃 1(𝑡), 𝑅1(𝑡)

)︀
=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(︀
𝑡, −𝑏0𝑡2/2

)︀
, якщо 𝑏1 = 0,(︀

tg(|𝑏1|1/2𝑡
)︀
, −𝑏0|𝑏1|3/4/ cos(|𝑏1|1/2𝑡)

)︀
, якщо 𝑏1 < 0,(︀

e2
√
𝑏1𝑡, 4𝑏0(2

√
𝑏1)

3/2e
√
𝑏1𝑡
)︀
, якщо 𝑏1 > 0;

𝑋0 i всi 𝑐𝑖 — довiльнi сталi, а пара гладких функцiй (𝑃 2(𝑡), 𝑅2(𝑡)) про-
бiгає множину{︂(︂

𝑡,
𝑐6𝑡

2

2

)︂
,

(︂
ln |𝑡|
2𝑐5

,
𝑐6
𝑐25

)︂
,

(︂
arctg 𝑡

𝑐5
, −𝑐6

𝑐25

)︂}︂
,

причому 𝑐𝑖, 𝑖 = 0, . . . , 3, визначенi з точнiстю до ненульового сталого
множника, 𝑐4𝛿 > 0, 𝑃 2

𝑡 > 0 i 𝜀 = ±1.

У позначеннях твердження 2.4.19 точкове перетворення 𝒯𝑃 2,𝑅2 вiдоб-
ражає рiвняння з ℱ 𝑟=2

IV,00 у рiвняння з ℱ 𝑟=2
IV,0 з набором довiльних елемен-

тiв (𝑏0, 𝑏1), рiвним вiдповiдно (𝑐6, 0), (𝑐6, 𝑐
2
5) i (𝑐6,−𝑐25).

Пiдсумуємо цей пiдроздiл такою теоремою.

Теорема 2.4.20. Звичайна група еквiвалентностi класу ℱ зведе-
них загальних рiвнянь Бюргерса–Кортевега–де Фрiза з коефiцiєнтами,
залежними вiд просторової змiнної, є чотиривимiрною. Список її мак-
симальних нетривiальних умовних пiдгруп еквiвалентностi вичерпа-
но узагальненими групами еквiвалентностi нормалiзованих пiдкласiв
ℱ̂I,1, ℱ̂I,01, ℱ̂I,00, ℱ̂II,1, ℱIII, ℱIV,1, ℱ 𝑟>2

IV,0, ℱ 𝑟=2
IV,0 i звичайною групою еквi-

валентностi нормалiзованого пiдкласу ℱ̂II,0. Групоїд еквiвалентностi
класу ℱ породжено його звичайною групою еквiвалентностi i групами
еквiвалентностi наведених вище пiдкласiв.

Тут дашки над позначеннями класiв означають розширення вiдповiд-
них класiв без дашкiв за допомогою зсувiв. Для всiх нормалiзованих в
узагальненому сенсi класiв можна взяти їхнi ефективнi узагальненi гру-
пи еквiвалентностi як максимальнi умовнi групи еквiвалентностi. По-
значимо через ℱ0 доповнення до об’єднання наведених вище пiдкласiв



102

у класi ℱ . Клас ℱ0 є нормалiзованим у звичайному сенсi, а його група
еквiвалентностi збiгається з групою еквiвалентностi класу ℱ .

Наслiдок 2.4.21. Клас ℱ є об’єднанням нормалiзованих (або в узагаль-
неному, або у звичайному сенсах) класiв ℱ̂I,1, ℱ̂I,01, ℱ̂I,00, ℱ̂II,1, ℱ̂II,0, ℱIII,
ℱIV,1, ℱ 𝑟>2

IV,0, ℱ 𝑟=2
IV,0 i ℱ0.

2.5. Рiвняння Бюргерса зi змiнними коефiцiєнтами

2.5.1. Групоїд еквiвалентностi. Вивчимо клас ℒ рiвнянь Бюргерса
зi змiнними коефiцiєнтами, що мають загальний вигляд

𝑢𝑡 + 𝐶(𝑡, 𝑥)𝑢𝑢𝑥 = 𝐴2(𝑡, 𝑥)𝑢𝑥𝑥 з 𝐴2𝐶 ̸= 0, (2.25)

який надалi називаємо вихiдним. Почнемо вивчення допустимих пере-
творень класу ℒ з розгляду його надкласу ℬ бiльш загальних рiвнянь
Бюргерса

𝑢𝑡 + 𝐶(𝑡, 𝑥)𝑢𝑢𝑥 = 𝐴2(𝑡, 𝑥)𝑢𝑥𝑥 + 𝐴1(𝑡, 𝑥)𝑢𝑥 + 𝐴0(𝑡, 𝑥)𝑢+𝐵(𝑡, 𝑥),

де довiльнi елементи 𝐴𝑖, 𝐵 i 𝐶 — гладкi функцiї вiд (𝑡, 𝑥) з 𝐴2𝐶 ̸= 0.
Згiдно з твердженням 2.2.1 клас ℬ нормалiзований у звичайному сенсi.

Твердження 2.5.1. Клас ℬ нормалiзований у звичайному сенсi. Його
звичайну групу еквiвалентностi складають точковi перетворення ви-
гляду2.2

𝑡 = 𝑇 (𝑡), �̃� = 𝑋(𝑡, 𝑥), �̃� = 𝑈 1(𝑡)𝑢+ 𝑈 0(𝑡, 𝑥),

𝐴0 =
1

𝑇𝑡

(︂
𝐴0 +

𝑈 0
𝑥

𝑈 1
𝐶 +

𝑈 1
𝑡

𝑈 1

)︂
, 𝐶 =

𝑋𝑥

𝑇𝑡𝑈 1
𝐶,

2.2Загалом, дiю групи еквiвалентностi класу диференцiальних рiвнянь визначено на просторi з
вiдповiдними незалежними й залежними змiнними, похiдними залежних змiнних усiх порядкiв,
не бiльших за порядок рiвнянь класу, та довiльними елементами класу як координатами [83, 89].
Оскiльки довiльнi елементи всiх класiв диференцiальних рiвнянь, розглянутих у цьому роздiлi,
є функцiями лише незалежних змiнних (𝑡, 𝑥), то можна вважати, що для кожного з цих класiв
вiдповiдна група еквiвалентностi дiє на просторi з незалежними й залежними змiнними (𝑡, 𝑥, 𝑢), а
також довiльними елементами вiдповiдного класу як координатами.
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𝐴1 =
𝑋𝑥

𝑇𝑡

(︂
𝐴1 +

𝑋𝑥𝑥

𝑋𝑥
𝐴2 +

𝑈 0

𝑈 1
𝐶 − 𝑋𝑡

𝑋𝑥

)︂
, 𝐴2 =

𝑋2
𝑥

𝑇𝑡
𝐴2,

�̃� =
1

𝑇𝑡

(︂
𝐵 − 𝑈 0𝑈 0

𝑥

𝑈 1
𝐶 − 𝑈 0

𝑥𝑥𝐴
2 − 𝑈 0

𝑥𝐴
1 − 𝑈 0𝐴0 + 𝑈 0

𝑡 −
𝑈 0𝑈 1

𝑡

𝑈 1

)︂
,

де 𝑇 , 𝑋, 𝑈 0, 𝑈 1 — довiльнi гладкi функцiї своїх аргументiв, причому
𝑇𝑡𝑋𝑥𝑈

1 ̸= 0.

Щоб виокремити клас ℒ з класу ℬ, потрiбно додатково покласти до-
вiльнi елементи 𝐴0, 𝐴1 i 𝐵 рiвними нулю. Водночас, лише пару з них —
або (𝐴0, 𝐴1), або (𝐴1, 𝐵) — можна вiдкалiбрувати сiм’ями своїх перетво-
рень еквiвалентностi класу ℬ. До того ж, жоден з пiдкласiв класу ℬ,
отриманих поступовим накладанням зазначених вище зв’язкiв, не є нор-
малiзованим у звичайному сенсi, хоча калiбрування 𝐴1 = 0 призводить
до пiдкласу, нормалiзованого в узагальненому сенсi, див. § 2.2.2.

Тут i надалi заради стислостi позначимо через (*̃) рiвняння вигля-
ду (*) у хвилястих змiнних. Знання групоїда еквiвалентностi надкласу ℬ
суттєво спрощує обчислення групоїда еквiвалентностi 𝒢∼ класу ℒ.

Твердження 2.5.2. Точкове перетворення 𝜙 у просторi з координата-
ми (𝑡, 𝑥, 𝑢) сполучає рiвняння (2.25) i (̃︂2.25) з класу ℒ тодi й лише тодi,
коли його компоненти мають вигляд

𝑡 = 𝑇 (𝑡), �̃� = 𝑋(𝑡, 𝑥), �̃� = 𝑈 1(𝑡)𝑢+ 𝑈 0(𝑡, 𝑥),

де 𝑇 , 𝑋, 𝑈 0, 𝑈 1 — гладкi функцiї своїх аргументiв з 𝑇𝑡𝑋𝑥𝑈
1 ̸= 0, при-

чому вони задовольняють систему визначальних рiвнянь

𝑋𝑡 = 𝐴2𝑋𝑥𝑥 +
𝑈 0𝐶

𝑈 1
𝑋𝑥, 𝐶𝑈0

𝑥 = −𝑈 1
𝑡 , 𝑈 1𝑈 0

𝑡 = 𝐴2𝑈 0
𝑥𝑥.

Вiдповiднi набори довiльних елементiв сполученi за правилом

𝐶 =
𝑋𝑥

𝑇𝑡𝑈 1
𝐶, 𝐴2 =

𝑋2
𝑥

𝑇𝑡
𝐴2.

Наслiдок 2.5.3. Звичайну групу еквiвалентностi 𝐺∼ класу ℒ склада-
ють точковi перетворення вигляду

𝑡 = 𝑇 (𝑡), �̃� = 𝑋1𝑥+𝑋0, �̃� = 𝑈 1𝑢, 𝐶 =
𝑋1

𝑇𝑡𝑈 1
𝐶, 𝐴2 =

(𝑋1)2

𝑇𝑡
𝐴2,
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де 𝑇 — довiльна гладка функцiя вiд 𝑡, а 𝑋0, 𝑋1 i 𝑈 1 — довiльнi сталi,
причому 𝑇𝑡𝑋1𝑈 1 ̸= 0.

Опис групоїда еквiвалентностi 𝒢∼ класу ℒ у твердженнi 2.5.2 дає змо-
гу перевiрити еквiвалентнiсть рiвнянь iз цього класу з точнiстю до точ-
кових перетворень.

Щоб ефективно провести групову класифiкацiю класу ℒ, можна бу-
ло б скористатись алгебраїчним методом групової класифiкацiї. Однак
клас ℒ не є нормалiзованим. Загальна стратегiя в такому разi поля-
гає або у розбиттi класу на нормалiзованi пiдкласи [89, 105, 115], або у
вiдображеннi цього класу на клас iз кращими трансформацiйними вла-
стивостями [106, 109]. У поточному пiдроздiлi скомбiнуємо обидва цi
методи.

Почнемо з перетворення рiвнянь iз класу ℒ у деякi рiвняння класу ℬ
сiм’єю ℱ точкових перетворень 𝑡=𝑡, �̂� = 𝑋(𝑡, 𝑥) :=

∫︀
(1/𝐶(𝑡, 𝑥))d𝑥, �̂�=𝑢,

параметризованою довiльним елементом 𝐶. Таким чином, отримаємо
вiдображений клас ℒ̂, який складають рiвняння

ℒ̂ : �̂�𝑡 + �̂��̂��̂� = 𝐴2(𝑡, �̂�)�̂��̂��̂� + 𝐴1(𝑡, �̂�)�̂��̂�. (2.26)

Зокрема, довiльнi елементи вихiдного i перетвореного рiвнянь сполученi
за правилом

𝐴2 = 𝑋2
𝑥𝐴

2, 𝐴1 = 𝑋𝑥𝑥𝐴
2 −𝑋𝑡.

Надалi дашки над змiнними й над довiльними елементами опускаємо.
Клас ℒ̂ можна виокремити додатковими зв’язками (𝐴0, 𝐵) = (0, 0) на
довiльнi елементи пiдкласу класу ℬ, асоцiйованого з умовою 𝐶 = 1, чий
групоїд еквiвалентностi описано у теоремi 2.2.3. Це легко призводить до
опису групоїда еквiвалентностi 𝒢∼ класу ℒ̂.

Твердження 2.5.4. Точкове перетворення пов’язує два рiвняння з кла-
су ℒ̂ тодi й лише тодi, коли його компоненти мають вигляд

𝑡 = 𝑇, �̃� = 𝑇𝑡𝑈
1𝑥+𝑋0, �̃� = 𝑈 1𝑢− 𝑈 1

𝑡 𝑥+ 𝑈 0,
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де 𝑇 , 𝑋0, 𝑈 0 i 𝑈 1 — гладкi функцiї вiд 𝑡, причому 𝑇𝑡𝑈 1 ̸= 0 i

𝑈 1
𝑡𝑡𝑥− 𝑈 0

𝑡 = 𝐴1𝑈 1
𝑡 .

Довiльнi елементи (𝐴1, 𝐴2) перетвореного рiвняння виражено через до-
вiльнi елементи (𝐴1, 𝐴2) вихiдного рiвняння як

𝐴1 = 𝑈 1𝐴1 − 𝑈 1
𝑡 𝑥+ 𝑈 0 − (𝑇𝑡𝑈

1)𝑡𝑥+𝑋0
𝑡

𝑇𝑡
, 𝐴2 = 𝑇𝑡(𝑈

1)2𝐴2.

Наслiдок 2.5.5. Звичайна група еквiвалентностi �̂�∼ класу ℒ̂ збiгає-
ться з його узагальненою групою еквiвалентностi, причому її склада-
ють точковi перетворення вигляду

𝑡 = 𝑇, �̃� = 𝑇𝑡𝑈
1𝑥+𝑋0, �̃� = 𝑈 1𝑢+ 𝑈 0,

𝐴1 = 𝑈 1𝐴1 + 𝑈 0 − 𝑇𝑡𝑡𝑈
1𝑥+𝑋0

𝑡

𝑇𝑡
, 𝐴2 = 𝑇𝑡(𝑈

1)2𝐴2,
(2.27)

де 𝑇 i 𝑋0 — довiльнi гладкi функцiї вiд 𝑡 з 𝑇𝑡 ̸= 0, а 𝑈 0 i 𝑈 1 — довiльнi
сталi з 𝑈 1 ̸= 0.

Структура множини допустимих перетворень iз фiксованим вихiд-
ним рiвнянням iз класу ℒ̂ суттєво залежить вiд того, чи є довiльний
елемент 𝐴1 афiнним по 𝑥. Клас ℒ̂ можна зобразити як неперетинне
об’єднання двох пiдкласiв, вiдображеного сингулярного пiдкласу ℒ̂0 i
вiдображеного регулярного пiдкласу ℒ̂1, виокремлених iз класу ℒ̂ вiд-
повiдно зв’язками

𝐴1
𝑥𝑥 = 0 i 𝐴1

𝑥𝑥 ̸= 0.

Оскiльки цi зв’язки iнварiантнi пiд дiєю допустимих перетворень кла-
су ℒ̂, рiвняння з пiдкласу ℒ̂0 не сполученi з рiвняннями з пiдкласу ℒ̂1

жодним точковим перетворенням. Як доведено нижче, цi пiдкласи є нор-
малiзованими вiдповiдно у розширеному узагальненому й у звичайному
сенсах. Зауважимо, що зв’язки 𝐴1

𝑥𝑥 = 0 i 𝐴1
𝑥𝑥 ̸= 0, що розбивають клас ℒ̂,

набагато простiшi за їхнi аналоги, що розбивають клас ℒ на сингулярний
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i регулярний пiдкласи ℒ0 i ℒ1, якi вiдповiдно є прообразами пiдкласiв ℒ̂0

i ℒ̂1 вiдносно сiм’ї ℱ точкових перетворень:

ℒ0 :

(︂
𝐶𝑡
𝐶

− 𝐶

(︂
𝐴2𝐶𝑥
𝐶2

)︂
𝑥

)︂
𝑥

= 0,

ℒ1 :

(︂
𝐶𝑡
𝐶

− 𝐶

(︂
𝐴2𝐶𝑥
𝐶2

)︂
𝑥

)︂
𝑥

̸= 0.

(2.28)

Характеристику регулярний для пiдкласу ℒ̂1 зумовлено таким на-
слiдком.

Твердження 2.5.6. Клас ℒ̂1 нормалiзований у звичайному сенсi. Його
група еквiвалентностi �̂�∼

1 збiгається з групою �̂�∼.

Оскiльки класи ℒ1 i ℒ̂1 сполученi сiм’єю ℱ простих точкових пере-
творень, групоїд еквiвалентностi 𝒢∼

1 класу ℒ1 можна легко вiдновити з
групоїда еквiвалентностi класу ℒ̂1, що дуже зручно з огляду на складну
умову, що виокремлює пiдклас ℒ1 з класу ℒ.

Твердження 2.5.7. Точкове перетворення в просторi з координатами
(𝑡, 𝑥, 𝑢) сполучає рiвняння з класу ℒ1 тодi й лише тодi, коли його ком-
поненти мають вигляд 𝑡 = 𝑇 (𝑡), �̃� = 𝑋(𝑡, 𝑥), �̃� = 𝑈 1𝑢+𝑈 0, де 𝑇 i 𝑋 —
гладкi функцiї своїх аргументiв, 𝑈 0 i 𝑈 1 — довiльнi сталi, причому
𝑇𝑡𝑋𝑥𝑈

1 ̸= 0, а функцiя 𝑋 задовольняє рiвняння Колмогорова

𝑋𝑡 = 𝐴2𝑋𝑥𝑥 +
𝑈 0𝐶

𝑈 1
𝑋𝑥.

Вiдповiднi довiльнi елементи сполученi за правилом

𝐶 =
𝑋𝑥

𝑇𝑡𝑈 1
𝐶, 𝐴2 =

𝑋2
𝑥

𝑇𝑡
𝐴2.

Наслiдок 2.5.8. Звичайна група еквiвалентностi 𝐺∼
1 класу ℒ1 збiга-

ється зi своїм аналогом для класу ℒ.

Покажемо, що на вiдмiну вiд пiдкласу ℒ̂1 пiдклас ℒ̂0 класу ℒ̂,
виокремлений зв’язком 𝐴1

𝑥𝑥 = 0, не є нормалiзованим у звичайно-
му сенсi, а через те, що вiн запобiгає нормалiзованостi свого надкла-
су ℒ̂, вiн заслуговує на характеристику сингулярний. Репараметризуємо
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клас ℒ̂0, вважаючи коефiцiєнти зображення 𝐴1(𝑡, 𝑥) = 𝐴11(𝑡)𝑥 + 𝐴10(𝑡)

для 𝐴1 з огляду на зв’язок 𝐴1
𝑥𝑥 = 0 новими довiльними елементами

замiсть 𝐴1. Тому надалi набором довiльних елементiв для класу ℒ̂0 є
𝜃 = (𝐴10, 𝐴11, 𝐴2). Довiльнi елементи 𝐴10 i 𝐴11 задовольняють допомiж-
нi рiвняння 𝐴10

𝑥 = 𝐴11
𝑥 = 0.

Твердження 2.5.9. Групоїд еквiвалентностi 𝒢∼
0 класу ℒ̂0 складають

трiйки (𝜃, 𝜙, 𝜃), де 𝜃 i 𝜃 позначають набори довiльних елементiв вихiд-
ного й перетвореного рiвнянь iз класу ℒ̂0, а 𝜙 є точковим перетворен-
ням iз компонентами вигляду

𝑡 = 𝑇, �̃� = 𝑇𝑡𝑈
1𝑥+𝑋0, �̃� = 𝑈 1𝑢− 𝑈 1

𝑡 𝑥+ 𝑈 00, (2.29a)

де 𝑇 , 𝑋0, 𝑈 1, 𝑈 00 — гладкi функцiї вiд 𝑡, що задовольняють 𝑇𝑡𝑈 1 ̸= 0, а

𝑈 1
𝑡𝑡 = 𝐴11𝑈 1

𝑡 , 𝑈 00
𝑡 = −𝐴10𝑈 1

𝑡 . (2.29b)

Довiльнi елементи вихiдного й кiнцевого рiвнянь сполученi за правилом

𝐴2 = (𝑈 1)2𝑇𝑡𝐴
2, 𝐴11 =

1

𝑇𝑡

(︂
𝐴11 − 𝑇𝑡𝑡

𝑇𝑡
− 2𝑈 1

𝑡

𝑈 1

)︂
,

𝐴10 = 𝑈 1𝐴10 − 𝑋0
𝑡

𝑇𝑡
+ 𝑈 00 − 𝑋0

𝑇𝑡

(︂
𝐴11 − 𝑇𝑡𝑡

𝑇𝑡
− 2𝑈 1

𝑡

𝑈 1

)︂
.

(2.29c)

Щоб побудувати звичайну групу еквiвалентностi �̂�∼
0 класу ℒ̂0, розще-

пимо класифiкуючi умови (2.29b) для допустимих перетворень за довiль-
ними елементами 𝐴10 i 𝐴11 i отримаємо, що 𝑈 1 i 𝑈 00 — сталi. Це означає,
що групу �̂�∼

0 складають точковi перетворення в просторi з координа-
тами (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝐴10, 𝐴11, 𝐴2), чиї компоненти мають вигляд (2.29a), (2.29c),
де 𝑇 i 𝑋0 — гладкi функцiї вiд 𝑡, а 𝑈 1 i 𝑈 00 — довiльнi сталi, причому
𝑇𝑡𝑈

1 ̸= 0. Отже, група �̂�∼
0 також збiгається з групою �̂�∼, але клас ℒ̂0 не

є нормалiзованим у звичайному сенсi, i аналогiчне твердження має мiсце
для пiдкласу ℒ0 класу ℒ, див. твердження 2.5.6 i 2.5.7. З iншого боку,
увiвши вiртуальнi нелокальнi довiльнi елементи 𝑌 0, 𝑌 1 i 𝑌 2, визначенi
рiвняннями

𝑌 0
𝑡 = 𝐴11, 𝑌 1

𝑡 = e𝑌
0

, 𝑌 2
𝑡 = 𝐴10e𝑌

0

, (2.30)
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побудуємо накриття допомiжної системи для довiльних елементiв кла-
су ℒ̂0. (Це застосування технiки iз теорiї нелокальних симетрiй дифе-
ренцiальних рiвнянь [21] у контекстi класiв диференцiальних рiвнянь.)
Позначимо через ℒ̄0 клас, отриманий репараметризацiєю класу ℒ̂0, з роз-
ширеним набором довiльних елементiв

𝜃 = (𝐴10, 𝐴11, 𝐴2, 𝑌 0, 𝑌 1, 𝑌 2).

Доведемо, що клас ℒ̄0 нормалiзований в узагальненому сенсi.

Наслiдок 2.5.10. Групоїд еквiвалентностi класу ℒ̄0 складають трiй-
ки (𝜃, 𝜙, ˜̄𝜃), де набори довiльних елементiв 𝜃 i ˜̄𝜃 вихiдного й перетворе-
ного рiвнянь сполученi рiвняннями (2.29c) i

𝑌 0 = 𝑌 0 + ln
𝛿

𝑇𝑡(𝑐1𝑌 1 + 𝑐0)2
, 𝑌 1 =

𝑐′1𝑌
1 + 𝑐′0

𝑐1𝑌 1 + 𝑐0
,

𝑌 2 =
𝛿𝑌 2

𝑐1𝑌 1 + 𝑐0
− 𝛿𝑋0e𝑌

0

𝑇𝑡(𝑐1𝑌 1 + 𝑐0)2
− 𝑐2

𝑐′1𝑌
1 + 𝑐′0

𝑐1𝑌 1 + 𝑐0
+ 𝑐3,

(2.31)

а компоненти точкового перетворення 𝜙 мають вигляд (2.29a) з

𝑈 1 = 𝑐1𝑌
1 + 𝑐0, 𝑈 00 = 𝑐2 − 𝑐1𝑌

2, (2.32)

𝛿 = 𝑐′1𝑐0 − 𝑐1𝑐
′
0, 𝑇 i 𝑋0 — довiльнi гладкi функцiї вiд 𝑡, а 𝑐0, 𝑐′0, 𝑐1, 𝑐′1, 𝑐2

i 𝑐3 — такi довiльнi сталi, що 𝛿𝑇𝑡 > 0.

Доведення. Пiсля введення вiртуальних довiльних елементiв можна
розв’язати рiвняння (2.29b) на 𝑈 1 i 𝑈 00 у термiнах 𝑌 𝑖. Вираз для пе-
ретвореного нелокального довiльного елемента 𝑌 0 випливає з ланцюжка
тотожностей

𝜕𝑡𝑌
0 = 𝑌 0

𝑡 𝑇𝑡 = 𝐴11𝑇𝑡 = 𝐴11 − 𝑇𝑡𝑡
𝑇𝑡

− 2𝑐1𝑌
1
𝑡

𝑐1𝑌 1 + 𝑐0
=(︂

𝑌 0 + ln
1

|𝑇𝑡|(𝑐1𝑌 1 + 𝑐0)2

)︂
𝑡

.

Для 𝑌 1 i 𝑌 2 процедури аналогiчнi.
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Зауваження 2.5.11. Iснує нетривiальна калiбрувальна еквiвалентнiсть
мiж рiвняннями з репараметризованого класу ℒ̄0, що походить iз неви-
значеностi у визначеннi вiртуальних довiльних елементiв. Бiльш точно,
набори довiльних елементiв 𝜃 i ˜̄𝜃 асоцiйованi з тим самим рiвнянням iз
класу ℒ̄0 тодi й лише тодi, коли

𝐴10 = 𝐴10, 𝐴11 = 𝐴11, 𝐴2 = 𝐴2,

𝑌 0 = 𝑌 0 + ln 𝑐′1, 𝑌 1 = 𝑐′1𝑌
1 + 𝑐′0, 𝑌 2 = 𝑐′1𝑌

2 + 𝑐3,
(2.33)

де 𝑐′0, 𝑐′1, 𝑐3 — довiльнi сталi з 𝑐′1 > 0. Рiвняння (2.33) разом iз рiвнян-
нями 𝑡 = 𝑡, �̃� = 𝑥 i �̃� = 𝑢 зображують компоненти калiбрувальних пере-
творень еквiвалентностi в класi ℒ̄0, що складають калiбрувальну групу
еквiвалентностi 𝐺g∼

ℒ̄0
класу ℒ̄0. Ця група є нормальною пiдгрупою зви-

чайної групи еквiвалентностi 𝐺∼
ℒ̄0

класу ℒ̄0, а факторгрупа 𝐺∼
ℒ̄0
/𝐺g∼

ℒ̄0
є

iзоморфною звичайнiй групi еквiвалентностi пiдкласу ℒ̂0 класу ℒ̂, що
збiгається зi звичайною групою еквiвалентностi всього класу ℒ̂. Дивись
деталi щодо калiбрувальних перетворень еквiвалентностi в [89].

Теорема 2.5.12. Клас ℒ̄0 нормалiзований в узагальненому сенсi. Його
узагальнену групу еквiвалентностi �̄�∼

0 складають точковi перетворен-
ня вигляду

𝑡 = 𝑇 , �̃� = (D̄𝑡𝑇 )(𝑐1𝑌
1 + 𝑐0)𝑥+ �̄�0,

�̃� = (𝑐1𝑌
1 + 𝑐0)𝑢− 𝑐1e

𝑌 0

𝑥+ 𝑐2 − 𝑐1𝑌
2,

(2.34a)

𝐴2 = (D̄𝑡𝑇 )(𝑐1𝑌
1 + 𝑐0)

2𝐴2,

𝐴11 =
1

D̄𝑡𝑇

(︃
𝐴11 − D̄2

𝑡𝑇

D̄𝑡𝑇
− 2𝑐1e

𝑌 0

𝑐1𝑌 1 + 𝑐0

)︃
,

(2.34b)

𝐴10 = (𝑐1𝑌
1 + 𝑐0)𝐴

10 − D̄𝑡�̄�
0

D̄𝑡𝑇
+ 𝑐2 − 𝑐1𝑌

2

− �̄�0

D̄𝑡𝑇

(︃
𝐴11 − D̄2

𝑡𝑇

D̄𝑡𝑇
− 2𝑐1e

𝑌 0

𝑐1𝑌 1 + 𝑐0

)︃
,

(2.34c)

𝑌 0 = 𝑌 0 + ln
𝛿

(D̄𝑡𝑇 )(𝑐1𝑌 1 + 𝑐0)2
, 𝑌 1 =

𝑐′1𝑌
1 + 𝑐′0

𝑐1𝑌 1 + 𝑐0
, (2.34d)
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𝑌 2 =
𝛿𝑌 2

𝑐1𝑌 1 + 𝑐0
− 𝛿�̄�0e𝑌

0

(D̄𝑡𝑇 )(𝑐1𝑌 1 + 𝑐0)2
− 𝑐2

𝑐′1𝑌
1 + 𝑐′0

𝑐1𝑌 1 + 𝑐0
+ 𝑐3. (2.34e)

Тут D̄𝑡 = 𝜕𝑡 +𝐴11
𝑡 𝜕𝐴11 +𝐴10

𝑡 𝜕𝐴10 +𝐴11𝜕𝑌 0 + e𝑌
0

𝜕𝑌 1 +𝐴10e𝑌
0

𝜕𝑌 2 +𝐴2
𝑡𝜕𝐴2 —

усiчений оператор повної похiдної по 𝑡, 𝛿 := 𝑐′1𝑐0 − 𝑐′0𝑐1, 𝑇 i �̄�0 — глад-
кi функцiї вiд вiдповiдно (𝑡, 𝑌 1) i (𝑡, 𝑌 0, 𝑌 1, 𝑌 2), а 𝑐𝑖 — довiльнi сталi,
причому 𝛿D̄𝑡𝑇 > 0.

Зауважимо, що якщо опустити залежнiсть параметрiв 𝑇 i �̄�0 гру-
пи �̄�∼

0 вiд нелокальних довiльних елементiв 𝑌 𝑖, то отримаємо множину
перетворень еквiвалентностi, що не складають групу вiдносно компози-
цiї перетворень, хоча ця множина породжує весь групоїд еквiвалентностi
класу ℒ̄0. Зокрема, значення �̄�0,3 параметр-функцiї �̄�0 для компози-
цiї 𝒯 3 перетворень 𝒯 1, 𝒯 2 ∈ �̄�∼

0 має вигляду

�̄�0,3 = D𝑡𝑇
,2(𝑐1,2𝑌

1 + 𝑐0,2)�̄�
0,1 + �̄�0,2, (2.35)

де iндекс пiсля коми вказує на номер перетворення, з яким асоцiйова-
но вiдповiдний параметр. Тому залежнiсть параметра �̄�0 вiд 𝑌 1 є не-
обхiдною для замикання вiдносно композицiї перетворень. Аналогiчно
можна показати, що параметр �̄�0 має залежати вiд 𝑌 0. Водночас, за-
лежнiсть параметра 𝑇 вiд усiх вiртуальних довiльних елементiв, а �̄�0 —
вiд 𝑌 2 є надлишковою. Керуючись iнтуїцiєю, шукаємо перетворення з
параметром �̄�0 вигляду �̄�0 = 𝑇𝑡 exp(𝛼𝑌 0)(𝑐1𝑌

1 + 𝑐0)
𝛽�̆�0(𝑡) для деяких

сталих 𝛼 i 𝛽. Пiдстановка цього анзацу в (2.35) дає 𝛼 = −1/2 i 𝛽 = 1.

Наслiдок 2.5.13. Ефективну узагальнену групу еквiвалентностi �̆�∼
0

класу ℒ̄0 складають точковi перетворення вигляду

𝑡 = 𝑇, �̃� = 𝑇𝑡(𝑐1𝑌
1 + 𝑐0)

(︁
𝑥+ e−𝑌

0/2�̆�0
)︁
,

�̃� = (𝑐1𝑌
1 + 𝑐0)𝑢− 𝑐1e

𝑌 0

𝑥+ 𝑐2 − 𝑐1𝑌
2,

𝐴10 = (𝑐1𝑌
1 + 𝑐0)

(︂
𝐴10 − 1

2
e−𝑌

0/2�̆�0𝐴11 − e−𝑌
0/2�̆�0

𝑡

)︂
+ 𝑐1e

𝑌 0/2 + 𝑐2 − 𝑐1𝑌
1,
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𝐴11 =
1

𝑇𝑡

(︂
𝐴11 − 𝑇𝑡𝑡

𝑇𝑡
− 2𝑐1e

𝑌 0

𝑐1𝑌 1 + 𝑐0

)︂
, 𝐴2 = 𝑇𝑡(𝑐1𝑌

1 + 𝑐0)
2𝐴2,

𝑌 0 = 𝑌 0 + ln
𝛿

𝑇𝑡(𝑐1𝑌 1 + 𝑐0)2
, 𝑌 1 =

𝑐′1𝑌
1 + 𝑐′0

𝑐1𝑌 1 + 𝑐0
,

𝑌 2 =
𝛿𝑌 2

𝑐1𝑌 1 + 𝑐0
− 𝛿�̆�0e𝑌

0/2

𝑐1𝑌 1 + 𝑐0
− 𝑐2

𝑐′1𝑌
1 + 𝑐′0

𝑐1𝑌 1 + 𝑐0
+ 𝑐3,

де 𝛿 := 𝑐′1𝑐0 − 𝑐′0𝑐1, 𝑇 i �̆�0 — гладкi функцiї вiд 𝑡, а 𝑐𝑖 — довiльнi сталi,
причому 𝛿𝑇𝑡 > 0.

Наслiдок 2.5.14. Клас ℒ̂0 нормалiзований у розширеному узагальне-
ному сенсi. Його групоїд еквiвалентностi породжено групою �̆�∼

0 .

До того ж, клас ℒ̂0 можна вiдобразити сiм’єю перетворень еквiвалент-
ностi з 𝑈 1 = 1, 𝑈 00 = 0 i параметрами 𝑇 i 𝑋0, що задовольняють систему

𝑇𝑡𝑡 = 𝐴11𝑇𝑡, 𝑋0
𝑡 = 𝐴10𝑇𝑡,

до свого пiдкласу ℒ0′ рiвнянь вигляду 𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 = 𝐴2(𝑡, 𝑥)𝑢𝑥𝑥, вивчено-
го в [80]. Iнакше кажучи, вiдкалiбруємо довiльнi елементи 𝐴10 i 𝐴11

до нулiв допустимими перетвореннями. Клас ℒ0′ є також пiдкласом
вихiдного класу ℒ. Його виокремлено звiдти умовою 𝐶 = 1, тобто
ℒ0′=ℒ ∩ ℒ̂. Це означає, що кожне рiвняння з класу ℒ0 вiдображено
точковим перетворенням у рiвняння з того самого класу з 𝐶 = 1.

2.5.2. Групова класифiкацiя. Класи диференцiальних рiвнянь нази-
вають подiбними, якщо вони сполученi точковим перетворенням залеж-
них i незалежних змiнних. Однiєю з найцiкавiших властивостей подiб-
них класiв є те, що їхнi груповi класифiкацiї з точнiстю до вiдповiдних
груп (або групоїдiв) еквiвалентностi взаємопов’язанi, i їх можна отри-
мати одну з одної так званим методом вiдображень, див. докладнiше
в [109]. Водночас, класи ℒ i ℒ̂ (i вiдповiднi пiдкласи) сполученi сiм’єю ℱ
точкових перетворень, параметризованою довiльними елементами вихiд-
них рiвнянь. Назвемо такi класи слабо подiбними. Можна припустити,
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що груповi класифiкацiї слабо подiбних класiв усе ще пов’язанi, але на-
справдi це не так для групових класифiкацiй iз точнiстю до груп еквi-
валентностi. Однак, аналогiчне твердження про групову класифiкацiю
з точнiстю до групоїдiв еквiвалентностi залишається в силi.

Зауважимо, що з огляду на результати попереднього пiдроздiлу гру-
пова класифiкацiя класу ℒ0 з точнiстю до 𝒢∼

0 -еквiвалентностi зводиться
до групової класифiкацiї класу ℒ0′ з точнiстю до 𝐺∼

0′-еквiвалентностi, яку
проведено в [80].

Пiдсумовуючи наведене, сформулюємо таку теорему.

Теорема 2.5.15. Повний список 𝒢∼-нееквiвалентних розширень лiїв-
ської симетрiї в класi ℒ рiвнянь Бюргерса зi змiнними коефiцiєнта-
ми є неперетинним об’єднанням повних спискiв 𝐺∼

0′-нееквiвалентних
розширень лiївської симетрiї його нормалiзованого пiдкласу ℒ0′ i
𝒢∼
1 -нееквiвалентних розширень лiївської симетрiї його пiдкласу ℒ1.

Останнiй список є прообразом повного списку 𝐺∼
1 -нееквiвалентних роз-

ширень лiївської симетрiї в нормалiзованому класi ℒ̂1 з точнiстю до
сiм’ї ℱ точкових перетворень 𝑡 = 𝑡, �̃� =

∫︀
(1/𝐶(𝑡, 𝑥))d𝑥, �̃� = 𝑢,

параметризованої довiльним елементом 𝐶 вихiдних рiвнянь, яка вiд-
ображає клас ℒ у клас ℒ̂.

Iз зазначених причин надалi зосередимося на регулярному пiдкла-
сi ℒ1. Для цього спочатку потрiбно розглянути вiдображений клас ℒ̂1.
Оскiльки цей клас є нормалiзованим у звичайному сенсi, для розв’язання
задачi його групової класифiкацiї скористаємося алгебраїчним методом.
Водночас, опустимо всi деталi, якi можна знайти в [72], оскiльки цей ме-
тод уже було застосовано в дисертацiї для класу (2.1), i наведемо лише
результат класифiкацiї.

Теорема 2.5.16. Повний список �̂�∼
1 -нееквiвалентних розширень лiїв-

ської симетрiї в класi ℒ̂1 вичерпано випадками таблицi 2.2.

Щоб розв’язати задачу групової класифiкацiї для класу ℒ1 викорис-
таємо метод вiдображень [109].
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Таблиця 2.2: Повна групова класифiкацiя в класi ℒ̂1 з точнiстю до �̂�∼
1 -еквiвалент-

ностi.
№ 𝐴2 𝐴1 Базис алгебри ĝ𝜅

0 𝐴2(𝑡, 𝑥) 𝐴1(𝑡, 𝑥) —

1 𝜑(𝑥) 𝜓(𝑥) 𝐷(1)

2 𝜑(𝑥) 𝜓(𝑥) + 𝑡 𝐷(1) + 𝑆0

3 e−2𝑡𝜑(𝑥e𝑡) e−𝑡𝜓(𝑥e𝑡) 𝐷(1) − 𝑆1

4 𝑥|𝑥|
𝛼

1+𝛼 𝑐1|𝑥|
𝛼

1+𝛼 𝐷(1), 𝐷(𝑡) + 𝛼𝑆1

5 𝑐2𝑥 ln |𝑥| 𝐷(1), 𝐷(𝑡) + 𝑆0

6 e𝑥 𝑐1e
𝑥 𝐷(1), 𝐷(𝑡) − 𝑃 (1) − 𝑆1

7 𝑐2𝑥
√︀

|𝑥| 𝑐1
√︀

|𝑥| + 𝑡 𝐷(1) + 𝑆0, 𝐷(𝑡) + 𝑆1

Функцiї 𝜑 i 𝜓 — довiльнi достатньо гладкi функцiї своїх аргументiв, причому 𝜑 ̸= 0 i 𝜓𝑥𝑥 ̸= 0;
𝛼, 𝑐1 i 𝑐2 — такi довiльнi сталi, що 𝛼 /∈ {−1, 0} i 𝑐1𝑐2 ̸= 0; 𝑐2 > 0 mod 𝐺∼

1 у випадку 7.

Теорема 2.5.17. Повний список 𝒢∼
1 -нееквiвалентних розширень лiїв-

ської симетрiї в класi ℒ1 вичерпано випадками таблицi 2.3.

Доведення. Класи ℒ̂1 i ℒ1 сполучає сiм’я точкових перетворень

𝑡 = 𝑡, 𝑥 = �̂�(𝑡, �̂�), 𝑢 = �̂�, (2.36)

параметризована гладкою функцiєю �̂� вiд (𝑡, �̂�), що задовольняє умову
невиродженостi �̂��̂� ̸= 0 i рiвняння Колмогорова

�̂�𝑡 = 𝐴2�̂��̂��̂� + 𝐴1�̂��̂�. (2.37)

Тут i надалi величини з дашками вiдповiдають класу ℒ̂1, а звичайнi —
класу ℒ1. Довiльнi елементи 𝐴2 i 𝐶 класу ℒ1 сполученi з довiльними
елементами 𝐴1 i 𝐴2 класу ℒ̂1 згiдно з

𝐴2 = �̂�2
�̂�𝐴

2, 𝐶 = �̂��̂�.

Звiсно, знайти загальний розв’язок рiвняння (2.37) неможливо, а то-
му неможливо й розв’язати задачу групової класифiкацiї для класу ℒ1 з
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Таблиця 2.3: Повна групова класифiкацiя класу ℒ1 з точнiстю до 𝒢∼
1 -еквiвалентностi.

№ 𝐴2 𝐶 Базис алгебри iнварiантностi

0 𝐴2(𝑡, 𝑥) 𝐶(𝑡, 𝑥) —

1 𝜑(𝑥) 𝜓(𝑥) 𝜕𝑡

2 𝜑(𝜌)𝜌−2
𝑥 𝜌−1

𝑥 𝜕𝑡 − 𝜌𝑡𝜌
−1
𝑥 𝜕𝑥 + 𝜕𝑢

3 𝜑(𝑥) e𝑡𝜓(𝑥) 𝜕𝑡 − 𝑢𝜕𝑢

4 |𝑥|𝜈 |𝑥|𝜇 𝜕𝑡, (2 − 𝜈)𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 + (𝜈 − 𝜇− 1)𝑢𝜕𝑢

5 e𝛾𝑥 e𝑥 𝜕𝑡, 𝛾𝑡𝜕𝑡 − 𝜕𝑥 − (𝛾 − 1)𝑢𝜕𝑢

6 𝛼𝜁𝜁−2
𝑥 𝜁−1

𝑥 𝜕𝑡, 𝑡𝜕𝑡 + 𝜁𝜁−1
𝑥 𝜕𝑥 + 𝜕𝑢

7 𝛼𝑡−1𝜁|𝜁|1/2𝜁−2
𝑥 𝑡−2𝜁−1

𝑥 𝜕𝑡 + 𝜕𝑢, 𝑡𝜕𝑡 + 2𝜁𝜁−1
𝑥 𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢

Функцiї 𝜑 i 𝜓 — такi довiльнi гладкi ненульовi функцiї своїх аргументiв, що вiдповiд-
нi 𝐴2 i 𝐶 задовольняють умову (2.28) для класу ℒ1; функцiя 𝜌 — частковий розв’язок
рiвняння 𝜌𝑡 = 𝜑(𝜌)𝜌−2

𝑥 𝜌𝑥𝑥 − 𝜓(𝜌) − 𝑡 з 𝜌𝑥 ̸= 0; функцiя 𝜁 — частковий розв’язок рiвняння
𝜁𝑥 = exp

(︀
1
2𝛼

−1 ln2 |𝜁|
)︀

у випадку 6 i рiвняння 𝜁𝑥 = exp
(︀
𝛼−1(4𝜀′|𝜁|1/2 + 𝛽 ln |𝜁| − 2|𝜁|−1/2)

)︀
з

𝜀′ = sgn 𝜁 у випадку 7; 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝜈 i 𝜇 — довiльнi сталi, причому 𝜇(𝜈 − 2)(𝜈 − 𝜇 − 1) ̸= 0,
𝛾(𝛾 − 1) ̸= 0 i 𝛼𝛽 ̸= 0.

точнiстю до його групи еквiвалентностi. Натомiсть, проведемо групову
класифiкацiю класу ℒ1 з точнiстю до його групоїда еквiвалентностi 𝒢1.
Для цього кожному випадку таблицi 2.2 зiставимо рiвняння Колмогоро-
ва (2.37) з вiдповiдними коефiцiєнтами 𝐴1 i 𝐴2, знайдемо його частко-
вий розв’язок �̂�, порахуємо вiдповiднi значення довiльних елементiв 𝐴2

i 𝐶 i пiднiмемо асоцiйованi алгебри iнварiантностi точковим перетво-
ренням (2.36) з вiдiбраним значенням параметр-функцiї �̂�. Розглянемо
крок за кроком усi вiсiм випадкiв розширення лiївської симетрiї у кла-
сi ℒ̂1 i вiдобразимо їх у вiдповiднi класифiкацiйнi випадки класу ℒ1.

0. Цей випадок вiдповiдає загальному рiвнянню з класу ℒ1 з нульовою
максимальною алгеброю лiївської iнварiантностi.

1. Рiвняння (2.37) з незалежними вiд часу довiльними елементами 𝐴1

i 𝐴2 допускає лiївську симетрiю 𝜕𝑡. Анзац �̂� = 𝜗(𝜔) з 𝜔 = 𝑥 i 𝜗𝜔 ̸= 0
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для стацiонарного розв’язку рiвняння (2.37) зводить його до рiвняння
𝜑(𝜔)𝜗𝜔𝜔 +𝜓(𝜔)𝜗𝜔 = 0. Змiнюючи 𝜑 i 𝜗, розглянемо останнє рiвняння як
рiвняння на 𝜓. Легко бачити, що перетворенi довiльнi елементи 𝐶 i 𝐴2

також не залежать вiд часу, 𝐴2 = 𝜓(𝑥) i 𝐶 = 𝜑(𝑥) з

(𝜓(𝜑(1/𝜓)𝑥)𝑥)𝑥 ̸= 0,

а пiдняття векторного поля 𝐷(1) очевидне.

2. Оскiльки �̂��̂� ̸= 0, то виконуючи узагальнене перетворення годографа
з новими незалежними змiнними (𝑡, 𝑥) = (𝑡, �̂�) та новою залежною змiн-
ною 𝜌 = �̂�, зведемо рiвняння Колмогорова з 𝐴2 = 𝜑(�̂�) i 𝐴1 = 𝜓(�̂�) + 𝑡

до рiвняння на 𝜌 = 𝜌(𝑡, 𝑥):

𝜌𝑡 = 𝜑(𝜌)𝜌−2
𝑥 𝜌𝑥𝑥 − 𝜓(𝜌) − 𝑡.

Для кожного значення набору параметр-функцiй (𝜑, 𝜓) потрiбно знайти
лише один частковий розв’язок останнього рiвняння. Тодi 𝐶 = 𝜌−1

𝑥 ,
𝐴2 = 𝜑(𝜌)𝜌−2

𝑥 , а векторне поле 𝐷(1) +𝑆0 пiднiмаємо до 𝜕𝑡− 𝜌𝑡𝜌
−1
𝑥 𝜕𝑥 + 𝜕𝑢.

3. Рiвняння (2.37) з 𝐴2 = e−2𝑡𝜑(e𝑡�̂�) i 𝐴1 = e−𝑡𝜓(e𝑡�̂�) допускає нетри-
вiальну лiївську симетрiю 𝜕𝑡 − �̂�𝜕�̂�, яка вiдповiдає анзацу �̂� = 𝜗(𝜔) з
𝜔 = e𝑡�̂� i 𝜗𝜔 ̸= 0. Вiн зводить рiвняння (2.37) до рiвняння

𝜑(𝜔)𝜗𝜔𝜔 = (𝜔 − 𝜓(𝜔))𝜗𝜔.

Можна вважати 𝜑 i 𝜗 довiльними гладкими функцiями вiд 𝜔 з 𝜑𝜗𝜔 ̸= 0

i розглянути редуковане рiвняння як рiвняння на 𝜓. Тодi довiльнi еле-
менти класу ℒ1 вираженi як 𝐴2 = 𝜑(𝑥) i 𝐶 = e𝑡𝜓(𝑥), де 𝜑 i 𝜓 — довiльнi
гладкi ненульовi функцiї вiд 𝑥 з (𝜓(𝜑(1/𝜓)𝑥)𝑥)𝑥 ̸= −(1/𝜓)𝑥. Остання
нерiвнiсть випливає з умови (2.28) для класу ℒ1. Вiдповiдна алгебра
лiївської iнварiантностi — це ⟨𝜕𝑡 − 𝑢𝜕𝑢⟩.

4. У залежностi вiд значення параметра 𝑐1 у виразi для 𝐴1 вiдповiдне
рiвняння Колмогорова (2.37) має частковий розв’язок �̂� = |�̂�|1−𝑐1, якщо
𝑐1 ̸= 1, або �̂� = ln |�̂�| iнакше. Це призводить до розбиття на випадок 4
з 𝜇 ̸= 1 та випадок 5. Вирази для перетворених довiльних елементiв
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i векторних полiв, на якi натягнуто максимальну алгебру лiївської iн-
варiантностi, легко знайти пiсля перепозначення параметрiв i спрощен-
ня перетворених довiльних елементiв перетвореннями еквiвалентностi
класу ℒ1. Новi параметри виражено через старi як 𝜇 = −𝑐1/(1 − 𝑐1),
𝜈 =

(︀
1 − 2𝑐1 + 𝛼/(𝛼 + 1)

)︀
/(1 − 𝑐1), якщо 𝑐1 ̸= 1, i 𝛾 = 1/(𝛼 + 1), якщо

𝑐1 = 1. Нерiвностi для нових параметрiв (𝜇, 𝜈) i 𝛾 випливають iз їхнiх
аналогiв для старих параметрiв 𝑐1 i 𝛼. Цi нерiвностi можна також вивес-
ти пiдстановкою вiдповiдних виразiв для 𝐴1 i 𝐴2 в умову (2.28) для ℒ1.

5. Рiвняння (2.37) з 𝐴2 = 𝑐2�̂� i 𝐴1 = ln |�̂�| допускає лiївську симетрiю 𝜕𝑡,
а анзац �̂� = 𝜗(�̂�) зводить його до 𝑐2�̂�𝜗�̂��̂� + (ln |�̂�|)𝜗�̂� = 0. Це рiвняння
можна легко проiнтегрувати один раз до

𝜗�̂� = exp
(︀
−1

2𝑐
−1
2 ln2 |�̂�|

)︀
,

де сталу iнтегрування покладено рiвною нулю без втрати загальностi.
Нехай 𝜁 — обернена функцiя до функцiї 𝜗, �̂� = 𝜁(𝑥), а тому 𝜁𝑥 = 1/𝜗�̂�,
тобто 𝜁 задовольняє рiвняння 𝜁𝑥 = exp

(︀
1
2𝑐

−1
2 ln2 |𝜁|

)︀
. Щоб отримати 𝒢∼

1 -
нееквiвалентнi випадки розширень лiївської симетрiї, потрiбно взяти ли-
ше один частковий розв’язок останнього рiвняння для кожного значення
параметра 𝑐2 ̸= 0. Довiльнi елементи перетвореного рiвняння 𝐶 = 𝜁−1

𝑥

i 𝐴2 = 𝑐2𝜁𝜁
−2
𝑥 задовольняють умову (2.28) для ℒ1. Його максимальною

алгеброю лiївської iнварiантностi є лiнiйна оболонка векторних полiв 𝜕𝑡
i 𝑡𝜕𝑡 + 𝜁𝜁−1

𝑥 𝜕𝑥 + 𝜕𝑢, що вiдповiдає випадку 6. Можна також показати, що
функцiя 𝜉 := 𝜁𝜁−1

𝑥 задовольняє рiвняння (𝜉𝜉𝑥𝑥)𝑥 = 0.

6. У цьому разi рiвняння Колмогорова (2.37) має стацiонарний частковий
розв’язок �̂� = e−𝑐1�̂�, що призводить до таких виразiв для довiльних
елементiв 𝐴2 i 𝐶: 𝐴2 = 𝑐21|𝑥|2−1/𝑐1, 𝐶 = −𝑐1𝑥. Позначивши 𝜈 := 2 −
1/𝑐1 i подiявши перетвореннями еквiвалентностi масштабування змiнних
i змiни їхнiх знакiв, спростимо цi вирази до 𝐴2 = |𝑥|𝜈, 𝐶 = 𝑥 з 𝜈 ̸= 2.
Вiдповiдна максимальна алгебра лiївської iнварiантностi є

⟨𝜕𝑡, (2 − 𝜈)𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 − (2 − 𝜈)𝑢𝜕𝑢⟩,

що є пiдвипадком випадку 4 з 𝜇 = 1.
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7. Рiвняння (2.37) з 𝐴2 = 𝑐2�̂�
√︀

|�̂�| i 𝐴1 = 𝑐1
√︀

|�̂�| + 𝑡 iнварiантне щодо
векторного поля 𝑡𝜕𝑡 + 2�̂�𝜕�̂�. Це дає змогу провести лiївську редукцiю
цього рiвняння за допомогою анзацу �̂� = 𝜗(𝜔) з 𝜔 = �̂�/𝑡2 до рiвняння

−2𝜔𝜗𝜔 = 𝜀𝑐2𝜔|𝜔|1/2𝜗𝜔𝜔 + (𝜀𝑐1|𝜔|1/2 + 1)𝜗𝜔,

де 𝑐1 := 𝜀𝑐1, 𝑐2 := 𝜀𝑐2, 𝜀 := sgn 𝑡 i 𝜀′ := sgn𝜔. Iнтегруємо редуковане
рiвняння до

𝜗𝜔 = exp
(︀
− 𝑐−1

2 (4𝜀′|𝜔|1/2 + 𝑐1 ln |𝜔| − 2|𝜔|−1/2)
)︀
,

де сталу iнтегрування знову покладено рiвною нулю. Нехай 𝜁 — обернена
функцiя до функцiї 𝜗, 𝜔 = 𝜁(𝑥) i тому �̂� = 𝑡2𝜁(𝑥) i 𝜀′ = sgn 𝜁. Беручи
частковий розв’язок рiвняння

𝜁𝑥 = exp
(︀
𝑐−1
2 (4𝜀′|𝜁|1/2 + 𝑐1 ln |𝜁| − 2|𝜁|−1/2)

)︀
для кожного значення набору параметрiв (𝑐1, 𝑐2) з 𝑐1𝑐2 ̸= 0, отримаємо
випадок 7 з довiльними елементами 𝐶 = 𝑡−2𝜁−1

𝑥 i 𝐴2 = 𝑐2𝑡
−1𝜁|𝜁|1/2𝜁−2

𝑥 , що
задовольняють умову (2.28) для ℒ1, i алгеброю лiївської iнварiантностi
⟨𝜕𝑡 + 𝜕𝑢, 𝑡𝜕𝑡 + 2𝜁𝜁−1

𝑥 𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢⟩.
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РОЗДIЛ 3

Групова класифiкацiя нелiнiйних рiвнянь
реакцiї–дифузiї з коефiцiєнтом дифузiї,

залежним вiд градiєнта

3.1. Вступ

Нещодавнi дослiдження в бiологiї показали важливiсть рiвнянь реакцiї–
дифузiї як прототипiв моделей формування патернiв. Такi структури
як фронти, спiралi тощо можна знайти в рiзноманiтних типах систем
реакцiї–дифузiї [65, 66]. Останнi застосування моделей реакцiї–дифузiї
пов’язанi з дослiдженнями процесiв морфогенезу, а також є доречними
у описi пiгментацiї шкiри людей та тварин [39]. Серед iнших явищ, для
яких застосовують такi моделi, — екологiчна iнвазiя, поширення епiде-
мiй, розвиток пухлин i загоювання поранень [102].

Початковою метою цього роздiлу була групова класифiкацiя класу ℛ
(1+1)-вимiрних рiвнянь реакцiї–дифузiї з коефiцiєнтом дифузiї, залеж-
ним вiд градiєнта:

𝑢𝑡 = 𝑓(𝑢𝑥)𝑢𝑥𝑥 + 𝑔(𝑢), (3.1)

де 𝑓 = 𝑓(𝑢𝑥) i 𝑔 = 𝑔(𝑢) — гладкi функцiї своїх аргументiв з 𝑓 ̸= 0. Цю
задачу розглянуто в [23] з кiлькома неточностями, що робить необхiдним
вивчити її ще раз.

Згiдно з формалiзованим означенням класу диференцiальних рiв-
нянь [83, 89] повну систему допомiжних рiвнянь i нерiвностей на довiльнi



119

елементи 𝑓 i 𝑔 класу ℛ визначено як

𝑓𝑡 = 𝑓𝑥 = 𝑓𝑢 = 𝑓𝑢𝑡 = 𝑓𝑢𝑡𝑡 = 𝑓𝑢𝑡𝑥 = 𝑓𝑢𝑥𝑥 = 0, 𝑓 ̸= 0,

𝑔𝑡 = 𝑔𝑥 = 𝑔𝑢𝑡 = 𝑔𝑢𝑥 = 𝑔𝑢𝑡𝑡 = 𝑔𝑢𝑡𝑥 = 𝑔𝑢𝑥𝑥 = 0.
(3.2)

Структура класу ℛ не найкраща з погляду перетворень еквiвалентностi
й лiївських симетрiй. Ось чому зручнiше зобразити цей клас як об’єднан-
ня чотирьох пiдкласiв:

ℛ = ℋ ∪ ℒ ∪ ℱ ∪ 𝒞.

Пiдклас ℋ напiвлiнiйних рiвнянь (так званих “нелiнiйних рiвнянь теп-
лопровiдностi з джерелом”) виокремлено зв’язком 𝑓𝑢𝑥 = 0. Цей пiдклас
включає всi лiнiйнi рiвняння з класу ℛ, якi додатково задовольняють
зв’язок 𝑔𝑢𝑢 = 0 i зводяться простим точковим перетворенням до лiнiй-
ного рiвняння теплопровiдностi 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥. Повну групову класифiкацiю
пiдкласу ℋ проведено в [4] пiд час групової класифiкацiї ширшого кла-
су рiвнянь реакцiї–дифузiї загального вигляду 𝑢𝑡 =

(︀
𝑓(𝑢)𝑢𝑥

)︀
𝑥

+ 𝑔(𝑢) з
𝑓 ̸= 0; див. також [11, c. 133–136] для вдосконаленої презентацiї цих
результатiв.

Пiдклас ℒ складають рiвняння з класу ℛ, де значення довiльного
елемента 𝑓 задовольняють зв’язок (𝑢𝑥

2𝑓)𝑢𝑥 = 0. Пiдклас ℒ є особливим,
оскiльки кожне рiвняння з нього можна лiнеаризувати до рiвняння Кол-
могорова. Бiльш точно, перетворення годографа 𝑡 = 𝑡, �̃� = 𝑢, �̃� = 𝑥

з (𝑡, �̃�) i �̃�, що є вiдповiдно новими незалежними й залежними змiнни-
ми, вiдображає рiвняння вигляду (3.1), де 𝑓 = 𝑐𝑢−2

𝑥 з 𝑐 = const ̸= 0,
у рiвняння Колмогорова

�̃�𝑡 = 𝑐�̃��̃��̃� − 𝑔(�̃�)�̃��̃�. (3.3)

Зокрема, це означає, що пiдклас ℒ має суттєво iншi точковi перетворен-
ня й лiївськi симетрiї у порiвняннi з iншими пiдкласами, а його групова
класифiкацiя зводиться до групової класифiкацiї класу рiвнянь Колмого-
рова, яку наведено, наприклад, у [90, наслiдок 7] з точнiстю до загальної
точкової еквiвалентностi.
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Пiдклас ℱ виокремлено зв’язком 𝑔𝑢 = 0. Сингулярнiсть пiдкла-
су ℱ виявляють властивостi його перетворень еквiвалентностi, див. § 3.2.
Зокрема, пiдклас ℱ допускає розширення групи еквiвалентностi в порiв-
няннi з усiм класом ℛ, i його можна вiдобразити сiм’єю його перетворень
еквiвалентностi в його пiдклас ℱ ′, асоцiйований iз додатковим зв’язком
𝑔 = 0. Отже, групова класифiкацiя пiдкласу ℱ зводиться до групової
класифiкацiї пiдкласу ℱ ′. Останнiй пiдклас складають “нелiнiйнi рiвнян-
ня фiльтрацiї” вигляду (3.1) з допомiжними умовами

𝑓 ̸= 0, 𝑔 = 0.

Групову класифiкацiю класу ℱ ′ проведено в [1, 2]. Списки нееквiвалент-
них розширень лiївської симетрiї в цьому класi з точнiстю до його повної
групи еквiвалентностi та з точнiстю до деякої власної пiдгрупи цiєї групи
можна також виокремити з вiдповiдних спискiв для потенцiйних рiвнянь
конвекцiї–дифузiї, наведених у [88] через обрання випадкiв з нульовим
коефiцiєнтом конвекцiї.

Кожен iз додаткових допомiжних зв’язкiв, асоцiйованих iз пiдкласа-
ми ℋ, ℒ i ℱ , пов’язано зi спецiальними випадками розв’язання задачi
групової класифiкацiї для класу ℛ. Ось чому назвемо доповнення 𝒞
об’єднання ℋ∪ℒ ∪ ℱ у ℛ регулярним пiдкласом класу ℛ. Вiн асоцiйо-
ваний як пiдклас класу ℛ iз системою нерiвностей

𝑓𝑢𝑥 ̸= 0, (𝑢𝑥
2𝑓)𝑢𝑥 ̸= 0, 𝑔𝑢 ̸= 0.

Зауважимо, що об’єднання пiдкласiв ℋ, ℒ i ℱ не є диз’юнктивним,
оскiльки є два непорожнi перетини серед попарних перетинiв цих пiд-
класiв — ℋ∩ℱ i ℒ∩ℱ . На жаль, не iснує жодного розбиття класу ℛ на
неперетиннi пiдкласи, кращого для групової класифiкацiї. Наприклад,
група еквiвалентностi пiдкласу ℱ ∖ (ℋ ∪ ℒ) є власною пiдгрупою групи
еквiвалентностi пiдкласу ℱ , що суттєво ускладнює групову класифiка-
цiю класу ℱ ∖ (ℋ ∪ ℒ) у порiвняннi з ℱ .
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Хоча груповi класифiкацiї для пiдкласiв ℋ, ℒ i ℱ вiдомi, повне
виключення їх iз розгляду, як це зроблено в [23], не є природним. Так,
iснують точковi перетворення, якi вiдображають рiвняння з пiдкласу ℱ
у рiвняння з пiдкласу 𝒞, а вiдповiднi розширення лiївської симетрiї в ℱ
простiшi за їхнi аналоги в 𝒞. Те саме можна сказати й про пару пiд-
класiв (ℒ,ℋ). Отже, щоб розв’язати задачу групової класифiкацiї для
класу ℛ, проведемо групову класифiкацiю регулярного пiдкласу 𝒞, вико-
ристовуючи метод розгалуженого розщеплення [52, 67, 110], скомбiнуємо
результат iз вiдомою груповою класифiкацiєю пiдкласу ℱ i доповнимо
його додатковими нееквiвалентними випадками розширень лiївських си-
метрiй iз пiдкласiв ℋ i ℒ.

Як зазначено вище, початковою метою поточного роздiлу було ко-
ректне розв’язання задачi групової класифiкацiї для класу ℛ, але її було
змiнено пiсля ретельного аналiзу допустимих перетворень i перетворень
еквiвалентностi в цьому класi. Узагальнена група еквiвалентностi �̄�∼

ℱ

пiдкласу ℱ виявилася нетривiальною, а її використання як умовної уза-
гальненої групи еквiвалентностi класу ℛ спрощує обчислення пiд час
групової класифiкацiї цього класу i робить її бiльш сумiсною з iєрархiєю
пiдкласiв, розглянутих для класу ℛ. Також побудовано ефективну уза-
гальнену групу еквiвалентностi �̂�∼

ℱ пiдкласу ℱ , що є найбiльш цiкавим i
водночас неочiкуваним результатом роздiлу, оскiльки вона дала перший
приклад нетривiальної скiнченновимiрної ефективної узагальненої гру-
пи еквiвалентностi в лiтературi (клас стацiонарних рiвнянь Бюргерса–
Кортевега–де Фрiза було розглянуто пiзнiше). До того ж, група �̂�∼

ℱ є
власною, але не нормальною пiдгрупою групи �̄�∼

ℱ , а тому вона не є єди-
ною ефективною узагальненою групою еквiвалентностi класу ℱ . Ще
однiєю цiкавою властивiстю класу ℱ є те, що його звичайну групу еквi-
валентностi не мiстить жодна ефективна узагальнена група еквiвалент-
ностi цього класу.

Деякi технiчнi доведення, а також побудову точних розв’язкiв рiвнянь
iз класу 𝒞, якi опущено, можна знайти в [75].
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3.2. Перетворення еквiвалентностi

Щоб одночасно знайти групи еквiвалентностi ненормалiзованого класу
диференцiальних рiвнянь i набору його пiдкласiв, запропоновано оптимi-
зовану версiю прямого методу, який мiстить попереднє вивчення допус-
тимих перетворень у всьому класi й послiдовне розщеплення визначаль-
них рiвнянь для цих перетворень за вiдповiдними довiльними елемента-
ми та їхнiми похiдними залежно вiд допомiжних зв’язкiв, асоцiйованих
iз кожним iз пiдкласiв.

За означенням перетвореннями еквiвалентностi для класу ℛ i його
пiдкласiв є точковi перетворення в об’єднаному просторi незалежних
змiнних (𝑡, 𝑥), залежної змiнної 𝑢, її похiдних першого та другого по-
рядкiв i довiльних елементiв 𝑓 i 𝑔. Завдяки особливiй формi довiльних
елементiв 𝑓 i 𝑔 цi перетворення можна визначити на просторi з меншою
кiлькiстю координат. Оскiльки довiльний елемент 𝑓 залежить вiд 𝑢𝑥,
ця похiдна має бути серед координат такого простору, хоча вiдповiдну
компоненту перетворень можна знайти з 𝑥- i 𝑢-компонент за допомогою
ланцюгового правила. Завдяки еволюцiйнiй формi рiвнянь похiдну 𝑢𝑡 не
мiстять компоненти перетворення для 𝑢𝑥, а тому її можна виключити
з координат такого простору. У пiдсумку, мiнiмальним списком коор-
динат для простору, на якому дiють перетворення еквiвалентностi для
класiв ℛ, ℒ, ℱ i 𝒞 є (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢𝑥, 𝑓, 𝑔).

Твердження 3.2.1. Звичайна група еквiвалентностi 𝐺∼
ℛ класу ℛ збi-

гається зi звичайними групами еквiвалентностi його пiдкласiв ℋ, ℒ
i 𝒞, i її складають точковi перетворення в просторi з координатами
(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢𝑥, 𝑓, 𝑔), чиї компоненти мають вигляд

𝑡 = 𝑇1𝑡+ 𝑇0, �̃� = 𝑋1𝑥+𝑋0, �̃� = 𝑈2𝑢+ 𝑈0, �̃��̃� =
𝑈2

𝑋1
𝑢𝑥,

𝑓 =
𝑋 2

1

𝑇1
𝑓, 𝑔 =

𝑈2

𝑇1
𝑔,

(3.4)

де 𝑇𝑖, 𝑋𝑗 i 𝑈𝑘 — довiльнi сталi, причому 𝑇1𝑋1𝑈2 ̸= 0.
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Розв’язуючи додаткове допомiжне рiвняння (𝑢𝑥
2𝑓)𝑢𝑥 = 0 на довiльний

елемент 𝑓 у пiдкласi ℒ, отримаємо зображення 𝑓 = 𝑐𝑢−2
𝑥 з довiльною

ненульовою сталою 𝑐. Якщо репараметризувати пiдклас ℒ, вважаючи цю
сталу новим довiльним елементом замiсть 𝑓 , то вiдповiдну компоненту
перетворення задає формула 𝑐 = 𝑈 2

2 𝑇
−1
1 𝑐.

Твердження 3.2.2. Звичайну групу еквiвалентностi 𝐺∼
ℱ класу ℱ скла-

дають точковi перетворення в просторi з координатами (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢𝑥, 𝑓, 𝑔),
чиї компоненти мають вигляд

𝑡 = 𝑇1𝑡+ 𝑇0, �̃� = 𝑋1𝑥+𝑋0, �̃� = 𝑈1𝑥+ 𝑈2𝑢+ 𝑈3𝑡+ 𝑈0,

�̃��̃� =
𝑈1 + 𝑈2𝑢𝑥

𝑋1
, 𝑓 =

(𝑋1)
2

𝑇1
𝑓, 𝑔 =

𝑈2

𝑇1
𝑔 +

𝑈3

𝑇1
,

(3.5)

де 𝑇𝑖, 𝑋𝑗, 𝑈𝑘 — довiльнi сталi, причому 𝑇1𝑋1𝑈2 ̸= 0.

Група 𝐺∼
ℱ є нетривiальною умовною звичайною групою еквiвалент-

ностi класу ℛ за умови 𝑔𝑢 = 0, оскiльки звичайна група еквiвалент-
ностi 𝐺∼

ℛ класу ℛ є власною пiдгрупою групи 𝐺∼
ℱ , яку виокремлено

зв’язками 𝑈1 = 𝑈3 = 0 на груповi параметри. Елементи групи 𝐺∼
ℱ з

(𝑈1, 𝑈3) ̸= (0, 0) є суто умовними перетвореннями еквiвалентностi для
класу ℛ за умови 𝑔𝑢 = 0.

Сiм’я перетворень iз групи 𝐺∼
ℱ з (𝑡, 𝑥, 𝑢)-компонентами 𝑡 = 𝑡, �̃� = 𝑥,

�̃� = 𝑢 − 𝑔𝑡, яку параметризовано довiльним елементом 𝑔, вiдображає
клас ℱ на його пiдклас ℱ ′, виокремлений зв’язком 𝑔 = 0. Звичайну
групу еквiвалентностi класу ℱ ′ вперше знайдено в [1, 2].

Твердження 3.2.3. Звичайну групу еквiвалентностi 𝐺∼
ℱ ′ кла-

су ℱ ′ складають точковi перетворення в просторi з координатами
(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢𝑥, 𝑓), чиї компоненти мають вигляд

𝑡 = 𝑇1𝑡+ 𝑇0, �̃� = 𝑋1𝑥+𝑋2𝑢+𝑋0, �̃� = 𝑈1𝑥+ 𝑈2𝑢+ 𝑈0,

�̃��̃� =
𝑈1 + 𝑈2𝑢𝑥
𝑋1 +𝑋2𝑢𝑥

, 𝑓 =
(𝑋1 +𝑋2𝑢𝑥)

2

𝑇1
𝑓,

де 𝑇𝑖, 𝑋𝑗, 𝑈𝑘 — довiльнi сталi, причому 𝑇1(𝑋1𝑈2 −𝑋2𝑈1) ̸= 0.
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Група 𝐺∼
ℱ ′ є нетривiальною умовною звичайною групою еквiвалент-

ностi обох класiв ℛ i ℱ за умови 𝑔 = 0. Елементи групи 𝐺∼
ℱ ′ з 𝑋2 ̸= 0

не мають жодних аналогiв у групах 𝐺∼
ℛ i 𝐺∼

ℱ , а тому вони є справжнiми
умовними перетвореннями еквiвалентностi для класiв ℛ i ℱ за умови
𝑔 = 0.

Пiдгрупу групи 𝐺∼
ℱ , що зберiгає пiдклас ℱ ′ класу ℱ , асоцiйовано зi

зв’язком 𝑈3 = 0, а проєкцiя на простiр iз координатами (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢𝑥, 𝑓) вiд-
ображає її на власну пiдгрупу групи 𝐺∼

ℱ ′. Тому групову класифiкацiю
класу ℱ з точнiстю до 𝐺∼

ℱ -еквiвалентностi не можна звести до групової
класифiкацiї класу ℱ ′ з точнiстю до 𝐺∼

ℱ ′-еквiвалентностi наведеним вище
вiдображенням класу ℱ на його пiдклас ℱ ′. Щоб сумiстити груповi кла-
сифiкацiї класiв ℱ i ℱ ′, розглянемо сильнiшу еквiвалентнiсть у класi ℱ ,
яку асоцiйовано з узагальненою групою еквiвалентностi цього класу.

Твердження 3.2.4. Узагальнену групу еквiвалентностi �̄�∼
ℱ кла-

су ℱ складають точковi перетворення в просторi з координатами
(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢𝑥, 𝑓, 𝑔), чиї компоненти мають вигляд

𝑡 = 𝑇 1𝑡+ 𝑇 0, �̃� = �̄�1𝑥+ �̄�2𝑢− 𝑔�̄�2𝑡+ �̄�0,

�̃� = �̄� 1𝑥+ �̄� 2𝑢+ (𝑇 1𝐹 − 𝑔�̄� 2)𝑡+ �̄� 0, �̃��̃� =
�̄� 1 + �̄� 2𝑢𝑥
�̄�1 + �̄�2𝑢𝑥

,

𝑓 =
(�̄�1 + �̄�2𝑢𝑥)

2

𝑇 1
𝑓, 𝑔 = 𝐹 ,

де 𝑇 𝑖, �̄�𝑗, �̄�𝑘,𝐹 — довiльнi гладкi функцiї вiд 𝑔 з 𝑇 1(�̄�1�̄� 2−�̄�2�̄� 1)𝐹𝑔 ̸= 0.

Звичайна група еквiвалентностi 𝐺∼
ℱ є (скiнченновимiрною) пiдгрупою

узагальненої групи еквiвалентностi �̄�∼
ℱ , i її звiдти виокремлює така сис-

тема зв’язкiв на груповi параметри:

𝑇 0
𝑔 = 𝑇 1

𝑔 = �̄�0
𝑔 = �̄�1

𝑔 = �̄�2 = 0, �̄� 0
𝑔 = �̄� 1

𝑔 = �̄� 2
𝑔 = 0, 𝑇 1𝐹𝑔 = �̄� 2.

Позначимо через 𝒢∼
ℱ групоїд еквiвалентностi класу ℱ , а через 𝒮∼

ℱ —
пiдгрупоїд групоїда 𝒢∼

ℱ , породжений узагальненою групою еквiвалент-
ностi �̄�∼

ℱ . Пiдгрупоїд групоїда 𝒢∼
ℱ , породжений звичайною групою еквi-

валентностi 𝐺∼
ℱ , є власним пiдгрупоїдом групоїда 𝒮∼

ℱ . Тому група �̄�∼
ℱ
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є прикладом нетривiальної узагальненої групи еквiвалентностi, а та-
кож нетривiальною умовною узагальненою групою еквiвалентностi кла-
су ℛ, причому нетривiальнiсть пов’язана з обома атрибутами “умовна”
i “узагальнена”. Залежнiсть групових параметрiв вiд 𝑔 є зайвою для
породження допустимих перетворень у пiдкласi ℱ i є проявом того фак-
ту, що довiльний елемент 𝑔 є сталою у цьому пiдкласi. Ось чому потрiбно
розглянути його ефективну узагальнену групу еквiвалентностi. Лише за-
лежнiсть 𝑡-коефiцiєнта в 𝑥-компонентi вiд 𝑔 є суттєвою для узагальненої
еквiвалентностi. Водночас, покладання групових параметрiв 𝑇 𝑖, �̄�𝑗, �̄�𝑘

i 𝑇 1𝐹 − �̄� 2 сталими виокремлює пiдмножину елементiв групи �̄�∼
ℱ , що

не є пiдгрупою цiєї групи, хоча ця пiдмножина є мiнiмальною серед пiд-
множин групи �̄�∼

ℱ , що генерують пiдгрупоїд 𝒮∼
ℱ . Побудова ефективної

узагальненої групи еквiвалентностi класу ℱ насправдi є бiльш складною.

Твердження 3.2.5. Ефективну узагальнену групу еквiвалентнос-
тi �̂�∼

ℱ класу ℱ складають точковi перетворення

𝑡 = 𝑇1𝑡+ 𝑇0, �̃� = 𝑋1𝑥+𝑋2𝑢−𝑋2𝑔𝑡+𝑋0,

�̃� = 𝑈1𝑥+ 𝑈2𝑢+ (1 − 𝑈2)𝑔𝑡+ 𝑈3𝑡+
𝑇0
𝑇1
𝑔 + 𝑈0, �̃��̃� =

𝑈1 + 𝑈2𝑢𝑥
𝑋1 +𝑋2𝑢𝑥

,

𝑓 =
(𝑋1 +𝑋2𝑢𝑥)

2

𝑇1
𝑓, 𝑔 =

𝑔 + 𝑈3

𝑇1
,

де 𝑇𝑖, 𝑋𝑗, 𝑈𝑘 — довiльнi сталi, причому 𝑇1(𝑋1𝑈2 −𝑋2𝑈1) ̸= 0.

Доведення. Розглянемо множину 𝐻1 точкових перетворень у просторi з
координатами (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢𝑥, 𝑓, 𝑔), чиї компоненти мають вигляд

𝑡 = 𝑇1𝑡+ 𝑇0,

�̃� = 𝑋1𝑥+𝑋2𝑢+ (𝐴11𝑔 + 𝐴10)𝑡+𝐵11𝑔 +𝐵10,

�̃� = 𝑈1𝑥+ 𝑈2𝑢+ (𝐴21𝑔 + 𝐴20)𝑡+𝐵21𝑔 +𝐵20,

�̃��̃� =
𝑈1 + 𝑈2𝑢𝑥
𝑋1 +𝑋2𝑢𝑥

, 𝑓 =
(𝑋1 +𝑋2𝑢𝑥)

2

𝑇1
𝑓, 𝑔 =

𝐶1𝑔 + 𝐶0

𝑇1
,

(3.6)

де 𝑇𝑖, 𝑋𝑗, 𝑈𝑘, 𝐴𝑙, 𝐵𝑚, 𝐶𝑛 — такi довiльнi сталi, що задовольняють умо-
ву 𝑇1(𝑋1𝑈2 − 𝑋2𝑈1)𝐶1 ̸= 0. Очевидно, що ця множина є замкнутою
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вiдносно композицiї перетворень i взяття оберненого, тобто вона є (ло-
кальною) групою перетворень розмiрностi dim𝐻1 = 16. Тодi перетин
𝐻0 := 𝐻1∩�̄�∼

ℱ групи𝐻1 з групою �̄�∼
ℱ , виокремленої з групи𝐻1 зв’язками

𝐴10 = 0, 𝐴11 = −𝑋2, 𝐴20 = 𝐶0 i 𝐴21 = 𝐶1 − 𝑈2, також є групою,
причому dim𝐻0 = 12. Пiдгрупа 𝐻0 групи �̄�∼

ℱ породжує весь iндуко-
ваний групою �̄�∼

ℱ пiдгрупоїд 𝒮∼
ℱ групоїда 𝒢∼

ℱ . Водночас, для кожної
фiксованої пари довiльних елементiв (𝑓, 𝑔) пiдгрупоїд 𝒮∼

ℱ мiстить рiвно
дев’ятипараметричну сiм’ю допустимих перетворень iз (𝑓, 𝑔) як вихiдною
парою довiльних елементiв. Ось чому потрiбно знайти ще три зв’язки на
груповi параметри групи 𝐻1, щоб побудувати дев’ятивимiрну пiдгрупу
групи 𝐻0, що породжує весь пiдгрупоїд 𝒮∼

ℱ .
Проаналiзуємо композицiю 𝒯 = 𝒯 𝒯 двох довiльних перетворень 𝒯 , 𝒯

з групи 𝐻0. Цi узагальненi перетворення еквiвалентностi мають загаль-
ний вигляд (3.6), де груповi параметри задовольняють наведенi вище
зв’язки для пiдгрупи 𝐻0. Додатково репараметризуємо 𝐻0, замiнивши
параметр 𝐵21 величиною 𝐵′

21 + 𝑇0/𝑇1, i позначимо значення групових
параметрiв, що вiдповiдають 𝒯 i 𝒯 , вiдповiдно дашками та хвильками.
Це дає, зокрема, такi вирази для значень групових параметрiв для ком-
позицiї 𝒯 :

𝐶1 = 𝐶1𝐶1, �̂�11 = �̃�1𝐵11 + �̃�2𝐵
′
21 +

�̃�11

𝑇1
,

�̂�′
21 = �̃�1𝐵11 + �̃�2𝐵

′
21 +

�̃�′
21

𝑇1
,

звiдки випливає, що зв’язки 𝐶1 = 1, 𝐵11 = 𝐵′
21 = 0, якi виокремлюють

пiдмножину �̂�∼
ℱ з групи 𝐻0, зберiгаються при композицiї перетворень i

взяттi оберненого у групi 𝐻0. Отже, �̂�∼
ℱ є дiйсно групою. Вона породжує

весь пiдгрупоїд 𝒮∼
ℱ групоїда 𝒢∼

ℱ , а будь-яка її власна пiдмножина не має
цiєї властивостi, тобто �̂�∼

ℱ є мiнiмальною пiдгрупою групи �̄�∼
ℱ з такою

властивiстю.

Звичайна група еквiвалентностi 𝐺∼
ℱ пiдкласу ℱ не мiститься в ефек-

тивнiй узагальненiй групi еквiвалентностi �̂�∼
ℱ , побудованiй у тверджен-
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нi 3.2.5. Перетин 𝐺∼
ℱ ∩ �̂�∼

ℱ виокремлено з групи 𝐺∼
ℱ зв’язками 𝑇0 = 0 i

𝑈2 = 1.
Для узагальнення зазначеного твердження необхiдно розглянути iн-

фiнiтезимальнi аналоги вiдповiдних груп. Для зручностi введемо такi
дуальнi позначення для релевантних векторних полiв на просторi з ко-
ординатами (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢𝑥, 𝑓, 𝑔):

𝑄1 = 𝑃 𝑡 = 𝜕𝑡, 𝑄2 = 𝐷𝑡 = 𝑡𝜕𝑡 − 𝑓𝜕𝑓 − 𝑔𝜕𝑔,

𝑄3 = 𝑃 𝑥 = 𝜕𝑥, 𝑄4 = 𝐷𝑥 = 𝑥𝜕𝑥 − 𝑢𝑥𝜕𝑢𝑥 + 2𝑓𝜕𝑓 ,

𝑄5 = 𝑃 𝑢 = 𝜕𝑢, 𝑄6 = 𝐷𝑢 = 𝑢𝜕𝑢 + 𝑢𝑥𝜕𝑢𝑥 + 𝑔𝜕𝑔,

𝑄7 = 𝑍𝑡 = 𝑡𝜕𝑢 + 𝜕𝑔, 𝑄8 = 𝑍𝑥 = 𝑥𝜕𝑢 + 𝜕𝑢𝑥,

𝑄9 = 𝑅 = (𝑢− 𝑔𝑡)𝜕𝑥 − 𝑢 2
𝑥𝜕𝑢𝑥 + 2𝑢𝑥𝑓𝜕𝑓 .

З точнiстю до антикомутативностi дужки Лi ненульовi комутацiйнi
спiввiдношення мiж цими векторними полями вичерпано такими:

[𝑃 𝑡, 𝐷𝑡] = 𝑃 𝑡, [𝑃 𝑥, 𝐷𝑥] = 𝑃 𝑥, [𝑃 𝑢, 𝐷𝑢] = 𝑃 𝑢, [𝑃 𝑡, 𝑍𝑡] = 𝑃 𝑢,

[𝑃 𝑥, 𝑍𝑥] = 𝑃 𝑢, [𝑍𝑡, 𝐷𝑡] = −𝑍𝑡, [𝑍𝑥, 𝐷𝑥] = −𝑍𝑥, [𝑍𝑡, 𝐷𝑢] = 𝑍𝑡,

[𝑍𝑥, 𝐷𝑢] = 𝑍𝑥, [𝑃 𝑡, 𝑅] = −𝑔𝑃 𝑥, [𝑃 𝑢, 𝑅] = 𝑃 𝑥, [𝐷𝑥, 𝑅] = −𝑅,

[𝐷𝑢, 𝑅] = 𝑅, [𝑍𝑥, 𝑅] = 𝐷𝑥 −𝐷𝑢 + 𝑔𝑍𝑡.

Алгебри Лi g∼ℱ , ḡ∼ℱ i ĝ∼ℱ груп 𝐺∼
ℱ , �̂�∼

ℱ i �̄�∼
ℱ природно назвати зви-

чайною алгеброю еквiвалентностi, узагальненою алгеброю еквiвалент-
ностi й ефективною узагальненою алгеброю еквiвалентностi класу ℱ
вiдповiдно. Кожна з них є множиною iнфiнiтезимальних генераторiв
однопараметричних пiдгруп вiдповiдних груп. Для того, щоб побудува-
ти всi такi генератори, послiдовно зробимо один iз групових парамет-
рiв у вiдповiдному загальному виглядi групових елементiв залежним вiд
неперервного параметра 𝛿, а iншi груповi параметри покладемо рiвни-
ми їхнiм значенням, якi вiдповiдають тотожному перетворенню, а са-
ме 𝑇1 = 𝑋1 = 𝑈2 = 1 i 𝑇0 = 𝑋0 = 𝑋2 = 𝑈0 = 𝑈1 = 𝑈3 = 0 для
груп 𝐺∼

ℱ i �̂�∼
ℱ (параметр 𝑋2 релевантний тiльки для �̂�∼

ℱ), i аналогiчно
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𝑇 1 = �̄�1 = �̄� 2 = 1, 𝑇 0 = �̄�0 = �̄�2 = �̄� 0 = �̄� 1 = 0 i 𝐹 = 𝑔 для групи �̄�∼
ℱ .

Диференцiюємо компоненти перетворень по 𝛿 при 𝛿 = 0. У пiдсумку,
маємо

g∼ℱ = ⟨𝑄1, . . . , 𝑄8⟩, ḡ∼ℱ =

{︃
9∑︁
𝑖=1

𝜗𝑖(𝑔)𝑄𝑖

}︃
,

ĝ∼ℱ = ⟨𝑃 𝑡 + 𝑔𝑃 𝑢, 𝐷𝑡, 𝑃 𝑥, 𝐷𝑥, 𝑃 𝑢, 𝐷𝑢 − 𝑔𝑍𝑡, 𝑍𝑡, 𝑍𝑥, 𝑅⟩,

де коефiцiєнти 𝜗𝑖 пробiгають множину гладких функцiй вiд 𝑔, тобто
алгебра ḡ∼ℱ є модулем над кiльцем гладких функцiй вiд 𝑔 з базисом
(𝑄1, . . . , 𝑄9), спорядженим дужкою Лi векторних полiв.

Теорема 3.2.6. Жодна ефективна узагальнена група еквiвалентностi
класу ℱ не мiстить звичайну групу еквiвалентностi 𝐺∼

ℱ цього класу.

Доведення. Доведемо таке переформульоване твердження. Припусти-
мо, що пiдгрупа узагальненої групи еквiвалентностi �̄�∼

ℱ класу ℱ мiстить
звичайну групу еквiвалентностi 𝐺∼

ℱ цього класу i породжує той самий
пiдгрупоїд групоїда еквiвалентностi 𝒢∼

ℱ , що i вся група �̄�∼
ℱ . Тодi ця пiд-

група не є ефективною узагальненою групою еквiвалентностi класу ℱ .
Повний список дискретних звичайних перетворень еквiвалентностi

класу ℱ , незалежних iз точнiстю до комбiнування одне з одним i з
неперервними звичайними перетвореннями еквiвалентностi цього кла-
су, вичерпують iнволюцiї 𝐼 𝑡, 𝐼𝑥 i 𝐼𝑢, що змiнюють знаки наборiв
(𝑡, 𝑓, 𝑔), (𝑥, 𝑢𝑥) i (𝑢, 𝑢𝑥, 𝑔) вiдповiдно. Серед узагальнених перетворень
еквiвалентностi iснує ще одне незалежне дискретне перетворення 𝐼𝑔:
(𝑡, �̃�, �̃�, �̃��̃�, 𝑓 , 𝑔) = (𝑡, 𝑥, 𝑢 − 2𝑔𝑡, 𝑢𝑥, 𝑓,−𝑔). Дискретнi перетворення еквi-
валентностi грають допомiжну роль у доведеннi.

Достатньо довести такий iнфiнiтезимальний аналог переформульова-
ного вище твердження. Нехай пiдалгебра h алгебри ḡ∼ℱ є iнварiантною
пiд дiєю дискретних перетворень iз групи 𝐺∼

ℱ , тобто 𝐼 𝑡*h, 𝐼
𝑥
* h, 𝐼

𝑢
* h ⊆ h,

є асоцiйованою з деякою (псевдо)групою перетворень та мiстить алгеб-
ру g∼ℱ i векторне поле 𝑄 =

∑︀9
𝑖=1 𝜁

𝑖𝑄𝑖, де 𝜁 𝑖 = 𝜁 𝑖(𝑔) — гладкi функцiї
вiд 𝑔 з 𝜁9 ̸= 0. Тодi ця пiдалгебра також є iнварiантною пiд дiєю 𝐼 𝑡*, 𝐼𝑥*
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i 𝐼𝑢* , є асоцiйованою з деякою (псевдо)групою перетворень i мiстить iншу
(власну) пiдалгебру s, серед елементiв якої є 𝐾𝑗 =

∑︀9
𝑖=1 𝜒

𝑖𝑗𝑄𝑖, де 𝜒𝑖𝑗 —
гладкi функцiї вiд 𝑔 з det(𝜒𝑖𝑗) ̸= 0, 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 9.

Якщо алгебра h мiстить векторне поле 𝑅, то прокомутувавши його з
елементами алгебри g∼ℱ , отримаємо

[𝑅,𝑃 𝑡] = 𝑔𝑃 𝑥 ∈ h, [𝑔𝑃 𝑥, 𝑍𝑥] = 𝑔𝑃 𝑢 ∈ h,

[𝑍𝑥, 𝑅] = 𝐷𝑡 −𝐷𝑢 + 𝑔𝑍𝑡 ∈ h.

Тому 𝑔𝑍𝑡 ∈ h, тобто h ⊇ g∼ℱ + ⟨𝑔𝑃 𝑥, 𝑔𝑃 𝑢, 𝑔𝑍𝑡⟩ ! ĝ∼ℱ . Можна обрати
s = ĝ∼ℱ . Тодi маємо 𝐼 𝑡*s = 𝐼𝑥* s = 𝐼𝑢* s = 𝐼𝑔*s = s.

Iнакше, порахувавши комутатори

[𝑄,𝐷𝑥] = 𝜁9𝑅− 𝜁8𝑍𝑥 + 𝜁3𝑃 𝑥 ∈ h,

[𝜁9𝑅− 𝜁8𝑍𝑥 + 𝜁3𝑃 𝑥, 𝐷𝑥] = 𝜁9𝑅 + 𝜁8𝑍𝑥 + 𝜁3𝑃 𝑥 ∈ h,

[𝜁9𝑅− 𝜁8𝑍𝑥 + 𝜁3𝑃 𝑥, 𝐷𝑡 +𝐷𝑢] = −𝜁9𝑅− 𝜁8𝑍𝑥 ∈ h,

виведемо, що 𝜁9𝑅 ∈ h i 𝜁9 ̸= const. Так само можна показати, що
для будь-якого елемента

∑︀9
𝑖=1 𝜗

𝑖(𝑔)𝑄𝑖 ∈ h елемент 𝜗3𝑃 𝑥, а тому й еле-
мент 𝜗3𝑃 𝑢 = [𝜗3𝑃 𝑥, 𝑍𝑥] належать алгебрi h. Взявши ще два комутацiйнi
спiввiдношення

[𝑍𝑥, 𝜁9𝑅] = 𝜁9(𝐷𝑥 −𝐷𝑢 + 𝑔𝑍𝑡) ∈ h,

[𝑍𝑥, 𝜁9(𝐷𝑥 −𝐷𝑢 + 𝑔𝑍𝑡)] = −2𝜁9𝑍𝑥 ∈ h,

отримаємо 𝜁9𝑍𝑥 ∈ h. Розглянемо лiнiйну оболонку s = ⟨𝑃 𝑡, 𝐷𝑡, 𝑍𝑡, 𝐷𝑥,

𝐷𝑢, 𝛽𝑃 𝑥, 𝛽𝑃 𝑢, 𝛼𝑅, 𝛼(𝐷𝑥−𝐷𝑢+𝑔𝑍𝑡), 𝛼𝑍𝑥 | 𝛼𝑅, 𝛽𝑃 𝑥 ∈ h⟩. Вона є пiдал-
геброю алгебри h. Оскiльки вся алгебра h є iнварiантною пiд дiєю 𝐼 𝑡*,
𝐼𝑥* i 𝐼𝑢* i є асоцiйованою з (псевдо)групою перетворень, пiдалгебра s має
тi самi властивостi. З огляду на умову 𝑅 /∈ h, параметр-функцiя 𝛼 не
приймає сталi значення. Тому 𝑍𝑥 /∈ s, тобто s ( h. Як елементи 𝐾𝑗,
𝑗 = 1, . . . , 9, можна вибрати 𝑃 𝑡, 𝐷𝑡, 𝑍𝑡, 𝐷𝑥, 𝐷𝑢, 𝑃 𝑥, 𝑃 𝑢, 𝜁9𝑅 i 𝜁9𝑍𝑥.

Отже, алгебра h не є ефективною узагальненою алгеброю еквiвалент-
ностi класу ℱ .
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3.3. Класифiкацiя лiївських симетрiй

Щоб порахувати максимальнi алгебри лiївської iнварiантностi рiвнянь
iз класу ℛ, використаємо iнфiнiтезимальний метод [69, 77]. Iнфiнiтези-
мальними генераторами однопараметричних груп лiївської симетрiї рiв-
нянь iз класу ℛ є векторнi поля 𝑄 = 𝜏(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝜕𝑡+𝜉(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝜕𝑥+𝜂(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝜕𝑢

на просторi з координатами (𝑡, 𝑥, 𝑢), де компоненти 𝜏 , 𝜉, 𝜂 є гладкими
функцiями цих координат. Критерiй iнфiнiтезимальної iнварiантностi
призводить до системи(︀

−𝜉𝑢𝑢𝑥2 + (𝜂𝑢 − 𝜉𝑥)𝑢𝑥 + 𝜂𝑥
)︀
𝑓𝑢𝑥 + (−2𝜉𝑢𝑢𝑥 + 𝜏𝑡 − 2𝜉𝑥)𝑓 = 0, (3.7a)(︀

−𝜉𝑢𝑢𝑢3𝑥 + (𝜂𝑢𝑢 − 2𝜉𝑥𝑢)𝑢𝑥
2 + (2𝜂𝑥𝑢 − 𝜉𝑥𝑥)𝑢𝑥 + 𝜂𝑥𝑥

)︀
𝑓

+ (𝜉𝑡 + 𝜉𝑢𝑔)𝑢𝑥 + 𝜂𝑔𝑢 + (𝜏𝑡 − 𝜂𝑢)𝑔 − 𝜂𝑡 = 0.
(3.7b)

Тому задача групової класифiкацiї класу ℛ зводиться до класифiкацiї
розв’язкiв системи (3.7) залежно вiд значень довiльних елементiв 𝑓 i 𝑔
з точнiстю до 𝐺∼

ℛ-еквiвалентностi або з точнiстю до загальної точкової
еквiвалентностi.

Щоби знайти ядра алгебр лiївської iнварiантностi класу ℛ i його пiд-
класiв ℋ, ℒ, ℱ , ℱ ′ i 𝒞 (кожна з цих алгебр є перетином максимальних
алгебр лiївської iнварiантностi рiвнянь iз вiдповiдних (пiд)класiв), по-
слiдовно розщепимо рiвняння (3.7a) i (3.7b) за довiльними елементами i
їхнiми похiдними та за 𝑢𝑥, з огляду вiдповiднi допомiжнi рiвняння для
довiльних елементiв. Див. також статтi [23], [4] i [1, 2], де пораховано
вiдповiдно ядра алгебр лiївської iнварiантностi класiв ℛ, ℋ i ℱ ′.

Твердження 3.3.1. Ядро алгебр лiївської iнварiантностi g∩ℛ кла-
су ℛ збiгається з ядрами алгебр лiївської iнварiантностi g∩ℋ та g∩𝒞
його пiдкласiв ℋ i 𝒞 i є оболонкою векторних полiв 𝜕𝑡 i 𝜕𝑥:
g∩ℛ = g∩ℋ = g∩𝒞 = ⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑥⟩. Ядрами алгебр лiївської iнварiантностi
пiдкласiв ℒ, ℱ i ℱ ′ є вiдповiдно g∩ℒ = ⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝑥𝜕𝑥⟩, g∩ℱ = ⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝜕𝑢⟩,
g∩ℱ ′ = ⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝜕𝑢, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢⟩.
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Об’єднавши груповi класифiкацiї пiдкласiв 𝒞, ℱ ′, ℋ i ℒ, першу з
яких наведено в теоремi 3.4.1 нижче, другу i третю проведено вiдповiдно
в [1, 2] i в [4], а четверту можна отримати вiдображенням перетворення
годографа 𝑡 = 𝑡, �̃� = 𝑢, �̃� = 𝑥 з групової класифiкацiї класу рiвнянь
Колмогорова в [90], отримаємо таке твердження.

Теорема 3.3.2. Повний список нееквiвалентних розширень лiївської
симетрiї в класi ℛ вичерпано випадками таблицi 3.1, де використано
𝐺∼

ℛ-, �̄�∼
ℱ -, 𝐺∼

ℛ- i 𝒢∼
ℒ -еквiвалентностi вiдповiдно для рiвнянь iз пiдкла-

сiв 𝒞, ℱ , ℋ i ℒ.

Тут 𝒢∼
ℒ — групоїд еквiвалентностi класу ℒ.

Позначення до таблицi 3.1. Номери з тими самими арабськими циф-
рами й рiзними римськими лiтерами вiдповiдають випадкам, еквiвален-
тним iз точнiстю до додаткових перетворень еквiвалентностi. Явнi фор-
мули для цих перетворень наведено пiд таблицею 3.1. Випадки, що про-
нумерованi рiзними числами в арабських цифрах, є нееквiвалентними
з точнiстю до точкових перетворень. Алгебри лiївської iнварiантностi,
наведенi у випадках 0, 1 i 2, є максимальними лише за умови, що вiд-
повiднi набори довiльних елементiв (𝑓, 𝑔) є 𝐺∼

ℛ-нееквiвалентними iншим
випадкам.

(Звичайнi) групи еквiвалентностi пiдкласiв ℋ i 𝒞 збiгаються одна з
одною, а також iз групою 𝐺∼

ℛ. Ось чому у класi ℛ випадки 3′ i 4a′ можна
об’єднати вiдповiдно з випадками 3 i 4a, дозволивши значення 𝑛 = 0.

Перекресленi номери випадкiв 12c i 12d вказують на те, що вони не-
явно наведенi в списку розширень лiївської симетрiї для пiдкласу ℱ з
огляду на їх �̄�∼

ℱ -еквiвалентнiсть випадку 12a.
Для випадкiв у таблицi виконуються такi умови: 𝑛 ∈ R ∖ {0,−2},

𝑚 ∈ R; 𝜀 ̸= 0, 𝜀 = ±1 mod 𝐺∼
ℛ; 𝑚 ̸= −1, 0, 1 i (𝑛,𝑚) ̸= (1, 2) у випад-

ку 4a; 𝑚 ̸= 0, 1 у випадку 4a′; 𝑛 ̸= ±1 у випадку 4b; 𝑛 > −1 mod �̄�∼
ℱ

у випадку 9a; 𝑚 > 0 mod 𝐺∼
ℛ у випадку 11 у випадках 12a, 12b i 12c

параметр-функцiя ℎ = ℎ(𝑡, 𝑥) пробiгає множину розв’язкiв вiдповiдних
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Таблиця 3.1: Групова класифiкацiя класу ℛ
№ 𝑓(𝑢𝑥) 𝑔(𝑢) Базис максимальної алгебри лiївської iнварiантностi

Пiдклас 𝒞, з точнiстю до 𝐺∼
ℛ-еквiвалентностi

0 ∀ ∀ 𝜕𝑡, 𝜕𝑥

1 ∀ 𝑢 𝜕𝑡, 𝜕𝑥, e𝑡𝜕𝑢

2 ∀ 𝑢−1 𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢

3 |𝑢𝑥|𝑛 𝜀e𝑢 𝜕𝑡, 𝜕𝑥, (𝑛+ 2)𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 − (𝑛+ 2)𝜕𝑢

4a |𝑢𝑥|𝑛 |𝑢|𝑚 𝜕𝑡, 𝜕𝑥, (1−𝑚)(𝑛+ 2)𝑡𝜕𝑡 + (𝑛+ 1−𝑚)𝑥𝜕𝑥 + (𝑛+ 2)𝑢𝜕𝑢

4b |𝑢𝑥|𝑛 |𝑢|𝑛+1 + 𝜀𝑢 𝜕𝑡, 𝜕𝑥, e−𝜀𝑛𝑡(𝜀𝜕𝑡 + 𝑢𝜕𝑢)

5 (𝑢𝑥 + 1)−1 𝜀𝑢 𝜕𝑡, 𝜕𝑥, e𝜀𝑡𝜕𝑢, e𝜀𝑡(𝜕𝑡 + 𝜀(𝑢+ 𝑥)𝜕𝑢)

6a 𝑢𝑥 𝑢2 𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑡 − 𝑢𝜕𝑢, 𝑡2𝜕𝑡 − (2𝑡𝑢+ 1)𝜕𝑢

6b 𝑢𝑥 𝑢2 + 1 𝜕𝑡, 𝜕𝑥, cos 2𝑡 (𝜕𝑡 + 2𝜕𝑢) + 2𝑢 sin 2𝑡 𝜕𝑢, sin 2𝑡 (𝜕𝑡 + 2𝜕𝑢)− 2𝑢 cos 2𝑡 𝜕𝑢

6c 𝑢𝑥 𝑢2 − 1 𝜕𝑡, 𝜕𝑥, e2𝑡(𝜕𝑡 − 2(𝑢+ 1)𝜕𝑢), e−2𝑡(𝜕𝑡 + 2(𝑢− 1)𝜕𝑢)

7 𝑢𝑥(𝑢𝑥+1)−3 𝜀𝑢 𝜕𝑡, 𝜕𝑥, e𝜀𝑡𝜕𝑢, e−𝜀𝑡(𝜕𝑡 − 𝜀𝑢𝜕𝑥 + 𝜀𝑢𝜕𝑢)

9b |𝑢𝑥|𝑛 𝜀𝑢 𝜕𝑡, 𝜕𝑥, e𝜀𝑡𝜕𝑢, 𝑛𝑥𝜕𝑥 + (𝑛+ 2)𝑢𝜕𝑢, e−𝜀𝑛𝑡(𝜕𝑡 + 𝜀𝑢𝜕𝑢)

Пiдклас ℱ , з точнiстю до �̄�∼
ℱ -еквiвалентностi

8 ∀ 0 𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝜕𝑢, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢

9a |𝑢𝑥|𝑛 0 𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝜕𝑢, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢, 𝑛𝑡𝜕𝑡 − 𝑢𝜕𝑢

10 e𝑢𝑥 0 𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝜕𝑢, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢, 𝑡𝜕𝑡 − 𝑥𝜕𝑢

11
e𝑚 arctg 𝑢𝑥

𝑢𝑥2 + 1
0 𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝜕𝑢, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢, 𝑚𝑡𝜕𝑡 + 𝑢𝜕𝑥 − 𝑥𝜕𝑢

12a 1 0 𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝜕𝑢, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥, 𝑢𝜕𝑢, 2𝑡𝜕𝑥 − 𝑥𝑢𝜕𝑢,

4𝑡2𝜕𝑡 + 4𝑡𝑥𝜕𝑥 − (𝑥2 + 2𝑡)𝑢𝜕𝑢, ℎ𝜕𝑢

Пiдклас ℋ, з точнiстю до 𝐺∼
ℛ-еквiвалентностi; тiльки випадки, додатковi до випадку 12a

3′ 1 𝜀e𝑢 𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 − 2𝜕𝑢

4a′ 1 |𝑢|𝑚 𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 2(1−𝑚)𝑡𝜕𝑡 + (1−𝑚)𝑥𝜕𝑥 + 2𝑢𝜕𝑢

13 1 𝜀𝑢 ln |𝑢| 𝜕𝑡, 𝜕𝑥, e𝜀𝑡(2𝜕𝑥 − 𝜀𝑥𝑢𝜕𝑢), e𝜀𝑡𝑢𝜕𝑢

12b 1 𝜀𝑢 𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 + 2𝜀𝑡𝑢𝜕𝑢, 𝑢𝜕𝑢, 2𝑡𝜕𝑥 − 𝑥𝑢𝜕𝑢,

4𝑡2𝜕𝑡 + 4𝑡𝑥𝜕𝑥 − (𝑥2 + 2𝑡− 4𝜀𝑡2)𝑢𝜕𝑢, ℎ𝜕𝑢

��12c 1 1 𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 + 2𝑡𝜕𝑢, (𝑢− 𝑡)𝜕𝑢, 2𝑡𝜕𝑥 − 𝑥(𝑢− 𝑡)𝜕𝑢,

4𝑡2𝜕𝑡 + 4𝑡𝑥𝜕𝑥 −
(︀
(𝑥2+2𝑡)(𝑢− 𝑡)− 4𝑡2

)︀
𝜕𝑢, ℎ𝜕𝑢

Пiдклас ℒ, з точнiстю до 𝒢∼
ℒ -еквiвалентностi

14 𝑢−2
𝑥 ∀ 𝜕𝑡, ℎ̃𝜕𝑥, 𝑥𝜕𝑥

15 𝑢−2
𝑥 𝜇𝑢−1 𝜕𝑡, ℎ̃𝜕𝑥, 𝑥𝜕𝑥, 4𝑡𝜕𝑡 + 2𝑢𝜕𝑢, 4𝑡2𝜕𝑡 + 4𝑡𝑢𝜕𝑢 −

(︀
𝑢2 + 2(1 + 𝜈)𝑡

)︀
𝑥𝜕𝑥

16 𝑢−2
𝑥

1−2𝜈 tg ln |𝑢|𝜈

𝑢
𝜕𝑡, ℎ̃𝜕𝑥, 𝑥𝜕𝑥, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑢𝜕𝑢 − 𝑥𝑢𝑔𝜕𝑥, 4𝑡2𝜕𝑡+4𝑡𝑢𝜕𝑢−(𝑢2+2𝑡+2𝑡𝑢𝑔)𝑥𝜕𝑥

��12d 𝑢−2
𝑥 0 𝜕𝑡, ℎ̃𝜕𝑥, 𝑥𝜕𝑥, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑢𝜕𝑢, 4𝑡2𝜕𝑡 + 4𝑡𝑢𝜕𝑢 − (𝑢2 + 2𝑡)𝑥𝜕𝑥, 2𝑡𝜕𝑢 − 𝑥𝑢𝜕𝑥
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рiвнянь: ℎ𝑡 = ℎ𝑥𝑥, ℎ𝑡 = ℎ𝑥𝑥 + 𝜀ℎ i ℎ𝑡 = ℎ𝑥𝑥 + 𝜀; у випадках 14–16 i 12d
дiйснi сталi параметри 𝜇 i 𝜈 задовольняють iз точнiстю до точкових пе-
ретворень зв’язки 𝜇 > 1, 𝜇 ̸= 2 i 𝜈 > 0, а параметр-функцiя ℎ̃ = ℎ̃(𝑡, 𝑢)

пробiгає множину розв’язкiв лiнiйного рiвняння ℎ̃𝑡 = ℎ̃𝑢𝑢 − 𝑔(𝑢)ℎ̃𝑢.
Додатковi перетворення еквiвалентностi мiж випадками таблицi ви-

черпано такими:

6b → 6a: 𝑡 = arctg 𝑡, �̃� = 𝑥, �̃� = (𝑡2 + 1)𝑢+ 𝑡;
6c → 6a: 𝑡 = 1

2 ln | 𝑡−1
𝑡+1 |, �̃� = 𝑥, �̃� = (𝑡2 − 1)𝑢+ 𝑡;

4b → 4a𝑚=𝑛+1, 9b → 9a: 𝑡 = e𝜀𝑛𝑡/(𝜀𝑛), �̃� = 𝑥, �̃� = e−𝜀𝑡𝑢;
12b → 12a: 𝑡 = 𝑡, �̃� = 𝑥, �̃� = e−𝜀𝑡𝑢;
12c → 12a: 𝑡 = 𝑡, �̃� = 𝑥, �̃� = 𝑢− 𝑡;
12d → 12a: 𝑡 = 𝑡, �̃� = 𝑢, �̃� = 𝑥.

3.4. Розв’язок задачi групової класифiкацiї
для регулярного пiдкласу

Цей пiдроздiл присвячено доведенню такої теореми.

Теорема 3.4.1. Повний список 𝐺∼
ℛ-нееквiвалентних розширень лiїв-

ської симетрiї в класi 𝒞 вичерпано випадками 1, 2, 3, 4a, 4b, 5, 6a,
6b, 6c, 7 i 9b таблицi 3.1.

Нагадаємо, що 𝐺∼
𝒞 -еквiвалентнiсть збiгається з обмеженням 𝐺∼

ℛ-
еквiвалентностi на клас 𝒞.

Виявляється, що крiм рiвнянь 𝜏𝑥 = 𝜏𝑢 = 0, компоненти векторних
полiв лiївської симетрiї рiвнянь iз класу 𝒞 також задовольняють iншi
визначальнi рiвняння, що не задiюють довiльнi елементи 𝑓 i 𝑔.

Лема 3.4.2. За умов 𝑓𝑢𝑥 ̸= 0, (𝑢𝑥
2𝑓)𝑢𝑥 ̸= 0 i 𝑔𝑢 ̸= 0 iз системи (3.7)

випливає, що

𝜉𝑥𝑥 = 𝜉𝑥𝑢 = 𝜉𝑢𝑢 = 𝜂𝑥𝑥 = 𝜂𝑥𝑢 = 𝜂𝑢𝑢 = 0. (3.8)
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Доведення. Розглянемо два очевидних диференцiальних наслiдки систе-
ми (3.7). Один iз них виведемо, дiючи операторами 𝑢𝑥𝜕𝑢 + 𝜕𝑥 i − 𝜕𝑢𝑥
вiдповiдно на рiвняння (3.7a) i (3.7b) i додаючи отриманi рiвняння:(︀

𝜉𝑢𝑢𝑢𝑥
2 − 2𝜂𝑢𝑢𝑢𝑥 − 2𝜂𝑥𝑢 − 𝜉𝑥𝑥

)︀
𝑓 = 𝜉𝑡 + 𝜉𝑢𝑔. (3.9)

Iншим наслiдком є сума рiвняння (3.7b) i рiвняння (3.9), домноженого
на 𝑢𝑥:(︀

(𝜂𝑢𝑢 + 2𝜉𝑥𝑢)𝑢𝑥
2 + 2𝜉𝑥𝑥𝑢𝑥 − 𝜂𝑥𝑥

)︀
𝑓 = 𝜂𝑔𝑢 + (𝜏𝑡 − 𝜂𝑢)𝑔 − 𝜂𝑡. (3.10)

Рiвняння (3.9) i (3.10) наводять на думку, що доведення треба розбити на
три випадки залежно вiд того, чи дають цi рiвняння умови на 𝑓 , i якою
є структура цих умов:

1. (1/𝑓)𝑢𝑥𝑢𝑥𝑢𝑥 ̸= 0, 2. (1/𝑓)𝑢𝑥𝑢𝑥𝑢𝑥 = 0, (1/𝑓)𝑢𝑥𝑢𝑥 ̸= 0, i

3. (1/𝑓)𝑢𝑥𝑢𝑥 = 0.

У першому випадку наведенi вище диференцiальнi наслiдки можна
розщепити i за 𝑓 , i за 𝑢𝑥, що одразу призводить до шуканих рiвнянь.

Третя умова означає, що 𝑓 = (𝑢𝑥 + 𝛾)−1 mod 𝐺∼
ℛ. (Нагадаємо, що

𝑓𝑢𝑥 ̸= 0.) Пiдстановка виразу для функцiї 𝑓 у (3.7a) i розщеплення за
похiдною 𝑢𝑥 дають рiвняння 𝜉𝑢 = 0, 𝜂𝑢 = 𝛾(𝜏𝑡 − 𝜉𝑥) i 𝜂𝑥 = 𝜏𝑡 − 𝜉𝑥,
якi призводять до 𝜂𝑥𝑢 = 𝜂𝑢𝑢 = 0. Використовуючи виведенi рiвняння,
спростимо рiвняння (3.9), а потiм знов “пiдставимо й розщепимо”, що
зокрема дає 𝜉𝑥𝑥 = 0, а тому також 𝜂𝑥𝑥 = 0.

У другому випадку, який є набагато складнiшим за iншi, з точнiстю
до𝐺∼

ℛ-еквiвалентностi покладемо 𝑓 = (𝑢𝑥
2+2𝛽𝑢𝑥+𝛾)−1, де (𝛽, 𝛾) ̸= (0, 0),

оскiльки (𝑢𝑥
2𝑓)𝑢𝑥 ̸= 0. Пiдставляючи вираз для функцiї 𝑓 у (3.7a) i

розщеплюючи за похiдною 𝑢𝑥, отримаємо

𝜂𝑢 = −𝛽𝜉𝑢 +
1

2
𝜏𝑡, 𝜂𝑥 = −𝛽𝜉𝑥 +

𝛽

2
𝜏𝑡 + (𝛽2 − 𝛾)𝜉𝑢,

(𝛽2 − 𝛾)(2𝜉𝑥 − 𝛽𝜉𝑢 − 𝜏𝑡) = 0.
(3.11)

Перехресне диференцiювання перших двох рiвнянь у (3.11) дає
(𝛽2−𝛾)𝜉𝑢𝑢=0. Диференцiювання останнього рiвняння в (3.11) по 𝑥 i по 𝑢
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вiдповiдно дають (𝛽2−𝛾)𝜉𝑥𝑢 = 0 i (𝛽2−𝛾)𝜉𝑥𝑥 = 0. З огляду на цi рiвнян-
ня те саме диференцiювання перших двох рiвнянь у (3.11) призводить до
𝜂𝑥𝑥 = −𝛽𝜉𝑥𝑥, 𝜂𝑥𝑢 = −𝛽𝜉𝑥𝑢 i 𝜂𝑢𝑢 = −𝛽𝜉𝑢𝑢. Отже, якщо 𝛾 ̸= 𝛽2, то маємо
шуканi визначальнi рiвняння.

Припустимо, що 𝛾 = 𝛽2. Тодi 𝛽 ̸= 0, i з точнiстю до 𝐺∼
ℛ-еквiвалент-

ностi можна покласти 𝛽 = 1, тобто 𝑓 = (𝑢𝑥+1)−2. Загальним розв’язком
системи 𝜂𝑥 = −𝜉𝑥 + 𝜏𝑡/2, 𝜂𝑢 = −𝜉𝑢 + 𝜏𝑡/2 є 𝜂 = 𝜏𝑡(𝑢 + 𝑥)/2 − 𝜉 + 𝜂0, де
𝜂0 — довiльна гладка функцiя вiд 𝑡. Для цих значень функцiй 𝑓 i 𝜂
визначальне рiвняння (3.7b) набуває вигляду(︀

(𝜉𝑡 + 𝜉𝑢𝑔)𝑢𝑥 + 𝜂𝑔𝑢 + (𝜏𝑡 − 𝜂𝑢)𝑔 − 𝜂𝑡
)︀
(𝑢𝑥 + 1) =

𝜉𝑢𝑢𝑢𝑥
2 + 2𝜉𝑥𝑢𝑢𝑥 + 𝜉𝑥𝑥,

а його розщеплення за степенями похiдної 𝑢𝑥 призводить до системи

𝜉𝑡 + 𝜉𝑢𝑔 = 𝜉𝑢𝑢, 𝜂𝑔𝑢 + (𝜏𝑡 − 𝜂𝑢)𝑔 − 𝜂𝑡 = 𝜉𝑥𝑥,

𝜉𝑢𝑢 − 2𝜉𝑥𝑢 + 𝜉𝑥𝑥 = 0.
(3.12)

Останнє рiвняння можна зобразити як (𝜕𝑥 − 𝜕𝑢)
2𝜉 = 0, а тому його

загальним розв’язком є 𝜉 = 𝜉1(𝑡, 𝜔)𝑢 + 𝜉0(𝑡, 𝜔), де 𝜉1 i 𝜉0 — довiльнi
гладкi функцiї вiд 𝑡 i 𝜔 = 𝑥 + 𝑢. З огляду на виведенi вирази для 𝜉 i 𝜂
система перших двох рiвнянь системи (3.12) зводиться до системи

𝜉1𝑡 𝑢+ 𝜉0𝑡 + (𝜉1𝜔𝑢+ 𝜉1 + 𝜉0𝜔)𝑔 = 𝜉1𝜔𝜔𝑢+ 2𝜉1𝜔 + 𝜉0𝜔𝜔, (3.13)

(−2𝜉1𝑢− 2𝜉0 + 𝜏𝑡𝜔 + 2𝜂0)𝑔𝑢 + 𝜏𝑡𝑔 + 4𝜉1𝜔 − 𝜏𝑡𝑡𝜔 − 2𝜂0𝑡 = 0. (3.14)

Вважаємо (𝑡, 𝜔, 𝑢) набором незалежних змiнних в останнiй системi.
Якщо довiльний елемент 𝑔 не є дробово-лiнiйною функцiєю, то

рiвняння (3.13) можна розщепити одночасно за 𝑔 та 𝑢 й отримати рiвнян-
ня 𝜉1𝜔 = 0 i 𝜉0𝜔 = −𝜉1, наслiдком яких є 𝜉0𝜔𝜔 = 0. Навпаки (тобто у випад-
ку несталої дробово-лiнiйної функцiї 𝑔, оскiльки 𝑔𝑢 ̸= 0 за припущенням
леми), диференцiюємо рiвняння (3.14) по 𝜔 i розщеплюємо виведенi ди-
ференцiальнi наслiдки за 𝑢, що знову призводить до рiвнянь 𝜉1𝜔 = 0

i 𝜉0𝜔𝜔 = 0. Отже, у третьому випадку також маємо шуканi рiвняння
𝜉𝑥𝑥 = 𝜉𝑥𝑢 = 𝜉𝑢𝑢 = 0, а тому i 𝜂𝑥𝑥 = 𝜂𝑥𝑢 = 𝜂𝑢𝑢 = 0.
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Iнакше кажучи, система визначальних рiвнянь на лiївськi симетрiї
рiвнянь iз класу 𝒞 насправдi зводиться до системи рiвнянь 𝜏𝑥 = 𝜏𝑢 = 0,
(3.7a), (3.8) i

𝜉𝑡 + 𝜉𝑢𝑔 = 0, (3.15)

𝜂𝑔𝑢 + (𝜏𝑡 − 𝜂𝑢)𝑔 − 𝜂𝑡 = 0. (3.16)

Система (3.8) еквiвалентна такому зображенню компонент 𝜉 i 𝜂:

𝜉 = 𝜉1(𝑡)𝑥+ 𝜉2(𝑡)𝑢+ 𝜉0(𝑡), 𝜂 = 𝜂1(𝑡)𝑥+ 𝜂2(𝑡)𝑢+ 𝜂0(𝑡),

де 𝜉0, 𝜉1, 𝜉2, 𝜂0, 𝜂1, 𝜂2 — гладкi функцiї вiд 𝑡.

Лема 3.4.3. (i) Для всiх рiвнянь iз класу 𝒞, крiм 𝐺∼
ℛ-еквiвалентних

рiвнянням випадку 7, 𝑥-компоненти векторних полiв лiївської симетрiї
задовольняють визначальне рiвняння 𝜉𝑢 = 0.

(ii) для всiх рiвнянь iз класу 𝒞, крiм 𝐺∼
ℛ-еквiвалентних рiвнянням

випадку 5, 𝑢-компоненти векторних полiв лiївської симетрiї задоволь-
няють визначальне рiвняння 𝜂𝑥 = 0.

Доведення. Припустимо, що рiвняння ℰ з класу 𝒞 допускає векторне
поле 𝑄 лiївської симетрiї з (𝜉2, 𝜂1) ̸= (0, 0), а (𝑓, 𝑔) є асоцiйованим значен-
ням набору довiльних елементiв.

Якщо 𝜉𝑢 = 𝜉2 ̸= 0 (вiдповiдно 𝜂𝑥 = 𝜂1 ̸= 0) для векторного поля 𝑄,
то рiвняння (3.15) (вiдповiдно диференцiальний наслiдок рiвняння (3.16),
отриманий дiєю оператора 𝜕𝑥) означає, що 𝑔𝑢𝑢 = 0, а тому 𝑔 = 𝑢 mod 𝐺∼

ℛ,
оскiльки 𝑔𝑢 ̸= 0 у класi 𝒞. Рiвняння (3.15) i (3.16) для цього значення
довiльного елемента 𝑔 розщеплено за (𝑥, 𝑢) вiдповiдно до рiвнянь

𝜉0𝑡 = 𝜉1𝑡 = 0, 𝜉2𝑡 = −𝜉2 i 𝜂0𝑡 = 𝜂0, 𝜂1𝑡 = 𝜂1, 𝜂2𝑡 = 𝜏𝑡. (3.17)

Тепер застосуємо розгалужене розщеплення за функцiєю 𝑓 . Тут рiв-
няння шаблонного вигляду на функцiю 𝑓 має форму

(𝑎1𝑢𝑥
2 + 𝑎2𝑢𝑥 + 𝑎3)𝑓𝑢𝑥 + (2𝑎1𝑢𝑥 + 𝑎4)𝑓 = 0, (3.18)
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де 𝑎1, . . . , 𝑎4 — сталi. Його отримують фiксуванням 𝑡 у класифiкую-
чих рiвняннях (3.7a). Позначимо через 𝑘 кiлькiсть лiнiйно незалежних
наборiв (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4) серед тих, що вiдповiдають рiвнянням шаблонно-
го вигляду на функцiю 𝑓 . Маємо 𝑘 > 0, оскiльки (𝜉2, 𝜂1) ̸= (0, 0) для
векторного поля 𝑄.

Якщо 𝑘 > 2, то 𝑓 = 𝜀(𝑢𝑥 + 1)−2 mod 𝐺∼
ℛ з 𝜀 = ±1, оскiльки 𝑓𝑢𝑥 ̸= 0 i

(𝑢𝑥
2𝑓)𝑢𝑥 ̸= 0 для рiвнянь iз класу 𝒞. Розщеплюючи рiвняння (3.7a) для

цього значення довiльного елемента 𝑓 за похiдною 𝑢𝑥, виведемо рiвняння
𝜏𝑡 = 2𝜂1 + 2𝜉1 i 𝑅 := 𝜉1− 𝜉2 +𝜂1−𝜂2 = 0. Тодi з огляду на систему (3.17)
маємо 𝜏𝑡𝑡 = 2𝜂1, 𝑅𝑡𝑡 = −𝜉2 + 𝜂1 = 0 i 𝑅𝑡𝑡𝑡 = 𝜉2 + 𝜂1 = 0, тобто 𝜉2 = 𝜂1 = 0

для всiх векторних полiв лiївської симетрiї рiвняння ℰ , що суперечить
умовi (𝜉2, 𝜂1) ̸= (0, 0) для 𝑄.

Отже, 𝑘 = 1. Зафiксуємо рiвняння шаблонного вигляду й нехай
(𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4) — вiдповiдний (ненульовий) набiр коефiцiєнтiв. Оскiльки
𝑘 = 1, то набiр коефiцiєнтiв (−𝜉2, 𝜂2 − 𝜉1, 𝜂1, 𝜏𝑡 − 2𝜉1) рiвняння (3.7a)
пропорцiйний до (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4):

−𝜉2 = 𝜆𝑎1, 𝜂2 − 𝜉1 = 𝜆𝑎2, 𝜂1 = 𝜆𝑎3, 𝜏𝑡 − 2𝜉1 = 𝜆𝑎4, (3.19)

де 𝜆 = 𝜆(𝑡) — ненульова гладка функцiя вiд 𝑡, а (𝑎1, 𝑎3) ̸= (0, 0), оскiльки
(𝜉2, 𝜂1) ̸= (0, 0) для векторного поля 𝑄. Це означає, що 𝑎1𝜂1 + 𝑎3𝜉

2 = 0.
Диференцiювання цього рiвняння по 𝑡 з огляду на (3.17) дає рiвняння
𝑎1𝜂

1 − 𝑎3𝜉
2 = 0, тобто 𝑎1𝜂1 = 𝑎3𝜉

2 = 0, а тому 𝜉2𝜂1 = 𝑎1𝑎3 = 0.
Якщо 𝑎1 ̸= 0, то завдяки можливостi одночасного протилежного

масштабування набору (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4) i функцiї 𝜆 без обмеження загаль-
ностi можна вважати, що 𝑎1 = 1 i 𝜆 = −𝜉2 ̸= 0. Тому 𝜂1 = 0 i
𝑎3 = 0. Iншими рiвняннями, що випливають з (3.19), є 𝜂2 = −𝑎2𝜉2 + 𝜉1

i 𝜏𝑡 = −𝑎4𝜉2 + 2𝜉1. Скомбiнуємо їх iз рiвняннями системи (3.17), звiдки
𝜏𝑡 = 𝜂2𝑡 = 𝑎2𝜉

2, що призводить до 𝑎4 = −𝑎2 i 𝜉1 = 0. Маємо 𝑎2 ̸= 0,
оскiльки iнакше фiксоване рiвняння шаблонного вигляду на функцiю 𝑓

суперечить допомiжнiй нерiвностi (𝑢𝑥
2𝑓)𝑢𝑥 ̸= 0 для довiльних елементiв

рiвнянь iз класу 𝒞. Ось чому з точнiстю до𝐺∼
ℛ-еквiвалентностi можна по-

класти 𝑎2 = 1 i отримати (пiсля замiни знаку 𝑡, якщо 𝜀 = −1) випадок 7.
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Для випадку 𝑎3 ̸= 0 розгляд аналогiчний. Завдяки можливостi одно-
часного протилежного масштабування набору (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4) i функцiї 𝜆
без обмеження загальностi можна вважати, що 𝑎3 = 1 i 𝜆 = 𝜂1 ̸= 0. Тому
𝜉2 = 0 i 𝑎1 = 0. Iншими рiвняннями, що випливають з (3.19) є

𝜂2 = 𝑎2𝜂
1 + 𝜉1, 𝜏𝑡 = 𝑎4𝜂

1 + 2𝜉1.

Комбiнування їх iз рiвняннями системи (3.17) дає 𝜏𝑡 = 𝜂2𝑡 = 𝑎2𝜂
1, що

призводить до 𝑎4 = 𝑎2 i 𝜉1 = 0. Маємо 𝑎2 ̸= 0, оскiльки iнакше фiксова-
не рiвняння шаблонного вигляду на функцiю 𝑓 суперечить допомiжнiй
нерiвностi 𝑓𝑢𝑥 ̸= 0 на довiльнi елементи рiвнянь iз класу 𝒞. Ось чому
з точнiстю до 𝐺∼

ℛ-еквiвалентностi можна покласти 𝑎2 = 1 i отримати
(пiсля змiни знаку 𝑡, якщо 𝜀 = −1) випадок 5.

Отже, з доведення класифiкацiйної задачi можна виключити рiвнян-
ня, 𝐺∼

ℛ-еквiвалентнi рiвнянням iз випадкiв 5 або 7, i додатково можна
покласти 𝜉𝑡 = 𝜉𝑢 = 𝜂𝑥 = 0, тобто

𝜉 = 𝑐1𝑥+ 𝑐2, 𝜂 = 𝜂2(𝑡)𝑢+ 𝜂0(𝑡),

де 𝑐1, 𝑐2 — сталi. Нерозв’язнi визначальнi рiвняння вичерпано зведеним
варiантом рiвнянь (3.7a) i (3.16):

(𝜂2 − 𝑐1)𝑢𝑥𝑓𝑢𝑥 + (𝜏𝑡 − 2𝑐1)𝑓 = 0, (3.20)

(𝜂2𝑢+ 𝜂0)𝑔𝑢 + (𝜏𝑡 − 𝜂2)𝑔 = 𝜂2𝑡𝑢+ 𝜂0𝑡 . (3.21)

Завершимо групову класифiкацiю класу 𝒞 методом розгалуженого
розщеплення. Система зведених класифiкуючих рiвнянь (3.20) i (3.21)
є незачепленою, а довiльнi елементи 𝑓 i 𝑔 є унарними функцiями рiз-
них аргументiв. Тому потрiбно застосувати двокрокове розгалужене
розщеплення — спочатку за функцiєю 𝑓 , а потiм за функцiєю 𝑔. Тут
рiвняннями шаблонного вигляду на функцiї 𝑓 i 𝑔 є вiдповiдно

𝑎2𝑢𝑥𝑓𝑢𝑥 + 𝑎4𝑓 = 0, (3.22)

(𝑏1𝑢+ 𝑏2)𝑔𝑢 + 𝑏3𝑔 = 𝑏4𝑢+ 𝑏5, (3.23)
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де 𝑎2, 𝑎4 i 𝑏1, . . . , 𝑏5 — сталi. (Сталi 𝑎2 i 𝑎4 позначаємо у сумiсний iз
шаблонним виглядом (3.18) спосiб.) Рiвняння шаблонного вигляду на
функцiї 𝑓 i 𝑔 отримують фiксуванням 𝑡 у вiдповiдних класифiкуючих
рiвняннях (3.20) i (3.21). Позначимо через 𝑘 (або 𝑙) кiлькiсть лiнiйно
незалежних наборiв (𝑎2, 𝑎4) (або (𝑏1, . . . , 𝑏5)) серед тих, що вiдповiдають
рiвнянням шаблонного вигляду на функцiю 𝑓 (або 𝑔). Маємо 𝑘 < 2,
оскiльки 𝑓 ̸= 0.

𝑘 = 0. Це означає, що рiвняння (3.20) є тотожнiстю вiдносно функцiї 𝑓 ,
тобто 𝜂2 = 𝑐1 i 𝜏𝑡 = 2𝑐1. Тодi 𝑏3 = 𝑏1 i 𝑏4 = 0 у шаблонному вигля-
дi (3.23) рiвнянь на функцiю 𝑔. Кiлькiсть 𝑙 лiнiйно незалежних наборiв
серед можливих значень набору коефiцiєнтiв (𝑏1, 𝑏2, 𝑏5) не може переви-
щувати одного, оскiльки iнакше вiдповiдна система рiвнянь шаблонного
вигляду є або несумiсною, або має тiльки сталi розв’язки, що супере-
чить допомiжнiй нерiвностi 𝑔𝑢 ̸= 0 для довiльних елементiв рiвнянь iз
класу 𝒞. Якщо 𝑙 = 0, тобто класифiкуюче рiвняння (3.21) є також тотож-
нiстю, то отримаємо загальний класифiкацiйний випадок 0 таблицi 3.1
без розширення лiївської симетрiї. Для 𝑙 = 1, залежно вiд того, чи зникає
коефiцiєнт 𝑏1 у нетотожному рiвняннi шаблонного вигляду, отримаємо,
що або 𝑔 = 𝑢 mod 𝐺∼

ℛ, або 𝑔 = 𝑢−1 + 𝜈 mod 𝐺∼
ℛ. Перший розв’язок вiд-

повiдає випадку 1, а другий призводить до випадку 2 з огляду на умову
𝜈 = 0, оскiльки для 𝜈 ̸= 0 знову отримаємо ядро алгебр iнварiантностi
g∩𝒞 = ⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑥⟩, що вiдповiдає умовi 𝑙 = 0 i суперечить умовi 𝑙 = 1.

𝑘 = 1. Зафiксуємо (нетотожне) рiвняння шаблонного вигляду на функ-
цiю 𝑓 , i нехай (𝑎2, 𝑎4) — вiдповiдний (ненульовий) набiр коефiцiєнтiв.
Нерiвнiсть 𝑓 ̸= 0 означає, що 𝑎2 ̸= 0, а тому можна покласти 𝑎2 = 1.
Позначимо 𝑛 := −𝑎4. Тодi рiвняння (3.22) означає, що 𝑓 = |𝑢𝑥|𝑛 mod

𝐺∼
ℛ, де 𝑛 ̸= 0 i 𝑛 ̸= −2 згiдно з допомiжними нерiвностями 𝑓𝑢𝑥 ̸= 0

i (𝑢𝑥
2𝑓)𝑢𝑥 ̸= 0 для довiльних елементiв рiвнянь iз класу 𝒞. Оскiльки

𝑘 = 1, то набiр коефiцiєнтiв (𝜂2−𝑐1, 𝜏𝑡−2𝑐1) рiвняння (3.20) пропорцiйний
набору (1,−𝑛). Iнакше кажучи, 𝜂2−𝑐1 = 𝜆, 𝜏𝑡−2𝑐1 = −𝑛𝜆, де 𝜆 = 𝜆(𝑡) —
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ненульова гладка функцiя вiд 𝑡. Тому 𝜏𝑡 = −𝑛𝜂2 + (𝑛 + 2)𝑐1, а рiвнян-
ня (3.21) набуває вигляду

(𝜂2𝑢+ 𝜂0)𝑔𝑢 +
(︀
(𝑛+ 2)𝑐1 − (𝑛+ 1)𝜂2

)︀
𝑔 = 𝜂2𝑡𝑢+ 𝜂0𝑡 . (3.24)

Застосуємо розгалужене розщеплення за функцiєю 𝑔, використовуючи
величину 𝑙 для розрiзнення класифiкацiйних випадкiв. Маємо 𝑙 > 0,
оскiльки iнакше рiвняння (3.24) є тотожнiстю вiдносно 𝑔, а тому 𝜂0 =

𝜂2 = 0 i, з огляду на умови 𝑛 ̸= −2, 𝑐1 = 0, воно призводить до ядра
алгебр iнварiантностi g∩𝒞 = ⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑥⟩ i дає 𝑘 = 0, що суперечить умовi
𝑘 = 1. Подальший розгляд розбивається на два випадки, 𝑙 > 2 i 𝑙 = 1.

𝑙 > 2. Зауважимо, що максимальним значенням величини 𝑙 є три, бо для
бiльшого значення 𝑙 системи рiвнянь шаблонного вигляду несумiснi.

Припустимо, що для двох рiвнянь шаблонного вигляду з лiнiйно неза-
лежними наборами коефiцiєнтiв (𝑏1, . . . , 𝑏5) i (𝑏′1, . . . , 𝑏

′
5) виконуються

умови 𝑏2𝑏
′
1 − 𝑏′2𝑏1 ̸= 0, 𝑏3𝑏′1 − 𝑏′3𝑏1 = 0 i 𝑏4𝑏′1 − 𝑏′4𝑏1 ̸=0. Тодi сумiснiсть

цих рiвнянь означає, що 𝑔𝑢𝑢𝑢 = 0 i 𝑔𝑢𝑢 ̸= 0, тобто 𝑔 = 𝑢2 + 𝛿 mod 𝐺∼
ℛ

з 𝛿 ∈ {−1, 0, 1}. Розщеплюючи рiвняння (3.24) для отриманих значень
довiльного елемента 𝑔 за 𝑢, виведемо рiвняння

(𝑛+ 2)𝑐1 = (𝑛− 1)𝜂2, 𝜂0𝑡 = −2𝛿𝜂2, 𝜂2𝑡 = 2𝜂0.

Отже 𝑛 = 1, оскiльки iнакше 𝜂0 = 0, 𝛿𝑐1 = 0 i 𝜂2 = (𝑛 + 2)𝑐1/(𝑛 − 1),
а тому 𝑙 6 1, що суперечить умовi 𝑙 > 2. Звiдси 𝑐1 = 0, й отримаємо
випадки 6a, 6b i 6c залежно вiд значення величини 𝛿.

Якщо iснує пара рiвнянь шаблонного вигляду з будь-якими iншими
умовами на вiдповiднi лiнiйно незалежнi набори коефiцiєнтiв 𝑏𝑖 i 𝑏′𝑗, то
𝑔𝑢𝑢 = 0, тобто 𝑔 = 𝜀𝑢 mod 𝐺∼

ℛ з 𝜀 ∈ {−1, 1} з огляду на допомiжну
нерiвнiсть 𝑔𝑢 ̸= 0 у класi 𝒞. Рiвняння (3.24) з цим значенням довiльного
елемента 𝑔 можна розщепити на рiвняння

𝜂2𝑡 = −𝜀𝑛𝜂2 + 𝜀(𝑛+ 2)𝑐1, 𝜂0𝑡 = 𝜀𝜂0.

У пiдсумку, отримаємо випадок 9b, для якого насправдi 𝑙 = 3.
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𝑙 = 1. Тодi набiр коефiцiєнтiв рiвняння (3.24) пропорцiйний (ненульово-
му) набору коефiцiєнтiв рiвняння шаблонного вигляду:

𝜂2 = 𝜒𝑏1, 𝜂0 = 𝜒𝑏2, (𝑛+ 2)𝑐1 − (𝑛+ 1)𝜂2 = 𝜒𝑏3,

−𝜂2𝑡 = 𝜒𝑏4, −𝜂0𝑡 = 𝜒𝑏5,

де 𝜒 = 𝜒(𝑡) — ненульова гладка функцiя вiд 𝑡. До того ж, маємо нерiв-
нiсть 𝑔𝑢𝑢 ̸= 0, оскiльки iнакше 𝑙 = 2. Розглянемо окремо два випадки:
(𝑏1, 𝑏4) ̸= (0, 0) i 𝑏1 = 𝑏4 = 0.

Припустимо спочатку, що (𝑏1, 𝑏4) ̸= (0, 0). Комбiнуючи наведенi вище
рiвняння, виведемо рiвняння 𝑏1𝜒𝑡+𝑏4𝜒 = 0 i 𝑏2𝜒𝑡+𝑏5𝜒 = 0, чия сумiснiсть
як алгебраїчних рiвнянь вiдносно (𝜒𝑡, 𝜒) означає, що пара (𝑏2, 𝑏5) пропор-
цiйна парi (𝑏1, 𝑏4). Отже, з точнiстю до 𝐺∼

ℛ-еквiвалентностi (бiльш точно,
до зсувiв змiнної 𝑢) можна покласти 𝑏2 = 𝑏5 = 0, а тому 𝜂0 = 0. Тодi
стає очевидним, що 𝑏1 ̸= 0, оскiльки iнакше 𝑏3𝑏4 ̸= 0, що означає 𝑔𝑢𝑢 = 0.
Тому завдяки можливостi одночасного протилежного масштабування на-
бору (𝑏1, 𝑏3, 𝑏4) i функцiї 𝜒 без обмеження загальностi можна вважати,
що 𝑏1 = 1 i 𝜒 = 𝜂2 ̸= 0. Звiдси

(𝑛+ 2)𝑐1 = (𝑛+ 1 + 𝑏3)𝜂
2, 𝜂2𝑡 = −𝑏4𝜂2.

Для 𝑏4 = 0 прямо отримаємо випадок 4a. Якщо 𝑏4 ̸= 0, то 𝑐1 = 0 i
𝑏3 = −𝑛− 1, що дає випадок 4b.

Нехай 𝑏1 = 𝑏4 = 0. Тодi нерiвнiсть 𝑔𝑢𝑢 ̸= 0 означає, що 𝑏2 ̸= 0

i 𝑏5 = 0. Щоб вивести останню рiвнiсть, використаємо той факт, що
iнакше 𝜂0𝑡 = 𝑏2𝜒𝑡 ̸= 0, а тому 𝑏3 = 0, що суперечить нерiвностi 𝑔𝑢𝑢 ̸= 0.
Отже, 𝑔 = 𝜀e𝑢 mod 𝐺∼

ℛ з 𝜀 ∈ {−1, 1}, що дає випадок 3.
Доведення теореми 3.4.1 завершено.
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РОЗДIЛ 4

Симетрiйний аналiз моделi
iзотермiчного дрейфового потоку

4.1. Вступ

Фiзичнi процеси часто моделюють системами квазилiнiйних диференцi-
альних рiвнянь першого порядку, тобто системами диференцiальних рiв-
нянь першого порядку, якi є лiнiйними за похiдними залежних змiнних,
чиї коефiцiєнти можуть у загальному випадку залежати вiд залежних i
незалежних змiнних. Такi системи часто виникають в акустицi, механiцi
рiдини й газовiй динамiцi [114], а у випадку двох незалежних змiнних
вони мають загальний вигляд

𝑛∑︁
𝑗=1

𝐴𝑖𝑗 𝜕𝑢
𝑗

𝜕𝑡
+

𝑛∑︁
𝑗=1

𝐵𝑖𝑗 𝜕𝑢
𝑗

𝜕𝑥
+ 𝐶 𝑖 = 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (4.1)

де 𝑛 × 𝑛 матрицi 𝐴 = (𝐴𝑖𝑗), 𝐵 = (𝐵𝑖𝑗) i 𝑛-компонентний вектор
𝐶 = (𝐶 𝑖) — функцiї вiд незалежних змiнних (𝑡, 𝑥) i залежних змiн-
них (𝑢1, . . . , 𝑢𝑛), але не вiд їхнiх похiдних. Такi системи i їхнi природ-
нi узагальнення для випадку понад двох незалежних змiнних вiдомi
як (трансляцiйно неiнварiантнi неоднорiднi) системи гiдродинамiчного
типу i є предметом iнтенсивного дослiдження; див. наприклад роботи
[20, 22, 40, 42, 43, 68, 78, 97, 98] i посилання в них.

Важливим класом таких систем є еволюцiйнi трансляцiйно iнварi-
антнi системи гiдродинамiчного типу з двома незалежними змiнними,
для яких матриця 𝐴 — 𝑛 × 𝑛 одинична матриця, вектор 𝐶 зникає, а
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матриця 𝐵 залежить лише вiд залежних змiнних. Заради лаконiчностi
називатимемо саме такi системи системами гiдродинамiчного типу.

Якщо систему гiдродинамiчного типу можна дiагоналiзувати замi-
ною залежних змiнних r = r(𝑢), тобто �̃�𝑖𝑗 = 0 для нової матрицi �̃�,
якщо 𝑖 ̸= 𝑗, а 𝑉 𝑖 := �̃�𝑖𝑖 є власними значеннями матрицi 𝐵, то новi за-
лежнi змiннi називають рiмановими iнварiантами цiєї системи, а власнi
значення 𝑉 1, . . . , 𝑉 𝑛 — характеристичними швидкостями системи, див.
наприклад [94]. Зауважимо, що системи гiдродинамiчного типу з понад
двома залежними змiнними загалом не є дiагоналiзовними. Дiагоналi-
зовану систему гiдродинамiчного типу називають iстинно нелiнiйною,
якщо 𝑉 𝑖

𝑖 ̸= 0 для всiх 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, i лiнiйно виродженою, якщо не вико-
нується жодна з цих нерiвностей. Тут i нижче, якщо не вказано явно,
iндекси 𝑖, 𝑗, 𝑘 змiнюються вiд 1 до 𝑛, а функцiя з нижнiм iндексом на
кшталт 𝑖 позначає похiдну по 𝑖-му рiманову iнварiанту.

У теорiї систем гiдродинамiчного типу iснує критерiй iнтегровностi,
що ґрунтується на узагальненому перетвореннi годографа [9, 10]. Цей
критерiй стверджує, що дiагоналiзована строго гiперболiчна (строга гi-
перболiчнiсть означає, що всi характеристичнi швидкостi 𝑉 𝑖 дiйснi й рiз-
нi) система гiдродинамiчного типу є iнтегровною в наведеному нижче
сенсi тодi й лише тодi, коли має мiсце умова

𝜕𝑖
𝑉 𝑘
𝑗

𝑉 𝑗 − 𝑉 𝑘
= 𝜕𝑗

𝑉 𝑘
𝑖

𝑉 𝑖 − 𝑉 𝑘

для всiх 𝑖 ̸= 𝑘 ̸= 𝑗 (тут немає пiдсумовування за повторюваними iнде-
ксами). Такi системи гiдродинамiчного типу називають напiвгамiльто-
новими [9, 10]; див. наприклад [29, с. 60] i [30] для подальшої iнформацiї.
Якщо задано дiагоналiзовану систему гiдродинамiчного типу

r𝑖𝑡 + 𝑉 𝑖r𝑖𝑥 = 0,

де r = (r1, . . . , r𝑛) — набiр її рiманових iнварiантiв, а 𝑉 = (𝑉 1, . . . , 𝑉 𝑛) —
вiдповiдний набiр характеристичних швидкостей, то узагальнене
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перетворення годографа дає змогу локально зобразити загальний
розв’язок цiєї системи (за винятком розв’язкiв, для яких r𝑖𝑥 = 0 для
деякого iндексу 𝑖) у виглядi

𝑥− 𝑉 𝑖(r)𝑡 = 𝑊 𝑖(r), (4.2)

де 𝑊 = (𝑊 1, . . . ,𝑊 𝑛) — загальний розв’язок системи

𝑊 𝑖
𝑗

𝑊 𝑗 −𝑊 𝑖
=

𝑉 𝑖
𝑗

𝑉 𝑗 − 𝑉 𝑖
, 𝑖 ̸= 𝑗,

з умовою невиродженостi det(𝑉 𝑖
𝑗 𝑡+𝑊 𝑖

𝑗 ) ̸= 0 (знову немає пiдсумовуван-
ня за повторюваними iндексами), яка гарантує, що анзац (4.2) локально
розв’язний вiдносно r.

Надалi в поточному роздiлi працюватимемо з трикомпонентною
(𝑛 = 3) системою гiдродинамiчного типу, що виникає пiд час вивчен-
ня моделi двофазового потоку. Ця задача є дуже важливою у фiзицi
завдяки її застосуванню в кiлькох галузях, як-от атомна енергетика та
хiмiчна промисловiсть [31, 116].

Оскiльки вона є досить складною, розроблено її рiзноманiтнi спро-
щення. Одним iз них є введена у [119] модель дрейфового потоку, яка дає
змогу описувати рух не iндивiдуальних фаз, а сумiшi в цiлому. Останню
модель ретельно вивчено у [32, 33, 34], де введено кiлька її пiдмоделей i,
зокрема, поняття функцiї ковзання. У [13] розглянуто модель без умови
ковзання, яку описує система

𝜌1𝑡 + 𝑢𝜌1𝑥 + 𝑢𝑥𝜌
1 = 0, (4.3a)

𝜌2𝑡 + 𝑢𝜌2𝑥 + 𝑢𝑥𝜌
2 = 0, (4.3b)

(𝜌1 + 𝜌2)(𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥) + 𝑎2(𝜌1𝑥 + 𝜌2𝑥) = 0, (4.3c)

де 𝑢 = 𝑢(𝑡, 𝑥) — спiльна швидкiсть обох фаз, 𝜌1 = 𝜌1(𝑡, 𝑥) i 𝜌2 = 𝜌2(𝑡, 𝑥) —
густини рiдин (або рiдини й газу), 𝑎 — стала, що залежить вiд обох фаз.
У [92] зроблено спробу групового аналiзу цiєї системи. На жаль, ця ро-
бота мiстить багато неточностей, включно з неправильним обчисленням
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максимальної алгебри лiївської iнварiантностi, а також деякi помилки в
класифiкацiї одновимiрних i двовимiрних пiдалгебр цiєї алгебри. Водно-
час, система (4.3) має багато гарних додаткових властивостей, оскiльки
вона є системою гiдродинамiчного типу, i метою поточного роздiлу є роз-
ширений груповий аналiз системи (4.3).

Для цього зручно спростити вихiдну модель (4.3) замiною змiнних.
Передусiм, використовуючи одночасне масштабування 𝑥 i 𝑢 покладемо
𝑎 = 1 за умови додатностi сталої 𝑎, яка природна з фiзичної точки зору.
Ввiвши новi залежнi змiннi 𝑣 = ln(𝜌1 + 𝜌2) i 𝑤 = 𝜌1/𝜌2 замiсть 𝜌1 i 𝜌2,
перепишемо систему (4.3) як систему 𝒮:

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + 𝑣𝑥 = 0, (4.4a)

𝑣𝑡 + 𝑢𝑣𝑥 + 𝑢𝑥 = 0, (4.4b)

𝑤𝑡 + 𝑢𝑤𝑥 = 0. (4.4c)

Очевидно, що система (4.4) є системою гiдродинамiчного типу. До то-
го ж, дiагоналiзуючи матрицю бiля похiдних по 𝑥 замiною залежних
змiнних r1 = 1

2(𝑢+ 𝑣), r2 = 1
2(𝑢− 𝑣), r3 = 𝑤, вiдобразимо систему (4.4) у

систему

r1𝑡 + (r1 + r2 + 1)r1𝑥 = 0, (4.5a)

r2𝑡 + (r1 + r2 − 1)r2𝑥 = 0, (4.5b)

r3𝑡 + (r1 + r2)r3𝑥 = 0. (4.5c)

Тому цi r1, r2 i r3 є рiмановими iнварiантами системи (4.4), а рiмановими
iнварiантами вихiдної системи (4.3) є вiдповiдно

r1 =
𝑢+ ln(𝜌1 + 𝜌2)

2
, r2 =

𝑢− ln(𝜌1 + 𝜌2)

2
, r3 =

𝜌1

𝜌2
,

звiдки вирази для вихiдних залежних змiнних (𝑢, 𝜌1, 𝜌2) у термiнах рi-
манових iнварiантiв мають вигляд

𝑢 = r1 + r2, 𝜌1 =
r3er

1−r2

r3 + 1
, 𝜌2 =

er
1−r2

r3 + 1
.
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Також очевидно, що характеристичними швидкостями системи (4.5) є

𝑉 1 = r1 + r2 + 1, 𝑉 2 = r1 + r2 − 1, 𝑉 3 = r1 + r2. (4.6)

Система (4.5) не є iстинно нелiнiйною, оскiльки 𝑉 3
3 = 0. Вона строго

гiперболiчна, дiагоналiзована й напiвгамiльтонова, а тому до неї мож-
на застосувати узагальнене перетворення годографа. Однак, важливо
поглибити предмет дослiдження i вивчити цю систему в рамках групо-
вого аналiзу. Зауважимо, що пiдсистема перших двох рiвнянь систе-
ми (4.5) збiгається з дiагоналiзованим виглядом системи, що описує по-
токи одновимiрного iзентропiчного газу зi сталою швидкiстю звука [94,
пiдрозд. 2.2.7, рiвн. (16)].

У роздiлi використовуємо обидва зображення (4.4), i (4.5) системи 𝒮.
Як правило пiд час обчислень зручнiше працювати з дiагоналiзованим
зображенням, хоча деякi результати можна компактнiше виразити в тер-
мiнах змiнних 𝑢, 𝑣 i 𝑤. Дивись доведення, якi опущено, i iншi результати
щодо системи у [73, 74].

4.2. Структури низьких порядкiв

4.2.1. Лiївськi симетрiї. Для обчислення максимальної алгебри лi-
ївської iнварiантностi системи (4.4) використаємо iнфiнiтезимальний
метод.
Теорема 4.2.1. Максимальна алгебра лiївської iнварiантностi g сис-
теми 𝒮 є нескiнченновимiрною, i вона є лiнiйною оболонкою векторних
полiв

𝒟 = 𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥, 𝒢 = 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢, 𝒫 𝑡 = 𝜕𝑡, 𝒫𝑥 = 𝜕𝑥,

𝒫𝑣 = 𝜕𝑣, 𝒲(Ω) = Ω(𝑤)𝜕𝑤,
(4.7)

де Ω пробiгає множину гладких функцiй вiд 𝑤.
Зауваження 4.2.2. Аналогiчно, максимальну алгебру лiївської iнварi-
антностi системи (4.5) натягнуто на векторнi поля

�̂� = 𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥, 𝒢 = 2𝑡𝜕𝑥 + 𝜕r1 + 𝜕r2, 𝒫 𝑡 = 𝜕𝑡, 𝒫𝑥 = 𝜕𝑥,
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𝒫𝑣 = 𝜕r1 − 𝜕r2, �̂�(Ω) = Ω(r3)𝜕r3,

де Ω пробiгає множину гладких функцiй вiд r3.

4.2.2. Повна група точкових симетрiй. Порахуємо повну групу точ-
кових симетрiй системи (4.4), використовуючи версiю алгебраїчного ме-
тоду, що ґрунтується на мегаiдеалах.

Ненульовi комутацiйнi спiввiдношення мiж базисними елемента-
ми (4.7) максимальної алгебри лiївської iнварiантностi g системи 𝒮 такi:

[𝒫 𝑡,𝒟] = 𝒫 𝑡, [𝒫𝑥,𝒟] = 𝒫𝑥, [𝒫 𝑡,𝒢] = 𝒫𝑥,

[𝒲(Ω1),𝒲(Ω2)] = 𝒲(Ω1Ω2
𝑤 − Ω2Ω1

𝑤).

Отже, алгебра g є прямою сумою своїх скiнченновимiрної й нескiнченно-
вимiрної частин: g = ⟨𝒟,𝒢,𝒫 𝑡,𝒫𝑥,𝒫𝑣⟩ ⊕ ⟨𝒲(Ω)⟩. До того ж, скiнченно-
вимiрну частину можна представити у виглядi прямої суми:

g = ⟨𝒟,𝒢,𝒫 𝑡,𝒫𝑥⟩ ⊕ ⟨𝒫𝑣⟩ ⊕ ⟨𝒲(Ω)⟩.

Побудуємо список мегаiдеалiв алгебри g. Передусiм, похiднi алгебри g

є її мегаiдеалами, отже g′ = ⟨𝒫 𝑡,𝒫𝑥,𝒲(Ω)⟩ i g′′ = ⟨𝒲(Ω)⟩ є мегаiдеа-
лами, а g(𝑖) = g′′ для 𝑖 > 2. Центр 𝒵(g) = ⟨𝒫𝑣⟩ алгебри g є також її
мегаiдеалом.

Лема 4.2.3. Радикал r алгебри g збiгається зi скiнченновимiрною час-
тиною алгебри g,

r = ⟨𝒟,𝒢,𝒫 𝑡,𝒫𝑥,𝒫𝑣⟩.

Доведення. Скiнченновимiрна частина s алгебри g, s = ⟨𝒟,𝒢,𝒫 𝑡,𝒫𝑥,𝒫𝑣⟩,
є її iдеалом, причому розв’язним, оскiльки s′′ = {0}, а тому її мiстить
радикал r алгебри g, тобто s ⊆ r. Якщо деякий iдеал алгебри g мiстить
векторне поле 𝒲(Ω0) для хоча б однiєї ненульової функцiї Ω0 = Ω0(𝑤),
то вiн мiстить i всю нескiнченновимiрну частину ⟨𝒲(Ω)⟩, а тому не є
розв’язним. Отже, r ∩ ⟨𝒲(Ω)⟩={0} i r = s.
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Таким чином, розклад Левi нескiнченновимiрної алгебри g має вигляд
g = r⊕g′′, де r — її (скiнченновимiрний) радикал, а g′′ — її (нескiнченно-
вимiрна) проста пiдалгебра, яка також є її (мега)iдеалом, що не мiстить
жодного власного пiдiдеалу.

Лема 4.2.4. Нiльрадикал n алгебри g є лiнiйною оболонкою векторних
полiв 𝒢, 𝒫 𝑡, 𝒫𝑥 i 𝒫𝑣:

n = ⟨𝒢,𝒫 𝑡,𝒫𝑥,𝒫𝑣⟩.

Доведення. Нiльрадикал алгебри g мiститься в її радикалi r. По-
значимо через s лiнiйну оболонку векторних полiв 𝒢, 𝒫 𝑡, 𝒫𝑥 i 𝒫𝑣:
s = ⟨𝒢,𝒫 𝑡,𝒫𝑥,𝒫𝑣⟩. Пiдпростiр s є iдеалом алгебри g, причому нiль-
потентним, оскiльки s2 = {0}. До того ж, вiн є максимальним серед та-
ких iдеалiв, оскiльки єдиним пiдпростором радикала r, що мiстить iдеал
s як власний iдеал, є сам радикал r, який не є нiльпотентним. Отже,
n = s.

Наслiдок 4.2.5. Похiднi r′ = ⟨𝒫 𝑡,𝒫𝑥⟩ i n′ = ⟨𝒫𝑥⟩ вiдповiдно радикала r

i нiльрадикала n алгебри g є її мегаiдеалами.

Наслiдок 4.2.6. Iдеал m1 = ⟨𝒢,𝒫𝑥,𝒫𝑣⟩ алгебри g є її мегаiдеалом.

Доведення. Випливає з твердження 1.4.1 для i0 = r, i1 = r i i2 = n′.

Нiльрадикал n не є суттєвим для алгебраїчного методу, що ґрунтує-
ться на мегаiдеалах, оскiльки вiн є сумою iнших мегаiдеалiв алгебри g:
n = m1+r′. У пiдсумку, для знаходження повної групи точкових симет-
рiй системи (4.4) алгебраїчним методом, що ґрунтується на мегаiдеалах,
використаємо такий список мегаiдеалiв алгебри g:

⟨𝒟,𝒢,𝒫 𝑡,𝒫𝑥,𝒫𝑣⟩, ⟨𝒢,𝒫𝑥,𝒫𝑣⟩, ⟨𝒫 𝑡,𝒫𝑥⟩, ⟨𝒫𝑥⟩, ⟨𝒫𝑣⟩, ⟨𝒲(Ω)⟩. (4.8)

Теорема 4.2.7. Повну групу точкових симетрiй 𝐺 системи (4.4) скла-
дають перетворення вигляду

𝑡 = 𝑇 1𝑡+ 𝑇 0, �̃� = 𝑇 1𝑥+ 𝑇 1𝑈 0𝑡+𝑋0,

�̃� = 𝑢+ 𝑈 0, 𝑣 = 𝑣 + 𝑉 0, �̃� = 𝑊 (𝑤),
(4.9)
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де 𝑇 0, 𝑇 1, 𝑋0, 𝑈 0, 𝑉 0 — довiльнi сталi з 𝑇 1 ̸= 0, а 𝑊 пробiгає множину
гладких функцiй вiд 𝑤, причому 𝑊𝑤 ̸= 0.

Доведення. Точковi перетворення симетрiї системи (4.4) мають загаль-
ний вигляд

𝒯 : (𝑡, �̃�, �̃�, 𝑣, �̃�) = (𝑇,𝑋, 𝑈, 𝑉,𝑊 ),

де 𝑇 , 𝑋, 𝑈 , 𝑉 , 𝑊 — функцiї вiд 𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑣 i 𝑤 з ненульовим якобiаном.
Щоб отримати визначальнi рiвняння для компонент такого 𝒯 , пiднiмемо
ним кожне з векторних полiв 𝑄, заданих у (4.7), i використаємо iнварi-
антнiсть пiд дiєю пiдняття 𝒯* мiнiмальних мегаiдеалiв зi списку (4.8), що
мiстять 𝑄. Це призводить до таких умов:

𝒯*𝒟 = 𝑎11(𝑡𝜕𝑡 + �̃�𝜕�̃�) + 𝑎21(𝑡𝜕�̃� + 𝜕�̃�) + 𝑎31𝜕𝑡 + 𝑎41𝜕�̃� + 𝑎51𝜕𝑣,

𝒯*𝒢 = 𝑎22(𝑡𝜕�̃� + 𝜕�̃�) + 𝑎42𝜕�̃� + 𝑎52𝜕𝑣,

𝒯*𝒫 𝑡 = 𝑇𝑡𝜕𝑡 +𝑋𝑡𝜕�̃� + 𝑈𝑡𝜕�̃� + 𝑉𝑡𝜕𝑣 +𝑊𝑡𝜕�̃� = 𝑎33𝜕𝑡 + 𝑎43𝜕�̃�,

𝒯*𝒫𝑥 = 𝑇𝑥𝜕𝑡 +𝑋𝑥𝜕�̃� + 𝑈𝑥𝜕�̃� + 𝑉𝑥𝜕𝑣 +𝑊𝑥𝜕�̃� = 𝑎44𝜕�̃�,

𝒯*𝒫𝑣 = 𝑇𝑣𝜕𝑡 +𝑋𝑣𝜕�̃� + 𝑈𝑣𝜕�̃� + 𝑉𝑣𝜕𝑣 +𝑊𝑣𝜕�̃� = 𝑎55𝜕𝑣,

𝒯*𝒲(Ω) = Ω(𝑇𝑤𝜕𝑡 +𝑋𝑤𝜕�̃� + 𝑈𝑤𝜕�̃� + 𝑉𝑤𝜕𝑣 +𝑊𝑤𝜕�̃�) = Ω̃Ω𝜕�̃�,

(4.10)

де всi 𝑎𝑖 — сталi, а Ω̃Ω — гладка функцiя вiд �̃�, що залежить вiд параметр-
функцiї Ω = Ω(𝑤).

Зберемо компоненти векторних полiв в останнiх чотирьох умовах сис-
теми (4.10) i враховуємо отриманi рiвняння пiсля розвинення й поком-
понентного розщеплення перших двох умов. У пiдсумку, приходимо до
вигляду компонент

𝑇 = 𝑎33𝑡− 𝑎31, 𝑋 = 𝑎22𝑎33𝑥+ 𝑎43𝑡− 𝑎41,

𝑈 = 𝑎22𝑢+ 𝑈 0, 𝑉 = 𝑎55𝑣 + 𝑎52𝑢+ 𝑉 0, 𝑊 = 𝑊 (𝑤),
(4.11)

де 𝑈 0 i 𝑉 0 є довiльними сталими, i додатково 𝑎22𝑎33𝑎55 ̸= 0, 𝑎11 = 1,
𝑎44 = 𝑎22𝑎33 i 𝑎42 = 𝑎31𝑎22.

Використовуючи вигляд (4.11), дораховуємо групу 𝐺 прямим ме-
тодом.
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Наслiдок 4.2.8. Система (4.4) допускає двi незалежнi (з точнiстю
до комбiнування одна з одною i з неперервними симетрiями) дискретнi
точковi симетрiї, а саме вiддзеркалення

(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑣, 𝑤) → (−𝑡,−𝑥, 𝑢, 𝑣, 𝑤), (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑣, 𝑤) → (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑣,−𝑤).

Зауваження 4.2.9. Як уже зазначено в § 1.4, версiя алгебраїчного мето-
ду для знаходження повної групи точкових симетрiй, що ґрунтується на
автоморфiзмах, вимагає знання групи автоморфiзмiв вiдповiдної мак-
симальної алгебри iнварiантностi. Для системи 𝒮 ця алгебра нескiн-
ченновимiрна, а тому обчислення її групи автоморфiзмiв є складним.
Однак, може бути корисним знайти групу автоморфiзмiв Aut(r) радика-
ла r, який з огляду на лему 4.2.3 збiгається зi скiнченновимiрною части-
ною алгебри g. Вiдмiтимо, що радикал r iзоморфний алгебрi 𝐴0

4,8 ⊕ 𝐴1

з класифiкацiйного списку п’ятивимiрних дiйсних алгебр Лi, наведеного
в [7, 8]. У базисi (𝒟,𝒢,𝒫 𝑡,𝒫𝑥,𝒫𝑣) групу автоморфiзмiв Aut(r) можна
ототожнити з матричною групою, яку складають матрицi вигляду⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 0

0 𝑏22 0 0 0

𝑏31 0 𝑏33 0 0

𝑏41 𝑏31𝑏22 𝑏43 𝑏22𝑏33 0

𝑏51 𝑏52 0 0 𝑏55

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ з 𝑏22𝑏33𝑏55 ̸= 0.

Знання групи Aut(r) дає змогу апрiорi накласти такi зв’язки на сталi 𝑎𝑖
в умовах (4.10):

𝑎11 = 1, 𝑎22𝑎33𝑎55 ̸= 0, 𝑎21 = 0, 𝑎44 = 𝑎22𝑎33, 𝑎42 = 𝑎31𝑎22.

Структура матрицi автоморфiзмiв очевидно означає, що iснує ще один
мегаiдеал алгебри r, а отже, й алгебри g: m2 = ⟨𝒟,𝒫 𝑡,𝒫𝑥,𝒫𝑣⟩. Це за-
вершує опис мегаiдеалiв алгебри g. Бiльш точно, мегаiдеали алгебри g

вичерпано суттєвими мегаiдеалами n′, 𝒵(g), r′, m1, m2 i g′′ i їхнiми су-
мами. Мегаiдеал m2 не можна знайти, використовуючи засоби з § 1.4.
Наявнiсть цього мегаiдеалу пояснює перший iз наведених вище зв’язкiв
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на сталi 𝑎𝑖, а решту з них можна отримати, використовуючи версiю ал-
гебраїчного методу, що ґрунтується на мегаiдеалах, яка водночас є пря-
мим наслiдком свого аналога, що ґрунтується на автоморфiзмах, пiд час
застосування до радикала r. Насправдi, це обговорення показує можли-
вiсть комбiнування обох версiй алгебраїчного методу для знаходження
повної групи точкових симетрiй системи диференцiальних рiвнянь.

Зауваження 4.2.10. Серед виведених з умови (4.10) є один зв’язок на
сталi 𝑎𝑖, а саме 𝑎51 = 0, який не можна отримати зi структури матрицi
автоморфiзмiв радикала r. Це означає, що iснують автоморфiзми всiєї
алгебри g, не iндукованi точковими перетвореннями простору з коорди-
натами (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑣, 𝑤).

4.2.3. Розв’язок через лiнеаризацiю. Використовуючи те, що сис-
тема 𝒮 є лише частково зачепленою, а пiдсистему 𝒮0 можна лiнеаризу-
вати, побудуємо неявне зображення загального розв’язку для дiагоналi-
зованого вигляду (4.5) системи 𝒮 у термiнах загального розв’язку (1+1)-
вимiрного рiвняння Клейна–Гордона. Насамперед, зведемо систему (4.5)
точковим перетворенням до системи, що мiстить (1+1)-вимiрне рiвняння
Клейна–Гордона. Зручно вивести це перетворення як ланцюжок простi-
ших точкових перетворень. Почнемо з перетворення годографа, де

𝑦 = r1/2, 𝑧 = −r2/2 — новi незалежнi змiннi, а

𝑝 = 𝑡, 𝑞 = 𝑥, 𝑠 = r3 — новi залежнi змiннi.

(Для зручностi перетворення годографа скомбiновано з масштабуванням
змiнних r1 i r2.) Це перетворення вiдображає систему (4.5) у систему

𝑞𝑧 − (2𝑦 − 2𝑧 + 1)𝑝𝑧 = 0, (4.12a)

𝑞𝑦 − (2𝑦 − 2𝑧 − 1)𝑝𝑦 = 0, (4.12b)

𝑠𝑦𝑝𝑧 + 𝑠𝑧𝑝𝑦 = 0. (4.12c)

Зобразивши рiвняння (4.12a) у виглядi
(︀
𝑞−(2𝑦−2𝑧+1)𝑝

)︀
𝑧
−2𝑝 = 0, зро-

бимо замiну 𝑞 = 𝑞−(2𝑦−2𝑧+1)𝑝 змiнної 𝑞. Тодi рiвняння (4.12a) i (4.12b)
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набувають вiдповiдно вигляду 𝑝 = 𝑞𝑧/2 i 𝑞𝑦+2𝑝𝑦+2𝑝 = 0. Виключивши 𝑝
з другого рiвняння з огляду на перше, отримаємо лiнiйне диференцiаль-
не рiвняння другого порядку з частинними похiдними 𝑞𝑦𝑧 + 𝑞𝑦 + 𝑞𝑧 = 0

на 𝑞, яке зведемо замiною 𝑞 = e𝑦+𝑧𝑞 змiнної 𝑞 до (1+1)-вимiрного рiв-
няння Клейна–Гордона на 𝑞 у конусних змiнних: 𝑞𝑦𝑧=𝑞. Виконуючи цей
ланцюжок iз двох перетворень у всiй системi (4.12), отримаємо систему 𝒦
вигляду

𝑞𝑦𝑧 = 𝑞, (4.13a)

𝐾1𝑠𝑦 = 𝐾2𝑠𝑧, (4.13b)

де𝐾1 := (D𝑧−1)2𝑞 = 𝑞𝑧𝑧−2𝑞𝑧+𝑞, а𝐾2 := −(D𝑦−1)(D𝑧−1)𝑞 = 𝑞𝑦+𝑞𝑧−2𝑞

на розв’язках рiвняння (4.13a), причому D𝑦𝐾
1 = 𝐾2 i D𝑧𝐾

2 = 𝐾1.
Тут D𝑦 i D𝑧 — оператори повних похiдних вiдповiдно по 𝑦 i 𝑧. Виключи-
мо 𝑝 з системи (4.13) з огляду на рiвняння

𝑝 =
1

2
e−𝑦−𝑧(𝑞𝑧 − 𝑞), (4.14)

а також знехтуємо цим рiвнянням. Композицiєю трьох наведених вище
перетворень є перетворення

𝒯 : 𝑦 =
r1

2
, 𝑧 = −r2

2
, 𝑝 = 𝑡,

𝑞 = e(r
1−r2)/2

(︀
𝑥− (r1 + r2 + 1)𝑡

)︀
, 𝑠 = r3.

(4.15)

Щоб вивести з системи (4.13) систему (4.5), потрiбно додати рiвнян-
ня (4.14) як означення для 𝑝 до системи (4.13), а потiм розширити набiр
залежних змiнних (𝑞, 𝑠) змiнною 𝑝 i виконати обернене перетворення

𝒯 : 𝑡 = 𝑝, 𝑥 = e−𝑦−𝑧𝑞 + (2𝑦 − 2𝑧 + 1)𝑝,

r1 = 2𝑦, r2 = −2𝑧, r3 = 𝑠
(4.16)

до перетворення (4.15). Зручно зiбрати вирази для похiдних змiнних 𝑝
i 𝑞 низького порядку i для їхнiх комбiнацiй у термiнах старих змiнних iз
огляду на систему (4.5):

𝑝𝑦 = − 1

r1𝑥
, 𝑝𝑧 = − 1

r2𝑥
, 𝐾1 = − 2

r2𝑥
e(r

1−r2)/2, 𝐾2 =
2

r1𝑥
e(r

1−r2)/2,
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𝑠𝑦
𝐾2

= e(r
1−r2)/2 r

3
𝑥

2
, 𝑞𝑦 = e(r

1−r2)/2

(︂
2

r1𝑥
+ 𝑥− 𝑉 1𝑡− 2𝑡

)︂
,

𝑞𝑧 = e(r
1−r2)/2(𝑥− 𝑉 2𝑡), 𝑞𝑧𝑧 = e(r

1−r2)/2

(︂
− 2

r2𝑥
+ 𝑥− 𝑉 2𝑡+ 2𝑡

)︂
.

Точкове перетворення (4.15) можна здiйснити тодi й лише тодi, коли
має мiсце умова невиродженостi r1𝑡 r2𝑥 − r1𝑥r

2
𝑡 ̸= 0, яка на розв’язках сис-

теми (4.5) є еквiвалентною умовi r1𝑥r2𝑥 ̸= 0. Тодi також r1𝑡 r
2
𝑡 ̸= 0, а тому

обидва рiманових iнварiанти r1 i r2 не є сталими. У цьому разi введемо
“псевдопотенцiал” Ψ, визначений потенцiальною системою Ψ𝑦 = 𝑞 − Ψ,
Ψ𝑧 = 𝑞𝑧−Ψ для рiвняння (4.13a). Насправдi, цей “псевдопотенцiал” є мо-
дифiкацiєю Ψ = e−𝑦−𝑧Ψ̃ стандартного потенцiалу Ψ̃ для рiвняння (4.13a),
асоцiйованого з його збереженим струмом (e𝑦+𝑧𝑞𝑧,−e𝑦+𝑧𝑞) через потен-
цiальну систему Ψ̃𝑦 = e𝑦+𝑧𝑞, Ψ̃𝑧 = e𝑦+𝑧𝑞𝑧. Легко бачити, що функцiя Ψ

задовольняє рiвняння Клейна–Гордона Ψ𝑦𝑧 = Ψ. До того ж, розв’язки
рiвнянь (4.13a), (4.13b) i (4.14) можна локально виразити в термiнах Ψ:

𝑞 = Ψ𝑦 + Ψ, 𝑝 =
1

2
e−𝑦−𝑧(Ψ𝑧 − Ψ𝑦), 𝑠 = 𝑊

(︀
e𝑦+𝑧(Ψ𝑦 + Ψ𝑧 − 2Ψ)

)︀
.

Тут i надалi 𝑊 — довiльна гладка функцiя свого аргументу. Повер-
таючись до старих координат, отримаємо регулярну сiм’ю розв’язкiв
системи (4.5), яку зображено в термiнах загального розв’язку рiвняння
Клейна–Гордона. Зауважимо, що умовою невиродженостi для перетво-
рення (4.15) у термiнах Ψ є 𝐾1𝐾2 ̸= 0, де

𝐾1 = Ψ𝑧𝑧 − Ψ𝑧 + Ψ𝑦 − Ψ, 𝐾2 = Ψ𝑦𝑦 − Ψ𝑦 + Ψ𝑧 − Ψ.

З огляду на рiвняння Ψ𝑦𝑧 = Ψ нерiвностi 𝐾1 ̸= 0 i 𝐾2 ̸= 0 є еквiвалент-
ними одна однiй, а також умовi Ψ /∈ ⟨e−𝑦−𝑧, e𝑦+𝑧, (𝑦 − 𝑧)e𝑦+𝑧⟩.

Якщо умова невиродженостi r1𝑡 r2𝑥 − r1𝑥r
2
𝑡 ̸= 0 не виконується, то при-

наймнi один iз рiманових iнварiантiв r1 i r2 є сталою.
Нехай r1 є сталою: r1 = 𝑐, а r2 — нi. Тодi рiвняння (4.5a) стає тотож-

нiстю. Виконаємо перетворення годографа 𝑡 = 𝑡, 𝑧 = r2, 𝑞 = 𝑥, 𝑠 = r3 у
двох iнших рiвняннях (4.5b) i (4.5c), змiнюючи ролi змiнних 𝑥 i r2, тобто 𝑡
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i 𝑧 — новi незалежнi змiннi, а 𝑞 i 𝑠 — новi залежнi змiннi. Це призводить
до системи 𝑞𝑡 = 𝑧 + 𝑐 − 1, 𝑠𝑧 + 𝑞𝑧𝑠𝑡 = 0. Iнтегруючи перше рiвняння,
отримаємо 𝑞 = (𝑧 + 𝑐 − 1)𝑡 + e𝑧Θ2

𝑧, де Θ2 — довiльна функцiя вiд 𝑧.
Загальний розв’язок другого рiвняння зобразимо у виглядi 𝑠 = 𝑊 (e−𝑧𝑡−
Θ2
𝑧−Θ2). Розгляд, коли лише рiманiв iнварiант r2 є сталою, аналогiчний.

У пiдсумку побудуємо двi сингулярнi сiм’ї розв’язкiв системи (4.5).
Коли обидва рiманових iнварiанти r1 i r2 є сталими, отримаємо

ультрасингулярну сiм’ю розв’язкiв системи (4.5).
Теорема 4.2.11. Будь-який розв’язок системи (4.5) (локально) нале-
жить однiй iз таких сiмей (нижче 𝑊 є довiльною функцiєю свого ар-
гументу):

1) регулярна сiм’я, де обидва рiманових iнварiанти r1 i r2 не є сталими
(загальний розв’язок):

𝑡 = −e(r
2−r1)/2(Ψr1 + Ψr2),

𝑥 = e(r
2−r1)/2

(︀
(2Ψr1 + Ψ) − (r1 + r2 + 1)(Ψr1 + Ψr2)

)︀
,

r3 = 𝑊
(︀
e(r

1−r2)/2(Ψr1 − Ψr2 − Ψ)
)︀
;

тут функцiя Ψ = Ψ(r1, r2) пробiгає множину розв’язкiв рiвняння
Ψr1r2= − Ψ/4, але Ψ /∈ ⟨ e(r

2−r1)/2, e(r
1−r2)/2, (r1+r2)e(r

1−r2)/2 ⟩;

2) двi сингулярнi сiм’ї, де лише один iз рiманових iнварiантiв r1 i r2 є
сталим:

r1 = 𝑐, 𝑥 = (r2 + 𝑐− 1)𝑡+ er
2

Θ2
r2, r3 = 𝑊 (e−r2𝑡− Θ2

r2 − Θ2);

r2 = 𝑐, 𝑥 = (r1 + 𝑐+ 1)𝑡+ e−r1Θ1
r1, r3 = 𝑊 (er

1

𝑡+ Θ1
r1 − Θ1);

тут 𝑐 — довiльна стала, а Θ1 = Θ1(r1) i Θ2 = Θ2(r2) — довiльнi функцiї
своїх аргументiв;

3) ультрасингулярна сiм’я, де r3 = 𝑊 (𝑥− (r1 + r2)𝑡), а r1 i r2 — довiльнi
сталi.

Регулярну, сингулярнi й ультрасингулярну сiм’ї розв’язкiв системи 𝒮
асоцiйовано з розв’язками пiдсистеми 𝒮0 вiдповiдно рангiв 2, 1 i 0;
див. [41].
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Пiдсiм’ю регулярної сiм’ї розв’язкiв iз несталою параметр-функ-
цiєю 𝑊 можна також знайти за допомогою узагальненого перетворення
годографа [9]; див. побудову в [73, пiдрозд. 9].

4.2.4. Узагальненi симетрiї першого порядку. Для вивчення уза-
гальнених симетрiй першого порядку4.1 системи (4.3) зручнiше скориста-
тись її дiагоналiзованим виглядом (4.5) у термiнах рiманових iнварiантiв
r = (r1, r2, r3). Вiдтепер повторюванi iндекси 𝑖 i 𝑗 означають пiдсумову-
вання по 𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2, 3}, а iндекс 𝑘 є фiксованим i приймає значення 1, 2

або 3. З точнiстю до еквiвалентностi узагальнених симетрiй достатньо
розглянути тiльки еволюцiйнi узагальненi векторнi поля [21, 69] з харак-
теристиками вигляду 𝜂 = (𝜂1(𝑡, 𝑥, r, r𝑥), 𝜂

2(𝑡, 𝑥, r, r𝑥), 𝜂
3(𝑡, 𝑥, r, r𝑥)), де r𝑥

позначає набiр 𝑥-похiдних першого порядку рiманових iнварiантiв.
Еволюцiйне узагальнене векторне поле 𝑄 першого порядку є узагаль-

неною симетрiєю системи (4.5), якщо воно задовольняє умову

𝑄(1)(r𝑘𝑡 + 𝑉 𝑘r𝑘𝑥)|(4.5) = 0,

що призводить до системи 𝑅𝑘 = 0 на характеристику 𝜂, де

𝑅𝑘 := 𝜂𝑘𝑡 − 𝜂𝑘r𝑗𝑉
𝑗r𝑗𝑥 − 𝜂𝑘

r𝑗𝑥

(︀
(r1𝑥 + r2𝑥)r

𝑗
𝑥 + 𝑉 𝑗r𝑗𝑥𝑥

)︀
+ (𝜂1 + 𝜂2)r𝑘𝑥

+ 𝑉 𝑘(𝜂𝑘𝑥 + 𝜂𝑘r𝑗r
𝑗
𝑥 + 𝜂𝑘

r𝑗𝑥
r𝑗𝑥𝑥).

Розщеплення рiвняння 𝑅𝑘 = 0 за r𝑗𝑥𝑥 дає 𝜂𝑘
r𝑗𝑥

= 0 для 𝑗 ̸= 𝑘, звiдки

𝑅𝑘 := 𝜂𝑘𝑡 + 𝑉 𝑘𝜂𝑘𝑥 + (𝑉 𝑘 − 𝑉 𝑗)𝜂𝑘r𝑗r
𝑗
𝑥 − 𝜂𝑘r𝑘𝑥(r

1
𝑥 + r2𝑥)r

𝑘
𝑥 + (𝜂1 + 𝜂2)r𝑘𝑥.

Тодi рiвняння 𝑅3
r1𝑥r

1
𝑥

= 0 i 𝑅3
r2𝑥r

2
𝑥

= 0 є еквiвалентними вiдповiдно рiв-
нянням 𝜂1r1𝑥r1𝑥 = 0 i 𝜂2r2𝑥r2𝑥 = 0, а тому компоненти 𝜂1 i 𝜂2 характеристики 𝜂
можна зобразити у виглядi

𝜂𝑘 = 𝜃𝑘(𝑡, 𝑥, r)r𝑘𝑥 + 𝜁𝑘(𝑡, 𝑥, r), 𝑘 = 1, 2.

4.1Кажемо, що узагальнена симетрiя є першого порядку, якщо порядок її характеристики як ди-
ференцiальної функцiї не бiльше за одиницю. Зокрема, лiївськi симетрiї розглядаємо як узагальненi
симетрiї першого порядку.
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Використовуючи це зображення, розщепимо всю систему 𝑅𝑘 = 0 за
(r1𝑥, r

2
𝑥) i додатково рiвняння𝑅1 = 0 i𝑅2 = 0 за r3𝑥. У пiдсумку, отримаємо

систему

2𝜃1r2 = 2𝜃2r1 = 𝜃1 − 𝜃2, 𝜁1r2 = 𝜁2r1 = 0, 𝜃𝑘r3 = 𝜁𝑘r3 = 0,

𝐻𝑘 := 𝜃𝑘𝑡 + 𝑉 𝑘𝜃𝑘𝑥 + 𝜁1 + 𝜁2 = 0, 𝜁𝑘𝑡 + 𝑉 𝑘𝜁𝑘𝑥 = 0, 𝑘 = 1, 2,

r3𝑥𝜂
3
r3𝑥

+ 𝜂3r1 = 𝜃1r3𝑥, r3𝑥𝜂
3
r3𝑥
− 𝜂3r2 = 𝜃2r3𝑥,

𝜂3𝑡 + 𝑉 3𝜂3𝑥 + (𝜁1 + 𝜁2)r3𝑥 = 0.

(4.17)

З огляду на рiвняння 𝜁1r2 = 𝜁2r1 = 0 розщепимо рiвняння 𝜁1𝑡 + 𝑉 𝑘𝜁1𝑥 = 0

(𝜁2𝑡 + 𝑉 𝑘𝜁2𝑥 = 0) за r2 (r1) на рiвняння 𝜁1𝑡 = 0, 𝜁1𝑥 = 0 (𝜁2𝑡 = 0, 𝜁2𝑥 = 0).
Позначимо 𝒦1 := r3𝑥𝜕r3𝑥 + 𝜕r1, 𝒦2 := r3𝑥𝜕r3𝑥 − 𝜕r2, ℬ := 𝜕𝑡 + 𝑉 3𝜕𝑥 i виведемо
такi диференцiальнi наслiдки системи (4.17):

𝜕r2(𝜃
1
𝑡 + 𝑉 1𝜃1𝑥 + 𝜁1 + 𝜁2) = 𝜃1𝑥 − 𝜃2𝑥 + 𝜁2r2 = 0,

(𝒦1ℬ − ℬ𝒦1)𝜂3 = 𝜂3𝑥 = (𝜃1𝑥 − 𝜁1r1)r
3
𝑥,

𝜕r1(𝜃
2
𝑡 + 𝑉 2𝜃2𝑥 + 𝜁1 + 𝜁2) = 𝜃2𝑥 − 𝜃1𝑥 + 𝜁1r1 = 0,

(ℬ𝒦2 −𝒦2ℬ)𝜂3 = 𝜂3𝑥 = (𝜃2𝑥 − 𝜁2r2)r
3
𝑥.

Отже, 𝜃1𝑥 − 𝜃2𝑥 = 𝜁1r1 = −𝜁2r2 = 𝜁1r1 − 𝜁2r2, тобто 𝜁1r1 = 𝜁2r2 = 0, 𝜃1𝑥=𝜃2𝑥, звiдки
𝜂3𝑥 = 𝜃1𝑥r

3
𝑥. Можна зробити висновок, що 𝜁1 i 𝜁2 — сталi. Диференцiюван-

ня рiвняння 2𝜃1r2 = 2𝜃2r1 = 𝜃1 − 𝜃2 по 𝑥 дає 2𝜃1𝑥r2 = 2𝜃2𝑥r1 = 𝜃1𝑥 − 𝜃2𝑥 = 0, а
тому 𝜃1𝑥r1 = 𝜃2𝑥r1 = 0 i 𝜃2𝑥r2 = 𝜃1𝑥r2 = 0. Диференцiальний наслiдок 𝜕𝑥(𝐻1−
𝐻2) = 0 системи (4.17) еквiвалентний рiвнянням 𝜃1𝑥𝑥 = 𝜃2𝑥𝑥 = 0. Отже,
рiвняння 𝜕𝑥𝐻

1 = 0 i 𝜕𝑥𝐻2 = 0 зводяться до 𝜃1𝑡𝑥 = 𝜃2𝑡𝑥 = 0. У пiдсумку,
маємо

𝜃𝑘𝑥 = 𝛾 = const, 𝜃𝑘𝑡 = −𝛾𝑉 𝑘 − (𝜁1 + 𝜁2), 2𝜃1r2 = 2𝜃2r1 = 𝜃1 − 𝜃2,

𝜂3𝑥 = 𝛾r3𝑥, 𝜂3𝑡 = −𝛾𝑉 3r3𝑥 − (𝜁1 + 𝜁2)r3𝑥, r3𝑥𝜂
3
r3𝑥

+ 𝜂3r1 = 𝜃1r3𝑥,

r3𝑥𝜂
3
r3𝑥
− 𝜂3r2 = 𝜃2r3𝑥.

Iнтегруючи цю систему, виведемо явнi вирази для 𝜃1, 𝜃2 i 𝜂3, а отже i
для всiєї характеристики 𝜂 векторного поля 𝑄:

𝜂1 =
(︀
𝛾𝑥− 𝛾𝑡𝑉 1 − (𝜁1 + 𝜁2)𝑡+ Φ + Φr1

)︀
r1𝑥 + 𝜁1,
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𝜂2 =
(︀
𝛾𝑥− 𝛾𝑡𝑉 2 − (𝜁1 + 𝜁2)𝑡+ Φ − Φr2

)︀
r2𝑥 + 𝜁2,

𝜂3 =
(︀
𝛾𝑥− 𝛾𝑡𝑉 3 − (𝜁1 + 𝜁2)𝑡+ Φ

)︀
r3𝑥 + Ω,

де 𝛾, 𝜁1 i 𝜁2 — довiльнi сталi, функцiя Ω = Ω
(︀
r3, er

2−r1r3𝑥
)︀

пробiгає мно-
жину гладких функцiй вiд

(︀
r3, er

2−r1r3𝑥
)︀
, функцiя Φ = Φ(r1, r2) пробiгає

множину розв’язкiв рiвняння 2Φr1r2 = Φr1 −Φr2. Доведено таку теорему.

Теорема 4.2.12. Алгебра зведених узагальнених симетрiй першого по-
рядку системи (4.5) є лiнiйною оболонкою еволюцiйних узагальнених
векторних полiв вигляду

�̌� =
(︀
𝑥− 𝑉 1𝑡

)︀
r1𝑥𝜕r1 +

(︀
𝑥− 𝑉 2𝑡

)︀
r2𝑥𝜕r2 +

(︀
𝑥− 𝑉 3𝑡

)︀
r3𝑥𝜕r3,

𝒢1 = (𝑡r1𝑥 − 1)𝜕r1 + 𝑡r2𝑥𝜕r2 + 𝑡r3𝑥𝜕r3, 𝒢2 = 𝜕r1 − 𝜕r2,

𝒫(Φ) = (Φ + Φr1)r
1
𝑥𝜕r1 + (Φ − Φr2)r

2
𝑥𝜕r2 + Φr3𝑥𝜕r3, �̌�(Ω) = Ω𝜕r3,

де параметр-функцiя Ω пробiгає множину гладких функцiй вiд 𝜔0 := r3

i 𝜔1 := er
2−r1r3𝑥, а параметр-функцiя Φ = Φ(r1, r2) пробiгає множину

розв’язкiв рiвняння 2Φr1r2 = Φr1 − Φr2.4.2

Зауваження 4.2.13. Серед узагальнених векторних полiв, наведених
у теоремi 4.2.12, є еволюцiйнi форми лiївських симетрiй системи (4.5)
(див. зауваження 4.2.2), а також iстиннi узагальненi симетрiї. Узагаль-
ненi векторнi поля �̌�, 𝒢1, 𝒢2, 𝒫(r1+r2), 𝒫(1) i �̌�(Ω) з Ω, залежним
лише вiд r3, є еволюцiйними формами вiдповiдно векторних полiв −�̂�,
−1

2𝒢 − 1
2𝒫

𝑣, 𝒫𝑣, 𝒫 𝑡, −𝒫𝑥 i �̂�(Ω). Векторнi поля �̌�(Ω) з Ω, що не є
функцiями лише вiд r3, є справжнiми узагальненими симетрiями. Iсну-
вання узагальнених симетрiй 𝒫(Φ) з Φ /∈ span(1, r1+r2) можна поясни-
ти тим, що пiдняття векторних полiв 𝒫(Φ) проєкцiєю на (𝑡, 𝑥, r1, r2) є
еволюцiйними формами векторних полiв лiївської симетрiї 𝒫(𝜏 0, 𝜉0) сут-
тєвої пiдсистеми 𝒮0, записаної в термiнах (r1, r2), з 𝜏 0 = 1

2(Φr1 + Φr2) i
𝜉0 = 1

2(Φr1 + Φr2)(r
1 + r2 − 1) − Φ + Φr2. Отже, лiївськi симетрiї суттєвої

пiдсистеми 𝒮0, що не мають аналогiв серед лiївських симетрiй систе-
ми 𝒮, можна продовжити до її узагальнених симетрiй першого порядку.

4.2Пiдстановка Φ̃ = e(r
1−r2)/2Φ зводить це рiвняння до рiвняння Клейна–Гордона Φ̃r1r2 = −Φ̃/4.
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На вiдмiну вiд сiм’ї {𝒫(𝜏 0, 𝜉0)} iнша особлива лiївська симетрiя 𝒥 суттє-
вої пiдсистеми 𝒮0 пов’язана з похiдною 𝜁1r1, яка зануляється в доведеннi
теореми 4.2.12, а тому ця симетрiя не має жодного аналога серед уза-
гальнених симетрiй першого порядку системи 𝒮.

4.2.5. Гiдродинамiчнi закони збереження та їхнi узагальнення.
Знайдемо тепер повний простiр законiв збереження нульового поряд-
ку системи (4.5), який насправдi вичерпують лiнiйнi комбiнацiї одного
трансляцiйно неiнварiантного закону збереження й гiдродинамiчних за-
конiв збереження. Нагадаємо, що закон збереження називають гiдроди-
намiчним, якщо його густина 𝜌 є функцiєю лише вiд залежних змiнних.

Теорема 4.2.14. Простiр законiв збереження нульового порядку сис-
теми (4.5) є лiнiйною оболонкою одного трансляцiйно неiнварiантного
закону збереження зi збереженим струмом

er
1−r2
(︀
𝑥− 𝑉 3𝑡, 𝑉 3(𝑥− 𝑉 3𝑡) − 𝑡

)︀
i простору гiдродинамiчних законiв збереження цiєї системи, який є
натурально iзоморфним4.3 простору збережених струмiв загального
вигляду(︀

er
1−r2Ω + Ψr1 − Ψr2, (r1 + r2)er

1−r2Ω + 𝑉 1Ψr1 − 𝑉 2Ψr2
)︀
.

Тут Ω — довiльна гладка функцiя вiд r3, а параметр-функцiя Ψ =

Ψ(r1, r2) пробiгає множину розв’язкiв рiвняння 2Ψr1r2 = Ψr2 − Ψr1.

Доведення. Якщо 𝜌 = 𝜌(𝑡, 𝑥, r) — густина закону збереження сис-
теми (4.5), то ĒD̄𝑡𝜌 = 0, де D̄𝑡 = 𝜕𝑡 −

∑︀3
𝑖=1 𝑉

𝑖r𝑖𝑥𝜕r𝑖 — усiчений зве-
дений оператор повної похiдної по 𝑡 з огляду на систему (4.5), а

4.3Розглянуто два типи натурального (або канонiчного) iзоморфiзму—пов’язаний iз лiнiйними
факторпросторами й факторалгебрами Лi. Для лiнiйного простору 𝑉 i його пiдпросторiв 𝑈 i 𝑊
таких, що 𝑉 = 𝑈 u𝑊 , де “u” позначає пряму суму пiдпросторiв, природний iзоморфiзм мiж 𝑉/𝑈 i
𝑊 встановлено так, що кожен клас еквiвалентностi по пiдпростору 𝑈 вiдповiдає єдиному елементу
пiдпростору 𝑊 , що належить цьому класу еквiвалентностi. Аналогiчно, натуральний iзоморфiзм
встановлено мiж a/i i b, де a — алгебра Лi, а b i i — вiдповiдно такi її пiдалгебра й iдеал, що a = b∈ i.
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Ē =
(︀
𝜕r𝑖 − D𝑥𝜕r𝑖𝑥, 𝑗 = 1, 2, 3

)︀T — усiчений оператор Ейлера. Наведена
вище умова еквiвалентна системi

3∑︁
𝑖=1

(︀
(𝑉 𝑗 − 𝑉 𝑖)𝜌r𝑖r𝑗 + 𝑉 𝑗

r𝑖𝜌r𝑗 − 𝑉 𝑖
r𝑗𝜌r𝑖

)︀
r𝑖𝑥 + 𝜌r𝑗𝑡 + 𝑉 𝑗𝜌r𝑗𝑥 = 0, 𝑗 = 1, 2, 3.

Розщеплення цiєї системи за похiдними r𝑖𝑥 дає три рiвняння, що вiдпо-
вiдають доданкам без похiдних рiманових iнварiантiв r, i систему, що
вiдповiдає коефiцiєнтам похiдних r𝑖𝑥, 𝑖 = 1, 2, 3, чия лiва частина ан-
тисиметрична з точнiстю до перестановки iндексiв 𝑖 i 𝑗. Тому остання
система мiстить лише три незалежних диференцiальних рiвняння на гус-
тину 𝜌. У пiдсумку, виведемо систему iз шiстьох визначальних рiвнянь
на густину 𝜌:

𝜌r1r3 = 𝜌r3, 𝜌r2r3 = −𝜌r3, 2𝜌r1r2 = 𝜌r2 − 𝜌r1,

𝜌𝑡r𝑗 + 𝑉 𝑗𝜌𝑥r𝑗 = 0, 𝑗 = 1, 2, 3.
(4.18)

Позначивши 𝑅0 := 𝜌r1r3 − 𝜌r3 i 𝑅𝑗 := 𝜌𝑡r𝑗 + 𝑉 𝑗𝜌𝑥r𝑗 , 𝑗 = 1, 2, 3, виведемо
диференцiальний наслiдок 𝜕r3𝑅

1 − (𝜕𝑡 + 𝑉 1𝜕𝑥)𝑅
0 − 𝑅3 = 𝜌r3𝑥 = 0 сис-

теми (4.18), а тому також 𝜌r3𝑡 = 0. Першi два рiвняння системи (4.18)
можна переписати як (er

2−r1𝜌r3)r1 = (er
2−r1𝜌r3)r2 = 0. Отже, загальний

розв’язок цiєї системи допускає зображення

𝜌 = er
1−r2Ω(r3) + 𝜌(𝑡, 𝑥, r1, r2),

де Ω = Ω(r3) — довiльна гладка функцiя вiд r3, а 𝜌 = 𝜌(𝑡, 𝑥, r1, r2) —
загальний розв’язок зведеної системи

2𝜌r1r2 = 𝜌r2 − 𝜌r1, 𝜌𝑡r𝑗 + 𝑉 𝑗𝜌𝑥r𝑗 = 0, 𝑗 = 1, 2. (4.19)

Останнi два рiвняння системи (4.19) iнтегруються до 𝜌r𝑗 = 𝑓 𝑗(𝑦𝑗, r
1, r2),

𝑗 = 1, 2, де 𝑓 1 i 𝑓 2 — гладкi функцiї своїх аргументiв, а 𝑦𝑗 = 𝑥−𝑉 𝑗𝑡. Су-
мiснiсть цих зображень для похiдних 𝜌r1 i 𝜌r2 одного з одним i з першим
рiвнянням системи (4.19) призводить до рiвнянь на функцiї 𝑓 1 i 𝑓 2:

(𝑦1 − 𝑦2)𝑓
1
𝑦1

+ 2𝑓 1r2 = (𝑦1 − 𝑦2)𝑓
2
𝑦2

+ 2𝑓 2r1 = 𝑓 2 − 𝑓 1. (4.20)
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Незалежно дiференцiюючи цi рiвняння по 𝑦1 i по 𝑦2, отримаємо
𝑓 1𝑦1𝑦1 = 𝑓 2𝑦2𝑦2 = 0, тобто 𝑓 𝑗 = 𝑔𝑗(r1, r2)𝑦𝑗 + ℎ𝑗(r1, r2) для деяких глад-
ких функцiй 𝑔𝑗 i ℎ𝑗 вiд (r1, r2), 𝑗 = 1, 2. Тодi розщеплення рiвнянь (4.20)
за 𝑦1 i 𝑦2 дає систему 𝑔1r2 = −𝑔1, 𝑔2r1 = 𝑔2, 𝑔1 = −𝑔2, 2ℎ1r2 = 2ℎ2r1 = ℎ2 − ℎ1

на коефiцiєнти 𝑔𝑗 i ℎ𝑗. Загальний розв’язок цiєї системи можна зобра-
зити у виглядi 𝑔1 = −𝑔2 = 𝐶er

1−r2, ℎ1 = Ψr1r2 − Ψr1r1, ℎ2 = Ψr2r2 − Ψr1r2,
де 𝐶 — довiльна стала, а Ψ = Ψ(r1, r2) — довiльний розв’язок рiвняння
2Ψr1r2 = Ψr2 − Ψr1. Одночасно iнтегруючи рiвняння 𝜌r𝑗 = 𝑓 𝑗 з огляду на
виведенi вирази для функцiї 𝑓𝑗, 𝑗 = 1, 2, у пiдсумку отримаємо

𝜌 = 𝐶er
1−r2(𝑥− 𝑉 3𝑡) + Ψr1 − Ψr2 + 𝜌0

з довiльною гладкою функцiєю 𝜌0 вiд (𝑡, 𝑥), яка є густиною нульової ди-
вергенцiї, а тому нею потрiбно знехтувати. Щодо знаходження потоку 𝜎,
асоцiйованого з 𝜌 = er

1−r2Ω + 𝜌, зазначимо лише, що

D𝑥𝜎 = −D̄𝑡𝜌

= D𝑥

(︀
(r1+r2)er

1−r2Ω + 𝐶(𝑉 3(𝑥−𝑉 3𝑡)−𝑡) + 𝑉 1Ψr1 − 𝑉 2Ψr2
)︀
.

Характеристиками законiв збереження, що вiдповiдають збереженим
струмам iз теореми 4.2.14, є вiдповiдно

er
1−r2(𝑥− 𝑉 1𝑡, 𝑥− 𝑉 2𝑡, 0),

(er
1−r2Ω + Ψr1r1 − Ψr1r2, −er

1−r2Ω + Ψr1r2 − Ψr2r2, er
1−r2Ωr3).

На додачу до стандартної еквiвалентностi законiв збереження мож-
на розглянути їхню еквiвалентнiсть iз точнiстю до дiї групи точкових
симетрiй системи диференцiальних рiвнянь; див. [53, 90] для подальшої
iнформацiї. Множину законiв збереження, що породжує простiр законiв
збереження через лiнiйне комбiнування й дiю точкових симетрiй, нази-
вають генеруючою множиною цього простору [53].

Iснують тiльки два нееквiвалентних значення параметр-функцiї Ω(r3)

з точнiстю до перетворення з групи точкових симетрiй 𝐺 системи (4.5)
(див. теорему 4.2.7) — Ω = 1 i Ω = r3. До того ж, легко бачити, що
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збережений струм з (Ω,Ψ) = (1, 0) збiгається з збереженим струмом з
(Ω,Ψ) = (0, er

1−r2).
Наслiдок 4.2.15. Генеруючу множину простору гiдродинамiчних за-
конiв збереження системи (4.5) з точнiстю до дiї групи точкових си-
метрiй 𝐺 цiєї системи складають закони збереження зi збереженими
струмами

DHC =
(︁

er
1−r2r3, (r1 + r2)er

1−r2r3
)︁
,

EHC(Ψ) =
(︀
Ψr1 − Ψr2, (r1 + r2 + 1)Ψr1 − (r1 + r2 − 1)Ψr2

)︀
,

де Ψ = Ψ(r1, r2) пробiгає множину розв’язкiв рiвняння 2Ψr1r2 = Ψr2−Ψr1.

Багато напiвгамiльтонових систем, включно iз системою (4.5), та-
кож допускають закони збереження першого порядку [28, 101] (див.
також [99, 100]). Щоб побудувати такi закони збереження для систе-
ми (4.5), згiдно з [28, теорема 5.1] потрiбно знайти деякi гладкi ненульовi
функцiї 𝐺𝑖(r), 𝑖 = 1, 2, 3, що задовольняють рiвняння

𝐺𝑖
r𝑗

𝐺𝑖
= −

𝑉 𝑖
r𝑗

𝑉 𝑖 − 𝑉 𝑗
, 𝑖 ̸= 𝑗.

Можна взяти 𝐺1 = e−r2/2, 𝐺2 = er
1/2, 𝐺3 = er

1−r2. Кожен збережений
струм першого порядку системи (4.5) з густиною, незалежною вiд (𝑡, 𝑥),
є еквiвалентним сумi гiдродинамiчних збережених струмiв i збереженого
струму вигляду(︃

2∑︁
𝑖=1

(𝐺𝑖)2𝑓 𝑖

r𝑖𝑥
+𝐺3Ω,

2∑︁
𝑖=1

𝑉 𝑖 (𝐺
𝑖)2𝑓 𝑖

r𝑖𝑥
+ 𝑉 3𝐺3Ω − 2𝑥

2∑︁
𝑖=1

𝑉 𝑖
r𝑖

(𝐺𝑖)2𝑓 𝑖

r𝑖𝑥

)︃
,

де Ω = Ω(r3, r3𝑥/𝐺
3) — довiльна гладка функцiя свого аргументу, а 𝑓 1 =

𝑓 1(r1) i 𝑓 2 = 𝑓 2(r2) — довiльнi гладкi функцiї вiдповiдно вiд r1 i r2, що
задовольняють умову

2∑︁
𝑖=1

(𝐺𝑖)2𝑓 𝑖 = const .

(Наведенi вищi пiдсумовування йдуть вiд 1 до 2, оскiльки 𝑉 3
r3 = 0.) Отже,

𝑓 1(r1) = 𝑐er
1 i 𝑓 2(r2) = −𝑐e−r2, де 𝑐 — довiльна стала.
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Твердження 4.2.16. Простiр збережених струмiв законiв збережен-
ня системи (4.5) порядку, не вищого за один, з (𝑡, 𝑥)-незалежними гус-
тинами є лiнiйною оболонкою сiм’ї збережених струмiв C1(Ω), C0 i
збережених струмiв EHC(Ψ), наведених у наслiдку 4.2.15. Тут

C0 =

(︂(︂
1

r1𝑥
− 1

r2𝑥

)︂
er

1−r2,

(︂
𝑉 1

r1𝑥
− 𝑉 2

r2𝑥

)︂
er

1−r2
)︂
,

C1(Ω) =
(︁

er
1−r2Ω, (r1 + r2)er

1−r2Ω
)︁
,

(4.21)

а Ω пробiгає множину гладких функцiй вiд 𝜔0 = r3 i 𝜔1 = r3𝑥e
r2−r1.

4.3. Структури вищих порядкiв

4.3.1. Попереднiй аналiз. Для системи ℰ диференцiальних рiвнянь
позначимо через ℰ (∞) многовид, визначений системою ℰ i ї ї диферен-
цiальними наслiдками у вiдповiдному просторi струменiв. Локальний
об’єкт, асоцiйований iз системою ℰ у рамках симетрiйного аналiзу ди-
ференцiальних рiвнянь, на кшталт узагальненої симетрiї, збереженого
струму локального закону збереження, характеристики закону збережен-
ня чи косиметрiї, називають тривiальним, якщо вiн зникає на розв’язках
системи ℰ або, що рiвноцiнно, на многовидi ℰ (∞). Два таких локальних
об’єкти того самого типу вважають еквiвалентними, якщо їхня рiзниця
є тривiальною, а тому такi об’єкти одного типу розглядають iз точнiстю
до цього вiдношення еквiвалентностi.

Система 𝒮 еволюцiйна, а тому струменевi змiннi 𝑡, 𝑥 i r𝑖𝜅 = 𝜕𝜅r𝑖/𝜕𝑥𝜅,
𝑖 = 1, 2, 3, 𝜅 ∈ N0, задають стандартнi координати на многовидi 𝒮(∞).
Отже, з точнiстю до наведених вище вiдношень еквiвалентностi на
розв’язках системи 𝒮 для класiв сумiжностi кожного локального симет-
рiєподiбного об’єкта, асоцiйованого iз системою 𝒮, можна розглядати
представникiв, чиї компоненти не залежать вiд похiдних рiманових iн-
варiантiв r, що мiстять диференцiювання по 𝑡.4.4 Символ з [r], на

4.4Для характеристик законiв збереження потрiбно використовувати лема 3 з [62]; див. також [69,
лема 4.28].
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кшталт 𝑓 [r], позначає диференцiальну функцiю вiд r, що залежить що-
найбiльш вiд 𝑡, 𝑥 i скiнченної кiлькостi похiдних рiманових iнварiантiв r

по 𝑥, 𝑓 = 𝑓(𝑡, 𝑥, r0, . . . , r𝜅), 𝜅 ∈ N0. Нижче розглядаємо тiльки такi
диференцiальнi функцiї i вважаємо, що компоненти будь-якого локаль-
ного симетрiєподiбного об’єкта, асоцiйованого з системою 𝒮, є такими
диференцiальними функцiями. Для 𝑖 ∈ {1, 2, 3} порядок ordr𝑖 𝑓 [r] дифе-
ренцiальної функцiї 𝑓 [r] вiдносно r𝑖 визначаємо як max{𝜅 ∈ N0 | 𝑓r𝑖𝜅 ̸= 0},
коли ця множина не порожня, i −∞ iнакше.

Обмежимо оператори D𝑥 i D𝑡 повних похiдних по 𝑥 i 𝑡 на множину
зазначених вище диференцiальних функцiй вiд r i додатково виключимо
похiднi рiманових iнварiантiв r, що мiстять диференцiювання по 𝑡, з D𝑡

з огляду на систему 𝒮, вiдповiдно отримуючи (комутуючi) оператори

D𝑥 := 𝜕𝑥 +
∞∑︁
𝜅=0

3∑︁
𝑖=1

r𝑖𝜅+1𝜕r𝑖𝜅, D𝑡 := 𝜕𝑡 −
∞∑︁
𝜅=0

3∑︁
𝑖=1

D𝜅
𝑥(𝑉

𝑖r𝑖1)𝜕r𝑖𝜅.

Також визначимо комутуючi оператори

A := er
2−r1D𝑥 i B := D𝑡 + (r1 + r2)D𝑥, AB = BA.

Замiсть стандартних координат на многовидi 𝒮(∞) зручно ввести мо-
дифiкованi: 𝑡, 𝑥, 𝑟𝑗𝜅 = r𝑗𝜅 i 𝜔𝜅 := A𝜅r3 для 𝜅 ∈ N0 i 𝑗 = 1, 2.4.5 У цих
позначеннях маємо

A𝜔𝜅 = 𝜔𝜅+1, B𝜔𝜅 = 0, 𝜅 ∈ N0, B𝑟1 = −𝑟11, B𝑟2 = 𝑟21,

D𝑥 = 𝜕𝑥 +
∞∑︁
𝜅=0

(︀
𝑟1𝜅+1𝜕𝑟1𝜅 + 𝑟2𝜅+1𝜕𝑟2𝜅 + e𝑟

1−𝑟2𝜔𝜅+1𝜕𝜔𝜅

)︀
,

D𝑡 = 𝜕𝑡 −
∞∑︁
𝜅=0

(︀
D𝜅
𝑥(𝑉

1𝑟11)𝜕𝑟1𝜅 + D𝜅
𝑥(𝑉

2𝑟21)𝜕𝑟2𝜅 + (𝑟1 + 𝑟2)e𝑟
1−𝑟2𝜔𝜅+1𝜕𝜔𝜅

)︀
.

Визначимо порядки ord𝑟𝑗 𝑓 , 𝑗 = 1, 2, i ord𝜔 𝑓 диференцiальної функ-
цiї 𝑓 = 𝑓 [r] вiдносно 𝑟𝑗 i “𝜔” як max{𝜅 | 𝑓𝑟𝑗𝜅 ̸= 0} i max{𝜅 | 𝑓𝜔𝜅 ̸= 0},

4.5Оператор A i модифiкованi координати пов’язанi з виродженiстю характеристичної швидкостi
𝑉 3, тобто 𝑉 3

r3 = 0; див. [28, теорема 5.2].



164

коли вiдповiднi множини не порожнi, i −∞ iнакше. Зауважимо, що
ord𝜔 𝑓 = ordr3 𝑓 . Позначення на кшталт 𝑓 [𝑟1, 𝑟2], або рiвноцiнно 𝑓 [r1, r2],
позначає диференцiальну функцiю 𝑓 вiд (𝑟1, 𝑟2) = (r1, r2) зазначеного
вище типу.

Лема 4.3.1. Диференцiальна функцiя 𝑓 = 𝑓 [r] задовольняє рiвняння
B𝑓=0 тодi й лише тодi, коли вона є гладкою функцiєю скiнченної кiль-
костi 𝜔𝑖: 𝑓 = 𝑓(𝜔0, . . . , 𝜔𝜅) з 𝜅 ∈ N0.

Як стандартнi координати на многовидi 𝒦(∞), асоцiйованому iз систе-
мою (4.13), можна взяти струменевi змiннi 𝑦, 𝑧, 𝑞𝜄 = 𝜕𝜄𝑞/𝜕𝑦𝜄, якщо 𝜄 > 0,
i 𝑞𝜄 = 𝜕−𝜄𝑞/𝜕𝑧−𝜄, якщо 𝜄 < 0, 𝜄 ∈ Z, 𝑠𝜅 = 𝜕𝜅𝑠/𝜕𝑦𝜅, 𝜅 ∈ N0. У цих коорди-
натах усiченi оператори повних похiдних по 𝑦 i 𝑧 вiдповiдно набувають
вигляду

D𝑦 = 𝜕𝑦 +
+∞∑︁
𝜄=−∞

𝑞𝜄+1𝜕𝑞𝜄 +
+∞∑︁
𝜅=0

𝑠𝜅+1𝜕𝑠𝜅,

D𝑧 = 𝜕𝑧 +
+∞∑︁
𝜄=−∞

𝑞𝜄−1𝜕𝑞𝜄 +
+∞∑︁
𝜅=0

D𝜅
𝑦

(︂
𝐾1

𝐾2
𝑠1

)︂
𝜕𝑠𝜅,

де 𝐾1 := 𝑞−2 − 2𝑞−1 + 𝑞0, 𝐾2 := 𝑞1 + 𝑞−1 − 2𝑞0. Нескiнченне продов-
ження перетворення (4.15) iндукує пiдняття операторiв D𝑡, D𝑥, A i B до
операторiв

D̂𝑡 = −e𝑦+𝑧

𝐾2
(2𝑦 − 2𝑧 + 1)D𝑦 −

e𝑦+𝑧

𝐾1
(2𝑦 − 2𝑧 − 1)D𝑧,

D̂𝑥 =
e𝑦+𝑧

𝐾2
D𝑦 +

e𝑦+𝑧

𝐾1
D𝑧,

Â =
e−𝑦−𝑧

𝐾2
D𝑦 +

e−𝑦−𝑧

𝐾1
D𝑧, B̂ = −e𝑦+𝑧

𝐾2
D𝑦 +

e𝑦+𝑧

𝐾1
D𝑧,

а тому ÂB̂ = B̂Â.
Символ з [𝑞, 𝑠], на кшталт 𝑓 [𝑞, 𝑠], позначає диференцiальну функцiю

вiд (𝑞, 𝑠), що залежить щонайбiльш вiд 𝑦, 𝑧 i скiнченної, але невизначеної
наперед кiлькостi 𝑞𝜄, 𝜄 ∈ Z, i 𝑠𝜅, 𝜅 ∈ N0. Порядок ord𝑠 𝑓 диференцiаль-
ної функцiї 𝑓 = 𝑓 [𝑞, 𝑠] вiдносно 𝑠 визначимо як max{𝜅 ∈ N0 | 𝑓𝑠𝜅 ̸= 0},
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коли ця множина не порожня, i −∞ iнакше. Аналогiчно, символ з [𝑞],
на кшталт 𝑓 [𝑞], позначає диференцiальну функцiю вiд 𝑞, що залежить
щонайбiльше вiд 𝑦, 𝑧 i скiнченної, але невизначеної наперед кiлькостi 𝑞𝜄,
𝜄 ∈ Z.

Також використаємо модифiкованi координати 𝑦, 𝑧, 𝑞𝜄 = 𝑞𝜄, 𝜄 ∈ Z i
�̂�𝜅 = Â𝜅𝑠, 𝜅 ∈ N0, на многовидi 𝒦(∞).

З леми 4.3.1 випливає таке твердження.

Наслiдок 4.3.2. Диференцiальна функцiя 𝑓 = 𝑓 [𝑞, 𝑠] задовольняє рiв-
няння B̂𝑓 = 0, тобто

𝐾1D𝑦𝑓 = 𝐾2D𝑧𝑓,

тодi й лише тодi, коли вона є гладкою функцiєю скiнченної кiлькос-
тi �̂�𝑖: 𝑓 = 𝑓(�̂�0, . . . , �̂�𝜅) з 𝜅 ∈ N0.

Нескiнченне продовження перетворення (4.16) iндукує пiдняття опе-
раторiв D𝑦 i D𝑧 до (комутуючих) операторiв

D̃𝑦 := − 1

r1𝑥

(︀
D𝑡 + (r1 + r2 − 1)D𝑥

)︀
,

D̃𝑧 := − 1

r2𝑥

(︀
D𝑡 + (r1 + r2 + 1)D𝑥

)︀
.

4.3.2. Узагальненi симетрiї. Вичерпно описати узагальненi симет-
рiї системи (4.5) дають змогу два факти. По-перше, рiвняння (4.5c) є
лише частково зачепленим iз рiвняннями (4.5a) i (4.5b). По-друге, пiдси-
стема (4.5a)–(4.5b) лiнеаризовна перетворенням годографа, а вiдповiдна
лiнiйна система зводиться до (1+1)-вимiрного рiвняння Клейна–Гордона.

Позначимо через Σ алгебру узагальнених симетрiй системи (4.5), а че-
рез Σtriv алгебру її тривiальних узагальнених симетрiй, чиї характерис-
тики зникають на розв’язках системи (4.5). Факторалгебру Σq = Σ/Σtriv

можна ототожнити, наприклад, з пiдалгеброю канонiчних представни-
кiв у зведенiй еволюцiйнiй формi, Σ̂q =

{︀∑︀3
𝑖=1 𝜂

𝑖[r]𝜕r𝑖 ∈ Σ
}︀
. Крите-

рiй iнварiантностi системи (4.5) пiд дiєю узагальненого векторного по-
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ля
∑︀3

𝑖=1 𝜂
𝑖[r]𝜕r𝑖 призводить до системи з трьох визначальних рiвнянь на

компоненти 𝜂𝑖:

D𝑡𝜂
1 + (r1 + r2 + 1)D𝑥𝜂

1 + r1𝑥(𝜂
1 + 𝜂2) = 0, (4.22a)

D𝑡𝜂
2 + (r1 + r2 − 1)D𝑥𝜂

2 + r2𝑥(𝜂
1 + 𝜂2) = 0, (4.22b)

D𝑡𝜂
3 + (r1 + r2)D𝑥𝜂

3 + r3𝑥(𝜂
1 + 𝜂2) = 0. (4.22c)

Лема 4.3.3. Для будь-якого узагальненого векторного поля
∑︀3

𝑖=1 𝜂
𝑖[r]𝜕r𝑖

з Σ̂q його компоненти 𝜂1 i 𝜂2 не залежать вiд похiдних рiманового
iнварiанта r3, тобто 𝜂1 = 𝜂1[r1, r2] i 𝜂2 = 𝜂2[r1, r2].

Лема 4.3.3 є проявом часткової зачепленостi системи (4.5). З огляду
на цю лему пiдалгебра Σ̂q

3 алгебри Σ̂q, яку складають елементи з ну-
льовими компонентами 𝜂1 i 𝜂2, є iдеалом алгебри Σ̂q, а факторалгебра
Σq

12 := Σ̂q/Σ̂q
3 iзоморфна пiдалгебрi зведених узагальнених симетрiй пiд-

системи (4.5a)–(4.5b), що допускають локальнi продовження на r3.
Iдеал Σ̂q

3 описано таким наслiдком леми 4.3.1.

Наслiдок 4.3.4. Узагальнене векторне поле 𝜂3𝜕r3 належить Σ̂q тодi
й лише тодi, коли коефiцiєнт 𝜂3 — гладка функцiя скiнченної кiлькос-
тi 𝜔𝑖.

Уточнимо вигляд канонiчних представникiв класiв еквiвалентностi по
пiдалгебрi Σ̂q

3.

Лема 4.3.5. Кожен клас еквiвалентностi по пiдалгебрi Σ̂q
3 мiстить

узагальнене векторне поле вигляду

𝜂1[r1, r2]𝜕r1 + 𝜂2[r1, r2]𝜕r2 + er
2−r1r3𝑥𝜂

3[r1, r2]𝜕r3, (4.23)

де коефiцiєнти 𝜂1, 𝜂2 i 𝜂3 задовольняють систему визначальних рiв-
нянь (4.22a), (4.22b) i

D𝑡𝜂
3 + (r1 + r2)D𝑥𝜂

3 + er
1−r2(𝜂1 + 𝜂2) = 0. (4.24)

Елементи вигляду (4.23) з алгебри Σ̂q складають пiдалгебру цiєї ал-
гебри, яку позначимо через Σ̄q

12. На жаль, алгебри Σq
12 i Σ̄q

12 не є
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iзоморфними. Хоча Σ̂q = Σ̄q
12 + Σ̂q

3, ця сума не є прямою, оскiльки
Σ̄q

12 ∩ Σ̂q
3 = ⟨er2−r1r3𝑥𝜕r3⟩. Алгебра Σq

12 є натурально iзоморфною фактор-
алгебрi Σ̄q

12/⟨er
2−r1r3𝑥𝜕r3⟩.

Вичерпний опис алгебри Σq
12 є досить складним. Для цього зведе-

мо систему (4.5) до системи (4.13), що мiстить (1+1)-вимiрне рiвняння
Клейна–Гордона. Аналогiчно системi (4.5), позначимо через S алгебру
узагальнених симетрiй системи (4.13), а через Striv — алгебру її тривiаль-
них узагальнених симетрiй, чиї характеристики зникають на розв’язках
системи (4.13). Факторалгебру Sq = S/Striv можна ототожнити, на-
приклад, з пiдалгеброю канонiчних представникiв в еволюцiйнiй формi,
тобто

Ŝq = {𝜒[𝑞, 𝑠]𝜕𝑞 + 𝜃[𝑞, 𝑠]𝜕𝑠 ∈ S}.

Дужку Лi на алгебрi Ŝq визначимо як модифiковану дужку Лi узагаль-
нених векторних полiв у просторi струменiв iз незалежними змiнними
(𝑦, 𝑧) i залежними змiнними (𝑞, 𝑠), де всi мiшанi похiднi змiнної 𝑞 i всi
похiднi змiнної 𝑠, що мiстять диференцiювання по 𝑦, замiнено виразами,
якi випливають iз системи (4.13) i її диференцiальних наслiдкiв. Система
визначальних рiвнянь на компоненти елементiв алгебри Ŝq така:

D𝑦D𝑧𝜒 = 𝜒, (4.25a)

𝑠1(D𝑧 − 1)2𝜒+𝐾1D𝑦𝜃 =
𝐾1

𝐾2
𝑠1(D𝑦 + D𝑧 − 2)𝜒+𝐾2D𝑧𝜃. (4.25b)

Алгебра Ŝq iзоморфна алгебрi Σ̂q. Цей iзоморфiзм спiльно iндуку-
ють пiдняття алгебри Σ до алгебри S продовженням точкового перетво-
рення (4.15), виключення похiдних залежної змiнної 𝑝 (включно з самою
змiнною 𝑝) з огляду на рiвняння (4.14) i його диференцiальнi наслiдки та
наступна проєкцiя отриманих узагальнених векторних полiв на простiр
струменiв iз незалежними змiнними (𝑦, 𝑧) i залежними змiнними (𝑞, 𝑠).
Щоб вiдобразити S у Σ, потрiбно продовжити елементи алгебри S на 𝑝
згiдно з рiвнянням (4.14) i пiдняти результат нескiнченним продовжен-
ням точкового перетворення (4.16).
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Лема 4.3.6. 𝑞-компоненти елементiв алгебри Ŝq не залежать вiд
змiнної 𝑠 i її похiдних.

Лема 4.3.6 є аналогом леми 4.3.3 для системи (4.13) i проявом част-
кової зачепленостi цiєї системи. З огляду на лему 4.3.6 пiдалгебра Ŝq

𝑠

алгебри Ŝq, яку складають елементи з нульовими 𝑞-компонентами, є iде-
алом алгебри Ŝq. З наслiдку 4.3.2 (або наслiдку 4.3.4) випливає, що цей
iдеал складають узагальненi векторнi поля вигляду 𝜃𝜕𝑠, де 𝜃 — гладка
функцiя скiнченної, але невизначеної наперед кiлькостi �̂�𝑖. Оскiльки iде-
ал Ŝq

𝑠 алгебри Ŝq вiдповiдає iдеалу Σ̂q
3 алгебри Σ̂q i iзоморфний йому, то

достатньо описати факторалгебру Sq
𝑞 := Ŝq/Ŝq

𝑠.
Позначимо через Ξ̂q алгебру зведених узагальнених симетрiй (1+1)-

вимiрного рiвняння Клейна–Гордона (4.13a):

Ξ̂q = {𝜒[𝑞]𝜕𝑞 | D𝑦D𝑧𝜒 = 𝜒}.

Факторалгебра Sq
𝑞 є натурально iзоморфною пiдалгебрi A алгебри Ξ̂q,

яку складають елементи алгебри Ξ̂q, що допускають локальне продов-
ження на змiнну 𝑠. У додатку А.1 показано, що алгебра Ξ̂q є напiвпря-
мою сумою своєї пiдалгебри Λ̂q i свого iдеалу Ξ̂−∞: Ξ̂q = Λ̂q ∈ Ξ̂−∞, де

Λ̂q := ⟨ (J𝜅𝑞)𝜕𝑞, (D𝜄
𝑦J

𝜅𝑞)𝜕𝑞, (D𝜄
𝑧J
𝜅𝑞)𝜕𝑞, 𝜅 ∈ N0, 𝜄 ∈ N ⟩,

Ξ̂−∞ := {𝑓(𝑦, 𝑧)𝜕𝑞 | 𝑓 ∈ KG},

J := 𝑦D𝑦 − 𝑧D𝑧, а KG позначає множину розв’язкiв (1+1)-вимiрного
рiвняння Клейна–Гордона (4.13a), тобто 𝑓 ∈ KG означає, що 𝑓𝑦𝑧 = 𝑓 .

Лема 4.3.7.

A =
{︀
𝑄𝜁,𝑐 :=

(︀
(D𝑦 + 1)𝜁 + 𝑐𝑞

)︀
𝜕𝑞 | 𝜁 = 𝜁[𝑞] : D𝑦D𝑧𝜁 = 𝜁, 𝑐 ∈ R

}︀
,

а продовження узагальненого векторного поля 𝑄𝜁,𝑐 на змiнну 𝑠 задано
формулою

𝜃 =
𝑠1
𝐾2

(D𝑦 + D𝑧 − 2)𝜁. (4.26)
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Iнакше кажучи, лема 4.3.7 означає, що елемент алгебри Λ̂q можна
вiдобразити в узагальнену симетрiю системи (4.5) тодi й лише тодi, коли
вiдповiдний оператор належить лiнiйнiй оболонцi

⟨ 1, (D𝑦 + 1)D𝜄
𝑦J

𝜅, (D𝑧 + 1)D𝜄
𝑧J
𝜅, 𝜅, 𝜄 ∈ N0 ⟩.

Зокрема, ця лiнiйна оболонка мiстить усi многочлени вiд змiнної D𝑦 i
всi многочлени вiд змiнної D𝑧. Її доповненням у всьому просторi опера-
торiв, асоцiйованих з елементами алгебри Λ̂q, є ⟨ J𝜅, 𝜅 ∈ N ⟩. Елементи
алгебри Λ̂q, асоцiйованi з операторами з доповнюючого пiдпростору, вiд-
повiдають нелокальним симетрiям системи (4.5). Такi нелокальнi симет-
рiї є узагальненими симетрiями певних потенцiальних систем для систе-
ми (4.5), пов’язаних iз потенцiальними системами для (1+1)-вимiрного
рiвняння Клейна–Гордона (4.13a).

Завершуючи наведений вище розгляд, сформулюємо теорему.

Теорема 4.3.8. Факторалгебра Σq узагальнених симетрiй систе-
ми (4.5) натурально iзоморфна алгебрi Σ̂q, що є лiнiйною оболонкою
узагальнених векторних полiв

�̌�(Ω) = Ω𝜕r3,

�̌� =
(︀
𝑥− 𝑉 1𝑡

)︀
r1𝑥𝜕r1 +

(︀
𝑥− 𝑉 2𝑡

)︀
r2𝑥𝜕r2 +

(︀
𝑥− 𝑉 3𝑡

)︀
r3𝑥𝜕r3,

𝒫(Φ) = e(r
2−r1)/2

(︀
(Φ + 2Φr1)r

1
𝑥𝜕r1 + (Φ − 2Φr2)r

2
𝑥𝜕r2 + 2Φr3𝑥𝜕r3

)︀
,

ℛ̌(Γ) = e(r
2−r1)/2

(︁
(D̃𝑦Γ + Γ)r1𝑥𝜕r1 + (D̃𝑧Γ + Γ)r2𝑥𝜕r2 + 2Γr3𝑥𝜕r3

)︁
,

де Γ пробiгає множину {J̃𝜅𝑞, D̃𝜄
𝑦J̃

𝜅𝑞, D̃𝜄
𝑧J̃
𝜅𝑞, 𝜅 ∈ N0, 𝜄 ∈ N}, параметр-

функцiя Φ = Φ(r1, r2) пробiгає множину розв’язкiв рiвняння Клейна–
Гордона Φr1r2 = −Φ/4, а параметр-функцiя Ω пробiгає множи-
ну гладких функцiй скiнченної, але наперед невизначеної кiлькостi
𝜔𝜅 := (er

2−r1D𝑥)
𝜅r3, 𝜅 ∈ N0.

4.3.3. Косиметрiї. Простiр ϒ косиметрiй системи (4.5) можна обчисли-
ти аналогiчно узагальненим симетрiям через використання її часткової



170

зачепленостi i лiнеаризовностi її пiдсистеми (4.5a)–(4.5b) перетворенням
годографа. Нехай ϒtriv ⊂ ϒ позначає простiр тривiальних косиметрiй
системи (4.5), що зникають на її розв’язках. Факторпростiр ϒq = ϒ/ϒtriv

можна ототожнити, наприклад, з пiдпростором, який складають
канонiчнi представники косиметрiй: ϒ̂q =

{︀
(𝜆𝑖[r], 𝑖 = 1, 2, 3) ∈ ϒ

}︀
.

Теорема 4.3.9. Простiр ϒ̂q канонiчних представникiв косиметрiй є
лiнiйною оболонкою косиметрiй iз трьох сiмей:

1. er
1−r2
(︀
Ω,−Ω, (ÂΩ)/𝜔1

)︀
з оператором Â =

∑︀∞
𝜅=0 𝜔

𝜅+1𝜕𝜔𝜅 i з Ω, що
пробiгає множину гладких функцiй скiнченної, але наперед неви-
значеної кiлькостi 𝜔𝜅 = (er

2−r1D𝑥)
𝜅r3, 𝜅 ∈ N0.

2. e(r
1−r2)/2(−2Φr1, Φ, 0), де параметр-функцiя Φ = Φ(r1, r2) пробiгає

простiр розв’язкiв рiвняння Клейна–Гордона Φr1r2 = −Φ/4.

3. e(r
1−r2)/2

(︀
− D̃𝑦Q̃𝑞, Q̃𝑞, 0

)︀
, де оператор Q̃ пробiгає множину{︀

J̃𝜅, J̃𝜅D̃𝜄
𝑦, J̃

𝜅D̃𝜄
𝑧, 𝜅 ∈ N0, 𝜄 ∈ N

}︀
.

4.3.4. Закони збереження. Прямим методом доведено таку теорему.

Теорема 4.3.10. Простiр законiв збереження системи (4.5) є нату-
рально iзоморфним простору, натягнутому на такi збереженi струми
цiєї системи:

1.
(︀

er
1−r2Ω, (r1 + r2)er

1−r2Ω
)︀
, де параметр-функцiя Ω пробiгає прос-

тiр гладких функцiй скiнченної, але невизначеної наперед кiлькос-
тi 𝜔𝜅 = (er

2−r1D𝑥)
𝜅r3, 𝜅 ∈ N0, i такi двi функцiї треба вважати

еквiвалентними, якщо їхня рiзниця належить образу оператора
Â =

∑︀∞
𝜅=0 𝜔

𝜅+1𝜕𝜔𝜅.

2.
(︀

e(r
1−r2)/2(2Φr1 + Φ), e(r

1−r2)/2(2(r1 + r2 + 1)Φr1 + (r1 + r2 − 1)Φ)
)︀
, де

параметр-функцiя Φ = Φ(r1, r2) пробiгає простiр розв’язкiв рiвнян-
ня Клейна–Гордона Φr1r2 = −Φ/4.
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3.
(︀
r2𝑥𝜌 + r1𝑥�̃�, (r1 + r2 − 1)r2𝑥𝜌 + (r1 + r2 + 1)r1𝑥�̃�

)︀
з 𝜌 = −𝑞D̃𝑧Q̃𝑞,

�̃� = (D̃𝑦𝑞)Q̃𝑞, де оператор Q̃ пробiгає множину
{︀
J̃𝜅

′
, 𝜅′ ∈ 2N0 + 1,

(J̃ + 𝜄/2)𝜅D̃𝜄
𝑦, (J̃− 𝜄/2)𝜅D̃𝜄

𝑧, 𝜅 ∈ N0, 𝜄 ∈ N, 𝜅+ 𝜄 ∈ 2N0 + 1
}︀
.

Зауваження 4.3.11. Збереженi струми з теореми 4.3.10, асоцiйованi з

Ω =
r3

r3 + 1
, Ω =

1

r3 + 1
, Ω = 1,

Φ = e(r
1−r2)/2(r1 + r2 − 1), Φ =

1

8
e(r

1−r2)/2
(︀
(r1 + r2)2 − 4r2

)︀
,

вiдповiдають збереженню мас обох iндивiдуальних фаз i маси сумiшi,
а також збереженню iмпульсу сумiшi й енергiї в моделi дрейфового по-
току, див. [51, розд. 13]. Вiдповiднi рiвняння в збереженiй формi такi:

𝜌1𝑡 + (𝜌1𝑢)𝑥 = 0, 𝜌2𝑡 + (𝜌2𝑢)𝑥 = 0, (𝜌1 + 𝜌2)𝑡 +
(︀
(𝜌1 + 𝜌2)𝑢

)︀
𝑥

= 0,(︀
(𝜌1 + 𝜌2)𝑢

)︀
𝑡
+
(︀
(𝜌1 + 𝜌2)(𝑢2 + 1)

)︀
𝑥

= 0,(︂
(𝜌1 + 𝜌2)

(︂
𝑢2

2
+ ln(𝜌1 + 𝜌2)

)︂)︂
𝑡

+

(︂
(𝜌1 + 𝜌2)

(︂
𝑢2

2
+ ln(𝜌1 + 𝜌2) + 1

)︂
𝑢

)︂
𝑥

= 0.

Зокрема, величину ln(𝜌1+𝜌2) можна iнтерпретувати як внутрiшню енер-
гiю сумiшi. Перше, друге й четверте рiвняння складають збережену
форму системи 𝒮 у вихiдних залежних змiнних (𝑢, 𝜌1, 𝜌2).
Теорема 4.3.12. Пiд дiєю узагальнених симетрiй системи (4.5) на її
простiр законiв збереження генеруючу множину законiв збереження
цiєї системи складають два закони збереження нульового порядку, що
вiдповiдно мiстять збереженi струми

𝑓er
1−r2
(︀
r3, (r1 + r2)r3

)︀
, (4.27a)

er
1−r2
(︀
𝑥− 𝑉 3𝑡, 𝑉 3(𝑥− 𝑉 3𝑡) − 𝑡

)︀
з 𝑉 3 := r1 + r2. (4.27b)

4.3.5. Гамiльтоновi структури гiдродинамiчного типу. Систему ℰ
еволюцiйних диференцiальних рiвнянь u𝑡−𝐾[u] = 0, де𝐾 — набiр функ-
цiй вiд незалежних змiнних (𝑡,x) i просторових похiдних (включно з по-
хiдними порядку нуль) залежних змiнних u = (𝑢1, . . . , 𝑢𝑛)T, називають
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гамiльтоновою, якщо її можна зобразити у виглядi u𝑡 = H 𝛿ℋ. Тут H —
гамiльтонiв оператор, тобто формально кососпряжений матричний ди-
ференцiальний оператор, асоцiйована з яким дужка {·, ·}, визначена як
{ℐ,𝒥 } =

∫︀
𝛿ℐ ·H 𝛿𝒥 dx для функцiоналiв ℐ i 𝒥 , задовольняє тотожнiсть

Якобi, а тому є дужкою Пуасона, 𝛿 позначає варiацiйну похiдну, а фун-
кцiонал ℋ називають гамiльтонiаном системи ℰ вiдносно оператора H,
див. [29].

Теорема 4.3.13. Система 𝒮 допускає нескiнченну сiм’ю узгоджених
гамiльтонових структур HΘ, параметризованих гладкою функцiєю Θ

вiд r3,

HΘ = er
2−r1 diag

(︀
− 1, 1,Θ(r3)er

2−r1
)︀
D𝑥

− er
2−r1

2

⎛⎜⎜⎜⎝
r2𝑥 − r1𝑥 r1𝑥 − r2𝑥 −2r3𝑥

r2𝑥 − r1𝑥 r1𝑥 − r2𝑥 −2r3𝑥

2r3𝑥 2r3𝑥 −2𝑓 33

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

а вiдповiдна сiм’я гамiльтонiанiв ℋ𝑐0,Ξ =
∫︀
𝐻𝑐0,Ξd𝑥 визначена їхнiми

густинами

𝐻𝑐,Ξ =

(︂
1

4
(r1 + r2)2 +

1

2

(︀
r1 − r2

)︀
+ Ξ(r3)

)︂
er

1−r2 + 𝑐(r1 + r2).

Тут 𝑓 33 := er
2−r1

(︀
(r2𝑥 − r1𝑥)Θ + 1

2r
3
𝑥Θr3

)︀
, 𝑐 — довiльна стала, а функцiя Ξ

вiд r3 задовольняє допомiжне рiвняння

Ξr3r3Θ +
1

2
Θr3Ξr3 = 2𝑐.

За допомогою будь-якого гамiльтонового оператора HΘ можна споря-
дити простiр ϒ̂q канонiчних представникiв косиметрiй системи 𝒮 стру-
ктурою алгебри Лi, див. [35] i [19, пiдрозд. 3.1], де вiдповiдну дужку Лi
визначено формулою

[𝛾1, 𝛾2]HΘ
= ℓ𝛾2HΘ𝛾

1 + ℓ†HΘ𝛾1
𝛾2 + (ℓ𝛾1 − ℓ†𝛾1)HΘ𝛾

2
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для будь-яких 𝛾1, 𝛾2 ∈ ϒ̂q. Тут ℓ𝛾 i ℓ†𝛾 — вiдповiдно унiверсальний опера-
тор лiнеаризацiї диференцiальної функцiї 𝛾 ∈ ϒ̂q i формально спряже-
ний до нього оператор. Позначимо описану алгебру Лi через ϒ̂q

Θ, а вiд-
повiдну дужку Лi — [·, ·]HΘ

. Оператор HΘ встановлює гомоморфiзм мiж
алгеброю Лi ϒ̂q

Θ i алгеброю Лi Σ̂q канонiчних представникiв узагальне-
них симетрiй системи 𝒮. Образ HΘϒ̂q

Θ цього гомоморфiзму є власною
пiдалгеброю алгебри Σ̂q. Бiльш точно, образ HΘϒ̂q

Θ є лiнiйною оболон-
кою узагальнених симетрiй iз трьох сiмей, що є образами вiдповiдних
сiмей iз теореми 4.3.9 i чиїми елементами є, у позначеннях теорем 4.3.8
i 4.3.9, такi векторнi поля:

1. �̌�(Ω̄Θ), де Ω̄Θ = Â
(︀
(ÂΩ)Θ/𝜔1

)︀
,

2. 𝒫(Φ̄), де Φ̄ = Φr1 − 1
2Φ, а тому параметр-функцiя Φ̄ = Φ̄(r1, r2)

пробiгає простiр розв’язкiв рiвняння Клейна–Гордона Φ̄r1r2 = −Φ̄/4,

3. ℛ̌(Γ̄), де Γ̄ = 1
2(D̃𝑦 − 1)Q̃𝑞.

Для ненульової функцiї Θ ядро зазначеного вище гомоморфiзму є дво-
вимiрним i натягнуто на косиметрiї er

1−r2(1,−1, 0) i er
1−r2(Θ̄,−Θ̄, Θ̄r3), де

Θ̄ є первiсною функцiї 1/Θ, тобто Θ̄r3 = 1/Θ. Перша косиметрiя є особ-
ливою завдяки тому, що вона є єдиним (з точнiстю до лiнiйної незалеж-
ностi) спiльним елементом першої i другої сiмей iз теореми 4.3.9. Обидвi
косиметрiї є характеристиками законiв збереження i асоцiйованi зi збере-
женими струмами er

1−r2(1, r1 + r2) i er
1−r2
(︀
Θ̄, (r1 + r2)Θ̄

)︀
, якi належать до

першої сiм’ї з теореми 4.3.10. У пiдсумку, простiр функцiоналiв Казiмiра
гамiльтонового оператора HΘ є лiнiйною оболонкою двох функцiоналiв

𝒞1 :=

∫︁
er

1−r2 d𝑥, 𝒞Θ
2 :=

∫︁
er

1−r2Θ̄(r3) d𝑥.

У виродженому випадку з Θ ≡ 0 ядро наведеного вище гомоморфi-
зму є нескiнченновимiрним i збiгається з першою сiм’єю з теореми 4.3.9.
Елементи цiєї сiм’ї є характеристиками законiв збереження тодi й лише
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тодi, коли вони вiдповiдають збереженим струмам iз першої сiм’ї з теоре-
ми 4.3.10. Це означає, що простiр функцiоналiв Казiмiра гамiльтонового
оператора H0 складають функцiонали∫︁

er
1−r2Ω(𝜔0, 𝜔1, . . . ) d𝑥,

де параметр-функцiя Ω пробiгає простiр гладких функцiй скiнченної, але
невизначеної наперед кiлькостi 𝜔𝜅 = (er

2−r1D𝑥)
𝜅r3, 𝜅 ∈ N0.

Розглянемо зв’язки, що виокремлюють простiр канонiчних представ-
никiв характеристики законiв збереження системи 𝒮, якi описано у [74,
теорема 18], з простору ϒ̂q канонiчних представникiв її косиметрiй. На-
кладаючи цi зв’язки на Ω i Q̃, що параметризують сiм’ї, якi генерують
HΘϒ̂q, виокремимо алгебру гамiльтонових симетрiй системи 𝒮, асоцiйо-
ваних iз гамiльтоновим оператором HΘ.

Теорема 4.3.14. Алгебра гамiльтонових симетрiй системи (4.5) для
гамiльтонового оператора HΘ з гладкою функцiєю Θ вiд 𝜔0 := r3 є лi-
нiйною оболонкою узагальнених векторних полiв �̌�(Ω̄Θ) = Ω̄Θ𝜕r3,

𝒫(Φ) = e(r
2−r1)/2

(︀
(Φ + 2Φr1)r

1
𝑥𝜕r1 + (Φ − 2Φr2)r

2
𝑥𝜕r2 + 2Φr3𝑥𝜕r3

)︀
,

ℛ̌(Γ̄) = e(r
2−r1)/2

(︁
(D̃𝑦Γ̄ + Γ̄)r1𝑥𝜕r1 + (D̃𝑧Γ̄ + Γ̄)r2𝑥𝜕r2 + 2Γ̄r3𝑥𝜕r3

)︁
,

де Ω̄Θ = Â
(︀
Θ
∑︀∞

𝜅=0(−Â)𝜅Ω𝜔𝜅

)︀
, причому Â =

∑︀∞
𝜅=0 𝜔

𝜅+1𝜕𝜔𝜅, а параметр-
функцiя Ω пробiгає простiр гладких функцiй скiнченної, але невизна-
ченої наперед кiлькостi 𝜔𝜅 = (er

2−r1D𝑥)
𝜅r3, 𝜅 ∈ N0, параметр-функ-

цiя Φ = Φ(r1, r2) пробiгає простiр розв’язкiв рiвняння Клейна–Гордона
Φr1r2 = −Φ/4, а Γ̄ = 1

2(D̃𝑦−1)Q̃𝑞 з оператором Q̃, що пробiгає множину{︀
J̃𝜅

′
, 𝜅′ ∈ 2N0 + 1, (J̃ + 𝜄/2)𝜅D̃𝜄

𝑦, (J̃− 𝜄/2)𝜅D̃𝜄
𝑧,

𝜅 ∈ N0, 𝜄 ∈ N, 𝜅+ 𝜄 ∈ 2N0 + 1
}︀
.
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Висновки

Основнi результати дисертацiї такi:

∙ Прокласифiковано лiївськi симетрiї класу загальних рiвнянь Бюргер-
са–Кортевега–де Фрiза довiльного фiксованого порядку, а також його
пiдкласiв iз довiльними елементами, залежними лише вiд часової чи ли-
ше вiд просторової змiнних. Показано, що цей клас нормалiзований у
звичайному сенсi, а задачу його групової класифiкацiї зведено до зада-
чi групової класифiкацiї його пiдкласу, яку проведено алгебраїчним ме-
тодом. Показано важливiсть правильного вибору порядку калiбрувань
довiльних елементiв.

∙ Знайдено першi приклади узагальнених груп еквiвалентностi з пара-
метрами, що залежать вiд несталих довiльних елементiв. Також уперше
строго побудовано розширенi узагальненi групи еквiвалентностi класiв
рiвнянь з частинними похiдними. Введено поняття ефективної узагаль-
неної групи еквiвалентностi i проаналiзовано основнi властивостi таких
груп.

∙ Комбiнуванням кiлькох методiв ефективно проведено групову кла-
сифiкацiю класу рiвнянь Бюргерса зi змiнними коефiцiєнтами. Споча-
тку використано метод вiдображень, щоб отримати клас, зручнiший iз
погляду групового аналiзу. Зручнiсть полягає в тому, що вiдображе-
ний клас можна розбити на два пiдкласи, iнварiантнi пiд дiєю допусти-
мих перетворень усього класу. Вона особливо помiтна на тлi вiдповiдної
умови для розбиття вихiдного класу. Показано, що отриманi пiдкласи
нормалiзованi вiдповiдно в узагальненому й розширеному узагальненому
сенсах. Для першого пiдкласу групову класифiкацiю проведено алгеб-
раїчним методом, а класифiкацiю другого зведено до вiдомої у лiтера-
турi. Об’єднання побудованих класифiкацiйних спискiв вiдображено у
класифiкацiйний список для вихiдного класу.
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∙ Вперше наведено формалiзований опис методу розгалуженого
розщеплення для загальних класiв диференцiальних рiвнянь. За допо-
могою його двокрокової версiї прокласифiковано лiївськi симетрiї рiв-
нянь реакцiї–дифузiї з певного класу. Також виокремлено пiдклас цього
класу з нетривiальною скiнченновимiрною узагальненою групою еквi-
валентностi й доведено, що жодна ефективна узагальнена група еквi-
валентностi виокремленого пiдкласу не мiстить його звичайної групи
еквiвалентностi.

∙ Для загальних груп еквiвалентностi, включно з нескiнченновимiр-
ними, строго формалiзовано процедуру вибору представника множини
еквiвалентних рiвнянь, що допускають розширення ядра алгебр iнварi-
антностi, тобто процедуру докалiбровування довiльних елементiв такого
пiдкласу рiвнянь перетвореннями еквiвалентностi.

∙ Проведено розширений симетрiйний аналiз системи, що моделює iзо-
термiчний дрейфовий потiк. Показано, що її можна звести до рiвнян-
ня Клейна–Гордона. За допомогою цього зв’язку описано її загальний
розв’язок, знайдено алгебри Лi її вищих симетрiй та косиметрiй, простiр
законiв збереження, а також побудовано нескiнченну сiм’ю гамiльтоно-
вих структур.
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Додаток А

Узагальненi симетрiї i закони збереження
(1+1)-вимiрного рiвняння Клейна–Гордона

Нижче наведено кiлька результатiв розширеного симетрiйного аналiзу
(1+1)-вимiрного рiвняння Клейна–Гордона

𝒦 : 𝑢𝑥𝑦 = 𝑢;

див. [76] для докладного викладення цих результатiв.

А.1. Узагальненi симетрiї

Пiд час обрахування узагальнених симетрiй без обмеження загальностi
можна розглядати лише еволюцiйнi узагальненi векторнi поля i еволю-
цiйних представникiв узагальнених симетрiй [69, c. 291], а тому вважає-
мо, що алгеброю узагальнених симетрiй рiвняння 𝒦 є

Ξ = {𝑄 = 𝜂[𝑢]𝜕𝑢 | D𝑥D𝑦𝜂[𝑢] = 𝜂[𝑢] на 𝒦},

де 𝜂[𝑢] позначає диференцiальну функцiю вiд 𝑢, а D𝑥 i D𝑦 — оператори
повних похiдних вiдповiдно по 𝑥 i 𝑦. Позначимо через Ξtriv алгебру три-
вiальних узагальнених симетрiй рiвняння 𝒦, яка є iдеалом алгебри Ξ. Її
складають усi узагальненi векторнi поля в еволюцiйнiй формi з незалеж-
ними змiнними (𝑥, 𝑦) i залежною змiнною 𝑢, чиї характеристики зника-
ють на розв’язках рiвняння 𝒦. Факторалгебра Ξq = Ξ/Ξtriv є натураль-
но iзоморфною алгебрi канонiчних представникiв у зведенiй еволюцiйнiй
формi:

Ξ̂q = {𝑄 = 𝜂[𝑢]𝜕𝑢 ∈ Ξ | ∃𝑛 ∈ N0 : 𝜂[𝑢] = 𝜂(𝑥, 𝑦, 𝑢−𝑛, . . . , 𝑢𝑛)}.
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Тут 𝑥, 𝑦, 𝑢0 := 𝑢, 𝑢𝑘 := 𝜕𝑘𝑥𝑢 i 𝑢−𝑘 := 𝜕𝑘𝑦𝑢, 𝑘 ∈ N, становлять стандартнi
координати на многовидi, визначеному рiвнянням 𝒦 i його диференцiаль-
ними наслiдками в просторi струменiв нескiнченного порядку J∞(𝑥, 𝑦|𝑢)

з незалежними змiнними (𝑥, 𝑦) i залежною змiнною 𝑢.

Теорема А.1.1. Факторалгебра Ξq узагальнених симетрiй рiвняння
Клейна–Гордона 𝒦 натурально iзоморфна алгебрi Ξ̃q, яка є напiвпря-
мою сумою пiдалгебри

Λ̃q = ⟨ (J𝑘𝑢)𝜕𝑢, (J𝑘D𝑙
𝑥𝑢)𝜕𝑢, (J𝑘D𝑙

𝑦𝑢)𝜕𝑢, 𝑘 ∈ N0, 𝑙 ∈ N⟩

з абелевим iдеалом Ξ̃−∞ = {𝑓(𝑥, 𝑦)𝜕𝑢 | 𝑓𝑥𝑦 = 𝑓}. Тут J = 𝑥D𝑥 − 𝑦D𝑦.

А.2. Закони збереження

Теорема А.2.1. Простiр законiв збереження (1+1)-вимiрного рiвняння
Клейна–Гордона 𝒦 натурально iзоморфний простору, натягнутому на
збереженi струми

C1
𝑘′𝑙′, 𝑘

′ ∈ N0, 𝑙
′ ∈ N, C̄1

𝑘′𝑙′, C2
𝑘′𝑙′, C̄2

𝑘′𝑙′, 𝑘
′, 𝑙′ ∈ N0, C0

𝑓 ,

де параметр-функцiя 𝑓 = 𝑓(𝑥, 𝑦) пробiгає множину розв’язкiв рiвнян-
ня 𝒦 i

C1
𝑘′𝑙′ =

(︁
−𝑦(D𝑦J

𝑘′D𝑙′

𝑥𝑢)2 − 𝑥(J𝑘
′
D𝑙′

𝑥𝑢)2, 𝑥(D𝑥J
𝑘′D𝑙′

𝑥𝑢)2 + 𝑦(J𝑘
′
D𝑙′

𝑥𝑢)2
)︁
,

C2
𝑘′𝑙′ =

(︃
−
(︂(︂

J − 1

2

)︂𝑘′
D𝑙′

𝑥𝑢

)︂2

,

(︂
D𝑥

(︂
J − 1

2

)︂𝑘′
D𝑙′

𝑥𝑢

)︂2
)︃
,

C̄1
𝑘′𝑙′ =

(︁
𝑦(D𝑦J

𝑘′D𝑙′

𝑦𝑢)2 + 𝑥(J𝑘
′
D𝑙′

𝑦𝑢)2, −𝑥(D𝑥J
𝑘′D𝑙′

𝑦𝑢)2 − 𝑦(J𝑘
′
D𝑙′

𝑦𝑢)2
)︁
,

C̄2
𝑘′𝑙′ =

(︃(︂
D𝑦

(︂
J +

1

2

)︂𝑘′
D𝑙′

𝑦𝑢

)︂2

, −
(︂(︂

J +
1

2

)︂𝑘′
D𝑙′

𝑦𝑢

)︂2
)︃
,

причому ord C1
𝑘′𝑙′ = ord C2

𝑘′𝑙′ = ord C̄1
𝑘′𝑙′ = ord C̄2

𝑘′𝑙′ = 𝑘′+𝑙′+1, а ord C0
𝑓=1.

Iнакше кажучи, збереженi струми C1
𝑘′𝑙′, 𝑘

′ ∈ N0, 𝑙′ ∈ N, C̄1
𝑘′𝑙′, C2

𝑘′𝑙′,
C̄2
𝑘′𝑙′, 𝑘

′, 𝑙′ ∈ N0, з 𝑘′ + 𝑙′ = 𝑛− 1 складають повну (з точнiстю до додава-
ння законiв збереження нижчого порядку) множину лiнiйно незалежних
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законiв збереження порядку 𝑛 рiвняння 𝒦, якщо 𝑛 > 2. Простiр законiв
збереження першого порядку натягнуто на збереженi струми C̄1

00, C2
00,

C̄2
00 i C0

𝑓 , де параметр-функцiя 𝑓 = 𝑓(𝑥, 𝑦) пробiгає множину розв’язкiв
рiвняння 𝒦.

Твердження А.2.2. Генеруючу множину законiв збереження рiв-
няння 𝒦 пiд дiєю узагальнених симетрiй (1 + 1)-вимiрного рiвняння
Клейна–Гордона 𝒦 на простiр його законiв збереження складає єдиний
закон збереження, що мiстить збережений струм

(−𝑢2, 𝑢2𝑥).
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