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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Поставивши перед собою амбiтну мету
розробити загальний алгоритм iнтегрування звичайних диференцi-
альних рiвнянь за аналогiєю з теорiєю розв’язання алгебраїчних рiв-
нянь, Софус Лi ввiв поняття неперервних та iнфiнiтезимальних пе-
ретворень. Хоча поставленої мети досягнуто не було, створена тео-
рiя розвинулась у важливу самостiйну галузь математики — симе-
трiйний аналiз диференцiальних рiвнянь, що охоплює широке коло
проблем, пов’язаних iз дослiдженням лiївських, точкових i вищих
симетрiй, законiв збереження, гамiльтонових структур, операторiв
редукцiї, пошуком точних розв’язкiв диференцiальних рiвнянь то-
що. Вiд другої половини двадцятого сторiччя в цiй галузi працюють
науковцi по всьому свiту. Своя школа симетрiйного аналiзу, засно-
вана В.I. Фущичем, є i в Українi. Її центром є Iнститут математики
НАН України.

У багатьох застосуваннях природно розглядати не окремi систе-
ми диференцiальних рiвнянь, а множини таких систем, параметри-
зованих довiльними елементами — сталими або функцiями, що за-
довольняють певнi, можливо диференцiальнi, умови. Цi множини
називають класами диференцiальних рiвнянь, а процедуру пошу-
ку лiївських симетрiй систем заданого класу залежно вiд значень
довiльних елементiв — груповою класифiкацiєю. Фiзична мотивацiя
дослiдження таких класiв полягає в тому, що природнi процеси часто
описують системами диференцiальних рiвнянь iз параметрами, якi
вiдповiдають незалежним вiд процесiв факторам, як-от топографiя
дна чи коефiцiєнти теплопровiдностi або дифузiї. Крiм того, тi самi
системи можуть моделювати геть рiзнi фiзичнi процеси, а тому до-
цiльно вивчати математичну модель незалежно вiд природи явища.
Наприклад, рiвняння Бюргерса зi змiнними коефiцiєнтами описують
рiзноманiтнi процеси турбулентностi, акустики, статистичної фiзики
й фiзики конденсованих систем, а також теорiю заторiв.

Задачi симетрiйного аналiзу постiйно ускладнюються, а тому є
нагальна потреба в покращеннi наявних i створеннi нових методiв
для їхнього розв’язання.

Так, нормалiзований клас загальних рiвнянь Бюргерса–Корте-
вега–де Фрiза 𝑟-го порядку, який параметризовано 𝑟 + 2 функцiями
двох змiнних, 𝑟 > 2, є надкласом для багатьох класiв еволюцiйних
рiвнянь, розглянутих у лiтературi з погляду симетрiйного аналiзу,
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i вiн значно ширший за них, а тому розв’язання задачi його гру-
пової класифiкацiї в дисертацiї суттєво узагальнює багато наявних
результатiв. За допомогою калiбрувань довiльних елементiв перетво-
реннями еквiвалентностi класу цю задачу можна дещо спростити.
Проте з урахуванням кiлькостi довiльних елементiв класу постає пи-
тання оптимального калiбрування. Критерiєм добору калiбрувань є
збереження властивостi нормалiзованостi, оскiльки саме нормалiзо-
ванi класи найзручнiшi для застосування алгебраїчного методу гру-
пової класифiкацiї. З огляду на неможливiсть визначення апрiорi ка-
лiбрування, асоцiйованого з нормалiзованим пiдкласом, у дисертацiї
проаналiзовано рiзнi можливостi для калiбрувань.

Наслiдком цього дослiдження стали першi приклади узагальне-
них груп еквiвалентностi класiв диференцiальних рiвнянь iз неста-
лими довiльними елементами й перша строга побудова розширених
узагальнених груп еквiвалентностi для класiв рiвнянь з частинними
похiдними через накриття допомiжних систем на довiльнi елемен-
ти. Останнє особливо актуальне з огляду на сучасний нелокальний
тренд у симетрiйному аналiзi. Поняття узагальненої групи еквiва-
лентностi ввiв С.В. Мелешко 1994 року як узагальнення класичного
поняття звичайної групи еквiвалентностi. Водночас донедавна всi
вiдомi випадки таких груп були тривiальними, тобто їхнi парамет-
ри залежали щонайбiльше вiд сталих довiльних елементiв вiдповiд-
них класiв. У симетрiйнiй спiльнотi навiть почала циркулювати дум-
ка, що нетривiальних узагальнених груп еквiвалентностi взагалi не
iснує. Пошук розширеної узагальненої групи еквiвалентностi пiдкла-
су рiвнянь iз залежними лише вiд часу коефiцiєнтами показав, що
узагальнена група еквiвалентностi може мiстити власну пiдгрупу,
яка породжує той самий пiдгрупоїд групоїда еквiвалентностi, що й
уся група. Мiнiмальнi серед пiдгруп з описаною властивiстю названо
(нетривiальними) ефективними узагальненими групами еквiвалент-
ностi. Наразi ще не знайдено класу з єдиною такою групою.

Метод розгалуженого розщеплення ефективно застосовували до
групової класифiкацiї низки класiв, довiльнi елементи яких зале-
жать вiд одного чи двох аргументiв. Водночас, у дисертацiї впер-
ше формалiзовано цей метод для загального класу рiвнянь, а також
продемонстровано ефективнiсть його багатокрокової версiї.

Незважаючи на iнтенсивнiсть дослiджень, iснує небагато прикла-
дiв вичерпного опису узагальнених симетрiй або законiв збережен-
ня для систем диференцiальних рiвнянь, якi допускають такi стру-
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ктури як завгодно високого порядку. Вивченi в дисертацiї система
гiдродинамiчного типу, що моделює iзотермiчний дрейфовий потiк,
i рiвняння Клейна–Гордона саме цього типу.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, тема-
ми. Дисертацiю виконано у вiддiлi математичної фiзики Iнституту
математики НАН України в рамках теми “Симетрiя, суперсиметрiя
та суперiнтегровнiсть рiвнянь математичної фiзики” (номер держре-
єстрацiї 0116U003059).

Мета й завдання дослiдження. Метою дисертацiйної робо-
ти є удосконалення наявних i розробка нових методiв й алгоритмiв
групової класифiкацiї класiв диференцiальних рiвнянь, а також до-
слiдження властивостей узагальнених груп еквiвалентностi класiв
диференцiальних рiвнянь.

Основну увагу в дисертацiї зосереджено на задачах групової кла-
сифiкацiї класу рiвнянь реакцiї–дифузiї та класу загальних рiвнянь
Бюргерса–Кортевега–де Фрiза i його пiдкласiв, а також на задачi
вичерпного симетрiйного аналiзу системи, що моделює iзотермiчний
дрейфовий потiк. Цi класи диференцiальних рiвнянь i ця система
гiдродинамiчного типу становлять об’єкт дослiдження дисертацiї.

Предметом дослiдження є групи, групоїди й алгебри еквiвалент-
ностi класiв диференцiальних рiвнянь, особливо узагальненi й ефек-
тивнi узагальненi групи еквiвалентностi, а також лiївськi та вищi
симетрiї, косиметрiї, закони збереження, гамiльтоновi структури й
точнi розв’язки диференцiальних рiвнянь.

Методи дослiдження. Алгебраїчний метод групової класифi-
кацiї, метод розгалуженого розщеплення, розбиття класiв на пiд-
класи з кращими трансформацiйними властивостями, вiдображен-
ня мiж класами, породженi сiм’ями точкових перетворень, класич-
ний iнфiнiтезимальний метод Лi–Овсяннiкова, прямий метод обчис-
лення групоїдiв i груп еквiвалентностi, репараметризацiя та побу-
дова накриттiв класiв диференцiальних рiвнянь, процедура калi-
брування довiльних елементiв пiдкласiв, що допускають розширен-
ня ядра алгебр iнварiантностi перетвореннями еквiвалентностi всьо-
го класу, прямий i алгебраїчний методи знаходження повних груп
точкових симетрiй, узагальнений метод годографа, метод Керстена–
Красильщика–Вербовецького побудови гамiльтонових операторiв, а
також прямий метод i метод характеристик знаходження законiв збе-
реження.
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Наукова новизна одержаних результатiв. Основнi результа-
ти, якi визначають наукову новизну й виносяться на захист, такi:

1. Строго побудовано узагальненi й розширенi узагальненi групи
еквiвалентностi низки класiв диференцiальних рiвнянь. Введено
поняття ефективної узагальненої групи еквiвалентностi, знайдено
приклади таких груп i дослiджено їхнi основнi властивостi.

2. Знайдено групоїди еквiвалентностi класу загальних рiвнянь Бюр-
герса–Кортевега–де Фрiза i його пiдкласiв рiвнянь iз коефiцiєнта-
ми, залежними лише вiд просторової або лише вiд часової змiн-
них. Алгебраїчним методом проведено групову класифiкацiю за-
гального класу, з якої виокремлено класифiкацiї пiдкласiв.

3. Метод розгалуженого розщеплення формалiзовано для загальних
класiв диференцiальних рiвнянь. За допомогою його двокроко-
вої версiї проведено групову класифiкацiю певного класу рiвнянь
реакцiї–дифузiї.

4. Вивчено допустимi перетворення й лiївськi симетрiї класу рiвнянь
Бюргерса зi змiнними коефiцiєнтами. Його групову класифiкацiю
проведено комбiнацiєю алгебраїчного методу, методу вiдображен-
ня класiв сiм’ями точкових перетворень i розбиття класу на нор-
малiзованi пiдкласи.

5. Обґрунтовано процедуру калiбрування перетвореннями еквiва-
лентностi класу довiльних елементiв пiдкласiв, рiвняння з яких
допускають розширення ядра алгебр iнварiантностi.

6. Проведено розширений груповий аналiз системи гiдродинамiчно-
го типу, що моделює iзотермiчний дрейфовий потiк. Знайдено її
максимальну алгебру iнварiантностi, повну групу точкових симет-
рiй, алгебри вищих симетрiй i косиметрiй, простiр законiв збере-
ження й нескiнченну сiм’ю гамiльтонових структур, а також отри-
мано загальний розв’язок у неявному виглядi, параметризований
розв’язком рiвняння Клейна–Гордона.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна
робота має теоретичний характер. Отриманi результати й розвину-
тi методи можна використати у подальших дослiдженнях моделей
сучасної математичної й теоретичної фiзики.
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Особистий внесок здобувача. Усi результати, що виносяться
на захист, здобувач одержав самостiйно. У роботах, якi опублiковано
разом iз iншими авторами, розподiл особистих внескiв такий. У стат-
тях [1,2,4–6] Р.О. Поповичу належить постановка задач i загальний
план дослiджень, В.М. Бойку й А. Бiло — перевiрка доведень та одер-
жаних результатiв, а А.Г. Сергєєву — iдея розширення дослiдження
у [2,6] на структури вищих порядкiв.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї до-
повiдалися на мiжнародному симпозiумi “Group Analysis of Di-
fferential Equations and Integrable Systems” (Ларнака, Кiпр, 2018),
на мiжнародних семiнарах “Symmetry and Integrability of Equati-
ons of Mathematical Physics” (Київ, 2016) i “Combinatorics of Group
Actions and its Applications – 2017” (Сент-Джонс, Канада, 2017), на
мiжнародних конференцiях “Geometry and Algebra of PDEs – 2017”
(Тромсе, Норвегiя, 2017), “Local and Nonlocal Geometry of PDEs and
Integrability” (Трiєст, Iталiя, 2018), “The Second JNMP Conference
on Nonlinear Mathematical Physics – 2019” (Сантьяго, Чилi, 2019),
“International Conference of Young Mathematicians Dedicated to the
100th Anniversary of Academician of National Academy of Sciences
of Ukraine, Professor Yu.O. Mitropolskiy (1917–2008)” (Київ, 2017),
на наукових семiнарах вiддiлу математичної фiзики Iнституту мате-
матики НАН України (керiвник семiнару — член-кореспондент НАН
України, професор А.Г. Нiкiтiн), вiддiлу математичної фiзики Цент-
ру математичних дослiджень Монреальського унiверситету (Кана-
да, 2018), кафедри математики унiверситету Лафборо (Сполучене
Королiвство, 2019), науковому семiнарi “Generalized functions” мате-
матичного факультету Вiденського унiверситету (Австрiя, 2019).

Публiкацiї. Результати дисертацiї опублiковано в роботах [1–
13]. Статтi [1–4] вiдповiдають вимогам до публiкацiї результатiв ди-
сертацiйних робiт у фахових виданнях iз фiзико-математичних наук i
зараховуються як сiм фахових публiкацiй згiдно з п. 2 Наказу №1220
МОН України вiд 23.09.2019, оскiльки статтi [1,2,4] опублiковано у
виданнях, що належать до квартилiв Q1–Q3 вiдповiдно до класифi-
кацiї SCImago Journal and Country Rank, а тому кожна з них прирiв-
нюється до двох публiкацiй. Статтю [3] опублiковано без спiвавторiв,
а [7–13] — тези конференцiй. Статтi [1–6] проiндексовано у мiжнарод-
них наукометричних базах даних, а саме: [1,2,4] — у Web of Science,
[1,2,4,5,6] — у Scopus i MathSciNet, а [1,3,4] — у Zentralblatt MATH.
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Структура й обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi
змiсту, вступу, чотирьох роздiлiв, висновкiв, списку використаних
джерел, що мiстить 119 найменувань, i двох додаткiв. Повний обсяг
дисертацiї становить 196 сторiнок.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми, проаналiзовано сучас-
ний стан розглянутих у дисертацiї проблем, сформульовано задачi
дослiдження й коротко викладено результати роботи.

Основну частину роботи становлять чотири роздiли. На початку
кожного роздiлу подано огляд лiтератури, стан проблеми та резуль-
тати iнших авторiв, а також стисло описано результати роздiлу.

Перший роздiл дисертацiї присвячено теорiї групового аналiзу
класiв диференцiальних рiвнянь. Наведено означення класу дифе-
ренцiальних рiвнянь, його групоїда i груп еквiвалентностi рiзних ти-
пiв, а також класiв, нормалiзованих у вiдповiдних сенсах. Зокрема,
введено строге означення узагальненої, розширеної узагальненої й
ефективної узагальненої груп еквiвалентностi.

Також для загальних класiв систем диференцiальних рiвнянь
описано алгебраїчний метод i метод розгалуженого розщеплення гру-
пової класифiкацiї та процедуру калiбрування перетвореннями еквi-
валентностi параметрiв пiдкласiв систем, що допускають розширен-
ня ядра алгебр iнварiантностi.

У другому роздiлi дисертацiї виконано груповий аналiз класу
загальних рiвнянь Бюргерса–Кортевега–де Фрiза вигляду

𝑢𝑡 + 𝐶(𝑡, 𝑥)𝑢𝑢𝑥 =

𝑟∑︁
𝑘=0

𝐴𝑘(𝑡, 𝑥)𝑢𝑘 + 𝐵(𝑡, 𝑥) (1)

i його рiзноманiтних пiдкласiв. Тут 𝐴𝑘, 𝐵, 𝐶 — довiльнi гладкi функ-
цiї вiд (𝑡, 𝑥), причому 𝐴𝑟𝐶 ̸= 0, 𝑢𝑘 := 𝜕𝑘𝑢/𝜕𝑥𝑘, 𝑘 = 0, . . . , 𝑟, а 𝑟 — до-
вiльне фiксоване натуральне число, бiльше за одиницю. Так, у § 2.1
доведено, що загальний клас нормалiзований у звичайному сенсi,
а довiльнi елементи цього класу можна вiдкалiбрувати сiм’ями пере-
творень еквiвалентностi зi збереженням нормалiзацiйних властивос-
тей. Показано, що найкращим iз погляду подальшої групової класи-
фiкацiї є калiбрування (𝐶,𝐴1) = (1, 0).
Теорема 2.1. Клас ℬ0 зведених (1+1)-вимiрних загальних рiвнянь
Бюргерса–Кортевега–де Фрiза 𝑟-го порядку, виокремлених з кла-
су (1) калiбруванням (𝐶,𝐴1) = (1, 0), нормалiзований у звичайному
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сенсi. Його звичайну групу еквiвалентностi 𝐺∼ складають точковi
перетворення вигляду

𝑡 = 𝑇 (𝑡), �̃� = 𝑋1(𝑡)𝑥 + 𝑋0(𝑡), �̃� =
𝑋1

𝑇𝑡
𝑢 +

𝑋1
𝑡

𝑇𝑡
𝑥 +

𝑋0
𝑡

𝑇𝑡
,

𝐴𝑗 =
(𝑋1)𝑗

𝑇𝑡
𝐴𝑗 , 𝑗 = 2, . . . , 𝑟, 𝐴0 =

1

𝑇𝑡

(︂
𝐴0 + 2

𝑋1
𝑡

𝑋1
− 𝑇𝑡𝑡

𝑇𝑡

)︂
,

�̃� =
𝑋1

(𝑇𝑡)2
𝐵 +

1

𝑇𝑡

(︂
𝑋1

𝑡

𝑇𝑡

)︂
𝑡

𝑥 +
1

𝑇𝑡

(︂
𝑋0

𝑡

𝑇𝑡

)︂
𝑡

−
(︂
𝑋1

𝑡

𝑇𝑡
𝑥 +

𝑋0
𝑡

𝑇𝑡

)︂
𝐴0,

де 𝑇 , 𝑋1, 𝑋0 — довiльнi гладкi функцiї вiд 𝑡, причому 𝑇𝑡𝑋
1 ̸= 0.

Отже, групову класифiкацiю класу (1) зведено до групової кла-
сифiкацiї класу ℬ0, яку проведено алгебраїчним методом. Для будь-
якого фiксованого значення набору 𝜅 довiльних елементiв класу ℬ0

вiдповiдну максимальну алгебру iнварiантностi g𝜅 мiстить проєкцiя
g⟨ ⟩ = ⟨𝐷(𝜏), 𝑆(𝜁), 𝑃 (𝜒)⟩ алгебри еквiвалентностi класу ℬ0 на прос-
тiр змiнних. Тут 𝐷(𝜏) = 𝜏𝜕𝑡 − 𝜏𝑡𝑢𝜕𝑢, 𝑆(𝜁) = 𝜁𝑥𝜕𝑥 + (𝜁𝑢 + 𝜁𝑡𝑥)𝜕𝑢,
𝑃 (𝜒) = 𝜒𝜕𝑥 + 𝜒𝑡𝜕𝑢, причому 𝜏 , 𝜁, 𝜒 пробiгають множину гладких
функцiй вiд 𝑡. Пiдалгебру алгебри g⟨ ⟩ назвемо придатною, якщо во-
на збiгається з деякою g𝜅. Важливим етапом класифiкацiї є дослi-
дження властивостей придатних пiдалгебр алгебри g⟨ ⟩. Для їхнього
опису введено 𝐺∼-iнварiантнi цiлi числа

𝑘1 := dim
(︀
g𝜅 ∩ ⟨𝑃 (𝜒)⟩

)︀
,

𝑘2 := dim
(︀
g𝜅 ∩ ⟨𝑆(𝜁), 𝑃 (𝜒)⟩

)︀
− 𝑘1,

𝑘3 := dim g𝜅 − dim
(︀
g𝜅 ∩ ⟨𝑆(𝜁), 𝑃 (𝜒)⟩

)︀
= dim g𝜅 − 𝑘1 − 𝑘2.

Лема 2.2. Для будь-якого набору довiльних елементiв 𝜅
1) (𝑘1, 𝑘2) ∈ {(0, 0), (0, 1), (2, 0)};
2) проєкцiя 𝜛*g𝜅 на ⟨𝜕𝑡⟩ є алгеброю Лi, а dim𝜛*g𝜅 = 𝑘3 6 3,

причому 𝜛*g𝜅 ∈ {0, ⟨𝜕𝑡⟩, ⟨𝜕𝑡, 𝑡𝜕𝑡⟩, ⟨𝜕𝑡, 𝑡𝜕𝑡, 𝑡2𝜕𝑡⟩} з точнiстю до приєд-
наної дiї вiдповiдної проекцiї групи 𝐺∼;

3) dim g𝜅 6 5.

У § 2.2 розглянуто клас 𝒦3 загальних рiвнянь Бюргерса–Кор-
тевега–де Фрiза

𝑢𝑡 + 𝐶(𝑡)𝑢𝑢𝑥 =

𝑟∑︁
𝑘=0

𝐴𝑘(𝑡)𝑢𝑘 + 𝐵(𝑡)
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iз залежними лише вiд часової змiнної коефiцiєнтами. Групоїд еквi-
валентностi цього класу знайдено як обмеження на нього групоїда
еквiвалентностi класу (1). З’ясувалося, що для зручної iнтерпретацiї
допустимих перетворень класу 𝒦3 необхiдно розширити набiр його
довiльних елементiв нелокальними довiльними елементами 𝑌 1, 𝑌 2,
визначеними рiвняннями 𝑌 1

𝑡 = e𝐴
0

, 𝑌 2
𝑡 = 𝐶e𝑌

1

. Доведено, що отри-
маний у такий спосiб клас �̄�3 нормалiзований в узагальненому сенсi.
Теорема 2.3. Клас �̄�3 нормалiзований в узагальненому сенсi.
Його узагальнену групу еквiвалентностi �̄�∼

�̄�3
складають точковi

перетворення вигляду

𝑡 = 𝑇 (𝑡, 𝑌 1, 𝑌 2), �̃� = �̄�1𝑥 + �̄�0(𝑡, 𝑌 1, 𝑌 2), �̄�1 :=
1

𝜀1𝑌 2 + 𝜀0
,

�̃� = �̄�1(𝑡, 𝑌 1, 𝑌 2)(𝑢− 𝜀1�̄�
1e𝑌

1

𝑥) + �̄�00(𝑡, 𝑌 1, 𝑌 2),

𝐴𝑗 =
(�̄�1)𝑗

D̄𝑡𝑇
𝐴𝑗 , 𝑗 = 2, . . . , 𝑟, 𝐴1 =

�̄�1

D̄𝑡𝑇

(︂
𝐴1 +

�̄�00

�̄�1
𝐶 − D̄𝑡�̄�

0

�̄�1

)︂
,

𝐴0 =
1

D̄𝑡𝑇

(︂
𝐴0 +

D̄𝑡�̄�
1

�̄�1
− 𝜀1𝐶�̄�1e𝑌

1

)︂
,

�̃� =
�̄�1

D̄𝑡𝑇
𝐵 +

D̄𝑡�̄�
00

D̄𝑡𝑇
+ 𝜀1�̄�

1�̄�1e𝑌
1 𝐴1

D̄𝑡𝑇
− �̄�00𝐴0,

𝐶 =
�̄�1

�̄�1D̄𝑡𝑇
𝐶, 𝑌 1 = 𝑌 1 + ln(𝛿�̄�1�̄�1), 𝑌 2 =

𝜀′1𝑌
2 + 𝜀′0

𝜀1𝑌 2 + 𝜀0
.

Тут 𝑇 , �̄�0, �̄�1, �̄�00 — довiльнi гладкi функцiї вiд (𝑡, 𝑌 1, 𝑌 2), причо-
му 𝑇𝑡�̄�

1 ̸= 0; 𝜀0, 𝜀1, 𝜀′0, 𝜀′1 — довiльнi константи з 𝛿 := 𝜀0𝜀
′
1−𝜀′0𝜀1 ̸= 0

i 𝛿�̄�1�̄�1 > 0, а D̄𝑡 = 𝜕𝑡 + 𝐴0𝜕𝑌 1 + 𝐶e𝑌
1

𝜕𝑌 2 .
Якщо позбутися залежностi параметрiв групи вiд нелокальних

довiльних елементiв, то отримана множина точкових перетворень
усе ще генеруватиме весь групоїд еквiвалентностi класу 𝒦3, але не
буде групою. Водночас, для генерування групоїда еквiвалентностi
довiльна залежнiсть вiд нелокальних довiльних елементiв надлишко-
ва, а тому її можна позбутися, хоча й у нетривiальний спосiб. Пока-
зано, що група �̄�∼

�̄�3
має власну пiдгрупу, що є ефективною узагаль-

неною групою еквiвалентностi класу �̄�3, i цю групу можна вважати
розширеною узагальненою групою еквiвалентностi класу 𝒦3.
Наслiдок 2.4. Клас 𝒦3 нормалiзований у розширеному узагальне-
ному сенсi. Як його розширену узагальнену групу еквiвалентнос-
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тi �̄�∼
𝒦3

можна взяти ефективну узагальнену групу еквiвалентнос-
тi класу �̄�3, яку складають точковi перетворення вигляду

𝑡 = 𝑇 (𝑡), �̃� = 𝑋1
(︀
𝑥 + 𝑋01(𝑡)𝑌 2 + 𝑋00(𝑡)

)︀
, 𝑋1 :=

1

𝜀1𝑌 2 + 𝜀0
,

�̃� = 𝑉 (𝑡)

(︂
𝑢

𝑋1
− e𝑌

1

(𝜀1𝑥− 𝜀0𝑋
01 + 𝜀1𝑋

00)

)︂
, 𝐴𝑗 =

(𝑋1)𝑗

𝑇𝑡
𝐴𝑗 ,

𝐴1 =
𝑋1

𝑇𝑡

(︀
𝐴1 −𝑋01

𝑡 𝑌 2 −𝑋00
𝑡

)︀
, 𝐴0 =

1

𝑇𝑡

(︂
𝐴0 +

𝑉𝑡

𝑉

)︂
,

�̃� =
𝑉

𝑇𝑡

(︂
𝐵

𝑋1
− e𝑌

1

(𝜀1𝐴
1 − 𝜀0𝑋

01
𝑡 + 𝜀1𝑋

00
𝑡 )

)︂
,

𝐶 =
(𝑋1)2

𝑇𝑡𝑉
𝐶, 𝑌 1 = 𝑌 1 + ln(𝛿𝑉 ), 𝑌 2 =

𝜀′1𝑌
2 + 𝜀′0

𝜀1𝑌 2 + 𝜀0
,

де 𝑗 = 2, . . . , 𝑟; 𝑇 , 𝑋00, 𝑋01, 𝑉 — довiльнi гладкi функцiї вiд 𝑡 з
𝑇𝑡𝑉 ̸= 0; 𝜀0, 𝜀1, 𝜀′0, 𝜀′1 — довiльнi константи, що задовольняють
𝛿 := 𝜀0𝜀

′
1 − 𝜀′0𝜀1 ̸= 0 i 𝛿𝑉 > 0.

У § 2.3 прокласифiковано допустимi перетворення класу загаль-
них рiвнянь Бюргерса–Кортевега–де Фрiза з довiльними елемента-
ми, залежними лише вiд просторової змiнної:

𝑢𝑡 + 𝐶(𝑥)𝑢𝑢𝑥 =

𝑟∑︁
𝑘=0

𝐴𝑘(𝑥)𝑢𝑘 + 𝐵(𝑥).

Цей клас не нормалiзований у жодному сенсi, але перетвореннями
еквiвалентностi знову ж таки можна вiдкалiбрувати довiльнi еле-
менти (𝐶,𝐴1) до (1, 0). Групоїд еквiвалентностi отриманого класу ℱ
iндуковано наведеними нижче групами.
Теорема 2.5. Список максимальних умовних груп еквiвалентнос-
тi класу ℱ вичерпують узагальненi групи еквiвалентностi пiдкла-
сiв ℱ̂I,1, ℱ̂I,01, ℱ̂I,00, ℱ̂II,1, ℱIII, ℱIV,1, ℱ𝑟>2

IV,0, ℱ𝑟=2
IV,0 i звичайнi групи

еквiвалентностi пiдкласу ℱ̂II,0 i класу ℱ . Тут

ℱ̂I,1 : 𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 =
(︀
𝛼 + 2𝑏1𝑎

−1
01 + 𝑎01|𝑥 + 𝛽|𝛼

)︀
𝑢 + 𝑎𝑗(𝑥 + 𝛽)𝑗 |𝑥 + 𝛽|𝛼𝑢𝑗

+ (𝑥 + 𝛽)
(︀
𝑏2|𝑥 + 𝛽|2𝛼+ 𝑏1|𝑥 + 𝛽|𝛼 − 𝑏21(𝛼 + 1)𝑎−2

01

)︀
,

ℱ̂I,01 : 𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 = 𝑎𝑗(𝑥 + 𝛽)𝑗−2|𝑥 + 𝛽|𝛼𝑢𝑗 + 𝑎00𝑢

+ (𝑥 + 𝛽)
(︀
𝑏2|𝑥 + 𝛽|2𝛼−4 − (𝛼− 1)𝑎200𝛼

−2
)︀
,
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ℱ̂I,00 : 𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 = 𝑎𝑗(𝑥 + 𝛽)𝑗−2𝑢𝑗 + 𝑏0(𝑥 + 𝛽) + 𝑏2(𝑥 + 𝛽)−5,

ℱ̂II,0 : 𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 = 𝑎𝑗(𝑥 + 𝛽)𝑗𝑢𝑗 + 𝑎00𝑢 + 𝑏0,

ℱ̂II,1 : 𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 = 𝑎𝑗(𝑥 + 𝛽)𝑗𝑢𝑗 + (𝑎01 ln |𝑥 + 𝛽| + 𝑎00)𝑢

− 1
4 (𝑥 + 𝛽)

(︀
𝑎201(ln |𝑥 + 𝛽|)2 −

(︀
𝑎201 + 2𝑎00𝑎01

)︀
ln |𝑥 + 𝛽| + 𝑏0

)︀
,

ℱIII : 𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 = 𝑎𝑗e
𝛼𝑥𝑢𝑗 + (𝑎01e𝛼𝑥 + 𝑎00)𝑢 + 𝑏2e2𝛼𝑥

− 1
2𝑎00𝛼

−1(2𝑎01e𝛼𝑥 − 𝑎00 − 1),

ℱIV,1 : 𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 = 𝑎𝑗𝑢𝑗 + 𝑎0𝑢 + 𝑏1𝑥 + 𝑏0,

ℱ𝑟>2
IV,0 : 𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 = 𝑎𝑟𝑢𝑟 + 𝑎0𝑢 + 𝑎20(𝑟 − 1)(𝑟 − 2)−2𝑥 + 𝑏0,

ℱ𝑟=2
IV,0 : 𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 = 𝑎2𝑢2 + 𝑏1𝑥 + 𝑏0,

причому за повторюваним iндексом 𝑗 йде пiдсумовування вiд двох
до 𝑟, 𝛼𝑎𝑟𝑎01 ̸= 0, a для пiдкласу ℱIV,1 довiльнi елементи 𝑎2, . . . , 𝑎𝑟−1

не мають одночасно дорiвнювати нулю.

У § 2.4 розглянуто клас ℒ узагальнених рiвнянь Бюргерса

𝑢𝑡 + 𝐶(𝑡, 𝑥)𝑢𝑢𝑥 = 𝐴2(𝑡, 𝑥)𝑢𝑥𝑥,

який не можна отримати за допомогою перетворень еквiвалентностi
з класу (1) для 𝑟 = 2. Клас ℒ можна вiдобразити у клас ℒ̂,

ℒ̂ : 𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 = 𝐴2(𝑡, 𝑥)𝑢𝑥𝑥 + 𝐴1(𝑡, 𝑥)𝑢𝑥,

зручнiший для групового аналiзу. Хоча клас ℒ̂ не нормалiзований,
вiн є диз’юнктним об’єднанням двох нормалiзованих класiв ℒ̂0 i ℒ̂1,
виокремлених вiдповiдно умовами 𝐴1

𝑥𝑥 = 0 i 𝐴1
𝑥𝑥 ̸= 0, причому

клас ℒ̂0 нормалiзований у розширеному узагальненому сенсi.

Теорема 2.6. Клас ℒ̂0 нормалiзований у розширеному узагальне-
ному сенсi. Його розширену узагальнену групу еквiвалентностi �̆�∼

0

складають точковi перетворення вигляду

𝑡 = 𝑇, �̃� = 𝑇𝑡(𝑐1𝑌
1 + 𝑐0)

(︀
𝑥 + e−𝑌 0/2�̆�0

)︀
,

�̃� = (𝑐1𝑌
1 + 𝑐0)𝑢− 𝑐1e𝑌

0

𝑥 + 𝑐2 − 𝑐1𝑌
2,

𝐴10 = (𝑐1𝑌
1 + 𝑐0)

(︂
𝐴10 − 1

2
e−𝑌 0/2�̆�0𝐴11 − e−𝑌 0/2�̆�0

𝑡

)︂
+ 𝑐1e𝑌

0/2 + 𝑐2 − 𝑐1𝑌
1,
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𝐴11 =
1

𝑇𝑡

(︂
𝐴11 − 𝑇𝑡𝑡

𝑇𝑡
− 2𝑐1e𝑌

0

𝑐1𝑌 1 + 𝑐0

)︂
, 𝐴2 = 𝑇𝑡(𝑐1𝑌

1 + 𝑐0)2𝐴2,

𝑌 0 = 𝑌 0 + ln
𝛿

(𝑐1𝑌 1 + 𝑐0)2𝑇𝑡
, 𝑌 1 =

𝑐′1𝑌
1 + 𝑐′0

𝑐1𝑌 1 + 𝑐0
,

𝑌 2 =
𝛿𝑌 2

𝑐1𝑌 1 + 𝑐0
− 𝛿�̆�0e𝑌

0/2

𝑐1𝑌 1 + 𝑐0
− 𝑐2

𝑐′1𝑌
1 + 𝑐′0

𝑐1𝑌 1 + 𝑐0
+ 𝑐3,

де 𝛿 := 𝑐′1𝑐0 − 𝑐′0𝑐1, 𝑇 , �̆�0 — довiльнi гладкi функцiї вiд 𝑡, а 𝑐0, 𝑐1,
𝑐2, 𝑐3, 𝑐′0, 𝑐′1 — довiльнi сталi, причому 𝛿𝑇𝑡 > 0. Нелокальнi довiльнi
елементи визначено диференцiальними рiвняннями

𝑌 0
𝑡 = 𝐴11, 𝑌 1

𝑡 = e𝑌
0

, 𝑌 2
𝑡 = 𝐴10e𝑌

0

.

Розбиття класу ℒ̂ на пiдкласи вiдповiдає розбиттю ℒ = ℒ0

⨆︀
ℒ1,

де пiдкласи ℒ0 i ℒ1 класу ℒ виокремлено набагато складнiшими ди-
ференцiальними умовами, а саме

ℒ0 :

(︂
𝐶𝑡

𝐶
− 𝐶

(︂
𝐴2𝐶𝑥

𝐶2

)︂
𝑥

)︂
𝑥

= 0 та ℒ1 :

(︂
𝐶𝑡

𝐶
− 𝐶

(︂
𝐴2𝐶𝑥

𝐶2

)︂
𝑥

)︂
𝑥

̸= 0.

Групову класифiкацiю класу ℒ̂1 проведено алгебраїчним мето-
дом i вiдображено у групову класифiкацiю класу ℒ1 з точнiстю до
точкової еквiвалентностi. Клас ℒ̂0 зведено до нормалiзованого пiд-
класу ℒ0′ : 𝑢𝑡 +𝑢𝑢𝑥 = 𝐴2(𝑡, 𝑥)𝑢𝑥𝑥 класу ℒ, чия групова класифiкацiя
наявна в лiтературi. Групову класифiкацiю класу ℒ з точнiстю до
точкової еквiвалентностi отримано за допомогою об’єднання класи-
фiкацiйних спискiв пiдкласiв ℒ1 i ℒ0′ .

У третьому роздiлi двокроковим методом розгалуженого розще-
плення проведено групову класифiкацiю класу ℛ рiвнянь реакцiї–
дифузiї

𝑢𝑡 = 𝑓(𝑢𝑥)𝑢𝑥𝑥 + 𝑔(𝑢),

де 𝑓 = 𝑓(𝑢𝑥) i 𝑔 = 𝑔(𝑢) — гладкi функцiї своїх аргументiв iз 𝑓 ̸= 0.
Показано, що з погляду перетворень еквiвалентностi цей клас зручно
представити як ℛ = ℋ∪ℒ∪ℱ ∪ 𝒞, де пiдклас ℋ нелiнiйних рiвнянь
теплопровiдностi виокремлено умовою 𝑓𝑢𝑥 ̸= 0, пiдклас лiнеаризов-
них рiвнянь ℒ — умовою (𝑢 2

𝑥 𝑓)𝑢𝑥
= 0, пiдклас ℱ рiвнянь нелiнiйної

фiльтрацiї – умовою 𝑔𝑢 = 0, а пiдклас 𝒞 є доповненням об’єднан-
ня перших трьох пiдкласiв у класi ℛ. Саме на останньому пiдкласi
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зосереджено увагу, оскiльки коректнi класифiкацiї iнших пiдкласiв
можна отримати з наведених у лiтературi.

Iнший цiкавий результат цього роздiлу — знаходження узагаль-
неної й ефективної узагальненої груп еквiвалентностi класу ℱ .
Теорема 3.1. Узагальнену групу еквiвалентностi �̄�∼

ℱ класу ℱ
складають точковi перетворення вигляду

𝑡 = 𝑇 1𝑡 + 𝑇 0, �̃� = �̄�1𝑥 + �̄�2𝑢− 𝑔�̄�2𝑡 + �̄�0,

�̃� = �̄�1𝑥 + �̄�2𝑢 + (𝑇 1𝐹 − 𝑔�̄�2)𝑡 + �̄�0,

�̃��̃� =
�̄�1 + �̄�2𝑢𝑥

�̄�1 + �̄�2𝑢𝑥
, 𝑓 =

(�̄�1 + �̄�2𝑢𝑥)2

𝑇 1
𝑓, 𝑔 = 𝐹 ,

де 𝑇 , �̄�, �̄� , 𝐹 — довiльнi функцiї вiд 𝑔 з 𝑇 1(�̄�1�̄�2 − �̄�2�̄�1)𝐹𝑔 ̸= 0.
Теорема 3.2. Ефективну узагальнену групу еквiвалентностi �̂�∼

ℱ
класу ℱ складають точковi перетворення вигляду

𝑡 = 𝑇1𝑡 + 𝑇0, �̃� = 𝑋1𝑥 + 𝑋2𝑢−𝑋2𝑔𝑡 + 𝑋0,

�̃� = 𝑈1𝑥 + 𝑈2𝑢 + (1 − 𝑈2)𝑔𝑡 + 𝑈3𝑡 +
𝑇0

𝑇1
𝑔 + 𝑈0,

�̃��̃� =
𝑈1 + 𝑈2𝑢𝑥

𝑋1 + 𝑋2𝑢𝑥
, 𝑓 =

(𝑋1 + 𝑋2𝑢𝑥)2

𝑇1
𝑓, 𝑔 =

𝑔 + 𝑈3

𝑇1
,

де 𝑇 , 𝑋 i 𝑈 — довiльнi сталi, причому 𝑇1(𝑋1𝑈2 −𝑋2𝑈1) ̸= 0.
Клас ℱ виокремлено з-помiж усiх вiдомих класiв iз нетривiаль-

ною узагальненою групою еквiвалентностi такою властивiстю.
Теорема 3.3. Будь-яка ефективна узагальнена група еквiвалент-
ностi класу ℱ не мiстить його звичайної групи еквiвалентностi.

У четвертому роздiлi виконано розширений симетрiйний аналiз
системи 𝒮 гiдродинамiчного типу, що моделює iзотермiчний дрейфо-
вий потiк:

𝜌1𝑡 + 𝑢𝜌1𝑥 + 𝑢𝑥𝜌
1 = 0,

𝜌2𝑡 + 𝑢𝜌2𝑥 + 𝑢𝑥𝜌
2 = 0,

(𝜌1 + 𝜌2)(𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥) + 𝑎2(𝜌1𝑥 + 𝜌2𝑥) = 0.

Цю систему можна записати в еквiвалентнiй дiагоналiзованiй формi
в iнварiантах Рiмана (r1, r2, r3):

r1𝑡 + 𝑉 1r1𝑥 = 0, r2𝑡 + 𝑉 2r2𝑥 = 0, r3𝑡 + 𝑉 3r3𝑥 = 0,
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де r1 =
(︀
𝑢 + ln(𝜌1 + 𝜌2)

)︀
/2, r2 =

(︀
𝑢 − ln(𝜌1 + 𝜌2)

)︀
/2, r3 = 𝜌1/𝜌2, а

також 𝑉 1 = r1 + r2 + 1, 𝑉 2 = r1 + r2 − 1, 𝑉 3 = r1 + r2.
З використанням того факту, що система частково зачеплена, а

її суттєва пiдсистема лiнеаризується до рiвняння Клейна–Гордона,
побудовано загальний розв’язок цiєї системи.

Теорема 4.1. Довiльний розв’язок системи 𝒮 (локально) нале-
жить до однiєї з таких сiмей (нижче 𝑐 — довiльна стала, 𝜀 = ±1,
Θ1 — довiльна функцiя вiд r1, Θ2 — вiд r2, 𝑊 — вiд своїх аргумен-
тiв, а функцiя Ψ = Ψ(r1, r2) пробiгає множину розв’язкiв рiвняння
Ψr1r2 = −Ψ/4, причому Ψ /∈ ⟨ e(r

2−r1)/2, e(r
1−r2)/2, (r1+r2)e(r

1−r2)/2 ⟩):

1) регулярної сiм’ї, де обидва iнварiанти Рiмана r1 s r2 не сталi
(загальний розв’язок):

𝑡 = −e(r
2−r1)/2(Ψr1 + Ψr2),

𝑥 = e(r
2−r1)/2

(︀
(2Ψr1 + Ψ) − (r1 + r2 + 1)(Ψr1 + Ψr2)

)︀
,

r3 = 𝑊
(︀
e(r

1−r2)/2(Ψr1 − Ψr2 − Ψ)
)︀
;

2) сингулярної сiм’ї, де один iз iнварiантiв Рiмана r1 або r2 стала:

r1 = 𝑐, 𝑥 = (r2 + 𝑐− 1)𝑡 + er
2

Θ2
r2 , r3 = 𝑊 (e−r2𝑡− Θ2

r2 − Θ2);

r2 = 𝑐, 𝑥 = (r1 + 𝑐 + 1)𝑡 + e−r1Θ1
r1 , r3 = 𝑊 (er

1

𝑡 + Θ1
r1 − Θ1);

3) ультрасингулярної сiм’ї зi сталими r1 i r2, а r3 = 𝑊 (𝑥−(r1+r2)𝑡).

Стандартними методами знайдено вищi симетрiї та закони збере-
ження порядку, не бiльшого за одиницю.

Теорема 4.2. Алгебра симетрiй системи 𝒮, порядку не бiльшого
за одиницю, є лiнiйною оболонкою узагальнених векторних полiв

�̌� =
(︀
𝑥− 𝑉 1𝑡

)︀
r1𝑥𝜕r1 +

(︀
𝑥− 𝑉 2𝑡

)︀
r2𝑥𝜕r2 +

(︀
𝑥− 𝑉 3𝑡

)︀
r3𝑥𝜕r3 ,

𝒢2 = 𝜕r1 − 𝜕r2 , 𝒢1 = (𝑡r1𝑥 − 1)𝜕r1 + 𝑡r2𝑥𝜕r2 + 𝑡r3𝑥𝜕r3 ,

�̌�(Ω) = Ω𝜕r3 , 𝒫(Φ) = (Φ + Φr1)r1𝑥𝜕r1 + (Φ − Φr2)r2𝑥𝜕r2 + Φr3𝑥𝜕r3 ,

де параметр-функцiя Ω = Ω
(︀
𝜔0, 𝜔1

)︀
пробiгає множину гладких

функцiй вiд (𝜔0, 𝜔1) := (r3, er
2−r1r3𝑥), а параметр-функцiя Φ =

Φ(r1, r2) — множину розв’язкiв рiвняння 2Φr1r2 = Φr1 − Φr2 .
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Теорема 4.3. Простiр законiв збереження нульового порядку сис-
теми 𝒮 є лiнiйною оболонкою трансляцiйно неiнварiантного закону
збереження, що мiстить збережений струм

er
1−r2

(︀
𝑥− 𝑉 3𝑡, 𝑉 3(𝑥− 𝑉 3𝑡) − 𝑡

)︀
,

i простору гiдродинамiчних законiв збереження, iзоморфного прос-
тору збережених струмiв вигляду(︀

er
1−r2Ω + Ψr1 − Ψr2 , 𝑉

3er
1−r2Ω + 𝑉 1Ψr1 − 𝑉 2Ψr2

)︀
.

Тут параметр-функцiя Ω = Ω(r3) пробiгає множину гладких функ-
цiй вiд r3, а параметр-функцiя Φ = Φ(r1, r2) — множину розв’язкiв
рiвняння 2Φr1r2 = Φr1 − Φr2 .

Завдяки зв’язку мiж системою 𝒮 i рiвнянням Клейна–Гордона
їхнi локальнi закони збереження пов’язанi. Зокрема показано, що
будь-який локальний закон збереження рiвняння Клейна–Гордона
можна продовжити до локального закону збереження системи 𝒮. Хо-
ча їхнi узагальненi симетрiї теж пов’язанi, для деяких з них аналогiч-
не продовження нелокальне. У подальшому використано позначення

D̃𝑦 := − 1

r1𝑥

(︀
D𝑡 + 𝑉 2D𝑥

)︀
, D̃𝑧 := − 1

r2𝑥

(︀
D𝑡 + 𝑉 1D𝑥

)︀
,

J̃ :=
r1

2
D̃𝑦 +

r2

2
D̃𝑧, 𝑞 := e(r

1−r2)/2
(︀
𝑥− 𝑉 1𝑡

)︀
,

𝜔𝜅 := (er
2−r1D𝑥)𝜅r3, 𝜅 ∈ N0,

де D𝑡, D𝑥 — оператори повного диференцiювання вiдповiдно по 𝑡 й 𝑥
на многовидi системи 𝒮.
Теорема 4.4. Алгебра узагальнених симетрiй системи 𝒮 нату-
рально iзоморфна алгебрi, яка є лiнiйною оболонкою узагальнених
векторних полiв �̌�(Ω) = Ω𝜕r3 ,

𝒫(Φ) = e(r
2−r1)/2

(︀
(Φ + 2Φr1)r1𝑥𝜕r1 + (Φ − 2Φr2)r2𝑥𝜕r2 + 2Φr3𝑥𝜕r3

)︀
,

�̌� =
(︀
𝑥− 𝑉 1𝑡

)︀
r1𝑥𝜕r1 +

(︀
𝑥− 𝑉 2𝑡

)︀
r2𝑥𝜕r2 +

(︀
𝑥− 𝑉 3𝑡

)︀
r3𝑥𝜕r3 ,

ℛ̌(Γ) = e(r
2−r1)/2

(︁
(D̃𝑦Γ + Γ)r1𝑥𝜕r1 + (D̃𝑧Γ + Γ)r2𝑥𝜕r2 + 2Γr3𝑥𝜕r3

)︁
,

де Γ пробiгає множину {J̃𝜅𝑞, D̃𝜄
𝑦J̃

𝜅𝑞, D̃𝜄
𝑧 J̃

𝜅𝑞, 𝜅 ∈ N0, 𝜄 ∈ N}, функ-
цiя Φ = Φ(r1, r2) — множину розв’язкiв рiвняння Клейна–Гордона
Φr1r2 = −Φ/4, а функцiя Ω — множину гладких функцiй вiд скiн-
ченної кiлькостi 𝜔𝜅, 𝜅 ∈ N0.
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Теорема 4.5. Простiр законiв збереження системи 𝒮 натурально
iзоморфний лiнiйнiй оболонцi таких її збережених струмiв:

1.
(︀

er
1−r2Ω, 𝑉 3er

1−r2Ω
)︀
, де функцiя Ω пробiгає множину гладких

функцiй вiд скiнченної кiлькостi 𝜔𝜅, 𝜅 ∈ N0.

2.
(︀

e(r
1−r2)/2(2Φr1 + Φ), e(r

1−r2)/2(2𝑉 1Φr1 + 𝑉 2Φ)
)︀
, де функцiя

Φ = Φ(r1, r2) пробiгає множину розв’язкiв рiвняння Клейна–
Гордона Φr1r2 = −Φ/4.

3.
(︀
r2𝑥𝜌 + r1𝑥�̃�, 𝑉 2r2𝑥𝜌 + 𝑉 1r1𝑥�̃�

)︀
, де 𝜌 = −𝑞D̃𝑧Q̃𝑞, �̃� = (D̃𝑦𝑞)Q̃𝑞,

а оператор Q̃ пробiгає множину{︀
J̃𝜅

′
, (J̃ + 𝜄/2)𝜅D̃𝜄

𝑦, (J̃− 𝜄/2)𝜅D̃𝜄
𝑧

}︀
𝜅′,𝜅+𝜄∈2N0+1, (𝜅,𝜄)∈N0×N .

Для глибшого розумiння взаємозв’язку симетрiй i законiв збере-
ження системи 𝒮, розглянуто також її гамiльтоновi структури.

Теорема 4.6. Система 𝒮 допускає нескiнченну сiм’ю узгоджених
гамiльтонових структур HΘ, параметризованих гладкою функ-
цiєю Θ вiд r3:

HΘ = er
2−r1 diag

(︀
− 1, 1,Θ(r3)er

2−r1
)︀
D𝑥

− er
2−r1

2

⎛⎜⎝r2𝑥 − r1𝑥 r1𝑥 − r2𝑥 −2r3𝑥

r2𝑥 − r1𝑥 r1𝑥 − r2𝑥 −2r3𝑥

2r3𝑥 2r3𝑥 −2𝑓33

⎞⎟⎠ ,

а вiдповiдну сiм’ю гамiльтонiанiв ℋ𝑐0,Ξ =
∫︀
𝐻𝑐0,Ξd𝑥 визначають

їхнi густини

𝐻𝑐,Ξ =

(︂
1

4
(r1 + r2)2 +

1

2

(︀
r1 − r2

)︀
+ Ξ(r3)

)︂
er

1−r2 + 𝑐(r1 + r2).

Тут 𝑓33 := er
2−r1

(︀
(r2𝑥 − r1𝑥)Θ + 1

2 r
3
𝑥Θr3

)︀
, 𝑐 — довiльна стала, а функ-

цiя Ξ вiд r3 задовольняє допомiжне рiвняння Ξr3r3Θ + 1
2Θr3Ξr3 = 2𝑐.

Основнi результати дисертацiї пiдбито у висновках. У додатку А
вичерпно описано узагальненi симетрiї i закони збереження (1+1)-
вимiрного рiвняння Клейна–Гордона 𝑢𝑥𝑦 = 𝑢. Список наукових
праць, де опублiковано результати дисертацiї, й iнформацiю щодо
їхньої апробацiї наведено у додатку Б.
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ВИСНОВКИ

Основнi результати дисертацiї такi:

∙ Прокласифiковано лiївськi симетрiї класу загальних рiвнянь
Бюргерса–Кортевега–де Фрiза довiльного фiксованого порядку, а та-
кож його пiдкласiв iз довiльними елементами, залежними лише вiд
часової чи лише вiд просторової змiнних. Показано, що цей клас нор-
малiзований у звичайному сенсi, а задачу його групової класифiкацiї
зведено до задачi групової класифiкацiї його пiдкласу, яку проведе-
но алгебраїчним методом. Показано важливiсть правильного вибору
порядку калiбрувань довiльних елементiв.

∙ Знайдено першi приклади узагальнених груп еквiвалентностi з
параметрами, що залежать вiд несталих довiльних елементiв. Також
уперше строго побудовано розширенi узагальненi групи еквiвалент-
ностi класiв рiвнянь з частинними похiдними. Введено поняття ефек-
тивної узагальненої групи еквiвалентностi i проаналiзовано основнi
властивостi таких груп.

∙ Комбiнуванням кiлькох методiв ефективно проведено групову
класифiкацiю класу рiвнянь Бюргерса зi змiнними коефiцiєнтами.
Спочатку використано метод вiдображень, щоб отримати клас, зруч-
нiший iз погляду групового аналiзу. Зручнiсть полягає в тому, що
вiдображений клас можна розбити на два пiдкласи, iнварiантнi пiд
дiєю допустимих перетворень усього класу. Вона особливо помiтна
на тлi вiдповiдної умови для розбиття вихiдного класу. Показано, що
отриманi пiдкласи нормалiзованi вiдповiдно в узагальненому й роз-
ширеному узагальненому сенсах. Для першого пiдкласу групову кла-
сифiкацiю проведено алгебраїчним методом, а класифiкацiю другого
зведено до вiдомої у лiтературi. Об’єднання побудованих класифiка-
цiйних спискiв вiдображено у класифiкацiйний список для вихiдного
класу.

∙ Вперше наведено формалiзований опис методу розгалуженого
розщеплення для загальних класiв диференцiальних рiвнянь. За до-
помогою його двокрокової версiї прокласифiковано лiївськi симетрiї
рiвнянь реакцiї–дифузiї з певного класу. Також виокремлено пiдклас
цього класу з нетривiальною скiнченновимiрною узагальненою гру-
пою еквiвалентностi й доведено, що жодна ефективна узагальнена
група еквiвалентностi виокремленого пiдкласу не мiстить його зви-
чайної групи еквiвалентностi.
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∙ Для загальних груп еквiвалентностi, включно з нескiнченно-
вимiрними, строго формалiзовано процедуру вибору представника
множини еквiвалентних рiвнянь, що допускають розширення ядра
алгебр iнварiантностi, тобто процедуру докалiбровування довiльних
елементiв такого пiдкласу рiвнянь перетвореннями еквiвалентностi.
∙ Проведено розширений симетрiйний аналiз системи, що моде-
лює iзотермiчний дрейфовий потiк. Показано, що її можна звести
до рiвняння Клейна–Гордона. За допомогою цього зв’язку описано
її загальний розв’язок, знайдено алгебри Лi її вищих симетрiй та
косиметрiй, простiр законiв збереження, а також побудовано нескiн-
ченну сiм’ю гамiльтонових структур.
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АНОТАЦIЯ

Опанасенко С.В. Узагальненi групи еквiвалентностi та
розширений симетрiйний аналiз диференцiальних рiвнянь —
Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-
математичних наук за спецiальнiстю 01.01.03 “математична фiзика”
(111 — математика). — Iнститут математики НАН України, Київ,
2020.

Дисертацiю присвячено розвитку методiв групової класифiкацiї
класiв диференцiальних рiвнянь i дослiдженню їхнiх узагальнених
груп еквiвалентностi. Вивчено допустимi перетворення й лiївськi
симетрiї класу рiвнянь реакцiї–дифузiї i класу загальних рiвнянь
Бюргерса–Кортевега–де Фрiза та його пiдкласiв рiвнянь iз коефi-
цiєнтами, залежними лише вiд часової чи лише вiд просторової
змiнних, а також класу рiвнянь Бюргерса зi змiнними коефiцiєнтами.
Вперше строго побудовано узагальненi й розширенi узагальненi гру-
пи еквiвалентностi. Введено поняття ефективної узагальненої групи
еквiвалентностi. Знайдено кiлька прикладiв таких груп i дослiджено
їхнi основнi властивостi. Формалiзовано метод розгалуженого розще-
плення. Проведено розширений симетрiйний аналiз системи, що мо-
делює iзотермiчний дрейфовий потiк, для якої знайдено всi локальнi
розв’язки, узагальненi симетрiї, косиметрiї, локальнi закони збере-
ження й нескiнченну сiм’ю узгоджених гамiльтонових структур.

Ключовi слова: груповий аналiз диференцiальних рiвнянь, лi-
ївська симетрiя, узагальнена група еквiвалентностi, розширена
узагальнена група еквiвалентностi, групоїд еквiвалентностi, за-
кон збереження, узагальнена симетрiя, косиметрiя, гамiльтонова
структура, метод розгалуженого розщеплення.

ABSTRACT

Opanasenko S. Generalized equivalence groups and ex-
tended symmetry analysis of differential equations. — Qualifying
scientific work on the rights of the manuscript.

Thesis for the degree of Candidate of Physical and Mathematical
Sciences, speciality 01.01.03 “Mathematical Physics” (111 — Mathema-
tics). — Institute of Mathematics of NAS of Ukraine, Kyiv, 2020.
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In the thesis, the main attention is paid to problems related to gen-
eralized equivalence groups of classes of differential equations and their
properties as well as to various techniques of symmetry analysis.

The complete group classification of the class of (1+1)-dimensional
𝑟th order general variable-coefficient Burgers–Korteweg–de Vries equa-
tions is carried out for arbitrary values of 𝑟 greater than or equal to two
using the algebraic method. We also study numerous subclasses thereof
including the classes of equations with coefficients depending at most on
the time or the space variable as well as a class of variable-coefficient
Burgers equations. Studying various gaugings of the arbitrary elements
of the above classes allows us to find for the first time classes of differ-
ential equations with nontrivial generalized equivalence groups, where
equivalence-transformation components corresponding to equation vari-
ables locally depend on nonconstant arbitrary elements. We also com-
pute nontrivial extended generalized equivalence groups in a rigorous
way via constructing coverings of the associated auxiliary systems for
arbitrary elements. The new notion of effective generalized equivalence
group is introduced. It is shown that such groups may or may not be
proper subgroups of the corresponding generalized equivalence groups,
may or may not be finite-dimensional and may and may not contain the
usual equivalence group of the class, and, in general, they are not unique.

The penultimate property is discovered when studying a class of
(1+1)-dimensional nonlinear diffusion–reaction equations with gradient-
dependent diffusivity. Moreover, we rigorously formalize the method of
furcate splitting for general classes of differential equations and use the
two-step version of this method to carry out the group classification of
the above class.

We carry out the extended symmetry analysis of a system of differ-
ential equations modeling an isothermal no-slip drift flux. The maximal
Lie invariance algebra thereof is proved to be infinite-dimensional. We
find its complete point symmetry group, including discrete symmetries,
using the megaideal-based version of the algebraic method. The essential
subsystem of the system under study is linearized to the Klein–Gordon
equation. We employ both the linearization and the generalized hodo-
graph method for constructing the general solution of the entire sys-
tem. We exhaustively describe generalized symmetries, cosymmetries
and local conservation laws of this system. A generating set of local
conservation laws under the action of generalized symmetries is proved
to consist of two zeroth-order conservation laws. We also construct an
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infinite family of Hamiltonian structures involving an arbitrary function
of a single argument. For each of the constructed Hamiltonian operators,
we find the associated algebra of Hamiltonian symmetries.

Key words: group analysis of differential equations, Lie symmetry,
generalized equivalence group, extended generalized equivalence group,
equivalence groupoid, conservation law, generalized symmetry, cosym-
metry, Hamiltonian structure, algebraic method of group classification,
method of furcate splitting.
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