
Лекцiя 4: Унiтарнi базиси, Суперщiльне коду-
вання та Телепортацiя

1. Унiтарнi базиси
Якщо H це скiнченновимiрний гiльбертiв простiр (розмiрностi d), то на
L(H) теж iснує структура гiльбертового простору. У якостi скалярного до-
бутку береться добуток Гiльберта-Шмiдта:

∀A,B ∈ L(H) : (A,B) = Tr(B†A) = Tr(AB†).

В лiтературi зазвичай вводять позначення |A〉〉 в контекстi цього, i тодi
пишуть 〈〈B|A〉〉 = (A,B) = Tr(B†A).

Бiльше того, iснує явна iзометрiя мiж L(H) та H⊗H, яку можна задати
як

|A〉〉 =
∑
i

A|i〉 ⊗ |i〉 = (A⊗ I)
∑
i

|i〉|i〉,

або, що те саме,

A =
∑
ij

aij |i〉〈j| ←→ |A〉〉 =
∑
ij

aij |i〉|j〉.

Виявляється, що в L(H) iснують унiтарнi базиси, тобто набори унi-
тарних операторiв {Ui, i = 1, 2, .., d2}, таких що

Tr(U†i Uj) = d · δij
Типовий приклад це унiтарний базис породжений операторами “зсуву”

та “часiв” (iнколи їх називають операторами трансляцiї та повороту).
Оператор (циклiчного) зсуву визначається як

∀k : S|k〉 = |k + 1〉,
де |d〉 := |0〉. Оператор часiв визначається як

∀k : C|k〉 = wk|k〉, w = e
2πi
d

Твердження Набiр з d2 операторiв {Wkl = CkSl}, k, l ∈ [0, .., d − 1], є
унiтарним базисом.

Це неважко перевiрити використовуючи що

Sd = I, Cd = I, CS = wSC.

Стан 1√
d

∑
i |i〉|i〉 ∈ H⊗H є максимально сплутаним (iнколи їх називають

EPR-станами).
Для унiтарного A стан 1√

d

∑
iA|i〉⊗ |i〉 також є максимально сплутаним.

Наслiдок 1 У H⊗H iснує базис, що складається з максимально сплута-
них станiв:

|Ψkl〉 =
1√
d

∑
i

Wkl|i〉 ⊗ |i〉



2. Суперщiльне кодування

Нехай є двоє учасникiв A та B i один хоче повiдомити iншому якусь
класичну iнформацiю за допомогою пересилання одної фiзичної кванто-
вої системи. Яку максимальну кiлькiсть iнформацiї можна передати, якщо
квантова система розмiрностi d?

Учасник A може закодовути число з набору {0, 1, .., d− 1} за допомогою
стану |i〉 ∈ H. Отримавши цей стан, учасник B може визначити закодоване
число провiвши вимiрювання, шо вiдповiдає розкладу I =

∑
i |i〉〈i|. Тобто

можна передати log2(d) бiт класичної iнформацiї.
Теорема Холево строго доводить, що передати бiльше неможливо.
Але, якщо учасники розподiлили мiж собою сплутаний стан, то вони

можуть використати його для передачi бiльшої кiлькостi iнформацiї.

Твердження (Суперщiльне кодування)
Якщо двоє учасникiв A та B розподiлили мiж собою максимально сплу-

таний стан (у розмiрностi d× d), то один учасник може повiдомити iн-
шому log2(d2) = 2log2(d) класичних бiтiв iнформацiї передавши свою кван-
тову частинку (розмiрностi d).

Доведення. Нехай учасники A та B мають доступ до чистого макси-
мально сплутаного стану

1√
d

∑
i

|i〉A ⊗ |i〉B ∈ HA ⊗HB ,

який фiзично розподiлили мiж собою.
Тодi, учасник A кодує пару чисел (k, l) з множини [0, 1, ..., d− 1]2 (тобто

log2(d2) бiт iнформацiї) застосуванням оператору Wkl на своїй частницi та
фiзично передаючи її до B.

Пiсля отримання частинки вiд A учасник B буде мати доступ до стану

|Ψkl〉 =
1√
d

∑
i

Wkl|i〉A ⊗ |i〉B

на усiй системi. Але ж всi такi стани утворюють базис на HA ⊗ HB , тому
учасник B може застосувати вiдповiдне вимiрювання, щоб визначити числа
k, l.



3. Квантова телепортацiя
В деякому сенсi квантова телепортацiя це процес, обернений до супер-

щiльного кодування. Наша цiль − передати вiд учасника A до учасника
B квантовий стан в розмiрностi d за допомогою пересилання 2log2(d) бiт
класичної iнформацiї (без пересилання фiзичної квантової системи).

Щодо вимiрювання сплутаного стану

Нехай задано чистий сплутаний стан |φ〉 на H1 ⊗H2:

|φ〉 =
1√
d

∑
i

αi|i〉|ψi〉.

I нехай ми проводимо локальне вимiрювання першої системи, яке задано
проекторами Pi = |i〉〈i|. Новий стан на H1 ⊗H2 у випадку “i” буде

(Pi ⊗ I)|φ〉
||(Pi ⊗ I)|φ〉||

=
αi

|αi|
|i〉|ψi〉 ∼= |i〉|ψi〉

I хоча не знаючi результат вимiрювання редукований стан другої си-
стеми не змiниться, вiн, очевидно, змiниться на |ψi〉 коли ми дiзнаємося
результат “i”.

Тобто, в деякому сенсi ми змiнюємо квантовий стан другої системи пере-
давши результат вимiрювання “i”, тобто передавши класичну iнформацiю.

Але це ще не телепортацiя.



Для телепортацiї розглянемо наступне.
Нехай учасники роздiлили максимально сплутаний стан

1√
d

∑
i

|i〉A ⊗ |i〉B ∈ HA ⊗HB .

I нехай учасник A має також чистий стан |φ〉C ∈ HC , який хоче передати.
Можна вважати, що вся система перебуває у станi

|start〉 = |φ〉C ⊗
1√
d

∑
i

|i〉A ⊗ |i〉B =

=
1√
d

∑
i

|φ〉C ⊗ |i〉A ⊗ |i〉B ∈ HC ⊗HA ⊗HB .

Формально ми би могли застосувати унiтраний оператор перестановки
SWAPCB ∈ L(HC ⊗HB), який можна визначити через

∀i, j : SWAPCB |i〉C |j〉B = |j〉C |i〉B .

В результатi ми би отримали стан

|end〉 =
1√
d

∑
i

|i〉C ⊗ |i〉A ⊗ |φ〉B =
( 1√

d

∑
i

|i〉C ⊗ |i〉A
)
⊗ |φ〉B .

Але на практицi це неможливо бо системи C та B роздiленi мiж учасни-
ками.



Теорема
Для будь-якого унiтарного базису {Wkl} та ∀|φ〉C ∈ HC виконується:

|φ〉C ⊗
1√
d

∑
i

|i〉A|i〉B =

=
1

d

∑
kl

( 1√
d

∑
i

Wkl|i〉C |i〉A
)
⊗W−1kl |φ〉B

=
1

d

∑
kl

|Ψkl〉CA ⊗W−1kl |φ〉B

Доведення.
Помножимо обидва вирази злiва на 〈Ψpq| ⊗ 〈r|.
Для правого виразу маємо

〈Ψpq| ⊗ 〈r| ·
1

d

∑
kl

|Ψkl〉CA ⊗W−1kl |φ〉B =
1

d
〈r|W−1pq |φ〉.

Для лiвого виразу

〈Ψpq| ⊗ 〈r| · |φ〉C ⊗
1√
d

∑
i

|i〉A|i〉B =

=
1√
d

∑
j

〈j|W−1pq ⊗ 〈j| ⊗ 〈r| ·
1√
d

∑
i

|φ〉C |i〉A|i〉B =

=
1

d

∑
i

〈i|W−1pq |φ〉 ⊗ 〈r|i〉 =

=
1

d
〈r|W−1pq |φ〉.

Використовуючи це твердження протокол телепортацiї полягає у насту-
пному. Учасник A проводить вимiрювання в системiHC⊗HA, яке вiдповiдає
розкладу за базисом { 1√

d

∑
iWkl|i〉C |i〉A }. В результатi визначаються чи-

сла k, l, якi передаються учаснику B. Участник B застосовує оператор Wkl

до свого стану, в результатi чого отримує стан |φ〉.

Зауваження Насправдi, в точностi такий же протокол пiдходить i для
телепортацiї змiшаного стану.




