
Лекцiя 3: Розклад та ранг Шмiдта, Пурифiкацiя
змiшаного стану, Ентропiя фон-Неймана

1. Розклад та ранг Шмiдта
Теорема Нехай H = H1⊗H2. Тодi для будь-якого чистого стану |w〉 ∈ H
iснують два ортонормованi базиси {|φi〉} ⊂ H1 та {|ψi〉} ⊂ H2, такi що

|w〉 =
r∑

i=1

λi|φi〉|ψi〉,

де λi > 0,
∑r

i=1 λ
2
i = 1.

Такий розклад називають розкладом Шмiдта для стану |w〉.
При цьому кiлькiсть доданкiв r та множина чисел {λi} не залежать

вiд конкретного розкладу.
Число r називають рангом Шмiдта для |w〉.

Доведення. Нехай d1 = dim(H1), d2 = dim(H2).
Вектор |w〉 можна розкласти за стандартним базисом у H1 ⊗H2:

|w〉 =
d1∑
i=1

d2∑
j=1

aij |i〉|j〉

Такому розкладу можна поставити у вiдповiднiсть прямокутну d1 × d2 ма-
трицю A, що складається з елементiв aij .

Для будь-якого iншого базису {|φi〉} ⊂ H1 можна записати, що

|i〉 = U |φi〉 =
∑
kl

ukl|φk〉〈φl| · |φi〉 =
d1∑
k=1

uki|φk〉

для деякого унiтарного оператора U ∈ L(H1).
Пiдставивши у вираз для |w〉 матимемо

|w〉 =
d1∑
i=1

d2∑
j=1

aijU |φi〉|j〉 =
d1∑
i=1

d2∑
j=1

aij

d1∑
k=1

uki|φk〉|j〉 =

=

d1∑
k=1

d2∑
j=1

( d1∑
i=1

aijuki
)
|φk〉|j〉

Вiдповiдна нова d1 × d2 матриця A′ буде складатися з елементiв a′kj =∑d1

i=1 aijuki, тобто є добутком матриць U ·A.



Аналогiчно,

|j〉 = V |ψj〉 =
∑
lk

vlk|ψl〉〈ψk| · |ψj〉 =
d2∑
l=1

vlj |ψl〉

для унiтарного V ∈ L(H2).
Пiдставивши матимемо

|w〉 =
d1∑
i=1

d2∑
j=1

a′ij |φi〉V |j〉 =
d1∑
i=1

d2∑
j=1

a′ij |φi〉
d2∑
l=1

vlj |ψl〉 =

=

d1∑
i=1

d2∑
l=1

( d2∑
j=1

a′ijvlj
)
|φi〉|ψl〉

Вiдповiдна нова d1 × d2 матриця A
′′

буде складатися з елементiв a
′′

il =∑d2

j=1 a
′
ijvlj , тобто є добутком матриць A′ · V T .

Отже, замiною базисiв ми отримуємо матрицю U · A · V T , що визначає
коефiцiєнти розкладу |w〉.

Тепер iснування шуканого розкладу напряму випливає з iснування син-
гулярного розкладу матрицi A = ŨDṼ †, де Ũ− унiтарна розмiру d1 × d1,
Ṽ− унiтарна розмiру d2 × d2, а матриця D− дiагональна розмiру d1 × d2 з
невiд’ємними числами λi на дiагоналi.

Тобто r = rank(A), а λi− сингулярнi числа матрицi A.

Наслiдок 1 Редукованi стани на обидвох пiдсистемах чистого стану дво-
часткової системи мають однаковий ранг та однаковi спектральнi числа.

Доведення.
Використовуючi розклад Шмiдта для |w〉 ∈ H1 ⊗H2 маємо:

|w〉〈w| = (

r∑
i=1

λi|φi〉|ψi〉)(
r∑

j=1

λj〈φj |〈ψj |)

=

r∑
i=1

r∑
j=1

λiλj |φi〉〈φj | ⊗ |ψi〉〈ψj |

Звiдси

Tr1(|w〉〈w|) =
r∑

i=1

r∑
j=1

λiλj Tr(|φi〉〈φj |)|ψi〉〈ψj | =
r∑

i=1

λ2i |ψi〉〈ψi|

Аналогiчно

Tr2(|w〉〈w|) =
r∑

i=1

r∑
j=1

λiλj |φi〉〈φj |Tr(|ψi〉〈ψj |) =
r∑

i=1

λ2i |φi〉〈φi|

Наслiдок 2 Чистий стан двочасткової системи є сплутаним тодi i тiль-
ки тодi, коли його ранг Шмiдта бiльше 1.



2. Пурифiкацiя (очищення) змiшаного стану
Теорема Нехай на гiльбертовому просторi H задано змiшаний стан ρ ∈
S(H). Тодi iснує додатковий простiр Hanc та чистий стан |ψ〉 ∈ H⊗Hanc,
такi що

Tranc(|ψ〉〈ψ|) = ρ.

Доведення.
Нехай ρ =

∑n−1
i=0 λ

2
i |i〉〈i|. Розглянемо Hanc розмiрностi n з ортонормова-

ним базисом {|i′〉}. Позначимо

|ψ〉 =
n−1∑
i=0

λi|i〉|i′〉.

Тодi

|ψ〉〈ψ| =
n−1∑
i=0

n−1∑
j=0

λiλj |i〉〈j| ⊗ |i′〉〈j′|

звiдси

Tranc(|ψ〉〈ψ|) =
n−1∑
i=0

n−1∑
j=0

λiλj |i〉〈j|Tr(|i′〉〈j′|) =
n−1∑
i=0

λ2i |i〉〈i| = ρ.



3. Ентропiя фон Неймана
В класичнiй теорiї iнформацiї для ймовiрнiстного розподiлу p = {p1, p2, ..., pn}
визначається iнформацiйна ентропiя Шеннона H(p) = −

∑
i pilog(pi), яка

характеризує кiлькiсть невiдомої iнформацiї.
Основнi властивостi: ентропiя невiд’ємна; опукла вгору функцiя; на край-

ньому (точковому) розподiлi дорiвнює 0, а на рiвномiрному приймає макси-
мального значення log(n). Ентропiя на сумiсному розподiлi (X,Y ) не менша
для маргинальних розподiлiв X та Y , але не перевищує суми їх ентропiй:

max(H(X), H(Y )) ≤ H((X,Y )) ≤ H(X) +H(Y ).

Означення 1 (Ентропiя фон Неймана)
Для стану ρ ∈ S(H) можна визначити функцiю

S(ρ) = −Tr(ρlog(ρ)) = −
∑
i

λilog(λi)

де λi− власнi числа ρ.

Властивостi.
1. S(ρ) ≥ 0, та дорiвнює 0 лише для чистого стану
2. S(UρU†) = S(ρ) для будь-якого унiтарного U ∈ L(H)
3. S опукла вгору, тобто

S(µ1ρ1 + µ2ρ2) ≥ µ1S(ρ1) + µ2S(ρ2)

коли
∑
µi = 1, µi > 0.

4. S адитивна для незалежних систем, тобто

S(ρ1 ⊗ ρ2) = S(ρ1) + S(ρ2)

5. S напiвадитивна, тобто для ρ ∈ S(H1 ⊗H2), ρ1 = Tr2(ρ), ρ2 = Tr1(ρ):

S(ρ) ≤ S(ρ1) + S(ρ2).

При цьому не виконується S(ρ) ≥ S(ρi), але виконується нерiвнiсть три-
кутника

S(ρ) ≥ |S(ρ1)− S(ρ2)|.

6. S строго напiвадитивна, тобто для ρabc ∈ S(Ha ⊗Hb ⊗Hc) :

S(ρabc) + S(ρb) ≤ S(ρab) + S(ρbc)

Це еквiвалентно до

S(ρa) + S(ρc) ≤ S(ρab) + S(ρbc)

7. Числа S(ρab), S(ρbc), S(ρac) задовольняють нерiвностi трикутника.



Ентропiю можна використовувати як мiру сплутаностi чистого двоча-
ткового стану. Дiйсно, якщо |ψ〉〈ψ| ∈ S(H1 ⊗H2), то ентропiя редукованих
станiв буде однакова S(Tr2(|ψ〉〈ψ|)) = S(Tr1(|ψ〉〈ψ|)) i буде дорiвнювати 0
тодi й тiльки тодi, коли чистий стан |ψ〉 є станом-добутком (не є сплутаним).

Приклад застосування пурифiкацiї.
Щоб довести нерiвнiсть S(ρ) ≥ |S(ρ1)− S(ρ2)| розглянемо пурифiкацiю

ρ. Iснують простiр H3 та чистий стан ρ123 ∈ S(H1 ⊗ H2 ⊗ H3), такий що
ρ = ρ12 = Tr3(ρ123). З напiвадитивностi випливає

S(ρ3) + S(ρ1) ≥ S(ρ13).

Оскiльки ρ123 чистий, то S(ρ13) = S(ρ2) та S(ρ3) = S(ρ12). Звiдси

S(ρ12) + S(ρ1) ≥ S(ρ2),

а отже
S(ρ12) ≥ S(ρ2)− S(ρ1).

Вiдкрита проблема.
Нехай ρ1 ∈ S(H1) та ρ2 ∈ S(H2).
Як знайти min(S(ρ)) по всiм ρ ∈ S(H1 ⊗ H2) таким, що Tr2(ρ) = ρ1 та

Tr1(ρ) = ρ2? Максимум досягається для ρ = ρ1 ⊗ ρ2.




