
Лекцiя 2: Теорема Наймарка про зв’язок мiж
POVM та PVM

1. Змiна стану при дiї на пiдсистемi
1.1. Унiтарна дiя на пiдсистемi

Нехай H = H1 ⊗H2 та ρ ∈ S(H). Тодi унiтарна дiя U2 на другiй пiдсистемi
буде вiдповiдати унiтарнiй дiї I ⊗ U2 на усiй системi, тобто стан ρ перейде
у стан I ⊗ U2 · ρ · I ⊗ U†2 .

Твердження 1 Не важко побачити, що це узгоджено зi змiною редуко-
ваного стану, тобто

Tr1(I ⊗ U2 · ρ · I ⊗ U†2 ) = U2 · Tr1(ρ) · U†2 .

Доведення.
Оскiльки L(H) = L(H1) ⊗ L(H2), то можна записати ρ =

∑
iAi ⊗ Bi.

Тодi

Tr1(I ⊗ U2 · ρ · I ⊗ U†2 ) = Tr1(I ⊗ U2 ·
∑
i

Ai ⊗Bi · I ⊗ U†2 ) =

= Tr1(
∑
i

Ai ⊗ U2BiU
†
2 ) =

∑
i

Tr(Ai)U2BiU
†
2 = U2 ·

∑
i

Tr(Ai)Bi · U†2 =

= U2 · Tr1(ρ) · U†2 .

Твердження 2 Унiтарна дiя на другiй пiдсистемi не змiнює редукований
стан першої системи, тобто

Tr2(I ⊗ U2 · ρ · I ⊗ U†2 ) = Tr2(ρ)

Доведення.

Tr2(I ⊗ U2 · ρ · I ⊗ U†2 ) = Tr2(
∑
i

Ai ⊗ U2BiU
†
2 ) =

=
∑
i

Ai Tr(U2BiU
†
2 ) =

∑
i

Ai Tr(Bi) = Tr2(ρ).



1.2. Вимiрювання на пiдсистемi

Знову нехай H = H1 ⊗ H2 та ρ ∈ S(H). I нехай ми збираємося проводити
вимiрювання другої пiдсистеми, яке задається розкладом одиницi

IH2
= P1 + P2 + ...+ Pk,

де Pi ∈ P (H2).
Тодi ефект такого вимiрювання вiдповiдає вимiрюванню усiєї системи,

яке задається розкладом

IH = I ⊗ P1 + I ⊗ P2 + ...+ I ⊗ Pk

Твердження 3 Знов таки, не важко перевiрити, що таке вимiрювання
усiєї системи узгоджено з вимiрюванням редукованого стану, тобто

Tr(I ⊗ Pi · ρ) = Tr(Pi · Tr1(ρ)) = pi

та
Tr1(I ⊗ Pi · ρ · I ⊗ Pi/pi) = Pi · Tr1(ρ) · Pi/pi

Твердження 4 Вимiрювання другої системи (без фiксацiї результату)
не змiнює редукований стан першої пiдсистеми. Тому передати iнформа-
цiю таким чином неможливо − no-communication theorem.

Доведення. Дiйсно, пiсля вимiрювання (без фiксацiї результату i) но-
вий стан усiєї системи це буде сумiш станiв I⊗Pi ·ρ · I⊗Pi/pi з ймовiрнiстю
pi = Tr(I ⊗ Pi · ρ), тобто

ρ′ =
∑
i

pi · I ⊗ Pi · ρ · I ⊗ Pi/pi =
∑
i

I ⊗ Pi · ρ · I ⊗ Pi

Редукований стан дорiвнює

Tr2(ρ
′) = Tr2(

∑
i

I ⊗ Pi · ρ · I ⊗ Pi) =

= Tr2(
∑
i

I ⊗ Pi ·
∑
j

Aj ⊗Bj · I ⊗ Pi) =

= Tr2(
∑
i

∑
j

Aj ⊗ PiBjPi) =
∑
i

∑
j

Aj Tr(PiBjPi) =

=
∑
j

Aj Tr(
∑
i

PiBj) =
∑
j

Aj Tr(Bj) = Tr2(ρ)



Теорема 1 (Теорема Наймарка про зв’язок мiж POVM та PVM)
Нехай на гiльбертовому просторi H задано узагальнене вимiрювання,

що задано розкладом IH =
∑

iM
†
iMi. Тодi iснують гiльбертiв простiр

Hanc, стан |0〉〈0| ∈ S(Hanc) на ньому, унiтарний оператор U ∈ L(H⊗Hanc)
та проективне вимiрювання (PVM) рангу 1 на Hanc, тобто IHanc

=
∑

i Pi

та Tr(Pi) = 1, такi що для стану ρ′ = U · ρ⊗ |0〉〈0| · U† виконується ∀i:
1) узгодженi ймовiрностi отримання випадку “i”, тобто ∀ρ ∈ S(H)

Tr(ρM†iMi) = Tr(I ⊗ Pi · ρ′) = pi,

2) узгоджено новий стан на H при випадку “i”, тобто

MiρM
†
i /pi = Tranc(I ⊗ Pi · ρ′ · I ⊗ Pi)/pi.

Це називають розширенням Наймарка для POVM.
Усе це вiрно й в обернену сторону. Тобто, якщо ми проводимо PVM ран-

гу 1 на анциллi, то воно буде розширенням Наймарка для деякого POVM
на основному просторi.



Доведення.
a) Нехай ми маємо PVM на Hanc з Tr(Pi) = 1 та деякий унiтарний

U ∈ L(H⊗Hanc). Без обмеження загальностi можна вважати, що Pi = |i〉〈i|.
Позначимо

Mi = I ⊗ 〈i| · U · I ⊗ |0〉.

Тодi

M†iMi = (I ⊗ 〈0| · U† · I ⊗ |i〉) · (I ⊗ 〈i| · U · I ⊗ |0〉) =

= I ⊗ 〈0| · U† · I ⊗ Pi · U · I ⊗ |0〉

Звiдси
∑

iM
†
iMi = I.

Тепер перевiримо

Tr(ρM†iMi) = Tr(ρ · I ⊗ 〈0| · U† · I ⊗ Pi · U · I ⊗ |0〉) =

= Tr(U · I ⊗ |0〉 · ρ⊗ 1 · I ⊗ 〈0| · U† · I ⊗ Pi) =

= Tr(U · ρ⊗ |0〉〈0| · U† · I ⊗ Pi) = Tr(ρ′ · I ⊗ Pi).

Тож є узгодженiсть ймовiрностей.
Тепер, з одного боку маємо

Tranc(I ⊗ Pi · ρ′ · I ⊗ Pi) =
∑
j

I ⊗ 〈j| · I ⊗ Pi · ρ′ · I ⊗ Pi · I ⊗ |j〉 =

= I ⊗ 〈i| · ρ′ · I ⊗ |i〉,

а з iншого

MiρM
†
i = (I ⊗ 〈i| · U · I ⊗ |0〉) · ρ⊗ 1 · (I ⊗ 〈0| · U† · I ⊗ |i〉) =

= I ⊗ 〈i| · ρ′ · I ⊗ |i〉.



б) Нехай тепер ми маємо якесь узагальнене вимiрювання IH =
∑n−1

i=0 M
†
iMi

з n елементiв. Розглянемо Hans розмiрностi n та PVM на ньому: Pi = |i〉〈i|.
Єдине що залишається визначити це унiтарний оператор U ∈ L(H ⊗Hans).

Покладемо ∀|ψ〉 ∈ H:

U |ψ〉|0〉 =
∑
i

(Mi|ψ〉)⊗ |i〉

i покажемо, що це визначення коректне i продовжується до унiтарного опе-
ратора. Лiнiйнiсть очевидна.

Перевiряємо унiтарнiсть:

〈0|〈φ|U† · U |ψ〉|0〉 =
∑
j

(〈φ|M†j )⊗ 〈j| ·
∑
i

(Mi|ψ〉)⊗ |i〉 =

=
∑
i

(〈φ|M†i )(Mi|ψ〉) = 〈φ|
∑
i

M†iMi|ψ〉 = 〈φ|ψ〉.

А отже U можна довизначити до унiтарного на всьому H ⊗Hans.
Щоб перевiрити узгодженiсть пiдрахуємо M̃i:

M̃i = I ⊗ 〈i| · U · I ⊗ |0〉.

Можна записати, що

U · I ⊗ |0〉 = U ·
∑
j

|j〉〈j| ⊗ |0〉 · 1 =

=
∑
j

U |j〉|0〉 · 〈j|.

Тепер пiдставляємо

M̃i = I ⊗ 〈i| · U · I ⊗ |0〉 =
∑
j

I ⊗ 〈i| · U |j〉|0〉 · 〈j| =

=
∑
j

I ⊗ 〈i| ·
(∑

k

(Mk|j〉)⊗ |k〉
)
· 〈j| =

=
∑
j

Mi|j〉 · 〈j| =Mi.



Наслiдок 1 Нехай задано POVM на H, тобто I =
∑

iM
†
iMi. При цьому

вiдповiдний квантовий канал має вигляд

Q(ρ) =
∑
i

MiρM
†
i .

З теореми Наймарка випливає, що iснують Hanc та унiтарний U ∈ L(H⊗
Hanc), такi що

Q(ρ) = Tranc(Uρ⊗ |0〉〈0|U†).

Доведення.
Побудувавши розширення Наймарка маємо, що для ρ′ = U ·ρ⊗|0〉〈0| ·U†:

MiρM
†
i = Tranc(I ⊗ Pi · ρ′ · I ⊗ Pi) = Tranc(ρ

′ · I ⊗ Pi).

Звiдси ∑
i

MiρM
†
i =

∑
i

Tranc(ρ
′ · I ⊗ Pi) = Tranc(U · ρ⊗ |0〉〈0| · U†).




