
Лекцiя 1: Постулати квантової механiки

Нотацiя Дiрака
H - гiльбертiв простiр над C, dimH = n <∞.
|u〉 ∈ H− “ket” вектор, 〈u| ∈ H∗− вiдповiдний “bra” вектор.
Якщо у H зафiксований базис, то можна записати

|u〉 =


u1
u2
...
un

 , 〈u| =
(
u1 u2 · · · un

)
,

де ui ∈ C. Тобто 〈u| = (|u〉)† = (|u〉)∗.
Зазвичай в H видiляють “стандартний” базис який позначають

|0〉, |1〉, . . . , |n− 1〉, тобто

|0〉 =


1
0
0
...
0

 , |1〉 =


0
1
0
...
0

 , . . . , |n− 1〉 =


0
0
0
...
1


Наприклад, в цiй нотацiї:
〈u|v〉 = 〈u| · |v〉− скалярний добуток (лiнiйний по другому аргументу).
|u〉〈u|− ортопроектор на |u〉, якщо |u〉 одиничний.
〈i|A|j〉 = aij− елемент матрицi A на мiсцi (i, j).
|i〉〈j| = Eij− матрична одиниця. ∀A : A = aij |i〉〈j|.
|u〉|v〉 = |u〉 ⊗ |v〉− тензорний добуток.
|011〉 = |0〉|1〉|1〉 = |0〉 ⊗ |1〉 ⊗ |1〉.



Постулат 1: Простiр станiв системи
Постулат 1
Iзольованiй квантовiй фiзичнiй системi вiдповiдає комплексний гiль-

бертiв простiр. Стан системи повнiстю визначається одиничним векто-
ром цього простору.

Найпростiша абстрактна квантова система − це кубiт, тобто гiльбертiв
простiр C2. На вiдмiну вiд класичного бiту, квантовий бiт окрiм базових
станiв |0〉 та |1〉, може також перебувати i у “суперпозицiї”, тобто лiнiйнiй
комбiнацiї α|0〉+ β|1〉, α, β ∈ C, |α|2 + |β2| = 1.

Зауваження 1 Насправдi, якщо два стани вiдрiзняються лише компле-
ксним множником eiφ (його називають глобальною фазою), тобто |u〉 =
eiφ|v〉, то такi стани не можна розрiзнити фiзично. Тож в деяких фор-
малiзацiях стан системи − це промiнь, а не вектор.

Зауваження 2 Вектори (чи променi) − це “чистi” станi квантової си-
стеми. Є також поняття змiшаного стану.

Змiшаний стан − це ймовiрнiстний розподiл на чистих станах:

{pi, |φi〉}i, pi ≥ 0,
∑
i

pi = 1.

Змiшаному стану можна поставити у вiдповiднiсть матрицю (оператор)
щiльностi:

ρ =
∑
i

pi|φi〉〈φi|,

при цьому вiн повнiстю нею визначається, тобто розрiзнити 2 змiшанi стани
фiзично можливо тодi й лише тодi, коли у них рiзнi оператори щiльностi.

Оператор щiльностi − це невiд’ємний самоспряжений оператор зi слiдом
1. Множину таких операторiв будемо позначати S(H).

Узагальнений постулат 1
Стан квантової фiзичної системи однозначно визначається операто-

ром щiльностi ρ ∈ S(H).

В такiй формалiзацiї чистi стани − це проектори на одновимiрнi пiдпро-
стори − крайнi точки опуклої множини S(H).

Максимально змiшаний стан: I/n.



Постулат 2: Простiр станiв складених систем
Постулат 2
Набору iзольованих квантових систем вiдповiдає гiльбертiв простiр,

що є тензорним добутком вiдповiдних гiльбертових просторiв: H = H1 ⊗
H2 ⊗ · · · ⊗ Hm. При цьому, якщо стан системи з iндексом “i” задається
вектором |φi〉 ∈ Hi, то стан усiєї системи це тензорний добуток |φ1〉 ⊗
|φ2〉 ⊗ · · · ⊗ |φm〉.

Не кожний вектор у тензорному добутку просторiв є тензорним добу-
тком векторiв (хоча кожний вектор є лiнiйною комбiнацiєю таких добуткiв).
Якщо вектор є добутком, то такий чистий стан називають сепарабельним
або станом-добутком. Iнакше вiдповiдний чистий стан називають квантово
сплутаним.

Типовий приклад: стан Белла 1√
2
(|0〉|0〉+ |1〉|1〉) ∈ C2 ⊗ C2.

Наслiдок − стан на якiйсь з пiдсистем чистого сплутаного стану − не
чистий.

Оператор щiльностi вигляду ρ1⊗ρ2⊗· · ·⊗ρm ∈ S(H) називають станом-
добутком.

Сумiш станiв добуткiв∑
k

pk · ρ(k)1 ⊗ ρ(k)2 ⊗ · · · ⊗ ρ(k)n , pk ≥ 0,
∑
k

pk = 1,

називають сепарабельним станом.
Iнакше стан з S(H) називають сплутаним. До речi, такий стан також

завжди є лiнiйною комбiнацiєю
∑
k αk ·A

(k)
1 ⊗A

(k)
2 ⊗ · · · ⊗A

(k)
n , але при цьо-

му A(j)
i 6∈ S(Hi).



Якщо є стан на усiй складенiй системi, можливо змiшаний та сплутаний,
то який стан буде вiдповiдати йому на пiдсистемi? Редукований стан, що
визначається частковим слiдом.

Частковий слiд.
Нехай H = H1 ⊗H2. Тодi L(H) = L(H1)⊗ L(H2).
Частковий слiд по першiй системi це лiнiйний оператор Tr1 : L(H) →

L(H2), такий що ∀A ∈ L(H1),∀B ∈ L(H2) :

Tr1(A⊗B) = Tr(A) ·B

Еквiвалентне визначення:

Tr1(M) =
∑
i

〈i| ⊗ I ·M · |i〉 ⊗ I

(аналогiчно до формули звичайного слiду Tr(A) =
∑
i〈i|A|i〉. )

Ще одна визначальна властивiсть: Tr1 є спряженим до оператору B →
I ⊗B (що дiє з L(H2) до L(H)). Тобто Tr∗1(B) = I ⊗B.

Вправа.
Нехай M ∈ L(H1 ⊗H2 ⊗H3). Тодi Tr1,2(M) = Tr1(Tr2(M)) = Tr2(Tr1(M)).

Максимально сплутаний чистий стан двочасткової системи − такий, у
якого редукований стан є максимально змiшаним.



Постулат 3: Унiтарна еволюцiя стану
Постулат 3
Еволюцiя в часi стану iзольованої квантової системи є детермiнова-

ною i визначається рiвнянням Шредiнгера:

i~
d|φ(t)〉
dt

= H|φ(t)〉,

де H− це гамiльтонiан квантової системи.

З рiвняння випливає, що зi станом системи вiдбувається унiтарна ево-
люцiя в часi, тобто

|φ(t2)〉 = U(t1, t2)|φ(t1)〉,

де

U(t1, t2) = exp(− i
~
H(t2 − t1))

це деякий унiтарний оператор.
В теорiї квантової iнформацiї вважається, що ми можемо манiпулюва-

ти гамiльтонiаном як завгодно. Iншими словами, вважається що ми можемо
подiяти на стан квантової системи будь-яким потрiбним нам унiтарним опе-
ратором (без вимiрювання самого стану).



Постулат 4: Вимiрювання стану
Постулат 4
Вимiрювання квантової системи моделюється набором ортопроекто-

рiв {Pi}i, P †i = Pi, P
2
i = Pi, що дiють на вiдповiдному гiльбертовому про-

сторi H та утворюють розклад одиницi I = P1 +P2 + ...+Pk− projection-
valued measure (PVM).

Якщо система перебувала у станi |φ〉 ∈ H, то результатом вимiрю-
вання буде iндекс проектору “i” iз ймовiрнiстю

||Pi|φ〉||2 = 〈φ|Pi|φ〉,

при цьому система змiнює свiй стан (коллапсує) на новий:

Pi|φ〉
||Pi|φ〉||

Це називають правилом Борна.

Для матрицi щiльностi ρ це вiдповiдає ймовiрностi Tr(ρPi) отримати ре-
зультат “i”, при цьому новий стан буде PiρPi/Tr(ρPi).

PVM можна задати самоспряженим оператором X =
∑
i λiPi, λi ∈ R,

λi 6= λj . I навпаки, самоспряжений оператор задає PVM.
В контекстi квантової механiки самоспряженi оператори називають спо-

стережуваними.
Вважається, що спостережувана X при взаємодiї зi станом ρ набуває

значення λi iз ймовiрнiстю Tr(ρPi), тобто з тою самою ймовiрнiстю, з якою
при вiдповiдному вимiрюваннi спостерiгається мiтка “i”.

Квантова теорiя ймовiрностей
P (H)− множина ортопроекторiв − це подiї,
S(H)− стани − це ймовiрнiсний розподiл на подiях,
O(H)− самоспряженi оператори (спостережуванi) − це випадковi вели-

чини.

Для випадкової величини X ∈ O(H) її мат. сподiвання (середнє) на
ймовiрнiстному розподiлi ρ ∈ S(H) дорiвнює Eρ(X) = Tr(ρX). А дисперсiя
дорiвнює Varρ(X) = Tr(ρ(X − EρI)2) = Tr(ρX2)− Tr(ρX)2.

Зауваження 3 Для ρ = |φ〉〈φ| ми маємо

Varρ(X) = 〈φ|(X − EρI)2|φ〉 = ||(X − EρI)|φ〉||2.

Це означає, що у квантовому випадку для “крайнього” випадкового розпо-
дiлу завжди iснує випадкова величина, дисперсiя якої на цьому розподiлi
не дорiвнює 0 − на вiдмiну вiд класичного випадку.



Є також узагальнене поняття вимiрювання.
Iдейно, замiсть ρ ∈ S(H) можна побудувати Uρ ⊗ aU† ∈ S(H ⊗ Hanc),

де U− унiтарний на H ⊗Hanc, i розглянути PVM на Hanc, що дасть iнфор-
мацiю про ρ. Можна довести, що таке непряме вимiрювання еквiвалентно
моделюється наступним чином.

Нехай є набiр операторiв Mi на H, що задовольняють

I =
∑
i

M†iMi.

Це дає розклад одиницi у суму невiд’ємних операторiв, що називають POVM
− positive-operator valued measure. Зауважимо, що за POVM не можна одно-
значно вiдновитиMi (бо M̃i = UiMi, де Ui унiтарний, дає той самий POVM).

Тепер, якщо система перебувала у станi ρ ∈ S(H), то результатом уза-
гальненого вимiрювання буде iндекс “i” з ймовiрнiстю Tr(ρM†iMi), при цьо-
му новий стан буде MiρM

†
i /Tr(ρM

†
iMi).


