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АНОТАЦIЯ

Гладиш Б. I. Функцiї з критичними точками на межi маловимiрних

многовидiв. — Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математич-

них наук (доктора фiлософiї) за спецiальнiстю 01.01.04 "геометрiя та тополо-

гiя". — Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка. — Iнститут

математики Нацiональної академiїнаук України, Київ, 2020.

Дисертацiйна робота виконана на кафедрi геометрiї, топологiї i динамi-

чних систем механiко-математичного факультету Київського нацiонального унi-

верситету iменi Тараса Шевченка.

Результати, отриманi у дисертацiї, присвяченi вивченню локальної та гло-

бальної класифiкацiй гладких функцiй iз iзольованими (невиродженими) кри-

тичними точками на многовидах з межею, а також деформацiй загального по-

ложення таких функцiй.

Базовою задачею дослiджень в багатьох галузях математики є пошук iн-

варiантiв для подальшої класифiкацiї об’єктiв, що вивчаються. Важливим пи-

тання є топологiя функцiй на многовидах, оскiльки саме функцiї є одним з

основних iнструментiв в рiзних напрямках (не тiльки математичних) наукових

дослiджень.

Актуальними є питання класифiкацiї функцiй на многовидах з межею та

пошук iнварiантiв.

Дисертацiя складається з анотацiй українською i англiйською мовами,

вступу, п’ятьох роздiлiв, якi додатково розбитi на пiдроздiли, висновкiв до ко-

жного роздiлу, загальних висновкiв, списку використаних джерел i додатку.

Основнi об’єкти дослiдження:

1) функцiї iз невиродженими критичними точками на межi многовидiв, якi

також є невиродженими критичними точками обмежень цих функцiй на
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межу;

2) функцiї з iзольованими критичними точками на межi поверхнi, якi також

є iзольованими критичними точками їх обмежень на межу;

3) простi функцiї iз невиродженими критичними точками на орiєнтованiй по-

верхнi з межею;

4) деформацiї загального положення функцiй вищеописаних класiв.

У вступi аргументовано актуальнiсть теми, визначено мету, завдання,

об’єкт, предмет i методи дослiдження, обґрунтовано наукову новизну, практи-

чне значення результатiв дисертацiї та зазначено особистий внесок здобувача.

У першому роздiлi зроблено огляд функцiй Морса та функцiй з iзольо-

ваними особливостями на замкнених поверхнях, розглянуто поняття updown-

послiдовностi, графа Кронрода-Рiба, атома та f-атома, а також вивчено попе-

редньо отриманi результати присвяченi функцiям iз внутрiшнiми критичними

точками на поверхнях з межею.

У другому роздiлi дисертацiйної роботи отримано топологiчне зображен-

ня функцiї в околi її невиродженої критичної точки на межi 𝑛-вимiрного мно-

говиду, яка є також невиродженою критичною точкою обмеження функцiї на

межу (mm-функцiй) у виглядi многочлена другого степеня (див. теорему 2.1.1)

−𝑥21 − 𝑥22 − . . .− 𝑥2𝜆 + 𝑥2𝜆+1 + . . .± 𝑥2𝑛 .

Також одержано локальний вигляд таких функцiй 𝑓 для регулярних то-

чок на межi многовиду:

𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑥1

для деякої локальної системи координат (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛). Дослiджено структуру

функцiй вищеописаного класу в околi критичного рiвня та отримано класифi-

кацiю атомiв та f-атомiв (теорема 2.2.3).
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Детально вивчено питання оптимальностi (знаходження функцiї iз мiнi-

мальним числом критичних точок у певному класi функцiй на заданому мно-

говидi) mm-функцiй, а саме показано, що число локальних екстремумiв рiвне

двом (лема 2.3.2), знайдено загальне число критичних точок таких функцiй (те-

орема 2.3.4) та отримано формулу для знаходження ейлерової характеристики

поверхнi через кiлькiсть критичних точок рiзних iндексiв (лема 2.3.3). Iншим

важливим результатом, одержаним здобувачем у даному роздiлi, є необхiднi

умови продовження функцiї iз межi орiєнтованої поверхнi на всю поверхню до

простої оптимальної mm-функцiї з однозв’язними компонентами рiвня (див. те-

орему 2.3.5) .

Третiй роздiл присвячено простим функцiям iз невиродженими критични-

ми точками на компактнiй орiєнтованiй поверхнi 𝑀 з межею — функцiї класу

Ω(𝑀). Показано (теорема 3.0.1), що для довiльної m-функцiї на 𝑀 iснує функ-

цiя iз Ω(𝑀), топологiчно еквiвалентна до початкової. I навпаки, для кожної

функцiї класу Ω(𝑀) iснує m-функцiя, яка буде їй топологiчно еквiвалентною.

Важливим iнструментом введеним у даному роздiлi, який також вико-

ристовується i надалi, є оснащений граф Кронрода-Рiба, який виступає 𝒪-

iнварiантом (топологiчна еквiвалентнiсть iз збереженням орiєнтацiї поверхнi)

функцiй iз Ω(𝑀) (див. теорему 3.2.2). Також описано простi 𝒪-атоми (теоре-

ма 3.1.6) та отримано формули ((3.1), (3.2) i (3.3)) для знаходження топологi-

чного типу поверхнi оснащеного KR-графа.

У четвертому роздiлi розглянуто поняття деформацiї загального поло-

ження, введено означення (4.1.3 i 4.1.4) деформацiї оснащеного KR-графа та

отримано критерiй iснування деформацiї загального положення мiж функцi-

ями класу Σ(𝑀) в термiнах оснащених KR-графiв (теорема 4.1.5), де 𝑀 —

компактна зв’язна орiєнтована поверхня з межею 𝜕𝑀 (можливо, 𝜕𝑀 = ∅),

Σ(𝑀) — одна iз таких множин:
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(1) простi функцiї Морса на 𝑀 (𝜕𝑀 = ∅);

(2) простi m-функцiї на 𝑀 ;

(3) простi mm-функцiї на 𝑀 .

Також отримано зв’язок мiж полярнiстю (функцiї, якi мають рiвно один

локальний мiнiмум i один локальний максимум) та оптимальнiстю функцiй iз

Σ(𝑀) (теорема 4.1.7), а саме показано, що:

1) оптимальна m-функцiя буде полярною;

2) оптимальнiсть i полярнiсть функцiй Морса на замкненiй поверхнi є рiвно-

сильними;

3) mm-функцiя є оптимальною тодi i тiльки тодi, коли вона є полярною.

Ввiвши поняття деформацiйного графа, наведено зв’язок мiж описаними

вище функцiями на певних поверхнях.

Останнiй роздiл дисертацiї присвячено вивченню функцiям iз такими iзо-

льованими особливостями на межi поверхнi, якi також є iзольованими особли-

востями обмежень цих функцiй на межу. Клас таких функцiй позначено через

Θ0(𝑀) для поверхнi 𝑀 . Так, для функцiї 𝑓 ∈ Θ0(𝑀), заданiй на поверхнi 𝑀 з

межею 𝜕𝑀 , отримано таке локальне топологiчне зображення в околi критичної

точки 𝑝0 = (0, 0) ∈ 𝜕𝑀 (для деякої карти 𝑈(𝑥, 𝑦)):

1) 𝑥2 + 𝑦2, 𝑦 ≥ 0, якщо 𝑝0 — точка локального мiнiмуму (твердження 5.1.3);

2) −𝑥2−𝑦2, 𝑦 ≥ 0, якщо 𝑝0 — точка локального максимуму (твердження 5.1.3);

3) Re(𝑥+ i𝑦)𝑘, 𝑦 ≥ 0 (для деякого натурального 𝑘), якщо 𝑝0 — сiдлова крити-

чна точка (теорема 5.1.4).

Введено поняття оснащеної хордової дiаграми як кола iз додатковими

елементами. Розглядаючи простий f-атом сiдлового критичного рiвня функцiї
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𝑓 ∈ Θ0(𝑀), побудовано хордову дiаграму сiдлового критичного рiвня функ-

цiї, таку що буде також оснащеною хордовою дiаграмою. Для простих функцiй

𝑓 ∈ Θ0(𝑀), якi позначено через Θ(𝑀), отримано критерiй оптимальностi на

зв’язнiй компактнiй поверхнi 𝑀 зi зв’язною межею, а саме показано наступне:

1) якщо𝑀 негомеоморфна 2-вимiрному диску, то 𝑓 — оптимальна тодi i тiль-

ки тодi, коли вона має три критичнi точки (з яких двi є точками екстрему-

му, а третя — сiдловою) (теорема 5.2.1);

2) якщо 𝑀 гомеоморфна 2-вимiрному диску, то 𝑓 — оптимальна тодi i тiльки

тодi, коли вона має двi критичнi точки (зауваження 5.2.2).

Також описано властивостi хордової дiаграми сiдлового критичного рiвня

оптимальної функцiї окремо у випадках орiєнтованої та неорiєнтованої повер-

хонь (теореми 5.2.5 i 5.2.10). Побудовано критерiї топологiчної еквiвалентностi

оптимальних функцiй класу Θ(𝑀) в термiнах хордових дiаграм сiдлового кри-

тичного рiвня функцiї (теорема 5.2.8 i твердження 5.2.12) та базуючись на вла-

стивостях хордових дiаграм розв’язано проблему реалiзацiї, а саме показано,

що якщо оснащена хордова дiаграма задовольняє вищезгаданi властивостi, то

iснує оптимальна функцiя на компактнiй поверхнi з однiєю компонентою ме-

жi, хордова дiаграма сiдлового критичного рiвня якої спiвпадає з початковою

(теорема 5.2.9 i твердження 5.2.13).

У додаток входять список публiкацiй здобувачки на тему дисертацiйного

дослiдження та данi про апробацiю результатiв дисертацiї.

Ключовi слова: функцiя Морса, топологiчна класифiкацiя, невироджена

критична точка, проста функцiя на поверхнi з межею, простий атом, простий f-

атом, оснащений граф Кронрода-Рiба, оптимальна функцiя, полярна функцiя,

деформацiя загального положення, деформацiя оснащеного графа Кронрода-

Рiба, iзольована критична точка, хордова дiаграма сiдлового критичного рiвня

функцiї.
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ABSTRACT

Hladysh B. I. Functions with critical points on the boundary of low-

dimensional manifolds. — Manuscript.

Candidate of Physical and Mathematical Sciences Thesis, speciality 01.01.04

"Geometry and Topology". — Taras Shevchenko National University of Kyiv. —

Institute of Mathematics of National Academy of Science of Ukraine, Kyiv, 2020.

The work is prepared at the department of geometry, topology and dynami-

cal systems of mechanics and mathematics faculty of Taras Shevchenko National

University of Kyiv.

The results, obtained in the presented thesis, are devoted to the study of local

and global classifications of smooth functions with isolated (non-degenerated) si-

ngularities on manifolds with boundaries. Also, the deformations in general position

are considered.

The principal task of many scientific investigations in different branches of

mathematics is the search of invariants for further objects classification. Another

important issue is the topology of functions on the manifolds. This is because functi-

ons are one of the main tools in various scientific directions (not only mathematical

ones).

The questions of functions classification defined on manifolds with the boundary

and searching of invariants are still actual.

The thesis consists of abstracts in Ukrainian and English, introduction, five

sections, divided into subsections, conclusions for each section and general one, a

list of sources and appendix.

The mail objects of study are:

1) functions with non-degenerated critical points on the boundary of manifolds

being also non-degenerated critical points of correspondent functions restricti-

ons to the boundaries;
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2) functions with isolated singularities on the boundary of a surface being also

isolated singularities their restrictions to the boundary;

3) simple functions with non-degenerated critical points on an oriented surface

with the boundary;

4) deformations in general position of previously described classes of functions.

The introduction substantiates the relevance of the research, determines the

purpose, objectives, subject and research methods. Also, it is indicated the scientific

novelty, practical value of the thesis results and the personal contribution of the

applicant is mentioned.

The first chapter provides the overview of Morse functions and functions with

isolated singularities on a closed surface. Thus it is considered the following definiti-

ons: updown-sequence, Reeb graph, atom and f-atom. Also, the previously obtained

outcomes, being devoted to the functions with inner critical points on the surfaces

with boundary, are observed.

In the second chapter of the dissertation the local topological presentation of

function above its non-degenerated critical point on the boundary of a 𝑛-dimensional

manifold, being also non-degenerated critical point of function restriction to the

boundary (mm-function), is obtained (Theorem 2.1.1)

−𝑥21 − 𝑥22 − . . .− 𝑥2𝜆 + 𝑥2𝜆+1 + . . .± 𝑥2𝑛 .

Also we describe the local form of such functions 𝑓 above regular critical points

on the manifold boundary:

𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑥1

for some local coordinates system (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛). The applicant investigates the

structure of the class of the previously described functions above the critical level

and obtains the classification of atom and f-atom (Theorem 2.2.3).



9

Besides it is studied in details the question devoted to the optimality of mm-

functions. So, we prove that the number of local extremums is equal to two (see

Lemma 2.3.2), found the general number of critical points of such functions (see

Theorem 2.3.4) and received the formula of Euler characteristic of the surface using

the number of critical points of different indexes (Lemma 2.3.3). Another important

result, obtained in this section, is necessary conditions of continuation of the function

from the boundary of oriented surface (which satisfy the Theorem 2.3.5) to the

whole surface, such that the gotten continuation is simple optimal mm-function

with connected level components.

The third chapter is dedicated to simple functions with non-degenerated criti-

cal points on a compact oriented surface 𝑀 with the boundary, namely functions of

class Ω(𝑀). It is (Theorem 3.0.1), that for arbitrary m-function on 𝑀 there exists

function from Ω(𝑀) which is topologically equivalent to the initial one, and vice

versa, for each function of class Ω(𝑀) there exists the m-function being topologically

equivalent to it.

Equipped Reeb graph is a considerable tool in this section being also used

later. This graph is 𝒪-invariant (topological equivalence which preserves the surface

orientation) for functions from Ω(𝑀) (Theorem 3.2.2). Moreover, we describe the

simple 𝒪-atoms (Theorem 3.1.6) and received the formulas ((3.1), (3.2) i (3.3)) for

finding the topological type of the surface using the correspondent equipped Reeb

graph.

In the fourth chapter we investigate the deformations in general position.

Therefore, it is considered the definitions (4.1.3 and 4.1.4) of deformation of equipped

Reeb graph and obtained the criterion of existence of deformation in general position

between function from Σ(𝑀) in terms of equipped Reeb graphs (Theorem 4.1.5),

where 𝑀 is a compact connected oriented surface with the boundary 𝜕𝑀 (it is also

possible that 𝜕𝑀 = ∅) and Σ(𝑀) is one of the following sets:
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(1) simple Morse functions on 𝑀 (𝜕𝑀 = ∅);

(2) simple m-functions on 𝑀 ;

(3) simple mm-functions on 𝑀 .

We describe the connections between polarity and optimality of functions from

Σ(𝑀) (Theorem 4.1.7), that are:

1) optimal m-function is polar;

2) optimality and polarity of Morse functions on a closed surface are equivalent;

3) mm-function is optimal if and only if it is polar.

Additionally the deformation graph of a surface is defined and subsequently

it is found the connection between above-described functions on some surfaces.

The last chapter is devoted to investigating of functions with isolated singulari-

ties on the boundary of a surface being also isolated singularities of corresponding

restrictions to the boundary, namely functions from Θ0(𝑀) for the surface𝑀 . Thus,

for the function 𝑓 ∈ Θ0(𝑀), defined on the surface 𝑀 with the boundary 𝜕𝑀 , we

obtain the following local presentation about critical point 𝑝0 = (0, 0) ∈ 𝜕𝑀 (for

some map 𝑈(𝑥, 𝑦)):

1) 𝑥2 + 𝑦2, 𝑦 ≥ 0 if 𝑝0 is minimum point (Proposition 5.1.3);

2) −𝑥2 − 𝑦2, 𝑦 ≥ 0 if 𝑝0 is maximum point (Proposition 5.1.3);

3) Re(𝑥 + i𝑦)𝑘, 𝑦 ≥ 0 (for some integer 𝑘 ≥ 1) if 𝑝0 is saddle critical point

(Theorem 5.1.4).

We define the chord diagram as a circle with some elements. Considering

simple f-atom of saddle critical level of the function 𝑓 ∈ Θ0(𝑀), it is constructed

the chord diagram of the saddle critical level of a function being also chord diagram.

For simple functions 𝑓 ∈ Θ0(𝑀) (the set of which is denoted by Θ(𝑀)), we obtain
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the optimality criterion in the case of compact connected surface𝑀 with connected

boundary, that is:

1) if 𝑀 is not homeomorphic to 2-dimensional disk, then 𝑓 is optimal if and only

if it has exactly three critical points (Theorem 5.2.1);

2) if 𝑀 is homeomorphic to 2-dimensional disk, then 𝑓 is optimal if and only if it

has two critical points (Remark 5.2.2).

Following the previous results, the chord diagram of the saddle critical level

of an optimal function is characterized in the case of oriented (Theorem 5.2.5) and

non-oriented (Theorem 5.2.10) surfaces. We construct the criterion of topological

equivalence of optimal functions from Θ(𝑀) in terms of chord diagrams of saddle

critical level (Theorem 5.2.8, Proposition 5.2.12). Using the properties of chord di-

agrams, solve the realization problem, which means that we show that if equipped

chord diagram satisfy previously mentioned properties then there exists the optimal

function on the compact surface with single boundary component, chord diagram

of the saddle critical level of which coincide with the initial one (Theorem 5.2.9,

Proposition 5.2.13).

The appendix contains a list of publications of the applicant on the topic of

the dissertation and information about the approbation of the results being obtained

in the thesis.

Key words: Morse function, topological classification, non-degenerated critical

point, simple function on a surface with the boundary, simple atom, simple f-atom,

equipped Reeb graph, optimal function, polar function, deformation in general posi-

tion, deformation of equipped Reeb graph, isolated singularity, chord diagram of

saddle critical function level.
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ВСТУП

Дисертацiйна робота присвячена вивченню гладких функцiй на многови-

дах iз межею, а саме: розглядаються питання, пов’язанi з їхньою локальною

класифiкацiєю, а у випадку 2-вимiрного многовида — iз глобальною класифi-

кацiєю оптимальних функцiй i деформацiями загального положення.

Актуальнiсть теми. Топологiчна класифiкацiя гладких функцiй — це про-

вiдна задача топологiчних дослiджень, оскiльки такi функцiї знаходять своє

застосування в рiзних галузях науки.

Одним з основних iнструментiв диференцiальної топологiї є теорiя Мор-

са, засновником i автором фундаментальних результатiв якої є американський

математик М. Морс. Так, М. Морс отримав локальне топологiчне зображення

функцiї на замкненому 𝑛-вимiрному многовидi (лема Морса [1]). Також слiд

зауважити, що в просторi всiх функцiй з 𝐶∞-топологiєю на замкненому мно-

говидi множина функцiй Морса утворює вiдкриту скрiзь щiльну множину. Цi

функцiї є структурно стiйкими. Класичними роботами по дослiдженню топо-

логiчних властивостей функцiй з невиродженими особливостями на замкнених

поверхнях також є роботи Г. Рiба [2], А. Кронрода [3], Дж. Милнора, А. Уоле-

са [4] та В. Шарка [5]. Також базовими iдеями для подальшого розвитку теорiї

Морса також виступають працi А. Фоменко, А. Болсiнова, С. Матвеєва [6] та

iн. [7, 8, 9, 10]. Г. Рiб та А. Кронрод побудували граф, що дозволяє робити

класифiкацiю простих функцiй Морса на поверхнях. О. Болсинов та А. Фомен-

ко [11], дослiджуючи гамiльтонову механiку, розглядали пошарову еквiвален-

тнiсть функцiй Морса на поверхнi, ввiвши для цього поняття атома та f-атома.

Класифiкацiя функцiй з невиродженими особливостями на маловимiрних мно-

говидах отримана у роботах В. Шарка [12], О. Пришляка [13, 14] та iн. [15].

Важливим доповненням до цих результатiв є працi [16, 17], де описано ком-

поненти зв’язностi просторiв функцiй Морса на компактних поверхнях. Також
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питання пов’язанi iз топологiчною класифiкацiєю функцiй Морса на 3-вимiрних

многовидах частково розв’язанi у роботах [13, 18]. Як додатково, слiд розгля-

нути працi [19, 20], в яких також дослiджувались функцiї Морса.

На многовидах з межею вiд функцiй Морса природньо вимагають, щоб

їх обмеження на внутрiшнiсть було функцiєю Морса. Проте в залежностi вiд

поставлених цiлей поведiнка на межi може бути рiзною. Так, в класичнiй теорiї

Морса [4] функцiї Морса сталi на кожнiй компонентi межi. Якщо не накладати

нiяких обмежень на поведiнку на межi, то функцiя в загальному положеннi не

має критичних точок на межi i її обмеження на межу є функцiєю Морса. Такi

функцiї часто називають m-функцiями [21]. Iншим типом функцiй є функцiї

з невиродженими критичними точками на межi, якi розглядаються в друго-

му роздiлi дисертацiйної роботи. Зауважимо, що є рiзнi науковi працi, де пiд

функцiями Морса розумiють функцiї кожного з трьох типiв.

Топологiчна еквiвалентнiсть m-функцiй вивчена в роботах С. Максимен-

ка [22], О. Пришляка [23] та iн. [21]. Також важливi результати, присвяченi

топологiчним властивостям простих функцiй (iз однiєю критичною точкою на

кожному критичному рiвнi) на многовидах з межею, описано в працях [24, 25,

26, 27, 28, 29]. Так, у [22] отримано критерiй еквiвалентностi m-функцiй, а у

статтi [25] ([26]) авторами описано всi атоми та молекули m-функцiй на компа-

ктних (не)орiєнтованих поверхнях з краєм iз не бiльш нiж 6-ма (5-ма) крайо-

вими особливостями.

Iншим важливим об’єктом дослiдження є деформацiї функцiй, якi вини-

кають в багатьох роздiлах як математики, так i її застосувань, наприклад, в

теорiї катастроф [30], теорiї особливостей [31, 32], при вивченнi просторiв фун-

кцiй [33, 34] тощо.

У роботi [35] О. О. Пришляком детально вивченi питання пов’язанi iз кла-

сифiкацiєю гладких функцiй з iзольованими особливостями на замкнених глад-

ких поверхнях. Отримано локальну топологiчну класифiкацiю таких функцiй в
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околi критичної точки та побудовано повний топологiчний iнварiант у виглядi

розрiзняючого графа. Також важливою в данiй тематицi є праця М. Морса [36]

та iн. [29, 37, 38, 39, 40]. Так, у [29] авторами для встановлення еквiвалентно-

стi функцiй було розглянуто спецiальне навантаження графiв, а, наприклад,

у [38, 39] дослiджувались графи Кронрода-Рiба функцiй на некомпактних по-

верхнях.

Значущим є питання мiнiмальностi числа критичних точок функцiї на

заданому многовидi. С. Смейл показав iснування таких функцiй у випадку

однозв’язних многовидiв розмiрностi бiльше, нiж п’ять. Своєю чергою В. Шар-

ко отримав умови iснування мiнiмальних функцiй на неоднозв’язних много-

видах великих розмiрностей. Часто виникає ситуацiя, коли задача класифi-

кацiї потребує побудови iнварiантiв, що використовують певнi комбiнаторнi

об’єкти. Одним iз таких об’єктiв є хордовi дiаграми, якi детально вивченi в

роботах [12, 15, 41, 42, 43]. Так, В. Шарко [12] використовував хордовi дiа-

грами при дослiдженнi гладкої i топологiчної еквiвалентностей функцiй на по-

верхнях. А. Ошемков [15] використовував хордовi дiаграми для класифiкацiї

функцiй Морса на орiєнтованих поверхнях. Також питання пiдрахунку неiзо-

морфних хордових дiаграм повнiстю розглянуте в роботах [44, 45, 46, 47, 48],

а для 3-вимiрних многовидiв — у [49]. Хордовi дiаграми використовуються при

дослiдженнi питань мiнiмальностi функцiй на замкнених поверхнях (див., на-

приклад [48]).

З iншого боку, актуальним для розгляду є дослiдження локального пред-

ставлення функцiй з невиродженими та з iзольованими критичними точками на

межi поверхнi, побудова iнварiанту для подальшої класифiкацiї таких функцiй.

Також попередньо нерозв’язаною проблемою залишається питання оптималь-

ностi та деформацiй гладких функцiй з особливостями на межi поверхнi.

Все вищезазначене дозволяє зробити висновок, що тема дисертацiної ро-
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боти є актуальною.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Робота

виконана на кафедрi геометрiї, топологiї i динамiчних систем Київського на-

цiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка. Результати дисертацiї ви-

користанi при виконаннi науково-дослiдної теми 19БФ038-02 «Розробка нових

аналiтико-геометричних, асимптотичних та якiсних методiв дослiдження iнва-

рiантних множин диференцiальних рiвнянь». Номер державної реєстрацiї теми:

0119U100334.

Об’єкт дослiдження. Основнi об’єкти дослiдження:

� функцiї iз невиродженими критичними точками на межi многовидiв, якi

також є невиродженими критичними точками обмежень цих функцiй на

межу;

� функцiї з iзольованими критичними точками на межi поверхнi, якi також

є iзольованими критичними точками їх обмежень на межу;

� простi функцiї iз невиродженими критичними точками на орiєнтованiй по-

верхнi з межею;

� деформацiї загального положення функцiй вищеописаних класiв iз невиро-

дженими особливостями, а також функцiй Морса на замкненiй поверхнi.

Предмет дослiдження: топологiчнi властивостi функцiй на многовидах з ме-

жею.

Мета даної роботи — це вивчення топологiчних властивостей функцiй iз iзо-

льованими критичними точками на межi компактного 2-вимiрного многовиду.
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Завдання дослiдження:

� отримати представлення функцiї в околi невиродженої критичної точкою

на межi 𝑛-вимiрного многовиду, яка також є невиродженою критичною

точкою обмеження функцiї на межу (mm-функцiї), а також в околi iзольо-

ваної особливостi на межi поверхнi;

� побудувати критерiй оптимальностi mm-функцiї на заданiй (компактнiй)

поверхнi та дослiдити питання продовження функцiї, заданої на межi по-

верхнi, на всю поверхню до оптимальної mm-функцiї;

� знайти iнварiанти для класифiкацiї простих функцiй з невиродженими та

з iзольованими особливостями на компактних поверхнях з межею;

� класифiкувати атоми всiх вищеописаних функцiй;

� дослiдити, коли мiж функцiями з невиродженими особливостями на ком-

пактних поверхнях з межею (можливо порожньою) iснує деформацiя за-

гального положення.

Методи дослiдження. У роботi використовуються методи геометричної та

диференцiальної топологiї, теорiї динамiчних систем та теорiї особливостей глад-

ких функцiй на поверхнях.

Наукова новизна одержаних результатiв. Усi результати, отриманi в ди-

сертацiйнiй роботi, новi й полягають у такому:

(1) для mm-функцiй на компактнiй поверхнi:

а) знайдено зображення функцiї в околi критичної точки на межi 𝑛-ного

многовиду;

б) описано всi простi атоми;

в) побудовано критерiй оптимальностi простих mm-функцiй;
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г) знайдено необхiднi умови продовження функцiї Морса, заданої на межi

орiєнтованої поверхнi роду 𝑔 iз 4𝑔+2 критичними точками до оптималь-

ної mm-функцiї з однозв’язними компонентами рiвня;

(2) для простих функцiй iз невиродженими особливостями на компактнiй по-

верхнi з межею:

а) отримано класифiкацiю (з точнiстю до 𝒪-еквiвалентностi) в термiнах

оснащеного KR-графа ;

б) виведено формули для знаходження топологiчного типу поверхнi за

оснащеним KR–графом;

в) описано 𝒪-атоми;

(3) для функцiй iз пунктiв (1) i (2), а також для простих функцiй Морса на за-

мкненiй поверхнi отримано критерiй iснування деформацiї загального по-

ложення мiж двома функцiя одного з описаних вище класiв в термiнах

деформацiй вiдповiдних оснащених KR-графiв;

(4) для простих функцiй, всi критичнi точки яких iзольованi, належать межi

i також є iзольованими критичними точками обмеження цих функцiй на

межу поверхнi:

а) отримано топологiчну класифiкацiю у околi критичної точки;

б) побудовано повний топологiчний для оптимальних функцiй як у орiєн-

тованому, так i в неорiєнтованому випадках.

Практичне значення одержаних результатiв. Результати, отриманi в ди-

сертацiї, мають теоретичний характер. Вони можуть бути використанi при до-

слiдженнях з топологiї, теорiї особливостей, теорiї динамiчних систем, а також

в iнших галузях науки, де виникають функцiї на поверхнях. Також дослiдженнi

у дисертацiї функцiї можуть використовуватись як функцiї Ляпунова для гра-

дiєнтних полiв i у якiснiй теорiї гамiльтонових векторних полiв. Своєю чергою



24

mm-функцiї знаходять своє застосування в контактнiй топологiї i теорiї Флое-

ра, та, розглядаючи тi чи iншi процеси неперервно в часi, отримаємо залежну

вiд параметра сiм’ю функцiй — деформацiю.

Особистий внесок здобувачки. Результати, якi мiстить ця дисертацiйна ро-

бота, авторка отримала особисто. Задання загального плану дослiджень, поста-

новка задач i загальне керiвництво роботою належать науковому керiвниковi. В

працях, якi опублiкованi у спiвавторствi, остаточнi формулювання й доведення

результатiв належать здобувачцi.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї доповiдались i

обговорювались на таких конференцiях та семiнарах:

� Науковий семiнар вiддiлу топологiї Iнституту математики НАН України

(м. Київ, Україна, 2015);

� Семiнар кафедри геометрiї i топологiї Одеського нацiонального унiверси-

тету iменi I.I. Мечнiкова (м. Одеса, Україна, 2015);

� International conference «Geometry in Odessa — 2015» (Odesa, Ukraine, 2015);

� International scientific and technical conference «Modern information and teleco-

mmunication technologies» (Kyiv, Ukraine, 2015);

� Мiжнародна конференцiя «Геометрiя та топологiя в Одесi — 2016» (м. Оде-

са, Україна, 2016);

� Modern Advances in Geometry and Topology in honor of professor A.A. Bori-

senko for his 70th birthday (Kharkiv, Ukraine, 2016);

� The International Conference dedicated to the 120-th anniversary of Kazimierz

Kuratowski (Lviv, Ukraine, 2016);
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� All-ukrainian scientific and practical conference «Applied geometry and informa-

tion technologies in science, objects and process modelling» (Mykolaiv, Ukraine

2016);

� International scientific conference «Algebraic and geometric methods of analysis»

(Odesa, Ukraine, 2017);

� Seminars of Austro-Ukrainian Institute for Science and Technology (Vienna,

Austria, 2015 — 2019);

� Семiнари кафедри геометрiї, топологiї i динамiчних систем Київського на-

цiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка (м. Київ, Україна, 2015 —

2019).

Публiкацiї. Результати дисертацiйної роботи представленi в 5-ти статтях [1𝑎−

5𝑎] в наукових виданнях, якi входять до перелiку фахових видань МОН Укра-

їни. Всi статтi опублiкованi в журналах, що входять до мiжнародних наукоме-

тричних баз даних (Web of Science, Scopus). Також результати роботи опублi-

ковано 12 тез у матерiалах мiжнародних наукових конференцiях [6𝑎 − 17𝑎].

Структура й обсяг дисертацiї.До складу дисертацiї входять: анотацiя (укра-

їнською i англiйською мовами), вступ, п’ять роздiлiв, висновки, список викори-

станих джерел, що мiстить 64 одиницi посилань, i додаток. Повний обсяг роботи

становить 149 сторiнок.

Основний змiст роботи. У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми, наведе-

но зв’язок з науковими планами, темами i програмами, сформульовано мета,

об’єкт, предмет, завдання i методи дослiдження, аргументовано наукову нови-

зну та практичне значення одержаних результатiв, а також вiдзначено особи-

стий внесок здобувачки, апробацiю результатiв та публiкацiї за результатами

даної дисертацiйної роботи.
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Роздiл 1 має вступний i допомiжний в подальшому характер. У ньому

описуються деякi базовi поняття й попереднi результати, присвяченi теорiї Мор-

са, класу функцiй з iзольованими критичними точками на замкнених поверхнях

i m-функцiям, такi що використовуються або ж узагальнюються в подальших

роздiлах.

Вважатимемо,що всi многовиди й функцiї класу 𝐶∞. Також для функцiї 𝑓 :

𝑀 → R через 𝑓𝜕 позначатимемо обмеження 𝑓 на межу 𝜕𝑀 поверхнi 𝑀 .

Роздiл 2 присвячено вивченню функцiй iз невиродженими особливостя-

ми на межi поверхнi. Так, в пiдроздiлi 2.1 отримано локальне зображення цих

функцiй.

Нехай 𝑀 — гладкий 𝑛-вимiрний многовид iз межею 𝜕𝑀 , 𝑓 : 𝑀 → R —

функцiя, визначена на цьому многовидi, 𝑓𝜕 — обмеження функцiї 𝑓 на межу

𝜕𝑀 .

Теорема 2.1.1. Нехай 𝑝0 ∈ 𝜕𝑀 — невироджена критична точка функцiї 𝑓

i невироджена критична точка обмеження 𝑓𝜕 функцiї 𝑓 на 𝜕𝑀 , така, що

𝑓(𝑝0) = 0. Тодi iснує система координат (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), 𝑥𝑛 ≥ 0 в околi 𝑝0, для

якої 𝑝0 = (0, 0, . . . , 0) i функцiя 𝑓 має таке локальне зображення:

𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) = −𝑥21 − 𝑥22 − . . .− 𝑥2𝜆 + 𝑥2𝜆+1 + . . .+ 𝑥2𝑛−1 + 𝛿𝑥2𝑛 (2.1)

для деякого 𝛿 ∈ {−1,+1}.

Твердження 2.1.3. Якщо 𝑝0 ∈ 𝜕𝑀 така, що 𝑓(𝑝0) = 0 i не є критичною

точкою функцiї 𝑓𝜕, то iснує система координат (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), 𝑥𝑛 ≥ 0 в околi

𝑝0, для якої функцiя 𝑓 має вигляд:

𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑥1 (2.3)

Означення 2.1.4. Нехай 𝑝0 ∈ 𝜕𝑀 — критична точка функцiї 𝑓 i її обмежен-

ня 𝑓𝜕 на 𝜕𝑀 , тодi iндексом критичної точки називатимемо пару (𝜆, 𝛿), яка

визначається рiвнiстю (2.1).
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Ця пара чисел повнiстю визначається парою iндексiв Морса для функцiй

𝑓 i 𝑓𝜕. Оскiльки iндекси Морса не залежать вiд способу зведення функцiї до

канонiчного вигляду, то те саме виконується для iндексу (𝜆, 𝛿).

Пiд f-атомами 𝐴1, 𝐵1 розумiтимемо частини тора (𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 + 8)2 =

36(𝑥2 + 𝑦2) заданi умовами 𝑦 ≤ 0, 𝑧 ≤ −3 та 𝑦 ≤ 0, −3 ≤ 𝑧 ≤ 0 вiдповiдно,

розбитi на лiнiї рiвня функцiї 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑧 та розглянутi з точнiстю до поша-

рово оснащеної еквiвалентностi. В свою чергу f-атом 𝐶1 будемо розглядати як

проекцiю частини тора (𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 + 8)2 = 36(𝑥2 + 𝑦2), 𝑥 > 0, 1 ≤ 𝑧 ≤ 3 на

площину 𝑦𝑧, розбиту на лiнiї рiвня функцiї 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑧. Замiною знаку функ-

цiї iз f-атомiв 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1 можна отримати f-атоми 𝐴2, 𝐵2 i 𝐶2 вiдповiдно (див.

рис. 2.2.1 — 2.2.6).

Теорема 2.2.3. Кожен простий атом збiгається iз атомом 𝐴 або з атомом

𝐵, або з атомом 𝐶, кожному з яких вiдповiдає два f-атоми.

У пiдроздiлах 2.2 i 2.3 розглядається випадок 2-вимiрного многовиду i

простi функцiї з невиродженими особливостями на межi. Так у 2.2 описано

структуру простих функцiй в околi критичного рiвня залежно вiд iндексу кри-

тичної точки. Отримано повну класифiкацiю простих атомiв таких функцiй

(див. теорему 2.2.3).

У пiдроздiлi 2.3 введено поняття mm-функцiї, знайдено найменше можли-

ве число критичних точок простої mm-функцiї у класi всiх простих mm-функцiй

на заданiй поверхнi. Також важливим результатом є отриманi необхiднi умови

продовження простої функцiї Морса, заданої на межi орiєнтованої поверхнi ро-

ду 𝑔 iз 4𝑔 + 2 критичними точками на всю поверхню до простої оптимальної

mm-функцiї.

Нехай 𝑀 — гладка поверхня з межею, 𝑓 : 𝑀 → R. Пiд оптимальною

функцiєю у деякому класi функцiй розумiтимемо функцiю, яка має найменше

можливе число критичних точок у цьому класi, якщо така iснує.
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Означення 2.3.1. Функцiю Морса 𝑓 : 𝑀 → R називатимемо mm-функцiєю,

якщо обмеження 𝑓𝜕 функцiї на межу 𝜕𝑀 також є функцiєю Морса i всi критичнi

точки функцiї 𝑓 належать межi поверхнi 𝜕𝑀 .

Лема 2.3.2. Проста оптимальна mm-функцiя на поверхнi має рiвно один мi-

нiмум i один максимум.

Нехай 𝑓 — mm-функцiя на поверхнi 𝑀 . Через 𝑐±𝑖 позначатимемо число

критичних точок функцiї 𝑓 iндексу (𝑖,±1), тобто 𝑐+0 — число критичних точок

iндексу (0,1), 𝑐−0 — iндексу (0,-1), 𝑐+1 — iндексу (1,+1), 𝑐−1 — iндексу (1,-1).

Лема 2.3.3. Нехай 𝑓 : 𝑀 → R — оптимальна mm-функцiя на поверхнi 𝑀 .

Тодi ейлерова характеристика поверхнi дорiвнює

𝜒(𝑀) =
𝑐+0 − 𝑐−0 − 𝑐+1 + 𝑐−1

2
.

Теорема 2.3.4. Проста оптимальна mm-функцiя на орiєнтованiй поверхнi

роду 𝑔 з 𝑘 компонентами межi має 4𝑔+2𝑘 критичнi точки, а на неорiєнто-

ванiй поверхнi роду 𝑔 з 𝑘 компонентами межi має 2𝑔 + 2𝑘 критичнi точки.

Природньо виникає запитання: чи кожну просту функцiю Морса, задану

на межi поверхнi, можна продовжити на всю поверхню до простої оптимальної

mm-функцiї з однозв’язними компонентами рiвня?

Вiдразу ж з останньої теореми можна зробити висновок, що необхiдними

умовами є те, що для орiєнтованої (неорiєнтованої) поверхнi роду 𝑔 з 𝑘 компо-

нентами межi функцiя повинна мати 4𝑔 + 2𝑘 (2𝑔 + 2𝑘) критичнi точки.

Розглянемо випадок орiєнтованої поверхнi 𝑀 роду 𝑔 ≥ 1 з однiєю компо-

нентою межi. Тодi число критичних точок простої оптимальної функцiї дорiв-

нює 4𝑔 + 2.

Теорема 2.3.5. Нехай 𝑓 — проста функцiя Морса, задана на межi орiєнтова-

ної поверхнi 𝑀 роду 𝑔 з однiєю компонентою межi, яка має 4𝑔 + 2 критичнi
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точки iз критичними значеннями 𝑐1, 𝑐2, ... , 𝑐4𝑔+2 (𝑐1 < 𝑐2 < . . . < 𝑐4𝑔+2).

Тодi, якщо функцiю 𝑓 можна продовжити на всю поверхню до простої опти-

мальної mm-функцiї з однозв’язними компонентами рiвня, то виконуються

умови:

I) першi 3 критичнi значення, 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, функцiї 𝑓 (як функцiї на колi) вiд-

повiдають точкам локального мiнiмуму;

II) cеред критичних значень 𝑐4, 𝑐5, ... , 𝑐4𝑖+3 є принаймнi 2𝑖 значень, якi вiд-

повiдають точкам локального мiнiмуму, для всiх натуральних 𝑖, таких,

що 4𝑖+ 3 ≤ 4𝑔 + 2.

Зауважимо, що, за виконання умов теореми 2.3.5 останнi три критичнi

значення 𝑐4𝑔, 𝑐4𝑔+1, 𝑐4𝑔+2 вiдповiдають точкам локального максимуму як функцiї

на колi.

Роздiл 3 присвячено дослiдженню простих функцiй iз невиродженими

критичними точками на гладкiй компактнiй зв’язнiй поверхнi 𝑀 з межею 𝜕𝑀 ,

якi топологiчно еквiвалентнi m-функцiям.

Введено поняття функцiй класу Ω(𝑀), доведено їх еквiвалентнiсть m-

функцiям, описано поняття 𝒪-еквiвалентностi i 𝒪-атома та побудовано осна-

щений KR-граф, iнварiантнiсть якого при 𝒪-класифiкацiї функцiй показано в

пiдроздiлi 3.2.

Нехай 𝑀 — гладка поверхня з межею 𝜕𝑀 , 𝑓 :𝑀 → R — гладка функцiя

на нiй. Через 𝑓𝜕 позначатимемо обмеження функцiї 𝑓 на межу 𝜕𝑀 .

Розглянемо клас функцiй

Ω0(𝑀) = {𝑓 :𝑀 → R|𝐶𝑃 (𝑓) = 𝑁𝐷𝐶𝑃 (𝑓) ⊃ 𝐶𝑃 (𝑓𝜕) = 𝑁𝐷𝐶𝑃 (𝑓𝜕)},

де 𝐶𝑃 (*) (𝑁𝐷𝐶𝑃 (*)) — множина (невироджених) критичних точок функцiї *.

Надалi в цьому роздiлi розглянуто випадок гладкої компактної зв’язної

орiєнтованої поверхнi.
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Теорема 3.0.1. Нехай 𝑀 — гладка компактна зв’язна орiєнтована поверхня.

Тодi виконуються такi твердження:

1) для довiльної функцiї 𝑓 ∈ Ω0(𝑀) iснує m-функцiя 𝑔 : 𝑀 → R, яка є

топологiчно еквiвалентною до функцiї 𝑓 ;

2) для довiльної m-функцiї 𝑔 :𝑀 → R iснує функцiя 𝑓 ∈ Ω0(𝑀), така, що 𝑓

i 𝑔 топологiчно еквiвалентнi.

Розглянемо гладкi функцiї 𝑓 : 𝑀 → R i 𝑔 : 𝑁 → R, заданi на гладких

компактних поверхнях.

Нагадаємо, що функцiї 𝑓 i 𝑔 називаються пошарово (пошарово оснащено)

еквiвалентними, якщо iснує гомеоморфiзм поверхонь 𝜆 : 𝑀 → 𝑁 , такий, що

переводить лiнiї рiвня 𝑓 у лiнiї рiвня функцiї 𝑔 (зберiгаючи при цьому напрямки

росту функцiй).

Означення 3.1.1. Функцiї 𝑓 i 𝑔 називаються 𝒪-еквiвалентними, якщо 𝑓 i 𝑔

пошарово оснащено еквiвалентнi i вiдповiдний гомеоморфiзм поверхонь (який

задає пошарово оснащену еквiвалентнiсть) зберiгає орiєнтацiю. Позначимо че-

рез U об’єднання компонент лiнiйної зв’язностi достатньо малого околу крити-

чного рiвня функцiї 𝑓 , такi, що мiстять критичнi точки. Клас𝒪-еквiвалентностi

пари (𝑈, 𝑓 |𝑈) називатимемо 𝒪-атомом.

Означення 3.1.2. 𝒪-атом називається простим, якщо вiн мiстить одну кри-

тичну точку.

Оскiльки всi функцiї, якi надалi буде розглянуто в цьому роздiлi, будуть

простими, то в подальшому кожен атом (𝒪-атом) також буде простим, що для

простоти викладок iнколи будемо опускати.

Означення 3.1.3. Топологiчно еквiвалентнi функцiї 𝑓 i 𝑔, заданi на орiєнтова-

нiй поверхнi𝑀 , називатимемо топологiчно 𝒪-еквiвалентними, якщо вiдповiд-
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ний гомеоморфiзм поверхонь (який задає топологiчну еквiвалентнiсть) зберiгає

орiєнтацiю поверхнi 𝑀 .

Розглянемо надалi клас функцiй Ω(𝑀) = {𝑓 ∈ Ω0(𝑀)|𝑓 — проста}, зада-

них на компактнiй поверхнi 𝑀 .

Нехай 𝑓 ∈ Ω(𝑀). Компоненти лiнiї рiвня функцiї 𝑓 називатимемо шара-

ми, причому для регулярних рiвнiв вони гомеоморфнi вiдрiзку або колу. Тодi

поверхня 𝑀 розiб’ється на об’єднання шарiв i отримаємо шарування з особли-

востями. Шар називатимемо (O-) I-шаром, якщо вiн вiдповiдає компонентi лiнiї

рiвня гомеоморфнiй вiдрiзку (колу). Розглянемо вiдношення еквiвалентностi на

𝑀 , в якому точки еквiвалентнi тодi i тiльки тодi, коли вони належать одному

шару. Далi, ввiвши фактор-топологiю в просторi шарiв, отримаємо деякий граф

Γ𝑓 , в якому ребра будемо зображати звичайною (штрихпунктирною) лiнiєю, як-

що вони поставленi у вiдповiднiсть (O-) I-шарам. Вiдповiднi ребра називатиме-

мо (O-) I-ребрами, тодi всi ребра графа розiб’ються на два типи i таке розбиття

називатимемо розбиттям ребер графа Γ𝑓 .

Означення 3.1.4. Вершини валентностi 3 i 4 графа Γ𝑓 функцiї 𝑓 , яким iнци-

дентнi тiльки I-ребра, називатимемо Y- i X-вершинами вiдповiдно.

На графi X-вершини будемо зображати так, як на рис. 3.1.1.

Рис. 3.1.1. X-вершина KR-графа

Для кожної Y-вершини графа Γ𝑓 зафiксуємо циклiчний порядок iнциден-

тних їм ребер. На рисунку вiн буде задаватися за допомогою обходу вiдповiдних

ребер проти годинникової стрiлки. Циклiчний порядок у X-вершинi задається

так: лiвий верхнiй -– лiвий нижнiй — правий верхнiй — правий нижнiй (див.

рис. 3.1.1).
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Далi для того щоб розглядати 𝒪-еквiвалентнiсть функцiй 𝑓 i 𝑔, зафiксує-

мо на графах Γ𝑓 i Γ𝑔 орiєнтацiю ребер вiд нижньої до верхньої вершини. Оскiль-

ки орiєнтацiя ребер задається однозначно на кожному графi, то на графах явно

її зображати не будемо, але вважатимемо, що ця орiєнтацiя ребер задана.

Означення 3.1.5. Оснащеним графом Кронрода-Рiба (оснащеним KR-графом)

функцiї 𝑓 ∈ Ω(𝑀) називатимемо граф Γ𝑓 разом iз заданим розбиттям, орiєн-

тацiєю ребер та їхнiм циклiчним порядком у Y- i в X-вершинах.

Залежно вiд iндексу критичної точки 𝑝0 та її приналежностi до межi по-

верхнi 𝜕𝑀 можливими є 7 простих атомiв (𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐸, 𝐹 та 𝐺) та 13 простих

𝒪-атомiв, якi зображенi на рис. 3.1.2 — 3.1.4.

Теорема 3.1.6. Кожен 𝒪-атом функцiї класу Ω(𝑀) збiгається iз одним iз

𝒪-атомiв 𝐴1, 𝐴2, 𝐵1, 𝐵2, 𝐶1, 𝐶2, 𝐷1, 𝐷2, 𝐸1, 𝐸2, 𝐹1, 𝐹2 або 𝐺.

Означення 3.1.7. Оснащенi графи Кронрода-Рiба Γ𝑓 i Γ𝑔 функцiй 𝑓, 𝑔 ∈ Ω(𝑀)

називатимемо еквiвалентними за iзоморфiзмом 𝜙 : Γ𝑓 → Γ𝑔 (позн. Γ𝑓 ∼ Γ𝑔 або

Γ𝑓 ∼𝜙 Γ𝑔), якщо 𝜙 задовольняє умови:

(1) зберiгає розбиття ребер;

(2) зберiгає циклiчнi порядки сумiжних ребер для кожної X- i Y-вершини;

(3) зберiгає орiєнтацiю ребер.

Теорема 3.2.2. Нехай 𝑀,𝑁 — гладкi компактнi орiєнтованi поверхнi, 𝑓 ∈

Ω(𝑀), 𝑔 ∈ Ω(𝑁). Тодi 𝑓 i 𝑔 є 𝒪-еквiвалентнi тодi i тiльки тодi, коли їхнi

оснащенi KR-графи Γ𝑓 i Γ𝑔 еквiвалентнi.

Пiдроздiл 3.3 має обрахунковий характер. Так, описано оснащенi KR-

графи для функцiй iз Ω(𝑀) з не бiльш, нiж 5-ма критичними точками.
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Теорема 3.3.3. Для кожної функцiї 𝑓 ∈ Ω(𝑀) iз не бiльш, нiж 5-ма крити-

чними точками, оснащений граф Кронрода-Рiба її класу еквiвалентностi [𝑓 ]

має один iз виглядiв, зображених на рис. 3.3.3.

В пiдроздiлi 3.4 описано топологiчний тип поверхнi оснащеного KR-графа.

Нехай 𝑓 ∈ Ω(𝑀), де𝑀 — гладка компактна зв’язна орiєнтована поверхня

з межею. Вiдомо, що топологiчний тип орiєнтованої поверхнi з межею задається

родом 𝑔 та числом компонент межi 𝜕.

Означення 3.4.1. Вершини валентностi 2 i 3 графа Γ𝑓 функцiї 𝑓 , яким iнци-

дентнi як I-, так i O-ребра, називатимемо T- i D-вершинами вiдповiдно.

Щоб визначити рiд поверхнi спершу розглянемо два випадки. Позначимо

через 𝐸I (𝐸O) — число I-ребер (O-ребер), а через 𝑉I (𝑉O) — число вершин графа

Γ𝑓 , яким iнцидентнi тiльки I-ребра (O-ребра).

Твердження 3.4.2 Якщо граф Γ𝑓 функцiї 𝑓 ∈ Ω(𝑀) мiстить або тiльки

O-ребра, або ж тiльки I-ребра, то рiд поверхнi визначається формулою (3.1)

або (3.2) вiдповiдно, де

𝑔O = 𝐸O − 𝑉O + 1, (3.1)

𝑔I =
𝐸I − 𝑉I + 2− 𝜕

2
. (3.2)

Надалi пiд (O-) I-пiдграфом оснащеного KR-графа Γ𝑓 розумiтимемо граф

(можливо, незв’язний), утворений iз Γ𝑓 шляхом викидання (I-) O-ребер та iзо-

льованих вершин, якщо такi утворилися.

Теорема 3.4.3. Рiд поверхнi може бути визначений за формулою

𝑔 = 𝑔I + 𝑔O + 𝑉D + 𝑉T − 𝑐O − 𝑐I + 1, (3.3)

де 𝑔I (𝑔O) — сумарний рiд (O-) I-пiдграфа, рiд кожної компоненти якого зада-

ється формулою (3.2) ((3.1)), (𝑉T) 𝑉D — число (T-) D-вершин, 𝑐I (𝑐O) — число

компонент зв’язностi (O-) I-пiдграфа.
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Наслiдок 3.4.4. Для m-функцiй мають мiсце формули (3.1), (3.2) i (3.3).

Роздiл 4 присвячено деформацiям простих гладких функцiй з невиро-

дженими особливостями на гладких компактних орiєнтованих поверхнях з ме-

жею.

У пiдроздiлi 4.1 визначено поняття деформацiї загального положення й

деформацiї оснащеного KR-графа. Описано зв’язок мiж оптимальнiстю та по-

лярнiстю функцiй Морса, m-функцiй та mm-функцiй на гладких компактних

орiєнтованих зв’язних поверхнях.

Нехай𝑀 — гладка компактна орiєнтована зв’язна поверхня, Σ(𝑀) — одна

iз таких множин:

(1) простi функцiї Морса на замкненiй поверхнi;

(2) простi m-функцiї на компактнiй поверхнi з межею;

(3) простi mm-функцiї на компактнiй поверхнi з межею.

Означення 4.1.1. Деформацiєю (гладкою гомотопiєю) гладкої функцiї 𝑓 ∈

Σ(𝑀) у гладку функцiю 𝑔 ∈ Σ(𝑀) називатимемо однопараметричну сiм’ю вi-

дображень 𝐹𝑡(𝑥) := 𝐹 (𝑥, 𝑡), 𝐹 :𝑀 × [0, 1] → R, таку, що:

(a) 𝐹0(𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈𝑀 ;

(b) 𝐹1(𝑥) = 𝑔(𝑥), 𝑥 ∈𝑀 ;

(c) 𝐹 ∈ 𝐶∞(𝑀 × [0, 1]).

Означення 4.1.2. Деформацiєю загального положення називається деформа-

цiя 𝐹𝑡, для якої виконується такi умови:

(1) iснує скiнченна пiдмножина 𝐽 ⊂ (0, 1), така, що 𝐹𝑡 ∈ Σ(𝑀), 𝑡 ∈ [0, 1]∖𝐽 та

𝐹𝑡 ̸∈ Σ(𝑀), 𝑡 ∈ 𝐽 ;

(2) для кожного 𝑡 ∈ 𝐽 виконується одна з таких умов:
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(2.1) функцiя 𝐹𝑡 має критичний рiвень, на якому розташованi 2 невиродженi

критичнi точки (якi можуть бути внутрiшнiми або ж точками на межi),

тобто функцiя 𝐹𝑡 є функцiєю Морса, m- або mm-функцiєю вiдповiдно;

(2.2) iснує точка 𝑝 ∈ 𝑀 , така, що функцiя 𝐹𝑡 — проста гладка функцiя, всi

критичнi точки якої є невиродженими, та така замiна координат (𝑥, 𝑦 i

окремо 𝑡) в околi точки 𝑝, що:

(2.2.1) 𝐹𝑡(𝑥, 𝑦) = 𝑥3 ± 𝑡𝑥± 𝑦2 у разi, якщо 𝑝 ∈ 𝐼𝑛𝑡(𝑀);

(2.2.2) 𝐹𝑡(𝑥, 𝑦) = 𝑥3 ± 𝑡𝑥 ± 𝑦 або 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑡) = −𝑥2 + (𝑦 − 𝑡)2, 𝑦 ≥ 0 у разi,

якщо 𝑝 ∈ 𝜕𝑀 i Σ(𝑀) — клас m-функцiй;

(2.2.3) 𝐹𝑡(𝑥, 𝑦) = 𝑥3 ± 𝑡𝑥 ± 𝑦2, 𝑦 ≥ 0 у разi, якщо 𝑝 ∈ 𝜕𝑀 i Σ(𝑀) — клас

mm-функцiй.

Нехай Γ𝑓 — оснащений KR-граф функцiї 𝑓 ∈ Σ(𝑀). Розглянемо вiдобра-

ження 𝜙 : 𝑉 (Γ𝑓) → 2𝐸(Γ𝑓 ), яке кожнiй вершинi 𝑣 графа Γ𝑓 ставить у вiдповiд-

нiсть множину всiх iнцидентних їй ребер {𝑝𝑗|𝑗 = 1, 𝑖} (для деякого 𝑖): I-ребер —

𝑒𝑗 й O-ребер — 𝑙𝑗, тобто 𝑝𝑗 = 𝑒𝑗 або ж 𝑝𝑗 = 𝑙𝑗. На множинi вершин i ребер гра-

фа Γ𝑓 розглянемо два вiдношення часткового порядку ≺ i ⊢, визначенi таким

чином: (1) 𝑣1 ≺ 𝑣2, якщо вершина 𝑣1 вiдповiдає меншому значенню функцiї 𝑓

нiж 𝑣2; (2) 𝑝1 ≺ 𝑝2, якщо всi точки ребра 𝑝1 вiдповiдають меншим значенням

функцiї 𝑓 нiж всi точки 𝑝2; (3) нехай ребра 𝑝1 i 𝑝2 iнцидентнi однiй Y-вершинi 𝑣,

такi, що їх неможливо порiвняти за допомогою вiдношення часткового порядку

≺. У вершинi 𝑣 оснащений граф Кронрода-Рiба визначає циклiчний порядок.

Якщо циклiчний порядок проти (за) годинникової стрiлки, то будемо казати,

що друге (перше) ребро при його проходженнi знаходиться лiвiше вiд першого

(другого). Тодi 𝑝1 ⊢ 𝑝2, якщо 𝑝1 знаходиться лiвiше вiд 𝑝2. Отже, вiдображення

𝜙 та вiдношення ≺, ⊢ однозначно задають граф Γ𝑓 .

Означення 4.1.3. Нехай 𝑣1, 𝑣2 — сумiжнi вершини графа Γ𝑓 , такi, що 𝑣1 ≺
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𝑣2. Тодi простою деформацiєю оснащеного KR-графа Γ𝑓 функцiї 𝑓 ∈ Σ(𝑀)

називається одна з наступних операцiй або обернена до неї:

1) скорочення вершини 𝑣2 й iнцидентного до неї ребра 𝑙1 у випадку якщо

𝜙(𝑣1) = {𝑒1 ≺ 𝑙1}, 𝜙(𝑣2) = {𝑙1};

2) скорочення ребра 𝑒2 й iнцидентних до нього вершин 𝑣1 i 𝑣2, якщо 𝜙(𝑣1) =

{𝑒1 ≺ 𝑒2 ⊢ 𝑒3}, 𝜙(𝑣2) = {𝑒2};

3) скорочення ребра 𝑙2 й iнцидентних до нього вершин 𝑣1, 𝑣2, якщо 𝜙(𝑣1) =

{𝑙1 ≺ 𝑙2 ⊢ 𝑙3}, 𝜙(𝑣2) = {𝑙2} ;

4) якщо 𝜙(𝑣1) = {𝑙1 ≺ 𝑙2 ⊢ 𝑙3}, 𝜙(𝑣2) = {𝑙2 ≺ 𝑙4 ⊢ 𝑙5}, то пiдняття вершини 𝑣1
на ребро 𝑙3, тобто iзоморфiзм 𝜂, такий, що 𝜂(𝑣1) ≺ 𝜂(𝑣2) i 𝜙(𝜂(𝑣1)) = {𝑙1 ≺

𝑙2 ⊢ 𝑙3}, 𝜙(𝜂(𝑣2)) = {𝑙3 ≺ 𝑙4 ⊢ 𝑙5};

5) якщо 𝜙(𝑣1) = {𝑒1 ≺ 𝑒2 ⊢ 𝑒3}, 𝜙(𝑣2) = {𝑒2 ≺ 𝑒4 ⊢ 𝑒5}, то пiдняття вершини

𝑣1 на ребро 𝑒5, тобто iзоморфiзм 𝜂, такий що 𝜂(𝑣2) ≺ 𝜂(𝑣1) i 𝜙(𝜂(𝑣1)) =

{𝑒1 ≺ 𝑒2 ⊢ 𝑒3}, 𝜙(𝜂(𝑣2)) = {𝑒4 ≺ 𝑒5 ⊢ 𝑒1};

6) якщо 𝜙(𝑣1) = {𝑒1 ≺ 𝑙1}, 𝜙(𝑣2) = {𝑙1 ≺ 𝑙2 ⊢ 𝑙3}, то протягування вершини 𝑣1
на ребро 𝑙3, тобто iзоморфiзм 𝜇, такий що 𝜇(𝑣2) ≺ 𝜇(𝑣1) i 𝜙(𝜇(𝑣1)) = {𝑒1 ≺

𝑙1}, 𝜙(𝜇(𝑣2)) = {𝑒2 ≺ 𝑙2 ⊢ 𝑒1};

7) якщо 𝜙(𝑣1) = {𝑙1 ≺ 𝑙2 ⊢ 𝑙3}, 𝜙(𝑣2) = {𝑙2 ≺ 𝑒1}, то протягування вершини 𝑣2
на ребро 𝑙1, тобто iзоморфiзм 𝜈, такий що 𝜈(𝑣2) ≺ 𝜈(𝑣1) i 𝜙(𝜈(𝑣1)) = {𝑒1 ≺

𝑙1 ⊢ 𝑒2}, 𝜙(𝜈(𝑣2)) = {𝑙2 ≺ 𝑒1}.

Означення 4.1.4. Деформацiєю оснащеного KR-графа Γ𝑓 функцiї 𝑓 ∈ Σ(𝑀)

називається послiдовнiсть простих деформацiй.

Теорема 4.1.5. Якщо мiж функцiями 𝑓 i 𝑔 iз класу Σ(𝑀) iснує деформацiя

загального положення, то iснує деформацiя мiж їхнiми оснащеними графами

Кронрода-Рiба Γ𝑓 i Γ𝑔.
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Нагадаємо, що функцiя називається полярною, якщо вона має рiвно два

локальнi екстремуми.

Твердження 4.1.7. Для функцiй, заданих на гладкiй компактнiй орiєнто-

ванiй зв’язнiй поверхнi з межею (можливо, порожньою), мають мiсце такi

твердження:

(1) кожна оптимальна m-функцiя є полярною;

(2) оптимальнiсть i полярнiсть є рiвносильними для таких функцiй:

(2.1) функцiї Морса (у випадку поверхнi без межi);

(2.2) mm-функцiї.

Обернене твердження до пункту (1) у твердженнi 4.1.7 не є вiрним, тобто

iснує полярна m-функцiя, яка не є оптимальною.

У пiдроздiлi 4.2 введено поняття деформацiйного графа поверхнi й опи-

сано деформацiйнi графи таких поверхонь: 𝐹1,0, 𝐹0,2 i 𝐹2,0, де 𝐹𝑖,𝑗 — орiєнтована

поверхня роду 𝑖 iз 𝑗 компонентами межi.

Означення 4.2.1. Деформацiйним графом поверхнi 𝑀 називається граф, вер-

шини якого вiдповiдають класу пошарово оснащеної еквiвалентностi оптималь-

них mm-функцiй (для поверхонь з межею) або функцiй Морса (для замкнених

поверхонь) на поверхнi 𝑀 , а ребрам — простi деформацiї корозмiрностi 0 мiж

вiдповiдними функцiями. Даний граф позначатимемо через 𝐺𝐷(𝑀).

Твердження 4.2.2. На торi 𝐹1,0 iснує єдиний клас пошарово оснащеної еквi-

валентностi оптимальних функцiй Морса. Граф 𝐺𝐷(𝐹1,0) є точкою, тобто

має єдину вершину i не має ребер.

Твердження 4.2.3. На диску з дiркою 𝐹0,2 iснують двi 𝒪-нееквiвалентнi

оптимальнi mm-функцiї.
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Твердження 4.2.5. Iснує 3 пошарово оснащено нееквiвалентнi оптимальнi

функцiї Морса на кренделi роду 2 𝐹2,0. Граф 𝐺𝐷(𝐹2,0) має 3 вершини i 2 ребра,

якi послiдовно з’єднують цi вершини.

Роздiл 5 присвячено вивченню гладких функцiй iз iзольованими особли-

востями на межi гладкої компактної поверхнi.

У пiдроздiлi 5.1 отримано локальне представлення таких функцiй у околi

критичних точок. Для подальшої класифiкацiї сформульовано поняття осна-

щеної хордової дiаграми й описано простi атоми сiдлового критичного рiвня

функцiї. Також виведено рекурентну формулу для обчислення числа атомiв.

Нехай𝑀 — компактна поверхня з межею 𝜕𝑀 i 𝑓 :𝑀 → R — задана на𝑀

функцiя, яка має скiнченне число критичних точок, що належать 𝜕𝑀 . Через

𝑓𝜕 позначатимемо обмеження функцiї 𝑓 на межу 𝜕𝑀 . Розглянемо наступний

клас функцiй (заданих на поверхнi 𝑀)

Θ0(𝑀) = {𝑓 :𝑀 → R|𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀), 𝐶𝑃 (𝑓) = 𝐼𝐶𝑃 (𝑓) = 𝐼𝐶𝑃 (𝑓𝜕)},

де 𝐶𝑃 (*) (𝐼𝐶𝑃 (*)) — множина (iзольованих) критичних точок функцiї *.

Твердження 5.1.3. Функцiя 𝑓 ∈ Θ0(𝑀) є топологiчно еквiвалентною до

функцiї 𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2, 𝑦 ≥ 0 (𝑔(𝑥, 𝑦) = −𝑥2 − 𝑦2, 𝑦 ≥ 0) у деякому околi

своєї точки мiнiмуму (максимуму).

Теорема 5.1.4. Нехай 𝑓 ∈ Θ0(𝑀), 𝑝0 — сiдлова критична точка функцiї 𝑓 .

Тодi iснує окiл 𝑈(𝑝0) точки 𝑝0, такий, що обмеження функцiї 𝑓 |𝑈(𝑝0) тополо-

гiчно еквiвалентне до функцiї 𝑔(𝑥, 𝑦) = Re(𝑥 + 𝑖𝑦)𝑘, 𝑦 ≥ 0, заданої у деякому

околi точки (0, 0) для певного цiлого 𝑘 ≥ 1.

Надалi розглянемо тiльки простi функцiї iз Θ0(𝑀) (позн. Θ(𝑀)).

Кожен атом сiдлового критичного рiвня функцiї 𝑓 ∈ Θ(𝑀) має структу-

ру (2𝑘 + 2)-кутника. Поставимо у вiдповiднiсть даному багатокутнику коло з
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вiдмiченими точками. Колу вiдповiдатиме межа (2𝑘+2)-кутника, а вiдмiченим

точкам — точки на межi, якi належать перетину заштрихованих i незаштри-

хованих секторiв, тобто вiдмiченi точки належать критичному рiвню функцiї.

Вiдмiченi точки з’єднаємо хордою тодi i тiльки тодi, коли вiдповiднi сторони ба-

гатокутника склеюються при збiльшеннi околу. Таким чином, отримаємо коло

з вiдмiченими точками i хордами з вершинами у цих точках. Надалi зафiксує-

мо орiєнтацiю для подальшого задання нумерацiї вiдмiчених точок на колi так,

щоб при змiнi орiєнтацiї отримати атом, еквiвалентний до початкового. Зану-

меруємо вiдмiченi точки таким чином: точка, яка поставлена у вiдповiднiсть до

критичної точки 𝑝0, позначимо через 𝑄0, а решту точок занумеруємо вiдповiд-

но до орiєнтацiї межi, починаючи вiд 𝑄1 i до 𝑄𝑘, беручи при цьому за точку

вiдлiку точку 𝑄0. Вiдмiченi точки розбивають коло на 𝑘+1 чорних i сiрих дуг,

якi вiдповiдають областям додатностi та вiд’ємностi функцiї вiдповiдно (див.

рис 5.1.6). Також зауважимо, що кожнi двi дуги зi спiльною вершиною (можли-

во, окрiм тих якi мiстять вершину 𝑄0) є рiзного кольору.

Так, кожен f-атом може бути визначений за допомогою кола з 𝑘 вiдмiче-

ними точками та точкою 𝑄0, 𝑙 хордами (для деякого 𝑙 ∈ {0, 1, 2, . . . , [𝑘2 ]}) (серед

яких немає петель), якщо додатково розглянути фiксоване розбиття дуг таке,

що кожнi двi дуги зi спiльною вершиною (можливо окрiм тих якi мiстять вер-

шину 𝑄0) є рiзного кольору. Таких розбиттiв є рiвно два. Коло з вищеописаними

елементами (побудоване з f-атома функцiї) називатимемо хордовою дiаграмою

сiдлового критичного рiвня функцiї.

Означення 5.1.5. Оснащеною хордовою дiаграмою називатимемо коло, яке

мiстить такi елементи:

(1) вiдмiченi точки, якi є занумерованими, i серед них видiлена одна точка —

точка 𝑄0;

(2) хорди з кiнцями у вiдмiчених точках, окрiм точки 𝑄0;



40

(3) розбиття дуг кола на чорнi i сiрi, таке, що кожнi двi дуги (можливо, окрiм

тих, якi мiстять 𝑄0) мають рiзний колiр.

Занумеруємо вiдмiченi точки оснащеної хордової дiаграми вiд 0 до 𝑘 (для деяко-

го натурального 𝑘) за годинниковою стрiлкою, починаючи з видiленої точки.

Тодi хорду називатимемо хордою 1-го (2-го) типу, якщо вона з’єднує вiдмiченi

точки iз номерами рiзної (однакової) парностi.

Кожна хордова дiаграма сiдлового критичного рiвня функцiї буде осна-

щеною хордовою дiаграмою. Тому надалi всi поняття визначенi для оснащених

хордових дiаграм можуть розглядатись i для хордових дiаграм сiдлового кри-

тичного рiвня функцiї.

Означення 5.1.6. Двi оснащенi хордовi дiаграми називаються еквiвалентни-

ми, якщо вони можуть бути отриманi одна iз другої за допомогою повороту чи

симетрiї, що зберiгають при цьому елементи (1) — (3) (див. означення 5.1.5).

Означення 5.1.7. Вiльною вiдмiченою точкою на оснащенiй хордовiй дiаграмi

називається вiдмiчена точка, яка не з’єднана хордою з iншими вiдмiченими

точками.

Коло оснащеної хордової дiаграми позначатимемо через 𝑆1, вiдмiченi то-

чки — 0, 1, . . . , 𝑘, а хорди, якi з’єднують точки 𝑖 i 𝑗 — через 𝑙𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑘}.

Вважатимемо, що 𝑗 — номер вiдмiченої точки 𝑄𝑗. Вiльнi точки, за винятком

𝑄0, позначимо через 𝑄𝑖*, де 𝑖 — номер вiдповiдної вiдмiченої точки. Кожна вiд-

мiчена точка оснащеної хордової дiаграми вiдповiдає двом вершинам багатоку-

тника, одна з яких належить додатньому сектору (𝑓 > 0), а iнша — вiд’ємному

(𝑓 < 0). Тому цi точки позначимо через 𝑃𝑖 i 𝑁𝑖, де 𝑖 — номер точки 𝑄𝑖.

Лема 5.1.8. Число вiльних точок 𝑁𝑓.𝑝. оснащеної хордової дiаграми може

бути знайдене за допомогою наступної формули:

𝑁𝑓.𝑝. = 𝑘 − 2 ·𝑁𝑐ℎ. + 1
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де 𝑁𝑐ℎ. — число хорд хордової дiаграми.

Означення 5.1.9. З оснащеної хордової дiаграми, яка мiстить 𝑘 + 1 вiдмiчену

точку, побудуємо пiдстановку 𝜏 (𝑘) таку, що 𝜏 (𝑘) мiстить цикл (𝑖𝑗) (для деяких

𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2, . . . , 𝑘}) тодi i тiльки тодi, коли вiдмiченi точки 𝑄𝑖 i 𝑄𝑗 з’єднанi

хордою. Так задана пiдстановка мiстить тiльки цикли довжини 2 i називається

пiдстановкою склейки на множинi {1, 2, . . . , 𝑘}.

Атом разом iз заданою пiдстановкою склейки 𝜏 (𝑘) позначатимемо як 𝐴𝜏 (𝑘).

Теорема 5.1.10. Мають мiсце наступнi твердження:

1) кожен атом сiдлового критичного рiвня спiвпадає з атомом 𝐴𝜏 (𝑘) для де-

якої пiдстановки склейки 𝜏 (𝑘) на множинi {1, 2, . . . , 𝑘} i ця пiдстановка

задає склейку сторiн атома;

2) число 𝑁𝑘 атомiв 𝐴𝜏 (𝑘) може бути знайдене iз рекурентної формули:

𝑁1 = 1, 𝑁2 = 2, 𝑁3 = 4, 𝑁𝑘 = 2
𝑘−3∑︁
𝑗=1

𝑃
(𝑘)
𝑗 + 𝑃

(𝑘)
𝑘−2 (5.1)

де для кожного 𝑘 𝑃
(𝑘)
𝑗 є множиною чисел, визначених таким рекурен-

тним спiввiдношенням для 𝑗 ∈ 𝑍, 𝑗 ≥ 3

𝑃
(𝑘)
0 = 1, 𝑃

(𝑘)
1 = 𝑘 − 1, 𝑃

(𝑘)
2 = 𝑘 − 2, 𝑃

(𝑘)
𝑗 = (𝑃

(𝑘)
0 + 𝑃

(𝑘)
1 + . . .+ 𝑃

(𝑘)
𝑗−2)(𝑘 − 𝑗) .

У пiдроздiлi 5.2 розглянуто простi оптимальнi функцiї. Отримано крите-

рiй оптимальностi, критерiй топологiчної еквiвалентностi оптимальних функцiй

у термiнах хордових дiаграм, а також розв’язано питання реалiзацiї хордових

дiаграм iз додатковими умовами.

Теорема 5.2.1. Нехай 𝑓 ∈ Θ(𝑀), де 𝑀 — зв’язна компактна поверхня зi

зв’язною межею, яка негомеоморфна до 2-вимiрного диску. Тодi функцiя 𝑓



42

оптимальна тодi i тiльки тодi, коли вона має лише три критичнi точки,

двi з яких є точками мiнiмуму i максимуму, а третя — сiдловою.

Зауваження 5.2.2. Функцiя 𝑓 ∈ Θ(𝐷2), задана на двовимiрному диску 𝐷2,

є оптимальною тодi i тiльки тодi, коли вона має двi критичнi точки (точки

екстремуму) i може бути реалiзована за допомогою функцiї висоти.

Оснащену хордову дiаграму можна розглядати як граф, вершинами якого

є вiдмiченi точки, а ребрами — дуги i хорди. Тодi для хордових дiаграм коректно

заданим є поняття шляху та сумiжностi дуг i хорд (як ребер графу).

Означення 5.2.3. Шлях мiж вiдмiченими точками на оснащенiй хордовiй дi-

аграмi називається правильним, якщо вiн задовольняє наступнi умови:

1) хорди i дуги чергуються (пiд час проходження цього шляху);

2) кожна хорда 1-го типу розбиває своїми кiнцями коло на двi частини i двi

сумiжнi до неї дуги лежать у однiй частинi;

3) для хорди 2-го типу сумiжнi дуги лежать у рiзних частинах щодо її кiнцiв.

Означення 5.2.4. Правильний шлях мiж вiльними вiдмiченими точками, який

проходить через кожну хорду по одному разу, називається повним шляхом.

Розглянемо випадок орiєнтованої поверхнi.

Теорема 5.2.5. Хордова дiаграма сiдлового критичного рiвня оптимальної

функцiї на орiєнтованiй поверхнi з однiєю компонентою межi задовольняє

такi умови:

1) кожна хорда дiлить коло на дуги, якi мiстять парнi числа вiдмiчених

точок;

2) хордова дiаграма має 𝑘+ 1 = 4𝑛+ 2 вiдмiчених точок (для певного нату-

рального 𝑛) двi з яких є вiльними вiдмiченими точками, причому одна —

точка 𝑄0;
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3) iснує два повнi шляхи мiж вiльними вiдмiченими точками.

Наслiдок 5.2.6. Пiдстановка склейки не мiстить цикл (𝑖, 𝑗 + 1)(𝑖+ 1, 𝑗) для

всiх можливих 𝑖, 𝑗 ∈ {0, 𝑘}.

Наслiдок 5.2.7. Вiльна вiдмiчена точка хордової дiаграми сiдлового крити-

чного рiвня, за винятком точки 𝑄0, має непарний номер.

Теорема 5.2.8 (критерiй топологiчної еквiвалентностi).Оптимальнi функ-

цiї топологiчно еквiвалентнi тодi i тiльки тодi, коли вiдповiднi хордовi дiа-

грами сiдлових критичних рiвнiв еквiвалентнi.

Теорема 5.2.9 (реалiзацiя). Якщо оснащена хордова дiаграма задовольняє

умови 1)− 3) теореми 5.2.5, то iснує оптимальна функцiя, хордова дiаграма

сiдлового критичного рiвня якої збiгається iз заданою.

Показано, що на орiєнтованiй поверхнi роду 1, 2 i 3 iснує 1 (1), 5 (8) i 84

пошарово (топологiчно) нееквiвалентнi функцiї вiдповiдно.

Розглянемо випадок неорiєнтованої поверхнi.

Теорема 5.2.10. Хордова дiаграма сiдлового критичного рiвня оптимальної

функцiї на неорiєнтованiй поверхнi з однiєю компонентою межi задовольняє

такi умови:

1) iснує принаймнi одна хорда, яка роздiляє коло на двi частини, кожна з

яких мiстить непарне число вiдмiчених точок;

2) iснує рiвно два повних шляхи мiж вiльними точками;

3) хордова дiаграма мiстить 𝑘 + 1 = 2𝑛+ 2 вiдмiчених точок, де 𝑛 — число

хорд, i iснує рiвно двi вiльнi точки, одна з яких — 𝑄0.
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Наслiдок 5.2.11. Пiдстановка склейки хордової дiаграми сiдлового критично-

го рiвня оптимальної функцiї на неорiєнтованiй поверхнi з однiєю компонен-

тою межi не мiстить одночасно два цикли (𝑖, 𝑗 + 1) та (𝑖 + 1, 𝑗) для всiх

𝑖, 𝑗 ∈ {0, 𝑘} iз однаковою парнiстю.

Твердження 5.2.12 (критерiй топологiчної еквiвалентностi).Оптималь-

нi функцiї на гладких неорiєнтованих поверхнях з однiєю компонентою межi

топологiчно еквiвалентнi тодi i тiльки тодi, коли вiдповiднi хордовi дiаграми

сiдлових критичних точок еквiвалентнi.

Твердження 5.2.13 (реалiзацiя). Якщо оснащена хордова дiаграма задо-

вольняє умови 1)−3) теореми 5.2.10, то iснує оптимальна функцiя на гладкiй

неорiєнтованiй поверхнi з однiєю компонентою межi, хордова дiаграма сiдло-

вого критичного рiвня якої збiгається iз заданою.

Твердження 5.2.15. На листi Мюбiуса iснує єдиний клас пошарової й топо-

логiчної еквiвалентностi оптимальних функцiй.

Твердження 5.2.16. На пляшцi Клейна з дiркою iснує 2 (3) пошарово (то-

пологiчно) нееквiвалентнi оптимальнi функцiї.

Твердження 5.2.17. На неорiєнтованiй поверхнi роду 3 з однiєю компонен-

тою межi iснує 12 пошарово i 20 топологiчно нееквiвалентних оптимальних

функцiй.

Подяки. Авторка висловлює щиру вдячнiсть своєму науковому керiвниковi,

доктору фiзико-математичних наук, професору Олександру Олеговичу При-

шляку за постановку задач, постiйну пiдтримку i керування роботою, а також

докторам фiзико-математичних наук С. I. Максименку, Є. О.Полуляху та iн-

шим працiвникам лабораторiї топологiї Iнституту математики НАН України за

вагомi зауваження, пiдтримку й увагу до результатiв дисертацiї.
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РОЗДIЛ 1

Попереднi вiдомостi

У данiй роботi будемо розглядати всi многовиди класу 𝐶∞ (наз. глад-

кими), якщо не буде вказано протилежного. Нехай 𝑀𝑛 ∈ 𝐶∞ — 𝑛-вимiрний

многовид, 𝑓 :𝑀𝑛 → R — гладка функцiя, визначена на 𝑀𝑛.

1.1 Функцiї на поверхнях

Означення 1.1.1. Точка 𝑝0 ∈ 𝑀𝑛 називається критичною точкою функцiї

(особливiстю функцiї) 𝑓 :𝑀𝑛 → R, якщо

𝜕𝑓

𝜕𝑥1
(𝑝0) = 0,

𝜕𝑓

𝜕𝑥2
(𝑝0) = 0, . . . ,

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑛
(𝑝0) = 0

у деякiй системi координат (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) в околi точки 𝑝0. Точки, якi не є

критичними, називатимемо регулярними точками функцiї 𝑓 .

Зауважимо, що рiвнiсть часткових похiдних нулю, а отже i означення

критичної точки, не залежить вiд вибору локальної системи координат.

Означення 1.1.2. Iзольована критична точка, яка не є точкою локального

мiнiмуму i максимуму, називається сiдловою критичною точкою функцiї (або

ж критичною точкою сiдлового типу). Точки локального мiнiмуму i максимуму

називаються точками екстремуму.

Так, маємо розбиття iзольованих критичних точок гладкої функцiї на

гладкому многовидi на точки максимуму, мiнiмуму i сiдловi.

Означення 1.1.3. Значення 𝑐 ∈ R функцiї 𝑓 : 𝑀𝑛 → R називається крити-

чним, якщо 𝑓(𝑝0) = 𝑐 для деякої критичної точки 𝑝0 ∈𝑀𝑛 функцiї 𝑓 . Значення

𝑟 ∈ R функцiї 𝑓 : 𝑀 → R називається регулярним значенням, якщо воно не є

критичним.
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Означення 1.1.4. Лiнiєю рiвня (рiвнем) 𝑓−1(𝑙) ⊂ 𝑀𝑛 функцiї 𝑓 : 𝑀𝑛 → R

називається множина 𝑓−1(𝑙) = {𝑝 ∈𝑀𝑛 | 𝑓(𝑝) = 𝑙}.

Означення 1.1.5. Рiвень 𝑓−1(𝑙) функцiї 𝑓 : 𝑀𝑛 → R називається критичним

(регулярним) рiвнем, якщо множина 𝑓−1(𝑙) (не) мiстить критичнi точки.

Означення 1.1.6. Функцiя 𝑓 : 𝑀𝑛 → R називається простою (функцiєю за-

гального положення), якщо кожен її критичний рiвень мiстить одну критичну

точку.

1.2 𝐴𝑛–змiї

У роботах В. Арнольда [50] описано зв’язок мiж комбiнаторикою i тео-

рiєю особливостей. Так, дослiдження багатьох топологiчних питань, зокрема

пов’язаних iз класифiкацiєю функцiй, набувають дещо простiшого вигляду в

тих чи iнших комбiнаторних термiнах. Одним iз таких iнструментiв, введених

автором є 𝐴𝑛-змiї, якi надалi активно застосовувались у роботах iнших тополо-

гiв (див., наприклад, [51, 52, 53]). Так, використовуючи updown–послiдовностi,

отримано [51] критерiй топологiчної еквiвалентностi гладких функцiй на колi з

iзольованими особливостями.

Означення 1.2.1. Перестановка 𝛼 чисел {0, 1, . . . , 𝑛} називається 𝐴𝑛–змiєю,

якщо виконується система нерiвностей (𝑥0 < 𝑥1 > 𝑥2 < . . . 𝑥𝑛), де 𝑥𝑖 = 𝛼(𝑖), 𝑖 =

0, 𝑛. Послiдовнiсть, яка задовольняє цi умови, називається updown-послiдов-

нiстю.

1.3 Функцiї Морса на замкнених поверхнях

Одним iз напрямкiв теорiї Морса є класична теорiя критичних точок

на гладкому многовидi, ключовим результатом в якiй є лема Морса, доведе-

на М. Морсом у 1925 роцi (див., наприклад, [1]).
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Нехай 𝑓 :𝑀𝑛 → R — гладка функцiя визначена на гладкому 𝑛-вимiрному

многовидi 𝑀𝑛.

Означення 1.3.1. Матрицею Гессе 𝐻𝑒𝑠𝑠𝑓(𝑝0) функцiї 𝑓 в її критичнiй точцi

𝑝0 називається матриця 𝐻𝑒𝑠𝑠𝑓(𝑝0) =
(︁

𝜕2𝑓
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

)︁𝑛

𝑖,𝑗=1
, для деякої локальної системи

координат (𝑥1, 𝑥2 . . . , 𝑥𝑛) в околi точки 𝑝0. Визначник det (𝐻𝑒𝑠𝑠𝑓(𝑝0)) матрицi

Гессе називається гессiаном (визначником Гессе) функцiї 𝑓 у точцi 𝑝0.

Зауважимо наступне: (1) матриця Гессе є квадратною i, в силу гладкостi

функцiї 𝑓 , симетричною; (2) у випадку гладкої поверхнi 𝑀 2 для локальної

системи координат (𝑥1, 𝑥2 . . . , 𝑥𝑛) в околi точки 𝑝0 гессiан має вигляд:

det(𝐻𝑒𝑠𝑠𝑓(𝑝0)) =
𝜕2𝑓

𝜕𝑥21
(𝑝0) ·

𝜕2𝑓

𝜕𝑥22
(𝑝0)−

(︂
𝜕𝑓

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
(𝑝0)

)︂2

.

Означення 1.3.2. Критична точка 𝑝0 функцiї 𝑓 називається невиродженою,

якщо гессiан, обрахований у точцi 𝑝0 вiдмiнний вiд нуля, тобто

det (𝐻𝑒𝑠𝑠𝑓(𝑝0)) ̸= 0 .

Якщо є цей визначник рiвний нулю, то критичну точку 𝑝0 називають виродже-

ною критичною точкою функцiї 𝑓 .

Означення 1.3.3. Гладка функцiя 𝑓 : 𝑀𝑛 → R називається функцiєю Морса,

якщо всi її критичнi точки є невиродженими.

Лема 1.3.4.Функцiя Морса на замкненiй поверхнi має тiльки скiнченне число

критичних точок.

Тому всi критичнi точки функцiї Морса, в силу скiнченностi їх числа, є

iзольованими, а отже будуть точками екстремуму або ж сiдлового типу.

Надалi множину всiх функцiй Морса, визначених на 𝑛-вимiрному много-

видi 𝑀𝑛, позначатимемо через MorseF(𝑀𝑛).
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Вiдомо [1], що для кожної гладкої функцiї 𝑔 ∈ 𝐶∞(𝑀𝑛), заданої на за-

мкненому 𝑛-вимiрному многовидi 𝑀𝑛, iснує функцiя Морса 𝑓 : 𝑀𝑛 → R як

завгодно близка до функцiї 𝑔.

Теорема 1.3.5. [4] Сума iндексiв критичних точок функцiї Морса на замкне-

ному многовидi рiвна ейлеровiй характеристицi даного многовида.

1.3.1 Лема Морса

Нехай 𝑀𝑛 — гладкий многовид розмiрностi 𝑛 без межi, 𝑓 ∈ MorseF(𝑀𝑛).

Теорема 1.3.6. [1] Нехай 𝑓 ∈ MorseF(𝑀) — функцiя Морса, задана на гладко-

му 𝑛-вимiрному многовидi 𝑀 без межi. Тодi в околi кожної критичної точки

𝑝0 функцiї 𝑓 iснує локальна система координат (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) така, що для

деякого натурального 𝜆 ≤ 𝑛 координатне представлення функцiї 𝑓 має на-

ступну стандартну форму:

𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) = −𝑥21 − 𝑥22 − . . .− 𝑥2𝜆 + 𝑥2𝜆+1 + . . .+ 𝑥2𝑛 + 𝑐 ,

де 𝑐 = 𝑓(𝑝0) — стала, а 𝑝0 = (0, 0, . . . , 0) — вiдповiдає початку координат.

Зауважимо, що у теоремi 1.3.6 не втрачаючи загальностi можна вважати,

що вiдповiдне критичне значення функцiї 𝑓 рiвне нулю, тобто 𝑐 = 𝑓(𝑝0) = 0.

Тодi функцiя 𝑓 матиме наступне локальне представлення в околi точки 𝑝0 =

(0, 0, . . . , 0)

𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) = −𝑥21 − 𝑥22 − . . .− 𝑥2𝜆 + 𝑥2𝜆+1 + . . .+ 𝑥2𝑛

для деякої локальної системи координат (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛).

Наслiдок 1.3.7. [1] У випадку гладкої поверхнi без межi, функцiя Морса ма-

тиме наступне локальне представлення в околi критичної точки 𝑝0 = (0, 0):

� 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑐;
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� 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 − 𝑦2 + 𝑐;

� 𝑓(𝑥, 𝑦) = −𝑥2 − 𝑦2 + 𝑐,

для деякої сталої 𝑐 = 𝑓(𝑝0) i локальної системи координат (𝑥, 𝑦).

Означення 1.3.8. Нехай 𝑝0 — невироджена критична точка функцiї двох змiн-

них 𝑓 : 𝑀 2 → R, заданої на гладкiй поверхнi 𝑀 2 без межi. Тодi число 𝜆 нази-

вається iндексом невиродженої критичної точки 𝑝0, яке визначається вiдпо-

вiдним локальним представленням функцiї 𝑓 (див. теорему 1.3.6).

Так, у випадку функцiї Морса на поверхнi, точка 𝑝0 матиме iндекс:

� ind(𝑝0) = 0, якщо 𝑓 = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑐;

� ind(𝑝0) = 1, якщо 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 − 𝑦2 + 𝑐;

� ind(𝑝0) = 2, якщо 𝑓(𝑥, 𝑦) = −𝑥2 − 𝑦2 + 𝑐.

1.3.2 Мiнiмальнi функцiї Морса

Нехай 𝑁 — гладка замкнена поверхня.

Означення 1.3.9. i-м числом Морса 𝑀𝑖(𝑁) називається мiнiмум чисел крити-

чних точок iндексу 𝑖, взятий по всiх функцiях класу MorseF(𝑁).

Означення 1.3.10. Мiнiмальною функцiєю Морса на поверхнi 𝑁 називається

функцiя, у якої число критичних точок iндексу 𝑖 рiвне 𝑀𝑖(𝑁) для всiх можли-

вих 𝑖.

Означення 1.3.11. Критичним типом функцiї Морса на поверхнi назива-

ється послiдовнiсть чисел (𝑎0, 𝑎1, 𝑎2), якi описують кiлькiсть критичних точок

iндексiв 0, 1 i 2 вiдповiдно.

Iснування мiнiмальних функцiй Морса на гладких замкнених поверхнях

випливає з теорiї сферичних перебудов (див., наприклад [4], де також описано
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можливий варiант побудови функцiї Морса на поверхнях довiльного критично-

го типу).

Зауважимо, що поняття мiнiмальної функцiї розглянуто i в загальному

випадку (для 𝑛-вимiрного замкненого многовида). Так, Смейл довiв iснування

мiнiмальних функцiй Морса на однозв’язних многовидах достатньо великих

розмiрностей, а для неоднозв’язних дана теорiя отримала важливi результати

у роботi В. В. Шарка [54].

1.4 Атом та f-атом гладких функцiй на поверхнях

У працi [11] авторами для дослiдження гамiльтонової механiки було вве-

дено поняття атома, f-атома та молекули, розглядаючи при цьому пошарову та

пошарово оснащену еквiвалентностi простих функцiй Морса.

Нехай 𝑓 : 𝑀 → R, 𝑔 : 𝑁 → R — гладкi функцiї, заданi на гладких

поверхнях 𝑀 i 𝑁 з межами 𝜕𝑀 i 𝜕𝑁 вiдповiдно (можливо 𝜕𝑀 = ∅ i (або)

𝜕𝑁 = ∅).

Означення 1.4.1. Нехай 𝑓 i 𝑔 — гладкi функцiї на гладких поверхнях 𝑀 i 𝑁

вiдповiдно. Тодi 𝑓 i 𝑔 називаються

(1) пошарово еквiвалентними, якщо iснує гомеоморфiзм 𝜆 :𝑀 → 𝑁 , який пе-

реводить компоненти зв’язностi лiнiй рiвня функцiї 𝑓 у компоненти зв’язно-

стi лiнiй рiвня функцiї 𝑔;

(2) пошарово оснащено еквiвалентними, якщо виконується умова (1) i дода-

тково гомеоморфiзм 𝜆 зберiгає напрямки росту функцiй 𝑓 i 𝑔.

Означення 1.4.2. Гладкi функцiї 𝑓 i 𝑔, заданi на гладких поверхнях 𝑀 i 𝑁

вiдповiдно, називаютьсятопологiчно еквiвалентними, якщо iснують гомеомор-

фiзми ℎ1 :𝑀 → 𝑁 i ℎ2 : R → R, такi що ℎ2 ∘ 𝑓 = 𝑔 ∘ ℎ1 i ℎ2 зберiгає орiєнтацiю

прямої R.
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Казатимемо, що функцiя 𝑓 має локальне топологiчне представлення 𝑓 =

𝑔, якщо вона є локально топологiчно еквiвалентною функцiї 𝑔.

Нехай 𝑐 ∈ R — критичне значення функцiї 𝑓 : 𝑀 → R, 𝑉𝜀(𝑐) = [𝑐 −

𝜀, 𝑐 + 𝜀] = {𝑥 ∈ R|𝑐 − 𝜀 ≤ 𝑥 ≤ 𝑐 + 𝜀} — 𝜀-окiл критичного значення 𝑐 (для

деякого достатньо малого 𝜀 > 0, такого що вiдрiзок [𝑐 − 𝜀, 𝑐 + 𝜀] не мiстить

вiдмiнних вiд 𝑐 критичних значень функцiї 𝑓). Розглянемо вiдповiдний до 𝑉𝜀(𝑐)

окiл критичного рiвня функцiї 𝑓 , а саме 𝑓−1(𝑉𝜀(𝑐)) = {𝑥 ∈𝑀 |𝑓(𝑥) ∈ 𝑉𝜀(𝑐)}.

Зауважимо, що окiл критичного (а також i регулярного) рiвня функцiї не

завжди є лiнiйно зв’язним. Розглянемо, наприклад, функцiю висоти 𝑓 задану

на кренделi роду 2 так, як це показано на рис. 1.4.1.

Рис. 1.4.1. Функцiя висоти на кренделi роду 2

Функцiя 𝑓 має шiсть критичних точок 𝑝𝑖, 𝑖 = 1, 6 iз вiдповiдними кри-

тичними значеннями 𝑐𝑖 = 𝑓(𝑝𝑖), 𝑖 = 1, 6. Не втрачаючи загальностi, вважа-

тимемо що 𝑐1 < 𝑐2 < 𝑐2 < 𝑐3 < 𝑐4 < 𝑐5 < 𝑐6. Тодi наступнi околи крити-

чних рiвнiв 𝑉𝜀1(𝑓
−1(𝑐1)), 𝑉𝜀2(𝑓

−1(𝑐2)), 𝑉𝜀5(𝑓
−1(𝑐5)) i 𝑉𝜀6(𝑓

−1(𝑐6)) будуть лiнiйно

зв’язними (для довiльних 0 < 𝜀1 < 𝑐2 − 𝑐1, 0 < 𝜀2 < min{𝑐2 − 𝑐1, 𝑐3 − 𝑐2},

0 < 𝜀5 < min{𝑐5 − 𝑐4, 𝑐6 − 𝑐5} i 0 < 𝜀6 < 𝑐6 − 𝑐5). А от околи 𝑉𝜀3(𝑓
−1(𝑐3)) i

𝑉𝜀4(𝑓
−1(𝑐4)) критичних рiвнiв 𝑐3 i 𝑐4 мають по двi компоненти лiнiйної зв’язностi

(для довiльних 0 < 𝜀3 < min{𝑐3 − 𝑐2, 𝑐4 − 𝑐3}, 0 < 𝜀4 < min{𝑐4 − 𝑐3, 𝑐5 − 𝑐4}).

Означення 1.4.3. Нехай 𝑐 — критичне значення гладкої функцiї 𝑓 , заданої

на гладкiй поверхнi 𝑀 , 𝑓−1(𝑉𝜀(𝑐)) — окiл вiдповiдного критичного рiвня для
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деякого достатньо малого 𝜀 > 0. Тодi атомом (f-атомом) називається клас по-

шарової (пошарово оснащеної) еквiвалентностi пари (𝑈, 𝑓 |𝑈), де 𝑈 — об’єднання

компонент лiнiйної зв’язностi множини 𝑓−1(𝑉𝜀(𝑐)), такi що мiстять критичнi то-

чки.

Кожному атому вiдповiдає два f-атома, якi отримуються один з одного

замiною знаку функцiї.

Означення 1.4.4. Атом, f-атом називається простим, якщо вiн мiстить одну

критичну точку.

Оскiльки всi розглянутi в подальшому функцiї будуть простими, то ви-

бравши достатньо мале 𝜀 > 0, вiдповiднi атоми також будуть простими. Тому,

якщо не буде сказано протилежного, надалi всi атоми, f-атоми будуть простими.

1.4.1 Класифiкацiя простих f-атомiв функцiй Морса на замкнених

поверхнях

Для функцiй Морса на замкнених поверхнях можливими є наступнi ви-

падки атома критичної точки, якi розписанi (див. [11]) в залежностi вiд iндексу

ind(𝑝) критичної точки 𝑝:

1 2 3 4 5

Рис. 1.4.2. Простi f-атоми функцiй Морса на замкнених поверхнях

(1) ind(𝑝) ∈ {0; 2}: отримаємо орiєнтований атом 𝐴, якому вiдповiдають два

f-атоми, зображенi на рис. 1.4.2: 1, 2;
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(2) ind(𝑝) = 1: отримаємо атом 𝐵 або �̃� у випадку орiєнтованої та неорiєн-

тованої поверхонь вiдповiдно. Вiдповiднi f-атоми зображенi на рис. 1.4.2:

орiєнтованi f-атоми — 3, 4 та неорiєнтований f-атом — 5).

Теорема 1.4.5. [11] Кожен простий атом спiвпадає або з атомом 𝐴, або з

атомом 𝐵, або ж з атомом �̃�. Цим трьом атомам вiдповiдає п’ять f-атомiв:

по два для атомiв 𝐴 i 𝐵 та один f-атом для атома �̃�.

1.5 Граф Кронрода-Рiба

Здебiльшого вважається, що поняття графа Кронрода-Рiба (графаРiба,

KR-графа) введено Ж. Рiбом [2], але об’єкт з таким же описом розглянутий

у московськiй математичнiй школi Г. Адельсон–Вельським та О. Кронродом

(див. [55, 3]) при аналiзi 13-ої проблеми Гiльберта. Тому надалi будемо викори-

стовувати поняття графа Кронрода-Рiба (або ж KR-графа).

Графи Кронрода-Рiба часто використовуються як iнструмент при кла-

сифiкацiї функцiй певного класу. Iнколи розглядаються графи iз додатковою

iнформацiєю [25, 26]. На некомпактних поверхнях простiр Кронрода-Рiба може

бути нехаусдорфовим. Дана ситуацiя детально вивчена у роботах Є. О. Полу-

ляха [38, 39].

Нехай 𝑓 :𝑀 → R — гладка функцiя на поверхнi 𝑀 , яка на кожному кри-

тичному рiвнi має по однiй критичнiй точцi. Для довiльного значення 𝑙 функцiї

𝑓 розглянемо лiнiю рiвня 𝑓−1(𝑙), на якiй двi точки 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑓−1(𝑙) називатимемо

еквiвалентними (𝑥1 ∼ 𝑥2), якщо 𝑥1 i 𝑥2 належать однiй компонентi зв’язностi

лiнiї рiвня 𝑓−1(𝑙). Легко переконатися, що так визначене вiдношення ∼ є вiдно-

шенням еквiвалентностi.

Означення 1.5.1. Фактор-простiр Γ𝑓 :=𝑀/ ∼ за вищеописаним вiдношенням

еквiвалентностi ∼ iз вiдповiдною фактор-топологiєю називається простором
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Кронрода-Рiба. Через 𝜋𝑓 : 𝑀 → Γ𝑓 позначатимемо вiдповiдне вiдображення

проекцiї.

Також, простiр Кронрода-Рiба Γ𝑓 можна розглядати як фактор-простiр

𝑀/Δ, де Δ — шарування з особливостями, елементами якого є компоненти

множини зв’язностi рiвня функцiї 𝑓 [29].

Вiдомо, що простiр Кронрода-Рiба гладкої функцiї 𝑓 з iзольованими кри-

тичними точками на компактнiй поверхнi є топологiчним графом (i називається

графом Кронрода-Рiба або KR-графом), тобто iснує (див. [56]) неперервне вiдоб-

раження 𝑓𝐾−𝑅 : Γ𝑓 → R, таке що 𝑓 = 𝑓𝐾−𝑅 ∘ 𝜋𝑓 . Також, пiсля задання орiєн-

тацiї ребер KR-графа Γ𝑓 вiдповiдно до напрямку зростання функцiї 𝑓 , отрима-

ний граф буде орiєнтованим i називається орiєнтованим графом Кронрода-Рiба

(орiєнтованим KR-графом).

У так побудованому KR-графi компоненти зв’язностi, якi мiстять крити-

чнi точки функцiї, вiдповiдають вершинам, а тi компоненти зв’язностi, якi не

мiстять критичних точок — точкам на ребрах.

Для (орiєнтованих) KR-графiв виконується: (1) якщо вiдомо чи орiєн-

тована поверхня, то за графом Кронрода-Рiба можна вiдновити топологiю на

цiй поверхнi, тобто побудувати поверхню, гомеоморфну початковiй; (2) простi

функцiї Морса на замкнених поверхнях пошарово еквiвалентнi тодi i тiльки

тодi, коли їх KR-графи iзоморфнi; (3) простi функцiї Морса на замкнених по-

верхнях пошарово оснащено еквiвалентнi тодi i тiльки тодi,коли їх орiєнтованi

KR–графи iзоморфнi.

Так, орiєнтований KR-граф є повним iнварiантом простих функцiй Мор-

са на замкнених поверхнях для пошарово оснащеної еквiвалентностi функцiй.

Якщо ж додатково на KR–графi зафiксувати порядок вершин, приписавши зна-

чення функцiї у вiдповiднiй критичнiй точцi, то отриманий граф буде повним

топологiчним iнварiантом простих функцiй Морса на замкнених поверхнях.
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Зауважимо, що поняття графа Кронрода-Рiба узагальнене i для гладких

функцiй з внутрiшнiми iзольованими критичними точками на довiльних глад-

ких многовидах (див., наприклад, [57]).

1.6 Функцiї iз внутрiшнiми критичними точками на поверхнях з

межею

В цьому роздiлi узагальнюються поняття функцiї Морса на випадок ком-

пактних многовидiв з межею.

1.6.1 Функцiї Морса

Поняття функцiї Морса також розглядається i для гладких 𝑛-вимiрних

многовидiв з межею.

Означення 1.6.1. Гладка функцiя 𝑓 : 𝑊 → R, задана на гладкому 𝑛-вимiрному

многовидi 𝑊 , називається функцiєю Морса, якщо вона задовольняє умови:

1) 𝑓 має скiнченну кiлькiсть критичних точок, причому всi вони невиродженi

i лежать у внутрiшностi 𝑊 ;

2) 𝑓 набуває сталих значень на компонентах межi 𝜕𝑊 .

1.6.2 m-Функцiї

Нехай 𝑀 — гладка поверхня з межею 𝜕𝑀 , 𝑓 :𝑀 → R — гладка функцiя

на нiй. Через 𝑓𝜕 позначатимемо обмеження функцiї 𝑓 на межу поверхнi 𝜕𝑀 .

Означення 1.6.2. Функцiя 𝑓 : 𝑀 → R, задана на гладкiй поверхнi з межею

(можливо 𝜕𝑀 = ∅), називається m-функцiєю, якщо вона задовольняє умови:

(1) всi критичнi точки функцiї 𝑓 є внутрiшнiми, невиродженими i їх скiнченна

кiлькiсть;
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(2) обмеження 𝑓𝜕 функцiї 𝑓 на межу поверхнi є функцiєю Морса на однови-

мiрному многовидi 𝜕𝑀 .

Надалi через 𝑚𝐹 (𝑀) позначатимемо множину всiх m-функцiй, заданих

на многовидi 𝑀 .

Означення 1.6.3. Двi m-функцiї 𝑓, 𝑔 : 𝑀 → R називаються еквiвалентними,

якщо iснують дифеоморфiзми ℎ :𝑀 →𝑀 , 𝜑 : R → R, такi що 𝜑 ∘ 𝑓 = 𝑔 ∘ ℎ.

Вiдповiдно до такого означення еквiвалентностi, було отримано повну кла-

сифiкацiю m-функцiй [22]. Також, у роботах [25, 26] отримано повний тополо-

гiчний iнварiант простих m-функцiй на компактних поверхнях з межею.

У роботi [25] авторами, дослiджуючи топологiчнi властивостi m-функцiй

на компактних орiєнтованих поверхнях з межею, авторами описано всi атоми

таких функцiй (орiєнтованi атоми простих m-функцiй). Також отримано iнва-

рiант пошарово оснащеної еквiвалентностi простих m-функцiй у виглядi KR–

графа iз додатковою iнформацiєю.

Нехай 𝑓 :𝑀 → R — m-функцiя, задана на гладкiй поверхнi 𝑀 з межею.

Означення 1.6.4.Нехай 𝑝 ∈ 𝜕𝑀 — критична точка функцiї 𝑓𝜕. Iндексом ind(𝑝)

точки 𝑝 називається пара (𝜆, 𝜀), де 𝜆 — звичайний iндекс функцiї 𝑓𝜕, а 𝜀 = 1

або 𝜀 = −1, якщо вектор grad𝑓𝑥 спрямований назовнi або всередину многовиду

𝑀 вiдноповiдно.

Розглянемо всi можливi f-атоми [25] m-функцiї 𝑓 та її обмеження 𝑓𝜕 на

межу поверхнi в залежностi вiд критичної точки 𝑝:

(1) 𝑝 ∈ 𝐼𝑛𝑡(𝑀) — критична точка функцiї 𝑓 , тодi отримуємо випадки:

(1.1) якщо атом має порожнiй перетин iз межею поверхнi, то отримуємо ато-

ми 𝐴 i 𝐵 (див. рис. 1.4.2: 1 – 4);
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(1.2) якщо атом має непорожнiй перетин iз межею поверхнi, то отримуємо

два атоми, яким вiдповiдає три f-атоми, зображенi на рис. 1.6.1.

(a) (b) (c)

Рис. 1.6.1. f-Атоми m-функцiй

(2) 𝑝 ∈ 𝜕𝑀 — критична точка функцiї 𝑓𝜕, тодi отримуємо три атоми, яким

вiдповiдає шiсть f-атомiв, зображенi на рис. 1.6.2.

(a) (b) (c)

Рис. 1.6.2. f-Атоми m-функцiй

1.7 Функцiї з iзольованими критичними точками на замкнених

поверхнях

Нехай 𝑀 — гладка замкнена поверхня, 𝑓 : 𝑀 → 𝑅 — гладка функцiя,

задана на поверхнi 𝑀 i всi її критичнi точки є iзольованими. Клас всiх таких

функцiй, заданих на 𝑀 позначатимемо через 𝐼𝑠𝑜(𝑀).

Теорема 1.7.1. [35] Нехай 𝑥0 — критична точка функцiї 𝑓 ∈ 𝐼𝑠𝑜(𝑀), яка не

є локальним екстремумом. Тодi iснує окiл 𝑈(𝑥0) точки 𝑥0, в якому функцiя

𝑓 топологiчно еквiвалентна функцiї Re(𝑥+ 𝑖𝑦)𝑘 для деякого цiлого 𝑘 ≥ 0.
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Означення 1.7.2. Критична точка функцiї 𝑓 , яка не є локальним екстрему-

мом, називається суттєво (несуттєво) критичною точкою, якщо 𝑓 локально

топологiчно еквiвалентна функцiї Re(𝑥+ 𝑖𝑦)𝑘 для деякого 𝑘 > 1 (Re(𝑥+ 𝑖𝑦)).

Означення 1.7.3. Число 𝑛 суттєво критичних точок гладкої функцiї 𝑓 разом

iз вiдповiдними 𝑘 називаються топологiчним сингулярним типом функцiї 𝑓 .

В. Шарко [12] встановлено, що iснує скiнченне число топологiчно нее-

квiвалентних гладких функцiй фiксованого сингулярного типу. Для гладких

функцiй iз однiєю суттєво критичною точкою задача топологiчної класифiкацiї

стає простiшою, якщо її розглядати в термiнах топологiчних iнварiантiв (так

званих 2-кольорових спiн-графiв) [12].

Також, у роботах Є. Полуляха та I. Юрчук [58, 59] вивчались неперервнi

функцiї, якi в кожнiй своїй точцi топологiчно еквiвалентнi до функцiї Re𝑧𝑘, де

𝑘 ∈ N i не залежить вiд точки (псевдогармонiчнi функцiї).

У роботах О. Кадубовського (див., наприклад, [48]) розглядаються два

класи гладких функцiй на гладкiй замкненiй (не)орiнтованiй поверхнi 𝑀𝑔 (𝑁𝑔)

роду 𝑔 ≥ 1, якi мають 𝑘 локальних максимумiв, 𝑙 локальних мiнiмумiв i ще

додатково рiвно одну (вироджену) сiдлову критичну точку. Цi класи функцiй

позначено через 𝐶𝑘,𝑙(𝑀𝑔) та 𝐶𝑘,𝑙(𝑁𝑔) вiдповiдно. Задача обрахунку компонент

зв’язностi (вiдносно топологiчної еквiвалентностi) просторiв функцiй 𝐶𝑘,𝑙(𝑀𝑔),

𝐶𝑘,𝑙(𝑁𝑔) для довiльних 𝑘, 𝑙 є нерозв’язаною, але для 𝑘 = 𝑙 = 1 дана проблема

частково вирiшена [48].
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1.7.1 Мiнiмальнi функцiї

Мiнiмальнi функцiї з iзольованими особливостями на замкнених поверх-

нях розглядались у роботах О. Кадубовського (див., наприклад, [48]).

Так, знайдено [48] число топологiчно нееквiвалентних функцiй класу

𝐶1,1(𝑀𝑔) (мiнiмальнi функцiї) для всiх 𝑔 ≥ 1, а у випадку неорiєнтованої по-

верхнi 𝑁𝑔 — для 𝑔 ∈ {5, 6}.

Також, слiд зауважити, що важливе застосування для оцiнки знизу чи-

сла критичних точок гладкої функцiї на замкненому многовидi має категорiя

Люcтерника-Шнiрельмана [60].

Означення 1.7.4. Функцiя 𝑓 ∈ 𝐼𝑠𝑜(𝑀) називається мiнiмальною на поверхнi

𝑀 , якщо вона має мiнiмальне число критичних точок у класi 𝐼𝑠𝑜(𝑀).

Мiнiмальна функцiя має один локальний мiнiмум i один локальний ма-

ксимум. На гладкiй замкненiй поверхнi, яка негомеоморфна сферi, мiнiмальна

функцiя має 3 критичнi точки, двi з яких є точками локального мiнiмуму i ма-

ксимуму, а третя — сiдлового типу (див., наприклад, [48]). На сферi мiнiмальна

функцiя 𝑓 ∈ 𝐼𝑠𝑜(𝑆2) має двi критичнi точки.

1.7.2 Хордовi дiаграми

У роботi О. Кадубовського [48], узагальнючи попереднi результати, автор

розв’язав задачу пiдрахунку числа топологiчно нееквiвалентних мiнiмальних

функцiй на замкненiй орiєнтованiй поверхнi довiльного роду, ввiвши для цього

поняття 2-кольорової хордової 𝑂-дiаграми.

Означення 1.7.5. Коло з 2𝑛 точками на ньому (що є вершинами правильно-

го 2𝑛-кутника), дуги якого почергово розфарбованi у два кольори (чорний i

сiрий) та фiксованою нумерацiєю вершин (числами вiд 0 до 2𝑛− 1) за годинни-

ковою стрiлкою, називається 2-кольоровим 2𝑛-шаблоном. 2-Кольоровою хордо-
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вою 𝑛-дiаграмою називається 𝑛-дiаграма, побудована на основi 2-кольорового

2𝑛-шаблону (пiд побудовою розумiється з’єднання 2𝑛 точок на колi 𝑛 хордами).

Означення 1.7.6. 2-Кольорова хордова 𝑛-дiаграма, яка не мiстить (мiстить)

хорди, що сполучають вершини з номерами однакової парностi, називається

𝑂-дiаграмою (𝑁 -дiаграмою).

Наприклад, на рис. 1.7.1: [48] (a) зображено 2-кольоровий 2𝑛-шаблон для

𝑛 = 10 (рис. 1.7.1: (a)) та вiдповiднi𝑂 (рис. 1.7.1: (b)) i𝑁–дiаграми (рис. 1.7.1: (c)).

Рис. 1.7.1. (a) 2-Кольоровий 20-шаблон; (b) 𝑂-дiаграма з 1 сiрим та 2чорними

циклами; (c) 𝑁 -дiаграма з 1 сiрим та 1 чорним циклами

Означення 1.7.7. 2-Кольоровi хордовi 𝑛-дiаграми називаються iзоморфними,

якщо їх можна сумiстити в результатi повороту на певний кут, та еквiвален-

тними, якщо їх можна сумiстити в результатi повороту, симетрiї або ж їх ком-

позицiї.

Означення 1.7.8. Чорним (сiрим) циклом 2-кольорової хордової 𝑛-дiагра-

ми називатимемо послiдовнiсть хорд та чорних (сiрих) дуг, якi, чергуючись,

утворюють гомеоморфний образ орiєнтованого кола (див., рис. 1.7.1: (b), (c)).

Множину 𝑂-дiаграм (𝑁 -дiаграм) з 𝑛 хордами, якi мають 𝑙 сiрих та 𝑘

чорних циклiв позначимо через F𝑂
𝑙,𝑘;𝑛 (F

𝑁
𝑙,𝑘;𝑛) [48].

Теорема 1.7.9. [47]Число топологiчно нееквiвалентних функцiй класу 𝐶1,1(𝑀𝑔)

дорiвнює числу нееквiвалентних дiаграм класу F𝑂
1,1;𝑛 (𝑛 = 2𝑔 + 1).
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Так, на рис. 1.7.2 [48] зображенi топологiчнi iнварiанти (𝑂-дiаграми) фун-

кцiй на орiєнтованiй замкненiй поверхнi 𝑀3 роду 3, якi мають два локальнi

екстремуми та одну (вироджену) сiдлову критичну точку.

1 2 3 4 5

6 7 8 9 10

11 12 13 14 15

16 17 18 19 20

21 22 23 24 25

Рис. 1.7.2. Iнварiанти для топологiчної класифiкацiї функцiй класу 𝐶1,1(𝑀3)

1.8 Висновки

Наведенi в цьому роздiлi дисертацiйної роботи теоретичнi вiдомостi є до-

помiжними i будуть використовуватись при подальшому опису результатiв.
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РОЗДIЛ 2

Функцiї з невиродженими критичними точками

на межi гладкого многовида

2.1 Функцiї на n-вимiрних многовидах з межею

Нехай 𝑀 — многовид розмiрностi 𝑛 з межею 𝜕𝑀 , 𝑓 : 𝑀 → R — функцiя

визначена на многовидi 𝑀 . Локально межу можна записати у виглядi 𝜕𝑀 =

{𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛|𝑥𝑛 = 0} для деякої системи координат (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛). Позначимо

через 𝑓𝜕 обмеження функцiї 𝑓 на межу поверхнi 𝑀 .

Теорема 2.1.1. Нехай 𝑝0 ∈ 𝜕𝑀 — невироджена критична точка функцiї 𝑓

i невироджена критична точка обмеження 𝑓𝜕 функцiї 𝑓 на 𝜕𝑀 , така, що

𝑓(𝑝0) = 0. Тодi iснує система координат (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), 𝑥𝑛 ≥ 0 в околi 𝑝0, для

якої 𝑝0 = (0, 0, . . . , 0) i функцiя 𝑓 має таке локальне зображення:

𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) = −𝑥21 − 𝑥22 − . . .− 𝑥2𝜆 + 𝑥2𝜆+1 + . . .+ 𝑥2𝑛−1 + 𝛿𝑥2𝑛 (2.1)

для деякого 𝛿 ∈ {−1,+1}.

Доведення. Виберемо довiльну локальну систему координат (𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛) в

околi критичної точки 𝑝0, таку що 𝑝0 = (0, 0, . . . , 0) i 𝑢𝑛 ≥ 0. Тодi межа зада-

ється рiвнiстю 𝑢𝑛 = 0.

Як i при доведеннi теореми 1.3.6 (див., наприклад, роботу [1]) з умо-

ви 𝑓(0, 0, . . . , 0) = 0 випливає, що iснують функцiї ℎ𝑖(𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛), 𝑖 ∈ 1, 𝑛

(наприклад ℎ𝑖(𝑢1, . . . , 𝑢𝑛) = =
∫︀ 1
0

𝑑𝑓(𝑢1𝑡,...𝑢𝑛𝑡)
𝑑𝑢𝑖

𝑑𝑡, 𝑖 ∈ 1, 𝑛), такi що 𝑓 =
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑢𝑖 ·

ℎ𝑖(𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛).

Для критичних точок 𝜕𝑓
𝜕𝑢𝑖

(0, 0, . . . , 0) = ℎ𝑖(0, 0, . . . , 0) = 0. Тодi в свою

чергу 𝑓 =
∑︀𝑛

𝑖,𝑗=1 𝑢𝑖𝑢𝑗 · 𝑔𝑖𝑗(𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛) для деяких функцiй 𝑔𝑖𝑗(𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛),

𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛. Поклавши 𝐺𝑖𝑗 ≡ (𝑔𝑖𝑗 + 𝑔𝑗𝑖)/2, маємо

𝑓 =
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑢𝑖𝑢𝑗 ·𝐺𝑖𝑗 (2.2)
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Без обмеження загальностi можна вважати, що 𝐺11 ̸= 0 (якщо це не так,

то з невиродженостi 𝐻𝑓 |𝜕𝑀 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)(𝑝0) маємо, що ∃𝑘 ∈ {2, 3, . . . , 𝑛 − 1} :

𝐺1𝑘 ̸= 0 i замiна 𝑣1 = 𝑢1 + 𝑢𝑘, 𝑣𝑘 = 𝑢1 − 𝑢𝑘 приводить нас до бажаного ре-

зультату). Враховуючи неперервнiсть 𝐺𝑖𝑗, маємо що 𝐺11 ̸= 0 в деякому околi

𝑝0.

Iз рiвностi (2.2) маємо 𝜕2𝑓
𝜕𝑢2

1
(0, 0, . . . , 0) = 2𝐺11(0, 0, . . . , 0) ̸= 0. Тому замiна,

для якої 𝑥1 =
√︀
|𝐺11| · (𝑢1+

∑︀𝑛
𝑖=2

𝐺1𝑖

𝐺11
·𝑢𝑖), а решта координат, включаючи 𝑢𝑛, не

змiнюється, є коректною. Це означає, що межа 𝜕𝑀 = {𝑢𝑛 = 0} не змiнюється

при даному перетвореннi i область {𝑢𝑛 ≥ 0} переходить сама в себе.

Тодi маємо наступнi зображення: 𝑓 = (𝑥21 +
∑︀𝑛

𝑖,𝑗=2 𝑢𝑖𝑢𝑗 · 𝐺𝑖𝑗 − (
∑︀𝑛

𝑖=2 𝑢𝑖 ·

𝐺1𝑖)
2/𝐺11, якщо 𝐺11 > 0)

⋀︀
(−𝑥21 +

∑︀𝑛
𝑖,𝑗=2 𝑢𝑖𝑢𝑗 ·𝐺𝑖𝑗 − (

∑︀𝑛
𝑖=2 𝑢𝑖 ·𝐺1𝑖)

2/𝐺11, якщо

𝐺11 < 0).

Далi аналогiчними мiркування можна отримати

𝑓 =
𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝛿𝑖𝑥
2
𝑖 + 𝐹 (𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛−1) · 𝑢2𝑛

для деяких 𝛿𝑖 ∈ {−1,+1}, 𝑖 = 1, 𝑛− 1 i деякої функцiї 𝐹 , яка не залежить вiд

𝑢𝑛. З невиродженостi критичної точки функцiї 𝑓 випливає, що 𝐹 (0) ̸= 0.

Поклавши 𝑥𝑛 =
√︀
|𝐹 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛−1)| · 𝑢𝑛, отримаємо 𝑓 =

∑︀𝑛
𝑖=1 𝛿𝑖𝑥

2
𝑖 ,

𝛿𝑖 ∈ {−1,+1}. Також зауважимо, що останнє перетворення координат не змiнює

межу многовида 𝜕𝑀 i область {𝑢𝑛 ≥ 0} переходить в {𝑥𝑛 ≥ 0}. У останньо-

му представленнi функцiї 𝑓 , замiнивши 𝑥𝑖 на 𝑥𝑗, 𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛 − 1}, де це

потрiбно отримаємо рiвнiсть (2.1).

Зауваження 2.1.2. Такий же результат отримано у лемi 2.6 [61], але, на вiд-

мiну вiд теореми 2.1.1 необхiдними умовами у вказанiй лемi є скрiзь дотичнiсть

поля градiєнта.

Твердження 2.1.3. Якщо 𝑝0 ∈ 𝜕𝑀 така, що 𝑓(𝑝0) = 0 i не є критичною

точкою функцiї 𝑓𝜕, то iснує система координат (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), 𝑥𝑛 ≥ 0 в околi
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𝑝0, для якої функцiя 𝑓 має вигляд:

𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑥1 (2.3)

Доведення. Нехай 𝑝0 ∈ 𝜕𝑀 не є критичною точкою функцiї 𝑓 , 𝑓(𝑝0) = 0. Ви-

беремо довiльну локальну систему координат (𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛), 𝑢𝑛 ≥ 0 в околi 𝑝0,

таку що 𝑝0 = (0, 0, . . . , 0). Тодi, оскiльки 𝑝0 — регулярна точка функцiї 𝑓𝜕, то

𝜕𝑓
𝜕𝑢𝑖

(𝑝0) ̸= 0 для деякого 𝑖 ∈ 1, 𝑛− 1. Не втрачаючи загальностi вважатимемо,

що 𝜕𝑓
𝜕𝑢1

(𝑝0) ̸= 0. Оскiльки 𝑓(𝑝0) = 0, то iснують гладкi функцiї 𝑎𝑖(𝑢1, . . . , 𝑢𝑛),

такi що 𝑓 = 𝑢1𝑎1 + . . . + 𝑢𝑛𝑎𝑛, причому 𝑎1 ̸= 0 у деякому околi 𝑝0. Тодi гладка

замiна координат 𝑥1 = 𝑢1𝑎1 + . . . + 𝑢𝑛𝑎𝑛, 𝑥𝑖 = 𝑢𝑖, 𝑖 = 2, 𝑛, яка не змiнює межу

многовида i область 𝑢𝑛 ≥ 0 переводить у область 𝑥𝑛 ≥ 0, приводить функцiю 𝑓

до бажаного вигляду.

Означення 2.1.4. Нехай 𝑝0 ∈ 𝜕𝑀 — критична точка функцiї 𝑓 i її обмежен-

ня 𝑓𝜕 на 𝜕𝑀 , тодi iндексом критичної точки називаєтимемо пару (𝜆, 𝛿), яка

визначається рiвнiстю (2.1).

Ця пара чисел повнiстю визначається парою iндексiв Морса для функцiй

𝑓 i 𝑓𝜕. Оскiльки iндекси Морса не залежать вiд способу зведення функцiї до

канонiчного вигляду (див., наприклад, [1]), то те саме виконується для iндексу

(𝜆, 𝛿).

2.2 Функцiї на поверхнях з межею

З теореми 2.1.1 безпосередньо випливає

Наслiдок 2.2.1. В околi точки, що є невиродженою критичною точкою як

для функцiї 𝑓 на поверхнi так i для її обмеження на межу, функцiя замiною

координат зводиться до одної з таких форм:

(𝑖) 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2, 𝑦 ≥ 0
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(𝑖𝑖) 𝑓(𝑥, 𝑦) = −𝑥2 + 𝑦2, 𝑦 ≥ 0

(𝑖𝑖𝑖) 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 − 𝑦2, 𝑦 ≥ 0

(𝑖𝑣) 𝑓(𝑥, 𝑦) = −𝑥2 − 𝑦2, 𝑦 ≥ 0

Зауваження 2.2.2. З наслiдку маємо локальнi представлення функцiї Морса

в околi її критичної точки, яка належить межi. Але на вiдмiну вiд теореми 1.3.6

ми не можемо звести до трьох форм, бо перетворення координат, яке (𝑖𝑖) пере-

водить у (𝑖𝑖𝑖) чи навпаки, змiнює межу поверхнi.

Надалi в цьому i в усiх наступних параграфах розглядаються тiльки про-

стi функцiї.

Дослiдимо структуру функцiї в околi критичного рiвня для випадкiв рi-

зних iндексiв критичної точки.

� Iндекс критичної точки 𝑝0 дорiвнює (0,+1).

Тодi згiдно теореми 2.1.1 iснує локальна система координат (𝑥, 𝑦) в околi

𝑝0, така що 𝑓 = 𝑥2+𝑦2. Звiдки видно, що 𝑝0 є точкою локального мiнiмуму.

Тодi при проходженнi 𝑝0 (змiни 𝑓
−1(𝑝0−𝜀) на 𝑓−1(𝑝0+𝜀) для досить малого

𝜀) додається пiвдиск𝐷2
+ = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷2|𝑦 ≥ 0}, де𝐷2 = {(𝑥, 𝑦)|𝑥2+𝑦2 ≤ 1}.

Це показано на рис. 2.2.1.

Рис. 2.2.1. Атом 𝐴1 (iндекс (0,+1)) Рис. 2.2.2. Атом 𝐴2 (iндекс (1,−1))

� Iндекс критичної точки 𝑝0 дорiвнює (1,−1).

Функцiя матиме локальне зображення 𝑓 = −𝑥2 − 𝑦2, звiдки — точка 𝑝0 є

точкою локального максимуму. При проходженнi 𝑝0 приклеюється пiвдиск

𝐷2
+, так що точки {𝑦 = 0} ∩ 𝜕𝐷2

+ приклеюються до кутiв, 𝜕𝐷2
+ — до межi
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лiнiї рiвня функцiї, а {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷2
+|𝑦 = 0} додається до межi поверхнi. Ця

перебудова зображена на рис. 2.2.2.

� Iндекс критичної точки 𝑝0 дорiвнює (1,+1).

За теоремою 2.1.1 функцiю 𝑓 можна записати у формi 𝑓 = −𝑥2 + 𝑦2 для

деякої системи координат (𝑥, 𝑦) в околi 𝑝0. Точки перетину межi поверхнi

з межею лiнiї рiвня функцiї 𝑓 ми називатимемо кутами. При проходженнi

критичної точки 𝑝0 перебудова вiдбувається таким чином: приклеюється

полоска 𝐴𝐵𝐶𝐷 до межi лiнiї рiвня так щоб вершини 𝐴 i 𝐷 приклеюються

до кутiв, а сторони 𝐴𝐵 i 𝐶𝐷 до компоненти межi лiнiї рiвня. При цьому

до межi додаються сторони 𝐵𝐶 i 𝐴𝐷, зокрема 𝐴𝐷 до частини межi 𝜕𝑀 на

данiй лiнiї рiвня. Ця перебудова зображена на рис. 2.2.3.

� Iндекс критичної точки 𝑝0 дорiвнює (0,−1).

Тодi функцiю можна записати у виглядi 𝑓 = 𝑥2 − 𝑦2 i перебудова вiдбува-

тиметься так: приклеюється смужка (квадрат) 𝐴𝐵𝐶𝐷, так що сторона 𝐵𝐶

приклеюється до межi лiнiї рiвня. При цьому до межi додаються сторони

𝐴𝐵, 𝐶𝐷 i 𝐴𝐷, причому 𝐴𝐷 — до компоненти межi — 𝜕𝑀 , що зображено

на рис. 2.2.4.

Рис. 2.2.3. Атом 𝐶1 (iндекс (1,+1)) Рис. 2.2.4. Атом 𝐶2 (iндекс (0,−1))

На рисунках 2.2.1 — 2.2.6 маємо атоми, якi називатимемо атомами 𝐴 (f-

атоми 𝐴1 у випадку рис. 2.2.1 i 𝐴2 — рис. 2.2.2), 𝐵 (𝐵1 — рис. 2.2.5, 𝐵2 —

рис. 2.2.6) i 𝐶 (𝐶1 — рис. 2.2.3 i 𝐶2 — рис. 2.2.4). Атом 𝐶 зручнiше зображати

так, як це показано на рис. 2.2.7, 2.2.8. (Це проекцiя частини тора 𝑥 = cos𝑢,
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𝑦 = (3 + sin𝑢) cos 𝑣, 𝑧 = (3 + sin𝑢) sin 𝑣, 𝑥 > 0, 1 ≤ 𝑧 ≤ 3 з критичною точкою

(0,0,2) на площину 𝑦𝑧, функцiя висоти 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑧).

Рис. 2.2.5. Атом 𝐵1 (iндекс (1,+1)) Рис. 2.2.6. Атом 𝐵2 (iндекс (0,−1))

Рис. 2.2.7. Атом 𝐶1 (iндекс (1,+1)) Рис. 2.2.8. Атом 𝐶2 (iндекс (0,−1))

Теорема 2.2.3. Кожен простий атом збiгається iз атомом 𝐴 або з атомом

𝐵, або з атомом 𝐶, кожному з яких вiдповiдає два f-атоми.

Доведення. У випадках, коли iндекс критичної точки дорiвнює (0,+1) чи (1,−1)

отримаємо атом 𝐴. Тому надалi вважаємо, що iндекс рiвний (1,+1) або (0,−1).

Нехай 𝑓(𝑝0) = 𝑐. Розглянемо окiл критичної точки 𝑝0, обмежений 𝑓
−1(𝑐 − 𝜀),

𝑓−1(𝑐 + 𝜀), деякими траєкторiями поля градiєнта i межею поверхнi 𝜕𝑀 . Нази-

ватимемо областями додатностi функцiї 𝑓 частину поверхнi де {𝑓 > 𝑐} i будемо

зображати її заштрихованою, та областями вiд’ємностi — де {𝑓 < 𝑐} будемо

зображати бiлим кольором. Ми отримаємо поверхню зображену на рис. 2.2.9.

Рис. 2.2.9
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Далi маємо двi можливостi склейки для кожного з атомiв — склеювати

околи в межi кiнцiв критичного рiвня або нi. У випадку склейки отримуємо

атом 𝐵, iнакше — атом 𝐶.

2.3 Оптимальнi mm-функцiї на поверхнях з межею

Пiд поняттям оптимальної функцiї у деякому класi функцiй розумiтимемо

функцiю, яка має найменше можливе число критичних точок у цьому класi,

якщо така iснує. Також, оптимальнi функцiї ще називають мiнiмальними.

Означення 2.3.1. Функцiю Морса 𝑓 : 𝑀 → R називатимемо mm-функцiєю,

якщо обмеження 𝑓𝜕 функцiї на межу 𝜕𝑀 також є функцiєю Морса i всi критичнi

точки функцiї 𝑓 належать межi поверхнi 𝜕𝑀 .

Лема 2.3.2. Проста оптимальна mm-функцiя на поверхнi має рiвно один мi-

нiмум i один максимум.

Доведення. Для доведення леми потрiбно показати: 1) iснування mm-функцiї,

у якої рiвно один мiнiмум i один максимум; 2) якщо у mm-функцiї є принаймнi

двi точки мiнiмуму чи максимуму, то вона не є оптимальною.

Рис. 2.3.1

Спершу розглянемо деякi попереднi викладки. Зауважимо, що якщо по-

верхня мiстить один f-атом 𝐵, приклеювання якого змiнює компоненту лiнiї
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рiвня з вiдрiзка на коло, то повинен мiститися i симетричний йому атом 𝐵,

який з кола робить вiдрiзок. Отже, приклеювання такої пари атомiв додає до

поверхнi смужку (приклеєний за протилежними сторонами квадрат), що у свою

чергу можна також отримати приклеюванням двох симетричних f-атомiв . Це

показано на рисунку 2.3.1.

Тому надалi замiнимо всi атоми В на атоми С. Така замiна змiнює функ-

цiю, але не змiнює поверхню та числа критичних точок.

Тодi кожна компонента зв’язностi кожного рiвня функцiї буде гомеомор-

фна вiдрiзку або точцi. Отже, поверхня гомотопiчно еквiвалентна KR-графу.

Звiдси випливає, що ейлерова характеристика поверхнi, як гомотопiчний iнва-

рiант, дорiвнює ейлеровiй характеристицi вiдповiдного KR-графа. Нехай у KR-

графа є 𝑎 вершин валентностi 1 (вони вiдповiдають за мiнiмуми i максимуми)

та 𝑏 вершин валентностi 3 (вони вiдповiдають за сiдловi точки). Тодi граф має

𝑎+𝑏 вершин i 3𝑏+𝑎
2 ребер. Отже, ейлерова характеристика 𝜒 = 𝑎+𝑏− 3𝑏+𝑎

2 = 𝑎−𝑏
2 ,

звiдки 𝑏 = 𝑎− 2𝜒 та число критичних точок дорiвнює 𝑎+ 𝑏 = 2𝑎− 2𝜒 ≥ 4− 2𝜒,

бо 𝑎 ≥ 2 (оскiльки у функцiї на компактi завжди є точка мiнiмуму i точка

максимуму).

1) Розглянемо поверхнi, зображенi на рис. 2.3.2: 1, 2, та mm-функцiю 𝑓 . На

рис. 2.3.2: 1 зображена орiєнтована поверхня роду 𝑔 з 𝑘 компонентами межi —

двовимiрний диск з 𝑘−1 полосками та 𝑔−𝑘+1 парами перехрещених полосок.

На рис. 2.3.2: 2 зображена неорiєнтована поверхня роду 𝑔 з 𝑘 компонентами

межi — двовимiрний диск з 𝑘 − 1 полосками та 𝑔 − 𝑘 + 1 листами Мюбiуса.

Функцiя 𝑓 має рiвно один локальний мiнiмум i один локальний максимум i,

отже, загальне число її критичних точок дорiвнює 4− 2𝜒, що означає, що вона

має найменше можливе число критичних точок на данiй поверхнi, тобто вона є

оптимальною.

2) Далi припустимо що mm-функцiя має принаймнi двi точки максимуму

чи мiнiмуму, тобто 𝑎 ≥ 3, тодi загальне число її критичних точок 2𝑎 − 2𝜒 ≥
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6− 2𝜒 > 4− 2𝜒, де 4− 2𝜒 — число критичних точок заданої у 1) mm-функцiї.

Це означає, що дана mm-функцiя не буде оптимальною.

1 2

Рис. 2.3.2. Оптимальна mm-функцiя на поверхнi роду 𝑔

з 𝑘 компонентами межi (двовимiрний диск з приклеєними полосками)

Нехай 𝑓 — mm-функцiя на поверхнi 𝑀 . Через 𝑐±𝑖 позначатимемо число

критичних точок функцiї 𝑓 iндексу (𝑖,±1), тобто 𝑐+0 — число критичних точок

iндексу (0,1), 𝑐−0 — iндексу (0,-1), 𝑐+1 — iндексу (1,+1), 𝑐−1 — iндексу (1,-1).

Лема 2.3.3. Нехай 𝑓 : 𝑀 → R — оптимальна mm-функцiя на поверхнi 𝑀 .

Тодi ейлерова характеристика поверхнi дорiвнює

𝜒(𝑀) =
𝑐+0 − 𝑐−0 − 𝑐+1 + 𝑐−1

2
.

Доведення. Розглянемо подвоєння 𝐷𝑀 поверхнi𝑀 , таке що атлас в точках ме-

жi задовольняє умови теореми 2.1.1 i зауваження 2.1.2. Тодi функцiю 𝑓 можна

симетрично продовжити до оптимальної mm-функцiї на 𝐷𝑀 . Звiдки 𝜒(𝐷𝑀) =

2𝜒(𝑀)−𝜒(𝜕𝑀) = 2𝜒(𝑀), оскiльки межа поверхнi 𝜕𝑀 є диз’юнкним об’єднанням

кiл 𝑆1, а тому 𝜒(𝜕𝑀) = 0. Таким чином 𝜒(𝑀) = 1
2𝜒(𝐷𝑀).
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З iншого боку всi критичнi точки на поверхнi 𝐷𝑀 будуть внутрiшнiми,

тому має мiсце рiвнiсть Морса (теорема 1.3.0.6) 𝜒(𝑀) = 𝑐0 − 𝑐1 + 𝑐2, де 𝑐𝑖 —

число критичних точок iндексу 𝑖, 𝑖 = 0, 2. З останньої рiвностi, пiдставивши

𝑐0 = 𝑐+0 , 𝑐1 = 𝑐−0 + 𝑐+1 , 𝑐2 = 𝑐−1 , отримаємо 𝜒(𝑀) = 𝑐+0 −(𝑐−0 +𝑐+1 )+𝑐−1
2 .

Теорема 2.3.4. Проста оптимальна mm-функцiя на орiєнтованiй поверхнi

роду 𝑔 з 𝑘 компонентами межi має 4𝑔+2𝑘 критичнi точки, а на неорiєнто-

ванiй поверхнi роду 𝑔 з 𝑘 компонентами межi має 2𝑔 + 2𝑘 критичнi точки.

Доведення. Нехай𝑀 — поверхня роду 𝑔 з 𝑘 компонентами межi, 𝑓 — оптималь-

на mm-функцiя на нiй. Зауважимо, що збiльшення компонент межi зменшує

ейлерову характеристику, оскiльки воно рiвносильне приклеюванню смужки.

Тодi 𝜒(𝑀) = 2−2𝑔−𝑘 для орiєнтованого випадку i 𝜒(𝑀) = 2−𝑔−𝑘 у випадку

неорiєнтованої поверхнi M.

З iншого боку з леми 2.3.3 маємо, що 𝜒(𝑀) = 𝑐+0 −𝑐−0 −𝑐+1 +𝑐−1
2 =2−𝑐−0 −𝑐+1

2 , оскiль-

ки згiдно леми 2.3.2 оптимальна mm-функцiя має рiвно один мiнiмум i рiвно

один максимум, якi вiдповiдають критичним точка iндексу (0,+1) i (1,−1) вiд-

повiдно.

Далi елементарними перетвореннями отримаємо, що 𝑐+0 + 𝑐−0 + 𝑐+1 + 𝑐−1 =

4𝑔+2𝑘 i 𝑐+0 +𝑐
−
0 +𝑐

+
1 +𝑐

−
1 = 2𝑔+2𝑘 для орiєнтованого i неорiєнтованого випадкiв

вiдповiдно, що i доводить теорему.

Теорему 2.3.4 можна також розглядати як критерiй оптимальностi mm-

функцiй на заданiй поверхнi.

Природньо виникає запитання: чи кожну функцiю Морса, задану на межi

поверхнi, можна продовжити на всю поверхню до оптимальної mm-функцiї з

однозв’язними компонентами рiвня?

Вiдразу ж з останньої теореми можна зробити висновок, що необхiдними

умовами є те, що для орiєнтованої (неорiєнтованої) поверхнi роду 𝑔 з 𝑘 компо-
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нентами межi функцiя повинна мати 4𝑔 + 2𝑘 (2𝑔 + 2𝑘) критичнi точки.

Розглянемо випадок орiєнтованої поверхнi 𝑀 роду 𝑔 ≥ 1 з однiєю компо-

нентою межi. Тодi число критичних точок оптимальної функцiї дорiвнює 4𝑔+2.

Теорема 2.3.5. Нехай 𝑓 — проста функцiя Морса, задана на межi орiєнтова-

ної поверхнi 𝑀 роду 𝑔 з однiєю компонентою межi, яка має 4𝑔 + 2 критичнi

точки iз критичними значеннями 𝑐1, 𝑐2, ... , 𝑐4𝑔+2 (𝑐1 < 𝑐2 < . . . < 𝑐4𝑔+2).

Тодi, якщо функцiю 𝑓 можна продовжити на всю поверхню до простої опти-

мальної mm-функцiї з однозв’язними компонентами рiвня, то виконуються

умови:

I) першi 3 критичнi значення, 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, функцiї 𝑓 (як функцiї на колi) вiд-

повiдають точкам локального мiнiмуму;

II) cеред критичних значень 𝑐4, 𝑐5, ... , 𝑐4𝑖+3 є принаймнi 2𝑖 значень, якi вiд-

повiдають точкам локального мiнiмуму, для всiх натуральних 𝑖, таких,

що 4𝑖+ 3 ≤ 4𝑔 + 2.

Доведення. Зауважимо, що оскiльки компоненти множин рiвня однозв’язнi, то

поверхня𝑀 мiстить тiльки атоми 𝐴 i 𝐶. З теореми 2.3.4 для поверхнi𝑀 маємо,

що 𝜒(𝑀) = 1− 2𝑔. Також, оскiльки точки, якi вiдповiдають числам мiнiмуму,

збiльшують число компонент лiнiй рiвня на 1, а точки, якi вiдповiдають числам

максимуму, зменшують на 1, то для довiльного регулярного значення 𝑎 функцiї

𝑓 частина поверхнi 𝑓−1((−∞, 𝑎)) мiстить бiльше точок локального мiнiмуму,

нiж максимуму.

Припустимо, вiд супротивного, що 𝐼) не виконується. Тодi, за умовою те-

ореми значення 𝑐1 є найменшим критичним значенням, тобто вiдповiдає точцi

мiнiмуму на колi. Значення 𝑐2 не може бути локальним максимумом, оскiльки

двi сусiднi критичнi точки на колi будуть мати значення меншi за 𝑐2 i тодi 𝑐2

буде щонайменше третiм за зростанням критичним значенням, що протирiчить
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умовi теореми. Залишилось розглянути випадок, коли 𝑐3 вiдповiдає точцi ма-

ксимуму. Розглянемо частину поверхнi 𝑓−1((−∞, 𝑐3 + 𝜀]) для достатньо малого

𝜀. Тодi лiнiя рiвня 𝑓−1(𝑐3 + 𝜀) має одну компоненту зв’язностi. Приклеїмо до

поверхнi 𝑓−1((−∞, 𝑐3+𝜀]) двовимiрний пiвдиск 𝐷
2
+ = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷2|𝑦 ≥ 0} за го-

меоморфiзмом, що вiдображає [−1, 1]×0 у 𝑓−1(𝑐3+𝜀) i продовжимо функцiю на

пiвдиск по формулi 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑦+𝑐3+𝜀. Тодi згiдно леми 2.3.3 ейлерова характе-

ристика отриманої поверхнi𝑀 ′ дорiвнює 𝜒(𝑀 ′) = 0, що означає, що𝑀 ′ мiстить

принаймнi двi компоненти межi. Оскiльки решта (пiсля третього) атомiв не бу-

дуть приклеюватись до однiєї з цих компонент межi, то число компонент межi

може тiльки збiльшитись. Отримана суперечнiсть доводить 𝐼).

По-iншому у справедливостi твердження 𝐼) можна переконатися за допо-

могою послiдовної склейки атомiв 𝐴 i 𝐶. А саме: атоми 𝐴1 i 𝐶1 приклеюються

однозначно, що показує, що значення 𝑐1 i 𝑐2 вiдповiдають точкам мiнiмуму. Да-

лi, якщо клеїти атом 𝐶1 (однозначно з точнiстю до симетричностi), то 𝑐3 теж

буде вiдповiдати точцi мiнiмуму, якщо ж атом 𝐶2 (це можна зробити двома

способами), то ми отримаємо двi компоненти межi, що приводить до супере-

чностi, тому 𝑐3 теж буде вiдповiдати точцi мiнiмуму. Цi викладки зображенi на

рис. 2.3.3.

Рис. 2.3.3

Припустимо, що 𝐼𝐼) не виконується. Тодi серед критичних значень 𝑐4, . . . ,

𝑐4𝑖+3 є принаймнi 2𝑖 + 1, якi вiдповiдають точкам максимуму i вiдповiдно не
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бiльше 2𝑖 − 1, якi вiдповiдають точкам мiнiмуму. Звiдки, серед 𝑐1, 𝑐2, . . . , 𝑐4𝑖+3

не бiльше 2𝑖− 1+ 3 = 2𝑖+2 вiдповiдають точкам мiнiмуму. Згiдно з зауважен-

ням на початку доведення, для будь-якого регулярного значення функцiї серед

критичних точок з меншим значенням є не менше локальних мiнiмумiв нiж ло-

кальних максимумiв. Це означає, що серед критичних значень 𝑐1, . . . , 𝑐4𝑖+3 рiвно

2𝑖+ 1 вiдповiдають точкам максимуму i 2𝑖+ 2 — точкам мiнiмуму.

Так, 𝑓−1((𝑐4𝑖+3+ 𝜀)) має одну компоненту зв’язностi. Як i ранiше прикле-

ємо до неї двовимiрний пiвдиск 𝐷2
+ i з леми 2.3.3 отримаємо, що ейлерова ха-

рактеристика отриманої поверхнi 𝑀 ′ дорiвнює: 𝜒(𝑀 ′) = 1−(2𝑖+1)−(2𝑖+1)+1
2 = −2𝑖.

Звiдки випливає, що межа поверхня 𝑀 ′ має парне число компонент, а отже

мiстить принаймнi двi компоненти межi. Отримуємо суперечнiсть.

Зауважимо, що необхiдними умовами продовження функцiї є також те,

що останнi 3 критичнi значення функцiї вiдповiдають точкам локального ма-

ксимуму. Останнє випливає iз 𝐼) та 𝐼𝐼) (див. теорему 2.3.5).

Нехай 𝑓 — mm-функцiя з 𝑛 критичними точками. Поставимо їй у вiдпо-

вiднiсть пiдстановку наступним чином: занумеруємо критичнi точки вiд 1 до 𝑛

в порядку зростання значення функцiї 𝑓 в них. Нехай число 𝑖 вiдповiдає крити-

чному значенню функцiї 𝑐𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛. Рухаючись по межi поверхнi, починаючи

вiд точки мiнiмуму запишемо номери критичних точок. Отримаємо пiдстанов-

ку на 𝑛 числах. Число 𝑎𝑖 пiдстановки (1𝑎1𝑎2 . . . 𝑎𝑛−1) називатимемо числом ма-

ксимуму, якщо 𝑎𝑖−1 < 𝑎𝑖 i 𝑎𝑖+1 < 𝑎𝑖 та числом мiнiмуму, якщо 𝑎𝑖−1 > 𝑎𝑖 i

𝑎𝑖+1 > 𝑎𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛− 2, де 𝑎0 = 1. Зауважимо, що у так побудованiй пiдстановцi

(1𝑎1𝑎2 . . . 𝑎𝑛−1) числа мiнiмуму i числа максимуму чергуються, а пiдстановки

(1𝑎1𝑎2 . . . 𝑎𝑛−1) i (1𝑎𝑛−1𝑎𝑛−2 . . . 𝑎1) задають одну i ту ж поверхню з точнiстю до

напрямку проходження. Крiм того числу мiнiмуму вiдповiдає точка локального

мiнiмуму функцiї на колi, а числу максимуму — точка локального максимуму.

Так задана послiдовнiсть буде updown–послiдовнiстю.
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Приклад 2.3.6. Розглянемо випадок орiєнтованої поверхнi роду 1 з однiєю ком-

понентою межi (тор з дiркою). Тодi, за теоремою 2.3.4 оптимальна mm-функцiя

має 6 критичних точок. Число функцiй Морса на колi з 6 критичними точка-

ми дорiвнює числу вiдповiдних пiдстановок, а саме 16. Серед цих пiдстановок

4 не задовольняють умови теореми 2.3.5. Це пiдстановки (164523), (154623),

(132645), (132546). Отже, вiдповiднi функцiї Морса не можна продовжити на

всю поверхню до mm-функцiй з однозв’язними компонентами рiвня. Решта пiд-

становок можна отримати при проходженнi межi поверхонь, склеєних з атомiв

𝐴 i 𝐶. Якщо зафiксувати напрямок проходження, то кожнiй пiдстановцi вiдпо-

вiдатиме одна поверхня, iнакше — двi.

2.4 Висновки

В цьому роздiлi доведено аналог теореми Морса для функцiй, у яких

критичнi точки невиродженi та збiгаються з критичними точками обмеження

цих функцiй на межу двовимiрного многовида i є невиродженими для цього

обмеження (mm-функцiї). Знайдено найменше можливе число критичних то-

чок простої mm-функцiї у класi всiх простих mm-функцiй на заданiй поверхнi.

Також, важливим результатом є отриманi у даному роздiлi необхiднi умови

продовження простої функцiї Морса, заданої на єдинiй компонентi межi орi-

єнтованої поверхнi роду 𝑔 iз 4𝑔 + 2 критичними точками, на всю поверхню до

простої оптимальної mm-функцiї.

Результати, отриманi в роздiлi 2, опублiкованi у статтi [1𝑎].
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РОЗДIЛ 3

Простi функцiї з невиродженими особливостями

на орiєнтованих поверхнях з межею

У цьому роздiлi розглянуто гладку компактну зв’язну орiєнтовану поверх-

ню 𝑀 з межею 𝜕𝑀 (можливо, 𝜕𝑀 = ∅). Нехай 𝑓 :𝑀 → R — гладка функцiя,

яка задовольняє умови:

(1) якщо критична точка 𝑝0 функцiї 𝑓 не лежить на межi 𝜕𝑀 , то вона є неви-

родженою критичною точкою функцiї 𝑓 ;

(2) якщо критична точка 𝑝0 функцiї 𝑓 належить межi поверхнi 𝜕𝑀 , то вона є

невиродженою критичною точкою як функцiї 𝑓 , так i її обмеження 𝑓𝜕 на

межу 𝜕𝑀 поверхнi 𝑀 ;

(3) якщо 𝑝0 — критична точка функцiї 𝑓𝜕, то вона є критичною точкою функцiї

𝑓 , тобто 𝑓𝜕 не має критичних точок, вiдмiнних вiд критичних точок 𝑓 .

Множину таких функцiй будемо позначати через Ω0(𝑀).

Якщо множину (невироджених) критичних точок функцiї * позначимо

через 𝐶𝑃 (*) (𝑁𝐷𝐶𝑃 (*)), то означення даного класу функцiй перепишеться у

виглядi

Ω0(𝑀) = {𝑓 :𝑀 → R|𝐶𝑃 (𝑓) = 𝑁𝐷𝐶𝑃 (𝑓) ⊃ 𝐶𝑃 (𝑓𝜕) = 𝑁𝐷𝐶𝑃 (𝑓𝜕)}.

Теорема 3.0.1. Нехай 𝑀 — гладка компактна зв’язна орiєнтована поверхня.

Тодi виконуються такi твердження:

1) для довiльної функцiї 𝑓 ∈ Ω0(𝑀) iснує m-функцiя 𝑔 : 𝑀 → R, яка є

топологiчно еквiвалентною до функцiї 𝑓 ;

2) для довiльної m-функцiї 𝑔 :𝑀 → R iснує функцiя 𝑓 ∈ Ω0(𝑀), така, що 𝑓

i 𝑔 топологiчно еквiвалентнi.
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Доведення. Доведемо 1). Тодi з урахуванням симетричностi топологiчної еквi-

валентностi з 1) випливатиме твердження пункту 2).

Нехай 𝑓 ∈ Ω0(𝑀). Тодi в околах регулярних точок функцiя 𝑓 має пред-

ставлення 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 𝐶 для сталої 𝐶 = 𝑓(0, 0) (твердження 2.1.3). Врахову-

ючи, що m-функцiя має таке ж представлення в регулярних околах, функцiю

𝑔 побудуємо тотожно рiвною 𝑓 в деяких достатньо малих регулярних околах.

В околах внутрiшнiх критичних точок функцiя 𝑓 буде m-функцiєю за

означенням, тому в цих околах 𝑔 також виберемо тотожно рiвною функцiї 𝑓 .

Зауважимо, що функцiя 𝑓 має локальне зображення 𝑓 = ±𝑥2 ± 𝑦2, 𝑦 ≥ 0

(наслiдок 2.2.1) в околi критичної точки на межi поверхнi, а m-функцiя 𝑔 в свою

чергу 𝑔(𝑥, 𝑦) = ±𝑥2 ± 𝑦, 𝑦 ≥ 0 [21] в околi критичної точки обмеження функцiї

на межу 𝜕𝑀 .

Рис. 3.0.1

Залишилось розглянути околи критичних точок на межi поверхнi. Не-

хай 𝑝1, . . . , 𝑝𝑙 — критичнi точки функцiї 𝑓 , якi належать межi 𝜕𝑀 . Виберемо

їх прямокутнi околи −2𝜀𝑖 ≤ 𝑥 ≤ 2𝜀𝑖, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝜀𝑖, 𝑖 = 1, 𝑙, для деяких доста-

тньо малих 𝜀𝑖, таких що цi околи не мiстять iнших критичних точок функцiї

𝑓 , крiм 𝑝𝑖, 𝑖 = 1, 𝑙. Покладемо 𝜀 = min{𝜀𝑖|𝑖 = 1, 𝑙} i звузимо побудованi пря-

мокутнi околи до наступних 𝑉𝑖 = {−2𝜀 ≤ 𝑥 ≤ 2𝜀, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝜀}, 𝑖 = 1, 𝑙. Далi

розглянемо 𝛿-околи меж вищеописаних околiв 𝑉𝑖, 𝑖 = 1, 𝑙, якi задамо у виглядi:
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𝑈(𝑉𝑖) = {−2𝜀− 𝛿 ≤ 𝑥 ≤ −2𝜀+ 𝛿, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝜀+ 𝛿}
⋃︀
{2𝜀− 𝛿 ≤ 𝑥 ≤ 2𝜀+ 𝛿, 0 ≤ 𝑦 ≤

𝜀+𝛿}
⋃︀
{−2𝜀 ≤ 𝑥 ≤ 2𝜀, 𝜀−𝛿 ≤ 𝑦 ≤ 𝜀+𝛿}, 𝑖 = 1, 𝑙 для деякого достатньо малого

𝛿 (такого, що 𝑈(𝑉𝑖) мiстить тiльки регулярнi рiвнi функцiї 𝑓). Тодi на множинах

𝑉𝑖∖𝑈(𝑉𝑖), 𝑖 = 1, 𝑙 m-функцiю задамо наступним чином 𝑔 = ±𝑥2 ± 𝑦, 𝑦 ≥ 0, а то-

пологiчна еквiвалентнiсть буде задаватися гомеоморфiзмами ℎ1(𝑥, 𝑦) = (𝑥, 𝑦2),

ℎ2(𝑧) = 𝑧. В регулярних околах поза 𝑉𝑖 функцiю 𝑔 виберемо тотожно рiвною

функцiї 𝑓 . Тодi, щоб так побудована функцiя 𝑔 була m-функцiєю, її залишилося

згладити на множинах 𝑈(𝑉𝑖), 𝑖 = 1, 𝑙. Це можна зробити, наприклад, так як у

роботi [62] (див. рис. 3.0.1).

3.1 Атоми простих функцiй на орiєнтованих поверхнях з межею

Розглянемо гладкi функцiї 𝑓 i 𝑔, заданi на компактних зв’яних орiєнтова-

них поверхнях 𝑀 i 𝑁 вiдповiдно.

Означення 3.1.1. Функцiї 𝑓 i 𝑔 називаються 𝒪-еквiвалентними, якщо 𝑓 i 𝑔

пошарово оснащено еквiвалентнi i вiдповiдний гомеоморфiзм поверхонь (який

задає пошарово оснащену еквiвалентнiсть) зберiгає орiєнтацiю. Позначимо че-

рез U об’єднання компонент лiнiйної зв’язностi достатньо малого околу крити-

чного рiвня функцiї 𝑓 , такi, що мiстять критичнi точки. Клас𝒪-еквiвалентностi

пари (𝑈, 𝑓 |𝑈) називатимемо 𝒪-атомом.

Означення 3.1.2. 𝒪-атом називається простим, якщо вiн мiстить одну кри-

тичну точку.

Означення 3.1.3. Топологiчно еквiвалентнi функцiї 𝑓 i 𝑔, заданi на орiєнтова-

нiй поверхнi𝑀 , називатимемо топологiчно 𝒪-еквiвалентними, якщо вiдповiд-

ний гомеоморфiзм поверхонь (який задає топологiчну еквiвалентнiсть) зберiгає

орiєнтацiю поверхнi 𝑀 .

Оскiльки надалi в цьому роздiлi всi функцiї, якi буде розглянуто, є про-

стими, то вiдповiдно кожен атом та 𝒪-атом також будуть простими. Тому пiд
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атомом, 𝒪-атом розумiтимемо простий атом, 𝒪-атом вiдповiдно.

Розглянемо надалi клас функцiй Ω(𝑀) = {𝑓 ∈ Ω0(𝑀)|𝑓 — проста}, зада-

них на компактнiй поверхнi 𝑀 .

Нехай 𝑓 ∈ Ω(𝑀). Компоненти лiнiї рiвня функцiї 𝑓 називатимемо шара-

ми, причому для регулярних рiвнiв вони гомеоморфнi вiдрiзку або колу. Тодi

поверхня 𝑀 розiб’ється на об’єднання шарiв i отримаємо шарування з особли-

востями. Шар називатимемо (O-) I-шаром, якщо вiн вiдповiдає компонентi лiнiї

рiвня гомеоморфнiй вiдрiзку (колу). Розглянемо вiдношення еквiвалентностi на

𝑀 , в якому точки еквiвалентнi тодi i тiльки тодi, коли вони належать одному

шару. Далi, ввiвши фактор-топологiю в просторi шарiв, отримаємо деякий граф

Γ𝑓 , в якому ребра будемо зображати звичайною (штрихпунктирною) лiнiєю, як-

що вони поставленi у вiдповiднiсть (O-) I-шарам. Вiдповiднi ребра називатимемо

(O-) I-ребрами, тодi всi ребра графа розiб’ються на два типи i таке розбиття на-

зиватимемо розбиттям ребер графа Γ𝑓 . Якщо не задавати розбиття ребер, то

отримаємо граф Кронрода-Рiба.

Означення 3.1.4. Вершини валентностi 3 i 4 графа Γ𝑓 функцiї 𝑓 , яким iнци-

дентнi тiльки I-ребра, називатимемо Y- i X-вершинами вiдповiдно.

На графi X-вершини будемо зображати як на рис. 3.1.2.

Рис. 3.1.1. X-вершина KR-графа

Для кожної Y-вершини графа Γ𝑓 зафiксуємо циклiчний порядок iнциден-

тних їх ребер. На рисунку вiн буде задаватися за допомогою обходу вiдповiдних

ребер проти годинникової стрiлки. Циклiчний порядок у X-вершинi задається

нумерацiєю ребер як на рис. 3.1.1.

Далi для того щоб розглядати 𝒪-еквiвалентнiсть функцiй 𝑓 i 𝑔, зафiксує-

мо на графах Γ𝑓 i Γ𝑔 орiєнтацiю ребер вiд нижньої до верхньої вершини. Оскiль-
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ки орiєнтацiя ребер задається однозначно на кожному графi, то на графах явно

її зображати не будемо, але вважатимемо, що ця орiєнтацiя ребер задана.

Означення 3.1.5. Оснащеним графом Кронрода-Рiба (оснащеним KR-графом)

функцiї 𝑓 ∈ Ω(𝑀) називатимемо граф Γ𝑓 разом iз заданим розбиттям, орiєн-

тацiєю ребер та їхнiм циклiчним порядком у Y- i в X-вершинах.

Нехай 𝑝0 — критична точка функцiї 𝑓 ∈ Ω(𝑀). Залежно вiд iндексу 𝑝0 та

її приналежностi до межi поверхнi 𝜕𝑀 можливими є наступнi 7 атомiв та 13

𝒪-атомiв. Оскiльки функцiї класу Ω(𝑀) топологiчно еквiвалентнi m-функцiям,

то для зручностi атоми будемо зображати як атоми функцiї висоти m-функцiї.

Таким чином маємо наступнi атоми:

(i) 3 атоми, якщо 𝑝0 ∈ 𝜕𝑀 : 𝐴, 𝐵 i 𝐶, кожному з яких вiдповiдають 2 𝒪-атоми:

𝐴1, 𝐴2, 𝐵1, 𝐵2 i 𝐶1, 𝐶2 (рис. 3.1.2);

1 2 3 4 5 6

Рис. 3.1.2. 𝒪-атоми функцiй iз Ω(𝑀) граничної критичної точки

(ii) 2 атоми, якщо 𝑝0 ̸∈ 𝜕𝑀 та атом не перетинається з межею поверхнi: 𝐷 i 𝐸

та вiдповiдно 4 𝒪-атоми: 𝐷1, 𝐷2, 𝐸1, 𝐸2 (рис. 3.1.3);

1 2 3 4

Рис. 3.1.3. 𝒪-атоми функцiй iз Ω(𝑀) внутрiшньої критичної точки iз

порожнiм перетином iз межею
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(iii) 2 атоми, якщо 𝑝0 ̸∈ 𝜕𝑀 та атом мiстить частину межi поверхнi: 𝐹 i 𝐺, яким

вiдповiдають 3 𝒪-атоми: 𝐹1, 𝐹2 i 𝐺 = 𝐺1 = 𝐺2 (рис. 3.1.4).

1 2 3

Рис. 3.1.4. 𝒪-атоми функцiй iз Ω(𝑀) внутрiшньої критичної точки iз

непорожнiм перетином iз межею

Для атомiв, якi є пiдмножиною площини, їх орiєнтацiя породжується

орiєнтацiєю площини (рис. 3.1.2: 1, 2, 5, 6, рис. 3.1.4: 3). У iншому випадку

(рис. 3.1.2: 3, 4, рис. 3.1.3: 1, 2, 3, 4, рис. 3.1.4: 1, 2) зафiксуємо орiєнтацiю на-

ступним чином: проти годинникової стрiлки на нижнiх колах (частинах кiл) та

за годинниковою стрiлкою на верхнiх колах (частинах кiл). Також на рис. 3.1.2–

3.1.4 зображенi оснащенi KR-графи, поставленi у вiдповiднiсть кожному з 𝒪-

атомiв.

Теорема 3.1.6. Кожен 𝒪-атом функцiї класу Ω(𝑀) збiгається iз одним iз

𝒪-атомiв 𝐴1, 𝐴2, 𝐵1, 𝐵2, 𝐶1, 𝐶2, 𝐷1, 𝐷2, 𝐸1, 𝐸2, 𝐹1, 𝐹2 або 𝐺.

Доведення. Нехай 𝑓 ∈ Ω(𝑀), 𝑃 — простий 𝒪-атом функцiї 𝑓, тобто 𝑃 — окiл

критичного рiвня деякої (єдиної) критичної точки 𝑝0 функцiї 𝑓 , розглянутий з

точнiстю до𝒪-еквiвалентностi. Тодi для точки 𝑝0 виконується один iз наступних

випадкiв: (1) 𝑝0 ∈ 𝜕𝑀 ; (2) 𝑝0 ̸∈ 𝜕𝑀 i 𝑃
⋂︀
𝜕𝑀 = ∅; (3) 𝑝0 ̸∈ 𝜕𝑀 i 𝑃

⋂︀
𝜕𝑀 ̸= ∅.

У першому випадку з теореми 2.2.3 випливає, що 𝑃 спiвпадає з атомом 𝐴,

𝐵 або 𝐶, кожному з яких вiдповiдає 2 𝒪-атоми. Якщо ж 𝑝0 ̸∈ 𝜕𝑀 i 𝑃
⋂︀
𝜕𝑀 =

∅ (випадок (2)), то отримаємо атоми 𝐷, 𝐸 i вiдповiдно 𝒪-атоми 𝐷1, 𝐷2 та

𝐸1, 𝐸2 [11].
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У випадку (3) простi атоми 𝑃 можуть бути отриманi з атомiв 𝐷 i 𝐸 ви-

рiзанням з них частини поверхнi, що не мiстить 𝑝0. Якщо з атома 𝐷 вирiзати

таку частину поверхнi, то отримаємо двi критичнi точки (одну внутрiшню, яка

буде локальним мiнiмумом (максимумом) для 𝐷1 (𝐷2), а друга критична точка

буде локальним мiнiмумом (максимумом) функцiї 𝑓𝜕𝑀 для 𝒪-атома 𝐷1 (𝐷2)),

що є неможливим, оскiльки ми розглядаємо простi атоми. Отже, простий атом

𝑃 може бути отриманим з атома 𝐸. При цьому ми не можемо отримати нову

критичну точку, а отже, повиннi вирiзати одну або декiлька полосок, причому

так, щоб функцiя 𝑓 була зростаючою на двох сторона полоски, а двi iншi сто-

рони лежали на лiнiях рiвня функцiя. Допускається таке вирiзання однiєї або

двох полосок, бо у випадку трьох i бiльше отримана поверхня буде незв’язною

i, як наслiдок, 𝑃 не буде простим атомом. Якщо з 𝒪-атомiв 𝐸1, 𝐸2 вирiзати

одну полоску, то отримаємо 𝒪-атоми 𝐹1 i 𝐹2 вiдповiдно, а якщо вирiзати двi

полоски, то — 𝒪-атом 𝐺 = 𝐺1 = 𝐺2.

Зауважимо, що твердження теореми 3.1.6 випливає з теореми 1 [25] з ура-

хуванням теореми 3.0.1. Наведене доведення теореми 3.1.6 розглядається як

додаткове.

З рис. 3.1.2 — 3.1.4 видно, що у графа Γ𝑓 можливими є вершини вален-

тностi 1 (вiдповiдають точкам максимуму i мiнiмуму), 2 (сiдловi точки на межi

поверхнi), 3 (сiдловi критичнi точки як внутрiшнi, так i на межi поверхнi (для

Y-вершин)) та 4 (X-вершини, внутрiшнi сiдловi точки).

Означення 3.1.7. Оснащенi графи Кронрода-Рiба Γ𝑓 i Γ𝑔 функцiй 𝑓, 𝑔 ∈ Ω(𝑀)

називатимемо еквiвалентними за iзоморфiзмом 𝜙 : Γ𝑓 → Γ𝑔 (позн. Γ𝑓 ∼ Γ𝑔 або

Γ𝑓 ∼𝜙 Γ𝑔), якщо 𝜙 задовольняє умови:

(1) зберiгає розбиття ребер;

(2) зберiгає циклiчнi порядки сумiжних ребер для кожної X- i Y-вершини;
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(3) зберiгає орiєнтацiю ребер.

Зауважимо, що так побудоване вiдношення ∼ є вiдношенням еквiвален-

тностi, бо виконується наступне: 1) рефлексивнiсть: шуканий iзоморфiзм 𝜙 = 𝑖𝑑

є тотожним вiдображенням; 2) симетричнiсть: якщо Γ𝑓 ∼ Γ𝑔 за iзоморфiзмом

𝜙, то Γ𝑔 ∼ Γ𝑓 за iзоморфiзмом 𝜙−1; 3) транзитивнiсть: нехай Γ𝑓 ∼ Γ𝑔 за iзо-

морфiзмом 𝜙1, Γ𝑔 ∼ Γℎ за iзоморфiзмом 𝜙2, тодi Γ𝑓 ∼ Γℎ за iзоморфiзмом

𝜙 = 𝜙1 ∘ 𝜙2.

3.2 Оснащенi графи Кронрода-Рiба простих функцiй на

орiєнтованих поверхнях з межею

Нехай 𝑓 ∈ Ω(𝑀) — функцiя з 𝑛 критичними точками 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛 та

вiдповiдно критичними значеннями 𝑐1 < 𝑐2 < . . . < 𝑐𝑛, 𝑀𝑡 = {𝑝 ∈ 𝑀 |𝑓(𝑝) ≤ 𝑡},

𝐿𝑡 = {𝑝 ∈ 𝑀 |𝑓(𝑝) = 𝑡}. Оскiльки 𝑀 є орiєнтованою зв’язною поверхнею, то її

топологiчний тип задається родом 𝑔 та числом компонент межi 𝜕 (див. [23]). При

змiнi параметра 𝑡 потрiбно слiдкувати за змiною цих iнварiантiв поверхнi 𝑀𝑡, а

також за числом її компонент зв’язностi. Зауважимо також, що для незв’язної

поверхнi рiд визначається як сума родiв всiх компонент зв’язностi.

Розглянемо як змiнюватиметься топологiчний тип поверхнi𝑀𝑡 в залежно-

стi вiд приклеювання до𝑀𝑡 вiдповiдного 𝒪-атома (тут △𝑔, △𝜕, △𝑐 — змiна ро-

ду, числа компонент межi i числа компонент зв’язностi поверхнi 𝑀𝑡). Спершу

зауважимо, що для 𝑡 < 𝑐1 виконується 𝑀𝑡 = ∅, а для 𝑡 > 𝑐𝑛 маємо 𝑀𝑡 = 𝑀 ,

тому надалi достатньо розглянути змiну поверхнi 𝑀𝑡 для промiжних значень

𝑐1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑐𝑛 функцiї. Якщо 𝑓 не має критичних значень на вiдрiзку [𝑡1, 𝑡2], то

поверхнi 𝑀𝑡1 i 𝑀𝑡2 є дифеоморфними (див. [61]), тобто при проходженнi регу-

лярного рiвня 𝑡 топологiчний тип поверхнi 𝑀𝑡 не змiниться.

Далi розглянемо як вiдбуватиметься перебудова поверхнi у випадку кри-

тичних рiвнiв функцiї. Якщо 𝑡𝑖 = 𝑐𝑖 критичне значення, яке вiдповiдає точцi 𝑝𝑖
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локального мiнiмуму або максимуму, то для деякого достатньо малого 𝜀𝑖 > 0

поверхня 𝑀𝑡𝑖+𝜀𝑖 є диз’юнктним об’єднанням 𝑀𝑡𝑖−𝜀𝑖

∐︀
𝐷1 [4] або 𝑀𝑡𝑖−𝜀𝑖

∐︀
𝐴1 для

внутрiшнiх критичних точок та критичних точок на межi вiдповiдно. Причому

у випадку 𝒪-атома 𝐴1 у поверхнi 𝑀𝑡 змiниться, а саме збiльшиться на 1, число

компонент межi (△𝜕 = +1) та число компонент зв’язностi (△𝑐 = +1), а для

𝒪-атома 𝐷1 — △𝑔 = 0, △𝜕 = +1, △𝑐 = +1. Зауважимо, що приклейка тiльки

цих 𝒪-атомiв збiльшує число компонент зв’язностi △𝑐. Якщо ж 𝑝𝑖 — точка ло-

кального максимум функцiї 𝑓 , то до поверхнi 𝑀𝑡𝑖−𝜀𝑖 приклеюється або пiвдиск

𝐷2
+ (𝑝𝑖 ∈ 𝜕𝑀) або ж диск 𝐷2 (𝑝𝑖 ̸∈ 𝜕𝑀), якi гомеоморфнi 𝒪-атомам 𝐴2 та 𝐷2

(див. [4]). Приклейка 𝒪-атома 𝐷2 зменшує число компонент межi поверхнi на

1 (△𝜕 = −1), а iншi iнварiанти, так як i 𝒪-атом 𝐴2, не змiнює.

У випадку сiдлової критичної точки 𝑝𝑖 до поверхнi 𝑀𝑡𝑖−𝜀𝑖 приклеюється

смужка (квадрат) [0, 1]×[0, 1] так, що двi протилежнi сторони приклеюються до

межi лiнiї рiвня 𝐿𝑡𝑖−𝜀𝑖, а двi iншi сторони додаються до межi поверхнi. В резуль-

татi отримаємо один з атомiв: 𝐸, 𝐵, 𝐶, 𝐹 або 𝐺. Приклейка f-атомiв 𝐵2 i 𝐶2 не

змiнює топологiчний тип поверхнi (рис. 3.1.3: 4, 6), а 𝒪-атомiв 𝐵1, 𝐸2 i 𝐹2 збiль-

шує число компонент межi △𝜕 = +1, оскiльки додається компонента межi лiнiї

рiвня 𝑀𝑡𝑖+𝜀𝑖 (див. рис. 3.1.2: 3, рис. 3.1.3: 4, рис. 3.1.4: 2). Для решти 𝒪-атомiв

(𝐶1, 𝐸1, 𝐹1 i 𝐺) потрiбно додатково розглядати випадки (позн. 𝑃 (𝑖 : 𝑗)), коли

атом приклеюється до 𝑖 компонент зв’язностi та 𝑗 компонент межi лiнiї рiвня 𝐿𝑡𝑖

функцiї 𝑓 . Зауважимо, що 𝑃 (2 : 1) є в принципi неможливим. З рис. 3.1.3: 5 та

рис. 3.1.4: 3 видно, що приклейка 𝒪-атому 𝐶1 або 𝐺 до однiєї компоненти межi

лiнiї 𝐿𝑡𝑖 (𝑃 (1 : 1)) збiльшує тiльки число компонент межi, тобто △𝜕 = +1. А от

для 𝒪-атомiв 𝐸1 та 𝐹1 𝑃 (1 : 1) є неможливим (див. рис. 3.1.3: 3, рис. 3.1.4: 1).

У випадку 𝑃 (1 : 2) f-атом 𝐶1 (рис. 3.1.2: 1), як i 𝒪-атоми 𝐸1 та 𝐺 (рис. 3.1.3: 3,

рис. 3.1.4: 3), збiльшує рiд поверхнi △𝑔 = +1, зменшуючи при цьому число

компонент межi △𝜕 = −1. Якщо ж при проходженнi критичного рiвня 𝑡𝑖 до

рiзних компонент зв’язностi поверхнi 𝑀𝑡𝑖−𝜀𝑖 приклеюється стрiчка (𝑃 (2 : 2)),



85

то в результатi отримаємо однин з 𝒪–атомiв 𝐶1, 𝐸1, 𝐹1 або 𝐺, що зменшує на

1 як число компонент межi, так i число компонент зв’язностi поверхнi (див.

рис. 3.1.2: 5; рис. 3.1.3: 3; рис. 3.1.4: 1; рис. 3.1.4: 3).

Пiдсумуємо вищеописанi викладки у таблицю 3.2.1, де 𝑃1 — випадок 𝑃 (1 :

1), 𝑃2 — 𝑃 (1 : 2), 𝑃3 — 𝑃 (2 : 2).

𝐴1 𝐴2 𝐵1 𝐵2 𝐶1 𝐶1 𝐶1 𝐶2 𝐷1 𝐷2 𝐸1 𝐸1 𝐸2 𝐹1 𝐹1 𝐹2 𝐺 𝐺 𝐺

𝑃 1 1 1 1 1 2 3 1 1 1 2 3 1 2 3 1 1 2 3

△𝑔 0 0 0 0 0 +1 0 0 0 0 +1 0 0 +1 0 0 0 +1 0

△𝜕 +1 0 +1 0 +1 -1 -1 0 +1 -1 -1 -1 +1 -1 -1 +1 +1 -1 -1

△𝑐 +1 0 0 0 0 0 -1 0 +1 0 0 -1 0 0 -1 0 0 0 -1

Таблиця 3.2.1

Зауваження 3.2.1. Нехай функцiя 𝑓 ∈ Ω(𝑀) має 𝑛 критичних точок з вiдпо-

вiдними критичними значеннями 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛. Тодi топологiчнi iнварiанти поверхнi

𝑀 можуть бути обрахований з формул:

𝑔 = △𝑔1 + . . .+△𝑔𝑛,

𝜕 = △𝜕1 + . . .+△𝜕𝑛,

(𝑐 = △𝑐1 + . . .+△𝑐𝑛 = 1)

де△𝑔𝑖,△𝜕𝑖,△𝑐𝑖 — змiна роду, числа компонент межi i числа компонент зв’язностi

поверхнi 𝑀𝑡𝑖 вiдповiдно при проходженнi критичного рiвня 𝑡𝑖.

Також зауважимо, що локально означення 𝒪-еквiвалентностi перепише-

ться у виглядi: функцiї 𝑓 ∈ Ω(𝑀) i 𝑔 ∈ Ω(𝑁), заданi на гладких компактних

орiєнтованих поверхнях 𝑀 i 𝑁 вiдповiдно називаються 𝒪-еквiвалентними в

околi своїх критичних рiвнiв 𝑓−1(𝑐1), 𝑔
−1(𝑐2), якщо iснують 𝜀1 > 0, 𝜀2 > 0 i

гомеоморфiзм 𝜆 : 𝑓−1(𝑐1 − 𝜀1, 𝑐1 + 𝜀1) → 𝑔−1(𝑐2 − 𝜀2, 𝑐2 + 𝜀2), який переводить

лiнiї рiвня функцiї 𝑓 у лiнiї рiвня функцiї 𝑔, зберiгаючи при цьому напрямки

росту функцiй та орiєнтацiю поверхнi.
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Теорема 3.2.2. Нехай 𝑀,𝑁 — гладкi компактнi орiєнтованi поверхнi, 𝑓 ∈

Ω(𝑀), 𝑔 ∈ Ω(𝑁). Тодi 𝑓 i 𝑔 є 𝒪-еквiвалентнi тодi i тiльки тодi, коли їхнi

оснащенi KR-графи Γ𝑓 i Γ𝑔 еквiвалентнi.

Доведення. Необхiднiсть. Випливає з побудови графа Кронрода-Рiба для фун-

кцiй класу Ω(𝑀).

Достатнiсть. Припустимо, що Γ𝑓 ∼𝜙 Γ𝑔 за iзоморфiзмом 𝜙 : Γ𝑓 → Γ𝑔. Для

довiльної вершини 𝑣𝑖 графа Γ𝑓 та її образу 𝜙(𝑣𝑖) графа Γ𝑔, не втрачаючи загаль-

ностi, вважатимемо, що 𝑣𝑖 та 𝜙(𝑣𝑖) вiдповiдає одне критичне значення функцiй

𝑓 = 𝑔 = 𝑖.

З iзоморфiзму оснащених графiв Рiба випливає, що iзоморфними є i доста-

тньо малi околи вiдповiдних вершин, а отже вiдповiднi атоми є𝒪-еквiвалентними.

Це означає, що iснує гомеоморфiзм мiж частинами поверхонь, якi є атомами.

Тому для побудови шуканого гомеоморфiзму мiж поверхнями 𝑀 та 𝑁 доста-

тньо продовжити гомеоморфiзми атомiв до гомеоморфiзму всiєї поверхнi 𝑀 .

Для спрощення викладок, введемо наступнi позначення: 𝑀𝑣𝑖 = {𝑝 ∈

𝑀 |𝑓(𝑝) = 𝑖}, 𝑁𝜙(𝑣𝑖) = {𝑝 ∈ 𝑁 |𝑔(𝑝) = 𝑖}, 𝑀[𝑣𝑖−𝜀,𝑣𝑖+𝜀] = {𝑝 ∈ 𝑀 |𝑖 − 𝜀𝑖 ≤ 𝑓(𝑝) ≤

𝑖+ 𝜀𝑖} та 𝑁[𝜙(𝑣𝑖)−𝜀𝑖,𝜙(𝑣𝑖)+𝜀𝑖] = {𝑝 ∈ 𝑁 |𝑖− 𝜀𝑖 ≤ 𝑔(𝑝) ≤ 𝑖+ 𝜀𝑖}.

Розглянемо частини поверхонь

𝑀[𝑣𝑖−𝜀𝑖,𝑣𝑖+𝜀𝑖], 𝑁[𝜙(𝑣𝑖)−𝜀𝑖,𝜙(𝑣𝑖)+𝜀𝑖] для 𝜀𝑖 = min{𝜀𝑖1, 𝜀𝑖2} > 0

де 𝜀𝑖1, 𝜀𝑖2 описанi в означеннi𝒪-еквiвалентностi. Тодi𝑀[𝑣𝑖−𝜀𝑖,𝑣𝑖+𝜀𝑖],𝑁[𝜙(𝑣𝑖)−𝜀𝑖,𝜙(𝑣𝑖)+𝜀𝑖]

будуть одним iз f-атомiв 𝐴,𝐵,𝐶,𝐷,𝐸, 𝐹 або 𝐺, оскiльки оснащений граф Рiба

кожного з атомiв однозначно задається валентнiстю вершини та типом iнциден-

тних їй ребер (див. рис. 3.1.2 — 3.1.4), з чого випливає iснування гомеоморфiзму

Φ(𝑖) :𝑀[𝑣𝑖−𝜀𝑖,𝑣𝑖+𝜀𝑖] → 𝑁[𝜙(𝑣𝑖)−𝜀𝑖,𝜙(𝑣𝑖)+𝜀𝑖] (див. рис. 3.2.1).
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Рис. 3.2.1

Таким чином, ми побудували гомеоморфiзми

Φ(𝑖) :𝑀[𝑣𝑖−𝜀,𝑣𝑖+𝜀] → 𝑁[𝜙(𝑣𝑖)−𝜀,𝜙(𝑣𝑖)+𝜀]

в околах критичних рiвнiв 𝑖 функцiй 𝑓 i 𝑔, де 𝜀 = min{𝜀𝑖|𝑖}.

Далi для кожної пари сумiжних вершин 𝑣𝑖−1, 𝑣𝑖 побудуємо гомеоморфiзм

Ψ(𝑖−1,𝑖) :𝑀[𝑣𝑖−1+𝜀,𝑣𝑖−𝜀] → 𝑁[𝜙(𝑣𝑖−1)+𝜀,𝜙(𝑣𝑖)−𝜀] такий, що

Ψ(𝑖−1,𝑖)|𝑀𝑣𝑖−1+𝜀
≡ Φ(𝑖−1)|𝑀𝑣𝑖−1+𝜀

, Ψ(𝑖−1,𝑖)|𝑀𝑣𝑖−𝜀
≡ Φ(𝑖)|𝑀𝑣𝑖−𝜀

.

Оскiльки вершини 𝑣𝑖−1, 𝑣𝑖 — сумiжнi, то їх, так як i вершини 𝜙(𝑣𝑖−1) та

𝜙(𝑣𝑖), якi також є сумiжними, з’єднує або I-ребро, або O-ребро. Якщо 𝑣𝑖−1 та 𝑣𝑖

з’єднанi I-ребром, то iснують гомеоморфiзми

𝜑
(𝑖−1,𝑖)
𝑀 : [0, 1] × [0, 1] → 𝑀[𝑣𝑖−1+𝜀,𝑣𝑖−𝜀], 𝜑

(𝑖−1,𝑖)
𝑁 : [0, 1] × [0, 1] → 𝑁[𝜙(𝑣𝑖−1)+𝜀,𝜙(𝑣𝑖)−𝜀]

такi, що виконується наступне

𝜑
(𝑖−1,𝑖)
𝑀 : [0, 1]× {0} ↦→𝑀𝑣𝑖−1+𝜀, 𝜑

(𝑖−1,𝑖)
𝑀 : [0, 1]× {1} ↦→𝑀𝑣𝑖−𝜀

𝜑
(𝑖−1,𝑖)
𝑁 : [0, 1]× {0} ↦→ 𝑁𝜙(𝑣𝑖−1)+𝜀, 𝜑

(𝑖−1,𝑖)
𝑁 : [0, 1]× {1} ↦→ 𝑁𝜙(𝑣𝑖)−𝜀.

Тодi, оскiльки всi гомеоморфiзми вiдрiзка в себе, якi зберiгають орiєнта-

цiю, є iзотопними, то мiж гомеоморфiзмами(︁
𝜑
(𝑖−1,𝑖)
𝑁

)︁−1
∘ Φ(𝑖−1) ∘ 𝜑(𝑖−1,𝑖)

𝑀 |[0,1]×{0} : [0, 1]× {0} → [0, 1]× {0}
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(︁
𝜑
(𝑖−1,𝑖)
𝑁

)︁−1
∘ Φ(𝑖) ∘ 𝜑(𝑖−1,𝑖)

𝑀 |[0,1]×{1} : [0, 1]× {1} → [0, 1]× {1}

iснує iзотопiя 𝐹
(𝑖−1,𝑖)
𝑡 : [0, 1] × {0} × [0, 1] → [0, 1] × {1} × [0, 1]. Тодi 𝐹

(𝑖−1,𝑖)
0 ≡

≡
(︁
𝜑
(𝑖−1,𝑖)
𝑁

)︁−1
∘Φ(𝑖−1) ∘𝜑(𝑖−1,𝑖)

𝑀 |[0,1]×{0} i 𝐹
(𝑖−1,𝑖)
1 ≡

(︁
𝜑
(𝑖−1,𝑖)
𝑁

)︁−1
∘Φ(𝑖) ∘𝜑(𝑖−1,𝑖)

𝑀 |[0,1]×{1},

звiдки випливає iснування iзотопiї 𝐺
(𝑖−1,𝑖)
𝑡 = 𝜑

(𝑖−1,𝑖)
𝑁 ∘ 𝐹 (𝑖−1,𝑖)

𝑡 ∘
(︁
𝜑
(𝑖−1,𝑖)
𝑀

)︁−1
мiж

вiдображеннями

Φ(𝑖−1)|𝑀𝑣𝑖−1+𝜀
= 𝐺

(𝑖−1,𝑖)
0 = 𝜑

(𝑖−1,𝑖)
𝑁 ∘ 𝐹 (𝑖−1,𝑖)

0 ∘
(︁
𝜑
(𝑖−1,𝑖)
𝑀

)︁−1
|𝑀𝑣𝑖−1+𝜀

i Φ(𝑖)|𝑀𝑣𝑖−𝜀
= 𝐺

(𝑖−1,𝑖)
1 𝜑

(𝑖−1,𝑖)
𝑁 ∘ 𝐹 (𝑖−1,𝑖)

1 ∘
(︁
𝜑
(𝑖−1,𝑖)
𝑀

)︁−1
|𝑀𝑣𝑖−𝜀

.

Аналогiчно будується iзотопiя 𝐺
(𝑖−1,𝑖)
𝑡 у випадку, коли вершини 𝑣𝑖 та 𝑣𝑖−1

з’єднанi O-ребром. Тодi iзотопiя 𝐺
(𝑖−1,𝑖)
𝑡 буде задавати шуканий гомеоморфiзм

Ψ(𝑖−1,𝑖).

Так, побудовано гомеоморфiзм

𝜆 :𝑀 → 𝑁(∀𝑖 : 𝜆|𝑀[𝑣𝑖−𝜀,𝑣𝑖+𝜀]
≡ Φ(𝑖), 𝜆|𝑀[𝑣𝑖−1+𝜀,𝑣𝑖−𝜀]

≡ Ψ(𝑖−1,𝑖))

який переводить лiнiї рiвня функцiї 𝑓 у лiнiї рiвня функцiї 𝑔, зберiгаючи при

цьому напрям росту функцiй, що доводить твердження теореми.

Твердженя теореми 3.2.2 випливає з теореми 4 [22] з урахуванням теоре-

ми 3.0.1. Наведене доведення теореми 3.2.2 розглядається як додаткове.

Занумеруємо вершини оснащеного графа Кронрода-Рiба функцiй 𝑓 , 𝑔 кла-

су Ω(𝑀) згiдно з порядковим (за зростанням значення функцiй) номером кри-

тичної точки. Тодi еквiвалентнi графи Γ𝑓 i Γ𝑔 називатимемо порядково еквiва-

лентними, якщо iзоморфiзм 𝜙 додатково зберiгає нумерацiю вершин графiв.

Зауважимо, що у випадку порядково еквiвалентних графiв умова (3) з означе-

ння еквiвалентних графiв є надлишковою.

Наслiдок 3.2.3. Нехай 𝑀 , 𝑁 — гладкi компактнi поверхнi (з межею), 𝑓 ∈

Ω(𝑀), 𝑔 ∈ Ω(𝑁). Тодi 𝑓 i 𝑔 топологiчно 𝒪-еквiвалентнi тодi i тiльки тодi,

коли їх оснащенi графи Рiба Γ𝑓 i Γ𝑔 порядково еквiвалентнi.
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3.3 Приклади пiдрахунку KR-графiв для поверхонь

Оскiльки еквiвалентнiсть оснащених графiв Кронрода-Рiба функцiй кла-

су Ω(𝑀) є вiдношенням еквiвалентностi, то за теоремою 3.2.2𝒪-еквiвалентнiсть

також буде вiдношенням еквiвалентностi. Тодi Ω(𝑀) розiб’ється на класи еквi-

валентностi, якi для 𝑓 ∈ Ω(𝑀) будемо позначати через [𝑓 ].

Нехай 𝑖, 𝑗 — число вхiдних та вихiдних ребер деякого орiєнтованого гра-

фа 𝛾, тодi будемо розглядати 𝛾 разом з парою чисел (𝑖, 𝑗), яку називатимемо

iндексом вершини графа. Через Γ≤4
𝑛 позначимо множину всiх зв’язних орiєн-

тованих графiв 𝛾 з 𝑛 вершинами, якщо граф мiстить тiльки вершини iндексiв

(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2) та принаймнi по однiй вершинi iндексiв (0, 1) та (1, 0).

Без уточнення числа вершин графа отримаємо множину Γ≤4.

Розглянемо дiї над графами з Γ≤4: (𝑎1) додавання вершини та iнциден-

тних їй ребер (рис. 3.3.1: 1), (𝑎2) розбиття одного з ребер на два внутрiшньою

точкою — вершиною (рис. 3.3.1: 2), (𝑎3) додавання ребра без додаткових вершин

(рис. 3.3.1: 3), якщо в результатi отримаємо граф з Γ≤4.

Дiї, оберненi до (𝑎1), (𝑎2), (𝑎3) будемо позначати через (𝑎1)−1, (𝑎2)−1 i

(𝑎3)−1 вiдповiдно.

1 2 3

Рис. 3.3.1. Дiї над оснащеними KR-графами

Означення 3.3.1. Операцiєю збiльшення (зменшення) числа вершин графа

𝛾 ∈ Γ≤4
𝑛 називатимемо одну з дiй (𝑎1), (𝑎2), (𝑎3) ((𝑎1)−1, (𝑎2)−1, (𝑎3)−1) над

графом 𝛾 або їх скiнченну послiдовнiсть.

Лема 3.3.2. Кожен граф 𝛾 ∈ Γ≤4
𝑛 можна отримати з графа з ̃︀𝛾 ∈ Γ≤4

2

(рис. 3.3.2) за допомогою операцiї збiльшення числа вершин графа ̃︀𝛾.
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Рис. 3.3.2. Оснащений KR-граф Γ≤4
2

Доведення. Для доведення теореми достатньо показати, що, використовуючи

операцiю зменшення числа вершин, граф 𝛾 ∈ Γ≤4
𝑛 можна звести до графу, зо-

браженого на рис. 3.3.2.

Граф 𝛾 або є деревом, або ж мiстить один або декiлька простих циклiв

(без повтору вершин). Якщо 𝛾 мiстить простий цикл, то за допомогою послi-

довностi з деякої кiлькостi дiй (𝑎3)−1 його можна звести до зв’язного графа без

циклiв. Таким чином, надалi можна розглядати граф 𝛾 як такий, що є плоским

(оскiльки дерево є планарним графом) з орiєнтацiєю ребер, яка утворює гострий

кут з додатнiм напрямком осi ординат (пiсля деякого вкладення 𝛾 в площину).

Зафiксуємо на деревi вершину 𝑣0 iндексу (0, 1) та введемо вiдношення частко-

вого порядку ≪ на множинi вершин 𝑉 графа 𝛾 наступним чином: 𝑣𝑖, 𝑣𝑗 ∈ 𝑉 :

𝑣𝑖 ≪ 𝑣𝑗 ⇔ 𝑙(𝑣𝑖) ≤ 𝑙(𝑣𝑗) = 𝑗, де 𝑙(𝑣𝑠) — неорiєнтована довжина (найменша кiль-

кiсть ребер всiх можливих шляхiв, якi опускають орiєнтацiю) з вершини 𝑣𝑠 у

фiксовану вершину 𝑣0. Тодi множина всiх вершин 𝑉 може бути представлена

як диз’юнктне об’єднання класiв 𝑉 = 𝑉 1
⋃︀
𝑉 2

⋃︀
. . .

⋃︀
𝑉 𝑙 для деякого натураль-

ного 𝑙, де 𝑉 𝑗 = {𝑣𝑗1, 𝑣
𝑗
2, . . . , 𝑣

𝑗
𝑖𝑗
} ⊂ 𝑉, 𝑗 = 1, 𝑙 такi, що 𝑙(𝑣0, 𝑣

𝑗
𝑝) = 𝑙(𝑣0, 𝑣

𝑗
𝑞) = 𝑗,

𝑝, 𝑞 ∈ {1, 2, . . . , 𝑖𝑗}, 𝑗 = 1, 𝑙. Зауважимо, що ∀𝑗 = 1, 𝑙 : 𝑉 𝑗 ̸= ∅, а також 𝑉 𝑙

складається тiльки з вершин iндексу (1, 0), причому
⃒⃒
𝑉 𝑙

⃒⃒
≥ 1. Нехай 𝑣𝑙1 ∈ 𝑉 𝑙,

а 𝑣𝑙−1
1 ∈ 𝑉 𝑙−1 — сумiжна їй вершина (за необхiдностi пiсля перенумерацiї вер-

шин у класi 𝑉 𝑙−1). Тодi розглянемо випадки iндексу вершини 𝑣𝑙−1
1 та операцiї

зменшення вершин графа в залежностi вiд них:

1) (0, 1): оскiльки граф 𝛾 є зв’язним, то вiн в точностi спiвпадає з графом

зображеним на рис. 3.3.2;

2) (1, 1): дiєю (𝑎2)−1 скоротимо вершину 𝑣𝑙−1
1 , пiсля чого 𝑣𝑙1 ∈ 𝑉 𝑙−1 (що рiвно-
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сильне скороченню вершини 𝑣𝑙1 та вiдповiдного ребра);

3) (1, 2): у цьому випадку iснує 𝑣𝑙2 ∈ 𝑉 𝑙, тодi двiчi застосувавши операцiю

(𝑎1)−1 скорочуємо вершини 𝑣𝑙1 та 𝑣
𝑙
2;

4) (2, 1): тодi iснує сумiжна з 𝑣𝑙−1
1 вершина 𝑣𝑙2 ∈ 𝑉 𝑙, тому, застосувавши дiю

(𝑎1)−1 до вершини 𝑣𝑙2, даний випадок можна звести до випадку (1, 1);

5) (2, 2): у цьому випадку
⃒⃒
𝑉 𝑙

⃒⃒
≥ 3, тобто iснують ще двi вершини 𝑣𝑙2, 𝑣

𝑙
3, якi

будуть сумiжними з 𝑣𝑙−1
1 i цей випадок зводиться до випадку (1, 2) або (2, 1)

(дiя (𝑎1)−1 для 𝑣𝑙2 або 𝑣
𝑙
3).

Тодi граф 𝛾 можна звести до такого, для якого 𝑉 𝑙 = ∅, якщо iндекс

𝑣𝑙−1
1 дорiвнює (1, 1) та 𝑉 𝑙 = {𝑣𝑙1} (тобто

⃒⃒
𝑉 𝑙

⃒⃒
= 1) в iншому випадку. З таких

же мiркувань, можна вважати, що класи 𝑉 1, 𝑉 2, . . . , 𝑉 𝑙−1 не мають вершин

валентностi 1, тобто весь отриманий граф складатиметься з шляху мiж 𝑣0 та 𝑣
𝑙
1.

Знову застосувавши операцiю обернену до (𝑎1) отриманий граф можна звести

до графа, зображеного на рис. 3.3.2.

Теорема 3.3.3. Для кожної функцiї 𝑓 ∈ Ω(𝑀) iз не бiльш, нiж 5-ма крити-

чними точками, оснащений граф Кронрода-Рiба її класу еквiвалентностi [𝑓 ]

має один iз виглядiв, зображених на рис. 3.3.3.

Доведення. Кожна функцiя 𝑓 ∈ Ω(𝑀), крiм 𝑓 = const, на компактнiй множинi

набуває свого найбiльшого i найменшого значення i вiдповiднi точки є точка-

ми мiнiмуму i максимуму. Отже кожен оснащений KR-граф має принаймнi двi

вершини. Оскiльки є всього двi можливостi задання ребра, то iснує рiвно два

оснащених графи Кронрода-Рiба з двома вершинами, якi зображенi на рис. 3.3.3

(першi два графи). Оснащенi KR-графи iз трьома вершинами мають один з ви-

глядiв, зображених на рис. 3.3.3 (3-iй i 4-ий графи). Це випливає з того, що

ребра iнцидентнi вершинам валентностi 2 повиннi бути рiзного типу.
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Рис. 3.3.3. Оснащенi KR-графи iз Γ≤4
2 , Γ≤4

3 , Γ≤4
4 та Γ≤4

5

Далi, кожен граф з вершинами як на рис. 3.1.2 — 3.1.4 з 𝑛 вершинами

може бути отриманий з графа з меншою кiлькiстю вершин та ребер в резуль-

татi операцiї збiльшення числа вершин графа. Так, спершу розглянемо графи

функцiй з [𝑓 ] з трьома критичними точками без заданого розбиття ребер. З

отриманими графами розглянемо всi можливi вищеописанi операцiї, в резуль-

татi яких отримуються графи з 4-ма та 5-ма вершинами валентностi не бiльше

чотирьох на яких задамо розбиття ребер так, щоб досить малий окiл кожної з

вершин мав один з виглядiв оснащених KR-графiв, зображених на рис. 3.1.2 —

3.1.4. Таким чином, для функцiй з [𝑓 ] отримаємо один з графiв зображених на

рис. 3.3.3, що i треба було довести.
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Наслiдок 3.3.4. Iснує 58 топологiчно 𝒪-нееквiвалентних m-функцiй, графи

Кронрода-Рiба яких зображенi на рис. 3.3.3.

Зауваження 3.3.5. У роботi [25] отримано орiєнтовану пошарово оснащену

еквiвалентнiсть m-функцiй з мiнiмальним числом критичних точок, яких не

бiльше 6-ти. Серед наведених на рис. 3.3.3 оснащених KR-графiв мiнiмальним

m-функцiям вiдповiдають перший, другий, сьомий, восьмий, дев’ятий i десятий

графи.

3.4 Топологiчний тип поверхнi оснащеного графа Кронрода-Рiба

Нехай 𝑓 ∈ Ω(𝑀), де𝑀 — гладка компактна зв’язна орiєнтована поверхня

з межею.

Означення 3.4.1. Вершини валентностi 2 i 3 графа Γ𝑓 функцiї 𝑓 , яким iнци-

дентнi як I-, так i O-ребра, називатимемо T- i D-вершинами вiдповiдно.

Як зазначалося вище, топологiчний тип орiєнтованої поверхнi з межею

задається родом 𝑔 та числом компонент межi 𝜕.

Для визначення числа 𝑚 введемо поняття граничного циклу. Розгляне-

мо довiльне чорне ребро i довiльний напрямок руху по ньому. Дiйшовши до

вершини за цим напрямком далi будемо рухатись по I-ребру, що визначається

орiєнтацiєю (циклiчним порядком) в Y- та X-вершинах, по iншому I-ребру в

T-вершинi або по самому собi в iншому напрямку в D-вершинi та у вершинi ва-

лентностi 1. Пройшовши по другому ребру в кiнцевiй вершинi наступне ребро

визначається за тим самим правилом. Продовжимо цей процес. Коли поверне-

мося в початкове ребро з початковим напрямком руху отримаємо цикл, який

назвемо граничним. З побудови випливає, що число рiзних граничних циклiв

дорiвнює числу компонент межi 𝜕.
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Щоб визначити рiд поверхнi спершу розглянемо два спецiальнi випадки.

Позначимо через 𝐸I (𝐸O) — число I-ребер (O-ребер), а через 𝑉I (𝑉O) — число

вершин графа Γ𝑓 , яким iнцидентнi тiльки I-ребра (O-ребра).

Твердження 3.4.2 Якщо граф Γ𝑓 функцiї 𝑓 ∈ Ω(𝑀) мiстить або тiльки

O-ребра, або ж тiльки I-ребра, то рiд поверхнi визначається формулою (3.1)

або (3.2) вiдповiдно, де

𝑔O = 𝐸O − 𝑉O + 1, (3.1)

𝑔I =
𝐸I − 𝑉I + 2− 𝜕

2
. (3.2)

Доведення. У випадку, коли граф Γ𝑓 мiстить тiльки O-ребра, поверхня 𝑀 не

буде мiстити межi, тобто 𝜕 = 0. Якщо Γ𝑓 є деревом, рiд поверхнi дорiвнює 0,

а додавання ребра з вершинами у внутрiшнiх точках зв’язного графа збiльшує

рiд на 1, з чого i випливає формула (3.1) для визначення роду поверхнi 𝑀 .

Якщо ж граф Γ𝑓 мiстить тiльки I-ребра, то у випадку дерева поверхня

є двовимiрним диском. Приклеювання ребра до внутрiшнiх точок рiвносильне

приклеюванню стрiчки. Якщо стрiчка приклеюється до однiєї компоненти межi,

то збiльшується на 1 число компонент межi, а рiд залишається незмiнним, а

якщо до рiзних, то число компонент межi зменшується на 1, а рiд збiльшується

на 1. Враховуючи це, отримаємо формулу (3.2).

Надалi пiд (O-) I-пiдграфом оснащеного KR-графа Γ𝑓 розумiтимемо граф

(можливо, незв’язний), утворений iз Γ𝑓 шляхом викидання (I-) O-ребер та iзо-

льованих вершин, якщо такi утворилися.

Теорема 3.4.3. Рiд поверхнi може бути визначений за формулою

𝑔 = 𝑔I + 𝑔O + 𝑉D + 𝑉T − 𝑐O − 𝑐I + 1, (3.3)

де 𝑔I (𝑔O) — сумарний рiд (O-) I-пiдграфа, рiд кожної компоненти якого зада-

ється формулою (3.2) ((3.1)), (𝑉T) 𝑉D — число (T-) D-вершин, 𝑐I (𝑐O) — число

компонент зв’язностi (O-) I-пiдграфа.
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Доведення. Розрiжемо граф у D-вершинах та T-вершинах. Об’єднання O-ребер

разом з D-вершинами та T-вершинами утворює граф (такий що мiстить тiльки

O-ребра), для кожної компоненти якої рiд знаходиться за формулою (3.1), а рiд

𝑔O всього пiдграфа 2-го типу дорiвнює сумi цих родiв. Аналогiчно визначається

рiд I-пiдграфа — 𝑔I. Граф 𝐺 може бути отриманий з незв’язного об’єднання I- й

O-пiдграфiв шляхом приєднанням вiдповiдних O-ребер до I-ребер у D-вершинах

або T-вершинах. При кожному такому приєднаннi вiдбувається або зменшення

числа компонент зв’язностi поверхнi на 1 (рiд незмiнний) або збiльшення ро-

ду на 1 (число компонент незмiнне), з чого i випливає доведення твердження

теореми.

Наслiдок 3.4.4. Для m-функцiй мають мiсце формули (3.1), (3.2) i (3.3).

Доведення. Наслiдок випливає iз рiвностей (3.1), (3.2) i (3.3) з урахуванням

теореми 3.0.1.

3.5 Висновки

В даному роздiлi розглянуто простi гладкi функцiї з невиродженими осо-

бливостями на гладкiй компактнiй орiєнтованiй поверхнi 𝑀 з межею (функцiї

класу Ω(𝑀)). Доведено топологiчну еквiвалентнiсть цих функцiй та m-функцiй.

Означено поняття оснащеного графа Кронрода-Рiба, в термiнах якого отримано

класифiкацiю функцiй класу Ω(𝑀) з точнiстю до𝒪-еквiвалентностi та знайдено

число функцiй класу Ω(𝑀) iз не бiльш, нiж 5-ма критичними точками. Також

отримано формулу для визначення топологiчного типу поверхнi за оснащеним

KR-графом.

Результати, отриманi в роздiлi 3, опублiковано у статтi [4𝑎].
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РОЗДIЛ 4

Деформацiї загального положення оптимальних

функцiй на орiєнтованих поверхнях з межею

4.1 Деформацiї загального положення

Нехай 𝑀 — гладка компактна зв’язна орiєнтована поверхня з межею 𝜕𝑀

(можливо 𝜕𝑀 = ∅), 𝑓 :𝑀 → R — гладка функцiя.

Нехай надалi Σ(𝑀) — одна iз таких множин:

(1) простi функцiї Морса на замкненiй поверхнi;

(2) простi m-функцiї на компактнiй поверхнi з межею;

(3) простi mm-функцiї на компактнiй поверхнi з межею.

Залежно вiд iндексу критичної точки 𝑝0 та її приналежностi до межi по-

верхнi 𝜕𝑀 можливими є 7 простих атомiв та 13 простих (𝒪-) f-атомiв (рис. 3.1.2,

3.1.3 i 3.1.4).

Для атомiв, якi є пiдмножиною площини, їх орiєнтацiя породжується

орiєнтацiєю площини (рис. 3.1.2: 1, 2, 5, 6, рис. 3.1.4: 3). У iншому випадку

(рис. 3.1.2: 3, 4, рис. 3.1.3: 1 — 4, рис. 3.1.4: 1, 2) зафiксуємо орiєнтацiю насту-

пним чином: проти годинникової стрiлки на нижнiх колах (частинах кiл) та за

годинниковою стрiлкою на верхнiх колах (частинах кiл).

Нехай 𝑓, 𝑔 ∈ Σ(𝑀). Далi розгляду пошарово оснащеної еквiвалентностi

функцiй 𝑓 i 𝑔, зафiксуємо на вiдповiдних оснащених KR-графах Γ𝑓 i Γ𝑔 орiєнта-

цiю ребер вiд нижньої до верхньої вершини. Оскiльки орiєнтацiя ребер задається

цим правилом однозначно на кожному графi, то на графах явно її зображати

не будемо, але вважатимемо, що ця орiєнтацiя ребер задана.
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Рис. 4.1.1. Околи вершин оснащених KR-графiв

Так, на рис. 4.1.1 зображенi частини оснащених KR-графiв, поставленi у

вiдповiднiсть кожному з 𝒪-атомiв, якi задають всi можливi варiанти будови

оснащеного KR-графа в околi його вершин.

Означення 4.1.1. Деформацiєю (гладкою гомотопiєю) гладкої функцiї 𝑓 ∈

Σ(𝑀) у гладку функцiю 𝑔 ∈ Σ(𝑀) називатимемо однопараметричну сiм’ю вi-

дображень 𝐹𝑡(𝑥) := 𝐹 (𝑥, 𝑡), 𝐹 :𝑀 × [0, 1] → R, таку, що:

(a) 𝐹0(𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈𝑀 ;

(b) 𝐹1(𝑥) = 𝑔(𝑥), 𝑥 ∈𝑀 ;

(c) 𝐹 ∈ 𝐶∞(𝑀 × [0, 1]).

Означення 4.1.2. Деформацiєю загального положення називається деформа-

цiя 𝐹𝑡, для якої виконується такi умови:

(1) iснує скiнченна пiдмножина 𝐽 ⊂ (0, 1), така, що 𝐹𝑡 ∈ Σ(𝑀), 𝑡 ∈ [0, 1]∖𝐽 та

𝐹𝑡 ̸∈ Σ(𝑀), 𝑡 ∈ 𝐽 ;

(2) для кожного 𝑡 ∈ 𝐽 виконується одна з таких умов:

(2.1) функцiя 𝐹𝑡 має критичний рiвень, на якому розташованi 2 невиродженi

критичнi точки (якi можуть бути внутрiшнiми або ж точками на межi),

тобто функцiя 𝐹𝑡 є функцiєю Морса, m- або mm-функцiєю вiдповiдно;

(2.2) iснує точка 𝑝 ∈ 𝑀 , така, що функцiя 𝐹𝑡 — проста гладка функцiя, всi

критичнi точки якої є невиродженими, й така замiна координат (𝑥, 𝑦 i

окремо 𝑡) в околi точки 𝑝, що:
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(2.2.1) 𝐹𝑡(𝑥, 𝑦) = 𝑥3 ± 𝑡𝑥± 𝑦2 у разi, якщо 𝑝 ∈ 𝐼𝑛𝑡(𝑀);

(2.2.2) 𝐹𝑡(𝑥, 𝑦) = 𝑥3 ± 𝑡𝑥 ± 𝑦 або 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑡) = −𝑥2 + (𝑦 − 𝑡)2, 𝑦 ≥ 0 у разi,

якщо 𝑝 ∈ 𝜕𝑀 i Σ(𝑀) — клас m-функцiй;

(2.2.3) 𝐹𝑡(𝑥, 𝑦) = 𝑥3 ± 𝑡𝑥 ± 𝑦2, 𝑦 ≥ 0 у разi, якщо 𝑝 ∈ 𝜕𝑀 i Σ(𝑀) — клас

mm-функцiй.

У означеннi 4.1.2 пункту (2.2.1) та першим частинам пунктiв (2.2.2), (2.2.3)

вiдповiдають скорочення або введення пар критичних точок сусiднiх iндексiв,

а 2-iй частинi пункту (2.2.2) — випадок коли критична точка рухається до межi

поверхнi.

Нагадаємо поняття корозмiрностi функцiї на замкнених поверхнях [63].

Нехай 𝑀 — компактна поверхня, 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀,R), 𝐶𝑃 (𝑓) ∈ 𝑀 , 𝐶𝑉 (𝑓) ∈ R —

множина критичних точок та критичних значень функцiї 𝑓 вiдповiдно. В околi

(𝑥, 𝑦) кожної критичної точки 𝑝 ∈ 𝐶𝑃 (𝑓) розглянемо iдеал Якобi 𝐽𝑓 =
⟨
𝜕𝑓
𝜕𝑥 ,

𝜕𝑓
𝜕𝑦

⟩
.

Корозмiрнiстю функцiї 𝑓 називається величина (натуральне число або

символ ∞):

𝑐𝑜𝑑𝑖𝑚(𝑓) =
∑︁

𝑝∈𝐶𝑃 (𝑓)

𝑐(𝑓, 𝑝)−
∑︁

𝑐∈𝐶𝑉 (𝑓)

𝑑(𝑓, 𝑐),

де 𝑐(𝑓, 𝑝) = dimR𝐶
∞(𝑀,R)/𝐽𝑓 , 𝑑(𝑓, 𝑝, 𝑐) = min{𝑘|(𝑓 − 𝑐)𝑘 ∈ 𝐽𝑓},

𝑐 = 𝑓(𝑝) ∈ 𝐶𝑉 (𝑓), 𝑑(𝑓, 𝑐) = sup{𝑑(𝑓, 𝑝, 𝑐)|𝑝 ∈ 𝐿𝑐}, 𝐿𝑐 — рiвень функцiї 𝑓 .

Використовуючи поняття корозмiрностi функцiї, деформацiї загального

положення мають таку властивiсть: для всiх, крiм скiнченного числа значень

параметра 𝑡 функцiя 𝐹𝑡 є функцiєю корозмiрностi 0, а для скiнченного числа

параметра 𝑡 — функцiєю корозмiрностi 1.

Нехай Γ𝑓 — оснащений KR-граф функцiї 𝑓 ∈ Σ(𝑀). Розглянемо вiдобра-

ження 𝜙 : 𝑉 (Γ𝑓) → 2𝐸(Γ𝑓 ), яке кожнiй вершинi 𝑣 графа Γ𝑓 ставить у вiдповiд-

нiсть множину всiх iнцидентних їй ребер {𝑝𝑗|𝑗 = 1, 𝑖} (для деякого 𝑖): I-ребер —

𝑒𝑗 й O-ребер — 𝑙𝑗, тобто 𝑝𝑗 = 𝑒𝑗 або ж 𝑝𝑗 = 𝑙𝑗 (за необхiдностi у позначеннi
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ребра 𝑝𝑖 можна уточнювати iнцидентну йому вершину 𝑣 так: 𝑝𝑣𝑗). На множинi

вершин i ребер графа Γ𝑓 розглянемо два вiдношення часткового порядку ≺ i

⊢, визначенi таким чином: (1) 𝑣1 ≺ 𝑣2, якщо вершина 𝑣1 вiдповiдає меншому

значенню функцiї 𝑓 нiж 𝑣2; (2) 𝑝1 ≺ 𝑝2, якщо всi точки ребра 𝑝1 вiдповiдають

меншим значенням функцiї 𝑓 нiж всi точки 𝑝2; (3) нехай ребра 𝑝1 i 𝑝2 iнцидентнi

однiй Y-вершинi 𝑣, такi, що їх неможливо порiвняти за допомогою вiдношення

часткового порядку ≺. У вершинi 𝑣 оснащений граф Кронрода-Рiба визначає

циклiчний порядок. Якщо циклiчний порядок проти (за) годинникової стрiлки,

то будемо казати, що друге (перше) ребро при його проходженнi знаходиться

лiвiше вiд першого (другого). Тодi 𝑝1 ⊢ 𝑝2, якщо 𝑝1 знаходиться лiвiше вiд 𝑝2.

Отже, вiдображення 𝜙 та вiдношення ≺, ⊢ однозначно задають граф Γ𝑓 .

Означення 4.1.3. Нехай 𝑣1, 𝑣2 — сумiжнi вершини графа Γ𝑓 , такi, що 𝑣1 ≺

𝑣2. Тодi простою деформацiєю оснащеного KR-графа Γ𝑓 функцiї 𝑓 ∈ Σ(𝑀)

називається одна з наступних операцiй або обернена до неї:

1) скорочення вершини 𝑣2 й iнцидентного до неї ребра 𝑙1 у випадку якщо

𝜙(𝑣1) = {𝑒1 ≺ 𝑙1}, 𝜙(𝑣2) = {𝑙1};

2) скорочення ребра 𝑒2 й iнцидентних до нього вершин 𝑣1 i 𝑣2, якщо 𝜙(𝑣1) =

{𝑒1 ≺ 𝑒2 ⊢ 𝑒3}, 𝜙(𝑣2) = {𝑒2};

3) скорочення ребра 𝑙2 й iнцидентних до нього вершин 𝑣1, 𝑣2, якщо 𝜙(𝑣1) =

{𝑙1 ≺ 𝑙2 ⊢ 𝑙3}, 𝜙(𝑣2) = {𝑙2} ;

4) якщо 𝜙(𝑣1) = {𝑙1 ≺ 𝑙2 ⊢ 𝑙3}, 𝜙(𝑣2) = {𝑙2 ≺ 𝑙4 ⊢ 𝑙5}, то пiдняття вершини 𝑣1
на ребро 𝑙3, тобто iзоморфiзм 𝜂, такий, що 𝜂(𝑣1) ≺ 𝜂(𝑣2) i 𝜙(𝜂(𝑣1)) = {𝑙1 ≺

𝑙2 ⊢ 𝑙3}, 𝜙(𝜂(𝑣2)) = {𝑙3 ≺ 𝑙4 ⊢ 𝑙5};

5) якщо 𝜙(𝑣1) = {𝑒1 ≺ 𝑒2 ⊢ 𝑒3}, 𝜙(𝑣2) = {𝑒2 ≺ 𝑒4 ⊢ 𝑒5}, то пiдняття вершини

𝑣1 на ребро 𝑒5, тобто iзоморфiзм 𝜂, такий що 𝜂(𝑣2) ≺ 𝜂(𝑣1) i 𝜙(𝜂(𝑣1)) =

{𝑒1 ≺ 𝑒2 ⊢ 𝑒3}, 𝜙(𝜂(𝑣2)) = {𝑒4 ≺ 𝑒5 ⊢ 𝑒1};
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6) якщо 𝜙(𝑣1) = {𝑒1 ≺ 𝑙1}, 𝜙(𝑣2) = {𝑙1 ≺ 𝑙2 ⊢ 𝑙3}, то протягування вершини 𝑣1
на ребро 𝑙3, тобто iзоморфiзм 𝜇, такий що 𝜇(𝑣2) ≺ 𝜇(𝑣1) i 𝜙(𝜇(𝑣1)) = {𝑒1 ≺

𝑙1}, 𝜙(𝜇(𝑣2)) = {𝑒2 ≺ 𝑙2 ⊢ 𝑒1};

7) якщо 𝜙(𝑣1) = {𝑙1 ≺ 𝑙2 ⊢ 𝑙3}, 𝜙(𝑣2) = {𝑙2 ≺ 𝑒1}, то протягування вершини 𝑣2
на ребро 𝑙1, тобто iзоморфiзм 𝜈, такий що 𝜈(𝑣2) ≺ 𝜈(𝑣1) i 𝜙(𝜈(𝑣1)) = {𝑒1 ≺

𝑙1 ⊢ 𝑒2}, 𝜙(𝜈(𝑣2)) = {𝑙2 ≺ 𝑒1}.

Простi деформацiї оснащених графiв Кронрода-Рiба зображенi на рис. 4.1.2.

Означення 4.1.4. Деформацiєю оснащеного KR-графа Γ𝑓 функцiї 𝑓 ∈ Σ(𝑀)

називається послiдовнiсть простих деформацiй.

1 2 3

4 5

6 7

Рис. 4.1.2. Простi деформацiї оснащеного KR-графа
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Якщо у пунктi (2.1) означення 4.1.2 вiдповiднi 2 критичнi точки лежать

на рiзних компонентах рiвня функцiї, то KR-граф при цiй деформацiї не змiню-

ється, якщо ж вони лежать на однiй компонентi межi, то деформацiї KR-графа

описанi на рис. 4.1.2: 4, 5.

Теорема 4.1.5. Якщо мiж функцiями 𝑓 i 𝑔 iз класу Σ(𝑀) iснує деформацiя

загального положення, то iснує деформацiя мiж їхнiми оснащеними графами

Кронрода-Рiба Γ𝑓 i Γ𝑔.

Доведення випливає [32] з означення та побудови графа Кронрода-Рiба.

Зауваження 4.1.6. Якщо кожна компонента критичного рiвня гомеоморфна

вiдрiзку, то граф Кронрода-Рiба можна вкласти у поверхню так, щоб за виклю-

ченням досить малих околiв критичних рiвнiв точки графа є серединами ком-

понент регулярних рiвнiв, а в околах критичних рiвнiв кiнцi так побудованих

кривих з’єднуються кривими з вiдповiдними критичними точками. Тодi якщо

деформацiю вкладеного оснащеного графа Кронрода-Рiба можна здiйснити в

поверхнi, то мiж вiдповiдними функцiями також iснує деформацiя.

Нагадаємо, що функцiя називається полярною, якщо вона має рiвно два

локальнi екстремуми.

Твердження 4.1.7. Для функцiй, заданих на гладкiй компактнiй орiєнто-

ванiй зв’язнiй поверхнi з межею (можливо, порожньою), мають мiсце такi

твердження:

(1) кожна оптимальна m-функцiя є полярною;

(2) оптимальнiсть i полярнiсть є рiвносильними для таких функцiй:

(2.1) функцiї Морса (у випадку поверхнi без межi);

(2.2) mm-функцiї.
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Доведення. Доведемо (1). Нехай поверхня 𝑀 має рiд 𝑔 i одну компоненту ме-

жi. Покажемо, що на такiй поверхнi оптимальна m-функцiя 𝑓 має 2𝑔 + 2 кри-

тичнi точки. Для цього дослiдимо змiну топологiчного типу множини 𝑀𝑐 =

𝑓−1(−∞; 𝑐) при збiльшеннi параметра 𝑐. Проходження кожного локального мi-

нiмума додає компоненту зв’язностi до множини 𝑀𝑐 i компоненту до множини

𝜕𝑀𝑐. У випадку внутрiшньої критичної точки це буде коло, а у випадку кри-

тичної точки на межi — вiдрiзок. Проходження внутрiшньої сiдлової точки не

змiню число компонент 𝑀𝑐 i або додає компоненту межi, або ж зменшує чис-

ло компонент межi на 1, при цьому або зменшує на 1 число компонент 𝑀𝑐,

або збiльшує рiд поверхнi𝑀𝑐 на 1. Проходження внутрiшньої точки максимума

зменшує число компонент межi 𝜕𝑀𝑐 на 1. Для критичних точок на межi, якi

не є локальними екстремумами, можливi наступнi варiанти змiни топологiчно-

го типу 𝑀𝑐 при проходженнi цiєї точки: (i) зменшення числа компонент 𝑀𝑐 i

компонент межi, гомеоморфних вiдрiзкам, на 1; (ii) число компонент𝑀𝑐 не змi-

нюється, а число компонент межi 𝜕𝑀𝑐 збiльшується на 1; (iii) число компонент

𝑀𝑐 не змiнюється, а число компонент межi зменшується на 1 i при цьому рiд

𝑀𝑐 збiльшується на 1; (iv) число компонент 𝑀𝑐 не змiнюється, а число компо-

нент межi гомеоморфних вiдрiзку збiльшується на 1; (v) число компонент 𝑀𝑐

не змiнюється, а компонента межi гомеоморфна колу замiнюється на вiдрiзок.

Локальний максимум на межi зменшує число компонент гомеоморфних

вiдрiзку на 1. З усього вищесказаного випливає, що для отримання поверхнi

роду 𝑔 з однiєю компонентою межi потрiбно принаймнi 2𝑔 + 2 критичнi точки,

що є такими: 1 локальний мiнiмум на межi, 1 локальний максимум на межi

та 2𝑔 внутрiшнiх сiдлових точок (якщо ми хочемо збiльшувати рiд поверхнi

за рахунок критичних точок на межi, то для збiльшення роду на 1 потрiбно

4 таких критичних точок, при цьому збiльшення числа локальних мiнiмумiв

потребує збiльшення числа сiдлових точок i це не змiнює рiд поверхнi).

Отже, оптимальна m-функцiя матиме один локальний мiнiмум i один ло-
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кальний максимум.

У необхiдностi (2.1) можна переконатись аналогiчно пункту (1).

Достатнiсть (2.1). Для функцiї Морса на замкненiй поверхнi𝑀 (у даному

випадку 𝜕𝑀 = ∅) виконується рiвнiсть Морса, а саме:𝜒(𝑀) = 𝑐0 − 𝑐1 + 𝑐2, де

𝑐𝑖 — число критичних точок iндексу 𝑖 функцiї 𝑓 , 𝑖 = 0, 2. З останньої рiвностi

випливає, що для полярної функцiї 𝑐1 = 𝑐0 + 𝑐2 − 𝜒(𝑀) = 2 − 𝜒(𝑀), так

як 𝑐0 = 𝑐2 = 1. Таким чином, число критичних точок функцiї 𝑓 дорiвнює

𝑐0 + 𝑐1 + 𝑐2 = 4 − 𝜒(𝑀) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 для фiксованої поверхнi 𝑀 i не залежить вiд

𝑓 , що означає, що полярна функцiя Морса є оптимальною на заданiй поверхнi.

Необхiднiсть (2.2). Згiдно з лемою 2.3.2 оптимальна mm-функцiя на по-

верхнi має рiвно один мiнiмум i один максимум, тобто є полярною.

Достатнiсть (2.2). Аналогiчно лемi 2.3.3 можна показати, що ейлерова ха-

рактеристика поверхнi 𝑀 дорiвнює 𝜒(𝑀) = 𝑐+0 −𝑐−0 −𝑐+1 +𝑐−1
2 , де 𝑐±𝑖 — число крити-

чних точок mm-функцiї 𝑓 iндексу (𝑖,±1), 𝑖 = 0, 1 (для критичної точки iндексу

(0,±1) функцiя 𝑓 має локальне представлення 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 ± 𝑦2 для деякої

системи координат (𝑥, 𝑦) в околi вищевказаної критичної точки, а у випадку

iндексу (1,±1) функцiя 𝑓(𝑥, 𝑦) = −𝑥2± 𝑦2). Для полярної функцiї 𝑐+0 = 𝑐−1 = 1,

тодi 𝑐−0 + 𝑐+1 = 2− 2𝜒(𝑀) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Так, число критичних точок полярної функ-

цiї 𝑓 дорiвнює 2 + 𝑐−0 + 𝑐+1 = 4 − 2𝜒(𝑀) i не залежить вiд самої функцiї 𝑓 , а

тiльки вiд ейлерової характеристики поверхнi 𝑀 , що i доводить оптимальнiсть

функцiї 𝑓 .

Обернене твердження до пункту (1) у твердженнi 4.1.7 не є вiрним, тобто

iснує полярна m-функцiя, яка не є оптимальною. Прикладом такої функцiї мо-

же бути m-функцiя, отримана з функцiї Морса з двома критичними точками

на сферi пiсля видалення зi сфери досить малого (який не мiстить критичних

точок функцiї) околу деякої регулярної точки. Таким чином, отримана функ-

цiя має 4 критичнi точки, 2 з яких є локальними екстремумами на множинi
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гомеоморфнiй двовимiрному диску. Очевидно, що оптимальна функцiя на дво-

вимiрному диску має 2 критичнi точки. Iншим прикладом може бути полярна

m-функцiя на торi з дiркою, що близька до оптимальної mm-функцiї, з 6-ма

критичними точками на межi. Проте якщо розглянути стандартну функцiю

висоти на торi з 4 критичними точками i вирiзати досить малий окiл траєкторiї

поля градiєнта, що йде з джерела у стiк, отримаємо функцiю з 4 критичними

точками на торi з дiркою (мiнiмум та максимум на межi та 2 внутрiшнiх сiдла).

4.2 Деформацiї оптимальних функцiй на орiєнтованих поверхнях

Зауважимо, що для полярних (i, як наслiдок, для оптимальних) функцiй

деформацiї 2) i 3) у означеннi 4.1.3 вiдповiдних оснащених KR-графiв є немо-

жливими.

Означення 4.2.1. Деформацiйним графом поверхнi 𝑀 називається граф, вер-

шини якого вiдповiдають класу пошарово оснащеної еквiвалентностi оптималь-

них mm-функцiй (для поверхонь з межею) або функцiй Морса (для замкнених

поверхонь) на поверхнi 𝑀 , а ребрам — простi деформацiї корозмiрностi 0 мiж

вiдповiдними функцiями. Даний граф позначатимемо через 𝐺𝐷(𝑀).

Як було доведено ранiше, оптимальна mm-функцiя на орiєнтованiй по-

верхнi роду 𝑔 з 𝑘 компонентами межi має 4𝑔+2𝑘, а на неорiєнтованiй поверхнi

роду 𝑔 з 𝑘 компонентами межi має 2𝑔 + 2𝑘 критичнi точки. Тому на замкненiй

орiєнтованiй поверхнi роду 𝑔 оптимальна функцiя Морса має 2𝑔 + 2 критичнi

точки.

Гладку компактну орiєнтовану поверхню роду 𝑖 iз 𝑗 компонентами ме-

жi надалi позначатимемо через 𝐹𝑖,𝑗. Надалi, для простоти викладок, вершини

графа Кронрода-Рiба будемо позначати через 𝑣𝑗 i занумеруємо вiд 𝑣1 до 𝑣𝑙 за

зростанням значень функцiї (для деякого натурального 𝑙).

Твердження 4.2.2. На торi 𝐹1,0 iснує єдиний клас пошарово оснащеної еквi-



105

валентностi оптимальних функцiй Морса. Граф 𝐺𝐷(𝐹1,0) є точкою, тобто

має єдину вершину i не має ребер.

Рис. 4.2.1. Оснащений KR-граф функцiй iз Σ(𝐹1,0), розглянутих з точнiстю до

пошарово оснащеної еквiвалентностi

Доведення. Iз теореми 2.3.4 випливає, що число критичних точок оптимальної

функцiї Морса на 𝐹1,0 дорiвнює 4 (𝑔 = 1). Позаяк оптимальна функцiя на за-

мкненiй поверхнi є полярною, то оснащений граф Кронрода-Рiба матиме рiвно

2 вершини 𝑣1 i 𝑣4 валентностi 1 (вiдповiдають локальним екстремумам) i, як

наслiдок, 2 вершини 𝑣2, 𝑣3 валентностi 3 (вiдповiдають сiдловим критичним то-

чкам). Тому число ребер графа дорiвнює 4. Розглянемо шлях 𝛼 з вершини 𝑣1 до

𝑣4 (вiн iснує, так як граф є зв’язним). Нехай 𝑒1 i 𝑒4 — ребра, яким iнцидентнi вер-

шини 𝑣1 i 𝑣4 вiдповiдно. Тодi, оскiльки iншi вершини графа мають валентнiсть

3, то iншими кiнцями 𝑒1 i 𝑒4 можуть бути тiльки вiдповiдно. Такий граф уже

мiстить 4 вершини i 3 ребра, тому останнє ребро, згiдно з вищевказаними вален-

тностями, з’єднує вершини 𝑣2 i 𝑣3 i отримаємо граф, зображений на рис. 4.2.1.

До отриманого оснащеного графа Кронрода-Рiба жодна з деформацiй не може

бути застосована, тому деформацiйний граф тора 𝐺𝐷(𝐹1,0) складається тiльки

з єдиної вершини i не мiстить ребер, що i доводить твердження 4.2.2.

Твердження 4.2.3. На диску з дiркою 𝐹0,2 iснують двi 𝒪-нееквiвалентнi

оптимальнi mm-функцiї.
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1 2

Рис. 4.2.2. Оснащенi KR-графи функцiй iз Σ(𝐹0,2), розглянутих з точнiстю до

𝒪-еквiвалентностi

Доведення. Згiдно з теоремою 2.3.4 оснащений граф Кронрода-Рiба оптималь-

ної mm-функцiї на 𝐹0,2 мiстить 4 вершини, 2 з якиї валентностi 1, а 2 iншi

мають валентностi 3 i є Y-вершинами. Аналогiчно доведенню попередньої те-

ореми можна отримати граф зображений на рис. 4.2.2: 1. Враховуючи наяв-

нiсть Y-вершин, iз останнього графа замiною циклiчного порядку у верши-

нi 𝑣2 (або 𝑣3) отримаємо граф (рис. 4.2.2: 2) iзоморфний попередньому, але

цi два оснащенi графи Кронрода-Рiба вiдповiдатимуть рiзним (з точнiстю до

𝒪-еквiвалентностi) оптимальним функцiям на диску з дiркою. Деформацiї до

отриманих графiв не можуть бути застосованi, що i доводить дане тверджен-

ня.

Зауважимо, що якщо розглянути поняття аналогiчне деформацiйному

графу але з точнiстю до 𝒪-еквiвалентностi, то цей граф у випадку диска з

дiркою буде складатися з 2 точок i не мiститиме ребер.

Наслiдок 4.2.4. На диску з дiркою iснує єдиний клас пошарово оснащеної

еквiвалентностi оптимальних mm-функцiй. Граф 𝐺𝐷(𝐹0,2) складається з 1

вершини i не мiстить ребер.

Твердження 4.2.5. Iснує 3 пошарово оснащено нееквiвалентнi оптимальнi

функцiї Морса на кренделi роду 2 𝐹2,0. Граф 𝐺𝐷(𝐹2,0) має 3 вершини i 2 ребра,

якi послiдовно з’єднують цi вершини.
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Рис. 4.2.3. Оснащенi KR-графи функцiй iз Σ(𝐹2,0), розглянутих з точнiстю до

пошарово оснащеної еквiвалентностi

Доведення. Число критичних точок оптимальної функцiї Морса на кренделi

роду 2 дорiвнює 6 (𝑔 = 2). Оскiльки оптимальна функцiя має 2 екстремуми (2

вершини валентностi 1) i 4 сiдловi критичнi точки (4 вершини валентностi 3),

то оснащений граф Кронрода-Рiба матиме 7ребер. Оскiльки граф зв’язний, то

iснує шлях 𝛼, який починається у вершинi 𝑣1 i закiнчується у 𝑣6. Розглянемо

сiдлову вершину 𝑣2. За побудовою вона належить 𝛼. З 𝑣2 буде виходити ребро,

яке не належить 𝛼, рухаючись за яким вгору (за зростанням значення функцiї)

ми повиннi дiйти до 𝑣6, оскiльки не iснує iнших локальних максимумiв. Нехай

𝛽 — шлях вiд 𝑣2 до першої вершини на шляху 𝛼. Крiм вершин 𝑣1, 𝑣2, 𝑣6 i другого

кiнця шляху 𝛽 (𝑣𝑗) iснує ще 2 вершини графа i одне ребро 𝛾, що не належить

𝛼, 𝛽. За умови, ребро 𝛾 не може починатися нижче вершини 𝑣2. Якщо обидва

кiнцi 𝛾 меншi за 𝑣𝑗 та одночасно належать або 𝛼, або ж 𝛽, то отримаємо граф 3

(рис. 4.2.3: 3). Якщо ж одна з вершин менша, а друга бiльша за 𝑣𝑗, то отримаємо

граф 2 (рис. 4.2.3: 2). Якщо ж обидвi вершини меншi за 𝑣𝑗 i одна з них належить

𝛼, а iнша — 𝛽, то також отримаємо граф 2 (рис. 4.2.3: 2). Якщо ж обидва кiнця

𝛾 бiльшi за 𝑣𝑗, то отримаємо граф 1 (рис. 4.2.3: 1). Враховуючи, що розгляда-

ються тiльки оптимальнi i як наслiдок полярнi функцiї, то у отриманих графiв

можливий тiльки єдиний тип деформацiй (рис. 4.1.2: 4). Застосувавши такi де-

формацiї до графа 1 на рис. 4.2.3, отримаємо граф 2 на рис. 4.2.3. Аналогiчно з
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графа 3 (рис. 4.2.3) отримаємо граф 2 (рис. 4.2.3), а отже з графа 2 на рис. 4.2.3

можна отримати граф 1 (рис. 4.2.3) або ж рис. 4.2.3: 3. Тому граф деформацiй

загального положення має 3 вершини i 2 ребра, якi послiдовно з’єднують цi

вершини.

4.3 Висновки

В цьому роздiлi наведено критерiй iснування деформацiї загального поло-

ження в термiнах оснащеного графа Кронрода-Рiба. Встановлено зв’язок мiж

оптимальнiстю та полярнiстю функцiй Морса, m-функцiй та mm-функцiй на

гладких компактних орiєнтованих зв’язних поверхнях. Знайдено число пошаро-

во оснащено нееквiвалентних оптимальних функцiй Морса на торi та на крен-

делi роду 2, яке дорiвнює 1 та 3 вiдповiдно. Також, на диску з дiркою iснує

єдина пошарово оснащено та 3 𝒪-нееквiвалентних оптимальних mm-функцiй.

Ввiвши поняття деформацiйного графа, наведено зв’язок мiж вищеописаними

функцiями на вiдповiдних поверхнях.

Результати, отриманi в роздiлi 4, опублiковано у статтi [3𝑎].
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РОЗДIЛ 5

Топологiя функцiй з iзольованими критичними

точками на межi

5.1 Локальна топологiчна класифiкацiя

Нехай 𝑀 — гладка компактна поверхня з межею 𝜕𝑀 i 𝑓 : 𝑀 → R —

гладка функцiя задана на 𝑀 зi скiнченним числом критичних точок, якi нале-

жать 𝜕𝑀 . З компактностi поверхнi𝑀 маємо, що скiнченнiсть числа критичних

точок рiвносильне їх iзольованостi.

Як i в попереднiх роздiлах через 𝑓𝜕 позначатимемо обмеження функцiї 𝑓

на межу поверхнi 𝜕𝑀 . Розглянемо множину Θ0(𝑀) гладких функцiй заданих

на поверхнi𝑀 , всi критичнi точки яких є iзольованими, належать межi i також є

iзольованими критичних точками вiдповiдних обмежень функцiй на 𝜕𝑀 , тобто

Θ0(𝑀) = {𝑓 :𝑀 → R|𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀), 𝐶𝑃 (𝑓) = 𝐼𝐶𝑃 (𝑓) = 𝐼𝐶𝑃 (𝑓𝜕)},

де 𝐶𝑃 (*) (𝐼𝐶𝑃 (*)) — множина (iзольованих) критичних точок функцiї *.

Лема 5.1.1. Нехай 𝑦 — регулярне значення гладкої функцiї 𝑓 : 𝑀 → R, за-

даної на гладкiй компактнiй поверхнi 𝑀 з межею. Тодi маю мiсце наступнi

твердження:

(i) лiнiя рiвня 𝑓−1(𝑦) складається зi скiнченного числа кiл та вiдрiзкiв;

(ii) для довiльної вiдкритої множини 𝑈 iз гладкою трансверсальною до 𝑓−1(𝑦)

межею, перетин 𝑓−1(𝑦)
⋂︀
𝑈 мiстить скiнченне число компонент.

Доведення. Спершу зауважимо, що згiдно [4] прообраз регулярного рiвня є 1-

вимiрним многовидом, тому вiн не мiстить iзольованi точки. Також границя

критичних точок теж буде критичною точкою, що випливає з неперервностi

часткових похiдних та означення критичної точки.
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Нехай 𝑦 — регулярне значення функцiї 𝑓 . Покажемо, що рiвень 𝑓−1(𝑦)

мiстить скiнченне число вiдрiзкiв. Припустимо, вiд супротивного, що це не так.

Тодi iснує компонента межi, яка перетинається iз лiнiєю рiвня функцiї 𝑓 у не-

скiнченнiй кiлькостi точок. Оскiльки 𝑓 набуває одного значення у цих точках,

то iснує критичне значення функцiї 𝑓𝜕 мiж кожними двома такими точками.

Таким чином, обмеження функцiї 𝑓 на межу поверхнi має нескiнченне число

критичних точок. З цього випливає, що iснує послiдовнiсть критичних точок,

яка має границю, що належить лiнiї рiвня 𝑓−1(𝑦). Тодi 𝑦 — критичний рiвень

функцiї. Отримали суперечнiсть.

Покажемо, що рiвень 𝑓−1(𝑦) мiстить скiнченне число кiл. Для цього закле-

їмо всi компоненти межi 𝜕𝑀 2-вимiрними дисками, в результатi чого отримаємо

замкнену поверхню, яку позначимо через 𝑀 ′. Розглянемо продовження функ-

цiї 𝑓 на приклеєнi диски до гладкої функцiї 𝐹 зi скiнченним числом критичних

точок на кожному диску (це можна зробити довiльною функцiєю, пiсля чого

наблизити її функцiєю Морса). Отримаємо замкнену поверхню 𝑀 ′ i функцiю

𝐹 , задану на нiй, критичнi точки якої є iзольованими. Тодi, в силу компактностi

поверхнi𝑀 ′ i замкненостi множини 𝐹−1(𝑦), прообраз 𝐹−1(𝑦) є компактом. Тому

𝐹−1(𝑦) мiстить скiнченне число кiл, з чого випливає те, що лiнiя рiвня 𝑓−1(𝑦)

також мiстить скiнченне число кiл на поверхнi 𝑀 (оскiльки пiсля опускання

приклеєних 2-вимiрних дискiв число кiл може тiльки зменшитись).

Функцiя з iзольованими критичними точками, якi не є локальними екс-

тремумами, на замкненiй поверхнi є локально топологiчно еквiвалентною функ-

цiї 𝑓(𝑥, 𝑦) = Re(𝑥 + 𝑖𝑦)𝑘 для деякого цiлого 𝑘, 𝑘 ≥ 1 [35, 64]. Тому спер-

шу розглянемо лiнiї рiвня функцiї 𝑓(𝑥, 𝑦) = Re(𝑥 + 𝑖𝑦)𝑘, заданої на поверхнi

R2
+ = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2|𝑦 ≥ 0} для 𝑘 ∈ {1, 2, 3, 4} та у загальному випадку. Також

зауважимо, що 𝑝0 = (0, 0) є iзольованою критичною точкою функцiї Re(𝑥+𝑖𝑦)𝑘,

а 0 — вiдповiдним критичним значенням.
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Окремо розглянемо випадки рiзних значень 𝑘 у формулi 𝑓(𝑥, 𝑦) = Re(𝑥+𝑖𝑦)𝑘,

𝑦 ≥ 0 та вiдповiдної структури околу 𝑈(𝑝0) точки 𝑝0:

� 𝑘 = 1: 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥, 𝑦 ≥ 0, 𝑈(𝑝0) має два сектори зi спiльною межею, див.

рис. 5.1.1: 1;

� 𝑘 = 2: 𝑓(𝑥, 𝑦) = Re(𝑥 + 𝑖𝑦)2 = 𝑥2 − 𝑦2, 𝑦 ≥ 0 i рiвень функцiї 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0

складається iз двох променiв 𝑦 = 𝑥, 𝑦 ≥ 0 and 𝑦 = −𝑥, 𝑦 ≥ 0 (рис. 5.1.1: 2);

� 𝑘 = 3: 𝑓(𝑥, 𝑦) = Re(𝑥 + 𝑖𝑦)3 = 𝑥3 − 3𝑥𝑦2, 𝑦 ≥ 0. Лiнiї рiвня функцiї

𝑓 зображенi на рис. 5.1.1: 3, а критичний рiвень 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0 мiстить три

променi 𝑥 = 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑦 = 𝑥√
3
, 𝑦 ≥ 0 i 𝑦 = − 𝑥√

3
, 𝑦 ≥ 0;

� 𝑘 = 4: 𝑓(𝑥, 𝑦) = Re(𝑥+ 𝑖𝑦)4 = 𝑥4−4𝑥2𝑦2+𝑦4, 𝑦 ≥ 0 i лiнiя рiвня 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0

складається iз чотирьох променiв 𝑦 = 𝑥
√︀
2 +

√
3, 𝑦 ≥ 0, 𝑦 = 𝑥

√︀
2−

√
3, 𝑦 ≥

0, 𝑦 = −𝑥
√︀
2 +

√
3, 𝑦 ≥ 0 i 𝑦 = −𝑥

√︀
2−

√
3, 𝑦 ≥ 0, див. рис. 5.1.1: 4;

1 2 3 4

Рис. 5.1.1. Структура околу критичного рiвня функцiї

Re(𝑥+ 𝑖𝑦)𝑘, 𝑦 ≥ 0 для 𝑘 ∈ 1, 4

� 𝑘 = 2𝑛 + 1: 𝑓(𝑥, 𝑦) = Re(𝑥 + 𝑖𝑦)2𝑛+1 =
∑︀𝑛

𝑗=0(−1)𝑗𝐶2𝑗
2𝑛+1𝑥

2𝑛+1−2𝑗𝑦2𝑗, 𝑦 ≥ 0

(рис. 5.1.2: 1);

� 𝑘 = 2𝑛: 𝑓(𝑥, 𝑦) = Re(𝑥+𝑖𝑦)2𝑛 =
∑︀𝑛

𝑗=0(−1)𝑗𝐶2𝑗
2𝑛𝑥

2𝑛−2𝑗𝑦2𝑗, 𝑦 ≥ 0 (рис. 5.1.2: 2).
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1 2

Рис. 5.1.2. Структура околу критичного рiвня функцiї Re(𝑥+ 𝑖𝑦)𝑘, 𝑦 ≥ 0 для

довiльного натурального 𝑘

Якщо 𝑘 = 1, то 𝑓 має локальне топологiчне представлення 𝑓(𝑥, 𝑦) =

𝑥, 𝑦 ≥ 0. Лiнiї рiвня функцiї 𝑓 показанi на рис. 5.1.1: 1. Як наслiдок, рiвень

𝑓(𝑥, 𝑦) = 0 є променем 𝑥 = 0, 𝑦 ≥ 0.

У разi, коли 𝑘 = 2 маємо 𝑓(𝑥, 𝑦) = Re(𝑥 + 𝑖𝑦)2 = 𝑥2 − 𝑦2, 𝑦 ≥ 0 i лiнiя

рiвня 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0 складається iз двох променiв 𝑦 = 𝑥, 𝑦 ≥ 0 i 𝑦 = −𝑥, 𝑦 ≥ 0

(див. рис. 5.1.1: 2).

Якщо 𝑘 = 3, то функцiя має локальне представлення 𝑓(𝑥, 𝑦) = Re(𝑥 +

𝑖𝑦)3 = 𝑥3 − 3𝑥𝑦2, 𝑦 ≥ 0 i її лiнiї рiвня показанi на рис. 5.1.1: 3. Критичний

рiвень 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0 складається iз трьох променiв 𝑥 = 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑦 = 𝑥√
3
, 𝑦 ≥ 0 та

𝑦 = − 𝑥√
3
, 𝑦 ≥ 0.

У разi, коли 𝑘 = 4 отримаємо функцiю 𝑓(𝑥, 𝑦) = Re(𝑥 + 𝑖𝑦)4 = 𝑥4 −

4𝑥2𝑦2 + 𝑦4, 𝑦 ≥ 0 i вiдповiдна лiнiя рiвня 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0 складається iз чотирьох

променiв 𝑦 = 𝑥
√︀
2 +

√
3, 𝑦 ≥ 0, 𝑦 = 𝑥

√︀
2−

√
3, 𝑦 ≥ 0, 𝑦 = −𝑥

√︀
2 +

√
3, 𝑦 ≥ 0

та 𝑦 = −𝑥
√︀
2−

√
3, 𝑦 ≥ 0, див. рис. 5.1.1: 4.

Так, для всiх 𝑘 ∈ {1, 2, 3, 4} лiнiя 𝑦 = 0 є вiссю симетрiї i перетинається

iз лiнiєю рiвня 𝑓 = 0 функцiї 𝑓 у єдинiй точцi 𝑝0. Надалi узагальнимо цей

результат, розглядаючи для цього окремо випадки парного i непарного 𝑘.

Якщо 𝑘 = 2𝑛+1 (для деякого цiлого 𝑛, 𝑛 ≥ 1), то функцiя 𝑓 має наступне



113

локальне топологiчне представлення:

𝑓(𝑥, 𝑦) = Re(𝑥+ 𝑖𝑦)2𝑛+1 =
𝑛∑︁

𝑗=0

(−1)𝑗𝐶2𝑗
2𝑛+1𝑥

2𝑛+1−2𝑗𝑦2𝑗, 𝑦 ≥ 0 .

Якщо ж 𝑘 = 2𝑛 (для деякого цiлого 𝑛, 𝑛 ≥ 1), то отримаємо функцiю:

𝑓(𝑥, 𝑦) = Re(𝑥+ 𝑖𝑦)2𝑛 =
𝑛∑︁

𝑗=0

(−1)𝑗𝐶2𝑗
2𝑛𝑥

2𝑛−2𝑗𝑦2𝑗, 𝑦 ≥ 0 .

У обох випадках лiнiя 𝑦 = 0 є вiссю симетрiї, бо якщо точка (𝑥0, 𝑦0) на-

лежить лiнiї рiвня 𝑓 = 0, то точка (𝑥0,−𝑦0) також належатиме цiй лiнiї рiвня

функцiї.

Лема 5.1.2. Нехай 𝑝0 ∈ 𝜕𝑀 — критична точка функцiї 𝑓 класу Θ0(𝑀),

𝑓(𝑝0) = 0 — вiдповiдне критичне значення функцiї. Тодi iснує окiл 𝑈(𝑝0) i

гомеоморфiзм, такi що:

ℎ : 𝑓−1(0)
⋂︁
𝑐𝑙(𝑈(𝑝0)) → 𝐶𝑜𝑛(

𝑘⋃︁
𝑖=1

{𝑥𝑖})

для скiнченного числа точок {𝑥𝑖, 𝑖 = 1, 𝑘} i деякого 𝑘 ∈ 𝑍, 𝑘 ≥ 1. Тут 𝑐𝑙(𝑈(𝑝0)) —

замикання околу 𝑈(𝑝0), 𝐶𝑜𝑛(
⋃︀𝑘

𝑖=1{𝑥𝑖}) — об’єднання 𝑘 (прямих) лiнiй iз єди-

ною спiльною точкою, яка є їх спiльним кiнцем (див. рис. 5.1.3).

Рис. 5.1.3

Доведення. Розглянемо окiл 𝑈 точки 𝑝0, такий що не мiстить iнших критичних

точок функцiї 𝑓 (за винятком точки 𝑝0). Тодi множина 𝐾 := (𝑓−1(0)∖{𝑝0})
⋂︀
𝑈

також не мiстить критичних точок функцiї 𝑓 i є 1-вимiрним многовидом. Як-

що 𝐾 мiстить замкнену криву, то вздовж цiєї кривої функцiя 𝑓 матиме точку

локального екстремуму, що є неможливим.
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Покажемо, що 𝐾 має скiнченне число компонент. Припустимо, вiд супро-

тивного, що їх нескiнченна кiлькiсть. Завжди можна вибрати окiл 𝑈 , який має

гладку i трансверсальну до кожної компоненти 𝐾 межу. Тодi множина 𝐾
⋂︀
𝜕𝑈

має граничну точку, яка належить 𝐾. З чого випливає, що ця (гранична) точка

є критичною, оскiльки частковi похiднi функцiї 𝑓 за напрямками 𝜕𝑈 i 𝐾 рiвнi

нулю в цiй точцi. Отримана суперечнiсть доводить скiнченнiсть числа компо-

нент множини 𝐾.

За необхiдностi, звузимо окiл 𝑈 до такого, що не мiстить таких компонент

множини 𝐾, для якиї 𝑝0 не є границею.

Тодi решту компонент разом iз точкою 𝑝0 утворюють об’єднання 𝑘 прямих

зi єдиною спiльною вершиною 𝑝0, яка є їх кiнцями.

Твердження 5.1.3. Функцiя 𝑓 ∈ Θ0(𝑀) є топологiчно еквiвалентною до

функцiї 𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2, 𝑦 ≥ 0 (𝑔(𝑥, 𝑦) = −𝑥2 − 𝑦2, 𝑦 ≥ 0) у деякому околi

своєї точки мiнiмуму (максимуму).

Доведення. Твердження носить локальний характер, тому всi подальшi виклад-

ки буде проведено в достатньо малому околi локального мiнiмуму (максимуму)

𝑝0.

Лiнiя рiвня функцiї 𝑓 ∈ Θ0(𝑀) трансверсальна до межi поверхнi, на якiй

задана функцiя, тому що обмеження функцiї на межу не має вiдмiнних вiд 𝑝0

критичних точок. Побудуємо дотичне до межi градiєнтно-подiбне векторне поле

𝑋. Нехай функцiя 𝑓 набуває значення 𝑐 в точцi 𝑝0. Розглянемо гомеоморфiзм

ℎ, який переводить рiвень 𝑓−1(𝑐 + 𝜀) функцiї 𝑓 (для деякого 𝜀 > 0) у рiвень

𝑥2 + 𝑦2 = 𝜀, 𝑦 ≥ 0 функцiї 𝑔.

Пiсля позначення траєкторiї векторного поля 𝑋, яка проходить через то-

чку 𝑥 символом 𝛾(𝑥) i траєкторiї, що проходить через 𝑦 — 𝛽(𝑦), попередньо

описаний гомеоморфiзм може бути визначений формулою:

𝐻(𝑥) = 𝛽(ℎ(𝛾(𝑥)
⋂︀
𝑓−1(𝑐+ 𝜀)))

⋂︀
𝑔−1(𝜀).
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Теорема 5.1.4. Нехай 𝑓 ∈ Θ0(𝑀), 𝑝0 — сiдлова критична точка функцiї 𝑓 .

Тодi iснує окiл 𝑈(𝑝0) точки 𝑝0, такий, що обмеження функцiї 𝑓 |𝑈(𝑝0) тополо-

гiчно еквiвалентне до функцiї 𝑔(𝑥, 𝑦) = Re(𝑥 + 𝑖𝑦)𝑘, 𝑦 ≥ 0, заданої у деякому

околi точки (0, 0) для певного цiлого 𝑘 ≥ 1.

Доведення. Нехай 𝑈(𝑝0) — окiл iз властивостями, описаними у лемi 5.1.2. Тодi

критичний рiвень функцiї 𝑓 розбиває окiл 𝑈(𝑝0) на областi. Розглянемо одну

iз таких областей, яку позначатимемо через 𝑉 . Припустимо, що 𝑓(𝑥) < 0 у 𝑉 .

Тодi поле градiєнта grad(𝑓) напрямлене всередину областi 𝑉 в точках перетину

𝜕𝑈(𝑝0)
⋂︀
𝜕𝑉 .

Будемо позначати траєкторiї поля градiєнта, якi проходять через точку 𝑥,

символом 𝜑𝑥. Розглянемо вiдображення ℎ : 𝜕𝑈(𝑝0)
⋂︀
𝜕𝑉 → 𝑓−1(0)

⋂︀
𝜕𝑉 задане

формулами ℎ(𝑥) = 𝜑𝑥
⋂︀
𝑓−1(0) if 𝜑𝑥

⋂︀
𝑓−1(0) ̸= ∅ та ℎ(𝑥) = lim𝑡→∞ 𝜑𝑥(𝑡) = 𝑝0

if 𝜑𝑥
⋂︀
𝑓−1(0) = ∅ (див. рис. 5.1.4). Тодi так побудоване вiдображення ℎ буде

неперервним.

Тодi iснує точка, що переходить в точку 𝑝0 за допомогою вiдображення ℎ.

Останнє означає, що iснує траєкторiя 𝛾, яка проходить 𝜕𝑈(𝑝0)
⋂︀
𝜕𝑉 i закiнчує-

ться в точцi 𝑝0. Якщо 𝑉 має спiльнi точки iз межею, то векторне поле grad(𝑓)

можна локально замiнити на таке, що буде дотичним до межi. Так, траєкторiя

𝛾 мiститься у межi поверхнi.

Рис. 5.1.4

Множина 𝐾 iз так побудованими траєкторiями 𝛾 дiлить оклi 𝑈(𝑝0) на

областi. Так же як у доведеннi теореми 5.1.3, можна побудувати гомеоморфiзм

кожної iз цих областей (за необхiдностi, пiсля звуження околу 𝑈(𝑝0)) на вiдпо-
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вiднi областi функцiї 𝑔(𝑥, 𝑦) = Re(𝑥 + 𝑖𝑦)𝑘, 𝑦 ≥ 0, що переводять лiнiї рiвня у

лiнiї рiвня. Також якщо критична точка має єдину траєкторiю, що в неї входить,

то траєкторiї переходять у траєкторiї цим гомеоморфiзмом.

Вищеописанi гомеоморфiзми спiвпадають на спiльнiй межi, тому задають

шуканий гомеоморфiзм.

Зауважимо, що у випадку 𝑘 = 1 окiл 𝑈(𝑝0) складається iз двох секторiв

зi спiльними точками iз межею за винятком точки 𝑝0 (див. рис. 5.1.1: 1).

5.1.1 Атом функцiї

Надалi розглядатимемо тiльки простi функцiї на гладкiй компактнiй зв’яз-

нiй поверхнi 𝑀 , тобто функцiї класу Θ(𝑀) = {𝑓 ∈ Θ0(𝑀)|𝑓— проста}. Також,

додатково припустимо, що 𝑝0 є iзольованою сiдловою критичною точкою функ-

цiї 𝑓 iз вiдповiдним критичним значенням 𝑓(𝑝0) = 0.

Зауважимо, що кожному атому вiдповiдають два f-атоми, якi можуть бути

отриманi один iз iншого замiною знаку функцiї.

Рис. 5.1.5. Приклад розширення околу сiдлової критичної точки до

вiдповiдного околу критичного рiвня

Розглянемо окiл критичної точки 𝑝0 обмежений 𝑓
−1(−𝜀), 𝑓−1(𝜀) для де-

якого достатньо малого 𝜀 > 0, траєкторiями поля градiєнта та межею 𝜕𝑀 . Ча-

стини поверхнi, для яких 𝑓 > 0 i 𝑓 < 0, називатимемо додатнiми i вiд’ємними

секторами функцiї 𝑓 . Цi сектори зображатимемо заштрихованими i незаштри-

хованими вiдповiдно. Отримана поверхня має структуру (2𝑘 + 2)-кутника. Як-

що розглянутий окiл розширити до околу критичного рiвня, то отримаємо окiл
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гомеоморфний багатокутнику зi склеєними за лiнiйним гомеоморфiзмами сто-

ронами (наприклад, на рис. 5.1.5 сторона 𝐶𝐵 приклеюється до сторони 𝐷𝐸).

Так, кожен атом має структуру (2𝑘 + 2)-кутника, який зображений на

одному з рис. 5.1.2: 1, 2.

Поставимо у вiдповiднiсть даному багатокутнику коло з вiдмiченими то-

чками. Колу вiдповiдатиме межа (2𝑘+2)-кутника, а вiдмiченим точкам — точки

на межi, якi належать перетину заштрихованих i незаштрихованих секторiв,

тобто вiдмiченi точки належать критичному рiвню функцiї.

Вiдмiченi точки з’єднаємо хордою тодi i тiльки тодi, коли вiдповiднi сторо-

ни багатокутника склеюються при збiльшеннi околу. Таким чином, отримаємо

коло з вiдмiченими точками i хордами з вершинами у цих точках.

Рис. 5.1.6. Приклад побудови хордової дiаграми сiдлового критичного рiвня

Надалi зафiксуємо орiєнтацiю для подальшого задання нумерацiї вiдмiче-

них точок на колi так, щоб при змiнi орiєнтацiї отримати атом еквiвалентний

до початкового. Занумеруємо вiдмiченi точки наступним чином: точка, яка по-

ставлена у вiдповiднiсть критичнiй точцi 𝑝0 позначимо через 𝑄0, а решту точок

занумеруємо вiдповiдно до орiєнтацiї межi починаючи вiд 𝑄1 i до 𝑄𝑘, розгляда-

ючи при цьому за точку вiдлiку точку 𝑄0. Цi точки розбивають коло на 𝑘 + 1

чорних i сiрих дуг, якi вiдповiдають областям додатностi та вiд’ємностi функцiї

вiдповiдно (див. рис. 5.1.6). Також зауважимо, що кожнi двi дуги зi спiльною

вершиною (можливо, окрiм тих якi мiстять вершину 𝑄0) мають рiзний колiр.
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Так, кожен f-атом може бути визначений за допомогою кола з 𝑘 вiдмi-

ченими точками та точкою 𝑄0, 𝑙 хордами (для деякого 𝑙 ∈ {0, 1, 2, . . . , [𝑘2 ]})

(серед яких немає петель), якщо додатково розглянути фiксоване розбиття дуг

таке, що кожнi двi дуги зi спiльною вершиною (можливо окрiм тих якi мiстять

вершину 𝑄0) мають рiзний колiр. Таких розбиттiв є рiвно два. Коло зописа-

ними вище елементами (побудоване з f-атома функцiї) називатимемо хордовою

дiаграмою сiдлового критичного рiвня функцiї.

Означення 5.1.5. Оснащеною хордовою дiаграмою називатимемо коло, яке

мiстить такi елементи:

(1) вiдмiченi точки, якi є занумерованими, i серед них видiлена одна точка —

точка 𝑄0;

(2) хорди з кiнцями у вiдмiчених точках, окрiм точки 𝑄0;

(3) розбиття дуг кола на чорнi i сiрi, таке, що кожнi двi дуги (можливо, окрiм

тих, якi мiстять 𝑄0) мають рiзний колiр.

Занумеруємо вiдмiченi точки оснащеної хордової дiаграми вiд 0 до 𝑘 (для деяко-

го натурального 𝑘) за годинниковою стрiлкою, починаючи з видiленої точки.

Тодi хорду називатимемо хордою 1-го (2-го) типу, якщо вона з’єднує вiдмiченi

точки iз номерами рiзної (однакової) парностi.

Кожна хордова дiаграма сiдлового критичного рiвня функцiї буде осна-

щеною хордовою дiаграмою. Тому надалi всi поняття визначенi для оснащених

хордових дiаграм можуть розглядатись i для хордових дiаграм сiдлового кри-

тичного рiвня функцiї.

Зауважимо, що так визначена хордова дiаграма задає f-атом. Якщо ж у

умовi (3) у означеннi 5.1.5 розглядати обидва такi розбиття дуг, то хордова

дiаграма буде задавати атом.
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Означення 5.1.6. Двi оснащенi хордовi дiаграми називаються еквiвалентни-

ми, якщо вони можуть бути отриманi одна iз другої за допомогою повороту чи

симетрiї, що зберiгають при цьому елементи (1) — (3) (див. означення 5.1.5).

Означення 5.1.7. Вiльною вiдмiченою точкою на оснащенiй хордовiй дiаграмi

називається вiдмiчена точка, яка не з’єднана хордою з iншими вiдмiченими

точками.

Коло оснащеної хордової дiаграми позначатимемо через 𝑆1, вiдмiченi то-

чки — 0, 1, . . . , 𝑘, а хорди, якi з’єднують точки 𝑖 i 𝑗 — через 𝑙𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑘}.

Вважатимемо, що 𝑗 — номер вiдмiченої точки 𝑄𝑗. Вiльнi точки, за винятком

𝑄0, позначимо через 𝑄𝑖*, де 𝑖 — номер вiдповiдної вiдмiченої точки. Кожна вiд-

мiчена точка оснащеної хордової дiаграми вiдповiдає двом вершинам багатоку-

тника, одна з яких належить додатньому сектору (𝑓 > 0), а iнша — вiд’ємному

(𝑓 < 0). Тому цi точки позначимо через 𝑃𝑖 i 𝑁𝑖, де 𝑖 — номер вiдмiченої точки

𝑄𝑖.

Лема 5.1.8. Число вiльних точок 𝑁𝑓.𝑝. оснащеної хордової дiаграми може

бути знайдене за допомогою наступної формули:

𝑁𝑓.𝑝. = 𝑘 − 2 ·𝑁𝑐ℎ. + 1

де 𝑁𝑐ℎ. — число хорд хордової дiаграми.

Доведення. Iснує окiл критичного рiвня, який можна представити у виглядi

(2𝑘 + 2)-кутника iз 2𝑙 склеєними сторонами (для деякого 𝑙). Тодi вiдповiдна

хордова дiаграма мiстить 𝑘+1 вiдмiчених точок i 𝑙 хорд. З останнього випливає

твердження леми, пiсля перепозначення 𝑁𝑐ℎ. := 𝑙.

Означення 5.1.9. З оснащеної хордової дiаграми, яка мiстить 𝑘 + 1 вiдмiчену

точку, побудуємо пiдстановку 𝜏 (𝑘) таку, що 𝜏 (𝑘) мiстить цикл (𝑖𝑗) (для деяких

𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2, . . . , 𝑘}) тодi i тiльки тодi, коли вiдмiченi точки 𝑄𝑖 i 𝑄𝑗 з’єднанi
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хордою. Так задана пiдстановка мiстить тiльки цикли довжини 2 i називається

пiдстановкою склейки на множинi {1, 2, . . . , 𝑘}.

Атом разом iз заданою пiдстановкою склейки 𝜏 (𝑘) позначатимемо як 𝐴𝜏 (𝑘).

Зауважимо, що для хордової дiаграми сiдлового критичного рiвня функ-

цiї рiвносильними є наступнi поняття: (1) (не)перекручений прямокутник; (2)

хорда 2-го (1-го) типу; (3) пiдстановка (𝑖, 𝑗) хордової дiаграми, в якiй 𝑖, 𝑗 > 0 i

мають однакову (рiзну) парнiсть. Також, поняття (2) i (3) є рiвносильними для

оснащеної хордової дiаграми.

Теорема 5.1.10. Мають мiсце наступнi твердження:

1) кожен атом сiдлового критичного рiвня спiвпадає з атомом 𝐴𝜏 (𝑘) для де-

якої пiдстановки склейки 𝜏 (𝑘) на множинi {1, 2, . . . , 𝑘} i ця пiдстановка

задає склейку сторiн атома;

2) число 𝑁𝑘 атомiв 𝐴𝜏 (𝑘) може бути знайдене iз рекурентної формули:

𝑁1 = 1, 𝑁2 = 2, 𝑁3 = 4, 𝑁𝑘 = 2
𝑘−3∑︁
𝑗=1

𝑃
(𝑘)
𝑗 + 𝑃

(𝑘)
𝑘−2 (5.1)

де для кожного 𝑘 𝑃
(𝑘)
𝑗 є множиною чисел, визначених таким рекурен-

тним спiввiдношенням для 𝑗 ∈ 𝑍, 𝑗 ≥ 3

𝑃
(𝑘)
0 = 1, 𝑃

(𝑘)
1 = 𝑘 − 1, 𝑃

(𝑘)
2 = 𝑘 − 2, 𝑃

(𝑘)
𝑗 = (𝑃

(𝑘)
0 + 𝑃

(𝑘)
1 + . . .+ 𝑃

(𝑘)
𝑗−2)(𝑘 − 𝑗) .

Доведення. 1) Розглянемо окiл сiдлового критичного рiвня вiдповiдної крити-

чної точки 𝑝0, представлений у виглядi (2𝑘 + 2)-кутника iз склеєними (або ж

несклеєними) сторонами. Використовуючи цей багатокутник, побудуємо вiдпо-

вiдну пiдстановку склейки. Кожнiй можливiй склейцi сторiн багатокутника вiд-

повiдає пiдстановка 𝜏 , задана на множинi {1, 2, ..., 𝑘}. Слiд зазначити, що якщо

кожна сторона не склеєна з iншими сторонами (2𝑘 + 2)-кутника, то отримаємо

тривiальну пiдстановку.
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2) Число атомiв рiвне числу нееквiвалентних хордових дiаграм. Тому чис-

ло нееквiвалентних хордових дiаграм iз 𝑘 + 1 вiдмiченими точками i нефiксо-

ваним числом хорд (вiд 0 до [𝑘2 ]) також позначатимемо через 𝑁𝑘.

Спершу розглянемо число можливих з’єднань точки 𝑄1 iз iншими вiдмi-

ченими точками, включаючи варiант коли 𝑄1 не з’єднана хордою iз iншими

точками. Точку 𝑄1 можна з’єднати iз iншими вiдмiченими точками (𝑘 − 1)

способами i вiдповiдне число атомiв рiвне 𝑁𝑘−2. У iншому випадку отримаємо

(𝑘 − 1) вiдмiчену точку i число можливих склейок буде рiвне 𝑁𝑘−1. Тому має

мiсце рекурентна формула: 𝑁𝑘 = 𝑁𝑘−1 + (𝑘 − 1) ·𝑁𝑘−2, 𝑔 ≥ 3.

Такими ж мiркуваннями можна отримати наступнi рiвностi: 𝑁𝑘 = 𝑁𝑘−1+

(𝑘−1)·𝑁𝑘 = (1+𝑘−1)·𝑁𝑘−2+(𝑘−2)·𝑁𝑘−3 = (1+𝑘−1+𝑘−2)·𝑁𝑘−3+(1+𝑘−1)(𝑘−

3)·𝑁𝑘−4 = (1+𝑘−1+𝑘−2+(1+𝑘−1)(𝑘−3))·𝑁𝑘−4+(1+𝑘−1+𝑘−2)(𝑘−4)·𝑁𝑘−5 =

(1+𝑘−1+𝑘−2+(1+𝑘−1)(𝑘−3)+(1+𝑘−1+𝑘−2)(𝑘−4))·𝑁𝑘−5+(1+𝑘−1+𝑘−

2+(1+𝑘−1)(𝑘−3))(𝑘−5) ·𝑁𝑘−6 = . . . = ((1+𝑘−1+𝑘−2+(1+𝑘−1)(𝑘−3)+

(1+𝑘−1+𝑘−2)(𝑘−4)+(1+𝑘−1+𝑘−2+(1+𝑘−1)(𝑘−3))(𝑘−5)+ . . .+(1+𝑘−

1+𝑘−2+(1+𝑘−1)(𝑘−3)+ . . .+(1+𝑘−1+𝑘−2+ . . .+ ·(𝑘−(𝑘−2)+2)(𝑘−(𝑘−

2)+1)))·𝑁𝑘−(𝑘−2)+((1+𝑘−1+𝑘−2+(1+𝑘−1)(𝑘−3)+(1+𝑘−1+𝑘−2)(𝑘−4)+

(1+𝑘−1+𝑘−2+(1+𝑘−1)(𝑘−3))(𝑘−5)+ . . .+(1+𝑘−1+𝑘−2+(1+𝑘−1)(𝑘−

3)+ . . .+(1+ 𝑘− 1+ 𝑘− 2+ . . .+ ·(𝑘− (𝑘− 1)+3))((𝑘− (𝑘− 1)+1))) ·𝑁𝑘−(𝑘−1).

Розглянемо позначення: 𝑃
(𝑘)
0 = 1, 𝑃

(𝑘)
1 = 𝑘− 1, 𝑃

(𝑘)
2 = 𝑘− 2, 𝑃

(𝑘)
𝑗 = (𝑃

(𝑘)
0 +

𝑃
(𝑘)
1 + . . . + 𝑃

(𝑘)
𝑗−2)(𝑘 − 𝑗) тодi попередня рiвнiсть перепишеться у виглядi:

𝑁𝑘 = 𝑃
(𝑘)
0 ·𝑁𝑘−1 + 𝑃

(𝑘)
1 ·𝑁𝑘−1 = (𝑃

(𝑘)
0 + 𝑃

(𝑘)
1 ) ·𝑁𝑘−2 + 𝑃

(𝑘)
0 𝑃

(𝑘)
2 ·𝑁𝑘−3 = (𝑃

(𝑘)
0 +

𝑃
(𝑘)
1 +𝑃

(𝑘)
2 ) ·𝑁𝑘−3+𝑃

(𝑘)
3 ·𝑁𝑘−4 = (𝑃

(𝑘)
0 +𝑃

(𝑘)
1 +𝑃

(𝑘)
2 +𝑃

(𝑘)
3 ) ·𝑁𝑘−4+𝑃

(𝑘)
4 ·𝑁𝑘−5 =

(𝑃
(𝑘)
0 +𝑃

(𝑘)
1 +𝑃

(𝑘)
2 +𝑃

(𝑘)
3 +𝑃

(𝑘)
4 )·𝑁𝑘−5+𝑃

(𝑘)
5 ·𝑁𝑘−6 = . . . = (𝑃

(𝑘)
0 +𝑃

(𝑘)
1 +. . .+𝑃

(𝑘)
𝑘−2−1)·

𝑁𝑘−(𝑘−2)+𝑃
(𝑘)
𝑘−1−1 ·𝑁𝑘−(𝑘−1) = 𝑁2 ·

∑︀𝑘−3
𝑗=0 𝑃

(𝑘)
𝑗 +𝑁1 ·𝑃 (𝑘)

𝑘−2 = 2 ·
∑︀𝑘−3

𝑗=0 𝑃
(𝑘)
𝑗 +𝑃

(𝑘)
𝑘−2.

За допомогою формули (5.1) можна обрахувати число 𝑁𝑘 атомiв 𝐴𝜏 (𝑘).

Деякi випадки обрахунку представленi у таблицi 5.1.1.
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𝑘 𝑁𝑘 𝑘 𝑁𝑘 𝑘 𝑁𝑘 𝑘 𝑁𝑘

1 1 6 76 11 35696 16 46206736

2 2 7 232 12 140152 17 211799312

3 4 8 764 13 568504 18 997313824

4 10 9 2620 14 2390480 19 4809701440

5 26 10 9496 15 10349536 20 23758664096

Таблиця 5.1.1. Число атомiв 𝐴𝜏 (𝑘) для 𝑘 ≤ 20

5.2 Оптимальнi функцiї

Надалi розглянемо випадок гладкої зв’язної компактної поверхнi з однiєю

компонентою межi.

5.2.1 Критерiй оптимальностi функцiї

Теорема 5.2.1. Нехай 𝑓 ∈ Θ(𝑀), де 𝑀 — зв’язна компактна поверхня зi

зв’язною межею, яка негомеоморфна до 2-вимiрного диску. Тодi функцiя 𝑓

оптимальна тодi i тiльки тодi, коли вона має лише три критичнi точки,

двi з яких є точками мiнiмуму i максимуму, а третя — сiдловою.

Доведення. Покажемо необхiднiсть. Для доведення необхiдностi слiд показа-

ти наступне: 1) iснування гладкої функцiї iз трьома критичними точками на

поверхнi 𝑀 , негомеоморфнiй 2-вимiрному диску; 2) якщо функцiя має двi кри-

тичнi точки на поверхнi 𝑁 , то 𝑁 гомеоморфна 2-вимiрному диску. Тодi з 1)

випливатиме, що оптимальна функцiя має не бiльше трьох критичних точок

(на поверхнi негомеоморфнiй 2-диску), а з 2) маємо, що число критичних то-

чок оптимальної функцiї бiльше двох (на поверхнi негомеоморфнiй 2-диску).

Тодi отримаємо наступне: оптимальна функцiя має рiвно три критичнi точки

на поверхнi негомеоморфнiй 2-вимiрному диску.
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1) Спершу розглянемо випадок орiєнтованої поверхнi 𝑀 роду 𝑔 з однi-

єю компонетою межi, яка отримана склейкою атома 𝐴𝜏 (4𝑔+1) за пiдстановкою

(1, 4𝑔)(2, 4𝑔+1)(3, 4𝑔−2)(4, 4𝑔−1) . . . (2𝑖−1, 4𝑔−2𝑖+2)(2𝑖, 4𝑔−2𝑖+3) . . . (2𝑔−

1, 2𝑔+2)(2𝑔, 2𝑔+3). Оскiльки iз хордової дiаграми можна знайти рiд поверхнi,

то використовуючи дану хордову дiаграму, можна побудувати єдину, з точнiстю

до гомеоморфiзму, поверхню. Тому поверхня𝑀 задається хордовою дiаграмою,

зображеною на рис. 5.2.1: 1.

З iншого боку, атом критичного рiвня функцiї Re(𝑥 + 𝑖𝑦)4𝑔+1, заданiй на

деякiй неорiєнтованiй поверхнi роду 2𝑔+1, можна представити у виглядi(4𝑔+2)-

кутника i вiдповiдна хордова дiаграма спiвпадатиме iз вже описаною хордовою

дiаграмою (див. рис. 5.2.1: 2).

1 2

Рис. 5.2.1

Розглянемо пiвдиски 𝐷2
+(−) = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2|𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1, 𝑦 ≥ (≤)0} i гомео-

морфiзми ̂︂ℎ1,2 : [0, 4𝑔+1] → 𝜕±𝐷
2
±, (де 𝜕+𝐷

2
+ = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝜕𝐷2

+|𝑦 > 0}, 𝜕−𝐷2
− =

{(𝑥, 𝑦) ∈ 𝜕𝐷2
−|𝑦 < 0}) такi, що ̂︂ℎ1,2(𝑗) = (−1 + 𝑗

4𝑔+1 ,±
√︁
1− (−1 + 𝑗

4𝑔+1)
2),

𝑗 = 0, 4𝑔 + 1 i вкладення ℎ1,2 : [0, 4𝑔 + 1] → 𝜕𝑀 такi, що ℎ1(0) = 𝑃0,

ℎ1(1) = 𝑃1, ℎ1(2) = 𝑃4𝑔, ℎ1(3) = 𝑃4𝑔+1, . . . , ℎ1(4𝑔) = 𝑃2𝑔, ℎ1(4𝑔 + 1) = 𝑃2𝑔+1,
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ℎ2(0) = 𝑁0, ℎ2(1) = 𝑁4𝑔+1, ℎ2(2) = 𝑁2, ℎ2(3) = 𝑁1, . . . , ℎ2(4𝑔) = 𝑁2𝑔+2, ℎ2(4𝑔 +

1) = 𝑁2𝑔+1. Заклеїмо отриманий атом пiвдисками 𝐷2
±
⋃︀
[−1, 1]×{0} за вiдобра-

женням ̂︀ℎ1,2 ∘ ℎ1,2 : 𝐷2
± → 𝜕𝑀 .

Пiсля цього отримаємо поверхню з однiєю компонентою межi. Також функ-

цiя Re(𝑥 + 𝑖𝑦)4𝑔+1 може бути продовжена на пiвдиски своїми значеннями на

компонентах межi, до яких приклеїли пiвдиски, та, за необхiдностi, отриману

функцiю можна згладити (див., наприклад, [62]).

Випадок гладкої функцiї iз трьома критичними точками на неорiєнтова-

нiй пловерхнi можна отримати, розглянувши аналогiчнi попереднiм викладки

для атома 𝐴𝜏 (4𝑔+3) iз пiдстановкою склейки (1, 4𝑔 + 2)(2, 4𝑔 + 3)(3, 4𝑔)(4, 4𝑔 +

1) . . . (2𝑖−1, 4𝑔−2𝑖+4)(2𝑖, 4𝑔−2𝑖+5) . . . (2𝑔−1, 2𝑔+4)(2𝑔, 2𝑔+5)(2𝑔+1, 2𝑔+3)

(див. рис. 5.2.1: 2), який спiвпадає з атомом сiдлового критичного рiвня функцiї

𝑅𝑒(𝑥 + 𝑖𝑦)4𝑔+3. Також у неорiєнтованому випадку слiд розглянути приклейку

пiвдискiв 𝐷2
± за вкладеннями ̂︀ℎ1,2∘ℎ1,2 : 𝐷2

± → 𝜕𝑀 , where ̂︂ℎ1,2 : [0, 4𝑔+1] → 𝐷2
±,̂︂ℎ1,2(𝑗) = (−1 + 𝑗

4𝑔+3 ,±
√︁
1− (−1 + 𝑗

4𝑔+3)
2), 𝑗 = 0, 4𝑔 + 3, and ℎ1,2 : [0, 4𝑔 + 3] →

𝜕𝑀, ℎ1(0) = 𝑃0, ℎ1(1) = 𝑃1, ℎ1(2) = 𝑃4𝑔+2, ℎ1(3) = 𝑃4𝑔+3, . . . , ℎ1(4𝑔 + 1) =

𝑃2𝑔+1, ℎ1(4𝑔 + 2) = 𝑃2𝑔+3, ℎ1(4𝑔 + 3) = 𝑃2𝑔+2, ℎ2(0) = 𝑁0, ℎ2(1) = 𝑁4𝑔+3, ℎ2(2) =

𝑁2, ℎ2(3) = 𝑁1, . . . , ℎ2(4𝑔 + 2) = 𝑁2𝑔+1, ℎ2(4𝑔 + 3) = 𝑁2𝑔+2.

Тому побудовано гладку функцiю з трьома iзольованими особливостями

на межi, якi є також iзольованими критичними точками обмеження функцiї на

межу поверхнi.

2) Припустимо, що функцiя 𝑓 має двi критичнi точки на поверхнi 𝑁 .

Розглянемо градiєнтно-подiбне векторне поле для 𝑓 , яке є дотичним до 𝑁 (див.,

наприклад, [61]). Пiсля цього можна розглянути функцiю, яка переводить лiнiї

рiвня функцiї 𝑓 на поверхнi 𝑁 у вiдрiзки 𝑦 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 на диску 𝐷2, та траєкторiї

градiєнтно–подiбного векторного поля переходять у кривi 𝛾𝑡 = {𝑐 cos 𝑡, 𝑡(1−𝑐)+

sin 𝑡|𝑐 ∈ [0, 1]}, 𝑡 ∈ [𝑡−𝑐 , 𝑡
+
𝑐 ], де 𝑡

−
𝑐 , 𝑡

+
𝑐 — найменшi за модулем коренi рiвнянь 𝑡(1−

𝑐)+sin 𝑡 = −1 та 𝑡(1−𝑐)+sin 𝑡 = 1 вiдповiдно. Ця функцiя задає гомеоморфiзм
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𝑁 i 2-вимiрним диском 𝐷2, оскiльки через кожну точку 𝐷2 проходить тiльки

одна лiнiя рiвня i одна траєкторiя.

Доведемо достатнiсть. Припустимо, що це не так. Це означає, що iснує

функцiя, яка має три критичнi точки на заданiй поверхнi, але не є оптимальною.

Це означає, що оптимальна на цiй поверхнi має двi критичнi точки (оскiльки

гладка функцiя на компактнiй поверхнi має принаймнi двi критичнi точки).

Тому, в силу умови 2) у доведеннi необхiдностi теореми 5.2.1, ця поверхня буде 2-

вимiрним диском. Отримана суперечнiсть доводить достатнiсть даної теореми.

Зауваження 5.2.2. Функцiя 𝑓 ∈ Θ(𝐷2), задана на двовимiрному диску 𝐷2,

є оптимальною тодi i тiльки тодi, коли вона має двi критичнi точки (точки

екстремуму) i може бути реалiзована за допомогою функцiї висоти.

Надалi у цьому роздiлi припустимо, що критичнi значення оптимальної

функцiї дорiвнюють −1, 0, 1. Це можна зробити, так як iснує гомеоморфiзм

прямої, який переводить три критичнi значення функцiї у точки−1, 0, 1. Також,

для спрощення викладок, на рисунках розбиття дуг не будемо зображати (тобто

всi дуги будуть однакового кольору), а за умовчанням вважатимемо першу дугу

злiва вiд точки 𝑄0 чорного кольору, що автоматично задає розбиття всiх дуг

оснащеної хордової дiаграми.

Оснащену хордову дiаграму можна розглядати як граф, вершинами якого

є вiдмiченi точки, а ребрами — дуги i хорди. Тодi для хордових дiаграм коректно

заданим є поняття шляху та сумiжностi дуг i хорд (як ребер графу).

Означення 5.2.3. Шлях мiж вiдмiченими точками на оснащенiй хордовiй дi-

аграмi називається правильним, якщо вiн задовольняє наступнi умови:

1) хорди i дуги чергуються (пiд час проходження цього шляху);
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2) кожна хорда 1-го типу розбиває своїми кiнцями коло на двi частини i двi

сумiжнi до неї дуги лежать у однiй частинi;

3) для хорди 2-го типу сумiжнi дуги лежать у рiзних частинах щодо її кiнцiв.

Означення 5.2.4. Правильний шлях мiж вiльними вiдмiченими точками, який

проходить через кожну хорду по одному разу, називається повним шляхом.

Зауважимо, що поняття правильного шляху можна розглядати у бiльш за-

гальному випадку, а саме як шляху мiж вiдмiченими точками, але нас цiкавить

тiльки питання пов’язанi iз повним шляхом мiж вiльними точками хордової

дiаграми.

Також кожен правильний шлях вiдповiдає компонентi додатної чи вiд’ємної

частини межi атома.

5.2.1 Випадок орiєнтованої поверхнi з однiєю компонентою межi

Теорема 5.2.5. Хордова дiаграма сiдлового критичного рiвня оптимальної

функцiї на орiєнтованiй поверхнi з однiєю компонентою межi задовольняє

такi умови:

1) кожна хорда дiлить коло на дуги, якi мiстять парнi числа вiдмiчених

точок;

2) хордова дiаграма має 𝑘+ 1 = 4𝑛+ 2 вiдмiчених точок (для певного нату-

рального 𝑛) двi з яких є вiльними вiдмiченими точками, причому одна —

точка 𝑄0;

3) iснує два повнi шляхи мiж вiльними вiдмiченими точками.

Доведення. Пункт 1) означає, що в умовах теореми на хордовiй дiаграмi можуть

бути з’єднаними вiдмiченi точки рiзної парностi. Останнє виконується в силу

орiєнтованостi поверхнi (бо iнакше атом мiститиме стрiчку Мюбiуса).
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2) В термiнах попереднiх позначень, число вiдмiчених точок рiвне 𝑘 + 1,

а число хорд позначимо через 𝑚. Покажемо, що: a) 𝑘 є непарним (⇔ 𝑘 + 1 —

парне); b) хордова дiаграма мiстить двi вiльнi точки i c) 2𝑛 хорди. Тодi з b) i c)

випливатиме, що 𝑘 ≡ 1(mod4), що означатиме, що 𝑘 + 1 = 4𝑛 + 2 для деякого

натурального 𝑛).

a) Функцiя 𝑓 змiнює знак при проходженнi через критичну точку, оскiль-

ки 𝑓(𝑝0) = 0. Тодi дуги, якi мiстять точку 𝑄0, рiзного кольору. Тому число

вiдмiчених точок є парним, бо при проходженнi кола 𝑆1 хордової дiаграми ко-

лiр дуг чергується.

b) Припустимо, вiд супротивного, що хордова дiаграма має менше 2𝑛 хорд

i принаймнi 3 вiльнi точки. Тодi вiдповiднi 3 сторони атома належатимуть ме-

жi поверхнi, оскiльки пiсля збiльшення околу критичного рiвня цi сторони не

склеюються з iншими. Тому при подальшому збiльшеннi околу принаймнi 4

пiвдиска 𝐷2
± приклеюються до поверхнi. Останнє означає, що функцiя має не

менше 5-ти критичних точок i, як наслiдок, не є оптимальною.

Так, хордова дiаграма сiдлового критичного рiвня оптимальної функцiї

на орiєнтованiй поверхнi з однiєю компонентою межi мiстить 2 вiльнi точки,

одна з яких 𝑄0, а друга вiдповiдає критичнiй точцi функцiї.

c) З’єднання вiдмiчених точок (iз номерами рiзної парностi) рiвносильне

приклейцi 1-ручки (прямокутника). Це приєднання або збiльшує число компо-

нент межi на 1 (якщо 1-ручка приклеюється до одної компоненти межi), або ж

зменшує на 1 (у випадку приклейки 1-ручки до рiзних компонент межi поверх-

нi). В той же час рiд поверхнi збiльшується пiсля кожної такого приєднання

ручок.

Розглянемо пiвдиск 𝐷2
+ = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2|𝑥2+𝑦2 ≤ 1, 𝑦 ≥ 0} (без приклеєних

1-ручок). Початково 𝐷2
+ має одну компоненту межi, але кожна приклейка 1-

ручки змiнює число компонент межi на 1. Це означає, що поверхню з однiєю

компонентою межi можна отримати iз 𝐷2
+ iз парним числом приклеєних 1-
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ручок.

3) Припустимо, вiд супротивного, що на заданiй хордовiй дiаграмi не iснує

повного шляху. Тодi вiдповiдна поверхня має принаймнi двi компоненти межi,

що суперечить умовами теореми.

Зауважимо, що для хордових дiаграм сiдлового критичного рiвня функцiї,

приналежнiсть хорди до класу хорд 1-го (2-го) типу рiвносильне тому, що вона

своїми кiнцями розбиває коло на дуги, кожна з яких мiстить парне (непарне)

число вiдмiчених точок, так як згiдно з умовою 3) теореми 5.2.5 загальне число

вiдмiчених точок 𝑘 + 1 = 4𝑛+ 2 є парним.

Наслiдок 5.2.6. Пiдстановка склейки не мiстить цикл (𝑖, 𝑗 + 1)(𝑖+ 1, 𝑗) для

всiх можливих 𝑖, 𝑗 ∈ {0, 𝑘}.

Доведення. Якщо пiдстановка склейки мiстить цикл (𝑖, 𝑗+1)(𝑖+1, 𝑗) для деяких

𝑖, 𝑗, то, оскiльки кожен шлях iз точки 𝑄0 у довiльну точку 𝑄𝑝, 𝑝 ∈ {0, 𝑘} ∖

{𝑖, 𝑖 + 1, 𝑗, 𝑗 + 1} не проходить через дуги 𝑖, 𝑖+ 1, ̂𝑗, 𝑗 + 1 та хорди 𝑙𝑖,𝑗+1, 𝑙𝑖+1,𝑗,

на хордовiй дiаграмi немає повного шляху. Тому пiдстановка склейки не може

мiстити цикл (𝑖, 𝑗 + 1)(𝑖+ 1, 𝑗) для всiх можливих 𝑖, 𝑗 ∈ {0, 𝑘}.

Наслiдок 5.2.7. Вiльна вiдмiчена точка хордової дiаграми сiдлового крити-

чного рiвня, за винятком точки 𝑄0, має непарний номер.

Доведення. Iз пункту 2) теореми 5.2.5 випливає, що, за винятком точки 𝑄0,

хордова дiаграма має вiдмiченi точки 𝑄1, . . . , 𝑄4𝑛+1, серед яких рiвно 2𝑛 вiдмi-

чених точок має парний номер i 2𝑛 + 1 — непарний. Тому iнша вiльна точка

матиме непарний номер.

Теорема 5.2.8 (критерiй топологiчної еквiвалентностi).Оптимальнi функ-

цiї топологiчно еквiвалентнi тодi i тiльки тодi, коли вiдповiднi хордовi дiа-

грами сiдлових критичних рiвнiв еквiвалентнi.
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Доведення. Покажемо необхiднiсть. Топологiчна еквiвалентнiсть оптимальних

функцiй iндукує еквiвалентнiсть хордових дiаграм, що випливає з побудови.

Доведемо достатнiсть. Припустимо, що хордовi дiаграми оптимальних

функцiй 𝑓 i ℎ еквiвалентнi. Таким чином, iснують гомеоморфiзми мiж лiнiями

рiвнiв функцiй 𝑓 , ℎ та лiнiями рiвня функцiї Re(𝑥+𝑖𝑦)𝑘 (див. теорему 5.1.4). Не-

хай 𝜙 i 𝜓 є цими гомеоморфiзмами. Тодi, гомеоморфiзм деякого околу сiдлової

критичної точки функцiї 𝑓 на вiдповiдний окiл функцiї ℎ може бути заданим

формулою 𝜙−1 ∘ 𝜓.

Розглянемо атом критичного рiвня без критичної точки. Тодi хорда або

вiльна точка (за винятком 𝑄0) певнiй компонентi зв’язностi. Еквiвалентнiсть

хордових дiаграм задає бiєкцiю мiж цими компонентами, тому гомеоморфiзм

мiж околами критичних точок функцiй 𝑓 i 𝑔 можна продовжити до гомеомор-

фiзму околi критичних рiвнiв цих функцiй.

У такий спосiб продовжено гомеоморфiзм на хорди. Також для кожної

траєкторiї градiєнтно-подiбного векторного поля iснує точка, яка лежить на

хордi або ж на межi багатокутника. Це означає, що ми отримали бiєктивне

вiдображення мiж цими траєкторiями. Так, в силу того, що на кожнiй трає-

кторiї iснує єдина точка з фiксованим значенням iз (0, 1), можна побудовати

гомеоморфiзм мiж вiдповiдними траєкторiями, який зберiгає значення функ-

цiї. Цi гомеоморфiзми задають гомеоморфiзм поверхнi, з чого випливає шукана

топологiчна еквiвалентнiсть.

Теорема 5.2.9 (реалiзацiя). Якщо оснащена хордова дiаграма задовольняє

умови 1)− 3) теореми 5.2.5, то iснує оптимальна функцiя, хордова дiаграма

сiдлового критичного рiвня якої збiгається iз заданою.

Доведення. Хордова дiаграма може бути задана за допомогою числа 𝑘 i пiд-

становки склейки. Тому розглянемо функцiю 𝑓(𝑥, 𝑦) = Re(𝑥 + 𝑖𝑦)4𝑛+1, 𝑦 ≥ 0,
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(сiдловою) iзольованою критичною точкою якої є точка 𝑝0 = (0, 0), i 𝜀-окiл кри-

тичного рiвня 𝑓(𝑝0) = 0 (для деякого 𝜀 > 0) представлений у виглядi (4𝑛+ 2)-

кутника iз заданим розбиттям секторiв (заштрихованi i незаштрихованi, див.

рис. 5.1.2: 1). Не втрачаючи загальностi, будемо вважати, що сторони багатоку-

тника, якi перетинаються з критичним рiвнем функцiї, є вiдрiзками з довжиною

2𝜀. Занумеруємо цi сторони вiд 𝑆0 до 𝑆4𝑛+1, так як це показано на рис. 5.2.2.

Рис. 5.2.2

Розглянемо приклейку прямокутника [0, 1]× [−𝜀, 𝜀] до сторiн 𝑆𝑖 i 𝑆𝑗 за на-

ступним вiдображенням: 𝑝 : {0, 1}×[−𝜀, 𝜀] → {𝑆𝑖, 𝑆𝑗}, 𝑝((0,−𝜀)) = 𝑄2𝑖, 𝑝((0, 𝜀)) =

𝑄2𝑖−1, 𝑝((1,−𝜀)) = 𝑄2𝑗−1, 𝑝((1,−𝜀)) = 𝑄2𝑗−1, 𝑝((1, 𝜀)) = 𝑄2𝑗 тодi i тiльки тодi,

коли пiдстановка склейки мiстить цикл (𝑖, 𝑗). Далi задамо функцiю 𝑓(𝑥, 𝑦) на

цьому прямокутнику її другою координатою 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑦. Отримаємо атом сi-

длового критичного рiвня. Пiсля приклейки до цього атома пiвдискiв 𝐷+ =

{(𝑥, 𝑦) ∈ R2|𝑥2 + (𝑦 − 𝜀)2 ≤ (1 − 𝜀)2, 𝑦 ≥ 𝜀}, 𝐷− = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2|𝑥2 + (𝑦 + 𝜀)2 ≤

(1 − 𝜀)2, 𝑦 ≤ −𝜀} (так як це було зроблено у теоремi 5.2.1 в орiєнтованому ви-

падку)продовжимо функцiю 𝑓 на цi пiвдиски формулою 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑦. За необхi-

дностi отриману функцiю можна згладити (див., наприклад [62]). Так, отрима-

но поверхню i гладку функцiю на нiй, хордова дiаграма сiдлового критичного

рiвня якої спiвпадає з початково заданою хордовою дiаграмою, що доводить

твердження теореми.

Iз теорем 5.2.5, 5.2.8 i 5.2.9 випливає, що кожна хордова дiаграма задає (з

точнiстю до топологiчної еквiвалентностi) оптимальну функцiю на орiєнтованiй
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поверхнi iз однiєю компонентою межi тодi i тiльки тодi, коли вона задовольняє

умови 1) — 3) теореми 5.2.5.

Нагадаємо, що через 𝐹𝑖,1 познається компактна орiєнтована поверхня роду

𝑖 iз однiєю компонентою межi (див роздiл 4).

Використовуючи властивостi хордової дiаграми, було обраховано число (з

точнiстю до пошарової (топологiчної) еквiвалентностi) оптимальних функцiй,

заданих на орiєнтованiй поверхнi iз однiєю компонентою межi у випадках:

1) поверхнi роду 1: 1 (1):

Рис. 5.2.3. Хордова дiаграма оптимальних функцiй на 𝐹1,1, розглянутих з

точнiстю до пошарово оснащеної (топологiчної) еквiвалентностi

2) поверхнi роду 2: 5 (8):

Рис. 5.2.4. Хордовi дiаграми оптимальних функцiй на 𝐹2,1, розглянутих з

точнiстю до пошарово оснащеної еквiвалентностi

3) поверхнi роду 3: 84.

У випадку орiєнтованої поверхнi роду 3 для обрахункiв було використано

хордовi дiаграми iз 7-ма хордами на замкненiй поверхнi (див. рис. 1.7.2), якi

були ранiше детально описанi у роздiлi 1.7.2 (також див. роботу [48]).

Для знаходження числа нееквiвалентних атомiв i f-атомiв сiдлового кри-

тичного рiвня розглянуто всi можливi симетрiї та повороти хордових дiаграм,

зображених на рис. 1.7.2.
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Будемо використовувати абревiацiю c.d. для позначення хордових дiа-

грам. Опишемо кiлькiсть атомiв, якi можна отримати iз кожної c.d. 1 — 25

(рис. 1.7.2) додаючи двi вiльнi вiдмiченi точки та розглядаючи c.d. з точнiстю

до еквiвалентностi (еквiвалентнi c.d. iнколи будемо називати рiвними). Так, iз

1-ої c.d. отримаємо 1 атом; iз 2-ої — 7, 3-ої – 4, 4-ої — 1; iз c.d. 5-ої, 6-ої, 7-ої i

8-ої можна отримати по 7 атомiв; 9-та c.d. спiвпадає iз 6-ою c.d., а 10-та c.d. —

iз 1-ою; iз 11-ої c.d. отримаємо 4 атоми; 12-та c.d. еквiвалентна 4-iй, 13-та —

8-iй, а 14-та — 5-iй c.d.; iз 15-ої c.d. отримаємо 7 атомiв; 16-та c.d. спiвпадає iз

15-ою, а 17-та — iз 7-ою; 18-та c.d. дає нам 1 атом; 19-та — 4 атоми; 20-та c.d.

еквiвалентна 2-iй c.d.; iз 21-ої c.d. отримаємо 4 атоми; iз 22-ої — 7 атомiв; 23-та

i 25-та c.d. дають по 8 атомiв; 24-та c.d. спiвпадає iз 21-ою c.d.

В результатiописаних вище пiдрахункiв отримано 84 оптимальнi функцiї

класу Θ(𝑀) iз трьома критичними точками з точнiстю до пошарової еквiвален-

тностi.

5.2.2 Випадок неорiєнтованої поверхнi з однiєю компонентою межi

Теорема 5.2.10. Хордова дiаграма сiдлового критичного рiвня оптимальної

функцiї на неорiєнтованiй поверхнi з однiєю компонентою межi задовольняє

такi умови:

1) iснує принаймнi одна хорда, яка роздiляє коло на двi частини, кожна з

яких мiстить непарне число вiдмiчених точок;

2) iснує рiвно два повних шляхи мiж вiльними точками;

3) хордова дiаграма мiстить 𝑘 + 1 = 2𝑛+ 2 вiдмiчених точок, де 𝑛 — число

хорд, i iснує рiвно двi вiльнi точки, одна з яких — 𝑄0.

Доведення. 1) Припустимо, що кожна хорда дiлить коло на дуги з парними

числами вiдмiчених точок. Тодi окiл вiдповiдної сiдлового критичного рiвня
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оптимальної функцiї має вигляд багатокутника з приклеєними неперекручени-

ми прямокутниками. Останнє означає орiєнтованiсть поверхнi, що суперечить

умовi. Отже, хордова дiаграма мiстить хоча б одну хорду, яка роздiляє коло на

дуги з непарними числами вiдмiчених точок.

2) Розглянемо наступнi бiєкцiї: (1) мiж компонентами зв’язностi межi ато-

му, на яких функцiя 𝑓 приймає постiйнi значення та повними шляхами на хордо-

вiй дiаграмi; (2) мiж вiльними точками та компонентами зв’язностi межi атому,

на яких 𝑓 монотонна.

З кожної вiльної точки виходить рiвно 2 повних шляхи. Також, якщо

функцiя оптимальна, то за теоремою 5.2.1 число компонент зв’язностi межi

атому, на яких 𝑓 приймає постiйнi значеннi, рiвне двом. Тому, згiдно вищеопи-

саним бiєкцiям, iснує рiвно 2 повних шляхи мiж вiльними точками.

3) Повнi шляхи, описанi у доведеннi пункту 2), мають 4 кiнцi. Тому,

оскiльки з кожної вiльної точки виходить рiвно 2 повних шляхи, то хордова

дiаграма мiстить 2 вiльнi точки, а отже 2𝑛+ 2 вiдмiчених точок, де 𝑛 — число

хорд.

Також зауважимо, що так як i у орiєнтованому випадку для хордових

дiаграм сiдлового критичного рiвня функцiї, приналежнiсть хорди до класу

хорд 1-го (2-го) типу рiвносильне тому, що вона своїми кiнцями розбиває коло

на дуги, кожна з яких мiстить парне (непарне) число вiдмiчених точок, так

як вiдповiдно до умови 3) теореми 5.2.10 загальне число вiдмiчених точок є

парним.

Наслiдок 5.2.11. Пiдстановка склейки хордової дiаграми сiдлового критично-

го рiвня оптимальної функцiї на неорiєнтованiй поверхнi з однiєю компонен-

тою межi не мiстить одночасно два цикли (𝑖, 𝑗 + 1) та (𝑖 + 1, 𝑗) для всiх

𝑖, 𝑗 ∈ {0, 𝑘} iз однаковою парнiстю.

Доведення. Припустимо, вiд супротивного, що для деяких 𝑖, 𝑗 однакової парно-
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стi пiдстановка склейки мiстить комбiнацiю циклiв (𝑖, 𝑗 + 1)(𝑖 + 1, 𝑗). Тодi вiд-

повiдна хордова дiаграма мiстить 2 хорди 1-го типу, а саме 𝑄𝑖𝑄𝑗+1 та 𝑄𝑖+1𝑄𝑗.

У такому випадку не iснує два повних шляхи, так як кожен шлях з точки 𝑄0

у довiльну точку 𝑄𝑝, 𝑝 ∈ {0, 𝑘} ∖ {𝑖, 𝑖 + 1, 𝑗, 𝑗 + 1} не проходить через дуги

𝑄𝑖𝑄𝑖+1, 𝑄𝑗𝑄𝑗+1 i хорди 𝑙𝑖,𝑗+1, 𝑙𝑖+1,𝑗. Тому функцiя не є оптимальною. Отримали

суперечнiсть.

Зауважимо, що (на вiдмiну вiд випадку орiєнтованої поверхнi) хордова

дiаграма може мiстити комбiнацiю циклiв (𝑖, 𝑗+1)(𝑖+1, 𝑗) для 𝑖, 𝑗 рiзної парностi

i вiдповiднi хорди 𝑙𝑖,𝑗+1 та 𝑙𝑖+1,𝑗 будуть 2-го типу, якi зображатимемо так як це

зроблено на рис. 5.2.5).

Рис. 5.2.5. Зображення хорди 2-го типу

Ранiше ми довели критерiй топологiчної еквiвалентностi оптимальних фун-

кцiй та теорему про iснування оптимальної функцiї для заданої хордової дiа-

грами з додатковими умовами у випадку орiєнтованої поверхнi з однiєю компо-

нентою межi. Аналогiчнi результати можна отримати у випадку неорiєнтованої

поверхнi з однiєю компонентою межi. Так, мають мiсце наступнi твердження:

Твердження 5.2.12 (критерiй топологiчної еквiвалентностi).Оптималь-

нi функцiї на гладких неорiєнтованих поверхнях з однiєю компонентою межi

топологiчно еквiвалентнi тодi i тiльки тодi, коли вiдповiднi хордовi дiаграми

сiдлових критичних точок еквiвалентнi.

Твердження 5.2.13 (реалiзацiя). Якщо оснащена хордова дiаграма задо-

вольняє умови 1)−3) теореми 5.2.10, то iснує оптимальна функцiя на гладкiй

неорiєнтованiй поверхнi з однiєю компонентою межi, хордова дiаграма сiдло-

вого критичного рiвня якої збiгається iз заданою.
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Зауваження 5.2.14. Iз теорем 5.2.1, 5.2.10 i тверджень 5.2.12, 5.2.13 випли-

ває, що знаходження числа топологiчно еквiвалентних оптимальних функцiй

класу Θ(𝑀) зводиться до класифiкацiї оснащених хордових дiаграм, якi задо-

вольняють умови 1)− 3) теореми 5.2.10.

Через 𝐹𝑖,1 позначатимемо компактну неорiєнтовану поверхню роду 𝑖 iз

1-єю компонентою межi.

Твердження 5.2.15. На листi Мюбiуса iснує єдиний клас пошарової й топо-

логiчної еквiвалентностi оптимальних функцiй.

Рис. 5.2.6. Хордова дiаграма оптимальних функцiй на 𝐹1,1, розглянутих з

точнiстю до пошарово (топлогiчної) еквiвалентностi

Доведення. Хордова дiаграма оптимальної функцiї на неорiєнтованiй поверхнi

роду 1 мiстить чотири точки, двi з яких є вiльними (див. теорему 5.2.10). Тодi,

єдинiсть пошарово нееквiвалентних функцiй випливає з iснування рiвно одного

способу з’єднання вершин, якi не є вiльними, хордою, а саме як це показано на

рис. 5.2.6. Зауважимо, що дана хордова дiаграма вiдповiдає пiдстановцi склейки

(1, 3). Оскiльки ця хордова дiаграма є симетричною, то число нееквiвалентних

оптимальних функцiй на листi Мюбiуса не збiльшується при топологiчнiй кла-

сифiкацiї. Тому, враховуючи зауваження 5.2.14 на неорiєнтованiй поверхнi роду

1 iз межею iснує єдина з точнiстю до топологiчної (пошарової) еквiвалентностi

функцiя.

Твердження 5.2.16. На пляшцi Клейна з дiркою iснує 2 (3) пошарово (то-

пологiчно) нееквiвалентнi оптимальнi функцiї.
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1 2 3

Рис. 5.2.7. Хордовi дiаграми оптимальних функцiй на 𝐹2,1, розглянутих з

точнiстю до пошарово (топлогiчної) еквiвалентностi

Доведення. Поверхня оптимальної функцiї гомеоморфна атому сiдлової точки,

який в свою чергу гомеоморфний диску з приклеєними стрiчками у вiдповiд-

ностi до розташування та типу хорд. Для того, щоб з диску отримати пляшку

Клейна з дiркою до нього потрiбно приклеїти двi стрiчки, принаймнi одна з яких

повинна бути перекрученою. Тому надалi задача зводиться до знаходження чи-

сла оснащених хордових дiаграм, якi мiстять 6 вiдмiчених точок i двi хорди,

хоча б одна з яких 2-го типу, та задовольняють умови 1) — 3) теореми 5.2.10.

Занумеруємо вершини оснащеної хордової дiаграми вiд 𝑄0 до 𝑄6. Як i

ранiше, вершину 𝑄0 вважатимемо вiльною вiдмiченою точкою (яка вiдповiдає

сiдловiй критичнiй точцi функцiї). Зауважимо, що оснащена хордова дiаграма

повинна задовольняти умови 1) — 3) теореми 5.2.10. Розглянемо можливi ва-

рiанти з’єднання вершини 𝑄1 з iншими вершинами: (c1) 𝑄1 є вiльною точкою;

(ci) 𝑄1 з’єднано хордою з 𝑄𝑖, 𝑖 ∈ {2, 5}.

У випадку (c1) можливi наступнi варiанти побудови хорд:

(c1): (c1-1) хорди з’єднують наступнi пари точок 𝑄2 i 𝑄3; 𝑄4 i 𝑄5; (c1-2) хорди

з’єднують наступнi пари точок 𝑄2 i 𝑄4; 𝑄3 i 𝑄5; (c1-3) хорди з’єднують

наступнi пари точок 𝑄2 i 𝑄5; 𝑄3 i 𝑄4.

Але у всiх варiантах побудови (c1) i (c2) хордовi дiаграми не задовольня-

ють умову 3) теореми 5.2.10.
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Для (с3), (c4) i (c5) розглянемо наступнi можливi варiанти:

(c3): (c3-1) вершина 𝑄1 з’єднана хордою з 𝑄3, 𝑄2 — вiльна вiдмiчена точка, тодi

вершини 𝑄4 i 𝑄5 з’єднанi хордою; (c3-2) 𝑄1 з’єднана хордою з 𝑄3, а 𝑄2 —

з 𝑄4; (c3-3) 𝑄1 з’єднана хордою з 𝑄3, а 𝑄2 — з 𝑄5;

(c4): (c4-1) 𝑄1 з’єднана хордою з 𝑄4, а 𝑄2 — вiльна вiдмiчена точка, тодi 𝑄3

з’єднано хордою з 𝑄5; (c4-2) 𝑄1 з’єднана хордою з 𝑄4, а 𝑄2 — з 𝑄3; (c4-3)

𝑄1 з’єднана хордою з 𝑄4, а 𝑄2 — з 𝑄5;

(c5): (c5-1) 𝑄1 з’єднана хордою з 𝑄5, а 𝑄2 — вiльна вiдмiчена точка, тодi 𝑄3

з’єднано хордою з 𝑄4; (c5-2) 𝑄1 з’єднана хордою з 𝑄5, а 𝑄2 — з 𝑄3; (c5-3)

𝑄1 з’єднана хордою з 𝑄5, а 𝑄2 — з 𝑄4.

У випадках (c3-1), (c3-2), (c4-2), (c5-1), i (c5-2) отримана оснащена хор-

дова дiаграма не мiстить повний шлях, тому не задовольняє умову (3) теоре-

ми 5.2.10, а хордова дiаграма для варiанту (c4-3) не мiстить хорди 2-го типу

(вiдповiдає орiєнтованiй поверхнi). Оснащенi хордовi дiаграми, описанi у (c3-3)

(див. рис. 5.2.7: 1), (c4-1) (див. рис. 5.2.7: 2), (c5-3) (див. рис. 5.2.7: 3) задоволь-

няють умови теореми 5.2.10 i їх пiдстановки склейки вiдповiдно дорiвнюють

(13)(25), (14)(35) i (15)(24).

Так, зображенi на рис. 5.2.7 оснащенi хордовi дiаграми задають 3 кла-

си топологiчної еквiвалентностi функцiй на неорiєнтованiй поверхнi роду 2.

Оскiльки у випадках (c3-3) та (c4-1) оснащенi хордовi дiаграми є взаємно-

симетричними, то при розглядi пошарової еквiвалентностi число нееквiвален-

тних функцiй зменшується на 1.

Аналогiчно можна отримати число пошарово (топологiчно) нееквiвален-

тних оптимальних функцiй на неорiєнтованiй поверхнi роду 3 iз однiєю компо-

нентою межi.



138

Твердження 5.2.17. На неорiєнтованiй поверхнi роду 3 з однiєю компонен-

тою межi iснує 12 пошарово i 20 топологiчно нееквiвалентних оптимальних

функцiй.

Хордовi дiаграми пошарово нееквiвалентних оптимальних функцiй класу

Θ(𝐹3,1) зображенi на рис. 5.2.8.

Рис. 5.2.8. Хордовi дiаграми оптимальних функцiй на 𝐹3,1, розглянутих з

точнiстю до пошарово оснащеної еквiвалентностi

5.3 Висновки

В даному роздiлi розглядались простi гладкi функцiї iз iзольованими кри-

тичними точками на межi гладкої компактної зв’язної поверхнi з однiєю ком-

понентою межi, якi є також iзольованими критичними точками вiдповiдних

обмежень функцiй на межу. У класi цих функцiй отримано такi результати: ло-

кальне представлення в околi критичної точки; критерiй оптимальностi; крите-

рiй топологiчної еквiвалентностi оптимальних функцiй вищеописаного класу на
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гладких поверхнях з однiєю компонентою межi в термiнах попередньо означе-

них хордових дiаграм сiдлового критичного рiвня та iнших допомiжних понять

у випадку поверхнi з однiєю компонентою межi; умови реалiзацiї.

Результати, отриманi в роздiлi 5, опублiковано в статтях [2𝑎, 5𝑎].
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ВИСНОВКИ

Дисертацiйна робота присвячений дослiдженню гладких функцiй на по-

верхнях iз межею. Отримано такi результати:

1) для mm-функцiй:

� отримано локальне зображення;

� описано класифiкацiю простих атомiв;

� знайдено критерiй оптимальностi простих функцiй;

� отримано умови продовження простої функцiї Морса iз межi на всю

поверхню до простої оптимальної mm-функцiї;

2) для функцiй з невиродженими особливостями на компактних зв’язних орi-

єнтованих поверхнях з межею (функцiї класу Ω0(𝑀)):

� доведена топологiчна еквiвалентнiсть класу m-функцiй;

� отримано критерiй 𝒪-еквiвалентностi функцiй в термiнах оснащених

KR-графiв;

� для простих функцiй з Ω0(𝑀) (позн. Ω(𝑀)) iз не бiльш, нiж 5-ма кри-

тичними точками, описано всi оснащенi KR-графи;

� знайдено формули для знаходження топологiчного типу поверхнi𝑀 за

оснащеним KR-графом функцiї 𝑓 ∈ Ω(𝑀);

3) для функцiй класу Σ(𝑀) одного з наступних класiв:

(a) простi функцiї Морса на 𝑀 для 𝜕𝑀 = ∅,

(b) простi m-функцiї на 𝑀 (функцiї класу Ω(𝑀)),

(c) простi mm-функцiї,

де 𝑀 — компактна зв’язна орiєнтована поверхня 𝜕𝑀 (можливо, 𝜕𝑀 = ∅):

� описано деформацiї загального положення та деформацiї вiдповiдних

оснащених KR-графiв;
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� отримано зв’язок мiж оптимальнiстю та полярнiстю;

� знайдено деформацiйнi графи для 𝐹1,0, 𝐹0,2, 𝐹2,0, де 𝐹𝑖,𝑗 — орiєнтована

поверхня роду 𝑖 iз 𝑗 компонентами межi;

4) для функцiй iз iзольованими критичними точками на межi поверхнi, якi

також є iзольованими критичними точками обмежень функцiй на межу

(функцiї класу Θ0(𝑀)):

� узагальнюючи попереднi результати для замкнених поверхонь, отрима-

но топологiчне представлення функцiй в околi критичної точки;

� описано простi атоми сiдлового критичного рiвня та виведено рекурен-

тну формулу для знаходження їх числа;

� доведено критерiй оптимальностi простих функцiй класу Θ0(𝑀) (позн.

Θ(𝑀)) для зв’язної компактної поверхнi 𝑀 зi зв’язною межею

� знайдено критерiй топологiчної еквiвалентностi оптимальних функцiй

класу Θ(𝑀) в термiнах хордових дiаграм сiдлових критичних рiвнiв

функцiй;

� описано необхiднi i достатнi умови реалiзацiї оснащеної хордової дiа-

грами.
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