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Анотацiя

Ванєєва О.О. Групоїди еквiвалентностi в задачах групової кла-

сифiкацiї. — Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-математич-

них наук за спецiальнiстю 01.01.03 “математична фiзика” (111 — матема-

тика). — Iнститут математики НАН України, Київ, 2020.

Дисертацiю присвячено розвитку теорiї групоїдiв еквiвалентностi кла-

сiв диференцiальних рiвнянь, створенню нових методiв i алгоритмiв гру-

пового аналiзу диференцiальних рiвнянь, а також розв’язанню низки кла-

сифiкацiйних задач групового аналiзу, включаючи класифiкацiї лiївських

i некласичних операторiв редукцiї та законiв збереження. Основну ува-

гу в дисертацiї зосереджено на застосуваннi групоїдiв еквiвалентностi до

задач групової класифiкацiї i пошуку точних розв’язкiв рiвнянь матема-

тичної фiзики, бiологiї та фiнансової математики.

У першому роздiлi дисертацiї узагальнено i покращено теорiю гру-

пового аналiзу диференцiальних рiвнянь. Використовуючи термiнологiю

групоїдiв визначено, зокрема, поняття звичайної, узагальненої, розшире-

ної, розширеної узагальненої та умовної груп еквiвалентностi, груп точ-

кових симетрiй систем з класу, нормалiзованого й напiвнормалiзованого

класiв. Також введено рiзнi типи еквiвалентностi допустимих перетворень

та запропоновано поняття породжувальної множини таких перетворень,

а також бiєктивних функторiв мiж групоїдами еквiвалентностi.

У пiдроздiлi 1.1 наведено основнi поняття щодо допустимих перетво-

рень у класах диференцiальних рiвнянь, якi разом iз iншими поняттями

групового аналiзу переформульовано у термiнологiї групоїдiв у пiдроздi-

лi 1.2. Методи класифiкацiї допустимих перетворень та лiївських симетрiй

представлено у пiдроздiлi 1.3. Уперше введено поняття регулярних та син-

гулярних розширень лiївської симетрiї в класi диференцiальних рiвнянь i

запропоновано модифiкацiю алгебраїчного методу для ненормалiзованих

класiв диференцiальних рiвнянь.
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Другий роздiл дисертацiї присвячено пошуку групоїдiв еквiвалент-

ностi й класифiкацiї лiївських i некласичних операторiв редукцiї в класах

(1+1)- i (2+1)-вимiрних нелiнiйних еволюцiйних рiвнянь другого порядку.

У пiдроздiлi 2.1 дослiджено трансформацiйнi властивостi загального

класу (1+1)-вимiрних нелiнiйних еволюцiйних рiвнянь другого порядку

𝑢𝑡 = 𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢𝑥, 𝑢𝑥𝑥), 𝐻𝑢𝑥𝑥 ̸= 0, i побудовано ланцюжок його вкладених

нормалiзованих пiдкласiв. Знайдено групоїди еквiвалентностi цих пiдкла-

сiв. Особливу увагу придiлено важливому для застосувань класу рiвнянь

типу реакцiї–дифузiї–конвекцiї зi змiнними коефiцiєнтами.

Групову класифiкацiю класу рiвнянь реакцiї–дифузiї з експоненцiаль-

ними нелiнiйностями 𝑓(𝑥)𝑢𝑡 = (𝑔(𝑥)𝑒𝑛𝑢𝑢𝑥)𝑥 + ℎ(𝑥)𝑒𝑚𝑢 виконано в пiд-

роздiлi 2.2. Групоїд еквiвалентностi цього класу вичерпно описано через

розбиття на нормалiзованi пiдкласи й максимальнi умовнi групи еквi-

валентностi. Дослiджено граничнi переходи (контракцiї) мiж рiвняння-

ми реакцiї–дифузiї зi степеневими нелiнiйностями i такими рiвняннями

з експоненцiальними нелiнiйностями, а також мiж їх алгебрами лiївської

симетрiї, вiдповiдними анзацами лiївської редукцiї, точними розв’язками

та законами збереження.

У пiдроздiлi 2.3 прокласифiковано закони збереження i потенцiальнi

симетрiї рiвнянь дифузiї у пористому середовищi 𝑢𝑡 = ((𝑢𝑛)𝑥 + 𝑓(𝑥)𝑢𝑚)𝑥,

Клас узагальнених рiвнянь Фiшера з залежними вiд часу коефiцiєнта-

ми, 𝑢𝑡 = 𝑏(𝑡)𝑢𝑥𝑥 + 𝑎(𝑡)𝑢(1− 𝑢), 𝑎𝑏 ̸= 0, дослiджено з точки зору лiївської

симетрiї в пiдроздiлi 2.4. Знайдено групоїд еквiвалентностi та виконано

вичерпну групову класифiкацiю цього класу. Точнi розв’язки побудовано

за допомогою методiв еквiвалентностi й вiдображень мiж класами.

Клас рiвнянь Ньюела–Вайтхеда–Сегеля, 𝑢𝑡 = 𝑎2(𝑡)𝑢𝑥𝑥+ 𝑏(𝑡)𝑢− 𝑐(𝑡)𝑢3,

𝑎𝑐 ̸= 0, якi також називають узагальненими рiвняннями Фiшера або рiв-

няннями Ньюела–Вайтхеда, дослiджено з точки зору лiївської й “некла-

сичної ” симетрiї в пiдроздiлi 2.5. Виконано класифiкацiї лiївських i ре-

гулярних некласичних операторiв редукцiї. Вичерпно описано допусти-
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мi перетворення класу. Знайдено критерiй звiдностi рiвнянь Ньюела–

Вайтхеда–Сегеля зi змiнними коефiцiєнтами до подiбних рiвнянь зi стали-

ми коефiцiєнтами. Побудовано широкi сiм’ї точних розв’язкiв для рiвнянь

зi змiнними коефiцiєнтами з цього класу.

У пiдроздiлi 2.6 виконано груповi класифiкацiї двох класiв узагальне-

них рiвнянь Бюргерса. Результати групової класифiкацiї класу узагальне-

них рiвнянь Бюргерса зi змiнною в’язкiстю 𝑢𝑡+ 𝑎(𝑢𝑛)𝑥 = 𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥, 𝑎𝑔 ̸= 0,

𝑛 > 2, застосовано до розв’язання крайової задачi для таких рiвнянь, а

також для отримання групової класифiкацiї класу узагальнених рiвнянь

Бюргерса з лiнiйним уповiльненням i залежними вiд часу коефiцiєнтами

𝑢𝑡+𝑢
𝑛𝑢𝑥+ℎ(𝑡)𝑢 = 𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥, 𝑛𝑔 ̸= 0. При цьому використано оригiнальний

метод еквiвалентностi.

Пiдроздiл 2.7 присвячено груповому аналiзу класу (2+1)-вимiрних не-

лiнiйних рiвнянь Колмогорова 𝑢𝑡 = 𝑓(𝑡)𝑢𝑦𝑦 − 𝑔(𝑡)[𝐾(𝑢)]𝑥 , 𝑓𝑔𝐾𝑢𝑢 ̸= 0.

Класифiкацiйнi перелiки отримано для двох можливих калiбрувань до-

вiльних елементiв. Показано, що групу еквiвалентностi класу й, зокрема,

її тип можна використовувати для вибору оптимального калiбрування.

У третьому роздiлi дисертацiї групоїди еквiвалентностi застосовано до

розв’язання задач групової класифiкацiї, а також дослiдження iнтегров-

ностi рiвнянь типу Кортевега–де Фрiза й пов’язаних моделей.

Пiдроздiл 3.1 присвячено опису групоїда еквiвалентностi в класi рiв-

нянь Кортевега–де Фрiза зi змiнними коефiцiєнтами 𝑢𝑡 + 𝑓(𝑡, 𝑥)𝑢𝑢𝑥 +

𝑔(𝑡, 𝑥)𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0, 𝑓𝑔 ̸= 0. Доведено, що цей клас ненормалiзований, але

його можна зобразити як об’єднання шести неперетинних нормалiзова-

них пiдкласiв. Знайдено максимально широкi групи еквiвалентностi для

кожного пiдкласу, якi виявились розширеними узагальненими в п’яти ви-

падках. Запропоновано способи полiпшення трансформацiйних властиво-

стей пiдкласiв з використанням калiбрувань довiльних елементiв i методу

вiдображень мiж класами. Групову класифiкацiю одного з виокремлених

пiдкласiв наведено в якостi iлюстративного прикладу.
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У пiдроздiлi 3.2 побудовано iєрархiю нормалiзованих пiдкласiв загаль-

ного класу (1 + 1)-вимiрних еволюцiйних рiвнянь третього порядку, якi

мiстять рiвняння Кортевега–де Фрiза й їхнi узагальнення. Це дає пов-

ний опис групоїдiв еквiвалентностi цих класах. Для двох класiв рiвнянь

Кортевега–де Фрiза (КдФ) i модифiкованих рiвнянь Кортевега–де Фрiза

(мКдФ) зi змiнними коефiцiєнтами отримано необхiднi й достатнi умо-

ви звiдностi таких рiвнянь вiдповiдно до стандартних рiвнянь КдФ i

мКдФ. Також виконано вичерпний груповий аналiз нормалiзованого кла-

су рiвнянь КдФ зi змiнними коефiцiєнтами 𝑢𝑡 + 𝑓(𝑡)𝑢𝑢𝑥 + 𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0,

𝑓𝑔 ̸= 0.

Пiдроздiл 3.3 присвячено дослiдженню узагальнених рiвнянь Каваха-

ри зi змiнними коефiцiєнтами 𝑢𝑡 + 𝛼(𝑡)𝑢𝑛𝑢𝑥 + 𝛽(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝜎(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0.

Виконано вичерпну групову класифiкацiю цих рiвнянь й проведено вiдпо-

вiднi лiївськi редукцiї рiвнянь Кавахари до звичайних диференцiальних

рiвнянь. Побудовано певнi точнi й чисельнi розв’язки, зокрема, для кра-

йової задачi для рiвняння Кавахари, що описує хвилi в морi, вкритому

кригою, товщина якої збiльшується з часом.

У пiдроздiлi 3.4 дослiджено рiвняння Бенджамiна–Бона–Махонi

(ББМ), якi моделюють поширення помiрно довгих хвиль з невеликою

амплiтудою в системах з нелiнiйними й дисперсiйними ефектами. Гру-

пову класифiкацiя рiвнянь ББМ з залежними вiд часу коефiцiєнтами

𝑢𝑡 + 𝑓(𝑡)𝑢𝑥 + 𝑔(𝑡)𝑢𝑢𝑥 + ℎ(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑡 = 0, 𝑔ℎ ̸= 0, здiйснено за допомогою

методу вiдображень мiж класами. Також знайдено закони збереження

таких рiвнянь.

У пiдроздiлi 3.5 показано, як точковi перетворення можна використо-

вувати для дослiдження iнтегровностi, зокрема, для виокремлення класiв

iнтегровних диференцiальних рiвнянь зi змiнними коефiцiєнтами. Зна-

йдено групоїди еквiвалентностi декiлькох вкладених нормалiзованих пiд-

класiв класу (1+1)-вимiрних еволюцiйних рiвнянь 𝑛-го порядку. В рам-

ках запропонованого пiдходу дослiджено клас рiвнянь типу КдФ п’ятого
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порядку зi змiнними коефiцiєнтами. Виокремлено його пiдкласи, що є

iнтегровними й побудовано пари Лакса для них.

Четвертий роздiл дисертацiї присвячено алгебраїчному методу гру-

пової класифiкацiї, що зазвичай застосовують до нормалiзованих класiв

диференцiальних рiвнянь. Групову класифiкацiю класiв рiвнянь мКдФ

з залежними вiд часу коефiцiєнтами 𝑢𝑡 + 𝑢2𝑢𝑥 + 𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 + ℎ(𝑡)𝑢 = 0,

𝑔 ̸= 0, проведено в роздiлi 4.1 стандартним алгебраїчним методом. Потiм

метод еквiвалентностi використано для виконання групової класифiкацiї

подiбних класiв рiвнянь типу мКдФ.

У пiдроздiлi 4.2 алгебраїчний метод групової класифiкацiї поширено

на ненормалiзованi класи диференцiальних рiвнянь. Розширюючи й iсто-

тно узагальнюючи попереднi результати щодо класу (1+1)-вимiрних не-

лiнiйних хвильових i елiптичних рiвнянь, вичерпно описано його групоїд

еквiвалентностi завдяки побудовi породжувальної множини допустимих

перетворень. Задачу повної групової класифiкацiї дослiджуваного кла-

су розв’язано з точнiстю як до звичайної, так i до загальної точкової

еквiвалентностi. Розв’язання включає повну попередню групову класи-

фiкацiю класу i побудову сингулярних розширень лiївської симетрiї, не

пов’язаних з пiдалгебрами алгебри еквiвалентностi.

Попереднє дослiдження лiївських симетрiй у класi нелiнiйних рiвнянь

Дiрака з двома просторовими змiнними проведено в роздiлi 4.3 з викорис-

танням алгебраїчної технiки. Наведено список нелинейностей, для яких

такi рiвняння допускають одновимiрне розширення максимальних алгебр

лiївської iнварiантностi. Побудовано кiлька розв’язкiв таких рiвнянь.

У додатку А наведено результати класифiкацiї лiївських й не-

класичних (умовних i потенцiальних) операторiв редукцiї для класiв

(1+1)-вимiрних рiвнянь реакцiї–дифузiї з коефiцiєнтами, залежними

вiд просторової змiнної. Пiдроздiл A.1 присвячено груповiй класифi-

кацiї ненормалiзованого класу рiвнянь дифузiї з нелiнiйним джерелом

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + ℎ(𝑥)𝐵(𝑢), ℎ𝐵𝑢𝑢 ̸= 0. Для отримання вичерпної класифiкацiї
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використано умовну групу еквiвалентностi, знайдену в процесi вивчення

допустимих перетворень у цьому класi.

У пiдроздiлi A.2 з використанням методу вiдображень мiж класами до-

слiджено лiївськi й некласичнi оператори редукцiї квазiлiнiйних рiвнянь

реакцiї–дифузiї з експоненцiальним джерелом i змiнними коефiцiєнтами

𝑓(𝑥)𝑢𝑡 = (𝑔(𝑥)𝑢𝑥)𝑥+ℎ(𝑥)𝑒
𝑚𝑢, 𝑓𝑔ℎ𝑚 ̸= 0. Результати аналогiчного дослiд-

ження щодо некласичних операторiв редукцiї для таких рiвнянь зi степе-

невим джерелом 𝑓(𝑥)𝑢𝑡 = (𝑔(𝑥)𝑢𝑥)𝑥+ℎ(𝑥)𝑢
𝑚, 𝑓𝑔ℎ ̸= 0,𝑚 ̸= 0, 1, наведено

в пiдроздiлi A.3. Знайденi оператори редукцiї використано для побудови

точних розв’язкiв. У пiдроздiлi A.4 дослiджено потенцiальнi симетрiї не-

лiнiйних рiвнянь дифузiї зi змiнними коефiцiєнтами 𝑓(𝑥)𝑢𝑡 = (𝑔(𝑥)𝑢𝑛𝑢𝑥)𝑥,

𝑓𝑔𝑛 ̸= 0.

У додатку Б наведено результати групового аналiзу рiвнянь 𝐾(𝑚,𝑛),

рiвнянь Бенджамiна–Бона–Махонi–Бюргерса та узагальнених рiвнянь

Кортевега–де Фрiза третього й п’ятого порядкiв.

У пiдроздiлi B.1 виконано групову класифiкацiю рiвняння Гарднера

зi змiнними коефiцiєнтами 𝑢𝑡+ 𝑘(𝑡)𝑢𝑢𝑥+ 𝑓(𝑡)𝑢2𝑢𝑥+ 𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0, 𝑓𝑔 ̸= 0.

Ми покажемо, що використання навiть звичайної групи еквiвалентностi

дозволяє отримати повний результат. Але використання бiльш широкої,

а саме розширеної узагальненої групи еквiвалентностi, дає ще бiльше

спрощення, а тому бiльш перспективне.

Вичерпну групову класифiкацiю класу узагальнених рiвнянь Корте-

вега–де Фрiза зi змiнними коефiцiєнтами 𝑢𝑡+𝑢𝑛𝑢𝑥+ℎ(𝑡)𝑢+ 𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0,

𝑛𝑔 ̸= 0, наведено в пiдроздiлi B.2. Знайденi лiївськi симетрiї застосовано

для редукцiї задачi з початковими й крайовими умовами для узагальне-

ного рiвняння Кортевега–де Фрiза до задачi Кошi для нелiнiйного зви-

чайного диференцiального рiвняння третього порядку.

Пiдроздiли B.3 i B.4 присвячено вичерпнiй груповiй класифiкацiї уза-

гальнених рiвнянь Кортевега–де Фрiза п’ятого порядку з коефiцiєнтами,

що залежать вiд часу, загального вигляду 𝑢𝑡+𝑢𝑛𝑢𝑥+𝛼(𝑡)𝑢+𝛽(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0,
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𝑛𝛽 ̸= 0. Випадки 𝑛 = 1 та 𝑛 ̸= 1 вiдрiзняються трансформацiйними вла-

стивостями, тому їх розглянуто окремо в роздiлах B.3 i B.4 вiдповiдно.

У пiдроздiлi B.5 дослiджено властивостi лiївських симетрiй рiвнянь

𝐾(𝑚,𝑛) вигляду 𝑢𝑡+ 𝑔(𝑡)(𝑢𝑚)𝑥+ 𝑓(𝑡)(𝑢𝑛)𝑥𝑥𝑥 = 0, 𝑓𝑛 ̸= 0. Групову класи-

фiкацiю наведено з точнiстю до найширших можливих груп еквiвалент-

ностi: звичайної групи еквiвалентностi всього класу для загального ви-

падку та умовних груп еквiвалентностi для окремих значень показникiв

степеня 𝑚 та 𝑛.

Використовуючи метод вiдображення мiж класами, в пiдроздiлi B.6

наведено повну групову класифiкацiю класу рiвнянь Бенджамiна–Бона–

Махонi–Бюргерса 𝑢𝑡+𝑓(𝑡)𝑢𝑥+𝑔(𝑡)𝑢𝑢𝑥+𝑘(𝑡)𝑢𝑥𝑥+ℎ(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑡 = 0, 𝑔ℎ𝑘 ̸= 0. Як

побiчний продукт цього пiдходу також отримано групову класифiкацiю

пов’язаного класу рiвнянь Бенджамiна–Бона–Махонi–Бюргерса з джере-

лом 𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 +𝐾(𝑡)𝑢𝑥𝑥 +𝐻(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑡 = 𝐹 (𝑡), 𝐻𝐾 ̸= 0.

Для багатьох рiвнянь з розглянутих класiв також побудовано точнi

розв’язки.

Ключовi слова: груповий аналiз диференцiальних рiвнянь, групоїд

еквiвалентностi, лiївська симетрiя, некласична симетрiя, оператор редук-

цiї, група еквiвалентностi, закон збереження.
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Abstract

Vaneeva O.O. Equivalence groupoids in group classification prob-

lems. — Qualifying scientific work on the rights of the manuscript.

Thesis for the degree of Doctor of Physical and Mathematical Scien-

ces, speciality 01.01.03 “Mathematical Physics” (111 — Mathematics). —

Institute of Mathematics of NAS of Ukraine, Kyiv, 2020.

The thesis is devoted to developing the theory of equivalence groupoids

of classes of differential equations, to creating new methods and algorithms

of group analysis of differential equations and to solving a wide range of

group analysis problems, including classifications of Lie and nonclassical

reduction operators and of local conservation laws. The main attention

is paid to applying equivalence groupoids to group classification problems,

studying integrability and finding solutions of equations of mathematical

physics, mathematical biology and financial mathematics.

In the first chapter of the thesis, we survey, develop and enhance the

theoretical background of group analysis in classes of differential equations.

Basic notions related to admissible transformations within such classes are

presented in Section 1.1. Then, in Section 1.2 we relate existing notions

and results from group analysis of differential equations to the groupoid-

relevant terminology. Procedures for classifying admissible transformations

and Lie symmetries within non-normalized classes of differential equations

are suggested in Section 1.3. In particular, we develop a new version of the

algebraic method of group classification for non-normalized classes of differ-

ential equations, which is based on classifying admissible transformations of

the class under study up to their equivalence generated by the equivalence

group of this class. The general framework of the classification of admissi-

ble transformations is revisited via modifying its basic notion of equivalent

admissible transformations and introducing the notion of generating sets

for equivalence groupoids. Several new techniques for classifying admissi-
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ble transformations within non-normalized classes are also suggested. More

specifically, we show that the method of furcate splitting and the algebraic

method for computing the complete point or contact symmetry groups of

single systems of differential equations and the complete equivalence groups

of classes of such systems (including discrete symmetry and equivalence

transformations) can be extended to admissible transformations. We also

show how to describe admissible transformations via establishing a functor

between the equivalence groupoids of classes that are not related by families

of point transformations. Revisiting the algebraic method of group classi-

fication, we introduce the notions of regular and singular Lie-symmetry

extensions for a class of differential equations.

The second chapter of the thesis deals with finding equivalence groupoids

of classes of (1+1)- and (2+1)-dimensional second-order evolution equations

and with classifications of Lie reductions and regular nonclassical reduction

operators for such equations.

In Section 2.1 we study transformation properties of the general class of

(1+1)-dimensional second-order evolution equations 𝑢𝑡 = 𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢𝑥, 𝑢𝑥𝑥),

𝐻𝑢𝑥𝑥 ̸= 0 and construct a chain of its nested normalized subclasses. A spe-

cial attention is paid to a class of variable coefficient equations of reaction-

diffusion–convection type. For all the considered classes of nonlinear evo-

lution equations, we construct their equivalence groups, which can further

be used for group analysis of these classes.

The group classification of a class of variable coefficient reaction–

diffusion equations with exponential nonlinearities 𝑓(𝑥)𝑢𝑡 = (𝑔(𝑥)𝑒𝑛𝑢𝑢𝑥)𝑥+

ℎ(𝑥)𝑒𝑚𝑢 is carried out in Section 2.2. The equivalence groupoid of this

class is exhaustively described via finding the complete family of maximal

normalized subclasses and the associated conditional equivalence groups.

Limit processes between variable coefficient reaction–diffusion equations

with power nonlinearities and those with exponential nonlinearities are si-

multaneously studied with limit processes between objects related to these
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equations, including Lie symmetries, exact solutions and conservation laws.

In Section 2.3, we classify conservation laws and potential symmetries

of diffusion equations in a porous medium 𝑢𝑡 = ((𝑢𝑛)𝑥 + 𝑓(𝑥)𝑢𝑚)𝑥, 𝑛 ̸= 0.

The class of generalized Fisher equations with time-dependent coeffi-

cients, 𝑢𝑡 = 𝑏(𝑡)𝑢𝑥𝑥 + 𝑎(𝑡)𝑢(1 − 𝑢), 𝑎𝑏 ̸= 0 is studied from Lie-symmetry

point of view in Section 2.4. We find the equivalence groupoid of this class

and perform its exhaustive group classification. Exact solutions of equa-

tions from this class are constructed using the equivalence method and the

method of mapping between classes.

A class of the Newell–Whitehead–Segel equations 𝑢𝑡 = 𝑎2(𝑡)𝑢𝑥𝑥+𝑏(𝑡)𝑢−
𝑐(𝑡)𝑢3, 𝑎𝑐 ̸= 0, is studied with in Section 2.5. We describe its equivalence

groupoid and classify Lie reduction operators and regular nonclassical re-

duction operators of equations from this class. The criterion of reducibility

of variable coefficient Newell–Whitehead–Segel equations to their constant-

coefficient counterparts is derived. Wide families of exact solutions for

variable coefficient equations from this class are constructed.

In Section 2.6, we study Lie symmetries of generalized Burgers equations

from two classes. At first we carry out the group classification of a class of

generalized Burgers equations with time-dependent viscosity 𝑢𝑡 + 𝑎(𝑢𝑛)𝑥 =

𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥, 𝑎𝑔𝑛 ̸= 0. Using computed Lie symmetries, we solve an associated

boundary-value problem. Then the group classification of the generalized

Burgers equations with linear damping 𝑢𝑡+𝑢
𝑛𝑢𝑥+ℎ(𝑡)𝑢 = 𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥, 𝑛𝑔 ̸= 0,

is derived using the equivalence method suggested in [298].

In Section 2.7 the complete group classification problem for a class

of (2+1)-dimensional nonlinear Kolmogorov equations of the general form

𝑢𝑡 = 𝑓(𝑡)𝑢𝑦𝑦 − 𝑔(𝑡)[𝐾(𝑢)]𝑥 , 𝑓𝑔𝐾𝑢𝑢 ̸= 0, is solved via gauging the arbitrary

elements of the class by a family of equivalence transformations parameter-

ized by the arbitrary elements, which reduces their number. Two possible

gaugings are discussed in order to show how equivalence groups serve in

making the optimal choice of gaugings.
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In the third chapter of the thesis, we apply equivalence groupoids to

solving group classification problems and to studying integrability of vari-

ous generalizations of the Korteweg–de Vries (KdV) equation and related

integrable equations.

In Section 3.1 we completely describe the equivalence groupoid of the

class ℒ of variable coefficient KdV equations 𝑢𝑡+𝑓(𝑡, 𝑥)𝑢𝑢𝑥+𝑔(𝑡, 𝑥)𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0,

𝑓𝑔 ̸= 0. The class ℒ is partitioned into six disjoint subclasses, which in-

duces a partition of the equivalence groupoid of the class ℒ since equations

from different subclasses of the partition are not related by point trans-

formations. It is proved that only one of the subclasses is normalized in

the usual sense, whereas other subclasses are normalized in the generalized

extended sense. The usual and generalized extended equivalence groups are

computed for each of the subclasses, which leads, in view of their normal-

ization, to the description of their equivalence groupoids and, therefore, to

the description of the equivalence groupoid of the entire class ℒ. Ways for

improvement of transformational properties of the subclasses that are not

normalized in the usual sense are considered. These ways involve gaug-

ings of arbitrary elements by families of equivalence transformations and

mappings between classes generated by families of equivalence transforma-

tions. The group classification of one of the subclasses is carried out as an

illustrative example.

In Section 3.2 we construct a hierarchy of normalized classes of third-

order (1 + 1)-dimensional evolution equations, which is related to the

Korteweg–de Vries equation and their generalizations. This gives the com-

plete description of the equivalence groupoids of the classes from the hi-

erarchy. For two wide classes of the variable-coefficient KdV and mKdV

equations, we derive the necessary and sufficient conditions of similarity of

such equations to the standard KdV and mKdV equations, respectively. We

also carry out exhaustive group analysis of a normalized class of variable-

coefficient KdV equations 𝑢𝑡 + 𝑓(𝑡)𝑢𝑢𝑥 + 𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0, 𝑓𝑔 ̸= 0.
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The exhaustive group classification of variable coefficient generalized

Kawahara equations 𝑢𝑡 + 𝛼(𝑡)𝑢𝑛𝑢𝑥 + 𝛽(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝜎(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 is carried

out in Section 3.3. Lie reductions of these equations to ordinary differential

equations are classified. We also present some examples on the construc-

tion of exact and numerical solutions of these equations, in particular, the

solution of a related boundary-value problem modelling the propagation of

long nonlinear waves in the water covered by ice whose thickness grows in

time.

In Section 3.4 we investigate Benjamin–Bona–Mahony (BBM) equations

that is similarly to KdV equation model the unidirectional propagation of

moderately long waves with small finite amplitude in systems that manifest

nonlinear and dispersive effects. Group classification of BBM equations

with time dependent coefficients 𝑢𝑡+𝑓(𝑡)𝑢𝑥+𝑔(𝑡)𝑢𝑢𝑥+ℎ(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑡 = 0, 𝑔ℎ ̸= 0,

is carried out using the method of mapping between classes. As by-product

of this approach the complete group classification of a class of variable-

coefficient BBM equations with forcing term is derived.

In Section 3.5 we discuss how point transformations can be used for the

study of integrability, in particular, for deriving classes of integrable variable

coefficient differential equations. The procedure of computing equivalence

groupoids is specified for the case of 𝑛th-order evolution equations. A class

of fifth-order variable-coefficient KdV-like equations is considered within

the framework suggested.

The fourth chapter of the thesis is devoted to applications of the alge-

braic method and its extensions to solving group classification problems.

The complete group classification of the class of mKdV equations with

time-dependent coefficients 𝑢𝑡 + 𝑢2𝑢𝑥 + 𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 + ℎ(𝑡)𝑢 = 0, 𝑔 ̸= 0, is

carried out in Section 4.1 using the standard algebraic method. Then the

equivalence method is applied to the group classification of related classes

of mKdV-like equations with variable coefficients. We prove that the classes

under consideration are normalized. This allows us to formulate the clas-
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sification results in three ways: up to two kinds of equivalence, which are

respectively generated by the corresponding equivalence groups and by all

admissible point transformations, and using no equivalence. Some exact

solutions of mKdV-like equations are also constructed.

In Section 4.2 we extend the algebraic method of group classification to

non-normalized classes of differential equations. Enhancing and essentially

generalizing previous results on a class on (1+1)-dimensional nonlinear wave

and elliptic equations, we exhaustively describe its equivalence groupoid.

Then the complete group classification problem for the class under study

is achieved up to both usual and general point equivalences. The solution

includes the complete preliminary group classification of the class and the

construction of singular Lie-symmetry extensions, which are not related to

subalgebras of the equivalence algebra. The complete preliminary group

classification is based on classifying appropriate subalgebras of the entire

infinite-dimensional equivalence algebra whose projections are qualified as

maximal extensions of the kernel invariance algebra.

A preliminary study of Lie symmetries in a class of nonlinear Dirac

equations in two spatial dimensions is given in Section 4.3, using a version

of the algebraic approach. A complete list of inequivalent nonlinearities for

which such equations admit one-dimensional extensions of the kernel Lie

invariance algebras is presented. Some solutions for the equations under

study are constructed.

In appendix A we collect the results on classification of Lie and non-

classical (conditional and potential) reduction operators for classes of

(1+1)-dimensional reaction–diffusion equations with spatial dependent co-

efficients.

In the course of computing admissible point transformation within the

class of diffusion equations with nonlinear source that are of the form

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + ℎ(𝑥)𝐵(𝑢), ℎ𝐵𝑢𝑢 ̸= 0, in Section A.1, we find out a nontrivial

conditional equivalence group of the class. This group plays an important
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role in the presented solution of the complete group classification problem

for the class under consideration.

In Section A.2, Lie and nonclassical reduction operators of variable

coefficient semilinear reaction–diffusion equations with exponential source

𝑓(𝑥)𝑢𝑡 = (𝑔(𝑥)𝑢𝑥)𝑥 + ℎ(𝑥)𝑒𝑚𝑢, 𝑓𝑔ℎ𝑚 ̸= 0, are computed using the method

based on mappings between classes of differential equations that are gener-

ated by a family of point transformations. Special attention is paid to check

whether reduction operators are inequivalent to Lie symmetry operators.

The derived reduction operators are applied to finding closed-form solutions.

A similar study of regular nonclassical reduction operators of variable

coefficient semilinear reaction–diffusion equations with power source that

are of the form 𝑓(𝑥)𝑢𝑡 = (𝑔(𝑥)𝑢𝑥)𝑥 + ℎ(𝑥)𝑢𝑚, 𝑓𝑔𝑚 ̸= 0, is presented in

Section A.3.

In Section A.4, we compute potential symmetries of variable coefficient

nonlinear diffusion equations of the form 𝑓(𝑥)𝑢𝑡 = (𝑔(𝑥)𝑢𝑛𝑢𝑥)𝑥, 𝑓𝑔𝑛 ̸= 0.

Results on group analysis of𝐾(𝑚,𝑛), Benjamin–Bona–Mahony–Burgers

(BBMB) and generalized KdV equations of third and fifth orders are col-

lected in appendix B.

In Section B.1 we perform the group classification of the variable coef-

ficient Gardner equations 𝑢𝑡 + 𝑘(𝑡)𝑢𝑢𝑥 + 𝑓(𝑡)𝑢2𝑢𝑥 + 𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0, 𝑓𝑔 ̸= 0.

We show that it is possible to completely solve the classification problem,

merely involving the equivalence generated by of usual equivalence group

of the class of the above equations. At the same time, utilizing the wider

generalized extended equivalence group of this class provides significant sim-

plifications for computing classification cases and, therefore, is preferable.

The exhaustive group classification of a class of variable coefficient gen-

eralized KdV equations 𝑢𝑡+𝑢
𝑛𝑢𝑥+ℎ(𝑡)𝑢+𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0, 𝑛𝑔 ̸= 0, is presented

in Section B.2. The found Lie symmetries are applied in order to reduce

initial and boundary value problem for the generalized KdV equations to

initial value problem for nonlinear third-order ODEs.
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Sections B.3 and B.4 are devoted to the exhaustive group classification of

generalized fKdV equations with time dependent coefficients of the general

form 𝑢𝑡+𝑢
𝑛𝑢𝑥+𝛼(𝑡)𝑢+𝛽(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0, 𝑛𝛽 ̸= 0. The cases 𝑛 = 1 and 𝑛 ̸= 1

differ by their transformational properties and hence treated separately in

Sections B.3 and B.4, respectively.

In Section B.5 we classify Lie symmetries of variable coefficient 𝐾(𝑚,𝑛)

equations 𝑢𝑡 + 𝑔(𝑡)(𝑢𝑚)𝑥 + 𝑓(𝑡)(𝑢𝑛)𝑥𝑥𝑥 = 0, 𝑓𝑛 ̸= 0 up to the general

point equivalence within the class of these equations, which is generated

by the usual equivalence group of the whole class for the general case and

conditional equivalence groups for special values of the exponents 𝑚 and 𝑛.

Using the method of mappings between classes, in Section B.6 we carry

out the complete group classification of variable coefficient BBMB equa-

tions 𝑢𝑡+𝑓(𝑡)𝑢𝑥+𝑔(𝑡)𝑢𝑢𝑥+𝑘(𝑡)𝑢𝑥𝑥+ℎ(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑡 = 0, 𝑔ℎ𝑘 ̸= 0. As a by-product

of this approach we also obtain the group classification of a related class of

BBMB equations with a forcing term 𝑢𝑡+𝑢𝑢𝑥+𝐾(𝑡)𝑢𝑥𝑥+𝐻(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑡 = 𝐹 (𝑡),

𝐻𝐾 ̸= 0.

Exact solutions are constructed for many equations from the considered

classes.

Key words: group analysis of differential equations, equivalence groupoid,

Lie symmetry, nonclassical symmetry, reduction operator, equivalence

group, conservation law.
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nonlinearity, Sveske fizičkih nauka. Ser. A XXII (2009), no. A1, P. 463–

471.

27. Vaneeva O.O., Bihlo A. and Popovych R.O., Generalization of the

algebraic method of group classification with application to nonlinear



20

wave and elliptic equations, Commun. Nonlinear Sci. Numer. Simulat.

91 (2020), 105419, 28 pp.

28. Ванєєва О.О., Класифiкацiя диференцiальних рiвнянь за симетрiй-

ними властивостями, Вiсник НАН України (2017), № 9, С. 33–40.

29. Vaneeva O.O., Popovych R.O. and Sophocleous C., Group classification

of the Fisher equation with time-dependent coefficients, Group Analysis

of Differential Equations and Integrable Systems (Protaras, 2012), pp.

225–237, University of Cyprus, Nicosia, 2013.

30. Vaneeva O.O., Popovych R.O. and Sophocleous C., Reduction operators

of variable coefficient semilinear diffusion equations with a power

source, Group Analysis of Differential Equations and Integrable Systems

(Protaras, 2008), pp. 191–209, University of Cyprus, Nicosia, 2009.

31. Vaneeva O., Equivalence groupoids in the group classification problems,

Program & Abstracts of Bogolyubov Kyiv Conference (2019, September

24–26, Kyiv), P. 119.

32. Vaneeva O., Equivalence groupoids, normalization property and group

classification problems for evolution equations, Abstracts of 10th

Mathematical Physics Meeting: School and Conference on Modern Ma-

thematical Physics (2019, September 9–14, Belgrade, Serbia), P. 48–49.

33. Vaneeva O., Transformation and normalization properties of evolution

equations, Abstracts of XI International Workshop “Lie Theory and its

Applications in Physics” (2019, June 17–23, Varna, Bulgaria), P. 20.

34. Ванєєва О.О., Нормалiзованi класи квазiлiнiйних еволюцiйних рiв-

нянь другого порядку, Тези доповiдей мiжнародної конференцiї мо-

лодих математикiв (2019, 6–8 червня, Київ), Iнститут математики,

Київ, С. 50.

35. Ванєєва О.О., Бойко В.М., Жалiй О.Ю., Точнi розв’язки рiв-

нянь Ньюела–Вайтхеда–Сегеля зi змiнними коефiцiєнтами, Матерi-

али мiжнародної науково-методичної конференцiї “Сучаснi науко-



21

во–методичнi проблеми математики у вищiй школi” (21–22 червня

2018 р.), НУХТ, Київ, 2018, С. 14.

36. Vaneeva O., Boyko V., Zhalij A. and Sophocleous C., Classification of Lie

and nonclassical reduction operators for a class of generalized Newell–

Whitehead–Segel equations, Book of Abstracts of the 9th Workshop

“Group Analysis of Differential Equations and Integrable Systems” (2018,

June 10–14, Larnaca, Cyprus), P. 39.

37. Ванєєва О.О., Групоїди еквiвалентностi класiв нелiнiйних еволюцiй-

них рiвнянь другого порядку, Cучаснi проблеми механiки та мате-

матики: збiрник наукових праць у 3-х т. / за заг. ред. А.М. Самой-

ленка та Р.М. Кушнiра, Т. 3, Iнститут прикладних проблем механiки

i математики iм. Я.С. Пiдстригача НАН України, Львiв, 2018, С. 97–

98; http://iapmm.lviv.ua/mpmm2018

38. Ванєєва О.О., Жалiй О.Ю., Лiївськi та некласичнi оператори редук-

цiї узагальнених рiвнянь Фiшера, Тези доповiдей Мiжнародної кон-

ференцiї молодих математикiв (2017, 7–10 червня, Київ), Iнститут

математики, Київ, 2017, С. 79.

39. Vaneeva O., Group classification of variable coefficient Benjamin–Bona–

Mahony–Burgers equations, International Workshop “Symmetry and

Integrability of Equations of Mathematical Physics” (2016, December 17–

20, Kyiv, Ukraine). Abstract.

http://www.imath.kiev.ua/∼appmath/Abstracts2016/Vaneeva

40. Vaneeva O., Karadzhov Yu. and Sophocleous C., Group classification of

variable coefficient nonlinear Kolmogorov equations, Book of Abstracts

of the 8th Workshop “Group Analysis of Differential Equations and

Integrable Systems” (2016, June 12–17, Larnaca, Cyprus), P. 37.

41. Vaneeva O., Group analysis and conservation laws of variable coeffici-

ent reaction–diffusion equations, International Workshop “Symmetry and

Integrability of Equations of Mathematical Physics” (2015, December 27–



22

28, Kyiv, Ukraine). Abstract.

http://www.imath.kiev.ua/∼appmath/Abstracts2015/Vaneeva

42. Vaneeva O., Equivalence transformations in the study of integrability,

Abstracts of XI International Workshop “Lie Theory and its Applications

in Physics” (2015, June 15–21, Varna, Bulgaria), P. 27.

43. Ванєєва О.О., Сучаснi технiки групової класифiкацiї диференцi-

альних рiвнянь, Конференцiя молодих учених “Пiдстригачiвськi

читання – 2015” (26–28 травня 2015 р., Львiв). Тези доповiдей.

http://iapmm.lviv.ua/chyt2015/theses/Vaneeva.pdf

44. Ванєєва О.О., Жалiй О.Ю., Групова класифiкацiя квазiлiнiйних рiв-

нянь реакцiї-дифузiї, Тези доповiдей Мiжнародної конференцiї мо-

лодих математикiв (2015, 3–6 червня, Київ), Iнститут математики,

Київ, 2015, С. 136.
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

ℒ𝜃 диференцiальне рiвняння з набором довiльних функцiй

𝜃 = (𝜃1, . . . , 𝜃𝑘)

𝒢∼ групоїд еквiвалентностi класу

𝐺∼ звичайна група еквiвалентностi класу

�̂�∼ узагальнена (розширена узагальнена) група еквiвалентностi

класу

𝒯 допустиме перетворення

ℬ породжувальна множина допустимих перетворень

𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝜕𝑢 оператори диференцiювання за змiнними 𝑡, 𝑥, 𝑢

𝐷𝑡, 𝐷𝑥 оператори повної похiдної за змiнними 𝑡, 𝑥

g𝜃, 𝐴
max максимальна алгебра лiївської iнварiантностi рiвняння ℒ𝜃

g∩, 𝐴ker ядро максимальних алгебр лiївської iнварiантностi

𝑢(𝑝) множина всiх частинних похiдних функцiї 𝑢

за змiнними 𝑥 порядкiв не бiльших за 𝑝

𝑄(𝑟) 𝑟-те продовження векторного поля 𝑄
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Вступ

Актуальнiсть теми. Поль Дiрак, лауреат Нобелiвської премiї з фiзики

й один iз творцiв квантової механiки, зазначав: “Фiзичний закон має бути

математично красивим”. Математичними моделями фiзичних законiв ча-

сто виступають диференцiальнi рiвняння, як звичайнi, так i з частинними

похiдними. Виникає питання, якi диференцiальнi рiвняння математично

красивi. З давнiх часiв саме симетрiю асоцiювали з красою в архiтекту-

рi, дизайнi, а також вважали важливою рисою особистої привабливостi.

Пiсля появи фундаментальних робiт С. Лi стало зрозумiло, що симетрiю

можна розглядати також як мiру краси диференцiальних рiвнянь. Симе-

трiєю системи диференцiальних рiвнянь називають перетворення змiн-

них системи, що вiдображає кожен розв’язок системи у розв’язок цiєї

самої системи. До того ж, наявнiсть нетривiальних симетрiйних власти-

востей — це одна з особливостей, якi вирiзняють диференцiальнi рiвнян-

ня, що описують реальнi фiзичнi процеси, з множини всiх диференцi-

альних рiвнянь. Основнi рiвняння математичної фiзики, зокрема рiвнян-

ня Ньютона, Лапласа, Даламбера, Ейлера–Лагранжа, Гамiльтона–Якобi,

Максвелла, Дiрака, Шредiнгера, iнварiантнi вiдносно багатопараметри-

чних груп неперервних перетворень. Отже, результатом класифiкацiї лiїв-

ських або некласичних симетрiй (умовних, потенцiальних, узагальнених)

у певному класi рiвнянь є виокремлення модельних рiвнянь iз нетривi-

альними симетрiйними властивостями, якi потенцiально цiкавiшi для за-

стосувань. Задачу класифiкацiї допустимих груп лiївських симетрiй на-

зивають задачею групової класифiкацiї. Зважаючи на актуальнiсть цiєї

тематики, груповим аналiзом диференцiальних рiвнянь займаються у ба-

гатьох країнах свiту, зокрема в Австралiї (Ф. Броадбридж, Дж. Ґоард),

Австрiї (М. Кунцинґер), Великобританiї (П. Гайдон, О. Михайлов), Iта-

лiї (К. Нуччi, Е. Пуччi, Дж. Сакомандi, Р. Трачина), Iспанiї (М. Бру-
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зон, М. Гандарiас), Канадi (С. Анко, А. Бiло, Дж. Блюман, П. Вiнтернiц,

М. Ґрюндланд, Н. Камран, О. Шевяков), Китаї (Д. Хуанґ, Ч. Чу), Нiмеч-

чинi (М. Оберлак), Росiї (В.К. Андрєєв, О.В. Боровських, Р.К. Газiзов,

В.А. Дороднiцин, О.В. Капцов, В.В. Пухначьов, В.В. Соколов, I.В. Стє-

панова, С.В. Хабiров), США (Б. Абрагам-Шраунер, Д. Аррiґо, П. Олвер,

В. Мiллер), Таїландi (С. Мелешко), Чехiї (М. Марван, С. Пошта, А. Сер-

гєєв) i на Кiпрi (П. Лiч, К. Софоклеус). Українська школа групового

аналiзу, яку започаткував В.I. Фущич, наразi має провiднi позицiї у свiтi

завдяки фундаментальному внеску в розвиток методiв групового аналiзу

його учнiв, зокрема А.Г. Нiкiтiна, В.М. Бойка, Р.З. Жданова, В.I. Лагна,

Р.О. Поповича, М.I. Сєрова, В.А. Тичинiна, I.М. Цифри. Так, у роботах

Р.О. Поповича i його учнiв було введено поняття групоїда еквiвалент-

ностi, розширених i розширених узагальнених груп еквiвалентностi, нор-

малiзованого класу диференцiальних рiвнянь, модулiв редукцiї, а також

запропоновано такi методи розв’язання задач групової класифiкацiї, як

розбиття класу на нормалiзованi пiдкласи, метод розгалуженого розщеп-

лення й метод вiдображень мiж класами диференцiальних рiвнянь.

Iще одним важливим застосуванням симетрiй є те, що вони дають змо-

гу алгоритмiчно будувати точнi розв’язки нелiнiйних диференцiальних

рiвнянь з частинними похiдними. Такi рiвняння моделюють найрiзнома-

нiтнiшi процеси реального свiту й виникають, зокрема, у математичнiй

фiзицi, математичнiй бiологiї, фiнансовiй математицi. Вивчення нелiнiй-

них моделей є складною задачею, оскiльки загальної теорiї iнтегрування

для вiдповiдних рiвнянь не iснує. Бiльшiсть випадкiв знаходження то-

чних розв’язкiв нелiнiйних диференцiальних рiвнянь пов’язанi зi вдалим

добором замiни змiнних у рiвняннi. При цьому невиродженi точковi пе-

ретворення, якi вiдповiдають лiївським симетрiям, є найуживанiшими.

Методи, що базуються на використаннi невироджених точкових перетво-

рень, — однi з найефективнiших аналiтичних iнструментiв для дослiд-

ження нелiнiйних диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними.



30

Модельнi рiвняння, що зустрiчаються у застосуваннях, часто мiстять

сталi або функцiональнi параметри, а отже, складають класи рiвнянь.

Важливою задачею є дослiдження їхнiх трансформацiйних властиво-

стей, а саме — опис невироджених точкових перетворень мiж рiвнян-

нями (системами рiвнянь) з класу. Якщо двi системи диференцiальних

рiвнянь пов’язанi таким перетворенням, то їх називають еквiвалентними

або (у термiнологiї Л.В. Овсянникова) подiбними. Вiдповiдно еквiвален-

тнi мiж собою простори локальних законiв збереження, алгебри симетрiй

рiзних типiв i сiм’ї iнварiантних розв’язкiв таких систем. Зокрема, ме-

тод еквiвалентностi дає змогу побудувати розв’язки системи iз вiдомих

розв’язкiв еквiвалентної системи. Систематичне дослiдження трансфор-

мацiйних властивостей класiв систем диференцiальних рiвнянь iнiцiюва-

ли Дж. Кiнґстон i К. Софоклеус 1991 року. Вони назвали перетворення,

що пов’язують рiвняння у класi, формозберiгаючими, оскiльки такi пе-

ретворення зберiгають структуру рiвнянь класу i змiнюють лише вигляд

довiльних елементiв. 1992 року Ж.-П. Ґазо i П. Вiнтернiц також почали

дослiджувати такi перетворення, назвавши їх дозволеними. Аналогiчнi

перетворення у класах диференцiальних рiвнянь дослiджувались, зокре-

ма, у роботах П. Басараба-Горвата, Б.М. Ваґанана, Л. Ґаґнона, Ф. Ґунґо-

ра, С. Оземiра, М.I. Сєрова й Р.М. Чернiги.

Розвинену теорiю перетворень у класах диференцiальних рiвнянь

сформульовано в роботах Р.О. Поповича та його спiвавторiв, де запропо-

новано термiн “допустимi перетворення”. Допустиме перетворення у кла-

сi диференцiальних рiвнянь — це впорядкована трiйка, що складається з

двох рiвнянь цього класу й невиродженого точкового перетворення, що

вiдображає перше з цих рiвнянь у друге. Множина допустимих перетво-

рень має структуру групоїда вiдносно операцiї композицiї перетворень, а

тому її називають групоїдом еквiвалентностi. Клас диференцiальних рiв-

нянь, групоїд еквiвалентностi якого породжено групою еквiвалентностi

класу, називають нормалiзованим. Використання допустимих перетво-
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рень дає можливiсть суттєво спростити класифiкацiйнi задачi групового

аналiзу диференцiальних рiвнянь, зокрема, класифiкацiї рiзних типiв си-

метрiй, побудову локальних законiв збереження i точних розв’язкiв, а та-

кож дослiдження iнтегровностi. Також важливо, що нормалiзованi класи

мають простiшi трансформацiйнi властивостi й зручнiшi для дослiджен-

ня. Отже, важливими задачами групового аналiзу, крiм безпосереднього

розв’язання задач групової класифiкацiї, пошуку рiзних типiв симетрiй i

точних розв’язкiв, є також побудова групоїдiв еквiвалентностi для класiв

рiвнянь, цiкавих для застосувань, i дослiдження властивостi нормалiзо-

ваностi таких класiв.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Дисертацiю виконано у вiддiлi математичної фiзики Iнституту матема-

тики НАН України в рамках тем “Симетрiя та iнтегровнiсть нелiнiй-

них моделей” (номер держреєстрацiї 0106U000436), “Симетрiя, суперси-

метрiя та iнтегровнiсть диференцiальних рiвнянь” (номер держреєстра-

цiї 0110U008615), “Симетрiя, суперсиметрiя та суперiнтегровнiсть рiв-

нянь математичної фiзики” (номер держреєстрацiї 0116U003059), “Ана-

лiтичнi та груповi методи дослiдження математичних моделей сучасно-

го природознавства” (номер держреєстрацiї 0117U002119), “Класифiка-

цiя симетрiй та точнi розв’язки нелiнiйних моделей фiзичних та бiологi-

чних процесiв” (номер держреєстрацiї 0118U003803), “Симетрiя та iнте-

гровнiсть рiвнянь сучасної математичної фiзики” (номер держреєстрацiї

0120U100173).

Мета i завдання дослiдження. Мета дисертацiйної роботи — роз-

виток теорiї групоїдiв еквiвалентностi класiв диференцiальних рiвнянь,

створення нових методiв i алгоритмiв групового аналiзу диференцiаль-

них рiвнянь, а також розв’язання низки класифiкацiйних задач групового

аналiзу, зокрема задач класифiкацiї лiївських i некласичних операторiв

редукцiї, законiв збереження. Основну увагу в дисертацiї зосереджено

на застосуваннi групоїдiв еквiвалентностi до дослiдження iнтегровностi,
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класифiкацiї симетрiй i пошуку точних розв’язкiв у класах рiвнянь мате-

матичної фiзики, бiологiї й фiнансової математики.

Об’єктом дослiдження є (1+1)-вимiрнi нелiнiйнi еволюцiйнi рiвняння

i спецiальнi класи таких рiвнянь зi змiнними коефiцiєнтами, зокрема,

рiвняння типу реакцiї–дифузiї, Фiшера, Бюргерса, Кортевега–де Фрi-

за, Кавахари, а також (1+1)-вимiрнi нелiнiйнi хвильовi й елiптичнi рiв-

няння, рiвняння Бенджамiна–Бона–Махонi й Бенджамiна–Бона–Махонi–

Бюргерса, (2+1)-вимiрнi рiвняння Колмогорова й Дiрака.

Предметом дослiдження є групи i групоїди еквiвалентностi класiв

диференцiальних рiвнянь, групова класифiкацiя, лiївськi, некласичнi й

потенцiальнi оператори редукцiї, закони збереження та розв’язки дифе-

ренцiальних рiвнянь, а також контракцiї рiвнянь, алгебр лiївської iнварi-

антностi, розв’язкiв i законiв збереження.

Методи дослiдження. Iнфiнiтезимальний метод Лi–Овсянникова роз-

в’язання задачi групової класифiкацiї використано разом iз технiками ка-

лiбрування довiльних елементiв перетвореннями еквiвалентностi, розга-

луженого розщеплення, розбиття класiв на нормалiзованi пiдкласи, а та-

кож доповнено методом граничних переходiв (контракцiй). Алгебраїчний

метод групової класифiкацiї розширено на ненормалiзованi класи дифе-

ренцiальних рiвнянь. Для класифiкацiї допустимих перетворень викори-

стано узагальнення методу розгалуженого розщеплення й алгебраїчного

методу Гайдона, а також оригiнальнi методи встановлення iзоморфiзмiв

мiж групоїдами еквiвалентностi й побудови породжувальної множини до-

пустимих перетворень. Для пошуку операторiв редукцiї використано ме-

тод перетворень мiж класами диференцiальних рiвнянь. Точнi розв’язки

знайдено за допомогою методiв лiївської й некласичної редукцiї, а також

методу еквiвалентностi.

Наукова новизна одержаних результатiв. Основнi результати, якi

визначають наукову новизну та виносяться на захист, такi:
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1. Дослiджено допустимi перетворення загального класу (1+1)-

вимiрних нелiнiйних еволюцiйних рiвнянь другого порядку. Побудо-

вано ланцюжок вкладених нормалiзованих пiдкласiв цього класу, для

кожного з яких описано групоїд еквiвалентностi.

2. Проведено розширений груповий аналiз кiлькох класiв рiвнянь

реакцiї–дифузiї зi змiнними коефiцiєнтами. Граничнi переходи (кон-

тракцiї) застосовано для отримання групової класифiкацiї, знахо-

дження точних розв’язкiв i класифiкацiї законiв збереження класу

рiвнянь реакцiї–дифузiї з експоненцiальними нелiнiйностями.

3. Для двох рiзних калiбрувань довiльних елементiв виконано групо-

ву класифiкацiю (2+1)-вимiрних нелiнiйних рiвнянь Колмогорова

зi змiнними коефiцiєнтами. Показано, що групу еквiвалентностi й,

зокрема, її тип можна використовувати як критерiй оптимального

калiбрування.

4. Знайдено групоїди еквiвалентностi та виконано груповий аналiз низ-

ки класiв узагальнених рiвнянь Бюргерса, Кортевега–де Фрiза тре-

тього i п’ятого порядкiв, Кавахари й 𝐾(𝑚,𝑛). Розв’язано кiлька гра-

ничних задач для таких рiвнянь. За допомогою оригiнального алго-

ритму всi випадки розширення лiївської симетрiї у згаданих класах

вiдновлено зi спискiв, побудованих з точнiстю до вiдповiдних груп

еквiвалентностi.

5. Групоїд еквiвалентностi класу узагальнених рiвнянь Кортевега–де

Фрiза п’ятого порядку зi змiнними коефiцiєнтами застосовано до до-

слiдження iнтегровностi цих рiвнянь. Завдяки цьому знайдено всi iн-

тегровнi випадки, для яких побудовано пари Лакса.

6. З використанням методу перетворень мiж класами диференцiаль-

них рiвнянь прокласифiковано лiївськi симетрiї рiвнянь Гарднера,

Бенджамiна–Бона–Махонi та Бенджамiна–Бона–Махонi–Бюргерса зi

змiнними коефiцiєнтами, а також знайдено некласичнi оператори ре-

дукцiї рiвнянь реакцiї–дифузiї.
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7. Побудовано локальнi закони збереження для кiлькох класiв рiвнянь

реакцiї–дифузiї й рiвнянь Бенджамiна–Бона–Махонi зi змiнними ко-

ефiцiєнтами.

8. Метод розгалуженого розщеплення й алгебраїчний метод Гайдона

узагальнено для класифiкацiї допустимих перетворень. Розвинуто та-

кi новi технiки пошуку групоїдiв еквiвалентностi, як встановлення iзо-

морфiзмiв мiж цими групоїдами й побудова породжувальної множини

допустимих перетворень. Введено поняття регулярних i сингулярних

розширень лiївської симетрiї, за допомогою яких алгебраїчний метод

групової класифiкацiї розширено на ненормалiзованi класи диферен-

цiальних рiвнянь.

9. Запропонованi поняття i методи застосовано для вичерпного опису

групоїда еквiвалентностi й виконання групової класифiкацiї ненорма-

лiзованого класу (1+1)-вимiрних нелiнiйних хвильових i елiптичних

рiвнянь.

10. Дослiджено лiївськi симетрiї (2+1)-вимiрних нелiнiйних рiвнянь Дi-

рака. Зокрема, знайдено всi такi рiвняння, що допускають чотириви-

мiрнi алгебри лiївської iнварiантностi.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна робота

має теоретичний характер. Отриманi результати та запропонованi мето-

ди можна використати в подальших дослiдженнях нелiнiйних диферен-

цiальних рiвнянь, зокрема, моделей математичної фiзики, математичної

бiологiї, фiнансової математики.

Особистий внесок здобувачки. Усi результати, що виносяться на за-

хист, дисертантка одержала самостiйно. У роботах, якi опублiковано ра-

зом iз iншими авторами, розподiл особистих внескiв такий.

У статтях [2,4–6,8–11,13–17,20,23,29] спiвавтори дисертантки незале-

жно виконували обрахунки або перевiряли їх, а також брали участь у

їхньому обговореннi. Постановка задач у цих роботах, вибiр методiв для
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їхнього розв’язання й доведення результатiв належать дисертантцi. У ро-

ботах [2,5,6,10,16,17,29] iз цього перелiку К. Софоклеусу також належить

початковий вибiр класiв для дослiдження.

У статтi [7] постановка задачi, загальний план дослiдження й доведе-

ння основних результатiв належить М.О. Нестеренко, дисертантка пока-

зала, що певнi рiвняння типу Бюргерса, Кортевега–де Фрiза третього й

п’ятого порядкiв, Кавахари та реакцiї–дифузiї є iнварiантними вiдносно

алгебр Галiлея чи їхнiх деформацiй, а також перевiрила основнi резуль-

тати щодо реалiзацiй, С. Пошта брав участь у обчисленнi реалiзацiй i

обговореннi результатiв.

У роботi [12] К. Софоклеусу належить постановка задачi, Н. Папанi-

колау й М. Крiсто — чисельне розв’язання граничної задачi й побудова

графiкiв отриманих розв’язкiв, дисертантцi — доведення всiх результатiв

роботи щодо допустимих перетворень, групової класифiкацiї, побудови

точних розв’язкiв i редукцiї граничної задачi.

У статтях [22,24,27,30] усi основнi результати i їхнє доведення дисер-

тантка отримала самостiйно, Р.О. Поповичу належить постановка задачi

й загальний план дослiдження. К. Софоклеус у роботах [22,30] та А. Бiло

в роботi [27] брали участь у обговореннi результатiв i перевiрцi доведень.

У статтi [18] дисертантцi належить початковий вибiр класу узагаль-

нених рiвнянь Бюргерса для дослiдження, а також побудова графiкiв

розв’язкiв. Усi обчислення проводилися дисертанткою й О.А. Почекетою

незалежно з метою їх подальшого порiвняння та перевiрки. Р.О. Попови-

чу належить загальна постановка задачi й оцiнка отриманих результатiв.

У роботi [25] дисертантка виконала основний обсяг обчислень щодо

групової класифiкацiї, обчислення законiв збереження i потенцiальних

симетрiй iз метою перевiрки й порiвняння результатiв. К. Софоклеусу в

цiй роботi належить вибiр класiв для дослiдження i перевiрка результа-

тiв, Р.О. Поповичу — постановка задачi й розробка методiв дослiджень, а

також побудова iєрархiї потенцiальних законiв збереження i потенцiаль-
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них симетрiй лiнiйних i лiнеаризованих рiвнянь iз дослiджуваних класiв,

пошук додаткових потенцiальних перетворень еквiвалентностi мiж випад-

ками класифiкацiї.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї доповiд-

алися на мiжнародних конференцiях “Bogolyubov Kyiv Conference:

Problems of Theoretical and Mathematical Physics” (Київ, 2019),

“Mathematical Physics Meeting: School and Conference on Modern

Mathematical Physics” (Белград, Сербiя, 2012, 2019), “XVII Geometrical

Seminar” (Златибор, Сербiя, 2012), “Сучаснi проблеми механiки та мате-

матики” (Львiв, 2018), “Сучаснi науково-методичнi проблеми математики

у вищiй школi” (Київ, 2018); мiжнародних симпозiумах “Group Analysis of

Differential Equations and Integrable Systems” (Протарас, Кiпр, 2012; Лар-

нака, Кiпр, 2014, 2016, 2018), “Lie Theory and Its Applications in Physics”

(Варна, Болгарiя, 2011, 2013, 2015, 2019), “Supersymmetries and Quantum

Symmetries” (Дубна, Росiя, 2013), “The Sixth Petrov International Symposi-

um on High Energy Physics, Cosmology and Gravity” (Київ, 2013), “Young

Women in PDEs” (Бонн, Нiмеччина, 2012); мiжнародних семiнарах “Си-

метрiя та iнтегровнiсть рiвнянь математичної фiзики” (Київ, 2011, 2013,

2015, 2016, 2018), а також на мiжнародних конференцiях молодих мате-

матикiв (Київ, 2015, 2017, 2019) i конференцiї молодих учених “Пiдстри-

гачiвськi читання” (Львiв, 2015).

Результати дисертацiйної роботи неодноразово доповiдалися й обго-

ворювалися на науковому семiнарi вiддiлу математичної фiзики Iнсти-

туту математики НАН України (керiвник семiнару — член-кореспондент

НАН України, професор А.Г. Нiкiтiн, 2008–2020), Вченiй радi Iнституту

математики НАН України (2015, 2017, 2018). Також результати дисерта-

цiї були предметом доповiдей на засiданнi Вiддiлення математики НАН

України (2015) i засiданнi Президiї НАН України (2017), науковому се-

мiнарi кафедри математики i статистики унiверситету Саскачевана (Са-

скатун, Канада, 2010), науковому семiнарi кафедри математики Чеського
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технiчного унiверситету у Празi (Прага, Чехiя, 2013), науковому семiна-

рi кафедри математики i статистики унiверситету Кiпру (Нiкосiя, Кiпр,

2013).

Публiкацiї. Результати дисертацiї висвiтлено у 52 наукових публiкацiях.

Основнi результати опублiковано у наукових фахових виданнях України

[1,3,11] i наукових перiодичних виданнях iнших держав [2,4–10,12–26], що

проiндексованi у мiжнародних наукометричних базах Scopus або Web of

Science i налiчують вiдповiдно 249 i 229 цитувань у цих базах. Результати

дисертацiї додатково вiдображено в публiкацiях [27–30], а також у тезах

доповiдей у матерiалах мiжнародних конференцiй [31–52]. Кожна зi ста-

тей [2,4,5,7,8,10,12,13,17,18,21,22,24,25] як опублiкована у виданнi з квар-

тиля Q1 або Q2 вiдповiдно до класифiкацiї SCImago Journal and Country

Rank прирiвнюється до трьох публiкацiй, а кожна з робiт [9,15,16] як

опублiкована у виданнi з квартиля Q3 — до двох публiкацiй (п. 2 Наказу

№ 1220 МОН України вiд 23.09.2019), отже, 26 статей, у яких вiдображено

основнi результати дисертацiї, зараховуються як 57 фахових публiкацiй.

Роботи [1–8,10–14,16,18,19,21–25,29,30] проiндексовано у базах Zentrablatt

Math або MathSciNet. Публiкацiї [1,3,19,21,26,28] одноосiбнi.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi змiсту,

вступу, чотирьох роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел, що

мiстить 344 найменувань, i трьох додаткiв. Повний обсяг дисертацiї ста-

новить 399 сторiнок, iз них список використаних джерел мiститься на 35

сторiнках, а додатки — на 80 сторiнках.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми, проаналiзовано сучасний

стан розглянутих у дисертацiї проблем, сформульовано задачi дослiд-

ження й коротко викладено результати роботи. Основну частину роботи

складають чотири роздiли. На початку кожного роздiлу стисло описано

результати, що мiстяться в ньому.
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У першому роздiлi дисертацiї наведено основнi означення й необхiднi

теоретичнi вiдомостi щодо груп i групоїдiв еквiвалентностi й пов’язаних

понять групового аналiзу диференцiальних рiвнянь. Зауважимо, що бiль-

шiсть iз цих понять описано в термiнологiї групоїдiв уперше.

Розгляньмо клас ℒ|𝒮 = {ℒ𝜃 | 𝜃 ∈ 𝒮} систем диференцiальних рiв-

нянь ℒ𝜃 з залежними змiнними 𝑢 = (𝑢1, . . . , 𝑢𝑚) i незалежними змiнними

𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), де 𝜃 = (𝜃1, . . . , 𝜃𝑘) — набiр довiльних елементiв класу.

Тут ℒ𝜃 — система диференцiальних рiвнянь виду 𝐿(𝑥, 𝑢(𝑟), 𝜃(𝑥, 𝑢(𝑟))) = 0

iз фiксованим набором 𝐿 диференцiальних функцiй вiд 𝑢 порядку 𝑟,

параметризованих 𝜃, значення яких пробiгають множину 𝒮, 𝑢(𝑟) —

набiр похiдних залежних змiнних 𝑢 за незалежними змiнними 𝑥 аж

до порядку 𝑟 (разом iз 𝑢 як похiдними нульового порядку). Множи-

ну 𝒮 складають розв’язки допомiжної системи диференцiальних рiвнянь

𝑆(𝑥, 𝑢(𝑟), 𝜃(𝑞)) = 0 i нерiвностей Σ(𝑥, 𝑢(𝑟), 𝜃(𝑞)) ̸= 0 на 𝜃, де змiннi (𝑥, 𝑢(𝑟)) з

простору струменiв порядку 𝑟 є незалежними змiнними, а набiр 𝜃(𝑞) утво-

рено похiдними 𝜃 за змiнними (𝑥, 𝑢(𝑟)) аж до порядку 𝑞. З точнiстю до

калiбрувальної еквiвалентностi систем з класу ℒ|𝒮 , яка зазвичай є тривi-
альною, вiдображення 𝜃 ↦→ ℒ𝜃 з 𝒮 у ℒ|𝒮 бiєктивне.

Групоїдом еквiвалентностi 𝒢∼ класу ℒ|𝒮 називають малу категорiю

з множиною об’єктiв ℒ|𝒮 або 𝒮 i множиною стрiлок, утвореною (локаль-

ними) дифеоморфiзмами у просторi з координатами (𝑥, 𝑢) мiж парами

систем iз ℒ|𝒮 :

𝒢∼ =
{︀
𝒯 = (𝜃,Φ, 𝜃) | 𝜃, 𝜃 ∈ 𝒮, Φ ∈ Diff loc

(𝑥,𝑢) : Φ*ℒ𝜃 = ℒ𝜃
}︀
.

Елементи групоїду еквiвалентностi 𝒢∼ називають допустимими (точко-

вими) перетвореннями класу ℒ|𝒮 . Пiдняття довiльного елементу 𝜃 пере-
творенням Φ визначено як Φ*𝜃 = 𝜃, якщо Φ*ℒ𝜃 = ℒ𝜃.

З використанням термiнологiї групоїдiв визначено, зокрема, поняття

звичайної, узагальненої, розширеної, розширеної узагальненої й умовної

груп еквiвалентностi, груп точкових симетрiй систем iз класу, нормалi-

зованого i напiвнормалiзованого класу. Також введено рiзнi типи еквi-
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валентностi допустимих перетворень та запропоновано поняття породжу-

вальної множини таких перетворень. Обговорено методи пошуку i кла-

сифiкацiї допустимих перетворень, а саме прямий метод, метод розга-

луженого розщеплення, метод перетворень мiж класами диференцiаль-

них рiвнянь, розбиття класу на пiдкласи з кращими трансформацiйними

властивостями, встановлення бiєктивних функторiв мiж групоїдами еквi-

валентностi.

Однiєю з основних задач групового аналiзу диференцiальних рiвнянь

є задача групової класифiкацiї. Така задача для класу ℒ|𝒮 iз точнiстю до

𝐺∼-еквiвалентностi (або 𝒢∼-еквiвалентностi) полягає у знаходженнi ядра

максимальних алгебр лiївської iнварiантностi g∩ i вичерпного списку 𝐺∼-

нееквiвалентних (або 𝒢∼-нееквiвалентних) значень 𝜃 разом iз максималь-

ними алгебрами лiївської iнварiантностi g𝜃, для яких g𝜃 ̸= g∩.

Стандартний алгебраїчний метод групової класифiкацiї дає повний

розв’язок такої задачi лише для нормалiзованих класiв диференцiаль-

них рiвнянь, тобто для класiв, групоїди еквiвалентностi яких породжено

перетвореннями з вiдповiдних груп еквiвалентностi. Якщо клас ℒ|𝒮 не-

нормалiзований, то певнi випадки розширень лiївської симетрiї в цьому

класi не пов’язанi з пiдалгебрами алгебри еквiвалентностi g∼ цього класу.

Введено такi поняття (𝜛 позначає проекцiю простору з координатами

(𝑥, 𝑢(𝑟), 𝜃) на простiр iз координатами (𝑥, 𝑢)):

Означення 1.4. Максимальну алгебру лiївської iнварiантностi g𝜃 систе-

ми ℒ𝜃 iз класу ℒ|𝒮 називають регулярною в цьому класi, якщо iснує така

пiдалгебра s алгебри g∼, що g𝜃 = 𝜛*s, i сингулярною у класi ℒ|𝒮 в iншому
разi.

Множину ℬ = {𝒯𝛾 ∈ 𝒢∼ | 𝛾 ∈ Γ}, де Γ — множина iндексiв, назива-

ють породжувальною множиною допустимих перетворень у класi ℒ|𝒮
iз точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi, якщо будь-яке допустиме перетворен-

ня класу можна описати як композицiю скiнченної кiлькостi елементiв

множини ℬ ∪ ℬ̂ ∪ 𝒢𝐺∼
, де ℬ̂ := {𝒯 −1 | 𝒯 ∈ ℬ} — множина обернених
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перетворень. Мiнiмальна множина ℬ — пiдмножина множини 𝒢∼ ∖ 𝒢𝐺∼
.

З використанням цих понять алгебраїчний метод групової класифiка-

цiї розширено на ненормалiзованi класи диференцiальних рiвнянь.

Другий роздiл дисертацiї присвячено групоїдам еквiвалентностi

(1+1)- i (2+1)-вимiрних нелiнiйних еволюцiйних рiвнянь другого поряд-

ку й їхньому застосуванню до задач групової класифiкацiї. Зокрема, до-

слiджено трансформацiйнi властивостi загального класу (1+1)-вимiрних

нелiнiйних еволюцiйних рiвнянь другого порядку. Побудовано ланцюжок

вкладених нормалiзованих пiдкласiв цього класу:

𝑢𝑡 = 𝐺(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢𝑥)𝑢𝑥𝑥 +𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢𝑥),

𝑢𝑡 = 𝐺(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝑢𝑥𝑥 +𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢𝑥),

𝑢𝑡 = 𝐺(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝑢𝑥𝑥 +
𝑛∑︁
𝑘=0

𝐹 𝑘(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝑢𝑘𝑥, 𝑛 ≥ 2,

𝑢𝑡 = 𝐺(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝑢𝑥𝑥 + 𝐹 1(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝑢𝑥 + 𝐹 0(𝑡, 𝑥, 𝑢),

𝑆(𝑡, 𝑥)𝑢𝑡 = (𝐺(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝑢𝑥)𝑥 +𝐾(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝑢𝑥 + 𝑃 (𝑡, 𝑥, 𝑢), (1)

де функцiї 𝐺, 𝐻, 𝑆, 𝐾, 𝑃, 𝐹 𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , — довiльнi гладкi функцiї

своїх аргументiв, 𝐺𝑆 ̸= 0. Для всiх таких пiдкласiв знайдено групи еквi-

валентностi, перетворення з яких породжують вiдповiднi групоїди еквi-

валентностi. Зокрема, доведено таку теорему.

Теорема 2.10. Групу еквiвалентностi класу (1) складають перетво-

рення

𝑡 = 𝑇 (𝑡), �̃� = 𝑋(𝑡, 𝑥), �̃� = 𝑈 1(𝑡, 𝑥)𝑢+ 𝑈 0(𝑡, 𝑥),

𝑆 = 𝑍(𝑡, 𝑥, 𝑆), �̃� =
𝑋2
𝑥

𝑇𝑡

𝐺

𝑆
𝑍,

�̃� =
𝑋𝑥𝑍

𝑇𝑡𝑆

[︂
𝐾−

(︂
𝑋𝑥𝑥

𝑋𝑥
+2

𝑈 1
𝑥

𝑈 1

)︂
𝐺−2𝒰𝐺𝑢

𝑈 1
−𝑋𝑡

𝑋𝑥
𝑆

]︂
−𝐺

𝑋𝑥

𝑇𝑡

(︂
𝑍

𝑆

)︂
𝑥

,

𝑃 =
𝑍

𝑇𝑡𝑆

[︂
𝑈 1𝑃 +

𝒰2

𝑈 1
𝐺𝑢 − 𝒰(𝐾 +𝐺𝑥) + (𝑈 1

𝑡 𝑢+ 𝑈 0
𝑡 )𝑆

+

(︂
2
𝑈 1
𝑥

𝑈 1
𝒰 − 𝑈 1

𝑥𝑥𝑢− 𝑈 0
𝑥𝑥

)︂
𝐺

]︂
,
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де 𝒰 = 𝑈 1
𝑥𝑢+𝑈

0
𝑥 , 𝑇,𝑋, 𝑈

1, 𝑈0, 𝑍 — довiльнi гладкi функцiї своїх аргумен-

тiв, причому 𝑇𝑡𝑋𝑥𝑈
1𝑍𝑆 ̸= 0. Клас (1) нормалiзований.

Пiдроздiл 2.2 присвячено груповiй класифiкацiї рiвнянь реакцiї–

дифузiї з експоненцiальними нелiнiйностями й коефiцiєнтами, що зале-

жать вiд просторової змiнної, а саме класу

𝑓(𝑥)𝑢𝑡 = (𝑔(𝑥)𝑒𝑛𝑢𝑢𝑥)𝑥 + ℎ(𝑥)𝑒𝑚𝑢, (2)

де 𝑓, 𝑔, ℎ — довiльнi гладкi функцiї змiнної 𝑥, 𝑛 i 𝑚 — довiльнi сталi,

причому 𝑓𝑔𝑛 ̸= 0. Доведено, що цей клас не є нормалiзованим, вичерпно

описано його групоїд еквiвалентностi у термiнах максимальних умовних

груп еквiвалентностi нормалiзованих пiдкласiв цього класу.

Теорема 2.16. Клас (2) можна зобразити як об’єднання його трьох

нормалiзованих пiдкласiв, виокремлених умовами:

1. (ℎ ̸= 0, 𝑚 ̸= 0, 𝑛) або (𝑚 = 0, (ℎ/𝑓)𝑥 ̸= 0);

2. 𝑚 = 0, (ℎ/𝑓)𝑥 = 0; 3. 𝑚 = 𝑛.

Другий i третiй пiдкласи мають непорожнiй перетин — нормалiзова-

ний пiдклас класу (2) з ℎ = 0.

Також прокласифiковано лiївськi симетрiї рiвнянь iз цього класу з ка-

лiбруванням 𝑔 = 1. Розмiрнiсть максимальних алгебр лiївської iнварiант-

ностi рiвнянь з класу (2) не перевищує чотирьох. Доведено твердження:

якщо рiвняння з класу (2) iнварiантне вiдносно чотиривимiрної алгебри

Лi, то воно точково-еквiвалентне рiвнянню 𝑢𝑡 = (𝑒𝑢𝑢𝑥)𝑥 iз цього кла-

су. Якщо рiвняння з класу (2) з 𝑚 ̸= 0, 𝑛 допускає тривимiрну алгебру

лiївської iнварiантностi, то перетвореннями еквiвалентностi його можна

звести до рiвняння 𝑢𝑡 = (𝑒𝑢𝑢𝑥)𝑥 ± 𝑒𝑚𝑢.

Для знаходження лiївських редукцiй, точних розв’язкiв, законiв збере-

ження рiвнянь з класу (2) використано метод граничних переходiв (кон-

тракцiй). Показано, що цим методом також можна отримати повну гру-

пову класифiкацiю, використавши вiдомi результати для рiвнянь зi сте-
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пеневими нелiнiйностями виду 𝑓(𝑥)𝑢𝑡 = (𝑔(𝑥)𝑢𝑛𝑢𝑥)𝑥 + ℎ(𝑥)𝑢𝑚, де 𝑓𝑔 ̸= 0

i (𝑛,𝑚ℎ) ̸= (0, 0).

У другому роздiлi також прокласифiковано локальнi закони збережен-

ня i потенцiальнi симетрiї узагальнених рiвнянь дифузiї

𝑢𝑡 = ((𝑢𝑛)𝑥 + 𝑓(𝑥)𝑢𝑚)𝑥 , 𝑛 ̸= 0, (3)

з точнiстю до перетворень з групи еквiвалентностi 𝐺∼ таких рiвнянь.

Теорема 2.28. Будь-яке рiвняння (3) допускає закон збереження 𝐷𝑡𝐹 +

𝐷𝑥𝐺 = 0, де

1. 𝐹 = 𝑢, 𝐺 = −𝑛𝑢𝑛−1𝑢𝑥 − 𝑓𝑢𝑚. (4)

Повний перелiк 𝐺∼-нееквiвалентних рiвнянь (3), що мають додатковi

(лiнiйно незалежнi з (4)) закони збереження, вичерпують такi випад-

ки:

2. 𝑚 = 𝑛 ̸= 1: 𝐹 = 𝑢
∫︀
Φd𝑥, 𝐺 = −

∫︀
Φd𝑥 (𝑛𝑢𝑛−1𝑢𝑥+𝑓𝑢

𝑛) + Φ𝑢𝑛,

3. 𝑛 ̸= 1, 𝑚 = 0: 𝐹 = 𝑥𝑢, 𝐺 = −𝑥(𝑛𝑢𝑛−1𝑢𝑥 + 𝑓) + 𝑢𝑛 +
∫︀
𝑓d𝑥,

4. 𝑛 ̸= 1, 𝑚 = 1, 𝑓 = 1: 𝐹 = (𝑡+𝑥)𝑢, 𝐺 = −(𝑡+𝑥)(𝑛𝑢𝑛−1𝑢𝑥+𝑢) + 𝑢𝑛,

5. 𝑛 ̸= 1, 𝑚 = 1, 𝑓 = 𝜀𝑥 : 𝐹 = 𝑒𝜀𝑡𝑥𝑢, 𝐺 = −𝑒𝜀𝑡𝑥(𝑛𝑢𝑛−1𝑢𝑥+ 𝑥𝑢) + 𝑒𝜀𝑡𝑢𝑛,

6. 𝑛 = 1, 𝑚 = 0: 𝐹 = 𝛼𝑢, 𝐺 = −𝛼(𝑢𝑥 + 𝑓) + 𝛼𝑥𝑢+
∫︀
𝛼𝑥𝑓𝑑𝑥,

7. 𝑛 = 1, 𝑚 = 1: 𝐹 = 𝛽𝑢, 𝐺 = −𝛽(𝑢𝑥 + 𝑓𝑢) + 𝛽𝑥𝑢,

де 𝜀 = ±1 mod 𝐺∼, Φ = 𝑒
∫︀
𝑓d𝑥, 𝛼 = 𝛼(𝑡, 𝑥), 𝛽 = 𝛽(𝑡, 𝑥) задовольняють

лiнiйнi рiвняння 𝛼𝑡 + 𝛼𝑥𝑥 = 0 i 𝛽𝑡 + 𝛽𝑥𝑥 − 𝑓𝛽𝑥 = 0.

Знайденi закони збереження дали змогу вичерпно прокласифiкувати

потенцiальнi симетрiї рiвнянь (3).

Також у другому роздiлi дослiджено симетрiйнi властивостi класiв

рiвнянь Фiшера 𝑢𝑡 = 𝑏(𝑡)𝑢𝑥𝑥 + 𝑎(𝑡)𝑢(1 − 𝑢), 𝑎𝑏 ̸= 0, Ньюела–Вайтхеда–

Сегеля 𝑢𝑡 = 𝑎2(𝑡)𝑢𝑥𝑥 + 𝑏(𝑡)𝑢 − 𝑐(𝑡)𝑢3, 𝑎𝑐 ̸= 0, й узагальнених рiвнянь

Бюргерса 𝑢𝑡 + 𝑢𝑛𝑢𝑥 + ℎ(𝑡)𝑢 = 𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥, 𝑛𝑔 ̸= 0, з коефiцiєнтами, що зале-

жать вiд часу. Для кожного з цих класiв знайдено групоїди еквiвалент-

ностi, виконано вичерпнi груповi класифiкацiї, побудовано сiм’ї точних
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розв’язкiв, а також знайдено критерiї звiдностi таких рiвнянь до рiвнянь

зi сталими коефiцiєнтами з тих самих класiв. Класи рiвнянь Фiшера i

Ньюела–Вайтхеда–Сегеля нормалiзованi, тимчасом як клас рiвнянь Бюр-

герса ненормалiзований, але його можна розбити на неперетиннi нормалi-

зованi пiдкласи. У класi рiвнянь Бюргерса виокремлено пiдклас лiнеари-

зованих рiвнянь. Для класу рiвнянь Ньюела–Вайтхеда–Сегеля вичерпно

прокласифiковано не тiльки лiївськi, а й некласичнi регулярнi операто-

ри редукцiї, що є нетривiальною задачею, оскiльки визначальнi рiвняння

на коефiцiєнти операторiв у цьому випадку є нелiнiйними. Список неек-

вiвалентних рiвнянь Ньюела–Вайтхеда–Сегеля i вiдповiдних операторiв

редукцiї такий:

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 − 𝑒±𝑡𝑢3 : 𝜕𝑡 +
3
√
2

2 𝑒±
1
2 𝑡𝑢𝜕𝑥 − 1

2

(︀
3𝑒±𝑡𝑢2 ∓ 1

2

)︀
𝑢𝜕𝑢;

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 − 𝜀𝑒𝑡𝑢3 : 𝜕𝑡 − 3
2 th

(︀
1
2𝑥
)︀
𝜕𝑥 − 3

4

(︀
th2
(︀
1
2𝑥
)︀
− 1

3

)︀
𝑢𝜕𝑢,

𝜕𝑡 − 3
2 cth

(︀
1
2𝑥
)︀
𝜕𝑥 − 3

4

(︀
cth2

(︀
1
2𝑥
)︀
− 1

3

)︀
𝑢𝜕𝑢;

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 − 𝜀𝑒−𝑡𝑢3 : 𝜕𝑡 +
3
2 tg

(︀
1
2𝑥
)︀
𝜕𝑥 − 3

4

(︀
tg2
(︀
1
2𝑥
)︀
+ 1

3

)︀
𝑢𝜕𝑢;

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 − 𝜀𝑢3 : 𝜕𝑡 − 3
𝑥𝜕𝑥 −

3
𝑥2𝑢𝜕𝑢.

В останньому пiдроздiлi другого роздiлу вичерпну групову класифi-

кацiю проведено для класу нелiнiйних рiвнянь Колмогорова зi змiнними

коефiцiєнтами:

𝑢𝑡 = 𝑓(𝑡)𝑢𝑦𝑦 − 𝑔(𝑡)[𝐾(𝑢)]𝑥 , 𝑓𝑔𝐾𝑢𝑢 ̸= 0. (5)

Наведено класифiкацiйнi перелiки для двох можливих калiбрувань до-

вiльних елементiв 𝑓 = 1 i 𝑔 = 1. Калiбрування 𝑔 = 1 виявилось оптималь-

ним, суттєво спростивши як процес розв’язання задачi групової класифi-

кацiї, так i отриманий перелiк розширень лiївської симетрiї. Показано, що

пiдклас класу (5), виокремлений умовою 𝑔 = 1, допускає звичайну групу

еквiвалентностi, а пiдклас, виокремлений умовою 𝑓 = 1, — розширену

узагальнену. Отже, групу еквiвалентностi й, зокрема, її тип можна вико-

ристовувати як критерiй оптимального калiбрування. Це пiдтверджено
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й iншими прикладами, наведеними у дисертацiї, зокрема, класiв рiвнянь

Фiшера й Кавахари зi змiнними коефiцiєнтами.

Третiй роздiл дисертацiї присвячено застосуванню групоїдiв еквi-

валентностi в груповому аналiзi й дослiдженнi iнтегровностi рiвнянь ти-

пу Кортевега–де Фрiза та таких пов’язаних iз ними моделей, як рiвняння

Кавахари i рiвняння Бенджамiна–Бона–Махонi.

Вичерпно описано групоїд еквiвалентностi ненормалiзованого класу

рiвнянь Кортевега–де Фрiза зi змiнними коефiцiєнтами

ℒ : 𝑢𝑡 + 𝑓(𝑡, 𝑥)𝑢𝑢𝑥 + 𝑔(𝑡, 𝑥)𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0, 𝑓𝑔 ̸= 0. (6)

Виконано розбиття класу (6) на шiсть нормалiзованих пiдкласiв:

ℒ1 : 𝑢𝑡 + 𝑓(𝑡)𝑢𝑢𝑥 + 𝑔(𝑡, 𝑥)𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0,

ℒ2 : 𝑢𝑡 + 𝑝(𝑡)𝑒 𝑞(𝑡)𝑥𝑢𝑢𝑥 +
𝑠(𝑡)− 𝑞(𝑡)𝑥

𝑞(𝑡)3
𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0,

ℒ3 : 𝑢𝑡 + 𝑝(𝑡)(𝑥+ 𝑞(𝑡))𝑟(𝑡)𝑢𝑢𝑥

+
(𝑥+𝑞(𝑡))3

𝑟(𝑡)(𝑟(𝑡)2−1)

(︂
𝑠(𝑡)− �̇�(𝑡) ln(𝑥+𝑞(𝑡)) +

(1−𝑟(𝑡))𝑞(𝑡)
𝑥+𝑞(𝑡)

)︂
𝑢𝑥𝑥𝑥=0,

де 𝑟 ̸= 0,±1,

ℒ4 : 𝑢𝑡 + (𝑝(𝑡)𝑥+ 𝑞(𝑡))𝑢𝑢𝑥 + 𝑔(𝑡, 𝑥)𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0,

ℒ5 : 𝑢𝑡 +
𝑘(𝑡)

𝑥+ 𝑐
𝑢𝑢𝑥 + 𝑔(𝑡, 𝑥)𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0,

i клас ℒ0 = ℒ ∖
⋃︀5
𝑖=1ℒ𝑖, що є доповненням об’єднання пiдкласiв ℒ𝑖, 𝑖 =

1, . . . , 5, у класi ℒ.
Теорема 3.7. Класи ℒ1–ℒ5 нормалiзованi у розширеному узагальненому

сенсi, групоїди еквiвалентностi цих класiв породжено перетвореннями

з вiдповiдних розширених узагальнених груп еквiвалентностi �̂�∼
𝑖 , 𝑖 =

1, . . . , 5.

Теорема 3.8. Пiдклас ℒ0 нормалiзований у звичайному сенсi. Його група

еквiвалентностi збiгається зi звичайною групою еквiвалентностi 𝐺∼

усього класу ℒ.
Пiсля калiбрування довiльних елементiв класiв ℒ𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 5, вiд-

повiднi пiдкласи класiв ℒ1 та ℒ5 стали нормалiзованими у звичайному
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сенсi. Трансформацiйнi властивостi iнших пiдкласiв можна покращити

методом вiдображення мiж класами, що проiлюстровано на прикладi пiд-

класу класу ℒ4, для якого також виконано групову класифiкацiю.

У цьому самому роздiлi побудовано ланцюжок вкладених нормалiзова-

них (1+1)-вимiрних еволюцiйних рiвнянь довiльного порядку, пов’язаних

iз рiвняннями типу Кортевега–де Фрiза i їхнiми узагальненнями. Зокре-

ма, доведено нормалiзованiсть класу рiвнянь

𝑢𝑡 = 𝐹 (𝑡)𝑢𝑛 +𝐺(𝑡, 𝑥, 𝑢0, 𝑢1, . . . , 𝑢𝑛−1), 𝑛 > 2,

𝐹 ̸= 0, 𝐺𝑢𝑖𝑢𝑛−1
= 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛− 1.

Вiн точково- й до того ж контактно-нормалiзований. Властивiсть норма-

лiзованостi й групу еквiвалентностi цього класу застосовано для пошуку

групоїдiв еквiвалентностi низки класiв рiвнянь, розглянутих у дисертацiї.

Для двох класiв узагальнених рiвнянь типу Кортевега–де Фрiза

(КдФ) i модифiкованих рiвнянь Кортевега–де Фрiза (мКдФ) встанов-

лено критерiї звiдностi до класичних рiвнянь КдФ i мКдФ. Вико-

нано групову класифiкацiю рiвнянь КдФ зi змiнними коефiцiєнтами

𝑢𝑡 + 𝑓(𝑡)𝑢𝑢𝑥 + 𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0, 𝑓𝑔 ̸= 0, а також кiлькох класiв рiвнянь,

подiбних до цього класу вiдносно точкових перетворень. Наведено оригi-

нальний алгоритм отримання всiх випадкiв розширення лiївської симетрiї

у класi диференцiальних рiвнянь iз перелiку, побудованого з точнiстю до

вiдповiдної груп еквiвалентностi.

У третьому роздiлi також виконано розширену групову класифiкацiю

класу узагальнених рiвнянь Кавахари

𝑢𝑡 + 𝛼(𝑡)𝑢𝑛𝑢𝑥 + 𝛽(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝜎(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0, 𝛼𝛽𝜎𝑛 ̸= 0, (7)

що включає побудову групоїда еквiвалентностi, класифiкацiю лiївських

симетрiй i вiдповiдних редукцiй, а також знаходження точних розв’язкiв.

Доведено, що клас (7) ненормалiзований, але його можна розбити на два

нормалiзованi пiдкласи, виокремленi умовами 𝑛 ̸= 1 i 𝑛 = 1. Розмiр-
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нiсть максимальних алгебр лiївської iнварiантностi не перевищує двох у

випадку 𝑛 ̸= 1 i трьох у випадку 𝑛 = 1. Доведено таку теорему.

Теорема 3.23. Рiвняння (7) зi змiнними коефiцiєнтами можна зве-

сти точковим перетворенням до рiвняння зi сталими коефiцiєнтами з

цього самого класу тодi i тiльки тодi, коли коефiцiєнти 𝛼, 𝛽, 𝜎 задо-

вольняють умови(︂
𝛽

𝛼

)︂
𝑡

=

(︂
𝜎

𝛼

)︂
𝑡

= 0, якщо 𝑛 ̸= 1,(︂
1

𝛼

(︂
𝛽

𝛼

)︂
𝑡

)︂
𝑡

= 0,

(︂
𝜎𝛼2

𝛽3

)︂
𝑡

= 0, якщо 𝑛 = 1.

Побудовано чисельнi розв’язки граничної задачi для узагальненого

рiвняння Кавахари зi степеневими коефiцєнтами 𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + 𝜆𝑡
1
2𝑢𝑥𝑥𝑥 +

𝛿𝑡
3
2𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0, що описує рух хвиль у морi, вкритому кригою, товщина

якої збiльшується з часом.

Також у третьому роздiлi дослiджено допустимi перетворення, лiїв-

ськi симетрiї й закони збереження нормалiзованого класу рiвнянь

Бенджамiна–Бона–Махонi 𝑢𝑡 + 𝑓(𝑡)𝑢𝑥 + 𝑔(𝑡)𝑢𝑢𝑥 + ℎ(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑡 = 0, 𝑔ℎ ̸= 0, зi

змiнними коефiцiєнтами. Доведено, що будь-яке рiвняння з цього класу

допускає один закон збереження. Якщо коефiцiєнти рiвняння задоволь-

няють умову ((1/ℎ)𝑡/𝑔)𝑡 = 0 або умову ((𝑓/𝑔)𝑡/𝑔)𝑡 = 0, то воно має два

закони збереження. Якщо ж коефiцiєнти задовольняють обидвi наведенi

умови, то таке рiвняння допускає три закони збереження.

В останньому пiдроздiлi третього роздiлу показано, як групоїди еквi-

валентностi можна використати для дослiдження iнтегровностi. Для при-

кладу розглянуто клас

𝑢𝑡 + 𝑎(𝑡)𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝑏(𝑡)𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥 + 𝑐(𝑡)𝑢2𝑢𝑥 + 𝑓(𝑡)𝑢𝑢𝑥

+ 𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + ℎ(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 +𝑚(𝑡)𝑢+ 𝑛(𝑡)𝑢𝑥 + 𝑘(𝑡)𝑥𝑢𝑥 = 0,

де функцiї 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑓, 𝑔, ℎ, 𝑚, 𝑛, 𝑘 — довiльнi гладкi функцiї змiнної 𝑡,

причому 𝑔(𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2) ̸= 0.
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Серед виокремлених iнтегровних рiвнянь є, зокрема, рiвняння

𝑢𝑡 + 10𝑔ϒ𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥 + 25𝑔ϒ𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥 + 20𝑔ϒ2𝑢2𝑢𝑥 + 𝑔𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

+𝑚𝑢+ 𝑛𝑢𝑥 + 𝑘𝑥𝑢𝑥 = 0,

де ϒ = 𝜈𝑒
∫︀
(𝑚−2𝑘) d𝑡 з довiльною ненульовою сталою 𝜈. Для нього побудо-

вано пару Лакса

𝐿 = 𝑒3
∫︀
𝑘 d𝑡(𝜕𝑥

3 + 2ϒ𝑢𝜕𝑥 +ϒ𝑢𝑥),

𝑃 = 9𝑔𝜕𝑥
5 + 30𝑔ϒ𝑢𝜕𝑥

3 + 45𝑔ϒ𝑢𝑥𝜕𝑥
2

+(35𝑔ϒ𝑢𝑥𝑥 + 20𝑔ϒ2𝑢2 − 𝑘𝑥− 𝑛)𝜕𝑥 + 10𝑔ϒ𝑢𝑥𝑥𝑥 + 20𝑔ϒ2𝑢𝑢𝑥.

Четвертий роздiл дисертацiї присвячено алгебраїчному методу гру-

пової класифiкацiї, що зазвичай застосовують до нормалiзованих класiв

диференцiальних рiвнянь. У першому пiдроздiлi групову класифiкацiю

нормалiзованого класу модифiкованих рiвнянь Кортевега–де Фрiза

𝑢𝑡 + 𝑢2𝑢𝑥 + 𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 + ℎ(𝑡)𝑢 = 0, 𝑔 ̸= 0, (8)

виконано iз застосуванням алгебраїчної технiки. Спочатку знайдено гру-

поїд еквiвалентностi класу i здiйснено калiбрування довiльних елемен-

тiв ℎ = 0. Базис алгебри еквiвалентностi g∼ нормалiзованого пiдкла-

су 𝑢𝑡 + 𝑢2𝑢𝑥 + 𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0 класу (8) складають оператори

𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑡 −
1

2
𝑢𝜕𝑢 − 𝑔𝜕𝑔, 𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 + 2𝑔𝜕𝑔.

Групову класифiкацiю цього класу виконано алгебраїчним методом. За

допомогою методу еквiвалентностi вiдновлено класифiкацiйний список лi-

ївських симетрiй у класi (8), а також виконано групову класифiкацiю ще

одного подiбного класу рiвнянь iз шiстьма коефiцiєнтами, залежними вiд

часу.

У пiдроздiлi 4.2 вичерпно розв’язано задачу групової класифiкацiї для

ненормалiзованого класу нелiнiйних хвильових i елiптичних рiвнянь

𝑢𝑡𝑡 = 𝑓(𝑥, 𝑢)𝑢𝑥𝑥 + 𝑔(𝑥, 𝑢), (𝑓𝑢, 𝑔𝑢𝑢) ̸= (0, 0). (9)
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Для цього використано нову версiю алгебраїчного методу групової кла-

сифiкацiї для ненормалiзованих класiв диференцiальних рiвнянь, що ба-

зується на класифiкацiї допустимих перетворень у класi з точнiстю до

групи еквiвалентностi цього класу, й побудовi породжувальної множи-

ни допустимих перетворень. Зауважимо, що клас (9) не можна природно

розбити на нормалiзованi пiдкласи. Вичерпне розв’язання задачi групової

класифiкацiї включає виконання повної попередньої групової класифiка-

цiї, а також побудову сингулярних розширень лiївської симетрiї, якi не

пов’язанi з пiдалгебрами алгебри еквiвалентностi класу.

Теорема 4.9. Групу еквiвалентностi 𝐺∼ класу (9) складають перетво-

рення

𝑡 = 𝑐1𝑡+ 𝑐0, �̃� = 𝜙(𝑥), �̃� = 𝑐2|𝜙𝑥|1/2𝑢+ 𝜓(𝑥), 𝑓 =
𝜙2
𝑥

𝑐21
𝑓,

𝑔 =
𝑐2
𝑐21
|𝜙𝑥|1/2𝑔 −

1

𝑐21

(︂
𝑐2
2𝜙𝑥𝑥𝑥𝜙𝑥 − 3𝜙 2

𝑥𝑥

4|𝜙𝑥|3/2
𝑢+ 𝜓𝑥𝑥 −

𝜙𝑥𝑥
𝜙𝑥

𝜓𝑥

)︂
𝑓,

де 𝑐0, 𝑐1, 𝑐2 — довiльнi сталi, що задовольняють умову 𝑐1𝑐2 ̸= 0; 𝜙, 𝜓 —

довiльнi гладкi функцiї змiнної 𝑥, причому 𝜙𝑥 ̸= 0.

Побудовано породжувальну множину допустимих перетворень цього

класу з точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi.

Теорема 4.12. Породжувальну множину ℬ допустимих перетворень

класу (9), що є мiнiмальною i внутрiшньо сумiсною з точнiстю до 𝐺∼-

еквiвалентностi, утворюють такi сiм’ї допустимих перетворень (де

𝜀, 𝜀′, 𝜀′′ = ±1):

T1. 𝑓𝑥 = 𝑔𝑥 = 0, 𝑓𝑢 ̸= 0 або 𝑓 = 1, 𝑓 = 1/𝑓, 𝑔 = −𝑔/𝑓,

Φ: 𝑡 = 𝑥, �̃� = 𝑡, �̃� = 𝑢;

T2. 𝑓 = 𝜀𝑢−4, 𝑔 = 𝜇(𝑥)𝑢−3+𝜎𝑢, 𝜎 ∈ {−1, 0, 1}, 𝑓 = 𝜀�̃�−4, 𝑔 = 𝜇(�̃�)�̃�−3,

𝜇 = 𝜇(𝑥) — довiльна гладка функцiя, причому 𝜇𝑥 ̸= 0,

а. Φ: 𝑡 = 𝑡−1, �̃� = 𝑥, �̃� = 𝑡−1𝑢, якщо 𝜎 = 0;
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б. Φ: 𝑡 = 1
2𝑒

2𝑡, �̃� = 𝑥, �̃� = 𝑒𝑡𝑢, якщо 𝜎 = 1;

в. Φ: 𝑡 = tg 𝑡, �̃� = 𝑥, �̃� = 𝑢 cos 𝑡, якщо 𝜎 = −1;

T3. 𝑓 = 1, 𝑔 = 𝑒−2𝑥𝑔2(𝑢), 𝑓 = 1, 𝑔 = 𝑔2(�̃�),

Φ: 𝑡 = 𝑒−𝑥 sh 𝑡, �̃� = 𝑒−𝑥 ch 𝑡, �̃� = 𝑢;

T4. 𝑓 = 1, 𝑔 = 𝑔1(𝑥)𝑔2(𝑢), 𝑓 = 1, 𝑔 = �̃�−2𝑔2(�̃�),

а. 𝑔1(𝑥) = 𝑥−2, Φ: 𝑡 =
𝑡

𝑥2 − 𝑡2
, �̃� =

𝑥

𝑥2 − 𝑡2
, �̃� = 𝑢;

б. 𝑔1(𝑥) = cos−2 𝑥, Φ: 𝑡 =
cos 𝑡

sin 𝑡+ sin𝑥
, �̃� =

cos𝑥

sin 𝑡+ sin𝑥
, �̃� = 𝑢;

в. 𝑔1(𝑥) = − ch−2 𝑥, Φ: 𝑡 = 𝑒𝑡 sh𝑥, �̃� = 𝑒𝑡 ch𝑥, �̃� = 𝑢;

г. 𝑔1(𝑥) = sh−2 𝑥, Φ: 𝑡 = 𝑒𝑡 ch𝑥, �̃� = 𝑒𝑡 sh𝑥, �̃� = 𝑢;

T5. 𝑓 = −1, 𝑔 = 𝑒−2𝑥𝑔2(𝑢), 𝑓 = −1, 𝑔 = 𝑔2(�̃�),

Φ: 𝑡 = 𝑒−𝑥 sin 𝑡, �̃� = 𝑒−𝑥 cos 𝑡, �̃� = 𝑢;

T6. 𝑓 = −1, 𝑔 = 𝑔1(𝑥)𝑔2(𝑢), 𝑓 = −1, 𝑔 = �̃�−2𝑔2(�̃�),

а. 𝑔1(𝑥) = 𝑥−2, Φ: 𝑡 =
𝑡

𝑥2 + 𝑡2
, �̃� =

𝑥

𝑥2 + 𝑡2
, �̃� = 𝑢;

б. 𝑔1(𝑥) = cos−2 𝑥, Φ: 𝑡 = 𝑒𝑡 sin𝑥, �̃� = 𝑒𝑡 cos𝑥, �̃� = 𝑢;

в. 𝑔1(𝑥) = sh−2 𝑥, Φ: 𝑡 =
sin 𝑡

cos 𝑡+ ch𝑥
, �̃� =

sh𝑥

cos 𝑡+ ch𝑥
, �̃� = 𝑢;

T7. 𝑓 = −1, 𝑔 = 𝑔2(𝑢) ch−2 𝑥, 𝑓 = −1, 𝑔 = 𝑔2(�̃�) ch−2 �̃�,

Φ: 𝑡 = arctg
sin 𝛾 sh𝑥+ cos 𝛾 sin 𝑡

cos 𝑡
,

�̃� = arcth
cos 𝛾 sh𝑥− sin 𝛾 sin 𝑡

ch𝑥
, �̃� = 𝑢, 𝛾 ∈ (0, 2𝜋);

T8. а. 𝑓 = 𝑓 = 1, 𝑔𝑥 = 0, 𝑔 = 𝑔,

Φ: 𝑡 = 𝑡 ch 𝛾 + 𝑥 sh 𝛾, �̃� = 𝑡 sh 𝛾 + 𝑥 ch 𝛾, �̃� = 𝑢, 𝛾 ∈ R ̸=0;

б. 𝑓 = 𝑓 = −1, 𝑔𝑥 = 0, 𝑔 = 𝑔, Φ: 𝑡 = 𝑡 cos 𝛾 − 𝑥 sin 𝛾,

�̃� = 𝑡 sin 𝛾 + 𝑥 cos 𝛾, �̃� = 𝑢, 𝛾 ∈ (0, 2𝜋);
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T9. 𝑓 = 𝜀, 𝑔 = 𝜀′𝑒𝑢, 𝑓 = 𝜀, 𝑔 = 𝜀′𝑒�̃�, Φ: 𝑡 = 𝑇 (𝑡, 𝑥), �̃� = 𝑋(𝑡, 𝑥),

�̃� = 𝑢 + ln |𝑇 2
𝑡 − 𝜀𝑇 2

𝑥 |, де 𝜀, 𝜀′ = ±1, причому 𝜀′ = 1, якщо 𝜀 = 1,

(𝑇,𝑋) пробiгають множину представникiв класiв еквiвалентностi

розв’язкiв системи 𝑇𝑡 = 𝑋𝑥, 𝑋𝑡 = 𝜀𝑇𝑥 iз (𝑇𝑡𝑡, 𝑇𝑥) ̸= (0, 0) за дiєю

групи, яку складають перетворення 𝑡 = 𝑐1𝑡 + 𝑐0, �̂� = 𝑐1𝑥 + 𝑐2, 𝑇 =

𝑐1𝑇 + 𝑐0, �̂� = 𝑐1𝑋 + 𝑐2, де 𝑐0, 𝑐1, 𝑐2, 𝑐0, 𝑐1, 𝑐2 — довiльнi сталi, що

задовольняють умову 𝑐1𝑐1 ̸= 0.

Алгебраїчним методом спочатку знайдено всi регулярнi випадки роз-

ширення лiївської симетрiї, що асоцiйованi з пiдалгебрами алгебри еквi-

валентностi класу. Також знайдено всi сингулярнi випадки розширення

лiївської симетрiї.

Лема 4.18. Повний перелiк 𝐺∼-нееквiвалентних сингулярних розши-

рень алгебри g∩ = ⟨𝜕𝑡⟩ ядра основних груп лiївської симетрiї рiвнянь з

класу (9) вичерпують випадки рiвнянь iз довiльними елементами виду

𝑓 = 𝜀 = ±1, 𝑔 = 𝑔1(𝑥)𝑔2(𝑢), наведеними в табл. 1.

Об’єднання регулярних i сингулярних випадкiв розширення лiївської

симетрiї у класi (9) дає повний розв’язок задачi групової класифiкацiї для

цього класу.

В останньому пiдроздiлi четвертого роздiлу дослiджено лiївськi симет-

рiї (2+1)-вимiрних нелiнiйних рiвнянь Дiрака

(𝑖𝜎2𝜕𝑡 + 𝜎1𝜕𝑥 − 𝜎3𝜕𝑦)Ψ = Φ, де Ψ =

(︃
𝑢

𝑣

)︃
, Φ =

(︃
𝐹

𝐺

)︃
, (10)

𝑢 = 𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑦), 𝑣 = 𝑣(𝑡, 𝑥, 𝑦) — залежнi змiннi, 𝐹 = 𝐹 (𝑢, 𝑣), 𝐺 = 𝐺(𝑢, 𝑣) —

довiльнi гладкi функцiї, що водночас не є лiнiйними за своїми аргумен-

тами, 𝜎1, 𝜎2, 𝜎3 — матрицi Паулi:

𝜎1 =

(︃
0 1

1 0

)︃
, 𝜎2 =

(︃
0 −𝑖
𝑖 0

)︃
, 𝜎3 =

(︃
1 0

0 −1

)︃
.
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Табл. 1: Сингулярнi розширення лiївської симетрiї у класi (9).

𝑓 𝑔 Базис розширення

𝜀 𝑔(𝑢) 𝜕𝑥, 𝑥𝜕𝑡 + 𝜀𝑡𝜕𝑥

1 𝑔(𝑢)𝑒−2𝑥 ℛ(𝑒𝑥+𝑡), ℛ(𝑒𝑥−𝑡)

−1 𝑔(𝑢)𝑒−2𝑥 ℛ(𝑒𝑥 cos 𝑡), ℛ(𝑒𝑥 sin 𝑡)

𝜀 𝑔(𝑢)𝑥−2 𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥, (𝑡
2 + 𝜀𝑥2)𝜕𝑡 + 2𝑡𝑥𝜕𝑥

1 𝑔(𝑢) cos−2 𝑥 ℛ(cos 𝑡 cos𝑥), ℛ(sin 𝑡 cos𝑥)

1 −𝑔(𝑢) ch−2 𝑥 ℛ(𝑒𝑡 ch𝑥), ℛ(𝑒−𝑡 ch𝑥)

1 𝑔(𝑢) sh−2 𝑥 ℛ(𝑒𝑡 sh𝑥), ℛ(𝑒−𝑡 sh𝑥)

−1 𝑔(𝑢) cos−2 𝑥 ℛ(𝑒𝑡 cos𝑥), ℛ(𝑒−𝑡 cos𝑥)

−1 𝑔(𝑢) sh−2 𝑥 ℛ(cos 𝑡 sh𝑥), ℛ(sin 𝑡 sh𝑥)

−1 𝑔(𝑢) ch−2 𝑥 ℛ(cos 𝑡 ch𝑥), ℛ(sin 𝑡 ch𝑥)

𝜀 𝜀′|𝑢|𝑞 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑥 + 𝜀𝑥𝜕𝑡, (𝑞 − 1)𝑡𝜕𝑡 + (𝑞 − 1)𝑥𝜕𝑥 − 2𝑢𝜕𝑢

1 𝜀′|𝑢|𝑞𝑒−2𝑥 ℛ(𝑒𝑥+𝑡), ℛ(𝑒𝑥−𝑡), (𝑞 − 1)𝜕𝑥 + 2𝑢𝜕𝑢

−1 𝜀′|𝑢|𝑞𝑒−2𝑥 ℛ(𝑒𝑥 cos 𝑡), ℛ(𝑒𝑥 sin 𝑡), (𝑞 − 1)𝜕𝑥 + 2𝑢𝜕𝑢

𝜀 𝜀′𝑒𝑢 𝜏𝜕𝑡 + 𝜉𝜕𝑥 − 2𝜏𝑡𝜕𝑢

Тут 𝜀, 𝜀′ = ±1 mod 𝐺∼, 𝑞 — довiльна стала, причому 𝑞 ̸= 0, 1,

ℛ(Φ) := Φ𝑥𝜕𝑡 + Φ𝑡𝜕𝑥; 𝜏 = 𝜏(𝑡, 𝑥), 𝜉 = 𝜉(𝑡, 𝑥) — довiльнi гладкi функцiї,

що задовольняють систему 𝜏𝑡 = 𝜉𝑥, 𝜉𝑡 = 𝜀𝜏𝑥.

Встановлено, що алгебра ядра основних груп рiвнянь Дiрака (10) — це

тривимiрна алгебра ⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝜕𝑦⟩. Знайдено всi нелiнiйностi, для яких рiв-

няння з класу (10) допускають чотиривимiрнi алгебри лiївської iнварiант-

ностi. Проведено лiївську редукцiю й побудовано певнi точнi розв’язки

таких рiвнянь.

Наприкiнцi дисертацiї наведено основнi результати й висновки.

Результати, що iлюструють i доповнюють результати основної части-
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ни, виокремлено у два додатки. У додатку A зiбрано результати щодо

класифiкацiї лiївських i некласичних операторiв редукцiї трьох пiдкласiв

класу квазiлiнiйних рiвнянь реакцiї–дифузiї 𝑓(𝑥)𝑢𝑡 = 𝑔(𝑥)𝑢𝑥𝑥+ℎ(𝑥)𝐵(𝑢),

𝑓𝑔ℎ𝐵𝑢𝑢 ̸= 0. Зокрема, некласичнi оператори редукцiї побудовано методом

перетворень мiж класами для випадкiв, коли 𝐵(𝑢) — це степенева або екс-

поненцiальна функцiя. Вичерпний груповий аналiз проведено для двох

пiдкласiв, виокремлених вiдповiдно умовами 𝑓 = 𝑔 = 1 або 𝐵 = 𝑒𝑚𝑢, де

𝑚 ̸= 0. Також додаток А мiстить класифiкацiю потенцiальних симетрiй

нелiнiйних рiвнянь дифузiї 𝑓(𝑥)𝑢𝑡 = (𝑔(𝑥)𝑢𝑛𝑢𝑥)𝑥, 𝑓𝑔𝑛 ̸= 0.

У додатку Б наведено результати групового аналiзу класу узагаль-

нених рiвнянь Кортевега–де Фрiза третього i п’ятого порядкiв, а також

узагальнених рiвнянь Гарднера, 𝐾(𝑚,𝑛) та Бенджамiна–Бона–Махонi–

Бюргерса з коефiцiєнтами, залежними вiд часу. Знайденi лiївськi симетрiї

застосовано для побудови точних розв’язкiв i розв’язання певних грани-

чних задач для таких рiвнянь. У всiх випадках повне розв’язання задач

групової класифiкацiї стало можливим завдяки використанню групоїдiв

еквiвалентностi.

Список наукових праць, де опублiковано результати дисертацiї, й iн-

формацiю щодо їхньої апробацiї наведено у додатку В.

Подяки. Авторка висловлює щиру вдячнiсть науковому консультанту

доктору фiзико-математичних наук, професору Роману Омеляновичу По-

повичу та завiдувачу вiддiлу математичної фiзики, члену-кореспонденту

НАН України, доктору фiзико-математичних наук, професору Анатолiю

Глiбовичу Нiкiтiну за постiйну увагу й допомогу в роботi, доктору фiзико-

математичних наук Вячеславу Миколайовичу Бойку, доктору фiлософiї,

професору Крiстодулосу Софоклеусу й iншим своїм спiвавторам за плi-

дну довголiтню спiвпрацю, а також спiвробiтникам вiддiлу математичної

фiзики за пiдтримання творчої атмосфери в вiддiлi.
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Роздiл 1

Групоїди еквiвалентностi

в класах диференцiальних рiвнянь

Вiдомо, що загальної теорiї iнтегрування нелiнiйних диференцiальних

рiвнянь з частинними похiдними не iснує. Проте бiльшiсть випадкiв пов-

ного iнтегрування або пошуку конкретних розв’язкiв пов’язано з вiдповiд-

ними замiнами змiнних. Невиродженi точковi перетворення, якi залиша-

ють диференцiальне рiвняння iнварiантним i утворюють зв’язну групу Лi,

називають лiївськими симетрiями цього рiвняння. Саме цi перетворення є

найбiльш вживаними. У багатьох випадках алгоритмiчний метод лiївської

редукцiї призводить до побудови iнварiантних розв’язкiв розглядувано-

го диференцiального рiвняння. Методи, що базуються на використаннi

невироджених точкових перетворень, наразi є одними з найпотужнiших

аналiтичних iнструментiв, доступних для дослiдження нелiнiйних дифе-

ренцiальних рiвнянь з частинними похiдними [284].

Ще одна особливiсть лiївських симетрiй полягає в тому, що вони дозво-

ляють виокремити важливi для застосувань рiвняння. Дiйсно, всi основ-

нi рiвняння математичної фiзики, зокрема рiвняння Ньютона, Лапла-

са, Ейлера–Лагранжа, д’Аламбера, Ламе, Гамiльтона–Якобi, Максвел-

ла, Шредiнгера, володiють нетривiальними симетрiйними властивостя-

ми [30]. Ця властивiсть вирiзняє їх з-помiж iнших диференцiальних рiв-

нянь. Виникає важлива задача виокремлення з класу диференцiальних

рiвнянь тих, що допускають алгебри лiївської iнварантностi максимально

високих розмiрностей. Цю задачу називають задачею групової класифiка-

цiї. Розв’язання задачi групової класифiкацiї передбачає виконання таких
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крокiв: 1) побудова групи еквiвалентностi заданого класу диференцiаль-

них рiвнянь; 2) вiдшукання ядра основних груп (основної групи, яку до-

пускає будь-яке рiвняння з класу); 3) знаходження всiх нееквiвалентних

випадкiв розширення ядра основних груп. При цьому використовують

iнфiнiтезимальний пiдхiд, розвинутий у роботах С. Лi: замiсть групи Лi

точкових симетрiй дослiджуваного диференцiального рiвняння шукають

вiдповiдну алгебру Лi векторних полiв [22,153].

Iншою важливою задачею є дослiдження трансформацiйних власти-

востей класiв диференцiальних рiвнянь, тобто знаходження невиродже-

них (точкових) перетворень, що пов’язують членiв даного класу. Такi пе-

ретворення називають формозберiгаючими [183], дозволеними [324] або

допустимими [253]. Дiйсно, якщо два диференцiальних рiвняння пов’язанi

цим перетворенням, то їхнi точнi розв’язки, локальнi закони збереження

та симетрiї також пов’язанi ним. Такi рiвняння називають еквiвалентни-

ми або, в термiнологiї Л.В. Овсянникова, подiбними [22]. Знання точного

розв’язку для одного з двох еквiвалентних рiвнянь дозволяє побудувати

вiдповiдний точний розв’язок для iншого рiвняння, використовуючи пе-

ретворення, що їх пов’язує. Низку точних розв’язкiв для рiвнянь зi змiн-

ними коефiцiєнтами побудовано методом еквiвалентностi, див., напри-

клад, [194,263,308]. При цьому невiдродженi точковi перетворення є ефе-

ктивними iнструментами не тiльки для знаходження точних розв’язкiв, а

й для вичерпного розв’язання задач групової класифiкацiї (див., зокрема,

роботи [52,194,260] та посилання в них), розробки схем фiзичної параме-

тризацiї [255] та дослiдження iнтегровностi [76, 136,191,191,312].

У пiдроздiлi 1.1 наведено основнi поняття щодо допустимих перетво-

рень у класах диференцiальних рiвнянь, якi разом iз iншими поняттями

групового аналiзу переформульовано у термiнологiї групоїдiв у пiдроздi-

лi 1.2. Методи класифiкацiї допустимих перетворень та лiївських симетрiй

представлено в пiдроздiлi 1.3. Уперше введено поняття регулярних та син-

гулярних розширень лiївської симетрiї в класi диференцiальних рiвнянь
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та запропоновано модифiкацiю алгебраїчного методу для ненормалiзова-

них класiв диференцiальних рiвнянь.

Результати цього роздiлу опублiковано в роботах [194,300,314].

1.1. Допустимi перетворення: загальнi вiдомостi

Систематичне вивчення трансформацiйних властивостей класiв дифе-

ренцiальних рiвнянь розпочали в 1991 роцi Дж. Кiнгстон i К. Софо-

клеус [181, 182, 284]. Пiзнiше вони назвали перетворення, що пов’язують

два рiвняння в класi, формозберiгаючими [183], оскiльки вони зберiга-

ють форму рiвняння в класi та змiнюють лише його довiльнi елемен-

ти. У 1992 роцi Ж.-П. Газо та П. Вiнтернiц також почали дослiджувати

такi перетворення у класах диференцiальних рiвнянь, називаючи їх до-

зволеними [125, 324]. Строгi означення та розвинену теорiю розроблено

пiзнiше Р.О. Поповичем [253, 260]; ним запропоновано поняття допусти-

мих перетворень. Допустиме перетворення — це впорядкована трiйка,

яку складають два фiксованих рiвняння класу й перетворення, що їх

пов’язує. Множина допустимих перетворень разом iз стандартною опе-

рацiєю композицiї перетворень має структуру групоїда; її називають гру-

поїдом еквiвалентностi [255].

Перетворення еквiвалентностi є пiдмножиною множини допусти-

мих перетворень. Важливо, що допустимi перетворення не обов’язково

пов’язанi з груповою структурою, тодi як перетворення еквiвалентностi

завжди утворюють групу. Перетворення еквiвалентностi, застосоване до

будь-якого рiвняння з класу, завжди вiдображає його в iнше рiвняння з

того ж класу. Iншими словами, перетворення еквiвалентностi зберiгають

диференцiальну структуру всього класу, тодi як допустиме перетворен-

ня можливо iснує лише для певної пари рiвнянь з розглянутого класу.

Наприклад, точкове перетворення 𝜏 : 𝑡′ = 𝑒𝑏𝑡/𝑏, 𝑥′ = 𝑥, 𝑢′ = 𝑢 − 𝑏𝑡

пов’язує рiвняння 𝑢𝑡 = (𝑒𝑢)𝑥𝑥 + 𝑎𝑒𝑢 + 𝑏 i 𝑢′𝑡′ = (𝑒𝑢
′
)𝑥′𝑥′ + 𝑎𝑒𝑢

′
, де 𝑎, 𝑏 —
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довiльнi сталi, причому 𝑏 ̸= 0 [153]. Обидва цi рiвняння є членами кла-

су ℒ : 𝑢𝑡 = (𝑒𝑢)𝑥𝑥 + 𝐾(𝑢), де 𝐾 — довiльна гладка функцiя змiнної 𝑢.

Дiя перетворення 𝜏 на iнше рiвняння класу, а саме 𝑢𝑡 = (𝑒𝑢)𝑥𝑥 + 𝑒2𝑢 + 𝑏

призводить до рiвняння 𝑢′𝑡′ = (𝑒𝑢
′
)𝑥′𝑥′ + 𝑏 𝑡′𝑒2𝑢

′
, що не належить класу ℒ.

За означенням Л.В. Овсяннiкова група еквiвалентностi класу дифе-

ренцiальних рiвнянь складається з невироджених точкових перетворень

незалежних та залежних змiнних, якi входять до рiвняння, та довiльних

елементiв (сталих та/або функцiй) класу, що зберiгають диференцiальну

структуру класу, але можуть змiнювати довiльнi елементи. При цьому

перетворення змiнних не залежать вiд довiльних елементiв [22]. Тепер

таку групу еквiвалентностi називають звичайною. Пiзнiше було введено

поняття узагальненої групи еквiвалентностi [211, 260], перетворення не-

залежних та залежних змiнних з якої можуть мiстити довiльнi елементи

класу. Групи еквiвалентностi, в яких перетворення довiльних елементiв

є нелокальними (наприклад, новi довiльнi функцiї є iнтегралами вiд ста-

рих довiльних функцiй), називають розширеними [160, 260]. Розширена

узагальнена група еквiвалентностi має обидвi вищезазначенi властиво-

стi. Приклади використання рiзних типiв груп еквiвалентностi наведено,

зокрема, у [161,310]. Якщо будь-яке допустиме перетворення в класi дифе-

ренцiальних рiвнянь породжено перетворенням з його групи еквiвалент-

ностi (звичайної / узагальненої / розширеної / розширеної узагальненої),

то цей клас називають нормалiзованим у вiдповiдному сенсi.

Розвинену теорiю групоїдiв еквiвалентностi запропоновано у робо-

тi [300], що суттєво покращує попереднi результати щодо допустимих пе-

ретворень у класах диференцiальних рiвнянь та їх класифiкацiї алгебраї-

чним методом, наведенi, зокрема, в [48,52,55,101,120,125,197,239,253,260].

У наступному пiдроздiлi iснуючi поняття групового аналiзу диференцi-

альних рiвнянь пов’язано з термiнологiєю групоїдiв.
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1.2. Групоїди еквiвалентностi

Розглянемо клас ℒ|𝒮 = {ℒ𝜃 | 𝜃 ∈ 𝒮} систем диференцiальних рiв-

нянь ℒ𝜃 з залежними змiнними 𝑢 = (𝑢1, . . . , 𝑢𝑚) та незалежними змiн-

ними 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), де 𝜃 = (𝜃1, . . . , 𝜃𝑘) — набiр довiльних еле-

ментiв класу. Тут ℒ𝜃 — система диференцiальних рiвнянь вигляду

𝐿(𝑥, 𝑢(𝑟), 𝜃(𝑥, 𝑢(𝑟))) = 0 з фiксованим набором 𝐿 диференцiальних функ-

цiй вiд 𝑢 порядку 𝑟, параметризованих 𝜃, значення яких пробiгають мно-

жину 𝒮, 𝑢(𝑟) — набiр похiдних залежних змiнних 𝑢 за незалежними змiн-

ними 𝑥 до порядку 𝑟 включно (разом з 𝑢 як похiдними нульового по-

рядку). Множину 𝒮 складають розв’язки допомiжної системи диферен-

цiальних рiвнянь 𝑆(𝑥, 𝑢(𝑟), 𝜃(𝑞)) = 0 i нерiвностей Σ(𝑥, 𝑢(𝑟), 𝜃(𝑞)) ̸= 0 на 𝜃,

де змiннi (𝑥, 𝑢(𝑟)) з простору струменiв порядку 𝑟 є незалежними змiн-

ними, а набiр 𝜃(𝑞) утворено похiдними 𝜃 за змiнними (𝑥, 𝑢(𝑟)) до порядку

𝑞 включно. З точнiстю до калiбрувальної еквiвалентностi систем з кла-

су ℒ|𝒮 [260], яка зазвичай є тривiальною, вiдображення 𝜃 ↦→ ℒ𝜃 з 𝒮 у ℒ|𝒮
є бiєктивним.

Групоїдом еквiвалентностi 𝒢∼ класу ℒ|𝒮 називають малу категорiю з

множиною об’єктiв ℒ|𝒮 (або 𝒮) i множиною стрiлок, утвореною (локаль-

ними) дифеоморфiзмами у просторi з координатами (𝑥, 𝑢) мiж парами

систем з ℒ|𝒮 :

𝒢∼ =
{︀
𝒯 = (𝜃,Φ, 𝜃) | 𝜃, 𝜃 ∈ 𝒮, Φ ∈ Diff loc

(𝑥,𝑢) : Φ*ℒ𝜃 = ℒ𝜃
}︀
.

Елементи групоїду еквiвалентностi 𝒢∼ називають допустимими (точко-

вими) перетвореннями класу ℒ|𝒮 . Пiдняття довiльного елементу 𝜃 пере-
творенням Φ визначено як Φ*𝜃 = 𝜃, якщо Φ*ℒ𝜃 = ℒ𝜃.

Переформулюємо поняття, пов’язанi з групоїдами еквiвалентностi, в

термiнах теорiї категорiй (див., наприклад, [18]). Вiдображення початку

(iнiцiальне) й кiнця (таргетальне) s, t : 𝒢∼ → 𝒮 визначають як s(𝒯 ) = 𝜃

i t(𝒯 ) = 𝜃 для будь-якого 𝒯 = (𝜃,Φ, 𝜃) ∈ 𝒢∼, що породжує позначен-

ня 𝒢∼ ⇒ 𝒮, де символ “⇒” позначає пару вiдображень початку й кiн-
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ця. Допустимi перетворення 𝒯 i 𝒯 ′ = (𝜃′,Φ′, 𝜃′) називають компоновни-

ми (або перемножуваними), якщо 𝜃 = 𝜃′, i їх композицiєю є допустиме

перетворення 𝒯 ⋆ 𝒯 ′ = (𝜃,Φ′ ∘ Φ, 𝜃′). Це визначає часткове множення

на 𝒢∼. Для будь-якого 𝜃 ∈ 𝒮 одиниця в 𝜃 — це допустимим перетворен-

ня id𝜃 := (𝜃, id(𝑥,𝑢), 𝜃), де id(𝑥,𝑢) — тотожне перетворення змiнних (𝑥, 𝑢).

Це визначає вiдображення вкладення об’єктiв 𝒮 ∋ 𝜃 ↦→ id𝜃 ∈ 𝒢∼ у гру-

поїд 𝒢∼. Можна вважати, що множина об’єктiв 𝒮 спiвпадає з базовим

групоїдом 𝒮 ⇒ 𝒮 := {id𝜃 | 𝜃 ∈ 𝒮}. Оберненим до 𝒯 є допустиме пе-

ретворення 𝒯 −1 := (𝜃,Φ−1, 𝜃), де Φ−1 — перетворення, обернене до Φ.

Очевидно виконуються всi необхiднi властивостi, зокрема, асоцiативнiсть

часткового множення, його узгодженiсть iз вiдображеннями початку i

кiнця, властивостi одиничних i обернених перетворень.

Множину можливих допустимих перетворень у класi ℒ|𝒮 з початком 𝜃
називають s-шаром над 𝜃 ∈ 𝒮, s−1(𝜃) ⊆ 𝒢∼. Аналогiчно t-шар над 𝜃 ∈ 𝒮,
t−1(𝜃) ⊆ 𝒢∼, — множина можливих допустимих перетворень у класi ℒ|𝒮
з кiнцем 𝜃. Пiдмножина 𝒢(𝜃, 𝜃) := s−1(𝜃) ∩ t−1(𝜃) групоїда 𝒢∼ з 𝜃, 𝜃 ∈ 𝒮
вiдповiдає множинi точкових пертворень, що вiдображають систему ℒ𝜃 в
систему ℒ𝜃. Вертексну групу 𝒢𝜃 := 𝒢(𝜃, 𝜃) = s−1(𝜃) ∩ t−1(𝜃) асоцiйовано

з групою точкових симетрiй 𝐺𝜃 системи ℒ𝜃:

𝐺𝜃 =
{︀
Φ ∈ Diff loc

(𝑥,𝑢) | (𝜃,Φ, 𝜃) ∈ 𝒢𝜃
}︀
.

Орбiтою 𝒪𝜃 := t
(︀
s−1(𝜃)

)︀
фiксованого значення набору довiльних елемен-

тiв 𝜃 називають таку пiдмножину значень цього набору, що вiдповiднi

системи в класi ℒ|𝒮 є подiбними системi ℒ𝜃 вiдносно точкових перетво-

рень.

Позначимо через 𝜛 i 𝜛𝑟 проєкцiї простору з координатами (𝑥, 𝑢(𝑟), 𝜃)

на простори з координатами (𝑥, 𝑢) i (𝑥, 𝑢(𝑟)) вiдповiдно.

Звичайною групою еквiвалентностi 𝐺∼ класу ℒ|𝒮 називають (псев-

до)групу точкових перетворень T у просторi з координатами (𝑥, 𝑢(𝑟), 𝜃),

що є проєктовними на простори з координатами (𝑥, 𝑢) i (𝑥, 𝑢(𝑟)), причому

стандартнi продовження 𝜛𝑟
*T перетворень 𝜛*T на струменi (𝑥, 𝑢(𝑟)) 𝑟-го
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порядку вiдображають клас ℒ|𝒮 на себе. Якщо набiр довiльних елемен-

тiв залежить лише вiд (𝑥, 𝑢(𝑟′)), то можна вважати, що група 𝐺∼ дiє в

просторi з координатами (𝑥, 𝑢(𝑟′), 𝜃), де 𝑟′ < 𝑟. Поняття звичайної гру-

пи еквiвалентностi можна узагальнити кiлькома способами, послаблю-

ючи умови на перетворення еквiвалентностi, а саме умову проєктов-

ностi на простiр змiнних системи й умову локальностi вiдносно довiль-

них елементiв. Це призводить, вiдповiдно, до понять узагальненої та роз-

ширеної групи еквiвалентностi, або до поняття розширеної узагальне-

ної групи еквiвалентностi у випадку, якщо обидвi цi умови не викону-

ються [161,212,239,253,260,302,308].

Групоїд дiї

𝒢𝐺∼
:=
{︀
(𝜃,𝜛*T,T*𝜃) | 𝜃 ∈ 𝒮, T ∈ 𝐺∼}︀

групи еквiвалентностi 𝐺∼ класу ℒ|𝒮 є пiдгрупоїдом групоїду еквiвалент-

ностi 𝒢∼ цього класу (𝒢𝐺∼⊆ 𝒢∼) з тiєю ж множиною об’єктiв 𝒮. Якщо
𝒯 ∈ 𝒢𝐺∼

, кажуть, що допустиме перетворення 𝒯 у класi ℒ|𝒮 породжено

перетворенням еквiвалентностi цього класу.

Фундаментальним групоїдом 𝒢f класу ℒ|𝒮 є неперетинне об’єднання

вертексних груп 𝒢𝜃 за всiма 𝜃 ∈ 𝒮, а саме 𝒢f = ⊔𝜃∈𝒮𝒢𝜃. Оскiльки вiн

має ту саму множину об’єктiв 𝒮 i тi самi вертекснi групи, як i групо-

їд 𝒢∼, та 𝒯 −1𝒢𝜃𝒯 = 𝒢𝜃 для будь-яких 𝒯 ∈ 𝒢(𝜃, 𝜃), то вiн є нормаль-

ним пiдгрупоїдом групоїда еквiвалентностi 𝒢∼, який також називають

фундаментальним пiдгрупоїдом групоїда 𝒢∼. Iншими словами, групо-

їд 𝒢f :=
{︀
(𝜃,Φ, 𝜃) | 𝜃 ∈ 𝒮, Φ ∈ 𝐺𝜃

}︀
складають допустимi перетворення,

породженi перетвореннями точкової симетрiї систем класу ℒ|𝒮 .
Ядро груп точкових симетрiй 𝐺∩ := ∩𝜃∈𝒮𝐺𝜃 систем з класу ℒ|𝒮 , яке

складають спiльнi точковi симетрiї цих систем, можна асоцiювати з нор-

мальною пiдгрупою �̃�∩ групи 𝐺∼, чиї елементи отримано з елементiв

групи 𝐺∩ стандартним продовженням на струменi (𝑥, 𝑢(𝑟′)) порядку 𝑟′

i тривiальним продовженням на множину довiльних елементiв 𝜃, тобто

𝐺∩ = 𝜛*�̃�
∩.
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Визначимо s-дiю, t-дiю та дiю спряження групи 𝐺∼ на групоїдi 𝒢∼

вiдповiдно як 𝒯 = (𝜃,Φ, 𝜃)
T↦→ (T*𝜃,Φ ∘ (𝜛*T)

−1, 𝜃), (𝜃, (𝜛*T) ∘
Φ,T*𝜃), (T*𝜃, (𝜛*T) ∘ Φ ∘ (𝜛*T)

−1,T*𝜃) для будь-яких T ∈ 𝐺∼ i

𝒯 = (𝜃,Φ, 𝜃) ∈ 𝒢∼. Цi дiї породжують декiлька вiдношень еквiвалент-

ностi на 𝒢∼ (s-𝐺∼-еквiвалентнiсть, t-𝐺∼-еквiвалентнiсть, 𝐺∼-спряження i

𝐺∼-еквiвалентнiсть).

Означення 1.1. Допустимi перетворення 𝒯 1 = (𝜃1,Φ1, 𝜃1) i 𝒯 2 =

(𝜃2,Φ2, 𝜃2) у класi ℒ|𝒮 називають спряженими вiдносно групи еквiвалент-

ностi 𝐺∼ цього класу, якщо iснує таке T ∈ 𝐺∼, що 𝜃2 = T*𝜃
1, 𝜃2 = T*𝜃

1

i Φ2 = (𝜛*T) ∘ Φ1 ∘ (𝜛*T)
−1. Допустимi перетворення 𝒯 1 i 𝒯 2 назива-

ють 𝐺∼-еквiвалентними, якщо iснують такi T, T̃ ∈ 𝐺∼, що 𝜃2 = T*𝜃
1,

𝜃2 = T̃*𝜃
1 i Φ2 = (𝜛*T̃) ∘ Φ1 ∘ (𝜛*T)

−1. Якщо додатково T̃ = id(𝑥,𝑢(𝑟),𝜃)

(або T = id(𝑥,𝑢(𝑟),𝜃)), то допустимi перетворення 𝒯 1 i 𝒯 2 називають s-𝐺∼-

еквiвалентними (або t-𝐺∼-еквiвалентними).

Допустиме перетворення в класi ℒ|𝒮 належить 𝒢𝐺∼
тодi i тiльки тодi,

коли це перетворення є 𝐺∼-еквiвалентним у сенсi означення 1.1 тотожно-

му допустимому перетворенню початкової системи.

Оскiльки фундаментальний пiдгрупоїд 𝒢f є нормальним пiдгрупоїдом

групоїда 𝒢∼, добуток Фробенiуса 𝒢f ⋆ 𝒢𝐺∼
=
{︀
𝒯 ⋆ 𝒯 ′ | 𝒯 ∈ 𝒢f , 𝒯 ′ ∈

𝒢𝐺∼
, t(𝒯 ) = s(𝒯 ′)

}︀
також є пiдгрупоїдом цього групоїда, що спiвпадає з

образом групоїда 𝒢f вiдносно s-дiї (або t-дiї) групи 𝐺∼ на групоїд 𝒢∼.

Iснують кiлька типiв класiв рiвнянь, для яких задачу групової класи-

фiкацiї зручно розв’язувати алгебраїчним методом [52,197,253,260].

Означення 1.2. Клас ℒ|𝒮 називають нормалiзованим, якщо 𝒢𝐺∼
= 𝒢∼,

i напiвнормалiзованим, якщо 𝒢f ⋆ 𝒢𝐺∼
= 𝒢∼. Залежно вiд типу групи

еквiвалентностi 𝐺∼ (звичайна, узагальнена, розширена, розширена уза-

гальнена) класу ℒ|𝒮 , розрiзняють (напiв-)нормалiзованiсть у звичайному,
узагальненому, розширеному, розширеному узагальненому сенсi.

Означення 1.3. Нехай 𝒢𝐻 — групоїд дiї пiдгрупи 𝐻 групи 𝐺∼, а сiм’я

пiдгруп 𝑁𝒮 := {𝑁𝜃 < 𝐺𝜃 | 𝜃 ∈ 𝒮} груп точкової симетрiї 𝐺𝜃 з вiдповiд-
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ними пiдгрупами 𝒩𝜃 := {(𝜃,Φ, 𝜃) | 𝜃 ∈ 𝒮, Φ ∈ 𝑁𝜃} вертексних груп 𝒢𝜃
задовольняє властивiсть 𝒯 𝒩𝜃 = 𝒩𝒯 𝜃𝒯 для всiх таких 𝜃 ∈ 𝒮 i 𝒯 ∈ 𝒢𝐻 ,
що s(𝒯 ) = 𝜃. Тодi добуток Фробенiуса

𝒩 f ⋆ 𝒢𝐻 =
{︀
𝒯 ⋆ 𝒯 ′ | 𝒯 ∈ 𝒩 f , 𝒯 ′ ∈ 𝒢𝐻 , t(𝒯 ) = s(𝒯 ′)

}︀
,

є пiдгрупоїдом групоїда 𝒢∼, який спiвпадає з образом 𝒩 f := ⊔𝜃∈𝒮𝒩𝜃

пiдгрупоїда 𝒩 f вiдносно s-дiї (або t-дiї) пiдгрупи 𝐻 на 𝒢∼. Якщо

𝒩 f ⋆ 𝒢𝐻 = 𝒢∼, то клас ℒ|𝒮 називають напiвнормалiзованим вiдносно

пiдгрупи 𝐻 групи 𝐺∼ i сiм’ї пiдгруп 𝑁𝒮 груп точкової симетрiї. Якщо

додатково 𝒢𝐻 ∩𝒩 f = 𝒮 ⇒ 𝒮, то клас ℒ|𝒮 називають неперетинно напiв-

нормалiзованим вiдносно пiдгрупи 𝐻 групи 𝐺∼ i сiм’ї пiдгруп 𝑁𝒮 груп

точкової симетрiї.

Якщо 𝐻 = 𝐺∼ i 𝑁𝜃 = {id(𝑥,𝑢)} для будь-якого 𝜃 ∈ 𝒮, то клас, (непе-
ретинно) напiвнормалiзований вiдносно дiї групи 𝐻 i сiм’ї 𝑁𝒮 , є просто

нормалiзованим. Якщо 𝐻 = 𝐺∼ i 𝑁𝜃 = 𝐺𝜃 для будь-якого 𝜃 ∈ 𝒮, то клас,
напiвнормалiзований вiдносно дiї групи 𝐻 i сiм’ї 𝑁𝒮 , є просто напiвнор-

малiзованим. Очевидно, що нормалiзованi класи є напiвнормалiзованими.

Нижче описано методи класифiкацiї допустимих перетворень i лiїв-

ських симетрiй, зокрема, запропоновано новi технiки для ненормалiзова-

них класiв.

1.3. Класифiкацiя допустимих перетворень i задачi

групової класифiкацiї

Найпотужнiшим методом вiдшукання допустимих перетворень у класi

диференцiальних рiвнянь досi залишається прямий метод. Застосуван-

ня цього методу для класу ℒ|𝒮 передбачає дослiдження пари довiльних

елементiв (𝜃, 𝜃) ∈ 𝒮 × 𝒮 i точкового перетворення змiнних (𝑥, 𝑢) найза-

гальнiшого вигляду Φ: �̃� = 𝑋(𝑥, 𝑢), �̃� = 𝑈(𝑥, 𝑢) з умовою невиродженостi

|𝜕(𝑋,𝑈)/𝜕(𝑥, 𝑢)| i припущення, що Φ*ℒ𝜃 = ℒ𝜃. Далi треба виразити по-

хiднi �̃� за �̃� через похiднi 𝑢 за 𝑥, використавши ланцюгове правило, i
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пiдставити знайденi вирази в систему ℒ𝜃, отримавши в результатi сис-

тему (Φ−1)*ℒ𝜃, що має бути тотожнiстю на розв’язках системи ℒ𝜃. Щоб

урахувати цю умову, ранжуємо тi похiднi 𝑢, що сумiснi зi структурою ℒ𝜃,
пiдставляємо вирази для головних похiдних 𝑢 системи ℒ𝜃 i ї ї диференцi-
альних наслiдкiв в (Φ−1)*ℒ𝜃 i розщеплюємо результуючу систему вiднос-
но параметричних похiдних 𝑢. Отримуємо систему для виразiв довiль-

них елементiв 𝜃 через (𝜃,𝑋, 𝑈) i систему DE визначальних рiвнянь на

компоненти перетворення Φ. Система DE мiстить тiльки набiр довiльних

елементiв 𝜃 (вiдповiдно, (Φ−1)*𝜃).

Припускаючи, що 𝜃 пробiгає множину значень 𝒮, з урахуванням до-

помiжної системи на 𝒮 розщеплюємо рiвняння з системи DE за похiдни-

ми 𝜃. Таким чином отримуємо систему DE∼ визначальних рiвнянь на

(𝑥, 𝑢)-компоненти звичайних перетворень еквiвалентностi. Пiсля знахо-

дження (𝑥, 𝑢)-компонент з системи DE∼, 𝜃-компоненти звичайних пере-

творень еквiвалентностi отримуємо з рiвнянь, що пов’язують 𝜃 i 𝜃. Це

призводить до побудови звичайної групи еквiвалентностi 𝐺∼ класу ℒ|𝒮 .
Якщо множини розв’язкiв систем DE i DE∼ спiвпадають, то 𝒢∼ = 𝒢𝐺∼

,

тобто клас ℒ|𝒮 є нормалiзованим, що завершує опис групоїда еквi-

валентностi 𝒢∼. Перший приклад такого опису в лiтературi представ-

лено нормалiзованим класом узагальнених рiвнянь Бюргерса вигляду

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + 𝑓(𝑡, 𝑥)𝑢𝑥𝑥 = 0 у роботi [182], хоча властивiсть нормалiзова-

ностi не було використано явно.

У iнших випадках клас ℒ|𝒮 не є нормалiзованим, й iнтегрування сис-

теми DE, яке можна виконувати з точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi до-

пустимих перетворень, є складною задачею. Для спрощення цiєї задачi

iснують рiзноманiтнi технiки, наведемо деякi з них.

Розбиття класiв на пiдкласи. Нехай множину 𝒮 можна представити як

неперетинне (диз’юнктне) об’єднання її пiдмножин, 𝒮 = ⊔𝛾∈Γ𝒮𝛾, де Γ —

множина iндексiв, причому кожну пiдмножину 𝒮𝛾 виокремлено серед 𝒮
додатковими умовами, що є диференцiальними рiвняннями або нерiвно-
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стями. Розбиття 𝒮 еквiвалентно розбиттю класу ℒ|𝒮 на пiдкласи ℒ|𝒮𝛾 з
iндексом 𝛾, що пробiгає множину значень Γ, а саме ℒ|𝒮 = ⊔𝛾∈Γℒ|𝒮𝛾 . По-
значимо групу еквiвалентностi i групоїд еквiвалентностi пiдкласу ℒ|𝒮𝛾
через 𝐺∼

𝛾 i 𝒢∼
𝛾 вiдповiдно.

Якщо системи з рiзних пiдкласiв розбиття не пов’язанi точковими пе-

ретвореннями, то розбиття класу ℒ|𝒮 породжує розбиття 𝒢∼ = ⊔𝛾∈Γ𝒢∼
𝛾

групоїда еквiвалентностi. При цьому структура групоїда певного пiдкла-

су може бути складнiшою за структуру всього класу.

Попереднiй аналiз системи DE потрiбен для зручного розбиття кла-

су ℒ|𝒮 , щоб для кожного 𝛾 ∈ Γ структура групоїда 𝒢∼
𝛾 була простiшою

за структуру групоїда 𝒢∼. Тодi можна окремо знайти 𝒢∼
𝛾 та об’єднати

їх. Розбиття на нормалiзованi пiдкласи є найкращим, оскiльки для них

𝒢∼
𝛾 = 𝒢𝐺∼

𝛾 , а отже 𝒢∼ = ⊔𝛾∈Γ𝒢𝐺
∼
𝛾 [253,260,314].

Є кiлька узагальнень технiки розбиття. Зокрема, неперетиннi пiдкласи

можуть бути пов’язанi точковими перетвореннями i тодi розбиття класу

на пiдкласи ℒ|𝒮𝛾 не призводить до вiдповiдного розбиття групоїда 𝒢∼ на

групоїди 𝒢∼
𝛾 . Розглянемо випадок, коли є розбиття класу ℒ|𝒮 на норма-

лiзованi пiдкласи ℒ|𝒮𝛾 , 𝛾 ∈ Γ, i для будь-яких фiксованих 𝛾0 ∈ Γ, 𝛾 ∈ Γ

iснує точкове перетворення Φ𝛾, що вiдображає клас ℒ|𝒮𝛾 на клас ℒ|𝒮𝛾0 .
При цьому можна припустити, що Φ𝛾0 = id(𝑥,𝑢). Для будь-якого 𝛾 ∈ Γ

нормалiзованiсть класу ℒ|𝒮𝛾 випливає з нормалiзованостi класу ℒ|𝒮𝛾0 й

iснуванння перетворення Φ𝛾, причому

𝒢∼ =
{︁(︀

(Φ−1
𝛾 )*𝜃,Φ

−1
𝛾′ ∘ (𝜛T) ∘ Φ𝛾, (Φ𝛾′)*(T*𝜃)

)︀ ⃒⃒
𝜃 ∈ 𝒮𝛾0, T ∈ 𝐺∼

𝛾0
, 𝛾, 𝛾′ ∈ Γ

}︁
.

(1.1)

Зокрема, таку структуру має групоїд класу (4.44), де параметр 𝜎 виступає

у якостi 𝛾.

Умову, що клас ℒ|𝒮 є неперетинним об’єднанням вiдповiдних пiдкла-

сiв, можна послабити, дозволивши перетини в пiдкласах об’єднання. При-

клади розбиття ненормалiзованого класу на нормалiзованi пiдкласи, що

мають спiльну частину, наведено в роботах [302,310] (див. також пiдроздiл
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2.2 дисертацiї). У цих роботах класи рiвнянь реакцiї–дифузiї зi змiнни-

ми коефiцiєнтами та степеневими або експоненцiальними нелiнiйностями

представлено у виглядi об’єднання нормалiзованих класiв, деякi з яких

перетинаються. Групоїди цих класiв складають допустимi перетворення

з групоїдiв дiї пiдкласiв з розбиття, а також композицiй компоновних до-

пустимих перетворень з групоїдiв дiї рiзних пiдкласiв, що перетинаються.

Побудова узагальненої / розширеної / розширеної узагальненої груп еквi-

валентностi. Якщо клас ℒ|𝒮 не є нормалiзованим у звичайному сен-

сi, можна спробувати описати групоїд еквiвалентностi 𝒢∼, розглянувши

iснуючi узагальнення групи еквiвалентностi, для яких клас ℒ|𝒮 є норма-

лiзованим у вiдповiдному сенсi [239,260,314].

Перетворення мiж класами. Припустимо, що iснує клас ℒ′|𝒮 ′ (систем)

диференцiальних рiвнянь з тими самими незалежними i залежними змiн-

ними 𝑥, 𝑢, як i системи класу ℒ|𝒮 , i така сiм’я точкових перетворень

ℱ = {Ψ𝜃 | 𝜃 ∈ 𝒮}, що Ψ𝜃
*ℒ𝜃 ∈ ℒ′|𝒮 ′ для будь-якого 𝜃 ∈ 𝒮, а також для

будь-якого 𝜃′ ∈ 𝒮 ′ iснує такий елемент 𝜃 ∈ 𝒮, для якого Ψ𝜃
*ℒ𝜃 = ℒ′

𝜃′.

Тодi сiм’я ℱ породжує вiдображення ℱ* класу ℒ|𝒮 у клас ℒ′|𝒮 ′, причому

ℱ*ℒ𝜃 := Ψ𝜃
*ℒ𝜃, або, еквiвалентно, вiдображення ℱ* : 𝒮 → 𝒮 ′ з умовою

ℱ*𝜃 = 𝜃′, якщо Ψ𝜃
*ℒ𝜃 = ℒ′

𝜃′ [260, 308]. Сiм’я ℱ також породжує вiдобра-

ження ℱ* : 𝒢∼ → 𝒢∼′ групоїда еквiвалентностi 𝒢∼ класу ℒ|𝒮 в групоїд

еквiвалентностi 𝒢∼′ класу ℒ′|𝒮 ′, визначене як

𝒢∼ ∋ 𝒯 = (𝜃,Φ, 𝜃)
ℱ*↦→
(︀
(Ψ𝜃)*𝜃,Ψ

𝜃 ∘ Φ ∘ (Ψ𝜃)−1, (Ψ𝜃)*𝜃
)︀
∈ 𝒢∼′.

Фактично це вiдображення є гомоморфiзмом групоїдiв, оскiльки

ℱ*(𝒯1 ⋆ 𝒯2) = (ℱ*𝒯1) ⋆ (ℱ*𝒯2), ℱ*(id𝜃) = idℱ*𝜃, ℱ*(𝒯 −1) = (ℱ*𝒯 )−1

для будь-яких 𝒯1, 𝒯2 ∈ 𝒢∼, 𝜃 ∈ 𝒮, 𝒯 ∈ 𝒢∼. Цей гомоморфiзм є

сюр’єктивним. Дiйсно, вiзьмемо будь-яке 𝒯 ′ = (𝜃′,Φ′, 𝜃′) ∈ 𝒢∼′. Завдяки

вибору сiм’ї ℱ iснують такi 𝜃, 𝜃 ∈ 𝒮, що ℱ*(𝜃) = 𝜃′, причому ℱ*(𝜃) = 𝜃′.

Трiйка 𝒯 = (𝜃,Φ, 𝜃) з Φ = (Ψ𝜃)−1∘Φ′∘Ψ𝜃 належить групоїду 𝒢∼, причому
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ℱ*𝒯 = 𝒯 ′. При вдалому виборi ℱ , структура групоїда 𝒢∼′ простiша, нiж

групоїда 𝒢∼. Тодi результати дослiдження групоїда 𝒢∼′ можна вiдобра-

зити сiм’єю перетворень ℱ i таким чином одержати результати для 𝒢∼.

Iнколи зручне розбиття класу на пiдкласи стає очевидним лише пiсля

вiдображення цього класу в iнший [240]. Групову класифiкацiю класу ℒ|𝒮
з точнiстю до 𝒢∼-еквiвалентностi можна отримати з подiбної класифi-

кацiї для класу ℒ|𝒮 ′, використавши оберненi до ℱ перетворення. Таким

чином було прокласифiковано лiївськi симетрiї в класах (1+1)-вимiрних

рiвнянь Колмогорова й Фоккера–Планка з точнiстю до загальної точкової

еквiвалентностi, використавши класифiкацiю для класу нелiнiйних рiв-

нянь теплопровiдностi з потенцiалами [261]. Застосування методу пере-

творень мiж класами для виконання групової класифiкацiї з точнiстю до

𝐺∼-еквiвалентностi є складнiшою задачею, однак цей метод дозволив ви-

черпно прокласифiкувати лiївськi симетрiї квазiлiнiйних рiвнянь реакцiї–

дифузiї зi степеневою та експоненцiальною нелiнiйностями [297,308].

Важливим частинним випадком вiдображень мiж класами є вiдобра-

ження класiв на їхнi пiдкласи. Такi вiдображення породжено пiдгрупами

вiдповiдних груп еквiвалентностi класу. Нехай 𝒮 ′ є пiдмножиною мно-

жини 𝒮, яку виокремлено з 𝒮 додатковими рiвняннями або нерiвностя-

ми на 𝜃. Тодi ℒ|𝒮 ′ є пiдкласом класу ℒ|𝒮 , а його групоїд еквiвалент-

ностi 𝒢∼′ є пiдгрупоїдом групоїда еквiвалентностi 𝒢∼ класу ℒ|𝒮 . При-
пустимо, що для деякої пiдгрупи 𝐻 групи 𝐺∼ кожна орбiта групоїда

дiї 𝒢𝐻 перетинає 𝒮 ′ тiльки для одного 𝜃′. Позначимо через Ψ𝜃 таке точ-

кове перетворення 𝜛*T з T ∈ 𝐻, що T*𝜃 ∈ 𝒮 ′. Тодi сiм’я перетворень

ℱ = {Ψ𝜃 | 𝜃 ∈ 𝒮} задовольняє необхiднi умови для генерування вiдпо-

вiдного вiдображення ℱ* : ℒ|𝒮 → ℒ|𝒮 ′ i вiдповiдного сюр’єктивного го-

моморфiзму ℱ* : 𝒢∼ → 𝒢∼′. Цi вiдображення реалiзують калiбрування

довiльних елементiв класу.

Умовнi групи еквiвалентностi. Групи еквiвалентностi пiдкласiв кла-

су ℒ|𝒮 називають умовними групами еквiвалентностi. Умовну групу еквi-
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валентностi 𝐺∼′ пiдкласу ℒ|𝒮 ′ класу ℒ|𝒮 називають максимальною, якщо

для будь-якого пiдкласу класу ℒ|𝒮 , що мiстить ℒ|𝒮 ′, його група еквi-

валентностi не мiстить 𝐺∼′ у якостi пiдгрупи. Група еквiвалентностi 𝐺∼

всього класу ℒ|𝒮 дiє на пiдкласах класу ℒ|𝒮 одночасно з їхнiми група-

ми еквiвалентностi, i множина максимальних умовних груп еквiвалент-

ностi класу ℒ|𝒮 замкнена пiд дiєю цiєї групи. Отже, максимальнi умов-

нi групи еквiвалентностi класу ℒ|𝒮 можна класифiкувати з точнiстю до

𝐺∼-еквiвалентностi. Така класифiкацiя може бути кроком в описi групо-

їда 𝒢∼ [260]. Для деяких класiв цей єдиний крок дає повний опис [238,239].

Класифiкацiю максимальних умовних груп еквiвалентностi класу ℒ|𝒮
можна комбiнувати з розбиттям ℒ|𝒮 на пiдкласи, сумiснi зi структурою

множини таких групоїдiв. Також можна розглядати узагальненi версiї

умовних груп еквiвалентностi [238,314].

Породжувальна множина допустимих перетворень. Множину ℬ =

{𝒯𝛾 ∈ 𝒢∼ | 𝛾 ∈ Γ}, де Γ — множина iндексiв, називають породжу-

вальною множиною допустимих перетворень у класi ℒ|𝒮 з точнiстю до

𝐺∼-еквiвалентностi, якщо будь-яке допустиме перетворення класу мож-

на представити як композицiю скiнченної кiлькостi елементiв множи-

ни ℬ∪ ℬ̂ ∪𝒢𝐺∼
, де ℬ̂ := {𝒯 −1 | 𝒯 ∈ ℬ} — множина обернених перетворень

з генеруючої множини. Щоб забезпечити мiнiмальнiсть множини ℬ, її
треба вибрати як пiдмножину множини 𝒢∼ ∖ 𝒢𝐺∼

.

Якщо для деякого класу 𝐺∼-еквiвалентних допустимих перетворень

можна вибрати їх канонiчного представника, то саме цього представника

треба включити в множину ℬ.
Допустимi перетворення 𝒯1, 𝒯2 в класi ℒ|𝒮 називають компоновни-

ми з точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi, якщо допустиме перетворення,

що є 𝐺∼-еквiвалентним перетворенню 𝒯1, є компоновним з перетворен-

ням 𝒯2, або якщо 𝒯1 є компоновним з допустимим перетворенням, що є

𝐺∼-еквiвалентним перетворенню 𝒯2. Це має мiсце тодi i тiльки тодi, ко-

ли iснує таке T ∈ 𝐺∼, що T*
(︀
t(𝒯1)

)︀
= s(𝒯2). Пiдмножину ℬ групоїда 𝒢∼
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називають внутрiшньо сумiсною вiдносно 𝐺∼-еквiвалентностi, якщо з

компоновностi елементiв множини ℬ∪ℬ̂ з точнiстю до𝐺∼-еквiвалентностi

випливає їх звичайна компоновнiсть. Необхiдною умовою внутрiшньої су-

мiсностi множини ℬ є рiвнiсть(︀
s(ℬ)× t(ℬ)

)︀
∩ (s× t)

(︀
𝒢𝐺∼∖ 𝒢f

)︀
= ∅,

яка означає, що немає такого елемента групоїда дiї 𝒢𝐺∼
у множинi з рiзни-

ми початком i кiнцем. Якщо ℬ є внутрiшньо сумiсною множиною групо-

їда 𝒢∼ вiдносно 𝐺∼-еквiвалентностi, то будь-який елемент групоїда 𝒢∼

є 𝐺∼-еквiвалентним композицiї скiнченної кiлькостi елементiв множи-

ни ℬ ∪ ℬ̂. Тодi для будь-якого 𝒯 ∈ 𝒢∼ iснує 𝑛 ∈ N ∪ {0}, 𝒯0, 𝒯𝑛+1 ∈ 𝒢𝐺∼
i

такi 𝒯1, . . . , 𝒯𝑛 ∈ ℬ ∪ ℬ̂, що 𝒯 = 𝒯0 ⋆ 𝒯1 ⋆ · · · ⋆ 𝒯𝑛 ⋆ 𝒯𝑛+1. Якщо додатково

генеруюча множина ℬ є мiнiмальною з точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi,

то представлення для 𝒯 є єдиним з точнiстю до перетворень

𝒯0 = 𝒯0 ⋆ 𝒯 , 𝒯𝑛+1 = 𝒯 −1
𝑛 ⋆ · · · ⋆ 𝒯 −1

1 ⋆ 𝒯 −1 ⋆ 𝒯1 ⋆ · · · ⋆ 𝒯𝑛 ⋆ 𝒯𝑛+1

з довiльним 𝒯 ∈ 𝒢t(𝒯0), якщо 𝑛 > 0, i з умовою 𝒯𝑛+1 = idt(𝒯0), якщо 𝑛 = 0.

Метод розгалуженого розщеплення. Цей метод запропоновано в робо-

тi [19] як покращений варiант прямого методу групової класифiкацiї. Вiн

полягає у спецiальному розглядi системи визначальних рiвнянь на кое-

фiцiєнти операторiв лiївської симетрiї систем з розглядуваного класу в

залежностi вiд кiлькостi незалежних обмежень на довiльнi елементи 𝜃,

породжених цiєю системою. Тому цей пiдхiд можна поширити на дослiд-

ження iнших об’єктiв, пов’язаних з класами систем диференцiальних рiв-

нянь, зокрема законiв збереження [56], умовних груп еквiвалентностi [239]

i породжувальних множин допустимих перетворень [300]. Метод розгалу-

женого розщеплення можна вдосконалити певними алгебраїчними технi-

ками [54,56].

Бiєктивнi функтори мiж групоїдами. Припустимо, що iснує iзоморфiзм

мiж групоїдом 𝒢∼ i групоїдом еквiвалентностi 𝒢∼ класу ℒ̃|𝒮 , i при цьо-

му групоїд 𝒢∼ вiдомий або його простiше знайти, нiж групоїд 𝒢∼. При
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цьому класи ℒ|𝒮 i ℒ̃|𝒮 не обов’язково пов’язанi точковими перетворення-

ми, але опис групоїда 𝒢∼ призводить до опису групоїда 𝒢∼. Цю технiку

вперше успiшно застосовано для дослiдження групоїдiв еквiвалентностi

у роботi [300] (див. також пiдроздiл 4.2).

Групам 𝐺𝜃, 𝐺∩ i 𝐺∼ вiдповiдають алгебри Лi g𝜃, g∩ i g∼, утворенi опе-

раторами локальних однопарметричних пiдгруп вiдповiдних груп, якi на-

зивають максимальними алгебрами лiївської iнварiантностi систем ℒ𝜃,
алгеброю ядра основних груп або ядром максимальних алгебр лiївської

iнварiантностi систем з класу ℒ|𝒮 та алгеброю еквiвалентностi кла-

су ℒ|𝒮 вiдповiдно, причому g∩ = ∩𝜃∈𝒮g𝜃.
Задача (повної) групової класифiкацiї для класу ℒ|𝒮 з точнiстю до𝐺∼-

еквiвалентностi (або 𝒢∼-еквiвалентностi) полягає у знаходженнi алгебри

ядра основних груп g∩ та вичерпного списку𝐺∼-нееквiвалентних (або 𝒢∼-

нееквiвалентних) значень 𝜃 разом iз максимальними алгебрами лiївської

симетрiї g𝜃, для яких g𝜃 ̸= g∩.

Допустиме перетворення з групоїда 𝒢∼∖𝒢𝐺∼
мiж системами з класифi-

кацiйного перелiку, отриманого з точнiстю до𝐺∼-еквiвалентностi, назива-

ють додатковим перетворенням еквiвалентностi. Доповнення групової

класифiкацiї, виконаної з точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi, усiма додатко-

вими перетвореннями еквiвалентностi призводить до групової класифiка-

цiї з точнiстю до 𝒢∼-еквiвалентностi.

Будь-яка версiя алгебраїчного методу групової класифiкацiї передба-

чає класифiкацiю з точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi певних пiдалгебр, що

мiстяться в оболонцi g⟨ ⟩ := ⟨g𝜃, 𝜃 ∈ 𝒮⟩. Ефективнiсть алгебраїчного ме-

тоду залежить вiд додаткових умов, накладених на клас ℒ|𝒮 , зокрема,
наскiльки оболонка g⟨ ⟩ сумiсна з 𝐺∼-еквiвалентнiстю [52, § 12]. Норма-

лiзованi класи є найбiльш зручними для групової класифiкацiї алгебра-

їчним методом. Якщо клас ℒ|𝒮 нормалiзований, то g⟨ ⟩ ⊆ 𝜛*g
∼, i повне

розв’язання задачi групової класифiкацiї для нього випливає з класифi-

кацiї пiдходящих пiдалгебр g∼, чиї пiдняття перетворенням 𝜛 є макси-
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мальними алгебрами лiївської iнварiантностi систем класу ℒ|𝒮 . Оскiльки
в такому випадку 𝐺∼-еквiвалентнiсть спiвпадає iз 𝒢∼-еквiвалентнiстю,

i додаткових перетворень еквiвалентностi мiж випадками класифiкацiї,

виконаної з точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi не виникає.

Це також справедливо, якщо клас ℒ|𝒮 є напiвнормалiзованим вiднос-

но пiдгрупи 𝐻 групи еквiвалентностi 𝐺∼ i сiм’ї пiдгруп 𝑁𝒮 груп точко-

вої симетрiї, i додатково пiдгрупа 𝐻 i сiм’я 𝑁𝒮 вiдомi. У цьому випад-

ку клас ℒ|𝒮 називають визначено напiвнормалiзованим. Тодi пошук 𝐺∼-

нееквiвалентних пiдалгебр g∼ в алгебраїчному методi можна замiнити на

пошук 𝐻-нееквiвалентних пiдалгебр iнфiнiтезимального вiдповiдника h

пiдгрупи 𝐻 [197]. Напiвнормалiзованiсть класу ℒ|𝒮 щонайменше гаран-

тує, що групова класифiкацiя класу ℒ|𝒮 з точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi

спiвпадає з класифiкацiєю цього класу з точнiстю до 𝒢∼-еквiвалентностi.

Якщо клас ℒ|𝒮 є ненормалiзованим, то деякi випадки розширень лi-

ївської симетрiї в цьому класi не пов’язанi з пiдалгебрами алгебри еквi-

валентностi g∼ цього класу.
Означення 1.4. Максимальну алгебру лiївської iнварiантностi g𝜃 систе-

ми ℒ𝜃 з класу ℒ|𝒮 називають регулярною в цьому класi, якщо iснує така

пiдалгебра s алгебри g∼, що g𝜃 = 𝜛*s, i сингулярною в класi ℒ|𝒮 в iншому
випадку.

Якщо g𝜃 = g∩, то максимальна алгебра лiївської iнварiантностi g𝜃
є регулярною в класi ℒ|𝒮 оскiльки g∩ ⊆ 𝜛*g

∼. Продовження алгебри

ядра основних груп g∩ на змiннi 𝑢(𝑟) i довiльнi елементи 𝜃 [101] природно

вкладається в алгебру еквiвалентностi g∼. Якщо g𝜃 ̸= g∩ i g𝜃 — регуляр-

на (вiдповiдно, сингулярна) максимальна алгебра лiївської iнварiантностi

для певної системи класу ℒ|𝒮 , то пару, яку складають значення набору

довiльних елементiв i алгебра симетрiї g𝜃, називають регулярним (сингу-

лярним) розширенням ядра основних груп g∩ у цьому класi.

Очевидно, що кожна з множин регулярних i сингулярних розширень

лiївської симетрiї окремо є iнварiантною вiдносно дiї групи еквiвалент-

ностi 𝐺∼, але не вiдносно дiї 𝒢∼. Iншими словами, регулярнi розширен-
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ня лiївської симетрiї 𝐺∼-нееквiвалентнi сингулярним, але можуть бути

𝒢∼-еквiвалентнi ним (див., наприклад, зауваження 4.14). Це також озна-

чає, що розширення лiївської симетрiї системи ℒ𝜃 з довiльними елемен-

тами 𝜃, що задовольняють умову s−1(𝜃) ̸= s−1(𝜃)∩𝒢𝐺∼
або, еквiвалентно,

t−1(𝜃) ̸= t−1(𝜃)∩𝒢𝐺∼
(тобто для системи, що є початком або кiнцем допу-

стимого перетворення, не породженого перетворенням еквiвалентностi в

класi ℒ|𝒮) також може бути регулярним. Зокрема, це має мiсце у випад-

ку, коли фактор-множина множини s−1(𝜃) по вiдношенню еквiвалентностi

допустимих перетворень t-𝐺∼ є дискретною.

Використовуючи означення 1.4, запропоновано процедуру групової

класифiкацiї для ненормалiзованого класу ℒ|𝒮 диференцiальних рiвнянь

у рамках алгебраїчного методу, що складається з таких крокiв:

1. Опис групоїду еквiвалентностi 𝒢∼ класу ℒ|𝒮 з точнiстю до 𝐺∼-

еквiвалентностi, наприклад, через побудову генеруючої множини ℬ
допустимих перетворень. Подальший розгляд спрощується, якщо

множина ℬ є мiнiмальною i внутрiшньо сумiсною вiдносно 𝐺∼-

еквiвалентностi.

2. Класифiкацiя з точнiстю до 𝒢∼-еквiвалентностi лiївських симетрiй

систем ℒ𝜃 з 𝜃, що задовольняють умову s−1(𝜃) ̸= s−1(𝜃) ∩ 𝒢𝐺∼
або

t−1(𝜃) ̸= t−1(𝜃)∩𝒢𝐺∼
. Це дає повний список 𝒢∼-нееквiвалентних роз-

ширень лiївської симетрiї в класi ℒ|𝒮 , що є сингулярними або регу-

лярними, але пов’язаними з iншими розширеннями лiївської симет-

рiї, що належать 𝒢∼ ∖ 𝒢𝐺∼
. На цьому кроцi можна використати як

прямий, так i алгебраїчний метод групової класифiкацiї.

3. Виконання (повної) попередньої групової класифiкацiї класу ℒ|𝒮 .
Оптимiзована версiя такої класифiкацiї включає класифiкацiю кан-

дидатiв на пiдходящi пiдалгебри алгебри еквiвалентностi g∼ з точ-

нiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi i побудову, якщо це можливо, систем

iз класу ℒ|𝒮 , що допускають проєкцiї знайдених кандидатiв за до-

помогою 𝜛* у якостi своїх алгебр лiївської iнварiантностi. Для ко-
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жної одержаної системи вибираємо кандидата, що є максимальним

за включенням. Такий кандидат завжди iснує.

4. Об’єднання перелiкiв, отриманих на кроках 2 i 3, та виключен-

ня повторень з точнiстю до 𝒢∼-еквiвалентностi дають повний спи-

сок розширень лiївської симетрiї в класi ℒ|𝒮 з точнiстю до 𝒢∼-

еквiвалентностi.

5. Розширення частини отриманого на кроцi 4 перелiку, що стосується

випадкiв з кроку 2, композицiями допустимих перетворень з множи-

ни ℬ з точнiстю до𝐺∼-еквiвалентностi. Це дає повний перелiк розши-

рень лiївської симетрiї в класi ℒ|𝒮 з точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi.

Всi можливi додатковi перетворення еквiвалентностi мiж випадками

цього перелiку породжено елементами з множини ℬ з точнiстю до

𝐺∼-еквiвалентностi.

Порядок крокiв або навiть окремих операцiй може змiнюватись у за-

лежностi вiд конкретного класу диференцiальних рiвнянь.

Застосування цiєї технiки продемонстровано в пiдроздiлi 4.2.
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Роздiл 2

Групоїди еквiвалентностi в груповому аналiзi

нелiнiйних еволюцiйних рiвнянь

другого порядку

Еволюцiйнi рiвняння другого порядку в розмiрностi 1+1 моделюють чи-

мало фiзичних i бiологiчних процесiв та виникають у найрiзноманiтнiших

галузях науки, зокрема у квантовiй теорiї поля [107, с. 294–341], фiзицi на-

нодротових пристроїв i напiвпровiдникiв [94], популяцiйнiй генетицi [220].

Модельнi рiвняння, що зустрiчаються у застосуваннях, часто мiстять

сталi або функцiональнi параметри, а отже складають класи рiвнянь.

Важливою задачею є дослiдження трансформацiйних властивостей та-

ких класiв, а саме опис невироджених точкових перетворень мiж члена-

ми класу. Якщо двi системи диференцiальних рiвнянь пов’язанi таким

перетворенням, то їх називають еквiвалентними або подiбними [22]. Вiд-

повiдно є еквiвалентними мiж собою простори локальних законiв збере-

ження, симетрiї рiзних типiв i сiм’ї iнварiантних розв’язкiв таких систем.

Зокрема, метод еквiвалентностi дозволяє побудувати розв’язки системи з

вiдомих розв’язкiв еквiвалентної системи [298,299,301]. Використання до-

пустимих перетворень дозволяє суттєво спростити класифiкацiйнi задачi

групового аналiзу диференцiальних рiвнянь [197, 241, 260, 298, 299, 301],

зокрема класифiкацiї рiзних типiв симетрiй, побудову локальних зако-

нiв збереження i точних розв’язкiв, а також дослiдження iнтегровно-

стi [76, 171, 191, 312]. Також важливо, що нормалiзованi класи мають

простiшi трансформацiйнi властивостi та є зручнiшими для дослiджен-

ня. Отже, важливими задачами групового аналiзу, окрiм безпосереднього
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розв’язання задач групової класифiкацiї, пошуку рiзних типiв симетрiй

та точних розв’язкiв, є також побудова групоїдiв еквiвалентностi для кла-

сiв рiвнянь, що є цiкавими для застосувань, та дослiдження властивостi

нормалiзованостi таких класiв.

Однiєю з основних задач групового аналiзу диференцiальних рiвнянь

є класифiкацiя операторiв редукцiї диференцiальних рiвнянь [174]. У ви-

падку лiївських симетрiй цю задачу називають класифiкацiєю операторiв

редукцiї. Оператор редукцiї (1+1)-вимiрного диференцiального рiвняння

з частинними похiдними з незалежними змiнними 𝑡, 𝑥 i залежною змiн-

ною 𝑢 — це такий лiнiйний диференцiальний оператор першого порядку

𝑄 = 𝜏(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝜕𝑡 + 𝜉(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝜕𝑥 + 𝜂(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝜕𝑢 з (𝜏, 𝜉) ̸= (0, 0), що загальний

розв’язок вiдповiдної умови iнварiантної поверхнi𝑄[𝑢] := 𝜂−𝜏𝑢𝑡−𝜉𝑢𝑥 = 0

є анзацом, який редукує кiлькiсть незалежних змiнних на одну змiнну. У

випадку (1+1)-вимiрного диференцiального рiвняння з частинними похi-

дними вiдбувається редукцiя до звичайного диференцiального рiвняння.

Алгоритмiчний метод редукцiї є дiєвим iнструментом пошуку точних

розв’язкiв нелiнiйних диференцiального рiвняння з частинними похiдни-

ми, загальної теорiї iнтегрування яких не iснує. Найвiдомiшими методами

редукцiї є метод лiївської редукцiї, що походить з робiт С. Лi, i некла-

сичний метод, запропонований у роботах [59, 66]. Критерiй некласичної

iнварiантностi вперше сформульовано у роботi В.I. Фущича й I.М. Ци-

фри [117], теорiю сингулярних i регулярних модулiв редукцiї розвинуто

в [73]. Некласичнi оператори редукцiї також називають некласичними си-

метрiями [235], умовними симетрiями [202], а також 𝑄-умовними симе-

трiями [32] (див. огляд [193], а також статтi [114,115,118,131,229,236,331]

i монографiю [87]).

Iснує також прямий метод редукцiї, що передбачає безпосередню пiд-

становку анзацу в рiвняння [28, 91]. У роботах [73, 343] запропоновано

строге означення редукцiї та доведено, що найбiльш загальний прямий

метод редукцiї еквiвалентний методу некласичної (умовної) редукцiї [73].
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Отже, виникає задача класифiкацiї операторiв редукцiї для важливих

у застосуваннях класiв диференцiальних рiвнянь з частинними похiдни-

ми. Головна перевага лiївського методу полягає в тому, що визначальнi

рiвняння на коефiцiєнти лiївських операторiв редукцiї є лiнiйними. Тому

побудова операторiв лiївської симетрiї для фiксованого рiвняння є рутин-

ною задачею, яку в бiльшостi випадкiв можна розв’язати iз використан-

ням пакетiв символьних обчислень, наприклад пакету GEM [88, 89] або

команди Infinitesimals пакету PDEtools програми Maple. На жаль, зада-

чi групової класифiкацiї, якi стосуються класiв диференцiальних рiвнянь,

можна розв’язати iз використанням пакетiв символьних обчислень тiльки

для найпростiших класiв. Бiльшiсть класiв потребує застосування таких

методiв сучасного групового аналiзу, як калiбрування довiльних елемен-

тiв класу, використання перетворень з узагальнених та розширених груп

еквiвалентностi, методу перетворень мiж класами, метод розбиття на нор-

малiзованi пiдкласи та iнших (див., наприклад, [194,241,257,308,310]).

Класифiкацiя некласичних операторiв редукцiї є складнiшою задачею,

оскiльки у цьому випадку визначальнi рiвняння є нелiнiйними. Розрiзня-

ють регулярнi й сингулярнi некласичнi оператори редукцiї. Задача вiдшу-

кання сингулярних операторiв редукцiї для (1+1)-вимiрних еволюцiйних

рiвнянь є “no-go” проблемою, оскiльки вона зводиться до розв’язання ви-

хiдного рiвняння, тому зазвичай розгляд обмежують регулярними некла-

сичними операторами редукцiї [73,116,192,252,254,341]. Але, зважаючи на

нелiнiйнiсть визначальних рiвнянь, навiть регулярнi оператори редукцiї є

складними для дослiдження. Їх важко описати навiть для фiксованих рiв-

нянь, не кажучи про класи рiвнянь. Вiдомими є класифiкацiї регулярних

некласичних операторiв редукцiї для класiв рiвнянь дифузiї з нелiнiйним

джерелом 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥+𝑓(𝑢) [24,31,44,92], нелiнiйних рiвнянь реакцiї–дифузiї

𝑢𝑡 = (𝐷(𝑢)𝑢𝑥)𝑥 + 𝑓(𝑢) для степеневих та експоненцiальних коефiцiєнтiв

дифузiї [43], нелiнiйних рiвнянь фiльтрацiї 𝑢𝑡 = 𝑓(𝑢𝑥)𝑢𝑥𝑥 [264], рiвнянь

Гакслi зi змiнними коефiцiєнтами 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑘(𝑥)𝑢2(1 − 𝑢) [75, 166], а
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також узагальнених рiвнянь Бюргерса 𝑢𝑡 = 𝑢𝑢𝑥 + 𝑓(𝑡, 𝑥)𝑢𝑥𝑥 [247] (див.

також класи, розглянутi в [86,87]).

Цей роздiл дисертацiї присвячено пошуку групоїдiв еквiвалентностi

та класифiкацiї лiївських та некласичних операторiв редукцiї в класах

(1+1)- i (2+1)-вимiрних нелiнiйних еволюцiйних рiвнянь другого порядку.

У пiдроздiлi 2.1 дослiджено трансформацiйнi властивостi загального

класу (1+1)-вимiрних нелiнiйних еволюцiйних рiвнянь другого порядку

𝑢𝑡 = 𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢𝑥, 𝑢𝑥𝑥), 𝐻𝑢𝑥𝑥 ̸= 0, та побудовано ланцюжок його вкладених

нормалiзованих пiдкласiв. Знайдено групоїди еквiвалентностi цих пiдкла-

сiв. Особливу увагу придiлено важливому для застосувань класу рiвнянь

типу реакцiї–дифузiї–конвекцiї зi змiнними коефiцiєнтами.

Групову класифiкацiю класу рiвнянь реакцiї–дифузiї з експоненцiаль-

ними нелiнiйностями 𝑓(𝑥)𝑢𝑡 = (𝑔(𝑥)𝑒𝑛𝑢𝑢𝑥)𝑥 + ℎ(𝑥)𝑒𝑚𝑢 виконано у пiд-

роздiлi 2.2. Групоїд еквiвалентностi цього класу вичерпно описано через

розбиття на нормалiзованi пiдкласи й максимальнi умовнi групи еквi-

валентностi. Дослiджено граничнi переходи (контракцiї) мiж рiвняннями

реакцiї–дифузiї зi степеневими нелiнiйностями i такими самими рiвнян-

нями з експоненцiальними нелiнiйностями, а також мiж їх алгебрами лi-

ївської симетрiї, вiдповiдними лiївськими анзацами, точними розв’язками

та законами збереження.

У пiдроздiлi 2.3 прокласифiковано закони збереження i потенцiальнi

симетрiї рiвнянь дифузiї у пористому середовищi 𝑢𝑡 = ((𝑢𝑛)𝑥 + 𝑓(𝑥)𝑢𝑚)𝑥 .

Клас узагальнених рiвнянь Фiшера з залежними вiд часу коефiцiєн-

тами 𝑢𝑡 = 𝑏(𝑡)𝑢𝑥𝑥+𝑎(𝑡)𝑢(1−𝑢), 𝑎𝑏 ̸= 0, дослiджено з точки зору лiївської

симетрiї в пiдроздiлi 2.4. Знайдено групоїд еквiвалентностi та виконано

вичерпну групову класифiкацiю цього класу. Точнi розв’язки побудовано

за допомогою методiв еквiвалентностi й вiдображень мiж класами.

Клас рiвнянь Ньюела–Вайтхеда–Сегеля, 𝑢𝑡 = 𝑎2(𝑡)𝑢𝑥𝑥+ 𝑏(𝑡)𝑢− 𝑐(𝑡)𝑢3,

𝑎𝑐 ̸= 0, якi також називають узагальненими рiвняннями Фiшера або рiв-

няннями Ньюела–Вайтхеда, дослiджено з точки зору лiївської й “некла-
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сичної ” симетрiї в пiдроздiлi 2.5. Виконано класифiкацiї лiївських i ре-

гулярних некласичних операторiв редукцiї. Вичерпно описано допусти-

мi перетворення класу. Знайдено критерiй звiдностi рiвнянь Ньюела–

Вайтхеда–Сегеля зi змiнними коефiцiєнтами до подiбних рiвнянь зi стали-

ми коефiцiєнтами. Побудовано широкi сiм’ї точних розв’язкiв для рiвнянь

зi змiнними коефiцiєнтами з цього класу.

У пiдроздiлi 2.6 виконано груповi класифiкацiї двох класiв узагальне-

них рiвнянь Бюргерса. Результати групової класифiкацiї класу узагальне-

них рiвнянь Бюргерса зi змiнною в’язкiстю 𝑢𝑡+ 𝑎(𝑢𝑛)𝑥 = 𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥, 𝑎𝑔 ̸= 0,

𝑛 > 2, застосовано до розв’язання крайової задачi для таких рiвнянь, а

також для отримання групової класифiкацiї класу узагальнених рiвнянь

Бюргерса з лiнiйним уповiльненням i залежними вiд часу коефiцiєнта-

ми 𝑢𝑡 + 𝑢𝑛𝑢𝑥 + ℎ(𝑡)𝑢 = 𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥, 𝑛𝑔 ̸= 0. При цьому використано метод

еквiвалентностi, запропонований у [298].

Пiдроздiл 2.7 присвячено груповому аналiзу класу (2+1)-вимiрних не-

лiнiйних рiвнянь Колмогорова 𝑢𝑡 = 𝑓(𝑡)𝑢𝑦𝑦−𝑔(𝑡)[𝐾(𝑢)]𝑥 , 𝑓𝑔𝐾𝑢𝑢 ̸= 0. Кла-

сифiкацiйнi списки отримано для двох можливих калiбрувань довiльних

елементiв. Показано, що групу еквiвалентностi класу й, зокрема, її тип

можна використовувати для вибору оптимального калiбрування.

Результати цього роздiлу опублiковано в статтях [5,6,165,223,248,301,

304,316].

2.1. Групоїди еквiвалентностi класiв (1+1)-вимiрних

нелiнiйних еволюцiйних рiвнянь другого

порядку

У цьому пiдроздiлi розглянуто загальний клас (1+1)-вимiрних нелiнiйних

еволюцiйних рiвнянь другого порядку

𝑢𝑡 = 𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢𝑥, 𝑢𝑥𝑥), 𝐻𝑢𝑥𝑥 ̸= 0, (2.1)
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та дослiджено його трансформацiйнi властивостi. Побудовано ланцюжок

вкладених нормалiзованих пiдкласiв цього класу та знайдено вiдповiднi

групоїди еквiвалентностi. Також розглянуто класи узагальнених рiвнянь

реакцiї–дифузiї, що є пiдкласами класу (2.1), але при цьому не є норма-

лiзованими. Побудовано їхнi групи еквiвалентностi.

2.1.1. Групоїди еквiвалентностi еволюцiйних рiвнянь. Добре вi-

домо, що будь-яке невироджене точкове перетворення 𝒯 мiж рiвняння-

ми 𝑢𝑡 = 𝐻 i �̃�𝑡 = �̃� з класу (2.1) має вид 𝑡 = 𝑇 (𝑡), �̃� = 𝑋(𝑡, 𝑥, 𝑢),

�̃� = 𝑈(𝑡, 𝑥, 𝑢), задовольняє умову 𝑇𝑡(𝑋𝑥𝑈𝑢 −𝑋𝑢𝑈𝑥) ̸= 0 i продовжується

на частиннi похiднi за ланцюговим правилом:

�̃�𝑡 =
𝐷𝑡𝑈𝐷𝑥𝑋 −𝐷𝑥𝑈𝐷𝑡𝑋

𝑇𝑡𝐷𝑥𝑋
, �̃��̃� =

𝐷𝑥𝑈

𝐷𝑥𝑋
, �̃��̃��̃� =

1

𝐷𝑥𝑋
𝐷𝑥

(︂
𝐷𝑥𝑈

𝐷𝑥𝑋

)︂
,

де𝐷𝑡 = 𝜕𝑡+𝑢𝑡𝜕𝑢+𝑢𝑡𝑡𝜕𝑢𝑡+𝑢𝑡𝑥𝜕𝑢𝑥+. . . ,𝐷𝑥 = 𝜕𝑥+𝑢𝑥𝜕𝑢+𝑢𝑡𝑥𝜕𝑢𝑡+𝑢𝑥𝑥𝜕𝑢𝑥+. . . —

оператори повної похiдної за змiнними 𝑡, 𝑥 [181, 183]. Нормалiзованiсть

класу (2.1) встановлено в роботi [262].

Теорема 2.1 ([262]). Клас (2.1) є нормалiзованим у звичайному сенсi.

Його групу еквiвалентностi складають перетворення

𝑡 = 𝑇 (𝑡), �̃� = 𝑋(𝑡, 𝑥, 𝑢), �̃� = 𝑈(𝑡, 𝑥, 𝑢), (2.2)

�̃� =
𝑋𝑥𝑈𝑢 −𝑋𝑢𝑈𝑥

𝑇𝑡𝐷𝑥𝑋
𝐻 +

𝑈𝑡𝐷𝑥𝑋 −𝑋𝑡𝐷𝑥𝑈

𝑇𝑡𝐷𝑥𝑋
, (2.3)

де 𝑇𝑡(𝑋𝑥𝑈𝑢 −𝑋𝑢𝑈𝑥) ̸= 0.

Тут i далi всi функцiї є довiльними гладкими функцiями своїх ар-

гументiв, що задовольняють лише явно вказанi додатковi умови. Пiд-

клас квазiлiнiйних еволюцiйних рiвнянь можна виокремити з усього кла-

су (2.1) умовою 𝐻𝑢𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥 = 0, з якої випливає, що в цьому випадку можна

репараметризувати клас (2.1), беручи двi iншi функцiї як довiльнi еле-

менти. Справедлива теорема.
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Теорема 2.2. Клас квазiлiнiйних еволюцiйних рiвнянь другого порядку

𝑢𝑡 = 𝐺(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢𝑥)𝑢𝑥𝑥 + 𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢𝑥), 𝐺 ̸= 0, (2.4)

є нормалiзованим у звичайному сенсi. Його групу еквiвалентностi утво-

рюють невиродженi точковi перетворення, де компоненти для змiнних

мають вигляд (2.2), а довiльнi елементи перетворюються таким чи-

ном:

�̃� =
(𝐷𝑥𝑋)2

𝑇𝑡
𝐺, 𝐹 =

𝑋𝑥𝑈𝑢 −𝑋𝑢𝑈𝑥
𝑇𝑡𝐷𝑥𝑋

𝐹 +
𝑈𝑡𝐷𝑥𝑋 −𝑋𝑡𝐷𝑥𝑈

𝑇𝑡𝐷𝑥𝑋

+
(𝑋𝑥𝑥 + 2𝑋𝑥𝑢𝑢𝑥 +𝑋𝑢𝑢𝑢

2
𝑥)𝐷𝑥𝑈 − (𝑈𝑥𝑥 + 2𝑈𝑥𝑢𝑢𝑥 + 𝑈𝑢𝑢𝑢

2
𝑥)𝐷𝑥𝑋

𝑇𝑡𝐷𝑥𝑋
𝐺.

Оскiльки 𝐷𝑥𝑋 = 𝑋𝑥 + 𝑋𝑢𝑢𝑥, з вигляду компоненти перетворень для

довiльного елемента 𝐺 випливає, що 𝑋𝑢 = 0, якщо 𝐺 не залежить вiд 𝑢𝑥.

Доведено бiльш строге твердження, нiж лема 1, наведена в роботi [161].

Теорема 2.3. Клас рiвнянь

𝑢𝑡 = 𝐺(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝑢𝑥𝑥 + 𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢𝑥), 𝐺 ̸= 0, (2.5)

є нормалiзованим у звичайному сенсi. Його групу еквiвалентностi скла-

дають перетворення

𝑡 = 𝑇 (𝑡), �̃� = 𝑋(𝑡, 𝑥), �̃� = 𝑈(𝑡, 𝑥, 𝑢), �̃� =
𝑋2
𝑥

𝑇𝑡
𝐺, (2.6)

𝐹 =
𝑈𝑢
𝑇𝑡
𝐹 +

𝑈𝑡𝑋𝑥−𝑋𝑡𝐷𝑥𝑈

𝑇𝑡𝑋𝑥
+
𝑋𝑥𝑥𝐷𝑥𝑈−(𝑈𝑥𝑥+2𝑈𝑥𝑢𝑢𝑥+𝑈𝑢𝑢𝑢

2
𝑥)𝑋𝑥

𝑇𝑡𝑋𝑥
𝐺,

де 𝑇𝑡𝑋𝑥𝑈𝑢 ̸= 0.

Важливим пiдкласом класу (2.5) є пiдклас, у якому функцiя 𝐹 є по-

лiномом степеня 𝑛 за змiнною 𝑢𝑥. Справедлива теорема.

Теорема 2.4. Клас рiвнянь вигляду

𝑢𝑡 = 𝐺(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝑢𝑥𝑥 +
𝑛∑︁
𝑘=0

𝐹 𝑘(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝑢𝑘𝑥, 𝐺 ̸= 0, (2.7)
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де 𝑛 ≥ 2, є нормалiзованим у звичайному сенсi. Його групу еквiвалент-

ностi складають перетворення, де компоненти для змiнних 𝑡, 𝑥, 𝑢 i до-

вiльного елемента 𝐺 мають вигляд (2.6), а компоненти для довiльних

елементiв 𝐹 𝑘, 𝑘 = 0, . . . , 𝑛, є розв’язками алгебраїчної системи рiвнянь,

яка рiзна для кожного фiксованого значення 𝑛 i виникає пiсля розщеп-

лення рiвняння

𝑛∑︁
𝑘=0

𝐹 𝑘

(︂
𝑈𝑢
𝑋𝑥

𝑢𝑥 +
𝑈𝑥
𝑋𝑥

)︂𝑘
=

1

𝑇𝑡𝑋𝑥

[︃
𝑋𝑥𝑈𝑢

𝑛∑︁
𝑘=0

𝐹 𝑘𝑢𝑘𝑥 + 𝑈𝑡𝑋𝑥 −𝑋𝑡𝐷𝑥𝑈

+
(︀
𝑋𝑥𝑥𝐷𝑥𝑈 − (𝑈𝑥𝑥 + 2𝑈𝑥𝑢𝑢𝑥 + 𝑈𝑢𝑢𝑢

2
𝑥)𝑋𝑥

)︀
𝐺

]︃
.

за рiзними степенями 𝑢𝑥.

Для фiксованих значень 𝑛 усi формули перетворень довiльних еле-

ментiв можна виписати в явному виглядi. Розглянемо окремо важливi

випадки, коли довiльний елемент 𝐹 у класi (2.5) є квадратичною або лi-

нiйною функцiєю за змiнною 𝑢𝑥, тобто рiвняння (2.7) з 𝑛 = 2 та 𝑛 = 1.

Теорема 2.5. Клас рiвнянь вигляду

𝑢𝑡 = 𝐺(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝑢𝑥𝑥 + 𝐹 2(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝑢2𝑥 + 𝐹 1(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝑢𝑥 + 𝐹 0(𝑡, 𝑥, 𝑢), (2.8)

де 𝐺 ̸= 0, є нормалiзованим у звичайному сенсi. Його групу еквiвалент-

ностi складають перетворення

𝑡 = 𝑇 (𝑡), �̃� = 𝑋(𝑡, 𝑥), �̃� = 𝑈(𝑡, 𝑥, 𝑢), 𝑇𝑡𝑋𝑥𝑈𝑢 ̸= 0,

�̃� =
𝑋2
𝑥

𝑇𝑡
𝐺, 𝐹 2 =

𝑋2
𝑥

𝑇𝑡𝑈 2
𝑢

(︀
𝑈𝑢𝐹

2 − 𝑈𝑢𝑢𝐺
)︀
, 𝐹 1 =

1

𝑇𝑡𝑈𝑢

[︂
𝑋𝑥𝑈𝑢𝐹

1

+ 2
𝑋𝑥𝑈𝑥
𝑈𝑢

(𝑈𝑢𝑢𝐺− 𝑈𝑢𝐹
2)−𝑋𝑡𝑈𝑢 + (𝑋𝑥𝑥𝑈𝑢 − 2𝑈𝑥𝑢𝑋𝑥)𝐺

]︂
,

𝐹 0 =
1

𝑇𝑡

[︂
𝑈 2
𝑥

𝑈𝑢
𝐹 2−𝑈𝑥𝐹 1+𝑈𝑢𝐹

0+𝑈𝑡+

(︂
2
𝑈𝑥
𝑈𝑢
𝑈𝑥𝑢 − 𝑈𝑥𝑥 −

𝑈 2
𝑥

𝑈 2
𝑢

𝑈𝑢𝑢

)︂
𝐺

]︂
.
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Розглянемо пiдклас класу (2.8), який виокремлено умовою 𝐹 2 = 0.

Його група еквiвалентностi є пiдгрупою групи еквiвалентностi нормалi-

зованого класу (2.8). Обмеження на перетворення знаходимо, покладаю-

чи 𝐹 2 = 0 i 𝐹 2 = 0 у вiдповiднiй формулi, наведенiй у теоремi 2.5. Це

призводить до умови 𝑈𝑢𝑢 = 0. Справедлива теорема.

Теорема 2.6. Клас рiвнянь вигляду

𝑢𝑡 = 𝐺(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝑢𝑥𝑥 + 𝐹 1(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝑢𝑥 + 𝐹 0(𝑡, 𝑥, 𝑢), 𝐺 ̸= 0, (2.9)

є нормалiзованим у звичайному сенсi. Його групу еквiвалентностi утво-

рюють перетворення

𝑡 = 𝑇 (𝑡), �̃� = 𝑋(𝑡, 𝑥), �̃� = 𝑈 1(𝑡, 𝑥)𝑢+ 𝑈 0(𝑡, 𝑥), 𝑇𝑡𝑋𝑥𝑈
1 ̸= 0, (2.10)

�̃� =
𝑋2
𝑥

𝑇𝑡
𝐺, 𝐹 1 =

1

𝑇𝑡𝑈 1

(︀
𝑋𝑥𝑈

1𝐹 1 −𝑋𝑡𝑈
1 + (𝑋𝑥𝑥𝑈

1 − 2𝑈 1
𝑥𝑋𝑥)𝐺

)︀
,

𝐹 0 =
1

𝑇𝑡

[︂
𝑈 1𝐹 0 − (𝑈 1

𝑥𝑢+ 𝑈 0
𝑥)𝐹

1 + 𝑈 1
𝑡 𝑢+ 𝑈 0

𝑡

+

(︂
2
𝑈 1
𝑥

𝑈 1
(𝑈 1

𝑥𝑢+ 𝑈 0
𝑥)− 𝑈 1

𝑥𝑥𝑢− 𝑈 0
𝑥𝑥

)︂
𝐺

]︂
.

Розглянемо ще один пiдклас класу (2.8), для якого умова 𝑈𝑢𝑢 = 0 та-

кож вiрна для допустимих перетворень. Це пiдклас, виокремлений умо-

вою 𝐹 2 = 𝐺𝑢, вигляду

𝑢𝑡 = (𝐺(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝑢𝑥)𝑥 +𝐾(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝑢𝑥 + 𝑃 (𝑡, 𝑥, 𝑢), 𝐺 ̸= 0. (2.11)

Рiвняння з класу (2.11) можна подати у виглядi

𝑢𝑡 = 𝐺𝑢𝑥𝑥 +𝐺𝑢𝑢
2
𝑥 + (𝐺𝑥 +𝐾)𝑢𝑥 + 𝑃,

де зв’язки мiж довiльними елементами цього класу та класу (2.8) задано

формулами 𝐹 2 = 𝐺𝑢, 𝐹 1 = 𝐺𝑥 + 𝐾, 𝐹 0 = 𝑃 . Оскiльки рiвняння з кла-

су (2.11) мiстять похiднi довiльного елемента 𝐺, вони природно виника-

ють у компонентах перетворень еквiвалентностi для довiльних елементiв.



81

Таку групу еквiвалентностi можна вважати звичайною, якщо розширити

набiр довiльних елементiв похiдними 𝐺𝑢, 𝐺𝑥 i продовжити перетворення

з групи на цi новi довiльнi елементи

�̃��̃� =
𝑋𝑥

𝑇𝑡
𝐺𝑥 + 2

𝑋𝑥𝑥

𝑇𝑡
𝐺, �̃��̃� =

𝑋2
𝑥

𝑇𝑡𝑈 1
𝐺𝑢.

Це легко пояснити, якщо зобразити клас (2.11) у виглядi

𝑢𝑡 = 𝐺𝑢𝑥𝑥 +𝐺1𝑢2𝑥 + (𝐺2 +𝐾)𝑢𝑥 + 𝑃

з додатковими довiльними елементами 𝐺1 = 𝐺𝑢, 𝐺
2 = 𝐺𝑥. Для такого

репараметризованого класу перетворення еквiвалентностi вже не мiстять

похiднi довiльних елементiв.

Теорема 2.7. Клас (2.11) пiсля репараметризацiї є нормалiзованим у

звичайному сенсi. Його групу еквiвалентностi складають перетворення

𝑡 = 𝑇 (𝑡), �̃� = 𝑋(𝑡, 𝑥), �̃� = 𝑈 1(𝑡, 𝑥)𝑢+ 𝑈 0(𝑡, 𝑥), 𝑇𝑡𝑋𝑥𝑈
1 ̸= 0,

�̃� =
𝑋2
𝑥

𝑇𝑡
𝐺, �̃� =

𝑋𝑥

𝑇𝑡

[︂
𝐾 −

(︂
𝑋𝑥𝑥

𝑋𝑥
+ 2

𝑈 1
𝑥

𝑈 1

)︂
𝐺− 2(𝑈 1

𝑥𝑢+ 𝑈 0
𝑥)
𝐺𝑢

𝑈 1
− 𝑋𝑡

𝑋𝑥

]︂
,

𝑃 =
1

𝑇𝑡

[︂
𝑈 1𝑃 +

(𝑈 1
𝑥𝑢+𝑈

0
𝑥)

2

𝑈 1
𝐺𝑢 − (𝑈 1

𝑥𝑢+ 𝑈 0
𝑥)(𝐺𝑥+𝐾) + 𝑈 1

𝑡 𝑢+ 𝑈 0
𝑡

+

(︂
2
𝑈 1
𝑥

𝑈 1
(𝑈 1

𝑥𝑢+ 𝑈 0
𝑥)− 𝑈 1

𝑥𝑥𝑢− 𝑈 0
𝑥𝑥

)︂
𝐺

]︂
.

Пiдклас класу (2.11), виокремлений умовою 𝐾 = 0, має вигляд

𝑢𝑡 = (𝐺(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝑢𝑥)𝑥 + 𝑃 (𝑡, 𝑥, 𝑢), 𝐺 ̸= 0. (2.12)

Цей клас не є нормалiзованим на вiдмiну вiд усiх класiв, розглянутих

вище. Обмеження на вигляд допустимих перетворень у класi (2.11) можна

отримати, якщо покласти 𝐾 = 0 i �̃� = 0 в перетвореннях, наведених у

теоремi 2.7. У результатi отримаємо рiвняння

2

(︂
𝑈 1
𝑥

𝑈 1
𝑢+

𝑈 0
𝑥

𝑈 1

)︂
𝐺𝑢 +

(︂
𝑋𝑥𝑥

𝑋𝑥
+ 2

𝑈 1
𝑥

𝑈 1

)︂
𝐺+

𝑋𝑡

𝑋𝑥
= 0.
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Подальшi обмеження на функцiї 𝑋, 𝑈 1, 𝑈 0 залежать вiд значень функ-

цiї 𝐺. Якщо ця функцiя не задовольняє рiвняння (𝑎𝑢+𝑏)𝐺𝑢+𝑐𝐺+𝑑 = 0,

де 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 — функцiї, що залежать вiд 𝑡 i 𝑥, то точковi перетворення мiж

рiвняннями з цього класу задовольняють умови𝑋𝑡 = 𝑋𝑥𝑥 = 𝑈 1
𝑥 = 𝑈 0

𝑥 = 0,

а такий пiдклас класу (2.12) є нормалiзованим у звичайному сенсi.

Теорема 2.8. Група еквiвалентностi класу (2.12) є звичайною i скла-

дається з перетворень

𝑡 = 𝑇 (𝑡), �̃� = 𝛿1𝑥+ 𝛿2, �̃� = 𝑈 1(𝑡)𝑢+ 𝑈 0(𝑡), 𝑇𝑡𝑈
1𝛿1 ̸= 0,

�̃� =
𝛿21
𝑇𝑡
𝐺, 𝑃 =

1

𝑇𝑡

(︀
𝑈 1𝑃 + 𝑈 1

𝑡 𝑢+ 𝑈 0
𝑡

)︀
.

Повний опис групоїда еквiалентностi в ненормалiзованому класi (2.12)

потребує додаткового дослiдження.

Класи еволюцiйних рiвнянь зi змiнним коефiцiєнтом бiля 𝑢𝑡 часто ви-

никають у застосуваннях. Розглянемо узагальнення рiвнянь (2.11) виду

𝑆(𝑡, 𝑥)𝑢𝑡 = (𝐺(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝑢𝑥)𝑥 +𝐾(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝑢𝑥 + 𝑃 (𝑡, 𝑥, 𝑢), 𝑆𝐺 ̸= 0. (2.13)

Зокрема, пiдкласами цього класу є рiвняння реакцiї–дифузiї зi змiнними

коефiцiєнтами вигляду

𝑓(𝑥)𝑢𝑡 = (𝑔(𝑥)𝐴(𝑢)𝑢𝑥)𝑥 + ℎ(𝑥)𝐵(𝑢), 𝑓𝑔𝐴 ̸= 0, (2.14)

та рiвняння конвекцiї–дифузiї зi змiнними коефiцiєнтами

𝑓(𝑥)𝑢𝑡 = (𝑔(𝑥)𝐴(𝑢)𝑢𝑥)𝑥 + ℎ(𝑥)𝐵(𝑢)𝑢𝑥, 𝑓𝑔𝐴 ̸= 0. (2.15)

Рiвняння з цих класiв моделюють багато фiзичних, хiмiчних та бiологi-

чних процесiв реального свiту. Розширений груповий аналiз класу (2.15)

виконано у роботах [158,161–164].

Хоча коефiцiєнт 𝑆(𝑡, 𝑥) можна вiдкалiбрувати в одиницю сiм’єю точ-

кових перетворень

𝑡 = 𝑡, �̃� =
∫︀ 𝑥
𝑥0
𝑆(𝑡, 𝑦) d𝑦, �̃� = 𝑢,

клас (2.13) розглянуто окремо, оскiльки його трансформацiйнi властиво-

стi є складнiшими, нiж у класу (2.11). Справедлива теорема.
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Теорема 2.9. Будь-яке точкове перетворення мiж двома рiвняння-

ми з класу (2.13) має вигляд (2.10). Тодi вiдповiднi довiльнi елементи

пов’язанi формулами

�̃�+�̃��̃�

𝑆
=
𝑋𝑥

𝑇𝑡𝑆

[︂
𝐾+𝐺𝑥+

(︂
𝑋𝑥𝑥

𝑋𝑥
−2

𝑈 1
𝑥

𝑈 1

)︂
𝐺−2(𝑈 1

𝑥𝑢+𝑈
0
𝑥)
𝐺𝑢

𝑈 1
−𝑋𝑡

𝑋𝑥
𝑆

]︂
,

�̃�

𝑆
=
𝑋2
𝑥

𝑇𝑡

𝐺

𝑆
,

𝑃

𝑆
=

1

𝑇𝑡𝑆

[︂
𝑈 1𝑃 +

(𝑈 1
𝑥𝑢+ 𝑈 0

𝑥)
2

𝑈 1
𝐺𝑢 + (𝑈 1

𝑡 𝑢+ 𝑈 0
𝑡 )𝑆

+

(︂
2
𝑈 1
𝑥

𝑈 1
(𝑈 1

𝑥𝑢+ 𝑈 0
𝑥)− 𝑈 1

𝑥𝑥𝑢− 𝑈 0
𝑥𝑥

)︂
𝐺− (𝑈 1

𝑥𝑢+ 𝑈 0
𝑥)(𝐾 +𝐺𝑥)

]︂
.

Бачимо, що для класу (2.13) компоненти перетворень з групи еквi-

валентностi для довiльних елементiв визначенi лише для вiдношень цих

елементiв. Це можна пояснити наявнiстю специфiчного калiбрувального

перетворення еквiвалентностi, яке не змiнює незалежнi i залежнi змiннi,

а змiнює лише вигляд довiльних елементiв класу, а саме

𝑆 = 𝑍(𝑡, 𝑥, 𝑆), �̃� =
𝐺

𝑆
𝑍, �̃� =

𝐾

𝑆
𝑍 −𝐺

(︂
𝑍

𝑆

)︂
𝑥

, 𝑃 =
𝑃

𝑆
𝑍,

де 𝑍 — довiльна гладка функцiя своїх змiнних, причому 𝑍𝑆 ̸= 0.

Теорема 2.10. Групу еквiвалентностi класу (2.13) складають перетво-

рення

𝑡 = 𝑇 (𝑡), �̃� = 𝑋(𝑡, 𝑥), �̃� = 𝑈 1(𝑡, 𝑥)𝑢+ 𝑈 0(𝑡, 𝑥), 𝑇𝑡𝑋𝑥𝑈
1 ̸= 0,

𝑆 = 𝑍(𝑡, 𝑥, 𝑆), �̃� =
𝑋2
𝑥

𝑇𝑡

𝐺

𝑆
𝑍,

�̃� =
𝑋𝑥𝑍

𝑇𝑡𝑆

[︂
𝐾 −

(︂
𝑋𝑥𝑥

𝑋𝑥
+ 2

𝑈 1
𝑥

𝑈 1

)︂
𝐺− 2𝒰𝐺𝑢

𝑈 1
− 𝑋𝑡

𝑋𝑥
𝑆

]︂
− 𝑋𝑥

𝑇𝑡
𝐺

(︂
𝑍

𝑆

)︂
𝑥

,

𝑃 =
𝑍

𝑇𝑡𝑆

[︂
𝑈 1𝑃 +

𝒰2

𝑈 1
𝐺𝑢 − 𝒰(𝐾 +𝐺𝑥) + (𝑈 1

𝑡 𝑢+ 𝑈 0
𝑡 )𝑆

+

(︂
2
𝑈 1
𝑥

𝑈 1
𝒰 − 𝑈 1

𝑥𝑥𝑢− 𝑈 0
𝑥𝑥

)︂
𝐺

]︂
,

де 𝒰 = 𝑈 1
𝑥𝑢+ 𝑈 0

𝑥 . Клас (2.13) нормалiзований.
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Клас (2.13) можна вважати нормалiзованим у звичайному сенсi,

оскiльки його можна подати у виглядi 𝑆𝑢𝑡 = 𝐺𝑢𝑥𝑥 + 𝐺1𝑢2𝑥 + 𝐺2𝑢𝑥 + 𝑃 з

додатковими довiльними елементами 𝐺1 = 𝐺𝑢, 𝐺
2 = 𝐾 +𝐺𝑥.

Зауважимо, що пiдклас класу (2.13), який виокремлено умовою𝐾 = 0,

тобто клас

𝑆(𝑡, 𝑥)𝑢𝑡 = (𝐺(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝑢𝑥)𝑥 + 𝑃 (𝑡, 𝑥, 𝑢), 𝑆𝐺 ̸= 0, (2.16)

не є нормалiзованим. На вiдмiну вiд класу (2.13), для класу (2.16) коефi-

цiєнт 𝑆 є суттєвим. Калiбрувальнi перетворення еквiвалентностi досить

простi у цьому випадку, а саме: кожен коефiцiєнт можна домножувати

на ненульову гладку функцiю змiнної 𝑡, позначимо її 𝜓(𝑡). Група еквi-

валентностi класу (2.16) ширша за групу еквiвалентностi його пiдкласу,

виокремленого умовою 𝑆 = 1.

Теорема 2.11. Групу еквiвалентностi класу (2.16) складають перетво-

рення

𝑡 = 𝑇 (𝑡), �̃� = 𝑋(𝑥), �̃� = 𝑈 1(𝑡)𝑢+ 𝑈 0(𝑡), 𝑇𝑡𝑋𝑥𝑈
1 ̸= 0,

𝑆 = 𝜓(𝑡)
𝑇𝑡
𝑋𝑥

𝑆, �̃� = 𝜓(𝑡)𝑋𝑥𝐺, 𝑃 =
𝜓(𝑡)

𝑋𝑥

(︀
𝑈 1𝑃 + (𝑈 1

𝑡 𝑢+ 𝑈 0
𝑡 )𝑆
)︀
.

Повний опис групоїду еквiалентностi в ненормалiзованому класi (2.16)

потребує додаткового дослiдження.

Отже, побудовано ланцюжок вкладених пiдкласiв загального класу

(1+1)-вимiрних нелiнiйних еволюцiйних рiвнянь другого порядку. Для

цих пiдкласiв знайдено групи еквiвалентностi. Доведено, що всi розгля-

нутi пiдкласи, крiм двох, є нормалiзованими, а тому для всiх нормалiзо-

ваних пiдкласiв вичерпно описано їх групоїди еквiвалентностi. Отриманi

результати можуть бути застосованi у розширеному груповому аналiзi

класiв рiвнянь, що є пiдкласами класiв рiвнянь, розглянутих у цьому

пiдроздiлi.

Зауважимо, що групову класифiкацiю загального класу (1+1)-

вимiрних квазiлiнiйних рiвнянь другого порядку (2.4) виконано у [48].
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Однак класифiкацiйнi результати, представленi з точнiстю до найшир-

шої точкової еквiвалентностi, незручнi для отримання результатiв групо-

вої класифiкацiї для пiдкласiв цього класу, розглянутих у пiдроздiлах 2.2,

2.4–2.6. А отже цi пiдкласи потребують окремого дослiдження їх транс-

формацiйних, у тому числi й симетрiйних, властивостей.

2.2. Розширений груповий аналiз класу рiвнянь

реакцiї–дифузiї з експоненцiальними

нелiнiйностями

Розширений груповий аналiз класу (2.14) розпочато у роботах [302,308] з

дослiдження випадку степеневих коефiцiєнтiв 𝐴 i 𝐵, а саме класу рiвнянь

𝑓(𝑥)𝑢𝑡 = (𝑔(𝑥)𝑢𝑛𝑢𝑥)𝑥 + ℎ(𝑥)𝑢𝑚, (2.17)

де 𝑓𝑔 ̸= 0 i (𝑛,𝑚ℎ) ̸= (0, 0). Класифiкацiї лiївських симетрiй деяких

пiдкласiв класу (2.17) представлено в роботах [8, 20, 112, 286], найбiльш

важливi дослiдження щодо некласичних операторiв редукцiї — в робо-

тах [24,31,43,44,92,254,307,309]. Цей пiдроздiл присвячено розширеному

груповому аналiзу пiдкласу класу (2.14) з експоненцiальними 𝐴 i 𝐵, а

саме класу рiвнянь вигляду

𝑓(𝑥)𝑢𝑡 = (𝑔(𝑥)𝑒𝑛𝑢𝑢𝑥)𝑥 + ℎ(𝑥)𝑒𝑚𝑢, (2.18)

де 𝑓 = 𝑓(𝑥), 𝑔 = 𝑔(𝑥), ℎ = ℎ(𝑥) — довiльнi гладкi функцiї змiнної 𝑥,

причому 𝑓𝑔 ̸= 0, 𝑛 i 𝑚 — довiльнi сталi. Випадок 𝑛 = 𝑚 = 0, що вiдпо-

вiдає лiнiйним рiвнянням з класу (2.18), виключено з розгляду. Пiдклас

квазiлiнiйних рiвнянь (2.18), виокремлений умовами 𝑛 = 0 i 𝑚 ̸= 0, до-

слiджено у роботах [297,309], вiдповiднi результати наведено у додатку А

дисертацiї. Нелiнiйнi рiвняння з класу (2.18) (випадок 𝑛 ̸= 0) не пов’язанi

з лiнiйними i квазiлiнiйними рiвняннями з цього ж класу. Цей пiдроздiл

присвячено нелiнiйним рiвнянням (2.18), отже надалi пiд класом (2.18)

будемо розумiти сукупнiсть цих рiвнянь з додатковою умовою з 𝑓𝑔𝑛 ̸= 0.
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2.2.1. Групоїд еквiвалентностi. Допустимi перетворення в кла-

сi (2.18) дослiджено прямим методом [183]. При дослiдженнi виникають

такi суттєво рiзнi випадки

1) 𝑚 ̸= 0, 𝑛; 2) 𝑚 = 0; 3) 𝑚 = 𝑛.

Також спецiальним є випадок ℎ = 0, оскiльки тодi 𝑚 не визначено, але

його можна об’єднати з випадком 𝑚 = 𝑛. Тому у перших двох випад-

ках вважатимемо, що ℎ ̸= 0. Одержанi результати пiдсумовано в теоре-

мах 2.12, 2.13 i 2.14.

Теорема 2.12. Розширену узагальнену групу еквiвалентностi �̂�∼ кла-

су (2.18) складають перетворення

𝑡 = 𝛿1𝑡+ 𝛿2, �̃� = 𝜙(𝑥), �̃� = 𝛿3𝑢+ 𝜓(𝑥),

𝑓 =
𝛿0𝛿1
𝜙𝑥

Ψ𝑓, 𝑔 = 𝛿0𝜙𝑥Ψ
2𝑔, ℎ̃ =

𝛿0𝛿3
𝜙𝑥

𝑒−
𝑚
𝛿3
𝜓Ψℎ, �̃� =

𝑛

𝛿3
, �̃� =

𝑚

𝛿3
,

де 𝜙 — довiльна гладка функцiя змiнної 𝑥, причому 𝜙𝑥 ̸= 0; 𝜓 i Ψ визна-

чено формулами:

𝜓(𝑥) = −𝛿3
𝑛
ln |Ψ(𝑥)| , Ψ(𝑥) = 𝛿4

∫︁
𝑑𝑥

𝑔(𝑥)
+ 𝛿5;

𝛿𝑗, 𝑗 = 0, . . . , 5, — дiйснi сталi, що задовольняють умови 𝛿0𝛿1𝛿3 ̸= 0,

(𝛿4, 𝛿5) ̸= (0, 0).

Звичайна група еквiвалентностi 𝐺∼ класу (2.18) є пiдгрупою розшире-

ної узагальненої групи еквiвалентностi �̂�∼, яку можна виокремити умо-

вою 𝛿4 = 0.

Теорема 2.13. Група еквiвалентностi 𝐺∼
𝑚=𝑛 класу

𝑓(𝑥)𝑢𝑡 = (𝑔(𝑥)𝑒𝑛𝑢𝑢𝑥)𝑥 + ℎ(𝑥)𝑒𝑛𝑢, 𝑛𝑓𝑔 ̸= 0, (2.19)

є звичайною. Її утворюють перетворення

𝑡 = 𝛿1𝑡+ 𝛿2, �̃� = 𝜙(𝑥), �̃� = 𝛿3𝑢+ 𝜓(𝑥),

𝑓 =
𝛿0𝛿1
𝜙𝑥

Ψ𝑓, 𝑔 = 𝛿0𝜙𝑥Ψ
2𝑔, ℎ̃ =

𝛿0𝛿3
𝑛𝜙𝑥

[𝑛ℎΨ+ (𝑔Ψ𝑥)𝑥] Ψ, �̃� =
𝑛

𝛿3
,
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де 𝛿𝑗, 𝑗 = 0, 1, 2, 3, — дiйснi сталi, що задовольняють умову 𝛿0𝛿1𝛿3 ̸= 0,

𝜙, 𝜓 — довiльнi гладкi функцiї змiнної 𝑥, причому 𝜙𝑥 ̸= 0, Ψ(𝑥) = 𝑒−
𝑛𝜓(𝑥)
𝛿3 .

Група 𝐺∼
𝑚=𝑛 є нетривiальною максимальною умовною групою еквi-

валентностi класу (2.18).

У випадку 𝑚 = 0 нетривiальна умовна група еквiвалентностi виникає

лише за додаткової умови (ℎ/𝑓)𝑥 = 0.

Теорема 2.14. Пiдклас класу (2.18), виокремлений умовами 𝑚 = 0 i

(ℎ/𝑓)𝑥 = 0, допускає розширену узагальнену групу еквiвалентностi

�̂�∼
𝑚=0,(ℎ/𝑓)𝑥=0, що складається з перетворень

𝑡 = 𝑇 (𝑡), �̃� = 𝜙(𝑥), �̃� = 𝛿3𝑢+ 𝜓(𝑡, 𝑥),

𝑓 =
𝛿0
𝜙𝑥

Ψ𝑓, 𝑔 = 𝛿0𝜙𝑥Ψ
2𝑔, �̃� =

𝑛

𝛿3
,

де функцiю 𝑇 = 𝑇 (𝑡) визначено за формулами:

𝜇�̃� ̸= 0:
𝑒�̃��̃�𝑇−1

�̃��̃�
= 𝛿1

𝑒𝑛𝜇𝑡−1

𝑛𝜇
+𝛿2, 𝜇 = 0, �̃� ̸= 0:

𝑒�̃��̃�𝑇−1

�̃��̃�
= 𝛿1𝑡+𝛿2,

𝜇 ̸= 0, �̃� = 0: 𝑇 = 𝛿1
𝑒𝑛𝜇𝑡−1

𝑛𝜇
+𝛿2, 𝜇 = �̃� = 0: 𝑇 = 𝛿1𝑡+𝛿2,

де 𝜇 = ℎ/𝑓 i �̃� = ℎ̃/𝑓 — ненульовi дiйснi сталi, 𝜙 — довiльна гладка

функцiя змiнної 𝑥, причому 𝜙𝑥 ̸= 0;

𝜓(𝑡, 𝑥) = −𝛿3
𝑛
ln |𝑇𝑡(𝑡)Ψ(𝑥)| , Ψ(𝑥) = 𝛿4

∫︁
𝑑𝑥

𝑔(𝑥)
+ 𝛿5;

𝛿𝑗, 𝑗 = 0, . . . , 5, — дiйснi сталi, що задовольняють умови 𝛿0𝛿1𝛿3 ̸= 0 i

(𝛿4, 𝛿5) ̸= (0, 0).

Група еквiвалентностi �̂�∼
𝑚=0,(ℎ/𝑓)𝑥=0 є узагальненою навiть для фiксо-

ваного 𝑛, оскiльки компонента перетворень часової змiнної залежить вiд

сталої частки довiльних елементiв ℎ i 𝑓 . На вiдмiну вiд групи 𝐺∼
𝑚=𝑛, з

точнiстю до якої буде проведено групову класифiкацiю пiдкласу (2.19),

групу �̂�∼
𝑚=0,(ℎ/𝑓)𝑥=0 використовувати не будемо, оскiльки її вплив не є
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вирiшальним для одержання результатiв, однак перетворення з цiєї гру-

пи зiграють роль додаткових перетворень еквiвалентностi в отриманому

класифiкацiйному списку.

Результати опису групоїда еквiвалентностi класу (2.18) пiдсумовано в

теоремах 2.15 i 2.16.

Теорема 2.15. Нехай два рiвняння

𝑓(𝑥)𝑢𝑡 = (𝑔(𝑥)𝑒𝑛𝑢𝑢𝑥)𝑥 + ℎ(𝑥)𝑒𝑚𝑢 i 𝑓(�̃�)𝑢𝑡 = (𝑔(�̃�)𝑒�̃��̃�𝑢𝑥)𝑥 + ℎ̃(�̃�)𝑒�̃��̃�

пов’язанi точковим перетворенням 𝒯 змiнних 𝑡, 𝑥, 𝑢. Тодi

або
�̃�

�̃�
=
𝑚

𝑛
, або (𝑚, �̃�) = (0, �̃�), або (𝑚, �̃�) = (𝑛, 0).

Перетворення 𝒯 породжено перетворенням з групи

a) �̂�∼, якщо або 𝑚 ̸= 0, 𝑛 або 𝑚 = 0, (ℎ/𝑓)𝑥 ̸= 0;

b) 𝐺∼
𝑚=𝑛, якщо 𝑚 = 𝑛 i �̃� ̸= 0, тодi також �̃� = �̃�;

c) �̂�∼
𝑚=0,(ℎ/𝑓)𝑥=0, якщо 𝑚 = �̃� = 0, (ℎ/𝑓)𝑥 = 0, то (ℎ̃/𝑓)𝑥 = 0.

Якщо 𝑚 = 0 i �̃� = �̃�, то (ℎ/𝑓)𝑥 = 0 i перетворення 𝒯 є композицiєю

перетворень з груп �̂�∼
𝑚=0,(ℎ/𝑓)𝑥=0 i 𝐺

∼
𝑚=𝑛 через промiжне рiвняння з ℎ =

0.

Випадок 𝑚 = 𝑛 i �̃� = 0 є подiбним до попереднього випадку.

Теорема 2.16. Клас (2.18) можна представити як об’єднання його

трьох нормалiзованих пiдкласiв, виокремлених умовами:

1. (ℎ ̸= 0, 𝑚 ̸= 0, 𝑛) або (𝑚 = 0, (ℎ/𝑓)𝑥 ̸= 0);

2. 𝑚 = 0, (ℎ/𝑓)𝑥 = 0; 3. 𝑚 = 𝑛.

Останнi два пiдкласи мають непорожнiй перетин, який є нормалiзова-

ним пiдкласом класу (2.18) з ℎ = 0.

Умови з першого випадку теореми 2.16 можна записати у виглядi од-

нiєї нерiвностi (𝑚− 𝑛)ℎ
(︀
𝑚2 + ((ℎ/𝑓)𝑥)

2
)︀
̸= 0.
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2.2.2. Калiбрування довiльних елементiв. З теореми 2.12 випливає,

що сiм’я перетворень еквiвалентностi:

𝑡 = 𝑡, �̃� =

∫︁ 𝑥

𝑥0

𝑑𝑦

𝑔(𝑦)
, �̃� = 𝑢, (2.20)

параметризована довiльним елементом 𝑔, вiдображає клас (2.18) на його

пiдклас з 𝑔 = 1, що складається з рiвнянь вигляду 𝑓�̃�𝑡 = (𝑒�̃��̃��̃��̃�)�̃�+ ℎ̃𝑒
�̃��̃�.

Новi й старi довiльнi елементи пов’язано формулами: �̃� = 𝑚, �̃� = 𝑛,

𝑓 = 𝑓𝑔, ℎ̃ = 𝑔ℎ. Отже, не втрачаючи загальностi, можна обмежити роз-

гляд класом

𝑓(𝑥)𝑢𝑡 = (𝑒𝑛𝑢𝑢𝑥)𝑥 + ℎ(𝑥)𝑒𝑚𝑢, 𝑛𝑓 ̸= 0, (2.21)

замiсть класу (2.18), оскiльки всi результати щодо симетрiй, розв’язкiв

та законiв збереження, отриманi для пiдкласу (2.21), можна поширити

на весь клас (2.18) перетвореннями (2.20). Iншими словами, перетворен-

нями з групи �̂�∼ виконано калiбрування 𝑔 = 1 довiльних елементiв кла-

су (2.18). Зауважимо, що довiльний елемент 𝑛 також можна вiдкалiбру-

вати в одиницю простим масштабуванням 𝑢′ = 𝑛𝑢, але для зручностi

подальшого використання результатiв цього не робитимемо.

Наслiдками теорем 2.12 i 2.13 є такi твердження.

Наслiдок 2.17. Узагальнену групу еквiвалентностi �̂�∼
1 класу (2.21)

складають перетворення

𝑡 = 𝛿1𝑡+ 𝛿2, �̃� =
𝛿6𝑥+ 𝛿7
𝛿4𝑥+ 𝛿5

, �̃� = 𝛿3𝑢−
𝛿3
𝑛
ln |𝛿4𝑥+ 𝛿5|,

𝑓 =
𝛿1
Δ2

|𝛿4𝑥+ 𝛿5|3𝑓, ℎ̃ =
𝛿3
Δ2

|𝛿4𝑥+ 𝛿5|
𝑚
𝑛+3ℎ, �̃� =

𝑛

𝛿3
, �̃� =

𝑚

𝛿3
,

де 𝛿𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 7, — дiйснi сталi, що задовольняють умови 𝛿1𝛿3 ̸= 0,

Δ = 𝛿5𝛿6 − 𝛿4𝛿7 ̸= 0, причому набiр сталих (𝛿4, 𝛿5, 𝛿6, 𝛿7) визначено з

точнiстю до ненульового множника, тобто Δ = ±1.

Наслiдок 2.18. Клас рiвнянь вигляду

𝑓(𝑥)𝑢𝑡 = (𝑒𝑛𝑢𝑢𝑥)𝑥 + ℎ(𝑥)𝑒𝑛𝑢, 𝑛𝑓 ̸= 0, (2.22)
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допускає узагальнену групу еквiвалентностi �̂�∼
1,𝑚=𝑛, що складається з

перетворень

𝑡 = 𝛿1𝑡+ 𝛿2, �̃� = 𝜙(𝑥), �̃� = 𝛿3𝑢+
𝛿3
2𝑛

ln |𝛿20𝜙𝑥|, (2.23)

𝑓 = 𝛿0𝛿1|𝜙𝑥|−
3
2𝑓, ℎ̃ = 𝛿3𝜙

−2
𝑥 ℎ+

𝛿3
𝑛
|𝜙𝑥|−

3
2 (|𝜙𝑥|−

1
2 )𝑥𝑥, �̃� =

𝑛

𝛿3
,

де 𝛿𝑗, 𝑗 = 0, . . . , 3, — дiйснi сталi, що задовольняють умову 𝛿0𝛿1𝛿3 ̸= 0,

𝜙 = 𝜙(𝑥) — довiльна гладка функцiя свого аргументу, причому 𝜙𝑥 ̸= 0.

Перетвореннями з групи еквiвалентностi �̂�∼
1,𝑚=𝑛 клас (2.22) можна вiд-

образити на його пiдклас з лише одним довiльним елементом, що зале-

жить вiд 𝑥. Найзручнiшими калiбруваннями довiльних елементiв кла-

су (2.22) є 𝑓 = 1 або ℎ = 0. Перше калiбрування реалiзує перетворення

𝑡 = sign(𝑓)𝑡, �̃� =

∫︁ 𝑥

𝑥0

𝑓(𝑦)
2
3𝑑𝑦, �̃� = 𝑢+

1

3𝑛
ln |𝑓 |, (2.24)

що вiдображає рiвняння вигляду (2.22) у такi рiвняння такого самого

вигляду з 𝑓 = 1, тобто �̃�𝑡 = (𝑒�̃��̃��̃��̃�)�̃� + ℎ̃𝑒�̃��̃�. Довiльнi елементи ℎ i 𝑛

перетворюються за формулами ℎ̃ = 𝑓−1
(︁
𝑓−

1
3ℎ+ 𝑛−1(𝑓−

1
3 )𝑥𝑥

)︁
, �̃� = 𝑛.

Теорема 2.19. Узагальнену групу еквiвалентностi �̂�∼
𝑓=𝑔=1,𝑚=𝑛 класу

рiвнянь вигляду

𝑢𝑡 = (𝑒𝑛𝑢𝑢𝑥)𝑥 + ℎ(𝑥)𝑒𝑛𝑢, 𝑛 ̸= 0, (2.25)

утворюють перетворення

𝑡 = 𝛿1𝑡+ 𝛿2, �̃� = 𝛿4𝑥+ 𝛿5, �̃� = 𝛿3𝑢+
𝛿3
𝑛
ln
𝛿24
𝛿1
, ℎ̃ =

𝛿3
𝛿24
ℎ, �̃� =

𝑛

𝛿3
,

де 𝛿𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 5 — дiйснi сталi, що задовольняють умови 𝛿1𝛿3𝛿4 ̸= 0,

𝛿1 > 0.

Калiбрування ℎ = 0 в класi (2.22) реалiзує перетворення (2.23), де

𝛿1 = 𝛿3 = 1, 𝛿2 = 0, а функцiя 𝜙 задовольняє рiвняння (|𝜙𝑥|−
1
2 )𝑥𝑥 +

𝑛ℎ|𝜙𝑥|−
1
2 = 0.
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Теорема 2.20. Узагальненою групою еквiвалентностi �̂�∼
1,ℎ=0 класу рiв-

нянь вигляду

𝑓(𝑥)𝑢𝑡 = (𝑒𝑛𝑢𝑢𝑥)𝑥, 𝑛𝑓 ̸= 0, (2.26)

є проєкцiя групи �̂�∼
1 на простiр змiнних (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑓, 𝑛).

Серед цих двох калiбрувань для виконання групової класифiкацiї кла-

су (2.22) зручнiшим є калiбрування 𝑓 = 1.

2.2.3. Класифiкацiя лiївських симетрiй. Групову класифiкацiю

класу (2.18) виконано класичним методом Лi–Овсянникова [22, 234], роз-

ширеного методами розбиття на нормалiзованi пiдкласи i калiбрування

довiльних елементiв, а також розглядом узагальнених груп еквiвалент-

ностi замiсть звичайних. Це призводить до спрощення класифiкацiї i

зменшення кiлькостi нееквiвалентних випадкiв. Також використано метод

розгалуженого розщеплення [19,161]. Деталi доведення наведено в [310].

Твердження 2.21. Ядром максимальних алгебр лiївської iнварiант-

ностi рiвнянь з класу (2.21) (i класу (2.18)) є одновимiрна алгебра

𝐴∩ = ⟨𝜕𝑡⟩.

Результати групової класифiкацiї (2.18) наведено у табл. 2.1. Iсну-

ють додатковi перетворення еквiвалентностi мiж випадками класифi-

кацiйного списку. Так, точкове перетворення з групи еквiвалентностi

�̂�∼
𝑚=0,(ℎ/𝑓)𝑥=0

𝑡′ =
1

𝜀𝑛
𝑒𝜀𝑛𝑡, 𝑥′ = 𝑥, 𝑢′ = 𝑢− 𝜀𝑡 (2.27)

пов’язує 𝑓(𝑥)𝑢𝑡 = (𝑔(𝑥)𝑒𝑛𝑢𝑢𝑥)𝑥 + 𝜀𝑓(𝑥) i 𝑓(𝑥′)𝑢′𝑡′ = (𝑔(𝑥′)𝑒𝑛𝑢
′
𝑢′𝑥′)𝑥′. Це

перетворення зводить випадки 4–6 табл. 2.1 до випадкiв з 𝑚 = 𝑛 або

ℎ = 0. Доведено теорему.

Теорема 2.22. З точнiстю до всiх точкових перетворень повний спи-

сок розширень лiївської симетрiї в класi (2.18) вичерпується випадка-

ми 1–3 i 7–10 табл. 2.1.
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Табл. 2.1: Групова класифiкацiя класу (2.18) iз калiбруванням 𝑔 = 1.

№ 𝑓(𝑥) ℎ(𝑥) Базис 𝐴max

Загальний випадок 𝑚

1 ∀ ∀ 𝜕𝑡

2 𝑓1(𝑥) ℎ1(𝑥) 𝜕𝑡, (𝑑+ 2𝑏− 𝑝𝑛)𝑡𝜕𝑡 + (𝑛𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥+ 𝑐)𝜕𝑥 + (𝑎𝑥+ 𝑝)𝜕𝑢

3 1 𝜀 𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 2𝑚𝑡𝜕𝑡 + (𝑚− 𝑛)𝑥𝜕𝑥 − 2𝜕𝑢

𝑚 = 0, ℎ ̸= 0, (ℎ/𝑓)𝑥 = 0

4 ∀ 𝜀𝑓(𝑥) 𝜕𝑡, 𝑒−𝜀𝑛𝑡(𝜕𝑡 + 𝜀𝜕𝑢)

5 𝑓1(𝑥) 𝜀𝑓1(𝑥) 𝜕𝑡, 𝑒−𝜀𝑛𝑡(𝜕𝑡 + 𝜀𝜕𝑢), 𝑛(𝑛𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥+ 𝑐)𝜕𝑥 + (𝑛𝑎𝑥+ 2𝑏+ 𝑑)𝜕𝑢

6 1 𝜀 𝜕𝑡, 𝑒−𝜀𝑛𝑡(𝜕𝑡 + 𝜀𝜕𝑢), 𝜕𝑥, 𝑛𝑥𝜕𝑥 + 2𝜕𝑢

𝑚 = 𝑛 або ℎ = 0

7 ∀ ∀ 𝜕𝑡, 𝑛𝑡𝜕𝑡 − 𝜕𝑢

8 1 𝛼𝑥−2 𝜕𝑡, 𝑛𝑡𝜕𝑡 − 𝜕𝑢, 𝑛𝑥𝜕𝑥 + 2𝜕𝑢

9 1 𝜀 𝜕𝑡, 𝑛𝑡𝜕𝑡 − 𝜕𝑢, 𝜕𝑥

10 1 0 𝜕𝑡, 𝑛𝑡𝜕𝑡 − 𝜕𝑢, 𝜕𝑥, 𝑛𝑥𝜕𝑥 + 2𝜕𝑢

Тут 𝑛, 𝛼, 𝜀 — ненульовi сталi, 𝑛 = 1 mod �̂�∼
1 , 𝜀 = ±1 mod �̂�∼

1 ,

𝑓1(𝑥) = exp
(︁∫︀ −3𝑛𝑎𝑥+𝑑

𝑛𝑎𝑥2+𝑏𝑥+𝑐
d𝑥
)︁
, ℎ1(𝑥) = 𝜀 exp

(︁
−
∫︀ (3𝑛+𝑚)𝑎𝑥+2𝑏+(𝑚−𝑛)𝑝

𝑛𝑎𝑥2+𝑏𝑥+𝑐
d𝑥
)︁
,

причому, з точнiстю до �̂�∼
1 -еквiвалентностi, набiр параметрiв (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑝) приймає значення

з множини {(0, 1, 0, 𝑑, (𝑞 + 2)/(𝑛 −𝑚)), (0, 0, 1, 1, 𝑝), (0, 0, 1, 0, 1), (1/𝑛, 0, 1, 𝑑, 𝑝)}, де (𝑑, 𝑞) ̸=
(0, 0), (−3,−3 − 𝑚/𝑛) i по модулю �̂�∼

1 можна також вважати, що 𝑑 > −3/2 i, якщо 𝑑 =

−3/2, то 𝑞 > −3/2 − 𝑚/(2𝑛); 𝑑 > 0 i, якщо 𝑑 = 0, то 𝑝 > 0. У випадку 5 параметром 𝑝

можна знехтувати. У випадку 7 довiльний елемент 𝑓 (або ℎ) можна додатково вiдкалiбрувати

перетвореннями з групи �̂�∼
1,𝑚=𝑛, наприклад, можна покласти 𝑓 = 1.

Отже, максимальна розмiрнiсть алгебри лiївської iнварiантностi для

рiвнянь з класу (2.18) дорiвнює чотирьом, а у випадку 𝑚 ̸= 0, 𝑛 — трьом.

Твердження 2.23. Якщо рiвняння з класу (2.18) iнварiантне вiднос-

но чотиривимiрної алгебри Лi, то воно точково-еквiвалентне рiвнянню

𝑢𝑡 = (𝑒𝑢𝑢𝑥)𝑥 з цього класу.
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Твердження 2.24. Якщо рiвняння з класу (2.18) з 𝑚 ̸= 0, 𝑛 допускає

тривимiрну алгебру лiївської iнварiантностi, то перетвореннями еквi-

валентностi його можна звести до рiвняння 𝑢𝑡 = (𝑒𝑢𝑢𝑥)𝑥 ± 𝑒𝑚𝑢.

2.2.4. Контракцiї. Приклади нетривiальних граничних переходiв мiж

рiвняннями, що допускають розширення лiївської симетрiї, вiдомi дав-

но. Наприклад, у [70] рiвняння з експоненцiальними нелiнiйностями були

виключенi зi списку групової класифiкацiї нелiнiйних рiвнянь дифузiї i

просто розглядалися як граничний випадок рiвнянь зi степеневими не-

лiнiйностями. Однак краще включати такi випадки до класифiкацiйних

спискiв, а потiм вказувати зв’язки мiж рiзними випадками класифiкацiї

через граничнi переходи. Використовуючи аналогiю з теорiєю алгебр Лi,

такi зв’язки називають контракцiями. Теоретичне пiдґрунтя щодо реду-

кцiй диференцiальних рiвнянь, їх алгебр лiївської симетрiї та вiдповiдних

розв’язкiв запропоновано у роботi [162].

У цiй секцiї за допомогою редукцiй пов’язано класифiкацiйнi спи-

ски, отриманi для класу (2.18), з класифiкацiйним списком для кла-

су (2.17) [302, табл. 1]. Контракцiї також використано для побудови то-

чних розв’язкiв i законiв збереження рiвнянь з класу (2.18) з вiдповiдних

розв’язкiв i законiв збереження рiвнянь з класу (2.17).

Контракцiї рiвнянь i алгебр лiївської iнварiантностi. Для вико-

нання контракцiї спочатку застосуємо перетворення

𝑡 = 𝛿𝑡, �̃� =
√
𝛿𝑥, �̃� = 𝛿(𝑢− 1), �̃� =

𝑛

𝛿
, �̃� =

𝑚

𝛿
, (2.28)

параметризоване додатною сталою 𝛿, до рiвнянь з класу (2.17) зi значен-

нями довiльних елементiв 𝑔 = 1, а 𝑓 i ℎ набувають значень, наведених у

табл. 1 [302]. Сталi параметри 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑝, 𝛼 перетворюються за форму-

лами:

�̃� = 𝑎, �̃� =
𝑏√
𝛿
, 𝑐 = 𝑐, 𝑑 =

𝑑√
𝛿
, 𝑝 =

√
𝛿𝑝, �̃� = 𝛿𝛼. (2.29)
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В отриманому рiвняннi переходимо до границi 𝛿 → +∞. У результа-

тi отримуємо рiвняння з класу (2.21) зi значеннями 𝑓 i ℎ, наведеними

у табл. 2.1. Та ж сама процедура встановлює зв’язки мiж вiдповiдними

операторами максимальних алгебр лiївської симетрiї. Використаємо по-

значення 𝐼𝐼.2 → 𝐼.2, де II вiдповiдає випадкам з табл. 1 роботи [302], а

I — випадкам з табл. 2.1, а числа пiсля крапки позначають номер випад-

ку з вiдповiдної таблицi. Повний список контракцiй, що пов’язує випадки

розширення лiївської симетрiї в класах (2.18) i (2.17) є таким:

II.1 → I.1, II.2 → I.2, II.3 → I.3, II.4 → I.4, II.5 → I.5,

II.6 → I.6, II.8 → I.7, II.9 → I.8, II.10 → I.9, II.11 → I.10.

Контракцiї анзацiв, редукованих рiвнянь i точних розв’язкiв.

У роботi [302] проведено лiївську редукцiю й побудовано точнi розв’язки

рiвнянь (2.17) зi значеннями довiльних елементiв, наведених у випадках 9

i 12 табл. 1 з роботи [302]. Цi рiвняння допускають тривимiрнi алегебри

лiївської iнварiантностi. Вище показано, що є контракцiя випадку 9 з [302,

табл. 1] до випадку 8 табл. 2.1, а саме мiж рiвняннями вигляду

𝑢𝑡 = (𝑢𝑛𝑢𝑥)𝑥 + 𝛼𝑥−2𝑢𝑛+1, (2.30)

�̃�𝑡 =
(︀
𝑒�̃��̃��̃��̃�

)︀
�̃�
+ �̃��̃�−2𝑒�̃��̃�, (2.31)

чиї максимальнi алгебри лiївської iнварiантностi g i g̃ породжено вектор-

ними полями 𝑋1 = 𝜕𝑡, 𝑋2 = 𝑛𝑡𝜕𝑡 − 𝑢𝜕𝑢, 𝑋3 = 𝑛𝑥𝜕𝑥 + 2𝑢𝜕𝑢 та �̃�1 = 𝜕𝑡,

�̃�2 = 𝑛𝑡𝜕𝑡−𝜕�̃�, �̃�3 = 𝑛�̃�𝜕�̃�+2𝜕�̃� вiдповiдно. Контракцiю II.9 → I.8 можна

реалiзувати перетворенням

𝑡 = 𝑡, �̃� = 𝑥, �̃� = 𝛿(𝑢− 1), �̃� =
𝑛

𝛿
, �̃� = 𝛿𝛼, (2.32)

простiшим за (2.28). При цьому алгебра g контрактує в алгебру g̃, а саме

𝑋1 → �̃�1, 𝑋2 → �̃�2, 𝑋3 → �̃�3.

Виконаємо контракцiї лiївських редукцiй рiвняння (2.30) до таких ре-

дукцiй рiвняння (2.31). Нееквiвалентнi лiївськi редукцiї рiвняння (2.31) за
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Табл. 2.2: Лiївськi редукцiї випадку 8 з табл. 2.1.

№ 𝑋 𝜔 𝑢 Редуковане рiвняння

1 𝑋2 − 𝜇𝑋3 𝑥|𝑡|𝜇 𝜙(𝜔)− 1+2𝜇
𝑛 ln |𝑡| (𝑒𝑛𝜙)𝜔𝜔 − 𝜇𝑛𝜀𝜔𝜙𝜔 + (1 + 2𝜇)𝜀+ 𝛼𝑛𝜔−2𝑒𝑛𝜙 = 0,

𝜀 = sign 𝑡

2 𝑋3 𝑡 𝜙(𝜔) + 2
𝑛 ln |𝑥| 𝑛𝜙𝜔 − (𝛼𝑛+ 2)𝑒𝑛𝜙 = 0

3 𝑋3 ±𝑋1 𝑥𝑒∓𝑡 𝜙(𝜔)± 2
𝑛 𝑡 (𝑒𝑛𝜙)𝜔𝜔 ± 𝑛𝜔𝜙𝜔 ∓ 2 + 𝛼𝑛𝜔−2𝑒𝑛𝜙 = 0

4 𝑋1 𝑥 𝜙(𝜔) (𝑒𝑛𝜙)𝜔𝜔 + 𝛼𝑛𝜔−2𝑒𝑛𝜙 = 0

одновимiрними пiдалгебрами з оптимальної системи пiдалгебр наведено

в табл. 2.2. Перетворення iнварiантних змiнних, iндуковане перетворен-

ням (2.32), є таким: 𝜙 = 𝛿(𝜙 − 1), �̃� = 𝜔 для всiх випадкiв 9.1–9.4 з

табл. 2 в [302]. Розглянемо випадок 9.1 з [302, табл. 2] детально. Анзац

𝑢 = |𝑡|− 1+2𝜇
𝑛 𝜙(𝜔) пiсля перетворення i контракцiї має вигляд:(︂

1+
�̃�

𝛿

)︂𝛿�̃�
= |𝑡|−(1+2𝜇)

(︂
1+

𝜙

𝛿

)︂𝛿�̃�
→ 𝑒�̃��̃� = |𝑡|−(1+2𝜇)𝑒�̃�𝜙, 𝛿 → +∞.

У результатi отримаємо анзац вигляду �̃� = 𝜙(�̃�)− 1+2𝜇
�̃� ln |𝑡|. Редуковане

рiвняння з випадку 9.1 у [302, табл. 2] перетворенням (2.32) зводиться до

𝛿�̃�

𝛿�̃�+ 1

[︃(︂
1 +

𝜙

𝛿

)︂𝛿�̃�+1
]︃
�̃��̃�

− 𝜇�̃�𝜀�̃�𝜙�̃�

+ (1 + 2𝜇)𝜀

(︂
1 +

𝜙

𝛿

)︂
+
�̃��̃�

�̃�2

(︂
1 +

𝜙

𝛿

)︂𝛿�̃�+1

= 0.

Граничний перехiд при 𝛿 → +∞ призводить до редукованого рiвняння(︀
𝑒�̃�𝜙
)︀
�̃��̃�

− 𝜇�̃�𝜀�̃�𝜙�̃� + (1 + 2𝜇)𝜀+ �̃��̃��̃�−2𝑒�̃�𝜙 = 0

рiвняння (2.31) (випадок 1, табл. 2.2). Контракцiї iнших редукцiй прово-

дяться аналогiчно. Для випадкiв 9.2 i 9.4 [302, табл. 2] розв’язки редуко-

ваних рiвнянь призвели до побудови точних розв’язкiв рiвняння (2.30):

𝑢 =

⃒⃒⃒⃒
𝑥2

𝐶 − (𝛼𝑛+ 2 + 4𝑛−1)𝑡

⃒⃒⃒⃒ 1
𝑛

, (2.33)
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𝑢 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
⃒⃒
𝐶1

√
𝑥 ln𝑥+ 𝐶2

√
𝑥
⃒⃒ 1
𝑛+1 , 𝛼′ = 0,⃒⃒

𝐶1𝑥
κ1 + 𝐶2𝑥

κ2
⃒⃒ 1
𝑛+1 , 𝛼′ > 0,⃒⃒

𝐶1

√
𝑥 sin(𝜎 ln𝑥) + 𝐶2

√
𝑥 cos(𝜎 ln𝑥)

⃒⃒ 1
𝑛+1 , 𝛼′ < 0,

(2.34)

де 𝛼′ = 1−4𝛼(𝑛+1), κ1,2 =
1±

√
𝛼′

2
, 𝜎 =

√
−𝛼′

2
. Тут i надалi 𝐶, 𝐶1, 𝐶2 —

довiльнi сталi. Застосувавши перетворення (2.32) до розв’язку (2.33), пе-

реходимо до границi при 𝛿 → +∞:(︂
1 +

�̃�

𝛿

)︂𝛿�̃�
= �̃�2

(︂
𝐶 −

(︁
�̃��̃�+2+

4

�̃�𝛿

)︁
𝑡

)︂−1

→ 𝑒�̃��̃� =
�̃�2

𝐶 − (�̃��̃�+ 2) 𝑡
.

Таким чином отримаємо точний розв’язок

�̃� =
1

�̃�
ln

⃒⃒⃒⃒
�̃�2

𝐶 − (�̃��̃�+ 2) 𝑡

⃒⃒⃒⃒
рiвняння (2.31). Контрактуючи розв’язки (2.34), одержуємо стацiонарнi

розв’язки рiвняння (2.31):

�̃� =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1
�̃� ln

⃒⃒
𝐶1

√
�̃� ln �̃�+ 𝐶2

√
�̃�
⃒⃒
, �̃�′ = 0,

1
�̃� ln

⃒⃒
𝐶1�̃�

κ1 + 𝐶2�̃�
κ2
⃒⃒
, �̃�′ > 0,

1
�̃� ln

⃒⃒
𝐶1

√
�̃� sin(𝜎 ln �̃�) + 𝐶2

√
�̃� cos(𝜎 ln �̃�)

⃒⃒
, �̃�′ < 0,

де �̃�′ = 1− 4�̃��̃�, κ1,2 =
1±

√
�̃�′

2
, 𝜎 =

√
−�̃�′

2
.

Контракцiї законiв збереження. Контракцiї також можна застосу-

вати для побудови законiв збереження рiвнянь з класу (2.18) з 𝑔 = 1,

використавши результати з [302] щодо законiв збереження рiвнянь з кла-

су (2.17) з тим самим калiбруванням.

Нагадаємо, що законом збереження системи диференцiальних рiв-

нянь ℒ називають дивергентний вираз, що дорiвнює нулю на множинi

розв’язкiв цiєї системи. У випадку диференцiального рiвняння з зале-

жною змiнною 𝑢 i двома незалежними змiнними 𝑡, 𝑥 загальний вигляд

закону збереження такий: 𝐷𝑡𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑢(𝑟)) +𝐷𝑥𝐺(𝑡, 𝑥, 𝑢(𝑟)) = 0 для всiх 𝑢,



97

що є розв’язками рiвняння ℒ. Тодi (𝐹,𝐺) називають збреженим струмом.

Два збереженi струми (𝐹,𝐺) i (𝐹 ′, 𝐺′) еквiвалентнi, якщо iснують такi

функцiї 𝐹 , �̂� та 𝐻, що залежать вiд 𝑡, 𝑥, 𝑢 i похiдних 𝑢, що 𝐹 i �̂� зану-

люються на множинi розв’язкiв рiвняння ℒ, а також виконуються умови

𝐹 ′ = 𝐹 +𝐹 +𝐷𝑥𝐻, 𝐺′ = 𝐺+ �̂�−𝐷𝑡𝐻. Збережений струм називають три-

вiальним, якщо вiн еквiвалентний нульовому збереженому струму [234].

У роботi [302] встановлено, що iснують три пiдкласи класу (2.17) з

𝑔 = 1, рiвняння з яких допускають нетривiальнi закони збереження. Кож-

не рiвняння з класу (2.17), для якого виконуються умови 1. 𝑚 = 𝑛 + 1,

2. 𝑚 = 1, ℎ = 𝜇𝑓 , i 3. 𝑚 = 0, допускає два нееквiвалентнi закони збе-

реження. Цi випадки контрактують до випадкiв 1. 𝑚 = 𝑛, 2. ℎ = 0, i

3. 𝑚 = 0 класу (2.18) вiдповiдно. Вигляд законiв збереження рiвнянь з

класу (2.17) є рiзним у кожному з трьох випадкiв у залежностi вiд того,

чи 𝑛 = −1. Для виконання контракцiй значення 𝑛 має варiюватися, а

тому для контракцiй пiдходять лише випадки 𝑛 ̸= −1.

Є три можливостi для контракцiї законiв збереження: контракцiї ха-

рактеристик, контракцiї збережених струмiв або контракцiї законiв збе-

реження як дивергентних виразiв. Проiлюструємо це на прикладi. Роз-

глянемо рiвняння

𝑓(𝑥)𝑢𝑡 = (𝑢𝑛𝑢𝑥)𝑥 + 𝛼𝑓(𝑥)𝑢 (2.35)

з 𝑛 ̸= −1, що допускає такi закони збереження

𝑛 ̸= −1:

(︀
𝑥𝑒−𝜇𝑡𝑓𝑢, 𝑒−𝜇𝑡

(︀
−𝑥𝑢𝑛𝑢𝑥 + 𝑢𝑛+1

𝑛+1

)︀ )︀
, 𝜆1 = 𝑥𝑒−𝜇𝑡,

( 𝑒−𝜇𝑡𝑓𝑢, −𝑒−𝜇𝑡𝑢𝑛𝑢𝑥 ), 𝜆2 = 𝑒−𝜇𝑡.
(2.36)

Застосуємо перетворення

𝑡 = 𝑡, �̃� = 𝑥, �̃� = 𝛿(𝑢− 1), �̃� =
𝑛

𝛿
, �̃� = 𝛿2𝜇 (2.37)

до першого збереженого струму (2.36) i до рiвняння (2.35) та виконаємо

граничний перехiд при 𝛿 → +∞. Таким чином отримаємо клас рiвнянь

𝑓(𝑥)𝑢𝑡 = (𝑒𝑛𝑢𝑢𝑥)𝑥, (2.38)
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тобто, рiвняння з класу (2.21) з ℎ = 0. Для образу �̃�1 характеристики

𝜆1 = 𝑥𝑒−𝜇𝑡 вiдносно перетворення (2.32) маємо �̃�1 → 𝑥, коли 𝛿 → +∞.

Тепер ми можемо побудувати закон збереження рiвняння (2.38), викори-

стовуючи характеристику у якостi iнтегруючого множника. Пiсля мно-

ження на 𝑥 рiвняння (2.38) можна записати у дивергентнiй формi

𝐷𝑡 (𝑥𝑓𝑢) +𝐷𝑥

(︂
−𝑥𝑒𝑛𝑢𝑢𝑥 +

1

𝑛
𝑒𝑛𝑢
)︂

= 0. (2.39)

Отже, у цьому випадку закон збереження (2.39) рiвняння (2.38) побу-

довано контракцiєю характеристики закона збереження. Також можна

контрактувати безпосередньо дивергентний вираз. Закон збереження

𝐷𝑡

(︀
𝑥𝑒−𝜇𝑡𝑓𝑢

)︀
+𝐷𝑥

(︂
−𝑒−𝜇𝑡𝑥𝑢𝑛𝑢𝑥 + 𝑒−𝜇𝑡

𝑢𝑛+1

𝑛+ 1

)︂
= 0

рiвняння (2.35) з 𝑛 ̸= −1 пiсля перетворення (2.32) має вигляд

𝐷𝑡

(︂
�̃�𝑒−

�̃�

𝛿2
𝑡𝑓

(︂
�̃�

𝛿
+ 1

)︂)︂
+𝐷�̃�

(︃
−𝑒−

�̃�

𝛿2
𝑡�̃�

(︂
�̃�

𝛿
+ 1

)︂�̃�𝛿
�̃��̃�
𝛿

+ 𝑒−
�̃�

𝛿2
𝑡 1

�̃�𝛿 + 1

(︂
�̃�

𝛿
+ 1

)︂�̃�𝛿+1
)︃

= 0.

Домножуючи отриманий вираз на 𝛿 i додаючи член −�̃�𝑓𝛿 у виразi, на

який дiє 𝐷𝑡 (це можна зробити, оскiльки член −�̃�𝑓𝛿 залежить тiльки вiд
�̃� i вiн занулюється при диференцiюваннi за 𝑡), переходимо до границi

при 𝛿 → +∞. У результатi отримуємо закон збереження (2.39).

Контракцiю збереженого струму виконуємо аналогiчно, додаючи ви-

раз, який залежить лише вiд �̃�, до першої компоненти збереженого струму

(густини) за рахунок еквiвалентностi збережених струмiв.

З контракцiй усiх законiв збереження, наведених у роботi [302], разом

iз вiдповiдними рiвняннями, випливає таке твердження, яке перевiрено

також прямим методом знаходження законiв збереження.

Теорема 2.25. Перелiк рiвнянь з класу (2) з 𝑔 = 1, що допускають

нетривiальнi закони збереження, є таким:
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1. 𝑚 = 𝑛 :
(︀
𝜙𝑖𝑓𝑢, −𝜙𝑖𝑒𝑛𝑢𝑢𝑥 + 1

𝑛𝜙
𝑖
𝑥𝑒
𝑛𝑢
)︀
, 𝜙𝑖, 𝑖 = 1, 2.

2. 𝑚 = 0:
(︀
𝑥𝑓𝑢, −𝑥𝑒𝑛𝑢𝑢𝑥 + 1

𝑛𝑒
𝑛𝑢 −

∫︀
𝑥ℎd𝑥

)︀
, 𝑥;

( 𝑓𝑢, −𝑒𝑛𝑢𝑢𝑥 −
∫︀
ℎd𝑥 ), 1.

Тут функцiї 𝜙𝑖 = 𝜙𝑖(𝑥), 𝑖 = 1, 2, пробiгають множину розв’язкiв лiнiй-

ного звичайного диференцiального рiвняння 𝜙𝑥𝑥 + 𝑛ℎ𝜙 = 0.

Зауваження 2.26. Випадок ℎ = 0:

(𝑥𝑓𝑢, −𝑥𝑒𝑛𝑢𝑢𝑥 +
1

𝑛
𝑒𝑛𝑢 ), 𝑥; ( 𝑓𝑢, −𝑒𝑛𝑢𝑢𝑥 ), 1

виникає як частковий пiдвипадок випадку 1 теореми 2.25.

Отже, для знаходження лiївських редукцiй, точних розв’язкiв, законiв

збереження рiвнянь з класу (2) використано метод граничних переходiв

(контракцiй). Показано, що цим методом також можна отримати повну

групову класифiкацiю цього класу, використавши вiдомi результати для

таких рiвнянь зi степеневими нелiнiйностями.

2.3. Потенцiальнi симетрiї одного класу рiвнянь

дифузiї

У роботах Дж. Блумана [69,70] було запропоновано новий метод пошуку

нелiївських симетрiй для таких систем диференцiальних рiвнянь Δ(𝑥, 𝑢),

що допускають хоча б один закон збереження.

Якщо ми введемо потенцiальнi змiннi 𝑣 для рiвнянь, записаних у збе-

реженому виглядi, у якостi нових невiдомих функцiй, то отримаємо сис-

тему 𝑍(𝑥, 𝑢, 𝑣). Будь-яка лiївська симетрiя системи 𝑍(𝑥, 𝑢, 𝑣) породжує

симетрiю системи Δ(𝑥, 𝑢). Коли принаймнi один з коефiцiєнтiв лiївських

операторiв редукцiї, що вiдповiдають змiнним 𝑥 i 𝑢, явно залежить вiд

потенцiалiв, то локальна симетрiя системи 𝑍(𝑥, 𝑢, 𝑣) iндукує нелокаль-

ну симетрiю системи Δ(𝑥, 𝑢). Цi нелокальнi симетрiї називають потен-

цiальними симетрiями. Детальнiше про потенцiальнi симетрiї та їх за-

стосування можна знайти у роботах [61, 62, 64, 69]. Потенцiальнi симетрiї
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дослiджувались для досить загальних класiв диференцiальних рiвнянь.

Задачу пошуку критерiїв iснування потенцiальних симетрiй для класiв

диференцiальних рiвнянь було поставлено в роботi [265], де було отрима-

но деякi кориснi критерiї для (1+1)-вимiрних рiвнянь з частинними похi-

дними. Некласичнi потенцiальнi симетрiї таких рiвнянь обговорювалися

в роботi [273]. У роботi [122] стверджувалось, що для кiлькох класiв ди-

ференцiальних рiвнянь типу дифузiї побудовано прихованi потенцiальнi

симетрiї. В роботi [165] показано, що цi симетрiї є звичайними потенцi-

альними симетрiями дослiджуваних рiвнянь.

Повну класифiкацiю потенцiальних симетрiй можна отримати лише

шляхом врахування всiх потенцiальних систем, що вiдповiдають законам

збереження. Вiдомо [257], що група еквiвалентностi класу систем дифе-

ренцiальних рiвнянь або група симетрiй однiєї системи може бути роз-

ширена до потенцiальних змiнних. Цiлком природно використовувати цi

подовженi групи еквiвалентностi для класифiкацiї потенцiальних симет-

рiй. З огляду на це будемо класифiкувати потенцiальнi симетрiї рiвнянь

дифузiї з точнiстю до (тривiального) подовження їх груп еквiвалентностi

на вiдповiднi потенцiали.

Першим кроком у дослiдженнi потенцiальних симетрiй є вiдшукання

законiв збереження. Традицiйний симетрiйний пiдхiд для цього заснова-

но на теоремi Нетер [226], але вiн не може бути використаний безпосере-

дньо для еволюцiйних рiвнянь, оскiльки не iснує лагранжиана, для якого

еволюцiйне рiвняння є рiвнянням Ейлера–Лагранжа. Отже, застосуван-

ня теореми Нетер у цьому випадку можливо тiльки для конкретних рiв-

нянь. У той же час саме означення законiв збереження породжує метод

їх знаходження, який називають прямим i який можна застосовувати до

будь-якої системи диференцiальних рiвнянь без обмеження на її вигляд.

Розрахунки в рамках цього методу аналогiчнi класичному методу Лi для

пошуку симетрiй диференцiальних рiвнянь. У лiтературi видiляють чоти-

ри версiї цього методу в залежностi вiд способу врахування розглянутих
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систем i визначення збережених струмiв чи характеристик законiв збе-

реження (див., наприклад, [41, 42, 259], де докладно описанi цi методи).

Необхiдне теоретичне обгрунтування дано в [234]. У роботi [165] викори-

стано версiю прямого методу з роботи [259], засновану на безпосередньому

розв’язаннi визначальних рiвнянь на компоненти збережених струмiв на

многовидах розв’язкiв дослiджуваних систем у поєднаннi з використан-

ням перетворень еквiвалентностi.

У роботi [121] розглянуто задачу класифiкацiї потенцiальних симетрiй

рiвняння дифузiї у пористому середовищi вигляду

𝑢𝑡 = ((𝑢𝑛)𝑥 + 𝑓(𝑥)𝑢𝑚)𝑥 , 𝑛 ̸= 0, (2.40)

та заявлено, що виконана класифiкацiя повна. Зауважимо, що

1) у роботi [121] випадок 𝑚 = 0 не розглядався, оскiльки дослiджу-

валось iнше представлення (2.40). Водночас вiдповiдний пiдклас кла-

су (2.40) включає важливi рiвняння, зокрема, рiвняння, що лiнеаризу-

ється 𝑢𝑡 = (𝑢−2𝑢𝑥)𝑥 + 1. Бiльш того, випадки 𝑚 = 0 i 𝑚 ̸= 0 пов’язанi

точковими перетвореннями;

2) опис потенцiальних симетрiй у роботi [121] не є класифiкацiєю,

оскiльки не було введено вiдношення еквiвалентностi;

3) знайдено лише найпростiшi потенцiальнi симетрiї, пов’язанi з “при-

родними” потенцiальними системами.

Використаємо клас рiвнянь (2.40) у якостi прикладу, щоб навести

основнi необхiднi кроки для вичерпної класифiкацiї потенцiальних си-

метрiй. Спочатку шукаємо допустимi перетворення в класi (2.40).

Твердження 2.27. Групу еквiвалентностi 𝐺∼ класу (2.40) складають

перетворення

𝑡 = 𝛿1𝑡+ 𝛿2, �̃� = 𝛿3𝑥+ 𝛿4, �̃� = 𝛿1
− 1
𝑛−1𝛿3

2
𝑛−1𝑢,

𝑓 = 𝛿1
𝑚−𝑛
𝑛−1 𝛿3

𝑛−2𝑚+1
𝑛−1 𝑓, �̃� = 𝑛, �̃� = 𝑚,

де 𝛿𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 4, — довiльнi сталi, причому 𝛿1𝛿3 ̸= 0.
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Зауважимо, що пiдклас класу (2.40), виокремлений умовою 𝑚 = 𝑛,

вiдображається перетворенням

𝑡 = 𝑡, �̃� =
∫︀
𝑒
∫︀
𝑓(𝑥)d𝑥d𝑥, �̃� = 𝑒

1
𝑛

∫︀
𝑓(𝑥)d𝑥𝑢 (2.41)

у пiдклас 𝑒−
𝑛+1
𝑛

∫︀
𝑓(𝑥)d𝑥�̃�𝑡 = (�̃�𝑛)�̃��̃� класу (А.51), чиї закони збереження i

потенцiальнi симетрiї наведено у додатку А.

Тепер прямим методом знаходимо закони збереження рiвнянь (2.40).

Теорема 2.28. Будь-яке рiвняння (2.40) допускає закон збереження

𝐷𝑡𝐹 +𝐷𝑥𝐺 = 0 iз компонентами 𝐹 i 𝐺 вигляду

1. 𝐹 = 𝑢, 𝐺 = −𝑛𝑢𝑛−1𝑢𝑥 − 𝑓𝑢𝑚. (4)

Повний перелiк 𝐺∼-нееквiвалентних рiвнянь (2.40), що мають додатко-

вi (лiнiйно незалежнi з (4)) закони збереження, вичерпують випадки:

2. 𝑚 = 𝑛 ̸= 1: 𝐹 = 𝑢
∫︀
Φd𝑥, 𝐺 = −

∫︀
Φd𝑥 (𝑛𝑢𝑛−1𝑢𝑥+𝑓𝑢

𝑛) + Φ𝑢𝑛,

3. 𝑛 ̸= 1, 𝑚 = 0: 𝐹 = 𝑥𝑢, 𝐺 = −𝑥(𝑛𝑢𝑛−1𝑢𝑥 + 𝑓) + 𝑢𝑛 +
∫︀
𝑓d𝑥,

4. 𝑛 ̸= 1, 𝑚 = 1, 𝑓 = 1: 𝐹 = (𝑡+𝑥)𝑢, 𝐺 = −(𝑡+𝑥)(𝑛𝑢𝑛−1𝑢𝑥+𝑢) + 𝑢𝑛,

5. 𝑛 ̸= 1, 𝑚 = 1, 𝑓 = 𝜀𝑥 : 𝐹 = 𝑒𝜀𝑡𝑥𝑢, 𝐺 = −𝑒𝜀𝑡𝑥(𝑛𝑢𝑛−1𝑢𝑥+ 𝑥𝑢) + 𝑒𝜀𝑡𝑢𝑛,

6. 𝑛 = 1, 𝑚 = 0: 𝐹 = 𝛼𝑢, 𝐺 = −𝛼(𝑢𝑥 + 𝑓) + 𝛼𝑥𝑢+
∫︀
𝛼𝑥𝑓d𝑥,

7. 𝑛 = 1, 𝑚 = 1: 𝐹 = 𝛽𝑢, 𝐺 = −𝛽(𝑢𝑥 + 𝑓𝑢) + 𝛽𝑥𝑢,

де 𝜀 = ±1 mod 𝐺∼, Φ = 𝑒
∫︀
𝑓d𝑥, 𝛼 = 𝛼(𝑡, 𝑥), 𝛽 = 𝛽(𝑡, 𝑥) задовольняють

лiнiйнi рiвняння 𝛼𝑡 + 𝛼𝑥𝑥 = 0 i 𝛽𝑡 + 𝛽𝑥𝑥 − 𝑓𝛽𝑥 = 0.

Цi закони збереження можна використати для побудови потенцiаль-

них систем, що призводять до потенцiальних симетрiй рiвнянь (2.40).

Пов’язанi характеристики дорiвнюють коефiцiєнтам при 𝑢 у представ-

лених виразах для 𝐹 . Тут ми розглянемо лише найпростiшi потенцiальнi

системи (тобто потенцiальнi системи з однiєю потенцiальною змiнною, по-

будованi iз використанням окремих збережених векторiв базисних законiв

збереження) рiвняння класу (2.40), що мають вигляд 𝑣𝑥 = 𝐹, 𝑣𝑡 = −𝐺.
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Випадки 6 i 7 теореми 2.28 можна виключити з розгляду, оскiльки во-

ни стосуються лiнiйних рiвнянь, дослiджених у роботi [261]. Рiвняння з

випадку 2 зводяться до рiвнянь (А.51) перетворенням (2.41). Рiвняння

з випадкiв 4 i 5 зводяться до рiвнянь дифузiї зi сталими коефiцiєнта-

ми �̃�𝑡 = (�̃�𝑛)�̃��̃� перетворенням Галiлея

𝑡 = 𝑡, �̃� = 𝑥+ 𝑡, �̃� = 𝑢

i перетворенням

𝑡 =

⎧⎨⎩ 1
𝜀(𝑛+1)𝑒

𝜀(𝑛+1)𝑡, 𝑛 ̸= −1,

𝑡, 𝑛 = −1,
�̃� = 𝑒𝜀𝑡𝑥, �̃� = 𝑒−𝜀𝑡𝑢,

вiдповiдно.

Отже, залишилось розглянути двi потенцiальнi системи

𝑣𝑥 = 𝑢, 𝑣𝑡 = 𝑛𝑢𝑛−1𝑢𝑥 + 𝑓𝑢𝑚, (2.42)

𝑣*𝑥 = 𝑥𝑢, 𝑣*𝑡 = 𝑥(𝑛𝑢𝑛−1𝑢𝑥 + 𝑓)− 𝑢𝑛 −
∫︀
𝑓d𝑥, (2.43)

що вiдповiдають випадкам 1 i 3 теореми 2.28 (потенцiал другої системи

позначимо 𝑣*).

Лiївськi симетрiї системи (2.42) породжують нетривiальнi потенцiаль-

нi симетрiї рiвняння (2.40) у таких випадках:

1. 𝑓 = 𝑥−2, 𝑛 = −1, 𝑚 = −2:

⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑣, 𝑥𝜕𝑥 − 𝑢𝜕𝑢,

12𝑡𝜕𝑡 + (3 ln𝑥− 𝑣)𝑥𝜕𝑥 + (3− 3 ln𝑥+ 𝑥𝑢+ 𝑣)𝑢𝜕𝑢 + 2(3𝑣 − 𝑡)𝜕𝑣⟩;

2. 𝑓 = 𝜀𝑥 ln |𝑥|, 𝜀 = ±1, 𝑛 = −1, 𝑚 = 1:

⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑣, 𝑒−𝜀𝑡(𝑥𝜕𝑥 − 𝑢𝜕𝑢), 𝑒
−𝜀𝑡(−𝜀𝑥𝑣𝜕𝑥 + 𝜀(𝑥𝑢2 + 𝑢𝑣)𝜕𝑢 + 2𝜕𝑣)⟩;

3. 𝑓 = 𝑥, 𝑛 = −1, 𝑚 = 0:

⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑣, 𝜕𝑥 + 𝑡𝜕𝑣, 2𝑡𝜕𝑡 − 𝑥𝜕𝑥 + 2𝑢𝜕𝑢 + 𝑣𝜕𝑣,

𝑡2𝜕𝑡 + (𝑣 − 𝑡𝑥)𝜕𝑥 + (2𝑡− 𝑢)𝑢𝜕𝑢 + 𝑡𝑣𝜕𝑣⟩;

4. 𝑓 = 0, 𝑛 = −1, 𝑚 = 0:
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⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑣, 𝑥𝜕𝑥 − 𝑢𝜕𝑢, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑢𝜕𝑢 + 𝑣𝜕𝑣, 𝑣𝑥𝜕𝑥 − (𝑣 + 𝑥𝑢)𝑢𝜕𝑢 + 2𝑡𝜕𝑣,

4𝑡2𝜕𝑡 + (𝑣2 − 2𝑡)𝑥𝜕𝑥 − (𝑣2 + 2𝑣𝑥𝑢− 6𝑡)𝑢𝜕𝑢 + 4𝑡𝑣𝜕𝑣, 𝛽𝜕𝑥 − 𝛽𝑣𝑢
2𝜕𝑢⟩;

5. 𝑓 = 1, 𝑛 = −1, 𝑚 = 1:

⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑣, (𝑥+ 𝑡)𝜕𝑥 − 𝑢𝜕𝑢, 2𝑡𝜕𝑡 + 2𝑥𝜕𝑥 − 𝑢𝜕𝑢 + 𝑣𝜕𝑣, 𝛽𝜕𝑥 − 𝛽𝑣𝑢
2𝜕𝑢,

𝑣(𝑥+ 𝑡)𝜕𝑥 − [(𝑥+ 𝑡)𝑢+ 𝑣]𝑢𝜕𝑢 + 2𝑡𝜕𝑣,

4𝑡2𝜕𝑡 + [(𝑥+ 𝑡)𝑣2 − 2𝑡𝑥− 6𝑡2]𝜕𝑥 − [𝑣2 − 6𝑡+ 2(𝑥+ 𝑡)𝑣𝑢]𝑢𝜕𝑢 + 4𝑡𝑣𝜕𝑣⟩;

6. 𝑓 = 𝜀𝑥, 𝜀 = ±1, 𝑛 = −1, 𝑚 = 1:

⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑣, 𝑥𝜕𝑥 − 𝑢𝜕𝑢, 2𝑡𝜕𝑡 − 2𝜀𝑡𝑥𝜕𝑥 + (1 + 2𝜀𝑡)𝑢𝜕𝑢 + 𝑣𝜕𝑣,

4𝑡2𝜕𝑡 +
(︀
𝑣2 − 2𝑡− 4𝜀𝑡2

)︀
𝑥𝜕𝑥 −

(︀
𝑣2 − 6𝑡+ 2𝑥𝑣𝑢− 4𝜀𝑡2

)︀
𝑢𝜕𝑢 + 4𝑡𝑣𝜕𝑣,

𝑣𝑥𝜕𝑥 − (𝑥𝑢+ 𝑣)𝑢𝜕𝑢 + 2𝑡𝜕𝑣, 𝑒
−𝜀𝑡(𝛽𝜕𝑥 − 𝛽𝑣𝑢

2𝜕𝑢)⟩;

7. 𝑛 = −1, 𝑚 = −1:

⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑣, 𝜓𝜕𝑥 − (1− 𝑓𝜓)𝑢𝜕𝑢, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑢𝜕𝑢 + 𝑣𝜕𝑣,

4𝑡2𝜕𝑡 + (𝑣2 − 2𝑡)𝜓𝜕𝑥 − [2𝜓𝑣𝑢+ (𝑣2 − 2𝑡)(1− 𝑓𝜓)− 4𝑡]𝑢𝜕𝑢 + 4𝑡𝑣𝜕𝑣,

𝜓𝑣𝜕𝑥 − ((1− 𝑓𝜓)𝑣 + 𝜓𝑢)𝑢𝜕𝑢 + 2𝑡𝜕𝑣, 𝜙(𝛽𝜕𝑥 − (𝛽𝑣𝑢
2 − 𝑓𝛽𝑢)𝜕𝑢)⟩;

8. 𝑓 = 1, 𝑛 = 1, 𝑚 = 2:

⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝜕𝑣, 2𝑡𝜕𝑡+𝑥𝜕𝑥−𝑢𝜕𝑢, 4𝑡
2𝜕𝑡+4𝑡𝑥𝜕𝑥−2(2𝑡𝑢+𝑥)𝜕𝑢− (2𝑡+𝑥2)𝜕𝑣,

2𝑡𝜕𝑥 − 𝜕𝑢 − 𝑥𝜕𝑣, 𝑒
−𝑣[(𝛼𝑢− 𝛼𝑥)𝜕𝑢 − 𝛼𝜕𝑣]⟩.

Тут 𝛼 = 𝛼(𝑡, 𝑥) i 𝛽 = 𝛽(𝑡, 𝑣) пробiгають множини розв’язкiв лiнiйних

рiвнянь 𝛼𝑡−𝛼𝑥𝑥 = 0, 𝛽𝑡+𝛽𝑣𝑣 = 0, 𝜙(𝑥) = 𝑒−
∫︀
𝑓𝑑𝑥, 𝜓(𝑥) = 𝑒−

∫︀
𝑓𝑑𝑥
∫︀
𝑒
∫︀
𝑓d𝑥d𝑥.

Зауваження 2.29. Рiвняння з класу (2.40) з 𝑛 = −1, 𝑚 = 0 i 𝑓 ∈ {0, 1}
є рiзними представленнями тих самих рiвнянь. Потенцiальнi симетрiї

пов’язанi перетворенням 𝑣 = 𝑣 + 𝑡 потенцiальної змiнної 𝑣. Це перетво-

рення вiдображає випадок 4 у випадок

𝑓 = 1, 𝑛 = −1, 𝑚 = 0:

⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑣, 𝑥𝜕𝑥 − 𝑢𝜕𝑢, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑢𝜕𝑢 + (𝑡+ 𝑣)𝜕𝑣,

4𝑡2𝜕𝑡 + [(𝑣 − 𝑡)2 − 2𝑡]𝑥𝜕𝑥 − [(𝑣 − 𝑡)2 + 2(𝑣 − 𝑡)𝑥𝑢− 6𝑡]𝑢𝜕𝑢 + 4𝑡𝑣𝜕𝑣,

(𝑣 − 𝑡)𝑥𝜕𝑥 − (𝑣 − 𝑡+ 𝑥𝑢)𝑢𝜕𝑢 + 2𝑡𝜕𝑣, 𝑒
𝑡
4−

𝑣
2 [𝛽𝜕𝑥 − (𝛽𝑣 − 1

2𝛽)𝑢
2𝜕𝑢]⟩,

де 𝛽 = 𝛽(𝑡, 𝑣) пробiгає множину розв’язкiв лiнiйного рiвняння 𝛽𝑡+𝛽𝑣𝑣 = 0.
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Зауваження 2.30. Випадки 5, 6, 7 зводяться до випадку 4 точковими

перетвореннями {�̃� = 𝑥 + 𝑡, �̃� = 𝑢}, {�̃� = 𝑒𝜀𝑡𝑥, �̃� = 𝑒−𝜀𝑡𝑢} i (2.41) вiдпо-

вiдно.

У роботi [121] випадки 3 i 4 не розглядались, а отже є новими. Окрiм

цього, потенцiальнi симетрiї рiвнянь (2.40), асоцiйованi iз потенцiальною

системою (2.42), також прокласифiковано вперше.

Лiївськi симетрiї системи (2.43) дають нетривiальнi потенцiальнi си-

метрiї рiвнянь (2.40) тiльки в одному випадку, а саме 𝑓 = 𝑥, 𝑛 = −1,

𝑚 = 0. Алгеброю Лi потенцiальних симетрiй у цьому випадку є

9. 𝑓 = 𝑥, 𝑛 = −1, 𝑚 = 0:

⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑣, 2𝑡𝜕𝑡 − 𝑥𝜕𝑥 + 2𝑢𝜕𝑢, 𝑒
−𝑣*/2(2𝑥𝜕𝑥 + (𝑥2𝑢− 2)𝑢𝜕𝑢 − 4𝜕𝑣*)⟩.

Наведемо також приклад потенцiальних симетрiй рiвнянь з кла-

су (2.40) з 𝑓 ̸= 0, якi включають два потенцiали. Їх можна побудувати

за допомогою перетворення (2.41) з потенцiальних симетрiй, наведених у

пiдроздiлi А.4 додатку А. Так, рiвняння

𝑥−6𝑢𝑡 = (𝑢−2/3𝑢𝑥)𝑥

з класу (А.51) (випадок 3.4, 𝑓 = 𝑥−6, 𝑛 = −2/3) перетворенням 𝑡 = 3
4𝑡,

�̃� = |𝑥|−1/2, �̃� = |𝑥|−9/2𝑢 вiдображається у рiвняння

�̃�𝑡 = ((�̃�1/3)�̃� − 3�̃�−1�̃�1/3)�̃� (2.44)

з класу (2.40), де �̃� = �̃� = 1/3 i 𝑓 = −3�̃�−1. Щоб спростити коефiцiєнти,

використано комбiнацiю перетворення (2.41) iз масштабним перетворен-

ням. Потенцiальна система другого порядку (2.44), побудована iз (А.53)

перетворенням, продовженим на потенцiали 𝑣 = −𝑣1/2 i �̃� = 𝑤/4, має

вигляд

𝑣�̃� = �̃�, �̃��̃� = �̃�−3𝑣, �̃�𝑡 = �̃�−3�̃�1/3.

Вiдповiдна алгбера потенцiальної симетрiї (2.44) має вигляд

⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑤, 2𝜕𝑣 − 𝑥2𝜕𝑤, 2𝑡𝜕𝑡 + 3𝑢𝜕𝑢 + 3𝑣𝜕𝑣 + 3𝑤𝜕𝑤,
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𝑥𝜕𝑥 − 3𝑢𝜕𝑢 − 2𝑣𝜕𝑣 − 4𝑤𝜕𝑤,

𝑥−1𝜕𝑥 + 3𝑥−2𝑢𝜕𝑢 + 2(2𝑤 + 𝑥−2𝑣)𝜕𝑣 − 2𝑥−2𝑤𝜕𝑤,

𝑥𝑤𝜕𝑥 − 3(𝑥−2𝑣 + 𝑤)𝑢𝜕𝑢 − (𝑥−2𝑣 + 2𝑤)𝑣𝜕𝑣 − 2𝑤2𝜕𝑤⟩.

2.4. Групова класифiкацiя рiвняння Фiшера

зi змiнними коефiцiєнтами

Класичне рiвняння Фiшера

𝑢𝑡 = 𝑏𝑢𝑥𝑥 + 𝑎𝑢(1− 𝑢), 𝑎𝑏 ̸= 0, (2.45)

було запропоновано у 1937 роцi в контекстi динамiки популяцiї, щоб опи-

сати просторове поширення вигiдного алеля [109]. Розв’язки типу бiжучої

хвилi рiвняння (2.45) побудовано у роботi [38] (див. також [82,97,187,225]).

Теореми щодо iснування i єдиностi обмежених розв’язкiв для бiльш за-

гального класу рiвнянь 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑢) доведено в роботi [15].

Пiзнiше було запропоновано узагальнену модель, а саме рiвняння Фi-

шера зi змiнними коефiцiєнтами:

𝑢𝑡 = 𝑏(𝑡)𝑢𝑥𝑥 + 𝑎(𝑡)𝑢(1− 𝑢), (2.46)

де 𝑎(𝑡), 𝑏(𝑡) — довiльнi гладкi функцiї змiнної часу [139]. Завдяки таким

коефiцiєнтам можна взяти до уваги довготермiновi змiни клiмату або ко-

роткострокову сезоннiсть. Деякi розв’язки рiвнянь з цього класу знайдено

в роботах [139, 230]. У цьому пiдроздiлi наведено групову класифiкацiю

класу (2.46) i точнi розв’язки таких рiвнянь [6, 311].

2.4.1. Групоїд еквiвалентностi. Для того, щоб виконати вичер-

пну групову класифiкацiю рiвнянь з такого класу, спочатку дослiдже-

но допустимi точковi перетворення прямим методом [183]. Доведено

твердження.
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Теорема 2.31. Звичайну групу еквiвалентностi 𝐺∼ класу (2.46) скла-

дають перетворення

𝑡 = 𝑇 (𝑡), �̃� = 𝛿1𝑥+ 𝛿2, �̃� = 𝜀𝑢+
1− 𝜀

2
, �̃� =

𝑎

𝑇𝑡𝜀
, �̃� =

𝛿21
𝑇𝑡
𝑏,

де 𝑇 (𝑡) — довiльна гладка функцiя, що задовольняє умову 𝑇𝑡 ̸= 0, а

𝛿1, 𝛿2 — довiльнi сталi, причому 𝛿1 ̸= 0 i 𝜀 = ±1.

Зауваження 2.32. З точнiстю до композицiї одного з iншим i з неперерв-

ними перетвореннями еквiвалентностi, група еквiвалентностi 𝐺∼ мiстить

три незалежнi дискретнi перетворення

𝒯1 : (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑎, 𝑏) ↦→ (−𝑡, 𝑥, 𝑢,−𝑎,−𝑏),

𝒯2 : (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑎, 𝑏) ↦→ (𝑡,−𝑥, 𝑢, 𝑎, 𝑏),

𝒯3 : (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑎, 𝑏) ↦→ (𝑡, 𝑥, 1− 𝑢,−𝑎, 𝑏).

Теорема 2.33. Клас (2.46) є нормалiзованим. Його розширену узагаль-

нену групу еквiвалентностi �̂�∼ складають перетворення

𝑡 = 𝑇 (𝑡), �̃� = 𝛿1𝑥+ 𝛿2, �̃� = 𝜔(𝑡)𝑢+ 𝜃(𝑡),

�̃� =
𝑎

𝑇𝑡𝜔
, �̃� =

𝛿1
2

𝑇𝑡
𝑏,

де 𝑇 (𝑡) — довiльна гладка функцiя, 𝑇𝑡 ̸= 0, 𝛿1, 𝛿2 — довiльнi сталi, при-

чому 𝛿1 ̸= 0,

𝜔 =
(𝛼𝑒

∫︀
𝑎 𝑑𝑡 + 𝛽)(𝛾𝑒

∫︀
𝑎 𝑑𝑡 + 𝛿)

(𝛼𝛿 − 𝛽𝛾)𝑒
∫︀
𝑎 𝑑𝑡

, 𝜃 = −𝛾𝛼𝑒
∫︀
𝑎 𝑑𝑡 + 𝛽

𝛼𝛿 − 𝛽𝛾
,

пари сталих (𝛼, 𝛽) та (𝛾, 𝛿) визначенi з точнiстю до ненульового мно-

жника та 𝛼𝛿 − 𝛽𝛾 ̸= 0.

Доведення цих тверджень наведено у роботi [311]. Очевидно, що

iснують рiвняння (2.46), що є �̂�∼-еквiвалентними, але при цьому 𝐺∼-

нееквiвалентними. Тому використання розширеної узагальненої групи

еквiвалентностi �̂�∼ є кращим для виконання групової класифiкацiї кла-

су (2.46).
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Використовуючи теорему 2.33, можна встановити критерiй звiдностi

узагальнених рiвнянь Фiшера до класичного рiвняння Фiшера.

Наслiдок 2.34. Рiвняння (2.46) зводиться точковим перетворенням

до рiвняння

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢(1− 𝑢) (2.47)

тодi i тiльки тодi, коли для деякої додатної сталої 𝜆 коефiцiєнти 𝑎 i 𝑏

задовольняють умову

𝜆𝑏2 − 2
𝑏𝑡𝑡
𝑏
+ 3

𝑏2𝑡
𝑏2

= 𝑎2 − 2
𝑎𝑡𝑡
𝑎

+ 3
𝑎2𝑡
𝑎2
. (2.48)

Зауваження 2.35. Довiльнi елементи класу задовольняють умову (2.48)

тодi i тiльки тодi, коли 𝑏 має вигляд

𝑏 =
𝜆(𝛼𝛿 − 𝛽𝛾)𝑎𝑒

∫︀
𝑎 𝑑𝑡

(𝛼𝑒
∫︀
𝑎 𝑑𝑡 + 𝛽)(𝛾𝑒

∫︀
𝑎 𝑑𝑡 + 𝛿)

,

де 𝜆 — додатна стала, пари сталих (𝛼, 𝛽) i (𝛾, 𝛿) визначенi з точнiстю до

ненульових множникiв i 𝛼𝛿 − 𝛽𝛾 ̸= 0.

2.4.2. Калiбрування довiльних елементiв. Перетворення еквi-

валентностi дають змогу спростити задачу групової класифiкацiї, вiдка-

лiбрувавши довiльнi елементи класу. Завдяки тому, що перетворення з

груп 𝐺∼ i �̂�∼ параметризованi довiльною функцiєю 𝑇 (𝑡), один з довiль-

них елементiв 𝑎, 𝑏 у класi (2.46) можна звести до сталого значення, напри-

клад, до одиницi. Перетворення еквiвалентностi 𝑡 =
∫︀
𝑏 𝑑𝑡, �̃� = 𝑥, �̃� = 𝑢, з

групи 𝐺∼ вiдображає клас (2.46) на його пiдклас, виокремлений умовою

𝑏 = 1. Єдиний довiльний елемент у класi-образi виражається через старi

довiльнi елементи за формулою �̃� = 𝑎/𝑏. Калiбрування 𝑎 = 1 можна ви-

конати аналогiчним перетворенням з групи 𝐺∼ 𝑡 =
∫︀
𝑎 𝑑𝑡, �̃� = 𝑥, �̃� = 𝑢.

Тодi новi довiльнi елементи матимуть вигляд �̃� = 1, �̃� = 𝑏/𝑎.

Оскiльки клас (2.46) є нормалiзованим, хоча й лише в розширеному

узагальненому сенсi, можна легко знайти групи еквiвалентностi його пiд-

класу з 𝑏 = 1 (або 𝑎 = 1). Для цього покладемо �̃� = 𝑏 = 1 (або �̃� = 𝑎 = 1)
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у перетвореннях з групи �̂�∼. Таким чином отримуємо наслiдки теоре-

ми 2.33.

Наслiдок 2.36. Клас рiвнянь

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑎(𝑡)𝑢(1− 𝑢), 𝑎 ̸= 0, (2.49)

нормалiзований у розширеному узагальненому сенсi. Розширену узагаль-

нену групу еквiвалентностi �̂�∼
𝑎 цього класу складають перетворення

𝑡 = 𝛿21𝑡+ 𝛿0, �̃� = 𝛿1𝑥+ 𝛿2, �̃� = 𝜔(𝑡)𝑢+ 𝜃(𝑡), �̃� =
𝑎

𝛿21𝜔
,

де 𝛿𝑖, 𝑖 = 0, 1, 2, — довiльнi сталi з 𝛿1 ̸= 0,

𝜔 =
(𝛼𝑒

∫︀
𝑎 𝑑𝑡 + 𝛽)(𝛾𝑒

∫︀
𝑎 𝑑𝑡 + 𝛿)

(𝛼𝛿 − 𝛽𝛾)𝑒
∫︀
𝑎 𝑑𝑡

, 𝜃 = −𝛾𝛼𝑒
∫︀
𝑎 𝑑𝑡 + 𝛽

𝛼𝛿 − 𝛽𝛾
,

пари сталих (𝛼, 𝛽) i (𝛾, 𝛿) визначенi з точнiстю до ненульового мно-

жника, причому 𝛼𝛿 − 𝛽𝛾 ̸= 0.

Наслiдок 2.37. Клас рiвнянь

𝑢𝑡 = 𝑏(𝑡)𝑢𝑥𝑥 + 𝑢(1− 𝑢), 𝑏 ̸= 0, (2.50)

нормалiзований у звичайному сенсi. Звичайну групу еквiвалентностi 𝐺∼
𝑏

класу складають перетворення

𝑡 = ln
𝛼𝑒𝑡 + 𝛽

𝛾𝑒𝑡 + 𝛿
, �̃� = 𝛿1𝑥+ 𝛿2,

�̃� =
(𝛼𝑒𝑡 + 𝛽)(𝛾𝑒𝑡 + 𝛿)

(𝛼𝛿 − 𝛽𝛾)𝑒𝑡
𝑢− 𝛾

𝛼𝑒𝑡 + 𝛽

𝛼𝛿 − 𝛽𝛾
, �̃� =

𝛿21(𝛼𝑒
𝑡 + 𝛽)(𝛾𝑒𝑡 + 𝛿)

(𝛼𝛿 − 𝛽𝛾)𝑒𝑡
𝑏,

де 𝛿𝑗, 𝑗 = 1, 2, — довiльнi сталi p 𝛿1 ̸= 0, четвiрка сталих (𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿)

визначена з точнiстю до ненульового множника, причому 𝛼𝛿− 𝛽𝛾 ̸= 0.

Зауваження 2.38. Група еквiвалентностi 𝐺∼
𝑏 мiстить два дискретнi пе-

ретворення еквiвалентностi

𝒯 ′ : (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑏) ↦→ (𝑡,−𝑥, 𝑢, 𝑏), 𝒯 ′′ : (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑏) ↦→ (−𝑡, 𝑥, 1− 𝑢,−𝑏).
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Клас (2.50) нормалiзований у звичайному сенсi, а клас (2.49) — у роз-

ширеному узагальненому. Тому можна очiкувати, що групову класифiка-

цiю легше виконати для класу (2.50). Критерiй звiдностi рiвнянь з цього

класу до класичного рiвняння Фiшера є таким.

Наслiдок 2.39. Рiвняння з класу (2.50) зводиться до класичного рiв-

няння Фiшера (2.47) точковим перетворенням тодi i тiльки тодi, коли

коефiцiєнт 𝑏 має вигляд

𝑏(𝑡) =
𝜆(𝛼𝛿 − 𝛽𝛾)𝑒𝑡

(𝛼𝑒𝑡 + 𝛽)(𝛾𝑒𝑡 + 𝛿)
,

де 𝜆 — додатна стала, четвiрка сталих (𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿) визначена з точнi-

стю до ненульового множника i 𝛼𝛿 − 𝛽𝛾 ̸= 0.

2.4.3. Групова класифiкацiя. З використанням класичного пiдхо-

ду [22] виконаємо групову класифiкацiю класу (2.50). Фiксуємо рiвнян-

ня ℒ з класу (2.50) i шукаємо векторнi поля вигляду

𝑄 = 𝜏(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝜕𝑡 + 𝜉(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝜕𝑥 + 𝜂(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝜕𝑢,

що генерують однопараметричнi групи лiївської симетрiї рiвняння ℒ.
З критерiю iнфiнiтезимальної iнварiантностi випливають визначальнi рiв-

няння, розв’язавши найпростiшi з яких, отримаємо 𝜏 = 𝜏(𝑡), 𝜉 = 𝜉(𝑡, 𝑥).

Це повнiстю узгоджується iз результатами роботи [183] i пiдроздiлу 2.1.

Залишається розв’язати такi визначальнi рiвняння:

𝜂𝑢𝑢 = 0, 2𝑏 𝜉𝑥 = (𝑏𝜏)𝑡, 2𝑏 𝜂𝑥𝑢 = 𝑏𝜉𝑥𝑥 − 𝜉𝑡,

𝜂 − 𝜂𝑡 + 𝑏𝜂𝑥𝑥 + (𝜏𝑡 − 2𝜂 − 𝜂𝑢)𝑢+ (𝜂𝑢 − 𝜏𝑡)𝑢
2 = 0.

З перших двох рiвнянь випливає, що

𝜉 =
(𝑏𝜏)𝑡
2𝑏

𝑥+ 𝜁(𝑡) i 𝜂 = 𝜂1(𝑡, 𝑥)𝑢+ 𝜂0(𝑡, 𝑥),

де 𝜁, 𝜂1, 𝜂0 — довiльнi гладкi функцiї своїх аргументiв. Тодi третє рiвнян-

ня набуває вигляду(︂
1

2𝑏
(𝑏𝜏)𝑡

)︂
𝑡

𝑥+ 𝜁𝑡 + 2𝑏𝜂1𝑥 = 0. (2.51)
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Пiсля пiдстановки 𝜂 = 𝜂1(𝑡, 𝑥)𝑢 + 𝜂0(𝑡, 𝑥) у четверте рiвняння системи i

розщеплення за рiзними степенями 𝑢 отримуємо

𝜂1 = −𝜏𝑡, 𝜂0𝑡 − 𝑏𝜂0𝑥𝑥 − 𝜂0 = 0, 2𝜂0 = 𝜏𝑡 + 𝑏𝜂1𝑥𝑥 − 𝜂1𝑡 .

З цiєї системи випливає, що 𝜂1 i 𝜂0 не залежать вiд 𝑥, а саме

𝜂1 = −𝜏𝑡, 𝜂0 = 1
2(𝜏𝑡 + 𝜏𝑡𝑡). Функцiя 𝜏 задовольняє рiвняння 𝜏𝑡𝑡𝑡 − 𝜏𝑡 = 0,

тобто 𝜏 = 𝑐1𝑒
𝑡+𝑐2𝑒

−𝑡+𝑐3, де 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3 — довiльнi сталi. Враховуючи отри-

манi обмеження на форми коефiцiєнтiв, розщеплюємо рiвняння (2.51) за

рiзними степенями 𝑥. Таким чином знаходимо 𝜁 = 𝑐0 = const i класифi-

куюче рiвняння ((𝑏𝜏)𝑡/𝑏)𝑡 = 0, яке можна записати як

(𝑐1𝑒
𝑡 + 𝑐2𝑒

−𝑡 + 𝑐3)𝑏𝑡 = (−𝑐1𝑒𝑡 + 𝑐2𝑒
−𝑡 + 𝑐4)𝑏, (2.52)

де 𝑐4 — ще одна довiльна стала. Для того, щоб знайти ядро основних груп

лiївської iнварiантностi в класi (2.50), розщеплюємо рiвняння (2.52) за 𝑏

i 𝑏𝑡, що призводить до умов 𝑐𝑖 = 0, 𝑖 = 1, 2, 3, 4. Єдина ненульова стала 𝑐0
вiдповiдає оператору 𝜕𝑥 (випадок 0 табл. 2.3).

Використаємо метод розгалуженого розщеплення. Множина 𝑉𝑏 набо-

рiв коефiцiєнтiв рiвнянь вигляду (2.52) при фiксованих значеннях функ-

цiї 𝑏 є лiнiйним простором. Розмiрнiсть 𝑘𝑏 цього простору спiвпадає з

розмiрнiстю розширення лiївської симетрiї для такого самого значення 𝑏.

Легко показати, що 𝑘𝑏 < 3 i, якщо 𝑘𝑏 = 2, будь-який елемент 𝑉𝑏 задоволь-

няє рiвняння 𝑐24 = 𝑐23 − 4𝑐1𝑐2.

Щонайменше одновимiрне розширення лiївської симетрiї має мi-

сце для рiвнянь з довiльним коефiцiєнтом 𝑏, що задовольняє (2.52) з

(𝑐1, 𝑐2, 𝑐3) ̸= (0, 0, 0), тобто, якщо

𝑏(𝑡) = 𝑐5 exp

(︂∫︁
−𝑐1𝑒𝑡 + 𝑐2𝑒

−𝑡 + 𝑐4
𝑐1𝑒𝑡 + 𝑐2𝑒−𝑡 + 𝑐3

dt

)︂
(2.53)

для деякої ненульової сталої 𝑐5. Вiдповiдний оператор з розширення має

вигляд

𝑋2 = (𝑐1𝑒
𝑡 + 𝑐2𝑒

−𝑡 + 𝑐3)𝜕𝑡 +
𝑐4
2
𝑥𝜕𝑥 +

[︀
(𝑐2𝑒

−𝑡 − 𝑐1𝑒
𝑡)𝑢+ 𝑐1𝑒

𝑡
]︀
𝜕𝑢.
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Iнтегрування рiвняння (2.53) дає такi значення 𝑏:

𝑏 =
𝑐5

𝑐1𝑒𝑡 + 𝑐2𝑒−𝑡 + 𝑐3

⃒⃒⃒⃒
2𝑐1𝑒

𝑡 + 𝑐3 − 𝜈

2𝑐1𝑒𝑡 + 𝑐3 + 𝜈

⃒⃒⃒⃒ 𝑐4
𝜈

, якщо 𝐷 > 0, 𝑐1 ̸= 0,

𝑏 =
𝑐5𝑒

𝑐4
𝑐3
𝑡

(𝑐2𝑒−𝑡 + 𝑐3)
1− 𝑐4

𝑐3

, якщо 𝐷 > 0, 𝑐1 = 0,

𝑏 =
𝑐5

𝑐1𝑒𝑡 + 𝑐2𝑒−𝑡 + 𝑐3
exp

(︂
− 2𝑐4
2𝑐1𝑒𝑡 + 𝑐3

)︂
, якщо 𝐷 = 0, 𝑐1 ̸= 0,

𝑏 = 𝑐5 exp

(︂
𝑡+

𝑐4
𝑐2
𝑒𝑡
)︂
, якщо 𝐷 = 0, 𝑐1 = 0,

𝑏 =
𝑐5

𝑐1𝑒𝑡 + 𝑐2𝑒−𝑡 + 𝑐3
exp

(︂
2𝑐4
𝜈

arctg
2𝑐1𝑒

𝑡 + 𝑐3
𝜈

)︂
, якщо 𝐷 < 0,

де 𝐷 = 𝑐23 − 4𝑐1𝑐2 i 𝜈 =
√︀

|𝐷|. Перетвореннями розтягу за змiнною 𝑥,

сталу 𝑐5 можна звести до sign 𝑐5, тобто, 𝑐5 = ±1 mod 𝐺∼
𝑏 .

Наведенi вирази для 𝑏 можна спростити перетвореннями з групи 𝐺∼
𝑏 .

З точнiстю до 𝐺∼
𝑏 -еквiвалентностi четвiрка параметрiв (𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, 𝑐4) набу-

ває значень з множини

{(0, 0, 1, 𝜎), (0, 1, 0, 𝜅), (1, 1, 0, 𝜌) | 𝜎 > 0, 𝜅 = ±1, 𝜌 ∈ R}.

Таким чином, з точнiстю до 𝐺∼
𝑏 -еквiвалентностi, що спiвпадає з загаль-

ною точковою еквiвалентнiстю, iснують три форми рiвнянь з класу (2.46),

що допускають двовимiрнi алгебри лiївської iнварiантностi (випадки 1–

3 табл. 2.3). З умови 𝑐24 = 𝑐23 − 4𝑐1𝑐2 випливає, що будь-який випадок

розширення алгебри ядра на два лiнiйно-незалежнi оператори, зводиться

точковими перевтореннями до випадку 4 табл. 2.3, де 𝑏 = ±𝑒𝑡. Оскiль-
ки клас (2.50) нормалiзований, немає iнших перетворень еквiвалентностi

мiж випадками таблицi. Доведено теорему.

Теорема 2.40. Алгебра ядра основних груп рiвнянь з класу (2.50) — це

алгебра 𝐴∩ = ⟨𝜕𝑥⟩. 𝐺∼
𝑏 -нееквiвалентнi розширення лiївської симетрiї в

класi (2.50) вичерпуються випадками, наведеними в табл. 2.3.
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Табл. 2.3: Результати групової класифiкацiї класу (2.50).

№ 𝑏 Базис алгебри 𝐴max

0 ∀ 𝜕𝑥

1 𝜀𝑒𝜎𝑡 𝜕𝑥, 𝜕𝑡 +
𝜎
2𝑥𝜕𝑥

2 𝜀 exp(𝑡+ 𝜅𝑒𝑡) 𝜕𝑥, 𝑒−𝑡𝜕𝑡 +
𝜅
2𝑥𝜕𝑥 + 𝑒−𝑡𝑢𝜕𝑢

3
𝜀

ch 𝑡
exp

(︀
𝜌 arctg 𝑒𝑡

)︀
𝜕𝑥, 2 ch 𝑡 𝜕𝑡 +

𝜌
2𝑥𝜕𝑥 +

(︀
𝑒𝑡 − 2 sh 𝑡 𝑢

)︀
𝜕𝑢

4 𝜀𝑒𝑡 𝜕𝑥, 𝜕𝑡 +
1
2𝑥𝜕𝑥, 𝑒−𝑡(𝜕𝑡 + 𝑢𝜕𝑢)

Тут 𝜀, 𝜎, 𝜅, 𝜌 — сталi, 𝜀 = ±1 mod 𝐺∼
𝑏 , 𝜎 > 0 mod 𝐺∼

𝑏 , 𝜎 ̸= 1 та 𝜅 = ±1 mod 𝐺∼
𝑏 .

Класифiкацiйний список з табл. 2.3 представляє також результати гру-

пової класифiкацiї для класу (2.46) з точнiстю до �̂�∼-еквiвалентностi.

2.4.4. Точнi роз’вязки. Для побудови точних розв’язкiв рiвнянь Фiше-

ра зi змiнними коефiцiєнтами застосовано методи, що базуються на вико-

ристаннi невироджених точкових перетворень, а саме метод еквiвалент-

ностi та метод перетворень мiж класами диференцiальних рiвнянь [6].

З критерiю (2.48) випливає, що пiдклас рiвнянь (2.46) вигляду

𝑢𝑡 =
𝜆Δ𝑎(𝑡)ℎ(𝑡)

(𝛼ℎ(𝑡) + 𝛽)(𝛾ℎ(𝑡) + 𝛿)
𝑢𝑥𝑥 + 𝑎(𝑡)𝑢(1− 𝑢), (2.54)

де ℎ(𝑡) = 𝑒
∫︀
𝑎(𝑡)d𝑡, Δ = 𝛼𝛿−𝛽𝛾 ̸= 0, зводиться точковими перетвореннями

до класичного рiвняння Фiшера (2.47). З теореми 2.33 знаходимо сiм’ю

точкових перетворень, що вiдображає рiвняння (2.54) у рiвняння (2.47),

вигляду

𝑡 = ln
𝛼ℎ(𝑡) + 𝛽

𝛾ℎ(𝑡) + 𝛿
+ 𝑐1, �̃� =

𝑥√
𝜆
+ 𝑐2, (2.55)

�̃� =
(𝛼ℎ(𝑡) + 𝛽)(𝛾ℎ(𝑡) + 𝛿)

ℎ(𝑡)Δ
𝑢− 𝛾

𝛼ℎ(𝑡) + 𝛽

Δ
,
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де 𝑐1, 𝑐2 — довiльнi сталi. Застосуємо знайденi перетворення до вiдомих

розв’язкiв класичного рiвняння Фiшера (2.54) i отримаємо таку сiм’ю то-

чних розв’язкiв рiвняння (2.54):

𝑢 =
ℎΔexp

(︁
5
3𝑡+

√
6
3 �̃�
)︁
℘
(︁
exp

(︁
5
6𝑡+

√
6
6 �̃�
)︁
+ 𝐶, 0, 𝐶

)︁
(𝛼ℎ+ 𝛽)(𝛾ℎ+ 𝛿)

+
𝛾ℎ

𝛾ℎ+ 𝛿
,

частинним випадком якої в елементарних функцiях є

𝑢 =
ℎΔ

(𝛼ℎ+ 𝛽)(𝛾ℎ+ 𝛿)

1(︁
𝐶 exp

(︁√
6
6 �̃�−

5
6𝑡
)︁
± 1
)︁2 + 𝛾ℎ

𝛾ℎ+ 𝛿
,

де 𝑡, �̃� визначенi формулою (2.55), ℘(𝑧, 𝑘1, 𝑘2)— елiптична функцiя Вейєр-

штраса, 𝑐1, 𝑐2, 𝐶, 𝐶, 𝐶 — довiльнi сталi, причому 𝐶 ̸= 0. Оскiльки рiв-

няння Фiшера допускають дискретне перетворення симетрiї 𝑥 ↦→ −𝑥, усi
отриманi розв’язки з протилежними знаками 𝑥 також задовольняють рiв-

няння (2.54).

Окрiм перетворень еквiвалентностi, що не змiнюють структуру кла-

су диференцiальних рiвнянь, а лише переводять одне рiвняння з класу

в iнше рiвняння з цього ж класу, можна також розглянути невиродженi

точковi перетворення мiж класами диференцiальних рiвнянь. Цей метод

було запропоновано у роботi [308] для виконання групової класифiкацiї

квазiлiнiйних рiвнянь реакцiї–дифузiї зi змiнними коефiцiєнтами та сте-

пеневою нелiнiйнiстю. Пiзнiше цим методом було дослiджено з симетрiй-

ної точки зору i iншi класи рiвнянь (див. [297], а також [314] i посилання

там). Застосуємо метод перетворень мiж класами диференцiальних рiв-

нянь для побудови точних розв’язкiв.

Доведено, що сiм’я точкових перетворень, параметризованих довiль-

ним елементом 𝑎(𝑡) класу (2.46),

𝑡 =
∫︀
𝑎(𝑡)e

∫︀
𝑎(𝑡)d𝑡d𝑡, �̃� = 𝑥, �̃� = −e−

∫︀
𝑎(𝑡)d𝑡𝑢, (2.56)

вiдображає клас (2.46) у клас квазiлiнiйних рiвнянь реакцiї–дифузiї з ква-

дратичною нелiнiйнiстю та одним довiльним елементом, що залежить вiд
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змiнної часу, Для рiвняння 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢2 вiдомi кiлька точних розв’язкiв

(див. [47, 225] i [251, с. 157]). Використовуючи їх та перетворення (2.56),

знаходимо новi точнi розв’язки узагальненого рiвняння Фiшера

𝑢𝑡 = 𝑎(𝑡)e
∫︀
𝑎(𝑡)d𝑡𝑢𝑥𝑥 + 𝑎(𝑡)𝑢(1− 𝑢) :

𝑢 =
12
(︀
4±

√
6
)︀
𝑥(𝑥+ 𝑐1) + 120(12± 5

√
6)Θ(𝑡) + 12

(︀
2±

√
6
)︀
𝑐2 + 6𝑐21

e−
∫︀
𝑎(𝑡)d𝑡

(︀
𝑥2 + 𝑐1𝑥+ 10(3±

√
6)Θ(𝑡) + 𝑐2

)︀2 ,

𝑢 = e
∫︀
𝑎(𝑡)d𝑡℘

(︂
𝑥√
6
, 0, 𝐶

)︂
,

де Θ(𝑡) =
∫︀
𝑎(𝑡)e

∫︀
𝑎(𝑡)d𝑡d𝑡, 𝑐1, 𝑐2, 𝐶 — довiльнi сталi.

2.5. Класифiкацiя лiївських i некласичних симетрiй

рiвнянь Ньюела–Вайтхеда–Сегеля зi змiнними

коефiцiєнтами

У цьому пiдроздiлi виконано класифiкацiї лiївських i регулярних некла-

сичних операторiв редукцiї для класу рiвнянь Ньюела–Вайтхеда–Сегеля

зi змiнними коефiцiєнтами

𝑢𝑡 = 𝑎2(𝑡)𝑢𝑥𝑥 + 𝑏(𝑡)𝑢− 𝑐(𝑡)𝑢3, (2.57)

де 𝑎(𝑡), 𝑏(𝑡), 𝑐(𝑡) — довiльнi гладкi функцiї, причому 𝑎𝑐 ̸= 0. Такi рiвняння

iнколи також називають рiвняннями Ньюела–Вайтхеда або узагальнени-

ми рiвняннями Фiшера.

Класичне рiвняння Ньюела–Вайтхеда–Сегеля 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥+𝑢−𝑢3 вперше
з’явилось у роботах [224, 277]. Воно є частинним випадком узагальнених

рiвнянь Фiшера

𝑢𝑡 =
(︀
𝑢𝑚𝑢𝑥

)︀
𝑥
+ 𝑢𝑝

(︀
1− 𝑢𝑞

)︀
, (2.58)

що виникають як моделi математичної бiологiї (див. рiвняння (13.40) у

монографiї [220]). Тут 𝑡, 𝑥 — часова i просторова змiннi, 𝑢 — густина

популяцiї, 𝑝, 𝑞, 𝑚 — додатнi сталi параметри.
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Рiвняння (2.57) з 𝑏(𝑡) = 𝑐(𝑡) = 1 дослiджено у роботi [230]. З викорис-

танням методу усiченого розвинення побудовано точнi розв’язки цих рiв-

нянь. Клас (2.57) розглянуто в роботi [294]. Виявилось, що всi розв’язки,

знайденi в [294], є стацiонарними i, бiльш того, не задовольняють вiд-

повiднi рiвняння через помилки в знаках сталих. У роботi [301] окрiм

побудови точних розв’язкiв також виконано повнi класифiкацiї не тiльки

лiївських, а й некласичних операторiв редукцiї.

2.5.1. Групоїд еквiвалентностi. Використовуючи прямий метод, до-

ведено, що групоїд еквiвалентностi класу (2.57) породжено звичайними

перетвореннями еквiвалентностi цього класу.

Теорема 2.41. Групу еквiвалентностi 𝐺∼ класу (2.57) складають пе-

ретворення

𝑡 = 𝜃(𝑡), �̃� = 𝛿1𝑥+ 𝛿2, �̃� = 𝜙(𝑡)𝑢,

�̃�2(𝑡) =
𝛿1

2

𝜃𝑡
𝑎2(𝑡), �̃�(𝑡) =

1

𝜙𝜃𝑡
(𝜙𝑏(𝑡) + 𝜙𝑡), 𝑐(𝑡) =

1

𝜙2𝜃𝑡
𝑐(𝑡), (2.59)

де 𝛿1 та 𝛿2 — довiльнi сталi, що задовольняють умову 𝛿1 ̸= 0, а функцiї

𝜃(𝑡) та 𝜙(𝑡) — довiльнi гладкi функцiї, причому 𝜃𝑡𝜙 ̸= 0.

Перетворення еквiвалентностi з групи 𝐺∼ породжують групоїд

еквiвалентностi класу (2.57).

З використанням теореми 2.41 знайдено умови на коефiцiєнти 𝑎, 𝑏, 𝑐,

для яких рiвняння Ньюела–Вайтхеда–Сегеля зi змiнними коефiцiєнтами

зводяться точковими перетвореннями до рiвнянь з цього самого класу зi

сталими коефiцiєнтами.

Теорема 2.42. Рiвняння Ньюела–Вайтхеда–Сегеля зi змiнними коефi-

цiєнтами (2.57) зводяться точковим перетворенням до рiвняння з цьо-

го самого класу зi сталими коефiцiєнтами тодi i тiльки тодi, коли для

деякої сталої 𝜆 вiдповiднi коефiцiєнти 𝑎(𝑡), 𝑏(𝑡) i 𝑐(𝑡) задовольняють

умову

𝑏

𝑎2
+

1

2

(︀
𝑐/𝑎2

)︀
𝑡

𝑐
= 𝜆. (2.60)
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Перетворення еквiвалентностi дозволяють суттєво спростити вихiдний

клас. Довiльний елемент 𝑏(𝑡) можна звести до нуля, а 𝑎(𝑡) до ненульової

сталої, наприклад, до одиницi. Дiйсно, перетворення

𝑡 =
∫︀
𝑎2(𝑡)d𝑡, �̃� = 𝑥, �̃� = e−

∫︀
𝑏(𝑡)d𝑡𝑢 (2.61)

вiдображає клас (2.57) на його пiдклас

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 − 𝑐(𝑡)𝑢3. (2.62)

Критерiй (2.60) є надзвичайно корисним для перевiрки, чи зводить-

ся певне рiвняння Ньюела–Вайтхеда–Сегеля зi змiнними коефiцiєнта-

ми до рiвняння з цього класу зi сталими коефiцiєнтами. У роботi [294]

“розв’язки” знайдено для рiвнянь (2.57) з коефiцiєнтами 𝑏(𝑡) = 𝑐1𝑘
2𝑎2(𝑡),

𝑐(𝑡) = 𝑐2𝑘
2𝑎2(𝑡), де 𝑐1, 𝑐2, 𝑘 — ненульовi сталi. Легко бачити, що такi кое-

фiцiєнти 𝑏(𝑡) i 𝑐(𝑡) задовольняють умову (2.60). У параграфi 2.5.4 з вико-

ристанням методу еквiвалентностi знайдено кiлька сiмей нестацiонарних

розв’язкiв для пiдкласу класу (2.57), виокремленого умовою (2.60).

Допустимi перетворення класу (2.62) можна знайти з теореми 2.41, де

в формулах перетворень довiльних елементiв покладаємо �̃�2 = 𝑎2 = 1

i �̃� = 𝑏 = 0. Це гарантує повноту результату, оскiльки надклас (2.57)

класу (2.62) є нормалiзованим. Справедливе таке твердження.

Теорема 2.43. Клас (2.62) є нормалiзованим. Групоїд еквiвалентностi

класу (2.62) генерується перетвореннями з його звичайної групи еквi-

валентностi 𝐺∼
1 :

𝑡 = 𝛿1
2𝑡+ 𝛿0, �̃� = 𝛿1𝑥+ 𝛿2, �̃� = 𝛿3𝑢, 𝑐(𝑡) =

1

𝛿12𝛿32
𝑐(𝑡),

де 𝛿𝑖, 𝑖 = 0, 1, 2, 3, — довiльнi сталi, причому 𝛿1𝛿3 ̸= 0.

Отже, задача класифiкацiї операторiв редукцiї для класу (2.57) з точ-

нiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi зводиться до подiбної задачi для класу (2.62)

з точнiстю до 𝐺∼
1 -еквiвалентностi.
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Табл. 2.4: Групова класифiкацiя класу (2.62) з точнiстю до 𝐺∼
1 -еквiвалентностi.

№ 𝑐(𝑡) Базис 𝐴max

0 ∀ 𝜕𝑥

1 𝜀𝑡𝜌 𝜕𝑥, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 − (𝜌+ 1)𝑢𝜕𝑢

2 𝜀e±𝑡 𝜕𝑥, 2𝜕𝑡 ∓ 𝑢𝜕𝑢

3 𝜀 𝜕𝑥, 𝜕𝑡, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 − 𝑢𝜕𝑢

Тут 𝜌 — довiльна ненульова стала, 𝜀 = ±1 mod 𝐺∼
1 .

2.5.2. Групова класифiкацiя. Групову класифiкацiю класу (2.62) ви-

конано з використанням стандартного пiдходу Лi–Овсянникова [22,234].

Шукаються оператори вигляду

𝑄 = 𝜏(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝜕𝑡 + 𝜉(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝜕𝑥 + 𝜂(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝜕𝑢, (2.63)

що генерують однопараметричнi групи Лi точкових перетворень для рiв-

нянь з класу (2.62). Критерiй лiївської iнварiантностi вимагає виконання

тотожностi 𝑄(2)
(︀
𝑢𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 + 𝑐(𝑡)𝑢3

)︀
= 0 на многовидi рiвнянь (2.62), де

𝑄(2) — друге продовження оператора 𝑄 [234]. Доведено теорему.

Теорема 2.44. Ядром максимальних алгебр лiївської iнварiантностi

рiвнянь з класу (2.62) є одновимiрна алгебра ⟨𝜕𝑥⟩. Список 𝐺∼-нееквi-

валентних розширень лiївської симетрiї рiвнянь з класу (2.62) вичер-

пують випадки 1–3 табл. 2.4.

Таблиця 2.4 представляє також результати групової класифiкацiї для

класу (2.57) з точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi. У всiх випадках 𝑎2(𝑡) =

1 mod 𝐺∼, 𝑏(𝑡) = 0 mod 𝐺∼.

Для подальшого застосування корисно також мати список випадкiв

розширення лiївської симетрiї без спрощення рiвнянь перетвореннями

еквiвалентностi. Для того, щоб отримати такий список, використаємо ал-

горитм, запропонований у роботi [298]. Спочатку випишемо найбiльш за-
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Табл. 2.5: Всi випадки розширення лiївської симетрiї в класi (2.57).

№ 𝑐(𝑡) Базис 𝐴max

0 ∀ 𝜕𝑥

1 𝜇𝑎2e−2
∫︀
𝑏 d𝑡(𝛾𝑇 + 𝛿)𝜌 𝜕𝑥,

2
𝑎2
(𝛾𝑇 + 𝛿)𝜕𝑡 + 𝛾𝑥𝜕𝑥 +

(︀
2
𝑎2
(𝛾𝑇 + 𝛿)𝑏− (𝜌+ 1)𝛾

)︀
𝑢𝜕𝑢

2 𝜇𝑎2e𝜎𝑇−2
∫︀
𝑏 d𝑡 𝜕𝑥,

2
𝑎2
𝜕𝑡 +

(︀
2𝑏
𝑎2

− 𝜎
)︀
𝑢𝜕𝑢

3 𝜇𝑎2e−2
∫︀
𝑏 d𝑡 𝜕𝑥,

1
𝑎2

(𝜕𝑡 + 𝑏𝑢𝜕𝑢) ,
2
𝑎2
𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 +

(︀
2𝑏
𝑎2

− 1
)︀
𝑢𝜕𝑢

Тут 𝑎 = 𝑎(𝑡), 𝑏 = 𝑏(𝑡) — довiльнi ненульовi гладкi функцiї, 𝑇 =
∫︀
𝑎2(𝑡) d𝑡; 𝜇, 𝜎, 𝛾, 𝛿, 𝜌 —

довiльнi сталi, що задовольняють умову 𝜇𝜎𝛾𝜌 ̸= 0.

гальнi форми функцiї 𝑐(𝑡), для яких вiдповiднi рiвняння з класу (2.62)

допускають розширення лiївської симетрiї. Цi коефiцiєнти мають вигляд:

1) 𝑐(𝑡) = 𝜇(𝛾𝑡+ 𝛿)𝜌: 𝐴max = ⟨𝜕𝑥, 2(𝛾𝑡+ 𝛿)𝜕𝑡 + 𝛾𝑥𝜕𝑥 − 𝛾(𝜌+ 1)𝑢𝜕𝑢⟩;

2) 𝑐(𝑡) = 𝜇e𝜎𝑡: 𝐴max = ⟨𝜕𝑥, 2𝜕𝑡 − 𝜎𝑢𝜕𝑢⟩;

3) 𝑐(𝑡) = 𝜇: 𝐴max = ⟨𝜕𝑥, 𝜕𝑡, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 − 𝑢𝜕𝑢⟩.

Тут 𝜇, 𝛾, 𝜌, 𝜎 — довiльнi ненульовi сталi, а 𝛿 — довiльна стала.

Використовуючи перетворення (2.61) i наведений класифiкацiйний

список для класу (2.57), отримаємо класифiкацiю рiвнянь Ньюела–

Вайтхеда–Сегеля зi змiнними коефiцiєнтами, де довiльнi елементи

не спрощенi перетвореннями еквiвалентностi. Результати наведено у

табл. 2.5. Отже, виокремлено тi рiвняння Ньюела–Вайтхеда–Сегеля,

що допускають розширення лiївської симетрiї в класi (2.57) i потенцiаль-

но цiкавiшi для застосувань. Це виокремлення є необхiдною передумовою

дослiдження некласичних операторiв редукцiї, щоб знайти дiйсно нетри-

вiальнi оператори редукцiї, якi нееквiвалентнi лiївським.

2.5.3. Некласичний метод. Для (1+1)-вимiрних еволюцiйних рiвнянь

з незалежними змiнними 𝑡, 𝑥 i залежною змiнною 𝑢 оператори редук-

цiї мають загальний вигляд (2.63), де (𝜏, 𝜉) ̸= (0, 0). Оператори редук-
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цiї (2.63) з ненульовими коефiцiєнтами при 𝜕𝑡 є регулярними, а оператори

з нульовими коефiцiєнтами при 𝜕𝑡 є сингулярними [192]; див. також [73].

Сингулярний випадок 𝜏 = 0 вичерпно дослiджено в роботах [192,341].

Розглянемо випадок 𝜏 ̸= 0. З точнiстю до звичайної еквiвалентностi

некласичних операторiв редукцiї можна покласти 𝜏 = 1. Це вiдношення

еквiвалентностi означає, що оператори 𝑄 та �̃� є еквiвалентними, якщо

�̃� = Λ(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝑄, де Λ(𝑡, 𝑥, 𝑢) — ненульова гладка функцiя своїх аргумен-

тiв. Критерiй некласичної iнварiантностi призводить до таких визначаль-

них рiвнянь на коефiцiєнти 𝜉, 𝜂, а також довiльного елемента 𝑐(𝑡):

𝜉𝑢𝑢 = 0, 𝜂𝑢𝑢 = 2(𝜉𝑥𝑢 − 𝜉𝜉𝑢),

𝜂𝑡 − 𝜂𝑥𝑥 + 2𝜉𝑥𝜂 + (2𝜉𝑥 − 𝜂𝑢) 𝑐𝑢
3 + 3𝜂𝑐𝑢2 + 𝑐𝑡𝑢

3 = 0,

𝜉𝑡 − 𝜉𝑥𝑥 + 2𝜉𝜉𝑥 − 2𝜉𝑢𝜂 + 2𝜂𝑥𝑢 − 3𝜉𝑢𝑐𝑢
3 = 0.

(2.64)

Iнтегрування перших двох рiвнянь системи (2.64) дає вирази для кое-

фiцiєнтiв 𝜉, 𝜂: 𝜉 = 𝑓𝑢+𝑔, 𝜂 = −1
3𝑓

2𝑢3+(𝑓𝑥−𝑓𝑔)𝑢2+ℎ𝑢+𝑘, де 𝑓 = 𝑓(𝑡, 𝑥),

𝑔 = 𝑔(𝑡, 𝑥), ℎ = ℎ(𝑡, 𝑥), 𝑘 = 𝑘(𝑡, 𝑥). Пiдставляємо цi вирази в iншi два рiв-

няння системи (2.64), якi пiсля цього рощеплюємо за змiнною 𝑢. Таким

чином отримуємо дев’ять визначальних рiвнянь, що включають коефiцi-

єнти 𝑓 , 𝑔, ℎ, 𝑘, а також довiльний елемент 𝑐(𝑡) класу. Одне з визначальних

рiвнянь має вид 𝑓(9𝑐−2𝑓 2) = 0. Отже, є два суттєво рiзнi випадки: 𝑓 ̸= 0

i 𝑓 = 0.

I. Якщо 𝑓 ̸= 0, то 9𝑐 − 2𝑓 2 = 0, з чого випливає 𝑓𝑥 = 0, тобто 𝑓

залежить лише вiд 𝑡. Тодi з решти визначальних рiвнянь знаходимо 𝑔 =

𝑘 = 0, ℎ = 𝛼, 𝑓 = 𝛽e2𝛼𝑡, 𝑐 = 2
9𝛽

2e4𝛼𝑡, де 𝛼, 𝛽 ̸= 0 — сталi. Отже, рiвняння

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 −
2

9
𝛽2e4𝛼𝑡𝑢3 (2.65)

допускає некласичний оператор редукцiї

𝑄1 = 𝜕𝑡 + 𝛽e2𝛼𝑡𝑢𝜕𝑥 +
(︀
𝛼− 1

3𝛽
2e4𝛼𝑡𝑢2

)︀
𝑢𝜕𝑢.

Сталi 𝛼 i 𝛽 можна додатково вiдкалiбрувати перетвореннями еквiвалент-

ностi (див. випадок 1 табл. 2.6).
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II. Якщо 𝑓 = 0, то 𝑘 = 0, ℎ = −𝑔𝑥−
1

2

�̇�

𝑐
i решта визначальних рiвнянь

такi:

𝑔𝑡 + 2𝑔𝑔𝑥 − 3𝑔𝑥𝑥 = 0, 𝑔𝑡𝑥 + 2𝑔2𝑥 − 𝑔𝑥𝑥𝑥 +
�̇�

𝑐
𝑔𝑥 +

1

2

d

d𝑡

(︂
�̇�

𝑐

)︂
= 0.

Ця система двох рiвнянь на функцiю 𝑔(𝑡, 𝑥), одне з яких мiстить довiль-

ний елемент 𝑐(𝑡) класу. З дослiдження сумiсностi цiєї системи випливає,

що функцiя 𝑐(𝑡) може бути лише степеневою, експоненцiальною або ста-

лою, iнакше система несумiсна. Нелiївськi оператори редукцiї виникають

лише тодi, коли 𝑐(𝑡) є експоненцiальною або сталою. Список рiвнянь, що

допускають нетривiальнi некласичнi оператори редукцiї з 𝜉𝑢 = 0, i вiдпо-

вiдних операторiв такий:

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 − 𝜇𝑢3 :

𝑄2 = 𝜕𝑡 −
3

𝑥
𝜕𝑥 −

3

𝑥2
𝑢𝜕𝑢.

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 − 𝜇e𝜎𝑡𝑢3 : (2.66)

𝑄3 = 𝜕𝑡 − 3
2

√
𝜎 th

(︁√
𝜎
2 𝑥
)︁
𝜕𝑥 − 3

4𝜎
(︁
th2
(︁√

𝜎
2 𝑥
)︁
− 1

3

)︁
𝑢𝜕𝑢, 𝜎 > 0;

𝑄4 = 𝜕𝑡 − 3
2

√
𝜎 cth

(︁√
𝜎
2 𝑥
)︁
𝜕𝑥 − 3

4𝜎
(︁
cth2

(︁√
𝜎
2 𝑥
)︁
− 1

3

)︁
𝑢𝜕𝑢, 𝜎 > 0;

𝑄5 = 𝜕𝑡 +
3
2

√
−𝜎 tg

(︁√
−𝜎
2 𝑥

)︁
𝜕𝑥 +

3
4𝜎
(︁
tg2
(︁√

−𝜎
2 𝑥

)︁
+ 1

3

)︁
𝑢𝜕𝑢, 𝜎 < 0.

Тут 𝜇, 𝜎 — довiльнi ненульовi сталi. Їх можна вiдкалiбрувати в 1 або −1

в залежностi вiд їхнiх знакiв, а саме 𝜇 ↦→ sign𝜇, 𝜎 ↦→ sign𝜎.

Результати класифiкацiї некласичних операторiв редукцiї для рiв-

нянь (2.62) з точнiстю до 𝐺∼
1 -еквiвалентностi наведено в табл. 2.6. У

всiх випадках цiєї таблицi 𝜀 = ±1. Ця ж таблиця представляє ре-

зультати класифiкацiї некласичних операторiв редукцiї рiвнянь (2.57) з

точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi (в цьому випадку 𝑎(𝑡) = 1 mod 𝐺∼ та

𝑏(𝑡) = 0 mod 𝐺∼).

З теореми 2.42 випливає, що рiвняння (2.65) i (2.66) зводяться до рiв-

нянь з класу (2.57) зi сталими коефiцiєнтами перетвореннями еквiвалент-

ностi з групи 𝐺∼. Дiйсно, перетворення 𝑡 = 𝑡, �̃� = 𝑥, �̃� = e
𝜎
2 𝑡𝑢 вiдображає
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Табл. 2.6: Некласичнi оператори редукцiї (2.62).

№ 𝑐(𝑡) Оператори редукцiї

1𝑎,𝑏 e±𝑡 𝜕𝑡 +
3
√
2

2 e±
1
2
𝑡𝑢𝜕𝑥 − 1

2

(︀
3e±𝑡𝑢2 ∓ 1

2

)︀
𝑢𝜕𝑢

1𝑎 𝜀e𝑡 𝜕𝑡 − 3
2 th

(︀
1
2𝑥
)︀
𝜕𝑥 − 3

4

(︀
th2
(︀
1
2𝑥
)︀
− 1

3

)︀
𝑢𝜕𝑢

𝜕𝑡 − 3
2 cth

(︀
1
2𝑥
)︀
𝜕𝑥 − 3

4

(︀
cth2

(︀
1
2𝑥
)︀
− 1

3

)︀
𝑢𝜕𝑢

1𝑏 𝜀e−𝑡 𝜕𝑡 +
3
2 tg

(︀
1
2𝑥
)︀
𝜕𝑥 − 3

4

(︀
tg2
(︀
1
2𝑥
)︀
+ 1

3

)︀
𝑢𝜕𝑢

2 𝜀 𝜕𝑡 − 3
𝑥𝜕𝑥 −

3
𝑥2𝑢𝜕𝑢

рiвняння (2.66) до рiвняння �̃�𝑡 = �̃��̃��̃�+
𝜎
2 �̃�−𝜇�̃�

3. Це означає, що безпосере-

дня редукцiя рiвнянь (2.65) i (2.66) з використанням знайдених операто-

рiв не є оптимальним шляхом побудови їхнiх точних розв’язкiв. Зручнiше

виконати редукцiю рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами, отримати їхнi то-

чнi розв’язки, а потiм вiдобразити їх вiдповiдними перетвореннями [263].

Отже, розв’язки шукатимемо методом еквiвалентностi.

2.5.4. Точнi розв’язки. З теореми 2.42 випливає, що рiвняння вигляду

𝑢𝑡 = 𝑎2(𝑡)𝑢𝑥𝑥 +

(︂
𝜆𝑎2(𝑡) +

�̇�(𝑡)

𝑎(𝑡)
− 1

2

�̇�(𝑡)

𝑐(𝑡)

)︂
𝑢− 𝑐(𝑡)𝑢3, (2.67)

де 𝑎(𝑡), 𝑐(𝑡) — довiльнi ненульовi гладкi функцiї, а 𝜆 — ненульова стала,

зводяться до рiвняння зi сталими коефiцiєнтами

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝜀𝑢− 𝑢3 (2.68)

з 𝜀 = sign𝜆. Для цього рiвняння вiдомi кiлька точних розв’язкiв, див.

зокрема, довiдник [251, с. 177], роботу [308] i посилання там. Подiбнiсть

рiвнянь (2.67) i (2.68) встановлюють перетворення

𝑡 = |𝜆|
∫︀
𝑎2(𝑡)d𝑡, �̃� =

√︀
|𝜆|𝑥, �̃� =

√︀
𝑐(𝑡)

𝑎(𝑡)
√︀
|𝜆|

𝑢 (2.69)
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для випадку 𝜆 ̸= 0 i перетворення

𝑡 =
∫︀
𝑎2(𝑡)d𝑡, �̃� = 𝑥, �̃� =

√︀
𝑐(𝑡)

𝑎(𝑡)
𝑢, (2.70)

в iншому випадку. Iснують очевиднi обмеження на цi перетворення, щоб

вони пов’язували дiйснi розв’язки для випадку 𝑡 > 0, а саме функцiя 𝑐(𝑡)

має бути додатною для 𝑡 > 0.

Проiлюструємо процедуру знаходження точних розв’язкiв для рiв-

нянь (2.67) таким прикладом. Перетворення (2.69) вiдображає вiдомий

розв’язок 𝑢 = 1
2 −

1
2 th

(︁√
2
4 𝑥−

3
4𝑡
)︁
рiвняння (2.68) з 𝜀 = 1 [322] у новий

розв’язок

𝑢 =
1

2
𝑎(𝑡)

√︃
𝜆

𝑐(𝑡)

(︃
1− th

(︂√
2𝜆

4
𝑥− 3

4
𝜆

∫︁
𝑎2(𝑡)d𝑡

)︂)︃
рiвняння (2.67) з 𝜆 > 0 i 𝑐(𝑡) > 0 для 𝑡 > 0.

Низку точних розв’язкiв рiвняння (2.68) наведено у [225,251,308]. Роз-

глянемо точнi розв’язки рiвняння (2.68) з роботи [308] i застосуємо до них

перетворення (2.69), якщо 𝜆 ̸= 0, або перетворення (2.70), якщо 𝜆 = 0. Та-

ким чином знаходимо точнi розв’язки рiвняння Ньюела–Вайтхеда–Сегеля

зi змiнними коефiцiєнтами (2.67).

𝜆 > 0:

𝑢 = 𝑎(𝑡)

√︃
𝜆

𝑐(𝑡)

𝐶1 exp
(︁√

2𝜆
2 𝑥
)︁
− 𝐶 ′

1 exp
(︁
−

√
2𝜆
2 𝑥
)︁

𝐶2e
−3
2𝑇 + 𝐶1 exp

(︁√
2𝜆
2 𝑥
)︁
+ 𝐶 ′

1 exp
(︁
−

√
2𝜆
2 𝑥
)︁ ,

𝑢 =
𝐶1

√
𝜆𝑎(𝑡)√︀
𝑐(𝑡)

e
3
2𝑇 sh

(︁√
2𝜆
2 𝑥
)︁
ds

(︂
𝐶1e

3
2𝑇 ch

(︁√
2𝜆
2 𝑥
)︁
+ 𝐶2,

√
2
2

)︂
,

𝑢 =
𝐶1

√
𝜆𝑎(𝑡)√︀
𝑐(𝑡)

e
3
2𝑇 ch

(︁√
2𝜆
2 𝑥
)︁
ds

(︂
𝐶1e

3
2𝑇 sh

(︁√
2𝜆
2 𝑥
)︁
+ 𝐶2,

√
2
2

)︂
,

𝑢 =
𝐶1

√
𝜆𝑎(𝑡)

2
√︀
𝑐(𝑡)

e
3
2𝑇 sh

(︁√
2𝜆
2 𝑥
)︁ 1 + cn

(︂
𝐶1e

3
2𝑇 ch

(︁√
2𝜆
2 𝑥
)︁
+ 𝐶2,

√
2
2

)︂
sn

(︂
𝐶1e

3
2𝑇 ch

(︁√
2𝜆
2 𝑥
)︁
+ 𝐶2,

√
2
2

)︂ ,
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𝑢 =
𝐶1

√
𝜆𝑎(𝑡)

2
√︀
𝑐(𝑡)

e
3
2𝑇 ch

(︁√
2𝜆
2 𝑥
)︁ 1 + cn

(︂
𝐶1e

3
2𝑇 sh

(︁√
2𝜆
2 𝑥
)︁
+ 𝐶2,

√
2
2

)︂
sn

(︂
𝐶1e

3
2𝑇 sh

(︁√
2𝜆
2 𝑥
)︁
+ 𝐶2,

√
2
2

)︂ .

𝜆 < 0:

𝑢 = 𝑎(𝑡)

√︃
−𝜆
𝑐(𝑡)

sin
(︁√

−2𝜆
2 𝑥

)︁
𝐶2e

3
2𝑇 + cos

(︁√
−2𝜆
2 𝑥

)︁ ,
𝑢 = 𝑎(𝑡)

√︃
−𝜆
𝑐(𝑡)

𝐶1e
−3
2𝑇 sin

(︁√
−2𝜆
2 𝑥

)︁
ds

(︂
𝐶1e

−3
2𝑇 cos

(︁√
−2𝜆
2 𝑥

)︁
+ 𝐶2,

√
2
2

)︂
,

𝑢 =
𝐶1𝑎(𝑡)e

−3
2𝑇

2

√︃
−𝜆
𝑐(𝑡)

cos
(︁√

−2𝜆
2 𝑥

)︁1+cn

(︂
𝐶1e

−3
2𝑇 sin

(︁√
−2𝜆
2 𝑥

)︁
+𝐶2,

√
2
2

)︂
sn

(︂
𝐶1e

−3
2𝑇 sin

(︁√
−2𝜆𝑥
2

)︁
+𝐶2,

√
2
2

)︂ .

𝜆 = 0:

𝑢 = 2
√
2𝑥

𝑎(𝑡)√︀
𝑐(𝑡)

ds
(︁
𝑥2 + 6

∫︀
𝑎2(𝑡)d𝑡,

√
2
2

)︁
,

𝑢 =
√
2𝑥

𝑎(𝑡)√︀
𝑐(𝑡)

1 + cn
(︁
𝑥2 + 6

∫︀
𝑎2(𝑡)d𝑡,

√
2
2

)︁
sn
(︁
𝑥2 + 6

∫︀
𝑎2(𝑡)d𝑡,

√
2
2

)︁ ,

𝑢 =
𝑎(𝑡)√︀
𝑐(𝑡)

2
√
2𝑥

𝑥2 + 6
∫︀
𝑎2(𝑡)d𝑡

, 𝑢 =
𝑎(𝑡)√︀
𝑐(𝑡)

√
2

𝑥
,

𝑢 =
√
2
𝑎(𝑡)√︀
𝑐(𝑡)

ds
(︁
𝑥,

√
2
2

)︁
, 𝑢 =

√
2

2

𝑎(𝑡)√︀
𝑐(𝑡)

1 + cn
(︁
𝑥,

√
2
2

)︁
sn
(︁
𝑥,

√
2
2

)︁ .

Тут 𝑇 = |𝜆|
∫︀
𝑎2(𝑡)d𝑡; cn(𝑧, 𝑘), sn(𝑧, 𝑘), ds(𝑧, 𝑘) — елiптичнi функцiї

Якобi [325].

Зауважимо, що рiвняння (2.62) допускають дискретне перетворення

еквiвалентностi замiни знаку 𝑢 ↦→ −𝑢, тому всi наведенi розв’язки можуть
мати також протилежний знак.
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2.6. Лiївськi симетрiї узагальнених рiвнянь

Бюргерса та їх застосування до розв’язання

крайових задач

Лiївськi симетрiї вiдiграють важливу роль у розв’язаннi нелiнiйних ди-

ференцiальних рiвнянь з частинними похiдними i дають алгоритмiчний

метод виконання лiївських редукцiй. Iснує кiлька способiв застосування

лiївських симетрiй до редукцiї крайових задач для диференцiальних рiв-

нянь з частинними похiдними до вiдповiдних задач для звичайних дифе-

ренцiальних рiвнянь. Класичний пiдхiд — вимагати, щоб i рiвняння, i кра-

йовi умови залишалися iнварiантними пiд дiєю однопараметричної групи

Лi перетворень. Зрозумiло, що частiше застосовують iнфiнiтезимальний

пiдхiд, тобто замiсть скiнченних перетворень вiдповiдної групи лiївських

симетрiй використовують базиснi оператори алгебри лiївської iнварiант-

ностi (див., наприклад, [63, секцiя 4.4]). Першi роботи в цьому напрям-

ку з’явилися наприкiнцi 1960-х рокiв (див., наприклад, [60, 66, 218, 219]).

Дж. Блуман [60,66] запропонував пiдхiд, який можна назвати “прямим”,

а саме: на першому етапi визначити симетрiї диференцiального рiвняння

з частинними похiдними, а потiм перевiрити, чи залишаються iнварiан-

тними крайовi умови пiд дiєю знайдених операторiв симетрiї. Якщо так,

то крайова задача для диференцiального рiвняння з частинними похi-

дними зводиться до крайової задачi для звичайного диференцiального

рiвняння. У рамках цього пiдходу було розв’язано низку крайових задач

(див., наприклад, [78,231,288,289]).

Метод, запропонований Мораном i Гаджiолi [219], використовує спецi-

альнi однопараметричнi групи Лi перетворень незалежних та залежних

змiнних системи диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними, а та-

кож усiх довiльних елементiв, що присутнi в рiвняннях, початкових та

крайових умовах. А саме, розглядаються лише групи розтягiв та зсувiв,

якi призводять до автомодельних розв’язкiв або розв’язкiв типу бiжучої
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хвилi. Пiсля визначення допустимих груп Лi розтягiв i/або зсувiв слiд

знайти повний набiр абсолютних iнварiантiв. Як результат — крайова

задача для системи диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними

зводиться до аналогiчної, але простiшої задачi для системи звичайних

диференцiальних рiвнянь. Такий пiдхiд застосовано до низки iнженер-

них задач (див., наприклад, [34] та посилання у цiй роботi).

Iснує також пiдхiд, при якому одночасно виконують групову класи-

фiкацiю системи диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними та

пов’язаних з нею крайових умов (див., наприклад, [12, 13]). Лiївськi си-

метрiї використовують навiть у випадках, коли крайовi умови не є iнва-

рiантними вiдносно вiдповiдної групи лiївських перетворень [126].

2.6.1. Клас узагальнених рiвнянь Бюргерса. У цьому параграфi

продемонструємо, що “прямий” пiдхiд набагато простiший, нiж запропо-

нований у [219] i використаний, наприклад, у [34]. Для iлюстрацiї цього

розглянемо узагальнене рiвняння Бюргерса вигляду

𝑢𝑡 + 𝑎(𝑢𝑛)𝑥 = 𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥, (2.71)

де 𝑎 — ненульова стала, 𝑔 — довiльна гладка ненульова функцiя змiнної 𝑡,

що не має нулiв, а 𝑛 ̸= 0, 1. Якщо 𝑛 = 2, 𝑎 = 1/2 та 𝑔 — ненульова стала, то

рiвняння (2.71) є добре вiдомим рiвнянням Бюргерса 𝑢𝑡+𝑢𝑢𝑥+𝜈𝑢𝑥𝑥 = 0 —

одним з найпростiших нелiнiйних (1 + 1)-вимiрних еволюцiйних рiвнянь,

що є точно розв’язним. Це рiвняння має давню iсторiю: воно було вiдоме

А. Форсайту [111], а пiзнiше розглядалося Г. Бейтманом [50]. Однак най-

бiльшим внеском у вивчення цього рiвняння є внесок Дж. Бюргерса, тому

рiвняння й отримало його iм’я [79]. Рiвняння Бюргерса використовують

для опису багатьох процесiв у гiдродинамицi та iнших, досить розрiзнених

областях фiзики. Ще одна особливiсть цього рiвняння — воно зводиться

до стандартного рiвняння теплопровiдностi за допомогою перетворення

Коула–Хопфа [93,143]. Тому його називають 𝐶-iнтегровним [80].
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Узагальненi рiвняння Бюргерса (2.71) з 𝑛 = 2 й несталою функцiєю 𝑔

отримано в [138] для опису поширення слабонелiнiйних акустичних хвиль

пiд впливом термов’язкої дифузiї. Лiївськi симетрiї таких рiвнянь вивча-

лися в роботах [102,319]; це та iншi узагальнення рiвнянь Бюргерса обго-

ворено, наприклад, у [274,275].

Розв’яжемо задачу групової класифiкацiї для класу (2.71) в рамках

сучасного групового аналiзу. Пiсля цього розглянемо клас крайових за-

дач i розв’яжемо конкретну крайову задачу, що задовольняє вимогу iн-

варiантностi вiдносно отриманих лiївських симетрiй. На вiдмiну вiд робо-

ти [34], для розв’язання рiвняння з вiдповiдними крайовими умовами ми

використаємо “прямий” пiдхiд [63, 66] та покажемо, що цей пiдхiд бiльш

прозорий i легкий у реалiзацiї.

Групоїд еквiвалентностi. Опишемо допустимi перетворення в кла-

сi (2.71). Виявляється, всi вони вичерпуються перетвореннями еквiвалент-

ностi. Результати дослiдження зiбрано в наступних твердженнях.

Теорема 2.45. Звичайна група еквiвалентностi 𝐺∼ класу (2.71) скла-

дається з перетворень

𝑡 = 𝛿1𝑡+ 𝛿2, �̃� = 𝛿3𝑥+ 𝛿4, �̃� = 𝛿5𝑢,

�̃� =
𝛿3
𝛿1
𝛿1−𝑛5 𝑎, 𝑔 =

𝛿3
2

𝛿1
𝑔, �̃� = 𝑛,

де 𝛿𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 5, — довiльнi сталi, причому 𝛿1𝛿3𝛿5 ̸= 0.

Якщо 𝑛 = 2, то клас (2.71) допускає нетривiальну групу умовної еквi-

валентностi, яка є ширшою, нiж 𝐺∼.

Теорема 2.46. Узагальнена група еквiвалентностi �̂�∼
2 класу

𝑢𝑡 + 𝑎(𝑢2)𝑥 = 𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥 (2.72)

складається з перетворень

𝑡 =
𝛼𝑡+ 𝛽

𝛾𝑡+ 𝛿
, �̃� =

𝜅𝑥+ 𝜇1𝑡+ 𝜇0
𝛾𝑡+ 𝛿

, �̃� =
𝑎

𝜎
,

�̃� =
𝜎

2𝑎(𝛼𝛿 − 𝛽𝛾)
(2𝑎𝜅(𝛾𝑡+ 𝛿)𝑢− 𝜅𝛾𝑥+ 𝜇1𝛿 − 𝜇0𝛾) , 𝑔 =

𝜅2

𝛼𝛿 − 𝛽𝛾
𝑔,
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Табл. 2.8: Групова класифiкацiя класу 2.71.

№ 𝑛 𝑔 Базис 𝐴max

1 ̸= 2 ∀ 𝜕𝑥

2 ̸= 2 𝜀𝑡𝜌 𝜕𝑥, 2𝑡𝜕𝑡 + (𝜌+ 1)𝑥𝜕𝑥 +
𝜌− 1

𝑛− 1
𝑢𝜕𝑢

3 ̸= 2 𝜀𝑒𝑡 𝜕𝑥, 2𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 +
1

𝑛−1𝑢𝜕𝑢

4 ̸= 2 1 𝜕𝑥, 𝜕𝑡, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 − 1
𝑛−1𝑢𝜕𝑢

5 2 ∀ 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢

6 2 𝜀𝑡𝜌 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢, 2𝑡𝜕𝑡 + (𝜌+ 1)𝑥𝜕𝑥 + (𝜌− 1)𝑢𝜕𝑢

7 2 𝜀𝑒𝑡 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢, 2𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢

8 2 𝜀𝑒2𝜌 arctg 𝑡 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢, (𝑡2 + 1)𝜕𝑡 + (𝑡+ 𝜌)𝑥𝜕𝑥 + (𝑥+ (𝜌− 𝑡)𝑢)𝜕𝑢

9 2 1 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢, 𝜕𝑡, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 − 𝑢𝜕𝑢, 𝑡2𝜕𝑡 + 𝑡𝑥𝜕𝑥 + (𝑥− 𝑡𝑢)𝜕𝑢

Тут 𝜀 = ±1 mod 𝐺∼, 𝜌 — ненульова стала. В усiх випадках 𝑎 = 1/𝑛 mod 𝐺∼. У випадку 6

з точнiстю до �̂�∼
2 завжди можна покласти 𝜌 > 0 або 𝜌 < 0.

де 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿, 𝜅, 𝜇1, 𝜇0, 𝜎 — сталi, визначенi з точнiстю до ненульового

множника, причому 𝛼𝛿 − 𝛽𝛾 ̸= 0 та 𝜅𝜎 ̸= 0.

Теорема 2.47. Нехай два рiвняння 𝑢𝑡+𝑎(𝑢𝑛)𝑥 = 𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥 та �̃�𝑡+ �̃�(�̃�
�̃�)�̃� =

𝑔(𝑡)�̃��̃��̃� з класу (2.71) пов’язанi точковим перетворенням 𝒯 зi змiнними

𝑡, 𝑥, 𝑢. Тодi перетворення 𝒯 є проекцiєю деякого перетворення з групи

𝐺∼ (при 𝑛 ̸= 2) або з групи �̂�∼
2 (при 𝑛 = 2) на простiр (𝑡, 𝑥, 𝑢).

Лiївськi симетрiї. Групову класифiкацiю класу (2.71) виконуємо в рам-

ках класичного пiдходу C. Лi [22, 234]. Для всього класу (2.71) її зручно

провести з точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi, а для його пiдкласу (2.72) —

з точнiстю до �̂�∼
2 -еквiвалентностi.

Теорема 2.48. Ядро максимальних алгебр лiївської iнварiантностi рiв-

нянь з класу (2.71) з 𝑛 ̸= 2 спiвпадає з одновимiрною алгеброю ⟨𝜕𝑥⟩. Усi
можливi 𝐺∼-нееквiвалентнi випадки розширення максимальної алгебри

лiївської iнварiантностi вичерпуються випадками 2–4 табл. 2.8.
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Теорема 2.49. Ядро максимальних алгебр лiївської iнварiантностi

рiвнянь з класу (2.72) спiвпадає з двовимiрною абелевою алгеброю

⟨𝜕𝑥, 2𝑎𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢⟩. Усi можливi �̂�∼
2 -нееквiвалентнi випадки розширення

максимальної алгебри лiївської iнварiантностi вичерпуються випадка-

ми 6–9 табл. 2.8.

Зауважимо, що максимальну алгебру лiївської iнварiантностi класи-

чного рiвняння Бюргерса, яка є п’ятивимiрною нерозв’язною алгеброю Лi

типу sl(2,R)∈2𝐴1, було знайдено у роботi [11] (випадок 9 табл. 2.8). У ро-

ботi [223] показано, що базиснi оператори цiєї алгебри можна побудувати

як реалiзацiю алгебри Галiлея AḠ3(1).

Побудова розв’язкiв крайової задачi з використанням лiївських

симетрiй. Розглянемо клас крайових задач

𝑢𝑡 + 𝑎(𝑢𝑛)𝑥 = 𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥, 𝑥 ∈ [0,+∞), 𝑡 > 0,

lim
𝑡→+∞

𝑢(𝑡, 𝑥) = 0, 𝑥 ∈ (0,+∞), (2.73)

𝑢(𝑡, 0) = 𝑞(𝑡), 𝑡 > 0,

lim
𝑥→+∞

𝑢(𝑡, 𝑥) = 0, 𝑡 > 0,

де 𝑎 — ненульова стала, 𝑛 ̸= 0, 1, 𝑔 та 𝑞 — довiльнi гладкi функцiї, що не

мають нулiв. Знайдемо тi задачi з цього класу, для розв’язання яких мож-

на використати “прямий” пiдхiд, запропонований Дж. Блуманом [63, 66].

З’ясуємо тепер, якi з отриманих лiївських симетрiй рiвнянь (2.71), зали-

шають iнварiантними початкову та крайовi умови задачi (2.73). Розгля-

немо симетрiю загального вигляду

𝑋 =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝑋𝑖, (2.74)

де 𝑚 — кiлькiсть базисних операторiв максимальної алгебри лiївської си-

метрiї рiвняння (2.71), де 𝛼𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, — сталi, якi слiд визначити.

Лiївськi симетрiї рiвняння (2.71) наведено в табл. 2.8. У випадку 2,

для якого 𝑔(𝑡) = 𝜀𝑡𝜌, оператор (2.74) набуває вигляду

𝑋 = 𝛼1𝜕𝑥 + 𝛼2

(︁
2𝑡𝜕𝑡 + (𝜌+ 1)𝑥𝜕𝑥 +

𝜌− 1

𝑛− 1
𝑢𝜕𝑢

)︁
.
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Застосувавши оператор 𝑋 до першої крайової умови, записаної у виглядi

𝑥 = 0 та 𝑢(𝑡, 0) = 𝑞(𝑡), отримаємо

𝛼1 = 0 та 𝛼2

(︂
−2𝑡

𝑑𝑞

𝑑𝑡
+
𝜌− 1

𝑛− 1
𝑞

)︂
= 0.

Для ненульових 𝛼2 знаходимо

𝑞(𝑡) = 𝛾𝑡
𝜌−1
2𝑛−2 ,

де 𝛾 > 0 — стала. Можна показати, що симетрiя 𝑋 з 𝛼1 = 0 зали-

шає iнварiантними й iншi крайовi умови. Отже, допустиму лiївську си-

метрiю можна використати, щоб звести крайову задачу (2.73) до задачi

для звичайного диференцiального рiвняння. Насправдi лiївська симетрiя

2𝑡𝜕𝑡 + (𝜌+ 1)𝑥𝜕𝑥 + ((𝜌− 1)/(𝑛− 1))𝑢𝜕𝑢 породжує анзац

𝑢 = 𝑡
𝜌−1
2𝑛−2𝜑(𝜂), де 𝜂 = 𝑥𝑡−

𝜌+1
2 , (2.75)

який редукує (2.73) до крайової задачi для звичайного диференцiального

рiвняння

2𝜀𝜑′′ + (𝜌+ 1)𝜂𝜑′ − 2𝑎(𝜑𝑛)′ − 𝜌− 1

𝑛− 1
𝜑 = 0, 𝜂 ∈ [0,+∞), (2.76)

𝜑(0) = 𝛾, (2.77)

lim
𝜂→+∞

𝜑(𝜂) = 0. (2.78)

Нехай 𝜌 = (2− 𝑛)/𝑛, тодi (2.76) набуває вигляду 𝜀𝜑′′ + (𝜂𝜑′ + 𝜑)/𝑛−
𝑎(𝜑𝑛)′ = 0, i пiсля iнтегрування маємо 𝜀𝜑′ + 𝜂𝜑/𝑛 − 𝑎𝜑𝑛 + 𝑐 = 0, де 𝑐 —

стала iнтегрування. Якщо покласти 𝑐 = 0, це рiвняння перетворюється

в рiвняння Бернуллi, що замiною 𝜑1−𝑛 = 𝑧 лiнеаризується до вигляду

𝜀

1− 𝑛
𝑧′ +

1

𝑛
𝜂𝑧 − 𝑎 = 0.

Загальним розв’язком цього рiвняння є

𝑧 = 𝑒−
1−𝑛
2𝑛𝜀 𝜂

2

(︂
𝐶 +

𝑎(1− 𝑛)

𝜀

∫︁ 𝜂

0

𝑒
1−𝑛
2𝑛𝜀 𝜃

2

d𝜃

)︂
,
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де 𝐶 — довiльна стала. Якщо 𝜀𝑛(𝑛−1) > 0, то розв’язок можна записати

в термiнах функцiї помилок як

𝑧 = 𝑒
𝜂2

𝜎2

(︂
𝐶 +

𝑎(1− 𝑛)
√
𝜋

2𝜀𝜎
erf(𝜎𝜂)

)︂
,

де 𝜎 =
√︁

𝑛−1
2𝜀𝑛 , erf(𝜃) =

2√
𝜋

∫︀ 𝜃
0 𝑒

−𝑠2d𝑠. Тому частковим розв’язком звичайно-

го диференцiального рiвняння другого порядку з невiдомою функцiєю 𝜑 є

𝜑 =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑒
− 1

2𝜀𝑛𝜂
2
(︁
𝐶 + 𝑎(1−𝑛)

𝜀

∫︀ 𝜂
0 𝑒

1−𝑛
2𝑛𝜀 𝜃

2

d𝜃
)︁ 1

1−𝑛
, 𝜀𝑛(𝑛− 1) < 0,

𝑒−
1

2𝜀𝑛𝜂
2
(︁
𝐶 + 𝑎(1−𝑛)

√
𝜋

2𝜀𝜎 erf(𝜎𝜂)
)︁ 1

1−𝑛
, 𝜀𝑛(𝑛− 1) > 0,

(2.79)

де 𝜎 =
√︀
(𝑛− 1)/(2𝜀𝑛). Це розв’язок крайової задачi (2.76)–(2.78) з 𝜌 =

(2 − 𝑛)/𝑛, коли 𝐶 = 𝛾1−𝑛 та 𝜀𝑛 > 0. Його типову поведiнку наведено на

рис. 2.1.

Якщо використати анзац (2.75), отримаємо розв’язок крайової задачi

𝑢𝑡 + 𝑎(𝑢𝑛)𝑥 = 𝜀𝑡
2−𝑛
𝑛 𝑢𝑥𝑥, 𝑥 ∈ [0,+∞), 𝑡 > 0,

lim
𝑡→+∞

𝑢(𝑡, 𝑥) = 0, 𝑥 ∈ (0,+∞), (2.80)

𝑢(𝑡, 0) = 𝛾𝑡−
1
𝑛 , 𝑡 > 0,

lim
𝑥→+∞

𝑢(𝑡, 𝑥) = 0, 𝑡 > 0.

При 𝜀 > 0 та 𝑛 > 1 розв’язок має вигляд

𝑢 = 𝑡−
1
𝑛 exp

[︂
− 1

2𝜀𝑛
𝑥2𝑡−

2
𝑛

]︂(︂
𝛾1−𝑛 +

𝑎(1− 𝑛)
√
𝜋

2𝜀𝜎
erf
(︀
𝜎𝑥𝑡−

1
𝑛

)︀)︂ 1
1−𝑛

, (2.81)

де 𝜎 =
√︁

𝑛−1
2𝑛𝜀 . Зауважимо, що при 𝑎 < 0 цей розв’язок задовольняє крайо-

ву задачу (2.80) для всiх додатних значень 𝛾. Якщо ж 𝑎 > 0, то параметри

мають задовольняти нерiвнiсть 𝛾1−𝑛 > 𝑎(𝑛− 1)
√
𝜋/(2𝜀𝜎).

Типову поведiнку останнього розв’язку при 𝑛 = 3 та 𝑛 = 8 наведено

на рисунках 2.2 та 2.3, вiдповiдно.

Описану процедуру можна застосувати для iнших випадкiв, якi на-

ведено в табл. 2.8. Окрiм випадку 9 (який є добре вiдомим рiвнянням
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Рис. 2.1: Розв’язок (2.79) при

𝜀 = 1, 𝛾 = 0, 5, 𝑎 = 1 i рiзних 𝑛.

Рис. 2.2: Розв’язок (2.81) при

𝜀 = 1, 𝛾 = 0, 5, 𝑎 = 1 i 𝑛 = 3

(еволюцiя в часi).

Рис. 2.3: Розв’язок (2.81) при

𝜀 = 1, 𝛾 = 0, 5, 𝑎 = 1 i 𝑛 = 8

(еволюцiя в часi).

Бюргерса) i випадку 4 зi сталим коефiцiєнтом лiївська симетрiя, що зали-

шає iнварiантними початкову та крайовi умови, iснує тiльки у випадку 6.

Проте результати для цього випадку можна отримати iз наведених вище,

поклавши 𝑛 = 2. Тодi крайова задача (2.80) зводиться до крайової задачi

з постiйним коефiцiєнтом в основному рiвняннi.

Дослiдники у галузях фiзики та iнженерних наук часто зустрiчаються

з крайовими задачами для нелiнiйних диференцiальних рiвнянь з частин-

ними похiдними. Важливо вибрати такий метод їх розв’язання, що є най-

легшим у реалiзацiї i призводить до бiльш загальних результатiв, нiж iн-

шi. Деякi з аналiтичних методiв базуються на використаннi груп лiївських

симетрiй. Ми застосували класичний “прямий” пiдхiд, що використовує

лiївськi симетрiї диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними [63],

до класу крайових задач для узагальнених рiвнянь Бюргерса з коефiцi-

єнтом в’язкостi, залежним вiд часу, i знайшли розв’язок для часткового

випадку таких задач. Розглянутий метод бiльш простий, нiж метод, за-

пропонований у роботi [219]. Ще одним недолiком технiки [219] є те, що

вона використовує лише розтяги та зсуви. Очевидно, що групи лiївських

симетрiй певних крайових задач є ширшими, тобто не вичерпуються ли-

ше розтягами та зсувами (див., наприклад, [13]). Отже, “прямий” пiдхiд є

бiльш загальним. Однак, як показано вище, цей метод можна використо-
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вувати лише для деяких виглядiв функцiй 𝑔(𝑡) та 𝑞(𝑡) у (2.73). Iншими

словами, метод має свої обмеження, але його можна використовувати для

розв’язання певних нелiнiйних задач. Iншi приклади його успiшного ви-

користання можна знайти в роботах [194,306].

Список лiївських симетрiй класу (2.71) доповнює iснуючi на сьогоднi

результати [102, 319] та вичерпує всi нееквiвалентнi випадки, для яких

можна використовувати алгоритмiчний метод лiївської редукцiї.

2.6.2. Клас узагальнених рiвнянь Бюргерса з лiнiйним затухан-

ням. У цьому параграфi наведемо результати класифiкацiї, отриманi в

роботi [248] для iншого класу узагальнених рiвняннях Бюргерса зi змiн-

ними коефiцiєнтами та лiнiйним затуханням вигляду

𝑢𝑡 + 𝑢𝑛𝑢𝑥 + ℎ(𝑡)𝑢 = 𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥, 𝑛𝑔 ̸= 0. (2.82)

Тут ℎ(𝑡) та 𝑔(𝑡) — довiльнi гладкi функцiї, причому 𝑔 ̸= 0; 𝑛 — довiльна

ненульова стала.

Теорема 2.50. Узагальнена група еквiвалентностi �̂�∼ класу (2.82)

складається з перетворень

𝑡 = 𝑇 (𝑡), �̃� = 𝛿1𝑥+ 𝛿0, �̃� =

(︂
𝛿1
𝑇𝑡

)︂ 1
𝑛

𝑢,

ℎ̃ =
1

𝑇𝑡
ℎ+

𝑇𝑡𝑡
𝑛𝑇 2

𝑡

, 𝑔 =
𝛿1

2

𝑇𝑡
𝑔, �̃� = 𝑛,

де 𝛿1 та 𝛿0 — довiльнi сталi, 𝑇 = 𝑇 (𝑡) — довiльна гладка функцiя, причо-

му 𝛿1𝑇𝑡 > 0. Групоїд еквiвалентностi пiдкласу класу (2.82), виокремле-

ного умовою 𝑛 ̸= 1, породжується елементами �̂�∼, тобто цей пiдклас

нормалiзований в узагальненому сенсi.

Наслiдок 2.51. Узагальнена група еквiвалентностi �̂�∼
ℎ=const кла-

су (2.82) з ℎ = const складається з перетворень

𝑡 = 𝑇 (𝑡), �̃� = 𝛿1𝑥+ 𝛿0, �̃� =

(︂
𝛿1
𝛼

)︂ 1
𝑛

𝑒ℎ𝑡−ℎ̃𝑇𝑢,
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𝑔 =
𝛿1

2

𝛼
𝑒𝑛ℎ𝑡−𝑛ℎ̃𝑇𝑔, �̃� = 𝑛,

де функцiя 𝑇 = 𝑇 (𝑡) залежить вiд ℎ та ℎ̃, якi визначаються формулами

ℎℎ̃ ̸= 0:
𝑒−𝑛ℎ̃𝑇 − 1

−𝑛ℎ̃
= 𝛼

𝑒−𝑛ℎ𝑡 − 1

−𝑛ℎ
+ 𝛽,

ℎ ̸= 0, ℎ̃ = 0: 𝑇 = 𝛼
𝑒−𝑛ℎ𝑡 − 1

−𝑛ℎ
+ 𝛽,

ℎ = 0, ℎ̃ ̸= 0:
𝑒−𝑛ℎ̃𝑇 − 1

−𝑛ℎ̃
= 𝛼𝑡+ 𝛽,

ℎ = ℎ̃ = 0: 𝑇 = 𝛼𝑡+ 𝛽.

Тут 𝛼, 𝛽, 𝛿0 та 𝛿1 — довiльнi сталi, причому 𝛼𝛿1 > 0.

Теорема 2.52. Розширена узагальнена група еквiвалентностi �̂�∼
𝑛=1 кла-

су рiвнянь

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + ℎ(𝑡)𝑢 = 𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥 (2.83)

складається з перетворень

𝑡 = 𝑇 (𝑡), �̃� = (𝑥+ 𝛿1)𝑋
1 + 𝛿0, �̃� =

𝑋1

𝑇𝑡

(︂
𝑢+ (𝑥+ 𝛿1)

𝑋1
𝑡

𝑋1

)︂
,

ℎ̃ =
1

𝑇𝑡

(︂
ℎ+

𝑇𝑡𝑡
𝑇𝑡

− 2
𝑋1
𝑡

𝑋1

)︂
, 𝑔 =

(︀
𝑋1
)︀2

𝑇𝑡
𝑔.

Тут 𝛿0, 𝛿1 — довiльнi сталi; 𝑇 = 𝑇 (𝑡) — довiльна гладка функцiя, 𝑇𝑡 ̸= 0;

𝑋1 =
(︁
𝛾
∫︀
𝑒−

∫︀
ℎ(𝑡) d𝑡 d𝑡+ 𝛿

)︁−1

.

Клас (2.83) є нормалiзованим у розширеному узагальненому сенсi.

Таким чином, допустимi перетворення в класi (2.82) вичерпно описано.

Має мiсце твердження.

Теорема 2.53. Клас (2.82), де показник степеня 𝑛 змiнний, не є нор-

малiзованим. Його можна розбити на нормалiзованi пiдкласи, кожен

з яких виокремлюється фiксованим значенням 𝑛, причому цi пiдкласи

не пов’язанi точковими перетвореннями. Кожний пiдклас класу (2.82)
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з фiксованим значенням 𝑛, 𝑛 ̸= 1, нормалiзований у звичайному сенсi,

тодi як пiдклас (2.83), де 𝑛 = 1, нормалiзований лише в розширено-

му узагальненому сенсi. Кожне об’єднання будь-якої кiлькостi пiдкла-

сiв (2.82) з 𝑛 ̸= 1 є нормалiзованим в узагальненому сенсi.

Перетворення з групи �̂�∼ параметризуються довiльною функцiєю

𝑇 = 𝑇 (𝑡). Це дозволяє вiдкалiбрувати один з довiльних елементiв — 𝑔

або ℎ — до деякого сталого значення: наприклад, можна покласти 𝑔 рiв-

ним одиницi або ℎ рiвним нулю. Калiбрування ℎ = 0 зручнiше, оскiльки

в цьому випадку клас (2.82) зводиться до iншого класу, для якого задачу

групової класифiкацiї розв’язано в попередньому параграфi. Це калiбру-

вання реалiзується за допомогою перетворення

𝒯 : 𝑡 =
∫︀
𝑒−𝑛

∫︀
ℎ(𝑡) d𝑡 d𝑡, �̂� = 𝑥, �̂� = 𝑒

∫︀
ℎ(𝑡) d𝑡𝑢 (2.84)

з групи �̂�∼, яке пов’язує клас (2.82) з класом �̂�𝑡+�̂�
𝑛�̂��̂� = 𝑔(𝑡)�̂��̂��̂�, де новий

довiльний елемент 𝑔 залежить вiд ℎ та 𝑔 як

𝑔 = 𝑒𝑛
∫︀
ℎ(𝑡) d𝑡𝑔.

Зауважимо, що задачi групової класифiкацiї для деяких пiдкласiв кла-

су (2.82) з ℎ = 0 розглянуто в [102, 295, 296, 319]; повну групову класифi-

кацiю цього класу отримано в [316].

Зрозумiло, що перетворення 𝒯 — не єдине, що призводить до цього

калiбрування. При 𝑛 ̸= 1 найбiльш загальне перетворення має вигляд

𝑡 = 𝛼
∫︀
𝑒−𝑛

∫︀
ℎ(𝑡) d𝑡 d𝑡+ 𝛽, �̂� = 𝛿1𝑥+ 𝛿0, �̂� =

(︂
𝛿1
𝛼

)︂ 1
𝑛

𝑒
∫︀
ℎ(𝑡) d𝑡𝑢,

де 𝛼, 𝛽, 𝛿1, 𝛿0 — довiльнi сталi, причому 𝛼𝛿1 ̸= 0. При 𝑛 = 1 найбiльш

загальне перетворення набуває вигляду

𝑡 =
𝛼𝑡+ 𝛽

𝛾𝑡+ 𝛿
, �̃� =

𝑥+ 𝜇1𝑡+ 𝜇0

𝛾𝑡+ 𝛿
,

�̃� =
(𝛾𝑡+ 𝛿)𝑒

∫︀
ℎ(𝑡) d𝑡𝑢− 𝛾𝑥+ 𝜇1𝛿 − 𝜇0𝛾

𝛼𝛿 − 𝛽𝛾
,
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Табл. 2.10: Повний список розширень лiївської симетрiї для класу (2.82).

№ 𝑔 Базис 𝐴max

𝑛 ̸= 1

1 ∀ 𝜕𝑥

2 𝜆𝑇𝑡(𝛼𝑇 + 𝛽)𝜌 𝜕𝑥, 2𝑛(𝛼𝑇 + 𝛽)𝑇−1
𝑡 𝜕𝑡 + 𝛼𝑛(𝜌+1)𝑥𝜕𝑥

+
(︀
𝛼(𝜌−1)− 2𝑛ℎ(𝑡)(𝛼𝑇 + 𝛽)𝑇−1

𝑡

)︀
𝑢𝜕𝑢

3 𝜆𝑇𝑡𝑒
𝛼𝑇 𝜕𝑥, 2𝑛𝑇

−1
𝑡 𝜕𝑡 + 𝛼𝑛𝑥𝜕𝑥 +

(︀
𝛼− 2𝑛ℎ(𝑡)𝑇−1

𝑡

)︀
𝑢𝜕𝑢

4 𝜆𝑇𝑡 𝜕𝑥, 𝑇
−1
𝑡 𝜕𝑡 − ℎ(𝑡)𝑇−1

𝑡 𝑢𝜕𝑢,

2𝑛𝑇𝑇−1
𝑡 𝜕𝑡 + 𝑛𝑥𝜕𝑥 −

(︀
2𝑛ℎ(𝑡)𝑇𝑇−1

𝑡 + 1
)︀
𝑢𝜕𝑢

𝑛 = 1

5 ∀ 𝜕𝑥, 𝑇𝜕𝑥 + 𝑇𝑡𝜕𝑢

6 𝜆𝑇𝑡

(︁
𝛼𝑇+𝛽
𝛾𝑇+𝛿

)︁𝜌
𝜕𝑥, 𝑇𝜕𝑥 + 𝑇𝑡𝜕𝑢, (𝛼𝑇 + 𝛽)(𝛾𝑇 + 𝛿)𝑇−1

𝑡 𝜕𝑡

+
(︀
1
2(𝜌− 1)Δ + 𝛼(𝛾𝑇 + 𝛿)

)︀
𝑥𝜕𝑥 +

(︁
𝛼𝛾𝑇𝑡𝑥

+
[︀
−𝛼(𝛾𝑇 + 𝛿)− ℎ(𝑡)(𝛼𝑇 + 𝛽)(𝛾𝑇 + 𝛿)𝑇−1

𝑡 + 1
2(𝜌+ 1)Δ

]︀
𝑢
)︁
𝜕𝑢

7 𝜆𝑇𝑡𝑒
𝛼𝑇+𝛽
𝛾𝑇+𝛿 𝜕𝑥, 𝑇𝜕𝑥 + 𝑇𝑡𝜕𝑢,

(𝛾𝑇 + 𝛿)2 𝑇−1
𝑡 𝜕𝑡 +

(︀
𝛾(𝛾𝑇 + 𝛿) + 1

2Δ
)︀
𝑥𝜕𝑥

+
(︀[︀
−𝛾(𝛾𝑇 + 𝛿)− ℎ(𝑡)(𝛾𝑇 + 𝛿)2𝑇−1

𝑡 + 1
2Δ
]︀
𝑢+ 𝛾2𝑇𝑡𝑥

)︀
𝜕𝑢

8 𝜆𝑇𝑡𝑒
2𝜌 arctg(𝛼𝑇+𝛽) 𝜕𝑥, 𝑇𝜕𝑥 + 𝑇𝑡𝜕𝑢,(︀

(𝛼𝑇 + 𝛽)2 + 1
)︀
𝑇−1
𝑡 𝜕𝑡 + 𝛼 (𝛼𝑇 + 𝜌+ 𝛽)𝑥𝜕𝑥

+
(︀[︀
𝛼(−𝛼𝑇 + 𝜌− 𝛽)− ℎ(𝑡)

(︀
(𝛼𝑇 + 𝛽)2 + 1

)︀
𝑇−1
𝑡

]︀
𝑢+ 𝛼2𝑇𝑡𝑥

)︀
𝜕𝑢

9 𝜆𝑇𝑡 𝜕𝑥, 𝑇𝜕𝑥 + 𝑇𝑡𝜕𝑢, 2𝑇𝑇
−1
𝑡 𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 −

(︀
2ℎ(𝑡)𝑇𝑇−1

𝑡 + 1
)︀
𝑢𝜕𝑢,

𝑇−1
𝑡 𝜕𝑡 − ℎ(𝑡)𝑇−1

𝑡 𝑢𝜕𝑢,

𝑇 2𝑇−1
𝑡 𝜕𝑡 + 𝑇𝑥𝜕𝑥 +

(︀
𝑇𝑡𝑥−

(︀
ℎ(𝑡)𝑇 2𝑇−1

𝑡 + 𝑇
)︀
𝑢
)︀
𝜕𝑢

Тут 𝑇 = 𝑇 (𝑡) =
∫︀
𝑒−𝑛

∫︀
ℎ(𝑡) d𝑡 d𝑡, функцiя ℎ(𝑡) — довiльна у всiх випадках; 𝜆 та 𝜌 — ненульовi

сталi. У випадку 2 стала 𝛼 = ±1, у випадках 3 i 8 стала 𝛼 ̸= 0. У випадках 6 та 7 довiльнi

сталi 𝛼, 𝛽, 𝛾 та 𝛿 визначенi з точнiстю до ненульового множника (з додатковою можливiстю

масштабування у випадку 6), причому Δ = 𝛼𝛿 − 𝛽𝛾 ̸= 0. У випадку 7 можна покласти

(𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿) ∈ {(𝛼′, 0, 0, 1), (0, 𝛽′, 1, 𝛿′)}.
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де 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿, 𝜇0, 𝜇1 — довiльнi сталi, що задовольняють умову 𝛼𝛿−𝛽𝛾 ̸= 0,

𝑡 =
∫︀
𝑒−𝑛

∫︀
ℎ(𝑡) d𝑡 d𝑡.

Якщо ℎ є ненульовою сталою, то перетворення 𝒯 , яке калiбрує ℎ до

нуля, має вигляд 𝑡 = − 1
𝑛ℎ𝑒

−𝑛ℎ𝑡, �̂� = 𝑥, �̂� = 𝑒ℎ𝑡𝑢.

Зауваження 2.54. Альтернативне калiбрування 𝑔 = 1 можна отримати,

використавши параметризовану сiм’ю точкових перетворень, якi є прое-

кцiями перетворень з групи �̂�∼ на простiр незалежних та залежних змiн-

них, тобто

𝑡 =
∫︀
𝑔(𝑡) d𝑡, �̂� = 𝑥 sgn 𝑔(𝑡), �̂� = |𝑔(𝑡)|− 1

𝑛𝑢.

Ця сiм’я перетворень вiдображає клас (2.82) у клас

�̂�𝑡 + �̂�𝑛�̂��̂� + ℎ̂(𝑡)�̂� = �̂��̂��̂�,

де новий довiльний елемент ℎ̂ залежить вiд ℎ i 𝑔 як ℎ̂ =
ℎ

𝑔
+

𝑔𝑡
𝑛𝑔2

.

Теореми 2.50, 2.52 та 2.53 вичерпно описують групоїд еквiвалентностi

класу (2.82).

Повний перелiк розширень лiївської симетрiї для рiвнянь (2.82) пода-

но в табл. 2.10. Перелiк точково-нееквiвалентних випадкiв розширення

лiївської симетрiї не наводимо, оскiльки вiн спiвпадає з випадками, пред-

ставленими в табл. 2.8. Зауважимо, що випадки 𝑛 ̸= 2 та 𝑛 = 2 для

рiвнянь (2.71) вiдповiдають випадкам 𝑛 ̸= 1 та 𝑛 = 1 для рiвнянь (2.82).

Класифiкацiйний список, наведений у табл. 2.10, отримано методом, що

базується на використаннi перетворень еквiвалентностi, запропонованим

у роботi [298].

У роботi [316] отримано розв’язки рiвнянь з початкового класу (2.82)

з довiльними значеннями ℎ(𝑡) i фiксованими значеннями 𝑔(𝑡):

(i) 𝑢𝑡 + 𝑢𝑛𝑢𝑥 + ℎ(𝑡)𝑢 = 𝜀𝑇
1−𝑛
1+𝑛𝑒−𝑛

∫︀
ℎ(𝑡) d𝑡𝑢𝑥𝑥 :

𝑢 =
𝑇− 1

𝑛+1 exp
(︀
−𝜇
𝑛𝑥

2𝑇− 2
𝑛+1

)︀
𝑒−

∫︀
ℎ(𝑡) d𝑡(︀

𝑐1 − 2𝜇𝑇− 1
𝑛+1

∫︀
𝑒−𝜇𝑥2𝑇

− 2
𝑛+1 d𝑥

)︀ 1
𝑛

,
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(ii) 𝑢𝑡 + 𝑢𝑛𝑢𝑥 + ℎ(𝑡)𝑢 = 𝑒−𝑛
∫︀
ℎ(𝑡) d𝑡𝑢𝑥𝑥 :

𝑢 =

(︂
𝑎(𝑛+ 1)

1 + 𝑐1𝑒𝑎𝑛(𝑥−𝑎𝑇 )

)︂ 1
𝑛

𝑒−
∫︀
ℎ(𝑡) d𝑡,

𝑢 =

(︂
𝑛+ 1

𝑐1 − 𝑛𝑥

)︂ 1
𝑛

𝑒−
∫︀
ℎ(𝑡) d𝑡,

(iii) 𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + ℎ(𝑡)𝑢 = 𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥 ∀𝑔 :

𝑢 =
𝑥+ 𝑐0∫︀

𝑒−
∫︀
ℎ(𝑡) d𝑡 d𝑡+ 𝑎

𝑒−
∫︀
ℎ(𝑡) d𝑡.

Тут 𝑎, 𝑐 — довiльнi сталi, 𝜀 = ±1, 𝜇 = 𝑛
2𝜀(𝑛+1) ; функцiя 𝑇 = 𝑇 (𝑡) =∫︀

𝑒−𝑛
∫︀
ℎ(𝑡) d𝑡 d𝑡.

Рiвняння (ii) можна записати у виглядi

𝑢𝑡 + 𝑢𝑛𝑢𝑥 −
1

𝑛

𝑘𝑡
𝑘
𝑢 = 𝑘𝑢𝑥𝑥, (2.85)

де функцiї 𝑘(𝑡) та ℎ(𝑡) пов’язанi формулою 𝑘 = 𝑒−𝑛
∫︀
ℎ(𝑡) d𝑡. При 𝑛 = 1 рiв-

няння (2.85) спiвпадає з рiвнянням (3.262) роботи [274, с. 90], яке виникає

у моделi Бюргерса для турбулентностi зi змiнною дифузiйнiстю (викори-

стовується при моделюваннi акустичних хвиль в атмосферi). Отримано

двi сiм’ї точних розв’язкiв рiвняння (ii). Поведiнку розв’язку

𝑢 =

(︂
𝑎(𝑛+ 1)

1 + 𝑐1𝑒𝑎𝑛(𝑥−𝑎𝑇 )

)︂ 1
𝑛

𝑒−
∫︀
ℎ(𝑡) d𝑡 (2.86)

для двох рiзних значень 𝑛 i випадкiв змiнного коефiцiєнта дифузiйностi ℎ

наведено на рис. 2.4.

Також показано, що всi рiвняння з класу (2.82), якi лiнеаризуються

до рiвняння теплопровiдностi

𝑣𝑡 = 𝜆𝑣�̂��̂�, (2.87)

мають вигляд

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + ℎ(𝑡)𝑢 = 𝜆𝑒−
∫︀
ℎ(𝑡) d𝑡𝑢𝑥𝑥. (2.88)
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a b

c d

Рис. 2.4: Поведiнка розв’язку (2.86) при 𝑐1 = 1, 𝑎 = 0,5. На графiку a) 𝑛 = 1 та ℎ = 𝑡;

на графiку b) 𝑛 = 2 та ℎ = 𝑡; на графiку c) 𝑛 = 1 та ℎ = (2𝑡)−1; на графiку d) 𝑛 = 2 та

ℎ = (2𝑡)−1.

Вiдповiдне перетворення

𝑡 =
∫︀
𝑒−

∫︀
ℎ(𝑡) d𝑡 d𝑡, �̂� = 𝑥, −2𝜆

𝑣�̂�
𝑣

= 𝑒
∫︀
ℎ(𝑡) d𝑡𝑢

дає формулу для побудови розв’язкiв рiвняння (2.88) з розв’язкiв рiвнян-

ня теплопровiдностi:

𝑢(𝑡, 𝑥) = −2𝜆𝑒−
∫︀
ℎ(𝑡) d𝑡𝑣𝑥(𝑡, 𝑥)

𝑣(𝑡, 𝑥)
, де 𝑡 =

∫︀
𝑒−

∫︀
ℎ(𝑡) d𝑡 d𝑡.

Розглянемо, наприклад, точний розв’язок 𝑣 = 𝑐𝑒𝑎�̂�+𝑎
2𝜆𝑡(�̂� + 2𝑎𝜆𝑡) рiв-

няння теплопровiдностi (2.87). Тут 𝑐 та 𝑎 — довiльнi ненульовi сталi. Ви-

користовуючи останнє перетворення, отримуємо точний розв’язок рiвнян-

ня (2.88):

𝑢(𝑡, 𝑥) = −2𝜆
𝑎𝑥+ 2𝑎2𝜆

∫︀
𝑒−

∫︀
ℎ(𝑡) d𝑡 d𝑡+ 1

𝑥+ 2𝑎𝜆
∫︀
𝑒−

∫︀
ℎ(𝑡) d𝑡 d𝑡

𝑒−
∫︀
ℎ(𝑡) d𝑡.
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2.7. Групова класифiкацiя (2+1)-вимiрних

нелiнiйних рiвнянь Колмогорова

Диференцiальнi рiвняння з частинними похiдними другого порядку ви-

гляду

𝑢𝑡 = 𝐷𝑢𝑦𝑦 + 𝜈 [𝐾(𝑢)]𝑥 , (2.89)

де 𝐷 та 𝜈 — ненульовi сталi, 𝐾 — гладка нелiнiйна функцiя вiд залежної

змiнної 𝑢, зустрiчаються в рiзних застосуваннях. Зокрема, вони опису-

ють дифузiйно-конвекцiйнi процеси [106], моделюють взаємодiю части-

нок двох типiв на ґратцi [39], виникають у математичних фiнансах при

прийняттi рiшень агентiв в умовах ризику [90,200,243]. Рiвняння (2.89) у

лiтературi називають рiвняннями дифузiї–адвекцiї, нелiнiйними ультра-

параболiчними рiвняннями та нелiнiйними рiвняннями Колмогорова.

Лiївськi симетрiї рiвнянь (2.89) i вiдповiднi груповi iнварiантнi

розв’язки були прокласифiкованi Е. Демiтроу зi спiвавторами в [98].

Також дослiджувалися лiївськi симетрiї лiнiйних рiвнянь Колмогоро-

ва [14, 26] i нелiнiйних рiвнянь Колмогорова зi сталими коефiцiєнтами

вигляду 𝑢𝑡 − 𝑢𝑦𝑦 − 𝑢𝑢𝑥 = 𝑓(𝑢) [25] та 𝑢𝑡 − 𝑢𝑦𝑦 + 𝑔(𝑢)𝑢𝑥 = 𝑓(𝑢) [266].

Спробу групової класифiкацiї класу нелiнiйних рiвнянь Колмогорова,

що узагальнюють рiвняння (2.89), а саме рiвняння iз залежними вiд часу

коефiцiєнтами,

𝑢𝑡 = 𝑓(𝑡)𝑢𝑦𝑦 − 𝑔(𝑡)[𝐾(𝑢)]𝑥 , 𝑓𝑔𝐾𝑢𝑢 ̸= 0, (2.90)

було зроблено нещодавно в роботi [190]. Тут 𝑓 та 𝑔 — це гладкi незмiннi

функцiї вiд змiнної 𝑡, 𝐾 — гладка нелiнiйна функцiя вiд 𝑢. На жаль, пов-

ної класифiкацiї лiївських симетрiй класу (2.90) не було досягнуто в [190],

зокрема, випадок 𝐾 = 𝑢 ln𝑢 було пропущено, розмiрностi максимальних

алгебр лiївських симетрiй, а також деякi їх базиснi елементи для iнших

випадкiв розширень були поданi неправильно. Випадок 𝐾 = 𝑢2, що є

важливим для застосувань, взагалi не вивчався з точки зору лiївських

симетрiй.



141

У цiй секцiї ми виконуємо повну групову класифiкацiю рiвнянь (2.90).

Оскiльки клас (2.90) параметризовано трьома довiльними елементами,

𝐾(𝑢), 𝑓(𝑡) та 𝑔(𝑡), задача групової класифiкацiї видається надто скла-

дною, щоб її розв’язати повнiстю без сучасних пiдходiв, заснованих на

використаннi точкових перетворень еквiвалентностi (див. також [304]).

Одним iз таких iнструментiв є калiбрування довiльних елементiв за до-

помогою перетворень еквiвалентностi (тобто зведення класу до пiдкласу з

меншою кiлькiстю довiльних елементiв). У секцiї 2.7.3 обговорюється, як

вибрати оптимальне калiбрування серед можливих. Щоб проiлюструвати

оптимальнiсть вибраного калiбрування, також представлено результати

групової класифiкацiї класу (2.90) з альтернативним калiбруванням.

2.7.1. Допустимi перетворення. Для пошуку допустимих перетво-

рень використовуємо прямий метод [183]. З метою стислостi викладу де-

талi розрахункiв опущено. Оскiльки для вивчення лiївської симетрiї зру-

чнiше розглянути еквiвалентну форму вищевказаного класу,

𝑢𝑡 = 𝑓(𝑡)𝑢𝑦𝑦 − 𝑔(𝑡)𝑘(𝑢)𝑢𝑥, 𝑓𝑔𝑘𝑢 ̸= 0, (2.91)

в теоремах нижче представляємо перетворення для обох функцiй 𝐾 та

𝑘 = 𝐾𝑢.

Теорема 2.55. Узагальнена розширена група еквiвалентностi �̂�∼ кла-

су (2.90) (вiдповiдно (2.91)) утворюється за допомогою перетворень

𝑡 = 𝑇 (𝑡), �̃� = 𝛿1𝑥+ 𝛿2
∫︀
𝑔(𝑡) d𝑡+ 𝛿3, 𝑦 = 𝛿4𝑦 + 𝛿5,

�̃� = 𝛿6𝑢+ 𝛿7, 𝑓(𝑡) =
𝛿4

2

𝑇𝑡
𝑓(𝑡), 𝑔(𝑡) =

𝜀1
𝑇𝑡
𝑔(𝑡),

�̃�(�̃�) =
𝛿6
𝜀1

(𝛿1𝐾(𝑢) + 𝛿2𝑢+ 𝜀2) ,

(︂
𝑘(�̃�) =

1

𝜀1
(𝛿1𝑘(𝑢) + 𝛿2)

)︂
,

де 𝛿𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 7, 𝜀1, 𝜀2 — довiльнi сталi з 𝛿1𝛿4𝛿6𝜀1 ̸= 0, 𝑇 (𝑡) — довiльна

гладка функцiя, причому 𝑇𝑡 ̸= 0.

Звичайна група еквiвалентностi класу (2.90) (вiдповiдно (2.91)) скла-

дається з наведених перетворень з 𝛿2 = 0.
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Група �̂�∼ мiстить пiдгрупу калiбрувальних перетворень еквiвалент-

ностi, тобто перетворення, якi змiнюють лише довiльнi елементи, тодi як

незалежнi та залежнi змiннi залишаються незмiнними [260]. Ця пiдгрупа

утворюється перетвореннями 𝑡 = 𝑡, �̃� = 𝑥, 𝑦 = 𝑦, �̃� = 𝑢, 𝑓 = 𝑓, 𝑔 = 𝜀1𝑔,

�̃� = (𝐾 + 𝜀2)/𝜀1 (вiдповiдно 𝑘 = 𝑘/𝜀1). Зручнiше розглядати клас (2.91),

нiж клас (2.90), оскiльки в цьому випадку зменшується розмiрнiсть пiд-

групи еквiвалентностi, яка вiдповiдає перетворенням калiбрування.

Виявляється, пiдклас рiвнянь (2.90) з функцiєю 𝐾 квадратичною вiд-

носно 𝑢 (вiдповiдно (2.91) з функцiєю 𝑘 лiнiйною вiдносно 𝑢) допускає

ширшу групу еквiвалентностi. З точнiстю до �̂�∼-еквiвалентностi, ми мо-

жемо розглянути випадок 𝐾 = 𝑢2 (вiдповiдно 𝑘 = 𝑢).

Теорема 2.56. Узагальнена розширена група еквiвалентностi �̂�∼
1 класу

𝑢𝑡 = 𝑓(𝑡)𝑢𝑦𝑦 − 𝑔(𝑡)𝑢𝑢𝑥, 𝑓𝑔 ̸= 0, (2.92)

включає перетворення

𝑡 = 𝑇 (𝑡), �̃� = 𝑋(𝑡)𝑥+ 𝛿3
∫︀
𝑔(𝑡)𝑋(𝑡)2d𝑡+ 𝛿4, 𝑦 = 𝛿1𝑦 + 𝛿2,

�̃� = 𝛿5

(︂
𝑢

𝑋(𝑡)
− 𝛿6𝑥+ 𝛿3

)︂
, 𝑓(𝑡) =

𝛿21
𝛿5𝑇𝑡

𝑓(𝑡), 𝑔(𝑡) =
𝑋(𝑡)2

𝛿5𝑇𝑡
𝑔(𝑡),

де 𝑋(𝑡) =
(︀
𝛿6
∫︀
𝑔(𝑡) d𝑡+ 𝛿7

)︀−1
, 𝛿𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 7, — довiльнi сталi, 𝛿1𝛿5(𝛿26+

𝛿27) ̸= 0, 𝑇 (𝑡) — довiльна гладка функцiя, 𝑇𝑡 ̸= 0.

Звичайна група еквiвалентностi класу (2.92) складається з наведе-

них перетворень з 𝛿3 = 𝛿6 = 0.

Оскiльки перетворення з групи �̂�∼ включають одну довiльну функцiю

𝑇 (𝑡), то можна один з довiльних елементiв 𝑓 чи 𝑔 початкового класу по-

класти рiвним сталiй. Виконаємо калiбрування 𝑔 = 1 за допомогою пере-

творення 𝑡 =
∫︀
𝑔(𝑡) d𝑡, �̃� = 𝑥, �̃� = 𝑢. Тодi будь-яке рiвняння з класу (2.90)

(вiдповiдно (2.91)) вiдображається в рiвняння з пiдкласу, виокремленого

умовою 𝑔 = 1. Без обмеження загальностi, можна обмежитися вивченням

класу (2.90) з 𝑔 = 1 або, що зручнiше, його еквiвалентної форми

𝑢𝑡 = 𝑓(𝑡)𝑢𝑦𝑦 − 𝑘(𝑢)𝑢𝑥, 𝑓𝑘𝑢 ̸= 0. (2.93)
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Узагальненi розширенi групи еквiвалентностi класу (2.93) та його пiд-

класу з 𝑘 = 𝑢 спiвпадають зi своїми звичайними групами еквiвалентностi.

Теорема 2.57. Звичайна група еквiвалентностi 𝐺∼ класу (2.93) скла-

дається з перетворень

𝑡 = 𝜀1𝑡+ 𝜀0, �̃� = 𝛿1𝑥+ 𝛿2𝑡+ 𝛿3, 𝑦 = 𝛿4𝑦 + 𝛿5, �̃� = 𝛿6𝑢+ 𝛿7,

𝑓(𝑡) =
𝛿4

2

𝜀1
𝑓(𝑡), 𝑘(�̃�) =

1

𝜀1
(𝛿1𝑘(𝑢) + 𝛿2),

де 𝛿𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 7, 𝜀1 i 𝜀0 — довiльнi сталi, 𝛿1𝛿4𝛿6𝜀1 ̸= 0.

Теорема 2.58. Звичайна група еквiвалентностi 𝐺∼
1 класу

𝑢𝑡 = 𝑓(𝑡)𝑢𝑦𝑦 − 𝑢𝑢𝑥, 𝑓 ̸= 0, (2.94)

утворюється за допомогою перетворень

𝑡 =
𝛼𝑡+ 𝛽

𝛾𝑡+ 𝛿
, �̃� =

𝜅𝑥+ 𝜇𝑡+ 𝜈

𝛾𝑡+ 𝛿
, 𝑦 = 𝜆𝑦 + 𝜀,

�̃� =
1

Δ
(𝜅(𝛾𝑡+ 𝛿)𝑢− 𝜅𝛾𝑥+ 𝛿𝜇− 𝛾𝜈) , 𝑓(𝑡) =

𝜆2

Δ
(𝛾𝑡+ 𝛿)2𝑓(𝑡),

де 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿, 𝜅, 𝜇, та 𝜈 є довiльними сталими, визначеними до нену-

льового множника Δ = 𝛼𝛿 − 𝛽𝛾 ̸= 0, 𝜅 ̸= 0; 𝜆 та 𝜀 — довiльнi сталi,

𝜆 ̸= 0.

З теореми 2.58 випливає, що будь-яке рiвняння (2.94) з 𝑓 = 𝑎(𝑡+ 𝑏)−2,

де 𝑎 ̸= 0 та 𝑏 — сталi, вiдображається точковим перетворенням в рiвняння

зi сталими коефiцiєнтами з того ж класу.

Також представимо перетворення еквiвалентностi для пiдкласу кла-

су (2.91), що виокремлено умовою 𝑓 = 1, яку ми будемо використовувати

для порiвняння випадкiв 𝑓 = 1 та 𝑔 = 1 у § 2.7.3.

Теорема 2.59. Узагальнена розширена група еквiвалентностi �̂�∼
2 класу

𝑢𝑡 = 𝑢𝑦𝑦 − 𝑔(𝑡)𝑘(𝑢)𝑢𝑥, 𝑔𝑘𝑢 ̸= 0, (2.95)

включає перетворення

𝑡 = 𝛿24𝑡+ 𝛿0, �̃� = 𝛿1𝑥+ 𝛿2
∫︀
𝑔(𝑡) d𝑡+ 𝛿3, 𝑦 = 𝛿4𝑦 + 𝛿5,
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�̃� = 𝛿6𝑢+ 𝛿7, 𝑔(𝑡) =
𝜀1
𝛿24
𝑔(𝑡), 𝑘(�̃�) =

1

𝜀1
(𝛿1𝑘(𝑢) + 𝛿2) ,

де 𝛿𝑖, 𝑖 = 0, 1, . . . , 7, та 𝜀1 — довiльнi сталi з 𝛿1𝛿4𝛿6𝜀1 ̸= 0.

Теорема 2.60. Узагальнена розширена група еквiвалентностi �̂�∼
3 класу

𝑢𝑡 = 𝑢𝑦𝑦 − 𝑔(𝑡)𝑢𝑢𝑥, 𝑔 ̸= 0, (2.96)

мiстить перетворення

𝑡 = 𝛿21𝑡+ 𝛿2, �̃� =
1

𝜃(𝑡)
(𝑥+ 𝛿4) + 𝛿5, 𝑦 = 𝛿1𝑦 + 𝛿3,

�̃� = 𝛿6(𝜃(𝑡)𝑢− 𝛾1(𝑥+ 𝛿4)) , 𝑔(𝑡) =
𝑔(𝑡)

𝛿21𝛿6𝜃(𝑡)
2
,

де 𝛿𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 6, 𝜃(𝑡) = 𝛾1
∫︀
𝑔(𝑡)d𝑡+ 𝛾2, 𝛾1 та 𝛾2 — довiльнi сталi з

𝛿1𝛿6(𝛾
2
1 + 𝛾22) ̸= 0.

2.7.2. Лiївськi симетрiї. Задача групової класифiкацiї для кла-

су (2.91), з точнiстю до �̂�∼-еквiвалентностi, зводиться до аналогiчної

задачi для класу (2.93), з точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi (вiдповiд-

но задача групової класифiкацiї для класу (2.92), з точнiстю до �̂�∼
1 -

еквiвалентностi, зводиться до задачi групової класифiкацiї класу (2.94)

з точнiстю до 𝐺∼
1 -еквiвалентностi). Для розв’язання задачi групової кла-

сифiкацiї для класу (2.93) використаємо класичний пiдхiд, що базується

на iнтегруваннi визначальних рiвнянь, отриманих з критерiю iнварiант-

ностi [22]. Шукаємо оператори симетрiї вигляду

𝑄 = 𝜏(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢)𝜕𝑡 + 𝜉(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢)𝜕𝑥 + 𝜂(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢)𝜕𝑦 + 𝜃(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢)𝜕𝑢,

якi породжують однопараметричнi групи Лi перетворень симетрiї рiв-

няння (2.93) [22, 234]. Це вимагає, щоб дiя другого продовженням 𝑄(2)

оператора 𝑄 на рiвняння (2.93) дорiвнювала нулю на многовидi рiвнян-

ня (2.93),

𝑄(2){𝑢𝑡 − 𝑓(𝑡)𝑢𝑦𝑦 + 𝑘(𝑢)𝑢𝑥}|𝑢𝑡=𝑓(𝑡)𝑢𝑦𝑦−𝑘(𝑢)𝑢𝑥 = 0. (2.97)
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Iнфiнiтезимальний критерiй iнварiантностi (2.97) призводить до ви-

значальних рiвнянь, пiсля спрощення яких отримуємо

𝜏 = 𝜏(𝑡), 𝜉 = 𝜉(𝑡, 𝑥), 𝜂 = 𝜂1(𝑡)𝑦 + 𝜂0(𝑡),

𝜃 = 𝜙(𝑡, 𝑥, 𝑦)𝑢+ 𝜓(𝑡, 𝑥, 𝑦),

де 𝜏 , 𝜉, 𝜂1, 𝜂0, 𝜙, 𝜓 — довiльнi гладкi функцiї своїх аргументiв. Тодi решта

визначальних рiвнянь набуває вигляду

𝜏𝑓𝑡 = (2𝜂1 − 𝜏𝑡)𝑓, 2𝑓𝜙𝑦 = −𝜂1𝑡 𝑦 − 𝜂0𝑡 , (2.98)

(𝜙𝑢+ 𝜓)𝑘𝑢 + (𝜏𝑡 − 𝜉𝑥)𝑘 = 𝜉𝑡, (2.99)

(𝜙𝑥𝑢+ 𝜓𝑥)𝑘 + (𝜙𝑡 − 𝑓𝜙𝑦𝑦)𝑢+ 𝜓𝑡 − 𝑓𝜓𝑦𝑦 = 0. (2.100)

Спершу iнтегруємо рiвняння (2.99) та (2.100) на функцiю 𝑘 з точнiстю

до 𝐺∼-еквiвалентностi, беручи до уваги, що 𝑘𝑢 ̸= 0. Далi використаємо

метод розгалуженого розщеплення [19, 161]. Для будь-якого оператора

𝑄 ∈ 𝐴max рiвняння (2.99) дає рiвняння на функцiю 𝑘 загальної вигляду

(𝑎𝑢+ 𝑏)𝑘𝑢 + 𝑐𝑘 = 𝑑, (2.101)

де 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 — сталi. Число 𝑠 таких незалежних рiвнянь не бiльше двох,

бо iнакше вони утворюють несумiсну систему на функцiю 𝑘. Якщо 𝑠 = 0,

то (2.101) не є рiвнянням на функцiю 𝑘, але це тотожнiсть, яка вiдповiдає

випадку довiльної функцiї 𝑘. Якщо 𝑠 = 1, то iнтегрування (2.101), з точнi-

стю до 𝐺∼-еквiвалентностi, розпадається на три рiзнi випадки: (i) 𝑘 = 𝑢𝑛,

𝑛 ̸= 0, 1; (ii) 𝑘 = 𝑒𝑢; (iii) 𝑘 = ln𝑢. Якщо 𝑠 = 2, то функцiя 𝑘 — лiнiйна

вiдносно 𝑢, 𝑘 = 𝑢 mod 𝐺∼.

З визначального рiвняння (2.100) випливає, що iснує два принципово

рiзнi випадки класифiкацiї: I. 𝑘𝑢𝑢 ̸= 0 та II. 𝑘𝑢𝑢 = 0 (𝑘 = 𝑢 mod 𝐺∼). Роз-

глянемо спочатку випадок довiльної функцiї 𝑘. У цьому випадку рiвнян-

ня (2.99) та (2.100) слiд розщепити вiдносно 𝑘 та 𝑘𝑢. Пiсля розщеплення

отримаємо 𝜙 = 𝜓 = 𝜉𝑡 = 𝜏𝑡 − 𝜉𝑥 = 0. Тому 𝜏 = 𝑐1𝑡 + 𝑐2, 𝜉 = 𝑐1𝑥 + 𝑐3.

Якщо 𝜙 = 0, то з другого рiвняння (2.98) випливає, що 𝜂1𝑡 = 𝜂0𝑡 = 0, тобто
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𝜂1 = 𝑐4, та 𝜂0 = 𝑐5. Тут 𝑐𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 5, — довiльнi сталi. Тодi загальний

вигляд iнфiнiтезимального генератора є наступним:

𝑄 = (𝑐1𝑡+ 𝑐2)𝜕𝑡 + (𝑐1𝑥+ 𝑐3)𝜕𝑥 + (𝑐4𝑦 + 𝑐5)𝜕𝑦,

та перше рiвняння в (2.98) набуває вигляду

(𝑐1𝑡+ 𝑐2)𝑓𝑡 = (2𝑐4 − 𝑐1)𝑓. (2.102)

Це класифiкуюче рiвняння для 𝑓. Якщо 𝑓 є довiльною ненульовою глад-

кою функцiєю, то останнє рiвняння слiд розщепити вiдносно 𝑓 та її похi-

дної, що призводить до 𝑐1 = 𝑐2 = 𝑐4 = 0. Тому, ядром 𝐴∩ максимальних

алгебр лiївської iнварiантностi рiвнянь з класу (2.93) є 𝐴∩ = ⟨𝜕𝑥, 𝜕𝑦⟩
(випадок 1 табл. 2.11). Для подальшої класифiкацiї iнтегруємо рiвнян-

ня (2.102) з точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi. Всi 𝐺∼-нееквiвалентнi зна-

чення 𝑓 , якi забезпечують розширення лiївських симетрiй для рiвнянь

класу (2.93) з довiльною функцiєю 𝑘, вичерпуються наступними значен-

нями: 𝑓 = 𝑡𝜌, 𝜌 ̸= 0; 𝑓 = 𝑒𝑡; 𝑓 = 1. Вiдповiднi базиси максимальних

алгебр лiївської iнварiантностi представлено випадками 2–4 табл. 2.11.

Якщо 𝑘 = 𝑢𝑛, 𝑛 ̸= 0, 1, то розщеплюючи рiвняння (2.99) та (2.100) вiд-

носно рiзних степенiв 𝑢, отримуємо систему 𝜉𝑡 = 𝜓 = 𝜙𝑥 = 0, 𝜙𝑡 = 𝑓𝜙𝑦𝑦,

𝑛𝜙+𝜏𝑡−𝜉𝑥 = 0. З цих рiвнянь та рiвняння (2.98) випливає, що 𝜏 = 𝑐1𝑡+𝑐2,

𝜉 = (𝑐1 + 𝑛𝑐6)𝑥 + 𝑐3, 𝜂 = 𝑐4𝑦 + 𝑐5, 𝜙 = 𝑐6, де 𝑐𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 6, — довiль-

нi сталi. Класифiкуюче рiвняння для 𝑓 набуває вигляду (2.102). Тому

випадки розширення лiївської симетрiї визначаються такими ж вигляда-

ми функцiї 𝑓 , як у попередньому випадку, а саме, довiльна, степенева,

експоненцiальна й стала. Дивись випадки 5–8 табл. 2.11. Розмiрностi вiд-

повiдних алгебр лiївських симетрiй збiльшуються на одиницю порiвняно

з випадком для довiльної функцiї 𝑘.

Найбiльша розмiрнiсть — це п’ять, а не шiсть, як було зазначено в

роботi [190]. Дослiдження випадкiв 𝑘 = 𝑒𝑢 та 𝑘 = ln𝑢 подiбне до ви-

падку 𝑘 = 𝑢𝑛, 𝑛 ̸= 0, 1, тому опускаємо деталi розрахункiв. Результати

класифiкацiї представленi у випадках 9–16 табл. 2.11.
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Табл. 2.11: Групова класифiкацiя класу (2.93) з точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi.

№ 𝑓(𝑡) Базис 𝐴max

Довiльна 𝑘

1 ∀ 𝜕𝑥, 𝜕𝑦

2 𝑡𝜌 𝜕𝑥, 𝜕𝑦, 2𝑡𝜕𝑡 + 2𝑥𝜕𝑥 + (𝜌+ 1)𝑦𝜕𝑦

3 𝑒𝑡 𝜕𝑥, 𝜕𝑦, 2𝜕𝑡 + 𝑦𝜕𝑦

4 1 𝜕𝑥, 𝜕𝑦, 𝜕𝑡, 2𝑡𝜕𝑡 + 2𝑥𝜕𝑥 + 𝑦𝜕𝑦

𝑘 = 𝑢𝑛, 𝑛 ̸= 0, 1

5 ∀ 𝜕𝑥, 𝜕𝑦, 𝑛𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢

6 𝑡𝜌 𝜕𝑥, 𝜕𝑦, 𝑛𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢, 2𝑡𝜕𝑡 + 2𝑥𝜕𝑥 + (𝜌+ 1)𝑦𝜕𝑦

7 𝑒𝑡 𝜕𝑥, 𝜕𝑦, 𝑛𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢, 2𝜕𝑡 + 𝑦𝜕𝑦

8 1 𝜕𝑥, 𝜕𝑦, 𝑛𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢, 𝜕𝑡, 2𝑡𝜕𝑡 + 2𝑥𝜕𝑥 + 𝑦𝜕𝑦

𝑘 = 𝑒𝑢

9 ∀ 𝜕𝑥, 𝜕𝑦, 𝑥𝜕𝑥 + 𝜕𝑢

10 𝑡𝜌 𝜕𝑥, 𝜕𝑦, 𝑥𝜕𝑥 + 𝜕𝑢, 2𝑡𝜕𝑡 + 2𝑥𝜕𝑥 + (𝜌+ 1)𝑦𝜕𝑦

11 𝑒𝑡 𝜕𝑥, 𝜕𝑦, 𝑥𝜕𝑥 + 𝜕𝑢, 2𝜕𝑡 + 𝑦𝜕𝑦

12 1 𝜕𝑥, 𝜕𝑦, 𝑥𝜕𝑥 + 𝜕𝑢, 𝜕𝑡, 2𝑡𝜕𝑡 + 2𝑥𝜕𝑥 + 𝑦𝜕𝑦

𝑘 = ln𝑢

13 ∀ 𝜕𝑥, 𝜕𝑦, 𝑡𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢

14 𝑡𝜌 𝜕𝑥, 𝜕𝑦, 𝑡𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢, 2𝑡𝜕𝑡 + 2𝑥𝜕𝑥 + (𝜌+ 1)𝑦𝜕𝑦

15 𝑒𝑡 𝜕𝑥, 𝜕𝑦, 𝑡𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢, 2𝜕𝑡 + 𝑦𝜕𝑦

16 1 𝜕𝑥, 𝜕𝑦, 𝑡𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢, 𝜕𝑡, 2𝑡𝜕𝑡 + 2𝑥𝜕𝑥 + 𝑦𝜕𝑦

Тут 𝑛, 𝜌 — довiльнi ненульовi сталi, причому 𝑛 ̸= 1.

Розглянемо випадок лiнiйного 𝑘. З точнiстю до еквiвалентностi можна

покласти 𝑘 = 𝑢. Пiдставимо 𝑘 = 𝑢 в рiвняння (2.99) та (2.100) i потiм

розщепимо їх за степенями 𝑢. У результатi отримаємо систему 𝜓 = 𝜉𝑡, 𝜏𝑡−
𝜉𝑥+𝜙 = 0, 𝜙𝑥 = 0, 𝜓𝑥+𝜙𝑡−𝑓𝜙𝑦𝑦 = 0, та 𝜓𝑡−𝑓𝜓𝑦𝑦 = 0. Диференцiювання
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Табл. 2.12: Групова класифiкацiя класу (2.94) з точнiстю до 𝐺∼
1 -еквiвалентностi.

№ 𝑓(𝑡) базис 𝐴max

1 ∀ 𝜕𝑥, 𝜕𝑦, 𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢, 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢

2
𝑒𝜎 arctg 𝑡

𝑡2 + 1
𝜕𝑥, 𝜕𝑦, 𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢, 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢, (𝑡

2 + 1)𝜕𝑡 + 𝑡𝑥𝜕𝑥 +
1
2𝜎𝑦𝜕𝑦 + (𝑥− 𝑡𝑢)𝜕𝑢

3 𝑡𝜌 𝜕𝑥, 𝜕𝑦, 𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢, 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢, 2𝑡𝜕𝑡 + (𝜌+ 1)𝑦𝜕𝑦 − 2𝑢𝜕𝑢

4 𝑒𝑡 𝜕𝑥, 𝜕𝑦, 𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢, 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢, 2𝜕𝑡 + 𝑦𝜕𝑦

5 1 𝜕𝑥, 𝜕𝑦, 𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢, 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢, 𝜕𝑡, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑦𝜕𝑦 − 2𝑢𝜕𝑢

Тут 𝜌, 𝜎 — довiльнi сталi з 𝜌 ̸= 0,−2. Крiм того, 𝜌 ≤ −1 mod 𝐺∼
1 .

першого й другого рiвняння цiєї системи за змiнною 𝑦 дає додатковi умови

𝜙𝑦 = 𝜓𝑦 = 0. Тодi також 𝜓𝑡 = 𝜓𝑥𝑥 = 𝜙𝑡𝑡 = 0, i з другого рiвняння (2.98)

випливає 𝜂1𝑡 = 𝜂0𝑡 = 0. Iнфiнiтезимальний оператор 𝑄 має загальний

вигляд 𝑄 = (𝑐2𝑡
2 + 𝑐1𝑡+ 𝑐0)𝜕𝑡 + ((𝑐2𝑡+ 𝑐4)𝑥+ 𝑐3𝑡+ 𝑐5)𝜕𝑥 + (𝑐6𝑦 + 𝑐7)𝜕𝑦 +

((𝑐4 − 𝑐1 − 𝑐2𝑡)𝑢 + 𝑐2𝑥 + 𝑐3)𝜕𝑢, де 𝑐𝑖, 𝑖 = 0, . . . , 7, — довiльнi сталi, а

класифiкуючим рiвнянням є

(𝑐2𝑡
2 + 𝑐1𝑡+ 𝑐0)𝑓𝑡 = (2𝑐6 − 𝑐1 − 2𝑐2𝑡)𝑓. (2.103)

Якщо це тотожнiсть вiдносно 𝑓 , то 𝑐0 = 𝑐1 = 𝑐2 = 𝑐6 = 0. У цьому

випадку сталi 𝑐3, 𝑐4, 𝑐5, 𝑐7 в iнфiнiтезимальному операторi𝑄 є довiльними,

тобто ядром максимальних алгебр лiївської iнварiантностi рiвнянь (2.94) є

чотиривимiрна алгебра ⟨𝜕𝑥, 𝜕𝑦, 𝑥𝜕𝑥+𝑢𝜕𝑢, 𝑡𝜕𝑥+𝜕𝑢⟩ (випадок 1 табл. 2.12).
Подальша групова класифiкацiя рiвнянь (2.93) з 𝑘 = 𝑢, тобто рiвнян-

ня (2.94), еквiвалентна iнтегруванню рiвняння на функцiю 𝑓 :

(𝑎𝑡2 + 𝑏𝑡+ 𝑐)𝑓𝑡 = (𝑑− 2𝑎𝑡)𝑓, (2.104)

де 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 — довiльнi сталi з (𝑎, 𝑏, 𝑐) ̸= (0, 0, 0). З точнiстю до 𝐺∼
1 -

еквiвалентностi можна вважати, що четвiрка параметрiв (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) нале-

жать до набору

{(1, 0, 1, 𝜎), (0, 1, 0, 𝜌), (0, 0, 1, 1), (0, 0, 1, 0)},

де 𝜎, 𝜌 — ненульовi сталi, 𝜌 ≤ −1. Доведення цього факту подiбне до

доведення представленого в роботах [310, 316]. Воно базується на тому,
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що перетворення з групи еквiвалентностi 𝐺∼
1 можна розширити на кое-

фiцiєнти 𝑎, 𝑏, 𝑐 та 𝑑 таким чином:

�̃� = 𝜇(𝑎𝛿2 − 𝑏𝛾𝛿 + 𝑐𝛾2), �̃� = 𝜇(−2𝑎𝛽𝛿 + 𝑏(𝛼𝛿 + 𝛽𝛾)− 2𝑐𝛼𝛾),

𝑐 = 𝜇(𝑎𝛽2 − 𝑏𝛼𝛽 + 𝑐𝛼2), 𝑑 = 𝜇(𝑑Δ+ 2𝑎𝛽𝛿 − 2𝑏𝛽𝛾 + 2𝑐𝛼𝛾),

де Δ = 𝛼𝛿 − 𝛽𝛾 ̸= 0 та 𝜇 — довiльна ненульова стала.

Iнтегрування рiвняння (2.104) для чотирьох нееквiвалентних значень

четвiрки (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) призводить вiдповiдно до випадкiв: 𝑓 =
𝑒𝜎 arctg 𝑡

𝑡2 + 1
, 𝑓 =

𝑡𝜌, 𝜌 ̸= 0, 𝑓 = 𝑒𝑡 та 𝑓 = 1. Далi пiдставляємо отриманi нееквiвалентнi

значення функцiї 𝑓 у рiвняння (2.103) i знаходимо вiдповiднi значення

сталих 𝑐𝑖 та, звiдти, загальнi вигляди для iнфiнiтезимальних операторiв.

Результати групової класифiкацiї класу (2.94) представлено в табл. 2.12.

Класифiкацiйнi списки, представленi в табл. 2.11 та 2.12, дають вичер-

пну групову класифiкацiю класу нелiнiйних рiвнянь Колмогорова (2.91)

зi змiнними коефiцiєнтами та нелiнiйними функцiями 𝑘 та класу рiв-

нянь (2.92) з точнiстю до �̂�∼- та �̂�∼
1 -еквiвалентностей вiдповiдно.

2.7.3. Обговорення оптимального калiбрування. Вдалий вибiр ка-

лiбрування довiльних елементiв є вирiшальним кроком у розв’язаннi за-

дач групової класифiкацiї. Калiбрування 𝑓 = 1 може здатися бiльш зру-

чним, якщо шукати визначальнi рiвняння для знаходження лiївських си-

метрiй. Для класу (2.95) вони мають вигляд

2𝜂𝑦 = 𝜏𝑡, 𝜂𝑦𝑦 − 𝜂𝑡 = 2𝜙𝑦, (𝜙𝑢+ 𝜓)𝑔𝑘𝑢 + [𝜏𝑔𝑡 + (𝜏𝑡 − 𝜉𝑥)𝑔]𝑘 = 𝜉𝑡,

(𝜙𝑥𝑢+ 𝜓𝑥)𝑔𝑘 + (𝜙𝑡 − 𝜙𝑦𝑦)𝑢+ 𝜓𝑡 − 𝜓𝑦𝑦 = 0.

Для класу 𝑘 ̸= 𝑢 рiзниця в класифiкацiї не така суттєва (пор. табл. 2.11

з табл. 2.13). Хоча можна побачити, що для 𝑘 = ln𝑢 оператор 𝑡𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢,

що з’являється у випадках 13–16 табл. 2.11, перетворюється до рiзних

форм у вiдповiдних випадках табл. 2.13. Для випадку 𝑘 = 𝑢 складнiсть

групової класифiкацiї класу (2.91) з 𝑓 = 1 iстотно зростає порiвняно
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з калiбруванням 𝑔 = 1. Розв’язування визначальних рiвнянь призводить

до такого вигляду iнфiнiтезимального оператора:

𝑄 = (𝑐1𝑡+ 𝑐0)𝜕𝑡 + [(𝑐2𝑥+ 𝑐3)
∫︀
𝑔(𝑡)d𝑡+ 𝑐4𝑥+ 𝑐5]𝜕𝑥

+ (12𝑐1𝑦 + 𝑐6)𝜕𝑦 + [(𝑐7 − 𝑐2
∫︀
𝑔(𝑡)d𝑡)𝑢+ 𝑐2𝑥+ 𝑐3]𝜕𝑢,

де 𝑐𝑖, 𝑖 = 0, . . . , 7, — довiльнi сталi. Класифiкуючим є рiвняння

(𝑐1𝑡+ 𝑐0)𝑔𝑡 =
(︀
𝑐4 − 𝑐1 − 𝑐7 + 2𝑐2

∫︀
𝑔(𝑡) d𝑡

)︀
𝑔

(очевидно, що класифiкуюче рiвняння (2.103) для 𝑓 є набагато про-

стiшим). Результати групової класифiкацiї класу (2.96) представлено в

табл. 2.14. При порiвняннi табл. 2.12 та 2.14 можна зробити висновок, що

вигляд базисних операторiв максимальних алгебр лiївської iнварiантностi

бiльш громiздкий у табл. 2.14.

Зв’язки мiж рiвняннями вигляду (2.96) також складнiшi, нiж мiж рiв-

няннями з класу (2.94). Наприклад, рiвняння

𝑢𝑡 = 𝑢𝑦𝑦 −
1

𝑡 ch2(𝜈 ln 𝑡)
𝑢𝑢𝑥,

де змiнний коефiцiєнт може бути представлений у виглядi
4

𝑡(𝑡𝜈 + 𝑡−𝜈)2
,

допускає п’ятивимiрну максимальну алгебру лiївської iнварiантностi

з базисними операторами 𝜕𝑥, 𝜕𝑦, th(𝜈 ln 𝑡)𝜕𝑥 + 𝜈𝜕𝑢, 𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢, та

𝑡𝜕𝑡 − 𝜈𝑥 th(𝜈 ln 𝑡)𝜕𝑥 +
1
2𝑦𝜕𝑦 − 𝜈(𝜈𝑥 − th(𝜈 ln 𝑡)𝑢)𝜕𝑢. Еквiвалентнiсть цьо-

го рiвняння та рiвняння

�̃�𝑡 = �̃�𝑦𝑦 − 𝑡 2𝜈−1�̃��̃��̃�

з того ж класу не є очевидною. Тим не менш, iснує перетворення з групи

еквiвалентностi �̂�∼
3 ,

𝑡 = 𝑡, �̃� =
1

4
𝑥(𝑡2𝜈 + 1), 𝑦 = 𝑦, �̃� =

𝑢

𝑡2𝜈 + 1
+
𝜈

2
𝑥,

що встановлює зв’язок мiж цими рiвняннями. Це показує, що розрiзнен-

ня нееквiвалентних випадкiв розширення лiївських симетрiй для кла-

су (2.96) є також складнiшим завданням, нiж для класу (2.94).
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Табл. 2.13: Групова класифiкацiя класу (2.95) з точнiстю до �̂�∼
2 -еквiвалентностi.

№ 𝑔(𝑡) Базис 𝐴max

Довiльна 𝑘

1 ∀ 𝜕𝑥, 𝜕𝑦

2 𝑡𝜌 𝜕𝑥, 𝜕𝑦, 2𝑡𝜕𝑡 + 2(𝜌+ 1)𝑥𝜕𝑥 + 𝑦𝜕𝑦

3 𝑒𝑡 𝜕𝑥, 𝜕𝑦, 𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥

4 1 𝜕𝑥, 𝜕𝑦, 𝜕𝑡, 2𝑡𝜕𝑡 + 2𝑥𝜕𝑥 + 𝑦𝜕𝑦

𝑘 = 𝑢𝑛, 𝑛 ̸= 0, 1

5 ∀ 𝜕𝑥, 𝜕𝑦, 𝑛𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢

6 𝑡𝜌 𝜕𝑥, 𝜕𝑦, 𝑛𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢, 2𝑡𝜕𝑡 + 2(𝜌+ 1)𝑥𝜕𝑥 + 𝑦𝜕𝑦

7 𝑒𝑡 𝜕𝑥, 𝜕𝑦, 𝑛𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢, 𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥

8 1 𝜕𝑥, 𝜕𝑦, 𝑛𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢, 𝜕𝑡, 2𝑡𝜕𝑡 + 2𝑥𝜕𝑥 + 𝑦𝜕𝑦

𝑘 = 𝑒𝑢

9 ∀ 𝜕𝑥, 𝜕𝑦, 𝑥𝜕𝑥 + 𝜕𝑢

10 𝑡𝜌 𝜕𝑥, 𝜕𝑦, 𝑥𝜕𝑥 + 𝜕𝑢, 2𝑡𝜕𝑡 + 2(𝜌+ 1)𝑥𝜕𝑥 + 𝑦𝜕𝑦

11 𝑒𝑡 𝜕𝑥, 𝜕𝑦, 𝑥𝜕𝑥 + 𝜕𝑢, 𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥

12 1 𝜕𝑥, 𝜕𝑦, 𝑥𝜕𝑥 + 𝜕𝑢, 𝜕𝑡, 2𝑡𝜕𝑡 + 2𝑥𝜕𝑥 + 𝑦𝜕𝑦

𝑘 = ln𝑢

13 ∀ 𝜕𝑥, 𝜕𝑦,
∫︀
𝑔(𝑡) d𝑡 𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢

14𝑎 𝑡𝜌, 𝜌 ̸= −1 𝜕𝑥, 𝜕𝑦, 𝑡
𝜌+1𝜕𝑥 + (𝜌+ 1)𝑢𝜕𝑢, 2𝑡𝜕𝑡 + 2(𝜌+ 1)𝑥𝜕𝑥 + 𝑦𝜕𝑦

14𝑏 𝑡−1 𝜕𝑥, 𝜕𝑦, ln 𝑡 𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑦𝜕𝑦

15 𝑒𝑡 𝜕𝑥, 𝜕𝑦, 𝑒
𝑡𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢, 𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥

16 1 𝜕𝑥, 𝜕𝑦, 𝑡𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢, 2𝑡𝜕𝑡 + 2𝑥𝜕𝑥 + 𝑦𝜕𝑦, 𝜕𝑡

Тут 𝑛 та 𝜌 — довiльнi ненульовi сталi.

Тому, без сумнiву, калiбрування 𝑔 = 1 є вдалим для групової класифi-

кацiї класу (2.91) i особливо для його пiдкласу (2.92).

Отже, чи iснує регулярний спосiб, який може допомогти обрати кра-
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Табл. 2.14: Групова класифiкацiя класу (2.96) з точнiстю до �̂�∼
3 -еквiвалентнiстi.

№ 𝑔(𝑡) базис 𝐴max

1 ∀ 𝜕𝑥, 𝜕𝑦, 𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢,
∫︀
𝑔(𝑡) d𝑡 𝜕𝑥 + 𝜕𝑢

2
1

𝑡 cos2(𝜈 ln 𝑡)
𝜕𝑥, 𝜕𝑦, 𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢, tg(𝜈 ln 𝑡)𝜕𝑥 + 𝜈𝜕𝑢,

𝑡𝜕𝑡 + 𝜈𝑥 tg(𝜈 ln 𝑡)𝜕𝑥 +
1
2𝑦𝜕𝑦 + 𝜈(𝜈𝑥− tg(𝜈 ln 𝑡)𝑢)𝜕𝑢

3
1

cos2 𝑡
𝜕𝑥, 𝜕𝑦, 𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢, tg 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢, 𝜕𝑡 + 𝑥 tg 𝑡𝜕𝑥 + (𝑥− 𝑢 tg 𝑡)𝜕𝑢

4𝑎 𝑡𝜌 𝜕𝑥, 𝜕𝑦, 𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢, 𝑡
𝜌+1𝜕𝑥 + (𝜌+ 1)𝜕𝑢, 2𝑡𝜕𝑡 + 2(𝜌+ 1)𝑥𝜕𝑥 + 𝑦𝜕𝑦

4𝑏 𝑡−1 𝜕𝑥, 𝜕𝑦, 𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢, ln 𝑡 𝜕𝑥 + 𝜕𝑢, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑦𝜕𝑦

5 𝑒𝑡 𝜕𝑥, 𝜕𝑦, 𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢, 𝑒
𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢, 𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥

6 1 𝜕𝑥, 𝜕𝑦, 𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢, 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢, 𝜕𝑡, 2𝑡𝜕𝑡 + 2𝑥𝜕𝑥 + 𝑦𝜕𝑦

Тут 𝜌 та 𝜈 — довiльнi сталi з 𝜈 ̸= 0, 𝜌 ̸= −2,−1, 0. Крiм того 𝜌 < −1 mod �̂�∼
3 .

ще калiбрування серед декiлькох можливих? Групи еквiвалентностi, як

виявляється, є iндикаторами, що показують правильний вибiр калiбру-

вання. Дiйсно, порiвняння груп еквiвалентностi, представлених у теоре-

мах 2.57 та 2.58, iз групами, наведеними в теоремах 2.59 та 2.60, показує,

що групи еквiвалентностi класу (2.93) та його пiдкласу (2.94) є звичай-

ними, тодi як групи еквiвалентностi класу (2.95) та його пiдкласу (2.96)

є розширеними узагальненими. Перетворення з розширених узагальне-

них груп стають точковими лише пiсля фiксацiї довiльних елементiв та

iнтегралiв вiд функцiї 𝑔, що природно з’являються у компонентах опе-

раторiв лiївських симетрiй i навiть у класифiкуючому рiвняннi. Це, зви-

чайно, ускладнює розрахунки. Отже, найширшу групу еквiвалентностi

слiд обов’язково знайти ще до застосовування лiївського критерiю iнва-

рiантностi до дослiджуваних рiвнянь для того, щоб вибрати оптимальне

калiбрування та оптимiзувати весь процес групової класифiкацiї.

Значення довiльного елементу 𝐾 класу (2.90) можна отримати, вико-

ристовуючи значення довiльного елементу 𝑘 класу (2.91), що наведенi в
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табл. 2.11 i 2.13, а саме: 𝑘 = 𝑢𝑛, 𝑛 ̸= 0,−1, ↔ 𝐾 = 𝑢𝑛+1; 𝑘 = 𝑢−1 ↔
𝐾 = ln𝑢; 𝑘 = 𝑒𝑢 ↔ 𝐾 = 𝑒𝑢; 𝑘 = ln𝑢 ↔ 𝐾 = 𝑢 ln𝑢.

Застосування найширших (розширених узагальнених) груп еквi-

валентностi дозволило записати класифiкацiйнi списки в оптимальному

виглядi.
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Роздiл 3

Групоїди еквiвалентностi у дослiдженнi

рiвнянь типу Кортевега–де Фрiза й

пов’язаних моделей

Класичне рiвняння Кортевега–де Фрiза (КдФ) i його узагальнення мо-

делюють рiзноманiтнi хвильовi процеси, включаючи хвилi мiлкої во-

ди, гравiтацiйнi хвилi, iонно-звуковi хвилi в плазмi й хвилi на решiт-

ках [127,167,184]. Зокрема, рiвняння КдФ виникає при моделюваннi одно-

вимiрних плоских хвиль в холоднiй квазiнейтральнiй безколiзiйнiй пла-

змi, якi розповсюджуються вздовж 𝑥-напрямку в присутностi однорiдного

магнiтного поля [172]. Рiвняння КдФ, таким чином, є загальновизнаною

моделлю для опису нелiнiйних довгих хвиль у багатьох областях фiзики.

В останнi десятилiття великий iнтерес представляють моделi зi змiн-

ними коефiцiєнтами, якi в багатьох випадках описують явища реального

свiту з бiльшою точнiстю. Класифiкацiї лiївських симетрiй є звичайними

задачами при вивченнi таких моделей. Це пов’язано з тим, що лiївськi си-

метрiї дозволяють не тiльки звести модельне диференцiальне рiвняння з

частинними похiдними до такого рiвняння з меншою кiлькiстю незалеж-

них змiнних або до звичайного диференцiального рiвняння, але також

виокремити випадки, якi потенцiйно цiкавiшi для застосувань [30].

Пiдроздiл 3.1 присвячено опису групоїда еквiвалентностi класу рiв-

нянь Кортевега–де Фрiза зi змiнними коефiцiєнтами 𝑢𝑡 + 𝑓(𝑡, 𝑥)𝑢𝑢𝑥 +

𝑔(𝑡, 𝑥)𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0, 𝑓𝑔 ̸= 0. Доведено, що цей клас ненормалiзований, але

його можна зобразити як об’єднання шести неперетинних нормалiзова-
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них пiдкласiв. Знайдено максимально широкi групи еквiвалентностi для

кожного пiдкласу, якi виявились розширеними узагальненими в п’яти ви-

падках. Запропоновано способи полiпшення трансформацiйних властиво-

стей пiдкласiв з використанням калiбрувань довiльних елементiв i методу

вiдображень мiж класами. Групову класифiкацiю одного з викоремлених

пiдкласiв наведено в якостi iлюстративного прикладу.

У пiдроздiлi 3.2 побудовано iєрархiю нормалiзованих пiдкласiв загаль-

ного класу (1 + 1)-вимiрних еволюцiйних рiвнянь третього порядку, якi

мiстять рiвняння Кортевега–де Фрiза й їхнi узагальнення. Це дає пов-

ний опис групоїдiв еквiвалентностi цих класiв. Для двох класiв рiвнянь

Кортевега–де Фрiза (КдФ) i модифiкованих рiвнянь Кортевега–де Фрiза

(мКдФ) зi змiнними коефiцiєнтами отримано необхiднi й достатнi умови

звiдностi таких рiвнянь до стандартних рiвнянь КдФ i мКдФ. Також ви-

конано вичерпний груповий аналiз нормалiзованого класу рiвнянь КдФ

зi змiнними коефiцiєнтами 𝑢𝑡 + 𝑓(𝑡)𝑢𝑢𝑥 + 𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0, 𝑓𝑔 ̸= 0.

Пiдроздiл 3.3 присвячено дослiдженню узагальнених рiвнянь Каваха-

ри зi змiнними коефiцiєнтами 𝑢𝑡 + 𝛼(𝑡)𝑢𝑛𝑢𝑥 + 𝛽(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝜎(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0.

Виконано вичерпну групову класифiкацiю цих рiвнянь й проведено вiдпо-

вiднi лiївськi редукцiї рiвнянь Кавахари до звичайних диференцiальних

рiвнянь. Побудовано певнi точнi й чисельнi розв’язки, зокрема, для рiв-

няння Кавахари, що описує хвилi в морi, вкритому кригою, товщина якої

збiльшується з часом.

У пiдроздiлi 3.4 дослiджено рiвняння Бенджамiна–Бона–Махонi

(ББМ) 𝑢𝑡 + 𝑓(𝑡)𝑢𝑥 + 𝑔(𝑡)𝑢𝑢𝑥 + ℎ(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑡 = 0, 𝑔ℎ ̸= 0, якi моделюють

поширення помiрно довгих хвиль з невеликою амплiтудою в системах

з нелiнiйними й дисперсiйними ефектами. Групову класифiкацiю в цьому

класi здiйснено за допомогою методу вiдображень мiж класами. Також

знайдено закони збереження таких рiвнянь.

У пiдроздiлi 3.5 показано, як точковi перетворення можна використо-

вувати для дослiдження iнтегровностi, зокрема, для виокремлення класiв
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iнтегровних диференцiальних рiвнянь зi змiнними коефiцiєнтами. Зна-

йдено групоїди еквiвалентностi декiлькох вкладених нормалiзованих пiд-

класiв класу (1+1)-вимiрних еволюцiйних рiвнянь 𝑛-го порядку. В рам-

ках запропонованого пiдходу дослiджено клас рiвнянь типу КдФ п’ятого

порядку зi змiнними коефiцiєнтами. Виокремлено його пiдкласи, що є

iнтегровними, й побудовано пари Лакса для них.

Результати цього роздiлу опублiковано в [4,194,223,263,299,312–314].

3.1. Групоїд еквiвалентностi одного класу рiвнянь

Кортевега–де Фрiза зi змiнними коефiцiєнтами

Один з перших класiв, чиї трансформацiйнi властивостi були предме-

том дослiдження, — клас рiвнянь типу Кортевега–де Фрiза

ℒ : 𝑢𝑡 + 𝑓(𝑡, 𝑥)𝑢𝑢𝑥 + 𝑔(𝑡, 𝑥)𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0, 𝑓𝑔 ̸= 0. (3.1)

Класичне рiвняння КдФ i його узагальнення моделюють рiзнi фiзичнi

явища, зокрема, класичнi хвилi на водi, гравiтацiйнi хвилi, хвилi у пла-

змi й хвилi на решiтках [83,127,128,167]. Iснує ряд робiт, в яких рiвняння

з класу ℒ вивченi з рiзних точок зору. Згадаємо тiльки тi роботи, якi най-

бiльше пов’язанi з нашим дослiдженням. У роботах [142, 191] проведено

Пенлеве аналiз рiвнянь (3.1). Показано, що такi рiвняння проходять тест

Пенлеве тiльки в тому випадку, якщо коефiцiєнти 𝑓 i 𝑔 задовольняють

умови 𝑓𝑥 = 𝑔𝑥 = 0, i (𝑔/𝑓)𝑡/𝑓 = const. Цi умови збiгаються з умовами звi-

дностi рiвнянь зi змiнними коефiцiєнтами (3.1) до стандартного рiвняння

КдФ. Зауважимо, що в роботi [132] було виконано групову класифiкацiю

бiльш загального класу рiвнянь, нiж клас ℒ, але цi результати, отриманi з
точнiстю до дуже широкої групи еквiвалентностi, незручнi для виокрем-

лення класифiкацiйного списку для рiвнянь (3.1) (див. також результати

роботи [279]). Лiївськi симетрiї й допустимi перетворення рiвнянь з кла-

су ℒ вивчалися в роботах [125,133,324]. У цьому пiдроздiлi представлено

розширенi результати щодо трансформацiйних властивостей цих рiвнянь.
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У роботах [125,324] правильно показано, що iснує шiсть рiзних пiдкласiв

класу (3.1), якi вiдрiзняються за своїми трансформацiйними властивостя-

ми. Iснує кiлька причин для перегляду класифiкацiї допустимих перетво-

рень у цьому класi:

∙ Розгляд в роботах [125, 324] обмежувався точковими перетворення-

ми, де незалежнi змiннi залежать лише вiд незалежних змiнних, без

доведення того, що перетворення такого роду вичерпують усi можли-

вi допустимi точковi перетворення. В цьому роздiлi показано, що не

тiльки точковi, але й контактнi допустимi перетворення вичерпують-

ся таким типом перетворень.

∙ Коли шiсть пiдкласiв, якi вiдрiзняються за своїми трансформацiйним

властивостями, були виокремленi в [125,324], довiльнi елементи калi-

брувалися з самого початку. Отже, допустимi перетворення вказанi

для спрощених (вiдалiброваних) форм довiльних елементiв класу.

Наша стратегiя полягає в тому, щоб спочатку розглянути пiдкласи

без спрощення, а лише потiм — вiдкалiброванi.

∙ Тiльки компоненти перетворення для незалежних i залежних змiн-

них були наведенi в [125, 324] без формул перетворення довiльних

елементiв. Ми формулюємо результати в термiнах груп еквiвалент-

ностi вiдповiдних типiв (звичайних або розширених узагальнених),

де представленi перетворення як для незалежних, так i для залежних

змiнних 𝑡, 𝑥, 𝑢 i довiльних елементiв 𝑓 , 𝑔.

∙ Деякi допустимi перетворення були знайденi в [125, 324] в неявнiй

формi, вони включали функцiї, якi задовольняють певним звичай-

ним диференцiальним рiвнянням. Ми прагнемо представити всi ре-

зультати в явному виглядi.

Концепцiя нормалiзованих класiв дозволяє пояснити, чому пiдкласи

з рiзними трансформацiйними властивостями виникають у процесi до-

слiдження. Фактично вони є максимально нормалiзованими пiдкласами

в дослiджуваному класi.



158

3.1.1. Класифiкацiя допустимих перетворень. Хоча вивчен-

ня трансформацiйних властивостей в класах диференцiальних рiв-

нянь найчастiше обмежують точковими допустимими перетворення-

ми, можна також розглянути контактнi допустимi перетворення i

вiдповiдний групоїд контактної еквiвалентностi. В роботi [312] по-

казано, що для нормалiзованого класу еволюцiйних рiвнянь виду

ℒ̄ : 𝑢𝑡 = 𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢𝑥)𝑢𝑛 + 𝐺(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢1, . . . , 𝑢𝑛−1) для 𝑛 ≥ 3 його групоїд

контактної еквiвалентностi збiгається з вiдповiдним групоїдом точкової

еквiвалентностi, тобто будь-яке контактне допустиме перетворення мiж

двома рiвняннями з класу ℒ̄ є першим продовженням точкового перетво-

рення мiж цими рiвняннями. Тому для пiдкласу (3.1) класу ℒ̄ достатньо

дослiдити лише точковi допустимi перетворення.

Добре вiдомо, що будь-яке невироджене точкове перетворення 𝒯 , що
пов’язує два фiксованих (1+1)-вимiрних еволюцiйних рiвняння, має ви-

гляд 𝑡 = 𝑇 (𝑡), �̃� = 𝑋(𝑡, 𝑥, 𝑢), �̃� = 𝑈(𝑡, 𝑥, 𝑢), причому 𝑇𝑡(𝑋𝑥𝑈𝑢−𝑋𝑢𝑈𝑥) ̸= 0.

Частиннi похiднi, що присутнi в рiвняннях (3.1), перетворюються так:

�̃�𝑡 =
1

𝑇𝑡

(︂
𝐷𝑡𝑈 − 𝐷𝑡𝑋

𝐷𝑥𝑋
𝐷𝑥𝑈

)︂
, �̃��̃� =

𝐷𝑥𝑈

𝐷𝑥𝑋
,

�̃��̃��̃��̃� =
1

𝐷𝑥𝑋
𝐷𝑥

(︂
1

𝐷𝑥𝑋
𝐷𝑥

(︂
𝐷𝑥𝑈

𝐷𝑥𝑋

)︂)︂
,

𝐷𝑡 = 𝜕𝑡+𝑢𝑡𝜕𝑢+𝑢𝑡𝑡𝜕𝑢𝑡+𝑢𝑡𝑥𝜕𝑢𝑥+. . . i𝐷𝑥 = 𝜕𝑥+𝑢𝑥𝜕𝑢+𝑢𝑡𝑥𝜕𝑢𝑡+𝑢𝑥𝑥𝜕𝑢𝑥+. . . —

оператори повних похiдних за змiнними 𝑡 i 𝑥, вiдповiдно. Тут i надалi

нижнi iндекси функцiй позначають частиннi похiднi за вiдповiдним змiн-

ними. Пiдставляємо цi вирази в рiвняння �̃�𝑡+ 𝑓(𝑡, �̃�)�̃��̃��̃�+ 𝑔(𝑡, �̃�)�̃��̃��̃��̃� = 0

й отримуємо рiвняння в термiнах початкових змiнних. Щоб обмежити це

рiвняння на многовид, визначений рiвнянням (3.1) у просторi струменiв

третього порядку з незалежними змiнними (𝑡, 𝑥) i залежною змiнною 𝑢,

ми додатково пiдставимо в нього вираз 𝑢𝑡 = −𝑓(𝑡, 𝑥)𝑢𝑢𝑥 − 𝑔(𝑡, 𝑥)𝑢𝑥𝑥𝑥.

Розщеплення отриманої тотожностi за похiдними функцiї 𝑢 призводить

до визначальних рiвнянь на функцiї 𝑇 , 𝑋, 𝑈 . Зокрема, коефiцiєнт при

𝑢𝑥𝑥𝑥 має вигляд (𝑔𝑇𝑡−𝑔(𝑋𝑥+𝑋𝑢𝑢𝑥)
3)(𝑋𝑥𝑈𝑢−𝑋𝑢𝑈𝑥). Прирiвнюємо його до
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нуля i, враховуючи умову невиродженостi 𝑇𝑡(𝑋𝑥𝑈𝑢−𝑋𝑢𝑈𝑥) ̸= 0, отримує-

мо 𝑔𝑇𝑡−𝑔(𝑋𝑥+𝑋𝑢𝑢𝑥)
3 = 0. Подальше розщеплення за рiзними степенями

𝑢𝑥 призводить до умов 𝑋𝑢 = 0 i 𝑔𝑇𝑡 = 𝑔𝑋3
𝑥. Отже, 𝑋 = 𝑋(𝑡, 𝑥), а це зна-

чить, що немає iнших допустимих перетворень крiм тих, де компоненти

перетворень для незалежних змiнних залежать тiльки вiд незалежних

змiнних. Це узгоджується з результатами робiт [183,312], отриманих для

бiльш загальних класiв еволюцiйних рiвнянь.

Умова 𝑋𝑢 = 0 призводить до суттєвого спрощення визначальних рiв-

нянь, з яких отримуємо додатковi обмеження на вигляд коефiцiєнтiв 𝑋

та 𝑈 : 𝑈𝑢𝑢 = 𝑈𝑥𝑢 = 𝑋𝑥𝑥 = 0. Отже, компоненти допустимих перетворень

для незалежних i залежних змiнних мають вигляд

𝑡 = 𝜃(𝑡), �̃� = 𝛼(𝑡)𝑥+ 𝛽(𝑡), �̃� = 𝜙(𝑡)𝑢+ 𝜓(𝑡, 𝑥), (3.2)

де 𝜃, 𝛼, 𝛽, 𝜙, 𝜓 — довiльнi гладкi функцiї своїх змiнних, причому 𝜃𝛼𝜙 ̸= 0.

Формули

𝑓 =
𝛼

𝜃𝜙
𝑓, 𝑔 =

𝛼3

𝜃
𝑔, (3.3)

де 𝜃 =
d𝜃(𝑡)

d𝑡
, встановлюють зв’язок мiж значеннями довiльних елементiв

початкового й кiнцевого рiвнянь.

Класифiкуючi рiвняння, що мiстять функцiї 𝜃, 𝛼, 𝛽, 𝜙, 𝜓 та їхнi похi-

днi, а також довiльнi елементи 𝑓 , 𝑔, мають вигляд

𝑓𝜓𝑥 + �̇� = 0, (3.4)

𝑓𝛼𝜓 = 𝜙(�̇�𝑥+ �̇�), (3.5)

𝜓𝑡 + 𝑔𝜓𝑥𝑥𝑥 = 0. (3.6)

Для знаходження групи еквiвалентностi класу (3.1) розщеплюємо рiв-

няння (3.4)–(3.6) за довiльними елементами 𝑓 i 𝑔. Це призводить до рiв-

нянь �̇� = �̇� = �̇� = 𝜓 = 0. Доведено теорему.
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Теорема 3.1. Клас ℒ рiвнянь (3.1) допускає звичайну групу еквiвалент-

ностi 𝐺∼, що складається з перетворень

𝑡 = 𝜃(𝑡), �̃� = 𝛿1𝑥+ 𝛿2, �̃� = 𝛿3𝑢,

𝑓(𝑡, �̃�) =
𝛿1

𝛿3𝜃(𝑡)
𝑓(𝑡, 𝑥), 𝑔(𝑡, �̃�) =

𝛿1
3

𝜃(𝑡)
𝑔(𝑡, 𝑥),

де 𝜃 — довiльна функцiя змiнної 𝑡, причому 𝜃 ̸= 0, 𝛿𝑗, 𝑗 = 1, 2, 3, —

довiльнi сталi, що задовольняють умову 𝛿1𝛿3 ̸= 0.

Клас ℒ не є нормалiзованим нi в звичайному, анi в iншому сенсi.

Iснують пiдкласи цього класу, виокремленi додатковими обмеженнями

на вигляд довiльних елементiв 𝑓 i 𝑔, що допускають групи еквiвалент-

ностi ширшi за групу 𝐺∼. Цi пiдкласи й вiдповiднi максимальнi умовнi

групи еквiвалентностi [260, означення 7] можна знайти, дослiдивши сис-

тему (3.4)–(3.6). З рiвняння (3.4) випливає, що 𝜓 =
1

𝑓

𝜙

𝛼

(︁
�̇�𝑥+ �̇�

)︁
, тодi

рiвняння (3.5) набуває вигляду(︃
�̇�

𝛼
𝑥+

�̇�

𝛼

)︃
𝑓𝑥 =

(︂
�̇�

𝜙
+
�̇�

𝛼

)︂
𝑓.

Iснує три можливостi, щоб функцiя 𝑓(𝑡, 𝑥) задовольняла це рiвняння:

I. 𝑓 = 𝑓(𝑡) ̸= 0; II. 𝑓 = 𝑝(𝑡)𝑒𝑞(𝑡)𝑥, 𝑝𝑞 ̸= 0; III. 𝑓 = 𝑝(𝑡)(𝑥 + 𝑞(𝑡))𝑟(𝑡),

𝑝𝑟 ̸= 0. Розглянемо кожен випадок окремо.

I. Нехай 𝑓 = 𝑓(𝑡) ̸= 0. Пiдставляємо 𝑓 в рiвняння (3.4)–(3.6), що

призводить до умов 𝜓𝑡 = 𝜓𝑥𝑥 = 0, а отже 𝜓 = 𝑐1𝑥+𝑐2, де 𝑐1, 𝑐2 — довiльнi

сталi. Рiвняння (3.6) стає тотожнiстю, це означає, що функцiя 𝑔 довiльна.

З рiвнянь (3.4), (3.5) випливає система рiвнянь на функцiї 𝛼, 𝛽, 𝜙: �̇� =

−𝑐1𝑓, 𝜙�̇� = 𝑐1𝑓𝛼, 𝜙�̇� = 𝑐2𝑓𝛼. Загальний розв’язок цiєї системи разом

iз формулами (3.3) дають повний опис допустимих перетворень пiдкласу

класу (3.1), виокремленого умовою 𝑓𝑥 = 0. Пiсля перепозначення сталих

𝑐1 = −𝛿3, 𝑐2 = −𝛿2𝛿3/𝛿1 сформулюємо твердження.
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Теорема 3.2. Розширену узагальнену групу еквiвалентностi �̂�∼
1 класу

ℒ1 : 𝑢𝑡 + 𝑓(𝑡)𝑢𝑢𝑥 + 𝑔(𝑡, 𝑥)𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0, (3.7)

складають перетворення

𝑡 = 𝜃(𝑡), �̃� =
𝛿1𝑥+ 𝛿2

𝛿3
∫︀
𝑓(𝑡) d𝑡+ 𝛿4

+ 𝛿5,

�̃� =
(︀
𝛿3
∫︀
𝑓(𝑡) d𝑡+ 𝛿4

)︀
𝑢− 𝛿3𝑥− 𝛿2𝛿3𝛿

−1
1 ,

𝑓(𝑡) =
𝛿1𝑓(𝑡)

𝜃(𝑡)(𝛿3
∫︀
𝑓(𝑡) d𝑡+ 𝛿4)2

, 𝑔(𝑡, �̃�) =
𝛿1

3𝑔(𝑡, 𝑥)

𝜃(𝑡)(𝛿3
∫︀
𝑓(𝑡) d𝑡+ 𝛿4)3

,

де 𝜃 — довiльна функцiя змiнної 𝑡, причому 𝜃 ̸= 0, 𝛿𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 5, —

довiльнi сталi, що задовольняють умову 𝛿1(𝛿32 + 𝛿4
2) ̸= 0.

Звичайна група еквiвалентностi класу (3.7) збiгається з групою еквi-

валентностi 𝐺∼ його надкласу (3.1).

II. Нехай 𝑓 = 𝑝(𝑡)𝑒𝑞(𝑡)𝑥, де 𝑝𝑞 ̸= 0. В цьому випадку ми фактично має-

мо репараметрiзацiю класу, оскiльки замiсть довiльного елемента 𝑓(𝑡, 𝑥)

є два довiльних елементи 𝑝(𝑡) i 𝑞(𝑡). Вiдповiднi компоненти перетворень

еквiвалентностi такi: 𝑞 =
𝑞

𝛼
, 𝑝 =

𝑝𝛼

𝜙𝜃
exp(−𝑞𝛽/𝛼). Рiвняння (3.4)–(3.6)

призводять до умов 𝜓 =
�̇�

𝑝𝑞
𝑒−𝑞𝑥, �̇� = 0, �̇� =

�̇�𝛼

𝜙𝑞
. Функцiя 𝑔 має вигляд

𝑔 =
𝑠(𝑡)− 𝑞𝑥

𝑞3
з додатковим обмеженням 𝑠 =

𝜙

�̇�
− �̇�

𝑝
− 𝑞

𝑞
. Тепер функцiя 𝑔

також репараметрiзована, а функцiю 𝑠 можна розглядати як додатковий

довiльний елемент. Допустимi перетворення у виокремленому пiдкласi

описано в теоремi.

Теорема 3.3. Клас рiвнянь

ℒ2 : 𝑢𝑡 + 𝑝(𝑡)𝑒 𝑞(𝑡)𝑥𝑢𝑢𝑥 +
𝑠(𝑡)− 𝑞(𝑡)𝑥

𝑞(𝑡)3
𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0 (3.8)

допускає розширену узагальнену групу еквiвалентностi �̂�∼
2 , що склада-

ється з перетворень

𝑡 = 𝜃(𝑡), �̃� = 𝛿1𝑥+ 𝛽(𝑡), �̃� = 𝜙(𝑡)𝑢+
�̇�(𝑡)

𝑝(𝑡)𝑞(𝑡)
𝑒−𝑞(𝑡)𝑥,
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𝑝(𝑡) =
𝛿1𝑝(𝑡)

𝜃(𝑡)𝜙(𝑡)
𝑒−

1
𝛿1
𝛽(𝑡)𝑞(𝑡), 𝑞(𝑡) =

𝑞(𝑡)

𝛿1
, 𝑠(𝑡) =

𝛿1𝑠(𝑡) + 𝑞(𝑡)𝛽(𝑡)

𝛿1𝜃(𝑡)
,

де 𝜃 — довiльна функцiя змiнної 𝑡, причому 𝜃 ̸= 0,

𝛽(𝑡) = 𝛿1𝛿3

∫︁
𝑝(𝑡)𝑒

∫︀
𝑠(𝑡) d𝑡

𝜙(𝑡)
d𝑡+ 𝛿2, 𝜙(𝑡) = 𝛿3

∫︀
𝑝(𝑡)𝑞(𝑡)𝑒

∫︀
𝑠(𝑡) d𝑡d𝑡+ 𝛿4.

Тут 𝛿𝑗, 𝑗 = 1, 2, 3, 4, — довiльнi сталi з 𝛿1(𝛿32 + 𝛿4
2) ̸= 0.

III. Нехай 𝑓 = 𝑝(𝑡)(𝑥 + 𝑞(𝑡))𝑟(𝑡), причому 𝑝𝑟 ̸= 0. У цьому випадку з

рiвняння (3.5) випливає 𝜓 =
𝜙(�̇�𝑥+ �̇�)

𝛼𝑝(𝑥+ 𝑞)𝑟
, тодi рiвняння (3.4) призводить

до умов
�̇�

𝜙
= (𝑟−1)

�̇�

𝛼
та �̇� = 𝑞�̇�. За допомогою останньої умови, функцiю

𝜓 можна переписати у виглядi 𝜓 =
𝜙

𝑝

�̇�

𝛼
(𝑥 + 𝑞)1−𝑟. Тодi рiвняння (3.6)

набуває вигляду 𝑟(𝑟2 − 1)𝑔 = (𝑥 + 𝑞)3
(︂
𝑠− �̇� ln(𝑥+ 𝑞) +

(1− 𝑟)𝑞

𝑥+ 𝑞

)︂
, де

функцiю 𝑠 можна вважати новим довiльним елементом, що задовольняє

рiвняння 𝑠
𝜙

𝑝

�̇�

𝛼
=

d

d𝑡

(︂
𝜙

𝑝

�̇�

𝛼

)︂
. Легко бачити, що у двох спецiальних ви-

падках 𝑟 = 1 та 𝑟 = −1 функцiя 𝑔 залишається довiльною. Розглянемо

окремо випадки 𝑟 ̸= ±1, 𝑟 = 1, 𝑟 = −1. Загальний розв’язок визначаль-

них рiвнянь дає у кожному з цих випадкiв вичерпний опис допустимих

перетворень у вiдповiдних пiдкласах класу (3.1). Результати наведно в

теоремах 3.4, 3.5 i 3.6. Зауважимо, що у випадку 𝑟 = −1 нетривiальна

група еквiвалентностi, що є ширшою за групу 𝐺∼, iснує тiльки тодi, коли

𝑞(𝑡) = 𝑐, де 𝑐 — довiльна стала. У цьому випадку виконаємо ще одну репа-

раметризацiю, ввiвши таку нову функцiю 𝑘 = 1/𝑝, що 𝑓 набуває вигляду

𝑓 = 𝑘(𝑡)/(𝑥+ 𝑐).

Теорема 3.4. Розширену узагальнену групу еквiвалентностi �̂�∼
3 класу

ℒ3 : 𝑢𝑡 + 𝑝(𝑡)(𝑥+ 𝑞(𝑡))𝑟(𝑡)𝑢𝑢𝑥 +

(𝑥+ 𝑞(𝑡))3

𝑟(𝑡)(𝑟(𝑡)2 − 1)

(︂
𝑠(𝑡)− �̇�(𝑡) ln(𝑥+ 𝑞(𝑡)) +

(1− 𝑟(𝑡))𝑞(𝑡)

𝑥+ 𝑞(𝑡)

)︂
𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0,
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𝑟 ̸= 0,±1, утворюють перетворення

𝑡 = 𝜃(𝑡), �̃� = 𝛼(𝑡)𝑥+ 𝛽(𝑡), �̃� = 𝜙(𝑡)𝑢+ 𝛿1𝑒
∫︀
𝑠(𝑡) d𝑡(𝑥+ 𝑞(𝑡))1−𝑟(𝑡),

𝑝(𝑡) =
𝛼(𝑡)1−𝑟(𝑡)

𝜑(𝑡)𝜃(𝑡)
𝑝(𝑡), 𝑞(𝑡) = 𝑞(𝑡)𝛼(𝑡)− 𝛽(𝑡),

𝑠(𝑡) =
1

𝜃(𝑡)
(𝑠(𝑡) + �̇�(𝑡) ln𝛼(𝑡)) , 𝑟(𝑡) = 𝑟(𝑡),

де 𝜃 — довiльна функцiя змiнної 𝑡, що не є сталою, тобто 𝜃 ̸= 0;

𝜙(𝑡) = 𝛿1
∫︀
𝑝(𝑡)(𝑟(𝑡)− 1) 𝑒

∫︀
𝑠(𝑡) d𝑡d𝑡+ 𝛿2,

𝛼(𝑡) = 𝛿3 exp

[︂
𝛿1

∫︁
𝑝(𝑡)

𝜙(𝑡)
𝑒
∫︀
𝑠(𝑡) d𝑡d𝑡

]︂
, 𝛽(𝑡) =

∫︀
𝑞(𝑡)�̇�(𝑡)d𝑡+ 𝛿4,

𝛿𝑗, 𝑗 = 1, 2, 3, 4, — довiльнi сталi, причому (𝛿1
2 + 𝛿2

2)𝛿3 ̸= 0.

Якщо 𝑟 ̸= 0,±1 — стала, то коефiцiєнт 𝛼 має вигляд 𝛼(𝑡) = 𝛿3𝜙(𝑡)
1
𝑟−1 .

Теорема 3.5. Клас рiвнянь вигляду

ℒ4 : 𝑢𝑡 + (𝑝(𝑡)𝑥+ 𝑞(𝑡))𝑢𝑢𝑥 + 𝑔(𝑡, 𝑥)𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0 (3.9)

допускає розширену узагальнену групу еквiвалентностi �̂�∼
4 , утворену

перетвореннями

𝑡 = 𝜃(𝑡), �̃� = 𝛼(𝑡)𝑥+ 𝛽(𝑡), �̃� = 𝛿1(𝑢+ 𝛿2), 𝑝(𝑡) =
𝑝(𝑡)

𝛿1𝜃(𝑡)
,

𝑞(𝑡) =
1

𝛿1𝜃(𝑡)
(𝛼(𝑡)𝑞(𝑡)− 𝛽(𝑡)𝑝(𝑡)), 𝑔(𝑡, �̃�) =

𝛼(𝑡)3

𝜃(𝑡)
𝑔(𝑡, 𝑥),

де 𝜃 — довiльна функцiя змiнної 𝑡, причому 𝜃 ̸= 0,

𝛼(𝑡) = 𝛿3𝑒
𝛿2
∫︀
𝑝(𝑡) d𝑡, 𝛽(𝑡) = 𝛿2𝛿3

∫︀
𝑞(𝑡)𝑒 𝛿2

∫︀
𝑝(𝑡) d𝑡 d𝑡+ 𝛿4,

𝛿𝑗, 𝑗 = 1, 2, 3, 4, — довiльнi сталi, що задовольняють умову 𝛿1𝛿3 ̸= 0.

Теорема 3.6. Розширену узагальнену групу еквiвалентностi �̂�∼
5 класу

ℒ5 : 𝑢𝑡 +
𝑘(𝑡)

𝑥+ 𝑐
𝑢𝑢𝑥 + 𝑔(𝑡, 𝑥)𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0 (3.10)
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складають перетворення

𝑡 = 𝜃(𝑡), �̃� = 𝛼(𝑡)(𝑥+ 𝑐) + 𝛿2, �̃� =
𝛿1

𝛼(𝑡)2
𝑢− 1

2
𝛿1𝛿3(𝑥+ 𝑐)2,

𝑘(𝑡) =
𝛼(𝑡)4

𝛿1𝜃(𝑡)
𝑘(𝑡), 𝑐 = −𝛿2, 𝑔(𝑡, �̃�) =

𝛼(𝑡)3

𝜃(𝑡)
𝑔(𝑡, 𝑥),

де 𝜃 — довiльна функцiя змiнної 𝑡, що не є сталою, тобто 𝜃 ̸= 0,

𝛼(𝑡) = ±
(︀
𝛿3
∫︀
𝑘(𝑡) d𝑡+ 𝛿4

)︀− 1
2 ,

𝛿𝑗, 𝑗 = 1, 2, 3, 4, — довiльнi сталi, причому 𝛿1(𝛿32 + 𝛿4
2) ̸= 0.

Теорема 3.7. Класи ℒ1–ℒ5 нормалiзованi у розширеному узагальненому

сенсi, групоїди еквiвалентностi цих класiв породжено перетвореннями

з вiдповiдних розширених узагальнених груп еквiвалентностi �̂�∼
𝑖 , 𝑖 =

1, . . . , 5.

Теорема 3.8. Пiдклас ℒ0 = ℒ ∖
⋃︀5
𝑖=1ℒ𝑖 нормалiзований у звичайно-

му сенсi. Його група еквiвалентностi збiгається зi звичайною групою

еквiвалентностi 𝐺∼ усього класу ℒ.

Немає точкових перетворень мiж рiвняннями з рiзних пiдкласiв ℒ𝑖,
𝑖 = 0, . . . , 5, класу (3.1).

3.1.2. Калiбрування довiльних елементiв в пiдкласах ℒ1, . . . ,ℒ5.

З використанням перетворень еквiвалентностi можна виконати калiбру-

вання довiльних елементiв, що залежать вiд змiнної 𝑡, в кожному пiдкласi

ℒ1, . . . ,ℒ5 класу ℒ, а отже, зменшити кiлькiсть довiльних елементiв цих

пiдкласiв. Розглянемо кожен пiдклас окремо.

ℒ1. Перетворення еквiвалентностi 𝑡 =
∫︀
𝑓(𝑡)d𝑡, �̃� = 𝑥, �̃� = 𝑢, що

належить групi �̂�∼
1 , зводить кожне рiвняння з класу (3.7) до рiвняння

з того самого класу, у якому 𝑓 = 1. Отже, не втрачаючи загальностi,

можна дослiджувати клас

ℒ̌1 : 𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + 𝑔(𝑡, 𝑥)𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0
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замiсть класу ℒ1. Оскiльки клас ℒ1 нормалiзований, легко знайти групу

еквiвалентностi його пiдкласу ℒ̌1. Покладемо 𝑓 = 𝑓 = 1 в перетвореннях

з групи �̂�∼
1 й отримаємо рiвняння на 𝜃, а саме 𝜃 = 𝛿1/(𝛿3𝑡+ 𝛿4)

2. Для того,

щоб записати перетворення еквiвалентностi однотипно для обох випадкiв

𝛿3 = 0 та 𝛿3 ̸= 0, перепозначимо сталi й отримаємо наслiдок теореми 3.2.

Наслiдок 3.9. Клас ℒ̌1 допускає звичайну групу еквiвалентностi, що

складається з перетворень

𝑡 =
𝛼𝑡+ 𝛽

𝛾𝑡+ 𝛿
, �̃� =

𝜅𝑥+ 𝜇1𝑡+ 𝜇0
𝛾𝑡+ 𝛿

,

�̃� =
𝜅(𝛾𝑡+ 𝛿)− 𝜅𝛾𝑥+ 𝜇1𝛿 − 𝜇0𝛾

𝛼𝛿 − 𝛽𝛾
, 𝑔(𝑡, �̃�) =

𝜅3

𝛼𝛿 − 𝛽𝛾

𝑔(𝑡, 𝑥)

𝛾𝑡+ 𝛿
,

𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿, 𝜅, 𝜇1, 𝜇0 — сталi, визначенi до ненульового сталого множника,

причому 𝜅(𝛼𝛿 − 𝛽𝛾) ̸= 0, можна вважати, що 𝛼𝛿 − 𝛽𝛾 = ±1.

Ця група спiвпадає з групою еквiвалентностi пiдкласу класу ℒ̌1, ви-

окремленого умовою 𝑔𝑥 = 0, знайдену в роботi [263].

ℒ2 –ℒ4. Будь-яке рiвняння з класiв ℒ2, ℒ3, ℒ4, зводиться до рiвнянь

з вiдповiдних класiв, в яких 𝑝 = 1 перетворенням еквiвалентностi 𝑡 =∫︀
𝑝(𝑡) d𝑡, �̃� = 𝑥, �̃� = 𝑢. Групи еквiвалентностi вiдкалiброваних пiдкласiв

можна знайти, покладаючи 𝑝 = 𝑝 = 1 в перетвореннях, наведених у

теоремах 3.3, 3.4 i 3.5. Наведемо наслiдки 3.10, 3.11 i 3.12 цих теорем.

Наслiдок 3.10. Розширену узагальнену групу еквiвалентностi класу

ℒ̌2 : 𝑢𝑡 + 𝑒 𝑞(𝑡)𝑥𝑢𝑢𝑥 +
𝑠(𝑡)− 𝑞(𝑡)𝑥

𝑞(𝑡)3
𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0

складають перетворення

𝑡 = 𝛿1

∫︁
1

𝜙(𝑡)
𝑒−

1
𝛿1
𝛽(𝑡)𝑞(𝑡)d𝑡+ 𝛿0, �̃� = 𝛿1𝑥+ 𝛽(𝑡),

�̃� = 𝜙(𝑡)𝑢+ 𝛿3𝑒
−𝑞(𝑡)𝑥+

∫︀
𝑠(𝑡)d𝑡,

𝑞(𝑡) =
𝑞(𝑡)

𝛿1
, 𝑠(𝑡) =

1

𝛿1
2𝜙(𝑡)𝑒

1
𝛿1
𝛽(𝑡)𝑞(𝑡) (𝛿1𝑠(𝑡) + 𝑞(𝑡)𝛽(𝑡)) ,

де 𝛽(𝑡) = 𝛿1𝛿3
∫︀

𝑒
∫︀
𝑠(𝑡)d𝑡

𝜙(𝑡) d𝑡 + 𝛿2, 𝜙(𝑡) = 𝛿3
∫︀
𝑞(𝑡)𝑒

∫︀
𝑠(𝑡) d𝑡d𝑡 + 𝛿4; 𝛿𝑗,

𝑗 = 0, . . . , 4, — довiльнi сталi, що задовольняють умову 𝛿1(𝛿32+𝛿42) ̸= 0.
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Наслiдок 3.11. Розширену узагальнену групу еквiвалентностi класу

ℒ̌3 : 𝑢𝑡 + (𝑥+ 𝑞(𝑡))𝑟(𝑡)𝑢𝑢𝑥 +

(𝑥+ 𝑞(𝑡))3

𝑟(𝑡)(𝑟(𝑡)2 − 1)

(︂
𝑠(𝑡)− �̇�(𝑡) ln(𝑥+ 𝑞(𝑡)) +

(1− 𝑟(𝑡))𝑞(𝑡)

𝑥+ 𝑞(𝑡)

)︂
𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0,

утворюють перетворення

𝑡 = 𝜃(𝑡), �̃� = 𝛼(𝑡)𝑥+ 𝛽(𝑡), �̃� = 𝜙(𝑡)𝑢+ 𝛿1𝑒
∫︀
𝑠(𝑡) d𝑡(𝑥+ 𝑞(𝑡))1−𝑟(𝑡),

𝑞(𝑡) = 𝑞(𝑡)𝛼(𝑡)− 𝛽(𝑡), 𝑠(𝑡) = 𝛼(𝑡)𝑟(𝑡)−1𝜙(𝑡) (𝑠(𝑡) + �̇�(𝑡) ln𝛼(𝑡)) ,

𝑟(𝑡) = 𝑟(𝑡),

де 𝜃 — довiльна функцiя змiнної 𝑡, що не є сталою, тобто 𝜃 ̸= 0,

𝜙(𝑡) = 𝛿1
∫︀
(𝑟(𝑡)− 1) 𝑒

∫︀
𝑠(𝑡)d𝑡d𝑡+ 𝛿2,

𝛼(𝑡) = 𝛿3 exp

[︂
𝛿1

∫︁
𝑒
∫︀
𝑠(𝑡)d𝑡

𝜙(𝑡)
d𝑡

]︂
, 𝛽(𝑡) =

∫︀
𝑞(𝑡)�̇�(𝑡)d𝑡+ 𝛿4,

𝛿𝑗, 𝑗 = 1, 2, 3, 4, — довiльнi сталi, причому (𝛿1
2 + 𝛿2

2)𝛿3 ̸= 0.

Наслiдок 3.12. Клас рiвнянь

ℒ̌4 : 𝑢𝑡 + (𝑥+ 𝑞(𝑡))𝑢𝑢𝑥 + 𝑔(𝑡, 𝑥)𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0 (3.11)

допускає розширену узагальнену групу еквiвалентностi �̌�∼
4 , що склада-

ється з перетворень

𝑡 =
1

𝛿1
𝑡+ 𝛿0, �̃� = 𝛿3𝑒

𝛿2𝑡𝑥+ 𝛿2𝛿3
∫︀
𝑞(𝑡)𝑒 𝛿2𝑡 d𝑡+ 𝛿4, �̃� = 𝛿1(𝑢+ 𝛿2),

𝑞(𝑡) = 𝛿3𝑒
𝛿2𝑡𝑞(𝑡)− 𝛿2𝛿3

∫︀
𝑞(𝑡)𝑒 𝛿2𝑡 d𝑡− 𝛿4, 𝑔(𝑡, �̃�) = 𝛿1𝛿

3
3𝑒

3𝛿2𝑡𝑔(𝑡, 𝑥),

де 𝛿𝑗, 𝑗 = 0, . . . , 4, — довiльнi сталi, що задовольняють умову 𝛿1𝛿3 ̸= 0.

ℒ5. У випадку пiдкласу ℒ5 класу (3.1) можна вiдкалiбрувати два до-

вiльнi елементи: функцiю 𝑘(𝑡) можна звести до одиницi, а сталу 𝑐 до нуля.

Це калiбрування можна здiйснити перетворенням 𝑡 =
∫︀
𝑘(𝑡) d𝑡, �̃� = 𝑥+ 𝑐,

�̃� = 𝑢. Справедливе таке твердження щодо групи еквiвалентностi класу

ℒ̌5 : 𝑢𝑡 +
1

𝑥
𝑢𝑢𝑥 + 𝑔(𝑡, 𝑥)𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0.
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Наслiдок 3.13. Клас ℒ̌5 допускає звичайну групу еквiвалентностi,

утворену перетвореннями

𝑡 =
𝛼𝑡+ 𝛽

𝛾𝑡+ 𝛿
, �̃� = (𝛾𝑡+ 𝛿)−

1
2𝑥, �̃� =

1

𝛼𝛿 − 𝛽𝛾

(︂
(𝛾𝑡+ 𝛿)𝑢− 1

2
𝛾𝑥2
)︂
,

𝑔(𝑡, �̃�) =
(𝛾𝑡+ 𝛿)

1
2

𝛼𝛿 − 𝛽𝛾
𝑔(𝑡, 𝑥),

де 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 — сталi, визначенi до ненульового множника, причому

𝛼𝛿−𝛽𝛾 ̸= 0, не втрачаючи загальностi, можна вважати 𝛼𝛿−𝛽𝛾 = ±1.

Усi класи пiсля калiбрування залишаються нормалiзованими. Їхнi гру-

поїди еквiвалентностi породжено вiдповiдними групами еквiвалентностi,

наведеними у твердженнях 3.9–3.13. Справедлива теорема.

Теорема 3.14. Класи ℒ̌1 i ℒ̌5 нормалiзованi у звичайному сенсi. Класи

ℒ̌2, ℒ̌3, ℒ̌4 нормалiзованi в розширеному узагальненому сенсi.

З цiєї теореми випливає, що трансформацiйнi властивостi класiв ℒ̌1 i

ℒ̌5 кращi, нiж у їхнiх надкласiв ℒ1 i ℒ5. Отже, цi класи вже є зручни-

ми для дослiдження їхнiх симетрiйних властивостей. Класи ℒ̌2, ℒ̌3, ℒ̌4

нормалiзованi лише у розширеному узагальненому сенсi, як i їхнi над-

класи ℒ2, ℒ3, ℒ4. Отже, зв’язки мiж рiвняннями з класу досить складнi,

що завдає труднощiв при їх дослiдженнi. Задачi групової класифiкацiї

для таких класiв можна спростити, зостосувавши, якщо можливо, метод

вiдображень мiж класами [308].

3.1.3. Покращення трансформацiйних властивостей класiв ди-

ференцiальних рiвнянь методом вiдображень. Проiлюструємо за-

стосування методу перетворень мiж класами диференцiальних рiвнянь на

прикладi класу ℒ̌4. Цей клас можна вiдобразити на подiбний клас рiвнянь

типу Кортевега–де Фрiза

𝑢𝑡 + 𝑥𝑢𝑢𝑥 + ℎ(𝑡)𝑢𝑥 + 𝑔(𝑡, 𝑥)𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0 (3.12)
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Табл. 3.1: Групова класифiкацiя класу 𝑢𝑡+𝑥𝑢𝑢𝑥+ℎ(𝑡)𝑢𝑥+𝑔(𝑡, 𝑥)𝑢𝑥𝑥𝑥=0, ℎ𝑔 ̸= 0.

№ Рiвняння Обмеження Базиc 𝐴max

1 𝑢𝑡 + 𝑥𝑢𝑢𝑥 + 𝑡𝑚−1𝑢𝑥 + 𝑡3𝑚−1Φ(𝑥/𝑡𝑚)𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0 Φ(𝑧) ̸= 𝜆𝑧2, 𝑡𝜕𝑡 +𝑚𝑥𝜕𝑥 − 𝑢𝜕𝑢

якщо 𝑚 = 1

2 𝑢𝑡 + 𝑥𝑢𝑢𝑥 + 𝑒
𝜀
2
𝑡2𝑢𝑥 + 𝑒

3𝜀
2
𝑡2Φ

(︁
𝑥𝑒−

𝜀
2
𝑡2
)︁
𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0 𝜕𝑡 + 𝜀𝑡𝑥𝜕𝑥 + 𝜀𝜕𝑢

3 𝑢𝑡 + 𝑥𝑢𝑢𝑥 + 𝑢𝑥 +Φ(𝑥)𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0 Φ(𝑥) ̸= 𝜆𝑥2 𝜕𝑡

4 𝑢𝑡 + 𝑥𝑢𝑢𝑥 + 𝑢𝑥 + 𝜆𝑥2𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0 𝜕𝑡, 𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 − 𝑢𝜕𝑢

Тут 𝜀 = ±1 mod 𝐺∼
4 , 𝜆 — довiльна ненульова стала, 𝑚 — довiльна стала.

сiм’єю точкових перетворень

𝑡 = 𝑡, �̂� = 𝑥+ 𝑞(𝑡), �̂� = 𝑢, (3.13)

параметризованою довiльним елементом 𝑞 класу ℒ̌4. Довiльний елемент

ℎ у класi-образi (3.12) пов’язаний з довiльним елементом 𝑞 класу ℒ̌4 за

формулою ℎ(𝑡) = 𝑞(𝑡). Отже, випадок 𝑞 = const вiдповiдає випадку ℎ = 0.

На вiдмiну вiд класу ℒ̌4, що нормалiзований у розширеному узагальне-

ному сенсi, клас (3.12) нормалiзований у звичайному сенсi. Групоїд еквi-

валентностi класу (3.12) породжений перетвореннями з його звичайної

групи еквiвалентностi 𝐺∼
4 :

𝑡 = 𝛿1𝑡+ 𝛿2, �̃� = 𝛿3𝑒
𝛿4𝑡𝑥, �̃� =

1

𝛿1
(𝑢+ 𝛿4),

ℎ̃(𝑡) =
𝛿3
𝛿1
𝑒𝛿4𝑡ℎ(𝑡), 𝑔(𝑡, �̃�) =

𝛿 3
3

𝛿1
𝑒3𝛿4𝑡𝑔(𝑡, 𝑥),

де 𝛿𝑗, 𝑗 = 1, 2, 3, 4, — довiльнi сталi, причому 𝛿1𝛿3 ̸= 0.

Групову класифiкацiю класу (3.12) можна виконати з використанням

класичного методу Лi–Овсянникова [22], що ґрунтується на iнтегруван-

нi визначальних рiвнянь на коефiцiєнти оператора лiївської симетрiї з

точнiстю до 𝐺∼
4 -еквiвалентностi. Результати групової класифiкацiї рiв-

нянь (3.12) з ℎ ̸= 0 та ℎ = 0 наведено, вiдповiдно, в табл. 3.1 i табл. 3.2.

Класифiкацiйний список для рiвнянь (3.11) з 𝑞 = const спiвпадає з таким
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Табл. 3.2: Групова класифiкацiя класу 𝑢𝑡 + 𝑥𝑢𝑢𝑥 + 𝑔(𝑡, 𝑥)𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0, 𝑔 ̸= 0.

№ Рiвняння Обмеження Базиc алгебри 𝐴max

1 𝑢𝑡 + 𝑥𝑢𝑢𝑥 +Φ(𝑥)𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0 Φ(𝑥) ̸= 𝜆𝑥𝑚 𝜕𝑡

2 𝑢𝑡 + 𝑥𝑢𝑢𝑥 + 𝑡3𝑚−1Φ(𝑥/𝑡𝑚)𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0 Φ(𝑧) ̸= 𝜆𝑧3, 𝜆𝑧
3𝑚−1
𝑚 𝑡𝜕𝑡 +𝑚𝑥𝜕𝑥 − 𝑢𝜕𝑢

3 𝑢𝑡 + 𝑥𝑢𝑢𝑥 + 𝑒
3𝜀
2
𝑡2Φ

(︁
𝑥𝑒−

𝜀
2
𝑡2
)︁
𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0 Φ(𝑧) ̸= 𝜆𝑧3 𝜕𝑡 + 𝜀𝑡𝑥𝜕𝑥 + 𝜀𝜕𝑢

4 𝑢𝑡 + 𝑥𝑢𝑢𝑥 + 𝑥𝑚𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0 𝑚 ̸= 3 𝜕𝑡, 𝑡𝜕𝑡 +
1

3−𝑚𝑥𝜕𝑥 − 𝑢𝜕𝑢

5 𝑢𝑡 + 𝑥𝑢𝑢𝑥 +Φ(𝑡)𝑥3𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0 Φ(𝑡) ̸= 𝜆,
1

𝜆𝑡+ 𝜈
𝑥𝜕𝑥, 𝑡𝑥𝜕𝑥 + 𝜕𝑢

6 𝑢𝑡 + 𝑥𝑢𝑢𝑥 + 𝑥3𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0 𝜕𝑡, 𝑥𝜕𝑥, 𝑡𝑥𝜕𝑥 + 𝜕𝑢

7 𝑢𝑡 + 𝑥𝑢𝑢𝑥 + 𝜆
𝑥3

𝑡
𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0 𝑥𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑡 − 𝑢𝜕𝑢,

𝑡𝑥𝜕𝑥 + 𝜕𝑢

Тут 𝜀 = ±1 mod 𝐺∼
4 , 𝑚, 𝜆, 𝜈 — довiльнi сталi, причому 𝜆 ̸= 0.

Табл. 3.3: Групова класифiкацiя класу 𝑢𝑡+(𝑥+ 𝑞(𝑡))𝑢𝑢𝑥+𝑔(𝑡, 𝑥)𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0, 𝑞𝑔 ̸= 0.

№ Рiвняння Базиc алгебри 𝐴max

1 𝑢𝑡 + (𝑥+ 𝑡𝑚)𝑢𝑢𝑥 + 𝑡3𝑚−1Φ
(︀

𝑥
𝑡𝑚

)︀
𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0 𝑡𝜕𝑡 +𝑚𝑥𝜕𝑥 − 𝑢𝜕𝑢

2 𝑢𝑡 + (𝑥+ ln 𝑡)𝑢𝑢𝑥 + 𝑡−1Φ (𝑥+ ln 𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0 𝑡𝜕𝑡 − 𝜕𝑥 − 𝑢𝜕𝑢

3 𝑢𝑡 + 𝜔𝑢𝑢𝑥 + 𝑒
3𝜀
2
𝑡2Φ

(︁
𝜔𝑒−

𝜀
2
𝑡2
)︁
𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0 𝜕𝑡 +

(︁
𝜀𝑡𝜔 − 𝑒

𝜀
2
𝑡2
)︁
𝜕𝑥 + 𝜀𝜕𝑢

4 𝑢𝑡 + (𝑥+ 𝑡)𝑢𝑢𝑥 +Φ(𝑥+ 𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0 𝜕𝑡 − 𝜕𝑥

5 𝑢𝑡 + (𝑥+ 𝑡)𝑢𝑢𝑥 + 𝜆(𝑥+ 𝑡)2𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0 𝜕𝑡 − 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 − 𝑢𝜕𝑢

Тут 𝜔 = 𝑥+
∫︀
𝑒
𝜀
2
𝑡2d𝑡, 𝜀 = ±1 mod �̌�∼

4 , 𝜆, 𝑚 — довiльнi ненульовi сталi.

У випадку 1 Φ(𝑧) ̸= 𝜆(𝑧 + 1)2, якщо 𝑚 = 1. У випадку 4 Φ(𝑧) ̸= 𝜆𝑧2.

списком для рiвнянь (3.12) з ℎ = 0, а отже вiн також представлений у

табл. 3.2. Групову класифiкацiю рiвнянь (3.11) з 𝑞 ̸= const можна вiдно-

вити з класифiкацiйного списку, отриманому для рiвнянь (3.12) з ℎ ̸= 0 з

використанням перетворення (3.13). Результати представлено в табл. 3.3.
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3.2. Груповий аналiз рiвнянь Кортевега–де Фрiза

з коефiцiєнтами, залежними вiд часу

3.2.1. Допустимi точковi перетворення в класах узагальнених

рiвнянь Кортевега–де Фрiза. Слiдуючи [260], почнемо з загально-

го класу еволюцiйних рiвнянь третього порядку й побудуємо iєрархiю

вкладених нормалiзованих пiдкласiв цього класу, якi складаються з рiз-

них узагальнень рiвнянь Кортевега–де Фрiза й модифiкованих рiвнянь

Кортевега–де Фрiза. Таким чином буде описано групоїди еквiвалентностi

цих пiдкласiв.

Розглянемо загальний клас ℰ3 еволюцiйних рiвнянь третього порядку:

𝑢𝑡 = 𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢𝑥, 𝑢𝑥𝑥, 𝑢𝑥𝑥𝑥),

де 𝐻𝑢𝑥𝑥𝑥 ̸= 0. Щоб знайти множину допустимих перетворень класу ℰ3

i його повну групу еквiвалентностi, що включає як дискретнi, так i не-

перервнi перетворення еквiвалентностi, застосуємо прямий метод. Розра-

хунки спрощуються з урахуванням того факту, що вираз для 𝑡 у будь-

якому точковому (i навiть контактному) перетвореннi, що пов’язує два

(1 + 1)-вимiрнi еволюцiйнi рiвняння, залежить тiльки вiд 𝑡 [183, 209]. Та-

ким чином, точкове перетворення вiдображає рiвняння з ℰ3 у рiвняння

з того ж класу тодi i тiльки тодi, коли воно має вигляд

𝑡 = 𝑇 (𝑡), �̃� = 𝑋(𝑡, 𝑥, 𝑢), �̃� = 𝑈(𝑡, 𝑥, 𝑢). (3.14)

Функцiї 𝑇 , 𝑋, 𝑈 мають задовольняти умову невиродженостi 𝑇𝑡Δ ̸= 0,

де Δ = 𝑋𝑥𝑈𝑢 − 𝑋𝑢𝑈𝑥. Групу еквiвалентностi 𝐺∼
0 класу ℰ3 складають

перетворення

𝑡 = 𝑇 (𝑡), �̃� = 𝑋(𝑡, 𝑥, 𝑢), �̃� = 𝑈(𝑡, 𝑥, 𝑢),

�̃� =
Δ

𝑇𝑡𝐷𝑥𝑋
𝐻 +

𝑈𝑡𝐷𝑥𝑋 −𝑋𝑡𝐷𝑥𝑈

𝑇𝑡𝐷𝑥𝑋
,

(3.15)

де 𝑇 , 𝑋, 𝑈 — гладкi функцiї, що задовольняють умову невиродженостi;

𝐷𝑥 = 𝜕𝑥+𝑢𝑥𝜕𝑢+𝑢𝑡𝑥𝜕𝑢𝑡+𝑢𝑥𝑥𝜕𝑢𝑥+· · · — оператор повного диференцiювання

за змiнною 𝑥. Отже, клас ℰ3 нормалiзований.
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Пiдклас ℰ3
0.1, виокремлений з класу ℰ3 умовою 𝐻𝑢𝑥𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0, має

таку саму групу еквiвалентностi 𝐺∼
0 , а отже також є нормалiзованим.

Це твердження справедливо i для пiдкласу ℰ3
0.2 класу ℰ3

0.1, виокремленого

умовою 𝐻𝑢𝑥𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥 = 0.

Якщо накласти додаткове обмеження 𝐻𝑢𝑥𝑥𝑥𝑢𝑥 = 0, маємо нормалiзо-

ваний пiдклас ℰ3
1.1 класу ℰ3

0.2, група еквiвалентностi 𝐺
∼
1 якого є власною

пiдгрупою 𝐺∼
0 , i складається з перетворень (3.15), де 𝑋𝑢 = 0. Нормалi-

зований пiдклас ℰ3
1.2, виокремлений з класу ℰ3

1.1 умовою 𝐻𝑢𝑥𝑥𝑥𝑢 = 0, має

таку саму групу еквiвалентностi 𝐺∼
1 .

Група еквiвалентностi 𝐺∼
2 нормалiзованого пiдкласу ℰ3

2 , вкладеного

в ℰ3
1.2 i виокремленого обмеженням𝐻𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0, мiститься у𝐺∼

1 . Її елементи

додатково задовольняють умову 𝑋𝑥𝑥 = 0.

Якщо ж накласти на пiдклас ℰ3
0.1 обмеження 𝐻𝑢𝑥𝑥 = 0, отриманий нор-

малiзований пiдклас ℰ3
3 матиме групу еквiвалентностi𝐺

∼
3 , що складається

з перетворень (3.15), для яких 𝑋𝑢 = 0, 𝑈𝑢𝑢 = 0 та 2𝑈𝑢𝑥𝑋𝑥 = 𝑈𝑢𝑋𝑥𝑥.

Тодi пiдклас ℰ3
4 = ℰ3

2 ∩ ℰ3
3 є нормалiзованим i його група еквiвалент-

ностi 𝐺∼
4 = 𝐺∼

2 ∩ 𝐺∼
3 . Iнтегруючи весь набiр обмежень, накладених на

довiльний елемент 𝐻, та умов, отриманих для елементiв 𝐺∼
4 , приходимо

до висновку, що рiвняння з класу ℰ3
4 мають вигляд

𝑢𝑡 + 𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 = 𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢𝑥),

де 𝑔 ̸= 0. Група еквiвалентностi 𝐺∼
4 складається з таких перетворень

(випишемо лише компоненти, що вiдповiдають змiнним рiвняння):

𝑡 = 𝛼(𝑡), �̃� = 𝛽(𝑡)𝑥+ 𝛾(𝑡), �̃� = 𝜃(𝑡)𝑢+ Φ(𝑡, 𝑥), (3.16)

де 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝜃, Φ — довiльнi гладкi функцiї своїх аргументiв, причому

𝛼𝑡𝛽𝜃 ̸= 0.

Далi розглянемо ще два пiдкласи класу ℰ3
4 . Перший — пiдклас рiвнянь

Кортевега–де Фрiза зi змiнними коефiцiєнтами

𝑢𝑡 + 𝑓(𝑡)𝑢𝑢𝑥 + 𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥

+ ℎ(𝑡)𝑢+ (𝑝(𝑡) + 𝑞(𝑡)𝑥)𝑢𝑥 + 𝑘(𝑡)𝑥+ 𝑙(𝑡) = 0,
(3.17)
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де всi параметри є довiльними гладкими функцiями вiд 𝑡, 𝑓𝑔 ̸= 0. Цей

пiдклас є нормалiзованим. Його групу еквiвалентностi (з точки зору до-

вiльного елемента 𝐻) можна виокремити з групи 𝐺∼
4 умовою Φ𝑥𝑥 = 0.

Отже, компоненти перетворень, що вiдповiдають змiнним рiвняння, ма-

ють простий загальний вигляд

𝑡 = 𝛼(𝑡), �̃� = 𝛽(𝑡)𝑥+ 𝛾(𝑡), �̃� = 𝜃(𝑡)𝑢+ 𝜙(𝑡)𝑥+ 𝜓(𝑡), (3.18)

де 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝜃, 𝜙, 𝜓 — гладкi функцiї вiд 𝑡, причому 𝛼𝑡𝛽𝜃 ̸= 0. Довiльнi

елементи рiвняння (3.17) перетворюються таким чином:

𝑓 =
𝛽

𝛼𝑡𝜃
𝑓, 𝑔 =

𝛽3

𝛼𝑡
𝑔, ℎ̃ =

1

𝛼𝑡

(︂
ℎ− 𝜙

𝜃
𝑓 − 𝜃𝑡

𝜃

)︂
,

𝑞 =
1

𝛼𝑡

(︂
𝑞 − 𝜙

𝜃
𝑓 +

𝛽𝑡
𝛽

)︂
, 𝑝 =

1

𝛼𝑡

(︂
𝛽𝑝− 𝛾𝑞 +

𝛾𝜙− 𝛽𝜓

𝜃
𝑓 + 𝛾𝑡 − 𝛾

𝛽𝑡
𝛽

)︂
,

𝑘 =
1

𝛼𝑡𝛽

(︂
𝜃𝑘 − 𝜙(ℎ+ 𝑞) +

𝜙2

𝜃
𝑓 − 𝜙𝑡 + 𝜙

𝜃𝑡
𝜃

)︂
, �̃� = −𝜙𝑝+ 𝜓𝑡

𝛼𝑡

+
1

𝛼𝑡

(︂
𝜃𝑙 − 𝛾

𝛽

(︂
𝜃𝑘 − 𝜙(ℎ+𝑞)+

𝜙2

𝜃
𝑓 − 𝜙𝑡+𝜙

𝜃𝑡
𝜃

)︂
− 𝜓

(︂
ℎ− 𝜙

𝜃
𝑓 − 𝜃𝑡

𝜃

)︂)︂
.

Будь-яке рiвняння з класу (3.17) можна звести точковими перетворення-

ми до вигляду (3.23) з 𝑔 = 1, а також до вигляду (3.25) i (3.28). Необ-

хiдною i достатньою умовою подiбностi таких рiвнянь до стандартного

рiвняння Кортевега–де Фрiза є умова

𝑠𝑡 = 2𝑔𝑠2 − 3𝑞𝑠+
𝑓

𝑔
𝑘, де 𝑠 :=

2𝑞 − ℎ

𝑔
+
𝑓𝑡𝑔 − 𝑓𝑔𝑡
𝑓𝑔2

. (3.19)

Другий пiдклас складається з модифiкованих рiвнянь Кортевега–де

Фрiза зi змiнними коефiцiєнтами

𝑢𝑡 + 𝑓(𝑡)𝑢2𝑢𝑥 + 𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 + ℎ(𝑡)𝑢

+ (𝑝(𝑡) + 𝑞(𝑡)𝑥)𝑢𝑥 + 𝑘(𝑡)𝑢𝑢𝑥 + 𝑙(𝑡) = 0, (3.20)

де всi параметри також є довiльними гладкими функцiями вiд 𝑡, причому

𝑓𝑔 ̸= 0. Цей пiдклас також нормалiзований. Його групу еквiвалентностi
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(з точки зору довiльного елемента 𝐻) виокремлено з 𝐺∼
4 умовою Φ𝑥 = 0,

тобто компоненти перетворень, що вiдповiдають змiнним рiвняння, ма-

ють вигляд (3.18) при 𝜙 = 0, де 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝜃 та 𝜓 — гладкi функцiї вiд 𝑡,

причому 𝛼𝛽𝜃 ̸= 0. Довiльнi елементи (3.20) перетворюються за формула-

ми

𝑓 =
𝛽

𝛼𝑡𝜃2
𝑓, 𝑔 =

𝛽3

𝛼𝑡
𝑔, ℎ̃ =

1

𝛼𝑡

(︂
ℎ− 𝜃𝑡

𝜃

)︂
, 𝑞 =

1

𝛼𝑡

(︂
𝑞 +

𝛽𝑡
𝛽

)︂
,

𝑝 =
1

𝛼𝑡

(︂
𝛽𝑝− 𝛾𝑞 + 𝛽

𝜓2

𝜃2
𝑓 − 𝛽

𝜓

𝜃
𝑘 + 𝛾𝑡 − 𝛾

𝛽𝑡
𝛽

)︂
, (3.21)

𝑘 =
𝛽

𝛼𝑡𝜃

(︂
𝑘 − 2

𝜓

𝜃
𝑓

)︂
, �̃� =

1

𝛼𝑡

(︂
𝜃𝑙 − 𝜓ℎ− 𝜓𝑡 + 𝜓

𝜃𝑡
𝜃

)︂
.

П’ять довiльних елементiв можна вiдкалiбрувати до простих сталих. На-

приклад, можна покласти 𝑔 = 1 та ℎ = 𝑝 = 𝑞 = 𝑙 = 0.

Твердження 3.15. Рiвняння вигляду (3.20) подiбне до стандартного

модифiкованого рiвняння Кортевега–де Фрiза (зi сталими коефiцiєнта-

ми) тодi й лише тодi, коли його коефiцiєнти задовольняють умови

2ℎ− 2𝑞 =
𝑓𝑡
𝑓
− 𝑔𝑡
𝑔
, 2𝑙𝑓 = 𝑘𝑡 + 𝑘ℎ− 𝑘

𝑓𝑡
𝑓
. (3.22)

У наступному роздiлi наведемо приклади подiбностi рiвнянь з кла-

сiв (3.17) та (3.20) до стандартних рiвнянь Кортевега–де Фрiза та моди-

фiкованих рiвнянь Кортевега–де Фрiза. Також розв’яжемо кiлька задач

групової класифiкацiї для класiв рiвнянь типу Кортевега–де Фрiза.

3.2.2. Груповий аналiз класу рiвнянь Кортевега–де Фрiза. Спо-

чатку дослiдимо клас рiвнянь Кортевега–де Фрiза зi змiнними коефiцiєн-

тами

𝑢𝑡 + 𝑓(𝑡)𝑢𝑢𝑥 + 𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0, (3.23)

де 𝑓 та 𝑔 — довiльнi гладкi функцiї вiд 𝑡, 𝑓𝑔 ̸= 0.

Як показано в § 3.2.1, для загальних значень довiльних елементiв 𝑓

та 𝑔 рiвняння (3.23) не еквiвалентне стандартному рiвнянню КдФ з точ-

нiстю до точкових перетворень. Але принаймнi один з параметрiв 𝑓 або
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𝑔 можна покласти рiвним одиницi за допомогою точкових перетворень.

Рiвняння вигляду (3.23) з 𝑔 = 1 дослiджувались, зокрема, в [81]. Оберемо

альтернативне калiбрування. Перетворення

𝑡 =
∫︀
𝑓(𝑡) d𝑡, �̃� = 𝑥, �̃� = 𝑢 (3.24)

вiдображає рiвняння (3.23) до рiвнянь такого самого вигляду з 𝑓(𝑡) = 1

та 𝑔(𝑡) = 𝑔(𝑡)/𝑓(𝑡).

Отже, не втрачаючи загальностi, можна розглядати клас рiвнянь

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + 𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0, (3.25)

оскiльки цей клас є образом класу (3.23) вiдносно вiдображення, поро-

дженого сiм’єю точкових перетворень (3.24) (вiдповiднi означення див.

у [260,308]). Тут 𝑔 — довiльна гладка функцiя вiд 𝑡, що не має нулiв.

Групу еквiвалентностi 𝐺∼ класу (3.25) складають перетворення

𝑡 =
𝑎𝑡+ 𝑏

𝑐𝑡+ 𝑑
, �̃� =

𝑒2𝑥+ 𝑒1𝑡+ 𝑒0
𝑐𝑡+ 𝑑

,

�̃� =
𝑒2(𝑐𝑡+ 𝑑)𝑢− 𝑒2𝑐𝑥− 𝑒0𝑐+ 𝑒1𝑑

𝜀
, 𝑔 =

𝑒2
3

𝑐𝑡+ 𝑑

𝑔

𝜀
,

(3.26)

де 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒0, 𝑒1 та 𝑒2 — довiльнi сталi, причому 𝜀 = 𝑎𝑑−𝑏𝑐 ̸= 0 та 𝑒2 ̸= 0,

а набiр (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒0, 𝑒1, 𝑒2) визначено з точнiстю до ненульового множника,

а отже без обмеження загальностi можна вважати, що 𝜀 = ±1.

Рiвняння з класу (3.25) подiбнi лише при умовi, що вони 𝐺∼-еквi-

валентнi. Бiльше того, всi допустимi перетворення в цьому класi поро-

джуються перетвореннями з групи 𝐺∼, тобто клас (3.25) є нормалiзова-

ним у звичайному сенсi. (Початковий клас (3.23) є нормалiзованим ли-

ше вiдносно розширеної узагальненої групи еквiвалентностi, а його над-

клас (3.1) не володiє властивiстю нормалiзованостi.)

З цього випливає таке твердження: рiвняння вигляду (3.25) подiбне

до рiвняння Кортевега–де Фрiза тодi i лише тодi, коли 𝑔𝑡𝑡 = 0. Будь-яке

перетворення, що реалiзує цю подiбнiсть, належить до 𝐺∼.
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Табл. 3.4: Групова класифiкацiя класу (3.25).

№ 𝑔(𝑡) Базис 𝐴max

0 ∀ 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢

1 𝑡𝑛 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢, 3𝑡𝜕𝑡 + (𝑛+ 1)𝑥𝜕𝑥 + (𝑛− 2)𝑢𝜕𝑢

2 𝑒𝑡 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢, 3𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢

3 𝑒𝛿 arctg 𝑡
√
𝑡2 + 1 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢, 3(𝑡

2 + 1)𝜕𝑡 + (3𝑡+ 𝛿)𝑥𝜕𝑥 + ((−3𝑡+ 𝛿)𝑢+ 3𝑥)𝜕𝑢

4 1 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢, 3𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 − 2𝑢𝜕𝑢, 𝜕𝑡

Тут 𝑛, 𝛿 — довiльнi сталi, 𝑛 ≥ 1/2, 𝑛 ̸= 1, 𝛿 ≥ 0 mod 𝐺∼
0 .

Тому рiвняння вигляду (3.23) зводиться до рiвняння Кортевега–де

Фрiза точковим перетворенням тодi i лише тодi, коли

𝑔(𝑡) = 𝑓(𝑡)
(︀
𝑐1
∫︀
𝑓(𝑡) d𝑡+ 𝑐0

)︀
, (3.27)

де 𝑐0 та 𝑐1 — сталi, причому (𝑐0, 𝑐1) ̸= (0, 0) [128], що добре узгоджується

з теоремою 3 роботи [324] (див. також рiвняння (3.19)). Рiвняння (3.27)

спiвпадає з обмеженням на довiльнi елементи рiвнянь з класу (3.23), якi

мають властивiсть Пенлеве [171].

Групову класифiкацiю класу (3.25) виконано класичним методом Лi–

Овсяннiкова.

Ядром 𝐴∩ = ∩𝑔 ̸=0𝐴
𝑔 максимальних алгебр лiївської iнварiантностi рiв-

нянь з класу (3.25) є 𝐴∩ = ⟨𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢⟩. Усi 𝐺∼-нееквiвалентнi випадки

розширення лiївської симетрiї вичерпуються випадками 1–4 табл. 3.4.

Клас (3.23) можна також вiдобразити у клас

�̃�𝑡 + �̃��̃��̃� + �̃��̃��̃��̃� + ℎ(𝑡)�̃� = 0 (3.28)

сiм’єю точкових перетворень 𝑡 =
∫︀
𝑔(𝑡) d𝑡, �̃� = 𝑥, �̃� =

𝑓

𝑔
𝑢. Довiльний

елемент ℎ вiдображеного класу виражається через довiльнi елементи 𝑓

та 𝑔 як

ℎ(𝑡) =
𝑓(𝑡)𝑔𝑡(𝑡)− 𝑓𝑡(𝑡)𝑔(𝑡)

𝑓(𝑡)(𝑔(𝑡))2
.
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Таким чином, рiвняння (3.25) з 𝑔 = 𝑡 вiдображається у цилiндричне рiв-

няння Кортевега–де Фрiза (ℎ = (2𝑡)−1), подiбнiсть якого до стандартного

рiвняння Кортевега–де Фрiза давно вiдома [208]. Аналогiчно, значення

𝑔 = 𝑒𝑡 вiдповiдає сферичному рiвнянню Кортевега–де Фрiза (ℎ = 𝑡−1),

яке не є iнтегровним.

Наведемо ще кiлька прикладiв подiбностi рiвнянь КдФ.

Приклад 3.16. Деякi розв’язки типу бiжучої хвилi “комбiнованого рiв-

няння Кортевега–де Фрiза з модифiкованим рiвнянням КдФ”

𝑢𝑡 + (𝛼 + 𝛽𝑢)𝑢𝑢𝑥 + 𝛾𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0, (3.29)

де 𝛼, 𝛽 та 𝛾 — дiйснi сталi, 𝛽𝛾 ̸= 0, побудовано в [105,157,282,326,333,338,

340]. Це рiвняння називається рiвнянням Гарднера (𝛼 слiд вiдмасштабу-

вати до стандартного значення) i, очевидно, подiбне до модифiкованого

рiвняння Кортевега–де Фрiза (мКдФ) �̃�𝑡+ 𝜀�̃�
2�̃��̃�+ �̃��̃��̃��̃� = 0, 𝜀 = sign(𝛽𝛾),

вiдносно точкового перетворення

𝑡 = 𝛾𝑡, �̃� = 𝑥+
𝛼2

4𝛽
𝑡, �̃� =

√︃⃒⃒⃒⃒
𝛽

𝛾

⃒⃒⃒⃒ (︂
𝑢+

𝛼

2𝛽

)︂
,

вiдомого досить давно [214]. Тому кожний розв’язок рiвняння (3.29) мож-

на подати у виглядi

𝑢(𝑡, 𝑥) =

√︃⃒⃒⃒⃒
𝛾

𝛽

⃒⃒⃒⃒
�̃�

(︂
𝛾𝑡, 𝑥+

𝛼2

4𝛽
𝑡

)︂
− 𝛼

2𝛽
,

де �̃� є розв’язком рiвняння мКдФ, а для будь-якого розв’язку рiвняння

мКдФ такий вигляд рiвняння дає розв’язок (3.29).

Iнший близький клас рiвнянь

𝑢𝑡 + 𝑢𝑥 + 𝛼𝑢2𝑢𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0, (3.30)

де 𝛼 пробiгає набiр дiйсних ненульових сталих, розглянуто в [336]. За

допомогою так званого “методу Exp-функцiї” знайдено лише певнi його
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розв’язки типу бiжучої хвилi. Будь-яке рiвняння вигляду (3.30) тривiаль-

ним точковим перетворенням 𝑡 = 𝑡, �̃� = 𝑥−𝑡, �̃� =
√︀
|𝛼|𝑢 зводиться до рiв-

няння мКдФ �̃�𝑡+𝜀�̃�
2�̃��̃�+�̃��̃��̃��̃� = 0, де 𝜀 = sign𝛼. Рiвняння (3.30) з 𝛼 = 1 та-

кож дослiджено за допомогою “розширеного методу F-розвинення” [207].

Приклад 3.17. Автори роботи [272] застосували “узагальнений метод

розвинення” для знаходження точних розв’язкiв узагальнених рiвнянь

Кортевега–де Фрiза зi змiнними коефiцiєнтами вигляду

𝑢𝑡 + 𝑔(𝑡)(6𝑢𝑢𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥) + 6𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)𝑢

= 𝑥(𝑓𝑡(𝑡) + 12𝑔(𝑡)𝑓 2(𝑡)) +𝑀(𝑡), 𝑔 ̸= 0.
(3.31)

Клас (3.31) можна вiдобразити у рiвняння КдФ �̃�𝑡 + 6�̃��̃��̃� + �̃��̃��̃��̃� = 0

сiм’єю точкових перетворень

𝑡 =
∫︀
𝑔𝛾3 d𝑡, �̃� = 𝛾𝑥− 6

∫︀
𝑔 𝛾3𝛽 d𝑡, �̃� =

𝑢− 𝑓𝑥

𝛾2
− 𝛽,

де 𝛾 = 𝑒−6
∫︀
𝑓𝑔 d𝑡 та 𝛽 =

∫︀
𝑀𝛾−2 d𝑡. Це означає, що функцiя 𝑢 = 𝑢(𝑡, 𝑥)

задовольняє рiвняння (3.31) тодi й тiльки тодi, коли вона пов’язана з

розв’язком �̃� класичного рiвняння КдФ спiввiдношенням

𝑢 = 𝛾2 �̃�
(︀∫︀

𝑔𝛾3 d𝑡, 𝛾𝑥− 6
∫︀
𝑔 𝛾3𝛽 d𝑡

)︀
+ 𝑓𝑥+ 𝛾2𝛽.

Пiдклас рiвнянь (3.31) з 𝑔 = 1 та 𝑀 = 0 розглянуто з симетрiйної

точки зору в [293]. Насправдi, отриманi результати можна поширити на

рiвняння бiльш загального вигляду, а саме

𝑢𝑡 + 6𝑢𝑢𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥 + 6𝑓(𝑡)𝑢 = 𝑥
(︀
𝑓𝑡(𝑡)+12𝑓 2(𝑡)

)︀
+ ℎ𝑡(𝑡) + 12𝑓(𝑡)ℎ(𝑡).

Сiм’я точкових перетворень, якi вiдображають останнiй клас у рiвняння

КдФ, має вигляд

𝑡 =
∫︀
𝛾3 d𝑡, �̃� = 𝛾𝑥− 6

∫︀
ℎ𝛾 d𝑡, �̃� =

𝑢− 𝑓𝑥− ℎ

𝛾2
,

де 𝛾 = 𝑒−6
∫︀
𝑓 d𝑡.
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Подiбнiсть диференцiальних рiвнянь можна застосовувати не лише

для отримання нових розв’язкiв iз вiдомих та спрощення розрахункiв.

Цей пiдхiд легко поширюється на рiзнi локальнi об’єкти та властивостi,

пов’язанi з диференцiальними рiвняннями, зокрема, лiївськi та точковi

симетрiї [22, 260, 308], закони збереження та потенцiальнi симетрiї [258,

259,261], некласичнi оператори редукцiї [264,308].

3.2.3. Груповий аналiз класу рiвнянь типу Кортевега–де Фрiза

з використанням методу еквiвалентностi. Виконаємо групову кла-

сифiкацiю класу рiвнянь КдФ зi змiнними коефiцiєнтами, використовую-

чи пiдхiд, що ґрунтується на еквiвалентностi. А саме, дослiдимо симетрiй-

нi властивостi та точнi розв’язки рiвнянь КдФ зi змiнними коефiцiєнтами

вигляду

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + 𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 + ℎ(𝑡)𝑢 = 0, (3.32)

де 𝑔 та ℎ — довiльнi гладкi функцiї змiнної 𝑡, 𝑔 ̸= 0.

Групову класифiкацiю класу (3.32) з ℎ = 0 — проведено в попере-

дньому пiдроздiлi. Важлива властивiсть класу (3.32) — його нормалiзо-

ванiсть. Таким чином, використовуючи вiдомий класифiкацiйний список

i перетворення еквiвалентностi, групову класифiкацiю початкового кла-

су (3.32) можна отримати без прямих обчислень. Нещодавно часткову

групову класифiкацiю класу (3.32) здiйснено в роботi [168] (де замiсть ℎ

та 𝑔 вiдповiдно використано позначення 𝑎 та 𝑏). Але при цьому не вико-

ристано перетворення еквiвалентностi, що є суттєвим недолiком вказаної

роботи. В нiй знайдено лише деякi випадки розширень лiївської симетрiї,

а саме випадки з ℎ = const, ℎ = 1/𝑡 та ℎ = 2/𝑡.

Насправдi задачу групової класифiкацiї класу (3.32) з точнiстю до йо-

го групи еквiвалентностi вже розв’язано, оскiльки цей клас зводиться до

класу (3.32) з ℎ = 0 (клас (3.25)) групову класифiкацiю якого проведе-

но в [263] (див. попереднiй пiдроздiл). Використовуючи вiдомий класи-

фiкацiйний список та перетворення еквiвалентностi, отримаємо групову
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класифiкацiю класу (3.32) без спрощення рiвнянь, що допускають роз-

ширення алгебри лiївської симетрiї, i власне цих алгебр перетвореннями

еквiвалентностi. Розширений класифiкацiйний список може бути кори-

сним для застосування, крiм того вiн зручний для порiвняння результа-

тiв, отриманих у [168].

Клас (3.32) є пiдкласом класу (3.17), виокремленим умовами 𝑓 = 1

та 𝑝 = 𝑞 = 𝑘 = 𝑙 = 0. Пiдставляючи цi значення функцiй 𝑓 , 𝑝, 𝑞, 𝑘 та 𝑙

в (3.19), отримаємо твердження.

Наслiдок 3.18. Рiвняння з класу (3.32) зводиться до стандартного рiв-

няння КдФ точковим перетворенням тодi й тiльки тодi, коли iснують

сталi 𝑐0 та 𝜀 ∈ {0, 1} такi, що

ℎ =
𝜀

2

𝑔∫︀
𝑔 d𝑡+ 𝑐0

− 𝑔𝑡
𝑔
. (3.33)

Клас (3.32) допускає розширену узагальнену групу еквiвалентностi

й нормалiзований лише в узагальненому сенсi. Має мiсце твердження.

Теорема 3.19. Розширена узагальнена група еквiвалентностi �̂�∼
1 кла-

су (3.32) складається з перетворень

𝑡 = 𝛼, �̃� = 𝛽𝑥+ 𝛾, �̃� = 𝜆(𝛽𝑢+ 𝛽𝑡𝑥+ 𝛾𝑡),

ℎ̃ = 𝜆ℎ− 2𝜆
𝛽𝑡
𝛽

− 𝜆𝑡, 𝑔 = 𝛽3𝜆 𝑔,

де 𝛽 = (𝛿1
∫︀
𝑒−

∫︀
ℎd𝑡 d𝑡 + 𝛿2)

−1, 𝛾 = 𝛿3
∫︀
𝛽2𝑒−

∫︀
ℎd𝑡 d𝑡 + 𝛿4; 𝛿1, . . . , 𝛿4 — до-

вiльнi сталi, причому (𝛿1, 𝛿2) ̸= (0, 0); 𝛼 — довiльна гладка функцiя вiд 𝑡,

причому 𝛼𝑡 ̸= 0; функцiя 𝜆 = 1/𝛼𝑡.

Звичайна група еквiвалентностi 𝐺∼
1 класу (3.32) — це пiдгрупа роз-

ширеної узагальненої групи еквiвалентностi �̂�∼
1 , виокремлена умовами

𝛿1 = 𝛿3 = 0.

Калiбрування ℎ = 0 в класi (3.32) можна здiйснити за допомогою

перетворення еквiвалентностi

𝑡 =
∫︀
𝑒−

∫︀
ℎ(𝑡) d𝑡 d𝑡, �̂� = 𝑥, �̂� = 𝑒

∫︀
ℎ(𝑡) d𝑡𝑢, (3.34)
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що пов’язує рiвняння (3.32) з рiвнянням �̂�𝑡 + �̂��̂��̂� + 𝑔(𝑡)�̂��̂��̂��̂� = 0. Новий

довiльний елемент 𝑔 виражається через 𝑔 та ℎ як 𝑔(𝑡) = 𝑒
∫︀
ℎ(𝑡) d𝑡𝑔(𝑡).

Кожному рiвнянню з класу (3.32) при перетвореннi (3.34) вiдповiдає

рiвняння-образ у класi (3.25). Група еквiвалентностi 𝐺∼ класу (3.25), за-

дана перетвореннями (3.47), породжується групою еквiвалентностi �̂�∼
1

класу (3.32), яка, в свою чергу, породжується групою еквiвалентностi їх

надкласу (3.17). Це гарантiя того, що в табл. 3.4 мiститься i класифiка-

цiйний список класу (3.32) з точнiстю до �̂�∼
1 -еквiвалентностi (вiдповiдно,

класу (3.17) з точнiстю до його групи еквiвалентностi). Оскiльки всi пе-

рерахованi класи нормалiзованi, можна стверджувати, що отримано кла-

сифiкацiї лiївських симетрiй цих класiв з точнiстю до загальної точкової

еквiвалентностi. Це призводить до твердження.

Твердження 3.20. Рiвняння з класу (3.32) (або (3.17)) допускає чоти-

ривимiрну алгебру лiївської iнварiантностi тодi й тiльки тодi, коли во-

но зводиться точковим перетворенням до рiвняння Кортевега–де Фрiза

зi сталими коефiцiєнтами, тобто, коли виконується умова (3.33) (або

(3.19)).

Щоб отримати класифiкацiйний список класу (3.32), який не спро-

щено перетвореннями еквiвалентностi, використаємо алгоритм побудови

повного списку розширень лiївської симетрiї зi списку нееквiвалентних

розширень, запропонований у [298]. Спочатку до класифiкацiйного спи-

ску, наведеного в табл. 3.4, застосуємо перетворення з групи 𝐺∼. Отри-

маємо розширений список:

0. ∀ 𝑔 : ⟨𝜕�̂�, 𝑡𝜕�̂� + 𝜕�̂�⟩;

1. 𝑔 = 𝑐0(𝑎 𝑡+ 𝑏)𝑛(𝑐 𝑡+ 𝑑)1−𝑛, 𝑛 ̸= 0, 1: ⟨𝜕�̂�, 𝑡𝜕�̂� + 𝜕�̂�, 𝑋3⟩, де

𝑋3 = 3(𝑎 𝑡+ 𝑏)(𝑐 𝑡+ 𝑑)𝜕𝑡 +
(︀
3𝑎𝑐𝑡+ 𝑎𝑑(𝑛+ 1) + 𝑏𝑐(2− 𝑛)

)︀
�̂�𝜕�̂�

+
[︀
3𝑎𝑐�̂�− (3𝑎𝑐𝑡+ 𝑎𝑑(2− 𝑛) + 𝑏𝑐(𝑛+ 1))�̂�

]︀
𝜕�̂�;

2. 𝑔 = 𝑐0(𝑐 𝑡+ 𝑑) exp

(︂
𝑎 𝑡+ 𝑏

𝑐 𝑡+ 𝑑

)︂
: ⟨𝜕�̂�, 𝑡𝜕�̂� + 𝜕�̂�, 𝑋3⟩, де

𝑋3 = 3(𝑐 𝑡+ 𝑑)2𝜕𝑡 +
(︀
3𝑐(𝑐𝑡+ 𝑑) + 𝜀

)︀
�̂�𝜕�̂� +

[︀
3𝑐2�̂�+ (𝜀− 3𝑐(𝑐𝑡+ 𝑑))�̂�

]︀
𝜕�̂�;
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3. 𝑔 = 𝑐0𝑒
𝛿 arctg(𝑎 𝑡+𝑏𝑐 𝑡+𝑑)

√︁
(𝑎 𝑡+ 𝑏)2 + (𝑐 𝑡+ 𝑑)2: ⟨𝜕�̂�, 𝑡𝜕�̂� + 𝜕�̂�, 𝑋3⟩, де

𝑋3 = 3
(︀
(𝑎 𝑡+ 𝑏)2 + (𝑐 𝑡+ 𝑑)2

)︀
𝜕𝑡 +

(︀
3𝑎(𝑎𝑡+ 𝑏) + 3𝑐(𝑐𝑡+ 𝑑) + 𝜀𝛿

)︀
�̂�𝜕�̂�

+
(︀
3(𝑎2 + 𝑐2)�̂�− (3𝑎(𝑎𝑡+ 𝑏) + 3𝑐(𝑐𝑡+ 𝑑)− 𝜀𝛿)�̂�

)︀
𝜕�̂�;

4a. 𝑔 = 𝑐0 ̸= 0: ⟨𝜕�̂�, 𝑡𝜕�̂� + 𝜕�̂�, 𝜕𝑡, 3𝑡𝜕𝑡 + �̂�𝜕�̂� − 2�̂�𝜕�̂�⟩;
4b. 𝑔 = 𝑐𝑡+ 𝑑, 𝑐 ̸= 0: ⟨𝜕�̂�, 𝑡𝜕�̂� + 𝜕�̂�, 3(𝑐𝑡+ 𝑑)𝜕𝑡 + 2𝑐�̂�𝜕�̂� − 𝑐�̂�𝜕�̂�, 𝑋4⟩,
де 𝑋4 = (𝑐𝑡+ 𝑑)2𝜕𝑡 + 𝑐(𝑐𝑡+ 𝑑)�̂�𝜕�̂� + 𝑐(𝑐�̂�− (𝑐𝑡+ 𝑑)�̂�)𝜕�̂�.

Тут 𝑐0, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝛿 — довiльнi сталi, причому (𝑎2 + 𝑏2)(𝑐2 + 𝑑2) ̸= 0,

𝜀 = 𝑎𝑑− 𝑏𝑐, 𝑐0 ̸= 0.

Потiм знаходимо прообрази рiвнянь з класу �̂�𝑡 + �̂��̂��̂� + 𝑔(𝑡)�̂��̂��̂��̂� = 0

при перетвореннi (3.34) з довiльними елементами, зiбраними в наведеному

списку. Останнiй крок — перетворення базисних операторiв вiдповiдних

алгебр лiївської симетрiї. Результати представлено в табл. 3.5.

Розмноження точних розв’язкiв. Ще у 1970-х роках Хiротою [23]

побудовано 𝑁 -солiтонний розв’язок рiвняння Кортевега–де Фрiза в кано-

нiчнiй формi

𝑈𝑡 − 6𝑈𝑈𝑥 + 𝑈𝑥𝑥𝑥 = 0. (3.35)

Двосолiтонний розв’язок рiвняння (3.35) має вигляд

𝑈 = −2
𝜕2

𝜕𝑥2
ln
(︀
1 + 𝑏1𝑒

𝜃1 + 𝑏2𝑒
𝜃2 + 𝐴𝑏1𝑏2𝑒

𝜃1+𝜃2
)︀
, (3.36)

де 𝑎𝑖, 𝑏𝑖 — довiльнi сталi, 𝜃𝑖 = 𝑎𝑖𝑥− 𝑎3𝑖 𝑡, 𝑖 = 1, 2; 𝐴 =
(︁
𝑎1−𝑎2
𝑎1+𝑎2

)︁2
.

Комбiнуючи перетворення �̂� = −6𝑈 , що пов’язує рiвняння (3.35) з рiв-

нянням КдФ

�̂�𝑡 + �̂��̂��̂� + �̂��̂��̂��̂� = 0, (3.37)

i перетворення (3.34), отримаємо формулу

𝑢 = −6𝑒−
∫︀
ℎ(𝑡) d𝑡 𝑈

(︁∫︀
𝑒−

∫︀
ℎ(𝑡) d𝑡 d𝑡, 𝑥

)︁
для побудови точних розв’язкiв рiвнянь загального вигляду

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + 𝑒−
∫︀
ℎ(𝑡) d𝑡𝑢𝑥𝑥𝑥 + ℎ(𝑡)𝑢 = 0. (3.38)
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Табл. 3.5: Повний список розширень лiївської симетрiї в класi (3.32).

№ 𝑔(𝑡) Базис 𝐴max

0 ∀ 𝜕𝑥, 𝑇𝜕𝑥 + 𝑇𝑡𝜕𝑢

1 𝑐0𝑇𝑡(𝑎𝑇 + 𝑏)𝑛(𝑐𝑇 + 𝑑)1−𝑛 𝜕𝑥, 𝑇𝜕𝑥 + 𝑇𝑡𝜕𝑢, 3𝑇
−1
𝑡 (𝑎𝑇 + 𝑏)(𝑐𝑇 + 𝑑)𝜕𝑡 +

[︀
3𝑎𝑐𝑇

+ 𝑎𝑑(𝑛+ 1) + 𝑏𝑐(2− 𝑛)
]︀
𝑥𝜕𝑥 +

(︁
3𝑎𝑐𝑥𝑇𝑡 −

[︀
3𝑎𝑐𝑇

+ 3ℎ𝑇−1
𝑡 (𝑎𝑇 + 𝑏)(𝑐𝑇 + 𝑑) + 𝑏𝑐(𝑛+ 1) + 𝑎𝑑(2− 𝑛)

]︀
𝑢
)︁
𝜕𝑢

2 𝑐0𝑇𝑡(𝑐𝑇 + 𝑑) exp
(︁
𝑎𝑇+𝑏
𝑐𝑇+𝑑

)︁
𝜕𝑥, 𝑇𝜕𝑥 + 𝑇𝑡𝜕𝑢, 3𝑇

−1
𝑡 (𝑐𝑇 + 𝑑)2𝜕𝑡 + (3𝑐(𝑐𝑇 + 𝑑) + 𝜀)𝑥𝜕𝑥

+
[︀
3𝑐2𝑥𝑇𝑡 +

(︀
𝜀− 3(𝑐𝑇 + 𝑑)(𝑐+ ℎ(𝑐𝑇 + 𝑑)𝑇−1

𝑡 )
)︀
𝑢
]︀
𝜕𝑢

3 𝑐0𝑇𝑡𝑒
𝛿 arctg(𝑎𝑇+𝑏

𝑐𝑇+𝑑)𝐺(𝑡) 𝜕𝑥, 𝑇𝜕𝑥 + 𝑇𝑡𝜕𝑢, 3𝑇
−1
𝑡 𝐺2𝜕𝑡

+
[︀
3𝑎(𝑎𝑇 + 𝑏) + 3𝑐(𝑐𝑇 + 𝑑) + 𝜀𝛿

]︀
𝑥𝜕𝑥 +

[︀
3(𝑎2 + 𝑐2)𝑥𝑇𝑡

−
(︀
3𝑎(𝑎𝑇 + 𝑏) + 3𝑐(𝑐𝑇 + 𝑑)− 𝜀𝛿 + 3ℎ𝑇−1

𝑡 𝐺2
)︀
𝑢
]︀
𝜕𝑢

4a 𝑐0𝑇𝑡 𝜕𝑥, 𝑇𝜕𝑥 + 𝑇𝑡𝜕𝑢, 𝑇
−1
𝑡 (𝜕𝑡 − ℎ𝑢𝜕𝑢),

3𝑇𝑇−1
𝑡 𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 − (2 + 3𝑇𝑇−1

𝑡 ℎ)𝑢𝜕𝑢

4b (𝑐𝑇 + 𝑑)𝑇𝑡 𝜕𝑥, 𝑇𝜕𝑥 + 𝑇𝑡𝜕𝑢, 𝑇
−1
𝑡 (𝑐𝑇 + 𝑑)2𝜕𝑡 + 𝑐(𝑐𝑇 + 𝑑)𝑥𝜕𝑥

+ [𝑐2𝑥𝑇𝑡 − (𝑐𝑇 + 𝑑)(𝑐+ 𝑇−1
𝑡 (𝑐𝑇 + 𝑑)ℎ)𝑢]𝜕𝑢,

3𝑇−1
𝑡 (𝑐𝑇 + 𝑑)𝜕𝑡 + 2𝑐𝑥𝜕𝑥 − (𝑐+ 3𝑇−1

𝑡 (𝑐𝑇 + 𝑑)ℎ)𝑢𝜕𝑢

Тут 𝑇 =
∫︀
𝑒−

∫︀
ℎ(𝑡) d𝑡 d𝑡, 𝑇𝑡 = 𝑒−

∫︀
ℎ(𝑡) d𝑡, 𝐺 =

√︀
(𝑎𝑇 + 𝑏)2 + (𝑐𝑇 + 𝑑)2; 𝑛, 𝑐0, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝛿 —

довiльнi сталi, (𝑎2 + 𝑏2)(𝑐2 + 𝑑2) ̸= 0, 𝜀 = 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐, 𝑐0 ̸= 0, 𝑛 ̸= 0, 1. У випадку (4b) 𝑐 ̸= 0.

Функцiя ℎ — довiльна у всiх випадках.

Цi рiвняння є прообразами рiвнянь (3.37) при перетвореннi (3.34). Тут

ℎ — довiльна гладка функцiя змiнної 𝑡, що не має нулiв. Двосолiтонний

розв’язок (3.36) призводить до розв’язку

𝑢 = 12𝑒−
∫︀
ℎ(𝑡) d𝑡 𝜕

2

𝜕𝑥2
ln
(︀
1 + 𝑏1𝑒

𝜃1 + 𝑏2𝑒
𝜃2 + 𝐴𝑏1𝑏2𝑒

𝜃1+𝜃2
)︀

рiвняння (3.38), де 𝑎𝑖, 𝑏𝑖 — довiльнi сталi, 𝜃𝑖 = 𝑎𝑖𝑥− 𝑎3𝑖
∫︀
𝑒−

∫︀
ℎ(𝑡) d𝑡 d𝑡, 𝑖 =

1, 2;𝐴 =
(︁
𝑎1−𝑎2
𝑎1+𝑎2

)︁2
. Використовуючи вiдомi розв’язки класичного рiвняння

КдФ, можна побудувати й iншi типи розв’язкiв рiвнянь з класу (3.38).
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3.3. Розширений груповий аналiз узагальнених

рiвнянь Кавахари зi змiнними коефiцiєнтами

У цьому роздiлi з точки зору лiївських симетрiй дослiджено узагальненi

рiвняння Кавахари з коефiцiєнтами, залежними вiд часу:

𝑢𝑡 + 𝛼(𝑡)𝑢𝑛𝑢𝑥 + 𝛽(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝜎(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0. (3.39)

Тут 𝑛— довiльне ненульове цiле число, 𝛼, 𝛽 та 𝜎 — гладкi функцiї вiд 𝑡, що

не мають нулiв. У випадку сталих 𝛼, 𝛽 та 𝜎 рiвняння (3.39) є класичними

моделями теорiї солiтонiв. Наведемо короткий огляд застосувань рiвнянь

Кавахари i пов’язаних з ними результатiв.

У звичайному сенсi, солiтоннi хвилi — це нелiнiйнi хвилi постiйної

форми, якi швидко (зазвичай експоненцiйно) спадають у своїх хвостових

областях. Однак за критичних умов у дисперсiйних системах вiдбувається

несподiване зростання слабо-нелокальних солiтонних хвиль (наприклад,

магнiто-акустичнi хвилi в плазмi, хвилi з поверхневим натягом тощо). Цi

хвилi складаються з центральної частини (яка подiбна до центральної

частини класичних солiтонних хвиль) i коливних хвостiв з ненульовою

сталою амплiтудою, якi простягаються нескiнченно далеко вiд централь-

ної частини. Щоб з’ясувати i описати властивостi цих хвиль, Т. Кавахара

запропонував узагальненi нелiнiйнi дисперсiйнi рiвняння, якi мають ви-

гляд рiвняння КдФ з додатковим членом з п’ятою похiдною, тобто

𝑢𝑡 + 𝛼𝑢𝑢𝑥 + 𝛽𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝜎𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0,

де 𝛼, 𝛽 та 𝜎 — ненульовi сталi [140, 180]. Це рiвняння вивчалося з рiзних

точок зору. Його точний солiтонний розв’язок знайдено в [328]. У робо-

тi [148] показано iснування розв’язку типу бiжучої хвилi для рiвняння Ка-

вахари, що розглядається як формальне асимптотичне наближення хвиль

на водi з поверхневим натягом.

У роботi [72] виконано рiзноманiтнi чисельнi розрахунки як для не-

перiодичних, так i для просторово-перiодичних розв’язкiв одновимiрно-
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го рiвняння, яке моделює капiлярно-гравiтацiйнi хвилi. В [130] з вико-

ристанням асимптотичних методiв показано, що солiтоннi розв’язки рiв-

няння Кавахари утворюють однопараметричну сiм’ю, яка характеризу-

ється фазовим зсувом коливних хвостiв. У цiй роботi отримано явну

асимптотичну формулу, що пов’язує амплiтуду коливань iз зсувом фази.

Розв’язнiсть задачi Кошi (її локальне i глобальне iснування) для рiвнян-

ня Кавахари вивчено в [96, 155]. Поведiнку розв’язкiв рiвнянь Кавахари

дослiджено, зокрема, у [2, 46, 100, 103, 134, 329]. У [318] прокласифiковано

узагальненi й формальнi симетрiї, а також локальнi закони збережен-

ня рiвнянь Кавахари зi сталими коефiцiєнтами з довiльною нелiнiйнiстю

𝑢𝑡 + 𝑓(𝑢)𝑢𝑥 + 𝛽𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝜎𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0, де 𝑓𝑢𝛽𝜎 ̸= 0.

Узагальненi моделi зi сталими коефiцiєнтами, пов’язанi з рiвнянням

Кавахари, з’явилися пiзнiше. Наприклад, довгi хвилi на мiлкiй водi пiд

кригою моделюються рiвнянням 𝑢𝑡+𝑢𝑥+𝛼𝑢𝑢𝑥+𝛽𝑢𝑥𝑥𝑥+𝜎𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 [27,

210]. Це рiвняння зводиться до класичного рiвняння Кавахари за до-

помогою простої замiни змiнних: �̃� = 𝑥 − 𝑡 (𝑡 i 𝑢 не перетворюю-

ться) або �̃� = 1 + 𝛼𝑢 (𝑡 i 𝑥 не перетворюються). У [176, 177] дослiдже-

но стiйкiсть солiтонiв, описаних модифiкованими рiвняннями Кавахари

𝑢𝑡 + 𝛼𝑢𝑛𝑢𝑥 + 𝛽𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝜎𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0, де 𝛼, 𝛽, 𝜎 — ненульовi сталi, а число

𝑛 ∈ N. Виявилося, що солiтони стабiльнi при 𝑛 < 8.

Вiдзначимо, що нi класичне рiвняння Кавахари, анi наведенi вище

його узагальнення не є iнтегровними методом оберненої задачi розсiян-

ня [213,280].

Останнiм часом багато уваги придiляли моделям зi змiнними коефiцi-

єнтами — таким як рiвняння Кортевега–де Фрiза, Бюргерса й Шредiнге-

ра [263]. У недавнiй роботi [179] для знаходження точних розв’язкiв кла-

сичного i модифiкованого рiвнянь Кавахари зi змiнними коефiцiєнтами

вигляду (3.39) з 𝑛 = 1 та 𝑛 = 2, вiдповiдно, застосовано лiївськi симет-

рiї. Наявнiсть трьох довiльних коефiцiєнтiв, що залежать вiд 𝑡, робить

задачу повного знаходження лiївських симетрiй занадто важкою. В [179]
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отримано лише частковi результати щодо лiївських симетрiй, оскiльки ка-

лiбрування довiльних елементiв класу перетвореннями еквiвалентностi не

було зроблено. У цьому пiдроздiлi покажемо, що використання точкових

перетворень еквiвалентностi дозволяє розв’язати задачу повнiстю.

3.3.1. Допустимi перетворення. Допустимi перетворення в кла-

сi (3.39) знайдено прямим методом [183]. В результатi отримано

твердження, наведенi в теоремах 3.21 i 3.22.

Теорема 3.21. Звичайна група еквiвалентностi 𝐺∼ класу (3.39) скла-

дається з перетворень

𝑡 = 𝑇 (𝑡), �̃� = 𝛿1𝑥+ 𝛿2, �̃� = 𝛿3𝑢,

�̃�(𝑡) =
𝛿1
𝛿3
𝑛𝑇𝑡

𝛼(𝑡), 𝛽(𝑡) =
𝛿31
𝑇𝑡
𝛽(𝑡), �̃�(𝑡) =

𝛿51
𝑇𝑡
𝜎(𝑡), �̃� = 𝑛,

де 𝛿𝑗, 𝑗 = 1, 2, 3, — довiльнi сталi, причому 𝛿1𝛿3 ̸= 0; 𝑇 — довiльна гладка

функцiя з 𝑇𝑡 ̸= 0.

Теорема 3.22. Розширену узагальнену групу еквiвалентностi �̂�∼
𝑛=1 кла-

су рiвнянь

𝑢𝑡 + 𝛼(𝑡)𝑢𝑢𝑥 + 𝛽(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝜎(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 (3.40)

утворюють перетворення

𝑡 = 𝑇 (𝑡), �̃� = (𝑥+ 𝛿1)𝑋
1 + 𝛿0, �̃� =

𝛿2
𝑋1

𝑢− 𝛿2𝛿3(𝑥+ 𝛿1),

�̃�(𝑡) =
(𝑋1)2

𝛿2𝑇𝑡
𝛼(𝑡), 𝛽(𝑡) =

(𝑋1)3

𝑇𝑡
𝛽(𝑡), �̃�(𝑡) =

(𝑋1)5

𝑇𝑡
𝜎(𝑡),

де 𝑋1 = (𝛿3
∫︀
𝛼(𝑡)d𝑡 + 𝛿4)

−1; 𝛿𝑗, 𝑗 = 0, . . . , 4, — довiльнi сталi, причому

𝛿2(𝛿3
2 + 𝛿4

2) ̸= 0; 𝑇 = 𝑇 (𝑡) є гладкою функцiєю з 𝑇𝑡 ̸= 0. Звичайна

група еквiвалентностi 𝐺∼
𝑛=1 класу (3.40) складається з вищезазначених

перетворень з 𝛿1 = 𝛿3 = 0.
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Теорема 3.23. Рiвняння вигляду (3.39) зi змiнними коефiцiєнтами

можна звести точковим перетворенням до рiвняння зi сталими ко-

ефiцiєнтами з цього самого класу тодi й тiльки тодi, коли коефiцiєнти

𝛼, 𝛽, 𝜎 задовольняють умови(︂
𝛽

𝛼

)︂
𝑡

=

(︂
𝜎

𝛼

)︂
𝑡

= 0, якщо 𝑛 ̸= 1, (3.41)(︂
1

𝛼

(︂
𝛽

𝛼

)︂
𝑡

)︂
𝑡

= 0,

(︂
𝜎𝛼2

𝛽3

)︂
𝑡

= 0, якщо 𝑛 = 1. (3.42)

Наявнiсть довiльної функцiї 𝑇 (𝑡) у перетвореннях еквiвалентностi, на-

ведених у теоремах 3.21 i 3.22, дозволяє вiдкалiбрувати одну з довiльних

функцiй 𝛼, 𝛽 чи 𝜎 до простого сталого значення, наприклад, до одиницi.

Яке ж з трьох можливих калiбрувань зручнiше для подальшого роз-

гляду? При 𝛽 = 1 або 𝜎 = 1 клас (3.40), як i ранiше, нормалiзований лише

в розширеному узагальненому сенсi, оскiльки перетворення незалежних

i залежних змiнних все ще мiстять
∫︀
𝛼(𝑡)d𝑡. Натомiсть при 𝛼 = 1 вiн нор-

малiзований вiдносно своєї звичайної групи еквiвалентностi, оскiльки 𝑋1

з теореми 3.22 в цьому випадку набуває вигляду 𝑋1 = (𝛿3𝑡+ 𝛿4)
−1.

Тому можна очiкувати, що у випадку 𝑛 = 1 групову класифiкацiю

легше провести з калiбруванням 𝛼 = 1. Якщо ж 𝑛 ̸= 1, то всi три запро-

понованих калiбрування виглядають однаково зручними, тому оберемо

калiбрування 𝛼 = 1 для унiфiкацiї випадкiв 𝑛 = 1 i 𝑛 ̸= 1.

Калiбрування 𝛼 = 1 реалiзується точковим перетворенням

𝑡 =
∫︀
𝛼(𝑡)d𝑡, �̂� = 𝑥, �̂� = 𝑢. (3.43)

Пiсля цього клас (3.39) слiд вiдобразити у свiй пiдклас за допомогою пе-

ретворення �̂� = 1, 𝛽 = 𝛽/𝛼 та �̂� = 𝜎/𝛼. Отже, не втрачаючи загальностi,

можна обмежитися вивченням класу

𝑢𝑡 + 𝑢𝑛𝑢𝑥 + 𝛽(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝜎(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0, (3.44)

оскiльки всi результати щодо симетрiй, законiв збереження, класичних

розв’язкiв та iнших пов’язаних об’єктiв для рiвнянь (3.39) можна знайти,

використавши аналогiчнi результати, отриманi для рiвнянь з класу (3.44).
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Щоб отримати групу еквiвалентностi для пiдкласу класу (3.39) при

𝛼 = 1, покладемо �̃� = 𝛼 = 1 в перетвореннях, наведених у теоремах 3.21

i 3.22.

Наслiдок 3.24. Узагальнена група еквiвалентностi �̂�∼
𝛼=1 класу (3.44)

складається з перетворень

𝑡 = 𝛿1𝛿3
−𝑛𝑡+ 𝛿0, �̃� = 𝛿1𝑥+ 𝛿2, �̃� = 𝛿3𝑢,

𝛽(𝑡) = 𝛿1
2𝛿3

𝑛𝛽(𝑡), �̃�(𝑡) = 𝛿1
4𝛿3

𝑛𝜎(𝑡), �̃� = 𝑛,
(3.45)

де 𝛿𝑗, 𝑗 = 0, 1, 2, 3, — довiльнi сталi, причому 𝛿1𝛿3 ̸= 0.

Зауваження 3.25. Якщо сталу 𝑛 у класi (3.44) вважати змiнною, то

група еквiвалентностi �̂�∼
𝛼=1 — узагальнена, оскiльки 𝑛 входить у пере-

творення змiнної 𝑡. З iншого боку, 𝑛 є iнварiантом вiдносно дiї групи

еквiвалентностi, тому клас (3.44) можна розглядати як об’єднання всiх

його пiдкласiв з фiксованими 𝑛. Для кожного такого пiдкласу група �̂�∼
𝛼=1

є звичайною групою еквiвалентностi.

У випадку 𝑛 = 1 покладемо в перетвореннях теореми 3.22 𝛼 = �̃� = 1

i перепозначимо сталi 𝛿𝑗, 𝑗 = 0, . . . , 4, щоб записати перетворення в бiльш

компактнiй формi.

Наслiдок 3.26. Звичайна група еквiвалентностi 𝐺∼
𝛼=𝑛=1 класу

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + 𝛽(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝜎(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 (3.46)

складається з перетворень

𝑡 =
𝑎𝑡+ 𝑏

𝑐𝑡+ 𝑑
, �̃� =

𝑒2𝑥+ 𝑒1𝑡+ 𝑒0
𝑐𝑡+ 𝑑

, �̃� =
𝑒2(𝑐𝑡+ 𝑑)𝑢− 𝑒2𝑐𝑥− 𝑒0𝑐+ 𝑒1𝑑

Δ
,

𝛽 =
𝑒2

3

𝑐𝑡+ 𝑑

𝛽

Δ
, �̃� =

𝑒2
5

(𝑐𝑡+ 𝑑)3
𝜎

Δ
, (3.47)

де 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒0, 𝑒1, 𝑒2 — довiльнi сталi, причому Δ = 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ̸= 0

та 𝑒2 ̸= 0; набiр (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒0, 𝑒1, 𝑒2) визначено з точнiстю до ненульового

множника, а тому без обмеження загальностi можна вважати, що

Δ = ±1.
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Табл. 3.6: Групова класифiкацiя класу (3.39).

№ 𝛽(𝑡) 𝜎(𝑡) Базис 𝐴max

𝑛 ̸= 1. Класифiкацiю виконано з точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi.

0 ∀ ∀ 𝜕𝑥

1 𝜆𝑡𝜌 𝛿𝑡
5𝜌+2

3 𝜕𝑥, 3𝑛𝑡𝜕𝑡 + (𝜌+ 1)𝑛𝑥𝜕𝑥 + (𝜌− 2)𝑢𝜕𝑢

2 𝜆𝑒𝑡 𝛿𝑒
5
3
𝑡 𝜕𝑥, 3𝑛𝜕𝑡 + 𝑛𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢

3 𝜆 𝛿 𝜕𝑥, 𝜕𝑡

𝑛 = 1. Класифiкацiю виконано з точнiстю до �̂�∼-еквiвалентностi.

0′ ∀ ∀ 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢

1′ 𝜆𝑡𝜌 𝛿𝑡
5𝜌+2

3 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢, 3𝑡𝜕𝑡 + (𝜌+ 1)𝑥𝜕𝑥 + (𝜌− 2)𝑢𝜕𝑢

2′ 𝜆𝑒𝑡 𝛿𝑒
5
3
𝑡 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢, 3𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢

3′ 𝜆 𝛿 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢, 𝜕𝑡

4′ 𝜆(𝑡2 + 1)
1
2 𝑒3𝜈 arctg 𝑡 𝛿(𝑡2 + 1)

3
2 𝑒5𝜈 arctg 𝑡 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢,

(𝑡2 + 1)𝜕𝑡 + (𝑡+ 𝜈)𝑥𝜕𝑥 + ((𝜈 − 𝑡)𝑢+ 𝑥)𝜕𝑢

Тут 𝛼 = 1 mod 𝐺∼, 𝜌 та 𝜈 — довiльнi сталi, 𝜌 > 1/2, 𝜈 > 0; 𝛿 та 𝜆 — ненульовi сталi,

𝛿 = ±1 mod 𝐺∼.

3.3.2. Лiївськi симетрiї. Групова класифiкацiя рiвнянь вигляду (3.44)

з 𝑛 ̸= 1 з точнiстю до 𝐺∼
𝛼=1-еквiвалентностi (з точнiстю до 𝐺∼

𝛼=𝑛=1-

еквiвалентностi для 𝑛 = 1) спiвпадає з груповою класифiкацiєю рiвнянь

вигляду (3.39) з 𝑛 ̸= 1 з точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi (з точнiстю до

�̂�∼-еквiвалентностi при 𝑛 = 1). Доведено твердження:

Теорема 3.27. Ядро максимальних алгебр лiївської iнварiантностi рiв-

нянь з класу (3.44) (або (3.39)) з 𝑛 ̸= 1 спiвпадає з одновимiрною ал-

геброю ⟨𝜕𝑥⟩. Всi можливi �̂�∼
𝛼=1-нееквiвалентнi (або 𝐺

∼-нееквiвалентнi)

випадки розширення максимальних алгебр лiївської iнварiантностi ви-

черпуються випадками 1–3 табл. 3.6.

Теорема 3.28. Ядро максимальних алгебр лiївської iнварiантностi

рiвнянь з класу (3.46) (або (3.40)) спiвпадає з двовимiрною алге-
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Табл. 3.7: Повний список розширень лiївської симетрiї в класi (3.39)

№ 𝛽(𝑡) 𝜎(𝑡) Базис 𝐴max

𝑛 ̸= 1

0 ∀ ∀ 𝜕𝑥

1 𝜆1𝛼(𝑇 + 𝑙)𝜌 𝜆2𝛼(𝑇 + 𝑙)
5𝜌+2

3 𝜕𝑥, 3𝑛(𝑇 + 𝑙)𝛼−1𝜕𝑡

+ 𝑛(𝜌+ 1)𝑥𝜕𝑥 + (𝜌− 2)𝑢𝜕𝑢

2 𝜆1𝛼𝑒
𝑚𝑇 𝜆2𝛼𝑒

5
3
𝑚𝑇 𝜕𝑥, 3𝑛𝛼

−1𝜕𝑡 + 𝑛𝑚𝑥𝜕𝑥 +𝑚𝑢𝜕𝑢

3 𝜆1𝛼 𝜆2𝛼 𝜕𝑥, 𝛼
−1𝜕𝑡

𝑛 = 1

0′ ∀ ∀ 𝜕𝑥, 𝑇𝜕𝑥 + 𝜕𝑢

1′ 𝜆1𝛼(𝑎𝑇+𝑏)
𝜌 𝜆2𝛼(𝑎𝑇+𝑏)

5𝜌+2
3 𝜕𝑥, 𝑇𝜕𝑥 + 𝜕𝑢, 3(𝑎𝑇+𝑏)(𝑐𝑇+𝑑)𝛼

−1𝜕𝑡

× (𝑐𝑇+𝑑)1−𝜌 × (𝑐𝑇+𝑑)
7−5𝜌

3 +(3𝑎𝑐𝑇+𝑎𝑑(𝜌+1) + 𝑏𝑐(2−𝜌))𝑥𝜕𝑥
+(3𝑎𝑐𝑥−(3𝑎𝑐𝑇+𝑎𝑑(2−𝜌)+𝑏𝑐(𝜌+1))𝑢)𝜕𝑢

2′ 𝜆1𝛼(𝑐𝑇+𝑑)e
𝑎𝑇+𝑏
𝑐𝑇+𝑑 𝜆2𝛼(𝑐𝑇+𝑑)

3e
5
3
𝑎𝑇+𝑏
𝑐𝑇+𝑑 𝜕𝑥, 𝑇𝜕𝑥 + 𝜕𝑢, 3(𝑐𝑇+𝑑)

2𝛼−1𝜕𝑡

+ (3𝑐(𝑐𝑇+𝑑)+Δ)𝑥𝜕𝑥

+
(︀
3𝑐2𝑥+(Δ−3𝑐(𝑐𝑇+𝑑))𝑢

)︀
𝜕𝑢

3′ 𝜆1𝛼(𝑐𝑇+𝑑) 𝜆2𝛼(𝑐𝑇+𝑑)
3 𝜕𝑥, 𝑇𝜕𝑥 + 𝜕𝑢, (𝑐𝑇+𝑑)

2𝛼−1𝜕𝑡+

𝑐(𝑐𝑇+𝑑)𝑥𝜕𝑥 + 𝑐(𝑐𝑥−(𝑐𝑇+𝑑)𝑢)𝜕𝑢

4′ 𝜕𝑥, 𝑇𝜕𝑥 + 𝜕𝑢,

𝜆1𝛼e
3𝜈 arctg 𝑎𝑇+𝑏

𝑐𝑇+𝑑 𝜆2𝛼e
5𝜈 arctg 𝑎𝑇+𝑏

𝑐𝑇+𝑑
(︀
(𝑎𝑇+𝑏)2+(𝑐𝑇+𝑑)2

)︀
𝛼−1𝜕𝑡

×
(︀
(𝑎𝑇+𝑏)2+(𝑐𝑇+𝑑)2

)︀ 1
2 ×
(︀
(𝑎𝑇+𝑏)2+(𝑐𝑇+𝑑)2

)︀ 3
2 + (𝑎(𝑎𝑇+𝑏)+𝑐(𝑐𝑇+𝑑)+Δ𝜈)𝑥𝜕𝑥

+
[︀
−(𝑎(𝑎𝑇+𝑏)+𝑐(𝑐𝑇+𝑑)−Δ𝜈)𝑢

+ (𝑎2+𝑐2)𝑥
]︀
𝜕𝑢

Тут 𝜆1, 𝜆2, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑙, 𝑚, 𝜌 та 𝜈 — довiльнi сталi, причому 𝜆1𝜆2(𝑐
2+𝑑2) ̸= 0, Δ = 𝑎𝑑−𝑏𝑐 ̸= 0;

𝛼 — довiльна гладка функцiя у всiх випадках; 𝑇 =
∫︀
𝛼(𝑡)d𝑡.

брою ⟨𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢⟩. Усi можливi 𝐺∼
𝛼=𝑛=1-нееквiвалентнi (або �̂�∼

𝑛=1-

нееквiвалентнi) випадки розширення максимальних алгебр лiївської iн-

варiантностi вичерпуються випадками 1′–4′ з табл. 3.6.
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Щоб отримати повний список розширень лiївської симетрiї для всьо-

го класу (3.39), де довiльнi елементи не спрощено точковими перетво-

реннями, використаємо пiдхiд [298], що ґрунтується на еквiвалентностi.

Результати наведено в табл. 3.7.

Зауважимо, що максимальна алгебра лiївської iнварiантностi класи-

чного рiвняння Кавахари (вип. 3′ табл. 3.6) є iзоморфною алгебрi Галiлея

AḠ1(1). Базиснi оператори, наведенi у випадку 1′ табл. 3.6, можна побу-

дувати як реалiзацiю деформованої алгебри Галiлея AḠ
𝑞
1(1) для значень

𝑞 = 1, 𝛼 = 𝜌−2
𝜌+1 [223].

3.3.3. Симетрiйнi редукцiї i точнi розв’язки. Оператори лiївської

симетрiї, отриманi в результатi розв’язання задачi групової класифiкацiї,

можна застосувати для побудови точних розв’язкiв вiдповiдних рiвнянь.

Метод редукцiї за пiдалгебрами алгебри лiївської iнварiантностi є алго-

ритмiчним i добре вiдомим (див. класичнi пiдручники — [22, 234]). Щоб

отримати оптимальну систему iнварiантних розв’язкiв, редукцiї слiд ви-

конувати за пiдалгебрами з оптимальної системи [234, § 3.3].

Розглянемо спочатку структуру дво- i тривимiрних алгебр Лi, поро-

джених операторами, наведеними в табл. 3.6, використовуючи позначе-

ння [244]. У випадках 1–3 й у випадку 0′ максимальнi алгебри лiївської

iнварiантностi двовимiрнi. У випадку 0′, випадку 1 при 𝜌 = −1 та ви-

падку 3 вони абелевi (2𝐴1); у випадку 1 при 𝜌 ̸= −1 та у випадку 2 —

неабелевi (𝐴2). Алгебри з базисними операторами, наведеними у випад-

ках 1′–4′, — тривимiрнi. У випадку 1′ при 𝜌 ̸= −1, 2 максимальна алгебра

лiївської iнварiантностi належить до типу 𝐴3.4 (якщо 𝜌 = 1/2) або до

типу 𝐴𝑎
3.5 (при 𝜌 > 1/2, де 𝑎 = 𝜌−2

𝜌+1 , i при 𝜌 < 1/2, де 𝑎 = 𝜌+1
𝜌−2).

При 𝜌 = −1 або 𝜌 = 2 𝐴max з випадку 1′ дорiвнює 𝐴1⊕𝐴2. В iнших ви-

падках максимальнi алгебри лiївської iнварiантностi належать до типiв:

випадок 2′ — 𝐴3.2; випадок 3′ — алгебра Вейля 𝐴3.1; випадок 4′ — 𝐴𝑎
3.7, де

𝑎 = |𝜈|.
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Табл. 3.8: Оптимальнi системи одновимiрних пiдалгебр 𝐴max з табл. 3.6.

№ Оптимальна система

1𝜌 ̸=−1 g0 = ⟨𝜕𝑥⟩, g1.1 = ⟨3𝑛𝑡𝜕𝑡 + (𝜌+ 1)𝑛𝑥𝜕𝑥 + (𝜌− 2)𝑢𝜕𝑢⟩

1𝜌=−1 g0 = ⟨𝜕𝑥⟩, g𝑎1.2 = ⟨𝑛𝑡𝜕𝑡 + 𝑎𝜕𝑥 − 𝑢𝜕𝑢⟩

2 g0 = ⟨𝜕𝑥⟩, g2 = ⟨3𝑛𝜕𝑡 + 𝑛𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢⟩

3 g0 = ⟨𝜕𝑥⟩, g𝑎3 = ⟨𝜕𝑡 + 𝑎𝜕𝑥⟩

0′ g0 = ⟨𝜕𝑥⟩, g𝑎0′ = ⟨(𝑡+ 𝑎)𝜕𝑥 + 𝜕𝑢⟩

1′�̸�=−1,2 g0 = ⟨𝜕𝑥⟩, g𝜎0′ = ⟨(𝑡+ 𝜎)𝜕𝑥 + 𝜕𝑢⟩ g1′.1 = ⟨3𝑡𝜕𝑡 + (𝜌+ 1)𝑥𝜕𝑥 + (𝜌− 2)𝑢𝜕𝑢⟩

1′𝜌=−1 g0 = ⟨𝜕𝑥⟩, g𝜎0′ = ⟨(𝑡+ 𝜎)𝜕𝑥 + 𝜕𝑢⟩, g𝑎1′.2 = ⟨𝑡𝜕𝑡 + 𝑎𝜕𝑥 − 𝑢𝜕𝑢⟩,

1′𝜌=2 g0 = ⟨𝜕𝑥⟩, g𝜎0′ = ⟨(𝑡+ 𝜎)𝜕𝑥 + 𝜕𝑢⟩, g𝑎1′.3 = ⟨𝑡𝜕𝑡 + (𝑥+ 𝑎𝑡) 𝜕𝑥 + 𝑎𝜕𝑢⟩,

2′ g0 = ⟨𝜕𝑥⟩, g0′ = ⟨𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢⟩, g2′ = ⟨3𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢⟩,

3′ g0 = ⟨𝜕𝑥⟩, g3′.1 = ⟨𝜕𝑡⟩, g𝑎3′.2 = ⟨𝑎𝜕𝑡 + 2𝑡𝜕𝑥 + 2𝜕𝑢⟩

4′ g0 = ⟨𝜕𝑥⟩, g4′ = ⟨(𝑡2 + 1)𝜕𝑡 + (𝑡+ 𝜈)𝑥𝜕𝑥 + (𝑥+ (𝜈 − 𝑡)𝑢)𝜕𝑢⟩

У всiх випадках 𝑎 ∈ R, 𝑛 ̸= 0, 𝜎 ∈ {−1, 0, 1}.

Якщо одновимiрну алгебру iнварiантностi породжено оператором

𝑄 = 𝜏𝜕𝑡 + 𝜉𝜕𝑥 + 𝜂𝜕𝑢, то анзац, який редукує вiдповiдне диференцiаль-

не рiвняння з частинними похiдними з двома незалежними змiнними до

звичайного диференцiального рiвняння, знаходять як розв’язок умови iн-

варiантної поверхнi 𝑄[𝑢] := 𝜂 − 𝜏𝑢𝑡 − 𝜉𝑢𝑥 = 0. На практицi необхiдно

розв’язати вiдповiдну характеристичну систему d𝑡
𝜏 = d𝑥

𝜉 = d𝑢
𝜂 . Анзаци

та редукованi рiвняння, отриманi для рiвнянь з класу (3.44) з викорис-

танням одновимiрних пiдалгебр з табл. 3.8, наведено в табл. 3.9. Редук-

цiї, пов’язанi з пiдалгеброю g0, не розглядаються, оскiльки призводять

тiльки до сталих розв’язкiв. Редукцiї за пiдалгебрами g1′.1, g𝑎1′.2 та g2′

не наводимо, оскiльки цi пiдалгебри є частковими випадками пiдалгебр

g1.1, g𝑎1.2 та g2 у випадку 𝑛 = 1. Для випадку 1′𝜌=2 редукцiю не виконує-

мо тому, що цей випадок еквiвалентний випадку 1′𝜌=−1. Дiйсно, рiвняння

𝑢𝑡+𝑢𝑢𝑥+𝜆𝑡
2𝑢𝑥𝑥𝑥+𝛿𝑡

4𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥=0 та 𝑢′𝑡′+𝑢
′𝑢′𝑥′+𝜆/𝑡

′𝑢′𝑥′𝑥′𝑥′+𝛿/𝑡
′𝑢′𝑥′𝑥′𝑥′𝑥′𝑥′=0
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Табл. 3.9: Лiївськi редукцiї рiвнянь (3.39) з 𝛼 = 1 та 𝑛𝛽𝜎 ̸= 0.

Випадок g 𝜔 Анзац, 𝑢 = Редуковане рiвняння

Редукцiї для довiльних ненульових 𝑛

1�̸�=−1 g1.1 𝑥𝑡−
𝜌+1
3 𝑡

𝜌−2
3𝑛 𝜙(𝜔) 𝛿𝜙′′′′′ + 𝜆𝜙′′′ +

(︁
𝜙𝑛 − 𝜌+1

3 𝜔
)︁
𝜙′ + 𝜌−2

3𝑛 𝜙 = 0

1𝜌=−1 g𝑎1.2 𝑥− 𝑎
𝑛 ln 𝑡 𝑡−

1
𝑛𝜙(𝜔) 𝛿𝜙′′′′′ + 𝜆𝜙′′′ +

(︀
𝜙𝑛 − 𝑎

𝑛

)︀
𝜙′ − 1

𝑛𝜙 = 0

2 g2 𝑥𝑒−
1
3
𝑡 𝑒

1
3𝑛

𝑡𝜙(𝜔) 𝛿𝜙′′′′′ + 𝜆𝜙′′′ +
(︀
𝜙𝑛 − 1

3𝜔
)︀
𝜙′ + 1

3𝑛𝜙 = 0

3 g𝑎3 𝑥− 𝑎𝑡 𝜙(𝜔) 𝛿𝜙′′′′′ + 𝜆𝜙′′′ + (𝜙𝑛 − 𝑎)𝜙′ = 0

Спецiальнi редукцiї для 𝑛 = 1

0′ g𝑎0′ 𝑡 𝜙(𝜔) +
𝑥

𝑡+ 𝑎
(𝜔 + 𝑎)𝜙′ + 𝜙 = 0

3′ g𝑎3′.1 𝑥 𝜙(𝜔) 𝛿𝜙′′′′′ + 𝜆𝜙′′′ + 𝜙𝜙′ = 0

3′ g𝑎3′.2 𝑥− 𝑡2/𝑎 2𝑡/𝑎+ 𝜙(𝜔), 𝑎 ̸= 0 𝛿𝜙′′′′′ + 𝜆𝜙′′′ + 𝜙𝜙′ + 2/𝑎 = 0

4′ g4′
𝑥𝑒−𝜈 arctg 𝑡

√
𝑡2 + 1

𝑒𝜈 arctg 𝑡

√
𝑡2 + 1

𝜙(𝜔) +
𝑥𝑡

𝑡2 + 1
𝛿𝜙′′′′′ + 𝜆𝜙′′′ + (𝜙− 𝜈𝜔)𝜙′ + 𝜈𝜙+ 𝜔 = 0

Тут 𝑎 — довiльна стала.

пов’язанi перетворенням 𝑡′ = 1/𝑡, 𝑥′ = −𝑥/𝑡, 𝑢′ = 𝑡𝑢− 𝑥.

Редуковане рiвняння першого порядку (𝜔 + 𝑎)𝜙′ + 𝜙 = 0 з табл. 3.9,

дає “вироджений” розв’язок рiвняння (3.44) для довiльних значень 𝛽(𝑡)

та 𝜎(𝑡), а саме 𝑢 = (𝑥+ 𝑐)/(𝑡+ 𝑎), де 𝑐 та 𝑎 — довiльнi сталi. Перетворен-

ня (3.43) дає “вироджений” точний розв’язок рiвняння (3.40) вигляду

𝑢 =
𝑥+ 𝑐∫︀

𝛼(𝑡)d𝑡+ 𝑎
. (3.48)

Розглянемо редукованi звичайнi диференцiальнi рiвняння п’ятого по-

рядку з табл. 3.9. Випадки 3 i 3′ вiдповiдають узагальненим рiвнянням

Кавахари зi сталими коефiцiєнтами. Вiдповiднi звичайнi диференцiальнi

рiвняння детально вивчено (див., наприклад, [45, 99, 188, 242] i посила-

ння у цих джерелах). Зосередимо нашу увагу на випадках зi змiнними

коефiцiєнтами.
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3.3.4. Точнi розв’язки рiвнянь, що зводяться до вiдповiдникiв зi

сталими коефiцiєнтами. У роботах [179,323] застосовано рiзноманiтнi

методи знаходження точних розв’язкiв рiвняння Кавахари з коефiцiєнта-

ми, залежними вiд часу. В обох статтях отримано точнi розв’язки рiвнянь,

коефiцiєнти яких задовольняють додатковi обмеження, а саме, коли всi

коефiцiєнти пропорцiйнi один одному. З теореми 3.23 випливає, що такi

рiвняння зi змiнними коефiцiєнтами з класу (3.39) зводяться до рiвнянь

Кавахари зi сталими коефiцiєнтами.

Оптимальним способом знаходження точних розв’язкiв для рiвнянь

з класу (3.39), що зводяться до рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами з цього

класу, є розмноження вiдомих розв’язкiв рiвнянь вiдповiдними точковими

перетвореннями. Таким чином можна побудувати точнi розв’язки не тiль-

ки для випадку, коли коефiцiєнти в (3.39) пропорцiйнi, а й для рiвнянь

вигляду (3.39) з 𝑛 = 1, коефiцiєнти яких задовольняють умови (3.42).

Вiдповiднi замiни змiнних отримаємо, використавши теорему 3.21 для

випадкiв 𝑛 ̸= 1 та 𝑛 = 1. Має мiсце твердження: рiвняння з класу (3.39)

𝑢𝑡 + 𝛼(𝑡)𝑢𝑛𝑢𝑥 + 𝛽𝛼(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 + �̃�𝛼(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 (3.49)

та

𝑢𝑡 + 𝛼(𝑡)𝑢𝑢𝑥 + 𝛽𝛼(𝑡)(𝛿3
∫︀
𝛼(𝑡)d𝑡+ 𝛿4)𝑢𝑥𝑥𝑥

+ �̃�𝛼(𝑡)(𝛿3
∫︀
𝛼(𝑡)d𝑡+ 𝛿4)

3𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0, (3.50)

де 𝛼(𝑡)— гладка функцiя, що не має нулiв, зводяться до рiвнянь Кавахари

зi сталими коефiцiєнтами

�̃�𝑡 + �̃��̃�𝑛�̃��̃� + 𝛽�̃��̃��̃��̃� + �̃��̃��̃��̃��̃��̃��̃� = 0 (3.51)

та

�̃�𝑡 + �̃��̃��̃��̃� + 𝛽�̃��̃��̃��̃� + �̃��̃��̃��̃��̃��̃��̃� = 0 (3.52)

за допомогою перетворень

𝑡 =
∫︀
𝛼(𝑡)d𝑡, �̃� = 𝑥, �̃� = �̃�− 1

𝑛𝑢
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та

𝑡 =
∫︀
𝛼(𝑡)(𝛿3

∫︀
𝛼(𝑡)d𝑡+ 𝛿4)

−2d𝑡,

�̃� = (𝑥+ 𝛿1)(𝛿3
∫︀
𝛼(𝑡)d𝑡+ 𝛿4)

−1,

�̃� =
(︀
(𝛿3
∫︀
𝛼(𝑡)d𝑡+ 𝛿4)𝑢− (𝑥+ 𝛿1)𝛿3

)︀
/�̃�,

(3.53)

вiдповiдно. Тут �̃�, 𝛽, �̃� та 𝛿𝑖, 𝑖 = 1, 3, 4, — довiльнi сталi, причому

�̃�𝛽�̃�(𝛿23 + 𝛿24) ̸= 0.

Розглянемо сiм’ю розв’язкiв рiвняння Кавахари (3.52) типу бiжучої

хвилi:

�̃� = −264992�̃�2𝜅5 − 7280𝛽�̃�𝜅3 − 31𝛽2𝑘 + 507�̃�𝜇

507�̃��̃�𝜅

− 280𝜅2(𝛽 − 104�̃�𝜅2)

13�̃�
th2(𝜅�̃�+ 𝜇𝑡+ 𝜒)

− 1680�̃�𝜅4

�̃�
th4(𝜅�̃�+ 𝜇𝑡+ 𝜒)

де 𝜅 = ±
√

−13𝛽�̃�
26�̃� , 𝜇, 𝜒 — довiльнi сталi [188]. Вiдповiдний точний

розв’язок (3.50), отриманий з використанням (3.53), має вигляд

𝑢 =
1

𝛿3
∫︀
𝛼(𝑡)d𝑡+𝛿4

(︂
𝛿3(𝑥+ 𝛿1)−

280

13
𝜅2(𝛽−104�̃�𝜅2) th2(𝜅�̃�+𝜇𝑡+ 𝜒)

− 264992 �̃�2𝜅5−7280𝛽�̃�𝜅3 − 31𝛽2𝜅+ 507�̃�𝜇

507�̃�𝜅

− 1680�̃�𝜅4 th4(𝜅�̃�+ 𝜇𝑡+ 𝜒)

)︂
,

де 𝑡 =
∫︀
𝛼(𝑡)(𝛿3

∫︀
𝛼(𝑡)d𝑡+ 𝛿4)

−2d𝑡, �̃� = (𝑥+ 𝛿1)(𝛿3
∫︀
𝛼(𝑡)d𝑡+ 𝛿4)

−1; 𝛿1, 𝜇 та

𝜒 — довiльнi сталi, а 𝜅 = ±
√

−13𝛽�̃�
26�̃� . Сiм’я розв’язкiв для рiвняння (3.49)

при 𝑛 = 2 має вигляд

𝑢 =
40𝑘2�̃� − 𝛽√

−10�̃�
(3.54)

+ 6𝑘2
√
−10�̃� th2

(︂
𝑘𝑥+

𝑘

10�̃�
(240𝑘4�̃�2 + 𝛽2)

∫︀
𝛼(𝑡)d𝑡+ 𝜒

)︂
,

де 𝑘 та 𝜒 — довiльнi сталi, причому 𝑘 ̸= 0. На рис. 1–3 наведено графiки

розв’язку (3.54) при певних значеннях параметрiв i функцiї 𝛼.
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Рис. 3.1: Розв’язок (3.54) при

𝛼(𝑡) = 1/𝑡, 𝜎 = −0.1, 𝛽 = −1,

𝑘 = 1, 𝜒 = 0.

Рис. 3.2: Розв’язок (3.54) при

𝛼(𝑡) = 1/𝑡2, 𝜎 = −0.1, 𝛽 = −1,

𝑘 = 1, 𝜒 = −17.

Рис. 3.3: Розв’язок (3.54) при

𝛼(𝑡) =
√
𝑡, 𝜎 = −0.1, 𝛽 = −1,

𝑘 = 1, 𝜒 = 15.

3.3.5. Використання лiївських симетрiй для побудови чисель-

них розв’язкiв. Точнi розв’язки звичайних диференцiальних рiвнянь

п’ятого порядку, наведених у випадках 1, 2 та 4′ табл. 3.9, невiдомi. Але

нас бiльше цiкавить поведiнка розв’язкiв для моделей зi змiнними кое-

фiцiєнтами. Отриманi лiївськi редукцiї будуть кориснi при знаходженнi

розв’язкiв рiвнянь (3.39) з крайовими умовами, iнварiантними вiдносно

вiдповiдних алгебр лiївської симетрiї [63].

Розглянемо клас крайових задач для узагальнених рiвнянь Кавахари

зi змiнними коефiцiєнтами

𝑢𝑡 + 𝑢𝑛𝑢𝑥 + 𝜆𝑡𝜌𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝛿𝑡
5𝜌+2

3 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0, 𝑡 > 𝑡0, 𝑥 > 0, 𝑛 ∈ N, (3.55)

𝑢(𝑡, 0) = 𝛾0𝑡
𝜌−2
3𝑛 , 𝜕 𝑖𝑢(𝑡,𝑥)

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

= 𝛾𝑖𝑡
𝜌−2−𝑛(𝜌+1)𝑖

3𝑛 , 𝑡 > 𝑡0, 𝑖 = 1, . . . , 4, (3.56)

де 𝛾𝑖, 𝑖 = 0, . . . , 4, 𝜆 та 𝛿 — довiльнi сталi, причому 𝛾0𝜆𝛿 ̸= 0.

I рiвняння, i крайовi умови є iнварiантними вiдносно оператора симет-

рiї𝑄 = 3𝑛𝑡𝜕𝑡+(𝜌+1)𝑛𝑥𝜕𝑥+(𝜌−2)𝑢𝜕𝑢 (випадок 1 табл. 3.6). Використавши

вiдповiдний анзац (випадок 1𝜌 ̸=−1 табл. 3.9), цю задачу можна звести до

задачi Кошi для звичайного диференцiального рiвняння п’ятого порядку

𝛿𝜙′′′′′ + 𝜆𝜙′′′ +
(︀
𝜙𝑛 − 𝜌+1

3 𝜔
)︀
𝜙′ + 𝜌−2

3𝑛 𝜙 = 0,

𝜙(0) = 𝛾0,
d 𝑖𝜙(𝜔)

d𝜔𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝜔=0

= 𝛾𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 4.
(3.57)
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Пiсля чисельного розв’язання цiєї задачi Кошi вiдповiдний розв’язок кра-

йової задачi (3.55)–(3.56) можна отримати за допомогою перетворення

подiбностi 𝑢 = 𝑡
𝜌−2
3𝑛 𝜙(𝜔), де 𝜔 = 𝑥𝑡−

𝜌+1
3 .

Проiлюструємо використання лiївських симетрiй для побудови чисель-

них розв’язкiв рiвнянь Кавахари з коефiцiєнтами, залежними вiд часу, на

прикладi.

Приклад 3.29. Розглянемо рiвняння

𝑣𝑡 + 𝑣𝑥 +
3
2𝜀𝑣𝑣𝑥 +

1
2κ𝑣𝑥𝑥𝑥 +

1
2𝛾𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0,

яке описує поширення довгих нелiнiйних хвиль у водi, вкритiй кригою,

див. [10, 27,33,156,210]. Тут

𝜀 =
𝑎

𝐻
, κ =

ℎ

𝜌𝜔𝑔𝜆2
(𝜎0 − 𝜎𝑥𝑥), 𝛾 =

𝐸ℎ3

12(1− 𝜈2)𝜌𝜔𝑔𝜆4
,

𝑣 — безрозмiрна амплiтуда коливань пiдкрижної поверхнi рiдини вiднос-

но горизонтального положення рiвноваги, 𝑎 — характеристична амплiту-

да хвилi, 𝐻 — глибина рiдини, 2𝜋𝜆 — характеристична довжина хвилi,

𝜌𝜔 — густина рiдини, 𝜌𝑖 — густина криги; ℎ, 𝐸, 𝜈 — вiдповiдно товщина,

модуль Юнга i коефiцiєнт Пуассона для криги; 𝜎𝑥𝑥 — компонента тензора

напружень крижаного покриву, 𝜎0 = 𝑔𝐻[𝜌𝜔𝐻/(3ℎ) + 𝜌𝑖]. Припускається,

що 𝜎𝑥𝑥 ≈ 105 Н
м2 — це результат дiї зовнiшнiх сил [156].

Також вважаємо, що зростання товщини криги описується законом

ℎ = 0.04
√
𝑡. Це за певних погодних умов добре узгоджується з даними,

отриманими для Азовського моря за 240 годин спостережень, починаючи

з товщини криги ℎ = 0, 1м [3]. Тодi для значень 𝜆 ≈ 100м, 𝐻 ≈ 10м,

𝐸 ≈ 3 · 109 Н
м2 , 𝑎 ≈ 0,1м, 𝜌𝜔 ≈ 1030 кг

м3 , 𝜌𝜔 ≈ 916 кг
м3 та 𝜎0 ≈ 1,2 · 106 Н

м2 , роз-

рахованих для середньої товщини криги ℎ𝑎 ≈ 0,3м, отримаємо модельне

рiвняння вигляду

𝑣𝑡 + 𝑣𝑥 + 𝛼𝑣𝑣𝑥 + 𝜆𝑡
1
2𝑣𝑥𝑥𝑥 + 𝛿𝑡

3
2𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0,

де 𝛼 = 1,5 · 10−2, 𝛽 ≈ 2,20215 · 10−5 та 𝛿 ≈ 1,05566 · 10−8 (пiсля переве-

дення часу в змiнних 𝐸, 𝜎0 та 𝜎𝑥𝑥 у години). Щоб звести це рiвняння до
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вигляду (3.55), зробимо замiну залежної змiнної 𝑢 = 1 + 𝛼𝑣. Отримаємо

рiвняння

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + 𝜆𝑡
1
2𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝛿𝑡

3
2𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0, (3.58)

в якому 𝜆 та 𝛿 залишаються незмiнними. Розглянемо крайовi умови

𝑢(𝑡, 0) = 𝛾0𝑡
− 1

2 , 𝑢𝑥(𝑡, 0) = 𝑢𝑥𝑥(𝑡, 0) = 𝑢𝑥𝑥𝑥(𝑡, 0) = 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑡, 0) = 0, (3.59)

що iнварiантнi вiдносно оператора масштабної симетрiї 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 − 𝑢𝜕𝑢

останнього рiвняння. Така крайова задача зводиться до задачi Кошi

𝛿𝜙′′′′′ + 𝜆𝜙′′′ +
(︀
𝜙− 1

2𝜔
)︀
𝜙′ − 1

2𝜙 = 0,

𝜙(0) = 𝛾0, 𝜙′(0) = 𝜙′′(0) = 𝜙′′′(0) = 𝜙′′′′(0) = 0.
(3.60)

Чисельний розв’язок цiєї початкової задачi наведено на рис. 4. Вiдпо-

вiдний чисельний розв’язок рiвняння (3.58) з крайовими умовами (3.56)

наведено на рис. 5.

Заключнi зауваження. В цьому роздiлi вичерпно розв’язано задачу

групової класифiкацiї для класу (3.39) узагальнених рiвнянь Кавахари

зi змiнними коефiцiєнтами. Отримано новi нелiнiйнi моделi зi змiнними

коефiцiєнтами, що допускають розширення лiївської симетрiї. Це стало

Рис. 3.4: Розв’язок задачi Кошi (3.60), 𝛾0 =

1/120.

Рис. 3.5: Розв’язок крайової задачi (3.58)–

(3.59), 𝛾0 = 1/120.
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можливим завдяки калiбруванню довiльних елементiв класу, а саме калiб-

руванню 𝛼 = 1. Використання рiзних груп еквiвалентностi для випадкiв

𝑛 ̸= 1 та 𝑛 = 1, якi було знайдено в ходi вивчення допустимих перетво-

рень у класi (3.39), дозволило подати класифiкацiйний список у простiй

i стислiй формi. Також побудовано закони збереження нульового порядку

для рiвнянь вигляду (3.44), що задаються збереженими струмами з ха-

рактеристиками 1 та 𝑢:(︀
𝑢, 1

𝑛+1 𝛼(𝑡)𝑢
𝑛+1+𝛽(𝑡)𝑢𝑥𝑥+𝜎(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥

)︀
,(︀

1
2𝑢

2, 1
𝑛+2 𝛼(𝑡)𝑢

𝑛+2+𝛽(𝑡)
(︀
𝑢𝑢𝑥𝑥− 1

2𝑢
2
𝑥

)︀
+𝜎(𝑡)

(︀
𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥−𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥+ 1

2𝑢
2
𝑥𝑥

)︀)︀
,

що вiдповiдають законам збереження iмпульсу й енергiї вiдповiдно.

3.4. Лiївськi симетрiї i закони збереження рiвнянь

Бенджамiна–Бона–Махонi зi змiнними

коефiцiєнтами

Нелiнiйне рiвняння з частинними похiдними третього порядку

𝑢𝑡 + 𝑢𝑥 + 𝑢𝑢𝑥 − 𝑢𝑥𝑥𝑡 = 0

називають тепер рiвнянням Бенджамiна–Бона–Махонi. Це рiвняння

з’явилося в [51,245] в якостi альтернативної (рiвнянню Кортевега–де Фрi-

за) моделi односпрямованого поширення помiрно довгих хвиль невеликої

скiнченної амплiтуди в системах, якi демонструють нелiнiйнi i дисперсiйнi

ефекти. Чисельнi дослiдження показали, що рiвняння Бенджамiна–Бона–

Махонi допускає солiтоннi розв’язки, взаємодiя яких нееластична, хоча

i близька до еластичної [35,71].

Для еквiвалентної форми цього рiвняння 𝑢𝑡 = 𝑢𝑢𝑥+𝑢𝑥𝑥𝑡 доведено [104],

що воно не має збережених величин, окрiм знайдених Т. Бенджамiном,

Дж. Боном та Дж. Махонi: 𝑢 (маса), (𝑢2 + 𝑢2𝑥)/2 (енергiя) та 𝑢3/3 (iм-

пульс). Лiївськi симетрiї та вiдповiднi редукцiї рiвняння Бенджамiна–
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Бона–Махонi у наведенiй еквiвалентнiй формi отримано в [185] (цi резуль-

тати також наведено в [153, с. 194–196]). Встановлено, що максимальна

алгебра лiївської симетрiї цього рiвняння є тривимiрною алгеброю Лi ти-

пу 𝐴2.1 ⊕ 𝐴1, яку породжено векторними полями 𝜕𝑡, 𝑡𝜕𝑡 − 𝑢𝜕𝑢, 𝜕𝑥.

Iснує кiлька робiт (див. [216] i посилання там же), присвячених ви-

вченню лiївських симетрiй рiвнянь Бенджамiна–Бона–Махонi зi змiнними

коефiцiєнтами загального вигляду

𝑢𝑡 + 𝑓(𝑡)𝑢𝑥 + 𝑔(𝑡)𝑢𝑢𝑥 + ℎ(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑡 = 0, (3.61)

де 𝑓 , 𝑔 та ℎ — довiльнi гладкi функцiї змiнної 𝑡, причому 𝑔ℎ ̸= 0. Однак

жодна з цих робiт не мiстить вичерпних i повнiстю правильних результа-

тiв. Заповнимо цю прогалину, виконавши вичерпну групову класифiкацiю

рiвнянь з класу (3.61) i прокласифiкувавши локальнi закони збереження

цих рiвнянь.

Теорема 3.30. Звичайна група еквiвалентностi 𝐺∼
1 класу (3.61) скла-

дається з перетворень

𝑡 = 𝑇 (𝑡), �̃� = 𝛿1𝑥+ 𝛿2, �̃� = 𝛿3𝑢+ 𝛿4,

𝑓 =
𝛿1
𝑇𝑡𝛿3

(𝛿3𝑓 − 𝛿4𝑔), 𝑔 =
𝛿1
𝑇𝑡𝛿3

𝑔, ℎ̃ = 𝛿21ℎ,

де 𝛿𝑗, 𝑗 = 1, 2, 3, 4, — довiльнi сталi, причому 𝛿1𝛿3 ̸= 0; 𝑇 = 𝑇 (𝑡) —

довiльна гладка функцiя з 𝑇𝑡 ̸= 0. Клас (3.61) нормалiзований у звичай-

ному сенсi.

Таким чином, кожне точкове перетворення мiж рiвняннями з кла-

су (3.61) iндукується елементом групи 𝐺∼
1 . Щоб визначити, якi рiвняння

зi змiнними коефiцiєнтами вигляду (3.61) мають вiдповiдникiв зi сталими

коефiцiєнтами, припускаємо, що в перетвореннях еквiвалентностi довiль-

нi елементи 𝑓 , 𝑔 та ℎ̃ є сталими. Це призводить до твердження:

Твердження 3.31. Рiвняння зi змiнними коефiцiєнтами з класу (3.61)

зводиться до рiвняння зi сталими коефiцiєнтами з цього ж класу за
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допомогою точкового перетворення тодi й тiльки тодi, коли вiдповiднi

коефiцiєнти 𝑓 , 𝑔 та ℎ задовольняють умову(︂
𝑓

𝑔

)︂
𝑡

= ℎ𝑡 = 0,

тобто ℎ є сталою, а функцiя 𝑓 пропорцiйна до 𝑔.

Перетворення еквiвалентностi дозволяють спростити обчислення за

рахунок зменшення кiлькостi довiльних елементiв. Наприклад, можна ви-

конати калiбрування 𝑔 = 1, використавши сiм’ю точкових перетворень

𝑡 =
∫︀
𝑔(𝑡)d𝑡, �̃� = 𝑥, �̃� = 𝑢, (3.62)

параметризованих довiльним елементом 𝑔 i пов’язаних з перетвореннями

еквiвалентностi з групи 𝐺∼
1 . Тодi формули перетворень iнших довiльних

елементiв мають вигляд 𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡)/𝑔(𝑡) та ℎ̃(𝑡) = ℎ(𝑡). Тут i далi iнтеграл

вiд 𝑡 слiд розумiти як деяку фiксовану первiсну.

Отже, без обмеження загальностi можна розглядати лише клас

𝑢𝑡 + 𝑓(𝑡)𝑢𝑥 + 𝑢𝑢𝑥 + ℎ(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑡 = 0. (3.63)

Оскiльки клас (3.61) є нормалiзованим, групу еквiвалентностi його пiд-

класу (3.63) можна знайти як пiдгрупу групи 𝐺∼
1 , елементи якої зберiга-

ють калiбрування 𝑔 = 1.

Наслiдок 3.32. Клас (3.63) є нормалiзованим у звичайному сенсi. Його

звичайна група еквiвалентностi 𝐺∼
2 складається з перетворень

𝑡 =
𝛿1
𝛿3
𝑡+ 𝛿0, �̃� = 𝛿1𝑥+ 𝛿2, �̃� = 𝛿3𝑢+ 𝛿4, 𝑓 = 𝛿3𝑓 − 𝛿4, ℎ̃ = 𝛿21ℎ,

де 𝛿𝑗, 𝑗 = 0, . . . , 4, — довiльнi сталi, причому 𝛿1𝛿3 ̸= 0.

У класi (3.63) немає рiвнянь з iстинно змiнними коефiцiєнтами, якi

зводяться точковими перетвореннями до рiвнянь зi сталими коефiцiєнта-

ми з цього ж класу.
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3.4.1. Лiївськi симетрiї. Для розв’язання задачi групової класифiка-

цiї використаємо метод вiдображень мiж класами, запропонований у [308].

Цей метод вже успiшно застосовано до кiлькох класiв нелiнiйних дифе-

ренцiальних рiвнянь з частинними похiдними (див., наприклад, [305]).

Клас (3.61) можна вiдобразити в аналогiчний клас диференцiальних

рiвнянь з частинними похiдними третього порядку

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + ℎ(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑡 = 𝑙(𝑡), ℎ ̸= 0. (3.64)

Вiдображення реалiзується сiм’єю точкових перетворень

𝑡 =
∫︀
𝑔(𝑡)d𝑡, �̃� = 𝑥, �̃� = 𝑢+

𝑓(𝑡)

𝑔(𝑡)
, (3.65)

параметризованих двома довiльними елементами класу (3.61). Довiльнi

елементи в рiвняннях-образах набувають значень (тильди в (3.64) опуще-

но) ℎ̃(𝑡) = ℎ(𝑡), 𝑙(𝑡) = 1
𝑔(𝑡)

(︁
𝑓(𝑡)
𝑔(𝑡)

)︁
𝑡
. Вiдповiдно до методу вiдображення мiж

класами, спочатку класифiкуємо лiївськi симетрiї класу-образу (3.64),

а потiм використаємо сiм’ю точкових перетворень (3.65), щоб поширити

результат на початковий клас (3.61).

Щоб ефективно розв’язати задачу групової класифiкацiї для кла-

су (3.64), допустимi перетворення в цьому класi шукаємо прямим мето-

дом. Виявляється, такi перетворення вичерпуються перетвореннями зi

звичайної групи еквiвалентностi цього класу.

Теорема 3.33. Звичайна група еквiвалентностi 𝐺∼
3 класу (3.64) скла-

дається з перетворень

𝑡 =
𝛿1
𝛿3
𝑡+ 𝛿0, �̃� = 𝛿1𝑥+ 𝛿2, �̃� = 𝛿3𝑢, ℎ̃ = 𝛿21ℎ, �̃� =

𝛿23
𝛿1
𝑙,

де 𝛿𝑗, 𝑗 = 0, 1, 2, 3, — довiльнi сталi, причому 𝛿1𝛿3 ̸= 0. Клас (3.64) є

нормалiзованим у звичайному сенсi.

Використовуючи класичний iнфiнiтезимальний метод Лi, отримаємо

повну групову класифiкацiю рiвнянь з класу (3.64). Результати сформу-

люємо у виглядi твердження.
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Табл. 3.10: Групова класифiкацiя класу (3.64) з точнiстю до 𝐺∼
3 -еквiвалентностi.

№ ℎ(𝑡) 𝑙(𝑡) Базис 𝐴max

0 ∀ ∀ 𝜕𝑥

1 𝜀𝑡𝜌 𝜆𝑡
𝜌−4
2 𝜕𝑥, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝜌𝑥𝜕𝑥 + (𝜌− 2)𝑢𝜕𝑢

2 𝜀𝑒𝑡 𝜆𝑒
1
2
𝑡 𝜕𝑥, 2𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢

3 𝜀 1 𝜕𝑥, 𝜕𝑡

4 𝜀 0 𝜕𝑥, 𝜕𝑡, 𝑡𝜕𝑡 − 𝑢𝜕𝑢

Тут 𝜌 та 𝜆 — довiльнi сталi, 𝜀 = ±1 mod 𝐺∼
3 . У випадку 1 (𝜌, 𝜆) ̸= (0, 0).

Теорема 3.34. Ядром максимальних алгебр лiївської iнварiантностi

рiвнянь з класу (3.64) є одновимiрна алгебра ⟨𝜕𝑥⟩. Усi можливi 𝐺∼
3 -не-

еквiвалентнi випадки розширення максимальних алгебр лiївської iнва-

рiантностi вичерпуються випадками 1–4 табл. 3.10.

Зауваження 3.35. Найбiльш загальнi вигляди функцiй ℎ та 𝑙, що вiд-

повiдають рiвнянням з класу (3.64) з розширеннями лiївської симетрiї:

1. ℎ = 𝜆1(𝜀𝑡+ 𝜅)𝜌, 𝑙 = 𝜆2(𝜀𝑡+ 𝜅)
𝜌−4
2 :

𝐴max = ⟨𝜕𝑥, 2(𝜀𝑡+ 𝜅)𝜕𝑡 + 𝜀𝜌𝑥𝜕𝑥 + 𝜀(𝜌− 2)𝑢𝜕𝑢⟩;
2. ℎ = 𝜆1𝑒

𝜎𝑡, 𝑙 = 𝜆2𝑒
1
2𝜎𝑡: 𝐴max = ⟨𝜕𝑥, 2𝜕𝑡 + 𝜎𝑥𝜕𝑥 + 𝜎𝑢𝜕𝑢⟩;

3. ℎ = 𝜆1, 𝑙 = 𝜆2: 𝐴max = ⟨𝜕𝑥, 𝜕𝑡⟩;
4. ℎ = 𝜆1, 𝑙 = 0: 𝐴max = ⟨𝜕𝑥, 𝜕𝑡, 𝑡𝜕𝑡 − 𝑢𝜕𝑢⟩.

Тут 𝜆1, 𝜆2, 𝜀, 𝜅 та 𝜌 — довiльнi сталi, причому 𝜆1𝜎𝜀 ̸= 0. Крiм того,

у випадку 1 (𝜌, 𝜆2) ̸= (0, 0), а у випадку 3 𝜆2 ̸= 0. Змiнюючи довiльнi

сталi 𝜆1 та 𝜆2, множину значень сталої 𝜀 можна звузити до ±1.

У наступному прикладi показано, як вiдновити групову класифiкацiю

класу (3.61), використавши результати, отриманi для класу (3.64).

Розглянемо випадок 1 табл. 3.10, розширений перетвореннями еквi-

валентностi з групи 𝐺∼
3 , тобто перший випадок, наведений у заува-

женнi 3.35, де ℎ̃ = 𝜆1(𝜀𝑡 + 𝜅)𝜌, 𝑙 = 𝜆2(𝜀𝑡 + 𝜅)
𝜌−4
2 . Введемо позна-

чення 𝑇 :=
∫︀
𝑔(𝑡)d𝑡. Оскiльки 𝑡 = 𝑇 та 𝑙(𝑇 ) = (𝑓/𝑔)𝑡/𝑔, маємо
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Табл. 3.11: Групова класифiкацiя класу (3.63) з точнiстю до 𝐺∼
2 -еквiвалентностi.

№ ℎ(𝑡) 𝑓(𝑡) Базис 𝐴max

0 ∀ ∀ 𝜕𝑥

1 𝜀𝑡𝜌 𝜆𝑡
𝜌−2
2 𝜕𝑥, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝜌𝑥𝜕𝑥 + (𝜌− 2)𝑢𝜕𝑢

2 𝜀𝑡2 ln 𝑡 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 − 𝜕𝑢

3 𝜀𝑒𝑡 𝜆𝑒
1
2
𝑡 𝜕𝑥, 2𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢

4 𝜀 𝑡 𝜕𝑥, 𝜕𝑡 − 𝜕𝑢

5 𝜀 0 𝜕𝑥, 𝜕𝑡, 𝑡𝜕𝑡 − 𝑢𝜕𝑢

Тут 𝜌 та 𝜆 — довiльнi сталi, 𝜀 = ±1 mod 𝐺∼
2 . У випадку 1 (𝜌, 𝜆) ̸= (0, 0).

(𝑓/𝑔)𝑡=𝜆2𝑔(𝑡)(𝜀𝑇 + 𝜅)
𝜌−4
2 . Тодi

𝑓(𝑡) =

⎧⎨⎩𝜆2𝑔(𝑡)
(︁

2
𝜀(𝜌−2)(𝜀𝑇 + 𝜅)

𝜌−2
2 + 𝜆3

)︁
, якщо 𝜌 ̸= 2,

𝜆2𝑔(𝑡)
(︀
1
𝜀 ln(𝜀𝑇 + 𝜅) + 𝜆3

)︀
, якщо 𝜌 = 2.

Пiсля перепозначення сталих 𝜆𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3, отримаємо, вiдповiдно, ви-

падки 1 i 2 табл. 3.12. Для знаходження вiдповiдних операторiв лi-

ївської симетрiї необхiдно виконати замiну змiнних 𝑡 = 𝑇 , �̃� = 𝑥,

�̃� = 𝑢 + 𝜇2(𝜀𝑇 + 𝜅)
𝜌−2
2 + 𝜇3 (або �̃� = 𝑢 + 𝜇2 ln(𝜀𝑇 + 𝜅) + 𝜇3 у випадку 2)

у виразах для операторiв

𝑋1 = 𝜕�̃�, 𝑋2 = 2(𝜀𝑡+ 𝜅)𝜕𝑡 + 𝜀𝜌�̃�𝜕�̃� + 𝜀(𝜌− 2)�̃�𝜕�̃�.

Слiд зазначити, що образи двох рiзних нееквiвалентних випадкiв розши-

рень лiївської симетрiї в класi (3.61) (випадки 1 i 2 табл. 3.11) належать

до одного й того ж випадку розширення лiївської симетрiї в класi (3.64)

(випадок 1 табл. 3.10).

Iншi випадки розглядаються аналогiчно.

Теорема 3.36. Ядро максимальних алгебр лiївської iнварiантностi рiв-

нянь з класу (3.63) — це одновимiрна алгебра ⟨𝜕𝑥⟩. Усi можливi 𝐺∼
2 -не-

еквiвалентнi випадки розширення лiївської симетрiї вичерпуються ви-

падками 1–5 табл. 3.11.
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Табл. 3.12: Повний список розширень лiївської симетрiї в класi (3.61).

№ ℎ(𝑡) 𝑓(𝑡) Базис 𝐴max

0 ∀ ∀ 𝜕𝑥

1 𝜇1(𝜀𝑇 + 𝜅)𝜌 𝜇2𝑔(𝜀𝑇 + 𝜅)
𝜌−2
2 + 𝜇3𝑔 𝜕𝑥,

2
𝑔 (𝜀𝑇 + 𝜅)𝜕𝑡 + 𝜀𝜌𝑥𝜕𝑥 + 𝜀(𝜌− 2)(𝑢+ 𝜇3)𝜕𝑢

2 𝜇1(𝜀𝑇 + 𝜅)2 𝜇2𝑔 ln(𝜀𝑇 + 𝜅) + 𝜇3𝑔 𝜕𝑥,
1
𝑔 (𝜀𝑇 + 𝜅)𝜕𝑡 + 𝜀𝑥𝜕𝑥 − 𝜀𝜇2𝜕𝑢

3 𝜇1 exp(𝜎𝑇 ) 𝜇2𝑔 exp(
1
2𝜎𝑇 ) + 𝜇3𝑔 𝜕𝑥,

2
𝑔𝜕𝑡 + 𝜎𝑥𝜕𝑥 + 𝜎(𝑢+ 𝜇3)𝜕𝑢

4 𝜇1 𝜇2𝑔𝑇 + 𝜇3𝑔 𝜕𝑥,
1
𝑔𝜕𝑡 − 𝜇2𝜕𝑢

5 𝜇1 𝜇3𝑔 𝜕𝑥,
1
𝑔𝜕𝑡,

𝑇
𝑔 𝜕𝑡 − (𝑢+ 𝜇3)𝜕𝑢

Тут 𝑔 — довiльна гладка функцiя, що не має нулiв; 𝑇 =
∫︀
𝑔(𝑡) d𝑡; 𝜀 = ±1; 𝜇1, 𝜇2, 𝜇3, 𝜈

та 𝜌 — довiльнi сталi, що задовольняють умову 𝜇1𝜆 ̸= 0. У випадку 1 𝜌𝜇2 ̸= 0; у випадку 4

𝜇2 ̸= 0.

Наслiдок 3.37. Групова класифiкацiя класу (3.61) з точнiстю до 𝐺∼
1 -

еквiвалентностi приводить до списку, наведеного в табл. 3.10, де до-

вiльний елемент 𝑔 вважається рiвним 1.

Щоб отримати класифiкацiйний список для класу (3.61), де вигляди

довiльних елементiв не спрощено перетвореннями еквiвалентностi, засто-

суємо перетворення (3.62) в поєднаннi з перетвореннями з групи еквi-

валентностi 𝐺∼
2 до рiвнянь вигляду (3.63) з 𝑓 та ℎ, наведеними у та-

блицi 3.10. Базиснi елементи вiдповiдних максимальних алгебр лiївської

iнварiантностi отримано тими самими перетвореннями. Результат (пiсля

перепозначення сталих) наведено в табл. 3.12. Детальний алгоритм пiд-

ходу, що ґрунтується на еквiвалентностi для отримання найбiльш за-

гальних виглядiв довiльних елементiв i базисних елементiв вiдповiдних

максимальних алгебр лiївської iнварiантностi можна знайти в [298].

Порiвнюючи результати [216] зi списком у табл. 3.11, приходимо до

висновку, що наведенi в [216] розширення лiївської симетрiї є часткови-

ми випадками випадкiв 1–5 табл. 3.11 для деяких фiксованих значень
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довiльного елемента 𝑔. Наприклад, випадки 4 i 10 класифiкацiйного спи-

ску [216, табл. 1] отримано за допомогою тривимiрних максимальних ал-

гебр лiївської симетрiї. Цi випадки є частковими випадками випадку 5

табл. 3.11 при 𝑔 = 𝑔0 = const та 𝑔 = 𝑔0𝑒
𝑘𝑡.

3.4.2. Закони збереження. Прокласифiкуємо (локальнi) закони збе-

реження рiвнянь з класу (3.61), застосовуючи найбiльш прямий метод,

що ґрунтується на визначеннi законiв збереження [41,42,234].

Класифiкацiя локальних законiв збереження рiвнянь з класу (3.61):

Випадок 0. Кожне рiвняння з класу (3.61) допускає “природний” закон

збереження зi сталою характеристикою 𝜆1 = 1. Вiдповiдний збережений

струм

𝐹 1 = 𝑢, 𝐺1 = 𝑓(𝑡)𝑢+
1

2
𝑔(𝑡)𝑢2 + ℎ(𝑡)𝑢𝑡𝑥.

Для загальних значень довiльних елементiв 𝑓 , 𝑔 та ℎ пов’язаний з ними

простiр законiв збереження є одновимiрним.

Випадок 1.Якщо довiльнi елементи задовольняють умову ((1/ℎ)𝑡/𝑔)𝑡 =

0, а отже й ℎ(𝑡) =
(︀
𝜌1
∫︀
𝑔(𝑡)d𝑡+ 𝜌2

)︀−1
, де 𝜌1 та 𝜌2 — сталi, причо-

му (𝜌1, 𝜌2) ̸= (0, 0), то простiр законiв збереження вiдповiдного рiвнян-

ня (3.61) є щонайменше двовимiрним. Другий основний закон збереження

можна вибрати так, щоб вiн мав характеристику i компоненти збереже-

ного струму

𝜆2 =
𝑢

ℎ
− 𝜌1

(︀
𝑥−

∫︀
𝑓(𝑡)d𝑡

)︀
, 𝐹 2 =

𝑢2

2ℎ(𝑡)
− 𝑢2𝑥

2
− 𝜌1

(︀
𝑥−

∫︀
𝑓(𝑡)d𝑡

)︀
𝑢,

𝐺2 =
𝑔(𝑡)

3ℎ(𝑡)
𝑢3 +

𝑓(𝑡)

2ℎ(𝑡)
𝑢2 + 𝑢𝑢𝑡𝑥 + 𝜌1ℎ(𝑡)𝑢𝑡

− 𝜌1
(︀
𝑥−

∫︀
𝑓(𝑡)d𝑡

)︀(︂
𝑓(𝑡)𝑢+

1

2
𝑔(𝑡)𝑢2 + ℎ(𝑡)𝑢𝑡𝑥

)︂
,

вiдповiдно, де (1/ℎ)𝑡/𝑔 = 𝜌1 = const.

Точковi перетворення з сiм’ї 𝑡 = 𝜌1
∫︀
𝑔(𝑡)d𝑡 + 𝜌2, �̃� = 𝑥, �̃� = 𝑢/𝜌1,

пов’язанi з групою 𝐺∼
1 , зводять кожне рiвняння цього випадку з 𝜌1 ̸= 0

до рiвняння вигляду 𝑢𝑡 + 𝑓(𝑡)𝑢𝑥 + 𝑢𝑢𝑥 + 𝑡−1𝑢𝑡𝑥𝑥 = 0 (тильди опущено).
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Випадок 2. Ще один випадок iз принаймнi двовимiрними просторами

законiв збереження задається довiльними елементами, що задовольняють

умову ((𝑓/𝑔)𝑡/𝑔)𝑡 = 0, тобто 𝑓(𝑡) =
(︀
𝜎1
∫︀
𝑔(𝑡)d𝑡+ 𝜎2

)︀
𝑔(𝑡), де 𝜎1 та 𝜎2 —

довiльнi сталi. Другий основний закон збереження можна вибрати так,

щоб вiн мав характеристику i компоненти збереженого струму

𝜆3 = 𝑊 2 − 2𝜎1𝑥+ 2
ℎ

𝑔
𝑢𝑡𝑥, 𝐹 3 =

1

3
𝑊 3 − 2𝜎1𝑥𝑢−

1

3

𝑓(𝑡)3

𝑔(𝑡)3
,

𝐺3 =
ℎ(𝑡)

𝑔(𝑡)
𝑊 2

𝑡 +
ℎ(𝑡)2

𝑔(𝑡)
𝑢2𝑡𝑥 + ℎ(𝑡)𝑊 2𝑢𝑡𝑥 − 2𝜎1ℎ(𝑡)𝑥𝑢𝑡𝑥

− 2𝜎1𝑓(𝑡)𝑥𝑢− 𝜎1𝑔(𝑡)𝑥𝑢
2 +

𝑔(𝑡)

4
𝑊 4,

вiдповiдно, де 𝑊 = 𝑢+ 𝑓(𝑡)/𝑔(𝑡), (𝑓/𝑔)𝑡/𝑔 = 𝜎1 = const.

Точковi перетворення з сiм’ї 𝑡 = 𝜎1
∫︀
𝑔(𝑡)d𝑡 + 𝜎2, �̃� = 𝜎1𝑥, �̃� = 𝑢,

пов’язанi з групою 𝐺∼
1 , зводять будь-яке рiвняння цього випадку з 𝜎1 ̸= 0

до вигляду 𝑢𝑡 + 𝑡𝑢𝑥 + 𝑢𝑢𝑥 + ℎ(𝑡)𝑢𝑡𝑥𝑥 = 0 (тильди опущено).

Випадок 3. Максимальна розмiрнiсть просторiв законiв збереження

для рiвнянь з класу (3.61) дорiвнює трьом i досягається при перетинi

випадкiв 1 i 2, де довiльнi елементи задовольняють обидва обмеження

((𝑓/𝑔)𝑡/𝑔)𝑡 = 0 та ((1/ℎ)𝑡/𝑔)𝑡 = 0. Тодi для кожного з просторiв базис

складається з законiв збереження з характеристиками 𝜆1, 𝜆2 та 𝜆3 i збе-

режних струмiв (𝐹 1, 𝐺1), (𝐹 2, 𝐺2) та (𝐹 3, 𝐺3). Застосувавши перетворен-

ня (3.62), вiдповiдне рiвняння можна звести до вигляду

𝑢𝑡 + (𝜎1𝑡+ 𝜎2)𝑢𝑥 + 𝑢𝑢𝑥 + (𝜌1𝑡+ 𝜌2)
−1𝑢𝑡𝑥𝑥 = 0.

За допомогою перетворень з групи𝐺∼
2 можливе подальше спрощення. На-

приклад, якщо 𝜎1 ̸= 0 або 𝜌1 ̸= 0, одну з лiнiйних комбiнацiй (вiдповiдно,

𝜎1𝑡+ 𝜎2 або 𝜌1𝑡+ 𝜌2) можна покласти рiвною 𝑡.

Добре вивчений пiдвипадок випадку 3 складається з рiвнянь зi стали-

ми коефiцiєнтами, для яких 𝜌1 = 𝜎1 = 0 [51, 104, 233]. Кожне рiвняння

вигляду (3.61) зi сталими 𝑓 , 𝑔, ℎ має три лiнiйно незалежнi закони збе-

реження з характеристиками 1, 𝑢 та (𝑢 + 𝑓/𝑔)2 + 2ℎ𝑢𝑡𝑥/𝑔. Вiдповiднi
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компоненти збереженого струму такi:

𝐹 1 = 𝑢, �̃�1 = 𝑓𝑢+
𝑔

2
𝑢2 + ℎ𝑢𝑡𝑥,

𝐹 2 =
𝑢2

2
− ℎ

𝑢2𝑥
2
, �̃�2 =

𝑓

2
𝑢2 +

𝑔

3
𝑢3 + ℎ𝑢𝑢𝑡𝑥,

𝐹 3 =
1

3

(︂
𝑢+

𝑓

𝑔

)︂3

, �̃�3 =
ℎ

𝑔
𝑢2𝑡 +

ℎ2

𝑔
𝑢2𝑡𝑥 + ℎ

(︂
𝑢+

𝑓

𝑔

)︂2

𝑢𝑡𝑥+
𝑔

4

(︂
𝑢+

𝑓

𝑔

)︂4

.

З точнiстю до 𝐺∼
1 -еквiвалентностi будь-яке рiвняння зi сталими коефi-

цiєнтами з класу (3.61) можна вiдобразити в рiвняння 𝑢𝑡 = 𝑢𝑢𝑥+𝜀𝑢𝑥𝑥𝑡, де

𝜀 = sgnℎ = ±1. Тодi характеристики та компоненти збережених струмiв

вищезазначених законiв збереження набувають вигляду (див. [153, c. 195])

𝜆1 = 1, 𝐹 1 = 𝑢, 𝐺1 = −1

2
𝑢2 − 𝜀𝑢𝑡𝑥,

𝜆2 = 𝜀𝑢, 𝐹 2 =
𝑢2

2
+ 𝜀

𝑢2𝑥
2
, 𝐺2 = −1

3
𝑢3 − 𝜀𝑢𝑢𝑡𝑥,

𝜆3 = 𝑢2 + 2𝜀𝑢𝑡𝑥, 𝐹 3 =
1

3
𝑢3, 𝐺3 = 𝜀𝑢2𝑡 − 𝑢2𝑡𝑥 − 𝜀𝑢2𝑢𝑡𝑥 −

1

4
𝑢4.

Результати щодо законiв збереження виявилися цiлком очiкуваними

i водночас нетривiальними. Вони природним чином узагальнюють вiдомi

результати для рiвнянь Бенджамiна–Бона–Махонi зi сталими коефiцiєн-

тами, але потребують завершення найбiльш значущої та складної части-

ни доведення, де аналогiчно до [104] визначається верхня межа порядку

законiв збереження.

3.5. Застосування групоїдiв еквiвалентностi

в дослiдженнi iнтегровностi

З кiнця 1960-х рокiв спостерiгається постiйний iнтерес до вивчення точно-

розв’язних (iнтегровних) диференцiальних рiвнянь з частинними похi-

дними. Так, у роботi [124] запропоновано метод оберненої задачi розсi-

яння i застосовано його для знаходження солiтонних розв’язкiв рiвнян-

ня Кортевега–де Фрiза. Поняття солiтону запропоновано ранiше в робо-

тi [337]. У роботi [215] показано, що рiвняння Кортевега–де Фрiза володiє



208

нескiнченним набором законiв збереження як завгодно високих поряд-

кiв. Ця властивiсть виявилося типовою для iнтегровних рiвнянь. У робо-

тi [141] запропоновано новий прямий метод (бiлiнiйний метод Хiроти) для

знаходження багатосолiтонних розв’язкiв iнтегровних нелiнiйних еволю-

цiйних рiвнянь. Цi й iншi методи були потiм застосованi до широкого кола

iнтегровних рiвнянь [280].

Ф. Калоджеро зазначав у роботi [80], що iнтегровнi рiвняння можна

подiлити на тi, якi можна лiнеаризувати за допомогою вiдповiдної замiни

змiнних (𝐶-iнтегровнi рiвняння) i тi, що iнтегруються методом оберненої

задачi розсiяння (𝑆-iнтегровнi рiвняння).

Серед 𝐶-iнтегровних рiвнянь є, зокрема, вiдоме рiвняння Бюргер-

са 𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 = 𝜈𝑢𝑥𝑥 [79], яке лiнеаризується до рiвняння теплопро-

вiдностi за допомогою перетворення Коула–Хопфа [93, 143], рiвняння

Шарма–Тассо–Олвера 𝑢𝑡 + 𝑢𝑥𝑥𝑥 + 3𝑢2𝑢𝑥 + 3𝑢2𝑥 + 3𝑢𝑢𝑥𝑥 = 0 [232, 281],

яке є другим членом iєрархiї Бюргерса, рiвняння 𝑢−2-дифузiї (рiвняння

Фуджити–Сторма) 𝑢𝑡 = (𝑢−2𝑢𝑥)𝑥+𝑎𝑢 [67,290], рiвняння Фокаса–Йортсоса

𝑢𝑡 = (𝑢−2𝑢𝑥)𝑥 + 𝑎𝑢−2𝑢𝑥 [110, 291]. Додатковi приклади в розмiрностi 1+1

можна знайти в роботi [80].

Серед (1+1)-вимiрних 𝑆-iнтегровних рiвнянь у розмiрностi 1+1 —

рiвняння КдФ [184] i модифiковане рiвняння КдФ, рiвняння Гарднера

(комбiноване рiвняння КдФ) 𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + 𝑢2𝑢𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0 [214], цилiн-

дричне рiвняння КдФ 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥𝑥 + 6𝑢𝑢𝑥 − 1
2𝑡𝑢 [208], рiвняння Гаррi Ди-

ма 𝑢𝑡 = 𝑢3𝑢𝑥𝑥𝑥 [186], рiвняння синус-Гордона 𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 + sin𝑢 = 0. Iншi

приклади 𝑆-iнтегровних рiвнянь наведено, наприклад, у [280].

Бiльшiсть iнтегровних диференцiальних рiвнянь з частинними похi-

дними, дослiдженi з точки зору теорiї iнтегровностi, є рiвняннями зi ста-

лими коефiцiєнтами. Однак багато модельних рiвнянь, важливих для за-

стосувань, мають коефiцiєнти, що явно залежать вiд незалежних змiн-

них. Наприклад, узагальненi рiвняння Бюргерса, що описують поширен-

ня слабо нелiнiйних акустичних хвиль пiд впливом термов’язкої дифузiї
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мають вигляд 𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 = 𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥 при 𝑔 ̸= 0 [138] (цi рiвняння не є 𝐶-

iнтегровними, якщо 𝑔 не є сталою). Рiвняння Кортевега–де Фрiза i кубi-

чне рiвняння Шредiнгера з залежними вiд часу коефiцiєнтами

𝑢𝑡 + 𝑓(𝑡)𝑢𝑢𝑥 + 𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0 i 𝑖𝑢𝑡 + 𝑓(𝑡)𝑢𝑥𝑥 + 𝑔(𝑡)|𝑢|2𝑢 = 0 (3.66)

також зустрiчаються в рiзних застосуваннях [128,129]. Тут 𝑓 , 𝑔 — гладкi

функцiї змiнної 𝑡, що не мають нулiв.

За останнi роки опублiковано багато робiт, присвячених дослiдженню

диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними зi змiнними коефiцi-

єнтами. Багато з них присвячено застосуванню тесту Пенлеве для ви-

окремлення пiдкласiв iнтегровних рiвнянь з класiв рiвнянь зi змiнними

коефiцiєнтами, побудовi законiв збереження, пар Лакса, а також точних

солiтонних розв’язкiв за допомогою бiлiнiйного методу Хiроти. Оскiльки

iнодi моделi зi змiнними коефiцiєнтами досить складнi, а число змiнних

коефiцiєнтiв варiюється вiд одного до п’яти або навiть до десяти в де-

яких випадках, широко використовують пакети символьних обчислень

для виконання таких задач. Однак у багатьох роботах нехтують еквi-

валентнiстю мiж рiвняннями в дослiджуваному класi, див. обговорення

в роботi [263]. Хоча навiть у пiонерських роботах по точнорозв’язним

моделям було показано, що, якщо iнтегровне рiвняння пов’язане з iн-

шим рiвнянням певною змiною змiнних (точковою або неточковою), то

останнє рiвняння також є iнтегровним. Класичними прикладами є зв’язок

мiж рiвнянням КдФ i модифiкованим рiвняннями КдФ через перетво-

рення Мiури, звiднiсть рiвняння Гарднера до модифiкованого рiвняння

КдФ [214], а також цилiндричного рiвняння КдФ до класичного рiвнян-

ня КдФ [170, 208]. Iншi приклади наведено в роботi [171]. Показано, що

рiвняння КдФ i нелiнiйне рiвняння Шредiнгера з залежними вiд часу кое-

фiцiєнтами (3.66) проходять тест Пенлеве тодi i тiльки тодi, коли коефiцi-

єнти 𝑓 , 𝑔 задовольняють умови 𝑔(𝑡) = 𝑓(𝑡)(𝑎1
∫︀ 𝑡
𝑓(𝑠) d𝑠+ 𝑎0) (вiдповiдно.

𝑔(𝑡) = 𝑓(𝑡)/(𝑎1
∫︀ 𝑡
𝑓(𝑠) d𝑠+ 𝑎0) ), де 𝑎1, 𝑎0 — сталi, причому 𝑎21+ 𝑎20 ̸= 0. Цi

умови спiвпадають з умовами звiдностi рiвнянь (3.66) до таких рiвнянь
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зi сталими коефiцiєнтами, отриманих в [128, 129]. Iнший спосiб побудови

iнтегровних моделей зi змiнними коефiцiєнтами з членiв iнтегровних iє-

рархiй зi сталими коефiцiєнтами був представлений у [113, теорема 3.1].

Будь-яка “лiнiйна суперпозицiя” членiв iнтегровної еволюцiйної iєрархiї

з довiльними коефiцiєнтами залежними вiд часу виявляється також iнте-

гровною.

Знання допустимих точкових перетворень в певному класi диферен-

цiальних рiвнянь з частинними похiдними зi змiнними коефiцiєнтами, а

також умов звiдностi таких рiвнянь до рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами

дозволяють отримати точнi розв’язки, закони збереження й iншi подiбнi

об’єкти для рiвнянь зi змiнними коефiцiєнтами простiшим способом, нiж

шляхом безпосереднiх обчислень. Проiлюструємо це на прикладi класу

рiвнянь типу КдФ п’ятого порядку зi змiнними коефiцiєнтами.

3.5.1. Групоїди еквiвалентностi еволюцiйних рiвнянь 𝑛-го по-

рядку. Розглянемо клас еволюцiйних рiвнянь 𝑛-го порядку

𝑢𝑡 = 𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑢0, 𝑢1, . . . , 𝑢𝑛), (3.67)

де 𝑛 > 2, 𝑢𝑗 ≡ 𝜕𝑗𝑢/𝜕𝑥𝑗, 𝑗 = 1, 2, . . . , i 𝑢0 ≡ 𝑢. Використаємо такi позна-

чення для похiдних: 𝑢𝑥 = 𝑢1, 𝑢𝑥𝑥 = 𝑢2, 𝑢𝑥𝑥𝑥 = 𝑢3, . . . . Нижнiй iндекс

функцiї позначає диференцiювання за вiдповiдною змiнною, наприклад,

𝑢𝑡 ≡ 𝜕𝑢/𝜕𝑡, 𝐻𝑢𝑖 ≡ 𝜕𝐻/𝜕𝑢𝑖. Для наведеного вище класу набiр довiль-

них елементiв 𝜃 складається з однiєї довiльної гладкої функцiї 𝐻 своїх

аргументiв. Допомiжнi рiвняння на 𝐻 для виокремлення еволюцiйних

рiвнянь серед всiх двовимiрних рiвнянь з частинними похiдними 𝑛-го по-

рядку утворюють систему

𝐻𝑢𝑖𝑡 = 0, 𝑖 = 0, . . . , 𝑛− 1, 𝐻𝑢𝑖𝑡𝑡 = 0, 𝑖 = 0, . . . , 𝑛− 2, . . . ,

яка означає, що довiльний елемент 𝐻 не залежить вiд похiдних 𝑢, що

включають диференцiювання за 𝑡. Умова рiвностi порядку рiвняння до 𝑛
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призводить до допомiжної нерiвностi 𝐻𝑢𝑛 ̸= 0. Для квазiлiнiйних ево-

люцiйних рiвнянь довiльний елемент 𝐻 є лiнiйним по похiдним вищого

порядку 𝑢𝑛, тобто пiдклас ℰql таких рiвнянь видiляється з усього кла-

су (3.67) додатковим допомiжним рiвнянням 𝐻𝑢𝑛𝑢𝑛 = 0. Представляю-

чи 𝐻 в формi 𝐻 = 𝐹𝑢𝑛 +𝐺 й iнтерпретуючи 𝐹 = 𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑢0, 𝑢1, . . . , 𝑢𝑛−1)

та 𝐺 = 𝐺(𝑡, 𝑥, 𝑢0, 𝑢1, . . . , 𝑢𝑛−1) як новi довiльнi елементи, ми перепараме-

тризовуємо пiдклас ℰql. У термiнах 𝐹 та 𝐺 система допомiжних рiвнянь

i нерiвностей для пiдкласу ℰql буде

𝐹𝑢𝑖𝑡 = 𝐺𝑢𝑖𝑡 = 0, 𝑖 = 0, . . . , 𝑛− 1,

𝐹𝑢𝑖𝑡𝑡 = 𝐺𝑢𝑖𝑡𝑡 = 0, 𝑖 = 0, . . . , 𝑛− 2, . . . ,

𝐹𝑢𝑛 = 𝐺𝑢𝑛 = 0, 𝐹 ̸= 0.

(3.68)

Наклавши додатковi допомiжнi рiвняння на 𝐻 (вiдповiдно на 𝐹 та 𝐺),

можна побудувати ланцюжок вкладених пiдкласiв еволюцiйних рiвнянь.

Ми розглядаємо iєрархiю вкладених нормалiзованих класiв ево-

люцiйних рiвнянь. Добре вiдоме твердження, що будь-яке конта-

ктне перетворення 𝒯 , що пов’язує два фiксованi рiвняння 𝑢𝑡 = 𝐻

та �̃�𝑡 = �̃� з класу (3.67), має вигляд 𝑡 = 𝑇 (𝑡), �̃� = 𝑋(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢𝑥),

�̃� = 𝑈(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢𝑥) [209]. У порiвняннi iз загальним контактним перетво-

ренням у просторi з координатами (𝑡, 𝑥, 𝑢) особливiсть полягає в то-

му, що компонент перетворення для 𝑡 залежить тiльки вiд 𝑡, а ком-

понент перетворення для всiх iнших змiнних не залежить вiд 𝑢𝑡. При-

пущення про контактнiсть i невиродженiсть для 𝒯 зводяться до умов

(𝑈𝑥 + 𝑈𝑢𝑢𝑥)𝑋𝑢𝑥 = (𝑋𝑥 +𝑋𝑢𝑢𝑥)𝑈𝑢𝑥 та 𝑇𝑡 ̸= 0, rank 𝜕(𝑋,𝑈)/𝜕(𝑥, 𝑢, 𝑢𝑥) = 2

вiдповiдно. Стандартне продовження 𝒯 до похiдних 𝑢1, . . . , 𝑢𝑛 виконує-

ться з використанням ланцюгового правила, яке дає �̃��̃� = 𝑉 (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢𝑥),

де 𝑉 = (𝑈𝑥 + 𝑈𝑢𝑢𝑥)/(𝑋𝑥 + 𝑋𝑢𝑢𝑥) або 𝑉 = 𝑈𝑢𝑥/𝑋𝑢𝑥, якщо вiдповiдно

𝑋𝑥 + 𝑋𝑢𝑢𝑥 ̸= 0 або 𝑋𝑢𝑥 ̸= 0, а �̃�𝑖 ≡ 𝜕𝑖�̃�/𝜕�̃�𝑖 = ((1/𝐷𝑥𝑋)𝐷𝑥)
𝑖−1𝑉 ,

𝑖 = 2, . . . , 𝑛. Тут 𝐷𝑥 = 𝜕𝑥 + 𝑢𝑥𝜕𝑢 + 𝑢𝑡𝑥𝜕𝑢𝑡 + 𝑢𝑥𝑥𝜕𝑢𝑥 + · · · — опера-

тор повної похiдної за змiнною 𝑥. Можливiсть одночасного занулення

𝑋𝑥 + 𝑋𝑢𝑢𝑥 та 𝑋𝑢𝑥 виключається припущенням невиродженостi. Бiльш
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того, зi спiльного припущення про контактнiсть i невиродженiсть випли-

ває (𝑋𝑢, 𝑈𝑢) ̸= (0, 0). Перетворення довiльного елемента �̃� має вид

�̃� =
𝑈𝑢 −𝑋𝑢𝑉

𝑇𝑡
𝐻 +

𝑈𝑡 −𝑋𝑡𝑉

𝑇𝑡
.

Кожне з наведених вище контактних перетворень вiдображає весь

клас (3.67) на себе. Отже, його продовження до довiльного елемента 𝐻

належить групi контактної еквiвалентностi 𝐺∼
c класу (3.67), i будь-який

елемент 𝐺∼
c отримується з нього таким чином. Iншими словами, група

еквiвалентностi 𝐺∼
c породжує весь групоїд контактної еквiвалентностi 𝒢∼

c

класу (3.67), тобто цей клас є контактно-нормалiзованим, з чого, оче-

видно, випливає також його нормалiзованiсть вiдносно точкових пере-

творень. Якщо 𝑛 > 3, пiдклас ℰql квазiлiнiйних еволюцiйних рiвнянь

𝑛-го порядку має такусаму групу контактної еквiвалентностi i також є

контактно-нормалiзованим.

Кожен наступний пiдклас видiляється з попереднього шляхом послi-

довного додавання в систему (3.68) бiльшого числа рiвнянь, зберiгаючи

при цьому властивiсть нормалiзованостi у звичайному сенсi. Додатковi

обмеження 𝐹𝑢2 = · · · = 𝐹𝑢𝑛−1
= 0 (тобто 𝐹 = 𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢𝑥) ) призводять

до принципового звуження групоїда еквiвалентностi вiдповiдного пiдкла-

су: його контактна група еквiвалентностi спiвпадає з його точковою гру-

пою еквiвалентностi. Тому при розглядi рiвнянь цього пiдкласу досить

використовувати тiльки точкову еквiвалентнiсть. Накладаючи додатковi

обмеження 𝐹𝑢1 = 0, ми отримуємо пiдклас, в якому 𝑥-компонента будь-

якого перетворення еквiвалентностi не включає 𝑢, тобто 𝑋𝑢 = 0. Група

еквiвалентностi пiдкласу рiвнянь з 𝐹 = 𝐹 (𝑡) складається з перетворень,

що задовольняють умову 𝑋𝑥𝑥 = 0. Нарештi, для пiдкласу рiвнянь

𝑢𝑡 = 𝐹 (𝑡)𝑢𝑛 +𝐺(𝑡, 𝑥, 𝑢0, 𝑢1, . . . , 𝑢𝑛−1), 𝑛 > 2,

𝐹 ̸= 0, 𝐺𝑢𝑖𝑢𝑛−1
= 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛− 1,

(3.69)

будь-яке перетворення еквiвалентностi є лiнiйним по 𝑢, оскiльки

𝑈𝑢𝑢 = 0. Зiбравши всi визначальнi рiвняння для допустимих пере-
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творень в класi (3.69), якi вичерпуються наведеними вище рiвняннями

𝑋𝑢 = 𝑋𝑥𝑥 = 𝑈𝑢𝑢 = 0, можна стверджувати, що його звичайна група

точкової еквiвалентностi складається з перетворень

𝑡 = 𝑇 (𝑡), �̃� = 𝑋1(𝑡)𝑥+𝑋0(𝑡), �̃� = 𝑈 1(𝑡, 𝑥)𝑢+ 𝑈 0(𝑡, 𝑥), (3.70)

𝐹 =
(𝑋1)𝑛

𝑇𝑡
𝐹, �̃� =

1

𝑇𝑡

[︂
𝑈 1𝐺−

(︃
𝑛−1∑︁
𝑘=0

(︃
𝑛

𝑘

)︃
𝑈 1
(𝑛−𝑘)𝑢(𝑘) + 𝑈 0

(𝑛)

)︃
𝐹

+ 𝑈 1
𝑡 𝑢+ 𝑈 0

𝑡 −
𝑋1
𝑡 𝑥+𝑋0

𝑡

𝑋1

(︀
(𝑈 1𝑢)𝑥 + 𝑈 0

𝑥

)︀]︂
,

де 𝑇𝑡𝑋1𝑈 1 ̸= 0. Клас (3.69) нормалiзований у звичайному сенсi.

3.5.2. Iнтегровнi пiдкласи в класi рiвнянь Кортевега–де Фрiза

п’ятого порядку зi змiнними коефiцiєнтами. Розглянемо клас рiв-

нянь типу Кортевега–де Фрiза п’ятого порядку зi змiнними коефiцiєнтами

вигляду

𝑢𝑡 + 𝑎(𝑡)𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝑏(𝑡)𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥 + 𝑐(𝑡)𝑢2𝑢𝑥 + 𝑓(𝑡)𝑢𝑢𝑥 + 𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

+ ℎ(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 +𝑚(𝑡)𝑢+ 𝑛(𝑡)𝑢𝑥 + 𝑘(𝑡)𝑥𝑢𝑥 = 0,
(3.71)

де функцiї 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑓 , 𝑔, ℎ, 𝑚, 𝑛, 𝑘 — довiльнi гладкi функцiї часової

змiнної 𝑡 при 𝑔(𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2) ̸= 0. Нещодавно були вивченi деякi пiдкласи

цього класу, зокрема, в роботах [327,334,335].

Так, у [327] iнтегровнiсть рiвнянь з класу (3.71) при 𝑘 = 0 (i перепо-

значеними коефiцiєнтами 𝑓 = 𝑑, 𝑔 = 𝑙 та ℎ = 𝑒) дослiджено за допомогою

тесту Пенлеве. Виявлено, що такi рiвняння є iнтегровними в сенсi Пенлеве

в таких трьох випадках

I. 𝑏 = 𝑎, 𝑐 = 𝜇1𝑎𝑒
∫︀
𝑚d𝑡, 𝑓 = 2𝜇2𝑎, 𝑔 =

𝑎

5𝜇1
𝑒−

∫︀
𝑚 d𝑡, ℎ =

𝜇2
𝜇1
𝑎𝑒−

∫︀
𝑚d𝑡;

II. 𝑏 = 2𝑎, 𝑐 = 𝜇1𝑎𝑒
∫︀
𝑚d𝑡, 𝑓 = 2𝜇1ℎ𝑒

∫︀
𝑚 d𝑡, 𝑔 =

3𝑎

10𝜇1
𝑒−

∫︀
𝑚 d𝑡;

III. 𝑏 =
5

2
𝑎, 𝑐 = 𝜇1𝑎𝑒

∫︀
𝑚 d𝑡, 𝑓 = 2𝜇2𝑎, 𝑔 =

𝑎

5𝜇1
𝑒−

∫︀
𝑚 d𝑡, ℎ =

𝜇2
𝜇1
𝑎𝑒−

∫︀
𝑚d𝑡.

У всiх трьох випадках 𝜇1, 𝜇2 — довiльнi сталi, причому 𝜇1 ̸= 0; 𝑎,

𝑚 та 𝑛 — довiльнi гладкi функцiї. У випадку II функцiя ℎ також є до-
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вiльною. Тут i далi iнтеграл за змiнною 𝑡 слiд розумiти як фiксовану

первiсну. Для перших двох випадкiв побудовано 𝑁 -солiтоннi розв’язки,

тодi як у випадку III представленi тiльки одно- i двосолiтоннi розв’язки.

Той же пiдклас рiвнянь з 𝑘 = 0 розглянуто ранiше в [334]. Хоча в цiй

роботi заявлено, що й тест Пенлеве, i вiдображення до iнтегровних рiв-

нянь зi сталими коефiцiєнтами застосовувалися для виокремлення iнте-

гровних випадкiв, 𝑁 -солiтонний розв’язок, перетворення Беклунда i пару

Лакса побудовано в цiй роботi лише для рiвнянь з додатковими обмеже-

ннями 𝑎 = 𝑏 = 15𝑔𝜈𝑒
∫︀
𝑚 d𝑡, 𝑐 = 45𝑔𝜈2𝑒 2

∫︀
𝑚 d𝑡, 𝑓 = ℎ = 0, де 𝜈 — ненульова

стала (𝜈 = 1/𝜌 у позначеннях [334]), що дає частинний пiдвипадок випад-

ку I. Iншi iнтегровнi випадки у [334] пропущено.

У [335] такi об’єкти було побудовано для рiвняння вигляду (3.71) при

𝑓 = ℎ = 0 (i перепозначеними коефiцiєнтами 𝑔 = 𝑑 та 𝑘 = 𝑙) при об-

меженнях 𝑎 = 𝑏 = 15𝑔𝜈𝑒
∫︀
(𝑚−2𝑘) d𝑡, 𝑐 = 45𝑔𝜈2𝑒 2

∫︀
(𝑚−2𝑘) d𝑡. Фактично, цей

розгляд просто поширює результати [334] на випадок ненульових 𝑘, хоча

параметр 𝑘 несуттєвий i його можна покласти рiвним нулю за допомогою

точкових перетворень еквiвалентностi класу.

Покажемо, що всi вищезгаданi випадки iнтегровних рiвнянь з кла-

су (3.71) зводяться точковими перетвореннями до вiдомих iнтегровних

еволюцiйних рiвнянь п’ятого порядку. Для досягнення цiєї мети наводи-

мо повний опис допустимих перетворень мiж рiвняннями цього класу.

Теорема 3.38. Розширена узагальнена група еквiвалентностi 𝐺∼ кла-

су (3.71) складається з перетворень

𝑡 = 𝛼(𝑡), �̃� = 𝛽(𝑡)𝑥+ 𝛾(𝑡), �̃� = 𝜙(𝑡)
(︁
𝑢+ 𝜎𝑒−

∫︀
𝑚 d𝑡
)︁
,

�̃� =
𝛽3

𝛼𝑡𝜙
𝑎, �̃� =

𝛽3

𝛼𝑡𝜙
𝑏, 𝑐 =

𝛽

𝛼𝑡𝜙2
𝑐, 𝑓 =

𝛽

𝛼𝑡𝜙

(︁
𝑓 − 2𝜎𝑐𝑒−

∫︀
𝑚d𝑡
)︁
,

𝑔 =
𝛽5

𝛼𝑡
𝑔, ℎ̃ =

𝛽3

𝛼𝑡

(︁
ℎ− 𝜎𝑎𝑒−

∫︀
𝑚 d𝑡
)︁
, �̃� =

1

𝛼𝑡

(︂
𝑚− 𝜙𝑡

𝜙

)︂
, (3.72)

�̃� =
𝛽

𝛼𝑡

(︂
𝑛+

(︂
𝛾

𝛽

)︂
𝑡

− 𝑘
𝛾

𝛽
+ 𝜎2𝑐𝑒−2

∫︀
𝑚d𝑡 − 𝜎𝑓𝑒−

∫︀
𝑚 d𝑡

)︂
,
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𝑘 =
1

𝛼𝑡

(︂
𝑘 +

𝛽𝑡
𝛽

)︂
.

де 𝛼, 𝛽, 𝛾, i 𝜙 пробiгають множину гладких функцiй змiнної 𝑡, причому

𝛼𝑡𝛽𝜙 ̸= 0, а 𝜎 — довiльна стала. Ця група породжує повний групоїд

еквiвалентностi 𝒢∼ класу (3.71), тобто клас (3.71) є нормалiзованим

у розширеному узагальненому сенсi.

Повне доведення цiєї теореми наведено в роботi [312]. Справделивi такi

твердження.

Наслiдок 3.39. Пiдклас класу (3.71), виокремлений умовами 𝑓ℎ = 0

i (𝑎, 𝑐) ̸= (0, 0), нормалiзований. Його звичайна група еквiвалентностi

складається з перетворень (3.72), де 𝜎 = 0.

Наслiдок 3.40. Пiдклас класу (3.71), виокремлений умовою 𝑘 = 0, нор-

малiзований. Його розширену узагальнену групу еквiвалентностi утво-

рюють перетворення (3.72), де 𝛽 = const.

Наслiдок 3.41. Будь-яке рiвняння з класу (3.71) зводиться точковими

перетвореннями

𝑡 =
∫︀
𝑔𝑒−5

∫︀
𝑘 d𝑡 d𝑡, �̃� = 𝑒−

∫︀
𝑘 d𝑡𝑥−

∫︀
𝑛𝑒−

∫︀
𝑘 d𝑡 d𝑡, �̃� = 𝑒

∫︀
𝑚 d𝑡𝑢 (3.73)

до рiвняння з того самого класу з 𝑔 = 1 та 𝑚 = 𝑛 = 𝑘 = 0. Пiдклас

класу (3.71), виокремлений умовами 𝑔 = 1 i 𝑚 = 𝑛 = 𝑘 = 0, нормалiзова-

ний. Його розширену узагальнену групу еквiвалентностi 𝐺∼
1 складають

перетворення (3.72), де 𝛽𝑡 = 𝜙𝑡 = 0, 𝛼𝑡 = 𝛽5 та 𝛾𝑡 = 𝜎𝛽𝑓 − 𝜎2𝛽𝑐.

Перетворення з групи еквiвалентностi 𝐺∼ мають гарну структуру.

Компоненти перетворення, що вiдповiдають незалежним змiнним 𝑡 та 𝑥,

залежать тiльки вiд цих змiнних, крiм того, перетворення 𝑢 лiнiйнi за цi-

єю змiнною. Додатковим бонусом є те, що компонент перетворення для 𝑡

залежить тiльки вiд 𝑡, а компонент перетворення для 𝑥 є лiнiйним по 𝑥.

Отже, всi дослiдження щодо рiвнянь з класу (3.71) у рамках теорiї iнте-

гровностi можна реалiзувати з точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi, яка спiв-

падає для цього класу iз загальною контактною (вiдповiдно точковою)



216

еквiвалентнiстю, оскiльки клас (3.71) є нормалiзованим вiдносно 𝐺∼, з то-

чки зору як контактних, так i точкових перетворень.

Розглянемо клас рiвнянь Кортевега–де Фрiза п’ятого порядку зi ста-

лими коефiцiєнтами вигляду

𝑢𝑡 + 𝐴𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥 +𝐵𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥 + 𝐶𝑢2𝑢𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0, (3.74)

де 𝐴, 𝐵, 𝐶 — ненульовi сталi. З точнiстю до масштабних перетво-

рень iснують три таких нееквiвалентних трiйки (𝐴,𝐵,𝐶), що вiдповiд-

нi рiвняння вигляду (3.74) iнтегровнi. Це трiйки (10, 20, 30), (15, 15, 45)

та (10, 25, 20) [213], якi вiдповiдно, дають

∙ рiвняння Лакса [201]

𝑢𝑡 + 10𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥 + 20𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥 + 30𝑢2𝑢𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0; (3.75)

∙ рiвняння Савади–Котери [276] (еквiвалентне рiвнянню Кадрi–Додда–

Гiббона [84])

𝑢𝑡 + 15𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥 + 15𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥 + 45𝑢2𝑢𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0; (3.76)

∙ рiвняння Каупа–Купершмiдта [178]

𝑢𝑡 + 10𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥 + 25𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥 + 20𝑢2𝑢𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0. (3.77)

Наслiдок 3.42. Звичайну групу еквiвалентностi 𝐺∼
const класу (3.74)

складають перетворення

𝑡 = 𝛽5𝑡+ 𝛿, �̃� = 𝛽𝑥+ 𝛾, �̃� =
𝑢

𝛽2𝜆
,

𝐴 = 𝜆𝐴, �̃� = 𝜆𝐵, 𝐶 = 𝜆2𝐶.

Тут 𝛽, 𝛾, 𝛿, 𝜆 — довiльнi сталi з 𝛽𝜆 ̸= 0. Ця група породжує повний

групоїд еквiвалентностi 𝒢∼
const класу (3.74), тобто клас (3.74) є норма-

лiзованим у звичайному сенсi.

З цього твердження очевидно, що рiвняння Кадрi–Додда–Гiббона,

в якому (𝐴, �̃�, 𝐶) = (30, 30, 180) подiбне рiвнянню Савади–Котери (3.76).

Подiбнiсть мiж рiвняннями здiйснюється за допомогою масштабного пе-

ретворення 𝑡 = 𝑡, �̃� = 𝑥, �̃� = 1
2𝑢.
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Теорема 3.43. Рiвняння з класу (3.71) подiбне рiвнянню зi сталими

коефiцiєнтами вигляду (3.74) при 𝐴𝐵𝐶 ̸= 0 в тому i тiльки в тому

випадку, якщо його коефiцiєнти задовольняють умови(︂
𝑏

𝑎

)︂
𝑡

=

(︂
𝑏2

𝑐𝑔

)︂
𝑡

=

(︂
𝑓

𝑐
𝑒
∫︀
𝑚d𝑡

)︂
𝑡

= 0,(︂
𝑏

𝑔

)︂
𝑡

=
𝑏

𝑔
(𝑚− 2𝑘), 𝑎𝑓 = 2𝑐ℎ.

(3.78)

Коефiцiєнти всiх iнтегровних рiвнянь, якi розглядаються в робо-

тах [327,334,335] (окрiм сiм’ї рiвнянь [327] з коефiцiєнтами, представлени-

ми у випадку II) задовольняють умови (3.78). Отже, цi рiвняння подiбнi

рiвнянням зi сталими коефiцiєнтами. А саме, рiвняння [335]

𝑢𝑡 + 15𝑔ϒ𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥 + 15𝑔ϒ𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥 + 45𝑔ϒ2𝑢2𝑢𝑥 + 𝑔𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

+𝑚𝑢+ 𝑛𝑢𝑥 + 𝑘𝑥𝑢𝑥 = 0,
(3.79)

де ϒ = 𝜈𝑒
∫︀
(𝑚−2𝑘) d𝑡, а 𝜈 — ненульова стала, вiдображається в рiвняння

Савади–Котери (3.76) перетворенням, вiдрiзняється вiд (3.73) додатко-

вим масштабуванням 𝑢 сталою 𝜈,

𝑡 =
∫︀
𝑔𝑒−5

∫︀
𝑘 d𝑡 d𝑡, �̃� = 𝑒−

∫︀
𝑘 d𝑡𝑥−

∫︀
𝑛𝑒−

∫︀
𝑘 d𝑡 d𝑡, �̃� = 𝜈𝑒

∫︀
𝑚 d𝑡𝑢. (3.80)

Це саме перетворення вiдображає рiвняння (3.71) з 𝑓 = ℎ = 0 й 𝑎, 𝑏, 𝑐

заданими формулами

𝑎 = 10𝑔ϒ, 𝑏 = 20𝑔ϒ, 𝑐 = 30𝑔ϒ2 або

𝑎 = 10𝑔ϒ, 𝑏 = 25𝑔ϒ, 𝑐 = 20𝑔ϒ2

в iнтегровнi рiвняння зi сталими коефiцiєнтами (3.75) або (3.77) вiдповiд-

но. Отже, цi два iнтегровнi випадки пропущено в [335].

Iнше точкове перетворення вигляду

𝑡 =
1

5𝜇1

∫︁
𝑎𝑒−

∫︀
𝑚 d𝑡 d𝑡, �̃� = 𝑥−

∫︁ (︂
𝑛− 𝜇22

𝜇1
𝑎𝑒−

∫︀
𝑚 d𝑡

)︂
d𝑡,

�̃� = 𝜅

(︂
𝑒
∫︀
𝑚 d𝑡𝑢+

𝜇2
𝜇1

)︂
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з 𝜅 = 𝜇1/3 (вiдповiдно 𝜅 = 𝜇1/2) вiдображає рiвняння (3.71) з

𝑘 = 0 й iншими коефiцiєнтами, що задовольняють умову I (вiдповiд-

но III), у рiвняння Савади–Котери (3.76) (вiдповiдно рiвняння Каупа–

Купершмiдта (3.77)).

Рiвняння (3.71) з 𝑘 = 0 i коефiцiєнтами, представленими у випадку II,

зводяться до рiвняння зi змiнними коефiцiєнтами

𝑢𝑡 + 10𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥 + 20𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥

+ 30𝑢2𝑢𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜓(𝑡)(6𝑢𝑢𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥) = 0,
(3.81)

де 𝜓(𝑡) = 10𝜇1

3
ℎ
𝑎𝑒
∫︀
𝑚 d𝑡, перетворенням

𝑡 = 3
10𝜇1

∫︀
𝑎𝑒−

∫︀
𝑚 d𝑡 d𝑡, �̃� = 𝑥−

∫︀
𝑛 d𝑡, �̃� = 𝜇1

3 𝑒
∫︀
𝑚 d𝑡𝑢.

Рiвняння (3.81) є iнтегровним, оскiльки воно є “лiнiйною суперпозицiєю”

з залежними вiд часу коефiцiєнтами рiвняння Лакса (3.75) i класичного

рiвняння КдФ 𝑢𝑡 + 6𝑢𝑢𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0, якi є iнтегровними i чиї вiдповiднi

еволюцiйнi векторнi поля комутують [113, теорема 3.1].

Отже, з використанням точкових перетворень, пояснено появу всiх iн-

тегровних випадкiв, знайдених у [327,334,335]. Виявлено, що два iнтегров-

нi випадки пропущено в [334,335]. Таким чином, усi iнтегровнi рiвняння зi

змiнними коефiцiєнтами знайдено за допомогою перетворень еквiвалент-

ностi.

3.5.3. Застосування точкових перетворень для знаходження пар

Лакса. Коли встановлено подiбнiсть iнтегровних рiвнянь з класу (3.71)

зi змiнними коефiцiєнтами i добре вiдомих iнтегровних рiвнянь, подаль-

ший розгляд суттєво спрощується, оскiльки всi об’єкти, пов’язанi з iн-

тегровними рiвняннями класу (3.71), можна легко отримати з вiдповiд-

них об’єктiв подiбних класичних рiвнянь за допомогою цiєї подiбностi.

Продемонструємо це лише для пар Лакса, для яких особлива структура

перетворень з групи 𝐺∼ є iстотною, оскiльки та ж сама процедура для

симетрiй, законiв збереження i точних розв’язкiв добре вiдома.
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Рiвняння Савади–Котери (3.76) допускає пари Лакса

𝐿 = 𝜕𝑥
3 + 3𝑢𝜕𝑥,

𝑃 = 9𝜕𝑥
5 + 45𝑢𝜕𝑥

3 + 45𝑢𝑥𝜕𝑥
2 + 15(2𝑢𝑥𝑥 + 3𝑢2)𝜕𝑥;

𝐿 = 𝜕𝑥
3 + 3𝑢𝜕𝑥 + 3𝑢𝑥,

𝑃 = 9𝜕𝑥
5 + 45𝑢𝜕𝑥

3 + 90𝑢𝑥𝜕𝑥
2 + 15(5𝑢𝑥𝑥 + 3𝑢2)𝜕𝑥 + 30(𝑢𝑥𝑥𝑥 + 3𝑢𝑢𝑥).

Здiйснюючи перетворення (3.80) у вiдповiдних спектральних задачах,

𝐿𝜓 = 𝜆𝜓, 𝜓𝑡 = 𝑃𝜓, виводимо вiдповiднi пари Лакса для рiвняння зi

змiнними коефiцiєнтами (3.79)

𝐿 = 𝑒3
∫︀
𝑘 d𝑡(𝜕𝑥

3 + 3ϒ𝑢𝜕𝑥),

𝑃 = 9𝑔𝜕𝑥
5+45𝑔ϒ𝑢𝜕𝑥

3+45𝑔ϒ𝑢𝑥𝜕𝑥
2+(30𝑔ϒ𝑢𝑥𝑥+45𝑔ϒ2𝑢2−𝑘𝑥−𝑛)𝜕𝑥;

𝐿 = 𝑒3
∫︀
𝑘 d𝑡(𝜕𝑥

3 + 3ϒ𝑢𝜕𝑥 + 3ϒ𝑢𝑥),

𝑃 = 9𝑔𝜕𝑥
5 + 45𝑔ϒ𝑢𝜕𝑥

3 + 90𝑔ϒ𝑢𝑥𝜕𝑥
2

+ (75𝑔ϒ𝑢𝑥𝑥 + 45𝑔ϒ2𝑢2 − 𝑘𝑥− 𝑛)𝜕𝑥 + 30𝑔ϒ𝑢𝑥𝑥𝑥 + 90𝑔ϒ2𝑢𝑢𝑥

вiдповiдно. Тут i далi знову використаємо позначення ϒ = 𝜈𝑒
∫︀
(𝑚−2𝑘) d𝑡

з ненульовою сталою 𝜈.

Рiвняння Каупа–Купершмiдта (3.77) допускає пару Лакса

𝐿 = 𝜕𝑥
3 + 2𝑢𝜕𝑥 + 𝑢𝑥,

𝑃 = 9𝜕𝑥
5 + 30𝑢𝜕𝑥

3 + 45𝑢𝑥𝜕𝑥
2 + 5(7𝑢𝑥𝑥 + 4𝑢2)𝜕𝑥 + 10(𝑢𝑥𝑥𝑥 + 2𝑢𝑢𝑥).

Використовуючи перетворення (3.80), знаходимо вiдповiдну пару Лакса

для рiвняння

𝑢𝑡 + 10𝑔ϒ𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥 + 25𝑔ϒ𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥 + 20𝑔ϒ2𝑢2𝑢𝑥 + 𝑔𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

+𝑚𝑢+ 𝑛𝑢𝑥 + 𝑘𝑥𝑢𝑥 = 0,

що має вигляд

𝐿 = 𝑒3
∫︀
𝑘 d𝑡(𝜕𝑥

3 + 2ϒ𝑢𝜕𝑥 +ϒ𝑢𝑥),
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𝑃 = 9𝑔𝜕𝑥
5 + 30𝑔ϒ𝑢𝜕𝑥

3 + 45𝑔ϒ𝑢𝑥𝜕𝑥
2

+ (35𝑔ϒ𝑢𝑥𝑥 + 20𝑔ϒ2𝑢2 − 𝑘𝑥− 𝑛)𝜕𝑥 + 10𝑔ϒ𝑢𝑥𝑥𝑥 + 20𝑔ϒ2𝑢𝑢𝑥.

Слiд зазначити, що вищезгаданi пари Лакса, якi побудованi з викорис-

танням подiбностi з добре вiдомими iнтегровними рiвняннями зi сталими

коефiцiєнтами, все ще пов’язанi з iзоспектральними задачами, на вiдмiну,

наприклад, вiд пар Лакса, побудованих у [335] безпосередньо для рiвнянь

зi змiнними коефiцiєнтами.

Висновки. Показано, що перетворення еквiвалентностi можна застосо-

вувати для дослiдження iнтегровностi диференцiальних рiвнянь з частин-

ними похiдними зi змiнними коефiцiєнтами. Вони можуть використову-

ватися для кiлькох цiлей:

∙ вiдшукання неiстотних довiльних елементiв класу та зведення таких

коефiцiєнтiв до простих значень iз самого початку розгляду;

∙ встановлення подiбностi iнтегровних рiвнянь зi змiнними коефiцiєн-

тами, виокремлених iншими методами (наприклад, тестом Пенлеве)

до вiдомих рiвнянь (як правило зi сталими коефiцiєнтами); обрання

канонiчних представникiв у знайденому списку iнтегровних рiвнянь;

∙ побудова об’єктiв, пов’язаних з виокремленними iнтегровними рiв-

няннями зi змiнними коефiцiєнтами, з вiдповiдних об’єктiв, вiдомих

для подiбних рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами, такi об’єкти вклю-

чають, але не вичерпуються, локальними симетрiями, косиметрiями,

законами збереження, операторами рекурсiї, точними розв’язками й

парами Лакса.
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Роздiл 4

Алгебраїчний метод групової класифiкацiї

i його розширення.

Групова класифiкацiя пов’язана з пошуком вичерпного перелiку нееквi-

валентних рiвнянь з класу диференцiальних рiвнянь, що мiстять один або

кiлька довiльних елементiв. Спочатку вона була мотивована теоретичною

фiзикою, де традицiйно саме тi рiвняння, якi допускають максимальну

кiлькiсть симетрiй серед рiвнянь з заданого класу, є найбiльш релеван-

тними як моделi, що описують явища реального свiту.

Задачi групової класифiкацiї для класiв диференцiальних рiвнянь iн-

тенсивно дослiджували, починаючи з класифiкацiй Софуса Лi звичай-

них диференцiальних рiвнянь другого порядку [205] i лiнiйних диферен-

цiальних рiвнянь з частинними похiдними другого порядку з двома не-

залежними змiнними [203]. Нещодавно запропоновано низку нових ме-

тодiв групової класифiкацiї, що включають рiзновиди алгебраїчного ме-

тоду [52, 101, 197, 239, 260] i вдосконалену модифiкацiю прямого методу,

яку називають методом розгалуженого розщеплення [19, 54, 241]. Алге-

браїчний метод групової класифiкацiї довiв свою ефективнiсть, оскiльки

його ефективно застосовують до класiв диференцiальних рiвнянь з до-

вiльними елементами, якi є функцiями кiлькох аргументiв.

Серед класiв, розглянутих у лiтературi по груповiй класифiкацiї, най-

бiльш помiтними є класи (1+1)-вимiрних еволюцiйних рiвнянь, див., на-

приклад [1, 9, 22, 48, 49, 55, 69, 101, 125, 132, 146, 147, 153, 161, 209, 239–241,

257,298,302,305,308], i посилання в них. Також не випадково, що в обла-

стi iнварiантної дискретизацiї, пов’язаної з виведенням чисельних схем
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для диференцiальних рiвнянь, якi володiють симетрiями, подiбною до си-

метрiй вихiдного недискретизованого рiвняння, розглядали в основному

еволюцiйнi рiвняння, див., наприклад, [57]. Що вирiзняє еволюцiйнi рiв-

няння з точки зору симетрiї — так це особлива роль часової змiнної, яка

багато в чому аналогiчна ролi параметра. Таким чином, часова складо-

ва будь-якого точкового або контактного перетворення мiж еволюцiйни-

ми рiвняннями залежить тiльки вiд часової змiнної [183, 209]. Це значно

спрощує процедуру класифiкацiї.

У цьому роздiлi дисертацiї розглянуто кiлька методiв в рамках загаль-

ного алгебраїчного пiдходу. Особливо важливим результатом є поширен-

ня алгебраїчного методу групової класифiкацiї на ненормалiзованi класи

диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними.

Групову класифiкацiю класу рiвнянь типу мКдФ з залежними вiд часу

коефiцiєнтами 𝑢𝑡+𝑢2𝑢𝑥+𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0, 𝑔 ̸= 0, проведено в роздiлi 4.1 стан-

дартною версiєю алгебраїчного методу, а метод еквiвалентностi викори-

стано для виконання групової класифiкацiї двох спорiднених класiв рiв-

нянь типу мКдФ. Доведено, що всi розглянутi класи є нормалiзованими.

Побудовано також деякi точнi розв’язки рiвнянь з розглядуваних класiв.

У роздiлi 4.2 алгебраїчний метод групової класифiкацiї поширено на

ненормалiзованi класи диференцiальних рiвнянь. Iстотно узагальнюючи

попереднi результати щодо класу (1+1)-вимiрних нелiнiйних хвильових i

елiптичних рiвнянь, вичерпно описано його групоїд еквiвалентностi. За-

дачу повної групової класифiкацiї цього класу розв’язано з точнiстю як

до звичайної, так i до загальної точкової еквiвалентностi. Розв’язання

включає повну попередню групову класифiкацiю класу й побудову сингу-

лярних розширень лiївської симетрiї, не пов’язаних з пiдалгебрами алгеб-

ри еквiвалентностi. Повна попередня групова класифiкацiя ґрунтується

на класифiкацiї вiдповiдних пiдалгебр всiй нескiнченновимiрної алгебри

еквiвалентностi, проекцiї яких можна квалiфiкувати як максимальнi роз-

ширення алгебри ядра лiївської iнварiантностi.
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Попереднє дослiдження лiївських симетрiй у класi нелiнiйних рiв-

нянь Дiрака з двома просторовими змiнними проведено в роздiлi 4.3 теж

з використанням алгебраїчної технiки. Наведено список нелинейностей,

для яких вiдповiднi рiвняння допускають одновимiрнi розширення спiль-

ної алгебри лiївської iнварiантностi. Побудовано кiлька розв’язкiв таких

рiвнянь.

Результати цього роздiлу опублiковано в роботах [298,300,304].

4.1. Лiївськi симетрiї та точнi розв’язки

модифiкованих рiвнянь Кортевега–де Фрiза

зi змiнними коефiцiєнтами

У цьому роздiлi дослiджено властивостi лiївських симетрiй та точнi

розв’язки рiвнянь мКдФ зi змiнними коефiцiєнтами виду

𝑢𝑡 + 𝑢2𝑢𝑥 + 𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 + ℎ(𝑡)𝑢 = 0, (4.1)

де 𝑔 i ℎ — довiльнi гладкi функцiї змiнної 𝑡, 𝑔 ̸= 0. Iз використанням пе-

ретворень еквiвалентностi функцiю ℎ завжди можна звести до нульового

значення, тому вигляд ℎ не впливає на результати групової класифiкацiї.

Отже, спочатку проведемо вичерпну групову класифiкацiю пiдкласу кла-

су (4.1), виокремленого умовою ℎ = 0. Потiм, використовуючи отриманий

класифiкацiйний список i перетворення еквiвалентностi, надамо повний

список розширень лiївської симетрiї у вихiдному класi (4.1).

Використанням перетворення еквiвалентностi, групову класифiкацiю

можна виконати для набагато ширшого класу рiвнянь мКдФ зi змiнними

коефiцiєнтами (3.20), де всi параметри є гладкими функцiями змiнної 𝑡,

𝑓𝑔 ̸= 0, а параметри 𝑓, ℎ, 𝑘, 𝑙 задовольняють умову

2𝑙𝑓 = 𝑘𝑡 + 𝑘ℎ− 𝑘
𝑓𝑡
𝑓
, (4.2)
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тобто для класу рiвнянь

𝑢𝑡 + 𝑓(𝑡)𝑢2𝑢𝑥 + 𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 + ℎ(𝑡)𝑢+ (𝑝(𝑡) + 𝑞(𝑡)𝑥)𝑢𝑥

+ 𝑘(𝑡)𝑢𝑢𝑥 +
1

2𝑓(𝑡)
(�̇�(𝑡) + 𝑘(𝑡)ℎ(𝑡)− 𝑘(𝑡)𝑓(𝑡)/𝑓(𝑡)) = 0.

(4.3)

Цей результат можна отримати завдяки тому факту, що задачу групової

класифiкацiї для класу (3.20) можна звести до подiбної задачi для кла-

су (4.1) з ℎ = 0 тодi i тiльки тодi, коли виконується умова (4.2). Рiвнян-

ня (3.20), коефiцiєнти яких задовольняють (4.2), є подiбними рiвнянням

класу (4.1) з ℎ = 0 вiдносно точкових перетвореннях (докладнiше див. за-

уваження 4.5). Рiвняння з класу (3.20) важливi для застосувань, зокрема,

для метеорологiї, оскiльки вони моделюють явище атмосферного блоку-

вання [292].

Усi вищезгаданi класи диференцiальних рiвнянь є нормалiзованими.

Отже, додаткових перетворень еквiвалентностi мiж випадками класифi-

кацiйних спискiв, якi побудовано з точнiстю до вiдповiдних груп еквi-

валентностi, немає. Iншими словами, однi й тi самi списки представляють

результати групової класифiкацiї вiдповiдних класiв з точнiстю до i груп

еквiвалентностi класiв, i до всiх допустимих точкових перетворень.

Спробу виконати групову класифiкацiю класу (4.1) зроблено в робо-

тi [169], де ℎ i 𝑔 вiдповiдно позначено 𝑎 i 𝑏. Виокремлено лише деякi ви-

падки розширень лiївської симетрiї, а саме випадки з ℎ = const i ℎ = 1/𝑡.

Причина невдачi полягає в iгноруваннi перетворень еквiвалентностi.

У цьому пiдроздiлi спочатку знайдено групи i групоїди еквiвалентностi

класiв, що розглядаються, а потiм групову класифiкацiю класу (4.1) ви-

конано алгебраїчним методом. Списки усiх розширень лiївської симетрiї

для рiвнянь (4.1) i (4.3) вiдновлено за допомогою метода еквiвалентностi.

Такi розширенi списки кориснi для застосувань i зручнi, наприклад, для

порiвняння з результатами роботи [169]. Перетворення еквiвалентностi

використано для побудови точних розв’язкiв тих рiвнянь з класу (4.3) i

його пiдкласу (4.1), якi подiбнi стандартному рiвнянню мКдФ.
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4.1.1. Групоїд еквiвалентностi. Знайдемо групу еквiвалентностi 𝐺∼
1

класу (4.1), використовуючи результати з роботи [263] для бiльш загаль-

ного класу рiвнянь мКдФ зi змiнними коефiцiєнтами (див. також пiд-

роздiл 3.2). У [263] побудовано iєрархiю нормалiзованих пiдкласiв класу

еволюцiйних рiвнянь третього порядку й знайдено групу еквiвалентностi

для нормалiзованого класу узагальнених рiвнянь мКдФ зi змiнними ко-

ефiцiєнтами (3.20), а також критерiй звiдностi рiвнянь з цього класу до

стандартного рiвняння мКдФ.

Групу еквiвалентностi 𝐺∼ класу (3.20) складають перетворення

𝑡 = 𝛼(𝑡), �̃� = 𝛽(𝑡)𝑥+ 𝛾(𝑡), �̃� = 𝜃(𝑡)𝑢+ 𝜓(𝑡), (4.4)

де 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝜃, 𝜓 пробiгають множину гладких функцiй вiд 𝑡, причому

𝛼𝑡𝛽𝜃 ̸= 0. Довiльнi елементи класу (3.20) перетворюються за формула-

ми (3.21). Критерiй звiдностi таких рiвнянь до стандартного рiвняння

мКдФ [263] отримано в твердженнi 3.15.

Клас (4.1) — це пiдклас класу (3.20), виокремлений умовами 𝑓 = 1,

𝑝 = 𝑞 = 𝑘 = 𝑙 = 0. Пiдставляючи цi значення функцiй 𝑓, 𝑝, 𝑞, 𝑘, 𝑙 у

формули (3.22), доведемо таке твердження.

Наслiдок 4.1. Рiвняння з класу (4.1) зводиться до стандартного рiв-

няння мКдФ за допомогою точкового перетворення тодi i тiльки тодi,

коли виконується умова

2ℎ = −𝑔𝑡
𝑔
,

тобто коли 𝑔(𝑡) = 𝑐0 exp(−2
∫︀
ℎ(𝑡) d𝑡), де 𝑐0 — довiльна ненульова стала.

Оскiльки клас (3.20) нормалiзований [263], його група еквiвалент-

ностi 𝐺∼ породжує групоїд еквiвалентностi цього класу. Тому для опи-

су множини допустимих перетворень у класi (4.1) необхiдно покласти

𝑓 = 𝑓 = 1, 𝑝 = 𝑝 = 𝑞 = 𝑞 = 𝑘 = 𝑘 = �̃� = 𝑙 = 0 в (3.21) i розв’язати отри-

манi рiвняння вiдносно функцiональних параметрiв перетворень. Вияв-

ляється, що проєкцiю отриманих перетворень на простiр змiнних 𝑡, 𝑥, 𝑢
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можна застосувати до довiльного рiвняння з класу (4.1). Це означає, що

множина допустимих перетворень класу (4.1) породжена перетвореннями

з його групи еквiвалентностi а, отже, цей клас також є нормалiзованим.

Справедлива теорема.

Теорема 4.2. Клас (4.1) є нормалiзованим. Групу еквiвалентностi 𝐺∼
1

цього класу складають перетворення вигляду

𝑡 = 𝛽

∫︁
d𝑡

𝜃(𝑡)2
, �̃� = 𝛽𝑥+ 𝛾, �̃� = 𝜃(𝑡)𝑢,

ℎ̃ =
𝜃

𝛽
(𝜃ℎ− 𝜃𝑡) , 𝑔 = 𝛽2𝜃2𝑔,

де 𝛽, 𝛾 — довiльнi сталi з 𝛽 ̸= 0, а функцiя 𝜃 — довiльна гладка функцiя

змiнної 𝑡, що не має нулiв.

Параметризацiя перетворень з групи еквiвалентностi 𝐺∼
1 довiльною

функцiєю 𝜃(𝑡) дозволяє спростити задачу групової класифiкацiї для кла-

су (4.1) за рахунок зменшення кiлькостi довiльних елементiв. Зокрема,

можливе калiбрування ℎ = 0, яке можна здiйснити перетворенням еквi-

валентностi

𝑡 =
∫︀
𝑒−2

∫︀
ℎ(𝑡) d𝑡d𝑡, �̃� = 𝑥, �̃� = 𝑒

∫︀
ℎ(𝑡) d𝑡𝑢, (4.5)

що зводить рiвняння (4.1) до рiвняння �̃�𝑡 + �̃�2�̃��̃� + 𝑔(𝑡)�̃��̃��̃��̃� = 0. Новий

довiльний елемент 𝑔 пов’язаний з довiльними елементами 𝑔 i ℎ у такий

спосiб:

𝑔(𝑡) = 𝑒2
∫︀
ℎ(𝑡) d𝑡𝑔(𝑡).

Отже, не втрачаючи загальностi, можемо обмежитись дослiдженням

класу

𝑢𝑡 + 𝑢2𝑢𝑥 + 𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0, (4.6)

оскiльки всi результати щодо симетрiй i точних розв’язкiв для цього класу

можна поширити на клас (4.1) перетворенням (4.5).

Групу еквiвалентностi класу (4.6) можна отримати з теореми 4.2, по-

клавши ℎ̃ = ℎ = 0. Зауважимо, що клас (4.6) також є нормалiзованим.
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Теорема 4.3. Групу еквiвалентностi 𝐺∼
0 класу (4.6) утворюють пере-

творення вигляду

𝑡 =
𝛿2
𝛿 24
𝑡+ 𝛿1, �̃� = 𝛿2𝑥+ 𝛿3, �̃� = 𝛿4𝑢, 𝑔 = 𝛿 22 𝛿

2
4 𝑔,

де 𝛿𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 4, — довiльнi сталi з 𝛿2𝛿4 ̸= 0.

Наслiдок 4.4. Алгебру еквiвалентностi g∼ класу (4.6) породжено ве-

кторними полями 𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑡 − 1
2𝑢𝜕𝑢 − 𝑔𝜕𝑔, 𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 + 2𝑔𝜕𝑔.

Зауваження 4.5. Рiвняння з класу (3.20) зводиться до рiвняння з кла-

су (4.6) точковим перетворенням тодi i тiльки тодi, коли його коефiцiєнти

𝑓, ℎ, 𝑘, 𝑙 задовольняють умову (4.2). Вiдповiдне перетворення з групи 𝐺∼

має вигляд

𝑡 =
∫︀
𝑓𝑒−

∫︀
(𝑞+2ℎ)d𝑡d𝑡, �̃� = 𝑒−

∫︀
𝑞d𝑡𝑥−

∫︀ (︁
𝑝− 𝑘2

4𝑓

)︁
𝑒−

∫︀
𝑞d𝑡d𝑡,

�̃� = 𝑒
∫︀
ℎd𝑡
(︁
𝑢+ 𝑘

2𝑓

)︁
, 𝑔 =

𝑔

𝑓
𝑒2
∫︀
(ℎ−𝑞)d𝑡.

(4.7)

Зокрема, з умови (4.2) випливає, що всi рiвняння з класу (3.20) при 𝑘 =

𝑙 = 0 зводяться до рiвнянь з класу (4.6).

4.1.2. Лiївськi симетрiї. Спочатку проведемо групову класифiкацiю

класу (4.6) з точнiстю до 𝐺∼
0 -еквiвалентностi. Таким чином, одночасно

роз’язуємо задачу групової класифiкацiї для класу (4.1) з точнiстю до

𝐺∼
1 -еквiвалентностi i для класу (4.3) з точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi.

Використовуючи критерiй iнфiнiтезимальної iнварiантностi, знайде-

мо загальний вигляд векторних полiв, що породжують однопараметричнi

групи перетворень лiївської симетрiї рiвнянь з класу (4.6):

𝑄 = (𝑐1𝑡+ 𝑐2)𝜕𝑡 + (𝑐3𝑥+ 𝑐4)𝜕𝑥 +
1

2
(𝑐3 − 𝑐1)𝑢𝜕𝑢,

Класифiкуюче рiвняння, що включає довiльний елемент 𝑔, має вигляд

(𝑐1𝑡+ 𝑐2) 𝑔𝑡 = (3𝑐3 − 𝑐1)𝑔. (4.8)

Справедлива теорема.



228

Табл. 4.1: Групова класифiкацiя класу (4.6).

№ 𝑔(𝑡) Базис 𝐴max

0 ∀ 𝜕𝑥

1 𝛿𝑡𝑛, 𝑛 ̸= 0 𝜕𝑥, 6𝑡𝜕𝑡 + 2(𝑛+ 1)𝑥𝜕𝑥 + (𝑛− 2)𝑢𝜕𝑢

2 𝛿𝑒𝑡 𝜕𝑥, 6𝜕𝑡 + 2𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢

3 𝛿 𝜕𝑥, 𝜕𝑡, 3𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 − 𝑢𝜕𝑢

Тут 𝛿 = ±1 mod 𝐺∼
0 , 𝑛 — довiльна ненульова стала.

Теорема 4.6. Ядром g∩ максимальних алгебр лiївської iнварiантностi

рiвнянь з класу (4.6) є одновимiрна алгебра ⟨𝜕𝑥⟩. Усi можливi 𝐺∼
0 -

нееквiвалентнi випадки розширення максимальних алгебр лiївської iн-

варiантностi вичерпують випадки 1–3 табл. 4.1.

Доведення. Оскiльки клас (4.6) є нормалiзованим, то зручно використа-

ти алгебраїчний метод групової класифiкацiї або комбiнувати цей ме-

тод з безпосереднiм дослiдженням класифiкуючого рiвняння [101]. Роз-

глянемо проєкцiю Pg∼ алгебри еквiвалентностi g∼ класу (4.6) на прос-

тiр змiнних (𝑡, 𝑥, 𝑢). Проєкцiї базисних векторних полiв мають вигляд

𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝐷𝑡 = 𝑡𝜕𝑡 − 1
2𝑢𝜕𝑢 i 𝐷𝑥 = 𝑥𝜕𝑥 + 1

2𝑢𝜕𝑢. Для будь-якого 𝑔 ма-

ксимальна алгебра лiївської iнварiантностi вiдповiдного рiвняння з кла-

су (4.6) є пiдалгеброю алгебри Pg∼ в силу нормалiзованостi цього кла-

су й при цьому мiстить алгебру g∩ = ⟨𝜕𝑥⟩. Алгебру Pg∼ можна пред-

ставити у виглядi Pg∼ = g∩ ∈ gext, де g∩ i gext = ⟨𝐷𝑡, 𝐷𝑥, 𝜕𝑡⟩ —

її iдеал i пiдалгебра вiдповiдно. Отже, кожному розширенню алгеб-

ри ядра g∩ вiдповiдає пiдалгебра алгебри gext. Iншими словами, для

класифiкацiї розширень лiївської симетрiї в класi (4.6) з точнiстю до

𝐺∼
0 -еквiвалентностi достатньо прокласифiкувати 𝐺∼

0 -нееквiвалентнi пiд-

алгебри алгебри gext, а потiм перевiрити, якi з знайдених пiдалгебри

узгодженi з класифiкацiйним рiвнянням i вiдповiдають максимальному

розширенню.



229

Повний список𝐺∼
0 -нееквiвалентних пiдалгебр алгебри g

ext вичерпують

такi пiдалгебри:

g0 = {0}, g𝑎1.1 = ⟨𝐷𝑡 + 𝑎𝐷𝑥⟩, g𝑏1.2 = ⟨𝐷𝑥 + 𝑏𝜕𝑡⟩, g1.3 = ⟨𝜕𝑡⟩,

g2.1 = ⟨𝐷𝑡, 𝐷𝑥⟩, g𝑎2.2 = ⟨𝐷𝑡 + 𝑎𝐷𝑥, 𝜕𝑡⟩, g2.3 = ⟨𝐷𝑥, 𝜕𝑡⟩,

g3 = ⟨𝐷𝑡, 𝐷𝑥, 𝜕𝑡⟩,

де параметр 𝑏 можна масштабувати до будь-якого фiксованого значення,

якщо вiн не дорiвнює нулю.

Зафiксуємо пiдалгебру з наведеного вище списку й пiдставимо коефi-

цiєнти кожного базисного елемента цiєї пiдалгебри в класифiкуюче рiв-

няння (4.8). У результатi отримаємо систему звичайних диференцiальних

рiвнянь на довiльний елемент 𝑔. Системи, пов’язанi з пiдалгебрами g01.2,

g𝑎2.2, де 𝑎 ̸= 1/3, g2.3 i g3 несумiснi з умовою 𝑔 ̸= 0. Розширення, що за-

дають пiдалгебри g1.3 i g1/31.1 , не є максимальними, оскiльки при 𝑔𝑡 = 0

максимальна алгебра лiївської iнварiантностi збiгається з g3. Пiдалгебри

g0, g𝑎1.1, g
𝑏
1.2 i g

1/3
2.2 , де 𝑎 ̸= 1/3 i 𝑏 ̸= 0, вiдповiдають випадкам 0, 1, 2 i 3

вiдповiдно. Параметр 𝑛, що з’являється у випадку 2, пов’язаний з параме-

тром 𝑎 через формулу 𝑛 = 3𝑎−1. У випадку 3 параметр 𝑏 масштабується

до значення 𝑏 = 3.

Для будь-якого рiвняння з класу (4.1) iснує подiбне вiдносно перетво-

рення (4.5) рiвняння в класi (4.6) i подiбне вiдносно перетворення (4.7)

рiвняння в класi (4.3). Групу еквiвалентностi 𝐺∼
0 класу (4.6) iндукує

група еквiвалентностi 𝐺∼
1 класу (4.2), яку, в свою чергу, iндукує гру-

па еквiвалентностi 𝐺∼ класу (3.20). Це гарантує, що в табл. 4.1 також

представлено груповi класифiкацiї для класу (4.1) з точнiстю до 𝐺∼
1 -

еквiвалентностi та для класу (4.3) з точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi.

Оскiльки всi зазначенi вище класи є нормалiзованими, можна стверджу-

вати, що також отримано класифiкацiї лiївських симетрiй рiвнянь з цих

класiв з точнiстю до загальної точкової еквiвалентностi i доведено таке

твердження.
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Твердження 4.7. Рiвняння з класу (4.1) (вiдповiдно класу (3.20)) до-

пускає тривимiрну алгебру iнварiантностi Лi тодi i тiльки тодi, коли

воно зводиться точковим перетворенням до рiвняння мКдФ зi сталими

коефiцiєнтами, тобто, коли 𝑔(𝑡) = 𝑐0 exp(−2
∫︀
ℎ(𝑡)d𝑡), де 𝑐0 — довiльна

ненульова стала (вiдповiдно коли виконується умова (3.22)).

Щоб отримати групову класифiкацiю класу (4.1), не спрощену пе-

ретвореннями еквiвалентностi, спочатку застосуємо перетворення еквi-

валентностi з групи 𝐺∼
0 до класифiкацiйного списку, представленому в

табл. 4.1. Це дає такий розширений список:

0. ∀ 𝑔 : ⟨𝜕�̃�⟩;
1. 𝑔 = 𝑐0(𝑡+ 𝑐1)

𝑛 : ⟨𝜕�̃�, 6(𝑡+ 𝑐1)𝜕𝑡 + 2(𝑛+ 1)�̃�𝜕�̃� + (𝑛− 2)�̃�𝜕�̃�⟩;
2. 𝑔 = 𝑐0𝑒

𝑚𝑡 : ⟨𝜕�̃�, 6𝜕𝑡 + 2𝑚�̃�𝜕�̃� +𝑚�̃�𝜕�̃�⟩;
3. 𝑔 = 𝑐0 : ⟨𝜕�̃�, 𝜕𝑡, 3𝑡𝜕𝑡 + �̃�𝜕�̃� − �̃�𝜕�̃�⟩.

Тут 𝑐0, 𝑐1, 𝑚, 𝑛 — довiльнi сталi, причому 𝑐0𝑚𝑛 ̸= 0.

Тепер знаходимо прообрази рiвнянь з класу �̃�𝑡 + �̃�2�̃��̃� + 𝑔(𝑡)�̃��̃��̃��̃� = 0

з довiльними елементами, зiбраними в наведеному вище списку, вiднос-

но перетворення (4.5). Останнiй крок — перетворення базисних опера-

торiв вiдповiдних алгебр лiївських симетрiй. Результати представлено в

табл. 4.3.

Таблиця 4.3 включає всi випадки з [169] як частиннi пiдвипадки.

Аналогiчним чином, за допомогою перетворень (4.7) отримаємо групо-

ву класифiкацiю класу (4.3) без спрощення перетвореннями еквiвалент-

ностi. Вiдповiднi результати зiбрано в табл. 4.5.

4.1.3. Побудова точних розв’язкiв за допомогою перетворень

еквiвалентностi. Багато нещодавнiх робiт присвячено побудовi точних

рiшень рiзних класiв рiвнянь типу КдФ або мКдФ з використанням, на-

приклад, таких методiв, як “узагальнений метод (𝐺′/𝐺)-розвинення”, “ме-

тод Exp-функцiї”, “метод розвинення за елiптичними функцiями Якобi”,

тощо. Низку посилань наведено в [263]. Майже в усiх таких роботах точнi
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Табл. 4.3: Групова класифiкацiя класу (4.1).

№ ℎ(𝑡) 𝑔(𝑡) Базис 𝐴max

0 ∀ ∀ 𝜕𝑥

1 ∀ 𝑐0

(︁∫︀
𝑒−2

∫︀
ℎd𝑡d𝑡+ 𝑐1

)︁𝑛
𝑒−2

∫︀
ℎd𝑡 𝜕𝑥, 𝐻𝜕𝑡 + 2(𝑛+ 1)𝑥𝜕𝑥 + (𝑛− 2− ℎ𝐻)𝑢𝜕𝑢

2 ∀ 𝑐0𝑒
∫︀
(𝑚𝑒−2

∫︀
ℎ d𝑡−2ℎ)d𝑡 𝜕𝑥, 6𝑒

2
∫︀
ℎd𝑡𝜕𝑡 + 2𝑚𝑥𝜕𝑥 +

(︁
𝑚− 6ℎ𝑒2

∫︀
ℎd𝑡
)︁
𝑢𝜕𝑢

3 ∀ 𝑐0𝑒
−2

∫︀
ℎd𝑡 𝜕𝑥, 𝑒

2
∫︀
ℎd𝑡 (𝜕𝑡 − ℎ𝑢𝜕𝑢) ,

𝐻𝜕𝑡 + 2𝑥𝜕𝑥 − (2 + ℎ𝐻)𝑢𝜕𝑢

Тут 𝑐0, 𝑐1, 𝑚, 𝑛 — довiльнi сталi з 𝑐0𝑚𝑛 ̸= 0, 𝐻 = 6𝑒2
∫︀
ℎd𝑡
(︀ ∫︀

𝑒−2
∫︀
ℎd𝑡d𝑡 + 𝑐1

)︀
. У випадку 3

𝑐1 = 0 у формулi для 𝐻.

розв’язки вдалося побудувати лише для рiвнянь, що зводяться до стан-

дартних рiвнянь КдФ або мКдФ за допомогою точкових перетворень.

Зазвичай, це розв’язки, подiбнi односолiтонним розв’язкам. Покажемо,

що використання перетворень еквiвалентностi дозволяє отримати бiльше

результатiв простiшим способом.

𝑁 -солiтонний розв’язок рiвняння мКдФ

𝑈𝑡 + 6𝑈 2𝑈𝑥 + 𝑈𝑥𝑥𝑥 = 0 (4.9)

побудовано ще в сiмдесятих роках минулого столiття за допомогою ме-

тоду Хiроти [37]. Одно- i двосолiтоннi розв’язки рiвняння (4.9) мають

вигляд

𝑈 = 𝑎+
𝑘20√︀

4𝑎2 + 𝑘20 ch(𝑘0𝑥− 𝑘0(6𝑎2 + 𝑘20)𝑡+ 𝑏) + 2𝑎
, (4.10)

𝑈 =

𝑒𝜃1
(︂
1 +

𝐴

4𝑎22
𝑒2𝜃2
)︂
+ 𝑒𝜃2

(︂
1 +

𝐴

4𝑎21
𝑒2𝜃1
)︂

(︂
1

2𝑎1
𝑒𝜃1 +

1

2𝑎2
𝑒𝜃2
)︂2

+

(︂
1− 𝐴

4𝑎1𝑎2
𝑒𝜃1+𝜃2

)︂2 , (4.11)

де 𝑘0, 𝑎, 𝑏, 𝑎𝑖, 𝑏𝑖 — довiльнi сталi, 𝜃𝑖 = 𝑎𝑖𝑥− 𝑎3𝑖 𝑡+ 𝑏𝑖, 𝑖 = 1, 2; 𝐴 =
(︁
𝑎1−𝑎2
𝑎1+𝑎2

)︁2
.
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Табл. 4.5: Повний список розширень лiївської симетрiї в класi (4.3).

№ 𝑔(𝑡) Базис 𝐴max

0 ∀ 𝑒
∫︀
𝑞d𝑡𝜕𝑥

1 𝑐0𝑓𝑒
2
∫︀
(𝑞−ℎ)d𝑡

(︂
𝐻

𝐹

)︂𝑛

𝑒
∫︀
𝑞d𝑡𝜕𝑥, 𝐻𝜕𝑡 +

[︁
(𝑞𝐻 + 2𝑛+ 2)𝑥+𝐻

(︁
𝑝− 𝑘2

4𝑓

)︁
− 2(𝑛+ 1)𝑄

]︁
𝜕𝑥 +

[︁
(𝑛− 2− ℎ𝐻)𝑢+ 𝑘

2𝑓 (𝑛− 2)− 𝑙𝐻
]︁
𝜕𝑢

2 𝑐0𝑓𝑒
∫︀
(𝑚𝑓𝑒−

∫︀
(𝑞+2ℎ) d𝑡+2𝑞−2ℎ)d𝑡 𝑒

∫︀
𝑞d𝑡𝜕𝑥, 𝐹𝜕𝑡 +

[︁
(𝑞𝐹 + 2𝑚)𝑥+ 𝐹

(︁
𝑝− 𝑘2

4𝑓

)︁
− 2𝑚𝑄

]︁
𝜕𝑥

+
[︁
(𝑚− ℎ𝐹 )𝑢+ 𝑚

2
𝑘
𝑓 − 𝑙𝐹

]︁
𝜕𝑢

3 𝑐0𝑓𝑒
2
∫︀
(𝑞−ℎ)d𝑡 𝑒

∫︀
𝑞d𝑡𝜕𝑥, 𝐹

[︁
𝜕𝑡 +

(︁
𝑞𝑥+ 𝑝− 𝑘2

4𝑓

)︁
𝜕𝑥 − (ℎ𝑢+ 𝑙) 𝜕𝑢

]︁
,

𝐻𝜕𝑡 +
[︁
(𝑞𝐻 + 2)𝑥+𝐻

(︁
𝑝− 𝑘2

4𝑓

)︁
− 2𝑄

]︁
𝜕𝑥

−
[︁
(2 + ℎ𝐻)𝑢+ 𝑘

𝑓 + 𝑙𝐻
]︁
𝜕𝑢

Функцiї 𝑓, ℎ, 𝑝, 𝑞, 𝑘 — довiльнi гладкi функцiї змiнної 𝑡 у всiх випадках, причому

𝑓 ̸= 0, а 𝑐0, 𝑐1, 𝑚, 𝑛 — довiльнi сталi з 𝑐0𝑚𝑛 ̸= 0,

𝐹 =
6

𝑓
𝑒
∫︀
(𝑞+2ℎ)d𝑡, 𝐻 = 𝐹

(︁∫︀
𝑓𝑒−

∫︀
(𝑞+2ℎ) d𝑡d𝑡+ 𝑐1

)︁
,

𝑄 = 𝑒
∫︀
𝑞d𝑡
∫︀ (︁

𝑝− 𝑘2

4𝑓

)︁
𝑒−

∫︀
𝑞d𝑡d𝑡, 𝑙 = 1

2𝑓

(︁
𝑘𝑡 + 𝑘ℎ− 𝑘 𝑓𝑡

𝑓

)︁
.

У випадку 3 𝑐1 = 0 у формулi для 𝐻.

Рацiональнi розв’язки також давно вiдомi [36,237]:

𝑈 = 𝑎− 4𝑎

4𝑎2𝑧2 + 1
, (4.12)

𝑈 = 𝑎−
12𝑎

(︂
𝑧4 +

3

2𝑎2
𝑧2 − 3

16𝑎4
− 24𝑡𝑧

)︂
4𝑎2
(︂
𝑧3 + 12𝑡− 3

4𝑎2
𝑧

)︂2

+ 9

(︂
𝑧2 +

1

4𝑎2

)︂2 , (4.13)

де 𝑧 = 𝑥 − 6𝑎2𝑡 i 𝑎 — довiльна стала. Цi розв’язки можна знайти в [23],

але зауважимо, що розв’язки (4.11) i (4.13) представлено там з описками.

Комбiнуючи перетворення (4.5) з перетворенням �̃� =
√
6𝑈 , що
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пов’язує рiвняння (4.9) з рiвнянням мКдФ вигляду

�̃�𝑡 + �̃�2�̃��̃� + �̃��̃��̃��̃� = 0, (4.14)

отримаємо формулу розмноження розв’язкiв

𝑢 =
√
6𝑒−

∫︀
ℎ(𝑡)d𝑡 𝑈

(︁∫︀
𝑒−2

∫︀
ℎ(𝑡) d𝑡d𝑡, 𝑥

)︁
.

Використовуючи цю формулу та вiдомi розв’язки (4.10)–(4.13), знаходимо

точнi розв’язки рiвнянь загального вигляду

𝑢𝑡 + 𝑢2𝑢𝑥 + 𝑒−2
∫︀
ℎd𝑡𝑢𝑥𝑥𝑥 + ℎ𝑢 = 0, (4.15)

що є прообразами (4.14) вiдносно перетворення (4.5). Тут ℎ = ℎ(𝑡) —

довiльна гладка функцiя змiнної 𝑡.

Так, двосолiтонний розв’язок (4.11) призводить до такого розв’язку

рiвняння (4.15):

𝑢 =
√
6𝑒−

∫︀
ℎd𝑡

𝑒𝜃1
(︂
1 +

𝐴

4𝑎22
𝑒2𝜃2
)︂
+ 𝑒𝜃2

(︂
1 +

𝐴

4𝑎21
𝑒2𝜃1
)︂

(︂
1

2𝑎1
𝑒𝜃1 +

1

2𝑎2
𝑒𝜃2
)︂2

+

(︂
1− 𝐴

4𝑎1𝑎2
𝑒𝜃1+𝜃2

)︂2 ,

де 𝐴 =
(︁
𝑎1−𝑎2
𝑎1+𝑎2

)︁2
, 𝜃𝑖 = 𝑎𝑖𝑥−𝑎3𝑖

∫︀
𝑒−2

∫︀
ℎd𝑡d𝑡+𝑏𝑖, 𝑖 = 1, 2; 𝑎𝑖, 𝑏𝑖 — довiльнi ста-

лi. Аналогiчно можна побудувати односолiтоннi й рацiональнi розв’язки

для рiвнянь з класу (4.15).

Бiльш складне перетворення виду

𝑢 =
√
6𝑒−

∫︀
ℎd𝑡 𝑈

(︁∫︀
𝑓𝑒−

∫︀
(𝑞+2ℎ)d𝑡d𝑡, 𝑒−

∫︀
𝑞d𝑡𝑥−

∫︀(︀
𝑝− 𝑘2

4𝑓

)︀
𝑒−

∫︀
𝑞d𝑡d𝑡

)︁
− 𝑘

2𝑓 .

дозволяє використовувати розв’язки (4.10)–(4.12) рiвняння (4.9) для по-

будови точних розв’язкiв рiвнянь вигляду

𝑢𝑡 + 𝑓𝑢2𝑢𝑥 + 𝑓𝑒2
∫︀
(𝑞−ℎ)d𝑡𝑢𝑥𝑥𝑥 + ℎ𝑢+ (𝑝+ 𝑞𝑥)𝑢𝑥

+ 𝑘 𝑢𝑢𝑥 +
1
2𝑓

(︁
𝑘𝑡 + 𝑘ℎ− 𝑘 𝑓𝑡𝑓

)︁
= 0,

(4.16)
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якi є прообразами рiвняння (4.14) вiдносно перетворення (4.7). Тут

𝑓, ℎ, 𝑘, 𝑝 i 𝑞 — довiльнi гладкi функцiї змiнної 𝑡, 𝑓 ̸= 0.

Наприклад, розв’язок рiвняння (4.16), отриманий з односолiтонного

розв’язка (4.10), має вигляд

𝑢 =
√
6𝑒−

∫︀
ℎd𝑡

(︃
𝑎+

𝑘20√︀
4𝑎2 + 𝑘20 ch 𝑧 + 2𝑎

)︃
− 𝑘

2𝑓
,

де 𝑧 = 𝑘0𝑒
−
∫︀
𝑞d𝑡𝑥− 𝑘0

∫︀ (︀
𝑝− 𝑘2

4𝑓

)︀
𝑒−

∫︀
𝑞d𝑡d𝑡− 𝑘0(6𝑎

2 + 𝑘20)
∫︀
𝑓𝑒−

∫︀
(𝑞+2ℎ)d𝑡d𝑡+ 𝑏,

а 𝑘0, 𝑎, 𝑏 — довiльнi сталi. Аналогiчним чином, можна легко побудувати

й iншi типи розв’язкiв для рiвнянь з класу (4.16).

4.2. Алгебраїчний метод групової класифiкацiї для

ненормалiзованих класiв: нелiнiйнi хвильовi й

елiптичнi рiвняння

Хвильовi й елiптичнi рiвняння вiдiграють важливу роль у фiзицi, оскiль-

ки хвильовi рiвняння моделюють, зокрема, коливнi процеси у суцiльних

середовищах, а елiптичнi рiвняння описують низку стацiонарних проце-

сiв. З точки зору групового аналiзу такi рiвняння є складними, оскiльки

всi незалежнi змiннi в них входять на рiвних умовах. Симетрiї хвильових

й елiптичних рiвнянь Лi з двома незалежними змiнними дослiджувались,

зокрема, у роботах, [16, 52, 64, 65, 68, 69, 123, 144, 145, 153, 154, 198, 199]. За-

уважимо, що у рамках групового аналiзу диференцiальних рiвнянь хви-

льовi й елiптичнi рiвняння вперше розглянуто в роботах Софуса Лi при

класифiкацiї лiнiйних диференцiальних рiвнянь другого порядку з дво-

ма незалежних змiнними [203] i вивченнi контактних перетворень мiж

нелiнiйними рiвняннями Клейна–Гордона 𝑑2𝑧/𝑑𝑥 𝑑𝑦 = 𝐹 (𝑧) [204]. Точнi

розв’язки нелiнiйних хвильових i елiптичних рiвнянь, знайденi симетрiй-

ними методами i методом функцiонального роздiлення змiнних, наведено,

зокрема, у роботах [153,249–251,344].
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У цьому пiдроздiлi вичерпно розв’язано задачу групової класифiкацiї

для класу 𝒲 нелiнiйних хвильових i елiптичних рiвнянь вигляду

𝑢𝑡𝑡 = 𝑓(𝑥, 𝑢)𝑢𝑥𝑥 + 𝑔(𝑥, 𝑢). (4.17)

Для точного опису класу 𝒲 , який надалi також називатимемо кла-

сом (4.17), необхiдно накласти двi додатковi умови на набiр довiльних

елементiв 𝜃 = (𝑓, 𝑔). Перша природна умова — це 𝑓 ̸= 0. Позначимо че-

рез 𝒲gen надклас рiвнянь (4.17) з 𝑓 ̸= 0, який мiстить як лiнiйнi так

i нелiнiйнi рiвняння. Для того, щоб гарантувати нелiнiйнiсть рiвнянь з

класу 𝒲 , накладемо ще одну умову (𝑓𝑢, 𝑔𝑢𝑢) ̸= (0, 0). Пiдклас 𝒲lin лi-

нiйних рiвнянь 𝒲gen — це доповнення до класу 𝒲 у класi 𝒲gen, тобто

𝒲 = 𝒲gen ∖ 𝒲lin. Зауважимо, що лiнiйнi i нелiнiйнi рiвняння з пiдкласiв

𝒲lin i 𝒲 класу 𝒲gen не пов’язанi мiж собою точковими перетворення-

ми (див. зауваження 4.8) i мають рiзнi симетрiйнi властивостi. Лiнiйний

хвильовi й елiптичнi рiвняння з двома незалежними змiнними вичерпно

дослiдженi в рамках класичного групового аналiзу, див., наприклад, ро-

боти [21, 22, 68, 69, 203]. Знак функцiї 𝑓 несуттєвий пiд час групової кла-

сифiкацiї класу 𝒲 , що поєднує класифiкацiю пiдкласу гiперболiчних рiв-

нянь, для яких 𝑓 > 0, i пiдкласу елiптичних рiвнянь, для яких 𝑓 < 0.

Гiперболiчнi й елiптичнi рiвняння також не пов’язанi мiж собою точко-

вими перетвореннями. Зауважимо, що тут базове поле дiйсне; перехiд на

комплексний випадок потребує незначної модифiкацiї.

Наслiдуючи роботи [1, 154], так звану задачу часткової попередньої

групової класифiкацiї [52, 101] для класу 𝒲 розглянуто в роботi [283].

А саме, було виокремлено шестивимiрну пiдалгебру g6 нескiнченнови-

мiрної алгебри еквiвалентностi g∼ класу 𝒲 , а потiм зроблено спробу

прокласифiкувати лише одновимiрнi пiдалгебри пiдалгебри g6 з точнi-

стю до еквiвалентностi, породженою вiдповiдною шестивимiрною пiдгру-

пою 𝐺6 нескiнченновимiрної групи еквiвалентностi 𝐺∼ класу (4.17). 𝐺6-

еквiвалентнiсть є слабшою, нiж 𝐺∼-еквiвалентнiсть, ось чому класифi-

кацiя в [283] призвела до великої кiлькостi класифiкацiйних випадкiв
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(двадцять чотири 𝐺6-нееквiвалентний випадки), бiльшiсть з яких є 𝐺∼-

еквiвалентними один одному. З точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi всi цi ви-

падки вкладаються в першi чотири випадки з табл. 4.6. Окрiм цього, бага-

то випадкiв було пропущено навiть у рамках поставленої задачi часткової

попередньої групової класифiкацiї. У цьому пiдроздiлi, що ґрунтується на

результатах роботи [300], суттєво покращено й узагальнено результати

з [283].

Важливо зауважити, що клас 𝒲 не є нi нормалiзованим, нi напiвнор-

малiзованим. Його навiть не можна розбити на неперетиннi нормалiзо-

ванi чи напiвнормалiзованi пiдкласи. Також не iснує такої сiм’ї точкових

перетворень, щоб вiдобразити цей клас на клас з кращими трансформа-

цiйними властивостями. Ось чому лiївськi симетрiї рiвнянь з класу 𝒲
не можна вичерпно прокласифiкувати iснуючими версiями алгебраїчно-

го методу групової класифiкацiї, який явно [52, 55, 101, 197, 239, 253, 260]

чи неявно [16,48,49,120,125,132,146,147,198,199,209] ґрунтується на пев-

них нормалiзацiйних властивостях дослiджуваних класiв (зауважимо, що

бiльшiсть згаданих статей присвячено груповiй класифiкацiї певних кла-

сiв (1+1)-вимiрний еволюцiйних рiвнянь). З iншого боку клас𝒲 неприда-

тний для того, щоб розв’язувати його задачу групової класифiкацiї пря-

мим методом [1, 9, 21, 22, 69, 153], включно з методом розгалуженого роз-

щеплення [19,257] як його просуненою версiю. Останнiй метод є особливо

ефективним для класiв диференцiальних рiвнянь з довiльними елемента-

ми, залежними вiд одного аргументу [144,145,161,241,257,298,305], хоча

його також можна застосовувати для класiв, чиї довiльнi елементи зале-

жать вiд двох аргументiв [19,54].

Ось чому для розв’язання повної задачi повної групової класифiка-

цiї для класу 𝒲 , нами запропоновано нову версiю алгебраїчного методу

групової класифiкацiї для ненормалiзованих класiв (систем) диференцi-

альних рiвнянь, що ґрунтується на класифiкацiї допустимих перетворень

з точнiстю до еквiвалентностi, породженої групою еквiвалентностi цього
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класу. У першому роздiлi дисертацiї розвинуто теорiю допустимих пере-

творень та методи їх класифiкацiї. Зокрема, модифiковано поняття еквi-

валентностi допустимих перетворень i введено поняття породжувальної

множини групоїда еквiвалентностi, а також запропоновано кiлька нових

технiк класифiкацiї допустимих перетворень для ненормалiзованих кла-

сiв. Показано, що метод розгалуженого розщеплення й алгебраїчний ме-

тод Гайдона знаходження повної групи точкових симетрiй певної системи

диференцiальних рiвнянь [149–151] можна поширити на допустимi пере-

творення. Для поширення алгебраїчного методу групової класифiкацiї

на ненормалiзованi класи диференцiальних рiвнянь, введено поняття ре-

гулярних i сингулярних розширень лiївської симетрiї в класi диференцi-

альних рiвнянь ℒ|𝒮 . Регулярнi розширення лiївської симетрiї асоцiйованi
з пiдалгебрами алгебри еквiвалентностi класу ℒ|𝒮 . Цi розширення мож-

на побудувати класичним алгебраїчним методом при виконаннi повної

попередньої групової класифiкацiї [52,101] класу ℒ|𝒮 . Сингулярнi розши-
рення лiївської симетрiї можуть включати тiльки тi системи з класу ℒ|𝒮
що є джерелами допустимих перетворень у класi ℒ|𝒮 , не породжених пе-
ретвореннями еквiвалентностi класу ℒ|𝒮 . Таким чином, задача групової

класифiкацiї класу 𝒲 є iлюстративним прикладом для запропонованого

методу.

4.2.1. Попереднє дослiдження допустимих перетворень. Щоб по-

будувати повну точкову групу еквiвалентностi 𝐺∼ класу (4.17) (яка вклю-

чає як неперервнi, так i дискретнi перетворення еквiвалентностi) i групо-

їд еквiвалентностi 𝒢∼ цього класу, застосуємо прямий метод знаходження

допустимих перетворень [183]. Розгляд розпочнемо з пошуку допустимих

перетворень у класi𝒲gen, якi складають групоїд еквiвалентностi 𝒢∼
gen цьо-

го класу. Це також дозволить отримати групу еквiвалентностi 𝐺∼ i гру-

поїд еквiвалентностi 𝒢∼ класу (4.17).

Позначимо через ℒ𝜃 рiвняння з класу 𝒲gen що вiдповiдає певному
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фiксованому значенню набору довiльних елементiв 𝜃 = (𝑓, 𝑔). Допустиме

перетворення в класi𝒲gen — це трiйка (𝜃,Φ, 𝜃), де 𝜃 = (𝑓, 𝑔) i 𝜃 = (𝑓, 𝑔) —

початковий i кiнцевий набори довiльних елементiв в 𝒯 , а

Φ: 𝑡 = 𝑇 (𝑡, 𝑥, 𝑢), �̃� = 𝑋(𝑡, 𝑥, 𝑢), �̃� = 𝑈(𝑡, 𝑥, 𝑢) (4.18)

з ненульовим якобiаном 𝐽 := 𝜕(𝑇,𝑋, 𝑈)/𝜕(𝑡, 𝑥, 𝑢) — точкове перетворен-

ня в просторi з координатами (𝑡, 𝑥, 𝑢), що переводить рiвняння ℒ𝜃 в рiв-
няння ℒ𝜃. Отже, шукаємо всi точковi перетворення, якi вiдображають

фiксоване рiвняння ℒ𝜃 вигляду (4.17) в рiвняння ℒ𝜃 такого самого вигля-
ду �̃�𝑡𝑡 = 𝑓(�̃�, �̃�)�̃��̃��̃� + 𝑔(�̃�, �̃�) в змiнних з тильдами.

Для виконання перетворення Φ необхiдно знайти його продовження

на похiднi залежної змiнної 𝑢 до другого порядку включно. Для цього

подiємо операторами повної похiдної D𝑡 i D𝑥 на вираз �̃�(𝑡, �̃�) = 𝑈(𝑡, 𝑥, 𝑢),

вважаючи 𝑡 = 𝑇 (𝑡, 𝑥, 𝑢) i �̃� = 𝑋(𝑡, 𝑥, 𝑢), i розв’язуємо отриманi вирази

вiдносно 𝑢𝑡𝑡 i 𝑢𝑥𝑥. Виведенi вирази для других похiдних пiдставляємо в

рiвняння (4.17):

�̃�𝑡𝑡(D𝑡𝑇 )
2 + 2�̃�𝑡�̃�(D𝑡𝑇 )(D𝑡𝑋) + �̃��̃��̃�(D𝑡𝑋)2 + �̃�𝑡𝑉

𝑡𝑇 + �̃��̃�𝑉
𝑡𝑋

− 𝑉 𝑡𝑈 = 𝑓
[︀
�̃�𝑡𝑡(D𝑥𝑇 )

2 + 2�̃�𝑡�̃�(D𝑥𝑇 )(D𝑥𝑋) + �̃��̃��̃�(D𝑥𝑋)2 (4.19)

+ �̃�𝑡𝑉
𝑥𝑇 + �̃��̃�𝑉

𝑥𝑋 − 𝑉 𝑥𝑈
]︀
− 𝑔(�̃�𝑡𝑇𝑢 + �̃��̃�𝑋𝑢 − 𝑈𝑢),

де використано позначення 𝑉 𝑡 := 𝜕𝑡𝑡+2𝑢𝑡𝜕𝑡𝑢+𝑢
2
𝑡 𝜕𝑢𝑢 i 𝑉

𝑥 := 𝜕𝑥𝑥+2𝑢𝑥𝜕𝑥𝑢+

𝑢 2
𝑥 𝜕𝑢𝑢. Пiдстановка �̃�𝑡𝑡 = 𝑓�̃��̃��̃�+𝑔 в силу ℒ𝜃 в рiвняння (4.19) призводить
до тотожностi, яку можна розщепити за змiнними �̃�𝑡�̃� i �̃��̃��̃�. Зокрема,

коефiцiєнт бiля �̃�𝑡�̃� в (4.19) дає рiвняння

(𝑇𝑡 + 𝑇𝑢𝑢𝑡)(𝑋𝑡 +𝑋𝑢𝑢𝑡) = 𝑓(𝑇𝑥 + 𝑇𝑢𝑢𝑥)(𝑋𝑥 +𝑋𝑢𝑢𝑥). (4.20)

Рiвняння (4.20) можна далi розщепити за степенями 𝑢𝑡 i 𝑢𝑥:

𝑇𝑢𝑋𝑢 = 0, 𝑇𝑢𝑋𝑡 + 𝑇𝑡𝑋𝑢 = 0, 𝑇𝑢𝑋𝑥 + 𝑇𝑥𝑋𝑢 = 0, (4.21)

𝑇𝑡𝑋𝑡 = 𝑓𝑇𝑥𝑋𝑥. (4.22)
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З цих рiвнянь випливають умови 𝑇𝑢 = 𝑋𝑢 = 0, якi означають, що компо-

ненти для незалежних змiнних будь-якого допустимого точкового пере-

творення в класi (4.17) залежать лише вiд цих змiнних. В силу цiєї умови

рiвняння (4.21) стають тотожностями, а розщеплення рiвняння (4.19) за

�̃��̃��̃� дає рiвняння

𝑓𝑇 2
𝑡 +𝑋 2

𝑡 = 𝑓(𝑓𝑇 2
𝑥 +𝑋 2

𝑥 ), (4.23)

𝑔𝑇 2
𝑡 + �̃�𝑡𝑇𝑡𝑡 + �̃��̃�𝑋𝑡𝑡 − (𝑈𝑡𝑡 + 2𝑈𝑡𝑢𝑢𝑡 + 𝑈𝑢𝑢𝑢

2
𝑡 )

= 𝑓(𝑔𝑇 2
𝑥 + �̃�𝑡𝑇𝑥𝑥 + �̃��̃�𝑋𝑥𝑥 − (𝑈𝑥𝑥 + 2𝑈𝑥𝑢𝑢𝑥 + 𝑈𝑢𝑢𝑢

2
𝑥)) + 𝑔𝑈𝑢.

Розщеплення останнього рiвняння за змiнними �̃�𝑡 i �̃��̃� призводить до рiв-

нянь 𝑈𝑢𝑢 = 0 i

𝑇𝑡𝑡 − 2
𝑈𝑢𝑡
𝑈𝑢

𝑇𝑡 = 𝑓

(︂
𝑇𝑥𝑥 − 2

𝑈𝑢𝑥
𝑈𝑢

𝑇𝑥

)︂
, (4.24)

𝑋𝑡𝑡 − 2
𝑈𝑢𝑡
𝑈𝑢

𝑋𝑡 = 𝑓

(︂
𝑋𝑥𝑥 − 2

𝑈𝑢𝑥
𝑈𝑢

𝑋𝑥

)︂
, (4.25)

𝑔𝑇 2
𝑡 − 𝑈𝑡𝑡 + 2

𝑈𝑢𝑡
𝑈𝑢

𝑈𝑡 = 𝑓

(︂
𝑔𝑇 2

𝑥 − 𝑈𝑥𝑥 + 2
𝑈𝑢𝑥
𝑈𝑢

𝑈𝑥

)︂
+ 𝑔𝑈𝑢. (4.26)

З рiвняння 𝑈𝑢𝑢 = 0 випливає, що 𝑈 = 𝑈 1(𝑡, 𝑥)𝑢 + 𝑈 0(𝑡, 𝑥). Умова не-

виродженостi перетворення Φ 𝑇𝑢 = 𝑋𝑢 = 0 зводиться до нерiвностi

𝑈𝑢(𝑇𝑡𝑋𝑥−𝑇𝑥𝑋𝑡) ̸= 0, а тому 𝑇𝑡𝑋𝑥−𝑇𝑥𝑋𝑡 ̸= 0 i 𝑈 1 := 𝑈𝑢 ̸= 0. зауважимо,

що рiвняння 𝑇𝑢 = 𝑋𝑢 = 𝑈𝑢𝑢 = 0 для допустимих точкових перетворень

у класi 𝒲gen можна також отримати з пункту (c) теореми 4.4b з робо-

ти [183]. Переписавши рiвняння (4.23) як 𝑓(𝑇 2
𝑡 − 𝑓𝑇 2

𝑥 ) +𝑋 2
𝑡 − 𝑓𝑋 2

𝑥 = 0,

бачимо, що 𝑇 2
𝑡 − 𝑓𝑇 2

𝑥 ̸= 0, 𝑋 2
𝑡 − 𝑓𝑋 2

𝑥 ̸= 0. Дiйсно, iнакше 𝑓 > 0,

𝑇𝑡 = 𝜀1𝑓
1/2𝑇𝑥 ̸= 0, де 𝜀1 = ±1, а тому з рiвняння (4.22) випливало би

𝑋𝑡 = 𝜀1𝑓
1/2𝑋𝑥, але це суперечить невиродженостi перетворення Φ. Тому

𝑓�̃� = 0, якщо 𝑓𝑢 = 0. I навпаки, якщо 𝑓�̃� = 0, то можна вивести 𝑓𝑢 = 0.

Отже, 𝑓�̃� = 0 тодi i тiльки тодi, коли 𝑓𝑢 = 0.

Оскiльки вираз 𝑇 2
𝑡 − 𝑓𝑇 2

𝑥 ненульовий, з рiвняння (4.26) випливає, що

𝑓�̃� = 𝑔�̃��̃� = 0 тодi i тiльки тодi, коли 𝑓𝑢 = 𝑔𝑢𝑢 = 0.
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Зауваження 4.8. Iнварiантнiсть умов 𝑓𝑢 = 𝑔𝑢𝑢 = 0 пiд дiєю допусти-

мих перетворень у класi 𝒲gen означає, що групоїд еквiвалентностi 𝒢∼
gen

класу 𝒲gen можна зобразити як неперетинне об’єднання групоїдiв еквi-

валентностi 𝒢∼ i 𝒢∼
lin пiдкласiв 𝒲 i 𝒲lin, а саме 𝒢∼

gen = 𝒢∼ ⊔ 𝒢∼
lin. Iншими

словами, рiвняння з класу𝒲 не пов’язанi з рiвняннями з клас𝒲lin точко-

вими перетвореннями. Це виправдовує виключення класу𝒲lin з розгляду,

оскiльки лiївськi симетрiї рiвнянь з класу 𝒲lin вiдомi.

4.2.2. Група еквiвалентностi й алгебра еквiвалентностi. Знайде-

мо групу еквiвалентностi класу (4.17), оскiльки вона необхiдна для вичер-

пного опису допустимих перетворень, а також для аналiзу визначальних

рiвнянь на компоненти операторiв лiївської симетрiї. При обчисленнi пе-

ретворень еквiвалентностi довiльнi елементи 𝑓 i 𝑔 варiюються, отже рiв-

няння (4.22)–(4.26) можна розщепити за цими довiльними елементами. З

рiвнянь (4.22) й умови невиродженостi 𝑇𝑡𝑋𝑥−𝑇𝑥𝑋𝑡 ̸= 0 випливає, що або

𝑇𝑡 = 𝑋𝑥 = 0 i 𝑇𝑥𝑋𝑡 ̸= 0, або 𝑇𝑥 = 𝑋𝑡 = 0 i 𝑇𝑡𝑋𝑥 ̸= 0.

Для 𝑇𝑡 = 𝑋𝑥 = 0, рiвняння (4.23) можна спростити до вигляду

𝑋2
𝑡 = 𝑓𝑓𝑇 2

𝑥 , тобто 𝑇
2
𝑥𝑓 = 𝑋2

𝑡 /𝑓 . Продиференцiюємо останнє рiвняння за

змiнною 𝑡 i розщепимо отримане рiвняння вiдносно функцiї 𝑓 i ї ї похiдних,

що призводить до рiвняння𝑋𝑡 = 0, яке суперечить умовi невиродженостi.

Отже, 𝑋𝑡 = 𝑇𝑥 = 0 i так 𝑇 = 𝑇 (𝑡), 𝑋 = 𝑋(𝑥), де 𝑇𝑡𝑋𝑥 ̸= 0. Тодi

рiвняння (4.23) зводиться до вигляду 𝑓𝑇 2
𝑡 = 𝑓𝑋2

𝑥 i диференцiювання його

за змiнною 𝑡 дає

2𝑇𝑡𝑇𝑡𝑡𝑓 + 𝑇 2
𝑡 𝑈𝑡𝑓�̃� = 0. (4.27)

Оскiльки рiвняння (4.27) має справджуватись для всiх 𝑓 , можна розще-

пити його вiдносно 𝑓 i 𝑓�̃�. Таким чином знаходимо, що 𝑇𝑡𝑡 = 0 i 𝑈𝑡 = 0.

Рiвняння (4.24) стає тотожнiстю в силу наведених вище рiвнянь, а рiвнян-

ня (4.25) зводиться до (𝑈 2
𝑢/𝑋𝑥)𝑥 = 0. Рiвняння (4.26) дає перетворення

для довiльного елементу 𝑔. Отже, доведено теорему.
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Теорема 4.9. Звичайну групу еквiвалентностi 𝐺∼ класу (9) складають

перетворення

𝑡 = 𝑐1𝑡+ 𝑐0, �̃� = 𝜙(𝑥), �̃� = 𝑐2|𝜙𝑥|1/2𝑢+ 𝜓(𝑥), 𝑓 =
𝜙2
𝑥

𝑐21
𝑓,

𝑔 =
𝑐2
𝑐21
|𝜙𝑥|1/2𝑔 −

1

𝑐21

(︂
𝑐2
2𝜙𝑥𝑥𝑥𝜙𝑥 − 3𝜙 2

𝑥𝑥

4|𝜙𝑥|3/2
𝑢+ 𝜓𝑥𝑥 −

𝜙𝑥𝑥
𝜙𝑥

𝜓𝑥

)︂
𝑓,

де 𝑐0, 𝑐1, 𝑐2 — довiльнi сталi, що задовольняють умову 𝑐1𝑐2 ̸= 0; 𝜙, 𝜓 —

довiльнi гладкi функцiї змiнної 𝑥 з 𝜙𝑥 ̸= 0.

Наслiдок 4.10. Клас (4.17) допускає точно три дискретних перетво-

рення еквiвалентностi, що є незалежними з точнiстю до їх компо-

зицiї мiж собою i з неперервними перетвореннями еквiвалентностi в

цьому класi: (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑓, 𝑔) ↦→ (−𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑓, 𝑔), (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑓, 𝑔) ↦→ (𝑡,−𝑥, 𝑢, 𝑓, 𝑔),
(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑓, 𝑔) ↦→ (𝑡, 𝑥,−𝑢, 𝑓,−𝑔).

З теореми 4.9 випливає, що будь-яке перетворення T з групи 𝐺∼ мож-

на зобразити як композицiю T = P𝑡(𝑐0) ∘ D𝑡(𝑐1) ∘ Z(𝜓) ∘ D(𝜙) ∘ D𝑢(𝑐2)

елементарних перетворень еквiвалентностi, кожне з яких належить сiм’ї

перетворень еквiвалентностi, параметризованiй або сталим, або функцiо-

нальним параметром:

P𝑡(𝑐0) : 𝑡 = 𝑡+ 𝑐0, �̃� = 𝑥, �̃� = 𝑢, 𝑓 = 𝑓, 𝑔 = 𝑔,

D𝑡(𝑐1) : 𝑡 = 𝑐1𝑡, �̃� = 𝑥, �̃� = 𝑢, 𝑓 = 𝑐−2
1 𝑓, 𝑔 = 𝑐−2

1 𝑔,

D(𝜙) : 𝑡 = 𝑡, �̃� = 𝜙, �̃� = |𝜙𝑥|
1
2𝑢, 𝑓 = 𝜙 2

𝑥 𝑓, 𝑔 = |𝜙𝑥|
1
2𝑔+𝛼𝜙(𝑥)𝑢𝑓,

D𝑢(𝑐2) : 𝑡 = 𝑡, �̃� = 𝑥, �̃� = 𝑐2𝑢, 𝑓 = 𝑓, 𝑔 = 𝑐2𝑔,

Z(𝜓) : 𝑡 = 𝑡, �̃� = 𝑥, �̃� = 𝑢+ 𝜓, 𝑓 = 𝑓, 𝑔 = 𝑔 − 𝜓𝑥𝑥𝑓,

де параметри описано в теоремi 4.9, а 𝛼𝜙(𝑥) :=
2𝜙𝑥𝑥𝑥𝜙𝑥 − 3𝜙 2

𝑥𝑥

4|𝜙𝑥|3/2
.

Алгебру еквiвалентностi g∼ класу (4.17) породжують оператори

𝒫 𝑡 = 𝜕𝑡, 𝒟𝑡 = 𝑡𝜕𝑡 − 2𝑓𝜕𝑓 − 2𝑔𝜕𝑔, 𝒟𝑢 = 𝑢𝜕𝑢 + 𝑔𝜕𝑔,

𝒟(𝜁) = 𝜁𝜕𝑥 +
1
2𝜁𝑥𝑢𝜕𝑢 + 2𝜁𝑥𝑓𝜕𝑓 +

1
2(𝜁𝑥𝑔 − 𝜁𝑥𝑥𝑥𝑢𝑓)𝜕𝑔,

𝒵(𝜒) = 𝜒𝜕𝑢 − 𝜒𝑥𝑥𝑓𝜕𝑔,

(4.28)
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де 𝜁 = 𝜁(𝑥), 𝜒 = 𝜒(𝑥) — гладкi функцiї змiнної 𝑥. Ненульовi комутацiйнi

спiввiдношення мiж цими векторними полями вичерпуються такими:

[𝒫 𝑡,𝒟𝑡] = 𝒫 𝑡, [𝒵(𝜒),𝒟𝑢] = 𝒵(𝜒),

[𝒟(𝜁1),𝒟(𝜁2)] = 𝒟(𝜁1𝜁2𝑥 − 𝜁1𝑥𝜁
2), [𝒟(𝜁),𝒵(𝜒)] = 𝒵(𝜁𝜒𝑥 − 1

2𝜁𝑥𝜒).

4.2.3. Визначальнi рiвняння для пошуку лiївських симетрiй.

Припустимо, що векторне поле 𝑄 = 𝜏(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝜕𝑡 + 𝜉(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝜕𝑥 + 𝜂(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝜕𝑢

належить максимальнiй алгебрi лiївської iнварiантностi gmax рiвняння ℒ:
𝐿 = 0 з класу (4.17), тобто, породжує однопараметричну групу лiївських

симетрiй рiвняння ℒ. З критерiю лiївської iнварiантностi знаходимо такi

визначальнi рiвняння на компоненти векторного поля 𝑄:

𝜉𝑡 = 𝜏𝑥𝑓, (4.29)

𝜏𝑡𝑡 − 𝜏𝑥𝑥𝑓 = 2𝜂𝑡𝑢, (4.30)

𝜉𝑡𝑡 − 𝜉𝑥𝑥𝑓 = −2𝜂𝑥𝑢𝑓, (4.31)

𝜉𝑓𝑥 + 𝜂𝑓𝑢 = 2(𝜉𝑥 − 𝜏𝑡)𝑓, (4.32)

𝜉𝑔𝑥 + 𝜂𝑔𝑢 = (𝜂𝑢 − 2𝜏𝑡)𝑔 − 𝜂𝑥𝑥𝑓 + 𝜂𝑡𝑡. (4.33)

Для побудови алгебри ядра лiївської iнварiантностi g∩ класу (4.17), роз-

щепимо визначальнi рiвняння вiдносно довiльних елементiв i їх похiдних,

З розщеплених рiвнянь випливає, що g∩ = ⟨𝜕𝑡⟩. Отже, лiївськi симетрiї,
якi допускає кожне рiвнянням з класу (4.17), вичерпують перетворення

вигляду (𝑡, 𝑥, 𝑢) ↦→ (𝑡+ 𝑐0, 𝑥, 𝑢), де 𝑐0 — довiльна стала.

4.2.4. Результати класифiкацiї. Результати групової класифiкацiї

класу (4.17) сформульовано в теоремi.

Теорема 4.11. Усi 𝐺∼-нееквiвалентнi (а також точково-нееквiвалентнi)

випадки розширення лiївської симетрiї алгебри ядра основних груп g∩ =

⟨𝜕𝑡⟩ у класi (4.17) вичерпують випадки, наведенi в табл. 4.6.
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Табл. 4.6: 𝐺∼-нееквiвалентний розширення лiївської симетрiї g∩ = ⟨𝜕𝑡⟩ в класi (4.17).

№ 𝑓 𝑔 Базис розширення

1 𝑓(𝜔)|𝑢|𝑝 𝑔(𝜔)|𝑢|𝑝𝑢 −𝑝𝑡𝜕𝑡 + 2𝛿𝜕𝑥 + 2𝑢𝜕𝑢

2 𝑓(𝑢)𝑒𝑥 𝑔(𝑢)𝑒𝑥 𝑡𝜕𝑡 − 2𝜕𝑥

3 𝑓(𝑥)𝑒𝑢 𝑔(𝑥)𝑒𝑢 𝑡𝜕𝑡 − 2𝜕𝑢

4 𝑓(𝑢) 𝑔(𝑢) 𝜕𝑥

5а 𝜀 𝑔(𝑢) 𝜕𝑥, 𝑥𝜕𝑡 + 𝜀𝑡𝜕𝑥

5б 1 𝑔(𝑢)𝑒−2𝑥 ℛ(𝑒𝑥+𝑡), ℛ(𝑒𝑥−𝑡)

5в −1 𝑔(𝑢)𝑒−2𝑥 ℛ(𝑒𝑥 cos 𝑡), ℛ(𝑒𝑥 sin 𝑡)

6а 𝜀 𝑔(𝑢)𝑥−2 𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥, (𝑡
2 + 𝜀𝑥2)𝜕𝑡 + 2𝑡𝑥𝜕𝑥

6б 1 𝑔(𝑢) cos−2 𝑥 ℛ(cos 𝑡 cos𝑥), ℛ(sin 𝑡 cos𝑥)

6в 1 −𝑔(𝑢) ch−2 𝑥 ℛ(𝑒𝑡 ch𝑥), ℛ(𝑒−𝑡 ch𝑥)

6г 1 𝑔(𝑢) sh−2 𝑥 ℛ(𝑒𝑡 sh𝑥), ℛ(𝑒−𝑡 sh𝑥)

6д −1 𝑔(𝑢) cos−2 𝑥 ℛ(𝑒𝑡 cos𝑥), ℛ(𝑒−𝑡 cos𝑥)

6е −1 𝑔(𝑢) sh−2 𝑥 ℛ(cos 𝑡 sh𝑥), ℛ(sin 𝑡 sh𝑥)

7 −1 𝑔(𝑢) ch−2 𝑥 ℛ(cos 𝑡 ch𝑥), ℛ(sin 𝑡 ch𝑥)

8а 𝜀𝑢−4 𝜇(𝑥)𝑢−3 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑢𝜕𝑢, 𝑡
2𝜕𝑡 + 𝑡𝑢𝜕𝑢

8б 𝜀𝑢−4 𝜇(𝑥)𝑢−3 + 𝑢 𝑒2𝑡(𝜕𝑡 + 𝑢𝜕𝑢), 𝑒
−2𝑡(𝜕𝑡 − 𝑢𝜕𝑢)

8в 𝜀𝑢−4 𝜇(𝑥)𝑢−3 − 𝑢 cos(2𝑡)𝜕𝑡 − sin(2𝑡)𝑢𝜕𝑢, sin(2𝑡)𝜕𝑡 + cos(2𝑡)𝑢𝜕𝑢

9 𝜀𝑒𝑥|𝑢|𝑝 𝜈𝑒𝑥|𝑢|𝑝𝑢 𝑝𝜕𝑥 − 𝑢𝜕𝑢, 𝑡𝜕𝑡 − 2𝜕𝑥

10 𝜀𝑥2𝑒𝑢 𝜈𝑒𝑢 𝑥𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑡 − 2𝜕𝑢

11 𝑓(𝑢) 0 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥

12 𝜀𝑒𝑢 𝜀′𝑒𝑞𝑢 𝜕𝑥, 𝑞𝑡𝜕𝑡 + (𝑞 − 1)𝑥𝜕𝑥 − 2𝜕𝑢

13 𝜀|𝑢|𝑝 𝜀′|𝑢|𝑞 𝜕𝑥, (1− 𝑞)𝑡𝜕𝑡 + (1 + 𝑝− 𝑞)𝑥𝜕𝑥 + 2𝑢𝜕𝑢

14а 𝜀𝑢−4 𝜀′𝑢−3 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑢𝜕𝑢, 𝑡
2𝜕𝑡 + 𝑡𝑢𝜕𝑢, 𝜕𝑥

14б 𝜀𝑢−4 𝜀′𝑢−3 + 𝑢 𝑒2𝑡(𝜕𝑡 + 𝑢𝜕𝑢), 𝑒
−2𝑡(𝜕𝑡 − 𝑢𝜕𝑢), 𝜕𝑥

14в 𝜀𝑢−4 𝜀′𝑢−3 − 𝑢 cos(2𝑡)𝜕𝑡 − sin(2𝑡)𝑢𝜕𝑢, sin(2𝑡)𝜕𝑡 + cos(2𝑡)𝑢𝜕𝑢, 𝜕𝑥

14г 𝜀𝑢4 𝜀′𝑢 𝜕𝑥, 2𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢, 𝑥
2𝜕𝑥 + 𝑥𝑢𝜕𝑢
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Табл. 4.6: продовження.

15а 𝜀𝑢−4 𝜈𝑥−2𝑢−3 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑢𝜕𝑢, 𝑡
2𝜕𝑡 + 𝑡𝑢𝜕𝑢, 2𝑥𝜕𝑥 − 𝑢𝜕𝑢

15б 𝜀𝑢−4 𝜈𝑥−2𝑢−3 + 𝑢 𝑒2𝑡(𝜕𝑡 + 𝑢𝜕𝑢), 𝑒
−2𝑡(𝜕𝑡 − 𝑢𝜕𝑢), 2𝑥𝜕𝑥 − 𝑢𝜕𝑢

15в 𝜀𝑢−4 𝜈𝑥−2𝑢−3 − 𝑢 cos(2𝑡)𝜕𝑡 − sin(2𝑡)𝑢𝜕𝑢, sin(2𝑡)𝜕𝑡 + cos(2𝑡)𝑢𝜕𝑢, 2𝑥𝜕𝑥 − 𝑢𝜕𝑢

16 𝜀|𝑢|𝑝 0 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥, 𝑝𝑥𝜕𝑥 + 2𝑢𝜕𝑢

17 𝜀𝑒𝑢 0 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥, 𝑥𝜕𝑥 + 2𝜕𝑢

18а 𝜀 𝜀′|𝑢|𝑞 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑥 + 𝜀𝑥𝜕𝑡, (𝑞 − 1)𝑡𝜕𝑡 + (𝑞 − 1)𝑥𝜕𝑥 − 2𝑢𝜕𝑢

18б 1 𝜀′|𝑢|𝑞𝑒−2𝑥 ℛ(𝑒𝑥+𝑡), ℛ(𝑒𝑥−𝑡), (𝑞 − 1)𝜕𝑥 + 2𝑢𝜕𝑢

18в −1 𝜀′|𝑢|𝑞𝑒−2𝑥 ℛ(𝑒𝑥 cos 𝑡), ℛ(𝑒𝑥 sin 𝑡), (𝑞 − 1)𝜕𝑥 + 2𝑢𝜕𝑢

19а 𝜀𝑢−4 0 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑢𝜕𝑢, 𝑡
2𝜕𝑡 + 𝑡𝑢𝜕𝑢, 𝜕𝑥, 2𝑥𝜕𝑥 − 𝑢𝜕𝑢

19б 𝜀𝑢−4 𝑢 𝑒2𝑡(𝜕𝑡 + 𝑢𝜕𝑢), 𝑒
−2𝑡(𝜕𝑡 − 𝑢𝜕𝑢), 𝜕𝑥, 2𝑥𝜕𝑥 − 𝑢𝜕𝑢

19в 𝜀𝑢−4 −𝑢 cos(2𝑡)𝜕𝑡 − sin(2𝑡)𝑢𝜕𝑢, sin(2𝑡)𝜕𝑡 + cos(2𝑡)𝑢𝜕𝑢, 𝜕𝑥, 2𝑥𝜕𝑥 − 𝑢𝜕𝑢

19г 𝜀𝑢4 0 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥, 2𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢, 𝑥
2𝜕𝑥 + 𝑥𝑢𝜕𝑢

20 𝜀 𝜀′𝑒𝑢 𝜏𝜕𝑡 + 𝜉𝜕𝑥 − 2𝜏𝑡𝜕𝑢

Тут 𝜀, 𝜀′ = ±1 mod 𝐺∼, 𝛿 ∈ {0, 1} mod 𝐺∼, 𝑝, 𝑞, 𝜈 — довiльнi сталi з 𝑝 ̸= 0 i 𝜈 ̸= 0. Додатково,

𝑝 ̸= ±4 у випадку 16, а 𝑞 ̸= 0, 1 у випадках 18а–18в. У випадку 1, 𝜔 := 𝑥 − 𝛿 ln |𝑢|. ℛ(Φ) :=

Φ𝑥𝜕𝑡 + Φ𝑡𝜕𝑥. Пара (𝜏, 𝜉) гладких функцiй вiд змiнних (𝑡, 𝑥) пробiгає множину розв’язкiв

системи 𝜏𝑡 = 𝜉𝑥, 𝜉𝑡 = 𝜀𝜏𝑥.

У залежностi вiд розмiрностi розширення лiївської симетрiї (один, два,

три, чотири або нескiнченнiсть), випадки табл. 4.6 подiлено на групи го-

ризонтальними лiнiями. зауважимо, що всi розширення лiївської симетрiї

розмiрностей нескiнченнiсть i чотири для рiвнянь з класу (4.17) не асоцi-

йованi з пiдалгебрами алгебри еквiвалентностi g∼, тобто є сингулярними.

Використання дворiвневої нумерацiї для класифiкацiя випадкiв, наведе-

них у табл. 4.6, пов’язано з наявнiстю додаткових перетворень еквiвалент-

ностi мiж випадками. А саме, випадки позначенi одними й тими самими

арабськими цифрами й рiзними лiтерами 𝐺∼-нееквiвалентнi, але еквiва-

лентнi вiдносно додаткових перетворень еквiвалентностi. Щоб побудува-

ти всi додатковi перетворення еквiвалентностi серед 𝐺∼-нееквiвалентних
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випадкiв класифiкацiї, потрiбно прокласифiкувати допустимi перетворен-

ня в цьому класi з точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi. Справедлива теорема,

доведення якої наведено в пiдроздiлi 4.2.5.

Теорема 4.12. Породжувальну множину ℬ допустимих перетворень

класу (9), що є мiнiмальною i внутрiшньо сумiсною з точнiстю до

𝐺∼-еквiвалентностi, складають такi сiм’ї допустимих перетворень, де

𝜀, 𝜀′, 𝜀′′ = ±1:

T1. 𝑓𝑥 = 𝑔𝑥 = 0, 𝑓𝑢 ̸= 0 або 𝑓 = 1, 𝑓 = 1/𝑓, 𝑔 = −𝑔/𝑓,

Φ: 𝑡 = 𝑥, �̃� = 𝑡, �̃� = 𝑢;

T2. 𝑓 = 𝜀𝑢−4, 𝑔 = 𝜇(𝑥)𝑢−3+𝜎𝑢, 𝜎 ∈ {−1, 0, 1}, 𝑓 = 𝜀�̃�−4, 𝑔 = 𝜇(�̃�)�̃�−3,

𝜇 = 𝜇(𝑥) — довiльна гладка функцiя з 𝜇𝑥 ̸= 0,

а. Φ: 𝑡 = 𝑡−1, �̃� = 𝑥, �̃� = 𝑡−1𝑢, якщо 𝜎 = 0;

б. Φ: 𝑡 = 1
2𝑒

2𝑡, �̃� = 𝑥, �̃� = 𝑒𝑡𝑢, якщо 𝜎 = 1;

в. Φ: 𝑡 = tg 𝑡, �̃� = 𝑥, �̃� = 𝑢 cos 𝑡, якщо 𝜎 = −1;

T3. 𝑓 = 1, 𝑔 = 𝑒−2𝑥𝑔2(𝑢), 𝑓 = 1, 𝑔 = 𝑔2(�̃�),

Φ: 𝑡 = 𝑒−𝑥 sh 𝑡, �̃� = 𝑒−𝑥 ch 𝑡, �̃� = 𝑢;

T4. 𝑓 = 1, 𝑔 = 𝑔1(𝑥)𝑔2(𝑢), 𝑓 = 1, 𝑔 = �̃�−2𝑔2(�̃�),

а. 𝑔1(𝑥) = 𝑥−2, Φ: 𝑡 =
𝑡

𝑥2 − 𝑡2
, �̃� =

𝑥

𝑥2 − 𝑡2
, �̃� = 𝑢;

б. 𝑔1(𝑥) = cos−2 𝑥, Φ: 𝑡 =
cos 𝑡

sin 𝑡+ sin𝑥
, �̃� =

cos𝑥

sin 𝑡+ sin𝑥
, �̃� = 𝑢;

в. 𝑔1(𝑥) = − ch−2 𝑥, Φ: 𝑡 = 𝑒𝑡 sh𝑥, �̃� = 𝑒𝑡 ch𝑥, �̃� = 𝑢;

г. 𝑔1(𝑥) = sh−2 𝑥, Φ: 𝑡 = 𝑒𝑡 ch𝑥, �̃� = 𝑒𝑡 sh𝑥, �̃� = 𝑢;

T5. 𝑓 = −1, 𝑔 = 𝑒−2𝑥𝑔2(𝑢), 𝑓 = −1, 𝑔 = 𝑔2(�̃�),

Φ: 𝑡 = 𝑒−𝑥 sin 𝑡, �̃� = 𝑒−𝑥 cos 𝑡, �̃� = 𝑢;

T6. 𝑓 = −1, 𝑔 = 𝑔1(𝑥)𝑔2(𝑢), 𝑓 = −1, 𝑔 = �̃�−2𝑔2(�̃�),
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а. 𝑔1(𝑥) = 𝑥−2, Φ: 𝑡 =
𝑡

𝑥2 + 𝑡2
, �̃� =

𝑥

𝑥2 + 𝑡2
, �̃� = 𝑢;

б. 𝑔1(𝑥) = cos−2 𝑥, Φ: 𝑡 = 𝑒𝑡 sin𝑥, �̃� = 𝑒𝑡 cos𝑥, �̃� = 𝑢;

в. 𝑔1(𝑥) = sh−2 𝑥, Φ: 𝑡 =
sin 𝑡

cos 𝑡+ ch𝑥
, �̃� =

sh𝑥

cos 𝑡+ ch𝑥
, �̃� = 𝑢;

T7. 𝑓 = −1, 𝑔 = 𝑔2(𝑢) ch−2 𝑥, 𝑓 = −1, 𝑔 = 𝑔2(�̃�) ch−2 �̃�,

Φ: 𝑡 = arctg
sin 𝛾 sh𝑥+ cos 𝛾 sin 𝑡

cos 𝑡
,

�̃� = arcth
cos 𝛾 sh𝑥− sin 𝛾 sin 𝑡

ch𝑥
, �̃� = 𝑢, 𝛾 ∈ (0, 2𝜋);

T8. а. 𝑓 = 𝑓 = 1, 𝑔𝑥 = 0, 𝑔 = 𝑔,

Φ: 𝑡 = 𝑡 ch 𝛾 + 𝑥 sh 𝛾, �̃� = 𝑡 sh 𝛾 + 𝑥 ch 𝛾, �̃� = 𝑢, 𝛾 ∈ R ̸=0;

б. 𝑓 = 𝑓 = −1, 𝑔𝑥 = 0, 𝑔 = 𝑔, Φ: 𝑡 = 𝑡 cos 𝛾 − 𝑥 sin 𝛾,

�̃� = 𝑡 sin 𝛾 + 𝑥 cos 𝛾, �̃� = 𝑢, 𝛾 ∈ (0, 2𝜋);

T9. 𝑓 = 𝜀, 𝑔 = 𝜀′𝑒𝑢, 𝑓 = 𝜀, 𝑔 = 𝜀′𝑒�̃�, Φ: 𝑡 = 𝑇 (𝑡, 𝑥), �̃� = 𝑋(𝑡, 𝑥),

�̃� = 𝑢 + ln |𝑇 2
𝑡 − 𝜀𝑇 2

𝑥 |, де 𝜀, 𝜀′ = ±1, причому 𝜀′ = 1, якщо 𝜀 = 1,

(𝑇,𝑋) пробiгають множину представникiв класiв еквiвалентностi

розв’язкiв системи 𝑇𝑡 = 𝑋𝑥, 𝑋𝑡 = 𝜀𝑇𝑥 iз (𝑇𝑡𝑡, 𝑇𝑥) ̸= (0, 0) за дiєю

групи, яку складають перетворення 𝑡 = 𝑐1𝑡 + 𝑐0, �̂� = 𝑐1𝑥 + 𝑐2, 𝑇 =

𝑐1𝑇 + 𝑐0, �̂� = 𝑐1𝑋 + 𝑐2, де 𝑐0, 𝑐1, 𝑐2, 𝑐0, 𝑐1, 𝑐2 — довiльнi сталi, що

задовольняють умову 𝑐1𝑐1 ̸= 0.

Надалi використаємо позначення T𝑁 для допустимого перетворення,

наведеного у теоремi 4.12, де 𝑁 — вiдповiдний номер перетворення.

Зауваження 4.13. Трансформацiйну компоненту Φ допустимого пере-

творення T4б можна зобразити як

T4б: 𝑡 = ctg
𝑥+ 𝑡

2
+ tg

𝑥− 𝑡

2
, �̃� = ctg

𝑥+ 𝑡

2
− tg

𝑥− 𝑡

2
, �̃� = 𝑢,

а допустимих перетворень T4в i T4г — вiдповiдно як

T4в: 𝑡 = cth
𝑥+ 𝑡

2
− th

𝑥− 𝑡

2
, �̃� = cth

𝑥+ 𝑡

2
+ th

𝑥− 𝑡

2
, �̃� = 𝑢;
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T4г: 𝑡 = th
𝑥+ 𝑡

2
− th

𝑥− 𝑡

2
, �̃� = th

𝑥+ 𝑡

2
+ th

𝑥− 𝑡

2
, �̃� = 𝑢.

Альтернативнi варiанти для допустимих перетворень T4б–T4г i T3 для

лiнiйних рiвнянь з класу 𝒲lin наведено в зауваженнях 1 i 2 роботи [342].

Таким чином, отримаємо список незалежних додаткових перетворень

еквiвалентностi серед випадкiв класифiкацiї, наведених у табл. 4.6 (нижче

параметри, що не змiнюються, не вказано).

T1: (а) 4𝑓,𝑔 → 41/𝑓,−𝑔/𝑓 , 5а𝑔 → 5а−𝑔, якщо 𝜀 = 1, 11𝑓 → 111/𝑓 ,

12𝑞,𝜀,𝜀′ ∘ (𝑢→ −𝑢) → 121−𝑞,𝜀,−𝜀𝜀′, 13𝑝,𝑞,𝜀,𝜀′ → 13−𝑝,𝑞−𝑝,𝜀,−𝜀𝜀′,

14г𝜀,𝜀′ → 14а𝜀,−𝜀𝜀′, 16𝑝,𝜀 → 16−𝑝,𝜀, 18а𝑞,𝜀,𝜀′ → 18а𝑞,𝜀,−𝜀𝜀′,

19г → 19а, 20𝜀,𝜀′ → 20𝜀,−𝜀𝜀′.

T2: (б) 8б → 8а, 14б → 14а, 15б → 15а, 19б → 19а;

(в) 8в → 8а, 14в → 14а, 15в → 15а, 19в → 19а.

T3: 5б → 5а𝜀=1, 18б → 18а𝜀=1.

T4: (б) 6б → 6а𝜀=1, (в) 6в → 6а𝜀=1, (г) 6г → 6а𝜀=1.

T5: 5в → 5а𝜀=−1, 18в → 18а𝜀=−1.

T6: (б) 6д → 6а𝜀=−1, (в) 6е → 6а𝜀=−1.

Зауваження 4.14. У табл. 4.6 тiльки випадки 1–4, 9–13, 14г, 16, 17 i

19г представлено регулярними розширеннями лiївської симетрiї в кла-

сi 𝒲 . При цьому регулярнi випадки 14г i 19г 𝐺∼-нееквiвалентнi, але 𝒢∼-

еквiвалентнi сингулярним випадкам 14а i 19а вiдповiдно.

Розглянемо пiдклас𝒲c класу𝒲 , виокремлений додатковими умовами

𝑓𝑥 = 𝑔𝑥 = 0 на набiр довiльних елементiв 𝜃 = (𝑓, 𝑔), тобто клас рiвнянь

𝑢𝑡𝑡 = 𝑓(𝑢)𝑢𝑥𝑥 + 𝑔(𝑢), (4.34)
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де (𝑓𝑢, 𝑔𝑢𝑢) ̸= (0, 0). Випадки 4, 5а, 11, 12, 13, 14а–14г, 16, 17, 18а, 19а–19г

i 20 табл. 4.6 пов’язанi з пiдкласом 𝒲c. Алгебру ядра лiївської iнварi-

антностi gc = ⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑥⟩ рiвнянь з пiдкласу 𝒲c наведено у випадку 4, який

є загальним випадком у цьому пiдкласi. З теореми 4.11 i наведеного ви-

ще списку додаткових перетворень еквiвалентностi випливає, що повний

список 𝒢∼
c -нееквiвалентних розширень лiївської симетрiї в пiдкласi 𝒲c,

де 𝒢∼
c — його групоїд еквiвалентностi, вичерпують випадки 5а, 11, 12, 13,

14а, 16, 17, 18а, 19а, 20 табл. 4.6, де додатково 𝑞 > 1/2 у випадку 12, 𝑝 > 0

у випадках 13 i 16 i 𝜀′ = 1 у випадках 18а i 20 з 𝜀 = 1. Групова класифiка-

цiя пiдкласу 𝒲c з точнiстю до 𝐺∼
c -еквiвалентностi є делiкатнiшою. Групу

𝐺∼
c породжено перетвореннями вигляду (4.9) з 𝜙𝑥𝑥 = 𝜓𝑥 = 0, що склада-

ють перетин 𝐺∼
c ∩𝐺∼, i дискретним перетворенням еквiвалентностi 𝑡 = 𝑥,

�̃� = 𝑡, �̃� = 𝑢, 𝑓 = 1/𝑓 , 𝑔 = −𝑓/𝑔 класу 𝒲c, яке iндукує сiм’ю T1 допус-

тимих перетворень в 𝒲 . Ось чому деякi 𝐺∼-нееквiвалентнi розширення

лiївської симетрiї можуть виявитись 𝐺∼
c -еквiвалентними, як, наприклад,

випадки 14а i 14г, а також випадки 19а i 19г. Зворотна ситуацiя неможли-

ва, оскiльки пiдгрупоїд групоїда 𝒢∼
c породжений групою 𝐺∼ мiститься у

пiдгрупоїдi, породженому групою 𝐺∼
c . З цього випливає твердження.

Наслiдок 4.15. Повний список 𝐺∼
c -нееквiвалентних розширень лiїв-

ської симетрiї в пiдкласi 𝒲c вичерпують випадки 5а, 11, 12, 13, 14а–14в,

16, 17, 18а, 19а–19в i 20 табл. 4.6, де додатково 𝑞 > 1/2 у випадку 12,

𝑝 > 0 у випадках 13 i 16, а 𝜀′ = 1 у випадках 18а i 20 з 𝜀 = 1.

4.2.5. Групоїд еквiвалентностi i сингулярнi розширення лiївської

симетрiї. Групоїд еквiвалентностi 𝒢∼ класу 𝒲 мiстить допустимi пере-

творення, не породженi елементами групи 𝐺∼, тобто цей клас ненорма-

лiзований. Однак, групоїд 𝒢∼ можна описати, прокласифiкувавши до-

пустимi перетворення в класi 𝒲 з точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi. До-

ведемо теорему 4.12, для чого побудуємо породжувальну (з точнiстю до

𝐺∼-еквiвалентностi) множину ℬ групоїда 𝒢∼, одночасно виконуючи кла-
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сифiкацiю сингулярних розширень лiївської симетрiї в класi 𝒲 .

Оскiльки клас 𝒲 є пiдкласом класу 𝒲gen, трансформацiйна компо-

нента Φ будь-якого допустимого перетворення 𝒯 = (𝜃,Φ, 𝜃) в класi 𝒲
має вигляд

𝑡 = 𝑇 (𝑡, 𝑥), �̃� = 𝑋(𝑡, 𝑥), �̃� = 𝑈 = 𝑈 1(𝑡, 𝑥)𝑢+ 𝑈 0(𝑡, 𝑥),

де параметр-функцiї 𝑇 , 𝑋, 𝑈 1, 𝑈 0 задовольняють умови невироджено-

стi 𝑇𝑡𝑋𝑥 − 𝑇𝑥𝑋𝑡 ̸= 0, 𝑈 1 ̸= 0 i систему (4.22)–(4.26). Тут 𝜃 = (𝑓, 𝑔) i

𝜃 = (𝑓, 𝑔) — вiдповiдно початкове й кiнцеве значення набору довiльних

елементiв для 𝒯 , а ℒ𝜃,ℒ𝜃 ∈ 𝒲 .

Через 𝒲0 i 𝒲1 вiдповiдно позначимо пiдкласи класу 𝒲 , виокремле-

нi умовами 𝑓𝑢 = 0 i 𝑓𝑢 ̸= 0. Розбиття 𝒲 = 𝒲0 ⊔ 𝒲1 класу 𝒲 iндукує

розбиття групоїда еквiвалентностi 𝒢∼ цього класу, оскiльки 𝑓�̃� = 0 тодi i

тiльки тодi, коли 𝑓𝑢 = 0, див. пiдроздiл 4.2.1. Iншими словами, рiвняння з

пiдкласу 𝒲0 не пов’язанi точковими перетвореннями з рiвняннями в пiд-

класi 𝒲1. Це твердження можна переформулювати у термiнах групоїдiв

еквiвалентностi.

Твердження 4.16. Групоїд еквiвалентностi 𝒢∼ класу 𝒲 є неперетин-

ним об’єднанням групоїдiв еквiвалентностi 𝒢∼
0 i 𝒢∼

1 пiдкласiв 𝒲0 i 𝒲1,

отже, 𝒢∼ = 𝒢∼
0 ⊔ 𝒢∼

1 .

Опишемо окремо групоїди еквiвалентностi 𝒢∼
0 i 𝒢∼

1 .

Лема 4.17. Звичайна група еквiвалентностi пiдкласу 𝒲0 спiвпадає

з 𝐺∼. Породжувальна (з точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi) множи-

на ℬ0 допустимих перетворень у класi 𝒲0, що є мiнiмальною i внутрi-

шньо сумiсною вiдносно 𝐺∼-еквiвалентностi, є об’єднанням обмеження

сiм’ї T1 на клас 𝒲0 i сiмей T3–T9.

Лема 4.18. Повний список 𝐺∼-нееквiвалентних сингулярних розширень

лiївської симетрiї рiвнянь з класу 𝒲0, що не пов’язанi з пiдходящими

пiдалгебрами алгебри g∼, вичерпують випадки 5а–7, 18а–18в i 20 в пiд-

класi рiвнянь з довiльний елементами вигляду 𝑓 = 𝜀 i 𝑔 = 𝑔1(𝑥)𝑔2(𝑢).
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Доведення. Водночас доведемо леми 4.17 i 4.18. Нехай 𝒯 ∈ 𝒢∼
0 , тобто

𝑓𝑢 = 0, 𝑔𝑢𝑢 ̸= 0, 𝑓�̃� = 0 i 𝑔�̃��̃� ̸= 0. Виразимо 𝑋 2
𝑡 з рiвняння (4.23), пiд-

ставивши цей вираз у рiвняння (4.22). Пiсля факторизацiї отриманого

рiвняння маємо (𝑇 2
𝑡 −𝑓𝑇 2

𝑥 )(𝑓𝑋
2
𝑥 −𝑓𝑇 2

𝑡 ) = 0, з чого в силу 𝑇 2
𝑡 −𝑓𝑇 2

𝑥 ̸= 0

випливає, що 𝑓𝑋 2
𝑥 = 𝑓𝑇 2

𝑡 . Тодi рiвняння (4.23) дає 𝑋
2
𝑡 = 𝑓𝑓𝑇 2

𝑥 . Це озна-

чає, що 𝑓 i 𝑓 мають однаковий знак i з точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi

можна вважати, що 𝑓 = 𝑓 = 𝜀, де 𝜀 = ±1, тобто 𝑋 2
𝑥 = 𝑇 2

𝑡 i 𝑋 2
𝑡 = 𝑇 2

𝑥 .

Бiльш точно, калiбрування функцiй 𝑓 i 𝑓 можна здiйснити через перетво-

рення D(𝜙) i D(𝜙) змiнних 𝑥 i �̃� вiдповiдно. Враховуючи рiвняння (4.22)

i перетворення замiни знаку 𝑡 можна покласти 𝑋𝑥 = 𝑇𝑡, 𝑋𝑡 = 𝜀𝑇𝑥.

Оскiльки цi рiвняння дають 𝑇𝑡𝑡 = 𝜀𝑇𝑥𝑥 i 𝑋𝑡𝑡 = 𝜀𝑋𝑥𝑥, пара рiвнянь (4.24)

i (4.25) зводиться до системи лiнiйних однорiдних алгебраїчних рiвнянь

𝑇𝑡𝑈𝑢𝑡−𝜀𝑇𝑥𝑈𝑢𝑥 = 0, 𝑋𝑡𝑈𝑢𝑡−𝜀𝑋𝑥𝑈𝑢𝑥 = 0 вiдносно 𝑈𝑢𝑡 i 𝑈𝑢𝑥. Визначник вiд-

повiдної матрицi є ненульовим: 𝜀(𝑇𝑡𝑋𝑥 − 𝑇𝑥𝑋𝑡) ̸= 0, тому 𝑈𝑢𝑡 = 𝑈𝑢𝑥 = 0,

тобто 𝑈𝑢 — ненульова стала, причому за допомогою перетворення D𝑢(𝑐2)

можна покласти 𝑈𝑢 = 1. З урахуванням цiєї умови рiвняння (4.26) набу-

ває виду

(𝑋 2
𝑥 − 𝜀𝑋 2

𝑡 )𝑔 = 𝑔 + 𝑈 0
𝑡𝑡 − 𝜀𝑈 0

𝑥𝑥. (4.35)

Послiдовно дiючи на рiвняння (4.35) операторами (𝑋 2
𝑥 − 𝜀𝑋 2

𝑡 )
−1𝜕𝑡 i 𝜕𝑡,

отримаємо два диференцiальнi наслiдки рiвняння (4.35):

𝑋𝑡𝑔�̃� + 𝑈 0
𝑡 𝑔�̃� +

(𝑋 2
𝑥 − 𝜀𝑋 2

𝑡 )𝑡
𝑋 2
𝑥 − 𝜀𝑋 2

𝑡

𝑔 =
(𝑈 0

𝑡𝑡 − 𝜀𝑈 0
𝑥𝑥)𝑡

𝑋 2
𝑥 − 𝜀𝑋 2

𝑡

, (4.36)

(𝑋𝑡)𝑡𝑔�̃� + (𝑈 0
𝑡 )𝑡𝑔�̃� +

(︂
(𝑋 2

𝑥 − 𝜀𝑋 2
𝑡 )𝑡

𝑋 2
𝑥 − 𝜀𝑋 2

𝑡

)︂
𝑡

𝑔 =

(︂
(𝑈 0

𝑡𝑡 − 𝜀𝑈 0
𝑥𝑥)𝑡

𝑋 2
𝑥 − 𝜀𝑋 2

𝑡

)︂
𝑡

. (4.37)

Вивчимо сумiснiсть рiвнянь (4.36) i (4.37), що є квазiлiнiйними дифе-

ренцiальними рiвняннями з частинними похiдними першого порядку вiд-

носно функцiї 𝑔. Розглянемо рiзнi випадки, якi виникають у залежностi

вiд того, чи є матриця коефiцiєнтiв при похiдних 𝑔�̃� i 𝑔�̃� в цiй систе-

мi виродженою або невиродженою.Ця процедура i попереднє розбиття
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класу 𝒲 на 𝒲0 i 𝒲1 є iнтерпретацiєю методу розгалуженого розщеплен-

ня [19, 238, 239, 241, 298, 305] для класифiкацiї допустимих перетворень, а

подальший розгляд є першим прикладом побудови породжувальної мно-

жини допустимих перетворень з використанням цього методу.

1. Припустимо спочатку, що матриця коефiцiєнтiв є невиродженою, тоб-

то 𝑋𝑡(𝑈
0
𝑡 )𝑡 − 𝑈 0

𝑡 (𝑋𝑡)𝑡 ̸= 0. Розв’яжемо систему (4.36)–(4.37) як систему

лiнiйних алгебраїчних рiвнянь вiдносно 𝑔�̃� i 𝑔�̃�:

𝑔�̃� = 𝛼1𝑔 + 𝛼0, 𝑔�̃� = 𝛽1𝑔 + 𝛽0. (4.38)

Тут коефiцiєнти 𝛼0, 𝛼1, 𝛽0, 𝛽1 є функцiями змiнних (𝑡, �̃�), чиї явнi вирази у

термiнах 𝑋 i 𝑈 0 не є суттєвими для подальшого розгляду. Продиференцi-

ювавши рiвняння (4.38) за 𝑡, виведемо наслiдки 𝛼1
𝑡
𝑔+𝛼0

𝑡
= 0, 𝛽1

𝑡
𝑔+𝛽0

𝑡
= 0,

з яких урахуванням 𝑔𝑢 ̸= 0 випливає, що 𝛼1
𝑡
= 𝛼0

𝑡
= 𝛽1

𝑡
= 𝛽0

𝑡
= 0. Перехре-

сне диференцiювання рiвнянь (4.38) за змiнними �̃� i �̃� призводить до умов

сумiсностi для цих рiвнянь: 𝛽1
�̃� = 0 i 𝛽0

�̃� = 𝛼1𝛽0−𝛼0𝛽1, звiдки 𝛽1 є сталою.

Оскiльки 𝑔�̃��̃� ̸= 0, друге рiвняння в (4.38) призводить до умови 𝛽1 ̸= 0.

Використовуючи перетворення еквiвалентностi D𝑢(1/𝛽1), можна вiдкалi-

брувати 𝛽1 в одиницю. Тодi друге рiвняння в (4.38) можна проiнтегрувати

в 𝑔 = 𝑔0(�̃�)𝑒�̃�+𝑔1(�̃�) з 𝑔1 = −𝛽0. З рiвняння (4.35) випливає, що функцiя 𝑔

має подiбний вигляд i у початкових змiнних, тобто 𝑔 = 𝑔0(𝑥)𝑒𝑢 + 𝑔1(𝑥),

причому (𝑋 2
𝑥 − 𝜀𝑋 2

𝑡 )𝑒
𝑈0

𝑔0 = 𝑔0, (𝑋 2
𝑥 − 𝜀𝑋 2

𝑡 )𝑔
1 = 𝑔1 +𝑈 0

𝑡𝑡− 𝜀𝑈 0
𝑥𝑥. З вико-

ристанням перетворення еквiвалентностi Z(𝜓) покладемо 𝑔0 = 𝜀′ i 𝑔0 = 𝜀′

з 𝜀′, 𝜀′ = ±1. Тодi (𝑋 2
𝑥 − 𝜀𝑋 2

𝑡 )𝑒
𝑈0

𝜀′ = 𝜀′, тобто 𝑈 0 = − ln |𝑋 2
𝑥 − 𝜀𝑋 2

𝑡 |, а
тому 𝑈 0

𝑡𝑡 − 𝜀𝑈 0
𝑥𝑥 = 0, оскiльки 𝑋𝑡𝑡 − 𝜀𝑋𝑥𝑥 = 0. Рiвняння (4.35) набуває

вигляду

𝑔1(𝑥)

𝑋 2
𝑥 − 𝜀𝑋 2

𝑡

= 𝑔1(𝑋). (4.39)

Iншими словами, в цьому випадку достатньо прокласифiкувати допустимi

перетворення в пiдкласi 𝒲00 з рiвняння вигляду

𝑢𝑡𝑡 = 𝜀𝑢𝑥𝑥 + 𝜀′𝑒𝑢 + 𝑔1(𝑥) (4.40)
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з точнiстю до пiдгрупи 𝐺∼
00 групи еквiвалентностi 𝐺

∼, виокремленої умо-

вами 𝜙𝑥 = ±𝑐1, 𝑐2 = |𝑐1|−1/2 i 𝜓 = 0. Це зводиться до виведення можливих

𝐺∼
00-нееквiвалентних виразiв для 𝑋 = 𝑋(𝑡, 𝑥), 𝑔1 = 𝑔1(𝑥) i 𝑔1 = 𝑔1(�̃�), що

задовольняють систему (4.39) i рiвняння 𝑋𝑡𝑡 = 𝜀𝑋𝑥𝑥. Виконаємо замiну

незалежних змiнних у цiй системi: 𝑦 = 𝑥 + 𝜄𝑡 i 𝑧 = 𝑥 − 𝜄𝑡, де 𝜄 = 1

або 𝜄 = 𝑖, якщо 𝜀 = 1 або 𝜀 = −1 вiдповiдно. Тут 𝑖 — уявна одиниця,

𝑖2 = −1, звiдки 𝜄2 = 𝜀. У змiнних 𝑦 i 𝑧 рiвняння 𝑋𝑡𝑡 = 𝜀𝑋𝑥𝑥 набуває

вигляду 𝑋𝑦𝑧 = 0, а тому його загальний розв’язок можна зобразити як

𝑋 = 𝑌 (𝑦) +𝑍(𝑧), де 𝑍(𝑧) спiвпадає зi спряженим значенням 𝑌 (𝑦), якщо

𝜀 = −1. Тодi рiвняння (4.39) можна переписати як

1

4𝑌𝑦𝑍𝑧
𝑔1(𝑥) = 𝑔1(𝑋), де 𝑥 =

𝑦 + 𝑧

2
, 𝑋 = 𝑌 + 𝑍. (4.41)

Виключимо функцiю 𝑔1 за допомогою дiї оператора 𝑌𝑦𝜕𝑧 − 𝑍𝑧𝜕𝑦 на рiв-

няння (4.41):

2𝑔1(𝜕𝑦 + 𝜕𝑧)
(︀
𝑌 −1
𝑦 − 𝑍−1

𝑧

)︀
= −𝑔1𝑥

(︀
𝑌 −1
𝑦 − 𝑍−1

𝑧

)︀
.

Iнтегрування останнього рiвняння дає 𝑌 −1
𝑦 − 𝑍−1

𝑧 = 𝜄ℎ0ℎ1, де ℎ0 — дiй-

снозначна гладка функцiя змiнної 𝑡, а ℎ1 := |𝑔1|−1/2 ̸= 0, тобто ℎ1 — дiй-

снозначна гладка функцiя змiнної 𝑥. Подiємо на результат iнтегрування

оператором 𝜕 2
𝑡 − 𝜀𝜕 2

𝑥 = −4𝜀𝜕𝑦𝜕𝑧, звiдки ℎ0𝑡𝑡ℎ
1 = 𝜀ℎ0ℎ1𝑥𝑥.

Якщо ℎ0 = 0, то 𝑌 −1
𝑦 = 𝑍−1

𝑧 = const ∈ R, а тому 𝑌𝑦 = 𝑍𝑧 = const ∈ R,
з чого випливає умова 𝑋𝑥𝑥 = 0. Отже, також 𝑇𝑥 = 𝑇𝑡𝑡 = 0. Це означає,

що допустиме перетворення 𝒯 iндуковано елементом групи 𝐺∼.

Випадок ℎ1 = 𝑔1 = 0 вiдповiдає рiвнянню Лiувiлля. Знак 𝜀′ можнi змi-

нити на протилежний вiдповiдним допустимим перетворенням з сiм’ї T1,

якщо 𝜀 = 1, i не можна змiнити в силу рiвняння (𝑋 2
𝑥 − 𝜀𝑋 2

𝑡 )𝑒
𝑈0

𝜀′ = 𝜀′,

якщо 𝜀 = −1. Група еквiвалентностi 𝐺∼ iндукує пiдгрупу 𝐻 повної то-

чкової групи симетрiї рiвняння Лiувiлля для кожного фiксованого значе-

ння (𝜀, 𝜀′), яку складають перетворення вигляду 𝑡 = 𝑐1𝑡+ 𝑐0, �̃� = 𝑐1𝑥+ 𝑐2,

де 𝑐0, 𝑐1 i 𝑐2 — довiльнi сталi з 𝑐1 ̸= 0. Для мiнiмальностi шуканої множи-

ни допустимих перетворень треба обрати представника у кожному наборi
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𝐺∼-еквiвалентних елементiв вiдповiдної вертексної групи. Це дає сiм’ю T9

допустимих перетворень.

Надалi вважаємо, що ℎ0ℎ1 ̸= 0, а тому також 𝑔1 ̸= 0. За допомо-

гою роздiлення змiнних у рiвняннi ℎ0𝑡𝑡ℎ
1 = 𝜀ℎ0ℎ1𝑥𝑥 отримаємо, що вираз

ℎ0𝑡𝑡/ℎ
0 = 𝜀ℎ1𝑥𝑥/ℎ

1 дорiвнює сталiй. З точнiстю до масштабувань з гру-

пи 𝐺∼ можна вважати, що ця стала приймає одне зi значень з множини

{−1, 0, 1}. Тодi з точнiстю до зсувiв за 𝑥 i замiни знаку змiнної 𝑥, маємо

𝑔1 ∈ 𝒞 :=
{︀
𝜈, 𝜈𝑥−2, 𝜈 cos−2 𝑥, −𝜈 ch−2 𝑥, 𝜈 sh−2 𝑥, 𝜀′′𝑒−2𝑥 |

𝜈 ∈ R, 𝜈 ̸= 0, 𝜀′′ = ±1
}︀
.

Використовуючи аналогiчнi аргументи для оберненого до 𝒯 допустимого

перетворення, виводимо, що функцiя 𝑔1 також належить множинi 𝒞 (з

точнiстю до замiни аргументу 𝑥 на �̃�).

Наведемо спочатку повну множину ℬ′
0 незалежних з точнiстю до обер-

нення i композицiї мiж собою 𝐺∼-нееквiвалентних нетотожних допусти-

мих перетворень для 𝑔1 з множини 𝒞. Множину ℬ′
0 складають сiм’я T8|𝒲00

i такi сiм’ї:

T3′. 𝑓 = 1, 𝑔 = 𝑒𝑢 + 𝜀′′𝑒−2𝑥, 𝑓 = 1, 𝑔 = 𝑒𝑢 + 𝜀′′,

Φ: 𝑡 = 𝑒−𝑥 sh 𝑡, �̃� = 𝑒−𝑥 ch 𝑡, �̃� = 𝑢+ 2𝑥;

T4′. 𝑓 = 1, 𝑔 = 𝜀′𝑒𝑢 + 𝑔1(𝑥), 𝑓 = 1, 𝑔 = 𝜀′𝑒𝑢 + 𝜈�̃�−2, 𝜈 ∈ R ̸=0,

а. 𝑔1(𝑥) = 𝜈𝑥−2, 𝜀′ = 𝜀′,

Φ: 𝑡 =
𝑡

𝑥2 − 𝑡2
, �̃� =

𝑥

𝑥2 − 𝑡2
, �̃� = 𝑢+ 2 ln |𝑥2 − 𝑡2|;

б. 𝑔1(𝑥) = 𝜈 cos−2 𝑥, 𝜀′ = 𝜀′,

Φ: 𝑡 =
cos 𝑡

sin 𝑡+ sin𝑥
, �̃� =

cos𝑥

sin 𝑡+ sin𝑥
, �̃� = 𝑢+ 2 ln | sin 𝑡+ sin𝑥|;

в. 𝑔1(𝑥) = −𝜈 ch−2 𝑥, 𝜀′ = −𝜀′,
Φ: 𝑡 = 𝑒𝑡 sh𝑥, �̃� = 𝑒𝑡 ch𝑥, �̃� = 𝑢− 2𝑡;

г. 𝑔1(𝑥) = 𝜈 sh−2 𝑥, 𝜀′ = 𝜀′, Φ: 𝑡 = 𝑒𝑡 ch𝑥, �̃� = 𝑒𝑡 sh𝑥, �̃� = 𝑢− 2𝑡;
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T5′. 𝑓 = −1, 𝑔 = 𝜀′𝑒𝑢 + 𝜀′′𝑒−2𝑥, 𝑓 = −1, 𝑔 = 𝜀′𝑒𝑢 + 𝜀′′,

Φ: 𝑡 = 𝑒−𝑥 sin 𝑡, �̃� = 𝑒−𝑥 cos 𝑡, �̃� = 𝑢+ 2𝑥;

T6′. 𝑓 = −1, 𝑔 = 𝜀′𝑒𝑢 + 𝑔1(𝑥), 𝑓 = −1, 𝑔 = 𝜀′𝑒𝑢 + 𝜈�̃�−2, 𝜈 ∈ R ̸=0,

а. 𝑔1(𝑥) = 𝜈𝑥−2, Φ: 𝑡 =
𝑡

𝑥2 + 𝑡2
, �̃� =

𝑥

𝑥2 + 𝑡2
, �̃� = 𝑢+2 ln |𝑥2+ 𝑡2|;

б. 𝑔1(𝑥) = 𝜈 cos−2 𝑥, Φ: 𝑡 = 𝑒𝑡 sin𝑥, �̃� = 𝑒𝑡 cos𝑥, �̃� = 𝑢− 2𝑡;

в. 𝑔1(𝑥) = 𝜈 sh−2 𝑥,

Φ: 𝑡 =
sin 𝑡

cos 𝑡+ ch𝑥
, �̃� =

sh𝑥

cos 𝑡+ ch𝑥
, �̃� = 𝑢+ 2 ln | cos 𝑡+ ch𝑥|;

T7′. 𝑓 = −1, 𝑔 = 𝜀′𝑒𝑢 + 𝜈 ch−2 𝑥, 𝑓 = −1, 𝑔 = 𝜀′𝑒�̃� + 𝜈 ch−2 �̃�, 𝜈 ∈ R ̸=0,

Φ: 𝑡 = arctg
sin 𝛾 sh𝑥+ cos 𝛾 sin 𝑡

cos 𝑡
, �̃� = arcth

cos 𝛾 sh𝑥− sin 𝛾 sin 𝑡

ch𝑥
,

�̃� = 𝑢+ ln
⃒⃒
ch2 𝑥− (cos 𝛾 sh𝑥− sin 𝛾 sin 𝑡)2

⃒⃒
, 𝛾 ∈ (0, 2𝜋).

Безпосереднiй спосiб перевiрки того, якi елементи множини 𝒞
пов’язанi допустимими перетвореннями, полягає у фiксуваннi значення

параметр-функцiї 𝑔1 з множини 𝒞, що визначає ℎ1 := |𝑔1|−1/2 ̸= 0, з

наступними розв’язанням рiвняння ℎ0𝑡𝑡 = 𝜆ℎ0 з 𝜆 := 𝜀ℎ1𝑥𝑥/ℎ
1 = const,

i знаходженням 𝑌 i 𝑍 методом роздiлення змiнних 𝑦 i 𝑧 у рiвняннi

𝑌 −1
𝑦 − 𝑍−1

𝑧 = 𝜄ℎ0ℎ1, його подальшим iнтегруванням i визначенням функ-

цiї 𝑔1 з (4.39). Замiсть цього, використаємо iнший, оптимiзований спо-

сiб. Перевiримо, якi вiдображення серед елементiв множини 𝒞 iндуко-

вано перелiченими вище перетвореннями. Так, 𝜈𝑒−2𝑥 ↦→ 𝜈 iндуковано

перетворенням T3′, якщо 𝑓 = 1, i перетворенням T5′, якщо 𝑓 = −1,

𝜈 cos−2 𝑥 ↦→ 𝜈𝑥−2 — перетворенням T4′б, якщо 𝑓 = 1, i перетворен-

ням T6′б, якщо 𝑓 = −1, −𝜈 ch−2 𝑥 ↦→ 𝜈𝑥−2 — перетворенням T4′в,

якщо 𝑓 = 1, 𝜈 sh−2 𝑥 ↦→ 𝜈𝑥−2 — перетворенням T4′г, якщо 𝑓 = 1, i

перетворенням T6′в, якщо 𝑓 = −1. Знак 𝜀′ змiнює лише перетворен-

ня T4′в. При 𝑓 = −1, допустиме точкове перетворення вiдображає зна-

чення 𝑔1 = −𝜈 ch−2 𝑥 в 𝑔1 = 𝜈𝑥−2 тiльки над комплексним полем.
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Максимальнi алгебри лiївської iнварiантностi рiвнянь вигляду (4.40)

зi значеннями параметр-функцiй (𝑓, 𝑔1), що не зводяться одне до одного,

такi:

(𝑓, 𝑔1) = (1, 𝜈) : g𝜃 = ⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝑥𝜕𝑡 + 𝑡𝜕𝑥⟩,

(𝑓, 𝑔1) = (−1, 𝜈) : g𝜃 = ⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝑥𝜕𝑡 − 𝑡𝜕𝑥⟩,

(𝑓, 𝑔1) = (𝜀, 𝜈𝑥−2) :

g𝜃 = ⟨𝜕𝑡, 𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 − 2𝜕𝑢, (𝑡
2 + 𝜀𝑥2)𝜕𝑡 + 2𝑡𝑥𝜕𝑥 − 4𝑡𝜕𝑢⟩,

(𝑓, 𝑔1) = (−1, 𝜈 ch−2 𝑥) : g𝜃 = ⟨𝜕𝑡, ℛ′(cos 𝑡 ch𝑥), ℛ′(sin 𝑡 ch𝑥)⟩,

де ℛ′(Φ) := Φ𝑥𝜕𝑡 + Φ𝑡𝜕𝑥 − 2Φ𝑡𝑥𝜕𝑢. Цi алгебри лiївської iнварiантностi

поданi у випадках 5а𝜀=1 i 5а𝜀=−1 табл. 4.6 i асоцiйованi з випадками 6а

i 7 тiєї самої таблицi вiдповiдно. Вони є реалiзацiями алгебри Пуанкаре

p(1, 1), алгебри Евклiда e(2), дiйсної спецiальної лiнiйної алгебри sl(2,R)
i ортогональної алгебри o(3), якi не iзоморфнi одна до одної. Водночас,

системи диференцiальних рiвнянь пов’язанi точковими перетвореннями,

тiльки якщо їхнi максимальнi алгебри лiївської iнварiантностi iзоморфнi.

Отже, потрiбно прокласифiкувати допустимi перетворення в чоти-

рьох пiдкласах рiвнянь вигляду (4.40), де для кожного з цих пiдкла-

сiв пара (𝑓, 𝑔1) є фiксованою i приймає одне зi значень з множини

{(1, 𝜈), (−1, 𝜈), (𝜀, 𝜈𝑥−2) (−1, 𝜈 ch−2)}, а стала 𝜈 пробiгає R ̸=0. Для цього

вперше розширимо алгебраїчний метод на пошук допустимих перетво-

рень. Версiю алгебраїчного метода для вiдшукання дискретних симетрiй

окремих систем диференцiальних рiвнянь запропонував П. Гайдон у ро-

ботах [149–151], а пiзнiше його узагальнили для обчислення перетворень

еквiвалентностi у класах систем диференцiальних рiвнянь в роботi [53].

Розглянемо детально тiльки перший пiдклас. Нехай ℒ𝜃 i ℒ𝜃 — два фiксо-

ванi рiвняння вигляду (4.40) з 𝑓 = 𝑓 = 1, 𝑔1 = 𝜈, 𝑔1 = 𝜈 i 𝜀′, 𝜀′ = ±1. Цi

рiвняння мають однакову максимальну алгебру лiївської iнварiантностi

g𝜃 = g𝜃 = ⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑥+𝑥𝜕𝑡⟩, що наведена у випадку 5а𝑓=1 табл. 4.6 i є реа-

лiзацiєю алгебри Пуанкаре p(1, 1). Отже, пiдняття векторних полiв пере-
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творенням Φ iндукує автоморфiзм алгебри g𝜃, асоцiйований з автоморфi-

змом алгебри p(1, 1). Нагадаємо, що перетворення Φ повнiстю визначене

його 𝑡- i 𝑥-компонентами. Внутрiшнiм автоморфiзмам алгебри p(1, 1) вiд-

повiдають неперервнi точковi перетворення, породженi векторними по-

лями алгебри g𝜃. Цi перетворення є симетрiями рiвняння ℒ𝜃, тобто вони
не замiнюють параметри 𝜈 i 𝜀′. З точнiстю до зсувiв за 𝑡 i 𝑥, якi поро-

джено елементами групи 𝐺∼, отримаємо сiм’ю T8а|𝒲00
допустимих пере-

творень. Iснують тiльки два зовнiшнi автоморфiзми алгебри p(1, 1), що є

незалежними з точнiстю до їхнiх композицiй один з одним i з внутрiшнi-

ми автоморфiзмами (див. [108,256] щодо автоморфiзмiв низькорозмiрних

алгебр Лi). Вiдповiдними перетвореннями є замiна знаку змiнної 𝑡, що є

дискретною симетрiєю рiвняння ℒ𝜃, iндукованої D𝑡(−1), i перестановка

змiнних 𝑡 i 𝑥, що належить сiм’ї T1. Не iснує нiяких точкових перетворень,

що задовольняють обмеження для Φ i iндукують тотожнiй автоморфiзм

алгебри g𝜃.

Розгляд трьох iнших пiдкласiв аналогiчний. Кожна з алгебр e(2) i

sl(2,R) має єдиний незалежний зовнiшнiй автоморфiзм, який тут мож-

на пов’язати, наприклад, зi змiною знаку 𝑡. Алгебра o(3) не має вну-

трiшнiх автоморфiзмiв, але замiна знаку 𝑡 породжує тотожнiй автомор-

фiзм вiдповiдної алгебри g𝜃. Профакторизувавши за зсувами i розтяга-

ми, що є симетрiями вiдповiдних рiвнянь, iндукованими елементами гру-

пи 𝐺∼, побудуємо сiм’ї T8б|𝒲00
, T4′а i T7′ вiдповiдно. Останню сiм’ю скла-

дають нетотожнi перетворення, породженi операторами лiївської симет-

рiї ℛ′(cos 𝑡 ch𝑥) рiвняння (4.40) з (𝑓, 𝑔1) = (−1, 𝜈 ch−2).

Очевидно, що 𝐺∼
00-нееквiвалентнi сингулярнi випадки розширення лi-

ївської симетрiї в пiдкласi 𝒲00 вичерпують випадками з 𝑔1 ∈ 𝒞.

2. Тепер припустимо, що матриця коефiцiєнтiв при похiдних 𝑔�̃� i 𝑔�̃� в

системi (4.36), (4.37) вироджена:

𝑋𝑡(𝑈
0
𝑡 )𝑡 − 𝑈 0

𝑡 (𝑋𝑡)𝑡 = 0. (4.42)

Якщо 𝑋𝑡 = 0, то 𝑇𝑥 = 𝑋𝑥𝑥 = 𝑇𝑡𝑡 = 0, i з рiвняння (4.35) в силу умови
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𝑔�̃��̃� ̸= 0 випливає, що 𝑈 0
𝑡 = 0, тобто допустиме перетворення 𝒯 породжене

елементом групи 𝐺∼. Тому надалi вважаємо, що 𝑋𝑡 ̸= 0. Зобразивши рiв-

няння (4.42) у виглядi (𝑈 0
𝑡 /𝑋𝑡)𝑡 = 0, iнтегруємо його за змiнною 𝑡, звiдки

отримаємо 𝑈 0
𝑡 = 𝑉 0(𝑋)𝑋𝑡 для деякої гладкої функцiї 𝑉 0 = 𝑉 0(�̃�). Тодi,

iнтегруючи за 𝑡, знаходимо 𝑈 0 = 𝑉 1(𝑋) + 𝑉 2(𝑥), де 𝑉 1 — первiсна функ-

цiї 𝑉 0, 𝑉 1
�̃� (�̃�) = 𝑉 0(�̃�), а 𝑉 2 = 𝑉 2(𝑥) — гладка функцiя. Отже, з точнiстю

до 𝐺∼-еквiвалентностi (а саме, з точнiстю до композицiї перетворення 𝒯
з перетвореннями з пiдгрупи {Z(𝜓)}), можна покласти 𝑈 0 = 0, звiдки

𝑈 = 𝑢. Тодi рiвняння (4.36) можна представити у виглядi

𝑔�̃�
𝑔

= − 1

𝑋𝑡

(𝑋 2
𝑥 − 𝜀𝑋 2

𝑡 )𝑡
𝑋 2
𝑥 − 𝜀𝑋 2

𝑡

.

Лiва i права частини останнього рiвняння не залежать вiд 𝑡 i �̃� вiдповiдно,

а тому вони дорiвнюють функцiї, що залежить лише вiд �̃�. Розв’язання

рiвняння вiдносно 𝑔 дає форму 𝑔 у виглядi добутку функцiй рiзних ар-

гументiв: 𝑔 = 𝑔1(�̃�)𝑔2(�̃�). Оскiльки �̃� = 𝑢 i 𝑔 = (𝑋 2
𝑥 − 𝜀𝑋 2

𝑡 )𝑔, функцiя 𝑔

також допускає подiбне зображення 𝑔 = 𝑔1(𝑥)𝑔2(𝑢), де 𝑔2(𝑢) = 𝑔2(𝑢). В

результатi, знову отримаємо рiвняння (4.39). Отже, рiвняння вигляду

𝑢𝑡𝑡 = 𝜀𝑢𝑥𝑥 + 𝑔1(𝑥)𝑔2(𝑢) з 𝑔2𝑢𝑔
2
𝑢𝑢𝑢 ̸= (𝑔2𝑢𝑢)

2 (4.43)

з однаковими значеннями функцiї 𝑔2 пов’язанi точковим перетворенням

тодi i тiльки тодi, коли рiвняння вигляду (4.40) з такими самими зна-

ченнями параметрiв 𝜀 i 𝑔1 також пов’язанi точковим перетворенням.

Для того, щоб виключити перетин пiдкласу (4.43) з пiдкласом рiвнянь

𝑢𝑡𝑡 = 𝜀𝑢𝑥𝑥+𝑔
0(𝑥)𝑒𝑢+𝑔1(𝑥) з 𝑔0 ̸= 0, що всi зводяться перетвореннями еквi-

валентностi до рiвнянь з пiдкласу (4.40), вимагаємо виконання нерiвностi

𝑔2𝑢𝑔
2
𝑢𝑢𝑢 ̸= (𝑔2𝑢𝑢)

2, еквiвалентної лiнiйнiй незалежностi функцiй 𝑔2𝑢, 𝑔
2 i 1,

Щоб правильного транслювати класифiкацiю допустимих перетворень у

класi (4.40) в класифiкацiю таких перетворень у його пiдкласi (4.43), вра-

ховуємо умову 𝑔1 ̸= 0 для пiдкласу (4.43) i замiнимо 𝑢-компоненти у всiх

перетвореннях на �̃� = 𝑢. Оскiльки коефiцiєнти 𝜈 i 𝜈 спiвпадають, можна
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вважати, що їх поглинає функцiя 𝑔2. Таким чином отримаємо обмеження

сiмей T1, T3–T7 i T8 на пiдклас (4.43). Сiм’ям T3–T7 вiдповiдають сiм’ї

T3′–T7′.

Для завершення класифiкацiї допустимих перетворень у пiдкласi 𝒲0,

вiдобразимо кожне рiвняння з пiдкласу (4.40) з 𝑔1 ∈ 𝒞 перетворен-

ням еквiвалентностi Z(ln 𝑔1) у рiвняння 𝑢𝑡𝑡 = 𝜀𝑢𝑥𝑥 + 𝑔1(𝑥)𝑔2(𝑢) з

𝑔2(𝑢) = 𝜀′𝑒𝑢+𝜈. Тут 𝑔1 має такий самий вигляд, як 𝑔1, але з фiксованими

𝜈 = 1, 𝜈 = 2𝜀𝜀′′, 𝜀′′ = −1 для 𝑔1 = ch−2 𝑥 i 𝜀′′ = 1 iнакше. У результатi,

сiм’ї T3′–T7′ вiдображаються в сiм’ї T3–T7. Поповнення останнiх сiмей

дозволяє нехтувати для них допомiжну нерiвнiсть 𝑔2𝑢𝑔
2
𝑢𝑢𝑢 ̸= (𝑔2𝑢𝑢)

2 для

пiдкласу (4.43).

Отримана множина ℬ0 допустимих перетворень у пiдкласi 𝒲0 є по-

роджувальною множиною для 𝒢∼
0 з точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi за

побудовою. Жодний елемент групоїда 𝒢𝐺∼

0 не пов’язує рiзнi значення 𝜃 з

s(ℬ0)∪t(ℬ0). Жодний елемент множини ℬ0 не можна зобразити як компо-

зицiю скiнченної кiлькостi iнших елементiв породжувальної множини ℬ0

або обернених до них перетворень. Отже, породжувальна множина ℬ0

є мiнiмальною i внутрiшньо сумiсною вiдносно 𝐺∼-еквiвалентностi для

групоїда 𝒢∼
0 .

З точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi сингулярнi розширення лiївської си-

метрiї в пiдкласi (4.43) можливi тiльки для 𝑔1 ∈ 𝒞, що вiдповiдно дає

випадки 5а–5в, 6а–6е i 7. Оскiльки випадок 7 зводиться до випадку 6а

над комплексним полем, для подальших розширень достатньо перевiри-

ти тiльки рiвняння з 𝑔1 = 1 (випадок 5а) i з 𝑔1 = 𝑥−2 (випадок 6а). Для

𝑔1 = 1, отримаємо тiльки випадок 18а з двома 𝒢∼-еквiвалентними випад-

ками 18б i 18в. Подальших розширень лiївської симетрiї для 𝑔1 = 𝑥−2 не

iснує.

Залишилось дослiдити групоїд еквiвалентностi 𝒢∼
1 пiдкласу 𝒲1, який

виокремлено з класу (4.17) умовою 𝑓𝑢 ̸= 0. Позначимо через 𝒲11 i 𝒲12

вiдповiдно пiдкласи класу 𝒲1, що асоцiйований з додатковою умовою
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𝑓𝑥 = 𝑔𝑥 = 0 mod 𝐺∼ i що складений рiвняннями, якi 𝐺∼-еквiвалентнi

рiвнянням вигляду

𝑢𝑡𝑡 = 𝜀𝑢−4𝑢𝑥𝑥 + 𝜇(𝑥)𝑢−3 + 𝜎𝑢, (4.44)

де 𝜇 пробiгає множину гладких функцiй змiнної 𝑥, а 𝜀, 𝜎 — сталi, причому

𝜀 ̸= 0, а отже 𝜀 = ±1 mod 𝐺∼ i 𝜎 ∈ {−1, 0, 1} mod 𝐺∼.

Лема 4.19. Звичайна група еквiвалентностi пiдкласу 𝒲1 спiвпадає з

групою 𝐺∼. Будь-яке допустиме перетворення в класi 𝒲1 ∖ (𝒲11 ∪𝒲12)

породжене перетворенням з 𝐺∼. Породжувальна (з точнiстю до

𝐺∼-еквiвалентностi) множина ℬ1 допустимих перетворень для кла-

су 𝒲1, яка є мiнiмальною i внутрiшньо сумiсною вiдносно 𝐺∼-

еквiвалентностi, — є об’єднанням обмеження сiм’ї T1 на клас 𝒲11 i

сiм’ї T2, що дiє в 𝒲12.

Доведення цiєї леми наведено у роботi [300].

Групи еквiвалентностi пiдкласiв 𝒲0 i 𝒲1 спiвпадають з групою еквi-

валентностi 𝐺∼ всього класу 𝒲 , причому 𝒢∼ = 𝒢∼
0 ⊔ 𝒢∼

1 . Отже, пi-

сля об’єднання породжувальних (з точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi) мно-

жин ℬ0 i ℬ1 групоїдiв 𝒢∼
0 i 𝒢∼

1 , що є мiнiмальними i внутрiшньо сумiсними

вiдносно 𝐺∼-еквiвалентностi для вiдповiдних групоїдiв, отримаємо поро-

джувальну (з точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi) множину ℬ групоїда 𝒢∼,

що є мiнiмальною i внутрiшньо сумiсною вiдносно𝐺∼-еквiвалентностi для

групоїда 𝒢∼.

Лема 4.20. Повний список 𝐺∼-нееквiвалентних розширень лiївської си-

метрiї для рiвнянь (4.44) вичерпують такi випадки:

1a–1c. загальний 𝜇 : g𝜃 = g∩𝜎 ,

2a–2c. 𝜇 = ±1: g𝜃 = g∩𝜎 + ⟨𝜕𝑥⟩,

3a–3c. 𝜇 = 𝜈𝑥−2, 𝜈 ̸= 0: g𝜃 = g∩𝜎 + ⟨2𝑥𝜕𝑥 − 𝑢𝜕𝑢⟩,

4a–4c. 𝜇 = 0: g𝜃 = g∩𝜎 + ⟨𝜕𝑥, 2𝑥𝜕𝑥 − 𝑢𝜕𝑢⟩,
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де

a. 𝜎 = 0: g∩0 = ⟨𝜕𝑡, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑢𝜕𝑢, 𝑡
2𝜕𝑡 + 𝑡𝑢𝜕𝑢⟩,

b. 𝜎 = 1: g∩1 = ⟨𝜕𝑡, 𝑒2𝑡(𝜕𝑡 + 𝑢𝜕𝑢), 𝑒
−2𝑡(𝜕𝑡 − 𝑢𝜕𝑢)⟩,

c. 𝜎 = −1: g∩−1 = ⟨𝜕𝑡, cos(2𝑡)𝜕𝑡 − sin(2𝑡)𝑢𝜕𝑢, sin(2𝑡)𝜕𝑡 + cos(2𝑡)𝑢𝜕𝑢⟩.

Випадки 𝜎 = 1 i 𝜎 = −1 зводяться до випадку 𝜎 = 0 з таким же значе-

нням функцiї 𝜇 = 𝜇(𝑥) додатковими перетвореннями еквiвалентностi

𝑡 = 1
2𝑒

2𝑡, �̃� = 𝑥, �̃� = 𝑒𝑡𝑢 та 𝑡 = tg 𝑡, �̃� = 𝑥, �̃� = 𝑢 cos 𝑡 вiдповiдно.

З лем 4.19 i 4.20 випливає, що iнших сингулярних розширень лiївської

симетрiї в класi 𝒲1 немає.

Зауваження 4.21. Групоїд класу рiвнянь вигляду (4.44) з 𝜀 = ±1 i

𝜎 ∈ {−1, 0, 1} можна зобразити у виглядi (1.1), де параметр 𝜎 вiдiграє

роль 𝛾, Φ0 є тотожним перетворенням змiнних (𝑡, 𝑥, 𝑢), а Φ1 i Φ−1 є пере-

творенням з сiмей T2а i T2б вiдповiдно. Оскiльки цей клас є пiдкласом

класу 𝒲12, отриманим калiбруванням довiльних елементiв 𝒲12 перетво-

реннями еквiвалентностi, то групоїд еквiвалентностi класу 𝒲12 має подi-

бну структуру. Це також справедливо для класу рiвнянь вигляду (4.44)

з 𝜀 ∈ R ̸=0 i 𝜎 ∈ R.

4.2.6. Класифiкацiя пiдходящих пiдалгебр. Група еквiвалент-

ностi 𝐺∼ i алгебра еквiвалентностi g∼ допускають спорiдненi зображе-

ння у виглядi напiвпрямого добутку i напiвпрямої суми: 𝐺∼ = �̂�∩o𝐺∼
ess i

g∼ = ĝ∩∋g∼ess вiдповiдно. Тут �̂�
∩ = {P𝑡(𝑐0) | 𝑐0 ∈ R} — нормальна пiдгру-

па групи 𝐺∼ асоцiйована зi спiльною групою iнварiантностi 𝐺∩ рiвнянь

з класу (4.17), 𝐺∼
ess — пiдгрупа групи 𝐺∼, що складається з перетворень

вигляду (4.9) з 𝑐0 = 0 й ефективно дiє на класi (4.17), ĝ∩ = ⟨𝒫 𝑡⟩ — iдеал

алгебри g∼, що вiдповiдає ядру алгебри g∩, а g∼ess = ⟨𝒟𝑢,𝒟𝑡,𝒟(𝜁),𝒵(𝜒)⟩ —
пiдалгебра алгебри g∼, яка є “суттєвою” частиною алгебри g∼ з точки зору

розширення лiївської симетрiї в класi (4.17). Позначимо через 𝜋 проекцiю
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простору з координатами (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑓, 𝑔) на простiр з координатами (𝑡, 𝑥, 𝑢),

а через 𝜋*𝑄 — пiдняття проектовного векторного поля 𝑄 в просторi з

координатами (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑓, 𝑔) за допомогою 𝜋. Пiдалгебру a алгебри g∼ на-

зивають пiдходящою, якщо її проекцiя 𝜋*a є максимальною алгеброю лi-

ївської iнварiантностi g𝜃 деякого рiвняння ℒ𝜃 з класу (4.17). Кожна пiдхо-
дяща пiдалгебра a алгебри g∼ повинна мiстити ĝ∩ як iдеал. Тому її також

можна зобразити у виглядi напiвпрямої суми a = ĝ∩ ∋ s, де s — пiдалге-

брою алгебри g∼ess. Назвемо пiдалгебру s алгебри g∼ess пiдходящою, якщо

s = g∼ess ∩ a для деякої пiдходящої пiдалгебри a алгебри g∼. Пiдходящi

пiдалгебри a1 i a2 алгебри g∼ 𝐺∼-еквiвалентнi тодi i тiльки тодi, коли вiд-

повiднi пiдалгебри s1 i s2 алгебри g∼ess 𝐺
∼
ess-еквiвалентнi. Отже, класифiка-

цiя розширень лiївської симетрiї, iндукованих пiдалгебрами алгебри g∼ з

точнiстю до 𝐺∼
ess-еквiвалентностi, зводиться до класифiкацiї пiдходящих

пiдалгебр алгебри g∼ess з точнiстю до 𝐺∼
ess-еквiвалентностi. Для отрима-

ння такої класифiкацiї потрiбно порахувати приєднану дiю групи 𝐺∼
ess

на алгебрi g∼ess. Оскiльки ця алгебра нескiнченновимiрна, цi обчислення

можна виконати через пiдняття векторних полiв 𝒟𝑢, 𝒟𝑡, 𝒟(𝜁) i 𝒵(𝜒), що

утворюють базис g∼ess, елементарними перетвореннями еквiвалентностi з

групи 𝐺∼
ess, тобто перетвореннямиD

𝑡(𝑐1), G(𝜓),D(𝜙) iD𝑢(𝑐2), див. пiдроз-

дiл 4.2.2. Iншими словами, використаємо звичайне правило перетворення

векторних полiв при точкових перетвореннях [52,101]:

G*(𝜓)𝒟𝑢 = 𝒟𝑢 −𝒵(𝜓), G*(𝜓)𝒟(𝜁) = 𝒟(𝜁) + 𝒵(𝜁𝜓𝑥 − 1
2𝜁𝑥𝜓),

D𝑢
*(𝑐2)𝒵(𝜒) = 𝑐2𝒵(𝜒), D*(𝜙)𝒵(𝜒) = 𝒵

(︀
|𝜙𝑥|−1/2𝜒(𝜙)

)︀
,

D*(𝜙)𝒟(𝜁) = 𝒟
(︀
𝜁(𝜙)/𝜙𝑥

)︀
,

де 𝜙 = 𝜙(𝑥) — обернена до 𝜙 функцiя.

Усi векторнi поля з 𝜋*g∼ess тотожно задовольняють визначальнi рiв-

няння для лiївських симетрiй рiвнянь з класу (4.17), окрiм рiвнянь (4.32)

i (4.33). Останнi два рiвняння призводять до обмежень на пiдходящi пiд-

алгебри алгебри g∼ess.
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Лема 4.22. s ∩ ⟨𝒟𝑢,𝒵(𝜒)⟩ = s ∩ ⟨𝒟𝑡⟩ = {0} для будь-якої пiдходящої

пiдалгебри s.

Доведення. Припустимо, що пiдходяща пiдалгебра s алгебри g∼ess мiстить

векторне поле 𝑄 = 𝑏𝒟𝑢+𝒵(𝜒), причому 𝑏 ̸= 0 або 𝜒 ̸= 0. Тодi 𝜋*𝑄 є опе-

ратором лiївської симетрiї для рiвняння ℒ𝜃 з класу (4.17). Пiдставляючи
компоненти векторного поля 𝜋*𝑄 у визначальнi рiвняння (4.32) i (4.33),

отримаємо такi умови на набiр довiльних елементiв 𝜃 = (𝑓, 𝑔):

(𝑏𝑢+ 𝜒)𝑓𝑢 = 0, (𝑏𝑢+ 𝜒)𝑔𝑢 = 𝑏𝑔 − 𝜒𝑥𝑥𝑓.

Тодi 𝑓𝑢 = 0 i 𝑔𝑢𝑢 = 0, якщо 𝑏 ̸= 0 або 𝜒 ̸= 0. Це суперечить означенню

класу (4.17).

Аналогiчно, з умова 𝜋*𝒟𝑡 ∈ g𝜃 випливає рiвняння 𝑓 = 0, яке також є

несумiсним з означенням класу (4.17).

Отже, будь-яка пiдходяща пiдалгебра не мiстить векторного поля роз-

глянутого вигляду.

Лема 4.23. dim
(︀
s ∩ ⟨𝒟(𝜁),𝒵(𝜒)⟩

)︀
∈ {0, 1, 3} для будь-якої пiдходящої

пiдалгебри s.

Доведення. Припустимо, що s — пiдходяща пiдалгебра алгебри g∼ess, i

dim
(︀
s ∩ ⟨𝒟(𝜁),𝒵(𝜒)⟩

)︀
> 2. Це означає, що пiдалгебра s мiстить щонай-

менше два векторних поля 𝑄𝑖 = 𝒟(𝜁 𝑖) + 𝒵(𝜒𝑖), де функцiї 𝜁 𝑖, 𝑖 = 1, 2,

лiнiйно незалежнi в силу леми 4.22. Iншими словами, проекцiї 𝜋*𝑄𝑖 век-

торних полiв 𝑄𝑖 разом є операторами лiївської симетрiї деякого рiвняння

з класу (4.17). Через 𝑊 позначимо вронськiан функцiй 𝜁1 i 𝜁2, тобто

𝑊 = 𝜁1𝜁2𝑥 − 𝜁2𝜁1𝑥. 𝑊 ̸= 0, оскiльки функцiї 𝜁1 i 𝜁2 лiнiйно незалежнi.

Пiдстановка компонент векторних полiв 𝜋*𝑄𝑖 в рiвняння (4.32) дає два

рiвняння на функцiю 𝑓 :

2𝜁 𝑖𝑓𝑥 + (𝜁 𝑖𝑥𝑢+ 2𝜒𝑖)𝑓𝑢 = 4𝜁 𝑖𝑥𝑓. (4.45)

Домножуємо рiвняння (4.45) з 𝑖 = 1 на 𝜁2 i вiднiмаємо результат вiд рiв-

няння (4.45) з 𝑖 = 2, домноженого на 𝜁1. Роздiливши отримане рiвняння
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на 𝑊 , отримаємо звичайне диференцiальне рiвняння (𝑢 + 𝛽)𝑓𝑢 = 4𝑓 , де

𝛽 = 𝛽(𝑥) := 2(𝜁1𝜒2
𝑥 − 𝜁2𝜒1

𝑥)/𝑊 i змiнна 𝑥 вiдiграє роль параметра. За

допомогою перетворення еквiвалентностi Z(−𝛽) можна покласти 𝛽 = 0.

Дiйсно, це перетворення зберiгає вигляд векторних полiв 𝑄𝑖, змiнюючи

тiльки значення функцiональних параметрiв 𝜒𝑖. Зокрема, воно не впливає

на лiнiйну незалежнiсть функцiй 𝜁 𝑖. Iнтегруючи наведене вище рiвняння,

де 𝛽 = 0, отримаємо, що 𝑓 = 𝛼𝑢4, де 𝛼 = 𝛼(𝑥) — ненульова функцiя

змiнної 𝑥. Зважаючи на виведену форму 𝑓 , розщеплення рiвняння (4.45)

за 𝑢 призводить до умов 𝜁 𝑖𝛼𝑥 = 0 i 𝜒𝑖𝛼 = 0, тобто 𝛼𝑥 = 0 i 𝜒𝑖 = 0. Сталу

𝛼 можна вiдкалiбрувати до 𝛼 = ±1 перетвореннями еквiвалентностi.

Аналогiчним чином розглянемо рiвняння (4.33), враховуючи накладе-

нi обмеження на параметр-функцiї i вигляд функцiї 𝑓 . Для кожного 𝑄𝑖,

рiвняння (4.33) дає рiвняння на 𝑔:

2𝜁 𝑖𝑔𝑥 + 𝜁 𝑖𝑥𝑢𝑔𝑢 = 𝜁 𝑖𝑥𝑔 − 𝜁 𝑖𝑥𝑥𝑥𝛼𝑢
5. (4.46)

Знову домножуємо рiвняння (4.46) з 𝑖 = 1 на 𝜁2, вiднiмаємо отримане

рiвняння з рiвняння (4.46) з 𝑖 = 2, домноженого на 𝜁1, i дiлимо результат

на 𝑊 , що дає 𝑢𝑔𝑢 = 𝑔 + 𝜇0𝑢5, де 𝜇0 = 𝜇0(𝑥) := −𝛼(𝜁1𝜁2𝑥𝑥𝑥 − 𝜁2𝜁1𝑥𝑥𝑥)/𝑊 ,

а змiнна 𝑥 знову вiдiграє роль параметра. Iнтегруючи останнє рiвняння,

знаходимо 𝑔 = 𝜇0𝑢5/4+𝜇1𝑢, де 𝜇1 = 𝜇1(𝑥)— гладка функцiя 𝑥. Параметр-

функцiю 𝜇1 можна занулити перетворенням еквiвалентностi D(𝜙), де

функцiя 𝜙 = 𝜙(𝑥) — розв’язок рiвняння 𝛼(2𝜙𝑥𝑥𝑥𝜙𝑥−𝜙 2
𝑥𝑥)+𝜇

1𝜙 2
𝑥 = 0. Пiд-

ставляючи знайдену форму 𝑔 в рiвняння (4.46) i розщеплюючи вiдносно 𝑢,

знаходимо, що 𝜇1𝑥 = 0, 𝜁 𝑖𝑥𝑥𝑥 = 0. Отже, будь-яке рiвняння з класу (4.17),

яке допускає (щонайменше) два лiнiйно незалежних векторних поля 𝜋*𝑄𝑖,

насправдi допускає точно три лiнiйно незалежних векторних поля такого

вигляду i є 𝐺∼-еквiвалентним рiвнянню 𝑢𝑡𝑡 = ±𝑢4𝑢𝑥𝑥 + 𝜇1𝑢, де 𝜇1 — це

стала, яку можна вiдкалiбрувати в ±1, якщо вона ненульова.

Рiвняння виду 𝑢𝑡𝑡 = ±𝑢4𝑢𝑥𝑥, для якого 𝜇1 = 0, допускає додаткове

розширення лiївської симетрiї.
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Наслiдок 4.24. Iснують лише два 𝐺∼-нееквiвалентнi випадки розши-

рення лiївської симетрiї в класi (4.17), де вiдповiднi алгебри лiївської

iнварiантностi мiстять щонайменше два лiнiйно незалежних вектор-

них поля вигляду 𝜋*𝑄𝑖 з 𝑄𝑖 = 𝒟(𝜁 𝑖) + 𝒵(𝜒𝑖):

14. 𝑢𝑡𝑡 = 𝜀𝑢4𝑢𝑥𝑥 + 𝜀′𝑢 : gmax = g∩ + 𝜋*
⟨︀
𝒟(1),𝒟(𝑥),𝒟(𝑥2)

⟩︀
,

19. 𝑢𝑡𝑡 = 𝜀𝑢4𝑢𝑥𝑥 : gmax = g∩ + 𝜋*
⟨︀
𝒟(1),𝒟(𝑥),𝒟(𝑥2),𝒟𝑢 − 2𝒟𝑡

⟩︀
де 𝜀, 𝜀′ = ±1.

Наслiдок 4.24 дає класифiкацiю пiдходящих пiдалгебр алгебри g∼ess,

розмiрнiсть перетину яких з ⟨𝒟(𝜁),𝒵(𝜒)⟩ не менша двох. Тому продов-

жимо розгляд обчисленням нееквiвалентних пiдходящих пiдалгебр алгеб-

ри g∼ess, що мiстять не бiльше одного лiнiйно незалежного векторного поля

вигляду 𝒟(𝜁)+𝒵(𝜒), де 𝜁 = 𝜁(𝑥) — ненульова функцiя. В силу леми 4.22

очевидно, що розмiрнiсть такої пiдалгебри не може бути бiльша за три.

Оберемо кандидатiв для таких пiдалгебр, використовуючи тiльки обме-

ження для пiдходящих пiдалгебр, наведенi у лемi 4.22. Оскiльки для дво-

i тривимiрних пiдходящих пiдалгебр є додатковi специфiчнi обмеження,

остаточно вiдбирати пiдходящi пiдалгебри з множини кандидатiв будемо

прямо пiд час побудови iнварiантних рiвнянь.

Лема 4.25. Повний список 𝐺∼
ess-нееквiвалентних пiдходящих одновимiр-

них пiдалгебр алгебри g∼ess складають пiдалгебри

⟨2𝒟𝑢 − 𝑞𝒟𝑡 + 2𝒟(𝛿)⟩, ⟨𝒟𝑡 −𝒟(2)⟩, ⟨𝒟𝑡 −𝒵(2)⟩, ⟨𝒟(1)⟩, (4.47)

де 𝛿 ∈ {0, 1}, а 𝑞 — довiльна стала.

Зауваження 4.26. У лемi 4.25 i наступних двох лемах виберемо такi

значення параметрiв у базисних елементах пiдходящих пiдалгебр серед

можливих з точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi, щоб вiдповiднi рiвняння з

класу 𝒲 мали простi форми.
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Лема 4.27. З точнiстю до 𝐺∼
ess-еквiвалентностi, будь-яка пiдходяща

двовимiрна пiдалгебра алгебри g∼ess, що мiстить хоча б одне лiнiйно не-

залежне векторне поле вигляду 𝒟(𝜁) + 𝒵(𝜒), мiститься у перелiку:

⟨𝒟𝑢 −𝒟(𝑝), 𝒟𝑡 −𝒟(2)⟩, ⟨𝒟𝑢 − 2𝒟(𝑥), 𝒟𝑡 −𝒵(2)⟩,

⟨𝑎1𝒟𝑢 + 𝑎2𝒟𝑡 + 𝑎3𝒟(𝑥) + 𝒵(𝛿), 𝒟(1)⟩,
(4.48)

де 𝑝, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝛿 — сталi, що задовольняють умови 𝑝 ̸= 0, (𝑎1, 𝑎2) ̸=
(0, 0), (𝑎2, 𝑎3) ̸= (0, 0) i (𝑎1, 𝑎3, 𝛿) ̸= (0, 0, 0). Завдяки масштабуванню

першого базисного елемента i 𝐺∼
ess-еквiвалентностi можна додатково

вважати, що одна зi ненульових сталих 𝑎𝑖 дорiвнює одиницi, а також

(2𝑎1 + 𝑎3)𝛿 = 0, причому 𝛿 ∈ {0, 1}.
Лема 4.28. З точнiстю до 𝐺∼

ess-еквiвалентностi будь-яка пiдходяща

тривимiрна пiдалгебра алгебри g∼ess, що мiстить хоча б одне лiнiйно не-

залежне векторне поле вигляду 𝒟(𝜁) + 𝒵(𝜒), має один з виглядiв

⟨𝒟𝑢 + 𝑝1𝒟(𝑥), 𝒟𝑡 + 𝑝2𝒟(𝑥), 𝒟(1)⟩,

⟨𝒟𝑢 − 2𝒟(𝑥) + 𝒵(𝑑), 𝒟𝑡 −𝒵(2), 𝒟(1)⟩,
(4.49)

де 𝑝1, 𝑝2, 𝑑 — сталi, що задовольняють умову 𝑝1𝑝2 ̸= 0.

4.2.7. Регулярнi розширення лiївської симетрiї. Для кожного век-

торного поля 𝒬 з алгебри g∼ пiдстановка компонент його проекцiї 𝜋*𝒬 у

систему (4.32)–(4.33) призводить до умови на набiр довiльних елементiв

𝜃 = (𝑓, 𝑔), для якого рiвняння ℒ𝜃 iнварiанте вiдносно 𝜋*𝒬. Ось чому рiв-
няння з класу (4.17), iнварiантнi вiдносно проекцiї 𝜋*s пiдходящої пiдал-

гебри s алгебри g∼ на простiр (𝑡, 𝑥, 𝑢), можна описати у такий спосiб. Для

кожного базисного елемента 𝒬 пiдалгебри s, пiдставимо компоненти 𝜋*𝒬
в рiвняння (4.32) i (4.33). Перебираючи усi елементи базису алгебри s,

отримаємо систему (квазi)лiнiйних диференцiальних рiвнянь з частинни-

ми похiдними першого порядку на довiльний елементи 𝑓 i 𝑔, яку треба

розв’язати. Одночасно перевiряємо, чи дiйсно проекцiя 𝜋*s є максималь-

ною алгеброю лiївської iнварiантностi рiвняння ℒ𝜃 для отриманих значень
набору довiльних елементiв 𝜃 = (𝑓, 𝑔).
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Кожна алгебра, наведена в лемi 4.25 дiйсно пiдходяща одновимiрна

пiдалгебра алгебри g∼ess i призводить до простої незачепленої системи двох

лiнiйних диференцiальних рiвнянь першого порядку на 𝑓 i 𝑔. Вiдповiдний

список рiвнянь з класу (4.17), що допускають одновимiрнi розширення

лiївської симетрiї алгебри ядра g∩, пов’язанi з алгеброю g∼, є таким:

1. 2𝒟𝑢 − 𝑞𝒟𝑡 + 2𝒟(𝛿) : 𝑢𝑡𝑡 = |𝑢|𝑞(𝑓(𝜔)𝑢𝑥𝑥 + 𝑔(𝜔)𝑢),

2. 𝒟𝑡 −𝒟(2) : 𝑢𝑡𝑡 = 𝑒𝑥(𝑓(𝑢)𝑢𝑥𝑥 + 𝑔(𝑢)),

3. 𝒟𝑡 −𝒵(2) : 𝑢𝑡𝑡 = 𝑒𝑢(𝑓(𝑥)𝑢𝑥𝑥 + 𝑔(𝑥)),

4. 𝒟(1) : 𝑢𝑡𝑡 = 𝑓(𝑢)𝑢𝑥𝑥 + 𝑔(𝑢),

де 𝜔 := 𝑥− 𝛿 ln |𝑢|, 𝛿 ∈ {0, 1} i 𝑞 — довiльнi сталi. Тут i надалi в кожному

випадку наводимо лише тi векторнi поля, що розширюють базис (𝒫 𝑡)

iдеалу ĝ∩ алгебри g∼ до базису вiдповiдної пiдалгебри алгебри g∼.

Обчислення, пов’язанi з двовимiрними розширеннями, бiльш складнi.

Наведемо спочатку результат:

9. 𝒟𝑢 −𝒟(𝑝), 𝒟𝑡 −𝒟(2), 𝑝 ̸= 0: 𝑢𝑡𝑡 = ±𝑒𝑥|𝑢|𝑝(𝑢𝑥𝑥 + 𝜈𝑢),

10. 𝒟𝑢 − 2𝒟(𝑥), 𝒟𝑡 −𝒵(2) : 𝑢𝑡𝑡 = ±𝑥2𝑒𝑢𝑢𝑥𝑥 + 𝜈𝑒𝑢,

11. −𝒟𝑢 + 2𝒟𝑡 + 2𝒟(𝑥), 𝒟(1) : 𝑢𝑡𝑡 = 𝑓(𝑢)𝑢𝑥𝑥,

12. (1− 𝑞)𝒟𝑢 + 2𝑞𝒟𝑡 − 2(1− 𝑞)𝒟(𝑥)−𝒵(4), 𝒟(1) :

𝑢𝑡𝑡 = ±𝑒𝑢𝑢𝑥𝑥 + 𝜀′𝑒𝑞𝑢,

13. (3− 𝑝+ 𝑞)𝐷𝑢 + 2(1− 𝑞)𝒟𝑡 + 2(1 + 𝑝− 𝑞)𝒟(𝑥), 𝒟(1) :

𝑢𝑡𝑡 = ±|𝑢|𝑝𝑢𝑥𝑥 + 𝜀′|𝑢|𝑞.

Зв’язки на сталi i функцiональнi параметри, накладенi умовою макси-

мальностi для вiдповiдних розширень i їх нееквiвалентнiстю, обговорено

пiсля теореми 4.11.

Випадки 9 i 10, асоцiйованi вiдповiдно з першою i другою сiм’ями

пiдалгебр, наведено в лемi 4.27. У обох випадках стала 𝜈 є довiльною.

Зауважимо, що довiльний ненульовий сталий множник у виразi для до-

вiльний елемента 𝑓 , що виникає в процесi iнтегрування рiвняння на 𝑓 ,

можна завжди вiдкалiбрувати до ±1, наприклад, розтягом за 𝑡.
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Третя пiдалгебра з леми 4.27 насправдi представляє багатопараметри-

чну сiм’ю кандидатiв для розширення, яка розбито в процесi побудови iн-

варiантних рiвнянь на випадки 11–13. Не всi значення параметрiв дають

пiдходяще розширення. Додатковi обмеження на параметри випливають

з умови сумiсностi асоцiйованої системи

𝑓𝑥 = 0, ((𝑎1 +
1
2𝑎3)𝑢+ 𝛿)𝑓𝑢 = 𝑝𝑓,

𝑔𝑥 = 0, ((𝑎1 +
1
2𝑎3)𝑢+ 𝛿)𝑔𝑢 = 𝑞𝑔

на довiльний елементи з додатковими умовами 𝑓 ̸= 0 i (𝑓𝑢, 𝑔𝑢𝑢) ̸= (0, 0)

та вимогою, щоб розмiрнiсть розширення не перевищувала два. Введемо

позначення 𝑝 = 2(𝑎3 − 𝑎2) i 𝑞 = 𝑎1 +
1
2𝑎3 − 2𝑎2.

Зазначене вище розбиття виконано в такий спосiб. Якщо 𝑎3 = −2𝑎1 i

𝛿 = 0, з нерiвностi 𝑓 ̸= 0 випливає, що 𝑝 = 0, тобто 𝑎2 = 𝑎3. Оскiльки

𝑎1, 𝑎2 i 𝑎3 не можуть одночасно дорiвнювати нулю, знаходимо, що 𝑞 ̸= 0,

а тому 𝑔 = 0. Домножуючи перший базисний елемент на −𝑎−1
1 , маємо

𝑎1 = −1. що вiдповiдає випадку 11. Для 𝑎3 = −2𝑎1 i 𝛿 = 1 виводимо

𝑎2 = −𝑞/2, 𝑎3 = (𝑝 − 𝑞)/2 i 𝑎1 = −(𝑝 − 𝑞)/4. Параметр 𝑝 має бути не-

нульовим, оскiльки в iншому випадку отримаємо рiвняння Лiувiлля, чия

максимальна алгебра лiївської iнварiантностi нескiнченновимiрна. Додат-

ково домножимо перший базисний елемент на −4 i вiдкалiбруємо 𝑝 пе-

ретворенням D𝑢(𝑐2) для деякого 𝑐2 в 1, що дає випадок 12. Випадок 13

вiдповiдає умовi 𝑎3 ̸= −2𝑎1. Калiбрування першого базисного елемента

дозволяє покласти 𝑎1 + 1
2𝑎3 = 4, i тодi 𝑎2 = 2(1 − 𝑞), 𝑎3 = 2(1 + 𝑝 − 𝑞),

𝑎3 = (3−𝑝+𝑞). В обох випадках 12 i 13 параметр 𝜀′ ненульовий (бо iнакше

розмiрнiсть розширення бiльша за два) i його можна вiдкалiбрувати в ±1

розтягами змiнних 𝑡 i 𝑥.

Розглянемо кандидатiв для тривимiрних розширень, наведених у ле-

мi 4.28. З сумiсностi асоцiйованих систем на довiльнi елементи, допов-

нених нерiвнiстю 𝑓 ̸= 0, випливає 𝑝1 = 2(𝑝2 − 1) i 𝑑 = −4 для першої

i другої пiдалгебри з леми 4.28 вiдповiдно. Загальними розв’язками цих

систем з точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi є вiдповiдно (𝑓, 𝑔) = (±|𝑢|𝑝, 0) i
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(𝑓, 𝑔) = (±𝑒𝑢, 0). Це дає такi випадки розширення лiївської симетрiї:

16. (𝑝− 4)𝒟𝑢 − 2𝑝𝒟(𝑥), (𝑝− 4)𝒟𝑡 − 4𝒟(𝑥), 𝒟(1), 𝑝 ̸= 0, 4:

𝑢𝑡𝑡 = ±|𝑢|𝑝𝑢𝑥𝑥,

17. 𝒟𝑢 − 2𝒟(𝑥)−𝒵(4), 𝒟𝑡 −𝒵(2), 𝒟(1) :

𝑢𝑡𝑡 = ±𝑒𝑢𝑢𝑥𝑥.

Тут 𝑝 := 4(𝑝2−1)/𝑝2 ̸= 4, оскiльки для 𝑝 = 4 вiдповiдне рiвняння допускає

оператори лiївської симетрiї 𝜋*𝒟(𝑥) i 𝜋*𝒟(𝑥2). Рiвняння з класу (4.17), що

є iнварiантним вiдносно двох лiнiйно незалежних векторних полiв вигля-

ду 𝜋*𝑄𝑖, де 𝑄𝑖 = 𝒟(𝜁 𝑖)+𝒵(𝜒𝑖), прокласифiковано у наслiдку 4.24. Отже,

𝐺∼-нееквiвалентнi регулярнi розширення лiївської симетрiї в класi (4.17)

вичерпують випадками 1–4, 9–13, 14г, 16, 17 i 19г.

4.2.8. Висновки. Повну групову класифiкацiю класу 𝒲 (1+1)-

вимiрних нелiнiйних хвильових i елiптичних рiвняння вигляду (4.17) ви-

конано з точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi й до 𝒢∼-еквiвалентностi, вико-

ристовуючи нову версiю алгебраїчного методу групової класифiкацiї для

ненормалiзованих класiв диференцiальних рiвнянь. Результати класифi-

кацiї наведено в теоремi 4.11. Ключовим моментом класифiкацiї є побу-

дова породжувальної множини для групоїда еквiвалентностi 𝒢∼ класу𝒲
з точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi, див. теорему 4.12.

Порiвняємо отриманi результати з iснуючими результатами для спо-

рiднених класiв диференцiальних рiвнянь. Задачу групової класифiкацiї

для класу квазiлiнiйних хвильових рiвнянь загального вигляду

𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢𝑥) (4.50)

розв’язано в роботах [198,199]. Клас (4.50) розбито на чотири (нормалiзо-

ванi) пiдкласи, лiївськi симетрiї рiвнянь з кожного з яких прокласифiко-

вано окремо. Один з цих пiдкласiв, який позначимо через 𝒦, виокремлено
з класу (4.50) зв’язком 𝑔𝑢𝑥 = 0. Групову класифiкацiю пiдкласу 𝒦 викона-

но в § 6 роботи [199] i бiльшу частину класифiкацiйних результатiв зiбрано
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в табл. 1, див. також § V i табл. I в роботi [198]. Випадки 1𝛿=1,𝑝=2,𝑓=1, 2𝑓=1,

5а𝜀=1, 6а𝜀=1 i 18а𝜀=1 табл. 4.6 цього пiдроздiлу дисертацiї вiдповiдають ви-

падкам 3, 2, 8, 5 i 9 табл. 1 в [199], рiвняння Лiувiлля виникає у випадку 20

в табл. 4.6 i як рiвняння (5.4) в [199]. Це вичерпує всi можливi аналогiчнi

випадки. Випадок 1𝛿=1,𝑝 ̸=2,𝑓=1 табл. 4.6 пропущено в [198,199]. Насправдi,

кожен з випадкiв 3 i 4 табл. 1 в [199] має залежати вiд ще одного стало-

го параметра, який не можна прибрати перетвореннями еквiвалентностi

пiдкласу 𝒦. В роботах [16, 17] прокласифiковано квазiлiнiйнi елiптичнi

рiвняння

𝑢𝑡𝑡 + 𝑢𝑥𝑥 = 𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢𝑡, 𝑢𝑥),

чиї максимальнi алгебри лiївської iнварiантностi скiнченновимiрнi. Ви-

падки 6а, 7, 5а i 18а табл. 4.6 є обмеженнями на клас 𝒲 перших випадкiв

теорем 3.1 i 3.2 з [16] i випадкiв “𝐴3.8-iнварiантнi рiвняння (1)” i “𝐴4.10-

iнварiантнi рiвняння (3)” з роботи [17]. Iнших спорiднених випадкiв у

роботах [16,17] i цьому пiдроздiлi дисертацiї нема.

Бiльш важливими, нiж розв’язок обговорених вище специфiчних кла-

сифiкацiйних задач, є розвиток i модифiкацiя загальний понять i технiк,

а також їх комбiнування, реалiзованi в цьому пiдроздiлi.

Розбиття класiв диференцiальних рiвнянь на пiдкласи, що iндукують

розбиття вiдповiдних групоїдiв еквiвалентностi, регулярно застосовують

у процесi дослiдження групоїдiв еквiвалентностi [52, 253, 260]. В цьому

пiдроздiлi зроблено два розбиття класiв на пiдкласи — 𝒲gen = 𝒲 ⊔𝒲lin

i 𝒲 = 𝒲0 ⊔𝒲1, що породжують розбиття групоїдiв

𝒢∼
gen = 𝒢∼ ⊔ 𝒢∼

lin i 𝒢∼ = 𝒢∼
0 ⊔ 𝒢∼

1 ,

див. зауваження 4.8 i твердження 4.16. Усi наведенi вище класи i пiд-

класи мають таку саму групу еквiвалентностi 𝐺∼. Однак, на вiдмiну вiд

прикладiв, наявних у лiтературi, пiдкласи з цих двох розбиттiв не мають

кращих нормалiзацiйних властивостей, нiж їх надкласи. Ось чому власти-
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вiсть нормалiзованностi не обґрунтовує цi розбиття, якi скорiше виведено

через прямий аналiз визначальних рiвнянь на допустимi перетворення.

Побудовано породжувальнi (з точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi) мно-

жини ℬ0 i ℬ1 групоїдiв еквiвалентностi 𝒢∼
0 i 𝒢∼

1 , що складаються вiдпо-

вiдно з сiмей T1|𝒲0
i T3–T9 i сiмей T1|𝒲1

i T2, наведених у теоремi 4.12.

Важливим моментом є встановлення бiєктивного функтора мiж дво-

ма категорiями — групоїдами еквiвалентностi 𝒢∼
00𝜀′ i 𝒢∼

01𝑔2
пiдкласiв 𝒲00𝜀′

i 𝒲01𝑔2 рiвнянь (4.40) i (4.43) з 𝑔
1 ̸= 0, фiксованим 𝜀′ ∈ {−1, 1} i фiксо-

ваною функцiєю 𝑔2, що задовольняє рiвняння 𝑔2𝑢𝑔
2
𝑢𝑢𝑢 ̸= (𝑔2𝑢𝑢)

2, вiдповiдно.

Iзоморфiзм з 𝒢∼
00𝜀′ в 𝒢∼

01𝑔2
задано перетвореннями

𝜀 ↦→ 𝜀 = 𝜀, 𝑔1 ↦→ 𝑔1 = 𝑔1,

Φ: 𝑡 = 𝑇, �̃� = 𝑋, �̃� = 𝑢− ln |𝑋 2
𝑥 − 𝜀𝑋 2

𝑡 | ↦→

Φ̌ : 𝑡 = 𝑇, �̃� = 𝑋, �̃� = 𝑢.

Фiксування 𝜀′ i 𝑔2 є природним, оскiльки значення цих параметрiв не мож-

на змiнити допустимими перетвореннями в класах 𝒲00 i 𝒲01 з точнiстю

до калiбрувального перетворення еквiвалентностi пересування ненульово-

го сталого множника мiж довiльними елементами 𝑔1 i 𝑔2 в класi𝒲01, яким

можна знехтувати. Отже, розбиття класiв𝒲00 i𝒲01 на пiдкласи, асоцiйо-

ванi з фiксованими значеннями 𝜀′ i 𝑔2, 𝒲00 = ⊔𝜀′𝒲00𝜀′ i 𝒲01 = ⊔𝑔2𝒲01𝑔2,

iндукують розбиття вiдповiдних групоїдiв еквiвалентностi,

𝒢∼
00 = ⊔𝜀′ 𝒢∼

00𝜀′ i 𝒢∼
01 = ⊔𝑔2 𝒢∼

01𝑔2.

Жодне рiвняння з класу𝒲00𝜀′ не пов’язане з рiвняннями з класу𝒲01𝑔2 то-

чковими перетвореннями. Iншими словами, функтор з 𝒢∼
00𝜀′ в 𝒢∼

01𝑔2
не iнду-

ковано сiм’єю точкових перетворень, що породжує вiдображення з 𝒲00𝜀′

на 𝒲01𝑔2 або навпаки. Однак вiн дозволяє легко отримати групоїд еквi-

валентностi 𝒢∼
01𝑔2

з групоїда еквiвалентностi 𝒢∼
00𝜀′.

Необхiднi передумови для класифiкацiї сингулярниї розширень лiїв-

ської симетрiї в пiдкласi 𝒲1 створено класифiкацiєю допустимих пере-

творень у цьому пiдкласi. Класифiкацiю регулярних розширень лiївської
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симетрiї виконано в рамках алгебраїчного методу, її зведено до попере-

дньої групової класифiкацiї пiдкласу 𝒲 . Використано оптимiзовану вер-

сiю цього методу, що включає класифiкацiю кандидатiв на роль пiдходя-

щих пiдалгебр алгебри g∼, враховуючи основнi обмеження на розмiрнiсть

i структуру таких пiдалгебр i завершення вибору пiдходящих пiдалгебр

у процесi побудови вiдповiдних рiвнянь, що допускають розширення лi-

ївської симетрiї.

4.3. Лiївськi симетрiї (2+1)-вимiрних нелiнiйних

рiвнянь Дiрака

У 2004–2005 роках перший дiйсно двовимiрний твердий матерiал, графен,

отримали у лабораторних умовах [227, 228, 339]. Пiзнiше в 2010 А. Гейма

i К. Новосьолова нагородили Нобелiвською премiєю з фiзики “за експе-

рименти з двовимiрним матерiалом графеном”. При цьому зазначалось,

що в графенi “транспорт електронiв описується релятивiстським рiвнян-

ням Дiрака” [227]. У роботi [339] було розглянуто новi нелiнiйнi явища

при конденсацiї Бозе–Ейнштейна на оптичних решiтках зi структурою

бджолиних стiльникiв, якi також моделюються нелiнiйними рiвняннями

Дiрака у розмiрностi 2+1, при цьому вигляд нелiнiйностi виникають як

результат взаємодiї мiж бозонами. Також було показано, що при кон-

денсацiї Бозе–Ейнштейна лiївська симетрiя модельних рiвнянь, породже-

на алгеброю Пуанкаре, порушується. Певнi точнi стацiонарнi розв’язки

(2+1)-вимiрних нелiнiйних рiвнянь Дiрака побудовано в роботi [135] (див.

також [137]). Симетрiям рiвнянь Дiрака присвячено монографiї [30, 119].

Зважаючи на важливiсть (2+1)-вимiрних нелiнiйних рiвнянь Дiрака,

дослiдимо лiївськi симетрiї такого класу рiвнянь

(𝑖𝜎2𝜕𝑡 + 𝜎1𝜕𝑥 − 𝜎3𝜕𝑦)Ψ = Φ, де Ψ =

(︃
𝑢

𝑣

)︃
, Φ =

(︃
𝐹

𝐺

)︃
, (4.51)

𝑢 = 𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑦), 𝑣 = 𝑣(𝑡, 𝑥, 𝑦) — залежнi змiннi, 𝐹 = 𝐹 (𝑢, 𝑣), 𝐺 = 𝐺(𝑢, 𝑣) —
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довiльний гладкi функцiї, якi не є водночас лiнiйними за 𝑢 i 𝑣, 𝜎1, 𝜎2,

𝜎3 — матрицi Паулi:

𝜎1 =

(︃
0 1

1 0

)︃
, 𝜎2 =

(︃
0 −𝑖
𝑖 0

)︃
, 𝜎3 =

(︃
1 0

0 −1

)︃
.

Рiвняння (4.51) можна записати у виглядi зачепленої системи диферен-

цiальних рiвнянь з частинними похiдними першого порядку

𝑣𝑡 + 𝑣𝑥 − 𝑢𝑦 = 𝐹 (𝑢, 𝑣),

𝑢𝑡 − 𝑢𝑥 − 𝑣𝑦 = −𝐺(𝑢, 𝑣).
(4.52)

Добре вiдомо, що рiвняння Дiрака описує комплексну хвильову фун-

кцiю. Але для деяких фiзичних задач можна обмежитись дiйсними

розв’язками, як, зокрема, в теорiї масивних нейтрино. В цьому випад-

ку використовують спецiальне зображення Майорана матриць Дiрака. У

цьому пiдроздiлi розгляд також обмежено на випадок дiйсної хвильової

функцiї.

4.3.1. Лiївськi симетрiї. Лiївськi симетрiї систем з класу (4.52) шу-

катимемо, використовуючи класичний пiдхiд [22,234] у поєднаннi з алге-

браїчною технiкою. Фiксуємо систему ℒ з класу (4.52) i шукаємо векторнi

поля вигляду

𝑄 = 𝜉𝑡(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣)𝜕𝑡 + 𝜉𝑥(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣)𝜕𝑥 + 𝜉𝑦(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣)𝜕𝑦

+ 𝜂𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣)𝜕𝑢 + 𝜂𝑣(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣)𝜕𝑣,

що породжують однопараметричнi групи лiївської симетрiї рiвняння ℒ.
Цi векторнi поля утворюють максимальну алгебру лiївської iнварiант-

ностi 𝐴max = 𝐴max(ℒ) системи ℒ. Будь-яке векторне поле 𝑄 задовольняє

критерiй iнфiнiтезимальної iнварiантностi, а саме

𝑄(1)
(︀
𝑣𝑡 + 𝑣𝑥 − 𝑢𝑦 − 𝐹 (𝑢, 𝑣)

)︀⃒⃒
ℒ = 0,

𝑄(1)
(︀
𝑢𝑡 − 𝑢𝑥 − 𝑣𝑦 +𝐺(𝑢, 𝑣)

)︀⃒⃒
ℒ = 0.

(4.53)
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Пiсля виключення 𝑢𝑡 i 𝑣𝑡 за допомогою (4.52), рiвняння (4.53) стають

тотожностями, лiвi частини яких є многочленами змiнних 𝑢𝑥, 𝑢𝑦, 𝑣𝑥 i 𝑣𝑦.

За рiзними степенями цих змiнних проводимо розщеплення (4.53). Таким

чином одержуємо двадцять чотири визначальнi рiвняння на коефiцiєнти

𝜉𝑡, 𝜉𝑥, 𝜉𝑦, 𝜂𝑢, 𝜂𝑣, що мiстять також довiльнi елементи класу. Обчислен-

ня перевiрено з використанням пакету символьних обчислень GeM для

обчислення симетрiй i законiв збереження диференцiальних рiвнянь [88].

Розв’язання тих визначальних рiвнянь, що не мiстять 𝐹 i𝐺, дають вигляд

коефiцiєнтiв оператора 𝑄:

𝜉𝑡 = 1
2𝛼0(𝑡

2 + 𝑥2 + 𝑦2) + (𝛿 + 𝛼1𝑥+ 𝛼2𝑦)𝑡+ 𝛽1𝑦 + 𝛽2𝑥+ 𝜌0,

𝜉𝑥 = 1
2𝛼1(𝑡

2 + 𝑥2 − 𝑦2) + (𝛿 + 𝛼0𝑡+ 𝛼2𝑦)𝑥− 𝛽0𝑦 + 𝛽2𝑡+ 𝜌1,

𝜉𝑦 = 1
2𝛼2(𝑡

2 − 𝑥2 + 𝑦2) + (𝛿 + 𝛼0𝑡+ 𝛼1𝑥)𝑦 + 𝛽0𝑥+ 𝛽1𝑡+ 𝜌2,

𝜂𝑢 = 𝜆𝑢+ 𝜙− 1
2(𝛽2 + 𝛼0𝑥+ 𝛼1𝑡)𝑢

+ 1
2(𝛼2(𝑥− 𝑡)− (𝛼0 + 𝛼1)𝑦 − (𝛽0 + 𝛽1))𝑣,

𝜂𝑣 = 𝜆𝑣 + 𝜓 + 1
2(𝛽2 + 𝛼0𝑥+ 𝛼1𝑡)𝑣

− 1
2(𝛼2(𝑥+ 𝑡) + (𝛼0 − 𝛼1)𝑦 + (𝛽0 − 𝛽1))𝑢,

де 𝛼𝑖, 𝛽𝑖, 𝜌𝑖, 𝑖 = 0, 1, 2, i 𝛿 — довiльнi сталi, 𝜆, 𝜙, 𝜓 — довiльний гладкi

функцiї, що залежать вiд змiнних 𝑡, 𝑥, 𝑦. Отже, загальний вигляд iнфiнi-

тезимального оператора такий

𝑄 = 𝜒+ 𝛼𝑖𝐾
𝑖 + 𝛽𝑖𝐽

𝑖 + 𝛿𝐷 + 𝜌𝑖𝑃
𝑖, (4.54)

де 𝛼𝑖, 𝛽𝑖, 𝜌𝑖, 𝑖 = 0, 1, 2, i 𝛿 — довiльний сталi й

𝜒 = (𝜆𝑢+ 𝜙)𝜕𝑢 + (𝜆𝑣 + 𝜓)𝜕𝑣, 𝑃 0 = 𝜕𝑡, 𝑃 1 = 𝜕𝑥, 𝑃 2 = 𝜕𝑦,

𝐷 = 𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 + 𝑦𝜕𝑦, 𝐽0 = 𝑥𝜕𝑦 − 𝑦𝜕𝑥 − 1
2𝑣𝜕𝑢 +

1
2𝑢𝜕𝑣,

𝐽1 = 𝑡𝜕𝑦 + 𝑦𝜕𝑡 − 1
2𝑣𝜕𝑢 −

1
2𝑢𝜕𝑣, 𝐽2 = 𝑡𝜕𝑥 + 𝑥𝜕𝑡 − 1

2𝑢𝜕𝑢 +
1
2𝑣𝜕𝑣,

𝐾0 = 1
2(𝑡

2 + 𝑥2 + 𝑦2)𝜕𝑡 + 𝑡𝑥𝜕𝑥 + 𝑡𝑦𝜕𝑦 − 1
2(𝑥𝑢+ 𝑦𝑣)𝜕𝑢 +

1
2(𝑥𝑣 − 𝑦𝑢)𝜕𝑣,

𝐾1 = 𝑡𝑥𝜕𝑡 +
1
2(𝑡

2 + 𝑥2 − 𝑦2)𝜕𝑥 + 𝑥𝑦𝜕𝑦 − 1
2(𝑡𝑢+ 𝑦𝑣)𝜕𝑢 +

1
2(𝑦𝑢+ 𝑡𝑣)𝜕𝑣,

𝐾2 = 𝑡𝑦𝜕𝑡 + 𝑥𝑦𝜕𝑥 +
1
2(𝑡

2 − 𝑥2 + 𝑦2)𝜕𝑦 +
1
2(𝑥− 𝑡)𝑣𝜕𝑢 − 1

2(𝑥+ 𝑡)𝑢𝜕𝑣.
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За iндексами, що повторюються, вiдбувається пiдсумовування. Ненульовi

комутацiйнi спiввiдношення такi

[𝑃 𝑖, 𝐾𝑖] = 𝐷, [𝑃 0, 𝐽1] = 𝑃 2, [𝑃 0, 𝐽2] = 𝑃 1, [𝑃 1, 𝐽0] = 𝑃 2,

[𝑃 1, 𝐽2] = 𝑃 0, [𝑃 2, 𝐽0] = −𝑃 1, [𝑃 2, 𝐽1] = 𝑃 0, [𝐽0, 𝐽1] = 𝐽2,

[𝐽0, 𝐽2] = −𝐽0, [𝐽1, 𝐽2] = −𝐽1, [𝑃 0, 𝐾1] = 𝐽2, [𝑃 0, 𝐾2] = 𝐽1,

[𝑃 1, 𝐾0] = 𝐽2, [𝑃 1, 𝐾2] = −𝐽0, [𝑃 2, 𝐾0] = 𝐽1, [𝑃 2, 𝐾1] = 𝐽0,

де 𝑖 = 0, 1, 2. Тодi решта визначальних рiвнянь, якi мiстять функцiї 𝐹 , 𝐺

i їхнi частиннi похiднi першого порядку за змiнними 𝑢 i 𝑣, мають вигляд[︀(︀
𝜆− 1

2(𝛽2+𝛼0𝑥+𝛼1𝑡)
)︀
𝑢− 1

2 (𝛼2(𝑡−𝑥)+(𝛼0+𝛼1)𝑦+𝛽0+𝛽1) 𝑣+𝜙
]︀
𝐹𝑢

+
[︀
1
2 ((𝛼1−𝛼0)𝑦−𝛼2(𝑥+𝑡)+𝛽0−𝛽1)𝑢+

(︀
𝜆+ 1

2(𝛽2+𝛼0𝑥+𝛼1𝑡)
)︀
𝑣+𝜓

]︀
𝐹𝑣

+1
2 [𝛼2(𝑡−𝑥)+(𝛼1+𝛼0)𝑦+𝛽0+𝛽1]𝐺

+
[︀
(𝛼0+

1
2𝛼1)𝑡+(𝛼1+

1
2𝛼0)𝑥+𝛼2𝑦+

1
2𝛽2+𝛿−𝜆

]︀
𝐹

+(𝜆𝑦+𝛼2)𝑢−(𝜆𝑡+𝜆𝑥+𝛼1+𝛼0)𝑣−𝜓𝑡−𝜓𝑥+𝜙𝑦 = 0,[︀(︀
𝜆− 1

2(𝛽2+𝛼0𝑥+𝛼1𝑡)
)︀
𝑢− 1

2 (𝛼2(𝑡−𝑥) + (𝛼0+𝛼1)𝑦+𝛽0+𝛽1) 𝑣+𝜙
]︀
𝐺𝑢

+
[︀
1
2 ((𝛼1−𝛼0)𝑦−𝛼2(𝑥+𝑡)+𝛽0−𝛽1)𝑢+

(︀
𝜆+ 1

2(𝛽2+𝛼0𝑥+𝛼1𝑡)
)︀
𝑣+𝜓

]︀
𝐺𝑣

+1
2 [𝛼2(𝑥+𝑡)−(𝛼1−𝛼0)𝑦−𝛽0+𝛽1]𝐹

+
[︀
(𝛼0− 1

2𝛼1)𝑡+(𝛼1− 1
2𝛼0)𝑥+𝛼2𝑦− 1

2𝛽2+𝛿−𝜆
]︀
𝐺

+(𝜆𝑡−𝜆𝑥−𝛼1+𝛼0)𝑢−(𝜆𝑦+𝛼2)𝑣+𝜙𝑡−𝜙𝑥−𝜓𝑦 = 0.

Цi рiвняння називають класифiкувальними рiвняннями. Основна скла-

днiсть задачi групової класифiкацiї полягає в тому, що класифiкувальнi

рiвняння треба водночас розв’язати для невизначених функцiй i сталих

у коефiцiєнтах оператора 𝑄 i довiльних елементiв класу.

Алгебра ядра основних груп. Для того, щоб знайти лiївськi симетрiї,

що допускаються будь-якою системою (4.52), розщепимо класифiкувальнi

рiвняння за довiльними елементами й їхнiми похiдними. Цей призводить
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до умов 𝛼𝑖 = 𝛽𝑗 = 0, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, i 𝛿 = 𝜆 = 𝜙 = 𝜓 = 0, а 𝜌𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2, —

довiльний сталi. Доведено твердження.

Лема 4.29. Алгебра ядра основних груп лiївської симетрiї систем з кла-

су (4.52) спiвпадає з тривимiрною алгеброю 𝐴ker = ⟨𝑃 0, 𝑃 1, 𝑃 2⟩.

Отже, будь-яка система з класу (4.52) є iнварiантною вiдносно зсувiв

за змiнними 𝑡, 𝑥, 𝑦.

Одновимiрнi розширення алгебри 𝐴max. Оскiльки класифiкувальнi

рiвняння є досить складними, обмежимо розгляд розширеннями алгебри

ядра 𝐴ker на один оператор симетрiї. Для цього вiзьмемо оператор лiїв-

ської симетрiї загального вигляду (4.54) i вимагаємо щоб 𝑄 i оператори

з 𝐴ker утворювали алгебру Лi, тобто [𝐴ker, 𝑄] ∈ ⟨𝐴ker, 𝑄⟩. Отже, мають
виконуватись рiвностi

[𝑃 0, 𝑋] = 𝛼0𝐷 + 𝛼1𝐽
2 + 𝛼2𝐽

1 + 𝜒𝑡 = 𝑎𝑋,

[𝑃 1, 𝑋] = 𝛼0𝐽
2 + 𝛼1𝐷 − 𝛼2𝐽

0 + 𝜒𝑥 = 𝑏𝑋,

[𝑃 2, 𝑋] = 𝛼0𝐽
1 + 𝛼1𝐽

0 + 𝛼2𝐷 + 𝜒𝑦 = 𝑐𝑋.

З цього випливають двi можливостi для 𝑄

1. (𝑎, 𝑏, 𝑐) = (0, 0, 0) ⇒ 𝑄 = 𝛿𝐷 + 𝛽𝑖𝐽
𝑖 + 𝜒,

2. (𝑎, 𝑏, 𝑐) ̸= (0, 0, 0) ⇒ 𝑄 = 𝑒𝑎𝑡+𝑏𝑥+𝑐𝑦𝜒,

де 𝑎, 𝑏, 𝑐 — довiльнi дiйснi сталi, 𝜒 = (𝜆𝑢+ 𝜙)𝜕𝑢 + (𝜆𝑣 + 𝜓)𝜕𝑣, 𝜆, 𝜙, 𝜓 —

довiльний сталi.

Випадок I. Якщо 𝑄 = 𝛿𝐷 + 𝛽𝑖𝐽
𝑖 + (𝜆𝑢 + 𝜙)𝜕𝑢 + (𝜆𝑣 + 𝜓)𝜕𝑣, де 𝜆, 𝜙, i

𝜓 — довiльний сталi, то класифiкувальнi рiвняння набувають вигляду

[(2𝜆− 𝛽2)𝑢− (𝛽0 + 𝛽1)𝑣 + 2𝜙]𝐹𝑢 + [(𝛽0 − 𝛽1)𝑢

+(2𝜆+ 𝛽2)𝑣 + 2𝜓]𝐹𝑣 + (𝛽1 + 𝛽0)𝐺+ (2𝛿 − 2𝜆+ 𝛽2)𝐹 = 0,

[(2𝜆− 𝛽2)𝑢− (𝛽0 + 𝛽1)𝑣 + 2𝜙]𝐺𝑢 + [(𝛽0 − 𝛽1)𝑢

+(2𝜆+ 𝛽2)𝑣 + 2𝜓]𝐺𝑣 + (2𝛿 − 2𝜆− 𝛽2)𝐺+ (𝛽1 − 𝛽0)𝐹 = 0.

(4.55)
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Ця система допускає точковi перетворення еквiвалентностi

𝑢 = 𝑎1�̃�+ 𝑏1𝑣 + 𝑐1, 𝑣 = 𝑎2�̃�+ 𝑏2𝑣 + 𝑐2,

𝐹 = 𝑎1𝐹 + 𝑏1�̃�, 𝐺 = 𝑎2𝐹 + 𝑏2�̃�,

де 𝑎𝑖, 𝑏𝑖, 𝑐𝑖, 𝑖 = 1, 2, — довiльний сталi, причому Δ = 𝑎1𝑏2 − 𝑏1𝑎2 ̸= 0.

Сталi параметри, що виникають у системi (4.55), змiнюються пiд дiєю

цих перетворень таким чином: �̃�𝑑 = 𝑑𝜆,

𝛽0 =
1

2Δ

𝑑

𝑑

(︀
(𝛽0−𝛽1)(𝑎21+𝑏21) + (𝛽0+𝛽1)(𝑎

2
2+𝑏

2
2) + 2𝛽2(𝑎1𝑎2+𝑏1𝑏2)

)︀
,

𝛽1 = − 1

2Δ

𝑑

𝑑

(︀
(𝛽0−𝛽1)(𝑎21−𝑏21) + (𝛽0+𝛽1)(𝑎

2
2−𝑏22) + 2𝛽2(𝑎1𝑎2−𝑏1𝑏2)

)︀
,

𝛽2 =
1

Δ

𝑑

𝑑
((𝛽0−𝛽1)𝑎1𝑏1 + (𝛽0+𝛽1)𝑎2𝑏2 + 𝛽2(𝑎1𝑏2+𝑏1𝑎2)) ,

𝜙 = − 1

2Δ

𝑑

𝑑
[(𝛽0−𝛽1)𝑏1𝑐1 + (𝛽0+𝛽1)𝑏2𝑐2 + 𝛽2(𝑏1𝑐2+𝑐1𝑏2)

+ 2𝜆(𝑏1𝑐2−𝑐1𝑏2) + 2𝑏1𝜓−2𝑏2𝜙] ,

𝜓 =
1

2Δ

𝑑

𝑑
[(𝛽0−𝛽1)𝑎1𝑐1 + (𝛽0+𝛽1)𝑎2𝑐2 + 𝛽2(𝑎1𝑐2+𝑐1𝑎2)

+ 2𝜆(𝑎1𝑐2−𝑐1𝑎2) + 2𝑎1𝜓−2𝑎2𝜙] ,

де Δ = 𝑎1𝑏2−𝑏1𝑎2 ̸= 0. Розглянувши можливостi спрощення коефiцiєнтiв,

робимо висновок, що iснують лише три нееквiвалентнi значення наборiв

(𝛽0, 𝛽1, 𝛽2) в залежностi вiд знаку 𝐷 = 𝑏22 + 𝑏21 − 𝑏20:

(0, 0, 1), якщо 𝐷 > 0,

(1, 1, 0), якщо 𝐷 = 0,

(1, 0, 0), якщо 𝐷 < 0.

Таким чином, достатньо розглянути чотири нееквiвалентнi набори

сталих (𝛽0, 𝛽1, 𝛽2, 𝛿, �̃�, 𝜙, 𝜓): 1. (0, 0, 1, 𝛿′, 𝜆′, 0, 0), 2. (1, 0, 0, 𝛿′, 𝜆′, 0, 0),

3. (1, 1, 0, 𝛿′, 𝜆′, 0, 0), 4. (1, 1, 0, 𝛿′, 0, 𝜙′, 𝜓′). П’ятий набiр, а саме

5. (0, 0, 0, 𝛿′, 𝜆′, 0, 0) виникає, коли 𝛽0 = 𝛽1 = 𝛽2 = 0.
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Розгляньмо перший випадок, де 𝛽0 = 𝛽1 = 𝜙 = 𝜓 = 0, 𝛽2 = 1, 𝛿 i 𝜆 —

довiльнi сталi, тодi система (4.55) має вигляд

(2𝜆− 1)𝑢𝐹𝑢 + (2𝜆+ 1)𝑣𝐹𝑣 + (2𝛿 − 2𝜆+ 1)𝐹 = 0,

(2𝜆− 1)𝑢𝐺𝑢 + (2𝜆+ 1)𝑣𝐺𝑣 + (2𝛿 − 2𝜆− 1)𝐺 = 0.
(4.56)

Якщо 𝜆 ̸= 1/2, то розв’язок системи (4.56) такий 𝐹 = 𝑢1+
2𝛿

1−2𝜆 ℱ
(︀
𝑣𝑢

1+2𝜆
1−2𝜆

)︀
,

𝐺 = 𝑢1+
2𝛿−2
1−2𝜆 𝒢

(︀
𝑣𝑢

1+2𝜆
1−2𝜆

)︀
(випадок 1 табл. 4.7). Тут i надалi функцiї ℱ i 𝒢 —

довiльнi гладкi функцiї своїх змiнних. Якщо 𝜆 = 1
2 , то 𝐹 = 𝑣−𝛿 ℱ(𝑢),

𝐺 = 𝑣1−𝛿 𝒢(𝑢) (випадок 2 табл. 4.7).
У другому випадку система (4.55) не має дiйсних розв’язкiв.

У третьому i четвертому випадках система (4.55) набуває вигляду

(𝜆𝑢− 𝑣 + 𝜙)𝐹𝑢 + (𝜆𝑣 + 𝜓)𝐹𝑣 + (𝛿 − 𝜆)𝐹 +𝐺 = 0,

(𝜆𝑢− 𝑣 + 𝜙)𝐺𝑢 + (𝜆𝑣 + 𝜓)𝐺𝑣 + (𝛿 − 𝜆)𝐺 = 0,
(4.57)

де або 𝜙 = 𝜓 = 0, або 𝜆 = 0. Результати iнтегрування цiєї системи

представленi у випадках 3–5 табл. 4.7. У п’ятому випадку система (4.55)

має вигляд

𝑢𝐹𝑢 + 𝑣𝐹𝑣 + (𝛿/𝜆− 1)𝐹 = 0, 𝑢𝐺𝑢 + 𝑣𝐺𝑣 + (𝛿/𝜆− 1)𝐺 = 0.

Її загальний розв’язок такий: 𝐹 = 𝑢1−𝛿/𝜆ℱ(𝑣/𝑢), 𝐺 = 𝑢1−𝛿/𝜆ℱ(𝑣/𝑢) (ви-

падок 6 табл. 4.7).

Випадок II. Якщо 𝑋 = 𝑒𝑎𝑡+𝑏𝑥+𝑐𝑦 ((𝜆𝑢+ 𝜙)𝜕𝑢 + (𝜆𝑣 + 𝜓)𝜕𝑣), де 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝜆,

𝜙, 𝜓 — довiльний сталi, причому (𝑎, 𝑏, 𝑐) ̸= (0, 0, 0), то система класифi-

кувальних рiвнянь стає незачепленою

(𝜆𝑢+𝜙)𝐹𝑢+(𝜆𝑣+𝜓)𝐹𝑣−𝜆𝐹+𝑐(𝜆𝑢+𝜙)−(𝑎+𝑏)(𝜆𝑣+𝜓) = 0,

(𝜆𝑢+𝜙)𝐺𝑢 + (𝜆𝑣+𝜓)𝐺𝑣 − 𝜆𝐺+ (𝑎−𝑏)(𝜆𝑢+𝜙)− 𝑐(𝜆𝑣+𝜓) = 0.
(4.58)

Якщо 𝜆 ̸= 0, то перетворення еквiвалентностi �̃� = 𝜆𝑢 + 𝜙, 𝑣 = 𝜆𝑣 + 𝜓,

𝐹 = 𝜆𝐹, �̃� = 𝜆𝐺 вiдображають систему (4.58) в таку систему з �̃� = 1,

𝜙 = 𝜓 = 0, чий загальний розв’язок дає випадок 7 табл. 4.7:

𝐹 = ((𝑏+𝑎)𝑣−𝑐𝑢) ln𝑢+ 𝑢ℱ(𝑣/𝑢) , 𝐺 = ((𝑏−𝑎)𝑢+𝑐𝑣) ln𝑢+ 𝑢𝒢(𝑣/𝑢) .



278

Табл. 4.7: Рiвняння Дiрака (4.52), що допускають щонайменше чотиривимiрну

алгебру лiївської iнварiантностi.

№ Вид нелiнiйностей Базиснi оператори алгебри iнварiантностi

1 𝐹 = 𝑢1+
2𝛿

1−2𝜆 ℱ
(︀
𝑣𝑢

1+2𝜆
1−2𝜆

)︀
, 𝑃 0, 𝑃 1, 𝑃 2,

𝐺 = 𝑢1+
2𝛿−2
1−2𝜆 𝒢

(︀
𝑣𝑢

1+2𝜆
1−2𝜆

)︀
, 𝜆 ̸= 1

2 𝛿𝐷+𝐽2+𝜆(𝑢𝜕𝑢+𝑣𝜕𝑣)

2 𝐹 = 𝑣−𝛿 ℱ(𝑢), 𝑃 0, 𝑃 1, 𝑃 2,

𝐺 = 𝑣1−𝛿 𝒢(𝑢) 𝛿𝐷+𝐽2+ 1
2(𝑢𝜕𝑢+𝑣𝜕𝑣)

3 𝐹 = − 1
𝜆 W(𝑧)𝐺 𝑃 0, 𝑃 1, 𝑃 2,

+ 𝑒
𝜆−𝛿
𝜆

W(𝑧)ℱ(ln 𝑣+𝜆𝑢/𝑣) , 𝛿𝐷+𝐽0+𝐽1+𝜆(𝜕𝑢+𝑣𝜕𝑣)

𝐺 = 𝑒
𝜆−𝛿
𝜆

W(𝑧)𝒢(ln 𝑣+𝜆𝑢/𝑣), 𝜆 ̸=0

4 𝐹 =
𝜙− 𝑣

𝜓
𝐺 𝑃 0, 𝑃 1, 𝑃 2,

+𝑒
𝛿
𝜓
(𝜙−𝑣)ℱ(𝜙𝑣 − 𝜓𝑢− 1

2𝑣
2), 𝛿𝐷+𝐽0+𝐽1+𝜙𝜕𝑢+𝜓𝜕𝑣

𝐺 = 𝑒
𝛿
𝜓
(𝜙−𝑣) 𝒢(𝜙𝑣 − 𝜓𝑢− 1

2𝑣
2), 𝜓 ̸=0

5 𝐹 =
𝑢

𝑣 − 𝜙
𝐺+ 𝑒

𝛿𝑢
𝑣−𝜙 ℱ (𝑣) , 𝑃 0, 𝑃 1, 𝑃 2,

𝐺 = 𝑒
𝛿𝑢
𝑣−𝜙 𝒢 (𝑣) 𝛿𝐷+𝐽0+𝐽1+𝜙𝜕𝑢

6 𝐹 = 𝑢1−𝛿/𝜆ℱ(𝑣/𝑢), 𝑃 0, 𝑃 1, 𝑃 2,

𝐺 = 𝑢1−𝛿/𝜆 𝒢(𝑣/𝑢), 𝜆 ̸=0 𝛿𝐷+𝜆(𝑢𝜕𝑢+𝑣𝜕𝑣)

7 𝐹 = ((𝑏+𝑎)𝑣 − 𝑐𝑢) ln𝑢+𝑢ℱ(𝑣/𝑢) , 𝑃 0, 𝑃 1, 𝑃 2,

𝐺 = ((𝑏−𝑎)𝑢+ 𝑐𝑣) ln𝑢+𝑢𝒢(𝑣/𝑢) 𝑒𝑎𝑡+𝑏𝑥+𝑐𝑦(𝑢𝜕𝑢+𝑣𝜕𝑣)

8 𝐹 = ((𝑏+ 𝑎)/𝜙− 𝑐)𝑢+ ℱ(𝑢− 𝜙𝑣) , 𝑃 0, 𝑃 1, 𝑃 2,

𝐺 = (𝑏− 𝑎+ 𝑐/𝜙)𝑢+ 𝒢(𝑢− 𝜙𝑣), 𝜙 ̸=0 𝜎(𝜔)𝑒𝑎𝑡+𝑏𝑥+𝑐𝑦(𝜙𝜕𝑢+𝜕𝑣)

9 𝐹 = (𝑎+𝑏)𝑣 + ℱ(𝑢), 𝑃 0, 𝑃 1, 𝑃 2,

𝐺 = 𝑐𝑣 + 𝒢(𝑢) 𝜎(𝑥−𝑡)𝑒𝑎𝑡+𝑏𝑥+𝑐𝑦𝜕𝑣

10 𝐹 = −𝑐𝑢+ ℱ(𝑣), 𝑃 0, 𝑃 1, 𝑃 2,

𝐺 = (𝑏−𝑎)𝑢+ 𝒢(𝑣) 𝜎(𝑥+𝑡)𝑒𝑎𝑡+𝑏𝑥+𝑐𝑦𝜕𝑢

Тут 𝛿, 𝜆, 𝜙, 𝜓, 𝑎, 𝑏, 𝑐 — довiльнi сталi, причому 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 ̸= 0, 𝜔 = 𝜙2(𝑡+ 𝑥) + 2𝜙𝑦 + 𝑡− 𝑥;

𝜎 — довiльний гладка ненульова функцiя вказаного аргументу. W(𝑧) = LambertW(𝑧) [95],

де 𝑧 = −𝜆𝑢
𝑣
𝑒−𝜆𝑢

𝑣 .
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Якщо 𝜆 = 0, то (𝜙, 𝜓) має такi нееквiвалентнi значення (𝜙, 1) з 𝜙 ̸= 0

i (1, 0). Вiдповiднi загальнi розв’язки класифiкувальних рiвнянь:

𝐹 = ((𝑏+ 𝑎)/𝜙− 𝑐)𝑢+ ℱ(𝑢− 𝜙𝑣) ,

𝐺 = (𝑏− 𝑎+ 𝑐/𝜙)𝑢+ 𝒢(𝑢− 𝜙𝑣) ,
𝜙 ̸= 0, 𝜓 = 1,

𝐹 = (𝑎+𝑏)𝑣 + ℱ(𝑢), 𝐺 = 𝑐𝑣 + 𝒢(𝑢), 𝜙 = 0, 𝜓 = 1,

𝐹 = −𝑐𝑢+ ℱ(𝑣), 𝐺 = (𝑏−𝑎)𝑢+ 𝒢(𝑣), 𝜙 = 1, 𝜓 = 0,

(випадки 8–10 табл. 4.7).

Зауважимо, що чотиривимiрнi алгебри лiївської iнварiантностi

⟨𝑃 0, 𝑃 1, 𝑃 2, 𝑒𝑎𝑡+𝑏𝑥+𝑐𝑦(𝜙𝜕𝑢 + 𝜓𝜕𝑣)⟩, (𝜙, 𝜓) ∈ {(𝜙, 1), (1, 0)}

не є максимальними для нелiнiйностей наведених у випадках 8–10. Вiд-

повiдний системи (4.52) допускають нескiнченновимiрнi алгебри лiївської

iнварiантностi з базисними операторами, наведеними в табл. 4.7.

Таким чином знайдено всi нелiнiйностi 𝐹 i 𝐺, для який (2+1)-вимiрнi

нелiнiйнi рiвняння Дiрака допускають розширення на один оператор си-

метрiї. У випадках 1–7 максимальнi алгебри лiївської iнварiантностi чо-

тиривимiрнi (для довiльних значень ℱ i 𝒢), а у випадках 8–10 — не-

скiнченновимiрнi. Для специфiчних значень ℱ i 𝒢) можливе подальше
розширення лiївської симетрiї. Наприклад, нехай 𝜙 = 0, ℱ𝑣 = 𝒢𝑣 = 0 у

випадку 5 табл. 4.7, тодi система (4.52) набуває вигляду

𝑣𝑡 + 𝑣𝑥 − 𝑢𝑦 =
(︁𝑢
𝑣
𝜅1 + 𝜅2

)︁
𝑒
𝛿𝑢
𝑣 ,

𝑢𝑡 − 𝑢𝑥 − 𝑣𝑦 = −𝜅1𝑒
𝛿𝑢
𝑣 ,

де 𝜅1, 𝜅2 — сталi, 𝜅21 + 𝜅22 ̸= 0. Максимальна алгебра лiївської iнварi-

антностi цiєї системи є п’ятивимiрною з додатковим оператором лiївської

симетрiї 𝐷 + 𝑢𝜕𝑢 + 𝑣𝜕𝑣.

Зауваження 4.30. Iснують додатковi перетворення еквiвалентностi мiж

випадками табл. 4.7. Так, випадки 9 i 10 еквiвалентнi вiдносно точкового
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перетворення

𝑡 ↦→ −𝑡, 𝑥 ↦→ 𝑥, 𝑦 ↦→ −𝑦, 𝑢 ↦→ 𝑣, 𝑣 ↦→ 𝑢, 𝐹 ↦→ 𝐺, 𝐺 ↦→ 𝐹,

що належить до групи еквiвалентностi класу (4.52). Це саме перетворення

вiдображає випадок 2 до випадку 1 з 𝜆 = −1/2.

4.3.2. Лiївська редукцiя. Наведем кiлька прикладiв знаходження то-

чних розв’язкiв систем з класу (4.52) методом лiївської редукцiї. Роз-

гляньмо випадок 6 табл. 4.7 з 𝛿 = 𝜆 ̸= 0, а саме, систему (4.52) рiвнянь

вигляду

𝑣𝑡 + 𝑣𝑥 − 𝑢𝑦 = ℱ(𝑣/𝑢),

𝑢𝑡 − 𝑢𝑥 − 𝑣𝑦 = −𝒢(𝑣/𝑢),
(4.59)

що допускає алгебру лiївської симетрiї g = ⟨𝑃 0, 𝑃 1, 𝑃 2, 𝐷 + 𝑢𝜕𝑢 + 𝑣𝜕𝑣⟩.
З використанням одновимiрних пiдалгебр алгебри g можна редукувати

систему (4.59) до системи (1+1)-вимiрних диференцiальних рiвнянь з ча-

стинними похiдними.

Вiзьмемо, наприклад, одновимiрну пiдалгебру ⟨𝐷 + 𝑢𝜕𝑢 + 𝑣𝜕𝑣⟩ алгеб-
ри g, що належить оптимальнiй системi пiдалгебр алгебри g (процедуру

знаходження оптимальної системи пiдалгебр описано у [234], а класифiка-

цiю пiдалгебр дiйсний три- i чотиривимiрних алгебр Лi виконано в [244]).

Анзаци 𝑢 = 𝑡 𝑈(𝑧, 𝑤), 𝑣 = 𝑡 𝑉 (𝑧, 𝑤), де 𝑧 = 𝑥/𝑡, 𝑤 = 𝑦/𝑡, редукують сис-

тему (4.59) до системи (1+1)-вимiрних диференцiальних рiвнянь з час-

тинними похiдними

(1− 𝑧)𝑉𝑧 − 𝑤𝑉𝑤 − 𝑈𝑤 + 𝑉 = ℱ(𝑉/𝑈),

(1 + 𝑧)𝑈𝑧 + 𝑤𝑈𝑤 + 𝑉𝑤 − 𝑈 = 𝒢(𝑉/𝑈).
(4.60)

Частковий розв’язок цiєй системи для випадку ℱ = ±𝒢 такий

𝑈 = ∓𝑉 = (𝑤 ∓ 1)𝐶1 ∓ℱ(∓1), ℱ = ±𝒢,

де 𝐶1 — довiльна стала. Отже, система (4.59) має розв’язки

𝑢 = −𝑣 = (𝑦 − 𝑡)𝐶1 − 𝑡ℱ(−1), якщо ℱ = 𝒢,
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𝑢 = 𝑣 = (𝑦 + 𝑡)𝐶1 + 𝑡ℱ(1), якщо ℱ = −𝒢.

Редукцiю системи (4.59) до системи звичайних диференцiальних рiв-

нянь можна виконати зa двовимiрною пiдалгеброю з оптимальної системи

пiдалгебр алгебри g. Розляньмо двовимiрну пiдалгебру

⟨𝑃 1 + 𝛼2𝑃
2 + 𝛼0𝑃

0, 𝐷 + 𝑢𝜕𝑢 + 𝑣𝜕𝑣⟩, 𝛼2, 𝛼0 ∈ R.

Вiдповiднi анзаци

𝑢 = (𝑡− 𝛼0𝑥)𝑈(𝑧),

𝑣 = (𝑡− 𝛼0𝑥)𝑉 (𝑧),
де 𝑧 =

𝑦 − 𝛼2𝑥

𝑡− 𝛼0𝑥
,

редукують систему (4.59) до системи звичайних диференцiальних рiвнянь

((𝛼0 − 1)𝑧 − 𝛼2)𝑉𝑧 − 𝑈𝑧 + (1− 𝛼0)𝑉 = ℱ(𝑉/𝑈),

((𝛼0 + 1)𝑧 − 𝛼2)𝑈𝑧 + 𝑉𝑧 − (1 + 𝛼0)𝑈 = 𝒢(𝑉/𝑈).
(4.61)

Якщо ℱ = 𝒢, то ця система має частковий розв’язок

𝑈 = −𝑉 = (𝛼2 − 1 + (1− 𝛼0)𝑧)𝐶1 −ℱ(−1)/(1− 𝛼0), 𝛼0 ̸= 1,

де 𝐶1 — довiльна стала. Отже, розв’язок системи (4.59) з ℱ = 𝒢 має

вигляд

𝑢 = −𝑣 = [(𝑡− 𝛼0𝑥)(𝛼2 − 1) + (𝑦 − 𝛼2𝑥)(1− 𝛼0)]𝐶1−
(𝑡− 𝛼0𝑥)ℱ(−1)

(1− 𝛼0)
.

Використовуючи метод редукцiї, можна побудувати точнi розв’язки

iнших рiвнянь Дiрака (4.52) з нелiнiйностями наведеними в табл. 4.7.
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Основнi результати та висновки

Основнi результати дисертацiї можна сформулювати таким чином:

∙ Розвинуто та формалiзовано теорiю групоїдiв класiв диференцiаль-

них рiвнянь. Введено поняття регулярних i сингулярних розширень

лiївської симетрiї. Алгебраїчний метод групової класифiкацiї розши-

рено на ненормалiзованi класи диференцiальних рiвнянь. Застосу-

вавши цей метод, вичерпно описано групоїд еквiвалентностi та ви-

конано групову класифiкацiю ненормалiзованого класу нелiнiйних

хвильових та елiптичних рiвнянь зi змiнними коефiцiєнтами.

∙ Дослiджено трансформацiйнi властивостi загального класу (1+1)-

вимiрних нелiнiйних еволюцiйних рiвнянь другого порядку. Побу-

довано ланцюжок вкладених нормалiзованих пiдкласiв цього кла-

су, для яких вичерпно описано групоїди еквiвалентностi. Окре-

мо розглянуто два ненормалiзованi пiдкласи рiвнянь типу реакцiї–

конвекцiї–дифузiї, що є цiкавими для застосувань i знайдено їхнi гру-

пи еквiвалентностi.

∙ Проведено розширений груповий аналiз декiлькох класiв рiвнянь

реакцiї–дифузiї зi змiнними коефiцiєнтами, зокрема, класу рiвнянь

Фiшера з коефiцiєнтами, що залежать вiд змiнної часу, i декiлькох

класiв рiвнянь реакцiї–дифузiї з коефiцiєнтами, що залежать вiд про-

сторової змiнної. З допомогою граничних переходiв (контракцiй) зна-

йдено точнi розв’язки та отримано класифiкацiю законiв збереження

класу рiвнянь реакцiї–дифузiї з експоненцiальними нелiнiйностями.

Продемонстровано, що метод контракцiй дозволяє отримати вичер-

пний результат групової класифiкацiї такого класу.

∙ З допомогою допустимих перетворень прокласифiковано лiївськi та

некласичнi оператори редукцiї рiвнянь Ньюела–Вайтхеда–Сегеля з
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коефiцiєнтами, що залежать вiд змiнної часу, а також знайдено по-

тенцiальнi симетрiї декiлькох класiв дифузiйних рiвнянь.

∙ Виконано розширений груповий аналiз двох класiв узагальнених рiв-

нянь Бюргерса, знайденi симетрiї застосовано для знаходження то-

чних розв’язкiв таких рiвнянь та розв’язання граничної задачi. Зна-

йдено низку рiвнянь, що є iнварiантними вiдносно низькорозмiрних

алгебр Галiлея або їх деформацiй.

∙ Знайдено групоїди еквiвалентностi та проведено розширений групо-

вий аналiз класiв узагальнених рiвнянь Кортевега–де Фрiза третьо-

го i п’ятого порядкiв, рiвнянь Кавахари та 𝐾(𝑚,𝑛). Для деяких

таких рiвнянь знайдено точнi розв’язки та розв’язано граничнi за-

дачi. Запропоновано алгоритм вiдновлення всiх випадкiв розширен-

ня лiївської симетрiї зi списку, побудованого з точнiстю до найшир-

шої групи еквiвалентностi класу. Для класiв узагальнених рiвнянь

Кортевега–де Фрiза та модифiкованих рiвнянь Кортевега–де Фрiза

з багатьма довiльними елементами групову класифiкацiю отримано

методом еквiвалентностi. Узагальнене рiвняння Кавахари зi степе-

невими коефiцєнтами запропоноване у якостi моделi, що описує рух

хвиль у морi пiд кригою, товщина якої збiльшується з часом. Побу-

довано чисельнi розв’язки граничної задачi для такого рiвняння.

∙ Групоїд еквiвалентностi класу узагальнених рiвнянь Кортевега–де

Фрiза п’ятого порядку зi змiнними коефiцiєнтами застосовано до до-

слiдження iнтегровностi таких рiвнянь. В результатi знайдено всi

iнтегровнi випадки, для яких побудовано пари Лакса.

∙ Використовуючи метод перетворень мiж класами диференцiаль-

них рiвнянь, прокласифiковано лiївськi симетрiї рiвнянь Гарднера,

Бенджамiна–Бона–Махонi та Бенджамiна–Бона-Махонi–Бюргерса зi

змiнними коефiцiєнтами, а також знайдено некласичнi оператори ре-

дукцiї двох класiв рiвнянь реакцiї-дифузiї зi змiнними коефiцiєнта-

ми.



284

∙ Побудовано локальнi закони збереження для декiлькох класiв рiв-

нянь реакцiї–дифузiї та рiвнянь Бенджамiна–Бона–Махонi зi змiн-

ними коефiцiєнтами.

∙ Для двох рiзних калiбрувань довiльних елементiв виконано групо-

ву класифiкацiю (2+1)-вимiрних нелiнiйних рiвнянь Колмогорова

зi змiнними коефiцiєнтами. Показано, що групу еквiвалентностi i,

зокрема, її тип можна використовувати у якостi критерiю оптималь-

ного калiбрування. Для двовимiрного виродженого рiвняння Бюр-

герса, що є членом класу нелiнiйних рiвнянь Колмогорова, прове-

дено розширений груповий аналiз. Зокрема, побудовано точковi та

узагальненi симетрiї, косиметрiї, локальнi закони збереження, лiїв-

ськi редукцiї, прихованi симетрiї та точнi розв’язки такого рiвняння.

∙ Знайдено всi нелiнiйностi, для яких рiвняння з класу (2+1)-вимiрних

нелiнiйних рiвнянь Дiрака допускають чотиривимiрну алгебру лiїв-

ської iнварiантностi. Проведено лiївську редукцiю та побудовано то-

чнi розв’язки таких рiвнянь.
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Додаток А

Лiївськi й некласичнi симетрiї квазiлiнiйних

рiвнянь реакцiї–дифузiї

У цьому додатку наведено результати класифiкацiї лiївських й некла-

сичних (умовних i потенцiальних) операторiв редукцiї для класiв (1+1)-

вимiрних рiвнянь реакцiї–дифузiї з коефiцiєнтами, залежними вiд про-

сторової змiнної.

Пiдроздiл A.1 присвячено груповiй класифiкацiї ненормалiзованого

класу рiвнянь дифузiї з нелiнiйним джерелом 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + ℎ(𝑥)𝐵(𝑢),

ℎ𝐵𝑢𝑢 ̸= 0. Для отримання вичерпної класифiкацiї використано умовну

групу еквiвалентностi, знайдену в процесi вивчення допустимих перетво-

рень у цьому класi.

У пiдроздiлi A.2 з використанням методу вiдображень мiж класами до-

слiджено лiївськi й некласичнi оператори редукцiї квазiлiнiйних рiвнянь

реакцiї–дифузiї з експоненцiальним джерелом i змiнними коефiцiєнтами

𝑓(𝑥)𝑢𝑡 = (𝑔(𝑥)𝑢𝑥)𝑥 + ℎ(𝑥)𝑒𝑚𝑢, 𝑓𝑔ℎ𝑚 ̸= 0. Результати аналогiчного до-

слiдження щодо некласичних операторiв редукцiї для таких рiвнянь зi

степеневим джерелом 𝑓(𝑥)𝑢𝑡 = (𝑔(𝑥)𝑢𝑥)𝑥 + ℎ(𝑥)𝑢𝑚, 𝑓𝑔ℎ ̸= 0, 𝑚 ̸= 0, 1,

наведено в пiдроздiлi A.3. Знайденi оператори редукцiї використано для

побудови точних розв’язкiв.

У пiдроздiлi A.4 дослiджено потенцiальнi симетрiї нелiнiйних рiвнянь

дифузiї зi змiнними коефiцiєнтами 𝑓(𝑥)𝑢𝑡 = (𝑔(𝑥)𝑢𝑛𝑢𝑥)𝑥, 𝑓𝑔𝑛 ̸= 0.

Результати, наведенi у додатку А, опублiковано у роботах [7, 165, 297,

307,309].
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А.1. Групова класифiкацiя класу рiвнянь

реакцiї–дифузiї

Розгляньмо (1+1)-вимiрнi квазiлiнiйнi рiвняння реакцiї–дифузiї

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + ℎ(𝑥)𝐵(𝑢), ℎ𝐵𝑢𝑢 ̸= 0, (А.1)

де ℎ = ℎ(𝑥) i 𝐵 = 𝐵(𝑢) — довiльнi функцiї вiдповiдних змiнних. Цi

рiвняння, зокрема, моделюють процеси популяцiйної генетики й мiкро-

хвильового нагрiвання [75]. Групову класифiкацiю рiвнянь (А.1) з ℎ = 1

виконано В.А. Дороднiциним ще у 1979 роцi [8]. Клас (А.1) також мiстить

рiвняння Гакслi,

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + ℎ(𝑥)𝑢2(1− 𝑢),

лiївськi симетрiї яких вивчались у роботах [74, 159]. Також iснує незна-

чний перетин з результатами роботи [308], у якiй з симетрiйної точки зору

дослiджено класи рiвнянь

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 +𝐻(𝑥)𝑢𝑚 + 𝐹 (𝑥)𝑢, (А.2)

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 +𝐻(𝑥)𝑢2 +𝐺(𝑥), (А.3)

де 𝑚 ̸= 0, 1, 𝐻 ̸= 0. Зауважимо, що задачу групової класифiкацiї для

загального класу квазiлiнiйних рiвнянь

𝑢𝑡 = 𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢𝑥)𝑢𝑥𝑥 +𝐺(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢𝑥), 𝐹 ̸= 0,

розв’язано в роботi [48]. Однак групова класифiкацiя рiвнянь (А.1) з вико-

ристанням тих результатiв є бiльш складною задачею, нiж її безпосереднє

розв’язання.

Допустимi перетворення класу А.1 знайдено прямим методом [183].

Теорема А.1. Звичайну групу еквiвалентностi 𝐺∼ класу (А.1) склада-

ють невиродженi точковi перетворення

𝑡 = 𝛿21𝑡+ 𝛿2, �̃� = 𝛿1𝑥+ 𝛿3, �̃� = 𝛿4𝑢+ 𝛿5, ℎ̃ =
𝛿4
𝛿21𝛿0

ℎ, �̃� = 𝛿0𝐵,

де 𝛿𝑗, 𝑗 = 0, . . . , 5, — довiльнi сталi, що задовольняють умову 𝛿0𝛿1𝛿4 ̸= 0.
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Табл. А.1: Групова класифiкацiя класу (А.1).

№ 𝐵(𝑢) ℎ(𝑥) Базис 𝐴max

0 ∀ ∀ 𝜕𝑡

1 ∀ 𝛿𝑥−2 𝜕𝑡, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥

2 ∀ 𝛿 𝜕𝑡, 𝜕𝑥

3 𝑢𝑚 𝛿𝑥𝑠 𝜕𝑡, 2(𝑚− 1)𝑡𝜕𝑡 + (𝑚− 1)𝑥𝜕𝑥 − (𝑠+ 2)𝑢𝜕𝑢

4 𝑢𝑚 𝛿𝑒𝑥 𝜕𝑡, (1−𝑚)𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢

5 𝑢𝑚 𝛿 𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 2(𝑚− 1)𝑡𝜕𝑡 + (𝑚− 1)𝑥𝜕𝑥 − 2𝑢𝜕𝑢

6 𝑒𝑢 𝛿𝑥𝑠 𝜕𝑡, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 − (𝑠+ 2)𝜕𝑢

7 𝑒𝑢 𝛿𝑒±𝑥2
𝜕𝑡, 𝜕𝑥 ∓ 2𝑥𝜕𝑢

8 𝑒𝑢 𝛿 𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 − 2𝜕𝑢

9 𝑢 ln𝑢 𝛿 𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝑒𝛿𝑡𝑢𝜕𝑢, 𝑒𝛿𝑡(𝜕𝑥 − 𝛿
2𝑥𝑢𝜕𝑢)

Тут 𝛿, 𝑚, 𝑠 — довiльнi сталi, причому 𝑚 ̸= 0, 1, 𝑠 ̸= 0, 𝛿 = ±1 mod 𝐺∼.

Iснують точковi перетворення мiж рiвняннями з класу (А.1), якi не

належать до групи 𝐺∼, тобто клас (А.1) ненормалiзований. А саме iснує

пiдклас класу (А.1), група еквiвалентностi якого є не звичайною, а роз-

ширеною узагальненою.

Теорема А.2. Розширену узагальнену групу еквiвалентностi �̂�∼
exp пiд-

класу

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + ℎ(𝑥)(𝑒𝑛𝑢 + 𝑟) (А.4)

класу (А.1) утворюють перетворення

𝑡 = 𝛿1
2𝑡+ 𝛿2, �̃� = 𝛿1𝑥+ 𝛿3, �̃� = 𝛿4𝑢+ 𝜙(𝑥),

ℎ̃ =
𝛿4
𝛿12

𝑒−
𝑛
𝛿4
𝜙ℎ, �̃� =

𝑛

𝛿4
, 𝑟 = 𝑒

𝑛
𝛿4
𝜙

(︂
𝑟 − 𝜙𝑥𝑥

𝛿4ℎ

)︂
,

де 𝑟, 𝛿𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 4, — довiльнi сталi, 𝛿1𝛿4 ̸= 0. Компоненту перетво-

рення для сталої 𝑟 можна iнтерпретувати як умову на функцiю 𝜙 :

𝜙𝑥𝑥 = 𝛿4ℎ(𝑟 − 𝑟𝑒−
𝑛
𝛿4
𝜙).
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З теореми А.2 випливає, що клас (А.4) зводиться до класу

�̃�𝑡 = �̃�𝑥𝑥 + ℎ̃(𝑥)𝑒𝑛�̃� перетворенням 𝑡 = 𝑡, �̃� = 𝑥, �̃� = 𝑢 + 𝜙(𝑥), де

ℎ̃(�̃�) = 𝑒−𝜙(𝑥)ℎ(𝑥) та 𝜙𝑥𝑥 = 𝑟ℎ(𝑥). Клас (А.4) нормалiзований. Отже, гру-

пу еквiвалентностi пiдкласу класу (А.4), виокремленого умовою 𝑟 = 0,

можна знайти, поклавши 𝑟 = 𝑟 = 0 у перетвореннях з групи �̂�∼
exp. Отри-

муємо наслiдок теореми А.2.

Наслiдок А.3. Клас рiвнянь

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + ℎ(𝑥)𝑒𝑛𝑢

допускає звичайну групу еквiвалентностi 𝐺∼
exp, утворену невироджени-

ми точковими перетвореннями

𝑡 = 𝛿21𝑡+ 𝛿2, �̃� = 𝛿1𝑥+ 𝛿3, �̃� = 𝛿4𝑢+ 𝛿5𝑥+ 𝛿6,

ℎ̃ =
𝛿4
𝛿21
𝑒−

𝑛
𝛿4
(𝛿5𝑥+𝛿6)ℎ, �̃� =

𝑛

𝛿4
,

де 𝛿𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 6, — довiльнi сталi, причому 𝛿1𝛿4 ̸= 0.

Пiд час дослiдження лiївської симетрiї перетворення еквiвалентностi

використано для спрощення обчислень та для запису отриманих ре-

зультатiв у компактнiй формi [7, 317]. Дослiдження лiївських симетрiй

у класi (А.1) виконуємо класичним методом [22], доповненим технiкою

розгалуженого розщеплення [257]. Результати групової класифiкацiї рiв-

нянь (А.1) пiдсумовано у А.1.

Алгеброю Лi, що вiдповiдає ядру основних груп рiвнянь з класу (А.1),

є одновимiрна алгебра 𝐴∩ = ⟨𝜕𝑡⟩. Усi нееквiвалентнi випадки розширення
лiївської симетрiї у класi (А.1) представлено вип. 1–9 табл. А.1.

Зауважимо, що групову класифiкацiю пiдкласу (А.4) виконано з точ-

нiстю до перетворень з групи еквiвалентностi �̂�∼
exp, а класифiкацiю для

решти рiвнянь з класу (А.1) — з точнiстю до перетворень зi звичайної

групи еквiвалентностi 𝐺∼ всього класу. Результати групової класифiкацiї

можна застосувати для пошуку точних розв’язкiв рiвнянь з класу (А.1)

з коефiцiєнтами, наведеними у табл. А.1.



324

А.2. Лiївськi та некласичнi оператори редукцiї

класу квазiлiнiйних рiвнянь дифузiї

з експоненцiйним джерелом

У цьому пiдроздiлi використаємо метод вiдображень мiж класами, щоб

знайти некласичнi оператори редукцiї рiвняння реакцiї-дифузiї зi змiн-

ними коефiцiєнтами та експоненцiйною нелiнiйнiстю

𝑓(𝑥)𝑢𝑡 = (𝑔(𝑥)𝑢𝑥)𝑥 + ℎ(𝑥)𝑒𝑚𝑢, (А.5)

де 𝑓 , 𝑔, ℎ — довiльнi гладкi функцiї вiд 𝑥, причому 𝑓𝑔ℎ ̸= 0,𝑚 — довiльна

ненульова стала.

Лiївськi симетрiї i перетворення еквiвалентностi. Клас (А.5) має

складнi трансформацiйнi властивостi. Iндикатором цього є той факт, що

вiн має нетривiальну узагальнену розширену групу еквiвалентностi, яка

не спiвпадає з його звичайною групою еквiвалентностi, див. теорему А.4

нижче. Для того, щоб виконати групову класифiкацiю класу (А.5), необ-

хiдно вiдкалiбрувати довiльнi елементи цього класу перетвореннями еквi-

валентностi, пiсля чого вiдобразити його на бiльш простий клас [297,308].

Виявляється, прообразом кожного рiвняння з вiдображеного класу є дво-

параметрична сiм’я рiвнянь з початкового класу (А.5). Бiльш того, про-

образи одного й того ж рiвняння належать тiй самiй орбiтi групи еквi-

валентностi початкового класу. Це дозволяє шукати лише найпростiшого

представника прообразу для отримання його симетрiй, розв’язкiв тощо,

а потiм вiдтворити цi результати для двопараметричної сiм’ї рiвнянь з по-

чаткового класу, використавши перетворення еквiвалентностi.

Теорема А.4. Розширена узагальнена група еквiвалентностi �̂�∼
exp кла-

су (А.5) складається з перетворень

𝑡 = 𝛿1𝑡+ 𝛿2, �̃� = 𝜙(𝑥), �̃� = 𝛿3𝑢+ 𝜓(𝑥),

𝑓 =
𝛿0𝛿1
𝜙𝑥

𝑓, 𝑔 = 𝛿0𝜙𝑥𝑔, ℎ̃ =
𝛿0𝛿3
𝜙𝑥

exp

(︂
−𝑚
𝛿3
𝜓

)︂
ℎ, �̃� =

𝑚

𝛿3
,
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де 𝜙 — довiльна нестала гладка функцiя змiнної 𝑥, 𝜓 = 𝛿4
∫︀

𝑑𝑥
𝑔(𝑥) + 𝛿5; 𝛿𝑗,

𝑗 = 0, 1, . . . , 5, — довiльнi сталi, такi що 𝛿0𝛿1𝛿3 ̸= 0.

Наслiдок А.5. Звичайна група еквiвалентностi класу (А.5) є пiдгру-

пою �̂�∼
exp, виокремленою умовою 𝛿4 = 0.

Перетворення з �̂�∼
exp, пов’язанi зi змiною значень параметра 𝛿0, на-

справдi не змiнюють рiвняння з класу (А.5). Звiдси випливає, що во-

ни утворюють групу калiбрувальної еквiвалентностi цього класу. Значе-

ння довiльних елементiв, пов’язанi таким перетворенням, вiдповiдають

рiзним формам одного й того ж рiвняння.

Спочатку вiдобразимо клас (А.5) на його пiдклас

𝑓(𝑥)𝑢𝑡 = (𝑓(𝑥)𝑢𝑥)𝑥 + ℎ(𝑥)𝑒𝑢 (А.6)

(тильди над змiнними опущено), використовуючи сiм’ю перетворень еквi-

валентностi, параметризовану довiльними елементами 𝑓 , 𝑔 та 𝑚:

𝑡 = sign(𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)) 𝑡, �̃� =

∫︁ ⃒⃒⃒⃒
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)

⃒⃒⃒⃒ 1
2

d𝑥, �̃� = 𝑚𝑢. (А.7)

Новi довiльнi елементи виражаються через старi таким чином:

𝑓(�̃�) = 𝑔(�̃�) = sign(𝑔(𝑥))|𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)|
1
2 , ℎ̃(�̃�) = 𝑚

⃒⃒⃒⃒
𝑔(𝑥)

𝑓(𝑥)

⃒⃒⃒⃒ 1
2

ℎ(𝑥), �̃� = 1.

Наступний крок — змiнимо залежну змiнну у класi (А.6):

𝑣(𝑡, 𝑥) = 𝑢(𝑡, 𝑥) +𝐺(𝑥), де 𝐺(𝑥) = ln |𝑓(𝑥)−1ℎ(𝑥)|. (А.8)

Таким чином отримаємо клас

𝑣𝑡 = 𝑣𝑥𝑥 + 𝐹 (𝑥)𝑣𝑥 + 𝜀𝑒 𝑣 +𝐻(𝑥), (А.9)

де 𝜀 = sign(𝑓(𝑥)ℎ(𝑥)), а новi довiльнi елементи 𝐹 та 𝐻 виражаються

через довiльнi елементи класу (А.9) як

𝐹 = 𝑓𝑥𝑓
−1 та 𝐻 = −𝐺𝑥𝑥 −𝐺𝑥𝐹. (А.10)
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Табл. А.2: Групова класифiкацiя класу А.9.

№ 𝐹 (𝑥) 𝐻(𝑥) Базис 𝐴max

0 ∀ ∀ 𝜕𝑡

1 𝛼𝑥−1 + 𝜇𝑥 𝛽𝑥−2 + 2𝜇 𝜕𝑡, 𝑒−2𝜇𝑡(𝜕𝑡 − 𝜇𝑥𝜕𝑥 + 2𝜇𝜕𝑣)

2 𝛼𝑥−1 𝛽𝑥−2 𝜕𝑡, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 − 2𝜕𝑣

3 𝜇𝑥 𝛾 𝜕𝑡, 𝑒−𝜇𝑡𝜕𝑥

4 𝜆 𝛾 𝜕𝑡, 𝜕𝑥

5 𝜇𝑥 2𝜇 𝜕𝑡, 𝑒−𝜇𝑡𝜕𝑥, 𝑒−2𝜇𝑡(𝜕𝑡 − 𝜇𝑥𝜕𝑥 + 2𝜇𝜕𝑣)

6 𝜆 0 𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 2𝑡𝜕𝑡 + (𝑥− 𝜆𝑡)𝜕𝑥 − 2𝜕𝑣

Тут 𝜆 ∈ {0, 1} mod 𝐺∼
exp, 𝜇 = ±1 mod 𝐺∼

exp; 𝛼, 𝛽 та 𝛾 — довiльнi сталi, 𝛼2+𝛽2 ̸= 0.

Крiм цього, у випадку 3 𝛾 ̸= 2𝜇; у випадку 4 𝛾 ̸= 0.

Всi результати щодо лiївських симетрiй та розв’язкiв рiвнянь з кла-

су (А.9) можна поширити на клас (А.6) за допомогою перетворення, обер-

неного до (А.8).

Довiльнi елементи 𝑓 та ℎ класу (А.9) виражаються через функцiї 𝐹

та 𝐻 таким чином:

𝑓 = 𝑐0 exp
(︀∫︀
𝐹d𝑥

)︀
, ℎ = 𝜀𝑐0 exp

(︀∫︀
𝐹d𝑥+𝐺

)︀
,

де 𝐺 =
∫︀
𝑒−

∫︀
𝐹d𝑥
(︁
𝑐1 −

∫︀
𝐻𝑒

∫︀
𝐹𝑑𝑥d𝑥

)︁
d𝑥+ 𝑐2.

(А.11)

Тут 𝑐0, 𝑐1 та 𝑐2 — довiльнi сталi, 𝑐0 ̸= 0. Стала 𝑐0 є несуттєвою: її можна

покласти рiвною одиницi, застосувавши очевидне перетворення калiбру-

вальної еквiвалентностi. Рiвняння з класу (А.6), що мають той самий

образ у класi (А.9) пiд дiєю перетворення (А.8), тобто довiльнi елементи

яких мають вигляд (А.11) i вiдрiзняються лише значеннями сталих 𝑐1 i 𝑐2,

є �̂�∼
exp-еквiвалентними. Перетворення еквiвалентностi

𝑡 = 𝑡, �̃� = 𝑥, �̃� = 𝑢+ 𝑐1
∫︀
𝑒−

∫︀
𝐹d𝑥d𝑥+ 𝑐2 (А.12)

вiдображає рiвняння (А.9), у якому 𝑓 та ℎ мають вигляд (А.11)

i 𝑐21 + 𝑐22 ̸= 0, у рiвняння з 𝑐1 = 𝑐2 = 0. Звiдси випливає, що з точнiстю до
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�̂�∼
exp-еквiвалентностi можна розглядати (без обмеження загальностi) ли-

ше тi рiвняння з класу (А.6), якi мають довiльнi елементи вигляду (А.11)

з 𝑐1 = 𝑐2 = 0.

Теорема А.6. Розширена узагальнена група еквiвалентностi 𝐺∼
exp кла-

су (А.9) спiвпадає з його звичайною групою еквiвалентностi й складає-

ться з перетворень

𝑡 = 𝛿 21 𝑡+ 𝛿2, �̃� = 𝛿1𝑥+ 𝛿3, 𝑣 = 𝑣 − ln 𝛿 21 , 𝐹 = 𝛿−1
1 𝐹, �̃� = 𝛿−2

1 𝐻,

де 𝛿𝑗, 𝑗 = 1, 2, 3, — довiльнi сталi, 𝛿1 ̸= 0.

Ядро максимальних алгебр лiївської iнварiантностi рiвнянь з кла-

су (А.9) — одновимiрна алгебра ⟨𝜕𝑡⟩. Це означає, що довiльне рiвняння

з класу (А.9) є iнварiантним вiдносно зсувiв по 𝑡. Iнших лiївських симет-

рiй, спiльних для всiх рiвнянь з цього класу, не iснує.

Теорема А.7. 𝐺∼
exp-нееквiвалентнi випадки розширення максимальної

алгебри лiївської iнварiантностi у класi (А.9) вичерпуються наведени-

ми в табл. А.2.

Вiдповiднi результати групової класифiкацiї для класу (А.5) з точ-

нiстю до �̂�∼
exp-еквiвалентностi було отримано в роботi [297]. Їх зiбрано

в табл. А.3. Перша цифра у номерi кожного випадку вiдсилає до вiдпо-

вiдного випадку табл. А.2.

Також знайдено додатковi перетворення еквiвалентностi мiж 𝐺∼
exp-

нееквiвалентними випадками розширень лiївських симетрiй. Пари

точково-еквiвалентних випадкiв з табл. А.2 та вiдповiднi перетворення

вичерпуються наступними:

1 ↦→ 2̃, 5 ↦→ 6̃|�̃�=0 : 𝑡 =
1

2𝜇
𝑒2𝜇𝑡, �̃� = 𝑒𝜇𝑡𝑥, 𝑣 = 𝑣 − 2𝜇𝑡,

4 ↦→ 4̃|�̃�=0, 6 ↦→ 6̃|�̃�=0 : 𝑡 = 𝑡, �̃� = 𝑥+ 𝜆𝑡, 𝑣 = 𝑣.
(А.13)

Нееквiвалентнiсть всiх iнших випадкiв табл. А.2 можна довести, вико-

ристовуючи вiдмiнностi у тих властивостях вiдповiдних максимальних
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Табл. А.3: Групова класифiкацiя класу (А.6)

№ 𝑓(𝑥) ℎ(𝑥) Базис 𝐴max

0 ∀ ∀ 𝜕𝑡

1 𝑥𝛼𝑒
𝜇
2
𝑥2

𝛿𝑥𝛼𝑒
𝜇
2
𝑥2+𝜔1

𝜕𝑡, 𝑒−2𝜇𝑡
[︀
𝜕𝑡 − 𝜇𝑥𝜕𝑥 + 𝜇

(︀
2 + 𝑥𝜔1

𝑥

)︀
𝜕𝑢
]︀

2.1 𝑥𝛼 𝛿𝑥𝛼+
𝛽

1−𝛼 𝜕𝑡, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 −
(︁
2 + 𝛽

1−𝛼

)︁
𝜕𝑢

2.2 𝑥 𝛿𝑥1−
𝛽
2
ln𝑥 𝜕𝑡, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 − (2− 𝛽 ln𝑥)𝜕𝑢

3 𝑒
𝜇
2
𝑥2

𝛿𝑒
𝜇
2
𝑥2+𝜔3

𝜕𝑡, 𝑒−𝜇𝑡𝜕𝑥 − 𝑒−𝜇𝑡𝜔3
𝑥𝜕𝑢

4.1 𝑒𝑥 𝛿𝑒 𝜌𝑥 𝜕𝑡, 𝜕𝑥 + (1− 𝜌)𝜕𝑢

4.2 1 𝛿𝑒−
𝛾
2
𝑥2

𝜕𝑡, 𝜕𝑥 + 𝛾𝑥𝜕𝑢

5 𝑒
𝜇
2
𝑥2

𝛿𝑒
𝜇
2
𝑥2+𝜔5

𝜕𝑡, 𝑒−𝜇𝑡𝜕𝑥 − 𝑒−𝜇𝑡𝜔5
𝑥𝜕𝑢,

𝑒−2𝜇𝑡
[︀
𝜕𝑡 − 𝜇𝑥𝜕𝑥 + 𝜇

(︀
2 + 𝑥𝜔5

𝑥

)︀
𝜕𝑢
]︀

6.1 𝑒𝑥 𝛿𝑒𝑥 𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 2𝑡𝜕𝑡 + (𝑥− 𝑡)𝜕𝑥 − 2𝜕𝑢

6.2 1 𝛿 𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 − 2𝜕𝑢

Тут 𝛿 = ±1, 𝜇 = ±1 mod �̂�∼
1 ; 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝜌 — довiльнi сталi, 𝜌 ̸= 1, 𝛼2 + 𝛽2 ̸= 0. У випадку 2.1

𝛼 ̸= 1. У випадку 3 𝛾 ̸= 2𝜇. У випадку 4.2 𝛾 ̸= 0. 𝜔1 = −
∫︀
𝑥−𝛼𝑒−

𝜇
2
𝑥2 ∫︀

(𝛽𝑥−2+2𝜇)𝑥𝛼𝑒
𝜇
2
𝑥2
d𝑥 d𝑥,

𝜔3 = −𝛾
∫︀
𝑒−

𝜇
2
𝑥2 ∫︀

𝑒
𝜇
2
𝑥2
d𝑥 d𝑥, 𝜔5 = 𝜔3|𝛾=2𝜇, 𝜔𝑖

𝑥 = d𝜔𝑖

d𝑥 , i=1,3,5.

алгебр лiївської iнварiантностi, якi для подiбних рiвнянь повиннi спiвпа-

дати. Таким чином, максимальнi алгебри лiївської iнварiантностi мають

розмiрностi: один — для загального випадку 0, три — для випадкiв 5 та 6,

два — для всiх iнших випадкiв.

Бiльш складна задача — довести, що мiж параметризованими випад-

ками табл. А.2 (насправдi тут всi випадки є параметризованими) не iснує

нiяких iнших додаткових еквiвалентностей. Множина допустимих пере-

творень у класi (А.9) описується наступними твердженнями.

Твердження А.8. Допустимi точковi перетворення в класi (А.9) ма-

ють вигляд

𝑡 = 𝑇 (𝑡), �̃� = 𝛿
√︀
𝑇𝑡 𝑥+𝑋(𝑡), 𝑣 = 𝑣 − ln𝑇𝑡,
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де 𝛿 = ±1; 𝑇 та 𝑋 — довiльнi гладкi функцiї вiд 𝑡, причому 𝑇𝑡 > 0.

Вiдповiднi значення довiльних елементiв пов’язанi спiввiдношеннями

𝐹 =
𝛿√
𝑇𝑡
𝐹 − 𝛿

2

𝑇𝑡𝑡√
𝑇𝑡3

𝑥− 𝑋𝑡

𝑇𝑡
, �̃� =

1

𝑇𝑡
𝐻 − 𝑇𝑡𝑡

𝑇𝑡2
.

Наслiдок А.9. Тiльки тi рiвняння з класу (А.9), довiльнi елементи

яких мають вигляд

𝐹 = 𝜇𝑥+ 𝜆+
𝛼

𝑥+ 𝜅
, 𝐻 = 𝛾 +

𝛽

(𝑥+ 𝜅)2
, (А.14)

де 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝜅 та 𝜇 — сталi, мають допустимi перетворення, не поро-

дженi перетвореннями з групи еквiвалентностi 𝐺∼
exp.

Пiдклас класу (А.9), виокремлений умовами (А.14), є замкненим вiд-

носно будь-якого допустимого перетворення класу (А.9). Сталi пара-

метри у виразах (А.14) перетворюються допустимими перетворення-

ми наступним чином:

�̃� = 𝛼, 𝛽 = 𝛽, �̃� = 𝛿
√︀
𝑇𝑡𝜅−𝑋 if (𝛼, 𝛽) ̸= (0, 0),

𝛾 =
𝛾

𝑇𝑡
− 𝑇𝑡𝑡
𝑇 2
𝑡

, �̃� =
𝜇

𝑇𝑡
− 1

2

𝑇𝑡𝑡
𝑇 2
𝑡

, �̃� = −�̃�𝑋 − 𝑋𝑡

𝑇𝑡
+

𝛿𝜆√
𝑇𝑡
.

Зокрема, 𝑇𝑡𝑡 = 0 при 𝛾 ̸= 2𝜇.

Нарештi, можна сформулювати твердження щодо групової класифi-

кацiї вiдносно множини допустимих перетворень.

Теорема А.10. З точнiстю до точкової еквiвалентностi випадки роз-

ширення максимальної алгебри лiївської iнварiантностi у класi (А.9)

вичерпуються випадками 0, 2, 3, 4|𝜆=0 та 6|𝜆=0 табл. А.2.

А.2.1. Некласичнi оператори редукцiї та точнi розв’язки. Опе-

ратори редукцiї рiвнянь з класу (А.6) легко знайти за вiдомими операто-

рами редукцiї вiдповiдних рiвнянь з (А.9), використовуючи формулу

�̃� = 𝜏𝜕𝑡 + 𝜉𝜕𝑥 + (𝜂 − 𝜉𝐺𝑥) 𝜕𝑢. (А.15)
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Тут 𝜏 , 𝜉 та 𝜂 — коефiцiєнти при 𝜕𝑡, 𝜕𝑥 та 𝜕𝑣 в операторi редукцiї рiвняння

з класу (А.9). Функцiю 𝐺 визначено в (А.11).

В [307, 308] обговорено два способи використання вiдображень мiж

класами рiвнянь при дослiдженнi операторiв редукцiї та їх застосуваннi

для знаходження розв’язкiв. Найкращий спосiб полягає у реалiзацiї ре-

дукцiй у вiдображеному класi та взяттi прообразу отриманих розв’язкiв

замiсть взяття прообразу вiдповiдних операторiв редукцiї.

Використовуючи описаний вище алгоритм, шукаємо 𝐺∼
exp-нееквiва-

лентнi оператори редукцiї з ненульовим коефiцiєнтом при 𝜕𝑡 для рiв-

нянь з вiдображеного класу (А.9). З точнiстю до звичайної еквiвалент-

ностi операторiв редукцiї потрiбно розглянути лише оператори вигляду

𝑄 = 𝜕𝑡 + 𝜉(𝑡, 𝑥, 𝑣)𝜕𝑥 + 𝜂(𝑡, 𝑥, 𝑣)𝜕𝑣.

Застосовуючи умовний критерiй iнварiантностi до рiвняння (А.9),

отримаємо многочлен третього степеня вiд 𝑣𝑥 з коефiцiєнтами, що зале-

жать вiд 𝑡, 𝑥 та 𝑣, який має тотожно дорiвнювати нулю. Розщеплення за

рiзними степенями 𝑣𝑥 дає наступнi визначальнi рiвняння на коефiцiєнти

𝜉 та 𝜂:

𝜉𝑣𝑣 = 0, 𝜂𝑣𝑣 = 2(𝜉𝑥𝑣 − 𝜉𝜉𝑣 − 𝐹𝜉𝑣),

𝜉𝑡−𝜉𝑥𝑥+2𝜉𝑥𝜉+3𝜉𝑣 (𝐻+𝜀𝑒𝑣)+2𝜂𝑣𝑥−2𝜉𝑣𝜂+𝐹𝜉𝑥+𝜉𝐹𝑥 = 0, (А.16)

𝜂𝑡−𝜂𝑥𝑥+2𝜉𝑥𝜂 = 𝜉𝐻𝑥+𝐹𝜂𝑥+(2𝜉𝑥−𝜂𝑣)𝐻+𝜀𝑒𝑣(𝜂+2𝜉𝑥−𝜂𝑣) .

Iнтегруючи першi два рiвняння (А.16), отримаємо вирази для 𝜉 та 𝜂,

якi явно залежать вiд 𝑣:

𝜉 = 𝑎𝑣 + 𝑏, 𝜂 = −1

3
𝑎2𝑣3 + (𝑎𝑥 − 𝑎𝑏− 𝑎𝐹 )𝑣2 + 𝑐𝑣 + 𝑑, (А.17)

де 𝑎 = 𝑎(𝑡, 𝑥), 𝑏 = 𝑏(𝑡, 𝑥), 𝑐 = 𝑐(𝑡, 𝑥) та 𝑑 = 𝑑(𝑡, 𝑥) — гладкi функцiї.

Пiдставляючи вирази (А.17) для 𝜉 та 𝜂 в третє i четверте рiвнян-

ня (А.16) та збираючи коефiцiєнти при рiзних степенях 𝑣, виводимо умови

𝑎 = 𝑐 = 0, 𝑑 = −2𝑏𝑥 та два класифiкуючi рiвняння, якi мiстять як ко-
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ефiцiєнт 𝑏 = 𝑏(𝑡, 𝑥), так i довiльнi елементи 𝐹 = 𝐹 (𝑥) та 𝐻 = 𝐻(𝑥).

Справедливе твердження.

Твердження А.11. Будь-який регулярний оператор редукцiї рiвняння

з вiдображеного класу (А.9) еквiвалентний оператору вигляду

𝑄 = 𝜕𝑡 + 𝑏𝜕𝑥 − 2𝑏𝑥𝜕𝑣, (А.18)

де коефiцiєнт 𝑏 = 𝑏(𝑡, 𝑥) задовольняє перевизначену систему диференцi-

альних рiвнянь у частинних похiдних

𝑏𝑡 − 𝑏𝑥𝑥 + 2𝑏𝑏𝑥 + 𝐹𝑏𝑥 + 𝑏𝐹𝑥 = 0,

𝑏𝐻𝑥 + 2𝑏𝑥𝐻 − 4𝑏𝑏𝑥𝑥 − 2(𝐹𝑏)𝑥𝑥 − 2𝐹𝑏𝑥𝑥 = 0
(А.19)

з вiдповiдними значеннями довiльних елементiв 𝐹 =𝐹 (𝑥) та 𝐻=𝐻(𝑥).

Ми не змогли завершити дослiдження всiх випадкiв iнтегрування сис-

теми (А.19) в залежностi вiд значень 𝐹 та𝐻. Тому намагалися розв’язати

цю систему, накладаючи рiзнi додатковi обмеження на 𝑏 чи на (𝐹,𝐻).

Найбiльш цiкавi результати отримано при обмеженнi 𝑏𝑡 = 0: пiсля час-

ткового iнтегрування рiвнянь (А.19) 𝐹 та 𝐻 виражаються через функцiю

𝑏 = 𝑏(𝑥), що приводить до наступного твердження.

Теорема А.12. Для довiльної гладкої функцiї 𝑏 = 𝑏(𝑥) рiвняння з кла-

су (А.9) з довiльними елементами

𝐹 =
1

𝑏

(︀
𝑏𝑥 + 𝑘1 − 𝑏2

)︀
, 𝐻 =

2

𝑏2
(︀
𝑘2 + 𝑏𝑥(𝑘1 − 𝑏2) + 𝑏𝑏𝑥𝑥

)︀
, (А.20)

де 𝑘1 та 𝑘2 — сталi, допускає оператор редукцiї (А.18) з тiєю ж функ-

цiєю 𝑏.

Анзац, побудований за оператором редукцiї (А.18) з 𝑏𝑡 = 0, має вигляд

𝑣 = 𝑧(𝜔)− 2 ln |𝑏|, де 𝜔 = 𝑡−
∫︁

d𝑥

𝑏
.

Пiдстановка цього анзацу в рiвняння (А.9) призводить до редукованого

звичайного диференцiального рiвняння

𝑧𝜔𝜔 − 𝑘1𝑧𝜔 + 𝜀𝑒 𝑧 + 2𝑘2 = 0. (А.21)
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При 𝑘1 = 0 загальний розв’язок (А.21) можна подати в неявнiй формi:∫︀
(𝑐1 − 4𝑘2𝑧 − 2𝜀𝑒 𝑧)−

1
2 d𝑧 = ±(𝜔 + 𝑐2). (А.22)

З точнiстю до iнварiантних розв’язкiв рiвняння (А.9) стала 𝑐2 є несут-

тєвою: її можна покласти рiвною нулю за допомогою зсуву по 𝜔, який

завжди породжується зсувом по 𝑡.

Поклавши додатково 𝑘2 = 0, рiвняння (А.22) можна проiнтегрувати

в явному виглядi i явно записати загальний розв’язок рiвняння (А.21).

Якщо 𝜀 = 1, то 𝑐1 > 0 i (А.22) дає наступний вираз для 𝑒𝑧:

𝑒𝑧 =
2𝑠21

ch2(𝑠1𝜔 + 𝑠2)
.

Тут i далi 𝑠1 =
√︀

|𝑐1|/2 та 𝑠2 = 𝑐2𝑠1. Якщо 𝜀 = −1, то

𝑒𝑧 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2𝑠21
sh2(𝑠1𝜔 + 𝑠2)

, 𝑐1 > 0,

2𝑠21
cos2(𝑠1𝜔 + 𝑠2)

, 𝑐1 < 0,

2

(𝜔 + 𝑐2)2
, 𝑐1 = 0.

В результатi для рiвняння з класу (А.9) вигляду

𝑣𝑡 = 𝑣𝑥𝑥 +
1

𝑏

(︀
𝑏𝑥 − 𝑏2

)︀
𝑣𝑥 + 𝜀𝑒𝑣 +

2

𝑏
(𝑏𝑥𝑥 − 𝑏𝑏𝑥) (А.23)

з 𝜀 = −1 будуємо три сiм’ї точних розв’язкiв у явному виглядi:

𝑣 = −2 ln

⃒⃒⃒⃒
⃒
√
2

2𝑠1
𝑏 sh

(︂
𝑠1𝑡− 𝑠1

∫︁
𝑑𝑥

𝑏
+ 𝑠2

)︂⃒⃒⃒⃒
⃒ ,

𝑣 = −2 ln

⃒⃒⃒⃒
⃒
√
2

2𝑠1
𝑏 cos

(︂
𝑠1𝑡− 𝑠1

∫︁
𝑑𝑥

𝑏
+ 𝑠2

)︂⃒⃒⃒⃒
⃒ , (А.24)

𝑣 = −2 ln

⃒⃒⃒⃒
⃒
√
2

2
𝑏

(︂
𝑡−
∫︁
𝑑𝑥

𝑏
+ 𝑐2

)︂⃒⃒⃒⃒
⃒ ,
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де 𝑠1, 𝑠2 та 𝑐2 — довiльнi сталi, 𝑠1 ̸= 0. Також маємо сiм’ю розв’язкiв

𝑣 = −2 ln

⃒⃒⃒⃒
⃒
√
2

2𝑠1
𝑏 ch

(︂
𝑠1𝑡− 𝑠1

∫︁
𝑑𝑥

𝑏
+ 𝑠2

)︂⃒⃒⃒⃒
⃒ (А.25)

рiвняння (А.23) з 𝜀 = 1.

Продовжимо розгляд дослiдженням наступного питання: чи мають

рiвняння з класу (А.9), якi володiють нетривiальними властивостями лi-

ївських симетрiй (тобто мають максимальнi алгебри лiївської iнварiант-

ностi розмiрностi два чи три), нетривiальнi (нееквiвалентнi лiївським)

регулярнi оператори редукцiї? Як вже було вiдзначено, рiвняння з кла-

су (А.9) зi сталими коефiцiєнтами таких операторiв редукцiї не допу-

скають [44, 92]. Отже, немає необхiдностi розглядати випадки 4 та 6 та-

блицi А.2, так само як i випадок 5, пов’язаний з випадоком 6 точковим

перетворенням (А.13). Оскiльки випадок 1 зводиться до випадку 2 тим

самим перетворенням (А.13), залишається дослiдити лише випадки 2 та 3.

Пiдставимо вiдповiднi пари значень функцiй-параметрiв 𝐹 та 𝐻 у систе-

му (А.19), щоб знайти значення 𝑏. Переконуємося, що 𝑏𝑡 = 0 — необхiдна

умова iснування нелiївських регулярних операторiв редукцiї для рiвнянь

з такими значеннями (𝐹,𝐻). Тому в подальшому можна користуватися

рiвняннями (А.20) замiсть (А.19).

Дослiдження випадку 3 табл. А.2 приводить до висновку, що нелiїв-

ських регулярних операторiв редукцiї для цього випадку не iснує.

Функцiї 𝐹 та 𝐻, наведенi у випадку 2 табл. А.2, задовольняють (А.20)

тодi i тiльки тодi, коли 𝛽 = 2(1− 𝛼), тобто вони мають вигляд 𝐹 = 𝛼𝑥−1

i 𝐻 = 2(1 − 𝛼)𝑥−2, причому 𝑘1 = 𝑘2 = 0. Вiдповiдним значенням 𝑏 буде

𝑏 = −(1 + 𝛼)𝑥−1. Звiдси випливає, що 𝛼 ̸= −1, оскiльки iнакше 𝑏 = 0.

Пiдставляючи виведений вигляд функцiї 𝑏 у формули (А.24) та (А.25),

отримуємо той факт, що рiвняння

𝑣𝑡 = 𝑣𝑥𝑥 +
𝛼

𝑥
𝑣𝑥 + 𝜀𝑒𝑣 +

2(1− 𝛼)

𝑥2
(А.26)
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має сiм’ї розв’язкiв

𝑣 = −2 ln

⃒⃒⃒⃒
⃒
√
2(1 + 𝛼)

2𝑠1𝑥
ch

(︂
𝑠1𝑡+

𝑠1𝑥
2

2(1 + 𝛼)
+ 𝑠2

)︂⃒⃒⃒⃒
⃒

при 𝜀 = 1, а також

𝑣 = −2 ln

⃒⃒⃒⃒
⃒
√
2(1 + 𝛼)

2𝑠1𝑥
sh

(︂
𝑠1𝑡+

𝑠1𝑥
2

2(1 + 𝛼)
+ 𝑠2

)︂⃒⃒⃒⃒
⃒ ,

𝑣 = −2 ln

⃒⃒⃒⃒
⃒
√
2(1 + 𝛼)

2𝑠1𝑥
cos

(︂
𝑠1𝑡+

𝑠1𝑥
2

2(1 + 𝛼)
+ 𝑠2

)︂⃒⃒⃒⃒
⃒ ,

𝑣 = −2 ln

⃒⃒⃒⃒
⃒
√
2(1 + 𝛼)

2𝑥

(︂
𝑡+

𝑥2

2(1 + 𝛼)
+ 𝑐2

)︂⃒⃒⃒⃒
⃒ ,

при 𝜀 = −1. Нагадаємо, що 𝑠1, 𝑠2 та 𝑐2 — довiльнi сталi, 𝑠1 ̸= 0.

В якостi представника прообразу рiвняння (А.45) при перетворен-

нi (А.8) можна обрати рiвняння

𝑥𝛼𝑢𝑡 = (𝑥𝛼𝑢𝑥)𝑥 + 𝜀𝑥𝛼+2𝑒𝑢. (А.27)

Розв’язки цього рiвняння легко отримати з розв’язкiв рiвняння (А.45),

наведених вище, використовуючи перетворення 𝑢 = 𝑣 − 2 ln |𝑥|. Якщо
𝛼 = 1, то обране рiвняння (А.27) можна замiнити, наприклад, рiвнянням

𝑥𝑢𝑡 = (𝑥𝑢𝑥)𝑥 + 𝜀𝑥𝑒𝑢, яке є просто iншою формою рiвняння (А.45).

Нелiївськi розв’язки рiвняння

𝑣𝑡 = 𝑣𝑥𝑥 +
(︁𝛼
𝑥
+ 𝜇𝑥

)︁
𝑣𝑥 + 𝜀𝑒𝑣 +

2(1− 𝛼)

𝑥2
+ 2𝜇,

де 𝛼 ̸= −1 (випадок 1 табл. А.2), можна легко отримати з точних

розв’язкiв рiвняння (А.27), використовуючи перетворення (А.13). Вiдпо-

вiдний оператор редукцiї має вигляд (А.18), де 𝑏 = −(1 + 𝛼)𝑥−1 − 𝜇𝑥.

Доведемо наступнi твердження.

Твердження А.13. Рiвняння з класу (А.9) при 𝐹 = const або 𝐻 = const

можуть допускати лише нетривiальнi регулярнi оператори редукцiї,

якi еквiвалентнi операторам вигляду (А.18), де функцiя 𝑏 не залежить

вiд змiнної 𝑡.
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Твердження А.14. Кожен оператор редукцiї деякого рiвняння з кла-

су (А.9) вигляду (А.18), де 𝑏𝑥𝑥 = 0, еквiвалентний оператору лiївської

симетрiї цього рiвняння.

А.3. Некласичнi оператори редукцiї

класу квазiлiнiйних рiвнянь дифузiї

зi степеневим джерелом

У роботi [308] одночасне використання перетворень еквiвалентностi та

вiдображень мiж класами дозволило провести групову класифiкацiю кла-

су квазiлiнiйних рiвнянь реакцiї-дифузiї зi степеневою нелiнiйнiстю та

змiнними коефiцiєнтами

𝑓(𝑥)𝑢𝑡 = (𝑔(𝑥)𝑢𝑥)𝑥 + ℎ(𝑥)𝑢𝑚, (А.28)

де 𝑓 = 𝑓(𝑥), 𝑔 = 𝑔(𝑥) та ℎ = ℎ(𝑥) — довiльнi гладкi функцiї змiнної 𝑥,

причому 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)ℎ(𝑥) ̸= 0;𝑚 — довiльна стала (𝑚 ̸= 0, 1). Спочатку було

виконано калiбрування 𝑓 = 𝑔 за допомогою перетворення еквiвалентностi

цього класу — таким чином клас було зведено до його пiдкласу (А.28)

𝑓(𝑥)𝑢𝑡 = (𝑓(𝑥)𝑢𝑥)𝑥 + ℎ(𝑥)𝑢𝑚, 𝑓ℎ ̸= 0, 𝑚 ̸= 0, 1. (А.29)

Наступний крок — замiна залежної змiнної

𝑣(𝑡, 𝑥) =
√︀
|𝑓(𝑥)|𝑢(𝑡, 𝑥) (А.30)

у класi (А.29). В результатi отримано клас пов’язаних рiвнянь

𝑣𝑡 = 𝑣𝑥𝑥 +𝐻(𝑥)𝑣𝑚 + 𝐹 (𝑥)𝑣, (А.31)

де новi довiльнi елементи 𝐹 та 𝐻 виражаються через старi за формулами

𝐹 (𝑥) = −
(
√︀

|𝑓(𝑥)|)𝑥𝑥√︀
|𝑓(𝑥)|

, 𝐻(𝑥) =
ℎ(𝑥) sign 𝑓(𝑥)

(
√︀

|𝑓(𝑥)|)𝑚+1
. (А.32)
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Дослiдимо некласичнi оператори редукцiї рiвнянь (А.31) та викори-

стаємо їх для побудови точних розв’язкiв рiвнянь (А.29).

Оператори редукцiї для загальних значень 𝑚. Знайдемо 𝐺∼
𝐹𝐻-

нееквiвалентнi оператори редукцiї вiдображеного класу (А.31). У цьому

класi оператори редукцiї мають загальний вигляд 𝑄 = 𝜏𝜕𝑡 + 𝜉𝜕𝑥 + 𝜂𝜕𝑣,

де 𝜏 , 𝜉 та 𝜂 — функцiї вiд 𝑡, 𝑥 та 𝑣, причому (𝜏, 𝜉) ̸= (0, 0). Оскiльки

рiвняння (А.31) — еволюцiйне, ми стикаємося з двома суттєво рiзними

випадками знаходження 𝑄: 𝜏 ̸= 0 та 𝜏 = 0 [116, 192, 341]. Сингулярний

випадок 𝜏 = 0 для загальних еволюцiйних рiвнянь вичерпно дослiджено

у роботах [192,341].

Якщо 𝜏 ̸= 0, то з точнiстю до звичайної еквiвалентностi операторiв

редукцiї можна вважати, що 𝜏 = 1. Тодi визначальнi рiвняння мають

вигляд

𝜉𝑣𝑣 = 0, 𝜂𝑣𝑣 = 2(𝜉𝑥𝑣 − 𝜉𝜉𝑣),

𝜂𝑡 − 𝜂𝑥𝑥 + 2𝜉𝑥𝜂 = (А.33)

𝜉 (𝐻𝑥𝑣
𝑚 + 𝐹𝑥𝑣) + (2𝜉𝑥 − 𝜂𝑣)(𝐻𝑣

𝑚 + 𝐹𝑣) + 𝜂
(︀
𝐹 +𝐻𝑣𝑚−1𝑚

)︀
,

3𝜉𝑣 (𝐻𝑣
𝑚 + 𝐹𝑣) + 2𝜉𝑥𝜉 + 𝜉𝑡 + 2𝜂𝑣𝑥 − 𝜉𝑥𝑥 − 2𝜉𝑣𝜂 = 0.

Iнтегрування перших двох рiвнянь цiєї системи дає вирази для 𝜉 та 𝜂:

𝜉 = 𝑎𝑣 + 𝑏, 𝜂 = −1
3𝑎

2𝑣3 + (𝑎𝑥 − 𝑎𝑏)𝑣2 + 𝑐𝑣 + 𝑑, (А.34)

де 𝑎 = 𝑎(𝑡, 𝑥), 𝑏 = 𝑏(𝑡, 𝑥), 𝑐 = 𝑐(𝑡, 𝑥), 𝑑 = 𝑑(𝑡, 𝑥) — довiльнi функцiї.

Пiдставляючи 𝜉 та 𝜂 з (А.34) в третє та четверте рiвняння (А.33), отри-

маємо класифiкуючi рiвняння, що мiстять як решту невизначених поки

що коефiцiєнтiв оператора, так i довiльнi елементи класу, що розглядає-

ться.

Оскiльки функцiї 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝐹 , 𝐻 не залежать вiд змiнної 𝑣, класифiку-

ючi рiвняння слiд розщепити за рiзними степенями 𝑣. Два суттєво рiзнi

випадки (𝑎 = 0 i 𝑎 ̸= 0) розглядаємо окремо.
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Якщо 𝑎 = 0, то для будь-якого 𝑚 ̸= 0, 1, 2 розщеплення дає систему

з п’яти рiвнянь

𝑚𝐻𝑑 = 0, 𝑑𝑡 − 𝑑𝑥𝑥 + 2𝑏𝑥𝑑− 𝐹𝑑 = 0,

𝑏𝑡 − 𝑏𝑥𝑥 + 2𝑏𝑏𝑥 + 2𝑐𝑥 = 0, 𝑏𝐻𝑥 + (𝑐(𝑚− 1) + 2𝑏𝑥)𝐻 = 0,

𝑏𝐹𝑥 + 2𝑏𝑥𝐹 + 𝑐𝑥𝑥 − 𝑐𝑡 − 2𝑏𝑥𝑐 = 0.

(А.35)

Оскiльки 𝑚𝐻 ̸= 0, маємо 𝑑 = 0 i друге рiвняння (А.35) стає тотожнiстю.

Знаходження загального розв’язку iнших трьох рiвнянь системи (А.35)

виявилося дуже складною задачею. Але неважко побудувати певнi час-

тковi розв’язки, поклавши, наприклад, 𝑏𝑡 = 0. З цього припущення ви-

пливає, що 𝑐𝑡 = 0. Тодi iнтегрування (А.35) дає можливiсть виразити 𝑐,

𝐹 та 𝐻 через функцiю 𝑏(𝑥) ̸= 0:

𝑐 = −1

2
𝑏2 +

1

2
𝑏𝑥 + 𝑘1,

𝐹 = −1

4
𝑏2 + 𝑘1 + 𝑘2𝑏

−2 + 𝑏𝑥 +
1

4

(︂
𝑏𝑥
𝑏

)︂2

− 1

2

𝑏𝑥𝑥
𝑏
, (А.36)

𝐻 = 𝑘3𝑏
−𝑚+3

2 exp

[︂
(𝑚− 1)

∫︁ (︂
𝑏

2
− 𝑘1

𝑏

)︂
d𝑥

]︂
, (А.37)

де 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3 — довiльнi сталi, причому 𝑘3 ̸= 0.

Теорема А.15. Рiвняння з класу (А.31) з довiльними елементами, за-

даними формулами (А.36) та (А.37), допускають оператори редукцiї

вигляду

𝑄 = 𝜕𝑡 + 𝑏𝜕𝑥 +

(︂
−1

2
𝑏2 +

1

2
𝑏𝑥 + 𝑘1

)︂
𝑣𝜕𝑣, (А.38)

де 𝑏 = 𝑏(𝑥) — довiльна гладка функцiя, 𝑘1 — довiльна стала.

Зауваження А.16. Теорема А.15 справедлива для будь-якого 𝑚 ∈ R,
включаючи 𝑚 ∈ {0, 1, 2}.

Наведемо iлюстративний приклад для конкретної функцiї 𝑏, а саме

розгляньмо 𝑏 = 𝑥−1. З огляду на теорему А.15 рiвняння з класу (А.31)

з довiльними елементами

𝐹 = 𝑘1 + 𝑘2𝑥
2 − 2𝑥−2, 𝐻 = 𝑘3𝑥

𝑚+1𝑒
1
2 (1−𝑚)𝑘1𝑥

2

(А.39)
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допускають оператор редукцiї 𝑄 = 𝜕𝑡 + 𝑥−1𝜕𝑥 +
(︀
𝑘1 − 𝑥−2

)︀
𝑣𝜕𝑣. За цим

оператором будуємо анзац 𝑣 = 𝑥−1𝑒 𝑘1𝑡𝑧(𝜔), де 𝜔 = 𝑥2−2𝑡. Тодi редуковане

рiвняння набуває вигляду

4𝑧𝜔𝜔 + 𝑘3𝑒
1
2 (1−𝑚)𝑘1𝜔𝑧𝑚 + 𝑘2𝑧 = 0.

Якщо 𝑘1 = 𝑘2 = 0, то редуковане рiвняння має частковий розв’язок

𝑧 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(︁
±𝑚−1

2

√︁
− 𝑘3

2(𝑚+1) 𝜔
)︁ 2

1−𝑚
, 𝑚 ̸= −1,

exp

(︃
−
[︂
erf−1

(︂
±

√
2
2

√︁
𝑘3
𝜋 𝜔

)︂]︂2)︃
, 𝑚 = −1.

Пiдставивши отриманi 𝑧 в анзац, побудуємо точнi розв’язки рiвняння

з класу (А.31) з довiльними елементами (А.39) для значень 𝑘1 = 𝑘2 = 0.

Рiвняння-прообраз 𝑥4𝑢𝑡 = (𝑥4𝑢𝑥)𝑥+𝑘3 𝑥
3(𝑚+1)𝑢𝑚 має точний розв’язок

𝑢 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑥−3

(︁
±𝑚−1

2

√︁
− 𝑘3

2(𝑚+1) (𝑥
2 − 2𝑡)

)︁ 2
1−𝑚

, 𝑚 ̸= −1,

𝑥−3 exp

{︃
−
[︂
erf−1

(︂
±

√
2
2

√︁
𝑘3
𝜋 (𝑥2 − 2𝑡)

)︂]︂2}︃
, 𝑚 = −1.

Бiльше прикладiв наведено у роботi [307]. Ми показали застосовнiсть

теореми А.15 до побудови нелiївських точних розв’язкiв рiвнянь з кла-

сiв (А.29) i (А.31). Бiльш того, використовуючи цi розв’язки, можна знай-

ти точнi розв’язки й iнших рiвнянь з класiв (А.31) та (А.29) за допомогою

перетворень еквiвалентностi з вiдповiдної групи еквiвалентностi.

У випадку 𝑚 = 3 можна побудувати бiльше точних розв’язкiв рiвнянь

з класу (А.31), коефiцiєнти яких наведено у (А.36)–(А.37), при 𝑘1 = 0,

а саме для рiвнянь

𝑣𝑡 = 𝑣𝑥𝑥 + 𝑘3𝑏
−3𝑒

∫︀
𝑏d𝑥𝑣3

+

(︃
𝑘2
𝑏2

− 1

4
𝑏2 + 𝑏𝑥 +

1

4

(︂
𝑏𝑥
𝑏

)︂2

− 1

2

𝑏𝑥𝑥
𝑏

)︃
𝑣, (А.40)

де 𝑏 = 𝑏(𝑥), 𝑘3 ̸= 0.
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Вiдповiдно до теореми А.15, рiвняння (А.40) допускає оператор редук-

цiї (А.38) з 𝑘1 = 0. Побудований за цим оператором анзац

𝑣 = 𝑧(𝜔)
√︀
|𝑏| 𝑒−

1
2

∫︀
𝑏d𝑥, де 𝜔 = 𝑡−

∫︁
d𝑥

𝑏
,

редукує (А.40) до звичайного диференцiального рiвняння

𝑧𝜔𝜔 = −𝑘3𝑧3 − 𝑘2𝑧.

Цiкаво, що це редуковане рiвняння не залежить вiд функцiї 𝑏(𝑥). Домно-

живши його на 𝑧𝜔 та один раз проiнтегрувавши, отримаємо рiвняння

𝑧2𝜔 = −𝑘3
2
𝑧4 − 𝑘2𝑧

2 + 𝐶1.

Його загальний розв’язок виражається через елiптичнi функцiї Якобi, що

залежать вiд значень сталих 𝑘2, 𝑘3 та 𝐶1.

Наприклад, якщо 𝑘2 = 1+𝜇2, 𝑘3 = −2𝜇2 (0 < 𝜇 < 1) та 𝐶1 = 1, можна

знайти два точнi розв’язки рiвняння (А.40):

𝑣 = sn

(︂
𝑡−
∫︁

1

𝑏
d𝑥, 𝜇

)︂√︀
|𝑏| 𝑒−

1
2

∫︀
𝑏d𝑥,

𝑣 = cd

(︂
𝑡−
∫︁

1

𝑏
d𝑥, 𝜇

)︂√︀
|𝑏| 𝑒−

1
2

∫︀
𝑏d𝑥,

де sn(𝜔, 𝜇), cd(𝜔, 𝜇) — елiптичнi функцiї Якобi [325].

Розглянемо випадок 𝑎 ̸= 0. Пiсля пiдстановки 𝜉 та 𝜂 з (А.34) до сис-

теми (А.33) її останнє рiвняння набуває вигляду

2
3𝑎

3𝑣3 + 2𝑎(𝑎𝑏− 2𝑎𝑥)𝑣
2 + (𝑎𝑡 + 3𝑎𝑥𝑥 + 3𝑎𝐹 − 2(𝑎𝑏)𝑥 − 2𝑎𝑐)𝑣

+ 𝑏𝑡 + 2𝑏𝑥𝑏− 𝑏𝑥𝑥 − 2𝑎𝑑+ 2𝑐𝑥 + 3𝑎𝐻𝑣𝑚 = 0.
(А.41)

Легко бачити, що 𝑎 ̸= 0 тодi i тiльки тодi, коли 𝑚 = 3.

Спецiальнi оператори редукцiї для кубiчної нелiнiйностi. Роз-

щеплюючи рiвняння (А.41) за змiнною 𝑢 при умовах 𝑚 = 3 та 𝑎 ̸= 0,

бачимо, що функцiї 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 не залежать вiд змiнної 𝑡 i виражаються
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через функцiї 𝐹 та 𝐻 таким чином:

𝑎 =
3

2

√
2 𝜀

√
−𝐻, 𝑏 =

𝐻𝑥

𝐻
,

𝑐 =
1

8

(︂
12𝐹 − 2

(︂
𝐻𝑥

𝐻

)︂
𝑥

−
(︂
𝐻𝑥

𝐻

)︂2)︂
,

𝑑 =

√
2 𝜀

2
√
−𝐻

(︂
𝐹𝑥 +

1

2

𝐻𝑥

𝐻

(︂
𝐻𝑥

𝐻

)︂
𝑥

− 1

2

(︂
𝐻𝑥

𝐻

)︂
𝑥𝑥

)︂
,

(А.42)

де 𝜀 = ±1. Якщо 𝐻 < 0, то вiдповiднi оператори редукцiї мають дiйснi

коефiцiєнти.

Тодi розщеплення третього рiвняння системи (А.33) при 𝑚 = 3 дасть

систему з двох звичайних диференцiальних рiвнянь

𝐻3𝐻𝑥𝑥𝑥𝑥 − 13𝐻4
𝑥 + 2𝐹𝑥𝐻

3𝐻𝑥 + 22𝐻𝐻2
𝑥𝐻𝑥𝑥 − 4𝐹𝐻2𝐻2

𝑥

− 4𝐻2𝐻2
𝑥𝑥 − 6𝐻2𝐻𝑥𝐻𝑥𝑥𝑥 + 4𝐹𝐻3𝐻𝑥𝑥 − 6𝐹𝑥𝑥𝐻

4 = 0,

16𝐹𝑥𝑥𝑥𝐻
5 + 16𝐻2𝐻𝑥𝐻

2
𝑥𝑥 + 3𝐻2𝐻2

𝑥𝐻𝑥𝑥𝑥 − 4𝐹𝑥𝐻
4𝐻𝑥𝑥

− 6𝐻3𝐻𝑥𝑥𝐻𝑥𝑥𝑥 − 18𝐻𝐻3
𝑥𝐻𝑥𝑥 − 8𝐹𝐹𝑥𝐻

5 + 2𝐹𝑥𝐻
3𝐻2

𝑥

− 20𝐹𝐻2𝐻3
𝑥 − 12𝐹𝐻4𝐻𝑥𝑥𝑥 + 5𝐻5

𝑥 + 32𝐹𝐻3𝐻𝑥𝐻𝑥𝑥 = 0.

(А.43)

Справедливе твердження.

Теорема А.17. Рiвняння з класу (А.31) з 𝑚 = 3 i довiльними елемента-

ми, що задовольняють систему (А.43), допускають оператори редукцiї

вигляду

𝑄 = 𝜕𝑡 +

(︂
3

2

√
2 𝜀

√
−𝐻 𝑣 +

𝐻𝑥

𝐻

)︂
𝜕𝑥

+

[︃
3

2
𝐻𝑣3 +

3

4

√
2 𝜀

𝐻𝑥√
−𝐻

𝑣2 +
1

8

(︃
12𝐹 − 2

(︂
𝐻𝑥

𝐻

)︂
𝑥

−
(︂
𝐻𝑥

𝐻

)︂2
)︃
𝑣

+

√
2 𝜀

2
√
−𝐻

(︂
𝐹𝑥 +

1

2

𝐻𝑥

𝐻

(︂
𝐻𝑥

𝐻

)︂
𝑥

− 1

2

(︂
𝐻𝑥

𝐻

)︂
𝑥𝑥

)︂]︃
𝜕𝑣, (А.44)

де 𝜀 = ±1.
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Систему (А.43) складають два нелiнiйнi звичайнi диференцiальнi рiв-

няння четвертого та третього порядку. На жаль, знайти її загальний

розв’язок не вдалося. Водночас, шiсть пар функцiй 𝐹 та 𝐻 з табл. 1,

наведенiй у роботi [308] перевiрено на предмет того, чи задовольняють

вони систему (А.43). Якщо це так, то вiдповiдний оператор редукцiї лег-

ко побудувати за формулою (А.44). Виявилося, що систему (А.43) задо-

вольняють функцiї 𝐹 та 𝐻 з випадкiв 1, 2 та 6 [308, табл. 1], а також тi

функцiї з випадкiв 3 i 4, для яких (𝑘, 𝑎2) =
(︀
−3, 94

)︀
або (𝑘, 𝑎2) =

(︀
−3

2 ,
3
16

)︀
.

Приклад А.18. Клас (А.31) мiстить рiвняння з кубiчною нелiнiйнiстю,

якi не зводяться точковими перетвореннями до рiвнянь зi сталими коефi-

цiєнтами та допускають оператори редукцiї вигляду (А.44). Одне з них

має вигляд

𝑣𝑡 = 𝑣𝑥𝑥 − 𝑥−3𝑣3 +
9

4
𝑥−2𝑣. (А.45)

Вiдповiдно до теореми А.17, це рiвняння допускає два подiбнi вiдносно

замiни знаку 𝑣 оператори редукцiї (𝜀 = ±1):

𝑄± = 𝜕𝑡 +
3

2

√
2
(︁
𝜀𝑥−

3
2𝑣 −

√
2𝑥−1

)︁
𝜕𝑥

− 3

4

√
2
(︁√

2𝑥−3𝑣3 − 3𝜀𝑥−
5
2𝑣2 −

√
2𝑥−2𝑣 + 4𝜀𝑥−

3
2

)︁
𝜕𝑣.

Вони дають розв’язки, що вiдрiзняються лише знаками. Оскiльки рiв-

няння (А.45) є iнварiантним вiдносно перетворення 𝑣 ↦→ −𝑣, розглянемо
детально лише випадок 𝜀 = 1. Аби усi вирази були коректно визначеними,

обмежимося значеннями 𝑥 > 0 (iнший спосiб — замiнити 𝑥 на |𝑥|).
Для зручностi при редукцiї застосуємо перетворення годографа

𝑡 = 𝑣, �̃� = 𝑥, 𝑣 = 𝑡,

яке вiдображає рiвняння (А.45) та оператор редукцiї 𝑄+ у рiвняння

𝑣𝑡
2 𝑣�̃��̃� + 𝑣�̃�

2 𝑣𝑡𝑡 − 2 𝑣𝑡 𝑣�̃� 𝑣𝑡�̃� + 𝑣𝑡
2 +

𝑡 3

�̃�3
𝑣𝑡

3 − 9

4

𝑡

�̃�2
𝑣𝑡

3 = 0 (А.46)
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та його оператор редукцiї

�̃�+ = −3

4

√
2
(︁√

2 �̃�−3𝑡 3 − 3�̃�−
5
2 𝑡 2 −

√
2 �̃�−2𝑡+ 4�̃�−

3
2

)︁
𝜕𝑡

+
3

2

√
2
(︁
�̃�−

3
2 𝑡−

√
2 �̃�−1

)︁
𝜕�̃� + 𝜕𝑣.

Побудований за оператором �̃�+ анзац має вигляд

𝑣 =
1

24
�̃�2
𝑡+

√
2�̃�

𝑡−
√
2�̃�

− 1

12
�̃�2 + 𝑧(𝜔), де 𝜔 = �̃�2

𝑡−
√
2�̃�

𝑡+
√
2�̃�
.

Вiн редукує (А.46) до лiнiйного звичайного диференцiального рiвняння

𝜔𝑧𝜔𝜔 +2𝑧𝜔 = 0, загальний розв’язок якого 𝑧 = 𝑐1+ 𝑐2𝜔
−1 при пiдстановцi

в анзац дає точний розв’язок

𝑣 =
�̃�4 + 24𝑐2

24�̃�2
𝑡+

√
2�̃�

𝑡−
√
2�̃�

− 1

12
�̃�2 + 𝑐1

рiвняння (А.46). Застосувавши обернене перетворення годографа та по-

збувшись сталої 𝑐1 зсувом по 𝑡, будуємо нелiївський розв’язок

𝑣 =
√
2𝑥

3𝑥4 + 24𝑡𝑥2 + 𝑐2
𝑥4 + 24𝑡𝑥2 − 𝑐2

(А.47)

рiвняння (А.45). Розв’язок (А.47) з 𝑐2 = 0 є лiївським розв’язком, iнварi-

антним вiдносно оператора дилатацiї 𝐷 = 4𝑡𝜕𝑡+2𝑥𝜕𝑥+ 𝑣𝜕𝑣 з максималь-

ної алгебри лiївської iнварiантностi рiвняння (А.45). Проте знайти цей

розв’язок за допомогою редукцiї за оператором 𝐷 складнiше. Вiдповiд-

ний анзац 𝑣 =
√
𝑥𝑧(𝜔), де 𝜔 = 𝑡−1𝑥2, має простий вигляд, але редуковане

звичайне диференцiальне рiвняння 4𝜔2𝑧𝜔𝜔 + 𝜔(𝜔 + 4)𝑧𝜔 + 2𝑧 − 𝑧3 = 0

є нелiнiйним.

Цей приклад пiдтверджує спостереження В.I. Фущича [29]: “Анзаци,

породженi операторами умовної симетрiї, часто редукують початкове не-

лiнiйне рiвняння до лiнiйного. Як правило, лiївська редукцiя не змiнює

нелiнiйної структури рiвняння”.

Можна сформулювати й бiльш загальне твердження: складний нелi-

ївський анзац може призводити до простого редукованого рiвняння, в
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той час як простий лiївський анзац може дати редуковане рiвняння, яке

складно проiнтегрувати.

Одним з прообразiв рiвняння (А.45) при перетвореннi (А.30) є таке

рiвняння

𝑥 sin2(
√
2 ln𝑥)𝑢𝑡 =

(︁
𝑥 sin2(

√
2 ln𝑥)𝑢𝑥

)︁
𝑥
− 𝑥−1 sin4(

√
2 ln𝑥)𝑢3,

що має нелiївський точний розв’язок

𝑢 =

√︂
2

𝑥

⃒⃒
cosec(

√
2 ln𝑥)

⃒⃒3𝑥4 + 24𝑡𝑥2 + 𝑐2
𝑥4 + 24𝑡𝑥2 − 𝑐2

.

Приклад А.19. Розгляньмо рiвняння з вiдображеного класу (А.31)

𝑣𝑡 = 𝑣𝑥𝑥 − 𝑥−
3
2𝑣3 +

3

16

𝑣

𝑥2
(А.48)

при 𝑥 > 0. Воно допускає оператор редукцiї вигляду (А.44):

𝑄+ = 𝜕𝑡 +
3

2

(︁√
2𝑥−

3
4𝑣 − 𝑥−1

)︁
𝜕𝑥 −

3

8

(︁
4𝑥−

3
2𝑣3 − 3

√
2𝑥−

7
4𝑣2 + 𝑥−2𝑣

)︁
𝜕𝑣.

Використовуючи таку ж технiку, як у попередньому прикладi, отримаємо

нелiївський точний розв’язок рiвняння (А.48):

𝑣 =
1

2
5
√
2𝑥

1
4

3 𝑡+ 𝑥2√
𝑥(15 𝑡+ 𝑥2) + 𝑐2

. (А.49)

Застосувавши до нього перетворення

𝑣 =
√
𝑥(𝑏1𝑥

1
4 + 𝑏2𝑥

− 1
4 )𝑢,

отримаємо нелiївський розв’язок рiвняння

𝑥
(︀
𝑏1𝑥

1
4 + 𝑏2𝑥

− 1
4

)︀2
𝑢𝑡 =

(︀
𝑥
(︀
𝑏1𝑥

1
4 + 𝑏2𝑥

− 1
4

)︀2
𝑢𝑥
)︀
𝑥
−

√
𝑥
(︀
𝑏1𝑥

1
4 + 𝑏2𝑥

− 1
4

)︀4
𝑢3

з класу (А.29), де 𝑏1 та 𝑏2 — довiльнi сталi, причому 𝑏21 + 𝑏22 ̸= 0.

Бiльше прикладiв та некласичних операторiв редукцiї рiвнянь з кла-

су (А.29), що зводяться до рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами з кла-

су (А.31), можна знайти у роботi [307].
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А.4. Потенцiальнi симетрiї класу неоднорiдних

рiвнянь дифузiї

У цьому роздiлi розглянемо нелiнiйнi рiвняння дифузiї зi змiнними кое-

фiцiєнтами вигляду

𝑓(𝑥)𝑢𝑡 = (𝑔(𝑥)𝑢𝑛𝑢𝑥)𝑥, 𝑓𝑔𝑛 ̸= 0. (А.50)

Використовуючи перетворення 𝑡 = 𝑡, �̃� =
∫︀

𝑑𝑥
𝑔(𝑥) , �̃� = 𝑢, кожне рiв-

няння з цього класу можна звести до рiвняння 𝑓(�̃�)�̃�𝑡 = (�̃�𝑛�̃��̃�)�̃�, де

𝑓(�̃�) = 𝑔(𝑥)𝑓(𝑥) та 𝑔(�̃�) = 1. Тому без обмеження загальностi можна

дослiджувати лише тi рiвняння, що мають вигляд

𝑓(𝑥)𝑢𝑡 = (𝑢𝑛𝑢𝑥)𝑥, 𝑓𝑛 ̸= 0. (А.51)

Група еквiвалентностi 𝐺∼ класу (А.51) має просту структуру i скла-

дається з перетворень

𝑡 = 𝛿1𝑡+ 𝛿4, �̃� = 𝛿2𝑥+ 𝛿5, �̃� = 𝛿3𝑢,

𝑓 = 𝛿1𝛿
−2
2 𝛿𝑛3𝑓, �̃� = 𝑛,

де 𝛿𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 5, — довiльнi сталi, 𝛿1𝛿2𝛿3 ̸= 0. Разом з тим клас (А.51)

має узагальнену групу еквiвалентностi, яка є бiльш широкою, нiж 𝐺∼.

Теорема А.20. Узагальнена група еквiвалентностi �̂�∼ класу (А.51)

при умовi 𝑛 ̸= −1 складається з перетворень

𝑡 = 𝛿1𝑡+ 𝛿2, �̃� =
𝛿3𝑥+ 𝛿4
𝛿5𝑥+ 𝛿6

, �̃� = 𝛿7|𝛿5𝑥+ 𝛿6|−
1

𝑛+1𝑢,

𝑓 = 𝛿1𝛿7
𝑛|𝛿5𝑥+ 𝛿6|

3𝑛+4
𝑛+1 𝑓, �̃� = 𝑛,

де 𝛿𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 7, — довiльнi сталi, причому 𝛿1𝛿7 ̸= 0 та 𝛿3𝛿6−𝛿4𝛿5 = ±1.

У випадку 𝑛 = −1 перетворення з групи �̂�∼ мають вигляд

𝑡 = 𝛿1𝑡+ 𝛿2, �̃� = 𝛿3𝑥+ 𝛿4, �̃� = 𝛿5𝑒
𝛿6𝑥𝑢, 𝑓 = 𝛿1𝛿

−2
3 𝛿−1

5 𝑒−𝛿6𝑥𝑓,

де 𝛿𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 6, — довiльнi сталi, що задовольняють умову 𝛿1𝛿3𝛿5 ̸= 0.
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Оскiльки параметр 𝑛 є iнварiантом всiх допустимих (точкових) пере-

творень у класi (А.51), цей клас можна розглядати як об’єднання непере-

тинних пiдкласiв, кожен з яких вiдповiдає фiксованому значенню 𝑛. Таке

зображення дає можливiсть розглядати узагальнену групу еквiвалент-

ностi �̂�∼ як сiм’ю звичайних умовних груп еквiвалентностi пiдкласiв, па-

раметризованих сталою 𝑛 (значення 𝑛 = 0 та 𝑛 = −1 сингулярнi).

Закони збереження для класу (А.51) знайдено у [160, 163]. Простiр

локальних законiв збереження довiльного рiвняння (А.51) з 𝑛 ̸= 0 є дво-

вимiрним та породжується законами збереження зi збережними вектора-

ми (𝑓𝑢,−𝑢𝑛𝑢𝑥) та (𝑥𝑓𝑢, −𝑥𝑢𝑛𝑢𝑥 +
∫︀
𝑢𝑛𝑑𝑢).

З точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi цi закони збереження призводять

до таких нееквiвалентних потенцiальних систем для рiвнянь (А.51):

1. 𝑣1𝑥 = 𝑓𝑢, 𝑣1𝑡 = 𝑢𝑛𝑢𝑥;

2. 𝑣2𝑥 = 𝑥𝑓𝑢, 𝑣2𝑡 = 𝑥𝑢𝑛𝑢𝑥 −
∫︀
𝑢𝑛𝑑𝑢;

3. 𝑣1𝑥 = 𝑓𝑢, 𝑣1𝑡 = 𝑢𝑛𝑢𝑥, 𝑣2𝑥 = 𝑥𝑓𝑢, 𝑣2𝑡 = 𝑥𝑢𝑛𝑢𝑥 −
∫︀
𝑢𝑛𝑑𝑢.

Системи 1 та 2 — вiдповiдають законам збереження, що мають вiдповiдно

характеристики 1 та 𝑥. Об’єднана система 3 вiдповiдає всьому простору

законiв збереження. Узагальнена група еквiвалентностi �̂�∼, продовжена

на потенцiали, встановлює додаткову еквiвалентнiсть мiж потенцiальни-

ми системами. Таким чином, у випадку 𝑛 ̸= −1 перетворення

𝑡 = 𝑡, �̃� = 𝑥−1, �̃� = |𝑥|− 1
𝑛+1𝑢,

𝑣1 = −(sign𝑥)𝑣2, 𝑣2 = −(sign𝑥)𝑣1
(А.52)

вiдображає системи 1 та 2 у системи 2 та 1 (в тильдованих змiнних)

вiдповiдно, де 𝑓 = |�̃�|− 3𝑛+4
𝑛+1 𝑓(�̃�−1). Системи 1 та 2 є �̂�∼-нееквiвалентними

для довiльної пари значень 𝑓 тодi i тiльки тодi, коли 𝑛 = −1.

Потенцiальнi симетрiї рiвняння (А.51), що вiдповiдають системi 1,

вперше отримано в [285, 286] (див. також [1, 69, 70] для випадку сталого

коефiцiєнта 𝑓 = 1). Iснує два нееквiвалентних рiвняння вигляду (А.51),

що допускають такi нелокальнi симетрiї. Вiдповiднi значення довiльних

елементiв i базиси максимальних алгебр лiївської iнварiантностi:



346

1.1. 𝑓 = 1, 𝑛 = −2:

⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑣1, 2𝑡𝜕𝑡+𝑢𝜕𝑢+ 𝑣1𝜕𝑣1, 𝑥𝜕𝑥−𝑢𝜕𝑢, −𝑣1𝑥𝜕𝑥+(𝑥𝑢+ 𝑣1)𝑢𝜕𝑢+2𝑡𝜕𝑣1,

4𝑡2𝜕𝑡−((𝑣1)2+2𝑡)𝑥𝜕𝑥+((𝑣1)2+6𝑡+2𝑥𝑢𝑣1)𝑢𝜕𝑢+4𝑡𝑣1𝜕𝑣1, 𝜙𝜕𝑥−𝜙𝑣1𝑢2𝜕𝑢⟩;
1.2. 𝑓 = 𝑥−4/3, 𝑛 = −2:

⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑣1, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑢𝜕𝑢 + 𝑣1𝜕𝑣1, 3𝑥𝜕𝑥 − 𝑢𝜕𝑢 − 2𝑣1𝜕𝑣1,

3𝑥𝑣1𝜕𝑥 − (𝑣1 + 3𝑥−1/3𝑢)𝑢𝜕𝑢 − (𝑣1)2𝜕𝑣1⟩.
Тут i далi 𝜙 = 𝜙(𝑡, 𝑣1) — довiльний розв’язок лiнiйного рiвняння тепло-

провiдностi 𝜙𝑡 = 𝜙𝑣1𝑣1.

Потенцiальнi симетрiї рiвняння (А.51), що вiдповiдають системi 2, бу-

ло вперше дослiджено у роботi [287] (див. також [164]). З точнiстю до

групи еквiвалентностi 𝐺∼ iснує два випадки рiвнянь у класi (А.51), що

допускають такi потенцiальнi симетрiї:

2.1. 𝑓 = 𝑥−2, 𝑛 = −2:

⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑣2, 𝑥𝜕𝑥, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑢𝜕𝑢 + 𝑣2𝜕𝑣2, 𝑣
2𝑥𝜕𝑥 − 𝑢2𝜕𝑢 + 2𝑡𝜕𝑣2,

4𝑡2𝜕𝑡+((𝑣2)2+2𝑡)𝑥𝜕𝑥+2(2𝑡−𝑢𝑣2)𝑢𝜕𝑢+4𝑡𝑣2𝜕𝑣2, 𝑥
2𝜓𝜕𝑥−𝑥𝑢(𝜓+𝜓𝑣2𝑢)𝜕𝑢⟩.

2.2. 𝑓 = 𝑥−2(𝑐1 + 𝑐2𝑥
−1)−4/3, 𝑐2 ̸= 0, 𝑛 = −2:

⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑣2, 2𝑡𝜕𝑡+𝑢𝜕𝑢+ 𝑣2𝜕𝑣2, 3(𝑐1𝑥+ 𝑐2)𝑥𝜕𝑥− (2𝑐2+3𝑐1𝑥)𝑢𝜕𝑢+2𝑐2𝑣
2𝜕𝑣2,

3𝑣2(𝑐1𝑥+𝑐2)𝑥𝜕𝑥−(3𝑥4/3(𝑐1𝑥+𝑐2)
−1/3𝑢+(2𝑐2+3𝑐1𝑥)𝑣

2)𝑢𝜕𝑢+𝑐2(𝑣
2)2𝜕𝑣2⟩.

Тут i далi 𝜓 = 𝜓(𝑡, 𝑣2) — довiльний розв’язок лiнiйного рiвняння тепло-

провiдностi 𝜓𝑡 = 𝜓𝑣2𝑣2. Перетворення (А.52) дозволяє звести випадки 2.1

i 2.2 до випадкiв 1.1 та 1.2 вiдповiдно. Для строгого проведення редук-

цiї 2.2 → 1.2 слiд додатково виконати перетворення 𝑡 = 𝑡, �̂� = 𝑐1 + 𝑐2�̃�,

�̂� = 𝑐−1
2 �̃� з групи 𝐺∼.

Об’єднана система 3 еквiвалентна потенцiальнiй системi другого рiвня

𝑣1𝑥 = 𝑓𝑢, 𝑤𝑥 = 𝑣1, 𝑤𝑡 =
∫︀
𝑢𝑛𝑑𝑢, (А.53)

отриманiй з системи 1 з використанням її збережного вектора

(𝑣,−
∫︀
𝑢𝑛𝑑𝑢). Тут 𝑤 = 𝑥𝑣1 − 𝑣2. Нетривiальнi 𝐺∼-нееквiвалентнi випад-
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ки потенцiальних симетрiй, що вiдповiдають системi (А.53), є новими й

вичерпуються такими:

3.1. 𝑓 = 1, 𝑛 = −2:

⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑤, 𝜕𝑣1 + 𝑥𝜕𝑤, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑢𝜕𝑢 + 𝑣1𝜕𝑣1 + 𝑤𝜕𝑤, 𝑥𝜕𝑥 − 𝑢𝜕𝑢 + 𝑤𝜕𝑤,

(𝑤 − 2𝑣1𝑥)𝜕𝑥 + (2𝑥𝑢+ 𝑣1)𝑢𝜕𝑢 + 2𝑡𝜕𝑣1 + (2𝑡− (𝑣1)2)𝑥𝜕𝑤,

4𝑡2𝜕𝑡+(2𝑣1𝑤−3𝑥(𝑣1)2−6𝑡𝑥)𝜕𝑥+(6𝑥𝑢𝑣1−2𝑢𝑤+(𝑣1)2+10𝑡)𝑢𝜕𝑢+4𝑡𝑣1𝜕𝑣1

+ ((𝑣1)2𝑤 − 2𝑡𝑤 − 2𝑥(𝑣1)3)𝜕𝑤, 𝜙𝑣1𝜕𝑥 − 𝜙𝑡𝑢
2𝜕𝑢 + (𝑣1𝜙𝑣1 − 𝜙)𝜕𝑤⟩;

3.2. 𝑓 = 1, 𝑛 = −2/3:

⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝜕𝑤, 𝜕𝑣1 + 𝑥𝜕𝑤, 2𝑡𝜕𝑡 + 3𝑢𝜕𝑢 + 3𝑣1𝜕𝑣1 + 3𝑤𝜕𝑤,

𝑥𝜕𝑥 − 3𝑢𝜕𝑢 − 2𝑣1𝜕𝑣1 − 𝑤𝜕𝑤, 𝑤𝜕𝑥 − 3𝑢𝑣1𝜕𝑢 − (𝑣1)2𝜕𝑣1⟩;

3.3. 𝑓 = 𝑥−2, 𝑛 = −2:

⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑤, 𝜕𝑣1 + 𝑥𝜕𝑤, 𝑥𝜕𝑥 − 𝑣1𝜕𝑣1, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑢𝜕𝑢 + 𝑣1𝜕𝑣1 + 𝑤𝜕𝑤,

𝑥(2𝑥𝑣1 − 𝑤)𝜕𝑥 − 𝑢(𝑥𝑣1 + 2𝑢)𝜕𝑢 + 𝑣1(𝑤 − 𝑥𝑣1)𝜕𝑣1 + (𝑥2(𝑣1)2 − 2𝑡)𝜕𝑤,

4𝑡2𝜕𝑡 + 𝑥(6𝑡+ 3𝑥2(𝑣1)2 − 4𝑥𝑣1𝑤 + 𝑤2)𝜕𝑥

+ 2𝑢(2𝑡− 3𝑥𝑢𝑣1 + 2𝑢𝑤 − 𝑥2(𝑣1)2 + 𝑥𝑣1𝑤)𝜕𝑢

+(2𝑥𝑣1𝑤 − 2𝑡− 𝑥2(𝑣1)2 − 𝑤2)𝑣1𝜕𝑣1 + 2(2𝑡𝑤 + 𝑥3(𝑣1)3 − 𝑥2(𝑣1)2𝑤)𝜕𝑤,

𝑥2𝜓𝑣2𝜕𝑥 + (𝜓𝑣2 + 𝑢𝜓𝑡)𝑥𝑢𝜕𝑢 − 𝜓𝜕𝑣1 + 𝑥(𝑥𝑣1𝜓𝑣2 − 𝜓)𝜕𝑤⟩;

3.4. 𝑓 = 𝑥−6, 𝑛 = −2/3:

⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑤, 𝜕𝑣1+𝑥𝜕𝑤, 2𝑡𝜕𝑡+3𝑢𝜕𝑢+3𝑣1𝜕𝑣1+3𝑤𝜕𝑤, 𝑥𝜕𝑥+6𝑢𝜕𝑢+𝑣
1𝜕𝑣1+2𝑤𝜕𝑤,

𝑥2𝜕𝑥 + 3𝑥𝑢𝜕𝑢 + (𝑤 − 𝑥𝑣1)𝜕𝑣1 + 𝑥𝑤𝜕𝑤,

𝑥𝑤𝜕𝑥 − 3(𝑥𝑣1 − 2𝑤)𝑢𝜕𝑢 − (𝑥𝑣1 − 𝑤)𝑣1𝜕𝑣1 + 𝑤2𝜕𝑤⟩.

Тут 𝑣2 = 𝑥𝑣1 − 𝑤. Перетворення (А.52), якщо його переписати для 𝑣1

i 𝑤 як 𝑣1 = 𝑤 sign𝑥 − |𝑥|𝑣1 та �̃� = |𝑥|−1𝑤, дозволяє звести випадки 3.3

та 3.4 до випадкiв 3.1 та 3.2 вiдповiдно.
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Додаток Б

Груповий аналiз рiвнянь 𝐾(𝑚,𝑛), рiвнянь

Бенджамiна–Бона–Махонi–Бюргерса

та рiвнянь типу Кортевега–де Фрiза

У цьому додатку наведено результати групового аналiзу рiвнянь𝐾(𝑚,𝑛),

рiвнянь Бенджамiна–Бона–Махонi–Бюргерса й узагальнених рiвнянь

Кортевега–де Фрiза третього i п’ятого порядкiв. Використання перетво-

рень з групоїда еквiвалентностi кожного класу вiдiграє вирiшальну роль

в повному розв’язаннi задачi групової класифiкацiї для класiв, що роз-

глядаються.

У пiдроздiлi Б.1 виконано групову класифiкацiю рiвняння Гарднера зi

змiнними коефiцiєнтами 𝑢𝑡+𝑘(𝑡)𝑢𝑢𝑥+𝑓(𝑡)𝑢2𝑢𝑥+𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0, 𝑓𝑔 ̸= 0. По-

казано, що використання навiть звичайної групи еквiвалентностi дозво-

ляє отримати повний результат. Але використання бiльш широкої, а саме

розширеної узагальненої групи еквiвалентностi, дає ще бiльше спрощен-

ня, а тому бiльш перспективне.

Вичерпну групову класифiкацiю класу узагальнених рiвнянь Корте-

вега–де Фрiза зi змiнними коефiцiєнтами 𝑢𝑡+𝑢𝑛𝑢𝑥+ℎ(𝑡)𝑢+ 𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0,

𝑛𝑔 ̸= 0, наведено в пiдроздiлi Б.2. Знайденi лiївськi симетрiї застосовано

для того, щоб звести задачу з початковими та крайовими умовами для

узагальненого рiвняння Кортевега–де Фрiза до задачi Кошi для нелiнiй-

них звичайних диференцiальних рiвнянь третього порядку.

Пiдроздiли Б.3 та Б.4 присвячено вичерпнiй груповiй класифiкацiї уза-

гальнених рiвнянь Кортевега–де Фрiза п’ятого порядку з коефiцiєнтами,
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що залежать вiд часу, загального вигляду 𝑢𝑡+𝑢𝑛𝑢𝑥+𝛼(𝑡)𝑢+𝛽(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0,

𝑛𝛽 ̸= 0. Випадки 𝑛 = 1 та 𝑛 ̸= 1 вiдрiзняються трансформацiйними вла-

стивостями, тому розглянемо їх окремо в роздiлах Б.3 та Б.4, вiдповiдно.

У пiдроздiлi Б.5 дослiджено лiївськi симетрiї рiвнянь 𝐾(𝑚,𝑛) зi змiн-

ними коефiцiєнтами 𝑢𝑡 + 𝑔(𝑡)(𝑢𝑚)𝑥 + 𝑓(𝑡)(𝑢𝑛)𝑥𝑥𝑥 = 0, 𝑓𝑛 ̸= 0. Групову

класифiкацiю наведено з точнiстю до найширших можливих груп еквi-

валентностi: звичайної групи еквiвалентностi всього класу для загального

випадку та умовних груп еквiвалентностi для окремих значень показни-

кiв степеня 𝑚 та 𝑛.

Використовуючи метод вiдображення мiж класами, в роздiлi Б.6 ми

наведемо повну групову класифiкацiю класу рiвнянь Бенджамiна–Бона–

Махонi–Бюргерса 𝑢𝑡+𝑓(𝑡)𝑢𝑥+𝑔(𝑡)𝑢𝑢𝑥+𝑘(𝑡)𝑢𝑥𝑥+ℎ(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑡 = 0, 𝑔ℎ𝑘 ̸= 0. Як

побiчний продукт цього пiдходу також отримано групову класифiкацiю

подiбного класу рiвнянь Бенджамiна–Бона–Махонi–Бюргерса з джерелом

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 +𝐾(𝑡)𝑢𝑥𝑥 +𝐻(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑡 = 𝐹 (𝑡), 𝐻𝐾 ̸= 0.

Для багатьох рiвнянь з розглянутих класiв також побудовано точнi

розв’язки.

Результати, наведенi у цьому додатку, опублiковано в роботах [85,195,

196,305,306,315].

Б.1. Групова класифiкацiя рiвнянь Гарднера

з залежними вiд часу коефiцiєнтами

У цьому роздiлi виконано групову класифiкацiю рiвнянь Гарднера зi змiн-

ними коефiцiєнтами

𝑢𝑡 + 𝑘(𝑡)𝑢𝑢𝑥 + 𝑓(𝑡)𝑢2𝑢𝑥 + 𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0, 𝑓𝑔 ̸= 0. (Б.1)

Тут 𝑘, 𝑓 та 𝑔 — гладкi функцiї вiд 𝑡. Частковi результати щодо лiївських

симетрiй таких рiвнянь наведено у роботi [217]. Вичерпна класифiкацiя

досягається використанням груп перетворень еквiвалентностi класу (Б.1).
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Покажемо, що використання навiть звичайної групи еквiвалентностi до-

зволяє отримати повний результат. Разом з тим використання бiльш ши-

рокої, а саме розширеної узагальненої групи еквiвалентностi, дає ще бiль-

ше спрощення, а тому бiльш перспективне. Це проiлюстровано в процесi

знаходження лiївських симетрiй рiвнянь (Б.1).

Спочатку дослiдимо допустимi перетворення у класi (Б.1). Справе-

дливi наступнi твердження.

Теорема Б.1. Розширена узагальнена група еквiвалентностi �̂�∼ кла-

су (Б.1) складається з перетворень

𝑡 = 𝛼(𝑡), �̃� = 𝛿1𝑥+
𝛿1𝛿3
𝛿 2
2

∫︀
(𝛿2𝑘(𝑡)− 𝛿3𝑓(𝑡))d𝑡+ 𝛿4, �̃� = 𝛿2𝑢+ 𝛿3,

𝑘(𝑡) =
𝛿1
𝛿2𝛼𝑡

(︂
𝑘(𝑡)− 2

𝛿3
𝛿2
𝑓(𝑡)

)︂
, 𝑓(𝑡) =

𝛿1
𝛿 22 𝛼𝑡

𝑓(𝑡), 𝑔(𝑡) =
𝛿 31
𝛼𝑡
𝑔(𝑡),

де 𝛿𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 4, — довiльнi сталi, 𝛿1𝛿2 ̸= 0; 𝛼 — довiльна гладка функ-

цiя, причому 𝛼𝑡 ̸= 0.

Звичайна група еквiвалентностi 𝐺∼ класу (Б.1) складається з наве-

дених вище перетворень з 𝛿3 = 0.

Теорема Б.2. Уся множина допустимих перетворень (групоїд еквi-

валентностi) класу (Б.1) породжується перетвореннями з групи �̂�∼.

Клас (Б.1) нормалiзований у розширеному узагальненому сенсi.

Таким чином, iнших точкових перетворень мiж рiвняннями з кла-

су (Б.1), крiм перетворень з групи �̂�∼, не iснує. Щоб з’ясувати, якi з

рiвнянь зi змiнними коефiцiєнтами вигляду (Б.1) зводяться до своїх вiд-

повiдникiв зi сталими коефiцiєнтами, слiд припустити, що довiльнi еле-

менти 𝑘 та 𝑓 в перетвореннi з �̂�∼ — сталi. Це приводить до наступного

твердження.

Твердження Б.3. Рiвняння зi змiнними коефiцiєнтами з класу (Б.1)

зводиться до рiвняння зi сталими коефiцiєнтами з цього ж класу тодi

i тiльки тодi, коли коефiцiєнти 𝑓 , 𝑔 та 𝑘 задовольняють умови

(𝑓/𝑘)𝑡 = (𝑔/𝑘)𝑡 = 0.
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Оскiльки в перетвореннях з групи �̂�∼ лише одна довiльна функцiя

𝛼(𝑡), можна вважати один з довiльних елементiв класу (Б.1) ненульовою

сталою. Калiбрування 𝑔 = 1 реалiзується перетворенням

𝑡 =
∫︀
𝑔(𝑡)d𝑡, �̃� = 𝑥, �̃� = 𝑢. (Б.2)

Тодi довiльне рiвняння з класу (Б.1) вiдображається у рiвняння з його

пiдкласу, виокремленого умовою 𝑔 = 1. Старi вигляди довiльних елемен-

тiв пов’язанi з новими формулами 𝑘 = 𝑘/𝑔 та 𝑓 = 𝑓/𝑔.

Найбiльш загальне перетворення, що вiдображає рiвняння з кла-

су (Б.1) в iнше рiвняння з цього ж класу з 𝑔 = 1, має вигляд

𝑡 = 𝛿 31
∫︀
𝑔(𝑡)d𝑡+ 𝛿0, �̃� = 𝛿2𝑢+ 𝛿3,

�̃� = 𝛿1𝑥+
𝛿1𝛿3
𝛿 22

∫︀
(𝛿2𝑘(𝑡)− 𝛿3𝑓(𝑡))d𝑡+ 𝛿4,

(Б.3)

де 𝛿𝑖, 𝑖 = 0, . . . , 4, — сталi, причому 𝛿1𝛿2 ̸= 0. Без обмеження загальностi

достатньо дослiдити клас

𝑢𝑡 + 𝑘(𝑡)𝑢𝑢𝑥 + 𝑓(𝑡)𝑢2𝑢𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0. (Б.4)

Оскiльки клас (Б.1) нормалiзований у розширеному узагальненому

сенсi, для знаходження групи еквiвалентностi його пiдкласу з 𝑔 = 1 до-

статньо покласти 𝑔 = 𝑔 = 1 в перетвореннях з групи �̂�∼, наведених

у теоремi Б.1. Це приводить до рiвняння 𝛼𝑡 = 𝛿 31 , звiдки 𝛼 = 𝛿 31 𝑡+ 𝛿0, де

𝛿0 — довiльна стала. Справедливе твердження.

Теорема Б.4. Розширена узагальнена група еквiвалентностi �̂�∼
1 кла-

су (Б.4) складається з перетворень

𝑡 = 𝛿 31 𝑡+ 𝛿0, �̃� = 𝛿1𝑥+
𝛿1𝛿3
𝛿 22

∫︀
(𝛿2𝑘(𝑡)− 𝛿3𝑓(𝑡))d𝑡+ 𝛿4,

�̃� = 𝛿2𝑢+ 𝛿3, 𝑘(𝑡) =
𝛿2𝑘(𝑡)− 2𝛿3𝑓(𝑡)

𝛿 21 𝛿
2
2

, 𝑓(𝑡) =
𝑓(𝑡)

𝛿 21 𝛿
2
2

,

де 𝛿𝑖, 𝑖 = 0, . . . , 4, — довiльнi сталi, причому 𝛿1𝛿2 ̸= 0.

Звичайна група еквiвалентностi 𝐺∼
1 класу (Б.4) складається з наве-

дених вище перетворень з 𝛿3 = 0.
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Табл. Б.1: Групова класифiкацiя класу (Б.1) з точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi.

№ 𝑓(𝑡) 𝑘(𝑡) Базис 𝐴max

0 ∀ ∀ 𝜕𝑥

I.1 𝜆1𝑡
𝜌 𝜆2𝑡

3𝜌−2
6 + 𝛿𝑡𝜌 𝜕𝑥, 3𝑡𝜕𝑡 +

(︁
𝑥− κ 3𝜌+2

2

(︁
6𝜆2
3𝜌+4 𝑡

3𝜌+4
6 + 𝛿

𝜌+1 𝑡
𝜌+1
)︁)︁

𝜕𝑥−

− 3𝜌+2
2 (𝑢+ κ) 𝜕𝑢

I.2 𝜆1𝑡
− 2

3 𝑡−
2
3 ln |𝑡| 𝜕𝑥, 2𝜆1𝑡𝜕𝑡 +

(︁
2
3𝜆1𝑥− 3 (ln |𝑡| − 3) 𝑡

1
3

)︁
𝜕𝑥 − 𝜕𝑢

I.3 𝜆1𝑡
−1 𝜆2𝑡

− 5
6 + 𝛿𝑡−1 𝜕𝑥, 3𝑡𝜕𝑡 +

(︁
𝑥+ κ

(︁
3𝜆2𝑡

1
6 + 1

2𝛿 ln |𝑡|
)︁)︁

𝜕𝑥 +
1
2 (𝑢+ κ) 𝜕𝑢

I.4 𝜆1𝑡
− 4

3 𝜆2𝑡
−1 + 𝛿𝑡−

4
3 𝜕𝑥, 3𝑡𝜕𝑡 +

(︁
𝑥+ κ

(︁
𝜆2 ln |𝑡| − 3𝛿𝑡−

1
3

)︁)︁
𝜕𝑥 + (𝑢+ κ) 𝜕𝑢

II 𝜆1𝑒
𝑡 𝜆2𝑒

𝑡
2 + 𝛿𝑒𝑡 𝜕𝑥, 2𝜕𝑡 − κ

(︁
2𝜆2𝑒

𝑡
2 + 𝛿𝑒𝑡

)︁
𝜕𝑥 − (𝑢+ κ) 𝜕𝑢

III 𝜆1 𝑡 𝜕𝑥, 2𝜆1𝜕𝑡 − 1
2 𝑡

2𝜕𝑥 − 𝜕𝑢

IV 𝜀 𝛿 𝜕𝑥, 𝜕𝑡, 3𝑡𝜕𝑡 + (𝑥− κ 𝛿𝑡)𝜕𝑥 − (𝑢+ κ) 𝜕𝑢

Тут 𝑔 = 1 mod 𝐺∼; 𝜆𝑖, 𝑖 = 1, 2, та 𝜌 — довiльнi сталi, причому 𝜆1 ̸= 0, 𝜌 ̸= −4
3 ,−1;

𝛿 ∈ {0, 1} mod 𝐺∼, 𝜀 = ±1 mod 𝐺∼ та κ = 1
2𝛿/𝜆1. У випадку I.1 (𝜌, 𝛿) ̸= (0, 0).

Зауважимо, що клас (Б.4) нормалiзований у розширеному узагаль-

неному сенсi. З твердження Б.3 випливає, що рiвнянь (Б.4) зi змiнними

коефiцiєнтами, якi б точковими перетвореннями зводилися до рiвнянь

з цього ж класу зi сталими коефiцiєнтами, не iснує.

У наступному роздiлi продемонстровано використання знайдених

перетворень еквiвалентностi при груповiй класифiкацiї. Порiвнюються

спрощення, досягнутi звичайною та узагальненою групами еквiвалент-

ностi.

Класифiкацiя лiївських симетрiй. Використовуючи класичний метод

Лi–Овсянникова, доведемо таке твердження.

Теорема Б.5. Ядро максимальних алгебр лiївської iнварiантностi рiв-

нянь з класу (Б.1) спiвпадає з одновимiрною алгеброю ⟨𝜕𝑥⟩. Всi можливi

𝐺∼-нееквiвалентнi (вiдповiдно �̂�∼-нееквiвалентнi) випадки розширення

максимальних алгебр лiївської iнварiантностi вичерпуються випадка-

ми I–IV табл. Б.1 (вiдповiдно табл. Б.2).
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Табл. Б.2: Групова класифiкацiя класу (Б.1) з точнiстю до �̂�∼-еквiвалентностi.

№ 𝑓(𝑡) 𝑘(𝑡) Базис 𝐴max

0 ∀ ∀ 𝜕𝑥

I.1 𝜆1𝑡
𝜌 𝛿𝑡

3𝜌−2
6 𝜕𝑥, 3𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 − 3𝜌+2

2 𝑢𝜕𝑢

I.2 𝜆1𝑡
− 2

3 𝑡−
2
3 ln |𝑡| 𝜕𝑥, 2𝜆1𝑡𝜕𝑡 +

(︁
2
3𝜆1𝑥− 3 (ln |𝑡| − 3) 𝑡

1
3

)︁
𝜕𝑥 − 𝜕𝑢

II 𝜆1𝑒
𝑡 𝛿𝑒

𝑡
2 𝜕𝑥, 2𝜕𝑡 − 𝑢𝜕𝑢

III 𝜆1 𝑡 𝜕𝑥, 2𝜆1𝜕𝑡 − 1
2 𝑡

2𝜕𝑥 − 𝜕𝑢

IV 𝜀 0 𝜕𝑥, 𝜕𝑡, 3𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 − 𝑢𝜕𝑢

Тут 𝑔 = 1 mod �̂�∼; 𝜆1 та 𝜌 — довiльнi сталi, 𝜆1 ̸= 0, 𝛿 ∈ {0, 1} mod �̂�∼

та 𝜀 = ±1 mod 𝐺∼. У випадку I.1 (𝜌, 𝛿) ̸= (0, 0).

Для того, щоб отримати найбiльш загальнi форми довiльних елемен-

тiв класу (Б.1) (якi не спрощено перетвореннями еквiвалентностi), по-

трiбно застосувати перетворення (Б.3) до рiвнянь (Б.4) з 𝑘 та 𝑓 , наведе-

ними у табл. Б.1, або навiть бiльш просте перетворення (Б.3) з 𝛿3 = 0

до рiвнянь (Б.4) з 𝑘 та 𝑓 , наведеними у табл. Б.2. Повнi результати на-

ведено у роботi [305]. В цiй роботi також використано метод вiдображень

мiж класами з метою виконання групової класифiкацiї подiбного до кла-

су (Б.1) класу рiвнянь.

Розглянемо сiм’ю точкових перетворень, параметризовних довiльними

елементами 𝑓 , 𝑔, 𝑘 класу (Б.1),

𝑡 =

∫︁
𝑔(𝑡) d𝑡, �̃� = 𝑥+

∫︁
𝑘(𝑡)2

4𝑓(𝑡)
d𝑡, �̃� = 𝑢+

𝑘(𝑡)

2𝑓(𝑡)
, (Б.5)

що вiдображає клас (Б.1) в клас

𝑢𝑡 + 𝐹 (𝑡)𝑢2𝑢𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥 = 𝐿(𝑡), 𝐹 ̸= 0. (Б.6)

Довiльнi елементи 𝐹 , 𝐿 пов’язанi з довiльними елементами 𝑓 , 𝑔, 𝑘 через

формули

𝐹 (𝑡) =
𝑓(𝑡)

𝑔(𝑡)
, 𝐿(𝑡) =

1

2𝑔(𝑡)

(︂
𝑘(𝑡)

𝑓(𝑡)

)︂
𝑡

. (Б.7)
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Теорема Б.6. Клас (Б.6) нормалiзований у звичайному сенсi. Звичайну

групу еквiвалентностi цього класу 𝐺∼
2 складають перетворення

𝑡 = 𝛿1
3𝑡+ 𝛿0, �̃� = 𝛿1𝑥+ 𝛿3, �̃� = 𝛿2𝑢,

𝐹 (𝑡) =
𝐹 (𝑡)

𝛿1
2𝛿2

2 , �̃�(𝑡) =
𝛿2

𝛿1
3𝐿(𝑡),

де 𝛿𝑖, 𝑖 = 0, . . . , 3, — довiльнi сталi, що задовольняють умову 𝛿1𝛿2 ̸= 0.

Теорема Б.7. Ядро максимальних алгебр лiївської iнварiантностi рiв-

нянь з класу (Б.6) спiвпадає з одновимiрною алгеброю ⟨𝜕𝑥⟩. Усi можливi

𝐺∼
2 -нееквiвалентнi випадки розширення лiївської iнварiантностi вичер-

пуються випадками:

I. 𝐹 = 𝜆1𝑡
𝜌, 𝐿 = 𝛿𝑡−

3𝜌+8
6 : 𝐴max =

⟨︀
𝜕𝑥, 3𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 − 3𝜌+2

2 𝑢𝜕𝑢
⟩︀
;

II. 𝐹 = 𝜆1𝑒
𝑡, 𝐿 = 𝛿𝑒−

1
2 𝑡 : 𝐴max = ⟨𝜕𝑥, 2𝜕𝑡 − 𝑢𝜕𝑢⟩;

III. 𝐹 = 𝜀, 𝐿 = 1: 𝐴max = ⟨𝜕𝑥, 𝜕𝑡⟩;

IV. 𝐹 = 𝜀, 𝐿 = 0: 𝐴max = ⟨𝜕𝑥, 𝜕𝑡, 3𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 − 𝑢𝜕𝑢⟩.

Тут 𝜆1, 𝜌 — довiльнi сталi, причому 𝜆1 ̸= 0, 𝛿 ∈ {0, 1}, 𝜀 = ±1. У

випадку I (𝜌, 𝛿) ̸= (0, 0).

Окрiм звичайної групи еквiвалентностi 𝐺∼ клас (Б.1) допускає бiльш

широку, розширену узагальнену групу еквiвалентностi �̂�∼. Незважаючи

на те, що вичерпну групову класифiкацiю класу (Б.1) можна провести,

навiть використовуючи звичайну групу еквiвалентностi, ми показали, що

розширена узагальнена група еквiвалентностi дає ще бiльше спрощення

та дозволяє записати класифiкацiйний список в простiй та лаконiчнiй

формi (досить порiвняти табл. Б.2 з табл. Б.1).

Зауважимо, що випадок тривимiрної максимальної алгебри лiївської

симетрiї у роботi [217] не вiдзначено.
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Б.2. Застосування лiївських симетрiй

до крайових задач для узагальнених рiвнянь

Кортевега–де Фрiза зi змiнними коефiцiєнтами

На практицi часто необхiдно побудувати розв’язки заданого диференцi-

ального рiвняння з частинними похiдними, що задовольняють певним по-

чатковим i/або крайовим умовам. У роботi [316] успiшно застосовано лiїв-

ськi симетрiї, щоб розв’язати задачу з початковими i крайовими умовами

для узагальненого рiвняння Бюргерса, що виникає в нелiнiйнiй акустицi.

Цю задачу зведено до задачi Кошi пов’язаного нелiнiйного звичайного

диференцiального рiвняння другого порядку. Як результат, у явному ви-

глядi знайдено точний розв’язок задачi з початковими i крайовими умо-

вами для узагальненого рiвняння Бюргерса. Вмотивованi цiєю роботою,

застосуємо лiївськi симетрiї для побудови розв’язкiв задачi з початкови-

ми i крайовими умовами для узагальненого рiвняння Кортевега–де Фрiза

зi змiнними коефiцiєнтами

𝑢𝑡 + 𝑢𝑛𝑢𝑥 + ℎ(𝑡)𝑢+ 𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0, 𝑛𝑔 ̸= 0, (Б.8)

що має кiлька застосувань (див. [278] та посилання у цiй роботi). З цiєю

метою проведемо вичерпну групову класифiкацiю рiвнянь з цього класу.

Iншими словами, спочатку знайдемо алгебру лiївської iнварiантностi, що

допускається будь-яким рiвнянням з цього класу — так зване ядро, а тодi

прокласифiкуємо всi можливi випадки розширення алгебр лiївської iнва-

рiантностi таких рiвнянь вiдносно групи еквiвалентностi класу [22]. Деякi

випадки розширення лiївських симетрiй для (Б.8) було знайдено у робо-

тi [278], а саме випадки ℎ = const та ℎ = 1/(𝑎𝑡+𝑏), де 𝑎 та 𝑏 сталi. Тут ми

наводимо повну групову класифiкацiю, використавши переваги перетво-

рень еквiвалентностi (у роботi [278] цiєю можливiстю було знехтувано).

Зазначимо, що повну групову класифiкацiю класу (Б.8) для 𝑛 = 1 та

𝑛 = 2 отримано в [263, 298] (див. також [299]). У цих роботах результати

представлено двома способами: з точнiстю вiдповiдної групи еквiвалент-
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ностi та без використання еквiвалентностi. Слiд зауважити, що в [132]

проведено груповi класифiкацiї для бiльш загальних класiв, що мiстять

клас (Б.8). Проте виводити груповi класифiкацiї для класу (Б.8) з цих

результатiв було б незручно, оскiльки вони отриманi для дуже широкої

групи еквiвалентностi.

Також зазначимо, що бiльш загальний клас вигляду

𝑢𝑡 + 𝑓(𝑡)𝑢𝑛𝑢𝑥 + ℎ(𝑡)𝑢+ 𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0, 𝑛𝑓𝑔 ̸= 0, (Б.9)

зводиться до класу (Б.8) шляхом замiни змiнної 𝑡. Ось чому без обме-

ження загальностi достатньо дослiдити клас (Б.8), а всi результати щодо

точних розв’язкiв, симетрiй, законiв збереження тощо для класу (Б.9)

можна вивести з результатiв для (Б.8).

Допустимi перетворення. Допустимi перетворення у класi (Б.8) до-

слiджено прямим методом [183]. Пропустимо деталi обчислень i вiдразу

наведемо результат.

Теорема Б.8. Група еквiвалентностi 𝐺∼ класу (Б.8) складається з пе-

ретворень

𝑡 = 𝜀1
∫︀
𝜃−𝑛𝑑𝑡+ 𝜀2, �̃� = 𝜀1𝑥+ 𝜀0, �̃� = 𝜃𝑢,

𝑔 = 𝜀 21 𝜃
𝑛 𝑔, ℎ̃ =

𝜃𝑛

𝜀1

(︂
ℎ− 𝜃𝑡

𝜃

)︂
, �̃� = 𝑛,

(Б.10)

де 𝜀𝑗, 𝑗 = 0, 1, 2, — довiльнi сталi, 𝜀1 ̸= 0; 𝜃 = 𝜃(𝑡) — довiльна гладка

функцiя, що не має нулiв.

Тепер можна використати перетворення еквiвалентностi (Б.10), щоб

вiдкалiбрувати один з довiльних елементiв 𝑔 чи ℎ до простого сталого

значення. У роботi [263] показано, що довiльний елемент ℎ класу (Б.8)

можна занулити точковим перетворенням

𝑡 =
∫︀
𝑒−𝑛

∫︀
ℎ(𝑡) 𝑑𝑡 𝑑𝑡, �̃� = 𝑥, �̃� = 𝑒

∫︀
ℎ(𝑡) 𝑑𝑡𝑢, (Б.11)

причому перетворене значення довiльного елемента 𝑔(𝑡) = 𝑒𝑛
∫︀
ℎ(𝑡) 𝑑𝑡𝑔(𝑡).

Це перетворення легко знайти з теореми Б.8, поклавши ℎ̃ = 0 в (Б.10)
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та розв’язавши отримане рiвняння на 𝜃. Той факт, що довiльний еле-

мент ℎ можна завжди покласти рiвним нулю, означає, що зафiксувавши

довiльний елемент ℎ, неможливо отримати випадки рiвнянь (Б.8) з до-

датковими симетрiйними властивостями. Таким чином, без обмеження

загальностi достатньо дослiдити лише клас

𝑢𝑡 + 𝑢𝑛𝑢𝑥 + 𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0, 𝑛𝑔 ̸= 0. (Б.12)

Iнших точкових перетворень, крiм (Б.10), якi пов’язували б рiвняння

з класу (Б.8) з 𝑛 ̸= 0, 1, не iснує. Отже, цей клас нормалiзований. Це озна-

чає, що групу еквiвалентностi для (Б.12) можна вивести з теореми Б.8,

просто поклавши ℎ̃ = ℎ = 0. Тодi отримаємо, що 𝜃 = 𝜀3 — довiльна

ненульова стала i справедливе твердження:

Наслiдок Б.9. Група еквiвалентностi 𝐺∼
0 класу (Б.12) складається

з перетворень

𝑡 = 𝜀1𝜀
−𝑛
3 𝑡+ 𝜀0, �̃� = 𝜀1𝑥+ 𝜀2, �̃� = 𝜀3𝑢,

𝑔 = 𝜀 21 𝜀
𝑛
3 𝑔, �̃� = 𝑛,

де 𝜀𝑗, 𝑗 = 0, . . . , 3, — довiльнi сталi, причому 𝜀1𝜀3 ̸= 0.

Б.2.1. Лiївськi симетрiї. Групова класифiкацiя класу (Б.8) з точнiстю

до 𝐺∼-еквiвалентностi зводиться до групової класифiкацiї класу (Б.12)

з точнiстю до 𝐺∼
0 -еквiвалентностi. Групову класифiкацiю класу (Б.12)

проведено з використанням класичного алгоритму [234]. Справедливе

твердження.

Теорема Б.10. Ядро максимальних алгебр лiївської iнварiантностi

𝐴max рiвнянь з класу (Б.12) (або (Б.8)) спiвпадає з одновимiрною ал-

геброю ⟨𝜕𝑥⟩. Усi можливi 𝐺∼
0 -нееквiвалентнi (або 𝐺

∼-нееквiвалентнi)

випадки розширення 𝐴max вичерпуються випадками 1–3 табл. Б.3.

У табл. Б.4 також наведено результати групової класифiкацiї кла-

су (Б.8) без калiбрування ℎ та 𝑔 перетвореннями еквiвалентностi. Розши-

рений класифiкацiйний список можна вивести з наведеного у табл. Б.3,



358

Табл. Б.3: Групова класифiкацiя класу (Б.8) з точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi.

№ 𝑔(𝑡) Базис 𝐴max

0 ∀ 𝜕𝑥

1 𝜀𝑡𝜌 𝜕𝑥, 3𝑛𝑡𝜕𝑡 + (𝜌+ 1)𝑛𝑥𝜕𝑥 + (𝜌− 2)𝑢𝜕𝑢

2 𝜀𝑒𝑡 𝜕𝑥, 3𝑛𝜕𝑡 + 𝑛𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢

3 𝜀 𝜕𝑥, 𝜕𝑡, 3𝑛𝑡𝜕𝑡 + 𝑛𝑥𝜕𝑥 − 2𝑢𝜕𝑢

Тут ℎ = 0 mod 𝐺∼, 𝜀 = ±1 mod 𝐺∼, 𝜌 — довiльна ненульова стала.

Табл. Б.4: Повний список розширень лiївської симетрiї в класi (Б.8).

№ 𝑔(𝑡) Базис 𝐴max

0 ∀ 𝜕𝑥

1 𝜆
(︀ ∫︀

𝑒−𝑛
∫︀
ℎ(𝑡) 𝑑𝑡𝑑𝑡+ 𝜅

)︀𝜌
𝑒−𝑛

∫︀
ℎ(𝑡)𝑑𝑡 𝜕𝑥, 𝐻𝜕𝑡 + 𝑛(𝜌+ 1)𝑥𝜕𝑥 + (𝜌− 2− ℎ(𝑡)𝐻)𝑢𝜕𝑢

2 𝜆 𝑒
∫︀
(𝑚𝑒−𝑛

∫︀
ℎ(𝑡) 𝑑𝑡−𝑛ℎ(𝑡))𝑑𝑡 𝜕𝑥, 3𝑛𝑒

𝑛
∫︀
ℎ(𝑡)𝑑𝑡𝜕𝑡 +𝑚𝑛𝑥𝜕𝑥 +

(︀
𝑚− 3𝑛ℎ(𝑡)𝑒𝑛

∫︀
ℎ(𝑡)𝑑𝑡

)︀
𝑢𝜕𝑢

3 𝜆 𝑒−𝑛
∫︀
ℎ(𝑡)𝑑𝑡 𝜕𝑥, 𝑒

𝑛
∫︀
ℎ(𝑡)𝑑𝑡 (𝜕𝑡 − ℎ(𝑡)𝑢𝜕𝑢),

𝐻𝜕𝑡 + 𝑛𝑥𝜕𝑥 − (2 + ℎ(𝑡)𝐻)𝑢𝜕𝑢

Тут 𝜆, 𝜅, 𝜌 та 𝑚 — довiльнi сталi, 𝜆𝜌𝑚 ̸= 0. Функцiя ℎ(𝑡) є довiльною в усiх випадках;

𝐻 = 3𝑛𝑒𝑛
∫︀
ℎ𝑑𝑡
(︀ ∫︀

𝑒−𝑛
∫︀
ℎ𝑑𝑡𝑑𝑡+ 𝜅

)︀
, причому у випадку 3 𝜅 = 0.

використовуючи перетворення еквiвалентностi (докладно цей алгоритм

описано у роботi [298, 299]). Легко бачити, що табл. Б.4 включає всi ви-

падки, описанi у роботi [278].

Iнварiантнi розв’язки узагальненого рiвняння Кортевега–де

Фрiза. Лiївськi симетрiї дають алгоритмiчний метод знаходження то-

чних розв’язкiв методом редукцiї [22, 234]. С. Лi довiв, що знаючи один

оператор лiївської симетрiї звичайного диференцiального рiвняння, по-

рядок цього рiвняння можна зменшити на одиницю; якщо ж вiдомий

оператор лiївської симетрiї для 𝑛-вимiрного диференцiального рiвняння

з частинними похiдними, то це рiвняння можна редукувати до (𝑛−1)-
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Табл. Б.5: Оптимальнi системи пiдалгебр 𝐴max, наведених у табл. Б.3.

№ Оптимальна система пiдалгебр

1𝜌 ̸=−1 g1 = ⟨𝜕𝑥⟩, g1.1 = ⟨3𝑛𝑡𝜕𝑡 + (𝜌+ 1)𝑛𝑥𝜕𝑥 + (𝜌− 2)𝑢𝜕𝑢⟩

1𝜌=−1 g1 = ⟨𝜕𝑥⟩, g𝑎1.2 = ⟨𝑛𝑡𝜕𝑡 + 𝑎𝜕𝑥 − 𝑢𝜕𝑢⟩

2 g1 = ⟨𝜕𝑥⟩, g2 = ⟨3𝑛𝜕𝑡 + 𝑛𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢⟩

3 g1 = ⟨𝜕𝑥⟩, g𝜎3.1 = ⟨𝜕𝑡 + 𝜎𝜕𝑥⟩, g3.2 = ⟨3𝑛𝑡𝜕𝑡 + 𝑛𝑥𝜕𝑥 − 2𝑢⟩

В усiх випадках 𝑎 ∈ R, 𝑛 ̸= 0, 𝜎 ∈ {−1, 0, 1}.

вимiрного. Це справедливо для операторiв лiївських симетрiй, що вiд-

повiдають однопараметричним групам лiївських симетрiй, якi дiють ре-

гулярно i трансверсально на многовидi, визначеному цим диференцiаль-

ним рiвнянням [234]. Таким чином, у нашому випадку (1+1)-вимiрних

диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними достатньо виконати

редукцiї за одновимiрними пiдалгебрами знайденої максимальної алгебри

лiївської iнварiантностi, щоб отримати редукцiї до звичайних диференцi-

альних рiвнянь.

Редукцiї слiд виконувати, використовуючи пiдалгебри з оптимальної

системи [234]. Оптимальнi системи одновимiрних пiдалгебр алгебр лiїв-

ської iнварiантностi з табл. Б.3 подано у табл. Б.5.

Ми не розглянемо редукцiї, що вiдповiдають пiдалгебрi g1 = ⟨𝜕𝑥⟩,
оскiльки вони призводять тiльки до сталих розв’язкiв. Анзаци та ре-

дукованi рiвняння, отриманi для рiвнянь з класу (Б.12) за допомогою

одновимiрних пiдалгебр з табл. Б.5, зiбрано в табл. Б.6.

Розв’язавши редуковане звичайне диференцiальне рiвняння

𝜀𝜙′′′ + (𝜙𝑛 − 𝜎)𝜙′ = 0 (Б.13)

з випадку 4 табл. Б.6, можна отримати точнi розв’язки типу бiжучої

хвилi для рiвняння 𝑢𝑡 + 𝑢𝑛𝑢𝑥 + 𝜀𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0. При 𝜎 ̸= 0 двома частин-

ними розв’язками цього рiвняння є, наприклад, 𝜙 =

(︂
− 𝜎(𝑛+1)(𝑛+2)

2 sh2(𝑛2
√

𝜎
𝜀𝜔+𝐶)

)︂ 1
𝑛
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Табл. Б.6: Лiївськi редукцiї рiвнянь з класу (Б.12) за пiдалгебрами з табл. Б.5.

№ 𝑔(𝑡) g 𝜔 Анзац, 𝑢 Редуковане рiвняння

1 𝜀𝑡𝜌, 𝜌 ̸= −1 g1.1 𝑥𝑡−
𝜌+1
3 𝑡

𝜌−2
3𝑛 𝜙(𝜔) 𝜀𝜙′′′ +

(︁
𝜙𝑛 − 𝜌+1

3 𝜔
)︁
𝜙′ + 𝜌−2

3𝑛 𝜙 = 0

2 𝜀𝑡−1 g𝑎1.2 𝑥− 𝑎
𝑛 ln 𝑡 𝑡−

1
𝑛𝜙(𝜔) 𝜀𝜙′′′ +

(︀
𝜙𝑛 − 𝑎

𝑛

)︀
𝜙′ − 1

𝑛𝑓 = 0

3 𝜀𝑒𝑡 g2 𝑥𝑒−
1
3
𝑡 𝑒

1
3𝑛

𝑡𝜙(𝜔) 𝜀𝜙′′′ +
(︀
𝜙𝑛 − 1

3𝜔
)︀
𝜙′ + 1

3𝑛𝜙 = 0

4 𝜀 g𝜎3.1 𝑥− 𝜎𝑡 𝜙(𝜔) 𝜀𝜙′′′ + (𝜙𝑛 − 𝜎)𝜙′ = 0

5 𝜀 g3.2 𝑥𝑡−
1
3 𝑡−

2
3𝑛𝜙(𝜔) 𝜀𝜙′′′ +

(︀
𝜙𝑛 − 1

3𝜔
)︀
𝜙′ − 2

3𝑛𝜙 = 0

В усiх випадках 𝑎 ∈ R, 𝑛 ̸= 0, 𝜎 ∈ {−1, 0, 1}, 𝜀 = ±1 mod 𝐺∼.

та 𝜙 =

(︂
𝜎(𝑛+1)(𝑛+2)

2 ch2(𝑛2
√

𝜎
𝜀𝜔+𝐶)

)︂ 1
𝑛

, де 𝐶 — довiльна стала. Вони призводять до

розв’язкiв типу бiжучої хвилi узагальненого рiвняння Кортевега–де Фрi-

за зi сталими коефiцiєнтами 𝑢𝑡 + 𝑢𝑛𝑢𝑥 + 𝜀𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0 вигляду

𝑢 =

(︂
−𝜎(𝑛+ 1)(𝑛+ 2)

2 sh2 𝑧

)︂ 1
𝑛

, 𝑢 =

(︂
𝜎(𝑛+ 1)(𝑛+ 2)

2 ch2 𝑧

)︂ 1
𝑛

,

де 𝑧 = 𝑛
2

√︀
𝜎
𝜀 (𝑥 − 𝑎𝑡) + 𝐶. Зауважимо, що в [58, 330] вже було побудо-

вано певнi точнi розв’язки узагальнених рiвнянь Кортевега–де Фрiза зi

змiнними коефiцiєнтами 𝑢𝑡 + 𝑢𝑛𝑢𝑥 + 𝛼(𝑡)𝑢 + 𝜀𝑒−𝑛
∫︀
𝛼(𝑡) d𝑡𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0. Цього

вдалося досягти саме завдяки тому, що цi рiвняння зводяться до рiвнянь

зi сталими коефiцiєнтами.

Крайова задача для узагальненого рiвняння КдФ. Iснує кiлька

способiв використання лiївських симетрiй при зведеннi крайових задач

для диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними до крайових задач

для звичайних диференцiальних рiвнянь. Класичний метод — вимагати,

щоб i рiвняння, i крайовi умови залишалися iнварiантними вiдносно одно-

параметричної групи Лi iнфiнiтезимальних перетворень. Звичайно, цей

iнфiнiтезимальний пiдхiд застосовується частiше (див., наприклад, [63,

§ 4.4]). Застосуємо його до задачi з початковими i крайовими умовами

для узагальнених рiвнянь КдФ зi змiнними коефiцiєнтами.
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Задача з початковими i крайовими умовами для узагальнених

рiвнянь КдФ без лiнiйного демпфування. Застосуємо спочатку цей

алгоритм до задач з рiвнянням КдФ вигляду (Б.12), тобто розглянемо

задачу з початковими i крайовими умовами

𝑢𝑡 + 𝑢𝑛𝑢𝑥 + 𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0, 𝑡 > 0, 𝑥 > 0, (Б.14)

𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑥 > 0,

𝑢(0, 𝑡) = 𝑞(𝑡), 𝑡 > 0,

𝑢𝑥(0, 𝑡) = 0, 𝑡 > 0,

𝑢𝑥𝑥(0, 𝑡) = 0, 𝑡 > 0,

(Б.15)

де 𝑞(𝑡) — гладка функцiя, що не має нулiв.

Алгоритм розпочинається з припущення, що загальна симетрiя має

вигляд

𝑄 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝑄𝑖, (Б.16)

де 𝑛 — кiлькiсть базисних операторiв максимальної алгебри лiївської iн-

варiантностi даного диференцiального рiвняння з частинними похiдними,

а 𝛼𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, — сталi, якi потрiбно визначити.

Розглянемо випадок 1 табл. Б.3. Загальна симетрiя (Б.16) набуває ви-

гляду

𝑄 = 𝛼1𝜕𝑥 + 𝛼2 [3𝑛𝑡𝜕𝑡 + (𝜌+ 1)𝑛𝑥𝜕𝑥 + (𝜌− 2)𝑢𝜕𝑢] .

Застосувавши 𝑄 до першої крайової умови 𝑥 = 0, 𝑢(𝑡, 0) = 𝑞(𝑡), маємо

𝛼1 = 0, 𝑞(𝑡) = 𝛾𝑡
𝜌−2
3𝑛 , 𝛾 = const .

Записавши друге продовження оператора 𝑄, а саме

𝑄(2) = 3𝑛𝑡𝜕𝑡 + (𝜌+ 1)𝑛𝑥𝜕𝑥 + (𝜌− 2)𝑢𝜕𝑢

+ (𝜌− 𝑛𝜌− 𝑛− 2)𝑢𝑥𝜕𝑢𝑥 + (𝜌− 2𝑛𝜌− 2𝑛− 2)𝑢𝑥𝑥𝜕𝑢𝑥𝑥
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(доданки, що не використовуються, тут пропущено), можна показати, що

воно залишає початкову умову та три останнi крайовi умови iнварiантни-

ми. Нарештi, симетрiя 𝑄 породжує анзац

𝑢 = 𝑡
𝜌−2
3𝑛 𝜙(𝜔), 𝜔 = 𝑥𝑡−

𝜌+1
3 , (Б.17)

який редукує задачу (Б.14) до задачi Кошi

𝜀𝜙′′′ + 𝜙𝑛𝜙′ − 𝜌+1
3 𝜔𝜙

′ + 𝜌−2
3𝑛 𝜙 = 0,

𝜙(0) = 𝛾, 𝜙′(0) = 0, 𝜙′′(0) = 0.
(Б.18)

У випадку 2 табл. Б.3 вiдповiдна симетрiя не залишає крайовi умови

iнварiантними. У випадку 3 отримаємо наведенi вище результати з 𝜌 = 0.

Задача з початковими i крайовими умовами для узагальнено-

го рiвняння КдФ з лiнiйним демпфуванням. Розглянемо задачу

з початковими i крайовими умовами для узагальненого рiвняння КдФ зi

змiнними коефiцiєнтами з лiнiйним демпфуванням

𝑢𝑡 + 𝑢𝑛𝑢𝑥 +
𝑗

𝑡
𝑢+ 𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0, 𝑡 > 0, 𝑥 > 0, (Б.19)

з початковою та крайовими умовами (Б.15). В попередньому роздiлi по-

казано, що оператор симетрiї, який допускається як рiвнянням з кла-

су (Б.8), так i початковою та крайовими умовами (Б.15), де 𝑞 є степене-

вою функцiєю, — це так званий оператор дилатацiї, тобто оператор, що

вiдповiдає однопараметричнiй групi Лi розтягiв змiнних 𝑡, 𝑥 та 𝑢. Рiв-

няння (Б.20) допускає оператор лiївської симетрiї, який залишає крайовi

умови iнварiантними, тодi i тiльки тодi, коли 𝑔 — степенева функцiя чи

стала (випадки 1 та 3 табл. Б.4). Пiдставляючи ℎ = 𝑗/𝑡 у формули для

𝑔 та вiдповiднi оператори симетрiї, наведенi у випадку 1 табл. Б.4 (де

без обмеження загальностi можна покласти 𝜅 = 0), переконуємося, що

рiвняння

𝑢𝑡 + 𝑢𝑛𝑢𝑥 +
𝑗

𝑡
𝑢+ 𝜆𝑡𝜌(1−𝑛𝑗)−𝑛𝑗𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0 (Б.20)
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допускає оператори лiївських симетрiй 𝜕𝑥 та

𝑄 =
3𝑛

1− 𝑛𝑗
𝑡𝜕𝑡 + 𝑛(𝜌+ 1)𝑥𝜕𝑥 +

(︂
𝜌− 2− 3𝑛𝑗

1− 𝑛𝑗

)︂
𝑢𝜕𝑢.

Крайовi умови (Б.15) iнварiантнi вiдносно перетворення симетрiї, поро-

дженого оператором 𝑄, тодi i тiльки тодi, коли 𝑞 = 𝛾𝑡
(𝜌−2)(1−𝑛𝑗)−3𝑛𝑗

3𝑛 , де

𝛾 = const. Отже, можна застосувати лiївськi симетрiї, щоб розв’язати

крайову задачу для узагальненого рiвняння Кортевега–де Фрiза з лiнiй-

ним демпфуванням

𝑢𝑡 + 𝑢𝑛𝑢𝑥 +
𝑗

𝑡
𝑢+ 𝜆𝑡𝜌(1−𝑛𝑗)−𝑛𝑗𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0, 𝑡 > 0, 𝑥 > 0, (Б.21)

𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑥 > 0,

𝑢(0, 𝑡) = 𝛾𝑡
𝜌(1−𝑛𝑗)−𝑛𝑗−2

3𝑛 , 𝑡 > 0,

𝑢𝑥(0, 𝑡) = 0, 𝑡 > 0,

𝑢𝑥𝑥(0, 𝑡) = 0, 𝑡 > 0.

(Б.22)

Симетрiя 𝑄 породжує перетворення

𝑢 = 𝑡
𝜌(1−𝑛𝑗)−𝑛𝑗−2

3𝑛 𝜙(𝜔), 𝜔 = 𝑥𝑡
(𝜌+1)(𝑛𝑗−1)

3 ,

що зводить задачу (Б.21)–(Б.22) до

𝜆𝜙′′′ + 𝜙𝑛𝜙′ + (𝜌+1)(𝑛𝑗−1)
3 𝜔𝜙′ + (𝜌−2)(1−𝑛𝑗)

3𝑛 𝜙 = 0,

𝜙(0) = 𝛾, 𝜙′(0) = 0, 𝜙′′(0) = 0.
(Б.23)

Для 𝑗 = 1/2 та 𝑗 = 1 рiвняння (Б.21) стає узагальненим цилiндричним

та сферичним рiвнянням КдФ, вiдповiдно.

Групову класифiкацiю узагальнених рiвнянь КдФ зi змiнними коефiцi-

єнтами (Б.8) проведено вичерпно. Результати представлено двома спосо-

бами: з точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi (табл. Б.3) та без спрощення пе-

ретвореннями еквiвалентностi (табл. Б.4). Прокласифiковано iнварiантнi

розв’язки (табл. Б.6). Знайденi лiївськi симетрiї узагальненого рiвняння
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КдФ застосовано до задачi з початковими i крайовими умовами (Б.14)–

(Б.15) з метою перетворення її у задачу Кошi для звичайного диференцi-

ального рiвняння (Б.18) [306]. Результуючу нелiнiйну задачу розв’язано

чисельно за допомогою методу скiнченних рiзниць i методу простих iтера-

цiй. Схему перевiрено шляхом її застосування до подiбних задач, якi вже

було розв’язано iншими методи: результати чудово узгоджуються. Пе-

ревiрено ефект керiвних параметрiв на розв’язках (Б.14)–(Б.15). Викори-

стовуючи вищезгаданi перетворення, побудовано розв’язки оригiнального

диференцiального рiвняння з частинними похiдними.

Б.3. Груповий аналiз рiвнянь Кортевега–де Фрiза

п’ятого порядку зi змiнними коефiцiєнтами

Рiвняння методу скiнченних рiзниць виникає, зокрема, при моделюваннi

одновимiрних плоских хвиль у холоднiй квазiнейтральнiй безколiзiйнiй

плазмi, що поширюються вздовж осi 𝑥, пiд дiєю однорiдного магнiтно-

го поля [172]. Виявилося, що коли кут поширення хвилi вiдносно зовнi-

шнього магнiтного поля стає критичним, похiдну третього порядку (дис-

персiю) в модельному рiвняннi потрiбно замiнити на похiдну п’ятого по-

рядку [173]. Тобто магнiтно-акустичнi хвилi, що поширюються вздовж

цього критичного напряму, моделюються найпростiшим рiвнянням КдФ

п’ятого порядку

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + 𝜇𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0, 𝜇 = const. (Б.24)

У роботi [221] показано, що рiвняння (Б.24) з 𝜇 = −1 описує поодинокi

хвилi в нелiнiйнiй лiнiї електропередачi.

Рiвняння (Б.24) та його узагальнення вивчали у великiй кiлькостi ро-

бiт. Так, у [175,328] знайдено точний солiтонний розв’язок рiвняння (Б.24)

у термiнах елiптичної функцiї Якобi cn. Розв’язки типу «пульсуючо-

го мультиплету» цього рiвняння перевiрено у роботi [152]. Там же на-

ведено локальнi закони збереження зi збереженими струмами 𝑢, 𝑢2 та
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𝑢3 + 3
2(𝑢𝑥𝑥)

2. На вiдмiну вiд класичного рiвняння КдФ, рiвняння КдФ

п’ятого порядку не iнтегрується методом перетворення оберненого розсi-

яння [213]. У роботi [206] знайдено лiївськi симетрiї та вiдповiднi редукцiї

(Б.24) до звичайного диференцiального рiвняння.

У [320] зроблено спробу класифiкувати лiївськi симетрiї узагальнених

рiвнянь КдФ п’ятого порядку з коефiцiєнтами, що залежать вiд часу, ви-

гляду 𝑢𝑡 + 𝑢𝑛𝑢𝑥 + 𝛼(𝑡)𝑢+ 𝛽(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0. Проте наведенi там результати,

взагалi кажучи, некоректнi. У цiй дисертацiйнiй роботi виконано коре-

ктну та повну групову класифiкацiю класу

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + 𝛼(𝑡)𝑢+ 𝛽(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0, 𝛽 ̸= 0, (Б.25)

де 𝛼 та 𝛽 — гладкi функцiї змiнної 𝑡. Щоб зменшити кiлькiсть змiнних

коефiцiєнтiв i продовжити симетрiйний аналiз оптимальним шляхом, спо-

чатку знайдено допустимi перетворення [260] у класi (Б.25). Тепер можна

навести класифiкацiю лiївських симетрiй та лiївських редукцiй.

Допустимi перетворення. Групоїд еквiвалентностi класу (Б.25) опи-

сано таким твердженням.

Теорема Б.11. Розширена узагальнена група еквiвалентностi �̂�∼ кла-

су (Б.25) складається з перетворень

𝑡 = 𝑇 (𝑡), �̃� = (𝑥+ 𝛿1)𝑋
1 + 𝛿2, �̃� =

1

𝑇𝑡

(︀
𝑋1𝑢+𝑋1

𝑡 (𝑥+ 𝛿1)
)︀
,

�̃�(𝑡) =
1

𝑇𝑡

(︂
𝛼(𝑡)− 2

𝑋1
𝑡

𝑋1
+
𝑇𝑡𝑡
𝑇𝑡

)︂
, 𝛽(𝑡) =

(𝑋1)5

𝑇𝑡
𝛽(𝑡),

де 𝑋1 = (𝛿3
∫︀
𝑒−

∫︀
𝛼(𝑡)d𝑡d𝑡 + 𝛿4)

−1; 𝛿𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 4, — довiльнi сталi, при-

чому (𝛿3, 𝛿4) ̸= (0, 0); 𝑇 = 𝑇 (𝑡) — гладка функцiя, для якої 𝑇𝑡 ̸= 0.

Уся множина допустимих перетворень класу (Б.25) породжується

перетвореннями з групи �̂�∼.

Використовуючи цю теорему, можна сформулювати критерiй звiдностi

рiвнянь КдФ п’ятого порядку зi змiнними коефiцiєнтами до рiвнянь зi

сталими коефiцiєнтами.
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Теорема Б.12. Рiвняння зi змiнними коефiцiєнтами з класу (Б.25)

зводиться до рiвняння КдФ п’ятого порядку зi сталими коефiцiєнта-

ми (Б.24) тодi i тiльки тодi, коли його коефiцiєнти 𝛼 та 𝛽 пов’язанi

формулою

𝛽 = 𝑒−
∫︀
𝛼(𝑡)d𝑡

(︁
𝑐1
∫︀
𝑒−

∫︀
𝛼(𝑡)d𝑡d𝑡+ 𝑐2

)︁3
, (Б.26)

де 𝑐1 та 𝑐2 — довiльнi сталi, причому (𝑐1, 𝑐2) ̸= (0, 0).

Використавши перетворення еквiвалентностi

𝑡 =
∫︀
𝑒−

∫︀
𝛼(𝑡) d𝑡d𝑡, �̂� = 𝑥, �̂� = 𝑒

∫︀
𝛼(𝑡) d𝑡𝑢 (Б.27)

з групи �̂�∼, можна вiдкалiбрувати довiльний елемент 𝛼 до нульового зна-

чення. Дiйсно, це перетворення вiдображає клас (Б.25) у його пiдклас

з �̂� = 0. Довiльний елемент 𝛽 вiдображеного рiвняння виражається в тер-

мiнах 𝛼 та 𝛽 як 𝛽 = 𝑒
∫︀
𝛼(𝑡) 𝑑𝑡𝛽. Тому без обмеження загальностi достатньо

дослiдити клас

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + 𝛽(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0. (Б.28)

Перетворення еквiвалентностi у класi (Б.28) можна отримати, поклав-

ши �̃� = 𝛼 = 0 у перетвореннi, наведеному в теоремi Б.11.

Наслiдок Б.13. Звичайна група еквiвалентностi 𝐺∼
𝛼=0 класу (Б.28)

складається з перетворень

𝑡 =
𝑎𝑡+ 𝑏

𝑐𝑡+ 𝑑
, �̃� =

𝑒2𝑥+ 𝑒1𝑡+ 𝑒0
𝑐𝑡+ 𝑑

, �̃� =
𝑒2(𝑐𝑡+ 𝑑)𝑢− 𝑒2𝑐𝑥− 𝑒0𝑐+ 𝑒1𝑑

Δ
,

𝛽 =
𝑒2

5

(𝑐𝑡+ 𝑑)3
𝛽

Δ
,

де 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒0, 𝑒1 та 𝑒2 — довiльнi сталi, причому Δ = 𝑎𝑑− 𝑏𝑐 ̸= 0 та

𝑒2 ̸= 0. Набiр (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒0, 𝑒1, 𝑒2) визначено з точнiстю до ненульового

множника, тому без обмеження загальностi можна вважати, що Δ =

±1.

Уся множина допустимих перетворень класу (Б.28) породжується

перетвореннями з групи 𝐺∼
𝛼=0.
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Табл. Б.7: Групова класифiкацiя класу (Б.28) з точнiстю до 𝐺∼
𝛼=0-еквiвалентностi.

№ 𝛽(𝑡) Базис 𝐴max

0 ∀ 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢

1 𝑡𝜌 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢, 5𝑡𝜕𝑡 + (𝜌+ 1)𝑥𝜕𝑥 + (𝜌− 4)𝑢𝜕𝑢

2 𝑒𝑡 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢, 5𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢

3 (𝑡2 + 1)
3
2 𝑒5𝜈 arctg 𝑡 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢, (𝑡2 + 1)𝜕𝑡 + (𝑡+ 𝜈)𝑥𝜕𝑥 + ((𝜈 − 𝑡)𝑢+ 𝑥)𝜕𝑢

4 1 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢, 𝜕𝑡, 5𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 − 4𝑢𝜕𝑢

Тут 𝜌 та 𝜈 — дiйснi сталi, 𝜌 ̸= 0. З точнiстю до 𝐺∼
𝛼=0-еквiвалентностi можна вва-

жати, що 𝜌 6 3/2, 𝜈 > 0.

Компоненти цього перетворення для 𝑡, 𝑥 та 𝑢 спiвпадають з вiд-

повiдними компонентами, отриманими для класу рiвнянь Бюргер-

са 𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + 𝛽(𝑡)𝑢𝑥𝑥 = 0 [246] та для класу рiвнянь КдФ

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + 𝛽(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0 [263].

Наслiдок Б.14. Рiвняння зi змiнними коефiцiєнтами з класу (Б.28)

зводиться до рiвняння КдФ п’ятого порядку зi сталими коефiцiєнта-

ми (Б.24) тодi й тiльки тодi, коли 𝛽 = (𝑐1𝑡+𝑐2)
3, де 𝑐1 та 𝑐2 — довiльнi

сталi, причому (𝑐1, 𝑐2) ̸= (0, 0).

Лiївськi симетрiї. Розв’яжемо задачу групової класифiкацiї, вико-

ристовуючи класичний пiдхiд Лi–Овсянникова. Справедливе наступне

твердження.

Теорема Б.15. Ядро максимальних алгебр лiївської iнварiантностi рiв-

нянь з класу (Б.28) — двовимiрна абелева алгебра 𝐴ker = ⟨𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢⟩.
Усi можливi 𝐺∼

𝛼=0-нееквiвалентнi випадки розширення максимальних

алгебр лiївської iнварiантностi вичерпуються випадками 1–4 табл. Б.7.

Зауваження Б.16. Класифiкацiйний список для класу (Б.25) з точнiстю

до �̂�∼-еквiвалентностi спiвпадає зi списком, наведеним у табл. Б.7.

Зауваження Б.17. Рiвняння вигляду (Б.25) допускає чотиривимiр-

ну алгебру лiївської симетрiї тодi i тiльки тодi, коли воно точково-
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Табл. Б.8: Повний список розширень лiївської симетрiї в класi (Б.25).

№ 𝛽(𝑡) Базис 𝐴max

0 ∀ 𝜕𝑥, 𝑇𝜕𝑥 + 𝑇𝑡𝜕𝑢

1 𝜕𝑥, 𝑇𝜕𝑥 + 𝑇𝑡𝜕𝑢, 5𝑇−1
𝑡 (𝑎𝑇 + 𝑏)(𝑐𝑇 + 𝑑)𝜕𝑡 +

[︀
5𝑎𝑐𝑇

𝜆𝑇𝑡(𝑎𝑇 + 𝑏)𝜌(𝑐𝑇 + 𝑑)3−𝜌 + 𝑎𝑑(𝜌+ 1) + 𝑏𝑐(4− 𝜌)
]︀
𝑥𝜕𝑥 +

(︁
5𝑎𝑐𝑥𝑇𝑡 −

[︀
5𝑎𝑐𝑇

+ 5𝛼𝑇−1
𝑡 (𝑎𝑇 + 𝑏)(𝑐𝑇 + 𝑑) + 𝑏𝑐(𝜌+ 1) + 𝑎𝑑(4− 𝜌)

]︀
𝑢
)︁
𝜕𝑢

2 𝜆𝑇𝑡(𝑐𝑇 + 𝑑)3 exp
(︁
𝑎𝑇+𝑏
𝑐𝑇+𝑑

)︁
𝜕𝑥, 𝑇𝜕𝑥 + 𝑇𝑡𝜕𝑢, 5𝑇−1

𝑡 (𝑐𝑇 + 𝑑)2𝜕𝑡 + (5𝑐(𝑐𝑇 + 𝑑) + Δ)𝑥𝜕𝑥

+
[︀
5𝑐2𝑥𝑇𝑡 +

(︀
Δ− 5(𝑐𝑇 + 𝑑)(𝑐+ 𝛼(𝑐𝑇 + 𝑑)𝑇−1

𝑡 )
)︀
𝑢
]︀
𝜕𝑢

3 𝜕𝑥, 𝑇𝜕𝑥 + 𝑇𝑡𝜕𝑢, 𝑇−1
𝑡

(︀
(𝑎𝑇 + 𝑏)2 + (𝑐𝑇 + 𝑑)2

)︀
𝜕𝑡

𝜆𝑇𝑡𝑒
5𝜈 arctg(𝑎𝑇+𝑏

𝑐𝑇+𝑑) +
[︀
𝑎(𝑎𝑇 + 𝑏) + 𝑐(𝑐𝑇 + 𝑑) + 𝜈Δ

]︀
𝑥𝜕𝑥

×
(︀
(𝑎𝑇 + 𝑏)2 + (𝑐𝑇 + 𝑑)2

)︀ 3
2 +

[︀
(𝑎2 + 𝑐2)𝑥𝑇𝑡 −

(︀
𝑎(𝑎𝑇 + 𝑏) + 𝑐(𝑐𝑇 + 𝑑)− 𝜈Δ

+ 𝛼𝑇−1
𝑡

(︀
(𝑎𝑇 + 𝑏)2 + (𝑐𝑇 + 𝑑)2

)︀)︀
𝑢
]︀
𝜕𝑢

4a 𝜆𝑇𝑡 𝜕𝑥, 𝑇𝜕𝑥 + 𝑇𝑡𝜕𝑢, 𝑇−1
𝑡 (𝜕𝑡 − 𝛼𝑢𝜕𝑢),

5𝑇𝑇−1
𝑡 𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 − (4 + 5𝑇𝑇−1

𝑡 𝛼)𝑢𝜕𝑢

4b 𝜕𝑥, 𝑇𝜕𝑥 + 𝑇𝑡𝜕𝑢,

𝑇𝑡(𝑐𝑇 + 𝑑)3 5𝑇−1
𝑡 (𝑐𝑇 + 𝑑)𝜕𝑡 + 4𝑐𝑥𝜕𝑥 − (𝑐+ 5𝑇−1

𝑡 (𝑐𝑇 + 𝑑)𝛼)𝑢𝜕𝑢,

𝑇−1
𝑡 (𝑐𝑇 + 𝑑)2𝜕𝑡 + 𝑐(𝑐𝑇 + 𝑑)𝑥𝜕𝑥

+ [𝑐2𝑥𝑇𝑡 − (𝑐𝑇 + 𝑑)(𝑐+ 𝑇−1
𝑡 (𝑐𝑇 + 𝑑)𝛼)𝑢]𝜕𝑢

Тут 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝜆, 𝜈 та 𝜌 — довiльнi сталi, причому 𝜆 ̸= 0 та 𝜌 ̸= 0, 3, Δ = 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ̸= 0;

функцiя 𝛼(𝑡) є довiльною в усiх випадках; 𝑇 =
∫︀
𝑒−

∫︀
𝛼(𝑡)d𝑡d𝑡.

еквiвалентне рiвнянню КдФ п’ятого порядку зi сталими коефiцiєнта-

ми (Б.24).

У табл. Б.8 також подано повний список розширень лiївських симет-

рiй для класу (Б.25), де довiльнi елементи не спрощено точковими пере-

твореннями. Для його отримання використано пiдхiд, що ґрунтується на

поняттi еквiвалентностi [298].

Випадки, наведенi у табл. Б.8, дають усi рiвняння (Б.25), для яких

ефективним є класичний метод лiївських редукцiй.
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Табл. Б.9: Оптимальнi системи одновимiрних пiдалгебр 𝐴max з табл. Б.7.

Випадок Оптимальна система

0 g = ⟨𝜕𝑥⟩, g𝑎 = ⟨(𝑡+ 𝑎)𝜕𝑥 + 𝜕𝑢⟩

1�̸�=−1,4 g = ⟨𝜕𝑥⟩, g𝜎 = ⟨(𝑡+ 𝜎)𝜕𝑥 + 𝜕𝑢⟩, g1.1 = ⟨5𝑡𝜕𝑡 + (𝜌+ 1)𝑥𝜕𝑥 + (𝜌− 4)𝑢𝜕𝑢⟩

1𝜌=−1 g = ⟨𝜕𝑥⟩, g𝜎 = ⟨(𝑡+ 𝜎)𝜕𝑥 + 𝜕𝑢⟩, g𝑎1.2 = ⟨𝑡𝜕𝑡 + 𝑎𝜕𝑥 − 𝑢𝜕𝑢⟩

2 g = ⟨𝜕𝑥⟩, g0 = ⟨𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢⟩, g2 = ⟨5𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢⟩

3 g = ⟨𝜕𝑥⟩, g3 = ⟨(𝑡2 + 1)𝜕𝑡 + (𝑡+ 𝜈)𝑥𝜕𝑥 + (𝑥+ (𝜈 − 𝑡)𝑢)𝜕𝑢⟩

4 g = ⟨𝜕𝑥⟩, g4.1 = ⟨𝜕𝑡⟩, g𝜎4.2 = ⟨𝜎𝜕𝑡 + 𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢⟩, g4.3 = ⟨5𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 − 4𝑢𝜕𝑢⟩

Тут 𝑎 — дiйснi стала, 𝜎 ∈ {−1, 0, 1}. З точнiстю до 𝐺∼
𝛼=0-еквiвалентностi можна вва-

жати, що 𝜌 6 3/2, 𝜈 > 0.

Лiївськi редукцiї. Лiївськi симетрiї дають нам потужний iнструмент

знаходження розв’язкiв нелiнiйних диференцiальних рiвнянь з частин-

ними похiдними — дозволяють звести їх до рiвнянь з меншою кiлькi-

стю незалежних змiнних, або навiть до звичайних диференцiальних рiв-

нянь. Якщо (1+1)-вимiрне диференцiальне рiвняння з частинними по-

хiдними допускає оператор лiївської симетрiї 𝑄 = 𝜏𝜕𝑡 + 𝜉𝜕𝑥 + 𝜂𝜕𝑢,

то анзац, що редукує це рiвняння до звичайного диференцiально-

го рiвняння, можна знайти як розв’язок умови iнварiантної поверхнi

𝑄[𝑢] := 𝜂− 𝜏𝑢𝑡− 𝜉𝑢𝑥 = 0 [22,234]. На практицi для цього слiд розв’язати

вiдповiдну характеристичну систему d𝑡
𝜏 = d𝑥

𝜉 = d𝑢
𝜂 . Щоб отримати неек-

вiвалентнi редукцiї, потрiбно використовувати пiдалгебри з оптимальної

системи (див. [234, § 3.3]).

Таким чином побудувано оптимальнi системи одновимiрних пiдал-

гебр для всiх максимальних алгебр лiївської iнварiантностi, наведених

у табл. Б.7. Результати наведено в табл. Б.9.

Редукцiї за пiдалгеброю g призводять тiльки до сталих розв’язкiв. Ре-

дукцiю за пiдалгеброю g4.3 не наводимо, оскiльки вона спiвпадає з реду-

кцiєю за g1.1 при 𝜌 = 0. Iншi редукцiї перелiчено в табл. Б.10.



370

Табл. Б.10: Лiївськi редукцiї рiвнянь з класу (Б.28).

Випадок g 𝜔 Анзац, 𝑢 = Редуковане рiвняння

0 g𝑎 𝑡 𝜙(𝜔) +
𝑥

𝑡+ 𝑎
(𝜔 + 𝑎)𝜙′ + 𝜙 = 0

1𝜌 ̸=−1,4 g1.1 𝑥𝑡−
𝜌+1
5 𝑡

𝜌−4
5 𝜙(𝜔) 𝜙′′′′′ +

(︁
𝜙− 𝜌+1

5 𝜔
)︁
𝜙′ + 𝜌−4

5 𝜙 = 0

1𝜌=−1 g𝑎1.2 𝑥− 𝑎 ln 𝑡 𝑡−1𝜙(𝜔) 𝜙′′′′′ + (𝜙− 𝑎)𝜙′ − 𝜙 = 0

2 g2 𝑥𝑒−
1
5
𝑡 𝑒

1
5
𝑡𝜙(𝜔) 𝜙′′′′′ +

(︀
𝜙− 1

5𝜔
)︀
𝜙′ + 1

5𝜙 = 0

3 g3
𝑥𝑒−𝜈 arctg 𝑡

√
𝑡2 + 1

𝑒𝜈 arctg 𝑡

√
𝑡2 + 1

𝜙(𝜔) +
𝑥𝑡

𝑡2 + 1
𝜙′′′′′ + (𝜙− 𝜈𝜔)𝜙′ + 𝜈𝜙+ 𝜔 = 0

4.1 g4.1 𝑥 𝜙(𝜔) 𝜙′′′′′ + 𝜙𝜙′ = 0

4.2 g𝜎4.2 𝑥± 𝑡2

2
𝜙(𝜔)∓ 𝑡 𝜙′′′′′ + 𝜙𝜙′ ∓ 1 = 0

Тут 𝑎 — довiльна стала.

Розв’язавши редуковане рiвняння першого порядку з табл. Б.10 та

застосувавши пiсля цього перетворення (Б.31), можна отримати “виро-

джений” розв’язок рiвняння (Б.25), а саме

𝑢 =
𝑥+ 𝑏∫︀

𝑒−
∫︀
𝛼(𝑡)d𝑡d𝑡+ 𝑎

𝑒−
∫︀
𝛼(𝑡)d𝑡,

який є коректним для будь-якої гладкої функцiї 𝛼. Тут 𝑎 та 𝑏 — довiльнi

сталi.

За допомогою перетворень еквiвалентностi можна побудувати точний

розв’язок рiвнянь (Б.25), якi зводяться до їхнiх вiдповiдникiв зi сталими

коефiцiєнтами, тобто коефiцiєнти яких пов’язанi спiввiдношенням (Б.26).

Вiзьмемо вiдомий розв’язок рiвняння (Б.24) у термiнах елiптичної функ-

цiї Якобi cn з роботи [328] та отримаємо точний розв’язок

𝑢 =

105
16 𝑎 cn4

(︁
𝑊 (𝑡, 𝑥);

√
2
2

)︁
+ 𝑐1(𝑥+ 𝑑)

𝑒
∫︀
𝛼(𝑡)d𝑡𝑍

для рiвняння КдФ п’ятого порядку зi змiнними коефiцiєнтами

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + 𝛼(𝑡)𝑢− 𝑒−
∫︀
𝛼(𝑡)d𝑡𝑍3𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0,
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де 𝑊 (𝑡, 𝑥) =
√
2
4 𝑎

1
4

(︁
𝑥+𝑑
𝑍 − 21

8 𝑎
∫︀

𝑒−
∫︀
𝛼(𝑡)d𝑡

𝑍2 d𝑡
)︁
+ 𝑏, 𝑍 = 𝑐1

∫︀
𝑒−

∫︀
𝛼(𝑡)d𝑡d𝑡 + 𝑐2,

𝑎 — додатна стала, 𝑐1, 𝑐2, 𝑏 та 𝑑 — довiльнi сталi, причому (𝑐1, 𝑐2) ̸= (0, 0).

Одновимiрнi пiдалгебри алгебр лiївських симетрiй, що допускаються

рiвняннями з класу (Б.25), прокласифiковано в табл. Б.9. Усi нееквi-

валентнi редукцiї за такими пiдалгебрами наведено в табл. Б.10. Вико-

нанi редукцiї можна використати для побудови точних i/або чисельних

розв’язкiв. Приклади такої побудови для узагальненого рiвняння Кава-

хари наведено у роботi [194].

Б.4. Груповий аналiз класу узагальнених рiвнянь

Кортевега–де Фрiза п’ятого порядку

У цьому роздiлi з точки зору лiївських симетрiй дослiджено клас уза-

гальнених рiвнянь КдФ п’ятого порядку зi змiнними коефiцiєнтами

𝑢𝑡 + 𝑢𝑛𝑢𝑥 + 𝛼(𝑡)𝑢+ 𝛽(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0. (Б.29)

Тут 𝛼 та 𝛽 — гладкi функцiї вiд 𝑡, що не мають нулiв; 𝑛 — додатне

цiле число, 𝑛 > 2. Ця робота — природне продовження нашого дослiд-

ження [196], де проведено вичерпну групову класифiкацiю рiвнянь (Б.29)

з 𝑛 = 1. Симетрiйний аналiз класу (Б.29) розпочато в роботi [320], але ми

покажемо, що наведенi там результати некоректнi. Випадок 𝑛 = 2 розгля-

дався також у [321], але повної групової класифiкацiї там не досягнуто.

Рiзноманiтнi узагальнення рiвняння КдФ виникають у багатьох фi-

зичних моделях, включаючи такi, що описують гравiтацiйнi хвилi, хви-

лi у плазмi та у решiтках [167]. Наприклад, рiвняння (Б.29) з 𝑛 = 1,

𝛼 = 0 та 𝛽 = const моделює одновимiрнi гiдромагнiтнi хвилi у холоднiй

квазiнейтральнiй безколiзiйнiй плазмi, що поширюються вздовж осi 𝑥

пiд дiєю однорiдного магнiтного поля за деяких умов, а саме — коли

кут поширення хвилi вiдносно зовнiшнього магнiтного поля стає крити-

чним [173]. Бiльше посилань на дослiдження, присвяченi цим рiвнянням,

можна знайти у роботi [196].
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Допустимi перетворення. Пошук допустимих перетворень у кла-

сi (Б.29) проведено з використанням прямого методу [183]. Справедливе

твердження:

Теорема Б.18. Узагальнена група еквiвалентностi 𝐺∼ класу (Б.29)

складається з перетворень

𝑡 = 𝑇 (𝑡), �̃� = 𝛿1𝑥+ 𝛿2, �̃� =

(︂
𝛿1
𝑇𝑡

)︂ 1
𝑛

𝑢,

�̃�(𝑡) =
𝛼

𝑇𝑡
+

𝑇𝑡𝑡
𝑛𝑇 2

𝑡

, 𝛽(𝑡) =
𝛿1

5

𝑇𝑡
𝛽(𝑡), �̃� = 𝑛,

де 𝛿𝑗, 𝑗 = 1, 2, — довiльнi сталi, 𝑇 — довiльна гладка функцiя, причому

𝛿1𝑇𝑡 > 0.

Вся множина допустимих перетворень класу (Б.29) породжується

перетвореннями з групи 𝐺∼.

Якщо вважати, що стала 𝑛 змiнюється в класi (Б.29), то група еквi-

валентностi 𝐺∼ — узагальнена, оскiльки 𝑛 явно присутня в перетвореннi

змiнної 𝑢. Оскiльки 𝑛 є iнварiантом пiд дiєю перетворень з групи еквi-

валентностi, клас (Б.29) можна розглядати як об’єднання його непере-

тинних пiдкласiв з фiксованим 𝑛. Для кожного такого пiдкласу група

еквiвалентностi 𝐺∼ є звичайною.

Використовуючи теорему Б.18, виведемо критерiй звiдностi рiвнянь

зi змiнними коефiцiєнтами (Б.29) до рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами

з цього ж класу.

Теорема Б.19. Рiвняння зi змiнними коефiцiєнтами з класу (Б.29) зво-

диться до рiвняння з цього ж класу зi сталими коефiцiєнтами тодi

i тiльки тодi, коли його коефiцiєнти 𝛼 та 𝛽 задовольняють рiвнiсть

𝑛 (𝛼/𝛽)𝑡 = (1/𝛽)𝑡𝑡 . (Б.30)

Перетворення еквiвалентностi з групи 𝐺∼ дозволяють вiдкалiбрувати

один з довiльних елементiв 𝛼 чи 𝛽 до простого сталого значення. Напри-

клад, 𝛼 можна покласти рiвним нулю, або ж 𝛽 — рiвним одиницi. Калiбру-

вання 𝛼 = 0 приводить до бiльш суттєвого спрощення дослiдження, тобто
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є бiльш виграшним. Довiльне рiвняння з класу (Б.29) можна вiдобразити

у рiвняння з цього ж класу з �̃� = 0 перетворенням еквiвалентностi

𝑡 =
∫︀
𝑒−𝑛

∫︀
𝛼(𝑡) d𝑡d𝑡, �̃� = 𝑥, �̃� = 𝑒

∫︀
𝛼(𝑡) d𝑡𝑢. (Б.31)

Тодi єдиний змiнний коефiцiєнт у перетвореному рiвняннi виражається

через 𝛼 та 𝛽 як 𝛽 = 𝑒𝑛
∫︀
𝛼(𝑡) 𝑑𝑡𝛽 (тут i далi iнтеграл за 𝑡 слiд розумiти

як деяку фiксовану первiсну). Отже, можна обмежитися дослiдженням

класу

𝑢𝑡 + 𝑢𝑛𝑢𝑥 + 𝛽(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0. (Б.32)

Щоб отримати групу еквiвалентностi для (Б.32), у вiдповiдному пере-

твореннi, наведеному в теоремi Б.18, покладемо �̃� = 𝛼 = 0. Тодi легко

довести, що функцiя 𝑇 — лiнiйна за 𝑡 i справедливе твердження:

Наслiдок Б.20. Узагальнена група еквiвалентностi 𝐺∼
0 класу (Б.32)

складається з перетворень

𝑡 = 𝛿3𝑡+ 𝛿4, �̃� = 𝛿1𝑥+ 𝛿2, �̃� =
(︁
𝛿1
𝛿3

)︁ 1
𝑛

𝑢,

𝛽(𝑡) =
𝛿1

5

𝛿3
𝛽(𝑡), �̃� = 𝑛,

(Б.33)

де 𝛿𝑗, 𝑗 = 1, 2, 3, 4, — довiльнi сталi, 𝛿1𝛿3 > 0.

Уся множина допустимих перетворень класу (Б.32) породжується

перетвореннями з групи 𝐺∼
0 .

Лiївськi симетрiї. У попередньому роздiлi показано, що задача групо-

вої класифiкацiї для класу (Б.29) зводиться до подiбної задачi для його

пiдкласу (Б.32). Доведено твердження:

Теорема Б.21. Ядро максимальних алгебр лiївської iнварiантностi не-

лiнiйних рiвнянь з класу (Б.32) з 𝑛 ̸= 1 спiвпадає з одновимiрною ал-

геброю ⟨𝜕𝑥⟩. Усi можливi 𝐺∼
0 -нееквiвалентнi випадки розширення мак-

симальних алгебр лiївської iнварiантностi вичерпуються наведеними

у випадках 2–4 табл. Б.11.
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Табл. Б.11: Групова класифiкацiя класу (Б.32) з точнiстю до 𝐺∼
0 -еквiвалентностi.

№ 𝛽(𝑡) Базис 𝐴max

1 ∀ 𝜕𝑥

2 𝜀𝑡𝜌 𝜕𝑥, 5𝑛𝑡𝜕𝑡 + (𝜌+ 1)𝑛𝑥𝜕𝑥 + (𝜌− 4)𝑢𝜕𝑢

3 𝜀𝑒𝑡 𝜕𝑥, 5𝑛𝜕𝑡 + 𝑛𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢

4 𝜀 𝜕𝑥, 𝜕𝑡, 5𝑛𝑡𝜕𝑡 + 𝑛𝑥𝜕𝑥 − 4𝑢𝜕𝑢

Тут 𝑛 ̸= 0, 1, 𝜌 — довiльна ненульова стала; 𝜀 = ±1 mod 𝐺∼
0 .

Табл. Б.12: Повний список розширень лiївської симетрiї в класi (Б.29) з 𝑛 ̸= 0, 1.

№ 𝛽(𝑡) Базис 𝐴max

1 ∀ 𝜕𝑥

2 𝜆𝑇𝑡
(︀
𝑇 + 𝜅

)︀𝜌
𝜕𝑥, 5𝑛(𝑇 + 𝜅)𝑇−1

𝑡 𝜕𝑡 + 𝑛(𝜌+ 1)𝑥𝜕𝑥 + (𝜌− 4− 5𝑛𝛼(𝑡)(𝑇 + 𝜅)𝑇−1
𝑡 )𝑢𝜕𝑢

3 𝜆𝑇𝑡𝑒
𝑚𝑇 𝜕𝑥, 5𝑛𝑇

−1
𝑡 𝜕𝑡 +𝑚𝑛𝑥𝜕𝑥 +

(︀
𝑚− 5𝑛𝛼(𝑡)𝑇−1

𝑡

)︀
𝑢𝜕𝑢

4 𝜆𝑇𝑡 𝜕𝑥, 𝑇
−1
𝑡 (𝜕𝑡 − 𝛼(𝑡)𝑢𝜕𝑢), 5𝑛𝑇𝑇

−1
𝑡 𝜕𝑡 + 𝑛𝑥𝜕𝑥 − (4 + 5𝑛𝛼(𝑡)𝑇𝑇−1

𝑡 )𝑢𝜕𝑢

Тут 𝜆, 𝜅, 𝜌 та 𝑚 — довiльнi сталi, причому 𝜆𝜌𝑚 ̸= 0, 𝑇 = 𝑇 (𝑡) =
∫︀
𝑒−𝑛

∫︀
𝛼(𝑡) d𝑡d𝑡,

а функцiя 𝛼(𝑡) є довiльною у всiх випадках.

Твердження Б.22. Класифiкацiйний список для класу (Б.29) з точнi-

стю до 𝐺∼-еквiвалентностi спiвпадає зi списком, наведеним у табл. Б.11.

Твердження Б.23. Рiвняння вигляду (Б.29) допускає трьохвимiрну

алгебру лiївських симетрiй тодi й тiльки тодi, коли воно точково-

еквiвалентне рiвнянню КдФ п’ятого порядку зi сталими коефiцiєнтами

𝑢𝑡 + 𝑢𝑛𝑢𝑥 + 𝜀𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 з цього ж класу.

Для зручностi подальших застосувань наведемо в табл. Б.12 повний

список розширень лiївської симетрiї для початкового класу (Б.29), де до-

вiльнi елементи не спрощено перетвореннями еквiвалентностi (докладний

алгоритм отримання таких спискiв зi спрощених описано в [298]).

Отриманi результати групової класифiкацiї дають всi рiвняння (Б.29),

до яких можна застосувати класичний метод лiївських редукцiй.
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Табл. Б.13: Лiївськi редукцiї рiвняння 𝑢𝑡 + 𝑢𝑛𝑢𝑥 + 𝛽(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0.

№ 𝛽(𝑡) g 𝜔 Анзац Редуковане рiвняння

1 𝜀𝑡𝜌, 𝜌 ̸= −1 g2.1 𝑥𝑡−
𝜌+1
5 𝑢 = 𝑡

𝜌−4
5𝑛 𝜙(𝜔) 𝜀𝜙′′′′′ +

(︁
𝜙𝑛 − 𝜌+1

5 𝜔
)︁
𝜙′ + 𝜌−4

5𝑛 𝜙 = 0

2 𝜀𝑡−1 g𝑎2.2 𝑥− 𝑎
𝑛 ln 𝑡 𝑢 = 𝑡−

1
𝑛𝜙(𝜔) 𝜀𝜙′′′′′ +

(︀
𝜙𝑛 − 𝑎

𝑛

)︀
𝜙′ − 1

𝑛𝜙 = 0

3 𝜀𝑒𝑡 g3 𝑥𝑒−
1
5
𝑡 𝑢 = 𝑒

1
5𝑛

𝑡𝜙(𝜔) 𝜀𝜙′′′′′ +
(︀
𝜙𝑛 − 1

5𝜔
)︀
𝜙′ + 1

5𝑛𝜙 = 0

4 𝜀 g𝜎4.1 𝑥− 𝜎𝑡 𝑢 = 𝜙(𝜔) 𝜀𝜙′′′′′ + (𝜙𝑛 − 𝜎)𝜙′ = 0

5 𝜀 g4.2 𝑥𝑡−
1
5 𝑢 = 𝑡−

4
5𝑛𝜙(𝜔) 𝜀𝜙′′′′′ +

(︀
𝜙𝑛 − 𝜔

5

)︀
𝜙′ − 4

5𝑛𝜙 = 0

Тут 𝑎 — довiльна стала, 𝜎 ∈ {−1, 0, 1}, 𝜀 = ±1 mod 𝐺∼
0 , 𝑛 ̸= 0, 1.

Симетрiйнi редукцiї та побудова точних розв’язкiв. Щоб знайти

оптимальнi системи одновимiрних пiдалгебр для алгебр Лi 𝐴max, наве-

дених у табл. Б.11, спочатку розглянемо їхню структуру, використавши

позначення роботи [244]. У випадках 2 та 3 максимальнi алгебри лiївської

iнварiантностi — двовимiрнi. У випадку 2 з 𝜌 = −1 вони абелевi (2𝐴1).

Алгебри у випадку 2 з 𝜌 ̸= −1 та у випадку 3 — неабелевi (𝐴2). Тривимiр-

на алгебра з базисними операторами, наведеними у випадку 4, належить

до типу 𝐴𝑎
3.5, де 𝑎 = 1/5.

Отже, оптимальнi системи одновимiрних пiдалгебр максимальних ал-

гебр лiївської iнварiантностi 𝐴max, наведених у табл. Б.11, такi:

2𝜌 ̸=−1 : g0 = ⟨𝜕𝑥⟩, g2.1 = ⟨5𝑛𝑡𝜕𝑡 + (𝜌+ 1)𝑛𝑥𝜕𝑥 + (𝜌− 4)𝑢𝜕𝑢⟩;

2𝜌=−1 : g0 = ⟨𝜕𝑥⟩, g𝑎2.2 = ⟨𝑛𝑡𝜕𝑡 + 𝑎𝜕𝑥 − 𝑢𝜕𝑢⟩, де 𝑎 — довiльна стала;

3: g0 = ⟨𝜕𝑥⟩, g3 = ⟨5𝑛𝜕𝑡 + 𝑛𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢⟩;

4: g0 = ⟨𝜕𝑥⟩, g𝜎4.1 = ⟨𝜕𝑡 + 𝜎𝜕𝑥⟩, g4.2 = ⟨5𝑛𝑡𝜕𝑡 + 𝑛𝑥𝜕𝑥 − 4𝑢𝜕𝑢⟩,
𝜎 ∈ {−1, 0, 1}.

Редукцiї за пiдалгеброю g0 не виконуємо, оскiльки вони приводять

тiльки до сталих розв’язкiв. Редукцiї за iншими одновимiрними пiдалге-

брами й отриманi оптимальнi списки подано в табл. Б.13.

Можна розглянути також редукцiї узагальнених рiвнянь КдФ п’ятого

порядку до алгебраїчних рiвнянь, використовуючи двовимiрнi пiдалгебри
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їхнiх алгебр лiївської iнварiантностi. Iснує лише одна така пiдалгебра, що

приводить до несталого розв’язку. Це пiдалгебра

⟨𝜕𝑡, 5𝑛𝑡𝜕𝑡 + 𝑛𝑥𝜕𝑥 − 4𝑢𝜕𝑢⟩

алгебри 𝐴max, наведеної у випадку 4 табл. Б.11. Вiдповiдний анзац

𝑢 = 𝐶𝑥−
4
𝑛 редукує рiвняння

𝑢𝑡 + 𝑢𝑛𝑢𝑥 + 𝜀𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 (Б.34)

до алгебраїчного рiвняння на сталу 𝐶. Розв’язавши його, отримаємо ста-

цiонарний розв’язок

𝑢 = (−8𝜀(𝑛+ 1)(𝑛+ 2)(𝑛+ 4)(3𝑛+ 4))
1
𝑛 (𝑛𝑥)−

4
𝑛

рiвняння (Б.34). Використовуючи цей розв’язок та перетворення еквi-

валентностi (Б.31), побудуємо простий нестацiонарний точний розв’язок

𝑢 =
(︀
− 8𝜀(𝑛+ 1)(𝑛+ 2)(𝑛+ 4)(3𝑛+ 4)

)︀ 1
𝑛 (𝑛𝑥)−

4
𝑛𝑒−

∫︀
𝛼(𝑡) d𝑡

рiвняння КдФ п’ятого порядку з коефiцiєнтами, що залежать вiд часу

𝑢𝑡 + 𝑢𝑛𝑢𝑥 + 𝛼(𝑡)𝑢+ 𝜀𝑒−𝑛
∫︀
𝛼(𝑡) 𝑑𝑡𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0, (Б.35)

де 𝛼 — довiльна гладка функцiя, що не має нулiв.

При 𝑛 = 2 розглянемо розв’язок типу бiжучої хвилi

𝑢 = ±2
√
−10𝜀

(︀
3 th(𝑥+ 24𝜀𝑡)2 − 2

)︀
рiвняння (Б.34), вiдомий з [242]. Використовуючи (Б.31), отримаємо то-

чний розв’язок рiвняння (Б.35) з 𝑛 = 2

𝑢 = ±2
√
−10𝜀

(︂
3 th

(︁
𝑥+ 24𝜀

∫︀
𝑒−2

∫︀
𝛼(𝑡) d𝑡d𝑡

)︁2
− 2

)︂
𝑒−

∫︀
𝛼(𝑡) d𝑡.

Слiд зауважити, що отриманi редукцiї до звичайних диференцiальних

рiвнянь можна використати для чисельного розв’язання узагальненого

рiвняння КдФ п’ятого порядку, див. [194,306].
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Висновки. Симетрiйний аналiз класу (Б.29) було розпочато у робо-

тi [320], а випадок 𝑛 = 2 окремо розглянуто в [321]. Проте наведенi

там результати є некоректними [320] або неповними [321]. Конкретизу-

ємо основнi недолiки результатiв, отриманих в цих двох роботах.

У [321] було знайдено лише деякi випадки розширень лiївських симет-

рiй рiвнянь вигляду (Б.29) з 𝑛 = 2, а саме випадки з 𝛼 = const та 𝛼 = 1/𝑡.

При виконаннi групової класифiкацiї з точнiстю до вiдповiдних перетво-

рень еквiвалентностi достатньо розглянути випадок 𝛼 = 0. Щоб отрима-

ти класифiкацiю, що мiстить всi рiвняння, якi допускають розширення

лiївської симетрiї, а не лише їхнi нееквiвалентнi представники, всi такi

рiвняння повиннi мати довiльний коефiцiєнт 𝛼, тобто випадки 𝛼 = const

та 𝛼 = 1/𝑡 можна розглядати тiльки як частковi приклади. Бiльш того,

навiть вивчаючи цi частковi випадки, автори [321] пропустили один випа-

док розширення лiївських симетрiй для кожного розглянутого значення

𝛼. Наприклад, для випадку 𝛼 = 0 це 𝛽 = 𝜀(𝑡 + 𝛿)𝜌, де 𝜀, 𝛿 та 𝜌 — до-

вiльнi сталi, причому 𝜀𝜌 ̸= 0. Тим не менше, принаймнi розмiрностi та

базиснi оператори знайдених у роботi [321] алгебр лiївських симетрiй для

цих часткових випадкiв коректнi, чого не можна сказати про результати

роботи [320].

У [320] автори стверджують, що вони знайшли три випадки розширень

лiївської симетрiї для рiвнянь (Б.29) i в кожному виведеному випадку

вiдповiдна алгебра лiївської симетрiї — чотирьохвимiрна. Це твердження

хибне. У цiй дисертацiйнiй роботi та в [196] показано, що рiвняння (Б.29)

допускає чотирьохвимiрну алгебру лiївської симетрiї тодi i тiльки тодi,

коли 𝑛 = 1. Бiльш того, це рiвняння є точково-еквiвалентним найпростi-

шому рiвнянню Кортевега–де Фрiза п’ятого порядку зi сталими коефiцi-

єнтами 𝑢𝑡+𝑢𝑢𝑥+𝜇𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0, де 𝜇 = const. Таким чином, результати [320]

принципово некоректнi.
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Б.5. Групова класифiкацiя рiвнянь 𝐾(𝑚,𝑛)

зi змiнними коефiцiєнтами

Для того, щоб зрозумiти роль нелiнiйної дисперсiї у формуваннi вiзерун-

кiв у краплинах рiдини, Розено та Хiмен [271] запропонували узагальне-

ння рiвняння КдФ вигляду

𝑢𝑡 + 𝜀(𝑢𝑚)𝑥 + (𝑢𝑛)𝑥𝑥𝑥 = 0,

де 𝜀 = ±1. Цi рiвняння, вiдомi також як рiвняння 𝐾(𝑚,𝑛), мають таку

властивiсть: для певних значень 𝑚 та 𝑛 їхнi солiтоннi розв’язки мають

компактний носiй (тотожно дорiвнюють нулю за межами деякої скiнчен-

ної центральної областi). Подальшi дослiдження: [267–270].

Розглянемо клас рiвнянь 𝐾(𝑚,𝑛) зi змiнними коефiцiєнтами вигляду

𝑢𝑡 + 𝜀(𝑢𝑚)𝑥 + 𝑓(𝑡) (𝑢𝑛)𝑥𝑥𝑥 = 0, (Б.36)

де 𝑓(𝑡) — довiльна функцiя, що не має нулiв; 𝑛 та 𝑚 — довiльнi сталi,

𝑛 ̸= 0; 𝜀 = ±1. Зауважимо, що бiльш загальний клас рiвнянь (згаданий,

наприклад, у роботi [332]) вигляду

𝑢𝑡 + 𝑔(𝑡)(𝑢𝑚)𝑥 + 𝑓(𝑡)(𝑢𝑛)𝑥𝑥𝑥 = 0, 𝑓𝑛 ̸= 0, (Б.37)

зводиться до класу (Б.36) перетворенням 𝑡 = 𝜀
∫︀
𝑔(𝑡)d𝑡, �̃� = 𝑥, �̃� = 𝑢. Це

перетворення вiдображає клас (Б.37) у його пiдклас (Б.36), де 𝑓 = 𝜀𝑓/𝑔.

Ось чому без обмеження загальностi достатньо дослiдити клас (Б.36).

У цьому роздiлi проведемо групову класифiкацiю для класу (Б.36).

Опишемо всi точковi перетворення, що пов’язують рiвняння з цього кла-

су. Спочатку знайдемо групу еквiвалентностi всього класу, а тодi виокре-

мимо три його пiдкласи, що мають нетривiальнi умовнi групи еквiвалент-

ностi. Отриманi лiївськi симетрiї застосуємо також до спецiальної крайо-

вої задачi.

Допустимi перетворення. Результати щодо допустимих перетворень

для рiвнянь з класу (Б.36) зiбрано у теоремах, якi описують групоїд еквi-
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валентностi (доведення теорем не наводимо). Лiнiйнi рiвняння, тобто рiв-

няння з (𝑛,𝑚) ∈ {(1, 0), (1, 1)}, виключено з розгляду.

Теорема Б.24. Звичайна група еквiвалентностi 𝐺∼ класу (Б.36) скла-

дається з перетворень

𝑡 = ±𝛿1𝛿 1−𝑚3 𝑡+ 𝛿0, �̃� = 𝛿1𝑥+ 𝛿2, �̃� = 𝛿3𝑢,

𝑓 = ±𝛿21𝛿𝑚−𝑛
3 𝑓, 𝜀 = ±𝜀, �̃� = 𝑛, �̃� = 𝑚,

де 𝛿𝑗, 𝑗 = 0, 1, 2, 3, — довiльнi сталi, причому 𝛿1𝛿3 ̸= 0.

Виявляється, що при (𝑛,𝑚) ∈ {(𝑛, 0), (𝑛, 1), (1, 2)} iснують нетривi-

альнi умовнi групи еквiвалентностi класу (Б.36), бiльш широкi, нiж 𝐺∼.

Справедливi твердження:

Теорема Б.25. Клас (Б.36) з 𝑚 = 0

𝑢𝑡 + 𝑓(𝑡) (𝑢𝑛)𝑥𝑥𝑥 = 0 (Б.38)

допускає звичайну групу еквiвалентностi 𝐺∼
(𝑛,0), що складається з пере-

творень

𝑡 = 𝑇 (𝑡), �̃� = 𝛿1𝑥+ 𝛿2, �̃� = 𝛿3𝑢, 𝑓 =
𝛿31𝛿

1−𝑛
3

𝑇𝑡
𝑓, �̃� = 𝑛,

де 𝛿𝑗, 𝑗 = 1, 2, 3, — довiльнi сталi, 𝛿1𝛿3 ̸= 0, 𝑇 (𝑡) — довiльна гладка

функцiя, причому 𝑇𝑡 ̸= 0.

Теорема Б.26. Узагальнена група еквiвалентностi 𝐺∼
(𝑛,1) класу (Б.36)

з 𝑚 = 1

𝑢𝑡 + 𝜀𝑢𝑥 + 𝑓(𝑡) (𝑢𝑛)𝑥𝑥𝑥 = 0 (Б.39)

складається з перетворень

𝑡 = 𝑇 (𝑡), �̃� = 𝛿1(𝑥− 𝜀𝑡)± 𝜀𝑇 (𝑡) + 𝛿2, �̃� = 𝛿3𝑢,

𝑓 =
𝛿31𝛿

1−𝑛
3

𝑇𝑡
𝑓, 𝜀 = ±𝜀, �̃� = 𝑛,

де 𝛿𝑗, 𝑗 = 1, 2, 3, — довiльнi сталi, 𝛿1𝛿3 ̸= 0; 𝑇 (𝑡) — довiльна гладка

функцiя, для якої 𝑇𝑡 ̸= 0.
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Табл. Б.14: Класифiкацiя рiвнянь (Б.36) з 𝑛 ̸= 1.

№ 𝑛 𝑚 𝑓(𝑡) Базис 𝐴max

1 ∀ ∀ ∀ 𝜕𝑥

2 ∀ 𝑛+2
3 ∀ 𝜕𝑥, 𝑥𝜕𝑥 +

3
𝑛−1𝑢𝜕𝑢

3 ∀ 0 1 𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝑥𝜕𝑥 +
3

𝑛−1𝑢𝜕𝑢, 3𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥

4 −1
2 0 1 𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝑥𝜕𝑥 − 2𝑢𝜕𝑢, 3𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥, 𝑥

2𝜕𝑥 − 4𝑥𝑢𝜕𝑢

5 ∀ ∀ 1 𝜕𝑡, 𝜕𝑥, (3𝑚−𝑛−2)𝑡𝜕𝑡 + (𝑚−𝑛)𝑥𝜕𝑥 − 2𝑢𝜕𝑢

6𝑎 −1
2 −1

2 1 𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 3𝑡𝜕𝑡 + 2𝑢𝜕𝑢,

sin𝑥 𝜕𝑥 − 2 cos𝑥𝑢𝜕𝑢, cos𝑥 𝜕𝑥 + 2 sin𝑥𝑢𝜕𝑢

6𝑏 −1
2 −1

2 1 𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 3𝑡𝜕𝑡 + 2𝑢𝜕𝑢, 𝑒
𝑥𝜕𝑥 − 2𝑒𝑥𝑢𝜕𝑢, 𝑒

−𝑥𝜕𝑥 + 2𝑒−𝑥𝑢𝜕𝑢

7 ∀ ∀ 𝑡𝑘 𝜕𝑥, (3𝑚−𝑛−2)𝑡𝜕𝑡 + (𝑘𝑚− 𝑘+𝑚−𝑛)𝑥𝜕𝑥 + (𝑘−2)𝑢𝜕𝑢

8 ∀ 𝑛+2
3 𝑡2 𝜕𝑥, 𝑥𝜕𝑥 +

3
𝑛−1𝑢𝜕𝑢, 𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥

9 ∀ ∀ 𝑒𝑡 𝜕𝑥, (3𝑚−𝑛−2)𝜕𝑡 + (𝑚−1)𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢

Тут 𝑘 — довiльна ненульова стала. У випадках 6𝑎 та 6𝑏 𝜀 = 1 та 𝜀 = −1, вiдповiдно.

Теорема Б.27. Узагальнена група еквiвалентностi 𝐺∼
(1,2) класу

𝑢𝑡 + 𝜀(𝑢2)𝑥 + 𝑓(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0 (Б.40)

складається з перетворень

�̃� = ±2𝜀𝜅(𝛾𝑡+ 𝛿)𝑢− 𝜅𝛾𝑥+ 𝜇1𝛿 − 𝜇0𝛾

2𝜀(𝛼𝛿 − 𝛽𝛾)
,

𝑡 =
𝛼𝑡+ 𝛽

𝛾𝑡+ 𝛿
, �̃� =

𝜅𝑥+ 𝜇1𝑡+ 𝜇0
𝛾𝑡+ 𝛿

, 𝜀 = ±𝜀, 𝑓 =
𝜅3

𝛼𝛿 − 𝛽𝛾

𝑓

𝛾𝑡+ 𝛿
,

де 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿, 𝜇1, 𝜇0 та 𝜅 — сталi, визначенi з точнiстю до ненульового

множника, 𝜅(𝛼𝛿 − 𝛽𝛾) ̸= 0.

Рiвняння з класу (Б.39) можна звести до рiвнянь з класу (Б.38)

(з тильдованими змiнними) додатковим перетворенням еквiвалентностi

𝑡 = 𝑡, �̃� = 𝑥 − 𝜀𝑡, �̃� = 𝑢. Отже, випадок 𝑚 = 1 насправдi еквiвалентний

випадку 𝑚 = 0 i його слiд виключити з класифiкацiйного списку.
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Табл. Б.15: Класифiкацiя класу (Б.36) з 𝑛 = 1.

№ 𝑓(𝑡) Базис 𝐴max

𝑚 ̸= 2

1 ∀ 𝜕𝑥

2 1 𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 3(𝑚− 1)𝑡𝜕𝑡 + (𝑚− 1)𝑥𝜕𝑥 − 2𝑢𝜕𝑢

3 𝑡𝑘 𝜕𝑥, 3(𝑚− 1)𝑡𝜕𝑡 + (𝑚− 1)(𝑘 + 1)𝑥𝜕𝑥 + (𝑘 − 2)𝑢𝜕𝑢

4 𝑒𝑡 𝜕𝑥, 3(𝑚− 1)𝜕𝑡 + (𝑚− 1)𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢

𝑚 = 2

5 ∀ 𝜕𝑥, 2𝜀𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢

6 1 𝜕𝑡, 2𝜀𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢, 𝜕𝑥, 3𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 − 2𝑢𝜕𝑢

7 𝑡𝑘 𝜕𝑥, 2𝜀𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢, 3𝑡𝜕𝑡 + (𝑘 + 1)𝑥𝜕𝑥 + (𝑘 − 2)𝑢𝜕𝑢

8 𝑒𝑡 𝜕𝑥, 2𝜀𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢, 3𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢

9 𝑒𝑘 arctg 𝑡
√
𝑡2 + 1 𝜕𝑥, 2𝜀𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢, 6𝜀(𝑡

2 + 1)𝜕𝑡 + 2𝜀(3𝑡+ 𝑘)𝑥𝜕𝑥 + (2𝜀(𝑘 − 3𝑡)𝑢+ 3𝑥)𝜕𝑢

Тут 𝑘 — довiльна стала з такими обмеженнями: 𝑘 ̸= 0 у випадку 3; 𝑘 ̸= 0, 1 та 𝑘 > 1/2 mod

𝐺∼
(1,2) у випадку 7; 𝑘 > 0 mod 𝐺∼

(1,2) у випадку 9.

Лiївськi симетрiї. Виконаємо групову класифiкацiю класу (Б.36), вико-

ристовуючи класичний пiдхiд [22, 69, 234]. Тут виникає два суттєво рiзнi

випадки: 𝑛 ̸= 1 та 𝑛 = 1.

Лiївськi симетрiї рiвнянь (Б.36) з 𝑛 ̸= 1 в залежностi вiд вигляду 𝑓(𝑡)

наведено у табл. Б.14. Усi випадки цiєї таблицi, за винятком випадкiв 3

та 4, прокласифiковано з точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi. Для випадкiв 3

та 4, де 𝑚 = 0, використано групу еквiвалентностi 𝐺∼
(𝑛,0), яка є бiльш

широкою, нiж 𝐺∼. Таким чином, рiвняння (Б.38) з 𝑛 ̸= −1/2 допускає

чотиривимiрну алгебру лiївської симетрiї з базисними операторами

1

𝑓(𝑡)
𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝑥𝜕𝑥 +

3

𝑛− 1
𝑢𝜕𝑢, 3

∫︀
𝑓(𝑡)d𝑡

𝑓(𝑡)
𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥

незалежно вiд вигляду функцiї 𝑓 . Тут i далi iнтеграл за 𝑡 слiд розумiти

як деяку фiксовану первiсну. Якщо 𝑛 = −1/2, то алгебра лiївських си-
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метрiй рiвняння (Б.38) — п’ятивимiрна i породжується наведеними вище

операторами й оператором 𝑥2𝜕𝑥 − 4𝑥𝑢𝜕𝑢. Використовуючи перетворення

еквiвалентностi 𝑡 =
∫︀
𝑓(𝑡)d𝑡, �̃� = 𝑥, �̃� = 𝑢 з групи 𝐺∼

(𝑛,0), зводимо цi

випадки до випадкiв з 𝑓 = 1 (див. випадки 3 та 4 табл. Б.14).

Лiївськi симетрiї рiвнянь (Б.36) з 𝑛 = 1 в залежностi вiд вигляду 𝑓(𝑡)

наведено в табл. Б.15.

Групову класифiкацiю класу (Б.36) з 𝑛 = 1 та𝑚 ̸= 2 виконано з точнi-

стю до 𝐺∼-еквiвалентностi. Для класифiкацiї лiївських симетрiй рiвнян-

ня (Б.36) з 𝑛 = 1 та 𝑚 = 2 використано бiльш широку, умовну групу

еквiвалентностi 𝐺∼
(1,2). Оскiльки перетворення з групи 𝐺

∼
(1,2) досить скла-

днi, додамо також додатковi випадки розширень лiївської симетрiї рiв-

нянь (Б.36) з 𝑛 = 1 та 𝑚 = 2, якi не еквiвалентнi випадкам 6–9 табл. Б.15

вiдносно групи 𝐺∼.

1. 𝑓 = (𝑡+ 𝛽)𝑘𝑡1−𝑘, 𝑘 ̸= 0, 1, 𝛽 ̸= 0: ⟨𝜕𝑥, 2𝜀𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢, 𝑄3⟩, де

𝑄3 = 6𝜀𝑡(𝑡+ 𝛽)𝜕𝑡 + 2𝜀 (3𝑡+ 𝛽(2− 𝑘))𝑥𝜕𝑥 + [3𝑥− 2𝜀(3𝑡+ 𝛽(𝑘 + 1))𝑢]𝜕𝑢;

2. 𝑓 = 𝑡𝑒
1
𝑡 : ⟨𝜕𝑥, 2𝜀𝑡𝜕𝑥+𝜕𝑢, 6𝜀𝑡2𝜕𝑡+2𝜀(3𝑡−1)𝑥𝜕𝑥+(3𝑥−2𝜀(3𝑡+2)𝑢)𝜕𝑢⟩;

3. 𝑓 = 𝑡: ⟨𝜕𝑥, 2𝜀𝑡𝜕𝑥+𝜕𝑢, 3𝑡𝜕𝑡+2𝑥𝜕𝑥−𝑢𝜕𝑢, 2𝜀𝑡2𝜕𝑡+2𝜀𝑡𝑥𝜕𝑥+(𝑥−2𝜀𝑡𝑢)𝜕𝑢⟩.

На перший погляд здається, що аналог випадку 9 з табл. Б.14 пропу-

щено. Але виявляється, що функцiя 𝑓 = 𝜆 exp
(︁
𝑘 arctg𝛼𝑡+𝛽𝛾𝑡+𝛿

)︁
локально

дорiвнює функцiї 𝑓 = �̌� exp(𝑘 arctg(�̌�𝑡+ 𝛽)) (див. у [248] докладнiше).

Як приклад редукцiї до звичайного диференцiального рiвняння роз-

глянемо випадок 7 табл. Б.15, який вiдповiдає рiвнянню Кортевега–де

Фрiза зi змiнними коефiцiєнтами

𝑢𝑡 + 𝜀(𝑢2)𝑥 + 𝑡𝑘𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0, (Б.41)

що допускає трьохвимiрну алгебру лiївських симетрiй

𝑄1 = 𝜕𝑥, 𝑄2 = 2𝜀𝑡𝜕𝑥 + 𝜕𝑢, 𝑄3 = 3𝑡𝜕𝑡 + (𝑘 + 1)𝑥𝜕𝑥 + (𝑘 − 2)𝑢𝜕𝑢,

В залежностi вiд значення 𝑘 оптимальна система одновимiрних пiдалгебр
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цiєї алгебри лiївських симетрiй складається з пiдалгебр

⟨𝑄1⟩, ⟨𝑄2 + 𝜎𝑄1⟩, ⟨𝑄3⟩, якщо 𝑘 ̸= −1, 2,

⟨𝑄1⟩, ⟨𝑄2 + 𝜎𝑄1⟩, ⟨𝑄3 + 𝑎𝑄1⟩, якщо 𝑘 = −1,

⟨𝑄1⟩, ⟨𝑄2 + 𝜎𝑄1⟩, ⟨𝑄3 + 𝑎𝑄2⟩, якщо 𝑘 = 2.

Тут 𝜎 ∈ {−1, 0, 1}, 𝑎 ∈ R.
Редукцiї, що вiдповiдають пiдалгебрi ⟨𝑄1⟩, не розглядаємо, оскiльки

вони приводять тiльки до сталих розв’язкiв. Анзац, побудований за пiд-

алгеброю ⟨𝑄2 + 𝜎𝑄1⟩, має вигляд 𝑢 =
𝑥

2𝜀𝑡+ 𝜎
+ 𝜑(𝜔) з iнварiантною

змiнною 𝜔 = 𝑡. Цей анзац редукує рiвняння (7) до звичайного диферен-

цiального рiвняння (2𝜀𝜔 + 𝜎)𝜑𝜔 + 2𝜀𝜑 = 0, загальним розв’язком якого

є 𝜑 =
𝑐1

2𝜀𝜔 + 𝜎
, де 𝑐1 — довiльна стала. Вiдповiдний розв’язок (7) набу-

ває вигляду 𝑢 =
𝑥+ 𝑐1
2𝜀𝑡+ 𝜎

. Слiд зауважити, що цей розв’язок задовольняє

рiвняння вигляду (Б.40) для довiльних 𝑓 . Iншi редукцiї залежать вiд по-

казника степеня 𝑘. Наведемо анзаци i вiдповiднi редукованi рiвняння:

𝑘 ̸= −1, 2. ⟨𝑄3⟩ : 𝑢 = 𝑡
𝑘−2
3 𝜑(𝜔), 𝜔 = 𝑥𝑡−

𝑘+1
3 ,

3𝜑𝜔𝜔𝜔 + 6𝜀𝜑𝜑𝜔 − (𝑘 + 1)𝜑𝜔𝜔 + (𝑘 − 2)𝜑 = 0;

𝑘 = −1. ⟨𝑄3 + 𝑎𝑄1⟩ : 𝑢 =
1

𝑡
𝜑(𝜔), 𝜔 = 𝑥−

3
ln 𝑡,

3𝜑𝜔𝜔𝜔 + 6𝜀𝜑𝜑𝜔 − 𝑎𝜑𝜔 − 3𝜑 = 0;

𝑘 = 2. ⟨𝑄3 + 𝑎𝑄2⟩ : 𝑢 =
𝑎

3
ln 𝑡+ 𝜑(𝜔), 𝜔 =

𝑥

𝑡
− 2𝑎𝜀

3
ln 𝑡,

3𝜑𝜔𝜔𝜔 + 6𝜀𝜑𝜑𝜔 − 3𝜑𝜔𝜔 − 2𝑎𝜀𝜑𝜔 + 𝑎 = 0.

Зауважимо, що останнi два випадки еквiвалентнi. Дiйсно, рiвняння 𝑢𝑡 +

𝜀(𝑢2)𝑥 + 𝑡2𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0 вiдображається у рiвняння �̃�𝑡 + 𝜀(�̃�)2�̃� + 𝑡−1�̃��̃��̃��̃� = 0

перетворенням

𝑡 =
1

𝑡
, �̃� = −𝑥

𝑡
, �̃� =

2𝜀𝑡𝑢− 𝑥

2𝜀

з групи 𝐺∼
(1,2).
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Редукцiя крайової задачi. Розглянемо задачу з початковою та крайо-

вими умовами

𝑢𝑡 + 𝜀(𝑢𝑚)𝑥 + 𝑡𝑘(𝑢𝑛)𝑥𝑥𝑥 = 0, 𝑡 > 0, 𝑥 > 0, (Б.42)

𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑥 > 0,

𝑢(0, 𝑡) = 𝑞(𝑡), 𝑢𝑥(0, 𝑡) = 0, 𝑢𝑥𝑥(0, 𝑡) = 0, 𝑡 > 0.
(Б.43)

Знайдемо несталий розв’язок цiєї задачi, використовуючи «прямий» пiд-

хiд, запропонований Блюманом [63,66].

Лiївськi симетрiї для рiвняння зi змiнними коефiцiєнтами (Б.42) отри-

мано в попередньому роздiлi. Тепер перевiримо, якi з цих симетрiй за-

лишають вiдповiднi початкову та крайовi умови iнварiантними. Для рiв-

няння (Б.42) потрiбно розглянути загальний оператор симетрiї вигляду

𝑄 = 𝛼1𝜕𝑥 + 𝛼2 [(3𝑚−𝑛−2)𝑡𝜕𝑡 + (𝑘𝑚−𝑘+𝑚−𝑛)𝑥𝜕𝑥 + (𝑘−2)𝑢𝜕𝑢] .

Застосування 𝑄 до першої крайової умови 𝑥 = 0, 𝑢(𝑡, 0) = 𝑞(𝑡) дає 𝛼1 = 0

та 𝑞(𝑡) = 𝛾𝑡
𝑘−2

3𝑚−𝑛−2 , 𝑚 ̸= 𝑛+2
3 . Використовуючи друге розширення 𝑄

𝑄(2) = 3𝑛𝑡𝜕𝑡 + (𝑘 + 1)𝑛𝑥𝜕𝑥 + (𝑘 − 2)𝑢𝜕𝑢 + (𝑘 − 𝑛𝑘 − 𝑛− 2)𝑢𝑥𝜕𝑢𝑥+

+ (𝑘 − 2𝑛𝑘 − 2𝑛− 2)𝑢𝑥𝑥𝜕𝑢𝑥𝑥,

у записi якого невикористанi доданки пропущено, можна показати, що

воно залишає iнварiантними початкову умову та двi крайовi умови (Б.43),

що залишилися. Нарештi, симетрiя 𝑄 породжує перетворення

𝑢 = 𝑡
𝑘−2

3𝑚−𝑛−2𝜑(𝜔), 𝜔 = 𝑥𝑡−
𝑘𝑚−𝑘+𝑚−𝑛

3𝑚−𝑛−2 , (Б.44)

що редукує задачу (Б.42)–(Б.43) до задачi Кошi

(𝜑𝑛)′′′ + 𝜀(𝜑𝑚)′ − 𝑘𝑚− 𝑘 +𝑚− 𝑛

3𝑚− 𝑛− 2
𝜔𝜑′ +

𝑘 − 2

3𝑚− 𝑛− 2
𝜑 = 0,

𝜑(0) = 𝛾, 𝜑′(0) = 0, 𝜑′′(0) = 0.

(Б.45)

Цю задачу Кошi можна розв’язати чисельно. Тодi розв’язок задачi з поча-

тковою i крайовими умовами (Б.42)–(Б.43) можна знайти, використовую-

чи перетворення (Б.44). У роботi [306] успiшно розв’язано подiбну задачу
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для узагальненого рiвняння КдФ з використанням методу скiнченних рi-

зниць.

Отже, у цьому додатку прокласифiковано лiївськi симетрiї рiвнянь

𝐾(𝑚,𝑛) з коефiцiєнтами, що залежать вiд часу. Групову класифiкацiю

наведено з точнiстю до найширших можливих груп еквiвалентностi: зви-

чайної групи еквiвалентностi для всього класу в загальному випадку та

умовних груп еквiвалентностi для окремих значень показникiв степеня𝑚

та 𝑛.

Б.6. Груповий аналiз класу рiвнянь

Бенджамiна–Бона–Махонi–Бюргерса

Регуляризоване рiвняння довгої хвилi 𝑢𝑡 + 𝑢𝑥 + 𝑢𝑢𝑥 − 𝑢𝑥𝑥𝑡 = 0 запропо-

новано Перегрiном [245] та пiзнiше Бенджамiном з iншими авторами [51]

для опису довгих хвиль малої амплiтуди на поверхнi води в каналi. Для

врахування механiзмiв, що приводять до затухання хвилi, у [40] було роз-

глянуто модель, що мiстить дисипативний член 𝑢𝑥𝑥, а саме

𝑢𝑡 + 𝑢𝑥 + 𝑢𝑢𝑥 − 𝜈𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑥𝑥𝑡 = 0, 𝜈 ∈ R+.

Тут 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡) — дiйснозначна функцiя двох дiйсних змiнних 𝑥 та 𝑡,

якi зазвичай пропорцiйнi вiдстанi в напрямку поширення та затраченому

часу, вiдповiдно. Залежна змiнна може означати перемiщення середовища

або швидкiсть [40]. Регуляризоване рiвняння довгої хвилi з дисипативним

членом типу Бюргерса частiше називають рiвнянням Бенджамiна–Бона–

Махонi–Бюргерса [222].

Рiвняння Бенджамiна–Бона–Махонi–Бюргерса з залежними вiд часу

коефiцiєнтами мають вигляд

𝑢𝑡 + 𝑓(𝑡)𝑢𝑥 + 𝑔(𝑡)𝑢𝑢𝑥 + 𝑘(𝑡)𝑢𝑥𝑥 + ℎ(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑡 = 0, 𝑔ℎ𝑘 ̸= 0, (Б.46)

де 𝑓 , 𝑔, ℎ, 𝑘 — гладкi функцiї змiнної 𝑡.
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У цьому додатку наша мета — дослiдити цей клас з точки зору лiїв-

ських симетрiй, а саме навести повну групову класифiкацiю рiвнянь цього

класу. Подiбне дослiдження розпочато у роботi [189], але повної та коре-

ктної групової класифiкацiї там не отримано. Лiївськi симетрiї та закони

збереження рiвнянь (Б.46) без дисипативного члена (тобто з 𝑘 = 0) було

дослiджено у роботi [313].

Групову класифiкацiю класу (Б.46) проведемо з використанням ме-

тоду вiдображення мiж класами, який запропоновано у роботi [308] та

успiшно застосовано до кiлькох класiв диференцiальних рiвнянь з частин-

ними похiдними зi змiнними коефiцiєнтами (див., наприклад, [305, 313]).

Отримавши повну групову класифiкацiю, виконаємо лiївськi редукцiї рiв-

няння Бенджамiна–Бона–Махонi–Бюргерса до звичайних диференцiаль-

них рiвнянь та побудуємо деякi точнi розв’язки.

Групоїд еквiвалентностi i групова класифiкацiя. Розглянемо

трансформацiйнi властивостi класу (Б.46). Шукаємо допустимi точковi

перетворення, використовуючи прямий метод [183]. Доведення тверджень

аналогiчнi наведеним у роботi [313] для рiвнянь (Б.46) з 𝑘 = 0. Таким чи-

ном, пропустимо деталi обчислень та наведемо остаточнi результати.

Усi допустимi перетворення у класi (Б.46) породжуються перетворен-

нями еквiвалентностi. Отже, цей клас нормалiзований у звичайному сенсi.

Справедливе твердження:

Теорема Б.28. Звичайна група еквiвалентностi 𝐺∼ класу (Б.46) скла-

дається з перетворень

𝑡 = 𝑇 (𝑡), �̃� = 𝛿1𝑥+ 𝛿2, �̃� = 𝛿3𝑢+ 𝛿4, 𝑘(𝑡) =
𝛿1

2

𝑇𝑡
𝑘(𝑡),

𝑓(𝑡) =
𝛿1
𝑇𝑡𝛿3

(𝛿3𝑓(𝑡)− 𝛿4𝑔(𝑡)), 𝑔(𝑡) =
𝛿1
𝑇𝑡𝛿3

𝑔(𝑡), ℎ̃(𝑡) = 𝛿1
2ℎ(𝑡),

де 𝛿𝑗, 𝑗 = 1, 2, 3, 4, — довiльнi сталi, причому 𝛿1𝛿3 ̸= 0; 𝑇 = 𝑇 (𝑡) —

довiльна гладка функцiя, для якої 𝑇𝑡 ̸= 0. Клас (Б.46) нормалiзований

у звичайному сенсi.
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Табл. Б.16: Групова класифiкацiя класу (Б.48) з точнiстю до 𝐺∼
1 -еквiвалентностi.

№ 𝐻(𝑡) 𝐾(𝑡) 𝐹 (𝑡) Базис 𝐴max

0 ∀ ∀ ∀ 𝜕𝑥

1 𝜀𝑡𝜌 𝜆𝑡𝜌−1 𝛿𝑡
𝜌−4
2 𝜕𝑥, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝜌𝑥𝜕𝑥 + (𝜌− 2)𝑢𝜕𝑢

2 𝜀𝑒𝑡 𝜆𝑒𝑡 𝛿𝑒
1
2
𝑡 𝜕𝑥, 2𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢

3 𝜀 𝜆 𝛿 𝜕𝑥, 𝜕𝑡

Тут 𝜀, 𝛿, 𝜆 та 𝜌 — довiльнi сталi, причому 𝜀𝜆 ̸= 0, 𝜀 = ±1 mod 𝐺∼
1 .

У випадку 3 𝛿 = 0, 1 mod 𝐺∼
1 , а також 𝜆 = −1 mod 𝐺∼

1 при 𝛿 = 0.

Використовуючи цю теорему, можна сформулювати критерiй звiдностi

рiвнянь Бенджамiна–Бона–Махонi–Бюргерса зi змiнними коефiцiєнтами

з класу (Б.46) до їхнiх вiдповiдникiв зi сталими коефiцiєнтами:

Твердження Б.29. Рiвняння з класу (Б.46) зi змiнними коефiцiєнтами

зводиться точковим перетворенням до рiвняння зi сталими коефiцiєн-

тами з цього ж класу тодi i тiльки тодi, коли вiдповiднi коефiцiєнти

𝑓 , 𝑔, ℎ та 𝑘 задовольняють умови

(𝑓/𝑔)𝑡 = ℎ𝑡 = 𝑘𝑡 = 0,

тобто 𝑘 та ℎ — сталi, а функцiя 𝑓 пропорцiйна до 𝑔.

Зауважимо, що максимальну алгебру лiївської iнварiантностi𝐴max рiв-

няння Бенджамiна–Бона–Махонi–Бюргерса зi сталими коефiцiєнтами бу-

ло знайдено у роботi [77]. Це двовимiрна абелева алгебра ⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑥⟩, поро-
джена зсувами у просторi та часi.

Присутнiсть чотирьох довiльних елементiв у класi (Б.46) ускладнює

розв’язання задачi групової класифiкацiї. Отже, доцiльно спростити за-

дачу, зменшивши кiлькiсть довiльних елементiв у класi. Це можна зроби-

ти або шляхом калiбрування довiльних елементiв перетвореннями еквi-

валентностi, або використовуючи метод вiдображення мiж класами. Обе-

ремо другий варiант.
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Сiм’я точкових перетворень

𝑡 =
∫︀
𝑔(𝑡)d𝑡, �̃� = 𝑥, �̃� = 𝑢+

𝑓(𝑡)

𝑔(𝑡)
, (Б.47)

параметризована двома довiльними елементами класу (Б.46), вiдобра-

жає клас (Б.46) у пов’язаний клас рiвнянь Бенджамiна–Бона–Махонi–

Бюргерса зi змiнними коефiцiєнтами з джерелом

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 +𝐾(𝑡)𝑢𝑥𝑥 +𝐻(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑡 = 𝐹 (𝑡), 𝐻𝐾 ̸= 0 (Б.48)

(тильди в рiвняннi (Б.48) пропущено). Довiльнi елементи початкового

класу (Б.46) та вiдображеного класу (Б.48) пов’язанi формулами

𝐾(𝑡) =
𝑘(𝑡)

𝑔(𝑡)
, 𝐻(𝑡) = ℎ(𝑡), 𝐹 (𝑡) =

1

𝑔(𝑡)

(︂
𝑓(𝑡)

𝑔(𝑡)

)︂
𝑡

. (Б.49)

Керуючись методом вiдображення мiж класами, спочатку прокласифi-

куємо лiївськi симетрiї вiдображеного класу (Б.48), а тодi використаємо

сiм’ю точкових перетворень (Б.47) та спiввiдношення (Б.49), аби поши-

рити результат на початковий клас (Б.46).

Для того, щоб ефективно розв’язати задачу групової класифiкацiї для

класу (Б.48), шукаємо допустимi перетворення в цьому класi, викори-

стовуючи прямий метод. Аналогiчно до класу (Б.46), такi перетворення

вичерпуються перетвореннями зi звичайної групи еквiвалентностi, яку

допускає цей клас.

Теорема Б.30. Звичайна група еквiвалентностi 𝐺∼
1 класу (Б.48) скла-

дається з перетворень

𝑡 =
𝛿1
𝛿3
𝑡+ 𝛿0, �̃� = 𝛿1𝑥+ 𝛿2, �̃� = 𝛿3𝑢,

�̃�(𝑡) = 𝛿1𝛿3𝐾(𝑡), �̃�(𝑡) = 𝛿1
2𝐻(𝑡), 𝐹 (𝑡) =

𝛿3
2

𝛿1
𝐹 (𝑡),

де 𝛿𝑗, 𝑗 = 0, 1, 2, 3, — довiльнi сталi, причому 𝛿1𝛿3 ̸= 0. Клас (Б.48)

нормалiзований у звичайному сенсi.

Результати групової класифiкацiї класу (Б.48) наведено в табл. Б.16.
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Зауваження Б.31. Будь-яке рiвняння Бенджамiна–Бона–Махонi–Бюр-

герса зi сталими коефiцiєнтами 𝑢𝑡+ 𝑓𝑢𝑥+ 𝑔𝑢𝑢𝑥+ 𝑘𝑢𝑥𝑥+ℎ𝑢𝑡𝑥𝑥 = 0 можна

звести до рiвняння 𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 − 𝑢𝑥𝑥 + 𝜀𝑢𝑡𝑥𝑥 = 0, де 𝜀 = sign(ℎ) (випадок 4

табл. Б.17 з 𝛿 = 0 та 𝜆 = −1) перетворенням 𝑡 = − 𝑘

|ℎ|
𝑡, �̃� =

𝑥√︀
|ℎ|

,

�̃� = −
√︀
|ℎ|
𝑘

(𝑔𝑢+ 𝑓) з групи 𝐺∼.

Класифiкацiйний список для початкового класу (Б.46) можна побу-

дувати, використавши перетворення (Б.47), спiввiдношення (Б.49) та ре-

зультати групової класифiкацiї, отриманi для вiдображеного класу (Б.48)

(табл. Б.16). Перетворення (Б.47) можна розглядати як композицiю пе-

ретворення еквiвалентностi 𝜏∼ : 𝑡 =
∫︀
𝑔(𝑡)d𝑡, �̃� = �̄�, �̃� = �̄� з групи 𝐺∼

та перетворення 𝜏 : 𝑡 = 𝑡, �̄� = 𝑥, �̄� = 𝑢 + 𝑓(𝑡)
𝑔(𝑡) , що не належить до гру-

пи 𝐺∼. Перетворення 𝜏∼ вiдображає довiльне рiвняння з (1) у рiвняння

з цього ж класу з 𝑔 = 1. Для того, щоб отримати групову класифiкацiю

класу (Б.46) з точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi, достатньо розглянути пе-

ретворення (Б.47) з 𝑔 = 1. Тодi формули (Б.49), якi поєднують довiльнi

елементи в класах (Б.46) та (Б.48), набувають простого вигляду: 𝐻 = ℎ,

𝐾 = 𝑘, 𝐹 = 𝑓𝑡. Iнтегруючи останнє звичайне диференцiальне рiвнян-

ня для рiзних значень 𝐹 , що зустрiчаються у табл. Б.16, отримаємо такi

форми 𝑓 = 𝑓(𝑡):

1. 𝑓 = 𝛿𝑡
𝜌−2
2 + 𝐶 (𝛿 = 2𝛿/(𝜌− 2)) при 𝜌 ̸= 2, iнакше 𝑓 = 𝛿 ln 𝑡+ 𝐶;

2. 𝑓 = 𝛿𝑒
1
2 𝑡 + 𝐶 (𝛿 = 2𝛿);

3. 𝑓 = 𝛿𝑡+ 𝐶.

Стала iнтегрування 𝐶 = 0 mod 𝐺∼. Останнiй крок — замiна змiнної

�̃� = 𝑢 + 𝑓(𝑡) в базисних операторах максимальної алгебри лiївської iн-

варiантностi, наведених у табл. Б.16. Результати — у табл. Б.17.

Також наводимо повний список розширень лiївської симетрiї для всьо-

го класу (Б.46), де довiльнi елементи не спрощено точковими перетворен-

нями (табл. Б.18).

Редукцiї та точнi розв’язки. Класи рiвнянь Бенджамiна–Бона–
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Табл. Б.17: Групова класифiкацiя класу (Б.46) з точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi.

№ ℎ(𝑡) 𝑘(𝑡) 𝑓(𝑡) Базис 𝐴max

0 ∀ ∀ ∀ 𝜕𝑥

1 𝜀𝑡𝜌 𝜆𝑡𝜌−1 𝛿𝑡
𝜌−2
2 𝜕𝑥, 2𝑡𝜕𝑡 + 𝜌𝑥𝜕𝑥 + (𝜌− 2)𝑢𝜕𝑢

2 𝜀𝑡2 𝜆𝑡 𝛿 ln 𝑡 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 − 𝛿𝜕𝑢

3 𝜀𝑒𝑡 𝜆𝑒𝑡 𝛿𝑒
1
2
𝑡 𝜕𝑥, 2𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢

4 𝜀 𝜆 𝛿𝑡 𝜕𝑥, 𝜕𝑡 − 𝛿𝜕𝑢

Тут 𝑔(𝑡) = 1 mod 𝐺∼; 𝜀, 𝛿, 𝜆 та 𝜌 — довiльнi сталi, причому 𝜀𝜆 ̸= 0, 𝜀 = ±1 mod 𝐺∼.

У випадку 4 𝛿 = 0, 1 mod 𝐺∼ та додатково 𝜆 = −1 mod 𝐺∼ якщо 𝛿 = 0.

Табл. Б.18: Повний список розширень лiївської симетрiї в класi (Б.46).

№ ℎ(𝑡) 𝑘(𝑡) 𝑓(𝑡) Базис 𝐴max

0 ∀ ∀ ∀ 𝜕𝑥

1 𝜇1(𝜀𝑇 + 𝜅)𝜌 𝜇2𝑔(𝜀𝑇 + 𝜅)𝜌−1 𝜇3𝑔(𝜀𝑇 + 𝜅)
𝜌−2
2 + 𝜇4𝑔 𝜕𝑥,

2

𝑔
(𝜀𝑇 + 𝜅)𝜕𝑡 + 𝜀𝜌𝑥𝜕𝑥

+ 𝜀(𝜌− 2)(𝑢+ 𝜇4)𝜕𝑢

2 𝜇1(𝜀𝑇 + 𝜅)2 𝜇2𝑔(𝜀𝑇 + 𝜅) 𝜇3𝑔 ln(𝜀𝑇 + 𝜅) + 𝜇4𝑔 𝜕𝑥,
1

𝑔
(𝜀𝑇 + 𝜅)𝜕𝑡 + 𝜀𝑥𝜕𝑥 − 𝜀𝜇3𝜕𝑢

3 𝜇1 exp(𝜎𝑇 ) 𝜇2𝑔 exp(𝜎𝑇 ) 𝜇3𝑔 exp(
1
2𝜎𝑇 ) + 𝜇4𝑔 𝜕𝑥,

2

𝑔
𝜕𝑡 + 𝜎𝑥𝜕𝑥 + 𝜎(𝑢+ 𝜇4)𝜕𝑢

4 𝜇1 𝜇2𝑔 𝜇3𝑔𝑇 + 𝜇4𝑔 𝜕𝑥,
1

𝑔
𝜕𝑡 − 𝜇3𝜕𝑢

Тут 𝑔 — довiльна гладка функцiя, що не має нулiв; 𝑇 =
∫︀
𝑔(𝑡) d𝑡; 𝜀 = ±1; 𝜇𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 4,

𝜎, 𝜅 та 𝜌 — довiльнi сталi, причому 𝜎𝜇1𝜇2 ̸= 0.

Махонi–Бюргерса (Б.46) та (Б.48) — подiбнi вiдносно перетворень (Б.47).

Якщо один з них має точнi розв’язки для рiвнянь (Б.48), то подiбнi

розв’язки для рiвнянь (Б.46) легко знайти, використовуючи (Б.47). То-

му зручно виконати класифiкацiю лiївських редукцiй для класу (Б.48),

де кiлькiсть нееквiвалентних випадкiв розширень лiївської симетрiї мен-

ша. Щоб виконати класифiкацiю лiївських редукцiй, потрiбнi оптималь-
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нi системи одновимiрних пiдалгебр максимальних алгебр лiївської iн-

варiантностi рiвнянь Бенджамiна–Бона–Махонi–Бюргерса (Б.48). Такi

алгебри — щонайбiльше двовимiрнi. Оптимальна система двовимiрних

алгебр Лi ⟨𝑋1, 𝑋2⟩ — це {⟨𝑋1⟩, ⟨𝑋2⟩} (якщо алгебра неабелева) або

{⟨𝑋1⟩, ⟨𝑋2+𝛼𝑋1⟩}, де 𝛼 ∈ R (якщо алгебра абелева). У випадку 1 з 𝜌 ̸= 0

та у випадку 2 табл. Б.16 маємо неабелевi алгебри; у випадку 1 з 𝜌 = 0

та у випадку 3 — абелевi алгебри. Редукцiї за пiдалгеброю ⟨𝑋1 = 𝜕𝑥⟩
приводять до тривiальних сталих розв’язкiв. Отже, виконаємо лише ре-

дукцiї за другою пiдалгеброю. Для кожного випадку наведемо рiвняння

Бенджамiна–Бона–Махонi–Бюргерса, одновимiрну пiдалгебру, побудова-

ний за цiєю пiдалгеброю анзац та вiдповiдне редуковане звичайне дифе-

ренцiальне рiвняння.

Випадок 1𝜌 ̸=0:

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + 𝜆𝑡𝜌−1𝑢𝑥𝑥 + 𝜀𝑡𝜌𝑢𝑥𝑥𝑡 = 𝛿𝑡
𝜌−4
2 , (Б.50)

⟨2𝑡𝜕𝑡 + 𝜌𝑥𝜕𝑥 + (𝜌− 2)𝑢𝜕𝑢⟩, 𝑢 = 𝑡
𝜌
2−1𝜙(𝜔), де 𝜔 = 𝑥𝑡−

𝜌
2 ,

𝜀𝜌 𝜔𝜙′′′ + (𝜀(𝜌+ 2)− 2𝜆)𝜙′′ − 2𝜙𝜙′ + 𝜌𝜔𝜙′ + (2− 𝜌)𝜙+ 2𝛿 = 0.

Це звичайне диференцiальне рiвняння має частковий точний розв’язок

𝜙 = 𝜔 + 2𝛿
𝜌 , який дає «вироджений» розв’язок 𝑢 =

𝑥

𝑡
+

2𝛿

𝜌
𝑡
𝜌
2−1 рiвнян-

ня (Б.50) з 𝜌 ̸= 0.

Випадок 1𝜌=0:

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + 𝜆𝑡−1𝑢𝑥𝑥 + 𝜀𝑢𝑥𝑥𝑡 = 𝛿𝑡−2, (Б.51)

⟨𝑡𝜕𝑡 + 𝛼𝜕𝑥 − 𝑢𝜕𝑢⟩, 𝑢 =
1

𝑡
𝜙(𝜔), де 𝜔 = 𝑥− 𝛼 ln 𝑡,

𝜀𝛼𝜙′′′ + (𝜀− 𝜆)𝜙′′ − 𝜙𝜙′ + 𝛼𝜙′ + 𝜙+ 𝛿 = 0.

При 𝛼 = −𝛿 це звичайне диференцiальне рiвняння має частковий

розв’язок 𝜙 = 𝜔 + 𝑐, де 𝑐 — довiльна стала. Вiн приводить до “виро-

дженого” розв’язку 𝑢 =
1

𝑡
(𝑥+ 𝛿 ln 𝑡+ 𝑐) рiвняння (Б.51).
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Випадок 2:

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + 𝜆𝑒𝑡𝑢𝑥𝑥 + 𝜀𝑒𝑡𝑢𝑥𝑥𝑡 = 𝛿𝑒
1
2 𝑡, (Б.52)

⟨2𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 + 𝑢𝜕𝑢⟩, 𝑢 = 𝑒
𝑡
2𝜙(𝜔), де 𝜔 = 𝑥𝑒−

𝑡
2 ,

𝜀𝜔𝜙′′′ + (𝜀− 2𝜆)𝜙′′ − 2𝜙𝜙′ + 𝜔𝜙′ − 𝜙+ 2𝛿 = 0.

Випадок 3:

𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 + 𝜆𝑢𝑥𝑥 + 𝜀𝑢𝑥𝑥𝑡 = 𝛿, (Б.53)

⟨𝜕𝑡 + 𝛼𝜕𝑥⟩, 𝑢 = 𝜙(𝜔), де 𝜔 = 𝑥− 𝛼𝑡,

𝜀𝛼𝜙′′′ − 𝜆𝜙′′ − 𝜙𝜙′ + 𝛼𝜙′ + 𝛿 = 0.

З точнiстю до еквiвалентностi можна розглянути 𝜆 = −1. Ми знайшли

точнi розв’язки для випадку 𝛿 = 0:

𝜙 = −2 th𝜔, 𝛼 = 0,

𝜙 = ±1− 12𝜀

10𝜀
− 12

5
th𝜔 ± 6

5
th2 𝜔, 𝛼 = ± 1

10𝜀
.

Таким чином, рiвняння 𝑢𝑡+𝑢𝑢𝑥−𝑢𝑥𝑥+𝜀𝑢𝑥𝑥𝑡 = 0 допускає точнi розв’язки

𝑢 = −2 th𝑥 та

𝑢 = ±1− 12𝜀

10𝜀
− 12

5
th

(︂
𝑥± 𝑡

10𝜀

)︂
± 6

5
th2
(︂
𝑥± 𝑡

10𝜀

)︂
.

Використовуючи метод вiдображення мiж класами, ми викона-

ли повну групову класифiкацiю рiвнянь Бенджамiна–Бона–Махонi–

Бюргерса (Б.46). Як побiчний продукт цього пiдходу також отримано гру-

пову класифiкацiю подiбного класу рiвнянь Бенджамiна–Бона–Махонi–

Бюргерса з джерелом (Б.48). Для зручностi застосування результати на-

водимо двома способами: класифiкацiйний список, що мiстить лише не-

еквiвалентнi рiвняння (табл. Б.17) та список з їхнiм найбiльш загальним

виглядом (табл. Б.18).
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