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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Поль Дiрак, лауреат Нобелiвської премiї
з фiзики й один iз творцiв квантової механiки, зазначав: “Фiзичний
закон має бути математично красивим”. Математичними моделя-
ми фiзичних законiв часто виступають диференцiальнi рiвняння, як
звичайнi, так i з частинними похiдними. Виникає питання, якi дифе-
ренцiальнi рiвняння математично красивi. З давнiх часiв саме симе-
трiю асоцiювали з красою в архiтектурi, дизайнi, а також вважали
важливою рисою особистої привабливостi. Пiсля появи фундамен-
тальних робiт С. Лi стало зрозумiло, що симетрiю можна розглядати
також як мiру краси диференцiальних рiвнянь. Симетрiєю системи
диференцiальних рiвнянь називають перетворення змiнних системи,
що вiдображає кожен розв’язок системи у розв’язок цiєї самої систе-
ми. До того ж, наявнiсть нетривiальних симетрiйних властивостей —
це одна з особливостей, якi вирiзняють диференцiальнi рiвняння, що
описують реальнi фiзичнi процеси, з множини всiх диференцiальних
рiвнянь. Основнi рiвняння математичної фiзики, зокрема рiвнян-
ня Ньютона, Лапласа, Даламбера, Ейлера–Лагранжа, Гамiльтона–
Якобi, Максвелла, Дiрака, Шредiнгера, iнварiантнi вiдносно багато-
параметричних груп неперервних перетворень. Отже, результатом
класифiкацiї лiївських або некласичних симетрiй (умовних, потенцi-
альних, узагальнених) у певному класi рiвнянь є виокремлення мо-
дельних рiвнянь iз нетривiальними симетрiйними властивостями, якi
потенцiально цiкавiшi для застосувань. Задачу класифiкацiї допу-
стимих груп лiївських симетрiй називають задачею групової класи-
фiкацiї. Зважаючи на актуальнiсть цiєї тематики, груповим аналi-
зом диференцiальних рiвнянь займаються у багатьох країнах свiту,
зокрема в Австралiї (Ф. Броадбридж, Дж. Ґоард), Австрiї (М. Кун-
цинґер), Великобританiї (П. Гайдон, О. Михайлов), Iталiї (К. Нуччi,
Е. Пуччi, Дж. Сакомандi, Р. Трачина), Iспанiї (М. Брузон, М. Ганда-
рiас), Канадi (С. Анко, А. Бiло, Дж. Блюман, П. Вiнтернiц, М. Ґрюн-
дланд, Н. Камран, О. Шевяков), Китаї (Д. Хуанґ, Ч. Чу), Нiмеччи-
нi (М. Оберлак), Росiї (В.К. Андрєєв, О.В. Боровських, Р.К. Газi-
зов, В.А. Дороднiцин, О.В. Капцов, В.В. Пухначьов, В.В. Соколов,
I.В. Стєпанова, С.В. Хабiров), США (Б. Абрагам-Шраунер, Д. Аррi-
ґо, П. Олвер, В. Мiллер), Таїландi (С. Мелешко), Чехiї (М. Марван,
С. Пошта, А. Сергєєв) i на Кiпрi (П. Лiч, К. Софоклеус). Україн-
ська школа групового аналiзу, яку започаткував В.I. Фущич, нара-
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зi має провiднi позицiї у свiтi завдяки фундаментальному внеску в
розвиток методiв групового аналiзу його учнiв, зокрема А.Г. Нiкiтi-
на, В.М. Бойка, Р.З. Жданова, В.I. Лагна, Р.О. Поповича, М.I. Сє-
рова, В.А. Тичинiна, I.М. Цифри. Так, у роботах Р.О. Поповича i
його учнiв було введено поняття групоїда еквiвалентностi, розши-
рених i розширених узагальнених груп еквiвалентностi, нормалiзо-
ваного класу диференцiальних рiвнянь, модулiв редукцiї, а також
запропоновано такi методи розв’язання задач групової класифiкацiї,
як розбиття класу на нормалiзованi пiдкласи, метод розгалужено-
го розщеплення й метод вiдображень мiж класами диференцiальних
рiвнянь.

Iще одним важливим застосуванням симетрiй є те, що вони дають
змогу алгоритмiчно будувати точнi розв’язки нелiнiйних диференцi-
альних рiвнянь з частинними похiдними. Такi рiвняння моделюють
найрiзноманiтнiшi процеси реального свiту й виникають, зокрема, у
математичнiй фiзицi, математичнiй бiологiї, фiнансовiй математицi.
Вивчення нелiнiйних моделей є складною задачею, оскiльки загаль-
ної теорiї iнтегрування для вiдповiдних рiвнянь не iснує. Бiльшiсть
випадкiв знаходження точних розв’язкiв нелiнiйних диференцiаль-
них рiвнянь пов’язанi зi вдалим добором замiни змiнних у рiвняннi.
При цьому невиродженi точковi перетворення, якi вiдповiдають лiїв-
ським симетрiям, є найуживанiшими. Методи, що базуються на вико-
ристаннi невироджених точкових перетворень, — однi з найефектив-
нiших аналiтичних iнструментiв для дослiдження нелiнiйних дифе-
ренцiальних рiвнянь з частинними похiдними.

Модельнi рiвняння, що зустрiчаються у застосуваннях, часто мi-
стять сталi або функцiональнi параметри, а отже, складають класи
рiвнянь. Важливою задачею є дослiдження їхнiх трансформацiйних
властивостей, а саме — опис невироджених точкових перетворень
мiж рiвняннями (системами рiвнянь) з класу. Якщо двi системи ди-
ференцiальних рiвнянь пов’язанi таким перетворенням, то їх нази-
вають еквiвалентними або (у термiнологiї Л.В. Овсянникова) подi-
бними. Вiдповiдно еквiвалентнi мiж собою простори локальних за-
конiв збереження, алгебри симетрiй рiзних типiв i сiм’ї iнварiантних
розв’язкiв таких систем. Зокрема, метод еквiвалентностi дає змогу
побудувати розв’язки системи iз вiдомих розв’язкiв еквiвалентної си-
стеми. Систематичне дослiдження трансформацiйних властивостей
класiв систем диференцiальних рiвнянь iнiцiювали Дж. Кiнґстон i
К. Софоклеус 1991 року. Вони назвали перетворення, що пов’язують
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рiвняння у класi, формозберiгаючими, оскiльки такi перетворення
зберiгають структуру рiвнянь класу i змiнюють лише вигляд довiль-
них елементiв. 1992 рокуЖ.-П. Ґазо i П. Вiнтернiц також почали до-
слiджувати такi перетворення, назвавши їх дозволеними. Аналогiчнi
перетворення у класах диференцiальних рiвнянь дослiджувались,
зокрема, у роботах П. Басараба-Горвата, Б.М. Ваґанана, Л. Ґаґнона,
Ф. Ґунґора, С. Оземiра, М.I. Сєрова й Р.М. Чернiги.

Розвинену теорiю перетворень у класах диференцiальних рiвнянь
сформульовано в роботах Р.О. Поповича та його спiвавторiв, де за-
пропоновано термiн “допустимi перетворення”. Допустиме перетво-
рення у класi диференцiальних рiвнянь — це впорядкована трiйка,
що складається з двох рiвнянь цього класу й невиродженого точко-
вого перетворення, що вiдображає перше з цих рiвнянь у друге. Мно-
жина допустимих перетворень має структуру групоїда вiдносно опе-
рацiї композицiї перетворень, а тому її називають групоїдом еквiва-
лентностi. Клас диференцiальних рiвнянь, групоїд еквiвалентностi
якого породжено групою еквiвалентностi класу, називають норма-
лiзованим. Використання допустимих перетворень дає можливiсть
суттєво спростити класифiкацiйнi задачi групового аналiзу дифе-
ренцiальних рiвнянь, зокрема, класифiкацiї рiзних типiв симетрiй,
побудову локальних законiв збереження i точних розв’язкiв, а та-
кож дослiдження iнтегровностi. Також важливо, що нормалiзованi
класи мають простiшi трансформацiйнi властивостi й зручнiшi для
дослiдження. Отже, важливими задачами групового аналiзу, крiм
безпосереднього розв’язання задач групової класифiкацiї, пошуку рi-
зних типiв симетрiй i точних розв’язкiв, є також побудова групоїдiв
еквiвалентностi для класiв рiвнянь, цiкавих для застосувань, i дослi-
дження властивостi нормалiзованостi таких класiв.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, тема-
ми. Дисертацiю виконано у вiддiлi математичної фiзики Iнститу-
ту математики НАН України в рамках тем “Симетрiя та iнтегров-
нiсть нелiнiйних моделей” (номер держреєстрацiї 0106U000436), “Си-
метрiя, суперсиметрiя та iнтегровнiсть диференцiальних рiвнянь”
(номер держреєстрацiї 0110U008615), “Симетрiя, суперсиметрiя та
суперiнтегровнiсть рiвнянь математичної фiзики” (номер держреє-
страцiї 0116U003059), “Аналiтичнi та груповi методи дослiдження
математичних моделей сучасного природознавства” (номер держре-
єстрацiї 0117U002119), “Класифiкацiя симетрiй та точнi розв’язки
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нелiнiйних моделей фiзичних та бiологiчних процесiв” (номер держ-
реєстрацiї 0118U003803), “Симетрiя та iнтегровнiсть рiвнянь сучасної
математичної фiзики” (номер держреєстрацiї 0120U100173).

Мета i завдання дослiдження. Мета дисертацiйної роботи —
розвиток теорiї групоїдiв еквiвалентностi класiв диференцiальних
рiвнянь, створення нових методiв i алгоритмiв групового аналiзу ди-
ференцiальних рiвнянь, а також розв’язання низки класифiкацiйних
задач групового аналiзу, зокрема задач класифiкацiї лiївських i не-
класичних операторiв редукцiї, законiв збереження. Основну увагу в
дисертацiї зосереджено на застосуваннi групоїдiв еквiвалентностi до
дослiдження iнтегровностi, класифiкацiї симетрiй i пошуку точних
розв’язкiв у класах рiвнянь математичної фiзики, бiологiї й фiнан-
сової математики.

Об’єктом дослiдження є (1+1)-вимiрнi нелiнiйнi еволюцiйнi рiв-
няння i спецiальнi класи таких рiвнянь зi змiнними коефiцiєн-
тами, зокрема, рiвняння типу реакцiї–дифузiї, Фiшера, Бюргерса,
Кортевега–де Фрiза, Кавахари, а також (1+1)-вимiрнi нелiнiйнi хви-
льовi й елiптичнi рiвняння, рiвняння Бенджамiна–Бона–Махонi й
Бенджамiна–Бона–Махонi–Бюргерса, (2+1)-вимiрнi рiвняння Кол-
могорова й Дiрака.

Предметом дослiдження є групи i групоїди еквiвалентностi кла-
сiв диференцiальних рiвнянь, групова класифiкацiя, лiївськi, не-
класичнi й потенцiальнi оператори редукцiї, закони збереження та
розв’язки диференцiальних рiвнянь, а також контракцiї рiвнянь, ал-
гебр лiївської iнварiантностi, розв’язкiв i законiв збереження.

Методи дослiдження. Iнфiнiтезимальний метод Лi–Овсянникова
розв’язання задачi групової класифiкацiї використано разом
iз технiками калiбрування довiльних елементiв перетвореннями
еквiвалентностi, розгалуженого розщеплення, розбиття класiв на
нормалiзованi пiдкласи, а також доповнено методом граничних пере-
ходiв (контракцiй). Алгебраїчний метод групової класифiкацiї роз-
ширено на ненормалiзованi класи диференцiальних рiвнянь. Для
класифiкацiї допустимих перетворень використано узагальнення ме-
тоду розгалуженого розщеплення й алгебраїчного методу Гайдона, а
також оригiнальнi методи встановлення iзоморфiзмiв мiж групоїда-
ми еквiвалентностi й побудови породжувальної множини допустимих
перетворень. Для пошуку операторiв редукцiї використано метод пе-
ретворень мiж класами диференцiальних рiвнянь. Точнi розв’язки
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знайдено за допомогою методiв лiївської й некласичної редукцiї, а
також методу еквiвалентностi.

Наукова новизна одержаних результатiв. Основнi результа-
ти, якi визначають наукову новизну й виносяться на захист, такi:
1. Дослiджено допустимi перетворення загального класу (1+1)-

вимiрних нелiнiйних еволюцiйних рiвнянь другого порядку. По-
будовано ланцюжок вкладених нормалiзованих пiдкласiв цього
класу, для кожного з яких описано групоїд еквiвалентностi.

2. Проведено розширений груповий аналiз кiлькох класiв рiвнянь
реакцiї–дифузiї зi змiнними коефiцiєнтами. Граничнi переходи
(контракцiї) застосовано для отримання групової класифiкацiї,
знаходження точних розв’язкiв i класифiкацiї законiв збережен-
ня класу рiвнянь реакцiї–дифузiї з експоненцiальними нелiнiй-
ностями.

3. Для двох рiзних калiбрувань довiльних елементiв виконано гру-
пову класифiкацiю (2+1)-вимiрних нелiнiйних рiвнянь Колмого-
рова зi змiнними коефiцiєнтами. Показано, що групу еквiвалент-
ностi й, зокрема, її тип можна використовувати як критерiй
оптимального калiбрування.

4. Знайдено групоїди еквiвалентностi та виконано груповий аналiз
низки класiв узагальнених рiвнянь Бюргерса, Кортевега–де Фрi-
за третього i п’ятого порядкiв, Кавахари й 𝐾(𝑚,𝑛). Розв’язано
кiлька граничних задач для таких рiвнянь. За допомогою ори-
гiнального алгоритму всi випадки розширення лiївської симетрiї
у згаданих класах вiдновлено зi спискiв, побудованих з точнiстю
до вiдповiдних груп еквiвалентностi.

5. Групоїд еквiвалентностi класу узагальнених рiвнянь Кортевега–
де Фрiза п’ятого порядку зi змiнними коефiцiєнтами застосовано
до дослiдження iнтегровностi цих рiвнянь. Завдяки цьому знай-
дено всi iнтегровнi випадки, для яких побудовано пари Лакса.

6. З використанням методу перетворень мiж класами диферен-
цiальних рiвнянь прокласифiковано лiївськi симетрiї рiв-
нянь Гарднера, Бенджамiна–Бона–Махонi та Бенджамiна–Бона–
Махонi–Бюргерса зi змiнними коефiцiєнтами, а також знайдено
некласичнi оператори редукцiї рiвнянь реакцiї–дифузiї.

7. Побудовано локальнi закони збереження для кiлькох класiв
рiвнянь реакцiї–дифузiї й рiвнянь Бенджамiна–Бона–Махонi зi
змiнними коефiцiєнтами.
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8. Метод розгалуженого розщеплення й алгебраїчний метод Гайдо-
на узагальнено для класифiкацiї допустимих перетворень. Роз-
винуто такi новi технiки пошуку групоїдiв еквiвалентностi, як
встановлення iзоморфiзмiв мiж цими групоїдами й побудова по-
роджувальної множини допустимих перетворень. Введено понят-
тя регулярних i сингулярних розширень лiївської симетрiї, за до-
помогою яких алгебраїчний метод групової класифiкацiї розши-
рено на ненормалiзованi класи диференцiальних рiвнянь.

9. Запропонованi поняття i методи застосовано для вичерпного опи-
су групоїда еквiвалентностi й виконання групової класифiкацiї
ненормалiзованого класу (1+1)-вимiрних нелiнiйних хвильових i
елiптичних рiвнянь.

10. Дослiджено лiївськi симетрiї (2+1)-вимiрних нелiнiйних рiвнянь
Дiрака. Зокрема, знайдено всi такi рiвняння, що допускають чо-
тиривимiрнi алгебри лiївської iнварiантностi.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна
робота має теоретичний характер. Отриманi результати й запропо-
нованi методи можна використати в подальших дослiдженнях не-
лiнiйних диференцiальних рiвнянь, зокрема, моделей математичної
фiзики, математичної бiологiї, фiнансової математики.

Особистий внесок здобувачки. Усi результати, що виносяться
на захист, дисертантка одержала самостiйно. У роботах, якi опублi-
ковано разом iз iншими авторами, розподiл особистих внескiв такий.

У статтях [2,4–6,8–11,13–17,20,23,29] спiвавтори дисертантки не-
залежно виконували обрахунки або перевiряли їх, а також брали
участь у їхньому обговореннi. Постановка задач у цих роботах, вибiр
методiв для їхнього розв’язання й доведення результатiв належать
дисертантцi. У роботах [2,5,6,10,16,17,29] iз цього перелiку К. Софо-
клеусу також належить початковий вибiр класiв для дослiдження.

У статтi [7] постановка задачi, загальний план дослiдження й до-
ведення основних результатiв належить М.О. Нестеренко, дисертан-
тка показала, що певнi рiвняння типу Бюргерса, Кортевега–де Фрiза
третього й п’ятого порядкiв, Кавахари та реакцiї–дифузiї є iнварiан-
тними вiдносно алгебр Галiлея чи їхнiх деформацiй, а також пере-
вiрила основнi результати щодо реалiзацiй, С. Пошта брав участь у
обчисленнi реалiзацiй i обговореннi результатiв.

У роботi [12] К. Софоклеусу належить постановка задачi, Н. Па-
панiколау й М. Крiсто — чисельне розв’язання граничної задачi й
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побудова графiкiв отриманих розв’язкiв, дисертантцi — доведення
всiх результатiв роботи щодо допустимих перетворень, групової кла-
сифiкацiї, побудови точних розв’язкiв i редукцiї граничної задачi.

У статтях [22,24,27,30] усi основнi результати i їхнє доведення ди-
сертантка отримала самостiйно, Р.О. Поповичу належить постановка
задачi й загальний план дослiдження. К. Софоклеус у роботах [22,30]
та А. Бiло в роботi [27] брали участь у обговореннi результатiв i пе-
ревiрцi доведень.

У статтi [18] дисертантцi належить початковий вибiр класу уза-
гальнених рiвнянь Бюргерса для дослiдження, а також побудова
графiкiв розв’язкiв. Усi обчислення проводилися дисертанткою й
О.А. Почекетою незалежно з метою їх подальшого порiвняння та
перевiрки. Р.О. Поповичу належить загальна постановка задачi й
оцiнка отриманих результатiв.

У роботi [25] дисертантка виконала основний обсяг обчислень що-
до групової класифiкацiї, обчислення законiв збереження i потенцi-
альних симетрiй iз метою перевiрки й порiвняння результатiв. К. Со-
фоклеусу в цiй роботi належить вибiр класiв для дослiдження i пе-
ревiрка результатiв, Р.О. Поповичу — постановка задачi й розробка
методiв дослiджень, а також побудова iєрархiї потенцiальних зако-
нiв збереження i потенцiальних симетрiй лiнiйних i лiнеаризованих
рiвнянь iз дослiджуваних класiв, пошук додаткових потенцiальних
перетворень еквiвалентностi мiж випадками класифiкацiї.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї
доповiдалися на мiжнародних конференцiях “Bogolyubov Kyiv
Conference: Problems of Theoretical and Mathematical Physics” (Київ,
2019), “Mathematical Physics Meeting: School and Conference on
Modern Mathematical Physics” (Белград, Сербiя, 2012, 2019), “XVII
Geometrical Seminar” (Златибор, Сербiя, 2012), “Сучаснi проблеми
механiки та математики” (Львiв, 2018), “Сучаснi науково-методичнi
проблеми математики у вищiй школi” (Київ, 2018); мiжнародних
симпозiумах “Group Analysis of Differential Equations and Integrable
Systems” (Протарас, Кiпр, 2012; Ларнака, Кiпр, 2014, 2016, 2018), “Lie
Theory and Its Applications in Physics” (Варна, Болгарiя, 2011, 2013,
2015, 2019), “Supersymmetries and Quantum Symmetries” (Дубна, Ро-
сiя, 2013), “The Sixth Petrov International Symposium on High Energy
Physics, Cosmology and Gravity” (Київ, 2013), “YoungWomen in PDEs”
(Бонн, Нiмеччина, 2012); мiжнародних семiнарах “Симетрiя та iнтег-
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ровнiсть рiвнянь математичної фiзики” (Київ, 2011, 2013, 2015, 2016,
2018), а також на мiжнародних конференцiях молодих математикiв
(Київ, 2015, 2017, 2019) i конференцiї молодих учених “Пiдстригачiв-
ськi читання” (Львiв, 2015).

Результати дисертацiйної роботи неодноразово доповiдалися й об-
говорювалися на науковому семiнарi вiддiлу математичної фiзики
Iнституту математики НАН України (керiвник семiнару — член-
кореспондент НАН України, професор А.Г. Нiкiтiн, 2008–2020), Вче-
нiй радi Iнституту математики НАН України (2015, 2017, 2018). Та-
кож результати дисертацiї були предметом доповiдей на засiданнi
Вiддiлення математики НАН України (2015) i засiданнi Президiї
НАН України (2017), науковому семiнарi кафедри математики i ста-
тистики унiверситету Саскачевана (Саскатун, Канада, 2010), науко-
вому семiнарi кафедри математики Чеського технiчного унiверсите-
ту у Празi (Прага, Чехiя, 2013), науковому семiнарi кафедри мате-
матики i статистики унiверситету Кiпру (Нiкосiя, Кiпр, 2013).

Публiкацiї. Результати дисертацiї висвiтлено у 52 наукових пу-
блiкацiях. Основнi результати опублiковано у наукових фахових ви-
даннях України [1,3,11] i наукових перiодичних виданнях iнших
держав [2,4–10,12–26], що проiндексованi у мiжнародних наукоме-
тричних базах Scopus або Web of Science i налiчують, вiдповiдно,
249 i 229 цитувань в цих базах. Результати дисертацiї додатко-
во вiдображено в публiкацiях [27–30], а також у тезах доповiдей
у матерiалах мiжнародних конференцiй [31–52]. Кожна зi статей
[2,4,5,7,8,10,12,13,17,18,21,22,24,25] як опублiкована у виданнi з квар-
тиля Q1 або Q2 вiдповiдно до класифiкацiї SCImago Journal and
Country Rank прирiвнюється до трьох публiкацiй, а кожна з робiт
[9,15,16] як опублiкована у виданнi з квартиля Q3 — до двох пу-
блiкацiй (п. 2 Наказу № 1220 МОН України вiд 23.09.2019), отже,
26 статей, у яких вiдображено основнi результати дисертацiї, зара-
ховуються як 57 фахових публiкацiй. Роботи [1–8,10–14,16,18,19,21–
25,29,30] проiндексовано у базах Zentrablatt Math або MathSciNet.
Публiкацiї [1,3,19,21,26,28] одноосiбнi.

Структура й обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi змi-
сту, вступу, чотирьох роздiлiв, висновкiв, списку використаних дже-
рел, що мiстить 344 найменувань, i трьох додаткiв. Повний обсяг
дисертацiї становить 399 сторiнок, iз них список використаних дже-
рел мiститься на 35 сторiнках, а додатки — на 80 сторiнках.
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ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми, проаналiзовано сучас-
ний стан розглянутих у дисертацiї проблем, сформульовано задачi
дослiдження й коротко викладено результати роботи. Основну ча-
стину роботи складають чотири роздiли. На початку кожного роздi-
лу стисло описано результати, що мiстяться в ньому.

У першому роздiлi дисертацiї наведено основнi означення й не-
обхiднi теоретичнi вiдомостi щодо груп i групоїдiв еквiвалентностi й
пов’язаних понять групового аналiзу диференцiальних рiвнянь. За-
уважимо, що бiльшiсть iз цих понять описано в термiнологiї групо-
їдiв уперше.

Розгляньмо клас ℒ|𝒮 = {ℒ𝜃 | 𝜃 ∈ 𝒮} систем диференцiальних
рiвнянь ℒ𝜃 з залежними змiнними 𝑢 = (𝑢1, . . . , 𝑢𝑚) i незалежни-
ми змiнними 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), де 𝜃 = (𝜃1, . . . , 𝜃𝑘) — набiр довiльних
елементiв класу. Тут ℒ𝜃 — система диференцiальних рiвнянь виду
𝐿(𝑥, 𝑢(𝑝), 𝜃(𝑥, 𝑢(𝑝))) = 0 iз фiксованим набором 𝐿 диференцiальних
функцiй вiд 𝑢 порядку 𝑝, параметризованих 𝜃, значення яких про-
бiгають множину 𝒮, 𝑢(𝑝) — набiр похiдних залежних змiнних 𝑢 за
незалежними змiнними 𝑥 аж до порядку 𝑝 (разом iз 𝑢 як похiдними
нульового порядку). Множину 𝒮 складають розв’язки допомiжної
системи диференцiальних рiвнянь 𝑆(𝑥, 𝑢(𝑝), 𝜃(𝑞)) = 0 i нерiвностей
Σ(𝑥, 𝑢(𝑝), 𝜃(𝑞)) ̸= 0 на 𝜃, де змiннi (𝑥, 𝑢(𝑝)) з простору струменiв по-
рядку 𝑝 є незалежними змiнними, а набiр 𝜃(𝑞) утворено похiдними 𝜃
за змiнними (𝑥, 𝑢(𝑝)) аж до порядку 𝑞. З точнiстю до калiбруваль-
ної еквiвалентностi систем з класу ℒ|𝒮 , яка зазвичай є тривiальною,
вiдображення 𝜃 ↦→ ℒ𝜃 з 𝒮 у ℒ|𝒮 бiєктивне.

Групоїдом еквiвалентностi 𝒢∼ класу ℒ|𝒮 називають малу катего-
рiю з множиною об’єктiв ℒ|𝒮 або 𝒮 i множиною стрiлок, утвореною
(локальними) дифеоморфiзмами у просторi з координатами (𝑥, 𝑢)
мiж парами систем iз ℒ|𝒮 :

𝒢∼ =
{︀
𝒯 = (𝜃,Φ, 𝜃) | 𝜃, 𝜃 ∈ 𝒮, Φ ∈ Diff loc

(𝑥,𝑢) : Φ*ℒ𝜃 = ℒ𝜃

}︀
.

Елементи групоїду еквiвалентностi 𝒢∼ називають допустимими
(точковими) перетвореннями класу ℒ|𝒮 . Пiдняття довiльного еле-
менту 𝜃 перетворенням Φ визначено як Φ*𝜃 = 𝜃, якщо Φ*ℒ𝜃 = ℒ𝜃.

З використанням термiнологiї групоїдiв визначено, зокрема, по-
няття звичайної, узагальненої, розширеної, розширеної узагальненої
й умовної груп еквiвалентностi, груп точкових симетрiй систем iз
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класу, нормалiзованого i напiвнормалiзованого класу. Також введе-
но рiзнi типи еквiвалентностi допустимих перетворень та запропоно-
вано поняття породжувальної множини таких перетворень. Обгово-
рено методи пошуку i класифiкацiї допустимих перетворень, а саме
прямий метод, метод розгалуженого розщеплення, метод перетво-
рень мiж класами диференцiальних рiвнянь, розбиття класу на пiд-
класи з кращими трансформацiйними властивостями, встановлення
бiєктивних функторiв мiж групоїдами еквiвалентностi.

Однiєю з основних задач групового аналiзу диференцiальних рiв-
нянь є задача групової класифiкацiї. Така задача для класу ℒ|𝒮 iз
точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi (або 𝒢∼-еквiвалентностi) полягає у
знаходженнi ядра максимальних алгебр лiївської iнварiантностi g∩

i вичерпного списку 𝐺∼-нееквiвалентних (або 𝒢∼-нееквiвалентних)
значень 𝜃 разом iз максимальними алгебрами лiївської iнварiант-
ностi g𝜃, для яких g𝜃 ̸= g∩.

Стандартний алгебраїчний метод групової класифiкацiї дає пов-
ний розв’язок такої задачi лише для нормалiзованих класiв ди-
ференцiальних рiвнянь, тобто для класiв, групоїди еквiвалентностi
яких породжено перетвореннями з вiдповiдних груп еквiвалентно-
стi. Якщо клас ℒ|𝒮 ненормалiзований, то певнi випадки розширень
лiївської симетрiї в цьому класi не пов’язанi з пiдалгебрами алгебри
еквiвалентностi g∼ цього класу.

Введено такi поняття (𝜛 позначає проекцiю простору з коорди-
натами (𝑥, 𝑢(𝑝), 𝜃) на простiр iз координатами (𝑥, 𝑢)):

Означення 1.4. Максимальну алгебру лiївської iнварiантностi g𝜃
системи ℒ𝜃 iз класу ℒ|𝒮 називають регулярною в цьому класi, якщо
iснує така пiдалгебра s алгебри g∼, що g𝜃 = 𝜛*s, i сингулярною у
класi ℒ|𝒮 в iншому разi.

Множину ℬ = {𝒯𝛾 ∈ 𝒢∼ | 𝛾 ∈ Γ}, де Γ — множина iндексiв,
називають породжувальною множиною допустимих перетворень у
класi ℒ|𝒮 iз точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi, якщо будь-яке допу-
стиме перетворення класу можна описати як композицiю скiнченної
кiлькостi елементiв множини ℬ ∪ ℬ̂ ∪ 𝒢𝐺∼

, де ℬ̂ := {𝒯 −1 | 𝒯 ∈ ℬ} —
множина обернених перетворень. Мiнiмальна множина ℬ — пiдмно-
жина множини 𝒢∼ ∖ 𝒢𝐺∼

.
З використанням цих понять алгебраїчний метод групової класи-

фiкацiї розширено на ненормалiзованi класи диференцiальних рiв-
нянь.
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Другий роздiл дисертацiї присвячено групоїдам еквiвалентно-
стi (1+1)- i (2+1)-вимiрних нелiнiйних еволюцiйних рiвнянь друго-
го порядку й їхньому застосуванню до задач групової класифiкацiї.
Зокрема, дослiджено трансформацiйнi властивостi загального кла-
су (1+1)-вимiрних нелiнiйних еволюцiйних рiвнянь другого поряд-
ку. Побудовано ланцюжок вкладених нормалiзованих пiдкласiв цьо-
го класу:

𝑢𝑡 = 𝐺(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢𝑥)𝑢𝑥𝑥 +𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢𝑥),

𝑢𝑡 = 𝐺(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝑢𝑥𝑥 +𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢𝑥),

𝑢𝑡 = 𝐺(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝑢𝑥𝑥 +

𝑛∑︁
𝑘=0

𝐹 𝑘(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝑢𝑘𝑥, 𝑛 ≥ 2,

𝑢𝑡 = 𝐺(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝑢𝑥𝑥 + 𝐹 1(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝑢𝑥 + 𝐹 0(𝑡, 𝑥, 𝑢),

𝑆(𝑡, 𝑥)𝑢𝑡 = (𝐺(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝑢𝑥)𝑥 +𝐾(𝑡, 𝑥, 𝑢)𝑢𝑥 + 𝑃 (𝑡, 𝑥, 𝑢), (1)

де функцiї 𝐺, 𝐻, 𝑆, 𝐾, 𝑃, 𝐹 𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , — довiльнi гладкi фун-
кцiї своїх аргументiв, 𝐺𝑆 ̸= 0. Для всiх таких пiдкласiв знайдено
групи еквiвалентностi, перетворення з яких породжують вiдповiднi
групоїди еквiвалентностi. Зокрема, доведено таку теорему.
Теорема 2.10. Групу еквiвалентностi класу (1) складають пере-
творення

𝑡 = 𝑇 (𝑡), �̃� = 𝑋(𝑡, 𝑥), �̃� = 𝑈1(𝑡, 𝑥)𝑢+ 𝑈0(𝑡, 𝑥),

𝑆 = 𝑍(𝑡, 𝑥, 𝑆), �̃� =
𝑋2

𝑥

𝑇𝑡

𝐺

𝑆
𝑍,

�̃� =
𝑋𝑥𝑍

𝑇𝑡𝑆

[︂
𝐾−

(︂
𝑋𝑥𝑥

𝑋𝑥
+2

𝑈1
𝑥

𝑈1

)︂
𝐺−2𝒰𝐺𝑢

𝑈1
− 𝑋𝑡

𝑋𝑥
𝑆

]︂
−𝐺

𝑋𝑥

𝑇𝑡

(︂
𝑍

𝑆

)︂
𝑥

,

𝑃 =
𝑍

𝑇𝑡𝑆

[︂
𝑈1𝑃 +

𝒰2

𝑈1
𝐺𝑢 − 𝒰(𝐾 +𝐺𝑥) + (𝑈1

𝑡 𝑢+ 𝑈0
𝑡 )𝑆

+

(︂
2
𝑈1
𝑥

𝑈1
𝒰 − 𝑈1

𝑥𝑥𝑢− 𝑈0
𝑥𝑥

)︂
𝐺

]︂
,

де 𝒰 = 𝑈1
𝑥𝑢 + 𝑈0

𝑥 , 𝑇,𝑋,𝑈
1, 𝑈0, 𝑍 — довiльнi гладкi функцiї своїх

аргументiв, причому 𝑇𝑡𝑋𝑥𝑈
1𝑍𝑆 ̸= 0. Клас (1) нормалiзований.

Пiдроздiл 2.2 присвячено груповiй класифiкацiї рiвнянь реакцiї–
дифузiї з експоненцiальними нелiнiйностями й коефiцiєнтами, що за-
лежать вiд просторової змiнної, а саме класу

𝑓(𝑥)𝑢𝑡 = (𝑔(𝑥)𝑒𝑛𝑢𝑢𝑥)𝑥 + ℎ(𝑥)𝑒𝑚𝑢, (2)
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де 𝑓, 𝑔, ℎ — довiльнi гладкi функцiї змiнної 𝑥, 𝑛 i 𝑚 — довiльнi сталi,
причому 𝑓𝑔𝑛 ̸= 0. Доведено, що цей клас не є нормалiзованим, вичер-
пно описано його групоїд еквiвалентностi у термiнах максимальних
умовних груп еквiвалентностi нормалiзованих пiдкласiв цього класу.

Теорема 2.16. Клас (2) можна зобразити як об’єднання його
трьох нормалiзованих пiдкласiв, виокремлених умовами:

1. (ℎ ̸= 0, 𝑚 ̸= 0, 𝑛) або (𝑚 = 0, (ℎ/𝑓)𝑥 ̸= 0);

2. 𝑚 = 0, (ℎ/𝑓)𝑥 = 0; 3. 𝑚 = 𝑛.

Другий i третiй пiдкласи мають непорожнiй перетин — нормалi-
зований пiдклас класу (2) з ℎ = 0.

Також прокласифiковано лiївськi симетрiї рiвнянь iз цього кла-
су з калiбруванням 𝑔 = 1. Розмiрнiсть максимальних алгебр лiїв-
ської iнварiантностi рiвнянь з класу (2) не перевищує чотирьох. До-
ведено твердження: якщо рiвняння з класу (2) iнварiантне вiдносно
чотиривимiрної алгебри Лi, то воно точково-еквiвалентне рiвнянню
𝑢𝑡 = (𝑒𝑢𝑢𝑥)𝑥 iз цього класу. Якщо рiвняння з класу (2) з 𝑚 ̸= 0, 𝑛 до-
пускає тривимiрну алгебру лiївської iнварiантностi, то перетворення-
ми еквiвалентностi його можна звести до рiвняння 𝑢𝑡 = (𝑒𝑢𝑢𝑥)𝑥±𝑒𝑚𝑢.

Для знаходження лiївських редукцiй, точних розв’язкiв, зако-
нiв збереження рiвнянь з класу (2) використано метод граничних
переходiв (контракцiй). Показано, що цим методом також можна
отримати повну групову класифiкацiю, використавши вiдомi ре-
зультати для рiвнянь зi степеневими нелiнiйностями виду 𝑓(𝑥)𝑢𝑡 =
(𝑔(𝑥)𝑢𝑛𝑢𝑥)𝑥 + ℎ(𝑥)𝑢𝑚, де 𝑓𝑔 ̸= 0 i (𝑛,𝑚ℎ) ̸= (0, 0).

У другому роздiлi також прокласифiковано локальнi закони збе-
реження i потенцiальнi симетрiї узагальнених рiвнянь дифузiї

𝑢𝑡 = ((𝑢𝑛)𝑥 + 𝑓(𝑥)𝑢𝑚)𝑥 , 𝑛 ̸= 0, (3)

з точнiстю до перетворень з групи еквiвалентностi 𝐺∼ таких рiвнянь.

Теорема 2.28. Будь-яке рiвняння (3) допускає закон збереження
𝐷𝑡𝐹 +𝐷𝑥𝐺 = 0, де

1. 𝐹 = 𝑢, 𝐺 = −𝑛𝑢𝑛−1𝑢𝑥 − 𝑓𝑢𝑚. (4)

Повний перелiк 𝐺∼-нееквiвалентних рiвнянь (3), що мають дода-
тковi (лiнiйно незалежнi з (4)) закони збереження, вичерпують
такi випадки:
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2. 𝑚 = 𝑛 ̸= 1: 𝐹 = 𝑢
∫︀

Φ d𝑥, 𝐺 = −
∫︀

Φ d𝑥 (𝑛𝑢𝑛−1𝑢𝑥+𝑓𝑢𝑛) + Φ𝑢𝑛,

3. 𝑛 ̸= 1, 𝑚 = 0: 𝐹 = 𝑥𝑢, 𝐺 = −𝑥(𝑛𝑢𝑛−1𝑢𝑥 + 𝑓) + 𝑢𝑛 +
∫︀
𝑓d𝑥,

4. 𝑛 ̸= 1, 𝑚 = 1, 𝑓 = 1: 𝐹 = (𝑡+𝑥)𝑢, 𝐺 = −(𝑡+𝑥)(𝑛𝑢𝑛−1𝑢𝑥+𝑢) + 𝑢𝑛,

5. 𝑛 ̸= 1, 𝑚 = 1, 𝑓 = 𝜀𝑥 : 𝐹 = 𝑒𝜀𝑡𝑥𝑢, 𝐺 = −𝑒𝜀𝑡𝑥(𝑛𝑢𝑛−1𝑢𝑥+𝑥𝑢)+𝑒𝜀𝑡𝑢𝑛,

6. 𝑛 = 1, 𝑚 = 0: 𝐹 = 𝛼𝑢, 𝐺 = −𝛼(𝑢𝑥 + 𝑓) + 𝛼𝑥𝑢+
∫︀
𝛼𝑥𝑓𝑑𝑥,

7. 𝑛 = 1, 𝑚 = 1: 𝐹 = 𝛽𝑢, 𝐺 = −𝛽(𝑢𝑥 + 𝑓𝑢) + 𝛽𝑥𝑢,

де 𝜀 = ±1 mod 𝐺∼, Φ = 𝑒
∫︀
𝑓d𝑥, 𝛼 = 𝛼(𝑡, 𝑥), 𝛽 = 𝛽(𝑡, 𝑥) задовольняють

лiнiйнi рiвняння 𝛼𝑡 + 𝛼𝑥𝑥 = 0 i 𝛽𝑡 + 𝛽𝑥𝑥 − 𝑓𝛽𝑥 = 0.

Знайденi закони збереження дали змогу вичерпно прокласифiку-
вати потенцiальнi симетрiї рiвнянь (3).

Також у другому роздiлi дослiджено симетрiйнi властивостi кла-
сiв рiвнянь Фiшера 𝑢𝑡 = 𝑏(𝑡)𝑢𝑥𝑥 + 𝑎(𝑡)𝑢(1 − 𝑢), 𝑎𝑏 ̸= 0, Ньюела–
Вайтхеда–Сегеля 𝑢𝑡 = 𝑎2(𝑡)𝑢𝑥𝑥 + 𝑏(𝑡)𝑢 − 𝑐(𝑡)𝑢3, 𝑎𝑐 ̸= 0, й узагальне-
них рiвнянь Бюргерса 𝑢𝑡 + 𝑢𝑛𝑢𝑥 + ℎ(𝑡)𝑢 = 𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥, 𝑛𝑔 ̸= 0, з коефi-
цiєнтами, що залежать вiд часу. Для кожного з цих класiв знайдено
групоїди еквiвалентностi, виконано вичерпнi груповi класифiкацiї,
побудовано сiм’ї точних розв’язкiв, а також знайдено критерiї звiдно-
стi таких рiвнянь до рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами з тих самих
класiв. Класи рiвнянь Фiшера i Ньюела–Вайтхеда–Сегеля нормалi-
зованi, тимчасом як клас рiвнянь Бюргерса ненормалiзований, але
його можна розбити на неперетиннi нормалiзованi пiдкласи. У класi
рiвнянь Бюргерса виокремлено пiдклас лiнеаризованих рiвнянь. Для
класу рiвнянь Ньюела–Вайтхеда–Сегеля вичерпно прокласифiкова-
но не тiльки лiївськi, а й некласичнi регулярнi оператори редукцiї,
що є нетривiальною задачею, оскiльки визначальнi рiвняння на кое-
фiцiєнти операторiв у цьому випадку є нелiнiйними. Список нееквi-
валентних рiвнянь Ньюела–Вайтхеда–Сегеля i вiдповiдних операто-
рiв редукцiї такий:

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 − 𝑒±𝑡𝑢3 : 𝜕𝑡 + 3
√
2

2 𝑒±
1
2 𝑡𝑢𝜕𝑥 − 1

2

(︀
3𝑒±𝑡𝑢2 ∓ 1

2

)︀
𝑢𝜕𝑢;

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 − 𝜀𝑒𝑡𝑢3 : 𝜕𝑡 − 3
2 th

(︀
1
2𝑥

)︀
𝜕𝑥 − 3

4

(︀
th2

(︀
1
2𝑥

)︀
− 1

3

)︀
𝑢𝜕𝑢,

𝜕𝑡 − 3
2 cth

(︀
1
2𝑥

)︀
𝜕𝑥 − 3

4

(︀
cth2

(︀
1
2𝑥

)︀
− 1

3

)︀
𝑢𝜕𝑢;

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 − 𝜀𝑒−𝑡𝑢3 : 𝜕𝑡 + 3
2 tg

(︀
1
2𝑥

)︀
𝜕𝑥 − 3

4

(︀
tg2

(︀
1
2𝑥

)︀
+ 1

3

)︀
𝑢𝜕𝑢;

𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 − 𝜀𝑢3 : 𝜕𝑡 − 3
𝑥𝜕𝑥 − 3

𝑥2𝑢𝜕𝑢.
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В останньому пiдроздiлi другого роздiлу вичерпну групову кла-
сифiкацiю проведено для класу нелiнiйних рiвнянь Колмогорова зi
змiнними коефiцiєнтами:

𝑢𝑡 = 𝑓(𝑡)𝑢𝑦𝑦 − 𝑔(𝑡)[𝐾(𝑢)]𝑥 , 𝑓𝑔𝐾𝑢𝑢 ̸= 0. (5)

Наведено класифiкацiйнi перелiки для двох можливих калiбрувань
довiльних елементiв 𝑓 = 1 i 𝑔 = 1. Калiбрування 𝑔 = 1 виявилось
оптимальним, суттєво спростивши як процес розв’язання задачi гру-
пової класифiкацiї, так i отриманий перелiк розширень лiївської си-
метрiї. Показано, що пiдклас класу (5), виокремлений умовою 𝑔 = 1,
допускає звичайну групу еквiвалентностi, а пiдклас, виокремлений
умовою 𝑓 = 1, — розширену узагальнену. Отже, групу еквiвалент-
ностi й, зокрема, її тип можна використовувати як критерiй опти-
мального калiбрування. Це пiдтверджено й iншими прикладами, на-
веденими у дисертацiї, зокрема, класiв рiвнянь Фiшера й Кавахари
зi змiнними коефiцiєнтами.

Третiй роздiл дисертацiї присвячено застосуванню групоїдiв
еквiвалентностi в груповому аналiзi й дослiдженнi iнтегровностi рiв-
нянь типу Кортевега–де Фрiза та таких пов’язаних iз ними моделей,
як рiвняння Кавахари i рiвняння Бенджамiна–Бона–Махонi.

Вичерпно описано групоїд еквiвалентностi ненормалiзованого
класу рiвнянь Кортевега–де Фрiза зi змiнними коефiцiєнтами

ℒ : 𝑢𝑡 + 𝑓(𝑡, 𝑥)𝑢𝑢𝑥 + 𝑔(𝑡, 𝑥)𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0, 𝑓𝑔 ̸= 0. (6)

Виконано розбиття класу (6) на шiсть нормалiзованих пiдкласiв:
ℒ1 : 𝑢𝑡 + 𝑓(𝑡)𝑢𝑢𝑥 + 𝑔(𝑡, 𝑥)𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0,

ℒ2 : 𝑢𝑡 + 𝑝(𝑡)𝑒 𝑞(𝑡)𝑥𝑢𝑢𝑥 +
𝑠(𝑡) − 𝑞(𝑡)𝑥

𝑞(𝑡)3
𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0,

ℒ3 : 𝑢𝑡 + 𝑝(𝑡)(𝑥+ 𝑞(𝑡))𝑟(𝑡)𝑢𝑢𝑥

+
(𝑥+𝑞(𝑡))3

𝑟(𝑡)(𝑟(𝑡)2−1)

(︂
𝑠(𝑡) − �̇�(𝑡) ln(𝑥+𝑞(𝑡)) +

(1−𝑟(𝑡))𝑞(𝑡)
𝑥+𝑞(𝑡)

)︂
𝑢𝑥𝑥𝑥 =0,

де 𝑟 ̸= 0,±1,

ℒ4 : 𝑢𝑡 + (𝑝(𝑡)𝑥+ 𝑞(𝑡))𝑢𝑢𝑥 + 𝑔(𝑡, 𝑥)𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0,

ℒ5 : 𝑢𝑡 +
𝑘(𝑡)

𝑥+ 𝑐
𝑢𝑢𝑥 + 𝑔(𝑡, 𝑥)𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0,

i клас ℒ0 = ℒ ∖
⋃︀5

𝑖=1 ℒ𝑖, що є доповненням об’єднання пiдкласiв ℒ𝑖,
𝑖 = 1, . . . , 5, у класi ℒ.
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Теорема 3.7. Класи ℒ1–ℒ5 нормалiзованi у розширеному узагаль-
неному сенсi, групоїди еквiвалентностi цих класiв породжено пе-
ретвореннями з вiдповiдних розширених узагальнених груп еквiва-
лентностi �̂�∼

𝑖 , 𝑖 = 1, . . . , 5.

Теорема 3.8. Пiдклас ℒ0 нормалiзований у звичайному сенсi. Його
група еквiвалентностi збiгається зi звичайною групою еквiвалент-
ностi 𝐺∼ усього класу ℒ.

Пiсля калiбрування довiльних елементiв класiв ℒ𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 5,
вiдповiднi пiдкласи класiв ℒ1 та ℒ5 стали нормалiзованими у зви-
чайному сенсi. Трансформацiйнi властивостi iнших пiдкласiв можна
покращити методом вiдображення мiж класами, що проiлюстровано
на прикладi пiдкласу класу ℒ4, для якого також виконано групову
класифiкацiю.

У цьому самому роздiлi побудовано ланцюжок вкладених норма-
лiзованих (1+1)-вимiрних еволюцiйних рiвнянь довiльного порядку,
пов’язаних iз рiвняннями типу Кортевега–де Фрiза i їхнiми узагаль-
неннями. Зокрема, доведено нормалiзованiсть класу рiвнянь

𝑢𝑡 = 𝐹 (𝑡)𝑢𝑛 +𝐺(𝑡, 𝑥, 𝑢0, 𝑢1, . . . , 𝑢𝑛−1), 𝑛 > 2,

𝐹 ̸= 0, 𝐺𝑢𝑖𝑢𝑛−1 = 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛− 1.

Вiн точково- й до того ж контактно-нормалiзований. Властивiсть
нормалiзованостi й групу еквiвалентностi цього класу застосовано
для пошуку групоїдiв еквiвалентностi низки класiв рiвнянь, розгля-
нутих у дисертацiї.

Для двох класiв узагальнених рiвнянь типу Кортевега–де Фрiза
(КдФ) i модифiкованих рiвнянь Кортевега–де Фрiза (мКдФ) вста-
новлено критерiї звiдностi до класичних рiвнянь КдФ i мКдФ. Вико-
нано групову класифiкацiю рiвнянь КдФ зi змiнними коефiцiєнтами
𝑢𝑡+𝑓(𝑡)𝑢𝑢𝑥+𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0, 𝑓𝑔 ̸= 0, а також кiлькох класiв рiвнянь, по-
дiбних до цього класу вiдносно точкових перетворень. Наведено ори-
гiнальний алгоритм отримання всiх випадкiв розширення лiївської
симетрiї у класi диференцiальних рiвнянь iз перелiку, побудованого
з точнiстю до вiдповiдної груп еквiвалентностi.

У третьому роздiлi також виконано розширену групову класифi-
кацiю класу узагальнених рiвнянь Кавахари

𝑢𝑡 + 𝛼(𝑡)𝑢𝑛𝑢𝑥 + 𝛽(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝜎(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0, 𝛼𝛽𝜎𝑛 ̸= 0, (7)
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що включає побудову групоїда еквiвалентностi, класифiкацiю лiїв-
ських симетрiй i вiдповiдних редукцiй, а також знаходження точних
розв’язкiв. Доведено, що клас (7) ненормалiзований, але його можна
розбити на два нормалiзованi пiдкласи, виокремленi умовами 𝑛 ̸= 1
i 𝑛 = 1. Розмiрнiсть максимальних алгебр лiївської iнварiантностi не
перевищує двох у випадку 𝑛 ̸= 1 i трьох у випадку 𝑛 = 1. Доведено
таку теорему.

Теорема 3.23. Рiвняння (7) зi змiнними коефiцiєнтами можна
звести точковим перетворенням до рiвняння зi сталими коефiцi-
єнтами з цього самого класу тодi i тiльки тодi, коли коефiцiєнти
𝛼, 𝛽, 𝜎 задовольняють умови(︂

𝛽

𝛼

)︂
𝑡

=

(︂
𝜎

𝛼

)︂
𝑡

= 0, якщо 𝑛 ̸= 1,(︂
1

𝛼

(︂
𝛽

𝛼

)︂
𝑡

)︂
𝑡

= 0,

(︂
𝜎𝛼2

𝛽3

)︂
𝑡

= 0, якщо 𝑛 = 1.

Побудовано чисельнi розв’язки граничної задачi для узагальне-
ного рiвняння Кавахари зi степеневими коефiцєнтами 𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 +
𝜆𝑡

1
2𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝛿𝑡

3
2𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0, що описує рух хвиль у морi, вкритому кри-

гою, товщина якої збiльшується з часом.
Також у третьому роздiлi дослiджено допустимi перетворення,

лiївськi симетрiї й закони збереження нормалiзованого класу рiвнянь
Бенджамiна–Бона–Махонi 𝑢𝑡+𝑓(𝑡)𝑢𝑥+𝑔(𝑡)𝑢𝑢𝑥+ℎ(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑡 = 0, 𝑔ℎ ̸= 0,
зi змiнними коефiцiєнтами. Доведено, що будь-яке рiвняння з цього
класу допускає один закон збереження. Якщо коефiцiєнти рiвняння
задовольняють умову ((1/ℎ)𝑡/𝑔)𝑡 = 0 або умову ((𝑓/𝑔)𝑡/𝑔)𝑡 = 0, то
воно має два закони збереження. Якщо ж коефiцiєнти задовольня-
ють обидвi наведенi умови, то таке рiвняння допускає три закони
збереження.

В останньому пiдроздiлi третього роздiлу показано, як групоїди
еквiвалентностi можна використати для дослiдження iнтегровностi.
Для прикладу розглянуто клас

𝑢𝑡 + 𝑎(𝑡)𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝑏(𝑡)𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥 + 𝑐(𝑡)𝑢2𝑢𝑥 + 𝑓(𝑡)𝑢𝑢𝑥

+ 𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 + ℎ(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 +𝑚(𝑡)𝑢+ 𝑛(𝑡)𝑢𝑥 + 𝑘(𝑡)𝑥𝑢𝑥 = 0,

де функцiї 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑓, 𝑔, ℎ, 𝑚, 𝑛, 𝑘 — довiльнi гладкi функцiї змiнної 𝑡,
причому 𝑔(𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2) ̸= 0.
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Серед виокремлених iнтегровних рiвнянь є, зокрема, рiвняння

𝑢𝑡 + 10𝑔Υ𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥 + 25𝑔Υ𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥 + 20𝑔Υ2𝑢2𝑢𝑥 + 𝑔𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥

+𝑚𝑢+ 𝑛𝑢𝑥 + 𝑘𝑥𝑢𝑥 = 0,

де Υ = 𝜈𝑒
∫︀
(𝑚−2𝑘) d𝑡 з довiльною ненульовою сталою 𝜈. Для нього

побудовано пару Лакса

𝐿 = 𝑒3
∫︀
𝑘 d𝑡(𝜕𝑥

3 + 2Υ𝑢𝜕𝑥 + Υ𝑢𝑥),

𝑃 = 9𝑔𝜕𝑥
5 + 30𝑔Υ𝑢𝜕𝑥

3 + 45𝑔Υ𝑢𝑥𝜕𝑥
2

+(35𝑔Υ𝑢𝑥𝑥 + 20𝑔Υ2𝑢2 − 𝑘𝑥− 𝑛)𝜕𝑥 + 10𝑔Υ𝑢𝑥𝑥𝑥 + 20𝑔Υ2𝑢𝑢𝑥.

Четвертий роздiл дисертацiї присвячено алгебраїчному мето-
ду групової класифiкацiї, що зазвичай застосовують до нормалiзо-
ваних класiв диференцiальних рiвнянь. У першому пiдроздiлi гру-
пову класифiкацiю нормалiзованого класу модифiкованих рiвнянь
Кортевега–де Фрiза

𝑢𝑡 + 𝑢2𝑢𝑥 + 𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 + ℎ(𝑡)𝑢 = 0, 𝑔 ̸= 0, (8)

виконано iз застосуванням алгебраїчної технiки. Спочатку знайдено
групоїд еквiвалентностi класу i здiйснено калiбрування довiльних
елементiв ℎ = 0. Базис алгебри еквiвалентностi g∼ нормалiзованого
пiдкласу 𝑢𝑡 + 𝑢2𝑢𝑥 + 𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0 класу (8) складають оператори

𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑡 −
1

2
𝑢𝜕𝑢 − 𝑔𝜕𝑔, 𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥 + 2𝑔𝜕𝑔.

Групову класифiкацiю цього класу виконано алгебраїчним методом.
За допомогою методу еквiвалентностi вiдновлено класифiкацiйний
список лiївських симетрiй у класi (8), а також виконано групову
класифiкацiю ще одного подiбного класу рiвнянь iз шiстьма коефi-
цiєнтами, залежними вiд часу.

У пiдроздiлi 4.2 вичерпно розв’язано задачу групової класифiка-
цiї для ненормалiзованого класу нелiнiйних хвильових i елiптичних
рiвнянь

𝑢𝑡𝑡 = 𝑓(𝑥, 𝑢)𝑢𝑥𝑥 + 𝑔(𝑥, 𝑢), (𝑓𝑢, 𝑔𝑢𝑢) ̸= (0, 0). (9)

Для цього використано нову версiю алгебраїчного методу групової
класифiкацiї для ненормалiзованих класiв диференцiальних рiвнянь,
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що базується на класифiкацiї допустимих перетворень у класi з то-
чнiстю до групи еквiвалентностi цього класу, й побудовi породжу-
вальної множини допустимих перетворень. Зауважимо, що клас (9)
не можна природно розбити на нормалiзованi пiдкласи. Вичерпне
розв’язання задачi групової класифiкацiї включає виконання повної
попередньої групової класифiкацiї, а також побудову сингулярних
розширень лiївської симетрiї, якi не пов’язанi з пiдалгебрами алге-
бри еквiвалентностi класу.

Теорема 4.9. Групу еквiвалентностi 𝐺∼ класу (9) складають пе-
ретворення

𝑡 = 𝑐1𝑡+ 𝑐0, �̃� = 𝜙(𝑥), �̃� = 𝑐2|𝜙𝑥|1/2𝑢+ 𝜓(𝑥), 𝑓 =
𝜙2
𝑥

𝑐21
𝑓,

𝑔 =
𝑐2
𝑐21

|𝜙𝑥|1/2𝑔 −
1

𝑐21

(︂
𝑐2

2𝜙𝑥𝑥𝑥𝜙𝑥 − 3𝜙 2
𝑥𝑥

4|𝜙𝑥|3/2
𝑢+ 𝜓𝑥𝑥 − 𝜙𝑥𝑥

𝜙𝑥
𝜓𝑥

)︂
𝑓,

де 𝑐0, 𝑐1, 𝑐2 — довiльнi сталi, що задовольняють умову 𝑐1𝑐2 ̸= 0; 𝜙
i 𝜓 — довiльнi гладкi функцiї змiнної 𝑥, причому 𝜙𝑥 ̸= 0.

Побудовано породжувальну множину допустимих перетворень
цього класу з точнiстю до 𝐺∼-еквiвалентностi.

Теорема 4.12. Породжувальну множину ℬ допустимих перетво-
рень класу (9), що є мiнiмальною i внутрiшньо сумiсною з точнi-
стю до 𝐺∼-еквiвалентностi, утворюють такi сiм’ї допустимих
перетворень, де 𝜀, 𝜀′, 𝜀′′ = ±1:

T1. 𝑓𝑥 = 𝑔𝑥 = 0, 𝑓𝑢 ̸= 0 або 𝑓 = 1, 𝑓 = 1/𝑓, 𝑔 = −𝑔/𝑓,
Φ: 𝑡 = 𝑥, �̃� = 𝑡, �̃� = 𝑢;

T2. 𝑓 = 𝜀𝑢−4, 𝑔 = 𝜇(𝑥)𝑢−3 + 𝜎𝑢, 𝜎 ∈ {−1, 0, 1}, 𝑓 = 𝜀�̃�−4, 𝑔 =
𝜇(�̃�)�̃�−3, 𝜇 = 𝜇(𝑥) — довiльна гладка функцiя, причому 𝜇𝑥 ̸= 0,

а. Φ: 𝑡 = 𝑡−1, �̃� = 𝑥, �̃� = 𝑡−1𝑢, якщо 𝜎 = 0;

б. Φ: 𝑡 = 1
2𝑒

2𝑡, �̃� = 𝑥, �̃� = 𝑒𝑡𝑢, якщо 𝜎 = 1;

в. Φ: 𝑡 = tg 𝑡, �̃� = 𝑥, �̃� = 𝑢 cos 𝑡, якщо 𝜎 = −1;

T3. 𝑓 = 1, 𝑔 = 𝑒−2𝑥𝑔2(𝑢), 𝑓 = 1, 𝑔 = 𝑔2(�̃�),

Φ: 𝑡 = 𝑒−𝑥 sh 𝑡, �̃� = 𝑒−𝑥 ch 𝑡, �̃� = 𝑢;

T4. 𝑓 = 1, 𝑔 = 𝑔1(𝑥)𝑔2(𝑢), 𝑓 = 1, 𝑔 = �̃�−2𝑔2(�̃�),
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а. 𝑔1(𝑥) = 𝑥−2, Φ: 𝑡 =
𝑡

𝑥2 − 𝑡2
, �̃� =

𝑥

𝑥2 − 𝑡2
, �̃� = 𝑢;

б. 𝑔1(𝑥) = cos−2 𝑥, Φ: 𝑡 =
cos 𝑡

sin 𝑡+ sin𝑥
, �̃� =

cos𝑥

sin 𝑡+ sin𝑥
,

�̃� = 𝑢;

в. 𝑔1(𝑥) = − ch−2 𝑥, Φ: 𝑡 = 𝑒𝑡 sh𝑥, �̃� = 𝑒𝑡 ch𝑥, �̃� = 𝑢;

г. 𝑔1(𝑥) = sh−2 𝑥, Φ: 𝑡 = 𝑒𝑡 ch𝑥, �̃� = 𝑒𝑡 sh𝑥, �̃� = 𝑢;

T5. 𝑓 = −1, 𝑔 = 𝑒−2𝑥𝑔2(𝑢), 𝑓 = −1, 𝑔 = 𝑔2(�̃�),

Φ: 𝑡 = 𝑒−𝑥 sin 𝑡, �̃� = 𝑒−𝑥 cos 𝑡, �̃� = 𝑢;

T6. 𝑓 = −1, 𝑔 = 𝑔1(𝑥)𝑔2(𝑢), 𝑓 = −1, 𝑔 = �̃�−2𝑔2(�̃�),

а. 𝑔1(𝑥) = 𝑥−2, Φ: 𝑡 =
𝑡

𝑥2 + 𝑡2
, �̃� =

𝑥

𝑥2 + 𝑡2
, �̃� = 𝑢;

б. 𝑔1(𝑥) = cos−2 𝑥, Φ: 𝑡 = 𝑒𝑡 sin𝑥, �̃� = 𝑒𝑡 cos𝑥, �̃� = 𝑢;

в. 𝑔1(𝑥) = sh−2 𝑥, Φ: 𝑡 =
sin 𝑡

cos 𝑡+ ch𝑥
, �̃� =

sh𝑥

cos 𝑡+ ch𝑥
,

�̃� = 𝑢;

T7. 𝑓 = −1, 𝑔 = 𝑔2(𝑢) ch−2 𝑥, 𝑓 = −1, 𝑔 = 𝑔2(�̃�) ch−2 �̃�,

Φ: 𝑡 = arctg
sin 𝛾 sh𝑥+ cos 𝛾 sin 𝑡

cos 𝑡
,

�̃� = arcth
cos 𝛾 sh𝑥− sin 𝛾 sin 𝑡

ch𝑥
, �̃� = 𝑢, 𝛾 ∈ (0, 2𝜋);

T8. а. 𝑓 = 𝑓 = 1, 𝑔𝑥 = 0, 𝑔 = 𝑔,
Φ: 𝑡 = 𝑡 ch 𝛾 + 𝑥 sh 𝛾, �̃� = 𝑡 sh 𝛾 + 𝑥 ch 𝛾, �̃� = 𝑢, 𝛾 ∈ R ̸=0;

б. 𝑓 = 𝑓 = −1, 𝑔𝑥 = 0, 𝑔 = 𝑔, Φ: 𝑡 = 𝑡 cos 𝛾 − 𝑥 sin 𝛾,
�̃� = 𝑡 sin 𝛾 + 𝑥 cos 𝛾, �̃� = 𝑢, 𝛾 ∈ (0, 2𝜋);

T9. 𝑓 = 𝜀, 𝑔 = 𝜀′𝑒𝑢, 𝑓 = 𝜀, 𝑔 = 𝜀′𝑒�̃�, Φ: 𝑡 = 𝑇 (𝑡, 𝑥),
�̃� = 𝑋(𝑡, 𝑥), �̃� = 𝑢+ln |𝑇 2

𝑡 −𝜀𝑇 2
𝑥 |, де 𝜀, 𝜀′ = ±1, причому 𝜀′ = 1,

якщо 𝜀 = 1, (𝑇,𝑋) пробiгають множину представникiв кла-
сiв еквiвалентностi розв’язкiв системи 𝑇𝑡 = 𝑋𝑥, 𝑋𝑡 = 𝜀𝑇𝑥 iз
(𝑇𝑡𝑡, 𝑇𝑥) ̸= (0, 0) за дiєю групи, яку складають перетворення
𝑡 = 𝑐1𝑡 + 𝑐0, �̂� = 𝑐1𝑥 + 𝑐2, 𝑇 = 𝑐1𝑇 + 𝑐0, �̂� = 𝑐1𝑋 + 𝑐2, де
𝑐0, 𝑐1, 𝑐2, 𝑐0, 𝑐1, 𝑐2 — довiльнi сталi, що задовольняють умову
𝑐1𝑐1 ̸= 0.
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Алгебраїчним методом спочатку знайдено всi регулярнi випадки
розширення лiївської симетрiї, що асоцiйованi з пiдалгебрами алге-
бри еквiвалентностi класу. Також знайдено всi сингулярнi випадки
розширення лiївської симетрiї.

Лема 4.18. Повний перелiк 𝐺∼-нееквiвалентних сингулярних роз-
ширень алгебри g∩ = ⟨𝜕𝑡⟩ ядра основних груп лiївської симетрiї рiв-
нянь з класу (9) вичерпують випадки рiвнянь iз довiльними еле-
ментами виду 𝑓 = 𝜀 = ±1, 𝑔 = 𝑔1(𝑥)𝑔2(𝑢), наведеними в табл. 1.

Табл. 1: Сингулярнi розширення лiївської симетрiї у класi (9).

𝑓 𝑔 Базис розширення

𝜀 𝑔(𝑢) 𝜕𝑥, 𝑥𝜕𝑡 + 𝜀𝑡𝜕𝑥

1 𝑔(𝑢)𝑒−2𝑥 ℛ(𝑒𝑥+𝑡), ℛ(𝑒𝑥−𝑡)

−1 𝑔(𝑢)𝑒−2𝑥 ℛ(𝑒𝑥 cos 𝑡), ℛ(𝑒𝑥 sin 𝑡)

𝜀 𝑔(𝑢)𝑥−2 𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥, (𝑡2 + 𝜀𝑥2)𝜕𝑡 + 2𝑡𝑥𝜕𝑥

1 𝑔(𝑢) cos−2 𝑥 ℛ(cos 𝑡 cos𝑥), ℛ(sin 𝑡 cos𝑥)

1 −𝑔(𝑢) ch−2 𝑥 ℛ(𝑒𝑡 ch𝑥), ℛ(𝑒−𝑡 ch𝑥)

1 𝑔(𝑢) sh−2 𝑥 ℛ(𝑒𝑡 sh𝑥), ℛ(𝑒−𝑡 sh𝑥)

−1 𝑔(𝑢) cos−2 𝑥 ℛ(𝑒𝑡 cos𝑥), ℛ(𝑒−𝑡 cos𝑥)

−1 𝑔(𝑢) sh−2 𝑥 ℛ(cos 𝑡 sh𝑥), ℛ(sin 𝑡 sh𝑥)

−1 𝑔(𝑢) ch−2 𝑥 ℛ(cos 𝑡 ch𝑥), ℛ(sin 𝑡 ch𝑥)

𝜀 𝜀′|𝑢|𝑞 𝜕𝑥, 𝑡𝜕𝑥 + 𝜀𝑥𝜕𝑡, (𝑞 − 1)𝑡𝜕𝑡 + (𝑞 − 1)𝑥𝜕𝑥 − 2𝑢𝜕𝑢

1 𝜀′|𝑢|𝑞𝑒−2𝑥 ℛ(𝑒𝑥+𝑡), ℛ(𝑒𝑥−𝑡), (𝑞 − 1)𝜕𝑥 + 2𝑢𝜕𝑢

−1 𝜀′|𝑢|𝑞𝑒−2𝑥 ℛ(𝑒𝑥 cos 𝑡), ℛ(𝑒𝑥 sin 𝑡), (𝑞 − 1)𝜕𝑥 + 2𝑢𝜕𝑢

𝜀 𝜀′𝑒𝑢 𝜏𝜕𝑡 + 𝜉𝜕𝑥 − 2𝜏𝑡𝜕𝑢

Тут 𝜀, 𝜀′ = ±1 mod 𝐺∼, 𝑞 — довiльна стала, причому 𝑞 ̸= 0, 1,
ℛ(Φ) := Φ𝑥𝜕𝑡 + Φ𝑡𝜕𝑥; 𝜏 = 𝜏(𝑡, 𝑥), 𝜉 = 𝜉(𝑡, 𝑥) — довiльнi гладкi
функцiї, що задовольняють систему 𝜏𝑡 = 𝜉𝑥, 𝜉𝑡 = 𝜀𝜏𝑥.
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Об’єднання регулярних i сингулярних випадкiв розширення лiїв-
ської симетрiї у класi (9) дає повний розв’язок задачi групової кла-
сифiкацiї для цього класу.

В останньому пiдроздiлi четвертого роздiлу дослiджено лiївськi
симетрiї (2+1)-вимiрних нелiнiйних рiвнянь Дiрака

(𝑖𝜎2𝜕𝑡 + 𝜎1𝜕𝑥 − 𝜎3𝜕𝑦)Ψ = Φ, де Ψ =

(︂
𝑢
𝑣

)︂
, Φ =

(︂
𝐹
𝐺

)︂
, (10)

𝑢 = 𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑦), 𝑣 = 𝑣(𝑡, 𝑥, 𝑦) — залежнi змiннi, 𝐹 = 𝐹 (𝑢, 𝑣), 𝐺 =
𝐺(𝑢, 𝑣) — довiльнi гладкi функцiї, що водночас не є лiнiйними за
своїми аргументами, 𝜎1, 𝜎2, 𝜎3 — матрицi Паулi:

𝜎1 =

(︂
0 1
1 0

)︂
, 𝜎2 =

(︂
0 −𝑖
𝑖 0

)︂
, 𝜎3 =

(︂
1 0
0 −1

)︂
.

Встановлено, що алгебра ядра основних груп рiвнянь Дiрака (10) —
це тривимiрна алгебра ⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝜕𝑦⟩. Знайдено всi нелiнiйностi, для
яких рiвняння з класу (10) допускають чотиривимiрнi алгебри лiїв-
ської iнварiантностi. Проведено лiївську редукцiю й побудовано пев-
нi точнi розв’язки таких рiвнянь.

Наприкiнцi дисертацiї наведено основнi результати й висновки.
Результати, що iлюструють i доповнюють результати основної ча-

стини, виокремлено у два додатки. У додатку A зiбрано резуль-
тати щодо класифiкацiї лiївських i некласичних операторiв реду-
кцiї трьох пiдкласiв класу квазiлiнiйних рiвнянь реакцiї–дифузiї
𝑓(𝑥)𝑢𝑡 = 𝑔(𝑥)𝑢𝑥𝑥 + ℎ(𝑥)𝐵(𝑢), 𝑓𝑔ℎ𝐵𝑢𝑢 ̸= 0. Зокрема, некласичнi опе-
ратори редукцiї побудовано методом перетворень мiж класами для
випадкiв, коли 𝐵(𝑢) — це степенева або експоненцiальна функцiя.
Вичерпний груповий аналiз проведено для двох пiдкласiв, виокрем-
лених, вiдповiдно, умовами 𝑓 = 𝑔 = 1 або 𝐵 = 𝑒𝑚𝑢, де 𝑚 ̸= 0. Також
додаток А мiстить класифiкацiю потенцiальних симетрiй нелiнiйних
рiвнянь дифузiї 𝑓(𝑥)𝑢𝑡 = (𝑔(𝑥)𝑢𝑛𝑢𝑥)𝑥, 𝑓𝑔𝑛 ̸= 0.

У додатку Б наведено результати групового аналiзу класу уза-
гальнених рiвнянь Кортевега–де Фрiза третього i п’ятого порядкiв,
а також узагальнених рiвнянь Гарднера, 𝐾(𝑚,𝑛) та Бенджамiна–
Бона–Махонi–Бюргерса з коефiцiєнтами, залежними вiд часу. Зна-
йденi лiївськi симетрiї застосовано для побудови точних розв’язкiв i
розв’язання певних граничних задач для таких рiвнянь. У всiх ви-
падках повне розв’язання задач групової класифiкацiї стало можли-
вим завдяки використанню групоїдiв еквiвалентностi.
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Список наукових праць, де опублiковано результати дисертацiї, й
iнформацiю щодо їхньої апробацiї наведено у додатку В.

ВИСНОВКИ

Основнi результати дисертацiї можна сформулювати таким чи-
ном:
∙ Розвинуто й формалiзовано теорiю групоїдiв класiв диференцi-
альних рiвнянь. Уведено поняття регулярних i сингулярних розши-
рень лiївської симетрiї. Алгебраїчний метод групової класифiкацiї
розширено на ненормалiзованi класи диференцiальних рiвнянь. З за-
стосуванням цього методу знайдено групоїд еквiвалентностi й ви-
конано групову класифiкацiю ненормалiзованого класу нелiнiйних
хвильових i елiптичних рiвнянь.
∙ Дослiджено трансформацiйнi властивостi загального класу
(1+1)-вимiрних нелiнiйних еволюцiйних рiвнянь другого порядку.
Побудовано ланцюжок вкладених нормалiзованих пiдкласiв цього
класу, для яких вичерпно описано групоїди еквiвалентностi. Окре-
мо розглянуто два ненормалiзованi пiдкласи рiвнянь типу реакцiї–
конвекцiї–дифузiї, цiкавi для застосувань, i знайдено їхнi групи еквi-
валентностi.
∙ Проведено розширений груповий аналiз кiлькох класiв рiвнянь
реакцiї–дифузiї зi змiнними коефiцiєнтами, зокрема, класу рiвнянь
Фiшера з коефiцiєнтами, залежними вiд часу, й кiлькох класiв рiв-
нянь реакцiї–дифузiї з коефiцiєнтами, залежними вiд просторової
змiнної. За допомогою граничних переходiв (контракцiй) знайдено
точнi розв’язки й отримано класифiкацiю законiв збереження класу
рiвнянь реакцiї–дифузiї з експоненцiальними нелiнiйностями. Про-
демонстровано, що метод контракцiй дає змогу отримати вичерпний
результат групової класифiкацiї цього класу.
∙ За допомогою допустимих перетворень прокласифiковано лiїв-
ськi та регулярнi некласичнi оператори редукцiї рiвнянь Ньюела–
Вайтхеда–Сегеля з коефiцiєнтами, залежними вiд часу, а також зна-
йдено потенцiальнi симетрiї двох класiв нелiнiйних рiвнянь дифузiї.
∙ Виконано розширений груповий аналiз двох подiбних класiв уза-
гальнених рiвнянь Бюргерса. Знайденi симетрiї застосовано для зна-
ходження точних розв’язкiв цих рiвнянь i розв’язання граничної за-
дачi.
∙ Знайдено групоїди еквiвалентностi та проведено розширений гру-
повий аналiз класiв узагальнених рiвнянь Кортевега–де Фрiза тре-
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тього i п’ятого порядкiв, Кавахари й 𝐾(𝑚,𝑛). Для певних рiвнянь
iз цих класiв знайдено точнi розв’язки й розв’язано граничнi зада-
чi. Запропоновано алгоритм вiдновлення всiх випадкiв розширення
лiївської симетрiї з перелiку, побудованого з точнiстю до групи еквi-
валентностi класу. Для класiв узагальнених рiвнянь Кортевега–де
Фрiза й узагальнених модифiкованих рiвнянь Кортевега–де Фрiза
з шiстьма довiльними елементами групову класифiкацiю отримано
методом еквiвалентностi. Побудовано чисельнi розв’язки граничної
задачi для узагальненого рiвняння Кавахари зi степеневими коефi-
цєнтами, що описує рух хвиль у морi пiд кригою, товщина якої збiль-
шується з часом.
∙ Групоїд еквiвалентностi класу узагальнених рiвнянь Кортевега–
де Фрiза п’ятого порядку зi змiнними коефiцiєнтами застосовано до
дослiдження iнтегровностi цих рiвнянь. Таким чином знайдено всi
iнтегровнi випадки, для яких побудовано пари Лакса.
∙ З використанням методу перетворень мiж класами диференцi-
альних рiвнянь виконано класифiкацiї лiївських симетрiй рiвнянь
Гарднера, Бенджамiна–Бона–Махонi й Бенджамiна–Бона–Махонi–
Бюргерса з коефiцiєнтами, залежними вiд часу, а також знайдено
некласичнi оператори редукцiї двох класiв рiвнянь реакцiї–дифузiї
зi змiнними коефiцiєнтами, що залежать вiд просторової змiнної.
∙ Побудовано локальнi закони збереження для кiлькох класiв рiв-
нянь реакцiї–дифузiї й рiвнянь Бенджамiна–Бона–Махонi зi змiнни-
ми коефiцiєнтами.
∙ Знайдено всi нелiнiйностi, для яких рiвняння з класу (2+1)-
вимiрних нелiнiйних рiвнянь Дiрака допускають чотиривимiрну ал-
гебру лiївської iнварiантностi. Проведено лiївську редукцiю й побу-
довано точнi розв’язки таких рiвнянь.
∙ Для двох рiзних калiбрувань довiльних елементiв виконано гру-
пову класифiкацiю (2+1)-вимiрних нелiнiйних рiвнянь Колмогорова
зi змiнними коефiцiєнтами. Показано, що групу еквiвалентностi й,
зокрема, її тип можна використовувати як критерiй оптимального
калiбрування.
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АНОТАЦIЇ

Ванєєва О.О. Групоїди еквiвалентностi в задачах групо-
вої класифiкацiї. — Квалiфiкацiйна наукова праця на правах ру-
копису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-мате-
матичних наук за спецiальнiстю 01.01.03 “математична фiзика”
(111 — математика). — Iнститут математики НАН України, Київ,
2020.

Дисертацiю присвячено розвитку теорiї групоїдiв еквiвалент-
ностi класiв диференцiальних рiвнянь, створенню нових методiв i
алгоритмiв групового аналiзу диференцiальних рiвнянь, а також
розв’язанню низки класифiкацiйних задач групового аналiзу, зокре-
ма, класифiкацiї лiївських i некласичних операторiв редукцiї й за-
конiв збереження. Основну увагу в дисертацiї зосереджено на за-
стосуваннi групоїдiв еквiвалентностi до задач групової класифiка-
цiї i пошуку точних розв’язкiв рiвнянь математичної фiзики, бiо-
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логiї й фiнансової математики. Зокрема, у дисертацiї введено по-
няття регулярних i сингулярних випадкiв розширення лiївської си-
метрiї, запропоновано модифiкацiю алгебраїчного методу групової
класифiкацiї для ненормалiзованих класiв диференцiальних рiвнянь,
продемонстровано застосування методу контракцiй до задач групо-
вої класифiкацiї, описано алгоритм побудови всiх випадкiв розши-
рень лiївської симетрiї зi списку нееквiвалентних розширень, а та-
кож ефективно використано групоїди еквiвалентностi при дослiд-
женнi iнтегровностi й класифiкацiї некласичних операторiв редук-
цiї. Розширений груповий аналiз проведено для класiв рiвнянь
𝐾(𝑚,𝑛), Кавахари, Кортевега–де Фрiза третього i п’ятого поряд-
кiв, Фiшера, Ньюела–Вайтхеда–Сегеля, реакцiї–дифузiї, Бюргерса,
Бенджамiна–Бона–Махонi, (2+1)-вимiрних рiвнянь Коломогорова,
(1+1)-вимiрних нелiнiйних елiптичних i хвильових рiвнянь та iнших.

Ключовi слова: груповий аналiз диференцiальних рiвнянь, групоїд
еквiвалентностi, лiївська симетрiя, некласична симетрiя, оператор
редукцiї, група еквiвалентностi, закон збереження.

Ванеева Е.А. Группоиды эквивалентности в задачах
групповой классификации. — Квалификационная научная рабо-
та на правах рукописи.

Диссертация на соискание ученой степени доктора физико-
математических наук по специальности 01.01.03 “математическая
физика” (111 — математика). — Институт математики НАН Украи-
ны, Киев, 2020.

Диссертация посвящена развитию теории группоидов эквива-
лентности классов дифференциальных уравнений, созданию новых
методов и алгоритмов группового анализа дифференциальных урав-
нений, а также решению ряда классификационных задач группового
анализа, включая классификации лиевских и неклассических опера-
торов редукции, законов сохранения. Основное внимание в диссер-
тации сосредоточено на применении группоидов эквивалентности в
задачах групповой классификации, исследовании интегрируемости и
поиске решений уравнений математической физики, математической
биологии и финансовой математики. В частности, в диссертации
предложена модификация алгебраического метода групповой клас-
сификации для ненормализованных классов дифференциальных
уравнений, продемонстрировано применение метода контракций для
решения задач групповой классификации, описан алгоритм построе-
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ния всех случаев расширений лиевской симметрии из списка неэкви-
валентных расширений, а также эффективно использованы груп-
поиды эквивалентности при исследовании интегрируемости и клас-
сификации неклассических операторов редукции. Среди классов не-
линейных уравнений, для которых выполнен расширенный группо-
вой анализ, — классы уравнений 𝐾(𝑚,𝑛), Кавахары, Кортевега–де
Фриза третьего и пятого порядков, Фишера, Ньюэлла–Уайтхеда–
Сегеля, реакции–диффузии, Бюргерса, Бенджамина–Бона–Махони,
(2+1)-мерных нелинейных уравнений Коломогорова, (1+1)-мерных
нелинейных эллиптических и волновых уравнений.

Ключевые слова: групповой анализ дифференциальных уравне-
ний, группоид эквивалентности, лиевская симметрия, неклассичес-
кая симметрия, оператор редукции, группа эквивалентности, закон
сохранения.

Vaneeva O.O. Equivalence groupoids in group classification
problems. — Qualifying scientific work on the rights of the manuscript.

Thesis for the degree of Doctor of Physical and Mathematical Scien-
ces, speciality 01.01.03 “Mathematical Physics” (111 – Mathematics). —
Institute of Mathematics of NAS of Ukraine, Kyiv, 2020.

The thesis is devoted to developing the theory of equivalence
groupoids of classes of differential equations, to creating new methods
and algorithms of group analysis of differential equations and to solv-
ing a wide range of group analysis problems, including classifications
of Lie and nonclassical reduction operators and local conservation laws.
The main attention is paid to the application of equivalence groupoids
to group classification problems, studying integrability and finding so-
lutions of equations of mathematical physics, mathematical biology and
financial mathematics. In particular, the notions of regular and singu-
lar cases of Lie symmetry extensions are introduced. A modification of
the algebraic method of solving group classification problems for non-
normalized classes is suggested. An algorithm of the construction of all
cases of Lie symmetry extensions from the list of inequivalent ones is pre-
sented. The application of contractions to group classification problems
is demonstrated.

More specifically, transformational properties of the general class of
(1+1)-dimensional second-order evolution equations are studied. We
construct a chain of nested normalized subclasses of this class and find
their equivalence groups. The equivalence groupoids of non-normalized
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classes of variable coefficient Korteweg–de Vries and reaction–diffusion
equations with exponential nonlinearities are also described. Note that
description of the equivalence groupoids for non-normalized classes is
much more difficult task than for normalized ones. The exhaustive
group classifications are carried out for several classes of nonlinear vari-
able coefficient equations, e.g., for reaction–diffusion equations, Fisher
equations, Newell–Whitehead–Segel equations, 𝐾(𝑚,𝑛) equations,
third- and fifth-order Korteweg–de Vries equations, Gardner equations,
Kawahara equations, Burgers equations, Benjamin–Bona–Mahony
equations, and for a class of (1+1)-dimensional nonlinear elliptic and
wave equations. Classes of (2+1)-dimensional nonlinear Dirac equations
and of (2+1)-dimensional variable coefficient nonlinear Kolmogorov
equations are also studied with the Lie symmetry point of view. Two
possible gaugings for arbitrary elements of the class of Kolmogorov
equations are discussed in order to show how equivalence groups can
serve in choice of the optimal gauging.

Local conservation laws are classified for several classes of variable–
coefficient reaction–diffusion equations and Benjamin–Bona–Mahony
equations. We also find some local conservation laws of variable co-
efficient Kawahara equations. The Kawahara equation that models long
waves in water covered by ice is studied with the Lie symmetry point of
view. We carry out Lie reduction of the corresponding boundary value
problem to the similar problem for an ordinary differential equation,
which is solved numerically. Lie reductions are also used to obtain ex-
act and numerical solutions of boundary-value problems for Burgers and
Korteweg–de Vries equations. Equivalence groupoids are applied to the
study of integrability, in particular, for deriving classes of integrable vari-
able coefficient differential equations. A class of fifth-order variable co-
efficient Korteweg–de Vries-like equations is considered within the above
framework. The method of mapping between classes is utilized for find-
ing regular nonclassical reduction operators of reaction–diffusion equa-
tions with spatial-dependent coefficients and of the Newell–Whitehead
equations with time-dependent coefficients. For the latter equations, the
construction is exhaustive.

Key words: group analysis of differential equations, equivalence
groupoid, Lie symmetry, nonclassical symmetry, reduction operator,
equivalence group, conservation law.
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