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АНОТАЦIЯ

МасловаЮ.П. Тополого–метрична та фрактальна теорiя дво-

основного 𝐺2–зображення чисел i її застосування � Êâàëiôiêàöiéíà

íàóêîâà ïðàöÿ íà ïðàâàõ ðóêîïèñó.

Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ êàíäèäàòà ôiçèêî-

ìàòåìàòè÷íèõ íàóê çà ñïåöiàëüíiñòþ 01.01.06 � àëãåáðà òà òåîðiÿ ÷èñåë.

� Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, Êè¨â, 2020.

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà âèêîíàíà íà êàôåäði âèùî¨ ìàòåìàòèêè Íàöiî-

íàëüíîãî ïåäàãîãi÷íîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Ì. Ï. Äðàãîìàíîâà òà ëàáîðà-

òîði¨ ôðàêòàëüíîãî àíàëiçó (ÍÏÓ iìåíi Ì.Ï. Äðàãîìàíîâà � IÌ ÍÀÍÓ).

Äèñåðòàöiéíå äîñëiäæåííÿ ïðîâåäåíî ó ãàëóçi ìåòðè÷íî¨ òåîði¨ ÷èñåë.

Âîíî ïðèñâÿ÷åíå ðîçâèòêó òîïîëîãi÷íî¨, ìåòðè÷íî¨, éìîâiðíiñíî¨ òà ôðà-

êòàëüíî¨ òåîðié äiéñíèõ ÷èñåë, ùî ãðóíòóþòüñÿ íà äâîñèìâîëüíèõ ñèñòåìàõ

êîäóâàííÿ (𝑄2�çîáðàæåííÿ i 𝐺2�çîáðàæåííÿ) ÷èñåë, ÿêi ¹ äâîîñíîâíèìè.

Îáèäâi îñíîâè ïåðøî¨ ñèñòåìè ¹ äîäàòíèìè, à äðóãî¨ � îäíà îñíîâà äîäàòíà,

à äðóãà âiä'¹ìíà. Äëÿ ïåðøî¨ ñèñòåìè ïðîïîíóþòüñÿ íîâi çàñòîñóâàííÿ, à

äëÿ äðóãî¨ � ñòâîðþ¹òüñÿ íîâà öiëiñíà òåîðiÿ.

Äâîñèìâîëüíi ñèñòåìè êîäóâàííÿ (çîáðàæåííÿ) äiéñíèõ ÷èñåë çàñîáàìè

àëôàâiòó 𝐴 = {0; 1} îòîòîæíþþòü ÷èñëî ç íåñêií÷åííîþ ïîñëiäîâíiñòþ íó-

ëiâ òà îäèíèöü. Âîíè çàñëóãîâóþòü íà îêðåìó óâàãó. Íåïåðåâåðøåíîþ ¹ ¨õ

ðîëü ó íàóöi i îá÷èñëþâàëüíié òåõíiöi. Ñüîãîäíi â ìàòåìàòèöi òà ¨¨ çàñòîñó-

âàííÿõ âèêîðèñòîâóþòüñÿ ðiçíi äâîñèìâîëüíi ñèñòåìè çîáðàæåííÿ äiéñíèõ

÷èñåë ç ñàìîïîäiáíîþ òà íåñàìîïîäiáíîþ ãåîìåòði¹þ. Ñåðåä íèõ iñíóþòü

ñèñòåìè ç íóëüîâîþ, åêñòðàíóëüîâîþ òà íåíóëüîâîþ íàäëèøêîâiñòþ.

Ñèñòåìè êîäóâàííÿ ÷èñåë çàáåçïå÷óþòü åôåêòèâíèé iíñòðóìåíòàðié äëÿ

ðîçâèòêó òåîði¨ ÷èñåë, ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó, òåîði¨ ôðàêòàëiâ, êîíñòðó-

êòèâíî¨ òåîði¨ ôóíêöié çi ñêëàäíîþ ëîêàëüíîþ ïîâåäiíêîþ, ñèíãóëÿðíèõ
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éìîâiðíiñíèõ ìið, ðîçïîäiëiâ iìîâiðíîñòåé íà ôðàêòàëàõ, äèíàìi÷íèõ ñè-

ñòåì ç ôðàêòàëüíèìè àòðàêòîðàìè, òåîði¨ ðÿäiâ Ôóð'¹ òà Óîëøà òîùî. Äå-

òàëüíèé îïèñ ãåîìåòðè÷íèõ âëàñòèâîñòåé (ãåîìåòði¨) çîáðàæåííÿ, à ñàìå:

âëàñòèâîñòåé öèëiíäðè÷íèõ òà õâîñòîâèõ ìíîæèí, ìåòðè÷íèõ âiäíîøåíü,

ðîçâ'ÿçêiâ ìåòðè÷íèõ çàäà÷, äîçâîëÿ¹ êîìïàêòèçóâàòè çàäàííÿ îá'¹êòiâ,

âèâ÷àòè ¨õ ñòðóêòóðó i âëàñòèâîñòi, îïèñóâàòè äèíàìiêó i ôiíàëüíi ñòàíè.

Íàéáiëüø ïîøèðåíèìè äâîñèìâîëüíèìè çîáðàæåííÿìè äiéñíèõ ÷èñåë

¹: êëàñè÷íå äâiéêîâå, íåãà�äâiéêîâå, 𝑄2�çîáðàæåííÿ, 𝑄*
2�çîáðàæåííÿ, ìåäi-

àíòíå òà ìàðêîâñüêå çîáðàæåííÿ, çîáðàæåííÿ ÷èñåë ëàíöþãîâèìè äðîáàìè

Äàíæóà, 𝐴2�äðîáàìè òîùî.

Êëàñè÷íà òåîðiÿ ðÿäiâ Ôóð'¹ ïîâ'ÿçàíà ç ðîçêëàäàìè ôóíêöié çà ñèíó-

ñî¨äàëüíèìè ãàðìîíiêàìè. Àëüòåðíàòèâíîþ òåîði¹þ ðîçêëàäiâ ôóíêöié â

ðÿäè çà îðòîíîðìîâàíîþ ñèñòåìîþ ôóíêöié ¹ òåîðiÿ ðÿäiâ Óîëøà. Ôóíêöi¨

Óîëøà ÿâëÿþòü ñîáîþ �ïðÿìîêóòíi� õâèëi. Â òåîði¨ ïåðåäà÷i ñèãíàëiâ òà-

êi õâèëi ìàþòü ñóòò¹âi ïåðåâàãè. Iñíó¹ íå ëèøå ãëèáîêèé ïàðàëåëiçì ìiæ

òåîði¹þ ðÿäiâ Óîëøà i êëàñè÷íîþ òåîði¹þ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ðÿäiâ, àëå

é ïðèíöèïîâi âiäìiííîñòi. Çà îñòàííi ïiâñòîëiòòÿ ç'ÿâèëîñü ÷èìàëî ðîáiò,

ïîâ'ÿçàíèõ ç çàñòîñóâàííÿìè ôóíêöié i ðÿäiâ Óîëøà â îá÷èñëþâàëüíié ìà-

òåìàòèöi, â òåîði¨ êîäóâàííÿ, â öèôðîâié îáðîáöi ñèãíàëiâ òîùî.

Íåïåðåðâíi íiäå íå ìîíîòîííi ôóíêöi¨ â îñòàííié ÷àñ ñòàëè îá'¹êòàìè

ïiäâèùåíîãî íàóêîâîãî iíòåðåñó ÿê ç áîêó òåîði¨ ôðàêòàëiâ, òàê i ç áîêó

òåîði¨ ôóíêöi¨ ç ëîêàëüíî ñêëàäíèìè âëàñòèâîñòÿìè, îñêiëüêè ç'ÿâèëèñü

íîâi çàñîáè ¨õ òåîðåòè÷íîãî àíàëiçó. Äëÿ ïîãëèáëåííÿ ¨õ iíäèâiäóàëüíî¨ òà

çàãàëüíî¨ òåîði¨ øèðîêî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ðiçíi ñèñòåìè êîäóâàííÿ ÷èñåë.

Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç àíîòàöié óðà¨íñüêîþ òà àíãëiéñüêèìè ìîâàìè,

ïåðåëiêó ñêîðî÷åíü i óìîâíèõ ïîçíà÷åíü, âñòóïó, ÷îòèðüîõ ðîçäiëiâ, ðîçáè-

òèõ íà ïiäðîçäiëè, âèñíîâêiâ äî êîæíîãî ðîçäiëó òà çàãàëüíèõ âèñíîâêiâ,

ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë i äîäàòêó.

Îñíîâíèìè îá'¹êòàìè äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ ¹:

1) äâîñèìâîëüíå òà äâîîñíîâíå 𝐺2�çîáðàæåííÿ ÷èñåë âiäðiçêà [0; 𝑔0], ÿêå
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âèçíà÷à¹òüñÿ ïàðàìåòðîì 𝑔0 ∈ (12 ; 1) i ðîçêëàäîì ÷èñëà â ðÿä:

𝑥 = 𝛿𝛼1
+

∞∑︁
𝑘=2

(𝛿𝛼𝑘

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑔𝛼𝑗
) ≡ Δ𝐺2

𝛼1𝛼2...𝛼𝑘...
,

äå 𝛼𝑘 ∈ 𝐴 = {0; 1}, 𝑔1 ≡ 𝑔0 − 1, 𝛿𝛼𝑘
= 𝛼𝑘𝑔1−𝛼𝑘

;

2) ãåîìåòðiÿ 𝐺2�çîáðàæåííÿ ÷èñåë (ãåîìåòðè÷íèé çìiñò öèôð, âëà-

ñòèâîñòi öèëiíäðè÷íèõ òà õâîñòîâèõ ìíîæèí, ìåòðè÷íi ñïiââiäíîøåííÿ,

ðîçâ'ÿçêè ìåòðè÷íèõ çàäà÷);

3) çàñòîñóâàííÿ 𝐺2�çîáðàæåííÿ ÷èñåë ó ìåòðè÷íié òà éìîâiðíiñíèõ òå-

îðiÿõ ÷èñåë; òåîði¨ ôðàêòàëiâ òà òåîði¨ ôóíêöié;

4) óçàãàëüíåííÿ ôóíêöié Ðàäåìàõåðà òà Óîëøà, ÿêi ãðóíòóþòüñÿ íà âi-

äîìîìó äâîñèìâîëüíîìó òà äâîîñíîâíîìó 𝑄2�çîáðàæåííÿ ÷èñåë âiäðiçêà

[0;1], ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ïàðàìåòðîì 𝑞0 ∈ (0; 1) i ãðóíòó¹òüñÿ íà ðîçêëàäi

÷èñëà â ðÿä:

𝑥 = 𝛽𝛼1
+

∞∑︁
𝑘=2

(𝛽𝛼𝑘

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑞𝛼𝑗
) ≡ Δ𝑄2

𝛼1𝛼2...𝛼𝑘...
,

äå 𝛼𝑘 ∈ 𝐴 = {0; 1}, 𝑞1 ≡ 1− 𝑞0, 𝛽𝛼𝑘
= 𝛼𝑘𝑞1−𝛼𝑘

;

5) ôóíêöiÿ 𝑓 , ÿêà ¹ óçàãàëüíåííÿì âiäîìèõ íåïåðåðâíèõ íiäå íåäèôå-

ðåíöiéîâíèõ ôóíêöié: Òðèáií�ôóíêöi¨, ôóíêöi¨ Áóøà i ôóíêöi¨ Âóíäåðëiõà;

¨¨ îçíà÷åííÿ ãðóíòó¹òüñÿ íà ïîëiîñíîâíîìó êîäóâàííi (𝑄*
𝑠�çîáðàæåííi) ÷è-

ñåë âiäðiçêà [0;1].

Ó âñòóïi îá ðóíòîâàíî àêòóàëüíiñòü äîñëiäæåííÿ, âèçíà÷åíî îá'¹êò, ïðå-

äìåò, ìåòó i çàâäàííÿ, çàçíà÷åíî íàóêîâó íîâèçíó îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ,

îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à.

Ïåðøèé ðîçäië ìà¹ âñòóïíèé õàðàêòåð. Ó íüîìó ñèñòåìàòèçîâàíî âiäî-

ìîñòi, ùî ñòîñóþòüñÿ �ãåîìåòði¨� 𝑄*
𝑠-çîáðàæåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë, ÿêå äàëi

âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ êîíñòðóþâàííÿ òà äîñëiäæåííÿ ëîêàëüíî ñêëàäíèõ

ôóíêöié òà íîâèõ çîáðàæåíü ÷èñåë, ïðîâåäåíî îãëÿä ëiòåðàòóðè i íàâåäåíî

ôàêòè, íåîáõiäíi äëÿ ïîäàëüøîãî äîñëiäæåííÿ îá'¹êòiâ.

Äðóãèé ðîçäië �Íîâà äâîîñíîâíà ñèñòåìà êîäóâàííÿ ÷èñåë âiäðiçêà

[0; 𝑔0] ç ðiçíîçíàêîâèìè îñíîâàìè� ó äèñåðòàöi¨ ¹ îñíîâíèì. Ó íüîìó îá-
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ãðóíòîâó¹òüñÿ äâîîñíîâíå òà äâîñèìâîëüíå 𝐺2�çîáðàæåííÿ (2.1.3) ÷èñåë

[0; 𝑔0] ⊂ [0; 1] ç îñíîâàìè 𝑔0 ∈ (12 ; 1) i 𝑔1 ≡ 𝑔0 − 1 < 0; äîâåäåíî, ùî ïåðå-

âàæíà áiëüøiñòü ÷èñåë ìàþòü ¹äèíå çîáðàæåííÿ (𝐺2�óíàðíèìè ÷èñëàìè),

à ÷èñëà çëi÷åííî¨ ìíîæèíè ìàþòü ¨õ äâà: Δ𝐺2

𝑐1...𝑐𝑚01(0) = Δ𝐺2

𝑐1...𝑐𝑚11(0) (𝐺2�

áiíàðíèìè ÷èñëàìè); âèâ÷à¹òüñÿ ¨¨ ãåîìåòðiÿ, ðîçâ'ÿçóþòüñÿ ïîçèöiéíi òà

ìåòðè÷íi çàäà÷i, ñèñòåìíî âèáóäîâóþòüñÿ îñíîâè ìåòðè÷íî¨ òà éìîâiðíiñíî¨

òåîðié ÷èñåë ó äàíîìó çîáðàæåííi. Âñòàíîâëåíî ïðàâèëà ïîðiâíÿííÿ ÷èñåë

çà ¨õ çîáðàæåííÿìè, çäiéñíåíî ïîðiâíÿëüíèé àíàëiç 𝐺2�çîáðàæåííÿ ç 𝑄2�

çîáðàæåííÿìè (çîêðåìà îáãðóíòîâàíî âëàñòèâîñòi ïðîåêòîðà öèôð îäíîãî

çîáðàæåííÿ â iíøå), âèâ÷åíî âëàñòèâîñòi îïåðàòîðiâ: 𝜔 � ëiâîñòîðîííüî-

ãî òà 𝜏0 i 𝜏1 � ïðàâîñòîðîííiõ çñóâiâ öèôð: 𝜔(Δ𝐺2
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...

) = Δ𝐺2
𝛼2𝛼3...𝛼𝑛...

,

𝜏𝑖
(︀
Δ𝐺2

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...

)︀
= Δ𝐺2

𝑖𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...
. Äîâåäåíî, ùî îïåðàòîð ëiâîñòîðîííüîãî çñó-

âó öèôð çîáðàæåííÿ ÷èñåë ¹ íåïåðåðâíèì, à iíâåðñîð öèôð çîáðàæåííÿ

𝐼(Δ𝐺2
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...

) = Δ𝐺2

[1−𝛼1][1−𝛼2]...[1−𝛼𝑛]...
¹ âñþäè ðîçðèâíîþ, íiäå íå ìîíîòîí-

íîþ ôóíêöi¹þ. Öi äâà ôàêòè ïðèíöèïîâî âiäðiçíÿþòü äàíå çîáðàæåííÿ âiä

iíøèõ âiäîìèõ äâîñèìâîëüíèõ çîáðàæåíü.

Ó öüîìó ðîçäiëi âèâ÷àþòüñÿ âëàñòèâîñòi õâîñòîâèõ ìíîæèí i íåïåðåðâíi

ïåðåòâîðåííÿ âiäðiçêà (ái¹êòèâíi âiäîáðàæåííÿ âiäðiçêà íà ñåáå), ÿêi çáåði-

ãàþòü õâîñòè çîáðàæåííÿ ÷èñåë. Äîâåäåíî, ùî ìíîæèíà âñiõ íåïåðåðâíèõ

ïåðåòâîðåíü âiäðiçêà [0; 𝑔0], ÿêi çáåðiãàþòü õâîñòè 𝐺2�çîáðàæåííÿ ÷èñåë,

âiäíîñíî îïåðàöi¨ ¾êîìïîçèöiÿ¿ (ñóïåðïîçèöiÿ), óòâîðþ¹ íåñêií÷åííó íåêî-

ìóòàòèâíó ãðóïó, íåòðèâiàëüíó ïiäãðóïó ÿêî¨ óòâîðþþòü çðîñòàþ÷i ôóí-

êöi¨. Äîâåäåíî, ùî ïðè îá÷èñëåííi ôðàêòàëüíî¨ ðîçìiðíîñòi Ãàóñäîðôà�

Áåçèêîâè÷à äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè âiäðiçêà [0; 𝑔0] äîñòàòíüî ðîçãëÿäàòè

ïîêðèòòÿ öi¹¨ ìíîæèíè 𝐺2�öèëiíäðàìè. Îïèñàíî ôðàêòàëüíi âëàñòèâîñòi

ìíîæèí òèïó Áåçèêîâè÷à�Åããëñòîíà, âèçíà÷åíèõ îáìåæåííÿìè äëÿ ÷àñòîò

öèôð 𝐺2�çîáðàæåííÿ ÷èñåë.
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Ó òðåòüîìó ðîçäiëi ïðîïîíóþòüñÿ óçàãàëüíåííÿ ôóíêöié Ðàäåìàõåðà:

𝑟*0(𝑥) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1 ïðè 𝑥 ∈ Δ2

0 ≡
[︂
0,

1

2

)︂
;

−1 ïðè 𝑥 ∈ Δ2
1 ≡

[︂
1

2
, 1

)︂
,

𝑟*𝑘(𝑥) ≡ 𝑟*0
(︀
{2𝑘𝑥}

)︀
, äå {2𝑘𝑥} � äðîáîâà ÷àñòèíà ÷èñëà 2𝑘𝑥; i Óîëøà, ùî ¹

âñåìîæëèâèìè äîáóòêàìè ôóíêöié Ðàäåìàõåðà. Âîíè ãðóíòóþòüñÿ íà 𝑄2�

çîáðàæåííi ÷èñåë âiäðiçêà [0; 1] çàìiñòü êëàñè÷íîãî äâiéêîâîãî. Ó íüîìó

âèâ÷åíî iíòåãðàëüíi âëàñòèâîñòi îòðèìàíèõ óçàãàëüíåíü i ïîáóäîâàíî ñè-

ñòåìó îðòîãîíàëüíèõ ôóíêöié ç âèêîðèñòàííÿì íóìåðàöi¨ Ïåëëi.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ÷åòâåðòîãî ðîçäiëó ¹ ôóíêöiÿ 𝑓 , îçíà÷åíà â òåð-

ìiíàõ ïîëiîñíîâíîãî 𝑄*
𝑠�çîáðàæåííÿ ÷èñåë, âèçíà÷åíîãî íåñêií÷åííîþ äî-

äàòíîþ ñòîõàñòè÷íîþ ìàòðèöåþ 𝑄*
𝑠 = ‖𝑞𝑖𝑛‖, 𝑞0𝑛 + 𝑞1𝑛 + · · · + 𝑞𝑠−1,𝑛 = 1,

∞∏︀
𝑛=1

max
𝑖

{𝑞𝑖𝑛} = 0. Ôóíêöiÿ 𝑓 îçíà÷ó¹òüñÿ ðiâíiñòþ

𝑦 = 𝑓(Δ𝑄*
𝑠

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...
) = Δ𝐺*

𝑠
𝛾1𝛾2...𝛾𝑛...

= Δ𝐺*
2

𝛾1𝛾2...𝛾𝑛...
= 𝛿𝛾11 +

∞∑︁
𝑘=2

(︃
𝛿𝛾𝑘𝑘

𝑘−1∏︁
𝑗−1

𝑔𝛾𝑗𝑗

)︃
,

äå (𝑔0𝑘)�ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë, ìåíøèõ 1, 𝑔1𝑘 ≡ 1− 𝑔0𝑘, 𝛿0𝑘 = 0, 𝛿1𝑘 = 𝑔0𝑘,

𝛾1 =

⎧⎪⎨⎪⎩0, ÿêùî 𝛼1 = 0,

1, ÿêùî 𝛼1 ̸= 0,
𝛾𝑛+1 =

⎧⎪⎨⎪⎩𝛾𝑛, ÿêùî 𝛼𝑛+1 = 𝛼𝑛,

1− 𝛾𝑛, ÿêùî 𝛼𝑛+1 ̸= 𝛼𝑛,
𝑛 ∈ 𝑁.

Ó öüîìó ðîçäiëi îáãðóíòîâó¹òüñÿ êîðåêòíiñòü îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ 𝑓 , ¨ ¨

íåïåðåðâíiñòü, íiäå íå ìîíîòîííiñòü òà íåîáìåæåíiñòü âàðiàöi¨.

Äîäàòîê ìiñòèòü ñïèñîê ïóáëiêàöié çäîáóâà÷à çà òåìîþ äèñåðòàöi¨ òà

âiäîìîñòåé ïðî àïðîáàöiþ äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ.

Ключовi слова: äâîñèìâîëüíèé àëôàâiò; ñèñòåìà êîäóâàííÿ (çîáðàæå-

ííÿ) äiéñíèõ ÷èñåë; êëàñè÷íå äâiéêîâå çîáðàæåííÿ; 𝑄2�çîáðàæåííÿ; 𝐺2�

çîáðàæåííÿ; öèëiíäðè; îïåðàòîð ëiâîñòîðîííüîãî çñóâó; îïåðàòîð ïðàâî-

ñòîðîííüîãî çñóâó; iíâåðñîð öèôð çîáðàæåííÿ; ôóíêöi¨ Ðàäåìàõåðà i ¨¨ óçà-

ãàëüíåííÿ; ôóíêöi¨ Óîëøà i ¨õ óçàãàëüíåííÿ; Òðèáií�ôóíêöiÿ i ¨¨ óçàãàëü-

íåííÿ; íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ íåîáìåæåíî¨ âàðiàöi¨; íåïåðåðâíi ïåðåòâîðåííÿ,

ÿêi çáåðiãàþòü õâîñòè 𝐺2�çîáðàæåííÿ ÷èñåë.



7

ABSTRACT

Maslova Yu.P. Topological, metric, and fractal theory of the two-

base 𝐺2-representation of numbers and its application. � Quali�cation

scienti�c work in the form of manuscript.

Candidate of Sciences (PhD) Thesis, Physical and Mathematical Sciences,
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2020.

The work is prepared at the Higher Mathematics Department of the Nati-

onal Pedagogical Dragomanov University and the laboratory of fractal analysis

(National Pedagogical Dragomanov University � Institute of Mathematics of

National Academy of Sciences of Ukraine).

The thesis belongs to the �eld of metric number theory. In the work, we

develop topological, metric, probabilistic, and fractal theory of real numbers

based on two-symbol and two-base systems of encoding of numbers (𝑄2-

representation and 𝐺2-representation). Both bases of the former system are

positive but, for the latter system, one base is positive and other base is negati-

ve. For the former system, we give new applications and, for the latter system,

we create a new complete theory.

Systems of encoding of numbers provide e�cient tools for the development

of number theory, analysis, fractal theory, constructive theory of functions wi-

th complicated local behavior, singular probability measures, probability di-

stributions on fractals, dynamical systems with fractal attractors, theory of

Fourier series and Walsh series, etc. Detailed description of geometric properti-

es (geometry) of the representation (namely: properties of cylindrical and tail

sets, metric relations, solutions of metric problems) allows to compact de�ni-

tion of objects, to study their structure and properties, to describe dynamics

and �nal states.

The most common two-base representations of real numbers are: classical

binary, nega-binary,𝑄2-representation,𝑄*
2-representation, mediant and Markov
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representation, representation of numbers by Denjoy's continued fractions and

𝐴2-continued fractions, etc.

The classical Fourier series theory is related to the expansions of functions

by sinusoidal harmonics. The theory of Walsh series is an alternative theory

of expansions of functions by series with respect to the orthonormal system

of functions. Walsh functions are "rectangular"waves. In the theory of signal

transmission, such waves have signi�cant advantages. There is not only a deep

parallelism between the Walsh series theory and the classical theory of tri-

gonometric series, but also fundamental di�erences. The system of Walsh functi-

ons, being one of the simplest examples of a complete orthonormal system, is

interesting from the point of view of the theory of general orthogonal series.

Over the last half century, many works related to the applications of Walsh

functions and series in computational mathematics, in coding theory, in digital

signal processing, and so on have appeared.

Recently interest to continuous nowhere monotonic functions is increased in

fractal theory as well as theory of functions with locally complicated properties

because new tools for their theoretical analysis have appeared. Various systems

of encoding of numbers are widely used to develop their individual and general

theory.

The thesis consists of abstracts in Ukrainian and English, a list of abbreviati-

ons and symbols, introduction, four chapters, divided into sections, conclusions

for each section and general conclusions, references (140 items) and appendix

(publications by author, 18 items).

The main objects of research are the following:

— two-symbol and two-base 𝐺2-representation of the closed interval [0; 𝑔0]

de�ned by the parameter 𝑔0 ∈ (12 ; 1) and the expansion of the number

to a series:

𝑥 = 𝛿𝛼1
+

∞∑︁
𝑘=2

(𝛿𝛼𝑘

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑔𝛼𝑗
) ≡ Δ𝐺2

𝛼1𝛼2...𝛼𝑘...
, (0.0.1)

where 𝛼𝑘 ∈ 𝐴 = {0; 1}, 𝑔1 ≡ 𝑔0 − 1, 𝛿𝛼𝑘
= 𝛼𝑘𝑔1−𝛼𝑘

;
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— geometry of 𝐺2-representation of numbers (geometric meaning of digi-

ts, properties of cylindrical and tail sets, metric relations, solutions of

metric problems);

— application of 𝐺2-representation of numbers in metric and probabilistic

number theories, fractal theory and function theory;

— generalization of Rademacher and Walsh functions based on the known

two-symbol and two-base 𝑄2-representation of the numbers of closed

interval [0; 1] de�ned by the parameter 𝑞0 ∈ (0; 1) and the expansion of

the number into a series:

𝑥 = 𝛽𝛼1
+

∞∑︁
𝑘=2

(𝛽𝛼𝑘

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑞𝛼𝑗
) ≡ Δ𝑄2

𝛼1𝛼2...𝛼𝑘...
,

where 𝛼𝑘 ∈ 𝐴 = {0; 1}, 𝑞1 ≡ 1− 𝑞0, 𝛽𝛼𝑘
= 𝛼𝑘𝑞1−𝛼𝑘

;

— function 𝑓 , which is a generalization of known continuous nowhere di-

�erentiable functions: Tribin-function, Bush function and Wunderlich

function; its de�nition is based on polybasic encoding of numbers of

closed interval [0; 1] (𝑄*
𝑠-representation).

In the introduction the relevance of the investigation, de�nition of the

object, subject, purpose and objectives, the scienti�c novelty of the results

and personal contribution of the applicant are discussed.

The �rst chapter is introductory. It systematizes information concerning the

"geometry"of 𝑄*
𝑠-representation of real numbers. This representation is used to

construct and study of locally complicated functions and new representations

of numbers. In this chapter the bibliography overview and facts necessary for

further research of objects are given.

The second chapter �New two-base system of encoding of numbers of

closed interval [0; 𝑔0] with di�erent sign bases� is the main one. It substanti-

ates the two-base and two-symbol 𝐺2-representation (2.1.3) of the numbers

of [0; 𝑔0] ⊂ [0; 1] with bases 𝑔0 ∈ (12 ; 1) and 𝑔1 ≡ 𝑔0 − 1 < 0. It is proved

that the vast majority of numbers have the only one representation (they are

called 𝐺2-unary), and the numbers of the countable set have two representati-
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on: Δ𝐺2

𝑐1...𝑐𝑚01(0) = Δ𝐺2

𝑐1...𝑐𝑚11(0) (they are called 𝐺2-binary). Its geometry is

studied, positional and metric problems are solved, the foundation of metric

and probabilistic number theory of this representation are systematically

constructed. The rules of comparing numbers by their representation are establi-

shed. The comparative analysis of 𝐺2- representation and 𝑄2-representation is

given (in particular, the properties of the projector of digits of one representati-

on into another are substantiated), the properties of operators are studied: 𝜔 �

left shift as well as 𝜏0 and 𝜏1 � right shifts of digits: 𝜔(Δ𝐺2
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...

) = Δ𝐺2
𝛼2𝛼3...𝛼𝑛...

,

𝜏𝑖
(︀
Δ𝐺2

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...

)︀
= Δ𝐺2

𝑖𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...
. It is proved that the operator of left shift of di-

gits of 𝐺2-representation of numbers is continuous, and the inversor of digits of

the representation 𝐼(Δ𝐺2
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...

) = Δ𝐺2

[1−𝛼1][1−𝛼2]...[1−𝛼𝑛]...
is everywhere disconti-

nuous, nowhere monotonic function. These two facts provide an essential di-

�erence between this representation and other known two-symbol representati-

ons, particularly the classic binary representation.

In this chapter, the properties of tail sets and continuous transformations of

a closed interval (bijective mappings of a closed interval onto itself) preserving

the tails of the representation of numbers are studied. It is proved that the set 𝐶

of all continuous transformations of the closed interval [0; 𝑔0] preserving the tails

𝐺2-representation of numbers forms an in�nite noncommutative group with

respect to the operation �composition� (superposition). Nontrivial subgroup of

the group is formed by increasing functions. It is proved that for �nding the

Hausdor��Besicovitch fractal dimension of an arbitrary subset of the closed

interval [0; 𝑔0] it is enough to consider the coverage of this set by 𝐺2-cylinders.

The fractal properties of sets of the Besicovitch�Eggleston type de�ned by

restrictions for the frequencies of digits of 𝐺2-representation of numbers are

described.

In the third chapter, generalizations of the Rademacher functions:

𝑟*0(𝑥) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1 if 𝑥 ∈

[︂
0,

1

2

)︂
⇔ 𝑥 ∈ Δ2

0;

−1 if 𝑥 ∈
[︂
1

2
, 1

)︂
⇔ 𝑥 ∈ Δ2

1,



11

𝑟*𝑘(𝑥) ≡ 𝑟*0
(︀
{2𝑘𝑥}

)︀
, where {2𝑘𝑥} is a fractional part of a number 2𝑘𝑥; and the

Walsh functions, which are all possible products of the Rademacher functions

are given. They are based on the use of 𝑄2-representation of real numbers of

the closed interval [0; 1] instead of the classic binary expansion. The integral

properties of the obtained generalizations are studied. A system of orthogonal

functions is constructed using Paley numeration.

The object of study of the fourth chapter is the function 𝑓 de�ned in terms of

the polybasic 𝑄*
𝑠-representation of numbers determined by an in�nite positive

stochastic matrix 𝑄*
𝑠 = ‖𝑞𝑖𝑛‖, 𝑞0𝑛 + 𝑞1𝑛 + · · · + 𝑞𝑠−1,𝑛 = 1,

∞∏︀
𝑛=1

max
𝑖

{𝑞𝑖𝑛} =

0, à ñàìå: 𝑥 = Δ
𝑄*

𝑠
𝛼1𝛼2...𝛼𝑘... = 𝛽𝛼11 +

∞∑︀
𝑘=2

(︃
𝛽𝛼𝑘𝑘

𝑘−1∏︀
𝑗−1

𝑞𝛼𝑗𝑗

)︃
, where 𝛼𝑛 ∈ 𝐴𝑠 =

{0, 1, . . . , 𝑠− 1}, 𝛽𝑖𝑛 =
𝑖−1∑︀
𝑗=0

𝑞𝑗𝑛. The function 𝑓 is de�ned by equality

𝑦 = 𝑓(Δ𝑄*
𝑠

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...
) = Δ𝐺*

𝑠
𝛾1𝛾2...𝛾𝑛...

= Δ𝐺*
2

𝛾1𝛾2...𝛾𝑛...
= 𝛿𝛾11 +

∞∑︁
𝑘=2

(︃
𝛿𝛾𝑘𝑘

𝑘−1∏︁
𝑗−1

𝑔𝛾𝑗𝑗

)︃
,

where (𝑔0𝑘) is a sequence of positive numbers less than 1, 𝑔1𝑘 ≡ 1−𝑔0𝑘, 𝛿0𝑘 = 0,

𝛿1𝑘 = 𝑔0𝑘,

𝛾1 =

⎧⎪⎨⎪⎩0 if 𝛼1 = 0,

1 if 𝛼1 ̸= 0,
𝛾𝑛+1 =

⎧⎪⎨⎪⎩𝛾𝑛, ÿêùî 𝛼𝑛+1 = 𝛼𝑛,

1− 𝛾𝑛, ÿêùî 𝛼𝑛+1 ̸= 𝛼𝑛,
𝑛 ∈ 𝑁.

The appendix contains a list of the applicant's publications on the topic of

the thesis and information about the approbation of the thesis results.

Key words: two-symbol alphabet; system of encoding (representati-

on) of real numbers; classic binary representation; 𝑄2-representation; 𝐺2-

representation; cylinders; left shift operator; right shift operator; inversor of

digits; Rademacher functions and their generalization; Walsh functions and

their generalizations; Tribin-function and its generalization; continuous functi-

ons of unbounded variation; continuous transformations preserving the tails of

𝐺2-representation of numbers.
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ПЕРЕЛIК СКОРОЧЕНЬ I УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

N ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë;

R ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë;

𝐶[0,1] ïðîñòið íåïåðåðâíèõ íà âiäðiçêó [0, 1] ôóíêié;

𝐴𝑠 = {0, 1, ..., 𝑠− 1} àëôàâiò 𝑠-êîâî¨ ñèñòåìè ÷èñëåííÿ (𝑠 > 2);

𝐿𝑠 = 𝐴𝑠 × 𝐴𝑠 × . . . ïðîñòið ïîñëiäîâíîñòåé åëåìåíòiâ àëôàâiòó;

(𝑐1𝑐2 . . . 𝑐𝑝) ïåðiîä äîâæèíè 𝑝 ó çîáðàæåííi ÷èñëà;

𝛼𝑘(𝑥) 𝑘-òà öèôðà ïåâíîãî çîáðàæåííÿ ÷èñëà 𝑥;

Δ𝑓
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚

öèëiíäð ðàíãó 𝑚 ç îñíîâîþ 𝑐1𝑐2...𝑐𝑚 𝑓�

çîáðàæåííÿ ÷èñëà;

∇𝑘
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚

öèëiíäðè÷íèé iíòåðâàë (âíóòðiøíiñòü öè-

ëiíäðà) ðàíãó 𝑚 ç îñíîâîþ 𝑐1𝑐2...𝑐𝑚 𝑓�

çîáðàæåííÿ ÷èñëà;

|Δ𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑛

| äîâæèíà öèëiíäðà Δ𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑛

, ùî âiäïîâiäà¹ 𝑠-

êîâîìó çîáðàæåííþ;

Δ
𝑄*

𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑛 öèëiíäð ðàíãó 𝑛 ç îñíîâîþ 𝑐1𝑐2...𝑐𝑛, ùî âiäïî-

âiäà¹ 𝑄*
𝑠-çîáðàæåííþ äiéñíèõ ÷èñåë;

∇𝑄*
𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑛 iíòåðâàë ðàíãó 𝑛 ç îñíîâîþ 𝑐1𝑐2...𝑐𝑛, ùî âiä-

ïîâiäà¹ 𝑄*
𝑠-çîáðàæåííþ äiéñíèõ ÷èñåë;

𝜆 (𝐸) ìiðà Ëåáåãà ìíîæèíè 𝐸;

𝛼0 (𝐸) ðîçìiðíiñòü Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à ìíîæèíè

𝐸;

𝜇𝑓 (Δ𝑐1𝑐2...𝑐𝑚) ïðèðiñò ôóíêöi¨ 𝑓 íà öèëiíäði ðàíãó𝑚 ç îñíî-

âîþ 𝑐1𝑐2 . . . 𝑐𝑚;

𝑓−1(𝑦0) ìíîæèíà ðiâíÿ 𝑦0 ôóíêöi¨ 𝑓 ;

≡ ëiâà i ïðàâà ñòîðíà ðiâíi çà îçíà÷åííÿì.
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ВСТУП

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà ðîçâèòêó òîïîëîãi÷íî¨, ìåòðè÷íî¨,

éìîâiðíiñíî¨ òà ôðàêòàëüíî¨ òåîðié äiéñíèõ ÷èñåë, ùî ãðóíòóþòüñÿ íà äâî-

ñèìâîëüíèõ ñèñòåìàõ êîäóâàííÿ (çîáðàæåííÿ) ÷èñåë, ÿêi ¹ äâîîñíîâíèìè.

Îáèäâi îñíîâè ïåðøî¨ ñèñòåìè ¹ äîäàòíèìè, à äðóãî¨ � îäíà äîäàòíà, à äðó-

ãà âiä'¹ìíà. Äëÿ ïåðøî¨ ñèñòåìè ïðîïîíóþòüñÿ íîâi çàñòîñóâàííÿ, à äëÿ

äðóãî¨ � ñòâîðþ¹òüñÿ íîâà öiëiñíà òåîðiÿ.

Актуальнiсть дослiдження. Ñüîãîäíi â ìàòåìàòèöi i ¨¨ çàñòîñóâàí-

íÿõ âèêîðèñòîâóþòü ðiçíi ñèñòåìè êîäóâàííÿ (çîáðàæåííÿ) äiéñíèõ ÷èñåë:

çi ñêií÷åííèì i íåñêií÷åííèì, ñòàëèì i çìiííèì àëôàâiòàìè; ç íóëüîâîþ,

åêñòðàíóëüîâîþ é íåíóëüîâîþ íàäëèøêîâiñòþ. Íà îêðåìó óâàãó çàñëóãîâó-

þòü äâîñèìâîëüíi ñèñòåìè, ÿêi âèêîðèñòîâóþòü àëôàâiò 𝐴 = {0; 1} i ìàþòü
çà êîä (ôîðìàëüíèé çàïèñ) ÷èñëà ïîñëiäîâíiñòü íóëiâ i îäèíèöü. �õíÿ ðîëü

ó íàóöi é òåõíiöi âàãîìà. Ñåðåä íèõ iñòîðè÷íî ïåðøîþ áóëà êëàñè÷íà äâié-

êîâà ñèñòåìà (Ôî Ãi, 4 ñò. äî í.å.), ÿêà âèêîðèñòîâó¹ îñíîâó 2, ìà¹ ïðîñòó

àðèôìåòèêó (Ã. Ëåéáíiö, 1697 ð.) i ãåîìåòðiþ, ¹ óíiâåðñàëüíèì ñïîñîáîì

êîäóâàííÿ iíôîðìàðìàöi¨ â öèôðîâié òåõíiöi (Äæîí ôîí Íåéìàí, 1946 ð.).

Ìîäåëëþ äiéñíîãî ÷èñëà ó öié ñèñòåìi ¹ äîäàòíèé äâiéêîâèé ðÿä. Çãîäîì

âèíèêëà íåãà�äâiéêîâà ñèñòåìà (Âiòòîðiî Ãðþíâàëüä, 1885 ð.), îñíîâîþ ÿêî¨

¹ ÷èñëî (−2), à ìîäåëëþ ÷èñëà � ëàêóíàðíèé çíàêîïî÷åðåæíèé ðÿä. Iùå

ïiçíiøå äî ðîçãëÿäó áóëè ââåäåíi ñèñòåìè çi äðîáîâîþ (i íàâiòü iððàöiîíàëü-

íîþ) îñíîâîþ (Äæ. Áåðãìàí, 1957 ð.). Çíåäàâíà ïî÷àëè âèêîðèñòîâóâàòè

äâîîñíîâíi (Ïðàöüîâèòèé Ì.Â., 1986 ð.) i ïîëiîñíîâíi (Ïðàöüîâèòèé Ì.Â.,

Òîðáií Ã.Ì., 1992 ð.) ñèñòåìè, à òàêîæ áåçîñíîâíi ñèñòåìè: ôiáîíà÷i¹âå

(Ñòàõîâ À.Ï., Âàñèëåíêî Í.Ì., Ïðàöüîâèòèé Ì.Â.), ìåäiàíòíå çîáðàæåí-

íÿ (Ïðàöüîâèòèé Ì.Â., Äìèòðåíêî Ñ.Î.), ìàðêîâñüêå (Ïðàöüîâèòèé Î.Ì.)

çîáðàæåííÿ, ëàíöþãîâå 𝐴2�çîáðàæåííÿ (Äìèòðåíêî Ñ.Î., Êþð÷åâ Ä.Â.,
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Ïðàöüîâèòèé Ì.Â., 2009 ð.) òà ií. Êîæíà ç äâîñèìâîëüíèõ ñèñòåì ìà¹ ñâîþ

ñïåöèôiêó, ãåîìåòðiþ (ìåòðè÷íó i ïîçèöiéíó), íiøó ïðîäóêòèâíèõ çàñòîñó-

âàíü i ïåðñïåêòèâè äëÿ ðîçâèòêó òà çàñòîñóâàíü. Íåïåðåðâíà ìàòåìàòèêà

âçà¹ìîäi¹ ç êîíòèíóàëüíèìè ìíîæèíàìè i íåïåðåðâíèìè âiäîáðàæåííÿìè

é ìiðàìè. Ïîòåíöiàë äâîñèìâîëüíèõ ñèñòåì çîáðàæåííÿ ÷èñåë äëÿ íå¨ íå-

âè÷åðïíèé.

Ñèñòåìè êîäóâàííÿ ÷èñåë çàáåçïå÷óþòü iíñòðóìåíòàðié äëÿ ðîçâèòêó

òåîði¨ ÷èñåë, òåîði¨ ôðàêòàëiâ, êîíñòðóêòèâíî¨ òåîði¨ ëîêàëüíî ñêëàäíèõ

ôóíêöié, ñèíãóëÿðíèõ ìið, ðîçïîäiëiâ éìîâiðíîñòåé íà ôðàêòàëàõ, äèíàìi-

÷íèõ ñèñòåì çi ôðàêòàëüíèìè àòðàêòîðàìè òîùî. Äåòàëüíèé îïèñ ãåîìå-

òðè÷íèõ âëàñòèâîñòåé (ãåîìåòði¨) çîáðàæåííÿ, à ñàìå: âëàñòèâîñòåé öèëií-

äðè÷íèõ i õâîñòîâèõ ìíîæèí, ìåòðè÷íèõ âiäíîøåíü, ðîçâ'ÿçêiâ ìåòðè÷íèõ

çàäà÷, äà¹ çìîãó êîìïàêòèçóâàòè çàäàííÿ îá'¹êòiâ, âèâ÷àòè ¨õíi ñòðóêòóðó

i âëàñòèâîñòi, îïèñóâàòè äèíàìiêó é ôiíàëüíi ñòàíè. Ðîçâèòîê òåîði¨ âiäî-

ìèõ ñèñòåì êîäóâàííÿ ÷èñåë ïîñèëþ¹ iíòåðåñ äî íîâèõ ïåðñïåêòèâíèõ äëÿ

çàñòîñóâàíü ñèñòåì, ïðèíöèïîâî âiäìiííèõ âiä íàÿâíèõ.

Ó öié ðîáîòi, ïðîäîâæóþ÷è äîñëiäæåííÿ i ðîçãëÿä íîâèõ çàñòîñóâàíü

âiäîìèõ ñèñòåì êîäóâàííÿ ÷èñåë, ìè çàïðîâàäæó¹ìî íîâó ñèñòåìó, ÿêà ¹

ïåâíèì àíàëîãîì íàÿâíèõ (𝑄2�çîáðàæåííÿ, íåãà�äâiéêîâå çîáðàæåííÿ), àëå

ìà¹ ñâî¨ ñïåöèôi÷íi îñîáëèâîñòi òîïîëîãî�ìåòðè÷íîãî õàðàêòåðó.Âîäíî÷àñ

öå ïîòóæíèé iíñòðóìåíò ðîçâèòêó ôðàêòàëüíî¨ ãåîìåòði¨ òà ôðàêòàëüíîãî

àíàëiçó (ìíîæèí, ôóíêöié, ìið òîùî).

Äâi ñèñòåìè êîäóâàííÿ ÷èñåë íàçèâàþòüñÿ топологiчно еквiвалентни-

ми, ÿêùî проектор цифр çîáðàæåííÿ ÷èñëà â ïåðøié ñèñòåìi íà òi ñàìi

öèôðè iíøî¨ ñèñòåìè � öå íåïåðåðâíà ñòðîãî ìîíîòîííà ôóíêöiÿ.

Êëàñè÷íà òåîðiÿ ðÿäiâ Ôóð'¹ ïîâ'ÿçàíà ç ðîçêëàäàìè ôóíêöié çà ñè-

íóñî¨äàëüíèìè ãàðìîíiêàìè. Àëüòåðíàòèâíîþ òåîði¹þ ðîçêëàäiâ ôóíêöié

ó ðÿäè çà îðòîíîðìîâàíîþ ñèñòåìîþ ôóíêöié ¹ òåîðiÿ ðÿäiâ Óîëøà. Ñè-

ñòåìó ôóíêöié Óîëøà, ãðàôiê ÿêèõ ¹ ¾ïðÿìîêóòíi¿ õâèëi, ââiâ 1923 ðîêó

àìåðèêàíñüêèé ìàòåìàòèê Äæ. Óîëø. ßê ç'ÿñóâàëîñü, â òåîði¨ ïåðåäà÷i
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ñèãíàëiâ òàêi õâèëi ìàþòü ñóòò¹âi ïåðåâàãè. Iñíó¹ íå ëèøå ãëèáîêèé ïà-

ðàëåëiçì ìiæ òåîði¹þ ðÿäiâ Óîëøà i êëàñè÷íîþ òåîði¹þ òðèãîíîìåòðè÷íèõ

ðÿäiâ, à é ïðèíöèïîâi âiäìiííîñòi. Ñèñòåìà ôóíêöié Óîëøà, áóâøè îäíèì iç

íàéïðîñòiøèõ ïðèêëàäiâ ïîâíî¨ îðòîíîðìîâàíî¨ ñèñòåìè, öiêàâà ç ïîãëÿäó

òåîði¨ çàãàëüíèõ îðòîãîíàëüíèõ ðÿäiâ. Çà ìèíóëi ïiâñòîði÷÷ÿ ç'ÿâèëîñü ÷è-

ìàëî ðîáiò, ïîâ'ÿçàíèõ iç çàñòîñóâàííÿìè ôóíêöié i ðÿäiâ Óîëøà â îá÷èñëþ-

âàëüíié ìàòåìàòèöi, â òåîði¨ êîäóâàííÿ, â öèôðîâié îáðîáöi ñèãíàëiâ òîùî.

Îäíèì iç ïðèðîäíèõ øëÿõiâ óçàãàëüíåííÿ ôóíêöié Ðàäåìàõåðà é Óîëøà,

ïåðåòâîðåíü i ðÿäiâ Óîëøà, ÿêi òiñíî ïîâ'ÿçàíi çi êëàñè÷íèì äâiéêîâèì çî-

áðàæåííÿì ÷èñåë, ¹ âèêîðèñòàííÿ çàãàëüíiøèõ äâîñèìâîëüíèõ çîáðàæåíü

÷èñåë, çîêðåìà 𝑄2�çîáðàæåííÿ ÷èñåë. Öÿ iäåÿ ðåàëiçó¹òüñÿ ó íàøié ðîáîòi.

Íåïåðåðâíi íiäå íå ìîíîòîííi ôóíêöi¨ âiäíåäàâíà ñòàëè îá'¹êòàìè ïiä-

âèùåíîãî íàóêîâîãî iíòåðåñó ÿê iç áîêó òåîði¨ ôðàêòàëiâ, òàê i ç áîêó òåîði¨

ôóíêöi¨ ç ëîêàëüíî ñêëàäíèìè âëàñòèâîñòÿìè, îñêiëüêè ç'ÿâèëèñÿ íîâi çà-

ñîáè ¨õíüîãî òåîðåòè÷íîãî àíàëiçó. Äëÿ ïîãëèáëåííÿ ¨õíüî¨ iíäèâiäóàëüíî¨ é

çàãàëüíî¨ òåîði¨ øèðîêî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ðiçíi ñèñòåìè êîäóâàííÿ ÷èñåë.

Ïîíàä òå, òàêi ôóíêöi¨ âñå ÷àñòiøå ôiãóðóþòü ó äîñëiäæåííÿõ iç iíøèõ

ãàëóçåé íàóêè. Äëÿ êîíñòðóþâàííÿ i äîñëiäæåííÿ øèðîêîãî êëàñó íåïå-

ðåðâíèõ íiäå íå ìîíîòîííèõ ôóíêöié íåîáìåæåíî¨ âàðiàöi¨ ó öié ðîáîòi ìè

âèêîðèñòîâó¹ìî ïîëiîñíîâíå 𝑄*
𝑠�çîáðàæåííÿ ÷èñåë.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Ðîáîòà âèêîíàíà ó ðàìêàõ äîñëiäæåíü ìàòåìàòè÷íèõ îá'¹êòiâ çi ñêëàäíîþ

ëîêàëüíîþ áóäîâîþ, ùî ïðîâîäÿòüñÿ íà êàôåäði âèùî¨ ìàòåìàòèêè Íàöiî-

íàëüíîãî ïåäàãîãi÷íîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Ì. Ï. Äðàãîìàíîâà é ó ëàáî-

ðàòîði¨ ôðàêòàëüíîãî àíàëiçó Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè. Äîñëi-

äæåííÿ ïðîâîäèëîñü ó ðàìêàõ òàêèõ íàóêîâî�äîñëiäíèõ òåì:

— Äîñëiäæåííÿ åâîëþöiéíèõ äåòåðìiíîâàíèõ òà ñòîõàñòè÷íèõ ñèñòåì

ñêëàäíî¨ òîïîëîãî�ìåòðè÷íî¨ ñòðóêòóðè. Ôðàêòàëüíi âëàñòèâîñòi,

êåðîâàíiñòü (íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0115U00557);

— Ìîäåëþâàííÿ òà ôðàêòàëüíèé àíàëiç äèíàìi÷íèõ ñèñòåì ç ëîêàëüíî
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ñêëàäíèìè âiäîáðàæåííÿìè (íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨

0116U00850);

— Ôðàêòàëüíà ãåîìåòðiÿ ÷èñëîâèõ ðÿäiâ i ôðàêòàëüíèé àíàëiç ñòîõà-

ñòè÷íèõ îá'¹êòiâ, ç íèìè ïîâ'ÿçàíèõ (íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨

0118U002059);

— Ñòàòèñòèêà ñèíãóëÿðíèõ ðîçïîäiëiâ éìîâiðíîñòåé i ôðàêòàëüíi íå-

ïåðåðâíi ôóíêöi¨ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí (íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨

0119U002582).

Об’єкт дослiдження. Äâîîñíîâíi ñèñòåìè êîäóâàííÿ äiéñíèõ ÷èñåë

çàñîáàìè äâîñèìâîëüíîãî àëôàâiòó, ¨õíÿ ãåîìåòðiÿ i çàñòîñóâàííÿ.

Предметом дослiдження. ¹ âëàñòèâîñòi (òîïîëîãi÷íi, ìåòðè÷íi, ôðà-

êòàëüíi, éìîâiðíiñíi òîùî) çîáðàæåíü äiéñíèõ ÷èñåë, ÿêi  ðóíòóþòüñÿ íà

äâîîñíîâíèõ ðîçêëàäàõ ÷èñåë ó ðÿäè (äîäàòíi àáî çíàêîçìiííi). Îñíîâàìè

äëÿ ðîçêëàäó ÷èñåë ¹ äâà äîäàòíi ÷è äâà ðiçíîçíàêîâi ÷èñëà. Ñêëàäîâîþ

ïðåäìåòó äîñëiäæåííÿ ¹ ðiçíîïëàíîâi çàñòîñóâàííÿ öèõ äâîñèìâîëüíèõ ñè-

ñòåì êîäóâàííÿ äiéñíèõ ÷èñåë ó ìåòðè÷íié i éìîâiðíiñíié òåîðiÿõ ÷èñåë i

êîíñòðóêòèâíié òåîði¨ ôóíêöié.

Мета. Îá ðóíòóâàòè íîâó äâîîñíîâíó ñèñòåìó êîäóâàííÿ äiéñíèõ ÷è-

ñåë çàäàíîãî âiäðiçêà çàñîáàìè äâîñèìâîëüíîãî àëôàâiòó, ÿêà íå ¹ òîïîëî-

ãi÷íî åêâàëåíòíîþ äî êëàñè÷íî¨ äâiéêîâî¨ ñèñòåìè, ïðîòå ¹ ìåòðè÷íèì àíà-

ëîãîì 𝑄2�çîáðàæåííÿì ÷èñåë. Äåòàëüíî âèâ÷èòè ¨¨ ãåîìåòðiþ (ãåîìåòðè-

÷íèé çìiñò öèôð, âëàñòèâîñòi öèëiíäðè÷íèõ i õâîñòîâèõ ìíîæèí, òîïîëîãî�

ìåòðè÷íi âëàñòèâîñòi ìíîæèí ÷èñåë, âèçíà÷åíèõ îáìåæåííÿìè íà âæèâàí-

íÿ öèôð), çíàéòè ïðèðîäíi çàñòîñóâàííÿ â ðiçíèõ ãàëóçÿõ ìàòåìàòèêè.

Завдання äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ ïîëÿãà¹ â ïîäàëüøîìó.

1. Äëÿ íîâî¨ äâîîñíîâíî¨ i äâîñèìâîëüíî¨ ñèñòåìè êîäóâàííÿ äiéñíèõ

÷èñåë ïîáóäóâàòè öiëiñíó òîïîëîãî�ìåòðè÷íó i ôðàêòàëüíó òåîði¨;

ðîçâ'ÿçàòè áàçèñíi çàäà÷i âiäïîâiäíî¨ éìîâiðíiñíî¨ òåîði¨; ïðîäåìîí-

ñòðóâàòè åôåêòèâíiñòü íîâî¨ ñèñòåìè äëÿ ðîçâèòêó êîíñòðóêòèâíî¨

òåîði¨ íåïåðåðâíèõ ëîêàëüíî ñêëàäíèõ ôóíêöié i òåîði¨ äèíàìi÷íèõ
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ñèñòåì.

2. Ðîçãëÿíóòè ïåðåòâîðåííÿ, ùî çáåðiãàþòü õâîñòè çîáðàæåííÿ ÷èñåë

ó íîâié ñèñòåìi, âèâ÷èòè ¨õíi ãðóïîâi âëàñòèâîñòi é iíâàðiàíòè.

3. Çàïðîïîíóâàòè óçàãàëüíåííÿ ôóíêöié i ðÿäiâ Óîëøà íà îñíîâi âè-

êîðèñòàííÿ âiäîìî¨ äâîîñíîâíî¨ ñèñòåìè çîáðàæåííÿ ÷èñåë (𝑄2�

çîáðàæåííÿ) i âèâ÷èòè ¨õíi âëàñòèâîñòi.

4. Íà îñíîâi òðèñèìâîëüíîãî 𝑄3�çîáðàæåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë ïîáóäó-

âàòè àíàëîã íåïåðåðâíî¨ íiäå íå äèôåðåíöiéîâíî¨ ôóíêöi¨ Áóøà �

Âóíäåðëiõà i Òðèáií�ôóíêöi¨ ç äåòàëüíèì îá ðóíòóâàííÿ äèôåðåí-

öiàëüíèõ âëàñòèâîñòåé.

Методи дослiдження. Ó ðîáîòi âèêîðèñòîâóâàëèñü ìåòîäè ìåòðè÷íî¨

é éìîâiðíiñíî¨ òåîði¨ ÷èñåë, ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó, ôðàêòàëüíî¨ ãåîìåòði¨

i ôðàêòàëüíîãî àíàëiçó, êîíñòðóêòèâíî¨ òåîði¨ ëîêàëüíî ñêëàäíèõ ôóíêöié.

Наукова новизна одержаних результатiв. Îñíîâíi íàóêîâi ðåçóëü-

òàòè, ùî âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò, òàêi.

1. Ðîçðîáëåíî àíàëiòè÷íó ñèñòåìó êîäóâàííÿ (𝐺2-çîáðàæåííÿ) ÷èñåë

âiäðiçêà [0; 𝑔0] çàñîáàìè äâîñèìâîëüíîãî àëôàâiòó 𝐴 ≡ {0; 1} iç äâî-
ìà ðiçíîçíàêîâèìè îñíîâàìè: 𝑔0 ∈ (0; 1) i 𝑔1 = 𝑔0 − 1, ÿêà  ðóíòó¹-

òüñÿ íà ðîçêëàäi ÷èñëà ó ðÿä; âèâ÷åíî ¨¨ ãåîìåòðiþ (ãåîìåòðè÷íèé

çìiñò öèôð, âëàñòèâîñòi öèëiíäðè÷íèõ i õâîñòîâèõ ìíîæèí, ãåîìå-

òðè÷íèõ ïåðåòâîðåíü, ùî çáåðiãàþòü õâîñòè çîáðàæåííÿ).

2. Îïèñàíî âëàñòèâîñòi îïåðàòîðiâ ëiâîñòîðîííüîãî i ïðàâîñòîðîííüî-

ãî çñóâiâ i ç ¨õíiìè âèêîðèñòàííÿì ïîáóäîâàíî íåñêií÷åííó íåêî-

ìóòàòèâíó ãðóïó ïåðåòâîðåíü âiäðiçêà, ÿêi çáåðiãàþòü õâîñòè 𝐺2�

çîáðàæåííÿ ÷èñåë. Ïðè öüîìó äîâåäåíî, ùî îïåðàòîð ëiâîñòîðîí-

íüîãî çñóâó öèôð 𝐺2�çîáðàæåííÿ � öå íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ, ùî

ïðèíöèïîâî âiäðiçíÿ¹ òàêå çîáðàæåííÿ âiä ðàíiøå âèâ÷åíèõ.

3. Çäiéñíåíî ïîðiâíÿëüíèé àíàëiç âëàñòèâîñòåé 𝐺2�çîáðàæåííÿ çi äâî-

îñíîâíèì 𝑄2�çîáðàæåííÿì (îáèäâi îñíîâè äîäàòíi) ÷åðåç ïðîåêòîð

öèôð îäíîãî çîáðàæåííÿ íà iíøå.
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4. Äîâåäåíî, ùî iíâåðñîð öèôð 𝐺2�çîáðàæåííÿ öèôð íå ìà¹ âëàñòè-

âîñòåé íåïåðåðâíîñòi é ìîíîòîííîñòi. Öå ïðèíöèïîâî âiäðiçíÿ¹ öå

çîáðàæåííÿ âiä iíøèõ, ðàíiøå âèâ÷åíèõ.

5. Çàêëàäåíî îñíîâè éìîâiðíiñíî¨ òåîði¨ 𝐺2�çîáðàæåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë

ç âèêîðèñòàííÿì ñïîðiäíåíîñòi 𝐺2� i 𝑄2�çîáðàæåíü.

6. Çàïðîïîíîâàíî óçàãàëüíåííÿ ôóíêöié Ðàäåìàõåðà é Óîëøà, ÿêi

 ðóíòóþòüñÿ íà 𝑄2-çîáðàæåííi äiéñíèõ ÷èñåë, ùî ¹ ñàìîïîäiáíèì,

òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíèì óçàãàëüíåííÿì êëàñè÷íîãî äâiéêîâîãî

çîáðàæåííÿ ÷èñåë 𝑥 ∈ [0; 1]. Äîñëiäæåíî iíòåãðàëüíi âëàñòèâîñòi

öèõ ôóíêöié, çîêðåìà äîâåäåíî, ùî óçàãàëüíåíi ôóíêöi¨ Ðàäåìàõåðà

óòâîðþþòü îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó ôóíêöié. Äëÿ êîæíî¨ óçàãàëüíå-

íî¨ ôóíêöi¨ Óîëøà çíàéäåíî ¨¨ àíàëiòè÷íèé âèðàç.

7. Çàïðîïîíîâàíî òðiéêîâèé àíàëîã ôóíêöié Ðàäåìàõåðà i éîãî óçà-

ãàëüíåííÿ íà îñíîâi 𝑄3�çîáðàæåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë âiäðiçêà [0; 1],

ùî ¹ òðèñèìâîëüíèì ñàìîïîäiáíèì êîäóâàííÿì ÷èñåë iç íóëüîâîþ

íàäëèøêîâiñòþ. Äîâåäåíî êiëüêà ñïiââiäíîøåíü, ùî ñòîñóþòüñÿ íî-

âîãî ïîíÿòòÿ.

8. Çàïðîïîíîâàíî óçàãàëüíåííÿ íåïåðåðâíèõ íåäèôåðåíöiéîâíèõ ôóí-

êöié Áóøà, Âóíäåðëiõà, Òðèáií�ôóíêöi¨, ÿêå  ðóíòó¹òüñÿ íà 𝑄*
𝑠�

çîáðàæåííi ÷èñåë âiäðiçêà [0; 1] çi çáåðåæåííÿì âëàñòèâîñòåé íåïå-

ðåðâíîñòi, íiäå íå ìîíîòîííîñòi, àâòîìîäåëüíîñòi. Âèâ÷åíî âàðiàöié-

íi âëàñòèâîñòi ôóíêi¨, îïèñàíî âëàñòèâîñòi ¨¨ ðiâíiâ, çîêðåìà ¨õíþ

ìàñèâíiñòü.

Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè íîâi, ñòðîãî i öiëêîì îá ðóíòîâàíi.

Практичне значення отриманих результатiв. Ðîáîòà ìà¹ òåîðåòè-

÷íèé õàðàêòåð, àëå îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi â ïîäàëü-

øèõ äîñëiäæåííÿõ ó ðiçíèõ ãàëóçÿõ ìàòåìàòèêè: òåîði¨ ÷èñåë, òåîði¨ ñèí-

ãóëÿðíèõ ðîçïîäiëiâ éìîâiðíîñòåé, êîíñòðóêòèâíié òåîði¨ ôóíêöié ç ôðà-

êòàëüíèìè âëàñòèâîñòÿìè, òåîði¨ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì.

Особистий внесок здобувача. Íàóêîâi ðåçóëüòàòè, ÿêi âèíîñÿòüñÿ íà
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çàõèñò, îòðèìàëà àâòîðêà ñàìîñòiéíî. Íàóêîâîìó êåðiâíèêó íàëåæàòü ïî-

ñòàíîâêè çàäà÷, äåÿêi iäå¨ ùîäî ìåòîäiâ îá ðóíòóâàííÿ ãiïîòåòè÷íèõ òâåð-

äæåíü i ïåðåâiðêà ¨õíüîãî äîâåäåííÿ. Ñïiâàâòîðàì ñïiëüíèõ ïóáëiêàöié íà-

ëåæàòü òâåðäæåííÿ, ÿêi äî äèñåðòàöi¨ íå ââiéøëè.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíîãî äî-

ñëiäæåííÿ äîïîâiäàëèñÿ íà êîíôåðåíöiÿõ ðiçíèõ ðiâíiâ i íàóêîâèõ ñåìiíà-

ðàõ, à ñàìå:

1. IV âñåóêðà¨íñüêà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ ìîëîäèõ â÷åíèõ ç ìàòåìàòè-

êè òà ôiçèêè, Êè¨â, 23 � 25 êâiòíÿ 2015;

2. Ìiæíàðîäíà íàóêîâî�ìåòîäè÷íà êîíôåðåíöiÿ ¾Ñó÷àñíi íàóêîâî�

ìåòîäè÷íi ïðîáëåìè ìàòåìàòèêè ó âèùié øêîëi¿, Êè¨â, 25�26 ÷åðâíÿ

2015;

3. V âñåóêðà¨íñüêà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ ìîëîäèõ â÷åíèõ ç ìàòåìàòèêè

òà ôiçèêè ¾Àêòóàëüíi ïðîáëåìè ñó÷àñíî¨ ìàòåìàòèêè i ôiçèêè òà

ìåòîäèêè ¨õ íàâ÷àííÿ¿, Êè¨â, 25�26 êâiòíÿ 2016;

4. Âñåóêðà¨íñüêà íàóêîâî�ìåòîäè÷íà êîíôåðåíöiÿ ¾Ñó÷àñíi íàóêîâî�

ìåòîäè÷íi ïðîáëåìè ìàòåìàòèêè ó âèùié øêîëi¿, Êè¨â, 7�8 æîâòíÿ

2016;

5. VI âñåóêðà¨íñüêà êîíôåðåíöiÿ ìîëîäèõ â÷åíèõ ç ìàòåìàòèêè òà ôi-

çèêè, Êè¨â, 21�22 êâiòíÿ 2017;

6. Ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ ¾Àñèïòîòè÷íi ìåòîäè â òåîði¨ äè-

ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü¿, Êè¨â, 13�14 ãðóäíÿ 2017;

7. Ìiæíàðîäíà íàóêîâà-ïðàêòè÷íà êîíôåðåíöiÿ ¾Ñó÷àñíi ïðîáëåìè

ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íî¨ îñâiòè i íàóêè¿, Êè¨â, 25�26 òðàâíÿ 2017;

8. VII âñåóêðà¨íñüêà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ ñòóäåíòiâ, àñïiðàíòiâ òà ìî-

ëîäèõ â÷åíèõ ç ìàòåìàòèêè, Êè¨â, 19�20 êâiòíÿ 2018;

9. VIII âñåóêðà¨íñüêà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ ìîëîäèõ â÷åíèõ ç ìàòåìà-

òèêè òà ôiçèêè ¾Àêòóàëüíi ïðîáëåìè ñó÷àñíî¨ ìàòåìàòèêè i ôiçèêè

òà ìåòîäèêè ¨õ íàâ÷àííÿ¿, Êè¨â, 23 òðàâíÿ 2019;

10. Sixth International Conference on Analytic Number Theory and Spatial
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Tesellatons, Kyiv, September 24�28, 2018;

11. The XII International Algebraic Conference in Ukraine dedicated to the

215th anniversary of V. Bunyakovsky, Vinnytsia, July 02�06, 2019.

12. IX Âñåóêðà¨íñüêà êîíôåðåíöiÿ ñòóäåíòiâ, àñïiðàíòiâ òà ìîëîäèõ â÷å-

íèõ ç ìàòåìàòèêè, Êè¨â, 10�11 êâiòíÿ 2020;

13. V Ìiæíàðîäíà íàóêîâî-ïðàêòè÷íà êîíôåðåíöiÿ ¾Âiäêðèòi åâîëþ-

öiîíóþ÷i ñèñòåìè¿, Êè¨â, 19�21 òðàâíÿ, 2020;

14. Ñåìiíàð ç ôðàêòàëüíî àíàëiçó Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨-

íè òà ÍÏÓ iìåíi Ì.Ï. Äðàãîìàíîâà (êåðiâíèê: ä�ð ôiç.�ìàò. íàóê,

ïðîôåñîð Ïðàöüîâèòèé Ì.Â.).

Публiкацiї. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî â 7 ñòàòòÿõ

[1]�[7] ó íàóêîâèõ âèäàííÿõ, ÿêi âõîäÿòü äî ïåðåëiêó ôàõîâèõ âèäàíü ÌÎÍ

Óêðà¨íè, ñåðåä íèõ îäíà ñòàòòÿ [4] � ó æóðíàëi, ÿêèé iíäåêñó¹òüñÿ ìiæ-

íàðîäíîþ íàóêîìåòðè÷íîþ áàçîþ ¾MathSciNet¿, ñòàòòÿ [7] � ó æóðíàëi,

ùî âõîäèòü äî ìiæíàðîäíî¨ íàóêîìåòðè÷íî¨ áàçè äàíèõ Scopus. Ðåçóëüòàòè

äîñëiäæåííÿ íàâåäåíi òàêîæ ó ìàòåðiàëàõ êîíôåðåíöié [8]�[20].

Структура та обсяг дисертацiї. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç àíîòàöi¨,

âñòóïó, ÷îòèðüîõ ðîçäiëiâ, ðîçáèòèõ íà ïiäðîçäiëè, âèñíîâêiâ äî êîæíîãî

ðîçäiëó é çàãàëüíèõ âèñíîâêiâ, ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë (140 íàéìåíó-

âàíü) i äîäàòêà (ñïèñîê ïóáëiêàöi¨ àâòîðêè, 20 íàéìåíóâàíü), ñïèñêó óìîâ-

íèõ ïîçíà÷åíü. Çàãàëüíèé îáñÿã ðîáîòè � 136 ñòîðiíîê.

Основний змiст роботи. Ó вступi îá ðóíòîâàíî àêòóàëüíiñòü äîñëi-

äæåííÿ, âèçíà÷åíî éîãî îá'¹êò, ïðåäìåò, ìåòó i çàâäàííÿ, çàçíà÷åíî íàóêîâó

íîâèçíó îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ, îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷êè, âèñâiòëåíî

àïðîáàöiþ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè é âèñâiòëåííÿ ¨õ ó ïóáëiêàöiÿõ.

Перший роздiл «Огляд лiтератури й концептуальнi засади до-

слiдження» ìà¹ âñòóïíèé õàðàêòåð. Ó íüîìó ñèñòåìàòèçîâàíî âiäîìîñòi,

ùî ñòîñóþòüñÿ ¾ãåîìåòði¨¿ 𝑄*
𝑠-çîáðàæåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë, ÿêå äàëi âèêîðè-

ñòîâó¹òüñÿ äëÿ êîíñòðóþâàííÿ é äîñëiäæåííÿ ëîêàëüíî ñêëàäíèõ ôóíêöié,

ïðîâåäåíî îãëÿä ëiòåðàòóðè i íàâåäåíî ôàêòè, íåîáõiäíi äëÿ ïîäàëüøîãî
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äîñëiäæåííÿ îá'¹êòiâ.

Другий роздiл «Нова двоосновна система кодування чисел

вiдрiзка [0; 𝑔0] iз рiзнознаковими основами» ó äèñåðòàöi¨ îñíîâíèé.

Ó íüîìó îá ðóíòîâóþòü äâîîñíîâíå i äâîñèìâîëüíå 𝐺2�çîáðàæåííÿ ÷èñåë

[0; 𝑔0] ⊂ [0; 1] iç îñíîâàìè 𝑔0 ∈ (12 ; 1) i 𝑔1 ≡ 𝑔0 − 1 < 0; äîâåäåíî, ùî ïå-

ðåâàæíà êiëüêiñòü ÷èñåë ìà¹ ¹äèíå çîáðàæåííÿ (𝐺2�óíàðíèìè ÷èñëàìè),

à ÷èñëà çëi÷åííî¨ ìíîæèíè ìàþòü ¨õ äâà: Δ𝐺2

𝑐1...𝑐𝑚01(0) = Δ𝐺2

𝑐1...𝑐𝑚11(0) (𝐺2�

áiíàðíèìè ÷èñëàìè); âèâ÷à¹òüñÿ ¨¨ ãåîìåòðiÿ, ðîçâ'ÿçóþòüñÿ ïîçèöiéíi é

ìåòðè÷íi çàäà÷i, ñèñòåìíî âèáóäîâóþòüñÿ îñíîâè ìåòðè÷íî¨ òà éìîâiðíiñíî¨

òåîðié ÷èñåë ó öüîìó çîáðàæåííi. Âñòàíîâëåíî ïðàâèëà ïîðiâíÿííÿ ÷èñåë

çà ¨õíiìè çîáðàæåííÿìè, çäiéñíåíî ïîðiâíÿëüíèé àíàëiç 𝐺2�çîáðàæåííÿ ç

𝑄2�çîáðàæåííÿì (çîêðåìà îáãðóíòîâàíî âëàñòèâîñòi ïðîåêòîðà öèôð îäíî-

ãî çîáðàæåííÿ íà iíøå), âèâ÷åíî âëàñòèâîñòi îïåðàòîðiâ: 𝜔 � ëiâîñòîðîí-

íüîãî é 𝜏0 i 𝜏1 � ïðàâîñòîðîííiõ çñóâiâ öèôð: 𝜔(Δ𝐺2
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...

) = Δ𝐺2
𝛼2𝛼3...𝛼𝑛...

,

𝜏𝑖
(︀
Δ𝐺2

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...

)︀
= Δ𝐺2

𝑖𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...
. Äîâåäåíî, ùî îïåðàòîð ëiâîñòîðîííüîãî çñó-

âó öèôð çîáðàæåííÿ ÷èñåë íåïåðåðâíèé, à iíâåðñîð öèôð çîáðàæåííÿ

𝐼(Δ𝐺2
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...

) = Δ𝐺2

[1−𝛼1][1−𝛼2]...[1−𝛼𝑛]...
� öå âñþäè ðîçðèâíà, íiäå íå ìîíî-

òîííà ôóíêöiÿ. Öi äâà ôàêòè ïðèíöèïîâî âiäðiçíÿþòü öå çîáðàæåííÿ âiä

iíøèõ âiäîìèõ äâîñèìâîëüíèõ çîáðàæåíü.

Ó öüîìó ðîçäiëi âèâ÷àþòüñÿ âëàñòèâîñòi õâîñòîâèõ ìíîæèí i íåïåðåðâíi

ïåðåòâîðåííÿ âiäðiçêà (ái¹êòèâíi âiäîáðàæåííÿ âiäðiçêà íà ñåáå), ÿêi çáåði-

ãàþòü õâîñòè çîáðàæåííÿ ÷èñåë. Äîâåäåíî, ùî ìíîæèíà âñiõ íåïåðåðâíèõ

ïåðåòâîðåíü âiäðiçêà [0; 𝑔0], ÿêi çáåðiãàþòü õâîñòè 𝐺2�çîáðàæåííÿ ÷èñåë,

ñòîñîâíî îïåðàöi¨ ¾êîìïîçèöiÿ¿ (ñóïåðïîçèöiÿ), óòâîðþ¹ íåñêií÷åííó íåêî-

ìóòàòèâíó ãðóïó, íåòðèâiàëüíó ïiäãðóïó ÿêî¨ óòâîðþþòü çðîñòàþ÷i ôóí-

êöi¨. Äîâåäåíî, ùî ïðè îá÷èñëåííi ôðàêòàëüíî¨ ðîçìiðíîñòi Ãàóñäîðôà�

Áåçèêîâè÷à äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè âiäðiçêà [0; 𝑔0] äîñòàòíüî ðîçãëÿäàòè

ïîêðèòòÿ öi¹¨ ìíîæèíè 𝐺2�öèëiíäðàìè. Îïèñàíî ôðàêòàëüíi âëàñòèâîñòi

ìíîæèí òèïó Áåçèêîâè÷à�Åããëñòîíà, âèçíà÷åíèõ îáìåæåííÿìè äëÿ ÷àñòîò

öèôð 𝐺2�çîáðàæåííÿ ÷èñåë.
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Теорема 2.1.2. Для будь-якої послiдовностi (𝛼𝑛) ∈ 𝐿 = 𝐴 × 𝐴 × ...,

яка мiстить нескiнченну кiлькiсть одиниць, ряд

𝛿𝛼1
+

∞∑︁
𝑘=2

(𝛿𝛼𝑘

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑔𝛼𝑗
) =

∞∑︁
𝑘=1

𝑣𝑘, 𝛿𝛼𝑘
= 𝛼𝑘𝑔1−𝛼𝑘

, (1)

є абсолютно збiжним знакопочережним i його сума не перевищує першо-

го ненульового доданка 𝑣1 = 𝑔𝑚0 , де 𝛼𝑚 = 1, але 𝛼𝑗 = 0 при 𝑗 < 𝑚.

Теорема 2.1.3. Для будь-якого 𝑥 ∈ [0; 𝑔0] iснує (𝛼𝑛) ∈ 𝐿, така, що

𝑥 = 𝛿𝛼1
+

∞∑︁
𝑘=2

(𝛿𝛼𝑘

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑔𝛼𝑗
) ≡ Δ𝐺2

𝛼1𝛼2...𝛼𝑘...
(2)

Зауваження. Ðÿä (2) ìiñòèòü äîäàíêè äîäàòíi, âiä'¹ìíi i ÿêi äîðiâíþ-

þòü íóëþ, ïðè÷îìó ÷èííå òâåðäæåííÿ: для будь–якого набору

(𝛼1, 𝛼2, ..., 𝛼𝑛) нулiв i одиниць значення виразу 𝑢𝑛+1,

де 𝑢1 ≡ 𝛿𝛼1
, 𝑢𝑛+1 ≡ 𝛿𝛼𝑛+1

𝑛∏︁
𝑗=1

𝑔𝛼𝑗
= 𝛿𝛼𝑛+1

𝑔𝑁0
0 𝑔𝑁1

1

— є нулем тодi i тiльки тодi, коли 𝛼𝑛+1 = 0;

— додатним числом, якщо 𝛼𝑛+1 = 1 i кiлькiсть одиниць серед чисел

𝛼1, 𝛼2, ..., 𝛼𝑛 — це парне число;

— вiд’ємним числом, якщо 𝛼𝑛+1 = 1 i кiлькiсть одиниць серед чисел

𝛼1, 𝛼2, ..., 𝛼𝑛 — це непарне число, причому |𝑢𝑛+1| < |𝑢𝑛|.
Означення 2.2. Числа вiдрiзка [0, 𝑔0], що мають два 𝐺2–зображення,

називаються 𝐺2–áiíàðíèìè.

Лема 2.2.1. Множина 𝐵 всiх 𝐺2–бiнарних чисел вичерпується числа-

ми з 𝐺2–зображеннями виду: Δ𝐺2

𝑐1...𝑐𝑚01(0) = Δ𝐺2

𝑐1...𝑐𝑚11(0).

Лема 2.5.1. Якщо рацiональне 𝐺2–зображення числа

𝑥 = Δ𝐺2

𝑐1...𝑐𝑚(𝑐𝑚+1...𝑐𝑚+𝑝)
перiодичне, то число 𝑥 рацiональне.

Ó ïóíêòi «Порiвняння чисел за їхнiми 𝐺2–зображеннями» âè-

÷åðïíî âèâ÷àþòüñÿ âiäíîøåííÿ ÷èñåë ′′ =, >,<′′ çà ¨õíiìè 𝐺2�çîáðàæåííÿ-

ìè.
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Теорема 2.6.1. Якщо 𝑥1 ̸= 𝑥2 i 𝑚(𝑥1, 𝑥2) = 𝑚 — номер мiсця першої

з неспiвпадаючих цифр, то числа

Δ𝐺2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚1𝑑1𝑑2...
= 𝑥1 i 𝑥2 = Δ𝐺2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚0𝑑′1𝑑
′
2...

перебувають у вiдношеннi 𝑥1 > 𝑥2, якщо 𝑐1 + 𝑐2 + . . .+ 𝑐𝑚 = 2𝑘, 𝑥1 6 𝑥2,

якщо 𝑐1 + 𝑐2 + . . .+ 𝑐𝑚 = 2𝑘 − 1.

Означення 2.4. Нехай (𝑐𝑛) ∈ 𝐿2, 𝐺2–цилiндром рангу 𝑚 iз основою

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚 називається множина Δ𝐺2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚

усiх чисел 𝑥 ∈ [0; 𝑔0], якi мають

таке 𝐺2–зображення: 𝑥 = Δ𝐺2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚𝛼𝑚+1𝛼𝑚+2...𝛼𝑚+𝑘...

, 𝛼𝑚+𝑗 ∈ 𝐴, тобто

Δ𝐺2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚

= {𝑥 : 𝛼𝑖(𝑥) = 𝑐𝑖, 𝑖 = 1,𝑚}.
Лема 2.7.1. Цилiндр Δ𝐺2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚
— це вiдрiзок, причому 1) [𝑎; 𝑏], якщо

𝑁1 = 𝑐1 + 𝑐2 + · · ·+ 𝑐𝑚 — парне, 2) [𝑏; 𝑎], якщо 𝑁1 — непарне, де

𝑎 = 𝛿𝑐1 +
𝑚∑︀
𝑘=2

(𝛿𝑐𝑘
𝑘−1∏︀
𝑗=1

𝑔𝑐𝑗), 𝑏 = 𝑎+ 𝑔0
𝑚∏︀
𝑗=1

𝑔𝑐𝑗 .

Теорема 2.8.1. Оператор 𝜔 лiвостороннього зсуву цифр 𝐺2–зобра-

ження чисел вiдрiзка [0; 𝑔0], який означується рiвнiстю 𝜔(Δ𝐺2
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...

) =

Δ𝐺2
𝛼2𝛼3...𝛼𝑛...

, аналiтично задається формулою

𝜔(𝑥) =
1

𝑔𝛼1(𝑥)
𝑥−

𝛿𝛼1(𝑥)

𝑔𝛼1(𝑥)
, (3)

— це неперервна коректно означена на [0; 𝑔0] функцiя, лiнiйна на кожному

з цилiндрiв 1–го рангу, зростає на Δ𝐺2
0 i спадає на Δ𝐺2

1 .

Теорема 2.9.1. Функцiя 𝜔𝑛 — це коректно означена рiвнiсть

𝜔(𝜔𝑛−1(𝑥)) = 𝜔𝑛(𝑥 = Δ𝐺2

𝛼1(𝑥)𝛼2(𝑥)...𝛼𝑛(𝑥)...
) ≡ Δ𝐺2

𝛼𝑛+1(𝑥)𝛼𝑛+2(𝑥)...
,

яка має аналiтичний вираз 𝜔𝑛(𝑥) =
1

𝑃𝑛
𝑥− 𝐵𝑛

𝑃𝑛
, де 𝑃𝑛 =

𝑛∏︀
𝑗=1

𝑔𝛼𝑗(𝑥),

𝐵𝑛 = 𝛿𝛼1(𝑥)+
𝑛∑︀

𝑘=2

(𝛿𝛼𝑘(𝑥)

𝑘−1∏︀
𝑗=1

𝑔𝛼𝑗(𝑥)); вона неперервна на вiдрiзку [0; 𝑔0], лiнiйна

на кожному цилiндрi рангу 𝑛.

Означення 2.5. Функцiя 𝜏𝑖, означена на [0; 𝑔0] рiвнiстю

𝜏𝑖(𝑥) = 𝜏𝑖

(︁
Δ𝐺2

𝛼1(𝑥)𝛼2(𝑥)...𝛼𝑛(𝑥)...

)︁
= Δ𝐺2

𝑖𝛼1(𝑥)𝛼2(𝑥)...𝛼𝑛(𝑥)...
,
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де 𝑖 ∈ {0; 1}, називається оператором правостороннього зсуву цифр 𝐺2–

зображення чисел iз параметром 𝑖.

Лема 2.10.1. Функцiя 𝜏𝑖 неперервна в кожнiй точцi вiдрiзка [0; 𝑔0] i

аналiтично виражається 𝜏𝑖(𝑥) = 𝛿𝑖 + 𝑔𝑖𝑥.

Лема 2.11.1. Оператор 𝜏𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 має аналiтичний вираз

𝜏𝑖1𝑖2...𝑖𝑛(𝑥) = 𝛿𝑖1 +
𝑛∑︁

𝑘=1

(︃
𝛿𝑖𝑘

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑔𝑖𝑗

)︃
+

(︃
𝑛∏︁

𝑗=1

𝑔𝑖𝑗

)︃
𝑥

i є лiнiйною функцiєю, зростаючою, якщо 𝑃𝑛 =
∏︀𝑛

𝑗=1 𝑔𝑖𝑗 > 0 (рiвносильно

𝑖1 + 𝑖2 + . . . + 𝑖𝑛 – парне число), i спадною, якщо 𝑃𝑛 < 0 (рiвносильно

𝑖1 + 𝑖2 + . . .+ 𝑖𝑛 – непарне число).

Означення 2.6. Кажуть, що 𝐺2–зображення чисел 𝑥 = Δ𝐺2
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...

i 𝑦 = Δ𝐺2

𝛽1𝛽2...𝛽𝑛...
мають однаковий хвiст, якщо iснують натуральнi 𝑘 i

𝑚, такi, що 𝛼𝑘+𝑗 = 𝛽𝑚+𝑗 для будь–якого 𝑗 ∈ 𝑁 . Якщо 𝑘 i 𝑚 — наймен-

шi числа, для яких виконується вказана умова, то число 𝑧 ≡ 𝑥 ∧ 𝑦 =

Δ𝐺2
𝛼𝑘+1𝛼𝑘+2...

= Δ𝐺2

𝛽𝑚+1𝛽𝑚+2...
, називається ñïiëüíèì õâîñòîì чисел 𝑥 та 𝑦.

Теорема 2.12.1. Множина всiх чисел, якi мають однаковий хвiст

𝐺2–зображення (хвостова множина), є злiченною всюди щiльною у [0; 𝑔0]

множиною. Множина 𝑊 усiх хвостових множин — континуальна.

Зауваження 2.12.2. Принциповою вiдмiннiстю 𝐺2–зображення чи-

сел вiд iнших двосимвольних систем є те, що всi 𝐺2–бiнарнi числа утво-

рюють одну хвостову множину, тодi як для класичної двiйкової систе-

ми, нега–двiйкової, 𝑄2 –, 𝑄
*
2 – зображення чисел вони належать рiзним

хвостовим множинам.

Означення 2.7. Кажуть, що функцiя 𝑦 = 𝑓(𝑥) зберiгає хвости 𝐺2–

зображення чисел вiдрiзка [0; 𝑔0], якщо числа 𝑥 i 𝑦 = 𝑓(𝑥) мають однако-

вий хвiст 𝐺2–зображення для кожного 𝑥 iз областi визначення.

Ïðèêëàäàìè ôóíêöié, ùî çáåðiãàþòü õâîñòè 𝐺2�çîáðàæåííÿ ÷èñåë, ¹

îïåðàòîðè ëiâîñòîðîííüîãî i ïðàâîñòîðîííüîãî çñóâó öèôð.

Означення 2.8. Пiд перетворенням вiдрiзка [0; 𝑔0], що зберiгає хво-

сти 𝐺2–зображення чисел (далi хвостовим перетворенням), ми розумiє-
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мо бiєктивне вiдображення 𝜙 вiдрiзка на себе, при якому 𝑥 i 𝜙(𝑥) мають

однакову суть для кожного 𝑥 ∈ [0; 𝑔0].

Теорема 2.16.1. (Основний результат). Множина 𝐶 всiх неперерв-

них бiєкцiй вiдрiзка [0; 𝑔0], якi зберiгають хвости 𝐺2–зображення чисел,

щодо операцiї ∘ — ”композицiя” (суперпозицiя), утворює нескiнченну не-

комутативну групу, нетривiальну пiдгрупу якої утворюють зростаючi

функцiї.

Означення 2.9. Функцiя 𝐼, яка означена рiвнiстю 𝐼(Δ𝐺2
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...

) =

Δ𝐺2

[1−𝛼1][1−𝛼2]...[1−𝛼𝑛]...
, називається iнверсором 𝐺2–зображення чисел.

Îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ¹ êîðåêòíå äëÿ òî÷îê, ùî ìàþòü ¹äèíå𝐺2�çîáðàæåí-

íÿ. Îñêiëüêè
𝑔0(1 + 𝑔21)

1− 𝑔1
= 𝐼(Δ𝐺2

01(0)) ̸= 𝐼(Δ𝐺2

11(0)) =
𝑔30

1− 𝑔1
, òî âîíî íå êîðå-

êòíå áåç äîìîâëåíîñòi âèêîðèñòîâóâàòè ëèøå îäíå ç äâîõ iñíóþ÷èõ çîáðà-

æåíü 𝐺2�áiíàðíèõ òî÷îê. Òîìó äîìîâèìîñü íå âèêîðèñòîâóâàòè çîáðàæåí-

íÿ Δ𝐺2

𝑐1...𝑐𝑚11(0).

Теорема 2.18.1. (Основний результат). Iнверсор 𝐼 є нiде не моно-

тонною неперервною за множиною 𝐺2–унарних точок вiдрiзка [0; 𝑔0].

Означення 2.10. Функцiя 𝑝, яка числу 𝑥 = Δ𝑄2
𝛼1...𝛼𝑛...

ставить у вiд-

повiднiсть число 𝑦 = Δ𝐺2
𝛼1...𝛼𝑛...

, називається проектором 𝑄2–зображен-

ня на 𝐺2–зображення.

Означення 2.11. 𝐺2–зображення i 𝑄2–зображення чисел iз основами

(𝑔0, 𝑔1) i (𝑞0, 𝑞1) вiдповiдно називаються двоїстими, якщо 𝑔0 = 𝑞0.

Теорема 2.19.1. Якщо 𝑄2–зображення i 𝐺2–зображення двоїстi, то

функцiя 𝑝, означена рiвнiстю 𝑝
(︀
Δ𝑄2

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...

)︀
= Δ𝐺2

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...
, є нiде не моно-

тонною неперервною в кожнiй 𝑄2–унарнiй точцi. В 𝑄2–бiнарнiй точцi

𝑥0 = Δ𝑄2

𝑐1...𝑐𝑚−101(0)
функцiя 𝑝 має скiнченний стрибок

2𝑔0(1− 𝑔0)

2− 𝑔0

𝑚−1∏︁
𝑗=1

|𝑔𝑐𝑗 |.

Ó третьому роздiлi «Узагальнення функцiй Радемахера й ря-
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дiв Уолша» ïðîïîíóþòüñÿ óçàãàëüíåííÿ ôóíêöié Ðàäåìàõåðà:

𝑟*0(𝑥) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1 ïðè 𝑥 ∈ Δ2

0 ≡
[︂
0,

1

2

)︂
;

−1 ïðè 𝑥 ∈ Δ2
1 ≡

[︂
1

2
, 1

)︂
,

𝑟*𝑘(𝑥) ≡ 𝑟*0
(︀
{2𝑘𝑥}

)︀
, äå {2𝑘𝑥} � äðîáîâà ÷àñòèíà ÷èñëà 2𝑘𝑥; i Óîëøà, ùî ¹

âñåìîæëèâèìè äîáóòêàìè ôóíêöié Ðàäåìàõåðà. Âîíè  ðóíòóþòüñÿ íà 𝑄2�

çîáðàæåííi ÷èñåë âiäðiçêà [0; 1] çàìiñòü êëàñè÷íîãî äâiéêîâîãî. Ó ðîçäiëi

âèâ÷åíî iíòåãðàëüíi âëàñòèâîñòi îòðèìàíèõ óçàãàëüíåíü i ïîáóäîâàíî ñè-

ñòåìó îðòîãîíàëüíèõ ôóíêöié iç âèêîðèñòàííÿì íóìåðàöi¨ Ïåëëi.

Означення 3.1. На пiввiдрiзку [0;1) означмо послiдовнiсть функцiй

(𝑟𝑛)
∞
𝑛=0 :

𝑟0(𝑥) ≡ (−1)𝛼1(𝑥) · 2𝑞1−𝛼1(𝑥) =

=

⎧⎪⎨⎪⎩2𝑞1, якщо 𝑥 ∈ [0; 𝑞0) = Δ𝑄2

0 ⇔ 𝛼1(𝑥) = 0;

−2𝑞0, якщо 𝑥 ∈ [𝑞0; 1) = Δ𝑄2

1 ⇔ 𝛼1(𝑥) = 1;

𝑟𝑛(𝑥) ≡ 𝑟0

(︁
Δ𝑄2

𝛼𝑛+1(𝑥)𝛼𝑛+2(𝑥)...

)︁
, 𝑛 ∈ 𝑁.

Ôóíêöi¨ 𝑟𝑛 � öå узагальнення функцiй Радемахера, ÿêi ñïiâïàäàþòü ç

íèìè ïðè 𝑞0 =
1

2
.

Зауваження 3.2.1 Функцiя 𝑟𝑛 набуває лише двох значень 2𝑞1 i −2𝑞0,

причому на кожному цилiндрi рангу 𝑛 вона стала, а отже, стала на

кожному з цилiндрiв рангу 𝑚 > 𝑛.

Теорема 3.2.1. Для узагальнення 𝑟𝑛 функцiї Радемахера 𝑟*𝑛 має мiсце

рiвнiсть:
∫︀

𝑥∈Δ𝑄2
𝑐1...𝑐𝑛

𝑟𝑛(𝑥)𝑑𝑥 = 0 при довiльному наборi (𝑐1, 𝑐2, . . . , 𝑐𝑛) з 0 та

1.

Наслiдок 3.2.1. Виконується рiвнiсть
1∫︀
0

𝑟𝑛(𝑥)𝑑𝑥 = 0.
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Теорема 3.2.2 Система функцiй Радемахера ортогональна, а саме:

1∫︁
0

𝑟𝑛(𝑥)𝑟𝑚(𝑥)𝑑𝑥 =

⎧⎪⎨⎪⎩0, якщо 𝑛 ̸= 𝑚,

4𝑞0𝑞1, якщо 𝑛 = 𝑚.

Ñèñòåìó óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié Óîëøà {𝜔𝑛(𝑥)}∞𝑛=0 ìè áóäó¹ìî, âèêîðè-

ñòîâóþ÷è òðàäèöiéíó íóìåðàöiþ Ïåëëi, ïîêëàâøè 𝜔0(𝑥) ≡ 1. Äëÿ îçíà÷å-

ííÿ ôóíêöi¨ 𝜔𝑛(𝑥) ÷èñëî 𝑛 ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó äâiéêîâié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ:

𝑛 = 2𝑘 + 𝜀𝑘−12
𝑘−1 + . . .+ 𝜀12

1 + 𝜀0 = (1𝜀𝑘−1...𝜀1𝜀0)2, 𝜀𝑖 ∈ 𝐴2. Çâiäcè áà÷èìî,

ùî 2𝑘 6 𝑛 < 2𝑘+1, äå 𝑘 = 𝑘(𝑛). Òåïåð îçíà÷ó¹ìî ôóíêöiþ 𝜔𝑛 ðiâíiñòþ:

𝜔𝑛(𝑥) ≡
𝑘∏︁

𝑖=0

𝑟𝜀𝑖𝑖 (𝑥) = 𝑟𝑘(𝑥)
𝑘−1∏︁
𝑖=0

𝑟𝜀𝑖𝑖 (𝑥).

Зауваження 3.3.1. Узагальнення функцiй Уолша, як i самi функцiї

Уолша, в точках розриву неперервнi справа. Але класичнi функцiї Уолша

набувають лише двох значень 1 i -1, що не збереглося для щойно введеного

їхнього узагальнення.

Теорема 3.3.1. Якщо 2𝑘 6 𝑛 < 2𝑘+1, тобто

𝑛 = 2𝑘 + 𝜀𝑘−12
𝑘−1 + . . .+ 𝜀12 + 𝜀02

0,

то узагальнена функцiя Уолша 𝜔𝑛(𝑥) = 𝑟𝑘(𝑥)𝑟
𝜀𝑘−1

𝑘−1 (𝑥) . . . 𝑟
𝜀0
0 (𝑥) на кожно-

му цилiндрi (𝑘 + 1)-го рангу стала, причому на цилiндрi Δ
𝑞−1
0
𝑐1𝑐2...𝑐𝑘𝑐𝑘+1 вона

набуває значення 𝜔𝑛(𝑥) = (−1)𝑐2𝑠𝑞𝑐0𝑞
𝑠−𝑐
1 , де 𝑠 = 1 + 𝜀𝑘−1 + . . . + 𝜀1 + 𝜀0–

кiлькiсть цифр ”1” у зображеннi числа 𝑛, 𝑐 = 𝜀0𝑐1 + . . . + 𝜀𝑘−1𝑐𝑘 + 𝑐𝑘+1 –

кiлькiсть 𝑗, таких, що 𝜀𝑗 = 1 = 𝑐𝑗+1 серед 0, 1, . . . , 𝑘.

Теорема 3.3.2. Для узагальненої функцiї Уолша 𝜔𝑛 при 2𝑘 6 𝑛 < 2𝑘+1,

тобто 𝑛 = 2𝑘 + 𝜀𝑘−12
𝑘−1 + . . . + 𝜀12 + 𝜀02

0 i кожного цилiндра Δ𝑄2
𝑐1...𝑐𝑘𝑐𝑘+1

має мiсце рiвнiсть
∫︀

𝑥∈Δ𝑄2
𝑐1...𝑐𝑘𝑐𝑘+1

𝜔𝑛(𝑥)𝑑𝑥 = 0 =
1∫︀
0

𝜔𝑛(𝑥)𝑑𝑥.

Зауваження 3.3.2. Якщо 𝑛 < 𝑚,
(︀
1𝜀′𝑘−1𝜀

′
𝑘−2 . . . 𝜀

′
1𝜀

′
0

)︀
2
– двiйкове зо-

браження числа 𝑛, а (1𝜀𝑚−1𝜀𝑚−2 . . . 𝜀1𝜀0)2 – двiйкове зображення числа
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𝑚, i при цьому 𝜀𝑗𝜀
′
𝑖 = 0 для всiх 𝑗 6 𝑘 − 1, то добуток 𝜔𝑛𝜔𝑚 функцiй

Уолша є функцiєю Уолша з номером 𝑙 = (1𝜀𝑚−1 . . . 𝜀𝑘+11𝛿𝑘−1 . . . 𝛿1𝛿0)2, де

𝛿𝑗 = 𝜀′𝑗 + 𝜀𝑗, 𝑗 = 1, 𝑘 − 1. Для таких 𝑛 i 𝑚 виконується рiвнiсть:

1∫︁
0

𝜔𝑛(𝑥)𝜔𝑚(𝑥) = 0.

Лема 3.4.3. Якщо 𝛼𝑘(𝑡) – 𝑘–та трiйкова цифра числа 𝑡 ∈ [0; 1),

𝑣𝑘(𝑡) ≡ 1− 𝛼𝑘(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1, якщо 𝛼𝑘(𝑡) = 0,

0, якщо 𝛼𝑘(𝑡) = 1,

−1, якщо 𝛼𝑘(𝑡) = 2,

(4)

то
1∫︀
0

exp

(︂
𝑖𝑥
𝑣𝑘(𝑡)

3𝑘

)︂
𝑑𝑡 =

1 + 2 cos 𝑥
3𝑘

3
.

Означення 3.2. Функцiї 𝑣𝑘(𝑥), 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , визначенi рiвнiстю (4),

називаються 𝑅3–функцiями, це трiйковi аналоги функцiй Радемахера.

Теорема 3.4.1. Якщо 𝛼𝑘(𝑡) – 𝑘–та трiйкова цифра числа 𝑡 ∈ [0; 1), а

𝑣𝑘(𝑡) = 1− 𝛼𝑘(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1, якщо 𝛼𝑘(𝑡) = 0,

0, якщо 𝛼𝑘(𝑡) = 1,

−1, якщо 𝛼𝑘(𝑡) = 2,

то

1∫︁
0

∞∏︁
𝑘=1

exp

(︂
𝑖𝑥
𝑣𝑘(𝑡)

3𝑘

)︂
𝑑𝑡 =

∞∏︁
𝑘=1

1∫︁
0

exp

(︂
𝑖𝑥
𝑣𝑘(𝑡)

3𝑘

)︂
𝑑𝑡.

Теорема 3.4.2. 𝑅3–функцiї мають властивостi:

∫︁
𝑥∈Δ3

𝑐1...𝑐𝑚

𝑣𝑘(𝑥)𝑑𝑥 =

⎧⎪⎨⎪⎩0, якщо 𝑘 > 𝑚,

1− 𝑐𝑘
3𝑚

, якщо 𝑘 6 𝑚,

1∫︁
0

𝑣𝑘(𝑥)𝑑𝑥 = 0,

1∫︁
0

𝑣𝑘(𝑥)𝑣𝑚𝑑𝑥 =

⎧⎪⎨⎪⎩0, якщо 𝑘 ̸= 𝑚,

2
3 , якщо 𝑘 = 𝑚.
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Íåõàé 𝑄3 = (𝑞0, 𝑞1, 𝑞2) � çàäàíèé óïîðÿäêîâàíèé íàáið äîäàòíèõ ÷èñåë,

ñóìà ÿêèõ äîðiâíþ¹ 1, 𝛽0 = 0, 𝛽1 = 𝑞0, 𝛽2 = 𝑞0 + 𝑞1, 𝛽3 = 𝑞0 + 𝑞1 + 𝑞2 = 1.

ßêùî 𝑞0 = 𝑞2, òî 𝑄3 � çîáðàæåííÿ íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íèì. Î÷åâèäíî,

ùî êëàñè÷íå òðiéêîâå çîáðàæåííÿ � öå ñèìåòðè÷íå 𝑄3 � çîáðàæåííÿ.

Лема 3.5.1. Якщо 𝛼𝑘(𝑡) – 𝑘–та цифра симетричного 𝑄3 – зображення

числа 𝑡 ∈ [0; 1), тобто

𝑡 = 𝛽𝛼1(𝑡) +
∞∑︁
𝑘=2

(︃
𝛽𝛼𝑘(𝑡)

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑞𝛼𝑗(𝑡)

)︃
= 𝛽𝛼1(𝑡)+

+
∞∑︁
𝑘=1

𝛽𝛼𝑘(𝑡)𝑞
𝑁0(𝑡,𝑘)
0 𝑞

𝑁1(𝑡,𝑘)
1 𝑞

𝑁2(𝑡,𝑘)
2 ≡ Δ𝑄3

𝛼1𝛼2...𝛼𝑘...
,

𝑢𝑘(𝑡) = 1− 𝛼𝑘(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1, якщо 𝛼𝑘(𝑡) = 0,

0, якщо 𝛼𝑘(𝑡) = 1,

−1, якщо 𝛼𝑘(𝑡) = 2,

(5)

то для будь–якого дiйсного числа 𝑥 чинна рiвнiсть

1∫︁
0

exp (𝑖𝑥𝐴𝑢𝑘(𝑡)) 𝑑𝑡 = 𝑞1 + 2𝑞0 cos𝐴𝑥.

Зауваження 3.5.1. Функцiї 𝑢𝑘(𝑥), 𝑘 = 1, 2, . . . , визначенi рiвнiстю

(5), називаються 𝑅*
3–функцiями, вони є узагальненням 𝑅3–функцiй на

основi симетричного 𝑄3–зображення чисел.

Теорема 3.5.1. Для 𝑅*
3–функцiй дiйснi рiвностi:

∫︁
𝑥∈Δ𝑄3

𝑐1...𝑐𝑘−1

𝑢𝑘(𝑥)𝑑𝑥 = 0,

∫︁
𝑥∈Δ𝑄3

𝑐1...𝑐𝑚

𝑢𝑘(𝑥)𝑑𝑥 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0 при 𝑘 > 𝑚,

(1− 𝑐𝑘)
𝑚∏︀
𝑗=1

𝑞𝑐𝑗 при 𝑘 6 𝑚,

1∫︁
0

𝑢𝑘(𝑥)𝑑𝑥 = 0,

1∫︁
0

𝑢𝑘(𝑥)𝑢𝑚(𝑥)𝑑𝑥 =

⎧⎪⎨⎪⎩0, якщо 𝑘 ̸= 𝑚,

2𝑞0, якщо 𝑘 = 𝑚.
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Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ четвертого роздiлу «Узагальнення

Трибiн–функцiї» ¹ ôóíêöiÿ 𝑓 , îçíà÷åíà â òåðìiíàõ ïîëiîñíîâíîãî

𝑄*
𝑠�çîáðàæåííÿ ÷èñåë, âèçíà÷åíîãî íåñêií÷åííîþ äîäàòíîþ ñòîõàñòè÷íîþ

ìàòðèöåþ 𝑄*
𝑠 = ‖𝑞𝑖𝑘‖, 𝑞0𝑘 + 𝑞1𝑘 + · · · + 𝑞𝑠−1,𝑘 = 1,

∞∏︀
𝑘=1

max
𝑖

{𝑞𝑖𝑘} = 0, à ñàìå:

𝑥 = Δ
𝑄*

𝑠
𝛼1𝛼2...𝛼𝑘... = 𝛽𝛼11 +

∞∑︀
𝑘=2

(𝛽𝛼𝑘𝑘

𝑘−1∏︀
𝑗−1

𝑞𝛼𝑗𝑗), äå 𝛼𝑘 ∈ 𝐴𝑠 = {0, 1, . . . , 𝑠 − 1},

𝛽𝑖𝑘 =
𝑖−1∑︀
𝑗=0

𝑞𝑗𝑘, ÿêà îçíà÷ó¹òüñÿ ðiâíiñòþ

𝑦 = 𝑓(Δ𝑄*
𝑠

𝛼1𝛼2...𝛼𝑘...
) = Δ𝐺*

𝑠
𝛾1𝛾2...𝛾𝑘...

= Δ𝐺*
2

𝛾1𝛾2...𝛾𝑘...
= 𝛿𝛾11 +

∞∑︁
𝑘=2

(𝛿𝛾𝑘𝑘

𝑘−1∏︁
𝑗−1

𝑔𝛾𝑗𝑗),

äå (𝑔0𝑘)� ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë, ìåíøèõ âiä 1, 𝑔1𝑘 ≡ 1−𝑔0𝑘, 𝛿0𝑘 = 0, 𝛿1𝑘 = 𝑔0𝑘,

𝛾1 =

⎧⎪⎨⎪⎩0, ÿêùî 𝛼1 = 0,

1, ÿêùî 𝛼1 ̸= 0,
𝛾𝑛+1 =

⎧⎪⎨⎪⎩𝛾𝑛, ÿêùî 𝛼𝑛+1 = 𝛼𝑛,

1− 𝛾𝑛, ÿêùî 𝛼𝑛+1 ̸= 𝛼𝑛,
𝑛 ∈ 𝑁. (6)

Теорема (Основний результат). Функцiя 𝑓 неперервна в кожнiй

точцi вiдрiзка [0;1], нiде не монотонна, має необмежену варiацiю при

будь–яких матрицях 𝑄*
𝑠 =‖ 𝑞𝑖𝑘 ‖ i 𝐺*

2 =‖ 𝑔𝑗𝑘 ‖.
Лема 4.3.1. 1) Образом 𝑄*

𝑠-цилiндра Δ
𝑄*

𝑠
𝛼1𝛼2...𝛼𝑚 при вiдображеннi 𝑓 є

𝐺*
2-цилiндр Δ

𝐺*
2

𝛾1𝛾2...𝛾𝑚, де 𝛾𝑖 знаходять за формулами (6);

2) max
𝑥∈Δ𝑄*

𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚

𝑓(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑓(Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1...𝑐𝑚−1(𝑐𝑚)) = Δ
𝐺*

2

𝛾1...𝛾𝑚−1(1)
, якщо 𝛾𝑚(𝑦) = 1,

𝑓(Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1...𝑐𝑚(𝑖)) = Δ
𝐺*

2

𝛾1...𝛾𝑚−10(1)
, якщо 𝛾𝑚(𝑦) = 0,

де 𝑖 ̸= 𝑐𝑚 (в останньому випадку максимумiв 𝑠− 2);

3) min
𝑥∈Δ𝑄*

𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚

𝑓(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑓(Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1...𝑐𝑚−1(𝑐𝑚)) = Δ
𝐺*

2

𝛾1...𝛾𝑚−1(0)
, якщо 𝛾𝑚(𝑦) = 0,

𝑓(Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1...𝑐𝑚(𝑖)) = Δ
𝐺*

2

𝛾1...𝛾𝑚−11(0)
, якщо 𝛾𝑚(𝑦) = 1,

де 𝑖 ̸= 𝑐𝑚 (в останньому випадку мiнiмумiв 𝑠− 2).

Наслiдок 4.3.1. Коливання 𝜓𝑓 функцiї 𝑓 на цилiндрi Δ
𝑄*

𝑠
𝛼1𝛼2...𝛼𝑚 дорiв-

нює довжинi цилiндра Δ
𝐺*

2
𝛾1𝛾2...𝛾𝑚 = 𝑓(Δ

𝑄*
𝑠

𝛼1𝛼2...𝛼𝑚), тобто: 𝜓𝑓(Δ
𝑄*

𝑠
𝛼1𝛼2...𝛼𝑚) =

|Δ𝐺*
2

𝛾1𝛾2...𝛾𝑚| =
𝑚∏︀
𝑗=1

𝑔𝛾𝑗𝑗.
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Лема 4.3.2. Кiлькiсть 𝑘 прообразiв цилiндра Δ
𝐺*

2
𝛾1...𝛾𝑚 обчислюється за

формулою

𝑘 = 𝑘(Δ𝐺*
2

𝛾1𝛾2...𝛾𝑚
) =

⎧⎪⎨⎪⎩(𝑠− 1)𝜎𝑚, якщо 𝛾1 = 0,

(𝑠− 1)1+𝜎𝑚, якщо 𝛾1 ̸= 0,

де 𝜎𝑚 – це кiлькiсть таких 𝑗, що 𝛾𝑗 ̸= 𝛾𝑗+1, 𝑗 = 1,𝑚− 1.

Наслiдок 4.3.2. Найбiльшу кiлькiсть прообразiв серед цилiндрiв 𝑚–го

рангу має 𝐺*
2–цилiндр Δ

𝐺*
2

1010...𝑐, де 𝑐 = 0, якщо 𝑚 – парне, i 𝑐 = 1, якщо 𝑚

– непарне.

Подяка. Âèñëîâëþþ ïîäÿêó ñâî¹õìó íàóêîâîìó êåðiâíèêó äîêòîðó

ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, ïðîôåñîðó Ì. Â. Ïðàöüîâèòîìó çà ïîñòàíîâ-

êó çàäà÷, ïîñòiéíó óâàãó äî ðîáîòè, ïiäòðèìêó òà äîïîìîãó.
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ÐÎÇÄIË 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ ТА КОНЦЕПТУАЛЬНI ЗАСАДИ

ДОСЛIДЖЕННЯ

Äàíèé ðîçäië ìà¹ âñòóïíèé õàðàêòåð. Ó íüîìó ìè ñèñòåìàòèçó¹ìî âi-

äîìîñòi, ùî ñòîñóþòüñÿ ¾ãåîìåòði¨¿ 𝑄*
𝑠-çîáðàæåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë. Âêà-

çàíå çîáðàæåííÿ ìè âèêîðèñòîâó¹ìî äëÿ êîíñòðóþâàííÿ òà äîñëiäæåííÿ

ôóíêöié òà ñòâîðåííÿ íîâèõ çîáðàæåíü. Òóò íàâåäåíî ôàêòè, íåîáõiäíi

äëÿ ïîäàëüøîãî äîñëiäæåííÿ îá'¹êòiâ çi ñêëàäíîþ ëîêàëüíîþ òîïîëîãî�

ìåòðè÷íîþ ñòðóêòóðîþ.

1.1. Кодування дiйсних чисел засобами скiнченного алфавiту

Íåõàé 1 < 𝑠�ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, 𝐴𝑠 = {0; 1; ...; 𝑠− 1} � àëôà-

âiò, 𝐿𝑠 = 𝐴𝑠×𝐴𝑠×...×𝐴𝑠×... � ïðîñòið ïîñëiäîâíîñòåé åëåìåíòiâ àëôàâiòó.

Кодуванням дiйсних чисел ïðîìiæêó 𝐸 = ⟨𝑎; 𝑏⟩ çàñîáàìè àëôàâiòó 𝐴𝑠 íà-

çèâà¹òüñÿ ñþð'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ 𝑔 : 𝐿 → 𝐸. Ïðè öüîìó ïîñëiäîâíiñòü

(𝛼𝑛) íàçèâà¹òüñÿ 𝑔�êîäîì ÷èñëà 𝑥, à çàïèñ Δ𝑔
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...

� 𝑔�çîáðàæåííÿì

÷èñëà 𝑥. Ñàìà ïîñëiäîâíiñòü (𝛼𝑛) = (𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛, . . .) ∈ 𝐿, ÿêà âiäïîâiäà¹

÷èñëó 𝑥 ∈ 𝐸, íàçèâà¹òüñÿ éîãî 𝑔-кодом, à ñèìâîëi÷íèé çàïèñ Δ𝑔
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚... �

𝑔−−зображенням, 𝛼𝑛 � 𝑛-ою цифрою (àáî символом) öüîãî çîáðàæåííÿ.

Êîæíå çîáðàæåííÿ ÷èñåë ìà¹ ñâîþ ãåîìåòðiþ (ãåîìåòðè÷íèé çìiñò

öèôð, ìåòðè÷íi âiäíîøåííÿ òîùî). Êëþ÷îâèì ïîíÿòòÿì â ãåîìåòði¨ çîáðà-

æåííÿ (ìåòðè÷íié òà ïîçèöiéíié) ¹ ïîíÿòòÿ öèëiíäðà [50, 83].

𝑔–цилiндром рангу 𝑚 з основою 𝑐1 . . . 𝑐𝑚 íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíàΔ𝑔
𝑐1...𝑐𝑚

=

{𝑥 : 𝑥 = Δ𝑔
𝑐1...𝑐𝑚𝛼1𝛼2...

, (𝛼𝑛) ∈ 𝐿𝑠}. 𝑔-öèëiíäðè ¹ ìíîæèíàìè ïðîñòîðó 𝑅1 i

òîìó ìàþòü ñâî¨, ñïåöèôi÷íi äëÿ âiäîáðàæåííÿ 𝑔, âëàñòèâîñòi. Ñåðåä íèõ

âèðàçè: 1)ìiðè Ëåáåãà öèëiíäðà 𝜆(Δ𝑔
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚

), 2)âiäíîøåííÿ
𝜆(Δ𝑔

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚𝑖)

𝜆(Δ𝑔
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚)

, ÿêå

íàçèâà¹òüñÿ основним метричним вiдношенням g-çîáðàæåííÿ. ßê áóäå
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ç'ÿñîâàíî íèæ÷å, âîíî âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü ó ìåòðè÷íèõ òà éìîâiðíiñíèõ

çàäà÷àõ, ïðè âèçíà÷åííi ôðàêòàëüíî¨ ðîçìiðíîñòi ìíîæèí i âñòàíîâëåííi

íîðìàëüíèõ âëàñòèâîñòåé ÷èñåë. ßêùî êîæåí 𝑔-öèëiíäð ¹ ïðîìiæêîì, òî

êîäóâàííÿ íàçèâà¹òüñÿ неперервним.

Êàæóòü, ùî 𝑔-çîáðàæåííÿ ìà¹ нульову надлишковiсть, ÿêùî êîæíå

÷èñëî ìà¹ íå áiëüøå, íiæ ¨õ äâà, ïðè÷îìó ìíîæèíà ÷èñåë, ùî ìàþòü äâà

çîáðàæåííÿ, ¹ íå áiëüø, íiæ çëi÷åííîþ. ßêùî iñíóþòü ÷èñëà, ùî ìàþòü

áiëüøå äâóõ çîáðàæåíü, çîêðåìà íåñêií÷åííó ¨õ êiëüêiñòü, òî êàæóòü, ùî

ñèñòåìà êîäóâàííÿ ìà¹ íåíóëüîâó íàäëèøêîâiñòü.

Êîäóâàííÿ äiéñíèõ ÷èñåë íàçèâà¹òüñÿ аналiтичним, ÿêùî âîíî ãðóí-

òó¹òüñÿ íà ¨õ ðîçêëàäàõ ó ìàòåìàòè÷íi âèðàçè (ðÿäè, íåñêií÷åííi äîáóòêè,

ëàíöþãîâi äðîáè òîùî), ïàðàìåòðàìè (êîåôiöi¹íòàìè, ïîêàçíèêàìè ñòåïå-

íÿ, iíäåêñàìè òîùî) ÿêèõ ¹ öèôðè àëôàâiòó.

Íàéïðîñòiøèì (íàïåâíî â óñiõ àñïåêòàõ) ¹ êëàñè÷íå äâiéêîâå êîäóâàííÿ

÷èñåë îäèíè÷íîãî âiäðiçêà [0; 1], ÿêå ãðóíòó¹òüñÿ íà òâåðäæåííi:

Теорема 1.1.1. Для будь–якого 𝑥 ∈ [0; 1] iснує така послiдовнiсть

(𝛼𝑛) ∈ 𝐿2, що

𝑥 =
∞∑︁
𝑛=1

2−𝑛𝛼𝑛 ≡ Δ2
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...

. (1.1.1)

Ðÿä (1.1.1) íàçèâà¹òüñÿ двiйковим представленням ÷èñëà 𝑥, à éîãî ñêî-

ðî÷åíèé (ñèìâîëi÷íèé) çàïèñ Δ2
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...

� двiйковим зображенням. Öå çî-

áðàæåííÿ ¹ ïðèêëàäîì îäíîãî ç íàéïðîñòiøèõ äâîñèìâîëüíèõ íåïåðåðâíèõ

àíàëiòè÷íèõ êîäóâàíü ÷èñåë âiäðiçêà [0; 1] ç íóëüîâîþ íàäëèøêîâiñòþ.

Ó äâiéêîâié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ öèôðè çîáðàæåííÿ ÷èñëà âiäiãðàþòü äâi

ðîëi: ðîëü ÷èñëà (êîåôiöi¹íòà ó äâiéêîâîìó ðîçêëàäi) i ñèìâîëà ó ñêîðî÷åíî-

ìó çàïèñi ðîçêëàäó (çîáðàæåííi). Iñíóþòü ñèñòåìè êîäóâàííÿ ÷èñåë, â ÿêèõ

öèôðè âòðà÷àþòü ðîëü ÷èñëà (ïðî íèõ éäåòüñÿ íèæ÷å). Â ìàòåìàòèöi¨ òà ¨¨

çàñòîñóâàííÿõ âèêîðèñòîâóþòüñÿ äåñÿòêè ðiçíèõ ñèñòåì êîäóâàííÿ ÷èñåë.

�ì ïðèñâÿ÷åíî ñîòíi ðîáiò, çîêðåìà ìîíîãðàôi¨ [63, 4, 83, 111, 86, 80, 134].

Ôóíêöiÿ 𝑓 , îçíà÷åíà ðiâíiñòþ 𝑓(Δ𝑔1
𝛼1...𝛼𝑛...

) = Δ𝑔2
𝛼1...𝛼𝑛...

, ∀(𝛼𝑛) ∈ 𝐿, íàçè-
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âà¹òüñÿ ïðîåêòîðîì 𝑔1-çîáðàæåííÿ â 𝑔2-çîáðàæåííÿ.

Êðiì ìåòðè÷íèõ âiäìiííîñòåé, êîæíå êîäóâàííÿ ÷èñåë ìà¹ ñâî¨ ñïåöè-

ôi÷íi òîïîëîãi÷íi âëàñòèâîñòi.

Äâà êîäóâàííÿ äiéñíèõ ÷èñåë (𝑔1� i 𝑔2�) îäíîãî i òîãî æ ïðîìiæêà íàçè-

âàþòüñÿ топологiчно еквiвалентними, ÿêùî âiäîáðàæåííÿ 𝑓(Δ𝑔1
𝛼1...𝛼𝑛...

) =

Δ𝑔2
𝛼1...𝛼𝑛...

¹ íåïåðåðâíîþ ìîíîòîííîþ ôóíêöi¹þ.

Êîæíà íåïåðåðâíà ñòðîãî çðîñòàþ÷à àáî ñòðîãî ñïàäíà ôóíêöiÿ ç îáëà-

ñòþ âèçíà÷åííÿ i ìíîæèíîþ çíà÷åíü [0; 1] ïîðîäæó¹ íîâå êîäóâàííÿ ÷èñåë

öüîãî âiäðiçêà, òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíå êëàñè÷íîìó äâiéêîâîìó. Íàïðè-

êëàä, ôóíêöiÿ 𝑦 = 𝑥3 çàäà¹ êîäóâàííÿ ÷èñåë âiäðiçêà [0; 1] íà îñi 𝑂𝑦.

Íåïåðåðâíå 𝑔 êîäóâàííÿ äiéñíèõ ÷èñåë íàçèâà¹òüñÿ ñàìîïîäiáíèì, ÿêùî

âiäíîøåííÿ
|Δ𝑔

𝑐1...𝑐𝑚𝑖|
|Δ𝑔

𝑐1...𝑐𝑚 | äîðiâíþ¹ êîíñòàíòi, çàëåæíié ëèøå âiä öèôðè 𝑖.

Ðîçãëÿäàþ÷è ôiêñîâàíå 𝑔-êîäóâàííÿ äiéñíèõ ÷èñåë, ìîæíà ðîçáóäóâàòè

éîãî òåîðiþ â ðiçíèõ àñïåêòàõ. �¨ ñêëàäîâèìè ¹:

1) ãåîìåòðiÿ 𝑔-çîáðàæåííÿ (ïîçèöiéíà i ìåòðè÷íà);

2) ìåòðè÷íà òåîðiÿ ÷èñåë ó 𝑔-çîáðàæåííi;

3) éìîâiðíiñíà òåîðiÿ ÷èñåë;

4) çàñòîñóâàííÿ â òåîði¨ ôðàêòàëiâ, òåîði¨ ôóíêöié, òåîði¨ ðîçïîäiëiâ

âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, òåîði¨ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì,

5) êîíñòðóêòèâíà òåîðiÿ ôóíêöié ç ëîêàëüíî ñêëàäíîþ ñòðóêòóðîþ i

ôðàêòàëüíèìè âëàñòèâîñòÿìè (ñèíãóëÿðíèõ, íiäå íå ìîíîòîííèõ,

íåäèôåðåíöiéîâíèõ òîùî).

Âëàñòèâiñòü åëåìåíòà ìíîæèíè 𝐸 íàçèâà¹òüñÿ нормальною, ÿêùî ¨¨ ìà-

þòü ìàéæå âñi (ó ïåâíîìó ìàòåìàòè÷íîìó ñåíñi) åëåìåíòè ìíîæèíè 𝐸.

Íàãàäà¹ìî, ùî äëÿ ïîðiâíÿííÿ ìàñèâíîñòi ìíîæèí âèêîðèñòîâóþòü òà-

êi ïîíÿòòÿ ÿê ïîòóæíiñòü, ìiðà, êàòåãîði¨ Áåðà [66]. Äàëi, âèêîðèñòîâóþ÷è

òåðìií ìàéæå âñi äëÿ åëåìåíòiâ êîíòèíóàëüíî¨ ÷èñëîâî¨ ìíîæèíè, ìè ìà-

òèìåìî íà óâàçi, ùî âiäíîñíî ìiðè Ëåáåãà.
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1.2. Двосимвольнi системи кодування дiйсних чисел

ßêùî àëôàâiò ìiñòèòü äâà åëåìåíòè, òî êîäóâàííÿ ÷èñëà çàñîáàìè òà-

êîãî àëôàâiòó íàçèâà¹òüñÿ двосимвольним. Òðàäèöiéíî äâîñèìâîëüíi ñè-

ñòåìè êîäóâàííÿ âèêîðèñòîâóþòü àëôàâiò 𝐴 = {0; 1}. Ñïåöèôiêîþ òàêèõ

ñèñòåì ¹ òå, ùî öèôðà çîáðàæåííÿ ÷èñëà, áóäó÷è âiäìiííîþ âiä 0, ¹ 1, à âiä-

ìiííîþ âiä 1, ¹ 0. Öÿ îáñòàâèíà íàäà¹ òåõíi÷íi ïåðåâàãè öèì ñèñòåìàì ïðè

ðîçðîáöi çàñîáiâ êîäóâàííÿ, çáåðiãàííÿ i ïåðåäà÷i iíôîðìàöi¨. Ïðèêëàäàìè

äâîñèìâîëüíèõ êîäóâàíü, êðiì êëàñè÷íîãî äâiéêîâîãî, ¹ íåãà�äâiéêîâå [58],

ìàðêiâñüêå [43], ìåäiàíòíå [6, 24, 129], 𝐴2�çîáðàæåííÿ [23, 126] i çîáðàæåííÿ

÷èñåë äðîáàìè Äàíæóà [37], çîáðàæåííÿ ÷èñåë íåïîâíèìè ñóìàìè ÷èñëîâèõ

ðÿäiâ [44, 78, 79] òà ií.

Iíîäi äîöiëüíèìè ¹ ïåðåêîäóâàííÿ ÷èñåë çàñîáàìè äâîñèìâîëüíîãî àë-

ôàâiòó, ÿêi îòðèìóþòüñÿ ç iíøèõ êîäóâàíü. Öå àêòóàëüíî äëÿ òåîði¨ ôóí-

êöié ç ëîêàëüíî ñêëàäíèìè òîïîëîãî�ìåòðè÷íèìè i ôðàêòàëüíèìè âëàñòè-

âîñòÿìè, à òàêîæ äëÿ òåîði¨ ðîçïîäiëiâ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ïîðîäæåíèõ

ðîçïîäiëàìè ¨õ öèôð, ÿêi ¹ íåçàëåæíèìè àáî ìàþòü ìàðêiâñüêó çàëåæíiñòü.

Çàóâàæèìî, ùî âiä àíàëiòè÷íèõ äâîñèìâîëüíèõ êîäóâàíü ÷èñåë ëåãêî

çäiéñíþ¹òüñÿ ïåðåõiä äî ¨õ 2𝑚�ñèìâîëüíèõ êîäóâàíü, à òàêîæ íåñêií÷åííî�

ñèìâîëüíèõ (äèâ. [57, 18]).

Íàïðèêëàä, ìàþ÷è äâiéêîâå çîáðàæåííÿ ÷èñëà 𝑥 = Δ2
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛,...

, â ðå-

çóëüòàòi ïåðåòâîðåííÿ

𝑥 =
𝛼1

2
+
𝛼2

22
+ · · ·+ 𝛼𝑛

2𝑛
+ · · · =

(︁𝛼1

2
+ · · ·+ 𝛼𝑚

2𝑚

)︁
+

+
1

2𝑚

(︁𝛼𝑚+1

2
+ · · ·+ 𝛼2𝑚

2𝑚

)︁
+ · · · ≡ Δ2𝑚

𝑎1𝑎2...𝑎𝑘...
,

äå 𝑎1 = 2𝑚−1𝛼1+2𝑚−2𝛼2+ · · ·+𝛼𝑚, 𝑎𝑘 = 2𝑚−1𝛼𝑘𝑚−1+2𝑚−2𝛼𝑘𝑚−2+ · · ·+𝛼𝑘𝑚,

îòðèìó¹ìî 2𝑚�ñèìâîëüíå çîáðàæåííÿ ÷èñëà 𝑥, 𝑎𝑘 = {0, 1, 2, . . . , 2𝑚 − 1}.
Àáî

𝑥 = Δ2
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...

≡ Δ2
0 . . . 0⏟  ⏞  

𝑏1

10 . . . 0⏟  ⏞  
𝑏2

1...
= Δ2∞

𝑏1𝑏2...𝑏𝑘...
, 𝑏𝑘 ∈ {0, 1, 2, . . .}.
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1.3. 𝑄2–зображення дробової частини дiйсного числа як

узагальнення класичного двiйкового зображення

Íåõàé 𝑞0 � ôiêñîâàíå ÷èñëî ç iíòåðâàëà (0; 1), 𝑞1 ≡ 1− 𝑞0.

Теорема 1.3.1. [54] Для будь–якого 𝑥 ∈ [0; 1] iснує одна або двi послi-

довностi (𝛼𝑛) ∈ 𝐿 такi, що

𝑥 = 𝛽𝛼1
+

∞∑︁
𝑘=2

(︃
𝛽𝛼𝑘

𝑘−1∏︁
𝑖=1

𝑞𝛼𝑛

)︃
≡ Δ𝑄2

𝛼1𝛼2...𝛼𝑖...
, (1.3.2)

де 𝛽0 = 0; 𝛽1 = 𝑞0 (тобто 𝛽𝑖 = 𝑖𝑞1−𝑖).

Ðÿä (1.3.2) íàçèâà¹òüñÿ 𝑄2�ïðåäñòàâëåííÿì ÷èñëà 𝑥, à ñèìâîëi÷íèé çà-

ïèñ Δ𝑄2
𝛼1𝛼2...𝛼𝑖...

íàçèâà¹òüñÿ 𝑄2�представлення числа 𝑥. Ïðè öüîìó 𝛼𝑘 =

𝛼𝑘(𝑥) íàçèâà¹òüñÿ 𝑘�тою цифрою даного зображення числа 𝑥.

𝑄2�ïðåäñòàâëåííÿ ¹ óçàãàëüíåííÿì êëàñè÷íîãî äâiéêîâîãî ðîçêëàäó i

ñïiâïàäà¹ ç íèì ïðè 𝑞0 =
1

2
, âîíî ¹ ñàìîïîäiáíèì óçàãàëüíåííÿì äâiéêî-

âîãî çîáðàæåííÿ. Ãåîìåòðiÿ öüîãî çîáðàæåííÿ ¹ ïðîñòîþ, ¨¨ âèñâiòëþþòü

öèëiíäðè÷íi ìíîæèíè.

𝑄2�öèëiíäð Δ𝑄2
𝑐1...𝑐𝑚

, òîáòî ìíîæèíà ÷èñåë 𝑥 ∈ [0; 1], ÿêi ìàþòü ïåð-

øi 𝑚 öèôð âiäïîâiäíî ðiâíi 𝑐1, 𝑐2, . . . , 𝑐𝑚, ¹ âiäðiçêîì ç êiíöÿìè 𝑎 =

𝛽𝑐1 +
𝑚∑︀
𝑘=1

(𝛽𝑐𝑘
𝑘−1∏︀
𝑗=1

𝑞𝑐𝑗), 𝑏 = 𝑎 +
𝑚∏︀
𝑗=1

𝑞𝑐𝑗 . À îòæå, éîãî äîâæèíà îá÷èñëþ¹òüñÿ

çà ôîðìóëîþ |Δ𝑄2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚

| =
𝑚∏︀
𝑗=1

𝑞𝑐𝑗 . Îñíîâíå ìåòðè÷íå âiäíîøåííÿ ìà¹ âèãëÿä

|Δ𝑄2

𝑐1...𝑐𝑚𝑖|
|Δ𝑄2

𝑐1...𝑐𝑚|
= 𝑞𝑖. ßê áà÷èìî, éîãî çíà÷åííÿ çàëåæèòü âèêëþ÷íî âiä îñòàííüî¨

öèôðè.

Теорема 1.3.2. Для майже всiх (у розумiннi мiри Лебега) чисел 𝑥 =

Δ𝑄2
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...

одиничного вiдрiзка виконуються рiвностi для частот

𝜈𝑄2

1 ≡ lim
𝑥→∞

𝛼1 + 𝛼2 + · · ·+ 𝛼𝑘

𝑘
= 𝑞1, 𝜈𝑄2

0 ≡ lim
𝑥→∞

𝑘 − (𝛼1 + 𝛼2 + · · ·+ 𝛼𝑘)

𝑘
= 𝑞0.
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1.4. Нега–двiйкове зображення як тривiальне перекодування

двiйкового зображення

Êîðîòêî çóïèíèìîñü íà íåãà�äâiéêîâîìó çîáðàæåííi ÷èñåë, ñïèðàþ÷èñü

íà ðîáîòó [58].

Теорема 1.4.1. Для будь–якого числа 𝑥 ∈ [0; 1] iснує послiдовнiсть

(𝜏𝑛) ∈ 𝐿2 така, що

𝑥 =
2

3
+

∞∑︁
𝑛=1

𝜏𝑛
(−2)𝑛

≡ Δ
2
𝜏1𝜏2...𝜏𝑛...

. (1.4.3)

Означення 1.1. Розклад числа 𝑥 у ряд (1.4.3) називається його íåãà�

äâiéêîâèì ïðåäñòàâëåííÿì, а його формальний запис Δ
2
𝜏1𝜏2...𝜏𝑛...

— нега–

двiйковим зображенням. При цьому 𝜏𝑛 називається 𝑛–ою цифрою даного

зображення.

Iñíó¹ òiñíèé çâ'ÿçîê äâiéêîâîãî òà íåãà�äâiéêîâîãî çîáðàæåíü îäíîãî

i òîãî æ ÷èñëà, ÿêèé âèðàæà¹ íóñòóïíå òâåðäæåííÿ [58]: öèôðè 𝜏𝑛 íåãà�

äâiêîâîãî çîáðàæåííÿΔ
2
𝜏1𝜏2...𝜏𝑛...

÷èñëà 𝑥 = Δ2
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...

îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîð-

ìóëîþ

𝜏𝑛 =

⎧⎪⎨⎪⎩1− 𝛼𝑛, ÿêùî 𝑛� íåïàðíå,

𝛼𝑛, ÿêùî 𝑛� ïàðíå.

ßêùî æ âiäîìå íåãà�äâiéêîâå çîáðàæåííÿ ÷èñëà 𝑥 = Δ
2
𝜏1𝜏2...𝜏𝑛...

, òî öèôðè

éîãî äâiéêîâîãî çîáðàæåííÿ ìîæíà îòðèìàòè çà ôîðìóëàìè:

𝛼𝑛 =

⎧⎪⎨⎪⎩1− 𝜏𝑛, ÿêùî 𝑛� íåïàðíå,

𝜏𝑛, ÿêùî 𝑛� ïàðíå.

Îòæå, Δ2
𝑎1𝑎2...𝑎𝑛...

= Δ
2
[1−𝑎1]𝑎2[1−𝑎3]𝑎4[1−𝑎5]𝑎6...

.

Öå äà¹ ïiäñòàâó ñòâåðäæóâàòè, ùî íåãà�äâiéêîâå çîáðàæåííÿ ïî ñâî¨é

ñóòi ¹ ëèøå ïåðåêîäóâàííÿì äâiéêîâîãî çîáðàæåííÿ ÷èñëà 𝑥.

×èñëà, ÿêi ìàþòü äâà íåãà-äâiéêîâèõ çîáðàæåííÿ, íàçèâàþòüñÿ нега-

двiйково-рацiональними. Âîíè ìàþòü çîáðàæåííÿ Δ
2
𝑐1...𝑐𝑚0(01) = Δ

2
𝑐1...𝑐𝑚1(10).
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Íåãà-äâiéêîâî-ðàöiîíàëüíi ÷èñëà óòâîðþþòü âñþäè ùiëüíó â [0; 1] ïiä-

ìíîæèíó ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, àëå íå êîæíå ðàöiîíàëüíå ÷èñëî ¹ íåãà-

äâiéêîâî-ðàöiîíàëüíèì. Íàïðèêëàä, ÷èñëî Δ
2
𝑐1...𝑐𝑚(0) ¹ ðàöiîíàëüíèì, àëå

íå ¹ íåãà-äâiéêîâî-ðàöiîíàëüíèì. Ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, ùî íå ¹

íåãà-äâiéêîâî-ðàöiîíàëüíèìè, ¹ ùiëüíîþ ó âiäðiçêó [0; 1].

×èñëà ç [0; 1], ùî íå ¹ íåãà-äâiéêîâî-ðàöiîíàëüíèìè, íàçèâàþòüñÿ íåãà-

äâiéêîâî-iððàöiîíàëüíèìè. Êîæíå iððàöiîíàëüíå ÷èñëî ¹ íåãà-äâiéêîâî-

iððàöiîíàëüíèì. Êîæíà öèôðà çîáðàæåííÿ íåãà-äâiéêîâî-iððàöiîíàëüíîãî

÷èñëà ¹ êîðåêòíî îçíà÷åíîþ ôóíêöi¹þ ÷èñëà, ùî çîáðàæà¹òüñÿ. Äëÿ íåãà-

äâiéêîâî-ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë öå áóäå ïiñëÿ äîìîâëåíîñòi âèêîðèñòîâóâàòè

ëèøå îäíå ç äâîõ iñíóþ÷èõ çîáðàæåíü (íåõàé ç ïåðiîäîì (01)).

Äîìîâèâøèñü âèêîðèñòîâóâàòè ëèøå îäíå ç äâîõ iñíóþ÷èõ çîáðàæåíü

íåãà-äâiéêîâèõ ÷èñåë, îçíà÷èìî ôóíêöiþ 𝐼(𝑥) ðiâíiñòþ

𝐼(𝑥) = 𝐼(Δ
2
𝜏1(𝑥)𝜏2(𝑥)...𝜏𝑛(𝑥)...

) = Δ
2
[1−𝜏1(𝑥)][1−𝜏2(𝑥)]...[1−𝜏𝑛(𝑥)]...

,

ÿêó íàçèâàòèìåìî iíâåðñîðîì öèôð íåãà-äâiéêîâîãî çîáðàæåííÿ ÷èñåë.

Лема 1.4.1. Iнверсор цифр нега-двiйкого зображення чисел є лiнiйною

функцiєю, а саме: 𝐼(𝑥) = 1
3 − 𝑥.

1. Öèëiíäð Δ
2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚

ðàíãó 𝑚 ç îñíîâîþ 𝑐1𝑐2 . . . 𝑐𝑚, ùî âiäïîâiä-

à¹ íåãà�äâiéêîâîìó çîáðàæåííþ ÷èñåë, ¹ âiäðiçêîì, ïðè÷îìó

Δ
2
𝑐1...𝑐𝑚

= [𝐴−𝐵;𝐴+ 𝐶], 𝐴 =
2

3
+

𝑚∑︀
𝑖=1

𝑐𝑖
(−2)𝑖

,

𝐵 =

⎧⎪⎨⎪⎩
1

2𝑚 · 3
, ÿêùî 𝑚� íåïàðíå,

1

2𝑚−1 · 3
, ÿêùî 𝑚� ïàðíå,

𝐶 =

⎧⎪⎨⎪⎩
1

2𝑚−1 · 3
, ÿêùî 𝑚�íåïàðíå,

1

2𝑚 · 3
, ÿêùî 𝑚�ïàðíå.

2. maxΔ
2
𝑐1𝑐2...𝑐2𝑘−11

= minΔ
2
𝑐1𝑐2...𝑐2𝑘−10

; maxΔ
2
𝑐1𝑐2...𝑐2𝑘0

= minΔ
2
𝑐1𝑐2...𝑐2𝑘1

.

3. |Δ2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚

| = 1

2𝑚
= |Δ2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚
|.

4.
|Δ2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚𝑖|
|Δ2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚
|
=

1

2
=

|Δ2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚𝑖|

|Δ2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚

|
.

5. 𝑥 = Δ2
𝑎1𝑎2...𝑎𝑚... =

∞⋂︀
𝑚=1

Δ2
𝑎1𝑎2...𝑎𝑚...; 𝑥 = Δ

2
𝑎1𝑎2...𝑎𝑚... =

∞⋂︀
𝑚=1

Δ
2
𝑎1𝑎2...𝑎𝑚....
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Основне метричне вiдношення, ÿêå âèðàæà¹ âëàñòèâiñòü (4), ¹ ñâiä÷åí-

íÿì áëèçêîñòi (i íàâiòü ïîâíî¨ çìiñòîâî¨ àíàëîãi¨) âiäïîâiäíèõ ìåòðè÷íèõ òå-

îðié (äâiéêîâîãî òà íåãà�äâiéêîâîãî çîáðàæåííÿ ÷èñåë). Ó ïðîñòîði (â ìíî-

æèíi) íåãà-äâiéêîâèõ çîáðàæåíü ÷èñåë âiäðiçêà [0; 1] (ðiâíîñèëüíî ó ïðîñòî-

ði ïîñëiäîâíîñòåé åëåìåíòiâ àëôàâiòó) ðîçãëÿäà¹òüñÿ îïåðàòîð 𝜂, îçíà÷å-

íèé ðiâíiñòþ 𝜂(Δ−2
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...

) = Δ−2
𝛼2...𝛼𝑛...

, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ оператором лiво-

строннього зсуву цифр íåãà-äâiéêîâîãî çîáðàæåííÿ ÷èñëà. Ïiñëÿ äîìîâëå-

íîñòi âæèâàòè îäíå ç äâîõ iñíóþ÷èõ çîáðàæåíü íåãà-äâiéêîâî-ðàöiîíàëüíèõ

÷èñåë âií êîðåêòíî âèçíà÷à¹ ôóíêöiþ 𝜂 íà [0; 1].

Лема 1.4.2. Функцiя 𝜂 має вираз 𝜂(𝑥) = −𝑥 + 2 − 𝛼1(𝑥) i є лiнiйною

на кожному з цилiндрiв першого рангу, а саме:

𝜂(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩−𝑥+ 2, якщо 𝑥 ∈ Δ−2
0 ,

−𝑥+ 1, якщо 𝑥 ∈ Δ−2
1 .

В точцi 𝑥 = 1
2 функцiя має стрибок 𝛿 величини 1.

1.5. Ланцюгове 𝐴2–зображення чисел

Ðîëü i çíà÷åííÿ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ ó ìàòåìàòèöi òà ¨¨ çàñòîñóâàííÿõ

äîáðå âiäîìi [2, 86]. Âiäíîñíî íåäàâíî [23] áóëà ñòâîðåíà òåîðiÿ äâîñèì-

âîëüíîãî êîäóâàííÿ äiéñíèõ ÷èñåë çà äîïîìîãîþ íåñêií÷åííèõ ëàíöþãîâèõ

äðîáiâ, åëåìåíòè ÿêèõ íàáóâàþòü ëèøå äâîõ çíà÷åíü. Çàïðîïîíîâàíà ñè-

ñòåìà êîäóâàííÿ ÷èñåë ìà¹ íóëüîâó íàäëèøêîâiñòü, òîáòî êîæíå ÷èñëî ìà¹

íå áiëüøå äâóõ çîáðàæåíü. Öå òåîðiÿ ëàíöþãîâèõ 𝐴2-äðîáiâ. �¨ ìåòðè÷íà

i éìîâiðíiñíà òåîðiÿ óæå ìàþòü íåòðèâiàëüíèé ðîçâèòîê [60, 23, 126, 127].

Ëàíöþãîâå 𝐴2-çîáðàæåííÿ ìà¹ òó æ (òîïîëîãiþ), ùî i íåãà-äâiéêîâå çîáðà-

æåííÿ, òîáòî âîíè ¹ òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíèìè. Öå äîçâîëÿ¹ åôåêòèâíî

âèêîðèñòîâóâàòè ¨õ äëÿ çàäàííÿ ôóíêöié i ìið çi ñêëàäíîþ ëîêàëüíîþ ñòðó-

êòóðîþ øëÿõîì ïðîåêòóâàííÿ öèôð îäíîãî çîáðàæåííÿ â iíøå. Ðîçãëÿíåìî

îäèí ç ïðèêëàäiâ.
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Íåõàé 𝐴2 ≡
{︂
1

2
; 1

}︂
. ßк вiдомо [23], для будь–якого 𝑥 ∈

[︂
1

2
; 1

]︂
iснує

послiдовнiсть (𝑎𝑛) така, що 𝑎𝑛 ∈ 𝐴2 i

𝑥 =
1

𝑎1 +
1

𝑎2 +
1

𝑎3 +
. . .

= [0; 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛, . . .] = Δ𝐴2
𝑎1𝑎2...𝑎𝑛...

. (1.5.4)

Ëàíöþãîâèé äðiá (1.5.4) íàçèâà¹òüñÿ ланцюговим 𝐴2–дробом. Íàïðèêëàä,

1

2
= [0; (1,

1

2
)] = Δ𝐴2

(1, 12 )
, 1 = [0; (

1

2
, 1)] = Δ𝐴2

( 12 ,1)
,

2

3
= Δ𝐴2

1
2 (

1
2 ,1)
. (1.5.5)

Âiäîìî òàêîæ, ùî ÷èñëà çëi÷åííî¨ ìíîæèíè ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âè-

ãëÿäi äâîõ ôîðìàëüíî ðiçíèõ ëàíöþãîâèõ 𝐴2-äðîáiâ:

𝑥 = [0; 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛,
1

2
, (
1

2
, 1)] = [0; 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛, 1, (1,

1

2
)],

äå êðóãëi äóæêè ñèìâîëiçóþòü ïåðiîä.Òàêi ÷èñëà íàçèâàþòüñÿ 𝐴2-

рацiональними. Ðåøòà ÷èñåë âiäðiçêà [12 ; 1] ìàþòü ¹äèíèé ðîçêëàä â ëàíöþ-

ãîâèé 𝐴2-äðiá, à îòæå, i ¹äèíå ëàíöþãîâå 𝐴2-çîáðàæåííÿ. Âîíè íàçèâàþòüñÿ

𝐴2-iррацiональними ÷èñëàìè.

Îñêiëüêè ìàþòü ìiñöå ðiâíîñòi (1.5.5), òî êîæíå 𝐴2-ðàöiîíàëüíå ÷èñëî

ìà¹ ðîçêëàä â ñêií÷åííèé ëàíöþãîâèé 𝐴2-äðiá, à îòæå, ¹ ÷èñëîì ðàöiîíàëü-

íèì, àëå íå êîæíå ðàöiîíàëüíå ÷èñëî ¹ 𝐴2-ðàöiîíàëüíèì (ïðèêëàäîì òàêîãî

¹ ÷èñëî 5
6).

Загальний алгоритм розкладу числа 𝑥 ∈
[︂
1

2
, 1

]︂
â íåñêií÷åííèé ëàíöþ-

ãîâèé 𝐴2-äðiá Δ𝐴2
𝑎1𝑎2...𝑎𝑛...

ïîëÿãà¹ â íàñòóïíîìó:

𝑎1 = 𝜙(𝑥) ≡

⎧⎪⎨⎪⎩
1, ÿêùî

1

2
6 𝑥 6

2

3
,

1
2 , ÿêùî

2

3
6 𝑥 6 1;

𝑎1 =
1

2
𝜀, 𝜀 ∈ {1, 2};

𝑥1 =
1

𝑥
− 𝜙(𝑥) =

1

𝑥
− 1

2
𝜀1, 𝑎2 =

1

2
𝜀1, 𝜀1 ∈ {1, 2};

𝑥2 =
1

𝑥1
− 𝜙(𝑥1) =

1

𝑥1
− 1

2
𝜀2, 𝑎2 =

1

2
𝜀2;

..................................
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𝑥𝑛+1 =
1

𝑥𝑛
− 𝜙(𝑥𝑛) =

1

𝑥𝑛
− 1

2
𝜀𝑛;

.......................................

Òîäi 𝑎𝑛 = 𝜙(𝑥𝑛−1) =
1

2
𝜀𝑛, 𝜀𝑛 ∈ {1, 2}, 𝑛 ∈ 𝑁 .

Íàãàäà¹ìî, ùî пiдхiдним дробом порядку 𝑛 ëàíöþãîâîãî äðîáó

[0; 𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑛, ...] íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî
𝑝𝑛
𝑞𝑛
, ùî ¹ çíà÷åííÿì ñêií÷åííîãî ëàí-

öþãîâîãî äðîáó [0; 𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑛], òîáòî 𝑛-ãî âiäðiçêà äàíîãî ëàíöþãîâîãî

äðîáó.

Цилiндром рангу 𝑛 ç îñíîâîþ 𝑐1𝑐2...𝑐𝑛 äëÿ ëàíöþãîâîãî 𝐴2-çîáðàæåííÿ

÷èñåë âiäðiçêà

[︂
1

2
; 1

]︂
¹ ìíîæèíà Δ𝐴2

𝑐1...𝑐𝑛
âñiõ ÷èñåë 𝑥, ÿêi ìàþòü ëàíöþãîâå

𝐴2-çîáðàæåííÿ ç ïåðøèìè 𝑚 åëåìåíòàìè âiäïîâiäíî ðiâíèìè 𝑐1, 𝑐2, ..., 𝑐𝑛,

¹ âiäðiçêîì ç êiíöÿìè

𝑏 = minΔ𝐴2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑛

=

⎧⎪⎨⎪⎩[0; 𝑐1, 𝑐2, ..., 𝑐𝑛−1, 𝑐𝑛 + 1] ïðè íåïàðíîìó 𝑛;

[0; 𝑐1, 𝑐2, ..., 𝑐𝑛−1, 𝑐𝑛 + 0, 5] ïðè ïàðíîìó 𝑛;

𝑐 = maxΔ𝐴2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑛

=

⎧⎪⎨⎪⎩[0; 𝑐1, 𝑐2, ..., 𝑐𝑛 + 0, 5] ïðè íåïàðíîìó 𝑛;

[0; 𝑐1, 𝑐2, ..., 𝑐𝑛 + 1] ïðè ïàðíîìó 𝑛.

Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî 𝑛 ìàþòü ìiñöå âëàñòèâîñòi öèëiíäðiâ:

1. Δ𝐴2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑛

= Δ𝐴2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑛
1
2

∪Δ𝐴2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑛1

;

2. Äîâæèíà öèëiíäðà Δ𝐴2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑛

îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

𝑑(Δ𝐴2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑛

) =
1

(𝑞𝑛−1 + 𝑞𝑛)(𝑞𝑛−1 + 2𝑞𝑛)
. (1.5.6)

3. Îñíîâíå ìåòðè÷íå âiäíîøåííÿ ìà¹ âèãëÿä

|Δ𝐴2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑛𝑖
|

|Δ𝐴2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑛|

=
1 + 𝑖𝑞𝑛−1

𝑞𝑛

2𝑖2 + 1 + 2𝑖𝑞𝑛−1

𝑞𝑛

, 𝑖 ∈ 𝐴2.

Çîêðåìà,
|Δ𝐴2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑛
1
2

|

|Δ𝐴2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑛|

=
2 + 𝑞𝑛−1

𝑞𝑛

3 + 2𝑞𝑛−1

𝑞𝑛

=
2𝑞𝑛 + 𝑞𝑛−1

3𝑞𝑛 + 𝑞𝑛−1
;
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|Δ𝐴2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑛1

|
|Δ𝐴2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑛|
=

1 + 𝑞𝑛−1

𝑞𝑛

3 + 2𝑞𝑛−1

𝑞𝑛

=
𝑞𝑛 + 𝑞𝑛−1

3𝑞𝑛 + 𝑞𝑛−1
.

Òîäi

|Δ𝐴2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑛
1
2

|

|Δ𝐴2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑛1

|
=

2 + 𝑞𝑛−1

𝑞𝑛

1 + 𝑞𝑛−1

𝑞𝑛

= 1 +
𝑞𝑛

𝑞𝑛 + 𝑞𝑛−1
= 1 +

1

1 + 𝑞𝑛−1

𝑞𝑛

.

4. Ìà¹ ìiñöå ïîäâiéíà íåðiâíiñòü

3

8
<

|Δ𝐴2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑛𝑖
|

|Δ𝐴2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑛|

<
5

8
.

Ïðåäñòàâëåííÿ ÷èñëà 𝑥 ðiâíiñòþ (1.5.4) ìîæíà çàêîäóâàòè çàñîáàìè i

êëàñè÷íîãî äâîñèìâîëüíîãî àëôàâiòó 𝐴 = {0; 1}, à ñàìå:

𝑥 = [0; 𝑎1; 𝑎2; . . . ; 𝑎𝑛, . . .] = Δ𝐴
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...

,

äå 𝛼𝑛 = 0, ÿêùî 𝑎𝑛 =
1

2
, i 𝛼𝑛 = 1, ÿêùî 𝑎𝑛 = 1.

Теорема 1.5.1. [58] Функцiя 𝑓 , означена рiвнiстю 𝑓(Δ𝐴2
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...

) =

Δ̄2
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...

, з областю визначення 𝐷𝑓 = [
1

2
; 1] i множиною значень 𝐸𝑓 =

[0; 1] є: 1) коректно означеною; 2) неперервною; 3) строго зростаючою.

Теорема 1.5.2. Якщо в точцi 𝑥0 iснує похiдна 𝑓 ′(𝑥0) функцiї 𝑓 , то

вона обчислюється за формулою

𝑓 ′(𝑥0) = lim
𝑛→∞

|Δ−2
𝛼1(𝑥0)...𝛼𝑛(𝑥0)

|

|Δ𝐴2

𝑎1(𝑥0)...𝑎𝑛(𝑥0)
|
= lim

𝑛→∞

(𝑞𝑛−1 + 𝑞𝑛)(𝑞𝑛−1 + 2𝑞𝑛)

2𝑛
,

де 𝑞𝑛 — знаменник пiдхiдного дробу числа 𝑥0.

Наслiдок 1.5.1. Функцiя 𝑓 i їй обернена функцiя 𝑓−1 є сингулярними

строго зростаючими функцiями [68, 126].

Íåãà�äâiéêîâà ñèñòåìà òà ñèñòåìà êîäóâàííÿ ÷èñåë çà äîïîìîãîþ íå-

ñêií÷åííèõ ëàíöþãîâèõ 𝐴2-äðîáiâ, ìàþ÷è íóëüîâó íàäëèøêîâiñòü ¹ äâîñèì-

âîëüíèìè i òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíèìè. Âîíè ¹ çðó÷íèì çàñîáîì çàäàííÿ

ôðàêòàëüíèõ îá'¹êòiâ ó ïðîñòîðàõ çîáðàæåíü ÷èñåë, íåïåðåðâíèõ ôóíêöié

òà ñèíãóëÿðíèõ ìið (ìið îðòîãîíàëüíèõ ìiði Ëåáåãà).
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ÐÎÇÄIË 2

НОВА ДВООСНОВНА СИСТЕМА КОДУВАННЯ ЧИСЕЛ

ВIДРIЗКА [0;𝐺0] З РIЗНОЗНАКОВИМИ ОСНОВАМИ

Ó äàíîìó ðîçäiëi îáãðóíòîâó¹òüñÿ íîâà äâîñèìâîëüíà ñèñòåìà êîäóâàí-

íÿ äiéñíèõ ÷èñåë âiäðiçêà [0; 𝑔0], ÿêà ãðóíòó¹òüñÿ íà ðîçëàäàõ ÷èñåë â ðÿäè

ç âèêîðèñòàííÿì äâîõ îñíîâ, îäíà ç ÿêèõ 𝑔0 ¹ äîäàòíîþ, à iíøà 𝑔1 ≡ 𝑔0 − 1

� âiä'¹ìíîþ; âèâ÷à¹òüñÿ ¨¨ ãåîìåòðiÿ (ãåîìåòðè÷íèé çìiñò öèôð, âëàñòè-

âîñòi öèëiíäðè÷íèõ òà õâîñòîâèõ ìíîæèí, ìåòðè÷íi ñïiââiäíîøåííÿ òîùî),

ðîçâ'ÿçóþòüñÿ ïîçèöiéíi òà ìåòðè÷íi çàäà÷i, ñèñòåìíî âèáóäîâóþòüñÿ îñíî-

âè ìåòðè÷íî¨ òà éìîâiðíiñíî¨ òåîðié ÷èñåë ó äàíîìó çîáðàæåííi.

2.1. Двоосновна система кодування дiйсних чисел з

рiзнознаковими основами

Íåõàé 𝑔 = (𝑔0; 𝑔1) � ôiêñîâàíèé íàáið ÷èñåë, ïðè÷îìó 1
2 < 𝑔0 < 1,

𝑔1 ≡ 𝑔0 − 1; 𝛿0 ≡ 0, 𝛿1 ≡ 𝑔0. Çàóâàæèìî, ùî 𝛿𝑗 = 𝑗𝑔1−𝑗, 𝑗 = 0, 1, i ç

îçíà÷åííÿ 𝑔1 ìà¹ìî: |𝑔1| = −𝑔1 < 1
2 .

Зауваження 2.1.1. Очевидно iстинним є твердження: для будь–

якого набору (𝛼1, 𝛼2, ..., 𝛼𝑛, 𝛼𝑛+1) нулiв i одиниць значення виразу 𝑢1 ≡ 𝛿𝛼1
,

𝑢𝑛+1 ≡ 𝛿𝛼𝑛+1

𝑛∏︁
𝑗=1

𝑔𝛼𝑗
= 𝛿𝛼𝑛+1

𝑔𝑁0
0 𝑔𝑁1

1 , де 𝑁1 = 𝛼1 + · · ·+ 𝛼𝑛, 𝑁0 = 𝑛−𝑁1,

— є нулем тодi i тiльки тодi, коли 𝛼𝑛+1 = 0;

— додатним числом, якщо 𝛼𝑛+1 = 1 i кiлькiсть одиниць серед чисел

𝛼1, 𝛼2, ..., 𝛼𝑛 (рiвносильно число 𝑁1 = 𝛼1+𝛼2+ ...+𝛼𝑛 ) — це парне число;

— вiд’ємним числом, якщо 𝛼𝑛+1 = 1 i кiлькiсть одиниць серед чисел

𝛼1, 𝛼2, ..., 𝛼𝑛 — це непарне число, причому |𝑢𝑛+1| < |𝑢𝑛|.
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Теорема 2.1.1. Для кожної послiдовностi (𝛼𝑛) ∈ 𝐿2 значення виразу

𝛿𝛼1
+

∞∑︁
𝑘=2

(𝛿𝛼𝑘

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑔𝛼𝑗
) =

∞∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘 (2.1.1)

є невiд’ємним числом, зокрема додатним, якщо послiдовнiсть мiстить

принаймнi одну одиницю. Воно не перевищує першого вiдмiнного вiд нуля

доданка 𝑣1 = 𝑔𝑚0 , де 𝛼𝑚 = 1, але 𝛼𝑗 = 0 при 𝑗 < 𝑚.

Доведення. Âðàõîâóþ÷è ïîïåðåäí¹ çàóâàæåííÿ, áà÷èìî, ùî ïåðøèé

âiäìiííèé âiä íóëÿ äîäàíîê 𝑢𝑚1
ðÿäó (2.1.1) ìà¹ âèãëÿä 𝑔𝑚1

0 ≡ 𝑣1, äå

𝛼1 + 𝛼2 + · · · + 𝛼𝑚1
= 1 (òîáòî 𝛼𝑚1

= 1, 𝛼𝑖 = 0 ïðè 𝑖 < 𝑚1). Íàñòóïíèé

íåíóëüîâèé äîäàíîê 𝑢𝑚2
ïîâ'ÿçàíèé ç äðóãèì âiäìiííèì âiä íóëÿ ÷ëåíîì

ïîñëiäîâíîñòi (𝛼𝑛). Âií âèðàæà¹òüñÿ 𝑢𝑚2
= 𝑔0𝑔

1
1𝑔

𝑚2−2
0 ≡ 𝑣2 < 0. Î÷åâè-

äíî, ùî 𝑣1 > −𝑣2. Òðåòié âiäìiííèé âiä íóëÿ äîäàíîê 𝑢𝑚3
âèðàæà¹òüñÿ

𝑢𝑚3
= 𝑔0𝑔

2
1𝑔

𝑚3−3
0 ≡ 𝑣3 > 0, ïðè÷îìó |𝑣2| > 𝑣3.

ßêùî âiäìiííèõ âiä íóëÿ ÷ëåíiâ ðÿäó ñêií÷åííà êiëüêiñòü, òî òâåðäæå-

ííÿ î÷åâèäíå, à äëÿ íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi âîíî âèïëèâà¹ ç òåîðåìè Ëåé-

áíiöà, îñêiëüêè 𝑣𝑛 → 0 (𝑛→ ∞).

Теорема 2.1.2. Для будь-якої послiдовностi (𝛼𝑛) ∈ 𝐿, яка мiстить

нескiнченну кiлькiсть одиниць, ряд

𝛿𝛼1
+

∞∑︁
𝑘=2

(𝛿𝛼𝑘

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑔𝛼𝑗
) =

∞∑︁
𝑘=1

𝑣𝑘, 𝛿𝛼𝑘
= 𝛼𝑘𝑔1−𝛼𝑘

, (2.1.2)

є абсолютно збiжним знакопочережним i його сума не перевищує першо-

го ненульового доданка 𝑣1 = 𝑔𝑚0 , де 𝛼𝑚 = 1, але 𝛼𝑗 = 0 при 𝑗 < 𝑚.

Доведення. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü (𝛼𝑛) ìiñòèòü íåñêií÷åííó êiëüêiñòü îäè-

íèöü, òî ðÿä (2.1.2) ìiñòèòü íåñêií÷åííó êiëüêiñòü ÿê äîäàòíèõ, òàê i

âiä'¹ìíèõ ÷ëåíiâ. Ïiñëÿ âèëó÷åííÿ íóëüîâèõ ÷ëåíiâ ðÿäó (2.1.2), à ¨õ êiëü-

êiñòü çàëåæèòü âiä êiëüêîñòi íóëiâ ó ïîñëiäîâíîñòi (𝛼𝑛), îòðèìó¹òüñÿ çíà-

êîçìiííèé (çíàêîïî÷åðåæíèé) ðÿä: 𝑣1 − 𝑣2 + 𝑣3 − 𝑣4 + · · · ïðè÷îìó ÷ëåíè ç
íåïàðíèìè íîìåðàìè äîäàòíi, à ç ïàðíèìè � âiä'¹ìíi.
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Çà òåîðåìîþ Ëåéáíiöà ðÿä ¹ çáiæíèì, îñêiëüêè 𝑣𝑘+1 < 𝑣𝑘, 𝑣𝑘 → 0, êîëè

𝑘 → ∞, i éîãî ñóìà íå ïåðåâèùó¹ 𝑣1 = 𝑔𝑚0 .

Теорема 2.1.3. Для будь-якого 𝑥 ∈ [0; 𝑔0] iснує (𝛼𝑛) ∈ 𝐿2, така, що

𝑥 = 𝛿𝛼1
+

∞∑︁
𝑘=2

(𝛿𝛼𝑘

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑔𝛼𝑗
) ≡ Δ𝐺2

𝛼1𝛼2...𝛼𝑘...
. (2.1.3)

Доведення. Äëÿ 𝑥 = 0 ìà¹ìî 𝑥 = Δ(0). Êðóãëi äóæêè ñèìâîëiçóþòü

ïåðiîä. Äëÿ 𝑥 = 𝑔0 ìà¹ìî 𝑔0 = Δ1(0).

Íåõàé 𝑥 ∈ (0; 𝑔0), àëå (0; 𝑔0) = (𝛿0; 𝛿1𝑔0] ∪ [𝛿1𝑔0; 𝛿1), 𝛿1𝑔0 = 𝑔20.

ßêùî 𝑥 = 𝑔20, òî 𝑥 = Δ01(0) = Δ11(0). ßêùî 𝑥 ̸= 𝑔20, òî î÷åâèäíî, ùî iñíó¹

𝛼1 ∈ {0; 1}, òàêå, ùî 𝑥 ∈ (𝛿1𝑔0; 𝛿1) = (𝑔20; 𝑔0), òîáòî 𝑥 = 𝛿𝛼1
+ 𝑥1, ïðè÷îìó

𝑥1 ¹ âiä'¹ìíèì àáî äîäàòíèì, à ñàìå:

1) 𝑔0𝑔1 < 𝑥1 < 0, ÿêùî 𝛼1 = 1;

2) 0 < 𝑥1 ≡ 𝑥 < 𝑔20, ÿêùî 𝛼1 = 0.

Ðîçãëÿíåìî ïåðøèé âèïàäîê, òîáòî 𝑔0𝑔1 ̸= 𝑥1 ∈ [𝑔0𝑔1; 0) =
∞⋃︀
𝑛=1

[𝑔1𝑔
𝑛
0 ; 𝑔1𝑔

𝑛+1
0 ). Òîäi iñíó¹ 𝑘1 ∈ 𝑁 , òàêå, ùî

𝑔1𝑔
𝑘1
0 < 𝑥1 < 𝑔1𝑔

𝑘1+1
0 ,

çâiäêè 0 < 𝑥1 − 𝑔1𝑔
𝑘
0 ≡ 𝑥2 < 𝑔21𝑔

𝑘1
0 , 𝑥1 = 𝑔1𝑔

𝑘1
0 + 𝑥2 i

𝑥 = 𝛿1 + 𝛿1𝑔1𝑔
𝑘1
0 + 𝑥2 = 𝛿1𝑔

1−1
0 + 𝛿1𝑔1𝑔

1+𝑘1−1
0 + 𝑥2.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê, êîëè 𝛼1 = 0, òîáòî 𝑥1 ∈ (0; 𝑔20).

Îñêiëüêè 𝑔20 ̸= 𝑥1 ∈ (0; 𝑔20] =
∞⋃︀
𝑛=2

(𝑔𝑛+1
0 ; 𝑔𝑛0 ], òî î÷åâèäíî, ùî iñíó¹ íàòó-

ðàëüíå 𝑚1 > 2, òàêå, ùî 𝑔𝑚1+1
0 < 𝑥1 6 𝑔𝑚1

0 . ßêùî 𝑥1 = 𝑔𝑚1
0 = 𝛿1𝑔

𝑚1−1
0 =

𝛿0 + 𝛿0𝑔0 + ... + 𝛿0𝑔
𝑚1−2
0 + 𝛿1𝑔

𝑚1−1
0 , òî 𝛼2 = 𝛼3 = ... = 𝛼𝑚1−1 = 0 = 𝛼1 i

𝛼𝑚1
= 1, à îòæå, 𝑥 = 𝑥1 = Δ0..0⏟ ⏞ 

𝑚1−1

1(0) = Δ0..0⏟ ⏞ 
𝑚1−1

11(0).

ßêùî æ 𝑔𝑚1+1
0 < 𝑥1 < 𝑔𝑚1

0 , òî 𝑔𝑚1
0 𝑔1 < 𝑥1 − 𝑔𝑚1

0 ≡ 𝑥2 < 0

𝑥 = 𝑥1 = 𝑔𝑚1
0 + 𝑥2 = 𝛿1𝑔

𝑚1−1
0 = 𝛿0 + 𝛿0𝑔0 + ...+ 𝛿0𝑔

𝑚1−2
0 + 𝛿1𝑔

𝑚1−1
0 + 𝑥2.
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Îñêiëüêè

𝑔𝑚1
0 𝑔1 ̸= 𝑥2 ∈ [𝑔𝑚1

0 𝑔1; 0) =
∞⋃︁
𝑛=1

[𝑔1𝑔
𝑚1+𝑛−1
0 ; 𝑔1𝑔

𝑚1+𝑛
0 ),

òî iñíó¹ íàòóðàëüíå 𝑚2 òàêå, ùî 𝑔1𝑔
𝑚1+𝑚2−1
0 6 𝑥2 6 𝑔1𝑔

𝑚1+𝑚2
0 i 𝑥2 =

𝑔1𝑔
𝑚1+𝑚2−1
0 + 𝑥3, äå 0 6 𝑥2 − 𝑔1𝑔

𝑚1+𝑚2−1
0 ≡ 𝑥3 < 𝑔21𝑔

𝑚1+𝑚2−1
0 .

Òîäi

𝑥 = 𝑥1 = 𝛿1𝑔
𝑚1−1
0 + 𝑔1𝑔

𝑚1+𝑚2−1
0 + 𝑥3 = 𝛿1𝑔

𝑚1−1
0 + 𝛿1𝑔

𝑚1+𝑚2
0 .

ßêùî 𝑥3 = 0, òî 𝑥2 = 𝑔1𝑔
𝑚1+𝑚2
0 i

𝑥 = 𝑥1 = 𝛿1𝑔
𝑚1−1
0 + 𝑔1𝑔

𝑚1+𝑚2−1
0 = Δ0...0⏟ ⏞ 

𝑚1−1

10...0⏟ ⏞ 
𝑚2−1

1(0) = Δ0...0⏟ ⏞ 
𝑚1−1

10...0⏟ ⏞ 
𝑚2−1

11(0)

Çà ñêií÷åííó êiëüêiñòü êðîêiâ îòðèìà¹ìî 𝑥𝑘 = 0 àáî æ ïðîöåñ ïðîäîâ-

æóâàòèìåòüñÿ äî íåñêií÷åííîñòi, éîãî çáiæíiñòü î÷åâèäíà.

Означення 2.1. Зображення Δ𝐺2
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...

числа 𝑥 ∈ [0; 𝑔0], встановлене

рiвнiстю (2.1.3), називається 𝐺2–çîáðàæåííÿì. При цьому 𝛼𝑛 називає-

ться 𝑛–ною цифрою даного зображення.

ßê âèäíî ç äîâåäåííÿ ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè, iñíóþòü ÷èñëà, ùî ìàþòü

äâà 𝐺2-çîáðàæåííÿ. Öå ¹ ïiäñòàâîþ äëÿ âèñíîâêó: 𝛼𝑛 = 𝛼𝑛(𝑥) íå ¹ êîðåêòíî

îçíà÷åíîþ ôóíêöi¹þ. Ðîçãëÿíåìî öå ïèòàííÿ äåòàëüíiøå.

2.2. 𝐺2–унарнi та 𝐺2–бiнарнi числа

Áiëüøiñòü ÷èñåë âiäðiçêà [0; 𝑔0] ìàþòü ¹äèíå 𝐺2�çîáðàæåííÿ, âîíè íà-

çèâàþòüñÿ 𝐺2�унарними.

Означення 2.2. Числа вiдрiзка [0, 𝑔0], що мають два 𝐺2–зображення,

називаються 𝐺2–бiнарними.

Лема 2.2.1. Множина 𝐵 всiх 𝐺2–бiнарних чисел вичерпується числа-

ми з 𝐺2–зображеннями виду:

Δ𝐺2

𝑐1...𝑐𝑚01(0) = Δ𝐺2

𝑐1...𝑐𝑚11(0). (2.2.4)
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Доведення. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî ðiâíiñòü (2.2.4). Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî

ðiçíèöþ

𝑑 ≡ Δ𝐺2

𝑐1...𝑐𝑚01(0) −Δ𝐺2

𝑐1...𝑐𝑚11(0) =

= 𝑔20

𝑚∏︁
𝑗=1

𝑔𝑐𝑗 −

(︃
𝑔0

𝑚∏︁
𝑗=1

𝑔𝑐𝑗 + 𝑔0𝑔1

𝑚∏︁
𝑗=1

𝑔𝑐𝑗

)︃
=

= 𝑔0(𝑔0 − 1− 𝑔1)
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑔𝑐𝑗 = 0.

Îòæå, ðiâíiñòü (2.2.4) âèêîíó¹òüñÿ. Òåïåð ïîêàæåìî, ùî iíøèõ ÷èñåë,

ùî ìàþòü áiëüøå îäíîãî 𝐺2�çîáðàæåííÿ íå iñíó¹. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî

äâà ÷èñëà ç çîáðàæåííÿìè 𝑥1 = Δ𝐺2

𝑐1...𝑐𝑚𝑑1𝑑2...
, 𝑥2 = Δ𝐺2

𝑐1...𝑐𝑚𝑑′1𝑑
′
2...

i ìîäóëü

¨õíüî¨ ðiçíèöi

|𝑥1 − 𝑥2| ≡ |Δ𝐺2

𝑐1...𝑐𝑚𝑑1𝑑2...
−Δ𝐺2

𝑐1...𝑐𝑚𝑑′1𝑑
′
2...
| =

= |Δ𝐺2

𝑑1...𝑑𝑚... −Δ𝐺2

𝑑′1...𝑑
′
𝑚...| · |

𝑚∏︁
𝑗=1

𝑔𝑐𝑗 |.

Íå ïîðóøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ââàæàòèìåìî 𝑑1 = 1, 𝑑′1 = 0. Îñêiëüêè

|Δ𝐺2

𝑑1...𝑑𝑛...
−Δ𝐺2

𝑑′1...𝑑
′
𝑛...
| > minΔ𝐺2

𝑑1...𝑑𝑛...
−maxΔ𝐺2

𝑑′1...𝑑
′
𝑛...

= Δ𝐺2

11(0) −Δ𝐺2

01(0) = 0,

òî 𝑥1 = 𝑥2 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè Δ𝐺2

11(0) = Δ𝐺2

01(0). Ëåìó äîâåäåíî.

Наслiдок 2.2.1. Множина 𝐵 всiх 𝐺2–бiнарних чисел є злiченною.

2.3. Задача, яка приводять до 𝐺2–зображення

Íåõàé (𝑔0, 𝑔1, 𝑔2) � íàáið òàêèõ äiéñíèõ ÷èñåë, ùî |𝑞𝑖| < 1, 𝑔0 > 0,

𝑔1 < 0, 𝑔0 + 𝑔1 + 𝑔2 = 1, 𝛿0 = 0, 𝛿1 = 𝑔0, 𝛿2 = 𝑔0 + 𝑔1; 𝐴3 = {0, 1, 2},
𝐿3 = 𝐴3 × 𝐴3 × . . .× 𝐴3 × . . ..

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ôóíêöiÿ 𝑓 , îçíà÷åíà íà âiäðiçêó [0; 1] ðiâíiñòþ

𝑓(𝑥 = Δ3
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...

) = 𝛿𝛼1(𝑥) +
∞∑︁
𝑘=2

(︃
𝛿𝛼𝑘(𝑥)

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑔𝛼𝑗(𝑥)

)︃
. (2.3.5)
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Зауваження 2.3.1. Функцiя 𝑓 є коректно означена рiвнiстю (2.3.5)

незважаючи на те, що числа злiченної множини мають два зображення

у трiйковiй системi числення.

Теорема 2.3.1. [34] Функцiя 𝑓 є неперервною нiде не диференцiйовною

функцiєю.

Задача. Çíàéòè îáðàç ìíîæèíè êàíòîðiâñüêîãî òèïó 𝐶[3; {0; 1}] ÷èñåë,
ÿêi ó òðiéêîâié ñèñòåìi ÷èñëåííÿ âèêîðèñòîâóþòü ëèøå äâi öèôðè 0 i 1, ïiä

äi¹þ âiäîáðàæåííÿ 𝑓 .

Вiдповiдь. Òàêîþ ìíîæèíîþ ¹ âiäðiçîê [0; 𝑔0], ïðè÷îìó ìàéæå âñi (ó

ðîçóìiííi ìiðè Ëåáåãà) òî÷êè öüîãî âiäðiçêà ìàþòü ¹äèíèé ïðîîáðàç i ëèøå

çëi÷åííà ìíîæèíà òî÷îê ìà¹ ¨õ äâà.

2.4. Цiкавi частковi випадки

Ïðèêëàä 1. ßêùî 𝑔0 =
3

4
, 𝑔1 = 𝑔0 − 1 = −1

4
, 𝛿1 = 𝑔0 =

3

4
, òîáòî 𝛿𝑖 =

3𝑖

4
,

òî 𝐺2�çîáðàæåííÿ Δ𝐺2
𝛼1𝛼2...𝛼𝑘...

÷èñëà 𝑥 ìà¹ âèãëÿä

𝑥 = 𝛼1𝑔1−𝛼1
+

∞∑︁
𝑘=2

(𝛼𝑘𝑔1−𝛼𝑘
𝑔
𝑁0(𝑥,𝑘)
0 𝑔

𝑁1(𝑥,𝑘)
1 ) =

=
3𝛼1

4
+

∞∑︁
𝑘=2

3𝛼1

4
·
(︂
3

4

)︂𝑁0
(︂
−1

4

)︂𝑁1

=

=
3𝛼1

4
+

∞∑︁
𝑘=2

𝛼𝑘(−1)𝑁1(𝑥,𝑘−1)3𝑁0(𝑥,𝑘−1+1)

4𝑘−1
,

äå 𝑁1(𝑥, 𝑘− 1) = 𝛼1 +𝛼2 + . . .+𝛼𝑘−1, 𝑁0(𝑥, 𝑘− 1) = (𝑘− 1)−𝑁1(𝑥, 𝑘− 1).

Íàïðèêëàä, Δ𝐺2

(100) =
3

4
− 32

44
+

33

47
− 34

410
+ . . . =

3
4

1− 3
43

=
3 · 42

43 − 3
=

48

61
.

Ïðèêëàä 2. 𝑔0 =
2

3
, 𝑔1 =

2

3
− 1 = −1

3
, 𝛿0 = 0, 𝛿1 =

2

3
. Òîäi 𝛿𝑖 =

2𝑖

3
,

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑔𝛼𝑗
= 𝑔

𝑁0(𝑥,𝑘−1)
0 · 𝑔𝑁1(𝑥,𝑘−1)

1 =
2𝑁0

3𝑁0
·
(︂
−1

3

)︂𝑁1

=
(−1)𝑁12𝑁0

3𝑘−1
.

Îòæå,

𝑥 =
2𝛼1(𝑥)

3
+

∞∑︁
𝑘=2

(−1)𝑁12𝑁0+1

3𝑘−1
,
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äå 𝑁1(𝑥, 𝑘− 1) = 𝛼1 +𝛼2 + . . .+𝛼𝑘−1, 𝑁0(𝑥, 𝑥− 1) = (𝑘− 1)−𝑁1(𝑥, 𝑘− 1).

2.5. Рацiональнi 𝐺2–зображення

Означення 2.3. Якщо 𝑔0 є рацiональним числом, то йому вiдповiдне

𝐺2–зображення називається ðàöiîíàëüíèì.

ßêùî 𝐺2�çîáðàæåííÿ ¹ ðàöiîíàëüíèì, òî 𝐺2�áiíàðíå ÷èñëî ¹ ðàöiîíàëü-

íèì. Öå âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî ç ëåìè 3.4.2, áî ñóìà ñêií÷åííîãî ÷èñëà ðà-

öiîíàëüíèõ ÷èñåë ¹ ÷èñëîì ðàöiîíàëüíèì. Àëå íå êîæíå ðàöiîíàëüíå ÷èñëî

𝑥 ∈ [0; 𝑔0] ¹ 𝐺2�áiíàðíèì.

Ñïðàâäi, ÷èñëî

𝑥 = Δ𝐺2

(10) = 𝑔0 + 𝑔20𝑔1 + 𝑔30𝑔
2
1 + . . . =

𝑔0
1− 𝑔0𝑔1

𝐺2�áiíàðíèì íå ¹, àëå ¹ ðàöiîíàëüíèì.

Лема 2.5.1. Якщо рацiональне 𝐺2–зображення числа

𝑥 = Δ𝐺2

𝑐1...𝑐𝑚(𝑐𝑚+1...𝑐𝑚+𝑝)
перiодичне, то число 𝑥 рацiональне.

Доведення. Ñïðàâäi, ïðåäñòàâëåííÿ ÷èñëà 𝑥 ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

𝑥 = 𝐴𝑚 + 𝑃𝑚 · 𝑆𝑚

1−𝑄𝑚
,

äå

𝐴𝑚 = 𝛿𝑐1 +
𝑚∑︁
𝑘=2

(︃
𝛿𝑐𝑘

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑔𝑐𝑗

)︃
,

𝑃𝑚 =
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑔𝑐𝑗 ,

𝑆𝑚 = 𝛿𝑐𝑚+1
+

𝑃∑︁
𝑘=2

(︃
𝛿𝑐𝑚+𝑘

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑔𝑐𝑚+𝑗

)︃
,

𝑄𝑚 =
𝑃∏︁
𝑗=1

𝑔𝑐+𝑗.

Îñêiëüêè ÷èñëà 𝑔𝑐𝑗 , 𝛿𝑐𝑗 � ðàöiîíàëüíi, òî ðàöiîíàëüíèìè ¹ i ÷èñëà

𝐴𝑚, 𝑃𝑚, 𝑆𝑚, 𝑄𝑚, à îòæå, i ÷èñëî 𝑥.
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2.6. Порiвняння чисел за їхнiми 𝐺2–зображеннями

Çðîçóìiëî, ùî ÷èñëà 𝐺2�áiíàðíå i 𝐺2�óíàðíå ðiâíèìè áóòè íå ìîæóòü.

Óìîâè ðiâíîñòi äâîõ 𝐺2�áiíàðíèõ ÷èñåë çíàéäåíi â ïîïåðåäíüîìó ïóíêòi,

𝐺2�óíàðíèõ ¹ î÷åâèäíèì, à ñàìå: ÿêùî ÷èñëà 𝑥1 i 𝑥2 íå ¹ 𝐺2�áiíàðíèìè, òî

î÷åâèäíèì ¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Лема 2.6.1. Числа 𝑥1 = Δ𝐺2
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...

i 𝑥2 = Δ𝐺2

𝛽1𝛽2...𝛽𝑛...
є рiвними тодi i

тiльки тодi, коли 𝛼𝑘 = 𝛽𝑘 при всiх 𝑘 ∈ 𝑁 .

Теорема 2.6.1. Якщо 𝑥1 ̸= 𝑥2 i 𝑚(𝑥1, 𝑥2) = 𝑚 — номер мiсця першої

з незбiжних цифр, то числа

Δ𝐺2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚1𝑑1𝑑2...
= 𝑥1 i 𝑥2 = Δ𝐺2

1𝑐2...𝑐𝑚0𝑑′1𝑑
′
2...

перебувають у вiдношеннi

𝑥1 > 𝑥2, якщо 𝜎𝑚 ≡ 𝑐1 + 𝑐2 + . . .+ 𝑐𝑚 = 2𝑘,

𝑥1 < 𝑥2, якщо 𝜎𝑚 ≡ 𝑐1 + 𝑐2 + . . .+ 𝑐𝑚 = 2𝑘 − 1.

Доведення. Ðîçãëÿíåìî ðiçíèöþ

𝑥1 − 𝑥2 = 𝑃𝑚(𝑥1, 𝑥2) (𝜔
𝑚(𝑥1)− 𝜔𝑚(𝑥2)) ,

äå 𝑃𝑚(𝑥1, 𝑥2) =
𝑚∏︀
𝑗=1

𝑔𝑐𝑗 , 𝜔
𝑚(𝑥1) = Δ𝐺2

1𝑑1𝑑2...
, 𝜔𝑚(𝑥2) = Δ𝐺2

0𝑑′1𝑑
′
2...
.

Âðàõîâóþ÷è, ùî

𝜔𝑚(𝑥1)− 𝜔𝑚(𝑥2) > minΔ𝐺2

1𝑑1𝑑2...
−maxΔ𝐺2

0𝑑′1𝑑
′
2...

= (𝑔0 − 𝑔0𝑔1)− 𝑔20 = 0,

𝜔𝑚(𝑥1)− 𝜔𝑚(𝑥2) 6 maxΔ𝐺2

1𝑑1𝑑2...
−minΔ𝐺2

0𝑑′1𝑑
′
2...

= 𝑔0 − 0 = 𝑔0,

ìà¹ìî 𝑥1 > 𝑥2, ÿêùî 𝜎𝑚�ïàðíå, 𝑥1 < 𝑥2, ÿêùî 𝜎𝑚�íåïàðíå, îñêiëüêè ïðè

ïàðíîìó 𝜎𝑚 ÷èñëî 𝑃𝑚 äîäàòíå, ïðè íåïàðíîìó 𝜎𝑚 � âiä'¹ìíå.

Зауваження 2.6.1. У порiвняннi чисел за їхнiми 𝐺2–зображеннями

беруть участь не лише першi неспiвпадаючi цифри двох чисел, а й су-

ма всiх попереднiх цифр. Це вiдрiзняє дану систему зображення чисел

вiд класичної двiйкової та iнших систем, що грунтуються на розкладах

чисел у додатнi ряди.
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2.7. Геометрiя 𝐺2–зображення

Íàãàäà¹ìî, ùî ïiä геометрiєю зображення ìè ðîçóìi¹ìî ãåîìåòðè÷íèé

çìiñò öèôð, âëàñòèâîñòi öèëiíäðè÷íèõ òà õâîñòîâèõ ìíîæèí, ìåòðè÷íi ñïiâ-

âiäíîøåííÿ, ðîçâ'ÿçêè ïîçèöiéíèõ òà ìåòðè÷íèõ çàäà÷, ïîâ'ÿçàíèõ ç çîáðà-

æåííÿì. Òðàäèöiéíå äëÿ çîáðàæåíü ïîíÿòòÿ öèëiíäðà ìà¹ íàñòóïíå îçíà-

÷åííÿ.

Означення 2.4. Нехай (𝑐𝑛) ∈ 𝐿2, 𝐺2–цилiндром рангу 𝑚 iз основою

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚 називається множина Δ𝐺2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚

усiх чисел 𝑥 ∈ [0; 𝑔0], якi мають

таке 𝐺2–зображення: 𝑥 = Δ𝐺2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚𝛼𝑚+1𝛼𝑚+2...𝛼𝑚+𝑘...

, 𝛼𝑚+𝑗 ∈ 𝐴, тобто

Δ𝐺2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚

= {𝑥 : 𝛼𝑖(𝑥) = 𝑐𝑖, 𝑖 = 1,𝑚}.

Öèëiíäðè 1-ãî ðàíãó: Δ0 = [0; 𝑔20]; Δ1 = [𝑔20; 𝑔0];

Öèëiíäðè 2-ãî ðàíãó: Δ00 = [0; 𝑔30], Δ01 = [𝑔30; 𝑔
2
0];

Δ11 = [𝑔20; 𝑔0(1 + 𝑔0𝑔1)],Δ10 = [𝑔0(1 + 𝑔0𝑔1); 𝑔0];

Öèëiíäðè 3-ãî ðàíãó: Δ000 = [0; 𝑔40],Δ001 = [𝑔40; 𝑔
3
0];

Δ011 = [𝑔30; 𝑔
2
0(1 + 𝑞21)], Δ010 = [𝑔20(1 + 𝑔21); 𝑔

2
0];

Δ110 = [𝑔20; 𝑔
2
0(1 + 𝑔21)], Δ111 = [𝑔20(1 + 𝑔21); 𝑔0(𝑔0 + 𝑔21)];

Δ101 = [𝑔0(1 + 𝑔1𝑔0); 𝑔0(1 + 𝑔20𝑔1)], Δ100 = [𝑔0(1 + 𝑔20𝑔1); 𝑔0].

Íåõàé (𝑐1, 𝑐2, ..., 𝑐𝑚) � äîâiëüíèé íàáið íóëiâ i îäèíèöü,𝑁1 = 𝑐1+𝑐2+...+𝑐𝑚,

𝑁0 ≡ 𝑚−𝑁1, 𝑎 = 𝛿𝑐1 +
𝑚∑︀
𝑘=2

(𝛿𝑐𝑘
𝑘−1∏︀
𝑗=1

𝑔𝑐𝑗), 𝑏 = 𝑎+ 𝑔0
𝑚∏︀
𝑗=1

𝑔𝑐𝑗 .

Ëåãêî äîâåñòè íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Лема 2.7.1. Цилiндр Δ𝐺2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚

— це вiдрiзок, причому

— [𝑎; 𝑏], якщо 𝑁1 = 𝑐1 + 𝑐2 + · · ·+ 𝑐𝑚 — парне,

— [𝑏; 𝑎], якщо 𝑁1 — непарне,

де 𝑎 = 𝛿𝑐1 +
𝑚∑︀
𝑘=2

(𝛿𝑐𝑘
𝑘−1∏︀
𝑗=1

𝑔𝑐𝑗), 𝑏 = 𝑎+ 𝑔0
𝑚∏︀
𝑗=1

𝑔𝑐𝑗

Зауваження 2.7.1. Довжина цилiндра Δ𝐺2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚

обчислюється за фор-

мулою

|Δ𝐺2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚

| = 𝑔0

𝑚∏︁
𝑗=1

|𝑔𝑐𝑗 | = (−𝑔1)𝑁1𝑔𝑚−𝑁1+1
0 ,

де 𝑁1 = 𝑐1 + 𝑐2 + . . .+ 𝑐𝑚.
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Зауваження 2.7.2. Основне метричне вiдношення для 𝐺2–

зображення дiйсних чисел iз вiдрiзка [0; 𝑔0] має вигляд

|Δ𝐺2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚𝑖|
|Δ𝐺2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚|
= |𝑔𝑖|.

Öèëiíäðè ìàþòü âëàñòèâîñòi:

1. Δ𝐺2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚

= Δ𝐺2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚0 ∪Δ𝐺2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚1, ïðè÷îìó

maxΔ𝐺2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚0 = minΔ𝐺2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚1, ÿêùî 𝑁1 � ïàðíå;

maxΔ𝐺2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚1 = minΔ𝐺2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚0, ÿêùî 𝑁1 � íåïàðíå.

2. Δ𝐺2
𝑎1𝑎2...𝑎𝑚

= Δ𝐺2

𝑏1𝑏2...𝑏𝑚
⇔ 𝑎𝑖 = 𝑏𝑖, 𝑖 = 1,𝑚.

3.

Δ𝐺2
𝑎1𝑎2...𝑎𝑚𝑎𝑚+1...𝑎𝑚+𝑘

∩Δ𝐺2

𝑏1𝑏2...𝑏𝑚
=

=

⎧⎪⎨⎪⎩∅, ÿêùî ∃ 𝑎𝑖 ̸= 𝑏𝑖, 𝑖 6 𝑚.

Δ𝐺2
𝑎1𝑎2...𝑎𝑚+𝑘

, ÿêùî 𝑎𝑖 = 𝑏𝑖, 𝑖 = 1,𝑚.

4.
∞⋂︀

𝑚=1
Δ𝐺2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚
= Δ𝐺2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚... = 𝑥 ∈ [0; 𝑔0] ∀(𝑐𝑚) ∈ 𝐿2.

2.8. Оператор лiвостороннього зсуву цифр 𝐺2–зображення

чисел

Теорема 2.8.1. Оператор 𝜔 лiвостороннього зсуву цифр 𝐺2–

зображення чисел вiдрiзка [0; 𝑔0], який у просторi 𝐺2-зображень означує-

ться рiвнiстю

𝜔(Δ𝐺2
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...

) = Δ𝐺2
𝛼2𝛼3...𝛼𝑛...

, (2.8.6)

аналiтично задається

𝜔(𝑥) =
1

𝑔𝛼1(𝑥)
𝑥−

𝛿𝛼1(𝑥)

𝑔𝛼1(𝑥)
, (2.8.7)

— це неперервна коректно означена на [0; 𝑔0] функцiя, лiнiйна на кожному

з цилiндрiв 1–го рангу, зростає на Δ𝐺2
0 i спадає на Δ𝐺2

1 .
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Доведення. Îñêiëüêè

𝑥 = Δ𝐺2
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...

= 𝛿𝛼1
+ 𝑔𝛼1

(︃
𝛿𝛼2

+
∞∑︁
𝑘=3

𝛿𝛼𝑘

𝑘−1∏︁
𝑗=2

𝑔𝛼𝑗

)︃
=

= 𝛿𝛼1
+ 𝑔𝛼1

𝜔(𝑥),

òî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (2.8.7). Âðàõîâóþ÷è, ùî

𝑔𝛼1
=

⎧⎪⎨⎪⎩𝑔0 > 0 ïðè 𝛼1 = 0 ⇔ 𝑥 ∈ Δ𝐺2
0 ;

𝑔1 < 0 ïðè 𝛼1 = 1 ⇔ 𝑥 ∈ Δ𝐺2
1 ;

ëiíiéíiñòü i ìîíîòîííiñòü ôóíêöi¨ 𝜔 íà öèëiíäðàõ ïåðøîãî ðàíãó ñòà¹ î÷å-

âèäíîþ. Êîðåêòíiñòü îçíà÷åííÿ i íåïåðåðâíiñòü 𝜔 ¹ íàñëiäêîì ðiâíîñòåé

𝜔(𝑔20) = 𝜔(Δ𝐺2

01(0)) = 𝜔(Δ𝐺2

11(0)) = Δ𝐺2

1(0) = 𝑔0.

Iíâàðiàíòíèìè òî÷êàìè îïåðàòîðà ëiâîñòîðîííüîãî çñóâó 𝜔 ¹ ÷èñëà:

0 = Δ𝐺2

(0) i Δ𝐺2

(1) = 𝑔0 + 𝑔0𝑔1 + 𝑔0𝑔
2
1 + ... =

𝑔0
2 + 𝑔0

.

Зауваження 2.8.1. Остання теорема засвiдчує суттєву вiдмiннiсть

𝐺2–зображення вiд iнших вiдомих двосимвольних зображень, зокрема 𝑄*
2–

зображення та ланцюгового 𝐴2–зображення, в яких оператор лiвосто-

роннього зсуву має одну точку розриву i на двох кусках є монотонною

функцiєю.
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Теорема 2.8.2. Iнварiантною мiрою оператора 𝜔 лiвостороннього

зсуву цифр 𝐺2–зображення чисел є мiра 𝜇𝜏 , що вiдповiдає розподiлу непе-

рервної випадкової величини 𝜏 = Δ𝐺2
𝜏1𝜏2,...,𝜏𝑛,...

, цифр (𝜏𝑛) Δ𝐺2–зображення

якої є незалежними й однаково розподiленими, якi набувають значень

𝑃{𝜏𝑛 = 0} = 𝑝0, 𝑃{𝜏𝑛 = 1} = 𝑝1, 0 < 𝑝0 < 1.

Доведення. Áóäü-ÿêà áîðåëiâñüêà ïiäìíîæèíà âiäðiçêà [0; 𝑔0] ÿê çàâãî-

äíî òî÷íî ìîæå áóòè íàáëèæåíà îá'¹äíàííÿì öèëiíäðiâ. Îñêiëüêè ìiðà 𝜇𝜏

íåïåðåðâíà, òî âîíà îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ çíà÷åííÿìè íà öèëiíäðè÷íèõ

ìíîæèíàõ, à ñàìå:

𝜇𝜏(Δ
𝐺2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑛

) = 𝑝𝑁0
0 𝑝𝑁1

1 , 𝑁1 = 𝑐1 + 𝑐2 + ...+ 𝑐𝑛, 𝑁0 ≡ 𝑛−𝑁1.

Òîìó äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî 𝜇𝜏(𝜔−1) = 𝜇𝜏 . Äëÿ öüîãî âèðàçèìî

𝜔−1(Δ𝐺2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑛

) = Δ𝐺2
0𝑐1𝑐2...𝑐𝑛

∪Δ𝐺2
1𝑐1𝑐2...𝑐𝑛

.

𝜇𝜏(𝜔
−1(Δ𝐺2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑛
)) =𝜇𝜏(Δ

𝐺2
0𝑐1𝑐2...𝑐𝑛

∪Δ𝐺2
1𝑐1𝑐2...𝑐𝑛

) =

=𝑝0𝑝
𝑁0
0 𝑝𝑁1

1 + 𝑝𝑁0
0 𝑝1𝑝

𝑁1
1 =

=𝑝𝑁0
0 𝑝𝑁1

1 (𝑝0 + 𝑝1) = 𝑝𝑁0
0 𝑝𝑁1

1 = 𝜇𝜏(Δ
𝐺2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑛

).

Îòæå, 𝜇𝜏 ¹ iíâàðiàíòíîþ ìiðîþ îïåðàòîðà 𝜔.

2.9. Оператор 𝑛 – кратного лiвостороннього зсуву цифр

𝐺2–зображення чисел

Íåõàé 𝑛�íàòóðàëüíå ÷èñëî, áiëüøå 1, ïîêëàäåìî

𝜔𝑛(𝑥) = 𝜔(𝜔𝑛−1(𝑥)) = Δ𝐺2

𝛼𝑛+1(𝑥)𝛼𝑛+2(𝑥)...
.

Îñêiëüêè

𝑥 = 𝛿𝛼1(𝑥) +
𝑛∑︁

𝑘=2

𝛿𝛼𝑘(𝑥)

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑔𝛼𝑗(𝑥) +

(︃
𝑛∏︁

𝑗=1

𝑔𝛼𝑗(𝑥)

)︃
𝜔𝑛(𝑥),
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òî

𝜔𝑛(𝑥) =
𝑥

𝑃𝑛(𝑥)
− 1

𝑃𝑛(𝑥)

(︃
𝛿𝛼1(𝑥) +

𝑛∑︁
𝑘=2

(︃
𝛿𝛼𝑘(𝑥)

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑔𝛼𝑗(𝑥)

)︃)︃
.

Теорема 2.9.1. Функцiя 𝜔𝑛 є коректно означаченою рiвнiстю

𝜔(𝜔𝑛−1(𝑥)) = 𝜔𝑛(𝑥 = Δ𝐺2

𝛼1(𝑥)𝛼2(𝑥)...𝛼𝑛(𝑥)...
) ≡ Δ𝐺2

𝛼𝑛+1(𝑥)𝛼𝑛+2(𝑥)...
,

яка має аналiтичний вираз

𝜔𝑛(𝑥) =
1

𝑃𝑛
𝑥− 𝐵𝑛

𝑃𝑛
, (2.9.8)

де

𝑃𝑛 =
𝑛∏︁

𝑗=1

𝑔𝛼𝑗(𝑥), 𝐵𝑛 = 𝛿𝛼1(𝑥) +
𝑛∑︁

𝑘=2

(︃
𝛿𝛼𝑘(𝑥)

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑔𝛼𝑗(𝑥)

)︃
;

неперервною на вiдрiзку [0; 𝑔0], лiнiйному на кожному цилiндрi рангу 𝑛.

Доведення. Ñïðàâäi, êîðåêòíiñòü îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ â 𝐺2�óíàðíèõ òî-

÷êàõ ¹ î÷åâèäíîþ, à äëÿ 𝐺2�áiíàðíèõ � âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi

𝜔𝑛(Δ𝐺2

𝑐1...𝑐𝑚01(0)) = 𝜔.(Δ𝐺2

𝑐1...𝑐𝑚11(0)),

ÿêà âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ 𝑚 (𝑚 < 𝑛, 𝑚 = 𝑛, 𝑚 > 𝑛).
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Îñêiëüêè

𝑥 = 𝛿𝛼1(𝑥) +
𝑛∑︁

𝑘=2

(︃
𝛿𝛼𝑘(𝑥)

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑔𝛼𝑗(𝑥)

)︃
+

(︃
𝑛∏︁

𝑗=1

𝑔𝛼𝑗(𝑥)

)︃
𝜔𝑛(𝑥),

òî ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü (2.9.8). Ç ðiâíîñòi (2.9.8) áà÷èìî, ùî íà öèëiíäðiΔ𝐺2
𝑐1...𝑐𝑛

çíà÷åííÿ âèðàçiâ 𝑃𝑛 i 𝐵𝑛 ¹ êîíñòàíòîþ, òîìó 𝜔𝑛 ¹ ëiíiéíîþ ôóíêöi¹þ íà

öüîìó öèëiíäði, ïðè÷îìó çðîñòàþ÷îþ, ÿêùî 𝑃𝑛 > 0 i ñïàäíîþ, ÿêùî 𝑃𝑛 < 0.

Íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ ó âíóòðiøíiõ òî÷êàõ öèëiíäðiâ 𝑛�ðàíãó ¹ íà-

ñëiäêîì îòðèìàíîãî àíàëiòè÷íîãî âèðàçó ôóíêöi¨. Çàëèøèëîñü îáãðóíòó-

âàòè ¨¨ íåïåðåðâíiñòü â 𝐺2�áiíàðíèõ òî÷êàõ 𝑛�ãî ðàíãó (à ñàìå: íà êií-

öÿõ öèëiíäðiâ 𝑛�ãî ðàíãó). Çàóâàæèìî, ùî íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ 𝜔𝑛 â

𝐺2�áiíàðíié òî÷öi 𝑥0 ðiâíîñèëüíà êîðåêòíîñòi îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ â öié òî-

÷öi (âèðàç çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ âiä äâîõ ðiçíèõ çîáðàæåíü ÷èñëà äà¹ îäèí

i òîé æå ðåçóëüòàò). À öå âñòàíîâëåíî âèùå. Äëÿ ïðèêëàäó ðîçãëÿíå-

ìî öèëiíäð Δ𝐺2
𝑐1...𝑐𝑛−1

= Δ𝐺2
𝑐1...𝑐𝑛−10

∪ Δ𝐺2
𝑐1...𝑐𝑛−11

. Ñïiëüíèì êiíöåì öèëiíäðiâ

Δ𝐺2
𝑐1...𝑐𝑛−10

i Δ𝐺2
𝑐1...𝑐𝑛−11

¹ òî÷êà 𝑥 = Δ𝐺2

𝑐1...𝑐𝑛−101(0)
= Δ𝐺2

𝑐1...𝑐𝑛−111(0)
ïðè öüîìó

𝑓(𝑥*) = Δ𝐺2

1(0) = 𝑔0.

2.10. Оператор правостороннього зсуву цифр 𝐺2–зображення

чисел

Означення 2.5. Функцiя 𝜏𝑖, означена на [0; 𝑔0], рiвнiстю

𝜏𝑖(𝑥) = 𝜏𝑖

(︁
Δ𝐺2

𝛼1(𝑥)𝛼2(𝑥)...𝛼𝑛(𝑥)...

)︁
= Δ𝐺2

𝑖𝛼1(𝑥)𝛼2(𝑥)...𝛼𝑛(𝑥)...
,

де 𝑖 ∈ {0; 1}, називається îïåðàòîðîì ïðàâîñòîðîííüîãî çñóâó öèôð 𝐺2�

çîáðàæåííÿ ÷èñåë ç ïàðàìåòðîì 𝑖.

Îñêiëüêè 𝜏𝑖
(︁
Δ𝐺2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚01(0)

)︁
= 𝜏𝑖

(︁
Δ𝐺2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚11(0)

)︁
, òî íàâåäåíå îçíà÷åííÿ

ôóíêöi¨ 𝜏𝑖 ¹ êîðåêòíèì. Î÷åâèäíî, ùî ìíîæèíîþ çíà÷åíü ôóíêöi¨ 𝜏𝑖 ¹ öè-

ëiíäð Δ𝐺2

𝑖 , çîêðåìà

𝜏0(0) = 𝜏
(︁
Δ𝐺2

(0)

)︁
= 0, 𝜏1(0) = 𝜏1

(︁
Δ𝐺2

(0)

)︁
= Δ𝐺2

1(0) = 𝑔0.
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Лема 2.10.1. Функцiя 𝜏𝑖 неперервна в кожнiй точцi вiдрiзка [0; 𝑔0] i

аналiтично виражається 𝜏𝑖(𝑥) = 𝛿𝑖 + 𝑔𝑖𝑥.

Доведення. Îñêiëüêè

𝜏𝑖
(︀
Δ𝐺2

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...

)︀
= Δ𝐺2

𝑖𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...
= 𝛿𝑖 + 𝑔𝑖Δ

𝐺2
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...

,

òî 𝜏𝑖(𝑥) = 𝛿𝑖 + 𝑔𝑖𝑥, òîáòî 𝜏0(𝑥) = 𝑔0𝑥, 𝜏1(𝑥) = 𝑔0 + 𝑔1𝑥. Òîìó íåïåðåðâíiñòü

ôóíêöi¨ 𝜏𝑖 íà öèëiíäðàõ ïåðøîãî ðàíãó ¹ î÷åâèäíîþ. À â 𝐺2�áiíàðíèõ òî-

÷êàõ, ùî ¹ ìåæîâàíèìè äëÿ öèëiíäðiâ, âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi

𝜏𝑖

(︁
Δ𝐺2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚01(0)

)︁
= 𝜏𝑖

(︁
Δ𝐺2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚11(0)

)︁
.

Зауваження 2.10.1. Функцiя 𝜏0 є зростаючою, а функцiя 𝜏1 – спа-

дною, причому 𝜏0(𝑔0) = 𝜏1(𝑔0) = 𝑔20.

Î÷åâèäíèìè ¹ ðiâíîñòi:

𝜔(𝛿𝑖(𝑥)) = 𝑥 i 𝜏𝛼1(𝑥)(𝜔(𝑥)) = 𝑥.

Ðiâíÿííÿ 𝜏𝑖(𝑥) = 𝜔(𝑥) ìà¹ äâà ðîçâ'ÿçêè 𝑥 = Δ𝐺2

(𝑗𝑖), äå 𝑗 ∈ {0; 1}. À
ðiâíÿííÿ 𝜏𝑖(𝑥) = 𝜔𝑚(𝑥).
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2.11. Оператор 𝑛 – кратного правостороннього зсуву цифр

𝐺2–зображення чисел

Íåõàé çàäàíî âïîðÿäêîâàíèé íàáið (𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛) íóëiâ òà îäèíèöü. Ôóí-

êöiþ 𝜏𝑖1𝑖2...𝑖𝑛, îçíà÷åíó ðiâíiñòþ: 𝜏𝑖1𝑖2...𝑖𝑛(𝑥) = Δ𝐺2

𝑖1𝑖2...𝑖𝑛𝛼1(𝑥)𝛼2(𝑥)...
, ìè íàçèâà¹-

ìî îïåðàòîðîì ïðàâîñòîðîííüîãî çñóâó ç ïàðàìåòðàìè (𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛). Êîðå-

êòíiñòü îçíà÷åííÿ îïåðàòîðà 𝜏𝑖1𝑖2...𝑖𝑛(𝑥) i ðiâíiñòü 𝜏𝑖1𝑖2...𝑖𝑛(𝑥 = 𝜏𝑖1(𝜏𝑖2...𝑖𝑛(𝑥))).

Äëÿ ïðèêëàäó ðîçãëÿíåìî 𝑛 = 2 i âiäïîâiäíi ôóíêöi¨ 𝜏00, 𝜏01, 𝜏10, 𝜏11.

Лема 2.11.1. Оператор 𝜏𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 має аналiтичний вираз

𝜏𝑖1𝑖2...𝑖𝑛(𝑥) = 𝛿𝑖1 +
𝑛∑︁

𝑘=1

(︃
𝛿𝑖𝑘

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑔𝑖𝑗

)︃
+

(︃
𝑛∏︁

𝑗=1

𝑔𝑖𝑗

)︃
𝑥

i є лiнiйною функцiєю, зростаючою, якщо 𝑃𝑛 =
∏︀𝑛

𝑗=1 𝑔𝑖𝑗 > 0 (рiвносильно

𝑖1 + 𝑖2 + . . . + 𝑖𝑛 – парне число) i спадною, якщо 𝑃𝑛 < 0 (рiвносильно

𝑖1 + 𝑖2 + . . .+ 𝑖𝑛 – непарне число).

Доведення. Äëÿ ïðèêëàäó ðîçãëÿíåìî 𝑛 = 2 i âiäïîâiäíi ôóíêöi¨

𝜏00, 𝜏01, 𝜏10, 𝜏11. Ôóíêöi¨ 𝜏00 = 𝑔20𝑥 i 𝜏11 = 𝑔20𝑥+ 𝑔20 ¹ ëiíiéíèìè çðîñòàþ÷èìè,

à ôóíêöi¨ 𝜏01 = 𝑔0𝑔1𝑥+ 𝑔20 i 𝜏10 = 𝑔0𝑔1𝑥+ 𝑔0 � ëiíiéíèìè ñïàäíèìè.
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2.12. Хвостовi множини

Означення 2.6. Казатимемо, що 𝐺2–зображення чисел 𝑥 =

Δ𝐺2
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...

i 𝑦 = Δ𝐺2

𝛽1𝛽2...𝛽𝑛...
мають однаковий хвiст, якщо iснують на-

туральнi 𝑘 i 𝑚 такi, що

𝛼𝑘+𝑗 = 𝛽𝑚+𝑗 (2.12.9)

для будь–якого 𝑗 ∈ 𝑁 . Символiчно це позначається 𝑥 ∼ 𝑦.

Означення 2.7. Якщо 𝑘 i 𝑚 — найменшi числа, для яких виконується

умова (2.12.9), то число

𝑧 ≡ 𝑥 ∧ 𝑦 = Δ𝐺2
𝛼𝑘+1𝛼𝑘+2...

= Δ𝐺2

𝛽𝑚+1𝛽𝑚+2...
,

називається спiльним хвостом чисел 𝑥 та 𝑦.

Î÷åâèäíî, ùî áiíàðíå âiäíîøåííÿ ∼ � ¾ìàòè îäíàêîâèé õâiñò¿ ¹ âiä-

íîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi, òîáòî âîëîäi¹ âëàñòèâîñòÿìè ðåôëåêñèâíîñòi,

ñèìåòðè÷íîñòi, òðàíçèòèâíîñòi. À îòæå, ðîçáèâà¹ ìíîæèíó 𝑍 âñiõ 𝐺2�

çîáðàæåíü ÷èñåë âiäðàçêà [0; 𝑔0] íà êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi, ÿêi â ñóêóïíîñòi

óòâîðþþòü ôàêòîð�ìíîæèíó 𝑊 = 𝑍� ∼. Êîæåí åëåìåíò ìíîæèíè 𝑊 íà-

çèâà¹òüñÿ õâîñòîâîþ ìíîæèíîþ, âîíà îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ äîâiëüíèì

ñâî¨ì åëåìåíòîì.

Теорема 2.12.1. Кожна хвостова множина є злiченною, всюди щiль-

ною у вiдрiзку [0; 𝑔0] множиною. Множина 𝑊 всiх хвостових множин —

континуальна.

Доведення. Íåõàé 𝐾𝑥 � õâîñòîâà ìíîæèíà, ùî ìiñòèòü ÷èñëî 𝑥, 𝐾1 �

ìíîæèíà âñiõ ÷èñåë 𝑦, äëÿ ÿêèõ 𝑦∧𝑥 = 𝑥; 𝐾𝑛 � ìíîæèíà âñiõ ÷èñåë 𝑦, äëÿ

ÿêèõ 𝑦 ∩ 𝜔𝑛(𝑥) = 𝜔𝑛(𝑥).

Î÷åâèäíî, ùî êîæíà ç ìíîæèí 𝐾𝑛 (𝑛 ∈ 𝑁) ¹ çëi÷åííîþ i 𝐾𝑥 =
⋃︀
𝑛
𝐾𝑛.

Òîìó 𝐾𝑥 ¹ çëi÷åííîþ ÿê çëi÷åííå îá'¹äíàííÿ çëi÷åííèõ ìíîæèí.

Äîâiëüíèé öèëiíäð Δ𝐺2
𝑐1...𝑐𝑛

ìiñòèòü òî÷êè õâîñòîâî¨ ìíîæèíè 𝐾𝑥, îñêiëü-

êè éîìó íàëåæàòü ÷èñëà

Δ𝐺2

𝑐1...𝑐𝑛𝛼1(𝑥)𝛼2(𝑥)...
, Δ𝐺2

𝑐1...𝑐𝑛𝛼2(𝑥)𝛼3(𝑥)...
, Δ𝐺2

𝑐1...𝑐𝑛𝛼𝑘(𝑥)𝛼𝑘+1(𝑥)...
.
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À öå ¹ ñâiä÷åííÿì òîãî, ùî ìíîæèíà 𝐾𝑥 ¹ âñþäè ùiëüíîþ ó âiäðiçêó [0; 𝑔0].

Ìíîæèíà 𝑊 ¹ êîíòèíóàëüíîþ, îñêiëüêè ïðèïóñòèâøè ¨¨ çëi÷åííiñòü

îòðèìà¹ìî çëi÷åííiñòü âiäðiçêà [0; 𝑔0], ÿê çëi÷åííå îá'¹äíàííÿ çëi÷åííèõ

ìíîæèí. À öå ñóïåðå÷èòü êîíòèíóàëüíîñòi ìíîæèíè òî÷îê âiäðiçêà.

Зауваження 2.12.1. Цi два факти є спiльними для систем кодування

зi скiнченним алфавiтом i нульовою надлишковiстю.

Зауваження 2.12.2. Принциповою вiдмiннiстю 𝐺2–зображення чи-

сел вiд iнших двосимвольних систем є те, що всi 𝐺2–бiнарнi числа утво-

рюють одну хвостову множину, тодi як для класичної двiйкової систе-

ми, нега–двiйкової, 𝑄2 –, 𝑄
*
2 – зображення чисел вони належать рiзним

хвостовим множинам.

2.13. Метризацiя хвостової множини

Êîæíó õâîñòîâó ìíîæèíó ìîæíà ëåãêî ìåòðèçóâàòè. ßêùî 𝐾 � äî-

âiëüíà õâîñòîâà ìíîæèíà, òî îäíi¹þ ç ìåòðèê ó íié ¹ ôóíêöiÿ, îçíà÷åíà

ðiâíiñòþ:

𝜌(𝑥, 𝑦) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑘 ïðè 𝑘 = 𝑚,

∞ ïðè 𝑘 ̸= 𝑚,

äå 𝑘,𝑚 � íàéìåíøi öiëi ÷èñëà, äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ äëÿ îïåðàòîðiâ ëiâî-

ñòîðîííüîãî çñóâó öèôð ðiâíiñòü 𝜔𝑘(𝑥) = 𝜔𝑚(𝑦).

Ñïðàâäi, âèêîíàííÿ ñïiââiäíîøåíü 𝜌(𝑥, 𝑦) > 0 i 𝜌(𝑥, 𝑦) = 𝜌(𝑦, 𝑥) ¹ î÷å-

âèäíèì. ßêùî 𝐾 ̸= 𝐵, òî

𝜌(𝑥, 𝑦) = 0 ⇔ 𝛼𝑖(𝑥) = 𝛼𝑗(𝑦) = 𝛼𝑗(𝑦)

äëÿ âñiõ 𝑖 ∈ 𝑁 , ùî ðiâíîñèëüíî 𝑥 = 𝑦. ßêùî 𝐾 = 𝐵, òî

𝜌(𝑥, 𝑦) = 0 ⇔ 𝑘 = 𝑚 = 0,

à öå ðiâíîñèëüíî 𝑥 = 𝑦. Äåùî ñêëàäíiøîþ ¹ ïåðåâiðêà âèêîíàííÿ íåðiâíîñòi

òðèêóòíèêà.
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2.14. Функцiї, що зберiгають хвости 𝐺2–зображення чисел

Êàçàòèìåìî, ùî ôóíêöiÿ 𝑦 = 𝑓(𝑥) çáåðiãà¹ õâîñòè𝐺2�çîáðàæåííÿ ÷èñåë

âiäðiçêà [0; 𝑔0], ÿêùî äëÿ áóäü�ÿêîãî 𝑥 = Δ𝐺2
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...

i éîãî îáðàçó 𝑦 =

𝑓(𝑥) = Δ𝐺2

𝛽1𝛽2...𝛽𝑛...
iñíóþòü íåâiä'¹ìíi öiëi ÷èñëà 𝑘 i 𝑚 òàêi, ùî 𝛼𝑘+𝑗 = 𝛽𝑚+𝑗

äëÿ áóäü�ÿêîãî 𝑗 ∈ 𝑁 .

Î÷åâèäíî, ùî ôóíêöiÿ 𝑓(𝑥) = 𝑔0(𝑥) çáåðiãà¹ õâîñòè çîáðàæåííÿ ÷èñåë,

ÿê i ôóíêöiÿ 𝑦 = 𝑥.

Ïðèêëàäàìè ôóíêöié, ùî çáåðiãàþòü õâîñòè 𝐺2�çîáðàæåííÿ ÷èñåë, ¹

íàñòóïíi:

1. 𝐼𝑚(Δ𝐺2
𝛼1...𝛼𝑛...

) = Δ𝐺2

[1−𝛼1][1−𝛼2]...[1−𝛼𝑚]𝛼𝑚+1𝛼𝑚+2...
,

2. 𝑓𝑚(Δ𝐺2
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...

) = Δ𝐺2

𝛽1𝛽2...𝛽𝑛...,
äå

𝛽𝑖 =

⎧⎪⎨⎪⎩𝛼1 . . . 𝛼𝑖, ÿêùî 𝛼1 + 𝛼2 + · · ·+ 𝛼𝑖 < 𝑚,

𝛼𝑖, ÿêùî 𝛼1 + 𝛼2 + · · ·+ 𝛼𝑖 > 𝑚.

3. 𝜙𝑚(Δ
𝐺2
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...

) = Δ𝐺2

𝛽1𝛽2...𝛽𝑛...
, äå

𝛽𝑖 =

⎧⎪⎨⎪⎩|𝛼𝑖 − 𝛼𝑖+1|, ÿêùî 𝛼1 + · · ·+ 𝛼𝑖 < 𝑚,

𝛼𝑖, ÿêùî 𝛼1 + 𝛼2 + · · ·+ 𝛼𝑖 > 𝑚.

Òóò 𝑚 � ôiêñîâàíå íåâiä'¹ìíå ÷èñëî.

Êîðåêòíiñòü îçíà÷åííÿ öèõ ôóíêöié ¹ íàñëiäêîì äîìîâëåíîñòi âèêîðè-

ñòîâóâàòè ëèøå îäíå ç äâîõ çîáðàæåíü 𝐺2�áiíàðíèõ ÷èñåë. Àëå ôóíêöi¨ ç

íàâåäåíèõ ïðèêëàäiâ íå ¹ íåïåðåðâíèìè, áiëüø öiêàâèìè ç ðiçíèõ òî÷îê

çîðó ¹ íåïåðåðâíi ôóíêöi¨.

ßñíî, ùî ñóïåðïîçèöiÿ äâîõ ôóíêöié, ÿêi çáåðiãàþòü õâîñòè çîáðàæåííÿ

÷èñåë ¹ ôóíêöi¹þ öüîãî æ êëàñó.
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2.15. Неперервнi функцiї, що зберiгають хвости

𝐺2–зображення чисел

Ïðîñòèìè ïðèêëàäàìè íåïåðåðâíèõ ôóíêöié, ÿêi çáåðiãàþòü õâîñòè 𝐺2�

çîáðàæåííÿ ÷èñåë ¹ îïåðàòîðè ëiâîñòîðîííüîãî i ïðàâîñòîðîííüîãî çñóâó

𝜔𝑛, 𝜏𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 ïðè áóäü�ÿêîìó íàòóðàëüíîìó 𝑛 i íàáîði íóëiâ òà îäèíèöü. Âñå-

ìîæëèâi ñêëåþâàííÿ öèõ ôóíêöié äàþòü òàêi æ ôóíêöi¨. Íàïðèêëàä,

𝑓(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝜔(𝑥) ïðè 0 6 𝑥 6 𝑥1,

𝜏1(𝑥) ïðè 𝑥1 6 𝑥 6 𝑥2,

𝜔(𝑥) ïðè 𝑥2 6 𝑥 6 𝑔0,

äå 𝑥1 i 𝑥2 ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ 𝜔(𝑥) = 𝜏1(𝑥), à ñàìå: 𝑥1 = Δ𝐺2

(01), 𝑥2 = Δ𝐺2

(1).

Àëå íå êîæíà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ, âèçíà÷åíà íà âiäðiçêó [0; 𝑔0], ¹ éîãî

ïåðåòâîðåííÿì, òîáòî ái¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì âiäðiçêà íà ñåáå. I çðî-

çóìiëî, ùî òàêèìè íå ¹ âèùå âêàçàíi ôóíêöi¨.

2.16. Неперервнi перетворення вiдрiзка [0; 𝑔0], якi зберiгають

хвости 𝐺2–зображення чисел

Íàãàäà¹ìî, ùî перетворенням множини 𝐸 íàçèâà¹òüñÿ ái¹êòèâíå

(îäíî÷àñíî ií'¹êòèâíèì i ñþð'¹êòèâíèì) àáî âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå âiäîáðà-

æåííÿ äàíî¨ ìíîæèíè íà ñåáå.

Ïiä перетворенням, що зберiгає хвости 𝐺2–зображення чисел (äà-

ëi õâîñòîâèì ïåðåòâîðåííÿì) ìè ðîçóìi¹ìî ïåðåòâîðåííÿ, ïðè ÿêîìó äëÿ

áóäü�ÿêîãî 𝑥 = Δ𝐺2
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...

i éîãî îáðàçó 𝜙(𝑥) = Δ𝐺2

𝛽1𝛽2...𝛽𝑛...
iñíóþòü òàêi

íàòóðàëüíi 𝑚 i 𝑘, ùî 𝛼𝑚+𝑗 = 𝛽𝑘+𝑗 äëÿ áóäü�ÿêîãî 𝑗 ∈ 𝑁 .

Î÷åâèäíî, ùî îïåðàòîðè ëiâîñòîðîííüîãî òà ïðàâîñòîðîííüîãî çñóâó

öèôð ¹ ôóíêöiÿìè, ÿêi çáåðiãàþòü õâîñòè 𝐺2�çîáðàæåííÿ ÷èñåë, àëå íå

¹ ïåðåòâîðåííÿìè âiäðiçêà [0; 𝑔0]. Òðèâiàëüíèì ïðèêëàäîì ïåðåòâîðåííÿ,

ùî çáåðiãà¹ õâîñòè 𝐺2�çîáðàæåííÿ ÷èñåë ¹ òîòîæíå ïåðåòâîðåííÿ.
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Î÷åâèäíèì ¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ: ÿêùî ïåðåòâîðåííÿ 𝑓 âiäðiçêà [0; 𝑔0]

çáåðiãà¹ õâîñòè 𝐺2�çîáðàæåííÿ ÷èñåë, òî âîíî çáåðiãà¹ ÷àñòîòè öèôð.

Çðîçóìiëî, ùî íåïåðåðâíi ïåðåòâîðåííÿ âiäðiçêà [0; 𝑔0] âè÷åðïóþòüñÿ

ñòðîãî ìîíîòîííèìè (çðîñòàþ÷èìè òà ñïàäíèìè) ôóíêöiÿìè, îáëàñòü âè-

çíà÷åííÿ i ìíîæèíà çíà÷åíü ÿêèõ çáiãà¹òüñÿ ç äàíèì âiäðiçêîì.

Приклад 1. Ñïàäíà ôóíêöiÿ

𝑓1(𝑥) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜏1(𝑥) ïðè 𝑥 6 𝑥1 = Δ𝐺2

(1) =
𝑔0

2− 𝑔0
,

𝜔(𝑥) ïðè 𝑥 > 𝑥1 = Δ𝐺2

(1) =
𝑔0

2− 𝑔0
,

¹ íåïåðåðâíèì õâîñòîâèì ïåðåòâîðåííÿ âiäðiçêà [0; 𝑔0].

Доведення. ×èñëî 𝑥1 ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ 𝜏1(𝑥) = 𝜔(𝑥), ÿêå ðiâíî-

ñèëüíå ñèñòåìi 1 = 𝛼2(𝑥) = 𝛼4(𝑥) = . . . , 𝛼1(𝑥) = 𝛼3(𝑥) = 𝛼5(𝑥) = . . ., à

òîìó ìà¹ äâà ðîçâ'ÿçêè: 𝑥 = Δ𝐺2

(𝛼11)
, 𝛼1 ∈ {0, 1}. Îäèí ç íèõ 𝑥0 = Δ𝐺2

(01) ¹

òî÷êîþ ïðîìiæêó ñïàäàííÿ 𝜏1 i ïðîìiæêó çðîñòàííÿ ôóíêöi¨ 𝜔, à 𝑥1 íà-

ëåæèòü ïðîìiæêó ñïàäàííÿ 𝜏1 i ïðîìiæêó ñïàäàííÿ 𝜔. Òîìó ôóíêöiÿ 𝑓1 ¹

íåïåðåðâíîþ i ñòðîãî ñïàäíîþ, ïðè÷îìó 𝑓1(0) = 𝑔0, 𝑓1(𝑔0) = 0. Îòæå, 𝑓1

íåïåðåðâíå ïåðåòâîðåííÿ âiäðiçêà [0; 𝑔0].
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Приклад 2. Ôóíêöiÿ

𝑓2(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝜏1(𝑥) ïðè 0 6 𝑥 6 Δ𝐺2

(101),

𝜔2(𝑥) ïðè Δ𝐺2

(101) 6 𝑥 6 𝑔0,

¹ íåïåðåðâíèì ñïàäíèì õâîñòîâèì ïåðåòâîðåííÿì.

Ñïðàâäi, 𝜏1 ¹ íåïåðåðâíîþ ñïàäíîþ õâîñòîâîþ ôóíêöi¹þ, Δ𝐺2

(101) ¹

ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ 𝜏1(𝑥) = 𝜔2(𝑥), ÿêèé íàëåæèòü îñòàííüîìó ïðîìiæêó

ñïàäàííÿ ôóíêöi¨ 𝜔2(𝑥).

Теорема 2.16.1 (Основний результат). Множина 𝐶 всiх неперерв-

них бiєкцiй вiдрiзка [0; 𝑔0], якi зберiгають хвости 𝐺2–зображення чисел,

щодо операцiї ∘ — «композицiя» (суперпозицiя), утворює нескiнченну не-

комутативну групу, нетривiальну пiдгрупу якої утворюють зростаючi

функцiї.

Доведення. ßê âiäîìî, ìíîæèíà âñiõ ái¹êöié âiäðiçêà óòâîðþ¹ ãðóïó,

íåéòðàëüíèì åëåìåíòîì ÿêî¨ ¹ òîòîæíå ïåðåòâîðåííÿ, à ñèìåòðè÷íèì �

îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî êîìïîçèöiÿ õâîñòîâèõ ïåðåòâîðåíü ¹

õâîñòîâèì ïåðåòâîðåííÿì, ÿê i îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ. Òîìó çãiäíî ç îçíà-

êîþ ïiäãðóïè (𝐶, ∘) � ãðóïà. �¨ íåñêií÷åííiñòü âèïëèâà¹ ç ïðèêëàäó 3 (â

ÿêîìó 𝑘 � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî).
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Äëÿ äîâåäåííÿ íåêîìóòàòèâíîñòi ãðóïè (𝐶, ∘) äîñèòü íàâåñòè äâà ïðè-

êëàäè ïåðåòâîðåííÿ ç ìíîæèíè 𝐶, ÿêi íå êîìóòóþòü. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî

ôóíêöi¨ 𝑓1 òà 𝑓2 ç ïðèêëàäiâ 1 òà 2 i òî÷êó 𝑥0 = Δ𝐺2

01(0) < Δ𝐺2

(1) = 𝑥1. Äëÿ

íèõ ìà¹ìî

𝑓2(𝑓1(Δ
𝐺2

01(0))) = 𝑓2(𝜏1(Δ
𝐺2

01(0))) = 𝑓2(Δ
𝐺2

101(0)) =

= 𝜏1(Δ
𝐺2

101(0)) = Δ𝐺2

1101(0),

îñêiëüêè Δ𝐺2

101(0) < Δ𝐺2

(101);

𝑓1(𝑓2(Δ
𝐺2

01(0))) = 𝑓1(𝜏1(Δ
𝐺2

01(0))) = 𝑓1(Δ
𝐺2

101(0)) =

= 𝜔(Δ𝐺2

101(0)) = Δ𝐺2

01(0),

îñêiëüêè Δ𝐺2

101(0) > Δ𝐺2

(1). Îòæå, 𝑓2(𝑓1(𝑥0)) ̸= 𝑓1(𝑓2(𝑥0)).

Íåñêií÷åííiñòü ãðóïè âèïëèâà¹ ç ïðèêëàäó 3.

Приклад 3. Ñïàäíà ôóíêöiÿ

𝑓3(𝑥) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜏10 . . . 0⏟  ⏞  

𝑘

(𝑥) ïðè 0 6 𝑥 6 𝑥𝑘 ≡ Δ𝐺2

𝑖10 . . . 0⏟  ⏞  
𝑘

,

𝜔(𝑥) ïðè 𝑥𝑘 6 𝑥 6 𝑔0, 𝑖 ∈ 𝐴,

¹ íåïåðåðâíèì õâîñòîâèì ïåðåòâîðåííÿì âiäðiçêà [0; 𝑔0].

Äëÿ äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ íåòðèâiàëüíî¨ ïiäãðóïè çðîñòàþ÷èõ ôóíêöié

äîñèòü íàâåñòè ïðèêëàä íåòðèâiàëüíî¨ çðîñòàþ÷î¨ ái¹êöi¨, à òàêîþ ¹

𝑓5(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝜔(𝑥), ÿêùî 0 6 𝑥 6 Δ𝐺2

(011),

𝜏11(𝑥), ÿêùî Δ𝐺2

(011) 6 𝑥 6 Δ𝐺2

(1),

𝑥, ÿêùî Δ𝐺2

(1) 6 𝑥 6 𝑔0,

îñêiëüêè ôóíêöi¨ 𝜔, 𝜏11 i 𝑓(𝑥) = 𝑥 íà âêàçàíèõ ïðîìiæêàõ ¹ çðîñòàþ÷èìè,

Δ𝐺2

(011) � êîðiíü ðiâíÿííÿ 𝜔(𝑥) = 𝜏11(𝑥), à Δ
𝐺2

(1) � êîðiíü ðiâíÿííÿ 𝜏11(𝑥) = 𝑥.
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2.17. Метрична теорiя 𝐺2–зображення чисел

Íåõàé 𝑥 = Δ𝐺2
𝛼1𝛼2...𝛼𝑘...

, 𝑁1(𝑥, 𝑘) ≡ 𝛼1 + · · ·+ 𝛼𝑘, 𝑁0(𝑥, 𝑘) = 𝑘 −𝑁1(𝑥, 𝑘).

Означення 2.8. Число

lim
𝑘→∞

𝑁𝑖(𝑥, 𝑘)

𝑘
= 𝜈𝐺2

𝑖 (𝑥), 𝑖 ∈ 𝐴,

у випадку його iснування, називається частотою цифри 𝑖 у 𝐺2–

зображеннi числа 𝑥.

Ñòàòèñòè÷íà îñíîâà ïîíÿòòÿ ÷àñòîòè î÷åâèäíà (ïðèíàéìíi óìîâè ¨¨

iñíóâàííÿ), àëå ÿê âiäîìî, âîíî ìà¹ ãëèáîêèé ìåòðè÷íèé çìiñò äëÿ ðiçíèõ

çîáðàæåíü äiéñíèõ ÷èñåë. Â öüîìó ìè ïåðåñâiä÷èìîñü íèæ÷å.

Теорема 2.17.1. (Аналог теореми Бореля для двiйкового зображен-

ня). Множина 𝐵 = {𝑥 : 𝜈𝐺2
𝑜 (𝑥) = 𝑔0} чисел 𝑥 вiдрiзка [0; 𝑔0], частота

цифри 0 у 𝐺2–зображення яких має мiру Лебега рiвну 1.

Доведення. Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî çàñîáàìè ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó, ñêî-

ðèñòàâøèñü ñõåìîþ, ÿêà âèêîðèñòîâóâàëàñÿ ó ðîáîòi [75] Äîâåäåìî, ùî ìíî-

æèíà ÷èñåë 𝑥, äëÿ ÿêèõ 𝜈𝐺2
0 (𝑥) ̸= 𝑔0 (òîáòî ÷àñòîòà íå iñíó¹ àáî íå äîðiâíþ¹

𝑔0) ìà¹ ìiðó Ëåáåãà 0.

Óìîâà 𝜈𝐺2
0 (𝑥) = 𝑔0 ðiâíîñèëüíà óìîâi 𝜈

𝐺2
1 (𝑥) = −𝑔1, ÿêó ïåðåïèøåìî ó
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âèãëÿäi

lim
𝑛→∞

𝛼1(𝑥) + . . .+ 𝛼𝑘(𝑥)

𝑘
= −𝑔1 ⇔ lim

𝑘→∞
(
1

𝑘

𝑘∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖(𝑥) + 𝑔1) = 0. (2.17.10)

Ðîçãëÿíåìî iíòåãðàëè:

𝐼𝑘 =

𝑔0∫︁
0

(︃
1

𝑘

𝑘∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖(𝑥) + 𝑔1

)︃2

𝑑𝑥 =
1

𝑘2

𝑔0∫︁
0

(︃
𝑘∑︁

𝑖=1

𝛼𝑖(𝑥) + 𝑘𝑔1

)︃2

𝑑𝑥 =

=
1

𝑘2

𝑔0∫︁
0

(︃
𝑘∑︁

𝑖=1

(𝛼𝑖(𝑥) + 𝑔1)

)︃2

𝑑𝑥.

Ó âèðàçi 𝐼𝑘 çóñòði÷àþòüñÿ iíòåãðàëè äâîõ âèðàçiâ:

1)

𝑔0∫︁
0

(𝛼𝑖(𝑥) + 𝑔1)
2𝑑𝑥 =

𝑔0∫︁
0

(𝛼2
𝑖 (𝑥) + 2𝛼𝑖(𝑥)𝑔1 + 𝑔21)𝑑𝑥 =

=

𝑔0∫︁
0

(𝛼𝑖(𝑥)(1 + 2𝑔1) + 𝑔21)𝑑𝑥 = (1 + 2𝑔1)

𝑔0∫︁
0

𝛼𝑖(𝑥)𝑑𝑥+

𝑔0∫︁
0

𝑔21𝑑𝑥 =

= (1 + 2𝑔1)𝜆{𝑥 : 𝛼𝑖(𝑥) = 1}𝑔0 + 𝑔0𝑔
2
1 =

= (1 + 2𝑔1)𝑔0(−𝑔1)𝑔0 + 𝑔21𝑔0 = 𝑔0𝑔1(1− 2𝑔0𝑔1),

îñêiëüêè 𝛼2
𝑖 (𝑥) = 𝛼𝑖(𝑥) (êiëüêiñòü òàêèõ iíòåãðàëiâ äîðiâíþ¹ 𝑘);

2)

𝑔0∫︁
0

(𝛼𝑖(𝑥) + 𝑔1)(𝛼𝑗(𝑥) + 𝑔1)𝑑𝑥 =

=

𝑔0∫︁
0

𝛼𝑖(𝑥)𝛼𝑗(𝑥)𝑑𝑥+ 𝑔1

𝑔0∫︁
0

(𝛼𝑖(𝑥) + 𝛼𝑗(𝑥))𝑑𝑥+

𝑔0∫︁
0

𝑔21𝑑𝑥 =

= 𝑔0𝑔
2
1 + 2𝑔1𝑔0(−𝑔1) + 𝑔21𝑔0 = 0 ïðè 𝑖 ̸= 𝑗.

Îòæå, 𝐼𝑘 =
𝑔0𝑔1(1− 2𝑔0𝑔1)

𝑘
. Òîäi lim

𝑘→𝜕
𝐼𝑘 = 0, òîáòî ïîñëiäîâíiñòü ñóì

1

𝑘

𝑘∑︀
𝑖=1

𝛼𝑖(𝑥) çáiãà¹òüñÿ äî (−𝑔1) â ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó. Àëå iç çáiæíî-
ñòi â ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó, âçàãàëi êàæó÷è, íå âèïëèâà¹ çáiæíiñòü

ìàéæå ñêðiçü ó ðîçóìiííi ìiðè Ëåáåãà.
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Âiçüìåìî òåïåð áóäü�ÿêå äîñèòü ìàëå äîäàòíå ÷èñëî 𝜀 i ðîçãëÿíåìî ìíî-

æèíó 𝐸𝑘(𝜀) ÷èñåë âiäðiçêà [0; 𝑔0], äëÿ ÿêèõ⃒⃒⃒⃒
⃒1𝑘

𝑘∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖(𝑥) + 𝑔1

⃒⃒⃒⃒
⃒ > 𝜀. (2.17.11)

Ùîá îöiíèòè ìiðó öi¹¨ ìíîæèíè, çàóâàæèìî, ùî

𝐼𝑘 =

𝑔0∫︁
0

(︃
1

𝑘

𝑘∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖(𝑥) + 𝑔1

)︃2

𝑑𝑥 >
∫︁

𝐸𝑘(𝜀)

(︃
1

𝑘

𝑘∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖(𝑥) + 𝑔1

)︃2

𝑑𝑥 >

> 𝜀2
∫︁

𝐸𝑘(𝜀)

𝑑𝑥 = 𝜀𝜆[𝐸𝑘(𝜀)],

çâiäñè

𝜆[𝐸𝑘(𝜀)] 6
𝐼𝑘
𝜀2

=
𝑔0𝑔1(1− 2𝑔0𝑔1)

𝑘𝜀2
.

Òàêèì ÷èíîì, ïðè ôiêñîâàíîìó 𝜀 âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

lim
𝑘→∞

𝜆[𝐸𝑘(𝜀)] = 0. Àëå öüîãî ùå íå äîñòàòíüî äëÿ âèñíîâêó, ùî äëÿ ìàéæå

âñiõ 𝑥 ∈ [0; 𝑔0] âèêîíó¹òüñÿ (2.17.10).

Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèíè ÷èñåë 𝑥(𝜀):

𝐸1(𝜀), 𝐸4(𝜀), 𝐸9(𝜀), ..., 𝐸𝑛2(𝜀), ... (2.17.12)

i ïîçíà÷èìî ÷åðåç 𝐹𝑘(𝜀) ìíîæèíó ÷èñåë, ùî íàëåæèòü õî÷à á îäíié ç ìíî-

æèí 𝐸𝑘2(𝜀), 𝐸(𝑘+1)2(𝜀), .... Òîäi, âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (2.17.11), ìà¹-

ìî:

𝜆[𝐹𝑘(𝜀)] = 𝜆[𝐸𝑘2(𝜀) ∪ 𝐸(𝑘+1)2(𝜀) ∪ ...] 6

6
∞∑︁
𝑗=0

𝜆[𝐸(𝑘+𝑗)2(𝜀)] 6
𝑔0𝑔1(1− 2𝑔0𝑔1)

𝑘𝜀2

∞∑︁
𝑗=0

1

(𝑘 + 𝑗)2
→ 0 (𝑘 → ∞).

Îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèí {𝐹𝑘(𝜀)} ¹ ìîíîòîííîþ, òîáòî
𝐹𝑘+1(𝜀) ⊂ 𝐹𝑘(𝜀), à ìiðà Ëåáåãà ìíîæèíè 𝐹𝑘(𝜀) ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè íåîáìå-

æåíîìó ðîñòi 𝑘, òî ïåðåòèí âñiõ öèõ ìíîæèí ìà¹ ìiðó 0. Öå ðiâíîñèëüíî

òîìó, ùî âñi ÷èñëà, êðiì ÷èñåë ìíîæèíè ìiðè íóëü, ìîæóòü íàëåæàòè ëèøå

ñêií÷åíié ñóêóïíîñòi öèõ ìíîæèí, à öå îçíà÷à¹, ùî êîëè òî÷êà 𝑥 íàëåæèòü
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ëèøå ñêií÷åííié êiëüêîñòi ìíîæèí 𝐹𝑘(𝜀), òî ïðè äîñòàòíüî âåëèêîìó 𝑘 âî-

íà íå íàëåæèòü ìíîæèíi 𝐹𝑘(𝜀), à îòæå, íå íàëåæèòü æîäíié ç ìíîæèí

(2.17.12). Òîìó äëÿ ÷èñëà 𝑘, áiëüøîãî äåÿêîãî 𝑘0, ìà¹ìî⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 1𝑘2

𝑘2∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖(𝑥) + 𝑔1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6 𝜀.

Òàêèì ÷èíîì, öþ âëàñòèâiñòü ìàþòü ìàéæå âñi ÷èñëà äëÿ äîâiëüíî âèáðà-

íîãî 𝜀. Îòæå, äëÿ ìàéæå âñiõ âèêîíó¹òüñÿ

1

𝑘2

𝑘2∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖(𝑥) → −𝑔1 ïðè 𝑘 → ∞.

Ìè äîâåëè òâåðäæåííÿ çà óìîâè, ùî ÷èñëà 𝑘 ðîñòóòü ïî ïîñëiäîâíîñòi

êâàäðàòiâ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë. ßêùî æ 𝑘 äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, òî

äëÿ íüîãî çíàéäåòüñÿ íàòóðàëüíå ÷èñëî 𝑚, òàêå, ùî

𝑚2 6 𝑘 < (𝑚+ 1)2, òîáòî 0 6 𝑘 −𝑚2 < 2𝑚+ 1.

Òîìó

1

𝑘

𝑘∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖(𝑥) =
1

𝑘

⎛⎝ 𝑚2∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖(𝑥) +
𝑘∑︁

𝑖=𝑚2+1

𝛼𝑖(𝑥)

⎞⎠ =

=
1

𝑚2

𝑚2∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖(𝑥)
𝑚2

𝑘
+

1

𝑘

𝑘∑︁
𝑖=𝑚2+1

𝛼𝑖(𝑥).

Çà äîâåäåíèì, ïðè 𝑘 → ∞ ìàéæå ñêðiçü

1

𝑚2

𝑚2∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖(𝑥) → −𝑔1

i âñþäè
𝑚2

(𝑚+ 1)2
<
𝑚2

𝑘
6 1,

1

𝑘

𝑘∑︁
𝑖=𝑚2+1

𝛼𝑖(𝑥) 6
𝑘 −𝑚2

𝑘
<

2𝑚+ 1

𝑚2
,

âíàñëiäîê ÷îãî ïðè 𝑘 → ∞

𝑚2

𝑘
→ 1 i

1

𝑘

𝑘∑︁
𝑖=𝑚2+1

𝛼𝑖(𝑥) → 0.
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Òîìó ìàéæå ñêðiçü âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (2.17.10).

Означення 2.9. Число 𝑥 ∈ [0; 𝑔0] називається нормальним вiдносно

𝐺2–зображення числа, якщо у цьому зображеннi iснують частоти його

цифр, причому частота 0 рiвна 𝑔0, а 1 — (−𝑔1).

2.18. Iнверсор Δ–зображення

Ôóíêöiÿ 𝐼, îçíà÷åíà ðiâíiñòþ

𝐼(Δ𝐺2
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...

) = Δ𝐺2
1−𝛼1,1−𝛼2,...,1−𝛼𝑛,...

,

íàçèâà¹òüñÿ iнверсором 𝐺2�çîáðàæåííÿ.

Äàíå îçíà÷åííÿ ¹ êîðåêòíèì â òî÷êàõ, ùî ìàþòü ¹äèíå çîáðàæåííÿ.

Àëå îñêiëüêè

𝑔0(1 + 𝑔21)

1− 𝑔1
= 𝐼(Δ𝐺2

01(0)) ̸= 𝐼(Δ𝐺2

11(0)) =
𝑔30

1− 𝑔1
,

òî âîíî íå ¹ êîðåêòíèì áåç äîìîâëåíîñòi âèêîðèñòîâóâàòè ëèøå îäíå ç äâîõ

iñíóþ÷èõ 𝐺2�çîáðàæåíü 𝐺2�áiíàðíèõ òî÷îê. Òîìó äîìîâèìîñü íå âèêîðè-

ñòîâóâàòè çîáðàæåííÿ Δ𝐺2

𝑐1...𝑐𝑚11(0).

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ôóíêöiÿ 𝐼, âèçíà÷åíà íà ìíîæèíi 𝑈 𝐺2� óíàðíèõ ÷èñåë,

íåõòóþ÷è ìíîæèíîþ 𝐵 âñiõ 𝐺2�áiíàðíèõ ÷èñåë.

Теорема 2.18.1 (Основний результат). Iнверсор 𝐼 є нiде не моно-

тонною неперервною по множинi 𝐺2–унарних точок вiдрiзка [0; 𝑔0].

Доведення. 1. Ñïî÷àòêó îáãðóíòó¹ìî íåïåðåðâíiñòü. Íåõàé 𝑥0 =

Δ𝐺2
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...

� äîâiëüíà 𝐺2�óíàðíà òî÷êà 𝑥0 ̸= 𝑥 ∈ 𝐵. Òîäi iñíó¹ 𝑚 ∈ 𝑁

òàêå, ùî 𝛼𝑚(𝑥0) ̸= 𝛼𝑚(𝑥), àëå 𝛼𝑗(𝑥0) = 𝛼𝑗(𝑥) ïðè 𝑗 < 𝑚. Ïðè÷îìó 𝑥 → 𝑥0

ðiâíîñèëüíî 𝑚→ ∞. Ðîçãëÿíåìî

|𝐼(𝑥)− 𝐼(𝑥0)| = 𝑃𝑚−1 · |𝜔𝑚−1(𝐼(𝑥))− 𝜔𝑚−1(𝐼(𝑥0))|,

äå 𝑃𝑚−1 =
𝑚−1∏︀
𝑗=1

|𝑔1−𝛼𝑗(𝑥0)|.
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Îñêiëüêè 𝑃𝑚−1 → 0 (𝑚 → ∞), à |𝜔𝑚−1(𝐼(𝑥)) − 𝜔𝑚−1(𝐼(𝑥0))| 6 𝑔0, òî

|𝐼(𝑥) − 𝐼(𝑥0)| → 0 (𝑥 → 𝑥0), ùî ðiâíîñèëüíî íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ 𝐼 â

òî÷öi 𝑥0.

2. Òåïåð äîâåäåìî íiäå íå ìîíîòîííiñòü. Ðîçãëÿíåìî äâà ÷èñëà 𝑥1, 𝑥2,

äëÿ ÿêèõ 𝑘(𝑥1, 𝑥2) = 𝑚, òîáòî

𝑥1 = Δ𝐺2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚𝑑1𝑑2...
i 𝑥2 = Δ𝐺2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚𝑑′1𝑑
′
2...
, 𝑑1 ̸= 𝑑′1,

i ¨ì âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ 𝑦1 = 𝐼(𝑥1), 𝑦2 = 𝐼(𝑥2). Äëÿ íèõ

𝑦1 − 𝑦2 = [𝜔𝑚(𝐼(𝑥1))− 𝜔𝑚(𝐼(𝑥2))]𝑃𝑚, äå 𝑃𝑚 =
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑔1−𝑐𝑗 .

Íåõàé 𝑥1 6 𝑥2. Òîäi ìîæëèâi âèïàäêè:

1) ÷èñëî 𝜎𝑚 = 𝑐1 + 𝑐2 + . . .+ 𝑐𝑚 ¹ ïàðíèì;

2) 𝜎𝑚 � íåïàðíå.

Ó ïåðøîìó âèïàäêó ç 𝑥1 < 𝑥2 âèïëèâà¹ 𝑑1 = 0, à 𝑑′1 = 1 i ìà¹ìî

𝑦1 − 𝑦2 =
(︁
Δ𝐺2

1,1−𝑑1,1−𝑑2...
−Δ𝐺2

0,1−𝑑′1,1−𝑑′2...

)︁
𝑃𝑚.

Ó öüîìó âèïàäêó çíàê ðiçíèöi 𝑦1 − 𝑦2 çáiãà¹òüñÿ ç çíàêîì 𝑃𝑚. Òîìó ÿêùî

𝑚 � ÷èñëî ïàðíå, òî ÷èñëî �̄�𝑚 ≡ 𝑚−𝜎𝑚 = (1− 𝑐1)+ (1− 𝑐2)+ . . .+(1− 𝑐𝑚)

òåæ ïàðíå. Òîäi 𝑃𝑚 > 0 i 𝐼(𝑥1) > 𝐼(𝑥2).

ßêùî 𝑚�÷èñëî íåïàðíå, òî �̄�𝑚�íåïàðíå i 𝑃𝑚 < 0, à îòæå, 𝐼(𝑥1) < 𝐼(𝑥2).

Ó äðóãîìó âèïàäêó ç 𝑥1 < 𝑥2 âèïëèâà¹, ùî 𝑑1 = 1, à 𝑑′1 = 0 i ìà¹ìî

𝑦1 − 𝑦2 =
(︁
Δ𝐺2

0,1−𝑑1,1−𝑑2,...
−Δ𝐺2

1,1−𝑑′1,1−𝑑′2,...

)︁
𝑃𝑚.

Ó öüîìó âèïàäêó çíàê ðiçíèöi 𝑦1 − 𝑦2 ¹ ïðîòèëåæíèì äî çíàêó 𝑃𝑚,

îñêiëüêè âèðàç â äóæêàõ ¹ âiä'¹ìíèì. ßêùî 𝑚�ïàðíå, òî �̄�𝑚 = 𝑚 − 𝜎𝑚 �

íåïàðíå (êiëüêiñòü îäèíèöü ñåðåä 1− 𝑐1, 1− 𝑐2, . . . , 1− 𝑐𝑚), à îòæå, 𝑃𝑚 < 0

i 𝐼(𝑥1) > 𝐼(𝑥2).

ßêùî 𝑚�íåïàðíå, òî �̄�𝑚 � ïàðíå, 𝑃𝑚 > 0 i 𝐼(𝑥1) < 𝐼(𝑥2).

Òàêèì ÷èíîì ïðè 𝑥1 < 𝑥2 ìîæëèâi ÿê 𝑦1 < 𝑦2, òàê i 𝑦1 > 𝑦2 â çàëåæíîñòi

âiä ïàðíîñòi�íåïàðíîñòi ÷èñåë 𝑚 i 𝜎𝑚.
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Äëÿ äîâåäåííÿ íiäå íå ìîíîòîííîñòi ôóíêöi¨ 𝐼 äîñèòü âêàçàòè ó äîâiëü-

íî âèáðàíîìó öèëiíäði Δ𝐺2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚

òðüîõ ÷èñåë 𝑥1, 𝑥0, 𝑥2 òàêèõ, ùî 𝑥1 < 𝑥0 <

𝑥2 äëÿ ÿêèõ [𝐼(𝑥0)− 𝐼(𝑥1)] [𝐼(𝑥2)− 𝐼(𝑥0)] < 0. Íåïîðóøóþ÷è çàãàëüíîñòi

áóäåìî ââàæàòè, ùî 𝜎𝑚 = 𝑐1 + . . . + 𝑐𝑚 ¹ ÷èñëîì ïàðíèì (ÿêùî öå íå òàê

äîñèòü ðîçãëÿíóòè ïiâöèëiíäð Δ𝐺2
𝑐1...𝑐𝑚1). Ðîçãëÿíåìî òî÷êè 𝑥0 = Δ𝐺2

𝑐1...𝑐𝑚(01),

𝑥0 = Δ𝐺2

𝑐1...𝑐𝑚(001), 𝜎𝑚�ïàðíå, 𝑚�íåïàðíå 𝑦1 < 𝑦0, 𝑥0 = Δ𝐺2

𝑐1...𝑐𝑚(110), 𝜎𝑚�ïàðíå,

𝑚�ïàðíå 𝑦0 > 𝑦2.

Äëÿ ïàðè (𝑥1, 𝑥0) ìà¹ìî 𝑥1 < 𝑥0, 𝜎𝑚�ïàðíå, 𝑚�íåïàðíå, à îòæå, çà ïî-

ïåðåäíiì 𝑦1 = 𝐼(𝑥1) < 𝐼(𝑥2) = 𝑦0.

Äëÿ ïàðè (𝑥0, 𝑥2) ìà¹ìî 𝑥0 < 𝑥2, 𝜎𝑚�ïàðíå, 𝑚�ïàðíå, à îòæå, 𝑦0 > 𝑦2 =

𝐼(𝑥2). Òîìó (𝑦0 − 𝑦1)(𝑦2 − 𝑦0) < 0, ùî é âèìàãàëîñü äîâåñòè.

Зауваження 2.18.1. Це твердження виражає ще одну специфiчну

властивiсть 𝐺2–зображення, оскiльки для двiйкового зображення, 𝑄2–

зображення, ланцюгового 𝐴2–зображення iнверсор є функцiєю неперевною

i монотонною на всiй областi визначення, а даний iнверсор є розривною

функцiєю в 𝐺2–бiнарних точках, про що свiдчить наведений приклад.

2.19. Двоїстi системи

Означення 2.10. 𝐺2–зображення i 𝑄2–ображення чисел iз основами

(𝑔0, 𝑔1) i (𝑞0, 𝑞1) вiдповiдно називаються двоїстими, якщо 𝑔0 = 𝑞0.

Ââàæà¹ìî 𝑄2� i 𝐺2�çîáðàæåííÿ çàäàíèìè i äâî¨ñòèìè.

Означення 2.11. Функцiя 𝑝, яка числу 𝑥 = Δ𝑄2
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...

ставить у

вiдповiднiсть число 𝑦 = Δ𝐺2
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...

, називається проектором 𝑄2 в 𝐺2–

зображення.

Î÷åâèäíî, ùî ïðîåêòîð 𝑄2�çîáðàæåííÿ â 𝐺2�çîáðàæåííÿ 𝑄2�öèëiíäð

Δ𝑄2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚

ïåðåâîäèòü â 𝐺2�öèëiíäð Δ𝐺2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚

, ïðè÷îìó |Δ𝐺2
𝑐1...𝑐𝑚

| = 𝑔0|Δ𝑄2
𝑐1...𝑐𝑚

|.

Теорема 2.19.1. Функцiя 𝑝, означена рiвнiстю

𝑝
(︀
Δ𝑄2

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...

)︀
= Δ𝐺2

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...
,
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є нiде не монотонною неперервною в кожнiй 𝑄2–унарнiй точцi. В 𝑄2–

бiнарнiй точцi 𝑥0 = Δ𝑄2

𝑐1...𝑐𝑚−11(0)
функцiя 𝑝 має скiнченний стрибок

2𝑔0(1− 𝑔0)

2− 𝑔0

𝑚−1∏︀
𝑗=1

|𝑔𝑐𝑗 |.

Доведення. Íåõàé 𝑥0 � 𝑄2�óíàðíà òî÷êà, 𝑥 ̸= 𝑥0. Òîäi iñíó¹ íàòóðàëüíå

÷èñëî 𝑚 òàêå, ùî 𝛼𝑚+1(𝑥) ̸= 𝛼𝑚+1(𝑥0), àëå 𝛼𝑖(𝑥) = 𝛼𝑖(𝑥0) ïðè 𝑖 6 𝑚.

Ðîçãëÿíåìî

𝑑 = |𝑝(𝑥)− 𝑝(𝑥0)| = |Δ𝐺2

𝛼𝑚+1(𝑥)𝛼𝑚+2(𝑥)...
−Δ𝐺2

𝛼𝑚+1(𝑥0)𝛼𝑚+2(𝑥0)...
| ·

𝑚∏︁
𝑗=1

|𝑔𝛼𝑗
|.

Îñêiëüêè |Δ𝐺2

𝛼𝑚+1(𝑥)𝛼𝑚+2(𝑥)...
−Δ𝐺2

𝛼𝑚+1(𝑥0)𝛼𝑚+2(𝑥0)...
| 6 𝑔0; à 𝑥 → 𝑥0 ðiâíîñèëüíî

𝑚 → ∞, òî ïðè 𝑚 → ∞ ìà¹ìî 𝑑 → 0, ùî ðiâíîñèëüíî íåïåðåðâíîñòi

ôóíêöi¨ 𝑝 â òî÷öi 𝑥0 ïî ìíîæèíi 𝐺2�óíàðíèõ ÷èñåë.

Ñòðèáîê 𝑑 ôóíêöi¨ 𝑝 â 𝐺2�áiíàðíié òî÷öi 𝑥0 = Δ𝑄2

𝑐1...𝑐𝑚−11(0)
:

𝑑(Δ𝑄2

𝑐1...𝑐𝑚−11(0)
) = |Δ𝐺2

𝑐1...𝑐𝑚−11(0)
−Δ𝐺2

𝑐1...𝑐𝑚−10(1)
| =

= |Δ𝐺2

1(0) −Δ𝐺2

0(1)|
𝑚−1∏︁
𝑗=1

|𝑔𝑐𝑗 | =
2𝑔0(1− 𝑔0)

2− 𝑔0

𝑚−1∏︁
𝑗=1

|𝑔𝑐𝑗 |.

Äëÿ äîâåäåííÿ íiäå íå ìîíîòîííîñòi ïðîåêòîðà äîñèòü â áóäü�ÿêîìó

öèëiíäði (íåõàéΔ𝐺2
𝑐1...𝑐𝑛

) âêàçàòè òàêèõ òðè òî÷êè 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, ùî 𝑥1 < 𝑥2 < 𝑥3,

àëå äëÿ âiäïîâiäíèõ çíà÷åíü ïðîåêòîðà 𝑝 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

[𝑝(𝑥2)− 𝑝(𝑥1)] · [𝑝(𝑥3)− 𝑝(𝑥2)] < 0.

Ç öi¹þ ìåòîþ ðîçãëÿíåìî òî÷êè

𝑥1 = Δ𝑄2

𝑐1...𝑐𝑚𝑖1(0), 𝑥2 = Δ𝑄2

𝑐1...𝑐𝑚𝑖11(0), 𝑥3 = Δ𝑄2

𝑐1...𝑐𝑚𝑖111(0).

ßêùî 𝑖 = 0 i 𝑐1+𝑐2+ . . .+𝑐𝑚 � ÷èñëî ïàðíå, òî äëÿ ¨ì âiäïîâiäíèõ çíà÷åíü:

𝑦1 = 𝑝(𝑥1) = Δ𝐺2

𝑐1...𝑐𝑚𝑖1(0), 𝑦2 = 𝑝(𝑥2) = Δ𝐺2

𝑐1...𝑐𝑚𝑖11(0), 𝑦3 = 𝑝(𝑥3) = Δ𝐺2

𝑐1...𝑐𝑚𝑖111(0),

âðàõîâóþ÷è îçíàêó ïîðiâíÿííÿ (òåîðåìà 2.6.1), ìà¹ìî 𝑦1 > 𝑦2 < 𝑦3. Îòæå,

(𝑦2 − 𝑦1)(𝑦3 − 𝑦2) < 0.

ßêùî 𝑐1 + 𝑐2 + . . . + 𝑐𝑚 � ÷èñëî íåïàðíå, òî âçÿâøè 𝑖 = 1, ìàòèìåìî

𝑥1 > 𝑥2 > 𝑥3 i iäåíòè÷íèé âèñíîâîê.
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2.20. Ймовiрнiсна теорiя 𝐺2–зображенням чисел

Теорема 2.20.1. Якщо випадкова величина 𝜉 = Δ𝐺2

𝜉1𝜉2...
має рiвномiр-

ний розподiл на вiдрiзку [0; 𝑔0], то цифри (𝜉𝑛) її 𝐺2–зображення є незале-

жними i мають розподiли 𝑃{𝜉𝑛 = 0} = 𝑔0, 𝑃{𝜉𝑛 = 1} = −𝑔1.

Доведення. Îñêiëüêè 𝜉 ìà¹ ðiâíîìiðíèé ðîçïîäië íà [0; 𝑔0], òî âîíà íå

ìà¹ àòîìiâ, òîáòî éìîâiðíiñòü 𝑃{𝜉 = 𝑥0} = 0 äëÿ áóäü�ÿêîãî 𝑥0, i

𝑃{𝜉 ∈ Δ𝐺2
𝑐1...𝑐𝑚

} = |Δ𝐺2
𝑐1...𝑐𝑚

| = 𝑔0

𝑚∏︁
𝑖=1

|𝑔𝑐𝑖|.

Òîäi

𝑃{𝜉1 = 0} = 𝑃{𝜉 ∈ Δ𝐺2
0 } =

|Δ𝐺2
0 |
𝑔0

= 𝑔0,

𝑃{𝜉1 = 1} = 𝑃{𝜉 ∈ Δ𝐺2
1 } =

|Δ𝐺2
1 |
𝑔0

= −𝑔1,

𝑃{𝜉𝑚+1 = 𝑖/𝜉 ∈ Δ𝐺2
𝑐1...𝑐𝑚

} =
𝑃 (𝜉 ∈ Δ𝐺2

𝑐1...𝑐𝑚𝑖)

𝑃 (𝜉 ∈ Δ𝐺2
𝑐1...𝑐𝑚)

=

= 𝑔0|𝑔𝑖|
𝑚∏︁
𝑗=1

|𝑔𝑐𝑗 | : 𝑔0
𝑚∏︁
𝑗=1

|𝑔𝑐𝑗 | = |𝑔𝑖|.
(2.20.13)

Îñêiëüêè îñòàííÿ éìîâiðíiñòü íå çàëåæèòü âiä íàáîðó öèôð

(𝑐1, 𝑐2, . . . , 𝑐𝑚), òî 𝜉𝑚+1 íå çàëåæèòü âiä 𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑛. Îòæå, (𝜉𝑛) � ïîñëi-

äîâíiñòü íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí. Áiëüøå òîãî,

𝑃{𝜉𝑛 = 0} = 𝑔0, 𝑃{𝜉𝑛 = 1} = −𝑔1,

ùî é âèìàãàëîñü äîâåñòè.

Наслiдок 2.20.1. Якщо (𝜉𝑛) — послiдовнiсть незалежних однаково

розподiлених випадкових величин з розподiлами 𝑃{𝜉𝑛 = 𝑖} = |𝑔𝑖|, 𝑖 = 0, 1,

то розподiл випадкової величини 𝜉 = Δ𝐺2

𝜉1𝜉2...𝜉𝑛...
є рiвномiрним.

Теорема 2.20.2. Якщо (𝜏𝑛) — послiдовнiсть незалежних однаково

розподiлених випадкових величин, якi набувають значень 0 i 1 з ймовiр-

ностями 𝑝0 i 𝑝1, тобто 𝑃{𝜏𝑛 = 𝑖} = 𝑝𝑖, 0 < 𝑝𝑖 < 1, 𝑖 = 0, 1, то розподiл

випадкової величини 𝜏 = Δ𝐺2
𝜏1𝜏2...𝜏𝑛...

є рiвномiрним при 𝑝0 = 𝑔0 i сингулярно

неперервним при 𝑝0 ̸= 𝑔0.
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Доведення. Çãiäíî ç òåîðåìîþ Ëåáåãà êîæíà íåïåðåðâíà ìîíîòîííà

ôóíêöiÿ ìàéæå ñêðiçü ó ðîçóìiííi ìiðè Ëåáåãà ìà¹ ñêií÷åííó ïîõiäíó. ßêùî

â òî÷öi 𝑥0 ïîõiäíà iñíó¹, òî âîíà îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

𝐹 ′
𝜏(𝑥0) = lim

𝑛→∞

𝑃{𝜏 ∈ Δ𝐺2

𝛼1(𝑥0)𝛼2(𝑥0)...𝛼𝑛(𝑥0)
}

|Δ𝐺2

𝛼1(𝑥0)𝛼2(𝑥0)...𝛼𝑛(𝑥0)
|

= lim
𝑛→∞

𝑝𝑁0
0 𝑝𝑁1

1

𝑔0
𝑛∏︀

𝑗=1

|𝑔𝑐𝑗 |
=

=
1

𝑔0
lim
𝑛→∞

⎛⎝ 𝑝
𝑁0
𝑛
0 𝑝

𝑁1
𝑛
1

𝑔
𝑁0
𝑛
0 |𝑔1|

𝑁1
𝑛

⎞⎠𝑛

=
1

𝑔0
lim
𝑛→∞

[︃(︂
𝑝0
𝑔0

)︂𝑁0
𝑛
(︂
𝑝1
|𝑔1|

)︂𝑁1
𝑛

]︃𝑛
=

=
1

𝑔0
lim
𝑛→∞

[︂(︂
𝑝0
𝑔0

)︂𝜈0 (︂ 𝑝1
|𝑔1|

)︂𝜈1]︂𝑛
,

äå 𝑁1 = 𝛼1(𝑥0) + ... + 𝛼𝑛(𝑥0), 𝑁0 = 𝑛 − 𝑁1, 𝜈1(𝑥) = lim
𝑛→∞

𝑁1(𝑥,𝑛)
𝑛 , 𝜈0(𝑥) =

1− 𝜈1(𝑥), 𝑁1(𝑥, 𝑛) = 𝛼1(𝑥) + ...+ 𝛼𝑛(𝑥).

Ìîæíà äîâåñòè (öå ðîáèòüñÿ àíàëîãi÷íî äî ìiðêóâàíü i âèñíîâêiâ, íàâå-

äåíèõ ó ðîáîòi [54] äëÿ 𝑄2-çîáðàæåííÿ) òàêå òâåðäæåííÿ: для майже всiх

𝑥 = Δ𝐺2

𝛼1(𝑥)𝛼2(𝑥)...𝛼𝑛(𝑥)...
∈ [0; 𝑔0] у розумiннi мiри Лебега виконуються рiв-

ностi: 𝜈0(𝑥) = 𝑔0, 𝜈1(𝑥) = 𝑔1. Òîìó äëÿ 𝑥0, ùî íàëåæèòü ìíîæèíi ïîâíî¨

ìiðè Ëåáåãà, äëÿ êîæíî¨ òî÷êè ÿêî¨ iñíó¹ ñêií÷åííà ïîõiäíà i 𝜈0(𝑥0) = 𝑔0,

𝜈1(𝑥0) = 𝑔1 ìà¹ìî 𝐹 ′(𝑥0) = 0, îñêiëüêè ïðè 𝑝0 ̸= 𝑔0 âèêîíó¹òüñÿ
𝑝
𝑔0
0 𝑝

|𝑔1|
1

𝑔
𝑔0
0 |𝑔1||𝑔1|

< 1.

Îòæå, ïðè 𝑝0 ̸= 𝑔0 ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó 𝐹𝜏 ¹ ñèíãóëÿðíîþ (¨¨ ïîõiäíà ìàéæå

ñêðiçü äîðiâíþ¹ íóëþ).

ßêùî 𝑝0 = 𝑔0, òî

𝑃{𝜏 ∈ Δ𝐺2
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚

} = 𝑝𝑁0
0 𝑝𝑁1

1 = 𝑔𝑁0
0 |𝑔1|𝑁1 =

1

𝑔0
|Δ𝐺2

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚
|,

òîáòî ðîçïîäië 𝜏 íà [0; 𝑔0] ¹ ðiâíîìiðíèì.

Теорема 2.20.3. Нехай (𝜉𝑛) — послiдовнiсть незалежних випадкових

величин з розподiлами 𝑃{𝜉𝑛 = 𝑖} = 𝑝𝑖𝑛 > 0, 𝑖 ∈ 𝐴 = {0; 1}; то ви-

падкова величина 𝜉 = Δ𝐺2

𝜉1𝜉2...𝜉𝑛...
має чистий лебегiвський тип розподiлу

(тобто чисто дискретний, чисто неперервний, чисто абсолютно непе-

рервний або чисто сингулярно неперервний), причому чисто дискретний
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— тодi i тiльки тодi, коли

𝑀 =
∞∏︁
𝑛=1

max{𝑝0𝑛𝑝1𝑛} > 0.

Якщо 𝑀 = 0 i

𝐿 ≡
∞∑︁
𝑛=1

[︃(︂
1− 𝑝0𝑛

𝑔0

)︂2

+

(︂
1 +

𝑝1𝑛
𝑔1

)︂2
]︃
<∞,

то 𝜉 має абсолютно неперервний розподiл, а при 𝑀 = 0 i 𝐿 = ∞ —

сингулярно неперервний.

У випадку дискретностi розподiлу, його точковий спектр утворюють

точки 𝑥, для яких 𝑝𝛼𝑘(𝑥)𝑘 ̸= 0 для будь–якого 𝑘 ∈ 𝑁 i при цьому 𝑥 i 𝑥0

належать однiй хвостовiй множинi.

Доведення. Äàíå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç âiäîìîãî àíàëîãi÷íîãî òâåð-

äæåííÿ äëÿ 𝑄2�çîáðàæåííÿ, îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ

𝜙 : Δ𝐺2
𝛼1...𝛼𝑛...

→ Δ𝑄2
𝛼1...𝛼𝑛...

âèìiðíå i çáåðiãà¹ âiäíîøåííÿ äîâæèí öèëiíäðiâ (îáðàçó i ïðîîáðàçó).

2.21. 𝐺2–зображення чисел i фрактальна розмiрнiсть

Гаусдорфа–Безиковича

Íàãàäà¹ìî [83] îçíà÷åííÿ 𝛼�ìiðè Ãàóñäîðôà i ôðàêòàëüíî¨ ðîçìiðíî-

ñòi Ãàóñäîðôà�Áåçèêîâè÷à îáìåæåíî¨ ìíîæèíè 𝐸 ⊂ 𝑅1. Íåõàé 0 < 𝛼 �

ôiêñîâàíå ÷èñëî, 𝜀 > 0. ×èñëî 𝑚𝛼
𝜀 (𝐸) îçíà÷ó¹òüñÿ ðiâíiñòþ

𝑚𝛼
𝜀 (𝐸) = inf

|𝑢𝑖|6𝜀
{
∑︁
𝑖

|𝑢𝑖|𝛼 : 𝐸 ⊂ ∪𝑖𝑢𝑖},

äå 𝑢𝑖�âiäðiçîê ÷èñëîâî¨ ïðÿìî¨, à íèæíÿ ãðàíü áåðåòüñÿ çà âñåìîæëèâèìè

ïîêðèòòÿìè ìíîæèíè 𝐸 âiäðiçêèìè 𝑢𝑖, äîâæèíè ÿêèõ íå ïåðåâèùóþòü 𝜀.

Ïðè öüîìó ÷èñëî
∑︀
𝑖

|𝑢𝑖|𝛼 íàçèâà¹òüñÿ 𝛼�îá'¹ìîì ïîêðèòòÿ {𝑢𝑖}.
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Çíà÷åííÿ ãðàíèöi 𝐻𝛼(𝐸) ≡ lim
𝜀→∞

𝑚𝛼
𝜀 (𝐸), à âîíà iñíó¹ çàâäÿêè ìîíîòîí-

íîñòi ôóíêöi¨ 𝑚𝛼
𝜀 (𝐸) çìiííî¨ 𝜀, ÿêå ðiâíå 0, ∞ àáî ¹ äîäàòíèì ÷èñëîì,

íàçèâà¹òüñÿ 𝛼�ìiðîþ Ãàóñäîðôà ìíîæèíè 𝐸.

Iñíó¹ ¹äèíå ÷èñëî 𝛼0 òàêå, ùî 𝐻𝛼(𝐸) = ∞ ïðè 𝛼 < 𝛼0 i 𝐻𝛼(𝐸) = 0 ïðè

𝛼 > 𝛼0. Ñàìå öå ÷èñëî íàçèâà¹òüñÿ розмiрнiстю Гаусдорфа–Безиковича i

ïîçíà÷à¹òüñÿ 𝛼0(𝐸). Ðîçìiðíiñòü Ãàóñäîôà�Áåçèêîâè÷à ¹ ïîêàçíèêîì ìà-

ñèâíîñòi ìíîæèíè i ¾êîìïàêòíîñòi¿ ¨¨ òî÷îê, ùî ¹ íàñëiäêîì âëàñòèâîñòåé:

1. 𝛼0(𝐸) = 0, ÿêùî 𝐸�çëi÷åííà;

2. 𝐸1 ⊂ 𝐸2 ⇒ 𝛼0(𝐸1) 6 𝛼0(𝐸2) � âëàñòèâiñòü ìîíîòîííîñòi;

3. 𝛼0(∪∞
𝑖=1𝐸𝑖) = sup

𝑖
𝛼0(𝐸𝑖) � âëàñòèâiñòü çëi÷åííî¨ ñòàáiëüíîñòi;

4. 𝛼0(𝐸1 ∪ 𝐸2) = max{𝛼0(𝐸1), 𝛼0(𝐸2)}.
Îá÷èñëåííÿ ðîçìiðíîñòi Ãàóñäîðôà�Áåçèêîâè÷à ¹ çàäà÷åþ, âçàãàëi êà-

æó÷è, íåïðîñòîþ. Àëå ¨¨ ðîçâ'ÿçàííþ ñïðèÿþòü äåÿêi ôàêòè, ïîâ'ÿçàíi ç

ñèñòåìàìè êîäóâàííÿ äiéñíèõ ÷èñåë. Äî íèõ âiäíîñÿòüñÿ теорема Бiллiнг-

слi [9], ÿêèé äîâiâ, ùî ïðè îá÷èñëåííi ðîçìiðíîñòi Ãàóñäîðôà�Áåçèêîâè÷à

ìîæíà îáìåæèòèñü ïîêðèòòÿì ìíîæèíè 𝐸 𝑠�êîâèìè öèëiíäðàìè; òåîðå-

ìà Ïðàöüîâèòîãî Ì.Â., ÿêà ¹ óçàãàëüíåííÿì òåîðåìè Áiëëiíãñëi i ñòâåð-

äæó¹, ùî ñiì'¨ 𝑄�öèëiíäðiâ äîñòàòíüî äëÿ îòðèìàííÿ îçíà÷åííÿ ðîçìið-

íîñòi Ãàóñäîðôà�Áåçèêîâè÷à, åêâiâàëåíòíîãî íàâåäåíîìó âèùå. Iñíó¹ ðÿä

óçàãàëüíåíü òà àíàëîãiâ íàâåäåíèõ òåîðåì. Íà öüîìó øëÿõó çà àíàëîãi¹þ ç

𝑄2�çîáðàæåííÿì ìîæíà îòðèìàòè òâåðäæåííÿ äëÿ 𝐺2�çîáðàæåííÿ ÷èñåë,

ÿêå ìè íèæ÷å ñôîðìóëþ¹ìî i äîâåäåìî.

Íåõàé çàäàíî 𝐺2�çîáðàæåííÿ ÷èñåë ïðîìiæêà [0; 𝑔0], 𝑊𝐺�ìíîæèíà âñiõ

𝐺2�öèëiíäðiâ, [0; 𝑔0] ⊃ 𝐸 � ôiêñîâàíà ìíîæèíà, 1 > 𝛼 � äîäàòíå ÷èñëî,

𝜀 > 0. Ïîêëàäåìî 𝑙𝛼𝜀 (𝐸) ≡ inf
|𝜔𝑖|6𝜀

{
∑︀
𝑖

|𝜔𝑖|𝛼 : 𝐸 ⊂
⋃︀
𝑖

𝜔𝑖, 𝜔𝑖 ∈ 𝑊𝐺}, äå |𝜔𝑖| � äîâ-

æèíà öèëiíäðà 𝜔𝑖, à íèæíÿ ãðàíü áåðåòüñÿ çà âñåìîæëèâèìè ïîêðèòòÿìè

ìíîæèíè 𝐸 𝐺2�öèëiíäðàìè, äîâæèíè ÿêèõ íå ïåðåâèùóþòü 𝜀.

Î÷åâèäíî, ùî ÷èñëà 𝑙𝛼𝜀 (𝐸) i 𝑚𝛼
𝜀 (𝐻), âçàãàëi êàæó÷è, ðiçíi (𝑙𝛼𝜀 (𝐸) >

𝑚𝛼
𝜀 (𝐸), îñêiëüêè ó êëàñ âñåìîæëèâèõ ïîêðèòòiâ ìíîæèíè 𝐸 âiäðiçêàìè

âõîäèòü êëàñ ïîêðèòòiâ 𝐺2�öèëiíäðàìè). Äîâåäåìî, ùî íå äèâëÿ÷èñü íà



84

öå, ôóíêöi¨ 𝐻𝛼(𝐸) i 𝐿𝛼(𝐸) = lim
𝜀→0

𝑙𝛼𝜀 (𝐸) çìiííî¨ 𝛼 íàáóâàþòü çíà÷åíü 0 òà

∞ îäíî÷àñíî. À öå ¹ ïiäñòàâîþ ââàæàòè, ùî ïðè âèçíà÷åííi ðîçìiðíîñòi

Ãàóñäîðôà�Áåçèêîâè÷à äîâiëüíî¨ ìíîæèíè 𝐸 ⊂ [0; 𝑔0] ìîæíà îáìåæèòèñü

ïîêðèòòÿìè ìíîæèíè 𝐺2�öèëiíäðàìè, ùî âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ:

Теорема 2.21.1. Для довiльних 𝐸 ⊂ [0; 𝑔0], 0 < 𝛼 6 1, 𝜀 > 0 виконує-

ться подвiйна нерiвнiсть

𝑚𝛼
𝜀 (𝐸) 6 𝑙𝛼𝜀 (𝐸) 6 2(2𝑚 + 1) ·𝑚𝛼

𝜀 (𝐸), (2.21.14)

𝑚 — найменше натуральне число, що задовольняє нерiвнiсть 𝑔𝑚0 6 1−𝑔0.

Доведення. Ëiâà íåðiâíiñòü ¹ î÷åâèäíîþ. Äîâåäåìî ïðàâó. Ç öi¹þ ìå-

òîþ ðîçãëÿíåìî äîâiëüíå 𝜀�ïîêðèòòÿ ìíîæèíè 𝐸 âiäðiçêàìè, îäèí ç ÿêèõ

¹ âiäðiçîê 𝑢 (|𝑢| 6 𝜀). Íåõàé 𝑘 � öå íàéìåíøèé ðàíã 𝐺2�öèëiíäðà, ÿêèé

ïîâíiñòþ ìiñòèòüñÿ â 𝑢. Ïîçíà÷èìî öåé öèëiíäð ÷åðåç 𝜏 . Òîäi iñíó¹ äâà öè-

ëiíäðè 𝑣 i 𝜔 ðàíãó 𝑘−1 òàêèõ, ùî 𝑢 ⊂ 𝑣∪𝜔 (iíàêøå öå ñóïåðå÷èëî á âèáîðó

÷èñëà 𝑘). Íåïîðóøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ââàæàòèìåìî, ùîmax 𝑣 = min𝜔. Çðî-

çóìiëî, ùî 𝜏 ⊂ 𝑣 àáî 𝜏 ⊂ 𝜔. Öèëiíäðè 𝑣 i 𝜔 ìîæóòü óòâîðþâàòè öèëiíäð

ðàíãó 𝑘. Òîäi 𝑣 ∪ 𝜔 = 𝑢. À ìîæóòü i íå óòâîðþâàòè. Ó ïåðøîìó âèïàäêó

îäèí 𝐺2�öèëiíäð ðàíãó 𝑘 ïîêðèâà¹ 𝑢 i ìà¹ äîâæèíó, ÿêà íå ïåðåâèùó¹ 𝜀.

Ðîçãëÿíåìî äðóãèé âèïàäîê. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ 𝑢1 = [min𝑢; max 𝑣],

𝑢2 = [min𝜔; max𝑢]. Ðîçãëÿíåìî 𝑢2 i 𝜔. Íåõàé 𝑘1�ìiíiìàëüíèé ðàíã öèëiíäðà

𝑧, ÿêèé íàëåæèòü 𝑢2, òîáòî íå iñíó¹ öèëiíäðà ðàíãó 𝑘1 − 1, ùî ïîâíiñòþ

íàëåæèòü 𝑢2. Òîäi öèëiíäð 𝜃 ðàíãó 𝑘−1, ùî ìiñòèòü öèëiíäð 𝑧 ¹ îá'¹äíàííÿì

äâîõ öèëiíäðiâ ðàíãó 𝑘1+1 𝜃 = 𝑧∪𝜃′, ïðè÷îìó |𝑧| 6 |𝑢2| 6 𝜀. ßêùî |𝜃′| 6 𝜀,

òî äâîõ öèëiíäðiâ 𝑧 𝜃′ äîñèòü, ùîá ïîêðèòè 𝑢2.

Íåõàé |𝜃′| > 𝜀. Òîäi |𝑧| = −𝑔1|𝜃|, |𝜃′| = 𝑔0|𝜃|. Ðîçãëÿíåìî öèëiíäðè

ðàíãó 𝑘1 + 𝑚, äå 𝑚 � íàéìåíøèé ðîçâ'ÿçîê íåðiâíîñòi 𝑔𝑚0 6 1 − 𝑔0,

ÿêi íàëåæàòü öèëiíäðó 𝜃′ (¨õ êiëüêiñòü � 2𝑚). Âîíè ðàçîì ç öèëiíäðîì

𝑧 óòâîðþþòü 𝜀�ïîêðèòòÿ âiäðiçêà 𝑢2. (Ñïðàâäi, ç 𝑔𝑚0 6 1 − 𝑔0 ≡ 𝑔1 ìà¹ìî

𝑔𝑚0 |𝜃| 6 −𝑔1|𝜃| = |𝑧| 6 𝜀). Òàêèì ÷èíîì, äëÿ 𝜀�ïîêðèòòÿ âiäðiçêà 𝑢2 äîñèòü

2𝑚 + 1 𝐺2�öèëiíäðiâ.
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Àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ äëÿ âiäðiçêà 𝑢1 ïðèâîäÿòü äî òàêîãî æ âèñíîâêó.

Îòæå, äëÿ 𝜀�ïîêðèòòÿ âiäðiçêà 𝑢 äîñèòü 2(2𝑚 + 1) 𝐺2�öèëiíäðiâ, à òîìó ç

äîâiëüíîñòi âèáîðó 𝜀�ïîêðèòòÿ âèïëèâà¹ ïðàâà íåðiâíiñòü (2.21.14).

Висновки до роздiлу 2

Ó öüîìó ðîçäiëi ïîáóäîâàíà öiëiñíà òåîðiÿ 𝐺2�çîáðàæåííÿ ÷èñåë âiäðiç-

êà [0; 𝑔0], äå 1
2 < 𝑔0 < 1, ÿêà âêëþ÷à¹ iäåíòèôiêàöiþ òà ïîðiâíÿííÿ ÷èñåë

çà ¨õ çîáðàæåííÿìè, ãåîìåòðiþ çîáðàæåííÿ, ñïåöiàëüíi ôóíêöi¨ i âiäíîøå-

ííÿ (çîêðåìà âiäíîøåííÿ ¾ìàòè îäíàêîâèé õâiñò¿), ìåòðè÷íó òà éìîâiðíi-

ñíó ñêëàäîâi, çàñòîñóâàííÿ ó òåîði¨ ôóíêöi¨, òåîði¨ ñèíãóëÿðíèõ ðîçïîäiëiâ

éìîâiðíîñòåé òà òåîði¨ ôðàêòàëiâ. Ó íüîìó ïðîâåäåíî ïîðiâíÿëüíèé àíà-

ëiç ç iíøèìè äâîñèìâîëüíèìè ñèñòåìàìè çîáðàæåííÿ ÷èñåë, äå âèñâiòëåíî

ñïåöèôiêó äàíîãî çîáðàæåííÿ, ÿêà ïîëÿãà¹ ó âëàñòèâîñòÿõ öèëiíäðè÷íèõ

ìíîæèí, îïåðàòîðiâ ëiâîñòîðîííüîãî òà ïðàâîñòîðîííüîãî çñóâó öèôð çî-

áðàæåííÿ, iíâåðñîðà i ìíîæèíè ÷èñåë, ùî ìàþòü äâà çîáðàæåííÿ.

Îñíîâíèìè ðåçóëüòàòàìè öüîãî ðîçäiëó ¹ òåîðåìè 2.8.1, 2.16.1, 2.17.1,

2.18.1 òà 2.21.1.

Íà íàø ïîãëÿä îêðåìî¨ óâàãè çàñëóãîâó¹ òåîðåìà 2.16.1 ïðî íåñêií÷åííó

íåêîìóòàòèâíó ãðóïó íåïåðåðâíèõ ái¹êöié âiäðiçêà [0; 𝑔0], ÿêi çáåðiãàþòü

õâîñòè 𝐺2�çîáðàæåííÿ ÷èñåë, ÿêà ìà¹ íåòðèâiàëüíó ïiäãðóïó çðîñòàþ÷èõ

ôóíêöié.

Òåîðåìà 2.17.1 ¹ àíàëîãîì âiäîìî¨ òåîðåìè Áîðåëÿ äëÿ 𝑠�ãî çîáðàæåí-

íÿ ÷èñåë, âîíà âàæëèâà äëÿ ðóçáóäîâè éìîâiðíiñíî¨ òåîði¨ 𝐺2�çîáðàæåííÿ

÷èñåë.

Òåîðåìà 2.21.1 ¹ àíàëîãîì òåîðåìè Áiëiíãñëi äëÿ äâiéêîâîãî çîáðàæåííÿ

÷èñåë i òåîðåìè Ïðàöüîâèòîãî Ì.Â. äëÿ 𝑄2�çîáðàæåííÿ ÷èñåë. Ïðàêòè÷íà

çíà÷óùiñòü öi¹¨ òåîðåìè ó òåîði¨ ôðàêòàëiâ î÷åâèäíà.

Ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíi ó ðîáîòàõ [3;6;7;8] òà äîïîâiäà-

ëèñü íà êîíôåðåíöiÿõ [18;19;20].
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ÐÎÇÄIË 3

УЗАГАЛЬНЕННЯ ФУНКЦIЙ РАДЕМАХЕРА ТА РЯДIВ

УОЛША

Ó äàíîìó ðîçäiëi ïðîïîíóþòüñÿ óçàãàëüíåííÿ ôóíêöié Óîëøà òà Ðàäå-

ìàõåðà, ÿêi  ðóíòóþòüñÿ íà𝑄2�çîáðàæåííi ÷èñåë âiäðiçêà [0; 1], âèâ÷àþòüñÿ

¨õ iíòåãðàëüíi âëàñòèâîñòi.

3.1. Функцiя Радемахера i ряди Уолша

Ìè âèêîðèñòîâóâàòèìåìî äâiéêîâå ïðåäñòàâëåííÿ òà çîáðàæåííÿ äié-

ñíèõ ÷èñåë:

[0; 1) ∋ 𝑥 =
∞∑︁
𝑛=1

𝛼𝑛2
−𝑛 ≡ △2

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...,
𝛼𝑛 ∈ {0; 1} ≡ 𝐴2, (3.1.1)

i éîìó âiäïîâiäíi äâiéêîâi öèëiíäðè÷íi ïiââiäðiçêè:

Δ2
𝑐1...𝑐𝑚

≡

[︃
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖2
−𝑖;

1

2
+

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖2
−𝑖

)︃
= {𝑥 : 𝛼𝑖(𝑥) = 𝑐𝑖, 𝑖 = 1,𝑚}. (3.1.2)

Îñòàííÿ ìíîæèíà íàçèâà¹òüñÿ äâiéêîâèì öèëiíäðîì ðàíãó 𝑚 ç îñíîâîþ

𝑐1𝑐2 . . . 𝑐𝑚. Ïðè öüîìó äëÿ ÷èñåë, ùî ìàþòü äâà çîáðàæåííÿ, âèêîðèñòîâó-

¹òüñÿ ëèøå òå, ùî ìà¹ ïåðiîä (0).

Íàãàäà¹ìî, ùî функцiями Радемахера 𝑟𝑘(𝑥) íàçèâàþòüñÿ ôóíêöi¨ ç ïå-

ðiîäîì 1, âèçíà÷åíi íà ïiââiäðiçêó [0; 1) íàñòóïíèì ÷èíîì

𝑟*0(𝑥) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1 ïðè 𝑥 ∈

[︂
0,

1

2

)︂
⇔ 𝑥 ∈ Δ2

0;

−1 ïðè 𝑥 ∈
[︂
1

2
, 1

)︂
⇔ 𝑥 ∈ Δ2

1,

𝑟*𝑘(𝑥) ≡ 𝑟*0
(︀
{2𝑘𝑥}

)︀
= 𝑟*0

(︀
2𝑘𝑥
)︀
, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . ,

äå {2𝑘𝑥} � äðîáîâà ÷àñòèíà ÷èñëà 2𝑘𝑥.
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Çàóâàæèìî, ùî iíêîëè ôóíêöiÿì Ðàäåìàõåðà äàþòü íàñòóïíå îçíà÷åí-

íÿ: 𝑟*𝑘(𝑥) = 𝑠𝑖𝑔𝑛 sin 2𝑘+1𝜋𝑥, äå

𝑠𝑖𝑔𝑛𝑡 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1 ïðè 𝑡 > 0,

0 ïðè 𝑡 = 0,

−1 ïðè 𝑡 < 0,

ÿêèì ó äàíié ðîáîòi ìè êîðèñòóâàòèñü íå áóäåìî.

Ôóíêöi¨ Óîëøà ¹ âñåìîæëèâèìè äîáóòêàìè ôóíêöié Ðàäåìàõåðà.

Íèæ÷å ìè ïðîïîíó¹ìî îäíå ç óçàãàëüíåíü ôóíêöié Ðàäåìàõåðà òà Óî-

ëøà, ÿêå  ðóíòó¹òüñÿ íà óçàãàëüíåííi êëàñè÷íîãî äâiéêîâîãî çîáðàæåííÿ

äiéñíèõ ÷èñåë, i áóäåìî ¨õ ðîçãëÿäàòè âèçíà÷åíèìè íà [0; 1).

3.2. Узагальнення функцiй Радемахера

Íåõàé �̄� = (𝑥𝑛), 𝑦 = (𝑦𝑛) � åëåìåíòè ïðîñòîðó 𝐿2 ïîñëiäîâíîñòåé 0 òà

1. Ìíîæèíà 𝐿2 âiäíîñíî áiíàðíî¨ îïåðàöi¨ ⊕, îçíà÷åíî¨ ðiâíîñòÿìè

𝑧 = �̄�⊕ 𝑦 = (𝑥𝑛 ⊕ 𝑦𝑛) = (𝑧𝑛), äå 𝑥𝑛 ⊕ 𝑦𝑛 = 𝑧𝑛 = |𝑥𝑛 − 𝑦𝑛|,

óòâîðþ¹ êîìóòàòèâíó ãðóïó.

Ìíîæèíó 𝐿2 ìîæíà ðiçíèìè ñïîñîáàìè ìåòðèçóâàòè. Ó äàíié ñèòóàöi¨

íàäïðèðîäíiøîþ ¹ ìåòðèêà: 𝜌 (�̄�, 𝑦) =
∑︀∞

𝑛=1

𝑥𝑛 ⊕ 𝑦𝑛
2𝑛

.

Äëÿ ìåòðèçàöi¨ ïðîñòîðó 𝐿2 ìîæå áóòè âèêîðèñòàíå 𝑄2-çîáðàæåííÿ:

𝜌0 (�̄�, 𝑦) = 𝑧1𝑞1−𝑧1 +
∞∑︁
𝑘=2

(︃
𝑧𝑘𝑞1−𝑧𝑘

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑞𝑧𝑗

)︃
≡ Δ𝑄2

𝑧1𝑧2...𝑧𝑛...
, äå 𝑧 = �̄�⊕ 𝑦.

Означення 3.1. На пiввiдрiзку [0;1) означимо послiдовнiсть функцiй

(𝑟𝑛)
∞
𝑛=0 :

𝑟0(𝑥) ≡ (−1)𝛼1(𝑥) · 2𝑞1−𝛼1(𝑥) =

=

⎧⎪⎨⎪⎩2𝑞1, якщо 𝑥 ∈ [0; 𝑞0) = Δ𝑄2

0 ⇔ 𝛼1(𝑥) = 0;

−2𝑞0, якщо 𝑥 ∈ [𝑞0; 1) = Δ𝑄2

1 ⇔ 𝛼1(𝑥) = 1;
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𝑟𝑛(𝑥) ≡ 𝑟0

(︁
Δ𝑄2

𝛼𝑛+1(𝑥)𝛼𝑛+2(𝑥)...

)︁
, 𝑛 ∈ 𝑁.

Ôóíêöi¨ 𝑟𝑛 ¹ óçàãàëüíåííÿì ôóíêöié Ðàäåìàõåðà i ñïiâïàäàþòü ç íèìè

ïðè 𝑞0 =
1

2
.

Зауваження 3.2.1. Функцiя 𝑟𝑛 набуває лише двух значень 2𝑞1 i −2𝑞0,

причому на кожному цилiндрi рангу 𝑛 вона є сталою, а отже, є сталою

на кожному з цилiндрiв рангу 𝑚 > 𝑛. Наприклад при 𝑞0 =
1

3
графiки

функцiй 𝑟0 i 𝑟1 вiдповiдно мають вигляд:

Теорема 3.2.1. Для узагальнення 𝑟𝑛 функцiї Радемахера 𝑟*𝑛 має мiсце

рiвнiсть: ∫︁
𝑥∈Δ𝑄2

𝑐1...𝑐𝑛

𝑟𝑛(𝑥)𝑑𝑥 = 0 (3.2.3)

при довiльному наборi (𝑐1, 𝑐2, . . . , 𝑐𝑛) з 0 та 1.
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Доведення. Ñïðàâäi,∫︁
𝑥∈Δ𝑄2

𝑐1...𝑐𝑛

𝑟𝑛(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁
𝑥∈Δ𝑄2

𝑐1...𝑐𝑛

𝑟0

(︁
Δ𝑄2

𝛼𝑛+1(𝑥)𝛼𝑛+2(𝑥)...

)︁
𝑑𝑥 =

=

∫︁
𝑥∈Δ𝑄2

𝑐1...𝑐𝑚0

𝑟0

(︁
Δ𝑄2

𝛼𝑛+1(𝑥)𝛼𝑛+2(𝑥)...

)︁
𝑑𝑥+

+

∫︁
𝑥∈Δ𝑄2

𝑐1...𝑐𝑚1

𝑟0

(︁
Δ𝑄2

𝛼𝑛+1(𝑥)𝛼𝑛+2(𝑥)...

)︁
𝑑𝑥 =

= 2𝑞1|Δ𝑄2

𝑐1...𝑐𝑚0| − 2𝑞0|Δ𝑄2

𝑐1...𝑐𝑚1| =

= 2 (𝑞1𝑞0 − 𝑞0𝑞1)
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑞𝑐𝑖 = 0,

ùî é âèìàãàëîñü äîâåñòè.

Наслiдок 3.2.1. Має мiсце рiвнiсть

1∫︁
0

𝑟𝑛(𝑥)𝑑𝑥 = 0.

Ñïðàâäi, ðiâíiñòü (3.5.12) ¹ íàñëiäêîì àäèòèâíî¨ âëàñòèâîñòi iíòåãðàëà:
1∫︁

0

𝑟𝑛(𝑥)𝑑𝑥 =
∑︁
𝑐1∈𝐴2

. . .
∑︁
𝑐𝑛∈𝐴2

∫︁
𝑥∈Δ𝑄2

𝑐1...𝑐𝑛

𝑟𝑛(𝑥)𝑑𝑥.

Теорема 3.2.2. Система функцiй Радемахера є ортогональною, а са-

ме:
1∫︁

0

𝑟𝑛(𝑥)𝑟𝑚(𝑥)𝑑𝑥 =

⎧⎪⎨⎪⎩0, якщо 𝑛 ̸= 𝑚,

4𝑞0𝑞1, якщо 𝑛 = 𝑚.

Доведення. Íå ïîðóøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ââàæàòèìåìî, ùî 𝑛 < 𝑚. Òîäi

𝑟𝑛(𝑥)𝑟𝑚(𝑥) = 𝑟0

(︁
Δ𝑄2

𝛼𝑛+1(𝑥)
. . .
)︁
𝑟0

(︁
Δ𝑄2

𝛼𝑚+1(𝑥)
. . .
)︁
=

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

4𝑞20, ÿêùî 𝑥 ∈ Δ𝑄2

𝑐1...𝑐𝑛−10𝑐𝑛+1...𝑐𝑚−10
,

−4𝑞0𝑞1, ÿêùî 𝑥 ∈ Δ𝑄2

𝑐1...𝑐𝑛−10𝑐𝑛+1...𝑐𝑚−11
,

−4𝑞1𝑞0, ÿêùî 𝑥 ∈ Δ𝑄2

𝑐1...𝑐𝑛−11𝑐𝑛+1...𝑐𝑚−10
,

4𝑞21, ÿêùî 𝑥 ∈ Δ𝑄2

𝑐1...𝑐𝑛−11𝑐𝑛+1...𝑐𝑚−11
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ïðè äîâiëüíîìó íàáîði (𝑐1, . . . , 𝑐𝑛−1, 𝑐𝑛+1, . . . , 𝑐𝑚−1) íóëiâ òà îäèíèöü. Òîìó,

âðàõîâóþ÷è ïîïåðåäí¹ çàóâàæåííÿ, äëÿ

𝐼 =

∫︁
Δ

𝑄2
𝑐1...𝑐𝑛−1𝑖𝑐𝑛+1...𝑐𝑚−1𝑐𝑚

𝑟𝑛(𝑥)𝑟𝑚(𝑥)𝑑𝑥

ìà¹ìî:

𝐼 =

∫︁
Δ

𝑄2
𝑐1...𝑐𝑛−1𝑖𝑐𝑛+1...𝑐𝑚−10

𝑟𝑛(𝑥)𝑟𝑚(𝑥)𝑑𝑥+

∫︁
Δ

𝑄2
𝑐1...𝑐𝑛−1𝑖𝑐𝑛+1...𝑐𝑚−11

𝑟𝑛(𝑥)𝑟𝑚(𝑥)𝑑𝑥 =

= ±
(︁
4𝑞1−𝑖𝑞1|Δ𝑄2

𝑐1...𝑐𝑛−1𝑖𝑐𝑛+1...𝑐𝑚−10
| − 4𝑞1−𝑖𝑞0|Δ𝑄2

𝑐1...𝑐𝑛−1𝑖𝑐𝑛+1...𝑐𝑚−11
|
)︁
=

= ±4𝑞1−𝑖𝑞𝑖(𝑞1𝑞0 − 𝑞0𝑞1)
𝑚−1∏︁
𝑛 ̸=𝑗=1

𝑞𝑐𝑗 = 0.

À îòæå, âðàõîâóþ÷è àäèòèâíó âëàñòèâiñòü iíòåãðàëà, ìà¹ìî

1∫︁
0

𝑟𝑛(𝑥)𝑟𝑚(𝑥)𝑑𝑥 = 0.

Ïðè 𝑛 = 𝑚 ìà¹ìî

𝑟𝑛(𝑥)𝑟𝑚(𝑥) = 𝑟2𝑛(𝑥) = 𝑟20
(︀
Δ𝑄2

𝛼𝑛+1𝛼𝑛+2...

)︀
=

=

⎧⎪⎨⎪⎩4𝑞21, ÿêùî 𝑥 ∈ Δ𝑄2

𝑐1...𝑐𝑛0
,

4𝑞20, ÿêùî 𝑥 ∈ Δ𝑄2

𝑐1...𝑐𝑛1
,

äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó (𝑐1, 2 . . . , 𝑐𝑛) ∈ 𝐴𝑛
2 .

Òîäi

1∫︁
0

𝑟2𝑛(𝑥)𝑑𝑥 = 4𝑞21
∑︁
𝑐1∈𝐴2

. . .
∑︁
𝑐2∈𝐴2

|Δ𝑄2

𝑐1...𝑐𝑛0
|+

+ 4𝑞20
∑︁
𝑐1∈𝐴2

. . .
∑︁
𝑐2∈𝐴2

|Δ𝑄2

𝑐1...𝑐𝑛1
| =

=
(︀
4𝑞21𝑞0 + 4𝑞20𝑞1

)︀ ∑︁
𝑐1∈𝐴2

. . .
∑︁
𝑐2∈𝐴2

|Δ𝑄2
𝑐1...𝑐𝑛

| =

= 4𝑞1𝑞0 · 1 = 4𝑞0𝑞1.

Òåîðåìó äîâåäåíî.
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3.3. Узагальнення функцiй Уолша

Ñèñòåìó (ïîñëiäîâíiñòü) óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié Óîëøà {𝜔𝑛(𝑥)}∞𝑛=0 ìè

ïîáóäó¹ìî ç âèêîðèñòàííÿ òðàäèöiéíî¨ íóìåðàöi¨ Ïåëëi. Ïîêëàäåìî 𝜔0(𝑥) ≡
1. Äëÿ îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ 𝜔𝑛(𝑥) ÷èñëî 𝑛 ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó äâiéêîâié ñè-

ñòåìi ÷èñëåííÿ: 𝑛 = 2𝑘 + 𝜀𝑘−12
𝑘−1 + . . .+ 𝜀12

1 + 𝜀0, 𝜀𝑖 ∈ 𝐴2. Çâiäêè áà÷èòè,

ùî 2𝑘 6 𝑛 < 2𝑘+1, äå 𝑘 = 𝑘(𝑛). Òåïåð îçíà÷ó¹ìî ôóíêöiþ 𝜔𝑛 ðiâíiñòþ:

𝜔𝑛(𝑥) ≡
∏︀𝑘

𝑖=0 𝑟
𝜀𝑖
𝑖 (𝑥) = 𝑟𝑘(𝑥)

∏︀𝑘−1
𝑖=0 𝑟

𝜀𝑖
𝑖 (𝑥).

Íàïðèêëàä, äëÿ 𝑛 = 1 = 1 · 20 ìà¹ìî 𝜔1(𝑥) = 𝑟0(𝑥);

äëÿ 𝑛 = 2 = 1 · 21 + 0 · 20 = (10)2 ìà¹ìî

𝜔2(𝑥) = 𝑟𝜀00 (𝑥)𝑟
𝜀1
1 (𝑥) = 𝑟1(𝑥);

äëÿ 𝑛 = 4 = 1 · 22 + 0 · 21 + 0 · 20 = (100)2 ìà¹ìî 𝜀0 = 0 = 𝜀1 i

𝜔4(𝑥) = 𝑟𝜀00 (𝑥)𝑟
𝜀1
1 (𝑥)𝑟

𝜀2
2 (𝑥) = 𝑟2(𝑥).

Áiëüøå òîãî,

𝜔2𝑘 = 𝑟00(𝑥)𝑟
0
1(𝑥) . . . 𝑟

0
𝑘−1(𝑥)𝑟

1
𝑘(𝑥) = 𝑟𝑘(𝑥) = 𝑟0

(︁
Δ

𝑞−1
0

𝛼𝑘+1(𝑥)𝛼𝑘+2(𝑥)...

)︁
.

Oñêiëüêè 2𝑘 − 1 = 2𝑘−1 + 2𝑘−2 + . . .+ 21 + 1, òî

𝜔2𝑘−1(𝑥) = 𝑟0(𝑥)𝑟1(𝑥) . . . 𝑟𝑘−1(𝑥). Äëÿ 𝑛 = 5 = 1 · 22 + 0 · 21 + 1 · 20 = (101)2

îòðèìó¹ìî

𝜔5(𝑥) = 𝑟10(𝑥)𝑟
0
1(𝑥)𝑟

1
2(𝑥) = 𝑟0(𝑥)𝑟2(𝑥) =

= 𝑟0

(︁
Δ

𝑞−1
0

𝛼1(𝑥)𝛼2(𝑥)...

)︁
𝑟0

(︁
Δ

𝑞−1
0

𝛼3(𝑥)𝛼4(𝑥)...

)︁
=

= (−1)𝛼1(𝑥)+𝛼3(𝑥)22𝑞1−𝛼1(𝑥)𝑞1−𝛼3(𝑥).

Çàóâàæèâøè, ùî ïðè 2𝑘 6 𝑛 < 2𝑘+1 âèêîíó¹òüñÿ 𝑛− 2𝑘 =
𝑘−1∑︀
𝑖=0

𝜀𝑖2
𝑖 i òîìó

ìà¹ìî 𝜔𝑛(𝑥) = 𝑟𝑘(𝑥)𝜔𝑛−2𝑘(𝑥). Çîêðåìà, 𝑟𝑘(𝑥) = 𝜔2𝑘(𝑥).

Зауваження 3.3.1. Узагальнення функцiй Уолша, як i самi функцiї

Уолша, в точках розриву неперервнi справа, Але класичнi функцiї Уолша

набувають лише двох значень 1 i -1, що не збереглося для щойно введеного

їх узагальнення.
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Теорема 3.3.1. Якщо 2𝑘 6 𝑛 < 2𝑘+1, тобто

𝑛 = 2𝑘 + 𝜀𝑘−12
𝑘−1 + . . .+ 𝜀12 + 𝜀02

0,

то узагальнена функцiя Уолша 𝜔𝑛(𝑥) = 𝑟𝑘(𝑥)𝑟
𝜀𝑘−1

𝑘−1 (𝑥) . . . 𝑟
𝜀0
0 (𝑥) на кожному

цилiндрi (𝑘 + 1)-го рангу є сталою, причому на цилiндрi Δ
𝑞−1
0
𝑐1𝑐2...𝑐𝑘𝑐𝑘+1 вона

набуває значення

𝜔𝑛(𝑥) = (−1)𝑐2𝑠𝑞𝑐0𝑞
𝑠−𝑐
1 , (3.3.4)

де 𝑠 = 1 + 𝜀𝑘−1 + . . .+ 𝜀1 + 𝜀0–кiлькiсть цифр "1"у зображеннi числа 𝑛,

𝑐 = 𝜀0𝑐1 + 𝜀1𝑐2 + . . .+ 𝜀𝑘−1𝑐𝑘 + 𝑐𝑘+1 – кiлькiсть 𝑗 таких, що 𝜀𝑗 = 1 = 𝑐𝑗+1

серед 0, 1, . . . , 𝑘.

Доведення. Îñêiëüêè

𝑟𝜀𝑖𝑖 (𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩1, ÿêùî 𝜀𝑖 = 0,

𝑟𝑖(𝑥), ÿêùî 𝜀𝑖 = 1,

òî

𝑟𝜀𝑖𝑖 (𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1, ÿêùî 𝜀𝑖 = 0,

2𝑞1, ÿêùî 𝑐𝑖+1 = 0 ∧ 𝜀𝑖 = 1,

−2𝑞0, ÿêùî 𝑐𝑖+1 = 1 ∧ 𝜀𝑖 = 1.

Òîäi ïðè 𝜀𝑖 = 1 ìà¹ìî

𝑟𝜀𝑖𝑖 (𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩2𝑞1, ÿêùî 𝑥 ∈ Δ
𝑞−1
0
𝑐1...𝑐𝑖0

,

−2𝑞1, ÿêùî 𝑥 ∈ Δ
𝑞−1
0
𝑐1...𝑐𝑖1

,

à, îòæå, äëÿ 𝑥 ∈ Δ
𝑞−1
0
𝑐1...𝑐𝑖𝑐𝑖+1 îòðèìó¹ìî

𝑟𝜀𝑖𝑖 (𝑥) = (−1)𝜀𝑖𝜀𝑖+1 · 2𝜀𝑖𝑞𝜀𝑖𝑐𝑖+1

0 𝑞
𝜀𝑖−𝜀𝑖𝑐𝑖+1

1 .

Òîìó äëÿ 𝑥 ∈ Δ
𝑞−1
0
𝑐1...𝑐𝑖...𝑐𝑗 ïðè 𝑖 < 𝑗 ìà¹ìî

𝑟𝜀𝑖𝑖 (𝑥)𝑟
𝜀𝑗
𝑗 (𝑥) = (−1)𝜀𝑖𝑐𝑖+1+𝜀𝑗𝑐𝑗+12𝜀𝑖+𝜀𝑗 ·

· 𝑞𝜀𝑖𝑐𝑖+1+𝜀𝑗𝑐𝑗+1

0 𝑞
(𝜀𝑖+𝜀𝑗)−(𝜀𝑖𝑐𝑖+1+𝜀𝑗𝑐𝑗+1)
1 .

Çâiäêè i ñëiäó¹ ðiâíiñòü (3.3.4).
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Теорема 3.3.2. Для узагальненої функцiї Уолша 𝜔𝑛 при 2𝑘 6 𝑛 < 2𝑘+1,

тобто

𝑛 = 2𝑘 + 𝜀𝑘−12
𝑘−1 + . . .+ 𝜀12 + 𝜀02

0,

i кожного цилiндра Δ
𝑞−1
0
𝑐1...𝑐𝑘𝑐𝑘+1 має мiсце рiвнiсть∫︁

𝑥∈Δ
𝑞−1
0

𝑐1...𝑐𝑘𝑐𝑘+1

𝜔𝑛(𝑥)𝑑𝑥 = 0 =

1∫︁
0

𝜔𝑛(𝑥)𝑑𝑥. (3.3.5)

Доведення. Îñêiëüêè∫︁
𝑥∈Δ

𝑞−1
0

𝑐1...𝑐𝑘𝑐𝑘+1

𝜔𝑛(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁
𝑥∈Δ

𝑞−1
0

𝑐1...𝑐𝑘0

𝜔𝑛(𝑥)𝑑𝑥+

∫︁
𝑥∈Δ

𝑞−1
0

𝑐1...𝑐𝑘1

𝜔𝑛(𝑥)𝑑𝑥,

òî, âðàõîâóþ÷è ïîïåðåäíþ òåîðåìó, ìà¹ìî∫︁
𝑥∈Δ

𝑞−1
0

𝑐1...𝑐𝑘𝑐𝑘+1

𝜔𝑛(𝑥)𝑑𝑥 = (−1)𝑐2𝑠𝑞𝑐0𝑞
𝑠−𝑐
1 · |Δ𝑞−1

0
𝑐1...𝑐𝑘0

|+

+ (−1)𝑐+12𝑠𝑞𝑐+1
0 𝑞𝑠−𝑐−1

1 · |Δ𝑞−1
0
𝑐1...𝑐𝑘1

| =

=

(︃
(−1)𝑐2𝑠𝑞𝑐0𝑞

𝑠−𝑐−1
1

𝑘∏︁
𝑗=1

𝑞𝑐𝑗

)︃
(𝑞1𝑞0 − 𝑞0𝑞1) = 0.

Äðóãà ç ðiâíîñòi (3.5.16) ¹ íàñëiäêîì ïåðøî¨ òà àäèòèâíî¨ âëàñòèâîñòi

iíòåãðàëà.

Зауваження 3.3.2. Якщо 𝑛 < 𝑚,
(︀
1𝜀′𝑘−1𝜀

′
𝑘−2 . . . 𝜀

′
1𝜀

′
0

)︀
2
– двiйко-

ве зображення числа 𝑛, а (1𝜀𝑚−1𝜀𝑚−2 . . . 𝜀1𝜀0)2 – двiйкове зображення

числа 𝑚 i при цьому 𝜀𝑗𝜀
′
𝑖 = 0 для всiх 𝑗 6 𝑘 − 1, то очевидно,

що добуток 𝜔𝑛𝜔𝑚 функцiй Уолша є функцiєю Уолша з номером 𝑙 =

(1𝜀𝑚−1 . . . 𝜀𝑘+11𝛿𝑘−1𝛿𝑘−1 . . . 𝛿1𝛿0)2, де 𝛿𝑗 = 𝜀′𝑗 + 𝜀𝑗, 𝑗 = 1, 𝑘 − 1. Для таких

𝑛 i 𝑚
1∫︁

0

𝜔𝑛(𝑥)𝜔𝑚(𝑥) = 0.
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3.4. Трiйковий аналог функцiї Радемахера

Лема 3.4.1. Для довiльного дiйсного 𝑥 має мiсце рiвнiсть

sin𝑥

𝑥
=

∞∏︁
𝑘=1

1 + 2 cos 2𝑥
3𝑘

3
. (3.4.6)

Доведення. Âðàõîâóþ÷è, ùî sin 3𝛼 = (1 + 2 cos 2𝛼) sin𝛼, ìà¹ìî

sin𝑥 =

(︂
1 + 2 cos

2𝑥

3

)︂
sin

𝑥

3
=

(︂
1 + 2 cos

2𝑥

3

)︂(︂
1 + 2 cos

2𝑥

32

)︂
sin

𝑥

32
= . . . =

=

(︂
1 + 2 cos

2𝑥

3

)︂(︂
1 + 2 cos

2𝑥

32

)︂
. . .

(︂
1 + 2 cos

2𝑥

3𝑘

)︂
sin

𝑥

3𝑘
,

òîáòî

sin𝑥 = sin
𝑥

3𝑘

𝑛∏︁
𝑘=1

(︂
1 + 2 cos

2𝑥

3𝑘

)︂
=

𝑥

3𝑘
·
sin 𝑥

3𝑘

𝑥
3𝑘

𝑛∏︁
𝑘=1

(︂
1 + 2 cos

2𝑥

3𝑘

)︂
=

= 𝑥 ·
sin 𝑥

3𝑘

𝑥
3𝑘

𝑛∏︁
𝑘=1

1 + 2 cos 2𝑥
3𝑘

3
.

Âðàõîâóþ÷è âiäîìó ãðàíèöþ

1 = lim
𝑘→∞

sin 𝑥
3𝑘

𝑥
3𝑘

,

îòðèìó¹ìî

sin𝑥 = 𝑥
∞∏︁
𝑘=1

1 + 2 cos 2𝑥
3𝑘

3
,

ùî ðiâíîñèëüíî ðiâíîñòi (3.4.6).

Лема 3.4.2. Для будь–якого дiйсного числа 𝑥 має мiсце рiвнiсть

1∫︁
0

𝑒𝑖𝑥(
1
2−𝑡)𝑑𝑡 =

𝑠𝑖𝑛𝑥
2

𝑥
2

.
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Доведення. Ïåðåòâîðþþ÷è, îá÷èñëþ¹ìî

1∫︁
0

𝑒𝑖𝑥(
1
2−𝑡)𝑑𝑡 = 𝑒

𝑖𝑥
2

1∫︁
0

𝑒−𝑖𝑥𝑡𝑑𝑡 =

= 𝑒
𝑖𝑥
2

1

−𝑖𝑥
𝑒−𝑖𝑥𝑡

⃒⃒⃒⃒1
0

= 𝑒
𝑖𝑥
2

1

−𝑖𝑥
(︀
𝑒−𝑖𝑥 − 𝑒0

)︀
=

=
𝑒

𝑖𝑥
2

𝑖𝑥

(︀
1− 𝑒−𝑖𝑥

)︀
=

1

𝑖𝑥

(︁
𝑒

𝑖𝑥
2 − 𝑒−

𝑖𝑥
2

)︁
=

=
1

𝑖𝑥

(︂
cos

𝑥

2
+ 𝑖 sin

𝑥

2
− cos

−𝑥
2

− 𝑖 sin
−𝑥
2

)︂
=

=
2

𝑥
sin

𝑥

2
=
𝑠𝑖𝑛𝑥

2
𝑥
2

.

Ëåìó äîâåäåíî.

Лема 3.4.3. Якщо 𝛼𝑘(𝑡) – 𝑘–та трiйкова цифра числа 𝑡 ∈ [0; 1), тобто

𝑡 =
𝛼1(𝑡)

3
+
𝛼2(𝑡)

32
+ · · ·+ 𝛼𝑘(𝑡)

3𝑘
+ · · · , де 𝛼𝑘 ∈ {0; 1; 2}, а

𝑣𝑘(𝑡) ≡ 1− 𝛼𝑘(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1, якщо 𝛼𝑘(𝑡) = 0,

0, якщо 𝛼𝑘(𝑡) = 1,

−1, якщо 𝛼𝑘(𝑡) = 2,

(3.4.7)

то
1∫︁

0

exp

(︂
𝑖𝑥
𝑣𝑘(𝑡)

3𝑘

)︂
𝑑𝑡 =

1 + 2 cos 𝑥
3𝑘

3
.

Доведення. Âiäîìî [63], ùî

[0; 1] =
2⋃︁

𝑐1=0

2⋃︁
𝑐2=0

...
2⋃︁

𝑐𝑘−1=0

[Δ3
𝑐1...𝑐𝑘−10

∪Δ3
𝑐1...𝑐𝑘−11

∪Δ3
𝑐1...𝑐𝑘−12

],

ïðè÷îìó

∇3
𝑎1...𝑎𝑘−1𝑎𝑘

∩∇3
𝑏1...𝑏𝑘1𝑏𝑘

=

⎧⎪⎨⎪⎩∇3
𝑎1...𝑎𝑘−1𝑎𝑘

, ÿêùî 𝑎𝑗 = 𝑏𝑗, 𝑗 = 1, 𝑘;

∅, ÿêùî iñíó¹ 𝑎𝑗 ̸= 𝑏𝑗,

|Δ3
𝑐1...𝑐𝑘−1𝑐𝑘

| = 1

3
|Δ3

𝑐1...𝑐𝑘−1𝑐𝑘
| = 1

3𝑘
.
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Òîìó çãiäíî ç àäèòèâíîþ âëàñòèâiñòþ iíòåãðàëà

𝐼 =

1∫︁
0

exp

(︂
𝑖𝑥
𝑣𝑘(𝑡)

3𝑘

)︂
𝑑𝑡 =

=
2∑︁

𝑐1=0

. . .
2∑︁

𝑐𝑘−1=0

⎛⎜⎜⎝ ∫︁
𝑡∈Δ3

𝑐1...𝑐𝑘−10

𝑒
𝑖𝑥·1
3𝑘

𝑑𝑥 +

∫︁
𝑡∈Δ3

𝑐1...𝑐𝑘−11

𝑒
𝑖𝑥·0
3𝑘

𝑑𝑥 +

∫︁
𝑡∈Δ3

𝑐1...𝑐𝑘−12

𝑒
𝑖𝑥·(−1)

3𝑘
𝑑𝑥

⎞⎟⎟⎠ =

=
2∑︁

𝑐1=0

. . .
2∑︁

𝑐𝑘−1=0

(︁
𝑒

𝑖𝑥

3𝑘 |Δ3
𝑐1...𝑐𝑘−10

|+ |Δ3
𝑐1...𝑐𝑘−11

|+ 𝑒
−𝑖𝑥

3𝑘 |Δ3
𝑐1...𝑐𝑘−12

|
)︁
=

=
2∑︁

𝑐1=0

. . .
2∑︁

𝑐𝑘−1=0

|Δ3
𝑐1...𝑐𝑘−10

|
(︁
𝑒

𝑖𝑥

3𝑘 + 1 + 𝑒
−𝑖𝑥

3𝑘

)︁
=

=
(︁
𝑒

𝑖𝑥

3𝑘 + 1 + 𝑒
−𝑖𝑥

3𝑘

)︁ 1

3

2∑︁
𝑐1=0

. . .

2∑︁
𝑐𝑘−1

|Δ3
𝑐1...𝑐𝑘−1

| =

=
1

3

(︂
cos

𝑥

3𝑘
+ 𝑖 sin

𝑥

3𝑘
+ 1 + cos

−𝑥
3𝑘

+ 𝑖 sin
−𝑥
3𝑘

)︂
· 1 =

=
1

3

(︁
1 + 2 cos

𝑥

3𝑘

)︁
.

Ùî é âèìàãàëîñü äîâåñòè.

Означення 3.2. Функцiї 𝑣𝑘(𝑥), 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , визначенi рiвнiстю

(3.4.7), називаються 𝑅3–функцiями, вони є трiйковими аналогами фун-

кцiй Радемахера.

Теорема 3.4.1. Якщо 𝛼𝑘(𝑡) – 𝑘–та трiйкова цифра числа 𝑡 ∈ [0; 1), а

𝑣𝑘(𝑡) = 1− 𝛼𝑘(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1, якщо 𝛼𝑘(𝑡) = 0,

0, якщо 𝛼𝑘(𝑡) = 1,

−1, якщо 𝛼𝑘(𝑡) = 2,

то
1∫︁

0

∞∏︁
𝑘=1

exp

(︂
𝑖𝑥
𝑣𝑘(𝑡)

3𝑘

)︂
𝑑𝑡 =

∞∏︁
𝑘=1

1∫︁
0

exp

(︂
𝑖𝑥
𝑣𝑘(𝑡)

3𝑘

)︂
𝑑𝑡. (3.4.8)

Доведення. Âðàõîâóþ÷è, ùî
∞∑︁
𝑘=1

𝑣𝑘(𝑡)

3𝑘
=

∞∑︁
𝑘=1

1− 𝛼𝑘(𝑡)

3𝑘
=

∞∑︁
𝑘=1

1

3𝑘
−

∞∑︁
𝑘=1

𝛼𝑘(𝑡)

3𝑘
=

1

2
− 𝑡,
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çãiäíî ç ëåìîþ 3.4.2 ìà¹ìî

1∫︁
0

∞∏︁
𝑘=1

exp

(︂
𝑖𝑥
𝑣𝑘(𝑡)

3𝑘

)︂
𝑑𝑡 =

1∫︁
0

exp

(︃
𝑖𝑥

∞∑︁
𝑘=1

𝑣𝑘(𝑡)

3𝑘

)︃
𝑑𝑡 =

=

1∫︁
0

𝑒𝑖𝑥(
1
2−𝑡)𝑑𝑡 =

sin 𝑥
2

𝑥
2

.

À çà ëåìîþ 3.4.1 òà 3.5.1

sin
𝑥

2
𝑥
2

=
∞∏︁
𝑘=1

1 + 2 cos 2𝑥
3𝑘

3𝑘
=

∞∏︁
𝑘=1

1∫︁
0

exp

(︂
𝑖𝑥
𝑣𝑘(𝑡)

3𝑘

)︂
𝑑𝑡.

Çâiäñè i ñëiäó¹ ðiâíiñòü (3.4.8).

Теорема 3.4.2. 𝑅3–функцiї мають властивостi:

∫︁
𝑥∈Δ3

𝑐1...𝑐𝑚

𝑣𝑘(𝑥)𝑑𝑥 =

⎧⎪⎨⎪⎩0, якщо 𝑘 > 𝑚,

1− 𝑐𝑘
3𝑚

, якщо 𝑘 6 𝑚.
(3.4.9)

1∫︁
0

𝑣𝑘(𝑥)𝑑𝑥 = 0 (3.4.10)

1∫︁
0

𝑣𝑘(𝑥)𝑣𝑚𝑑𝑥 =

⎧⎪⎨⎪⎩0, якщо 𝑘 ̸= 𝑚,

2
3 , якщо 𝑘 = 𝑚.

(3.4.11)

Доведення. Äîâåäåìî ðiâíiñòü 3.4.9. Ñïðàâäi, ÿêùî 𝑘 = 𝑚, òî∫︁
𝑥∈Δ3

𝑐1...𝑐𝑚

𝑣𝑘(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁
𝑥∈Δ3

𝑐1...𝑐𝑘

(1− 𝑐𝑘)𝑑𝑥 = (1− 𝑐𝑘)|Δ3
𝑐1...𝑐𝑘

| = 1− 𝑐𝑘
3𝑘

.

ßêùî 𝑘 < 𝑚, òî 𝑥 ∈ Δ3𝑐1...𝑐𝑚 ⊂ Δ3
𝑐1...𝑐𝑘

i 𝑣𝑘(𝑥) = 1− 𝑐𝑘.

Îòæå,∫︁
𝑥∈Δ3

𝑐1...𝑐𝑚

𝑣𝑘(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁
𝑥∈Δ3

𝑐1...𝑐𝑚

(1− 𝑐𝑘)𝑑𝑥 = (1− 𝑐𝑘)|Δ3
𝑐1...𝑐𝑚

| = 1− 𝑐𝑘
3𝑚

.
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Íåõàé òåïåð 𝑘 > 𝑚. Îñêiëüêè∫︁
𝑥∈Δ3

𝑐1...𝑐𝑚𝛼𝑚+1...𝛼𝑘−1

𝑣𝑘(𝑥)𝑑𝑥 =
2∑︁

𝑖=0

∫︁
𝑥∈Δ3

𝑐1...𝑐𝑚𝛼𝑚+1...𝛼𝑘−1𝑖

(1− 𝑖)𝑑𝑥 =

= |Δ3
𝑐1...𝑐𝑚𝛼𝑚+1...𝛼𝑘−10

|+ 0− |Δ3
𝑐1...𝑐𝑚𝛼𝑚+1...𝛼𝑘−12

| = 0,

òî ∫︁
𝑥∈Δ3

𝑐1...𝑐𝑚

𝑣𝑘(𝑥)𝑑𝑥 =
2∑︁

𝛼𝑚+1=0

...
2∑︁

𝛼𝑘=0

∫︁
𝑥∈Δ3

𝑐1...𝑐𝑚𝛼𝑚+1...𝛼𝑘

𝑣𝑘(𝑥)𝑑𝑥 = 0.

Ðiâíiñòü (3.4.10) äëÿ 𝑘 = 1 ¹ î÷åâèäíîþ. Äëÿ 𝑘 > 1, âðàõîâóþ÷è ðiâíiñòü

(3.4.9), ìàòèìåìî

1∫︁
0

𝑣𝑘(𝑥)𝑑𝑥 =
2∑︁

𝑖=0

∫︁
𝑥∈Δ3

𝑖

𝑣𝑘(𝑥)𝑑𝑥 = 0.

Ïðè äîâåäåííi ðiâíîñòi (3.4.11) ðîçãëÿíåìî âèïàäîê 𝑘 = 𝑚, ìà¹ìî

1∫︁
0

𝑣2𝑘(𝑥)𝑑𝑥 =
2∑︁

𝛼1=0

...

2∑︁
𝛼𝑘=0

∫︁
Δ𝛼1...𝛼𝑘

𝑣2𝑘(𝑥)𝑑𝑥 =
2∑︁

𝛼1 ̸=1

...

2∑︁
𝛼𝑘 ̸=1

∫︁
Δ𝛼1...𝛼𝑘

𝑑𝑥 =

= 2 · 3𝑘−1 · 1

3𝑘
=

2

3
.

Íåõàé òåïåð 𝑘 < 𝑚. Âðàõîâóþ÷è (3.4.9), äiñòà¹ìî∫︁
Δ3

𝑎1...𝑎𝑘−1

𝑣𝑘(𝑥)𝑣𝑚(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁
Δ𝑎1...𝑎𝑘−10

𝑣𝑚(𝑥)𝑑𝑥+ 0−
∫︁

Δ𝑎1...𝑎𝑘−12

𝑣𝑚𝑑𝑥 = 0.

Òîäi

1∫︁
0

𝑣𝑘(𝑥)𝑣𝑚(𝑥)𝑑𝑥 =
2∑︁

𝑎1=0

...

2∑︁
𝑎𝑘−1=0

∫︁
Δ𝑎1...𝑎𝑘−1

𝑣𝑘(𝑥)𝑣𝑚(𝑥)𝑑𝑥 = 0.
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3.5. Узагальнення на основi 𝑄3–зображення чисел

Íåõàé 𝑄3 = (𝑞0, 𝑞1, 𝑞2) � çàäàíèé âïîðÿäêîâàíèé íàáið äîäàòíèõ ÷èñåë,

ñóìà ÿêèõ ðiâíà 1, 𝛽0 = 0, 𝛽1 = 𝑞0, 𝛽2 = 𝑞0 + 𝑞1, 𝛽3 = 𝑞0 + 𝑞1 + 𝑞2 = 1.

ßêùî 𝑞0 = 𝑞2, òî 𝑄3 � çîáðàæåííÿ íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íèì. Î÷åâèäíî,

ùî êëàñè÷íå òðiéêîâå çîáðàæåííÿ ¹ ñèìåòðè÷íèì 𝑄3 � çîáðàæåííÿì.

Лема 3.5.1. Якщо 𝛼𝑘(𝑡) – 𝑘–та цифра симетричного 𝑄3 – зображення

числа 𝑡 ∈ [0; 1), тобто

𝑡 = 𝛽𝛼1(𝑡) +
∞∑︁
𝑘=2

(︃
𝛽𝛼𝑘(𝑡)

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑞𝛼𝑗(𝑡)

)︃
= 𝛽𝛼1(𝑡)+

+
∞∑︁
𝑘=1

𝛽𝛼𝑘(𝑡)𝑞
𝑁0(𝑡,𝑘)
0 𝑞

𝑁1(𝑡,𝑘)
1 𝑞

𝑁2(𝑡,𝑘)
2 ≡ Δ𝑄3

𝛼1𝛼2...𝛼𝑘...
,

𝑢𝑘(𝑡) = 1− 𝛼𝑘(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1, якщо 𝛼𝑘(𝑡) = 0,

0, якщо 𝛼𝑘(𝑡) = 1,

−1, якщо 𝛼𝑘(𝑡) = 2,

(3.5.12)

то для будь–якого дiйсного числа 𝑥 має мiсце рiвнiсть

1∫︁
0

exp (𝑖𝑥𝐴𝑢𝑘(𝑡)) 𝑑𝑡 = 𝑞1 + 2𝑞0 cos𝐴𝑥.

Доведення. Âiäîìî, ùî

[0; 1] =
2⋃︁

𝑐1=0

2⋃︁
𝑐2=0

...
2⋃︁

𝑐𝑘−1=0

[Δ𝑄3

𝑐1...𝑐𝑘−10
∪Δ𝑄3

𝑐1...𝑐𝑘−11
∪Δ𝑄3

𝑐1...𝑐𝑘−12
],

ïðè÷îìó

∇3
𝑎1...𝑎𝑘−1𝑎𝑘

∩∇3
𝑏1...𝑏𝑘−1𝑏𝑘

=

⎧⎪⎨⎪⎩∇𝑄3
𝑎1...𝑎𝑘−1𝑎𝑘

, ÿêùî 𝑎𝑗 = 𝑏𝑗, 𝑗 = 1, 𝑘;

∅, ÿêùî iñíó¹ 𝑎𝑗 ̸= 𝑏𝑗,

|Δ𝑄3

𝑐1...𝑐𝑘−1𝑗
| = 𝑞𝑗|Δ𝑄3

𝑐1...𝑐𝑘−1𝑐𝑘
|, 𝑗 ∈ 𝐴3,
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à îòæå,
2∑︀

𝑐1=0
. . .

2∑︀
𝑐𝑘−1=0

|Δ𝑄3
𝑐1...𝑐𝑘−1

| = 1. Òîìó çãiäíî ç àäèòèâíîþ âëàñòèâiñòþ

iíòåãðàëà

𝐼 =

1∫︁
0

exp (𝑖𝑥𝐴𝑢𝑘(𝑡)) 𝑑𝑡 =

=
2∑︁

𝑐1=0

. . .
2∑︁

𝑐𝑘−1=0

⎛⎜⎜⎝ ∫︁
Δ

𝑄3
𝑐1...𝑐𝑘−10

𝑒𝑖𝑥𝐴·1𝑑𝑥+

∫︁
Δ

𝑄3
𝑐1...𝑐𝑘−11

𝑒𝑖𝑥𝐴·0𝑑𝑥+

∫︁
Δ

𝑄3
𝑐1...𝑐𝑘−12

𝑒𝑖𝑥𝐴·(−1)𝑑𝑥

⎞⎟⎟⎠ =

=
2∑︁

𝑐1=0

. . .
2∑︁

𝑐𝑘−1=0

(︁
𝑒𝑖𝑥𝐴|Δ𝑄3

𝑐1...𝑐𝑘−10
|+ |Δ𝑄3

𝑐1...𝑐𝑘−11
|+ 𝑒−𝑖𝑥𝐴|Δ𝑄3

𝑐1...𝑐𝑘−12
|
)︁
=

=
2∑︁

𝑐1=0

. . .
2∑︁

𝑐𝑘−1=0

(︀
𝑒𝑖𝑥𝐴𝑞0|Δ𝑄3

𝑐1...𝑐𝑘−1
|+ 𝑞1|Δ𝑄3

𝑐1...𝑐𝑘−1
|+ 𝑒−𝑖𝑥𝐴𝑞2|Δ𝑄3

𝑐1...𝑐𝑘−1
|
)︀
=

=
2∑︁

𝑐1=0

. . .

2∑︁
𝑐𝑘−1=0

|Δ𝑄3
𝑐1...𝑐𝑘−1

|
(︀
𝑞0𝑒

𝑖𝑥𝐴 + 𝑞1 + 𝑞2𝑒
−𝑖𝑥𝐴

)︀
=

=
2∑︁

𝑐1=0

. . .

2∑︁
𝑐𝑘−1=0

|Δ𝑄3
𝑐1...𝑐𝑘−1

|
[︀
𝑞0
(︀
𝑒𝑖𝑥𝐴 + 𝑒−𝑖𝑥𝐴

)︀
+ 𝑞1

]︀
=

= [2𝑞0 cos𝐴𝑥+ 𝑞1] · 1 = 𝑞1 + 2𝑞0 cos𝐴𝑥.

Зауваження 3.5.1. Функцiї 𝑢𝑘(𝑥), 𝑘 = 1, 2, . . . , визначенi рiвнiстю

(3.5.12), називаються 𝑅*
3–функцiями, вони є узагальненням 𝑅3–функцiй

на основi симетричного 𝑄3–зображення чисел.

Теорема 3.5.1. Для 𝑅*
3–функцiй мають мiсце рiвностi:∫︁

𝑥∈Δ𝑄3
𝑐1...𝑐𝑘−1

𝑢𝑘(𝑥)𝑑𝑥 = 0, (3.5.13)

∫︁
𝑥∈Δ𝑄3

𝑐1...𝑐𝑚

𝑢𝑘(𝑥)𝑑𝑥 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0 при 𝑘 > 𝑚,

(1− 𝑐𝑘)
𝑚∏︀
𝑗=1

𝑞𝑐𝑗 при 𝑘 6 𝑚,
(3.5.14)

1∫︁
0

𝑢𝑘(𝑥)𝑑𝑥 = 0, (3.5.15)
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1∫︁
0

𝑢𝑘(𝑥)𝑢𝑚(𝑥)𝑑𝑥 =

⎧⎪⎨⎪⎩0, якщо 𝑘 ̸= 𝑚,

2𝑞0, якщо 𝑘 = 𝑚.
(3.5.16)

Доведення. Äëÿ ïåðøî¨ ðiâíîñòi ìà¹ìî:∫︁
𝑥∈Δ𝑄3

𝑐1...𝑐𝑘−1

𝑢𝑘(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁
𝑥∈Δ𝑄3

𝑐1...𝑐𝑘−10

𝑢𝑘(𝑥)𝑑𝑥+

+

∫︁
𝑥∈Δ𝑄3

𝑐1...𝑐𝑘−11

𝑢𝑘(𝑥)𝑑𝑥+

∫︁
𝑥∈Δ𝑄3

𝑐1...𝑐𝑘−12

𝑢𝑘(𝑥)𝑑𝑥 =

= |Δ𝑄3

𝑐1...𝑐𝑘−10
|+ 0− |Δ𝑄3

𝑐1...𝑐𝑘−12
| = 0.

Äîâåäåìî ðiâíiñòü (3.5.15). ßêùî 𝑘 = 𝑚, òî∫︁
Δ

𝑄3
𝑐1...𝑐𝑚

𝑣𝑘(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁
Δ

𝑄3
𝑐1...𝑐𝑘

(1− 𝑐𝑘)𝑑𝑥 = (1− 𝑐𝑘)|Δ𝑄3
𝑐1...𝑐𝑘

| = (1− 𝑐𝑘)
𝑘∏︁

𝑗=1

𝑞𝑐𝑗 .

ßêùî 𝑘 < 𝑚, òî 𝑥 ∈ Δ𝑄3
𝑐1...𝑐𝑚

⊂ Δ𝑄3
𝑐1...𝑐𝑘

i 𝑣𝑘(𝑥) = 1− 𝑐𝑘.

Îòæå,∫︁
Δ

𝑄3
𝑐1...𝑐𝑚

𝑣𝑘(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁
𝑥∈Δ𝑄3

𝑐1...𝑐𝑚

(1− 𝑐𝑘)𝑑𝑥 = (1− 𝑐𝑘)|Δ𝑄3
𝑐1...𝑐𝑚

| = (1− 𝑐𝑘)
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑞𝑐𝑗 .

Íåõàé òåïåð 𝑘 > 𝑚. Îñêiëüêè∫︁
Δ

𝑄3
𝑐1...𝑐𝑚𝛼𝑚+1...𝛼𝑘−1

𝑣𝑘(𝑥)𝑑𝑥 =
2∑︁

𝑖=0

∫︁
Δ

𝑄3
𝑐1...𝑐𝑚𝛼𝑚+1...𝛼𝑘−1𝑖

(1− 𝑖)𝑑𝑥 =

= |Δ𝑄3

𝑐1...𝑐𝑚𝛼𝑚+1...𝛼𝑘−10
|+ 0− |Δ𝑄3

𝑐1...𝑐𝑚𝛼𝑚+1...𝛼𝑘−12
| = 0,

òî ∫︁
Δ

𝑄3
𝑐1...𝑐𝑚

𝑣𝑘(𝑥)𝑑𝑥 =
2∑︁

𝛼𝑚+1=0

...
2∑︁

𝛼𝑘=0

∫︁
Δ

𝑄3
𝑐1...𝑐𝑚𝛼𝑚+1...𝛼𝑘

𝑣𝑘(𝑥)𝑑𝑥 = 0.

Äëÿ òðåòüî¨ ðiâíîñòi �
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1∫︁
0

𝑢𝑘(𝑥)𝑑𝑥 =
2∑︁

𝑐1=0

...
2∑︁

𝑐𝑘−1=0

∫︁
Δ𝑐1...𝑐𝑘−1

𝑢𝑘(𝑥)𝑑𝑥.

Òîäi çãiäíî ç ðiâíiñòþ (3.5.13) ìà¹ìî

1∫︁
0

𝑢𝑘(𝑥)𝑑𝑥 = 0.

ßêùî 𝑘 = 𝑚, òî

𝑢𝑘(𝑥)𝑢𝑚(𝑥) = 𝑢2𝑘(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩1, ÿêùî 𝛼𝑘(𝑥) ∈ {0, 2},

0, ÿêùî 𝛼𝑘(𝑥) = 1,

i

1∫︁
0

𝑢𝑘(𝑥)𝑢𝑚(𝑥)𝑑𝑥 =
2∑︁

𝑐1=0

...

2∑︁
𝑐𝑘=0

∫︁
𝑥∈Δ𝑐1...𝑐𝑘−1

𝑢2𝑘(𝑥)𝑑𝑥 =

=
∑︁
𝑐1 ̸=1

...
∑︁
𝑐𝑘 ̸=1

⎛⎜⎝ ∫︁
𝑥∈Δ𝑐1...𝑐𝑘−10

𝑑𝑥+

∫︁
𝑥∈Δ𝑐1...𝑐𝑘−12

𝑑𝑥

⎞⎟⎠ =

= 1− 𝑞1 = 2𝑞0.

ßêùî æ 𝑘 ̸= 𝑚, ïðè÷îìó 𝑘 > 𝑚, òî

𝑢𝑘(𝑥)𝑢𝑚(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1, ÿêùî 𝛼𝑘 = 0 = 𝛼𝑚 àáî 𝛼𝑘 = 2 = 𝛼𝑚,

0, ÿêùî 𝛼𝑘 = 1 àáî 𝛼𝑚 = 1,

−1, ÿêùî 𝛼𝑘 = 0 i 𝛼𝑚 = 2 àáî 𝛼𝑘 = 2 i 𝛼𝑚 = 0.

i

1∫︁
0

𝑢𝑘(𝑥)𝑢𝑚(𝑥)𝑑𝑥 =

=
2∑︁

𝑐1=0

. . .

2∑︁
𝑐𝑛−1=0

∑︁
𝑐𝑚 ̸=1

2∑︁
𝑐𝑚+1=0

. . .

2∑︁
𝑐𝑘−1=0

1∫︁
𝑥∈Δ𝑐1...𝑐𝑘−10

𝑢𝑘(𝑥)𝑢𝑚(𝑥)𝑑𝑥,
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1∫︁
𝑥∈Δ𝑐1...𝑐𝑘−1

𝑢𝑘(𝑥)𝑢𝑚(𝑥)𝑑𝑥 =

=

1∫︁
𝑥∈Δ𝑐1...𝑐𝑘−10

𝑢𝑘(𝑥)𝑢𝑚(𝑥)𝑑𝑥+

1∫︁
𝑥∈Δ𝑐1...𝑐𝑘−12

𝑢𝑘(𝑥)𝑢𝑚(𝑥)𝑑𝑥 = 0.

Ðiâíiñòü (3.5.16) äîâåäåíî.

Висновки до роздiлу 3

Ó äàíîìó ðîçäiëi ìè ðîçãëÿíóëè óçàãàëüíåííÿ ôóíêöié Ðàäåìàõåðà òà

Óîëøà, ÿêi  ðóíòóþòüñÿ íà 𝑄2-çîáðàæåííi äiéñíèõ ÷èñåë, ùî ¹ óçàãàëüíå-

ííÿì êëàñè÷íîãî äâiéêîâîãî çîáðàæåííÿ ÷èñåë 𝑥 ∈ [0; 1]. Îïèñàëè iíòå-

ãðàëüíi âëàñòèâîñòi öèõ ôóíêöié, çîêðåìà äîâåëè, ùî óçàãàëüíåíi ôóíêöi¨

Ðàäåìàõåðà óòâîðþþòü îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó ôóíêöié. Äëÿ êîæíî¨ óçà-

ãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ Óîëøà çíàéøëè ¨¨ àíàëiòè÷íèé âèðàç.

Çàïðîïîíîâàíî òðiéêîâèé àíàëîã ôóíêöié Ðàäåìàõåðà, ùî ãðóíòó¹òüñÿ

íà êëàñè÷íîìó òðiéêîâîìó çîáðàæåííi ÷èñåë, à òàêîæ éîãî óçàãàëüíåííÿ

íà îñíîâi 𝑄3�çîáðàæåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë âiäðiçêà [0; 1], ÿêå ¹ òðèñèìâîëü-

íèì ñàìîïîäiáíèì êîäóâàííÿì ÷èñåë ç íóëüîâîþ íàäëèøêîâiñòþ. Äîâåäåíî

êiëüêà ñïiââiäíîøåíü, ùî ñòîñóþòüñÿ öèõ îá'¹êòiâ.

Ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíi ó ðîáîòi [1,2] i äîïîâiäàëèñü íà

êîíôåðåíöiÿõ [8,9,10,17]
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ÐÎÇÄIË 4

УЗАГАЛЬНЕННЯ ТРИБIН–ФУНКЦIЇ

Ó äàíîìó ðîçäiëi âèêîðèñòîâóþ÷è íåñàìîïîäiáíå 𝑠�ñèìâîëüíå çîáðàæå-

ííÿ äiéñíèõ ÷èñåë îäèíè÷íîãî âiäðiçêà ìè êîíñòðóþ¹ìî íåïåðåðâíó íiäå

íå ìîíîòîííó ôóíêöiþ i âèâ÷à¹ìî òîïîëîãî�ìåòðè÷íi âëàñòèâîñòi ñóòò¹âèõ

äëÿ íå¨ ÷èñëîâèõ ïiäìíîæèí îáëàñòi âèçíà÷åííÿ. Îáãðóíòîâó¹òüñÿ êîðå-

êòíiñòü îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ 𝑓 , ¨¨ íåïåðåðâíiñòü, íiäå íå ìîíîòîííiñòü, âàðià-

öiéíi âëàñòèâîñòi. Îáãîâîðþ¹òüñÿ ïèòàííÿ ìàñèâíîñòi ðiâíiâ ôóíêöi¨ i ñèìå-

òði¨ òà àâòîìîäåëüíîñòi ¨¨ ãðàôiêà. Ñèñòåìàòèçóþòüñÿ çàäà÷i ôðàêòàëüíîãî

àíàëiçó íåïåðåðâíèõ íiäå íå ìîíîòîííèõ ôóíêöié.

4.1. 𝑄*
𝑠 – зображення та його властивостi

Íåõàé 1 < 𝑠 � ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, 𝐴𝑠 ≡ {0, 1, 2, ..., 𝑠 − 1} �

àëôàâiò, 𝐿 ≡ 𝐴𝑠 × 𝐴𝑠 × . . .× 𝐴𝑠 × . . . � ïðîñòið ïîñëiäîâíîñòåé åëåìåíòiâ

àëôàâiòó,

𝑄*
𝑠 =‖ 𝑞𝑖𝑘 ‖=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑞01 𝑞02 . . . 𝑞0𝑘 . . .

𝑞11 𝑞12 . . . 𝑞1𝑘 . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

𝑞𝑠−1,1 𝑞𝑠−1,2 . . . 𝑞𝑠−1,𝑘 . . .

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
� çàäàíà íåñêií÷åííà ñòîõàñòè÷íà ìàòðèöÿ ç äîäàòíèìè åëåìåíòàìè, ÿêà

ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:

1. 𝑞𝑖𝑘 > 0, 𝑞0𝑘 + 𝑞1𝑘 + . . .+ 𝑞𝑠−1,𝑘 = 1, ∀𝑘 ∈ 𝑁 (ñòîõàñòè÷íiñòü);

2.
∞∏︀
𝑘=1

max{𝑞0𝑘, 𝑞1𝑘, . . . , 𝑞𝑠−1,𝑘} = 0 (íåïåðåðâíiñòü).

Ïîêëàäåìî 𝛽0𝑘 ≡ 0, 𝛽𝑖𝑘 ≡ 𝑞0𝑘 + 𝑞1𝑘 + . . .+ 𝑞𝑖−1,𝑘 = 𝛽𝑖−1,𝑘 + 𝑞𝑖−1,𝑘, 𝑖 = 0, 𝑠.

Âiäîìà òåîðåìà [66, 83] стверджує, що для будь–якого 𝑥 ∈ [0; 1] iснує
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така послiдовнiсть (𝛼𝑘) ∈ 𝐿, ùî

𝑥 = 𝛽𝛼11 +
∞∑︁
𝑘=2

(︃
𝛽𝛼𝑘𝑘

𝑘−1∏︁
𝑗−1

𝑞𝛼𝑗𝑗

)︃
≡ Δ𝑄*

𝑠
𝛼1𝛼2...𝛼𝑘...

. (4.1.1)

Îñòàííié ñèìâîëi÷íèé (ñêîðî÷åíèé) çàïèñ Δ
𝑄*

𝑠
𝛼1𝛼2...𝛼𝑘... íàçèâà¹òüñÿ 𝑄*

𝑠�

зображенням числа 𝑥 i éîìó âiäïîâiäíîãî ðÿäó (4.1.1) [66]. Ïðè öüîìó

𝛼𝑘 = 𝛼𝑘(𝑥) íàçèâà¹òüñÿ 𝑘�тою цифрою даного зображення числа 𝑥.

Çàóâàæèìî, ùî îäíi¹þ ç çàäà÷, ÿêà ïðèâîäèòü äî 𝑄*
𝑠 � çîáðàæåí-

íÿ, ¹ çàäà÷à ïðî âèðàç ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè 𝜉, öè-

ôðè 𝜉𝑛 𝑠�êîâîãî çîáðàæåííÿ Δ𝑠
𝜉1𝜉2...𝜉𝑛...

ÿêî¨ ¹ íåçàëåæíèìè âèïàäêîâè-

ìè âåëè÷èíàìè, ùî íàáóâàþòü çíà÷åíü 0, 1, 2, . . . , 𝑠 − 1 ç éìîâiðíîñòÿìè

𝑞0𝑛, 𝑞1𝑛, 𝑞2𝑛, . . . , 𝑞𝑠−1,𝑛 âiäïîâiäíî. ßê îêðåìèé îá'¹êò ðîçãëÿäó 𝑄*
𝑠 � çîáðà-

æåííÿ ââåäåíî â ðîáîòi [82].

ßêùî âñi ñòîâïöi ìàòðèöi ‖ 𝑞𝑖𝑘 ‖ îäíàêîâi, òîáòî 𝑞𝑖𝑘 = 𝑞𝑖 äëÿ áóäü�ÿêîãî

𝑘 ∈ 𝑁 , òî 𝑄*
𝑠�çîáðàæåííÿ íàçèâà¹òüñÿ 𝑄𝑠�зображенням. ßêùî êðiì öüîãî

𝑞𝑖 =
1

𝑠
äëÿ âñiõ 𝑖 ∈ 𝐴𝑠, òî 𝑄𝑠�çîáðàæåííÿ ÷èñëà íàçèâà¹òüñÿ 𝑠�ковим (äëÿ

𝑠 = 10 � äåñÿòêîâèì, äëÿ 𝑠 = 2 � äâiéêîâèì). Ãåîìåòðiÿ öèõ çîáðàæåíü

(ãåîìåòðè÷íèé çìiñò öèôð, âëàñòèâîñòi öèëiíäðiâ, ìåòðè÷íi âiäíîøåííÿ òî-

ùî) ¹ äîáðå âèâ÷åíîþ [66]. Âiäîìî, ùî ÷èñëà çëi÷åííî¨ ïiäìíîæèíè âiäðiçêà

[0;1] ìàþòü äâà ðiçíi 𝑄*
𝑠�çîáðàæåííÿ, ¨õ íàçèâàþòü 𝑄

*
𝑠�рацiональними (öå

÷èñëà ç çîáðàæåííÿìè: Δ𝑄*
𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚𝑐𝑚+1(0)
= Δ

𝑄*
𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚[𝑐𝑚+1−1](𝑠−2)), ðåøòà ÷èñåë

ìàþòü ¹äèíå 𝑄*
𝑠�çîáðàæåííÿ i íàçèâàþòüñÿ 𝑄

*
𝑠�iррацiональними.

Ìíîæèíà âñiõ ÷èñåë 𝑥 ∈ [0; 1], ÿêi ìàþòü 𝑄*
𝑠�çîáðàæåííÿ ç ïåðøèìè öè-

ôðàìè 𝑐1, 𝑐2, . . . , 𝑐𝑚 âiäïîâiäíî, íàçèâà¹òüñÿ цилiндром рангу 𝑚 ç îñíîâîþ

𝑐1𝑐2 . . . 𝑐𝑚 i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç Δ𝑄*
𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚. Î÷åâèäíîþ ¹ ðiâíiñòü

Δ𝑄*
𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚
= Δ

𝑄*
𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚0 ∪Δ
𝑄*

𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚1 ∪ . . . ∪Δ

𝑄*
𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚[𝑠−1].

Öèëiíäð Δ
𝑄*

𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚 ¹ âiäðiçêîì ç êiíöÿìè 𝐴 i 𝐵, äå

𝐴 = 𝛽𝑐11 +
𝑚∑︁
𝑘=1

(︃
𝛽𝑐𝑘𝑘

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑞𝑐𝑗𝑗

)︃
, 𝐵 = 𝐴+

𝑚∏︁
𝑗=1

𝑞𝑐𝑗𝑗.
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À òîìó |Δ𝑄*
𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚| =
𝑚∏︀
𝑗=1

𝑞𝑐𝑗𝑗 i |Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚𝑖| = 𝑞𝑖,𝑚+1|Δ𝑄*
𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚|. Îñòàííÿ ðiâíiñòü

íàçèâà¹òüñÿ основним метричним вiдношенням. Âîíà âiäiãðà¹ âàæëèâó

ðîëü ó ìåòðè÷íié òà åðãîäè÷íié òåîði¨ äiéñíèõ ÷èñåë ó äàíîìó çîáðàæåííi.

Äâà öèëiíäðè îäíîãî ðàíãó ñïiâïàäàþòü àáî íå ïåðåêðèâàþòüñÿ. Áiëüøå

òîãî, maxΔ
𝑄*

𝑠

𝑐1...𝑐𝑚𝑖 = minΔ
𝑄*

𝑠

𝑐1...𝑐𝑚[𝑖+1]

Äëÿ áóäü�ÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi (𝑐𝑛) ∈ 𝐿 âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

∞⋂︁
𝑚=1

Δ𝑄*
𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚
= Δ𝑄*

𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚... ≡ 𝑥 ∈ [0; 1].

Çàóâàæèìî, ùî êîëè 𝑠 = 2, òî 𝑞1𝑘 = 1− 𝑞0𝑘, i öå âiäîáðàæà¹ ñïåöèôiêó

âèïàäêó 𝑠 = 2 i ïðèíöèïîâó âiäìiííiñòü éîãî âiä iíøèõ. Ëèøå â öüîìó

âèïàäêó öèôðè ¹ íå òiëüêè ñèìâîëàìè (çíà÷êàìè) çîáðàæåííÿ ÷èñëà, à

é ÷èñëîì, îñêiëüêè 𝛽𝛼𝑘𝑘 = 𝛼𝑘𝑞[1−𝛼𝑘]𝑘. Òàêi çîáðàæåííÿ çàñëóãîâóþòü íà

îêðåìó óâàãó i ìè ïîçíà÷à¹ìî ¨õ ÷åðåç 𝐺*
2.

4.2. Лiвостороннiй оператор зсуву цифр зображення

Лiвостороннiй оператор зсуву (ЛОЗ) öèôð 𝑄*
𝑠 � çîáðàæåííÿ ÷èñåë

(4.1.1) îçíà÷ó¹òüñÿ ðiâíiñòþ

𝜔(𝑥) = 𝜔(Δ
𝑄*

𝑠

𝛼1(𝑥)𝛼2(𝑥)...𝛼𝑛(𝑥)...
) = Δ

𝑄*
𝑠

𝛼2(𝑥)𝛼2(𝑥)...𝛼𝑛(𝑥)...
.

Çðîçóìiëî, ùî ëiâîñòîðîííié îïåðàòîð çñóâó ¹ êîðåêòíî îçíà÷åíîþ ôóí-

êöi¹þ íà ïðîìiæêó ⟨0; 1⟩ ëèøå ïiñëÿ äîìîâëåíîñòi âèêîðèñòîâóâàòè ëèøå

îäíå ç äâîõ iñíóþ÷èõ çîáðàæåíü 𝑄*
𝑠�ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, à ñàìå: òå çîáðà-

æåííÿ, ùî ìà¹ ïåðiîä (0).

Íàãàäà¹ìî, ùî çîáðàæåííÿ (êîäóâàííÿ) íàçèâà¹òüñÿ ñàìîïîäiáíèì,

ÿêùî ËÎÇ ¹ ëiíiéíîþ ôóíêöi¹þ íà êîæíîìó ç öèëiíäðiâ 1�ãî ðàíãó

Лема 4.2.1. Якщо 𝑄*
𝑠–зображення є 𝑄–зображенням, то функцiя 𝜔

аналiтично представляється 𝜔(𝑥) =
1

𝑞𝛼1(𝑥)
𝑥−

𝛽𝛼1(𝑥)

𝑞𝛼1(𝑥)
i є лiнiйною функцiєю
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на кожному з цилiндрiв 1–го рангу, а саме:

𝜔(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

𝑞0
𝑥, якщо 𝛼1(𝑥) ∈ Δ𝑄𝑠

0 ,

1

𝑞1
𝑥− 𝑞0

𝑞1
, якщо 𝛼1(𝑥) ∈ Δ𝑄𝑠

1 ,

. . . . . . . . . . . . . . .

1

𝑞𝑠−1
𝑥− 𝛽𝑠−1

𝑞𝑠−1
, якщо 𝛼1(𝑥) ∈ Δ𝑄𝑠

𝑠−1.

Äàíå òâåðäæåííÿ ¹ íàñëiäêîì íàñòóïíèõ ðiâíîñòåé

𝑥 = Δ𝑄𝑠

𝛼1(𝑥)𝛼2(𝑥)...𝛼𝑛(𝑥)...
= 𝛽𝛼1

+ 𝑞𝛼1

(︃
𝛽𝛼2

+
∞∑︁
𝑘=3

(𝛽𝛼𝑘

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑞𝛼𝑗
)

)︃
=

= 𝛽𝛼1
+ 𝑞𝛼1

𝜔(𝑥).

Ëåìó äîâåäåíî.

ßêùî ïîêëàñòè 𝜔𝑛(𝑥) ≡ 𝜔(𝜔𝑛−1(𝑥)), òî

𝜔𝑛(𝑥) = 𝜔𝑛(Δ𝑄𝑠

𝛼1(𝑥)𝛼2(𝑥)...𝛼𝑛(𝑥)...
) =

𝑥

𝑃
− 𝑏

𝑃
,

äå 𝑃 =
𝑛∏︀

𝑗=1

𝑞𝛼𝑗
, 𝑏 = 𝛽𝛼1

+
𝑛∑︀

𝑘=1

(︃
𝛽𝛼𝑘

𝑘−1∏︀
𝑗=1

𝑞𝛼𝑗

)︃
.

Íàãàäà¹ìî, ùî îïåðàòîð ëiâîñòîðîííüîãî çñóâó öèôð äëÿ ðiçíèõ ñèñòåì

çîáðàæåííÿ ÷èñåë âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü â åðãîäè÷íié òåîði¨ ìåòðè÷íié,

éìîâiíiñíié òåîðiÿõ ÷èñåë. Òàê çàäà÷à ïðî ìiðó Ëåáåãà ìíîæèíè

𝐸𝑛(𝑥) = {𝑡 : 𝜔.(𝑡) < 𝑥}

i ¨¨ àñèìòîòè÷íó ïîâåäiíêó áóëà ôàêòè÷íî ïåðøîþ çàäà÷åþ ìåòðè÷íî¨ òå-

îði¨ åëåìåíòàðíèõ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ. Âîíà áóëà ñôîðìóëüîâàíà Ãàóñîì i

ðîçâ'ÿçàíà Êóëüìiíèì Ð.Î. (ñüîãîäíi íîñèòü íàçâó çàäà÷à Ãàóñà�Êóçüìiíà)

[86].

Äëÿ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ

lim
𝑛→∞

𝐸𝑛(𝑥) =
lg(1 + 𝑥)

lg 2
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Теорема 4.2.1. Якщо 𝑄*
𝑠 – зображення є 𝑄𝑠 – зображенням, то iн-

варiантною мiрою оператора лiвостороннього зсуву цифр зображення є

мiра, що вiдповiдає розподiлу випадкової величини з незалежними одна-

ково розподiленими 𝑄𝑠 – цифрами.

Доведення. Ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâó âåëè÷èíó 𝜉 = Δ𝑄𝑠

𝜉1𝜉2...𝜉𝑛...
, äå (𝜉𝑛) �

ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ÿêi

íàáóâàþòü çíà÷åíü 0, 1, . . . , 𝑠−1 ç éìîâiðíîñòÿìè 𝑝0, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑠−1 âiäïîâiäíî.

Îñêiëüêè áóäü�ÿêó áîðåëiâñüêó ïiäìíîæèíó âiäðiçêà [0;1] ìîæíà ÿê çàâ-

ãîäíî òî÷íî íàáëèæàòè 𝑄𝑠-öèëiíäðàìè (à ñàìå: ¨õ îá'¹äíàííÿì), òî äëÿ

äîâåäåííÿ òåîðåìè äîñèòü ïîêàçàòè, ùî

𝑃
(︀
𝜔−1(Δ𝑄𝑠

𝛼1𝛼2...𝛼𝑚
)
)︀
= 𝑃

(︀
Δ𝑄𝑠

𝛼1𝛼2...𝛼𝑚

)︀
.

Àëå

𝑃
(︀
𝜔−1(Δ𝑄𝑠

𝛼1𝛼2...𝛼𝑚
)
)︀
= 𝑃

(︃
𝑠−1⋃︁
𝑖=0

Δ𝑄𝑠

𝑖𝛼1𝛼2...𝛼𝑚

)︃
=

=
𝑠−1∑︁
𝑖=0

𝑃
(︁
Δ𝑄𝑠

𝑖𝛼1𝛼2...𝛼𝑚

)︁
=

=
𝑠−1∑︁
𝑖=0

(︃
𝑝𝑖

𝑚∏︁
𝑗=1

𝑝𝛼𝑗

)︃
= (𝑝0 + 𝑝1 + . . .+ 𝑝𝑠−1)

𝑚∏︁
𝑗=1

𝑝𝛼𝑗
=

=
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑝𝛼𝑗
= 𝑃 (Δ𝑄𝑠

𝛼1𝛼2...𝛼𝑚
),

à öå é òðåáà áóëî äîâåñòè.

Зауваження 4.2.1. Для 𝑄*
𝑠-зображення числа 𝑥 = Δ

𝑄*
𝑠

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛... введемо

позначення

𝑃𝑚(𝑥) ≡
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑞𝛼𝑗(𝑥)𝑗, (4.2.2)

𝐴𝑚(𝑥) = 𝛽𝛼1(𝑥)1 +
𝑚∑︁
𝑘=2

(︃
𝛽𝛼𝑘(𝑥)𝑘

𝑘−1∏︁
𝑗−1

𝑞𝛼𝑗(𝑥)𝑗

)︃
= 𝛽𝛼1(𝑥)1 +

𝑚∑︁
𝑘=2

(︀
𝛽𝛼𝑘(𝑥)𝑘𝑃𝑘−1(𝑥)

)︀
.

(4.2.3)

Тодi для будь–якого 𝑚 ∈ 𝑁 виконується рiвнiсть

𝑥 = 𝐴𝑚(𝑥) + 𝑃𝑚(𝑥) · 𝜔𝑚(𝑥), де 𝜔𝑚(𝑥) = 𝜔(𝜔𝑚−1(𝑥)).
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Àíàëîãi÷íî äëÿ𝐺*
2 � îáðàæåííÿ ÷èñëà 𝑦 ìà¹ìî 𝑦 = 𝐴𝑚(𝑦)+𝑃𝑚(𝑦)·𝜔𝑚(𝑦).

Правостороннiй оператор зсуву цифр 𝑄*
𝑠 – зображення ÷èñåë ç ïàðà-

ìåòðîì 𝑖 íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ, îçíà÷åíà ðiâíiñòþ

𝛿𝑖(𝑥) = 𝛿𝑖(Δ
𝑄*

𝑠

𝛼1(𝑥)𝛼2(𝑥)...𝛼𝑛(𝑥)...
) = Δ

𝑄*
𝑠

𝑖𝛼1(𝑥)𝛼2(𝑥)...𝛼𝑛(𝑥)...
.

Ïðè 𝑄*
𝑠 = 𝑄𝑠 ôóíêöiÿ 𝛿𝑖(𝑥) ìà¹ àíàëiòè÷íèé âèðàç

𝛿𝑖(𝑥) = 𝛽𝑖 + 𝑞𝑖𝑥.

Ñïðàâäi,

𝛿𝑖(Δ
𝑄𝑠
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...

) = 𝛽𝑖 + 𝑞𝑖

(︃
𝛽𝛼1

+
∞∑︁
𝑘=2

(︃
𝛽𝛼𝑘

𝑘−1∏︁
𝑗−1

𝑞𝛼𝑗

)︃)︃
= 𝛽𝑖 + 𝑞𝑖𝑥.

Î÷åâèäíèìè ¹ ðiâíîñòi: 𝜔(𝛿𝑖(𝑥)) = 𝑥 i 𝛿𝛼1(𝑥)(𝜔(𝑥)) = 𝑥.

Çàóâàæèìî, ùî ðiâíÿííÿ 𝛿𝑖(𝑥) = 𝜔(𝑥) ìà¹ 𝑠 ðîçâ'ÿçêiâ: 𝑥(𝑖)𝑗 = Δ
𝑄*

𝑠

(𝑗𝑖), äå

𝑖 ∈ 𝐴𝑠, 𝑗 ∈ 𝐴𝑠, òîìó ôóíêöi¨

𝑓1(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝜔(𝑥), ÿêùî 𝑥 6 𝑥
(𝑠−1)
0 ,

𝛿𝑠−1(𝑥), ÿêùî 𝑥 > 𝑥
(𝑠−1)
0 ,

𝑓2(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝛿0(𝑥), ÿêùî 𝑥 6 𝑥0𝑠−1,

𝜔(𝑥), ÿêùî 𝑥 > 𝑥0𝑠−1,

¹ çðîñòàþ÷èìè ïåðåòâîðåííÿìè ïiââiäðiçêà [0;1), ÿêi çáåðiãàþòü õâîñòè 𝑄*
𝑠�

çîáðàæåííÿ ÷èñåë.

4.3. Означення функцiї

Íåõàé ìà¹ìî äâà 𝑄*
𝑠-çîáðàæåííÿ ÷èñåë, ïåðøå 𝑠-ñèìâîëüíå (𝑠 > 3), à

äðóãå � äâîñèìâîëüíå, à ñàìå: Δ𝑄*
𝑠

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛... � çîáðàæåííÿ i Δ𝐺*
2

𝛾1𝛾2...𝛾𝑛... � çî-

áðàæåííÿ ÷èñåë âiäðiçêà [0; 1], ÿêi âèçíà÷åíi íåñêií÷åííèìè ñòîõàñòè÷íèìè

ìàòðèöÿìè ‖ 𝑞𝑖𝑘 ‖ i ‖ 𝑔𝑖𝑘 ‖ âiäïîâiäíî, ïðè÷îìó îñòàííÿ ìà¹ äâà ðÿäêè, à

ïåðøà � 𝑠 > 2.
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Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ôóíêöiÿ 𝑓 , ÿêà ÷èñëó 𝑥 = Δ
𝑄*

𝑠
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛... ñòàâèòü ó âiäïîâiä-

íiñòü ÷èñëî

𝑦 = Δ𝐺*
2

𝛾1𝛾2...𝛾𝑛...
= 𝛿𝛾11 +

∞∑︁
𝑘=2

(︃
𝛿𝛾𝑘𝑘

𝑘−1∏︁
𝑗−1

𝑔𝛾𝑗𝑗

)︃
,

äå 𝛿0𝑘 = 0, 𝛿1𝑘 = 𝑔0𝑘, 𝛿𝑖𝑘 = 𝑔0𝑘 + 𝑔1𝑘 + . . .+ 𝑔𝑖−1,𝑘 = 𝛿𝑖−1,𝑘 + 𝑔𝑖−1,𝑘, 𝑖 = 0, 𝑠,

𝛾1 =

⎧⎪⎨⎪⎩0, ÿêùî 𝛼1 = 0,

1, ÿêùî 𝛼1 ̸= 0,
𝛾𝑛+1 =

⎧⎪⎨⎪⎩𝛾𝑛, ÿêùî 𝛼𝑛+1 = 𝛼𝑛,

1− 𝛾𝑛, ÿêùî 𝛼𝑛+1 ̸= 𝛼𝑛,
𝑛 ∈ 𝑁.

(4.3.4)

Êîðåêòíiñòü îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ¹ íàñëiäêîì òîãî, ùî çíà÷åííÿ ¨¨ âèðàçó

äëÿ äâîõ ðiçíèõ çîáðàæåíü 𝑄*
𝑠 � ðàöiîíàëüíî¨ òî÷êè ðiâíi. À öå âëàñíå ¹

íåîáõiäíîþ óìîâîþ ¨¨ íåïåðåðâíîñòi, ÿêó äîâåäåìî íèæ÷å.

Î÷åâèäíî, ùî ìàþòü ìiñöå ðiâíîñòi: 𝑓(0) = 𝑓(Δ
𝑄*

𝑠

(0)) = 0, 𝑓(Δ
𝑄*

𝑠

(𝑖) ) =

Δ
𝐺*

2

(1) = 1 ïðè 𝑖 ̸= 0, 𝑓(Δ𝑄𝑠
*

(10)) = Δ
𝐺*

2

(10), 𝑓(Δ
𝑄*

𝑠

(01)) = Δ
𝐺*

2

(01).

ßê âèðàçèòè öèôðó 𝛾𝑚(𝑦) 𝐺*
2-çîáðàæåííÿ çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ 𝑓(𝑥), çíà-

þ÷è íàáið öèôð àðãóìåíòà 𝛼1(𝑥), 𝛼2(𝑥), . . . , 𝛼𝑚(𝑥)?

Ââåäåìî ëi÷èëüíèê 𝜎𝑚(𝑥) = 𝜎𝑚(Δ
𝑄*

𝑠
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...), ÿêèé îçíà÷à¹ çìiíè öèôð

çîáðàæåííÿ. Îçíà÷à¹ êiëüêiñòü çìií öèôð ó 𝑄*
𝑠-çîáðàæåííi ÷èñëà 𝑥 äî 𝑚�

íîãî ìiñöÿ âêëþ÷íî, òîáòî 𝜎𝑚 = #{𝑖 : 𝛼𝑖 ̸= 𝛼𝑖+1, 𝑖 = 1,𝑚− 1}. Çãiäíî ç
îçíà÷åííÿì ôóíêöi¨ 𝑓 âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

𝜎𝑚(Δ
𝑄*

𝑠
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...

) = 𝜎𝑚(𝑓(Δ
𝑄*

𝑠
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...

)) = 𝜎𝑚(Δ
𝐺*

2
𝛾1𝛾2...𝛾𝑚...).

Òîäi

𝛾𝑚(𝑦) =

⎧⎪⎨⎪⎩1, 𝜎𝑚 − íåïàðíå i 𝛾1 = 0 àáî 𝜎𝑚 − ïàðíå i 𝛾1 ̸= 0,

0, 𝜎𝑚 − ïàðíå i 𝛾1 = 0 àáî 𝜎𝑚 − íåïàðíå i 𝛾1 ̸= 0.

Âïîâíi î÷åâèäíèì ¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Лема 4.3.1.1) Образом 𝑄*
𝑠-цилiндра Δ

𝑄*
𝑠

𝛼1𝛼2...𝛼𝑚 при вiдображеннi 𝑓 є 𝐺*
2-

цилiндр Δ
𝐺*

2
𝛾1𝛾2...𝛾𝑚, де 𝛾𝑖 знаходяться за формулами (4.3.4);
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2)

max
𝑥∈Δ𝑄*

𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚

=

⎧⎪⎨⎪⎩𝑓(Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚−1(𝑐𝑚)) = Δ
𝐺*

2

𝛾1𝛾2...𝛾𝑚−1(1)
, якщо 𝛾𝑚(𝑦) = 1,

𝑓(Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚(𝑖)) = Δ
𝐺*

2

𝛾1𝛾2...𝛾𝑚−10(1)
, якщо 𝛾𝑚(𝑦) = 0,

де 𝑖 ̸= 𝑐𝑚 (в останньому випадку максимумiв 𝑠− 2);

3)

min
𝑥∈Δ𝑄*

𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚

=

⎧⎪⎨⎪⎩𝑓(Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚−1(𝑐𝑚)) = Δ
𝐺*

2

𝛾1𝛾2...𝛾𝑚−1(0)
, якщо 𝛾𝑚(𝑦) = 0,

𝑓(Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚(𝑖)) = Δ
𝐺*

2

𝛾1𝛾2...𝛾𝑚−11(0)
, якщо 𝛾𝑚(𝑦) = 1,

де 𝑖 ̸= 𝑐𝑚 (в останньому випадку мiнiмумiв 𝑠− 2).

Наслiдок 4.3.1. Коливання 𝜓𝑓 функцiї 𝑓 (рiзниця максимума i мi-

нiмума) на цилiндрi Δ
𝑄*

𝑠
𝛼1𝛼2...𝛼𝑚 дорiвнює довжинi цилiндра Δ

𝐺*
2

𝛾1𝛾2...𝛾𝑚 =

𝑓(Δ
𝑄*

𝑠
𝛼1𝛼2...𝛼𝑚), а отже,

𝜓𝑓(Δ
𝑄*

𝑠
𝛼1𝛼2...𝛼𝑚

) = |Δ𝐺*
2

𝛾1𝛾2...𝛾𝑚
| =

𝑚∏︁
𝑗=1

𝑔𝛾𝑗𝑗.

Лема 4.3.2. Кiлькiсть 𝑘 прообразiв цилiндра Δ
𝐺*

2
𝛾1...𝛾𝑚 обчислюється за

формулою

𝑘 = 𝑘(Δ𝐺*
2

𝛾1𝛾2...𝛾𝑚
) =

⎧⎪⎨⎪⎩(𝑠− 1)𝜎𝑚, якщо 𝛾1 = 0,

(𝑠− 1)1+𝜎𝑚, якщо 𝛾1 ̸= 0,
(4.3.5)

де 𝜎𝑚 – це кiлькiсть таких 𝑗, що 𝛾𝑗 ̸= 𝛾𝑗+1, 𝑗 = 1,𝑚− 1.

Доведення. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Î÷åâèäíî,

ùî ïðîîáðàçîì öèëiíäðà Δ
𝐺*

2
0 ¹ öèëiíäð Δ

𝑄*
2

0 , à öèëiíäðà Δ
𝐺*

2
1 � öèëiíäðè

Δ
𝑄*

𝑠

𝑖 , äå 𝑖 = 1, 𝑠− 1. Öèëiíäðè äðóãîãî ðàíãó ìàþòü òàêi ïðîîáðàçè

Δ
𝐺*

2
00 � Δ

𝑄*
2

00 ,

Δ
𝐺*

2
01 � Δ

𝑄*
2

0𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑠− 1,

Δ
𝐺*

2
10 � Δ

𝑄*
2

𝑖𝑗 , 𝑖 = 1, 𝑠− 1, 𝑗 ̸= 𝑖,

Δ
𝐺*

2
11 � Δ

𝑄*
2

𝑖𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑠− 1.
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Ó âñiõ ðîçãëÿíóòèõ âèïàäêàõ òâåðäæåííÿ î÷åâèäíî âèêîíó¹òüñÿ. Ïðè-

ïóñòèìî, ùî âîíî âèêîíó¹òüñÿ äëÿ𝑚 = 𝑛 i ðîçãëÿíåìî âèïàäîê𝑚 = 𝑛+1, à

ñàìå: öèëiíäð Δ
𝐺*

2
𝛾1𝛾2...𝛾𝑚𝛾𝑚+1. Îñêiëüêè öèëiíäð Δ

𝑄*
𝑠

𝛾1𝛾2...𝛾𝑚 ìà¹ 𝑘 ïðîîáðàçiâ, äå

÷èñëî 𝑘 îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ (4.3.5), òî ïðè 𝛾𝑚+1 = 𝛾𝑚 ïðîîáðàçîì

öèëiíäðà Δ𝐺*
2

𝛾1𝛾2...𝛾𝑚𝛾𝑚+1 ¹ êîæåí öèëiíäð âèãëÿäó Δ
𝑄*

𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚𝑐𝑚, äå 𝑓(Δ

𝑄*
𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚) =

Δ
𝐺*

2
𝛾1𝛾2...𝛾𝑚, òîáòî 𝑘𝑚+1 = 𝑘𝑚. Iíøèìè ñëîâàìè: ïðè 𝛾𝑚+1 = 𝛾𝑚 êîæåí ïðîîáðàç

öèëiíäðà Δ
𝐺*

2
𝛾1𝛾2...𝛾𝑚 ïîðîäæó¹ ¹äèíèé ïðîîáðàç öèëiíäðà Δ

𝐺*
2

𝛾1𝛾2...𝛾𝑚𝛾𝑚+1, à ñà-

ìå: Δ𝑄*
𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚, äå 𝑓(Δ
𝑄*

𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚) = Δ

𝐺*
2

𝛾1𝛾2...𝛾𝑚, òîìó 𝑘(Δ
𝐺*

2
𝛾1𝛾2...𝛾𝑚𝛾𝑚+1) = 𝑘(Δ

𝐺*
2

𝛾1𝛾2...𝛾𝑚).

ßêùî 𝛾𝑚+1 ̸= 𝛾𝑚 i 𝑓(Δ𝑄*
𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚) = Δ
𝐺*

2
𝛾1𝛾2...𝛾𝑚, òî

𝑓(Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚𝑖) = Δ𝐺*
2

𝛾1𝛾2...𝛾𝑚𝛾𝑚+1
, äå 𝑖 ̸= 𝑐𝑚,

òîáòî

𝑘(Δ𝐺*
2

𝛾1𝛾2...𝛾𝑚𝛾𝑚+1
) = 𝑘(Δ𝐺*

2
𝛾1𝛾2...𝛾𝑚

) · (𝑠− 1),

òîáòî ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü (4.3.5). Ëåìó äîâåäåíî.

Наслiдок 4.3.2. Найбiльшу кiлькiсть прообразiв серед цилiндрiв 𝑚–

го рангу має 𝐺*
2–цилiндр Δ

𝐺*
2

1010...𝑐, де 𝑐 = 0, якщо 𝑚 – парне, i 𝑐 = 1, якщо

𝑚 – непарне.

4.4. Неперервнiсть функцiї

Теорема 4.4.1. Функцiя 𝑓 , означена рiвностями (4.1.1) —(4.3.4), є

неперервною в кожнiй точцi вiдрiзка [0;1] функцiєю.

Доведення. Íåõàé 𝑥0 = Δ
𝑄*

𝑠
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛... � 𝑄

*
𝑠�iððàöiîíàëüíà òî÷êà âiäðiçêà

[0;1]. Òîäi äëÿ äîâiëüíî âèáðàíîãî 𝑥 ̸= 𝑥0 iñíó¹ ÷èñëî 𝑚 ∈ 𝑁 òàêå, ùî

𝛼𝑚+1(𝑥) ̸= 𝛼𝑚+1(𝑥0), àëå 𝛼𝑖(𝑥) = 𝛼𝑖(𝑥0) ïðè 𝑖 6 𝑚, ïðè÷îìó 𝑥 → 𝑥0 òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè 𝑚→ ∞. Îöiíèìî ðiçíèöþ

|𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥0)| =

(︃
𝑚∏︁
𝑗=1

𝑔𝛾𝑗𝑗

)︃
|𝜔𝑚(𝑥)− 𝜔𝑚(𝑥0)| 6

𝑚∏︁
𝑗=1

𝑔𝛾𝑗𝑗 → 0 (𝑚→ ∞).

Îòæå, ôóíêöiÿ ¹ íåïåðåðâíîþ â òî÷öi 𝑥0 çãiäíî ç îçíà÷åííÿì.
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ßêùî 𝑥0 ¹ 𝑄*
𝑠�ðàöiîíàëüíîþ òî÷êîþ, òîáòî ìà¹ äâà ðiçíi 𝑄*

𝑠�

çîáðàæåííÿ, òîáòî

𝑥0 = Δ
𝑄*

𝑠

𝛼1𝛼2...𝛼𝑘−1𝛼𝑘(0)
= Δ

𝑄*
𝑠

𝛼1𝛼2...𝛼𝑘−1[𝛼𝑘−1](𝑠−1),

òî äîñèòü ïîâòîðèòè ïîïåðåäíi ìiðêóâàííÿ äëÿ äâîõ ðiçíèõ âèïàäêiâ, êîëè

𝑥→ 𝑥0+0 âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðøå çîáðàæåííÿ i 𝑥→ 𝑥0−0 âèêîðèñòîâóþ÷è

äðóãå çîáðàæåííÿ. Â îáîõ âèïàäêàõ lim
𝑥→𝑥0

|𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)| = 0, ùî ðiâíîñèëüíî

íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ â òî÷öi 𝑥0 çãiäíî ç îçíà÷åííÿì.

4.5. Нiде не монотоннiсть функцiї

Теорема 4.5.1. Функцiя, визначена рiвностями (4.1.1) — (4.3.4), є

нiде не монотонною.

Доведення. Äîñèòü ïîêàçàòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî öèëiíäðà áóäü�ÿêîãî

ðàíãó (íåõàé Δ
𝐺*

𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚) çíàéäåòüñÿ òðè òàêi òî÷êè 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ∈ Δ

𝐺*
𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚, ùî

1) 𝑥1 < 𝑥2 < 𝑥3;

2) (𝑦2 − 𝑦1)(𝑦3 − 𝑦2) < 0, äå 𝑦𝑖 = 𝑓(𝑥𝑖), 𝑖 = 1, 2, 3.

Âêàæåìî òàêi òî÷êè, à ñàìå: ðîçãëÿíåìî

𝑥1 = Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1...𝑐𝑚1(0), 𝑥2 = Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1...𝑐𝑚1(1), 𝑥3 = Δ
𝑄*

𝑠

𝑐1...𝑐𝑚1(𝑠−1).

Î÷åâèäíî, ùî 𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥3), îñêiëüêè 𝐴𝑚+1(𝑦1) = 𝐴𝑚+1(𝑦3), 𝑃𝑚+1(𝑦1) =

𝑃𝑚+1(𝑦2) i 𝜔𝑚(𝑦1) = 𝜔𝑚(𝑦3), àëå 𝑦1 = 𝑓(𝑥1) ̸= 𝑓(𝑥2) = 𝑦2, îñêiëüêè ïðè

𝛾𝑚+1(𝑦1) = 𝑏, ìà¹ìî 𝑦1 = 𝑦3 = Δ
𝐺*

2

𝛾1...𝛾𝑚(𝑏), à 𝑦2 = Δ
𝐺*

2

𝛾1...𝛾𝑚𝑏(1−𝑏). Îòæå, (𝑦2 −
𝑦1)(𝑦3 − 𝑦2) < 0, ùî ñâiä÷èòü ïðî íåìîíîòîííiñòü ôóíêöi¨ íà öèëiíäði.

Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíîãî iíòåðâàëó âiäðiçêà [0;1] ëåãêî âêàçàòè öèëiíäð,

ÿêèé ïîâíiñòþ éîìó íàëåæèòü, òî ôóíêöiÿ íåìà¹ æîäíîãî ÿê çàâãîäíî ìà-

ëîãî ïðîìiæêó ìîíîòîííîñòi, òîáòî ¹ íiäå íå ìîíîòîííîþ.

4.6. Варiацiйнi властивостi функцiї

Теорема 4.6.1. При довiльних матрицях 𝑄*
𝑠 =‖ 𝑞𝑖𝑘 ‖ i 𝐺*

2 =‖ 𝑔𝑗𝑘 ‖
функцiя 𝑦 = 𝑓(𝑥), означена рiвностями (4.1.1)–(4.3.4), є неперервною



114

функцiєю необмеженої варiацiї.

Доведення. Íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ 𝑓 âñòàíîâëåíà âèùå. Îñêiëüêè êî-

ëèâàííÿ (òîáòî ðiçíèöÿ ìàêñèìóìiâ i ìiíiìóìiâ) ôóíêöi¨ 𝑓(𝑥) íà öèëiíäði

äîðiâíþ¹ äîâæèíi éîãî îáðàçó, òî î÷åâèäíî, ùî âàðiàöiÿ 𝑉 (𝑓) ôóíêöi¨ 𝑓 ¹

áiëüøîþ, íiæ ñóìàðíà äîâæèíà 𝑊𝑘 îáðàçiâ óñiõ 𝑄*
𝑠-öèëiíäðiâ ðàíãó 𝑘 äëÿ

áóäü-ÿêîãî 𝑘 ∈ 𝑁 , òîáòî

𝑉 (𝑓) > 𝑊𝑘 =
𝑠−1∑︁
𝛼1=0

𝑠−1∑︁
𝛼2=0

...
𝑠−1∑︁
𝛼𝑘=0

|𝑓(Δ𝑄*
𝑠

𝛼1𝛼2...𝛼𝑘
)|.

Îñêiëüêè iñíó¹ ëèøå îäèí 𝐺*
2-öèëiíäð 𝑘-ãî ðàíãó, à ñàìå: Δ𝐺*

2
0...0, ùî ¹

îáðàçîì ¹äèíîãî 𝑄*
𝑠-öèëiíäðà ðàíãó 𝑘, à ñàìå: Δ

𝑄*
𝑠

0...0, òî

𝑊𝑘 > 2− |𝑓(Δ𝑄*
𝑠

0...0)| = 2−
𝑘∏︁

𝑖=1

𝑔0𝑖 ≡ 𝑉1.

Àëå ïîñëiäîâíiñòü

𝑢𝑘 =
𝑘∏︁

𝑖=1

𝑔0𝑖, 𝑘 = 1, 2, 3, ...,

¹ ñòðîãî ñïàäíîþ i íåñêií÷åííî ìàëîþ, îñêiëüêè

1) 0 < 𝑔0𝑖 < 1 äëÿ äîâiëüíîãî 𝑖 ∈ 𝑁 ;

2) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
∞∏︁
𝑖=1

max{𝑔0𝑖, 𝑔1𝑖} = 0.

Òîìó iñíó¹ 𝑘1 ∈ 𝑁 òàêå, ùî

2−
𝑘1∏︁
𝑖=1

𝑔0𝑖 > 1, 5,

öå áóäå òîäi, êîëè
𝑘1∏︀
𝑖=1

𝑔0𝑖 < 0, 5.

Ïðîâåäåíi ìiðêóâàííÿ ìîæíà äåòàëüíiøå ïðîiëþñòðóâàòè íà öèëiíäðàõ

1-ãî, 2-ãî òà 3-ãî ðàíãó. Ìà¹ìî:

𝑊1 = 𝑔01 + (𝑠− 1)𝑔11 = 1 + (𝑠− 2)𝑔11 = 2− 𝑔01 + (𝑠− 3)𝑔11;
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𝑊2 = 𝑔01(𝑔02 + (𝑠− 1)𝑔12) + 𝑔11(𝑔12(𝑠− 1) + 𝑔02(𝑠− 1)2) =

= 𝑔01(1 + (𝑠− 2)𝑔12) + 𝑔11(𝑠− 1)(1 + (𝑠− 2)𝑔02) =

= 𝑔01 + (𝑠− 2)𝑔01𝑔12 + 𝑔11(𝑠− 1) + 𝑔11(𝑠− 1)(𝑠− 2)𝑔02 =

= 1 + (𝑠− 2)𝑔01𝑔12 + 𝑔11(𝑠− 2) + 𝑔11(𝑠− 1)(𝑠− 2)𝑔02;

𝑊3 = 2− 𝑔01𝑔02𝑔03 + 2𝑔01𝑔12𝑔03 + 2𝑔11𝑔02𝑔03 + 6𝑔11𝑔02𝑔13 + 2𝑔11𝑔12𝑔03.

Îñòàííÿ ðiâíiñòü íàâåäåíà äëÿ 𝑠 = 3 (íàéáiëüø öiêàâîìó âèïàäêó).

Ðîçãëÿäàþ÷è äîâiëüíî âèáðàíèé 𝑄*
𝑠-öèëiíäð Δ

𝑄*
𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑘1
i éîãî îáðàç

Δ
𝐺*

𝑠

𝑑1𝑑2...𝑑𝑘1
, ñêîðèñòà¹ìîñü òèìè æ ìiðêóâàííÿìè. Î÷åâèäíî, ùî iñíó¹ ÷èñëî

𝑘2 ∈ 𝑁 òàêå, ùî

𝑠−1∑︁
𝛼𝑘1+1=0

𝑠−1∑︁
𝛼𝑘1+2=0

...
𝑠−1∑︁

𝛼𝑘1+𝑘2=0

|𝑓(Δ𝑄*
𝑠

𝑐1...𝑐𝑘1𝛼𝑘1+1...𝛼𝑘1+𝑘2
)| > 3

2
|𝑓(Δ𝑄*

𝑠

𝑑1𝑑2...𝑑𝑘1
)|

ç òi¹¨ æ ïðè÷èíè (ïðè öüîìó çàóâàæèìî, ùî ìîæå ìàòè ¹äèíèé ïðîîáðàç

ëèøå îäèí 𝐺*
2 � öèëiíäð). Òîäi

𝑉 (𝑓) > 𝑊𝑘1+𝑘2 >

(︂
3

2

)︂
𝑊𝑘1 >

(︂
3

2

)︂2

.

Àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ ìîæíà ïðîâåñòè ñòîñîâíî öèëiíäðiâ (𝑘1 + 𝑘2)-ãî

ðàíãó i îòðèìàòè

𝑉 (𝑓) > 𝑊𝑘1+𝑘2+𝑘3 >

(︂
3

2

)︂3

i ò.ä. Îòæå, ïðè äîâiëüíîìó 𝑛 ∈ 𝑁 ìà¹ìî

𝑉 (𝑓) >

(︂
3

2

)︂𝑛

,

ùî ðiâíîñèëüíî 𝑉 (𝑓) = ∞. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Зауваження 4.6.1. Аналогiчними мiркуваннями можна довести, що

функцiя 𝑓 має необмежену варiацiю на будь–якому iнтервалi областi ви-

значення, а це є необхiдною умовою нiде не диференцiйовностi.

Висновки до роздiлу 4

Äàíèé ðîçäië áóâ ïðèñâÿ÷åíèé çàñòîñóâàííþ òîïîëîãî�ìåòðè÷íî¨ òåî-

ði¨ ïîëiîñíîâíîãî íåñàìîïîäiáíîãî 𝑄*
𝑠�çîáðàæåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë îäèíè÷íî-
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ãî âiäðiçêà äëÿ êîíñòðóþâàííÿ íåïåðåðâíèõ ëîêàëüíî ñêëàäíèõ ôóíêöié ç

ôðàêòàëüíèìè âëàñòèâîñòÿìè, äîñëiäæåííþ ¨õ ñòðóêòóðíèõ, âàðiàöiéíèõ,

àâòîìîäåëüíèõ âëàñòèâîñòåé. Îñíîâíèìè ðåçóëüòàòàìè öüîãî ðîçäiëó, ÿêi

âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò, ¹ òåîðåìè: 4.2.1, 4.4.1, 4.5.1, 4.6.1, ëåìà 4.3.2 òà íà-

ñëiäîê ç íå¨.

Ìè çàëèøèëè áåç âiäïîâiäi ïèòàííÿ ïðî iíòåãðàëüíî�äèôåðåíöiàëüíi

âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨, à òàêîæ ïèòàííÿ ïðî ðîçïîäië ¨¨ çíà÷åíü ïðè óìîâi, ùî

àðãóìåíò ¹ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ ç ðiâíîìiðíèì ðîçïîäiëîì. Íàïåâíî òàêi

çàäà÷i öiêàâi äëÿ ôàõiâöiâ â ãàëóçi ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó, òåîði¨ ôóíêöié

òà òåîði¨ éìîâiðíîñòåé.

Ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíi ó ðîáîòi [4] i ïðåäñòàâëÿëèñü íà

êîíôåðåíöiÿõ [11,17].
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ЗАГАЛЬНI ВИСНОВКИ

Äâîñèìâîëüíi ñèñòåìè êîäóâàííÿ äiéñíèõ ÷èñåë � öå äîáðèé çàñiá äëÿ

ðîçâèòêó òåîði¨ ÷èñåë (ìåòðè÷íî¨ é éìîâiðíiñíî¨), îïèñó i äîñëiäæåííÿ

ìíîæèí, ôóíêöié, ìið iç ëîêàëüíî ñêëàäíèìè âëàñòèâîñòÿìè òîïîëîãî�

ìåòðè÷íîãî õàðàêòåðó, äëÿ âäîñêîíàëåííÿ iíñòðóìåíòàðiþ òåîði¨ ôðàêòàëiâ

(ôðàêòàëüíî¨ ãåîìåòði¨ i ôðàêòàëüíîãî àíàëiçó). Òàê ïîíàä òðè äåñÿòèði÷-

÷ÿ äâîñèìâîëüíå 𝑄2�çîáðàæåííÿ ÷èñåë, ÿêå  ðóíòó¹òüñÿ íà ¨õíié ðîçêëàäàõ

ó ðÿäè çà äâîìà äîäàòíèìè îñíîâàìè, ðiçíîïëàíîâî âèêîðèñòîâóâàëîñü äëÿ

ðîçâèòêó òåîði¨ äiéñíèõ ÷èñåë, òåîði¨ ñèíãóëÿðíèõ ðîçïîäiëiâ éìîâiðíîñòåé,

òåîði¨ ôóíêöié, òåîði¨ ôðàêòàëiâ. Ìè éîãî âèêîðèñòàëè äëÿ óçàãàëüíåííÿ

ôóíêöié i ðÿäiâ Ðàäåìàõåðà é Óîëøà çi çáåðåæåííÿì ¨õíiõ îñíîâíèõ âëà-

ñòèâîñòåé i ìà¹ìî íàäiþ íà ¨õí¹ ïîäàëüøå ïðàêòè÷íå çàñòîñóâàííÿ.

Íîâå äâîñèìâîëüíå 𝐺2�çîáðàæåííÿ ÷èñåë, ÿêå ìè ââåëè, âèêîðèñòîâó¹

äâi îñíîâè ðiçíîãî çíàêó. Âîíî ¹ àíàëîãîì 𝑄2�çîáðàæåííÿ ÷èñåë, ìà¹ ñõî-

æó ìåòðè÷íó òà éìîâiðíiñíó ñêëàäîâi òåîði¨, ùî ¹ íàñëiäêîì çáiãó îñíîâíèõ

ìåòðè÷íèõ âiäíîøåíü, àëå iíøi òîïîëîãi÷íi âëàñòèâîñòi (ïîçèöiéíó ñêëàäî-

âó ãåîìåòði¨ çîáðàæåííÿ). Öå çîáðàæåííÿ ìà¹ ïðèíöèïîâi âiäìiííîñòi íå

ëèøå ç 𝑄2�çîáðàæåííÿì, à é iç iíøèìè ðàíiøå âèâ÷åíèìè äâîñèìâîëüíè-

ìè çîáðàæåííÿìè. Îäíi¹þ ç òàêèõ âiäìiííîñòåé ¹ òå, ùî îïåðàòîð ëiâî-

ñòîðîííüîãî çñóâó öèôð íåïåðåðâíèé, à öå âàæëèâî äëÿ åðãîäè÷íî¨ òåîði¨,

ÿêà  ðóíòó¹òüñÿ íà òàêîìó çîáðàæåííi, à òàêîæ äëÿ êîíñòðóêòèâíî¨ òåîði¨

íiäå íå ìîíîòîííèõ i íåäèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié. Iíøîþ îñîáëèâiñòþ 𝐺2�

çîáðàæåííÿ ¹ òå, ùî iíâåðñîð öèôð � öå íiäå íå ìîíîòîííà âñþäè ðîçðèâíà

ôóíêöiÿ, à ÷èñëà, ùî ìàþòü äâà çîáðàæåííÿ (𝐺2�áiíàðíi ÷èñëà), íàëåæàòü

îäíié õâîñòîâié ìíîæèíi. Çðåøòîþ, ãðóïà íåïåðåðâíèõ ïåðåòâîðåíü âiäðiç-

êà, ùî çáåðiãàþòü õâîñòè 𝐺2�çîáðàæåííÿ ÷èñåë, ìà¹ íåòðèâiàëüíó ïiäãðóïó

çðîñòàþ÷èõ ôóíêöié.
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Äëÿ çàïðîïîíîâàíîãî ó ðîáîòi óçàãàëüíåííÿ íåïåðåðâíèõ íåäèôåðåí-

öiéîâíèõ ôóíêöié Áóøà, Âóíäåðëiõà, Òðèáií�ôóíêöi¨, ÿêå  ðóíòó¹òüñÿ íà

𝑄*
𝑠�çîáðàæåííi ÷èñåë âiäðiçêà [0; 1], äîâåäåíî íåïåðåðâíiñòü, íiäå íå ìîíî-

òîííiñòü, íåîáìåæåíiñòü âàðiàöi¨ é îïèñàíî âëàñòèâîñòi ðiâíiâ ïðè áóäü�

ÿêîìó íàáîði ïàðàìåòðiâ (à ¨õ � êîíòèíóàëüíà êiëüêiñòü). Ïðè öüîìó çàëè-

øèëèñü ïîçà óâàãîþ äèôåðåíöiàëüíi, iíòåãðàëüíi i ôðàêòàëüíi âëàñòèâîñòi

ôóíêöi¨. À âîíè ¹ îá'¹êòîì ñàìîñòiéíîãî íàóêîâîãî iíòåðåñó, ÿêèé ìè ïëà-

íó¹ìî ó ìàéáóòíüîìó ðîçâèâàòè.
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