
IНСТИТУТ МАТЕМАТИКИ

НАЦIОНАЛЬНА АКАДЕМIЯ НАУК УКРАЇНИ

Квалiфiкацiйна наукова
праця на правах рукопису

Зацiха Ярослав Володимирович

УДК 512.53+512.64

ДИСЕРТАЦIЯ

ЗОБРАЖЕННЯ НАПIВГРУП

МАЛИХ ПОРЯДКIВ

01.01.06 – алгебра та теорiя чисел

Подається на здобуття наукового ступеня
кандидата фiзико-математичних наук

Дисертацiя мiстить результати власних дослiджень. Використання
iдей, результатiв i текстiв iнших авторiв мають посилання на вiдповiдне
джерело Я. В. Зацiха

Науковий керiвник
Бондаренко Вiталiй Михайлович,

доктор фiзико-математичних наук,
професор

Київ – 2020



2

АНОТАЦIЯ

Зацiха Я. В. Зображення напiвгруп малих порядкiв. – Квалiфiкацiйна

наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-

математичних наук за спецiальнiстю 01.01.06 – “алгебра та теорiя чисел”.

– Iнститут математики НАН України, Київ, 2020.

Дисертацiйна робота присвячена вивченню напiвгруп порядку, меншо-

го вiд п’яти, та їх матричних зображень.

Скiнченннi напiвгрупи вивченi не в такiй мiрi, як групи. Якщо гово-

рити про опис напiвгруп порядку n, то (не рахуючи тривiальнi випадки

n = 1, 2 i комп’ютернi обчислення) єдиними результатами в цьому на-

прямку є отриманi японським математиком Т. Тамурою ще в 1953-1954

рр. класифiкацiї напiвгруп порядкiв 3 i 4. Незалежно цi результати отри-

мав в 1955 р. Г. Е. Форсайт за допомогою комп’ютерної програми. Нвпiв-

групи, як правило, вивчаються з точнiстю до iзоморфiзму i дуальностi;

в цьому випадку напiвгрупи з рiзних класiв еквiвалентностi називаються

рiзними. Число рiзних напiвгрупп порядкiв 3 i 4 дорiвнює вiдповiдно 18 i

126. Обидва автори отримали описи напiвгруп у виглядi таблиць Келi.

Подальшi результати отримано лише з використанням комп’ютерних

програм. А саме показано, що число рiзних напiвгрупп порядкiв 5, 6, 7,

8, 9 дорiвнює вiдповiдно 1160, 15973, 836021, 1843120128, 52989400714478.

При цьому мiнiмальнi системи твiрних та вiдповiднi визначальнi спiввiд-

ношення не дослiджувалися.

Матричнi зображення скiнченних напiвгруп над полями вивченi також

не в такiй мiрi, як зображення груп.
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Для скiнченних груп над полями повнiстю визначено їх зображуваль-

ний тип для поля довiльної характеристики. Якщо характеристика p поля

не дiлить порядок групи, то група завжди має, з точнiстю до еквiвален-

тностi, скiнченне число нерозкладних зображень; група в цьому випадку

називається групою скiнченного зображувального типу.

Якщо ж характеристика p поля дiлить порядок групи, то група має

скiнченний зображувальний тип тодi i лише тодi, коли її силовська p-пiд-

група циклiчна. Для бiльшостi груп задача про опис їх зображень вклю-

чає в себе класичну задачу про пару матриць. Такi групи називаються

дикими, а групи, якi допускають явний опис зображень називаються ру-

чними . Ручнi та дикi групи в загальному випадку повнiстю описали в

1976 роцi В. М. Бондаренко i Ю. А. Дрозд.

В теорiї зображень напiвгруп багато робiт присвячено вивченню не-

звiдних зображень. Якщо ж говорити про опис нерозкладних зображень

(у випадках, коли не всi вони незвiднi), то в першу чергу слiд видiлити

добре вiдомi результати про зображення над “хорошими” полями скiн-

ченної цiлком простої напiвгрупи (I. С. Понiзовський) та напiвгрупи всiх

перетворень скiнченної множини (I. С. Понiзовський, К. Рiнгель). У цих

випадках напiвгрупи мають скiнченний зображувальний тип.

Для напiвгруп нескiнченного зображувальний типу найбiльш вiдоми-

ми є результати з теорiї зображень алгебр, якi природним чином пере-

формульовуються в термiнах зображень напiвгруп: опис зображень ал-

гебри < a, b | ab = ba = 0 > (I. М. Гельфанд, В. А. Пономарьов i Л. О.

Назарова, А. В. Ройтер, В. В. Сергейчук, В. М. Бондаренко) та алгебри

< a, b | a2 = b2 = 0 > (В. М. Бондаренко i К. Рiнгель).

У випадку класiв напiвгруп вiдзначимо роботи про зображення на-

пiвгруп, породжених iдемпотентами з частковим нульовим множенням

(В. М. Бондаренко, О. М. Тертична), зображення напiвгруп Рiсса (С. М.

Дяченко) i напiвгруп, породжених потентними елементами (В. М. Бонда-
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ренко, О. В. Зубарук). Такi напiвгрупи можуть мати як скiченне, так i

нескiнченний зображувальний тип.

У дисертацiї вивчаються напiвгрупи третього i моноїди четвертого по-

рядку (зокрема, описуються мiнiмальнi системи твiрних та вiдповiднi ви-

значальнi спiввiдношення) та їх матричнi зображення. В тому числi роз-

глядається задача про зображувальний тип, яка є однiєю з основних тра-

дицiйних задач в сучасних теорiях зображень рiзних алгебраїчних об’є-

ктiв. Матричнi зображення вивчаються як з точки зору лiнiйної алгебри

(канонiчнi форми довiльних зображень), так i з точки зору теорiї зобра-

жень (опис нерозкладних зображень). Основним методом дослiджень зо-

бражень є добре вiдомий метод київської школи з теорiї матричних задач,

який полягає в послiдовному зведеннi однiєї матричної задачi до iншої (з

використанням спецiальної технiки).

Дисертацiйна робота складається iз чотирьох роздiлiв.

У першому роздiлi виписано таблицi Келi всiх (з точнiстю до iзомор-

фiзму та дуальностi) напiвгруп порядку, меншого чотирьох, викладено

основнi початковi вiдомостi з теорiї зображень напiвгруп i частково впо-

рядкованих множин, та сформульована основна класифiкацiйна задача

для в’язки ланцюгiв.

У другому роздiлi в термiнах твiрних та визначальних спiввiдношень

описанi всi напiвгрупи третього порядку i вказана множина iз семи вла-

стивостей, яка є характеристичною для класу всiх напiвгруп третього

порядку.

Доведено, що з точнiстю до iзоморфiзму i дуальностi третього порядку

вичерпуються такими напiвгрупами.

Комутативнi напiвгрупи:

1)(1) (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = 0, c2 = 0, bc = cb = 0;

2)(2) (0, c2, c) = 〈c〉: c3 = 0;
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3)(3) (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = 0, c2 = c, bc = cb = 0;

4)(6) (0, b, e) = 〈b, e〉: b2 = 0;

5)(7) (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = b, c2 = c, bc = cb = 0;

6)(9) (0, c2, c) = 〈0, c〉: c3 = c2;

7)(10) (0, b, e) = 〈0, b, e〉: b2 = b;

8)(12) (0, e, c) = 〈0, c〉: c2 = e;

9)(15) (c2, b, c) = 〈b, c〉: b3 = b2, c3 = c, b2 = c2, bc = cb = c;

10)(16) (c2, e, c) = 〈e, c〉: c3 = c;

11)(17) (c2, c3, c) = 〈c〉: c4 = c2;

12)(18) (e, b, b2) = 〈b〉: b3 = e.

Некомутативнi напiвгрупи:

13)(4) (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = 0, c2 = c, bc = 0, cb = b;

14)(5) (bc, b, c) = 〈b, c〉: b3 = b2, c2 = c, bc = b2, cb = c;

15)(8) (bc, b, c) = 〈b, c〉: b2 = b, c2 = c, cb = c;

16)(11) (0, b, c) = 〈0, b, c〉: b2 = b, c2 = c, bc = b, cb = c;

17)(13) (a, e, c) = 〈a, e, c〉: a2 = a, c2 = c, ac = a, ca = c;

18)(14) (a, b, c) = 〈a, b, c〉: a2 = a, b2 = b, c2 = c, ab = a,

ac = a, ba = b, bc = b, ca = c, cb = c.

Доведено, що множина загальних властивостей P3(7), що складається

iз властивостей
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P (C): комутативнiсть;

P (1): iснування одиничного елемента;

P (0): iснування нульового елемента;

P+(0): iснування приєднаного нульового елемента;

Pid(1): число iдемпотентiв дорiвнює 1;

Pid(2): число iдемпотентiв дорiвнює 2;

Pgen(2): найменше число твiрних дорiвнює 2,

є мiнiмальною характеристично повною множиною властивостей для кла-

су всiх напiвгруп порядку 3.

У третьому роздiлi вивчаються матричнi зображення напiвгруп тре-

тього порядку. Доведено критерiї вiдносно зображувального типу таких

напiвгруп. Зокрема, доведено, що всi напiвгрупи третього порядку мають

ручний тип. У випадку скiнченного типу вказана канонiчна форма матри-

чних зображень. Описано (з точнiстю до еквiвалентностi) всi нерозкладнi

зображення напiвгруп третього порядку.

У четвертому роздiлi вивчаються моноїди четвертого порядку та їх ма-

тричнi зображення. В термiнах твiрних та визначальних спiввiдношень

описанi всi моноїди четвертого порядку. Доведено критерiї вiдносно зо-

бражувального типу таких моноїдiв. Зокрема, доведено, що всi моноїди

четвертого порядку мають ручний тип. У випадку скiнченного типу вка-

зана канонiчна форма матричних зображень. Описано (з точнiстю до еквi-

валентностi) всi нерозкладнi зображення моноїдiв четвертого порядку.

Ключовi слова: напiвгрупа, моноїд, система твiрних, визначальнi

спiввiдношення, матричнi зображення, еквiвалентнiсть, нерозкладнiсть,

канонiчнi форми, зображувальний тип, характеристичнi властивостi.



ABSTRACT

Zaciha Ya. V. Representations of semigroups of small orders. – Qualifying

scientific work on the rights of the manuscript.

The thesis for obtaining the Candidate of Physical and Mathematical Sci-

ences degree on the speciality 01.01.06 — “algebra and number theory”. –

Institute of Mathematics of NAS of Ukraine, Kyiv, 2020.

The thesis is devoted to the study of semigroups of the order of less than

five and their matrix representations.

Finite semigroups have not been studied to the same extent as groups. If

we talk about the description of semigroups of order n, then (not counting

the trivial cases n = 1, 2 and computer programs), the only results in this

direction are obtained by the Japanese mathematician T. Tamura in 1953-

1954 classifications of semigroups of orders 3 and 4. Regardless, these results

were obtained in 1955 by G. E. Forsythe using a computer program. Semiroups

are generally studied with precision to isomorphism and duality; in this case,

semigroups of different equivalence classes are called different. The number

of different semigroups of orders 3 and 4 is 18 and 126, respectively. Both

authors received descriptions of semigroups in the form of Kelly tables.

Further results were obtained only by using computer programs. Namely,

it is shown that the number of different semigroups of orders 5, 6, 7, 8, 9 is

1160, 15973, 836021, 1843120128, 52989400714478, respectively. However, the

minimum systems of generators and the corresponding defining relations were

not investigated.

The matrix representations of finite semigroups over fields have also not

been studied to the same extent as group representations.

7
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For finite groups above the fields, their representation type is completely

defined. If the characteristic p of the field does not divide the order of the

group, then the group always has, up to equivalence, finite number of non-

decomposable representations; the group in this case is called a group of finite

representation type.

If the characteristic p of the field divides the order of the group, then the

group has finite representation type type if and only if its Sylow p-subgroup

is cyclic. For most groups the problems of describing their representations

includes the classic problem of a pair of matrices. Such groups are called

wild, and groups that allow explicit descriptions of representations are called

tame. The tame and wild groups are generally described in 1976 by V. M.

Bondarenko and Yu. A. Drozd.

In semigroup representation theory, a lot of work is devoted to the study of

irreducible representations. If we talk about the description of indecomposable

representations (when not all of them are irreducible), then first of all, the well-

known results should be highlighted over the “good” fields of a finite quite

simple semigroup (I. S. Ponizovsky) and semigroups of all transformations of

a finite set (I. S. Ponizovsky, C. Ringel). In these cases, the semigroups have

a finite representation type.

For semigroups of infinite representation type the most famous are the

results from the theory of representations of algebras, which are naturally

reformulated in terms of representations of semigroups: the description of

representations pf the algebra < a, b | ab = ba = 0 > (I. M. Gelfand, V. A. Po

-no -ma -rev and L. O. Nazarova, A. V. Roiter, V. V. Sergeichuk, V. M.

Bondarenko) and the algebra < a, b | a2 = b2 = 0 > (V. M. Bondarenko and

C. Ringel).

In the case of classes of semigroups, we note works on representations of

the semigroups generated by idempotents with partial zero multiplication (V.

M. Bondarenko, O. M. Tertychna), representations of the Riss semigroups (S.
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M. Dyachenko) and semigroups generated by the potential elements (V. M.

Bondarenko, O. V. Zubaruk). Such semigroups can have both a finite and

infinite representation type.

In the dissertation, the semigroups of the third and fourth order monoids

are studied (in particular, one describes the minimum generating systems and

the corresponding defining relations) and their matrix representations. Includi-

ng the problem of the representation type that is one of the main traditional

problems in modern theories of representations of various algebraic objects.

Matrix representations are studied in terms of linear algebra (canonical forms

of arbitrary representations) and in terms of representation theory (a descri-

ption of the indecomposable representations). The main method of research

of representations is the well-known method of the Kiev School of Matrix

Problem Theory, which is consistent reducing one matrix problem to another

(using special equipment).

The dissertation consists of four chapters.

The first chapter is written out Kelly’s tables of all (up to isomorphism and

duality) semigroups of order less than four, basic initial information is given

on the theory of representations of semigroups and partially ordered sets, and

formulate a basic classification problem for bundles of chains.

In the second chapter, in terms of generators and determining relations,

one describes all third order semigroups and the set of seven properties that

is characteristic for the class of all third order semigroups.

It is proved that, up to isomorphism and duality, the third order semigroups

are exhausted by the following ones.

Commutative semigroups:

1)(1) (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = 0, c2 = 0, bc = cb = 0;

2)(2) (0, c2, c) = 〈c〉: c3 = 0;
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3)(3) (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = 0, c2 = c, bc = cb = 0;

4)(6) (0, b, e) = 〈b, e〉: b2 = 0;

5)(7) (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = b, c2 = c, bc = cb = 0;

6)(9) (0, c2, c) = 〈0, c〉: c3 = c2;

7)(10) (0, b, e) = 〈0, b, e〉: b2 = b;

8)(12) (0, e, c) = 〈0, c〉: c2 = e;

9)(15) (c2, b, c) = 〈b, c〉: b3 = b2, c3 = c, b2 = c2, bc = cb = c;

10)(16) (c2, e, c) = 〈e, c〉: c3 = c;

11)(17) (c2, c3, c) = 〈c〉: c4 = c2;

12)(18) (e, b, b2) = 〈b〉: b3 = e.

Noncommutative semigroups:

13)(4) (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = 0, c2 = c, bc = 0, cb = b;

14)(5) (bc, b, c) = 〈b, c〉: b3 = b2, c2 = c, bc = b2, cb = c;

15)(8) (bc, b, c) = 〈b, c〉: b2 = b, c2 = c, cb = c;

16)(11) (0, b, c) = 〈0, b, c〉: b2 = b, c2 = c, bc = b, cb = c;

17)(13) (a, e, c) = 〈a, e, c〉: a2 = a, c2 = c, ac = a, ca = c;

18)(14) (a, b, c) = 〈a, b, c〉: a2 = a, b2 = b, c2 = c, ab = a,

ac = a, ba = b, bc = b, ca = c, cb = c.

It is proved that the set of common properties P3(7) consisting of properties
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P (C): commutative;

P (1): existence of an identity element;

P (0): existence of a null element;

P+(0): existence of an attached null element;

Pid(1): the number of idempotents is 1;

Pid(2): the number of idempotents is 2;

Pgen(2): the smallest number of generators is 2,

is the minimal characteristic complete set of properties for the class of all

semigroups of order 3.

In the third chapter one studies matrix representations of the third order

semigroups. The criteria of representation type of such semigroups are proved.

In particular, it is proved that all third order semigroups have tame type. In

the case of the finite type, the canonical form of the matrix representations

are specified. All (up to equivalence) indecomposable representations of the

third order semigroups are described.

In the fourth chapter one studies the fourth order monoids and their

matrix representations. In terms of the generators and determining relations

all monoids of the fourth order are described. The criteria of representation

type of such monoids are proved. In particular, it is proved that all fourth

order monoids have tame type. In the case of the finite type, the canoni-

cal form of the matrix representations are specified. All (up to equivalence)

indecomposable representations of the fourth order monoids are described.

Keywords: semigroup, monoid, system of generatots, defining relati-

ons, matrix representations, equivalence, indecomposability, canonical forms,

representation type, characteristic properties.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Дисертацiйна робота присвячена вивченню вла-

стивостей комбiнаторного характеру i матричних зображень над полем

напiвгруп малих порядкiв.

Скiнченнi напiвгрупи вивченi не в такiй мiрi, як групи (i вiдносно ком-

бiнаторного аналiзу, i вiдносно зображень над полями). Якщо говорити

про опис, з точнiстю до iзоморфiзму, напiвгруп порядку n, то (не ра-

хуючи тривiальнi випадки n = 1, 2) першими результатами в цьому на-

прямку є отриманi японським математиком Т. Тамурою ще в 1953-1954

рр. класифiкацiї напiвгруп порядкiв 3 i 4 (див. роботи [1] i [2]). Незале-

жно цi результати отримав в 1955 р. Г. Е. Форсайт (див.[3]) за допомо-

гою комп’ютерної програми. Якщо напiвгрупи розглядати додатково ще

й з точнiстю до дуальностi (в цьому випадку напiвгрупи з рiзних класiв

еквiвалентностi називаються рiзними), то число напiвгрупп порядкiв 3,

4 дорiвнює вiдповiдно 18, 126. Зауважимо, що обидва автори отримали

описи напiвгруп у виглядi таблиць Келi. Подальшi результати отримано

лише з використанням комп’ютерних програм. А саме показано, що число

рiзних напiвгрупп порядкiв 5, 6, 7, 8, 9 дорiвнює вiдповiдно 1160, 15973,

836021, 1843120128, 52989400714478 (див. [4] – [8]). При цьому розгляда-

лися лише таблицi Келi, а, отже, мiнiмальнi системи твiрних та вiдповiднi

визначальнi спiввiдношення не дослiджувалися.

Матричнi зображення скiнченних напiвгруп над полями вивченi також

не в такiй мiрi, як зображення груп.

Для скiнченних груп над полями повнiстю визначено їх зображуваль-

ний тип для поля довiльної характеристики. Якщо характеристика p поля



17

не дiлить порядок групи, то група завжди має, з точнiстю до еквiвален-

тностi, скiнченне число нерозкладних зображень; група в цьому випадку

називається групою скiнченного зображувального типу.

Якщо ж характеристика p поля дiлить порядок групи, то група має

скiнченний зображувальний тип тодi i лише тодi, коли її силовська p-пiд-

група циклiчна. Для бiльшостi груп задача про опис їх зображень вклю-

чає в себе класичну задачу про пару матриць. Такi групи називаються

дикими, а групи, якi допускають явний опис зображень називаються ру-

чними (точнi формальнi означення див. в [9]). Ручнi та дикi групи для

цього випадку повнiстю описали В. М. Бондаренко i Ю. А. Дрозд [10].

В теорiї зображень напiвгруп багато робiт присвячено вивченню вла-

стивостей незвiдних зображень i видiленню класiв напiвгруп, всi нероз-

кладнi зображення яких є незвiдними (див., напр., монографiї [11, 12]),

знаходженню зв’язкiв мiж незвiдними зображеннями напiвгрупи та її пiд-

напiвгруп, тощо. Вiдносно ж опису нерозкладних зображень (у випадках,

коли не всi вони незвiднi), в першу чергу слiд видiлити добре вiдомi ре-

зультати про зображення над “хорошими” полями скiнченної цiлком про-

стої напiвгрупи (I. С. Понiзовський [13]) та напiвгрупи всiх перетворень

скiнченної множини (I. С. Понiзовський [14], К. Рiнгель [15]). У цих ви-

падках напiвгрупи мають скiнченний зображувальнтий тип.

Вiдносно напiвгруп з нескiнченним числом нерозкладних зображень

(з точнiстю до еквiвалентностi) найбiльш вiдомими є результати з теорiї

зображень алгебр, якi природним чином переформульовуються в термi-

нах зображень напiвгруп: опис зображень алгебри < a, b | ab = ba = 0 >

(I. М. Гельфанд, В. А. Пономарьов [16], Л. О. Назарова, А. В. Ройтер, В.

В. Сергейчук, В. М. Бондаренко [17]) та алгебри < a, b | a2 = b2 = 0 > (В.

М. Бондаренко [18], К. Рiнгель [19]).

У випадку класiв напiвгруп вiдзначимо роботи про зображення на-

пiвгруп, породжених iдемпотентами з частковим нульовим множенням
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(В. М. Бондаренко, О. М. Тертична [20, 21, 22]), зображення напiвгруп

Рiсса (С. М. Дяченко [23, 24, 25]) i напiвгруп, породжених потентними

елементами [26]. Такi напiвгрупи можуть мати як скiченне, так i нескiн-

ченне число нерозкладних зображень.

Одним iз основних методiв вивчення матричних зображень груп i на-

пiвгруп (особливо в дослiдженнях представникiв київської школи з тео-

рiї зображень) є метод матричних задач. Наприклад, класифiкацiя мо-

дулярних зображень четверної групи Клейна зводиться до вiдомої задачi

про жмуток матриць (В. А. Башев [27]), класифiкацiя модулярних зо-

бражень дiедральних груп зводиться до зображень в’язки ланцюгiв (В.

М.Бондаренко [28]), класифiкацiя модулярних зображень квазiдiедраль-

них груп та узагальнених груп кватернiонiв зводиться до зображень в’яз-

ки напiвланцюгiв (В. М.Бондаренко [28, 29]).

У дисертацiї вивчаються напiвгрупи третього i моноїди четвертого по-

рядку (зокрема, описуються мiнiмальнi системи твiрних i вiдповiднi ви-

значальнi спiввiдношення) та їх матричнi зображення. В тому числi роз-

глядається задача про зображувальний тип, яка є однiєю з основних тра-

дицiйних задач в сучасних теорiях зображень рiзних алгебраїчних об’є-

ктiв (див., зокрема,[30] – [55]). Матричнi зображення вивчаються як з то-

чки зору лiнiйної алгебри (канонiчнi форми довiльних зображень), так i

з точки зору теорiї зображень (опис нерозкладних зображень). Основним

методом дослiджень зображень є добре вiдомий метод київської школи

з теорiї матричних задач, який полягає в послiдовному зведеннi однiєї

матричної задачi до iншої (з використанням спецiальної технiки).

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Тематика дисертацiйної роботи безпосередньо пов’язана з науковими до-

слiдженнями кафедри алгебри i топологiї Iнституту математики НАН

України — теми “Теорiя зображень та її застосування в алгебрi, геоме-

трiї та топологiї” (номер державної реєстрацiї 0111U002096), “Розробка й
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застосування нових методiв у теорiї зображень, абстрактнiй алгебрi та

алгебраїчнiй геометрiї” (номер державної реєстрацiї 0116U003125).

Мета i задачi дослiдження. Метою дослiдження є опис систем мiнi-

мальних твiрних i вiдповiдних визначальних спiввiдношень для напiвгруп

третього порядку та моноїдiв четвертого порядку i опис нерозкладних ма-

тричних зображень цiх напiвгруп над довiльним полем.

Об’єктом дослiдження є напiвгрупи та їх матричнi зображення над

полем.

Предметом дослiдження є явний вигляд визначальних спiввiдношень

для мiнiмальних систем твiрних скiнченних напiвгруп та канонiчнi форми

i нерозкладнiсть матричних зображень напiвгруп.

Методи дослiдження. Основними методами, що використовуються

у дослiдженнi, є комбiнаторний метод та сучаснi методи лiнiйної алгебри

i теорiї зображень.

Наукова новизна одержаних результатiв. У дисертацiї автором

отримано такi новi результати про напiвгрупи та їх матричнi зображення:

• Вказана мiнiмальна система твiрних i вiдповiднi визначальнi спiв-

вiдношення для напiвгруп третього порядку.

• Знайдено сiм загальних властивостей напiвгруп, якi для напiвгруп

третього порядку утворюють мiнiмальну характеристичну множину.

• Доведено, що всi напiвгрупи третього порядку є ручними над до-

вiльним полем.

• Описано напiвгрупи третього порядку скiнченного та нескiнченного

зображувального типу.

• Отримано класифiкацiю (з точнiстю до еквiвалентностi) нерозкла-

дних зображень всiх напiвгруп третього порядку.

• Вказано мiнiмальну системи твiрних i вiдповiднi визначальнi спiв-

вiдношення для моноїдiв четвертого порядку.

• Доведено, що всi моноїди четвертого порядку є ручними над довiль-
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ним полем.

• Описано моноїди четвертого порядку скiнченного та нескiнченного

зображувального типу.

• Описано (з точнiстю до еквiвалентностi) нерозкладнi зображення

всiх моноїдiв четвертого порядку.

• Вказано канонiчнi форми матричних зображень напiвгруп третього

порядку i моноїдiв четвертого порядкiв, що мають скiнченний зображу-

вальний тип.

Практичне значення одержаних результатiв. Результати дисер-

тацiйної роботи мають теоретичний характер. Отриманi в нiй результати,

а також вiдповiднi методи, можуть бути використанi при дослiдженнi зо-

бражень напiвгруп бiльш високих порядкiв та в теорiях зображень iнших

об’єктiв.

Особистий внесок здобувача. Усi результати дисертацiйної роботи

отримано здобувачем самостiйно. У спiльних з науковим керiвником ро-

ботах останньому належать постановки задач i загальнi iдеї щодо методiв

їх розв’язання, а практична реалiзацiя та ряд конкретних iдей належать

здобувачевi.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної робо-

ти оприлюднено на:

— П’ятнадцятiй мiжнароднiй науковiй конференцiї iменi академiка Ми-

хайла Кравчука (м. Київ, 14-17 травня 2014 р.);

— IX Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї в Українi (м. Львiв, 8-13

липня 2013 р.);

— X Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї в Українi, присвяченiй 70-

рiччю Ю. А. Дрозда (м. Одеса, 20-27 серпня 2015 р.).

— XI Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї в Українi, присвяченiй

75-рiччю В. В. Кириченка (м. Київ, 3-7 серпня 2017 р.).

— XII Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї в Українi, присвяченiй
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215-й рiчницi з дня народження В. Буняковського (м. Вiнниця, 2-6 липня

2019 р.).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано в шести на-

укових роботах ([56] – [61]), пять з яких (всi, окрiм [58]) опублiкованi

у фахових виданнях iз Перелiку, затвердженого Мiнiстерством освiти i

науки України; одна з них [57] — у виданнi, що вiдображається у нау-

кометричнiй базi Scopus. Пять робiт опублiковано в матерiалах наукових

конференцiй ([62] – [66]).

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiйна робота складається iз

анотацiї, вступу, чотирьох роздiлiв, висновкiв, списку використаних дже-

рел та додатку. Загальний обсяг дисертацiї — 150 сторiнок. Обсяг основно-

го тексту дисертацiї — 122 сторiнки. Список використаних джерел займає

910 сторiнок (75 найменування).

Автор щиро вдячний своєму науковому керiвнику професору

В. М. Бондаренку за постановку задач, цiннi поради та постiйну увагу

до роботи.



Роздiл 1

ПОПЕРЕДНI ВIДОМОСТI

1.1. Напiвгрупи порядку, меншого п’яти

Групам малих порядкiв присвячено багато робiт i вони досить добре ви-

вченi. Напiвгрупи малих порядкiв вивченi не в такiй мiрi i це пов’язано,

зокрема, з тим, що число напiвгруп конкретного порядку набагато бiль-

ше, нiж груп. Навiть задача про опис напiвгруп третього порядку є не

зовсiм простою, а аналогiчна задача для напiвгруп четвертого порядку є

досить складною. Зауважимо, що пiд описом традицiйно мається на увазi

опис з точнiстю до iзоморфiзму та дуальностi (дуальною до напiвгрупи S

називається напiвгрупа Sop така, що Sop = S як множини i ab = c в Sop

тодi i лише тодi, коли ba = c в S). Напiвгрупи, що розглядаються з такою

точнiстю, називаються рiзними.

1.1.1. Напiвгрупи порядку, меншого чотирьох. Напiвгрупа по-

рядку 1 лише одна, а рiзних напiвгруп iз 2-х елементiв a i b, як легко

бачити, всього чотири; задається вони у виглядi твiрних та визначальних

спiввiдношень наступним чином: 1) a2 = b2 = ab = ba = a; 2) a2 = ab =

ba = a, b2 = b; 3) a2 = ab = a, b2 = ba = b; 4) a2 = b2 = a, ab = ba = b.

Напiвгрупи порядку 3 описали, у виглядi таблиць Келi, Т. Тамура [1]

i (з використанням комп’ютерних програм) Г. Е. Форсайт [3]. Ми будемо

притримуватися другої роботи (як бiльш доступної).

Отже, згiдно вказаних робiт iснує 18 рiзних напiвгруп третього поряд-

ку:

22
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Номер Таблиця Келi Номер Таблиця Келi

1

0 0 0

0 0 0

0 0 0

2

0 0 0

0 0 0

0 0 1

3

0 0 0

0 0 0

0 0 2

4

0 0 0

0 0 0

0 1 2

5

0 0 0

0 0 0

2 2 2

6

0 0 0

0 0 1

0 1 2

7

0 0 0

0 1 0

0 0 2

8

0 0 0

0 1 0

2 2 2

9

0 0 0

0 1 1

0 1 1

10

0 0 0

0 1 1

0 1 2

11

0 0 0

0 1 1

0 2 2

12

0 0 0

0 1 2

0 2 1

13

0 0 0

0 1 2

2 2 2

14

0 0 0

1 1 1

2 2 2

15

0 0 2

0 0 2

2 2 0

16

0 0 2

0 1 2

2 2 0

17

0 1 1

1 0 0

1 0 0

18

0 1 2

1 2 0

2 0 1
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Зауважимо ще раз, що таблицi виписанi в компактному виглядi, коли

вказується основна частина таблицi Келi. Мається на увазi, що елемента-

ми напiвгрупи є числа 0, 1, 2, а рядки i стовпцi таблицi занумерованi (в

зростаючому порядку) цими ж числами. Множення задається наступним

чином: на перетинi i-го рядка i j-го стовпця стоїть елемент напiвгрупи,

що є добутком i та j як елементiв напiвгрупи.

Повний запис пояснимо для напiвгрупи 1). У розгорнутому виглядi

таблиця Келi має такий вигляд:

0 1 2

0 0 0 0

1 0 0 0

2 0 0 0

Перший рядок (стовпець) такої таблицi будемо називати додатковим.

Зауважимо, що статтi про опис напiвгруп 3-го порядку з’являлися i

значно пiзнiше; див., наприклад, [67].

1.1.2. Напiвгрупи четвертого порядку Напiвгрупи порядку 4 опи-

сав Т. Тамура в 1954 р. (див. [2]), а в 1955 р. — Г. Е. Форсайт (див. [3]);

друга робота виконана за допомогою комп’ютерної програми. В обох робо-

тах опис отримано в термiнах таблиць Келi, причому вiдповiдi збiгаються

(тобто вибранi однi i тi ж представники iз класiв еквiвалентностi, що за-

даються iзоморфiзмом i дуальнiстю). Випишемо таблицi Келi всiх таких

(попарно рiзних) напiвгруп, число яких дорiвнює 126; елементи кожної

напiвгрупи позначенi числами 0, 1, 2, 3. При цьому напiвгрупи нумерую-

ться в тому ж порядку, як в роботi [3], але починаючи не з 0, а з 1.
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Отже, список всiх вказаних таблиць Келi:

1− 5

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 3

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 1

6− 10

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 2 3

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 1 1 3

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 1 2 3

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

3 3 3 3

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

11− 15

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 2

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 2

0 0 2 3

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 2

0 1 0 3

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 2

0 1 2 3

16− 20

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 3

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 1 1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

3 3 3 3

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 1

0 0 1 1

21− 25

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 2 0

0 0 0 3

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 2 0

0 1 0 3

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 2 0

3 3 3 3

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 2 2

0 0 2 2

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 2 2

0 0 2 3

26− 30

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 2 2

0 0 3 3

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 2 2

0 1 2 3

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 2 3

0 0 3 2

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 2 3

3 3 3 3

0 0 0 0

0 0 0 0

0 1 2 0

3 3 3 3
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31− 35

0 0 0 0

0 0 0 0

0 1 2 2

0 1 2 2

0 0 0 0

0 0 0 0

0 1 2 2

0 1 2 3

0 0 0 0

0 0 0 0

0 1 2 2

0 1 3 3

0 0 0 0

0 0 0 0

0 1 2 3

0 1 2 3

0 0 0 0

0 0 0 0

0 1 2 3

0 1 3 2

36− 40

0 0 0 0

0 0 0 0

0 1 2 3

3 3 3 3

0 0 0 0

0 0 0 0

2 2 2 2

2 2 2 2

0 0 0 0

0 0 0 0

2 2 2 2

2 2 2 3

0 0 0 0

0 0 0 0

2 2 2 2

3 3 3 3

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 1

0 1 1 3

41− 45

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 1

0 1 2 3

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 2

0 1 2 3

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 2

0 1 2 3

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 2 0

0 1 0 3

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 2 2

0 1 2 3

46− 50

0 0 0 0

0 0 0 1

0 1 2 0

0 0 0 3

0 0 0 0

0 0 0 1

0 1 2 1

0 0 0 3

0 0 0 0

0 0 0 1

0 1 2 2

0 1 2 3

0 0 0 0

0 0 0 1

2 2 2 2

0 0 0 3

0 0 0 0

0 0 0 1

2 2 2 2

0 0 2 3

51− 55

0 0 0 0

0 0 0 1

2 2 2 2

0 1 0 3

0 0 0 0

0 0 0 1

2 2 2 2

0 1 2 3

0 0 0 0

0 0 0 1

2 2 2 2

2 2 2 3

0 0 0 0

0 0 0 2

2 2 2 2

3 3 3 3

0 0 0 0

0 0 1 1

0 1 2 2

0 1 2 2

56− 60

0 0 0 0

0 0 1 1

0 1 2 2

0 1 2 3

0 0 0 0

0 0 1 1

0 1 2 2

0 1 3 3

0 0 0 0

0 0 1 1

0 1 2 3

0 1 3 2

0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 2 0

0 0 0 3

0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 2 0

3 3 3 3

61− 65

0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 2 2

0 0 2 2

0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 2 2

0 0 2 3

0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 2 2

0 0 3 3

0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 2 3

0 0 3 2

0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 2 3

3 3 3 3
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66− 70

0 0 0 0

0 1 0 0

2 2 2 2

2 2 2 3

0 0 0 0

0 1 0 0

2 2 2 2

3 3 3 3

0 0 0 0

0 1 0 1

0 0 2 2

0 1 2 3

0 0 0 0

0 1 0 1

2 2 2 2

0 1 0 1

0 0 0 0

0 1 0 1

2 2 2 2

0 1 0 3

71− 75

0 0 0 0

0 1 0 1

2 2 2 2

0 1 2 3

0 0 0 0

0 1 0 1

2 2 2 2

0 3 0 3

0 0 0 0

0 1 0 1

2 2 2 2

2 3 2 3

0 0 0 0

0 1 0 3

2 2 2 2

0 1 0 3

0 0 0 0

0 1 0 3

2 2 2 2

0 3 0 1

76− 80

0 0 0 0

0 1 0 3

2 2 2 2

3 3 3 3

0 0 0 0

0 1 1 1

0 1 1 1

0 1 1 1

0 0 0 0

0 1 1 1

0 1 1 1

0 1 1 2

0 0 0 0

0 1 1 1

0 1 1 1

0 1 1 3

0 0 0 0

0 1 1 1

0 1 1 1

0 1 2 3

81− 85

0 0 0 0

0 1 1 1

0 1 1 1

0 3 3 3

0 0 0 0

0 1 1 1

0 1 1 2

0 1 2 3

0 0 0 0

0 1 1 1

0 1 2 1

0 1 1 3

0 0 0 0

0 1 1 1

0 1 2 1

0 3 3 3

0 0 0 0

0 1 1 1

0 1 2 2

0 1 2 2

86− 90

0 0 0 0

0 1 1 1

0 1 2 2

0 1 2 3

0 0 0 0

0 1 1 1

0 1 2 2

0 1 3 3

0 0 0 0

0 1 1 1

0 1 2 3

0 1 3 2

0 0 0 0

0 1 1 1

0 1 2 3

0 3 3 3

0 0 0 0

0 1 1 1

0 2 2 2

0 3 3 3

91− 95

0 0 0 0

0 1 1 3

0 1 1 3

0 3 3 1

0 0 0 0

0 1 1 3

0 1 1 3

3 3 3 3

0 0 0 0

0 1 1 3

0 1 2 3

0 3 3 1

0 0 0 0

0 1 1 3

0 1 2 3

3 3 3 3

0 0 0 0

0 1 1 3

0 2 2 3

3 3 3 3

96− 100

0 0 0 0

0 1 2 2

0 2 1 1

0 2 1 1

0 0 0 0

0 1 2 3

0 1 2 3

3 3 3 3

0 0 0 0

0 1 2 3

0 2 1 3

3 3 3 3

0 0 0 0

0 1 2 3

0 2 3 1

0 3 1 2

0 0 0 0

0 1 2 3

2 2 2 2

2 3 0 1
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101− 105

0 0 0 0

0 1 2 3

2 2 2 2

3 3 3 3

0 0 0 0

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

0 0 0 3

0 0 0 3

0 0 0 3

3 3 3 0

0 0 0 3

0 0 0 3

0 0 1 3

3 3 3 0

0 0 0 3

0 0 0 3

0 0 2 3

3 3 3 0

106− 110

0 0 0 3

0 0 0 3

0 1 2 3

3 3 3 0

0 0 0 3

0 0 1 3

0 1 2 3

3 3 3 0

0 0 0 3

0 1 0 3

0 0 2 3

3 3 3 0

0 0 0 3

0 1 1 3

0 1 1 3

3 3 3 0

0 0 0 3

0 1 1 3

0 1 2 3

3 3 3 0

111− 115

0 0 0 3

0 1 1 3

0 2 2 3

3 3 3 0

0 0 0 3

0 1 2 3

0 2 1 3

3 3 3 0

0 0 2 2

0 0 2 2

2 2 0 0

2 2 0 0

0 0 2 2

0 0 2 2

2 2 0 0

2 2 0 1

0 0 2 2

0 1 2 2

2 2 0 0

2 2 0 0

116− 120

0 0 2 2

0 1 2 2

2 2 0 0

2 3 0 0

0 0 2 2

0 1 2 3

2 2 0 0

2 3 0 0

0 0 2 2

0 1 2 3

2 2 0 0

2 3 0 1

0 0 2 2

1 1 3 3

0 0 2 2

1 1 3 3

0 0 2 2

1 1 3 3

2 2 0 0

3 3 1 1

121− 125

0 0 2 3

0 0 2 3

2 2 3 0

3 3 0 2

0 0 2 3

0 1 2 3

2 2 3 0

3 3 0 2

0 1 1 1

1 0 0 0

1 0 0 0

1 0 0 0

0 1 1 3

1 3 3 0

1 3 3 0

3 0 0 1

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

126

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 1 0

3 2 0 1
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1.2. Матричнi зображення напiвгруп

Нехай S — напiвгрупа i K — поле. Як завжди Mn(K), n ≥ 0, позначає

напiвгрупу (вiдносно множення) всiх матриць розмiру n×n з елементами

iз K. Матричне зображення напiвгрупи S над полем K — це довiль-

ний гомоморфiзмом T iз S в Mn(K) для деякого n. Число n називається

розмiрнiстю зображення T . Зображення розмiрностi 0 називається ну-

льовим.

Якщо конкретна напiвгрупа задана твiрними i аизначальними спiввiд-

ношеннями, то її матричне зображення задається набором матриць, що

занумерованi (проiндексованi) твiрними, якi задовольняють тi ж спiввiд-

ношенням, що i твiрнi.

Еквiвалентнiсть матричних зображень T i T ′ напiвгрупи S означає,

що iснує оборотна матриця C така, що T (x) = CT ′(x)C−1 для кожного

x ∈ S.

Пряма сума T ⊕ T ′, матричних зображень T i T ′ напiвгрупи S — це

зображення

T ⊕ T ′(x) =


 T (x) 0

0 T ′(x)




для довiльного x ∈ S.

Зображення T напiвгрупи S називається розкладним, якщо воно

еквiвалентне прямiй сумi деяких двох ненульових зображень, i нерозкла-

дним в iншому разi.

Сформулюємо означення еквiвалентностi матричних зображень напiв-

групи S на мовi елементарних перетворень рядкiв та стовпцiв матриць

(див. наступний пiдроздiл). Вважаємо, що S має скiнченну систему твiр-

них G. Нехай T — деяке матричне зображення напiвгрупи S. Допусти-

мими перетвореннями для зображення T називаються наступнi перетво-

рення з рядками i стовпцями матриць T (g), g ∈ G: з рядками матриць
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T (g) одночасно можна робити довiльне елементарне перетворення, але

при цьому треба зробити (одночасно) обернене перетворення з їх стов-

пцями. Легко бачити, що еквiвалентнiсть двох матричних зображень T i

T ′ напiвгрупи S означає, що зображення T ′ можна отримати iз зображе-

ння T за допомогою допустимих перетворень.

Зауважимо, що згiдно означення напiвгрупа не обов’язково має одини-

чний елемент. Це ж саме стосується i нульового елемента. А тому, коли

напiвгрупа має одиничний (вiдповiдно нульовий) елемент, то iз загаль-

ного означення матричного зображення не випливає, що йому вiдповiдає

одинична (вiдповiдно нульова) матриця. Проте цi умови можна вимагати,

не обмежуючи по сутi загальнiсть. Бiльш детально, мають мiсце наступнi

твердження [68, Роздiл 1]. Приведемо їх iз доведеннями, якi дають можли-

вiсть бiльш глибоко зрозумiти логiку подiбних тверджень. Доведення, як

i формулювання, приводяться iз [68] дослiвно.

Твердження 1.1. Якщо M — матричне зображення напiвгрупи S

з нулем, i ми не вимагаємо, щоб M : 0 → 0, тодi єдиним нерозкла-

дним зображенням, в якому нульовий елемент не переходить в нульову

матрицю, буде наступне: a → 1 для всiх a ∈ S.

Доведення. Нехай M — довiльне матричне зображення напiвгрупи S.

Оскiльки ми не вимагаємо, щоб M(0) = 0, тодi нехай M(0) = Q, де

Q — деяка матриця. Для всiх a ∈ S виконуються рiвностi a0 = 0 i 0a = 0

(зокрема, якщо a = 0, то маємо рiвнiсть 02 = 0). Звiдси (згiдно означення

матричного зображення) випливають наступнi матричнi рiвностi:

M(a)Q = Q, (1.1)

QM(a) = Q, (1.2)

Q2 = Q. (1.3)

Оскiльки Q2 = Q (1.3), то iз добре вiдомої теореми про канонiчну

форму Жордана безпосередньо випливає, що перетвореннями подiбностi
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матрицю Q можна привести до вигляду

Q0 =


 E 0

0 0


 ,

де E — одинична матриця; тобто iснує оборотна матриця C така, що

Q = C


 E 0

0 0


C−1 = CQ0C

−1.

Розглянемо матричне зображення M̂ : a → C−1M(a)C (зауважимо,

що M̂(0) = C−1M(0)C = C−1QC = C−1(CQ0C
−1)C = Q0). Оскiльки

зображення M i M̂ еквiвалентнi, то з рiвностей (1.1) – (1.2) випливають

наступнi рiвностi:

M̂(a)Q0 = Q0,

Q0M̂(a) = Q0

або (що те ж саме)

 M̂(a)11 M̂(a)12

M̂(a)21 M̂(a)22





 E 0

0 0


 =


 E 0

0 0


 , (1.4)


 E 0

0 0





 M̂(a)11 M̂(a)12

M̂(a)21 M̂(a)22


 =


 E 0

0 0


 . (1.5)

Пiсля перемноження матриць iз рiвностi (1.4) отримаємо M̂(a)11 = E,

M̂(a)21 = 0, а з рiвностi (1.5) маємо M̂(a)11 = E, M̂(a)12 = 0.

Отже, для довiльного ненульового a ∈ S

M̂(a) =


 E 0

0 M̂(a)22


 ,

а для нульового елемента

M̂(0) =


 E 0

0 0


 .
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Таким чином, M̂ = M̂1 ⊕ M̂2, де M̂1 : a → E для всiх a ∈ S; M̂2 : 0 → 0,

M̂2 : a → M̂(a)22 для всiх ненульових a ∈ S, i до того ж зображення M̂1

є прямою сумою зображення a → 1 для всiх a ∈ S, звiдки i випливає

потрiбне твердження.

Твердження 1.1 доведено.

Отже, припускаючи для напiвгрупи з нулем, що нульовий елемент пе-

реходить у нульову матрицю, ми втрачаємо лише одне нерозкладне зо-

браження a → 1 для всiх a ∈ S.

Твердження 1.2. Якщо M — матричне зображення напiвгрупи S з

одиницею, i ми не вимагаємо, щоб M : 1 → E, тодi єдиним нерозклад-

ним зображенням, в якому одиничний елемент не переходить в одини-

чну матрицю, буде наступне: a → 0 для всiх a ∈ S.

Доведення цього твердження проводиться повнiстю аналогiчно дове-

денню твердження 1.1. Вiдмiннiсть полягає лише в тому, що замiсть рiв-

ностей a0 = 0, 0a = 0 i 02 = 0 слiд розглянути рiвностi a1 = a, 1a = a i

12 = 1 (для всiх a ∈ S).

Кажуть, що напiвгрупа S має скiнченний (зображувальний) тип над

полем K, якщо вона має, з точнiстю до еквiвалентностi, скiнченне число

нерозкладних зображень, i ручний (вiдповiдно дикий) (зображувальний)

тип над полем K або є ручною (вiдповiдно дикою) над полем K, якщо за-

дача про опис її зображень є ручною (вiдповiдно дикою); вiдносно точних

означення ручних i диких матричних задач див. роботи [9, 69]. Приведе-

мо точнi означення ручних i диких напiвгруп, притримуючись матричної

термiнологiї.

Матричнi зображення напiвгрупи S можна розглядати також над кiль-

цями (всi означення аналогiчнi, як у випадку полiв). Ми розглядатимемо

кiльце K1 = K[x] полiномiв вiд однiєї змiнної x та кiльце K2 = K[x, y] не-

комутативних полiномiв вiд двох змiнних x i y (в iнших термiнах, вiльну
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K-алгебру з двома твiрними). Для матричного зображення R напiвгру-

пи S над кiльцем K1 i квадратної матрицi A розмiру n × n позначимо

через R(A) матричне зображення напiвгрупи S над полем K, яке отри-

мано з R пiдстановкою замiсть x матрицi A, а замiсть кожного a ∈ K

скалярної матрицi aE розмiру n × n, де E — одинична матриця. Далi,

якщо R — матричне зображення напiвгрупи S над кiльцем K2 i (A,B) —

пара матриць однакового розмiру n× n, то через RA,B) позначатимемо

матричне зображення напiвгрупи S над полем K, яке отримано з R пiд-

становкою замiсть x матрицi A, замiсть y матрицi B, а замiсть кожного

a ∈ K скалярної матрицi aE розмiру n× n.

Говоритимемо, що матричне зображення X напiвгрупи S над полем K

породжується матричним зображенням R напiвгрупи S над кiльцем K1,

якщо X еквiвалентне зображенню вигляду R(A) для деякого A.

Переходимо тепер безпосередньо до означення ручних та диких на-

пiвгруп. В першому випадку поле K вважаємо нескiнченним (у випадку

скiнченного поля K його треба замiнити нескiнченним надполем). Напiв-

група S називається ручною над полем K, якщо для кожної розмiрностi n

iснує скiнченне число матричних зображень Ri над кiльцем K1 таких, що,

з точнiстю до еквiвалентностi, кожне нерозкладне матричне зображення

напiвгрупи S над полем K (розмiрностi n) породжується деяким Ri.

Очевидно, що напiвгрупа скiнченного типу є ручною.

Напiвгрупа S називається дикою над полем K, якщо iснує матричне

зображення R над кiльцем K2 таке, що

а) R(A,B) та R(A′, B′) не еквiвалентнi кожного разу, коли пари (A,B)

i (A′, B′) не подiбнi;

б) R(A,B) нерозкладне, якщо нерозкладна пара (A,B).

Згiдно основного результату роботи [9] напiвгрупа не може бути одно-

часно ручною i дикою, а згiдно результатiв роботи [69] кожна скiнченна

напiвгрупа є або ручною, або дикою (другий результат виконується при
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деяких обмеженнях на поле i зокрема, для алгебраїчно замкненого поля;

в iншому разi виникає поняття майже дикостi).

1.3. Зображення частково впорядкованих множин

Ми розглядаємо лише скiнченнi частково впорядкованi (скорочено ч. в.)

множини. Пiд пiдмножиною X ч. в. множини A завжди маємо на увазi

повну ч. в. пiдмножину, тобто таку, що x ≤ y в X (x, y ∈ X) тодi i лише

тодi, коли x ≤ y в A.

Зображення ч. в. множин введено в роботi [31] на матричнiй мовi. На-

гадаємо це означення.

Нехай A= {a1, a2, . . . , an} — ч. в. множина з вiдношенням порядку ≤.

Матричним зображенням ч. в. множини A над полем k називається

блокова матриця

M = {M(x) |x ∈ A} =
[
M(a1) M(a2) · · · M(an)

]

з елементами з поля k. Вектор d = d(M) = (d0, d1, d2, . . . , dn), де d0 —

кiлькiсть рядкiв матрицi M i di (i = 1, . . . , n) — кiлькiсть стовпцiв блоку

M(ai) (i = 1, . . . , n), називається вектор-розмiрнiстю зображення M , а

число d = d(M) = d0 +
∑n

i=1 di — його розмiрнiстю.

Наступнi перетворення з рядками i стовпцями зображення M назива-

тимемо допустимими перетвореннями для M :

1) довiльнi елементарнi перетворення рядкiв;

2) довiльнi елементарнi перетворення зi стовпцями кожної матрицi

M(a), a ∈ A;

3) додавання стовпцiв матрицi M(a) (помножених на елементи поля)

до стовпцiв матрицi M(b), якщо a < b.

Два матричнi зображення ч. в. множини A називаються еквiвалент-

ними, якщо одне з них може бути отриманим iз iншого за допомогою

допустимих перетворень.
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Прямою сумою зображень M i M ′ ч. в. множини A називається зобра-

ження

M ⊕M ′ =


 M(a1) 0 M(a2) 0 · · · M(an) 0

0 M ′(a1) 0 M ′(a2) · · · 0 M ′(an)


 .

Зображення M називається розкладним, якщо воно еквiвалентне прямiй

сумi двох ненульових зображень, i нерозкладним в iншому разi (нульове

зображення — це зображення розмiрностi 0). Для зображень ч. в. множи-

ни стандартним способом доводиться теорема Круля-Шмiдта про одно-

значнiсть розкладу довiльного зображення в пряму суму нерозкладних

зображень (див., напр., [71]).

Означення еквiвалентностi двох зображень ч. в. множини можна дати

на мовi матричних рiвностей. Два зображення M i M ′ ч. в. множини A

еквiвалентнi, якщо виконується матрична рiвнiсть M ′ = XMY , де X

— довiльна оборотна матриця, а Y — довiльна оборотна матриця, яка

задовольняє наступним умовам:

а) Y = (Yab), a, b ∈ A, — блокова матриця з квадратними дiагональними

блоками, горизонтальнi (вiдповiдно вертикальнi) смуги якої зануме-

рованi елементами ч. в. множини A; при цьому для будь-якого a ∈ A

кiлькiсть рядкiв у горизонтальнiй смузi матрицi Y з номером a до-

рiвнює кiлькостi стовпцiв матрицi M(a) (в блоковiй матрицi M);

б) якщо a � b, то блок Yab матрицi Y є нульовим.

Доведення цього факту випливає з того, що матрицi елементарних пе-

ретворень виду 2) i 3) задовольняють умовам a), б) i, навпаки, довiльна

оборотна матриця, що задовольняє умовам a), б), є добутком матриць

елементарних перетворень виду 2) i 3).

Кажуть, що ч. в. множина A має скiнченний (зображувальний) тип

над полем k, якщо вона має, з точнiстю до еквiвалентностi, скiнченне
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число нерозкладних зображень. Ч. в. множини скiнченного типу описує

наступна теорема, доведена М. М. Клейнером у роботi [32].

Теорема 1.3. Ч. в. множина A має скiнченний тип тодi i лише тодi,

коли вона не мiстить в собi пiдмножин такого вигляду:

K1 ◦ ◦ ◦ ◦

K2

◦ ◦ ◦

◦ ◦ ◦

K3
◦ ◦

◦ ◦

◦ ◦ ◦
K4

◦

◦

◦

◦ ◦

◦ ◦ ◦

K5
◦

◦

◦ ◦

⑦
⑦
⑦
⑦
⑦
⑦
⑦

◦

◦ ◦ ◦

Ч. в. множини Ki часто називають критичними множинами Клейне-
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ра.

Зупинимося бiльш детально на зображеннях ч.в. множини A ширини

w(A) ≤ 2 (ширина ч. в. множини A — це максимальне число її попар-

но непорiвняльних елементiв), яка згiдно теореми Клейнера завжди має

скiнченний тип.

Нехай спочатку A — будь-яка ч. в. множина. Елементарними зображе-

ннями ч. в. множини A називаються наступнi нерозкладнi зображення:

1) M0 — зображення ч. в. множини A розмiрностi 1, яке має один рядок

i нуль стовпцiв;

2) Ma0 (a ∈ A) — зображення ч. в. множини A розмiрностi 1, яке має

нуль рядкiв i один стовпець в матрицi Ma0(a);

3) Ma1 (a ∈ A) — зображення ч. в. множини A розмiрностi 2 з матрицею

Ma1(a) = (1);

4) Mab = Mba (a i b непорiвняльнi елементи) — зображення ч. в. мно-

жини A розмiрностi 3 з матрицями Mab(a) = (1), Mab(b) = (1).

У статтi [31] доведено наступне твердження.

Твердження 1.4. Нехай A — ч. в. множина ширини w ≤ 2. Тодi

елементарними зображеннями вичерпуються (з точнiстю до еквiва-

лентностi) всi нерозкладнi зображення ч. в. множини A.

Це твердження дозволяє виписати канонiчну форму для будь-якого

зображення ч. в. множини A ширини w ≤ 2. А саме, якщо позначити

через N(a), де a ∈ A, множину всiх елементiв x ∈ A, непорiвняльних з a,

а через A2
0 множину всiх пар (x, y) непорiвняльних елементiв (вважаючи

при цьому, що (y, x) = (x, y)), то з останнього твердження маємо, що

будь-яке зображення M ч. в. множини A ширини w ≤ 2 еквiвалентне

зображенню R0 наступного вигляду:

1) R0 — блокова матриця, яка має 1 + |A|+ |A2
0| горизонтальних смуг,

а матриця R0(a) для кожного a ∈ A має 2 + |N(a)| вертикальних смуг;
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2) горизонтальнi смуги матрицi R0 занумерованi (довiльним чином)

елементами множини 0 ∪ A ∪ A2
0, а вертикальнi смуги кожної iз матриць

R0(a) — елементами множини a0 ∪ a1 ∪N(a);

3) на перетинi горизонтальної смуги з номером p та вертикальної смуги

з номером q в матрицi R0 стоїть одинична клiтина в таких випадках: а)

p = a ∈ A, q = a1; б) p = (b, c) ∈ A2
0 i q = b в матрицi R0(c), або q = c в

матрицi R0(b). У рештi випадкiв вiдповiдна клiтина є нульовою.

Легко показати, що розмiри всiх одиничних клiтин матрицi R0 одно-

значно визначаються зображенням M .

1.4. Зображення в’язок ланцюгiв

Зображення в’язок напiвланцюгiв (введених в загальному випадку в [28])

виникають при вивченнi зображень рiзних класiв сагайдакiв зi спiввiдно-

шеннями, алгебр та частково впорядкованих множин, в тому числi з iнво-

люцiєю i вiдношенням еквiвалентностi. Основна класифiкацiйна теорема

роботи [28] використовується також при вивченнi рiзних задач сучасної

теорiї зображень, топологiї та алгебраїчної геометрiї.

У цьому пiдроздiлi викладено основнi результати про зображення в’я-

зок напiвланцюгiв у випадку, коли всi напiвланцюги є ланцюгами. Ми

притримуємося монографiї [70].

Дамо спочатку означення в’язки ланцюгiв та її зображень.

Ланцюгом довжини m називається довiльна лiнiйно впорядкована ч. в.

множина, тобто ч. в. множина

X = x1 ∪ x2 ∪ . . . ∪ xm,

де

x1 < x2 < . . . < xm.

Елементи xi називаються компонентами ланцюга X.
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Нехай

S = {A1, . . . , An, B1, . . . , Bn}, n ≥ 1,

— деяка сiм’я попарно неперетинних ланцюгiв; не обмежуючи загальностi,

можна вважати, що множина Ai∪Bi непорожня для будь-якого 1 ≤ i ≤ n.

Покладемо

A = A1 ∪ . . . ∪ An,

B = B1 ∪ . . . ∪Bn

i S0 = A ∪ B. Множину S0 можна вважати частково впорядкованою (по-

рядок на нiй iндукується порядками, заданими на A1, . . . , An, B1, . . . , Bn).

В’язкою ланцюгiв A1, . . . , An, B1, . . . , Bn називається пара

S = (S, σ),

де σ — деяка iнволюцiя на S0.

Матричним зображенням в’язки S = (S, σ) над полем k називається

набiр блокових матриць

U = {U1, . . . , Un}

з коефiцiєнтами з k такий, що виконуються наступнi умови:

1) горизонтальнi та вертикальнi смуги матрицi Ui (1 ≤ i ≤ n) прону-

мерованi вiдповiдно елементами ланцюгiв Ai i Bi; смугу з номером

x ∈ S0 (яка належить Ui, якщо x ∈ Ai ∪ Bi) позначимо P (x) i у

випадку, коли x ∈ A (вiдповiдно x ∈ B), число її рядкiв (вiдповiдно

стовпцiв) позначимо dimP (x);

2) якщо xσ = y, де x, y ∈ S0, то dimP (x) = dimP (y).

Зауважимо, що смуга P (x) може бути порожньою. Якщо порожнiх

смуг немає, зображення U називається точним; в супротивному випадку

U називається неточним.
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Розмiрнiстю матричного зображення U називається сума числа рядкiв

i стовпцiв усiх матриць Ui, а вектор-розмiрнiстю називається вектор

(dx), x ∈ S0,

де dx = dimP (x).

Зображення J0 розмiрностi 0 назвемо нульовим.

Перед тим, як перейти до означення еквiвалентностi матричних зобра-

жень, введемо деякi означення i позначення.

Якщо горизонтальнi i вертикальнi смуги блокової матрицi M прону-

мерованi вiдповiдно елементами (не обов’язково лiнiйно впорядкованих)

множин X i Y , то матрицю, яка стоїть на перетинi горизонтальної смуги

з номером x i вертикальної смуги з номером y, будемо позначати через

Mxy. Якщо N — iнша матриця, горизонтальнi i вертикальнi смуги якої

пронумерованi вiдповiдно елементами множин Y i Z, то будемо говорити,

що вертикальний подiл матрицi M узгоджений з горизонтальним подi-

лом матрицi N (i, навпаки, горизонтальний подiл матрицi N узгоджений

з вертикальним подiлом матрицi M), якщо для будь-якого y ∈ Y число

стовпцiв матрицi M , що належать вертикальнiй смузi з номером y, до-

рiвнює чиcлу рядкiв матрицi N , що належать горизонтальнiй смузi з тим

же самим номером y. Очевидно, що в цьому випадку добуток MN можна

вважати (причому природним чином) блоковою матрицею; до того ж її

можна обчислювати поблоково:

(MN)xz =
∑

y∈Y

MxyNyz

для довiльних x ∈ X i z ∈ Z. Аналогiчно можна означити узгодженiсть

двох горизонтальних подiлiв чи двох вертикальних подiлiв.

Для довiльної скiнченної ч. в. множини X позначимо через M(X) (вiд-

повiдно M′(X)) множину всiх блокових матриць M над полем k, гори-

зонтальнi i вертикальнi смуги яких пронумерованi елементами множини
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X, i таких, що Mxy = 0, якщо x � y (вiдповiдно x � y). Множину квадра-

тних матриць M ∈ M(X) (вiдповiдно M ∈ M′(X)) з квадратними дiа-

гональними блоками Mxx позначимо через M0(X) (вiдповiдно M′
0(X)).

Зауважимо, що якщо M ∈ M(X) — оборотна матриця, то M−1 ∈ M(X).

Нехай S = (S, σ) — в’язка ланцюгiв A1, . . . , An, B1, . . . , Bn. Позначимо

через M0(S) сукупнiсть усiх наборiв (M1, . . . ,Mn, N1, . . . , Nn) матриць

M1 ∈ M′
0(A1), M2 ∈ M′

0(A2), . . . , Mn ∈ M′
0(An),

N1 ∈ M0(B1), N2 ∈ M0(B2), . . . , Nn ∈ M0(Bn)

таких, що для довiльних зв’язаних мiж собою iнволюцiєю σ елементiв

x ∈ Ai ∪Bi i y ∈ Aj ∪Bj (1 ≤ i, j ≤ n) виконанi такi умови:

1) (Mi)xx = (Mj)yy, якщо x ∈ Ai i y ∈ Aj;

2) (Ni)xx = (Nj)yy, якщо x ∈ Bi i y ∈ Bj;

3) (Mi)xx = (Nj)yy, якщо x ∈ Ai i y ∈ Bj.

Два зображення U = {U1, . . . , Un} i V = {V1, . . . , Vn} в’язки ланцю-

гiв S = (S, σ) називаються еквiвалентними, якщо вони мають однакову

вектор-розмiрнiсть i

U1N1 = M1 V1,

U2N2 = M2 V2,

. . . . . . . . . . . . . . .

UnNn = Mn Vn,

де (M1, . . . ,Mn, N1, . . . , Nn) ∈ M0(S) i до того ж усi матрицi Mi, Ni є

оборотними, а їх подiл на смуги узгоджений з подiлом на смуги матриць

зображень.

Дамо тепер означення еквiвалентностi матричних зображень в’язки

ланцюгiв на мовi елементарних перетворень матриць.

Укажемо спочатку деяку множину перетворень матриць зображення

U , якi будемо називати елементарними допустимими перетвореннями:
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1) якщо x ∈ A i до того ж xσ ∈ A, то з рядками горизонтальних смуг

P (x) i P (xσ) можна одночасно робити довiльне елементарне перетво-

рення;

2) якщо x ∈ B i до того ж xσ ∈ B, то зi стовпцями вертикальних

смуг P (x) i P (xσ) можна одночасно робити довiльне елементарне

перетворення;

3) якщо x ∈ A i xσ ∈ B, то з рядками горизонтальної смуги P (x)

можна робити довiльне елементарне перетворення, але при цьому зi

стовпцями вертикальної смуги P (xσ) треба зробити обернене елемен-

тарне перетворення;

4) якщо x, y ∈ Ai i до того ж x < y, то в матрицi Ui рядки, помноже-

нi на довiльний елемент поля k, горизонтальної смуги P (x) можна

додавати до рядкiв горизонтальної смуги P (y);

4′) якщо x, y ∈ Bi i до того ж x < y, то в матрицi Ui стовпцi, помно-

женi на довiльний елемент поля k, вертикальної смуги P (x) можна

додавати до стовпцiв вертикальної смуги P (y).

Допустимим перетворенням назвемо будь-яку композицiю елемен-

тарних допустимих пертворень.

Еквiвалентнiсть зображень U i V в’язки S мовою елементарних пере-

творень означає, що одне з цих зображень можна отримати з iншого за

допомогою допустимих елементарних перетворень (або, що те саме, допу-

стимого перетворення).

Пряма сума зображень U i V — це зображення

U ⊕ V = {U1 ⊕ V1, . . . , Un ⊕ Vn},

де Ui ⊕ Vi позначає пряму суму блокових матриць Ui i Vi (i = 1, . . . , n),

тобто

(Ui ⊕ Vi)xy = (Ui)xy ⊕ (Vi)xy
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для довiльних x ∈ Ai i y ∈ Bi.

Зображення U називається розкладним, якщо воно еквiвалентне пря-

мiй сумi двох ненульових зображень; в iншому разi зображення U нази-

вається нерозкладним.

Для зображень в’язки ланцюгiв справедлива теорема Крулля-Шмiдта,

тобто кожне зображення розкладається в пряму суму нерозкладних зо-

бражень однозначно з точнiстю до еквiвалентностi та перестановки пря-

мих доданкiв.

Переходимо до опису нерозкладних зображень довiльної в’язки ланцю-

гiв над довiльним полем k. Кожне з таких зображень задається деякими

iнварiантами. Ми спочатку вкажемо формально цi iнварiанти, а потiм уже

покажемо, як по них будуються нерозкладнi зображення.

Нехай S = (S, σ) — в’язка ланцюгiв A1, . . . , An, B1, . . . , Bn. Покладемо

A = A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An,

B = B1 ∪ B2 ∪ . . . ∪Bn.

Позначимо через L об’єднання множин A i B. Задамо на множинi L бi-

нарне симетричне вiдношення α, вважаючи, що xαy тодi i лише тодi, коли

x 6= y i xσ = y.

Задамо ще на множинi L бiнарне симетричне вiдношення β, вважаючи,

що xβy тодi i лише тодi, коли

x ∈ Ai i y ∈ Bi,

або

x ∈ Bi i y ∈ Ai

для деякого i ∈ {1, . . . , n}.

Переходимо тепер до означення iнварiантiв, про якi говорилося вище.

Ними будуть так званi L-ланцюги та L-цикли.
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Нехай Γ1 — множина неорiєнтованих графiв, що складається з лан-

цюгiв

❞ ❞ ❞ ❞ ,q q q

c1 c2 cm−1 cm

де 1 ≤ m < ∞, а Γ2 — множина неорiєнтованих графiв, що складається

з циклiв

❞ ❞ ❞ ❞ ,q q q

c1 c2 cm−1 cm

де 2 ≤ m < ∞.

L-ланцюгом (вiдповiдно L-циклом) називається функцiя g, означена на

деякому графi C iз Γ1 (вiдповiдно Γ2), яка кожнiй вершинi ci ∈ C ставить

у вiдповiднiсть елемент g(ci) ∈ L i кожному ребру ρ ∈ C — вiдношення

g(ρ) ∈ {α, β} i до того ж виконанi такi умови:

а) якщо ρ зв’язує вершини ci i ci+1, то g(ci) i g(ci+1) перебувають у

вiдношеннi g(ρ);

б) якщо ρ i δ — сусiднi ребра, то g(ρ) 6= g(δ).

Зауважимо, що для циклiв iндекси j > m i j < 1 природно розглядати

по модулю m.

Довжиною L-ланцюга (вiдповiдно L-циклу) g називається число m−1

(вiдповiдно m); вона буде позначатися через |g|. Очевидно, що довжина

L-циклу є завжди парним числом.

L-графом, означеним на графi C ∈ Γ = Γ1 ∪ Γ2, назвемо довiльний

L-ланцюг, якщо C ∈ Γ1, i довiльний L-цикл, якщо C ∈ Γ2. Зауважимо

в зв’язку з цим означенням, що для графа, який не є нi ланцюгом, нi

циклом, не iснує функцiй, якi задовольняють умови а) i б).

L-граф g назвемо повним, якщо з xαy для x 6= y i g(ci) = x випливає

iснування ребра ρ, одним iз кiнцiв якого є точка ci i такого, що g(ρ) = α

(тодi таке ребро єдине). Очевидно, що L-цикл є завжди повним. Множину
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всiх повних L-ланцюгiв позначатимемо C1(L), а множину всiх L-циклiв

— C2(L). Покладемо C(L) = C1(L) ∪ C2(L).

Природним чином означимо L-пiдланцюги L-графа g (якi будемо на-

зивати просто пiдланцюгами L-графа) — це обмеження функцiї g на пiд-

ланцюги

❞ ❞ ❞ ❞q q q

ci ci+1 ci+s−1 ci+s

графа C (у випадку L-циклу 1 ≤ i ≤ m, 0 ≤ s < m).

L-ланцюг (вiдповiдно L-цикл) однозначно визнача ється послiдовнiстю

g0 = (x1, x2, . . . , xm)

елементiв з L i послiдовнiстю вiдношень

g1 = (λ12, λ23, . . . , λm−1,m)

(вiдповiдно

g1 = (λ12, λ23, . . . , λm−1,m, λm1)),

де λi,i+1 ∈ {α, β}, λi−1,i 6= λi,i+1 i xiλi,i+1xi+1.

Дуальним до L-ланцюга g називається L-ланцюг g∗ (тiєї ж самої

довжини), для якого послiдовностi (g∗)0 = (x∗
1, x

∗
2, . . . , x

∗
m) i (g∗)1 =

(λ∗
12, λ

∗
23, . . . , λ

∗
m−1,m) означенi таким чином:

(g∗)0 = (xm, xm−1, . . . , x1),

(g∗)1 = (λm−1,m, . . . , λ23, λ12);

нижче замiсть (g∗)0 i (g∗)1 будемо писати g∗0 i g∗1. Аналогiчно можна озна-

чити дуальний L-цикл g∗.

Iзоморфiзмом L-графiв g i g′, визначених вiдповiдно на графах C i C ′,

називається такий iзоморфiзм графiв τ : C → C ′, що

g = τg′.
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Групу автоморфiзмiв L-графа g позначаємо Aut g. Автоморфiзм τ

L-циклу g називається обертанням, якщо iснує цiле s таке, що τ(ci) = ci+s

для довiльного i. Очевидно, що всi автоморфiзми L-цикла є обертаннями.

Повний L-граф називається простим, якщо його група автоморфiзмiв є

одиничною. Очевидно, що L-ланцюг g завжди є простим.

Вiдношення α (вiдповiдно β) будемо позначати також як ∼ (вiдповiдно

⊥). Тодi L-ланцюг довжини m−1 геометрично можна записати у виглядi

x1 ∼ x2 ⊥ · · · ⊥ xm−2 ∼ xm−1 ⊥ xm

або

x1 ⊥ x2 ∼ x3 ⊥ · · · ⊥ xm−1 ∼ xm

для непарного m i у виглядi

x1 ∼ x2 ⊥ · · · ⊥ xm−1 ∼ xm

або

x1 ⊥ x2 ∼ x3 ⊥ · · · ⊥ xm

для парного m. L-цикл геометрично мoжна записати у виглядi

x1 ∼ x2 ⊥ · · · ⊥ xm−1 ∼ xm ⊥

або

x1 ⊥ x2 ∼ x3 ⊥ · · · ⊥ xm ∼,

де останнє вiдношення зв’язує елементи xm i x1.

Елементарним пiдланцюгом L-графа g називається довiльний пiдлан-

цюг вигляду xi−1 ⊥ xi.

Переходимо тепер до побудови зображень, що вiдповiдають L-

ланцюгам i L-циклам (якi додатково задовольняють деякi природнi умо-

ви, про якi говорилося вище). При побудовi цих зображень будемо вва-

жати, для визначеностi, що в матрицi Ui, i ∈ {1, . . . , n}, горизонталь-

на (вiдповiдно вертикальна) смуга P (y) стоїть вище (вiдповiдно лiвiше)
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горизонтальної (вiдповiдно вертикальної) смуги P (z), якщо y < z в Ai

(вiдповiдно y < z в Bi).

Розглянемо спочатку випадок L-ланцюгiв.

Нехай g ∈ C1(L) — простий L-ланцюг довжини m−1 i g0 = (x1, . . . , xm).

Побудуємо для L-ланцюга g зображення U(g), яке будемо називати кано-

нiчним зображенням першого типу.

Покладемо для кожного x ∈ A ∪B

g0(x) = {xi ∈ g0 |xi = x}.

Установимо спочатку взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж рядками i

стовпцями “майбутнiх” матриць U1, . . . , Un зображення U(g) та елемента-

ми з g0, вважаючи, що для довiльного x ∈ Ai (вiдповiдно x ∈ Bi) рядки

(вiдповiдно стовпцi) смуги P (x) матрицi Ui пронумерованi елементами

множини g0(x). Тут 1 ≤ i ≤ n.

До того ж вважаємо, що в кожнiй горизонтальнiй (вiдповiдно верти-

кальнiй) смузi рядок (вiдповiдно стовпець) iз номером xj стоїть вище ряд-

ка (вiдповiдно лiвiше стовпця) з номером xr, якщо j < r.

Переходимо безпосередньо до побудови матриць Ui, 1 ≤ i ≤ n, зобра-

ження U(g).

У матрицi Ui на перетинi рядка з номером xj i стовпця з номером

xr стоїть одиничний елемент, якщо в g iснує елементарний пiдланцюг iз

кiнцями xj i xr, i нульовий елемент — у супротивному випадку. Отже, iснує

взаємно однозначна вiдповiднiсть мiж одиничними елементами матриць

зображення U(g) та елементарними пiдланцюгами в g (i всi неодиничнi

елементи є нульовими).

Побудованi для кожного (повного) L-ланцюга g зображення U(g) на-

зиваються канонiчними зображеннями першого типу.

Розглянемо тепер випадок L-циклiв.

Зiставимо кожному простому L-циклу g разом iз полiномом ϕ = ϕ(t)
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(що задовольняє деякi умови) зображення спецiального вигляду, якi бу-

демо позначати через U(g, ϕ) i називати канонiчними зображеннями дру-

гого типу.

Нехай g ∈ C2(L) — простий L-цикл, g0 = (x1, . . . , xm).

Як у випадку, коли g — L-ланцюг, покладемо для кожного x ∈ A ∪B

g0(x) = {xi ∈ g0 |xi = x},

Серед елементарних пiдланцюгiв xi ⊥ xi+1 вiзьмемо елементарний пiд-

ланцюг iз найменшим i ∈ {1, . . . , m}; позначимо його через e1(g).

Зафiксуємо полiном ϕ = ϕ(t) над k, який є степенем незвiдного полi-

ному ϕ0 6= t (зi старшим коефiцiєнтом 1).

Зображення U(g, ϕ) = {U1, . . . , Un} будуємо аналогiчно зображенню

U(g) для L-ланцюга. Вiдмiнним є лише те, що

а) в матрицях Ui, 1 ≤ i ≤ n, горизонтальнi (вiдповiдно вертикальнi)

смуги додатково розбитi на пiдсмуги, що складаються iз j = degϕ

рядкiв (вiдповiдно стовпцiв);

б) елементами iз g0(x) пронумерованi вже не рядки i стовпцi, а вка-

занi горизонтальнi i вертикальнi пiдсмуги; до того ж елементарним

пiдланцюгам вiдповiдають уже не елементи матриць, а новi клiтини

(утворенi додатковим подiлом матриць);

в) кожному елементарному пiдланцюгу, окрiм e1(g), вiдповiдає одинич-

на матриця E розмiру j×j, а пiдланцюгу e1(g) — клiтина Фробенiуса

Φ з характеристичним полiномом ϕ.

Побудованi для кожного простого L-циклу g зображення U(g, ϕ), де

ϕ = ϕ(t) — полiном, який є степенем незвiдного полiному ϕ0 6= t (зi стар-

шим коефiцiєнтом 1) називаються канонiчними зображеннями другого

типу.
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Зауважимо, що для зображення U(g, ϕ) матрицю Φ можна замiнити

на довiльну подiбну їй матрицю. Це, наприклад, має сенс, коли полiном

ϕ(t) є степенем лiнiйного полiному — тодi замiсть Φ природно взяти її

нормальну форму Жордана. Якщо ж поле k є алгебраїчно замкненим, то

це природно зробити для всiх канонiчних зображень другого типу.

Сформулюємо основну ковсифiкацiйну теорему.

Позначимо через G1(L) множину простих (повних) L-ланцюгiв i че-

рез G2(L) множину простих L-циклiв; покладемо G(L) = G1(L) ∪G2(L).

Для кожного L-графа g ∈ G(L) ми побудували зображення (над полем

k) спецiального вигляду, якi назвали канонiчними. А саме, побудовано

зображення U(g), якщо g ∈ G1(L), i U(g, ϕ), якщо g ∈ G2(L), де ϕ = ϕ(t)

— полiном, який є степенем незвiдного полiному ϕ0 6= t (зi старшим кое-

фiцiєнтом 1).

Клас усiх канонiчних зображень, побудованих для L-графа g ∈ G(L),

позначимо через K(g). Очевидно, |K(g)| = 1, коли g ∈ G1(L) i |K(g)| = ∞,

коли g ∈ G2(L). Два класи канонiчних зображень K(g) i K(h) назвемо

еквiвалентними, якщо для кожного зображення U ∈ K(g) iснує еквiва-

лентне йому зображення V ∈ K(h), i навпаки.

З основного результату роботи [28] випливає (як частинний випадок)

наступна теорема.

Теорема 1.5.

1) Довiльне нерозкладне зображення в’язки ланцюгiв S = (S, σ) еквi-

валентне деякому канонiчному зображенню.

2) Усi канонiчнi зображення є нерозкладними.

3) Канонiчнi зображення з одного класу попарно нееквiвалентнi.

4) Якщо L-графи g i h iзоморфнi, то класи K(g) i K(h) еквiвалентнi;

в iншому разi K(g) i K(h) не мiстять в собi еквiвалентних зображень.

Ця теорема дає повну класифiкацiю нерозкладних зображень в’язки
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S = (S, σ). Щоб отримати повний список нерозкладних попарно не-

еквiвалентних зображень в’язки S, треба в кожному класi iзоморфних

L-графiв зафiксувати по одному представнику i взяти всi вказанi для

нього канонiчнi зображення.

1.5. Висновки до роздiлу

У цьому роздiлi виписано таблицi Келi всiх (з точнiстю до iзоморфiзму

та дуальностi) напiвгруп порядку, меншого чотирьох, викладено основнi

початковi вiдомостi з теорiї зображень напiвгруп i частково впорядкова-

них множин, та сформульована основна класифiкацiйна задача для в’язки

ланцюгiв.



Роздiл 2

Комбiнаторнi властивостi напiвгруп третього порядку

2.1. Твiрнi та визначальнi спiввiдношення

Напiвгрупи порядку 3 описав Т. Тамура, у виглядi таблиць Келi, ще в

1953 р. (див. роботу [1]). Iз застосуванням комп’ютерних програм такий

же опис отримав у 1955 роцi Г. Е. Форсайт. [3]. Ми будемо притримуватися

другої роботи (як бiльш доступної).

Отже, згiдно вказаних робiт iснує 18 рiзних напiвгруп третього поряд-

ку, таблицi Келi яких виписанi в пiдроздiлi 1.1.

Зауважимо, що таблицi виписанi в компактному виглядi, коли вказу-

ється основна частина таблицi Келi. Мається на увазi, що елементами

напiвгрупи є числа 0, 1, 2, а рядки i стовпцi таблицi занумерованi (в зро-

стаючому порядку) цими ж числами. Множення задається наступним чи-

ном: на перетинi i-го рядка i j-го стовпця стоїть елемент напiвгрупи, що

є добутком i та j як елементiв напiвгрупи.

Повний запис пояснимо для напiвгрупи 1). У розгорнутому виглядi

таблиця Келi має такий вигляд:

0 1 2

0 0 0 0

1 0 0 0

2 0 0 0

Надалi з формальних мiркувань зробимо в таблицях Келi замiни 0 =

〈0〉, 1 = 〈1〉, 2 = 〈2〉.
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У цьому пiдроздiлi для кожної напiвгрупи третього порядку, якi роз-

глядаються з точнiстю iзоморфiзму i дуальностi, вказана деяка мiнiмаль-

на система твiрних та система визначальних спiввiдношень для цих твiр-

них (дуальною до напiвгрупи S називається напiвгрупа Sop така, що Sop

як множини i ab = c в Sop тодi i лише тодi, коли ba = c в S).

Переходимо до алгоритму, яким ми будемо користуватися.

Нехай S = {〈1〉, 〈2〉, . . . , 〈n〉} — скiнченна напiвгрупа, яка задана та-

блицею Келi T . Ми хочемо знайти її мiнiмальну систему твiрних та пов-

ну систему вiдповiдних визначальних спiввiдношень. На першому кроцi

вибираємо деякий елемент 〈s〉 такий, що є (згiдно таблицi) добутком де-

яких вiдмiнних вiд нього елементiв 〈i〉 та 〈j〉 (тобто 〈s〉 6= 〈i〉, 〈j〉, причому

〈i〉 та 〈j〉 можуть бути рiвними); пiсля цього в усiй таблицi Келi (в тому

числi в заголовному рядку i заголовному стовпцю) замiсть 〈s〉 пiдставля-

ємо 〈i〉〈j〉. Тодi заголовний рядок та заголовний стовпець нової таблицi

T1 буде складатися iз елементiв множини S1 = S \ {〈s〉} ∪ {〈i〉〈j〉}; еле-

менти основної частини таблицi T1 також належать цiй множинi (але, як

i для таблицi Келi, не обов’язково кожний елемент iз S1 зустрiчається в

основнiй частинi таблицi).

На другому кроцi серед елементiв множини S(1) = S \ {〈s〉} вибираємо

деякий елемент 〈s(1)〉 такий, що є добутком деяких елементiв i(1) та j(1),

де i(1) = 〈i1〉, j(1) = 〈j1〉, або i(1) = 〈i1〉〈i2〉, j(1) = 〈j1〉, або i(1) = 〈i1〉, j(1) =

〈j1〉〈j2〉, або i(1) = 〈i1〉〈i2〉, j(1) = 〈j1〉〈j2〉, де 〈s1〉 6= 〈i1〉, 〈i2〉, 〈j1〉〈j2〉; пiсля

цього в усiй таблицi T1 (в тому числi в заголовному рядку i заголовному

стовпецi) замiсть 〈s1〉 пiдставляємо i(1)j(1) (отримуючи таблицю T2).

На наступному кроцi вибираємо уже елемент s(2) множини S(2) = S \

{〈s〉, 〈s(1)〉} i т. д. По завершеннi цього процесу, скажiмо пiсля t крокiв

(t ≥ 0), ми маємо систему твiрних S(t) напiвгрупи S (при цьому S(0) = S)

та систему вiдповiдних визначальних спiввiдношень у виглядi таблицi T (t)

(яку треба брати повнiстю). Ця система твiрних буде мiнiмальною (це
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вимагає деяких пояснень).

Зауважимо, що вказаний процес неоднозначний i тому таким чином

можна отримувати рiзнi заключнi системи твiрних. Якщо розглядається

досить широкий клас напiвгруп, то можна формалiзувати процес вибо-

ру елементiв на кожному кроцi (вказавши деяке правило), але це має

сенс лише тодi, коли порядок елементiв в заголовних рядках (а значить

i стовпцях) всiх напiвгруп також визначається по деякому правилу (таке

правило, зокрема, iснує, якщо список напiвгруп у виглядi таблиць Келi

визнається за допомогою комп’ютерних програм).

Ми не будемо бiльш детально говорити про загальний випадок, а роз-

глянемо вказаний процес знаходження мiнiмальної системи твiрних та

вiдповiдної системи визначальних спiввiдношень для напiвгруп третього

порядку. Зауважимо, що при виборi s, i, j (маючи на увазi вказану ви-

ще неоднозначнiсть) ми користуємося “принципом максимуму”, а саме на

першому кроцi: спочатку для s, при рiвних s — для i+ j, при рiвних i+ j

— для max(i, j), а при рiвних max(i, j) — для j; аналогiчно на другому

кроцi, але замiсть “бiльший” по вiдношенню до i (вiдповiдно j) треба взя-

ти “той, що стоїть нижче” (вiдповiдно “той, що стоїть правiше” ), маючи

на увазi заголовний стовпець (вiдповiдно заголовний рядок).

Отже, переходимо до 18-и попарно рiзних напiвгруп третього порядку

(див. пiдроздiл 2.1) Застосуємо вказаний вище алгоритм. В кожному iз

випадкiв (як ми побачимо) кiлькiсть крокiв дорiвнює t ∈ {0, 1, 2}. Рiвнiсть

мiж стрiлками (при переходi вiд однiєї таблицi до iншої) вказує на замiну

в таблицi.
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1) Напiвгрупа вигляду 1) задається таблицею Келi

〈0〉 〈1〉 〈2〉

〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉

〈1〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉

〈2〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉

Зробивши замiну

〈0〉 = 〈2〉2,

отримаємо таблицю

〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈1〉 〈2〉

〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉2〈2〉2〈2〉2

〈1〉 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉2〈2〉2〈2〉2

〈2〉 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉2〈2〉2〈2〉2

Бiльше замiн зробити не можна.

2) Напiвгрупа вигляду 2) задається таблицею Келi

〈0〉 〈1〉 〈2〉

〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉

〈1〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉

〈2〉 〈0〉 〈0〉 〈1〉

Зробивши замiну

〈1〉 = 〈2〉2,

отримаємо таблицю

〈0〉 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉

〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉

〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈0〉 〈0〉 〈0〉

〈2〉 〈0〉 〈0〉 〈2〉2〈2〉2〈2〉2

Зробимо тепер замiну

〈0〉 = 〈2〉2 · 〈2〉 = 〈2〉3.
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Маємо таблицю

〈2〉3〈2〉3〈2〉3 〈2〉2 〈2〉

〈2〉3〈2〉3〈2〉3 〈2〉3〈2〉3〈2〉3 〈2〉3〈2〉3〈2〉3 〈2〉3〈2〉3〈2〉3

〈2〉2 〈2〉3〈2〉3〈2〉3 〈2〉3〈2〉3〈2〉3 〈2〉3〈2〉3〈2〉3

〈2〉 〈2〉3〈2〉3〈2〉3 〈2〉3〈2〉3〈2〉3 〈2〉2

Бiльше замiн зробити не можна.

3) Напiвгрупа вигляду 3) задається таблицею Келi

〈0〉 〈1〉 〈2〉

〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉

〈1〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉

〈2〉 〈0〉 〈0〉 〈2〉

Зробивши замiну

〈0〉 = 〈1〉 · 〈2〉,

отримаємо таблицю

〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 〈2〉

〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉

〈1〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉

〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈2〉

Бiльше замiн зробити не можна.

4) Напiвгрупа вигляду 4) задається таблицею Келi

〈0〉 〈1〉 〈2〉

〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉

〈1〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉

〈2〉 〈0〉 〈1〉 〈2〉

Зробивши замiну

〈0〉 = 〈1〉 · 〈2〉,
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отримаємо таблицю

〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 〈2〉

〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉

〈1〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉

〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 〈2〉

Бiльше замiн зробити не можна.

5) Напiвгрупа вигляду 5) задається таблицею Келi

〈0〉 〈1〉 〈2〉

〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉

〈1〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉

〈2〉 〈2〉 〈2〉 〈2〉

Зробивши замiну

〈0〉 = 〈1〉 · 〈2〉),

отримаємо таблицю

〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 〈2〉

〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉

〈1〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉

〈2〉 〈2〉 〈2〉 〈2〉

Бiльше замiн зробити не можна.

6) Напiвгрупа вигляду 6) задається таблицею Келi

〈0〉 〈1〉 〈2〉

〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉

〈1〉 〈0〉 〈0〉 〈1〉

〈2〉 〈0〉 〈1〉 〈2〉

Зробивши замiну

〈0〉 = 〈1〉2,
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отримаємо таблицю

〈1〉2〈1〉2〈1〉2 〈1〉 〈2〉

〈1〉2〈1〉2〈1〉2 〈1〉2〈1〉2〈1〉2 〈1〉2〈1〉2〈1〉2 〈1〉2〈1〉2〈1〉2

〈1〉 〈1〉2〈1〉2〈1〉2 〈1〉2〈1〉2〈1〉2 〈1〉

〈2〉 〈1〉2〈1〉2〈1〉2 〈1〉 〈2〉

Бiльше замiн зробити не можна.

7) Напiвгрупа вигляду 7) задається таблицею Келi

〈0〉 〈1〉 〈2〉

〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉

〈1〉 〈0〉 〈1〉 〈0〉

〈2〉 〈0〉 〈0〉 〈2〉

Зробивши замiну

〈0〉 = 〈1〉 · 〈2〉),

отримаємо таблицю

〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 〈2〉

〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉

〈1〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉

〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈2〉

Бiльше замiн зробити не можна.

8) Напiвгрупа вигляду 8) задається таблицею Келi

〈0〉 〈1〉 〈2〉

〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉

〈1〉 〈0〉 〈1〉 〈0〉

〈2〉 〈2〉 〈2〉 〈2〉

Зробивши замiну

〈0〉 = 〈1〉 · 〈2〉),
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отримаємо таблицю

〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 〈2〉

〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉

〈1〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉

〈2〉 〈2〉 〈2〉 〈2〉

Бiльше замiн зробити не можна.

9) Напiвгрупа вигляду 9) задається таблицею Келi

〈0〉 〈1〉 〈2〉

〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉

〈1〉 〈0〉 〈1〉 〈1〉

〈2〉 〈0〉 〈1〉 〈1〉

Зробивши замiну

〈1〉 = 〈2〉2),

отримаємо таблицю

〈0〉 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉

〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉

〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈0〉 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉2〈2〉2〈2〉2

〈2〉 〈0〉 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉2〈2〉2〈2〉2

Бiльше замiн зробити не можна.

10) Напiвгрупа вигляду 10) задається таблицею Келi

〈0〉 〈1〉 〈2〉

〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉

〈1〉 〈0〉 〈1〉 〈1〉

〈2〉 〈0〉 〈1〉 〈2〉

Замiн зробити не можна.
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11) Напiвгрупа вигляду 11) задається таблицею Келi

〈0〉 〈1〉 〈2〉

〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉

〈1〉 〈0〉 〈1〉 〈1〉

〈2〉 〈0〉 〈2〉 〈2〉

Замiн зробити не можна.

12) Напiвгрупа вигляду 12) задається таблицею Келi

〈0〉 〈1〉 〈2〉

〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉

〈1〉 〈0〉 〈1〉 〈2〉

〈2〉 〈0〉 〈2〉 〈1〉

Зробивши замiну

〈1〉 = 〈2〉2),

отримаємо таблицю

〈0〉 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉

〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉

〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈0〉 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉

〈2〉 〈0〉 〈2〉 〈2〉2〈2〉2〈2〉2

Бiльше замiн зробити не можна.

13) Напiвгрупа вигляду 13) задається таблицею Келi

〈0〉 〈1〉 〈2〉

〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉

〈1〉 〈0〉 〈1〉 〈2〉

〈2〉 〈2〉 〈2〉 〈2〉

Замiн зробити не можна.
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14) Напiвгрупа вигляду 14) задається таблицею Келi

〈0〉 〈1〉 〈2〉

〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉

〈1〉 〈1〉 〈1〉 〈1〉

〈2〉 〈2〉 〈2〉 〈2〉

Замiн зробити не можна.

15) Напiвгрупа вигляду 15) задається таблицею Келi

〈0〉 〈1〉 〈2〉

〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈2〉

〈1〉 〈0〉 〈0〉 〈2〉

〈2〉 〈2〉 〈2〉 〈0〉

Зробивши замiну

〈0〉 = 〈2〉2),

отримаємо таблицю

〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈1〉 〈2〉

〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉

〈1〉 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉

〈2〉 〈2〉 〈2〉 〈2〉2〈2〉2〈2〉2

Бiльше замiн зробити не можна.

16) Напiвгрупа вигляду 16) задається таблицею Келi

〈0〉 〈1〉 〈2〉

〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈2〉

〈1〉 〈0〉 〈1〉 〈2〉

〈2〉 〈2〉 〈2〉 〈0〉

Зробивши замiну

〈0〉 = 〈2〉2),
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отримаємо таблицю

〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈1〉 〈2〉

〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉

〈1〉 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈1〉 〈2〉

〈2〉 〈2〉 〈2〉 〈2〉2〈2〉2〈2〉2

Бiльше замiн зробити не можна.

17) Напiвгрупа вигляду 17) задається таблицею Келi

〈0〉 〈1〉 〈2〉

〈0〉 〈0〉 〈1〉 〈1〉

〈1〉 〈1〉 〈0〉 〈0〉

〈2〉 〈1〉 〈0〉 〈0〉

Зробивши замiну

〈1〉 = 〈0〉 · 〈2〉),

отримаємо таблицю

〈0〉 〈0〉 · 〈2〉〈0〉 · 〈2〉〈0〉 · 〈2〉 〈2〉

〈0〉 〈0〉 〈0〉 · 〈2〉〈0〉 · 〈2〉〈0〉 · 〈2〉 〈0〉 · 〈2〉〈0〉 · 〈2〉〈0〉 · 〈2〉

〈0〉 · 〈2〉〈0〉 · 〈2〉〈0〉 · 〈2〉 〈0〉 · 〈2〉〈0〉 · 〈2〉〈0〉 · 〈2〉 〈0〉 〈0〉

〈2〉 〈0〉 · 〈2〉〈0〉 · 〈2〉〈0〉 · 〈2〉 〈0〉 〈0〉

Зробимо тепер замiну

〈0〉 = 〈2〉2.

Маємо таблицю

〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉3 〈2〉

〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉3 〈2〉3

〈2〉3 〈2〉3 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉2〈2〉2〈2〉2

〈2〉 〈2〉3 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉2〈2〉2〈2〉2

Бiльше замiн зробити не можна.
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18) Напiвгрупа вигляду 18) задається таблицею Келi

〈0〉 〈1〉 〈2〉

〈0〉 〈0〉 〈1〉 〈2〉

〈1〉 〈1〉 〈2〉 〈0〉

〈2〉 〈2〉 〈0〉 〈1〉

Зробивши замiну

〈2〉 = 〈1〉2),

отримаємо таблицю

〈0〉 〈1〉 〈1〉2〈1〉2〈1〉2

〈0〉 〈0〉 〈1〉 〈1〉2〈1〉2〈1〉2

〈1〉 〈1〉 〈1〉2〈1〉2〈1〉2 〈0〉

〈1〉2〈1〉2〈1〉2 〈1〉2〈1〉2〈1〉2 〈0〉 〈1〉

Зробимо тепер замiну

〈0〉 = 〈1〉 · 〈1〉2 = 〈1〉3.

Маємо таблицю

〈1〉3〈1〉3〈1〉3 〈1〉 〈1〉2

〈1〉3〈1〉3〈1〉3 〈1〉3〈1〉3〈1〉3 〈1〉 〈1〉2

〈1〉 〈1〉 〈1〉2 〈1〉3〈1〉3〈1〉3

〈1〉2 〈1〉2 〈1〉3〈1〉3〈1〉3 〈1〉

Бiльше замiн зробити не можна.

По заключнiй таблицi (в кожному конкретному випадку) видно, якi

елементи утворюють мiнiмальну систему твiрних. А саме, це всi елемен-

ти напiвгрупи iз першого рядка чи стовпця (якi ми назвали додатковими),

що не записанi у виглядi добутку iнших. Вся ж таблиця задає визначаль-

нi спiввiдношення (якi, звичайно, не зобов’язанi утворювати мiнiмальну

систему).
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Вкажемо мiнiмальнi системи твiрних для кожної з 18 рiзних напiвгруп

третього порядку та випишемо визначальнi спiввiдношення для видiле-

них систем твiрних. Зауважимо, що системи спiввiдношень, якi будуть

виписанi не завжди є мiнiмальними. По-перше, така задача не ставилася,

по-друге, для вивчення матричних зображень напiвгруп це i не потрi-

бно (iнколи зайвi спiввiдношення можуть бути навiть корисними). При

описi канонiчних форм матричних зображень напiвгруп (див. пiдроздiл

3.2) деякi зайвi спiввiдношення будуть вказанi (як наслiдок iз матричних

обчислень).

З формальних мiркувань (бiльш традицiйнi символи) зробимо насту-

пнi замiни: :a = 〈0〉, b = 〈1〉, c = 〈2〉. Одиничний елемент напiвгрупи

позначаємо через e (якщо вiн є), а нульовий — через 0 (також, якщо вiн

є).

Випадки комутативних та некомутативних напiвгруп розглядаються

окремо i тому нумерацiя числами 1, 2, . . . , 18 вже буде iншою. В перших

круглих дужках вказано старi номери, в других круглих дужках вказано

всi елементи напiвгрупи, а в кутових дужках вказано мiнiмальнi системи

твiрних. Тривiальнi визначальнi спiввiдношення для одиничного i нульо-

вого твiрних (якщо вони є) не виписуються.

Теорема 2.1. Напiвгрупи 1) – 18) задаються у виглядi твiрних та

спiввiдношень наступним чином.

Комутативнi напiвгрупи:

1)(1) (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = 0, c2 = 0, bc = cb = 0;

2)(2) (0, c2, c) = 〈c〉: c3 = 0;

3)(3) (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = 0, c2 = c, bc = cb = 0;

4)(6) (0, b, e) = 〈b, e〉: b2 = 0;

5)(7) (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = b, c2 = c, bc = cb = 0;

6)(9) (0, c2, c) = 〈0, c〉: c3 = c2;
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7)(10) (0, b, e) = 〈0, b, e〉: b2 = b;

8)(12) (0, e, c) = 〈0, c〉: c2 = e;

9)(15) (c2, b, c) = 〈b, c〉: b3 = b2, c3 = c, b2 = c2, bc = cb = c;

10)(16) (c2, e, c) = 〈e, c〉: c3 = c;

11)(17) (c2, c3, c) = 〈c〉: c4 = c2;

12)(18) (e, b, b2) = 〈b〉: b3 = e.

Некомутативнi напiвгрупи:

13)(4) (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = 0, c2 = c, bc = 0, cb = b;

14)(5) (bc, b, c) = 〈b, c〉: b3 = b2, c2 = c, bc = b2, cb = c;

15)(8) (bc, b, c) = 〈b, c〉: b2 = b, c2 = c, cb = c;

16)(11) (0, b, c) = 〈0, b, c〉: b2 = b, c2 = c, bc = b, cb = c;

17)(13) (a, e, c) = 〈a, e, c〉: a2 = a, c2 = c, ac = a, ca = c;

18)(14) (a, b, c) = 〈a, b, c〉: a2 = a, b2 = b, c2 = c, ab = a,

ac = a, ba = b, bc = b, ca = c, cb = c.

Доведення теореми 2.1. Будемо по черзi розглядати напiвгрупи 1) – 18)

(в початковiй нумерацiї). що задаються таблицями Келi (звертаючи увагу

на останню, пiсля перетворень, таблицю). Спiввiдношення, яке задається

i-им рядком i j-им стовпцем таблицi Келi, позначається через (i, j).

Напiвгрупа 1) комутативна (бо таблиця Келi симетрична). Елемент a

— нульовий.

Iз останньої таблицi випливає, що елементи b, c утворюють мiнiмальну

систему твiрних. Iз рiвностей (2, 2), (3, 3), (2, 3), (3, 2) маємо спiввiдноше-

ння b2 = c2 = bc = cb = 0. Вказанi спiввiдношення є визначальними для

твiрних b, c , бо iз них випливає, що всi елементи напiвгрупи вичерпую-

ться трьома елементами 0, b, c (в iншому разi iснувало б спiввiдношення,

яке не є наслiдком вказаних, а тодi напiвгрупа 1) була б нетривiальною

фактор-напiвгрупою напiвгрупи iз системою твiрних b, c i спiввiдношен-
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нями b2 = c2 = bc = cb = 0, а значить мало б порядок, менший трьох). В

умовi теореми ця напiвгрупа пiд номером 1).

Таблицi Келi 2) – 18) (пiсля перетворень) аналiзуються аналогiчно,

тому приведемо потрiбнi мiркування в дещо скороченiй формi.

Напiвгрупа 2) комутативна. Елемент a — нульовий.

Iз останньої таблицi випливає, що елемент c утворює мiнiмальну си-

стему твiрних. Iз рiвностi (3, 2) маємо спiввiдношення c3 = 0. Вказане

спiввiдношення є визначальним для твiрного c , бо iз нього випливає, що

всi елементи напiвгрупи вичерпуються трьома елементами 0, c, c2. В умовi

теореми ця напiвгрупа пiд номером 2).

Напiвгрупа 3) комутативна. Елемент a — нульовий.

Iз останньої таблицi випливає, що елементи b, c утворюють мiнiмальну

систему твiрних. Iз рiвностей (2, 2), (3, 3), (2, 3), (3, 2) маємо спiввiдноше-

ння b2 = 0, c2 = c, bc = cb = 0. Вказанi спiввiдношення є визначальними

для твiрних b, c , бо iз них випливає, що всi елементи напiвгрупи вичер-

пуються трьома елементами 0, b, c. В умовi теореми ця напiвгрупа пiд

номером 3).

Напiвгрупа 4) некомутативна. Елемент a — нульовий.

Iз останньої таблицi випливає, що елементи b, c утворюють мiнiмальну

систему твiрних. Iз рiвностей (2, 2), (3, 3), (2, 3), (3, 2) маємо спiввiдноше-

ння b2 = 0, c2 = c, bc = 0, cb = b. Вказанi спiввiдношення є визначаль-

ними для твiрних b, c , бо iз них випливає, що всi елементи напiвгрупи

вичерпуються трьома елементами 0, b, c. В умовi теореми ця напiвгрупа

пiд номером 13).

Напiвгрупа 5) некомутативна.

Iз останньої таблицi випливає, що елементи b, c утворюють мiнiмальну

систему твiрних. Iз рiвностей (2, 1), (2, 2), (2, 3)маємо спiввiдношення b3 =

b2, bc = b2, а iз рiвностей (3, 2), (3, 3) — спiввiдношення cb = c, c2 =
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c. Вказанi спiввiдношення є визначальними для твiрних b, c , бо iз них

випливає, що всi елементи напiвгрупи вичерпуються трьома елементами

b, c, bc. В умовi теореми ця напiвгрупа пiд номером 14).

Напiвгрупа 6) комутативна. Елемент a — нульовий, елемент c — оди-

ничний.

Iз останньої таблицi випливає, що елементи b, e утворюють мiнiмальну

систему твiрних. Iз рiвностi (2, 2) маємо спiввiдношення b2 = 0. Вказане

спiввiдношення є визначальним для твiрного b , бо iз нього випливає, що

всi елементи напiвгрупи вичерпуються трьома елементами 0, e, b. В умовi

теореми ця напiвгрупа пiд номером 4).

Напiвгрупа 7) комутативна. Елемент a — нульовий.

Iз останньої таблицi випливає, що елементи b, c утворюють мiнiмальну

систему твiрних. Iз рiвностей (2, 2), (3, 3), (2, 3), (3, 2) маємо спiввiдноше-

ння b2 = b, c2 = c, bc = cb = 0. Вказанi спiввiдношення є визначальними

для твiрних b, c , бо iз них випливає, що всi елементи напiвгрупи вичер-

пуються трьома елементами 0, b, c. В умовi теореми ця напiвгрупа пiд

номером 5).

Напiвгрупа 8) некомутативна.

Iз останньої таблицi випливає, що елементи b, c утворюють мiнiмальну

систему твiрних. Iз рiвностей (2, 2), (3, 3), (3, 2)маємо спiввiдношення b2 =

b, c2 = c, cb = c. Вказанi спiввiдношення є визначальними для твiрних b, c

, бо iз них випливає, що всi елементи напiвгрупи вичерпуються трьома

елементами b, c, bc. В умовi теореми ця напiвгрупа пiд номером 15).

Напiвгрупа 9) комутативна. Елемент a — нульовий.

Iз останньої таблицi випливає, що елемент c утворюює мiнiмальну си-

стему твiрних. Iз рiвностi (3, 2) маємо спiввiдношення c3 = c2. Вказане

спiввiдношення є визначальним для твiрного c , бо iз нього випливає, що

всi елементи напiвгрупи вичерпуються трьома елементами 0, c, c2. В умовi
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теореми ця напiвгрупа пiд номером 6).

Напiвгрупа 10) комутативна. Елемент a — нульовий, елемент c — оди-

ничний.

Iз таблицi Келi випливає, що елементи b, e утворюює мiнiмальну си-

стему твiрних. Iз рiвностi (2, 2) маємо спiввiдношення b2 = b. Вказане

спiввiдношення є визначальним для твiрного b , бо iз нього випливає, що

всi елементи напiвгрупи вичерпуються трьома елементами 0, e, b. В умовi

теореми ця напiвгрупа пiд номером 7).

Напiвгрупа 11) некомутативна (бо таблиця Келi несиметрична). Еле-

мент a — нульовий.

Iз таблицi Келi випливає, що елементи 0, b, c утворюють мiнiмальну си-

стему твiрних. Iз рiвностей (2, 2), (3, 3), (2, 3), (3, 2) маємо спiввiдношення

b2 = b, c2 = c, bc = b, cb = c. Вказанi спiввiдношення є визначальними

для твiрних 0, b, c , бо iз них випливає, що всi елементи напiвгрупи ви-

черпуються трьома елементами 0, b, c. В умовi теореми ця напiвгрупа пiд

номером 16).

Напiвгрупа 12) комутативна. Елемент a — нульовий, елемент b — оди-

ничний.

Iз останньої таблицi випливає, що елементи 0, c утворюює мiнiмальну

систему твiрних. Iз рiвностi (3, 3) маємо спiввiдношення c2 = e. Вказане

спiввiдношення є визначальним для твiрних 0, c , бо iз них випливає, що

всi елементи напiвгрупи вичерпуються трьома елементами 0, e, . В умовi

теореми ця напiвгрупа пiд номером 8).

Напiвгрупа 13) некомутативна. Елемент b — одиничний.

Iз таблицi Келi випливає, що елементи e, a, c утворюють мiнiмальну си-

стему твiрних. Iз рiвностей (1, 1), (3, 3), (1, 3), (3, 1) маємо спiввiдношення

a2 = a, c2 = c, ac = a, ca = c. Вказанi спiввiдношення є визначальними

для твiрних e, a, c , бо iз них випливає, що всi елементи напiвгрупи ви-
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черпуються трьома елементами e, a, c. В умовi теореми ця напiвгрупа пiд

номером 17).

Напiвгрупа 14) некомутативна.

Iз таблицi Келi випливає, що елементи a, b, c утворюють мiнiмальну

систему твiрних i виконуються спiввiдношення a2 = a, b2 = b, c2 = c,

ab = a, ac = a, ba = b, bc = b, ca = c, cb = c. Вказанi спiввiдношення є

визначальними для твiрних a, b, c , бо iз них випливає, що всi елементи

напiвгрупи вичерпуються трьома елементами a, b, c. В умовi теореми ця

напiвгрупа пiд номером 18).

Напiвгрупа 15) комутативна.

Iз останньої таблицi випливає, що елементи b, c утворюють мiнiмальну

систему твiрних. Iз рiвностей (1, 2), (2, 2) маємо спiввiдношення b3 = b2,

iз рiвностей (1, 3), (3, 3) — спiввiдношення c3 = c, iз рiвностей (2, 2), (3, 3)

— спiввiдношення b2 = c2 i iз рiвностей (2, 3), (3, 2) — спiввiдношення

bc = cb = c. Вказанi спiввiдношення є визначальними для твiрних b, c

, бо iз них випливає, що всi елементи напiвгрупи вичерпуються трьома

елементами b, c, c2. В умовi теореми ця напiвгрупа пiд номером 9).

Напiвгрупа 16) комутативна. Елемент b — одиничний.

Iз останньої таблицi випливає, що елементи e, c утворюює мiнiмальну

систему твiрних. Iз рiвностей (1, 3), (3, 3) маємо спiввiдношення c3 = c.

Вказане спiввiдношення є визначальним для твiрних e, c , бо iз нього

випливає, що всi елементи напiвгрупи вичерпуються трьома елементами

e, c, c2. В умовi теореми ця напiвгрупа пiд номером 10).

Напiвгрупа 17) комутативна.

Iз останньої таблицi випливає, що елемент c утворюює мiнiмальну си-

стему твiрних. Iз рiвностi (1, 1), (3, 3) маємо спiввiдношення c4 = c2. Вка-

зане спiввiдношення є визначальним для твiрного c , бо iз нього випливає,

що всi елементи напiвгрупи вичерпуються трьома елементами c, c2, c3. В
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умовi теореми ця напiвгрупа пiд номером 11).

Напiвгрупа 18) комутативна. Елемент a — одиничний.

Iз останньої таблицi випливає, що елемент b утворюює мiнiмальну си-

стему твiрних. Iз рiвностi (1, 3) маємо спiввiдношення b3 = e. Вказане

спiввiдношення є визначальним для твiрного b , бо iз нього випливає, що

всi елементи напiвгрупи вичерпуються трьома елементами e, b, b2. В умовi

теореми ця напiвгрупа пiд номером 12).

Теорема 2.2. Будь-яка напiвгрупа третього порядку (що не є групою)

має єдину мiнiмальну систему твiрних.

Теорема випливає iз аналiзу таблиць Келi, а саме iз опису, для кожної

напiвгрупи 1)–18), всiх пiднапiвгруп, що породжуються одним чи двома

елементами (елементи довiльнi i фiксованi).

Маємо наступний опис пiднапiвгруп:

1)

{〈0〉} = (〈0〉)

{〈1〉} = (〈0〉, 〈1〉)

{〈2〉} = (〈0〉, 〈2〉)

{〈0〉, 〈1〉} = (〈0〉, 〈1〉)

{〈0〉, 〈2〉} = (〈0〉, 〈2〉)

{〈1〉, 〈2〉} = (〈0〉, 〈1〉, 〈2〉)

2)

{〈0〉} = (〈0〉)

{〈1〉} = (〈0〉, 〈1〉)

{〈2〉} = (〈0〉, 〈1〉, 〈2〉)

{〈0〉, 〈1〉} = (〈0〉, 〈1〉)

{〈0〉, 〈2〉} = (〈0〉, 〈1〉, 〈2〉)

{〈1〉, 〈2〉} = (〈0〉, 〈1〉, 〈2〉)

3)

{〈0〉} = (〈0〉)

{〈1〉} = (〈0〉, 〈1〉)

{〈2〉} = (〈2〉)

{〈0〉, 〈1〉} = (〈0〉, 〈1〉)

{〈0〉, 〈2〉} = (〈0〉, 〈2〉)

{〈1〉, 〈2〉} = (〈0〉, 〈1〉, 〈2〉)

4)

{〈0〉} = (〈0〉)

{〈1〉} = (〈0〉, 〈1〉)

{〈2〉} = (〈2〉)

{〈0〉, 〈1〉} = (〈0〉, 〈1〉)

{〈0〉, 〈2〉} = (〈0〉, 〈2〉)

{〈1〉, 〈2〉} = (〈0〉, 〈1〉, 〈2〉)
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5)

{〈0〉} = (〈0〉)

{〈1〉} = (〈0〉, 〈1〉)

{〈2〉} = (〈2〉)

{〈0〉, 〈1〉} = (〈0〉, 〈1〉)

{〈0〉, 〈2〉} = (〈0〉, 〈2〉)

{〈1〉, 〈2〉} = (〈0〉, 〈1〉, 〈2〉)

6)

{〈0〉} = (〈0〉)

{〈1〉} = (〈0〉, 〈1〉)

{〈2〉} = (〈2〉)

{〈0〉, 〈1〉} = (〈0〉, 〈1〉)

{〈0〉, 〈2〉} = (〈0〉, 〈2〉)

{〈1〉, 〈2〉} = (〈0〉, 〈1〉, 〈2〉)

7)

{〈0〉} = (〈0〉)

{〈1〉} = (〈1〉)

{〈2〉} = (〈2〉)

{〈0〉, 〈1〉} = (〈0〉, 〈1〉)

{〈0〉, 〈2〉} = (〈0〉, 〈2〉)

{〈1〉, 〈2〉} = (〈0〉, 〈1〉, 〈2〉)

8)

{〈0〉} = (〈0〉)

{〈1〉} = (〈1〉)

{〈2〉} = (〈2〉)

{〈0〉, 〈1〉} = (〈0〉, 〈1〉)

{〈0〉, 〈2〉} = (〈0〉, 〈2〉)

{〈1〉, 〈2〉} = (〈0〉, 〈1〉, 〈2〉)

9)

{〈0〉} = (〈0〉)

{〈1〉} = (〈1〉)

{〈2〉} = (〈1〉, 〈2〉)

{〈0〉, 〈1〉} = (〈0〉, 〈1〉)

{〈0〉, 〈2〉} = (〈0〉, 〈1〉, 〈2〉)

{〈1〉, 〈2〉} = (〈1〉, 〈2〉)

10)

{〈0〉} = (〈0〉)

{〈1〉} = (〈1〉)

{〈2〉} = (〈2〉)

{〈0〉, 〈1〉} = (〈0〉, 〈1〉)

{〈0〉, 〈2〉} = (〈0〉, 〈2〉)

{〈1〉, 〈2〉} = (〈1〉, 〈2〉)

11)

{〈0〉} = (〈0〉)

{〈1〉} = (〈1〉)

{〈2〉} = (〈2〉)

{〈0〉, 〈1〉} = (〈0〉, 〈1〉)

{〈0〉, 〈2〉} = (〈0〉, 〈2〉)

{〈1〉, 〈2〉} = (〈1〉, 〈2〉)

12)

{〈0〉} = (〈0〉)

{〈1〉} = (〈1〉)

{〈2〉} = (〈1〉, 〈2〉)

{〈0〉, 〈1〉} = (〈0〉, 〈1〉)

{〈0〉, 〈2〉} = (〈0〉, 〈1〉, 〈2〉)

{〈1〉, 〈2〉} = (〈1〉, 〈2〉)
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13)

{〈0〉} = (〈0〉)

{〈1〉} = (〈1〉)

{〈2〉} = (〈2〉)

{〈0〉, 〈1〉} = (〈0〉, 〈1〉)

{〈0〉, 〈2〉} = (〈0〉, 〈2〉)

{〈1〉, 〈2〉} = (〈1〉, 〈2〉)

14)

{〈0〉} = (〈0〉)

{〈1〉} = (〈1〉)

{〈2〉} = (〈2〉)

{〈0〉, 〈1〉} = (〈0〉, 〈1〉)

{〈0〉, 〈2〉} = (〈0〉, 〈2〉)

{〈1〉, 〈2〉} = (〈1〉, 〈2〉)

15)

{〈0〉} = (〈0〉)

{〈1〉} = (〈0〉, 〈1〉)

{〈2〉} = (〈0〉, 〈2〉)

{〈0〉, 〈1〉} = (〈0〉, 〈1〉)

{〈0〉, 〈2〉} = (〈0〉, 〈2〉)

{〈1〉, 〈2〉} = (〈0〉, 〈1〉, 〈2〉)

16)

{〈0〉} = (〈0〉)

{〈1〉} = (〈1〉)

{〈2〉} = (〈0〉, 〈2〉)

{〈0〉, 〈1〉} = (〈0〉, 〈1〉)

{〈0〉, 〈2〉} = (〈0〉, 〈2〉)

{〈1〉, 〈2〉} = (〈0〉, 〈1〉, 〈2〉)

17)

{〈0〉} = (〈0〉)

{〈1〉} = (〈0〉, 〈1〉)

{〈2〉} = (〈0〉, 〈2〉)

{〈0〉, 〈1〉} = (〈0〉, 〈1〉)

{〈0〉, 〈2〉} = (〈0〉, 〈1〉, 〈2〉)

{〈1〉, 〈2〉} = (〈0〉, 〈1〉, 〈2〉)

18)

{〈0〉} = (〈0〉)

{〈1〉} = (〈0〉, 〈1〉, 〈2〉)

{〈2〉} = (〈0〉, 〈1〉, 〈2〉)

{〈0〉, 〈1〉} = (〈0〉, 〈1〉, 〈2〉)

{〈0〉, 〈2〉} = (〈0〉, 〈1〉, 〈2〉)

{〈1〉, 〈2〉} = (〈0〉, 〈1〉, 〈2〉)

2.2. Характеристичнi властивостi

Усi властивостi напiвгруп вважаються iнварiантними щодо iзоморфiзму

та анти-iзоморфiзму (чи дуальностi, що еквiвалентно). Нагадаємо, що на-

пiвгрупи S i T називаються анти-iзоморфними, якщо напiвгрупа S iзомор-

фна напiвгрупi T op.

Нехай K — деяка фiксована множина напiвгруп, а P – деяка множина

загальних (якiсних та кiлькiсних) властивостей напiвгруп. Для S ∈ K
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позначимо через P(S) набiр усiх властивостей P ∈ P , якi виконуються

для напiвгрупи S.

Будемо говорити, що пiдмножина Q множини P характеристична для

напiвгрупи S ∈ K, якщо, з точнiстю до iзоморфiзму та антиiзоморфiзму,

S є єдиною напiвгрупою в K, для якої виконуються всi властивостi iз Q;

якщо Q = {q1, . . . , qs}, то властивостi q1, . . . , qs називаються характери-

стичними для S. Множину властивостей P назвемо char-повною для K,

якщо для будь-якого S ∈ K пiдмножина P(S) є характеристичною для

S; char-повна множина властивостей P називається мiнiмальною, якщо

вона не мiстить власної char-повної пiдмножини.

В цьому пiдроздiлi буде вказано 7 властивостей напiвгруп, якi утво-

рюють мiнiмальну char-повну множину для класу всiх напiвгруп порядку

3.

Розглянемо наступнi властивостi напiвгрупи порядку 3:

P (C): комутативнiсть;

P (1): iснування одиничного елемента;

P (0): iснування нульового елемента;

P+(0): iснування приєднаного нульового елемента;

Pid(1): число iдемпотентiв дорiвнює 1;

Pid(2): число iдемпотентiв дорiвнює 2;

Pgen(2): найменше число твiрних дорiвнює 2.

Множину усiх цих властивостей позначимо через P3(7).

Теорема 2.3. Множина P3(7) є мiнiмальною char-повною множиною

властивостей для класу всiх напiвгруп порядку 3.

Переходимо до доведення теореми 2.3.

У наступнiй таблицi T , яка випливає з результатiв попереднього пiд-

роздiлу, показано, якi властивостi виконуються для напiвгруп 1) – 18)
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(“ + ” означає, що вiдповiдне властивiсть має мiсце, а його вiдсутнiсть

означає, що вiдповiдна властивiсть не виконується:

C P (1) P (0) P+(0) Pid(1) Pid(2) Pgen(2)

1 + + + +

2 + + +

3 + + + +

4 + + +

5 + +

6 + + + + +

7 + + +

8 +

9 + + + + +

10 + + + +

11 + +

12 + + + + + +

13 +

14

C P (1) P (0) P+(0) Pid(1) Pid(2) Pgen(2)

15 + + +

16 + + + +

17 + +

18 + + +

Оскiльки всi рядки цiєї таблицi (без врахування рядка i стовпця заго-

ловкiв) попарно рiзнi, то множина властивостей P3(7) є char-повною.

Щоб довести, що char-повна множина P3(7) мiнiмальна, доста-

тньо перевiрити, що таблиця T без будь-якого фiксованого стов-

пця X має два рiвнi рядки. Легко бачити, що якщо X дорiвнює
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C, P (1), P (0), P+(0), Pid(1), Pid(2), Pgen(2), тодi, вiдповiдно, наступнi два

рядки є рiвними: 3 i 4, 13 i 14, 4 i 5, 3 i 9, 1 i 7, 5 i 8, 8 i 14.

2.3. Висновки до роздiлу

У цьому роздiлi в термiнах твiрних та визначальних спiввiдношень описа-

нi (з точнiстю до iзоморфiзму) всi напiвгрупи третього порядку. Вказана

множина iз семи властивостей, яка є характеристичною для класу всiх

напiвгруп третього порядку.

Результати цього роздiлу опублiкованi в роботах [56], [57], [58],

[62] – [65].



Роздiл 3

Матричнi зображення напiвгруп третього порядку

Всi матричнi зображення розглядаються над полем K. Якщо не вказана

характеристика поля, то вважається, що вона довiльна. Згiдно означення

зображення напiвгрупи над полем K називається модулярним, якщо його

характеристика дiлить порядок деякої скiнченної пiднапiвгрупи.

Завжди вважаємо (див. у зв’язку з цим пiдроздiл 1.2), що матриця

зображення, яка вiдповiдає нульовому (вiдповiдно одиничному) елемен-

ту напiвгрупи, якщо вiн є, — нульова (вiдповiдно одинична). Матриця

зображення, що вiдповiдає твiрному елементу a, b, c позначається вiдпо-

вiдно через A,B, C. E позначає одиничну матрицю будь-якого розмiру

n× n (n ≥ 0).

3.1. Формулювання теорем про зображувальний тип

Усi напiвгрупи вважаються такими, що мають порядок три. Пiд зобра-

женням завжди розумiємо матричне зображення над (довiльним) полем

K.

Нагадаємо, що напiвгрупи розглядаються з точнiстю дуальностi (i, зви-

чайно, iзоморфiзму). Це по сутi не є обмеженням, бо дуальним напiвгру-

пам вiдповiдають зображення з транспонованими матрицями.

Теорема 3.1. Всi напiвгрупи третього порядку є ручними.

Наступна теорема видiляє серед напiвгруп 1)–18) напiвгрупи з нескiн-

ченним числом нерозкладних зображень.
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Теорема 3.2. Лише комутативна напiвгрупа

(0, b, c) = 〈b, c〉 : b2 = 0, c2 = 0, bc = cb = 0

i некомутативна напiвгрупа (a, b, c) = 〈a, b, c〉:

a2 = a, b2 = b, c2 = c, ab = a, ac = a, ba = b, bc = b, ca = c, cb = c

мають (з точнiстю до еквiвалентностi) нескiнченне число нерозкла-

дних зображень.

Цi напiвгрупи вказанi в теоремi 2.1 (про опис опис напiвгруп третього

порядку) вiдповiдно пiд номерами 1) i 18).

Те, що всi напiвгрупи, окрiм вказаних в останнiй теоремi, мають скiн-

ченне число нерозкладних зображень, випливає з наступних теорем 3.3

i 3.4. У таких випадках можна говорити про загальнi канонiчнi форми.

Повнiстю теореми 3.2 i 3.1 будуть доведенi в пiдроздiлi 3.5.

3.2. Канонiчнi форми

Теорема 3.3. Канонiчна форма для комутативних напiвгруп 2)–12)

третього порядку така:

2) (0, c2, c) = 〈c〉: c3 = 0;

C =




0 E 0 0 0 0

0 0 E 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 E 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0




.
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3) (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = 0, c2 = c, bc = cb = 0;

B =




0 0 0 0

0 0 E 0

0 0 0 0

0 0 0 0




, C =




E 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0




.

4) (0, b, e) = 〈b, e〉: b2 = 0;

B =




0 E 0

0 0 0

0 0 0


 .

5) (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = b, c2 = c, bc = cb = 0;

B =




E 0 0

0 0 0

0 0 0


 , C =




0 0 0

0 E 0

0 0 0


 .

6) (0, c2, c) = 〈0, c〉: c3 = c2;

C =




E 0 0 0

0 0 E 0

0 0 0 0

0 0 0 0




.

7) (0, b, e) = 〈0, b, e〉: b2 = b;

B =


E 0

0 0


 .

8) (0, e, c) = 〈0, c〉: c2 = e;

C =


E 0

0 −E



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для charK 6= 2;

C =




E E 0

0 E 0

0 0 E




для charK = 2.

9) (c2, b, c) = 〈b, c〉: b3 = b2, c3 = c, b2 = c2, bc = cb = c;

B =




E 0 0 0 0

0 E 0 0 0

0 0 0 E 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0




, C =




E 0 0 0 0

0 −E 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0




для charK 6= 2;

B =




E 0 0 0 0 0

0 E 0 0 0 0

0 0 E 0 0 0

0 0 0 0 E 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0




, C =




E E 0 0 0 0

0 E 0 0 0 0

0 0 E 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0




для charK = 2.

10) (c2, e, c) = 〈e, c〉: c3 = c;

C =




E 0 0

0 −E 0

0 0 0




для charK 6= 2;

C =




E E 0 0

0 E 0 0

0 0 E 0

0 0 0 0



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для charK = 2.

11) (c2, c3, c) = 〈c〉: c4 = c2;

C =




E 0 0 0 0

0 −E 0 0 0

0 0 0 E 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0




для char 6= 2;

C =




E E 0 0 0 0

0 E 0 0 0 0

0 0 E 0 0 0

0 0 0 0 E 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0




для char = 2.

12) (e, b, b2) = 〈b〉: b3 = e;

B =




E 0 0

0 εE 0

0 0 ε2E




для char 6= 3, якщо в K iснує кубiчний корiнь ε 6= 1 з одиницi;

B =




E 0 0

0 0 E

0 −E −E



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для char 6= 3, якщо в K не iснує кубiчного кореня ε 6= 1 з одиницi;

B =




E E 0 0 0 0

0 E E 0 0 0

0 0 E 0 0 0

0 0 0 E E 0

0 0 0 0 E 0

0 0 0 0 0 E




для char = 3.

Теорема 3.4. Канонiчна форма для некомутативних напiвгруп 13)–

18) третього порядку така:

13) (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = 0, c2 = c, bc = 0, cb = b;

B =




0 0 E 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0




, C =




E 0 0 0

0 E 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0




.

14) (bc, b, c) = 〈b, c〉: b3 = b2, c2 = c, bc = b2, cb = c;

B =




E 0 0 0 0 0 0 0 0

0 E 0 0 0 0 0 0 0

0 0 E 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 E 0 0 0

0 0 0 0 0 0 E 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0




,
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C =




E 0 0 0 0 0 0 0 0

0 E 0 0 0 0 0 0 0

0 0 E 0 0 0 0 0 0

0 E 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

E 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0




.

15) (bc, b, c) = 〈b, c〉: b2 = b, c2 = c, cb = c;

B =




E 0 0 0 0

0 E 0 0 0

0 0 E 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0




, C =




E 0 0 0 0

0 E 0 0 0

0 0 0 0 0

E 0 0 0 0

0 0 0 0 0




.

16) (0, b, c) = 〈0, b, c〉: b2 = b, c2 = c, bc = b, cb = c;

B =




E 0 0 0

0 E 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0




, C =




E 0 0 0

0 E 0 0

E 0 0 0

0 0 0 0




17) (a, e, c) = 〈a, e, c〉: a2 = a, c2 = c, ac = a, ca = c;

A =




E 0 0 0

0 E 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0




, C =




E 0 0 0

0 E 0 0

E 0 0 0

0 0 0 0




Зауважимо, що у випадку, коли матричне зображення напiвгрупи з

одним твiрним задається нормальною формою Жордана, можна це ж
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зображення задати i нормальною формою Фробенiуса (але не навпаки).

Зрозумiло, що ми вибираємо нормальну форму Жордана як бiльш просту

(в деяких випадках обидвi форми збiгаються).

3.3. Доведення теореми 3.3

Доведення для напiвгруп 2), 4), 6)–8), 10)–12) випливає з вiдомих резуль-

татiв лiнiйної алгебри (нормальна форма Жордана та Фробенiуса).

Розглянемо випадок напiвгрупи 3).

Матрицi B,C можна приводити одночасними перетвореннями подiбно-

стi (саме такi перетворення вiдповiдають еквiвалентним зображенням).

За допомогою вказаних перетворень приведемо матрицю C до нормаль-

ної форми Жордана в такому виглядi:

C =


E 0

0 0


 .

Зауважимо, що матрицю B, яка при цьому якимось чином змiниться,

будемо знову позначати через B, щоб не нагромаджувати iндекси (i цим

принципом будемо користуватися завжди). Тодi, пiсля розбиття матрицi

B на блоки (такого ж розмiру, як i блоки матрицi C), вона має вигляд

B =


B1 B2

B3 B4


 ,

де B1, B2, B3, B4 – деякi матрицi. Використаємо рiвностi BC = CB = 0

(якi вiдповiдають визначальним спiввiдношенням bc = cb = 0):

E 0

0 0





B1 B2

B3 B4


 =


0 0

0 0


 ,


B1 B2

B3 B4





E 0

0 0


 =


0 0

0 0


 .
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Iз цих рiвностей отримуємо, що B має вигляд

B =


0 0

0 B4


 .

Оскiльки B2
4 = 0, то залишилося лише привести (перетвореннями подi-

бностi) матрицю B4 до нормальної форми Жордана у виглядi

B4 =




0 E 0

0 0 0

0 0 0




(яка переставно подiбна прямiй сумi вiдповiдних клiтин Жордана). При

цьому треба розбити додатково матрицю C на новi блоки, вiдповiдно до

розбиття матрицi B.

Випадок напiвгрупи 5) розглядається аналогiчно випадку напiвгрупи

3), але починаємо з приведення матрицi B i на заключному етапi отри-

муємо матрицю C4, яка задовольняє рiвнiсть C2
4 = C4, а значить перетво-

реннями подiбностi може бути приведена до жорданового вигляду

C4 =


E 0

0 0


 .

Розглянемо випадок напiвгрупи 9).

Приведемо матрицю B до нормальної форми Жордана в такiй формi:

B =




E 0 0 0

0 0 E 0

0 0 0 0

0 0 0 0




.

Тодi, пiсля розбиття матрицi C на блоки (такого ж розмiру, як i блоки
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матрицi B), маємо

C =




C1 C2 C3 C4

C5 C6 C7 C8

C9 C10 C11 C12

C13 C14 C15 C16




i з рiвностей CB = BC = C випливає, що

C =




C1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0




.

Використовуючи рiвнiсть B2 = C2, отримуємо C2
1 = E i залишилося лише

привести (перетвореннями подiбностi) матрицю C1 до вигляду

C1 =


E 0

0 −E


 ,

якщо charK 6= 2, i до вигляду

C1 =




E E 0

0 E 0

0 0 E


 ,

якщо charK = 2. Зауважимо, що рiвнiсть C3 = C виконується автомати-

чно (бо c3 = (c2)c = b2c = bc = c).

3.4. Доведення теореми 3.4

Розглянемо спочатку випадок напiвгрупи 13).

Приведемо (за допомогою перетворень подiбностi з обома матрицями)

матрицю C до жорданового вигляду

C =


E 0

0 0


 .
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Розiб’ємо матрицю B на блоки (такого ж розмiру):

B =


B1 B2

B3 B4


 ;

i використаємо рiвностi CB = B, BC = 0:
E 0

0 0





B1 B2

B3 B4


 =


B1 B2

B3 B4


 ,


B1 B2

B3 B4





E 0

0 0


 =


0 0

0 0


 .

З цих рiвностей отримуємо, що B має вигляд

B =


0 B2

0 0


 .

Рiвнiсть B2 = 0 виконується автоматично (бо b2 = (cb)(cb) = c(bc)b = 0).

Легко бачить, що перетворення подiбностi

X =


X1 X2

X3 X4




не змiнює вигляд матрицi C (тобто X−1CX = C або, в еквiвалентнiй мовi,

XC = CX) тодi i лише тодi, коли воно має вигляд

X =


X1 0

0 X4


 .

Тодi

X−1BX =


0 X−1

1 B2X4

0 0


 ,

а, отже, B2 допускає довiльнi (незалежнi) перетворення рядкiв i стовпцiв.

Залишилося лише пiдставити в B замiсть блока B2 його канонiчну форму

(вiдносно вказаних перетворень)

E 0

0 0


 .
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Розглянемо випадок напiвгрупи 14).

Приведемо матрицю B до нормальної форми Жордана в наступному

виглядi:

B =




E 0 0 0

0 0 E 0

0 0 0 0

0 0 0 0




.

Розiб’ємо матрицю C на блоки такого ж розмiру:



C1 C2 C3 C4

C5 C6 C7 C8

C9 C10 C11 C12

C13 C14 C15 C16




;

i використаємо спочатку рiвнiсть CB = C:



C1 C2 C3 C4

C5 C6 C7 C8

C9 C10 C11 C12

C13 C14 C15 C16







E 0 0 0

0 0 E 0

0 0 0 0

0 0 0 0




=




C1 C2 C3 C4

C5 C6 C7 C8

C9 C10 C11 C12

C13 C14 C15 C16




.

Лiва частина цiєї рiвностi (пiсля перемноження матриць) дорiвнює



C1 0 C2 0

C5 0 C6 0

C9 0 C10 0

C13 0 C14 0




,

звiдки

C =




C1 0 0 0

C5 0 0 0

C9 0 0 0

C13 0 0 0




.
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Використовуючи тепер рiвнiсть BC = B2, отримуємо, що

C =




E 0 0 0

C5 0 0 0

0 0 0 0

C13 0 0 0




.

Рiвнiсть C2 = C виконується автоматично (бо c2 = (cb)(cb) = c(bc)b =

c(b2)b = cb3 = cb2 = (cb)b = cb = c).

Вияснимо тепер, коли перетворення подiбностi

X =




X1 X2 X3 X4

X5 X6 X7 X8

X9 X10 X11 X12

X13 X14 X15 X16




не змiнює вигляд матрицi B. Пiсля пiдстановки i перемноження матриць

рiвнiсть BX = XB має вигляд



X1 0 X2 0

X5 0 X6 0

X9 0 X10 0

X13 0 X14 0




=




X1 X2 X3 X4

X9 X10 X11 X12

0 0 0 0

0 0 0 0




,

звiдки

X =




X1 0 0 0

0 X6 X7 X8

0 0 X6 0

0 0 X15 X16




.

Оскiльки X−1 має вигляд

X−1 =




X−1
1 0 0 0

0 X−1
6 Y2 Y3

0 0 X−1
6 0

0 0 Y8 X−1
16




,



88

де Y3 = −X−1
6 X8X

−1
16 (вирази для Y2 i Y8 не знадобляться), то

X−1CX =




E 0 0 0

X−1
6 C5X1 −X−1

6 X8X
−1
16 C13X1 0 0 0

0 0 0 0

X−1
16 C13X1 0 0 0




.

Отже, прийшли до задачi про зображення частково впорядкованої мно-

жини з двох порiвняльних елементiв i згiдно результатiв роботи [31] ма-

трицi X1, X6, X8, X16 можна вибрати таким чином, що

X−1
6 C5X1 −X−1

6 X8X
−1
16 C13X1 =


0 E 0

0 0 0


 ,

X−1
16 C13X1 =


E 0 0

0 0 0




(вiдповiднi вертикальнi смуги мають однакову кiлькiсть стовпцiв). Зали-

шилося лише пiдставити в C замiсть блокiв C5, C13 їхню вказану канонi-

чну форму (як зображення вказаної частково впорядкованої множини).

Розглянемо випадок напiвгрупи 15).

Приведемо матрицю B до вигляду

B =


E 0

0 0


 .

Розiб’ємо матрицю C на блоки такого ж розмiру:

C =


C1 C2

C3 C4


 ;

i використаємо рiвнiсть CB = C:

C1 C2

C3 C4





E 0

0 0


 =


C1 C2

C3 C4


 .
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З цiєї рiвностi отримуємо, що C має вигляд

C =


C1 0

C3 0


 ,

а тодi з рiвностi C2 = C маємо, що C2
1 = C1, C3C1 = C3.

Перетворення подiбностi

X =


X1 X2

X3 X4




не змiнює вигляд матрицi B тодi i лише тодi, коли воно має вигляд

X =


X1 0

0 X4




(див. випадок 13)). Тодi

X−1CX =


X−1

1 C1X1 0

X−1
4 C3X1 0


 ,

Отже, C1 допускає лише подiбної перетворення матрицi, а значить її мо-

жна привести (за допомогою вибору матрицi X1) до жорданового вигляду

C1 =


E 0

0 0


 .

Iз C3C1 = C3 випливає, що

C3 =
(
C ′

3 0
)

i, очевидно, матрицi X1 i X4 можна вибрати таким чином, що (новий)

вигляд матрицi C1 не змiниться, а матриця C ′
3 матиме вигляд

C ′
3 =


E 0

0 0


 .

Залишилося лише пiдставити в C замiсть блокiв C1, C3 їхнi вказанi кано-

нiчнi форми.
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Розглянемо випадок напiвгрупи 16).

Приведемо матрицю B до жорданового вигляду

B =


E 0

0 0


 .

Розiб’ємо матрицю C на блоки такого ж розмiру:

C =


C1 C2

C3 C4


 ;

i використаємо рiвностi BC = B, CB = C:

E 0

0 0





C1 C2

C3 C4


 =


E 0

0 0


 ,


C1 C2

C3 C4





E 0

0 0


 =


C1 C2

C3 C4


 .

З цих рiвностей отримуємо, що C має вигляд

C =


E 0

C3 0


 .

Далi доведення проводиться аналогiчно, як у випадку 13).

Випадок напiвгрупи 17) збiгається з випадком 16) з точки зору ма-

тричних зображень, бо якщо не враховувати нульовi i одиничнi елементи

напiвгруп, то пiсля замiни a на b матимемо тi ж самi спiввiдношення.

3.5. Доведення теорем 3.1 i 3.2

Доведемо спочатку теорему 3.2.

Два зображення напiвгрупи будемо називати переставно еквiвалентни-

ми, якщо еквiвалентнiсть можна здiйснити за допомогою мономiальної

матрицi (тобто матрицi, в кожному рядку i кожному стовпцi якої стоїть

рiвно один ненульовий елемент, який є одиницею поля).

Те, що всi напiвгрупи 1)–18), окрiм вказаних в теоремi 3.2 (тобто 1)

i 18)), мають скiнченне число нерозкладних зображень, випливає iз тео-

рем 3.3 i 3.4. Дiйсно, згiдно цих теорем довiльне нерозкладне зображення
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еквiвалентне деякому зображенню, що має канонiчний вигляд, а значить

є перестановно нерозкладною компонентою канонiчного зображення. А

таких компонент лише скiнченне число. Зауважимо, що має мiсце i обер-

нене твердження про те, що довiльна переставно нерозкладна компонента

канонiчного зображення є нерозкладним зображенням, але це буде дове-

дено в наступному рiдроздiлi.

Напiвгрупа 1) має нескiнченне число нерозкладних зображень для до-

вiльної фiксованої розмiрностi n = 2m > 0, а саме зображення

T (b) =


0 Em

0 0


 , T (c) =


0 Jm(α)

0 0


 ,

де Jm(α) — клiтина Жордана розмiру m × m з власним числом α, Em

— одинична матриця розмiру m × m, нерозкладнi i нееквiвалентнi мiж

собою.

Серiя зображень з аналогiчними властивостями iснує i для напiвгрупи

18):

T (a) =


Em 0

0 0


 , T (b) =


Em 0

Em 0


 , T (c) =


 Em 0

Jm(α) 0


 .

Переходимо тепер до доведення теореми 3.1. Для її доведення доста-

тньо показати (враховуючи, що теорема 3.2 вже доведена), що напiвгрупи

1) i 18) є ручними.

Задача про матричнi зображення напiвгрупи 1) легко зводиться до вi-

домої задачi про пучок матриць (про двi матрицi, якi допускають однаковi

перетворення з рядками обох матриць i однаковi перетворення зi стовпця-

ми обох матриць), а значить є ручною [72] (див, також [73]); вперше це

показано в [27] для алгебраїчно замнутого поля характеристики 2.

Покажемо. що ручною є i напiвгрупа 18).

Згiдно випадку 16) (див. доведення теореми 3.4) за допомогою подiбних
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перетворень матрицi A i B можна привести до вигляду

A =




E 0 0 0

0 E 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0




, B =




E 0 0 0

0 E 0 0

E 0 0 0

0 0 0 0




.

Розiб’ємо матрицю C на блоки (такого ж розмiру, як в A та B) i викори-

стаємо рiвностi AC = A, CA = C:



E 0 0 0

0 E 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0







C1 C2 C3 C4

C5 C6 C7 C8

C9 C10 C11 C12

C13 C14 C15 C16




=




E 0 0 0

0 E 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0




,




C1 C2 C3 C4

C5 C6 C7 C8

C9 C10 C11 C12

C13 C14 C15 C16







E 0 0 0

0 E 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0




=




C1 C2 C3 C4

C5 C6 C7 C8

C9 C10 C11 C12

C13 C14 C15 C16




.

З цих рiвностей отримуємо, що C має вигляд

C =




E 0 0 0

0 E 0 0

C9 C10 0 0

C13 C14 0 0




.

Рiвностi C2 = C, BC = C,CB = B виконується автоматично (бо

c2 = (ca)(ca) = c(ac)a = ca2 = ca = c; bc = (ba)c = b(ac) = ba = b;

cb=(ca)b=c(ab)=ca=c).

Вияснимо тепер, коли перетворення подiбностi

X =




X1 X2 X3 X4

X5 X6 X7 X8

X9 X10 X11 X12

X13 X14 X15 X16



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не змiнює вигляд матрицi A i B (тобто AX = XA, BX = XB). Пiсля

пiдстановки i перемноження матриць рiвностi AX = XA, BX = XB)

мають вигляд



X1 X2 X3 X4

X5 X6 X7 X8

0 0 0 0

0 0 0 0




=




X1 X2 0 0

X5 X6 0 0

X9 X10 0 0

X13 X14 0 0




,




X1 X2 X3 X4

X5 X6 X7 X8

X1 X2 X3 X4

0 0 0 0




=




X1 + X3 X2 0 0

X5 + X7 X6 0 0

X9 + X11 X10 0 0

X13 + X15 X14 0 0




.

З цих рiвностей випливає, що

X =




X1 0 0 0

X3 X4 0 0

0 0 X1 X6

0 0 0 X8




.

Аналiз матрицi X−1CX (подiбний як у випадку напiвгрупи 14) при

доведеннi теореми 3.3) показує, що задача про опис зображень напiвгрупи

18) зводиться до аналогiчної задачi для в’язки двох ланцюгiв {e1 < e2}

i{f1 < f2} з наступною iнволюцiєю: e∗1 = e1, f
∗
1 = f1, e

∗
2 = f2. А саме

зображенням вказаної в’язки є матриця

M =


C9 C10

C13 C14


 ,

де першiй i другiй горизонтальним смугам вiдповiдають вiдповiдно еле-

менти e2 i e1, а першiй i другiй вертикальним смугам — f2 i f1. Згiдно

класифiкацiйної теореми будь-яка в’язка ланцюгiв є ручною (див. пiдроз-

дiл 1.4).
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Як наслiдок маємо, що серед напiвгруп третього порядку диких напiв-

груп немає.

3.6. Нерозкладнi зображення

Як i ранiше, всi матрицi розглядаються над довiльним полем K. Одини-

чну матрицю розмiру s × s позначаємо через Es. Матрицю (x) розмiру

1× 1 ототожнюємо з елементом x.

Через Φ = Φ(f) позначаємо клiтину Фробенiуса з характеристичним

полiномом f = f(x), яка (як добре вiдомо) є нерозкладною матрицею

тодi i тiльки тодi, коли f(x) є степенем незвiдного полiному f0 = f0(x);

у випадку нерозкладностi Φ не оборотна тодi i тiльки тодi, коли f0 = x.

Клiтину Жордана розмiру s × s з власним числом a позначаємо через

Js(a).

В теоремах, якi формулюються нижче,s — довiльне натуральне чи-

сло, а нерозкладну матрицю Фробенiуса з характеристичним полiномом

f(x) = (x − a)s можна замiнити на клiтину Жордана Js(a). Через 0 i

0̃ позначаємо вiдповiдно нульовий стовпець i нульовий рядок довiльної

матрицi.

Теорема 3.5. Повнi системи нерозкладних попарно нееквiвалентних

зображень комутативних напiвгруп третього порядку такi:

1) (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = 0, c2 = 0, bc = cb = 0;

1.1. b → 0, c → 0;

1.2.

b →


 0 Es

0 0


 , c →


 0 Φ

0 0


 ,

Φ — нерозкладна оборотна клiтина Фробенiуса;
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1.3. b →


 0 Js(0)

0 0


 , c →


 0 Es

0 0


 ;

1.4.)

b →




0 Es 0

0 0




, c →




0 0 Es

0 0




;

1.5.

b →




0
Es

0̃

0 0




, c →




0
0̃

Es

0 0




;

2) (0, c2, c) = 〈c〉: c3 = 0;

2.1. c → 0;

2.2. c →


 0 1

0 0


;

2.3. c →




0 1 0

0 0 1

0 0 0


;

3) (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = 0, c2 = c, bc = cb = 0;

3.1. b → 0, c → 0;

3.2. b → 0, c → 1;

3.3. b →


 0 1

0 0


 , c →


 0 0

0 0


;

4) (0, b, e) = 〈b, e〉: b2 = 0;
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4.1. b → 0;

4.2. b →


 0 1

0 0


;

5) (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = b, c2 = c, bc = cb = 0;

5.1. b → 0, c → 0;

5.2. b → 1, c → 0;

5.3. b → 0, c → 1;

6) (0, c2, c) = 〈0, c〉: c3 = c2;

6.1. c → 0;

6.2. c → 1;

6.3. c →


 0 1

0 0


;

7) (0, b, e) = 〈0, b, e〉: b2 = b;

7.1. b → 0;

7.3. b → 1:

8) (0, e, c) = 〈0, c〉: c2 = e;

для charK 6= 2:

8.1. c → 1;

8.2. c → −1;

для charK = 2:

8.1. c → 1;

8.2. c →


 1 1

0 1


;

9) (c2, b, c) = 〈b, c〉: b3 = b2, c3 = c, b2 = c2, bc = cb = c;

для charK 6= 2:

9.1. b → 0, c → 0;

9.2. b → 1, c → 1;
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9.3. b → 1, c → −1;

9.4. b →


 0 1

0 0


 , c →


 0 0

0 0


;

для charK = 2:

9.1. b → 0, c → 0;

9.2. b → 1, c → 1;

9.3. b →


 0 1

0 0


 , c →


 0 0

0 0


;

9.4. b →


 1 0

0 1


 , c →


 1 1

0 1


;

10) (c2, e, c) = 〈e, c〉: c3 = c;

для charK 6= 2:

10.1. c → 0;

10.2. c → 1;

10.3. c → −1;

для charK = 2:

10.1. c → 0;

10.2. c → 1;

10.3. c →


 1 1

0 1


;

11) (c2, c3, c) = 〈c〉: c4 = c2;

для charK 6= 2:

11.1. c → 0;

11.2. c → 1;

11.3. c → −1;

11.4. c →


 0 1

0 0


;
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для charK = 2:

11.1. c → 0;

11.2. c → 1;

11.3. c →


 0 1

0 0


;

11.4. c →


 1 1

0 1


;

12) (e, b, b2) = 〈b〉: b3 = e;

для char 6= 3, якщо в K iснує кубiчний корiнь ε 6= 1 з одиницi:

12.1. b → 1;

12.2. b → ε;

12.3. b → ε2;

для char 6= 3, якщо в K не iснує кубiчного кореня ε 6= 1 з одиницi:

12.1. b → 1;

12.2. b →


 0 1

−1 −1


;

для char = 3:

12.1. b → 1;

12.2. b →


 1 1

0 1


;

12.3. b →




1 1 0

0 1 1

0 0 1


.

Теорема 3.6. Повнi системи нерозкладних попарно нееквiвалентних

зображень некомутативних напiвгруп третього порядку такi:

13) (0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = 0, c2 = c, bc = 0, cb = b;

13.1. b → 0, c → 0;
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13.2. b → 0, c → 1;

13.3. b →


 0 1

0 0


 , c →


 1 0

0 0


;

14) (bc, b, c) = 〈b, c〉: b3 = b2, c2 = c, bc = b2, cb = c;

14.1. b → 0, c → 0;

14.2. b → 1, c → 1;

14.3. b →


 0 1

0 0


 , c →


 0 0

0 0


;

14.4. b →


 1 0

0 0


 , c →


 1 0

1 0


;

14.5. b →




1 0 0

0 0 1

0 0 0


 , c →




1 0 0

1 0 0

0 0 0


;

15) (bc, b, c) = 〈b, c〉: b2 = b, c2 = c, cb = c;

15.1. b → 0, c → 0;

15.2. b → 1, c → 0;

15.3. b → 1, c → 1;

15.4. b →


 1 0

0 0


 , c →


 1 0

1 0


;

16) (0, b, c) = 〈0, b, c〉: b2 = b, c2 = c, bc = b, cb = c;

16.1. b → 0, c → 0;

16.2. b → 1, c → 1;

16.3. b →


 1 0

0 0


 , c →


 1 0

1 0


;

17) (a, e, c) = 〈a, e, c〉: a2 = a, c2 = c, ac = a, ca = c;

17.1. a → 0, c → 0;

17.2. a → 1, c → 1;



100

17.3. a →


 1 0

0 0


 , c →


 1 0

1 0


;

18) (a, b, c) = 〈a, b, c〉: a2 = a, b2 = b, c2 = c, ab = a,

ac = a, ba = b, bc = b, ca = c, cb = c;

18.1. a → 0, , b → 0, c → 0;

18.2. a → 1, , b → 1, c → 1;

18.3. a →


 Es 0

0 0


 , b →


 Es 0

Es 0


 ,

c →


 Es 0

Φ 0


 .

Переходимо до доведення цих двох теорем.

Як було сказано в попередньому пiдроздiлi задача про матричнi зо-

браження напiвгрупи 1) легко зводиться до задачi про пучок матриць. I

щоб отримати всi (з точнiстю до еквiвалентностi) нерозкладнi зображе-

ння напiвгрупи 1) (див. першу теорему), потрiбно взяти всi нерозкладнi

пучки матриць (див. [74], [75]). В попередньому параграфi задача про ма-

тричнi зображення напiвгрупи 18) також зводиться до матричної задачi

без алгебраїчних спiввiдношень, але вже зображень в’язки двох ланцюгiв.

I щоб отримати всi нерозкладнi зображення напiвгрупи 18) (див. другу

теорему), потрiбно взяти всi нерозкладнi вказаної в’язки (див. пiдроздiл

1.4).

Переходимо тепер до випадкiв 2)–17). Вiдмiтимо, якi зображення вклю-

ченi у вiдповiднi формулювання. Такими зображеннями (в кожному ви-

падку) є тi i лише тi, якi є переставно нерозкладними компонентами ка-

нонiчного зображення у вiдповiдному випадку (причому вiдiбранi вони

таким чином, щоб серед них не було переставно еквiвалентних). А оскiль-

ки довiльне нерозкладне зображення (як i взагалi будь-яке) еквiвалентне
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деякому зображенню, що має канонiчний вигляд (при деяких розмiрах

одиничних та нульових клiтин), то воно еквiвалентне деякiй перестанов-

но нерозкладнiй компонентi канонiчного зображення (див. у зв’язку з цим

початок пiдроздiлу 3.5). Значить, щоб довести теореми у випадках 2)–17),

залишилося довести, що

а) всi вказанi зображення не лише переставно нерозкладнi, а взагалi

нерозкладнi:

б) вказанi в кожному випадку зображення попарно не лише переставно

нееквiвалентнi, а взагалi нееквiвалентнi.

Переходимо до доведення твердження а).

Зображення розмiрностi 1 завжди нерозкладнi. Зображення 2.2 i 2.3

нерозкладнi, бо елементу c вiдповiдає клiтина Жордана. Зображення 3.3

i 4.2 нерозкладнi, бо елементу b вiдповiдає клiтина Жордана. Зображення

6.3 i 8.2 (charK = 2) нерозкладнi, бо елементу c вiдповiдає клiтина Жор-

дана. Зображення 9.4 (при charK = 2 i при charK 6= 2) нерозкладнi, бо

елементу b вiдповiдає клiтина Жордана. Зображення 10.3 (charK = 2),

11.4 (при charK = 2 i при charK 6= 2) i 11.3 (charK = 2) нерозкла-

днi, бо елементу c вiдповiдає клiтина Жордана. Зображення 12.2 (при

charK 6= 3, якщо в K не iснує кубiчного кореня ε 6= 1 з одиницi) не-

розкладне, бо елементу b вiдповiдає нерозкладна клiтина Фробенiуса. Зо-

браження 12.2 i 12.3 (обидва при charK = 3 , 13.3 i 14.3 нерозкладнi, бо

елементу b вiдповiдає клiтина Жордана.

Зображення 14.4, 15.4 16.3 i 17.3 нерозкладнi, бо iз рiвностей

 1 0

0 0





 x11 x12

x21 x22


 =


 x11 x12

x21 x22





 1 0

0 0


 ,


 1 0

1 0





 x11 x12

x21 x22


 =


 x11 x12

x21 x22





 1 0

1 0


 .

випливає, що матриця X = (xij)i,j=1.2 скалярна. Це видно пiсля перемно-
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ження матриць:

 x11 x12

0 0


 =


 x11 0

x21 0


 ,


 x11 x12

x11 x12


 =


 x11 + x12 0

x21 + x22 0


 .

I нарештi зображення 14.5 нерозкладне, бо iз рiвностей



1 0 0

0 0 1

0 0 0







x11 x12 x13

x21 x22 x23

x31 x32 x33


 =




x11 x12 x13

x21 x22 x23

x31 x32 x33







1 0 0

0 0 1

0 0 0


 ,




1 0 0

1 0 0

0 0 0







x11 x12 x13

x21 x22 x23

x31 x32 x33


 =




x11 x12 x13

x21 x22 x23

x31 x32 x33







1 0 0

1 0 0

0 0 0


 .

випливає, що матриця X = (xij)i,j=1.2,3 маєнаступний вигляд:

X =




x11 0 0

0 x11 x23

0 0 x11


 .

Це видно пiсля перемноження матриць:



x11 x12 x13

x31 x32 x33

0 0 0


 =




x11 0 x12

x21 0 x22

x31 0 x32


 ,




x11 x12 x13

x11 x12 x13

0 0 0


 =




x11 + x12 0 0

x21 + x22 0 0

x31 + x32 0 0


 .

Деяке зауваження до двох останнiх випадкiв. Виписанi для матрицi X

рiвностi задають кiльце (алгебру) ендоморфiзмiв вiдповiдного зображе-

ння. В обох випадках доведено, що це матричне кiльце локальне, тобто
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немає iдемпотентiв, окрiм нульової та одиничної матриць. Звiдси i випли-

ває нерозкладнiсть, бо пряма сума двох матриць A i B розмiрiв n × n i

m×m вiдповiдно комутує з iдемпотеном En ⊕ 0m, де En i 0m — вiдповiд-

но одинична матриця розмiру n× n i нульова матриця розмiру m×m (а

значить довiльне розкладне зображення комутує з деяким нетривiальним

iдемпотентом).

Твердження а) доведено.

Твердження б) в кожному iз випадкiв 2)–17) очевидне, бо еквiвален-

тнiсть одновимiрних зображень означає їх рiвнiсть i два зображення будь-

якої розмiрностi не можуть бути еквiвалентними, якщо якiсь двi матрицi

рiзних зображень, що вiдповiдають одному i тому ж елементу напiвгрупи,

не подiбнi.

3.7. Висновки до роздiлу

У цьому роздiлi вивчаються матричнi зображення напiвгруп третього по-

рядку. Доведено критерiї вiдносно зображувального типу таких напiв-

груп, у випадку скiнченного типу вказана канонiчна форма матричних

зображень. Описано (з точнiстю до еквiвалентностi) всi нерозкладнi зо-

браження напiвгруп третього порядку.

Результати цього роздiлу опублiкованi в роботах [59] i [62].
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Роздiл 4

Моноїди четвертого порядку та їх матричнi

зображення

4.1. Комбiнаторнi властивостi моноїдiв четвертого

порядку

4.1.1. Список моноїдiв та їх властивостi. Напiвгрупи порядку 4

описав Т. Тамура в 1954 р. (див. [2]), а в 1955 р. — Г. Е. Форсайт (див.

[3]); друга робота виконана за допомогою комп’ютерної програми. В обох

роботах опис отримано в термiнах таблиць Келi, причому вiдповiдi збiга-

ються (тобто вибранi однi i тi ж представники iз класiв еквiвалентностi,

що задаються iзоморфiзмом i дуальнiстю).

Таблицi Келi всiх таких (попарно рiзних) напiвгруп, число яких до-

рiвнює 126, виписанi в роздiлi 2. Елементи кожної напiвгрупи позначенi

числами 0, 1, 2, 3. При цьому напiвгрупи нумеруються в тому ж порядку,

як в роботi [3], але починаючи не з 0, а з 1.

Iз 126 напiвгруп моноїдами є 27.

Номер Таблиця Келi Номер Таблиця Келi

42

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 2

0 1 2 3

43

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 2

0 1 2 3
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Номер Таблиця Келi Номер Таблиця Келi

45

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 2 2

0 1 2 3

48

0 0 0 0

0 0 0 1

0 1 2 2

0 1 2 3

52

0 0 0 0

0 0 0 1

2 2 2 2

0 1 2 3

56

0 0 0 0

0 0 1 1

0 1 2 2

0 1 2 3

58

0 0 0 0

0 0 1 1

0 1 2 3

0 1 3 2

68

0 0 0 0

0 1 0 1

0 0 2 2

0 1 2 3

71

0 0 0 0

0 1 0 1

2 2 2 2

0 1 2 3

82

0 0 0 0

0 1 1 1

0 1 1 2

0 1 2 3

86

0 0 0 0

0 1 1 1

0 1 2 2

0 1 2 3

88

0 0 0 0

0 1 1 1

0 1 2 3

0 1 3 2

89

0 0 0 0

0 1 1 1

0 1 2 3

0 3 3 3

93

0 0 0 0

0 1 1 3

0 1 2 3

0 3 3 1

94

0 0 0 0

0 1 1 3

0 1 2 3

3 3 3 3

98

0 0 0 0

0 1 2 3

0 2 1 3

3 3 3 3
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Номер Таблиця Келi Номер Таблиця Келi

99

0 0 0 0

0 1 2 3

0 2 3 1

0 3 1 2

100

0 0 0 0

0 1 2 3

2 2 2 2

2 3 0 1

101

0 0 0 0

0 1 2 3

2 2 2 2

3 3 3 3

107

0 0 0 3

0 0 1 3

0 1 2 3

3 3 3 0

110

0 0 0 3

0 1 1 3

0 1 2 3

3 3 3 0

112

0 0 0 3

0 1 2 3

0 2 1 3

3 3 3 0

117

0 0 2 2

0 1 2 3

2 2 0 0

2 3 0 0

118

0 0 2 2

0 1 2 3

2 2 0 0

2 3 0 1

122

0 0 2 3

0 1 2 3

2 2 3 0

3 3 0 2

125

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0

126

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 1 0

3 2 0 1

Всього 27 Комутативних 19
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Розглядаємо наступнi властивостi моноїдiв.

C: комутативнiсть;

NC: некомутативнiсть;

P (0): iснування нульового елемента;

P+(1): iснування приєднаного одиничного елемента;

P+(0): iснування приєднаного нульового елемента;

nid: число iдемпотентiв.
Символ “+” буде означать, що та чи iнша властивiсть виконується, а

“−” — що не виконується.

Твердження 4.1. Виписанi моноїди мають такi властивостi:

№ C NC P (0) P+(1) P+(0) nid

1(42) + − + + − 2

2(43) + − + + − 2

3(45) + − + + − 3

4(48) − + + + − 3

5(52) − + − + − 3

6(56) + − + + − 3

7(58) + − + − − 2

8(68) + − + + − 4

9(71) − + − + − 4

10(82) + − + + + 3

11(86) + − + + + 4

12(88) + − + − + 3

13(89) − + + + + 4

14(93) + − + + + 3

15(94) − + − + − 4

16(98) − + − − − 3

17(99) + − + − + 2
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№ C NC P (0) P+(1) P+(0) nid

18(100) − + − − − 3

19(101) − + − + − 4

20(107) + − − + − 2

21(110) + − − + − 3

22(112) + − − − − 2

23(117) + − − + − 2

24(118) + − − − − 2

25(122) + − − + − 2

26(125) + − − − − 1

27(126) + − − − − 1

Твердження доводиться безпосередньою перевiркою.

Наслiдок 4.2. Моноїдами четвертого порядку без приєдна-

ного одиничного елемента є комутативнi моноїди з номерами

58, 88, 99, 112, 118, 125, 126 i некомутативнi моноїди з номерами 98, 100.

Моноїди з iншими номерами мають приєднаний одиничний елемент.

4.1.2. Твiрнi та визначальнi спiввiдношення. Враховуємо позна-

чення i домовленостi для напiвгруп третього порядку (пiдроздiл 2.1).

Зауважимо, що якщо для моноїда S четвертого порядку з приєднаною

одиницею e мiнiмальна система твiрних та вiдповiднi визначальнi спiввiд-

ношення виписуються таким чином:

а) мiнiмальна система твiрних моноїда S складається iз мiнiмальної

системи твiрних напiвгрупи S \e i елемента e; якщо при цьому напiвгрупа

S \ e має одиничний елемент, то вiн вже позначається не e, а e0;

б) визначальними спiввiдношеннями моноїда S є визначальнi спiввiд-

ношення напiвгрупи S\e; якщо при цьому напiвгрупа S\e має одиничний

елемент, то треба додати спiввiдношення e0x = xe0 для будь-якого iншого

твiрного x напiвгрупи S \ e.
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Враховуючи, що мiнiмальнi системи твiрних та вiдповiднi визначаль-

нi спiввiдношення виписанi в пiдроздiлi 2.1, залишилося зробити це для

моноїдiв четвертого порядку без приєднаної одиницi.

Теорема 4.3. Вказанi в наслiдку 4.2 моноїди четвертого порядку без

приєднаного одиничного елемента задаються у виглядi твiрних та спiв-

вiдношень наступним чином.

Комутативнi моноїди:

1cm)(58) (e, 0, b, d) = 〈b, d〉: b2 = 0, d2 = e, db = bd = b;

2cm)(88) (e, 0, b, d) = 〈0, b, d〉: b2 = b, d2 = e, db = bd = b;

3cm)(99) (e, 0, c, c2) = 〈0, c〉: c3 = e;

4cm)(112) (e, c, d, d2) = 〈c, d〉: c2 = e, d3 = d, dc = cd = d;

5cm)(118)] (e, a, d, ad) = 〈a, d〉: a2 = a, d2 = e, da = ad;

6cm)(125) (e, b, c, bc) = 〈b, c〉: b2 = e, c2 = e, cb = bc;

7cm)(126) (e, c, c2, c3) = 〈c〉: c4 = e;

Некомутативнi моноїди:

8nm)(98) (e, a, c, d) = 〈a, c, d〉: a2 = a, c2 = e, d2 = d, ac = a, ca = a,

ad = a, da = d, cd = d, dc = d;

9nm)(100) (e, a, d, da) = 〈a, d〉: a2 = a, d2 = e, ad = a.

Букви cm (при нумерацiї моноїдiв) означають “комутативний моноїд”,

а nm — “некомутативний моноїд”. В дужках пiсля номеру вказано за-

гальний номер моноїду в списку всiх таблиць Келi напiвгруп четвертого

порядку.

Теорема доводиться по тiй же схемi, що i теорема 2.1. Вкажемо вiдпо-

вiднi таблицi Келi, перетворення з ними та проаналiзуємо заключнi та-

блицi.
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1cm) (58) Таблиця Келi має вигляд

0 0 0 0

0 0 1 1

0 1 2 3

0 1 3 2

Таблиця Келi в повному виглядi (пiсля перепозначення елементiв):

〈0〉 〈1〉 〈2〉 〈3〉

〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉

〈1〉 〈0〉 〈0〉 〈1〉 〈1〉

〈2〉 〈0〉 〈1〉 〈2〉 〈3〉

〈3〉 〈0〉 〈1〉 〈3〉 〈2〉

Заключна таблиця пiсля перепозначення елементiв з врахуванням

одиничного та нульового елементiв:

0 b e d

0 0 0 0 0

b 0 0 b b

e 0 b e d

d 0 b d e

Отже, моноїд складається з елементiв e, 0, b, d i має мiнiмальну систе-

му твiрних b, d зi спiввiдношеннями b2 = 0, d2 = e, bd = b, db = b, якi є

визначальними (бо вже забезпечують наявнiсть не бiльше чотирьох еле-

ментiв).

2cm) (88) Таблиця Келi має вигляд

0 0 0 0

0 1 1 1

0 1 2 3

0 1 3 2
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Таблиця Келi в повному виглядi (пiсля перепозначення елементiв):

〈0〉 〈1〉 〈2〉 〈3〉

〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉

〈1〉 〈0〉 〈1〉 〈1〉 〈1〉

〈2〉 〈0〉 〈1〉 〈2〉 〈3〉

〈3〉 〈0〉 〈1〉 〈3〉 〈2〉

Заключна таблиця пiсля перепозначення елементiв з врахуванням

одиничного та нульового елементiв:

0 b e d

0 0 0 0 0

b 0 b b b

e 0 b e d

d 0 b d e

Отже, моноїд складається з елементiв e.0, b, d i має мiнiмальну систе-

му твiрних 0, b, d зi спiввiдношеннями b2 = b, d2 = e, bd = b, db = b,

якi є визначальними (бо вже забезпечують наявнiсть не бiльше чотирьох

елементiв).

3cm) (99) Таблиця Келi має вигляд

0 0 0 0

0 1 2 3

0 2 3 1

0 3 1 2

Зробимо замiни в таблицi Келi (записаної в повному виглядi з
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перепозначенням елементiв):

〈0〉 〈1〉 〈2〉 〈3〉

〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉

〈1〉 〈0〉 〈1〉 〈2〉 〈3〉

〈2〉 〈0〉 〈2〉 〈3〉 〈1〉

〈3〉 〈0〉 〈3〉 〈1〉 〈2〉

⇒ (〈3〉 = 〈2〉2) ⇒

〈0〉 〈1〉 〈2〉 〈2〉2〈2〉2〈2〉2

〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉

〈1〉 〈0〉 〈1〉 〈2〉 〈2〉2〈2〉2〈2〉2

〈2〉 〈0〉 〈2〉 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈1〉

〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈0〉 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈1〉 〈2〉

Заключна таблиця пiсля перепозначення елементiв з врахуванням

одиничного та нульового елементiв:

0 e c c2

0 0 0 0 0

e 0 e c c2

c 0 c c2 e

c2 0 c2 e c

Отже, моноїд складається з елементiв e, 0, c, c2 i має мiнiмальну систе-

му твiрних 0, c зi спiввiдношенням c3 = e, яке є визначальним (бо вже

забезпечує наявнiсть не бiльше чотирьох елементiв).

4cm) (112) Таблиця Келi має вигляд

0 0 0 3

0 1 2 3

0 2 1 3

3 3 3 0

Зробимо замiни в таблицi Келi (записаної в повному виглядi з
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перепозначенням елементiв):

〈0〉 〈1〉 〈2〉 〈3〉

〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈3〉

〈1〉 〈0〉 〈1〉 〈2〉 〈3〉

〈2〉 〈0〉 〈2〉 〈1〉 〈3〉

〈3〉 〈3〉 〈3〉 〈3〉 〈0〉

⇒ (〈0〉 = 〈3〉2) ⇒

〈3〉2〈3〉2〈3〉2 〈1〉 〈2〉 〈3〉

〈3〉2〈3〉2〈3〉2 〈3〉2〈3〉2〈3〉2 〈3〉2〈3〉2〈3〉2 〈3〉2〈3〉2〈3〉2 〈3〉

〈1〉 〈3〉2〈3〉2〈3〉2 〈1〉 〈2〉 〈3〉

〈2〉 〈3〉2〈3〉2〈3〉2 〈2〉 〈1〉 〈3〉

〈3〉 〈3〉 〈3〉 〈3〉 〈3〉2〈3〉2〈3〉2

Заключна таблиця пiсля перепозначення елементiв з врахуванням

одиничного елемента:

d2 e c d

d2 d2 d2 d2 d

e d2 e c d

c d2 c e d

d d d d d2

Отже, моноїд складається з елементiв e, c, d, d2 i має мiнiмальну си-

стему твiрних c, d зi спiввiдношеннями c2 = e, d3 = d, cd = d, dc = d,

якi є визначальними (бо вже забезпечують наявнiсть не бiльше чотирьох

елементiв).

5cm) (118) Таблиця Келi має вигляд

0 0 2 2

0 1 2 3

2 2 0 0

2 3 0 1

Зробимо замiни в таблицi Келi (записаної в повному виглядi з
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перепозначенням елементiв):

〈0〉 〈1〉 〈2〉 〈3〉

〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈2〉 〈2〉

〈1〉 〈0〉 〈1〉 〈2〉 〈3〉

〈2〉 〈2〉 〈2〉 〈0〉 〈0〉

〈3〉 〈2〉 〈3〉 〈0〉 〈1〉

⇒ (〈2〉 = 〈0〉 · 〈3〉) ⇒

〈0〉 〈1〉 〈0〉 · 〈3〉〈0〉 · 〈3〉〈0〉 · 〈3〉 〈3〉

〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉 · 〈3〉〈0〉 · 〈3〉〈0〉 · 〈3〉 〈0〉 · 〈3〉〈0〉 · 〈3〉〈0〉 · 〈3〉

〈1〉 〈0〉 〈1〉 〈0〉 · 〈3〉〈0〉 · 〈3〉〈0〉 · 〈3〉 〈3〉

〈0〉 · 〈3〉〈0〉 · 〈3〉〈0〉 · 〈3〉 〈0〉 · 〈3〉〈0〉 · 〈3〉〈0〉 · 〈3〉 〈0〉 · 〈3〉〈0〉 · 〈3〉〈0〉 · 〈3〉 〈0〉 〈0〉

〈3〉 〈0〉 · 〈3〉〈0〉 · 〈3〉〈0〉 · 〈3〉 〈3〉 〈0〉 〈1〉

Заключна таблиця пiсля перепозначення елементiв з врахуванням

одиничного елемента:

a e ad d

a a a ad ad

e a e ad d

ad ad ad a a

d ad d a e

Отже, моноїд складається з елементiв e, a, d, ad i має мiнiмальну си-

стему твiрних a, d зi спiввiдношеннями a2 = a, d2 = e, da = ad, якi є

визначальними (бо вже забезпечують наявнiсть не бiльше чотирьох еле-

ментiв).

6cm) (125) Таблиця Келi має вигляд

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 0 1

3 2 1 0
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Зробимо замiни в таблицi Келi (записаної в повному виглядi з

перепозначенням елементiв):

〈0〉 〈1〉 〈2〉 〈3〉

〈0〉 〈0〉 〈1〉 〈2〉 〈3〉

〈1〉 〈1〉 〈0〉 〈3〉 〈2〉

〈2〉 〈2〉 〈3〉 〈0〉 〈1〉

〈3〉 〈3〉 〈2〉 〈1〉 〈0〉

⇒ (〈3〉 = 〈1〉 · 〈2〉) ⇒

〈0〉 〈1〉 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉

〈0〉 〈0〉 〈1〉 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉

〈1〉 〈1〉 〈0〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈2〉

〈2〉 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈0〉 〈1〉

〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈2〉 〈1〉 〈0〉

Заключна таблиця пiсля перепозначення елементiв з врахуванням

одиничного елемента:

e b c bc

e e b c bc

b b e bc c

c c bc e b

bc bc c b e

Отже, моноїд складається з елементiв e, b, c, bc i має мiнiмальну систему

твiрних b, c зi спiввiдношеннями b2 = e, c2 = e, bc = cb, якi є визначаль-

ними (бо вже забезпечують наявнiсть не бiльше чотирьох елементiв).

7cm) (126) Таблиця Келi має вигляд

0 1 2 3

1 0 3 2

2 3 1 0

3 2 0 1
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Зробимо замiни в таблицi Келi (записаної в повному виглядi з

перепозначенням елементiв):

〈0〉 〈1〉 〈2〉 〈3〉

〈0〉 〈0〉 〈1〉 〈2〉 〈3〉

〈1〉 〈1〉 〈0〉 〈3〉 〈2〉

〈2〉 〈2〉 〈3〉 〈1〉 〈0〉

〈3〉 〈3〉 〈2〉 〈0〉 〈1〉

⇒ (〈3〉 = 〈1〉 · 〈2〉) ⇒

〈0〉 〈1〉 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉

〈0〉 〈0〉 〈1〉 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉

〈1〉 〈1〉 〈0〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈2〉

〈2〉 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 〈0〉

〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉〈1〉 · 〈2〉 〈2〉 〈0〉 〈1〉

⇒

⇒ (〈1〉 = 〈2〉2) ⇒

〈0〉 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉 〈2〉3

〈0〉 〈0〉 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉 〈2〉3

〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈0〉 〈2〉3 〈2〉

〈2〉 〈2〉 〈2〉3 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈0〉

〈2〉3 〈2〉3 〈2〉 〈0〉 〈2〉2〈2〉2〈2〉2

Заключна таблиця пiсля перепозначення елементiв з врахуванням

одиничного елемента:

e c2 c c3

e e c2 c c3

c2 c2 e c3 c

c c c3 c2 e

c3 c3 c e c2

Отже, моноїд складається з елементiв e.c, c2, c3 i має мiнiмальну си-

стему твiрних c зi спiввiдношенням c4 = e, яке є визначальним (бо вже

забезпечує наявнiсть не бiльше чотирьох елементiв).
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8nm) (98) Таблиця Келi має вигляд

0 0 0 0

0 1 2 3

0 2 1 3

3 3 3 3

Зробимо замiни в таблицi Келi (записаної в повному виглядi з

перепозначенням елементiв):

〈0〉 〈1〉 〈2〉 〈3〉

〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉

〈1〉 〈0〉 〈1〉 〈2〉 〈3〉

〈2〉 〈0〉 〈2〉 〈1〉 〈3〉

〈3〉 〈3〉 〈3〉 〈3〉 〈3〉

⇒ (〈1〉 = 〈2〉2) ⇒

〈0〉 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉 〈3〉

〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉

〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈0〉 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈2〉 〈3〉

〈2〉 〈0〉 〈2〉 〈2〉2〈2〉2〈2〉2 〈3〉

〈3〉 〈3〉 〈3〉 〈3〉 〈3〉

Заключна таблиця пiсля перепозначення елементiв з врахуванням

одиничного елемента:

a e c d

a a a a a

e a e c d

c a c e d

d d d d d

Отже, моноїд складається з елементiв e, a, c, d i має мiнiмальну систему

твiрних a, c, d зi спiввiдношеннями a2 = a, c2 = e, d2 = d, ac = a, ca = a,

ad = a, da = d, cd = d, dc = d, якi є визначальними (бо вже забезпечує

наявнiсть не бiльше чотирьох елементiв).

9nm) (98) Таблиця Келi має вигляд

0 0 0 0

0 1 2 3

2 2 2 2

2 3 0 1
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Зробимо замiни в таблицi Келi (записаної в повному виглядi з

перепозначенням елементiв):

〈0〉 〈1〉 〈2〉 〈3〉

〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉

〈1〉 〈0〉 〈1〉 〈2〉 〈3〉

〈2〉 〈2〉 〈2〉 〈2〉 〈2〉

〈3〉 〈2〉 〈3〉 〈0〉 〈1〉

⇒ (〈2〉 = 〈3〉·〈0〉) ⇒

〈0〉 〈1〉 〈3〉 · 〈0〉〈3〉 · 〈0〉〈3〉 · 〈0〉

〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉

〈1〉 〈0〉 〈1〉 〈3〉 · 〈0〉〈3〉 · 〈0〉〈3〉 · 〈0〉

〈3〉 · 〈0〉〈3〉 · 〈0〉〈3〉 · 〈0〉 〈3〉 · 〈0〉〈3〉 · 〈0〉〈3〉 · 〈0〉 〈3〉 · 〈0〉〈3〉 · 〈0〉〈3〉 · 〈0〉 〈3〉 · 〈0〉〈3〉 · 〈0〉〈3〉 · 〈0〉 〈3〉〈3〉〈3〉

〈3〉 〈3〉 · 〈0〉〈3〉 · 〈0〉〈3〉 · 〈0〉 〈3〉 〈0〉

⇒ (〈1〉 = 〈3〉2) ⇒

〈0〉 〈3〉2〈3〉2〈3〉2 〈3〉 · 〈0〉 〈3〉

〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉 〈0〉

〈3〉2〈3〉2〈3〉2 〈0〉 〈3〉2〈3〉2〈3〉2 〈3〉 · 〈0〉 〈3〉

〈3〉 · 〈0〉 〈3〉 · 〈0〉 〈3〉 · 〈0〉 〈3〉 · 〈0〉 〈3〉 · 〈0〉

〈3〉 〈3〉 · 〈0〉 〈3〉 〈0〉 〈3〉2〈3〉2〈3〉2

Заключна таблиця пiсля перепозначення елементiв з врахуванням

одиничного елемента:

a e da d

a a a a a

e a e da d

da da da da da

d da d a e

Отже, моноїд складається з елементiв e, a, d, da i має мiнiмальну си-

стему твiрних e, a, d зi спiввiдношеннями a2 = a, d2 = e, ad = a, якi є

визначальними (бо вже забезпечує наявнiсть не бiльше чотирьох елемен-

тiв).

Доведення завершено.
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4.2. Формулювання теорем про зображувальний тип

Всi матричнi зображення розглядаються над полем K. Якщо не вказана

характеристика поля, то вважається, що вона довiльна.

Як i ранiше, вважаємо, що матриця зображення, яка вiдповiдає нульо-

вому (вiдповiдно одиничному) елементу напiвгрупи, якщо вiн є, — нульова

(вiдповiдно одинична). Матриця зображення, що вiдповiдає твiрному еле-

менту a, b, c позначається вiдповiдно через A,B, C. E позначає одиничну

матрицю будь-якого розмiру n× n (n ≥ 0).

Нагадаємо, що напiвгрупи розглядаються з точнiстю дуальностi (i, зви-

чайно, iзоморфiзму). Це по сутi не є обмеженням, бо дуальним напiвгру-

пам вiдповiдають зображення з транспонованими матрицями.

Переходимо до формулювання теорем. При цьому розглядаються всi

моноїди четвертого порядку (включаючи моноїди з приєднаною одини-

цею).

Теорема 4.4. Всi моноїди четвертого порядку є ручними.

Теорема 4.5. Моноїди четвертого порядку, що мають (з точнiстю

до еквiвалентностi) нескiнченне число нерозкладних зображень над по-

лем K, вичерпуються (з точнiстю до iзоморфiзму та дуальностi) на-

ступними моноїдами:

a) (e, 0, b, c) = 〈e, b, c〉: b2 = 0, c2 = 0, cb = bc = 0;

K — поле довiльної характеристики;

b) (e, 0, b, c) = 〈b, c〉: b2 = 0, c2 = e, cb = bc = b;

характеристика поля K дорiвнює 2;

c) (e, b, c, bc) = 〈b, c〉: b2 = e, c2 = e, cb = bc;

характеристика поля K дорiвнює 2.

d) (e, a, b, c) = 〈e, a, b, c〉: a2 = a, b2 = b, c2 = c, ab = a,

ac = a, ba = b, bc = b, ca = c, cb = c;
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K — поле довiльної характеристики.

Першi три моноїди є комутативними, а останнiй — некомутативний;

перший i останнiй моноїди з приєднаною одиницею.

Моноїди з неприєднаною одиницею b) i c) в теоремi 4.3 (про опис мо-

ноїдiв четвертого порядку без приєднаної одиницi) вказанi вiдповiдно пiд

номерами 1cm) i 6cm). Моноїди з приєднаною одиницею a i d) отримую-

ться iз напiвгруп третього порядку (приєднанням одиничного елемента),

якi вказанi в теоремi 2.1 (про опис опис напiвгруп третього порядку) вiд-

повiдно пiд номерами 1) i 18).

4.3. Опис матричних зображень моноїдiв четвертого

порядку

4.3.1. Канонiчнi форми. У цiй частинi дисертацiї ми вкажемо кано-

нiчнi форми матричних зображень моноїдiв четвертого порядку з непри-

єднаною одиницею 1cm), . . . , 7cm), 8nm), 9nm), що мають (з точнiстю до

еквiвалентностi) скiнченне число нерозкладних зображень, тобто за ви-

ключенням моноїдiв 1cm) для будь-якої характеристики поля K i 6cm)

для char K = 2 (див. теорему 4.5).

Канонiчнi форми моноїдiв четвертого порялку з приєднаною одиницею

отримуються з канонiчних форм напiвгруп третього порядку очевидним

чином (приєднаному одиничному елементу вiдповiдає одинична матриця,

а якщо вiдповiдна напiвгрупа третього порядку має свiй одиничний еле-

мент, то до всiх матриць канонiчної форми цiєї вже пiднапiвгрупи треба

додати на останньому мiсцi нульову горизонтальну i вертикальну смуги);

якщо ж напiвгрупа третього порядку не має одиничного елемента, то вка-

занi нульовi смуги додавати не потрiбно, бо вони там уже є (незалежно

має напiвгрупа нульовий елемент чи не має).
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Нагадаємо, що через E позначається одинична матриця довiльного роз-

мiру n× n (n ≥ 0), а тому довiльнi двi клiтини E в матрицях не обов’яз-

ково рiвнi (якщо їх рiвнiсть не випливає iз деяких умов). Це робиться для

того, щоб не нагромаджувати iндекси. Матриця зображення, яка вiдпо-

вiдає нульовому (вiдповiдно одиничному) елементу напiвгрупи, якщо вiн

є, — нульова (вiдповiдно одинична). Матриця зображення, що вiдповiдає

твiрному елементу a, b, c позначається вiдповiдно через A,B, C.

Теорема 4.6. Канонiчна форма для матричних зображень моноїдiв

четвертого порядку з неприєднаним одиничним елементом, що мають

(з точнiстю до еквiвалентностi) скiнченне число нерозкладних зоб-

ражень, така:

1cm) (e, 0, b, d) = 〈b, d〉: b2 = 0, d2 = e, db = bd = b;

char K 6= 2;

B =




0 0 E 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0




, D =




E 0 0 0

0 E 0 0

0 0 E 0

0 0 0 −E




.

2cm) (e, 0, b, d) = 〈0, b, d〉: b2 = b, d2 = e, db = bd = b;

B =




E 0 0

0 0 0

0 0 0


 , D =




E 0 0

0 E 0

0 0 −E




для char K 6= 2 i

B =




E 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0




, D =




E 0 0 0

0 E 0 E

0 0 E 0

0 0 0 E




для char K = 2.
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3cm) (e, 0, c, c2) = 〈0, c〉: c3 = e;

C =




E 0 0

0 εE 0

0 0 ε2E




для char K 6= 3, якщо в K iснує кубiчний корiнь ε 6= 1 з одиницi;

C =




E 0 0

0 0 E

0 −E −E




для char K 6= 3, якщо в K не iснує кубiчного кореня ε 6= 1 з одиницi;

C =




E E 0 0 0 0

0 E E 0 0 0

0 0 E 0 0 0

0 0 0 E E 0

0 0 0 0 E 0

0 0 0 0 0 E




для char K = 3.

4cm) (e, c, d, d2) = 〈c, d〉: c2 = e, d3 = d, dc = cd = d;

C =




E 0 0 0

0 E 0 0

0 0 E 0

0 0 0 −E




, D =




E 0 0 0

0 −E 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0




для char K 6= 2 i

C =




E 0 0 0 0 0

0 E 0 0 0 0

0 0 E 0 0 0

0 0 0 E 0 E

0 0 0 0 E 0

0 0 0 0 0 E




, D =




E 0 E 0 0 0

0 E 0 0 0 0

0 0 E 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0



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для char K = 2.

5cm) (e, a, d, ad) = 〈a, d〉: a2 = a, d2 = e, da = ad;

A =




E 0 0 0

0 E 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0




, D =




E 0 0 0

0 −E 0 0

0 0 E 0

0 0 0 −E




для char K 6= 2 i

A =




E 0 0 0 0 0

0 E 0 0 0 0

0 0 E 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0




, D =




E 0 E 0 0 0

0 E 0 0 0 0

0 0 E 0 0 0

0 0 0 E 0 E

0 0 0 0 E 0

0 0 0 0 0 E




для char K = 2.

6cm) (e, b, c, bc) = 〈b, c〉: b2 = e, c2 = e, cb = bc;

char K 6= 2;

B =




E 0 0 0

0 −E 0 0

0 0 E 0

0 0 0 −E




, C =




E 0 0 0

0 E 0 0

0 0 −E 0

0 0 0 −E




.

7cm) (e, c, c2, c3) = 〈c〉: c4 = e;

C =




E 0 0 0

0 −E 0 0

0 0 i 0

0 0 0 −i




,
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для char K 6= 2, якщо в K iснує квадратний корiнь i з −1;

C =




E 0 0 0

0 −E 0 0

0 0 0 E

0 0 −E 0




,

для char K 6= 2, якщо в K не iснує квадратного кореня з −1;

C =




E E 0 0 0 0 0 0 0 0

0 E E 0 0 0 0 0 0 0

0 0 E E 0 0 0 0 0 0

0 0 0 E 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 E E 0 0 0 0

0 0 0 0 0 E E 0 0 0

0 0 0 0 0 0 E 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 E E 0

0 0 0 0 0 0 0 0 E 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 E




для char K = 2.

8nm) (e, a, c, d) = 〈a, c, d〉: a2 = a, c2 = e, d2 = d, ac = a, ca = a,

ad = a, da = d, cd = d, dc = d;

A =




E 0 0 0 0

0 E 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0




, C =




E 0 0 0 0

0 E 0 0 0

0 0 E 0 0

0 0 0 E 0

0 0 0 0 −E




, D =




E 0 0 0 0

0 E 0 0 0

E 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0



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при char K 6= 2 i

A =




E 0 0 0 0 0 0 0 0

0 E 0 0 0 0 0 0 0

0 0 E 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0




, C =




E 0 0 0 0 0 0 0 0

0 E 0 0 0 0 0 0 0

0 0 E 0 0 0 0 0 0

0 0 0 E 0 E 0 0 0

0 0 0 0 E 0 E 0 0

0 0 0 0 0 E 0 0 0

0 0 0 0 0 0 E 0 0

0 0 0 0 0 0 0 E 0

0 0 0 0 0 0 0 0 E




,

D =




E 0 0 0 0 0 0 0 0

0 E 0 0 0 0 0 0 0

0 0 E 0 0 0 0 0 0

0 E 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

E 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0




при char K = 2.

9nm) (e, a, d, da) = 〈a, d〉: a2 = a, d2 = e, ad = a;

A =




E 0 0 0 0

0 E 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0




, D =




E 0 0 0 0

0 E 0 0 0

0 0 E 0 0

E 0 0 −E 0

0 0 0 0 −E



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при char K 6= 2 i

A =




E 0 0 0 0 0 0 0 0

0 E 0 0 0 0 0 0 0

0 0 E 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0




, D =




E 0 0 0 0 0 0 0 0

0 E 0 0 0 0 0 0 0

0 0 E 0 0 0 0 0 0

0 E 0 E 0 E 0 0 0

0 0 0 0 E 0 E 0 0

0 0 0 0 0 E 0 0 0

0 0 0 0 0 0 E 0 0

E 0 0 0 0 0 0 E 0

0 0 0 0 0 0 0 0 E




при charK = 2.

4.4. Доведення теореми 4.6

Оскiльки теорема доводиться таким же методом, як теорема 3.3, то при

приведеннi матриць занадто детальнi мiркування опускаються.

Доведення для моноїдiв 3cm) i 7cm) випливає з вiдомих результатiв

лiнiйної алгебри (нормальна форма Жордана та Фробенiуса). У випадку

моноїда 2cm) цi результати треба застосувати до матрицi D, яка пiсля

приведення матрицi 01 (яка вiдповiдає елементу 01) до вигляду

E 0

0 0




(також за теоремою про нормальну форму Жордана) i врахування спiв-

вiдношень для елемента 01 має вигляд

D =


E 0

0 D22


 .
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I теорему про нормальну форму Жордана потрiбно застосувати до матри-

цi D22 (яка задовольняє рiвнiсть D2
22 = E). Нормальна форма в цьому ви-

падку залежить вiд характеристики поля; її для char K 6= 2 i char K = 2

можна записати вiдповiдно у виглядi

D22 =


E 0

0 −E


 i D22 =




E 0 E

0 E 0

0 0 E


 .

Аналогiчно розглядається випадок 5cm). Пiсля приведення матрицi A

до такого ж вигляду, як матрицi 01 (i врахування спiввiдношення da = ad)

матриця D має вигляд

D =


D11 0

0 D22




(про нормальну форму Жордана матриць D11, D22, якi задовольняють

рiвностi D2
11 = E, D2

22 = E, див. вище).

Також аналогiчно розглядаються випадки 1cm), 6cm) i випадок 4cm)

для char K 6= 2. Пiсля приведення матрицi D у випадку 1cm) i матрицi

C у випадку 6cm) до вигляду

E 0

0 −E




матриця B має вигляд

B =


B11 0

0 0


 .

в першому випадку i вигляд

B =


B11 0

0 B22


 .

в другому випадку. У випадку 4cm) для char K 6= 2 пiсля приведення

матрицi C до такого ж вигляду, як у випадку 6cm), матриця D має такий
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вигляд, як матриця B у випадку 1cm), а саме.

D =


D11 0

0 0




(нормальна форма Жордана матрицi D11, якi задовольняє рiвнiсть D3
11 =

D, є прямою сумою матриць E, −E i 0).

Залишилося розглянути випадок 4cm) для char K = 2.

За допомогою перетворень подiбностi (одночасно матриць C i D) при-

ведемо матрицю D до нормальної форми Жордана в такому виглядi:

D =




E 0 E 0

0 E 0 0

0 0 E 0

0 0 0 0




.

Тодi, пiсля розбиття матрицi C на блоки (такого ж розмiру, як i блоки

матрицi D), i використання спiввiдношень dc = cd = d вона має вигляд

C =




E 0 0 0

0 E 0 0

0 0 E 0

0 0 0 D44




.

I залишилося лише привести матрицю D44 (яка задовольняє рiвнiсть

D2
44 = E) до нормальної форми Жордана.

4.4.1. Нерозкладнi зображення. В теоремах, якi формулюються

нижче,s — довiльне натуральне число, а нерозкладну матрицю Фробе-

нiуса з характеристичним полiномом f(x) = (x − a)s можна замiнити

на клiтину Жордана Js(a). Через 0 i 0̃ позначаємо вiдповiдно нульовий

стовпець i нульовий рядок довiльної матрицi.

Теорема 4.7. Повнi системи нерозкладних попарно нееквiвалентних

зображень моноїдiв четвертого порядку без приєднаного одиничного еле-

мента такi:
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1cm) (e, 0, b, d) = 〈b, d〉: b2 = 0, d2 = e, db = bd = b;

для charK 6= 2:

1.1. b → 0, d → 1;

1.2. b → 0, d → −1;

1.3. b →


 0 1

0 0


 , d →


 1 0

0 1


;

для charK = 2:

1.1. b → 0, d → 1;

1.2. b →


 0 Es

0 0


 , d →


 Es Φ

0 Es


 ,

Φ — нерозкладна оборотна клiтина Фробенiуса;

1.3. b →


 0 Js(0)

0 0


 , d →


 Es Es

0 Es


 ;

1.4.) b →




0 Es 0

0 0




, d →




Es 0 Es

0 Es+1




;

1.5. b →




0
Es

0̃

0 0




, d →




Es+1

0̃

Es

0 Es




;

2cm) (e, 0, b, d) = 〈0, 01, d〉: d
2 = e;

для charK 6= 2:
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2.1. b → 0, d → 1;

2.2. b →


 1 0

0 0


 , d →


 1 0

0 −1


;

для charK = 2:

2.1. b → 0, d → 1;

2.2. b → 1, d → 1;

2.3. b →


 0 0

0 0


 , d →


 1 1

0 1


;

3cm) (e, 0, c, c2) = 〈0, c〉: c3 = e;

для char K 6= 3, якщо в K iснує кубiчний корiнь ε 6= 1 з одиницi:

3.1. c → 1;

3.2. c → ε;

3.3. c → ε2;

для char K 6= 3, якщо в K не iснує кубiчного кореня ε 6= 1 з одиницi:

3.1. c → 1;

3.2. c →


 0 1

−1 −1


;

для char K = 3:

3.1. c → 1;

3.2. c →


 1 1

0 1


;

3.3. c →




1 1 0

0 1 1

0 0 1


 ;

4cm) (e, c, d, d2) = 〈c, d〉: c2 = e, d3 = d, dc = cd = d;
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для charK 6= 2:

4.1. c → 1, d → 0;

4.2. c → −1, d → 0;

4.3. c → 1, d → 1;

4.4. c → 1, d → −1;

для charK = 2:

4.1. c → 1, d → 0;

4.2. c → 1, d → 1;

4.3. c →


 1 1

0 1


 , d →


 0 0

0 0


;

4.4. c →


 1 0

0 1


 , d →


 1 1

0 1


;

5cm) (e, a, d, ad) = 〈a, d〉: a2 = a, d2 = e, da = ad;

для charK 6= 2:

5.1. a → 0, d → 1;

5.2. a → 0, d → −1;

5.3. a → 1, d → 1;

5.4. a → 1, d → −1;

для charK = 2:

5.1. a → 0, d → 1;

5.2. a → 1, d → 1;

5.3. a →


 0 0

0 0


 , d →


 1 1

0 1


;

5.4. a →


 1 0

0 1


 , d →


 1 1

0 1


;
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6cm) (e, b, c, bc) = 〈b, c〉: b2 = e, c2 = e, cb = bc;

char K 6= 2:

6.1. b → 1, c → 1;

6.2. b → 1, c → −1;

6.3. b → −1, c → 1;

6.4. a → −1, c → −1;

для charK = 2:

6.1. b → 1, c → 1;

6.2.

b →




1 0 1 0

0 1 0 1

0 0 1 0

0 0 0 1




, c →




1 1 0 0

0 1 0 0

0 0 1 1

0 0 0 1




,

6.3.

b →


 Es Es

0 Es


 , c →


 Es Φ

0 Es


 ,

Φ — нерозкладна оборотна клiтина Фробенiуса;

6.4. b →


 Es Js(0)

0 Es


 , c →


 Es Es

0 Es


 ;

6.5.)

b →




Es Es 0

0 Es+1




, c →




Es 0 Es

0 Es+1




;

6.6.
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b →




Es+1

Es

0̃

0 Es




, c →




Es+1

0̃

Es

0 Es




;

7cm) (e, c, c2, c3) = 〈c〉: c4 = e;

для char K 6= 2, якщо в K iснує квадратний корiнь i з −1:

7.1. c → 1;

7.2. c → −1;

7.3. c → i;

7.4. c → −i;

для char K 6= 2, якщо в K не iснує квадратного кореня з −1:

7.1. c → 1;

7.2. c → −1;

7.3. c →


 0 1

−1 0


;

для char K = 2:

7.1. c → 1;

7.2. c →


 1 1

0 1


;

7.3. c →




1 1 0

0 1 1

0 0 1


 ;
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7.4. c →




1 1 0 0

0 1 1 0

0 0 1 1

0 0 0 1




;

8nm) (e, a, c, d) = 〈a, c, d〉: a2 = a, c2 = e, d2 = d, ac = a, ca = a,

ad = a, da = d, cd = d, dc = d;

для charK 6= 2:

8.1. a → 0, c → 1, d → 0;

8.2. a → 0, c → −1, d → 0;

8.3. a → 1, c → 1, d → 1;

8.4. a →


 1 0

0 0


 , c →


 1 0

0 1


 , d →


 1 0

1 0


;

для charK = 2:

8.1. a → 0, c → 1, d → 0;

8.2. a → 1, c → 1, d → 1;

8.3. a →


 0 0

0 0


 , c →


 1 1

0 1


 , d →


 0 0

0 0


;

8.4. a →


 1 0

0 0


 , c →


 1 0

0 1


 , d →


 1 0

1 0


;

8.5. a →




1 0 0

0 0 0

0 0 0


 , c →




1 0 0

0 1 1

0 0 1


 , d →




1 0 0

1 0 0

0 0 0


;

9nm) (e, a, d, da) = 〈a, d〉: a2 = a, d2 = e, ad = a;

для charK 6= 2:

9.1. a → 0, d → 1;
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9.2. a → 0, d → −1;

9.3. a → 1, d → 1;

9.4. a →


 1 0

0 0


 , d →


 1 0

1 −1


;

для charK = 2:

9.1. a → 0, d → 1;

9.2. a → 1, d → 1;

9.3. a →


 0 0

0 0


 , d →


 1 1

0 1


;

9.4. a →


 1 0

0 0


 , d →


 1 0

1 1


;

9.5. a →




1 0 0

0 0 0

0 0 0


 , d →




1 0 0

1 1 1

0 0 1


.

Доведення цiєї теореми аналогiчне доведенню теорем про нерозкладнi

зображення напiвгруп третього порядку.

Випадок 1cm) для charK = 2 зводиться до випадку 1) для напiвгруп

третього порядку замiною d → d + 1. Випадок 6cm) для charK = 2

розглянуто в роботi [27].

Для решти випадкiв, в яких маємо скiнченне число зображень, дове-

дення нерозкладностi i попарної нееквiвалентностi є елементарним i про-

водиться по тiй же схемi, що i для напiвгруп третього порядку.

4.5. Висновки до роздiлу

У цьому роздiлi вивчаються комбiнаторнi властивостi моноїдiв четвертого

порядку иа їх матричнi зображення. В термiнах твiрних та визначальних
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спiввiдношень описанi (з точнiстю до iзоморфiзму) всi моноїди четвер-

того порядку. Доведено критерiї вiдносно зображувального типу таких

напiвгруп, у випадку скiнченного типу вказана канонiчна форма матри-

чних зображень. Описано (з точнiстю до еквiвалентностi) всi нерозкладнi

зображення моноїдiв четвертого порядку.

Результати цього роздiлу опублiкованi в роботах [60], [61] i [66].
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ВИСНОВКИ

Дисертацiйна робота присвячена вивченню властивостей комбiнаторного

характеру i матричних зображень над полем напiвгруп малих порядкiв.

В термiнах твiрних та визначальних спiввiдношень описанi (з точнi-

стю до iзоморфiзму) всi напiвгрупи третього порядку. Вказана множина

iз семи властивостей, яка є характеристичною для класу всiх напiвгруп

третього порядку.

Вивчаються матричнi зображення напiвгруп третього порядку. Дове-

дено критерiї вiдносно зображувального типу таких напiвгруп, у випадку

скiнченного типу вказана канонiчна форма матричних зображень. Описа-

но (з точнiстю до еквiвалентностi) всi нерозкладнi зображення напiвгруп

третього порядку.

Вивчаються комбiнаторнi властивостi моноїдiв четвертого порядку иа

їх матричнi зображення. В термiнах твiрних та визначальних спiввiдно-

шень описанi (з точнiстю до iзоморфiзму) всi моноїди четвертого порядку.

Доведено критерiї вiдносно зображувального типу таких напiвгруп, у ви-

падку скiнченного типу вказана канонiчна форма матричних зображень.

Описано (з точнiстю до еквiвалентностi) всi нерозкладнi зображення мо-

ноїдiв четвертого порядку.
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