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ÇÀÃÀËÜÍÀ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÎÁÎÒÈ

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà âèêîíàíà â ãàëóçi êîíñòðóêòèâíî¨ òåîði¨ ëîêàëü-
íî ñêëàäíèõ ôóíêöié, âèçíà÷åíèõ ó òåðìiíàõ ðiçíèõ ñèñòåì êîäóâàííÿ
äiéñíèõ ÷èñåë iç âèêîðèñòàííÿì ñòîõàñòè÷íèõ òà äâi÷i ñòîõàñòè÷íèõ ìà-
òðèöü.

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Iíòåðåñ äî ëîêàëüíî ñêëàäíèõ íåïåðåðâíèõ
ôóíêöié (ñèíãóëÿðíèõ, íiäå íå ìîíîòîííèõ, íåäèôåðåíöiéîâíèõ òîùî) ìà¹
äîâãîòðèâàëó i ÿñêðàâó iñòîðiþ, ÿêà ïîâ'ÿçàíà ç iìåíàìè âèäàòíèõ íàó-
êîâöiâ: Ê. Âåé¹ðøòðàññ, Ã. Ìiíêîâñüêèé, Å. Ãåëií åð, Ã. Êàíòîð, Â. Ñåð-
ïiíñüêèé, Ð. Ñàëåì, Ñ. Áàíàõ, Ñ. Ìàçóðêåâè÷ òà ií. Ñüîãîäíi òàêi ôóíêöi¨
� öå îá'¹êò ïiäâèùåíî¨ íàóêîâî¨ óâàãè çàâäÿêè ðiçíèì îáñòàâèíàì. Êðiì
âíóòðiøíüî¨ ëîãiêè ðîçâèòêó ìàòåìàòèêè óâàãó äî íèõ ïðèâåðòà¹ òå, ùî
âiäíåäàâíà âîíè âñå ÷àñòiøå ç'ÿâëÿþòüñÿ â ìîäåëÿõ ðåàëüíèõ ïðîöåñiâ
i ÿâèù. Àëå ãîëîâíèì ó ëàíöþçi àðãóìåíòàöi¨ ¹ òå, ùî ç'ÿâèëèñü íîâi
ïîòóæíi çàñîáè äëÿ ¨õíüîãî òåîðåòè÷íîãî àíàëiçó. Öå ðiçíi ñèñòåìè êî-
äóâàííÿ äiéñíèõ ÷èñåë, çîêðåìà òàêi, ùî  ðóíòóþòüñÿ íà âèêîðèñòàííi
ñòîõàñòè÷íèõ òà äâi÷i ñòîõàñòè÷íèõ ìàòðèöü, à òàêîæ òåîðiÿ ôðàêòàëiâ
(ôðàêòàëüíà ãåîìåòðiÿ i ôðàêòàëüíèé àíàëiç) iç iäåÿìè ñàìîàôiííîñòi
òà àâòîìîäåëüíîñòi. Äîäàòêîâèì àðãóìåíòîì iíòåðåñó äî ïåâíèõ êëàñiâ
ëîêàëüíî ñêëàäíèõ ôóíêöié ¹ ôóíäàìåíòàëüíi ðåçóëüòàòè ùîäî ¨õíüî¨
ìàñèâíîñòi ó ìåòðè÷íèõ i òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðàõ. Äî òàêèõ íàëåæàòü:
òåîðåìà Áàíàõà-Ìàçóðêåâè÷à (1931), ÿêà òâåðäèòü, ùî ìíîæèíà íiäå íå
äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié ó ïðîñòîði C[0,1] ¹ ìíîæèíîþ äðóãî¨ êàòåãîði¨
Áåðà; òåîðåìà Çàìôiðåñêó (1981), ÿêà òâåðäèòü, ùî ñèíãóëÿðíi ôóíêöi¨ ó
ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði âñiõ íåïåðåðâíèõ ìîíîòîííèõ ôóíêöié iç ñóïðåìóì-
ìåòðèêîþ óòâîðþþòü ìíîæèíó äðóãî¨ êàòåãîði¨ Áåðà òà ií.

Âåëèêà ãðóïà êè¨âñüêèõ ìàòåìàòèêiâ (Áàðàíîâñüêèé Î.Ì., Âàñèëåí-
êî Í.Ì., Ãåòüìàí Á.I., Ãîí÷àðåíêî ß.Â.,Æèõàð¹âàÞ.I., Iñà¹âà Ò.Ì., Êþð-
÷åâ Ä.Â., Ëèñåíêî I.Ì., Ìàñëîâà Þ.Ï., Ïðàöüîâèòèé Ì.Â., Òîðáií Ã.Ì.,
Ôåùåíêî Î.Þ., Õâîðîñòiíà Þ.Â. òà ií.) ðîçðîáëÿ¹ íîâi ñèñòåì êîäóâàííÿ
(çîáðàæåííÿ) äiéñíèõ ÷èñåë, ÿêi  ðóíòóþòüñÿ íà ðîçêëàäàõ ÷èñåë ó ðÿ-
äè, ëàíöþãîâi äðîáè, íåñêií÷åííi äîáóòêè òîùî. Òàêi ñèñòåìè âèêîðèñòî-
âóþòü ñêií÷åííîñèìâîëüíèé, çîêðåìà äâîñèìâîëüíèé, àáî íåñêií÷åííèé
àëôàâiòè, ìàþòü îäíó àáî êiëüêà îñíîâ, ìàþòü íóëüîâó àáî íåíóëüîâó íà-
äëèøêîâiñòü. Ó äàíié ðîáîòi ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ñèñòåìè çîáðàæåííÿ äié-
ñíèõ ÷èñåë, ÿêi âîíè ðîçðîáèëè: Q∗∞-çîáðàæåííÿ, ìàðêîâñüêå çîáðàæåííÿ
òîùî.

Îêðåìèé êëàñ ëîêàëüíî ñêëàäíèõ ôóíêöié óòâîðþþòü òi, ìíîæèíè
çíà÷åíü ÿêèõ ¹ ôðàêòàëàìè. Çîêðåìà, äî òàêèõ íàëåæàòü ôóíêöi¨, ìíî-
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æèíè çíà÷åíü ÿêèõ çáiãàþòüñÿ çi ìíîæèíàìè íåïîâíèõ ñóì àáñîëþòíî çái-
æíèõ ÷èñëîâèõ ðÿäiâ. Òîïîëîãî-ìåòðè÷íi âëàñòèâîñòi ìíîæèí íåïîâíèõ
ñóì ðÿäiâ ¹ âiäîáðàæåííÿì âiäïîâiäíèõ âëàñòèâîñòåé ôóíêöié. Öå îäèí
ç îñíîâíèõ àñïåêòiâ ó öüîìó äîñëiäæåííi. Âàðòî çàçíà÷èòè, ùî ìíîæèíà
íåïîâíèõ ñóì ðÿäó ÿê îá'¹êò ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó R1 ïîòåíöiéíî ¹ ëiíié-
íèì ôðàêòàëîì àáî ìíîæèíîþ çi ôðàêòàëüíèìè ëîêàëüíèìè âëàñòèâî-
ñòÿìè. Öå ðîáèòü ¨¨ îá'¹êòîì ñàìîñòiéíîãî íàóêîâîãî ðîçãëÿäó. Ìíîæèíè
íåïîâíèõ ñóì iç ïîãëÿäó òåîði¨ éìîâiðíîñòåé (òåîði¨ ðîçïîäiëiâ âèïàäêî-
âèõ âåëè÷èí i òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ) âèñòóïàþòü ó ðîëi ñïåêòðiâ
i íîñi¨â ðîçïîäiëiâ (ñèíãóëÿðíèõ, íåòðèâiàëüíèõ ñóìiøåé ñèíãóëÿðíèõ i
àáñîëþòíî íåïåðåðâíèõ). Ìíîæèíè íåïîâíèõ ñóì ðÿäiâ ó òåîði¨ íåñêií-
÷åííèõ çãîðòîê Áåðíóëëi (ñèìåòðè÷íèõ i íåñèìåòðè÷íèõ) òàêîæ âiäiãðà-
þòü âàæëèâå çíà÷åííÿ. Âïðîäîâæ ìàéæå ñòîði÷íî¨ iñòîði¨ ðîçâèòêó òåî-
ði¨ íàðàçi âiäêðèòèìè ¹ ðÿä ñêëàäíèõ éìîâiðíiñíèõ ïðîáëåì, ïîâ'ÿçàíèõ
iç ¨õíüîþ ëåáåãiâñüêîþ ñòðóêòóðîþ, òîïîëîãî-ìåòðè÷íèìè i ôðàêòàëüíè-
ìè âëàñòèâîñòÿìè íîñi¨â (çîêðåìà, ñóòò¹âèõ íîñi¨â ùiëüíîñòi) òîùî. Âîíè
íå ïiääàþòüñÿ íèíi ðîçâ'ÿçàííþ â çàãàëüíié ïîñòàíîâöi, òîìó íàóêîâöi ¨õ
ðîçâ'ÿçóþòü äëÿ îêðåìèõ ðÿäiâ àáî êëàñiâ.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè.
Ðîáîòà âèêîíàíà ó ðàìêàõ äîñëiäæåíü ìàòåìàòè÷íèõ îá'¹êòiâ çi ñêëàäíîþ
ëîêàëüíîþ áóäîâîþ i ôðàêòàëüíèìè âëàñòèâîñòÿìè, ùî ïðîâîäÿòüñÿ ó
âiääiëi äèíàìi÷íèõ ñèñòåì òà ôðàêòàëüíîãî àíàëiçó Iíñòèòóòó ìàòåìàòè-
êè ÍÀÍ Óêðà¨íè é íà êàôåäði âèùî¨ ìàòåìàòèêè Íàöiîíàëüíîãî ïåäàãî-
ãi÷íîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Ì. Ï. Äðàãîìàíîâà. Äîñëiäæåííÿ ïðîâîäèëîñü
ó ðàìêàõ òàêèõ íàóêîâî-äîñëiäíèõ òåì:

� ôðàêòàëüíèé àíàëiç íåïåðåðâíèõ ôóíêöié i ìið (� äåðæàâíî¨ ðå-
¹ñòðàöi¨ 0111U000053);

� ôðàêòàëüíèé àíàëiç ìàòåìàòè÷íèõ îá'¹êòiâ çi ñêëàäíîþ ëîêàëü-
íîþ áóäîâîþ (� äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0107U000583);

� ôðàêòàëüíà ãåîìåòðiÿ ÷èñëîâèõ ðÿäiâ i ôðàêòàëüíèé àíàëiç ñòî-
õàñòè÷íèõ îá'¹êòiâ, ç íèìè ïîâ'ÿçàíèõ (� äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨
0118U002059).

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ëîêàëüíî ñêëàäíi ôóíêöi¨ çi ôðàêòàëü-
íèìè âëàñòèâîñòÿìè, âèçíà÷åíi ç âèêîðèñòàííÿì ñòîõàñòè÷íèõ òà äâi÷i
ñòîõàñòè÷íèõ ìàòðèöü.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ñòðóêòóðíi, àâòîìîäåëüíi, òîïîëîãî-ìå-
òðè÷íi òà iíøi âëàñòèâîñòi ôóíêöié.

Ìåòà äîñëiäæåííÿ ïîëÿãà¹ ó ìîäåëþâàííi é äîñëiäæåííi ôóíêöié
i ðîçïîäiëiâ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí iç íåîäíîðiäíîþ ëîêàëüíîþ ñòðóêòóðîþ
i ôðàêòàëüíèìè âëàñòèâîñòÿìè ç âèêîðèñòàííÿì ñòîõàñòè÷íèõ òà äâi÷i
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ñòîõàñòè÷íèõ ìàòðèöü i ðiçíèõ ñèñòåì êîäóâàííÿ äiéñíèõ ÷èñåë, à òàêîæ
ó çäiéñíåííi òîïîëîãî-ìåòðè÷íîãî àíàëiçó ìíîæèí, ñóòò¹âèõ äëÿ ôóíêöié
i ðîçïîäiëiâ.

Îñíîâíèìè çàâäàííÿìè äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ ¹:
� ñêîíñòðóþâàòè ñiì'þW äîäàòíèõ íåñêií÷åííèõ äâi÷i ñòîõàñòè÷íèõ

ìàòðèöü, çàëåæíèõ âiä îäíîãî ïàðàìåòðà;
� äëÿ Q∗∞-çîáðàæåíü, ùî  ðóíòóþòüñÿ íà ìàòðèöÿõ iç W , äîñëiäè-

òè òîïîëîãî-ìåòðè÷íi âëàñòèâîñòi ñïåêòðà (ìíîæèíè òî÷îê ðîñòó)

ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó íåïåðåðâíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè τ = ∆
Q∗∞
τ1τ2...τn...

iç íåçàëåæíèìè îäíàêîâèìè ðîçïîäiëåíèìè ñèìâîëàìè τn ¨¨ Q∗∞-
çîáðàæåííÿ çà óìîâè, ùî îäíà ç êîîðäèíàò ñòîõàñòè÷íîãî âåêòîðà
p = (p0, p1, . . . , pn, . . .), ùî çàäà¹ ðîçïîäië, äîðiâíþ¹ 0;

� äëÿ äâîñèìâîëüíîãî ìàðêîâñüêîãî çîáðàæåííÿ äðîáîâî¨ ÷àñòèíè
äiéñíîãî ÷èñëà, âèçíà÷åíîãî äâi÷i ñòîõàñòè÷íîþ ìàòðèöåþ, âèâ÷è-
òè ôðàêòàëüíi âëàñòèâîñòi ìíîæèí iç çàáîðîíàìè âæèâàííÿ äå-
ÿêèõ êîìáiíàöié öèôð;

� âèâ÷èòè âëàñòèâîñòi ôóíêöié, ùî ¹ ïðîåêòîðàìè öèôð:
à) äâîñèìâîëüíîãî ìàðêîâñüêîãî çîáðàæåííÿ, âèçíà÷åíîãî äâi÷i
ñòîõàñòè÷íîþ ìàòðèöåþ, ó êëàñè÷íå äâiéêîâå çîáðàæåííÿ;
á) íåãà-äâiéêîâîãî çîáðàæåííÿ â ìàðêîâñüêå çîáðàæåííÿ;

� äëÿ äâîõ êëàñiâ çáiæíèõ äîäàòíèõ ðÿäiâ
∞∑
k=1

dk ç ïåâíèìè óìîâàìè

îäíîðiäíîñòi âèâ÷èòè âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ f(x = ∆
Q∗2
α1α2...αk...) =

=
∞∑
k=1

αkdk i ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ =
∞∑
k=1

dkξk;

� âèâ÷èòè ïîâåäiíêó ìîäóëÿ õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ôóíêöi¨ íåñêií÷åííî¨

çãîðòêè Áåðíóëëi, êåðîâàíî¨ ðÿäîì
∞∑
k=1

dk ç îäíîãî çi êëàñiâ.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Ó ðîáîòi âèêîðèñòîâóâàëèñü ìåòîäè ìàòå-
ìàòè÷íîãî àíàëiçó, òåîði¨ ôóíêöié, òåîði¨ éìîâiðíîñòåé, ìåòðè÷íî¨ òåîði¨
÷èñåë, ôðàêòàëüíîãî àíàëiçó i ôðàêòàëüíî¨ ãåîìåòði¨.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Îñíîâíi íàóêîâi ðå-
çóëüòàòè, ùî âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò.

� Ñêîíñòðóéîâàíî ñiì'þ äîäàòíèõ íåñêií÷åííèõ äâi÷i ñòîõàñòè÷íèõ
ìàòðèöü i îïèñàíî òîïîëîãî-ìåòðè÷íi âëàñòèâîñòi ñïåêòðà ôóíêöi¨
ðîçïîäiëó íåïåðåðâíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè, çàäàíî¨ Q∗∞-çîáðàæå-
ííÿì ÷èñåë, ÿêå âèçíà÷à¹òüñÿ íåñêií÷åííîþ äâi÷i ñòîõàñòè÷íîþ
ìàòðèöåþ.

� Äîñëiäæåíî ôðàêòàëüíi âëàñòèâîñòi ìíîæèí ÷èñåë iç çàáîðîíàìè



4

âæèâàííÿ êîìáiíàöié ñèìâîëiâ ó ¨õíüîìó ìàðêîâñüêîìó çîáðàæåí-
íi, âèçíà÷åíîìó äâi÷i ñòîõàñòè÷íîþ ìàòðèöåþ.

� Çíàéäåíî íåîáõiäíi é äîñòàòíi óìîâè ñèíãóëÿðíîñòi ôóíêöi¨, ÿêà
ïðîåêòó¹ öèôðè:

� ìàðêîâñüêîãî çîáðàæåííÿ ó öèôðè êëàñè÷íîãî äâiéêîâîãî çîáðà-
æåííÿ;

� íåãà-äâiéêîâîãî çîáðàæåííÿ ó öèôðè ìàðêîâñüêîãî çîáðàæåííÿ.

Äëÿ çàçíà÷åíî¨ ùîéíî âèùå ôóíêöi¨ çíàéäåíî ñèñòåìó ôóíêöiî-
íàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêà ¨¨ îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹.

� Âèâ÷åíî ëåáåãiâñüêó ñòðóêòóðó, òîïîëîãî-ìåòðè÷íi i ôðàêòàëüíi
âëàñòèâîñòi íåñêií÷åííî¨ çãîðòêè Áåðíóëëi, êåðîâàíî¨ çáiæíèì äî-
äàòíèì ðÿäîì iç ñóïåðôðàêòàëüíîþ ìíîæèíîþ ïiäñóì; ïîâåäiíêó
ìîäóëÿ ¨¨ õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ôóíêöi¨ íà íåñêií÷åííîñòi; äîâåäåíî
êðèòåðié äèñêðåòíîñòi; âèâ÷åíî ôðàêòàëüíi âëàñòèâîñòi àâòîçãîð-
òîê öi¹¨ íåñêií÷åííî¨ çãîðòêè Áåðíóëëi.

� Îïèñàíî òîïîëîãî-ìåòðè÷íi âëàñòèâîñòi íåñêií÷åííî¨ çãîðòêè Áåð-
íóëëi, êåðîâàíî¨ íîðìîâàíèì äîäàòíèì ðÿäîì, âèçíà÷åíèì äâîìà
çðîñòàþ÷èìè ïîñëiäîâíîñòÿìè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë. Äîâåäåíî, ùî ¨¨
ñïåêòðîì ¹ êàíòîðâàë, ìiðà Ëåáåãà ÿêîãî â çàëåæíîñòi âiä âèáîðó
ïàðàìåòðiâ ìîæå áóòè ÿê çàâãîäíî áëèçüêîþ äî 1.

Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè ¹ íîâèìè, ñòðîãî i öiëêîì îá ðóíòîâàíèìè.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äèñåðòàöiéíà ðî-
áîòà ìà¹ òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè � öå ïåâíèé âíåñîê
ó òåîðiþ ôóíêöié äiéñíî¨ çìiííî¨, ôðàêòàëüíîãî àíàëiçó òà ôðàêòàëüíî¨
ãåîìåòði¨, òåîði¨ ðîçïîäiëiâ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí. Çàïðîïîíîâàíi ó äèñåð-
òàöi¨ ïðèéîìè é ìåòîäè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi ïðè äîñëiäæåííi iíøèõ
ëîêàëüíî ñêëàäíèõ ìàòåìàòè÷íèõ îá'¹êòiâ (ìíîæèí, ôóíêöié, ìið) çi ôðà-
êòàëüíèìè âëàñòèâîñòÿìè.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷êè. Óñi ïîëîæåííÿ i ðåçóëüòàòè, ÿêi
âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò, íàëåæàòü àâòîðöi é îòðèìàíi ñàìîñòiéíî. Ó ðîáî-
òàõ, îïóáëiêîâàíèõ ó ñïiâàâòîðñòâi ç íàóêîâèì êåðiâíèêîì, Ïðàöüîâèòî-
ìóÌ. Â. íàëåæèòü çàãàëüíà ïîñòàíîâêà çàäà÷, ðåäàãóâàííÿ i ïåðåâiðêà
îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ó ðîáîòi [2] Ñàâ÷åíêó I.Î. é Âèííèøèíó ß.Ô. íà-
ëåæàòü iäå¨ äîâåäåííÿ ëåì 3.2 i 3.3. Ó ðîáîòi [3] Ñàâ÷åíêó I.Î. íàëåæèòü
iäåÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíîãî äî-
ñëiäæåííÿ äîïîâiäàëèñÿ íà êîíôåðåíöiÿõ ðiçíèõ ðiâíiâ i íàóêîâèõ ñåìiíà-
ðàõ, à ñàìå:
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� Âñåóêðà¨íñüêà íàóêîâî-ìåòîäè÷íà êîíôåðåíöiÿ �Ñó÷àñíi íàóêîâî-
ìåòîäè÷íi ïðîáëåìè ìàòåìàòèêè ó âèùié øêîëi� (Êè¨â, 2016);

� ÕI Ëiòíÿ øêîëà �Àëãåáðà, Òîïîëîãiÿ, Àíàëiç� (Îäåñà, 2016);

� Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ �Ãåîìåòðiÿ i òîïîëîãiÿ â Îäåñi-2016� (Îäå-
ñà, 2016);

� International Conference �Modern Advances in Geometry and Topolo-
gy� (Kharkiv, 2016);

� The International Conference dedicated to the 120-th anniversary of
Kazimierz Kuratowski (Lviv, 2016);

� Øîñòà Âñåóêðà¨íñüêà êîíôåðåíöiÿ ìîëîäèõ â÷åíèõ ç ìàòåìàòèêè
òà ôiçèêè (Êè¨â, 2017);

� Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ �Ãåîìåòðiÿ i òîïîëîãiÿ â Îäåñi-2017� (Îäå-
ñà, 2017)

� Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ ìîëîäèõ ìàòåìàòèêiâ, ïðèñâÿ÷åíà 100-
ði÷÷þ íàðîäæåííÿ àêàäåìiêà ÍÀÍ Óêðà¨íè Þ.Î. Ìèòðîïîëüñêîãî
(1917-2008) (Êè¨â, 2017);

� ÕII Ëiòíÿ øêîëà �Àëãåáðà, Òîïîëîãiÿ, Àíàëiç� (Êîëî÷àâà, 2017);

� International Conference in Functional Analysis dedicated to the 125th
anniversary of STEFAN BANACH (Lviv, 2017);

� Ñüîìà Âñåóêðà¨íñüêà êîíôåðåíöiÿ ìîëîäèõ â÷åíèõ ç ìàòåìàòèêè
òà ôiçèêè (Êè¨â, 2018);

� International scienti�c conference �Algebraic and geometric methods
of analysis� (Odesa, 2018);

� The 13th Summer School �Analysis, Topology and Applications� (Vyzh-
nytsya, 2018);

� The Sixth International Conference on Analytic Number Theory and
Spatial Tessellations (Kyiv, 2018);

� Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ ìîëîäèõ ìàòåìàòèêiâ (Êè¨â, 2019);

� International scienti�c conference �Algebraic and Geometric Methods
of Analysis� (Odesa, 2019);

� The 14th Summer School �Analysis, Topology, Algebra and Applicati-
ons� (Pidzakharychi, 2019);

� ñåìiíàð ç ôðàêòàëüíîãî àíàëiçó, Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà-
¨íè òà ÍÏÓ iìåíi Ì.Ï. Äðàãîìàíîâà (êåðiâíèê: ä-ð ôiç.-ìàò. íàóê,
ïðîô. Ì. Â. Ïðàöüîâèòèé);

� ñåìiíàð âiääiëó òåîði¨ ôóíêöié Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà-
¨íè (êåðiâíèê: ä-ð ôiç.-ìàò. íàóê, ïðîô. À. Ñ. Ðîìàíþê);

� ñåìiíàð ¾Ñòàòèñòè÷íi ïðîáëåìè äëÿ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ i ïîëiâ¿
êàôåäðè ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó òà òåîði¨ éìîâiðíîñòåé ÊÏI iìåíi
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Iãîðÿ Ñiêîðñüêîãî (êåðiâíèêè: ä-ð ôiç.-ìàò. íàóê, ïðîô. Î.I. Êëå-
ñîâ, ä-ð ôiç.-ìàò. íàóê, ïðîô. Î.Â. Iâàíîâ).

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äîñëiäæåííÿ âèêëàäåíî ó ÷îòèðüîõ
[1 � 4] ñòàòòÿõ íàóêîâèõ âèäàíü, âíåñåíèõ äî ïåðåëiêó ôàõîâèõ âèäàíü iç
ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê. Ñòàòòi 2 i 3 îïóáëiêîâàíi ó âèäàííÿõ, ÿêi âõî-
äÿòü äî ìiæíàðîäíî¨ íàóêîìåòðè÷íî¨ áàçè Scopus. Ñòàòòÿ 2 îïóáëiêîâàíà
ó âèäàííi êâàðòèëþ Q3. Äîäàòêîâî ðåçóëüòàòè äîñëiäæåííÿ âiäîáðàæåíî
â ìàòåðiàëàõ êîíôåðåíöié [5 � 22].

Ñòðóêòóðà äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ñêëàäà¹òüñÿ ç àíîòà-
öi¨, ïåðåëiêó ñêîðî÷åíü i óìîâíèõ ïîçíà÷åíü, âñòóïó, ï'ÿòüîõ ðîçäiëiâ, âè-
ñíîâêiâ, ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë (102 íàéìåíóâàííÿ) i äîäàòêà, ÿêèé
ìiñòèòü ñïèñîê ïóáëiêàöié çäîáóâà÷êè çà òåìîþ äèñåðòàöi¨ é âiäîìîñòi ïðî
àïðîáàöiþ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Çàãàëüíèé îáñÿã äèñåðòàöi¨ � 144 ñòî-
ðiíêè.

ÎÑÍÎÂÍÈÉ ÇÌIÑÒ ÐÎÁÎÒÈ

Ó âñòóïi îá ðóíòîâàíî àêòóàëüíiñòü äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ, âè-
â÷åíî éîãî îá'¹êò, ïðåäìåò, ìåòó i çàâäàííÿ, âèñâiòëåíî íàóêîâó íîâèçíó,
ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ, àíîíñîâàíî îñíîâíi íàóêîâi ðåçóëüòàòè.

Ðîçäië 1 ¾Êîíöåïòóàëüíi îñíîâè äîñëiäæåííÿ é îãëÿä ëiòå-
ðàòóðè¿ íîñèòü âñòóïíèé õàðàêòåð. Ó íüîìó ñôîðìóëüîâàíî îçíà÷åííÿ
ñòîõàñòè÷íèõ òà äâi÷i ñòîõàñòè÷íèõ ìàòðèöü ÿê öåíòðàëüíîãî îá'¹êòà äî-
ñëiäæåííÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.1. Ìàòðèöÿ P = ||pij || ðîçìiðîì n × n íàçèâà¹òüñÿ
ñòîõàñòè÷íîþ, ÿêùî

pij > 0 òà
∑
i

pij = 1 àáî
∑
j

pij = 1, i, j = 1, . . . , n.

Îçíà÷åííÿ 1.2. Ìàòðèöÿ P = ||pij || ðîçìiðîì n × n íàçèâà¹òüñÿ
äâi÷i ñòîõàñòè÷íîþ, ÿêùî

pij > 0,
∑
i

pij = 1,
∑
j

pij = 1, i, j = 1, . . . , n.

Ó öüîìó ðîçäiëi îïèñàíî âiäîìå íåñêií÷åííîñèìâîëüíå Q∗∞-çîáðàæåí-
íÿ äiéñíèõ ÷èñåë iç [0; 1), ùî ¹ óçàãàëüíåííÿì Q∞-çîáðàæåííÿ, ÿêå ¹ ñè-
ñòåìîþ êîäóâàííÿ ÷èñåë iç íóëüîâîþ íàäëèøêîâiñòþ (êîæíå ÷èñëî ìà¹
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¹äèíå çîáðàæåííÿ). Îïèñàíî éîãî âëàñòèâîñòi, íåîáõiäíi äëÿ ïîäàëüøî-
ãî êîíñòðóþâàííÿ é äîñëiäæåííÿ ôóíêöié. Òóò òàêîæ ïðîâåäåíî îãëÿä
îêðåìèõ äâîñèìâîëüíèõ ñèñòåì ÷èñëåííÿ.

Íåõàé A = {0, 1, 2, . . .} � àëôàâiò ñèñòåìè ÷èñëåííÿ, L = A × A ×
. . . � ïðîñòið ïîñëiäîâíîñòåé; Q∗∞ = ||qik|| � çàäàíà íåñêií÷åííà äîäàòíà

ìàòðèöÿ, ÿêà ìà¹ âëàñòèâîñòi: 1)
∞∑
i=0

qik = 1; 2) äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi

÷èñåë (αn) ∈ L:
∞∏
n=1

qαnn = 0.

Îçíà÷åííÿ 1.3. Ðîçêëàä ÷èñëà x ∈ [0; 1) ó ðÿä

x = βα11 +

∞∑
k=2

βαkk

k−1∏
j=1

qαjj

 ≡ ∆
Q∗∞
α1...αk..., (1)

äå β0k ≡ 0, βik ≡
∑i−1
j=0 qjk, i ∈ N, k ∈ N íàçèâà¹òüñÿ Q∗∞-ïðåäñòàâëåííÿì,

à ñêîðî÷åíèé éîãî çàïèñ ∆
Q∗∞
α1...αk... � Q

∗
∞-çîáðàæåííÿì ÷èñëà õ, âèçíà÷å-

íîãî ìàòðèöåþ Q∗∞. Ïðè öüîìó αn = αn(x) íàçèâà¹òüñÿ n-îþ öèôðîþ
(ñèìâîëîì) öüîãî çîáðàæåííÿ.

Ó ðîçäiëi îïèñàíî êëþ÷îâi ôàêòè ñòîñîâíî ñèíãóëÿðíèõ ôóíêöié ðîç-
ïîäiëó éìîâiðíîñòåé, âèïàäêîâèõ âåëè÷èí îêðåìèõ òèïiâ, à òàêîæ âèñâi-
òëåíî àêòóàëüíi ðåçóëüòàòè äîñëiäæåííÿ ìíîæèí íåïîâíèõ ñóì ÷èñëîâèõ
ðÿäiâ, ÿêå ïðîäîâæóâàòèìåòüñÿ â ïîäàëüøèõ ðîçäiëàõ.

Íåõàé
∞∑
n=1

an = a1 + a2 + ...+ an + ...− (2)

äåÿêèé ÷èñëîâèé ðÿä, àM � äîâiëüíà ïiäìíîæèíà ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ
÷èñåë N. ×èñëî

x = x(M) =
∑

n∈M⊂N
an =

∞∑
n=1

anεn, äå εn =

{
1, ÿêùî n ∈M,
0, ÿêùî n /∈M,

íàçèâà¹òüñÿ íåïîâíîþ ñóìîþ (ïiäñóìîþ) ðÿäó (2), à êîæåí ðÿä âèäó∑
n∈M⊂N

an íàçèâà¹òüñÿ ïiäðÿäîì ðÿäó (2).

Ìíîæèíó âñiõ íåïîâíèõ ñóì ðÿäó (2) ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç E{an}, òîáòî

E{an} ≡

{
x : x =

∑
n∈M

an, M ∈ 2N

}
=
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=

{
x : x =

∞∑
n=1

εnan, (εn) ∈ A∞, A = {0, 1}

}
,

i íàçèâà¹ìî ìíîæèíîþ íåïîâíèõ ñóì (ìíîæèíîþ ïiäñóì) ðÿäó (2).
Ó äðóãîìó ðîçäiëi ¾Q∗∞-çîáðàæåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë, âèçíà÷åíå

äâi÷i ñòîõàñòè÷íèìè ìàòðèöÿìè, é ôóíêöi¨, ç íèìè ïîâ'ÿçàíi¿ ó
ïiäðîçäiëi 2.1 îçíà÷óþòüñÿ íåñêií÷åííi äâi÷i ñòîõàñòè÷íi ìàòðèöi é äîâî-
äèòüñÿ êîíòèíóàëüíiñòü ñiì'¨ íåñêií÷åííèõ äâi÷i ñòîõàñòè÷íèõ ìàòðèöü.

Îçíà÷åííÿ 2.1. Íåñêií÷åííîþ äâi÷i ñòîõàñòè÷íîþ ìàòðèöåþ íàçè-
âàþòü ìàòðèöþ ||qik||, åëåìåíòè ÿêî¨ ¹ íåâiä'¹ìíèìè, à ñóìà åëåìåíòiâ êî-
æíîãî ðÿäêà i êîæíîãî ñòîâïöÿ äîðiâíþ¹ 1, òîáòî âîäíî÷àñ âèêîíóþòüñÿ

óìîâè: qik > 0;
∞∑
k=1

qik = 1 =
∞∑
i=0

qik.

Ëåìà 2.2. ßêùî äëÿ ìàòðèöi ||qik|| âèêîíóþòüñÿ óìîâè:
1. q01 = b ∈ (0; 1);
2. b+ q = 1;
3. qik = bqi+k−1 äëÿ âñiõ i 6= k − 1, k ∈ N ;
4. qik = bq2(k−1) + 1− qk−1 äëÿ âñiõ i = k − 1, k ∈ N , òî âîíà ¹ äâi÷i

ñòîõàñòè÷íîþ.
Ó ïiäðîçäiëàõ 2.3 i 2.4 óòî÷íþþòüñÿ ðåçóëüòàòè äëÿ Q∗∞-çîáðàæåííÿ

äiéñíèõ ÷èñåë, ÿêi çäîáóâ Ïðàöüîâèòèì Ì.Â., äëÿ âèïàäêó, êîëè ìàòðèöÿ
¹ äâi÷i ñòîõàñòè÷íîþ i âèçíà÷à¹òüñÿ îäíèì ïàðàìåòðîì.

Ó ïiäðîçäiëi 2.5. ðîçãëÿäà¹òüñÿ âèïàäêîâà âåëè÷èíà τ = ∆
Q∗∞
τ1τ2...τn...,

çàäàíà ñâî¨ì Q∗∞-çîáðàæåííÿì, âèçíà÷åíèì íåñêií÷åííîþ äâi÷i ñòîõàñòè-
÷íîþ ìàòðèöåþ, çàëåæíîþ âiä îäíîãî ïàðàìåòðà, äå τn�íåçàëåæíi îäíà-
êîâî ðîçïîäiëåíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè

P{τi = i} = pi, i ∈ N ∪ {0},
∞∑
i=0

pi = 1.

Òåîðåìà 2.1. ßêùî pc = 0 i pj 6= 0 ïðè j 6= c, òî ñïåêòðîì (ìíîæè-
íîþ òî÷îê ðîñòó) ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó Fτ (x) = P{τ < x} ¹ ìíîæèíà

Dc ≡ [Q∗∞; c̄] =
{
x : x = ∆

Q∗∞
α1α2...αk..., äå αk 6= c ∈ {0, 1, 2, 3, . . .} ∀k ∈ N

}
,

ÿêà ¹ íiäå íå ùiëüíîþ ìíîæèíîþ äîäàòíî¨ ìiðè Ëåáåãà.
Íàñëiäîê 2.1. Äëÿ ìiðè Ëåáåãà ìíîæèíè Dc (c 6= 0) ñïðàâåäëèâî

q2c+1 − (1− qc + qc+1)2q3c+1 < λ(Dc) < 1 +
q3c+2 − qc

1 + q
− q4(c+1)−2

1 + qc
.
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Ðîçäië 3 ¾Ôðàêòàëüíi âëàñòèâîñòi ìíîæèí i ôóíêöié, ïîâ'ÿ-
çàíèõ çi äâiéêîâèìè çîáðàæåííÿì äiéñíèõ ÷èñåë, âèçíà÷åíèì
äâi÷i ñòîõàñòè÷íîþ ìàòðèöåþ¿ ïðèñâÿ÷åíèé äîñëiäæåííþ ìàðêîâ-
ñüêîãî äâîñèìâîëüíîãî çîáðàæåííÿ äðîáîâî¨ ÷àñòèíè äiéñíîãî ÷èñëà, âè-
çíà÷åíîãî äâi÷i ñòîõàñòè÷íîþ ìàòðèöåþ; ñèíãóëÿðíèõ ôóíêöié, ïîâ'ÿçàíèõ
iç öèì çîáðàæåííÿì òîùî. Íåõàé A = {0, 1} � àëôàâiò ñèñòåìè ÷èñëåííÿ;
q = (q0, q1) � óïîðÿäêîâàíèé íàáið äîäàòíèõ ÷èñåë, ïðè÷îìó q0 + q1 = 1;
L = A × A × . . . � ïðîñòið ïîñëiäîâíîñòåé àëôàâiòó; Q = ||qik|| � äîäàòíà
ñòîõàñòè÷íà ìàòðèöÿ. Ôîðìàëüíèé (ñêîðî÷åíèé) çàïèñ ∆M

α1α2...αn... ðÿäó

x = βα1
+ qα1

∞∑
k=1

(
βαkαk+1

k−1∏
j=1

qαjαj+1

)
≡ ∆M

α1α2...αk...
,

äå βα1 = α1q1−α1 , βαkαk+1
= (αk+1)qαk,1−αk+1

,

i éîãî ñóìè õ íàçèâàþòü ìàðêîâñüêèì çîáðàæåííÿì ÷èñëà õ, ÿêå ¹ éîãî
êîäóâàííÿì çàñîáàìè äâîñèìâîëüíîãî àëôàâiòó A.

Ó ïiäðîçäiëi 3.1 äëÿ ìíîæèí ÷èñåë iç çàáîðîíàìè âæèâàííÿ ñèìâîëiâ
ó ¨õíüîìó ìàðêîâñüêîìó çîáðàæåííi, âèçíà÷åíîìó äîäàòíîþ äâi÷i ñòîõà-

ñòè÷íîþ ìàòðèöåþ Q = ||qik|| =
(

a 1− a
1− a a

)
, äîâåäåíî ôàêòè.

Òåîðåìà 3.1. Ìíîæèíà

C =
{
x : x = ∆M

c1c2...cn..., c2k−1c2k ∈ {00, 11} ∀k ∈ N
}

¹

íóëü-ìíîæèíîþ Ëåáåãà, ðîçìiðíiñòü Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à ÿêî¨ ¹ êîðå-
íåì ðiâíÿííÿ ax(ax + (1− a)x) = 1.

Òåîðåìà 3.2. Ìíîæèíà

D = {x : x = ∆c1c2...cn..., ck + ck+1 + ck+2 6= 1 ∀k ∈ N} ¹

íóëü-ìíîæèíîþ Ëåáåãà, ðîçìiðíiñòü Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à ÿêî¨ ¹ êîðå-
íåì ðiâíÿííÿ (a(1− a)2)x + ax = 1.

Ó ïiäðîçäiëi 3.2. ââîäèòüñÿ äî ðîçãëÿäó ôóíêöiÿ G é äîñëiäæóþòüñÿ
¨¨ âëàñòèâîñòi.

Îçíà÷åííÿ 3.2. Ôóíêöiÿ G îçíà÷ó¹òüñÿ ðiâíiñòþ:

G(x) = G(∆M
α1α2...αn...) := ∆2

α1α2...αn....

Âîíà ÷èñëó x = ∆M
α1α2...αn... iç âiäðiçêà [0; 1] (çàäàíîãî ñâî¨ì ìàðêîâñüêèì

çîáðàæåííÿì) ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ÷èñëî ç âiäðiçêà [0; 1], äâiéêîâå
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çîáðàæåííÿ ÿêîãî çàïèñàíå òèìè ñàìèìè ñèìâîëàìè (∆2
α1α2...αn... =

=
∑∞
i=1

αi

2i ).
Òåîðåìà 3.4. Ôóíêöiÿ G(x) ¹ íåïåðåðâíîþ, ñòðîãî çðîñòàþ÷îþ;

1. êóñêîâî-ëiíiéíîþ, ÿêùî q00 = q01 =
1

2
, ïðè÷îìó ëiíiéíîþ, ÿêùî

q0 = q00 = q01 =
1

2
;

2. ñèíãóëÿðíîþ, â ðåøòi âèïàäêiâ.
Ó ïiäðîçäiëi 3.3 âèâ÷à¹òüñÿ ñèíãóëÿðíà ìîíîòîííà ôóíêöiÿ (ïðîåêòîð

öèôð íåãà-äâiéêîâîãî çîáðàæåííÿ äðîáîâî¨ ÷àñòèíè äiéñíîãî ÷èñëà â ìàð-

êîâñüêå), ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ çáiæíèì äîäàòíèì ðÿäîì 1 = 2
3 +

∞∑
n=1

1
(−2)n =

= 2
3 −

1
2 + 1

22 −
1
23 + . . . i äîäàòíîþ äâi÷i ñòîõàñòè÷íîþ ìàòðèöåþ ‖pik‖ =

=

(
p00 p01
p10 p11

)
:

F (x) = F (∆
2

α1(x)α2(x)...αn(x)...) =

= βα1(x) +
1

2

∞∑
k=1

(β
(k)
αk(x)αk+1(x)

k−1∏
i=1

pαi(x)αi+1(x)), (3)

äå βα1(x) =

{
0, ÿêùî α1(x) = 1,
1
2 , ÿêùî α1(x) = 0,

β
(2n−1)
α2n−1(x)α2n(x)

= β
(1)
α2n−1(x)α2n(x)

=

 0, ÿêùî α2n(x) = 0,
p00, ÿêùî α2n−1(x) 6= α2n(x) = 1,
p10, ÿêùî α2n−1(x) = α2n(x) = 1,

β
(2n)
α2n(x)α2n+1(x)

= β
(0)
α2n(x)α2n+1(x)

=

 0, ÿêùî α2n+1(x) = 1,
p01, ÿêùî α2n(x) = α2n+1(x) = 0,
p00, ÿêùî α2n(x) 6= α2n+1(x) = 0,

i αk(x) � öå k-à íåãà-äâiéêîâà öèôðà çîáðàæåííÿ ÷èñëà x.
Ëåìà 3.2. Äëÿ ôóíêöi¨ F (x), îçíà÷åíî¨ ðiâíiñòþ (3), îáðàçîì öèëií-

äðà ∆
2

c1c2...cm íåãà-äâiéêîâîãî çîáðàæåííÿ ¹ âiäðiçîê [a; b], äå

a = βc1 +
1

2

m−1∑
k=1

β(k)
ckck+1

k−1∏
j=1

qcjcj+1

 , b = a+
1

2

m−1∏
j=1

qcjcj+1 .

Òåîðåìà 3.5. Îáðàçè ðiçíèõ öèëiíäðiâ îäíîãî ðàíãó ïðè âiäîáðàæåííi
F íå ïåðåêðèâàþòüñÿ i â îá'¹äíàííi äàþòü óâåñü âiäðiçîê [0, 1].

Òåîðåìà 3.6. Ôóíêöiÿ F (x), îçíà÷åíà ðiâíiñòþ (3), ¹:
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1) êîðåêòíî îçíà÷åíîþ,
2) íåïåðåðâíîþ,
3) ñòðîãî çðîñòàþ÷îþ,
4) ïðè÷îìó ëiíiéíîþ ïðè p00 = 0, 5 i ñèíãóëÿðíîþ ïðè p00 6= 0, 5 (ìà¹

ïîõiäíó, ÿêà äîðiâíþ¹ íóëþ ìàéæå ñêðiçü ó ðîçóìiííi ìiðè Ëåáå-
ãà).

Òåîðåìà 3.7. Ôóíêöiÿ y = F (x), îçíà÷åíà ðiâíiñòþ (3), ¹ ôóíêöi¹þ
ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ, öèôðè ξk íåãà-äâiéêîâîãî çîáðàæåííÿ

∆
2

ξ1ξ2ξ3ξ4...ξn... ÿêî¨ ¹ âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè, ÿêi íàáóâàþòü çíà÷åíü 0
é 1 i óòâîðþþòü îäíîðiäíèé ëàíöþã Ìàðêîâà ç ïî÷àòêîâèìè éìîâiðíî-

ñòÿìè 1
2 é 1

2 i ìàòðèöåþ ïåðåõiäíèõ éìîâiðíîñòåé ‖pik‖ =

(
p00 p01
p10 p11

)
.

Òåîðåìà 3.8. Ôóíêöiÿ F (x), îçíà÷åíà ðiâíiñòþ (3), çàäîâîëüíÿ¹ ñè-
ñòåìó ôóíêöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü:

F (δij(x)) =



F ( 1
4
x+ 1

3
) = 1

2
p201 − 1

2
p01p00 + p01p00F0(x),

ÿêùî x = ∆
2
0α2α3...

, δij(x) = ∆
2
100α2α3...

,

F ( 1
4
x+ 1

2
) = 1

2
+ 1

2
p00p01 − 1

2
p200 + p200F0(x),

ÿêùî x = ∆
2
0α2α3...

, δij(x) = ∆
2
000α2α3...

,

F ( 1
4
x+ 3

4
) = 1

2
+ 1

2
p00 + 1

2
p00p01 − 1

2
p201 + p201F0(x),

ÿêùî x = ∆
2
0α2α3...

, δij(x) = ∆
2
010α2α3...

,

F ( 1
4
x+ 1

4
) = 1

2
p01 + 1

2
p200 − 1

2
p00p01 + p00p01F0(x),

ÿêùî x = ∆
2
0α2α3...

, δij(x) = ∆
2
110α2α3...

,

F ( 1
4
x+ 1

2
) = 1

2
+ p00p01F1(x),

ÿêùî x = ∆
2
1α2α3...

, δij(x) = ∆
2
001α2α3...

,

F ( 1
4
x+ 3

4
) = 1

2
+ 1

2
p00 + p00p01F1(x),

ÿêùî x = ∆
2
1α2α3...

, δij(x) = ∆
2
011α2α3...

,

F ( 1
4
x) = p201F1(x),

ÿêùî x = ∆
2
1α2α3...

, δij(x) = ∆
2
101α2α3...

,

F ( 1
4
x+ 1

4
) = 1

2
p01 + p200F1(x),

ÿêùî x = ∆
2
1α2α3...

, δij(x) = ∆
2
111α2α3...

.

Ðîçäië 4 ¾Ìíîæèíà íåïîâíèõ ñóì çáiæíîãî ðÿäó ÿê ìíîæèíà
çíà÷åíü ôóíêöi¨ é íîñié ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè¿ ïðèñâÿ-
÷åíèé ôóíêöiÿì i ðîçïîäiëàì âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ïîâ'ÿçàíèõ iç çàäàíèì
çáiæíèì äîäàòíèì ðÿäîì d1 + d2 + . . . =

∑∞
k=1 dk i âèçíà÷åíèìè íåñêií-

÷åííèìè ñòîõàñòè÷íèìè ìàòðèöÿìè, à ñàìå:
1) ìíîæèíàì çíà÷åíü ôóíêöi¨ f , âèçíà÷åíî¨ íà âiäðiçêó [0; 1] i îçíà÷åíî¨

ðiâíiñòþ

f(x = ∆
Q∗2
α1...αk...) =

∞∑
k=1

αkdk, (4)
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2) ñïåêòðîâi ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè

ξ =
∞∑
k=1

ξkdk, (5)

äå (ξk) � ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ïðè÷îìó ξk
íàáóâà¹ çíà÷åíü 0 i 1 çi éìîâiðíîñòÿìè p0k i p1k âiäïîâiäíî.

Ëåìà 4.1. Ìíîæèíîþ çíà÷åíü ôóíêöi¨ (4) ¹ ìíîæèíà íåïîâíèõ ñóì
E{dk} ðÿäó

∑∞
k=1 dk.

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ðÿä:

r0 =
∞∑
k=1

dk = c1 + ...+ c1︸ ︷︷ ︸
a1

+ c2 + ...+ c2︸ ︷︷ ︸
a2

+ . . .+ cn + ...+ cn︸ ︷︷ ︸
an

+r̃n = 1, (6)

äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

cn
r̃n
≡ bn, n = 1, 2, 3, ... ,

äå r̃n = cn+1 + ...+ cn+1︸ ︷︷ ︸
an+1

+ cn+2 + ...+ cn+2︸ ︷︷ ︸
an+2

+...,

ïðè÷îìó (an) òà (bn) � íåñïàäíi ïîñëiäîâíîñòi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.

Òåîðåìà 4.1. Çàãàëüíèé ÷ëåí ðÿäó (6) ìà¹ âèãëÿä: cn = bn
n∏
k=1

1
akbk+1 .

Íàñëiäîê 4.1. Äëÿ ÷ëåíiâ i çàëèøêiâ ðÿäó (6) ñïðàâåäëèâi ñïiââiäíî-
øåííÿ:

r̃n =
n∏
k=1

1

akbk + 1
;
cn+1

cn
=

bn+1

bn(an+1 + 1)
,
r̃n+1

r̃n
=

1

an+1bn+1 + 1
.

Òåîðåìà 4.3. Ìíîæèíà íåïîâíèõ ñóì ðÿäó

r0 =

∞∑
k=1

dk = c1 + c2 + c2︸ ︷︷ ︸
2

+ c3 + c3 + c3 + c3︸ ︷︷ ︸
4

+...+ cn + ...+ cn︸ ︷︷ ︸
2n−1

+r̃n, (7)

äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà cn
r̃n

= n+1 = dm
rm
, m = 2k−1, k = 1, 2, 3, ... ,

¹ ñóïåðôðàêòàëüíîþ ìíîæèíîþ.
Ó ïiäðîçäiëi 4.2 äîñëiäæåíî ëåáåãiâñüêó ñòðóêòóðó (âìiñò äèñêðåòíî¨,

àáñîëþòíî íåïåðåðâíî¨ é ñèíãóëÿðíî¨ êîìïîíåíò) i âëàñòèâîñòi íåñêií÷åí-
íî¨ çãîðòêè Áåðíóëëi, êåðîâàíî¨ ðÿäîì (7).
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Òåîðåìà 4.4. Ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè (5), âèçíà÷åíî¨ ðÿäîì
(7), ¹ ÷èñòèì, ïðè÷îìó ÷èñòî äèñêðåòíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

M =
∞∏
k=1

max{p0k, p1k} > 0.

Ó âèïàäêó äèñêðåòíîñòi ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè (5) éîãî òî-
÷êîâèé ñïåêòð ñêëàäà¹òüñÿ ç òî÷êè

x0 =
∞∑
k=1

α∗kkn, äå pα∗kk > p[1−α∗k]k,

i âñiõ òàêèõ òî÷îê x, ùî

x =
m∑
k=1

αkdk +
∞∑

k=m+1

α∗kdk,

äå αk ∈ {0, 1}, pαkk 6= 0 ïðè k 6 m.
Ëåìà 4.2. ßêùî pik > 0 äëÿ âñiõ i ∈ {0, 1} i âñiõ k ∈ N, òî ñïåêòðîì

Sξ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ ¹ ìíîæèíà E{dk} âñiõ íåïîâíèõ ñóì
ðÿäó (7), òîáòî Sξ = E{dk} ≡

{
x : x =

∑
k∈M dk, M ∈ 2N

}
.

Íàñëiäîê 4.2. Äëÿ ñïåêòðà Sξ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ ñïðà-
âåäëèâå âêëþ÷åííÿ Sξ ⊂ E{dk}.

Íàñëiäîê 4.3. Ñïåêòð Sξ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ ¹ ñóïåð-
ôðàêòàëüíîþ ìíîæèíîþ.

Òåîðåìà 4.5. Ó âèïàäêó íåïåðåðâíîñòi (M = 0) ðîçïîäië âèïàäêîâî¨
âåëè÷èíè ξ ¹ ñèíãóëÿðíèì ðîçïîäiëîì êàíòîðiâñüêîãî òèïó iç ñóïåðôðà-
êòàëüíèì ñïåêòðîì.

Ó ïiäðîçäiëi 4.3 äîñëiäæåíî àñèìïòîòè÷íi âëàñòèâîñòi õàðàêòåðèñòè-
÷íî¨ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó.

Òåîðåìà 4.6. Äëÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ, âèçíà÷åíî¨ ðÿäîì (7), ñïðà-
âåäëèâà ðiâíiñòü Lξ = lim

|t|→∞
sup |fξ(t)| = 1.

Ïiäðîçäië 4.4 ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ àâòîçãîðòîê íåñêií÷åííî¨ çãîð-
òêè Áåðíóëëi.

Àâòîçãîðòêîþ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ íàçèâàþòü ðîçïîäië
âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ψ2 = ξ(1) + ξ(2), à s�êðàòíîþ çãîðòêîþ ðîçïîäiëó
âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ � ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè

ψs = ξ(1) + ξ(2) + ...+ ξ(s),

äå ξ(j) � íåçàëåæíi é îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè, ðîçïîäië
êîæíî¨ ç ÿêèõ çáiãà¹òüñÿ ç ðîçïîäiëîì ξ.
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Ëåìà 4.4. Ñïåêòð Sψs
ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ψs ¹ ïiäìíî-

æèíîþ âiäðiçêà [0, s] i íàëåæèòü îá'¹äíàííþ
n∏
k=0

(s · 2k + 1) içîìåòðè-

÷íèõ âiäðiçêiâ äîâæèíè sr̃n, n = 1, 2, 3, . . . .
Òåîðåìà 4.7. Ó âèïàäêó íåïåðåðâíîñòi (M = 0) âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè

ξ ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ψs, äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî s > 2 ¹
ñèíãóëÿðíèì ðîçïîäiëîì êàíòîðiâñüêîãî òèïó ç ñóïåðôðàêòàëüíèì ñïå-
êòðîì.

Ðîçäië 5 ¾Íåñêií÷åííi çãîðòêè Áåðíóëëi, ñïåêòðè ÿêèõ ¹ êàí-
òîðâàëàìè¿ ïðèñâÿ÷åíèé äîñëiäæåííþ ìíîæèíè íåïîâíèõ ñóì, à ñàìå:
ç'ÿñîâó¹òüñÿ, ÿêî¨ íàéáiëüøî¨ ìàñèâíîñòi (ó ðîçóìiííi ìiðè Ëåáåãà) ìî-

æå äîñÿãàòè ìíîæèíà íåïîâíèõ ñóì äîäàòíîãî ìîíîòîííîãî ðÿäó
∞∑
n=1

an,

äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà lim
n→∞

an
rn

= +∞. Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì öüîãî

ðîçäiëó ¹ òåîðåìà
Òåîðåìà 5.4. Äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíóþòü ïîñëiäîâíîñòi (sn), (mn),

i (an), òàêi, ùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

1.
∞∑
n=1

dn = 1;

2. r̃n =
2an
mn

äëÿ êîæíîãî n ∈ N, äå r̃n =
∑
k>n

(sk +mk)ak;

3. lim
n→∞

dn
∞∑
k=1

dn+k

=∞;

4. ìíîæèíà E{dn} � öå êàíòîðâàë, ìiðà Ëåáåãà ÿêîãî áiëüøà, íiæ
1− ε.

Ó öüîìó ðîçäiëi âèâ÷àþòüñÿ íåñêií÷åííi çãîðòêè Áåðíóëëi, êåðîâàíi
ðÿäàìè, ìíîæèíàìè íåïîâíèõ ñóì ÿêèõ ¹ êàíòîðâàëè.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

1. Ñêîíñòðóéîâàíî ñiì'þ äîäàòíèõ íåñêií÷åííèõ äâi÷i ñòîõàñòè÷íèõ
ìàòðèöü i îïèñàíî òîïîëîãî-ìåòðè÷íi âëàñòèâîñòi ñïåêòðà ôóíêöi¨
ðîçïîäiëó îäíi¹¨ íåïåðåðâíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè, çàäàíî¨ Q∗∞-
çîáðàæåííÿì, âèçíà÷åíèì ìàòðèöåþ iç öi¹¨ ñiì'¨.

2. Äîñëiäæåíî ôðàêòàëüíi âëàñòèâîñòi ìíîæèí ÷èñåë iç çàáîðîíàìè
âæèâàííÿ êîìáiíàöié ñèìâîëiâ ó ¨õíüîìó ìàðêîâñüêîìó çîáðàæåí-
íi, âèçíà÷åíîìó äâi÷i ñòîõàñòè÷íîþ ìàòðèöåþ.

3. Çíàéäåíî íåîáõiäíi é äîñòàòíi óìîâè ñèíãóëÿðíîñòi ôóíêöi¨, ÿêà
ïðîåêòó¹ öèôðè:
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� ìàðêîâñüêîãî çîáðàæåííÿ ó öèôðè êëàñè÷íîãî äâiéêîâîãî çîáðà-
æåííÿ;

� íåãà-äâiéêîâîãî çîáðàæåííÿ ó öèôðè ìàðêîâñüêîãî çîáðàæåííÿ.

Äëÿ çàçíà÷åíî¨ ùîéíî âèùå ôóíêöi¨ çíàéäåíî ñèñòåìó ôóíêöiî-
íàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêà ¨¨ îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹.

4. Âèâ÷åíî ëåáåãiâñüêó ñòðóêòóðó, òîïîëîãî-ìåòðè÷íi i ôðàêòàëüíi
âëàñòèâîñòi íåñêií÷åííî¨ çãîðòêè Áåðíóëëi, êåðîâàíî¨ çáiæíèì äî-
äàòíèì ðÿäîì iç ñóïåðôðàêòàëüíîþ ìíîæèíîþ ïiäñóì; ïîâåäiíêó
ìîäóëÿ ¨¨ õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ôóíêöi¨ íà íåñêií÷åííîñòi; äîâåäåíî
êðèòåðié äèñêðåòíîñòi; âèâ÷åíî ôðàêòàëüíi âëàñòèâîñòi àâòîçãîð-
òîê öi¹¨ íåñêií÷åííî¨ çãîðòêè Áåðíóëëi.

5. Îïèñàíî òîïîëîãî-ìåòðè÷íi âëàñòèâîñòi íåñêií÷åííî¨ çãîðòêè Áåð-
íóëëi, êåðîâàíî¨ íîðìîâàíèì äîäàòíèì ðÿäîì, âèçíà÷åíèì äâîìà
çðîñòàþ÷èìè ïîñëiäîâíîñòÿìè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë; äîâåäåíî, ùî ¨¨
ñïåêòðîì ¹ êàíòîðâàë, ìiðà Ëåáåãà ÿêîãî â çàëåæíîñòi âiä âèáîðó
ïàðàìåòðiâ ìîæå áóòè ÿê çàâãîäíî áëèçüêîþ äî 1.
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Ìàðêiòàí Â.Ï. Ñòîõàñòè÷íi òà äâi÷i ñòîõàñòè÷íi ìàòðèöi â çà-
äà÷àõ ôðàêòàëüíîãî àíàëiçó ôóíêöié. � Êâàëiôiêàöiéíà íàóêîâà
ïðàöÿ íà ïðàâàõ ðóêîïèñó.

Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ êàíäèäàòà ôiçèêî-ìàòåìà-
òè÷íèõ íàóê çà ñïåöiàëüíiñòþ 01.01.01 � ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç (111 �
ìàòåìàòèêà). � Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, Êè¨â, 2020.

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà âèêîíàíà â ãàëóçi êîíñòðóêòèâíî¨ òåîði¨ ôóíêöié
òà ïðèñâÿ÷åíà ôóíêöiÿì i ðîçïîäiëàì âèïàäêîâèõ âåëè÷èí iç íåîäíîði-
äíîþ ëîêàëüíîþ ñòðóêòóðîþ i ôðàêòàëüíèìè âëàñòèâîñòÿìè ç âèêîðè-
ñòàííÿì ñòîõàñòè÷íèõ òà äâi÷i ñòîõàñòè÷íèõ ìàòðèöü i ðiçíèõ ñèñòåì êî-
äóâàííÿ äiéñíèõ ÷èñåë, à òàêîæ ìíîæèíàì, ñóòò¹âèì äëÿ ôóíêöié i ðîç-
ïîäiëiâ.

Ó ðîáîòi ñêîíñòðóéîâàíî ñiì'þ äîäàòíèõ íåñêií÷åííèõ äâi÷i ñòîõà-
ñòè÷íèõ ìàòðèöü i îïèñàíî òîïîëîãî-ìåòðè÷íi âëàñòèâîñòi ñïåêòðà ôóí-
êöi¨ ðîçïîäiëó îäíi¹¨ íåïåðåðâíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè, çàäàíî¨ Q∗∞-çîáðà-
æåííÿì, âèçíà÷åíèì íåñêií÷åííîþ äâi÷i ñòîõàñòè÷íîþ ìàòðèöåþ. Äîñëi-
äæåíî ôðàêòàëüíi âëàñòèâîñòi ìíîæèí ÷èñåë iç çàáîðîíàìè âæèâàííÿ
êîìáiíàöié ñèìâîëiâ ó ¨õíüîìó ìàðêîâñüêîìó çîáðàæåííi, âèçíà÷åíîìó
äâi÷i ñòîõàñòè÷íîþ ìàòðèöåþ. Îïèñàíî âëàñòèâîñòi ôóíêöié, ÿêi ïðîå-
êòóþòü öèôðè: ìàðêîâñüêîãî çîáðàæåííÿ ó öèôðè êëàñè÷íîãî äâiéêîâîãî
çîáðàæåííÿ; íåãà-äâiéêîâîãî çîáðàæåííÿ ó öèôðè ìàðêîâñüêîãî çîáðàæå-
ííÿ. Çîêðåìà, çíàéäåíî íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè ¨õíüî¨ ñèíãóëÿðíîñòi.
Äëÿ îñòàííüî¨ ôóíêöi¨ çíàéäåíî ñèñòåìó ôóíêöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêà ¨¨
îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹. Äëÿ êëàñiâ çáiæíèõ äîäàòíèõ ðÿäiâ iç ïåâíèìè óìî-
âàìè îäíîðiäíîñòi âèâ÷åíî âëàñòèâîñòi ìíîæèí íåïîâíèõ ñóì i ôóíêöié
ðîçïîäiëó íà íèõ; äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi íåñêií÷åííèõ çãîðòîê Áåðíóëëi,
êåðîâàíèõ ðÿäàìè ç âèâ÷åíèõ êëàñiâ, òà ¨õíiõ õàðàêòåðèñòè÷íèõ ôóíêöié.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ñòîõàñòè÷íi ìàòðèöi, ñêií÷åííi é íåñêií÷åííi äâi÷i ñòî-
õàñòè÷íi ìàòðèöi, Q∗∞-çîáðàæåííÿ äiéñíîãî ÷èñëà, ìàðêîâñüêå çîáðàæå-
ííÿ äiéñíîãî ÷èñëà, ñèíãóëÿðíà ôóíêöiÿ, êàíòîðâàë, ìíîæèíà íåïîâíèõ
ñóì, ôðàêòàëüíi ìíîæèíè.

Ìàðêèòàí Â.Ï. Ñòîõàñòè÷åñêèå è äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèå ìàò-
ðèöû â çàäà÷àõ ôðàêòàëüíîãî àíàëèçà ôóíêöèé. � Êâàëèôèêàöè-
îííûé íàó÷íûé òðóä íà ïðàâàõ ðóêîïèñè.

Äèññåðòàöèÿ íà ñîèñêàíèå ó÷¼íîé ñòåïåíè êàíäèäàòà ôèçèêî - ìàòåìà-
òè÷åñêèõ íàóê ïî ñïåöèàëüíîñòè 01.01.01 � ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç (111
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� ìàòåìàòèêà). � Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðàèíû, Êèåâ, 2020.

Â ðàáîòå ñêîíñòðóèðîâàíî ñåìüþ ïîëîæèòåëüíûõ áåñêîíå÷íûõ äâà-
æäû ñòîõàñòè÷åñêèõ ìàòðèö è îïèñàíî òîïîëîãî-ìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà
ñïåêòðà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ îäíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, çàäàííîé
Q∗∞ - èçîáðàæåíèåì, îïðåäåë¼ííûì áåñêîíå÷íîé äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêîé
ìàòðèöåé. Èññëåäîâàíî ôðàêòàëüíûå ñâîéñòâà ìíîæåñòâ ÷èñåë ñ çàïðåòà-
ìè íà óïîòðåáëåíèå êîìáèíàöèé ñèìâîëîâ â èõ ìàðêîâñêîì èçîáðàæåíèè,
îïðåäåë¼ííîì äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöåé. Äëÿ ôóíêöèé, êîòîðûå
ïðîåêòèðóþò öèôðû: 1) ìàðêîâñêîãî èçîáðàæåíèÿ â öèôðû êëàññè÷åñêî-
ãî äâîè÷íîãî èçîáðàæåíèÿ; 2) íåãà-äâîè÷íîãî èçîáðàæåíèÿ â öèôðû ìàð-
êîâñêîãî èçîáðàæåíèÿ, íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ èõ
ñèíãóëÿðíîñòè. Äëÿ ïîñëåäíåé ôóíêöèè íàéäåíî ñèñòåìó ôóíêöèîíàëü-
íûõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ å¼ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò. Äëÿ êëàññîâ ñõîäÿ-
ùèõñÿ ïîëîæèòåëüíûõ ðÿäîâ ñ îïðåäåë¼ííûìè óñëîâèÿìè îäíîðîäíîñòè
èçó÷åíû ñâîéñòâà ìíîæåñòâ íåïîëíûõ ñóìì è ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ íà
íèõ; èññëåäîâàíû ñâîéñòâà áåñêîíå÷íûõ ñâ¼ðòîê Áåðíóëëè, óïðàâëÿåìûõ
ðÿäàìè èç èçó÷åííûõ êëàññîâ, â òîì ÷èñëå èõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíê-
öèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòîõàñòè÷åñêèå ìàòðèöû, êîíå÷íûå è áåñêîíå÷íûå
äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèå ìàòðèöû, Q∗∞-èçîáðàæåíèå äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñ-
ëà, ìàðêîâñêîå èçîáðàæåíèå äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà, ñèíãóëÿðíàÿ ôóíê-
öèÿ, êàíòîðâàë, ìíîæåñòâî íåïîëíûõ ñóìì, ôðàêòàëüíûå ìíîæåñòâà.

Markitan V.P. Stochastic and doubly stochastic matrices in the
problems of fractal analysis of functions. — Manuscript.

Candidate of Sciences (PhD) Thesis, Physical and Mathematical Sciences,
specialty 01.01.01 — Mathematical Analysis (111 — Mathematics). — In-
stitute of Mathematics of National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv,
2020.

The dissertation is carried out in the field of constructive theory of func-
tions. It is devoted to the study of functions and distributions of random
variables with inhomogeneous local structure and fractal properties using
stochastic and double stochastic matrices and different systems of encoding
of real numbers, as well as sets which are essential for functions and distribu-
tions. Constructed in the work is a family of infinite positive doubly stochastic
matrices. Described here are the topological and metric properties of the dis-
tribution function spectrum of one continuous random variable given by its
Q∗∞-representation defined by an infinite doubly stochastic matrix. Studied in
the work are two functions that establish a relationship between the numbers
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of the segment [0; 1]. The first function is given by the direct projection of
the digits of the Markov representation determined by the doubly stochas-
tic matrix into the digits of the classical binary representation. The second
function is defined in a similar way as a projection of digits of a non-binary
representation into the Markov one. Obtained here are the conditions of their
continuity, monotony, and singularity. The system of functional equations,
whose solution is the second function, is found. Established in the work is
a zero-dimensionality (in the sense of Lebesgue measure) of Cantor-type sets
defined by prohibitions of usage of certain symbols in the binary Markov
representation of a fractional part of a real number determined by a doubly
stochastic matrix. The Hausdorf-Bezikovych dimension of the mentioned sets
is computed. Investigated here are functions having the form

f(x = ∆
Q∗2
α1α2...αk...) =

∞∑
k=1

αkdk

and the distribution of a random variable

ξ =
∞∑
k=1

dkξk

defined for two classes of convergent positive series
∞∑
k=1

dk with some homo-

geneity conditions; the behavior of the module of the characteristic function

of the infinite Bernoulli convolution managed by the series
∞∑
k=1

dk from one

of the classes. Autoconvolutions of the specified infinite Bernoulli convolu-
tions are considered. The properties of their distribution spectrum and the
conditions for singularity of the distribution are studied. It is proved that
one of the above classes consists of series whose sets of incomplete sums are
cantorvals, and the Lebesgue measures of those cantorvals can be arbitrary
close to 1.

Key words: stochastic matrices, finite and infinite doubly stochastic
matrices, Q∗∞-representation of a real number, Markov representation of a
real number, singular function, cantorval, set of incomplete sums, fractal sets.
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