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АНОТАЦIЯ

Шпакiвський В. С. Моногеннi функцiї в асоцiативних алгебрах. —
Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-математичних
наук за спецiальнiстю 01.01.01 ”Математичний аналiз” (111 — Математика). —
Iнститут математики НАН України, Київ, 2020.

Дисертацiйна робота присвячена розвитку теорiї функцiй гiперкомплексної
змiнної в скiнченновимiрних алгебрах (комутативних i некомутативних) та в
нескiнченновимiрних просторах з комутативним множенням.

Основна частина дисертацiї складається зi вступу, чотирьох роздiлiв,
висновкiв, списку використаних джерел та додатку.

У першому роздiлi дисертацiйної роботи викладено огляд лiтератури за
темою дослiдження та вказано на мiсце отриманих здобувачем результатiв у
загальнiй теорiї з окреслених напрямкiв.

У другому роздiлi дисертацiї розглядається довiльна n -вимiрна (2 ≤ n <

∞ ) комутативна асоцiативна алгебра з одиницею, Am
n , над полем комплексних

чисел C . Нехай e1 = 1, e2, . . . , ek , 2 ≤ k ≤ 2n , — елементи алгебри Am
n ,

якi лiнiйно незалежнi над полем дiйсних чисел R . Вивчаються моногеннi
(тобто, неперервнi i диференцiйовнi за Гато) функцiї зi значеннями в алгебрi

Am
n змiнної ζ =

k∑
r=1

xrer , де xr ∈ R . Зокрема, основним результатом цього

роздiлу є представлення моногенних функцiй зi значеннями в алгебрi Am
n за

допомогою голоморфних функцiй комплексної змiнної. Таке представлення
будемо називати конструктивним описом моногенної функцiї. З отриманого
конструктивного опису випливають кiлька принципових результатiв. А саме,
похiдна Гато довiльного порядку вiд моногенної функцiї знову є моногенною
функцiєю; в областях певного виду моногенна функцiя має сильну похiдну,
зокрема, похiдну Лорха.
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Крiм того, для згаданих моногенних функцiй доведено аналоги
iнтегральної теореми Кошi, теореми Морера, iнтегральної формули Кошi для
криволiнiйного iнтеграла. Наслiдком цих результатiв є теорема про еквiвалентнi
означення моногенної функцiї.

Доведено аналог iнтегральної теореми Кошi для поверхневого iнтеграла
по негладкiй поверхнi для гiперголоморфних функцiй зi значеннями в алгебрi
Am

n . Зупинимось детальнiше на цьому результатi. Функцiя Ψ : Ω → Am
n

називається гiперголоморфною в областi Ω , якщо її дiйснозначнi компоненти є
диференцiйовними в Ω i виконуються наступнi умови в кожнiй точцi областi Ω :
∂Ψ
∂x e1 + ∂Ψ

∂y e2 + ∂Ψ
∂z e3 = 0 . Аналог iнтегральної теореми Кошi для поверхневого

iнтеграла встановлено для замкнених (тобто, без краю) поверхонь, якi мають
скiнченну площу Лебега та скiнченну верхню площу Мiнковського. Пiд площею
Лебега поверхнi Σ розумiється величина L(Σ) := inf lim inf

n→∞
L(Λn) , де iнфiмум

береться по усiх послiдовностях многогранникiв Λn , рiвномiрно збiжних (в
сенсi Фреше) до Σ . Скiнченну площу Лебега мають наступнi поверхнi: 1.
спрямлюванi поверхнi (тобто, якi є лiпшицевими образами квадрата); 2. якщо
компоненти x(u, v), y(u, v), z(u, v) вiдображення, яке визначає поверхню Σ

є абсолютно неперервними за Тонеллi i, крiм того, в кожному з добуткiв
∂y
∂u

∂z
∂v ,

∂y
∂v

∂z
∂u ,

∂z
∂u

∂x
∂v ,

∂z
∂v

∂x
∂u ,

∂x
∂u

∂y
∂v ,

∂x
∂v

∂y
∂u одна частинна похiдна належать класу

iнтегровних функцiй Lp[0, 1] , а iншi частиннi похiднi належать Lq[0, 1] , де
1
p + 1

q = 1 ; 3. якщо двi компоненти вiдображення f(u, v) є функцiями Лiпшиця,
а третя компонентна абсолютно неперервна за Тонеллi. Верхньою площею
Мiнковського поверхнi Σ називається величина M∗(Σ) := lim sup

ε→0

V (Σε)
2ε , де

через V (Σε) позначено об’єм ε -околу поверхнi Σ . Прикладами поверхонь,
якi мають скiнченну верхню площу Мiнковського є наступнi поверхнi: 1.
спрямлюванi; 2. регулярнi (тобто такi, що двовимiрна мiра Хаусдорфа частини
поверхнi Σ , що мiститься в кулi радiуса ε спiврозмiрна з ε2 ).

У цьому роздiлi також встановлено вiдповiднiсть мiж моногенною
функцiєю в алгебрi Am

n i скiнченним набором моногенних функцiй в спецiальнiй
комутативнiй асоцiативнiй алгебрi. Далi для n -вимiрної (2 ≤ n < ∞)
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комутативної асоцiативної алгебри An введено поняття розширення як
сiмейства (n + 1) -вимiрних комутативних асоцiативних алгебр з певними
правилами множення. Встановлено зв’язок мiж моногенними функцiями в
алгебрi An i моногенними функцiями, визначеними на розширеннях алгебри
An . Технiку розширень застосовано до побудови розв’язкiв диференцiального
рiвняння з частинними похiдних. Зокрема, для довiльного лiнiйного
диференцiального рiвняння з частинними похiдних зi сталими коефiцiєнтами
запропоновано процедуру побудови нескiнченновимiрної сiм’ї розв’язкiв.
Як приклади, отриманi сiм’ї розв’язкiв виписано для одного рiвняння
гiдродинамiки, для тривимiрного рiвняння Лапласа, для рiвняння поперечних
коливань пружного стержня, для узагальненого бiгармонiчного рiвняння, для
двовимiрного рiвняння Гельмгольца.

У третьому роздiлi дисертацiї розглядаються моногеннi функцiї зi
значеннями в топологiчному векторному просторi F̃ , який є продовженням
деякої нескiнченновимiрної комутативної асоцiативної банахової алгебри F ,
асоцiйованої з тривимiрним рiвнянням Лапласа. Мотивацiєю для цього
слугує той факт, що в скiнченновимiрних алгебрах не можна описати усi
просторовi гармонiчнi функцiї у виглядi компонент моногенних функцiй. Для
цього потрiбно розглядати нескiнченновимiрнi простори. Показано, що кожна
гармонiчна функцiя є деякою компонентою згаданих моногенних функцiй.

Далi розглядаються моногеннi функцiї зi значеннями у комплексифiкацiях
FC та F̃C вiдповiдно алгебри F та ТВП F̃ . Причому дослiджуються
моногеннi функцiї, визначенi в областях певного чотиривимiрного дiйсного
пiдпростору E4 ⊂ FC . Це дає змогу довести для таких моногенних функцiй
основнi результати цього роздiлу — це аналоги основних iнтегральних теорем
комплексного аналiзу (теорема i формула Кошi, теорема Морера). Бiльше того,
встановлюючи зв’язок мiж моногенними функцiями, визначеними в областях
просторiв E3 та E4 показано, що кожна моногенна функцiя Φ0 : Ωζ → F̃C з
областi Ωζ ⊂ E3 може бути продовжена до моногенної функцiї в деякiй областi
Qξ ⊂ E4 .
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Пiсля цього побудовано просторовi гармонiчнi функцiї у виглядi головного
продовження голоморфних функцiй комплексної змiнної в комплексифiкацiї FC
алгебри F . Розглянуто також продовження диференцiйовних за Гато функцiй
зi значеннями в топологiчному векторному просторi F̃C , яка є продовженням
алгебри FC , та дослiжено їх зв’язок з просторовими потенцiалами.

У четвертому роздiлi дисертацiйної роботи введено новi класи
моногенних вiдображень в алгебрi комплексних кватернiонiв H(C) , так
званi, право-G -моногеннi вiдображення i лiво-G -моногеннi вiдображення.
Встановлено конструктивнi описи усiх G -моногенних вiдображень за
допомогою чотирьох вiдповiдних голоморфних функцiй комплексної змiнної.
Доведено аналоги iнтегральних теорем Кошi для поверхневого iнтеграла
i для криволiнiйного iнтеграла вiд G -моногенного вiдображення, а також
аналоги iнтегральної формули Кошi для цих вiдображень. Доведено також
аналоги теорем Морера, Тейлора i Лорана для G -моногенних вiдображень
зi значеннями в алгебрi H(C) та здiйснено класифiкацiю особливостей цих
вiдображень. Дослiджено основнi алгебраїчно-аналiтичнi властивостi H -
моногенних (неперервних i диференцiйовних за Хаусдорфом) вiдображень
зi значеннями в алгебрi H(C) , встановлено їх зв’язок з G -моногенними
вiдображеннями та доведено теорему про еквiвалентнiсть рiзних означень
право-G -моногенних i лiво-G -моногенних вiдображень. Також вводиться
новий клас кватернiонних функцiй — функцiй, аналiтичних за Хаусдорфом.
Встановлюється спiввiдношення мiж вiдомими класами кватернiонних
диференцiйовних функцiй та функцiй, аналiтичних за Хаусдорфом. Доведено,
що на класi кватернiонних неперервно диференцiйовних в областi Ω функцiй
C1(Ω) наступнi множини функцiй є пiдмножиною множини H –аналiтичних
в Ω функцiй: множина лiво-диференцiйовних функцiй (функцiй вигляду
f(x) = a + xb , a, b ∈ C ), множина F –гiперголоморфних функцiй (функцiй,

з ядра оператора Фуетера
4∑

r=1
er

∂
∂xr

), множина MT –гiперголоморфних

функцiй (функцiй, з ядра оператора Мойсiла–Теодореско
4∑

k=2
ek

∂
∂xk

), множина
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s–регулярних функцiй (функцiй, що подаються у виглядi збiжного ряду
∞∑

n=0
xn an , an ∈ H ). При цьому показано, що H –похiдна спiвпадає з вiдомими

похiдними для вiдповiдних класiв функцiй.
Вивчаються лiво-At -гiперголоморфнi (належать ядру оператора Дiрака)

функцiї в узагальнених алгебрах Келi–Дiксона. Основним результатом для
таких функцiй є алгоритм їх конструювання. Для доведення цього результату
спочатку було розв’язати алгебраїчну задачу, яка полягаля в наступному:
описати правила множення певних базисних векторiв у довiльнiй узагальненiй
алгебрi Келi–Дiксона.

Доведено, що для вивчення лiво-At -голоморфних функцiй в узагальнених
алгебрах Келi–Дiксона At =

(
γ1,...,γt

R
)

достатньо обмежитись вивченням лiво-
At -голоморфних функцiй в алгебрах

(
sign(γ1),...,sign(γt)

R

)
.

Ключовi слова: скiнченновимiрна комутативна асоцiативна алгебра,
алгебра комплексних кватернiонiв, G -моногеннi вiдображення, умови Кошi–
Рiмана, теорема Кошi, iнтегральна формула Кошi, теорема Морера, H –
моногеннi вiдображення, H –аналiтичнi функцiї, алгебри Келi–Дiксона,
нескiнченновимiрний векторний топологiчний простiр.

Shpakivskyi V. S. Monogenic functions in associative algebras. — The
Manuscript.

Doctor of Sciences Thesis on Physics and Mathematics, speciality 01.01.01
”Mathematical analysis” (111 — Mathematics). — Institute of Mathematics of the
National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2020.

The thesis is devoted to development of the functions theory of the hypercom-
plex variable in finite-dimensional algebras (commutative and non-commutative)
and in infinite-dimensional spaces with commutative multiplication develops in the
thesis.

The main part of the thesis consists of an introduction, four chapters, conclu-
sions, list of references and appendix.

In the first chapter of dissertation work the review of the literature on the
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subject of research is outlined and indicated on the place obtained by the applicant
results in the general theory.

In the second chapter of thesis, an arbitrary n -dimensional (2 ≤ n < ∞ )
commutative associative algebra with the unit Am

n over the field of complex num-
bers C is considered in the thesis. Let e1 = 1, e2, . . . , ek , 2 ≤ k ≤ 2n be the
elements of the algebra Am

n , which are linearly independent over the field of real
numbers R . We study monogenic (that is, continuous and differentiable in the sense

of Gateaux) functions with values in the algebra Am
n of the variable ζ =

k∑
r=1

xrer ,

where xr ∈ R . In particular, the main result of this chapter is the representation of
monogenic functions with values in the algebra Am

n by means of holomorphic func-
tions of a complex variable. This presentation will be called constructive description
of monogenic functions. From the constructive description obtained several princi-
pal results. Namely, the Gateaux derivative of an arbitrary order of a monogenic
function is again a monogenic function; in domains of certain type, the monogenic
function has a strong derivative, in particular, the Lorch derivative.

Furthermore, for the mentioned monogenic functions, analogues of the Cauchy
integral theorem for a curvilinear integral, Morera theorem, an analog of the Cauchy
integral formula for a curvilinear integral are proved. The consequence of these
results is a theorem on equivalent definitions of monogenic functions.

An analog of the integral Cauchy theorem for a surface integral over a non-
smooth surface for functions with values in the algebra Am

n is proved.
Let us dwell on this result in more detail. The function Ψ : Ω → Am

n is called
hyperholomorphic in a domain Ω if its real–valued components are differentiable
in Ω and the following conditions are satisfied at each point of the domain Ω :
∂Ψ
∂x e1 + ∂Ψ

∂y e2 + ∂Ψ
∂z e3 = 0 . An analogue of the Cauchy integral theorem for a surface

integral is obtained for closed (i.e., without edge) surfaces that have finite Lebesgue
area and finite upper Minkowski area. The Lebesgue area of a surface Σ we mean as
the value L(Σ) := inf lim inf

n→∞
L(Λn) , where the infimum is taken over all sequences

of polyhedra Λn , which are uniformly convergent (in the Fréchet sense) to Σ . The
finite Lebesgue area has the following surfaces: 1. rectifiable surfaces (with are Lip-
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schitz images of a square); 2. if a components x(u, v), y(u, v), z(u, v) of mapping
that defined the surface Σ are absolutely continuous in the sense of Tonelli, and
furthermore, in each of the products ∂y

∂u
∂z
∂v ,

∂y
∂v

∂z
∂u ,

∂z
∂u

∂x
∂v ,

∂z
∂v

∂x
∂u ,

∂x
∂u

∂y
∂v ,

∂x
∂v

∂y
∂u one

partial derivative belongs to the class of integral functions Lp[0, 1] , and the other
partial derivatives belong to Lq[0, 1] , where 1

p + 1
q = 1 ; 3. if two components of

the mapping f(u, v) are Lipschitz functions, and the third component is absolutely
continuous in the sense of Tonelli. The upper Minkowski area of the surface Σ is
the value M∗(Σ) := lim sup

ε→0

V (Σε)
2ε , where V (Σε) is the volume of ε -neighborhood

of the surface Σ . Examples of surfaces that have a finite upper Minkowski square
are the following surfaces: 1. rectifiable; 2. regular (such that a two-dimensional
Hausdorff measure of the part of surface Σ contained in a sphere of radius ε is
commensurate to ε2 ).

A correspondence between a monogenic function in the algebra Am
n and a

finite set of monogenic functions in a special commutative associative algebra is es-
tablished. Further, for the n -dimensional (2 ≤ n < ∞) commutative associative
algebra An we introduce the notion of extension as a family of (n+1) -dimensional
commutative associative algebras with certain multiplication rules. The relation be-
tween monogenic functions in the algebra An and the monogenic functions defined
on the extensions of algebra An is established. Extension technique is applied to
construct solutions of partial differential equations. In particular, for an arbitrary
linear partial differential equation with constant coefficients offer the procedure for
constructing an infinite-dimensional family of solutions. As examples, the obtained
families of solutions are written for one equation of hydrodynamics, for the three-
dimensional Laplace equation, for the equation of transverse oscillations of an elastic
rod, for a generalized biharmonic equation, for a two-dimensional Helmholtz equa-
tion.

In the third chapter of thesis, monogenic functions with values in the topolog-
ical vector space (TVS) F̃ are considered, which is a continuation of some infinite-
dimensional commutative associative Banach algebra F associated with the three-
dimensional Laplace equation. The motivation for this is the fact that in finite-
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dimensional algebras it is not possible to describe all spatial harmonic functions
as components of monogenic functions. To do this, one must consider infinite-
dimensional spaces. It is shown that each harmonic function is a component of
the mentioned monogenic functions.

Next we consider monogenic function with values complexifications FC and F̃C
of algebras F and TVS F̃ , respectively. Moreover, we study the monogenic functions
defined in the domain of a certain four-dimensional real subspace E4 ⊂ FC . This
makes it possible to prove the main results of this section for such monogenic func-
tions these are analogues of the basic integral theorems of complex analysis (Cauchy
theorem and formula, Morera theorem). Moreover, establishing a connection be-
tween monogenic functions defined in the domain of spaces E3 and E4 shown that
every monogenic function Φ0 : Ωζ → F̃C from a domain Ωζ ⊂ E3 can be extended
to monogenic function in some domain Qξ ⊂ E4 .

After that, a spatial harmonic functions are constructed in the form of a princi-
pal extension of the analytic functions of a complex variable in the complexification
FC of the algebra F . We also consider the extension of differentiable by Gateaux
functions with values in the topological vector space F̃C , which is a continuation of
the algebra FC , and the connection with the spatial potentials is investigated.

New classes of monogenic mappings in the algebra of complex quaternions
H(C) , so-called right-G -monogenic mappings and left-G -monogenic mappings are
introduced in the fourth chapter of the thesis. The constructive descriptions of all
G -monogenic mappings are established by means four corresponding holomorphic
functions of a complex variable. The analogues of the integral Cauchy theorems
for a surface integral and for a curvilinear integral of the G -monogenic mapping,
as well as analogs of the Cauchy integral formula for these mappings, are proved.
Also analogs of theorems of Morera, Taylor and Laurent for G -monogenic map-
pings with values in the algebra H(C) are proved and the classification of the
singularities of these mappings is described. The main algebraic–analytic properties
of H -monogenic (i.e., continuous and differentiable by Hausdorff) mappings with
values in H(C) and its connection with G -monogenic mappings are investigated.
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The theorem on the equivalence of various definitions of right-G -monogenic and
left-G -monogenic mappings is proved.

A new class of quaternion functions, that are functions analytical by Hausdorff,
are introduced. The relation between the well-known classes of quaternion differen-
tial functions and the Hausdorff analytic functions is established. It is proved that on
the class of quaternionic continuously differentiable in a domain Ω functions C1(Ω)

the following sets of functions are a subset of the set of H –analytic in Ω functions:
a set of left-differentiable functions (functions form f(x) = a + xb , a, b ∈ C ),
a set of F –hyperholomorphic functions (functions of the kernel of Fueter operator
4∑

r=1
er

∂
∂xr

), a set of MT –hyperholomorphic functions (функцiй, functions of the ker-

nel of Fueter operator Moisil–Theodoresco
4∑

k=2
ek

∂
∂xk

), a set of s–regular functions

(functions that are presented as a convergent series
∞∑

n=0
xn an , an ∈ H ). It is shown

that the H –derivative coincides with the known derivatives for the corresponding
classes of functions.

We study the left-At -hyperholomorphic (belonging to the kernel of Dirac op-
erator) functions in the generalized of Cayley–Dickson algebras. The main result for
such functions is an algorithm of construction of such functions. To prove this result,
we first had to solve an algebraic problem, which is follows: to describe the rules
for multiplication of some basis vectors in an arbitrary generalized Cayley–Dickson
algebra.

It is proved that for the study of the left-At -holomorphic functions in gen-
eralized Cayley–Dickson algebras At =

(
γ1,...,γt

R
)

enough to restrict the study of
left-At -holomorphic functions in algebra

(
sign(γ1),...,sign(γt)

R

)
.

Key words: finite-dimensional commutative associative algebra, algebra of com-
plex quaternions, G -monogenic mappings, Cauchy–Riemann conditions, Cauchy
theorem, Cauchy integral formula, Morera theorem, H -monogenic mappings, H –
analytic function, Cayley–Dickson algebra, infinite-dimensional vector topological
space.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Природним i напрочуд ефективним засобом
дослiдження плоских потенцiальних полiв є аналiтичнi функцiї комплексної
змiнної. Багатство цiєї теорiї та ефективнiсть її застосувань в рiзних галузях
науки спонукають математикiв до розвитку подiбних теорiй в багатовимiрних
просторах.

Побудова алгебр, вiдмiнних вiд алгебри комплексних чисел, розпочалася
ще в першiй половинi XIX ст. Так, в 1843 роцi У. Гамiльтон побудував
некомутативну чотиривимiрну алгебру кватернiонiв (див., наприклад, [8, с.
223]), а в 1844 роцi Г. Грассман [87] побудував некомутативну алгебру зовнiшнiх
форм. Напевно, перша комутативна алгебра була побудована незалежно
Ч. Гревсом [3, c. 60] (1847) та О. де Морганом [69] (1849). Ця алгебра iзоморфна
прямiй сумi R⊕C алгебр дiйсних i комплексних чисел. Пiсля цього з’явилися
роботи А. Келi, Дж. Гревса, В. Клiффорда [9, 60] та П. Тайта [202]. В 80-
х роках XIX ст. виник iнтерес до теорiї функцiй гiперкомплексної змiнної,
внаслiдок чого було опублiковано кiлька робiт видатними математиками,
зокрема, Б. Пiрсом [140] (1881), К. Вейєрштрасcом [212] (1883), А. Пуанкаре
[156] (1884) та Р. Дедекiндом [66] (1885). Варто вiдмiтити важливi роботи
Ф. Молiна [15] (1892), Г. Шефферса [178] (1893), Е. Штудi [198] (1898) та
Е. Картана [57] (1898).

Згодом в роботах Ч. Джолi [103], Ф. Хаусдорфа [93], Г. Мойсiла i
Н. Теодореско [136], Р. Фуетера [82], К. Куллiна [64], А. Садберi [199],
Дж. Раяна [175], К. Гюрлебека i В. Шпрьоссiга [90], В. Кравченка i
М. Шапiро [107], Г. Льойтвiлера [95, 115], С. Бернштейн [46], Ф. Коломбо,
I. Сабадiнi i Д. Струппи [63] та багатьох iнших розроблялися рiзнi напрямки
некомутативного гiперкомплексного аналiзу як узагальнення результатiв теорiї
функцiй комплексної змiнної на багатовимiрнi простори.

Разом з некомутативним аналiзом в багатовимiрних просторах вивчались
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також вiдображеннях в комутативних алгебрах. Так, наприклад, в роботах
П. Кетчума [104, 105], Д. Вагнера [209], Дж. Ворда [211], Е. Лорха [117],
Е. Блюма [47], М. Рошкулєца [170, 171], К. Кунца [108, 109], I. П. Мельниченка
[129,130], I. П. Мельниченка та С. А. Плакси [131], С. А. Плакси [19,143] та iнших
розвинено теорiю аналiтичних функцiй в комутативних алгебрах i застосовано
такi функцiї для побудови розв’язкiв диференцiальних рiвнянь елiптичного
типу.

Не зважаючи на значну кiлькiсть робiт з гiперкомплексного аналiзу,
залишається чимало важливих вiдкритих проблем. Зокрема, актуальною
проблемою є побудова теорiї функцiй гiперкомплексної змiнної в
довiльнiй комутативнiй асоцiативнiй алгебрi та встановлення зв’язку таких
функцiй з рiвняннями з частинними похiдними. Актуальною проблемою
гiперкомплексного аналiзу є також розробка методiв конструктивного опису
класiв диференцiйовних функцiй.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Дисертацiя виконана у вiддiлi комплексного аналiзу i теорiї потенцiалу
Iнституту математики НАН України в рамках наукових тем ”Метричнi та
геометричнi задачi теорiї аналiтичних i субгармонiчних функцiй та множин”,
номер державної реєстрацiї 0116U003060 та ”Розробка аналiтичних та чисельно–
аналiтичних методiв дослiдження задач сучасного природознавства”, номер
державної реєстрацiї 0117U004077.

Мета i завдання дослiдження. Об’єктом дослiдження є класи
диференцiйовних функцiй зi значеннями в асоцiативних (комутативних i
некомутативних) алгебрах та в нескiнченновимiрних топологiчних векторних
просторах.

Предметом дослiдження є алгебраїчно–аналiтичнi властивостi
диференцiйовних функцiй зi значеннями в асоцiативних алгебрах та в
нескiнченновимiрних топологiчних векторних просторах.

Метою дисертацiйної роботи є встановлення конструктивних описiв
диференцiйовних функцiй в асоцiативних алгебрах та розвиток на їх
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основi теорiї функцiй гiперкомплексної змiнної, подiбної до теорiї функцiй
комплексної змiнної. Пiд конструктивним описом розумiємо представлення
диференцiйовних функцiй за допомогою голоморфних функцiй комплексних
змiнних.

Завдання дослiдження:

• розробити метод встановлення конструктивного опису моногенних функцiй
зi значеннями в довiльнiй скiнченновимiрнiй комутативнiй асоцiативнiй
алгебрi над полем C за допомогою голоморфних функцiй комплексної
змiнної;

• довести аналоги iнтегральних теорем (iнтегральна теорема Кошi для
криволiнiйного i поверхневого iнтегралiв, iнтегральна формула Кошi,
теорема Морера) для моногенних функцiй зi значеннями в довiльнiй
скiнченновимiрнiй комутативнiй асоцiативнiй алгебрi;

• розробити пiдхiд до побудови нескiнченновимiрної сiм’ї розв’язкiв
лiнiйних однорiдних диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними зi
сталими коефiцiєнтами, базуючись на властивостях моногенних функцiй
зi значеннями в алгебрах, що утворюють послiдовнiсть розширень
комутативних алгебр певного класу;

• дослiдити властивостi моногенних функцiй зi значеннями в
нескiнченновимiрних комутативних асоцiативних банахових алгебрах
та нескiнченновимiрних топологiчних векторних просторах, асоцiйованих
з просторовими потенцiальними полями;

• визначити класи кватернiонних вiдображень, до яких застосовна методика
встановлення їх конструктивних описiв, розроблена для комутативних
алгебр;

• встановити спiввiдношення мiж вiдомими класами кватернiонних
диференцiйовних функцiй та функцiй, аналiтичних за Хаусдорфом.
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Встановити зв’язок мiж вiдомими означеннями похiдних та похiдною за
Хаусдорфом;

• побудувати в явному виглядi гiперголоморфнi функцiї (тобто такi, що
належать ядру оператора Дiрака) в узагальнених алгебрах Келi–Дiксона.

Методи дослiдження. В дисертацiйнiй роботi використовуються методи
комплексного, гiперкомплексного та функцiонального аналiзу.

Наукова новизна. Усi отриманi в роботi результати є новими i полягають
в наступному:

• отримано конструктивний опис моногенних функцiй, визначених
в областях спецiальних пiдпросторiв довiльної скiнченновимiрної
комутативної асоцiативної алгебри над полем C , зi значеннями в цiй
алгебрi за допомогою голоморфних функцiй комплексної змiнної;

• доведено аналоги iнтегральних теорем (iнтегральна теорема Кошi
для криволiнiйного i поверхневого iнтегралiв, iнтегральна формула
Кошi, теорема Морера) для моногенних функцiй зi значеннями в
довiльнiй скiнченновимiрнiй комутативнiй асоцiативнiй алгебрi, а також
в нескiнченновимiрнiй комутативнiй алгебрi i топологiчному векторному
просторi з комутативним множення, асоцiйованих з тривимiрним
рiвнянням Лапласа;

• встановлено спiввiдношення мiж моногенними функцiями зi значеннями
в алгебрах, що утворюють послiдовнiсть розширень комутативних алгебр
певного класу. Вказанi моногеннi функцiї застосовано для побудови
нескiнченновимiрної сiм’ї розв’язкiв лiнiйних однорiдних диференцiальних
рiвнянь з частинними похiдними зi сталими коефiцiєнтами;

• введено клас кватернiонних G -моногенних вiдображень i отримано їх
конструктивний опис за допомогою аналiтичних функцiй комплексної
змiнної; доведено аналоги iнтегральних теорем для вiдображень цього
класу;
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• встановлено спiввiдношення мiж вiдомими класами кватернiонних
диференцiйовних функцiй та функцiй, аналiтичних за Хаусдорфом,
а також встановлено зв’язок мiж вiдомими означеннями похiдних та
похiдною за Хаусдорфом;

• розроблено алгоритм побудови функцiй, що належать ядру оператора
Дiрака в узагальнених алгебрах Келi–Дiксона.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна робота
має теоретичний характер. Одержанi результати та розвиненi в нiй методи
можуть бути використанi, насамперед, в комплексному та гiперкомплексному
аналiзi, а також при розв’язаннi диференцiальних рiвнянь з частинними
похiдними i крайових задач математичної фiзики, що знаходять застосування
у гiдродинамiцi, теплофiзицi, механiцi та iнших прикладних дисциплiнах.

Особистий внесок здобувача. Усi результати, що виносяться на
захист, одержано здобувачем самостiйно. У статтях, що опублiкованi у
спiвавторствi, особистий внесок здобувача такий: з робiт [77, 79] до дисертацiї
увiйшли результати, якi отримано особисто здобувачем; в роботах [123, 191]
— здобувачевi належить постановка задач, формулювання основних гiпотез,
iдеї доведень, побудова схем доведень, контроль за правильнiстю викладення
матерiалу, спiвавтори брали участь у перевiрцi робочих гiпотез; в роботах
[21, 147–151] — визначення напрямку дослiджень, обговорення результатiв,
контроль якостi викладення результатiв належить С. А. Плаксi, а перевiрка
основних гiпотез i повне доведення всiх тверджень належить здобувачевi; в
роботi [78] — К. Флаут належить iдея застосувати алгоритм Бейлса до побудови
правил множення базисних векторiв узагальненої алгебри Келi–Дiксона, решта
дослiджень виконана здобувачем.

Апробацiя результатiв. Результати роботи доповiдались на таких
конференцiях:

• IX мiжнароднiй науковiй конференцiї ”Клiффордовi алгебри та їх
застосування” (Веймар, Нiмеччина, 2011);



24

• XVI мiжнароднiй науковiй конференцiї з аналiтичних функцiй i сумiжних
питань (Хелм, Польща, 2011);

• VIII конгресi Мiжнародного товариства з аналiзу, його застосувань i
обчислень ISAAC (Москва, РФ, 2011);

• VIII мiжнароднiй науковiй конференцiї ”Фiнслеровi продовження теорiї
вiдносностi” (Фрязiно, РФ, 2012);

• мiжнароднiй науковiй конференцiї, присвяченiй 120-рiччю з дня
народження С. Банаха (Львiв, 2012);

• мiжнароднiй науковiй конференцiї ”(Hyper)Complex Function Theory, Re-
gression, (Crystal) Lattices, Fractals, Chaos, and Physics”, присвяченiй
пам’ятi П. М. Тамразова та 20-рiчнiй спiвпрацi Лодзь–Київ (Бендлево,
Польща, 2012);

• мiжнароднiй науковiй конференцiї ”Комплексний аналiз, теорiя потенцiалу
та застосування” (Київ, 2013);

• спiльному колоквiумi з диференцiальної геометрiї та її застосувань та
мiжнародної конференцiї ”Фiнслеровi продовження теорiї вiдносностi”
(Дебрецен, Угорщина, 2013);

• мiжнароднiй науковiй конференцiї ”Новi пiдходи в теоретичних та
прикладних методах в алгебрi i аналiзi” (Констанца, Румунiя, 2013);

• мiжнароднiй науковiй конференцiї ”Диференцiальнi рiвняння,
обчислювальна математика, теорiя функцiй та математичнi методи
механiки”, присвяченнiй 100-рiччю Г. М. Положого (Київ, 2014);

• XIII мiжнароднiй науково-практичнiй конференцiї ”Шевченкiвська весна
— 2015” (Київ, 2015);

• X конгресi Мiжнародного товариства з аналiзу, його застосувань i
обчислень ISAAC (Макао, Китай, 2015);
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• X Лiтнiй школi ”Алгебра, топологiя, аналiз” (Одеса, 2015);

• XI конгресi Мiжнародного товариства з аналiзу, його застосувань i
обчислень ISAAC (Векше, Швецiя, 2017);

• мiжнароднiй науковiй конференцiї ”(Hyper)Complex Analysis in Differential
Equations, Geometry and Physical Applications” (Бендлево, Польща, 2018);

• XI конгресi Мiжнародного товариства з аналiзу, його застосувань i
обчислень ISAAC (Авейро, Португалiя, 2019);

на Вченiй радi Iнституту математики НАН України та на семiнарах:
• вiддiлу комплексного аналiзу та теорiї потенцiалу Iнституту математики
НАН України (керiвник: доктор фiз.-мат. наук, професор С. А. Плакса)

• вiддiлу теорiї функцiй Iнституту математики НАН України (керiвник:
доктор фiз.-мат. наук, професор А. С. Романюк);

• вiддiлу математичної фiзики Iнституту математики НАН України
(керiвник: доктор фiз.-мат. наук, професор, член-кор. НАН України
А. Г. Нiкiтiн);

• Київському семiнарi з функцiонального аналiзу (керiвники: академiк НАН
України Ю. С. Самойленко, член-кор. НАН України А. Н. Кочубей);

• семiнарах ”Спектральнi i крайовi задачi” в Iнститутi математики НАН
України (керiвник: доктор фiз.-мат. наук, професор В. А. Михайлець);

• кафедри математичного аналiзу Житомирського державного унiверситету
iменi Iвана Франка (керiвники: доктор фiз.-мат. наук А.О. Погоруй,
доктор фiз.-мат. наук Є.О. Севостьянов, канд. фiз.-мат. наук, доцент
О.Ф. Герус);

• Львiвському мiському семiнарi з теорiї аналiтичних функцiй (керiвник:
доктор фiз.-мат. наук, професор О. Б. Скаскiв);

• Загальноiнститутському семiнарi Iнституту прикладної математики i
механiки НАН України, м. Слов’янськ (керiвник: доктор фiз.-мат. наук,
професор, член-кор. НАН України В. Я. Гутлянський);



26

• Харкiвському мiському семiнарi з теорiї функцiї (керiвник: доктори фiз.-
мат. наук, професори С. Ю. Фаворов та Л. Б. Голiнський).
Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано в 21 науковiй

роботi [1—21] (див. список публiкацiй здобувача на с. 7—11), внесених
до перелiку фахових видань з фiзико–математичних наук, 10 з них
[3–5,7,8,11,12,14,20,21] надруковано у виданнях, внесених до мiжнародних
науково–метричних баз Scopus та Web of Science. Частково вони також
висвiтленi у матерiалах мiжнародних конференцiй [22—30].

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається iз анотацiї,
змiсту, вступу, 4 роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел (що мiстить
214 найменувань) та додатку. Повний обсяг роботи становить 357 сторiнок
друкованого тексту.

Подяки. Висловлюю щиру подяку доктору фiзико–математичних наук,
професору Плаксi Сергiю Анатолiйовичу за постiйну увагу до роботи, кориснi
поради та пiдтримку.

Змiст дисертацiї. У вступi визначено об’єкт i предмет дослiдження,
обгрунтовано актуальнiсть теми дисертацiйного дослiдження, сформульовану
мету i завдання, визначено методи дослiдження, його наукову новизну,
теоретичне i практичне значення, прокоментовано апробацiю, описано
структуру дисертацiйної роботи та її основний змiст.

У першому роздiлi дисертацiйної роботи викладено огляд лiтератури за
темою дослiдження та вказано на мiсце отриманих здобувачем результатiв у
загальнiй теорiї з окреслених напрямкiв.

Виклад основних результатiв дисертацiї починається з роздiлу 2, в якому
вивчаються моногеннi функцiї в скiнченновимiрних комутативних асоцiативних
алгебрах над полем комплексних чисел C та їх застосування до побудови
точних розв’язкiв лiнiйних диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними
зi сталими коефiцiєнтами.

Нехай Am
n — довiльна n -вимiрна комутативна асоцiативна алгебра з

одиницею над полем комплексних чисел C . Е. Картан [57, с. 33] довiв, що в
алгебрi Am

n iснує базис {Ik}n
k=1 i iснують структурнi константи Υs

r,k такi, що
виконуються наступнi правила множення:
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1. ∀ r, s ∈ [1,m] ∩ N : IrIs =





0 при r 6= s,

Ir при r = s;

2. ∀ r, s ∈ [m + 1, n] ∩ N : IrIs =
n∑

k=max{r,s}+1
Υs

r,kIk ;

3. ∀ s ∈ [m + 1, n] ∩ N ∃! us ∈ [1,m] ∩ N ∀ r ∈ [1,m] ∩ N :

IrIs =





0 при r 6= us ,

Is при r = us ,

де N — множина натуральних чисел. Крiм того, ним доведено, що будь-
яка комутативна алгебра з правилами множення 1 – 3, для якої структурнi
константи Υs

r,k в правилi множення є такими, що виконуються умови

(A1). (IrIs)Ip = Ir(IsIp) ∀ r, s, p ∈ [m + 1, n] ∩ N ;

(A 2). (IuIs)Ip = Iu(IsIp) ∀u ∈ [1,m] ∩ N ∀ s, p ∈ [m + 1, n] ∩ N , буде
асоцiативною.

Очевидно, що першi m базисних векторiв {Iu}m
u=1 є iдемпотентами i

породжують напiвпросту пiдалгебру S алгебри Am
n , а вектори {Ir}n

r=m+1

породжують нiльпотентну пiдалгебру N цiєї алгебри. Надалi алгебру A
з базисом Картана позначатимемо Am

n . З правил множення алгебри Am
n

випливає, що Am
n є напiвпрямою сумою m -вимiрної напiвпростої пiдалгебри

S i (n−m) -вимiрної нiльпотентної пiдалгебри N , тобто

Am
n = S ⊕s N.

Одиницею алгебри Am
n є елемент 1 =

∑m
u=1 Iu .

Алгебра Am
n мiстить m максимальних iдеалiв

Iu :=

{
n∑

k=1, k 6=u

λkIk : λk ∈ C
}

, u = 1, 2, . . . , m,

перетином яких є радикал

R :=
{ n∑

k=m+1

λkIk : λk ∈ C
}

.
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Визначимо m лiнiйних функцiоналiв fu : Am
n → C рiвностями

fu(Iu) = 1, fu(ω) = 0 ∀ω ∈ Iu, u = 1, 2, . . . , m. (1)

Оскiльки ядрами функцiоналiв fu є вiдповiдно максимальнi iдеали Iu , то цi
функцiонали є також неперервними i мультиплiкативними (див. [29, с. 147]).

Нехай

e1 = 1, e2 =
n∑

r=1

arIr, e3 =
n∑

r=1

brIr (2)

при ar, br ∈ C — трiйка векторiв в алгебрi Am
n , якi лiнiйно незалежнi над полем

R . Норма елемента алгебри v =
n∑

r=1
vrIr визначається рiвнiстю

‖v‖ :=

√√√√
n∑

r=1

|vr|2.

Нехай ζ := xe1 + ye2 + ze3 , де x, y, z ∈ R . Очевидно, що ξu := fu(ζ) =

x + yau + zbu , u = 1, 2, . . . , m . Видiлимо в алгебрi Am
n лiнiйну оболонку E3 :=

{ζ = xe1 + ye2 + ze3 : x, y, z ∈ R} , породжену векторами e1, e2, e3 .
Далi iстотним є припущення: fu(E3) = C при всiх u = 1, 2, . . . , m , де

fu(E3) — образ множини E3 при вiдображеннi fu . Очевидно, що це має мiсце
тодi i тiльки тодi, коли при кожному фiксованому u = 1, 2, . . . , m хоча б одне
з чисел au чи bu належить C \ R .

Областi Ω тривимiрного простору R3 поставимо у вiдповiднiсть область
Ωζ := {ζ = xe1 + ye2 + ze3 : (x, y, z) ∈ Ω} в E3 .

Неперервну функцiю Φ : Ωζ → Am
n називатимемо моногенною в областi

Ωζ ⊂ E3 , якщо Φ диференцiйовна за Гато в кожнiй точцi цiєї областi,
тобто якщо для кожного ζ ∈ Ωζ iснує елемент Φ′(ζ) алгебри Am

n такий, що
виконується рiвнiсть

lim
ε→0+0

(Φ(ζ + εh)− Φ(ζ)) ε−1 = hΦ′(ζ) ∀h ∈ E3. (3)

Φ′(ζ) називається похiдною Гато функцiї Φ в точцi ζ .
З означення моногенностi функцiї Φ в областi Ωζ випливає виконання

наступних умов:
∂Φ

∂y
=

∂Φ

∂x
e2 ,

∂Φ

∂z
=

∂Φ

∂x
e3 (4)
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в кожнiй точцi областi Ωζ .
Наслiдком лем 2.1.1, 2.1.2, 2.1.3 є наступне подання резольвенти:

(te1 − ζ)−1 =
m∑

u=1

1

t− ξu
Iu +

n∑
s=m+1

s−m+1∑

k=2

Qk,s

(t− ξus
)k

Is (5)

∀ t ∈ C : t 6= ξu, u = 1, 2, . . . , m,

де Qk,s визначенi наступними рекурентними спiввiдношеннями:

Q2,s := Ts , Qk,s =
s−1∑

r=k+m−2

Qk−1,r Br, s , k = 3, 4, . . . , s−m + 1.

при

Ts := yas + zbs , Br,s :=
s−1∑

k=m+1

TkΥ
k
r,s , s = m + 2, . . . , n,

а натуральнi числа us визначенi у правилi 3 таблицi множення алгебри Am
n .

Iз спiввiдношень (5) випливає, що точки (x, y, z) ∈ R3 , якi вiдповiдають
необоротним елементам ζ ∈ Am

n , лежать на прямих

Lu :





x + y Re au + z Re bu = 0,

y Im au + z Im bu = 0
(6)

в тривимiрному просторi R3 .
Принциповою є наступна лема.
Лема 2.1.4. Нехай область Ω ⊂ R3 є опуклою в напрямку прямих Lu i

fu(E3) = C для всiх u = 1, 2, . . . , m . Крiм того, нехай функцiя Φ : Ωζ → Am
n є

моногенною в областi Ωζ . Якщо для деякого u ∈ {1, 2, . . . , m} точки ζ1, ζ2 ∈
Ωζ такi, що ζ2 − ζ1 ∈ {ζ = xe1 + ye2 + ze3 : (x, y, z) ∈ Lu} , то

Φ(ζ1)− Φ(ζ2) ∈ Iu .

Нехай область Ω ⊂ R3 є опуклою в напрямку прямих Lu , u = 1, 2, . . . , m .
Позначимо через Du область комплексної площини C , на яку область Ωζ

вiдображається функцiоналом fu .
Лема 2.1.4 дає можливiсть визначити лiнiйнi оператори Au , u =

1, 2, . . . , m , якi кожнiй моногеннiй функцiї Φ ставлять у вiдповiднiсть функцiї
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комплексної змiнної Fu : Du → C за правилом Fu

(
fu(ζ)

)
:= fu(Φ(ζ)) . З

використанням теореми Ю. Ю. Трохимчука [25, теорема 21] доведено, що
функцiя Fu голоморфна в областi Du , u = 1, 2, . . . , m .

Далi побудовано в явному виглядi оператори A
(−1)
u , якi є узагальнено

оберненими до Au , u = 1, 2, . . . , m (тобто такi, що AuA
(−1)
u Au = Au ), i якi

голоморфним функцiям комплексної змiнної ставлять у вiдповiднiсть моногеннi
функцiї. При цьому рiзниця Φ−A

(−1)
u AuΦ належить максимальному iдеалу Iu .

Нарештi, проiнтеговано умови (4) для моногенної функцiї Φ : Ωζ → Iu i
описано в явному виглядi усi моногеннi функцiї зi значеннями в максимальному
iдеалi Iu за допомогою голоморфних функцiй комплексної змiнної. У такий
спосiб отримано основний результат роздiлу 2 у виглядi наступної теореми.

Теорема 2.1.3. Нехай область Ω ⊂ R3 є опуклою в напрямку прямих
Lu i fu(E3) = C при всiх u = 1, 2, . . . , m . Тодi кожна моногенна функцiя
Φ : Ωζ → Am

n подається у виглядi

Φ(ζ) =
m∑

u=1

Iu
1

2πi

∫

Γu

Fu(t)(t− ζ)−1 dt +
n∑

s=m+1

Is
1

2πi

∫

Γus

Gs(t)(t− ζ)−1 dt, (7)

де Fu — деяка голоморфна функцiя в областi Du i Gs — деяка голоморфна
функцiя в областi Dus

, а Γq — замкнена жорданова спрямлювана крива,
яка лежить в областi Dq , охоплює точку ξq i не мiстить точок ξ` ,
` = 1, 2, . . . , m , ` 6= q .

З теореми 2.1.3 випливає, що в розкладi функцiї Φ : Ωζ → Am
n за базисом

{Ik}n
k=1 :

Φ(ζ) =
n∑

k=1

Uk(x, y, z) Ik (8)

компоненти Uk : Ω → C є R -диференцiйовними функцiями в областi Ω , тобто
для довiльної точки (x, y, z) ∈ Ω виконуються спiввiдношення

Uk(x + ∆x, y + ∆y, z + ∆z)− Uk(x, y, z) =
∂Uk

∂x
∆x +

∂Uk

∂y
∆y +

∂Uk

∂z
∆z+

+ o
(√

(∆x)2 + (∆y)2 + (∆z)2
)

, (∆x)2 + (∆y)2 + (∆z)2 → 0 ,
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З iншого боку, якщо компоненти Uk : Ω → C є R -диференцiйовними,
то умови (4) є не лише необхiдними, але й достатнiми умовами моногенностi
функцiї (8) в областi Ωζ , тобто рiвностi (4) є аналогами класичних умов Кошi–
Рiмана.

Наступне твердження випливає безпосередньо з рiвностi (7), права частина
якої є моногенною функцiєю в областi

Πζ := {ζ ∈ E3 : fu(ζ) = Du, u = 1, 2, . . . , m}. (9)

Теорема 2.1.4. Якщо область Ω є опуклою в напрямку прямих Lu i
fu(E3) = C при всiх u = 1, 2, . . . , m , то кожна моногенна функцiя Φ : Ωζ →
Am

n продовжується до функцiї, моногенної в областi Πζ .
Принциповим наслiдком рiвностi (7) є наступне твердження, яке

справедливе для довiльної областi Ωζ .

Теорема 2.1.5. Нехай fu(E3) = C при всiх u = 1, 2, . . . , m . Тодi для
кожної моногенної функцiї Φ : Ωζ → Am

n в довiльнiй областi Ωζ похiднi Гато
Φ(r) є моногенними функцiями в Ωζ для всiх r .

Встановлено також аналог теореми 2.1.3 для моногенних функцiй змiнної

вигляду
k∑

r=1
xrer , де 2 ≤ k ≤ 2n .

У пунктi 2.1.6 дослiджується зв’язок моногенних функцiй з рiвняннями з
частинними похiдними.

Розглянемо наступне лiнiйне диференцiальне рiвняння зi сталими
коефiцiєнтами:

LNU(x, y, z) :=
∑

α+β+γ=N

Cα,β,γ
∂NU

∂xα ∂yβ ∂zγ
= 0, Cα,β,γ ∈ R. (10)

Зауважимо, що кожна N разiв диференцiйовна за Гато в Ωζ функцiя Φ

задовольняє рiвняння LNΦ(ζ) = 0 скрiзь в Ωζ , якщо

X (1, e2, e3) :=
∑

α+β+γ=N

Cα,β,γ eβ
2 eγ

3 = 0 . (11)

Вiдповiдно, при виконаннi умови (11) дiйснозначнi компоненти Re Uk(x, y, z) i
Im Uk(x, y, z) розкладу (8) є розв’язками рiвняння (10).
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Отже, для побудови розв’язкiв рiвняння (10) у виглядi компонент
моногенної функцiї необхiдно знайти трiйку лiнiйно незалежних над полем R
векторiв (2) , якi задовольняють характеристичне рiвняння (11), i перевiрити
умову: fu(E3) = C для всiх u = 1, 2, . . . , m .

В наступнiй теоремi вказано спецiальний клас рiвнянь вигляду (10), для
яких fu(E3) = C для всiх u = 1, 2, . . . , m . Введемо в розгляд полiном

P (a, b) :=
∑

α+β+γ=N

Cα,β,γ aβ bγ .

Теорема 2.1.7. Нехай iснують лiнiйно незалежнi над R вектори
e1, e2, e3 в Am

n вигляду (2), якi задовольняють рiвнiсть (11). Якщо P (a, b) 6= 0

при всiх дiйсних a i b , то fu(E3) = C при всiх u = 1, 2, . . . , m .

Очевидно, що рiвняння вигляду (10), якi є рiвняннями елiптичного типу
завжди задовольняють умову P (a, b) 6= 0 при всiх a, b ∈ R . У той же час
iснують рiвняння (10), для яких P (a, b) > 0 при всiх a, b ∈ R , але якi не є
елiптичними. Наприклад, такими є рiвняння

∂3u

∂x3 +
∂3u

∂x∂y2 +
∂3u

∂x∂z2 = 0 та
∂5u

∂x5 +
∂5u

∂x3∂y2 +
∂5u

∂x∂y2∂z2 = 0

у просторi R3 .
У пiдроздiлi 2.2 для моногенних функцiй доведено аналоги iнтегральної

теореми Кошi, теореми Морера та аналог iнтегральної формули Кошi для
криволiнiйного iнтеграла.

Наступна теорема є аналогом iнтегральної теореми Кошi для
криволiнiйного iнтеграла i є основним результатом пункту 2.2.1.

Теорема 2.2.2. Нехай функцiя Φ : Ωζ → Am
n є моногенною в областi

Ωζ . Тодi для довiльної замкненої жорданової спрямлюваної кривої γ , яка
гомотопна точцi з Ω , справедлива рiвнicть

∫

γζ

Φ(ζ)dζ = 0.
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Далi в теоремi 2.2.3 за звичною схемою доводиться аналог теореми Морера.

У пунктi 2.2.3 встановлено аналог iнтегральної формули Кошi.
Нехай ζ0 := x0e1 +y0e2 +z0e3 — довiльна точка в областi Ωζ ⊂ E3 . В околi

точки ζ0 , який мiститься в Ωζ , вiзьмемо коло Cζ(ζ0, ε) радiуса ε з центром
в ζ0 . Через Cu(ξ

(0)
u , ε) ⊂ C позначимо образ Cζ(ζ0, ε) при вiдображеннi fu ,

u = 1, 2, . . . , m . Припустимо, що коло Cζ(ζ0, ε) охоплює множину {ζ − ζ0 :

(x, y, z) ∈
m⋃

u=1
Lu} . Це означає, що крива Cu(ξ

(0)
u , ε) обмежує деяку область D′

u

таку, що fu(ζ0) = ξ
(0)
u ∈ D′

u , u = 1, 2, . . . , m .
Скажемо, що крива γζ ⊂ Ωζ один раз охоплює множину {ζ−ζ0 : (x, y, z) ∈

m⋃
u=1

Lu} , якщо iснує коло Cζ(ζ0, ε) , яке охоплює вказану множину i гомотопне

γζ в областi Ωζ \ {ζ − ζ0 : (x, y, z) ∈
m⋃

u=1
Lu} .

Теорема 2.2.4. Нехай область Ω ⊂ R3 є опуклою в напрямку прямих Lu

i fu(E3) = C при всiх u = 1, 2, . . . , m . Крiм того, нехай функцiя Φ : Ωζ → Am
n

є моногенною в Ωζ . Тодi для довiльної точки ζ0 ∈ Ωζ справедлива рiвнiсть

Φ(ζ0) = λ−1
∫

γζ

Φ(ζ) (ζ − ζ0)
−1 dζ,

де γζ — довiльна замкнена жорданова спрямлювана крива в Ωζ , яка один раз

охоплює множину {ζ − ζ0 : (x, y, z) ∈
m⋃

u=1
Lu} , а λ — деяка стала.

В теоремах 2.2.5 – 2.2.10 встановлено достатнi умови, коли стала λ = 2πi .
Наступна теорема мiстить критерiї моногенностi функцiї в алгебрi Am

n i
доводиться з використанням теорем 2.1.3, 2.1.5, 2.2.3, 2.2.2 та 2.2.4.

Теорема 2.2.11. Функцiя Φ : Ωζ → Am
n є моногенною в областi Ωζ

тодi i тiльки тодi, коли компоненти Uk : Ω → C розкладу (8) є R -
диференцiйовними функцiями в областi Ω i виконуються умови (4) в кожнiй
точцi областi Ωζ .

Якщо fu(E3) = C при всiх u = 1, 2, . . . , m , то функцiя Φ : Ωζ → Am
n є

також моногенною тодi i тiльки тодi, коли виконується одна з наступних
умов:
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1) для кожної точки ζ0 ∈ Ωζ знайдеться окiл в якому функцiя Φ

розкладається у степеневий ряд

Φ(ζ) =
∞∑

k=0

ck(ζ − ζ0)
k;

2) функцiя Φ неперервна в областi Ωζ i задовольняє умову
∫

∂4ζ
Φ(ζ)dζ =

0 для кожного трикутника 4ζ такого, що його замикання 4ζ ⊂ Ωζ .
Якщо fu(E3) = C при всiх u = 1, 2, . . . , m i, крiм того, область Ω є

опуклою в напрямку прямих Lu , то функцiя Φ : Ωζ → Am
n є моногенною

тодi i тiльки тодi, коли iснує єдиний набiр з m голоморфних в областi Du

функцiй Fu , u = 1, 2, . . . , m i єдиний набiр з n−m голоморфних в областi Dus

функцiй Gs , s = m + 1, . . . , n таких, що в областi Ωζ функцiя Φ подається
у виглядi (7).

У пiдроздiлi 2.3 доведено аналог iнтегральної теореми Кошi для
поверхневого iнтеграла.

Через Σε позначимо ε -окiл поверхнi Σ , тобто множину Σε := {(x, y, z) ∈
R3 :

√
(x− x1)2 + (y − y1)2 + (z − z1)2 ≤ ε, (x1, y1, z1) ∈ Σ}.

Вiдстанню Фреше d(Σ, Λ) мiж поверхнями Σ i Λ називається iнфiмум
дiйсних чисел ε , для яких виконуються спiввiдношення Σ ⊂ Λε , Λ ⊂ Σε (див.,
наприклад, [81]). Послiдовнiсть багатогранникiв Λn називається рiвномiрно
збiжною до поверхнi Σ , якщо d(Λn, Σ) → 0 при n →∞ (див., наприклад, [162,
c. 121]).

Площею Лебега поверхнi Σ називається величина

L(Σ) := inf lim inf
n→∞

L(Λn),

де iнфiмум береться по усiх послiдовностях Λn , рiвномiрно збiжних до Σ , а
L(Λn) — площа багатогранника Λn .

Нехай поверхня Σ має скiнченну площу Лебега, тобто L(Σ) < ∞ . Тодi за
теоремою Л. Чезарi [59, c. 544] iснує параметризацiя поверхнi

Σ =
{
f(u, v) :=

(
x(u, v), y(u, v), z(u, v)

)
: (u, v) ∈ G

}
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така, що якобiани

A :=
∂y

∂u

∂z

∂v
− ∂y

∂v

∂z

∂u
, B :=

∂z

∂u

∂x

∂v
− ∂z

∂v

∂x

∂u
, C :=

∂x

∂u

∂y

∂v
− ∂x

∂v

∂y

∂u

iснують м.в. на квадратi G i

L(Σ) =

∫

G

√
A2 + B2 + C2 dudv. (12)

У випадку, коли L(Σ) < ∞ i рiвнiсть (12) виконується для заданої
параметризацiї Σ , поверхню Σ будемо називати квадровною. Далi замкнену
поверхню Γ ⊂ R3 будемо розумiти як образ сфери при гомеоморфному
вiдображеннi, яке вiдображає хоча б одне коло на спрялювану криву.

Будемо казати, що функцiя вигляду (8) є гiперголоморфною в областi
Ωζ , якщо її комплекснозначнi компоненти Uk є R -диференцiйовними в Ω i
виконуються наступнi умови в кожнiй точцi областi Ωζ :

∂Ψ

∂x
e1 +

∂Ψ

∂y
e2 +

∂Ψ

∂z
e3 = 0.

Верхньою площею Мiнковського множини ∂Ω (див., наприклад, [127,
с. 79]) називається величина

M∗(∂Ω) := lim sup
ε→0

V (∂Ωε)

2ε
,

де через V (∂Ωε) позначено об’єм ∂Ωε .

Теорема 2.3.2. Нехай межею ∂Ω однозв’язної областi Ω ⊂ R3 є
замкнена квадровна поверхня для якої M∗(∂Ω) < ∞ , i Ω має квадровнi
перетини з площинами, перпендикулярними до координатних осей. Крiм
того, нехай функцiя Ψ : Ωζ → Am

n гiперголоморфна в областi Ωζ i неперервна
в замиканнi Ωζ цiєї областi. Тодi справедлива рiвнiсть

∫

∂Ωζ

Ψ(ζ)σ = 0.
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У пiдроздiлi 2.4 встановлено вiдповiднiсть мiж моногенною функцiєю в
алгебрi Am

n = S ⊕s N та скiнченним набором моногенних функцiй в алгебрi
A1

n−m+1 = 1⊕s N . Для формулювання результату введемо деякi позначення.
Для диференцiального рiвняння (10) алгебраїчне рiвняння (11)

називається характеристичним.
На вектори вигляду

ẽ1(u) = 1,

ẽ2(u) := au + Iu Rad e2 ,

ẽ3(u) := bu + Iu Rad e3

(13)

алгебри A1
n−m+1 натягнемо лiнiйний простiр Ẽ3(u) := {ζ̃(u) = x + yẽ2(u) +

zẽ3(u) : x, y, z ∈ R} . Трiйка векторiв (13) визначає одну пряму L̃(u) вигляду
(6), яка вiдповiдає множинi необоротних елементiв ζ̃(u) простору Ẽ3(u) . Нехай
Π̃ζ̃(u) — деякий нескiнченний цилiндр в Ẽ3(u) , твiрнi якого паралельнi прямiй
L̃(u) .

Теорема 2.4.2. Нехай в алгебрi Am
n = S ⊕s N iснує трiйка лiнiйно

незалежних над R векторiв 1, e2, e3 , якi задовольняють характеристичне
рiвняння (11) i нехай fu(E3) = C при всiх u = 1, 2, . . . , m . Крiм того, нехай
функцiя Φ : Πζ → Am

n змiнної ζ = x + ye2 + ze3 є моногенною в областi Πζ ⊂
E3 . Тодi в алгебрi A1

n−m+1 = 1 ⊕s N (де нiльпотентна пiдалгебра N та ж
сама що й в алгебрi Am

n ) для кожного u ∈ {1, 2, . . . , m} iснує трiйка векторiв
(13), яка задовольняє характеристичне рiвняння X (1, ẽ2(u), ẽ3(u)) = 0 , i iснує
функцiя Φ̃u : Π̃ζ̃(u) → A1

n−m+1 змiнної ζ̃(u) , яка моногенна в цилiндрi

Π̃ζ̃(u) =
{

ζ̃(u) ∈ Ẽ3(u) : fu

(
ζ̃(u)

)
= fu(ζ) , ζ ∈ Πζ(u)

}

i така, що
Φu(ζ) = Iu Φ̃u

(
ζ̃(u)

)
.

З теореми 2.4.2 випливає, що для побудови розв’язкiв диференцiального
рiвняння (10) у виглядi компонент моногенних функцiй зi значеннями в
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комутативних алгебрах, достатньо обмежитись моногенних функцiй в алгебрах
з базисом {1, η1, η2, . . . , ηn} , де η1, η2, . . . , ηn — нiльпотенти.

Теорема 2.4.2 залишається справедливою для випадку, коли розглядаються

функцiї Φ : Πζ → Am
n змiнної ζ :=

k∑
r=1

xrer , 2 ≤ k ≤ 2n , якi є моногенними в

областi Πζ ⊂ Ek .
У пiдроздiлi 2.5 показано, що для побудови розв’язкiв рiвняння (10)

у виглядi компонент моногенних функцiй зi значеннями в скiнченновимiр-
них комутативних асоцiативних алгебрах достатньо обмежитись вивченням
моногенних функцiй у алгебрах певного виду.

Нехай Ã1
n+1 — (n+1) -вимiрна комутативна асоцiативна алгебра з базисом

{1, Ĩ1, Ĩ2, . . . , Ĩn} , для елементiв якого справедливi правила множення Картана:

Ĩr Ĩs =
n∑

k=max{r,s}+1

Υ̃s
r,k Ĩk ∀ r, s ∈ {1, 2, . . . , n}. (14)

Як i ранiше, A1
n — n -вимiрна комутативна асоцiативна алгебра з базисом

{1, I1, I2, . . . , In−1} i таблицею множення вигляду (14).

Алгебра Ã1
n+1 називається розширенням алгебри A1

n , якщо справедливi
рiвностi

Υ̃s
r,k = Υs

r,k

∀ k ∈ {2, . . . , n− 1} ∀ r, s ∈ {1, 2, . . . , k − 1}.
Надалi розширення алгебри A1

n позначатимемо через E(A1
n) .

В теоремi 2.5.1 доведено, що в кожнiй алгебрi A1
n характеристичне

рiвняння (11) має розв’язки.
На алгебрi E(A1

n) визначимо лiнiйний оператор P̃ : E(A1
n) 7→ A1

n

рiвностями

P̃ (1) = 1, P̃ (Ĩk) = Ik ∀ k = 1, 2, . . . , n− 1, P̃ (Ĩn) = 0.

В наступнiй теоремi встановлюється зв’язок мiж моногенними функцiями
в алгебрi A1

n i моногенними функцiями в її довiльному розширеннi E(A1
n) . Для

формулювання результату введемо деякi позначення.
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Нехай вектори 1, ẽ2, ẽ3 алгебри E(A1
n) задовольняють характеристичне

рiвняння (11). На цi вектори натягнемо лiнiйний простiр

Ẽ3 := {ζ̃ = x + yẽ2 + zẽ3 : x, y, z ∈ R}.

В алгебрi A1
n будемо розглядати трiйку 1, P̃ (ẽ2), P̃ (ẽ3) i лiнiйний простiр

P̃
(
Ẽ3

)
:= {ζ = x + yP̃ (ẽ2) + zP̃ (ẽ3) : x, y, z ∈ R}.

Теорема 2.5.6. Нехай вектори 1, ẽ2, ẽ3 алгебри E(An) задовольня-
ють характеристичне рiвняння (11) i нехай хоча б одне з чисел a0 чи b0

належить C \ R . Крiм того, нехай функцiя Φ̃ : Π̃ζ̃ → E(An) змiнної ζ̃ =

x+yẽ2 +zẽ3 моногенна в деякому цилiндрi Π̃ζ̃ ⊂ Ẽ3 . Тодi в алгебрi An трiйка
векторiв 1, P̃ (ẽ2), P̃ (ẽ3) також задовольняє характеристичне рiвняння (11) i
функцiя Φ(ζ) := P̃

(
Φ̃(ζ̃)

)
є моногенною в цилiндрi Πζ := {ζ ∈ P̃

(
Ẽ3

)
: ζ̃ ∈ Π̃ζ̃}

алгебри An .
З теореми 2.5.6 випливає, що клас розв’язкiв рiвняння (10), якi подаються

у виглядi компонент моногенних функцiй, принаймнi, не звужуються при
переходi до розширення алгебри.

У пiдроздiлi 2.6 застосовано результати попереднiх пiдроздiлiв роздiлу
2 до побудови розв’язкiв лiнiйних диференцiальних рiвнянь з частинними
похiдними. Зокрема, запропоновано процедуру побудови нескiнченновимiрної
сiм’ї розв’язкiв заданих рiвнянь з частинними похiдними, при якiй
використовуються моногеннi функцiї, що визначенi на певних послiдовностях
{En}∞n=2 комутативних асоцiативних алгебр.

Розглянемо загальне лiнiйне рiвняння зi сталими коефiцiєнтами

E(u) := E0(u) + E1(u) + · · ·+ Ep(u) = 0, (15)

де

Ek(u) :=
∑

α:|α|=k

Ck
α1,α2,...,αd

∂ku

∂xα1
1 ∂xα2

2 · · · ∂xαd

d

, Ck
α1,α2,...,αd

∈ R.

Будемо розглядати також частинний вигляд рiвняння (15), а саме, рiвняння

Ep(u) = 0. (16)
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У пунктi 2.6.2 отримано нескiнченновимiрну сiм’ю розв’язкiв рiвняння (16):




1

2πi

∫

Γ

Fk(t)Ak dt





∞

k=0

, (17)

де Fk — довiльнi голоморфнi функцiї комплексної змiнної, а Ak визначенi
наступними рекурентними спiввiдношеннями:

A0 :=
1

t− ξ
, A1 :=

ξ1

(t− ξ)2 , ξ1 := x1a11 + x2a21 + · · ·+ xdad1,

As =
ξs

(t− ξ)2 +
1

t− ξ

s−1∑
r=1

Ar Br,s

при

ξs := x1a1s + x2a2s + · · ·+ xdads , Br,s :=
s−1∑

k=1

ξkΥ
k
r,s , s = 2, 3, . . . , n− 1.

Для рiвняння (15) отримано таку нескiнченновимiрну сiм’ю розв’язкiв:




1

2πi

∫

Γ

etAk dt





∞

k=0

. (18)

У пунктi 2.6.3 сiм’ї розв’язкiв (17) та (18) виписанi на конкретнiй
послiдовностi розширень. Як приклад, у пунктi 2.6.4 розв’язки виглядiв
(17) та (18) виписанi для одного рiвняння гiдродинамiки, для тривимiрного
рiвняння Лапласа, для рiвняння поперечних коливань пружного стержня,
для узагальненого бiгармонiчного рiвняння, для двовимiрного рiвняння
Гельмгольца.

У роздiлi 3 дослiджуються моногеннi функцiї зi значеннями
в нескiнченновимiрних топологiчних векторних просторах (ТВП) та
нескiнченновимiрних комутативних асоцiативних банахових алгебрах.
Мотивацiєю для цього слугує той факт, що в скiнченновимiрних алгебрах
не можна описати усi просторовi гармонiчнi функцiї у виглядi компонент
моногенних функцiй. Для цього потрiбно розглядати нескiнченновимiрнi
простори.
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Розглянемо нескiнченновимiрну комутативну асоцiативну банахову
алгебру

F :=

{
g =

∞∑

k=1

akek : ak ∈ R,

∞∑

k=1

|ak| < ∞
}

(19)

над полем R з нормою ‖g‖F :=
∞∑

k=1
|ak| i базисом {ek}∞k=1 , де таблиця множення

для елементiв базису має наступний вигляд:

ene1 = en, e2n+1e2n =
1

2
e4n ∀n ≥ 1 ,

e2n+1e2m =
1

2

(
e2n+2m − (−1)me2n−2m

)
∀n > m ≥ 1 ,

e2n+1e2m =
1

2

(
e2n+2m + (−1)ne2m−2n

)
∀m > n ≥ 1 ,

e2n+1e2m+1 =
1

2

(
e2n+2m+1 + (−1)me2n−2m+1

)
∀n ≥ m ≥ 1 ,

e2ne2m =
1

2

(
−e2n+2m+1 + (−1)me2n−2m+1

)
∀n ≥ m ≥ 1 .

Очевидно, що тут e1, e2, e3 утворюють гармонiчну трiйку векторiв, тобто таку,
що задовольняє умову e2

1 + e2
2 + e=

3 0 .
Помiстимо алгебру F в ТВП

F̃ :=

{
g =

∞∑

k=1

ckek : ck ∈ R
}

з топологiєю покоординатної збiжностi. Моногеннi функцiї зi значеннями
в алгебрi F та ТВП F̃ дослiджувались С. А. Плаксою. Зокрема, для
моногенних функцiй в ТВП F̃ ним встановлено критерiй моногенностi, зв’язок
з гармонiчними векторами та просторовими гармонiчними функцiями.

У пунктi 3.1.2 нами встановлено аналогiчнi результати в iншому ТВП, а
саме: в топологiчному векторному просторi

G̃ :=

{
g =

∞∑

k=−∞
ckek : ck ∈ R

}

з топологiєю покоординатної збiжностi i базисом {ek}∞k=−∞ , для якого таблиця
множення має наступний вигляд:

ene1 = en, e2n+1em = e2n+m, e2ne2m = −e2n+2m−3 − e2n+2m+1



41

для всiх цiлих n i m . Очевидно, що тут e1, e2, e3 утворюють гармонiчну трiйку
векторiв.

Нехай Ω i Ωζ позначають тi ж областi, що i ранiше. Розглядаємо функцiї
Φ : Ωζ → G̃ вигляду

Φ(ζ) =
∞∑

k=−∞
Uk(x, y, z) ek , (20)

де функцiї Uk : Ω → R є диференцiйовними в Ω . Тодi функцiя Φ називається
моногенною в Ωζ , якщо Φ′(ζ) ∈ G̃ в рiвностi (3). Для моногенних функцiй зi
значеннями в G̃ встановлено критерiй моногенностi (теорема 3.1.1) та показано,
що кожна просторова гармонiчна в однозв’язнi областi функцiя є першою
компонентою деякої моногенної функцiї зi значеннями в G̃ (теорема 3.1.3).

Означення 3.1.1. Вектор-функцiя V називається гармонiчним
ветором, якщо V задовольняє систему рiвнянь div V = 0 , rotV = 0.

Теорема 3.1.6. Кожна моногенна функцiя Φ : Ωζ → G̃ породжує
гармонiчнi вектори V := (U2m+2, U2m+1, U2m) в областi Ω для всiх цiлих
чисел m .

У пiдроздiлi 3.2 розглядаються моногеннi функцiї зi значеннями
у комплексифiкацiях FC та F̃C вiдповiдно алгебри F та ТВП F̃ .
Причому дослiджуються моногеннi функцiї, визначенi в областях певного
чотиривимiрного дiйсного пiдпростору E4 ⊂ FC . Це дає змогу довести для
таких моногенних функцiй аналоги основних iнтегральних теорем (теорема
i формула Кошi, теорема Морера). Бiльше того, встановлюючи зв’язок мiж
моногенними функцiями, визначеними в областях просторiв E3 та E4 , в
теоремi 3.2.8 показано, що кожна моногенна функцiя Φ0 : Ωζ → F̃C з областi
Ωζ ⊂ E3 може бути продовжена до моногенної функцiї в деякiй областi
Qξ ⊂ E4 .

Розглянемо комплексифiкацiю FC := F⊕ iF ≡ {a + ib : a, b ∈ F} алгебри

F таку, що норма в FC визначається рiвнiстю ‖c‖ :=
∞∑

k=1
|ck| , де c =

∞∑
k=1

ckek ,

ck ∈ C .
Вивчаються моногеннi функцiй зi значеннями в алгебрi FC (або в ТВП
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F̃C ), заданi на пiдмножинi лiнiйного многовиду E4 := {ξ = xe1+s ie1+ye2+ze3 :

x, s, y, z ∈ R} . Областi Q ⊂ R4 поставимо у вiдповiднiсть область Qξ := {ξ =

xe1 + s ie1 + ye2 + ze3 : (x, s, y, z) ∈ Q} в E4 . Пiд моногенними розумiються
неперервнi функцiї Φ : Qξ → FC (або Φ : Qξ → F̃C ), якi задовольняють
рiвнiсть (3) при Φ′(ζ) ∈ FC (або, вiдповiдно, Φ′(ζ) ∈ F̃C ) i всiх h ∈ E4 .

В теоремi 3.2.1 отримано явний вигляд розкладу за базисом {ek}∞k=1

головного продовження голоморфної функцiї комплексної змiнної в алгебру FC .
Основнi результати роздiлу 3 отримано в пунктах 3.2.2 та 3.2.4. Зокрема,

в теоремi 3.2.3 встановлено аналог iнтегральної теореми Кошi для моногенних
функцiй зi значеннями в алгебрi FC .

Нехай τ = we1 + ŷe2 + ẑe3 , де w ∈ C i ŷ , ẑ ∈ R . Зазначимо, що для
кожного ξ = xe1 + s ie1 + ye2 + ze3 , де x, s, y, z ∈ R , елемент

(
τ − ξ

)−1 iснує
при всiх

τ 6∈ S(ξ) :=
{

τ = we1 + ŷe2 + ẑe3 :

Re w = x, |Im w − s| ≤
√

(y − ŷ)2 + (z − ẑ)2
}

.

Теорема 3.2.5. Нехай область Q ⊂ R4 є опуклою в напрямку осей Oy ,
Oz . Крiм того, нехай функцiя Φ : Qξ → FC є моногенною в областi Qξ i
функцiї Uk : Q → C з розкладу

Φ(ξ) =
∞∑

k=1

Uk(x, s, y, z) ek (21)

мають неперервнi частиннi похiднi в Q . Тодi для кожної точки ξ ∈ Qξ

справедлива рiвнiсть:

Φ(ξ) =
1

2πi

∫

Γξ

Φ(τ)
(
τ − ξ

)−1
dτ ,

де Γξ — довiльна замкнена жорданова спрямлювана крива в Qξ , яка один раз
охоплює множину S(ξ) i гомотопна колу {τ = we1 + ŷe2 + ẑe3 : |w−x− is| =
R, ŷ = y, ẑ = z} , яке повнiстю мiститься в Ωξ .

Пiдсумком пункту 3.2.2 є наступна теорема.
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Теорема 3.2.6. Нехай функцiя Φ : Qξ → FC неперервна в областi Qξ i
функцiї Uk : Q → C з розкладу (21) мають неперервнi частиннi похiднi в Q .
Тодi функцiя Φ моногенна в Qξ тодi i тiльки тодi, коли виконується одна з
наступних умов:

(I) виконуються умови

∂Φ

∂s
=

∂Φ

∂x
i ,

∂Φ

∂y
=

∂Φ

∂x
e2 ,

∂Φ

∂z
=

∂Φ

∂x
e3

в Qξ i в Q виконуються спiввiдношення:

∞∑

k=1

∣∣∣∣
∂Uk(x, s, y, r)

∂x

∣∣∣∣ < ∞, (22)

lim
ε→0+0

∞∑

k=1

∣∣∣∣∣ Uk(x + εh1, s + εh2, y + εh3, r + εh4)− Uk(x, s, y, r)−

−∂Uk(x, s, y, r)

∂x
εh1 − ∂Uk(x, s, y, r)

∂s
εh2 − ∂Uk(x, s, y, r)

∂y
εh3−

−∂Uk(x, s, y, r)

∂r
εh4

∣∣∣∣∣ ε−1 = 0 ∀h1 , h2 , h3 , h4 ∈ R ; (23)

(II) функцiя Φ задовольняє рiвнiсть
∫

∂4ξ
Φ(ξ)dξ = 0 для кожного

трикутника 4ξ такого, що 4ξ ⊂ Qξ ;

(III) в околi кожної точки з Qξ функцiя Φ подається у виглядi збiжного
степеневого ряду.

Вiдзначимо, що умови (22) i (23) зумовленi нормою абсолютної збiжностi
в алгебрi FC . У той же час аналогiчне твердження для функцiй Φ : Qξ → F̃C ,
доведене в теоремi 3.2.7, не мiстить цих умов.

У пунктi 3.2.3 дослiджено зв’язок мiж моногенними функцiями зi
значеннями в ТВП F̃C та просторовими потенцiальними полями, а в пунктi
3.2.4 для моногенних функцiй Φ : Qξ → F̃C доведено аналоги iнтегральної
теореми Кошi та iнтегральної формули Кошi.

Слiд вiдзначити, що питання про поширення бiльшостi тверджень,
доведених для моногенних функцiй зi значеннями в алгебрi FC чи в ТВП F̃C ,
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на моногеннi функцiї, що приймають значення в комплексифiкацiї розглянутого
вище ТВП G̃ , залишається вiдкритою проблемою.

У роздiлi 4 вивчаються алгебраїчно–аналiтичнi властивостi спецiальних
класiв вiдображень зi значеннями в некомутативних алгебрах.

Нехай H(C) — алгебра кватернiонiв над полем комплексних чисел C ,
базис якої складається з одиницi алгебри 1 i елементiв I, J,K, для яких
виконуються наступнi правила множення:

I2 = J2 = K2 = −1,

IJ = −JI = K, JK = −KJ = I, KI = −IK = J.

Розглянемо в алгебрi H(C) iнший базис {e1, e2, e3, e4} , розклад елементiв
якого в базисi {1, I, J,K} має вигляд:

e1 =
1

2
(1 + iI), e2 =

1

2
(1− iI), e3 =

1

2
(iJ −K), e4 =

1

2
(iJ + K),

де i — уявна комплексна одиниця. Таблиця множення в новому базисi набуває
вигляду (див. [57])

· e1 e2 e3 e4

e1 e1 0 e3 0

e2 0 e2 0 e4

e3 0 e3 0 e1

e4 e4 0 e2 0

, (24)

при цьому одиниця алгебри має розклад: 1 = e1 + e2 .
Зазначимо, що комутативна пiдалгебра з iдемпотентним базисом {e1, e2} є

алгеброю бiкомплексних чисел (або алгеброю комутативних кватернiонiв Сегре.
Алгебра H(C) мiстить два правi максимальнi iдеали:

I1 := {λ2e2 + λ4e4 : λ2, λ4 ∈ C}, I2 := {λ1e1 + λ3e3 : λ1, λ3 ∈ C}.
Введемо в розгляд лiнiйнi функцiонали f1 : H(C) → C та f2 : H(C) → C ,

заданi рiвностями

f1(e1) = f1(e3) = 1, f1(e2) = f1(e4) = 0,

f2(e2) = f2(e4) = 1, f2(e1) = f2(e3) = 0.



45

Ядрами функцiоналiв f1 та f2 є вiдповiдно максимальнi iдеали I1 та I2 .
Нехай

i1 = e1 + e2 = 1 , iu = aue1 + bue2 , au, bu ∈ C, (25)

де u = 2, 3, . . . ,m при m ∈ {2, 3, 4} , — лiнiйно незалежнi вектори над полем
R . Зауважимо, що скрiзь в пiдроздiлах 4.1 — 4.3 m ∈ {2, 3, 4} .

Видiлимо в алгебрi H(C) лiнiйну оболонку

Em :=
{

ζ =
m∑

u=1

xuiu : xu ∈ R
}

над полем R, породжену векторами i1, i2, . . . , im . Множинi S ⊂ Rm поставимо
у вiдповiднiсть множину

Sζ :=
{

ζ =
m∑

u=1

xuiu : (x1, x2, . . . , xm) ∈ S
}
⊂ Em.

Позначимо

ξ1 := f1(ζ) = x1 +
m∑

u=2

au xu,

ξ2 := f2(ζ) = x1 +
m∑

u=2

bu xu.

Тодi елемент ζ ∈ Em подається у виглядi ζ = ξ1e1 + ξ2e2 . Позначимо
через f1(Em), f2(Em) образи простору Em при вiдображеннi функцiоналами
f1, f2 . Далi iстотним є припущення: f1(E3) = f2(E3) = C . Очевидно, що
воно має мiсце тодi i тiльки тодi, коли хоча б одне з чисел у кожнiй з пар
(a1, b1), ..., (am, bm) належить C \ R .

Означення 4.1.3. Неперервне вiдображення Φ : Ωζ → H(C) будемо
називати право-G -моногенним в областi Ωζ ⊂ Em , якщо для кожного ζ ∈ Ωζ

iснує елемент Φ′(ζ) алгебри H(C) такий, що виконується рiвнiсть

lim
ε→0+0

Φ(ζ + εh)− Φ(ζ)

ε
= hΦ′(ζ) ∀h ∈ Em.

При цьому Φ′(ζ) назвемо правою похiдною Гато вiдображення Φ в точцi ζ .
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Означення 4.1.4. Неперервне вiдображення Φ̂ : Ωζ → H(C) будемо
називати лiво-G -моногенним в областi Ωζ ⊂ Em , якщо для кожного ζ ∈ Ωζ

iснує елемент Φ̂′(ζ) алгебри H(C) такий, що виконується рiвнiсть

lim
ε→0+0

Φ̂(ζ + εh)− Φ̂(ζ)

ε
= Φ̂′(ζ)h ∀h ∈ Em.

При цьому Φ̂′(ζ) назвемо лiвою похiдною Гато вiдображення Φ̂ в точцi ζ .
Означення 4.3.5. Неперервне вiдображення Φ : Ωζ → H(C) вигляду

Φ(ζ) =
4∑

q=1

Uq(x1, x2, . . . , xm) eq . (26)

будемо називати H -моногенним в областi Ωζ ⊂ Em , якщо Φ диференцiйовне
за Хаусдорфом в кожнiй точцi ζ ∈ Ωζ , тобто якщо компоненти
вiдображення мають частиннi похiднi першого порядку за змiнними
x1, x2, ..., xm , i формальний диференцiал вiдображення

dΦ :=
4∑

q=1

m∑
u=1

∂Uq

∂xu
dxueq

є лiнiйним однорiдним полiномом диференцiала dζ =
m∑

u=1
dxuiu , тобто

dΦ =
16∑

s=1

As dζ Bs ,

де As, Bs — деякi H(C)–значнi функцiї.

Значення Φ′
H(ζ) :=

16∑
s=1

AsBs називається похiдною Хаусдорфа

вiдображення Φ(ζ) в точцi ζ .
Означення 4.3.6. H -моногенне вiдображення Φ , диференцiал якого

подається у виглядi
dΦ = dζ Φ′

H(ζ),

будемо називати право-H -моногенним в областi Ωζ .



47

Точки (x1, x2, ..., xm) ∈ Rm, якi вiдповiдають необоротним елементам ζ =
m∑

u=1
xuiu ∈ Em , утворюють двi множини

M 1 :





x1 +
m∑

u=2

xu Re au = 0,

m∑
u=2

xu Im au = 0,

M 2 :





x1 +
m∑

u=2

xu Re bu = 0,

m∑
u=2

xu Im bu = 0

в m -вимiрному просторi Rm .
Декiлька основних результатiв пiдроздiлiв 4.1 — 4.3 можна сформулювати

у виглядi наступного твердження, яке сформулюємо тут для право-G -
моногенних вiдображень.

Теорема 4.3.5. Вiдображення Φ : Ωζ → H(C) є право-G -моногенним в
областi Ωζ ⊂ Em тодi i тiльки тодi, коли виконується одна з наступних
умов:

(1) компоненти Uq : Ω → C розкладу (26) є R -диференцiйовними
функцiями в областi Ω i виконуються умови

∂Φ

∂xu
= iu

∂Φ

∂x1
, u = 1, 2, ..., m

в кожнiй точцi областi Ωζ ;
(2) компоненти Uq : Ω → C розкладу (26) є R -диференцiйовними

функцiями в областi Ω i вiдображення Φ є право-H -моногенним в областi
Ωζ .

Якщо f1(Em) = f2(Em) = C , то вiдображення Φ є право-G -моногенним
тодi i тiльки тодi, коли виконується одна з наступних умов:

(3) для кожної точки ζ0 ∈ Ωζ знайдеться окiл, в якому вiдображення Φ

розкладається у степеневий ряд

Φ(ζ) =
∞∑

n=0

(ζ − ζ0)
npn ;
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(4) вiдображення Φ неперервне i виконується рiвнiсть
∫

∂4ζ

dζ Φ(ζ) = 0

для кожного трикутника 4ζ такого, що 4ζ ⊂ Ωζ .
Якщо f1(Em) = f2(Em) = C i, крiм того, область Ωζ ⊂ Em є опуклою

в напрямку множин M 1
ζ , M 2

ζ , то вiдображення Φ є право-G -моногенним
тодi i тiльки тодi, коли

(5) iснують єдина пара голоморфних в областi D1 := f1(Ωζ) функцiй
F1, F3 i єдина пара голоморфних в областi D2 := f2(Ωζ) функцiй F2, F4

таких, що в областi Ωζ вiдображення Φ подається у виглядi

Φ(ζ) = F1(ξ1)e1 + F2(ξ2)e2 + F3(ξ1)e3 + F4(ξ2)e4 .

Крiм цього, у пунктi 4.2.1 доведено аналог iнтегральної теореми Кошi для
поверхневого iнтеграла для G -моногенного вiдображення, а в пунктi 4.2.2 —
аналог iнтегральної теореми Кошi для криволiнiйного iнтеграла. У пунктi 4.2.4
доведено аналог iнтегральної формули Кошi для криволiнiйного iнтеграла.

У пiдроздiлi 4.4 вивчаються кватернiоннi функцiї, аналiтичнi в сенсi
Хаусдорфа (H –аналiтичнi) та встановлюються спiввiдношення мiж H –
аналiтичними функцiями та iншими вiдомими класами кватернiонних функцiй.
Позначимо через e1 = 1 , e2 , e3 , e4 вектори канонiчного базису дiйсних
кватернiонiв H , тобто e1 = 1, e2 = i, e3 = j, e4 = k .

Нехай Ω — область в H . Розглядаємо функцiю f : Ω → H змiнної x =

x1e1 + x2e2 + x3e3 + x4e4 наступного вигляду:

f(x) =
4∑

k=1

fk(x) ek . (27)

Означення 4.4.2. Функцiя f : Ω → H вигляду (27) називається H –
аналiтичною в областi Ω , якщо f є аналiтичною за Хаусдорфом в кожнiй
точцi x ∈ Ω , тобто, якщо дiйснозначнi компоненти fk є диференцiйовними
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функцiями чотирьох дiйсних змiнних x1, x2, x3, x4 i якщо диференцiал dfx =
4∑

k=1

dfk(x1, x2, x3, x4)ek є лiнiйним однорiдним полiномом диференцiала dx :=

dx1e1 + dx2e2 + dx3e3 + dx4e4 , тобто,

dfx =
16∑

s=1

As(x) dxBs(x) ,

де As i Bs — деякi H–значнi функцiї змiнної x .
У цьому випадку, для кожного x ∈ Ω кватернiон

f ′H(x) :=
16∑

s=1

As(x) Bs(x) (28)

називається похiдною Хаусдорфа (або коротко H –похiдною) функцiї f в точцi
x .

Теорема 4.4.1. Кожна кватернiонна функцiя з диференцiйовними
дiйснозначними компонентами є H –аналiтичною, причому f ′H(x) = ∂f(x)

∂x1
.

У пунктах 4.4.2 — 4.4.6 встановлено, що на класi C1(Ω) наступнi множини
функцiй є пiдмножиною множини H –аналiтичних в Ω функцiй: множина
лiво-диференцiйовних функцiй (функцiй вигляду f(x) = a + xb , a, b ∈
C ), множина F –гiперголоморфних функцiй (функцiй, з ядра оператора

Фуетера
4∑

r=1
er

∂
∂xr

), множина MT –гiперголоморфних функцiй (функцiй, з ядра

оператора Мойсiла–Теодореско
4∑

k=2
ek

∂
∂xk

), множина s–регулярних функцiй

(функцiй, що подаються у виглядi збiжного ряду
∞∑

n=0
xn an , an ∈ H ). При цьому

показано, що H –похiдна спiвпадає з вiдомими похiдними для вiдповiдних
класiв функцiй.

У пiдроздiлi 4.5 вивчаються класи диференцiйовних функцiй в узагальне-
них алгебрах Келi–Дiксона.

Нехай At =
(−1,...,−1

R
)

— алгебра Келi-Дiксона i задана область Ω ⊂ R2t .
Позначимо через Ωζ := {ζ = x0 + x1e1 + . . . + xn−1en−1 : (x0, x1, . . . , xn−1) ∈ Ω}
область в At.
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Розглянемо функцiю Φ : Ωζ → At вигляду

Φ(ζ) =
n−1∑

k=0

Φk(x0, x1, . . . , xn−1)ek, (29)

де (x0, x1, . . . , xn−1) ∈ Ω i Φk : Ω → R .

Означення 4.5.3. Функцiю вигляду (29) будемо називати лiво-At -
гiперголоморфною в областi Ωζ , якщо частиннi похiднi першого порядку
∂Φk/∂xk iснують в Ω i в кожнiй точцi областi Ωζ виконуються рiвностi

2t−1∑

k=0

ek
∂Φ

∂xk
= 0.

Введемо позначення

φ1 = x0 + e1x1, φ2 =
1

e1
(x0 + e1x1),

ρ2s−1 = x2s − e1x2s+1, ρ2s = − 1

e1
(x2s − e1x2s+1), s ∈ {1, 2, ..., 2t−1 − 1}.

Позначимо через C2s площини {x2s + e1x2s+1 : x2s, x2s+1 ∈ R} i через
D2s := {(x2s, x2s+1) : x2s + e1x2s+1 ∈ C2s} , s ∈ {0, 1, 2, ..., 2t−1 − 1} евклiдовi
площини. Нехай G2s — областi в C2s i G̃2s — вiдповiднi областi в D2s .

Теорема 4.5.9. Нехай v (φ1, φ2) i v (ρ2s−1, ρ2s) — рацiональнi функцiї,
визначенi у вiдповiдних областях G0 ⊂ C0 i G2s ⊂ C2s, s ∈ {1, 2, ..., 2t−1−1} .
Тодi вiдображення

Ft (ζ) = v (φ1, φ2) +

+
t−1∑
i=1

(
i∑

k=1

k−1

(
∑
r=1

v (ρMrki−1, ρMrki
) e2r)e2r+1...)e2k)e2i) +

t−1∑
i=1

(v (ρ2i−1, ρ2i) e2i) ,

де Mrki = 2r + 2r+1 + ... + 2k + 2i буде лiво-At -гiперголоморфною функцiєю в
областi Θ ⊂ At , яка конгруентна областi G̃0× G̃2× G̃4× ...× G̃2t−1−1 ⊂ R2t

при t ≥ 1 .
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ ЗА ТЕМОЮ ДИСЕРТАЦIЇ

До початку XX ст. рiзними вченими розвивалась теорiя функцiй
гiперкомплексної змiнної в асоцiативних алгебрах, не вiдокремлюючи
алгебри комутативнi i некомутативнi. Але, починаючи з 30-х рокiв XX
ст., почали з’являтись новi напрямки в некомутативному аналiзi, якi
базувалися на специфiцi некомутативних алгебр. Тому з цього часу
комутативний i некомутативний гiперкомплексний аналiз розвивалися в
рiзних, практично неперетинних, напрямках. Причому подальший розвиток
теорiї гiперкомплексних функцiй все бiльше грунтувався на специфiцi
комутативних i некомутативних алгебр. Виходячи з цього, огляд лiтератури
роздiлено на два пiдроздiли. В пiдроздiлi 1.1 наведено огляд основних
напрямкiв, iдей та результатiв з теорiї функцiй в некомутативних асоцiативних
алгебрах, а в пiдроздiлi 1.2 — в комутативних асоцiативних алгебрах, а
також в нескiнченновимiрних комутативних алгебрах та нескiнченновимiрних
просторах з комутативним множенням.

1.1. Гiперкомплексний аналiз в некомутативних

алгебрах

Розвиток некомутативного гiперкомплексного аналiзу почався разом з
вiдкриттям кватернiонiв. В 1843 роцi У. Гамiльтон [92] побудував некомутативну
чотиривимiрну алгебру кватернiонiв з базисом {1, i, j, k} , для елементiв якого
виконуються наступнi правила множення:

i2 = j2 = k2 = −1, ij = −ji = k,

jk = −kj = i, ki = −ik = j.
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При цьому за допомогою так званого набла-оператора

∇ := i
∂

∂x
+ j

∂

∂y
+ k

∂

∂z

У. Гамiльтон записав основнi поняття векторного аналiзу у кватернiоннiй
формi. Так, формальний вектор

∇u(x, y, z) = i
∂u

∂x
+ j

∂u

∂y
+ k

∂u

∂z

є градiєнтом дiйснозначної функцiї u(x, y, z) , а дiя оператора ∇ на вектор-
функцiю W (x, y, z) := iu(x, y, z) + jv(x, y, z) + kw(x, y, z) пов’язана з
дивергенцiєю i ротором:

∇W (x, y, z) = −div W + rot W,

де
div W :=

∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z
,

rot W := i

(
∂w

∂y
− ∂v

∂z

)
+ j

(
∂u

∂z
− ∂w

∂x

)
+ k

(
∂v

∂x
− ∂u

∂y

)
.

Тривимiрний оператор Лапласа, який дiє на дiйснозначну функцiю u(x, y, z) ,
також виражається за допомогою оператора ∇ :

∆3u(x, y, z) = −∇2u(x, y, z) .

Проте при розвитку теорiї функцiй W (q) кватернiонної змiнної q := xi +

yj + zk , що задовольняють систему рiвнянь

div W = 0 , rot W = 0 (1.1)

з’явилися iстотнi труднощi, пов’язанi з обмеженiстю ефективних можливостей
конструювання таких функцiй.

Зараз кватернiонний аналiз активно розвивається як окремий напрямок
в математицi завдяки його численним застосуванням в рiзних галузях
науки, переважно в математичнiй фiзицi та теорiї диференцiальних рiвнянь
(див., наприклад, [90, 107]). Реалiзацiя такого зв’язку вимагає введення
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спецiальних класiв кватернiонних ”диференцiйовних” функцiй, компоненти
яких задовольняють певнi системи диференцiальних рiвнянь типу системи Кошi
– Рiмана.

Початком кватернiонного аналiзу у дiйсному тривимiрному просторi R3

була робота Г. Мойсiла i Н. Теодореско [136], у якiй вперше запропоновано
тривимiрний аналог системи рiвнянь Кошi – Рiмана:





0 +
∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z
= 0,

∂s

∂x
+ 0 − ∂v

∂z
+

∂w

∂y
= 0,

∂s

∂y
+

∂u

∂z
+ 0 − ∂w

∂x
= 0,

∂s

∂z
− ∂u

∂y
+

∂v

∂x
+ 0 = 0.

(1.2)

Розглядаючи кватернiоннозначну функцiю

f(xi + yj + zk) = s(x, y, z) + i u(x, y, z) + j v(x, y, z) + k w(x, y, z),

де i, j, k — кватернiоннi базиснi одиницi, а x, y, z — дiйснi числа, зауважимо,
що система (1.2) може бути записана у виглядi рiвностi

D[f ] :=
∂f

∂x
i +

∂f

∂y
j +

∂f

∂z
k = 0. (1.3)

При цьому внаслiдок факторизацiї оператора Лапласа

∂2

∂x2 +
∂2

∂y2 +
∂2

∂z2 =

= −
(

∂

∂x
i +

∂

∂y
j +

∂

∂z
k

)
◦

(
i

∂

∂x
+ j

∂

∂y
+ k

∂

∂z

)
=: −D ◦ D′

кожен розв’язок рiвняння (1.3) задовольняє рiвняння Лапласа:

∂2f

∂x2 +
∂2f

∂y2 +
∂2f

∂z2 = 0.

Функцiї, якi задовольняють умови, аналогiчнi до умов Кошi – Рiмана, в
науковiй лiтературi називають по-рiзному. Наприклад, в роботах Ф. Брекса i
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Р. Деланге [51], C. Бернштейн [46], Дж. Раяна [175] такi функцiї називають
моногенними, в роботах А. Садберi [199], Ф. Коломбо, I. Сабадiнi та Д. Струппи
[63] вони називаються регулярними, а в монографiї В. Кравченка i М. Шапiро
[107] i в роботi В. Шпрьоссiга [197] — гiперголоморфними.

В роботi [136] введено поняття голоморфного вектора як
кватернiоннозначної вектор-функцiї, компоненти якої неперервно
диференцiйовнi i задовольняють систему (1.2), що дiстала назву системи
Мойсiла – Теодореско. В тiй же роботi [136] автори довели аналог теореми
Морера, аналоги iнтегральної теореми та iнтегральної формули Кошi.
Започаткованi в [136] дослiдження були продовженi в роботi [4], де введено
поняття iнтеграла типу Кошi та дослiджено iснування його граничних значень,
а також знайдено його застосування до систем сингулярних iнтегральних
рiвнянь.

Ряд математикiв, зокрема, Дж. Раян [175] розглядають оператор Дiрака

D̃ :=
n∑

r=1

er
∂

∂xr

в n -вимiрнiй клiффордовiй алгебрi Cln з базисом {er}n
r=1 . В роботi [175] для

граничних значень деякого аналога iнтеграла типу Кошi, який належить ядру
оператора D̃ в областях з ляпуновською межею, встановлено аналоги формул
Сохоцького. В роботi Х. Борi–Рейєса та Р. Абреу–Блая [40] цей результат
узагальнено на бiльш загальний клас областей.

В роботi [68] Р. Деланге, Р. Краусхар та Г. Мальонек отримали зв’язок мiж
рiзними типами диференцiйовностi в алгебрi кватернiонiв та в клiффордових
алгебрах [52].

Р. Фуетер [82] запропонував чотиривимiрне узагальнення системи Мойсiла
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– Теодореско: 



∂s

∂t
− ∂u

∂x
− ∂v

∂y
− ∂w

∂z
= 0,

∂s

∂x
+

∂u

∂t
− ∂v

∂z
+

∂w

∂y
= 0,

∂s

∂y
+

∂u

∂z
+

∂v

∂t
− ∂w

∂x
= 0,

∂s

∂z
− ∂u

∂y
+

∂v

∂x
+

∂w

∂t
= 0

(1.4)

i назвав функцiї, якi задовольняють систему (1.4), — регулярними. Система
(1.4) рiвносильна рiвнянню

∂f

∂t
+

∂f

∂x
i +

∂f

∂y
j +

∂f

∂z
k = 0. (1.5)

Для функцiй, регулярних в областях спецiального вигляду, в роботi
А. Садберi [199] доведено аналоги iнтегральної теореми та iнтегральної
формули Кошi, а також розглянуто лiво-диференцiйовнi функцiї змiнної q =

t + xi + yj + zk , для яких iснує границя

df

dq
= lim

h→0

(
h−1(f(q + h)− f(q)

)) ∀h ∈ H

i доведено, що лiво-диференцiйовними функцiями є лише лiнiйнi функцiї f(q) =

a + qb при всiх a, b ∈ H . Такий же результат ранiше був встановлений в роботi
А. Мейлихзона [13].

В статтi А. Пероттi [141] вивчаються властивостi розв’язкiв рiвняння
(1.5), при цьому встановлено деякi критерiї регулярностi функцiй у виглядi
операторних рiвностей i для регулярних функцiй розв’язано задачу Неймана.

Згаданi дослiдження разом iз застосуваннями у деяких моделях
математичної фiзики вiдображенi в монографiї В. Кравченка i М. Шапiро [107].
Слiд також вiдмiтити, що так званi α -голоморфнi функцiї f , якi визначаються
в [107] рiвнiстю

αf +
∂f

∂x
i +

∂f

∂y
j +

∂f

∂z
k = 0,
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де α — кватернiон, задовольняють тривимiрне рiвняння Гельмгольца

∂2f

∂x2 +
∂2f

∂y2 +
∂2f

∂z2 + α2f = 0.

В монографiї [107] для α -голоморфних функцiй отримано результати,
подiбнi до класичних результатiв теорiї аналiтичних функцiй комплексної
змiнної: iнтегральну теорему та iнтегральну формулу Кошi, встановлено
аналоги формул Сохоцького та розв’язано деякi крайовi задачi для α -
голоморфних функцiй.

Останнi дослiдження у цьому напрямку (див., наприклад, [96, 179])
полягають в рiзного роду узагальненнях результатiв роботи [107].

Ф. Хаусдорф [93] запропонував iнше означення аналiтичної функцiї в
довiльнiй асоцiативнiй (комутативнiй або некомутативнiй) алгебрi A над полем
C з одиницею, яке може бути сформульовано у наступному виглядi. Функцiя

f(η) =
n∑

k=1

fk(η1, . . . , ηn)ek , (1.6)

де ek — базиснi елементи алгебри A , називається H –аналiтичною функцiєю
змiнної η :=

n∑
k=1

ηkek , якщо компоненти fk розкладу (1.6) є аналiтичними

функцiями комплексних змiнних η1, . . . , ηn i диференцiал

df :=
n∑

k=1

dfk(η1, . . . , ηn)ek =
n∑

j,k=1

∂fk

∂ηj
dηj ek

є лiнiйним однорiдним полiномом диференцiала dη :=
n∑

k=1
dηk ek , тобто

df =
n2∑

s=1

As dη Bs ,

де As i Bs — деякi A–значнi функцiї.

При цьому значення f ′(η) :=
n2∑

s=1
As Bs називають похiдною Хаусдорфа

функцiї f(η) .
Розвиваючи iдеї Хаусдорфа, Ф. Рiнглеб [166] i С. Воловельська [207, 208]

розвинули теорiю функцiй в асоцiативних некомутативних алгебрах з одиницею
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над полем дiйсних або комплексних чисел. Зокрема, Ф. Рiнглеб [166] розвиває
теорiю H –аналiтичних функцiй в довiльнiй скiнченновимiрнiй напiвпростiй
(тобто такiй, що є прямою сумою простих алгебр) алгебрi над полем дiйсних
чисел R . При цьому вiн розглядає функцiї, якi визначенi i приймають значення
у всiй алгебрi. Звiдси, зокрема, випливає, що в алгебрi кватернiонiв Сегре
довiльну H –аналiтичну функцiю F (ζ) бiкомплексної змiнної ζ = z1I1 + z2I2 ,
де z1, z2 ∈ C , можна подати за допомогою двох аналiтичних функцiй F1 , F2

комплексної змiнної у виглядi F (ζ) = F1(z1)I1 + F2(z2)I2 . В пiдроздiлi 2.1
даної дисертацiї подiбне представлення отримано в довiльнiй скiнченновимiрнiй
комутативнiй асоцiативнiй алгебрi.

В роботi [208] С. Воловельська поглибила iдею Хаусдорфа на випадок
тривимiрної ненапiвпростої алгебри над полем R . Зокрема, вона вимагала
не лише щоб диференцiал функцiї df був лiнiйним однорiдним полiномом
диференцiала аргумента dη , а й щоб усi диференцiали до k -го порядку dkf

були лiнiйними вiдповiдного степеня однорiдними полiномами диференцiала
dη . Натуральне число k визначається структурою алгебри. Такi функцiї f за
умови k разiв неперервної диференцiйовностi компонент названо моногенними.
Воловельська отримала опис моногенних функцiй в спецiальнiй тривимiрнiй
некомутативнiй алгебрi над полем R . Результати роботи [208] узагальненi в
роботi [207], де авторка отримала конструктивний опис моногенних функцiй в
ненапiвпростих асоцiативних алгебрах першої категорiї над полем R .

В роботi М. Дегтерьової [67] показано, що в комутативнiй алгебрi
над R диференцiйовнiсть за Хаусдорфом спiвпадає iз диференцiйовнiстю за
Шефферсом (див. [178]).

В. Портман [159] визначає похiдну вiд H –аналiтичної функцiї в
асоцiативних алгебрах над полем комплексних чисел C i дослiджує питання
про її спiввiдношення з деякими iншими означеннями похiдної.

В роботi Р. Рiнехарта i Дж. Вiлсона [165] вводиться клас диференцiйовних
в деякому сенсi функцiй в довiльнiй асоцiативнiй алгебрi над полем R або
C , i вивчається питання про спiввiдношення мiж цими функцiями i H –
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аналiтичними функцiями на рiзних класах алгебр.
У пiдроздiлi 4.4 дисертацiйної роботи iдею Хаусдорфа розвинуто в

алгебрi кватернiонiв. Вводиться новий клас кватернiонних функцiй — функцiй,
аналiтичних за Хаусдорфом. Встановлюється спiввiдношення мiж вiдомими
класами кватернiонних "диференцiйовних" функцiй та функцiй, аналiтичних
за Хаусдорфом. Також дослiджується питання про спiввiдношення мiж
вiдомими означеннями кватернiонних похiдних та похiдною за Хаусдорфом.

Iншим, порiвняно новим, напрямком кватернiонного аналiзу в R3 i
R4 є так званий модифiкований кватернiонний аналiз, започаткований
Г. Льойтвiлером на початку 90-х рокiв XX ст. (див., наприклад, [75, 95, 115]).
Вiн вивчає розв’язки системи рiвнянь





y

(
∂s

∂t
− ∂u

∂x
− ∂v

∂y

)
+ v = 0,

∂s

∂x
+

∂u

∂t
= 0,

∂s

∂y
+

∂v

∂t
= 0,

∂u

∂y
− ∂v

∂x
= 0.

(1.7)

Двiчi неперервно диференцiйовний розв’язок

f(t + xi + yj) = s(t, x, y) + iu(t, x, y) + jv(t, x, y) (1.8)

цiєї системи називається гiперголоморфною функцiєю.
У системi Г. Льойтвiлера в R3 першi двi компоненти s, u

гiперголоморфної функцiї (1.8), де i, j — базиснi кватернiоннi одиницi,
задовольняють рiвняння Лапласа – Бельтрамi

y∆3s− ∂s

∂y
= 0, ∆3 :=

∂2

∂t2
+

∂2

∂x2 +
∂2

∂y2 ,

а третя компонента v — рiвняння

y2∆3v − y
∂v

∂y
+ v = 0.
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На вiдмiну вiд робiт [82, 107, 136, 199], в пiдходi Г. Льойтвiлера
гiперголоморфною є степенева функцiя, а частиннi похiднi гiперголоморфної
функцiї також гiперголоморфнi. В той же час мiж описаними вище напрямками
iснує певний зв’язок (див. [75]).

В роботi [95] розвинуто аналогiчний пiдхiд в просторi R4 . Основною метою
робiт Г. Льойтвiлера та його наступникiв є побудова розв’язкiв системи (1.7)
(або аналогiчної системи в R4 ) у виглядi полiномiв та функцiональних рядiв.
При цьому згаданi ряди будуються за певною системою базисних кватернiонних
полiномiв. Такi результати є в роботах [75,95,115,116].

Ще однiєю сучасною теорiєю в кватернiонному аналiзi є теорiя s -
регулярних функцiй, якi введенi Г. Джентiлi та Д. Струппою в роботах [84,85]
в результатi розвитку iдеї К. Куллiна [64], суть якої полягає в наступному.

Нехай q = t+xi+yj+zk =: t+Im q , де t, x, y, z — дiйснi числа, а i, j, k —
базиснi кватернiоннi одиницi. Кожен кватернiон q = t+Im q при q 6= t можна
подати у виглядi ”комплексного числа” з новою уявною одиницею I , а саме:
q = t+I | Im q| , де I := Im q

| Im q| , а | · | — модуль кватернiона. Очевидно, що I2 =

−1 . Тодi функцiя f називається s -регулярною (див. [84]), якщо її звуження в
кожну ”комплексну” площину R+IR є ”аналiтичною” функцiєю. Очевидно, що
s -регулярними є всi кватернiоннi полiноми. Зараз теорiя s -регулярних функцiй
продовжує iнтенсивно розвиватися (див. монографiї [63,86]).

Вартий уваги також пiдхiд О. Дзагнiдзе [70] (див. також оглядову статтю
[71]). Вiн використовує подання кватернiона z = x0 + x1i + x2j + x3k у виглядi
z = (x0 + x2j) + (x3 + x1j)k =: z1 + z2k , z = (z1, z2) . У такому ж виглядi
подаємо функцiю f(z) = (f0 + f2j) + (f3 + f1j)k . Функцiя f(z) називається
C2 -голоморфною в точцi z0 = (z0

1, z
0
2) , якщо комплекснi функцiї f0(z) +

f2(z)j , f3 + f1j є C2 -диференцiйовними в точцi z0 = (z0
1, z

0
2) i виконуються

певнi аналоги умов Кошi–Рiмана. Використовуючи зв’язок C2 -голоморфних
функцiй з голоморфними функцiями двох комплексних змiнних, Дзагнiдзе
доводить аналог iнтегральної формули Кошi, розклад C2 -голоморфної функцiї
в степеневий ряд i т. д.
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В пiдроздiлах 4.1 — 4.3 дисертацiйної роботи введено новi класи
моногенних вiдображень в алгебрi комплексних кватернiонiв H(C) , так
званi, право-G -моногеннi вiдображення i лiво-G -моногеннi вiдображення.
Встановлено конструктивнi описи усiх G -моногенних вiдображень за
допомогою чотирьох вiдповiдних голоморфних функцiй комплексної змiнної.
Доведено аналоги iнтегральних теорем Кошi, аналоги iнтегральної формули
Кошi, аналоги теорем Морера, Тейлора i Лорана для G -моногенних
вiдображень. Дослiджено основнi алгебраїчно-аналiтичнi властивостi H -
моногенних (неперервних i диференцiйовних за Хаусдорфом) вiдображень
зi значеннями в алгебрi H(C) , встановлено їх зв’язок з G -моногенними
вiдображеннями та доведено теорему про еквiвалентнiсть рiзних означень
право-G -моногенних i лiво-G -моногенних вiдображень.

Узагальнення умов Кошi–Рiмана в алгебрах Келi–Дiксона (див.,
наприклад, [177]) здiйснено в роботi [118], де визначенi диференцiйовнi
функцiї вiд змiнних, що належать алгебрам Келi–Дiксона. Для таких функцiй
встановлено аналоги основних результатiв комплексного аналiзу, якi можуть
бути використанi для подальшого вивчення спецiальних функцiй зi значеннями
в алгебрах Келi–Дiксона. При цьому вiдкритим питанням залишається
можливiсть конструктивної побудови заданого класу функцiй.

В пiдроздiлi 4.5 даної дисертацiйної роботи вивчаються лiво-At -
гiперголоморфнi (належать ядру оператора Дiрака) функцiї в узагальнених
алгебрах Келi–Дiксона. Запропоновано алгоритм конструктивної побудови
таких функцiй. Доведено, що для вивчення лiво-At -голоморфних функцiй
в узагальнених алгебрах Келi–Дiксона At =

(
γ1,...,γt

R
)

достатньо обмежитись
вивченням лiво-At -голоморфних функцiй в алгебрах

(
sign(γ1),...,sign(γt)

R

)
.



61

1.2. Моногеннi функцiї в комутативних асоцiативних

алгебрах

Побудова теорiї функцiй в асоцiативних алгебрах передбачає, перш за
все, визначення класу диференцiйовних функцiй, на якому буде будуватися
аналiз. Визначення такого класу функцiй, очевидно, повинно базуватися на
узагальненнях поняття аналiтичностi з теорiї функцiй комплексної змiнної.
Але специфiка асоцiативних алгебр призводить до того, що узагальнення
рiзних означень комплексної аналiтичностi породжує не еквiвалентнi класи
аналiтичних функцiй в алгебрах. Далi розглянемо рiзнi пiдходи до визначення
класiв аналiтичних функцiй в асоцiативних алгебрах та проаналiзуємо основнi
результати.

Спершу вiдмiтимо роботу 1892 року К. Сегре [181], де побудовано
чотиривимiрну комутативну алгебру кватернiонiв (якi ще називаються
бiкомплексними числами) з таблицею множення:

i2 = −1, j2 = −1, k2 = 1,

kj = jk = −i, ji = ij = k, ik = ki = −j.

Кожне бiкомплексне число ζ = a + bi + cj + dk , де a, b, c, d ∈ R , подається у
виглядi

ζ = (a + bi) + (c + di)j =: z1 + z2j,

де z1, z2 ∈ C i j2 = −1 . Тобто алгебра бiкомплексних чисел є, так би мовити,
алгеброю комплексних чисел з базисом {1, j} над полем C . З використанням
вказаного зв’язку цiєї алгебри з алгеброю комплексних чисел встановлено деякi
аналоги результатiв теорiї аналiтичних функцiй комплексної змiнної (див.,
наприклад, роботи M. Футагава [83], Дж. Скорца – Драгонi [180], У. Морiна
[137], Д. Боккалеттi та iн. [48], Ф. Катонi [58], С. Рьонна [168], Д. Пiнотсiса [142],
Дж. Райлi [164], А. Явтокаса [102], Д. Рохона та М. Шапiро [167], Е. М. Луни-
Елiзаррарас та iн. [124]).
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В роботi [178] 1893 року Г. Шефферс розглядає алгебри, в яких множення

лише дистрибутивне вiдносно додавання. Розглядаючи змiнну x =
n∑

k=1
xkek ,

де ek — базиснi вектори алгебри, Шефферс називає функцiю f(x) =
n∑

k=1
fk(x1, x2, ..., xn)ek диференцiйовною, якщо iснує двi функцiї f ′(x) та ′f(x) ,

незалежнi вiд dxk , такi, що df = f ′ · dx = dx ·′ f . Якщо задана алгебра з
одиницею, то ним доведено, що остання умова виконується тодi i тiльки тодi,
коли в алгебра комутативна i асоцiативна. При цьому f ′dx = dx ′f i похiдна
єдина f ′ =′ f . Тобто означення Шефферса змiстовне лише для комутативних
асоцiативних алгебр. У цьому випадку отримано аналоги умов Кошi – Рiмана,
а також доведено, що похiдна вiд аналiтичної функцiї знову є аналiтичною
функцiєю.

Намагаючись означити аналiтичнi функцiї в некомутативних алгебрах,
Шефферс переходить до розгляду рядiв. Зокрема, функцiю f називає
аналiтичною в точцi x0 , якщо в околi цiєї точки вона подається у виглядi
абсолютно збiжного степеневого ряду f(x) =

∞∑
k=0

ak(x − x0)
k . Вiн доводить:

якщо компоненти fk(x1, x2, ..., xn) розкладаються в ряд за степенями (x1 −
x0

1)...(xn − x0
n) , то й функцiя f розкладається в ряд

∞∑
k=0

ak(x − x0)
k з

гiперкомплексними коефiцiєнтами ak .
Iнший клас аналiтичних функцiй був запропонований В. Федоровим в

роботах [26,27]. За В. Федоровим гiперкомплексна функцiя f(w) аналiтична по
гiперкомплекснiй функцiї ξ(w) в областi D , якщо iснує така гiперкомплексна
функцiя Y (w) така, що в кожнiй точцi цiєї областi виконується спiввiдношення
df(w) = Y (w)dξ(w) . Функцiя Y (w) називається похiдною функцiї f(w)

по функцiї ξ(w) . В згаданих роботах автором довiв аналоги основних
теорем комплексного аналiзу (теорема Кошi, формула Кошi, теорема єдиностi,
розклади в ряд тощо). Ця тематика була продовжена в роботах I. Морева
(див., наприклад, [16]). А в роботi В. Гусева [6] пiдхiд Федорова застосовано
до алгебри кватернiонiв.

Дж. Ворд [210] описав матричний метод побудови умов Кошi – Рiмана
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в довiльнiй скiнченновимiрнiй асоцiативнiй алгебрi з одиницею. Уточнення
результатiв роботи [210] для випадку комутативної алгебри було зроблено
Д. Вагнером в роботi [209]. Використовуючи результати роботи [209], Дж. Ворд
[211] розробив метод знаходження розв’язкiв диференцiальних рiвнянь типу
Кошi – Рiмана в довiльнiй скiнченновимiрнiй комутативнiй алгебрi з одиницею
за допомогою рядiв з цiєї алгебри.

Е. Трампус [205] запропонував використовувати в комутативних алгебрах
диференцiйовнiсть в сенсi Фреше, а в роботi Дж. Бонi [54] встановлено
спiввiдношення мiж функцiями, диференцiйовними в сенсi Фреше та в сенсi
Е. Хiлле [29].

Iнше означення диференцiйовностi запропоноване Е. Лорхом (див. [117]).
Нехай A — комутативна асоцiативна алгебра, E3 — тривимiрний дiйсний
пiдпростiр в A i Ω — область в E3 . Функцiя f : Ω → A називається
диференцiйовною за Лорхом в точцi ζ ∈ Ω , якщо iснує елемент f ′L(ζ) алгебри
такий, що для довiльного ε > 0 iснує δ > 0 таке, що для усiх h ∈ E3 , для
яких ‖h‖ < δ , виконується нерiвнiсть

‖f(ζ + h)− f(ζ)− hf ′L(ζ)‖ ≤ ‖h‖ε.

Очевидно, що похiдна Лорха f ′L(ζ) є функцiєю змiнної ζ , тобто f ′L : Ω → A .
Разом з тим, вiдображення Bζ : E3 → A , яке визначене рiвнiстю

Bζh := hf ′L(ζ) , є лiнiйним обмеженим оператором. Тому, якщо функцiя f

диференцiйовна за Лорхом в точцi ζ , то в цiй точцi f має похiдну Фреше Bζ

(див. [29, c. 129]). Обернене твердження не правильне. Контрприклад можна
знайти в монографiї [29, c. 129].

Для диференцiйовних у такому сенсi функцiй, заданих в опуклих областях
комутативної асоцiативної банахової алгебри, Е. Лорхом встановлено ряд
властивостей, аналогiчних до властивостей аналiтичних функцiй комплексної
змiнної (зокрема, iнтегральна теорема i формула Кошi, розклад в степеневий
ряд та теорема Морера). В роботi [47] Е. Блюм поширив результати Лорха
на функцiї, якi заданi в довiльних областях (не опуклих) комутативної
асоцiативної банахової алгебри, а також встановив результати про розклад
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таких функцiй в ряд Лорана та про їх аналiтичне продовження.
З iншого боку, I. Мельниченко (див. [129, 130]) запропонував розглядати

гiперкомплекснi функцiї, диференцiйовнi за Гато, а похiдну Гато розглядав як
функцiю ΦG : Ω → A .

Функцiя Φ : Ω → A називається диференцiйовною за Гато в точцi ζ ∈ Ω ,
якщо iснує елемент Φ′

G(ζ) алгебри A такий, що виконується рiвнiсть

lim
ε→0+0

(Φ(ζ + εh)− Φ(ζ)) ε−1 = hΦ′(ζ) ∀h ∈ E3. (1.9)

Очевидно, що похiдна Гато Φ′
G(ζ) є функцiєю змiнної ζ i узагальнює класичне

поняття похiдної за напрямком.
Лiва частина рiвностi (1.9) називається диференцiалом Гато. Вiдомо, що в

загальному випадку диференцiал Гато не є лiнiйною функцiєю вiд h . Однак,
якщо похiдна Гато Φ′

G(ζ) iснує, то диференцiал Гато (1.9) є лiнiйним обмеженим
оператором вiд h . В той же час, обернене твердження не правильне (див.
приклад в [29, c. 115]).

Зрозумiло, що означення похiдної Лорха i похiдної Гато враховують
iснування необоротних елементiв h в алгебрi A . Крiм того, очевидним є
твердження: якщо функцiя Φ диференцiйовна за Лорхом в точцi ζ , то вона
диференцiйовна й за Гато, причому Φ′

L(ζ) = Φ′
G(ζ) . Обернене твердження не

правильне, оскiльки з iснування похiдної навiть по всiх напрямках не випливає
сильної диференцiйовностi функцiї.

Проте в пiдроздiлi 2.1 дисертацiйної роботи буде показано, що з
диференцiйовностi за Гато функцiї Φ за умови неперервностi Φ та при певних
додаткових умовах випливає диференцiйовнiсть функцiї Φ за Лорхом.

В наведених вище роботах (крiм робiт I. Мельниченка) функцiї
гiперкомплексної змiнної розглядаються виключно з точки зору теорiї функцiй,
без дослiдження можливостей будь-яких застосувань. Такi дослiдження
починаються з робiт П. Кетчума. Так, в роботi П. Кетчума [105] було вперше
використано аналiтичнi функцiї, що приймають значення в комутативнiй
алгебрi, для побудови розв’язкiв тривимiрного рiвняння Лапласа. Вiн показав,
що кожна аналiтична функцiя Φ(ζ) змiнної ζ = xe1 + ye2 + ze3 задовольняє
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рiвняння

∆3Φ(ζ) ≡ ∂2Φ

∂x2 +
∂2Φ

∂y2 +
∂2Φ

∂z2 = 0 (1.10)

у випадку, коли елементи e1, e2, e3 комутативної алгебри задовольняють умови

e2
1 + e2

2 + e2
3 = 0 , (1.11)

оскiльки
∂2Φ

∂x2 +
∂2Φ

∂y2 +
∂2Φ

∂z2 ≡ Φ′′(ζ) (e2
1 + e2

2 + e2
3) = 0 , (1.12)

де Φ′′ := (Φ′)′ i Φ′(ζ) визначена рiвнiстю dΦ = Φ′(ζ)dζ .
Трiйку векторiв e1, e2, e3 , що задовольняють умову (1.11) П. Кетчум

назвав гармонiчною i алгебру з такою трiйкою — гармонiчною алгеброю.
Також як приклад гармонiчної алгебри вiн розглянув наведену вище алгебру
бiкомплексних чисел Сегре.

Пiзнiше М. Рошкулець встановив зв’язок мiж моногенними функцiями в
комутативних алгебрах i рiвняннями з частинними похiдними. Вiн визначав
моногеннi функцiї f змiнної w рiвнiстю df(w) dw = 0 . Так в роботi
[169] М. Рошкулець запропонував процедуру побудови нескiнченновимiрного
топологiчного простору з комутативним множенням такого, що моногеннi
функцiї в ньому є усiма аналiтичними розв’язками рiвняння

∑

α0+α1+...+αp=N

Cα0,α1,...,αp

∂NΦ

∂xα0
0 ∂xα1

1 . . . ∂x
αp
p

= 0, Cα0,α1,...,αp
∈ R. (1.13)

Зокрема, такий нескiнченновимiрний топологiчний простiр побудовано
для рiвняння Лапласа (1.10). В роботi [170] Рошкулець знайшов зв’язок
мiж моногенними функцiями в комутативних алгебрах i системами
диференцiальних рiвнянь в частинних похiдних.

В роботах К. Кунца [108, 109] запропоновано метод формальної
побудови розв’язкiв рiвняння Лапласа (1.10) за допомогою функцiй, що
приймають значення в комутативнiй асоцiативнiй (скiнченновимiрнiй чи
нескiнченновимiрнiй) алгебрi з одиницею, в якiй iснують елементи β1, β2 , що
задовольняють спiввiдношення β2

1 + β2
2 + 1 = 0 . Нехай w := β1x + β2y + z ,
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де x, y, z ∈ R . Використовуючи рiвнiсть β2
2 = −1 − β2

1 , К. Кунц [109] записав
функцiю wn у виглядi

wn =
n∑

k=0

fk(x, y, z)βk
1 + β2

n−1∑

k=0

gk(x, y, z)βk
1

i показав, що функцiї fk(x, y, z) , k = 0, 1, . . . , n , i gk(x, y, z) , k = 0, 1, . . . , n−1 ,
утворюють набiр 2n − 1 лiнiйно незалежних розв’язкiв рiвняння (1.10). Крiм
того, вiн показав, що лiнiйними комбiнацiями цих функцiй виражаються усi
сферичнi функцiї степеня n .

I. П. Мельниченко для опису розв’язкiв рiвняння (1.13) використовував
функцiї, диференцiйовнi за Гато (див. [129, 130]). Вiн почав реалiзовувати
такий пiдхiд для тривимiрного рiвняння Лапласа (1.10) (див. [130]). Послiдовно
вибираючи замiсть вектора h в рiвностях вигляду (1.9), якi визначають похiднi
Гато Φ′(ζ) i Φ′′(ζ) , базиснi елементи e1, e2, e3 , одержуємо рiвностi

∂2Φ

∂x2 = e2
1 Φ′′(ζ),

∂2Φ

∂y2 = e2
2 Φ′′(ζ),

∂2Φ

∂z2 = e2
3 Φ′′(ζ),

наслiдком яких i спiввiдношення (1.11) є рiвностi вигляду (1.12) для функцiї
Φ .

В роботi [129] знайдено усi тривимiрнi гармонiчнi алгебри i розроблено
метод для знаходження усiх гармонiчних базисiв (тобто таких, що
задовольняють умову (1.11)) в них. При цьому встановлено, що з iснуючих
чотирьох тривимiрних алгебр з одиницею над полем C тiльки три є
гармонiчними (тобто, мiстять гармонiчнi базиси) (див. також [131]).

Пiзнiше, в роботах [145, 152, 161] було описано усi моногеннi (тобто,
неперервнi i диференцiйовнi за Гато) функцiї в усiх трьох тривимiрних
гармонiчних алгебрах. Так, в роботi [152] розглядається тривимiрна гармонiчна
алгебра A3 з базисом {1, ρ1, ρ2} i наступними правилами множення для
базисних векторiв: ρ2

1 = ρ2 , ρ1ρ2 = ρ2
2 = 0 . Там показано, що кожна моногенна

функцiя Φ змiнної ζ = ξ1 + ξ2 ρ1 + ξ3 ρ2 , де ξ1, ξ2, ξ3 ∈ C , подається у виглядi

Φ(ζ) = F (ξ1) +
[
ξ2F

′(ξ) + F1(ξ1)
]
ρ1+
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+
[
ξ3F

′(ξ1) +
ξ2
1

2
F ′′(ξ1) + ξ2F

′
1(ξ1) + F2(ξ1)

]
ρ2, (1.14)

де F, F1, F2 — деякi голоморфнi функцiї комплексної змiнної.
Iншою тривимiрною гармонiчною алгеброю є алгебра A2 з базисом

{I1, I2, ρ} i з такими правилами множення для базисних векторiв: I2
1 = I1 ,

I2
2 = I2 , I1I2 = 0 , I2ρ = ρ , I1ρ = 0 . Як показано в роботi С. А. Плакси та
Р. П. Пухтаєвича [145], кожна моногенна функцiя Φ змiнної ζ = ξ1 I1 + ξ2 I2 +

ξ3 ρ , де ξ1, ξ2, ξ3 ∈ C , подається у виглядi

Φ(ζ) = F1(ξ1)I1 + F2(ξ2)I2 +
[
ξ3F

′
2(ξ2) + F0(ξ2)

]
ρ, (1.15)

де F1, F2, F0 — деякi голоморфнi функцiї комплексної змiнної. I нарештi
третьою тривимiрною гармонiчною алгеброю є напiвпроста алгебра A1 з
базисом {I1, I2, I3} i такими правилами множення для базисних векторiв:
I2
1 = I1 , I2

2 = I2 , I2
3 = I3 , I1I2 = I1I3 = I2I3 = 0 . У статтi [161] доведено, що

кожна моногенна функцiя Φ змiнної ζ = ξ1 I1 + ξ2 I2 + ξ3 I3 , де ξ1, ξ2, ξ3 ∈ C ,
подається у виглядi

Φ(ζ) = F1(ξ1)I1 + F2(ξ2)I2 + F3(ξ3)I3, (1.16)

де F1, F2, F3 — деякi голоморфнi функцiї комплексної змiнної.
Використовуючи зображення моногенних функцiй (1.14) – (1.16), в роботах

[143, 146, 192] доведено нескiнченну диференцiйовнiсть за Гато моногенних
функцiй, а також iнтегральнi теореми для цих функцiй, якi є аналогами
класичних теорем комплексного аналiзу (теорема i формула Кошi, теорема
Морера, теореми Тейлора i Лорана тощо). Зауважимо, що в статтi [146]
отримано узагальнення зображення (1.16) для випадку n -вимiрної напiвпростої
алгебри.

Варто зазначити, що до наведених вище трьох робiт результат про опис усiх
аналiтичних (в сенсi розкладу в абсолютно збiжний степеневий ряд) функцiй
був отриманий лише у двовимiрних алгебрах — це алгебри подвiйних i дуальних
чисел та їх комплексифiкацiї. Наведемо цi результати. Зокрема, в алгебрi
подвiйних (або гiперболiчних) чисел P := {z = xI1 + yI2 : I2

1 = I1, I
2
2 =
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I2, I1I2 = 0, x, y ∈ R} кожна аналiтична функцiя Φ(z) = u(x, y)I1 + v(x, y)I2

з аналiтичними компонентами u, v подається у виглядi Φ(z) = F1(x)I1 +

F2(y)I2,де F1, F2 — аналiтичнi функцiї дiйсної змiнної. Цей результат багато
разiв передоводився, починаючи з роботи [206]. В алгебрi дуальних чисел D :=

{z := x + δy : δ2 := 0, x, y ∈ R} вiдомий наступний результат (див., наприклад,
[39]): кожна аналiтична функцiя Φ(z) = u(x, y) + jv(x, y) з аналiтичними
компонентами u, v подається у виглядi Φ(z) = u(x) +

(
yu′(x) + k(x)

)
δ , де

u(x) i k(x) — аналiтичнi функцiї дiйсної змiнної.
Конструктивний опис аналiтичних функцiй в алгебрi комплексифiкованих

подвiйних чисел, який отримано Ф. Рiнглебом [166], наведено вище при
цитуваннi вiдповiдної роботи. А конструктивний опис усiх моногенних функцiй
в алгебрi комплексифiкованих дуальних чисел B := {ζ = ξ1 + ξ2ρ : ρ2 :=

0, ξ1, ξ2 ∈ C} отримано С. В. Грищуком та С. А. Плаксою в роботi [88]: кожна
моногенна функцiя Φ подається у виглядi Φ(ζ) = F (ξ1) +

[
ξ2F

′(ξ1) + F0(ξ1)
]
ρ,

де F, F0 — деякi голоморфнi функцiї комплексної змiнної. Ранiше цей результат
був отриманий В. Ф. Ковальовим [10] при додатковiй умовi на геометрiю областi
визначення функцiї.

У роздiлi 2 даної дисертацiї отримано узагальнення наведених вище
конструктивних описiв, а саме: отримано конструктивний опис моногенних
функцiй зi значеннями в довiльнiй скiнченновимiрнiй комутативнiй
асоцiативнiй алгебрi над полем C за допомогою голоморфних функцiй
комплексної змiнної. Для згаданих моногенних функцiй доведено аналоги
iнтегральної теореми Кошi для криволiнiйного iнтеграла, теореми Морера,
аналог iнтегральної формули Кошi для криволiнiйного iнтеграла. Доведено
аналог iнтегральної теореми Кошi для поверхневого iнтеграла по негладкiй
поверхнi для функцiй зi значеннями в довiльнiй комутативнiй асоцiативнiй
алгебрi.

У пiдроздiлах 2.4 – 2.6 конструктивний опис моногенних функцiй
застосовано до побудови нескiнченновимiрних сiмей розв’язкiв лiнiйних
однорiдних диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними зi сталими
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коефiцiєнтами.
До цього часу накопичилось багато фактiв, якi характеризують розв’язки

рiвняння

P

(
∂

∂x1
, · · · ,

∂

∂xn

)
u(x1, x2, . . . , xn) = 0, (1.17)

де P — полiном. Майже всi результати можна вiднести до двох напрямкiв.
Перший напрямок — це питання, пов’язанi з теоремами iснування. Другий
напрямок — це опис розв’язкiв i вивчення їх властивостей.

У теоремах iснування стверджується, що в певному класi функцiй рiвняння
(1.17) має розв’язки. Першi загальнi теореми iснування були встановленi
Б. Мальгранжем [125] та Л. Еренпрайсом [74] в 1953—1955 рр. Як зазначає
М. С. Агранович у статтi [2], теореми цих авторiв є „чистими“ теоремами
iснування: в них не вказувався спосiб побудови розв’язкiв. Нагадаємо цi
результати.

Експоненцiальним полiномом називається добуток полiномiв в Rn (з
комплексними коефiцiєнтами) на експоненту exp〈x, ξ〉 , де ξ ∈ Cn . Нехай для
рiвняння (1.17) вiдкрита множина Ω ⊂ Rn є P -повною (зокрема, опуклою).
Звертаємо увагу, що поняття P -повної областi залежить вiд диференцiального
полiнома P . Нехай також K — один з таких функцiональних топологiчних
просторiв: E(Ω) — простiр нескiнченно диференцiйовних в областi Ω функцiй,
Lp

loc(Ω) , де 1 ≤ p < ∞ , — простiр локально сумовних в степенi p функцiй або
D′(Ω) — простiр узагальнених функцiй. Тодi кожен розв’язок диференцiального
рiвняння (1.17) є границею скiнченних лiнiйних комбiнацiй експоненцiальних
полiномiв, якi є розв’язками цього рiвняння у топологiї простору K (див.,
наприклад, монографiї [17] i [24]). Пiзнiше у 60-х роках цей результат
було узагальнено В. П. Паламодовим на неоднорiднi лiнiйнi диференцiальнi
рiвняння та iншi функцiональнi простори (див. [17]). Таким чином, теорема
Паламодова–Еренпрайса про апроксимацiю експоненцiальними полiномами
розв’язкiв рiвняння (1.17) справедлива лише для P -повних областей.

В п. 2.6.3 дисертацiї для довiльного рiвняння (1.17) розв’язки будуються
у „цилiндричних“ областях. Крiм того, п. 2.6.3 дисертацiї наведено приклади
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диференцiальних рiвнянь i нескiнченновимiрних сiмей розв’язкiв в областях,
якi не є для них P -повними (див. зауваження 2.6.24).

До якiсних за термiнологiєю М. С. Аграновича [2] результатiв вiдносяться
теореми про опис розв’язкiв рiвняння (1.17) в певних класах функцiй. Вагомий
внесок в опис розв’язкiв рiвняння (1.17) у рiзних класах функцiй зробив
М. С. Агранович у роботах [1,2].

Зупинимось на розв’язках в класi аналiтичних функцiй. Нехай аналiтичний
розв’язок рiвняння (1.17) в околi початку координат подається у виглядi свого
ряду Тейлора:

u(x) =
∑
m≥0

cmxm, (1.18)

де m — мультиiндекс. М. С. Аграновiч довiв (див. [1] i [2, теорема 8]), що кожен
розв’язок (1.18) подається у виглядi

u(x) =
∞∑

k=0

dkQk(x), (1.19)

де коефiцiєнти dk визначаються коефiцiєнтами cm ряду (1.18), а
експоненцiальнi полiноми Qk(x) поданi у виглядi деяких iнтегралiв по
контурах в Cn , якi називаються „драбинами Хермандера“. При цьому, для
кожного номера k пiдiнтегральна функцiя i контур iнтегрування, взагалi
кажучи, рiзнi. Таким чином, конструювання аналiтичних розв’язкiв у явному
виглядi (1.19) носить локальний характер, тобто в околi кожної точки x ∈ Ω

буде своє представлення (1.19) зi своїми експоненцiальними полiноми Qk(x) .
Натомiсть у пiдроздiлi 2.6 дисертацiї запропоновано новий (алгебраїчний)

пiдхiд до побудови у явному виглядi „глобальних“ розв’язкiв рiвняння
(1.17). Бiльше того, пропонується рекурентна алгебраїчна процедура побудови
нескiнченновимiрної сiм’ї розв’язкiв.

В роботi [11] В. Ф. Ковальовим та I. П. Мельниченком в комутативнiй
асоцiативнiй алгебрi B знайдено базис {e1, e2} , елементи якого задовольняють
спiввiдношення

(e2
1 + e2

2)
2 = 0, e2

1 + e2
2 6= 0. (1.20)
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Такий базис названо бiгармонiчним, а алгебру B — бiгармонiчною. В роботi
I. П. Мельниченка [14] описано усi бiгармонiчнi базиси цiєї алгебри. Також
очевидно, що кожна моногенна в алгебрi B функцiя Φ змiнної ζ = xe1 + ye2 ,
де x, y ∈ R , задовольняє двовимiрне бiгармонiчне рiвняння

∂4Φ

∂x4 + 2
∂4Φ

∂x2∂y2 +
∂4Φ

∂y4 = 0.

Обернений результат доведений С. В. Грищуком та С. А. Плаксою в роботi
[88]: кожна бiгармонiчна функцiя є першою компонентою деякої моногенної
функцiї в алгебрi B .

В роботах [153, 154] розвивається iдея I. П. Мельниченка для рiвняння
(1.13). Зокрема, будуються деякi розв’язки спецiальних рiвнянь вигляду (1.13)
за допомогою моногенних функцiй зi значеннями в конкретних алгебрах.

Варто вiдзначити роботи М. В. Синькова та його послiдовникiв
Я. О. Калiновського та Ю. Є. Бояринової [7, 22], в яких значну увагу
придiлено питанням алгебраїчного характеру теорiї асоцiативних алгебр та
їх застосуванням в синтезi цифрових фiльтрiв i в захистi iнформацiї. Крiм
того, в цитованих роботах наведено багату бiблiографiю та грунтовний аналiз
попереднiх результатiв.

На вiдмiну вiд бiгармонiчної алгебри, у тривимiрних гармонiчних алгебрах
неможливо описати всi розв’язки рiвняння Лапласа (1.10) у формi компонент
моногенних функцiй, визначених в цих алгебрах (див., наприклад, [131, c. 43]).
Для цього потрiбно розглядати нескiнченновимiрнi простори. На цьому шляху
в роботi I. П. Мельниченка та С. А. Плакси [131] показано, що при виконаннi
певних природних припущень потенцiал просторового потенцiального поля i
функцiя течiї Стокса подаються у виглядi компонент моногенних функцiй
зi значеннями в деякiй нескiнченновимiрнiй комутативнiй банаховiй алгебрi.
Доведено також, що сферичнi функцiї — це першi компоненти розкладу
вiдповiдних моногенних функцiй за базисом нескiнченновимiрної комутативної
банахової алгебри F , яка розглядається в роботах [131, 143]. Вiдмiтимо,
що алгебру F можна помiстити у топологiчний векторний простiр, який
фактично розглядав П. Кетчум [104]. Хоча цей векторний простiр не є
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алгеброю, П. Кетчум довiв, що множина компонент функцiй зi значеннями
у вище згаданому просторi мiстить усi аналiтичнi розв’язки рiвняння (1.10).
М. Рошкулець [169] розглядав iнший нескiнченновимiрний векторний простiр i
функцiї, якi породжують розв’язки рiвняння (1.10).

У роздiлi 3 розглядається топологiчний векторний простiр, який фактично
розглядався М. Рошкулецем у роботi [169]. При цьому доведено, що усi
гармонiчнi функцiї є компонентами моногенних функцiй зi значеннями в цьому
просторi. Вивчається також спецiальнi продовження диференцiйовних за Гато
функцiй зi значеннями в топологiчному векторному просторi F̃C , який є
розширенням комплексифiкованої алгебри FC = F ⊕ iF , та дослiджується їх
зв’язок з просторовими потенцiалами. Крiм того, для моногенних функцiй, що
приймають значення у нескiнченновимiрнiй алгебрi FC або у топологiчному
векторному просторi F̃C , доведено аналоги класичних iнтегральних теорем
комплексного аналiзу.

Висновки
Отже, теорiя функцiй в асоцiативних алгебрах (як комутативних так

i некомутативних), дає ефективнi методи дослiдження задач математичної
фiзики, що є аналогiчними до методiв теорiї аналiтичних функцiй комплексної
змiнної.

Зокрема, актуальною проблемою є побудова теорiї функцiй
гiперкомплексної змiнної в довiльнiй комутативнiй асоцiативнiй алгебрi;
вивчення зв’язку цiєї теорiї з рiвняннями iз частинними похiдними. В
некомутативному гiперкомплексну аналiзi актуальним є розробка методiв
конструктивної побудови ”диференцiйовних” функцiй. Крiм того, важливим
є запровадження i вивчення такого класу кватернiонних ”диференцiйовних”
функцiй, який мiстить в собi iншi вiдомi класи кватернiонних функцiй.
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РОЗДIЛ 2

МОНОГЕННI ФУНКЦIЇ В СКIНЧЕННОВИМIРНИХ

КОМУТАТИВНИХ АСОЦIАТИВНИХ АЛГЕБРАХ

У цьому роздiлi вивчаються моногеннi функцiї в скiнченновимiрних
комутативних асоцiативних алгебрах над полем комплексних чисел C та
їх застосування до побудови розв’язкiв лiнiйних диференцiальних рiвнянь з
частинними похiдними зi сталими коефiцiєнтами.

2.1. Конструктивний опис моногенних функцiй

в довiльнiй скiнченновимiрнiй комутативнiй

асоцiативнiй алгебрi

У цьому пiдроздiлi встановлено конструктивний опис моногенних функцiй
зi значеннями в довiльнiй скiнченновимiрнiй комутативнiй асоцiативнiй алгебрi
з одиницею над полем комплексних чисел за допомогою голоморфних функцiй
комплексної змiнної. Результати цього пiдроздiлу опублiковано в роботах [21,
151,183].

2.1.1. Алгебра Am
n

Нехай N — множина натуральних чисел i m,n ∈ N такi, що m ≤ n .
Нехай Am

n — довiльна комутативна асоцiативна алгебра з одиницею над полем
комплексних чисел C . Е. Картан [57, с. 33] довiв, що в алгебрi Am

n iснує базис
{Ik}n

k=1 i iснують структурнi константи Υs
r,k такi, що виконуються наступнi

правила множення:
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1. ∀ r, s ∈ [1,m] ∩ N : IrIs =





0 при r 6= s,

Ir при r = s;

2. ∀ r, s ∈ [m + 1, n] ∩ N : IrIs =
n∑

k=max{r,s}+1

Υs
r,kIk ; (2.1)

3. ∀ s ∈ [m + 1, n] ∩ N ∃! us ∈ [1,m] ∩ N ∀ r ∈ [1,m] ∩ N :

IrIs =





0 при r 6= us ,

Is при r = us .
(2.2)

Крiм того, ним доведено, що будь-яка комутативна алгебра з правилами
множення 1 – 3, для якої структурнi константи Υs

r,k в правилi множення є
такими, що виконуються умови

(A1). (IrIs)Ip = Ir(IsIp) ∀ r, s, p ∈ [m + 1, n] ∩ N ;

(A 2). (IuIs)Ip = Iu(IsIp) ∀u ∈ [1,m] ∩ N ∀ s, p ∈ [m + 1, n] ∩ N , буде
асоцiативною.

Очевидно, що першi m базисних векторiв {Iu}m
u=1 є iдемпотентами i

породжують напiвпросту пiдалгебру S алгебри Am
n , а вектори {Ir}n

r=m+1

породжують нiльпотентну пiдалгебру N цiєї алгебри. З правил множення
алгебри Am

n випливає, що Am
n є напiвпрямою сумою m -вимiрної напiвпростої

пiдалгебри S i (n−m) -вимiрної нiльпотентної пiдалгебри N , тобто

Am
n = S ⊕s N.

Одиницею алгебри Am
n є елемент 1 =

∑m
u=1 Iu .

Якщо алгебра Am
n має спецiальнi властивостi, то справедливi наступнi

твердження.

Теорема 2.1.1. Якщо в довiльнiй комутативнiй алгебрi з правилами
множення 1 – 3 iснує єдине u0 ∈ [1,m] ∩ N таке, що Iu0

Is = Is для всiх
s = m + 1, . . . , n , то умови асоцiативностi (A 2) виконуються.
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Доведення. В умовах асоцiативностi (A 2) можливi два випадки:

1) Iu 6= Iu0
, тодi IuIs = 0 ∀ s = m + 1, . . . , n;

2) Iu = Iu0
, тодi IuIs = Is ∀ s = m + 1, . . . , n.

У першому випадку, умова (A 2) набуває вигляду

0 · Ip = Iu

n∑

k=max{s,p}+1

Υp
s,k Ik = 0,

оскiльки IuIk = 0 для всiх k = max{s, p}+ 1, . . . , n .
У другому випадку, умова (A 2) має вигляд

IsIp = Iu

n∑

k=max{s,p}+1

Υp
s,k Ik .

Це рiвносильно рiвностi
n∑

k=max{s,p}+1

Υp
s,k Ik =

n∑

k=max{s,p}+1

Υp
s,k Ik,

оскiльки IuIk = Ik для всiх k = max{s, p}+ 1, . . . , n . Теорему доведено.

Таким чином, при умовах теореми 2.1.1 має виконуватися лише умова
асоцiативностi (A 1). Це означає, що нiльпотентною пiдалгеброю алгебри Am

n з
базисом {Ir}n

r=m+1 може бути довiльна комутативна асоцiативна нiльпотентна
алгебра розмiрностi n−m . Вiдмiтимо, що такi нiльпотентнi алгебри повнiстю
описанi при розмiрностях 1, 2, 3, 4 в роботi [55].

Теорема 2.1.2. Якщо у правилi множення 3 алгебри Am
n всi ur є

рiзними, то IsIp = 0 для всiх s, p = m + 1, . . . , n .

Доведення. Нехай s ∈ [m + 1, n] ∩ N . Виберемо Iu таке, що IuIs = Is .
Тодi з умови асоцiативностi (A 2) маємо рiвнiсть

IsIp = Iu

n∑

k=max{s,p}+1

Υp
s,k Ik = 0,
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оскiльки за припущенням теореми IuIk = 0 для всiх k = max{s, p}+ 1, . . . , n .
Теорему доведено.

Отже, за умов теореми 2.1.2, таблиця множення нiльпотентної пiдалгебри
алгебри Am

n з базисом {Ir}n
r=m+1 складається лише з нулiв. При цьому всi умови

асоцiативностi виконуються.
Алгебра Am

n мiстить m максимальних iдеалiв

Iu :=

{
n∑

k=1, k 6=u

λkIk : λk ∈ C
}

, u = 1, 2, . . . , m,

перетином яких є радикал

R :=
{ n∑

k=m+1

λkIk : λk ∈ C
}

. (2.3)

Визначимо m лiнiйних функцiоналiв fu : Am
n → C рiвностями

fu(Iu) = 1, fu(ω) = 0 ∀ω ∈ Iu, u = 1, 2, . . . , m.

Оскiльки ядрами функцiоналiв fu є вiдповiдно максимальнi iдеали Iu , то цi
функцiонали є також неперервними i мультиплiкативними (див. [29, с. 147]).

2.1.2. Моногенi функцiї

Нехай

e1 =
m∑

r=1

Ir = 1 , e2 =
n∑

r=1

arIr , e3 =
n∑

r=1

brIr , (2.4)

при ar, br ∈ C — трiйка векторiв в алгебрi Am
n , якi лiнiйно незалежнi над полем

R . Це означає, що рiвнiсть

α1e1 + α2e2 + α3e3 = 0, α1, α2, α3 ∈ R,

виконується тодi i тiльки тодi, коли α1 = α2 = α3 = 0 .
Норма елемента алгебри v =

n∑
r=1

vrIr визначається рiвнiстю

‖v‖ :=

√√√√
n∑

r=1

|vr|2.
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Нехай ζ := xe1 + ye2 + ze3 , де x, y, z ∈ R . Очевидно, що ξu := fu(ζ) =

x + yau + zbu , u = 1, 2, . . . , m . Видiлимо в алгебрi Am
n лiнiйну оболонку E3 :=

{ζ = xe1 + ye2 + ze3 : x, y, z ∈ R} , породжену векторами e1, e2, e3 .
Далi iстотним є припущення: fu(E3) = C при всiх u = 1, 2, . . . , m , де

fu(E3) — образ множини E3 при вiдображеннi fu . Очевидно, що це має мiсце
тодi i тiльки тодi, коли при кожному фiксованому u = 1, 2, . . . , m хоча б одне
з чисел au чи bu належить C \ R .

Множинi S тривимiрного простору R3 поставимо у вiдповiднiсть область
Sζ := {ζ = xe1 + ye2 + ze3 : (x, y, z) ∈ S} в E3 .

Неперервну функцiю Φ : Ωζ → Am
n називатимемо моногенною в областi

Ωζ ⊂ E3 , якщо Φ диференцiйовна за Гато в кожнiй точцi цiєї областi,
тобто якщо для кожного ζ ∈ Ωζ iснує елемент Φ′(ζ) алгебри Am

n такий, що
виконується рiвнiсть

lim
ε→0+0

(Φ(ζ + εh)− Φ(ζ)) ε−1 = hΦ′(ζ) ∀h ∈ E3. (2.5)

Φ′(ζ) називається похiдною Гато функцiї Φ в точцi ζ .
В науковiй лiтературi поняття моногенної функцiї використовується також

для функцiй, якi задовольняють деякi аналоги умов Кошi – Рiмана (див.,
наприклад, [51, 175]). Такi функцiї також називають регулярними (див. [199])
або гiперголоморфними (див., наприклад, [107,197]).

З означення моногенностi функцiї Φ в областi Ωζ випливає виконання
наступних умов:

∂Φ

∂y
=

∂Φ

∂x
e2 ,

∂Φ

∂z
=

∂Φ

∂x
e3 (2.6)

в кожнiй точцi областi Ωζ .

2.1.3. Розклад резольвенти

Лема 2.1.1. Розклад резольвенти має вигляд

(te1 − ζ)−1 =
n∑

r=1

ArIr ∀ t ∈ C : t 6= ξu, u = 1, 2, . . . , m,
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де коефiцiєнти Ar визначаються наступними рекурентними
спiввiдношеннями:

Au =
1

t− ξu
, u = 1, 2, . . . , m, Am+1 =

Tm+1(
t− ξum+1

)2 ,

Ap =
Tp

(t− ξup
)2 +

1

t− ξup

p−1∑
r=m+1

ArBr,p , p = m + 2,m + 3, . . . , n,

(2.7)

де
Tp := yap + zbp , p = m + 1,m + 2, . . . , n, (2.8)

Br,p :=

p−1∑
s=m+1

TsΥ
s
r,p , p = m + 2,m + 3, . . . , n, (2.9)

а натуральнi числа up визначенi у правилi 3 таблицi множення алгебри Am
n .

Доведення. Знайдемо усi t ∈ C для яких iснує елемент (te1 − ζ)−1

в алгебрi Am
n i знайдемо коефiцiєнти Ar розкладу цього елемента в базисi

{Ik}n
k=1 :

(te1 − ζ)−1 =
n∑

r=1

ArIr .

Беручи до уваги розклади (2.4) i правила множення алгебри Am
n , маємо

m∑
u=1

Iu = 1 = (te1 − ζ)−1(te1 − ζ) =

=
( m∑

u=1

AuIu +
n∑

r=m+1

ArIr

)( m∑
u=1

(t− ξu)Iu −
n∑

r=m+1

(yar + zbr)Ir

)
=

=
m∑

u=1

Au(t− ξu)Iu+
(
Am+1(t− ξum+1

) + Aum+1
(−yam+1 − zbm+1)

)
Im+1+

+
n∑

p=m+2

(
Aup

(−yap − zbp) + Ap(t− ξup
) +

p−1∑
r=m+1

Ar

p−1∑
s=m+1

(−yas − zbs)Υ
s
r,p

)
Ip .

Тепер для визначення коефiцiєнтiв Ar маємо систему рiвнянь:

Au(t− ξu) = 1, u = 1, 2, . . . , m, Am+1(t− ξum+1
)− Aum+1

Tm+1 = 0,
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−Aup
Tp + Ap(t− ξup

)−
p−1∑

r=m+1

ArBr,p = 0, p = m + 2,m + 3, . . . , n,

де використанi позначення (2.8), (2.9). З цiєї ситеми вiдразу випливають рiвностi
(2.7). Лему доведено.

З леми 2.1.1 випливає, що точки (x, y, z) ∈ R3 , якi вiдповiдають
необоронтим елементам ζ = xe1 + ye2 + ze3 утворюють прямi

Lu :





x + y Re au + z Re bu = 0,

y Im au + z Im bu = 0
(2.10)

у просторi R3 .
Лема 2.1.2. Якщо iснують p ∈ [m + 2, n] ∩ N i r ∈ [m + 1, p − 1] ∩ N

такi, що Br,p 6= 0 , то up = ur .

Доведення. Оскiльки Br,p 6= 0 , то хоча б одне зчисел Υr
m+1,p ,

Υr
m+2,p, . . . , Υ

r
p−1,p вiдмiнне вiд нуля. Нехай Υr

k,p 6= 0 , де k — одне з чисел
m + 1,m + 2, . . . , p− 1 . З умови асоцiативностi алгебри випливає рiвнiсть

(Iur
Ir)Ik = Iur

(IrIk),

яка рiвносильна рiвностi
n∑

`=max{k,r}+1

Υr
k,`I` =

n∑

`=max{k,r}+1

Υr
k,`Iur

I` . (2.11)

Зауважимо, що за привилом множення (2.2) для кожного ` = m + 1,m +

2, . . . , n добуток Iur
I` рiвний або нулю або I` . Тому, оскiльки Υr

k,p 6= 0 , то з
рiвностi (2.11) випливає рiвнiсть Υr

k,pIp = Υr
k,pIur

Ip , тобто Ip = Iur
Ip , а це й

означає, що ur = up . Лему доведено.

Лема 2.1.3. Для кожного s = m + 1,m + 2, . . . , n коефiцiєнти As

подаються у виглядi

As =
s−m+1∑

k=2

Qk,s

(t− ξus
)k

, (2.12)
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де Qk,s визначаються наступними рекурентними спiввiдношеннями:

Q2,s := Ts , Qk,s =
s−1∑

r=k+m−2

Qk−1,r Br, s , k = 3, 4, . . . , s−m + 1. (2.13)

Доведення. Доведемо подання (2.12) методом математичної iндукцiї. По-
перше, вираз (2.12) спiвпадає з рiвнiстю (2.7) при s = m + 1 .

Припустимо справедливiсть формули (2.12) для всiх Am+1 , Am+2, . . . , As−1

i доведемо, що As також виражається формулою (2.12). Для цього
використаємо формулу (2.7) при p = s . Пiдставляючи вирази (2.12) для Ar

в рiвнiсть (2.7), отримуємо :

As =
Ts

(t− ξus
)2 +

s−1∑
r=m+1

Ar Br, s

t− ξus

=

=
Ts

(t− ξus
)2 +

s−1∑
r=m+1

r−m+1∑

k=2

Qk,r Br, s

(t− ξus
)(t− ξur

)k
. (2.14)

Якщо всi Br, s = 0 для r = m + 1,m + 2, . . . , s − 1 , тодi фомула (2.14)
набуває вигляду (2.12) при Q2,m+2 = Tm+2 i Qk,s = 0 . Бiльше того, для кожного
r = m + 1,m + 2, . . . , s − 1 для якого Br, s 6= 0 , за лемою 2.1.2 ur = us , i ми
знову отримуємо формулу (2.12), де Qk,s визначається рiвностями (2.13). Лему
доведено.

Наслiдком лем 2.1.1 i 2.1.3 є наступне подання резольвенти:

(te1 − ζ)−1 =
m∑

u=1

1

t− ξu
Iu +

n∑
s=m+1

s−m+1∑

k=2

Qk,s

(t− ξus
)k

Is . (2.15)

2.1.4. Конструктивний опис моногенних функцiй

Позначимо fu(E3) := {fu(ζ) : ζ ∈ E3} . У подальшому важливим є
припущення: fu(E3) = C для всiх u = 1, 2, . . . , m . Очевидно, воно має мiсце
тодi i тiльки тодi, коли для кожного фiксованого u = 1, 2, . . . , m хоча б одне з
чисел au або bu належить {t ∈ C : Im t 6= 0} .
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Доведення наступної леми подiбне до доведення леми 1 з роботи [152].
Лема 2.1.4. Нехай область Ω ⊂ R3 опукла в напрямку прямих Lu i

fu(E3) = C для всiх u = 1, 2, . . . , m . Крiм того, нехай функцiя Φ : Ωζ → Am
n

моногенна в областi Ωζ . Якщо для деякого u ∈ {1, 2, . . . , m} точки ζ1, ζ2 ∈ Ωζ

такi, що ζ2 − ζ1 ∈ {ζ = xe1 + ye2 + ze3 : (x, y, z) ∈ Lu} , то

Φ(ζ1)− Φ(ζ2) ∈ Iu. (2.16)

Доведення. Нехай (x1, y1, z1) , (x2, y2, z2) — точки областi Ω такi, що
вiдрiзок, який їх з’єднує, паралельний прямiй Lu .

В областi Ω побудуємо двi поверхнi зi спiльним краєм: поверхню Q , яка
мiстить точку (x1, y1, z1) , i поверхню Σ , яка мiстить точку (x2, y2, z2) , такi, що
звуження функцiонала fu на вiдповiднi їм пiдмножини Qζ , Σζ областi Ωζ є
взаємно однозначними вiдображеннями цих пiдмножин на одну й ту ж область
G комплексної площини i, крiм того, в кожнiй точцi ζ0 ∈ Qζ (а також ζ0 ∈ Σζ )
виконується рiвнiсть

lim
ε→0+0

(Φ(ζ0 + ε(ζ − ζ0))− Φ(ζ0)) ε−1 = Φ′(ζ0)(ζ − ζ0) (2.17)

при всiх ζ ∈ Qζ таких, що ζ0 + ε(ζ − ζ0) ∈ Qζ для довiльного ε ∈ (0, 1) (або,
вiдповiдно, при всiх ζ ∈ Σζ таких, що ζ0 + ε(ζ − ζ0) ∈ Σζ для довiльного
ε ∈ (0, 1) ).

В ролi поверхнi Q розглянемо в областi Ω фiксований рiвностороннiй
трикутник з вершинами A1, A2, A3 i центром в точцi (x1, y1, z1) , площина якого
перпендикулярна прямiй Lu , i продовжимо побудову поверхнi Σ .

Розглянемо трикутник з вершинами A′
1, A

′
2, A

′
3 i центром в точцi

(x2, y2, z2) , який лежить в областi Ω , такий, що його сторони A′
1A

′
2 , A′

2A
′
3 ,

A′
1A

′
3 паралельнi вiдповiдно вiдрiзкам A1A2 , A2A3 , A1A3 i мають меншу

довжину, нiж сторони трикутника A1A2A3 . Оскiльки область Ω опукла в
напрямку прямої Lu , то призма з вершинами A′

1, A
′
2, A

′
3, A

′′
1, A

′′
2, A

′′
3 , для якої

точки A′′
1, A

′′
2, A

′′
3 лежать в площинi трикутника A1A2A3 i її ребра A′

mA′′
m при

m = 1, 3 паралельнi прямiй Lu , повнiстю мiститься в Ω .
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Зафiксуємо тепер трикутник з вершинами B1, B2, B3 такий, що точка
Bm лежить на вiдрiзку A′

mA′′
m при m = 1, 3 i зрiзана пiрамiда з вершинами

A1, A2, A3, B1, B2, B3 i боковими ребрами AmBm , m = 1, 3 , повнiстю мiститься
в областi Ω .

Нарештi, в площинi трикутника A′
1A

′
2A

′
3 зафiксуємо трикутник T з

вершинами C1, C2, C3 такий, що його сторони C1C2 , C2C3 , C1C3 паралельнi
вiдповiдно вiдрiзкам A′

1A
′
2 , A′

2A
′
3 , A′

1A
′
3 i мають меншу довжину, нiж

сторони трикутника A′
1A

′
2A

′
3 . За побудовою зрiзана пiрамiда з вершинами

B1, B2, B3, C1, C2, C3 i боковими ребрами BmCm , m = 1, 3 , повнiстю мiститься
в областi Ω .

Позначимо через Σ поверхню, утворену трикутником T i боковими
поверхнями зрiзаних пiрамiд A1A2A3B1B2B3 i B1B2B3C1C2C3 .

Оскiльки поверхнi Q i Σ мають спiльний край, то множини Qζ i Σζ

вiдображаються функцiоналом fu на одну й ту ж область G комплексної
площини. В областi G визначимо двi комплекснозначнi функцiї H1 i H2 так,
що при кожному ξ ∈ G

H1(ξu) := fu(Φ(ζ)), де ξu = fu(ζ) i ζ ∈ Qζ ,

H2(ξu) := fu(Φ(ζ)), де ξu = fu(ζ) i ζ ∈ Σζ .

Покажемо, що H1 i H2 — моногеннi в G функцiї комплексної змiнної
ξu . Для цього зауважимо, що дiючи на рiвнiсть (2.17) функцiоналом fu з
урахуванням його лiнiйностi, неперервностi i мультиплiкативностi отримуємо
рiвнiсть

lim
ε→0+0

(fu(Φ(ζ0 + ε(ζ − ζ0)))− fu(Φ(ζ))) ε−1 = fu(Φ
′(ζ0))(fu(ζ)− fu(ζ0)),

з якої для функцiй H1, H2 випливає iснування похiдних в точцi fu(ζ0) ∈ G по
всiх напрямках, причому для кожної iз функцiй H1, H2 вказанi похiднi рiвнi.
Тодi за теоремою 21 з монографiї [25] функцiї H1, H2 є моногенними в областi
G .

Оскiльки iз визначення функцiй H1 i H2 випливає, що H1(ξu) ≡
≡ H2(ξu) на межi областi G , то в силу моногенностi функцiй H1 i H2 в
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областi G тотожнiсть H1(ξu) ≡ H2u
(ξ) виконується скрiзь в G . Тобто при

ζ1 := x1e1 + y1e2 + z1e3 i ζ2 := x2e1 + y2e2 + z2e3 справедливi рiвностi

fu(Φ(ζ2)− Φ(ζ1)) = fu(Φ(ζ2))− fu(Φ(ζ1)) = 0.

Отже, Φ(ζ2)− Φ(ζ1) належить ядру Iu функцiонала fu . Лему доведено.
Нехай область Ω ⊂ R3 опукла в напрямку прямих Lu , u = 1, 2, . . . , m .

Через Du позначимо ту область в C на яку область Ωζ вiдображається
функцiоналом fu .

Введемо лiнiйнi оператори Au , u = 1, 2, . . . , m , якi моногеннiй функцiї Φ :

Ωζ → Am
n ставлять у вiдповiднiсть голоморфну функцiю комплексної змiнної

Fu : Du → C за формулою

Fu(ξu) = fu(Φ(ζ)), (2.18)

де ξu = fu(ζ) ≡ x + yau + zbu i ζ ∈ Ωζ . З леми 2.1.4 випливає, що значення
Fu(ξu) не залежить вiд вибору точки ζ для якої fu(ζ) = ξu .

Лема 2.1.5. Нехай область Ω ⊂ R3 опукла в напрямку прямих Lu

i fu(E3) = C для всiх u = 1, 2, . . . , m . Крiм того, нехай для кожного
фiксованого u = 1, 2, . . . , m функцiя Fu : Du → C є голоморфною в областi
Du i Γu є замкненою жордановою спрямлюваною кривою в Du , яка охоплює
точку ξu i не мiстить точок ξq , q = 1, 2, . . . , m , q 6= u . Тодi функцiя

Ψu(ζ) := Iu

∫

Γu

Fu(t)(te1 − ζ)−1 dt (2.19)

є моногенною в областi Ωζ .

Доведення. Нехай ζ ∈ Ωζ . Тодi для довiльного h ∈ E3 i кожного ε > 0

з рiвностi (2.15) випливає спiввiдношення

Iu(te1 − ζ − εh)−1 =
m∑

u=1

1

t− ξu − εfu(h)
Iu+

+
n∑

s=m+1

s−m+1∑

k=2

Qk,s

(t− ξus
− εfus

(h))k
Is Iu . (2.20)
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Зауважимо, що для кожного натурального k комплекснозначна функцiя
1/ (t− ξu − εfu(h))k прямує до функцiї 1/(t − ξu)

k рiвномiрно для всiх t ∈ Γu

при ε → 0 . Тому при кожному h ∈ E3 функцiя Iu(te1 − ζ − εh)−1 прямує до
функцiї Iu(te1 − ζ)−1 рiвномiрно для всiх t ∈ Γu при ε → 0 .

Бiльше того, доведемо iснування похiдної Гато Ψ′
u(ζ) за означенням (2.5).

Беручи до уваги тотожнiсть Гiльберта (див., наприклад, теорему 4.8.2 [29,
с. 140])

(te1 − a)−1 − (te1 − b)−1 = (te1 − a)−1(te1 − b)−1(a− b) ∀ a, b ∈ E3 ,

маємо

Λ := Iu lim
ε→0+0

1

ε

(∫

Γu

Fu(t)
(
te1 − (ζ + εh)

)−1
dt−

∫

Γu

Fu(t)(te1 − ζ)−1 dt

)
=

= Iuh lim
ε→0+0

∫

Γu

Fu(t)
(
te1 − (ζ + εh)

)−1
(te1 − ζ)−1 dt.

Тепер, оскiльки функцiя Iu(te1 − ζ − εh)−1 збiгається рiвномiрно до функцiї
Iu(te1 − ζ)−1 при ε → 0 , ми отримуємо рiвнiсть

Λ = Iuh

∫

Γu

Fu(t)
(
(te1 − ζ)−1)2

dt,

яка означає iснування похiдної Гато

Ψ′
u(ζ) := Iu

∫

Γu

Fu(t)
(
(te1 − ζ)−1)2

dt.

Нарештi, завдяки рiвностi (2.15), компоненти розкладу функцiї Ψu(ζ) за
базисом {Ik}n

k=1 є неперервними функцiями. Тому функцiя Ψ′
u(ζ) неперервна,

а значить за доведеним вище Ψ′
u(ζ) моногенна в Ωζ . Лему доведено.

Лема 2.1.6. Нехай область Ω ⊂ R3 опукла в напрямку прямих Lu i
fu(E3) = C для всiх u = 1, 2, . . . , m . Нехай також неперервна функцiя V :

Ω → C при деяких u ∈ {1, 2, . . . , m} задовольняє рiвностi

∂V

∂y
=

∂V

∂x
au ,

∂V

∂z
=

∂V

∂x
bu (2.21)
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в Ω . Тодi V є голоморфною функцiєю комплексної змiнної ξu = fu(ζ) = x +

yau + zbu в областi Du .

Доведення. Спочатку видiлимо дiйсну i уявну частини виразу

ξu = x + y Re au + z Re bu + i(y Im au + z Im bu) =: τu + iηu (2.22)

i зауважимо, що наслiдком рiвностей (2.21) є рiвностi

∂V

∂ηu
Im au = i

∂V

∂τu
Im au ,

∂V

∂ηu
Im bu = i

∂V

∂τu
Im bu. (2.23)

З умови fu(E3) = C випливає, що хоча б одне з чисел Im au або Im bu

вiдмiнне вiд нуля. Тому, використовуючи (2.23), маємо

∂V

∂ηu
= i

∂V

∂τu
. (2.24)

Доведемо рiвнiсть V (x1, y1, z1) = V (x2, y2, z2) для точок
(x1, y1, z1), (x2, y2, z2) ∈ Ω таких, що вiдрiзок, який з’єднує цi точки,
паралельний прямiй Lu . Для цього, в областi Ω побудуємо двi поверхнi
зi спiльним краєм: поверхню Q , яка мiстить точку (x1, y1, z1) i поверхню Σ ,
яка мiстить точку (x2, y2, z2) , такi, що звуження функцiонала fu на вiдповiднi
пiдмножини Qζ := {ζ ∈ E3 : (x, y, z) ∈ Q} i Σζ := {ζ ∈ E3 : (x, y, z) ∈ Σ}
областi Ωζ є взаємно однозначними вiдображеннями цих пiдмножин на одну й
ту ж область Du комплексної площини.

В якостi поверхнi Q розглянемо в областi Ω фiксований рiвностороннiй
трикутник з вершинамиAu,1, Au,2 ,Au,3 з центром в точцi (x1, y1, z1) , площина
якого перпендикулярна прямiй Lu i продовжимо побудову поверхнi Σ .

Розглянемо трикутник з вершинами A′
u,1 , A′

u,2 i A′
u,3 i центром в точцi

(x2, y2, z2) , який лежить в областi Ω такий, що його сторони A′
u,1A

′
u,2 , A′

u,2A
′
u,3 i

A′
u,1A

′
u,3 паралельнi вiдрiзкам Au,1Au,2 , Au,2Au,3 i Au,1Au,3 , вiдповiдно, i мають

меншу довжину, нiж сторони трикутника Au,1Au,2Au,3 . Оскiльки область Ω

опукла в напрямку прямої Lu , то призма з вершинами A′
u,1 , A′

u,2 , A′
u,3 , A′′

u,1 ,
A′′

u,2 i A′′
u,3 для якої точки A′′

u,1 , A′′
u,2 i A′′

u,3 лежать в площинi трикутника
Au,1Au,2Au,3 лежать в площинi трикутника A′

u,mA′′
u,m , m = 1, 3 , паралельнi

прямiй Lu , повнiстю мiститься в Ω .
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Зафiксуємо тепер трикутник з вершинами Bu,1 , Bu,2 i Bu,3 такий, що
точка Bu,m належить вiдрiзку A′

u,mA′′
u,m при m = 1, 3 i зрiзана пiрамiда з

вершинами Au,1 , Au,2 , Au,3 , Bu,1 , Bu,2 i Bu,3 i бiчними ребрами Au,mBu,m ,
m = 1, 3 , повнiстю мiститься в областi Ω .

Нарештi, в площинi трикутникаA′
u,1A

′
u,2A

′
u,3 зафiксуємо трикутни T з

вершинами Cu,1 , Cu,2 i Cu,3 такий, що його сторони Cu,1Cu,2 , Cu,2Cu,3 , Cu,1Cu,3

паралельнi вiдрiзкам A′
u,1A

′
u,2 , A′

u,2A
′
u,3 , A′

u,1A
′
u,3 , вiдповiдно i мають меншу

довжину, нiж сторони трикутника A′
u,1A

′
u,2A

′
u,3 . За побудовою зрiзана пiрамiда

з вершинами Bu,1 , Bu,2 , Bu,3 , Cu,1 , Cu,2 , Cu,3 i бiчними ребрами Bu,mCu,m ,
m = 1, 3 , повнiстю мiститься в областi Ω .

Позначимо через Σ поверхню, утворену трикутником T i
бiчними поверхнями зрiзаних пiрамiд Au,1Au,2Au,3Bu,1Bu,2Bu,3 i
Bu,1Bu,2Bu,3Cu,1Cu,2Cu,3 .

Оскiльки поверхнi Q i Σ мають спiльний край, то функцiонал fu

вiдображає множини Qζ i Σζ на одну й ту ж область Du комплексної площини.
В областi Du визначимо двi комплекснозначнi функцiї Hu i Wu рiвностями:

Hu(ξu) = V (x, y, z) для (x, y, z) ∈ Q,

Wu(ξu) = V (x, y, z) для (x, y, z) ∈ Σ,

де вiдповiднiсть мiж точками (x, y, z) i ξu ∈ Du описується спiввiдношеннями
(2.22).

Приймаючи до уваги рiвностi (2.24) i теорему 6 з [204], функцiї Hu i Wu

голоморфнi в областi Du . Вiдповiдно до означення функцiй Hu та Wu , маємо
Hu(ξu) ≡ Wu(ξu) на межi областi Du . Тодi в силу голоморфностi функцiй Hu

та Wu в областi Du , тотожнiсть Hu(ξu) ≡ Wu(ξu) виконується скрiзь в Du .
Тому доведено рiвнiсть V (x1, y1, z1) = V (x2, y2, z2) .

Таким чином, функцiя V : Ω → C вигляду V (x, y, z) := F (ξu) , де F (ξu)

— довiльна голоморфна функцiя в областi Du , є загальним розв’язком системи
(2.21). Лему доведено.

Теорема 2.1.3. Нехай область Ω ⊂ R3 є опуклою в напрямку прямих
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Lu i fu(E3) = C при всiх u = 1, 2, . . . , m . Тодi кожна моногенна функцiя
Φ : Ωζ → Am

n подається у виглядi

Φ(ζ) =
m∑

u=1

Iu
1

2πi

∫

Γu

Fu(t)(t− ζ)−1 dt +
n∑

s=m+1

Is
1

2πi

∫

Γus

Gs(t)(t− ζ)−1 dt, (2.25)

де Fu — деяка голоморфна функцiя в областi Du i Gs — деяка голоморфна
функцiя в областi Dus

, а Γq — замкнена жорданова спрямлювана крива,
яка лежить в областi Dq , охоплює точку ξq i не мiстить точок ξ` ,
` = 1, 2, . . . , m , ` 6= q .

Доведення. Покладемо

Fu := AuΦ, u = 1, 2, . . . , m. (2.26)

Покажемо, що значення моногенної функцiї

Φ0(ζ) := Φ(ζ)−
m∑

u=1

Iu
1

2πi

∫

Γu

Fu(t)(te1 − ζ)−1 dt (2.27)

надежить радикалу R , тобто Φ0(ζ) ∈ R для всiх ζ ∈ Ωζ . Наслiдком рiвностi
(2.15), є рiвнiсть

Iu
1

2πi

∫

Γu

Fu(t)(te1 − ζ)−1 dt = Iu
1

2πi

∫

Γu

Fu(t)

t− ξu
dt+

+
1

2πi

n∑
s=m+1

s−m+1∑

k=2

∫

Γu

Fu(t)Qk,s

(t− ξus
)k

dt Is Iu ,

з якої отримуємо

fu




m∑
u=1

Iu
1

2πi

∫

Γu

Fu(t)(te1 − ζ)−1 dt


 = Fu(ξu). (2.28)

Дiючи на рiвнiсть (2.27) функцiоналом fu i беручи до уваги спiввiдношення
(2.18), (2.26), (2.28), отримуємо рiнiсть

fu(Φ0(ζ)) = Fu(ξu)− Fu(ξu) = 0
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для всiх u = 1, 2, . . . , m , тобто Φ0(ζ) ∈ R .
Тому функцiя Φ0 має вигляд

Φ0(ζ) =
n∑

s=m+1

Vs(x, y, z) Is , (2.29)

де Vs : Ω → C , i задовольняє умови Кошi – Рiмана (2.6) при Φ = Φ0 .
Пiдставляючи вирази (2.4), (2.29) в умови (2.6), маємо

n∑
s=m+1

∂Vs

∂y
Is =

n∑
s=m+1

∂Vs

∂x
Is

n∑
r=1

ar Ir ,

n∑
s=m+1

∂Vs

∂z
Is =

n∑
s=m+1

∂Vs

∂x
Is

n∑
r=1

br Ir .

(2.30)

Прирiвнюючи в цих рiвностях коефiцiєнти при Im+1 , отримуємо наступну
систему рiвнянь для визначення фунцiї Vm+1(x, y, z) :

∂Vm+1

∂y
=

∂Vm+1

∂x
aum+1

,
∂Vm+1

∂z
=

∂Vm+1

∂x
bum+1

.

З леми 2.1.6 випливає, що Vm+1(x, y, z) ≡ Gm+1(ξum+1
) , де Gm+1 —

функцiя, голоморфна в областi Dum+1
. Таким чином,

Φ0(ζ) = Gm+1(ξum+1
) Im+1 +

n∑
s=m+2

Vs(x, y, z) Is. (2.31)

З подання (2.15) маємо представлення

Im+1
1

2πi

∫

Γum+1

Gm+1(t)(te1 − ζ)−1 dt = Gm+1(ξum+1
) Im+1 + Ψ(ζ), (2.32)

де Ψ(ζ) — функцiя зi значеннями на множинi
{∑n

k=m+2 αk Ik : αk ∈ C
}
.

Тепер розглянемо функцiю

Φ1(ζ) := Φ0(ζ)− Im+1
1

2πi

∫

Γum+1

Gm+1(t)(te1 − ζ)−1 dt.

Внаслiдок спiввiдношень (2.31), (2.32), функцiя Φ1 може бути подана у виглядi

Φ1(ζ) =
n∑

s=m+2

Ṽs(x, y, z) Is,
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де Ṽs : Ω → C .
Оскiльки функцiя Φ1 моногенна в Ωζ , то функцiї Ṽm+2, Ṽm+3, . . . , Ṽn

задовольняють систему (2.30), де Vm+1 ≡ 0 , Vs = Ṽs при s = m + 2,m +

3, . . . , n . Тому, подiбно до функцiї Vm+1(x, y, z) ≡ Gm+1(ξum+1
) , функцiя Ṽm+2

задовольняє умови

∂Ṽm+2

∂y
=

∂Ṽm+2

∂x
aum+2

,
∂Ṽm+2

∂z
=

∂Ṽm+2

∂x
bum+2

i має вигляд Ṽm+2(x, y, z) ≡ Gm+2(ξum+2
) , де Gm+2 — функцiя, голоморфна в

областi Dum+2
.

За такою процедурою, крок за кроком, розглядаючи функцiю

Φj(ζ) := Φj−1(ζ)− Im+j
1

2πi

∫

Γum+j

Gm+j(t)(te1 − ζ)−1 dt

при j = 2, 3, . . . , n−m−1 , отримуємо представлення (2.25) функцiї Φ . Теорему
доведено.

Беручи до уваги подання (2.15), перепишемо рiвнiсть (2.25) в наступному
виглядi:

Φ(ζ) =
m∑

u=1

Fu(ξu)Iu +
n∑

s=m+1

s−m+1∑

k=2

1

(k − 1)!
Qk,sF

(k−1)
us

(ξus
) Is+

+
n∑

q=m+1

Gq(ξuq
)Iq +

n∑
q=m+1

n∑
s=m+1

s−m+1∑

k=2

1

(k − 1)!
Qk,sG

(k−1)
q (ξuq

) Iq Is . (2.33)

Таким чином, рiвностi (2.25) i (2.33) вказують на метод побудови будь-якої
моногенної функцiї Φ : Ωζ → Am

n використовуючи n вiдповiдних голоморфних
функцiй комплексної змiнної.

Зауваження 2.1.1. З теореми 2.1.3 випливає, що в розкладi моногенної
функцiї Φ : Ωζ → Am

n за базисом {Ik}n
k=1 :

Φ(ζ) =
n∑

k=1

Uk(x, y, z) Ik (2.34)
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компоненти Uk : Ω → C є R -диференцiйовними функцiями в областi Ω , тобто
для довiльної точки (x, y, z) ∈ Ω виконуються спiввiдношення

Uk(x + ∆x, y + ∆y, z + ∆z)− Uk(x, y, z) =
∂Uk

∂x
∆x +

∂Uk

∂y
∆y +

∂Uk

∂z
∆z+

+ o
(√

(∆x)2 + (∆y)2 + (∆z)2
)

, (∆x)2 + (∆y)2 + (∆z)2 → 0 .

З iншого боку, якщо компоненти Uk : Ω → C є R -диференцiйовними, то умови
(2.6) є не лише необхiдними, але й достатнiми умовами моногенностi функцiї
(2.34) в областi Ωζ , тобто рiвностi (2.6) є аналогами класичних умов Кошi–
Рiмана.

Зауваження 2.1.2. З представлення (2.25) (або (2.33)) випливає,
що за умов теореми 2.1.3 кожна моногенна в областi Ωζ функцiя Φ є
диференцiйовною за Лорхом в Ωζ .

Зауваження 2.1.3. Моногенна функцiя Φ подається у виглядi (2.33)
(або, що те саме, у виглядi (2.25)) єдиним чином. Справдi, припустимо, що
iснує два зображення функцiї Φ у виглядi (2.33) через набори голоморфних
функцiй Fu , Gs та F̃u , G̃s . Тодi, прирiвнюючи цi два зображення i враховуючи
єдинiсть розкладу елемента алгебри за базисом, отримуємо рiвностi Fu = F̃u

при всiх u = 1, 2, ..., m . Прирiвнюючи коефiцiєнти при базисних одиницях Is ,
s = m + 1, ..., n , отримуємо рiвностi Gm+1 = G̃m+1 ,

Gs + fs(Gm+1, ..., Gs−1) = G̃s + fs(G̃m+1, ..., G̃s−1), s = m + 2, ..., n,

де fs — лiнiйна функцiя своїх аргументiв. Звiдси випливає, що Gs = G̃s при
всiх s = m + 1, ..., n .

Наступне твердження випливає безпосередньо з рiвностi (2.33), права
частина якої є моногенною функцiєю в областi

Πζ := {ζ ∈ E3 : fu(ζ) = Du, u = 1, 2, . . . , m}. (2.35)

Теорема 2.1.4. Якщо область Ω опукла в напрямку прямих Lu i
fu(E3) = C при всiх u = 1, 2, . . . , m , то кожна моногенна функцiя Φ : Ωζ →
Am

n продовжується до функцiї, моногенної в областi Πζ .



91

Принциповим наслiдком рiвностi (2.25) є наступне твердження, яке
справедливе для довiльної областi Ωζ .

Теорема 2.1.5. Нехай fu(E3) = C при всiх u = 1, 2, . . . , m . Тодi для
кожної моногенної функцiї Φ : Ωζ → Am

n в довiльнiй областi Ωζ похiднi Гато
Φ(r) є моногенними функцiями в Ωζ для всiх r .

Доведення повнiстю аналогiчне до доведення теореми 4 з [152].
Якщо область Ω опукла в напрямку прямих Lu , u = 1, 2, . . . , m , то

наслiдком представлення (2.25) є наступна формула для похiдної Гато Φ(r) :

Φ(r)(ζ) =
m∑

u=1

Iu
r!

2πi

∫

Γu

Fu(t)
(
(te1 − ζ)−1

)r+1
dt+

+
n∑

s=m+1

Is
r!

2πi

∫

Γus

Gs(t)
(
(te1 − ζ)−1

)r+1
dt ∀ζ ∈ Ωζ .

Зауваження 2.1.4. Аналог теореми 2.1.3 для моногенних функцiй

змiнної вигляду
k∑

r=1
xrer , де 2 ≤ k ≤ 2n встановлено в роботi [189].

Зазначимо також, що моногеннi функцiї змiнної
k∑

r=1
xrer пов’язанi з лiнiйними

диференцiальними рiвняннями вигляду (1.13).

2.1.5. Частиннi випадки

Зауважимо, що у випадку, коли алгебра Am
n має спецiальнi властивостi

(наприклад тi, що описанi у теоремах 2.1.1, 2.1.2), вигляд представлення (2.33)
спрощується.

1. У випадку, що розглядається в теоремi 2.1.1, справедлива рiвнiсть:

um+1 = um+2 = . . . = un =: η . (2.36)

У цьому випадку, представлення (2.33) набуває вигляду

Φ(ζ) =
m∑

u=1

Fu(ξu)Iu +
n∑

s=m+1

s−m+1∑

k=2

1

(k − 1)!
Qk,sF

(k−1)
η (ξη) Is+
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+
n∑

s=m+1

Gs(ξη)Is +
n∑

q=m+1

n∑
s=m+1

s−m+1∑

k=2

1

(k − 1)!
Qk,sG

(k−1)
q (ξη) Is Iq . (2.37)

Формула (2.37) узагальнює представлення моногенних функцiй в обох
тривимiрних гармонiчних алгебрах (див. [145, 152, 161]) i в спецiальних n -
вимiрних алгебрах (див. [146, 151]) на випадок алгебри бiльш загального
вигляду. Також зауважимо, що рiвнiсть (2.36) задовольняють наступнi
чотиривимiрнi алгебри: Ã3,1 , Ã3,2 , Ã3,3 та Ã3,4 (див. таблицю 9 в [55]).

2. У випадку, що розглядається в теоремi 2.1.1, всi функцiї Br,p з рiвностей
(2.9) є тотожними нулями. У цьому випадку подання (2.15) має вигляд

(te1 − ζ)−1 =
m∑

u=1

1

t− ξu
Iu +

n∑
s=m+1

Ts

(t− ξus
)2 Is , (2.38)

i, внаслiдок рiвностей (2.25), (2.38), отримуємо наступне представлення
моногенної функцiї:

Φ(ζ) =
m∑

u=1

Fu(ξu)Iu +
n∑

s=m+1

Gs(ξus
)Is +

n∑
s=m+1

TsF
′

us
(ξus

)Is . (2.39)

Формула (2.39) узагальнює подання моногенної функцiї в тривимiрнiй
гармонiчнiй алгебрi з одновимiрним радикалом (див. [145]) i напiвпростiй
алгебрi (див. [146, 161]) на випадок алгебри бiльш загального вигляду.
Зауважимо також, що умову Br,p = 0 задовольняють наступнi чотиривимiрнi
алгебри: Ã3,1 , 2Ã0 + Ã1 , Ã0 + Ã2,1 та 2Ã1 (див. таблицю 9 в [55]).

3. У випадку n = m алгебра An
n є напiвпростою i не мiстить нiльпотентної

пiдалгебри. Тодi формули (2.37), (2.39) набувають вигляду

Φ(ζ) =
n∑

u=1

Fu(ξu)Iu ,

оскiльки не мiстять векторiв {Ik}n
k=m+1 . Ця формула була отримана в роботi

[146].
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2.1.6. Застосування опису моногенних функцiй до обчислення

логарифмiчного лишку

У роботi [21] запропоновано застосування представлення (2.25) (або (2.33))
до обчислення логарифмiчного лишку моногенних функцiй в тривимiрнiй
гармонiчнiй алгебрi. Наведемо цей результат.

Нехай A3 — тривимiрна комутативна асоцiативна алгебра над полем
C з базисом {1, ρ1, ρ2} , для якого справедливi наступнi правила множення:
ρ2

1 = ρ2, ρ1ρ2 = ρ2
2 = 0 . Нехай {e1, e2, e3} — гармонiчний (тобто такий, що

задовольняє умову e2
1 + e2

2 + e2
3 = 0 ) базис вигляду

e1 = 1, e2 = i + ρ2, e3 = (1− i)ρ1.

Будемо розглядати моногеннi функцiї зi значеннями в алгебрi A3 , що
визначенi в областях тривимiрного пiдпростору E3 := {ζ = x + ye2 + ze3 :

x, y, z ∈ R} .
Елемент алгебри a = a0 + a1ρ1 + a2ρ2 , де a0, a1, a2 ∈ C , оборотний тодi i

тiльки тодi, коли a0 6= 0 , при цьому обернений елемент a−1 подається у виглядi

a−1 =
1

a0
− a1

a2
0
ρ1−

(
a2

a2
0
− a2

1

a3
0

)
ρ2 ,

а розклад за базисом {1, ρ1, ρ2} логарифмiчної функцiї, яка визначена в роботi
[117], має вигляд

ln a := ln a0 +
a1

a0
ρ1+

(
a2

a0
− a2

1

2a2
0

)
ρ2, (2.40)

де ln a0 — головна вiтка логарифмiчної функцiї комплексної змiнної a0 .
Вiдповiдно до визначення (2.10) iз прямих Lu у просторi E3 ⊂ A3 буде

лише одна пряма, яка спiвпадає з вiссю Oz . Для алгебри A3 теорема 2.1.3
набуває наступного вигляду: якщо область Ω є опуклою в напрямку осi Oz ,
то кожна моногенна функцiя Φ : Ωζ → A3 подається у виглядi

Φ(ζ) = F (ξ) +
(
(1− i)zF ′(ξ) + F1(ξ)

)
ρ1+

+
(
yF ′(ξ)−iz2F ′′(ξ)+(1−i)zF ′

1(ξ)+F2(ξ)
)
ρ2 ∀ ζ = x+ye2+ze3 ∈ Ωζ , (2.41)
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де F, F1, F2 — голоморфнi функцiї комплексної змiнної ξ = x + iy ∈ D .
Зауважимо, що для цiєї алгебри представлення (2.41) може бути отримане з
представлення (2.37). Формула (2.41) дає конструктивний опис усiх моногенних
функцiй Φ : Ωζ → A3 за допомогою голоморфних функцiй комплексної змiнної.
Крiм того, формулою (2.41) задається моногенне продовження функцiї Φ в
цилiндричну область Πζ := {ζ = x + ye2 + ze3 : x + iy ∈ D} . Тому надалi
розглядатимемо моногеннi функцiї, що визначенi в необмежених областях виду
Πζ .

Тепер визначимо логарифмiчний лишок моногенної функцiї. Нехай ζ0 :=

x0 + y0e2 + z0e3 ∈ E3 i функцiя Φ : Kζ0
(0, R) → A3 моногенна в кiльцевiй

цилiндричнiй областi Kζ0
(0, R) := {ζ = x+ye2+ze3 : 0 < (x−x0)

2+(y−y0)
2 <

R2, z ∈ R} .
Якщо при цьому логарифмiчна похiдна Φ′(ζ)(Φ(ζ))−1 також є моногенною

функцiєю в областi Kζ0
(0, R) , то логарифмiчним лишком функцiї Φ в точцi

ζ0 назвемо iнтеграл
1

2πi

∫

Γζ0
(r)

Φ′(ζ)(Φ(ζ))−1dζ, (2.42)

де Γζ0
(r) := {ζ = x + ye2 + z0e3 : (x− x0)

2 + (y − y0)
2 = r2} i r < R .

Iз теореми 3 работи [20] випливає, що величина логарифмiчного лишку не
залежить вiд r при 0 < r < R i, крiм того, справедлива рiвнiсть

∫

Γζ1
(r)

Φ′(ζ)(Φ(ζ))−1dζ =

∫

Γζ0
(r)

Φ′(ζ)(Φ(ζ))−1dζ ∀ ζ1 = ζ0 + z1e3 ,

тобто логарифмiчнi лишки функцiї Φ у всiх точках прямої {ζ0 + ze3 : z ∈ R}
рiвнi.

Введемо допомiжнi означення. Нехай ζ0 := x0 + y0e2 + z0e3 i в областi
Kζ0

(0, R) моногенна функцiя Φ подається у виглядi

Φ(ζ) = (ζ − ζ0)
n0ϕ0(ζ) + ψ(ζ)ρ1 + φ(ζ)ρ2, (2.43)

де n0 — деяке цiле число, ϕ0 — моногенна в цилiндричнiй областi Kζ0
(R) :=

{ζ = x + ye2 + ze3 : (x − x0)
2 + (y − y0)

2 < R2, z ∈ R} функцiя, яка не
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приймає в цiй областi значень в радикалi I := {λ1ρ1 + λ2ρ2 : λ1, λ2 : R} , а
ψ i φ — моногеннi в областi Kζ0

(0, R) функцiї. У випадку, коли функцiя Φ

моногенна в областi Kζ0
(0, R) i не приймає в цiй областi значень в радикалi

I , назвемо пряму {ζ0 + ze3 : z ∈ R} сингулярнiстю логарифмiчної похiдної
функцiї Φ , якщо точка ζ0 є неусувною особливою точкою функцiї Φ або ж
Φ(ζ0) ∈ I . Якщо при цьому функцiя Φ подається у виглядi (2.43), то показник
степеня n0 в розкладi (2.43) назвемо показником сингулярностi логарифмiчної
похiдної функцiї Φ в точцi ζ0 .

Теорема 2.1.6. Нехай D — область в комплекснiй площинi i функцiя
Φ моногенна скрiзь в областi Πζ := {ζ = x + ye2 + ze3 : x + iy ∈ D}
за винятком, можливо, деякої множини особливих точок. Нехай область
G , яка компактно належить областi D , обмежена замкненою жордановою
спрямлюваною кривою γ i така, що в областi Gζ := {ζ = x + ye2 + ze3 :

x + iy ∈ G} мiститься лише скiнченна множина {Lk}m
k=1 сингулярностей

Lk := {ζk+ze3 : z ∈ R} логарифмiчної похiдної функцiї Φ , при цьому показник
сингулярностi nk логарифмичної похiдної функцiї Φ в точцi ζk скiнченний
при всiх k = 1, 2, . . . , m , а межа ∂Gζ областi Gζ не мiстить вказаних
сингулярностей. Тодi справедлива рiвнiсть

1

2πi

∫

Γζ

Φ′(ζ)(Φ(ζ))−1dζ = NF − PF , (2.44)

де Γζ — замкнута жорданова спрямлювана крива лежить на поверхнi ∂Gζ

i гомотопна кривiй {x + ye2 : x + iy ∈ γ} , а NF i PF — вiдповiдно число
нулiв i полюсiв функцiї F в областi {ξ = x + iy : ζ = x + ye2 + ze3 ∈ Gζ} з
урахуванням їх кратностi.

Доведення. Оскiльки крива Γζ не мiстить сингулярностей логарифмiчної
похiдної функцiї Φ , то справедлива рiвнiсть

1

2πi

∫

Γζ

Φ′(ζ)(Φ(ζ))−1dζ =
1

2πi
∆Γζ

ln Φ(ζ), (2.45)

де через ∆Γζ
ln Φ(ζ) позначено прирiст функцiї ln Φ(ζ) при обходi ζ кривої Γζ .
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Наслiдком рiвностей (2.40), (2.41) є рiвнiсть

ln Φ(ζ) = ln F (ξ) +
(1− i)zF ′(ξ) + F1(ξ)

F (ξ)
ρ1+

+

(
yF ′(ξ)− iz2F ′′(ξ) + (1− i)zF ′

1(ξ) + F2(ξ)

F (ξ)
−

(
(1− i)zF ′(ξ) + F1(ξ)

)2

2
(
F (ξ)

)2

)
ρ2 =:

=: ln F (ξ) + B1(ζ)ρ1 + B2(ζ)ρ2

при всiх ζ = x + ye2 + ze3 ∈ Γζ , де ξ = x + iy .
Оскiльки функцiя Φ приймає на контурi Γζ значення, якi не належать

радикалу I , то, враховуючи рiвнiсть (2.41), приходимо до висновку, що функцiя
F (ξ) не перетворюється в нуль на кривiй γ в комплекснiй площинi. Тому
функцiї B1 , B2 неперервнi на кривiй Γζ , i вiдповiдно, їх прирости при обходi
цiєї кривої равнi нулю.

Таким чином, ∆Γζ
ln Φ(ζ) = ∆γ ln F (ξ) i з урахуванням принципу

аргументу голоморфних функцiй комплексної змiнної (див., наприклад, [30, с.
206]) рiвнiсть (2.45) набуває вигляду (2.5.6). Теорему доведено.

2.1.7. Зв’язок моногенних функцiй з рiвняннями в частинних

похiдних

Розглянемо наступне лiнiйне диференцiальне рiвняння зi сталими
коефiцiєнтами:

LNU(x, y, z) :=
∑

α+β+γ=N

Cα,β,γ
∂NU

∂xα ∂yβ ∂zγ
= 0, Cα,β,γ ∈ R. (2.46)

Якщо функцiя Φ(ζ) N разiв диференцiйовна за Гато у кожнiй точцi
областi Ωζ , то

∂α+β+γΦ

∂xα ∂yβ ∂zγ
= eα

1 eβ
2 eγ

3 Φ(α+β+γ)(ζ) = eβ
2 eγ

3 Φ(N)(ζ).

Тому, внаслiдок рiвностi

LNΦ(ζ) = Φ(N)(ζ)
∑

α+β+γ=N

Cα,β,γ eβ
2 eγ

3 , (2.47)
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кожна N разiв диференцiйовна за Гато в Ωζ функцiя Φ задовольняє рiвняння
LNΦ(ζ) = 0 скрiзь в Ωζ тодi i тiльки тодi, коли

∑

α+β+γ=N

Cα,β,γ eβ
2 eγ

3 = 0 . (2.48)

Вiдповiдно, при виконаннi умови (2.48) дiйснозначнi компоненти Re Uk(x, y, z)

i Im Uk(x, y, z) розкладу (2.34) є розв’язками рiвняння (2.46).
У випадку, якщо fu(E3) = C для всiх u = 1, 2, . . . , m , то з теореми 2.1.5

випливає, що рiвнiсть (2.47) справедлива для довiльної моногенної функцiї Φ :

Ωζ → Am
n .

Таким чином, для побудови розв’язкiв рiвняння (2.46) у виглядi компонент
моногенної функцiї, необхiдно знайти трiйку лiнiйно незалежних над полем
R векторiв (2.4) , якi задовольняють характеристичне рiвняння (2.48) i
перевiрити умову: fu(E3) = C для всiх u = 1, 2, . . . , m . Тодi формула (2.25)
дає конструктивний опис усiх згаданих моногенних функцiй.

В наступнiй теоремi ми вказуємо спецiальний клас рiвнянь виду (2.46) для
яких fu(E3) = C при всiх u = 1, 2, . . . , m . Введемо в розгляд полiном

P (a, b) :=
∑

α+β+γ=N

Cα,β,γ aβ bγ . (2.49)

Теорема 2.1.7. Нехай iснують лiнiйно незалежнi над R вектори
e1, e2, e3 в Am

n вигляду (2.4), якi задовольняють рiвнiсть (2.48). Якщо
P (a, b) 6= 0 при всiх дiйсних a i b , то fu(E3) = C при всiх u = 1, 2, . . . , m .

Доведення. Використовуючи таблицю множення алгебри Am
n , отримуємо

рiвностi

eβ
2 =

m∑
u=1

aβ
u Iu + ΨR , eγ

3 =
m∑

u=1

bγ
u Iu + ΘR ,

де ΨR , ΘR ∈ R . Тепер рiвнiсть (2.48) набуває вигляду

∑

α+β+γ=N

Cα,β,γ

( m∑
u=1

aβ
u bγ

u Iu + Ψ̃R
)

= 0, (2.50)
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де Ψ̃R ∈ R . Крiм того, за припущенням вектори e1, e2, e3 вигляду (2.4)

задовольняють рiвнiсть (2.48) . Це означає, що iснують комплекснi коефiцiєнти
ak, bk при k = 1, 2, . . . , n , якi задовольняють рiвнiсть (2.50).

Наслiдком рiвностi (2.50) є рiвнiсть
∑

α+β+γ=N

Cα,β,γ aβ
u bγ

u = 0, u = 1, 2, . . . , m. (2.51)

Оскiльки P (a, b) 6= 0 при всiх a, b ∈ R , то рiвностi (2.51) можуть
виконуватися лише якщо для кожного u = 1, 2, . . . , m хоча б одне з чисел au чи
bu належить {t ∈ C : Im t 6= 0} , звiдки випливає спiввiдношення fu(E3) = C
для всiх u = 1, 2, . . . , m . Теорему доведено.

Вiдмiтимо, що якщо P (a, b) 6= 0 для всiх a, b ∈ R , то CN,0,0 6= 0 оскiльки
в iншому випадку P (a, b) = 0 при a = b = 0 .

Оскiльки функцiя P (a, b) неперервна на R2 , то умова P (a, b) 6= 0 означає
одне з двох P (a, b) > 0 або P (a, b) < 0 при всiх a, b ∈ R . Тому очевидно, що
рiвняння вигляду (2.46), якi є елiптичного типу завжди задовольняють умову
P (a, b) 6= 0 при всiх a, b ∈ R . В той же час iснують рiвняння (2.46) для яких
P (a, b) > 0 при всiх a, b ∈ R , але якi не є елiптичними. Наприклад, такими є
рiвняння

∂3u

∂x3 +
∂3u

∂x∂y2 +
∂3u

∂x∂z2 = 0 та
∂5u

∂x5 +
∂5u

∂x3∂y2 +
∂5u

∂x∂y2∂z2 = 0

у просторi R3 .

2.2. Контурнi iнтегральнi теореми для моногенних

функцiй в комутативних алгебрах

У цьому пiдроздiлi для моногенних функцiй доведено аналоги iнтегральної
теореми Кошi, теореми Морера та iнтегральної формули Кошi для
криволiнiйного iнтеграла. Результати цього пiдроздiлу опублiковано в роботах
[184,186].
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2.2.1. Аналог iнтегральної теореми Кошi

Нехай γ — спрямлювана жорданова крива в R3 . Для неперервної функцiї
Ψ : γζ → Am

n вигляду

Ψ(ζ) =
n∑

k=1

Uk(x, y, z) Ik + i

n∑

k=1

Vk(x, y, z) Ik, (2.52)

де (x, y, z) ∈ γ i Uk : γ → R , Vk : γ → R , визначимо iнтеграл вздовж
жорданової спрямлюваної кривої γζ рiвнiстю:

∫

γζ

Ψ(ζ)dζ :=
n∑

k=1

Ik

∫

γ

Uk(x, y, z)dx +
n∑

k=1

e2Ik

∫

γ

Uk(x, y, z)dy+

+
n∑

k=1

e3Ik

∫

γ

Uk(x, y, z)dz + i

n∑

k=1

Ik

∫

γ

Vk(x, y, z)dx+

+i

n∑

k=1

e2Ik

∫

γ

Vk(x, y, z)dy + i

n∑

k=1

e3Ik

∫

γ

Vk(x, y, z)dz,

where dζ := dx + e2dy + e3dz .
Також визначимо поверхневий iнтеграл. Нехай Σ — кусково-гладка

поверхня в R3 . Для неперервної функцiї Ψ : Σζ → Am
n вигляду (2.52), де

(x, y, z) ∈ Σ i Uk : Σ → R , Vk : Σ → R , визначимо iнтеграл по поверхнi Σζ з
диференцiальною формою dxdy рiвнiстю

∫

Σζ

Ψ(ζ)dxdy :=
n∑

k=1

Ik

∫

Σ

Uk(x, y, z)dxdy + i
n∑

k=1

Ik

∫

Σ

Vk(x, y, z)dxdy.

Подiбним чином визначаються iнтеграли з диференцiальними формами dydz

та dzdx .
Зауваження 2.2.5. Означення криволiнiйного i поверхневого iнтегралiв

вiд функцiї гiперкомплексної змiнної коректнi в тому сенсi, що їх значення
не залежать вiд вибору допустимих параметризацiй, вiдповiдно, кривої або
поверхнi. Справдi, гiперкомплекснi iнтеграли визначаються через вiдповiднi
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дiйснi iнтеграли, а питання про незалежнiсть дiйсних iнтегралiв вiд способу
параметризацiї добре вивчене в лiтературi (див., наприклад, [28, п. 609]).

Якщо функцiя Φ : Ωζ → Am
n неперервна разом з частинними похiдними

першого порядку в областi Ωζ i Σ — кусково-гладка поверхня в Ω , i край γ

поверхнi Σ є спрямлюваною жордановою кривою, тодi справедливий наступний
аналог формули Стокса:

∫

γζ

Ψ(ζ)dζ =

∫

Σζ

(
∂Ψ

∂x
e2 − ∂Ψ

∂y

)
dxdy +

(
∂Ψ

∂y
e3 − ∂Ψ

∂z
e2

)
dydz+

+

(
∂Ψ

∂z
− ∂Ψ

∂x
e3

)
dzdx. (2.53)

Тепер наступна теорема є наслiдком формули (2.53) та умов (2.6).

Теорема 2.2.1. Нехай функцiя Φ : Ωζ → Am
n моногенна в областi

Ωζ , Σ — кусково-гладка поверхня в Ω i край поверхнi Σ є спрямлюваною
жордановою кривою γ . Тодi

∫

γζ

Φ(ζ)dζ = 0. (2.54)

У випадку, якщо область Ω опукла, то рiвнiсть (2.54) доводиться за
звичною схемою (див., наприклад, [160]) для довiльної замкненої жорданової
спрямлюваної кривої γζ .

У випадку, коли область Ω довiльна, подiбно до доведення теореми 3.2 [47]
доводиться наступне твердження

Теорема 2.2.2. Нехай функцiя Φ : Ωζ → Am
n моногенна в областi

Ωζ . Тодi для довiльної замкненої жорданової спрямлюваної кривої γ , яка
гомотопна точцi з Ω , справедлива рiвнicть (2.54).

Зауваження 2.2.6. Аналог теореми 2.2.2 для моногенних функцiй змiнної
k∑

r=1
xrer , де 2 ≤ k ≤ 2n , встановлено в роботi [186].

2.2.2. Аналог теореми Морера
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Для доведення аналога теореми Морера в алгебрi Am
n введемо деякi

позначення i доведемо допомiжнi твердження.
Розглянемо алгебру Am

n (R) з базисом {Ik, iIk}n
k=1 над полем R , яка

iзоморфна алгебрi Am
n над полем C . В алгебрi Am

n (R) iснує iнший базис
{ek}2n

k=1 , де вектори e1, e2, e3 такi ж самi як i в пунктi 2.1.2.

Для елемента a :=
2n∑

k=1
akek , ak ∈ R визначимо евклiдову норму

‖a‖ :=

√√√√
2n∑

k=1

a2
k .

Вiдповiдно, ‖ζ‖ =
√

x2 + y2 + z2 and ‖e1‖ = ‖e2‖ = ‖e3‖ = 1 .
Використовуючи теорему про еквiвалентнiсть норм, для елемента b :=

n∑
k=1

(b1k + ib2k)Ik , b1k, b2k ∈ R маємо наступнi нерiвностi

|b1k + ib2k| ≤
√√√√

2n∑

k=1

(
b2
1k + b2

2k

) ≤ c‖b‖, (2.55)

де c — додатна стала, яка не залежить вiд b .

Лема 2.2.1. Якщо γ — замкнена жорданова спрямлювана крива в R3 i
функцiя Ψ : γζ → Am

n неперервна, то
∥∥∥∥∥

∫

γζ

Ψ(ζ) dζ

∥∥∥∥∥ ≤ c

∫

γζ

‖Ψ(ζ)‖‖dζ‖, (2.56)

де c — додатна абсолютна стала.

Доведення. Використовуючи подання моногенної функцiї Ψ у виглядi
(2.52) при (x, y, z) ∈ γ , отримуємо

∥∥∥∥∥
∫

γζ

Ψ(ζ)dζ

∥∥∥∥∥ ≤
n∑

k=1

‖Ik‖
∫

γ

∣∣Uk(x, y, z) + iVk(x, y, z)
∣∣ dx+

+
n∑

k=1

‖e2Ik‖
∫

γ

∣∣Uk(x, y, z) + iVk(x, y, z)
∣∣ dy+
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+
n∑

k=1

‖e3Ik‖
∫

γ

∣∣Uk(x, y, z) + iVk(x, y, z)
∣∣ dz.

Тепер використовуючи нерiвнiсть (2.55) при b = Ψ(ζ) i нерiвностi ‖esIk‖ ≤ cs ,
s = 1, 2, 3 , де cs — додатна абсолютна стала, отримуємо спiввiдношення (2.56).

Використовуючи лему 2.2.1, для функцiй зi значеннями в алгебрi Am
n за

звичною схемою доводиться наступний аналог теореми Морера.

Теорема 2.2.3. Якщо функцiя Φ : Ωζ → Am
n неперервна в областi Ωζ i

задовольняє умову ∫

∂4ζ

Φ(ζ)dζ = 0 (2.57)

для кожного трикутника 4ζ такого, що його замикання 4ζ ⊂ Ωζ , тодi
функцiя Φ моногенна в областi Ωζ .

Зауваження 2.2.7. Аналог теореми 2.2.3, але для моногенних функцiй

змiнної
k∑

r=1
xrer , де 2 ≤ k ≤ 2n , встановлено в роботi [186].

2.2.3. Аналог iнтегральної формули Кошi

Нехай ζ0 := x0e1 + y0e2 + z0e3 — довiльна точка в областi Ωζ ⊂ E3 . В
околi ζ0 , що мiститься в Ωζ , вiзьмемо коло Cζ(ζ0, ε) радiуса ε з центром в
точцi ζ0 . Через Cu(ξ

(0)
u , ε) ⊂ C позначимо образ Cζ(ζ0, ε) при вiдображеннi

fu , u = 1, 2, . . . , m . Припустимо, що коло Cζ(ζ0, ε) охоплює множину {ζ− ζ0 :

(x, y, z) ∈
m⋃

u=1
Lu} . Це означає, що крива Cu(ξ

(0)
u , ε) обмежує деяку область D′

u

таку, що fu(ζ0) = ξ
(0)
u ∈ D′

u , u = 1, 2, . . . , m .
Скажемо, що крива γζ ⊂ Ωζ один раз охоплює множину {ζ−ζ0 : (x, y, z) ∈

m⋃
u=1

Lu} , якщо iснує коло Cζ(ζ0, ε) , яке охоплює вказану множину i гомотопне

γζ в областi Ωζ \ {ζ − ζ0 : (x, y, z) ∈
m⋃

u=1
Lu} .
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Оскiльки функцiя ζ−1 неперервна на кривiй Cζ(0, ε) , то iснує iнтеграл

λ :=

∫

Cζ(0,ε)

ζ−1dζ. (2.58)

Наступна теорема є аналогом iнтегральної формули Кошi для моногенної
функцiї Φ : Ωζ → Am

n .

Теорема 2.2.4. Нехай область Ω ⊂ R3 опукла в напрямку прямих Lu i
fu(E3) = C при всiх u = 1, 2, . . . , m . Крiм того, нехай функцiя Φ : Ωζ → Am

n

моногенна в Ωζ . Тодi для довiльної точки ζ0 ∈ Ωζ справедлива рiвнiсть

λ Φ(ζ0) =

∫

γζ

Φ(ζ) (ζ − ζ0)
−1 dζ, (2.59)

де γζ — довiльна замкнена жорданова спрямлювана крива в Ωζ , яка один раз

охоплює множину {ζ − ζ0 : (x, y, z) ∈
m⋃

u=1
Lu} .

Доведення. Оскiльки γζ гомотопна Cζ(ζ0, ε) в областi Ωζ \ {ζ − ζ0 :

(x, y, z) ∈
m⋃

u=1
Lu} , то з теореми 2.2.2 випливає рiвнiсть

∫

γζ

Φ(ζ) (ζ − ζ0)
−1 dζ =

∫

Cζ(ζ0,ε)

Φ(ζ) (ζ − ζ0)
−1 dζ. (2.60)

Подамо iнтеграл у правiй частинi рiвностi (2.60) у виглядi суми двох
iнтегралiв:∫

γζ

Φ(ζ) (ζ − ζ0)
−1 dζ =

∫

Cζ(ζ0,ε)

(Φ(ζ)− Φ(ζ0)) (ζ − ζ0)
−1 dζ+

+Φ(ζ0)

∫

Cζ(ζ0,ε)

(ζ − ζ0)
−1 dζ =: J1 + J2.

Зауважимо, що iз спiввiдношення (2.60) випливає, що якщо iснує iнтеграл
в рiвностi (2.58), то вiн не залежить вiд ε . Наслiдком рiвностей (2.58), (2.60) є
наступна рiвнiсть

J2 = Φ(ζ0)

∫

Cζ(0,ε)

τ−1dτ = λ Φ(ζ0), (2.61)
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де τ := ζ − ζ0 .
Пiдiнтегральна функцiя в J1 обмежена сталою, що не залежить вiд ε :

коли ε → 0 пiдiнтегральна функцiя прямує до Φ′(ζ0) (див. лему 2.1.5). Тому,
використовуючи лему 2.2.1, iнтеграл J1 прямує до нуля при ε → 0 . Теорему
доведено.

Далi покажемо, що стала λ завжди є оборотним елементом алгебри Am
n .

В деяких алгебрах (див. [146, 151, 192]) iнтегральна формула Кошi (2.59)
має виляд

Φ(ζ0) =
1

2πi

∫

γζ

Φ(ζ) (ζ − ζ0)
−1 dζ, (2.62)

тобто
λ = 2πi. (2.63)

Зараз ми вкажемо множену алгебр виду Am
n для яких справедлива рiвнiсть

(2.63). Для цього розглянемо наступнi допомiжнi результати.
Наслiдком розкладу (2.15) є рiвнiсть

ζ−1 =
n∑

k=1

Ãk Ik (2.64)

де коефiцiєнти Ãk визначаються наступними спiввiдношеннями:

Ãu =
1

ξu
, u = 1, 2, . . . , m,

Ãs =
s−m+1∑

k=2

Q̃k,s

ξk
us

, s = m + 1,m + 2, . . . , n,

(2.65)

де Q̃k,s визначенi такими рекурентними спiввiдношеннями:

Q̃2,s := −Ts , Q̃k,s = −
s−1∑

r=k+m−2

Q̃k−1,r Br, s , k = 3, 4, . . . , s−m + 1. (2.66)

де Ts i Br,s такi ж самi як i в рiвностях (2.8), (2.9), а натуральнi числа us

визначенi у правилi 3 таблицi множення алгебри Am
n .
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Беручи до уваги рiвнiсть (2.64) i спiввiдношення

dζ = dxe1 + dye2 + dze3 =
m∑

u=1

(
dx + dy au + dz bu

)
Iu+

+
n∑

r=m+1

(
dy ar + dz br

)
Ir =

m∑
u=1

dξu Iu +
n∑

r=m+1

dTr Ir ,

отримуємо наступну рiвнiсть

ζ−1dζ =
m∑

u=1

Ãu dξu Iu +
n∑

r=m+1

Ãur
dTr Ir+

+
n∑

s=m+1

Ãs dξus
Is +

n∑
s=m+1

n∑
r=m+1

Ãs dTr IsIr =:
n∑

k=1

σk Ik . (2.67)

Тепер, приймаючи до уваги позначення (2.67) i рiвнiсть (2.65), обчислюємо:
∫

Cζ(0,R)

m∑
u=1

σu Iu =
m∑

u=1

Iu

∫

Cu(ξu,R)

dξu

ξu
= 2πi

m∑
u=1

Iu = 2πi.

Тому,

λ = 2πi +
n∑

k=m+1

Ik

∫

Cζ(0,R)

σk . (2.68)

Зауважимо, що iз спiввiдношень (2.68), (2.64) i (2.65) випливає, що λ є
оборотним елементом.

Таким чином, рiвнiсть (2.63) справедлива тодi i тiльки тодi, коли
∫

Cζ(0,R)

σk = 0 ∀ k = m + 1, . . . , n. (2.69)

Але, для виконання рiвностi (2.69) диференцiальна форма σk має бути
повним диференцiалом деякої функцiї. Зауважимо, що властивiсть бути повним
диференцiалом є iнварiантною вiдносно допустимих перетворень координат [30,
теорема 2, с. 328]. У нашому випадку, якщо ми покажемо, що σk є повним
диференцiалом деякої функцiї вiд змiнної Tm+1

ξ , . . . , Tk

ξ , то це означатиме, що
σk є повним диференцiалом деякої функцiї вiд змiнних x, y, z .
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Тепер вкажемо множину алгебр для яких вектори (2.4) вибранi довiльним
чином i при цьому справедлива рiвнiсть (2.63). Нагадаємо, що алгебра Am

n

подається у виглядi Am
n = S ⊕s N , де S — m -вимiрна напiвпроста пiдалгебра

i N — (n−m) -вимiрна нiльпотентна пiдалгебра (див. п. ).

Теорема 2.2.5. Якщо Am
n ≡ S , то справедлива рiвнiсть (2.63).

Доведення миттєво випливає з умови σk ≡ 0 при k = m + 1, . . . , n and
(2.68). Цю теорему доведено в роботi [146].

Теорема 2.2.6. Якщо Am
n = S ⊕s N i N — нульова нiльпотентна

пiдалгебра, то справедлива рiвнiсть (2.63).

Доведення. З умов теореми випливає, що у спiввiдношеннях (2.65) всi
Bk,p = 0 . Тому, (2.65) набувають вигляду

Ãk = − Tk

ξ2
uk

, k = m + 1, . . . , n. (2.70)

Оскiльки IsIr = 0 при r, s = m+1, . . . , n , то з позначення (2.67) i рiвностi
(2.70), отримуємо

σk =
dTk

ξuk

+ Ãk dξuk
=

dTk

ξuk

− Tk

ξ2
uk

dξuk
= d

(
Tk

ξuk

)
=: dτk , k = m + 1, . . . , n.

При вiдображеннi (x, y, z) → τk коло Cζ(0, R) вiдображається на замкнену
гладку криву C̃ (жорданову аба нi) i особливiсть ξuk

= 0 вiдображається в
τk = ∞ . Як наслiдок, у внутрiшностi кривої C̃ не iснує особливих точок. Тодi
за теоремою Кошi в комплекснiй площинi [30, с. 90], маємо:

∫

Cζ(0,R)

σk =

∫

C̃

dτk = 0.

Тому рiвнiсть (2.63) є наслiдком останнього спiввiдношення i (2.68). Теорему
доведено.

Зокрема, з теореми 2.2.6 випливає формула (2.62) для моногенних функцiй
в тривимiрнiй алгебрi A2 , яка вивчалась в роботi [145].

Далi розглянемо випадок коли N є не нульовою нiльпотентною
пiдалгеброю. Для цього встановимо точний вигляд σm+1, σm+2, σm+3 i σm+4 .
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Iз спiввiдношення (2.67) випливають рiвностi

σm+1 =
dTm+1

ξum+1

+ Ãm+1 dξum+1
,

σk =
dTk

ξuk

+ Ãk dξuk
+

k−1∑
r,s=m+1

Ãr dTsΥ
s
r,k , k = m + 2, . . . , n.

(2.71)

Тепер, наслiдком рiвностей (2.65) i (2.66) є наступнi рiвностi:

Ãm+1 = −Tm+1

ξ2
um+1

, Ãm+2 = −Tm+2

ξ2
um+2

+
T 2

m+1

ξ3
um+2

Υm+1
m+1,m+2 ,

Ãm+3 = −Tm+3

ξ2
um+3

+
T 2

m+1

ξ3
um+3

Υm+1
m+1,m+3 + 2

Tm+1Tm+2

ξ3
um+3

Υm+1
m+2,m+3−

−T 3
m+1

ξ4
um+3

Υm+1
m+1,m+2Υ

m+1
m+2,m+3 +

T 2
m+2

ξ3
um+3

Υm+2
m+2,m+3−

−T 2
m+1Tm+2

ξ4
um+3

Υm+2
m+2,m+3Υ

m+1
m+1,m+2 ,

Ãm+4 = − Tm+4

ξ2
um+4

+
T 2

m+1

ξ3
um+4

Υm+1
m+1,m+4 + 2Tm+1Tm+3

ξ3
um+4

Υm+1
m+3,m+4+

+2Tm+1Tm+2

ξ3
um+4

Υm+1
m+2,m+4 + 2Tm+2Tm+3

ξ3
um+4

Υm+2
m+3,m+4 +

T 2
m+2

ξ3
um+4

Υm+2
m+2,m+4−

− T 3
m+1

ξ4
um+4

Υm+1
m+1,m+2Υ

m+1
m+2,m+4 − T 2

m+1Tm+2

ξ4
um+4

Υm+1
m+1,m+2Υ

m+2
m+2,m+4−

−T 2
m+1Tm+3

ξ4
um+4

Υm+1
m+1,m+2Υ

m+2
m+3,m+4 +

T 2
m+3

ξ3
um+4

Υm+3
m+3,m+4−

− T 3
m+1

ξ4
um+4

Υm+1
m+1,m+3Υ

m+1
m+3,m+4 − T 2

m+1Tm+2

ξ4
um+4

Υm+1
m+1,m+3Υ

m+2
m+3,m+4−

−T 2
m+1Tm+3

ξ4
um+4

Υm+1
m+1,m+3Υ

m+3
m+3,m+4 − 2

T 2
m+1Tm+2

ξ4
um+4

Υm+1
m+2,m+3Υ

m+1
m+3,m+4−

−2
Tm+1T

2
m+2

ξ4
um+4

Υm+1
m+2,m+3Υ

m+2
m+3,m+4 − 2Tm+1Tm+2Tm+3

ξ4
um+4

Υm+1
m+2,m+3Υ

m+3
m+3,m+4+

+
T 4

m+1

ξ5
um+4

Υm+1
m+1,m+2Υ

m+1
m+2,m+3Υ

m+1
m+3,m+4 +

T 3
m+1Tm+2

ξ5
um+4

Υm+1
m+1,m+2Υ

m+1
m+2,m+3×

×Υm+2
m+3,m+4 +

T 3
m+1Tm+3

ξ5
um+4

Υm+1
m+1,m+2Υ

m+1
m+2,m+3Υ

m+3
m+3,m+4 − Tm+1T

2
m+2

ξ4
um+4

×

×Υm+2
m+2,m+3Υ

m+1
m+3,m+4 − T 3

m+2

ξ4
um+4

Υm+2
m+2,m+3Υ

m+2
m+3,m+4 − T 2

m+2Tm+3

ξ4
um+4

×
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×Υm+2
m+2,m+3Υ

m+3
m+3,m+4 +

T 3
m+1Tm+2

ξ5
um+4

Υm+2
m+2,m+3Υ

m+1
m+1,m+2Υ

m+1
m+3,m+4+

+
T 2

m+1T
2
m+2

ξ5
um+4

Υm+2
m+2,m+3Υ

m+1
m+1,m+2Υ

m+2
m+3,m+4+

+
T 3

m+1Tm+2Tm+3

ξ5
um+4

Υm+2
m+2,m+3Υ

m+1
m+1,m+2Υ

m+3
m+3,m+4 .

Нарештi, наслiдком попереднiх рiвностей i спiввiдношення (2.71) є наступнi
диференцiальнi представлення для σm+1, σm+2, σm+3 та σm+4 :

σm+1 = d

(
Tm+1

ξum+1

)
, σm+2 = d

(
Tm+2

ξum+2

− 1

2
Υm+1

m+1,m+2
T 2

m+1

ξ2
um+2

)
, (2.72)

σm+3 = d

(
Tm+3

ξum+3
− 1

2Υ
m+1
m+1,m+3

T 2
m+1

ξ2
um+3

−Υm+1
m+2,m+3

Tm+1Tm+2

ξ2
um+3

−

−1
2Υ

m+2
m+2,m+3

T 2
m+2

ξ2
um+3

+ 1
3Υ

m+1
m+1,m+2Υ

m+1
m+2,m+3

T 3
m+1

ξ3
um+3

)
+

+Υm+1
m+1,m+2Υ

m+2
m+2,m+3 σ

(1)
m+3 ,

(2.73)

σm+4 = d

(
Tm+4

ξum+4
− 1

2Υ
m+1
m+1,m+4

T 2
m+1

ξ2
um+4

−Υm+1
m+3,m+4

Tm+1Tm+3

ξ2
um+4

−

−Υm+1
m+2,m+4

Tm+1Tm+2

ξ2
um+4

− 1
2Υ

m+2
m+2,m+4

T 2
m+2

ξ2
um+4

−Υm+2
m+3,m+4

Tm+2Tm+3

ξ2
um+3

+

+1
3Υ

m+1
m+1,m+2Υ

m+1
m+2,m+4

T 3
m+1

ξ3
um+4

− 1
2Υ

m+3
m+3,m+4

T 2
m+3

ξ2
um+4

+

+1
3Υ

m+1
m+1,m+3Υ

m+1
m+3,m+4

T 3
m+1

ξ3
um+4

− 1
4Υ

m+1
m+1,m+2Υ

m+1
m+2,m+3Υ

m+1
m+3,m+4

T 4
m+1

ξ4
um+4

+

+1
3Υ

m+2
m+2,m+3Υ

m+2
m+3,m+4

T 3
m+2

ξ3
um+4

)
+ Υm+1

m+1,m+2Υ
m+2
m+2,m+4 σ

(1,2)
m+4+

+Υm+1
m+1,m+2Υ

m+2
m+3,m+4 σ

(2,2)
m+4 + Υm+1

m+1,m+3Υ
m+2
m+3,m+4 σ

(3,2)
m+4+

+Υm+3
m+3,m+4Υ

m+1
m+1,m+3 σ

(4,3)
m+4 + Υm+1

m+2,m+3Υ
m+1
m+3,m+4 σ

(5,1)
m+4+

+Υm+1
m+2,m+3Υ

m+2
m+3,m+4 σ

(6,2)
m+4 + Υm+1

m+2,m+3Υ
m+3
m+3,m+4 σ

(7,3)
m+4−

−Υm+1
m+1,m+2Υ

m+1
m+2,m+3Υ

m+2
m+3,m+4 σ

(8,2)
m+4 −Υm+1

m+1,m+2Υ
m+1
m+2,m+3Υ

m+3
m+3,m+4×

×σ
(9,3)
m+4 + Υm+2

m+2,m+3Υ
m+1
m+3,m+4 σ

(10,1)
m+4 + Υm+2

m+2,m+3Υ
m+3
m+3,m+4 σ

(11,3)
m+4 −

−Υm+2
m+2,m+3Υ

m+1
m+1,m+2Υ

m+1
m+3,m+4 σ

(12,1)
m+4 −Υm+2

m+2,m+3Υ
m+1
m+1,m+2×

×Υm+2
m+3,m+4 σ

(13,2)
m+4 −Υm+2

m+2,m+3Υ
m+1
m+1,m+2Υ

m+3
m+3,m+4 σ

(14,3)
m+4 ,

(2.74)
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де

σ
(1)
m+3 :=

T 2
m+1

ξ3
um+3

(
dTm+2 − Tm+2

ξum+3

dξum+3

)
, (2.75)

i σ
(`,r)
m+4 , ` = 1, 2, . . . , 14 визначаються наступними рiвностями:

σ
(`,r)
m+4 :=





T 2
m+1

ξ3
um+4

g(r) при ` = 1, 2, 3, 4,

2 Tm+1Tm+2

ξ3
um+4

g(r) при ` = 5, 6, 7,

T 3
m+1

ξ4
um+4

g(r) при ` = 8, 9,

T 2
m+2

ξ3
um+4

g(r) при ` = 10, 11,

T 2
m+1Tm+2

ξ4
um+4

g(r) при ` = 12, 13, 14,

(2.76)

де g(r) := dTm+r − Tm+r

ξum+4
dξum+4

.

Теорема 2.2.7. Якщо Am
n = S ⊕s N i dimCN ≤ 3 , тодi справедлива

рiвнiсть (2.63).

Доведення. З рiвностi (2.72) для σm+1 , маємо

σm+1 = d

(
Tm+1

ξum+1

)
=: dτm+1 .

Тепер, рiвнiсть
∫

Cζ(0,R) σm+1 = 0 доводиться як i в теоремi 2.2.6.
Розглянемо σm+2 з рiвностi (2.72), яке є повним диференцiалом деякої

функцiї вiд змiнних Tm+1

ξum+2
, Tm+2

ξum+2
. При вiдображеннi (x, y, z) →

(
Tm+1

ξum+2
, Tm+2

ξum+2

)

коло Cζ(0, R) вiдображається в замкнену гладку криву ˜̃
C (жорданову або нi)

i особливiсть ξum+2
= 0 вiдображається в ∞ . Як наслiдок, внутрiшнiсть кривої

˜̃
C не мiстить особливих точок. Тодi за теоремою Кошi у просторi C2 [30, p.
334], маємо:

∫

Cζ(0,R)

σm+2(x, y, z) =

∫

˜̃
C

σm+2

(
Tm+1

ξum+2

,
Tm+2

ξum+2

)
= 0.

Нарештi, доведемо рiвнiсть (2.69) для k = m + 3 . В роботi [55] описано
всi комутативнi асоцiативнi нiльпотентнi алгебри наж полем C розмiрностей
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1, 2, 3 . З результатiв роботи [55] (Таблиця 1) випливає, що всi згаданi алгебри
завжди задовольняють спiввiдношення Υm+1

m+1,m+2Υ
m+2
m+2,m+3 = 0 . Тому з рiвностi

(2.73) випливає, що при умовах теореми σm+3 зажди є повним диференцiалом
деякої функцiї вiд змiнних Tm+1

ξum+3
, Tm+2

ξum+3
, Tm+3

ξum+3
.

Тепер, як i ранiше, при вiдображеннi (x, y, z) →
(

Tm+1

ξum+3
, Tm+2

ξum+3
, Tm+3

ξum+3

)
коло

Cζ(0, R) вiдображається на гладку криву Ĉ (жорданову чи нi) i особливiсть
ξum+3

= 0 вiдображається в ∞ . Тому внутрiшнiсть кривої Ĉ не мiстить
особливих точок. Тодi за теоремою Кошi у просторi C3 [30, с. 334], маємо:

∫

Cζ(0,R)

σm+3(x, y, z) =

∫

Ĉ

σm+3

(
Tm+1

ξum+3

,
Tm+2

ξum+3

,
Tm+3

ξum+3

)
= 0.

Таким чином, рiвнiсть (2.63) є наслiдком останної рiвностi i рiвностi (2.68).
Теорему доведено.

Зауважимо, що з теореми 2.2.7 випливає формула (2.62) для моногенних
функцiй в тривимiрнiй алгебрi A3 (див. [192]) i в тривимiрнiй алгебрi A2 , яка
вивчалась в роботi [145].

Теорема 2.2.8. Нехай Am
n = S ⊕s N i dimCN = 4 . Тодi рiвнiсть (2.63)

справедлива, якщо виконуються наступнi умови:

Υm+1
m+1,m+2Υ

m+2
m+2,m+3 = Υm+1

m+1,m+2Υ
m+2
m+2,m+4 = Υm+1

m+1,m+3Υ
m+2
m+3,m+4 =

= Υm+3
m+3,m+4Υ

m+1
m+1,m+3 = Υm+1

m+2,m+3Υ
m+1
m+3,m+4 = Υm+1

m+2,m+3Υ
m+2
m+3,m+4 =

= Υm+1
m+2,m+3Υ

m+3
m+3,m+4 = Υm+1

m+1,m+2Υ
m+1
m+2,m+3Υ

m+2
m+3,m+4 =

= Υm+1
m+1,m+2Υ

m+1
m+2,m+3Υ

m+3
m+3,m+4 = Υm+2

m+2,m+3Υ
m+1
m+3,m+4 =

= Υm+2
m+2,m+3Υ

m+3
m+3,m+4 = Υm+2

m+2,m+3Υ
m+1
m+1,m+2Υ

m+1
m+3,m+4 =

= Υm+2
m+2,m+3Υ

m+1
m+1,m+2Υ

m+2
m+3,m+4 = Υm+2

m+2,m+3Υ
m+1
m+1,m+2Υ

m+3
m+3,m+4 = 0.

(2.77)

Доведення. З рiвностей (2.73) i (2.74) очевидно, що при умовах
(2.77) вирази для σm+3 i σm+4 є повними диференцiалами. Далi доведення
завершується подiбно до доведення теореми 2.2.7. Теорему доведено.

Далi розглянемо приклади алгебр, якi задовольняють спiввiдношення
(2.77).
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Приклади.

• Розглянемо алгебру з базисом {I1 := 1, I2, I3, I4, I5} i правилами множення:

I2
2 = I3 , I2 I4 = I5,

а решта добуткiв нулi (для нiльпотентної пiдалгебри див. [126], таблиця 21,
алгебра J69 i [56], с. 590, алгебра A1,4 ).

• Розглянемо алгебру з базисом {I1 := 1, I2, I3, I4, I5} i правилами множення:

I2
2 = I3,

а решта добуткiв нулi (для нiльпотентної пiдалгебри див. [56], с. 590,
алгебра A1,2 ⊕ A2

0,1 ).

• Алгебра з базисом {I1 := 1, I2, I3, I4, I5} i правилами множення:

I2
2 = I3 , I2

4 = I5,

а решта добуткiв нулi (для нiльпотентної пiдалгебри див. [56], с. 590,
алгебра A1,2 ⊕ A1,2 ).

• Алгебра з базисом {I1 := 1, I2, I3, I4, I5} i правилами множення:

I2
2 = I3 , I2 I3 = I4,

а решта добуткiв нулi (для нiльпотентної пiдалгебри див. [126], таблиця 21,
алгебра J71 ).

Тепер розглянемо приклад алгебри, яка не задовольняє умови (2.77).
Бiльше того, виберемо вектори e1, e2, e3 вигляду (2.4) такi, що рiвнiсть (2.63)
не виконується.

Приклад 2.2.1.

Розглянемо алгебру A5 з базисом {1, ρ, ρ2, ρ3, ρ4} , де ρ5 = 0 (див. [151]
i [171], параграф 11). Тут n = 5 , m = 1 . Очевидно, що Υ2

2,3Υ
3
3,4 = 1 i

спiввiдношення (2.77) не виконуються. Розглянемо вектори:

e1 = 1, e2 = i + ρ2 + ρ4, e3 = (1− i)ρ +

(
1

4
− 3

4
i

)
ρ3,
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якi лiнiйно незалежнi над R i задовольняють умову

e2
1 + e2

2 + e2
3 = 0.

Нехай ζ = xe1 + ye2 + ze3 . В алгебрi A5 для заданого ζ , маємо

ξu2
= ξu3

= ξu4
= ξu5

= x + iy =: ξ .

Обернений елемент ζ−1 має вигляд (2.64), де

Ã0 =
1

ξ
, Ã1 =

z(i− 1)

ξ2 , Ã2 = − y

ξ2 +
z2(1− i)2

ξ3 ,

Ã3 =
1

4

z(3i− 1)

ξ2 +
2yz(1− i)

ξ3 − z3(1− i)3

ξ4 ,

Ã4 = − y

ξ2 +
y2 + 1

2z
2(1− i)(1− 3i)

ξ3 − 3yz2(1− i)2

ξ4 +
z4(1− i)4

ξ5 .

Покладемо

Cζ(0, R) := {ζ = xe1 + ye2 ∈ E3 : x2 + y2 = R2}. (2.78)

На колi iнтерування (2.78) маємо:

Ã0 =
1

ξ
, Ã1 = Ã3 = 0, Ã2 = − y

ξ2 , Ã4 = − y

ξ2 +
y2

ξ3 . (2.79)

Наслiдком рiвностей (2.71), (2.79) на колi (2.78) маємо наступний вираз

σ5 =

(
1

ξ
− y

ξ2

)
dy +

(
− y

ξ2 +
y2

ξ3

)
dξ.

Легко обчислити, що ∫

Cζ(0,R)

σ5 =
πi

2

i ∫

Cζ(0,R)

σ1 =

∫

|ξ|=R

dξ

ξ
= 2πi,

∫

Cζ(0,R)

σk = 0, k = 2, 3, 4.
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Тому
λ =

∫

Cζ(0,R)

ζ−1dζ = 2πi +
πi

2
ρ4.

Тепер вкажемо достатнi умови на вибiр векторiв (2.4), для яких
справедлива рiвнiсть (2.63). Алгебра Am

n подається у виглядi Am
n = S ⊕s N .

Зауважимо, що умова ζ ∈ E3 ⊂ S означає, що в розкладi (2.4) ak = bk = 0 при
всiх k = m + 1, . . . , n .

Теорема 2.2.9. Якщо Am
n = S ⊕s N i ζ ∈ E3 ⊂ S , то справедлива

рiвнiсть (2.63).

Доведення. Оскiльки ζ ∈ S , то Tk = 0 при k = m + 1, . . . , n . Iз (2.66)
i (2.65) випливає, що Ãk = 0 , i тепер (2.71) випливає з σk = 0 при k =

m+1, . . . , n . Рiвнiсть (2.63) є наслiдком рiвностi σk = 0 i спiввiдношення (2.68).

Зауважимо, що по сутi теорема 2.2.9 узагальнює теорему 3 з роботи [190].
Тепер розглянемо випадок ζ /∈ S . Якщо Am

n = S ⊕s N i dimCN ≤ 3 , тодi
за теоремою 2.2.7 рiвнiсть (2.63) справедлива для довiльного ζ ∈ E3 .

Теорема 2.2.10. Нехай Am
n = S⊕s N i dimCN = 4 . Тодi рiвнiсть (2.63)

справедлива, якщо виконуються наступнi двi умови:

1. am+1 = bm+1 = 0 ;

2. виконується хоча б одне iз спiввiдношень am+2 = bm+2 = 0 або am+3 =

bm+3 = 0 .

Доведення. Iз умов теореми випливає, що Tm+1 = 0 i виконується хоча
б одна iз рiвностей Tm+2 = 0 або Tm+3 = 0 . Для доведення (2.63) необхiдно
довести рiвнiсть (2.69) для k = m + 1, . . . , m + 4 . Рiвнiсть (2.69) доведена в
теоремi 2.2.7 для k = m+1,m+2 . При умовi Tm+1 = 0 з (2.75) маємо σ

(1)
m+3 = 0 .

Оскiльки тепер σm+3 є повним диференцiалом, то подiбно до доведення теореми
2.2.7 доводиться рiвнiсть (2.69) для k = m + 3 .

Бiльше того, за умов теореми iз рiвностi (2.76) випливають рiвностi σ
(`,r)
m+4 =

0 для всiх ` = 1, . . . , 14 . Тому, σm+4 є повним диференцiалом i подiбно до
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доведення теореми 2.2.7 доводиться рiвнiсть (2.69) для k = m + 4 . Теорему
доведено.

Зауваження 2.2.8. В роботi [186] аналог iнтегральної формули Кошi 2.2.4

i всi наслiдки з неї узагальнено для моногенних функцiй змiнної
k∑

r=1
xrer , де

2 ≤ k ≤ 2n .
Наступна теорема мiстить критерiй моногенностi функцiї в алгебрi Am

n i є
наслiдком зауваження 2.1.3 i теорем 2.1.3, 2.1.5, 2.2.2, 2.2.3 та 2.2.4.

Теорема 2.2.11. Функцiя Φ : Ωζ → Am
n є моногенною в областi

Ωζ тодi i тiльки тодi, коли компоненти Uk : Ω → C розкладу (2.34) є
R -диференцiйовними функцiями в областi Ω i виконуються умови (2.6) в
кожнiй точцi областi Ωζ .

Якщо fu(E3) = C при всiх u = 1, 2, . . . , m , то функцiя Φ : Ωζ → Am
n є

також моногенною тодi i тiльки тодi, коли виконується одна з наступних
умов:

1) для кожної точки ζ0 ∈ Ωζ знайдеться окiл, в якому функцiя Φ

розкладається у степеневий ряд

Φ(ζ) =
∞∑

k=0

ck(ζ − ζ0)
k;

2) функцiя Φ неперервна в областi Ωζ i задовольняє умову (2.57) для
кожного трикутника 4ζ такого, що його замикання 4ζ ⊂ Ωζ .

Якщо fu(E3) = C при всiх u = 1, 2, . . . , m i, крiм того, область Ω є
опуклою в напрямку прямих Lu , то функцiя Φ : Ωζ → Am

n є моногенною
тодi i тiльки тодi, коли iснує єдиний набiр з m голоморфних в областi Du

функцiй Fu , u = 1, 2, . . . , m i єдиний набiр з n−m голоморфних в областi Dus

функцiй Gs , s = m + 1, . . . , n таких, що в областi Ωζ функцiя Φ подається
у виглядi (2.25).

Доведення. В зауваженнi 2.1.1 до теореми 2.1.3 показано, що
моногеннiсть функцiї Φ , розкладеної за базисом алгебри у виглядi (2.34),
еквiвалентна R -диференцiйовностi компонент Uk та виконанню умов (2.6).
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Доведемо еквiвалентнiсть умови 1) i моногенностi функцiї Φ за умови
fu(E3) = C при всiх u = 1, 2, ..., m . Розглянемо звуження функцiї Φ на окiл
точки ζ0 , який повнiстю мiститься в областi Ωζ i представимо функцiю Φ в
цьому околi формулою вигляду (2.59). Тепер аналогiчно до того, як доводиться
розклад голоморфної функцiї комплексної змiнної у степеневий ряд (див.,
наприклад, [160, c. 196]), з використанням теореми 2.2.4 доводиться розклад
моногенної функцiї у степеневий ряд

Φ(ζ) =
∞∑

k=0

ck(ζ − ζ0)
k. (2.80)

З iншого боку, ряд (2.80) визначає моногенну функцiю в областi його збiжностi.
Еквiвалентнiсть умови 2) i моногенностi функцiї Φ випливає з теорем 2.2.2,

2.2.3.
Нарештi, для доведення еквiвалентностi моногенностi функцiї Φ ,

визначеної в областi, що є опуклою в напрямку прямих Lu , u = 1, 2, ..., m ,
i ї ї представлення у виглядi (2.25) досить зауважити, що функцiя (2.25) є
моногенною в областi Ωζ . При цьому єдинiсть набору голоморфних функцiй
Fu та Gs з (2.25) доведено в зауваженнi 2.1.3. Теорему доведено.

2.3. Аналог iнтегральної теореми Кошi для

поверхневого iнтеграла в комутативних алгебрах

Результати цього пiдроздiлу опублiковано в роботi [150].

2.3.1. Поверхневi iнтеграли по квадровних поверхнях

Розглянемо поняття квадровної поверхнi в R3 .
Множина Σ називається поверхнею у просторi R3 , якщо Σ є

гомеоморфним образом квадрата G := [0, 1] × [0, 1] (див., наприклад, [162,
c. 24]).

Через Σε позначимо ε -окiл поверхнi Σ , тобто множину Σε := {(x, y, z) ∈
R3 :

√
(x− x1)2 + (y − y1)2 + (z − z1)2 ≤ ε, (x1, y1, z1) ∈ Σ}.
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Вiдстанню Фреше d(Σ, Λ) мiж поверхнями Σ i Λ називається iнфiмум
дiйсних чисел ε , для яких виконуються спiввiдношення Σ ⊂ Λε , Λ ⊂ Σε (див.,
наприклад, [81]). Послiдовнiсть багатогранникiв Λn називається рiвномiрно
збiжною до поверхнi Σ , якщо d(Λn, Σ) → 0 при n →∞ (див., наприклад, [162,
c. 121]).

Площею Лебега поверхнi Σ називається величина

L(Σ) := inf lim inf
n→∞

L(Λn),

де iнфiмум береться по усiх послiдовностях Λn , рiвномiрно збiжних до Σ (див.,
наприклад, [162, c. 468]), а L(Λn) — площа багатогранника Λn .

Нехай поверхня Σ має скiнченну площу Лебега, тобто L(Σ) < ∞ . Тодi за
теоремою Л. Чезарi [59, c. 544] iснує параметризацiя поверхнi

Σ =
{
f(u, v) :=

(
x(u, v), y(u, v), z(u, v)

)
: (u, v) ∈ G

}

така, що якобiани

A :=
∂y

∂u

∂z

∂v
− ∂y

∂v

∂z

∂u
, B :=

∂z

∂u

∂x

∂v
− ∂z

∂v

∂x

∂u
, C :=

∂x

∂u

∂y

∂v
− ∂x

∂v

∂y

∂u
(2.81)

iснують м.в. на квадратi G i

L(Σ) =

∫

G

√
A2 + B2 + C2 dudv. (2.82)

У випадку, коли L(Σ) < ∞ i рiвнiсть (2.82) виконується для заданої
параметризацiї Σ , поверхню Σ будемо називати квадровною.

Сформулюємо деякi достатнi умови квадровностi поверхнi Σ .

1. Якщо Σ спрямлювана поверхня (тобто, лiпшицевий образ квадрата), то
з [162, IV.4.28, IV.4.1 (e)] випливає, що Σ квадровна.

2. Нехай компоненти x(u, v), y(u, v), z(u, v) вiдображення f абсолютно
неперервнi за Тонеллi (див., наприклад, [176, с. 169]). Нехай, крiм
того, в якобiанах A,B,C вiдображення f в кожному з добуткiв ∂y

∂u
∂z
∂v ,

∂y
∂v

∂z
∂u ,

∂z
∂u

∂x
∂v ,

∂z
∂v

∂x
∂u ,

∂x
∂u

∂y
∂v ,

∂x
∂v

∂y
∂u одна частинна похiдна належать класу
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iнтегровних функцiй Lp(G) на G , а iншi частиннi похiднi належать
Lq(G) , де 1

p + 1
q = 1 . Тодi Σ квадровна (див. [162, V.2.26]). Вiдмiтимо,

що для спрямлюваної поверхнi Σ , компоненти x(u, v), y(u, v), z(u, v)

вiдображення f абсолютно неперервнi за Тонеллi (див., наприклад, [176,
с. 169]).

3. Якщо двi компоненти вiдображення f(u, v) є функцiями Лiпшиця i третя
компонентна абсолютно неперервна за Тонеллi, то Σ квадровна (див. [162,
V.2.28]).

Тепер визначимо поверхневi iнтеграли по квадровних поверхнях.
Замкнену поверхню Γ ⊂ R3 будемо розумiти як образ сфери при

гомеоморфному вiдображеннi, яке вiдображає хоча б одне коло на спрялювану
криву. Iншими словами, замкнена поверхня Γ є об’єднанням двох поверхонь Γ1 ,
Γ2 , для яких Γ1 ∩ Γ2 =: γ є замкненою жордановою спрямлюваною кривою.
Нехай поверхнi Γ1 , Γ2 заданi параметрично:

Γ1 =
{
f1(u, v) :=

(
x1(u, v), y1(u, v), z1(u, v)

)
: (u, v) ∈ G

}
,

Γ2 =
{
f2(u, v) :=

(
x2(u, v), y2(u, v), z2(u, v)

)
: (u, v) ∈ G

}
.

Замкнена поверхня Γ називається квадровною , якщо поверхнi Γ1 i Γ2

квадровнi.
Для замкненої квадровної поверхнi Γ i неперервної функцiї F : Γ → R

визначимо iнтеграли по Γ рiвностями
∫

Γ

F (x, y, z) dydz :=

∫

G

F
(
x1(u, v), y1(u, v), z1(u, v)

)
A1 dudv−

−
∫

G

F
(
x2(u, v), y2(u, v), z2(u, v)

)
A2 dudv, (2.83)

∫

Γ

F (x, y, z) dzdx :=

∫

G

F
(
x1(u, v), y1(u, v), z1(u, v)

)
B1 dudv−

−
∫

G

F
(
x2(u, v), y2(u, v), z2(u, v)

)
B2 dudv, (2.84)
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∫

Γ

F (x, y, z) dxdy :=

∫

G

F
(
x1(u, v), y1(u, v), z1(u, v)

)
C1 dudv−

−
∫

G

F
(
x2(u, v), y2(u, v), z2(u, v)

)
C2 dudv (2.85)

з якобiанами Ak, Bk, Ck вiдображення fk вигляду (2.81) при k = 1, 2 .
Легко переконатися у коректностi означень (2.83) — (2.85). Справдi,

значення правих частин iнтегралiв в рiвностях (2.83) — (2.85) однаковi для усiх
параметризацiй f1 , f2 , для яких площi L(Γ1) , L(Γ2) подаються рiвностями
вигляду (2.82), i значення правих частин iнтегралiв в рiвностях (2.83) — (2.85)
не залежать вiд вибору спрямлюваної кривої γ , яка розбиває Γ на двi частини.

Лема 2.3.1. Якщо Γ замкнена квадровна поверхня, то∫

Γ

dydz =

∫

Γ

dzdx =

∫

Γ

dxdy = 0. (2.86)

Доведення. За означенням∫

Γ

dydz =

∫

G

A1 dudv −
∫

G

A2 dudv. (2.87)

З результатiв Радо [162, V.2.64 (iii) , IV.4.21 (iii3) ] випливає, що для поверхонь
Γ1 , Γ2 справедливi наступнi рiвностi:∫

G

Ak dudv =

∫

∂G

ydz, k = 1, 2, (2.88)

де праву частину iнтеграла розумiємо як iнтеграл Лебега–Стiлтьєса, який
беремо по межi ∂G поверхнi G в додатному напрямку. Тепер з рiвностей (2.87),
(2.88) маємо, що перший iнтеграл в (2.86) дорiвнює нулю. Iншi рiвностi (2.86)
доводяться аналогiчно. Лему доведено.

2.3.2. Гiперголоморфнi функцiї в комутативнiй банаховiй алгебрi

i допомiжнi результати

Будемо казати, що функцiя вигляду (2.52) є гiперголоморфною в областi
Ωζ , якщо її дiйснозначнi компоненти Uk, Vk є диференцiйовними в Ω i
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виконуються наступнi умови в кожнiй точцi областi Ωζ :

∂Ψ

∂x
e1 +

∂Ψ

∂y
e2 +

∂Ψ

∂z
e3 = 0. (2.89)

В науковiй лiтературi використовуються рiзнi назви для функцiй, якi
задовольняють рiвняння вигляду (2.89). Наприклад, в роботах [62, 196, 199]
такi функцiї називають регулярними, а в роботах [46, 52, 175] — моногенними
функцiями. Ми будемо використовувати термiнологiю робiт [96,107,197].

Нехай Ω — обмежена замкнена множина в R3 . Для неперервної функцiї
Ψ : Ωζ → Am

n вигляду (2.52) означимо об’ємний iнтеграл рiвнiстю
∫

Ωζ

Ψ(ζ)dxdydz :=
n∑

k=1

Ik

∫

Ω

Uk(x, y, z)dxdydz + i

n∑

k=1

Ik

∫

Ω

Vk(x, y, z)dxdydz.

Нехай Γ — замкнена квадровна поверхня в R3 . Для неперервної функцiї
Ψ : Γζ → Am

n вигляду (2.52), де (x, y, z) ∈ Γ i Uk : Γ → R , Vk :

Γ → R , означимо поверхневий iнтеграл по Γζ з диференцiальною формою
σ := dydze1 + dzdxe2 + dxdye3 рiвнiстю

∫

Γζ

Ψ(ζ)σ :=
n∑

k=1

e1Ik

∫

Γ

Uk(x, y, z)dydz +
n∑

k=1

e2Ik

∫

Γ

Uk(x, y, z)dzdx+

+
n∑

k=1

e3Ik

∫

Γ

Uk(x, y, z)dxdy + i

n∑

k=1

e1Ik

∫

Γ

Vk(x, y, z)dydz+

+i

n∑

k=1

e2Ik

∫

Γ

Vk(x, y, z)dzdx + i

n∑

k=1

e3Ik

∫

Γ

Vk(x, y, z)dxdy,

де iнтеграли в правiй частинi рiвностi визначенi рiвностями (2.83) — (2.85).

Наступна лема є наслiдком леми 2.3.1 i означення σ .

Лема 2.3.2. Якщо Γ — замкнена квадровна поверхня, то
∫

Γζ

σ = 0. (2.90)
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Введемо евклiдову норму ‖a‖ :=
( n∑
k=1

|ak|2
)1/2 в алгебрi Am

n , де a =

n∑
k=1

akIk i ak ∈ C при k = 1, n .

Нехай Γ — замкнена квадровна поверхня в R3 . Для неперервної функцiї
U : Γζ → R , означимо поверхневий iнтеграл по Γζ з диференцiальною формою
‖σ‖ рiвнiстю ∫

Γζ

U(xe1 + ye2 + ze3)‖σ‖ :=

=

∫

G

U
(
x1(u, v)e1 + y1(u, v)e2 + z1(u, v)e3

)√
A2

1 + B2
1 + C2

1 dudv−

−
∫

G

U
(
x2(u, v)e1 + y2(u, v)e2 + z2(u, v)e3

)√
A2

2 + B2
2 + C2

2 dudv.

Лема 2.3.3. Якщо Γ — замкнена квадровна поверхня i функцiя Ψ : Γζ →
Am

n неперервна, то
∥∥∥∥∥

∫

Γζ

Ψ(ζ)σ

∥∥∥∥∥ ≤ 3nM

∫

Γζ

‖Ψ(ζ)‖‖σ‖,

де M := max
1≤s≤n

{‖e1Is‖, ‖e2Is‖, ‖e3Is‖} .
Доведення. Користуючись представленням (2.52), де (x, y, z) ∈ Γ ,

отримаємо
∥∥∥∥∥
∫

Γζ

Ψ(ζ)σ

∥∥∥∥∥ ≤
n∑

k=1

‖e1ek‖
∫

Γ

∣∣Uk(x, y, z) + iVk(x, y, z)
∣∣ dydz+

+
n∑

k=1

‖e2ek‖
∫

Γ

∣∣Uk(x, y, z) + iVk(x, y, z)
∣∣ dzdx+

+
n∑

k=1

‖e3ek‖
∫

Γ

∣∣Uk(x, y, z) + iVk(x, y, z)
∣∣ dxdy ≤ 3nM

∫

Γζ

‖Ψ(ζ)‖‖σ‖ .

Лему доведено.
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Якщо однозв’язна область Ω ⊂ R3 має замкнену кусково-гладку межу ∂Ω

i функцiя Ψ : Ωζ → Am
n неперервна разом з частинними похiдними першого

порядку аж до межi ∂Ωζ , то наступна рiвнiсть випливає з класичної формули
Остроградського–Гауса:

∫

∂Ωζ

Ψ(ζ)σ =

∫

Ωζ

(
∂Ψ

∂x
e1 +

∂Ψ

∂y
e2 +

∂Ψ

∂z
e3

)
dxdydz . (2.91)

Доведемо наступну теорему аналогiчно до доведення теореми 9 [199] i
теореми 1 [96], де розглядаються функцiї зi значеннями в алгебрi кватернiонiв.

Теорема 2.3.1. Нехай ∂P — межа замкненого куба P , який мiститься
в областi Ω i функцiя Ψ : Ωζ → Am

n гiперголоморфна в областi Ωζ . Тодi
виконується наступна рiвнiсть:

∫

∂Pζ

Ψ(ζ)σ = 0.

Доведення. Припустимо, що
∥∥∫

∂Pζ
Ψ(ζ)σ

∥∥ = K.

Позначимо через S площу поверхнi ∂P . Подiлимо P на 8 рiвних кубiв i
позначимо через P 1 такий куб, для якого

∥∥∫
∂P 1

ζ
Ψ(ζ)σ

∥∥ ≥ K/8 . Очевидно, що
поверхня ∂P 1 має площу S/4 .

Продовжуючи цей процес, ми отримаємо послiдовнiсть вкладених кубiв P s

iз площами S/4s поверхонь ∂P s , якi задовольняють нерiвностi
∥∥∥∥∥

∫

∂P s
ζ

Ψ(ζ)σ

∥∥∥∥∥ ≥ K/8s. (2.92)

За принципом Кантора iснує єдина, спiльна для всiх кубiв P s , точка ζ0 :=

x0e1+y0e2+z0e3 . Оскiльки функцiя Ψ вигляду (2.52) i дiйснозначнi компоненти
Uk, Vk диференцiйовнi в Ω , то в околi точки ζ0 маємо розклад

Ψ(ζ) = Ψ(ζ0) + ∆x
∂Ψ(ζ0)

∂x
+ ∆y

∂Ψ(ζ0)

∂y
+ ∆z

∂Ψ(ζ0)

∂z
+ δ(ζ, ζ0)ρ,

де ∆x := x − x0 , ∆y := y − y0 , ∆z := z − z0 , i δ(ζ, ζ0) — нескiнченно мала
функцiя при ρ := ‖ζ − ζ0‖ → 0 .
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Тому для всiх достатньо малих кубiв, маємо
∫

∂P s
ζ

Ψ(ζ)σ = Ψ(ζ0)

∫

∂P s
ζ

σ +
∂Ψ(ζ0)

∂x

∫

∂P s
ζ

∆xσ +
∂Ψ(ζ0)

∂y

∫

P s
ζ

∆yσ+

∂Ψ(ζ0)

∂z

∫

∂P s
ζ

∆zσ +

∫

∂P s
ζ

δ(ζ, ζ0)ρ σ =
5∑

r=1

Jr.

Згiдно формули (2.91), J1 = 0 . Користуючись (2.91) i беручи до уваги
рiвнiсть (2.89), отримаємо

J2 + J3 + J4 =
∂Ψ(ζ0)

∂x
e1Vs +

∂Ψ(ζ0)

∂y
e2Vs +

∂Ψ(ζ0)

∂z
e3Vs = 0,

де через Vs позначено об’єм кубу P s .
Вiдмiтимо, що для довiльного ε > 0 iснує число s0 таке, що нерiвнiсть

‖δ(ζ, ζ0)‖ < ε виконується для всiх кубiв P s при s > s0 . Вiдмiтимо також,
що ρ не бiльше, нiж дiагональ P s , тобто ρ ≤

√
S

2s
√

2
. Тому, користуючись лемою

2.3.3 i згаданими вище нерiвностями для δ(ζ, ζ0) i ρ , отримаємо
∥∥∥∥∥

∫

∂P s
ζ

Ψ(ζ)σ

∥∥∥∥∥ = ‖J5‖ ≤ 3nM

∫

∂P s
ζ

ρ ‖δ(ζ, ζ0)‖ ‖σ‖ ≤ 3nM

√
S

2s
√

2

S

4s
ε . (2.93)

Iз спiввiдношень (2.92) i (2.93) випливає, що K ≤ c ε , де константа c

не залежить вiд ε . Перейшовши до границi в останнiй рiвностi при ε → 0 ,
отримаємо рiвнiсть K = 0 . Теорему доведено.

2.3.3. Аналог iнтегральної теореми Кошi для поверхневого

iнтеграла

Встановимо аналог iнтегральної теореми Кошi для поверхневого iнтеграла
по межi ∂Ωζ у випадку, коли функцiя Ψ : Ωζ → Am

n гiперголоморфна в областi
Ωζ i неперервна в замиканнi Ωζ цiєї областi.

Для таких функцiй розглянемо модуль неперервностi

ωΩζ
(Ψ, δ) := sup

ζ1,ζ2∈Ωζ ,‖ζ1−ζ2‖≤δ

‖Ψ(ζ1)−Ψ(ζ2)‖.
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Верхньою площею Мiнковського множини ∂Ω (див., наприклад, [127,
с. 79]) називається величина

M∗(∂Ω) := lim sup
ε→0

V (∂Ωε)

2ε
,

де через V (∂Ωε) позначено об’єм ∂Ωε .

Теорема 2.3.2. Нехай межею ∂Ω однозв’язної областi Ω ⊂ R3 є
замкнена квадровна поверхня для якої M∗(∂Ω) < ∞ , i Ω має квадровнi
перетини з площинами, перпендикулярними до координатних осей. Крiм
того, нехай функцiя Ψ : Ωζ → Am

n гiперголоморфна в областi Ωζ i неперервна
в замиканнi Ωζ цiєї областi. Тодi справедлива рiвнiсть

∫

∂Ωζ

Ψ(ζ)σ = 0. (2.94)

Доведення. Оскiльки M∗(∂Ω) < ∞ , то iснує ε0 > 0 таке, що для всiх
ε ∈ (0, ε0) виконується нерiвнiсть

V (∂Ωε) ≤ c ε, (2.95)

де стала c не залежить вiд ε .
Вiзьмемо ε < ε0/

√
3 . Розiб’ємо простiр R3 на куби площинами,

перпендикулярними до координатних осей, з ребром ε . Тодi маємо рiвнiсть
∫

∂Ωζ

Ψ(ζ) σ =
∑

j

∫

∂(Ωζ∩Kj
ζ )

Ψ(ζ) σ +
∑

k

∫

∂Kk
ζ

Ψ(ζ) σ, (2.96)

де перша сума застосовується до кубiв Kj , для яких Kj ∩ ∂Ω 6= ∅ , а друга
сума застосовується до кубiв Kk , для яких Kk ⊂ Ω . За теоремою 2.3.1 друга
сума дорiвнює нулю.

Для оцiнки iнтеграла першої суми вiзьмемо точку ζj ∈ Ωζ∩Kj
ζ . Вiдмiтимо,

що дiаметр множини Ω ∩ Kj не перевищує ε
√

3 . Оскiльки Ω має квадровнi
перетини з площинами, перпендикулярними до осей координат, то мiра Лебега
меж згаданих вище перетинiв дорiвнює 0 , i вiдповiдно, множина ∂(Ωζ ∩ Kj

ζ )
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складається з квадровних поверхонь. Тому, беручи до уваги рiвнiсть (2.90), i
користуючись лемою 2.3.3, отримаємо

∥∥∥∥∥
∫

∂(Ωζ∩Kj
ζ )

Ψ(ζ)σ

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
∫

∂(Ωζ∩Kj
ζ )

(Ψ(ζ)−Ψ(ζj))σ

∥∥∥∥∥ ≤

≤ 3nM

∫

∂(Ωζ∩Kj
ζ )

‖Ψ(ζ)−Ψ(ζj)‖‖σ‖ ≤ 3nM ωΩζ
(Ψ, ε

√
3)

∫

∂(Ωζ∩Kj
ζ )

‖σ‖. (2.97)

Таким чином, наступна оцiнка є результатом рiвностi (2.96) i нерiвностi
(2.97): ∥∥∥∥∥

∫

∂Ωζ

Ψ(ζ) σ

∥∥∥∥∥ ≤ 3nMωΩζ
(Ψ, ε

√
3)

∑

j

∫

∂(Ωζ∩Kj
ζ )

‖σ‖ ≤

≤ 3nMωΩζ
(Ψ, ε

√
3)

( ∫

∂Ωζ

‖σ‖+ 6
∑

j

ε2
)

. (2.98)

Оскiльки
⋃

j Kj ⊂ Ωε
√

3 , то враховуючи нерiвнiсть (2.95), отримаємо
оцiнку ∑

j

ε3 ≤ V
(
∂Ωε

√
3
)
≤ cε

√
3 ,

з якої випливає ∑
j

ε2 ≤ c
√

3. (2.99)

Нарештi, наступна нерiвнiсть є результатом оцiнок (2.98) i (2.99):
∥∥∥∥∥

∫

∂Ωζ

Ψ(ζ)σ

∥∥∥∥∥ ≤ c1 ωΩζ
(Ψ, ε

√
3), (2.100)

де стала c1 не залежить вiд ε .
Для завершення доведення вiдмiтимо, що ωΩζ

(Ψ, ε
√

3) → 0 при ε → 0 з
урахуванням рiвномiрної неперервностi функцiї Ψ на Ωζ .

Теорема 2.3.2 є узагальненням теореми 1 [192], яку доведено в тривимiрнiй
комутативнiй алгебрi для функцiй, якi породжують розв’язки тривимiрного
рiвняння Лапласа.
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Вiдмiтимо також, що в роботi [97] доведено аналог теореми 2.3.2 для
гiперголоморфних функцiй зi значеннями в алгебрi кватернiонiв.

Зауваження 2.3.9.

1. Вiдмiтимо, що для поверхнi Σ в R3 iснують додатнi сталi c1 i c2 такi,
що

c1ε
3NΣ(ε) ≤ V (Σε) ≤ c2ε

3NΣ(ε) , (2.101)

де NΣ(ε) найменша кiлькiсть ε -куль, що покривають Σ (див. [49]).
Iз спiввiдношення (2.101) випливає, що нерiвнiсть (2.95) еквiвалентна

нерiвностi вигляду
NΣ(ε) ε2 ≤ c, (2.102)

де стала c не залежить вiд ε .
2. Враховуючи, що спрямлювана поверхня Σ є лiпшицевим образом

квадрата G i нерiвнiсть вигляду (2.102) справедлива для G , легко довести
нерiвнiсть (2.102) для Σ .

3. Поверхня Σ називається регулярною, якщо iснує додатна стала c така,
що

cε2 ≤ H2(Σ ∩B(x, ε)
) ∀x ∈ Σ ∀ ε ∈ (0; diam Σ] , (2.103)

де diam Σ — дiаметр Σ , а через B(x, ε) позначено вiдкриту кулю з центром
x i радiусом ε . Для поверхнi Σ в R3 , яка має скiнченну двовимiрну мiру
Хаусдорфа H2(Σ) , виконуються нерiвностi PΣ(ε)ε2 ≤ c1H2(Σ) < ∞ , де PΣ(ε)

— найбiльша кiлькiсть неперетинних ε -куль з центрорм в Σ i стала c1 не
залежить вiд ε (див. [41, с. 309]). Враховуючи нерiвнiсть NΣ(2ε) ≤ PΣ(ε)

(див. [127, с. 78]), отримаємо нерiвнiсть (2.102) для поверхнi Σ , яка задовольняє
умову (2.103).

2.4. Про моногеннi функцiї, що визначенi в рiзних

комутативних алгебрах

У цьому пiдроздiлi встановимо вiдповiднiсть мiж моногенною функцiєю
в довiльнiй скiнченновимiрнiй комутативнiй асоцiативнiй алгебрi i скiнченним
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набором моногенних функцiй в спецiальнiй комутативнiй асоцiативнiй алгебрi.
Результати цього пiдроздiлу опублiковано в роботах [32,37].

2.4.1. Характеристичне рiвняння в рiзних комутативних

алгебрах

Означення 2.4.1. Для диференцiального рiвняння

∑

α+β+γ=N

Cα,β,γ
∂NU

∂xα ∂yβ ∂zγ
= 0, Cα,β,γ ∈ R. (2.104)

наступне алгебраїчне рiвняння називається характеристичним:

X (1, e2, e3) :=
∑

α+β+γ=N

Cα,β,γ eβ
2 eγ

3 = 0 . (2.105)

Означення 2.4.2. Скажемо, що система полiномiальних над полем
C рiвнянь Q1 редукується до системи полiномiальних рiвнянь Q2 , якщо
система Q2 отримується з системи Q1 шляхом вiдкидання деякої кiлькостi
рiвнянь. В свою чергу, система Q2 є редукцiєю системи Q1 .

Вiдмiтимо, що для заданої системи полiномiальних рiвнянь Q1 редукована
система Q2 не єдина. Очевидним є наступне твердження.

Лема 2.4.1. Нехай система полiномiальних рiвнянь Q1 з комплексними
невiдомими t1, t2, . . . , tn має розв’язки i Q2 — будь-яка її редукована система
з невiдомими ti1, ti2, . . . , tik , де i1, i2, . . . , ik , k ≤ n , — попарно рiзнi елементи
множини {1, 2, . . . , n} . Тодi усi ti1, ti2, . . . , tik , якi задовольняють систему Q1

є розв’язками системи Q2 .

Наприклад, система рiвнянь

1 + a2
1 + b2

1 = 0,

1 + a2
2 + b2

2 = 0,

a2a3 + b2b3 = 0

(2.106)
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редукується до системи рiвнянь

1 + a2
2 + b2

2 = 0,

a2a3 + b2b3 = 0.
(2.107)

Твердження 2.4.1 означає, що всi значення a2, b2, a3, b3 , якi задовольняють
систему (2.106) є розв’язками системи (2.107).

Встановимо допомiжнi твердження.

Лема 2.4.2. Нехай в алгебрi Am
n iснує трiйка лiнiйно незалежних над

R векторiв 1, e2, e3 , якi задовольняють характеристичне рiвняння (2.105).
Тодi для кожного u ∈ {1, 2, . . . , m} характеристична система, породжена
рiвнянням X (Iu, e2Iu, e3Iu) = 0 є редукцiєю характеристичної системи,
породженої рiвнянням (2.105).

Доведення. Нехай лiва частина рiвняння (2.105) в базисi алгебри має
вигляд

X (1, e2, e3) =
∑

α+β+γ=N

Cα,β,γ eβ
2 eγ

3 =
n∑

k=1

Vk Ik = 0.

Вiдповiдно, характеристична система, породжена рiвнянням (2.105), має вигляд

V1 = 0,

. . . . . .

Vn = 0.

(2.108)

Тепер розглянемо характеристичну систему, породжену рiвнянням
X (Iu, e2Iu, e3Iu) = 0 . Маємо

X (Iu, e2Iu, e3Iu) =
∑

α+β+γ=N

Cα,β,γ Iu (e2Iu)
β (e3Iu)

γ =

= Iu

∑

α+β+γ=N

Cα,β,γ eβ
2 eγ

3 = Iu

n∑

k=1

Vk Ik = Vu + Iu

n∑

k=m+1

VkIk = 0. (2.109)

Вiдповiдно до правила 3 таблицi множення алгебри Am
n добуток Iu

n∑
k=m+1

VkIk

належить радикалу R . Таким чином, рiвняння (2.215) рiвносильне такiй
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характеристичнiй системi:

Vu = 0,

. . . . . .

Vk = 0 ∀ k ∈ {m + 1, . . . , n} : IuIk = Ik .

(2.110)

Очевидно, що система (2.110) є редукцiєю системи (2.108). Лему доведено.
Позначимо через Rad e2 частину вектора e2 з розкладу (2.4), яка

мiститься в його радикалi, тобто Rad e2 :=
n∑

r=m+1
arIr . Аналогiчно, Rad e3 :=

n∑
r=m+1

brIr .

Лема 2.4.3. Нехай в алгебрi Am
n = S ⊕s N iснує трiйка лiнiйно

незалежних над R векторiв 1, e2, e3 , якi задовольняють характеристичне
рiвняння (2.105). Тодi в алгебрi A1

n−m+1 = 1⊕s N (де нiльпотентна пiдалгебра
N та ж сама що й в алгебрi Am

n ) для кожного u ∈ {1, 2, . . . , m} iснує трiйка
векторiв

ẽ1(u) = 1,

ẽ2(u) := au + Iu Rad e2 ,

ẽ3(u) := bu + Iu Rad e3

(2.111)

така, що характеристична система, породжена рiвнянням
X (1, ẽ2(u), ẽ3(u)) = 0 є редукцiєю характеристичної системи, породженої
рiвнянням (2.105).

Доведення. Наслiдком рiвностей (2.111) є рiвностi

ẽβ
2 (u) = aβ

u + Iu

β∑
k=1

Ck
β aβ−k

u (Rad e2)
k ,

ẽγ
3(u) = bγ

u + Iu

γ∑
k=1

Ck
γ bγ−k

u (Rad e3)
k .

(2.112)

Враховуючи формули (2.112), характеристичний многочлен X (1, ẽ2(u), ẽ3(u)) =

0 набуває вигляду
∑

α+β+γ=N

Cα,β,γ ẽβ
2 (u) ẽγ

3(u) =
∑

α+β+γ=N

Cα,β,γ

(
aβ

u bγ
u+
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+Iu bγ
u

β∑

k=1

Ck
β aβ−k

u (Rad e2)
k + Iu aβ

u

γ∑

k=1

Ck
γ bγ−k

u (Rad e3)
k +

+Iu

β∑

k=1

Ck
β aβ−k

u (Rad e2)
k

γ∑
p=1

Cp
γ bγ−p

u (Rad e3)
p

)
= 0. (2.113)

Далi покажемо, що характеристичнi системи, породженi рiвняннями
X (1, ẽ2(u), ẽ3(u)) = 0 i X (Iu, e2Iu, e3Iu) = 0 спiвпадають.

З цiєю метою зауважимо, що наслiдком розкладiв (2.4) є подання

e2 = a1I1 + · · ·+ amIm + Rad e2 , e3 = b1I1 + · · ·+ bmIm + Rad e3 ,

з яких випливають спiввiдношення

e2Iu = auIu + Iu Rad e2 , e3Iu = buIu + Iu Rad e3 . (2.114)

Тепер з (2.114) випливають рiвностi

eβ
2Iu = aβ

uIu + Iu

β∑
k=1

Ck
β aβ−k

u (Rad e2)
k ,

eγ
3Iu = bγ

uIu + Iu

γ∑
k=1

Ck
γ bγ−k

u (Rad e3)
k .

(2.115)

Беручи до уваги формули (2.115), характеристичне рiвняння X (Iu, e2Iu, e3Iu) =

0 набуває вигляду

Iu

∑

α+β+γ=N

Cα,β,γ eβ
2 eγ

3 =
∑

α+β+γ=N

Cα,β,γ

(
aβ

u bγ
u Iu+

+Iu bγ
u

β∑

k=1

Ck
β aβ−k

u (Rad e2)
k + Iu aβ

u

γ∑

k=1

Ck
γ bγ−k

u (Rad e3)
k +

+Iu

β∑

k=1

Ck
β aβ−k

u (Rad e2)
k

γ∑
p=1

Cp
γ bγ−p

u (Rad e3)
p

)
= 0. (2.116)

З рiвностей (2.113), (2.116) очевидним чином випливає, що характеристичнi
системи, породженi рiвняннями X (1, ẽ2(u), ẽ3(u)) = 0 i X (Iu, e2Iu, e3Iu) = 0

спiвпадають. Тепер доведення леми випливає з леми 2.4.2. Лему доведено.
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Зауваження 2.4.10. Вiдмiтимо, що алгебра A1
n−m+1 = 1⊕s N з базисом

{1, Im+1, . . . , In} є пiдалгеброю алгебри Am
n = S ⊕s N . Дiйсно, будь-який

елемент a алгебри Am
n = S ⊕s N вигляду

a = a0I1 + a0I2 + · · ·+ a0Im + am+1Im+1 + · · ·+ anIn =

= a0(I1 + · · ·+ Im) + am+1Im+1 + · · ·+ anIn = a0 + am+1Im+1 + · · ·+ anIn

є представленням довiльного елементу алгебри A1
n−m+1 = 1⊕s N .

З твердження 2.4.1 i леми 2.4.3 випливає така

Теорема 2.4.1. Нехай в алгебрi Am
n = S ⊕s N iснує трiйка лiнiйно

незалежних над R векторiв 1, e2, e3 , якi задовольняють характеристичне
рiвняння (2.105). Тодi в алгебрi A1

n−m+1 = 1⊕s N (де нiльпотентна пiдалгебра
N та ж сама що й в алгебрi Am

n ) для кожного u ∈ {1, 2, . . . , m} трiйка
векторiв (2.111) задовольняє характеристичне рiвняння X (1, ẽ2(u), ẽ3(u)) =

0 .

Приклад 2.4.1. Розглянемо над полем C алгебру A2
3 з таблицею

множення (див., наприклад, [131, c. 32], [145])

· I1 I2 I3

I1 I1 0 0

I2 0 I2 I3

I3 0 I3 0

. (2.117)

Очевидно, що напiвпростою пiдалгеброю S є пiдалгебра, породжена
iдемпотентами I1, I2 , а нiльпотентною пiдалгеброю N є пiдалгебра {αI3 : α ∈
C} . Тодi алгебра A1

2 := 1⊕s N спiвпадає з вiдомою бiгармонiчною алгеброю B
(див., наприклад, [88]) i має таку таблицю множення:

· 1 I3

1 1 I3

I3 I3 0

. (2.118)

Нехай в алгебрi A2
3 задане характеристичне рiвняння (1.11). Як вiдомо

(див. теорему 1.8 в [131]), умова гармонiчностi (1.11) векторiв e1 = 1 , e2 =
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a1I1+a2I2+a3I3 , e3 = b1I1+b2I2+b3I3 алгебри A2
3 рiвносильна системi рiвнянь

(2.106).
Оскiльки для алгебри A2

3 m = 2 , то в алгебрi B ми будуємо двi трiйки
векторiв виду (2.111):

ẽ1(1) = 1, ẽ2(1) = a1 + I1(a3I3) = a1 , ẽ3(1) = b1 + I1(b3I3) = b1 (2.119)

та
ẽ1(2) = 1,

ẽ2(2) = a2 + I2(a3I3) = a2 + a3I3 ,

ẽ3(2) = b2 + I2(b3I3) = b2 + b3I3 .

(2.120)

За теоремою 2.4.1 трiйки (2.119) та (2.120) гармонiчнi в алгебрi B (тобто
задовольняють умову (1.11)). Справдi, гармонiчнiсть трiйки (2.119) рiвносильна
першому рiвнянню системи (2.106), а гармонiчнiсть трiйки (2.120) рiвносильна
системi (2.107).

Приклад 2.4.2. Розглянемо над полем C алгебру A3
5 з такою таблицею

множення
· I1 I2 I3 I4 I5

I1 I1 0 0 0 I5

I2 0 I2 0 0 0

I3 0 0 I3 I4 0

I4 0 0 I4 0 0

I5 I5 0 0 0 0

. (2.121)

Вiдмiтимо, що напiвпростою пiдалгеброю S є пiдалгебра, породжена
iдемпотентами I1, I2, I3 , а нiльпотентною пiдалгеброю N є пiдалгебра з базисом
{I4, I5} . Тодi алгебра A1

3 := 1 ⊕s N спiвпадає з вiдомою алгеброю A4 (див.,
наприклад, [131, c. 26]) i має таку таблицю множення:

· 1 I4 I5

1 1 I4 I5

I4 I4 0 0

I5 I5 0 0

. (2.122)
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Нехай в алгебрi A3
5 задане характеристичне рiвняння (1.11). Умова

гармонiчностi (1.11) векторiв вигляду (2.4) алгебри A3
5 рiвносильна наступнiй

системi рiвнянь
1 + a2

u + b2
u = 0, u = 1, 2, 3,

a3a4 + b3b4 = 0,

a1a5 + b1b5 = 0.

(2.123)

Оскiльки для алгебри A3
5 m = 3 , то в алгебрi A4 ми будуємо три трiйки

векторiв виду (2.111):

ẽ1(1) = 1,

ẽ2(1) = a1 + I1(a4I4 + a5I5) = a1 + a5I5 ,

ẽ3(1) = b1 + I1(b4I4 + b5I5) = b1 + b5I5 ,

(2.124)

ẽ1(2) = 1,

ẽ2(2) = a2 + I2(a4I4 + a5I5) = a2 ,

ẽ3(2) = b2 + I2(b4I4 + b5I5) = b2 ,

(2.125)

та
ẽ1(3) = 1,

ẽ2(3) = a3 + I3(a4I4 + a5I5) = a3 + a4I4 ,

ẽ3(3) = b3 + I3(b4I4 + b5I5) = b3 + b4I4 .

(2.126)

За теоремою 2.4.1 трiйки (2.124), (2.125) та (2.126) гармонiчнi в алгебрi
A4 (тобто задовольняють умову (1.11)). Справдi, гармонiчнiсть трiйки (2.124)
рiвносильна системi з першого i п’ятого рiвняння системи (2.120); гармонiчнiсть
трiйки (2.125) рiвносильна другому рiвнянню системи (2.120), а гармонiчнiсть
трiйки (2.126) рiвносильна системi з третього i четвертого рiвняння системи
(2.120).

Далi вивчимо питання про лiнiйну незалежнiсть векторiв 1, ẽ2(u), ẽ3(u) .

З наведених прикладiв видно, що вектори 1, ẽ2(u), ẽ3(u) при деяких u ∈
{1, 2, . . . , m} можуть бути лiнiйно залежними над полем R . Так, трiйки (2.119),
(2.125) завжди лiнiйно залежнi над полем R .
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Встановимо необхiднi i достатнi умови лiнiйної незалежностi над полем R
векторiв 1, ẽ2(u), ẽ3(u) алгебри A1

n−m+1 = 1⊕s N .

Лема 2.4.4. Нехай вектори (2.4) алгебри Am
n = S ⊕s N лiнiйно

незалежнi над полем R i нехай u ∈ {1, 2, . . . , m} фiксоване. Тодi
1. якщо вектори Iu Rad e2 , Iu Rad e3 ∈ Am

n лiнiйно незалежнi над полем
R , то вектори 1, ẽ2(u), ẽ3(u) алгебри A1

n−m+1 = 1 ⊕s N також лiнiйно
незалежнi над полем R ;

2. якщо ж вектори Iu Rad e2 , Iu Rad e3 ∈ Am
n лiнiйно залежнi над полем

R , то вектори 1, ẽ2(u), ẽ3(u) алгебри A1
n−m+1 = 1⊕s N лiнiйно незалежнi над

полем R тодi i тiльки тодi, коли iснує r ∈ {m+1, . . . , n} таке, що IuIr = Ir

i виконується хоча б одне спiввiдношення

Im au Re br 6= Im bu Re ar або Im au Im br 6= Im bu Im ar . (2.127)

Доведення. Доведемо перше твердження леми. За умовою рiвнiсть

β2 Iu Rad e2 + β3 Iu Rad e3 = 0, β2, β3 ∈ R (2.128)

виконується тодi i тiльки тодi, коли β2 = β3 = 0 .
Розглянемо лiнiйну комбiнацiю

α1 + α2 ẽ2(u) + α3 ẽ3(u) = (α1 + α2 au + α3 bu)+

+ (α2 Iu Rad e2 + α3 Iu Rad e3) = 0, α1, α2, α3 ∈ R. (2.129)

Оскiльки вираз у другiй дужцi в рiвностi (2.129) приймає значення в радикалi
R алгебри, а перша дужка комплекснозначна, то умова (2.129) рiвносильна
системi рiвнянь

α1 + α2 au + α3 bu = 0,

α2 Iu Rad e2 + α3 Iu Rad e3 = 0.
(2.130)

З другого рiвняння системи (2.130) i умови (2.128) випливає, що α2 = α3 = 0 .
А тодi з першого рiвняння системи (2.130) отримуємо α1 = 0 . Отже, вектори
1, ẽ2(u), ẽ3(u) лiнiйно незалежнi над R .
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Доведемо друге твердження леми. Розглянемо рiвнiсть

β1 + β2 e2 + β3 e3 =
m∑

s=1

Is(β1 + β2 as + β3 bs) +
n∑

k=m+1

Ik(β2 ak + β3 bk) = 0,

яка рiвносильна системi рiвнянь

β1 + β2 Re as + β3 Re bs = 0,

β2 Im as + β3 Im bs = 0, s = 1, 2, . . . , m,

β2 Re ak + β3 Re bk = 0,

β2 Im ak + β3 Im bk = 0, k = m + 1, . . . , n.

(2.131)

Лiнiйна незалежнiсть над R векторiв 1, e2, e3 означає, що серед усiх рiвнянь
системи (2.131), окрiм першого, iснує хоча б два рiвняння, якi мiж собою не
пропорцiйнi.

Тепер запишемо умову лiнiйної незалежностi над R векторiв
1, ẽ2(u), ẽ3(u) . Для цього систему (2.130) запишемо в розгорнутому виглядi

α1 + α2 Re au + α3 Re bu = 0,

α2 Im au + α3 Im bu = 0,

α2 Re ar + α3 Re br = 0,

α2 Im ar + α3 Im br = 0

∀ r ∈ {m + 1, . . . , n} : IuIr = Ir .

(2.132)

За умовою пункту 2 леми вектори Iu Rad e2 , Iu Rad e3 лiнiйно залежнi
над R . Це означає, що в системi (2.132) всi рiвностi, окрiм перших двох,
пропорцiйнi мiж собою. Очевидно, що для лiнiйної незалежностi над R векторiв
1, ẽ2(u), ẽ3(u) необхiдно i достатньо, щоб друге рiвняння системи (2.132) було не
пропорцiйне хоча б з одним iншим рiвнянням (крiм першого) системи (2.132).
А це рiвносильно умовам (2.127).

2.4.2. Моногеннi функцiї, що визначенi в рiзних комутативних

алгебрах
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В алгебрi Am
n = S⊕sN будемо розглядати моногеннi функцiї Φ , визначенi

в деякiй областi Πζ ⊂ E3 виду (2.35). Геометрично область Π ⊂ R3 , яка
конгуентна областi Πζ ⊂ E3 , є перетином m нескiнченних цилiндрiв, кожен
з яких паралельний деякiй з m прямих Lu , u = 1, 2, . . . , m вигляду (2.10).
Тобто, Π = ∩m

u=1Π(u), де R3 ⊃ Π(u) — нескiнченний цилiндр, паралельний
прямiй Lu . I те ж саме маємо для конгруентних областей в E3 :

Πζ =
m⋂

u=1

Πζ(u). (2.133)

Аналiтично цилiндр Πζ(u) визначається рiвнiстю

Πζ(u) = {ζu := Iu ζ : ζ ∈ Πζ}.
Тепер розглянемо моногенну в областi Πζ функцiю Φ : Πζ → Am

n . Введемо
позначення

Φu(ζ) := Iu Φ(ζ), u = 1, 2, . . . , m. (2.134)

Тодi очевидною є рiвнiсть

Φ = (I1 + · · ·+ Im)Φ =
m∑

u=1

Φu . (2.135)

Крiм того, з рiвностi (2.25) i таблицi множення алгебри Am
n випливає, що при

кожному u ∈ {1, 2, . . . , m} функцiя Φu моногенна у всьому нескiнченному
цилiндрi Πζ(u) .

Таким чином, кожна моногенна в областi (2.133) функцiя Φ : Πζ → Am
n

подається у виглядi суми (2.135), де функцiя Φu моногенна у всьому цилiндрi
Πζ(u) .

Тепер перейдемо до розгляду моногенних функцiй Φ̃ в алгебрi A1
n−m+1 =

1 ⊕s N . Оскiльки, вiдповiдно до зауваження 2.4.10, алгебра A1
n−m+1 є

пiдалгеброю алгебри Am
n , то в алгебрi A1

n−m+1 усi цилiндри Πζ(u) з рiвностi
(2.133) спiвпадають мiж собою. Тобто, в алгебрах вигляду A1

n−m+1 кожна
моногенна функцiя буде моногенною в деякому одному нескiнченному цилiндрi.

В наступнiй теоремi встановлюється зв’язок мiж моногенними функцiями
в алгебрах Am

n = S ⊕s N та A1
n−m+1 = 1⊕s N . Для формулювання результату

введемо деякi позначення.
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На вектори вигляду (2.111) алгебри A1
n−m+1 натягнемо лiнiйний простiр

Ẽ3(u) := {ζ̃(u) = x + yẽ2(u) + zẽ3(u) : x, y, z ∈ R} . Трiйка векторiв (2.111)
визначає одну пряму L̃(u) виду (2.10), яка вiдповiдає множинi необоротних
елементiв ζ̃(u) простору Ẽ3(u) . Нехай Π̃ζ̃(u) — деякий нескiнченний цилiндр в
Ẽ3(u) , паралельний прямiй L̃(u) .

Теорема 2.4.2. Нехай в алгебрi Am
n = S ⊕s N iснує трiйка лiнiйно

незалежних над R векторiв 1, e2, e3 , якi задовольняють характеристичне
рiвняння (2.105) i нехай fu(E3) = C при всiх u = 1, 2, . . . , m . Крiм того,
нехай функцiя Φ : Πζ → Am

n змiнної ζ = x + ye2 + ze3 моногенна в областi
Πζ ⊂ E3 виду (2.133). Тодi в алгебрi A1

n−m+1 = 1 ⊕s N (де нiльпотентна
пiдалгебра N та ж сама що й в алгебрi Am

n ) для кожного u ∈ {1, 2, . . . , m}
iснує трiйка векторiв (2.111), яка задовольняє характеристичне рiвняння
X (1, ẽ2(u), ẽ3(u)) = 0 i iснує функцiя Φ̃u : Π̃ζ̃(u) → A1

n−m+1 змiнної ζ̃(u) , яка
моногенна в цилiндрi

Π̃ζ̃(u) =
{

ζ̃(u) ∈ Ẽ3(u) : fu

(
ζ̃(u)

)
= fu(ζ) , ζ ∈ Πζ(u)

}

така, що
Φu(ζ) = Iu Φ̃u

(
ζ̃(u)

)
. (2.136)

Доведення. Iснування трiйки (2.111) з властивiстю X (1, ẽ2(u), ẽ3(u)) = 0

доведено в теоремi 2.4.1. Нехай надалi u ∈ {1, 2, . . . , m} фiксоване. Доведемо
iснування i моногеннiсть в областi Π̃ζ̃(u) функцiї Φ̃u , яка задовольняє рiвнiсть
(2.136). З цiєю метою спочатку доведемо рiвнiсть

Iu ζ−1 = Iu ζ̃−1(u) (2.137)

∀ ζ = x + ye2 + ze3 ∀ ζ̃(u) = x + yẽ2(u) + zẽ3(u), x ∈ C, y, z ∈ R.

З рiвностей (2.115), (2.111) випливають спiввiдношення

Iu e2 = Iu ẽ2(u) , Iu e3 = Iu ẽ3(u) ,

з яких, в свою чергу, випливає рiвнiсть

Iu ζ = Iu ζ̃(u). (2.138)
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Розглянемо рiзницю Iu ζ−1 − Iu ζ̃−1(u) . За формулою Гiльберта (див.,
наприклад, теорему 4.8.2 в [29]), маємо

Iu ζ−1 − Iu ζ̃−1(u) =
(
Iu ζ − Iu ζ̃(u)

)(
ζ ζ̃(u)

)−1
= 0,

внаслiдок рiвностi (2.138). Отже, рiвнiсть (2.137) доведено. Тепер з (2.137) маємо
спiввiдношення

Iu(t− ζ)−1 = Iu

(
t− ζ̃(u)

)−1 (2.139)

∀ t ∈ C : t 6= ξu = fu(ζ) ∀ ζ ∈ Πζ(u) ∀ ζ̃(u) ∈ Π̃ζ̃(u) .

З таблицi множення алгебри Am
n i формули (2.201) для моногенної в

областi Πζ(u) функцiї Φu(ζ) маємо представлення

Φu(ζ) = Iu
1

2πi

∫

Γu

(
Fu(t) +

n∑
s=m+1

Is Gs(t)
)
(t− ζ)−1 dt, (2.140)

де функцiї Fu , Gs визначенi в теоремi 2.1.3.
Враховуючи спiввiдношення (2.139), представлення (2.140) перепишемо у

виглядi

Φu(ζ) = Iu
1

2πi

∫

Γu

(
Fu(t) +

n∑
s=m+1

Is Gs(t)
)(

t− ζ̃(u)
)−1

dt. (2.141)

Оскiльки в алгебрi A1
n−m+1 мiститься єдиний максимальний iдеал I , який

спiвпадає з радикалом (2.3) цiєї алгебри R , то на цiй алгебрi визначений єдиний
лiнiйний неперервний мультиплiкативний функцiонал f : A1

n−m+1 → C ядром
якого є радикал R . А це означає, що f

(
ζ̃(u)

)
= x + au y + bu z для кожного

ζ̃(u) ∈ Ẽ3(u) . Беручи до уваги рiвнiсть fu(ζ) = x + au y + bu z для довiльного
ζ ∈ E3 , маємо рiвнiсть

f
(
ζ̃(u)

)
= fu(ζ). (2.142)

З рiвностi (2.142) i умови теореми fu(E3) = C отримуємо спiввiдношення
f
(
ζ̃(u)

)
= C для довiльного ζ̃(u) ∈ Ẽ3(u) .

Щойно ми показали, що виконуються умови теореми 2.1.3 для моногенних
функцiй в алгебрi A1

n−m+1 . Тодi в алгебрi A1
n−m+1 формула (2.201) для
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моногенної в областi Π̃ζ̃(u) функцiї Φ̃u

(
ζ̃(u)

)
має вигляд

Φ̃u

(
ζ̃(u)

)
=

1

2πi

∫

γ

(
F̃ (t) +

n∑
s=m+1

Is G̃s(t)
)(

t− ζ̃(u)
)−1

dt. (2.143)

Потрiбна нам формула (2.136) буде прямим наслiдком рiвностей (2.141) та
(2.143), якщо ми покажемо, що можна покласти γ ≡ Γu , Fu ≡ F̃ i Gs ≡ G̃s

для таких s , що Iu Is = Is . Покажемо це.
З рiвностi (2.142) випливає, що цилiндри Πζ(u) ⊂ E3 та Π̃ζ̃(u) ⊂ Ẽ3(u)

вiдповiдними функцiоналами fu та f вiдображаються в одну i ту ж область
D комплексної площини C . А це означає, що функцiї Fu i F̃ , а також функцiї
Gs i G̃s голоморфнi в однiй i тiй самiй областi D . Отже, ми можемо покласти
Fu ≡ F̃ i Gs ≡ G̃s в D .

Оскiльки кривi iнтегрування γ i Γu лежать в областi D , то ми можемо
взяти γ ≡ Γu . Бiльше того, оскiльки за теоремою 2.1.3 крива Γu в рiвностi
(2.140) охоплює точку fu(ζ) = x + au y + bu z , то внаслiдок рiвностi (2.142)
крива γ ≡ Γu охоплює спектр точки ζ̃(u) — точку f

(
ζ̃(u)

)
= x + au y + bu z .

А це нам i потрiбно. Теорему доведено.

Зауваження 2.4.11. З рiвностей (2.135), (2.136) випливає представлення

Φ(ζ) = I1 Φ̃1
(
ζ̃(1)

)
+ · · ·+ Im Φ̃m

(
ζ̃(m)

)
. (2.144)

Зауваження 2.4.12. Теорема 2.4.1 означає, що функцiї Φ i IuΦ̃u при всiх
u = 1, 2, . . . , m задовольняють одне й те ж саме диференцiальне рiвняння виду
(2.104).

Зауваження 2.4.13. Теорема 2.4.2 стверджує, що для побудови
розв’язкiв диференцiального рiвняння (2.104) у виглядi компонент моногенних
функцiй зi значеннями в комутативних алгебрах, достатньо обмежитись
вивченням моногенних функцiй в алгебрах з базисом {1, η1, η2, . . . , ηn} , де
η1, η2, . . . , ηn — нiльпотенти. Тобто кiлькiсть таких n -вимiрних комутативних
асоцiативних алгебр з одиницею над полем C в яких потрiбно вивчати
моногеннi функцiї рiвна кiлькостi (n−1) -вимiрних комутативних асоцiативних
комплексних нiльпотентних алгебр.
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Зокрема, серед двовимiрних комутативних асоцiативних алгебр з
одиницею над полем C (яких iснує всього двi) достатньо обмежитись
вивченням моногенних функцiй в бiгармонiчнiй алгебрi B . Серед тривимiрних
комутативних асоцiативних алгебр з одиницею над полем C (яких iснує
всього чотири) достатньо обмежитись вивченням моногенних функцiй в двох
iз них (це алгебри A3 i A4 в термiнах роботи [131]). А серед чотиривимiрних
комутативних асоцiативних алгебр з одиницею над полем C (яких iснує всього
9, див. [128]) достатньо обмежитись вивченням моногенних функцiй в чотирьох
iз них (це алгебри Ã3,1 , Ã3,2 , Ã3,3 , Ã3,4 з таблицi 9 роботи [55], див. також
теорему 5.1 в роботi [94]). Серед усiх п’ятивимiрних комутативних асоцiативних
алгебр з одиницею над полем C (яких iснує всього 25, див. [128]) достатньо
обмежитись вивченням моногенних функцiй в дев’яти iз них (таблицi множення
усiх цих 9 нiльпотентних чотиривимiрних алгебр наведено в теоремi 6.1 з
роботи [94]). I нарештi серед усiх шестивимiрних комутативних асоцiативних
алгебр з одиницею над полем C достатньо обмежитись вивченням моногенних
функцiй в 25-ти iз них (усi цi 25 нiльпотентних п’ятивимiрних алгебр наведено в
таблицi 1 з роботи [158]). Вiдомо також (див. [23]), що починаючи з розмiрностi
6 множина усiх попарно неiзоморфних нiльпотентних комутативних алгебр над
C є нескiнченною.

Зауваження 2.4.14. Теорема 2.4.2 залишається справедливою для
випадку, коли ми будемо розглядати функцiї Φ : Πζ → Am

n змiнної ζ :=
k∑

r=1
xrer , 2 ≤ k ≤ 2n , яка моногенна в областi Πζ ⊂ Ek . При цьому замiсть

теореми 2.1.3 необхiдно використовувати теорему 1 з роботи [189].

Продемоструємо теорему 2.4.2 на алгебрах, якi розглядалися в прикладах
2.5.2 та 4.4.2.

Приклад 2.4.3. Отже, розглядаємо алгебру A2
3 з таблицею множення

(2.117). Для алгебри A2
3 алгеброю виду 1 ⊕s N є бiгармонiчнi алгебра B з

таблицею множення (2.118).
Вiдповiдно до представлення (2.201), кожна моногенна функцiя Φ зi
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значеннями в алгебрi A2
3 подається у виглядi

Φ(ζ) = F1(ξ1)I1 + F2(ξ2)I2 +
(
(a3y + b3z)F ′

2(ξ2) + G3(ξ2)
)
I3 (2.145)

∀ ζ ∈ Πζ , ξu = x + auy + buz, u = 1, 2,

де F1 — деяка голоморфна функцiя в областi D1 , а F2 , G3 — деякi голоморфнi
функцiї в областi D2 . Оскiльки в A2

3 m = 2 , то геометрично область Πζ є
перетином двох нескiнченних цилiндрiв: Πζ = Πζ(1) ∩ Πζ(2) .

Зауважимо, що представлення (2.145) ранiше було отримано в роботi [145].
Крiм того, функцiя (2.145) задовольняє деяке диференцiальне рiвняння вигляду
(2.104).

Подамо функцiю (2.145) у виглядi (2.135):

Φ(ζ) = Φ(ζ)I1 + Φ(ζ)I2 =: Φ1(ζ) + Φ2(ζ), (2.146)

де Φ1(ζ) = F1(ξ1)I1 — моногенна функцiя в цилiндрi Πζ(1) , а функцiя

Φ2(ζ) = F2(ξ2)I2 +
(
(a3y + b3z)F ′

2(ξ2) + G3(ξ2)
)
I3

моногенна в цилiндрi Πζ(2) .

Перейдемо до розгляду моногенних функцiй в алгебрi B . З представлення
(2.25) випливає, що кожна моногенна функцiя Φ̃ зi значеннями в алгебрi B
подається у виглядi

Φ̃(ζ̃) = F̃ (ξ̃) +
(
(a3y + b3z)F̃ ′(ξ̃) + G̃(ξ̃)

)
I3 ∀ ζ̃ ∈ Π̃ζ̃ , ξ̃ = f(ζ̃), (2.147)

де F̃ , G̃ — деякi голоморфнi функцiї в областi D . Область Π̃ζ̃ є нескiнченним
цилiндром. Рiвнiсть (2.147) для спецiального випадку встановлена в роботi [88].

Теорема 2.4.2 стверджує наступне:
1) в алгебрi B iснує трiйка векторiв 1, ẽ2(1) , ẽ3(1) , яка задовольняє те ж

саме характеристичне рiвняння що й трiйка 1, e2, e3 ∈ A2
3 . При цьому, будуть

виконуватись спiввiдношення ξ1 ≡ ξ̃ , D1 ≡ D i, крiм того, iснує моногенна в
B функцiя Φ̃ така, що

I1 Φ̃1
(
ζ̃(1)

)
= Φ1(ζ) . (2.148)
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2) в алгебрi B iснує трiйка векторiв 1, ẽ2(2) , ẽ3(2) , яка задовольняє те ж
саме характеристичне рiвняння що й трiйка 1, e2, e3 ∈ A2

3 . При цьому, будуть
виконуватись спiввiдношення ξ2 ≡ ξ̃ , D2 ≡ D i, крiм того, iснує моногенна
функцiя Φ̃ така, що

I2 Φ̃2
(
ζ̃(2)

)
= Φ2(ζ) . (2.149)

Потрiбнi трiйки векторiв 1, ẽ2(1) , ẽ3(1) та 1, ẽ2(2) , ẽ3(2) були знайденi у
прикладi 2.5.2. Розглянемо випадок 1). Дiйсно, для трiйки (2.119) маємо ζ̃(1) =

x+a1y+b1z ≡ ξ1 ≡ ξ̃ , D1 ≡ D . Покладемо F̃ ≡ F1 , G̃ ≡ G3 в D . Тодi рiвнiсть
(2.147) перепишеться у виглядi

Φ̃1(ζ̃(1)) = F1(ξ1) +
(
(a3y + b3z)F ′

1(ξ1) + G3(ξ1)
)
I3 . (2.150)

Помноживши рiвнiсть (2.150) на I1 , переконуємось у справедливостi рiвностi
(2.148).

Розглянемо випадок 2). Дiйсно, для трiйки (2.120) маємо

ζ̃(2) = x + yẽ2(2) + zẽ3(2) = x + a2y + b2z + a3xI3 + b3yI3 .

Очевидно, що f(ζ̃(2)) = x + a2y + b2z = ξ2 ≡ ξ̃ , D2 ≡ D . Покладемо F̃ ≡ F2 ,
G̃ ≡ G3 в D . Тодi рiвнiсть (2.147) перепишеться у виглядi

Φ̃2(ζ̃(2)) = F2(ξ2) +
(
(a3y + b3z)F ′

1(ξ2) + G3(ξ2)
)
I3 . (2.151)

Помноживши рiвнiсть (2.151) на I2 , переконуємось у справедливостi рiвностi
(2.149).

Таким чином, справедлива рiвнiсть (2.144):

Φ(ζ) = I1 Φ̃1
(
ζ̃(1)

)
+ I2 Φ̃2

(
ζ̃(2)

)
,

де Φ приймає значення в алгебрi A2
3 , а Φ̃1

(
ζ̃(1)

)
, Φ̃2

(
ζ̃(2)

)
приймають значення

в B .

Приклад 2.4.4. Отже, розглядаємо алгебру A3
5 з таблицею множення

(2.121). Для алгебри A3
5 алгеброю виду 1 ⊕s N є алгебра A4 з таблицею

множення (2.122).
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Вiдповiдно до представлення (2.25), кожна моногенна функцiя Φ зi
значеннями в алгебрi A3

5 подається у виглядi

Φ(ζ) = F1(ξ1)I1 + F2(ξ2)I2 + F3(ξ3)I3 +
(
(a4y + b4z)F ′

3(ξ3) + G3(ξ3)
)
I4+

+
(
(a5y + b5z)F ′

1(ξ1) + G5(ξ1)
)
I5 (2.152)

∀ ζ ∈ Πζ , ξu = x + auy + buz, u = 1, 2, 3,

де F1 , G5 — деякi голоморфнi функцiї в областi D1 , F2 — деяка голоморфна
функцiя в областi D2 , а F3 , G3 — деякi голоморфнi функцiї в областi D3 .
Оскiльки для A3

5 m = 3 , то геометрично область Πζ є перетином трьох
нескiнченних цилiндрiв: Πζ = Πζ(1) ∩ Πζ(2) ∩ Πζ(3) .

Подамо функцiю (2.152) у виглядi (2.135):

Φ(ζ) = Φ(ζ)I1 + Φ(ζ)I2 + Φ(ζ)I3 =: Φ1(ζ) + Φ2(ζ) + Φ3(ζ), (2.153)

де
Φ1(ζ) = F1(ξ1)I1 +

(
(a5y + b5z)F ′

1(ξ1) + G5(ξ1)
)
I5

— моногенна функцiя в цилiндрi Πζ(1) , функцiя Φ2(ζ) = F2(ξ2)I2 моногенна в
цилiндрi Πζ(2) , а функцiя

Φ3(ζ) = F3(ξ3)I3 +
(
(a4y + b4z)F ′

3(ξ3) + G3(ξ3)
)
I4

моногенна в цилiндрi Πζ(3) .

Перейдемо до розгляду моногенних функцiй в алгебрi A4 . З представлення
(2.25) випливає, що кожна моногенна функцiя Φ̃ зi значеннями в алгебрi A4

подається у виглядi

Φ̃(ζ̃) = F̃ (ξ̃) +
(
(a4y + b4z)F̃ ′(ξ̃) + G̃3(ξ̃)

)
I4+

+
(
(a5y + b5z)F̃ ′(ξ̃) + G̃5(ξ̃)

)
I5 ∀ ζ̃ ∈ Π̃ζ̃ , ξ̃ = f(ζ̃), (2.154)

де F̃ , G̃3 , G̃5 — деякi голоморфнi функцiї в областi D ⊂ C . Область Π̃ζ̃ є
нескiнченним цилiндром.
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Для трiйки (2.124) алгебри A4 маємо

ζ̃(1) = x + yẽ2(1) + zẽ3(1) = x + a1y + b1z + a5xI5 + b5yI5 .

Очевидно, що f(ζ̃(1)) = x + a1y + b1z = ξ1 ≡ ξ̃ , D1 ≡ D . Покладемо F̃ ≡ F1 ,
G̃3 ≡ G3 , G̃5 ≡ G5 в D . Тодi рiвнiсть (2.154) перепишеться у виглядi

Φ̃1(ζ̃(1)) = F1(ξ1) +
(
(a4y + b4z)F ′

1(ξ1) + G3(ξ1)
)
I4+

+
(
(a5y + b5z)F ′

1(ξ1) + G5(ξ1)
)
I5 . (2.155)

Помноживши рiвнiсть (2.155) на I1 , переконуємось у справедливостi рiвностi

I1 Φ̃1
(
ζ̃(1)

)
= Φ1(ζ) .

Для трiйки (2.125) алгебри A4 маємо

ζ̃(2) = x + yẽ2(2) + zẽ3(2) = x + a2y + b2z.

Очевидно, що f(ζ̃(2)) = ζ̃(2) = x + a2y + b2z = ξ2 ≡ ξ̃ , D2 ≡ D . Покладемо
F̃ ≡ F2 , G̃3 ≡ G3 , G̃5 ≡ G5 в D . Тодi рiвнiсть (2.154) набуде вигляду

Φ̃2(ζ̃(2)) = F2(ξ2) +
(
(a4y + b4z)F ′

2(ξ2) + G3(ξ2)
)
I4+

+
(
(a5y + b5z)F ′

2(ξ2) + G5(ξ2)
)
I5 . (2.156)

Помноживши рiвнiсть (2.156) на I2 , переконуємось у справедливостi рiвностi

I2 Φ̃2
(
ζ̃(2)

)
= Φ2(ζ) .

Нарештi, для трiйки (2.126) отримуємо

ζ̃(3) = x + yẽ2(3) + zẽ3(3) = x + a3y + b3z + a4xI4 + b4yI4 .

Очевидно, що f(ζ̃(3)) = x + a3y + b3z = ξ3 ≡ ξ̃ , D3 ≡ D . Покладемо F̃ ≡ F3 ,
G̃3 ≡ G3 , G̃5 ≡ G5 в D . Тодi рiвнiсть (2.154) перепишеться у виглядi

Φ̃3(ζ̃(3)) = F3(ξ3) +
(
(a4y + b4z)F ′

3(ξ3) + G3(ξ3)
)
I4+

+
(
(a5y + b5z)F ′

3(ξ3) + G5(ξ3)
)
I5 . (2.157)
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Помноживши рiвнiсть (2.157) на I3 , переконуємось у справедливостi рiвностi

I3 Φ̃3
(
ζ̃(3)

)
= Φ3(ζ) .

Таким чином, справедлива рiвнiсть (2.144):

Φ(ζ) = I1 Φ̃1
(
ζ̃(1)

)
+ I2 Φ̃2

(
ζ̃(2)

)
+ I3 Φ̃3

(
ζ̃(3)

)
,

де Φ приймає значення в алгебрi A3
5 , а Φ̃1

(
ζ̃(1)

)
, Φ̃2

(
ζ̃(2)

)
, Φ̃3

(
ζ̃(3)

)

приймають значення в A4 .
Зауваження 2.4.15. В роботi [37] встановлено iзоморфiзм мiж алгебрами

моногенних функцiй, що визначенi в тривимiрнiй гармонiчнiй алгебрi на рiзних
гармонiчних базисах. Зупинимось детальнiше на цьому результатi.

Нехай A3 — тривимiрна комутативна асоцiативна банахова алгебра над
полем C з базисом {1, ρ1, ρ2} , для якого справедливi наступнi правила
множення: ρ2

1 = ρ2, ρ1ρ2 = ρ2
2 = 0 . Нехай {e1, e2, e3} — гармонiчний (тобто

такий, що задовольняє умову e2
1 + e2

2 + e2
3 = 0 ) базис вигляду

e1 = 1, e2 = i + ρ2, e3 = (1− i)ρ1, (2.158)

Позначимо через E3 := {ζ = xe1+ye2+ze3 : x, y, z ∈ R} лiнiйну оболонку,
породжену векторами e1 = 1, e2, e3 , а через Ωζ — область в E3 . Зауважимо,
що множина моногенних функцiй утворює функцiональну алгебру в областi
визначення. Позначимо через M(E3, Ωζ) алгебру моногенних функцiй в областi
Ωζ ⊂ E3 зi значеннями в алгебрi A3 .

Разом з фiксованим гармонiчним базисом {e1, e2, e3} будемо розглядати
довiльний гармонiчний базис {ê1, ê2, ê3} . Позначимо через Ê3 := {ζ̂ = x̂ê1 +

ŷê2+ ẑê3 : x̂, ŷ, ẑ ∈ R} лiнiйну оболонку, породжену векторами ê1, ê2, ê3 , а через
Ω̂ζ̂ — область в Ê3 . Через M(Ê3, Ω̂ζ̂) позначимо алгебру моногенних функцiй
в областi Ω̂ζ̂ ⊂ Ê3 . Нехай гармонiчнi базиси {e1, e2, e3} та {ê1, ê2, ê3} пов’язанi
спiввiдношеннями

ê1 = ae1 = a,

ê2 = a(α1e1 + α2e2 + α3e3 + r21ρ1 + r22ρ2),

ê3 = a(β1e1 + β2e2 + β3e3 + r31ρ1 + r32ρ2),

(2.159)



145

де a — оборотний елемент алгебри A3 , αk, βk ∈ R при k = 1, 2, 3 , причому
α2β3 − α3β2 6= 0 i r21, r22, r31, r32 ∈ C .

В наступнiй теоремi встановлено всi можливi афiннi спiввiдношення мiж
областями Ωζ i Ω̂ζ̂ при яких алгебри моногенних функцiй M(E3, Ωζ) i
M(Ê3, Ω̂ζ̂) iзоморфнi.

Теорема 2.4.3. Нехай {e1, e2, e3} — гармонiчний базис, елементи якого
визначенi рiвностями (2.158), а {ê1, ê2, ê3} — довiльний гармонiчний базис
в A3 , елементи якого подано у виглядi виглядi (2.159). Нехай, крiм того,
Ωζ — довiльна область в E3 , а Ω̂ζ̂ — область в Ê3 така, що координати
вiдповiдних точок ζ̂ = x̂ê1 + ŷê2 + ẑê3 ∈ Ω̂ζ̂ i ζ = xe1 +ye2 +ze3 ∈ Ωζ пов’язанi
спiввiдношеннями

x = x̂ + α1ŷ + β1ẑ,

y = α2ŷ + β2ẑ,

z = α3ŷ + β3ẑ.

(2.160)

Тодi алгебри M(E3, Ωζ) , M(Ê3, Ω̂ζ̂) iзоморфнi, при цьому спiввiдношення мiж
функцiями Φ ∈ M(E3, Ωζ) i Φ̂ ∈ M(Ê3, Ω̂ζ̂) встановлюється рiвнiстю

Φ̂(ζ̂) = Φ(ζ) + Φ′(ζ)

(
(r21ŷ + r31ẑ)ρ1 + (r22ŷ + r32ẑ)ρ2

)
+

+1
2Φ

′′(ζ)(r21ŷ + r31ẑ)2ρ2.

(2.161)

Доведення. Визначимо область Ω̂ζ̂ в Ê3 := {ζ̂ = x̃ê1 + ŷê2 + ẑê3 :

x̂, ŷ, ẑ ∈ R} , координати точок ζ̂ якої пов’язанi з координатами вiдповiдних
точок ζ ∈ Ωζ спiввiдношеннями (2.160), i кожнiй функцiї Φ ∈ M(E3, Ωζ)

поставимо у вiдповiднiсть функцiю Φ̂ ∈ M(Ê3, Ω̂ζ̂) за формулою (2.161). Легко
показати, що така вiдповiднiсть мiж алгебрами M(E3, Ωζ) , M(Ê3, Ω̂ζ̂) є взаємно
однозначною. При цьому з рiвностi

Φ̂1(ζ̂ )Φ̂2(ζ̂ ) = Φ1(ζ)Φ2(ζ)+

+

(
Φ1(ζ)Φ′

2(ζ) + Φ2(ζ)Φ′
1(ζ)

)(
(r21ŷ + r31ẑ)ρ1 + (r22ŷ + r32ẑ)ρ2)

)
+
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+
1

2

(
Φ′′

1(ζ)Φ2(ζ) + 2Φ′
1(ζ)Φ′

2(ζ) + Φ1(ζ)Φ′′
2(ζ)

)
(r21ŷ + r31ẑ)2ρ2

випливає, що добуток функцiй Φ̂1(ζ̂ ), Φ̂2(ζ̂ ) ∈ M(Ê3, Ω̂ζ̂) вiдповiдає добутку
функцiй Φ1, Φ2 ∈ M(E3, Ωζ) , тобто алгебри M(E3, Ωζ) , M(Ê3, Ω̂ζ̂) iзоморфнi.
Теорему доведено.

З теореми 2.4.3 випливає, що в подальших дослiдженнях достатньо
обмежитись вивченням моногенних функцiй Φ ∈ M(E3, Ωζ) , де лiнiйна
оболонка E3 породжена гармонiчним базисом, елементи якого визначенi
рiвностями (2.158).

2.5. Про моногеннi функцiї на розширеннях

комутативної алгебри

У пiдроздiлi 2.4 показано, що для побудови розв’язкiв рiвняння (2.104)
у виглядi компонент моногенних функцiй зi значеннями в скiнченновимiр-
них комутативних асоцiативних алгебрах достатньо обмежитись моногенними
функцiями в алгебрах певного виду.

А саме, з теореми 2.4.2 випливає, що для побудови розв’язкiв дифе-
ренцiального рiвняння (2.104) у виглядi компонент моногенних функцiй зi
значеннями в комутативних асоцiативних алгебрах, достатньо обмежитись
моногенними функцiями в алгебрах з базисом {1, η1, η2, . . . , ηn} , де η1, η2, . . . , ηn

— нiльпотенти, тобто в алгебрах виду An := A1
n = 1 ⊕s N . Це означає, що

кiлькiсть таких n -вимiрних комутативних асоцiативних алгебр з одиницею над
полем C в яких потрiбно вивчати моногеннi функцiї рiвна кiлькостi (n − 1) -
вимiрних комутативних асоцiативних нiльпотентних алгебр над C . Наведемо
таблицю з даними про кiлькiсть таких алгебр (з приводу посилань по кiлькiсть
таких алгебр див. зауваження 2.4.13.
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n кiлькiсть алгебр виду Am
n кiлькiсть алгебр виду An

2 2 1

3 4 2

4 9 4

5 25 9

6 53 25

≥ 7 ∞ ∞

У цьому пiдроздiлi буде втановлено зв’язок мiж моногенними функцiями,
що визначенi в алгебрах An та в спецiальних алгебрах виду An+1 (якi буде
названо розширеннями) при всiх натуральних n ≥ 2 . А для рiвняння (2.104)
це буде означати таке: якщо комплекснозначний розв’язок U(x, y, z) рiвнян-
ня (2.104) є деякою компонентою моногенної функцiї в деякiй алгебрi An при
n < N , то серед алгебр виду AN iснує алгебра A i iснує моногенна функцiя Φ

в A така, що U(x, y, z) є деякою компонентою функцiї Φ .
Результати цього пiдроздiлу опублiковано в роботi [33].

2.5.1. Характеристичне рiвняння в алгебрах An

Спершу покажемо, що у всiх алгебрах виду An характеристичне рiвняння
(2.105) завжди має розв’язки.

З правил множення алгебри Am
n випливає, що таблиця множення алгебри

An має вигляд

∀ r, s ∈ {1, 2, . . . , n− 1} Ir Is =
n∑

k=max{r,s}+1

Υs
r,kIk , (2.162)
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тобто
· 1 I1 I2 . . . In−1

1 1 I1 I2 . . . In−1

I1 I1

n−1∑
k=2

Υ1
1,kIk

n−1∑
k=3

Υ1
2,kIk · · · 0

I2 I2

n−1∑
k=3

Υ1
2,kIk

n−1∑
k=3

Υ2
2,kIk · · · 0

... ... ... ... . . . ...

In−1 In−1 0 0 · · · 0

, (2.163)

де структурнi константи алгебри Υs
r,k ∈ C такi як в рiвностi (2.1). Покладемо

I0 := 1 .

Лема 2.5.1. Для довiльного елемента a :=
n−1∑
k=0

ak Ik , ak ∈ C , алгебри

An i довiльного натурального β справедлива рiвнiсть

aβ = aβ
0 +

n−1∑

k=1

Pk(a0, a1, . . . , ak) Ik , (2.164)

де Pk — однорiдний полiном степеня β своїх аргументiв.

Доведення. Будемо доводити методом математичної iндукцiї по β .
При β = 1 твердження леми очевидне. Припустимо, що формула (2.164)
справедлива при β = s :

as = as
0 +

n−1∑

k=1

Pk(a0, a1, . . . , ak) Ik

де Pk — однорiдний полiном степеня s i, користуючись таблицею множення
алгебри An , доведемо справедливiсть формули (2.164) при β = s + 1 . Отже,
маємо:

as+1 = asa = as+1
0 + I1(a

s
0a1 + P1a0) + I2(a

s
0a2 + P1a1Υ

2
1,1 + a0P2) + · · ·

· · ·+ In−1

[
as

0an−1 + Pn−1a0 + Υ1
1,n−1a1P1 + Υ1

2,n−1(a2P1 + a1P2)+

+Υ2
2,n−1a2P2 + Υ1

3,n−1(a3P1 + a1P3) + Υ1
3,n−1(a3P1 + a1P3)+

+Υ2
3,n−1(a3P2 + a2P3) · · ·+ Υn−2

n−1,n−1an−2Pn−2

]
=:



149

=: as+1
0 +

n−1∑

k=1

P̃k(a0, a1, . . . , ak) Ik ,

де P̃k — однорiдний полiном степеня s + 1 . Лему доведено.

Повнiстю аналогiчно до леми 2.5.1, з використанням таблицi множення
(2.163), доводиться наступна лема.

Лема 2.5.2. Полiноми Pk з рiвностi (2.164) подаються у виглядi

Pk(a0, a1, . . . , ak) = βaβ−1
0 ak + P̂k(a0, a1, . . . , ak−1), (2.165)

де P̂k — однорiдний полiном степеня β .

Теорема 2.5.1. В кожнiй алгебрi виду An характеристичне рiвняння
(2.105) має розв’язки.

Доведення. Нехай

e1 = 1, e2 =
n−1∑
r=0

arIr , e3 =
n−1∑
r=0

brIr , (2.166)

де ar, br ∈ C .
З леми 2.5.1 випливають рiвностi

eβ
2 = aβ

0 +
n−1∑

k=1

Pk(a0, a1, . . . , ak) Ik , eγ
3 = bγ

0 +
n−1∑

k=1

Qk(b0, b1, . . . , bk) Ik ,

де Pk , Qk — однорiднi полiноми степенiв β i γ , вiдповiдно. Тодi для лiвої
частини рiвняння (2.105), маємо

∑

α+β+γ=N

Cα,β,γ eβ
2 eγ

3 =
∑

α+β+γ=N

Cα,β,γ aβ
0 bγ

0 + I1 R1
(
bγ
0P1, a

β
0Q1

)
+

+I2 R2
(
bγ
0P2, a

β
0Q2, P1Q1

)
+ I3 R3

(
bγ
0P3, a

β
0Q3, P1Q1, P1Q2, P2Q1

)
+ · · ·

· · ·+ In−1 Rn−1
(
bγ
0Pn−1, a

β
0Qn−1, PiQj , i, j = {1, 2, . . . , n− 2}),

де Rk — лiнiйна функцiя своїх аргументiв. Отже, Rk при k = 1, 2, . . . , n− 1 є
однорiдним полiномом степеня β + γ вiд аргументiв a0, b0 , a1, b1, . . . , ak, bk .
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Таким чином, характеристичне рiвняння (2.105) рiвносильне такiй хара-
ктеристичнiй системi рiвнянь:

∑
α+β+γ=N

Cα,β,γ aβ
0 bγ

0 = 0,

R1(a0, b0, a1, b1) = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Rn−1(a0, b0, a1, b1, . . . , an−1, bn−1) = 0,

(2.167)

де полiноми Rk визначенi вище.
Перше рiвняння системи (2.167) є комплексним полiномом вiд двох змiнних

степеня β + γ . Зафiксуємо a0 6= 0 . Тодi за основною теоремою алгебри з
першого рiвняння системи (2.167) знаходимо b0 . Тепер a0, b0 визначенi. Тодi
за лемою 2.5.2 друге рiвняння системи (2.167) є лiнiйним вiдносно невiдомих
a1, b1 . Зафiксуємо a1 . Тодi з лiнiйного вiдносно b1 рiвняння R1(a0, b0, a1, b1) = 0

знаходимо b1 через a0, a1 . Аналогiчно з третього рiвняння виражаємо b2 через
a0, a1, a2 . Продовжуючи цей процес n − 1 раз всi bk при k = 1, 2, . . . , n − 1

будуть вираженi через a0, a1, . . . , ak . При цьому a0, a1, . . . , ak — довiльнi ком-
плекснi числа. Теорему доведено.

Зауважимо, що в теоремi 2.5.1 не стверджується лiнiйна незалежнiсть
векторiв e1, e2, e3 .

Отже, ми довели навiть бiльше, що за умов теореми 2.5.1 вектор e2

(або e3 ) можна вибрати довiльним, тодi знайдеться вектор e3 (або e2 ), який
задовольняє характеристичне рiвняння (2.105).

Теорему 2.5.1 можна узагальнити на випадок характеристичного рiвняння
вигляду: ∑

α,β,γ

Cα,β,γ eα
1 eβ

2 eγ
3 = 0 , (2.168)

тобто сума α + β + γ не рiвна N . Ми також вiдмовилися вiд умови e1 = 1 .
Наслiдок 2.5.1. В кожнiй алгебрi виду An характеристичне рiвняння

(2.168) має розв’язки.
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Доведення повнiстю аналогiчне до доведення теореми 2.5.1, лише у системi
(2.167) Rk є полiномами степеня α + β + γ , але не однорiдними.

Характеристичне рiвняння (2.168) виникає тодi, коли ми розглядаємо
лiнiйне диференцiальне рiвняння вигляду (2.104). У цьому випадку, функцiя
Φ(ζ) = exp ζ при ζ = xe1+ye2+ze3 зi значеннями у будь-якiй алгебрi виду An

є розв’язком рiвняння (2.104), якщо вектори e1, e2, e3 задовольняють рiвняння
(2.168).

2.5.2. Розширення алгебри та їх властивостi

Нехай Ãn+1 — (n+1) -вимiрна комутативна асоцiативна алгебра з базисом
{1, Ĩ1, Ĩ2, . . . , Ĩn} виду (2.162):

∀ r, s ∈ {1, 2, . . . , n} Ĩr Ĩs =
n∑

k=max{r,s}+1

Υ̃s
r,k Ĩk . (2.169)

Нехай, як i ранiше, An — n -вимiрна комутативна асоцiативна алгебра з
базисом {1, I1, I2, . . . , In−1} i таблицею множення (2.162).

Означення 2.5.3. Алгебра Ãn+1 називається розширенням алгебри An ,
якщо справедливi рiвностi

Υ̃s
r,k = Υs

r,k (2.170)

∀ k ∈ {2, . . . , n− 1} ∀ r, s ∈ {1, 2, . . . , k − 1}. (2.171)

Надалi розширення алгебри An позначатимемо через E(An) .

Зауваження 2.5.16. З умови (2.171) випливає, що r, s = 1, 2, . . . , n− 2 .
Тому для коректностi означення необхiдно n ≥ 3 . При n = 2 за означенням
покладаємо, що алгебра A3(α) , α ∈ C , з таблицею множення

· 1 Ĩ1 Ĩ2

1 1 Ĩ1 Ĩ2

Ĩ1 Ĩ1 αĨ2 0

Ĩ2 Ĩ2 0 0

(2.172)
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є розширенням бiгармонiчної алгебри B (див., наприклад, [88]) з таблицею
множення

· 1 I1

1 1 I1

I1 I1 0

. (2.173)

Зауважимо, що алгебра A3(α) при всiх α ∈ C iзоморфна алгебрi A3(1) ,
моногеннi функцiї в якiй вивчались в роботi [152].

Зауваження 2.5.17. Iншими словами, рiвнiсть (2.170) означає, що якщо
в таблицi множення виду (2.163) алгебри E(An) вiдкинути останнiй рядок i
останнiй стовпчик i скрiзь у таблицi множення елемент Ĩn замiнити на нуль,
то отримаємо таблицю множення алгебри An .

Розглянемо приклади розширень.

Приклад 2.5.1. Кожна з наведених нижче алгебр є розширенням попе-
редньої алгебри.

B → A3(1) →

· 1 I1 I2 I3

1 1 I1 I2 I3

I1 I1 I2 I3 0

I2 I2 I3 0 0

I3 I3 0 0 0

→

· 1 I1 I2 I3 I4

1 1 I1 I2 I3 I4

I1 I1 I2 I3 I4 0

I2 I2 I3 I4 0 0

I3 I3 I4 0 0 0

I4 I4 0 0 0 0

.

Можна говорити також про послiдовнiсть розширень. Очевидно, що
наведенi вище алгебри мають такi вiдповiднi базиси: {1, I1} , I2 = 0 ; {1, I1, I2} ,
I3 = 0 ; {1, I1, I2, I3} , I4 = 0 ; {1, I1, I2, I3, I4} , I5 = 0 . Для кожного
натурального n розглянемо алгебру з базисом {1, I1, I2, . . . , In} , In+1 = 0 .
Очевидно, що (n+1) -ша алгебра є розширенням n -ї алгебри. Якщо n пробiгає
всю множину натуральних чисел, то у такому випадку будемо казати, що маємо
послiдовнiсть розширень.

Наведемо найпростiшi властивостi розширень.

1o . Розширення алгебри An не єдине.
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2o . Довiльна алгебра виду An+1 є розширенням лише однiєї алгебри.

Перейдемо до вивчення аналiтичних властивостей в алгебрi An та в її
розширеннi E(An) .

Означення 2.5.4. На алгебрi E(An) визначимо лiнiйний оператор P̃ :

E(An) 7→ An рiвностями

P̃ (1) = 1, P̃ (Ĩk) = Ik ∀ k = 1, 2, . . . , n− 1, P̃ (Ĩn) = 0.

Тобто, для довiльного ã := a0 +
n∑

k=1
ak Ĩk ∈ E(An) , a0, ak ∈ C маємо

P̃ (ã) = a0 +
n−1∑
k=1

ak Ik ∈ An .

Означення 2.5.5. На алгебрi An визначимо лiнiйний оператор P :

An 7→ E(An) рiвностями

P (1) = 1, P (Ik) = Ĩk ∀ k = 1, 2, . . . , n− 1.

Тобто, для довiльного a := a0 +
n−1∑
k=1

ak Ik ∈ An , a0, ak ∈ C маємо P (a) =

a0 +
n−1∑
k=1

ak Ĩk ∈ E(An) .

Зауваження 2.5.18. Надалi у цiй роботi для елемента ã ∈ E(An) i
елемента a ∈ An використовуватимуться позначення, введенi у означенях 2.5.4
i 2.5.5.

Теорема 2.5.2. Оператор P̃ узагальнено обернений вiдносно P .
Доведення проводиться шляхом безпосередньої перевiрки рiвностi PP̃P =

P .

Теорема 2.5.3. Для довiльних ã, b̃ ∈ E(An) справедлива рiвнiсть

P̃ (ã b̃) = P̃ (ã) P̃ (b̃). (2.174)

Доведення. Розглянемо рiвнiсть

P̃ (Ĩs Ĩr) = P̃




n∑

k=max{r,s}+1

Υs
r,k Ĩk


 =

n∑

k=max{r,s}+1

Υs
r,k P̃ (Ĩk) =
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=
n−1∑

k=max{r,s}+1

Υs
r,k Ik = Is Ir . (2.175)

Тепер з урахуванням рiвностi (2.175), маємо

P̃ (ã b̃) = P̃

(
n∑

i,j=0

aibj Ĩi Ĩj

)
=

n∑
i,j=0

aibj P̃ (Ĩi Ĩj) =

=
n−1∑
i,j=0

aibj Ii Ij = ab = P̃ (ã)P̃ (b̃).

Теорему доведено.

Наслiдок 2.5.2. Для довiльного ã ∈ E(An) такого, що a0 6= 0

справедлива рiвнiсть
P̃ (ã−1) = a−1. (2.176)

Доведення. В рiвностi (2.174) покладемо b̃ = ã−1 , при цьому отримаємо

P̃ (ã ã−1) = P̃ (1) = 1 = P̃ (ã) P̃ (ã−1) = aP̃ (ã−1).

Продемонструємо рiвнiсть (2.176) на простому прикладi. Як зазначалося
в зауваженнi 2.5.16, алгебра A3(α) є розширенням алгебри B .

Приклад 2.5.2. В алгебрi B обернений елемент a−1 має вигляд

a−1 =
1

a0
− a1

a2
0
I1 , a0 6= 0.

А в алгебрi A3(α) обернений елемент ã−1 має такий вигляд

ã−1 =
1

a0
− a1

a2
0
Ĩ1 +

(
a2

a2
0

+
a2

1

a3
0
α

)
Ĩ2 , a0 6= 0.

На цих прикладах бачимо виконання рiвностi (2.176).

Означення 2.5.6. Для довiльного натурального k i довiльного ã ∈
E(An) ã−k визначаємо рiвнiстю ã−k := (ã−1)k .

З рiвностi (2.174) випливає ще такий
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Наслiдок 2.5.3. Для довiльного цiлого k i довiльного ã ∈ E(An) справе-
длива рiвнiсть

P̃
(
ãk

)
=

(
P̃ (ã)

)k
. (2.177)

Наступний наслiдок випливає з рiвностей (2.174) та (2.177).
Наслiдок 2.5.4. Якщо вектори ẽ1 , ẽ2 , ẽ3 алгебри E(An)

задовольняють рiвняння (2.168), то вектори P̃ (ẽ1) , P̃ (ẽ2) , P̃ (ẽ3) алгебри
An також задовольняють рiвняння (2.168).

Приклад 2.5.3. Якщо вектори e1 = 1 , e2 = a0 + a1I1 + a2I2 , e3 =

b0 + b1I1 + b2I2 , ak , bk ∈ C , алгебри A3(α) задовольняють рiвняння (2.168),
то вектори e1 = 1 , e2 = a0 + a1I1 , e3 = b0 + b1I1 вже алгебри B також
задовольняють рiвняння (2.168).

Далi доведемо теорему, яка встановлює зв’язок мiж алгебрами виду An та
їх розширеннями. З цiєю метою введемо таке означення.

Означення 2.5.7. Нульовим розширенням алгебри виду An назвемо
таке розширення E0(An) в якому

Υ̃s
r,n+1 = 0 ∀ r, s = 1, 2, . . . , n.

Тобто, таблиця множення нульового розширення E0(An) утворюється з
таблицi множення алгебри An шляхом додавання (n + 1) -го рядка i (n + 1) -
го стовпчика скрiзь заповнених нулями крiм тих клiтинок де вiдбувається
множення на одиницю алгебри.

Очевидно, що нульове розширення єдине. Наприклад, серед усiх розши-
рень A3(α) , α ∈ C , алгебри B нульовим розширенням є лише алгебра A3(0) .

Якщо оператор P , який визначений в означеннi 2.5.5, приймає значення
в нульовому розширеннi E0(An) , то подiбно до оператора P̃ , вiн буде
мультиплiкативним. А саме, подiбно до доведення теореми 2.5.3 доводиться
наступне твердження.
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Теорема 2.5.4. Для довiльної алгебри виду An i для оператора P : An 7→
E0(An) справедлива рiвнiсть

P (ab) = P (a)P (b) ∀ a, b ∈ An . (2.178)

Теорема 2.5.5. Якщо нульовi розширення E0(Vn) та E0(Wn) алгебр
виду (2.163) неiзоморфнi, то й алгебри Vn i Wn також неiзоморфнi.

Доведення. Будемо доводити методом вiд супротивного. Припустимо, що
алгебри Vn та Wn iзоморфнi. Це означає, що iснує лiнiйне взаємно однозначне
вiдображення ϕ : Vn → Wn таке, що для довiльних a, b ∈ Vn справедлива
рiвнiсть

ϕ(a b) = ϕ(a)ϕ(b). (2.179)

Нехай {Ik}n−1
k=0 — базис алгебри Vn , {Ĩk}n

k=0 — базис алгебри E0(Vn) ,
а {ρ̃k}n

k=0 — базис алгебри E0(Wn) . Визначимо вiдображення ψ : E0(Vn) →
E0(Wn) рiвностями:

ψ(Ĩk) = P
(
ϕ(Ik)

)
, k = 0, 1, . . . , n− 1, ψ(Ĩn) = ρ̃n . (2.180)

Оскiльки вiдображення ϕ : Vn → Wn лiнiйне i оператор P : Wn → E0(Wn)

лiнiйний, то за визначенням (2.180) вiдображення ψ : E0(Vn) → E0(Wn) також
лiнiйне. Це дає змогу за допомогою рiвностей (2.180) визначити вiдображення
ψ для всiх ã ∈ E0(Vn) :

ψ(ã) = P
(
ϕ(a)

)
+ anρ̃n . (2.181)

Тепер для вiдображення ψ : E0(Vn) → E0(Wn) доведемо спiввiдношення

ψ(ã b̃) = ψ(ã)ψ(b̃) ∀ ã, b̃ ∈ E0(Vn). (2.182)

Беручи до уваги рiвнiсть (2.181), маємо спiввiдношення

ψ(ã b̃) = P
(
ϕ(ab)

)
+ (anb0 + bna0)ρ̃n . (2.183)

Розглянемо добуток

ψ(ã)ψ(b̃) =
(
P

(
ϕ(a)

)
+ anρ̃n

) (
P

(
ϕ(b)

)
+ bnρ̃n

)
=
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= P
(
ϕ(a)

)
P

(
ϕ(b)

)
+

(
P

(
ϕ(a)

)
bn + P

(
ϕ(b)

)
an

)
ρ̃n . (2.184)

Оскiльки оператор P приймає значення в нульовому розширеннi E0(Wn) , то
очевидними є рiвностi

P
(
ϕ(a)

)
bnρ̃n = a0bnρ̃n , P

(
ϕ(b)

)
anρ̃n = b0anρ̃n . (2.185)

Враховуючи спiввiдношення (2.178), (2.185), рiвнiсть (2.184) набуває вигляду

ψ(ã)ψ(b̃) = P
(
ϕ(ab)

)
+ (anb0 + bna0)ρ̃n . (2.186)

Нарештi, наслiдком рiвностей (2.183), (2.186) є рiвнiсть (2.182).
Тепер покажемо, що вiдображення ψ взаємно однозначне. За визначенням

(2.180), матриця переходу вiд базиса до базиса має вигляд

Ã =




1 0 . . . 0

α1,0 α1,1 . . . α1,n
... ... . . . ...

αn−1,0 αn−1,1 . . . αn−1,n

0 0 . . . 1




.

Оскiльки за припущенням алгебри V та W iзоморфнi, то det A 6= 0 , де

A =




1 0 . . . 0

α1,0 α1,1 . . . α1,n−1
... ... . . . ...

αn−1,0 αn−1,1 . . . αn−1,n−1




.

Розкладаючи det Ã за елементами останнього рядка, отримаємо det Ã = 1 ·
det A 6= 0 , тобто вiдображення ψ взаємно однозначне.

Отже, ми побудували лiнiйне взаємно однозначне вiдображення ψ :

E0(Vn) → E0(Wn) , яке задовольняє умову (2.182). Це означає, що алгебри
E0(Vn) та E0(Wn) iзоморфнi. Ми прийшли до протирiччя з умовою теореми.
Отож, алгебри V , W неiзоморфнi. Теорему доведено.

Зауваження 2.5.19. З таблиць множення усiх алгебр виду An при
n = 2, 3, 4, 5, 6 (про таблицi множення зауваження 2.4.13) видно, що нульовi
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розширення неiзоморфних (n − 1) -вимiрних алгебр виду An−1 знову є
неiзоморфними. Теорема 2.5.5 є, в певному сенсi, оберненим результатом до
вказаного факту, але при всiх натуральних n ≥ 2 .

2.5.3. Моногеннi функцiї на розширеннях алгебри An

Для алгебр вигляду An = A1
n = 1 ⊕s N зображення (2.201) має вигляд

рiвностi (2.37). Зауважимо, що рiвнiсть (2.37) подається у виглядi

Φ(ζ) =
n−1∑

k=0

Ik
1

2πi

∫

Γ

Fk(t)(t− ζ)−1 dt, (2.187)

де Fk — деяка голоморфна функцiя в областi D := {ξ = x + ya0 + zb0 ∈ C :

ζ = x + ye2 + ze3 ∈ Ωζ} , а Γ — замкнена жорданова спрямлювана крива, яка
лежить в областi D i охоплює точку ξ .

Оскiльки за умов теореми 2.1.3 кожна моногенна функцiя Φ : Ωζ → An

продовжується до функцiї, моногенної в нескiнченному цилiндрi

Πζ := {ζ ∈ E3 : ξ ∈ D}, (2.188)

то надалi будемо розглядати моногеннi функцiї Φ , визначенi в областях виду
Πζ . Вiдмiтимо, що цилiндр Π := {(x, y, z) ∈ R3 : ζ ∈ Πζ} паралельний прямiй
L .

В наступнiй теоремi встановлюється зв’язок мiж моногенними функцiями
в алгебрi виду An i моногенними функцiями в її довiльному розширеннi E(An) .
Для формулювання результату введемо деякi позначення.

Нехай вектори 1, ẽ2, ẽ3 алгебри E(An) задовольняють характеристичне
рiвняння (2.105). На цi вектори натягнемо лiнiйний простiр

Ẽ3 := {ζ̃ = x + yẽ2 + zẽ3 : x, y, z ∈ R}.
В алгебрi An будемо розглядати трiйку 1, P̃ (ẽ2), P̃ (ẽ3) i лiнiйний простiр

P̃
(
Ẽ3

)
:= {ζ = x + yP̃ (ẽ2) + zP̃ (ẽ3) : x, y, z ∈ R}.

Теорема 2.5.6. Нехай вектори 1, ẽ2, ẽ3 виду (2.166) алгебри E(An)

задовольняють характеристичне рiвняння (2.105) i нехай хоча б одне з чисел
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a0 чи b0 належить C\R . Крiм того, нехай функцiя Φ̃ : Π̃ζ̃ → E(An) змiнної
ζ̃ = x + yẽ2 + zẽ3 моногенна в деякому цилiндрi Π̃ζ̃ ⊂ Ẽ3 . Тодi в алгебрi
An трiйка векторiв 1, P̃ (ẽ2), P̃ (ẽ3) також задовольняє характеристичне
рiвняння (2.105) i функцiя Φ(ζ) := P̃

(
Φ̃(ζ̃)

)
є моногенною в цилiндрi Πζ :=

{ζ ∈ P̃
(
Ẽ3

)
: ζ̃ ∈ Π̃ζ̃} алгебри An .

Доведення. Той факт, що вектори 1, P̃ (ẽ2), P̃ (ẽ3) задовольняють харак-
теристичне рiвняння (2.105) випливає з наслiдку 2.5.4. Тепер зауважимо, що з
тотожностi (2.176) випливає тотожнiсть

(t− ζ)−1 = P̃
(
(t− ζ̃)−1

)
∀ t ∈ C : t 6= x + ya0 + zb0 . (2.189)

За теоремою 2.1.3 функцiя Φ̃ подається у виглядi

Φ̃(ζ̃) =
n∑

k=0

Ĩk
1

2πi

∫

Γ

F̃k(t)(t− ζ̃)−1 dt. (2.190)

Подiємо на рiвнiсть (2.190) оператором P̃ . Враховуючи спiввiдношення (2.5.3)
i (2.189), маємо

P̃
(
Φ̃(ζ̃)

)
=

n∑

k=0

P̃ (Ĩk)
1

2πi

∫

Γ

F̃k(t)P̃
(
(t− ζ̃)−1) dt =

=
n−1∑

k=0

Ik
1

2πi

∫

Γ

F̃k(t)(t− ζ)−1 dt.

Вiдповiдно до теореми A отримана функцiя P̃
(
Φ̃(ζ̃)

)
є моногенною в цилiндрi

Πζ := {ζ ∈ P̃
(
Ẽ3

)
: ζ̃ ∈ Π̃ζ̃} . Теорему доведено.

Зауваження 2.5.20. З теореми 2.5.6 випливає, що для вивчення
моногенних функцiй в алгебрах виду An при n = 2, 3, 4, 5 достатньо
обмежитись дослiдженням моногенних функцiй у певних дев’яти алгебрах (якi
є нульовими розширеннями алгебр виду A5 ) виду A6 .

Крiм того, з теореми 2.5.6 слiдує, що клас розв’язкiв рiвняння (2.104) (i
взагалi кажучи, рiвняння (2.168)) у виглядi компонент моногенних функцiй
буде тим ширший чим бiльша розмiрнiсть алгебри виду An . Або точнiше: якщо
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комплекснозначний розв’язок U(x, y, z) рiвняння (2.104) є деякою компонентою
моногенної функцiї в деякiй алгебрi An при n < N , то серед алгебр виду AN

iснує алгебра A i iснує моногенна функцiя Φ в A така, що U(x, y, z) є деякою
компонентою функцiї Φ . При цьому N може бути як завгодно великим.

Приклад 2.5.4. Розглянемо моногеннi функцiї в алгебрi B i в її розши-
реннi A3(α) . В алгебрi B кожна моногенна функцiя подається у виглядi

Φ(ζ) = F (ξ) +
(
ξ1F

′(ξ) + F0(ξ)
)
I1 , ζ = ξ + ξ1 I1 .

А з прикладу 2.5.2 i теореми 2.1.3 випливає, що кожна моногенна функцiя в
алгебрi A3(α) подається у такому виглядi:

Φ̃(ζ̃) = F (ξ) +
(
ξ1F

′(ξ) + F0(ξ)
)
Ĩ1+

+
(
ξ2F

′(ξ) +
ξ2α

2
F ′′(ξ) + ξ1F

′
0(ξ) + F1(ξ)

)
Ĩ2 , ζ̃ = ξ + ξ1 Ĩ1 + ξ2 Ĩ2 .

Якщо в Φ̃(ζ̃) покласти ξ2 = 0 , вiдкинути компоненту при Ĩ2 i Ĩ1

ототожнити з I1 , то з Φ̃(ζ̃) отримаємо Φ(ζ) , тобто моногенну функцiю в
звуженнi B .

Зауваження 2.5.21. Теорема 2.5.6 залишається справедливою для
моногенних функцiй змiнної ζ = x1e1 +x2e2 + · · ·+xded при x1, x2, . . . , xd ∈ R ,
e1, e2, . . . , ed ∈ E(An) .

2.6. Гiперкомплексний пiдхiд до розв’язування

лiнiйних диференцiальних рiвнянь з частинними

похiдними зi сталими коефiцiєнтами

У цьому пiдроздiлi застосуємо результати пiдроздiлiв 2.1, 2.2, 2.4 та 2.5 до
побудови розв’язкiв лiнiйних диференцiальних рiвнянь з частинними похiдних.
Результати цього пiдроздiлу опублiковано в роботах [31, 35, 36, 189]. Зокрема,
буде запропоновано рекурентну процедуру побудови нескiнченновимiрної сiм’ї
розв’язкiв заданих рiвнянь з частинними похiдними, використовуючи моногеннi
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функцiї, що визначенi на певних послiдовностях {En}∞n=2 комутативних
асоцiативних алгебр. Iдея такого пiдходу полягає в наступному.

Нехай A — n -вимiрна комутативна асоцiативна алгебра над полем
комплексних чисел C i нехай e1, e2, . . . , ed — набiр векторiв в A , де натуральне
число d ≥ 2 . Позначимо ζ := x1e1 + x2e2 + · · · + xded , де x1, x2, . . . , xd ∈ R
i визначимо на алгебрi A експоненцiальну функцiю exp ζ у виглядi суми
абсолютно збiжного ряду

exp ζ :=
∞∑

r=0

ζr

r!
. (2.191)

Похiдна вiд функцiї Φ(ζ) = exp ζ розумiється як похiдна Гато ряду (2.191). Як
наслiдок, ∂

∂xj
exp ζ = ej exp ζ , j = 1, 2, . . . , d .

Нехай Z+ := {0, 1, 2, . . . } . Позначимо α := (α1, α2, . . . , αd) , αj ∈ Z+ ,
j = 1, 2, . . . , d , i |α| := α1 +α2 + · · ·+αd . Розглянемо загальне лiнiйне рiвняння
зi сталими коефiцiєнтами

E(u) := E0(u) + E1(u) + · · ·+ Ep(u) = 0, (2.192)

де

Ek(u) :=
∑

α:|α|=k

Ck
α1,α2,...,αd

∂ku

∂xα1
1 ∂xα2

2 · · · ∂xαd

d

, Ck
α1,α2,...,αd

∈ R.

Внаслiдок рiвностi

E(u) = (E∗
0 + E∗

1 + · · ·+ E∗
p) exp ζ,

де
E∗

k :=
∑

α:|α|=k

Ck
α1,α2,...,αd

eα1
1 eα2

2 · · · eαd

d ,

функцiя exp ζ задовольняє рiвняння (2.192), якщо вектори e1, e2, . . . , ed

задовольняють характеристичне рiвняння

E∗
0 + E∗

1 + · · ·+ E∗
p = 0. (2.193)

Оскiльки рiвняння (2.192) лiнiйне, то всi комплекснозначнi компоненти
розкладу функцiї exp ζ за базисом алгебри A також є його розв’язками.
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Якщо ж рiвняння (2.192) має вигляд

Ep(u) = 0, (2.194)

то, очевидно, що при виконаннi умови E∗
p(u) = 0 не лише exp ζ є розв’язком

рiвняння (2.194), але й довiльна A -значна аналiтична функцiя Φ змiнної ζ .
Аналогiчно, усi комплекснозначнi компоненти розкладу функцiї Φ за базисом
алгебри A також є розв’язками рiвняння (2.194).

Такий пiдхiд до побудови розв’язкiв заданих диференцiальних рiвнянь з
частинними похiдними використовувався в багатьох роботах, зокрема в роботах
[104], [106], [169], [130], [11], [131], [88], [152], [151], [153], [154], [18], [36], [35], [145],
[146].

Таким чином, маємо двi задачi. Задача (З 1) — описати всi набори
векторiв e1, e2, . . . , ed , якi задовольняють характеристичне рiвняння (2.193)
(або вказати процедуру за якою вони знаходяться), а друга задача (З 2) —
описати всi компоненти аналiтичної функцiї. Зокрема, для рiвняння (2.194)
описати компоненти функцiї Φ(ζ) = exp ζ .

Вiдмiтимо, що в п. 2.1.4 отримано конструктивний опис усiх аналiтичних
функцiй зi значеннями в довiльнiй скiнченновимiрнiй комутативнiй
асоцiативнiй алгебрi над полем C . Теорема 2.4.2 стверджує, що для
побудови розв’язкiв диференцiального рiвняння (2.192) у виглядi компонент
моногенних функцiй зi значеннями в комутативних асоцiативних алгебрах,
достатньо обмежитись вивченням моногенних функцiй в алгебрах з бази-
сом {1, η1, η2, . . . , ηn−1} , де η1, η2, . . . , ηn−1 — нiльпотенти. А в теорема 2.5.1
показано, що в кожнiй алгебрi з базисом виду {1, η1, η2, . . . , ηn−1} рiвняння
(2.193) має розв’язки. Тобто, на класах комутативних асоцiативних алгебр з
базисом {1, η1, η2, . . . , ηn−1} задачi (З 1) та (З 2) повнiстю розв’язанi.

Варто зауважити, що в скiнченновимiрних алгебрах розклад аналiтичної
функцiї за базисом має скiнченну кiлькiсть компонент, а тому породжує
скiнченне число лiнiйно незалежних розв’язкiв заданого диференцiального
рiвняння з частинними похiдними.

У цьому пiдроздiлi пропонується процедура побудови нескiнченновимiрних
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сiмей розв’язкiв заданих рiвнянь з частинними похiдними, використовуючи
моногеннi функцiї, що визначенi на певних послiдовностях {En}∞n=2

комутативних асоцiативних алгебр. Для досягнення цiєї мети, спочатку
вивчаються розв’язки характеристичного рiвняння (2.193) на послiдовностi
{En}∞n=2 , а потiм вивчаються моногеннi функцiї на послiдовностi {En}∞n=2 та їх
зв’язок з розв’язками рiвняння (2.192). Пiсля цього даний пiдхiд застосовується
до побудови розв’язкiв деяких рiвнянь математичної фiзики.

2.6.1. Моногеннi функцiї в областях простору Ed

Означення 2.6.8. Будемо казати, що вектор e(n) =
n∑

r=0
crIr , cr ∈ C ,

визначений на послiдовностi розширень {En}∞n=2 , якщо при кожному n =

2, 3, . . . справедливе спiввiдношення e(n) ∈ En .

Означення 2.6.9. Скажемо, що рiвняння (2.193) має розв’язки на
послiдовностi розширень {En}∞n=2 , якщо при кожному n = 2, 3, . . . iснують
вектори e1(n), e2(n), . . . , ed(n) алгебри En , якi задовольняють рiвняння
(2.193) в En .

Теорема 2.6.1. На кожнiй послiдовностi розширень {En}∞n=2 рiвняння
(2.193) має розв’язки.

Доведення. Повнiстю аналогiчно до доведення теореми 2.5.1 доводиться,
що при кожному n = 2, 3, . . . в алгебрi En рiвняння (2.193) має розв’язки.
Теорему доведено.

Зауваження 2.6.22. Бiльше того, серед розв’язкiв e1(n), e2(n), . . . , ed(n)

рiвняння (2.193) на {En}∞n=2 завжди можна d − 1 вектор визначити
довiльним чином на {En}∞n=2 , а останнiй вектор виражається рекурентними
спiввiдношеннями через вибранi d− 1 векторiв. Нехай для визначеностi

ed(n + 1) = f
(
e1(n + 1), e2(n + 1), . . . , ed−1(n + 1), ed(n)

)
. (2.195)

Збiльшуючи як завгодно n , визначаємо вектор ed(n) на послiдовностi
розширень {En}∞n=2 . Очевидно, що рекурентнi формули (2.195) визначаються
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рiвнянням (2.193) i послiдовнiстю розширень {En}∞n=2 . Прикладом
рекурентних спiввiдношень (2.195) є формули (15) з роботи [36]. Також
вiдмiтимо, що якщо у змiннiй ζ = x1e1 + x2e2 + · · ·+ xded перейти до "базису"
послiдовностi розширень, то ми фактично отримуємо нескiнченновимiрну
змiнну ζ .

Далi сформулюємо деякi результати для моногенних функцiй, що
визначенi в областях простору Ed при натуральних d ≥ 2 (див. зауваження
2.1.4).

Нехай вектори e1, e2, . . . , ed алгебри An , якi задовольняють
характеристичне рiвняння (2.193) в An , мають наступний розклад в базисi
алгебри:

ej =
n−1∑
r=0

ajr Ir , ajr ∈ C, j = 1, 2, . . . , d. (2.196)

Для елемента ζ = x1e1+x2e2+ · · ·+xded , де x1, x2, . . . , xd ∈ R , комплексне
число

ξ := x1a10 + x2a20 + · · ·+ xdad0

називається спектром точки ζ .
Видiлимо в алгебрi An лiнiйну оболонку Ed := {ζ = x1e1+x2e2+· · ·+xded :

x1, x2, . . . , xd ∈ R} , породжену векторами e1, e2, . . . , ed алгебри An .
Далi iстотним є припущення: x1a10 + x2a20 + · · · + xdad0 ∈ C \ R при

всiх дiйсних x1, x2, . . . , xd . Очевидно, що це має мiсце тодi i тiльки тодi, коли
хоча б одне з чисел a10, a20, . . . , ad0 належить C \ R . В теоремi 4 роботи [189]
встановлено пiдклас рiвнянь вигляду (2.192) для яких умова x1a10 + x2a20 +

· · ·+ xdad0 ∈ C \ R виконується при всiх дiйсних x1, x2, . . . , xd .
Множинi S простору Rd поставимо у вiдповiднiсть множину

Sζ := {ζ = x1e1 + x2e2 + · · ·+ xded : (x1, x2, . . . , xd) ∈ S} в Ed .

Неперервну функцiю Φ : Ωζ → An називатимемо моногенною в областi
Ωζ ⊂ Ed , якщо Φ диференцiйовна за Гато в кожнiй точцi цiєї областi,
тобто якщо для кожного ζ ∈ Ωζ iснує елемент Φ′(ζ) алгебри An такий, що
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виконується рiвнiсть

lim
ε→0+0

(Φ(ζ + εh)− Φ(ζ)) ε−1 = hΦ′(ζ) ∀h ∈ Ed.

Φ′(ζ) називається похiдною Гато функцiї Φ в точцi ζ .
Розглянемо розклад функцiї Φ : Ωζ → An за базисом {Ik}n−1

k=0 :

Φ(ζ) =
n−1∑

k=0

Uk(x1, x2, . . . , xd) Ik . (2.197)

У випадку, коли функцiї Uk : Ω → C є R -диференцiйовними в областi Ω ,
тобто для довiльного (x1, x2, . . . , xd) ∈ Ω

Uk (x1 + ∆x1, x2 + ∆x2, . . . , xd + ∆xd)− Uk(x1, x2, . . . , xd) =

=
d∑

j=1

∂Uk

∂xj
∆xj + o




√√√√
d∑

j=1

(∆xj)2


 ,

d∑
j=1

(∆xj)
2 → 0 ,

функцiя Φ моногенна в областi Ωζ тодi i тiльки тодi, коли у кожнiй точцi
областi Ωζ виконуються наступнi аналоги умов Кошi–Рiмана:

∂Φ

∂xj
e1 =

∂Φ

∂x1
ej при всiх j = 2, 3, . . . , d.

Вiдмiтимо, що розклад резольвенти має вигляд

(te1 − ζ)−1 =
n−1∑

k=0

Ak Ik ∀ t ∈ C : t 6= ξ , (2.198)

де Ak визначенi наступними рекурентними спiввiдношеннями:

A0 :=
1

t− ξ
, A1 :=

ξ1

(t− ξ)2 , ξ1 := x1a11 + x2a21 + · · ·+ xdad1,

As =
ξs

(t− ξ)2 +
1

t− ξ

s−1∑
r=1

Ar Br,s (2.199)

при

ξs := x1a1s + x2a2s + · · ·+ xdads , Br,s :=
s−1∑

k=1

ξkΥ
k
r,s , s = 2, 3, . . . , n− 1.
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Iз спiввiдношень (2.198) випливає, що точки (x1, x2, . . . , xd) ∈ Rd , якi
вiдповiдають необоротним елементам ζ ∈ Ed , лежать на множинi

M :





x1 Re a10 + x2 Re a20 + · · ·+ xd Re ad0 = 0,

x1 Im a10 + x2 Im a20 + · · ·+ xd Im ad0 = 0
(2.200)

у просторi Rd .
Нехай область Ωζ ⊂ Ed опукла вiдносно множини напрямкiв Mζ . Це

означає, що Ωζ мiстить вiдрiзок {θ1+α(θ2−θ1) : α ∈ [0, 1]} для всiх θ1, θ2 ∈ Ωζ

таких, що θ2 − θ1 ∈ Mζ . Позначимо

D := {ξ = x1a10 + x2a20 + · · ·+ xdad0 ∈ C : ζ ∈ Ωζ}.
Наступна теорема є узагальненням теореми 2.1.3 i доведена в роботi [189].

Теорема 2.6.2. Нехай область Ωζ ⊂ Ed опукла вiдносно множини
напрямкiв Mζ i нехай хоча б одне з чисел a10, a20, . . . , ad0 належить C \ R .
Тодi кожна моногенна функцiя Φ : Ωζ → An подається у виглядi

Φ(ζ) =
n−1∑

k=0

Ik
1

2πi

∫

Γ

Fk(t)(t− ζ)−1 dt, (2.201)

де Fk — деяка голоморфна функцiя в областi D , а Γ — замкнена жорданова
спрямлювана крива, яка лежить в областi D i охоплює точку ξ .

Доведення. Нехай F0 — перша компонента розкладу функцiї Φ за
базисом {Ik}n−1

k=0 . Розглянемо функцiю

Φ0(ζ) := Φ(ζ)− I0
1

2πi

∫

Γ

F0(t)(te1 − ζ)−1 dt.

З розкладу (2.198) випливає, що значення функцiї Φ0 належать радикалу R ,
тобто Φ0(ζ) ∈ R . Тому Φ0 має вигляд

Φ0(ζ) =
n−1∑
s=1

Vs(x1, x2, . . . , xk) Is , (2.202)

де Vs : Ω → C задовольняє аналоги умов Кошi–Рiмана
∂Φ0

∂xj
=

∂Φ0

∂x1
ej j = 2, 3, . . . , k. (2.203)
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Пiдставивши вирази (2.196) i (2.202) в рiвнiсть (2.203), отримаємо рiвностi

∂V1

∂xj
=

∂V1

∂x1
aj 0 , j = 2, 3, ..., k.

Так, як при доведеннi леми 2.1.6, встановлюємо, що V1(x1, x2, . . . , xk) ≡ F1(ξ) ,
де F1 — голоморфна функцiя в областi D . Отже,

Φ0(ζ) = F1(ξ) I1 +
n∑

s=2

Vs(x1, x2, . . . , xk) Is .

Тепер розглянемо функцiю

Φ1(ζ) := Φ0(ζ)− I1
1

2πi

∫

Γ

F1(t)(te1 − ζ)−1 dt.

З розкладу (2.198) випливає, що функцiю Φ1 можна подати у виглядi

Φ1(ζ) =
n∑

s=2

Ṽs(x1, x2, . . . , xk) Is ,

де Ṽs : Ω → C . Оскiльки Φ1 задовольняє умови (2.203), то для визначення
функцiї Ṽ2 отримуємо систему

∂Ṽ2

∂xj
=

∂Ṽ2

∂x1
aj 0 , j = 2, 3, ..., k.

Так, як i для функцiї V1 , встановлюємо, що Ṽ2(x1, x2, . . . , xk) ≡ F2(ξ) , де F2

— голоморфна функцiя в областi D .
Таким чином, поступово розглядаючи функцiї

Φj(ζ) := Φj−1(ζ)− Ij
1

2πi

∫

Γ

Fj(t)(te1 − ζ)−1 dt

при j = 2, 3, . . . , k , отримуємо представлення (2.201) функцiї Φ . Теорему
доведено.

Оскiльки за умов теореми 2.6.2 кожна моногенна функцiя Φ : Ωζ → An

продовжується до функцiї, моногенної в областi

Πζ := {ζ ∈ Ed : ξ ∈ D},
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тому надалi будемо розглядати моногеннi функцiї Φ , визначенi в областях виду
Πζ .

2.6.2. Множини розв’язкiв лiнiйних диференцiальних рiвнянь

Спочатку побудуємо сiм’ї розв’язкiв рiвняння (2.194). Вiдповiдно до
вступу цього пiдроздiлу компоненти Uk(x1, x2, . . . , xd) моногенної функцiї
(2.197) задовольняють рiвняння (2.194). Крiм того, очевидно, що зображення
моногенної фукцiї (2.201) залежить вiд n — розмiрностi алгебри.

Далi дослiдимо, як компоненти Uk(x1, x2, . . . , xd) моногенної функцiї
(2.197) залежать вiд n i вiд k .

Отже, маємо двi алгебри En та En+1 . В алгебрi En визначений набiр
векторiв e1(n), e2(n), . . . , ed(n) , який задовольняє рiвняння (2.193), а в алгебрi
En+1 визначений iнший набiр векторiв — e1(n + 1), e2(n + 1), . . . , ed(n + 1) ,
який також задовольняє рiвняння (2.193) (вiдносно вибору векторiв e1(n +

1), e2(n + 1), . . . , ed(n + 1) див. зауваження 2.6.22). В En розглядаємо змiнну
ζ(n) = x1e1(n)+x2e2(n)+· · ·+xded(n) i моногенну функцiю Φ

(
ζ(n)

)
, а в алгебрi

En+1 розглядаємо змiнну ζ(n+1) = x1e1(n+1)+x2e2(n+1)+ · · ·+xded(n+1)

i моногенну функцiю Φ
(
ζ(n + 1)

)
. Нехай Φ

(
ζ(n)

)
: Πζ(n) → En має вигляд

(2.197), а моногенна функцiя Φ
(
ζ(n + 1)

)
: Πζ(n+1) → En+1 має вигляд

Φ
(
ζ(n + 1)

)
=

n∑

k=0

Vk(x1, x2, . . . , xd) Ĩk .

Повнiстю аналогiчно до теореми 2.5.6 доводиться спiввiдношення

Uk(x1, x2, . . . , xd) ≡ Vk(x1, x2, . . . , xd) при всiх k = 0, 1, . . . , n− 1.

Таким чином, для побудови розв’язкiв рiвняння (2.194) у виглядi
компонент моногенної функцiї має сенс розглядати лише останню — n -
ту компоненту Un(x1, x2, . . . , xd) моногенної функцiї в En при кожному
фiксованому n . Перейдемо до вивчення поставленої задачi.
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Праву частину рiвностi (2.201) подамо у виглядi:

n−1∑

k=0

Ik
1

2πi

∫

Γ

Fk(t)(t− ζ)−1 dt =
1

2πi

∫

Γ

n−1∑

k=0

Ik Wk(x1, . . . , xd, t)dt

i будемо розглядати функцiї Wk(x1, . . . , xd, t) .
Пiдставляючи вираз для резольвенти (2.198) в рiвнiсть (2.201), враховуючи

правила множення алгебри En , отримаємо такi першi чотири значення:

W0(x1, . . . , xd, t) = F0A0 ,

W1(x1, . . . , xd, t) = F1A0 + F̃0A1 ,

W2(x1, . . . , xd, t) = F2A0 + F̃1A1Υ
1
1,2 + F̂0A2 ,

W3(x1, . . . , xd, t) = F3A0 +
(
F̂1(t)Υ

1
1,3 + F̃2(t)Υ

1
2,3

)
A1+

+
(
F̂1(t)Υ

1
2,3 + F̃2(t)Υ

2
2,3

)
A2 +

˜̃
F 0(t)A3 ,

де F з усiма iндексами i тiльдами довiльнi голоморфнi функцiї комплексної
змiнної.

Проаналiзуємо отриманi вирази. Вiдповiдно до побудови, вираз

1

2πi

∫

Γ

W0(x1, . . . , xd, t)dt =
1

2πi

∫

Γ

F0A0dt

є розв’язком рiвняння (2.194). Розглянемо вираз для W1 . Оскiльки голоморфнi
функцiї F0, F1 довiльнi, то вираз 1

2πi

∫
Γ F1A0dt задовольняє рiвняння (2.192).

Беручи до уваги, що 1
2πi

∫
Γ W1dt є розв’язком рiвняння (2.194) i що це рiвняння

лiнiйне, то й їх рiзниця

1

2πi

∫

Γ

(W1 − F1A0)dt =
1

2πi

∫

Γ

F̃0A1dt

є розв’язком рiвняння (2.194). Мiркуючи аналогiчно, приходимо до висновку,
що й наступна рiзниця

1

2πi

∫

Γ

(W2 − F2A0 − F̃1A1Υ
1
1,2)dt =

1

2πi

∫

Γ

F̂0A2dt
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є розв’язком рiвняння (2.194). Аналогiчно отримуємо наступний розв’язок:

1

2πi

∫

Γ

˜̃
F 0(t)A3dt.

Збiльшуючи як завгодно натуральне n , отримуємо нескiнченновимiрну
множину розв’язкiв рiвняння (2.194):





1

2πi

∫

Γ

Fk(t)Ak dt





∞

k=0

, (2.204)

де Fk — довiльнi голоморфнi функцiї комплексної змiнної, а Ak визначенi
рекурентними формулами (2.199).

Далi вкажемо сiм’ю розв’язкiв рiвняння (2.192). З цiєю метою зазначимо,
що визначення функцiї exp ζ у виглядi суми абсолютно збiжного ряду (2.191)
рiвносильне її визначенню у виглядi головного продовження голоморфної
функцiї комплексної змiнної ez в алгебру En :

exp ζ :=
1

2πi

∫

γ

ez(z − ζ)−1dz, (2.205)

де γ — спрямлювана кривая в комплекснiй площинi, що охоплює точку ξ =

x1a10 + x2a20 + · · · + xdad0 (див., наприклад, [29, с. 182]). А оскiльки функцiя
(2.205) задовольняє рiвняння (2.192), то i її компоненти також задовольняють це
рiвняння. Тобто, для рiвняння (2.192) будемо мати таке нескiнченне сiмейство
розв’язкiв: 




1

2πi

∫

Γ

etAk dt





∞

k=0

. (2.206)

2.6.3. Вирази розв’язкiв лiнiйних диференцiальних рiвнянь,

породженi послiдовнiстю розширень {En
ρ}∞n=2

У цьому пунктi на конкретнiй послiдовностi розширень випишемо
розв’язки виглядiв (2.204) та (2.206).
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Через {En
ρ}∞n=2 позначимо послiдовнiсть розширень, наведену в прикладi

2.5.1. На послiдовностi {En
ρ}∞n=2 у розкладi резольвенти (2.198) коефiцiєнти Ak

визначаються наступними рекурентними спiввiдношеннями:

A0 :=
1

t− ξ
,

As =
1

t− ξ
(ξsA0 + ξs−1A1 + · · ·+ ξ1As−1), s = 1, 2, . . . . (2.207)

Тобто, маємо такi першi значення:

A1 =
ξ1

(t− ξ)2 , A2 =
ξ2

(t− ξ)2 +
ξ2
1

(t− ξ)3 ,

A3 =
ξ3

(t− ξ)2 +
2ξ1ξ2

(t− ξ)3 +
ξ3
1

(t− ξ)4 ,

A4 =
ξ4

(t− ξ)2 +
2ξ1ξ3 + ξ2

2

(t− ξ)3 +
3ξ2

1ξ2

(t− ξ)4 +
ξ4
1

(t− ξ)5 ,

A5 =
ξ5

(t− ξ)2 +
2ξ1ξ4 + 2ξ2ξ3

(t− ξ)3 +
3ξ2

1ξ3 + 3ξ1ξ
2
2

(t− ξ)4 +
4ξ3

1ξ2

(t− ξ)5 +
ξ5
1

(t− ξ)6 ,

A6 =
ξ6

(t− ξ)2 +
ξ2
3 + 2ξ1ξ5 + 2ξ2ξ4

(t− ξ)3 +
ξ3
2 + 6ξ1ξ2ξ3 + 3ξ2

1ξ4

(t− ξ)4 +

+
4ξ3

1ξ3 + 6ξ2
1ξ

2
2

(t− ξ)5 +
5ξ4

1ξ2

(t− ξ)6 +
ξ6
1

(t− ξ)7 ,

i т. д.
Далi на {En

ρ}∞n=2 випишемо розклад експоненти (2.191). Для цього
зауважимо, що Ar = Ar

(
(t− ξ)s, ξ1, . . . , ξr

)
, де s = {2, 3, . . . , r + 1} .

Введемо деякi означення. Нехай ϕ(t − ξ, ξ1, . . . , ξr) — довiльна
комплекснозначна функцiя вiд (r + 1) комплексних змiнних. Визначимо
лiнiйний оператор P , який кожнiй функцiї ϕ ставить у вiдповiднiсть функцiю
вiд r змiнних за правилом

Pϕ
(
(t− ξ)s, ξ1, . . . , ξr

)
= ϕ

(
(s− 1)! , ξ1, . . . , ξr

)
∀ s ∈ {2, 3, . . . , r + 1}.

Так, наприклад,

P

(
ξ3

(t− ξ)2 +
2ξ1ξ2

(t− ξ)3 +
ξ3
1

(t− ξ)4

)
= ξ3 + ξ1ξ2 +

ξ3
1

3!
.
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Тепер визначимо функцiї

Ψ0 := 1, Ψr(ξ1, ξ2, . . . , ξr) := P Ar

(
(t− ξ)s, ξ1, . . . , ξr

)
(2.208)

∀ s ∈ {2, 3, . . . , r + 1}, r = 1, 2, . . . .

Лема 2.6.1. На послiдовностi розширень {En
ρ}∞n=2 справедлива рiвнiсть

exp ζ = eξ
∞∑

r=0

Ψr ρr, (2.209)

де коефiцiєнти Ψr визначенi спiввiдношеннями (2.208).

Доведення. Нехай exp ζ має вигляд (2.209). Визначимо коефiцiєнти Ψr .
Наслiдком спiввiдношень (2.207) є рiвностi

Ar =
r∑

s=0

Qs,r

(z − ξ0)s+1 , r = 0, 1, . . . , (2.210)

де Qs,r = Qs,r(ξ1, ξ2, . . . , ξr) — деякi полiноми (порiвн. з лемою 2.1.3). З
означення (2.205), з використанням спiввiдношень (2.198) i (2.210), маємо

exp ζ =
1

2πi

∫

γ

ez(z − ζ)−1dz =
∞∑

r=0

ρr 1

2πi

∫

γ

r∑
s=0

Qs,r ez

(z − ξ0)s+1 dz =

=
∞∑

r=0

ρr
r∑

s=0

Qs,r eξ0

s!
= eξ0

∞∑
r=0

Ψr ρr,

тобто

Ψr =
r∑

s=0

Qs,r

s!
. (2.211)

Порiвнюючи рiвностi (2.211) та (2.210) приходимо до висновку, що Ψr

визначаються спiввiдношення (2.208). Лему доведено.

Випишемо декiлька перших членiв розкладу експоненти (2.209):

exp ζ = eξ

[
1 + ξ1 ρ +

(
ξ2 +

ξ2
1

2!

)
ρ2 +

(
ξ3 + ξ1ξ2 +

ξ3
1

3!

)
ρ3+

+

(
ξ4 +

2ξ1ξ3 + ξ2
2

2!
+

3ξ2
1ξ2

3!
+

ξ4
1

4!

)
ρ4+
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+

(
ξ5 + ξ1ξ4 + ξ2ξ3 +

ξ1ξ
2
2 + ξ2

1ξ3

2!
+

ξ3
1ξ2

3!
+

ξ5
1

5!

)
ρ5 + · · ·

]
.

Оскiльки функцiя exp ζ задовольняє рiвняння (2.192), то її комплекснi
компоненти Vr(t, x) розкладу

exp ζ =
∞∑

r=0

Vr(t, x) ρr (2.212)

також задовольняють рiвняння (2.192). Сформулюємо це в наступному виглядi.

Теорема 2.6.3. Рiвняння (2.192) задовольняють комплекснi функцiї

Vr(x1, x2, . . . , xd) = Ψr(x1, x2, . . . , xd)e
ξ(x1,x2,...,xd) (2.213)

при всiх r = 0, 1, . . . , де полiноми Ψr визначаються рiвностями (2.208).

Зауваження 2.6.23. Видiляючи в комплексному розв’язку Vr дiйсну i
уявну частини, отримуємо два дiйснi розв’язки рiвняння (2.192) вигляду

Vr,1 = Ur(x1, x2, . . . , xd)e
λ(x1,x2,...,xd) cos µ(x1, x2, . . . , xd),

Vr,2 = Rr(x1, x2, . . . , xd)e
λ(x1,x2,...,xd) sin µ(x1, x2, . . . , xd),

де Ur , Rr — деякi полiноми степеня r , а λ(x1, x2, . . . , xd) := Re ξ ,
µ(x1, x2, . . . , xd) := Im ξ .

В наступнiй теоремi встановлюється властивiсть розв’язкiв вигляду (2.213)
рiвняння (2.192).

Теорема 2.6.4. Для розв’язкiв (2.213) рiвняння (2.192) справедливi
рiвностi

∑
r+s=n

∫

γ

Vr(x1, x2, . . . , xd) dξs = 0 ∀ n = 0, 1, 2, . . . , (2.214)

де γ — довiльна замкнена жорданова спрямлювана крива у просторi Rd , яка
гомотопна точцi.

Доведення. Вiдповiдно до аналога теореми Кошi 2.2.2, справедлива
рiвнiсть

∫
γ exp ζ dζ = 0 . Нехай n ∈ {0, 1, 2, . . .} фiксоване. Враховуючи
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позначення (2.212), отримуємо рiвностi
∫

γ

exp ζ dζ =

∫

γ

n∑
r=0

Vr(x1, x2, . . . , xd) ρr
n∑

s=0

dξs ρs =

=

∫

γ

∑
0≤r+s≤n

Vr(x1, x2, . . . , xd) dξs ρr+s = 0.

Прирiвнюючи до нуля коефiцiєнти при ρr+s , отримуємо спiввiдношення (2.214).
Теорему доведено.

Тепер на послiдовностi розширень {En
ρ}∞n=2 випишемо декiлька перших

сiмейств розв’язкiв виду (2.204) рiвняння (2.194). Для цього у вирази
(2.204) пiдставимо першi коефiцiєнти розкладу резольвенти (2.207). Якщо
послiдовнiсть (2.204) позначити через {Uk(x1, x2, . . . , xd)}∞k=0 , то першi
значення цiєї послiдовностi матимуть наступний вигляд:

U0 = F0(ξ), U1 = ξ1F
′
1(ξ), U2 = ξ2F

′
2(ξ) +

ξ2
1

2!
F ′′

2 (ξ),

U3 = ξ3F
′
3(ξ) + ξ1ξ2F

′′
3 (ξ) +

ξ3
1

3!
F ′′′

3 (ξ),

U4 = ξ4F
′
4(ξ) +

1

2
(2ξ1ξ3 + ξ2

2)F
′′
4 (ξ) +

ξ2
1ξ2

2
F ′′′

4 (ξ) +
ξ4
1

4!
F

(4)
4 (ξ),

U5 = ξ5F
′
5(ξ) + (ξ1ξ4 + ξ2ξ3)F

′′
5 (ξ) +

1

2
(ξ1ξ

2
2 + ξ2

1ξ3)F
′′′
5 (ξ)+

+
1

3!
ξ3
1ξ2F

(4)
5 (ξ) +

ξ5
1

5!
F

(5)
5 (ξ),

U6 = ξ6F
′
6(ξ) +

1

2
(ξ2

3 + 2ξ1ξ5 + 2ξ2ξ4)F
′′
6 (ξ) +

1

6
(ξ3

2 + 6ξ1ξ2ξ3 + 3ξ2
1ξ4)F

′′′
6 (ξ)+

+
1

4!
(4ξ3

1ξ3 + 6ξ2
1ξ

2
2)F

(4)
6 (ξ) +

ξ4
1ξ2

4!
F

(5)
6 (ξ) +

ξ6
1

6!
F

(6)
6 (ξ),

i т. д., де Fm при m = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 , — довiльнi голоморфнi функцiї
комплексної змiнної.

Обчислюючи за рекурентною формулою (2.207) значення Ak , виписуємо
нескiнченну множину розв’язкiв рiвняння (2.194), причому у кожному розв’язку
мiститься довiльна голоморфна функцiя.
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Зауваження 2.6.24. Порiвняємо отриманi нами вище розв’язки рiвняння
(2.194) та розв’язки цього рiвняння з теорiї Паламодова–Еренпрайса.

Наведемо приклад рiвняння вигляду (2.194) i його розв’язкiв в областi,
яка не є P -повною для цього рiвняння. Тобто цi розв’язки не можуть бути
апроксимованi експоненцiальними полiномами, якi використовуються в теорiї
Паламодова–Еренпрайса. Розглянемо область Ωε := {(x, y) : x2 + y2 >

ε2, ε > 0} . В теоремi 20.2 з монографiї [24] стверджується, що для елiптичних
операторiв P вiдкрита множина Ω ⊂ Rn є P -повною тодi i тiльки тодi, коли її
доповнення не мiстить компактних компонент. Отже, область Ωε не є P -повною
для будь-якого двовимiрного елiптичного оператора. Розглянемо двовимiрний
оператор Лапласа ∆ = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 в ролi оператора P i наступнi аналiтичнi
розв’язки рiвняння ∆u(x, y) = 0 в областi Ωε :

un(x, y) = Re
1

(x + iy)n
, n = 1, 2, . . . .

Оскiльки область Ωε не є P -повною для оператора ∆ , то до розв’язкiв
рiвняння ∆u(x, y) = 0 в областi Ωε теорiя Паламодова–Еренпрайса не
застосовна.

В той же час, очевидно, що un(x, y) ≡ U0(x, y) при F (ξ) = 1/ξn , де ξ = x+

iy . Аналогiчнi приклади можна побудувати i для двовимiрного бiгармонiчного
рiвняння ∆2u(x, y) = 0 .

2.6.4. Приклади

Приклад 2.6.1. Розв’язки одного рiвняння гiдродинамiки.

Розглянемо наступну систему рiвнянь гiдродинамiки в лагранжевих
координатах

∂V (t, x)

∂t
− ∂u(t, x)

∂x
= 0,

∂u(t, x)

∂t
+

∂p(t, x)

∂x
= 0, (2.215)

p(t, x) = a− bV (t, x)− τ
∂p(t, x)

∂t
, a, b > 0, (2.216)

де V (t, x) , u(t, x) , p(t, x) — об’єм, швидкiсть i тиск, вiдповiдно, τ —
час релаксацiї. Рiвняння (2.215) є, вiдповiдно, законами збереження маси та
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iмпульсу i мають досить загальний характер. Система рiвнянь руху (2.215)
замикається рiвнянням стану середовища (2.216), яке несе iнформацiю про
конкретну модель гiдродинамiки, про славтивiсть середовища.

Зазначимо, що динамiчнi рiвняння стану (2.216) є частинним випадком
моделi Кельвiна – Фойгта [12, c. 31] лiнiйного вязкопружного середовища i
використовується при описi хвильових процесiв в грунтах i гiрничих породах
при малих навантаженнях.

Рiвняння стану, подiбне рiвнянню (2.216), розглядалось також в роботi
[65], де вивчались автомодельнi розв’язки однiєї загальної системи рiвнянь
гiдродинамiки.

Вiдмiтимо, що система рiвнянь (2.215), (2.216) при достатнiй
диференцiйовностi функцiй V , u , p зводиться до рiвняння

∂3V

∂t3
+ α

∂2V

∂t2
− β

∂2V

∂x2 = 0, (2.217)

где α := 1/τ > 0, β := b/τ > 0 .
В роботi [35] за допомогою комутативної алгебри, iзоморфної алгебрi

подвiйних чисел, описанi усi полiномiальнi та аналiтичнi розв’язки рiвняння
(2.217). Зараз ми побудуємо нескiнченну множину розв’язкiв рiвняння (2.217)
виду Vn(t, x) = Pn(t, x)eat+bx , де Pn — полiном степеня n i a, b ∈ C .

З цiєю метою на послiдовностi розширень {En
ρ}∞n=2 знайдемо усi пари

векторiв e1, e2 , якi задовольняють характеристичне рiвняння

e3
1 + αe2

1 − βe2
2 = 0. (2.218)

Для простоти сприйняття вектори e1, e2 вигляду (2.196) перепозначимо
наступним чином:

e1 =
∞∑

r=0

kr ρr, e2 =
∞∑

r=0

mr ρr , kr ,mr ∈ C. (2.219)

Таким чином, з рiвностi (2.219) i таблицi множення простору {En
ρ}∞n=2

випливають рiвностi

e2
1 = k2

0 + k2
1ρ

2 + k2
2ρ

4 + · · ·+ k2
[n/2]ρ

2[n/2]+
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+2
(
k0k1ρ + k0k2ρ

2 + k0k3ρ
3 + · · ·+ k0knρ

n
)
+

+2
(
k1k2ρ

3 + k1k3ρ
4 + k1k4ρ

5 + · · ·+ k1kn−1ρ
n
)
+

+2
(
k2k3ρ

5 + k2k4ρ
6 + k2k5ρ

7 + · · ·+ k2kn−2ρ
n
)

+ · · ·
· · ·+ 2k[(n−1)/2]k[(n−1)/2]+1ρ

2[(n−1)/2]+1,

де [k] — цiла частина числа k . Позначаючи e2
1 :=

∑∞
r=0 Brρ

r , маємо

B0 = k2
0 , B1 = 2k0k1 , B2 = k2

1 + 2k0k2 , (2.220)

i в загальному випадку

Br(k0, k1, . . . , kr) =





k2
r/2 + 2

(
k0kr + k1kr−1 + · · ·+ k r

2−1k r
2+1

)

при r парном,

2
(
k0kr + k1kr−1 + · · ·+ k r−1

2
k r+1

2

)

при r непарном.

(2.221)

Позначаючи e2
2 :=

∑∞
r=0 Crρ

r , очевидно, що коефiцiєнти Cr визначаються
спiввiдношеннями

Cr(m0,m1, . . . , mr) ≡ Br(m0,m1, . . . , mr). (2.222)

Нехай e3
1 :=

∑∞
r=0 Drρ

r . З рiвностi

e3
1 = e1e

2
1 =

∞∑
r=0

krρ
r

∞∑
r=0

Brρ
r =

∞∑
r=0

Drρ
r

випливають рiвностi

D0 = k3
0 , D1 = 3k2

0k1 , D2 = k0B2 + k1B1 + k3B0 , (2.223)

i в загальному випадку

Dr = k0Br + k1Br−1 + · · ·+ krB0 , r = 0, 1, 2, . . . .

Беручи до уваги всi принятi позначення, характеристичне рiвняння (2.218)
рiвносильне системi рiвнянь

Dr + αBr − βCr = 0 , r = 0, 1, 2, . . . . (2.224)
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Вiдповiдно до зауваження 2.6.22, вектор e1 покладаємо довiльними, а
вектор e2 виразимо через e1 рекурентними формулами виду (2.195). Тобто,
kr є довiльними комплексними числами при всiх r = 0, 1, 2, . . . .

Таким чином, iз спiввiдношень (2.221), (2.222), маємо

mr =

=





1
2m0

(
Cr −m2

r/2 − 2
(
m1mr−1 + m2mr−2 + . . . + m r

2−1m r
2+1

)
)

при r парному,

1
2m0

(
Cr − 2

(
m1mr−1 + m2mr−2 + . . . + m r−1

2
m r+1

2

))

при r непарному.

Пiдставляючи значення Cr з умов (2.224), отримуємо

mr =





1
2βm0

(
Dr + αBr − β

(
m2

r
2
+ 2m1mr−1 + 2m2mr−2 + · · ·

· · ·+ 2m r
2−1m r

2+1
)
)

при r парному,

1
2βm0

(
Dr + αBr − β

(
2m1mr−1 + 2m2mr−2 + · · ·

· · ·+ 2m r−1
2

m r+1
2

)
)

при r непарному.

(2.225)

Використовуючи спiввiдношення (2.220), (2.223), з рiвностi (2.224) випишемо
початковi значення m0 , m1 :

m0 := ±
√

k3
0 + αk2

0

β
, m1 :=

3k2
0k1 + 2αk0k1

2βm0
. (2.226)

Таким чином, рiвностi (2.225) i (2.226) дозволяють рекурентною
процедурою виписать значення mr при всiх r = 0, 1, 2, . . . .
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Тепер можемо визначити змiннi ξ та ξr , r = 1, 2, . . . . У нашому випадку,

ξ = k0t + m0x = k0t± x

√
k3

0 + αk2
0

β
,

a ξr = krt + mrx при r = 1, 2, . . . . При цьому kr — довiльнi комплекснi числа
при r = 0, 1, 2, . . . , а mr визначаються рекурентними формулами (2.225).

Таким чином, тепер ми можемо виписати нескiнченну кiлькiсть розв’язкiв
виду (2.213). Випишемо декiлька перших розв’язкiв. Маємо

V0(t, x) = exp


k0t± x

√
k3

0 + αk2
0

β


 ,

V1(t, x) =

(
tk1 ± x

3k0k1 + 2αk1

2
√

β(k0 + α)

)
exp


k0t± x

√
k3

0 + αk2
0

β


 ,

V2(t, x) =

[
tk2 ± x

3k2
1k0 + 4αk2

1 + 20αk0k2 + 12k2
0k2 + 8α2k2

8
√

β(k0 + α)3/2
+

+
1

2

(
tk1 ± x

3k0k1 + 2αk1

2
√

β(k0 + α)

)2]
exp


k0t± x

√
k3

0 + αk2
0

β


 ,

де серед знакiв +,− вибираються одночасно верхнi або нижнi знаки, а k0, k1, k2

— довiльнi комплекснi числа.
Збiльшуючи n , можемо виписати як завгодно багато розв’язкiв рiвняння

(2.217).
Приклад 2.6.2. Розв’язки тривимiрного рiвняння Лапласа.

Для тривимiрного рiвняння Лапласа

∂2u

∂x2 +
∂2u

∂y2 +
∂2u

∂z2 = 0 (2.227)

побудуємо розв’язки виду (2.204). З цiєю метою на послiдовностi розширень
{En

ρ}∞n=2 знайдемо усi трiйки векторiв e1, e2, e3 , якi задовольняють
характеристичне рiвняння

e2
1 + e2

2 + e2
3 = 0. (2.228)
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Вектори e1, e2, e3 вигляду (2.196) перепозначимо наступним чином:

e1 =
∞∑

r=0

krρ
r, e2 =

∞∑
r=0

mrρ
r, e3 =

∞∑
r=0

grρ
r, kr,mr, gr ∈ C.

Нехай e2
1 =

∑∞
r=0 Brρ

r . Коефiцiєнти Br визначаються рiвностями (2.220),
(2.221).

Очевидно, що рiвняння (2.228) рiвносильне нескiнченнiй системi рiвнянь

Br(k0, k1, . . . , kr) + Br(m0,m1, . . . , mr) + Br(g0, g1, . . . , gr) = 0, (2.229)

r = 0, 1, 2, . . . .

Вiдповiдно до зауваження 2.6.22, вектори e1, e2 покладаємо довiльними,
а вектор e3 виразимо через e1 та e2 рекурентними формулами виду (2.195).
Тобто, kr ,mr є довiльними комплексними числами при всiх r = 0, 1, 2, . . . . Iз
системи (2.229), з урахуванням (2.220), маємо такi початковi значення:

g0 = ±i
√

k2
0 + m2

0 , g1 =
±i(k0k1 + m0m1)√

k2
0 + m2

0

, (2.230)

де серед знакiв +,− вибираються одночасно верхнi або нижнi знаки. З
урахуванням рiвностей (2.221), система (2.229) має такий розв’язок:

gr =





−1
2g0

[
k2

r/2 + m2
r/2 + g2

r/2 + 2
(
k0kr + k1kr−1 + · · ·+ k r

2−1k r
2+1

+m0mr + m1mr−1 + · · ·+ m r
2−1m r

2+1

+g1gr−1 + g2gr−2 + · · ·+ g r
2−1g r

2+1
)]

при r парному,

−1
g0

(
k0kr + k1kr−1 + · · ·+ k r−1

2
k r+1

2

+m0mr + m1mr−1 + · · ·+ m r−1
2

m r+1
2

+g1gr−1 + g2gr−2 + · · ·+ g r−1
2

g r+1
2

)
при r непарному

(2.231)

з початковими значеннями (2.230). Зауважимо, що формула (2.231) є формулою
виду (2.195) для рiвняння (2.227).

Тепер можемо визначити змiннi ξ та ξr , r = 1, 2, . . . . У нашому випадку,

ξ = k0x + m0y + g0z = k0x + m0y ± i
√

k2
0 + m2

0 z,
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a ξr = krx+mry+grz при r = 1, 2, . . . . При цьому kr ,mr — довiльнi комплекснi
числа при r = 0, 1, 2, . . . , а gr визначаються рекурентними формулами (2.231).

Таким чином, тепер ми можемо виписати нескiнченну кiлькiсть розв’язкiв
виду (2.204). Зараз випишемо декiлька перших розв’язкiв. Маємо

U0 = F0

(
k0x + m0y ± i

√
k2

0 + m2
0 z

)
,

U1 =
(
k1x + m1y ± i(k0k1 + m0m1)√

k2
0 + m2

0

z
)
F1

(
k0x + m0y ± i

√
k2

0 + m2
0 z

)
,

U2 =

(
k2x + m2y ± i

2
√

k2
0 + m2

0

(
k2

1 + m2
1 + 2k0k1 + 2m0m1−

−(k0k1 + m0m1)
2

k2
0 + m2

0

)
z

)
F2

(
k0x + m0y ± i

√
k2

0 + m2
0 z

)
+

+
1

2

(
k1x + m1y ± i(k0k1 + m0m1)√

k2
0 + m2

0

z

)2

F ′
2

(
k0x + m0y ± i

√
k2

0 + m2
0 z

)
,

де kr ,mr при r = 0, 1, 2 , — довiльнi комплекснi числа, а F0, F1, F2 — довiльнi
голоморфнi функцiї комплексної змiнної.

Приклад 2.6.3. Розв’язки хвильового рiвняння.

Маючи розв’язки рiвняння (2.227) легко виписати розв’язки хвильового
рiвняння

∂2W

∂x2 +
∂2W

∂y2 − ∂2W

∂z2 = 0. (2.232)

Для рiвняння (2.232) характеристичне рiвняння має вигляд

ê2
1 + ê2

2 − ê2
3 = 0. (2.233)

Очевидним є наступне твердження: якщо трiйка векторiв e1, e2, e3 ∈
{En

ρ}∞n=2 задовольняє рiвняння (2.228), то вектори ê1 := e1, ê2 := e2, ê3 :=

ie3 ∈ {En
ρ}∞n=2 задовольняють рiвняння (2.233) i навпаки. Тобто, потрiбно

правi частини рiвностей (2.230), (2.231) помножити на комплексну одиницю
i . Далi повторюється процедура як у попередньому пунктi. Зокрема, ξ =
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k0x + m0y ±
√

k2
0 + m2

0 z . Вiдповiдно, першi два розв’язки рiвняння (2.232)
матимуть вигляд:

W0 = F0

(
k0x + m0y ±

√
k2

0 + m2
0 z

)
,

W1 =
(
k1x + m1y ± k0k1 + m0m1√

k2
0 + m2

0

z
)
F1

(
k0x + m0y ±

√
k2

0 + m2
0 z

)
,

де k0,m0, k1,m1 — довiльнi комплекснi числа, а F0, F1 — довiльнi аналiтичнi
функцiї дiйсної або комплексної змiнної.

Приклад 2.6.4. Розв’язки рiвняння поперечного коливання

пружного стержня.

У цьому пунктi для рiвняння поперечного коливання пружного стержня
(див., наприклад, [157, c. 940])

∂2w

∂x2 + a2∂
4w

∂y4 = 0. (2.234)

побудуємо розв’язки виду (2.213). З цiєю метою на послiдовностi розширень
{En

ρ}∞n=2 знайдемо усi пари векторiв e1, e2 , якi задовольняють характеристичне
рiвняння

e2
1 + a2e4

2 = 0. (2.235)

Нехай вектори e1, e2 мають вигляд (2.219). Нехай e2
1 =

∑∞
r=0 Brρ

r,

e2
2 =

∑∞
r=0 Crρ

r . Коефiцiєнти Br визначенi рiвностями (2.220) та (2.221).
Коефiцiєнти Cr , очевидно, визначаються спiввiдношеннями

Cr(m0,m1, . . . , mr) ≡ Br(m0,m1, . . . , mr). (2.236)

Вiдповiдно до зауваження 2.6.22, вектор e2 покладемо довiльним, а вектор
e1 виразимо через e2 рекурентними формулами виду (2.195). Для цього
рiвняння (2.235) перепишемо у виглядi e2

1 + (ae2
2)

2 = 0 , звiдки e1 = ±iae2
2 ,

що рiвносильно
kr = ±i a Cr , r = 0, 1, 2, . . . . (2.237)

Зауважимо, що формула (2.237) є формулою виду (2.195) для рiвняння
(2.234).
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Тепер можемо визначити змiннi ξ та ξr , r = 1, 2, . . . . У цьому випадку,

ξ = k0x + m0y = ±i a m2
0 x + m0y,

a ξr = krx + mry при r = 1, 2, . . . . При цьому mr — довiльнi комплекснi числа
при r = 0, 1, 2, . . . , а kr визначаються рекурентними формулами (2.237).

Таким чином, ми можемо виписати нескiнченну кiлькiсть розв’язкiв виду
(2.213) для рiвняння (2.234). Випишемо декiлька перших розв’язкiв. Маємо

V0 = eξ = e±i a m2
0 x+m0y,

V1 = ξ1e
ξ =

(
± 2i a m0 m1 x + m1y

)
e±i a m2

0 x+m0y.

V2 =

(
ξ2 +

ξ2
1

2

)
eξ =

=

[
± ia(m2

1 + 2m0m2)x + m2y +
1

2
(±2i a m0 m1 x + m1y)2

]
e±i a m2

0 x+m0y,

де m0,m1, m2 — довiльнi комплекснi числа.
Приклад 2.6.5. Розв’язки рiвняння ∂2w

∂x2 − a2 ∂4w
∂y4 = 0 .

Маючи розв’язки рiвняння (2.234), легко виписати розв’язки рiвняння

∂2w

∂x2 − a2∂
4w

∂y4 = 0. (2.238)

Для рiвняння (2.238) характеристичне рiвняння має вигляд

ê2
1 − a2ê4

2 = 0. (2.239)

Очевидним є наступне твердження: якщо пара векторiв e1, e2 ∈ {En
ρ}∞n=2

задовольняє рiвняння (2.235), то вектори ê1 := e1, ê2 :=
(√

2
2 + i

√
2

2

)
e2 ∈

{En
ρ}∞n=2 задовольняють рiвняння (2.239) i навпаки. Тобто, потрiбно праву

частину рiвностi (2.237) помножити на
(√

2
2 + i

√
2

2

)2
= i . Далi повторюється

процедура як у попередньому пунктi. Зокрема, ξ = k0x+m0y = ± am2
0 x+m0y .

Вiдповiдно, першi два розв’язки рiвняння (2.238) матимуть вигляд:

W0 = eξ = e±a m2
0 x+m0y,
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W1 = ξ1e
ξ =

(
± 2 am0 m1 x + m1y

)
e±am2

0 x+m0y.

де m0,m1 — довiльнi комплекснi числа.
Приклад 2.6.6. Розв’язки узагальненого бiгармонiчного

рiвняння.

У цьому пунктi для рiвняння

∂4u

∂x4 + 2p
∂4u

∂x2∂y2 +
∂4u

∂y4 = 0, p ∈ C (2.240)

побудуємо розв’язки виду (2.204). На послiдовностi розширень {En
ρ}∞n=2

знайдемо усi пари векторiв e1, e2 , якi задовольняють характеристичне рiвняння

e4
1 + 2p e2

1e
2
2 + e4

2 = 0. (2.241)

Нехай вектори e1, e2 мають вигляд (2.219). Нехай e2
1 =

∑∞
r=0 Brρ

r , де
коефiцiєнти Br визначенi рiвностями (2.220), (2.221). Покладаючи e4

1 =∑∞
r=0 Crρ

r , коефiцiєнти Cr , очевидно, визначаються спiввiдношеннями

Cr(k0, k1, . . . , kr) = Br(B0, B1, . . . , Br).

Якщо e2
2 =

∑∞
r=0 Hrρ

r , то коефiцiєнти Hr визначаються рiвностями

Hr(m0,m1, . . . , mr) = Br(m0,m1, . . . , mr).

Аналогiчно, для e4
2 =

∑∞
r=0 Drρ

r , коефiцiєнти Dr , визначаються
спiввiдношеннями

Dr(m0,m1, . . . , mr) = Hr(H0, H1, . . . , Hr).

Залишилось визначити коефiцiєнти Rr iз розкладу e2
1e

2
2 =

∑∞
r=0 Rrρ

r .
Враховуючи правила множення для послiдовностi розширень {En

ρ}∞n=2 , маємо

Rr = B0Hr + B1Hr−1 + · · ·+ BrH0.

Тепер очевидно, що рiвняння (2.241) рiвносильне нескiнченнiй системi
рiвнянь

Dr + 2pRr + Cr = 0, r = 0, 1, 2, . . . . (2.242)



185

Вiдповiдно до зауваження 2.6.22, вектор e1 покладемо довiльним, а вектор
e2 виразимо через e1 рекурентними формулами виду (2.195). Тобто, kr є
довiльними комплексними числами при всiх r = 0, 1, 2, . . . . Iз системи (2.242),
маємо такi початковi значення:

m0 = ±k0

√
±

√
p2 − 1− p , m1 = −k3

0k1 + pk0k1m
2
0

m3
0 + pk2

0m0
,

m2 = −m2
0(3m

2
1 + pk2

1 + 2pk0k2) + 3k2
0(k

2
1 + 2k0k2 + pm2

1) + 4pk0k1m0m1

2m3
0 + 2pk2

0m0
, (2.243)

де серед знакiв +,− вибирається будь-який. Зауважимо, що для визначення
коефiцiєнтiв mr при всiх r = 3, 4, . . . iз рiвностей (2.242) щоразу будемо
отримувати лiнiйне рiвняння.

Тепер можемо визначити змiннi ξ та ξr , r = 1, 2, . . . . У цьому випадку,
ξ = k0x + m0y , ξr = krx + mry при r = 1, 2, . . . . При цьому kr — довiльнi
комплекснi числа при r = 0, 1, 2, . . . , а mr — визначаються iз рекурентних
формул (2.242) з урахуванням (2.243).

Таким чином, ми можемо виписати нескiнченну кiлькiсть розв’язкiв виду
(2.204). Зокрема, маючи значення m0,m1,m2 можемо виписати першi три
розв’язки

U0 = F0(ξ), U1 = ξ1F1(ξ), U2 = ξ2F2(ξ) +
ξ2
1

2!
F ′

2(ξ),

де F0, F1, F2 — довiльнi голоморфнi функцiї змiнної ξ .
Приклад 2.6.7. Розв’язки двовимiрного рiвняння Гельмгольца.

У цьому пунктi для однорiдного рiвняння Гельмгольца

∂2u

∂x2 +
∂2u

∂y2 + λu = 0, λ ∈ C (2.244)

побудуємо розв’язки виду (2.213). З цiєю метою на послiдовностi розширень
{En

ρ}∞n=2 знайдемо пари векторiв e1, e2 , якi задовольняють характеристичне
рiвняння

e2
1 + e2

2 + λ = 0. (2.245)

Нехай вектори e1, e2 мають вигляд (2.219). Нехай e2
1 =

∑∞
r=0 Brρ

r ,
e2
2 =

∑∞
r=0 Crρ

r , де коефiцiєнти Br визначенi рiвностями (2.220), (2.221), а
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коефiцiєнти Cr визначаються формулою (2.236). Очевидно, що рiвняння (2.245)
рiвносильне нескiнченнiй системi рiвнянь

k2
0 + m2

0 + λ = 0,

Br(k0, k1, . . . , kr) + Br(m0,m1, . . . , mr) = 0, r = 1, 2, . . . . (2.246)

Вектор e1 покладаємо довiльними, а вектор e2 виразимо через e1 (2.195).
Тобто, kr є довiльними комплексними числами при всiх r = 0, 1, 2, . . . . Iз
системи (2.246) маємо такi початковi значення:

m0 = ±i
√

k2
0 + λ , m1 =

±ik0k1√
k2

0 + λ
, m2 =

k2
1λ

2m3
0
− k0k2

m0
, (2.247)

де серед знакiв +,− вибираються одночасно верхнi або нижнi знаки. З
урахуванням рiвностей (2.221), система (2.246) має такий розв’язок:

mr =





−1
2m0

[
k2

r/2 + m2
r/2 + 2

(
k0kr + k1kr−1 + · · ·+ k r

2−1k r
2+1+

+m1mr−1 + m2mr−2 + · · ·+ m r
2−1m r

2+1
)]

при r парному,

−1
m0

(
k0kr + k1kr−1 + · · ·+ k r−1

2
k r+1

2
+ m1mr−1+

+m2mr−2 + · · ·+ m r−1
2

m r+1
2

)
при r непарному

(2.248)

з початковими значеннями (2.247). Зауважимо, що формула (2.248) є формулою
виду (2.195) для рiвняння (2.244).

Тепер можемо визначити змiннi ξ та ξr , r = 1, 2, . . . . В цьому випадку,

ξ = k0x + m0y = k0x± yi
√

k2
0 + λ,

a ξr = krx + mry при r = 1, 2, . . . . При цьому kr — довiльнi комплекснi числа
при r = 0, 1, 2, . . . , а mr визначаються рекурентними формулами (2.248).

Таким чином, тепер ми можемо виписати нескiнченну кiлькiсть розв’язкiв
виду (2.213). Випишемо декiлька перших розв’язкiв. Маємо

V0 = eξ = ek0x±yi
√

k2
0+λ,
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V1 = ξ1e
ξ =

(
k1x± ik0k1√

k2
0 + λ

y
)
ek0x±yi

√
k2
0+λ.

V2 =

(
ξ2 +

ξ2
1

2

)
eξ =

=

[
k2x +

( k2
1λ√
2m3

0

− k0k2

m0

)
y +

1

2

(
k1x± ik0k1√

k2
0 + λ

y
)2

]
ek0x±yi

√
k2
0+λ,

де k0, k1, k2 — довiльнi комплекснi числа.
Зауваження 2.6.25. Використовуючи запропонований пiдхiд, отримуємо

усi аналiтичнi розв’язки двовимiрного рiвняння Лапласа

∆2u(x, y) :=
∂2u

∂x2 +
∂2u

∂y2 = 0 (2.249)

та двовимiрного бiгармонiчного рiвняння

∆2
2u(x, y) = 0. (2.250)

Зокрема, усi аналiтичнi розв’язки рiвняння (2.249) отримуються у виглядi ком-
поненти U0 , а всi розв’язки у виглядi компонент Uk при k = 2, 3, . . . будуть
пiдмножиною розв’язкiв, що отриманi у виглядi компоненти U0 . Для рiвняння
(2.250) загальний розв’язок отримуємо у виглядi суми U0+U1 . Причому, розв’я-
зок U0 + U1 буде вточностi спiвпадати з формулою Гурса загального розв’язку
рiвняння (2.250). А всi iншi розв’язки Uk при k = 3, 4, . . . є пiдмножиною
множини розв’язкiв U0 + U1 .

Висновки

В роздiлi 2 дослiджено алгебраїчно-аналiтичнi властивостi моногенних
функцiй зi значеннями в довiльнiй скiнченновимiрнiй комутативнiй
асоцiативнiй алгебрi, а саме:

1. отримано конструктивний опис моногенних функцiй, визначених в
областях спецiальних пiдпросторiв довiльної скiнченновимiрної комутативної
асоцiативної алгебри над полем C , зi значеннями в цiй алгебрi за допомогою
голоморфних функцiй комплексної змiнної.
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2. Доведено аналоги iнтегральної теореми Кошi, теореми Морера, аналог
iнтегральної формули Кошi для криволiнiйного iнтеграла.

3. Доведено аналог iнтегральної теореми Кошi для поверхневого iнтеграла
по негладкiй поверхнi.

4. Встановлено вiдповiднiсть мiж моногенною функцiєю в довiльнiй
скiнченновимiрнiй комутативнiй асоцiативнiй алгебрi i скiнченним набором
моногенних функцiй в спецiальнiй комутативнiй асоцiативнiй алгебрi.

5. Для довiльного лiнiйного однорiдного диференцiального рiвняння з
частинними похiдних зi сталими коефiцiєнтами запропоновано процедуру
побудови нескiнченновимiрної сiм’ї розв’язкiв.
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РОЗДIЛ 3

МОНОГЕННI ФУНКЦIЇ В НЕСКIНЧЕННОВИМIРНИХ

ПРОСТОРАХ З КОМУТАТИВНИМ МНОЖЕННЯМ

У цьому роздiлi дослiджуються властивостi моногенних функцiй зi
значеннями в нескiнченновимiрних алгебрах i нескiнченновимiрних просторах
з комутативним множенням.

3.1. Опис просторових потенцiальних

полiв за допомогою моногенних функцiй в

нескiнченновимiрних просторах

Як вiдомо, (див., наприклад, [131, c. 43]) у скiнченновимiрних алгебрах
не можна описати усi просторовi гармонiчнi функцiї у виглядi компонент
моногенних функцiй. Для цього потрiбно розглядати нескiнченновимiрнi
простори. Результати цього пiдроздiлу опублiковано в роботi [147].

3.1.1. Моногеннi функцiї в ТВП F̃

Розглянемо нескiнченновимiрну комутативну асоцiативну банахову
алгебру

F :=

{
g =

∞∑

k=1

ckek : ck ∈ R,
∞∑

k=1

|ck| < ∞
}

(3.1)

над полем R з нормою ‖g‖F :=
∞∑

k=1
|ck| i базисом {ek}∞k=1 , де таблиця множення
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для елементiв базису має наступний вигляд:

ene1 = en, e2n+1e2n =
1

2
e4n ∀n ≥ 1 ,

e2n+1e2m =
1

2

(
e2n+2m − (−1)me2n−2m

)
∀n > m ≥ 1 ,

e2n+1e2m =
1

2

(
e2n+2m + (−1)ne2m−2n

)
∀m > n ≥ 1 ,

e2n+1e2m+1 =
1

2

(
e2n+2m+1 + (−1)me2n−2m+1

)
∀n ≥ m ≥ 1 ,

e2ne2m =
1

2

(
−e2n+2m+1 + (−1)me2n−2m+1

)
∀n ≥ m ≥ 1 .

Очевидно, що тут e1, e2, e3 утворюють гармонiчну трiйку векторiв.
Вiдмiтимо, що алгебра F iзоморфна алгебрi F абсолютно збiжних

тригонометричних рядiв Фур’є

g(τ) = a0 +
∞∑

k=1

(
ak ik cos kτ + bk ik sin kτ

)

з дiйсними коефiцiєнтами a0, ak, bk i нормою ‖g‖F := |a0| +
∞∑

k=1

(
|ak| + |bk|

)
.

При цьому має мiсце iзоморфiзм e2k−1 ↔ ik−1 cos (k − 1)τ , e2k ↔ ik sin kτ мiж
базисними елементами.

Тепер помiстимо алгебру F в топологiчний векторний простiр

F̃ :=

{
g =

∞∑

k=1

ckek : ck ∈ R
}

iз топологiєю покоординатної збiжностi.
П. Кетчум [104] розглядав саме цей простiр F̃ , хоча вiн i не

використовував поняття топологiчного векторного простору так само, як i
поняття диференцiйовностi за Гато.

Вiдмiтимо, що F̃ не є алгеброю, оскiльки добуток елементiв g1, g2 ∈ F̃ не
завжди визначений. Але для кожного g =

∞∑
k=1

ckek ∈ F̃ i ζ = xe1 + ye2 + ze3

можна однозначно визначити добуток

gζ ≡ ζg := x
∞∑

k=1

ckek + y

(
−c2

2
e1 +

(
c1 − c5

2

)
e2 − c4

2
e3+
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+
1

2

∞∑

k=2

(c2k−1 − c2k+3) e2k − 1

2

∞∑

k=2

(c2k−2 + c2k+2) e2k+1

)
+

+z

(
−c3

2
e1 − c4

2
e2 +

(
c1 − c5

2

)
e3 +

1

2

∞∑

k=4

(ck−2 − ck+2) ek

)
.

Нехай Ω — область в R3 i Ωζ := {ζ = xe1 + ye2 + ze3 : (x, y, z) ∈ Ω} .
Розглянемо функцiю Φ : Ωζ → F̃ вигляду

Φ(ζ) =
∞∑

k=1

Uk(x, y, z) ek , (3.2)

де функцiї Uk : Ω → R диференцiйовнi в Ω . Тодi Φ є неперервною в Ωζ i, крiм
того, Φ є моногенною функцiєю в Ωζ , якщо Φ′(ζ) ∈ F̃ в наступнiй рiвностi

lim
ε→0+0

(Φ(ζ + εh)− Φ(ζ)) ε−1 = hΦ′(ζ) ∀h ∈ E3. (3.3)

В наступнiй теоремi встановлено необхiднi i достатнi умови моногенностi
для функцiї Φ : Ωζ → F̃ в областi Ωζ .

Теорема 3.1.1. Нехай функцiя Φ : Ωζ → F̃ неперервна i функцiї Uk :

Ω → R в розкладi (3.2) диференцiйовнi в Ω . Для того, щоб функцiя Φ була
моногенною в областi Ωζ , необхiдно i достатньо, щоб виконувались наступнi
умови Кошi–Рiмана в областi Ωζ :

∂Φ

∂y
=

∂Φ

∂x
e2,

∂Φ

∂z
=

∂Φ

∂x
e3. (3.4)

Доведення. Необхiднiсть. Якщо функцiя Φ моногенна в областi Ωζ ,
то при h = e1 рiвнiсть (3.3) перетворюється на рiвнiсть Φ′(ζ) = ∂Φ

∂x . Тепер
покладаючи в рiвностi (3.3) спочатку h = e2 , а потiм h = e3 , отримуємо умови
(3.4).

Достатнiсть. Нехай ζ := xe1 + ye2 + ze3 ∈ Ωζ , h := h1e1 + h2e2 + h3e3 ,
де h1, h2, h3 ∈ R i додатне число ε таке, що ζ + εh ∈ Ωζ . Тодi при виконаннi
умов (3.4), з урахуванням диференцiйовностi компонент, справедлива рiвнiсть

lim
ε→0+0

(Φ(ζ + εh)− Φ(ζ)) ε−1 − hΦ′(ζ) =
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=
( ∞∑

k=1

(Uk(x + εh1, y + εh2, z + εh3)− Uk(x, y, z)) ek−

−ε(h1e1 + h2e2 + h3e3)
∞∑

k=1

∂Uk(x, y, z)

∂x
ek

)
ε−1 =

= ε−1
∞∑

k=1

(
Uk(x + εh1, y + εh2, z + εh3)− Uk(x, y, z)−

−∂Uk(x, y, z)

∂x
εh1 − ∂Uk(x, y, z)

∂y
εh2 − ∂Uk(x, y, z)

∂z
εh3

)
ek = o(ε), ε → 0.

Переходячи в останнiй рiвностi до границi при ε → 0 , отримуємо рiвнiсть (3.3)
в якiй Φ′(ζ) = ∂Φ/∂x . Теорему доведено.

В роботi [143] доведено, що система (3.4) може бути подана у наступному
еквiвалентному виглядi:

∂U1

∂x
− 1

2

∂U2

∂y
− 1

2

∂U3

∂z
= 0 ,

∂U3

∂y
− ∂U2

∂z
= 0 ,

∂U1

∂y
+

1

2

∂U2

∂x
= 0 ,

∂U1

∂z
+

1

2

∂U3

∂x
= 0 ,

∂U2k

∂x
= −∂U2k−2

∂z
− ∂U2k−1

∂y
∂U2k+1

∂x
=

∂U2k−2

∂y
− ∂U2k−1

∂z
∂U2k

∂z
− ∂U2k+1

∂y
=

∂U2k−2

∂x
∂U2k

∂y
+

∂U2k+1

∂z
=

∂U2k−1

∂x
k = 2, 3, . . . .

(3.5)

Зв’язок мiж розв’язками системи (3.5) i просторовими потенцiальними
полями описано в роботi [143], де аналогiчна властивiсть встановлена для
розв’язкiв системи (3.5).

Означення 3.1.1. Вектор-функцiя V називається гармонiчним
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ветором, якщо V задовольняє систему рiвнянь

div V = 0 , rotV = 0. (3.6)

Наступна теорема є прямим наслiдком теореми 1.19, де аналогiчна
властивiсть встановлена для розв’язкiв системи (3.5). [143].

Теорема 3.1.2. Кожна моногенна функцiя Φ : Ωζ → F̃ породжує
гармонiчний вектор V := (U1,−1

2 U2,−1
2 U3) в областi Ω .

Вiдмiтимо, що такий же зв’язок мiж гармонiчними векторами i
моногенними функцiями зi значеннями в тривимiрнiй напiвпростiй гармонiчнiй
алгебрi було отримано I. П. Мельниченком [130,131].

Наступна теорема є безпосереднiм наслiдком теореми 1.20 [143].

Теорема 3.1.3. Для довiльної гармонiчної в однозв’язнiй областi Ω ⊂ R3

функцiї U1 : Ω → R iснує моногенна функцiя Φ : Ωζ → F̃ така, що U1 є її
першою компонентою в розкладi (3.2).

Зокрема, кожна сферична функцiя є першою компонентою в розкладi (3.2)
моногенної функцiї зi значеннями в алгебрi F , а саме, Φ(ζ) = aζn , де a ∈ F
(див., наприклад, [143]).

3.1.2. Моногеннi функцiї в ТВП G̃

Розглянемо нескiнченновимiрну комутативну асоцiативну банахову
алгебру

G :=

{
g =

∞∑

k=1

ckek : ck ∈ R,

∞∑

k=1

|ck| < ∞
}

над полем R з нормою ‖g‖G :=
∞∑

k=1
|ck| i базисом {ek}∞k=1 , де таблиця множення

базисних елементiв має наступний вигляд:

ene1 = en, e2n+1em = e2n+m, e2ne2m = −e2n+2m−3 − e2n+2m+1 (3.7)

для всiх натуральних n i m .
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Очевидно, що тут e1, e2, e3 утворюють гармонiчну трiйку векторiв.
Встановлюючи вiдповiднiсть мiж базисиними елементами ek i

тригонометричними функцiями: e2n−1 ↔ in−1 cosn−1 τ , e2n ↔ in sin τ cosn−1 τ ,
отримаємо модель алгебри G .

Нехай Ω — область в R3 i Ωζ := {ζ = xe1 + ye2 + ze3 : (x, y, z) ∈ Ω} .
Будемо розглядати функцiю Φ : Ωζ → G вигляду (3.2), де функцiї Uk : Ω →
R диференцiйовнi в Ω . Неперервна функцiя називається моногенною, якщо в
рiвность (3.3) Φ′(ζ) ∈ G .

В наступнiй теоремi встановлено необхiднi i достатнi умови моногенностi
функцiї Φ в областi Ωζ .

Теорема 3.1.4. Нехай функцiя Φ : Ωζ → G неперервна в областi Ωζ

i функцiї Uk : Ω → R в розкладi (3.2) диференцiйовнi в Ω . Для того, щоб
функцiя Φ була моногенною в Ωζ , необхiдно i достатньо, щоб виконувались
умови (3.4) i були справедливi наступнi спiввiдношення в Ω :

∞∑

k=1

∣∣∣∣
∂Uk(x, y, z)

∂x

∣∣∣∣ < ∞, (3.8)

lim
ε→0+0

∞∑

k=1

∣∣∣∣Uk(x + εh1, y + εh2, z + εh3)− Uk(x, y, z)− ∂Uk(x, y, z)

∂x
εh1−

−∂Uk(x, y, z)

∂y
εh2 − ∂Uk(x, y, z)

∂z
εh3

∣∣∣∣ ε−1 = 0 ∀h1, h2, h3 ∈ R. (3.9)

Доведення. Необхiднiсть. Якщо функцiя Φ моногенна в областi Ωζ , то
при h = e1 рiвнiсть (3.3) перетворюється на рiвнiсть Φ′(ζ) = ∂Φ

∂x i при цьому
виконується спiввiдношення (3.8). Тепер покладаючи в рiвностi (3.3) спочатку
h = e2 , а потiм h = e3 , отримуємо умови (3.4).

Нарештi, при h := h1e1 +h2e2 +h3e3 , h1, h2, h3 ∈ R i ε > 0 , з урахуванням
умов (3.4), маємо

lim
ε→0+0

(Φ(ζ + εh)− Φ(ζ)) ε−1 − hΦ′(ζ) =

=
( ∞∑

k=1

(Uk(x + εh1, y + εh2, z + εh3)− Uk(x, y, z)) ek−
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−ε(h1e1 + h2e2 + h3e3)
∞∑

k=1

∂Uk(x, y, z)

∂x
ek

)
ε−1 =

= ε−1
∞∑

k=1

(
Uk(x + εh1, y + εh2, z + εh3)− Uk(x, y, z)−

−∂Uk(x, y, z)

∂x
εh1 − ∂Uk(x, y, z)

∂y
εh2 − ∂Uk(x, y, z)

∂z
εh3

)
ek. (3.10)

Тому наслiдком моногенностi функцiї Φ в областi Ωζ є спiввiдношення (3.9).
Достатнiсть. Нехай ζ := xe1 + ye2 + ze3 ∈ Ωζ , h := h1e1 + h2e2 + h3e3 ,

де h1, h2, h3 ∈ R i додатне число ε таке, що ζ + εh ∈ Ωζ . Тодi при виконаннi
умов (3.4) i спiввiдношення (3.8) справедлива рiвнiсть (3.10), наслiдком якої i
спiввiдношення (3.9) є моногеннiсть функцiї Φ в областi Ωζ . Теорему доведено.

Зауважимо, що спiввiдношення (3.8) i (3.9) зумовленi нормою абсолютною
збiжностi в алгебрi G .

Напевно, неможливо отримати всi гармонiчнi функцiї у виглядi компонент
моногенних функцiй зi значеннями в алгебрi G . Тому, помiстимо алгебру G в
топологiчний векторний простiр

G̃ :=

{
g =

∞∑

k=−∞
ckek : ck ∈ R

}

з топологiєю покоординатної збiжностi i базисом {ek}∞k=−∞ . Покладаємо, що
базиснi елементи множаться за правилом (3.7) для всiх цiлих n i m .

М. Рошкулець [169] розглядав простiр G̃ , хоча вiн i не використовував
поняття топологiчного векторного простору так само, як i поняття
диференцiйовностi за Гато. В роботi [169] доведено, що кожна сферична
функцiя є компонентою розкладу за базисом функцiї λζn , де λ ∈ G̃ .

Вiдмiтимо, що G̃ не є алгеброю, оскiльки добуток елементiв g1, g2 ∈ G̃ не
завжди визначений. Хоча, для кожного g =

∞∑
k=−∞

ckek ∈ G̃ i ζ = xe1 +ye2 + ze3

можна однозначно визначити добуток

gζ ≡ ζg := x

∞∑

k=−∞
ckek+
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+y

( ∞∑

k=−∞
c2k−1 e2k −

∞∑

k=−∞
(c2k−2 + c2k+2) e2k+1

)
+ z

∞∑

k=−∞
ck−2 ek .

Тепер розглянемо функцiю Φ : Ωζ → G̃ вигляду

Φ(ζ) =
∞∑

k=−∞
Uk(x, y, z) ek , (3.11)

де функцiї Uk : Ω → R диференцiйовнi в Ω . Тодi Φ є неперервною функцiєю
в Ωζ i, отже, Φ є моногенною функцiєю в Ωζ , якщо Φ′(ζ) ∈ G̃ в рiвностi (3.3).

В наступнiй теоремi встановлено необхiднi i достатнi умови моногенностi
функцiї Φ : Ωζ → G̃ в областi Ωζ .

Теорема 3.1.5. Нехай функцiя Φ : Ωζ → G̃ має вигляд (3.11) i функцiї
Uk : Ω → R диференцiйовнi в Ω . Для того, щоб функцiя Φ була моногенною
в областi Ωζ , необхiдно i достатньо, щоб виконувались умови (3.4) в Ωζ .

Доведення теореми 3.1.5 повнiстю аналогiчне до доведення теореми 3.1.4,
але спiввiдношення вигляду (3.8) i (3.9) не потрiбнi, оскiльки в просторi G̃ не
використовується поняття норми.

Запишемо умови (3.4) у виглядi:

∂U2m+2

∂y
=

∂U2m+1

∂x
,

∂U2m+1

∂y
= −∂U2m−2

∂x
− ∂U2m+2

∂x
,

∂Um+2

∂z
=

∂Um

∂x

(3.12)

для всiх цiлих чисел m .
Очевидно, якщо функцiї Uk : Ω → R мають неперервнi частиннi

похiднi другого порядку в областi Ω i задовольняють умови (3.12), тодi вони
задовольняють рiвняння (2.227) в Q . Дiйсно, у випадку, коли функцiя (3.11)
двiчi диференцiйовна за Гато, вона задовольняє рiвнiсть (1.12) в областi Ωζ .

В наступнiй теоремi встановлено, що кожна моногенна функцiя Φ : Ωζ →
G̃ породжує сiмейство гармонiчних векторiв.
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Теорема 3.1.6. Кожна моногенна функцiя Φ : Ωζ → G̃ породжує
гармонiчнi вектори V := (U2m+2, U2m+1, U2m) в областi Ω для всiх цiлих
чисел m .

Доведення. Вiдмiтимо, що система (3.12) може бути записана у
наступному еквiвалентному виглядi:

∂U2m+2

∂x
+

∂U2m+1

∂y
+

∂U2m

∂z
= 0 ,

∂U2m

∂y
− ∂U2m+1

∂z
= 0 ,

∂U2m+2

∂z
− ∂U2m

∂x
= 0 ,

∂U2m+1

∂x
− ∂U2m+2

∂y
= 0

(3.13)

для всiх цiлих чисел m . Таким чином, вектор V := (U2m+2, U2m+1, U2m)

задовольняє рiвностi (3.6) в Ω . Теорему доведено.

Наступна теорема показує, що всi гармонiчнi функцiї пов’язанi з
моногенними функцiями зi значеннями в топологiчному векторному просторi
G̃ .

Теорема 3.1.7. Для довiльної гармонiчної в однозв’язнiй областi Ω ⊂ R3

функцiї U1 : Ω → R iснує моногенна функцiя Φ : Ωζ → G̃ така, що U1 є її
першою компонентою в розкладi (3.11).

Доведення. Спочатку вiдмiтимо, що в областi Ω iснує гармонiчний
вектор V0

0 := (v0
2, U1, v

0
0) . Крiм того, для довiльного гармонiчного в Ω вектора

V0 := (v2, U1, v0) компоненти v0, v2 визначаються з точнiстю до дiйсної i уявної
частин функцiї f0(t) , голоморфної в областi {t = x + iz : (x, y, z) ∈ Ω}
комплексної площини, тобто рiвностi

v0(x, y, z) = v0
0(x, y, z) + Re f0(x + iz) ,

v2(x, y, z) = v0
2(x, y, z) + Im f0(x + iz)

виконуються для всiх (x, y, z) ∈ Ω . Тодi, з урахуванням теореми 3.1.6,
знаходимо функцiї U0 i U2 , а саме: U0 := v0 , U2 := v2 .
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Тепер покажемо, що умови (3.13) дозволяють визначити функцiї U2m+1 ,
U2m+2 , якщо функцiя U2m вже визначена для всiх натуральних m . Дiйсно,
у цьому випадку iснує гармонiчний вектор V0

2m := (v0
2m+2, v

0
2m+1, U2m) в

областi Ω . Крiм того, для довiльного гармонiчного в Ω вектора V2m :=

(v2m+2, v2m+1, U2m) компоненти v2m+1, v2m+2 визначаються з точнiстю до дiйсної
i уявної частин довiльної функцiї f2m(t) , голоморфної в областi {t = x + iy :

(x, y, z) ∈ Ω} комплексної площини, тобто рiвностi

v2m+1(x, y, z) = v0
2m+1(x, y, z) + Re f2m(x + iy) ,

v2m+2(x, y, z) = v0
2m+2(x, y, z) + Im f2m(x + iy)

виконуються для всiх (x, y, z) ∈ Ω . Тодi, користуючись теоремою 3.1.6,
знайдемо функцiї U2m+1 i U2m+2 , а саме: U2m+1 := v2m+1 , U2m+2 := v2m+2 .

Накiнець, покажемо також, що умови (3.13) дозволяють визначити функцiї
U2m , U2m+1 , якщо функцiя U2m+2 вже визначена для усiх вiд’ємних цiлих
чисел m . Дiйсно, у цьому випадку iснує гармонiчний вектор V0

2m+1 :=

(U2m+2, v
0
2m+1, v

0
2m) в областi Ω . Крiм того, для довiльного гармонiчного в Ω

вектора V2m+1 := (U2m+2, v2m+1, v2m) компоненти v2m, v2m+1 визначаються з
точнiстю до дiйсної i уявної частин довiльної функцiї f2m+1(t) , голоморфної в
областi {t = z + iy : (x, y, z) ∈ Ω} комплексної площини, тобто виконуються
рiвностi

v2m(x, y, z) = v0
2m(x, y, z) + Im f2m+1(z + iy) ,

v2m+1(x, y, z) = v0
2m+1(x, y, z) + Re f2m+1(z + iy)

для усiх (x, y, z) ∈ Ω . Тодi, скориставшись теоремою 3.1.6, знайдемо функцiї
U2m i U2m+1 , а саме: U2m := v2m , U2m+1 := v2m+1 .

Отже, функцiї Uk , отриманi у такий спосiб, задовольняють систему (3.13)
i утворюють функцiю (3.11), моногенну в Ωζ . Теорему доведено.
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3.2. Продовження моногенних функцiй та просторовi

потенцiали

У цьому пiдроздiлi будемо розглядати моногеннi функцiї зi значеннями у
комплексифiкацiях F⊕ iF та F̃⊕ iF̃ . Також розглядаємо моногеннi функцiї зi
значеннями у згаданих вище комплексифiкованих просторах FC та F̃C , якi
визначенi в областях чотиривимiрного дiйсного пiдпростору E4 ⊂ FC (або
E4 ⊂ F̃C ). Це дає змогу довести аналоги основних iнтегральних теорем (теорема
i формула Кошi, теорема Морера) для моногенних функцiй зi значеннями в
FC та F̃C . Бiльше того, встановлюючи зв’язок мiж моногенними функцiями
визначеними в областях просторiв E3 та E4 , в теоремi 3.2.8 показано, що кожна
моногенна функцiя Φ0 : Ωζ → F̃C з областi Ωζ ⊂ E3 може бути продовжена
до моногенної функцiї в деякiй областi Qξ ⊂ E4 . Результати цього пiдроздiлу
опублiковано в роботах [148,149].

3.2.1. Моногеннi i аналiтичнi функцiї в алгебрi FC

Розглянемо гармонiчну алгебру F вигляду (3.1). Тепер розглянемо
комплексифiкацiю FC := F ⊕ iF ≡ {a + ib : a, b ∈ F} алгебри F таку, що

норма в FC визначається рiвнiстю ‖c‖ :=
∞∑

k=1
|ck| , де c =

∞∑
k=1

ckek , ck ∈ C .

Вiдмiтимо, що алгебра FC iзоморфна алгебрi FC абсолютно збiжних
тригонометричних рядiв Фур’є

c(θ) = c0 +
∞∑

k=1

(
ak ik cos kθ + bk ik sin kθ

)

з c0, ak, bk ∈ C i нормою ‖c‖FC := |c0| +
∞∑

k=1

(|ak| + |bk|
)
. У цьому випадку

мiж базисними елементами маємо iзоморфiзм e2k−1 ↔ ik−1 cos (k − 1)θ , e2k ↔
ik sin kθ .

Перейдемо до розгляду аналiтичних функцiй зi значеннями в алгебрi FC ,
заданих на пiдмножинi лiнiйного многовиду E4 := {ξ = xe1 + s ie1 + ye2 + ze3 :

x, s, y, z ∈ R} . Областi Q ⊂ R4 поставимо у вiдповiднiсть область Qξ := {ξ =
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xe1 + s ie1 + ye2 + ze3 : (x, s, y, z) ∈ Q} в E4 .

Означення 3.2.2. Функцiю Ψ : Qξ → FC будемо називати аналiтичною
в областi Qξ , якщо в деякому околi кожної точки ξ0 ∈ Qξ її можна подати
у виглядi суми збiжного степеневого ряду

Ψ(ξ) =
∞∑

k=1

ck(ξ − ξ0)
k, ck ∈ FC.

Зокрема, аналiтичнi функцiї можна побудувати у виглядi головного
продовження голоморфних функцiй комплексної змiнної (див. [29]).

Для ξ ∈ E4 з y2 + z2 6= 0 , позначимо через τ1 := x + is − i
√

y2 + z2 i
τ2 := x + is + i

√
y2 + z2 . Нехай s[τ1, τ2] — вiдрiзок, що з’єднує точки τ1 i τ2 .

Для t ∈ C : t /∈ s[τ1, τ2] , нехай
√

(t− τ1)(t− τ2) буде неперервною вiткою
функцiї G(t) =

√
(t− τ1)(t− τ2) , аналiтичної поза вiдрiзком s[τ1, τ2] , для якої

G(t) > 0 для довiльного t > x .
Звiдси випливає, що область D ⊂ C опукла в напрямку уявної осi.

Позначимо через E := {ξ ∈ E4 : τ1, τ2 ∈ D} .
Нехай γ — спрямлювана жорданова крива в C . Для функцiї g вигляду

g(t) =
∞∑

k=1
gk(t) ek , де gk : γ → C , визначимо iнтеграл вздовж кривої γ рiвнiстю

∫

γ

g(t)dt :=
∞∑

k=1

ek

∫

γ

gk(t)dt (3.14)

у випадку, коли ряд з правого боку рiвностi є елементом алгебри FC .

Теорема 3.2.1. Нехай область D ⊂ C опукла в напрямку уявної осi i
функцiя F : D → C голоморфна в D . Тодi розклад головного продовження F

в областi E за базисом {ek}∞k=1 має вигляд:

1

2πi

∫

γ

F (t)(te1 − ξ)−1 dt = e1
1

2πi

∫

γ

F (t)√
(t− τ1)(t− τ2)

dt+ (3.15)

+
1

2πi

∞∑

k=1

(
e2k+1i

k

∫

γ

F (t)
(
u−k

2 + uk
1
)

√
(t− τ1)(t− τ2)

dt + e2ki
k−1

∫

γ

F (t)
(
u−k

2 − uk
1
)

√
(t− τ1)(t− τ2)

dt

)
,
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де ξ ∈ E , u1 :=
(t−x−is)−

√
(t−τ1)(t−τ2)

y+iz , u2 :=
(t−x−is)+

√
(t−τ1)(t−τ2)

y+iz , i γ —
довiльна замкнена жорданова спрямлювана крива в D , яка охоплює вiдрiзок
s[τ1, τ2] .

Доведення.Для визначення коефiцiєнтiв розкладу елемента (te1−ξ)−1 за
базисом {ek}∞k=1 скористаємося iзоморфiзмом алгебр FC , FC i представленням

iнтегралiв [98, с. 353]
2π∫
0

cos mθ
a+b cos mθ+c sin mθ dθ ,

2π∫
0

sin mθ
a+b cos mθ+c sin mθ dθ , якi

дозволяють записати коефiцiєнти Фур’є функцiї (t−x−si−yi sin θ−zi cos θ)−1 .
В результатi отримаємо рiвнiсть

(te1 − ξ)−1 =
1√

(t− τ1)(t− τ2)

(
e1 +

∞∑

k=1

ik
(
u−k

2 + uk
1
)
e2k+1+ (3.16)

+
∞∑

k=1

ik−1 (
u−k

2 − uk
1
)
e2k

)
∀ t ∈ C : t /∈ s[τ1, τ2],

де вiдрiзок s[τ1, τ2] є спектром елемента ξ .
Тепер рiвнiсть (3.15) випливає безпосередньо з розкладу (3.16). Теорему

доведено.

Перейдемо до розгляду моногенних функцiй.
Означення 3.2.3. Неперервну функцiю Φ : Qξ → FC будемо називати

моногенною в областi Qξ ⊂ E4 , якщо Φ диференцiйовна за Гато в кожнiй
точцi областi Qξ , тобто, якщо для кожного ξ ∈ Qξ iснує елемент Φ′(ξ) ∈
FC такий, що

lim
ε→0+0

(Φ(ξ + εh)− Φ(ξ)) ε−1 = hΦ′(ξ) ∀h ∈ E4 . (3.17)

Очевидно, що аналiтична функцiя Φ : Qξ → FC є моногенною в областi
Qξ i її похiдна Φ′(ξ) також моногенна в Qξ .

Нижче встановлено достатнi умови аналiтичностi моногенної функцiї Φ :

Qξ → FC в областi Qξ ⊂ E4 .
Вiдмiтимо, що у випадку, коли моногенна функцiя Φ : Qξ → FC має

неперервнi похiднi Гато Φ′ , Φ′′ , вона задовольняє рiвнiсть ∆3Φ(ξ) ≡ 0 ,
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оскiльки
∆3Φ(ξ) ≡ Φ′′(ξ) (e2

1 + e2
2 + e2

3) ≡ 0 .

Отже, для кожної компоненти Uk : Q → C розкладу

Φ(ξ) =
∞∑

k=1

Uk(x, s, y, z) ek (3.18)

функцiї Φ , функцiї Re Uk(x, s, y, z) , Im Uk(x, s, y, z) є просторовими
гармонiчними функцiями для кожного фiксованого s .

Будемо казати, що функцiї Uk : Q → C розкладу (3.18) є R -
диференцiйовними в Q , якщо для усiх точок (x, s, y, z) ∈ Q справедливi
наступнi спiввiдношення:

Uk(x + ∆x, s + ∆s, y + ∆y, z + ∆z)− Uk(x, s, y, z) =

=
∂Uk

∂x
∆x +

∂Uk

∂s
∆s +

∂Uk

∂y
∆y +

∂Uk

∂z
∆z + o(‖∆ξ‖) ,

∆ξ := e1∆x + ie1∆s + e2∆y + e3∆z → 0.

Наступна теорема доводиться повнiстю аналогiчно до доведення теореми
3.1.4.

Теорема 3.2.2. Нехай функцiя Φ : Qξ → FC неперервна в областi Qξ ⊂
E4 i функцiї Uk : Q → C з розкладу (3.18) є R -диференцiйовними в Q . Для
того, щоб функцiя Φ була моногенною в областi Qξ , необхiдно i достатньо,
щоб виконувались умови

∂Φ

∂s
=

∂Φ

∂x
i ,

∂Φ

∂y
=

∂Φ

∂x
e2 ,

∂Φ

∂z
=

∂Φ

∂x
e3 (3.19)

в Qξ i в Q виконувались спiввiдношення:

∞∑

k=1

∣∣∣∣
∂Uk(x, s, y, r)

∂x

∣∣∣∣ < ∞, (3.20)

lim
ε→0+0

∞∑

k=1

∣∣∣∣∣ Uk(x + εh1, s + εh2, y + εh3, r + εh4)− Uk(x, s, y, r)−
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−∂Uk(x, s, y, r)

∂x
εh1 − ∂Uk(x, s, y, r)

∂s
εh2 − ∂Uk(x, s, y, r)

∂y
εh3−

−∂Uk(x, s, y, r)

∂r
εh4

∣∣∣∣∣ ε−1 = 0 ∀h1 , h2 , h3 , h4 ∈ R . (3.21)

Вiдмiтимо, що першi умови (3.19) означають, що кожна функцiя Uk з
рiвностi (3.18) голоморфна за змiнною x+is для кожної фiксованої пари (y, z) .

3.2.2. Iнтегральнi теореми для моногенних функцiй в алгебрi FC

У випадку, коли Γ є жордановою спрямлюваною кривою в R4 , будемо
казати, що й конгруента їй крива Γξ ⊂ E4 також жорданова i спрямлювана.
Для неперервної функцiї Φ : Γξ → FC вигляду (3.18), де (x, s, y, r) ∈ Γ i Uk :

Γ → C , визначимо iнтеграл вздовж кривої Γξ з dξ := e1 dx+ie1 ds+e2 dy+e3 dz

рiвнiстю
∫

Γξ

Φ(ξ)dξ :=
∞∑

k=1

ek

∫

Γ

Uk(x, s, y, z)dx + i

∞∑

k=1

ek

∫

Γ

Uk(x, s, y, z)ds+

+
∞∑

k=1

e2ek

∫

Γ

Uk(x, s, y, z)dy +
∞∑

k=1

e3ek

∫

Γ

Uk(x, s, y, z)dz (3.22)

у випадку, коли ряди в правiй частинi рiвностi є елементами алгебри FC .

Теорема 3.2.3. Нехай функцiя Φ : Qξ → FC моногенна в областi Qξ

i функцiї Uk : Q → C з розкладу (3.18) мають неперервнi частиннi похiднi
в Q . Тодi для кожної замкненої спрямлюваної кривої Γξ ⊂ Qξ , гомотопної
точцi в Qξ , справедлива рiвнiсть∫

Γξ

Φ(ξ)dξ = 0 . (3.23)

Доведення. Користуючись формулою Стокса i рiвностями (3.19),
отримаємо рiвнiсть ∫

∂4ξ

Φ(ξ)dξ = 0 (3.24)
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для межi ∂4ξ кожного трикутника 4ξ такого, що 4ξ ⊂ Qξ . Тепер можемо
завершити доведення подiбно до доведення теореми 3.2 [47]. Теорему доведено.

Наступна теорема є аналогом теореми Морера для функцiй Φ : Qξ → FC .

Теорема 3.2.4. Якщо функцiя Φ : Qξ → FC неперервна в областi Qξ i
задовольняє рiвнiсть (3.24) для кожного трикутника 4ξ такого, що 4ξ ⊂
Qξ , тодi функцiя Φ моногенна в областi Qξ .

Доведення. Зафiксуємо в областi Qξ деяку точку a . Розглянемо функцiю

Ψ(ξ) :=

∫

S[a,ξ]

dτ Φ(τ)

i покажемо, що вона моногенна в Qξ , причому

Ψ′(ξ) = Φ(ξ). (3.25)

Нехай h ∈ E4 i ε > 0 таке, що трикутник 4ξ з вершинами a, ξ, ξ + εh

мiститься в областi Qξ .
Розглянемо рiзницю

Ψ(ξ + εh)−Ψ(ξ) =

∫

S[a,ξ+εh]

dτ Φ(τ)−
∫

S[a,ξ]

dτ Φ(τ) =

=

∫

S[a,ξ+εh]

dτ Φ(τ) +

∫

S[ξ,a]

dτ Φ(τ) +

∫

S[ξ+εh,ξ]

dτ Φ(τ)−
∫

S[ξ+εh,ξ]

dτ Φ(τ) =

=

∫

∂4ξ

dτ Φ(τ) +

∫

S[ξ,ξ+εh]

dτ Φ(τ) =

∫

S[ξ,ξ+εh]

dτ Φ(τ). (3.26)

Тепер, враховуючи рiвнiсть (3.26) i неперервнiсть функцiї Φ , отримуємо
спiввiдношення

∥∥∥∥∥
Ψ(ξ + εh)−Ψ(ξ)

ε
− hΦ(ξ)

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥

∫
S[ξ,ξ+εh]

dτ Φ(τ)

ε
− hΦ(ξ)

∥∥∥∥∥ =
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=
1

ε

∥∥∥∥∥
∫

S[ξ,ξ+εh]

dτ
(
Φ(τ)− Φ(ξ)

)∥∥∥∥∥ ≤
c

ε

∫

S[ξ,ξ+εh]

‖Φ(τ)− Φ(ξ)‖‖dτ‖ ≤

≤ c

ε
sup

τ,ξ∈Qξ, ‖τ−ξ‖≤ε

‖Φ(τ)− Φ(ξ)‖
∫

S[ξ,ξ+εh]

‖dτ‖ ≤

≤ c ‖h‖ sup
τ,ξ∈Qξ, ‖τ−ξ‖≤ε

‖Φ(τ)− Φ(ξ)‖ → 0, ε → 0. (3.27)

Iз спiввiдношення (3.27) випливає рiвнiсть

lim
ε→0+0

Ψ(ξ + εh)−Ψ(ξ)

ε
= hΦ(ξ),

наслiдком якої є рiвнiсть (3.25).
Оскiльки в довiльному околi точки ξ функцiя Φ є похiдною Гато функцiї

Ψ : Qξ → FC , то функцiя Φ є моногенною в областi Qξ . Теорему доведено.

Нехай τ := we1 + ŷe2 + ẑe3 , де w ∈ C i ŷ , ẑ ∈ R . Узагальнюючи розклад
резольвенти (3.16), отримаємо

(τ − ξ)−1 =
1√

(w − τ1)(w − τ2)

(
e1 +

∞∑

k=1

ik
(
u−k

2 + uk
1
)
e2k+1+

+
∞∑

k=1

ik−1 (
u−k

2 − uk
1
)
e2k

)
, w 6∈ s[τ1, τ2], (3.28)

де

τ1 := x + is− i
√

(y − ŷ)2 + (z − ẑ)2, τ2 := x + is + i
√

(y − ŷ)2 + (z − ẑ)2,

u1 :=
(w − x− is)−

√
(w − τ1)(w − τ2)

(y − ŷ) + i(z − ẑ)
,

u2 :=
(w − x− is) +

√
(w − τ1)(w − τ2)

(y − ŷ) + i(z − ẑ)
,

s[τ1, τ2] — вiдрiзок, що з’єднує точки τ1 , τ2 , i
√

(w − τ1)(w − τ2) така
неперервна вiтка функцiї

G(w) =
√

(w − τ1)(w − τ2),
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аналiтичної поза вiдрiзком s[τ1, τ2] , для якої G(w) > 0 при довiльних w > x .
Необхiдно покласти uk

1 = 0 i u−k
2 = 0 по неперервностi в рiвностi (3.28) для

тих w 6∈ s[τ1, τ2] для яких ŷ = y i ẑ = z .
Отже, для кожного ξ елемент

(
τ − ξ

)−1 iснує при всiх

τ 6∈ S(ξ) :=
{

τ = we1 + ŷe2 + ẑe3 :

Re w = x, |Im w − s| ≤
√

(y − ŷ)2 + (z − ẑ)2
}

.

Наступна теорема є аналогом iнтегральної формули Кошi.

Теорема 3.2.5. Нехай область Q ⊂ R4 опукла в напрямку осей Oy ,
Oz . Крiм того, нехай функцiя Φ : Qξ → FC моногенна в областi Qξ i функцiї
Uk : Q → C з розкладу (3.18) мають неперервнi частиннi похiднi в Q . Тодi
для кожної точки ξ ∈ Qξ справедлива рiвнiсть:

Φ(ξ) =
1

2πi

∫

Γξ

Φ(τ)
(
τ − ξ

)−1
dτ , (3.29)

де Γξ — довiльна замкнена жорданова спрямлювана крива в Qξ , яка один раз
охоплює множину S(ξ) i гомотопна колу {τ = we1 + ŷe2 + ẑe3 : |w−x− is| =
R, ŷ = y, ẑ = z} , яке повнiстю мiститься в Ωξ .

Доведення. Оскiльки Γξ гомотопна колу Cτ(ξ, ε) := {τ = we1+ŷe2+ẑe3 :

|w − x − is| = R, ŷ = y, ẑ = z} i охоплює множину S(ξ) , то з теореми 3.2.3
випливає рiвнiсть

∫

Γξ

Φ(τ) (τ − ξ)−1 dτ =

∫

Cτ (ξ,ε)

Φ(τ) (τ − ξ)−1 dτ. (3.30)

На колi Cτ(ξ, ε) справедлива рiвнiсть

(τ − ξ)−1 dτ =
(
w − (x + is)

)−1
dw.

Зауважимо, що на колi iнтегрування Cτ(ξ, ε) ŷ , ẑ є сталими, тому функцiя
Φ(τ) залежить лише вiд комплексної змiнної w . Крiм того, з умов моногенностi
(3.19) випливає, що функцiя Φ є голоморфною функцiєю комплексної змiнної
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w . Тодi, використовуючи iнтегральну формулу Кошi для голоморфних функцiй
комплексної змiнної, з рiвностi (3.30) отримуємо рiвнiсть

∫

Γξ

Φ(τ) (τ − ξ)−1 dτ =

∫

Cτ (ξ,ε)

Φ(w, ŷ, ẑ) dw

w − (x + is)
= 2πi Φ(x + is, ŷ, ẑ) = 2πi Φ(ξ).

Теорему доведено.

Зауваження 3.2.26. Користуючись формулою (3.29), отримаємо
розклад моногенної функцiї Φ : Qξ → FC в ряд Тейлора (див., наприклад, [30, c.
107]) у випадку, коли виконуються умови теореми 3.2.5. Отже, у цьому випадку
Φ : Qξ → FC є аналiтичною функцiєю.

Cправедлива наступна теорема.

Теорема 3.2.6. Нехай функцiя Φ : Qξ → FC неперервна в областi Qξ

i функцiї Uk : Q → C з розкладу (3.18) мають неперервнi частиннi похiднi
в Q . Тодi функцiя Φ моногенна в Qξ тодi i тiльки тодi, коли виконується
одна з наступних умов:

(I) виконуються умови (3.19) в Qξ i спiввiдношення (3.20), (3.21) в Q ;

(II) функцiя Φ задовольняє рiвнiсть (3.24) для кожного трикутника 4ξ

такого, що 4ξ ⊂ Qξ ;

(III) функцiя Φ аналiтична в областi Qξ .

Доведення. Еквiвалентнiсть умови (I) i моногеннiсть функцiї Φ : Qξ →
FC доведена в теоремi 3.2.2. Еквiвалентнiсть умови (II) i моногеннiсть функцiї
Φ випливає з теорем 3.2.3, 3.2.4. Для доведення еквiвалентностi моногенностi i
аналiтичностi, зазначимо, що iз зауваження 3.2.26 випливає розклад моногенної
функцiї у степеневий ряд

Φ(ξ) =
∞∑

k=0

ck(ξ − ξ0)
n. (3.31)

З iншого боку, ряд (3.31) визначає моногенну функцiю в областi його збiжностi.
Теорему доведено.
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3.2.3. Моногеннi функцiї в ТВП F̃C та їх зв’язок з просторовими

потенцiалами

Помiстимо алгебру FC в топологiчний векторний простiр

F̃C :=
{

g =
∞∑

k=1

ckek : ck ∈ C
}

з топологiєю покоординатної збiжностi. Вiдмiтимо, що F̃C не є алгеброю,
оскiльки добуток елементiв g1, g2 ∈ F̃C не завжди визначений. В той же
час, використовуючи таблицю множення базисних елементiв {ek}∞k=1 , легко
визначити добуток hg = gh для довiльних g ∈ F̃C i h ∈ E4 .

Розглянемо моногеннi функцiї, визначенi в областях лiнiйного многовиду
E3 := {ζ = xe1 + ye2 + ze3 : x, y, z ∈ R} або E4 .

Означення 3.2.4. Неперервна функцiя Φ : Q → F̃C називається
моногенною в областi Q ⊂ E3 (або Q ⊂ E4 ), якщо Φ диференцiйовна за
Гато в кожнiй точцi областi Q , тобто, якщо для кожного ζ ∈ Q iснує
елемент Φ′(ζ) ∈ F̃C такий, що

lim
ε→0+0

(Φ(ζ + εh)− Φ(ζ)) ε−1 = hΦ′(ζ) (3.32)

для всiх h ∈ E3 (або h ∈ E4 , вiдповiдно).
Φ′(ζ) будемо називати похiдною Гато функцiї Φ в точцi ζ .
Очевидно, що функцiя Ψ : Qξ → FC , аналiтична в областi Qξ ⊂ E4 , є

моногенною в Qξ , i її похiдна Ψ′(ξ) також є моногенною в Qξ .
Пiдкреслимо, що у випадку коли моногенна функцiя Φ : Qξ → F̃C має

неперервнi похiднi Гато Φ′ , Φ′′ , вона задовольняє тотожнiсть ∆3Φ(ξ) ≡ 0 ,
оскiльки

∆3Φ(ξ) ≡ Φ′′(ξ) (e2
1 + e2

2 + e2
3) ≡ 0 . (3.33)

Отже, для кожної компоненти Uk : Q → C розкладу

Φ(ξ) =
∞∑

k=1

Uk(x, s, y, z) ek (3.34)
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функцiї Φ , функцiї Re Uk(x, s, y, z) , Im Uk(x, s, y, z) є просторовими
гармонiчними функцiями для кожного фiксованого s .

Далi розглянемо функцiї Φ : Qξ → F̃C , для яких функцiї Uk в розкладi
(3.34) є R -диференцiйовними в Q . Тодi очевидно, що такi функцiї Φ неперервнi
в Qζ̃ .

Наступна теорема доводиться повнiстю аналогiчно до доведення теореми
3.1.1.

Теорема 3.2.7. Нехай в розкладi (3.34) функцiї Φ : Qξ → F̃C , визначеної
в областi Qξ ⊂ E4 , функцiї Uk : Q → C є R -диференцiйовними в Q . Для
того, щоб функцiя Φ була моногенною в областi Qξ , необхiдно i достатньо,
щоб в областi Qξ виконувались аналоги умов Кошi–Рiмана

∂Φ

∂s
=

∂Φ

∂x
i ,

∂Φ

∂y
=

∂Φ

∂x
e2 ,

∂Φ

∂z
=

∂Φ

∂x
e3 . (3.35)

Вiдмiтимо, що перша з умов (3.35) означає, що кожна функцiя Uk з
рiвностi (3.34) є голоморфною за змiнною x + is для кожної фiксованої пари
(y, z) .

В теоремi 3.1.1 встановлено, що необхiднi i достатнi умови моногенностi
функцiї Φ : Ωζ → F̃ в областi Ωζ мiстять лише другу i третю з умов (3.35), якi
можуть бути записанi у еквiвалентнiй формi (3.5).

Покажемо, що довiльна моногенна функцiя Φ0 : Ωζ → F̃C з областi Ωζ ⊂
E3 може бути продовжена до моногенної функцiї в деякiй областi Qξ ⊂ E4 . Для
простоти розглянемо випадок, коли Ωζ є кулею з центром в початку координат.

Теорема 3.2.8. Нехай Ωζ := {ζ = xe1 +ye2 +ze3 ∈ E3 : x2 +y2 +z2 < R2}
куля радiуса R в E3 i Φ0 : Ωζ → F̃C моногенна функцiя в Ωζ . Тодi iснує єдина
моногенна функцiя Φ : Qξ → F̃C в областi Qξ := {ξ = xe1 + sie1 + ye2 + ze3 ∈
E4 : x2 + s2 + y2 + z2 + 2|s|

√
y2 + z2 < R2} така, що Φ(ζ) = Φ0(ζ) для усiх

ζ ∈ Ωζ .

Доведення. Розглянемо розклад функцiї Φ0 : Ωζ → F̃C за базисом
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{ek}∞k=1 :

Φ0(ζ) =
∞∑

k=1

(
uk(x, y, z) + ivk(x, y, z)

)
ek , (3.36)

де uk : Ω → R , vk : Ω → R — просторовi гармонiчнi функцiї.
За теоремою D з роботи Сiчяка [193] для кожного k = 1, 2, . . . iснують

функцiї ũk(x + is, y, z) , ṽk(x + is, y, z) , визначенi в областi {(x + is, y, z) :

(x+is)e1+ye2+ze3 ∈ Qξ} i голоморфнi за змiнною x+is для кожної фiксованої
пари (y, z) такi, що рiвностi ũk(x, y, z) = uk(x, y, z) , ṽk(x, y, z) = vk(x, y, z)

виконуються для всiх (x, y, z) ∈ Ω . За теоремою єдиностi для голоморфних
функцiй ũk , ṽk — єдинi.

Позначимо Uk(x, s, y, z) := ũk(x + is, y, z) + iṽk(x + is, y, z) i розглянемо
функцiю (3.34). За побудовою рiвнiсть Φ(ζ) = Φ0(ζ) виконується для всiх ζ ∈
Ωζ , i функцiя (3.34) задовольняє першу з умов (3.35) в Qξ , оскiльки кожна
функцiя Uk голоморфна за змiнною x + is для кожної фiксованої пари (y, z) .

Для доведення того, що функцiя (3.34) задовольняє другу i третю з
умов (3.35) в Qξ , вiдзначимо, що рiвностi (3.5), якi є еквiвалентною формою
цих умов, виконуються в усiх точках (x, 0, y, z) ∈ Qξ , оскiльки функцiя
Φ0 моногенна в областi Ωζ . Крiм того, з урахуванням теореми єдиностi
для голоморфних функцiй i того, що лiва i права частини рiвностей (3.5) є
голоморфними функцiями змiнної x + is для кожної фiксованої пари (y, z) ,
рiвностi (3.5) виконуються також в усiх точках (x, s, y, z) ∈ Qξ .

Отже, функцiя (3.34) задовольняє умови (3.35) в областi Qξ . За теоремою
3.2.7 ця функцiя є моногенною в Qξ . Теорему доведено.

Теорема 3.2.8 дає можливiсть легко отримати розклад (3.34) продовження
Φ : Qξ → F̃C у випадку, коли розклад (3.36) початкової моногенної функцiї
Φ0 : Ωζ → F̃C вiдомий в явному виглядi.

Розглянемо деякi розклади елементарних аналiтичних функцiй змiнної
ζ = xe1+ye2+ze3 ∈ E3 за базисом {ek}∞k=1 . З урахуванням iзоморфiзму алгебр
FC i FC побудова подiбних розкладiв зводиться до визначення вiдповiдних
коефiцiєнтiв Фур’є. У такий спосiб в роботах [131, 143] розклади степеневої
функцiї ζn та експоненцiальної функцiї eζ отримано вiдповiдно через полiноми



211

Лагранжа та функцiї Беселя.
Для прикладу розглянемо також при x > 0 , y + iz 6= 0 функцiю

ζ−1 = 1√
x2+y2+z2

(
e1 +

∞∑
k=1

(−i)k
(
w−k

2 + wk
1
)
e2k+1−

−
∞∑

k=1
(−i)k−1

(
w−k

2 − wk
1
)
e2k

)
,

де w1 :=
x−
√

x2+y2+z2

y+iz , w2 :=
x+
√

x2+y2+z2

y+iz , i функцiю

Ln ζ =
(
ln

√
x2+y2+z2+x

2 + 2mπi
)
e1 −

∞∑
k=1

(−i)k

k

(
w−k

2 + wk
1
)
e2k+1+

+
∞∑

k=1

(−i)k−1

k

(
w−k

2 − wk
1
)
e2k ,

де m — цiле число. Щоб отримати розклад продовження функцiї ξ−1 i Ln ξ

для ξ = xe1 + sie1 + ye2 + ze3 ∈ E4 , x > 0 , y + iz 6= 0 , ми маємо пiдставити
x + is замiсть x у розкладах функцiй ζ−1 i Ln ζ , вiдповiдно.

Встановимо зв’язок продовження моногенних функцiй з просторовими
потенцiалами. Для цього, окрiм рiвняння Лапласа (2.227), будемо розглядати
також осесиметричнi потенцiальнi поля. Якщо просторове потенцiальне поле
симетричне вiдносно осi Ox , то його потенцiал u(x, y, z) також симетричний
вiдносно осi Ox , тобто u(x, y, z) = ϕ(x, r) = ϕ(x,−r) , де r :=

√
y2 + z2 . Для

функцiї ϕ рiвняння (2.227) набуває вигляду

r

(
∂2

∂x2 +
∂2

∂r2

)
ϕ(x, r) +

∂ϕ(x, r)

∂r
= 0 . (3.37)

Вiдомо, що продовження гармонiчних i аналiтичних функцiй вiдiграють
важливу роль в рiзних питаннях аналiзу та застосуваннях (див., наприклад,
[29,42,43,80,113,114,131,193]).

Опишемо властивостi деяких продовжень просторових гармонiчних
функцiй.

Теорема 3.2.9. Для кожної функцiї u(x, y, z) , гармонiчної в кулi Ω :=

{(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 < R2} радiуса R , iснує функцiя U(x, s, y, z) в
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областi Q := {(x, s, y, z) ∈ R4 : x2 + s2 + y2 + z2 + 2|s|
√

y2 + z2 < R2} з
наступними властивостями:

1)U(x, 0, y, z) = u(x, y, z) для всiх (x, y, z) ∈ Ω ;
2)U(x, s, y, z) голоморфна за змiнною x + is для кожної фiксованої пари

(y, z) ;
3)∆3U(x, s, y, z) = 0 при всiх (x, s, y, z) ∈ Q для довiльного фiксованого

s .
Доведення. З урахуванням теореми 3.1.3 , iснує моногенна функцiя (3.36)

в Ωζ , для якої u1 = u i всi vk ≡ 0 . Нехай Φ така ж функцiя, як в теоремi
3.2.8. Тодi U := U1 є першою компонентою розкладу (3.34). В теоремi 3.2.8
доведено, що U має властивостi 1) i 2). I накiнець, властивiсть 3) випливає з
(3.33). Теорему доведено.

Теорема 3.2.10. Для кожної функцiї u(x, y, z) , гармонiчної в кулi Ω :=

{(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 < R2} радiуса R , iснує функцiя G(x, r, y, z) в
областi Q := {(x, r, y, z) ∈ R4 : x2 + r2 + y2 + z2 + 2|r|

√
y2 + z2 < R2} з

наступними властивостями:
1) G(x, 0, y, z) = u(x, y, z) при всiх (x, y, z) ∈ Ω ;
2) ∆3G(x, r, y, z) = 0 при всiх (x, r, y, z) ∈ Q для довiльного фiксованого

r ;
3) функцiя G(x, r, y, z) задовольняє рiвнiсть (3.37) для кожної фiксованої

пари (y, z) .
Бiльше того,

G(x, r, y, z) =
1

2πi

∫

γ

F (t, y, z)√
(t− x− ir)(t− x + ir)

dt , (3.38)

де F (x + is, y, z) = U(x, s, y, z) i U така ж функцiя, як в теоремi 3.2.9, i γ

— довiльна замкнена жорданова спрямлювана крива, яка лежить в областi
{x + is ∈ C : (x, s, y, z) ∈ Q} i охоплює вiдрiзок s[x− ir, x + ir] .

Доведення. В роботi [131, с. 60] доведено, що функцiя (3.38) має
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властивостi 1) i 3). Крiм того, виконується наступна рiвнiсть (див. [131, с. 67]):

1

2πi

∫

γ

F (t, y, z)√
(t− x− ir)(t− x + ir)

dt =
1

π

|r|∫

−|r|

U(x, s, y, z)√
r2 − s2

ds .

Властивiсть 2) випливає з такої ж властивостi функцiї U . Теорему доведено.
Функцiя (3.38) має зв’язок з функцiєю (3.15) подiбно до того, як розв’язки

рiвняння (3.37) мають зв’язок з головними продовженнями аналiтичних
функцiй комплексної змiнної (див. [131, 143]), але це питання тут не
розглядається.

Вiдомо, що кожна просторова гармонiчна функцiя може бути подана у

виглядi
π∫
−π

g(x+iy sin θ+iz cos θ, θ) dθ, де функцiя g допускає диференцiювання

за змiнними x, y, z пiд знаком iнтеграла (див., наприклад, [213]).
Цей результат можна уточнити в певному сенсi з використанням

моногенних функцiй зi значеннями в топологiчному векторному просторi F̃C ,
який iзоморфний простору F̃C i мiстить алгебру FC .

Для областi Ω ⊂ R3 , позначимо через Ωζ := {ζ = x + iy sin θ + iz cos θ :

(x, y, z) ∈ Ω} ⊂ FC .
Теорема 3.2.11. Для кожної функцiї u(x, y, z) , гармонiчної в

однозв’язнiй областi Ω ⊂ R3 , iснує моногенна функцiя Φ0 : Ωζ → F̃C така,
що u1 = u , всi vk ≡ 0 в розкладi (3.36) i

u(x, y, z) =
1

2π

π∫

−π

Φ0(x + iy sin θ + iz cos θ) dθ ,

де iнтеграл розумiється так, як у означеннi (3.14).
Доведення. З урахуванням теореми 3.1.3 , iснує моногенна функцiя (3.36)

в Ωζ , для якої u1 = u i всi vk ≡ 0 , тобто

Φ0(x + iy sin θ + iz cos θ) = u(x, y, z) +
∞∑

k=1

u2k(x, y, z) ik sin kθ+

+
∞∑

k=1

u2k+1(x, y, z) ik cos kθ ,
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де ряди формальнi, тобто можуть бути розбiжними.
За означенням (3.14), маємо

1

2π

π∫

−π

Φ0(x + iy sin θ + iz cos θ) dθ =
u(x, y, z)

2π

π∫

−π

dθ+

+
∞∑

k=1

u2k(x, y, z)

2π
ik

π∫

−π

sin kθ dθ+

+
∞∑

k=1

u2k+1(x, y, z)

2π
ik

π∫

−π

cos kθ dθ = u(x, y, z) .

Теорему доведено.

3.2.4. Iнтегральнi теореми для моногенних функцiй в ТВП F̃C

Для неперервної функцiї Φ : Γξ → F̃C вигляду (3.34), визначимо iнтеграл
вздовж жорданової спрямлюваної кривої Γξ рiвнiстю (3.22) у випадку, коли
ряди в правiй частинi рiвностi є елементами простору F̃C .

В наступнiй теоремi, для простоти, припустимо, що крива Γξ є кусково-
гладким краєм деякої кусково-гладкої поверхнi. У цьому випадку, наступне
твердження є результатом формули Стокса та рiвностей (3.19).

Теорема 3.2.12. Нехай Φ : Qξ → F̃C моногенна функцiя в областi Qξ i
функцiї Uk : Q → C з розкладу (3.34) мають неперервнi частиннi похiднi в
Q . Нехай також Σ — кусково-гладка поверхня в Q з кусково-гладким краєм
Γ . Тодi виконується рiвнiсть (3.23).

Визначимо добуток gh ≡ hg для кожного g =
∞∑

k=1
ckek ∈ F̃C i h =

∞∑
k=1

tkek ∈ FC у випадку, коли послiдовнiсть {ck}∞k=1 обмежена:

gh ≡ hg :=

(
c1t1 +

1

2

∞∑

k=2

(−1)[k/2]cktk

)
e1+

+

(
c2t1 +

(
c1 +

c5

2

)
t2 +

−c4

2
t3 +

1

2

∞∑

k=4

(−1)[
k−1
2 ]

(
ck−2+(−1)k + ck+2+(−1)k

)
tk

)
e2+
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+

(
c3t1 +

−c4

2
t2 +

(
c1 − c5

2

)
t3 +

1

2

∞∑

k=4

(−1)[
k−2
2 ]

(
ck−2 − ck+2

)
tk

)
e3+

+
∞∑

m=4

Υm em , (3.39)

де константи Υm визначенi спiввiдношеннями у наступних 4 випадках:
1) якщо m має вигляд m = 4r з натуральним r , то

Υm = cmt1 +
1

2

m−1∑

k=2

(
cm−k+1 + (−1)[

k−1
2 ]cm+k+(−1)k

)
tk+

+
(
c1 − c2m+1

2

)
tm +

c2m

2
tm+1+

+
1

2

∞∑

k=m+2

(−1)[
k+1
2 ] (ck−m+(−1)k − ck+m+(−1)k

)
tk ;

2) якщо m має вигляд m = 4r − 1 з натуральним r , то

Υm = cmt1 +
1

2

m−2∑

k=2

(
(−1)k−1cm−k−(−1)k + (−1)[

k
2 ]cm+k−1

)
tk−

−c2m−2

2
tm−1 +

(
c1 − c2m−1

2

)
tm+

+
1

2

∞∑

k=m+1

(−1)[
k−2
2 ] (ck−m+1 − ck+m−1) tk ;

3) якщо m має вигляд m = 4r − 2 з натуральним r , то

Υm = cmt1 +
1

2

m−1∑

k=2

(
cm−k+1 + (−1)[

k−1
2 ]cm+k+(−1)k

)
tk+

+
(
c1 +

c2m+1

2

)
tm − c2m

2
tm+1+

+
1

2

∞∑

k=m+2

(−1)[
k−1
2 ] (ck−m+(−1)k + ck+m+(−1)k

)
tk ;

4) якщо m має вигляд m = 4r − 3 з натуральним r , то

Υm = cmt1 +
1

2

m−2∑

k=2

(
(−1)k−1cm−k−(−1)k + (−1)[

k
2 ]cm+k−1

)
tk+
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+
c2m−2

2
tm−1 +

(
c1 +

c2m−1

2

)
tm +

1

2

∞∑

k=m+1

(−1)[
k
2 ] (ck−m+1 + ck+m−1) tk .

У випадку, коли Γ — кусково-гладка крива (або Σ — кусково-гладка
поверхня) в R4 будемо казати, що Γξ також кусково-гладка крива (або Σξ

також кусково-гладка поверхня, вiдповiдно). Будемо казати, що область Q ⊂
R4 опукла в напрямку площини {(x̂, ŝ, ŷ, ẑ) : x̂, ŝ ∈ R, ŷ = y, ẑ = z} , якщо Q

мiстить довiльний вiдрiзок, паралельний цiй площинi, який з’єднує двi точки
областi Q .

Теорема 3.2.13. Нехай область Q опукла в напрямку площини
{(x̂, ŝ, ŷ, ẑ) : x̂, ŝ ∈ R, ŷ = y, ẑ = z} . Нехай також Φ : Qξ → F̃C моногенна
функцiя в областi Qξ , а функцiї Uk : Q → C з розкладу (3.34) утворюють
рiвномiрно обмежене сiмейство i мають неперервнi частиннi похiднi в Q .
Тодi для кожної точки ξ ∈ Qξ виконується рiвнiсть (3.29), де Γξ — кусково-
гладка крива, що один раз охоплює множину S(ξ) i, крiм того, Γξ i коло
{τ = we1 + ŷe2 + ẑe3 : |w − x− is| = R, ŷ = y, ẑ = z} є краями кусково-гладкої
поверхнi Σξ , що повнiстю мiстяться в Ωξ .

Доведення. Покажемо, що iнтеграл у правiй частинi рiвностi (3.29) iснує.

Оскiльки ξ ∈ FC , то й резольвента (τ − ξ)−1 :=
∞∑

k=1
αk(τ, ξ)ek є елементом

алгебри FC , тобто

‖(τ − ξ)−1‖ ≡
∞∑

k=1

|αk(τ, ξ)| < ∞.

Крiм того, функцiя (3.34) приймає значення в ТВП F̃C i при цьому функцiї
Uk : Q → C утворюють рiвномiрно обмежене сiмейство.

Тодi добуток Φ(τ)(τ − ξ)−1 є елементом ТВП F̃C i визначається рiвнiстю
вигляду (3.39):

Φ(τ)(τ − ξ)−1 =:
∞∑

k=1

gk(τ, ξ) ek ,

при цьому для усiх компонент gk(τ, ξ) справедлива оцiнка

|gk(τ, ξ)| ≤ c ‖(τ − ξ)−1‖ ,
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де стала c не залежить вiд k , τ i ξ .
Отже, усi компоненти gk(τ, ξ) є сумовними функцiями на кривiй Γ . Тому

iнтеграл у правiй частинi рiвностi (3.29), визначений рiвнiстю вигляду (3.22), є
елементом простору F̃C , а це означає, що цей iнтеграл iснує.

Оскiльки Γξ гомотопна колу Cτ(ξ, ε) := {τ = we1+ŷe2+ ẑe3 : |w−x−is| =
R, ŷ = y, ẑ = z} i охоплює множину S(ξ) , то з теореми 3.2.12 випливає рiвнiсть

∫

Γξ

Φ(τ) (τ − ξ)−1 dτ =

∫

Cτ (ξ,ε)

Φ(τ) (τ − ξ)−1 dτ.

Далi доведення теореми завершується повнiстю аналогiчно до доведення
теореми 3.2.5. Теорему доведено.

Висновки

У роздiлi 3 дослiджуються моногеннi функцiї зi значеннями
в нескiнченновимiрних топологiчних векторних просторах та
нескiнченновимiрних комутативних асоцiативних банахових алгебрах,
асоцiйованих з тривимiрним рiвнянням Лапласа. А саме, отримано наступнi
результати:

1. Показано, що кожна просторова гармонiчна функцiя є деякою
компонентою згаданих моногенних функцiй.

2. Побудовано просторовi гармонiчнi функцiї у формi компонент головного
продовження аналiтичних функцiй комплексної змiнної в комплексифiкацiю FC
алгебри F .

3. Доведено iнтегральнi теореми для моногенних функцiй зi значеннями в
алгебрi FC та топологiчному векторному просторi F̃C , що мiстить алгебру FC .

4. Доведено iснування спецiальних продовжень моногенних функцiй зi
значеннями в топологiчному векторному просторi F̃C та дослiджено їх зв’язок
з просторовими потенцiалами.
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РОЗДIЛ 4

КЛАСИ ДИФЕРЕНЦIЙОВНИХ ФУНКЦIЙ В

НЕКОМУТАТИВНИХ АЛГЕБРАХ

У цьому роздiлi вивчаються алгебраїчно–аналiтичнi властивостi
спецiальних класiв вiдображень зi значеннями в некомутативних алгебрах.

4.1. Кватернiоннi G -моногеннi вiдображення

У цьому пiдроздiлi вивчаються алгебраїчно–аналiтичнi властивостi G -
моногенних вiдображень зi значеннями в алгебрi комплексних кватернiонiв.
Результати цього пiдроздiлу опублiковано в роботi [191].

4.1.1. Алгебра комплексних кватернiонiв

Нехай H(C) — алгебра кватернiонiв над полем комплексних чисел C ,
базис якої складається з одиницi алгебри 1 i елементiв I, J,K, для яких
виконуються наступнi правила множення:

I2 = J2 = K2 = −1,

IJ = −JI = K, JK = −KJ = I, KI = −IK = J.

Розглянемо в алгебрi H(C) iнший базис {e1, e2, e3, e4} , розклад елементiв
якого в базисi {1, I, J,K} має вигляд:

e1 =
1

2
(1 + iI), e2 =

1

2
(1− iI), e3 =

1

2
(iJ −K), e4 =

1

2
(iJ + K),
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де i — уявна комплексна одиниця. Таблиця множення в новому базисi набуває
вигляду (див. [57])

· e1 e2 e3 e4

e1 e1 0 e3 0

e2 0 e2 0 e4

e3 0 e3 0 e1

e4 e4 0 e2 0

, (4.1)

при цьому одиниця алгебри має розклад: 1 = e1 + e2 .
Вiдмiтимо, що комутативна пiдалгебра з iдемпотентним базисом {e1, e2} є

алгеброю бiкомплексних чисел (або алгеброю комутативних кватернiонiв Сегре
[181]).

Пiдмножина I ⊂ H(C) називається лiвим iдеалом, якщо з умови a ∈
H(C), b ∈ I випливає, що ab ∈ I , i правим iдеалом, якщо з умови a ∈ H(C), b ∈
I випливає, що ba ∈ I (див., наприклад, [5, c. 64]).

Алгебра H(C) мiстить два правi максимальнi iдеали:

I1 := {λ2e2 + λ4e4 : λ2, λ4 ∈ C}, I2 := {λ1e1 + λ3e3 : λ1, λ3 ∈ C}
i два лiвi максимальнi iдеали:

Î1 := {λ2e2 + λ3e3 : λ2, λ3 ∈ C}, Î2 := {λ1e1 + λ4e4 : λ1, λ4 ∈ C}.
Оскiльки радикал алгебри H(C) мiстить тiльки нульовий елемент, то алгебра
H(C) є напiвпростою алгеброю (див., наприклад, [29, с. 146]).

Наслiдком очевидних рiвностей

I1 ∩ I2 = Î1 ∩ Î2 = {0}, I1 ∪ I2 = Î1 ∪ Î2 = H(C)

є розклад алгебри в пряму суму:

H(C) = I1 ⊕ I2 = Î1 ⊕ Î2.

Введемо в розгляд лiнiйнi функцiонали f1 : H(C) → C та f2 : H(C) → C ,
заданi рiвностями

f1(e1) = f1(e3) = 1, f1(e2) = f1(e4) = 0,

f2(e2) = f2(e4) = 1, f2(e1) = f2(e3) = 0.
(4.2)
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Ядрами функцiоналiв f1 та f2 є, вiдповiдно, максимальнi iдеали I1 та I2 .
Означимо також лiнiйнi функцiонали f̂1 : H(C) → C та f̂2 : H(C) → C ,

покладаючи
f̂1(e1) = f̂1(e4) = 1, f̂1(e2) = f̂1(e3) = 0,

f̂2(e2) = f̂2(e3) = 1, f̂2(e1) = f̂2(e4) = 0.
(4.3)

Максимальнi iдеали Î1 та Î2 є, вiдповiдно, ядрами функцiоналiв f̂1 та f̂2 .

4.1.2. G -моногеннi вiдображення

Нехай
i1 = e1 + e2 = 1 , iu = aue1 + bue2 au, bu ∈ C, (4.4)

де u = 2, 3, . . . ,m при m ∈ {2, 3, 4} , — лiнiйно незалежнi вектори над полем
R (див. [146, c. 223]). Це означає, що рiвнiсть

m∑
u=1

αuiu = 0, αu ∈ R,

виконується тодi i тiльки тодi, коли αu = 0 для всiх u = 1, 2, . . . ,m .
Зауважимо, що скрiзь в пiдроздiлах 4.1 — 4.3 m ∈ {2, 3, 4} .
Видiлимо в алгебрi H(C) лiнiйну оболонку

Em :=
{

ζ =
m∑

u=1

xuiu : xu ∈ R
}

над полем дiйсних чисел R, породжену векторами i1, i2, . . . , im . Множинi S ⊂
Rm поставимо у вiдповiднiсть множину

Sζ :=
{

ζ =
m∑

u=1

xuiu : (x1, x2, . . . , xm) ∈ S
}
⊂ Em. (4.5)

Вiдмiтимо, що топологiчнi властивостi множини Sζ простору Em будемо
розумiти як вiдповiднi властивостi множини S евклiдового простору Rm .

Наслiдком рiвностей (4.2), (4.3) i (4.4) є наступнi спiввiдношення

ξ1 := f1(ζ) = f̂1(ζ) = x1 +
m∑

u=2

au xu,
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ξ2 := f2(ζ) = f̂2(ζ) = x1 +
m∑

u=2

bu xu.

Тепер елемент ζ ∈ Em можна подати у виглядi ζ = ξ1e1 + ξ2e2 .
Вiдмiтимо, що образи множин з простору Em при вiдображеннi

функцiоналами f1 i f̂1 , а також f2 i f̂2 , — тотожнi.
Iстотним є припущення, що кожен функцiонал f1, f2 вiдображає простiр

Em на всю площину комплексних чисел, тобто виконується рiвнiсть f1(Em) =

f2(Em) = C , де f1(Em), f2(Em) — образи простору Em при вiдображеннi
функцiоналами f1, f2 . Очевидно, що воно має мiсце тодi i тiльки тодi, коли
хоча б одне з чисел у кожнiй з пар (a2, . . . , am) , (b2, . . . , bm) належить C \ R .

Визначимо норму кватернiона x =
4∑

q=1
xqeq, xq ∈ C рiвнiстю

‖x‖ :=

√√√√
4∑

q=1

|xq|2.

Означення 4.1.1. Якщо для довiльних x ∈ H(C) i y ∈ Em виконується
рiвнiсть f(yx) = f(y) · f(x) , то функцiонал f : H(C) → C будемо називати
правомультиплiкативним в просторi Em .

Означення 4.1.2. Якщо для довiльних x ∈ H(C) i y ∈ Em виконується
рiвнiсть f(xy) = f(x) · f(y) , то функцiонал f : H(C) → C будемо називати
лiвомультиплiкативним в просторi Em .

Лема 4.1.1. Функцiонали f1 : H(C) → C та f2 : H(C) → C неперервнi
i правомультиплiкативнi, а функцiонали f̂1 : H(C) → C та f̂2 : H(C) → C
неперервнi i лiвомультиплiкативнi.

Доведення. Покажемо, що функцiонал f1 : H(C) → C є
правомультиплiкативним, тобто f1(yx) = f1(y) · f1(x) . Нехай

x = x1e1 + x2e2 + x3e3 + x4e4 ∈ H(C),

y = y1e1 + y2e2 ∈ Em.

Тодi
f1(yx) = f1

(
(y1e1 + y2e2)(x1e1 + x2e2 + x3e3 + x4e4)

)
=
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= f1(y1x1e1 + y2x2e2 + y1x3e3 + y2x4e4) = y1x1 + y1x3,

f1(y) · f1(x) = f1(y1e1 + y2e2) · f1(x1e1 + x2e2 + x3e3 + x4e4) =

= y1(x1 + x3) = y1x1 + y1x3.

Отже, f1(yx) = f1(y) · f1(x) .
Неперервнiсть функцiоналу f1 : H(C) → C випливає iз його обмеженостi.

А саме
|f1(x)|
‖x‖ ≤ |x1|+ |x3|√

|x1|2 + |x2|2 + |x3|2 + |x4|2
≤ 2.

Аналогiчно доводиться вiдповiдна мультиплiкативнiсть i неперервнiсть iнших
функцiоналiв. Лему доведено.

Нехай Ωζ — область в просторi Em .
Означення 4.1.3. Неперервне вiдображення Φ : Ωζ → H(C) будемо

називати право-G -моногенним в областi Ωζ ⊂ Em , якщо для кожного ζ ∈ Ωζ

iснує елемент Φ′(ζ) алгебри H(C) такий, що виконується рiвнiсть

lim
ε→0+0

Φ(ζ + εh)− Φ(ζ)

ε
= hΦ′(ζ) ∀h ∈ Em. (4.6)

При цьому Φ′(ζ) назвемо правою похiдною Гато вiдображення Φ в точцi ζ .
Означення 4.1.4. Неперервне вiдображення Φ̂ : Ωζ → H(C) будемо

називати лiво-G -моногенним в областi Ωζ ⊂ Em , якщо для кожного ζ ∈ Ωζ

iснує елемент Φ̂′(ζ) алгебри H(C) такий, що виконується рiвнiсть

lim
ε→0+0

Φ̂(ζ + εh)− Φ̂(ζ)

ε
= Φ̂′(ζ)h ∀h ∈ Em. (4.7)

При цьому Φ̂′(ζ) назвемо лiвою похiдною Гато вiдображення Φ̂ в точцi ζ .

Розглянемо розклад вiдображення Φ : Ωζ → H(C) за базисом
{e1, e2, e3, e4} :

Φ(ζ) =
4∑

q=1

Uq(x1, x2, . . . , xm) eq . (4.8)

У припущеннi, що функцiї Uq : Ω → C , q = 1, 2, 3, 4 , є R -диференцiйовними
в областi Ω , тобто задовольняють спiввiдношення

Uq (x1 + ∆x1, x2 + ∆x2, . . . , xm + ∆xm)− Uq(x1, x2, . . . , xm) =
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=
m∑

u=1

∂Uq

∂xu
∆xu + o




√√√√
m∑

u=1

(∆xu)2


 ,

m∑
u=1

(∆xu)
2 → 0 ,

в наступних теоремах встановлено необхiднi i достатнi умови право-G -
моногенностi вiдображення Φ(ζ) i лiво-G -моногенностi вiдображення Φ̂(ζ) .

Теорема 4.1.1. Для того, щоб вiдображення Φ : Ωζ → H(C) вигляду
(4.8), де Uq : Ω → C є R -диференцiйовними функцiями в областi Ω ,
було право-G -моногенним в областi Ωζ ⊂ Em необхiдно i достатньо, щоб
виконувались умови

∂U1

∂xs
= as

∂U1

∂x1
,

∂U2

∂xs
= bs

∂U2

∂x1
,

∂U3

∂xs
= as

∂U3

∂x1
,

∂U4

∂xs
= bs

∂U4

∂x1
(4.9)

при всiх s = 2, 3, . . . , m .

Доведення. Необхiднiсть. Якщо вiдображення (4.8) право-G -моногенне
в областi Ωζ , то при h = i1 рiвнiсть (4.6) набуває вигляду

Φ′(ζ) =
4∑

q=1

∂Uq(x1, x2, ..., xm)

∂x1
eq ∀ζ ∈ Ωζ .

Тепер, покладаючи в рiвностi (4.6) послiдовно h = i2, ..., h = im , та з
урахуванням правил множення (4.1), отримуємо умови (4.9) для компонент
право-G -моногенного вiдображення (4.8).

Достатнiсть. Нехай h :=
m∑

u=1
huiu , де hu ∈ R , i додатне число ε таке, що

ζ + εh ∈ Ωζ . Враховуючи умови (4.9), маємо

Φ(ζ + εh)− Φ(ζ)

ε
− h

4∑
q=1

∂Uq(x1, x2, ..., xm)

∂x1
eq =

=
1

ε

4∑
q=1

(
Uq(x1 + εh1, x2 + εh2, ..., xm + εhm)− Uq(x1, x2, ..., xm)

)
eq−

−
(

∂U1

∂x1
h1 + a2

∂U1

∂x1
h2 + ... + am

∂U1

∂x1
hm

)
e1−

−
(

∂U2

∂x1
h1 + b2

∂U2

∂x1
h2 + ... + bm

∂U2

∂x1
hm

)
e2−
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−
(

∂U3

∂x1
h1 + a2

∂U3

∂x1
h2 + ... + am

∂U3

∂x1
hm

)
e3−

−
(

∂U4

∂x1
h1 + b2

∂U4

∂x1
h2 + ... + bm

∂U4

∂x1
hm

)
e4 =

=
1

ε

4∑
q=1

(
Uq(x1 + εh1, x2 + εh2, ..., xm + εhm)− Uq(x1, x2, ..., xm)−

−
m∑

u=1

∂Uq(x1, x2, ..., xm)

∂xu
εhu

)
eq. (4.10)

Внаслiдок диференцiйовностi функцiй Uq в областi Ω справедливi
спiввiдношення

Uq(x1 + εh1, x2 + εh2, ..., xm + εhm)− Uq(x1, x2, ..., xm)−

−
m∑

u=1

∂Uq(x1, x2, ..., xm)

∂x1
εhu = o(ε),

ε → 0, q = 1, 2, 3, 4.

Тому, перейшовши до границi в рiвностi (4.10) при ε → 0, отримуємо рiвнiсть
(4.6). Теорему доведено.

Аналогiчно доводиться критерiй лiво-G -моногенностi вiдображень.

Теорема 4.1.2. Для того, щоб вiдображення Φ̂ : Ωζ → H(C) вигляду
(4.8), де Uq : Ω → C є R -диференцiйовними функцiями в областi Ω , було лiво-
G -моногенним в областi Ωζ ⊂ Em необхiдно i достатньо, щоб виконувались
умови

∂U1

∂xs
= as

∂U1

∂x1
,

∂U2

∂xs
= bs

∂U2

∂x1
,

∂U3

∂xs
= bs

∂U3

∂x1
,

∂U4

∂xs
= as

∂U4

∂x1
(4.11)

при всiх s = 2, 3, . . . , m .

Вiдмiтимо, що отриманi умови (4.9) i (4.11) є аналогами умов Кошi–Рiмана,
якi у згорнутому виглядi можуть бути записанi спiввiдношеннями:

∂Φ

∂xu
= iu

∂Φ

∂x1
(4.12)
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i
∂Φ̂

∂xu
=

∂Φ̂

∂x1
iu, (4.13)

вiдповiдно, для всiх u = 2, 3, ..., m .

4.1.3. Конструктивний опис G -моногенних вiдображень

Лема 4.1.2. Розклад резольвенти має вигляд

(t− ζ)−1 =
1

t− ξ1
e1 +

1

t− ξ2
e2 (4.14)

∀ t ∈ C : t 6= ξ1, t 6= ξ2, ∀ ζ ∈ Em.

Доведення. Встановимо, при яких t ∈ C в алгебрi H(C) iснує елемент
(t− ζ)−1 i знайдемо коефiцiєнти Aq його розкладу за базисом:

(t− ζ)−1 =
4∑

q=1

Aq eq.

Враховуючи розклад (4.4) елементiв iu, u = 1, 2, ...,m за базисом
{e1, e2, e3, e4} i таблицю множення алгебри H(C) , маємо

1 = (t− ζ)(t− ζ)−1 =
(
(t− ξ1)e1 + (t− ξ2)e2

) 4∑
q=1

Aq eq =

= (t− ξ1)A1e1 + (t− ξ1)A3e3 + (t− ξ2)A2e2 + (t− ξ2)A4e4 = e1 + e2.

Тепер, прирiвнюючи коефiцiєнти при вiдповiдних базисних одиницях,
отримуємо розклад (4.14). Лему доведено.

Iз розкладу (4.14) випливає, що точки (x1, x2, ..., xm) ∈ Rm, якi

вiдповiдають необоротним елементам ζ =
m∑

u=1
xuiu ∈ Em , утворюють двi

множини

M 1 :





x1 +
m∑

u=2

xu Re au = 0,

m∑
u=2

xu Im au = 0,

M 2 :





x1 +
m∑

u=2

xu Re bu = 0,

m∑
u=2

xu Im bu = 0

(4.15)
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в m -вимiрному просторi Rm .
Доведення наступного твердження здiйснюється за схемою доведення леми

2.1.4.

Лема 4.1.3. Нехай область Ωζ ⊂ Em опукла в напрямку множин
M 1

ζ , M 2
ζ i f1(Em) = f2(Em) = C , а вiдображення Φ : Ωζ → H(C) є право-

G -моногенним в областi Ωζ . Якщо точки ζ1, ζ2 ∈ Ωζ такi, що ζ1− ζ2 ∈ {ζ =
m∑

u=1
xuiu : (x1, x2, ..., xm) ∈ M 1}, то

Φ(ζ1)− Φ(ζ2) ∈ I1. (4.16)

Якщо ж точки ζ1, ζ2 ∈ Ωζ такi, що ζ1 − ζ2 ∈ {ζ =
m∑

u=1
xuiu : (x1, x2, ..., xm) ∈

M 2}, то
Φ(ζ1)− Φ(ζ2) ∈ I2.

Доведення. Оскiльки f1(Em) = f2(Em) = C , то iснує елемент i∗2 ∈ Em

такий, що fk(i
∗
2) = i . Розглянемо лiнiйний простiр E∗ := {ζ∗ = xi∗1 + yi∗2 + zi∗3 :

x, y, z ∈ R} , породжений векторами i∗1 := 1, i∗2, i∗3 := ζ2 − ζ1 .
Зафiксуємо k = 1, 2 . Нехай (x1, y1, z1) , (x2, y2, z2) — точки областi Ω такi,

що вiдрiзок, який їх з’єднує, паралельний прямiй {αi∗3 : α ∈ R} .
В областi Ω побудуємо двi поверхнi зi спiльним краєм: поверхню Qk ,

яка мiстить точку (x1, y1, z1) , i поверхню Σk , яка мiстить точку (x2, y2, z2) ,
такi, що звуження на них функцiонала fk на вiдповiднi їм пiдмножини Q∗

ζ , Σ∗
ζ

областi Ωζ ∩ E∗ є взаємно-однозначними вiдображеннями цих пiдмножин на
одну й ту ж область Dk комплексної площини i, крiм того, в кожнiй точцi
ζ∗0 ∈ Qζ∗ (а також ζ∗0 ∈ Σζ∗) , виконується рiвнiсть

lim
ε→0+0

Φ(ζ∗0 + ε(ζ∗ − ζ∗0))− Φ(ζ∗0)
ε

= Φ′(ζ∗0)(ζ
∗ − ζ∗0) (4.17)

при всiх ζ∗ ∈ Qζ∗ таких, що ζ∗0 + ε(ζ∗ − ζ∗0) ∈ Qζ∗ (або, вiдповiдно, при всiх
ζ∗ ∈ Σζ∗ таких, що ζ∗0 + ε(ζ∗ − ζ∗0) ∈ Σζ∗ ) для довiльного ε ∈ (0, 1) .

В якостi поверхнi Qk розглянемо в областi Ω фiксований рiвностороннiй
трикутник з вершинами A1, A2, A3 i центром в точцi (x1, y1, z1) , площина якого
перпендикулярна прямiй {αi∗3 : α ∈ R} , i продовжимо побудову поверхнi Σk .
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Розглянемо трикутник з вершинами A′
1, A

′
2, A

′
3 i центром в точцi

(x2, y2, z2) , який лежить в областi Ω , такий, що його сторони A′
1A

′
2 , A′

2A
′
3 ,

A′
1A

′
3 паралельнi вiдрiзкам A1A2 , A2A3 , A1A3 вiдповiдно i мають меншу

довжину, нiж сторони трикутника A1A2A3 . Оскiльки область Ω опукла в
напрямку прямої {αi∗3 : α ∈ R} , то призма з вершинами A′

1, A
′
2, A

′
3, A

′′
1, A

′′
2, A

′′
3 ,

для якої точки A′′
1, A

′′
2, A

′′
3 лежать в площинi трикутника A1A2A3 i її ребра

A′
mA′′

m при m = 1, 2, 3 паралельнi прямiй {αi∗3 : α ∈ R} , повнiстю мiститься в
Ω .

Зафiксуємо тепер трикутник з вершинами B1, B2, B3 такий, що
точка Bm належить вiдрiзку A′

mA′′
m при m = 1, 2, 3 i зрiзана пiрамiда

з вершинами A1, A2, A3, B1, B2, B3 i бiчними ребрами AmBm , m = 1, 2, 3 ,
повнiстю мiститься в областi Ω .

Нарештi, в площинi трикутника A′
1A

′
2A

′
3 зафiксуємо трикутник T k з

вершинами C1, C2, C3 такий, що його сторони C1C2 , C2C3 , C1C3 паралельнi
вiдрiзкам A′

1A
′
2 , A′

2A
′
3 , A′

1A
′
3 вiдповiдно i мають меншу довжину, нiж

сторони трикутника A′
1A

′
2A

′
3 . За побудовою зрiзана пiрамiда з вершинами

B1, B2, B3, C1, C2, C3 i бiчними ребрами BmCm , m = 1, 2, 3 , повнiстю мiститься
в областi Ω .

Позначимо через Σk поверхню, утворену трикутником T k i бiчними
поверхнями зрiзаних пiрамiд A1A2A3B1B2B3 i B1B2B3C1C2C3 .

Оскiльки поверхнi Qk i Σk мають спiльний край, то функцiонал fk

вiдображає множини Qk
ζ∗ i Σk

ζ∗ на одну й ту ж область Dk комплексної
площини. В областi Dk визначимо двi комплекснозначнi функцiї H1 i H2 так,
що при кожному ξk ∈ Dk

H1(ξk) := fk(Φ(ζ∗)), де ξk = fk(ζ
∗) i ζ∗ ∈ Qζ∗ ,

H2(ξk) := fk(Φ(ζ∗)), де ξk = fk(ζ
∗) i ζ∗ ∈ Σζ∗ .

Враховуючи, що ζ1 ∈ Qζ∗ i ζ2 ∈ Σζ∗ , маємо

H1(ξk) := fk(Φ(ζ1)), де ξk = fk(ζ1) i ζ1 ∈ Qζ∗ ,

H2(ξk) := fk(Φ(ζ2)), де ξk = fk(ζ2) i ζ2 ∈ Σζ∗ .
(4.18)
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Покажемо, що H1 i H2 — голоморфнi в Dk функцiї комплексної змiнної
ξk . Для цього зауважимо, що, дiючи на рiвнiсть (4.17) функцiоналом fk , з
урахуванням його лiнiйностi, неперервностi i вiдповiдної мультиплiкативностi
отримуємо рiвнiсть

lim
ε→0+0

fk

(
Φ(ζ∗0 + ε(ζ∗ − ζ∗0))

)− fk(Φ(ζ∗))
ε

= fk(Φ
′(ζ∗0))(fk(ζ

∗)− fk(ζ
∗
0)),

з якої для функцiй H1, H2 випливає iснування похiдних в точцi fk(ζ
∗
0) ∈ Dk

за усiма напрямками, причому для кожної з функцiй H1, H2 вказанi похiднi
рiвнi. Тодi за теоремою 21 з монографiї Ю.Ю. Трохимчука [25] функцiї H1, H2

є голоморфними в областi Dk .
Оскiльки з визначення функцiй H1 i H2 випливає, що H1(ξk) ≡ H2(ξk)

на межi областi Dk , то в силу голоморфностi функцiй H1 i H2 в областi
Dk тотожнiсть H1(ξk) ≡ H2(ξk) виконується скрiзь в Dk . Тобто справедливi
рiвностi

fk(Φ(ζ2)− Φ(ζ1)) = fk(Φ(ζ2))− fk(Φ(ζ1)) = H2(ξk)−H1(ξk) = 0.

Отже, Φ(ζ2)− Φ(ζ1) належить ядру Ik функцiонала fk . Лему доведено.

Повнiстю аналогiчно доводиться наступне твердження.

Лема 4.1.4. Нехай область Ωζ ⊂ Em опукла в напрямку множин
M 1

ζ , M 2
ζ i f1(Em) = f2(Em) = C , а вiдображення Φ̂ : Ωζ → H(C) є лiво-

G -моногенним в областi Ωζ . Якщо точки ζ1, ζ2 ∈ Ωζ такi, що ζ1− ζ2 ∈ {ζ =
m∑

u=1
xuiu : (x1, x2, ..., xm) ∈ M 1}, то

Φ̂(ζ1)− Φ̂(ζ2) ∈ Î1.

Якщо ж точки ζ1, ζ2 ∈ Ωζ такi, що ζ1 − ζ2 ∈ {ζ =
m∑

u=1
xuiu : (x1, x2, ..., xm) ∈

M 2}, то
Φ̂(ζ1)− Φ̂(ζ2) ∈ Î2.

Теорема 4.1.3. Кожне право-G -моногенне в областi Ωζ вiдображення
Φ : Ωζ → H(C) подається у виглядi

Φ(ζ) = Φ1(ζ) + Φ2(ζ),
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де Φ1 : Ωζ → I1, Φ2 : Ωζ → I2 — деякi право-G -моногеннi в областi Ωζ

вiдображення зi значеннями вiдповiдно в правих максимальних iдеалах I1, I2 .

Доведення. Iз розкладу одиницi 1 = e1 + e2 випливає, що довiльне
вiдображення Φ : Ωζ → H(C) подається у виглядi

Φ = e1Φ + e2Φ,

при цьому e1Φ ∈ I2 , а e2Φ ∈ I1 .
Введемо позначення Φ1 := e2Φ , Φ2 := e1Φ . Покажемо, що вiдображення

Φ1, Φ2 — право-G -моногеннi в областi Ωζ . Для цього рiвнiсть (4.6) помножимо
злiва на e1 :

lim
ε→0+0

e1
Φ(ζ + εh)− Φ(ζ)

ε
= e1hΦ′(ζ). (4.19)

Оскiльки елементи e1 та h належать комутативнiй пiдалгебрi з базисом
{e1, e2}, то e1h = he1 i тому з рiвностi (4.19) випливає рiвнiсть

lim
ε→0+0

e1Φ(ζ + εh)− e1Φ(ζ)

ε
= he1Φ

′(ζ),

яка i доводить, що вiдображення Φ2 — право-G -моногенне в областi Ωζ .
Аналогiчно доводиться, що вiдображення Φ1 також право-G -моногенне. Лему
доведено.

Повнiстю аналогiчно доводиться наступне твердження.

Теорема 4.1.4. Кожне лiво-G -моногенне в областi Ωζ вiдображення
Φ̂ : Ωζ → H(C) подається у виглядi

Φ̂(ζ) = Φ̂1(ζ) + Φ̂2(ζ), (4.20)

де Φ̂1 : Ωζ → Î1, Φ̂2 : Ωζ → Î2 — деякi лiво-G -моногеннi в областi Ωζ

вiдображення зi значеннями вiдповiдно в лiвих максимальних iдеалах Î1, Î2 .

Позначимо через

D1 := f1(Ωζ) =
{

ξ1 = x1 +
m∑

u=2

auxu : (x1, x2, . . . , xm) ∈ Ω
}

,
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D2 := f2(Ωζ) =
{

ξ2 = x1 +
m∑

u=2

buxu : (x1, x2, . . . , xm) ∈ Ω
}

областi в комплекснiй площинi C , на якi область Ωζ вiдображається вiдповiдно
функцiоналами f1, f2 .

Лема 4.1.5. Нехай область Ωζ ⊂ Em опукла в напрямку множини M 1
ζ

i f1(Em) = C . Нехай також неперервна функцiя V : Ω → C задовольняє
спiввiдношення

∂V

∂xu
= au

∂V

∂x1
(4.21)

при u = 2, 3, . . . , m в Ω . Тодi V є голоморфною фукнцiєю змiнної ξ1 в областi
D1 .

Доведення. Видiлимо дiйсну i уявну частини змiнної ξ1 :

ξ1 = x1 +
m∑

u=2

xu Re au + i

m∑
u=2

xu Im au =: τ1 + iη1

i вiдмiтимо, що виконуються рiвностi (4.24)

∂V

∂η1
Im au = i

∂V

∂τ1
Im au. (4.22)

Оскiльки з умови f1(Em) = C випливає, що хоча б одне з чисел Im au

вiдмiнне вiд нуля, то з (4.22) отримуємо рiвнiсть

∂V

∂η1
= i

∂V

∂τ1
.

Доведемо, що

V (x′1, x
′
2, . . . , x

′
m) = V (x′′1, x

′′
2, . . . , x

′′
m) (4.23)

для точок
(x′1, x

′
2, . . . , x

′
m), (x′′1, x

′′
2, . . . , x

′′
m) ∈ Ω

таких, що вiдрiзок, який з’єднує цi точки, паралельний прямiй Lk ⊂ Mk . Для
завершення скористаємося доведенням леми 4.1.3. Оскiльки f1(Em) = C , то
iснує елемент i∗2 ∈ Em такий, що f1(i

∗
2) = i . Розглянемо лiнiйний простiр

E∗ := {ζ = xi∗1 + yi∗2 + zi∗3 : x, y, z ∈ R},
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породжений векторами i∗1 := 1, i∗2, i∗3 = ζ ′ − ζ ′′ , де ζ ′ :=
m∑

u=1
x′uiu, ζ ′′ :=

m∑
u=1

x′′uiu .

Тепер справедливiсть спiввiдношень (4.23) доводиться так, як при доведеннi
леми 2.1.6, де замiсть Ωζ , L розглядаємо Ωζ ∩ E∗, {αi∗3 : α ∈ R} , вiдповiдно.

Звiдси випливає, що функцiя V : Ω → C вигляду V (x1, x2, . . . , xm) :=

F (ξ1) , де F (ξ1) — довiльна голоморфна функцiя в областi D1 , є загальним
розв’язком системи (4.24). Лему доведено.

Лема 4.1.6. Нехай область Ωζ ⊂ Em опукла в напрямку множини M 2
ζ

i f2(Em) = C . Нехай також неперервна функцiя V : Ω → C задовольняє
спiввiдношення

∂V

∂xu
= bu

∂V

∂x1
(4.24)

при u = 2, 3, . . . , m в Ω . Тодi V є голоморфною фукнцiєю змiнної ξ2 в областi
D2 .

В наступних теоремах описано усi право-G -моногеннi вiдображення зi
значеннями в iдеалах I1 та I2 за допомогою голоморфних функцiй вiдповiдної
комплексної змiнної.

Теорема 4.1.5. Нехай область Ωζ ⊂ Em опукла в напрямку множини
M 2

ζ i f2(Em) = C . Тодi кожне право-G -моногенне вiдображення Φ1 : Ωζ → I1

подається у виглядi

Φ1(ζ) = F2(ξ2)e2 + F4(ξ2)e4 ∀ ζ ∈ Ωζ , (4.25)

де F2, F4 — деякi голоморфнi в областi D2 функцiї змiнної ξ2 .

Доведення. Оскiльки вiдображення Φ1 приймає значення в iдеалi I1 , то
маємо

Φ1(ζ) = V2(x1, x2, . . . , xm)e2 + V4(x1, x2, . . . , xm)e4, (4.26)

де V2 : Ω → C i V4 : Ω → C .
Вiдображення Φ1 задовольняє умови право-G -моногенностi (4.12) при

Φ = Φ1 . Пiдставляючи спiввiдношення (4.4) i (4.26) в цi умови i враховуючи
єдинiсть розкладу елементiв алгебри H(C) за базисом {e1, e2, e3, e4} ,
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отримаємо наступну систему рiвнянь для визначення функцiй V2 i V4 :

∂V2

∂xu
= bu

∂V2

∂x1
,

∂V4

∂xu
= bu

∂V4

∂x1
, u = 2, 3, . . . , m. (4.27)

Користуючись лемою 4.1.6, отримаємо

V2(x1, x2, . . . , xm) = F2(ξ2), V4(x1, x2, . . . , xm) = F4(ξ2),

тому вiдображення Φ1 подається у виглядi (4.29). Теорему доведено.
Теорема 4.1.6. Нехай область Ωζ ⊂ Em опукла в напрямку множини

M 1
ζ i f1(Em) = C . Тодi кожне право-G -моногенне вiдображення Φ2 : Ωζ → I2

подається у виглядi

Φ2(ζ) = F1(ξ1)e1 + F3(ξ1)e3 ∀ ζ ∈ Ωζ , (4.28)

де F1, F3 — деякi голоморфнi в областi D1 функцiї змiнної ξ1 .

В наступних теоремах, якi доводяться повнiстю аналогiчно до теореми
4.1.5, описано усi лiво-G -моногеннi вiдображення зi значеннями в iдеалах Î1 та
Î2 алгебри H(C) за допомогою голоморфних функцiй вiдповiдної комплексної
змiнної.

Теорема 4.1.7. Нехай область Ωζ ⊂ Em опукла в напрямку множини
M 2

ζ i f2(Em) = C . Тодi кожне лiво-G -моногенне вiдображення Φ̂1 : Ωζ → Î1

подається у виглядi

Φ̂1(ζ) = F̂2(ξ2)e2 + F̂3(ξ2)e3 ∀ ζ ∈ Ωζ , (4.29)

де F̂2, F̂3 — деякi голоморфнi в областi D2 функцiї змiнної ξ2 .

Теорема 4.1.8. Нехай область Ωζ ⊂ Em опукла в напрямку множини
M 1

ζ i f1(Em) = C . Тодi кожне лiво-G -моногенне вiдображення Φ̂2 : Ωζ → Î2

подається у виглядi

Φ̂2(ζ) = F̂1(ξ1)e1 + F̂4(ξ1)e4 ∀ ζ ∈ Ωζ , (4.30)

де F̂1, F̂4 — деякi голоморфнi в областi D1 функцiї змiнної ξ1 .



233

В силу теорем 4.1.3, 4.1.5 i 4.1.6 всi право-G -моногеннi вiдображення Φ :

Ωζ → H(C) у випадку, коли область Ωζ опукла в напрямку множин M 1
ζ , M 2

ζ ,
можуть бути побудованi за допомогою чотирьох довiльних комплекснозначних
голоморфних функцiй F1(ξ1), F2(ξ2), F3(ξ1), F4(ξ2) .

Теорема 4.1.9. Нехай область Ωζ ⊂ Em опукла в напрямку множин
M 1

ζ , M 2
ζ i f1(Em) = f2(Em) = C . Тодi кожне право-G -моногенне

вiдображення Φ : Ωζ → H(C) подається у виглядi

Φ(ζ) = F1(ξ1)e1 + F2(ξ2)e2 + F3(ξ1)e3 + F4(ξ2)e4, (4.31)

де F1 i F3 — деякi голоморфнi в областi D1 функцiї змiнної ξ1 , а F2 i F4 —
деякi голоморфнi в областi D2 функцiї змiнної ξ2 .

Тепер з урахуванням теорем 4.1.4, 4.1.7 i 4.1.8 справедливе твердження для
лiво-G -моногенного вiдображення.

Теорема 4.1.10. Нехай область Ωζ ⊂ Em опукла в напрямку множин
M 1

ζ , M 2
ζ i f1(Em) = f2(Em) = C . Тодi кожне лiво-G -моногенне вiдображення

Φ̂ : Ωζ → H(C) подається у виглядi

Φ̂(ζ) = F̂1(ξ1)e1 + F̂2(ξ2)e2 + F̂3(ξ2)e3 + F̂4(ξ1)e4, (4.32)

де F̂1 i F̂4 — деякi голоморфнi в областi D1 функцiї змiнної ξ1 , а F̂2 i F̂3 —
деякi голоморфнi в областi D2 функцiї змiнної ξ2 .

Рiвнiсть (4.31) дає можливiсть явно побудувати усi право-G -моногеннi
вiдображення Φ : Ωζ → H(C) , а рiвнiсть (4.32) вказує на спосiб явної побудови
будь-якого лiво-G -моногенного вiдображення Φ̂ : Ωζ → H(C) за допомогою
вiдповiдних чотирьох голоморфних функцiй комплексної змiнної.

Зауваження 4.1.27. З теореми 4.1.9 випливає, що компоненти право-G -
моногенного вiдображення Φ : Ωζ → H(C) є R -диференцiйовними функцiями
в областi Ω . З iншого боку, якщо компоненти Fk є R -диференцiйовними,
то умови (4.12) є не лише необхiдними, але й достатнiми умовами право-G -
моногенностi вiдображення Φ в областi Ωζ , тобто рiвностi (4.12) є аналогами
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класичних умов Кошi–Рiмана. Аналогiчнi висновки справедливi i для лiво-G -
моногенного вiдображення.

Тепер критерiї G -моногенностi, сформульованi в теоремах 4.1.1 та 4.1.2,
можна посилити.

Теорема 4.1.11. Для того, щоб вiдображення Φ : Ωζ → H(C) (або
Φ̂ : Ωζ → H(C) ) вигляду (4.8) було право-G -моногенним (або лiво-G -
моногенним) в областi Ωζ ⊂ Em необхiдно i достатньо, щоб компоненти
Uq : Ω → C були R -диференцiйовними функцiями в Ω i виконувались умови
(4.12) (або вiдiповiдно умови (4.13)) в кожнiй точцi областi Ωζ .

З урахуванням розкладу (4.14) i правил множення (4.1) отримуємо
наступне iнтегральне представлення право-G -моногенного вiдображення Φ :

Ωζ → H(C) за допомогою чотирьох комплекснозначних голоморфних функцiй
F1, F2, F3, F4 :

Φ(ζ) =
1

2πi

∫

Γ1

(t− ζ)−1
(
F1(t)e1 + F3(t)e3

)
dt+

+
1

2πi

∫

Γ2

(t− ζ)−1
(
F2(t)e2 + F4(t)e4

)
dt, (4.33)

i лiво-G -моногенного вiдображення Φ̂ : Ωζ → H(C) за допомогою чотирьох
комплекснозначних голоморфних функцiй F̂1, F̂2, F̂3, F̂4 :

Φ̂(ζ) =
1

2πi

∫

Γ1

(
F1(t)e1 + F4(t)e4

)
(t− ζ)−1dt+

+
1

2πi

∫

Γ2

(
F2(t)e2 + F3(t)e3

)
(t− ζ)−1dt, (4.34)

де замкненi жордановi спрямлюванi кривi Γk лежать у вiдповiдних областях
Dk , охоплюють вiдповiдну точку ξk i не мiстять точку ξq , k, q = 1, 2 при
k 6= q .

Вiдмiтимо також, що права похiдна Гато вiдображення Φ(ζ) виражається
формулою

Φ′(ζ) = F ′
1(ξ1)e1 + F ′

2(ξ2)e2 + F ′
3(ξ1)e3 + F ′

4(ξ2)e4, (4.35)
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а лiва похiдна Гато вiдображення Φ(ζ) — формулою

Φ̂′(ζ) = F̂ ′
1(ξ1)e1 + F̂ ′

2(ξ2)e2 + F̂ ′
3(ξ2)e3 + F̂ ′

4(ξ1)e4. (4.36)

Наслiдок 4.1.1. Якщо вiдображення Φ(ζ) право-G -моногенне, то

Φ′(ζ) =
∂Φ

∂x1
, (4.37)

i якщо вiдображення Φ̂(ζ) лiво-G -моногенне, то

Φ̂′(ζ) =
∂Φ̂

∂x1
. (4.38)

Наступне твердження випливає безпосередньо з рiвностей (4.31) i (4.32),
правi частини яких є вiдповiдно право- i лiво-G -моногенними вiдображеннями
в областi Πζ := {ζ ∈ Em : f1(ζ) ∈ D1, f2(ζ) ∈ D2}.

Теорема 4.1.12. Нехай область Ωζ ⊂ Em опукла в напрямку
множин M 1

ζ , M 2
ζ i f1(Em) = f2(Em) = C . Тодi кожне право-G -моногенне

вiдображення Φ : Ωζ → H(C) продовжується до право-G -моногенного
вiдображення в областi Πζ , а лiво-G -моногенне вiдображення Φ̂ : Ωζ → H(C)

— до лiво-G -моногенного вiдображення в областi Πζ .

Теорема 4.1.12 дає можливiсть легко знайти область право-G -моногенностi
вiдображення (4.31) i лiво-G -моногенностi вiдображення (4.32).

Принциповим наслiдком рiвностей (4.31) i (4.32) є наступне твердження,
справедливе для G -моногенних вiдображень в довiльнiй областi Ωζ .

Теорема 4.1.13. Нехай f1(Em) = f2(Em) = C , вiдображення Φ :

Ωζ → H(C) — право-G -моногенне, а Φ̂ : Ωζ → H(C) — лiво-G -моногенне
в областi Ωζ . Тодi похiднi Гато усiх порядкiв Φ(s) є право-G -моногенними
вiдображеннями, а Φ̂(s) — лiво-G -моногенними вiдображеннями в областi
Ωζ .

Доведення. Оскiльки куля Θ (яка повнiстю мiститься в областi Ω )
з центром в довiльнiй точцi (x

(0)
1 , x

(0)
2 , ..., x

(0)
m ) ∈ Ω є опуклою множиною в
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напрямку множин M 1 i M 2 , то в околi Θζ := {ζ =
m∑

u=1
xuiu : (x1, x2, ..., xm) ∈

Θ} точки ζ0 =
m∑

u=1
x

(0)
u iu справедливi рiвностi вигляду (4.31) i (4.35). При

цьому компоненти розкладу (4.35) є голоморфними функцiями вiдповiдних
комплексних змiнних, тобто вираз для Φ′(ζ) подається у виглядi рiвностi (4.31).

Аналогiчно вираз для Φ̂′(ζ) має вигляд рiвностi (4.32). Це i означає, що
вiдображення Φ′(ζ) є право-G -моногенним, а Φ̂′(ζ) — лiво-G -моногенним в
Ωζ . Теорему доведено.

Використовуючи iнтегральне представлення (4.33) право-G -моногенного
вiдображення Φ i представлення (4.34) лiво-G -моногенного вiдображення Φ̂ ,
легко отримуємо наступнi iнтегральнi представлення похiдної Гато порядку s

цих вiдображень:

Φ(s)(ζ) =
s!

2πi

∫

Γ1

(
(t− ζ)−1

)s+1(
F1(t)e1 + F3(t)e3

)
dt+

+
s!

2πi

∫

Γ2

(
(t− ζ)−1

)s+1(
F2(t)e2 + F4(t)e4

)
dt

i
Φ̂(s)(ζ) =

s!

2πi

∫

Γ1

(
F̂1(t)e1 + F̂4(t)e4

)(
(t− ζ)−1

)s+1
dt+

+
s!

2πi

∫

Γ2

(
F̂2(t)e2 + F̂3(t)e3

)(
(t− ζ)−1

)s+1
dt.

4.1.4. Зв’язок G -моногенних вiдображень з рiвняннями з

частинними похiдними

Розглянемо лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння з частинними
похiдними зi сталими коефiцiєнтами:

LnU(x1, x2, . . . , xm) :=
∑

α1+α2+...+αm=n

Cα1,α2,...,αm

∂nU

∂xα1
1 ∂xα2

2 . . . ∂xαm
m

= 0, (4.39)
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де Cα1,α2,...,αm
∈ R . Якщо вiдображення Φ має праву похiдну Гато n -го порядку,

а вiдображення Φ̂ — лiву похiдну Гато n -го порядку, то наслiдком рiвностей
(4.6) i (4.7) є вiдповiдно рiвностi

∂α1+α2+...+αmΦ

∂xα1
1 ∂xα2

2 . . . ∂xαm
m

= iα1

1 iα2

2 . . . iαm
m Φ(α1+α2+...+αm)(ζ) = iα2

2 . . . iαm
m Φ(n)(ζ)

i

∂α1+α2+...+αmΦ̂

∂xα1
1 ∂xα2

2 . . . ∂xαm
m

= Φ̂(α1+α2+...+αm)(ζ) iα1

1 iα2

2 . . . iαm
m = Φ̂(n)(ζ) iα2

2 . . . iαm
m .

Тому внаслiдок рiвностi

LnΦ(ζ) =
∑

α1+α2+...+αm=n

Cα1,α2,...,αm
iα2
2 . . . iαm

m Φ(n)(ζ) (4.40)

кожне вiдображення Φ , яке має праву похiдну Гато n -го порядку при виконаннi
умови ∑

α1+α2+...+αm=n

Cα1,α2,...,αm
iα2
2 . . . iαm

m = 0, (4.41)

задовольняє рiвняння LnΦ(ζ) = 0 . Аналогiчно внаслiдок рiвностi

LnΦ̂(ζ) = Φ̂(n)(ζ)
∑

α1+α2+...+αm=n

Cα1,α2,...,αm
iα2
2 . . . iαm

m (4.42)

кожне вiдображення Φ̂ , яке має лiву похiдну Гато n -го порядку, при виконаннi
умови (4.41) задовольняє рiвняння LnΦ̂(ζ) = 0.

Вiдповiдно, усi дiйснозначнi компоненти розкладу вiдображень Φ i Φ̂ за
базисом {en, ien}4

n=1 є розв’язками рiвняння (4.39).
Таким чином, задача про побудову розв’язкiв рiвняння (4.39) у виглядi

компонент право- або лiво-G -моногенних вiдображень зводиться до вiдшукання
в алгебрi H(C) m лiнiйно незалежних над полем R векторiв (4.4), якi
задовольняють характеристичне рiвняння (4.41).

Якщо обидва функцiонали f1, f2 приймають значення в C , то згiдно з
теоремою 4.1.13 кожне право-G -моногенне вiдображення задовольняє рiвнiсть
(4.40), а лiво-G -моногенне вiдображення — рiвнiсть (4.42).
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Як зазначалося вище, спiввiдношення

f1(Em) = f2(Em) = C (4.43)

має мiсце тодi i тiльки тодi, коли хоча б одне з чисел у кожнiй з пар (a2, . . . , am) ,
(b2, . . . , bm) належить C \ R . Якщо рiвняння (4.39) має особливий вигляд, то
можна вказати достатнi умови для виконання спiввiдношень (4.43). Для цього
введемо позначення

P (δ2, δ3, . . . , δm) :=
∑

α1+α2+...+αm=n

Cα1,α2,...,αm
δα2

2 . . . δαm
m .

Теорема 4.1.14. Нехай в алгебрi H(C) iснує m лiнiйно незалежних
над полем R векторiв вигляду (4.4), якi задовольняють рiвнiсть (4.41).
Тодi якщо P (δ2, δ3, . . . , δm) 6= 0 при всiх дiйсних значеннях δ2, δ3, . . . , δm , то
виконуються спiввiдношення (4.43).

Доведення. Використовуючи таблицю множення (4.1) алгебри H(C) ,
маємо рiвностi

iα2

2 = aα2

2 e1 + bα2

2 e2, . . . , iαm
m = aαm

m e1 + bαm
m e2.

Тепер рiвнiсть (4.41) набуває вигляду
∑

α1+α2+...+αm=n

Cα1,α2,...,αm
(aα2

2 . . . aαm
m e1 + bα2

2 . . . bαm
m e2) = 0. (4.44)

Бiльше того, враховуючи припущення, що вектори i1, i2, . . . , im вигляду (4.4)
задовольняють рiвнiсть (4.41), iснують комплекснi коефiцiєнти au, bu при u =

2, 3, . . . , m такi, що виконується рiвнiсть (4.44).
З рiвностi (4.44) випливає, що

∑
α1+α2+...+αm=n

Cα1,α2,...,αm
aα2

2 . . . aαm
m = 0,

(4.45)
∑

α1+α2+...+αm=n

Cα1,α2,...,αm
bα2

2 . . . bαm
m = 0.

Оскiльки розв’язок системи (4.44) iснує (за умовою теореми) i
P (δ2, . . . , δm) 6= 0 при всiх дiйсних δ2, . . . , δm ∈ R , то рiвностi (4.44) можуть
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виконуватися лише тодi, коли хоча б одне з чисел у кожнiй з пар (a2, . . . , am) ,
(b2, . . . , bm) належить множинi C\R. Теорему доведено.

Тепер зауважимо, що з умови теореми P (δ2, . . . , δm) 6= 0 випливає, що
завжди Cn,0,...,0 6= 0 , оскiльки в iншому випадку при δ2 = . . . = δm = 0 було
б P (δ2, . . . , δm) = 0 . А також оскiльки функцiя P (δ2, . . . , δm) неперервна на
Rm−1 , то умова P (δ2, . . . , δm) 6= 0 по сутi означає одне з двох P (δ2, . . . , δm) > 0

або P (δ2, . . . , δm) < 0 при всiх δ2, . . . , δm ∈ R .
Очевидно також, що рiвняння вигляду (4.39) елiптичного типу завжди

задовольняє умову P (δ2, . . . , δm) 6= 0 при всiх δ2, . . . , δm ∈ R . Але в той же
час iснують рiвняння вигляду (4.39), для яких P (δ2, . . . , δm) > 0 , i якi не є
елiптичними. Таким, наприклад, є рiвняння

∂5U

∂x5
1

+
∂5U

∂x3
1∂x2

2
+

∂5U

∂x1∂x2∂x3
3

+
∂5U

∂x2
1∂x3

4
= 0. (4.46)

Приклад 4.1.1. Покажемо зв’язок G -моногенних вiдображень з
тривимiрним рiвнянням Лапласа:

∆3U(x1, x2, x3) :=
∂2U

∂x2
1

+
∂2U

∂x2
2

+
∂2U

∂x2
3

= 0. (4.47)

Для рiвняння (4.47) характеристичне рiвняння (4.41) набуває вигляду

1 + i22 + i23 = 0. (4.48)

Трiйку лiнiйно назалежних над полем R векторiв i1, i2, i3 назвемо
гармонiчною трiйкою, якщо має мiсце рiвнiсть (4.48) i виконуються умови
i22 6= 0 , i23 6= 0 (див. [105]).

Пiсля пiдстановки рiвностей (4.4) в умови (4.48) приходимо до наступного
твердження.

Твердження. Гармонiчними трiйками в алгебрi H(C) є вектори
i1, i2, i3, розклад яких за базисом {e1, e2, e3, e4} має вигляд (4.4) i комплекснi
числа au, bu , u = 2, 3 , задовольняють систему рiвнянь

1 + a2
2 + a2

3 = 0, 1 + b2
2 + b2

3 = 0. (4.49)
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Систему (4.49) задовольняють, зокрема, вирази

a2 = i sin t, a3 = i cos t, b2 = i sin τ, b3 = i cos τ,

яким вiдповiдають змiннi

ξ1 = x1 + ix2 sin t + ix3 cos t, ξ2 = x1 + ix2 sin τ + ix3 cos τ, (4.50)

де t, τ ∈ C .
Представлення (4.31) i (4.32), в яких ξ1, ξ2 визначенi рiвностями (4.50),

визначають G -моногеннi вiдображення в H(C) , пов’язанi з рiвнянням (4.47).
Звiдси випливає, що розв’язками рiвняння (4.47) є дiйсна i уявна частини
функцiї U(x1, x2, x3) = F (x1 + ix2 sin t + ix3 cos t) , де t ∈ C i F — довiльна
голоморфна функцiя.

Приклад 4.1.2. Тепер продемонструємо зв’язок G -моногенних
вiдображень з двовимiрним диференцiальним рiвнянням вигляду

∂4U

∂x4
1

+
∂4U

∂x4
2

= 0. (4.51)

Для рiвняння (4.51) характеристичне рiвняння (4.41) набуває вигляду

i41 + i42 = 0. (4.52)

Рiвняння (4.52) задовольняє, наприклад, така пара лiнiйно незалежних
векторiв

i1 = 1, i2 =
i + 1√

2
e1 +

i− 1√
2

e2 ,

яким вiдповiдають змiннi

ξ1 = x1 +
i + 1√

2
x2 , ξ2 = x1 +

i− 1√
2

x2 . (4.53)

Представлення (4.31) i (4.32), в яких ξ1, ξ2 визначенi рiвностями (4.53),
визначають G -моногеннi вiдображення в H(C) , якi пов’язанi з рiвнянням
(4.51). Таким чином, розв’язками рiвняння (4.51) є дiйснi i уявнi частини
функцiй U1(x1, x2) = F1

(
x1 + i+1√

2
x2

)
, U2(x1, x2) = F2

(
x1 + i−1√

2
x2

)
, де F1, F2

— довiльнi голоморфнi функцiї.
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Приклад 4.1.3. Тепер наведемо приклад застосування G -моногенних
вiдображень для дослiдження розв’язкiв чотиривимiрного диференцiального
рiвняння. Розглянемо диференцiальне рiвняння (4.46). Для нього
характеристичне рiвняння (4.41) набуває вигляду

i51 + i31i
2
2 + i1i2i

3
3 + i21i

3
4 = 0. (4.54)

Розв’язком рiвняння (4.54) є наступна четвiрка векторiв

i1 = 1, i2 = i
√

1 + b3
1 + c3

1 e1+i
√

1 + b3
2 + c3

2 e2 , i3 = b1e1+b2e2 , i4 = c1e1+c2e2 ,

де b1, b2, c1, c2 — довiльнi комплекснi числа. У цьому випадку змiннi ξ1, ξ2 мають
наступний вигляд:

ξk = x1 + i
√

1 + b3
k + c3

k x2 + bkx3 + ckx4 , k = 1; 2. (4.55)

Тодi представлення (4.31) i (4.32), в яких ξ1, ξ2 визначенi рiвностями (4.55),
визначають G -моногеннi вiдображення в H(C) , якi пов’язанi з рiвнянням
(4.46). Таким чином, розв’язками рiвняння (4.46) є дiйсна i уявна частини
функцiї

U(x1, x2, x3, x4) = F
(
x1 + i

√
1 + b3 + c3 x2 + bx3 + cx4

)
,

де b, c — довiльнi комплекснi числа, а F — довiльна голоморфна функцiя.

4.2. Iнтегральнi теореми для кватернiонних G -

моногенних вiдображень

У цьому пiдроздiлi дослiджуються властивостi G -моногенних вiдображень
зi значеннями в алгебрi комплексних кватернiонiв, пов’язанi з їх iнтегральними
представленнями i представленнями у виглядi рядiв. Результати цього
пiдроздiлу опублiковано в роботi [191].

4.2.1. Аналог теореми Кошi для поверхневого iнтеграла
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Нехай Ωζ — обмежена замкнена область в Em . Для неперервного
вiдображення ϕ : Ωζ → H(C) вигляду

ϕ(ζ) =
4∑

q=1

Uq(x1, x2, . . . , xm) eq + i
4∑

q=1

Vq(x1, x2, . . . , xm) eq ,

де (x1, x2, . . . , xm) ∈ Ω i Uq : Ω → R, Vq : Ω → R , визначимо об’ємний iнтеграл
по Ωζ рiвнiстю

∫

Ωζ

ϕ(ζ) dx1dx2 . . . dxm :=
4∑

q=1

eq

∫

Ω

Uq(x1, x2, . . . , xm) dx1dx2 . . . dxm+

+i
4∑

q=1

eq

∫

Ω

Vq(x1, x2, . . . , xm) dx1dx2 . . . dxm.

Нехай Σζ — кусково-гладка поверхня в Em . Для неперервних вiдображень
ϕ : Σζ → H(C) i ψ : Σζ → H(C) вигляду

ϕ(ζ) =
4∑

q=1

Uq(x1, x2, . . . , xm) eq + i
4∑

q=1

Vq(x1, x2, . . . , xm) eq , (4.56)

ψ(ζ) =
4∑

r=1

Pr(x1, x2, . . . , xm) er + i
4∑

r=1

Qr(x1, x2, . . . , xm) er , (4.57)

де (x1, x2, . . . , xm) ∈ Σ , Uq : Σ → R, Vq : Σ → R i Pr : Σ → R, Qr : Σ →
R , визначимо поверхневий iнтеграл по Σζ з диференцiальною формою σ :=
m∑

u=1
iu

m∧
p=1,p 6=u

dxp рiвнiстю

∫

Σζ

ϕ(ζ) σ ψ(ζ) :=
4∑

q=1

m∑
u=1

4∑
r=1

eq iu er

∫

Σ

(
Uq Pr − Vq Qr

) m∧

p=1,p 6=u

dxp+

+i
4∑

q=1

m∑
u=1

4∑
r=1

eq iu er

∫

Σ

(
Vq Pr + Uq Qr

) m∧

p=1,p6=u

dxp. (4.58)

Через ∂Ωζ будемо позначати межу областi Ωζ . В наступнiй теоремi
доведено аналог формули Гауса – Остроградського в алгебрi H(C).
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Теорема 4.2.1. Нехай однозв’язна область Ωζ ⊂ Em має замкнену
кусково-гладку межу ∂Ωζ , а неперервнi вiдображення ϕ : Ωζ → H(C) i
ψ : Ωζ → H(C) мають неперервнi частиннi похiднi першого порядку в областi
Ωζ , якi неперервно продовжуються на межу ∂Ωζ . Тодi

∫

∂Ωζ

ϕ(ζ) σ ψ(ζ) =

=

∫

Ωζ

m∑
u=1

∂ (ϕ iu ψ)

∂xu
dx1 dx2...dxm, (4.59)

де σ :=
m∑

u=1
iu

m∧
p=1,p 6=u

dxp .

Доведення. Застосуємо до кожного з iнтегралiв у правiй частинi рiвностi
(4.58) формулу Гауса – Остроградського [28, c. 378]:

∫

∂Ωζ

ϕ(ζ) σ ψ(ζ) =

=
4∑

q=1

m∑
u=1

4∑
r=1

eqiuer

∫

Ω

(
∂Uq

∂xu
Pr + Uq

∂Pr

∂xu
− ∂Vq

∂xu
Qr − Vq

∂Qr

∂xu

)
dx1 dx2...dxm+

+i

4∑
q=1

m∑
u=1

4∑
r=1

eqiuer

∫

Ω

(
∂Vq

∂xu
Pr + Vq

∂Pr

∂xu
− ∂Uq

∂xu
Qr − Uq

∂Qr

∂xu

)
dx1 dx2...dxm =

=

∫

Ωζ

m∑
u=1

∂ (ϕ iu ψ)

∂xu
dx1 dx2...dxm.

Теорему доведено.

Тепер наслiдком теореми 4.2.1 i умов (4.12), (4.13) є наступне твердження.

Теорема 4.2.2. Нехай область Ωζ ⊂ Em має замкнену кусково-гладку
межу ∂Ωζ , вiдображення Φ : Ωζ → H(C) — право-G -моногенне, а Φ̂ : Ωζ →
H(C) — лiво-G -моногенне в Ωζ , i вони разом iз своїми частинними похiдними
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першого порядку неперервно продовжуються на межу ∂Ωζ . Тодi
∫

∂Ωζ

Φ̂(ζ) σ Φ(ζ) =

=

∫

Ωζ

m∑
u=1

(
Φ̂(ζ) i2u Φ′(ζ) + Φ̂′(ζ) i2u Φ(ζ)

)
dx1 dx2...dxm. (4.60)

Доведення. Рiвнiсть (4.60) є наслiдком формули (4.59) з використанням
спiввiдношень (4.37), (4.38) i аналогiв умов Кошi – Рiмана (4.12), (4.13):

∫

∂Ωζ

Φ̂(ζ) σ Φ(ζ) =

∫

Ωζ

m∑
u=1

∂
(
Φ̂ iu Φ

)

∂xu
dx1 dx2...dxm =

=

∫

Ωζ

m∑
u=1

(
∂Φ̂

∂xu
iuΦ + Φ̂iu

∂Φ

∂xu

)
dx1 dx2...dxm =

=

∫

Ωζ

m∑
u=1

(
Φ̂(ζ) i2u Φ′(ζ) + Φ̂′(ζ) i2u Φ(ζ)

)
dx1 dx2...dxm.

Теорему доведено.

Наслiдок 4.2.1. При виконаннi умов теореми 4.2.2 i додатковому
припущеннi

m∑
u=1

i2u = 0 рiвнiсть (4.60) набуває вигляду

∫

∂Ωζ

Φ̂(ζ) σ Φ(ζ) = 0.

4.2.2. Аналог теореми Кошi для криволiнiйного iнтеграла

Встановимо аналог iнтегральної теореми Кошi для криволiнiйного
iнтеграла вiд право-G -вiдображення Φ : Ωζ → H(C) i лiво-G -вiдображення
Φ̂ : Ωζ → H(C) в областi Ωζ .

Нехай γζ — жорданова спрямлювана крива в Em . Визначимо iнтеграл
вздовж кривої γζ вiд неперервних вiдображень ϕ : γζ → H(C) i ψ : γζ → H(C)
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вигляду (4.56) i (4.57), вiдповiдно, де (x1, x2, . . . , xm) ∈ γ , Uq : γ → R, Vq : γ →
R i Pr : γ → R, Qr : γ → R , рiвнiстю

∫

γζ

ϕ(ζ) dζ ψ(ζ) :=
4∑

q=1

m∑
u=1

4∑
r=1

eq iu er

∫

γ

(
Uq Pr − Vq Qr

)
dxu+

+i

4∑
q=1

m∑
u=1

4∑
r=1

eq iu er

∫

γ

(
Vq Pr + Uq Qr

)
dxu, (4.61)

де dζ :=
m∑

u=1
dxuiu .

Визначимо також поверхневий iнтеграл з диференцiальною формою
dxu ∧ dxv . Нехай Σζ — кусково-гладка поверхня в Em . Для неперервного
вiдображення ϕ : Σζ → H(C) вигляду (4.56), де (x1, x2, . . . , xm) ∈ Σ i Uq : Σ →
R , Vq : Σ → R , визначимо поверхневий iнтеграл по Σζ з диференцiальною
формою dxu ∧ dxv рiвнiстю

∫

Σζ

ϕ(ζ)dxu ∧ dxv :=
4∑

q=1

eq

∫

Σ

Uq(x1, x2, . . . , xm)dxu ∧ dxv+

+i
4∑

q=1

eq

∫

Σ

Vq(x1, x2, . . . , xm)dxu ∧ dxv.

В наступнiй теоремi доведено аналог формули Стокса в алгебрi H(C) .

Теорема 4.2.3. Нехай вiдображення ϕ : γζ → H(C) i ψ : γζ → H(C)

неперервнi разом iз частинними похiдними першого порядку в областi Ωζ i
Σζ — довiльна кусково-гладка поверхня в Ωζ зi спрямлюваним жордановим
краєм γζ . Тодi

∫

γζ

ϕ(ζ) dζ ψ(ζ) =

∫

Σζ

(
∂(ϕ i2 ψ)

∂x1
− ∂(ϕ i1 ψ)

∂x2

)
dx1 ∧ dx2+

+

(
∂(ϕ i3 ψ)

∂x2
− ∂(ϕ i2 ψ)

∂x3

)
dx2 ∧ dx3 + . . . +

(
∂(ϕ i1 ψ)

∂xm
− ∂(ϕ im ψ)

∂x1

)
dxm ∧ dx1.

(4.62)
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Доведення. Застосовуючи до кожного з iнтегралiв в правiй частинi
рiвностi (4.61) формулу Стокса [28, с. 338], отримуємо

∫

γζ

ϕ(ζ) dζ ψ(ζ) =

=
4∑

q,r=1

eqer

∫

Σ

∂(UqPr − VqQr)

∂xm
dxm ∧ dx1 − ∂(UqPr − VqQr)

∂x2
dx1 ∧ dx2+

+
4∑

q,r=1

eqi2er

∫

Σ

∂(UqPr − VqQr)

∂x1
dx1 ∧ dx2 − ∂(UqPr − VqQr)

∂x3
dx2dx3 + . . .

. . . +
4∑

q,r=1

eqimer

∫

Σ

∂(UqPr − VqQr)

∂xm−1
dxm−1 ∧ dxm − ∂(UqPr − VqQr)

∂x1
dxm ∧ dx1+

+i

4∑
q,r=1

eqer

∫

Σ

∂(VqPr − UqQr)

∂xm
dxm ∧ dx1 − ∂(VqPr − UqQr)

∂x2
dx1 ∧ dx2+

+i

4∑
q,r=1

eqi2er

∫

Σ

∂(VqPr − UqQr)

∂x1
dx1 ∧ dx2 − ∂(VqPr − UqQr)

∂x3
dx2dx3 + . . .

. . . + i
4∑

q,r=1

eqimer

∫

Σ

∂(VqPr − UqQr)

∂xm−1
dxm−1 ∧ dxm − ∂(VqPr − UqQr)

∂x1
dxm ∧ dx1 =

=

∫

Σζ

(
∂(ϕ i2 ψ)

∂x1
− ∂(ϕ i1 ψ)

∂x2

)
dx1 ∧ dx2+

+

(
∂(ϕ i3 ψ)

∂x2
− ∂(ϕ i2 ψ)

∂x3

)
dx2 ∧ dx3 + . . . +

(
∂(ϕ i1 ψ)

∂xm
− ∂(ϕ im ψ)

∂x1

)
dxm ∧ dx1.

В наступнiй теоремi показано, що у випадку G -моногенностi вiдображень,
права частина рiвностi (4.62) рiвна нулю.
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Теорема 4.2.4. Нехай в областi Ωζ визначене право-G -моногенне
вiдображення Φ : Ωζ → H(C) i лiво-G -моногенне вiдображення Φ̂ : Ωζ →
H(C) , а γζ — спрямлювана жорданова межа деякої кусково-гладкої поверхнi
в Ωζ . Тодi ∫

γζ

Φ̂(ζ) dζ Φ(ζ) = 0. (4.63)

Доведення. Використовуючи формулу (4.62) i умови (4.12), (4.13),
отримуємо:

∫

γζ

Φ̂(ζ) dζ Φ(ζ) =

∫

Σζ

(
∂Φ̂

∂x1
i2 Φ + Φ̂ i2

∂Φ

∂x1
− ∂Φ̂

∂x2
Φ− Φ̂

∂Φ

∂x2

)
dx1 ∧ dx2+

+

(
∂Φ̂

∂x2
i3 Φ + Φ̂ i3

∂Φ

∂x2
− ∂Φ̂

∂x3
i2 Φ− Φ̂ i2

∂Φ

∂x3

)
dx2 ∧ dx3 + . . .

. . . +

(
∂Φ̂

∂xm
Φ + Φ̂

∂Φ

∂xm
− ∂Φ̂

∂x1
im Φ− Φ̂ im

∂Φ

∂x1

)
dxm ∧ dx1 =

=

∫

Σζ

(
Φ̂′(ζ) i2 Φ(ζ) + Φ̂(ζ) i2 Φ′(ζ)− Φ̂′(ζ) i2 Φ(ζ)− Φ̂(ζ) i2 Φ′(ζ)

)
dx1 ∧ dx2+

+
(
Φ̂′(ζ) i2i3 Φ(ζ)+Φ̂(ζ) i3i2 Φ′(ζ)− Φ̂′(ζ) i3i2 Φ(ζ)− Φ̂(ζ) i2i3 Φ′(ζ)

)
dx2∧dx3 + . . .

. . .+
(
Φ̂′(ζ) im Φ(ζ)+Φ̂(ζ) im Φ′(ζ)− Φ̂′(ζ) im Φ(ζ)− Φ̂(ζ) im Φ′(ζ)

)
dxm∧dx1 = 0.

Теорему доведено.

Будемо розумiти трикутник 4ζ як плоску фiгуру, яка обмежена трьома
вiдрiзками, що з’єднують три його вершини. Позначимо через ∂4ζ границю
трикутника 4ζ у вiдноснiй топологiї площини цього трикутника.

Оскiльки кожен трикутник 4ζ ⊂ Ωζ може бути включений в опуклу
пiдмножину областi Ωζ , то наслiдком теореми 4.2.4 є наступне твердження.

Наслiдок 4.2.2. Якщо область Ωζ опукла в Em , вiдображення Φ :

Ωζ → H(C) право-G -моногенне, а Φ̂ : Ωζ → H(C) — лiво-G -моногенне в Ωζ ,
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то для довiльного трикутника 4ζ , замикання якого мiститься в областi
Ωζ , справедлива рiвнiсть

∫

∂4ζ

Φ̂(ζ) dζ Φ(ζ) = 0,

де ∂4ζ — межа трикутника 4ζ .

Для узагальнення аналога теореми Кошi на випадок спрямлюваної кривої,
яка не є межею кусково-гладкої поверхнi, доведемо допомiжнi леми. Для цього
зробимо попереднi зауваження.

Розглянемо алгебру H̃(R) з базисом {eq, ieq}4
q=1 над полем дiйсних чисел

R , яка iзоморфна алгебрi H(C) над полем комплексних чисел C . Очевидно,
що в алгебрi H̃(R) iснує базис {iq}8

q=1 , де вектори i1, i2, ..., im тi ж, що i в
спiввiдношеннях (4.4).

Для елемента a :=
8∑

q=1
aqiq, aq ∈ R , визначимо евклiдову норму

‖a‖ :=

√√√√
8∑

q=1

a2
q .

Вiдповiдно, ‖ζ‖ =

√
m∑

u=1
x2

u i ‖i1‖ = ‖i2‖ = ... = ‖im‖ = 1.

В силу теореми про еквiвалентнiсть норм (див., наприклад, [29, с. 60]), для

довiльного елемента b :=
4∑

q=1
(b1q + ib2q)eq, b1q, b2q ∈ R , виконуються нерiвностi

|b1q + ib2q| ≤
√√√√

4∑
q=1

(b2
1q + b2

2q) ≤ c‖b‖, (4.64)

де c — додатна стала, яка не залежить вiд b .

Лема 4.2.1. Якщо γζ — замкнена жорданова спрямлювана крива, а
вiдображення ϕ : γζ → H(C) i ψ : γζ → H(C) неперервнi, то

∥∥∥∥∥
∫

γζ

ϕ(ζ) dζ ψ(ζ)

∥∥∥∥∥ ≤ c

∫

γζ

‖ϕ(ζ)‖‖dζ‖‖ψ(ζ)‖, (4.65)
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де c — абсолютна додатна стала.

Доведення. Використовуючи представлення вiдображень ϕ i ψ у виглядi
(4.56) i (4.57) вiдповiдно, отримуємо оцiнку∥∥∥∥∥

∫

γζ

ϕ(ζ) dζ ψ(ζ)

∥∥∥∥∥ ≤

≤
4∑

q=1

m∑
u=1

4∑
r=1

‖eqiuer‖
∫

γ

|Uq(x1, x2, ..., xm) + iVq(x1, x2, ..., xm)|×

×|Pr(x1, x2, ..., xm) + iQr(x1, x2, ..., xm)| dxu.

Враховуючи нерiвнiсть (4.64) i нерiвностi ‖ekiuem‖ ≤ cu, u = 1, 2, ..., m , де cu

— абсолютнi додатнi сталi, отримуємо оцiнку (4.65). Лему доведено.

За схемою доведення вiдповiдної леми для функцiї, яка задана в
комплекснiй площинi (див., наприклад, [160]), доводиться наступне твердження.

Лема 4.2.2. Нехай в однозв’язнiй областi Ωζ визначенi неперервнi
вiдображення ϕ : Ωζ → H(C) i ψ : Ωζ → H(C) , а γζ — спрямлювана крива в
Ωζ . Тодi для довiльного ε > 0 iснує ламана Λζ ⊂ Ωζ , вершини якої лежать
на кривiй γζ , така, що∥∥∥∥∥

∫

γζ

ϕ(ζ) dζ ψ(ζ)−
∫

Λζ

ϕ(ζ) dζ ψ(ζ)

∥∥∥∥∥ < ε. (4.66)

Доведення. Розглянемо замкнену область ∆ζ ⊂ Ωζ , яка мiстить
всерединi криву γζ . Оскiльки вiдображення ϕ i ψ неперервнi в кожнiй точцi
областi ∆ζ , то вони рiвномiрно неперервнi в цiй областi. Крiм того, їх добуток
також є вiдображенням рiвномiрно неперервним в цiй областi. Тобто, для
довiльного ε > 0 iснує число δ(ε) таке, що

‖ϕ(ζ ′) ψ(ζ ′)− ϕ(ζ ′′) ψ(ζ ′′)‖ < ε1, (4.67)

якщо ‖ζ ′ − ζ ′′‖ < δ(ε) , причому ζ ′, ζ ′′ — довiльнi точки областi ∆ζ . Бiльше
того, за тих же припущень, справедливi i наступнi нерiвностi:

‖ϕ(ζ ′) iu ψ(ζ ′)− ϕ(ζ ′′) iu ψ(ζ ′′)‖ < εu, (4.68)
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u = 2, 3, ..., m.

Розiб’ємо криву γζ на n дуг Q0
ζ , Q1

ζ , . . . , Q
n−1
ζ так, щоб довжина кожної

з них була меншою за δ i впишемо в криву γζ ламану Λζ так, щоб її
ланки L0

ζ , L
1
ζ , . . . , L

n−1
ζ стягували цi дуги. Вершини ламаної Λζ позначимо через

ζ0, ζ1, . . . , ζn−1, ζn . Оскiльки довжина кожної дуги Qk
ζ менша за δ , то вiдстань

мiж довiльними двома точками однiєї i тiєї ж дуги тим паче менша за δ . Те ж
саме справедливо для ланок Lk

ζ .
Порiвняємо тепер значення iнтеграла по кривiй γζ зi значенням того ж

iнтеграла вздовж ламаної Λζ . З цiєю метою розглянемо суму, що є наближеним
значенням iнтеграла

∫
γζ

ϕ(ζ) dζ ψ(ζ) :

S :=
n−1∑

k=0

ϕ(ζk) ∆ζk ψ(ζk). (4.69)

Оскiльки ∆ζk =
∫
Qk

ζ

dζ , то рiвнiсть (4.69) подається у виглядi

S :=
n−1∑

k=0

∫

Qk
ζ

ϕ(ζk) dζ ψ(ζk). (4.70)

З iншого боку, iнтеграл
∫
γζ

ϕ(ζ) dζ ψ(ζ) можна подати у виглядi суми iнтегралiв,

взятих по дугах Qk
ζ :

∫

γζ

ϕ(ζ) dζ ψ(ζ) =
n−1∑

k=0

∫

Qk
ζ

ϕ(ζ) dζ ψ(ζ). (4.71)

Розглянемо рiзницю рiвностей (4.71) i (4.70):
∫

γζ

ϕ(ζ) dζ ψ(ζ)− S =
n−1∑

k=0

∫

Qk
ζ

(
ϕ(ζ) dζ ψ(ζ)− ϕ(ζk) dζ ψ(ζk)

)
=

=
n−1∑

k=0

m∑
u=1

∫

Qk

(
ϕ(ζ) iu ψ(ζ)− ϕ(ζk) iu ψ(ζk)

)
dxu.
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Оскiльки на кожнiй дузi Qk
ζ справедливi нерiвностi (4.67), (4.68), то маємо

∥∥∥∥∥
∫

γζ

ϕ(ζ) dζ ψ(ζ)− S

∥∥∥∥∥ <

n−1∑

k=0

m∑
u=1

εu Qk
xu

< ε L, (4.72)

де Qk
xu

— довжини проекцiй дуги Qk на осi Oxu вiдповiдно, ε := max
u=1,2,...,m

{εu}
i L — довжина кривої γζ .

Аналогiчно оцiнимо рiзницю
∫
Λζ

ϕ(ζ) dζ ψ(ζ)−S . Оскiльки ∆ζk =
∫
Lk

ζ

dζ , то

рiвнiсть (4.69) подається у виглядi

S :=
n−1∑

k=0

∫

Lk
ζ

ϕ(ζk) dζ ψ(ζk). (4.73)

З iншого боку, iнтеграл
∫
Λζ

ϕ(ζ) dζ ψ(ζ) можна подати у виглядi суми iнтегралiв,

взятих по ланках Lk
ζ :

∫

Λζ

ϕ(ζ) dζ ψ(ζ) =
n−1∑

k=0

∫

Lk
ζ

ϕ(ζ) dζ ψ(ζ). (4.74)

Розглянемо рiзницю рiвностей (4.74) i (4.73):
∫

Λζ

ϕ(ζ) dζ ψ(ζ)− S =
n−1∑

k=0

∫

Lk
ζ

(
ϕ(ζ) dζ ψ(ζ)− ϕ(ζk) dζ ψ(ζk)

)
=

=
n−1∑

k=0

m∑
u=1

∫

Lk

(
ϕ(ζ) iu ψ(ζ)− ϕ(ζk) iu ψ(ζk)

)
dxu.

Оскiльки на кожнiй ланцi Lk
ζ справедливi нерiвностi (4.67), (4.68), то маємо

∥∥∥∥∥
∫

γζ

ϕ(ζ) dζ ψ(ζ)− S

∥∥∥∥∥ <

n−1∑

k=0

m∑
u=1

εu Lk
xu

< ε L, (4.75)

де Lk
xu

— довжини проекцiй ламаної Lk на осi Oxu вiдповiдно, ε :=

max
u=1,2,...,m

{εu} i L — довжина кривої γζ .
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З нерiвностей (4.72) i (4.75) отримуємо∥∥∥∥∥
∫

γζ

ϕ(ζ) dζ ψ(ζ)−
∫

Λζ

ϕ(ζ) dζ ψ(ζ)

∥∥∥∥∥ ≤

≤
∥∥∥∥∥

∫

γζ

ϕ(ζ) dζ ψ(ζ)− S

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥S −
∫

Λζ

ϕ(ζ) dζ ψ(ζ)

∥∥∥∥∥ < 2εL.

Лему доведено.

Тепер, з використанням наслiдку 4.2.2 i леми 4.2.2, доводиться наступний
аналог теореми Кошi для довiльної спрямлюваної кривої в опуклiй областi.

Теорема 4.2.5. Нехай в опуклiй областi Ωζ визначене право-G -
моногенне вiдображення Φ : Ωζ → H(C) i лiво-G -моногенне вiдображення
Φ̂ : Ωζ → H(C) . Тодi для довiльної замкненої жорданової спрямлюваної кривої
γζ ⊂ Ωζ справедлива рiвнiсть (4.63).

Доведення. На пiдставi леми 4.2.2 впишемо в криву γζ ламану Λζ так,
щоб виконувалась нерiвнiсть (4.66). Тодi ламану Λζ розiб’ємо дiагоналями на
трикутники. Оскiльки область Ωζ опукла, то всi отриманi трикутники повнiстю
мiстяться в областi Ωζ . За наслiдком 4.2.2 iнтеграл по кожному трикутнику
рiвний нулю. Тодi i iнтеграл по ламанiй рiвний нулю:∫

Λζ

Φ̂(ζ) dζ Φ(ζ) = 0. (4.76)

Тепер наслiдком спiввiдношень (4.66) i (4.76) є рiвнiсть (4.63). Теорему доведено.

У випадку довiльної областi Ωζ аналог iнтегральної теореми Кошi
доводиться за схемою теореми 3.2 з роботи Е.К. Блюма [47].

Теорема 4.2.6. Нехай в областi Ωζ визначенi право-G -моногенне
вiдображення Φ : Ωζ → H(C) i лiво-G -моногенне вiдображення Φ̂ : Ωζ →
H(C) . Тодi для довiльної замкненої жорданової спрямлюваної кривої γζ ⊂ Ωζ ,
гомотопної точцi областi Ωζ , справедлива рiвнiсть (4.63).

Доведення. Нехай крива γζ визначена рiвнiстю ζ = φ(t), 0 ≤ t ≤ 1, при
цьому φ(0) = φ(1) = ζ0, i нехай γζ гомотопна точцi ζ0. Тодi iснує неперервне
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на квадратi Q := [0, 1] × [0, 1] вiдображення H(s, t) двох дiйсних змiнних s i
t зi значеннями в областi Ωζ таке, що

H(0, t) = φ(t), H(1, t) ≡ ζ0 ∀ t ∈ [0, 1],

H(s, 0) = H(s, 1) = ζ0 ∀ s ∈ [0, 1].

Оскiльки вiдображення H неперервне на компактнiй множинi Q, то її
образ K := {H(s, t) : (s, t) ∈ Q} є компактною множиною в Ωζ .

Позначимо через ρ := min
ζ ′∈K, ζ ′′∈∂Ωζ

||ζ ′ − ζ ′′||.
Вiдображення H є також рiвномiрно неперервним на множинi Q. Це

означає, що iснує δ > 0 таке, що

∀ (s, t), (s′, t′) : |s′ − s| < δ, |t′ − t| < δ ⇒ ||H(s′, t′)−H(s, t)|| < ρ

2
. (4.77)

Виберемо набiр чисел 0 = t0 < t1 < . . . < tn = 1, якi задовольняють
нерiвностi tj − tj−1 < δ, j = 1, 2, . . . , n, i покладемо s1 = t1. При j =

1, 2, . . . , n − 1 позначимо через ζ0,j := H(0, tj), ζ1,j := H(s1, tj) i через Lj
ζ

вiдрiзок з початком в точцi ζ0,j i кiнцем в точцi ζ1,j. Крiм того, введемо в
розгляд криву γ

[1]
ζ := {H(s1, t) : 0 ≤ t ≤ 1}.

Позначимо через γζ [ζ1, ζ2] дугу жорданової орiєнтованої кривої γζ з
початком в точцi ζ1 i кiнцем в точцi ζ2 .

Внаслiдок нерiвностi (4.77) дуги γζ [ζ0, ζ0,1], γ
[1]
ζ [ζ0, ζ1,1] i вiдрiзок L1

ζ

мiстяться в кулi S(ζ0) := {ζ ∈ Em : ||ζ − ζ0|| < ρ}. Оскiльки S(ζ0) є опуклою
множиною i мiститься в Ωζ , то з теореми 4.63 випливає рiвнiсть

∫

γζ [ζ0,ζ0,1]

Φ̂(ζ) dζ Φ(ζ) +

∫

L1
ζ

Φ̂(ζ) dζ Φ(ζ) =

∫

γ
[1]
ζ [ζ0,ζ1,1]

Φ̂(ζ) dζ Φ(ζ). (4.78)

При j = 1, 2, . . . , n− 2 з нерiвностi (4.77) випливають наступнi нерiвностi

||ζ − ζ0,j|| < ρ

2
∀ ζ ∈ γζ [ζ0,j, ζ0,j+1],

||ζ − ζ1,j|| < ρ

2
∀ ζ ∈ γ

[1]
ζ [ζ1,j, ζ1,j+1], ||ζ1,j − ζ0,j|| < ρ

2
,
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внаслiдок яких дуги γζ [ζ0,j, ζ0,j+1], γ
[1]
ζ [ζ1,j, ζ1,j+1], а також вiдрiзки L1

ζ , Lj+1
ζ

мiстяться в кулi S(ζ0,j) := {ζ ∈ Em : ||ζ − ζ0,j|| < ρ} при j = 1, 2, . . . , n − 2.

Оскiльки S(ζ0,j) є опуклою множиною i мiститься в Ωζ , то з теореми 4.2.5
випливають рiвностi

−
∫

Lj
ζ

Φ̂(ζ) dζ Φ(ζ) +

∫

γζ [ζ0,j ,ζ0,j+1]

Φ̂(ζ) dζ Φ(ζ)+

+

∫

Lj+1
ζ

Φ̂(ζ) dζ Φ(ζ) =

∫

γ
[1]
ζ [ζ1,j ,ζ1,j+1]

Φ̂(ζ) dζ Φ(ζ) (4.79)

при j = 1, 2, . . . , n− 2 .
Нарештi, аналогiчно до рiвностi (4.78) отримуємо рiвнiсть

−
∫

Ln−1
ζ

Φ̂(ζ) dζ Φ(ζ) +

∫

γζ [ζ0,n−1,ζ0]

Φ̂(ζ) dζ Φ(ζ) =

∫

γ
[1]
ζ [ζ1,n−1,ζ0]

Φ̂(ζ) dζ Φ(ζ). (4.80)

Додавши усi рiвностi (4.78) — (4.80), отримаємо рiвнiсть
∫

γζ

Φ̂(ζ) dζ Φ(ζ) =

∫

γ
[1]
ζ

Φ̂(ζ) dζ Φ(ζ) (4.81)

Далi покладемо sj = tj i введемо в розгляд криву γ
[j]
ζ := {H(sj, t) : 0 ≤

t ≤ 1} при j = 1, 2, . . . , n. Аналогiчно до рiвностi (4.81), отримаємо рiвностi
∫

γ
[1]
ζ

Φ̂(ζ) dζ Φ(ζ) =

∫

γ
[2]
ζ

Φ̂(ζ) dζ Φ(ζ) = . . . =

∫

γ
[n]
ζ

Φ̂(ζ) dζ Φ(ζ).

Отже, справедлива рiвнiсть∫

γζ

Φ̂(ζ) dζ Φ(ζ) =

∫

γ
[n]
ζ

Φ̂(ζ) dζ Φ(ζ),

де крива γ
[n]
ζ вироджується в точку, оскiльки H(1, t) ≡ ζ0. Тепер очевидною

рiвнiстю ∫

γ
[n]
ζ

Φ̂(ζ) dζ Φ(ζ) = 0
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завершується доведення теореми. Теорему доведено.

Встановимо достатнi умови на криву γζ , розмiщену на межi областi, при
яких справедлива рiвнiсть (4.63). Для цього скористаємося схемою доведення
теореми 4 роботи [20] для G -моногенних вiдображень.

Нехай на межi ∂Ωζ задано замкнену жорданову спрямлювану криву γζ ≡
γζ(t), де 0 ≤ t ≤ 1, яка гомотопна внутрiшнiй точцi ζ0 цiєї областi. Це означає,
що iснує вiдображення H(s, t), неперервне на квадратi [0, 1] × [0, 1], таке, що
H(0, t) = γζ(t), H(1, t) ≡ ζ0 i всi кривi γs

ζ ≡ γs
ζ(t) := {ζ = H(s, t) : 0 ≤ t ≤ 1}

при 0 < s < 1 розмiщенi в областi Ωζ .

Введемо також в розгляд кривi Γt
ζ ≡ Γt

ζ(s) := {ζ = H(s, t) : 0 ≤ s ≤ 1} i
позначимо через mes лiнiйну мiру Лебега на спрямлюванiй кривiй.

Теорема 4.2.7. Нехай вiдображення Φ : Ωζ → H(C) неперервне в
замиканнi Ωζ i право-G -моногенне в Ωζ , а Φ̂ : Ωζ → H(C) неперервне
в замиканнi Ωζ i лiво-G -моногенне в Ωζ . Тодi для довiльної замкненої
жорданової спрямлюваної кривої γζ , розмiщеної на межi ∂Ωζ i гомотопної
внутрiшнiй точцi ζ0 ∈ Ωζ , для якої кривi сiмейства {Γt

ζ : 0 ≤ t ≤ 1}
спрямлюванi i множина {mes γs

ζ : 0 ≤ s ≤ 1} обмежена, справедлива рiвнiсть
(4.63).

Доведення. Нехай ε1 > 0 i ε2 > 0 . Зафiксуємо число ρ ∈ (
0, 1

2 mes γζ

)

таке, що для довiльних ζ1, ζ2 ∈ Ωζ iз умови ‖ζ1 − ζ2‖ < 2ρ випливають
нерiвностi ∥∥∥Φ(ζ1)− Φ(ζ2)

∥∥∥ < ε1 , (4.82)
∥∥∥Φ̂(ζ1)− Φ̂(ζ2)

∥∥∥ < ε2 . (4.83)

Оскiльки функцiя H(s, t) рiвномiрно неперервна на квадратi [0, 1]× [0, 1] ,
то iснує δ > 0 таке, що для всiх s ∈ (0, δ) i t, t′ ∈ [0, 1] : |t− t′| < δ виконується
нерiвнiсть |H(0, t)−H(s, t′)| < ρ .

Нехай числа 0 = t0 < t1 < . . . < tn < 1 такi, що для вiдповiдних точок
ζ0,k := H(0, tk) кривої γζ виконуються спiввiдношення

mes γζ [ζ0,k, ζ0,k+1] = ρ при k = 0, 1, . . . , n− 1,



256

mes γζ [ζ0,n, ζ0,0] ≤ ρ.

Очевидно, що 2 ≤ n ≤
[

mes γζ

ρ

]
+ 1 .

Введемо в розгляд точки ζs,k := H(s, tk) кривої γs
ζ i кривi

Υs
[k] := γζ [ζ0,k, ζ0,k+1] ∪ Γ

tk+1

ζ [ζ0,k+1, ζs,k+1] ∪ γs
ζ [ζs,k+1, ζs,k] ∪ Γtk

ζ [ζs,k, ζ0,k]

при k = 0, 1, . . . , n , де ζs,n+1 := ζs,0 при 0 ≤ s < 1 , покладаючи при цьому, що
орiєнтацiя кривих Υs

[k] iндукована орiєнтацiєю кривої γζ .
Нехай s ∈ (0, δ) . Оскiльки при всiх ζ ∈ Υs

[k] виконується нерiвнiсть ‖ζ −
ζ0,k‖ ≤ 2ρ , то, враховуючи теорему 4.2.6, лему 4.2.1 i нерiвностi (4.82), (4.83),
отримуємо

∥∥∥∥∥
∫

γζ

Φ̂(ζ) dζ Φ(ζ)

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
n∑

k=0

∫

Υs
[k]

(
Φ̂(ζ)− Φ̂(ζ0,k)

)
dζ

(
Φ(ζ)− Φ(ζ0,k)

)∥∥∥∥∥ ≤

≤ c

n∑

k=0

∫

Υs
[k]

∥∥∥Φ̂(ζ)− Φ̂(ζ0,k)
∥∥∥ ||dζ||

∥∥∥Φ(ζ)− Φ(ζ0,k)
∥∥∥ ≤ cε1ε2

n∑

k=0

mesΥs
[k] ≤

≤ cε1ε2

(
mes γζ + mes γs

ζ + 2(n + 1) max
k=0,n

mesΓtk
ζ [ζs,k, ζ0,k]

)
≤

≤ Mε1ε2

(
1 +

1

ρ
max
k=0,n

mesΓtk
ζ [ζs,k, ζ0,k]

)
, (4.84)

де стала c не залежить вiд ε1, ε2 i ρ .
Перейшовши до границi в нерiвностi (4.84) при s → 0 , отримуємо

нерiвнiсть ∥∥∥∥∥
∫

γζ

Φ̂(ζ) dζ Φ(ζ)

∥∥∥∥∥ ≤ Mε1ε2,

перейшовши в якiй, у свою чергу, до границi при ε1, ε2 → 0 , переконуємося в
справедливостi рiвностi (4.63). Теорему доведено.

4.2.3. Аналог теореми Морера
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Позначимо через s[ζ1, ζ2] вiдрiзок з початком в точцi ζ1 i кiнцем в точцi
ζ2.

Наступнi твердження є аналогами теореми Морера для вiдображень, що
приймають значення в алгебрi H(C) .

Теорема 4.2.8. Нехай f1(Em) = f2(Em) = C . Якщо вiдображення Φ :

Ωζ → H(C) неперервне в областi Ωζ i виконується рiвнiсть
∫

∂4ζ

dζ Φ(ζ) = 0 (4.85)

для кожного трикутника 4ζ такого, що 4ζ ⊂ Ωζ , то вiдображення Φ є
право-G -моногенним в областi Ωζ .

Доведення. Зафiксуємо в областi Ωζ деяку точку a . Розглянемо
вiдображення

Ψ(ζ) :=

∫

s[a,ζ]

dτ Φ(τ)

i покажемо, що воно право-G -моногенне в Ωζ , причому

Ψ′(ζ) = Φ(ζ). (4.86)

Нехай h ∈ Em i ε > 0 таке, що трикутник 4ζ з вершинами a, ζ, ζ + εh

мiститься в областi Ωζ .
Розглянемо рiзницю

Ψ(ζ + εh)−Ψ(ζ) =

∫

s[a,ζ+εh]

dτ Φ(τ)−
∫

s[a,ζ]

dτ Φ(τ) =

=

∫

s[a,ζ+εh]

dτ Φ(τ) +

∫

s[ζ,a]

dτ Φ(τ) +

∫

s[ζ+εh,ζ]

dτ Φ(τ)−
∫

s[ζ+εh,ζ]

dτ Φ(τ) =

=

∫

∂4ζ

dτ Φ(τ) +

∫

s[ζ,ζ+εh]

dτ Φ(τ) =

∫

s[ζ,ζ+εh]

dτ Φ(τ). (4.87)

Тепер, враховуючи рiвнiсть (4.87), лему 4.2.1 i неперервнiсть вiдображення
Φ , отримуємо спiввiдношення
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∥∥∥∥∥
Ψ(ζ + εh)−Ψ(ζ)

ε
− hΦ(ζ)

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥

∫
s[ζ,ζ+εh]

dτ Φ(τ)

ε
− hΦ(ζ)

∥∥∥∥∥ =

=
1

ε

∥∥∥∥∥
∫

s[ζ,ζ+εh]

dτ
(
Φ(τ)− Φ(ζ)

)∥∥∥∥∥ ≤
c

ε

∫

s[ζ,ζ+εh]

‖Φ(τ)− Φ(ζ)‖‖dτ‖ ≤

≤ c

ε
sup

τ,ζ∈Ωζ , ‖τ−ζ‖≤ε

‖Φ(τ)− Φ(ζ)‖
∫

s[ζ,ζ+εh]

‖dτ‖ ≤

≤ c ‖h‖ sup
τ,ζ∈Ωζ , ‖τ−ζ‖≤ε

‖Φ(τ)− Φ(ζ)‖ → 0, ε → 0. (4.88)

Iз спiввiдношення (4.88) випливає рiвнiсть

lim
ε→0+0

Ψ(ζ + εh)−Ψ(ζ)

ε
= hΦ(ζ),

наслiдком якої є рiвнiсть (4.86).
Оскiльки в довiльному околi точки ζ вiдображення Φ є правою похiдною

Гато вiдображення Ψ : Ωζ → H(C) , то в силу теореми 4.1.13, вiдображення Φ

є право-G -моногенним в областi Ωζ . Теорему доведено.

Теорема 4.2.9. Нехай f1(Em) = f2(Em) = C . Якщо вiдображення Φ̂ :

Ωζ → H(C) неперервне в областi Ωζ i виконується рiвнiсть
∫

∂4ζ

Φ̂(ζ) dζ = 0 (4.89)

для кожного трикутника 4ζ такого, що 4ζ ⊂ Ωζ , то вiдображення Φ̂ є
лiво-G -моногенним в областi Ωζ .

4.2.4. Аналог iнтегральної формули Кошi

Для встановлення iнтегральної формули Кошi розглянемо допомiжнi
твердження.

Наслiдком представлення (4.31) i правил множення (4.1) є наступне
твердження.
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Лема 4.2.3. Нехай область Ωζ ⊂ Em опукла в напрямку множин
M 1

ζ , M 2
ζ i f1(Em) = f2(Em) = C . Нехай також в областi Ωζ визначене

право-G -моногенне вiдображення Φ : Ωζ → H(C) , а γζ ⊂ Ωζ — довiльна
спрямлювана крива. Тодi

∫

γζ

dζ Φ(ζ) = e1

∫

γ1

F1(ξ1)dξ1 + e2

∫

γ2

F2(ξ2)dξ2+

+e3

∫

γ1

F3(ξ1)dξ1 + e4

∫

γ2

F4(ξ2)dξ2 , (4.90)

де γ1, γ2 — образи кривої γζ при вiдображеннi функцiоналами f1, f2 , а
F1, F2, F3, F4 — функцiї, визначенi в рiвностi (4.31).

Аналогiчно наслiдком представлення (4.32) i правил множення (4.1) є
наступне твердження.

Лема 4.2.4. Нехай область Ωζ ⊂ Em опукла в напрямку прямих M 1
ζ , M 2

ζ

i f1(Em) = f2(Em) = C . Нехай також в областi Ωζ визначене лiво-G -
моногенне вiдображення Φ̂ : Ωζ → H(C) , а γζ ⊂ Ωζ — довiльна спрямлювана
крива. Тодi ∫

γζ

Φ̂(ζ)dζ = e1

∫

γ1

F̂1(ξ1)dξ1 + e2

∫

γ2

F̂2(ξ2)dξ2+

+e3

∫

γ2

F̂3(ξ2)dξ2 + e4

∫

γ1

F̂4(ξ1)dξ1 , (4.91)

де γ1, γ2 — образи кривої γζ при вiдображеннi функцiоналами f1, f2 , а
F̂1, F̂2, F̂3, F̂4 — функцiї, визначенi в рiвностi (4.32).

Нехай ζ = ξ1e1 + ξ2e2 ∈ Em . Обернений елемент ζ−1 має вигляд

ζ−1 =
1

ξ1
e1 +

1

ξ2
e2 (4.92)

i iснує тодi i тiльки тодi, коли ξ1 6= 0 i ξ2 6= 0 .
Нехай ζ0 = ξ10e1 + ξ20e2 — фiксована точка областi Ωζ ⊂ Em . В околi ζ0 ,

який мiститься в Ωζ , вiзьмемо коло C(ζ0) з центром в точцi ζ0 . Через Ck ⊂ C
позначимо образ кола C(ζ0) при вiдображеннi функцiоналом fk , k = 1, 2 .
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Вважатимемо, що коло C(ζ0) охоплює множину {ζ0 + ζ : ζ ∈ M 1
ζ ∪M 2

ζ } .
Це означає, що Ck є межею деякої областi D′

k i ξk0 ∈ D′
k , k = 1, 2 .

Будемо казати, що крива γζ ⊂ Ωζ охоплює один раз множину {ζ0+ζ : ζ ∈
M 1

ζ ∪M 2
ζ } , якщо iснує коло C(ζ0) , яке охоплює вказану множину i гомотопне

кривiй γζ в областi Ωζ \ {ζ0 + ζ : ζ ∈ M 1
ζ ∪M 2

ζ } .
В наступних теоремах встановлено аналоги iнтегральної формули Кошi

для G -моногенних вiдображень в областi Ωζ .

Теорема 4.2.10. Нехай область Ωζ ⊂ Em опукла в напрямку множин
M 1

ζ , M 2
ζ i f1(Em) = f2(Em) = C , а вiдображення Φ : Ωζ → H(C) є право-

G -моногенним в областi Ωζ . Тодi для довiльної точки ζ0 ∈ Ωζ справедлива
рiвнiсть

Φ̂(ζ0) · Φ(ζ0) =
1

2πi

∫

γζ

Φ̂(ζ)(ζ − ζ0)
−1dζ Φ(ζ),

де γζ — довiльна жорданова спрямлювана крива в Ωζ , яка охоплює один раз
множину {ζ0 + ζ : ζ ∈ M 1

ζ ∪M 2
ζ } .

Доведення. Оскiльки крива γζ гомотопна колу C(ζ0) в областi Ωζ \{ζ0+

ζ : ζ ∈ M 1
ζ ∪M 2

ζ } , то з теореми 4.2.6 випливає, що

1

2πi

∫

γζ

(ζ − ζ0)
−1dζ Φ(ζ) =

1

2πi

∫

C(ζ0)

Φ̂(ζ)(ζ − ζ0)
−1dζ Φ(ζ).

Крiм того, використовуючи представлення (4.92), лему 4.2.3 та iнтегральну
формулу Кошi для аналiтичних функцiй Fn, n = 1, 2, 3, 4 , отримуємо такi
рiвностi:

1

2πi

∫

C(ζ0)

Φ̂(ζ) (ζ − ζ0)
−1dζ Φ(ζ) =

= e1


 1

2πi

∫

C1

F̂1(ξ1) F1(ξ1)

ξ1 − ξ10
dξ1 +

1

2πi

∫

C2

F̂3(ξ2) F4(ξ2)

ξ2 − ξ20
dξ2


 +

+e2


 1

2πi

∫

C2

F̂2(ξ2) F2(ξ2)

ξ2 − ξ20
dξ2 +

1

2πi

∫

C1

F̂4(ξ1) F3(ξ1)

ξ1 − ξ10
dξ1


 +
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+e3


 1

2πi

∫

C1

F̂1(ξ1) F3(ξ1)

ξ1 − ξ10
dξ1 +

1

2πi

∫

C2

F̂3(ξ2) F2(ξ2)

ξ2 − ξ20
dξ2


 +

+e4


 1

2πi

∫

C2

F̂2(ξ2) F4(ξ2)

ξ2 − ξ20
dξ2 +

1

2πi

∫

C1

F̂4(ξ1) F1(ξ1)

ξ1 − ξ10
dξ1


 =

= e1

(
F̂1(ξ10) F1(ξ10) + F̂3(ξ20) F4(ξ20)

)
+ e2

(
F̂2(ξ20) F2(ξ20) + F̂4(ξ10) F3(ξ10)

)
+

+e3

(
F̂1(ξ10) F3(ξ10) + F̂3(ξ20) F2(ξ20)

)
+ e4

(
F̂1(ξ10) F1(ξ10) + F̂3(ξ20) F4(ξ20)

)
=

= Φ̂(ζ0) · Φ(ζ),

де ζ0 = ξ10e1 + ξ20e2 . Теорему доведено.

4.2.5. Степеневi ряди i ряди Лорана для G -моногенних

вiдображень

Розглядаючи питання про розклад G -моногенного вiдображення в
степеневий ряд (ряд Тейлора), будемо вважати область Ωζ ⊂ Em обмеженою.

Нехай ζ0 =
m∑

u=1
xu0iu — довiльна фiксована точка областi Ωζ . Поставимо

їй у вiдповiднiсть точки комплексної площини ξ10 := x10 +
m∑

u=2
auxu0, ξ20 :=

x10 +
m∑

u=2
buxu0 де au, bu — коефiцiєнти розкладу (4.4) при u = 2, 3, ..., m .

Позначимо R0 := min
ζ∈∂Ωζ

‖ζ − ζ0‖ , де через ∂Ωζ позначено межу областi

Ωζ ⊂ Em . Розглянемо кулю Θ(ζ0, R0) := {ζ ∈ Em : ‖ζ − ζ0‖ < R0} ⊂ Em

радiуса R0 з центром в точцi ζ0 , а через G1 i G2 позначимо областi в C , на
якi куля Θ(ζ0, R0) вiдображається функцiоналами f1 i f2 вiдповiдно.

Нехай R := min
{

R0 , min
τ1∈∂G1

|τ1 − ξ10| , min
τ2∈∂G2

|τ2 − ξ20|
}
, де через ∂G1 i ∂G2

позначено межi областей G1 i G2 вiдповiдно. Через U(ξ10, R) := {ξ1 ∈ C :
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|ξ1 − ξ10| < R}, U(ξ20, R) := {ξ2 ∈ C : |ξ2 − ξ20| < R} позначимо круги радiуса
R в комплекснiй площинi з центрами в точках ξ10 i ξ20 вiдповiдно.

Безпосереднє застосування способу розкладу аналiтичної функцiї, що
базується на розкладi ядра Кошi в ряд (див., наприклад, [30, с. 94]), до право-
G -моногенного вiдображення Φ : Ωζ → H(C) , дозволяє отримати його розклад
в степеневий ряд

Φ(ζ) =
∞∑

n=0

(ζ − ζ0)
npn, (4.93)

а до лiво-G -моногенного вiдображення Φ̂ : Ωζ → H(C) — розклад в степеневий
ряд

Φ̂(ζ) =
∞∑

n=0

p̂n(ζ − ζ0)
n (4.94)

в кулi з центром у фiксованiй точцi ζ0 ∈ Ωζ радiуса меншого, нiж вiдстань вiд
точки ζ0 до межi ∂Ωζ . Тут

pn =
Φ(n)(ζ0)

n!
=

1

2πi

∫

γζ

(
(τ − ζ0)

−1
)n+1

dτ Φ(τ);

p̂n =
Φ̂(n)(ζ0)

n!
=

1

2πi

∫

γζ

Φ̂(τ)
(
(τ − ζ0)

−1
)n+1

dτ,

а γζ — довiльна жорданова спрямлювана крива в Ωζ , яка охоплює один раз
множину {ζ0 + ζ : ζ ∈ M 1

ζ ∪ M 2
ζ } i лежить в кулi, яка повнiстю мiститься в

областi Ωζ . Це пов’язано з тим, що в нерiвностi ‖ab‖ ≤ c ‖a‖‖b‖ константа c

не може бути замiнена одиницею.
Далi покажемо, що представлення (4.31) дозволяє отримати розклад

право-G -моногенного вiдображення в степеневий ряд (4.93), а представлення
(4.32) — розклад лiво-G -моногенного вiдображення в степеневий ряд (4.94) в
областi

B(ζ0, R) := {ζ ∈ Em : f1(ζ) ∈ U(ξ10, R) , f2(ζ) ∈ U(ξ20, R)}.

Оскiльки за побудовою область B(ζ0, R) опукла в напрямку множин M 1
ζ i M 2

ζ ,
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то право-G -моногенне в B(ζ0, R) вiдображення Φ подається у виглядi (4.31),
а лiво-G -моногенне вiдображення Φ̂ — у виглядi (4.32).

Теорема 4.2.11. Нехай f1(Em) = f2(Em) = C , вiдображення Φ : Ωζ →
H(C) є право-G -моногенним в областi Ωζ i ζ0 ∈ Ωζ . Тодi в областi B(ζ0, R)

вiдображення Φ подається у виглядi суми абсолютно збiжного степеневого
ряду (4.93), в якому

pn = ane1 + bne2 + cne3 + dne4 (4.95)

i an , bn , cn , dn — коефiцiєнти рядiв Тейлора функцiй

F1(ξ1) =
∞∑

n=0

an(ξ1 − ξ10)
n, F2(ξ2) =

∞∑
n=0

bn(ξ2 − ξ20)
n,

F3(ξ1) =
∞∑

n=0

cn(ξ1 − ξ10)
n, F4(ξ2) =

∞∑
n=0

dn(ξ2 − ξ20)
n,

(4.96)

якi мiстяться у представленнi (4.31) вiдображення Φ при ζ ∈ B(ζ0, R) .

Доведення. Оскiльки у представленнi (4.31) функцiї F1, F3 голоморфнi
в крузi U(ξ10, R) , а функцiї F2 , F4 голоморфнi в крузi U(ξ20, R) , то у
вiдповiдних кругах ряди (4.96) абсолютно збiжнi. Тодi при всiх ζ ∈ B(ζ0, R)

рiвнiсть (4.31) набуває вигляду

Φ(ζ) =
∞∑

n=0

an(ξ1 − ξ10)
ne1 +

∞∑
n=0

bn(ξ2 − ξ20)
ne2+

+
∞∑

n=0

cn(ξ1 − ξ10)
ne3 +

∞∑
n=0

dn(ξ2 − ξ20)
ne4.

Тепер, враховуючи спiввiдношення

(ζ − ζ0)
ne1 = (ξ1 − ξ10)

ne1, (ζ − ζ0)
ne2 = (ξ2 − ξ20)

ne2,

(ζ − ζ0)
ne3 = (ξ1 − ξ10)

ne3, (ζ − ζ0)
ne4 = (ξ2 − ξ20)

ne4

(4.97)

для всiх ζ ∈ Em i n = 0, 1, . . . , приходимо до розкладу (4.93), коефiцiєнти
якого визначаються рiвнiстю (4.95), при цьому ряд (4.93) абсолютно збiгається
в областi B(ζ0, R) . Теорему доведено.
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Повнiстю аналогiчно доводиться наступна теорема.

Теорема 4.2.12. Нехай f1(Em) = f2(Em) = C , вiдображення Φ̂ : Ωζ →
H(C) є лiво-G -моногенним в областi Ωζ i ζ0 ∈ Ωζ . Тодi в областi B(ζ0, R)

вiдображення Φ̂ подається у виглядi суми абсолютно збiжного степеневого
ряду (4.94), в якому

p̂n = âne1 + b̂ne2 + ĉne3 + d̂ne4 (4.98)

i ân , b̂n , ĉn , d̂n — коефiцiєнти рядiв Тейлора функцiй

F̂1(ξ1) =
∞∑

n=0

ân(ξ1 − ξ10)
n, F̂2(ξ2) =

∞∑
n=0

b̂n(ξ2 − ξ20)
n,

F̂3(ξ2) =
∞∑

n=0

ĉn(ξ2 − ξ20)
n, F̂4(ξ1) =

∞∑
n=0

d̂n(ξ1 − ξ10)
n,

якi мiстяться у представленнi (4.32) вiдображення Φ̂ при ζ ∈ B(ζ0, R) .

Наступна теорема є аналогом теореми єдиностi для право-G -моногенних
вiдображень, якi визначенi в областi Ωζ ⊂ Em i приймають значення в алгебрi
H(C) .

Теорема 4.2.13. Нехай f1(Em) = f2(Em) = C . Якщо два право-G -
моногеннi вiдображення Φ1 : Ωζ → H(C) i Φ2 : Ωζ → H(C) в довiльнiй
областi Ωζ ⊂ Em спiвпадають в деякому околi довiльної внутрiшньої точки
областi Ωζ , то вони тотожно рiвнi у всiй областi Ωζ .

Доведення. Нехай в околi ω(ζ0, R) := {ζ ∈ Em : ‖ζ − ζ0‖ < R} довiльної
точки ζ0 ∈ Ωζ справедливе спiввiдношення

Φ1(ζ) ≡ Φ2(ζ). (4.99)

Оскiльки куля ω(ζ0, R) є опуклою множиною, то для вiдображень Φ1, Φ2

справедливi подання вигляду (4.31):

Φ1(ζ) = F1(ξ1)e1 + F2(ξ2)e2 + F3(ξ1)e3 + F4(ξ2)e4 ,

Φ2(ζ) = H1(ξ1)e1 + H2(ξ2)e2 + H3(ξ1)e3 + H4(ξ2)e4 .
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Iз спiввiдношення (4.99) випливають наступнi спiввiдношення

F1 ≡ H1, F3 ≡ H3 в областi f1
(
ω(ζ0, R)

)
, (4.100)

F2 ≡ H2, F4 ≡ H4 в областi f2
(
ω(ζ0, R)

)
. (4.101)

За теоремою єдиностi для голоморфних функцiй комплексної змiнної (див.,
наприклад, [30, с. 104]), рiвностi (4.100) справедливi всюди в областi f1(Ωζ) ,
а рiвностi (4.101) — всюди в областi f2(Ωζ) . Це i означає, враховуючи єдинiсть
розкладу за базисом, що спiввiдношення (4.99) справедливе всюди в областi Ωζ .
Теорему доведено.

Аналогiчна теорема справедлива i для лiво-G -моногенних вiдображень.

Теорема 4.2.14. Нехай f1(Em) = f2(Em) = C . Якщо два лiво-G -
моногеннi вiдображення Φ̂1 : Ωζ → H(C) , Φ̂2 : Ωζ → H(C) в довiльнiй областi
Ωζ ⊂ Em спiвпадають в деякому околi довiльної внутрiшньої точки областi
Ωζ , то вони тотожно рiвнi у всiй областi Ωζ .

Зазначимо, що спiвпадання вiдображень Φ1 : Ωζ → H(C) i Φ2 : Ωζ →
H(C) на множинi точок, яка мiстить хоча б одну граничну точку областi Ωζ ,
є недостатнiм для тотожної рiвностi цих вiдображень у всiй областi Ωζ . Так,
наприклад, значення G -моногенних в Em вiдображень Φ1(ζ) = ζe3 i Φ2(ζ) = 0

спiвпадають для всiх ζ ∈ M 2
ζ , проте не спiвпадають тотожно.

Далi розглянемо питання про ряди Лорана G -моногенних вiдображень i
здiйснимо класифiкацiю особливих точок.

В теоремi 4.1.12 встановлено, що у випадку, коли область Ωζ опукла
в напрямку множин M 1

ζ i M 2
ζ , G -моногенне в областi Ωζ вiдображення

продовжується до вiдображення, G -моногенного в областi Πζ := {ζ ∈ Em :

f1(ζ) ∈ D1, f2(ζ) ∈ D2} . Тому, розглядаючи питання про розклад G -

моногенного вiдображення в ряд Лорана вiдносно точки ζ0 =
m∑

u=1
xu0iu , будемо

вважати, що воно задане в необмеженiй областi

Kζ := {ζ ∈ Em : 0 ≤ r < |ξ1 − ξ10| < R ≤ ∞ , 0 ≤ r < |ξ2 − ξ20| < R ≤ ∞} .
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Теорема 4.2.15. Нехай f1(Em) = f2(Em) = C . Тодi кожне право-G -
моногенне вiдображення Φ : Kζ → H(C) в областi Kζ подається у виглядi
суми абсолютно збiжного ряду

Φ(ζ) =
∞∑

n=−∞
(ζ − ζ0)

npn , (4.102)

де (ζ − ζ0)
n :=

(
(ζ − ζ0)

−1
)−n при n = −1,−2, . . . , i коефiцiєнти pn

визначаються формулами (4.95), в яких an, bn, cn, dn — коефiцiєнти рядiв
Лорана функцiй

F1(ξ1) =
∞∑

n=−∞
an(ξ1 − ξ10)

n, F2(ξ2) =
∞∑

n=−∞
bn(ξ2 − ξ20)

n,

F3(ξ1) =
∞∑

n=−∞
cn(ξ1 − ξ10)

n, F4(ξ2) =
∞∑

n=−∞
dn(ξ2 − ξ20)

n,

(4.103)

якi мiстяться в розкладi (4.31) вiдображення Φ при ζ ∈ Kζ .

Доведення. Оскiльки в поданнi (4.31) функцiї F1, F3 голоморфнi в кiльцi
{ξ1 ∈ C : r < |ξ1 − ξ10| < R} , а функцiї F2 , F4 голоморфнi в кiльцi {ξ2 ∈ C :

r < |ξ2 − ξ20| < R}, то ряди (4.103) у вiдповiдних кiльцях абсолютно збiжнi.
Використовуючи розклади (4.103), рiвнiсть (4.31) набуває вигляду

Φ(ζ) =
∞∑

n=−∞
an(ξ1 − ξ10)

ne1 +
∞∑

n=−∞
bn(ξ2 − ξ20)

ne2+

+
∞∑

n=−∞
cn(ξ1 − ξ10)

ne3 +
∞∑

n=−∞
dn(ξ2 − ξ20)

ne4.

Тепер, враховуючи спiввiдношення (4.97), якi виконуються при всiх цiлих
значеннях n , отримуємо розклад вiдображення Φ в абсолютно збiжний в
областi Kζ ряд (4.102), коефiцiєнти якого визначаються рiвностями (4.95).
Теорему доведено.

Повнiстю аналогiчно доводиться розклад у ряд Лорана лiво-G -
моногенного вiдображення Φ̂ .
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Теорема 4.2.16. Нехай f1(Em) = f2(Em) = C . Тодi кожне лiво-G -
моногенне вiдображення Φ̂ : Kζ → H(C) в областi Kζ подається у виглядi
суми абсолютно збiжного ряду

Φ̂(ζ) =
∞∑

n=−∞
p̂n(ζ − ζ0)

n , (4.104)

де (ζ − ζ0)
n :=

(
(ζ − ζ0)

−1
)−n при n = −1,−2, . . . i коефiцiєнти p̂n

визначаються формулами (4.98), в яких ân, b̂n, ĉn, d̂n — коефiцiєнти рядiв
Лорана функцiй

F̂1(ξ1) =
∞∑

n=−∞
ân(ξ1 − ξ10)

n, F̂2(ξ2) =
∞∑

n=−∞
b̂n(ξ2 − ξ20)

n,

F̂3(ξ2) =
∞∑

n=−∞
ĉn(ξ2 − ξ20)

n, F̂4(ξ1) =
∞∑

n=−∞
d̂n(ξ1 − ξ10)

n,

якi мiстяться в розкладi (4.32) вiдображення Φ̂ при ζ ∈ Kζ .

Сукупнiсть членiв ряду Лорана (4.102) або (4.104) з невiд’ємними
степенями називають його правильною частиною, а сукупнiсть членiв цього
ряду з вiд’ємними степенями — головною частиною ряду Лорана.

Компактифiкуємо алгебру H(C) , додаючи до неї нескiнченно вiддалену
точку ∞ , до якої прямує кожна послiдовнiсть wn := τ1,ne1+τ2,ne2+τ3,ne3+τ4,ne4 ,
де τ1,n, τ2,n, τ3,n, τ4,n ∈ C , у випадку коли хоча б одна з послiдовностей
τ1,n , τ2,n , τ3,n , τ4,n збiгається до нескiнченно вiддаленої точки розширеної
комплексної площини.

Спираючись на теореми 4.2.15, 4.2.16 здiйснимо класифiкацiю особливих
точок G -моногенних вiдображень.

Припустимо, що право-G -моногенне вiдображення Φ : K0
ζ → H(C) i лiво-

G -моногенне вiдображення Φ̂ : K0
ζ → H(C) заданi в областi

K0
ζ := {ζ ∈ Em : 0 < |ξ1 − ξ10| < R ≤ ∞ , 0 < |ξ2 − ξ20| < R ≤ ∞} .

Позначимо через K̃0
ζ := {ζ ∈ Em : |ξ1 − ξ10| < R , |ξ2 − ξ20| < R}.

Справедлива наступна теорема.
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Теорема 4.2.17. Нехай f1(Em) = f2(Em) = C . Якщо розклад (4.102)
вiдображення Φ : K0

ζ → H(C) :
1) не мiстить головної частини, то вiдображення Φ має скiнченнi

границi
lim

ζ → ζ0 + ζ∗,

ζ /∈ {
ζ0 + ζ∗ : ζ∗ ∈ M1

ζ ∪M2
ζ

}
Φ(ζ) (4.105)

2) мiстить лише скiнченне число доданкiв у головнiй частинi, то хоча б
при одному значеннi k = 1, 2 вiдображення Φ має нескiнченнi границi

lim
ζ → ζ0 + ζ∗k ,

ζ /∈ {
ζ0 + ζ∗k : ζ∗k ∈ Mk

ζ

}
Φ(ζ) (4.106)

в усiх точках ζ0 + ζ∗k ∈ K̃0
ζ ∩ {ζ0 + ζ∗k : ζ∗k ∈ Mk

ζ } ;
3) мiстить нескiнченне число доданкiв у головнiй частинi, то хоча б при

одному значеннi k = 1, 2 вiдображення Φ або має нескiнченну границю, або не
має нi скiнченної, нi нескiнченної границi в усiх точках ζ0 +ζ∗k ∈ K̃0

ζ∩{ζ0 +ζ∗k :

ζ∗k ∈ Mk
ζ } .

Доведення. Вiдображення Φ в областi K0
ζ подається у виглядi (4.31), де

функцiї F1, F3 голоморфнi в проколотому околi U(ξ10, R) \ {ξ10} точки ξ10 , а
функцiї F2 , F4 голоморфнi в проколотому околi U(ξ20, R) \ {ξ20} точки ξ20 .

Розглянемо випадок, коли розклад (4.102) не мiстить головної частини,
тобто має вигляд (4.93). При цьому коефiцiєнти рядiв Лорана (4.103) пов’язанi
з коефiцiєнтами ряду (4.93) спiввiдношеннями (4.95), з яких, в силу рiвностей
pn = 0 при n = −1,−2, . . . , слiдують рiвностi an = bn = cn = dn = 0 при
всiх вiд’ємних iндексах n . Отже, ряди Лорана (4.103) в околах вiдповiдних
точок ξ10 , ξ20 є рядами Тейлора своїх сум i тому функцiї F1 , F2 , F3 , F4 з
рiвностi (4.31) є голоморфними у вiдповiдних областях U(ξ10, R) чи U(ξ20, R) .
Тому вiдображення (4.31) має скiнченнi границi (4.105) в усiх точках множини
K̃0

ζ ∩
{
ζ0 + ζ∗ : ζ∗ ∈ M 1

ζ ∪M 2
ζ

}
.

Розглянемо тепер випадок, коли головна частина розкладу (4.102) мiстить
лише скiнченне число доданкiв, тобто в (4.102) тiльки скiнченне число вiдмiнних
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вiд нуля коефiцiєнтiв pn при вiд’ємних n . Тодi iз спiввiдношень (4.95), якi
пов’язують коефiцiєнти рядiв Лорана (4.103) з коефiцiєнтами ряду (4.102),
випливає, що всi головнi частини рядiв (4.103) не мiстять нескiнченної кiлькостi
доданкiв i головна частина хоча б одного з них вiдмiнна вiд тотожного нуля.
Тому точка ξ10 не є iстотно особливою точкою для функцiй F1, F3 , а точка ξ20

— для функцiй F2 i F4 , але хоча б одна з функцiй F1 , F2 , F3 , F4 має полюс
у вiдповiднiй точцi. Звiдси випливає, що хоча б одна з функцiй F1 , F2 , F3 , F4

має нескiнченну границю при ξ1 → ξ10 чи при ξ2 → ξ20 , тобто границя (4.106)
є також нескiнченною при k = 1 або k = 2 .

Розглянемо, нарештi, випадок, коли головна частина розкладу (4.102)
мiстить нескiнченно багато вiдмiнних вiд нуля членiв, тобто iснує нескiнченно
багато вiдмiнних вiд нуля коефiцiєнтiв pn при вiд’ємних n . Тодi iз
спiввiдношень (4.95) випливає, що головна частина хоча б одного з рядiв (4.103)
мiстить нескiнченно багато доданкiв, а це, в свою чергу, означає, що або точка
ξ10 є iстотно особливою для функцiй F1 чи F3 , або точка ξ20 є iстотно
особливою, принаймнi, для однiєї з функцiй: F2 чи F4 . Тому вiдображення
Φ не може мати скiнченної границi в усiх точках множини K̃0

ζ ∩ {ζ0 + ζ∗ : ζ∗ ∈
M 1

ζ ∪ M 2
ζ } , але воно може мати в цих точках нескiнченну границю. Теорему

доведено.

Наприклад, якщо ξ10 — полюс функцiї F1 i iстотно особлива точка функцiї
F3 , а ξ20 — iстотно особлива точка функцiй F2 , F4 , то функцiя F1 має
нескiнченну границю в точцi ξ10 , а отже, границя (4.106) є нескiнченною в
усiх точках ζ0 + ζ∗1 ∈ K̃0

ζ ∩ {ζ0 + ζ∗1 : ζ∗1 ∈ M 1
ζ } .

У випадку, коли, наприклад, F2 ≡ 0 , F3 ≡ 0 , F4 ≡ 0 i точка ξ10 є
iстотно особливою для функцiї F1 , вiдображення Φ не має нi скiнченної, нi
нескiнченної границi (4.106) в усiх точках ζ0 + ζ∗1 ∈ K̃0

ζ ∩ {ζ0 + ζ∗1 : ζ∗1 ∈ M 1
ζ } .

Аналогiчнi твердження справедливi для лiво-G -моногенних вiдображень.
Поняття усувної особливої точки, полюса або iстотно особливої точки для

G -моногенного в областi K0
ζ вiдображення Φ : K0

ζ → H(C) вводяться так, як
i вiдповiднi поняття для аналiтичних функцiй в комплекснiй площинi (див.,
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наприклад, [30, с. 119]). А саме, точка ζ0 називається:

1) усувною особливою точкою вiдображення Φ , якщо iснує скiнченна
границя

lim
ζ → ζ0,

ζ /∈ {ζ0 + ζ∗ : ζ∗ ∈ M1
ζ ∪M2

ζ }

Φ(ζ) = A;

2) полюсом вiдображення Φ , якщо iснує нескiнченна границя

lim
ζ → ζ0,

ζ /∈ {ζ0 + ζ∗ : ζ∗ ∈ M1
ζ ∪M2

ζ }

Φ(ζ) = ∞;

3) iстотно особливою точкою вiдображення Φ , якщо вiдображення Φ не
має нi скiнченної, нi нескiнченної границi при ζ → ζ0 i ζ /∈ {ζ0 + ζ∗ : ζ∗ ∈
M 1

ζ ∪M 2
ζ } .

Повнiстю аналогiчно вводяться поняття усувної точки, полюса та iстотно
особливої точки для лiво-G -моногенних вiдображень Φ̂ : K0

ζ → H(C) .
З теореми 4.2.17 випливає, що iзольована особлива точка у G -моногенного

вiдображення може бути лише усувною, а у випадку, коли вiдображення має
неусувну особливiсть в точцi ζ0 , особливими є всi точки хоча б однiєї з множин
K̃0

ζ ∩ {ζ0 + ζ∗1 : ζ∗1 ∈ M 1
ζ } або K̃0

ζ ∩ {ζ0 + ζ∗2 : ζ∗2 ∈ M 2
ζ } .

4.3. Кватернiоннi H -моногеннi вiдображення

У цьому пiдроздiлi введено клас кватернiонних H -моногенних
(неперервних i диференцiйовних за Хаусдорфом) вiдображень i встановлено
зв’язок мiж G -моногенними i H -моногенними вiдображеннями. Доведено
теорему про еквiвалентнiсть рiзних означень G -моногенного вiдображення.
Результати цього пiдроздiлу опублiковано в роботi [191].

4.3.1. Властивостi H -моногенних вiдображень
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Означення 4.3.5. Неперервне вiдображення Φ : Ωζ → H(C) вигляду
(4.8) будемо називати H -моногенним в областi Ωζ ⊂ Em , якщо Φ

диференцiйовне за Хаусдорфом в кожнiй точцi ζ ∈ Ωζ , тобто якщо
компоненти вiдображення мають частиннi похiднi першого порядку за
змiнними x1, x2, ..., xm , i формальний диференцiал вiдображення

dΦ :=
4∑

q=1

m∑
u=1

∂Uq

∂xu
dxueq (4.107)

є лiнiйним однорiдним полiномом диференцiала dζ =
m∑

u=1
dxuiu , тобто

dΦ =
16∑

s=1

As dζ Bs , (4.108)

де As, Bs — деякi H(C)–значнi функцiї.
Вiдмiтимо, якщо частиннi похiднi першого порядку функцiй Uq при q =

1, 2, 3, 4 iснують i неперервнi, то формальний диференцiал (4.107) є повним
диференцiалом вiдображення Φ , тобто головною частиною приросту цього
вiдображення.

Значення Φ′
H(ζ) :=

16∑
s=1

AsBs будемо називати похiдною Хаусдорфа

вiдображення Φ(ζ) в точцi ζ .
Покажемо, що означення похiдної Φ′

H коректне.

Теорема 4.3.1. Якщо вiдображення Φ : Ωζ → H(C) є H -моногенним
в областi Ωζ , то його похiдна Φ′

H iснує i не залежить вiд вибору функцiй
As, Bs в рiвностi (4.108), при цьому

Φ′
H(ζ) =

∂Φ

∂x1
. (4.109)

Доведення. Внаслiдок H -моногенностi вiдображення Φ виконується
рiвнiсть

16∑
s=1

AsdζBs =
4∑

q=1

m∑
u=1

∂Uq

∂xu
dxueq . (4.110)
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Нехай
As = as1e1 + as2e2 + as3e3 + as4e4 ,

Bs = bs1e1 + bs2e2 + bs3e3 + bs4e4

(4.111)

для s = 1, 2, . . . , 16. Враховуючи рiвнiсть

dζ =

(
dx1 +

m∑
u=1

auxu

)
e1 +

(
dx1 +

m∑
u=1

buxu

)
e2

i (4.111), отримуємо:

AsdζBs = (as1e1 + as2e2 + as3e3 + as4e4)

[(
dx1 +

m∑
u=1

auxu

)
e1+

+

(
dx1 +

m∑
u=1

buxu

)
e2

]
(bs1e1 + bs2e2 + bs3e3 + bs4e4) =

=

(
as1bs1

(
dx1 +

m∑
u=1

auxu

)
+ as3bs4

(
dx1 +

m∑
u=1

buxu

))
e1+

+

(
as2bs2

(
dx1 +

m∑
u=1

buxu

)
+ as4bs3

(
dx1 +

m∑
u=1

auxu

))
e2+

+

(
as1bs3

(
dx1 +

m∑
u=1

auxu

)
+ as3bs2

(
dx1 +

m∑
u=1

buxu

))
e3+

+

(
as2bs4

(
dx1 +

m∑
u=1

buxu

)
+ as4bs1

(
dx1 +

m∑
u=1

auxu

))
e4 . (4.112)

Наслiдком рiвностей (4.110) i (4.112) є спiввiдношення

∂U1

∂x1
=

16∑
s=1

as1bs1 + as3bs4 ,
∂U2

∂x1
=

16∑
s=1

as2bs2 + as4bs3 ,

∂U3

∂x1
=

16∑
s=1

as1bs3 + as3bs2 ,
∂U4

∂x1
=

16∑
s=1

as2bs4 + as4bs1

(4.113)

З урахуванням рiвностей (4.111), маємо

Φ′
H(ζ) :=

16∑
s=1

AsBs =
16∑

s=1

(
(as1bs1 + as3bs4)e1+
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+(as2bs2 + as4bs3)e2 + (as1bs3 + as3bs2)e3 + (as2bs4 + as4bs1)e4

)
.

звiдки, враховуючи спiввiдношення (4.113), отримуємо

Φ′
H(ζ) =

∂U1

∂x1
e1 +

∂U2

∂x1
e2 +

∂U3

∂x1
e3 +

∂U4

∂x1
e4 =

∂Φ

∂x1
.

Теорему доведено.

Справедлива наступна теорема.

Теорема 4.3.2. Якщо вiдображення Φ : Ωζ → H(C) i Ψ : Ωζ → H(C)

є H -моногенними в областi Ωζ , то добуток Φ · Ψ також є H -моногенним
вiдображенням в Ωζ , при цьому

d(Φ ·Ψ) = dΦ ·Ψ + Φ · dΨ.

Доведення. Нехай

Φ(ζ) =
4∑

q=1

Uq(x1, x2, ..., xm)eq , Ψ(ζ) =
4∑

q=1

Vq(x1, x2, ..., xm)eq .

Тодi

dΦ =
4∑

q=1

m∑
u=1

∂Uq

∂xu
dxueq , dΨ =

4∑
q=1

m∑
u=1

∂Vq

∂xu
dxueq

i
d(Φ ·Ψ) = d

(
U1V1 + U3V4

)
e1 + d

(
U2V2 + U4V3

)
e2+

+d
(
U1V3 + U3V2

)
e3 + d

(
U2V4 + U4V1

)
e4 =

= e1

m∑
u=1

(
∂U1

∂xu
V1 +

∂V1

∂xu
U1 +

∂U3

∂xu
V4 +

∂V4

∂xu
U3

)
dxu+

+e2

m∑
u=1

(
∂U2

∂xu
V2 +

∂V2

∂xu
U2 +

∂U4

∂xu
V3 +

∂V3

∂xu
U4

)
dxu+

+e3

m∑
u=1

(
∂U1

∂xu
V3 +

∂V3

∂xu
U1 +

∂U3

∂xu
V2 +

∂V2

∂xu
U3

)
dxu+
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+e4

m∑
u=1

(
∂U2

∂xu
V4 +

∂V4

∂xu
U2 +

∂U4

∂xu
V1 +

∂V1

∂xu
U4

)
dxu.

Перетворимо отриманий вираз до наступного вигляду:

e1

m∑
u=1

(
∂U1

∂xu
V1 +

∂U3

∂xu
V4

)
dxu + e2

m∑
u=1

(
∂U2

∂xu
V2 +

∂U4

∂xu
V3

)
dxu+

+e3

m∑
u=1

(
∂U1

∂xu
V3 +

∂U3

∂xu
V2

)
dxu + e4

m∑
u=1

(
∂U2

∂xu
V4 +

∂U4

∂xu
V1

)
dxu+

+e1

m∑
u=1

(
∂V1

∂xu
U1 +

∂V3

∂xu
U4

)
dxu + e2

m∑
u=1

(
∂V2

∂xu
U2 +

∂V4

∂xu
U3

)
dxu+

+e3

m∑
u=1

(
∂V1

∂xu
U3 +

∂V3

∂xu
U2

)
dxu + e4

m∑
u=1

(
∂V2

∂xu
U4 +

∂V4

∂xu
U1

)
dxu,

звiдки будемо мати
(
V1dU1 + V4dU3

)
e1 +

(
V2dU2 + V3dU4

)
e2 +

(
V3dU1 + V2dU3

)
e3+

+
(
V4dU2 + V1dU4

)
e4 +

(
U1dV1 + U3dV4

)
e1 +

(
U2dV2 + U4dV3

)
e2+

+
(
U1dV3 + U3dV2

)
e3 +

(
U2dV4 + U4dV1

)
e4 = dΦ ·Ψ + Φ · dΨ.

Теорему доведено.

В силу теореми 4.3.2 множина H -моногенних вiдображень зi значеннями
в алгебрi H(C) утворює функцiональну алгебру, оскiльки добуток двох H -
моногенних вiдображень також є H -моногенним вiдображенням.

4.3.2. Теорема про еквiвалентнi означення G -моногенних

вiдображень

В наступнiй теоремi встановлюється зв’язок мiж G -моногенними i H -
моногенними вiдображеннями.
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Теорема 4.3.3. Кожне право-G -моногенне вiдображення Φ : Ωζ →
H(C) i кожне лiво-G -моногенне вiдображення Φ̂ : Ωζ → H(C) в областi
Ωζ є H -моногенним вiдображенням в цiй областi.

Доведення. Нехай Φ — право-G -моногенне вiдображення. Тодi
iснування частинних похiдних першого порядку вiд компонент вiдображення
Φ випливає з iснування похiдної Гато (рiвнiсть (4.6)). Покажемо тепер, що
диференцiал

dΦ =
m∑

u=1

∂Φ

∂xu
dxu (4.114)

подається у виглядi (4.108).
Для цього вiдмiтимо, що наслiдком рiвностi (4.114) i умов (4.12) є рiвнiсть

dΦ =
m∑

u=1

iu
∂Φ

∂x1
dxu = dζ Φ′(ζ)

тобто представлення вигляду (4.108), в якому A1 = 1, B1 = Φ′(ζ) .
Аналогiчно встановлюється, що наслiдком рiвностi (4.114) при Φ = Φ̂ i

умов (4.13) є рiвнiсть
dΦ̂ = Φ̂′(ζ)dζ,

тобто знову представлення вигляду (4.108), в якому A1 = Φ̂′(ζ), B1 = 1 .
Теорему доведено.

Означення 4.3.6. H -моногенне вiдображення Φ , диференцiал якого
подається у виглядi

dΦ = dζ Φ′
H(ζ) (4.115)

будемо називати право-H -моногенним в областi Ωζ .
Означення 4.3.7. H -моногенне вiдображення Φ̂ , диференцiал якого

подається у виглядi
dΦ̂ = Φ̂′

H(ζ)dζ (4.116)

будемо називати лiво-H -моногенним в областi Ωζ .
Встановимо необхiднi i достатнi умови G -моногенностi вiдображення.
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Теорема 4.3.4. Вiдображення Φ : Ωζ → H(C) (або Φ̂ : Ωζ → H(C) )
вигляду (4.8) є право-G -моногенним (або лiво-G -моногенним) тодi i тiльки
тодi, коли воно право-H -моногенне (або вiдповiдно лiво-H -моногенне) i його
компоненти Uq : Ω → C є R -диференцiйовними в областi Ω .

Доведення. Необхiднiсть доведена при доведеннi теореми 4.3.3. Доведемо
достатнiсть. Нехай вiдображення Φ — право-H -моногенне, тобто виконується
рiвнiсть (4.115). Наслiдком рiвностей (4.114) i (4.115) є рiвнiсть

m∑
u=1

iu
∂Φ

∂x1
dxu = dζΦ′

H(ζ).

З урахуванням рiвностей (4.109) i dζ =
m∑

u=1
dxuiu маємо тотожнiсть

m∑
u=1

∂Φ

∂xu
dxu =

m∑
u=1

iu
∂Φ

∂x1
dxu,

наслiдком якої є умови Кошi–Рiмана (4.12). Тодi за теоремою 4.1.11
вiдображення Φ — право-G -моногенне.

Аналогiчно розглядається випадок лiво-H -моногенного вiдображення.
Теорему доведено.

З теорем 4.1.9 i 4.3.4 випливає

Наслiдок 4.3.1. Якщо область Ωζ ⊂ Em опукла в напрямку множин
M 1

ζ , M 2
ζ i f1(Em) = f2(Em) = C , то кожне право-H -моногенне вiдображення

Φ : Ωζ → H(C) з R -диференцiйовними в Ω компонентами Uq : Ω → C
подається у виглядi (4.31), а кожне лiво-H -моногенне вiдображення Φ̂ : Ωζ →
H(C) з R -диференцiйовними в Ω компонентами Uq : Ω → C подається у
виглядi (4.32).

Наступна теорема мiстить критерiй право-G -моногенностi i лiво-G -
моногенностi вiдображень.

Теорема 4.3.5. Вiдображення Φ : Ωζ → H(C)
(
або Φ̂ : Ωζ → H(C)

)

є право-G -моногенним
(
або лiво-G -моногенним

)
в областi Ωζ ⊂ Em тодi i

тiльки тодi, коли виконується одна з наступних умов:
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(I) компоненти Uq : Ω → C розкладу (4.8) є R -диференцiйовними
функцiями в областi Ω i виконуються умови (4.12)

(
або (4.13)

)
в кожнiй

точцi областi Ωζ ;
(II) компоненти Uq : Ω → C розкладу (4.8) є R -диференцiйовними

функцiями в областi Ω i вiдображення Φ
(
або Φ̂

)
є право-H -моногенним(

або лiво-H -моногенним
)
в областi Ωζ .

Якщо f1(Em) = f2(Em) = C , то вiдображення Φ є право-G -моногенним(
або Φ̂ — лiво-G -моногенним

)
тодi i тiльки тодi, коли виконується одна з

наступних умов:
(III) для кожної точки ζ0 ∈ Ωζ знайдеться окiл, в якому вiдображення

Φ
(
або Φ̂

)
розкладається в степеневий ряд (4.93)

(
або (4.94)

)
;

(IV) вiдображення Φ
(
або Φ̂

)
неперервне i виконується рiвнiсть (4.85)(

або (4.89)
)
для кожного трикутника 4ζ такого, що 4ζ ⊂ Ωζ .

Якщо f1(Em) = f2(Em) = C i, крiм того, область Ωζ ⊂ Em опукла
в напрямку множин M 1

ζ , M 2
ζ , то вiдображення Φ

(
або Φ̂

)
є право-G -

моногенним
(
або Φ̂ — лiво-G -моногенним

)
тодi i тiльки тодi, коли

(V) iснують єдина пара голоморфних в областi D1 функцiй F1, F3
(
або

F̂1, F̂4
)
i єдина пара голоморфних в областi D2 функцiй F2, F4

(
або F̂2, F̂3

)

таких, що в областi Ωζ вiдображення Φ
(
або Φ̂

)
подається у виглядi (4.31)(

або (4.32)
)
.

Доведення. В теоремi 4.1.11 встановлено, що вiдображення Φ буде право-
G -моногенним в областi Ωζ тодi i тiльки тодi, коли виконується умова (I).
Еквiвалентнiсть умови (II) i властивiсть право-G -моногенностi вiдображення
Φ встановлено в теоремi 4.3.4. Доведення еквiвалентностi умови (III) i право-G -
моногенностi вiдображення Φ випливає з теореми 4.2.11 i властивостi збiжного
ряду (4.93) визначати вiдображення, право-G -моногенне в областi збiжностi.
Еквiвалентнiсть умови (IV) i властивiсть право-G -моногенностi випливає з
теореми 4.2.8 i теореми 4.2.6. Нарештi, для доведення еквiвалентностi умови (V)
i право-G -моногенностi вiдображення Φ досить вiдмiтити, що вiдображення
(4.31) право-G -моногенне в областi Ωζ , а єдинiсть четвiрки F1, F2, F3, F4
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з (4.31) випливає з єдиностi розкладу елемента алгебри H(C) за базисом
{e1, e2, e3, e4} i встановлюється подiбно до того, як у зауваженнi 2.1.3 доведено
єдинiсть набору голоморфних функцiй в зображеннi моногенної функцiї (2.33).

Критерiй лiво-G -моногенностi вiдображення Φ̂ доводиться аналогiчно.
Теорему доведено.

4.4. Кватернiоннi функцiї, аналiтичнi за Хаусдорфом

Визначається клас кватернiонних функцiй, аналiтичних за Хаусдорфом.
Встановлено спiввiдношення мiж вiдомими класами кватернiонних
диференцiйовних функцiй та функцiй, аналiтичних за Хаусдорфом.
Встановлюються спiввiдношення мiж вiдомими означеннями похiдних
та похiдною за Хаусдорфом. Результати цього пiдроздiлу опублiковано в
роботi [123].

4.4.1. Аналiтичнiсть за Хаусдорфом та похiдна Хаусдорфа

В роботi [93] Ф.Хаусдорф запропонував означення аналiтичної функцiї
зi значеннями в комплекснiй асоцiативнiй (комутативнiй чи нi) алгебрi A з
одиницею. Реалiзуємо пiдхiд Хаусдорфа для функцiй зi значеннями в алгебрi
дiйсних кватернiонiв H . Позначимо через e1 = 1 , e2 , e3 , e4 вектори
канонiчного базису, тобто e1 = 1, e2 = i, e3 = j, e4 = k .

Нехай Ω — область в H . Розглядаємо функцiю f : Ω → H змiнної x =

x1e1 + x2e2 + x3e3 + x4e4 наступного вигляду:

f(x) =
4∑

k=1

fk(x) ek . (4.117)

Означення 4.4.1. Функцiя f : Ω → H вигляду (4.117) називається H –
аналiтичною в областi Ω , якщо f є аналiтичною за Хаусдорфом в кожнiй
точцi x ∈ Ω , тобто, якщо дiйснозначнi компоненти fk є диференцiйовними
функцiями чотирьох дiйсних змiнних x1, x2, x3, x4 i якщо диференцiал dfx =
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4∑

k=1

dfk(x1, x2, x3, x4)ek є лiнiйним однорiдним полiномом диференцiала dx :=

dx1e1 + dx2e2 + dx3e3 + dx4e4 , тобто,

dfx =
16∑

s=1

As(x) dxBs(x) , (4.118)

де As i Bs — деякi H–значнi функцiї змiнної x .
У цьому випадку, для кожного x ∈ Ω кватернiон

f ′H(x) :=
16∑

s=1

As(x) Bs(x) (4.119)

називається похiдною Хаусдорфа (або коротко H –похiдною) функцiї f в точцi
x .

Позначимо через MH(Ω) множину всiх кватернiоннозначних H –
аналiтичних функцiй в областi Ω .

Розглянемо деякi приклади кватернiонних H –аналiтичних функцiй i
обчислимо їх H –похiднi.

Приклад 4.4.1. Нехай fn(x) = xn при n ∈ N .
Якщо n = 1 , то f1(x) = x i df1 = dx = 1·dx·1 . Тому f1 є H –аналiтичною

функцiєю i її похiдна рiвна

f ′1,H(x) = 1 для всiх x.

Якщо n = 2 , то f2(x) = x2 i df2(x) = d(x2) = x · dx + dx · x . Тому f2 є
H –аналiтичною функцiєю i її похiдна рiвна

f ′2,H(x) = (x2)′H = x · 1 + 1 · x = 2x.

Аналогiчним чином для функцiї f3(x) = x3 маємо:

d(x3) = d(x2) · x + x2 · dx = x · dx · x + dx · x2 + x2 · dx.

Тому f3 є також H –аналiтичною функцiєю i її похiдна рiвна

f ′3,H(x) = (x3)′H = x · x + 1 · x2 + x2 · 1 = 3x2.
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За iндукцiєю показується, що fn є H –аналiтичною при всiх n ∈ N з
похiдною f ′n,H(x) = (xn)′H = nxn−1 . Очевидно, що xn · a та a · xn також є
H –аналiтичними для всiх a ∈ H i їх H –похiднi рiвнi, вiдповiдно, n · xn−1 · a
та a ·n · xn−1 . Очевидно, що полiноми

m∑
n=0

xn an ,
m∑

n=0
an xn є H –аналiтичними i

(
m∑

n=0

xn an

)′

H

=
m∑

n=1

nxn−1 an ,

(
m∑

n=0

an xn

)′

H

=
m∑

n=1

nan xn−1 .

Приклад 4.4.2. Оскiльки кватернiони некомутативнi, то можна
розглядати полiноми бiльш складного вигляду. Спочатку розглянемо полiном
f(x) = x a x b x , де a, b ∈ H . Тодi

d(x a x b x) = dx · a x b x + x a · dx · b x + x a x b · dx.

Тому, функцiя f є H –аналiтичною i

f ′H(x) = a x b x + x a b x + x a x b.

Таким же чином показується, що загальний полiном:

pn(x) =
n∑

k=0

Mk(x)

є H –аналiтичною функцiєю, де одночлен Mk визначається рiвнiстю Mk :=
m∑

`=1

ak,`,1 x ak,`,2 x · . . . · x ak,`,k+1 , m — натуральне i ak,`,p ∈ H .

В наступнiй теоремi описуються усi кватернiоннi H –аналiтичнi функцiї та
їх H –похiднi.

Теорема 4.4.1. Кожна кватернiонна функцiя з диференцiйовними
дiйснозначними компонентами є H –аналiтичною.
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Доведення. З наступних вiдомих рiвностей

x1 =
1

4
(e1x e1 − e2x e2 − e3x e3 − e4x e4) ,

x2 =
1

4
(−e1x e2 − e2x e1 + e3x e4 − e4x e3) ,

x3 =
1

4
(−e1x e3 − e3x e1 − e2x e4 + e4x e2) ,

x4 =
1

4
(−e1x e4 − e4x e1 + e2x e3 − e3x e2)

випливають рiвностi для диференцiалiв:

dx1 =
1

4
(e1dx e1 − e2dx e2 − e3dx e3 − e4dx e4) , (4.120)

dx2 =
1

4
(−e1dx e2 − e2dx e1 + e3dx e4 − e4dx e3) , (4.121)

dx3 =
1

4
(−e1dx e3 − e3dx e1 − e2dx e4 + e4dx e2) , (4.122)

dx4 =
1

4
(−e1dx e4 − e4dx e1 + e2dx e3 − e3dx e2) . (4.123)

Для обчислення диференцiала df , скористаємось формулами (4.120)–(4.123):

df =
4∑

k=1

∂f

∂xk
dxk

=
∂f

∂x1
· 1

4
(e1dx e1 − e2dx e2 − e3dx e3 − e4dx e4) +

+
∂f

∂x2
· 1

4
(−e1dx e2 − e2dx e1 + e3dx e4 − e4dx e3) +

+
∂f

∂x3
· 1

4
(−e1dx e3 − e3dx e1 − e2dx e4 + e4dx e2) +

+
∂f

∂x4
· 1

4
(−e1dx e4 − e4dx e1 + e2dx e3 − e3dx e2) .

Позначаючи ∂kf :=
∂f

∂xk
(x) , маємо

df =
1

4
· ((∂1fe1dxe1 − ∂2fe2dxe1 − ∂3fe3dxe1 − ∂4fe4dxe1) +

+ (−∂1fe2dxe2 − ∂2fe1dxe2 + ∂3fe4dxe2 − ∂4fe3dxe2) +



282

+ (−∂1fe3dxe3 − ∂2fe4dxe3 − ∂3fe1dxe3 + ∂4fe2dxe3) +

+ (−∂1fe4dxe4 + ∂2fe3dxe4 − ∂3fe2dxe4 − ∂4fe1dxe4)) =

=
1

4
· ((∂1fe1 − ∂2fe2 − ∂3fe3 − ∂4fe4) dxe1 +

+ (−∂1fe2 − ∂2fe1 + ∂3fe4 − ∂4fe3) dxe2 +

+ (−∂1fe3 − ∂2fe4 − ∂3fe1 + ∂4fe2) dxe3 +

+ (−∂1fe4 + ∂2fe3 − ∂3fe2 − ∂4fe1) dxe4 =

=
1

4
·
(
DF,r[f ]e1dxe1 − D̂F,r[f ]e2dxe2−

−D̃F,r[f ]e3dxe3 − ˜̃DF,r[f ]e4dxe4

)
,

де
DF,r[f ] := ∂1fe1 − ∂2fe2 − ∂3fe3 − ∂4fe4;

D̂F,r[f ] := ∂1f − ∂2fe2 + ∂3fe3 + ∂4fe4;

D̃F,r[f ] := ∂1f + ∂2fe2 − ∂3fe3 + ∂4fe4;

˜̃DF,r[f ] := ∂1f + ∂2fe2 + ∂3fe3 − ∂4fe4.

Теорему доведено.

Зауважимо, що оператор DF,r є кватернiонно спряженим до вiдомого
оператора Фуетера (правостороннього), що дiє на C1 –функцiю за формулою
DF,r[f ] := ∂1f + ∂2fe2 + ∂3fe3 + ∂4fe4 . Цi два оператори вiдiграють ключову
роль в кватернiонному аналiзi.

Використовуючи означення (4.119), маємо:

f ′H(x) =
1

4

(
DF,r[f ] + D̂F,r[f ] + D̃F,r[f ] +

˜̃DF,r[f ]

)
=

∂f

∂x1
. (4.124)

З теореми 4.4.1 миттєво випливають наступнi твердження.
Приклад 4.4.3. Кватернiонний збiжний ряд

∞∑
n=0

xn an, (4.125)
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є H –аналiтичною функцiєю в областi його збiжностi. Таке ж справедливо для

ряду
∞∑

n=0

an xn . Бiльше того, кожний загальний збiжний кватернiонний ряд

вигляду

q(x) =
∞∑

k=0

Mk(x) , (4.126)

є H –аналiтичною функцiєю в областi його збiжностi.
Тепер покажемо, що ряд (4.125) можна почленно диференцiювати в сенсi

Хаусдорфа.

Теорема 4.4.2. Якщо ряд (4.125) збiжний в кулi B := {x ∈ H : |x| < R} ,
то його сума є H –аналiтичною функцiєю в B i цей ряд можна почленно
диференцiювати в сенсi похiдної Хаусдорфа:

( ∞∑
n=0

xn an

)′

H

=
∞∑

n=1

nxn−1 an .

Доведення. За теоремою 4.4.1 ряд (4.125) є H –аналiтичною функцiєю.
Це означає, що ряд (4.125) має похiдну Хаусдорфа.

Ряд (4.125) подамо у виглядi
∞∑

n=0

xn an = f1e1 + f2e2 + f3e3 + f4e4 , (4.127)

де fk(x1, x2, x3, x4) =
∞∑

m,n,p,q=0
α

(k)
m,n,p,q xm

1 xn
2 xp

3 xq
4 при k = 1, 2, 3, 4 , — дiйснi

аналiтичнi функцiї в кулi B . Як наслiдок, ряди для fk можна почленно
диференцiювати по x1 на iнтервалi (−R,R) , при цьому x2 , x3 , x4 такi, що
x ∈ B . В свою чергу, це означає, що лiву частину рiвностi (4.127) можна
почленно диференцiювати по x1 . Внаслiдок формули (4.124), маємо:

( ∞∑
n=0

xn an

)′

H

=
∂

∂x1

∞∑
n=0

xn an =
∞∑

n=0

∂

∂x1
(xn an) =

∞∑
n=1

nxn−1 an .

Теорему доведено.
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Як наслiдок, елементарнi функцiї cos x , sin x , exp x (якщо їх означити як
суми вiдповiдних степеневих рядiв) є H –аналiтичними, причому

(cos x)′H = − sin x, (sin x)′H = cos x, (exp x)′H = exp x.

4.4.2. Спiввiдношення мiж H –аналiтичнiстю та кватернiонною

диференцiйовнiстю

В основi поняття кватернiонної диференцiйовностi лежить прямий
перенос поняття диференцiйовностi з дiйсного i комплексного аналiзу.
Некомутативнiсть кватернiонiв призводить до двох випадкiв:

h 7→ h−1∆fx(h) , (4.128)

h 7→ ∆fx(h)h−1 , (4.129)

де для кватернiонної функцiї f : Ω → H покладено

∆fx(h) := f(x + h)− f(x) .

З властивостей кватернiонного спряження маємо:

h−1∆fx(h) = ∆fx(h)h
−1

. (4.130)

Таким чином, попереднi два випадки по сутi зводиться один до одного. Тому
будемо розглядати один з них.

Означення 4.4.2. Скажемо, що функцiя f має лiву похiдну, якщо iснує
границя

′f(x) := lim
h→0

x+h∈Ω

h−1∆fx(h), (4.131)

яка називається лiвою похiдною функцiї f в точцi x .
Аналогiчне означення для правої похiдної.
Означення 4.4.3. Функцiя f називається лiво-диференцiйовною в

точцi x , якщо iснує стала Bx ∈ H така, що

∆fx(h) = hBx + o(h), h → 0. (4.132)
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Аналогiчне означення для правої диференцiйовностi.
Вiдмiтимо, що функцiя f = ax + b , a, b ∈ H є право диференцiйовною

у всьому просторi H , а функцiя g = xa + b є лiво-диференцiйовною в H .
Нагадаємо, що обидвi цi функцiї є також H –аналiтичними. Але квадратичний
полiном також є H –аналiтичною функцiєю. Чи буде вiн диференцiйовним в
сенсi попереднього означення?

Розглянемо функцiю α = x2 . Тодi

∆αx(h) = xh + hx + h2.

А при це означає, що при x /∈ R функцiя α не має похiдної в H \ R .
В наступнiй теоремi описано всi класи функцiй, якi є лiво- або право-

дифренцiйовним.

Теорема 4.4.3. [122]. Нехай функцiя f : Ω → H лiво-диференцiйовна в
областi Ω , а функцiя g : Ω → H — право-диференцiйовна в Ω . Тодi iснують
кватернiоннi сталi a i b такi, що

f(x) = a + xb ∀x ∈ Ω ,

i iснують кватернiоннi сталi p i q такi, що

g(x) = p + qx ∀x ∈ Ω.

Наслiдок 4.4.2. Множина кватернiонних лiво-диференцiйовних i
кватернiонних право-диференцiйовних функцiй в Ω є пiдмножиною множини
MH(Ω) . Крiм того,

f ′H(x) = ′f(x) = b, g′H(x) = g′(x) = q.

4.4.3. Спiввiдношення мiж H –аналiтичнiстю та F –

гiперголоморфнiстю

Клас кватернiонно диференцiйовних функцiй виявився дуже бiдним i
спонукав до пошуку бiльш цiкавих теорiй кватернiонної диференцiйовностi.
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Нехай Ω — область в R4 . На класi C1(Ω,H) визначаємо оператор Фуетера

DF :=
4∑

`=1

e`
∂

∂x`
. Його стуктура подiбна до комплексного оператора Кошi–

Рiмана
∂

∂z
.

Означення 4.4.4. Функцiя f : Ω → H називається гiперголоморфною
(або F –гiперголоморфною), якщо f ∈ kerDF =: MF (Ω) .

Тобто, F –гiперголоморфнi функцiї задовольняють рiвняння

DF [f ](x) :=
4∑

k=1

ek
∂f

∂xk
= 0. (4.133)

Далi розглянемо диференцiал комплексної функцiї:

dfz0
=

∂f

∂z
(z0) dz +

∂f

∂z
(z0) dz, (4.134)

де
∂f

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
− i

∂

∂y

)
,

∂f

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
.

Рiвнiсть (4.134) має два кватернiоннi аналоги: лiво- i правостороннi:

d(σ(2) · f) =
1

2
(σ(3) · DF [f ]− σ(3) · DF [f ]) , (4.135)

d(g · σ(2)) =
1

2
(DF,r[g] · σ(3) −DF,r[g] · σ(3)) , (4.136)

де f, g ∈ C1(Ω,H) ,

σ(2) = idx2 ∧ dx3 + jdx3 ∧ dx1 + kdx1 ∧ dx2 ,

σ(3) = dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 − idx0 ∧ dx2 ∧ dx3+

+ jdx0 ∧ dx1 ∧ dx3 − kdx0 ∧ dx1 ∧ dx2 ,

i DF,r означає дiю оператора DF справа, а DF — кватернiонно спряжене з DF .
Зрозумiлими є наступнi вiдповiдностi:

DF ←→ ∂

∂z
; DF ←→ ∂

∂z
;

σ(3) ←→ dz ; σ(3) ←→ dz .

(4.137)
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Означення 4.4.5. (Гiпердиференцiйовнiсть для F –
гiперголоморфностi). Функцiя f ∈ C1(Ω,H) називається
гiпердиференцiйовною, якщо iснує Ax ∈ H таке, що

d(σ(2)f) = σ(3) · Ax .

Тут реалiзована iдея коефiцiєнту пропорцiйностi мiж диференцiалами.
Але тут ми маємо справу з диференцiальними формами третього степеня. Це
обумовлено розмiрнiстю простору R4 .

Далi визначимо аналоги приросту функцiї i приросту аргументу. Нехай
задано фiксоване x0 ∈ Ω i нехай

Π :=

{
x0 +

3∑

k=1

hktk ∈ R4|(t1, t2, t3) ∈ [0, 1]3

}

— паралелепiпед з вершиною x0 , а

∂Π :=

{
x0 +

3∑

k=1

hktk ∈ R4|(t1, t2, t3) ∈ ∂([0, 1]3)

}

— його межа. У комплексному випадку Π = [z0, z] є вiдрiзком, а ∂Π = {z0, z}
— складається з двох точок.

Для визначення аналога похiдної, введемо наступнi поняття.
Для заданого паралелепiпеда Π з вершиною x0 , iнтеграл∫

∂Π
σ(2)f(x)

назвемо приростом функцiї f в точцi x0 , а iнтеграл∫

Π
σ(3)

— приростом аргументу.
Означення 4.4.6. (Гiперпохiдна для оператора Фуетера). Нехай

задано послiдовнiсть паралелепiпедiв {Πn}n∈N з вершиною x0 таких, що
diamΠn

−→
n →∞ 0 . Функцiя f має гiперпохiдну ′f(x0) в точцi x0 , якщо iснує

границя

lim
n→∞

((∫

Πn

σ(3)
)−1

·
∫

∂Πn

σ(2)f(x)

)
.
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Нижче описується зв’язок мiж введеними вище поняттями.

Теорема 4.4.4. [122] f ∈ MF (Ω) тодi i тiльки тодi, коли f

гiпердиференцiйовна. Крiм того,

Ax =
1

2
DF [f ](x) .

Теорема 4.4.5. [122] Якщо f ∈ MF (x0) , то f має гiперпохiдну в точцi
x0 i

Ax0 = ′f(x0) =
1

2
DF (x0).

Для функцiї f ∈ MF (Ω) гiперпохiдна ′f обчислюється за формулою

′f(x) =
1

2
DF [f ](x) =

1

2

(
e1

∂f

∂x1
−

4∑

k=2

ek
∂f

∂xk

)
. (4.138)

Оскiльки за означенням MF (Ω) ⊂ C1(Ω) , а H –аналiтичнi функцiї мають
диференцiйовнi дiйснозначнi компоненти, то має сенс порiвнювати множини
MH(Ω) та MF (Ω) за однакових умов гладкостi.

Теорема 4.4.6. На класi C1(Ω) справедливе включення MF (Ω) ⊂
MH(Ω) . Крiм того,

′f(x) = f ′H(x) =
∂f

∂x1
. (4.139)

Доведення. За теоремою 4.4.1, C1(Ω) ⊂ MH(Ω) . Але, крiм умови
MF (Ω) ⊂ C1(Ω) , F –гiперголоморфна функцiя мiстить додаткову умову
(4.133). Тому MF (Ω) ⊂ MH(Ω) .

Тепер доведемо рiвнiсть (4.139). Оскiльки умова f ∈ MF (Ω) еквiвалентна

умовi
4∑

k=1

ek
∂f

∂xk
= 0, то

−1

2

4∑

k=1

ek
∂f

∂xk
= 0. (4.140)
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До обох сторiн рiвностi(4.140) додамо вираз
∂f

∂x1
:

1

2

(
e1

∂f

∂x1
−

4∑

k=2

ek
∂f

∂xk

)
=

∂f

∂x1
. (4.141)

Лiва частина рiвностi (4.141) рiвна ′f(x) , i тому ми маємо ′f(x) =
∂f

∂x1
. Беручи

до уваги рiвнiсть (4.124), отримуємо формулу (4.139). Теорему доведено.

Зауваження 4.4.28. Справедливими є аналогiчнi результати для
правостороннього оператора Фуетера, тобто для наступного оператора:

4∑

k=1

∂f

∂xk
ek = 0.

Бiльше деталей разом з доведеннями можна знайти в статтях [199], [135],
[122].

4.4.4. Спiввiдношення мiж H –аналiтичнiстю та MT –

гiперголоморфнiстю

Означення 4.4.7. Функцiя f : Ω ⊂ R3 → H класу C1(Ω) називається
Моiсiл–Теодореско–гiперголоморфною (або коротко MT –гiперголоморфною),
якщо в кожнiй точцi з Ω функцiя f задовольняє умову

DMT [f ](x) :=
4∑

k=2

ek
∂f

∂xk
(x) = 0.

Позначимо через MMT (Ω) множину всiх MT –гiперголоморфних функцiй
в областi Ω .

Оператор DMT можна розглядати як оператор DF , але який дiє на
функцiю, незалежну вiд змiнної x1 . Тодi для f ∈ MMT (Ω) маємо: f ∈
MF (R × Ω) , тодi DF [f ] =

∂f

∂x1
+ DMT [f ] = 0 + 0 = 0 . Тодi f має F –похiдну

DF [f ] =
∂f

∂x1
= 0 . Крiм того, очевидним є включення MMT ⊂ MH i

f ′MT (x) = f ′H(x) = 0.
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Виявляється MT –гiперголоморфнi функцiї можуть мати iншу похiдну,
яка володiє властивостями, подiбними до F –похiдної.

Розглянемо

Di
MT [f ](x) := e2DMT [f ](x) =

∂f

∂x2
− e4

∂f

∂x3
+ e3

∂f

∂x4
= 0. (4.142)

Зрозумiло, що множина розв’язкiв рiвняння (4.142) спiвпадає з множиною
MMT , але структура оператора Di

MT подiбна до оператора DF . Тепер для
функцiй f ∈ kerDi

MT можна визначити похiдну f ′MT,i . Зокрема, справедлива
наступна формула для i–гiперпохiдної (див. [122, с. 537]):

f ′MT,i =
1

2
Di

MT [f ](x) =
1

2

(
∂f

∂x2
+ e4

∂f

∂x3
− e3

∂f

∂x4

)
. (4.143)

Розглянемо змiнну x := x2e2 + x3e3 + x4e4 = e2(x2 − x3e4 + x4e3) . Через x̃

позначимо змiнну x2 − x3e4 + x4e3 .
Тепер розглядатимемо функцiї з kerDi

MT змiнної x̃ . Нехай функцiя f :

Ω̃ = −e2Ω −→ H належить kerDi
MT (Ω̃) = MMT (Ω̃) . Зауважимо, що i–

гiперпохiдна вiд f(x̃) ∈ MMT (Ω̃) визначена рiвнiстю (4.143).
Легко перевiряються наступнi рiвностi:

x2 =
1

2
(e1x̃e1 − e2x̃e2),

x3 =
1

2
(e4x̃e1 − e2x̃e3),

x4 = −1

2
(e3x̃e1 + e2x̃e4).

(4.144)

Використовуючи спiввiдношення (4.144), подiбно до доведення теореми 4.4.1,
доводиться наступна формула для H –похiдної:

f ′H(x̃) =
∂f

∂x2
. (4.145)

Теорема 4.4.7. На класi C1(Ω̃) справедливе включення MMT (Ω̃) ⊂
MH(Ω̃) . Крiм того,

f ′MT,i(x̃) = f ′H(x̃) =
∂f

∂x2
. (4.146)
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Доведення. Включення MMT (Ω̃) ⊂ MH(Ω̃) є очевидним. Доведемо
формулу (4.146). Оскiльки

f ∈ MMT (Ω̃) ⇐⇒ ∂f

∂x2
− e4

∂f

∂x3
+ e3

∂f

∂x4
= 0,

то
−1

2

(
∂f

∂x2
− e4

∂f

∂x3
+ e3

∂f

∂x4

)
= 0. (4.147)

До обох частин рiвностi (4.147) додамо вираз
∂f

∂x2
:

1

2

(
∂f

∂x2
+ e4

∂f

∂x3
− e3

∂f

∂x4

)
=

∂f

∂x2
. (4.148)

Лiва частина рiвностi (4.148) рiвна f ′MT,i(x̃) i ми маємо: f ′MT,i(x̃) =
∂f

∂x2
.

Приймаючи до уваги рiвнiсть (4.145), отримуємо формулу (4.146). Теорему
доведено.

Iснує два аналоги формули (4.142):

Dj
MT [f ](x) := e3DMT [f ](x) = e4

∂f

∂x2
+

∂f

∂x3
− e2

∂f

∂x4
= 0,

Dk
MT [f ](x) := e4DMT [f ](x) = −e3

∂f

∂x2
+ e2

∂f

∂x3
+

∂f

∂x4
= 0.

Для цих операторiв справедливi аналогiчнi результати як для оператора Di
MT .

4.4.5. Спiввiдношення мiж H –аналiтичнiстю та клiффордовим

аналiзом для кватернiонних функцiй

Позначимо через C`0,m клiффордову алгебру з базисними векторами
e1, e2, . . . , em i одиницею e0 = 1 . Звичайно параметр m є натуральним. При
m = 2 маємо C`0,2 = H . В клiффордовому аналiзi розглядають оператори,
подiбнi до оператора Фуетера. Зазвичай їх називають оператором Кошi–Рiмана
та спряженим до нього:

DCR :=
m∑

`=0

e`
∂

∂x`
, DCR :=

m∑

`=0

e`
∂

∂x`
.
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Теорiя функцiй для kerDCR називається клiффордовим аналiзом. Оскiльки
C`0,2 = H , то можемо розглядати оператор Кошi–Рiмана для випадку m = 2 :

DCR :=
2∑

`=0

e`
∂

∂x`
.

Аналогом оператора Моiсiла-Теодореску в клiффордовому аналiзi є
оператор Дiрака. Нехай Ω — область в Rm . На класi C1(Ω; C`0,m) визначимо
оператор Дiрака рiвнiстю

DDir :=
m∑

`=1

e`
∂

∂x`
.

Зауважимо, що клiффордове спряжене до DDir рiвне DDir = −DDir . Тому
розширюючи область Ω до областi Ω̃ ⊂ Rm+1 , можемо записати

DCR =
m∑

`=0

e`
∂

∂x`
=

∂

∂x0
+DDir ,

i, як наслiдок, функцiю f ∈ kerDDir можемо ототожнити з функцiєю f̃ ∈
kerDCR рiвнiстю

f̃(x0, x1, x2, . . . , xm) := f(x1, x2, . . . , xm) для кожного x0.

Тому кожна функцiя з kerDDir має гiперпохiдну в сенсi оператора Кошi–
Рiмана, яка є тотожним нулем в Ω :

′f̃(x0, x
0) =

1

2
DCR[ f̃ ](x0, x

0) = −DDir[f ](x1, x2, . . . , xm) = 0 .

Дослiдимо, що буде у випадку m = 2 , тобто для C`0,2 = H ? Маємо

DDir =
2∑

`=1

e`
∂

∂x`
= i

∂

∂x1
+ j

∂

∂x2
=

= i

(
∂

∂x1
− k

∂

∂x2

)
= j

(
∂

∂x2
+ k

∂

∂x1

)
.

Остання рiвнiсть означає, що теорiя кватернiонного оператора Дiрака зводиться
до вивчення голоморфних або антиголоморфних функцiй однiєї комплексної
змiнної.
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Подiбно до доведення теореми 4.4.6 доводиться наступне твердження.

Теорема 4.4.8. На класi C1(Ω) справедливе включення kerDCR(Ω) ⊂
MH(Ω) . Крiм того,

′fCR(x) = f ′H(x) =
∂f

∂x0
.

4.4.6. Спiввiдношення мiж H –аналiтичнiстю та s–регулярнiстю

Теорiя так званих кватернiонних s–регулярних (вiд slice–regular) функцiй
була започаткована Г. Джентiлi та Д. Струппою в роботi [84], базуючись на iдеї
К. Куллiна [64]. Ми будемо розглядати кватернiоннi s–регулярнi функцiї в кулi
B := {x ∈ H : |x| < R} .

Оскiльки кватернiони некомутативнi, то природно, що iснують лiво- i
право– s–регулярнi функцiї. Клас усiх лiво– s–регулярних функцiй f : B → H
в областi B спiвпадає iз збiжними в B степеневими рядами вигляду

∞∑
n=0

xn an ,

an ∈ H (див., наприклад, теорему 2.7 в [85], або [86, с. 15], або теорему

6.1.5 в [44]). Крiм того, лiва s -похiдна ′fs(x) степеневого ряду
∞∑

n=0
xn an рiвна

∞∑
n=1

nxn−1 an . Аналогiчно, клас усiх право– s–регулярних функцiй f : B → H

в областi B спiвпадає з степеневими рядами вигляду
∞∑

n=0
an xn , an ∈ H .

Крiм того, права s -похiдна f ′s(x) степеневого ряду
∞∑

n=0
an xn рiвна

∞∑
n=1

nan xn−1 .

Будемо розглядати лише клас лiво– s–регулярних функцiй.

Теорема 4.4.9. Множина (лiво i право) s–регулярних функцiй f : B →
H в B є пiдмножиною множини MH(B) . Крiм того,

′fs(x) = f ′H(x) =
∂f

∂x1

для лiво– s–регулярних функцiй та

f ′s(x) = f ′H(x) =
∂f

∂x1

для право– s–регулярних функцiй.
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Доведення. Розглянемо клас лiво– s–регулярних функцiй. В прикладi
4.4.3 показано, що кожна лiво– s–регулярна функцiя f(x) =

∞∑
n=0

xn an є H –

аналiтичною в кулi своєї збiжностi. Крiм того, за теоремою 4.4.2 H –похiдна
f ′H(x) спiвпадає з лiвою s -похiдною ′fs(x) . Випадок для право– s–регулярних
функцiй доводиться аналогiчно. Теорему доведено.

В той же час, iснують H –аналiтичнi функцiї, якi не є анi лiво– s–
регулярними, анi право– s–регулярними (див. приклад 4.4.2).

4.5. Голоморфнi функцiї в узагальнених алгебрах

Келi–Дiксона

Алгебри Келi–Дiксона є спецiальним класом некомутативних алгебр.
Зауважимо, що кватернiони також є алгеброю Келi–Дiксона. Узагальнення
умов Кошi–Рiмана у всiх алгебрах Келi–Дiксона здiйснено в роботi [118],
де визначенi диференцiйовнi функцiї змiнних, що належать алгебрам Келi–
Дiксона. Для таких функцiй встановлено аналоги основних результатiв
комплексного аналiзу.

У цьому пiдроздiлi, на вiдмiну вiд роботи [118], дослiджується iнший
клас диференцiйовних функцiй (з використанням оператора Дiрака) в алгебрах
Келi–Дiксона i, що бiльш важливо, запропоновано алгоритм конструктивної
побудови функцiй iз згаданого класу. Результати цього пiдроздiлу опублiковано
в роботах [78,79].

4.5.1. Алгебри Келi–Дiксона та деякi їх властивостi

Нехай K — комутативне поле з charK 6= 2 i A — алгебра над полем K.

Алгебра з одиницею A 6= K така, що x2 + αxx + βx = 0 для кожного x ∈ A i
αx, βx ∈ K, називається квадратичною алгеброю.

Нижче коротко наведено процедуру Келi–Дiксона i властивостi отриманих
алгебр. Детальнiше про процедуру Келi–Дiксона див. [?] i [177].
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Нехай A — скiнченновимiрна алгебра з одиницею над полем K iз
скалярною iнволюцiєю

: A → A, a → a,

тобто з лiнiйним вiдображенням, яке задовольняє наступнi спiввiдношення:

ab = ba, a = a

i
a + a, aa ∈ K · 1 для всiх a, b ∈ A.

Елемент a називається спряженим до елемента a, а лiнiйна форма

t : A → K, t (a) = a + a

i квадратична форма
n : A → K, n (a) = aa

називаються, вiдповiдно, слiдом i нормою елемента a. Отже, алгебра A зi
скалярною iнволюцiєю є квадратичною.

Нехай γ ∈ K — фiксований ненульовий елемент. Визначимо алгебраїчне
множення на векторному просторi:

A⊕ A : (a1, a2) (b1, b2) := (a1b1 + γb2a2, a1b2 + b1a2) . (4.149)

Таким способом ми отримуємо алгебраїчну структуру над A⊕A , яку позначимо
через (A, γ) i назвемо алгеброю, отриманою з A процедурою Келi–Дiксона або
узагальненою алгеброю Келi–Дiксона. Маємо dim (A, γ) = 2 dim A .

Нехай x ∈ (A, γ) , x = (a1, a2) . Вiдображення

: (A, γ) → (A, γ) , x → x̄ = (a1,−a2)

є скалярною iнволюцiєю алгебри (A, γ) , в певному сенсi, є продовженням
iнволюцiї алгебри A.

Покладаючи A = K i застосовуючи процедуру t разiв, t ≥ 1, отримаємо
алгебру над K :

At =
(γ1, ..., γt

K

)
.
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За iндукцiєю в цiй алгебрi, множина {e0 = 1, e1, ..., en−1}, n = 2t, породжує
базис з властивостями:

e2
i = γi 1, γi ∈ K, γi 6= 0, i = 1, ..., n− 1 (4.150)

i

eiej = −ejei = βijek, βij ∈ K, βij 6= 0, i 6= j, i, j = 1, ...n− 1, (4.151)

де βij i ek однозначно визначаються через ei i ej.

З леми 4 [177] випливає, що в алгебрi At з базисом B = {e0 =

1, e1, ..., en−1} , що задовольняє спiввiдношення (4.150) i (4.151), справедливi
рiвностi

ei (eix) = γ2
i x = (xei)ei (4.152)

для всiх i ∈ {1, 2, ..., n− 1} i x ∈ A.

Алгебри At некомутативнi i неасоцiативнi, але гнучкi (тобто x(yx) =

(xy)x = xyx для всiх x, y ∈ At) , квадратичнi та степенево асоцiативнi (тобто
пiдалгебра < x > алгебри A , породжена довiльним елементом x ∈ A , —
асоцiативна).

Для порiвняння алгебр Келi–Дiксона з алгебрами Клiффорда, наведемо
початковi вiдомостi про клiффордовi алгебри.

Нехай поле K мiстить первiсний корiнь (тобто, корiнь n− го степеня
з одиницi) ω . Нехай також A — асоцiативна алгебра над K. Нехай S =

{e1, ..., er} — множина елементiв в A таких, що eiej = ωejei для всiх i < j i
en
i ∈ {1, ω, ω2, ..., ωn−1} . Узагальнена алгебра Клiффорда над полем K Clnr (K)

визначається як полiномiальна алгебра K[e1, ..., er]. Нагадаємо, що алгебра
Clnr (K) є асоцiативною. Бiльш детальну iнформацiю про алгебри Клiффорда
можна знайти в роботах [194], [52].

Приклад 4.5.1. 1) При n = 2 маємо Cl2r (K) з ω = −1, eiej = −ejei

для всiх i < j i e2
i ∈ {−1, 1}. Якщо r = p + q i e2

1 = ... = e2
p = 1, e2

p+1 = .. =

e2
q = −1, то алгебру Cl2r (K) позначають через Clp,q (K) .

2) i) При p = q = 0 , маємо Cl0,0 (K) ' K;
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ii) При p = 0, q = 1 маємо двовимiрну алгебру Cl0,1 (K) з базисним
вектором e1 таким, що e2

1 = −1 , тобто Cl0,1 (K) ' K (e1) . При K = R ,
очевидно, маємо Cl0,1 (R) ' C.

iii) При p = 0, q = 2 алгебра Cl0,2 (K) є чотиривимiрною алгеброю,
породженою векторами {1, e1, e2, e1e2}. Оскiльки e2

1 = e2
2 = (e1e2)

2 = −1 та
e1e2 = −e2e1, то приходимо до висновку, що ця алгебра iзоморфна алгебрi
кватернiонiв H .

iv) При p = 1, q = 1 або при p = 2, q = 0 маємо алгебру Cl1,1 (K) '
Cl2,0 (K) , яка iзоморфна алгебрi паракватернiонiв або антикватернiонiв (див.
[100]).

Далi встановимо деякi тотожностi в алгебрах Келi–Дiксона. Нехай A —
алгебра Келi–Дiксона з базисом {e0 := 1, e1, ..., en} таким, що emer = −erem,

r 6= m, e2
m = γm ∈ K, m ∈ {1, 2, ..., n}. Для елементiв a =

n∑
m=0

amem, b =

n∑
m=0

bmem визначимо елемент T (a, b) в K рiвнiстю T (a, b) =
n∑

m=0
e2
mambm.

Через
−→
A позначимо множину елементiв {−→a : −→a =

n∑
m=1

amem, am ∈ K}. Тодi

спряжений до елемента a подається у виглядi a = a0−−→a . Очевидно,
−−→
(−→a ) = −→a

i −→em = em.

Лема 4.5.1. Нехай A — алгебра Келi–Дiксона. Тодi справедливi рiвностi
1)

T (a, b) = T (b, a) ,

для всiх a, b ∈ A.

2)
T (λa, b) = λT (a, b) ,

для всiх λ ∈ K, a, b ∈ A.

3)
T (a, b + c) = T (a, b) + T (a, c) ,

для всiх a, b, c ∈ A.
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4)
T (a, a) = aa = n (a) ,

для всiх a ∈ A

5)
−→a −→b = 2T

(−→a ,
−→
b

)
−−→b −→a , (4.153)

ab = ba− 2
−→
b −→a + 2T

(−→a ,
−→
b

)
, (4.154)

−−→−→a −→b = −T
(−→a ,

−→
b

)
+−→a −→b . (4.155)

(−→a )2 ∈ K, (4.156)

для всiх a, b ∈ A.

Доведення.

Спiввiдношення 1), 2), 3), 4) очевиднi. 5) Для −→a =
n∑

m=1
amem,

−→
b =

n∑
m=1

bmem , маємо

−→a −→b =
n∑

m=1

amem ·
n∑

m=1

bmem =
n∑

m=1

e2
mambm +α = T

(−→a ,
−→
b

)
+α, α ∈ −→A. (4.157)

Обчислимо
−→
b −→a = T

(−→a ,
−→
b

)
− α, α ∈ −→A. (4.158)

Якщо ми додамо спiввiдношення (4.157) та (4.158) , то отримаємо −→a −→b +
−→
b −→a = 2T

(−→a ,
−→
b

)
, тобто тотожнiсть (4.153) доведено.

Для a = a0 +−→a i b = b0 +
−→
b , обчислюємо

ab = (a0 +−→a )
(
b0 +

−→
b

)
= a0b0 + a0

−→
b + b0

−→a +−→a −→b

та
ba =

(
b0 +

−→
b

)
(a0 +−→a ) = b0a0 + b0

−→a + a0
−→
b +

−→
b −→a .



299

З останнiх двох рiвностей i з рiвностi (4.153) отримуємо ab−ba = −→a −→b −−→b −→a =

2T
(−→a ,

−→
b

)
− 2

−→
b −→a , тобто тотожнiсть (4.154) доведено.

Тотожнiсть (4.155) очевидна. Для −→a =
n∑

m=1
amem, справедлива рiвнiсть

(−→a )2 =
n∑

m=1
(am)2 ∈ K .

В алгебрi кватернiонiв доведенi вище тотожностi були отриманi в роботi
[201].

Теорема 4.5.1. Нехай A — алгебра Келi–Дiксона така, що e2
m = −1, для

всiх m ∈ {1, 2, ..., n} . Якщо n > 1 то для всiх x ∈ A справедлива рiвнiсть

x =
1

1− n

n∑
m=0

emxem.

Доведення. Нехай x =
n∑

m=0
emxm . З леми 4.5.1 i тотожностi (4.152) маємo

n∑
m=0

emxem = x +
n∑

m=1

emxem =

= x +
n∑

m=1

em (emx− 2em
−→x + 2T (em,−→x )) =

= x +
n∑

m=1

e2
mx− 2

n∑
m=1

e2
m
−→x + 2

n∑
m=1

e2
memxm =

= x− nx + 2n−→x − 2
n∑

m=1

emxm =

= (1− n) x− 2 (1− n)−→x = (1− n) (x− 2−→x ) =

= (1− n) x.

Для дiйсних кватернiонiв отримуємо добре вiдому тотожнiсть:

x = −1

2
(x + ixi + jxj + kxk) .

Теорема 4.5.2. Нехай A — алгебра Келi–Дiксона. Тодi для всiх x, y, z ∈
A справедлива рiвнiсть

(xy − yx)2 z = z (xy − yx)2 . (4.159)
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Доведення. Враховуючи рiвнiсть (4.154) i тотожнiсть T (−→x ,−→y ) ∈ K , з
(4.159) маємо

(−2−→y −→x + 2T (−→x ,−→y ))
2
z = z (−2−→y −→x + 2T (−→x ,−→y ))

2 ⇒

⇒
[
4 (−→y −→x )

2
+ 4T 2 (−→x ,−→y )− 8 (−→y −→x ) T (−→x ,−→y )

]
z =

= z
[
4 (−→y −→x )

2
+ 4T 2 (−→x ,−→y )− 8 (−→y −→x ) T (−→x ,−→y )

]
⇒

⇒ 4 (−→y −→x )
2
z + 4T 2 (−→x ,−→y ) z − 8T (−→x ,−→y ) (−→y −→x ) z =

= 4z (−→y −→x )
2
+ 4T 2 (−→x ,−→y ) z − 8T (−→x ,−→y ) z (−→y −→x ) .

З останньої рiвностi маємо рiвнiсть
(−→y −→x )

2
z − 2T (−→x ,−→y ) (−→y −→x ) z = z (−→y −→x )

2 − 2T (−→x ,−→y ) z (−→y −→x ) .

Позначимо

E =
[
(−→y −→x )

2
z − z (−→y −→x )

2
]
−

− [2T (−→x ,−→y ) (−→y −→x ) z − 2T (−→x ,−→y ) z (−→y −→x )]

i покажемо, що E = 0. Для цього, введемо ще однi позначення

E1 = (−→y −→x )
2
z − 2T (−→x ,−→y ) (−→y −→x ) z

i
E2 = z (−→y −→x )

2 − 2T (−→x ,−→y ) z (−→y −→x ) .

Спочатку обчислимо E1. Маємо

E1 = [(−→y −→x )
2 − 2T (−→x ,−→y ) (−→y −→x )]z.

З тотожностi (4.155) маємо −→y −→x = T (−→y ,−→x ) +
−−→−→y −→x .

Тодi
(−→y −→x )

2
= T 2 (−→y ,−→x ) +

(−−→−→y −→x
)2

+ 2T (−→y ,−→x )

Тому

E1 = [T 2 (−→y ,−→x ) +
(−−→−→y −→x

)2
+ 2T (−→y ,−→x )

−−→−→y −→x − 2T (−→x ,−→y ) (−→y −→x )]z =
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= [T 2 (−→y ,−→x ) +
(−−→−→y −→x

)2
+ 2T (−→y ,−→x ) (

−−→−→y −→x −−→y −→x )]z.

Оскiльки
−−→−→y −→x −−→y −→x = −T (−→y ,−→x ) , то з (4.156) маємо

[(−→y −→x )
2 − 2T (−→x ,−→y ) (−→y −→x )] = [

(−−→−→y −→x
)2
− T 2 (−→y ,−→x )]=α ∈ K . Тому E1 = αz.

Тепер обчислимо E2. Будемо мати E2 = z[(−→y −→x )
2 − 2T (−→x ,−→y ) (−→y −→x )] =

= zα = αz, оскiльки α ∈ K.

Отже, маємо E = E1 − E2 = 0, тобто, спiввiдношення (4.159) доведено.

Зауваження 4.5.29. 1) Тотожнiсть (4.159) називається тотожнiстю
Холла. У попереднiй теоремi тотожнiсть Холла доведено для довiльної алгебри
Келi–Дiксона i для довiльної клiффордової алгебри Clp,q (K) .

2) Тотожнiсть (4.159) може бути записана у виглядi [x, y]2 z = z [x, y]2 або[
[x, y]2 , z

]
= 0, де [x, y] = xy − yx називається комутатором двох елементiв.

Якщо A = H, то тотожнiсть (4.159) доведена Холлом в [91]. Якщо A = H i,
наприклад, y = i, z = j, маємо квадратне кватернiонне рiвняння коренем якого
є довiльний кватернiон:

xixk + kxix + ixixj − jxixi + x2j − jx2 − ix2k − kx2i = 0.

4.5.2. Алгоритм Бейлса

В роботi [45] Дж. Бейлсом описано множення базисних векторiв алгебри
At, dim At = 2t = n при γ1 = ... = γt = −1 i K = R , використовуючи
двiйковий (бiнарний) розклад для запису iндексiв. Спочатку сформулюємо
загальне зауваження.

Зауваження 4.5.30. Нехай ep, eq — два вектори з базису B , де p, q

представленi бiнарним розкладом для iндексiв цих векторiв, тобто p, q ∈ Zn
2 .

Маємо, що epeq = γn (p, q) ep⊗q, де:
1) p⊗ q — сума p i q належать групi Zn

2 або, точнiше, "особливий або"
для бiнарних чисел p i q;

2) γn — функцiя γn : Zn
2 × Zn

2 → {−1, 1}.
Вiдображення γn називається спiральним вiдображенням.
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Елементи групи Zn
2 можна розглядати як цiлi числа вiд 0 до 2n − 1

iз множенням "особливий або" бiнарних представлень. Очевидно, ця операцiя
еквiвалентна додаванню в Zn

2 .

Всюди далi в цьому параграфi будемо розглядати K = R. Користуючись
такими ж позначеннями, як у роботi Дж. Бейлса, розглянемо наступнi матрицi:

A0 = A =

(
1 1

1 −1

)
, B =

(
1 −1

1 1

)
, C =

(
1 −1

−1 −1

)
. (4.160)

В тiй же роботi [45, c. 88–91] отримано властивостi спiральних вiдображень
γn i сформульовано цi властивостi у виглядi таблицi. Дж. Бейлс подiлив
спiральну таблицю для Zn

2 на 2× 2 матрицi i отримав наступний результат.

Теорема 4.5.3. Для n > 0 спiральну таблицю Келi–Дiксона γn можна
подiлити на квадратнi матрицi розмiрностi 2 вигляду A,B,C,−B,−C,

визначенi спiввiдношеннями (4.160). Спiввiдношення мiж ними наступнi:

Рис. 1: спiральнi дерева

Означення 4.5.1. Нехай x = x0, x1, x2, .... i y = y0, y1, y2, ..... — двi
послiдовностi дiйсних чисел. Впорядкована пара

(x, y) = x0, y0, x1, y1, x2, y2, ....
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називається перетасованою послiдовнiстю послiдовностей x та y .
З урахуванням теореми 1.2 з [45] нижче наведено алгоритм знаходження

γn (s, r) , де s, r ∈ Zn
2 :

1) знаходимо перетасовану послiдовнiсть (s, r) ;
2) починаючи з кореня A0 , знаходимо γn (s, r) , використовуючи спiральнi

дерева (рис. 1). При цьому, прийнято наступнi домовленостi: ”00”=незмiнний,
”01”=лiвий → правий, ”10”=правий → лiвий, ”11”=правий → правий.

Нехай H (γ1, γ2) — алгебра узагальнених кватернiонiв i H( − 1,−1) —
алгебра звичайних кватернiонiв з дiленням. Нижче наведено таблицi множення:

· 1 e1 e2 e3

1 1 e1 e2 e3

e1 e1 γ1 e3 γ1e2

e2 e2 −e3 γ2 −γ2e1

e3 e3 −γ1e2 γ2e1 γ1γ2

Таблиця множення алгебри узагальнених кватернiонiв

· 1 e1 e2 e3

1 1 e1 e2 e3

e1 e1 −1 e3 −e2

e2 e2 −e3 −1 e1

e3 e3 e2 −e1 −1

Таблиця множення алгебри кватернiонiв з дiленням

· 1 e1 e2 e3

1 1 1 1 1

e1 1 −1 1 −1

e2 1 −1 −1 1

e3 1 1 −1 −1

спiральна таблиця кватернiонiв

(
A0 A

B −B

)

спiральна таблиця кватернiонiв, використовуючи позначення теореми 1.2.
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Приклад 4.5.2. Нехай A4 — алгебра дiйсних седенiонiв. Це означає,
що dim A4 = 16 i {1, e1, ..., e15} — базис в цiй алгебрi. Обчислимо e7e13 =

γ4(72, 132)e7⊗13. Маємо наступний двiйковий розклад:

72 = 0111, оскiльки 7 = 22 + 2 + 1,

132 = 1101, оскiльки 13 = 23 + 22 + 1.

Оскiльки 0111⊗ 1101 = 1010(= 23 + 2 = 10), то 7⊗ 13 = 10.

Тепер обчислимо γ4 (e7, e13) . Спочатку перетасуємо послiдовностi 0111 i
1101. Отримаємо 01 11 10 11. Починаючи з A0, маємо: A0

01→ A
11→ −C

10→
C

11→ −C, тодi γ4 (e7, e13) = −1 i e7e13 = −e10.

4.5.3. Лiво-At -гiперголоморфнi функцiї в узагальнених алгебрах

Келi–Дiксона

У цьому пунктi для узгальнених алгебр Келi–Дiксона At, виписавши
базиснi елементи зручним способом, ми отримаємо таблицi множення для
певних елементiв базису. Користуючись цими результатами, в теоремi 4.5.9
отримуємо приклад лiво-гiперголоморфної функцiї в узагальнених алгебрах
Келi–Дiксона.

Зауваження 4.5.31. 1) В алгебрi узагальнених кватернiонiв H (γ1, γ2)

базис може бути записаний у виглядi

{1 = e0, e1, e2, e1e2}.

Для алгебри узагальнених октонiонiв O(γ1, γ2, γ3) базис може бути записаний
у виглядi

{1 = e0, e1, e2, e1e2, e4, e1e4, e2e4, (e1e2) e4}.
Тому e3 = e1e2, e7 = e3e4 = (e1e2) e4, e2e4 = e6 i при обчисленнi цих добуткiв
елементи γ1, γ2, γ3 не з’являються або з’являється добуток деяких з них в кiнцi.

Зауважимо, що в алгебрi At =
(

γ1,...,γt

R
)
в добутках

e1e2, (e1e2) e4, ..., ((e2re2r+1) . . . e2k)e2i
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елементи γ1, γ2, ..., γt або їх добутки не з’являються або з’являються в кiнцi.
2) Використовуючи попереднє зауваження, базис в алгебрi At =

(
γ1,...,γt

R
)

можна записати у виглядi

{1 = e0, e1, e2, . . . , e2t−1−1, e2t−1, e1e2t−1, e2e2t−1, e3e2t−1, . . . , e2t−1−1e2t−1} (4.161)

з
eie2t−1 = −e2t−1ei = e2t−1ei, i ∈ {1, 2, . . . , 2t−1 − 1}. (4.162)

Теорема 4.5.4. Нехай At =
(

γ1,...,γt

R
)

— алгебра Келi–Дiксона i {e0 =

1, e1, ..., en−1}, n = 2t , — базис. Нехай також r ≥ 1, r < k ≤ i < t. Тодi

((e2re2r+1) . . . e2k)e2i = (−1)k−r+2 eT , (4.163)

((e1e2r)e2r+1) . . . e2k)e2i = (−1)k−r+3 eT+1 , (4.164)

де T = 2r + 2r+1 + . . . + 2k + 2i i

e1e2i = e2i+1 . (4.165)

Доведення. Iз зауваження 4.5.31 випливає, що можна скористатися
теоремою 4.5.3 для γ1, γ2, . . . , γt . Iз зауваження 4.5.30 випливає, що T =

2r + 2r+1 + . . . + 2k + 2i. Для T маємо бiнарний розклад

T2 = 100 . . . 0︸ ︷︷ ︸
i−k−1

111 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k−r+1

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
r

.

Використовуючи тi ж зауваження, отримаємо e2re2r+1 =

γn

(
01...0︸ ︷︷ ︸

r+2

, 10 . . . 0︸ ︷︷ ︸
r+2

)
e2r+2r+1. Далi перетасовуємо послiдовностi 01 . . . 0︸ ︷︷ ︸

r+2

та

10 . . . 0︸ ︷︷ ︸
r+2

, отримуємо 01 10 00 00 . . . 00 00︸ ︷︷ ︸
r пар

. Починаючи з A0 , маємо:

A0
01→ A

10→ C,

тодi γn

(
01 . . . 0︸ ︷︷ ︸

r+2

, 10 . . . 0︸ ︷︷ ︸
r+2

)
= 1 i e2re2r+1 = e2r+2r+1.
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Обчислимо (e2re2r+1)e2r+2. Отримуємо

(e2re2r+1)e2r+2 = e2r+2r+1e2r+2 = γn

(
011...0︸ ︷︷ ︸

r+3

, 10...0︸ ︷︷ ︸
r+3

)
e2r+2r+1+2r+2.

Перетасовуючи 011...0︸ ︷︷ ︸
r+3

i 10...0︸ ︷︷ ︸
r+3

, отримаємо 01 10 1000 00...00 00︸ ︷︷ ︸
r пар

. Починаючи з

A0, будемо мати: A0
01→ A

10→ C
10→ −C, тодi

γn

(
011...0︸ ︷︷ ︸

r+3

, 10...0︸ ︷︷ ︸
r+3

)
= −1,

тому e2r+2r+1e2r+2 = −e2r+2r+1+2r+2. Продовжуючи цю процедуру, зауважимо,
що кiлькiсть ”1” , отриманих в результатi перетасування впливає на знак.
Оскiльки T = 2r + 2r+1 + ... + 2k + 2i має бiнарний розклад

T2 = 100...0︸ ︷︷ ︸
i−k−1

111..1︸ ︷︷ ︸
k−r+1

0...0︸︷︷︸
r

,

в якому k − r + 2 елементiв рiвнi 1, отримуємо спiввiдношення (4.163).
Аналогiчно випливають спiввiдношення (4.164) i (4.165). Теорему доведено.

Теорема 4.5.5. За умов теореми 4.5.4, для алгебри At =
(−1,...,−1

R
)

маємо:
· eT eT+1

eT1
(−1)k−r+1 e2i − (−1)k−r+1 e2i+1

eT1+1 − (−1)
k−r+1

e2i+1 − (−1)
k−r+1

e2i

(4.166)

для r < k , де T = 2r + 2r+1 + ... + 2k + 2i, T1 = 2r + 2r+1 + ... + 2k i

· eT eT+1

e2k eM −eM+1

e2k+1 −eM+1 −eM

, (4.167)

де M = 2k + 2i.

Доведення. Випадок 1 : r < k. Обчислимо eT1
eT . Будемо мати eT1

eT =

γ (s, q) eM , де s, q — бiнарний розклад T1 i T. Бiнарним розкладом M є M2 =

T1 ⊗ T. Тодi M = 2i,

s = 00...0︸ ︷︷ ︸
i−k

111...1︸ ︷︷ ︸
k−r+1

0...0︸︷︷︸
r

, q = 100...0︸ ︷︷ ︸
i−k

111...1︸ ︷︷ ︸
k−r+1

0...0︸︷︷︸
r

.
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Перетасуванням s⊗ q , маємо

01 00 00...00︸ ︷︷ ︸
(i−k) пар

11 11 11 ...11︸ ︷︷ ︸
(k−r+1) пар

00 00 ...00 00︸ ︷︷ ︸
r пар

.

Починаючи з A0, отримаємо:

A0
01→ A

00→ ...
00→︸ ︷︷ ︸

i−k

A
11→ −C

11→ C
11→ −C

11→ C
11→ ...

11→ (−1)k−r+1 C︸ ︷︷ ︸
k−r+1

00→ ...
00→ (−1)k−r+1 C︸ ︷︷ ︸

r

.

Тому γ (s, q) = (−1)k−r+1 .

Тепер обчислимо eT1
eT+1. Для цього будемо перетасовувати

00...0︸ ︷︷ ︸
i−k

111...1︸ ︷︷ ︸
k−r+1

0...0︸︷︷︸
r

з 100...0︸ ︷︷ ︸
i−k

111...1︸ ︷︷ ︸
k−r+1

0...1︸︷︷︸
r

. В результатi маємо:

01 00 00...00︸ ︷︷ ︸
(i−k) пар

11 11 11...11︸ ︷︷ ︸
(k−r+1) пар

00 00...00 01︸ ︷︷ ︸
r пар

.

Починаючи з A0, отримаємо:

A0
01→ A

00→ ...
00→︸ ︷︷ ︸

i−k

A
11→ −C

11→ C
11→ −C

11→ C
11→ ...

11→ (−1)k−r+1 C︸ ︷︷ ︸
k−r+1

00→ ...
01→ − (−1)k−r+1 C︸ ︷︷ ︸

r

.

Для eT1+1eT , перетасуємо 00...0︸ ︷︷ ︸
i−k

111...1︸ ︷︷ ︸
k−r+1

0...1︸︷︷︸
r

з 100...0︸ ︷︷ ︸
i−k

111...1︸ ︷︷ ︸
k−r+1

0...0︸︷︷︸
r

, будемо

мати
01 00 00...00︸ ︷︷ ︸

(i−k) пар

11 01 01...01︸ ︷︷ ︸
(k−r+1) пар

00 00...00 10︸ ︷︷ ︸
r пар

.

Починаючи з A0, отримаємо:

A0
01→ A

00→ ...
00→︸ ︷︷ ︸

i−k

A
11→ −C

11→ C
11→ −C

11→ C → ...
11→ (−1)k−r+1 C︸ ︷︷ ︸

k−r+1

00→ ...
10→ − (−1)k−r+1 C︸ ︷︷ ︸

r

.

Для eT1+1eT+1 обчислимо спочатку (T1 + 1)⊗ (T + 1) . Отримаємо
(
2r + 2r+1 + ... + 2k + 1

)⊗ (
2r + 2r+1 + ... + 2k + 2i + 1

)
=

=

(
00...0︸ ︷︷ ︸

i−k

111...1︸ ︷︷ ︸
k−r+1

0...1︸︷︷︸
r

)
⊗

(
100...0︸ ︷︷ ︸

i−k

111...1︸ ︷︷ ︸
k−r+1

0...1︸︷︷︸
r

)
=

= 10...0︸ ︷︷ ︸
i−k

000...0︸ ︷︷ ︸
k−r+1

0...0︸︷︷︸
r

= 2i.
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Тепер перетасуємо 00...0︸ ︷︷ ︸
i−k

111...1︸ ︷︷ ︸
k−r+1

0...1︸︷︷︸
r

з 100...0︸ ︷︷ ︸
i−k

111...1︸ ︷︷ ︸
k−r+1

0...1︸︷︷︸
r

, отримаємо

01 00 00...00︸ ︷︷ ︸
(i−k) пар

11 01 01...01︸ ︷︷ ︸
(k−r+1) пар

00 00...00 11︸ ︷︷ ︸
r пар

.

Починаючи з A0, будемо мати:

A0
01→ A

00→ ...
00→︸ ︷︷ ︸

i−k

A
11→ −C

11→ C
11→ −C

11→ C
11→ ...

11→ (−1)k−r+1 C︸ ︷︷ ︸
k−r+1

00→ ...
11→ − (−1)k−r+1 C︸ ︷︷ ︸

r

.

Випадок 2 : r = k . Маємо M = 2k ⊗ T = 2i + 2k. Для e2keT перетасуємо
00...0︸ ︷︷ ︸

i−k

10...0︸ ︷︷ ︸
k+1

з 100...0︸ ︷︷ ︸
i−k

0...0︸︷︷︸
k+1

, отримаємо

01 00 00...00︸ ︷︷ ︸
(i−k) пар

10 00 00 ...00︸ ︷︷ ︸
(k+1) пар

.

Починаючи з A0, будемо мати:

A0
01→ A

00→ .....
00→︸ ︷︷ ︸

i−k

A
10→ C

00→ C
00→ ...

00→ C︸ ︷︷ ︸
k+1

.

Для e2keT+1 перетасуємо 00...0︸ ︷︷ ︸
i−k

10...0︸ ︷︷ ︸
k+1

з 100...0︸ ︷︷ ︸
i−k

0...1︸︷︷︸
k+1

, звiдки випливає

01 00 00...00︸ ︷︷ ︸
(i−k) пар

10 00 00 ...01︸ ︷︷ ︸
(k+1) пар

.

Починаючи з A0, будемо мати:

A0
01→ A

00→︸ ︷︷ ︸ ...
00→

i−k

A
10→ C

00→ C
00→ ...

01→ −C︸ ︷︷ ︸
k+1

i т. д. Теорему доведено.

Теорема 4.5.6. Нехай At =
(

γ1,...,γt

R
)

— алгебра Келi–Дiксона. Для
довiльних x1, x2, ..., xt ∈ R \ {0} маємо

(γ1, ..., γt

R

)
'

(
γ1x

2
1, ..., γtx

2
t

R

)
.

Довдення. Нехай At =
(

γ1,...,γt

R
)

з базисом {e0 = 1, e1, ..., en−1}, n = 2t

i нехай A′
t =

(
γ1x

2
1,...,γtx

2
t

R

)
з базисом {e′0 = 1, e′1, ..., e

′
n−1} таким, що (e′i)

2 =
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γix
2
i , i ∈ {1, 2, ..., n − 1}. Зауважимо, що (xiei)

2 = x2
i γi i тодi вiдображення

τ : A′
t → At, τ (e′i) = eixi є iзоморфною алгеброю.

Вище сформульоване твердження є узагальненням твердження 1.1, с. 52
з [112].

Зауваження 4.5.32. З теореми 4.5.6 випливає, що для кожного n = 2t

є лише n неiзоморфних алгебр At . Цi алгебри мають вигляд At =
(

γ1,...,γt

R
)

з
γ1, ..., γt ∈ {−1, 1}.

Нехай {e0 = 1, e1, ..., en−1} — базис в At =
(

γ1,...,γt

R
)
, n = 2t . Областi

Ω ⊂ R2t−1 поставимо у вiдповiднiсть область Ωζ := {ζ = x1e1 + . . . + xn−1en−1 :

(x1, x2, . . . , xn−1) ∈ Ω} , яка мiститься в At.

Розглянемо функцiю Φ : Ωζ → At вигляду

Φ(ζ) =
n−1∑

k=1

Φk(x1, x2, . . . , xn−1)ek, (4.168)

де (x1, x2, . . . , xn−1) ∈ Ω i Φk : Ω → R .

Означення 4.5.2. Функцiю вигляду (4.168) будемо називати лiво-At -
голоморфною в областi Ωζ , якщо частиннi похiднi першого порядку ∂Φk/∂xk

iснують в Ω i в кожнiй точцi Ωζ виконується наступна рiвнiсть:

D[Φ](ζ) =
2t−1∑

k=1

ek
∂Φ

∂xk
= 0.

Оператор D називається оператором Дiрака.
Вiдмiтимо, якщо At — алгебра узагальнених кватернiонiв, то лiво-At -

голоморфнi функцiї також називаються гiперголоморфними. Вiдмiтимо також,
що кожна гiперголоморфна функцiя Φ в областi Ωζ є розв’язком рiвняння

γ1
∂2Φ

∂x2
1

+ γ2
∂2Φ

∂x2
2

+ γ1γ2
∂2Φ

∂x2
3

= 0.

Зауваження 4.5.33. Нехай H (γ1, γ2) — алгебра узагальнених
кватернiонiв з базисом {1, e1, e2, e3}, γ1 > 0, γ2 > 0 i H( − 1,−1) —
алгебра звичайних кватернiонiв з дiленням i базисом {1, i, j, k}. Нехай Ω —
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область в R3 , а Ωζ := {ζ = xi + yj + zk : (x, y, z) ∈ Ω} — вiдповiдна область в
H(− 1,−1) . Функцiя Φ : Ωζ → H(− 1,−1) вигляду

Φ(ζ) = u1 (x, y, z) + u2 (x, y, z) i + u3 (x, y, z) j + u4 (x, y, z) k

буде гiперголоморфною в областi Ω , якщо

D[Φ](ζ) = i
∂Φ

∂x
+ j

∂Φ

∂y
+ k

∂Φ

∂z
= 0.

Для iншої областi ∆ ⊂ R3 поставимо у вiдповiднiсть область ∆ζ̃ := {ζ̃ =

x̃e1+ ỹe2+ z̃e3 : (x̃, ỹ, z̃) ∈ ∆} в алгебрi H (γ1, γ2) . Оператор Дiрака в H (γ1, γ2) ,

який позначимо через D̃ , має вигляд

D̃ := e1
∂

∂x̃
+ e2

∂

∂ỹ
+ e3

∂

∂z̃
.

Елементи базисiв в H (−1,−1) i H (γ1, γ2) задовольняють наступнi
рiвностi:

e1 = i
√

γ1, e2 = j
√

γ2, e3 = k
√

γ1γ2. (4.169)

Встановимо зв’язок мiж гiперголоморфними функцiями в алгебрах
H (−1,−1) i H (γ1, γ2) , де γ1 > 0, γ2 > 0 . Для цього позначимо через

x =
1√
γ1

x̃, y =
1√
γ2

ỹ, z =
1√
γ1γ2

z̃.

Цi спiввiдношення дають операторнi рiвностi:

∂

∂x̃
=

1√
γ1

∂

∂x
,

∂

∂ỹ
=

1√
γ2

∂

∂y
,

∂

∂z̃
=

1√
γ1γ2

∂

∂z
. (4.170)

Тепер, використовуючи спiввiдношення (4.169) i (4.170), отримаємо

D̃[Φ](ζ̃ ) = e1
∂Φ

∂x̃
+ e2

∂Φ

∂ỹ
+ e3

∂Φ

∂z̃
=

= i
∂Φ

∂x

1√
γ1

√
γ1 + j

∂Φ

∂y

1√
γ2

√
γ2 + k

∂Φ

∂z

1√
γ1γ2

√
γ1γ2 =

= i
∂Φ

∂x
+ j

∂Φ

∂y
+ k

∂Φ

∂z
= D[Φ](ζ) = 0.

Використовуючи вище згаданi позначення, отримаємо наступну теорему.
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Теорема 4.5.7. Нехай Ω — довiльна область в R3 i ∆ — область вR3

така, що координати вiдповiдних точок ζ = xi + yj + zk ∈ Ωζ i ζ̃ = x̃e1 +

ỹe2 + z̃e3 ∈ ∆ζ̃ задовольняють наступнi спiввiдношення:

x =
1√

sign(γ1)γ1
x̃, y =

1√
sign(γ2)γ2

ỹ, z =
1√

sign(γ1)sign(γ2)γ1γ2
z̃,

де sign(a) — знак дiйсного, вiдмiнного вiд нуля, числа a . Тодi, якщо функцiя
Φ : Ωζ → H

(
sign(γ1), sign(γ2)

)
гiперголоморфна в областi Ωζ , то ця ж

функцiя Φ змiнної ζ̃ , гiперголоморфна в областi ∆ζ̃ ∈ H(γ1, γ2) . Справедливе
також обернене твердження.

Доведення. Оскiльки e1 = i
√

sign(γ1)γ1, e2 = j
√

sign(γ2)γ2 ,
e3 = k

√
sign(γ1)sign(γ2)γ1γ2, то твердження теореми є безпосереднiм

наслiдком зауваження 4.5.33.

Зауваження 4.5.34. 1)Попередня теорема стверджує, що для вивчення
гiперголоморфних функцiй в узагальнених алгебрах кватернiонiв H(γ1, γ2)

достатнього розглядати функцiї лише в алгебрах H
(
sign(γ1), sign(γ2)

)
.

2) Аналогiчний результат було встановлено в тривимiрнiй комутативнiй
асоцiативнiй алгебрi (теорема 5 [152]).

Теорема 4.5.8. Нехай At =
(

γ1,...,γt

R
)

— узагальнена алгебра Келi–
Дiксона, Ω — довiльна область в R2t−1 i ∆ — область в R2t−1 така,
що координати вiдповiдних точок ζ = x1e1 + . . . + x2t−1e2t−1 ∈ Ωζ i ζ̃ =

x̃1 ẽ1 + x̃2 ẽ2 + . . . + x̃2t−1 ẽ2t−1 ∈ ∆ζ̃ задовольняють наступнi спiввiдношення:

x1 =
1√

sign(γ1)γ1
x̃1, x2 =

1√
sign(γ2)γ2

x̃2, . . .

. . . , xn =
1√

sign(γ1)...sign(γt)γ1...γt

x̃n.

Якщо функцiя Φ : Ωζ →
(

sign(γ1),...,sign(γt)
R

)
лiво-At -голоморфна в областi Ωζ ,

то ця ж функцiя Φ , але змiнної ζ̃ є лiво-At -голоморфною в областi ∆ζ̃ ∈ At .
Справедливе також обернене твердження.
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Доведення. Нехай {1, e1, ..., en−1} — базис в
(

sign(γ1),...,sign(γt)
R

)
i

{1, ẽ1, ..., ẽn−1} — базис в At =
(

γ1,...,γt

R
)
.

Оскiльки

ẽ1 = e1
√

sign (γ1) γ1, ẽ2 = e2
√

sign (γ2) γ2, . . . ,

. . . , ẽn−1 = en−1
√

sign (γ1) ...sign (γt) γ1...γt ,

то результат отримується простими обчисленнями, як у зауваженнi 4.5.33.

Зауваження 4.5.35. З урахуванням попередньої теореми, очевидно, що
для вивчення лiво-At -голоморфних функцiй в узагальнених алгебрах Келi–
Дiксона At =

(
γ1,...,γt

R
)
достатньо розглядати лiво-At -голоморфнi функцiї лише

в алгебрах
(

sign(γ1),...,sign(γt)
R

)
.

Тепер розглянемо iнший клас диференцiйовних функцiй. Нехай At =(
γ1,...,γt

R
)

з γ1 = ... = γt = −1 i область Ω ⊂ R2t

. Позначимо через Ωζ :=

{ζ = x0 + x1e1 + . . . + xn−1en−1 : (x0, x1, . . . , xn−1) ∈ Ω} область в At. Ця
область називається конгруентною до областi Ω.

Розглянемо функцiю Φ : Ωζ → At вигляду

Φ(ζ) =
n−1∑

k=0

Φk(x0, x1, . . . , xn−1)ek, (4.171)

де (x0, x1, . . . , xn−1) ∈ Ω i Φk : Ω → R .

Означення 4.5.3. Функцiю вигляду (4.171) будемо називати лiво-At -
гiперголоморфною в областi Ωζ , якщо частиннi похiднi першого порядку
∂Φk/∂xk iснують в Ω i в кожнiй точцi областi Ωζ виконуються рiвностi

2t−1∑

k=0

ek
∂Φ

∂xk
= 0.

Далi наведемо алгоритм побудови лiво-At -гiперголоморфних функцiй.
Нехай v (x, y) — рацiональна функцiя, визначена в областi G ⊂ R2. Далi,
використовуючи iдеї теореми 3 з роботи [214], побудуємо приклад лiво-At -
гiперголоморфної функцiї для всiх t ≥ 1, t ∈ N . Для цього розглянемо
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наступнi функцiї:

φ1 = x0 + e1x1, φ2 =
1

e1
(x0 + e1x1),

ρ2s−1 = x2s − e1x2s+1, ρ2s = − 1

e1
(x2s − e1x2s+1), s ∈ {1, 2, ..., 2t−1 − 1},

Ft (ζ) = v (φ1, φ2) + v (ρ1, ρ2) e2 + v (ρ3, ρ4) e4 + [v (ρ5, ρ6) e2] e4+

+v (ρ7, ρ8) e8 + (v (ρ9, ρ10) e2) e8 + (v (ρ11, ρ12) e4) e8 + [(v (ρ13, ρ14) e2) e4] e8 + ...

... +
t−1∑

i=4

(
i∑

k=1

k−1

(
∑
r=1

v (ρMrki−1, ρMrki
) e2r)e2r+1...)e2k)e2i) +

t−1∑

i=1

(v (ρ2i−1, ρ2i) e2i) ,

де Mrki = 2r + 2r+1 + ... + 2k + 2i.

Тодi
Ft (ζ) = v (φ1, φ2) +

+
t−1∑

i=1

(
i∑

k=1

k−1

(
∑
r=1

v (ρMrki−1, ρMrki
) e2r)e2r+1...)e2k)e2i) +

t−1∑

i=1

(v (ρ2i−1, ρ2i) e2i) ,

або

Ft (ζ) = Ft−1 (ζ) +

+(
t−2∑

k=1

k−1

(
∑
r=1

v
(
ρMrk(t−1)−1, ρMrk(t−1)

)
e2r)e2r+1...)e2k)e2t−1) + v (ρ2t−1−1, ρ2t−1) e2t−1.

Позначимо через C2s площини {x2s + e1x2s+1 : x2s, x2s+1 ∈ R} i через
D2s := {(x2s, x2s+1) : x2s + e1x2s+1 ∈ C2s} , s ∈ {0, 1, 2, ..., 2t−1 − 1} евклiдовi
площини. Нехай G2s — областi в C2s i G̃2s — вiдповiднi областi в D2s . Маємо
наступну теорему.

Теорема 4.5.9. З урахуванням попереднiх позначень розглянемо функцiї
v (φ1, φ2) i v (ρ2s−1, ρ2s) , визначенi у вiдповiдних областях G0 ⊂ C0 i
G2s ⊂ C2s, s ∈ {1, 2, ..., 2t−1 − 1} . Тодi вiдображення Ft (ζ) буде лiво-
At -гiперголоморфною функцiєю в областi Θ ⊂ At , конгруентнiй областi
G̃0 × G̃2 × G̃4 × ...× G̃2t−1−1 ⊂ R2t для t ≥ 1 .
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Доведення. Для t = 1 маємо F1 (ζ) = v (φ1, φ2) , яка є голоморфною
функцiєю в D0 ⊂ C0, що випливає з теореми 3 [214].

Для t = 2 отримуємо F2 (ζ) = v (φ1, φ2) + v (ρ1, ρ2) e2 i для t = 3

отримаємо F3 (ζ) = v (φ1, φ2)+ v (ρ1, ρ2) e2 + v (ρ3, ρ4) e4. Функцiї F2 (ζ) i F3 (ζ)

— гiперголоморфнi i, вiдповiдно, октонiоннi гiперголоморфнi функцiї згiдно
зауваження 4.5.31 i теореми 3 з [214].

Для t ≥ 4 , користуючись методом математичної iндукцiї, i припускаючи,
що Ft−1 (ζ) лiво-At−1 -гiперголоморфна функцiя, доведемо, що Ft (ζ) — At -
гiперголоморфна. Це означає, що D[Ft] = 0. Iз спiввiдношень (4.161) i (4.162)
будемо мати

D[Ft] =
2t−1∑

k=0

ek
∂Ft

∂xk
=

2t−1−1∑

k=0

ek
∂Ft

∂xk
+

2t−1∑

k=2t−1

ek
∂Ft

∂xk
=

= D[Ft−1] + e2t−1

2t−1−1∑

k=0

ek
∂Ft

∂xk+2t−1

.

За iндукцiєю отримуємо D[Ft−1] = 0. Доведемо, що
2t−1−1∑
k=0

ek

∂Ft

∂x2t−1+k

= 0. Ця

сума має 2t−1 доданкiв. Два перших:

( ∂Ft

∂x2t−1

− e1
∂Ft

∂x2t−1+1

)
=

=
∂v

∂ρ2t−1−1

∂ρ2t−1−1

∂x2t−1

+
∂v

∂ρ2t−1

∂ρ2t−1

∂x2t−1

− e1

(
∂v

∂ρ2t−1−1

∂ρ2t−1−1

∂x2t−1+1
+

∂v

∂ρ2t−1

∂ρ2t−1

∂x2t−1+1

)
=

=
∂v

∂ρ2t−1−1
+

∂v

∂ρ2t−1

(−1

e1

)
− e1

(
∂v

∂ρ2t−1−1
(−e1) +

∂v

∂ρ2t−1

)
=

=
∂v

∂ρ2t−1−1
+

∂v

∂ρ2t−1

e1 − ∂v

∂ρ2t−1−1
− e1

∂v

∂ρ2t−1

= 0.
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Оскiльки e2
1 = γ1, γ2

1 = 1, ∂v
∂ρ2t−1−1

i ∂v
∂ρ2t−1

, то вони можуть бути записанi у
виглядi a2t−1−1 (ζ)+b2t−1−1 (ζ) e1, вiдповiдно a2t−1 (ζ)+b2t−1 (ζ) e1 , де a2t−1−1 (ζ) ,

b2t−1−1 (ζ) , a2t−1 (ζ) , b2t−1 (ζ) — дiйснозначнi функцiї.
Випадок 1 : r < k. В загальному випадку позначимо через T = 2r +2r+1 +

... + 2k + 2t−1 i T1 = 2r + 2r+1 + ... + 2k для r < k. Обчислимо доданки

−eT1

∂Ft

∂xT
− eT1+1

∂Ft

∂xT+1
.

Обчислимо перший ∂Ft

∂xT
. Маємо

∂Ft

∂xT
=

(
...

(
∂v

∂ρT−1

∂ρT−1

∂xT
+

∂v

∂ρT

∂ρT

∂xT

)
e2r)e2r+1)...e2k)e2t−1 =

=

(
...

(
∂v

∂ρT−1
+

∂v

∂ρT

−1

e1

)
e2r)e2r+1)...e2k)e2t−1 =

=

(
...

(
∂v

∂ρT−1
+

∂v

∂ρT
e1

)
e2r)e2r+1)...e2k)e2t−1.

Оскiльки можна записати ∂v
∂ρT−1

у виглядi aT−1 (ζ) + bT−1 (ζ) e1 i ∂v
∂ρT

у
виглядi aT (ζ) + bT (ζ) e1, де aT−1 , bT−1 , aT , bT — дiйснозначнi функцiї, то
користуючись теоремою 4.5.4, отримуємо:

∂Ft

∂xT
=

(
...

(
∂v

∂ρT−1
+

∂v

∂ρT
e1

)
e2r)e2r+1)...e2k)e2t−1 =

= (...(aT−1(ζ)e2r)e2r+1)...e2k)e2t−1 + (...(bT−1(ζ)e1)e2r)e2r+1)...e2k)e2t−1+

+(...(aT (ζ)e1)e2r)e2r+1)...e2k)e2t−1 + (...(bT (ζ)e1)e1)e2r)e2r+1)...e2k)e2t−1 =

= aT−1(ζ)(−1)k−r+2eT + bT−1(ζ)(−1)k−r+3eT+1+

+aT (ζ)(−1)k−r+3eT+1 − bT (ζ)(−1)k−r+2eT .
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Користуючись теоремою 4.5.5, спiввiдношенням (4.166), обчислимо
−eT1

∂Ft

∂xT
.

−eT1

∂Ft

∂xT
= −eT1

(
aT−1(ζ)(−1)k−r+2eT + bT−1(ζ)(−1)k−r+3eT+1+

+aT (ζ)(−1)k−r+3eT+1 − bT (ζ)(−1)k−r+2eT

)
=

= −
(

aT−1(ζ)(−1)k−r+2(−1)k−r+1e2i − bT−1(ζ)(−1)k−r+3(−1)k−r+1e2i+1

)
−

−
(
− aT (ζ)(−1)k−r+3(−1)k−r+1e2i+1 − bT (ζ)(−1)k−r+2(−1)k−r+1e2i

)
=

= −
(

aT−1(ζ)(−1)2k−2r+3e2i − bT−1(ζ)(−1)2k−2r+4e2i+1

)
−

−
(
− aT (ζ)(−1)2k−2r+4e2i+1 − bT (ζ)(−1)2k−2r+3e2i

)
.

Тепер обчислимо ∂Ft

∂xT+1
. Будемо мати

∂Ft

∂xT+1
=

(
...

(
∂v

∂ρT−1

∂ρT−1

∂xT+1
+

∂v

∂ρT

∂ρT

∂xT+1

)
e2r)e2r+1)...e2k)e2t−1 =

=

(
...

(
− ∂v

∂ρT−1
e1 +

∂v

∂ρT

)
e2r)e2r+1)...e2k)e2t−1.

Оскiльки можна записати ∂v
∂ρT−1

у виглядi aT−1 (ζ) + bT−1 (ζ) e1 i ∂v
∂ρT

у
виглядi aT (ζ) + bT (ζ) e1, де aT−1 , bT−1 , aT , bT — дiйснозначнi функцiї, то
користуючись твердженням 4.5.4, отримаємо:

∂Ft

∂xT+1
=

(
...

(
− ∂v

∂ρT−1
e1 +

∂v

∂ρT

)
e2r)e2r+1)...e2k)e2t−1 =
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= (...(−aT−1(ζ)e1)e2r)e2r+1)...e2k)e2t−1 − (...(bT−1(ζ)e1e1)e2r)e2r+1)...e2k)e2t−1+

+(...(aT (ζ))e2r)e2r+1)...e2k)e2t−1 + (...(bT (ζ)e1))e2r)e2r+1)...e2k)e2t−1 =

= −aT−1(ζ)(−1)k−r+3eT+1 + bT−1(ζ)(−1)k−r+2eT+

+aT (ζ)(−1)k−r+2eT + bT (ζ)(−1)k−r+3eT+1.

Користуючись теоремою 4.5.5, обчислимо −eT1+1
∂Ft

∂xT+1
.

−eT1+1
∂Ft

∂xT+1
= −eT1+1

(
− aT−1(ζ)(−1)k−r+3eT+1 + bT−1(ζ)(−1)k−r+2eT+

+aT (ζ)(−1)k−r+2eT + bT (ζ)(−1)k−r+3eT+1

)
=

= −
(

aT−1(ζ)(−1)k−r+3(−1)
k−r+1

e2i − bT−1(ζ)(−1)k−r+2(−1)
k−r+1

e2i+1

)
−

−
(
− aT (ζ)(−1)k−r+2(−1)

k−r+1

e2i+1 − bT (ζ)(−1)k−r+3(−1)
k−r+1

e2i

)
=

= −
(

aT−1(ζ)(−1)2k−2r+4e2i − bT−1(ζ)(−1)2k−2r+3e2i+1

)
−

−
(
− aT (ζ)(−1)2k−2r+3e2i+1 − bT (ζ)(−1)2k−2r+4e2i

)
.

Тепер обчислимо −eT1

∂Ft

∂xT
− eT1+1

∂Ft

∂xT+1
. В результатi маємо

−eT1

∂Ft

∂xT
− eT1+1

∂Ft

∂xT+1
=
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= −
(

aT−1(ζ)(−1)2k−2r+3e2i − bT−1(ζ)(−1)2k−2r+4e2i+1

)
−

−
(
− aT (ζ)(−1)2k−2r+4e2i+1 − bT (ζ)(−1)2k−2r+3e2i

)
−

−
(

aT−1(ζ)(−1)2k−2r+4e2i − bT−1(ζ)(−1)2k−2r+3e2i+1

)
−

−
(
− aT (ζ)(−1)2k−2r+3e2i+1 − bT (ζ)(−1)2k−2r+4e2i

)
= 0.

Випадок 2 : r = k . Користуючись теоремою 4.5.4, теоремою 4.5.5 i
спiввiдношенням (4.167), легко показати, що

−e2k

∂Ft

∂xT
− e2k+1

∂Ft

∂xT+1
= 0.

Зауваження 4.5.36. Попереднє твердження є узагальненням теореми 3
з [214].

Алгоритм

1) Задати t ;
2) Задати функцiї v, φ1, φ2 ;
3) Для i ∈ {1, ..., t − 1}, k ∈ {1, ..., i}, r ∈ {1, ..., k − 1} обчислити

Mrki = 2r + ... + 2k + 2i, v (ρMrki−1, ρMrki
) = αMrki

+ βMrki
e1 ;

4) Для i ∈ {1, ..., t− 1}, k ∈ {1, ..., i}, r ∈ {1, ..., k − 1}

— якщо r < k, обчислити

(... (αMrki
+ βMrki

e1) e2r)e2r+1...)e2k)e2i) =

= (−1)k−r+2 (αMrki
eMrki

− βMrki
eMrki−1) ;

— якщо r = k , обчислити

v (ρ2i−1, ρ2i) e2i = (α2i−1 + β2i−1e1)e2i =
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= α2i−1e2i + β2i−1e2i+1;

5) Вихiдна функцiя

Ft (ζ) = v (φ1, φ2) +
t−1∑
i=4

(
i∑

k=1

k−1

(
∑
r=1

(−1)k−r+2 (αMrki
(ζ) eMrki

− βMrki
(ζ) eMrki−1)))+

+
t−1∑
i=1

(α2i−1 (ζ) e2i + β2i−1 (ζ) e2i+1) .

4.6. Ефективний метод розв’язування алгебраїчних

рiвнянь в алгебрах узагальнених кватернiонiв та

узагальнених октонiонiв

У цьому пiдроздiлi застосовано технiку, розвинену в попередньому
параграфi, до розв’язування алгебраїчних рiвнянь в алгебрах узагальнених
кватернiонiв та узагальнених октонiонiв. Результати цього пiдроздiлу
опублiковано в роботi [77].

4.6.1. Iзоморфiзм мiж алгебрами H(γ1, γ2) та його застосування

до розв’язування кватернiонних алгебраїчних рiвнянь

Нехай γ1, γ2 ∈ R \ {0}, i нехай H (γ1, γ2) — алгебра узагальнених
кватернiонiв з базисом {1, e1, e2, e3} . Через H(1, 1) позначимо звичайну алгебру
кватернiонiв з дiленням i з базисом {1, i, j, k} . Алгебра H (γ1, γ2) визначається
наступною таблицею множення:

· 1 e1 e2 e3

1 1 e1 e2 e3

e1 e1 −γ1 e3 −γ1e2

e2 e2 −e3 −γ2 γ2e1

e3 e3 γ1e2 −γ2e1 −γ1γ2
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Алгебра H(1,−1) називається алгеброю кокватернiонiв [61], або пара-
кватернiонiв [99], або сплiт-кватернiонiв [73], [139], або псевдо-кватернiонiв
[173, с. 389]. Позначимо через {1, i1, i2, i3} базис алгебри кокватернiонiв.

Далi встановимо iзоморфiзм мiж алгебрами H(γ1, γ2) при рiзних
значеннях γ1, γ2 .

Спочатку покажемо, що при γ1, γ2 > 0 алгебра H(γ1, γ2) iзоморфна
алгебрi H(1, 1) .

Iзоморфiзм мiж алгебрами H(γ1, γ2) та H(1, 1) встановлюється
оператором A та його оберненим A−1 , де

A : e1 7→ i
√

γ1, e2 7→ j
√

γ2, e3 7→ k
√

γ1γ2.

Легко переконатися у наступних властивостях оператора A :

1) A (λx) = λA (x) ∀ λ ∈ R ∀ x ∈ H (γ1, γ2) ;

2) A (x + y) = A (x) + A (y) ∀ x, y ∈ H (γ1, γ2) ;

3) A (xy) = A (x) A (y) ∀ x, y ∈ H (γ1, γ2) .

З цих властивостей випливає, що оператори A i A−1 є адитивними i
мультиплiкативними.

Лема 4.6.1. Оператори A i A−1 є неперервними та їх норма рiвна 1 .

Доведення. Позначимо через ‖ · ‖H(γ1,γ2) евклiдову норму в H (γ1, γ2) .
Оскiльки простори H (γ1, γ2) та H(1, 1) нормованi, то неперервнiсть A

еквiвалентна обмеженостi A, тобто iснуванню дiйсної сталої c такої, що для
всiх x ∈ H (γ1, γ2) , справедлива нерiвнiсть

‖A (x)‖H(1,1)

‖x‖H(γ1,γ2)
≤ c.

Очевидною є рiвнiсть
∥∥x0 + x1i

√
γ1 + x2j

√
γ2 + x3k

√
γ1γ2

∥∥
‖x0 + x1e1 + x2e2 + x3e3‖ =

=

√
x2

0 + x2
1γ1 + x2

2γ2 + x2
3γ3√

x2
0 + x2

1γ1 + x2
2γ2 + x2

3γ3
= 1.
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Лему доведено.

Тепер встановимо iзоморфiзм мiж алгебрами H(γ1, γ2) при γ1, γ2 < 0 та
при γ1γ2 < 0 .

При γ1, γ2 < 0 алгебра H(γ1, γ2) iзоморфна H(1,−1) . Iзоморфiзм мiж
алгебрами H(γ1, γ2) та H(1,−1) задається оператором B та його оберненим
B−1 , де

B : e1 7→ i3
√−γ1, e2 7→ i2

√−γ2, e3 7→ i1
√

γ1γ2.

При γ1 > 0, γ2 < 0 iзоморфiзм мiж H(γ1, γ2) та алгеброю H(1,−1)

задається оператором C та його оберненим C−1 , де

C : e1 7→ i1
√

γ1, e2 7→ i2
√−γ2, e3 7→ i3

√−γ1γ2.

При γ1 < 0, γ2 > 0 iзоморфiзм мiж H(γ1, γ2) та H(1,−1) задається
оператором D та його оберненим D−1 , де

D : e1 7→ i3
√−γ1, e2 7→ i1

√
γ2, e3 7→ i2

√−γ1γ2.

Властивостi операторiв B, B−1, C, C−1, D, D−1 подiбнi до властивостей
оператора A .

Оскiльки кожна з алгебр H(γ1, γ2) iзоморфна алгебрi кватернiонiв або
кокватернiонiв, то за допомогою вкзаних вище операторiв, можемо узагальнити
властивостi цих алгебр на алгебру узагальнених кватернiонiв.

Перейдемо до застосувань встановлених iзоморфiзмiв. Нехай x = x0 +

x1e1 + x2e3 + x3e3 ∈ H(γ1, γ2) i нехай f : H(γ1, γ2) → H(γ1, γ2) —
неперервна функцiя вигляду f(x) = f0(x0, x1, x2, x3) + f1(x0, x1, x2, x3)e1 +

f2(x0, x1, x2, x3)e2 + f3(x0, x1, x2, x3)e3 . Нехай F — один iз операторiв A,B, C

або D , якi залежать вiд знакiв γ1 i γ2 . Визначимо оператор F , який кожну
неперервну функцiю f зi значеннями в H(γ1, γ2) вiдображає в неперервну
функцiю Ff зi значеннями в H(1, 1) або H(1,−1) за правилом:

Ff := f0 + f1 F (e1) + f2 F (e2) + f3 F (e3).

Теорема 4.6.1. Нехай x0 ∈ H(γ1, γ2) — корiнь рiвняння f(x) =

0 в H(γ1, γ2) . Тодi F (x0) є коренем рiвняння F f
(
F (x)

)
= 0 в H(1, 1)
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або в H(1,−1) , залежно вiд знакiв γ1 i γ2 . Справедливе також обернене
твердження.

Доведення. Нехай γ1, γ2 > 0 . Дiючи оператором A на рiвнiсть f(x0) = 0

i використовуючи неперервнiсть A , отримуємо

A
(
f(x0)

)
= Af

(
A(x0)

)
= A(0) = 0.

Для доведення оберненого твердження дiємо оператором A−1 на рiвнiсть
f(x0) = 0 . Решта випадкiв доводяться аналогiчно. Теорему доведено.

Таким чином, всi результати для кватернiонних та кокватернiонних
рiвнянь можуть бути узагальненi для алгебри H(γ1, γ2).

Вiдомо, що кожен полiном степеня n з коефiцiєнтами з поля K

(K = R,C ) має не бiльше n коренiв в K . Якщо коефiцiєнти належать
H(1, 1), то ситуацiя iнша. Для алгебри кватернiонiв вiдомий наступний аналог
фундаментальної теореми алгебри: Якщо полiном має лише один доданок
найбiльшого степеня, то вiн має хоча б один корiнь в H(1, 1) (див. [195],
теорема 65; [72], теорема 1).

Розглянемо полiном степеня n вигляду

f(x) = a0xa1x . . . an−1xan + ϕ(x), (4.172)

де x, a0, a1, . . . , an−1, an ∈ H(1, 1), при a` 6= 0 для ` ∈ {0, 1, . . . , n} i ϕ(x)

є сумою скiнченного числа одночленiв вигляду b0xb1x . . . bt−1xbt , де t < n . З
наведеного вище випливає, що рiвняння f(x) = 0 має хоча б один корiнь. Дiючи
оператором A−1 на цю рiвнiсть, отримуємо, що рiвняння

(
A−1f

)(
A−1(x)

)
= 0

при x = x0 + x1e1 + x2e2 + x3e3, має хоча б один корiнь в H(γ1, γ2) . Тобто,
справедливий наступний результат.

Теорема 4.6.2. В алгебрi узагальнених кватернiонiв H(γ1, γ2) при
γ1, γ2 > 0 кожен полiном вигляду (4.172) має хоча б один корiнь.

Тепер розглянемо рiвняння x2 + ax + b = 0, де H(γ1, γ2) при γ1, γ2 > 0 .
Означення 4.6.1. Скажемо, що корiнь x0 = a0 + a1i1 + a2i2 + a3i3 ∈

H(γ1, γ2) , γ1, γ2 > 0 називається елiпсоїдальним, якщо для кожного елемента
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x1 ∈ H(γ1, γ2) вигляду x1 = a0+b1i1+b2i2+b3i3 тако, що γ1a
2
1+γ2a

2
2+γ1γ2a

2
3 =

γ1b
2
1 + γ2b

2
2 + γ1γ2b

2
3 є також коренем цього рiвняння.

Використовуючи теорему 3 з [134] i теорему 4.6.1, отримуємо наступний
наслiдок.

Теорема 4.6.3. В алгебрi узагальнених кватернiонiв H(γ1, γ2) при
γ1, γ2 > 0 рiвняння x2 + ax + b = 0 має елiпсоїдальний корiнь тодi i тiльки
тодi, коли a i b є дiйсними i a2 − 4b < 0 .

Бiльше результатiв про структуру коренiв квадратних кватернiонних
рiвнянь можна знайти в [201], [132], [133], [138].

Тепер застосуємо результати з алгебри кокватернiонiв. Будемо розглядати
три випадки: γ1, γ2 < 0 ; γ1 < 0, γ2 > 0 ; γ1 > 0, γ2 < 0 .

Означення 4.6.2. Скажемо, що корiнь x0 = a0 + a1i1 + a2i2 + a3i3 ∈
H(γ1, γ2) називається гiперболоїдальним, якщо кожен елемент x1 ∈ H(γ1, γ2)

вигляду x1 = a0 + b1i1 + b2i2 + b3i3 такий, що γ1a
2
1 + γ2a

2
2 + γ1γ2a

2
3 = γ1b

2
1 +

γ2b
2
2 + γ1γ2b

2
3 також є коренем цього рiвняння.

Використовуючи теорему 2.5 з [155] та теорему 4.6.1, отримуємо наступний
результат.

Теорема 4.6.4. Нехай коефiцiєнти rk , k = 0, 1, . . . , n полiномiального
рiвняння rnx

n + rn−1x
n−1 + . . . + r0 = 0 , x ∈ H(γ1, γ2) дiйснi числа. Тодi всi

його недiйснi коренi є гiперболоїдальними.
Про розв’язування лiнiйних кокватернiонних рiвнянь можна знайти в

роботах [101], [73], а про розв’язування лiнiйних кватернiонних рiвнянь радимо
джерела [203], [187].

Нехай x = x0 + x1i + x2j + x3k ∈ H(1, 1) , x0, x1, x2, x3 ∈ R. Введемо
позначення

x̃ = A−1(x) = x0 + x1
e1√
γ1

+ x2e2
e2√
γ2

+ x3e3
e1√
γ1γ2

.

Таким чином, алгебраїчнi рiвняння f(x) = 0 з неперервною f в H(1, 1)

можуть бути редукованi до подiбних рiвнянь у всiх алгебрах H(γ1, γ2) при
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γ1, γ2 > 0 i навпаки. Подiбнi результати справедливi для випадку, коли γ1 i
γ2 мають рiзнi знаки.

4.6.2. Iзоморфiзм мiж алгебрами O(α, β, γ) та його застосування

до розв’язування октонiонних алгебраїчних рiвнянь

Нехай O(α, β, γ) — алгебра узагальнених октонiонiв над полем R з
базисом {1, f1, ..., f7} i таблицею множення:

· 1 f1 f2 f3 f4 f5 f6 f7

1 1 f1 f2 f3 f4 f5 f6 f7

f1 f1 −α f3 −αf2 f5 −αf4 − f7 αf6

f2 f2 −f3 − β βf1 f6 f7 −βf4 −βf5

f3 f3 αf2 −βf1 −αβ f7 −αf6 βf5 −αβf4

f4 f4 −f5 − f6 − f7 − γ γf1 γf2 γf3

f5 f5 αf4 − f7 αf6 −γf1 −αγ −γf3 αγf2

f6 f6 f7 βf4 − βf5 −γf2 γf3 −βγ −βγf1

f7 f7 −αf6 βf5 αβf4 −γf3 −αγf2 βγf1 −αβγ

Алгебра O(α, β, γ) є некомутативною i неасоцiативною, але є
альтернативною (тобто, x2y = x (xy) and yx2 = (yx) x ∀x, y ∈ O(α, β, γ) ),
гнучкою (тобто x (yx) = (xy) x ∀x, y ∈ O(α, β, γ) ), степенево асоцiативною
(тобто, для кожного x ∈ O(α, β, γ) пiдалгебра, породжена x є асоцiативною).

Далi будемо розглядати алгебру узагальнених октонiонiв O(α, β, γ) i
алгебри O(1, 1, 1) та O(1, 1,−1) . Нехай {1, f1, . . . , f7} — базис в O(α, β, γ) ,
{1, f̃1, . . . , f̃7} — канонiчний базис в O(1, 1, 1) i {1, f̂1, . . . , f̂7} —канонiчний
базис в O(1, 1,−1) .

Тепер покажемо, що алгебра O(α, β, γ) при α, β, γ ∈ R\{0} є iзоморфною
алгебрi O(1, 1, 1) або O(1, 1,−1) i вкажемо формули переходу вiд одного базису
до iншого. Отже, якщо α, β, γ > 0 , то алгебра дiйсних октонiонiв O(α, β, γ) є
iзоморфною алгебрi O(1, 1, 1) , причому iзоморфiзм визначається наступними
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спiввiдношеннями:

A1 : f1 7→ f̃1
√

α, f2 7→ f̃2
√

β, f3 7→ f̃3
√

αβ,

f4 7→ f̃4
√

γ, f5 7→ f̃5
√

αγ, f6 7→ f̃6
√

βγ, f7 7→ f̃7
√

αβγ .

Якщо α, β > 0, γ < 0, то алгебра дiйсних октонiонiв O(α, β, γ) iзоморфна
алгебрi O(1, 1,−1) i iзоморфiзм визначається наступними спiввiдношеннями:

A2 : f1 7→ f̂1
√

α, f2 7→ f̂2
√

β, f3 7→ f̂3
√

αβ,

f4 7→ f̂4
√−γ, f5 7→ f̂5

√−αγ, f6 7→ f̂6
√
−βγ, f7 7→ f̂7

√
−αβγ .

Якщо α, γ > 0, β < 0, то алгебра дiйсних октонiонiв O(α, β, γ) iзоморфна
алгебрi O(1, 1,−1) i iзоморфiзм визначається наступними спiввiдношеннями:

A3 : f1 7→ f̂1
√

α, f2 7→ f̂4
√
−β, f3 7→ f̂5

√
−αβ,

f4 7→ f̂2
√

γ, f5 7→ f̂3
√

αγ, f6 7→ f̂6
√
−βγ, f7 7→ f̂7

√
−αβγ .

Якщо α > 0, β, γ < 0, то алгебра дiйсних октонiонiв O(α, β, γ) iзоморфна
алгебрi O(1, 1,−1) i iзоморфiзм визначається наступними спiввiдношеннями:

A4 : f1 7→ f̂1
√

α, f2 7→ f̂4
√
−β, f3 7→ f̂5

√
−αβ,

f4 7→ f̂6
√−γ, f5 7→ f̂7

√−αγ, f6 7→ f̂2
√

βγ, f7 7→ f̂3
√

αβγ .

Якщо α < 0, β, γ > 0, то алгебра дiйсних октонiонiв O(α, β, γ) iзоморфна
алгебрi O(1, 1,−1) i iзоморфiзм визначається наступними спiввiдношеннями:

A5 : f1 7→ f̂4
√−α, f2 7→ f̂1

√
β, f3 7→ f̂5

√
−αβ,

f4 7→ f̂2
√

γ, f5 7→ f̂6
√−αγ, f6 7→ f̂3

√
βγ, f7 7→ f̂7

√
−αβγ .

Якщо α, γ < 0, β > 0, то алгебра дiйсних октонiонiв O(α, β, γ) iзоморфна
алгебрi O(1, 1,−1) i iзоморфiзм визначається наступними спiввiдношеннями:

A6 : f1 7→ f̂4
√−α, f2 7→ f̂1

√
β, f3 7→ f̂5

√
−αβ,

f4 7→ f̂6
√−γ, f5 7→ f̂2

√
αγ, f6 7→ f̂7

√
−βγ, f7 7→ f̂3

√
αβγ .
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Якщо α, β < 0, γ > 0, то алгебра дiйсних октонiонiв O(α, β, γ) iзоморфна
алгебрi O(1, 1,−1) i iзоморфiзм визначається наступними спiввiдношеннями:

A7 : f1 7→ f̂4
√−α, f2 7→ f̂5

√
−β, f3 7→ f̂1

√
αβ,

f4 7→ f̂2
√

γ, f5 7→ f̂6
√−αγ, f6 7→ f̂7

√
−βγ, f7 7→ f̂3

√
αβγ .

Якщо α, β, γ < 0, то алгебра дiйсних октонiонiв O(α, β, γ) iзоморфна
алгебрi O(1, 1,−1) i iзоморфiзм визначається наступними спiввiдношеннями:

A8 : f1 7→ f̂4
√−α, f2 7→ f̂5

√
−β, f3 7→ f̂1

√
αβ,

f4 7→ f̂6
√−γ, f5 7→ f̂2

√
αγ, f6 7→ f̂3

√
βγ, f7 7→ f̂7

√
−αβγ .

Легко переконатися в тому, що оператори Ak , k = 1, 8 є адитивними
i мультиплiкативними. Наступне твердження доводиться повнiстю аналогiчно
до доведення леми 4.6.1.

Лема 4.6.2. Оператори Ak , k = 1, 8 є неперервними i їх норма рiвна
1 .

Нехай x = x0 +
7∑

k=1
xkfk ∈ O(α, β, γ) i нехай g : O(α, β, γ) → O(α, β, γ) —

неперервна функцiя вигляду g(x) = g0(x0, . . . , x7) +
7∑

k=1
gk(x0, . . . , x7)fk . Нехай

L — один з операторiв Ak , k = 1, 8 , залежно вiд знакiв α, β i γ . Визначимо
оператор L правилом:

Lg := f0 +
7∑

k=1

gk L(fk).

Оператор L кожну неперервну функцiю g зi значеннями в O(α, β, γ)

вiдображає в неперервну функцiю Lg зi значеннями в O(1, 1, 1) або
O(1, 1,−1),

Наступна теорема доводиться подiбно до доведення теореми 4.6.1.

Теорема 4.6.5. Нехай x0 ∈ O(α, β, γ) — корiнь рiвняння g(x) = 0

в O(α, β, γ) . Тодi L(x0) є коренем рiвняння L g
(
L(x)

)
= 0 в O(1, 1, 1)

або O(1, 1,−1) , залежно вiд знакiв α, β, γ . Справедливе також обернене
твердження.
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Таким чином, вивчення алгебраїчних рiвнянь в довiльнiй алгебрi O(α, β, γ)

з α, β, γ ∈ R \ {0} зводиться до вивчення вiдповiдних алгебраїчних рiвнянь в
алгебрi O(1, 1, 1) або в алгебрi O(1, 1,−1) .

Використовуючи попередню теорему i теорему 65 з роботи [195] маємо
наступне твердження.

Теорема 4.6.6. Рiвняння xn = a, де a ∈ O(α, β, γ) \ R, α, β, γ > 0, має
n коренiв.

Висновки

В роздiлi 4 вивчаються алгебаїчно-аналiтичнi властивостi спецiальних
класiв вiдображень зi значеннями в некомутативних алгебрах. А саме, отримано
наступнi результати.

1. В теоремi 4.3.1 доведено iснування i єдинiсть похiдної H -моногенного
вiдображення, а в теоремi 4.3.2 — властивiсть похiдної добутку H -моногенних
вiдображень.

2. Встановлено зв’язок мiж G -моногенними i H -моногенними
вiдображеннями (теорема 4.3.3 i теорема 4.3.4).

3. Доведено теорему про еквiвалентнiсть рiзних означень G -моногенного
вiдображення.

4. Встановлено спiввiдношення мiж вiдомими класами кватернiонних
диференцiйовних функцiй та функцiй, аналiтичних за Хаусдорфом, а також
встановлено зв’язок мiж вiдомими означеннями похiдних та похiдною за
Хаусдорфом;

5. Запропоновано алгоритм побудови лiво-At -гiперголоморфних функцiї в
узагальнених алгебрах Келi–Дiксона.

6. Доведено, що для вивчення лiво-At -гiперголоморфних функцiй в
узагальнених алгебрах Келi–Дiксона At =

(
γ1,...,γt

R
)

достатньо обмежитись
вивченням лiво-At -голоморфних функцiй в алгебрах

(
sign(γ1),...,sign(γt)

R

)
.

7. Показано, що вивчення алгебраїчних рiвнянь в довiльнiй алгебрi
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O(α, β, γ) з α, β, γ ∈ R \ {0} зводиться до вивчення вiдповiдних алгебраїчних
рiвнянь в алгебрi O(1, 1, 1) або в алгебрi O(1, 1,−1) . Так само, показано, що
вивчення алгебраїчних рiвнянь в довiльнiй алгебрi H(γ1, γ2) з γ1, γ2 ∈ R \ {0}
зводиться до вивчення вiдповiдних алгебраїчних рiвнянь в алгебрi H(1, 1) або
в алгебрi H(1,−1) .
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ВИСНОВКИ

Дисертацiйна робота присвячена розвитку теорiї функцiй гiперкомплексної
змiнної в скiнченновимiрних алгебрах (комутативних i некомутативних) та в
нескiнченновимiрних просторах з комутативним множенням.

Основнi результати дисертацiї такi:
1. отримано конструктивний опис моногенних функцiй, визначених в

областях спецiальних пiдпросторiв довiльної скiнченновимiрної комутативної
асоцiативної алгебри над полем C , зi значеннями в цiй алгебрi за допомогою
голоморфних функцiй комплексної змiнної.

2. Доведено аналоги iнтегральних теорем (iнтегральна теорема Кошi для
криволiнiйного i поверхневого iнтегралiв, iнтегральна формула Кошi, теорема
Морера) для моногенних функцiй зi значеннями в довiльнiй скiнченновимiрнiй
комутативнiй асоцiативнiй алгебрi, а також в нескiнченновимiрнiй комутативнiй
алгебрi i топологiчному векторному просторi з комутативним множення,
асоцiйованих з тривимiрним рiвнянням Лапласа.

3. Встановлено спiввiдношення мiж моногенними функцiями зi значеннями
в алгебрах, що утворюють послiдовнiсть розширень комутативних алгебр
певного класу. Вказанi моногеннi функцiї застосовано для побудови
нескiнченновимiрної сiм’ї розв’язкiв лiнiйних однорiдних диференцiальних
рiвнянь з частинними похiдними зi сталими коефiцiєнтами.

4. Введено клас кватернiонних G -моногенних вiдображень i отримано їх
конструктивний опис за допомогою аналiтичних функцiй комплексної змiнної;
доведено аналоги iнтегральних теорем для вiдображень цього класу.

5. Встановлено спiввiдношення мiж вiдомими класами кватернiонних
диференцiйовних функцiй та функцiй, аналiтичних за Хаусдорфом, а також
встановлено зв’язок мiж вiдомими означеннями похiдних та похiдною за
Хаусдорфом
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6. Розроблено алгоритм побудови функцiй, що належать ядру оператора
Дiрака в узагальнених алгебрах Келi–Дiксона.

Одержанi результати та розвиненi в дисертацiї методи можуть бути
використанi при розв’язаннi диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними
i крайових задач математичної фiзики, що знаходять застосування в
гiдродинамiцi, теплофiзицi, механiцi та iнших прикладних дисциплiнах.
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Cauchy Transform in Clifford Analysis // Compl. anal. oper. theory, 1 (2007),
pp. 301–315.

42. Aizenberg L., Kytmanov A. On the holomorphic extendability of functions
given on a connected part of the boundary // Mat. sb. 182 (4), 490–507 (1991)
[in Russian].

43. Aizenberg L., Tumanov A., Vidras A. The class of holomorphic functions rep-
resentable by Carleman formula // Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa Cl. Sci., 4
ser. 27 (1), 93–105 (1998).

44. Alpay D., Colombo F., Sabadini I. Slice hyperholomorphic Schur analysis. —
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64. Cullen C. G. An integral theorem for analytic intrinsic functions on quaternions
// Duke Math. J. 32 (1965), 139–148.

65. Danylenko V.A., Sorokina V.V., Vladimirov V.A. On the governing equations
in relaxing media models and self-similar quasiperiodic solutions // J. Phys.
A: Math. Gen. — 1993. — 26. — P. 7125 – 7135.

66. Dedekind R. Zur Theorie der aus n Haupteinheiten gebitdeten Größen //
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