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ÇÀÃÀËÜÍÀ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÎÁÎÒÈ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Ïðèðîäíèì i íàïðî÷óä åôåêòèâíèì çàñîáîì äîñëi-
äæåííÿ ïëîñêèõ ïîòåíöiàëüíèõ ïîëiâ ¹ àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ êîìïëåêñíî¨ çìií-
íî¨. Áàãàòñòâî öi¹¨ òåîði¨ é åôåêòèâíiñòü ¨¨ çàñòîñóâàíü ó ðiçíèõ ãàëóçÿõ íàóêè
ñïîíóêàþòü ìàòåìàòèêiâ äî ðîçâèòêó ïîäiáíèõ òåîðié ó áàãàòîâèìiðíèõ ïðî-
ñòîðàõ.
Ïîáóäîâà àëãåáð, âiäìiííèõ âiä àëãåáðè êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ðîçïî÷àëàñÿ

ùå â ïåðøié ïîëîâèíi XIX ñò. Òàê, 1843 ðîêó Â. Ãàìiëüòîí ïîáóäóâàâ íå-
êîìóòàòèâíó ÷îòèðèâèìiðíó àëãåáðó êâàòåðíiîíiâ, à 1844 ðîêó Ã. Ãðàññìàí
ïîáóäóâàâ íåêîìóòàòèâíó àëãåáðó çîâíiøíiõ ôîðì. Íàïåâíî, ïåðøó êîìóòà-
òèâíó àëãåáðó ïîáóäóâàâ íåçàëåæíî ×. Ãðåâñ (1847) i Î. äå Ìîðãàí (1849).
Öÿ àëãåáðà içîìîðôíà ïðÿìié ñóìi R⊕C àëãåáð äiéñíèõ i êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.
Ïiñëÿ öüîãî ç'ÿâèëèñÿ ðîáîòè À. Êåëi, Äæ. Ãðåâñà, Â. Êëiôôîðäà i Ï. Òàé-
òà. Ó 80-òi ðîêè XIX ñò. âèíèê iíòåðåñ äî òåîði¨ ôóíêöié ãiïåðêîìïëåêñíî¨
çìiííî¨, âíàñëiäîê ÷îãî áóëî îïóáëiêîâàíî êiëüêà ðîáiò âèäàòíèõ ìàòåìàòè-
êiâ, çîêðåìà, Á. Ïiðñà (1881), Ê. Âåé¹ðøòðàñcà (1883), À. Ïóàíêàðå (1884)
i Ð. Äåäåêiíäà (1885). Âàðòî òàêîæ âiäçíà÷èòè âàæëèâi ðîáîòè Ô. Ìîëiíà
(1892), Ã. Øåôôåðñà (1893), Å. Øòóäi (1898) i Å. Êàðòàíà (1898).
Çãîäîì ó ðîáîòàõ ×. Äæîëi, Ô. Õàóñäîðôà, Ã. Ìîéñiëà i Í. Òåîäîðåñêî,

Ð. Ôóåòåðà, Ê. Êóëëiíà, À. Ñàäáåði, Äæ. Ðàÿíà, Ê. Ãþðëåáåêà i Â. Øïðüîñ-
ñiãà, Â. Êðàâ÷åíêà é Ì. Øàïiðî, Ã. Ëüîéòâiëåðà, Ñ. Áåðíøòåéí, Ô. Êîëîìáî,
I. Ñàáàäiíi é Ä. Ñòðóïïè òà áàãàòüîõ iíøèõ ðîçðîáëÿëèñÿ ðiçíi íàïðÿìêè íå-
êîìóòàòèâíîãî ãiïåðêîìïëåêñíîãî àíàëiçó ÿê óçàãàëüíåííÿ ðåçóëüòàòiâ òåîði¨
ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ íà áàãàòîâèìiðíi ïðîñòîðè.
Ðàçîì iç íåêîìóòàòèâíèì àíàëiçîì ó áàãàòîâèìiðíèõ ïðîñòîðàõ âèâ÷àëèñü

òàêîæ âiäîáðàæåííÿ â êîìóòàòèâíèõ àëãåáðàõ. Òàê, íàïðèêëàä, â ðîáîòàõ
Ï. Êåò÷óìà, Ä. Âàãíåðà, Äæ. Âîðäà, Å. Ëîðõà, Å. Áëþìà, Ì. Ðîøêóëåöà,
Ê. Êóíöà, I. Ï. Ìåëüíè÷åíêà, Â. Ô. Êîâàëüîâà, Ñ. À. Ïëàêñè òà iíøèõ ðîç-
âèíåíî òåîðiþ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié ó êîìóòàòèâíèõ àëãåáðàõ i çàñòîñîâàíî
òàêi ôóíêöi¨ äëÿ ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü åëiïòè÷íîãî
òèïó.
Íå çâàæàþ÷è íà çíà÷íó êiëüêiñòü ðîáiò ç ãiïåðêîìïëåêñíîãî àíàëiçó, çà-

ëèøà¹òüñÿ ÷èìàëî âàæëèâèõ íåðîçâ'ÿçàíèõ ïðîáëåì. Çîêðåìà, àêòóàëüíîþ
ïðîáëåìîþ ¹ ïîáóäîâà òåîði¨ ôóíêöié ãiïåðêîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ â äîâiëüíié
êîìóòàòèâíié àñîöiàòèâíié àëãåáði é óñòàíîâëåííÿ çâ'ÿçêó òàêèõ ôóíêöié iç
ðiâíÿííÿìè ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè. Àêòóàëüíîþ ïðîáëåìîþ ãiïåðêîìïëå-
êñíîãî àíàëiçó ¹ òàêîæ ðîçðîáêà ìåòîäiâ êîíñòðóêòèâíîãî îïèñó êëàñiâ äè-
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ôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié.
Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè. Äè-

ñåðòàöiÿ âèêîíàíà ó âiääiëi êîìïëåêñíîãî àíàëiçó i òåîði¨ ïîòåíöiàëó Iíñòè-
òóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè â ðàìêàõ íàóêîâèõ òåì �Ìåòðè÷íi òà ãåîìå-
òðè÷íi çàäà÷i òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ i ñóáãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié òà ìíîæèí�, íî-
ìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0116U003060, i �Ðîçðîáêà àíàëiòè÷íèõ òà ÷èñåëüíî�
àíàëiòè÷íèõ ìåòîäiâ äîñëiäæåííÿ çàäà÷ ñó÷àñíîãî ïðèðîäîçíàâñòâà�, íîìåð
äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0117U004077.
Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ. Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ êëàñè äèôå-

ðåíöiéîâíèõ ôóíêöié çi çíà÷åííÿìè â àñîöiàòèâíèõ (êîìóòàòèâíèõ i íåêîìó-
òàòèâíèõ) àëãåáðàõ i â íåñêií÷åííîâèìiðíèõ òîïîëîãi÷íèõ âåêòîðíèõ ïðîñòî-
ðàõ.
Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ àëãåáðà¨÷íî�àíàëiòè÷íi âëàñòèâîñòi äèôåðåí-

öiéîâíèõ ôóíêöié çi çíà÷åííÿìè â àñîöiàòèâíèõ àëãåáðàõ i â íåñêií÷åííîâè-
ìiðíèõ òîïîëîãi÷íèõ âåêòîðíèõ ïðîñòîðàõ.
Ìåòîþ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ¹ âñòàíîâëåííÿ êîíñòðóêòèâíèõ îïèñiâ äè-

ôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié â àñîöiàòèâíèõ àëãåáðàõ i ðîçâèòîê íà ¨õíié îñíîâi
òåîði¨ ôóíêöié ãiïåðêîìïëåêñíî¨ çìiííî¨, ïîäiáíî¨ äî òåîði¨ ôóíêöié êîìïëå-
êñíî¨ çìiííî¨. Ïiä êîíñòðóêòèâíèì îïèñîì ðîçóìi¹ìî ïðåäñòàâëåííÿ äèôåðåí-
öiéîâíèõ ôóíêöié çà äîïîìîãîþ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié êîìïëåêñíèõ çìiííèõ.
Çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ:

� ðîçðîáèòè ìåòîä âñòàíîâëåííÿ êîíñòðóêòèâíîãî îïèñó ìîíîãåííèõ ôóí-
êöié çi çíà÷åííÿìè â äîâiëüíié ñêií÷åííîâèìiðíié êîìóòàòèâíié àñîöià-
òèâíié àëãåáði íàä ïîëåì C çà äîïîìîãîþ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié êîìïëå-
êñíî¨ çìiííî¨;

� äîâåñòè àíàëîãè iíòåãðàëüíèõ òåîðåì (iíòåãðàëüíà òåîðåìà Êîøi äëÿ êðè-
âîëiíiéíîãî é ïîâåðõíåâîãî iíòåãðàëiâ, iíòåãðàëüíà ôîðìóëà Êîøi, òåîðå-
ìà Ìîðåðà) äëÿ ìîíîãåííèõ ôóíêöié çi çíà÷åííÿìè â äîâiëüíié ñêií÷åí-
íîâèìiðíié êîìóòàòèâíié àñîöiàòèâíié àëãåáði;

� ðîçðîáèòè ïiäõiä äî ïîáóäîâè íåñêií÷åííîâèìiðíî¨ ñiì'¨ ðîçâ'ÿçêiâ ëiíié-
íèõ îäíîðiäíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè çi ñòà-
ëèìè êîåôiöi¹íòàìè, áàçóþ÷èñü íà âëàñòèâîñòÿõ ìîíîãåííèõ ôóíêöié çi
çíà÷åííÿìè â àëãåáðàõ, ùî óòâîðþþòü ïîñëiäîâíiñòü ðîçøèðåíü êîìóòà-
òèâíèõ àëãåáð ïåâíîãî êëàñó;

� äîñëiäèòè âëàñòèâîñòi ìîíîãåííèõ ôóíêöié çi çíà÷åííÿìè â íåñêií÷åííî-
âèìiðíèõ êîìóòàòèâíèõ àñîöiàòèâíèõ áàíàõîâèõ àëãåáðàõ i â íåñêií÷åí-
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íîâèìiðíèõ òîïîëîãi÷íèõ âåêòîðíèõ ïðîñòîðàõ, àñîöiéîâàíèõ ç ïðîñòîðî-
âèìè ïîòåíöiàëüíèìè ïîëÿìè;

� âèçíà÷èòè êëàñè êâàòåðíiîííèõ âiäîáðàæåíü, äî ÿêèõ çàñòîñîâíà ìåòîäè-
êà âñòàíîâëåííÿ ¨õ êîíñòðóêòèâíèõ îïèñiâ, ðîçðîáëåíà äëÿ êîìóòàòèâíèõ
àëãåáð;

� âñòàíîâèòè ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ âiäîìèìè êëàñàìè êâàòåðíiîííèõ äèôå-
ðåíöiéîâíèõ ôóíêöié i ôóíêöié, àíàëiòè÷íèõ çà Õàóñäîðôîì, à òàêîæ
óñòàíîâèòè çâ'ÿçîê ìiæ âiäîìèìè îçíà÷åííÿìè ïîõiäíèõ i ïîõiäíîþ çà
Õàóñäîðôîì;

� ïîáóäóâàòè â ÿâíîìó âèãëÿäi ãiïåðãîëîìîðôíi ôóíêöi¨ (òîáòî òàêi, ùî
íàëåæàòü ÿäðó îïåðàòîðà Äiðàêà) â óçàãàëüíåíèõ àëãåáðàõ Êåëi�Äiêñîíà;

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ìåòîäè
êîìïëåêñíîãî, ãiïåðêîìïëåêñíîãî é ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó.
Íàóêîâà íîâèçíà. Óñi îòðèìàíi â ðîáîòi ðåçóëüòàòè ¹ íîâèìè i ïîëÿãàþòü

â íàñòóïíîìó:

� îòðèìàíî êîíñòðóêòèâíèé îïèñ ìîíîãåííèõ ôóíêöié, âèçíà÷åíèõ â îáëà-
ñòÿõ ñïåöiàëüíèõ ïiäïðîñòîðiâ äîâiëüíî¨ ñêií÷åííîâèìiðíî¨ êîìóòàòèâíî¨
àñîöiàòèâíî¨ àëãåáðè íàä ïîëåì C, çi çíà÷åííÿìè â öié àëãåáði çà äîïî-
ìîãîþ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨;

� äîâåäåíî àíàëîãè iíòåãðàëüíèõ òåîðåì (iíòåãðàëüíà òåîðåìà Êîøi äëÿ
êðèâîëiíiéíîãî i ïîâåðõíåâîãî iíòåãðàëiâ, iíòåãðàëüíà ôîðìóëà Êîøi, òå-
îðåìà Ìîðåðà) äëÿ ìîíîãåííèõ ôóíêöié çi çíà÷åííÿìè â äîâiëüíié ñêií-
÷åííîâèìiðíié êîìóòàòèâíié àñîöiàòèâíié àëãåáði, à òàêîæ â íåñêií÷åí-
íîâèìiðíié êîìóòàòèâíié àëãåáði é òîïîëîãi÷íîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði ç
êîìóòàòèâíèì ìíîæåííÿì, àñîöiéîâàíèõ iç òðèâèìiðíèì ðiâíÿííÿì Ëà-
ïëàñà;

� âñòàíîâëåíî ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ìîíîãåííèìè ôóíêöiÿìè çi çíà÷åííÿìè
â àëãåáðàõ, ùî óòâîðþþòü ïîñëiäîâíiñòü ðîçøèðåíü êîìóòàòèâíèõ àëãåáð
ïåâíîãî êëàñó. Âêàçàíi ìîíîãåííi ôóíêöi¨ çàñòîñîâàíî äëÿ ïîáóäîâè íå-
ñêií÷åííîâèìiðíî¨ ñiì'¨ ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè;

� ââåäåíî êëàñ êâàòåðíiîííèõ G-ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü i îòðèìàíî ¨õíié
êîíñòðóêòèâíèé îïèñ çà äîïîìîãîþ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨
çìiííî¨; äîâåäåíî àíàëîãè iíòåãðàëüíèõ òåîðåì äëÿ âiäîáðàæåíü öüîãî
êëàñó;
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� âñòàíîâëåíî ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ âiäîìèìè êëàñàìè êâàòåðíiîííèõ äèôå-
ðåíöiéîâíèõ ôóíêöié òà ôóíêöié, àíàëiòè÷íèõ çà Õàóñäîðôîì, à òàêîæ
âñòàíîâëåíî çâ'ÿçîê ìiæ âiäîìèìè îçíà÷åííÿìè ïîõiäíèõ i ïîõiäíîþ çà
Õàóñäîðôîì;

� ðîçðîáëåíî àëãîðèòì ïîáóäîâè ôóíêöié, ùî íàëåæàòü ÿäðó îïåðàòîðà
Äiðàêà â óçàãàëüíåíèõ àëãåáðàõ Êåëi�Äiêñîíà.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà
ìà¹ òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè é ðîçâèíåíi â íié ìåòîäè
ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi íàñàìïåðåä ó êîìïëåêñíîìó é ãiïåðêîìïëåêñíîìó
àíàëiçi, à òàêîæ ïðè ðîçâ'ÿçàííi äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïî-
õiäíèìè i êðàéîâèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, ùî çíàõîäÿòü çàñòîñóâàííÿ
ó ãiäðîäèíàìiöi, òåïëîôiçèöi, ìåõàíiöi òà iíøèõ ïðèêëàäíèõ äèñöèïëiíàõ.
Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Óñi ðåçóëüòàòè, ùî âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò,

îäåðæàíî çäîáóâà÷åì ñàìîñòiéíî. Ó ñòàòòÿõ, ùî îïóáëiêîâàíi ó ñïiâàâòîð-
ñòâi, îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à òàêèé: iç ðîáiò [3,8] äî äèñåðòàöi¨ óâiéøëè
ðåçóëüòàòè, ÿêi îòðèìàíî îñîáèñòî çäîáóâà÷åì; ó ðîáîòàõ [16,20] çäîáóâà÷åâi
íàëåæèòü ïîñòàíîâêà çàäà÷, ôîðìóëþâàííÿ îñíîâíèõ ãiïîòåç, iäå¨ äîâåäåíü,
ïîáóäîâà ñõåì äîâåäåíü, êîíòðîëü çà ïðàâèëüíiñòþ âèêëàäåííÿ ìàòåðiàëó,
ñïiâàâòîðè áðàëè ó÷àñòü ó ïåðåâiðöi ðîáî÷èõ ãiïîòåç; ó ðîáîòàõ [2,4,5,6,14,17]
âèçíà÷åííÿ íàïðÿìêó äîñëiäæåíü, îáãîâîðåííÿ ðåçóëüòàòiâ, êîíòðîëü ÿêîñòi
âèêëàäåííÿ ðåçóëüòàòiâ íàëåæèòü Ñ. À. Ïëàêñi, à ïåðåâiðêà îñíîâíèõ ãiïîòåç
i ïîâíå äîâåäåííÿ âñiõ òâåðäæåíü íàëåæèòü çäîáóâà÷åâi; â ðîáîòi [7] Ê. Ôëàóò
íàëåæèòü iäåÿ çàñòîñóâàòè àëãîðèòì Áåéëñà äî ïîáóäîâè ïðàâèë ìíîæåííÿ
áàçèñíèõ âåêòîðiâ óçàãàëüíåíî¨ àëãåáðè Êåëi�Äiêñîíà, ðåøòó äîñëiäæåíü âè-
êîíàâ çäîáóâà÷.
Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè äîïîâiäàëèñü íà òàêèõ êîí-

ôåðåíöiÿõ:

� IX ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Êëiôôîðäîâi àëãåáðè òà ¨õ çàñòî-
ñóâàííÿ� (Âåéìàð, Íiìå÷÷èíà, 2011);

� XVI ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ ç àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié i ñóìiæíèõ
ïèòàíü (Õåëì, Ïîëüùà, 2011);

� VIII êîíãðåñi Ìiæíàðîäíîãî òîâàðèñòâà ç àíàëiçó, éîãî çàñòîñóâàíü i îá-
÷èñëåíü ISAAC (Ìîñêâà, ÐÔ, 2011);

� VIII ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Ôiíñëåðîâi ïðîäîâæåííÿ òåîði¨
âiäíîñíîñòi� (Ôðÿçiíî, ÐÔ, 2012);
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� ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨, ïðèñâÿ÷åíié 120-ði÷÷þ ç äíÿ íàðî-
äæåííÿ Ñ. Áàíàõà (Ëüâiâ, 2012);

� ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �(Hyper)Complex Function Theory,
Regression, (Crystal) Lattices, Fractals, Chaos, and Physics�, ïðèñâÿ÷åíié
ïàì'ÿòi Ï. Ì. Òàìðàçîâà òà 20-ði÷íié ñïiâïðàöi Ëîäçü�Êè¨â (Áåíäëåâî,
Ïîëüùà, 2012);

� ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Êîìïëåêñíèé àíàëiç, òåîðiÿ ïîòåíöi-
àëó òà çàñòîñóâàííÿ� (Êè¨â, 2013);

� ìiæíàðîäíîìó êîëîêâióìi ç äèôåðåíöiàëüíî¨ ãåîìåòði¨ òà ¨¨ çàñòîñóâàíü
(Äåáðåöåí, Óãîðùèíà, 2013);

� ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Íîâi ïiäõîäè â òåîðåòè÷íèõ òà ïðè-
êëàäíèõ ìåòîäàõ àëãåáðè i àíàëiçó� (Êîíñòàíöà, Ðóìóíiÿ, 2013);

� ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, îá÷èñëþ-
âàëüíà ìàòåìàòèêà, òåîðiÿ ôóíêöié òà ìàòåìàòè÷íi ìåòîäè ìåõàíiêè�,
ïðèñâÿ÷åííié 100-ði÷÷þ Ã. Ì. Ïîëîæîãî (Êè¨â, 2014);

� XIII ìiæíàðîäíié íàóêîâî�ïðàêòè÷íié êîíôåðåíöi¨ �Øåâ÷åíêiâñüêà âåñíà
� 2015� (Êè¨â, 2015);

� X êîíãðåñi Ìiæíàðîäíîãî òîâàðèñòâà ç àíàëiçó, éîãî çàñòîñóâàíü i îá÷è-
ñëåíü ISAAC (Ìàêàî, Êèòàé, 2015);

� X Ëiòíié øêîëi �Àëãåáðà, òîïîëîãiÿ, àíàëiç� (Îäåñà, 2015);

� XI êîíãðåñi Ìiæíàðîäíîãî òîâàðèñòâà ç àíàëiçó, éîãî çàñòîñóâàíü i îá÷è-
ñëåíü ISAAC (Âåêøå, Øâåöiÿ, 2017);

� ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �(Hyper)Complex Analysis in Di�erenti-
al Equations, Geometry and Physical Applications� (Áåíäëåâî, Ïîëüùà,
2018);

� XII êîíãðåñi Ìiæíàðîäíîãî òîâàðèñòâà ç àíàëiçó, éîãî çàñòîñóâàíü i îá-
÷èñëåíü ISAAC (Àâåéðî, Ïîðòóãàëiÿ, 2019);

íà Â÷åíié ðàäi Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè òà íà ñåìiíàðàõ:

� âiääiëó êîìïëåêñíîãî àíàëiçó òà òåîði¨ ïîòåíöiàëó Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè
ÍÀÍ Óêðà¨íè (êåðiâíèê: äîêòîð ôiç.-ìàò. íàóê, ïðîôåñîð Ñ. À. Ïëàêñà)

� âiääiëó òåîði¨ ôóíêöié Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè (êåðiâíèê:
äîêòîð ôiç.-ìàò. íàóê, ïðîôåñîð À. Ñ. Ðîìàíþê);
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� âiääiëó ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè (êåðiâ-
íèê: äîêòîð ôiç.-ìàò. íàóê, ïðîôåñîð, ÷ëåí-êîð. ÍÀÍ Óêðà¨íè À. Ã. Íi-
êiòií);

� Êè¨âñüêîìó ñåìiíàði ç ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó (êåðiâíèêè: àêàäåìiê
ÍÀÍ Óêðà¨íè Þ. Ñ. Ñàìîéëåíêî, ÷ëåí-êîð. ÍÀÍ Óêðà¨íè À. Í. Êî÷ó-
áåé);

� ñåìiíàðàõ �Ñïåêòðàëüíi i êðàéîâi çàäà÷i� â Iíñòèòóòi ìàòåìàòèêè ÍÀÍ
Óêðà¨íè (êåðiâíèê: äîêòîð ôiç.-ìàò. íàóê, ïðîôåñîð Â. À. Ìèõàéëåöü);

� êàôåäðè ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó Æèòîìèðñüêîãî äåðæàâíîãî óíiâåðñè-
òåòó iìåíi Iâàíà Ôðàíêà (êåðiâíèêè: äîêòîð ôiç.-ìàò. íàóê À.Î. Ïîãî-
ðóé, äîêòîð ôiç.-ìàò. íàóê �.Î. Ñåâîñòüÿíîâ, êàíä. ôiç.-ìàò. íàóê, äîöåíò
Î.Ô. Ãåðóñ);

� Ëüâiâñüêîìó ìiñüêîìó ñåìiíàði ç òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié (êåðiâíèê:
äîêòîð ôiç.-ìàò. íàóê, ïðîôåñîð Î. Á. Ñêàñêiâ);

� Çàãàëüíîiíñòèòóòñüêîìó ñåìiíàði Iíñòèòóòó ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè i ìå-
õàíiêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, ì. Ñëîâ'ÿíñüê (êåðiâíèê: äîêòîð ôiç.-ìàò. íàóê,
ïðîôåñîð, ÷ëåí-êîð. ÍÀÍ Óêðà¨íè Â. ß. Ãóòëÿíñüêèé);

� Õàðêiâñüêîìó ìiñüêîìó ñåìiíàði ç òåîði¨ ôóíêöi¨ (êåðiâíèê: äîêòîðè ôiç.-
ìàò. íàóê, ïðîôåñîðè Ñ. Þ. Ôàâîðîâ òà Ë. Á. Ãîëiíñüêèé);

� �Ñó÷àñíèé àíàëiç� ïðè êàôåäði ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó òà òåîði¨ éìîâið-
íîñòåé ÊÏI iì. Iãîðÿ Ñiêîðñüêîãî (êåðiâíèê: äîêòîð ôiç.-ìàò. íàóê, ïðî-
ôåñîð Ï. Â. Çàäåðåé);

� �Ñó÷àñíèé àíàëiç� â Êè¨âñüêîìó íàöiîíàëüíîìó óíiâåðñèòåòi iìåíi Òà-
ðàñà Øåâ÷åíêà (êåðiâíèêè ñåìiíàðó: äîêòîðè ôiç.-ìàò. íàóê, ïðîôåñîðè
Î. Î. Êóð÷åíêî, Â. Ì. Ðàä÷åíêî, I. Î. Øåâ÷óê).

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî ó 21 íàóêîâié ðî-
áîòi [1�21], âíåñåíèõ äî ïåðåëiêó ôàõîâèõ âèäàíü iç ôiçèêî�ìàòåìàòè÷íèõ
íàóê, 10 iç íèõ [3�5,7,8,11,12,14,20,21] íàäðóêîâàíî ó âèäàííÿõ, âíåñåíèõ äî
ìiæíàðîäíèõ íàóêîâî�ìåòðè÷íèõ áàç Scopus i Web of Science. ×àñòêîâî âîíè
òàêîæ âèñâiòëåíi ó ìàòåðiàëàõ ìiæíàðîäíèõ êîíôåðåíöié [1�9].
Ñòðóêòóðà òà îáñÿã äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç àíîòàöi¨, çìi-

ñòó, âñòóïó, 4 ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ, ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë (ùî ìiñòèòü
214 íàéìåíóâàíü) i äîäàòêà. Ïîâíèé îáñÿã ðîáîòè ñòàíîâèòü 357 ñòîðiíîê äðó-
êîâàíîãî òåêñòó.
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Ïîäÿêè. Âèñëîâëþþ ùèðó ïîäÿêó äîêòîðó ôiçèêî�ìàòåìàòè÷íèõ íàóê,
ïðîôåñîðó Ïëàêñi Ñåðãiþ Àíàòîëiéîâè÷ó çà ïîñòiéíó óâàãó äî ðîáîòè, êîðèñíi
ïîðàäè é ïiäòðèìêó.

ÎÑÍÎÂÍÈÉ ÇÌIÑÒ ÐÎÁÎÒÈ

Ó âñòóïi âèçíà÷åíî îá'¹êò i ïðåäìåò äîñëiäæåííÿ, îáãðóíòîâàíî àêòóàëü-
íiñòü òåìè äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ, ñôîðìóëüîâàíî ìåòó i çàâäàííÿ, âè-
çíà÷åíî ìåòîäè äîñëiäæåííÿ, éîãî íàóêîâó íîâèçíó, òåîðåòè÷íå i ïðàêòè÷íå
çíà÷åííÿ, ïðîêîìåíòîâàíî àïðîáàöiþ, îïèñàíî ñòðóêòóðó äèñåðòàöiéíî¨ ðîáî-
òè i ¨¨ îñíîâíèé çìiñò.
Ó ðîçäiëi 1 äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè âèêëàäåíî îãëÿä ëiòåðàòóðè çà òåìîþ

äîñëiäæåííÿ òà âêàçàíî íà ìiñöå îòðèìàíèõ çäîáóâà÷åì ðåçóëüòàòiâ ó çàãàëü-
íié òåîði¨ ç îêðåñëåíèõ íàïðÿìêiâ.
Âèêëàä îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨ ïî÷èíà¹òüñÿ ç ðîçäiëó 2, â ÿêî-

ìó âèâ÷àþòüñÿ ìîíîãåííi ôóíêöi¨ ó ñêií÷åííîâèìiðíèõ êîìóòàòèâíèõ àñîöià-
òèâíèõ àëãåáðàõ íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë C i ¨õí¹ çàñòîñóâàííÿ äî ïîáó-
äîâè ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè
çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè.
Íåõàé A � äîâiëüíà n-âèìiðíà êîìóòàòèâíà àñîöiàòèâíà àëãåáðà ç îäèíè-

öåþ íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë C . Å. Êàðòàí äîâiâ, ùî â àëãåáði A iñíó¹
áàçèñ {Ik}nk=1 i iñíóþòü ñòðóêòóðíi êîíñòàíòè Υs

r,k, òàêi, ùî âèêîíóþòüñÿ íà-
ñòóïíi ïðàâèëà ìíîæåííÿ:

1. ∀ r, s ∈ [1,m] ∩ N : IrIs =

{
0 ïðè r 6= s,

Ir ïðè r = s;

2. ∀ r, s ∈ [m+ 1, n] ∩ N : IrIs =
n∑

k=max{r,s}+1

Υs
r,kIk ;

3. ∀ s ∈ [m+ 1, n] ∩ N ∃! us ∈ [1,m] ∩ N ∀ r ∈ [1,m] ∩ N :

IrIs =

{
0 ïðè r 6= us ,

Is ïðè r = us ,

äå N � ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë. Î÷åâèäíî, ùî ïåðøi m áàçèñíèõ âåêòî-
ðiâ {Iu}mu=1 ¹ iäåìïîòåíòàìè i ïîðîäæóþòü íàïiâïðîñòó ïiäàëãåáðó S àëãåáðè
A, à âåêòîðè {Ir}nr=m+1 ïîðîäæóþòü íiëüïîòåíòíó ïiäàëãåáðó N öi¹¨ àëãåáðè.
Íàäàëi àëãåáðó A ç áàçèñîì Êàðòàíà ïîçíà÷àòèìåìî Am

n . Iç ïðàâèë ìíîæå-
ííÿ àëãåáðè Am

n âèïëèâà¹, ùî Am
n ¹ íàïiâïðÿìîþ ñóìîþ m-âèìiðíî¨ íàïiâ-
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ïðîñòî¨ ïiäàëãåáðè S i (n −m)-âèìiðíî¨ íiëüïîòåíòíî¨ ïiäàëãåáðè N , òîáòî
Am
n = S ⊕s N. Îäèíèöåþ àëãåáðè Am

n ¹ åëåìåíò 1 =
∑m

u=1 Iu.
Àëãåáðà Am

n ìiñòèòü m ìàêñèìàëüíèõ iäåàëiâ

Iu :=

{
n∑

k=1, k 6=u

λkIk : λk ∈ C

}
, u = 1, 2, . . . ,m,

ïåðåòèíîì ÿêèõ ¹ ðàäèêàë

R :=
{ n∑
k=m+1

λkIk : λk ∈ C
}
.

Âèçíà÷èìî m ëiíiéíèõ ôóíêöiîíàëiâ fu : Am
n → C ðiâíîñòÿìè

fu(Iu) = 1, fu(ω) = 0 ∀ω ∈ Iu, u = 1, 2, . . . ,m.

Îñêiëüêè ÿäðàìè ôóíêöiîíàëiâ fu ¹ âiäïîâiäíî ìàêñèìàëüíi iäåàëè Iu, òî öi
ôóíêöiîíàëè òàêîæ íåïåðåðâíi é ìóëüòèïëiêàòèâíi.
Íåõàé

e1 = 1, e2 =
n∑
r=1

arIr, e3 =
n∑
r=1

brIr (1)

ïðè ar, br ∈ C � òðiéêà âåêòîðiâ â àëãåáði Am
n , ÿêi ëiíiéíî íåçàëåæíi íàä

ïîëåì R. Íîðìà åëåìåíòà àëãåáðè v =
n∑
r=1

vrIr âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

‖v‖ :=

√√√√ n∑
r=1

|vr|2.

Íåõàé ζ := xe1 + ye2 + ze3, äå x, y, z ∈ R. Î÷åâèäíî, ùî ξu := fu(ζ) =

x+ yau + zbu, u = 1, 2, . . . ,m. Âèäiëèìî â àëãåáði Am
n ëiíiéíó îáîëîíêó E3 :=

{ζ = xe1 + ye2 + ze3 : x, y, z ∈ R}, ïîðîäæåíó âåêòîðàìè e1, e2, e3.
Äàëi iñòîòíèì ¹ ïðèïóùåííÿ: fu(E3) = C ïðè âñiõ u = 1, 2, . . . ,m, äå fu(E3)

� îáðàç ìíîæèíè E3 ïðè âiäîáðàæåííi fu. Î÷åâèäíî, ùî öå âèêîíó¹òüñÿ òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó u = 1, 2, . . . ,m õî÷à á îäíå ç
÷èñåë au ÷è bu íàëåæèòü C \ R.
Îáëàñòi Ω òðèâèìiðíîãî ïðîñòîðó R3 ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü îáëàñòü

Ωζ := {ζ = xe1 + ye2 + ze3 : (x, y, z) ∈ Ω} â E3.
Íåïåðåðâíó ôóíêöiþ Φ : Ωζ → Am

n íàçèâàòèìåìî ìîíîãåííîþ â îáëàñòi
Ωζ ⊂ E3, ÿêùî Φ äèôåðåíöiéîâíà çà Ãàòî â êîæíié òî÷öi öi¹¨ îáëàñòi, òîáòî
ÿêùî äëÿ êîæíîãî ζ ∈ Ωζ iñíó¹ åëåìåíò Φ′(ζ) àëãåáðè Am

n òàêèé, ùî âèêîíó-
¹òüñÿ ðiâíiñòü

lim
ε→0+0

(Φ(ζ + εh)− Φ(ζ)) ε−1 = hΦ′(ζ) ∀h ∈ E3. (2)
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Φ′(ζ) íàçèâà¹òüñÿ ïîõiäíîþ Ãàòî ôóíêöi¨ Φ ó òî÷öi ζ.
Ç îçíà÷åííÿ ìîíîãåííîñòi ôóíêöi¨ Φ â îáëàñòi Ωζ âèïëèâà¹ âèêîíàííÿ íà-

ñòóïíèõ óìîâ:
∂Φ

∂y
=
∂Φ

∂x
e2 ,

∂Φ

∂z
=
∂Φ

∂x
e3 (3)

â êîæíié òî÷öi îáëàñòi Ωζ .
Äîâåäåíî íàñòóïíå ïîäàííÿ ðåçîëüâåíòè:

(te1 − ζ)−1 =
m∑
u=1

1

t− ξu
Iu +

n∑
s=m+1

s−m+1∑
k=2

Qk,s

(t− ξus)
k
Is (4)

∀ t ∈ C : t 6= ξu, u = 1, 2, . . . ,m,

äå Qk,s âèçíà÷åíi òàêèìè ðåêóðåíòíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè:

Q2,s := Ts , Qk,s =
s−1∑

r=k+m−2

Qk−1,rBr, s , k = 3, 4, . . . , s−m+ 1.

ïðè

Ts := yas + zbs , Br,s :=
s−1∑

k=m+1

TkΥ
k
r,s , s = m+ 2, . . . , n,

à íàòóðàëüíi ÷èñëà us âèçíà÷åíi ó ïðàâèëi 3 òàáëèöi ìíîæåííÿ àëãåáðè Am
n .

Çi ñïiââiäíîøåíü (4) âèïëèâà¹, ùî òî÷êè (x, y, z) ∈ R3, ÿêi âiäïîâiäàþòü
íåîáîðîòíèì åëåìåíòàì ζ ∈ Am

n , ëåæàòü íà ïðÿìèõ

Lu :

{
x+ yRe au + zRe bu = 0,

y Im au + z Im bu = 0
(5)

ó òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði R3.
Ïðèíöèïîâîþ ¹ íàñòóïíà ëåìà.
Ëåìà 2.1.4. Íåõàé îáëàñòü Ω ⊂ R3 ¹ îïóêëîþ â íàïðÿìêó ïðÿìèõ Lu i

fu(E3) = C äëÿ âñiõ u = 1, 2, . . . ,m. Êðiì òîãî, íåõàé ôóíêöiÿ Φ : Ωζ →
Am
n ¹ ìîíîãåííîþ â îáëàñòi Ωζ. ßêùî äëÿ äåÿêîãî u ∈ {1, 2, . . . ,m} òî÷êè

ζ1, ζ2 ∈ Ωζ òàêi, ùî ζ2 − ζ1 ∈ {ζ = xe1 + ye2 + ze3 : (x, y, z) ∈ Lu}, òî

Φ(ζ1)− Φ(ζ2) ∈ Iu .

Íåõàé îáëàñòü Ω ⊂ R3 ¹ îïóêëîþ â íàïðÿìêó ïðÿìèõ Lu, u = 1, 2, . . . ,m.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Du îáëàñòü êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè C , íà ÿêó îáëàñòü Ωζ

âiäîáðàæà¹òüñÿ ôóíêöiîíàëîì fu.
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Ëåìà 2.1.4 äà¹ ìîæëèâiñòü âèçíà÷èòè ëiíiéíi îïåðàòîðè Au, u = 1, 2, . . . ,m,
ÿêi êîæíié ìîíîãåííié ôóíêöi¨ Φ ñòàâëÿòü ó âiäïîâiäíiñòü ôóíêöi¨ êîìïëå-
êñíî¨ çìiííî¨ Fu : Du → C çà ïðàâèëîì Fu

(
fu(ζ)

)
:= fu(Φ(ζ)). Ç âèêîðèñòà-

ííÿì òåîðåìè Þ. Þ. Òðîõèì÷óêà1 äîâåäåíî, ùî ôóíêöiÿ Fu ãîëîìîðôíà â
îáëàñòi Du, u = 1, 2, . . . ,m.
Äàëi ïîáóäîâàíî â ÿâíîìó âèãëÿäi îïåðàòîðè A(−1)

u , ÿêi ¹ óçàãàëüíåíî îáåð-
íåíèìè äî Au, u = 1, 2, . . . ,m (òîáòî òàêi, ùî AuA

(−1)
u Au = Au), i ÿêi ãîëî-

ìîðôíèì ôóíêöiÿì êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ ñòàâëÿòü ó âiäïîâiäíiñòü ìîíîãåííi
ôóíêöi¨. Ïðè öüîìó ðiçíèöÿ Φ − A(−1)

u AuΦ íàëåæèòü ìàêñèìàëüíîìó iäåàëó
Iu.
Íàðåøòi, ïðîiíòåãðîâàíî óìîâè (3) äëÿ ìîíîãåííî¨ ôóíêöi¨ Φ : Ωζ → Iu i

îïèñàíî â ÿâíîìó âèãëÿäi âñi ìîíîãåííi ôóíêöi¨ çi çíà÷åííÿìè â ìàêñèìàëü-
íîìó iäåàëi Iu çà äîïîìîãîþ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨. Ó
òàêèé ñïîñiá îòðèìàíî îñíîâíèé ðåçóëüòàò ðîçäiëó 2 ó âèãëÿäi íàñòóïíî¨ òå-
îðåìè.

Òåîðåìà 2.1.3. Íåõàé îáëàñòü Ω ⊂ R3 ¹ îïóêëîþ â íàïðÿìêó ïðÿìèõ

Lu i fu(E3) = C ïðè âñiõ u = 1, 2, . . . ,m. Òîäi êîæíà ìîíîãåííà ôóíêöiÿ

Φ : Ωζ → Am
n ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

Φ(ζ) =
m∑
u=1

Iu
1

2πi

∫
Γu

Fu(t)(t− ζ)−1 dt+
n∑

s=m+1

Is
1

2πi

∫
Γus

Gs(t)(t− ζ)−1 dt, (6)

äå Fu � ïåâíà ãîëîìîðôíà ôóíêöiÿ â îáëàñòi Du i Gs � ïåâíà ãîëîìîðôíà

ôóíêöiÿ â îáëàñòi Dus, à Γq � çàìêíåíà æîðäàíîâà ñïðÿìëþâàíà êðèâà,

ÿêà ëåæèòü â îáëàñòi Dq, îõîïëþ¹ òî÷êó ξq i íå ìiñòèòü òî÷îê ξ` , ` =

1, 2, . . . ,m, ` 6= q.

Ç òåîðåìè 2.1.3 âèïëèâà¹, ùî â ðîçêëàäi ìîíîãåííî¨ ôóíêöi¨ Φ : Ωζ → Am
n

çà áàçèñîì {Ik}nk=1:

Φ(ζ) =
n∑
k=1

Uk(x, y, z) Ik (7)

êîìïîíåíòè Uk : Ω→ C ¹ R-äèôåðåíöiéîâíèìè ôóíêöiÿìè â îáëàñòi Ω, òîáòî
äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè (x, y, z) ∈ Ω âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

Uk(x+ ∆x, y + ∆y, z + ∆z)− Uk(x, y, z) =
∂Uk
∂x

∆x+
∂Uk
∂y

∆y +
∂Uk
∂z

∆z+

+ o
(√

(∆x)2 + (∆y)2 + (∆z)2
)
, (∆x)2 + (∆y)2 + (∆z)2 → 0 .

1Òðîõèì÷óê Þ. Þ. Íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ è óñëîâèÿ ìîíîãåííîñòè. � Ì.: Ôèçìàòãèç, 1963. � 212 ñ. (òåîðåìà 21).
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Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî êîìïîíåíòè Uk : Ω→ C ¹ R-äèôåðåíöiéîâíèìè, òî óìîâè
(3) ¹ íå ëèøå íåîáõiäíèìè, àëå é äîñòàòíiìè óìîâàìè ìîíîãåííîñòi ôóíêöi¨
(7) â îáëàñòi Ωζ , òîáòî ðiâíîñòi (3) ¹ àíàëîãàìè êëàñè÷íèõ óìîâ Êîøi�Ðiìàíà.
Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî ç ðiâíîñòi (6), ïðàâà ÷àñòèíà

ÿêî¨ ¹ ìîíîãåííîþ ôóíêöi¹þ â îáëàñòi

Πζ := {ζ ∈ E3 : fu(ζ) = Du, u = 1, 2, . . . ,m} .

Òåîðåìà 2.1.4. ßêùî îáëàñòü Ω ¹ îïóêëîþ â íàïðÿìêó ïðÿìèõ Lu i

fu(E3) = C ïðè âñiõ u = 1, 2, . . . ,m, òî êîæíà ìîíîãåííà ôóíêöiÿ Φ : Ωζ →
Am
n ïðîäîâæó¹òüñÿ äî ôóíêöi¨, ìîíîãåííî¨ â îáëàñòi Πζ.

Ïðèíöèïîâèì íàñëiäêîì ðiâíîñòi (6) ¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ, ÿêå ñïðàâå-
äëèâå äëÿ äîâiëüíî¨ îáëàñòi Ωζ .

Òåîðåìà 2.1.5. Íåõàé fu(E3) = C ïðè âñiõ u = 1, 2, . . . ,m. Òîäi äëÿ êî-

æíî¨ ìîíîãåííî¨ ôóíêöi¨ Φ : Ωζ → Am
n â äîâiëüíié îáëàñòi Ωζ ïîõiäíi Ãàòî

Φ(r) ¹ ìîíîãåííèìè ôóíêöiÿìè â Ωζ äëÿ âñiõ r.

Âñòàíîâëåíî òàêîæ àíàëîã òåîðåìè 2.1.3 äëÿ ìîíîãåííèõ ôóíêöié çìiííî¨

âèãëÿäó
k∑
r=1

xrer, äå 2 ≤ k ≤ 2n.

Ó ïóíêòi 2.1.6 äîñëiäæó¹òüñÿ çâ'ÿçîê ìîíîãåííèõ ôóíêöié iç ðiâíÿííÿìè ç
÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè.
Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíå ëiíiéíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ çi ñòàëèìè êîåôiöi-

¹íòàìè:

LNU(x, y, z) :=
∑

α+β+γ=N

Cα,β,γ
∂NU

∂xα ∂yβ ∂zγ
= 0, Cα,β,γ ∈ R. (8)

Çàóâàæèìî, ùî êîæíà N ðàçiâ äèôåðåíöiéîâíà çà Ãàòî â Ωζ ôóíêöiÿ Φ

çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ LNΦ(ζ) = 0 ñêðiçü â Ωζ , ÿêùî

X (1, e2, e3) :=
∑

α+β+γ=N

Cα,β,γ e
β
2 e

γ
3 = 0 . (9)

Âiäïîâiäíî, çà âèêîíàííÿ óìîâè (9) äiéñíîçíà÷íi êîìïîíåíòè ReUk(x, y, z) i
ImUk(x, y, z) ðîçêëàäó (7) ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ (8).
Îòæå, äëÿ ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (8) ó âèãëÿäi êîìïîíåíò ìîíîãåí-

íî¨ ôóíêöi¨ íåîáõiäíî çíàéòè òðiéêó ëiíiéíî íåçàëåæíèõ íàä ïîëåì R âåêòî-
ðiâ (1), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ (9), i ïåðåâiðèòè óìîâó:
fu(E3) = C äëÿ âñiõ u = 1, 2, . . . ,m.
Ó íàñòóïíié òåîðåìi âêàçàíî ñïåöiàëüíèé êëàñ ðiâíÿíü âèãëÿäó (8), äëÿ
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ÿêèõ fu(E3) = C äëÿ âñiõ u = 1, 2, . . . ,m. Ââåäåìî äî ðîçãëÿäó ïîëiíîì

P (a, b) :=
∑

α+β+γ=N

Cα,β,γ a
β bγ .

Òåîðåìà 2.1.6. Íåõàé iñíóþòü ëiíiéíî íåçàëåæíi íàä R âåêòîðè e1, e2, e3

â Am
n âèãëÿäó (1), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ðiâíiñòü (9). ßêùî P (a, b) 6= 0 ïðè âñiõ

äiéñíèõ a 6= 0 i b 6= 0, òî fu(E3) = C ïðè âñiõ u = 1, 2, . . . ,m.

Î÷åâèäíî, ùî ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (8), ÿêi ¹ ðiâíÿííÿìè åëiïòè÷íîãî òèïó,
çàâæäè çàäîâîëüíÿþòü óìîâó P (a, b) 6= 0 ïðè âñiõ a, b ∈ R \ {0}. Âîäíî÷àñ
iñíóþòü ðiâíÿííÿ (8), äëÿ ÿêèõ P (a, b) > 0 ïðè âñiõ a, b ∈ R, àëå ÿêi íå ¹
åëiïòè÷íèìè. Íàïðèêëàä, òàêèìè ¹ ðiâíÿííÿ

∂3u

∂x3
+

∂3u

∂x∂y2
+

∂3u

∂x∂z2
= 0 òà

∂5u

∂x5
+

∂5u

∂x3∂y2
+

∂5u

∂x∂y2∂z2
= 0

ó ïðîñòîði R3.
Ó ïiäðîçäiëi 2.2 äëÿ ìîíîãåííèõ ôóíêöié äîâåäåíî àíàëîãè iíòåãðàëüíî¨

òåîðåìè Êîøi, òåîðåìè Ìîðåðà é iíòåãðàëüíî¨ ôîðìóëè Êîøi äëÿ êðèâîëi-
íiéíîãî iíòåãðàëà.
Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ àíàëîãîì iíòåãðàëüíî¨ òåîðåìè Êîøi äëÿ êðèâîëiíié-

íîãî iíòåãðàëà i ¹ îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ïóíêòó 2.2.1.

Òåîðåìà 2.2.2. Íåõàé ôóíêöiÿ Φ : Ωζ → Am
n ¹ ìîíîãåííîþ â îáëàñòi

Ωζ. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ çàìêíåíî¨ æîðäàíîâî¨ ñïðÿìëþâàíî¨ êðèâî¨ γ, ÿêà

ãîìîòîïíà òî÷öi ç Ω, ñïðàâåäëèâà ðiâíicòü∫
γζ

Φ(ζ)dζ = 0.

Äàëi â òåîðåìi 2.2.3 çà çâè÷íîþ ñõåìîþ äîâîäèòüñÿ àíàëîã òåîðåìè Ìîðåðà.

Ó ïóíêòi 2.2.3 âñòàíîâëåíî àíàëîã iíòåãðàëüíî¨ ôîðìóëè Êîøi.
Íåõàé ζ0 := x0e1 + y0e2 + z0e3 � äîâiëüíà òî÷êà îáëàñòi Ωζ ⊂ E3. Â îêîëi

òî÷êè ζ0, ÿêèé ìiñòèòüñÿ â Ωζ , âiçüìåìî êîëî Cζ(ζ0, ε) ðàäióñà ε ç öåíòðîì

â ζ0. ×åðåç Cu(ξ
(0)
u , ε) ⊂ C ïîçíà÷èìî îáðàç Cζ(ζ0, ε) ïðè âiäîáðàæåííi fu,

u = 1, 2, . . . ,m. Ïðèïóñòèìî, ùî êîëî Cζ(ζ0, ε) îõîïëþ¹ ìíîæèíó {ζ − ζ0 :

(x, y, z) ∈
m⋃
u=1

Lu}. Öå îçíà÷à¹, ùî êðèâà Cu(ξ
(0)
u , ε) îáìåæó¹ äåÿêó îáëàñòü

D′u, òàêó, ùî fu(ζ0) = ξ
(0)
u ∈ D′u, u = 1, 2, . . . ,m.

Ñêàæåìî, ùî êðèâà γζ ⊂ Ωζ îäèí ðàç îõîïëþ¹ ìíîæèíó {ζ−ζ0 : (x, y, z) ∈
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m⋃
u=1

Lu}, ÿêùî iñíó¹ êîëî Cζ(ζ0, ε), ÿêå îõîïëþ¹ âêàçàíó ìíîæèíó i ãîìîòîïíå

γζ â îáëàñòi Ωζ \ {ζ − ζ0 : (x, y, z) ∈
m⋃
u=1

Lu}.

Òåîðåìà 2.2.4. Íåõàé îáëàñòü Ω ⊂ R3 ¹ îïóêëîþ â íàïðÿìêó ïðÿìèõ Lu i

fu(E3) = C ïðè âñiõ u = 1, 2, . . . ,m. Êðiì òîãî, íåõàé ôóíêöiÿ Φ : Ωζ → Am
n

¹ ìîíîãåííîþ â Ωζ. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè ζ0 ∈ Ωζ ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

Φ(ζ0) = λ−1

∫
γζ

Φ(ζ) (ζ − ζ0)
−1 dζ,

äå γζ � äîâiëüíà çàìêíåíà æîðäàíîâà ñïðÿìëþâàíà êðèâà â Ωζ, ÿêà îäèí ðàç

îõîïëþ¹ ìíîæèíó {ζ − ζ0 : (x, y, z) ∈
m⋃
u=1

Lu}, à λ � äåÿêà ñòàëà.

Ó òåîðåìàõ 2.2.5 � 2.2.10 âñòàíîâëåíî äîñòàòíi óìîâè òîãî, ùî λ = 2πi.
Íàñòóïíà òåîðåìà ìiñòèòü êðèòåði¨ ìîíîãåííîñòi ôóíêöi¨ â àëãåáði Am

n i
äîâîäèòüñÿ ç âèêîðèñòàííÿì òåîðåì 2.1.3, 2.1.5, 2.2.2, 2.2.3 i 2.2.4.

Òåîðåìà 2.2.11. Ôóíêöiÿ Φ : Ωζ → Am
n ¹ ìîíîãåííîþ â îáëàñòi Ωζ

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè êîìïîíåíòè Uk : Ω → C ðîçêëàäó (7) ¹ R-
äèôåðåíöiéîâíèìè ôóíêöiÿìè â îáëàñòi Ω i âèêîíóþòüñÿ óìîâè (3) â êî-

æíié òî÷öi îáëàñòi Ωζ.

ßêùî fu(E3) = C ïðè âñiõ u = 1, 2, . . . ,m, òî ôóíêöiÿ Φ : Ωζ → Am
n ¹

òàêîæ ìîíîãåííîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç óìîâ:

1) äëÿ êîæíî¨ òî÷êè ζ0 ∈ Ωζ çíàéäåòüñÿ îêië, â ÿêîìó ôóíêöiÿ Φ ðîçêëà-

äà¹òüñÿ ó ñòåïåíåâèé ðÿä

Φ(ζ) =
∞∑
k=0

ck(ζ − ζ0)
k;

2) ôóíêöiÿ Φ íåïåðåðâíà â îáëàñòi Ωζ i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
∫
∂4ζ Φ(ζ)dζ = 0

äëÿ êîæíîãî òðèêóòíèêà 4ζ, òàêîãî, ùî éîãî çàìèêàííÿ 4ζ ⊂ Ωζ.

ßêùî fu(E3) = C ïðè âñiõ u = 1, 2, . . . ,m i, êðiì òîãî, îáëàñòü Ω ¹ îïó-

êëîþ â íàïðÿìêó ïðÿìèõ Lu, òî ôóíêöiÿ Φ : Ωζ → Am
n ¹ ìîíîãåííîþ òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ ¹äèíèé íàáið iç m ãîëîìîðôíèõ â îáëàñòi Du ôóí-

êöié Fu, u = 1, 2, . . . ,m, i ¹äèíèé íàáið iç n−m ãîëîìîðôíèõ â îáëàñòi Dus

ôóíêöié Gs, s = m+ 1, . . . , n, òàêèõ, ùî â îáëàñòi Ωζ ôóíêöiÿ Φ ïîäà¹òüñÿ

ó âèãëÿäi (6).

Ó ïiäðîçäiëi 2.3 äîâåäåíî àíàëîã iíòåãðàëüíî¨ òåîðåìè Êîøi äëÿ ïîâåðõíå-
âîãî iíòåãðàëà.
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×åðåç Σε ïîçíà÷èìî ε-îêië ïîâåðõíi Σ, òîáòî ìíîæèíó Σε := {(x, y, z) ∈
R3 :

√
(x− x1)2 + (y − y1)2 + (z − z1)2 ≤ ε, (x1, y1, z1) ∈ Σ}.

Âiäñòàííþ Ôðåøå d(Σ,Λ) ìiæ ïîâåðõíÿìè Σ i Λ íàçèâà¹òüñÿ iíôiìóì äié-
ñíèõ ÷èñåë ε, äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ Σ ⊂ Λε, Λ ⊂ Σε. Ïîñëi-
äîâíiñòü áàãàòîãðàííèêiâ Λn íàçèâà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî çáiæíîþ äî ïîâåðõíi Σ,
ÿêùî d(Λn,Σ)→ 0 ïðè n→∞.
Ïëîùåþ Ëåáåãà ïîâåðõíi Σ íàçèâà¹òüñÿ âåëè÷èíà

L(Σ) := inf lim inf
n→∞

L(Λn),

äå iíôiìóì áåðåòüñÿ ïî óñiõ ïîñëiäîâíîñòÿõ Λn, ðiâíîìiðíî çáiæíèõ äî Σ, à
L(Λn) � ïëîùà áàãàòîãðàííèêà Λn.
Íåõàé ïîâåðõíÿ Σ ìà¹ ñêií÷åííó ïëîùó Ëåáåãà, òîáòî L(Σ) < ∞. Òîäi çà

òåîðåìîþ Ë. ×åçàði iñíó¹ ïàðàìåòðèçàöiÿ ïîâåðõíi

Σ =
{
f(u, v) :=

(
x(u, v), y(u, v), z(u, v)

)
: (u, v) ∈ G

}
òàêà, ùî ÿêîáiàíè

A :=
∂y

∂u

∂z

∂v
− ∂y

∂v

∂z

∂u
, B :=

∂z

∂u

∂x

∂v
− ∂z

∂v

∂x

∂u
, C :=

∂x

∂u

∂y

∂v
− ∂x

∂v

∂y

∂u

iñíóþòü ì.â. íà êâàäðàòi G := [0; 1]× [0; 1] i

L(Σ) =

∫
G

√
A2 +B2 + C2 dudv. (10)

Ó ðàçi, êîëè L(Σ) < ∞ i ðiâíiñòü (10) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ çàäàíî¨ ïàðàìå-
òðèçàöi¨ Σ, ïîâåðõíþ Σ íàçèâàòèìåìî êâàäðîâíîþ. Äàëi çàìêíåíó ïîâåðõíþ

Γ ⊂ R3 ðîçóìiòèìåìî ÿê îáðàç ñôåðè ïðè ãîìåîìîðôíîìó âiäîáðàæåííi, ÿêå
âiäîáðàæà¹ õî÷à á îäíå êîëî íà ñïðÿëþâàíó êðèâó.
Ñêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ âèãëÿäó (7) ¹ ãiïåðãîëîìîðôíîþ â îáëàñòi Ωζ , ÿêùî

¨¨ êîìïëåêñíîçíà÷íi êîìïîíåíòè Uk ¹ R-äèôåðåíöiéîâíèìè â Ω i âèêîíó¹òüñÿ
íàñòóïíà óìîâà â êîæíié òî÷öi îáëàñòi Ωζ :

∂Ψ

∂x
e1 +

∂Ψ

∂y
e2 +

∂Ψ

∂z
e3 = 0.

Âåðõíüîþ ïëîùåþ Ìiíêîâñüêîãî ìíîæèíè ∂Ω íàçèâà¹òüñÿ âåëè÷èíà

M∗(∂Ω) := lim sup
ε→0

V (∂Ωε)

2ε
,

äå ÷åðåç V (∂Ωε) ïîçíà÷åíî îá'¹ì ∂Ωε.
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Òåîðåìà 2.3.2. Íåõàé ìåæåþ ∂Ω îäíîçâ'ÿçíî¨ îáëàñòi Ω ⊂ R3 ¹ çàìêíåíà

êâàäðîâíà ïîâåðõíÿ, äëÿ ÿêî¨ M∗(∂Ω) < ∞, i Ω ìà¹ êâàäðîâíi ïåðåòèíè iç

ïëîùèíàìè, ïåðïåíäèêóëÿðíèìè äî êîîðäèíàòíèõ îñåé. Êðiì òîãî, íåõàé

ôóíêöiÿ Ψ : Ωζ → Am
n ¹ ãiïåðãîëîìîðôíîþ â îáëàñòi Ωζ i íåïåðåðâíîþ â

çàìèêàííi Ωζ öi¹¨ îáëàñòi. Òîäi ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü∫
∂Ωζ

Ψ(ζ)σ = 0.

Ó ïiäðîçäiëi 2.4 âñòàíîâëåíî âiäïîâiäíiñòü ìiæ ìîíîãåííîþ ôóíêöi¹þ â
àëãåáði Am

n = S ⊕s N i ñêií÷åííèì íàáîðîì ìîíîãåííèõ ôóíêöié â àëãåáði
A1
n−m+1 = 1⊕s N . Äëÿ ôîðìóëþâàííÿ ðåçóëüòàòó ââåäåìî äåÿêi ïîçíà÷åííÿ.
Äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (8) àëãåáðà¨÷íå ðiâíÿííÿ (9) íàçèâà¹òüñÿ

õàðàêòåðèñòè÷íèì.
Íà âåêòîðè âèãëÿäó

ẽ1(u) = 1,

ẽ2(u) := au + Iu
n∑

r=m+1
arIr ,

ẽ3(u) := bu + Iu
n∑

r=m+1
brIr

(11)

àëãåáðè A1
n−m+1 íàòÿãíåìî ëiíiéíèé ïðîñòið Ẽ3(u) := {ζ̃(u) = x + yẽ2(u) +

zẽ3(u) : x, y, z ∈ R}. Òðiéêà âåêòîðiâ (11) âèçíà÷à¹ îäíó ïðÿìó L̃(u) âèãëÿ-
äó (5), ÿêà âiäïîâiäà¹ ìíîæèíi íåîáîðîòíèõ åëåìåíòiâ ζ̃(u) ïðîñòîðó Ẽ3(u).
Íåõàé Π̃ζ̃(u) � äåÿêèé íåñêií÷åííèé öèëiíäð â Ẽ3(u), òâiðíi ÿêîãî ïàðàëåëüíi

ïðÿìié L̃(u).

Òåîðåìà 2.4.2. Íåõàé â àëãåáði Am
n = S ⊕sN iñíó¹ òðiéêà ëiíiéíî íåçà-

ëåæíèõ íàä R âåêòîðiâ 1, e2, e3, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâ-

íÿííÿ (9), i íåõàé fu(E3) = C ïðè âñiõ u = 1, 2, . . . ,m. Êðiì òîãî, íåõàé

ôóíêöiÿ Φ : Πζ → Am
n çìiííî¨ ζ = x + ye2 + ze3 ¹ ìîíîãåííîþ â îáëàñòi

Πζ ⊂ E3. Òîäi â àëãåáði A1
n−m+1 = 1 ⊕s N (äå íiëüïîòåíòíà ïiäàëãåáðà N

òà ñàìà, ùî é â àëãåáði Am
n ) äëÿ êîæíîãî u ∈ {1, 2, . . . ,m} iñíó¹ òðiéêà âå-

êòîðiâ (11), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü X (1, ẽ2(u), ẽ3(u)) = 0, i iñíó¹ ôóíêöiÿ

Φ̃u : Π̃ζ̃(u) → A1
n−m+1 çìiííî¨ ζ̃(u), ÿêà ìîíîãåííà â öèëiíäði

Π̃ζ̃(u) =
{
ζ̃(u) ∈ Ẽ3(u) : fu

(
ζ̃(u)

)
= fu(ζ) , ζ ∈ Πζ(u)

}
i òàêà, ùî

Φu(ζ) = Iu Φ̃u

(
ζ̃(u)

)
.
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Ç òåîðåìè 2.4.2 âèïëèâà¹, ùî äëÿ ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíîãî
ðiâíÿííÿ (8) ó âèãëÿäi êîìïîíåíò ìîíîãåííèõ ôóíêöié çi çíà÷åííÿìè â êî-
ìóòàòèâíèõ àëãåáðàõ, äîñòàòíüî îáìåæèòèñü ìîíîãåííèìè ôóíêöiÿìè â àë-
ãåáðàõ iç áàçèñîì {1, η1, η2, . . . , ηn}, äå η1, η2, . . . , ηn � íiëüïîòåíòè.
Òåîðåìà 2.4.2 çàëèøà¹òüñÿ ñïðàâåäëèâîþ ó âèïàäêó, êîëè ðîçãëÿäàþòüñÿ

ôóíêöi¨ Φ : Πζ → Am
n çìiííî¨ ζ :=

k∑
r=1

xrer, 2 ≤ k ≤ 2n, ÿêi ¹ ìîíîãåííèìè â

îáëàñòi Πζ ⊂ Ek.
Ó ïiäðîçäiëi 2.5 ïîêàçàíî, ùî äëÿ ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (8) ó âè-

ãëÿäi êîìïîíåíò ìîíîãåííèõ ôóíêöié çi çíà÷åííÿìè ó ñêií÷åííîâèìiðíèõ êî-
ìóòàòèâíèõ àñîöiàòèâíèõ àëãåáðàõ äîñòàòíüî îáìåæèòèñü âèâ÷åííÿì ìîíî-
ãåííèõ ôóíêöié ó àëãåáðàõ ïåâíîãî âèäó.
Íåõàé Ã1

n+1 � (n+ 1)-âèìiðíà êîìóòàòèâíà àñîöiàòèâíà àëãåáðà ç áàçèñîì
{1, Ĩ1, Ĩ2, . . . , Ĩn}, äëÿ åëåìåíòiâ ÿêîãî ñïðàâåäëèâi ïðàâèëà ìíîæåííÿ Êàðòà-
íà:

Ĩr Ĩs =
n∑

k=max{r,s}+1

Υ̃s
r,k Ĩk ∀ r, s ∈ {1, 2, . . . , n}. (12)

ßê i ðàíiøå, A1
n � n-âèìiðíà êîìóòàòèâíà àñîöiàòèâíà àëãåáðà ç áàçèñîì

{1, I1, I2, . . . , In−1} i òàáëèöåþ ìíîæåííÿ âèãëÿäó (12).

Àëãåáðà Ã1
n+1 íàçèâà¹òüñÿ ðîçøèðåííÿì àëãåáðè A1

n, ÿêùî ñïðàâåäëèâi ðiâ-
íîñòi

Υ̃s
r,k = Υs

r,k

∀ k ∈ {2, . . . , n− 1} ∀ r, s ∈ {1, 2, . . . , k − 1}.

Íàäàëi ðîçøèðåííÿ àëãåáðè A1
n ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç E(A1

n).
Ó òåîðåìi 2.5.1 äîâåäåíî, ùî â êîæíié àëãåáði A1

n õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ
(9) ìà¹ ðîçâ'ÿçêè.
Íà àëãåáði E(A1

n) âèçíà÷èìî ëiíiéíèé îïåðàòîð P̃ : E(A1
n) 7→ A1

n ðiâíîñòÿìè

P̃ (1) = 1, P̃ (Ĩk) = Ik ∀ k = 1, 2, . . . , n− 1, P̃ (Ĩn) = 0.

Ó íàñòóïíié òåîðåìi âñòàíîâëþ¹òüñÿ çâ'ÿçîê ìiæ ìîíîãåííèìè ôóíêöiÿìè
â àëãåáði A1

n i ìîíîãåííèìè ôóíêöiÿìè â ¨¨ äîâiëüíîìó ðîçøèðåííi E(A1
n).

Äëÿ ôîðìóëþâàííÿ ðåçóëüòàòó ââåäåìî äåÿêi ïîçíà÷åííÿ.
Íåõàé âåêòîðè 1, ẽ2, ẽ3 àëãåáðè E(A1

n) çàäîâîëüíÿþòü õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâ-
íÿííÿ (9). Íà öi âåêòîðè íàòÿãíåìî ëiíiéíèé ïðîñòið

Ẽ3 := {ζ̃ = x+ yẽ2 + zẽ3 : x, y, z ∈ R}.
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Â àëãåáði A1
n ðîçãëÿäàòèìåìî òðiéêó 1, P̃ (ẽ2), P̃ (ẽ3) i ëiíiéíèé ïðîñòið

P̃
(
Ẽ3

)
:= {ζ = x+ yP̃ (ẽ2) + zP̃ (ẽ3) : x, y, z ∈ R}.

Òåîðåìà 2.5.6. Íåõàé âåêòîðè 1, ẽ2 = a0 +
n∑
r=1

arĨr, ẽ3 = b0 +
n∑
r=1

brĨr

àëãåáðè E(A1
n) çàäîâîëüíÿþòü õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ (9) i íåõàé õî-

÷à á îäíå ç ÷èñåë a0 ÷è b0 íàëåæèòü C \ R. Êðiì òîãî, íåõàé ôóíêöiÿ

Φ̃ : Π̃ζ̃ → E(A1
n) çìiííî¨ ζ̃ = x + yẽ2 + zẽ3 ìîíîãåííà â äåÿêîìó öèëiíäði

Π̃ζ̃ ⊂ Ẽ3. Òîäi â àëãåáði A1
n òðiéêà âåêòîðiâ 1, P̃ (ẽ2), P̃ (ẽ3) òàêîæ çàäîâîëü-

íÿ¹ õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ (9) i ôóíêöiÿ Φ(ζ) := P̃
(
Φ̃(ζ̃)

)
¹ ìîíîãåííîþ

â öèëiíäði Πζ := {ζ ∈ P̃
(
Ẽ3

)
: ζ̃ ∈ Π̃ζ̃} àëãåáðè A1

n.

Iç òåîðåìè 2.5.6 âèïëèâà¹, ùî êëàñ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (8), ÿêi ïîäàþòüñÿ
ó âèãëÿäi êîìïîíåíò ìîíîãåííèõ ôóíêöié, ïðèíàéìíi íå çâóæóþòüñÿ ïðè ïå-
ðåõîäi äî ðîçøèðåííÿ àëãåáðè.
Ó ïiäðîçäiëi 2.6 çàñòîñîâàíî ðåçóëüòàòè ïîïåðåäíiõ ïiäðîçäiëiâ ðîçäiëó

2 äî ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè
ïîõiäíèìè. Çîêðåìà, çàïðîïîíîâàíî ïðîöåäóðó ïîáóäîâè íåñêií÷åííîâèìið-
íî¨ ñiì'¨ ðîçâ'ÿçêiâ çàäàíèõ ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, ïðè ÿêié âè-
êîðèñòîâóþòüñÿ ìîíîãåííi ôóíêöi¨, ùî âèçíà÷åíi íà ïåâíèõ ïîñëiäîâíîñòÿõ
{En}∞n=2 êîìóòàòèâíèõ àñîöiàòèâíèõ àëãåáð.
Ðîçãëÿíåìî çàãàëüíå ëiíiéíå ðiâíÿííÿ çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè

E(u) := E0(u) + E1(u) + · · ·+ Ep(u) = 0, (13)

äå

Ek(u) :=
∑

α:|α|=k

Ck
α1,α2,...,αd

∂ku

∂xα1
1 ∂x

α2
2 · · · ∂x

αd
d

, Ck
α1,α2,...,αd

∈ R.

Ðîçãëÿäàòèìåìî òàêîæ ÷àñòèííèé âèãëÿä ðiâíÿííÿ (13), à ñàìå, ðiâíÿííÿ

Ep(u) = 0. (14)

Ó ïóíêòi 2.6.2 îòðèìàíî íåñêií÷åííîâèìiðíó ñiì'þ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (14): 1

2πi

∫
Γ

Fk(t)Ak dt


∞

k=0

, (15)

äå Fk � äîâiëüíi ãîëîìîðôíi ôóíêöi¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨, à Ak âèçíà÷åíi
íàñòóïíèìè ðåêóðåíòíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè:

A0 :=
1

t− ξ
, A1 :=

ξ1

(t− ξ)2
, ξ1 := x1a11 + x2a21 + · · ·+ xdad1,
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As =
ξs

(t− ξ)2
+

1

t− ξ

s−1∑
r=1

ArBr,s

ïðè

ξs := x1a1s + x2a2s + · · ·+ xdads , Br,s :=
s−1∑
k=1

ξkΥ
k
r,s , s = 2, 3, . . . , n− 1.

Äëÿ ðiâíÿííÿ (13) îòðèìàíî òàêó íåñêií÷åííîâèìiðíó ñiì'þ ðîçâ'ÿçêiâ: 1

2πi

∫
Γ

etAk dt


∞

k=0

. (16)

Ó ïóíêòi 2.6.3 ñiì'¨ ðîçâ'ÿçêiâ (15) i (16) âèïèñàíi íà êîíêðåòíié ïîñëiäîâ-
íîñòi ðîçøèðåíü. ßê ïðèêëàäè, ó ïóíêòi 2.6.4 ðîçâ'ÿçêè âèãëÿäiâ (15) i (16)
âèïèñàíi äëÿ îäíîãî ðiâíÿííÿ ãiäðîäèíàìiêè, äëÿ òðèâèìiðíîãî ðiâíÿííÿ Ëà-
ïëàñà, äëÿ ðiâíÿííÿ ïîïåðå÷íèõ êîëèâàíü ïðóæíîãî ñòåðæíÿ, äëÿ óçàãàëü-
íåíîãî áiãàðìîíi÷íîãî ðiâíÿííÿ, äëÿ äâîâèìiðíîãî ðiâíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà.
Ó ðîçäiëi 3 äîñëiäæóþòüñÿ ìîíîãåííi ôóíêöi¨ çi çíà÷åííÿìè â íåñêií÷åí-

íîâèìiðíèõ òîïîëîãi÷íèõ âåêòîðíèõ ïðîñòîðàõ (ÒÂÏ) é íåñêií÷åííîâèìiðíèõ
êîìóòàòèâíèõ àñîöiàòèâíèõ áàíàõîâèõ àëãåáðàõ. Ìîòèâàöi¹þ äëÿ öüîãî ñëó-
ãó¹ òîé ôàêò, ùî ó ñêií÷åííîâèìiðíèõ àëãåáðàõ íå ìîæíà îïèñàòè óñi ïðîñòî-
ðîâi ãàðìîíi÷íi ôóíêöi¨ ó âèãëÿäi êîìïîíåíò ìîíîãåííèõ ôóíêöié. Äëÿ öüîãî
ïîòðiáíî ðîçãëÿäàòè íåñêií÷åííîâèìiðíi ïðîñòîðè.
Ðîçãëÿíåìî íåñêií÷åííîâèìiðíó êîìóòàòèâíó àñîöiàòèâíó áàíàõîâó àëãå-

áðó

F :=

{
g =

∞∑
k=1

akek : ak ∈ R,
∞∑
k=1

|ak| <∞

}

íàä ïîëåì R iç íîðìîþ ‖g‖F :=
∞∑
k=1

|ak| i áàçèñîì {ek}∞k=1, äå òàáëèöÿ ìíîæå-

ííÿ äëÿ åëåìåíòiâ áàçèñó ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä:

ene1 = en, e2n+1e2n =
1

2
e4n ∀n ≥ 1 ,

e2n+1e2m =
1

2

(
e2n+2m − (−1)me2n−2m

)
∀n > m ≥ 1 ,

e2n+1e2m =
1

2

(
e2n+2m + (−1)ne2m−2n

)
∀m > n ≥ 1 ,

e2n+1e2m+1 =
1

2

(
e2n+2m+1 + (−1)me2n−2m+1

)
∀n ≥ m ≥ 1 ,
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e2ne2m =
1

2

(
−e2n+2m+1 + (−1)me2n−2m+1

)
∀n ≥ m ≥ 1 .

Î÷åâèäíî, ùî òóò e1, e2, e3 óòâîðþþòü ãàðìîíi÷íó òðiéêó âåêòîðiâ, òîáòî òà-
êó, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó e2

1 + e2
2 + e2

3 = 0 .
Ïîìiñòèìî àëãåáðó F ó ÒÂÏ

F̃ :=

{
g =

∞∑
k=1

ckek : ck ∈ R

}
iç òîïîëîãi¹þ ïîêîîðäèíàòíî¨ çáiæíîñòi. Ìîíîãåííi ôóíêöi¨ çi çíà÷åííÿìè
â àëãåáði F i ÒÂÏ F̃ äîñëiäæóâàâ Ñ. À. Ïëàêñà. Çîêðåìà, äëÿ ìîíîãåííèõ
ôóíêöié çi çíà÷åííÿìè â F̃ âií âñòàíîâèâ êðèòåðié ìîíîãåííîñòi, çâ'ÿçîê iç
ãàðìîíi÷íèìè âåêòîðàìè òà ïðîñòîðîâèìè ãàðìîíi÷íèìè ôóíêöiÿìè.
Ó ïóíêòi 3.1.2 ìè âñòàíîâèëè àíàëîãi÷íi ðåçóëüòàòè â iíøîìó ÒÂÏ, à ñàìå:

â òîïîëîãi÷íîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði

G̃ :=

{
g =

∞∑
k=−∞

ckek : ck ∈ R

}
iç òîïîëîãi¹þ ïîêîîðäèíàòíî¨ çáiæíîñòi é áàçèñîì {ek}∞k=−∞, äëÿ ÿêîãî òà-
áëèöÿ ìíîæåííÿ ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä:

ene1 = en, e2n+1em = e2n+m, e2ne2m = −e2n+2m−3 − e2n+2m+1

äëÿ âñiõ öiëèõ n im. Î÷åâèäíî, ùî òóò e1, e2, e3 óòâîðþþòü ãàðìîíi÷íó òðiéêó
âåêòîðiâ.
Íåõàé Ω i Ωζ ïîçíà÷àþòü òi ñàìi îáëàñòi, ùî é ðàíiøå. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöi¨

Φ : Ωζ → G̃ âèãëÿäó

Φ(ζ) =
∞∑

k=−∞

Uk(x, y, z) ek ,

äå ôóíêöi¨ Uk : Ω→ R ¹ äèôåðåíöiéîâíèìè â Ω. Òîäi ôóíêöiÿ Φ íàçèâà¹òüñÿ
ìîíîãåííîþ â Ωζ , ÿêùî Φ′(ζ) ∈ G̃ â ðiâíîñòi (2). Äëÿ ìîíîãåííèõ ôóíêöié çi
çíà÷åííÿìè â G̃ âñòàíîâëåíî êðèòåðié ìîíîãåííîñòi (òåîðåìà 3.1.1) i ïîêàçàíî,
ùî êîæíà ïðîñòîðîâà ãàðìîíi÷íà â îäíîçâ'ÿçíié îáëàñòi ôóíêöiÿ ¹ ïåðøîþ
êîìïîíåíòîþ äåÿêî¨ ìîíîãåííî¨ ôóíêöi¨ çi çíà÷åííÿìè â G̃ (òåîðåìà 3.1.3).
Âåêòîð-ôóíêöiÿ V íàçèâà¹òüñÿ ãàðìîíi÷íèì âåêòîðîì, ÿêùî V çàäîâîëü-

íÿ¹ ñèñòåìó ðiâíÿíü divV = 0 , rotV = 0.

Òåîðåìà 3.1.6. Êîæíà ìîíîãåííà ôóíêöiÿ Φ : Ωζ → G̃ ïîðîäæó¹ ãàðìî-

íi÷íi âåêòîðè V := (U2m+2, U2m+1, U2m) â îáëàñòi Ω äëÿ âñiõ öiëèõ ÷èñåë

m.
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Ó ïiäðîçäiëi 3.2 ðîçãëÿäàþòüñÿ ìîíîãåííi ôóíêöi¨ çi çíà÷åííÿìè ó êîìïëå-
êñèôiêàöiÿõ FC é F̃C âiäïîâiäíî àëãåáðè F i ÒÂÏ F̃. Ïðè÷îìó äîñëiäæóþòüñÿ
ìîíîãåííi ôóíêöi¨, âèçíà÷åíi â îáëàñòÿõ ïåâíîãî ÷îòèðèâèìiðíîãî äiéñíîãî
ïiäïðîñòîðó E4 ⊂ FC. Öå äà¹ çìîãó äîâåñòè äëÿ òàêèõ ìîíîãåííèõ ôóíêöié
àíàëîãè îñíîâíèõ iíòåãðàëüíèõ òåîðåì (òåîðåìà i ôîðìóëà Êîøi, òåîðåìà
Ìîðåðà). Áiëüøå òîãî, âñòàíîâëþþ÷è çâ'ÿçîê ìiæ ìîíîãåííèìè ôóíêöiÿìè,
âèçíà÷åíèìè â îáëàñòÿõ ïðîñòîðiâ E3 é E4, â òåîðåìi 3.2.8 ïîêàçàíî, ùî êîæíà
ìîíîãåííà ôóíêöiÿ Φ0 : Ωζ → F̃C ç îáëàñòi Ωζ ⊂ E3 ìîæå áóòè ïðîäîâæåíà
äî ìîíîãåííî¨ ôóíêöi¨ â äåÿêié îáëàñòi Qξ ⊂ E4.
Ðîçãëÿíåìî êîìïëåêñèôiêàöiþ FC := F ⊕ iF ≡ {a + ib : a, b ∈ F} àëãåáðè

F, òàêó, ùî íîðìà â FC âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ ‖c‖ :=
∞∑
k=1

|ck|, äå c =
∞∑
k=1

ckek,

ck ∈ C, à òàêîæ êîìïëåêñèôiêàöiþ F̃C := F̃⊕ iF̃ ≡ {a+ ib : a, b ∈ F̃} ÒÂÏ F̃.
Âèâ÷àþòüñÿ ìîíîãåííi ôóíêöié çi çíà÷åííÿìè â àëãåáði FC (àáî â ÒÂÏ F̃C),

çàäàíi íà ïiäìíîæèíi ëiíiéíîãî ìíîãîâèäó E4 := {ξ = xe1 + s ie1 + ye2 + ze3 :

x, s, y, z ∈ R}. Îáëàñòi Q ⊂ R4 ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü îáëàñòü Qξ := {ξ =

xe1 + s ie1 + ye2 + ze3 : (x, s, y, z) ∈ Q} â E4. Ïiä ìîíîãåííèìè ðîçóìiþòüñÿ
íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ Φ : Qξ → FC (àáî Φ : Qξ → F̃C), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü
ðiâíiñòü (2) ïðè Φ′(ζ) ∈ FC (àáî, âiäïîâiäíî, Φ′(ζ) ∈ F̃C) i âñiõ h ∈ E4.
Ó òåîðåìi 3.2.1 îòðèìàíî ÿâíèé âèãëÿä ðîçêëàäó çà áàçèñîì {ek}∞k=1 ãîëîâ-

íîãî ïðîäîâæåííÿ ãîëîìîðôíî¨ ôóíêöi¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ â àëãåáðó FC.
Îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîçäiëó 3 îòðèìàíî â ïóíêòàõ 3.2.2 i 3.2.4. Çîêðåìà, â

òåîðåìi 3.2.3 âñòàíîâëåíî àíàëîã iíòåãðàëüíî¨ òåîðåìè Êîøi äëÿ ìîíîãåííèõ
ôóíêöié çi çíà÷åííÿìè â àëãåáði FC.
Íåõàé τ = we1 + ŷe2 + ẑe3, äå w ∈ C i ŷ , ẑ ∈ R. Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ êîæíîãî

ξ = xe1 + s ie1 + ye2 + ze3, äå x, s, y, z ∈ R, åëåìåíò
(
τ − ξ

)−1
iñíó¹ ïðè âñiõ

τ 6∈ S(ξ) :=
{
τ = we1 + ŷe2 + ẑe3 :

Rew = x, |Imw − s| ≤
√

(y − ŷ)2 + (z − ẑ)2
}
.

Òåîðåìà 3.2.5. Íåõàé îáëàñòü Q ⊂ R4 ¹ îïóêëîþ â íàïðÿìêó îñåé Oy,

Oz. Êðiì òîãî, íåõàé ôóíêöiÿ Φ : Qξ → FC ¹ ìîíîãåííîþ â îáëàñòi Qξ i

ôóíêöi¨ Uk : Q→ C ç ðîçêëàäó

Φ(ξ) =
∞∑
k=1

Uk(x, s, y, z) ek (17)

ìàþòü íåïåðåðâíi ÷àñòèííi ïîõiäíi ó Q. Òîäi äëÿ êîæíî¨ òî÷êè ξ ∈ Qξ
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ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü:

Φ(ξ) =
1

2πi

∫
Γξ

Φ(τ)
(
τ − ξ

)−1
dτ ,

äå Γξ � äîâiëüíà çàìêíåíà æîðäàíîâà ñïðÿìëþâàíà êðèâà ó Qξ, ÿêà îäèí ðàç

îõîïëþ¹ ìíîæèíó S(ξ) i ãîìîòîïíà êîëó {τ = we1 + ŷe2 + ẑe3 : |w−x− is| =
R, ŷ = y, ẑ = z}, ÿêå ïîâíiñòþ ìiñòèòüñÿ â Ωξ.

Ïiäñóìêîì ïóíêòó 3.2.2 ¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.2.6. Íåõàé ôóíêöiÿ Φ : Qξ → FC íåïåðåðâíà â îáëàñòi Qξ i

ôóíêöi¨ Uk : Q → C ç ðîçêëàäó (17) ìàþòü íåïåðåðâíi ÷àñòèííi ïîõiäíi â

Q. Òîäi ôóíêöiÿ Φ ìîíîãåííà â Qξ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ

îäíà ç íàñòóïíèõ óìîâ:

(I) âèêîíóþòüñÿ óìîâè

∂Φ

∂s
=
∂Φ

∂x
i ,

∂Φ

∂y
=
∂Φ

∂x
e2 ,

∂Φ

∂z
=
∂Φ

∂x
e3

ó Qξ i ó Q âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ:

∞∑
k=1

∣∣∣∣∂Uk(x, s, y, r)∂x

∣∣∣∣ <∞, (18)

lim
ε→0+0

∞∑
k=1

∣∣∣∣∣ Uk(x+ εh1, s+ εh2, y + εh3, r + εh4)− Uk(x, s, y, r)−

−∂Uk(x, s, y, r)
∂x

εh1 −
∂Uk(x, s, y, r)

∂s
εh2 −

∂Uk(x, s, y, r)

∂y
εh3−

−∂Uk(x, s, y, r)
∂r

εh4

∣∣∣∣∣ ε−1 = 0 ∀h1 , h2 , h3 , h4 ∈ R ; (19)

(II) ôóíêöiÿ Φ çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü
∫
∂4ξ Φ(ξ)dξ = 0 äëÿ êîæíîãî òðèêó-

òíèêà 4ξ, òàêîãî, ùî 4ξ ⊂ Qξ ;

(III) â îêîëi êîæíî¨ òî÷êè ç Qξ ôóíêöiÿ Φ ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi çáiæíîãî

ñòåïåíåâîãî ðÿäó.

Çàçíà÷èìî, ùî óìîâè (18) i (19) çóìîâëåíi íîðìîþ àáñîëþòíî¨ çáiæíîñòi
â àëãåáði FC. Âîäíî÷àñ àíàëîãi÷íå òâåðäæåííÿ äëÿ ôóíêöié Φ : Qξ → F̃C,
äîâåäåíå â òåîðåìi 3.2.7, íå ìiñòèòü öèõ óìîâ.
Ó ïóíêòi 3.2.3 äîñëiäæåíî çâ'ÿçîê ìiæ ìîíîãåííèìè ôóíêöiÿìè çi çíà÷åí-

íÿìè â ÒÂÏ F̃C i ïðîñòîðîâèìè ïîòåíöiàëüíèìè ïîëÿìè, à â ïóíêòi 3.2.4 äëÿ
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ìîíîãåííèõ ôóíêöié Φ : Qξ → F̃C äîâåäåíî àíàëîãè iíòåãðàëüíî¨ òåîðåìè
Êîøi òà iíòåãðàëüíî¨ ôîðìóëè Êîøi.
Âàðòî âiäçíà÷èòè, ùî ïèòàííÿ ïðî ïîøèðåííÿ áiëüøîñòi òâåðäæåíü, äîâå-

äåíèõ äëÿ ìîíîãåííèõ ôóíêöié çi çíà÷åííÿìè â àëãåáði FC ÷è â ÒÂÏ F̃C, íà
ìîíîãåííi ôóíêöi¨, ùî ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ â êîìïëåêñèôiêàöi¨ ðîçãëÿíóòîãî
âèùå ÒÂÏ G̃, çàëèøà¹òüñÿ íåðîçâ'ÿçàíîþ ïðîáëåìîþ.
Ó ðîçäiëi 4 âèâ÷àþòüñÿ àëãåáðà¨÷íî�àíàëiòè÷íi âëàñòèâîñòi ñïåöiàëüíèõ

êëàñiâ âiäîáðàæåíü çi çíà÷åííÿìè â íåêîìóòàòèâíèõ àëãåáðàõ.
Íåõàé H(C) � àëãåáðà êâàòåðíiîíiâ íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë C, áàçèñ

ÿêî¨ ñêëàäà¹òüñÿ ç îäèíèöi àëãåáðè 1 i åëåìåíòiâ I, J,K, äëÿ ÿêèõ âèêîíóþ-
òüñÿ íàñòóïíi ïðàâèëà ìíîæåííÿ:

I2 = J2 = K2 = −1,

IJ = −JI = K, JK = −KJ = I, KI = −IK = J.

Ðîçãëÿíåìî â àëãåáði H(C) iíøèé áàçèñ {e1, e2, e3, e4}, ðîçêëàä åëåìåíòiâ
ÿêîãî â áàçèñi {1, I, J,K} ìà¹ âèãëÿä:

e1 =
1

2
(1 + iI), e2 =

1

2
(1− iI), e3 =

1

2
(iJ −K), e4 =

1

2
(iJ +K),

äå i � óÿâíà êîìïëåêñíà îäèíèöÿ. Òàáëèöÿ ìíîæåííÿ â íîâîìó áàçèñi íàáóâà¹
âèãëÿäó

· e1 e2 e3 e4

e1 e1 0 e3 0

e2 0 e2 0 e4

e3 0 e3 0 e1

e4 e4 0 e2 0

,

ïðè öüîìó îäèíèöÿ àëãåáðè ìà¹ ðîçêëàä: 1 = e1 + e2.
Çàçíà÷èìî, ùî êîìóòàòèâíà ïiäàëãåáðà ç iäåìïîòåíòíèì áàçèñîì {e1, e2}

� öå àëãåáðà áiêîìïëåêñíèõ ÷èñåë (àáî àëãåáðîþ êîìóòàòèâíèõ êâàòåðíiîíiâ
Ñåãðå.
Àëãåáðà H(C) ìiñòèòü äâà ïðàâi ìàêñèìàëüíi iäåàëè:

I1 := {λ2e2 + λ4e4 : λ2, λ4 ∈ C}, I2 := {λ1e1 + λ3e3 : λ1, λ3 ∈ C}.

Ââåäåìî äî ðîçãëÿäó ëiíiéíi ôóíêöiîíàëè f1 : H(C)→ C òà f2 : H(C)→ C,
çàäàíi ðiâíîñòÿìè

f1(e1) = f1(e3) = 1, f1(e2) = f1(e4) = 0,

f2(e2) = f2(e4) = 1, f2(e1) = f2(e3) = 0.
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ßäðàìè ôóíêöiîíàëiâ f1 òà f2 ¹ âiäïîâiäíî ìàêñèìàëüíi iäåàëè I1 òà I2.
Íåõàé

i1 = e1 + e2 = 1 , iu = aue1 + bue2 , au, bu ∈ C, (20)

äå u = 2, 3, . . . ,m ïðè m ∈ {2, 3, 4}, � ëiíiéíî íåçàëåæíi âåêòîðè íàä ïîëåì
R. Çàóâàæèìî, ùî ñêðiçü ó ïiäðîçäiëàõ 4.1 � 4.3 m ∈ {2, 3, 4}.
Âèäiëèìî â àëãåáði H(C) ëiíiéíó îáîëîíêó

Em :=
{
ζ =

m∑
u=1

xuiu : xu ∈ R
}

íàä ïîëåì R, ïîðîäæåíó âåêòîðàìè i1, i2, . . . , im. Ìíîæèíi S ⊂ Rm ïîñòàâèìî
ó âiäïîâiäíiñòü ìíîæèíó

Sζ :=
{
ζ =

m∑
u=1

xuiu : (x1, x2, . . . , xm) ∈ S
}
⊂ Em.

Ïîçíà÷èìî

ξ1 := f1(ζ) = x1 +
m∑
u=2

au xu,

ξ2 := f2(ζ) = x1 +
m∑
u=2

bu xu.

Òîäi åëåìåíò ζ ∈ Em ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi ζ = ξ1e1 + ξ2e2. Ïîçíà÷èìî ÷å-
ðåç f1(Em), f2(Em) îáðàçè ïðîñòîðó Em ïðè âiäîáðàæåííi ôóíêöiîíàëàìè
f1, f2. Äàëi iñòîòíèì ¹ ïðèïóùåííÿ: f1(E3) = f2(E3) = C. Î÷åâèäíî, ùî
âîíî âèêîíó¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè õî÷à á îäíå ç ÷èñåë ó êîæíié iç ïàð
(a1, b1), ..., (am, bm) íàëåæèòü C \ R.
Îçíà÷åííÿ 4.1.3. Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ Φ : Ωζ → H(C) íàçèâàòè-

ìåìî ïðàâî-G-ìîíîãåííèì â îáëàñòi Ωζ ⊂ Em, ÿêùî äëÿ êîæíîãî ζ ∈ Ωζ

iñíó¹ åëåìåíò Φ′(ζ) àëãåáðè H(C) òàêèé, ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

lim
ε→0+0

Φ(ζ + εh)− Φ(ζ)

ε
= hΦ′(ζ) ∀h ∈ Em.

Ïðè öüîìó Φ′(ζ) íàçâåìî ïðàâîþ ïîõiäíîþ Ãàòî âiäîáðàæåííÿ Φ â òî÷öi ζ.

Îçíà÷åííÿ 4.1.4. Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ Φ̂ : Ωζ → H(C) íàçèâàòè-

ìåìî ëiâî-G-ìîíîãåííèì â îáëàñòi Ωζ ⊂ Em, ÿêùî äëÿ êîæíîãî ζ ∈ Ωζ

iñíó¹ åëåìåíò Φ̂′(ζ) àëãåáðè H(C) òàêèé, ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

lim
ε→0+0

Φ̂(ζ + εh)− Φ̂(ζ)

ε
= Φ̂′(ζ)h ∀h ∈ Em.
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Ïðè öüîìó Φ̂′(ζ) íàçâåìî ëiâîþ ïîõiäíîþ Ãàòî âiäîáðàæåííÿ Φ̂ â òî÷öi ζ.

Îçíà÷åííÿ 4.3.5. Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ Φ : Ωζ → H(C) âèãëÿäó

Φ(ζ) =
4∑
q=1

Uq(x1, x2, . . . , xm) eq . (21)

íàçèâàòèìåìî H-ìîíîãåííèì â îáëàñòi Ωζ ⊂ Em, ÿêùî Φ äèôåðåíöiéîâíå

çà Õàóñäîðôîì â êîæíié òî÷öi ζ ∈ Ωζ, òîáòî ÿêùî êîìïîíåíòè âiäîáðà-

æåííÿ ìàþòü ÷àñòèííi ïîõiäíi ïåðøîãî ïîðÿäêó çà çìiííèìè x1, x2, ..., xm,

i ôîðìàëüíèé äèôåðåíöiàë âiäîáðàæåííÿ

dΦ :=
4∑
q=1

m∑
u=1

∂Uq
∂xu

dxueq

¹ ëiíiéíèì îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì äèôåðåíöiàëà dζ =
m∑
u=1

dxuiu, òîáòî

dΦ =
16∑
s=1

As dζ Bs ,

äå As, Bs � äåÿêi H(C)�çíà÷íi ôóíêöi¨.

Çíà÷åííÿ Φ′H(ζ) :=
16∑
s=1

AsBs íàçèâà¹òüñÿ ïîõiäíîþ Õàóñäîðôà âiäîáðàæåí-

íÿ Φ(ζ) â òî÷öi ζ.
Îçíà÷åííÿ 4.3.6. H-ìîíîãåííå âiäîáðàæåííÿ Φ, äèôåðåíöiàë ÿêîãî ïî-

äà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

dΦ = dζ Φ′H(ζ),

íàçèâàòèìåìî ïðàâî-H-ìîíîãåííèì â îáëàñòi Ωζ.

Òî÷êè (x1, x2, ..., xm) ∈ Rm, ÿêi âiäïîâiäàþòü íåîáîðîòíèì åëåìåíòàì ζ =
m∑
u=1

xuiu ∈ Em, óòâîðþþòü äâi ìíîæèíè

M 1 :


x1 +

m∑
u=2

xu Re au = 0,

m∑
u=2

xu Im au = 0,

M 2 :


x1 +

m∑
u=2

xu Re bu = 0,

m∑
u=2

xu Im bu = 0

â m-âèìiðíîìó ïðîñòîði Rm.
Êiëüêà îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ ïiäðîçäiëiâ 4.1 � 4.3 ìîæíà ñôîðìóëþâà-

òè ó âèãëÿäi íàñòóïíîãî òâåðäæåííÿ, ÿêå ñôîðìóëþ¹ìî òóò äëÿ ïðàâî-G-
ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü.



� 25 �

Òåîðåìà 4.3.5. Âiäîáðàæåííÿ Φ : Ωζ → H(C) ¹ ïðàâî-G-ìîíîãåííèì â

îáëàñòi Ωζ ⊂ Em òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç íàñòóïíèõ

óìîâ:

(1) êîìïîíåíòè Uq : Ω→ C ðîçêëàäó (21) ¹ R-äèôåðåíöiéîâíèìè ôóíêöi-

ÿìè â îáëàñòi Ω i âèêîíóþòüñÿ óìîâè

∂Φ

∂xu
= iu

∂Φ

∂x1
, u = 1, 2, ...,m

ó êîæíié òî÷öi îáëàñòi Ωζ;

(2) êîìïîíåíòè Uq : Ω→ C ðîçêëàäó (21) ¹ R-äèôåðåíöiéîâíèìè ôóíêöi-

ÿìè â îáëàñòi Ω i âiäîáðàæåííÿ Φ ¹ ïðàâî-H-ìîíîãåííèì â îáëàñòi Ωζ.

ßêùî f1(Em) = f2(Em) = C, òî âiäîáðàæåííÿ Φ ¹ ïðàâî-G-ìîíîãåííèì

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç íàñòóïíèõ óìîâ:

(3) äëÿ êîæíî¨ òî÷êè ζ0 ∈ Ωζ çíàéäåòüñÿ îêië, ó ÿêîìó âiäîáðàæåííÿ Φ

ðîçêëàäà¹òüñÿ ó ñòåïåíåâèé ðÿä

Φ(ζ) =
∞∑
n=0

(ζ − ζ0)
npn ;

(4) âiäîáðàæåííÿ Φ íåïåðåðâíå i âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü∫
∂4ζ

dζ Φ(ζ) = 0

äëÿ êîæíîãî òðèêóòíèêà 4ζ, òàêîãî, ùî 4ζ ⊂ Ωζ.

ßêùî f1(Em) = f2(Em) = C i, êðiì òîãî, îáëàñòü Ωζ ⊂ Em ¹ îïóêëîþ â

íàïðÿìêó ìíîæèí M 1
ζ , M

2
ζ , òî âiäîáðàæåííÿ Φ ¹ ïðàâî-G-ìîíîãåííèì òîäi

i òiëüêè òîäi, êîëè

(5) iñíóþòü ¹äèíà ïàðà ãîëîìîðôíèõ â îáëàñòi D1 := f1(Ωζ) ôóíêöié

F1, F3 i ¹äèíà ïàðà ãîëîìîðôíèõ â îáëàñòi D2 := f2(Ωζ) ôóíêöié F2, F4,

òàêèõ, ùî â îáëàñòi Ωζ âiäîáðàæåííÿ Φ ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

Φ(ζ) = F1(ξ1)e1 + F2(ξ2)e2 + F3(ξ1)e3 + F4(ξ2)e4 .

Êðiì öüîãî, â ïóíêòi 4.2.1 äîâåäåíî àíàëîã iíòåãðàëüíî¨ òåîðåìè Êîøi äëÿ
ïîâåðõíåâîãî iíòåãðàëà äëÿ G-ìîíîãåííîãî âiäîáðàæåííÿ, à â ïóíêòi 4.2.2 �
àíàëîã iíòåãðàëüíî¨ òåîðåìè Êîøi äëÿ êðèâîëiíiéíîãî iíòåãðàëà. Â ïóíêòi
4.2.4 äîâåäåíî àíàëîã iíòåãðàëüíî¨ ôîðìóëè Êîøi äëÿ êðèâîëiíiéíîãî iíòå-
ãðàëà.
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Ó ïiäðîçäiëi 4.4 âèâ÷àþòüñÿ êâàòåðíiîííi ôóíêöi¨, àíàëiòè÷íi â ñåí-
ñi Õàóñäîðôà (H�àíàëiòè÷íi) é âñòàíîâëþþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ H�
àíàëiòè÷íèìè ôóíêöiÿìè òà iíøèìè âiäîìèìè êëàñàìè êâàòåðíiîííèõ ôóí-
êöié. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç e1 = 1, e2, e3, e4 âåêòîðè êàíîíi÷íîãî áàçèñó äiéñíèõ
êâàòåðíiîíiâ H, òîáòî e1 = 1, e2 = i, e3 = j, e4 = k.
Íåõàé Ω � îáëàñòü â H. Ðîçãëÿäà¹ìî ôóíêöiþ f : Ω → H çìiííî¨ x =

x1e1 + x2e2 + x3e3 + x4e4 íàñòóïíîãî âèãëÿäó:

f(x) =
4∑

k=1

fk(x) ek . (22)

Îçíà÷åííÿ 4.4.2. Ôóíêöiÿ f : Ω → H âèãëÿäó (22) íàçèâà¹òüñÿ H�

àíàëiòè÷íîþ â îáëàñòi Ω, ÿêùî f ¹ àíàëiòè÷íîþ çà Õàóñäîðôîì ó êîæíié

òî÷öi x ∈ Ω, òîáòî, ÿêùî äiéñíîçíà÷íi êîìïîíåíòè fk ¹ äèôåðåíöiéîâíèìè

ôóíêöiÿìè ÷îòèðüîõ äiéñíèõ çìiííèõ x1, x2, x3, x4 i ÿêùî äèôåðåíöiàë dfx =
4∑

k=1

dfk(x1, x2, x3, x4)ek ¹ ëiíiéíèì îäíîðiäíèì ïîëiíîìîì äèôåðåíöiàëà dx :=

dx1e1 + dx2e2 + dx3e3 + dx4e4, òîáòî

dfx =
16∑
s=1

As(x) dxBs(x) ,

äå As i Bs � äåÿêi H�çíà÷íi ôóíêöi¨ çìiííî¨ x.
Ó öüîìó âèïàäêó äëÿ êîæíîãî x ∈ Ω êâàòåðíiîí

f ′H(x) :=
16∑
s=1

As(x)Bs(x) (23)

íàçèâà¹òüñÿ ïîõiäíîþ Õàóñäîðôà (àáî êîðîòêîH�ïîõiäíîþ) ôóíêöi¨ f â òî÷öi
x.

Òåîðåìà 4.4.1. Êîæíà êâàòåðíiîííà ôóíêöiÿ ç äèôåðåíöiéîâíèìè äié-

ñíîçíà÷íèìè êîìïîíåíòàìè ¹ H�àíàëiòè÷íîþ, ïðè÷îìó f ′H(x) = ∂f(x)
∂x1

.

Ó ïóíêòàõ 4.4.2 � 4.4.6 âñòàíîâëåíî, ùî íà êëàñi C1(Ω) íàñòóïíi ìíîæè-
íè ôóíêöié ¹ ïiäìíîæèíîþ ìíîæèíè H�àíàëiòè÷íèõ ó Ω ôóíêöié: ìíîæèíà
ëiâî-äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié (ôóíêöié âèãëÿäó f(x) = a + xb, a, b ∈ C),
ìíîæèíà F�ãiïåðãîëîìîðôíèõ ôóíêöié (ôóíêöié, ç ÿäðà îïåðàòîðà Ôóåòåðà

4∑
r=1

er
∂
∂xr

), ìíîæèíà MT�ãiïåðãîëîìîðôíèõ ôóíêöié (ôóíêöié iç ÿäðà îïåðà-

òîðà Ìîéñiëà�Òåîäîðåñêî
4∑

k=2

ek
∂
∂xk

), ìíîæèíà s�ðåãóëÿðíèõ ôóíêöié (ôóí-
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êöié, ùî ïîäàþòüñÿ ó âèãëÿäi çáiæíîãî ðÿäó
∞∑
n=0

xn an , an ∈ H). Ïðè öüîìó

ïîêàçàíî, ùî H�ïîõiäíà ñïiâïàäà¹ ç âiäîìèìè ïîõiäíèìè äëÿ âiäïîâiäíèõ
êëàñiâ ôóíêöié.
Ó ïiäðîçäiëi 4.5 âèâ÷àþòüñÿ êëàñè äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié â óçàãàëüíå-

íèõ àëãåáðàõ Êåëi�Äiêñîíà.
Íåõàé At =

(−1,...,−1
R

)
� àëãåáðà Êåëi-Äiêñîíà i çàäàíà îáëàñòü Ω ⊂ R2t.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ωζ := {ζ = x0 +x1e1 + . . .+xn−1en−1 : (x0, x1, . . . , xn−1) ∈ Ω}
îáëàñòü â At.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ Φ : Ωζ → At âèãëÿäó

Φ(ζ) =
n−1∑
k=0

Φk(x0, x1, . . . , xn−1)ek, (24)

äå (x0, x1, . . . , xn−1) ∈ Ω i Φk : Ω→ R.

Îçíà÷åííÿ 4.5.3. Ôóíêöiþ âèãëÿäó (24) íàçèâàòèìåìî ëiâî-At-

ãiïåðãîëîìîðôíîþ â îáëàñòi Ωζ, ÿêùî ÷àñòèííi ïîõiäíi ïåðøîãî ïîðÿäêó

∂Φk/∂xk iñíóþòü ó Ω i â êîæíié òî÷öi îáëàñòi Ωζ âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

2t−1∑
k=0

ek
∂Φ

∂xk
= 0.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

φ1 = x0 + e1x1, φ2 =
1

e1
(x0 + e1x1),

ρ2s−1 = x2s − e1x2s+1, ρ2s = − 1

e1
(x2s − e1x2s+1), s ∈ {1, 2, ..., 2t−1 − 1}.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç C2s ïëîùèíè {x2s+e1x2s+1 : x2s, x2s+1 ∈ R} i ÷åðåç D2s :=

{(x2s, x2s+1) : x2s+e1x2s+1 ∈ C2s}, s ∈ {0, 1, 2, ..., 2t−1−1} åâêëiäîâi ïëîùèíè.
Íåõàé G2s � îáëàñòi â C2s i G̃2s � âiäïîâiäíi îáëàñòi â D2s.

Òåîðåìà 4.5.9. Íåõàé v (φ1, φ2) i v (ρ2s−1, ρ2s) � ðàöiîíàëüíi ôóíêöi¨, âè-

çíà÷åíi ó âiäïîâiäíèõ îáëàñòÿõ G0 ⊂ C0 i G2s ⊂ C2s, s ∈ {1, 2, ..., 2t−1 − 1}.
Òîäi âiäîáðàæåííÿ

Ft (ζ) = v (φ1, φ2) +

+
t−1∑
i=1

(
i∑

k=1

k−1

(
∑
r=1

v (ρMrki−1, ρMrki
) e2r)e2r+1...)e2k)e2i) +

t−1∑
i=1

(v (ρ2i−1, ρ2i) e2i) ,

äå Mrki = 2r + 2r+1 + ...+ 2k + 2i, áóäå ëiâî-At-ãiïåðãîëîìîðôíîþ ôóíêöi¹þ â

îáëàñòi Θ ⊂ At, ÿêà êîíãðóåíòíà äî îáëàñòi G̃0×G̃2×G̃4×...×G̃2t−1−1 ⊂ R2t

ïðè t ≥ 1.



� 28 �

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà ðîçâèòêó òåîði¨ ôóíêöié ãiïåðêîìïëåêñíî¨
çìiííî¨ ó ñêií÷åííîâèìiðíèõ àëãåáðàõ (êîìóòàòèâíèõ i íåêîìóòàòèâíèõ) i â
íåñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðîñòîðàõ iç êîìóòàòèâíèì ìíîæåííÿì.
Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ òàêi:
1. Îòðèìàíî ïðåäñòàâëåííÿ (êîíñòðóêòèâíèé îïèñ) ìîíîãåííèõ ôóíêöié,

âèçíà÷åíèõ â îáëàñòÿõ ñïåöiàëüíèõ ïiäïðîñòîðiâ äîâiëüíî¨ ñêií÷åííîâèìiðíî¨
êîìóòàòèâíî¨ àñîöiàòèâíî¨ àëãåáðè íàä ïîëåì C, çi çíà÷åííÿìè â öié àëãåáði
çà äîïîìîãîþ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨.
2. Äîâåäåíî àíàëîãè iíòåãðàëüíèõ òåîðåì (iíòåãðàëüíà òåîðåìà Êîøi äëÿ

êðèâîëiíiéíîãî i ïîâåðõíåâîãî iíòåãðàëiâ, iíòåãðàëüíà ôîðìóëà Êîøi, òåîðåìà
Ìîðåðà) äëÿ ìîíîãåííèõ ôóíêöié çi çíà÷åííÿìè â äîâiëüíié ñêií÷åííîâèìið-
íié êîìóòàòèâíié àñîöiàòèâíié àëãåáði.
3. Âñòàíîâëåíî çâ'ÿçîê ìiæ ìîíîãåííèìè ôóíêöiÿìè çi çíà÷åííÿìè â àë-

ãåáðàõ, ùî óòâîðþþòü ïîñëiäîâíiñòü ðîçøèðåíü êîìóòàòèâíèõ àëãåáð ïåâ-
íîãî êëàñó, é çàïðîïîíîâàíî ïiäõiä äî ïîáóäîâè íåñêií÷åííîâèìiðíèõ ñiìåé
ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõi-
äíèìè çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè çà äîïîìîãîþ âêàçàíèõ ìîíîãåííèõ ôóíêöié.
4. Äîâåäåíî àíàëîãè iíòåãðàëüíèõ òåîðåì (òåîðåìà i ôîðìóëà Êîøi, òåî-

ðåìà Ìîðåðà) äëÿ ìîíîãåííèõ ôóíêöié çi çíà÷åííÿìè â íåñêií÷åííîâèìiðíié
êîìóòàòèâíié àëãåáði i òîïîëîãi÷íîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði ç êîìóòàòèâíèì
ìíîæåííÿì, àñîöiéîâàíèõ iç òðèâèìiðíèì ðiâíÿííÿì Ëàïëàñà.
5. Ââåäåíî êëàñ êâàòåðíiîííèõ G-ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü i îòðèìàíî ¨õ

ïðåäñòàâëåííÿ (êîíñòðóêòèâíèé îïèñ) çà äîïîìîãîþ ãîëîìîðôíèõ ôóíêöié
êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨. Äîâåäåíî àíàëîãè iíòåãðàëüíèõ òåîðåì äëÿ âiäîáðàæåíü
öüîãî êëàñó.
6. Âñòàíîâëåíî ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ âiäîìèìè êëàñàìè êâàòåðíiîííèõ äè-

ôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié i ôóíêöié, àíàëiòè÷íèõ çà Õàóñäîðôîì, à òàêîæ âñòà-
íîâëåíî çâ'ÿçîê ìiæ âiäîìèìè îçíà÷åííÿìè ïîõiäíèõ i ïîõiäíîþ çà Õàóñäîð-
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Øïàêiâñüêèé Â. Ñ. Ìîíîãåííi ôóíêöi¨ â àñîöiàòèâíèõ àëãåáðàõ.
� Êâàëiôiêàöiéíà íàóêîâà ïðàöÿ íà ïðàâàõ ðóêîïèñó.
Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ äîêòîðà ôiçèêî�ìàòåìàòè÷íèõ

íàóê çà ñïåöiàëüíiñòþ 01.01.01 �Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç� (111 � ìàòåìàòèêà).
� Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, Êè¨â, 2020.
Ó äèñåðòàöi¨ ðîçâèâà¹òüñÿ òåîðiÿ ôóíêöié ãiïåðêîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ â ñêií-

÷åííîâèìiðíèõ àëãåáðàõ (êîìóòàòèâíèõ i íåêîìóòàòèâíèõ) i â íåñêií÷åííîâè-
ìiðíèõ ïðîñòîðàõ iç êîìóòàòèâíèì ìíîæåííÿì. Çîêðåìà, îòðèìàíî êîíñòðó-
êòèâíèé îïèñ ìîíîãåííèõ ôóíêöié çi çíà÷åííÿìè â äîâiëüíié ñêií÷åííîâè-
ìiðíié êîìóòàòèâíié àñîöiàòèâíié àëãåáði íàä ïîëåì C çà äîïîìîãîþ ãîëî-
ìîðôíèõ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨. Äëÿ çãàäàíèõ ìîíîãåííèõ ôóíêöié
äîâåäåíî àíàëîãè êëàñè÷íèõ iíòåãðàëüíèõ òåîðåì iç êîìïëåêñíîãî àíàëiçó
(òåîðåìè Êîøi äëÿ êðèâîëiíiéíîãî i ïîâåðõíåâîãî iíòåãðàëà, òåîðåìè Ìîðåðà,
àíàëîã iíòåãðàëüíî¨ ôîðìóëè Êîøi äëÿ êðèâîëiíiéíîãî iíòåãðàëà). Âèâ÷àþ-
òüñÿ ìîíîãåííi ôóíêöi¨ çi çíà÷åííÿìè â òîïîëîãi÷íîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði
F̃, ÿêèé ¹ ðîçøèðåííÿì äåÿêî¨ íåñêií÷åííîâèìiðíî¨ êîìóòàòèâíî¨ àñîöiàòèâíî¨
áàíàõîâî¨ àëãåáðè F, àñîöiéîâàíî¨ iç òðèâèìiðíèì ðiâíÿííÿì Ëàïëàñà. Âñòà-
íîâëåíî iíòåãðàëüíi òåîðåìè äëÿ ìîíîãåííèõ ôóíêöié çi çíà÷åííÿìè ó çãàäà-
íèõ âèùå àëãåáði é òîïîëîãi÷íîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði. Ââåäåíî íîâi êëàñè
ìîíîãåííèõ âiäîáðàæåíü â àëãåáði êîìïëåêñíèõ êâàòåðíiîíiâ H(C), òàê çâàíi
ïðàâî-G-ìîíîãåííi âiäîáðàæåííÿ é ëiâî-G-ìîíîãåííi âiäîáðàæåííÿ, i âèâ÷à-
þòüñÿ îñíîâíi ¨õíi àëãåáðà¨÷íî�àíàëiòè÷íi âëàñòèâîñòi. Âñòàíîâëåíî ñïiââiä-
íîøåííÿ ìiæ âiäîìèìè êëàñàìè êâàòåðíiîííèõ äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié òà
ôóíêöié, àíàëiòè÷íèõ çà Õàóñäîðôîì. Âèâ÷àþòüñÿ ëiâî-At-ãiïåðãîëîìîðôíi
ôóíêöi¨ (òîáòî òàêi, ùî íàëåæàòü ÿäðó îïåðàòîðà Äiðàêà) â óçàãàëüíåíèõ
àëãåáðàõ Êåëi�Äiêñîíà. Çàïðîïîíîâàíî àëãîðèòì êîíñòðóþâàííÿ òàêèõ ôóí-
êöié.
Êëþ÷îâi ñëîâà: ñêií÷åííîâèìiðíà êîìóòàòèâíà àñîöiàòèâíà àëãåáðà, àë-

ãåáðà êîìïëåêñíèõ êâàòåðíiîíiâ, G-ìîíîãåííi âiäîáðàæåííÿ, óìîâè Êîøi�
Ðiìàíà, òåîðåìà Êîøi, iíòåãðàëüíà ôîðìóëà Êîøi, òåîðåìà Ìîðåðà, H�
ìîíîãåííi âiäîáðàæåííÿ, H�àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ, àëãåáðè Êåëi�Äiêñîíà, íå-
ñêií÷åííîâèìiðíèé âåêòîðíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið.

Øïàêîâñêèé Â. Ñ. Ìîíîãåííûå ôóíêöèè â àññîöèàòèâíûõ àëãå-
áðàõ. � Êâàëèôèêàöèîííàÿ íàó÷íàÿ ðàáîòà íà ïðàâàõ ðóêîïèñè.
Äèññåðòàöèÿ íà ñîèñêàíèå ó÷¼íîé ñòåïåíè äîêòîðà ôèçèêî�

ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ïî ñïåöèàëüíîñòè 01.01.01 �Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç�
(111 � ìàòåìàòèêà). � Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðàèíû, Êèåâ, 2020.
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Â äèññåðòàöèè ðàçâèâàåòñÿ òåîðèÿ ôóíêöèé ãèïåðêîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé
â êîíå÷íîìåðíûõ àëãåáðàõ (êîììóòàòèâíèõ è íåêîììóòàòèâíûõ) è â áåñêîíå-
÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ êîììóòàòèâíûì óìíîæåíèåì. Â ÷àñòíîñòè, ïîëó-
÷åíî êîíñòðóêòèâíîå îïèñàíèå ìîíîãåííûõ ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîè-
çâîëüíîé êîíå÷íîìåðíîé êîììóòàòèâíîé àññîöèàòèâíîé àëãåáðå íàä ïîëåì C
ïðè ïîìîùè ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé. Äëÿ óïîìÿíó-
òûõ ìîíîãåííûõ ôóíêöèé äîêàçàíû àíàëîãè êëàññè÷åñêèõ èíòåãðàëüíûõ òå-
îðåì êîìïëåêñíîãî àíàëèçà (òåîðåìû Êîøè äëÿ êðèâîëèíåéíîãî è ïîâåðõíî-
ñòíîãî èíòåãðàëà, òåîðåìû Ìîðåðà, àíàëîã èíòåãðàëüíîé ôîðìóëû Êîøè äëÿ
êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà). Èçó÷àþòñÿ ìîíîãåííûå ôóíêöèè ñî çíà÷åíèÿìè
â òîïîëîãè÷åñêîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå F̃, ÿâëÿþùåìñÿ ðàñøèðåíèåì íåêî-
òîðîé áåñêîíå÷íîìåðíîé êîììóòàòèâíîé àññîöèàòèâíîé áàíàõîâîé àëãåáðû F,
àññîöèèðîâàííîé ñ òð¼õìåðíûì óðàâíåíèåì Ëàïëàñà. Ïîëó÷åíû èíòåãðàëü-
íûå òåîðåìû äëÿ ìîíîãåííûõ ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè â óïîìÿíóòûõ âûøå
àëãåáðå è òîïîëîãè÷åñêîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ââåäåíû íîâûå êëàññû
ìîíîãåííûõ îòîáðàæåíèé â àëãåáðå êîìïëåêñíûõ êâàòåðíèîíîâ H(C), òàê íà-
çûâàåìûå ïðàâî-G-ìîíîãåííûå îòîáðàæåíèÿ è ëåâî-G-ìîíîãåííûå îòîáðàæå-
íèÿ, è èçó÷åíû èõ îñíîâíûå àëãåáðàè÷íî�àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà. Óñòàíàâ-
ëèâàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó èçâåñòíûìè êëàññàìè êâàòåðíèîííûõ äèôôå-
ðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé è ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ ïî Õàóñäîðôó. Èçó÷àþòñÿ
ëåâî-At-ãèïåðãîëîìîðôíûå ôóíêöèè (òî åñòü ïðèíàäëåæàùèå ÿäðó îïåðà-
òîðà Äèðàêà) â îáîáù¼ííûõ àëãåáðàõ Êåëè�Äèêñîíà. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì
êîíñòðóèðîâàíèÿ òàêèõ ôóíêöèé.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîíå÷íîìåðíàÿ êîììóòàòèâíàÿ àññîöèàòèâíàÿ àëãå-

áðà, àëãåáðà êîìïëåêñíûõ êâàòåðíèîíîâ, G-ìîíîãåííûå îòîáðàæåíèÿ, óñëî-
âèÿ Êîøè�Ðèìàíà, òåîðåìà Êîøè, èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà Êîøè, òåîðåìà
Ìîðåðà, H�ìîíîãåííûå îòîáðàæåíèÿ, H�àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, àëãåáðû
Êåëè�Äèêñîíà, áåñêîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.
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The Manuscript.
Thesis for a Doctor Degree in Physical and Mathematical Sciences on Speciality

01.01.01 �Mathematical analysis� (111 � mathematics). � Institute of Mathemati-
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The thesis is devoted to development of the functions theory of the

hypercomplex variable in �nite-dimensional algebras (commutative and non-
commutative) and in in�nite-dimensional spaces with commutative multiplication
develops in the thesis.
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An arbitrary n-dimensional (2 ≤ n < ∞) commutative associative algebra
Am
n with unit over the �eld of complex numbers C is considered in the thesis.

Let e1 = 1, e2, . . . , ek, 2 ≤ k ≤ 2n, be the elements of Am
n , which are li-

nearly independent over the �eld of real numbers R. We study monogenic (i.e.,
continuous and di�erentiable in the sense of G�ateaux) functions of the variable

ζ =
k∑
r=1

xrer, where xr ∈ R, with values in the algebra Am
n . We obtain a constructi-

ve description of monogenic functions with values in the algebra Am
n by means of

holomorphic functions of a complex variable. For the mentioned monogenic functi-
ons we prove analogues of classical integral theorems of complex analysis (the
Cauchy theorem for a curvilinear and for a surface integrals, Morera theorem).
For an arbitrary linear partial di�erential equation with constant coe�cients, we
propose a procedure for constructing an in�nite-dimensional family of solutions.
Monogenic functions with values in the topological vector space F̃, which is an

extension of some in�nite-dimensional commutative associative Banach algebra
F associated with the three-dimensional Laplace equation, are considered. It is
known that each spatial harmonic function is a component of a corresponding
monogenic function. We consider the complexi�cations F̃C and FC of F̃ and F,
respectively. Integral theorems for monogenic functions with values in the algebra
FC and the topological vector space F̃C are established. The relations to the spatial
potentials are investigated.
New classes of monogenic mappings in the algebra of complex quaternions

H(C), so-called right-G-monogenic mappings and left-G-monogenic mappings
are introduced. The constructive descriptions of all G-monogenic mappings are
established by means four corresponding analytic functions of a complex vari-
able. For such mappings we proved analogues of classical integral theorems of
complex analysis (the Cauchy theorem for a curvilinear and for a surface integrals,
Morera, Taylor and Laurent theorems). The main algebraic�analytic properties
of H-monogenic (i.e., continuous and di�erentiable in the sense of Hausdor�)
mappings with values in H(C) and its relations to G-monogenic mappings are
investigated. The theorem on the equivalence of various de�nitions of right-G-
monogenic and left-G-monogenic mappings is proved. We consider the concept of
the Hausdor� analyticity for functions ranged in the real quaternion algebra H
and the corresponding notion of the Hausdor� derivative. We compare them wi-
th the well-known classes of H-valued functions which have their own de�nitions
of the derivative. Also we study the left-At-hyperholomorphic (belonging to the
kernel of Dirac operator) functions in the generalized of Cayley�Dickson algebras.
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The algorithm of construction of such functions is o�ered.
Key words: �nite-dimensional commutative associative algebra, algebra

of complex quaternions, G-monogenic mappings, Cauchy�Riemann conditions,
Cauchy theorem, Cauchy integral formula, Morera theorem, H-monogenic mappi-
ngs, H-analytic function, Cayley�Dickson algebra, in�nite-dimensional vector
topological space.
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