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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми.
Дисертацiйну роботу присвячено дослiдженню iснування i стiйко-

стi iнварiантних торiв багаточастотних систем i кусково-неперервних
майже перiодичних розв’язкiв диференцiальних рiвнянь iз iмпуль-
сною дiєю.

Багаточастотнi системи моделюють рiзноманiтнi коливнi процеси
в механiцi, теорiї нейронних мереж та iнших галузях науки. Ефе-
ктивним пiдходом до дослiдження таких систем є поєднання асим-
птотичного методу усереднення з методом iнтегральних многовидiв,
якi розвинули М. М. Боголюбов, Ю. О. Митропольський, А. М. Са-
мойленко та iн. Цей пiдхiд дає змогу, зокрема, знаходити умови iсну-
вання i стiйкостi iнварiантних многовидiв для слабконелiнiйних бага-
точастотних систем у разi негрубостi вiдповiдних незбурених систем.

Продовжує активно розвиватися теорiя майже перiодичних iм-
пульсних систем, якi дослiджували у своїх роботах А. М. Самойлен-
ко, М. О. Перестюк, Д. Векслер, М. У. Ахмет, В. Ю. Слюсарчук,
В. I. Ткаченко, С. I. Трофимчук, Г. Т. Стамов та iн. Дослiдження
таких систем має важливе практичне значення в теорiї нейронних
мереж i математичнiй бiологiї, зокрема при моделюваннi еволюцiї
бiологiчних видiв, якi нерiвномiрно розподiленi у просторi й зазна-
ють короткотривалих зовнiшнiх впливiв. Для багатьох застосувань
доцiльно розглядати iмпульсну дiю в нефiксованi моменти часу, якi
залежать вiд стану системи, а також ураховувати стан у минулому,
тобто розглядати системи з запiзненням. У таких системах прояв-
ляються властивостi диференцiальних i рiзницевих систем i вини-
кають специфiчнi складностi, пов’язанi з розривнiстю й непродов-
жуванiстю розв’язкiв на вiд’ємну пiввiсь. Розглядаються кусково-
неперервнi майже перiодичнi розв’язки, розриви яких вiдповiдають
iмпульснiй дiї. При цьому застосування загальних методiв потребує
пошуку специфiчних пiдходiв для кожної системи.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, те-
мами. Дисертацiю виконано у вiддiлi диференцiальних рiвнянь
та теорiї коливань Iнституту математики НАН України згiдно з
темами «Аналiтичнi та якiснi методи теорiї нелiнiйних диферен-
цiальних рiвнянь» (номер держреєстрацiї 0105U007978), «Якiсний
та асимптотичний аналiз систем диференцiальних, функцiональ-
но-диференцiальних та iмпульсних рiвнянь» (номер держреєстрацiї
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0111U002035), «Конструктивнi та якiснi методи аналiзу систем дифе-
ренцiальних, функцiонально-диференцiальних, iмпульсних та рiзни-
цевих рiвнянь» (номери держреєстрацiї 0116U003121, 0119U001721).

Мета й завдання дослiдження. Мета дисертацiї —
знаходження достатнiх умов iснування i стiйкостi iнварiантних торiв
багаточастотних систем i кусково-неперервних майже перiодичних
розв’язкiв диференцiальних рiвнянь iз iмпульсною дiєю.

Об’єкт дослiдження — багаточастотнi системи звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь i диференцiальнi рiвняння з iмпульсною дiєю.

Предмет дослiдження — питання iснування i стiйкостi iнварiант-
них торiв багаточастотних систем i кусково-неперервних майже пе-
рiодичних розв’язкiв диференцiальних рiвнянь iз iмпульсною дiєю,
зокрема з нефiксованими моментами iмпульсної дiї.

Методи дослiдження. У роботi використано методи теорiї
iмпульсних i функцiонально-диференцiальних рiвнянь i функцiо-
нального аналiзу, зокрема: асимптотичний метод усереднення,
методи теорiї стiйкостi й теорiї рiвнянь у банаховому просторi.

Наукова новизна одержаних результатiв. Основнi результа-
ти, якi визначають наукову новизну й виносяться на захист, такi:
1. Знайдено достатнi умови iснування i стiйкостi iнварiантного

тора при малому збуреннi правої частини слабконелiнiйної
багаточастотної автономної системи диференцiальних рiвнянь у
критичному випадку вiдповiдної незбуреної системи.

2. Встановлено умови iснування й асимптотичної стiйкостi
кусково-неперервних майже перiодичних розв’язкiв систем
диференцiальних рiвнянь iз запiзненням i нефiксованими мо-
ментами iмпульсної дiї, якi можуть розглядатися як математичнi
моделi нейронних мереж.

3. Встановлено умови iснування й асимптотичної стiйкостi строго
додатних кусково-неперервних майже перiодичних розв’язкiв
систем диференцiальних рiвнянь Лотки –Вольтерра з дифу-
зiєю й моментами iмпульсної дiї — як фiксованими, так i
нефiксованими.

4. В абстрактному банаховому просторi отримано умови стiйкостi
обмеженого розв’язку нелiнiйного еволюцiйного рiвняння з
секторiальним оператором у лiнiйнiй частинi й нефiксованими
моментами iмпульсної дiї.
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Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна
робота має теоретичний характер. Одержанi результати й методика
їхнього отримання можуть бути використанi для вивчення питань
iснування i стiйкостi iнварiантних торiв багаточастотних систем
i кусково-неперервних майже перiодичних розв’язкiв диференцi-
альних рiвнянь iз iмпульсною дiєю. Також їх можна використати
для дослiдження задач механiки, бiологiї та iнших галузей науки i
технiки, математичними моделями яких є вiдповiднi рiвняння.

Особистий внесок здобувача. У роздiлах 2 i 3 (роботи [2–5])
постановка задач, визначення загальної схеми дослiдження, аналiз
отриманих результатiв належить спiвавтору — докторовi фiзико-
математичних наук, професору В. I. Ткаченку. У пiдроздiлi 3.1 (ро-
бота [4]) спiвавтору — кандидату фiзико-математичних наук, доцен-
товi О. О. Струк — належить перевiрка технiчних викладок, аналiз
i обговорення отриманих результатiв.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї до-
повiдалися й обговорювалися на засiданнях семiнару вiддiлу ди-
ференцiальних рiвнянь та теорiї коливань Iнституту математики
НАН України (керiвник семiнару — академiк НАН України, доктор
фiзико-математичних наук, професор А. М. Самойленко), а також
на мiжнародних наукових конференцiях.

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано в ро-
ботах [1–5], що вiдповiдають вимогам до публiкацiї результатiв ди-
сертацiйних робiт у фахових виданнях iз фiзико-математичних на-
ук. Одну зi вказаних робiт опублiковано без спiвавторiв. Англомовнi
версiї всiх статей опублiковано в закордонних наукових перiодичних
виданнях видавництва Springer, [1–5] присутнi в наукометричнiй ба-
зi даних Scopus, [1, 3, 4] — у Web of Science Core Collection (Science
Citation Index Expanded).

Структура й обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi змi-
сту, перелiку умовних позначень, вступу, трьох роздiлiв, висновкiв,
списку використаних джерел, що мiстить 80 найменувань, i додат-
ку. Загальний обсяг дисертацiї налiчує 150 сторiнок (iз них основної
частини — 121 сторiнку).
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ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дослiдження, сфор-
мульовано мету, об’єкт, предмет, завдання й методи дослiдження,
зазначено наукову новизну отриманих результатiв, їхнє практичне
значення, зв’язок роботи з науковими темами й особистий внесок
здобувача.

У першому роздiлi знайдено умови iснування i стiйкостi iнва-
рiантних торiв для слабконелiнiйної системи рiвнянь

dx

dt
= λHx+ εX(x, ϕ),

dϕ

dt
= µ+ εF (x, ϕ), (1)

де λH i µ — сталi матриця й вектор, λH = diag (λ1H1, . . . , λn1Hn1),
власнi числа (2 × 2)-матриць H1, . . . Hn1

дорiвнюють ±i, X(x, ϕ),
F (x, ϕ) — достатньо гладкi за x ∈ R2n1 , ϕ ∈ Rn2 2π-перiодичнi за ϕ
дiйснозначнi функцiї, ε > 0 — малий параметр.

У разi, коли X(x, ϕ) i F (x, ϕ) — квазiполiноми, тобто полiноми
за x ∈ R2n1 i тригонометричнi полiноми за ϕ ∈ Tn2

, до системи (1)
застосовано метод асимптотичного iнтегрування нелiнiйних систем.
Розв’язкок шукається за допомогою замiни як формальний степене-
вий ряд за малим параметром:

x = y +
∑
ν≥1

ενuν(y, θ), ϕ = θ +
∑
ν≥1

ενvν(y, θ).

У нових змiнних отримана “усереднена” система така:

dy

dt
= λHy +

∑
ν≥1

ενYν(y, θ),
dθ

dt
= µ +

∑
ν≥1

ενΦν(y, θ). (2)

Пiсля введення у (2) замiсть y полярних координат h, ψ:

yj = eHνψjBjhj , j = 1, n1, h ∈ Rn1 , ψ ∈ Tn1 ,

де yj = (y2j−1, y2j), Bj — двовимiрнi вектори, елементи яких ви-
значаються через елементи матриць Hj , маємо формально рiвно-
сильну (за винятком гiперплощин hj = 0, j = 1, n1) систему:

dh

dt
=
∑
ν≥1

ενB+e−HψYν(eHψBh, θ),
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dψ

dt
= λ−

∑
ν≥1

ενB+He−HψYν(eHψBh, θ)/h, (3)

dθ

dt
= µ +

∑
ν≥1

ενΦν(eHψBh, θ).

За допомогою лiнiйної замiни кутових змiнних систему (3) можна
звести до простiшої форми:

dh

dt
=
∑
ν≥1

ενVν(h, ξ),
dξ

dt
=
∑
ν≥1

ενWν(h, ξ),
dζ

dt
= ω+

∑
ν≥1

ενZν(h, ξ),

де ω — базис частот (елементiв векторiв λ, µ).
Якщо для будь-яких y ∈ R2n1 , ψ ∈ Rn1 , θ ∈ Rn2

Y1(eHψy, θ) = eHψY1(y, 0), Φ1(eHψy, θ) = Φ1(y, 0), (4)

перше наближення усередненої системи в полярних координатах (3)
має форму

dh

dt
= εB+Y1(Bh, 0) ≡ εU(h),

dψ

dt
= λ− εB+HY1(Bh, 0)/h, (5)

dθ

dt
= µ + εΦ1(Bh, 0).

Зокрема, (4) виконується за вiдсутностi резонансу, коли частоти λ, µ
лiнiйно незалежнi над полем Q. За певних умов можна застосувати
асимптотичний метод i отримати (5), коли X (x, ϕ) i F (x, ϕ) не
квазiполiноми.

Теорема 1.2. Нехай права частина системи (1) така, що:
1) Для певних цiлих s i l, 2 6 s ≤ l, та для певної областi

D̃ ⊂ R2n1 X (x, ϕ) ∈ Cl(D), F (x, ϕ) ∈ Cl(D), u1(y, θ) ∈ Cs(D),
v1(y, θ) ∈ Cs(D), де D = D̃ × Tn2 .

2) Для Y1(y, θ) i Φ1(y, θ) виконується спiввiдношення (4).
3) Перша пiдсистема у (5) має таке положення рiвноваги

h = h0 ≥ 0 : U(h0) = 0,
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що тор x = g(ψ̃), заданий рiвностями

xjk = 0, k = 1, n′, xjk = eHjkψjkBjkh
0
jk
, ψjk ∈ T1, k = n′ + 1, n1,

де n′ — кiлькiсть нульових координат вектора h0, jk, k =
n′ + 1, n1, — iндекси ненульових координат вектора h0,
ψ̃ = (ψj1 , . . . , ψjn1−n′

), належить областi D, а власнi числа
матрицi

Ũ =
∂U(h0)

∂h
(6)

не мають нульових дiйсних частин.
Тодi можна вказати таке число ε0 > 0, що для всiх 0 ≤ ε ≤ ε0

система рiвнянь (1) має (n1 + n2 − n′)-вимiрний iнварiантний тор

x = f(ψ̃, ϕ, ε),

де f ∈ Cs−2
Lip(Tn1+n2−n′). Цей тор задовольняє умову

lim
ε→0
‖f(ψ̃, ϕ, ε)− g(ψ̃)‖s−2 = 0 (7)

i є експоненцiально стiйким, якщо дiйснi частини власних чисел
матрицi (6) вiд’ємнi, й експоненцiально дихотомiчним, якщо є
власнi числа матрицi (6) як iз вiд’ємними, так i з додатними дiй-
сними частинами.

У другому роздiлi дослiджено iснування i стiйкiсть кусково-
неперервних майже перiодичних розв’язкiв системи диференцiаль-
них рiвнянь iз запiзненням i нефiксованими моментами iмпульсної
дiї

ẋ(t) = A(t)x(t)+B(t)f(x(t))+C(t)g(x(t−h))+γ(t), t 6= τk(x(t)), (8)

x(t+0)−x(t) = Dkx(t)+Ik(x(t))+gk, t = τk(x(t)), k ∈ Z, (9)

де x ∈ Rn, h = const > 0, A(t), B(t) i C(t) — матричнозначнi функцiї
R→ Rn×n, f i g — функцiї Rn → Rn. Iмпульсна дiя вiдбувається при
досягненнi розв’язками поверхонь Γk = {(t, x) : t = τk(x)}, k ∈ Z, якi
рiвномiрно вiдокремленi одна вiд одної.

Такi системи описують математичнi моделi нейронних мереж iз
запiзненням i нефiксованими моментами iмпульсної дiї.

На систему (8), (9) накладено умови:
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(L1) Матричнозначнi функцiї A(t), B(t), C(t) i векторнозначна
функцiя γ(t) майже перiодичнi за Бором.

(L2) Послiдовнiсть {τk} неперервних функцiй τk : Uρ → R має рiвно-
мiрно майже перiодичнi послiдовностi рiзниць рiвномiрно вiд-
носно x ∈ Uρ, й iснує таке θ > 0, що infx τk+1(x)−supx τk(x) ≥ θ
для всiх x ∈ Uρ й k ∈ Z. Тут Uρ = {x ∈ Rn : ‖x‖ ≤ ρ}, ρ — певне
додатне число.

(L3) Послiдовностi (n× n)-матриць {Dk} i векторiв {gk} майже пе-
рiодичнi.

(L4) Послiдовнiсть {Ik(x)} вектор-функцiй Uρ → Rn майже пе-
рiодична рiвномiрно вiдносно x ∈ Uρ.

Припускається, що у множинi Uρ розв’язки системи (8), (9) не
мають биття з поверхнями t = τk(x), тобто розв’язки перетинають
кожну поверхню не бiльш як один раз.

Нехай X — банахiв простiр iз нормою ‖.‖. Розглядатимемо про-
стiр PC(J,X), J ⊂ R, усiх обмежених кусково-неперервних функцiй
x : J → X, таких, що множина моментiв розривiв x не має скiнчен-
них граничних точок i x(t) неперервна злiва. Використовуватимемо
норму ‖x‖PC = supt∈J ‖x(t)‖.

Функцiя ϕ ∈ PC(R, X) називаєтьсяW -майже перiодичною, якщо:

I) послiдовнiсть {τk} моментiв розриву функцiї ϕ(t), упорядкова-
них за зростанням, має рiвномiрно майже перiодичнi послiдов-
ностi рiзниць, тобто для довiльного ε > 0 iснує вiдносно щiльна
множина ε-майже перiодiв, спiльних для всiх послiдовностей
{τ jk}, де τ

j
k = τk+j − τk, j ∈ Z;

II) для довiльного ε > 0 iснує таке додатне число δ = δ(ε), що
якщо точки t′ i t′′ належать одному iнтерваловi неперервностi
й |t′ − t′′| < δ, то ‖ϕ(t′)− ϕ(t′′)‖ < ε;

III) для довiльного ε > 0 iснує вiдносно щiльна множина Γ ε-майже
перiодiв, таких, що якщо τ ∈ Γ, то ‖ϕ(t + τ) − ϕ(t)‖ < ε для
всiх t ∈ R, якi задовольняють умову |t− τk| ≥ ε, k ∈ Z.

Через нефiксованi моменти iмпульсної дiї означення стiйкостi й
асимптотичної стiйкостi вiдмiннi вiд таких означень для рiвнянь iз
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фiксованими моментами iмпульсної дiї, оскiльки враховують вiдмiн-
нiсть точок розриву рiзних розв’язкiв рiвняння.

Розв’язок x0(t) системи (8), (9), який при всiх t ≥ t0 − h належить
Uρ i для якого τk(x0(t0)) 6= t0, k ∈ Z, називається стiйким за Ляпу-
новим, якщо для довiльних ε > 0 i η > 0 iснує таке число δ = δ(ε, η),
що для довiльного iншого розв’язку x(t) з початковими значеннями
з Uρ й для якого

‖x0(θ)− x(θ)‖ < δ, θ ∈ [t0 − h, t0], |θ − τ0
k | > δ,

виконується ‖x0(t)− x(t)‖ < ε для всiх таких t ≥ t0, що |t− τ0
k | > η,

де τ0
k — моменти часу, при яких розв’язок x0(t) перетинає поверхнi

t = τk(x), k ∈ Z.
Розв’язок x0(t) називається асимптотично стiйким, якщо вiн стiй-

кий i iснує таке δ0 > 0, що для кожних ε > 0, η > 0 iснує таке
T = T (ε, η) > 0, що для будь-якого iншого розв’язку x(t) системи з
початковими значеннями з Uρ й для якого

‖x0(θ)− x(θ)‖ < δ0, θ ∈ [t0 − h, t0], |θ − τ0
k | > δ0,

виконується ‖x0(t)− x(t)‖ < ε для t ≥ t0 + T й |t− τ0
k | > η.

Поряд iз системою (8), (9) розгляньмо лiнiйну однорiдну систему

ẋ(t) = A(t)x(t), t 6= τk, (10)
x(τk + 0)− x(τk) = Dkx(τk), τk = τk(0), k ∈ Z. (11)

Система (10), (11) називається експоненцiально стiйкою з показ-
ником β > 0 й коефiцiєнтом M ≥ 1, якщо

‖U(t, s)‖ ≤Me−β(t−s), t ≥ s,

де U(t, s) — еволюцiйний оператор для системи (10), (11).

Теорема 2.11. Припустiмо, що в областi Uρ = {u ∈ Rn, ‖x‖ ≤
ρ} система (8), (9) задовольняє умови (L1)–(L4) i додатково:

1) усi розв’язки в областi Uρ перетинають кожну поверхню t =
τk(x) не бiльш нiж один раз;

2) ‖f(x1)− f(x2)‖+ ‖g(x1)− g(x2)‖+ ‖Ik(x1)− Ik(x2)‖+ |τk(x1)−
τk(x2)| ≤ N1‖x1 − x2‖ рiвномiрно вiдносно x1, x2 ∈ Uρ, k ∈ Z;
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3) f(0) = g(0) = 0, Ik(0) = 0 для всiх k ∈ Z;

4) лiнiйна однорiдна система (10), (11) експоненцiально стiйка.

5) ρ бiльше за певне число, що визначається з системи.

Тодi для достатньо малих значень сталої Лiпшиця N1 систе-
ма (8), (9) має в Uρ єдиний W -майже перiодичний розв’язок, i вiн
асимптотично стiйкий.

Доведення iснування i єдиностi W -майже перiодичного розв’язку
зводиться до шукання такого розв’язку x∗(τk(yk), y) для системи (8)
iз фiксованими моментами iмпульсної дiї, якi визначаються для ко-
жної майже перiодичної послiдовностi y = {yk} таким чином:

x(τk(yk) + 0)− x(τk(yk)) = Dkx(τk(yk)) + I(yk) + gk, k ∈ Z.

У просторi майже перiодичних послiдовностей визначається вiдобра-
ження S(y) = {x∗(τk(yk), y)}k∈Z. Воно є стискуючим, i шуканий
розв’язок вихiдної системи вiдповiдає його нерухомiй точцi.

У третьому роздiлi проведено дослiдження системи диферен-
цiальних рiвнянь Лотки –Вольтерра з дифузiєю й iмпульсною дiєю,
а також еволюцiйного рiвняння з iмпульсною дiєю в абстрактному
банаховому просторi.

У пiдроздiлах 3.1 – 3.2 дослiджено iснування i стiйкiсть
кусково-гладких майже перiодичних розв’язкiв системи диференцi-
альних рiвнянь Лотки –Вольтерра з дифузiєю

∂u

∂t
= µ1∆u+ u

(
a1(t, x)− b1(t, x)u− c1(t, x)v

)
, (12)

∂v

∂t
= µ2∆v + v

(
a2(t, x)− b2(t, x)u− c2(t, x)v

)
, (13)

x ∈ Ω, t 6= τk
(
u(t, .), v(t, .)

)
, зi крайовими умовами Неймана

∂u(t, x)

∂n

∣∣∣∣∣
∂Ω

= 0,
∂v(t, x)

∂n

∣∣∣∣∣
∂Ω

= 0, (14)

й загалом нефiксованими моментами iмпульсної дiї

u(t+ 0, x)− u(t, x) = d1ku(t, x) + q1k,
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v(t+ 0, x)− v(t, x) = d2kv(t, x) + q2k, (15)

t = τk
(
u(t, .), v(t, .)

)
=

= θk + rk

∫
Ω

(
u2(t, ξ) + v2(t, ξ)

)
dξ, k ∈ Z. (16)

Ω ⊂ Rn — обмежена область зi гладкою межею ∂Ω, Ω̄ = Ω∪∂Ω, ∂/∂n
— похiдна вздовж зовнiшньої нормалi, ∆u = ∂2u/∂x2

1 + . . .+∂2u/∂x2
n.

Iмпульсна дiя вiдбувається в моменти часу t = τk
(
u(t, .), v(t, .)

)
, якi в

загальному випадку залежать вiд розв’язкiв. Цi моменти рiвномiрно
вiддiленi один вiд iншого.

Система описує взаємодiю двох бiологiчних видiв, якi нерiвно-
мiрно розподiленi у просторi й зазнають короткочасного зовнiшньо-
го впливу в моменти часу τk. Функцiї u(t, x) i v(t, x) визначають
щiльнiсть двох бiологiчних видiв у момент часу t i у просторовiй
точцi x. Виходячи з бiологiчної iнтерпретацiї, функцiї вважають не-
вiд’ємними. Додатнi сталi µ1 i µ2 є коефiцiєнтами дифузiї вiдповiдно
першого i другого виду. Логiстичнi вирази u(a1 − b1u) i v(a2 − c2v)
характеризують вiдтворення першого й другого видiв. Члени −c1uv
й −b2uv показують гальмiвний вплив виду v на вид u й виду u на
вид v вiдповiдно.

Розглядатимемо систему (12) – (16) iз такими умовами:

(H1) Додатнозначнi обмеженi функцiї aj(t, x), bj(t, x) i cj(t, x), j =
1, 2, неперервно диференцiйовнi за t ∈ R i x ∈ Ω й майже пе-
рiодичнi за Бором за t рiвномiрно вiдносно x ∈ Ω.

(H2) Виконуються нерiвностi djk > −1, qjk ≥ 0, j = 1, 2, k ∈ Z, i
послiдовностi дiйсних чисел {d1k}, {d2k}, {q1k}, {q2k} майже пе-
рiодичнi. Позначмо d = supjk |djk|, q = supjk qjk.

(H3) Позначмо Uρ = {u ∈ C(Ω̄) : ‖u‖C ≤ ρ, u(x) ≥ 0, x ∈ Ω̄}, де ρ —
певне додатне число. Послiдовнiсть {θk} має рiвномiрно майже
перiодичнi послiдовностi рiзниць, а послiдовнiсть {rk} майже
перiодична. Крiм того, iснують сталi Θ̃ > θ̃ > 0 й Θ > θ > 0,
такi, що виконуються нерiвностi Θ̃ ≥ θk − θk−1 ≥ θ̃, k ∈ Z, i

Θ = Θ̃ + 2rρ2|Ω| ≥ τk(u, v)− τk−1(u, v) ≥ θ = θ̃ − 2rρ2|Ω| > 0

для всiх u, v ∈ Uρ, k ∈ Z. Тут r = supk |rk|, |Ω| — мiра множи-
ни Ω.
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Для обмеженої функцiї g(t, x) позначмо

gL = inf
t,x
g(t, x), gM = sup

t,x
g(t, x).

У пiдроздiлi 3.1 дослiджено систему (12) – (16) для фiксованих
моментiв iмпульсної дiї (rk = 0, k ∈ Z).

Система (12) – (16) називається перманентною, якщо iснують до-
датнi такi сталi m0 i M0, що кожен розв’язок iз невiд’ємними й не
тотожними нулю початковими функцiями (u0(x), v0(x)) з певного мо-
менту часу t0 = t0(u0, v0) залишається у множинi

E0 =
{

(u, v) : m0 ≤ u ≤M0, m0 ≤ v ≤M0

}
.

Лема 3.7. Для кожного розв’язку системи (12) – (16) iз не-
вiд’ємними початковими функцiями (u0(x), v0(x)) iснує таке t̄ =
t̄(u0, v0), що

u(t, x) ≤M0, v(t, x) ≤M0, x ∈ Ω̄, t ≥ t̄,

де

M0 = max{A,A(1 + d) + q}, A =
aM

bL(1− e−aMθ)
,

aM = max
{
aM1 , aM2

}
, bL = min

{
bL1 , c

L
2

}
.

Лема 3.8. Нехай виконуються нерiвностi

aL1 − cM1 M0 + σ1 > 0, aL2 − bM2 M0 + σ2 > 0, (17)

де

σj = lim
T→∞

1

T

∑
0<θk≤T

ln(1 + djk), j = 1, 2.

Тодi iснує таке m0 > 0, що для кожного розв’язку системи
(12) – (16) iз невiд’ємними початковими функцiями (u0(x), v0(x)),
u0(x) 6≡ 0, v0(x) 6≡ 0, iснує таке t0 = t0(u0, v0), що

u(t, x) ≥ m0, v(t, x) ≥ m0, x ∈ Ω̄, t ≥ t0.
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Теорема 3.11. Нехай для системи (12) – (16) виконуються такi
умови:

1) система перманентна;

2) виконується нерiвнiсть

aM − (2bL + cL)m0 + cMM0 + σ > 0, (18)

σ = max{σ1, σ2}, cL = min
{
cL1 , b

L
2

}
, cM = max

{
cM1 , bM2

}
.

Тодi розв’язки системи з початковими функцiями зi значеннями у
множинi E0 рiвномiрно асимптотично стiйкi.

Теорема 3.12. Нехай виконуються умови теореми 3.11,
тодi система (12) – (16) має єдиний асимптотично стiйкий
кусково-неперервний майже перiодичний розв’язок зi значеннями у
множинi E0.

У пiдроздiлi 3.2 розглянуто випадок нефiксованих моментiв
iмпульсної дiї з поверхнями iмпульсiв за таких умов:

Теорема 3.16. Нехай виконуються умови (H1) – (H3), а також:
– система (12) – (16) iз фiксованими моментами iмпульсної дiї

t = θk при rk = 0, k ∈ Z, задовольняє умови леми 3.8 i теореми 3.11,
i виконується нерiвнiсть ρ ≥M0;

– для кожного k ∈ Z виконується одна з умов:

rk ≤ 0, djk ≥ 0, qjk ≥ 0, j = 1, 2,

rk ≥ 0, djk ≤ 0, qjk = 0, j = 1, 2.

Тодi при достатньо малому r = supk |rk| система рiвнянь iз
нефiксованими моментами iмпульсної дiї (12) – (16) має в областi
Uρ×Uρ єдиний додатнозначний кусково-неперервний W -майже пе-
рiодичний розв’язок w∗(t).

Для кожного t0 ∈ ∪k∈Z(θk, θk + θ/2] як початкової точки W -
майже перiодичний розв’язок w∗(t) асимптотично стiйкий.

У пiдроздiлi 3.3 отримано умови стiйкостi обмеженого розв’язку
для рiвняння з нефiксованими моментами iмпульсної дiї
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du

dt
+Au = f(t, u), t 6= τk(u), (19)

u(τk(u) + 0)− u(τk(u)) = gk(u), k ∈ Z, (20)

де u : R → X, X — банаховий простiр, A — секторiальний оператор
у X, послiдовнiсть {τk(u)} функцiй X → R строго зростає для u з
певної областi простору X.

До такої абстрактної постановки можна звести широкий клас па-
раболiчних рiвнянь у частинних похiдних iз нефiксованими момен-
тами iмпульсної дiї.

Припустiмо, що рiвняння (19), (20) задовольняє умови:
(M1) A — секторiальний оператор у X, inf{Reµ : µ ∈ σ(A)} ≥

δ > 0, де σ(A) — спектр A. Для оператора A означаються степенi.
Розглядатимемо просториXα = D(Aα), утворенi областями означен-
ня операторiв Aα, α ≥ 0, з нормою ‖x‖α = ‖Aαx‖.

(M2) Позначмо Uα% = {x ∈ Xα : ‖x‖α ≤ %}. Припускатимемо, що
функцiї τk : Uα% → R задовольняють умову Лiпшиця

|τk(u1)− τk(u2)| ≤ N1‖u1 − u2‖α, k ∈ Z,

i рiвномiрно вiдносно u ∈ Uα% iснують θ > 0 й Θ > 0 такi, що
infu τk+1(u) − supu τk(u) ≥ θ > 0 й supu τk+1(u) − infu τk(u) ≤ Θ для
k ∈ Z.

(M3) Функцiя f(t, u) : R × Uα% → X обмежена й неперервно ди-
ференцiйовна за u, локально гельдерова за t рiвномiрно вiдносно
u ∈ Uα% й має розриви першого роду при t = τk(u).

(M4) функцiї gk(u) : Uα% → X1 = D(A) неперервнi, рiвномiрно
обмеженi й лiпшицевi: ‖gk(u1)− gk(u2)‖α ≤ N1‖u1−u2‖α при u ∈ Uα%
i k ∈ Z.

Пiд розв’язком рiвняння без iмпульсної дiї (19) мається на увазi
класичний розв’язок, тобто неперервно диференцiйовна функцiя
u(t) ∈ D(A), яка при пiдстановцi у спiввiдношення (19) перетво-
рює його на тотожнiсть. Припустiмо, що розв’язки iснують для всiх
t ≥ t0.

Подiбно до означення стiйкостi для рiвнянь iз запiзненням урахо-
вано те, що рiзнi розв’язки перетинають поверхнi iмпульсiв у рiзнi
моменти часу.
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Нехай рiвняння (19), (20) має обмежений на осi розв’язок u0(t).
Для дослiдження його стiйкостi зробiмо в рiвняннi замiну змiнних
u = u0(t) + z. Тодi z(t) задовольняє диференцiальне рiвняння

dz

dt
+ (A+A1(t))z = f̃(t, z)

i рiзницевi спiввiдношення у точках перетину розв’язкiв u0(t) i u0(t)+
z(t) з поверхнями τk(u), k ∈ Z :

z(τ̃k(z) + 0)− z(τ̃k(z)) = g̃k(z),

z(τ̃0
k + 0)− z(τ̃0

k ) = g̃0
k,

де τ̃0
k = τk(u0(τ̃0

k )), τ̃k(z) = τk(u0(τ̃k(z)) + z(τ̃k(z))),

f̃(t, z) = f(t, u0(t)+z)−f(t, u0(t))+A1(t)z, A1(t)z = − ∂

∂u
f(t, u0(t))z,

g̃0
k = −gk(u0(τ̃0

k )), g̃k(z) = gk(u0(τ̃k(z)) + z(τ̃k(z))).

Припустiмо, що iснує неспадна функцiя Kξ, 0 ≤ ξ ≤ %, така, що
Kξ → 0 при ξ → 0 рiвномiрно за t ∈ R

‖f̃(t, z)‖ ≤ Kξ‖z‖α, ‖z‖α ≤ ξ. (21)

Позначмо M0 = K%, отже, supt∈R,‖z‖α≤% ‖f̃(t, z)‖ ≤M0%.
Поряд iз рiвнянням (19), (20) розгляньмо лiнiйне однорiдне

рiвняння
du

dt
+ (A+A1(t))u = 0. (22)

Припускатимемо, що A1(t) задовольняє умову
(M5) функцiя A1(t) : R→ L(Xα, X), α ≥ 0, локально лiпшицева.

Теорема 3.20. Припустiмо, що рiвняння (19), (20) у областi
Uα% = {u ∈ Xα, ‖u‖α ≤ %} з деяким фiксованим α ≥ 0 задовольняє
умови (M1) – (M4) й має обмежений на осi розв’язок u0(t), такий,
що виконуються (21) i умова (M5). Нехай також

1) усi розв’язки в областi Uα% перетинають поверхнi t = τk(u) не
бiльш нiж один раз;

2) вiдповiдне лiнiйне рiвняння у варiацiях (22) експоненцiально
стiйке в Xα зi сталими β > 0 й M ≥ 1.

Тодi при досить малому N1 > 0 розв’язок u0(t) асимптотично
стiйкий.

Наприкiнцi дисертацiї наведено основнi результати й висновки.
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ВИСНОВКИ

Дисертацiйну роботу присвячено дослiдженню iснування i стiйко-
стi iнварiантних торiв багаточастотних систем i кусково-неперервних
майже перiодичних розв’язкiв диференцiальних рiвнянь iз iмпуль-
сною дiєю. Основнi результати дисертацiйної роботи можна сформу-
лювати таким чином:
• Знайдено достатнi умови iснування i стiйкостi iнварiантного то-
ра при малому збуреннi правої частини слабконелiнiйної багато-
частотної автономної системи диференцiальних рiвнянь у критично-
му випадку вiдповiдної незбуреної системи.
• Встановлено умови iснування й асимптотичної стiйкостi кусково-
неперервних майже перiодичних розв’язкiв систем диференцiальних
рiвнянь iз запiзненням i нефiксованими моментами iмпульсної дiї,
якi можуть розглядатися як математичнi моделi нейронних мереж.
• Встановлено умови iснування й асимптотичної стiйкостi строго
додатних кусково-неперервних майже перiодичних розв’язкiв систем
диференцiальних рiвнянь Лотки –Вольтерра з дифузiєю й момента-
ми iмпульсної дiї — як фiксованими, так i нефiксованими.
• В абстрактному банаховому просторi отримано умови стiйкостi
обмеженого розв’язку нелiнiйного еволюцiйного рiвняння з секторi-
альним оператором у лiнiйнiй частинi й нефiксованими моментами
iмпульсної дiї.
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АНОТАЦIЇ

Дворник А. В. Коливнi розв’язки звичайних та iмпульс-
них систем диференцiальних рiвнянь. — Квалiфiкацiйна нау-
кова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-
математичних наук за спецiальнiстю 01.01.02 «Диференцiальнi
рiвняння» (111 — Математика). — Iнститут математики НАН
України, Київ, 2019.

Дисертацiйну роботу присвячено дослiдженню iснування i
стiйкостi iнварiантних торiв багаточастотних систем i кусково-
неперервних майже перiодичних розв’язкiв диференцiальних
рiвнянь iз iмпульсною дiєю. Знайдено достатнi умови iснування i
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стiйкостi iнварiантного тора при малому збуреннi правої частини
слабконелiнiйної багаточастотної автономної системи диферен-
цiальних рiвнянь у критичному випадку вiдповiдної незбуреної
системи. Встановлено умови iснування й асимптотичної стiйкостi
кусково-неперервних майже перiодичних розв’язкiв систем дифе-
ренцiальних рiвнянь iз запiзненням i нефiксованими моментами
iмпульсної дiї, якi можуть розглядатися як математичнi моделi
нейронних мереж. Установлено умови iснування й асимптотичної
стiйкостi строго додатних кусково-неперервних майже перiодичних
розв’язкiв систем диференцiальних рiвнянь Лотки –Вольтерра з
дифузiєю й моментами iмпульсної дiї — як фiксованими, так i не-
фiксованими. В абстрактному банаховому просторi отримано умови
стiйкостi обмеженого розв’язку нелiнiйного еволюцiйного рiвняння
з секторiальним оператором у лiнiйнiй частинi й нефiксованими
моментами iмпульсної дiї.
Ключовi слова: iнварiантнi тори, стiйкiсть, iмпульсна дiя, майже
перiодичнiсть, диференцiальнi рiвняння з запiзненням, параболiчнi
диференцiальнi рiвняння, система рiвнянь Лотки –Вольтерра, пер-
манентнiсть.

Дворник А. В. Колебательные решения обычных и им-
пульсных систем дифференциальных уравнений. — Квали-
фикационная научная работа на правах рукописи.

Диссертация на соискание учёной степени кандидата физико-
математических наук по специальности 01.01.02 “Дифференциаль-
ные уравнения” (111 — математика). — Институт математики НАН
Украины, Киев, 2019.

Диссертационная работа посвящена исследованию существова-
ния и устойчивости инвариантных торов многочастотных систем
и кусочно-непрерывных почти периодических решений дифферен-
циальных уравнений с импульсным воздействием. Найдены доста-
точные условия существования и устойчивости инвариантного тора
с малым возмущенем правой части слабонелинейной многочастотной
автономной системы дифференциальных уравнений в критичес-
ком случае соответствующей невозмущённой системы. Установлены
условия существования и асимптотической устойчивости кусочно-
непрерывных почти периодических решений систем дифференци-
альных уравнений с запаздыванием и нефиксированными момента-
ми импульсного воздействия, которые могут рассматриваться как
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математические модели нейронных сетей. Установлены условия су-
ществования и асимптотической устойчивости строго положитель-
ных кусочно-непрерывных почти периодических решений систем
дифференциальных уравнений Лотки –Вольтерра с диффузией и
моментами импульсного воздействия — как фиксированными, так
и нефиксированными. В абстрактном банаховом пространстве по-
лучены условия устойчивости ограниченного решения нелинейного
эволюционного уравнения с секториальным оператором в линейной
части и нефиксированными моментами импульсного воздействия.
Ключевые слова: инвариантные торы, устойчивость, импульсное
воздействие, почти периодичность, дифференциальные уравнения с
запаздыванием, параболические дифференциальные уравнения, си-
стема уравнений Лотки –Вольтерра, перманентность.

Dvornyk A. V. Oscillation solutions of ordinary and impulsi-
ve systems of differential equations. — Qualifying scientific work on
the rights of the manuscript.

Thesis for the degree of a Candidate of Physical and Mathemati-
cal Sciences (Doctor of Philosophy) in specialty 01.01.02 “Differential
equations” (111 — Mathematics). — Institute of Mathematics of NAS of
Ukraine, Kyiv, 2019.

The thesis is devoted to the study of the existence and stability
of invariant tori for multifrequency systems and piecewise continuous
almost periodic solutions for impulsive differential equations.

We consider the system of equations

dx

dt
= λHx+ εX(x, ϕ),

dϕ

dt
= µ+ εF (x, ϕ),

where λH and µ are a constant matrix and a constant vector respectively,
λH = diag (λ1H1, . . . , λn1

Hn1
), the (2 × 2)-matriсes H1, . . . Hn1

have
eigenvalues ±i, functions X(x, ϕ) and F (x, ϕ) are sufficiently smooth in
x ∈ R2n1 , ϕ ∈ Rn2 and 2π-periodic in ϕ, ε > 0 is a small parameter. We
find sufficient conditions of existence and stability of the invariant torus
for small ε.

We consider a system of differential equations with delay and nonfixed
times of impulsive actions

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)f(x(t)) + C(t)g(x(t− h)) + γ(t), t 6= τk(x(t)),

x(t+ 0)− x(t) = Dkx(t) + Ik(x(t)) + gk, t = τk(x(t)), k ∈ Z,
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where x ∈ Rn, h = const > 0, A(t), B(t) and C(t) are matrix-valued
functions R → Rn×n, f(x) and g(x) are functions Rn → Rn. Impulsi-
ve actions occur in the case where the solutions reach the surfaces
Γk = {(t, x) : t = τk(x)}, k ∈ Z. For such a system we establish conditi-
ons for unique existence and asymptotic stability of a piecewise conti-
nuous almost periodic solution in the ball.

We consider the Lotka –Volterra system of differential equations with
diffusion

∂u

∂t
= µ1∆u + u (a1(t, x)− b1(t, x)u− c1(t, x)v) ,

∂v

∂t
= µ2∆v + v (a2(t, x)− b2(t, x)u− c2(t, x)v) ,

x ∈ Ω, t 6= τk
(
u(t, .), v(t, .)

)
, with Neumann boundary conditions

∂u(t, x)

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

= 0,
∂v(t, x)

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

= 0,

and, in general, nonfixed moments of impulse action
u(t+ 0, x)− u(t, x) = d1ku(t, x) + q1k,

v(t+ 0, x)− v(t, x) = d2kv(t, x) + q2k,

t = τk
(
u(t, .), v(t, .)

)
= θj + rj

∫
Ω

(
u2(t, ξ) + v2(t, ξ)

)
dξ,

Ω ⊂ Rn is a bounded domain with smooth boundary ∂Ω, ∂/∂n is the
derivative along the outer normal, ∆u = ∂2u/∂x2

1 + . . .+ ∂2u/∂x2
n.

We find conditions of existence, uniqueness and asymptotic stability
of a piecewise continuous almost periodic solution in the case of nonfixed
moments of impulse action with surfaces of impulses and in the case of
fixed moments of impulse action (rj = 0).

We establish conditions for stability of a bounded solution for the
equation with nonfixed moments of impulse action

du

dt
+Au = f(t, u), t 6= τj(u),

u(τj(u) + 0)− u(τj(u)) = gj(u), j ∈ Z,
where u : R→ X, X is a Banach space, A is a sectorial operator in X.
Key words: invariant tori, stability, impulse action, almost periodicity,
delayed differential equations, parabolic differential equations, Lotka –
Volterra system, permanence.
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