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АНОТАЦIЯ

Дворник А. В. Коливнi розв’язки звичайних та iмпульсних си-
стем диференцiальних рiвнянь. — Квалiфiкацiйна наукова праця на
правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-матема-
тичних наук за спецiальнiстю 01.01.02 — «Диференцiальнi рiвняння»
(111 — Математика). — Iнститут математики НАН України, Київ, 2019.

Дисертацiйну роботу присвячено дослiдженню iснування i стiйкостi
iнварiантних торiв багаточастотних систем i кусково-неперервних майже
перiодичних розв’язкiв диференцiальних рiвнянь iз iмпульсною дiєю.

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дослiдження, сформульова-
но мету, об’єкт, предмет, завдання й методи дослiдження, зазначено на-
укову новизну отриманих результатiв, їхнє практичне значення, зв’язок
роботи з науковими темами й особистий внесок здобувача, наведено пе-
релiк публiкацiй за темою дисертацiї.

У роздiлi 1 розглянуто систему рiвнянь

dx

dt
= λHx+ εX(x, ϕ),

dϕ

dt
= µ+ εF (x, ϕ),

де λH i µ — сталi матриця й вектор, λH = diag (λ1H1, . . . , λn1Hn1), власнi
числа (2 × 2)-матриць H1, . . . Hn1 дорiвнюють ±1, X(x, ϕ) й F (x, ϕ) —
достатньо гладкi по x ∈ R2n1 i ϕ ∈ Rn2 2π-перiодичнi за ϕ дiйснозначнi
функцiї, ε > 0 — малий параметр.

Такi системи описують рiзноманiтнi коливнi процеси, в т. ч. в механiцi.
До системи застосовано асимптотичний метод усереднення нелiнiй-

них систем, згiдно з яким розв’язкок шукається за допомогою замiни у
виглядi формального степеневого ряду за малим параметром:

x = y +
∑
ν≥1

ενuν(y, θ), ϕ = θ +
∑
ν≥1

ενvν(y, θ),
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У нових змiнних отримана усереднена система має вигляд

dy

dt
= λHy +

∑
ν≥1

ενYν(y, θ),
dθ

dt
= µ +

∑
ν≥1

ενΦν(y, θ).

Пiсля введення полярних координат i розщеплення права частина пе-
ретвореної системи залежить лише вiд повiльних змiнних:

dh

dt
=
∑
ν≥1

ενVν(h, ξ),
dξ

dt
=
∑
ν≥1

ενWν(h, ξ),
dζ

dt
= ω +

∑
ν≥1

ενZν(h, ξ),

де ω — базис частот (елементiв векторiв λ, µ).
Знайдено достатнi умови iснування i стiйкостi iнварiантного тора для

малих ε.
У роздiлi 2 розглянуто систему диференцiальних рiвнянь iз запiзнен-

ням i нефiксованими моментами iмпульсної дiї

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)f(x(t)) + C(t)g(x(t− h)) + γ(t), t 6= τk(x(t)),

x(t+ 0)− x(t) = Dkx(t) + Ik(x(t)) + gk, t = τk(x(t)), k ∈ Z,

де x ∈ Rn, h = const > 0, A(t), B(t) i C(t) — матричнозначнi функ-
цiї R → Rn×n, f i g — функцiї Rn → Rn. Iмпульсна дiя вiдбувається
при досягненнi розв’язками поверхонь Γk = {(t, x) : t = τk(x)}, k ∈ Z,
якi рiвномiрно вiдокремленi одна вiд iншої.

A(t), B(t), C(t) й γ(t) майже перiодичнi за Бором, послiдовностi
(n× n)-матриць {Dk} й векторiв {gk} є майже перiодичними, послiдов-
нiсть {Ik(x)} вектор-функцiй Uρ → Rn є майже перiодичною рiвномiрно
вiдносно x у деякiй кулi Uρ ⊂ Rn.

Частинним випадком є системи, що описують математичнi моделi
нейронних мереж iз запiзненням i нефiксованими моментами iмпульсної
дiї.

Для такої системи встановлено умови, за яких у кулi iснує єди-
ний, причому асимптотично стiйкий, кусково-неперервний майже пе-
рiодичний розв’язок. При цьому через нефiксованi моменти iмпульсної
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дiї означення стiйкостi вiдмiнне вiд такого для рiвнянь iз фiксованими
моментами iмпульсної дiї, бо враховує вiдмiннiсть точок розриву рiзних
розв’язкiв рiвняння.

У роздiлi 3 дослiджено систему диференцiальних рiвнянь Лотки –
Вольтерра з дифузiєю й iмпульсною дiєю, а також еволюцiйне рiвняння
з iмпульсною дiєю в абстрактному банаховому просторi.

Зокрема, розглянуто систему диференцiальних рiвнянь Лотки –
Вольтерра з дифузiєю

∂u(t, x)

∂t
= µ1∆u(t, x) +

+ u(t, x) (a1(t, x)− b1(t, x)u(t, x)− c1(t, x)v(t, x)) ,

∂v(t, x)

∂t
= µ2∆v(t, x) +

+ v(t, x) (a2(t, x)− b2(t, x)u(t, x)− c2(t, x)v(t, x)) ,

x ∈ Ω, t 6= τk
(
u(t, .), v(t, .)

)
, з крайовими умовами Неймана

∂u(t, x)

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

= 0,
∂v(t, x)

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

= 0,

й загалом нефiксованими моментами iмпульсної дiї

u(t+ 0, x)− u(t, x) = d1ku(t, x) + q1k,

v(t+ 0, x)− v(t, x) = d2kv(t, x) + q2k,

t = τk
(
u(t, .), v(t, .)

)
= θk + rk

∫
Ω

(
u2(t, ξ) + v2(t, ξ)

)
dξ, k ∈ Z.

Ω ⊂ Rn — обмежена область iз гладкою границею ∂Ω, Ω̄ = Ω∪∂Ω, ∂/∂n—
похiдна вздовж зовнiшньої нормалi, ∆u = ∂2u/∂x2

1 + . . . + ∂2u/∂x2
n. Iм-

пульсна дiя вiдбувається в моменти часу t = τk
(
u(t, .), v(t, .)

)
, якi зага-

лом залежать вiд розв’язкiв. Цi моменти рiвномiрно вiддiленi один вiд
iншого.

Система описує взаємодiю двох бiологiчних видiв, якi нерiвномiрно
розподiленi у просторi й зазнають короткочасного зовнiшнього впливу
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в моменти часу τk. Функцiї u(t, x) i v(t, x) визначають щiльнiсть двох
бiологiчних видiв у момент часу t й у просторовiй точцi x. Виходячи
з бiологiчної iнтерпретацiї, функцiї вважаються невiд’ємними. Додатнi
сталi µ1 i µ2 є коефiцiєнтами дифузiї вiдповiдно першого i другого виду.
Логiстичнi вирази u(a1 − b1u) i v(a2 − c2v) характеризують вiдтворення
першого й другого видiв. Члени −c1uv й −b2uv показують гальмiвний
вплив виду v на вид u й виду u на вид v вiдповiдно.

У разi фiксованих моментiв iмпульсної дiї (rk = 0, k ∈ Z) знайдено
достатнi умови перманентностi системи, коли кiлькiсть iндивiдiв кожно-
го виду стабiлiзується в деякiй обмеженiй областi, вiддiленiй вiд нуля.
Знайдено умови iснування, єдиностi й асимптотичної стiйкостi кусково-
неперервного майже перiодичного розв’язку зi значеннями в областi пер-
манентностi.

У разi нефiксованих моментiв iмпульсної дiї знайдено достатнi умови
iснування, єдиностi й асимптотичної стiйкостi кусково-неперервного май-
же перiодичного розв’язку.

Також отримано умови стiйкостi обмеженого розв’язку для рiвняння
з нефiксованими моментами iмпульсної дiї

du

dt
+ Au = f(t, u), t 6= τk(u),

u(τk(u) + 0)− u(τk(u)) = gk(u), k ∈ Z,

де u : R → X, X — банаховий простiр, A — секторiальний оператор у
X, послiдовнiсть {τk(u)} функцiй X → R строго зростає для u з деякої
областi простору X.

До такої абстрактної постановки можна звести широкий клас пара-
болiчних рiвнянь у частинних похiдних iз нефiксованими моментами iм-
пульсної дiї.

Отже, в роботi мiстяться новi науковi результати:
– знайдено достатнi умови iснування i стiйкостi iнварiантного тора

при малому збуреннi правої частини слабконелiнiйної багаточастотної
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автономної системи диференцiальних рiвнянь у критичному випадку вiд-
повiдної незбуреної системи;

– встановлено умови iснування й асимптотичної стiйкостi кусково-
неперервних майже перiодичних розв’язкiв систем диференцiальних рiв-
нянь iз запiзненням i нефiксованими моментами iмпульсної дiї, якi мо-
жуть розглядатися як математичнi моделi нейронних мереж;

– встановлено умови iснування й асимптотичної стiйкостi строго до-
датних кусково-неперервних майже перiодичних розв’язкiв систем дифе-
ренцiальних рiвнянь Лотки –Вольтерра з дифузiєю й моментами iмпуль-
сної дiї — як фiксованими, так i нефiксованими;

– у абстрактному банаховому просторi отримано умови стiйкостi
обмеженого розв’язку нелiнiйного еволюцiйного рiвняння з секторiаль-
ним оператором у лiнiйнiй частинi й нефiксованими моментами iмпульс-
ної дiї.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна робота
має теоретичний характер. Одержанi результати й методика їх отрима-
ння можуть бути використанi для вивчення питань iснування i стiйкостi
iнварiантних торiв багаточастотних систем i кусково-неперервних май-
же перiодичних розв’язкiв диференцiальних рiвнянь iз iмпульсною дiєю.
Також їх може бути використано для дослiдження задач механiки, бiо-
логiї та iнших галузей науки й технiки, математичними моделями яких
є вiдповiднi рiвняння.

Ключовi слова: iнварiантнi тори, стiйкiсть, iмпульсна дiя, майже пе-
рiодичнiсть, диференцiальнi рiвняння з запiзненням, параболiчнi ди-
ференцiальнi рiвняння, система рiвнянь Лотки –Вольтерра, перманент-
нiсть.
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ABSTRACT

Dvornyk A. V. Oscillation solutions of ordinary and impulsive
systems of differential equations. — Qualifying scientific work on the
rights of the manuscript.

Thesis for the degree of a Candidate of Physical and Mathematical Sci-
ences (Doctor of Philosophy) in specialty 01.01.02 “Differential equations”
(111 — Mathematics). — Institute of Mathematics of NAS of Ukraine, Kyiv,
2019.

The thesis is devoted to the study of existence and stability of invariant
tori for multifrequency systems and piecewise continuous almost periodic
solutions for impulsive differential equations.

The introduction substantiates the relevance of the research topic,
formulates the purpose, object, subject, tasks and methods of the research,
outlines the scientific novelty of the results obtained, their practical signifi-
cance, the connection of the work with scientific projects and the personal
contribution of the applicant, lists the publications on the thesis topic.

In Chapter 1 we consider the system of equations

dx

dt
= λHx+ εX(x, ϕ),

dϕ

dt
= µ+ εF (x, ϕ),

where λH and µ are constant matrix a constant vector respectively,
λH = diag (λ1H1, . . . , λn1Hn1), eigenvalues of the (2×2)-matriсesH1, . . . Hn1

are equal to ±1, X(x, ϕ) and F (x, ϕ) are real-valued functions sufficiently
smooth in x ∈ R2n1 and ϕ ∈ Rn2 and 2π-periodic in ϕ, ε > 0 is a small
parameter.

Such systems describe various oscillatory processes, including in
mechanics.

A method of asymptotic integration of nonlinear systems is applied to the
system, according to which the solution is searched by means of substitution
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in the form of a formal power series by a small parameter:

x = y +
∑
ν≥1

ενuν(y, θ), ϕ = θ +
∑
ν≥1

ενvν(y, θ),

In the new variables obtained averaged system has the form

dy

dt
= λHy +

∑
ν≥1

ενYν(y, θ),
dθ

dt
= µ +

∑
ν≥1

ενΦν(y, θ).

After entering polar coordinates and splitting the right part of the
transformed system depends only on the slow variables:

dh

dt
=
∑
ν≥1

ενVν(h, ξ),
dξ

dt
=
∑
ν≥1

ενWν(h, ξ),
dζ

dt
= ω +

∑
ν≥1

ενZν(h, ξ),

where ω is the frequency basis for elements of vectors λ, µ.
We find sufficient conditions of existence and stability of the invariant

torus for small ε.
In Chapter 2 we consider a system of differential equations with delay

and nonfixed times of impulsive actions

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)f(x(t)) + C(t)g(x(t− h)) + γ(t), t 6= τk(x(t)),

x(t+ 0)− x(t) = Dkx(t) + Ik(x(t)) + gk, t = τk(x(t)), k ∈ Z,

where x ∈ Rn, h = const > 0, A(t), B(t) and C(t) are matrix-valued
functionsR→ Rn×n, f and g are functionsRn → Rn. Impulsive actions occur
in the case where the solutions reach the surfaces Γk = {(t, x) : t = τk(x)},
k ∈ Z, that are uniformly separated from each other.

A(t), B(t), C(t) and γ(t) are Bohr almost periodic, the sequences of
(n× n)-matrices {Dk} and vectors {gk} are almost periodic, the sequence
{Ik(x)} of vector functions Uρ → Rn is almost periodic uniformly in x ∈ Uρ,
Uρ ⊂ Rn is some ball.

A special case of the system is used to describe the mathematical models
of neural networks with delay and nonfixed times of impulsive actions.
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For such a system we establish conditions for unique existence and
asymptotic stability of a piecewise continuous almost periodic solution in
the ball. In this case, due to the nonfixed moments of impulse action, the
definition of stability is different from that for equations with fixed moments
of impulse action and takes into account the difference between the break
points of different solutions of the equation.

In Chapter 3 we investigate Lotka –Volterra systems of differential equati-
ons with diffusion and impulse action and the evolution equation with impulse
action in abstract Banach space.

In particular, we consider the Lotka –Volterra system of differential
equations with diffusion

∂u(t, x)

∂t
= µ1∆u(t, x) +

+ u(t, x) (a1(t, x)− b1(t, x)u(t, x)− c1(t, x)v(t, x)) ,

∂v(t, x)

∂t
= µ2∆v(t, x) +

+ v(t, x) (a2(t, x)− b2(t, x)u(t, x)− c2(t, x)v(t, x)) ,

x ∈ Ω, t 6= τk
(
u(t, .), v(t, .)

)
, with Neumann boundary conditions

∂u(t, x)

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

= 0,
∂v(t, x)

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

= 0,

and, in general, nonfixed moments of impulse action

u(t+ 0, x)− u(t, x) = d1ku(t, x) + q1k,

v(t+ 0, x)− v(t, x) = d2kv(t, x) + q2k,

t = τk
(
u(t, .), v(t, .)

)
= θk + rk

∫
Ω

(
u2(t, ξ) + v2(t, ξ)

)
dξ, k ∈ Z.

Ω ⊂ Rn is a bounded domain with smooth boundary ∂Ω, Ω̄ = Ω∪∂Ω, ∂/∂n

is the derivative along the outer normal, ∆u = ∂2u/∂x2
1 + . . . + ∂2u/∂x2

n.

The impulse action occurs at times t = τk
(
u(t, .), v(t, .)

)
, which depend on

the solutions and are uniformly separated from each other.
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The system describes the interaction of two biological species nonuni-
formly distributed in the space and subjected to short-term external actions
at times τk. The functions u(t, x) and v(t, x) specify the densities of two
biological species at a space point x at time t. In view of their biological
interpretation, the functions are nonnegative. The positive constants µ1 and
µ2 are the diffusion coefficients of the first and second species, respectively.
The logistic expressions u(a1− b1u) and v(a2− c2v) characterize reproducti-
on of the first and second species. The terms −c1uv and −b2uv reflect the
inhibiting influence of the species v on the species u and the species u on the
species v, respectively.

In the case of fixed moments of impulse action (rk = 0, k ∈ Z)
we find sufficient conditions for the permanence of the system, when the
number of individuals of each species stabilizes within a certain bounded
domain separated from zero. We find conditions of existence, uniqueness and
asymptotic stability of a piecewise continuous almost periodic solution with
values in a domain of permanence.

In the case of nonfixed moments of impulse action with surfaces of
impulses we find sufficient conditions for the existence, uniqueness, and
asymptotic stability of a piecewise continuous almost periodic solution.

We also establish conditions for stability of a bounded solution for the
equation with nonfixed moments of impulse action

du

dt
+ Au = f(t, u), t 6= τk(u),

u(τk(u) + 0)− u(τk(u)) = gk(u), k ∈ Z,

where u : R→ X, X is a Banach space, A is a sectorial operator in X, and
the sequence {τk(u)} of functions X → R is strictly increasing for u from a
certain domain of the space X.

A large class of parabolic equations with nonfixed moments of impulse
action can be reduced to such abstract formulation.

Consequently, the work contains the following new scientific results:
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We find sufficient conditions for the existence and stability of an invariant
torus with a small perturbation of the right-hand side of a weakly nonlinear
multi-frequency autonomous system of differential equations in the critical
case of the corresponding unperturbed system.

We establish the conditions for the existence and asymptotic stability of
piecewise continuous almost periodic solutions of differential systems with
delay and nonfixed moments of impulse action, which can be considered as
mathematical models of neural networks.

We establish the conditions of existence and asymptotic stability of
strongly positive piecewise continuous almost periodic solutions for Lotka –
Volterra differential systems with diffusion and moments of impulsive action
(both fixed and non-fixed).

In abstract Banach space we find stability conditions for a bounded soluti-
on of nonlinear evolution equation with a sectoral operator in the linear part
and nonfixed moments of impulse action.

The practical value of the results obtained. The thesis is theoreti-
cal. The obtained results and the method of their obtaining can be used
to study the questions of existence and stability of invariant tori of multi-
frequency systems and piecewise continuous almost periodic solutions of diffe-
rential equations with impulse action. They can also be used to study the
problems of mechanics, biology, and other fields of science and technology,
where mathematical models are the corresponding equations.

Key words: invariant tori, stability, impulse action, almost periodici-
ty, delayed differential equations, parabolic differential equations, Lotka –
Volterra system, permanence.
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

R, Q, Z множини дiйсних, рацiональних та цiлих чисел вiдповiдно
Tk k-вимiрний тор (C1)

k, де C1 — коло одиничного радiуса
‖.‖ норма в Rn або вiдповiдна норма у просторi матриць
‖.‖X норма вiдповiдного банахового простору (X, ‖.‖X)

C(Ω̄) простiр неперервних функцiй на Ω̄, де Ω — область у Rn

‖.‖C норма простору C(Ω̄)

PC(J,X) простiр усiх обмежених кусково-неперервних функцiй
x : J → X (J ⊂ R) таких, що множина всiх точок
розривiв не має скiнченних граничних точок, x(t)

неперервна злiва
‖.‖PC норма ‖x‖PC = supt∈J ‖x(t)‖X у просторi PC(J,X)

σ(A) спектр лiнiйного оператора A
ρ(A) резольвентна множина лiнiйного оператора A
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Вступ

Актуальнiсть теми.
Дисертацiйну роботу присвячено дослiдженню iснування i стiйкостi

iнварiантних торiв багаточастотних систем i кусково-неперервних майже
перiодичних розв’язкiв диференцiальних рiвнянь iз iмпульсною дiєю.

Багаточастотнi системи моделюють рiзноманiтнi коливнi процеси в
механiцi, теорiї нейронних мереж та iнших галузях науки. Ефектив-
ним пiдходом до дослiдження таких систем є поєднання асимптотичного
методу усереднення з методом iнтегральних многовидiв, якi розвинули
М. М. Боголюбов, Ю. О. Митропольський, А. М. Самойленко та iн. Цей
пiдхiд дає змогу, зокрема, знаходити умови iснування i стiйкостi iнва-
рiантних многовидiв для слабконелiнiйних багаточастотних систем у разi
негрубостi вiдповiдних незбурених систем.

Продовжує активно розвиватися теорiя майже перiодичних iмпульс-
них систем, якi дослiджували у своїх роботах А. М. Самойленко,
М. О. Перестюк, Д. Векслер, М. У. Ахмет, В.Ю. Слюсарчук, В. I. Ткачен-
ко, С. I. Трофимчук, Г. Т. Стамов та iн. Дослiдження таких систем має
важливе практичне значення в теорiї нейронних мереж i математичнiй
бiологiї, зокрема, при моделюваннi еволюцiї бiологiчних видiв, якi нерiв-
номiрно розподiленi у просторi й зазнають короткотривалих зовнiшнiх
впливiв. Для багатьох застосувань доцiльно розглядати iмпульсну дiю
в нефiксованi моменти часу, якi залежать вiд стану системи, а також
ураховувати стан у минулому, тобто розглядати системи з запiзненням.
У таких системах проявляються властивостi диференцiальних i рiзни-
цевих систем i виникають специфiчнi складностi, пов’язанi з розривнiс-
тю й непродовжуванiстю розв’язкiв на вiд’ємну пiввiсь. Розглядаються
кусково-неперервнi майже перiодичнi розв’язки, розриви яких вiдповiда-
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ють iмпульснiй дiї. При цьому застосування загальних методiв потребує
пошуку специфiчних пiдходiв для кожної системи.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.
Дисертацiю виконано у вiддiлi диференцiальних рiвнянь та теорiї коли-
вань Iнституту математики НАН України згiдно з темами «Аналiтич-
нi та якiснi методи теорiї нелiнiйних диференцiальних рiвнянь» (номер
держреєстрацiї 0105U007978), «Якiсний та асимптотичний аналiз систем
диференцiальних, функцiонально-диференцiальних та iмпульсних рiв-
нянь» (номер держреєстрацiї 0111U002035), «Конструктивнi та якiснi ме-
тоди аналiзу систем диференцiальних, функцiонально-диференцiальних,
iмпульсних та рiзницевих рiвнянь» (номери держреєстрацiї 0116U003121,
0119U001721).

Мета й завдання дослiдження. Об’єкт дослiдження — багато-
частотнi системи звичайних диференцiальних рiвнянь i диференцiальнi
рiвняння з iмпульсною дiєю.

Предмет дослiдження — питання iснування i стiйкостi iнварiантних
торiв багаточастотних систем i кусково-неперервних майже перiодичних
розв’язкiв диференцiальних рiвнянь iз iмпульсною дiєю, зокрема з не-
фiксованими моментами iмпульсної дiї.

Мета дисертацiї — знаходження достатнiх умов iснування i стiйкостi
iнварiантних торiв багаточастотних систем i кусково-неперервних майже
перiодичних розв’язкiв диференцiальних рiвнянь iз iмпульсною дiєю.

Завдання дослiдження:
– знайти достатнi умови iснування i стiйкостi iнварiантного тора при

малому збуреннi правої частини слабконелiнiйної багаточастотної авто-
номної системи диференцiальних рiвнянь у критичному випадку вiдпо-
вiдної незбуреної системи;

– встановити умови iснування й асимптотичної стiйкостi кусково-
неперервних майже перiодичних розв’язкiв систем диференцiальних рiв-
нянь iз запiзненням i нефiксованими моментами iмпульсної дiї, якi мо-
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жуть розглядатися як математичнi моделi нейронних мереж;
– знайти умови iснування й асимптотичної стiйкостi строго додатних

кусково-неперервних майже перiодичних розв’язкiв систем диферен-
цiальних рiвнянь Лотки –Вольтерра з дифузiєю й моментами iмпульсної
дiї — як фiксованими, так i нефiксованими;

– отримати умови стiйкостi обмеженого розв’язку нелiнiйного еволю-
цiйного рiвняння в абстрактному банаховому просторi зi секторiальним
оператором у лiнiйнiй частинi й нефiксованими моментами iмпульсної
дiї.

Методи дослiдження. У роботi використано методи теорiї iмпульсних
i функцiонально-диференцiальних рiвнянь i функцiонального аналiзу,
зокрема: асимптотичний метод усереднення, методи теорiї стiйкостi й
теорiї рiвнянь у банаховому просторi.

Наукова новизна одержаних результатiв. Основнi результати,
якi визначають наукову новизну й виносяться на захист:

1. Знайдено достатнi умови iснування i стiйкостi iнварiантного тора при
малому збуреннi правої частини слабконелiнiйної багаточастотної ав-
тономної системи диференцiальних рiвнянь у критичному випадку
вiдповiдної незбуреної системи.

2. Встановлено умови iснування й асимптотичної стiйкостi кусково-
неперервних майже перiодичних розв’язкiв систем диференцiальних
рiвнянь iз запiзненням i нефiксованими моментами iмпульсної дiї,
якi можуть розглядатися як математичнi моделi нейронних мереж.

3. Встановлено умови iснування й асимптотичної стiйкостi строго
додатних кусково-неперервних майже перiодичних розв’язкiв систем
диференцiальних рiвнянь Лотки –Вольтерра з дифузiєю й момента-
ми iмпульсної дiї — як фiксованими, так i нефiксованими.

4. В абстрактному банаховому просторi отримано умови стiйкостi обме-
женого розв’язку нелiнiйного еволюцiйного рiвняння з секторiаль-
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ним оператором у лiнiйнiй частинi й нефiксованими моментами iм-
пульсної дiї.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна ро-
бота має теоретичний характер. Одержанi результати й методика їхньо-
го отримання можуть бути використанi для вивчення питань iснуван-
ня i стiйкостi iнварiантних торiв багаточастотних систем i кусково-
неперервних майже перiодичних розв’язкiв диференцiальних рiвнянь iз
iмпульсною дiєю. Також їх можна використати для дослiдження задач
механiки, бiологiї та iнших галузей науки й технiки, математичними мо-
делями яких є вiдповiднi рiвняння.

Особистий внесок здобувача. У роздiлах 2 i 3 (роботи [2–5]) по-
становка задач, визначення загальної схеми дослiдження, аналiз отрима-
них результатiв належить спiвавтору — докторовi фiзико-математичних
наук, професору В. I. Ткаченку. У пiдроздiлi 3.1 (робота [4]) спiвавто-
ру — кандидату фiзико-математичних наук, доцентовi О. О. Струк —
належить перевiрка технiчних викладок, аналiз i обговорення отрима-
них результатiв.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї допо-
вiдалися й обговорювалися 4 рази на засiданнях семiнару вiддiлу
диференцiальних рiвнянь та теорiї коливань Iнституту математики
НАН України (керiвник семiнару — академiк НАН України, професор
А. М. Самойленко), а також на мiжнародних наукових конференцiях.

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано в 5 роботах
(див. Додаток на с. 148 – 150), одну з них опублiковано без спiвавторiв,
роботи вiдповiдають вимогам до публiкацiї результатiв дисертацiйних
робiт у фахових виданнях iз фiзико-математичних наук. Усi вони пере-
кладенi в закордонних виданнях видавництва Springer, переклади при-
сутнi в наукометричнiй базi даних Scopus, 3 з них — у Web of Science
Core Collection (Science Citation Index Expanded).
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Структура й обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi змiсту,
перелiку умовних позначень, вступу, трьох роздiлiв, списку використа-
них джерел, що мiстить 80 найменувань, i додатку. Загальний обсяг ди-
сертацiї налiчує 150 сторiнок (iз них основної частини — 121 сторiнку).

Подяки. Автор висловлює щиру вдячнiсть науковому керiвниковi
академiку НАН України, доктору фiзико-математичних наук, професору
Анатолiю Михайловичу Самойленку за постановку задач, спiвпрацю й
пiдтримку.



23

РОЗДIЛ 1

Асимптотичне дослiдження слабконелiнiйної
багаточастотної коливної системи

Багаточастотнi системи моделюють рiзноманiтнi коливнi процеси в меха-
нiцi, теорiї нейронних мереж та iнших галузях науки. В цьому роздiлi до-
слiджено iснування iнварiантних тороїдальних многовидiв для системи
рiвнянь, до якої зводяться деякi механiчнi коливально-обертовi системи:

dx

dt
= λHx+ εX(x, ϕ),

dϕ

dt
= µ+ εF (x, ϕ), (1.1)

де λH i µ — сталi матриця й вектор,X(x, ϕ) й F (x, ϕ) — достатньо гладкi
за x ∈ R2n1 i ϕ ∈ Rn2 2π-перiодичнi за ϕ дiйснозначнi функцiї, ε > 0 —
малий параметр.

Припускаємо, що

λH = diag (λ1H1, . . . , λn1Hn1),

λν > 0, Hν =

[
aν bν

cν −aν

]
, a2

ν + bνcν + 1 = 0, ν = 1, n1.

Тодi ±iλν, ν = 1, n1, — власнi числа матрицi λH.
У подальшому позначатимемо Tk k-вимiрний тор (C1)

k, де
C1 = R/[0; 2π] — коло одиничного радiуса. Зокрема, в силу 2π-
перiодичностiX(x, ϕ) й F (x, ϕ) за ϕ можна вважати, що ϕ ∈ Tn2. Загаль-
ний розв’язок системи (1.1) при ε = 0 є квазiперiодичним на R2n1 × Tn2.

Властивостi матрицi λH ускладнюють дослiдження системи (1.1),
оскiльки перша пiдсистема вiдповiдної незбуреної системи є негрубою.
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Одним iз ефективних пiдходiв до дослiдження систем вигляду (1.1)
є асимптотичний метод усереднення в поєднаннi з методом iнтеграль-
них многовидiв [4, 17, 60], якi розвинули М. М. Крилов, М. М. Боголю-
бов, Ю. О. Митропольський, А. М. Самойленко та їхнi учнi, а також
В. I. Арнольд, Є. О. Гребенiков та iн. Цi методи було узагальнено для
функцiонально-диференцiальних, рiзницевих, iмпульсних i стохастичних
рiвнянь, на випадок нескiнченновимiрних просторiв i т. д. (див., напри-
клад, [3]). У [25] викладено iсторiю розвитку дослiджень у цьому напрям-
ку до початку 1990-х, у [62] висвiтлено рiзноманiтнi методи усереднення.

Для перетворення системи (1.1) застосовано метод, який значною мi-
рою є узагальненням започаткованого Ж. А. Пуанкаре методу нормаль-
них форм [1, гл. 5] для систем вигляду

dx

dt
= Ax+

∑
|r|≥k

Xrx
r, (1.2)

деA— стала матриця, r ∈ Zn+ — мультиiндекс, |r| = r1+. . .+rn — його по-
рядок, xr = xr11 . . . x

rn
n , Xr — сталi вектори з координатами (X1

r , . . . , X
n
r ),

k ≥ 2. Теорема Пуанкаре стверджує, що якщо власнi числа матрицi A
нерезонанснi (незалежнi над полем Q), то систему (1.2) формальною за-
мiною типу

x = y +
∑
|r|≥k

vry
r (1.3)

можна звести до системи

dy

dt
= Ay. (1.4)

При цьому вiдповiднi доданки-мономи в замiнi для обнулення нелiнiйнос-
тей у правiй частинi є розв’язками гомологiчного рiвняння

Lu ≡ ∂u

∂y
Ay − Au = v(y).



25

У випадку резонансу згiдно з теоремою Пуанкаре –Дюлака замiною
типу (1.3) можна обнулити всi координати мономiвXj

rx
r, окрiм резонанс-

них, якi задовольняють рiвнiсть (r, λ) = λj.
У [14,18] Ю. О. Митропольський i А. М. Самойленко запропонували

метод нормальних форм для слабконелiнiйних систем, а в [15,16] — пев-
ний загальний пiдхiд до побудови асимптотичних розкладiв для дифе-
ренцiальних рiвнянь iз малим параметром. А саме, розглянуто систему
вигляду

dx

dt
= X0(x) + εX1(x) + . . .+ εkXk(x) + . . . , (1.5)

де x ∈ Rn, вектор-функцiї Xk(x) достатньо гладкi. Задача асимп-
тотичного iнтегрування системи (1.5) полягає в побудовi розв’язку в ви-
глядi формального ряду за степенями параметра ε:

x = y + εu1(y) + . . .+ εkuk(y) + . . . , (1.6)

де y — розв’язок деякої “усередненої” системи рiвнянь
dy

dt
= X0(x) + εY1(y) + . . .+ εkYk(y) + . . . . (1.7)

Система (1.7) є “простiшою” за систему (1.5) завдяки “розщеплюва-
ностi” її розв’язкiв на складовi з природно i швидко змiнним часом:

yt(yo, ε) = x0
t (ȳεt(yo, ε)), (1.8)

де x0
t (x) — розв’язок системи (1.5) при ε = 0, x0

0(x) = x, ȳτ(x, ε) —
розв’язок системи

dȳ

dτ
= Y1(ȳ) + εY2(ȳ) + . . .+ εk−1Yk(ȳ) + . . . , (1.9)

ȳ0(x, ε) = x. (1.8) досягається за певних умов, якi було названо аксiомами
асимптотичного методу.

I. Функцiї X(y) належать множинi M функцiй Rn → Rn, яка є кiль-
цем вiдносно покоординатного додавання i множення. M ⊂ C∞. Якщо

f ∈M, то й
∂f

∂xν
∈M, ν = 1, n.



26

II. УM визначено “усереднюючий” оператор S : M→ SM, SM ⊂M,
який є проектором: S2 = S.

III. На множинi M0 = kerS лiнiйний оператор

Lu =
∂u

∂y
X0(y)− ∂X0(y)

∂y
u (1.10)

є оборотним, тобто L : M0 →M0 взаємно однозначно й LM0 = M0.
IV. SM ⊂ kerL.
Пiдставляючи (1.6) (або його p-те наближення) у (1.5), враховуючи

(1.7) (або його p-те наближення) й розкладаючи Xk(y + εu1(y) + . . . +

εkuk(y) + . . .) у ряди Тейлора за ε у околi точки ε = 0, прирiвнюємо
доданки при однакових степенях ε. Маємо рiвняння вигляду

Lu1 = X1(y)− Y1(y),
(1.11)

Luk = Xk(y)− Yk(y) + Fk(y, u1, . . . , uk−1), k = 2, . . . .

Покладаючи

Y1(y) = S X1(y),
(1.12)

Yk(y) = S [Xk(y) + Fk(y, u1, . . . , uk−1)] , k = 2, . . . ,

маємо за умовою II Luk ∈M0, а тому за умовою III на M0 iснує єдиний
розв’язок uk(y) для кожного гомологiчного рiвняння (1.11). Умова IV
забезпечує розщеплюванiсть (1.8).

Також знайдено умови, за яких на iнтервалi довжини L/ε, де
ε ∈ (0; ε0), рiзниця мiж точним розв’язком i його p-м асимптотичним
наближенням оцiнюється зверху степеневою функцiєю вiд ε.

Як приклад реалiзацiї загального алгоритму у [15,16] розглянуто ме-
тод нормальних форм для систем вигляду

dx

dt
= Ax+

∑
ν≥1

ενXν(x, ϕ),
dϕ

dt
= µ+

∑
ν≥1

ενFν(x, ϕ), (1.13)

де

A = diag{λ1, . . . , λn}+ Z
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є сталою матрицею в жордановiй формi, λ = (λ1, . . . , λn) — вектор влас-
них чисел матрицi A, µ — сталий вектор, Xν(x, ϕ) й Fν(x, ϕ) — квазiпо-
лiноми, тобто полiноми за x ∈ Rn i тригонометричнi полiноми за ϕ ∈ Tm.

M визначається як множина скiнченних сум вигляду

(X(x, ϕ), F (x, ϕ)) =
∑
r, k

(Xrk, Frk)x
rei(k,ϕ), (1.14)

де r ∈ Zn+, k ∈ Zm — мультиiндекси, Xrk ∈ Rn, Frk ∈ Rm — ста-
лi вектори з координатами вiдповiдно Xj

rk ∈ Rn, F j
rk ∈ Rm. Оператор

S (X(x, ϕ), F (x, ϕ)) визначається шляхом замiни в сумi (1.14) Xj
rk й Frk

на нулi, окрiм таких, що задовольняють умови:

Xj
rk : (r, λ) + i(k, µ) = µj,

(1.15)
Frk : (r, λ) + i(k, µ) = 0.

Умови I–IV виконано, тому загальний алгоритм асимптотичного мето-

ду є застосовним. Зокрема, знайдено формули, що представляють дiю
оператора усереднення S i розв’язок гомологiчного рiвняння (1.11) як
середнi значення деяких квазiперiодичних функцiй. Про це детальнiше
йде мова в пiдроздiлi 1.1. У роботi А. М. Самойленка [24] розглянуто

систему

dx

dt
= λHx+ εX(x), (1.16)

де λH — матриця (2n× 2n) такого ж вигляду, як у (1.1). У випадку,
коли X(x) — полiном, систему зведено до простiшої завдяки зведенню до
нормальної форми, введенню полярних координат i лiнiйної замiни, пiсля
чого права частина усередненої системи залежить лише вiд повiльних
змiнних, i перетворена система має вигляд
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dh

dt
=
∑
ν≥1

ενVν(h, ψ),

dψ

dt
=
∑
ν≥1

ενWν(h, ψ),

dϕ

dt
= ω +

∑
ν≥1

ενZν(h, ψ),

(1.17)

де ω — базис частот λ.
За вiдсутностi резонансу (та в деяких резонансних випадках) вiдщеп-

люються рiвняння з “амплiтудними” змiнними. Вiдповiдне перше набли-
ження має вигляд

dh

dt
= εF (h),

dϕ

dt
= λ+ εZ(h).

(1.18)

За допомогою теорiї збурення iнварiантних торiв [26] для малих ε

знайдено достатнi умови iснування iнварiантного тора, якi безпосередньо
пов’язанi з iснуванням квазiстатичних положень рiвноваги для першого
наближення пiдсистеми з “амплiтудними” змiнними системи (1.18):

h = h0 ≥ 0 : F (h0) = 0. (1.19)

Показано, що завдяки властивостям правої частини усередненої системи
можна розглядати квазiстатичнi положення рiвноваги з нульовими ко-
ординатами — попри введення полярних координат. При цьому X(x) у
вихiднiй системi (1.16) може бути не лише полiномом, а загалом гладкою
функцiєю. Характер стiйкостi iнварiантного тора визначається з дiйсних
частин власних чисел вiдповiдної матрицi у варiацiях розмiру (n × n),
що полегшує обчислення.

Викладенi в роздiлi результати, що узагальнюють [24] на випадок сис-
теми (1.1), отримано в [9].
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1.1. Асимптотичний метод

Для чисел λ1, . . . , λn1, µ1, . . . , µn2 введемо базис частот ω такий, що

η =

[
λ

µ

]
=

[
K1 K0 O

O N0 N2

] ω1

ω0

ω2

 = Kω, (1.20)

або

λ = K10ω
10 = K1ω

1 +K0ω
0, µ = N20ω

20 = N2ω
2 +N0ω

0,
(1.21)

ων0 = colon (ων, ω0), ν = 1, 2,

де Kν й Nν — цiлочисловi матрицi розмiру вiдповiдно n1×mν й n2×mν,

rankK = m, rankK10 = m10, rankN20 = m20,
(1.22)

mj0 = mj +m0, j = 1, 2, m = m1 +m0 +m2, n = n1 + n2,

елементи ω лiнiйно незалежнi над полем Q рацiональних чисел.
Спочатку розглянемо випадок, коли X(x, ϕ) й F (x, ϕ) — квазiпо-

лiноми, тобто полiноми за x ∈ R2n1 i тригонометричнi полiноми за
ϕ ∈ Tn2. Застосуємо до системи (1.1) метод нормальних форм, викла-
дений у [15,16].

Асимптотичний розклад розв’язку x = x(t, ε), ϕ = ϕ(t, ε) шукаємо
таким чином:

x = y +
∑
ν≥1

ενuν(y, θ), ϕ = θ +
∑
ν≥1

ενvν(y, θ),

де y = yt(y, θ), θ = θt(y, θ) задовольняють усереднену систему

dy

dt
= λHy +

∑
ν≥1

ενYν(y, θ),
dθ

dt
= µ+

∑
ν≥1

ενΦν(y, θ). (1.23)

Тут uν й vν — розв’язки системи рiвнянь

L1 uν ≡ Luν − λHuν = Xν(y, θ)− Yν(y, θ),
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L2 vν ≡ Lvν = Fν(y, θ)− Φν(y, θ),

(1.24)
Lu ≡ ∂u

∂y
λHy +

∂u

∂θ
µ,

що задовольняють умови

S1 uν(y, θ) = 0, S2 vν(y, θ) = 0,

де S1 i S2 — усереднюючi оператори;

X1(y, θ) = X(y, θ), F1(y, θ) = F (y, θ),

Xν(y, θ) = −
ν−1∑
j=1

[
∂uν−j(y, θ)

∂y
Yj(y, θ) +

∂uν−j(y, θ)

∂θ
Φj(y, θ)

]
+

+
1

(ν − 1)!

dν−1

dεν−1
X

(
y +

ν−1∑
i=1

εiui(y, θ), θ +
ν−1∑
i=1

εivi(y, θ)

)∣∣∣∣∣
ε=0

,

Fν(y, θ) = −
ν−1∑
j=1

[
∂vν−j(y, θ)

∂y
Yj(y, θ) +

∂vν−j(y, θ)

∂θ
Φj(y, θ)

]
+

+
1

(ν − 1)!

dν−1

dεν−1
F

(
y +

ν−1∑
i=1

εiui(y, θ), θ +
ν−1∑
i=1

εivi(y, θ)

)∣∣∣∣∣
ε=0

,

ν = 2,∞,

Yν(y, θ) = S1Xν(y, θ), Φν(y, θ) = S2Fν(y, θ), ν = 1,∞.

Оператори S1 i S2 дiють таким чином:

S1X(y, θ) = lim
T→∞

1

T

T∫
0

e−λHτX
(
eλHτy, µτ + θ

)
dτ,

(1.25)

S2F (y, θ) = lim
T→∞

1

T

T∫
0

F
(
eλHτy, µτ + θ

)
dτ.
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Обернення операторiв L1 i L2 для визначення розв’язкiв рiвнянь (1.24)
вiдбувається згiдно з формулами

L−1
1 [X(y, θ)− S1X(y, θ)] =

= − lim
T→∞

1

T

T∫
0

s∫
0

[
e−λHτX

(
eλHτy, µτ + θ

)
− S1X(y, θ)

]
dτds,

(1.26)
L−1

2 [F (y, θ)− S2 F (y, θ)] =

= − lim
T→∞

1

T

T∫
0

s∫
0

[
F
(
eλHτy, µτ + θ

)
− S2F (y, θ)

]
dτds.

Як видно з (1.25), (1.26), вибiр за формулою (1.20) пари (K,ω) не
впливає на асимптотичний алгоритм.

Урахувавши (1.21), (1.22), застосуємо до (1.25) формулу середнього
значення квазiперiодичної функцiї:

S1X(y, θ) =
1

(2π)m

2π∫
0

. . .

2π∫
0

e−HK10ψ
10

X
(
eHK10ψ

10

y,N20ψ
20 + θ

)
dψ,

S2F (y, θ) =
1

(2π)m

2π∫
0

. . .

2π∫
0

F
(
eHK10ψ

10

y, N20ψ
20 + θ

)
dψ, (1.27)

ψ = colon (ψ1, ψ0, ψ2), ψj 0 = colon (ψj, ψ0), j = 1, 2,

ψν ∈ Tmν
, ν = 0, 1, 2.

Далi розглянемо (1.26). Тодi з урахуванням (1.21), (1.27) отримаємо
s∫

0

[
e−λHτX

(
eλHτy, µτ + θ

)
− S1X(y, θ)

]
dτ =

=

s∫
0

[
e−HK10ω

10τX
(
eHK10ω

10τ y, N20ω
20τ + θ

)
− S1X(y, θ)

]
dτ =
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=

s∫
0

∑
k 6=0

Xk(y, θ)e
i(k,ω)τdτ =

∑
k 6=0

Xk(y, θ)

i(k, ω)

[
ei(k,ω)s − 1

]
, (1.28)

де

Xk(y, θ) =
1

(2π)m

2π∫
0

. . .

2π∫
0

e−HK10ψ
10

X
(
eHK10ψ

10

y,N20ψ
20 + θ

)
e−i(k,ψ) dψ,

k ∈ Zm. (1.29)

Згiдно з (1.26), (1.28), (1.29) маємо

L−1
1 [X(y, θ)− S1X(y, θ)] =

∑
k 6=0

Xk(y, θ)

i(k, ω)
.

Аналогiчно
L−1

2 [F (y, θ)− S2F (y, θ)] =
∑
k 6=0

Fk(y, θ)

i(k, ω)
,

де

Fk(y, θ) =
1

(2π)m

2π∫
0

. . .

2π∫
0

F
(
eHK10ψ

10

y,N20ψ
20 + θ

)
e−i(k,ψ)dψ, k ∈ Zm.

Оскiльки розглядуванi функцiї є дiйсними, то

L−1
1 [X(y, θ)− S1X(y, θ)] =

∑
k 6=0

X1
k(y, θ)

(k, ω)
,

L−1
2 [F (y, θ)− S2F (y, θ)] =

∑
k 6=0

F 1
k (y, θ)

(k, ω)
,

X1
k(y, θ) = ImXk(y, θ) =

= − 1

(2π)m

2π∫
0

. . .

2π∫
0

e−HK10ψ
10

X
(
eHK10ψ

10

y,N20ψ
20 + θ

)
sin(k, ψ) dψ,

F 1
k (y, θ) = ImFk(y, θ) =

= − 1

(2π)m

2π∫
0

. . .

2π∫
0

F
(
eHK10ψ

10

y,N20ψ
20 + θ

)
sin(k, ψ) dψ, k ∈ Zm.
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1.2. Перетворення усередненої системи

Теорема 1.1. У будь-якiй областi, що не перетинається з гiперпло-
щинами y2j−1 = y2j = 0, j = 1, . . . , n1, усереднена система (1.23) фор-
мально рiвносильна системi типу

dh

dt
=
∑
ν≥1

ενVν(h, ψ),

dψ

dt
=
∑
ν≥1

ενWν(h, ψ),

dθ

dt
= ω +

∑
ν≥1

ενZν(h, ψ),

(1.30)

де h ∈ Rn1, colon(ψ, θ) ∈ Tn, а функцiї Vν, Wν й Zν мають у областi
таку ж гладкiсть, що й Yν й Φν.

Перехiд вiд системи (1.23) до (1.30) вiдбувається шляхом введення
полярних координат i їхнього лiнiйного перетворення.

Доведення. Визначимо γν з рiвнянь

aν cos 2γν =
bν + cν

2
sin 2γν, ν = 1, n1,

i покладемо

Bν =

[
sin γν

cos γν

]
, B+

ν = BT
ν , ν = 1, n1.

B = diag (B1, . . . , Bn1), B+ = BT , H = diag (H1, . . . , Hn1),

eHψ = diag (eH1ψ1, . . . , eHn1
ψn1).

Згiдно з [24] маємо

H2 = −I, B+HB = 0, B+B = I, eHψ = H sinψ + I cosψ, (1.31)

де I — одинична матриця вiдповiдного розмiру.
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Згiдно з [16] Yν ∈ KerL1, Φν ∈ KerL2 i, отже, виконуються рiвностi

Yν(y
′, θ′) = e−λHtYν(e

λHty′, µt+ θ′),

Φν(y
′, θ′) = Φν(e

λHty′, µt+ θ′).
(1.32)

У квазiперiодичних функцiях рiвностi (1.32) перейдемо до границi
при |t| → ∞ i з урахуванням (1.21) отримаємо

Yν(y
′, θ′) = e−HK10ψ̃

10

Yν(e
HK10ψ̃

10

y′, N2ψ̃
2 +N0ψ̃

0 + θ′),

(1.33)

Φν(y
′, θ′) = Φν

(
eHK10ψ̃

10

y′, N2ψ̃
2 +N0ψ̃

0 + θ′
)
,

де ψ̃ ∈ Tm, θ′ ∈ Tn2, y′ ∈ R2n1 є довiльними.
Введемо полярнi координати (ψ, h) :

y = eHψBh, h ∈ Rn1, ψ ∈ Tn1. (1.34)

З (1.34) виразимо dy/dt через ψ, h та їхнi похiднi, пiдставимо отри-
маний вираз у (1.23) i, врахувавши (1.31), отримаємо систему, що рiвно-
сильна (1.23) (за винятком гiперплощин hj = 0, j = 1, n1):

dh

dt
=
∑
ν≥1

ενB+e−HψYν(e
HψBh, θ),

dψ

dt
= λ−

∑
ν≥1

ενB+He−HψYν(e
HψBh, θ)/h, (1.35)

dθ

dt
= µ+

∑
ν≥1

ενΦν(e
HψBh, θ).

Пiд дiленням векторiв розумiємо покоординатне дiлення.
У нерезонансному випадку (m = n) (1.33) має простий вигляд

Yν(y
′, θ′) = e−HψYν(e

Hψy′, θ + θ′),

Φν(y
′, θ′) = Φν(e

Hψy′, θ + θ′),

або

Yν(e
Hψy, θ) = eHψYν(y, 0), Φν(e

Hψy, θ) = Φν(y, 0). (1.36)
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Покладемо у (1.36) y = Bh i пiдставимо (1.36) у (1.35):

dh

dt
=
∑
ν≥1

ενB+Yν(Bh, 0),

dψ

dt
= λ−

∑
ν≥1

ενB+HYν(Bh, 0)/h, (1.37)

dθ

dt
= µ+

∑
ν≥1

ενΦν(Bh, 0).

Тут вiдокремлено перше рiвняння з повiльною змiнною h, бо права
частина системи не залежить вiд ψ й θ.

У резонансному випадку за допомогою (1.21), (1.22) продовжимо пе-
ретворення системи (1.35).

Для будь-якої матрицi A розмiру p1×p2 за умов p2 < p1 й rankA = p2

введемо псевдообернену до неї матрицю A+ за формулою

A+ = [ATA]−1AT .

При цьому, вочевидь, виконується рiвнiсть

A+A = I.

Виберемо цiлочисловi матрицi K3 й N3 вiдповiдно порядкiв n1×(n1−
m10) i n2 × (n2 −m20) з умов

KT
10K3 = 0, rankK3 = n1 −m10,

NT
20N3 = 0, rankN3 = n2 −m20.

(1.38)

Це можна зробити, взявши, наприклад, за K3 й N3 матрицi, що склада-
ються вiдповiдно з n1 − m10 i n2 − m20 лiнiйно незалежних стовпчикiв
матриць

d1(I −K10K
+
10) та d2(I −N20N

+
20),

де d1 i d2 — деякi цiлi числа.
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Виконаємо замiну змiнних

ψ = K10ψ
10 +K3ψ

3 = K1ψ
1 +K0ψ

0 +K3ψ
3,

ψ10 = K+
10ψ, ψ3 = K+

3 ψ,

θ = N20θ
20 +N3θ

3 = N2θ
2 +N0θ

0 +N3θ
3,

θ20 = N+
20θ, θ3 = N+

3 θ.

(1.39)

У (1.33) покладемо

y′ = eHK3ψ
3

Bh, θ′ = N0

(
θ0 − ψ0

)
+N3θ

3, ψ̃0 = ψ0, ψ̃1 = ψ1, ψ̃2 = θ2,

тодi N2ψ̃
2 +N0ψ̃

0 + θ′ = θ i згiдно з (1.33) й (1.39) маємо

e−HψYν(e
HψBh, θ) = e−HK3ψ

3

Yν

[
eHK3ψ

3

Bh,N0

(
θ0 − ψ0

)
+N3θ

3
]
,

(1.40)

Φν(e
HψBh, θ) = Φν

[
eHK3ψ

3

Bh,N0

(
θ0 − ψ0

)
+N3θ

3
]
.

За допомогою (1.38) – (1.40) перетворимо систему (1.35):

dh

dt
=
∑
ν≥1

ενB+e−HK3ψ
3

Yν

[
eHK3ψ

3

Bh,N0

(
θ0 − ψ0

)
+N3θ

3
]
,

dψ3

dt
= −

∑
ν≥1

ενK+
3 B

+He−HK3ψ
3

Yν

[
eHK3ψ

3

Bh,N0

(
θ0 − ψ0

)
+N3θ

3
]
/h,

dθ3

dt
=
∑
ν≥1

ενN+
3 Φν

[
eHK3ψ

3

Bh,N0

(
θ0 − ψ0

)
+N3θ

3
]
, (1.41)

dψ10

dt
= ω10−

∑
ν≥1

ενK+
10B

+He−HK3ψ
3

Yν

[
eHK3ψ

3

Bh,N0

(
θ0 − ψ0

)
+N3θ

3
]
/h,

dθ20

dt
= ω20 +

∑
ν≥1

ενN+
20Φν

[
eHK3ψ

3

Bh,N0

(
θ0 − ψ0

)
+N3θ

3
]
.
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Продовжимо розщеплення системи (1.41). Для цього позначимо

ξ0 = θ0 − ψ0 (1.42)

i, врахувавши (1.21), (1.39) i (1.42), два останнiх рiвняння (1.41) запише-
мо у виглядi

dψ0

dt
= ω0 − J0

∑
ν≥1

ενK+
10B

+He−HK3ψ
3

Yν

[
eHK3ψ

3

Bh,N0ξ
0 +N3θ

3
]
/h,

dθ0

dt
= ω0 + P0

∑
ν≥1

ενN+
20Φν

[
eHK3ψ

3

Bh,N0ξ
0 +N3θ

3
]
,

(1.43)
dψ1

dt
= ω1 − J1

∑
ν≥1

ενK+
10B

+He−HK3ψ
3

Yν

[
eHK3ψ

3

Bh,N0ξ
0 +N3θ

3
]
/h,

dθ2

dt
= ω2 + P2

∑
ν≥1

ενN+
20Φν

[
eHK3ψ

3

Bh,N0ξ
0 +N3θ

3
]
,

де Ji й Pj — блочнi матрицi вiдповiдного розмiру, що складаються з
горизонтально розташованих одиничної й нульової матриць.

У (1.43) замiсть першого (або другого) рiвняння вiзьмемо рiзницю
другого й першого рiвнянь i долучимо до (1.43) три перших рiвняння
(1.41). З урахуванням (1.42) отримаємо розщеплену систему з повiльни-
ми змiнними h, ψ3, θ3 й ξ0 :

dh

dt
=
∑
ν≥1

ενB+e−HK3ψ
3

Yν

[
eHK3ψ

3

Bh,N0ξ
0 +N3θ

3
]
,

dψ3

dt
= −

∑
ν≥1

ενK+
3 B

+He−HK3ψ
3

Yν

[
eHK3ψ

3

Bh,N0ξ
0 +N3θ

3
]
/h,

dθ3

dt
=
∑
ν≥1

ενN+
3 Φν

[
eHK3ψ

3

Bh,N0ξ
0 +N3θ

3
]
,

dξ0

dt
=
∑
ν≥1

εν
{
P0N

+
20Φν

[
eHK3ψ

3

Bh,N0ξ
0 +N3θ

3
]

+

+ J0K
+
10B

+He−HK3ψ
3

Yν

[
eHK3ψ

3

Bh,N0ξ
0 +N3θ

3
]
/h
}
,
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dθ0

dt
= ω0 +

∑
ν≥1

ενP0N
+
20Φν

[
eHK3ψ

3

Bh,N0ξ
0 +N3θ

3
]
,

dψ1

dt
= ω1 −

∑
ν≥1

ενJ1K
+
10B

+He−HK3ψ
3

Yν

[
eHK3ψ

3

Bh,N0ξ
0 +N3θ

3
]
/h,

dθ2

dt
= ω2 + P2

∑
ν≥1

ενN+
20Φν

[
eHK3ψ

3

Bh,N0ξ
0 +N3θ

3
]
,

що й потрiбно було довести.
Теорему 1.1 доведено.
Нарештi, вкажемо замiну, що зводить систему (1.23) до отриманого

вище вигляду. Враховуючи (1.34), (1.39) i (1.42), маємо

y = eH(K1ψ
1+K0(θ0−ξ0)+K3ψ

3)Bh, θ = N2θ
2 +N0θ

0 +N3θ
3.

1.3. Iснування i стiйкiсть iнварiантного тора

Розглянемо випадок, коли виконується (1.36) (наприклад, коли m =

n). Тодi Yν(y, θ) й Φν(y, θ), що фiгурують у системi (1.37), не залежать
вiд θ.

Для зручностi запишемо змiнну y у виглядi

y = colon
(
y1, . . . , yn1

)
, yj =

[
y2j−1

y2j

]
, j = 1, n1.

Тодi система (1.23) набуде вигляду

dyj

dt
= λjHjy

j +
∑
ν≥1

ενY j
ν

(
y1, . . . , yn1

)
, j = 1, n1,

(1.44)
dθk
dt

= µk +
∑
ν≥1

ενΦk
ν

(
y1, . . . , yn1

)
, k = 1, n2.



39

Диференцiюючи (1.36) за ψj для компоненти Y j
ν й покладаючи ψ = 0,

доводимо, що гiперплощина
yj = 0

є iнварiантною при j = 1, n1 для системи (1.23), до того ж у околi гiпер-
площини

yj = 0, j = 1, n′, n′ ≤ n1,

система (1.44) рiвносильна наступнiй:

dyj

dt
= λjHjy

j +
∑
ν≥1

ενHj

∂Y j
ν

(
y1, . . . , yn

′
, Bn′+1hn′+1, . . . , Bn1hn1

)
∂yj

Hjy
j,

j = 1, n′,

dhp
dt

= −
∑
ν≥1

ενB+
p Hp

∂Y p
ν

(
y1, . . . , yn

′
, Bn′+1hn′+1, . . . , Bn1hn1

)
∂yp

HpBphp,

(1.45)
dψp
dt

= λp +
∑
ν≥1

ενB+
p

∂Y p
ν

(
y1, . . . , yn

′
, Bn′+1hn′+1, . . . , Bn1hn1

)
∂yp

HpBp,

p = n′ + 1, n1,

dθk
dt

= µk +
∑
ν≥1

ενΦk
ν

(
y1, . . . , yn

′
, Bn′+1hn′+1, . . . , Bn1hn1

)
,

k = 1, n2.

Згiдно з [24] матрицi рiвнянь у варiацiях, що вiдповiдають положен-
ням рiвноваги

hj = 0, j = 1, n′, hp = h0
p > 0, p = n′ + 1, n1,

та

yj = 0, j = 1, n′, hp = h0
p > 0, p = n′ + 1, n1, (1.46)

амплiтудних рiвнянь вiдповiдно систем (1.37) i (1.45), мають вигляд diag
{∑
i≥1

εiαji

}
O∑

i≥1

εiC
(2)
i

∑
i≥1

εiCi

 (1.47)
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та  diag
{∑
i≥1

εiαjiE + (λj +
∑
i≥1

εiβji )Hj

}
O∑

i≥1

εiC
(1)
i

∑
i≥1

εiCi

 , (1.48)

де αji й β
j
i — деякi сталi, Ci, C

(1)
i й C(2)

i — деякi сталi матрицi.
Тому множини дiйсних частин власних чисел цих двох матриць збi-

гаються. Така сама властивiсть є, зокрема, для перших наближень вiд-
повiдно систем (1.37)

dh

dt
= εB+Y1(Bh, 0) ≡ εU(h),

dψ

dt
= λ− εB+HY1(Bh, 0)/h, (1.49)

dθ

dt
= µ + εΦ1(Bh, 0).

i (1.45). Тодi ряди в (1.47) i (1.48) обiрвуться на першому доданку.
Узагальнимо задачу, взявши X(x, ϕ) й F (x, ϕ) з ширшого класу

функцiй. За умови iснування i гладкостi u1(y, θ) й v1(y, θ), визначених за
формулами (1.26), зберiгаються в першому наближеннi всi властивостi
асимптотичного методу.

Теорема 1.2. Нехай права частина системи така, що:

1) для певних цiлих s i l, 2 ≤ s ≤ l, i для деякої областi D̃ ⊂ R2n1

X (x, ϕ) ∈ C l(D), F (x, ϕ) ∈ C l(D), а також iснують визначенi за фор-
мулами (1.26)

u1(y, θ) = L−1
1 [X(y, θ)− S1X(y, θ)] ∈ Cs(D),

v1(y, θ) = L−1
2 [F (y, θ)− S2F (y, θ)] ∈ Cs(D),

де D = D̃ × Tn2;

2) для Y1(y, θ) = S1X(y, θ) й Φ1(y, θ) = S2F (y, θ), визначених за фор-
мулами (1.27), виконуються спiввiдношення (1.36):

Y1(e
Hψy, θ) = eHψY1(y, 0),
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(1.50)
Φ1(e

Hψy, θ) = Φ1(y, 0);

3) перша пiдсистема системи (1.49) має таке положення рiвноваги

h = h0 ≥ 0 : U(h0) = 0,

що тор x = g(ψ̃), заданий рiвностями

xjk = 0, k = 1, n′,
(1.51)

xjk = eHjk
ψjkBjkh

0
jk
, ψjk ∈ T1, k = n′ + 1, n1,

де n′ — кiлькiсть нульових координат вектора h0, jk, k = n′ + 1, n1, —
iндекси ненульових координат вектора h0, ψ̃ = (ψj1, . . . , ψjn1−n′), нале-
жить областi D, а власнi числа матрицi

Ũ =
∂U(h0)

∂h
(1.52)

не мають нульових дiйсних частин.
Тодi можна вказати таке число ε0 > 0, що для всiх 0 ≤ ε ≤ ε0

система рiвнянь (1.1) має (n− n′)-вимiрний iнварiантний тор

x = f(ψ̃, ϕ, ε),

де f ∈ Cs−2
Lip (Tn−n′).

Цей тор задовольняє умову

lim
ε→0
‖f(ψ̃, ϕ, ε)− g(ψ̃)‖s−2 = 0 (1.53)

i є експоненцiально стiйким, якщо дiйснi частини власних чисел мат-
рицi (1.52) вiд’ємнi, й експоненцiально дихотомiчним, якщо є власнi
числа матрицi (1.52) як iз вiд’ємними, так i з додатними дiйсними
частинами.
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Доведення. Обмежимося стислою схемою мiркувань.

Використавши замiну

x = y + εu1(y, θ), ϕ = θ + εv1(y, θ), (1.54)

отримаємо систему, права частина якої мiстить аналогiчнi до (1.23) до-
данки при ε0 й ε1, а також додатковий залишок при ε2, який у загальному
випадку залежить вiд усiх змiнних i вiд ε.

Оскiльки виконуються спiввiдношення (1.50), тобто (1.36) для ν = 1,

то перше наближення усередненої системи має всi властивостi, дослiдже-
нi для нерезонансного випадку, в тому числi щодо власних чисел матриць
(1.47)–(1.48).

За умовами теореми нам вiдомi знаки дiйсних чисел матрицi рiвнянь
у варiацiях вiдповiдно до (1.46).

Використавши, наприклад, iдею [14], пiсля нескладних лiнiйних пе-
ретворень для отриманої системи за допомогою послiдовних наближень
i теореми Асколi –Арцела можна довести iснування iнварiантного тора
як нерухомої точки iнтегрального оператора. Оцiнка його гладкостi по-
гiршується внаслiдок пiдстановки (1.54) у (1.1), а також у момент засто-
сування теореми Асколi –Арцела.

Отриманий у процесi доведення вигляд iнварiантного тора для пере-
твореної системи, а також (1.54) свiдчать про виконання границi (1.53).

Питання стiйкостi й дихотомiї iнварiантного тора можна дослiдити,
наприклад, застосувавши мiркування з доведення леми III гл. V моногра-
фiї [4], де за допомогою теореми Банаха про нерухому точку знаходяться
вiдповiднi односторонньо iнварiантнi множини.

Теорему 1.2 доведено.
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Зауважимо, що умова 2 теореми 1.2 автоматично виконується в не-
резонансному випадку, а тор (1.51) є iнварiантним многовидом першої
пiдсистеми вихiдної системи (1.1) при ε = 0.

Якщо (1.50) не виконується, то для розщепленої усередненої системи
загального вигляду (1.43) можна застосувати загальну теорiю збурення
iнварiантних торiв [26].

Знайдемо умови, з яких випливає виконання умови 2 теореми 1.2 у
випадку, коли може бути резонанс.

Легко бачити, що з рiвностей

Y1(y, θ) =
1

(2π)n

2π∫
0

. . .

2π∫
0

e−Hψ1X
(
eHψ1y, ψ2 + θ

)
dψ,

(1.55)

Φ1(y, θ) =
1

(2π)n

2π∫
0

. . .

2π∫
0

F
(
eHψ1y, ψ2 + θ

)
dψ, ψ1 ∈ Tn1, ψ2 ∈ Tn2,

випливає виконання (1.50).

Позначимо

X̃k(y, θ) =
1

(2π)n

2π∫
0

. . .

2π∫
0

e−Hψ1X
(
eHψ1y, ψ2 + θ

)
e−i(k,ψ)dψ,

F̃k(y, θ) =
1

(2π)n

2π∫
0

. . .

2π∫
0

F
(
eHψ1y, ψ2 + θ

)
e−i(k,ψ)dψ, k ∈ Zn,

ψ1 ∈ Tn1, ψ2 ∈ Tn2.

Тодi

e−Hψ1X
(
eHψ1y, ψ2 + θ

)
=
∑
k∈Zn

X̃k(y, θ)e
i(k,ψ),

(1.56)
F
(
eHψ1y, ψ2 + θ

)
=
∑
k∈Zn

F̃k(y, θ)e
i(k,ψ).
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Для матрицi K з (1.20) позначимо

Q =
{
KerKT

⋂
Zn
}
\{0}.

Iз (1.56) i (1.27) отримуємо

S1X(y, θ) =
∑

(k,η)=0

X̃k(y, θ) = X̃0(y, θ) +
∑
k∈Q

X̃k(y, θ),

(1.57)
S2F (y, θ) =

∑
(k,η)=0

F̃k(y, θ) = F̃0(y, θ) +
∑
k∈Q

F̃k(y, θ).

Рiвностi (1.55) у нових позначеннях набувають вигляду

Y1(y, θ) = X̃0(y, θ), Φ1(y, θ) = F̃0(y, θ). (1.58)

Взявши до уваги [24], легко показати, що перехiд у (1.21) вiд базиса
ω до ω1 (або навiть перехiд вiд η до η1) не змiнює вигляд (1.57) усеред-
нюючих операторiв, якщо

K1 = KR, R = K+K1, detR 6= 0.

Позначимо
Ql = {k ∈ Q : |k| ≤ l}.

Нехай X(x, ϕ) — квазiполiном:

X(x, ϕ) =
∑

|r|≤M1,|k|≤M2

Xrkx
rei(k,ϕ).

Тодi e−Hψ1X(eHψ1y, ψ2 + θ) є тригонометричним полiномом за ψ, що
мiстить гармонiки ei(k,ϕ) з |k| ≤ M1 + M2 + 1. Тому перший ряд (1.57)
зводиться до суми

S1X(y, θ) =
∑

(k,η)=0

X̃k(y, θ) = X̃0(y, θ) +
∑

k∈QM1+M2+1

X̃k(y, θ). (1.59)
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Аналогiчно для квазiполiнома F (x, ϕ) маємо

S2F (y, θ) =
∑

(k,η)=0

F̃k(y, θ) = F̃0(y, θ) +
∑

k∈QM1+M2

F̃k(y, θ). (1.60)

Якщо при цьому
QM1+M2+1 = ∅,

то згiдно з (1.59), (1.60) маємо (1.58), тобто виконується умова 2 теоре-
ми 1.2.
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Висновки до роздiлу 1

В даному роздiлi розглянуто систему рiвнянь

dx

dt
= λHx+ εX(x, ϕ),

dϕ

dt
= µ+ εF (x, ϕ),

де λH i µ — сталi матриця й вектор, λH = diag (λ1H1, . . . , λn1Hn1), власнi
числа (2 × 2)-матриць H1, . . . Hn1 дорiвнюють ±1, X(x, ϕ) й F (x, ϕ) —
достатньо гладкi за x ∈ R2n1 i ϕ ∈ Rn2 2π-перiодичнi за ϕ дiйснозначнi
функцiї, ε > 0 — малий параметр.

Такi системи описують рiзноманiтнi коливнi процеси, в т. ч. в механiцi.
До системи застосовано загальний метод асимптотичного iнтегруван-

ня нелiнiйних систем, згiдно з яким розв’язкок шукається за допомогою
замiни у виглядi формального степеневого ряду за малим параметром:

x = y +
∑
ν≥1

ενuν(y, θ), ϕ = θ +
∑
ν≥1

ενvν(y, θ),

У нових змiнних отримана усереднена система має вигляд

dy

dt
= λHy +

∑
ν≥1

ενYν(y, θ),
dθ

dt
= µ +

∑
ν≥1

ενΦν(y, θ).

Пiсля введення полярних координат i розщеплення права частина пе-
ретвореної системи залежить лише вiд повiльних змiнних:

dh

dt
=
∑
ν≥1

ενVν(h, ξ),
dξ

dt
=
∑
ν≥1

ενWν(h, ξ),
dζ

dt
= ω +

∑
ν≥1

ενZν(h, ξ).

За умови вiдсутностi резонансу в наборi частот λ, µ (та в деяких
резонансних випадках) знайдено достатнi умови iснування i стiйкостi iн-
варiантного тора для малих ε.

Основний результат:
– знайдено достатнi умови iснування i стiйкостi iнварiантного тора

при малому збуреннi правої частини слабконелiнiйної багаточастотної
автономної системи диференцiальних рiвнянь у критичному випадку вiд-
повiдної незбуреної системи.
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РОЗДIЛ 2

Майже перiодичнi розв’язки
iмпульсних систем iз запiзненням

При дослiдженнi рiзноманiтних еволюцiйних процесiв у природi й технiцi
часто доводиться мати справу з рiзкими — майже миттєвими — змiнами
певних характеристик. Зручними математичними моделями для опису
таких процесiв є диференцiальнi рiвняння з iмпульсною дiєю. В. Д. Мiль-
ман, А. Д. Мишкiс i А. М. Самойленко в роботах [13, 19] запропону-
вали узагальнити на випадок рiвнянь iз iмпульсною дiєю класичнi ме-
тоди дослiдження звичайних диференцiальних рiвнянь. У подальшому
нову теорiю розвинули представники Київської школи нелiнiйної меха-
нiки: А. М. Самойленко, М. О. Перестюк, М. У. Ахмет, В. I. Ткаченко,
С. I. Трофимчук та iн., наслiдком чого стала монографiя [59]. А. Ха-
ланай i Д. Векслер у [27] застосували зведення iмпульсних диферен-
цiальних рiвнянь до дискретних i отримали низку важливих результатiв.
Було сформовано науковi групи з вивчення iмпульсних систем у Болгарiї
(Д. Д. Баiнов та iн., [45]), Чилi, Туреччинi, Китаї тощо.

Останнiм часом продовжує активно розвиватися теорiя майже пе-
рiодичних iмпульсних систем, якi дослiджували А. М. Самойленко,
М. О. Перестюк, Д. Векслер, М. У. Ахмет, В. Ю. Слюсарчук, В. I. Тка-
ченко, С. I. Трофимчук, М. Пiнто, Г. Т. Стамов та iн. Системи з
фiксованими моментами iмпульсної дiї дослiджено, зокрема, в роботах
[41,53,61,63,71,72]. Варто окремо вiдмiтити монографiї [59,68]. Пiдвищує
iнтерес до дослiдження майже перiодичних розв’язкiв iмпульсних рiв-
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нянь їхнiй зв’язок iз майже перiодичними розв’язками систем на часових
шкалах [50]. Майже перiодичнi розв’язки моделей нейронних мереж iз фi-
ксованими моментами iмпульсної дiї вивчалися в роботах [49,55,66,80].

Загальнi означення розривних майже перiодичних функцiй (за Сте-
пановим, Вейлем, Безiковичем) недостатньо добре вiдображають специ-
фiку iмпульсних систем iз неперервними правими частинами. Натомiсть
уведене Д. Векслером означення кусково-неперервних майже перiодич-
них функцiй є цiлком природним, а тому знайшло подальше використан-
ня. Точки розривiв таких функцiй збiгаються з точками iмпульсної дiї.
Якщо вони рiвномiрно вiддiленi одна вiд одної, на систему з iмпульсами
можна поширити класичну теорiю майже перiодичних систем [10, До-
полнение], [12].

У загальному випадку моменти iмпульсної дiї не є фiксованими й
залежать вiд розв’язкiв. У таких системах може виникати так званий
феномен биття, коли розв’язок перетинає поверхню t = τk(x) кiлька разiв
чи навiть нескiнченну кiлькiсть разiв [31,57–59].

Для вiдшукання майже перiодичного розв’язку систем iз фiксованими
моментами iмпульсної дiї зазвичай використовується метод, запропоно-
ваний у [59, теореми 81, 82]. А саме, для системи

dx

dt
= A(t)x+ f(t, x), t 6= τk,

x(t+ 0)− x(t) = Bkx(t) + Ik(x(t)), t = τk, k ∈ Z,

майже перiодичний розв’язок шукається як нерухома точка вiдображен-
ня

T (ϕ(t)) =

∫ t

−∞
X(t, s)f(s, ϕ(s))ds+

∑
τk<t

X(t, τk)Ik(ϕ(τk)), (2.1)

яке задано на кулi у просторi кусково-неперервних майже перiодичних
функцiй. Тут X(t, s) — матрицант вiдповiдної лiнiйної iмпульсної систе-
ми

dx

dt
= A(t)x, t 6= τk,
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x(t+ 0)− x(t) = Bkx(t), t = τk, k ∈ Z.

У роботах [2, 32, 78] для вивчення iснування i стiйкостi майже пе-
рiодичних розв’язкiв звичайних диференцiальних рiвнянь iз нефiксова-
ними моментами iмпульсної дiї застосовано метод зведення до системи з
фiксованими моментами iмпульсної дiї. Зокрема, в [78] розглянуто майже
перiодичну систему з нефiксованими моментами iмпульсної дiї

ẋi(t) = −ai(t)xi(t) +
m∑
j=1

bij(t)fj(xj(t)) + ci(t), t 6= θk + τk(x(t)), (2.2)

xi(t+ 0)− xi(t) = dikxi(t) + Iik(x(t)), t = θk + τk(x(t)). (2.3)

Поряд iз нею розглядають систему з фiксованими моментами iмпульс-
ної дiї

ẏi(t) = −ai(t)yi(t) +
m∑
j=1

bij(t)fj(yj(t)) + ci(t), t 6= θk, (2.4)

yi(t+ 0)− yi(t) = dikyi(t) + Jik(y(t)), t = θk. (2.5)

Функцiї Jik(y) визначаються таким чином, що для кожного розв’язку
x(t) системи (2.2), (2.3) з точками розриву {ξk} iснує розв’язок y(t) сис-
теми (2.4), (2.5), який збiгається з x(t), окрiм iнтервалiв (ξk, tk] або
(tk, ξk].

Для визначення Jik(y) використовують продовження розв’язкiв улiво,
але, наприклад, розв’язки рiвнянь iз запiзненням не завжди однозначно
продовжуються влiво, тому такий метод не є унiверсальним.

Натомiсть є можливiсть використати iнший метод зведення до систе-
ми з фiксованими моментами iмпульсної дiї, запропонований у роботi [22]
для перiодичної системи з iмпульсною дiєю

dx

dt
= Ax+ f(t, x), t 6= tk(x), (2.6)

x(t+ 0)− x(t) = Ik(x(t)), t = tk(x), k ∈ Z, (2.7)
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де A — стала матриця, f(t, x) = f(t + T, x), Ik+p(x) = Ik(x), tk+p(x) =

tk(x) + T .
Поряд iз системою (2.6), (2.7) для довiльних {y(1), . . . , y(p)} роз-

глядають систему з фiксованими моментами iмпульсної дiї

dx

dt
= Ax+ f(t, x), t 6= tk(y

(k)), (2.8)

x(t+ 0)− x(t) = Ik(x(t)), t = tk(y
(k)). (2.9)

За певних умов система (2.8), (2.9) має розв’язок x∞(t, y(1), . . . , y(p)). Вiд-
шукання кусково-гладкого майже перiодичного розв’язку рiвносильне
розв’язанню системи рiвнянь

y(k) = x∞(tk(y
(k)), y(1), . . . , y(p)), k = 1, p. (2.10)

У роботах [20,57], де розглядаються перiодичнi системи рiвнянь у банахо-
вих просторах, аналог системи рiвнянь (2.10) розглядається як рiвняння
для знаходження нерухомої точки вiдображення S, яке дорiвнює вiдпо-
вiднiй правiй частинi.

Вказаний пiдхiд було узагальнено для майже перiодичних iмпульсних
систем у роботi [38] (див. також [70]), де розглянуто систему диферен-
цiальних рiвнянь iз нефiксованими моментами iмпульсної дiї:

dx

dt
+ (A+ A1(t))x = f(t, x), t 6= τk(x(t)), (2.11)

x(t+ 0)− x(t) = gk(x(t)), t = τk(x(t)), k ∈ Z. (2.12)

Тут A — секторiальний оператор, A1(t) — обмежений оператор у бана-
ховому просторi X.

Поряд iз системою (2.11), (2.12) у кулi простору майже перiодичних
послiдовностей y = {yk} розглядаються системи з фiксованими момен-
тами iмпульсної дiї

dx

dt
+ (A+ A1(t))x = f(t, x), t 6= τk(yk), (2.13)

x(t+ 0)− x(t) = gk(x(t)), t = τk(yk), k ∈ Z. (2.14)
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Доводиться iснування для кожної послiдовностi y кусково-неперервного
майже перiодичного розв’язку x∗(t, y) вiдповiдної системи (2.13), (2.14).
Вiдповiдно в кулi простору майже перiодичних послiдовностей визна-
чається вiдображення S(y) = {x∗(τk(yk), y), k ∈ Z}. Нерухома точка
цього вiдображення вiдповiдає шуканому майже перiодичному розв’язку.

Даний метод зведення до систем iз фiксованими моментами iмпульс-
ної дiї застосовано в цьому й наступному роздiлах.

Диференцiальнi рiвняння з запiзненням мають численнi застосування
у природничих та iнших галузях, оскiльки дозволяють урахувати залеж-
нiсть вiд попереднiх станiв системи. Основу вiдповiдної теорiї заклали
Р. Беллман, Н. Н. Красовський, А. Д. Мишкiс, Е. Райт, Дж. Хейл [39] та
iн. Дослiдження диференцiальних рiвнянь iз запiзненням має свою спе-
цифiку. Зокрема, розв’язки можуть не продовжуватися влiво, а початко-
вi значення шуканого розв’язку потрiбно задавати на вiдрiзку, довжина
якого дорiвнює запiзненню. Вiдповiдну теорiю й приклади застосування
викладено, зокрема, у [28,39,44].

Системи з запiзненням i нефiксованими моментами iмпульсної дiї опи-
сують деякi математичнi моделi нейронних мереж типу Хопфiлда:

ẋi(t) = −ai(t)xi(t) +
n∑
j=1

{
bij(t)fj(xj(t))+

+cij(t)gj(xj(t− h))
}

+γi(t), t 6= τk(x(t)), (2.15)

xi(t+ 0)− xi(t) =
n∑
j=1

dij(k)xj(t) + Iik(x(t)), t = τk(x(t)). (2.16)

Тут x = (x1, . . . , xn), функцiя xi(t) вiдповiдає стану i-го нейрона в мо-
мент часу t, ai(t) > 0 — коефiцiєнт саморегуляцiї i-го нейрона, невiд’ємнi
функцiї bij(t) й cij(t) визначають ступiнь зв’язку мiж i-м i j-м елемента-
ми в момент часу t, зовнiшнi впливи на i-й елемент визначено функцiєю
γi(t). Скалярна функцiя fj(xj(t)) означає активацiю j-го елемента в мо-
мент часу t, скалярна функцiя gj(xj(t − h)) — активацiю, що залежить
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вiд дiї з запiзненням на стан xj.
У цьому роздiлi викладено отриманi в [7] умови iснування i стiйкостi

кусково-неперервного майже перiодичного розв’язку для таких систем.
Теорема 2.11 частково узагальнює викладенi у [66] i [65, Section 5.2] ре-
зультати для подiбних систем iз запiзненням i фiксованими моментами
iмпульсної дiї.

2.1. Основнi означення й попереднi результати

Нехай (X, ‖.‖X) — банахiв простiр iз нормою ‖.‖X , R i Z — множини
дiйсних i цiлих чисел вiдповiдно. Позначимо через ‖.‖ норму в Rn чи
вiдповiдну норму у просторi матриць. Розглядатимемо простiр PC(J,X),

J ⊂ R, усiх обмежених кусково-неперервних функцiй x : J → X, таких,
що:

I) множина T = {tj ∈ J, tj+1 > tj, j ∈ Z} розривiв функцiї x не має
скiнченних граничних точок;

II) функцiї неперервнi злiва: x(tj − 0) = x(tj), й iснують границi
limt→tj+0 x(t) = x(tj + 0) <∞.

Будемо використовувати норму ‖x‖PC = supt∈J ‖x(t)‖ у просторi
PC(J,X).

Означення 2.1. Цiле число p називається ε-майже перiодом послiдов-
ностi {xk}, xk ∈ X, якщо

‖xk+p − xk‖X < ε (2.17)

для всiх k ∈ Z.
Послiдовнiсть {xk} називається майже перiодичною, якщо для кож-

ного ε > 0 iснує вiдносно щiльна множина її ε-майже перiодiв, тобто для
кожного ε > 0 iснує таке l > 0, що на кожному iнтервалi дiйсної осi
довжини l iснує цiле число p, яке задовольняє (2.17) для всiх k ∈ Z.
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Означення 2.2. Строго зростаюча послiдовнiсть {τk} дiйсних чисел має
рiвномiрно майже перiодичнi послiдовностi рiзниць, якщо для довiльного
ε > 0 iснує вiдносно щiльна множина ε-майже перiодiв, спiльних для всiх
послiдовностей {τ jk}, де τ

j
k = τk+j − τk, j ∈ Z.

Як показано у [23], послiдовнiсть {τk} має рiвномiрно майже перiодич-
нi послiдовностi рiзниць тодi й тiльки тодi, коли τk = ak + ck, де {ck} —
майже перiодична послiдовнiсть, a — додатне число.

Означення 2.3. Неперервна функцiя ψ : R → X майже перiодична за
Бором, якщо для довiльного ε > 0 iснує вiдносно щiльна множина Γ ε-
майже перiодiв, таких, що коли τ ∈ Γ, тодi ‖ψ(t + τ) − ψ(t)‖X < ε для
всiх t ∈ R.

Означення 2.4 ( [59]). Функцiя ϕ ∈ PC(R, X) називається W -майже
перiодичною, якщо:

а) послiдовнiсть {τj} моментiв розриву функцiї ϕ(t), упорядкованих за
зростанням, має рiвномiрно майже перiодичнi послiдовностi рiзниць;

б) для довiльного ε > 0 iснує таке додатне число δ = δ(ε), що коли то-
чки t′ i t′′ належать одному iнтервалу неперервностi та |t′ − t′′| < δ,
тодi ‖ϕ(t′)− ϕ(t′′)‖X < ε;

в) для довiльного ε > 0 iснує вiдносно щiльна множина Γ ε-майже
перiодiв таких, що коли τ ∈ Γ, тодi ‖ϕ(t+ τ)− ϕ(t)‖X < ε для всiх
t ∈ R, якi задовольняють умову |t− τj| ≥ ε, j ∈ Z.

Будемо використовувати таку лему з [38], яка є узагальненням леми
7 з [27, с. 288]:

Лема 2.5. Нехай послiдовнiсть дiйсних чисел {τj} строго зростає й
має рiвномiрно майже перiодичнi послiдовностi рiзниць, послiдовнiсть
{Bj}, Bj ∈ X, майже перiодична й функцiя ϕ(t) : R → X W -майже
перiодична. Тодi для довiльного ε > 0 iснує таке l = l(ε) > 0, що для
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довiльного iнтервалу J довжини l iснують такi r ∈ J й цiле q ∈ J, що
виконуються нерiвностi

|τi+q − τi − r| < ε, ‖Bi+q −Bi‖X < ε, i ∈ Z,

i
‖ϕ(t+ r)− ϕ(t)‖X < ε, t ∈ R, |t− τj| > ε, j ∈ Z.

Сформулюємо означення розв’язку i стiйкостi для системи диферен-
цiальних рiвнянь загального вигляду з запiзненням i нефiксованими мо-
ментами iмпульсної дiї

ẋ(t) = f(t, x(t), x(t− h)), t 6= τj(x(t)), (2.18)

x(t+ 0)− x(t) = gj(x(t)), t = τj(x(t)), j ∈ Z, (2.19)

де x ∈ Rn, h = const > 0, f i gj — векторнозначнi функцiї.

Означення 2.6. Функцiя x(t) ∈ PC([t0 − h, t0 + α],Rn), де α > 0, є
розв’язком системи (2.18), (2.19), якщо виконано такi умови:

(I) множина

T = {t ∈ [t0, t0 + α], t = τj(x(t)) для деякого j}

точок iмпульсної дiї скiнченна (можливо, порожня);

(II) x(t) неперервна при всiх t ∈ (t0, t0 + α] \ T ;

(III) x(t) неперервно диференцiйовна при всiх t ∈ (t0, t0 +α]\T за винят-
ком скiнченної множини точок;

(IV) похiдна злiва функцiї x(t) iснує й задовольняє систему (2.18) для
всiх t ∈ (t0, t0 + α] \ T ;

(V) для t ∈ T функцiя x(t) задовольняє умову (2.19).
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Якщо додатково функцiя x(t) задовольняє умову

x(t0 + θ) = ϕ(θ), θ ∈ [−h, 0], ϕ ∈ PC([−h, 0],Rn), (2.20)

то вона є розв’язком початкової задачi (2.18) – (2.20).

Функцiя x(t) є розв’язком системи (2.18), (2.19) на нескiнченному iн-
тервалi, якщо вона є розв’язком на кожному обмеженому пiдiнтервалi.

Означення стiйкостi для рiвнянь iз нефiксованими моментами
iмпульсної дiї враховує вiдмiннiсть точок розриву рiзних розв’язкiв рiв-
няння. Ми використовуємо адаптоване до рiвнянь iз запiзненням озна-
чення з роботи [45].

Означення 2.7. Розв’язок x0(t) системи (2.18), (2.19), який при всiх
t ≥ t0 − h належить Uρ i для якого τj(x0(t0)) 6= t0, j ∈ Z, називається
стiйким за Ляпуновим, якщо для довiльних ε > 0 i η > 0 iснує таке
число δ = δ(ε, η), що для довiльного iншого розв’язку x(t) з початковими
значеннями з Uρ й для якого

‖x0(θ)− x(θ)‖ < δ, θ ∈ [t0 − h, t0], |θ − τ 0
j | > δ,

виконується ‖x0(t) − x(t)‖ < ε для всiх таких t ≥ t0, що |t − τ 0
j | > η,

де τ 0
j — моменти часу, при яких розв’язок x0(t) перетинає поверхнi t =

τj(x), j ∈ Z. Розв’язок x0(t) називається асимптотично стiйким, якщо

вiн стiйкий i iснує таке δ0 > 0, що для кожних ε > 0, η > 0 iснує
таке T = T (ε, η) > 0, що для будь-якого iншого розв’язку x(t) системи з
початковими значеннями з Uρ й для якого

‖x0(θ)− x(θ)‖ < δ0, θ ∈ [t0 − h, t0], |θ − τ 0
j | > δ0,

виконується ‖x0(t)− x(t)‖ < ε для t ≥ t0 + T й |t− τ 0
j | > η.

Далi буде доведено допомiжний результат для лiнiйної однорiдної сис-
теми
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ẋ(t) = A(t)x(t), t 6= τj, (2.21)

x(τj + 0)− x(τj) = Djx(τj), j ∈ Z. (2.22)

Позначимо через X(t, s) фундаментальний розв’язок лiнiйної систе-
ми без iмпульсiв (2.21). Вiн задовольняє спiввiдношення X(τ, τ) = I,

X(t, s)X(s, τ) = X(t, τ), t, s, τ ∈ R.
Означимо еволюцiйний оператор для системи (2.21), (2.22) як

U(t, s) = X(t, s), якщо τj < s ≤ t ≤ τj+1,

i

U(t, s) = X(t, τj)(I +Dj)X(τj, τj−1) . . . (I +Dm)X(τm, s), (2.23)

якщо τm−1 < s ≤ τm < τm+1 < . . . < τj < t ≤ τj+1.

Означення 2.8. Система (2.21), (2.22) називається експоненцiально
стiйкою з показником β > 0 й коефiцiєнтом M ≥ 1, якщо

‖U(t, s)‖ ≤Me−β(t−s), t ≥ s.

Лема 2.9. Нехай iмпульсна система (2.21), (2.22) експоненцiально
стiйка з додатними сталими β йM. Тодi iснує таке δ0 > 0, що збурена
система

du

dt
= Ã(t)u, t 6= τ̃j, (2.24)

∆u|t=τ̃j = u(τ̃j + 0)− u(τ̃j) = D̃ju(τ̃j), j ∈ Z, (2.25)

при

max

{
sup
j
|τj − τ̃j|, sup

j
‖Dj − D̃j‖, sup

t
‖A(t)− Ã(t)‖

}
= δ1 ≤ δ0

є також експоненцiально стiйкою з деякими сталими β1 ≤ β й
M1 ≥M , а саме еволюцiйний оператор Ũ(t, s) збуреної системи (2.24),
(2.25) задовольняє нерiвнiсть

‖Ũ(t, s)‖ ≤M1e
−β1(t−s), t ≥ s.
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Доведення. Позначимо

J = ∪j (max(τj−1, τ̃j−1), min(τj, τ̃j)] .

Запишемо систему (2.24), (2.25) у виглядi

du

dt
= A(t)u+ (Ã(t)− A(t))u, t 6= τj, t 6= τ̃j,

u(τj + 0) = (I +Dj)u(τj)−Dju(τj),

u(τ̃j + 0) = (I + D̃j)u(τ̃j), j ∈ Z.

За методом варiацiї довiльної сталої

u(t) = U(t, t0)u0 +

t∫
t0

U(t, s)(Ã(s)− A(s))u(s)ds +

+
∑

t0<τ̃j<t

U(t, τ̃j + 0)D̃ju(τ̃j) −
∑

t0<τj<t

U(t, τj + 0)Dju(τj). (2.26)

Зауважимо, що U(t, τ̃j + 0) = U(t, τ̃j) й u(τj) = u(τj + 0). Припустимо,
що τ̃j ≥ τj, i перетворимо рiзницю

U(t, τ̃j + 0)D̃ju(τ̃j)− U(t, τj + 0)Dju(τj) =

= U(t, τ̃j)
(
D̃jX̃(τ̃j, τj)−X(τ̃j, τj)Dj

)
u(τj) =

= U(t, τ̃j)
(
D̃j(X̃(τ̃j, τj)− I)− (X(τ̃j, τj)− I)Dj

)
u(τj)+

+ U(t, τ̃j)(D̃j −Dj)u(τj),

де X̃(t, τ) — фундаментальний розв’язок системи без iмпульсiв (2.24).
Аналогiчно, якщо τ̃j < τj, то

U(t, τ̃j + 0)D̃ju(τ̃j)− U(t, τj + 0)Dju(τj) =

= U(t, τj + 0)
(

(Dj + I)X(τj, τ̃j)D̃j −DjX̃(τj, τ̃j)(I + D̃j)
)
u(τ̃j) =

= U(t, τj + 0)
(

(I +Dj)(X(τj, τ̃j)− I)D̃j −

− Dj(X̃(τj, τ̃j)− I)(I + D̃j)
)
u(τ̃j) + U(t, τj + 0)(D̃j −Dj)u(τ̃j).
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Позначимо

D = max

(
sup
j
‖Dj‖, sup

j
‖D̃j‖

)
,

A = max

(
sup
t
‖A(t)‖, sup

t
‖Ã(t)‖

)
,

τ ′j = min{τ̃j, τj}, τ ′′j = max{τ̃j, τj},

тодi

‖U(t, τ̃j + 0)D̃ju(τ̃j)− U(t, τj + 0)Dju(τj)‖ ≤

≤Me−β(t−τ ′j)M∗δ1‖u(τ ′j)‖, (2.27)

де M∗ =
(
1 + 2AD(D + 1)eAδ0

)
eβδ0. Ми скористалися оцiнкою

‖(X(t, t0)− I)u‖ =

∥∥∥∥∥∥
t∫

t0

d

ds
X(s, t0)uds

∥∥∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥∥∥
t∫

t0

A(s)X(s, t0)uds

∥∥∥∥∥∥ ≤ A(t− t0)eA(t−t0)‖u‖.

За (2.26) i (2.27) маємо для t, t0 ∈ J

‖u(t)‖ ≤Me−β(t−t0)‖u0‖+

t∫
t0

Me−β(t−s)‖Ã(s)− A(s)‖‖u(s)‖ds +

+
∑

t0<τ ′j<t

Me−β(t−τ ′j)M∗δ1‖u(τ ′j)‖.

Тодi v(t) = eβt‖u(t)‖ задовольняє нерiвнiсть

v(t) ≤Mv(t0) +

t∫
t0

Mδ1v(s)ds+
∑

t0<τ ′j<t

MM∗δ1v(τ ′j).

За узагальненою нерiвнiстю Гронуолла (див. [59, с. 12]) маємо

‖u(t)‖ ≤M (1 +MM∗δ0)
([(t−t0)/θ]+1) e−(β−Mδ0)(t−t0)‖u0‖, t, t0 ∈ J .
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Отже, якщо δ0 > 0 i β1 > 0 задовольняють нерiвнiсть

β −Mδ0 −
1

θ
ln (1 +MM∗δ0) ≥ β1,

то
‖u(t)‖ ≤M(1 +MM∗δ0)e

−β1(t−s), t, t0 ∈ J .

Якщо t ∈ (τ ′j, τ
′′
j ], то

‖u(t)‖ ≤ ‖X̃(t, τ ′j)‖(1 +D)‖u(τ ′j‖ ≤ eAδ0(1 +D)‖u(τ ′j)‖.

Аналогiчно, якщо t0 ∈ (τ ′j, τ
′′
j ], то

‖u(τ ′′j + 0)‖ ≤ eAδ0(1 +D)‖u(t0)‖.

Комбiнуючи останнi нерiвностi, отримуємо експоненцiальну стiйкiсть
збуреної системи (2.24), (2.25) iз показником β1 i коефiцiєнтом

M1 = M(1 +MM∗δ0)(1 +D)2e2(A+β1)δ0.

Лему 2.9 доведено.

Наслiдок 2.10. При виконаннi умов леми 2.9 iснують такi β2 ∈ (0, β1)

i M2 ≥M1, що

‖U(t, s)− Ũ(t, s)‖ ≤ δ1M2e
−β2(t−s), t ≥ s, (2.28)

для t, s ∈ ∪j(max(τj−1, τ̃j−1),min(τj, τ̃j)].

Доведення. З (2.26) отримуємо

‖(U(t, s)− Ũ(t, s))u0‖ ≤ δ1MM1‖u0‖

 t∫
t0

e−β(t−s)e−β1(s−t0)ds +

+
∑
τ ′j<t

M∗e
−β(t−τ ′j)e−β1(τ ′j−t0)

 ≤
≤ δ1MM1‖u0‖e−β1(t−t0)

(
t− t0 +

t− t0
θ

M∗ +M∗

)
≤ δ1M2e

−β2(t−t0).
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2.2. Iснування i стiйкiсть майже перiодичного
розв’язку

Розглянемо майже перiодичну систему диференцiальних рiвнянь iз запiз-
ненням i нефiксованими моментами iмпульсної дiї

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)f(x(t)) +

+ C(t)g(x(t− h)) + γ(t), t 6= τj(x(t)), (2.29)

x(t+ 0)− x(t) = Djx(t) + Ij(x(t)) + gj, t = τj(x(t)), j ∈ Z, (2.30)

де x ∈ Rn, h = const > 0,A(t) = {aij(t)},B(t) = {bij(t)}, C(t) = {cij(t)}—
матричнозначнi функцiї R→ Rn×n, f i g — функцiї Rn → Rn.
Iмпульсна дiя вiдбувається при досягненнi розв’язками поверхонь
Γj = {(t, x) : t = τj(x)}, j ∈ Z, якi рiвномiрно вiдокремленi одна вiд iн-
шої.

До систем вигляду (2.29), (2.30) належить згадана вище система
(2.15), (2.16).

На систему (2.29), (2.30) накладатимемо такi умови:

(L1) Матричнозначнi функцiї A(t), B(t), C(t) й векторнозначна функцiя
γ(t) майже перiодичнi за Бором. Позначатимемо

sup
t
‖A(t)‖ = A0, sup

t
‖B(t)‖ = B0, sup

t
‖C(t)‖ = C0, sup

t
‖γ(t)‖ = γ0.

(L2) Позначимо Uρ = {x ∈ Rn : ‖x‖ ≤ ρ}, де ρ — деяке додатне число.
Припустимо, що послiдовнiсть {τj} неперервних функцiй τj : Uρ →
R має рiвномiрно майже перiодичнi послiдовностi рiзниць рiвномiр-
но вiдносно x ∈ Uρ й iснує θ > 0 таке, що

inf
x
τj+1(x)− sup

x
τj(x) ≥ θ

для всiх x ∈ Uρ й j ∈ Z.
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(L3) Послiдовностi (n×n)-матриць {Dj} й векторiв {gj} майже перiодич-
нi, supj ‖gj‖ = g∗.

(L4) Послiдовнiсть {Ij(x)} вектор-функцiй Uρ → Rn майже перiодична
рiвномiрно вiдносно x ∈ Uρ.

Припускатимемо, що розв’язки системи (2.29), (2.30) неперервнi злiва
й у множинi Uρ не мають биття з поверхнями t = τj(x), тобто перети-
нають кожну поверхню не бiльш нiж один раз. Достатнi умови вiдсутно-
стi биття наведено у [47].

Теорема 2.11. Нехай у областi Uρ = {u ∈ Rn, ‖x‖ ≤ ρ} система (2.29),
(2.30) задовольняє умови (L1) – (L4) й додатково:

1) усi розв’язки в областi Uρ перетинають кожну поверхню t = τj(x)

не бiльш нiж один раз;

2) ‖f(x1)−f(x2)‖+‖g(x1)−g(x2)‖+‖Ij(x1)−Ij(x2)‖+|τj(x1)−τj(x2)| ≤
≤ N1‖x1 − x2‖, рiвномiрно вiдносно x1, x2 ∈ Uρ, j ∈ Z;

3) f(0) = g(0) = 0 й Ij(0) = 0 для всiх j ∈ Z;

4) лiнiйна однорiдна система (2.21), (2.22), де τj = τj(0), є експонен-
цiально стiйкою з показником β й коефiцiєнтом M ;

5) N1B∗ < 1 i ρ ≥ (1−N1B∗ −N1C∗)
−1(M1γ0/β1 + C∗g∗), де

B∗ =
M1

β1
(B0 + C0), C∗ =

M1

1− e−β1θ
,

а сталi β1 i M1 визначено за лемою 2.9.

Тодi для достатньо малих значень сталої Лiпшиця N1 система
(2.29), (2.30) має в Uρ єдиний W -майже перiодичний розв’язок, i вiн
асимптотично стiйкий.

Доведення. 1. Спочатку, використовуючи пiдхiд, запропонований у [38],
доведемо iснування W -майже перiодичного розв’язку. Нехай y = {yj} —
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майже перiодична послiдовнiсть елементiв yj ∈ Rn, ‖yj‖ ≤ ρ. Розглянемо
систему рiвнянь iз фiксованими моментами iмпульсної дiї:

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)f(x(t))+

+ C(t)g(x(t− h)) + γ(t), t 6= τj(yj), (2.31)

x(τj(yj) + 0)− x(τj(yj)) = Djx(τj(yj)) + I(yj) + gj, j ∈ Z, (2.32)

Можна перевiрити, що послiдовнiсть {τj(yj)}j∈Z має рiвномiрно майже
перiодичнi рiзницi. За лемою 2.9, при достатньо малiй сталiй N1 вiдпо-
вiдна до (2.31), (2.32) лiнiйна система з iмпульсами

ẋ(t) = A(t)x(t), t 6= τj(yj), (2.33)

x(τj(yj) + 0)− x(τj(yj)) = Djx(τj(yj)), j ∈ Z, (2.34)

експоненцiально стiйка. Її еволюцiйний оператор U(t, τ, y) задовольняє
оцiнку

‖U(t, τ, y)x‖ ≤M1e
−β1(t−τ)‖x‖, t ≥ τ,

з додатними сталими M1 ≥M, β1 ≤ β, якi визначено за лемою 2.9.
Покажемо, що система (2.31), (2.32) має єдиний в Uρ обмежений на

осi розв’язок, який задовольняє iнтегральне рiвняння

x(t, y) =

t∫
−∞

U(t, s, y)
(
B(s)f(x(s, y)) + C(s)g(x(s− h, y)) + γ(s)

)
ds +

+
∑

τj(yj)<t

U(t, τj(yj) + 0, y) (I(yj) + gj) . (2.35)

Виберемо x0(t, y) ≡ 0 й побудуємо послiдовнiсть W -майже перiодич-
них функцiй

xn+1(t, y) =

t∫
−∞

U(t, s, y)
(
B(s)f(xn(s, y))+C(s)g(xn(s−h, y))+γ(s)

)
ds +
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+
∑

τj(yj)<t

U(t, τj(yj) + 0, y) (I(yj) + gj) . (2.36)

Аналогiчно до [72] доводимо, що xn+1(t, y) єW -майже перiодичною, якщо
xn(t, y) є W -майже перiодичною.

Якщо supt ‖xn(t, y)‖ ≤ ρ, то за умовою 5) теореми

sup
t
‖xn+1(t, y)‖ ≤ N1B∗ sup

t
‖xn(t, y)‖+

M1

β1
γ0 + C∗(N1ρ+ g∗) ≤ ρ.

Оскiльки

sup
t
‖xn+1(t, y)− xn(t, y)‖ ≤ M1N1

β1
(B0 + C0) sup

t
‖xn(t, y)− xn−1(t, y)‖,

то послiдовнiсть {xn(t, y)} збiгається до W -майже перiодичного
розв’язку x∗(t, y) : R → Rn рiвняння (2.35). Вiдповiдно x∗(t, y) є W -
майже перiодичним розв’язком системи з iмпульсами (2.31), (2.32), й
supt ‖x∗(t, y)‖ ≤ ρ, де ρ задовольняє умову 5).

2. Якщо ми знайдемо таку послiдовнiсть y∗ = {y∗j}, y∗j ∈ Rn, що

x∗(τj(y
∗
j ), y

∗) = y∗j

для всiх j ∈ Z, то функцiя x∗(t, y∗) буде шуканимW -майже перiодичним
розв’язком системи (2.29), (2.30).

Розглянемо простiр N майже перiодичних послiдовностей y = {yj},
yj ∈ Rn, iз нормою ‖y‖S = supj ‖yj‖ i вiдображення S : N→ N,

S(y) = {x∗(τj(yj), y)}j∈Z.

S вiдображає область Nρ = {y ∈ N, ‖y‖S ≤ ρ} у себе.
Доведемо, що S є вiдображенням стиску. Вiзьмемо y, z ∈ N i покла-

демо τ̃ 1
j = τj(yj), τ̃ 2

j = τj(zj). Маємо

‖S(y)− S(z)‖S = sup
j
‖x∗(τj(yj), y)− x∗(τj(zj), z)‖.

Оцiнимо рiзницю ‖x∗(τj(yj), y) − x∗(τj(zj), z)‖ для будь-якого фiксова-
ного j. Без обмеження загальностi припустимо, що τ̃ 1

j ≤ τ̃ 2
j для цього
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конкретного j. Тодi

‖x∗(τj(yj), y)− x∗(τj(zj), z)‖ ≤

≤ ‖x∗(τ̃ 1
j , y)− x∗(τ̃ 1

j , z)‖+ ‖x∗(τ̃ 1
j , z)− x∗(τ̃ 2

j , z)‖. (2.37)

Позначимо

J = ∪jJj, Jj =
(

max{τ̃ 1
j−1, τ̃

2
j−1},min{τ̃ 1

j , τ̃
2
j }
]

= (τ ′′j−1, τ
′
j].

Для оцiнювання рiзницi ‖x∗(τ̃ 1
j , y) − x∗(τ̃ 1

j , z)‖ застосуємо iтерацiйну
формулу (2.36). Покладемо x0(t, y) = x0(t, z) = 0. Тодi для t ∈ (τ ′′m, τ

′
m+1]

матимемо

i1 = ‖x1(t, y)− x1(t, z)‖ ≤
t∫

−∞

‖(U(t, s, y)− U(t, s, z))γ(s)‖ds +

+
∑
j≤m
‖U(t, τ̃ 1

j + 0, y) (Ij(yj)− Ij(zj)) ‖ +

+
∑
j≤m
‖
(
U(t, τ̃ 1

j + 0, y)− U(t, τ̃ 2
j + 0, z)

)
(Ij(zj) + gj(zj))‖.

Спочатку оцiнимо iнтеграл
t∫

−∞

‖(U(t, s, y)− U(t, s, z))γ(s)‖ds ≤

≤
t∫

τ ′′m

‖ (U(t, s, y)− U(t, s, z)) γ(s)‖ds +

+
∑
j≤m

τ ′j∫
τ ′′j−1

‖ (U(t, s, y)− U(t, s, z)) γ(s)‖ds +

+
∑
j≤m

τ ′′j∫
τ ′j

‖U(t, s, y)γ(s)‖ds+
∑
j≤m

τ ′′j∫
τ ′j

‖U(t, s, z)γ(s)‖ds ≤

≤
(M2

β2
+

2M1

1− e−β1θ
)
N1γ0‖y − z‖S. (2.38)
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Покладемо для визначеностi τ̃ 2
j ≥ τ̃ 1

j . Тодi за (2.28) маємо∥∥(U(t, τ̃ 1
j + 0, y)− U(t, τ̃ 2

j + 0, z))g
∥∥ ≤

≤ ‖(U(t, τ̃ 2
j + 0, y)− U(t, τ̃ 2

j + 0, z))g‖ +

+ ‖U(t, τ̃ 2
j + 0, y)(X(τ ′′j , τ

′
j)− I)g‖ ≤

≤
(
M2e

−β2(t−τ ′′j ) +M1e
−β1(t−τ ′′j )A0e

2ρN1A0

)
N1‖y − z‖S‖g‖,

оскiльки ‖eAs − I‖ ≤ ‖A‖es‖A‖s, s ≥ 0. Отже,

i1 ≤
M2N1

1− e−β2θ
‖y − z‖S

(
1 + 2γ0 + (1 + A0e

2ρN1A0)(ρN1 + g∗)‖
)

+

+
M2γ0N1

β2
‖y − z‖S = N1K̃1‖y − z‖S. (2.39)

Розглянемо (n+ 1)-е наближення:

‖xn+1(t, y)− xn+1(t, z)‖ ≤

≤ i1 +

t∫
−∞

‖U(t, s, y)B(s)(f(xn(s, y))− f(xn(s, z)))‖ds +

+

t∫
−∞

‖U(t, s, y)C(s)(g(xn(s− h, y))− g(xn(s− h, z)))‖ds +

+

t∫
−∞

‖ (U(t, s, y)− U(t, s, z)) f̃n(s)‖ds =

= i1 + i2 + i3 + i4, (2.40)

де f̃n(s) = B(s)f(xn(s, z)) + C(s)g(xn(s− h, z)).
Для t ∈ (τ ′′m, τ

′
m+1] отримуємо

i2 ≤
t∫

τ ′′m

‖U(t, s, y)B(s)(f(xn(s, y))− f(xn(s, z)))‖ds +
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+
∑
j≤m

τ ′j∫
τ ′′j−1

‖U(t, s, y)B(s)(f(xn(s, y))− f(xn(s, z)))‖ds +

+
∑
j≤m

τ ′′j∫
τ ′j

‖U(t, s, y)B(s)f(xn(s, y))‖ds +

+
∑
j≤m

τ ′′j∫
τ ′j

‖U(t, s, y)B(s)f(xn(s, z))‖ds ≤

≤ M1N1B0

β1
sup
t∈J
‖xn(t, y)− xn(t, z)‖+

2M1N
2
1B0ρ

1− e−β1θ
‖y − z‖S. (2.41)

Якщо t ∈ (τ ′′m, τ
′
m+1] i t− h ∈ (τ ′l , τ

′′
l ] для деякого l ∈ Z, то

i3 ≤
t∫

τ ′l+h

‖U(t, s, y)C(s)g(xn(s− h, y))‖ds +

+

t∫
τ ′l+h

‖U(t, s, y)C(s)g(xn(s− h, z))‖ds +

+
∑
j≤l

τ ′j+h∫
τ ′′j−1+h

‖U(t, s, y)C(s)(g(xn(s− h, y))− g(xn(s− h, z)))‖ds +

+
∑
j<l

τ ′′j +h∫
τ ′j+h

‖U(t, s, y)C(s)g(xn(s− h, y))‖ds +

+
∑
j<l

τ ′′j +h∫
τ ′j+h

‖U(t, s, y)C(s)g(xn(s− h, z))‖ds ≤

≤ M1N1C0

β1
sup
s∈J
‖xn(s, y)− xn(s, z)‖+

2M1N
2
1C0ρ

1− e−β1θ
‖y − z‖S. (2.42)

Якщо t ∈ (τ ′′m, τ
′
m+1] i t − h ∈ (τ ′′l , τ

′
l+1] для деякого l ∈ Z, то iнтеграл i3

оцiнюється аналогiчно.
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Аналогiчно (2.38) отримуємо

i4 ≤
t∫

τ ′′m

‖ (U(t, s, y)− U(t, s, z)) f̃n(s)‖ds +

+
∑
j≤m

τ ′j∫
τ ′′j−1

‖ (U(t, s, y)− U(t, s, z)) f̃n(s)‖ds +

+
∑
j≤m

τ ′′j∫
τ ′j

‖U(t, s, y)f̃(s)‖ds +
∑
j≤m

τ ′′j∫
τ ′j

‖U(t, s, z)f̃n(s)‖ds ≤

≤
(M2

β1
+

2M1

1− e−β1θ
)
N 2

1 (B0 + C0)ρ‖y − z‖S = N1K̃4‖y − z‖S. (2.43)

Пiдставляючи (2.39), (2.41) – (2.43) у (2.40), для t ∈ J отримуємо

‖xn+1(t, y)− xn+1(t, z)‖ ≤

≤ M1N1

β1
(B0 + C0) sup

s∈J
‖xn(s, y)− xn(s, z)‖+ L1N1‖y − z‖S, (2.44)

де

L1 = K̃1 + K̃4 +
2N1M1ρ(B0 + C0)

1− e−β1θ
.

Переходячи в (2.44) до границi при n→∞, одержуємо

‖x∗(t, y)− x∗(t, z)‖ ≤

≤ M1N1

β1
(B0 + C0) sup

s∈J
‖x∗(s, y)− x∗(s, z)‖+ L1N1‖y − z‖S, t ∈ J.

Отже,

‖x∗(t, y)− x∗(t, z)‖ ≤ (1−N1B∗)
−1 L1N1‖y − z‖S, t ∈ J,

i, зокрема,

‖x∗(τ ′j, y)− x∗(τ ′j, z)‖ ≤ (1−N1B∗)
−1 L1N1‖y − z‖S. (2.45)
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Тепер оцiнимо ‖x∗(τ̃ 1
j , z) − x∗(τ̃ 2

j , z)‖. Зауважимо, що за нашим при-
пущенням τ̃ 1

j < τ̃ 2
j . Маємо

‖x∗(τ̃ 1
j , z)− x∗(τ̃ 2

j , z)‖ ≤

∥∥∥∥∥∥∥
τ̃2j∫
τ̃1j

d

dξ
x∗(ξ, z)dξ

∥∥∥∥∥∥∥ ≤
≤ N1

(
A0ρ+ (B0 + C0)N1ρ+ γ0

)
‖y − z‖S. (2.46)

З нерiвностей (2.45) i (2.46) випливає, що

‖S(y)− S(z)‖S ≤ Γ(N1)‖y − z‖S,

де

Γ(N1) =
N1L1

1−N1B∗
+N1

(
A0ρ+ (B0 + C0)N1ρ+ γ0

)
.

Отже, S : Nρ → Nρ є вiдображенням стиску, якщо N1 достатньо
мале. Його нерухомiй точцi y∗ ∈ Nρ вiдповiдає W -майже перiодичний
розв’язок x0(t) = x∗(t, y∗) системи (2.29), (2.30).

3. Доведемо стiйкiсть майже перiодичного розв’язку x0(t). Зафiксуємо
довiльнi ε > 0 й η > 0. Нехай t0 ∈ [τ0(0) + η, τ1(0)− η].

W -майже перiодичний розв’язок x0(t) задовольняє iнтегральне рiв-
няння

x0(t) = U0(t, t0)x0 +

t∫
t0

U0(t, s)
(
B(s)f(x(s))+C(s)g(x(s−h))+γ(s)

)
ds +

+
∑

t0<τ0j<t

U0(t, τ
0
j + 0)

(
Ij(x0(τ

0
j )) + gj

)
, (2.47)

де x0 = x0(t0), τ
0
j = τj(x0(τ

0
j )), U0(t, s) — еволюцiйний оператор лiнiйної

системи
dx

dt
= A(t)x, x(τ 0

j + 0)− x(τ 0
j ) = Djx(τ 0

j ), j = 1, 2, . . . .

Нехай x1(t) — iнший розв’язок системи (2.29), (2.30) iз такою почат-
ковою функцiєю ϕ ∈ PC[t0 − h, t0], що ‖ϕ‖PC ≤ ρ й ‖ϕ(t) − x0(t)‖ < δ
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для t ∈ [t0 − h, t0], |t − τ 0
j | > δ, t0 − h < τ 0

j < t0. Позначимо через τ 1
j

точки перетину розв’язку x1(t) з поверхнями t = τj(x). Розв’язок x1(t)

задовольняє систему

ẋ(t) = A(t)(t)x(t) +B(t)f(x(t)) + C(t)g(x(t− h)) + γ(t), t 6= τ 1
j ,

x(τ 1
j + 0)− x(τ 1

j ) = Djx(τ 1
j ) + Ij(x(τ 1

j )) + gj, j ∈ Z.

За формулою варiацiї сталих

x1(t) = U1(t, t0)ϕ0 +

+

t∫
t0

U1(t, s)
(
B(s)f(x1(s)) + C(s)g(x1(s− h)) + γ(s)

)
ds +

+
∑

t0<τ1j<t

U1(t, τ
1
j + 0)

(
Ij(x1(τ

1
j )) + gj

)
, (2.48)

де ϕ0 = ϕ(t0), U1(t, s) — еволюцiйний оператор лiнiйної системи

dx

dt
= A(t)x, x(τ 1

j + 0)− x(τ 1
j ) = Djx(τ 1

j ), j = 1, 2, . . . .

Позначимо J = ∪jJj, I = ∪jIj, де

Jj =
(

max{τ 0
j−1, τ

1
j−1},min{τ 0

j , τ
1
j }
]

= (τ ′′j−1, τ
′
j],

Ij =
(

min{τ 0
j , τ

1
j },max{τ 0

j , τ
1
j }
]

= (τ ′j, τ
′′
j ].

Згiдно з (2.47) i (2.48) рiзниця x1(t)− x0(t) задовольняє нерiвнiсть

‖x1(t)− x0(t)‖ ≤

≤ ‖U1(t, t0)ϕ0 − U0(t, t0)x0‖+ i0 + i1 + i2 + i3 + i4, (2.49)

де

i0 =

∫
[t0−h,t0]∩J

‖U1(t, s+ h)C(s+ h)(g(ϕ(s))− g(x0(s)))‖ds +

+

∫
[t0−h,t0]∩I

‖U1(t, s+ h)C(s+ h)(g(ϕ(s)) −
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− U0(t, s+ h)C(s+ h)g(x0(s)))‖ds,

i1 =

∫
J∩[t0,t]

‖U1(t, s)B(s)(f(x1(s))− f(x0(s)))‖ds +

+

∫
J∩[t0,t−h]

‖U1(t, s+ h)C(s+ h)(g(x1(s))− g(x0(s)))‖ds,

i2 =

∫
J∩[t0,t]

‖(U0(t, s)− U1(t, s))(B(s)(f(x0(s)) +

+ C(s)g(x0(s− h)) + γ(s))‖ds,

i3 =

∫
I∩[t0,t]

‖U1(t, s)B(s)(f(x1(s)) + γ(s)) −

− U0(t, s)B(s)(f(x0(s)) + γ(s))‖ds +

+

∫
I∩[t0,t−h]

‖U0(t, s+ h)C(s)(g(x0(s)) −

− U1(t, s+ h)C(s)g(x1(s)))‖ds,

i4 =

∥∥∥∥∥∥
∑

t0<τ1j<t

U1(t, τ
1
j + 0)(Ij(x1(τ

1
j )) + gj) −

−
∑

t0<τ0j<t

U0(t, τ
0
j + 0)(Ij(x0(τ

0
j )) + gj)

∥∥∥∥∥∥ .
Спочатку оцiнимо |τ 1

j − τ 0
j | через рiзницю ‖x1(τ

′
j) − x0(τ

′
j)‖. Нехай

τ 0
j ≥ τ 1

j = τ ′j. Тодi

|τ 1
j − τ 0

j | ≤ N1‖x0(τ
′′
j )− x1(τ

′
j)‖ ≤ N1‖x0(τ

′′
j )− x0(τ

′
j)‖ +

+ N1‖x0(τ
′
j)− x1(τ

′
j)‖ ≤ N1‖x0(τ

′
j)− x1(τ

′
j)‖+N1K̃1|τ 1

j − τ 0
j |,

де K̃1 = A0ρ+ (B0 +C0)N0ρ+ γ0. Випадок τ 0
j ≤ τ 1

j розглядається анало-
гiчно. Тодi

|τ 1
j − τ 0

j | ≤
N1

1−N1K̃1

‖x0(τ
′
j)− x1(τ

′
j)‖ (2.50)
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i

‖x0(τ
0
j )− x1(τ

1
j )‖ ≤ ‖x0(τ

′
j)− x1(τ

′
j)‖+ K̃1|τ 1

j − τ 0
j | ≤

≤ 1

1−N1K̃1

‖x0(τ
′
j)− x1(τ

′
j)‖.

Припустимо, що t ∈ (τ ′′m, τ
′
m+1] i ‖x0(s)−x1(s)‖ ≤ η(1−N1K̃1)/N1 для

s ∈ [t0, τ
′
m+1]∩J . Нехай також η ≤ δ0, де δ0 визначено за лемою 2.9. Тодi

‖U1(t, s)u0‖ ≤M1e
−β1(t−s)‖u0‖, t0 ≤ s ≤ t ≤ τ ′m+1.

Аналогiчно (2.28) можна перевiрити, що

‖U0(t, s)− U1(t, s)‖ ≤M2e
−β2(t−s) max

k≤j≤m
|τ ′′j − τ ′j| ≤ ηM2e

−β2(t−s)

для t ∈ Jm, s ∈ Jk, t ≥ s.

За такого припущення оцiнимо всi iнтеграли у (2.49):

‖U1(t, t0)ϕ0 − U0(t, t0)x0)‖ ≤

≤ ‖(U1(t, t0)− U0(t, t0))ϕ0‖+ ‖U0(t, t0)(x0 − ϕ0)‖ ≤

≤M2e
−β2(t−t0) max

1≤j≤m
|τ ′′j − τ ′j|+Me−β(t−t0)‖ϕ0 − x0‖,

i0 =

∫
[t0−h,t0]∩J

M1e
−β1(t−t0)C0N1δds +

+ 2

∫
[t0−h,t0]∩I

M1e
−β1(t−t0)C0N1ρds ≤

≤ N1

(
h+ 2ρ

h

θ
+ 2ρ

)
e−β1(t−t0)M1C0δ,

i1 ≤
∫

J∩[t0,t]

M1e
−β1(t−s)B0N1‖x1(s)− x0(s)‖ds +

+

∫
J∩[t0,t−h]

M1e
−β1(t−s−h)C0N1‖x1(s)− x0(s)‖ds ≤
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≤ e−β1tM1N1(B0 + C0e
β1h)

∫
J∩[t0,t]

e−β1s‖x1(s)− x0(s)‖ds,

i2 ≤ (B0 + C0)N1ρ

 τ ′1∫
t0

‖(U0(t, s)− U1(t, s))‖ds +

+
m+1∑
j=2

τ ′j∫
τ ′′j−1

‖(U0(t, s)− U1(t, s))‖ds

 ≤
≤ (B0 + C0)N1ρ

∑
1≤j≤m

M2

β2
e−β2(t−τ ′j) max

j≤i≤m
|τ ′′i − τ ′i |,

i3 ≤
∑

t0<τ0j<t

τ ′′j∫
τ ′j

2M1e
−β1(t−τ ′′j )

(
N1ρB0 + ρ+N1ρC0e

β1h
)
ds ≤

≤
∑

t0<τ0j<t

2M1e
−β1(t−τ ′j)eβ1(τ ′′j −τ ′j)

(
N1ρB0 + ρ+N1ρC0e

β1h
)
|τ ′′j − τ ′j|.

Для оцiнювання i4 розглянемо рiзницю

i4j = ‖U1(t, τ
1
j + 0)(Ij(x1(τ

1
j )) + gj)− U0(t, τ

0
j + 0)(Ij(x0(τ

0
j )) + gj)‖.

Нехай τ 0
j ≥ τ 1

j (випадок τ 0
j < τ 1

j розглядається аналогiчно). Тодi

i4j ≤ ‖(U1(t, τ
1
j + 0)− U1(t, τ

0
j + 0))(Ij(x1(τ

1
j )) + gj)‖ +

+ ‖U1(t, τ
0
j + 0)(Ij(x1(τ

1
j ))− Ij(x0(τ

0
j )))‖ +

+ ‖(U1(t, τ
0
j + 0)− U0(t, τ

0
j + 0))(Ij(x0(τ

0
j )) + gj)‖ ≤

≤ ‖U1(t, τ
0
j + 0)‖‖U1(τ

0
j + 0, τ 1

j + 0)− I‖(N1ρ+ g∗) +

+ ‖U1(t, τ
0
j + 0)‖N1‖x1(τ

1
j )− x0(τ

0
j )‖ +

+ M2e
−β1(t−τ0j )(N1ρ+ g∗) max

j≤i≤m
|τ ′′i − τ ′i | ≤
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≤M1e
−β1(t−τ ′′j )×

×
(
A0e

A0|τ ′′j −τ ′j |(N1ρ+ g∗)|τ ′′j − τ ′j|+N1‖x1(τ
1
j )− x0(τ

0
j )‖
)

+

+ M2e
−β2(t−τ ′′j )(N1ρ+ g∗) max

j≤i≤m
|τ ′′i − τ ′i |.

Як наслiдок при t ∈ Jm маємо

‖x1(t)− x0(t)‖ ≤

≤ δP1e
−β2(t−t0) +N1P2

∫
[t0,t]∩J

e−β2(t−s)‖x(s)− x0(s)‖ds +

+
∑

1≤j≤m
N1P3e

−β2(t−τ ′j) max
j≤i≤m

‖x1(τ
′
i)− x0(τ

′
i)‖,

де P1, P2 й P3 — додатнi сталi, незалежнi вiд ε, η.

При t ∈ [t0, τ
′
1] за нерiвнiстю Гронуолла

‖x1(t)− x0(t)‖ ≤ δP1e
−(β2−N1P2)(t−t0). (2.51)

При t ∈ (τ ′′1 , τ
′
2]

‖x1(t)− x0(t)‖ ≤ δP1e
−(β2−N1P2)(t−t0)(1 +N1P3).

Послiдовно застосовуючи аналогiчнi нерiвностi на наступних iнтервалах,
для t ∈ Jm отримуємо

‖x1(t)− x0(t)‖ ≤ δP1e
−(β2−N1P2)(t−t0)(1 +N1P3)

m.

Для достатньо малого N1 > 0 виконуються нерiвностi β2 > N1P1 i

e−(β2−N1P2)θ(1 +N1P3) < 1. (2.52)

З (2.51) i (2.50) отримуємо

|τ 1
j − τ 0

j | ≤
N1

1−N1K̃1

‖x0(τ
′
j)− x1(τ

′
j)‖ ≤

N1P1δ

1−N1K̃1

.
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Якщо взяти δ ≤ min{ε/P1, η(1 − N1K̃1)/N1P1}, то з урахуванням
(2.52) отримуємо ‖x1(t)−x0(t)‖ < ε при t ≥ t0, |t− τj| ≥ η, що доводить
стiйкiсть розв’язку x0(t). Границя e−nθ(β2−N1P2)(1 + N1P3)

n → 0, n→∞,
забезпечує асимптотичну стiйкiсть x0(t). Теорему доведено.
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Висновки до роздiлу 2

У даному роздiлi розглянуто систему диференцiальних рiвнянь iз
запiзненням i нефiксованими моментами iмпульсної дiї

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)f(x(t)) + C(t)g(x(t− h)) + γ(t), t 6= τk(x(t)),

x(t+ 0)− x(t) = Dkx(t) + Ik(x(t)) + gk, t = τk(x(t)), k ∈ Z,

де x ∈ Rn, h = const > 0, A(t), B(t) i C(t) — матричнозначнi функцiї
R → Rn×n, f i g — функцiї Rn → Rn. Iмпульсна дiя вiдбувається при
досягненнi розв’язками поверхонь Γk = {(t, x) : t = τk(x)}, k ∈ Z, якi рiв-
номiрно вiдокремленi одна вiд iншої.

A(t), B(t), C(t) й γ(t) майже перiодичнi за Бором, послiдовностi
(n× n)-матриць {Dk} й векторiв {gk} є майже перiодичними, послiдов-
нiсть {Ik(x)} вектор-функцiй Uρ → Rn є майже перiодичною рiвномiрно
вiдносно x у деякiй кулi Uρ ⊂ Rn.

Частинним випадком є системи, що описують математичнi моделi
нейронних мереж iз запiзненням i нефiксованими моментами iмпульсної
дiї.

Для такої системи встановлено умови, за яких у кулi iснує єди-
ний, причому асимптотично стiйкий, кусково-неперервний майже пе-
рiодичний розв’язок. При цьому через нефiксованi моменти iмпульсної
дiї означення стiйкостi вiдмiнне вiд такого для рiвнянь iз фiксованими
моментами iмпульсної дiї, бо враховує вiдмiннiсть точок розриву рiзних
розв’язкiв рiвняння.

Основний результат:
– встановлено умови iснування й асимптотичної стiйкостi кусково-

неперервних майже перiодичних розв’язкiв систем диференцiальних рiв-
нянь iз запiзненням i нефiксованими моментами iмпульсної дiї, якi мо-
жуть розглядатися як математичнi моделi нейронних мереж.
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РОЗДIЛ 3

Майже перiодичнi розв’язки iмпульсних
систем iз дифузiєю

Останнiм часом зростає iнтерес до кiлькiсних дослiджень бiологiчних
популяцiй. Вивчають їхню чисельнiсть i вiковий склад, вплив взаємо-
дiї кiлькох бiологiчних видiв на чисельнiсть вiдповiдних популяцiй то-
що. Математичними моделями популяцiйної динамiки зазвичай слугу-
ють рiзноманiтнi системи рiвнянь iз неперервним або дискретним ча-
сом [35,51,52].

Першою серед моделей iз неперервним часом стала модель Т. Маль-
туса (1798), згiдно з якою прирiст населення за одиницю часу прямо
пропорцiйний кiлькостi населення x(t) на даний момент часу t:

dx

dt
= rx, x(0) = x0, (3.1)

де r — темп приросту населення (рiзниця мiж народжуванiстю i смерт-
нiстю за одиницю часу). При r > 0 населення зростає експоненцiально:

x(t) = x0e
rt.

Така модель наближено описує чисельнiсть популяцiї на початковому
етапi, але не враховує обмеженiсть ресурсiв.

Цю ваду частково долає модель Ф. Ферхюльста (1838–1845), згiдно з
якою швидкiсть розмноження популяцiї прямо пропорцiйна її чисельноc-
тi й наявностi ресурсiв. Вiдповiдне рiвняння названо логiстичним:

dx

dt
= rx

(
1− x

K

)
, x(0) = x0, (3.2)
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де K — максимально можлива чисельнiсть популяцiї за наявних умов.
Розв’язком є логiстична функцiя:

x(t) =
Kx0e

rt

K − x0 + x0ert
=

Kx0

x0 + (K − x0)e−rt
, lim

t→∞
x(t) = K. (3.3)

Модель добре узгоджується з даними лабораторних експериментiв, але
має обмеження на застосування в реальних умовах.

Першу модель, що описує взаємодiю кiлькох бiологiчних видiв, запро-
понували А. Дж. Лотка (1925) i В. Вольтерра (1926). У нiй розглядають
два види — “жертву” й “хижака”. Жертва за вiдсутностi хижака й достат-
ньої кiлькостi їжi вiльно розмножується за законом Мальтуса, а хижак
без жертви гине. Вiдповiдно присутнiсть iншого виду чинить протилеж-
ну дiю. Найпростiша модель типу “хижак –жертва” має вигляд

du

dt
= u(a1 − cv),

dv

dt
= v(−a2 + bu), (3.4)

де всi чотири сталi у правiй частинi є додатними.

Узагальнення системи Лотки –Вольтерра вiдбуваються за двома на-
прямками. Перший передбачає моделювання принципово iншого харак-
теру вiдносин мiж бiологiчними видами. Мутуалiзм — взаємовигiдне
спiвжиття двох видiв — може моделюватися системою вигляду

du

dt
= u(a1 + cv),

dv

dt
= v(a2 + bu). (3.5)

Конкуренцiя (змагання) двох видiв моделюється системою вигляду

du

dt
= u(a1 − cv),

dv

dt
= v(a2 − bu). (3.6)

Другий пiдхiд полягає у вдосконаленнi наявних моделей. Наприклад,
у системi (3.6) можна врахувати обмеженiсть ресурсiв:

du

dt
= u(a1 − b1u− c1v),

dv

dt
= v(a2 − b2u− c2v). (3.7)
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Логiстичнi вирази u(a1 − b1u) й v(a2 − c2v) у (3.7) характеризують
вiдтворення першого i другого видiв. Члени −c1uv й −b2uv показують
гальмiвний вплив виду v на вид u й виду u на вид v вiдповiдно.

Згiдно з принципом конкурентного витiснення, який приписують еко-
логу Г. Ф. Гаузе (1934), тривале спiвiснування кiлькох конкуруючих бiо-
логiчних видiв неможливе, оскiльки один iз них має перевагу над iншими
й витiсняє їх зi своєї екологiчної нiшi. Однак спостереження показали,
що це вiдбувається не завжди. Можливим сценарiєм є перманентнiсть,
коли чисельнiсть кожного з видiв протягом тривалого часу тримається в
певних межах, не наближаючись до нуля. Зокрема, за певних умов стан
рiвноваги системи (3.7)

u =
a1c2 − a2c1

b1c2 − b2c1
, v =

a2b1 − a1b2

b1c2 − b2c1

лежить у першому квадрантi й є асимптотично стiйким [35].

Для моделювання короткочасних впливiв на популяцiї розглядають
системи з iмпульсною дiєю [65, Chapter 4].

При дослiдженнi конкуруючих популяцiй бажано враховувати нерiв-
номiрнiсть розподiлу в просторi. Один iз пiдходiв передбачає дослiджен-
ня конкуренцiї декiлькох популяцiй одного виду, мiж якими вiдбувається
перерозподiл, або дисперсiя (див., наприклад, [67]).

У моделях iншого типу вивчається “неперервний” розподiл популяцiй
у певнiй просторовiй областi. Вiдповiдно замiсть загальної чисельностi
розглядається щiльнiсть популяцiй на даний момент часу в кожнiй точцi
областi, всерединi якої вiдбувається дифузiя — розсiювання особин убiк
вирiвнювання їхньої щiльностi. Врахувати дифузiю можна за другим за-
коном Фiка за допомогою оператора Лапласа.

Дослiдження iмпульсних систем iз дифузiєю, якi описують еволюцiю
бiологiчних видiв, привертає останнiм часом велику увагу багатьох ав-
торiв (див., наприклад, [30,37,46,56,69,77]).

У пiдроздiлах 3.1 i 3.2 розглянуто систему диференцiальних рiвнянь
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Лотки –Вольтерра з дифузiєю

∂u(t, x)

∂t
= µ1∆u(t, x) +

+ u(t, x) (a1(t, x)− b1(t, x)u(t, x)− c1(t, x)v(t, x)) , (3.8)

∂v(t, x)

∂t
= µ2∆v(t, x) +

+ v(t, x) (a2(t, x)− b2(t, x)u(t, x)− c2(t, x)v(t, x)) , (3.9)

x ∈ Ω, t 6= τk
(
u(t, .), v(t, .)

)
, крайовими умовами Неймана

∂u(t, x)

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

= 0,
∂v(t, x)

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

= 0 (3.10)

й загалом нефiксованими моментами iмпульсної дiї

u(t+ 0, x)− u(t, x) = d1ku(t, x) + q1k,
(3.11)

v(t+ 0, x)− v(t, x) = d2kv(t, x) + q2k,

t = τk
(
u(t, .), v(t, .)

)
=

= θk + rk

∫
Ω

(
u2(t, ξ) + v2(t, ξ)

)
dξ, k ∈ Z, (3.12)

де Ω ⊂ Rn — обмежена область iз гладкою межею ∂Ω,Ω̄ = Ω ∪ ∂Ω, ∂/∂n—
похiдна вздовж зовнiшньої нормалi, ∆u = ∂2u/∂x2

1 + . . .+ ∂2u/∂x2
n. Iм-

пульсна дiя вiдбувається в моменти часу t = τk
(
u(t, .), v(t, .)

)
, якi за-

лежать вiд розв’язкiв i рiвномiрно вiддiленi один вiд iншого. Система

описує взаємодiю двох бiологiчних видiв, якi нерiвномiрно розподiленi
у просторi й зазнають короткочасного зовнiшнього впливу в моменти
часу τk. Функцiї u(t, x) i v(t, x) визначають щiльнiсть двох бiологiчних
видiв у момент часу t i просторовiй точцi x. Виходячи з бiологiчної iн-
терпретацiї, вважатимемо функцiї невiд’ємними. Додатнi сталi µ1 i µ2 є
коефiцiєнтами дифузiї вiдповiдно першого i другого виду.

Систему (3.8) – (3.12) розглянуто з такими умовами:
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(H1) Додатнозначнi обмеженi функцiї ai(t, x), bi(t, x) i ci(t, x), i = 1, 2,

неперервно диференцiйовнi за t ∈ R i x ∈ Ω й майже перiодичнi за
Бором за t рiвномiрно вiдносно x ∈ Ω.

(H2) Виконуються нерiвностi dik > −1, qik ≥ 0, i = 1, 2, k ∈ Z, i послi-
довностi дiйсних чисел {d1k}, {d2k}, {q1k}, {q2k} майже перiодичнi.
Позначимо d = supik |dik|, q = supik qik.

(H3) Позначимо Uρ = {u ∈ C(Ω̄) : ‖u‖C ≤ ρ, u(x) ≥ 0, x ∈ Ω̄}, де
ρ — певне додатне число. Послiдовнiсть {θk} має рiвномiрно майже
перiодичнi послiдовностi рiзниць, а послiдовнiсть {rk} майже пе-
рiодична. Крiм того, iснують сталi Θ̃ > θ̃ > 0 й Θ > θ > 0, такi, що
виконуються нерiвностi Θ̃ ≥ θk − θk−1 ≥ θ̃, k ∈ Z, i

Θ = Θ̃ + 2rρ2|Ω| ≥

≥ τk(u, v)− τk−1(u, v) ≥ θ = θ̃ − 2rρ2|Ω| > 0 (3.13)

для всiх u, v ∈ Uρ, k ∈ Z. Тут r = supk |rk|, |Ω| — мiра множини Ω.

У багатьох питаннях системи вигляду (3.8) – (3.12) зручно розгляда-
ти як диференцiальне рiвняння з необмеженим оператором у банаховому
просторi. Дослiдження таких рiвнянь у значнiй мiрi базується на теорiї
напiвгруп операторiв, основи якої заклали Е. Хiлле, К. Йосiда, Р. С. Фiл-
лiпс, Т. Като та iн. Теорiю диференцiальних рiвнянь iз секторiальним
оператором i застосування до задач математичної фiзики викладено,
зокрема, в монографiї Д. Генрi [42], а також у [11, 54]. У пiдроздiлi 3.3
розглянуто iмпульсне рiвняння в абстрактному банаховому просторi.

3.1. Майже перiодичнi розв’язки системи Лотки –
Вольтерра з дифузiєю й фiксованими момен-
тами iмпульсної дiї

У даному пiдроздiлi дослiджено умови iснування строго додатного
кусково-неперервного майже перiодичного розв’язку системи (3.8) –
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(3.12) у випадку фiксованих моментiв iмпульсної дiї:

rk = 0, k ∈ Z. (3.14)

Тодi в (3.12) t = τk = θk, k ∈ Z, а в умовi (H3) Θ = Θ̃, θ = θ̃. Спочатку ми
доведемо обмеженiсть розв’язкiв i вкажемо умови довготривалого вижи-
вання кожного з видiв у термiнах перманентностi — коли кiлькiсть iн-
дивiдiв кожного виду стабiлiзується в деякiй обмеженiй областi, вiддiле-
нiй вiд нуля. Далi отримаємо умови рiвномiрної асимптотичної стiйкостi
розв’язкiв з областi перманентностi в нормах просторiв Lp(Ω) iнтегров-
них функцiй, означених у областi Ω, i нормах iнтерполяцiйних просторiв
Xα, побудованих для оператора Лапласа ∆ i крайових умов (3.10). Вико-
ристання iнтерполяцiйних просторiвXα дозволяє розглядати розв’язки в
сильному i класичному сенсi. За умови рiвномiрної асимптотичної стiй-

костi на пiдставi iдей робiт [36, 53, 79] доводиться iснування в областi
перманентностi асимптотично стiйкого кусково-неперервного майже пе-
рiодичного розв’язку. При цьому використовують узагальненi варiанти

нерiвностi Гронуолла [42].

Лема 3.1. Нехай 0 ≤ α < 1, M1 ≥ 0, M2 > 0, 0 < Q < ∞ i локально
iнтегровна на 0 ≤ t ≤ Q невiд’ємна функцiя y(t) задовольняє на цьому
iнтервалi нерiвнiсть

y(t) ≤M1 +M2

t∫
0

(t− s)−αy(s) ds.

Тодi iснує така додатна стала C̃ = C̃(α,M2, Q) ∈ (1,∞), що

y(t) ≤M1C̃(α,M2, Q).

Викладенi у пiдроздiлi результати отримано у [5].
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3.1.1. Перманентнiсть i асимптотична стiйкiсть

Означення 3.2. Кусково-неперервна функцiя ϕ1(t) ∈ PC(J,X) перебу-
ває в ε-околi функцiї ϕ2(t) ∈ PC(J,X), якщо

∥∥ϕ1(t) − ϕ2(t)
∥∥
X
< ε для

всiх t ∈ J таких, що |t − τ 1
i | > ε, |t − τ 2

i | > ε i |τ 1
i − τ 2

i | < ε, i ∈ Z, де
{τ 1

i } й {τ 2
i } — послiдовностi розривiв функцiй ϕ1(t) i ϕ2(t) вiдповiдно. У

цьому випадку будемо писати ρ(ϕ1, ϕ2) < ε, t ∈ J.
Послiдовнiсть {fk(t)} функцiй fk ∈ PC(J,X), J ⊂ R, збiгається в

W -топологiї до функцiї f ∈ PC(J,X), якщо для кожного ε > 0 iснує
натуральне число N = N(ε) таке, що

∥∥fk(t) − f(t)
∥∥
X
< ε для всiх k ≥

N, |t − τi| > ε (τi — точки розривiв функцiї f на множинi J) i точки
розривiв функцiй fk(t), якi лежать у J, збiгаються до точок τi рiвномiрно
вiдносно i.

Означення 3.3. Вектор-функцiя (u(t, x), v(t, x)) є класичним розв’язком
системи без iмпульсiв (3.8) – (3.10), якщо вона двiчi неперервно диферен-
цiйовна за x ∈ Ω, неперервно диференцiйовна за x ∈ Ω̄, неперервно
диференцiйовна за t > 0 й задовольняє цю систему.

Вектор-функцiя (u, v) : Ω × [t0, t0 + α] → R2, де α > 0, є розв’язком
початкової задачi

u(t0, x) = u0(x), v(t0, x) = v0(x) (3.15)

iмпульсної системи (3.8) – (3.12), якщо функцiя (u, v) є класичним
розв’язком системи без iмпульсiв (3.8) – (3.10) при t 6= τk, задовольняє
умови (3.11) при t = τk й виконується умова (3.15).

Означення 3.4. Система називається перманентною, якщо iснують
додатнi сталi m0 i M0 такi, що для кожного розв’язку системи з
невiд’ємними початковими функцiями u0(x) 6≡ 0, v0(x) 6≡ 0 iснує таке
t̄ = t̄(u0, v0), що

m0 ≤ u(t, x) ≤M0, m0 ≤ v(t, x) ≤M0
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для x ∈ Ω̄, t ≥ t̄.

У подальшому буде потрiбен такий допомiжний результат [30]. Роз-
глянемо логiстичне рiвняння без запiзнення i з iмпульсною дiєю у фiксо-
ванi моменти

ż = z(a− bz), t 6= tk, (3.16)

z(tk + 0)− z(tk) = dz(tk) + q, k ∈ Z, (3.17)

де z ≥ 0, a й b — додатнi сталi, d > −1, q ≥ 0, послiдовнiсть {tk}k∈Z
строго зростає й задовольняє умову tk+1 − tk ≥ θ > 0.

Лема 3.5. Усi розв’язки z(t), z(0) = z0 > 0 рiвняння (3.16), (3.17) задо-
вольняють оцiнки

0 < z(t) ≤ max{A,A(1 + d) + q}, A =
a

b(1− e−aθ)

для t ≥ 2θ.

Також використовуватимемо теорему порiвняння з [64].

Теорема 3.6. Нехай T й ν — додатнi числа, а функцiя u(t, x) неперерв-
на на [0, T ] × Ω̄, неперервно диференцiйовна за x ∈ Ω̄, з неперервними
похiдними ∂2u/∂xi∂xj, ∂u/∂t на (0, T ]× Ω i задовольняє нерiвностi

∂u

∂t
− ν∆u+ c(t, x)u ≥ 0, (t, x) ∈ (0, T ]× Ω,

∂u

∂n
≥ 0, (t, x) ∈ (0, T ]× ∂Ω,

u(0, x) ≥ 0, x ∈ Ω,

де функцiя c(t, x) обмежена на (0, T ]× Ω.

Тодi u(t, x) ≥ 0 на (0, T ] × Ω̄. Крiм того, u(t, x) строго додатна на
(0, T ]× Ω̄, якщо u(0, x) не рiвна тотожно нулю.

Для обмеженої функцiї g(t, x) позначмо

gL = inf
t,x
g(t, x), gM = sup

t,x
g(t, x). (3.18)
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Лема 3.7. Для кожного розв’язку системи (3.8) – (3.12) з невiд’ємними
початковими функцiями (u0(x), v0(x)) iснує таке t̄ = t̄(u0, v0), що

u(t, x) ≤M0, v(t, x) ≤M0, x ∈ Ω̄, t ≥ t̄,

де

M0 = max{A,A(1 + d) + q}, A =
aM

bL(1− e−aMθ)
,

aM = max
(
aM1 , a

M
2

)
, bL = min

(
bL1 , c

L
2

)
.

Доведення. Нехай ū(t, x, u0) — розв’язок рiвняння
∂ū

∂t
− µ1∆ū− ū(aM − bLū) = 0. (3.19)

Використовуючи нерiвнiсть

0 =
∂u

∂t
− µ1∆u− u (a1(t, x)− b1(t, x)u− c1(t, x)v) ≥

≥ ∂u

∂t
− µ1∆u− u(aM1 − bL1u) ≥ ∂u

∂t
− µ1∆u− u(aM − bLu),

отримуємо

0 =
∂ū

∂t
− µ1∆ū− ū(aM − bLū) ≥ ∂u

∂t
− µ1∆u− u(aM − bLu).

Застосовуючи теорему 3.6, одержуємо u(t, x, u0, v0) ≤ ū(t,Mu),

Mu = ū(0,Mu), де стала Mu така, що ‖u0(x)‖C = maxx∈Ω̄ |u0(x)| ≤ Mu.

За теоремою єдиностi розв’язок рiвняння (3.19) з незалежною вiд x по-
чатковою умовою не залежить вiд x при t ≥ 0. Тому функцiя ū(t,Mu)

задовольняє звичайне диференцiальне рiвняння dū/dt = ū
(
aM − bLū

)
.

З умови (3.11) отримуємо оцiнку для iмпульсної дiї:∥∥u(τk + 0, x, u0, v0)
∥∥
C
≤
∥∥u(τk, x, u0, v0)

∥∥
C

(1 + d) + q.

За лемою 3.5 усi розв’язки рiвняння з iмпульсами
dū

dt
= ū(aM − bLū), ū(τk + 0)− ū(τk) = dū(τk) + q

фiнально обмеженi сталою A або (d+ 1)A+ q.

Аналогiчно отримуємо оцiнку для v(t, x, u0, v0).

Лему 3.5 доведено.



85

Лема 3.8. Нехай виконуються нерiвностi

aL1 − cM1 M0 + σ1 > 0, aL2 − bM2 M0 + σ2 > 0, (3.20)

де

σi = lim
T→∞

1

T

∑
0<τj≤T

ln(1 + dij), i = 1, 2. (3.21)

Тодi iснує таке m0 > 0, що для кожного розв’язку системи (3.8) –
(3.12) iз невiд’ємними початковими функцiями (u0(x), v0(x)), u0(x) 6≡ 0,

v0(x) 6≡ 0, iснує таке t0 = t0(u0, v0), що

u(t, x) ≥ m0, v(t, x) ≥ m0, x ∈ Ω̄, t ≥ t0.

Доведення. Для обмежених розв’язкiв
∥∥u(t, .)

∥∥
C
≤ M0,

∥∥v(t, .)
∥∥
C
≤ M0,

t ≥ 0, виконується нерiвнiсть

0 =
∂u

∂t
− µ1∆u− u

(
a1(t, x)− b1(t, x)u− c1(t, x)v

)
≤

≤ ∂u

∂t
− µ1∆u− u

(
aL1 − bM1 u− cM1 M0

)
,

тому

0 =
∂û

∂t
− µ1∆û− û

(
aL1 − bM1 û− cM1 M0

)
≤

≤ ∂u

∂t
− µ1∆u− u

(
aL1 − bM1 u− cM1 M0

)
.

Застосовуючи теорему 3.6, отримуємо u(t, x, u0, v0) ≥ û(t,mu), де ста-
ла mu > 0 така, що

∥∥u0(x)
∥∥ ≥ mu, x ∈ Ω̄. Зауважимо, що ми може-

мо припустити, що mu > 0, оскiльки за теоремою 3.6 якщо u0(x) ≥ 0,

u0(x) 6≡ 0, v0(x) ≥ 0, v0(x) 6≡ 0, то u(t, x, u0, v0) > 0, v(t, x, u0, v0) > 0 для
всiх x ∈ Ω̄, t > 0.

Враховуючи (3.11) i невiд’ємнiсть q1k, розв’язок u(t, x, u0, v0) оцiнюємо
знизу розв’язком логiстичного рiвняння з iмпульсами

dû

dt
= û(aL1 − bM1 û− cM1 M0), û(τk + 0)− û(τk) = d1kû(tk). (3.22)
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Виконуючи в рiвняннi (3.22) замiну змiнних û = 1/z, отримуємо

dz

dt
= −(aL1 − cM1 M0)z + bM1 , z(τk + 0) = (1 + d1k)

−1z(τk). (3.23)

Фундаментальний розв’язок вiдповiдного однорiдного рiвняння має ви-
гляд

U(t, s) =
∏

s≤τj<t

1

1 + d1j
e−(aL1−cM1 M0)(t−s) =

= exp

−(aL1 − cM1 M0)(t− s)−
∑
s≤τj<t

ln(1 + d1j)

.
Зазначимо, що для майже перiодичної послiдовностi {d1j} i послiдов-

ностi {τj} iз рiвномiрно майже перiодичними послiдовностями рiзниць
завжди iснує границя

σ1 = lim
T→∞

1

T

∑
s≤τj<s+T

ln(1+d1j) = lim
T→∞

∑
s≤τj<s+T

ln(1 + d1j)

i(s, s+ T )
lim
T→∞

i(s, s+ T )

T
.

При виконаннi нерiвностi (3.20) для U(t, s) виконується оцiнка∣∣U(t, s)
∣∣ ≤ K̃e−α1(t−s), t ≥ s,

iз деякими додатними сталими K̃ i α1, а рiвняння (3.23) має єдиний
асимптотично стiйкий обмежений на осi розв’язок

z0(t) =

t∫
−∞

U(t− s)bM1 ds ≤ K̃bM1
α1

.

Кожен iнший розв’язок рiвняння з додатними початковими значеннями
задовольняє оцiнку z(t) ≤ 2K̃bM1 /α1 починаючи з деякого моменту часу,
який залежить вiд розв’язку. Вiдповiдно кожен розв’язок рiвняння (3.22)
оцiнюється знизу сталою α1/2K̃b

M
1 починаючи з деякого моменту часу.

Оцiнки для розв’язкiв v аналогiчнi.
Лему 3.8 доведено.
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Лема 3.9. Нехай виконується нерiвнiсть q0 = infij qij > 0. Тодi iснує
таке m0 > 0, що для кожного розв’язку системи (3.8) – (3.12) з не-
вiд’ємними початковими функцiями (u0(x), v0(x)), u0(x) 6≡ 0, v0(x) 6≡ 0,

iснує таке t0 = t0(u0, v0), що

u(t, x) ≥ m0, v(t, x) ≥ m0, x ∈ Ω̄, t ≥ t0.

Доведення. Як i в випадку рiвняння (3.22), показуємо, що розв’язки сис-
теми (3.8) – (3.12) оцiнюються знизу розв’язками рiвняння

dz

dt
= z(aL − bMz − cMM0), z(τk + 0)− z(τk) = d0u(tk) + q0, (3.24)

де

aL = min
{
aL1 , a

L
2

}
, bM = max

{
bM1 , c

M
2

}
, cM = max

{
cM1 , b

M
2

}
, d0 = inf

jk
djk.

Оскiльки розв’язки рiвняння невiд’ємнi, а значення розв’язку при
t = τk + 0 не менше за q0, то при aL < cMM0 на вiдрiзку t ∈ (τk, τk+1],
k ≥ 1, розв’язок оцiнюється знизу величиною

z(t) ≥ (cMM0 − aL)q0

q0bM(e(cMM0−aL)(t−τk) − 1) + (cMM0 − aL)e(cMM0−aL)(t−τk)
.

При aL1 = cM1 M0 отримуємо

z(t) ≥ q0

1 + q0bM(t− τk)
, t ∈ (τk, τk+1].

Аналогiчно доводимо при aL > cMM0.

Лему 3.9 доведено.

Зауваження 3.10. Припустимо, що dij = 0, i = 1, 2, j ∈ Z, i
aL1 > cM1 M0, a

L
2 > bM2 M0. Лiнiйне рiвняння (3.23) має додатний асимп-

тотично стiйкий сталий розв’язок z∗ = bM1 /(a
L
1 − cM1 M0). Кожен iнший

розв’язок рiвняння з додатними початковими значеннями задовольняє
оцiнку z(t) < 2bM1 /(a

L
1 − cM1 M0) починаючи з деякого моменту часу,

який залежить вiд розв’язку. Тому розв’язки
(
u(t, x, u0, v0), v(t, x, u0, v0)

)
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з невiд’ємними не рiвними тотожно нулю початковими функцiями задо-
вольняють оцiнки

u(t, x, u0, v0) ≥
aL1 − cM1 M0

2bM1
, v(t, x, u0, v0) ≥

aL2 − bM2 M0

2cM2
, x ∈ Ω̄,

починаючи з деякого моменту часу t1 = t1(u0, v0).

Теорема 3.11. Нехай для системи (3.8) – (3.12) виконуються умови
H1 –H3 i:

1) система перманентна: iснують додатнi сталi m0 i M0 такi, що
кожен розв’язок iз невiд’ємними не рiвними тотожно нулю поча-
тковими функцiями (u0(x), v0(x)) починаючи з деякого моменту
часу t0 = t0(u0, v0) залишається у множинi

E0 =
{

(u, v) : m0 ≤ u ≤M0, m0 ≤ v ≤M0

}
;

2) виконується нерiвнiсть

aM − (2bL + cL)m0 + cMM0 + σ < 0, σ = max{σ1, σ2}, (3.25)

де

aM = max
{
aM1 , a

M
2

}
, bL = min

{
bL1 , c

L
2

}
,

cL = min
{
cL1 , b

L
2

}
, cM = max

{
cM1 , b

M
2

}
,

σi визначено за (3.21).

Тодi розв’язки системи з початковими функцiями зi значеннями
у множинi E0 рiвномiрно асимптотично стiйкi. Для двох розв’язкiв
(u1(t, x), v1(t, x)) i (u2(t, x), v2(t, x)), якi мають значення в множинi E0,

виконується нерiвнiсть

sup
x

(
|u1(t, x)− u2(t, x)|+ |v1(t, x)− v2(t, x)|

)
≤

≤M1e
−β1(t−t0) sup

x

(
|u1(t0, x)− u2(t0, x)|+ |v1(t0, x)− v2(t0, x)|

)
(3.26)

з деякими додатними сталими M1 i β1.
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Доведення. Розглянемо два розв’язки
(
u1(t, x), v1(t, x)

)
i
(
u2(t, x), v2(t, x)

)
,

якi мають значення у множинi E0, i функцiю

Ap(t) =

∫
Ω

(
(u1(t, x)− u2(t, x))p + (v1(t, x)− v2(t, x))p

)
dx,

де p — парне натуральне число. Її похiдна має вигляд

dAp(t)
dt

= p

∫
Ω

(u1 − u2)
p−1

(
du1

dt
− du2

dt

)
dx +

+ p

∫
Ω

(v1 − v2)
p−1

(
dv1

dt
− dv2

dt

)
dx =

= pµ1

∫
Ω

(u1 − u2)
p−1(∆u1 −∆u2) dx+ p

∫
Ω

a1(t, x)(u1 − u2)
p dx −

− p

∫
Ω

(b1(t, x)(u1 − u2)
p(u1 + u2) +

+ c1(t, x)(u1 − u2)
p−1(u1v1 − u2v2)

)
dx +

+ pµ2

∫
Ω

(v1 − v2)
p−1(∆v1 −∆v2) dx+ p

∫
Ω

a2(t, x)(v1 − v2)
p dx −

− p

∫
Ω

(c2(t, x)(v1 − v2)
p(v1 + v2) +

+ b2(t, x)(v1 − v2)
p−1(u1v1 − u2v2)

)
dx.

Ураховуючи рiвнiсть∫
Ω

(u1 − u2)
p−1(∆u1 −∆u2) dx = −(p− 1)

∫
Ω

(u1 − u2)
p−2|∇(u1 − u2)|2 dx,

отримуємо оцiнку

dAp(t)
dt

≤ p

∫
Ω

(
aM1 − (2bL1 + cL1 )m0

)
(u1 − u2)

p dx +

+ p

∫
Ω

(
cM1 M0

∣∣(u1 − u2)
p−1(v1 − v2)

∣∣ +
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+ bM2 M0

∣∣(u1 − u2)(v1 − v2)
p−1
∣∣) dx +

+ p

∫
Ω

(a2 − (bL2 + 2cL2 )m0)(v1 − v2)
p dx ≤

≤ p
(
aM − (2bL + cL)m0 + cMM0

)
Ap(t).

У останнiх оцiнках ми скористалися нерiвнiстю wp−1z +wzp−1 ≤ wp + zp

для невiд’ємних w, z i натурального p.
При t ∈ (τj−1, τj] виконується нерiвнiсть

Ap(τj) ≤ Ap(τj−1 + 0) exp
{
p
(
aM − (2bL + cL)m0 + cMM0

)
(τj − τj−1)

}
.

За допомогою формул (3.11) оцiнимо Ap(τj + 0):

Ap(τj + 0) =

∫
Ω

(1 + d1j)
p
(
u1(τj, x)− u2(τj, x)

)p
dx +

+

∫
Ω

(1 + d2j)
p
(
v1(τj, x)− v2(τj, x)

)p
dx ≤

≤ max
{

(1 + d1j)
p, (1 + d2j)

p
}
Ap(τj) = Kp

jAp(τj).

Як наслiдок отримуємо

Ap(t) ≤
∏

t0≤τj<t
Kp
j e

p(aM−(2bL+cL)m0+cMM0)(t−t0)Ap(t0). (3.27)

При виконаннi нерiвностi∏
t0≤τj<t

Kje
(aM−(2bL+cL)m0+cMM0)(t−t0) ≤M1e

−β1(t−t0)

з нерiвностi (3.27) випливає експоненцiальна оцiнка з показником −β1 у
всiх просторах Lp(Ω) з парними p i як наслiдок оцiнка в sup-нормi

sup
x

(
|u1(t, x)− u2(t, x)|+ |v1(t, x)− v2(t, x)|

)
≤

≤M1e
−β1(t−t0) sup

x

(
|u1(t0, x)− u2(t0, x)|+ |v1(t0, x)− v2(t0, x)|

)
,

що показує рiвномiрну асимптотичну стiйкiсть розв’язкiв у просторi
C(Ω̄).
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3.1.2. Абстрактна постановка

Позначимо w = (u, v) ∈ Lp(Ω) × Lp(Ω) = X, де p > n — натуральне
число. Норму у просторi X = Lp(Ω)× Lp(Ω) будемо позначати ‖.‖0.

Запишемо систему (3.8) – (3.12), (3.15) у виглядi

dw

dt
+ A1w = F (t, w), t 6= τj, (3.28)

w(τj + 0) = w(τj) +Gj(w(τj)), j ∈ Z, (3.29)

w(0) = w0, (3.30)

де

A1 =

−µ1∆ + β 0

0 −µ2∆ + β

, β > 0, (3.31)

F (t, w) =

u(a1(t, .) + β − b1(t, .)u− c1(t, .)v)

v(a2(t, .) + β − b2(t, .)u− c2(t, .)v)

, (3.32)

Gj(w(t)) =

d1ju(t, .) + q1j

d2jv(t, .) + q2j

 = Djw(t) +Qj, (3.33)

β — деяке додатне число, β < β1. Легко бачити, що d = supj‖Dj‖,
q = supj‖Qj‖.

Оператор A1 має область визначення

D(A1) =

{
ξ = (ξ1, ξ2) : ξi ∈ W 2,p(Ω),

∂ξi
∂n

∣∣∣∣
∂Ω

= 0, i = 1, 2

}
, (3.34)

де W 2,p(Ω) — простiр Соболєва функцiй з Lp(Ω), якi мають двi узагаль-
ненi похiднi. Оператор A1 секторiальний з Re ξ ≥ β для ξ ∈ σ(A1), де
σ(A1) — спектр оператора A1. Секторiальнiсть A1 означає, що вiн замк-
нений i щiльно визначений, а також для деяких ϕ ∈ (0, π/2), a ∈ R
сектор

Sa,ϕ = {λ ∈ C : ϕ ≤ | arg(λ− a)| ≤ π}
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лежить у резольвентнiй множинi ρ(A1) оператораA1 i для деякогоM ≥ 1

‖(λI − A1)
−1‖ ≤ M

|λ− a|
для всiх λ ∈ Sa,ϕ.

У даному випадку a = β.
Для оператора A1 означаються степенi Aα

1 , α ≥ 0, й вiдповiднi їм
областi означення Xα = D(Aα

1 ) з нормою ‖x‖α = ‖Aα
1x‖0 [42]. Опера-

тор −A1 є генератором аналiтичної напiвгрупи e−A1t, i справджується
рiвнiсть e−A1tAα

1x = Aα
1e
−A1tx, де x ∈ Xα, t > 0. Оскiльки a > 0, викону-

ються нерiвностi [42]∥∥Aα
1e
−A1t

∥∥
0
≤ Cαt

−αe−βt, t > 0, α > 0, (3.35)∥∥(e−A1t − I)x
∥∥

0
≤ 1

α
C1−αt

α
∥∥Aα

1x
∥∥

0
, t > 0, α ∈ (0, 1], x ∈ Xα, (3.36)

де Cα > 0 обмежена при α → 0 + . Також виконується нерiвнiсть
‖x‖0 ≤ L0‖x‖α з деякою сталою L0 > 0 для x ∈ Xα.

Пiд нерiвнiстю w0 ≥ 0 для w0 = (u0, v0) ∈ X розумiємо u0(x) ≥ 0,

v0(x) ≥ 0 для майже всiх x ∈ Ω.

Виберемо α так, що

2α− n

p
≥ ν > 0, α < 1. (3.37)

Аналогiчно [33] показуємо, що якщо початкова функцiя задовольняє умо-
ву w0 ∈ Xα, w0 ≥ 0, то задача без iмпульсiв (3.8) – (3.9), (3.10), (3.15) має
єдиний класичний розв’язок (u(t, x), v(t, x)), який iснує для всiх t > 0,

якщо u0(x) ≥ 0, v0(x) ≥ 0 для майже всiх x ∈ Ω.

Розв’язок початкової задачi (3.28) – (3.30) задовольняє iнтегральне
рiвняння

w(t, w0) = e−A1tw0 +

t∫
0

e−A1(t−s)F (s, w(s)) ds + (3.38)

+
∑

0<τj<t

e−A1(t−τj)Gj(w(τj)), (3.39)
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тому за означенням норми у просторi Xα

‖w(t, w0)‖α ≤ ‖e−A1t‖0‖w0‖α +

t∫
0

∥∥Aα
1e
−A1(t−s)F (s, w(s))

∥∥
0
ds +

+
∑

0<τj<t

∥∥Aα
1e
−A1(t−τj)

(
Djw(τj) +Qj

)∥∥
0
.

Для t ∈ [τk − θ/2, τk] виконується (t − τj)
−1 ≤ 2/θ, j < k. З останньої

нерiвностi й (3.35) отримуємо

∥∥w(t, w0)
∥∥
α
≤ C0e

−βt‖w0‖α + CαF0

t∫
0

e−β(t−s)(t− s)−α ds +

+ Cα(dM0 + q)(2/θ)α
∑

0<τj<t

e−β(t−τj) ≤ C̃0, t ∈ [τk − θ/2, τk],

де F0 = supw∈E0

∥∥F (s, w)
∥∥

0
. Отже,

∥∥w(τj, w0)
∥∥
α
≤ C̃0 для всiх натураль-

них j. З (3.29) одержуємо
∥∥w(τj + 0, w0)

∥∥
α
≤ dC̃0 + q. Звiдси випливає,

що ‖w(t, w0)‖α ≤ C̃1, t ≥ 0, з деякою додатною сталою C̃1. З обмеженостi
множини у просторi Xβ випливає її компактнiсть у просторi Xα, α < β.
Тому траєкторiї w(t) передкомпактнi в Xα, α > 0.

Норма рiзницi двох розв’язкiв w(t, w1) i w(t, w2) задовольняє нерiв-
нiсть∥∥w(t, w1)− w(t, w2)

∥∥
α
≤
∥∥Aα

1e
−A1t(w1 − w2)

∥∥
0

+

+

t∫
0

∥∥∥Aα
1e
−A1(t−s)(F (s, w(s, w1))− F (s, w(s, w2))

)∥∥∥
0
ds +

+
∑

0<τj<t

∥∥Aα
1e
−A1(t−τj)Dj(w(τj, w1)− w(τj, w2))

∥∥
0
≤

≤ C0e
−βt∥∥w1 − w2

∥∥
α

+

t∫
0

Cαe
−β(t−s)

(t− s)α
Fw
∥∥w(s, w1)− w(s, w2)

∥∥
0
ds +

+
∑

0<τj<t

Cαe
−β(t−τj)

(t− τj)α
d
∥∥w(τj, w1)− w(τj, w2)

∥∥
0
ds, (3.40)
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де Fw = supw∈E0
‖∂wF‖. Використовуючи (3.26), отримуємо оцiнку∥∥w(t, w1)− w(t, w2)

∥∥
α
≤ C0e

−βt‖w1 − w2‖α +

+

t∫
0

Cαe
−β(t−s)

(t− s)α
FwM1e

−β1s‖w1 − w2‖0ds +

+ Cαd(2/θ)α
∑

0<τj<t

e−β(t−τj)M1e
−β1τj‖w1 − w2‖0 ≤

≤ e−βt‖w1 − w2‖α×

×

C0 + FwM1L0

t∫
0

Cαe
−(β1−β)s

(t− s)α
ds+

CαdM1L0(2/θ)
α

1− e−θ(β1−β)

 ≤
≤M2e

−βt‖w1 − w2‖α, t ∈ [τk − θ/2, τk]. (3.41)

Тому∥∥w(τk, w1)− w(τk, w2)
∥∥
α
≤M2e

−βτk‖w1 − w2‖α,

i, враховуючи форму iмпульсної дiї (3.29), маємо∥∥w(τk + 0, w1)− w(τk + 0, w2)
∥∥
α
≤ dM2e

−βτk‖w1 − w2‖α, k = 1, 2, . . .

Розглядаючи w(τk+0, w1)−w(τk+0, w2) як початкову точку, аналогiчно
до (3.41) на iнтервалi t ∈ [τk + 0, τk+1 − θ/2] отримуємо оцiнку∥∥w(t, w1)− w(t, w2)

∥∥
α
≤

≤ e−β(t−τk)

(
C0 + FwM1L0

t∫
τk

Cαe
−(β−β1)s

(t− s)α
ds

)
×

×
∥∥w(τk + 0, w1)− w(τk + 0, w2)

∥∥
α
. (3.42)

З нерiвностей (3.41) i (3.42) отримуємо оцiнку для всiх t ≥ 0:∥∥w(t, w1)− w(t, w2)
∥∥
α
≤M3 e

−βt‖w1 − w2‖α (3.43)

з деякою додатною сталою M3 ≥ 1.
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3.1.3. Майже перiодичнi розв’язки

Теорема 3.12. Нехай виконуються умови теореми 3.11. Тодi систе-
ма має єдиний асимптотично стiйкий кусково-неперервний W -майже
перiодичний розв’язок зi значеннями у множинi E0.

Доведення. Розглянемо розв’язок ξ(t) системи (3.28), (3.29) зi значення-
ми у множинi E0. Вiн рiвномiрно асимптотично стiйкий у просторi Xα.

Тому для кожного ε > 0 iснують такi δ = δ(ε) > 0 й T (ε) > 0, що для
кожного розв’язку w(t) системи (3.28), (3.29) iз ‖ξ(0)−w(0)‖α < δ вико-
нується ‖ξ(t) − w(t)‖α < ε/2 для t ≥ 0 i ‖ξ(t) − x(t)‖α < δ1/2 для всiх
t ≥ T (ε), δ1 = min(ε, δ).

Нехай {νm} — така довiльна послiдовнiсть дiйсних чисел, що
νm+1 > νm, νm → ∞ при m → ∞. Оскiльки система майже перiодична,
iснує пiдпослiдовнiсть (яку знову позначимо {νm}), для якої виконую-
ться такi умови:

a1) iснують послiдовнiсть цiлих чисел α(m) (див. [61]), майже пе-
рiодичнi послiдовностi {D̃i}, {P̃i} й послiдовнiсть дiйсних чи-
сел iз рiвномiрно майже перiодичними рiзницями {τ̃i}, та-
кi, що limm→∞(τi+α(m) − νm) = τ̃i, limm→∞Di+α(m) = D̃i,

limm→∞ Pi+α(m) = P̃i рiвномiрно вiдносно i ∈ Z;

a2) F (t + νm, w) прямує до деякої функцiї F̃ (t, w) у W -топологiї рiвно-
мiрно вiдносно w з обмеженої областi ‖w‖α ≤ K;

a3) ξ
m
0 = ξ(νm) збiгається у просторi Xα до деякого елемента ζ0 (оскiль-
ки траєкторiя ξ(t) передкомпактна в Xα).

Позначимо ξm(t) = ξ(t+ νm). Тодi ξm(t) є розв’язком системи

dw

dt
+ A1w = F (t+ νm, w), (3.44)

w(τj − νm + 0) = w(τj − νm) +Gj(w(τj − νm)), j ∈ Z, (3.45)
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i ξm(t) рiвномiрно асимптотично стiйкий iз тими ж δ(ε) i T (ε), як i ξ(t).
Позначимо τj − νm = τmj−α(m). Нехай j − α(m) = i, тодi j = i+ α(m) i

система (3.44), (3.45) набуває вигляду
dw

dt
+ A1w = F (t+ νm, w), (3.46)

w(τmi + 0) = w(τmi ) +Gi+α(m)(w(τmi )), i ∈ Z. (3.47)

Аналогiчно позначимо τj − νn = τnj−α(n). Нехай j − α(n) = i, тодi
j = i+ α(n) i розв’язок ξn(t) задовольняє рiвняння

dw

dt
+ A1w = F (t+ νn, w), (3.48)

w(τni + 0) = w(τni ) +Gi+α(n)(w(τni )), i ∈ Z. (3.49)

З умов a1) – a3) випливає, що для додатного δ1 iснує таке натуральне
N1, що при m,n ≥ N1 виконується∣∣τmi − τni ∣∣ < δ1,

∥∥Gi+α(m)(w)−Gi+α(n)(w)
∥∥
α
< δ1,

(3.50)
ρ
(
F (.+ νm, w), F (.+ νn, w)

)
< δ1

рiвномiрно вiдносно i ∈ Z i ‖w‖α ≤ K з деяким K > 0.

Нехай η(t) — розв’язок рiвняння (3.46), (3.47) з початковою умовою
η(0) = ξn(0) = ξ(νn). Iснує таке N > 0, що ‖ξm(0) − ξn(0)‖α < δ при
m, n ≥ N. Тодi з рiвномiрної асимптотичної стiйкостi отримуємо

∥∥η(t)−
ξm(t)

∥∥
α
< ε/2 при t ≥ 0 i ‖η(t)− ξm(t)‖α < δ/2 при t ≥ T (ε).

Оцiнимо η(t) − ξn(t) на iнтервалi [0, T (ε)]. Припустимо для визна-
ченостi, що τm1 < τn1 . При виконаннi (3.50) на iнтервалi [0, τm1 ] рiзниця
η(t)− ξn(t) задовольняє оцiнки∥∥η(t)− ξn(t)

∥∥
α
≤

≤
t∫

0

∥∥Aα
1e
−A1(t−s)(F (s+ νm, η(s))− F (s+ νm, ξ

n(s))
)∥∥

0
ds +

+

t∫
0

∥∥Aα
1e
−A1(t−s)(F (s+ νm, ξ

n(s))− F (s+ νn, ξ
n(s))

)∥∥
0
ds ≤
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≤
t∫

0

FwL0Cαe
−β(t−s)

(t− s)α
∥∥η(s)− ξn(s)

∥∥
α
ds+ δ1

t∫
0

Cαe
−β(t−s)

(t− s)α
ds ≤

≤ FwL0Cα

t∫
0

∥∥η(s)− ξn(s)
∥∥
α

(t− s)α
ds+ δ1

Θ1−αCα
1− α

. (3.51)

За лемою 3.1 iснує така стала C̃ = C̃(α,Q, Fw), що∥∥η(t)− ξn(t)
∥∥
α
≤ δ1

Θ1−αCα
1− α

C̃ = Λ1(δ1), t ∈ [0, τm1 ].

Оцiнимо рiзницю в точцi t = τn1 + 0 :

∥∥η(τn1 + 0)− ξn(τn1 + 0)
∥∥
α
≤

∥∥∥∥∥∥∥Aα
1e
−A1(τn1 −τm1 )

(
D1η(τm1 ) +Q1

)
+

+

τn1∫
τm1

Aα
1e
−A1(τn1 −s)F (s+ νm, η(s)) ds−D1A

α
1e
−A1(τn1 −τm1 )ξn(τm1 ) −

− AαQ1 −
τn1∫

τm1

D1A
α
1e
−A1(τn1 −s)F (s+ νn, ξ

n(s)) ds

∥∥∥∥∥∥∥
0

≤

≤ dC0e
−β(τn1 −τm1 )

∥∥η(τm1 )− ξn(τm1 )
∥∥
α

+

+ (1 + d)F0

τn1∫
τm1

Cαe
−β(τn1 −s)

(τn1 − s)α
ds+

∥∥Aα
1 (e−β(τn1 −τm1 ) − I)Q1

∥∥
0
≤

≤ dC0Λ1(δ1) +
(1 + d)F0Cα

1− α
δ1−α

1 +
1

α1
C1−α1

δα1
1 ‖Q1‖α+α1

=

= Λ̃2(δ1), (3.52)

де Λ̃2(s)→ 0 при s→ 0.

На iнтервалi t ∈
(
τn1 ,min{τm2 , τn2 }

]
рiзниця задовольняє нерiвнiсть∥∥η(t)− ξn(t)

∥∥
α
≤
∥∥Aα

1e
−A1(t−τn1 )

(
η(τn1 + 0)− ξn(τn1 + 0)

)∥∥
0

+

+

t∫
0

∥∥Aα
1e
−A1(t−s)(F (s+ νm, η(s))− F (s+ νn, ξ

n(s))
)∥∥

0
ds ≤
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≤ C0Λ̃2(δ1) + FwL0Cα

t∫
0

∥∥η(s)− ξn(s)
∥∥
α

(t− s)α
ds+ δ1

Θ1−αCα
1− α

i за лемою 3.1 оцiнку∥∥η(t)− ξn(t)
∥∥
α
≤
(
C0Λ̃2(δ1) + δ1

Θ1−αCα
1− α

)
C̃ = Λ2(δ1).

Аналогiчно (3.52) отримуємо∥∥η(max{τm2 , τn2 }+ 0)− ξn(max{τm2 , τn2 }+ 0)
∥∥
α
≤

≤ dC0Λ2(δ1) +
(1 + d)F0Cα

1− α
δ1−α

1 +
1

α1
C1−α1

δα1
1 ‖Q2‖α+α1

= Λ̃3(δ1),

де Λ̃3(s)→ 0 при s→ 0.

На iнтервалi [0, T (ε)] не бiльш нiж T (ε)/θ + 1 точок iмпульсної дiї.
Проводячи аналогiчне оцiнювання, показуємо, що iснують такi функцiї
Λj(δ1), що Λj(s)→ 0 при s→ 0 i∥∥η(t)− ξn(t)

∥∥
α
≤ Λj(δ1), t ∈

(
max

{
τmj−1, τ

n
j−1

}
,min

{
τmj , τ

n
j

}]
,

для j = 1, 2, . . . , T (ε)/θ + 1. Припускаємо, що τm0 = τn0 = 0. Виберемо δ1

так, щоб Λj(δ1) < δ/2 для всiх j.
Отже, iснує таке натуральне N1, що для всiх m,n ≥ N1 вико-

нується ρ(η(.), ξn(.)) < δ/2 на iнтервалi [0, T (ε)]. Тому ρ(ξm(.), ξn(.)) < ε

при t ∈ [0, T (ε)] i
∥∥ξm(T (ε)) − ξn(T (ε))

∥∥
α
< δ. Розглядаючи точку

t = T (ε) як початкову й повторюючи наведене вище оцiнювання, отри-
муємо аналогiчнi нерiвностi на iнтервалi [T (ε), 2T (ε)] i в точцi t = 2T (ε).

Повторюючи таку ж процедуру на наступних iнтервалах
[
2T (ε), 3T (ε)

]
,[

3T (ε), 4T (ε)
]
i т. д., у пiдсумку одержуємо ρ(ξm(.), ξn(.)) < ε при t ≥ 0

i m,n ≥ N1.

Ми довели збiжнiсть у W -топологiї на пiвосi t ≥ 0 послiдовностi
функцiй ξ(t + νn) зi значеннями у просторi Xα. Позначимо через p(t),
t ≥ 0, граничну функцiю. Використовуючи стандартний дiагональний
метод i вибираючи, якщо необхiдно, пiдпослiдовностi послiдовностi {νn},
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продовжуємо функцiю p(t) на всю вiсь так, що ξ(t+νn) збiгається до p(t)
у W -топологiї на компактних iнтервалах.

Покажемо, що функцiя p(t) W -майже перiодична. За побудовою
функцiя p(t) має послiдовнiсть розривiв {τ̃j}, яка має рiвномiрно май-
же перiодичнi послiдовностi рiзниць. Для кожного ε > 0 iснує таке
T1 = T1(ε), що множина{

τ : sup
t≥T1(ε)

∥∥ξ(t+ τ)− ξ(t)
∥∥
α
< ε, |t− τk| > ε

}
(3.53)

вiдносно щiльна в R. Дiйсно, якщо множина (3.53) не є вiдносно щiльною
для деякого ε0 > 0, то для довiльного T1(ε0) iснує послiдовнiсть таких
iнтервалiв [hn − ln, hn + ln], що

sup
t≥T1(ε0),|t−τk|≥ε0

∥∥ξ(t+ τ)− ξ(t)
∥∥
α
≥ ε0

для всiх τ ∈ [hn− ln, hn+ ln]. Виберемо довiльне l1 i ln > maxm<n hm, тодi
hn − hm ∈ [hn − ln, hn + ln], якщо m < n. Тому

sup
t≥0,|t+hm−τk|≥ε0

∥∥ξ(t+ hn)− ξ(t+ hm)
∥∥
α

=

= sup
t≥hm,|t−τk|≥ε0

∥∥ξ(t)− ξ(t+ hn − hm)
∥∥
α
≥ ε0. (3.54)

За доведеним вище послiдовнiсть {hn} має таку пiдпослiдовнiсть {hnk},
що послiдовнiсть функцiй {ξ(t + hnk)} збiжна в W -топологiї на пiвосi
t ≥ 0. Це суперечить нерiвностi (3.54).

Тепер покажемо, що гранична функцiя p(t) задовольняє нерiвнiсть∥∥p(t + τ) − p(t)
∥∥
α
< ε для всiх t ∈ R, |t − τ̃k| > ε. Вибираючи νn з

достатньо великим n, отримуємо нерiвнiсть
∥∥ξ(t+νn+τ)−ξ(t+νn)

∥∥
α
< ε

для t ≥ T (ε) − νn, t + τ ≥ T1(ε) − νn i |t + θn − τ̃k| > ε. Зафiксуємо t, τ
i виберемо достатньо велике n так, що виконуються останнi нерiвностi.
Переходячи до границi при n→∞, отримуємо

∥∥p(t+τ)−p(t)
∥∥
α
< ε. Ця

нерiвнiсть виконується для t ∈ R, |t− τ̃k| > ε i вiдносно щiльної множини
ε-майже перiодiв τ. Отже, функцiя p(t) W -майже перiодична.
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Виберемо таку послiдовнiсть дiйсних чисел {θk}, що θk+1 > θk i
θk →∞, k →∞, i виконуються умови:

a′1) iснує послiдовнiсть α̃(m) така, що limm→∞(τi+α̃(m) − θm) = τi,

limm→∞Di+α̃(m) = Di, limm→∞ Pi+α̃(m) = Pi рiвномiрно вiдносно
i ∈ Z;

a′2) F (t + θm, w) прямує до F (t, w) у W -топологiї рiвномiрно вiдносно
w, ‖w‖α ≤ K;

a′3) ξ(θm) збiгається у просторi Xα до деякого елемента ζ̃0.

Позначимо через p∗(t) побудовану за цiєю послiдовнiстю W -майже
перiодичну функцiю R→ Xα. Доведемо, що вона задовольняє рiвняння
(3.28), (3.29). Функцiя p∗(t) будується як границя послiдовностi функцiй
ξ̃(t+ θm), якi задовольняють рiвняння

dw

dt
+ A1w = F (t+ θm, w),

w(τi+α̃(m) − θm + 0) =

= w(τi+α̃(m) − θm) +Gi+α̃(m)

(
w(τi+α̃(m) − θm)

)
, i ∈ Z.

Виберемо вiдрiзок [t̄1, t̄2], який не мiстить точок iмпульсiв τi i точок
τi+α̃(m)−θm при досить великих m. На вiдрiзку [t̄1, t̄2] розв’язок ξ̃(t+θm)

задовольняє iнтегральне рiвняння

ξ̃(t+ θm) = e−A1(t−t̄1)ξ̃(t̄1 + θm) +

t∫
t̄1

e−A1(t−s)F
(
s+ θm, ξ̃(s+ θm)

)
ds.

Переходячи в останньому рiвняннi до границi при m → ∞, отримуємо
iнтегральне рiвняння для p∗(t):

p∗(t) = e−A1(t−t̄1)p∗(t̄1) +

t∫
t̄1

e−A1(t−s)F (s, p∗(s)) ds.

За лемою 3.3.2 з [8] неперервний розв’язок (t̄1, t̄2)→ Xα цього iнтеграль-
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ного рiвняння є класичним розв’язком рiвняння (3.28), (3.29) у банахо-
вому просторi X. Аналогiчно [33] показуємо, що якщо α задовольняє
нерiвностi

2α− n/p ≥ ν > 0, α < 1, (3.55)

то задача без iмпульсiв (3.8), (3.9) iз початковою функцiєю w0 ∈
Xα, w0(.) ≥ 0, має єдиний класичний розв’язок (u(t, x), v(t, x)), який
iснує для всiх t > 0. Iмпульснi умови виконано за побудовою. При вико-
наннi нерiвностей (3.55) простiр Xα неперервно вкладений у простiр Cν.

Отже, розв’язок p∗(t) є W -майже перiодичним як функцiя R→ C(Ω).

Теорему 3.12 доведено.

3.2. Майже перiодичнi розв’язки системи Лотки –
Вольтерра з дифузiєю й нефiксованими момен-
тами iмпульсної дiї

У даному пiдроздiлi знайдено умови iснування i стiйкостi строго дода-
тного кусково-неперервного майже перiодичного розв’язку системи рiв-
нянь (3.8) – (3.12) iз нефiксованими моментами iмпульсної дiї. Поряд iз
нею ми розглянемо множину систем iз iмпульсною дiєю у фiксованi
моменти часу. Для кожної з таких систем у попередньому пiдроздiлi
побудовано строго додатнозначнi кусково-неперервнi майже перiодич-
нi розв’язки. Далi, аналогiчно до роздiлу 2, використовуючи цi майже
перiодичнi розв’язки, буде побудовано деяке вiдображення у просторi
майже перiодичних послiдовностей зi значеннями у просторi функцiй,
означених на Ω. Нерухома точка цього вiдображення вiдповiдає майже
перiодичному розв’язку системи (3.8) – (3.12). Також ми дослiдимо стiй-
кiсть отриманого майже перiодичного розв’язку. З роздiлу 2 використо-
вуватимемо означення стiйкостi для розв’язкiв системи з нефiксованими
моментами iмпульсної дiї, де враховано вiдмiннiсть точок розриву рiзних
розв’язкiв системи рiвнянь.
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Викладенi у пiдроздiлi результати отримано в [6].

3.2.1. Означення й допомiжнi твердження

Розглядатимемо систему (3.8) – (3.12) iз умовами (H1) – (H3).
Вектор-функцiя (u(t, x), v(t, x)) є класичним розв’язком системи без

iмпульсiв (3.8) – (3.10), якщо вона двiчi неперервно диференцiйовна за
x ∈ Ω, неперервно диференцiйовна за x ∈ Ω̄, неперервно диференцiйовна
за t > 0 й задовольняє систему (3.8), (3.9) i крайовi умови (3.10).

Означення 3.13. Вектор-функцiя (u, v) : Ω × [t0, t0 + α] → R2, де α >

0, є розв’язком iмпульсної системи (3.8) – (3.12), якщо виконуються такi
умови:

а) множина T = {t ∈ [t0, t0 + α], t = τk(u(t, .), v(t, .)) для деякого k}
точок iмпульсної дiї скiнченна (можливо, порожня);

б) при t 6∈ T функцiя (u, v) є класичним розв’язком системи без iм-
пульсiв (3.8) – (3.10);

в) для t ∈ T функцiя (u, v) задовольняє умови (3.11), (3.12).

Якщо додатково функцiя (u, v) задовольняє умову

u(t0, x) = u0(x), v(t0, x) = v0(x), (3.56)

то вона є розв’язком початкової задачi (3.8) – (3.12), (3.56).

Перепишемо систему (3.8) – (3.12) у абстрактнiй формi. Позначимо
w = (u, v) ∈ Lp(Ω)× Lp(Ω) = X, де p > n — натуральне число. Норму в
просторi X = Lp(Ω)× Lp(Ω) позначатимемо ‖.‖0.

Запишемо систему (3.8) – (3.12), (3.56) у виглядi

dw

dt
+ A1w = F (t, w), t 6= τj(w(t)), (3.57)

w(t+ 0) = w(t) +Gj(w(t)), t = τj(w(t)), j ∈ Z, (3.58)
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w(0) = w0, (3.59)

де A1, F (t, w) й Gj(w(t)) визначено вiдповiдно за (3.31)–(3.33).
Оператор A1 має область визначення (3.34).
Аналогiчно до [33] показуємо, що коли початкова функцiя задоволь-

няє умову w0 ∈ Xα, w0 ≥ 0, тодi задача без iмпульсiв (3.8) – (3.10),
(3.56) має єдиний класичний розв’язок (u(t, x), v(t, x)), який iснує для
всiх t > 0. При виконаннi нерiвностей (3.37) простiр Xα неперервно
вкладений у Cν. Тому якщо w ∈ Xα, ‖w‖α ≤ ρ1 для деякого ρ1 > 0,

то w = (u, v) ∈ Cν i ‖w‖C = max{‖u‖C , ‖v‖C} ≤ ρ.

Розв’язок початкової задачi (3.59) рiвняння (3.57), (3.58) задовольняє
iнтегральне рiвняння (3.38).

Означення 3.14. Розв’язок w0(t) рiвняння (3.57), (3.58), означений для
всiх t ≥ t0, τj(w0(t0)) 6= t0, j ∈ Z, називається стiйким за Ляпу-
новим у просторi Xα, якщо для довiльних ε > 0 i η > 0 iснує та-
ке δ = δ(ε, η), що iнший довiльний розв’язок w(t) з початковою умо-
вою ‖w0(t0)− w(t0)‖α < δ задовольняє нерiвнiсть

∥∥w0(t)− w(t)
∥∥
α
< ε

для всiх таких t ≥ t0, що
∣∣t − τ 0

j

∣∣ > η, де τ 0
j — точки, в яких розв’язок

w0(t) перетинає поверхнi t = τj(w), j ∈ Z.
Розв’язок w0(t) називається асимптотично стiйким, якщо вiн стiйкий i

iснує таке δ0 > 0, що для кожних ε > 0, η > 0, iснує T = T (ε, η) > 0 таке,
що для будь-якого iншого розв’язку w(t) системи з початковими значен-
нями ‖w0(t0) − w(t0)‖α < δ0 виконується нерiвнiсть ‖w0(t) − w(t)‖ < ε

для t ≥ t0 + T i
∣∣t− τ 0

j

∣∣ > η.

При дослiдженнi стiйкостi розв’язкiв iмпульсних еволюцiйних рiвнянь
використаємо одну з версiй узагальненої нерiвностi Гронуолла [42].

Лема 3.15. Нехай a1 ≥ 0, a2 ≥ 0, b > 0, α, β ∈ [0, 1), Q ∈ (0,∞) i
локально iнтегровна на 0 ≤ t ≤ Q невiд’ємна функцiя y(t) задовольняє
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на цьому iнтервалi нерiвнiсть

y(t) ≤ a1 + a2t
−α + b

∫ t

0

(t− s)−βy(s)ds.

Тодi iснує така додатна стала C̃ = C̃(β, b,Q) <∞, що

y(t) ≤
(
a1 +

a2

(1− α)tα

)
C̃(β, b,Q) ≤

(
a1 +

a2

tα

)
C̃1,

де C̃1 = C̃(β, b,Q)/(1− α).

Доведення. З доведення леми 7.1.1 з [42, с. 188] випливає таке: якщо
невiд’ємна локально iнтегровна на 0 ≤ t < Q функцiя y(t) задовольняє
нерiвнiсть

y(t) ≤ a(t) + b

∫ t

0

(t− s)β−1y(s)ds

iз локально iнтегровною функцiєю a(t) ≥ 0 й додатною сталою b, то y(t)

задовольняє також

y(t) ≤ a(t) +

∫ t

0

{ ∞∑
n=1

(bΓ(β))n(t− s)nβ−1/Γ(nβ)

}
a(s)ds, (3.60)

де Γ(β) — гама-функцiя.
Якщо a(t) = a1 = const, то, використовуючи (3.60), отримуємо

y(t) ≤ a1 + a1

∞∑
n=1

(bΓ(β))n

Γ(nβ)
tnβ(nβ)−1.

Якщо a(t) = a2t
−α, то

y(t) ≤ a2t
−α +

a2t
−α

1− α

∞∑
n=1

(bΓ(β))n

Γ(nβ)
tnβ2α−nβ

(
1 +

1− α
nβ

)
.

Отже, в якостi функцiї C̃ можна обрати

C̃ = 1 +
∞∑
n=1

(bΓ(β))n

Γ(nβ)
Qnβ max{(nβ)−1, 21−nβ(1 + (nβ)−1)}.

Вiдмiтимо також, що нерiвнiсть у лемi 3.15 можна переписати так:

y(t) ≤
(
a1 +

a2

tα

)
C̃1, C̃1 =

C̃(β, b,Q)

1− α
. (3.61)
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Лему доведено.
За означенням норми в просторi Xα з формули (3.38) отримуємо

‖w(t, w0)‖α ≤
∥∥e−A1(t−t0)

∥∥
0
‖w0‖α +

t∫
t0

∥∥∥Aα
1e
−A1(t−s)F (s, w(s))

∥∥∥
0
ds +

+
∑

t0<θj<t

∥∥∥Aα
1e
−A1(t−θj)(Djw(θj) +Qj)

∥∥∥
0
.

Розв’язок w(t, w0) з w0 = (u0, v0) ∈ Xα, ‖w0‖C = max{‖u0‖C , ‖v0‖C} ≤
≤M0 за лемою 3.7 обмежений у рiвномiрнiй нормi ‖w(t, w0)‖C ≤ M0,

t ≥ t0. Покажемо, що вiн обмежений i в Xα-нормi. Для t ∈ [θk − θ/2, θk]
виконується (t− θj)−1 ≤ 2/θ, j < k. З останньої нерiвностi й (3.35) отри-
муємо оцiнку для t ∈ [θk − θ/2, θk] :

‖w(t, w0)‖α ≤ C0e
−β(t−t0)‖w0‖α + CαF0

t∫
t0

e−β(t−s)(t− s)−αds +

+ Cα(dM0 + q)(2/θ)α
∑

t0<θj<t

e−β(t−θj) ≤ Ñ0,

де F0 = supt∈R,‖w‖C≤ρ ‖F (s, w)‖0.

Отже, ‖w(θj, w0)‖α ≤ Ñ0 для всiх натуральних j. З (3.58) отримуємо
‖w(θj + 0, w0)‖α ≤ dÑ0 + q. Звiдси випливає ‖w(t, w0)‖α ≤ Ñ1, t ≥ t0,

з деякою додатною сталою Ñ1. З обмеженостi множини у просторi Xβ

випливає її компактнiсть у просторi Xα, α < β. Тому траєкторiї w(t)

передкомпактнi в Xα, α > 0.

Отже, iснує таке ρ1 > 0, що ‖w‖α ≤ ρ1 для всiх w ∈ C(Ω) ∩ Xα з
‖w‖C ≤ ρ.

Тепер оцiнимо розв’язок у нормi ‖.‖1. Скористаємося такими оцiн-
ками. З [42] (Theorem 3.5.2) випливає, що для кожного µ ∈ [0, 1) iснує
додатна стала K̃2, яка не залежить вiд w0 = w(θj + 0), ‖w0‖α ≤ ρ1, така,
що ∥∥∥∥ ddsw(s, w0)

∥∥∥∥
µ

≤ K̃2(s− θj)α−µ−1, s ∈ (θj, θj+1], j ∈ Z.



106

Вiдповiдно для s ∈ [θj + θ/2, θj+1] виконується нерiвнiсть∥∥∥∥dw(s, w0)

ds

∥∥∥∥
α

≤ 2K̃2

θ
. (3.62)

З (3.57) отримуємо

‖w(θj, w0)‖1 = ‖A1w(θj, w0)‖0 ≤

≤
∥∥∥∥dw(θj, w0)

dt

∥∥∥∥
0

+ sup
t∈R,‖w‖C≤ρ

‖F (t, w)‖ ≤ 2K̃2

θ
+ F0 = Ñ2. (3.63)

3.2.2. Iснування, єдинiсть i асимптотична стiйкiсть

Теорема 3.16. Нехай виконуються умови (H1) – (H3), а також:
– система з фiксованими моментами iмпульсної дiї (3.8) – (3.12)

при rj ≡ 0, j ∈ Z, задовольняє умови леми 3.8 i теореми 3.11 i ви-
конується нерiвнiсть ρ ≥M0;

– для кожного k ∈ Z виконується одна з умов

rk ≤ 0, djk ≥ 0, qjk ≥ 0, j = 1, 2, (3.64)

rk ≥ 0, djk ≤ 0, qjk = 0, j = 1, 2. (3.65)

Тодi при достатньо малому r = supj |rj| система рiвнянь iз не-
фiксованими моментами iмпульсної дiї (3.8) – (3.12) має в областi
Uρ × Uρ єдиний додатнозначний кусково-неперервний W -майже пе-
рiодичний розв’язок w∗(t).

Для кожного t0 ∈ ∪j∈Z(θj, θj + θ/2] як початкової точки W -майже
перiодичний розв’язок w∗(t) асимптотично стiйкий.

Доведення. 1. Розглянемо майже перiодичну послiдовнiсть

yk(x) = (uk(x), vk(x))

функцiй ‖uk(x)‖C ≤ ρ, ‖vk(x)‖C ≤ ρ, k ∈ Z. Тодi числова послiдовнiсть
{τk(yk)} має рiвномiрно майже перiодичнi послiдовностi рiзниць i задо-
вольняє умову роздiленостi (3.13), а система (3.8) – (3.10) з iмпульсною
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дiєю

u(τk(yk) + 0, x)− u(τk(yk), x) = d1ku(τk(yk), x) + q1k,

v(τk(yk) + 0, x)− v(τk(yk), x) = d2kv(τk(yk), x) + q2k, k ∈ Z,

у фiксованi моменти часу t = τk(yk) задовольняє умови лем 3.7 i 3.8. Тому
система перманентна з деякими додатними сталими m0 iM0. З доведень
лем 3.7 i 3.8 випливає, що сталi m0 i M0 можна вибрати однаковими для
всiх послiдовностей {yk} зi значеннями в Uρ × Uρ.

При досить малому r = supk |rk| для всiх таких y = {yk} ви-
конується також i нерiвнiсть (3.25). Тому за теоремою 3.12 для кож-
ного такого y = {yk} система має єдиний додатнозначний кусково-
неперервний W -майже перiодичний розв’язок (u∗(t, x, y), v∗(t, x, y)), та-
кий, що u∗(t, x, y) ∈ E0, v

∗(t, x, y) ∈ E0 для всiх t ∈ R, x ∈ Ω.

Позначимо через M множину майже перiодичних послiдовностей
{wk}k∈Z, де wk = (uk, vk), wk ∈ D(A1), uk, vk ∈ E0. Позначатимемо норму
‖w‖M = supk ‖wk‖α елемента w ∈M.

Для y = {yj} ∈ M розглянемо рiвняння з фiксованими моментами
iмпульсної дiї

dw

dt
+ A1w = F (t, w), w(τ 1

k + 0) = (I +Dk)w(τ 1
k ) +Qk, (3.66)

де послiдовнiсть τ 1
k = τk(yk), k ∈ Z, має рiвномiрно майже перiодичнi

послiдовностi рiзниць. За теоремою 3.12 рiвняння (3.66) має рiвномiр-
но асимптотично стiйкий W -майже перiодичний розв’язок w∗(t, y). Крiм
того, w∗(t, y)(x) = (u∗(t, x, y), v∗(t, x, y)) ∈ E0 × E0. Послiдовнiсть
S(y) = {w∗(τj(yj), y)} , j ∈ Z, майже перiодична й, за побудовою,
S(y) ∈ M. Легко бачити, що w∗(., y∗) : R → Xα є шуканим W -майже
перiодичним розв’язком рiвняння (3.57) – (3.58) тодi й тiльки тодi, коли
вiдсутнi биття (кожну поверхню iмпульсiв розв’язок перетинає не бiльше
одного разу) й

w∗
(
τj(y

∗
j ), y

∗) = y∗j , j ∈ Z,
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тобто S(y∗) = y∗. Покажемо, що при досить малому r = supj |rj|
вiдображення S : M→M є вiдображенням стиску.

Виберемо двi послiдовностi y = {yk}, yk = (yk1, yk2) i z = {zk},
zk = (zk1, zk2), з множини M i побудуємо зростаючi послiдовностi дiйс-
них чисел τ 1

k = τk(yk) i τ 2
k = τk(zk), k ∈ Z. Послiдовностi

{
τ 1
k

}
i
{
τ 2
k

}
мають рiвномiрно майже перiодичнi послiдовностi рiзниць. Позначати-
мемо τ ′k = min

{
τ 1
k , τ

2
k

}
, τ ′′k = max

{
τ 1
k , τ

2
k

}
.

Оцiнимо
∣∣τ 2
k − τ 1

k

∣∣ . З умови (H3) (с. 79) випливає∣∣τ 2
k − τ 1

k

∣∣ = |τk(zk)− τk(yk)| ≤

≤ |rk|

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

(
y2
k1(x) + y2

k2(x)
)
dx−

∫
Ω

(
z2
k1(x) + z2

k2(x)
)
dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ |rk|

∫
Ω

|(yk1(x)− zk1(x))(yk1(x) + zk1(x))| dx +

+ |rk|
∫
Ω

|(yk2(x)− zk2(x))(yk2(x) + zk2(x))| dx ≤

≤ |rk| (‖yk1 − zk1‖0‖yk1 + zk1‖Lq + ‖yk2 − zk2‖0‖yk2 + zk2‖Lq) ≤

≤ 4|rk|ρ|Ω|1/q‖yk − zk‖0 ≤

≤ 4|rk|ρL0|Ω|1/q‖yk − zk‖α = rN1‖y − z‖M (3.67)

з деякою сталою N1, що не залежить вiд k й y, z. Через |Ω| позначено
мiру множини Ω, 1/p+ 1/q = 1.

Поряд iз (3.66) розглянемо рiвняння

dw

dt
+ A1w = F (t, w), w(τ 2

k + 0) = (I +Dk)w
(
τ 2
k

)
+Qk. (3.68)

Рiвняння з фiксованими моментами iмпульсної дiї (3.66) i (3.68) ма-
ють рiвномiрно асимптотично стiйкi W -майже перiодичнi розв’язки
w∗(t, y) = (u∗1, v

∗
1) i w∗(t, z) = (u∗2, v

∗
2) вiдповiдно. Оцiнимо

‖S(y)− S(z)‖M = sup
j
‖w∗(τj(yj), y)− w∗(τj(zj), z)‖α .
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Рiзниця w∗(t, y)− w∗(t, z) задовольняє рiвняння

dw

dt
+ (A1 + Ã(t))w = 0, (3.69)

w(τ 1
k + 0) = (I +Dk)w(τ 1

k ) +Dkw
∗(τ 1

k , z) +Qk,

w(τ 2
k + 0) = w

(
τ 2
k

)
−Dkw

∗(τ 2
k , z)−Qk, (3.70)

де

Ã(t) =

a1 + β − b1 (u∗1 + u∗2)− c1v
∗
1 −c1u

∗
2

−b2v
∗
2 a2 + β − c2 (v∗1 + v∗2)− b2u

∗
1

.
Позначимо через V (t, s), t ≥ s, еволюцiйний оператор лiнiйного одно-

рiдного рiвняння без iмпульсiв (3.69). За теоремою 7.1.3 з [42] еволюцiй-
ний оператор V (t, s) на iнтервалi [t0, t1] задовольняє оцiнки

‖V (t, τ)x‖γ ≤
K̃1

1− γ
(t− τ)(γ1−γ)−‖x‖γ1,

(3.71)
γ < 1, (γ1 − γ)− = min{γ1 − γ, 0},

‖V (t, τ)x− x‖γ ≤
K̃1

(1− γ)γ1
(t− τ)γ1‖x‖γ+γ1,

(3.72)
γ1 > 0, γ + γ1 ≤ 1,

де стала K̃1 залежить тiльки вiд A1, α, Q ≥ t1 − t0 i sup Ã(t). Рiвняння
з iмпульсною дiєю

dw

dt
+
(
A1 + Ã(t)

)
w = 0, w(τ 1

k + 0) = (I +Dk)w(τ 1
k ), k ∈ Z, (3.73)

має еволюцiйний оператор

U(t, s) = V
(
t, τ 1

k

)
(I +Dk)V

(
τ 1
k , τ

1
k−1

)
. . . (I +Dm)V

(
τ 1
m, s
)

для τ 1
m−1 < s ≤ τ 1

m < . . . < τ 1
k < t ≤ τ 1

k+1.

Оператор U(t, s) задовольняє оцiнку

‖U(t, s)w‖0 ≤M1e
−β1(t−s)‖w‖0, t ≥ s. (3.74)
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Для доведення розглянемо ненульовий розв’язок w(t) = U(t, t0)w0

рiвняння (3.73). Аналогiчно доведенню теореми 3.11 показуємо, що функ-
цiя Ap(t) = ‖w(t)‖pLp(Ω) задовольняє оцiнки

Ap(t) ≤ Ap(τ 1
j−1 + 0) exp

{
p
(
aM − (2bL + cL)m0 + cMM0

)
(t− τ 1

j−1)
}
,

t ∈ (τ 1
j−1, τ

1
j ],

Ap(τ 1
j + 0) ≤ max{(1 + d1j)

p, (1 + d2j)
p}Ap(τ 1

j ) = Kp
jAp(τ

1
j ).

Як наслiдок отримуємо

Ap(t) ≤
∏

t0≤τ1j<t

Kp
j e

p(aM−(2bL+cL)m0+cMM0)(t−t0)Ap(τ0).

При виконаннi нерiвностi (3.25) випливає експоненцiальна оцiнка з по-
казником

β1 < −(aM − (2bL + cL)m0 + cMM0 + σ)

у всiх просторах Lp(Ω) з p > 1 i як наслiдок оцiнка в sup-нормi. Додатну
сталу β в означеннi оператора A1 вибираємо з умови β < β1.

З нерiвностей (3.71) i (3.74) отримуємо оцiнку для t ∈ (τ 1
m, τ

1
m+1] у

нормах iнтерполяцiйних просторiв Xγ :

‖U(t, t0)w0‖γ ≤M2(t− τm)(γ1−γ)−e−β1(t−t0)‖w0‖γ1, (3.75)

де γ < 1, (γ1 − γ)− = min{γ1 − γ, 0}, M2 — додатна стала.
Тому рiвняння (3.69) – (3.70) має єдиний обмежений на осi розв’язок,

який спiвпадає з w∗(t, y)− w∗(t, z) i задовольняє рiвнiсть

w∗(t, y)− w∗(t, z) =
∑
τ1j<t

U(t, τ 1
j + 0)

(
Djw

∗ (τ 1
j , z
)

+Qj

)
−

−
∑
τ2j<t

U(t, τ 2
j + 0)

(
Djw

∗ (τ 2
j , z
)

+Qj

)
. (3.76)

Нехай t ∈ (τ ′′m, τ
′
m+1] для деякого m ∈ Z. Розглянемо рiзницю

Jj(t) = U
(
t, τ 1

j + 0
) (
Djw

∗(τ 1
j , z) +Qj

)
−U

(
t, τ 2

j + 0
) (
Djw

∗(τ 2
j , z) +Qj

)
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для j ≤ m. Якщо τ 1
j < τ 2

j , то

Jj(t) =

= U
(
t, τ 2

j

) (
V
(
τ 2
j , τ

1
j + 0

) (
Djw

∗(τ 1
j , z) +Qj

)
−Djw

∗(τ 2
j , z)−Qj

)
=

= U
(
t, τ 2

j

) (
V
(
τ 2
j , τ

1
j + 0

)
Dj

(
w∗(τ 1

j , z)− w∗(τ 2
j , z)

)
+

+
(
V
(
τ 2
j , τ

1
j + 0

)
− I
) (
Djw

∗(τ 2
j , z) +Qj

))
.

З (3.62) i (3.67) випливає оцiнка

∥∥w∗(τ 1
j , z)− w∗(τ 2

j , z)
∥∥
α

=

∥∥∥∥∥∥∥
τ2j∫
τ1j

d

ds
w∗(s, z)ds

∥∥∥∥∥∥∥
α

≤

≤ 2K̃2

θ

∣∣τ 1
j − τ 2

j

∣∣ ≤ 2rN1K̃2

θ
‖y − z‖M. (3.77)

Тому

‖Jj(τ ′m+1)‖α ≤

≤ rN1M2K̃1

θ
e−β1(τ ′m+1−τ2j )

(
2dK̃2

θ
+ dÑ2 + βq

)
‖y − z‖M. (3.78)

Якщо τ 1
j > τ 2

j , то

Jj(t) = U
(
t, τ 1

j + 0
) (
Djw

∗(τ 1
j , z) +Qj −

− (I +Dj)V (τ 1
j , τ

2
j )
(
Djw

∗(τ 2
j , z) +Qj

))
=

= U(t, τ 1
j + 0)

(
Djw

∗(τ 1
j , z)−Djw

∗(τ 2
j + 0, z) +

+ (I +Dj)(I − V (τ 1
j , τ

2
j ))(Djw

∗(τ 2
j , z) +Qj)

)
.

Отримуємо

‖Jj(τ ′m+1)‖α ≤
rN1M2

θ
e−β1(τ ′m+1−τ1j )×

×

(
2dK̃2

θ
+ (1 + d)K̃1(dÑ2 + βq)

)
‖y − z‖M. (3.79)
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З (3.76), (3.78) i (3.79) отримуємо

‖w∗(τ ′m, z)− w∗(τ ′m, y)‖α ≤
rK̃4

1− e−β1θ
‖y − z‖M

i, враховуючи (3.77),∥∥w∗(τ 2
m, z)− w∗(τ 1

m, y)
∥∥
α
≤

≤ r‖y − z‖M

(
K̃4

1− e−β1θ
+

2K̃2N1

θ

)
= rK̃5‖y − z‖M

з деякими додатними сталими K̃4 i K̃5, якi не залежать вiд y i z. При
rK̃5 < 1 S(z) є вiдображенням стиску й має нерухому точку w∗.

2. Перевiримо, що у множинi Uρ × Uρ розв’язки w(t) з початковими
значеннями (t0, w0), якi належать множинi

W+
j−1 = {(t, w) : w ∈ Uρ × Uρ, t ∈ (τj−1(w), τj−1(w) + θ/2]} ,

не мають биття з поверхнею t = τj(u, v), j ∈ Z.
Припустимо вiд супротивного, що розв’язок w(t) перетинає поверх-

ню t = τj(u, v) у двох точках t1j i t2j , t1j < t2j . Позначимо w(t1j) = w1,
w(t2j) = w2. Тодi w(t1j + 0) = w1 + Gj = w1 + Djw1 + Qj, τj(w1) = t1j ,

τj(w2) = t2j , i

w2 = e−A1(t2j−t1j )(w1 +Gj) +

t2j∫
t1j

e−A1(t2j−s)F (s, w(s)) ds.

Останню рiвнiсть розглядаємо при p = 2, тобто у просторi L2(Ω)×L2(Ω).

Множачи рiвняння (3.8) на u(t, x) та iнтегруючи, отримуємо

d

dt

1

2

∫
Ω

u2dx

 = µ1

∫
Ω

u∆udx+

∫
Ω

u2 (a1 − b1u− c1v) dx.

Тому для невiд’ємних розв’язкiв виконується нерiвнiсть

d

dt

1

2

∫
Ω

u2dx

 ≤ aM
∫
Ω

u2dx.
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Як наслiдок отримуємо

‖w(t)‖L2(Ω) ≤ eã(t−t0)‖w0‖L2(Ω), t ≥ 0,

де ã =
√

2aM , aM = max
{
aM1 , a

M
2

}
. Вiдповiдно

‖w2‖L2(Ω) ≤ eã(t2j−t1j )(‖w1‖L2(Ω) + ‖Gj‖L2(Ω)).

Рiзниця t2j − t1j задовольняє рiвнiсть

t2j − t1j = τj(w2)− τj(w1) =

= τj(w2)− τj
(
e−A1(t2j−t1j)(w1 +Djw1 +Qj)

)
+

+ τj

(
e−A1(t2j−t1j )(w1 +Djw1 +Qj)

)
− τj

(
e−A1(t2j−t1j )(w1 +Djw1)

)
+

+ τj

(
e−A1(t2j−t1j )(w1 +Djw1)

)
−

− τj(w1 +Djw1) + τj(wj +Djw1)− τj(w1). (3.80)

Позначимо w̃ = e−A1(t2j−t1j )(w1 +Gj).

Оцiнимо першу рiзницю в (3.80). Аналогiчно (3.67) отримуємо∣∣τj(w2)− τj(w̃)
∣∣ ≤ |rj|∫

Ω

(
‖w2(x)‖2 − ‖w̃(x)‖2

)
dx ≤

≤ 4rρ|Ω|1/2‖w2 − w̃‖L2(Ω) =

= 4rρ|Ω|1/2

∥∥∥∥∥∥∥
t2j∫
t1j

e−A1(t2j−s)F (s, w(s))ds

∥∥∥∥∥∥∥
L2(Ω)

≤

≤ 4rρ|Ω|1/2F0M1

∣∣t2j − t1j∣∣ = rη1

∣∣t2j − t1j∣∣ ,
де F0 = supt∈R,w∈Uρ×Uρ ‖F (t, w)‖C(Ω).

Якщо w1 ∈ D(A1) ∩ (Uρ × Uρ), то∣∣∣τj(e−A1(t2j−t1j )w1

)
− τj(w1)

∣∣∣ ≤ |rj|∫
Ω

(∥∥∥e−A1(t2j−t1j)w1

∥∥∥2

− ‖w1‖2

)
dx ≤

≤ 4rρ|Ω|1/2
∥∥∥e−A1(t2j−t1j)w1 − w1

∥∥∥
L2(Ω)

≤
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≤ 4rρ|Ω|1/2C0

∣∣t2j − t1j∣∣ ‖Aw1‖0 ≤

≤ 4rρ|Ω|1/2C0Ñ2

∣∣t2j − t1j∣∣ = rη2

∣∣t2j − t1j∣∣ .
Позначимо через λn i φn, n = 1, 2, . . . , власнi значення й вiдповiднi

власнi функцiї оператора A1. Тодi [e−A1tu](x) =
∑∞

k=1
e−λkt(u, φk)φk(x) i

‖e−A1tu‖L2 ≤ e−βt‖u‖L2.

При умовi (3.64) виконується

τj

(
e−A1(t2j−t1j )(w1 +Djw1 +Qj)

)
− τj

(
e−A1(t2j−t1j )(w1 +Djw1)

)
≤ 0,

τj(w1 +Djw1)− τj(w1) ≤ 0.

При досить малому r = supj |rj| маємо r(η1 + η2) < 1, а тому

0 <
(
t2j − t1j

)
(1− r(η1 + η2)) ≤ τj(wj +Djw1)− τj(w1) +

+ τj

(
e−A1(t2j−t1j)(w1 +Djw1 +Qj)

)
− τj(e−A1(t2j−t1j)(w1 +Djw1)) ≤ 0.

Отримуємо суперечнiсть. При виконаннi умов (3.65) отримуємо

τj

(
e−A1(t2j−t1j)(w1 +Djw1)

)
− τj(w1 +Djw1) =

= rj

(∥∥∥e−A1(t2j−t1j)(w1 +Djw1)
∥∥∥2

L2(Ω)
− ‖w1 +Djw1‖2

L2(Ω)

)
≤ 0,

τj(w1 +Djw1)− τj(w1) ≤ 0,

тому 0 < (t2j − t1j)(1− rjη1) < 0. Суперечнiсть.
3. Тепер покажемо асимптотичну стiйкiсть розв’язку w∗(t) з початко-

вою точкою t0 з множини ∪j∈Z(τ̃ 0
j , τ̃

0
j +θ/2], де τ̃ 0

j = τj(w
∗(τ̃ 0

j )) — моменти
перетину розв’язку w∗(t) з поверхнями τj(w). Не зменшуючи загальностi,
вважаємо, що t0 ∈ (τ̃ 0

0 , τ̃
0
0 + θ/2]. Розглянемо iнший розв’язок рiвняння

w(t) з початковим значенням w0 з деякого околу точки w∗(t0), такий, що
w0 ∈ W+

0 . За п. 2 доведення розв’язок w(t) не має биття з поверхнями
iмпульсiв.

Виконаємо в рiвняннi (3.57), (3.58) замiну змiнних w = w∗ + z. Тодi
z(t) задовольняє рiвняння

dz

dt
+ (A1 + Ã1(t))z = F̃ (t, z)
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й рiзницевi спiввiдношення у точках перетину розв’язкiв w∗(t) i
w(t) = w∗(t) + z(t) з поверхнями τj(w), j ∈ Z :

z
(
τ̃ 0
j + 0

)
= (I +Dj)z(τ̃ 0

j )−Dj(z(τ̃ 0
j ) + w∗(τ̃ 0

j ))−Qj,
(3.81)

z(τ̃ 1
j + 0) = z(τ̃ 1

j ) +Dj(z(τ̃ 1
j ) + w∗(τ̃ 1

j )) +Qj,

де τ̃ 0
j = τj(w

∗(τ̃ 0
j )), τ̃ 1

j = τj
(
w∗(τ̃ 1

j ) + z(τ̃ 1
j )
)
,

Ã1(t) =

a1 + β − 2b1u
∗ − c1v

∗ −c1u
∗

−b2v
∗ a2 + β − 2c2v

∗ − b2u
∗


F̃ (t, z) =

−u(b1(t, .)u+ c1(t, .)v)

−v(b2(t, .)u+ c2(t, .)v)

, w∗ =

u∗
v∗

, z =

u
v

.
Легко перевiрити, що iснує неспадна функцiя Kξ, 0 ≤ ξ ≤ ρ1, така,

що Kξ → 0 при ξ → 0 й рiвномiрно за t ∈ R

‖F̃ (t, z)‖0 ≤ Kξ‖z‖α, ‖z‖α ≤ ξ. (3.82)

Тому supt∈R,‖z‖α≤ρ1 ‖F̃ (t, z)‖ ≤ Kρ1ρ1 = F̃0.

Позначимо через Ṽ (t, s) еволюцiйний оператор лiнiйного однорiдного
рiвняння

dw

dt
+ (A1 + Ã1(t))w = 0, (3.83)

а через Ũ(t, s) — еволюцiйний оператор рiвняння (3.83) з iмпульсною
дiєю (3.81) у точках τ̃ 0

j . Аналогiчно до рiвняння (3.73) показуємо екс-
поненцiальну стiйкiсть рiвняння (3.83) з iмпульсною дiєю (3.81). Для
спрощення запису вважаємо, що еволюцiйний оператор Ũ(t, s) задоволь-
няє нерiвнiсть (3.74) з тими ж сталими M1 i β1. Так само вважаємо, що
Ṽ (t, s) задовольняє оцiнки (3.71) i (3.72) з тiєю ж сталою K̃1.

Розв’язок z(t) задовольняє iнтегральне рiвняння

z(t) = Ũ(t, t0)z0 +

t∫
t0

Ũ(t, s)F̃ (s, z(s)) ds −
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−
∑

t0<τ̃0j<t

Ũ
(
t, τ̃ 0

j

) (
Dj

(
z
(
τ̃ 0
j

)
+ w∗(τ̃ 0

j )
)

+Qj

)
+

+
∑

t0<τ̃1j<t

Ũ
(
t, τ̃ 1

j

) (
Dj

(
z
(
τ̃ 1
j

)
+ w∗

(
τ̃ 1
j

))
+Qj

)
.

Позначимо

J = ∪jJj, Jj =
(

max{τ̃ 0
j−1, τ̃

1
j−1},min{τ̃ 0

j , τ̃
1
j }
]

=
(
τ̃ ′′j−1, τ̃

′
j

]
.

Для t ∈
(
τ̃ ′′i , τ̃

′
i+1

]
маємо

‖z(t)‖α ≤ ‖Ũ(t, t0)z0‖α +

τ̃ ′1∫
t0

‖Ũ(t, s)F̃ (s, z(s))‖α ds +

+
i−1∑
j=1

τ̃ ′j+1∫
τ̃ ′′j

‖Ũ(t, s)F̃ (s, z(s))‖α ds+
i∑

j=1

τ̃ ′′j∫
τ̃ ′j

‖Ũ(t, s)F̃ (s, z(s))‖α ds +

+

t∫
τ̃ ′′i

‖Ũ(t, s)F̃ (s, z(s))‖αds +

+
i∑

j=1

‖Ũ(t, τ̃ 0
j )(Dj(z(τ̃ 0

j ) + w∗(τ̃ 0
j )) +Qj) −

− Ũ
(
t, τ̃ 1

j

) (
Dj

(
z
(
τ̃ 1
j

)
+ w∗

(
τ̃ 1
j

))
+Qj

)
‖α. (3.84)

На iнтервалi без iмпульсiв розв’язок z(t) задовольняє нерiвнiсть

‖z(t)‖α ≤ ‖Ũ(t, t1)z(t1)‖α +

t∫
t1

‖AαŨ(t, s)F̃ (s, z(s))‖ds ≤

≤M1e
−β1(t−t1)‖z(t1)‖α +

t∫
t1

M2Kρ1e
−β1(t−s)

(t− s)α
‖z(s)‖α ds.

Тодi за лемою 3.15 на iнтервалi [t0, τ̃
′
1] розв’язок z(t) задовольняє оцiнку



117

‖z(t)‖α ≤M1C̃1e
−β1(t−t0)‖z0‖α, t ∈ [t0, τ̃

′
1]. (3.85)

Покажемо, що при достатньо малому r = infj |rj| рiзниця
∣∣τ̃ 1
j − τ̃ 0

j

∣∣
оцiнюється через z(τ̃ ′j) так:∣∣τ̃ 0

j − τ̃ 1
j

∣∣ ≤ 4rρ|Ω|1/qL0

1− 8rρ|Ω|1/qL0K̃2θ−1

∥∥z(τ̃ ′j)
∥∥
α

= K̃6r
∥∥z(τ̃ ′j)

∥∥
α
. (3.86)

Припустимо, що τ̃ 0
j ≥ τ̃ 1

j = τ̃ ′j. Тодi, використовуючи (3.67) i (3.62),
отримуємо

|τ̃ 1
j − τ̃ 0

j | ≤ |rk|

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

‖w∗(τ̃ 1
j )(x) + z(τ̃ 1

j )(x)‖2dx−
∫
Ω

‖w∗(τ̃ 0
j )(x)‖2dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ 4rρ|Ω|1/qL0‖w∗(τ̃ 1

j ) + z(τ̃ 1
j )− w∗(τ̃ 0

j )‖α ≤

≤ 4rρ|Ω|1/qL0

‖z(τ̃ 1
j )‖α +

∥∥∥∥∥∥∥
τ̃0j∫
τ̃1j

d

dξ
w∗(ξ) dξ

∥∥∥∥∥∥∥
α

 ≤
≤ 4rρ|Ω|1/qL0

(
‖z(τ̃ 1

j )‖α +
2K̃2

θ
|τ̃ 0
j − τ̃ 1

j |

)
.

Якщо τ̃ 1
j ≥ τ̃ 0

j = τ̃ ′j, то

|τ̃ 1
j − τ̃ 0

j | ≤ |rk|

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

‖w∗(τ̃ 1
j ) + z(τ̃ 1

j )‖2dx−
∫
Ω

‖w∗(τ̃ 0
j )‖2dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ 4rρ|Ω|1/qL0

∥∥w∗(τ̃ 1
j ) + z(τ̃ 1

j )− w∗(τ̃ 0
j )− z(τ̃ 0

j ) + z(τ̃ 0
j )
∥∥
α
≤

≤ 4rρ|Ω|1/qL0

(
‖z(τ̃ 0

j )‖α +
2K̃2

θ

∣∣τ̃ 0
j − τ̃ 1

j

∣∣ ).
Для t ∈ (τ̃ ′′1 , τ̃

′
2] виконується оцiнка

‖z(t)‖α ≤ ‖Ũ(t, t0)z0‖α + ‖Ũ(t, τ̃ ′′1 )‖α

τ̃ ′1∫
t0

∥∥∥Ũ(τ̃ ′′1 , s)F̃ (s, z(s))
∥∥∥

0
ds +
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+

t∫
τ̃ ′′1

∥∥∥Ũ(t, s)F̃ (s, z(s))
∥∥∥
α
ds +

+ ‖Ũ(t, τ̃ ′′1 )‖α

τ̃ ′′1∫
τ̃ ′1

∥∥∥Ũ(τ̃ ′′1 , s)F̃ (s, z(s))
∥∥∥

0
ds +

+
∥∥∥Ũ(t, τ̃ 0

1 + 0)(D1(z(τ̃ 0
1 )+w∗(τ̃ 0

1 )) +Q1) −

− Ũ(t, τ̃ 1
1 )(D1(z(τ̃ 1

1 ) + w∗(τ̃ 1
1 )) +Q1)

∥∥∥
α

=

= i1 + i2 + i3 +4 +i5. (3.87)

Спочатку оцiнимо останнiй доданок. Якщо τ̃ 0
1 < τ̃ 1

1 , то

i5 =
∥∥∥Ũ(t, τ̃ 0

1 + 0)(D1(z(τ̃ 0
1 ) + w∗(τ̃ 0

1 )) +Q1) −

− Ũ(t, τ̃ 1
1 )(D1(z(τ̃ 1

1 ) + w∗(τ̃ 1
1 )) +Q1)

∥∥∥
α

=

=
∥∥∥Ũ(t, τ̃ 1

1 )
(
(D1(z(τ̃ 1

1 ) + w∗(τ̃ 1
1 )) +Q1 −

− Ũ(τ̃ 1
1 , τ̃

0
1 + 0)(D1(z(τ̃ 0

1 ) + w∗(τ̃ 0
1 )) +Q1)

)∥∥∥
α

=

=

∥∥∥∥∥∥∥Ũ(t, τ̃ 1
1 )

D1(U(τ̃ 1
1 , τ̃

0
1 + 0)− I)w(τ̃ 0

1 ) −

− (U(τ̃ 1
1 , τ̃

0
1 + 0)− I)D1w(τ̃ 0

1 ) + (I − U(τ̃ 1
1 , τ̃

0
1 + 0))Q1 +

+ D1

τ̃11∫
τ̃01

Ũ(τ̃ 1
1 , s)F̃ (s, w(s))ds


∥∥∥∥∥∥∥
α

. (3.88)

Якщо τ̃ 0
1 > τ̃ 1

1 , то

i5 =
∥∥∥Ũ(t, τ̃ 0

1 + 0)(D1(z(τ̃ 0
1 ) + w∗(τ̃ 0

1 )) +Q1) −

− Ũ(t, τ̃ 1
1 )(D1(z(τ̃ 1

1 ) + w∗(τ̃ 1
1 )) +Q1)

∥∥∥
α

=

=
∥∥∥Ũ(t, τ̃ 0

1 + 0)
(
D1w(τ̃ 0

1 ) +Q1 −

− Ũ(τ̃ 0
1 + 0, τ̃ 1

1 )(D1w(τ̃ 1
1 ) +Q1)

)∥∥∥
α

=
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=

∥∥∥∥∥∥∥Ũ(t, τ̃ 0
1 + 0)

D1(U(τ̃ 0
1 , τ̃

1
1 )− I)w(τ̃ 1

1 ) −

− (U(τ̃ 0
1 , τ̃

1
1 )− I)D1w(τ̃ 1

1 ) + (I − U(τ̃ 0
1 + 0, τ̃ 1

1 ))Q1 +

+D1

τ̃01∫
τ̃11

Ũ(τ̃ 0
1 , s)F̃ (s, w(s))ds


∥∥∥∥∥∥∥
α

. (3.89)

Застосовуючи нерiвностi (3.71), (3.72), (3.75) i (3.86), з (3.88) i (3.89)
отримуємо оцiнку

i4 + i5 ≤M2e
−β1(t−τ̃ ′′1 ) τ̃

′′
1 − τ̃ ′1

(t− τ̃ ′′1 )α

(
2dK̃1Ñ2 + K̃1βq) + dF̃0M2

)
≤

≤ rM2K̃6e
−β1(t−τ̃ ′′1 )

(
2dK̃1Ñ2 + βqK̃1 + dF̃0M2

) ‖z (τ̃ ′1)‖α
(t− τ̃ ′′1 )α

=

= rP1e
−β1(t−τ̃ ′′1 ) ‖z (τ̃ ′1)‖α

(t− τ̃ ′′1 )α
. (3.90)

Припускаючи, що ‖z(t)‖α ≤ ξ при t ∈ [t0, τ̃
′
1] , i враховуючи (3.75),

(3.82) i (3.90), переписуємо оцiнку (3.87) у виглядi

‖z(t)‖α ≤M1e
−β1(t−t0)‖z0‖α

(
1 +

C̃1(M2KξQ̃+ rP2)

(t− τ̃ ′′1 )α

)
+

+

t∫
τ̃ ′′1

M2Kρ1‖z(s)‖αe−β1(t−s)

(t− s)α
ds,

де
P2 = P1e

β1 supj |τ̃ ′′j −τ̃ ′j |, Q̃ = max
j

{
1, (τ̃ ′j+1 − τ̃ ′′j )

}
.

Позначимо також θ̃ = minj
{

1, (τ̃ ′j+1 − τ̃ ′′j )
}
. З урахуванням перманент-

ностi ‖z‖α ≤ ρ1, t ≥ t0. За лемою 3.15 для t ∈ (τ ′′1 , τ
′
2] отримуємо

‖z(t)‖α ≤M1C̃1e
−β1(t−t0)‖z0‖α

(
1 +

C̃1(M2KξQ̃+ rP2)

(t− τ̃ ′′1 )α

)
. (3.91)

Припустимо, що при t ∈ [t0, τ̃
′
i ] розв’язок w(t) задовольняє нерiвнiсть

‖w(t)‖α ≤ ρ1 так, що ‖z(t)‖α = ‖w(t) − w0(t)‖α ≤ ξ для t ∈ ∪ij=1Jj з
деяким ξ > 0.
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За методом математичної iндукцiї можна довести, що для
t ∈
(
τ̃ ′′i , τ̃

′
i+1

]
, i = 1, 2, . . . ,

‖z(t)‖α ≤M1C̃1‖z0‖αe−β1(t−t0)

(
1 +

C̃1(M2KξQ̃+ rP2)

(t− τ̃ ′′i )α

)
Ai−1
ξ,r , (3.92)

де

Aξ,r =

(
1 +

C̃1(M2KξQ̃+ rP2)

(1− α)θ̃α

)
.

Припускаємо, що нерiвнiсть (3.114) виконується для t ∈ ∪nj=1Jj, i дово-
димо її для t ∈ (τ̃ ′′n , τ̃

′
n+1]. Для цього у (3.84) потрiбно врахувати припу-

щення й застосувати мiркування, аналогiчнi до отримання (3.91).
За формулою (3.85) якщо ‖z0‖α ≤ δ = ε/(M1C̃1), то ‖z(t)‖α ≤ ε при

t ∈ [t0, τ̃
′
1] .

За формулою (3.91) розв’язок z(t) задовольняє нерiвнiсть ‖z(t)‖α < ε

на iнтервалi t ∈ [τ̃ ′′1 + η, τ̃ ′2] , якщо

‖z0‖α ≤
ε

M1C̃1

(
1 +

C̃1(M2KεQ̃+ rP2)

ηα

)−1

. (3.93)

Оскiльки Kξ → 0 при ξ → 0, то при досить малих ξ > 0 i r > 0 вико-
нується нерiвнiсть Aξ,re−β1θ < 1 i

e−β1(τ̃ ′i−t0)Ai−1
ξ,r → 0, i→∞. (3.94)

Отже, для довiльних фiксованих ε > 0 i η > 0, якщо початкове зна-
чення задовольняє умову (3.93) i виконується нерiвнiсть Aε,re−β1θ < 1,

то ‖z(t)‖α < ε для всiх t ∈
[
τ̃ ′′i + η, τ̃ ′i+1

]
, i = 1, 2, . . . . Це й доводить

стiйкiсть.
Виберемо ε0 > 0 i r0 > 0 такими, що Aε0,r0e

−β1θ < 1. Тодi при r ≤ r0,

виходячи з (3.94), для кожних додатних ε ≤ ε0 i η iснує таке натуральне
i0, що при всiх i ≥ i0 i t ∈ [τ̃ ′′i + η, τ̃ ′i+1] виконується ‖z(t)‖α < ε. Отже,
W -майже перiодичний розв’язок w∗(t) асимптотично стiйкий.

Теорему 3.16 доведено.
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3.3. Стiйкiсть розв’язкiв еволюцiйних рiвнянь iз не-
фiксованими моментами iмпульсної дiї

У даному пiдроздiлi проведено дослiдження еволюцiйного рiвняння з не-
фiксованими моментами iмпульсної дiї

du

dt
+ Au = f(t, u), t 6= τj(u), (3.95)

u(τj(u) + 0)− u(τj(u)) = gj(u), j ∈ Z, (3.96)

де u : R → X, X — банаховий простiр, A — секторiальний оператор у
X, послiдовнiсть {τj(u)} функцiй X → R строго зростає для u з деякої
областi простору X.

Наскiльки вiдомо, першою роботою, присвяченою вивченню iмпульс-
них еволюцiйних рiвнянь iз секторiальним оператором, був препринт [20].
Останнiм часом еволюцiйнi рiвняння в банаховому просторi з фiксова-
ними моментами iмпульсної дiї привертають увагу багатьох дослiдникiв,
вiдмiтимо роботи [29,34,43,48,69,71,73–76]. Дослiдження рiвняння (3.95),
(3.96) є складнiшим через нефiксованi моменти iмпульсної дiї, про що
йшлося на початку роздiлу 2.

Метою цього пiдроздiлу є знаходження умов стiйкостi обмеженого
розв’язку рiвняння (3.95), (3.96). При цьому використано деякi пiдходи
з пiдроздiлiв 3.1, 3.2. Викладенi тут результати отримано у [8].

Нехай (X, ‖.‖) — абстрактний банаховий простiр.
Припустимо, що рiвняння (3.95), (3.96) задовольняє умови:
(M1) A — секторiальний оператор уX, inf{Reµ : µ ∈ σ(A)} ≥ δ > 0,

де σ(A) — спектр A. Для оператора A означаються степенi. Розглядати-
мемо простори Xα = D(Aα), утворенi областями означення операторiв
Aα, α ≥ 0, з нормою ‖x‖α = ‖Aαx‖.

(M2) Позначимо Uα
% = {x ∈ Xα : ‖x‖α ≤ %}. Припускаємо, що

функцiї τj : Uα
% → R задовольняють умову Лiпшиця

|τj(u1)− τj(u2)| ≤ N1‖u1 − u2‖α, j ∈ Z,
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i рiвномiрно вiдносно u ∈ Uα
% iснують такi θ > 0 й Θ > 0, що

inf
u
τj+1(u)− sup

u
τj(u) ≥ θ > 0, sup

u
τj+1(u)− inf

u
τj(u) ≤ Θ для j ∈ Z.

(M3) Функцiя f(t, u) : R × Uα
% → X обмежена й неперервно дифе-

ренцiйовна за u, локально гельдерова за t рiвномiрно вiдносно u ∈ Uα
% й

має розриви першого роду при t = τj(u).

(M4) Функцiї gj(u) : Uα
% → X1 = D(A) неперервнi, рiвномiрно обме-

женi й лiпшицевi:

‖gj(u1)− gj(u2)‖α ≤ N1‖u1 − u2‖α при u ∈ Uα
% й j ∈ Z.

Використовуватимемо оцiнки (див. [42]):

‖Aαe−At‖ ≤ Cαt
−αe−δt, t > 0, α > 0,

‖(e−At − I)u‖ ≤ 1

α
C1−αt

α‖Aαu‖, t > 0, α ∈ (0, 1], u ∈ Xα,

де Cα > 0 обмежена при α→ +0.

Пiд розв’язком рiвняння без iмпульсної дiї (3.95) розумiємо класичний
розв’язок, тобто неперервно диференцiйовну функцiю u(t) ∈ D(A), яка
при пiдстановцi у спiввiдношення (3.95) перетворює його на тотожнiсть.
За теоремою 3.3.3 [42] (див. також [54], стор. 196) для кожної початкової
точки (t0, u0) ∈ R× Uα

% рiвняння (3.95) має єдиний локальний розв’язок
u(t), u(t0) = u0. Припускаємо, що розв’язки iснують для всiх t ≥ t0. Це
досягається, наприклад, при виконаннi умов теореми 3.3.5 [42].

За теоремою 3.5.2 [42] для γ < 1 i t0 < t1 ≤ t0 +Q функцiя

t→ du

dt
(t) ∈ Xγ

локально гельдерова при t0 < t ≤ t1 i∥∥∥∥dudt
∥∥∥∥
γ

≤ K̃1(t− t0)α−γ−1, (3.97)

де K̃1 = K̃1(γ,Q) > 0.
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Означення 3.17. Функцiя u(t) : [t0, t1] → Xα є розв’язком початкової
задачi u(t0) = u0 ∈ Xα для рiвняння (3.95), (3.96) на вiдрiзку [t0, t1],
якщо вона:

(I) неперервна на вiдрiзках [t0, τk], (τk, τk+1], ..., (τk+s, t1] з розрива-
ми першого роду в моменти t = τj перетину з поверхнями iмпульсiв,
t0 < τk < ... < τk+s < t1;

(II) неперервно диференцiйовна на iнтервалах (t0, τk), (τk, τk+1), ...

...(τk+s, t1) i задовольняє рiвняння (3.95) при t ∈ (t0, t1), t 6= τj й рiзницевi
спiввiдношення (3.96) при t = τj;

(III) задовольняє початкову умову u(t0) = u0.

Припускаємо, що розв’язки u(t) рiвняння (3.95), (3.96) неперервнi злi-
ва, тодi u(τj) = u(τj − 0) при всiх точках iмпульсної дiї.

Також припускаємо, що в областi Uα
% розв’язки рiвняння (3.95), (3.96)

не мають биття з поверхнями t = τj(u), iншими словами, розв’язки пе-
ретинають кожну поверхню t = τj(u) не бiльше одного разу. Для iм-
пульсних систем у скiнченновимiрному просторi є кiлька достатнiх умов
вiдсутностi биття ( [21,58]). Деякi з них можна поширити на абстрактнi
системи (3.95), (3.96). У iнших випадках перевiрка умов вiдсутностi бит-
тя у нескiнченновимiрному просторi вимагає конкретного дослiдження.

Означення 3.18. Розв’язок u0(t) рiвняння (3.95), (3.96), означений для
всiх t ≥ t0, називається стiйким за Ляпуновим у просторi Xα, якщо для
довiльних ε > 0 i η > 0 iснує таке δ = δ(ε, η), що довiльний iнший
розв’язок u(t) з початковою умовою ‖u0(t0) − u(t0)‖α < δ задовольняє
нерiвнiсть ‖u0(t) − u(t)‖α < ε для всiх таких t ≥ t0, що |t − τ 0

j | > η, де
τ 0
j — точки, в яких розв’язок u0(t) перетинає поверхнi t = τj(u), j ∈ Z.

Розв’язок u0(t) називається атрактивним, якщо для довiльних ε > 0,
η > 0 i t0 ∈ R iснують δ0 = δ0(t0) i T = T (δ0, ε, η) > 0, такi, що для
кожного iншого розв’язку u(t) системи з ‖u0(t0) − u(t0)‖ < δ0 випливає
‖u0(t)− u(t)‖α < ε для t ≥ t0 + T й |t− τ 0

k | > η.
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Розв’язок u0(t) називається асимптотично стiйким, якщо вiн стiйкий
i атрактивний.

Нехай рiвняння (3.95), (3.96) має обмежений на осi розв’язок u0(t).

Для дослiдження його стiйкостi зробимо у рiвняннi замiну змiнних

u = u0(t) + z.

Тодi z(t) задовольняє диференцiальне рiвняння
dz

dt
+ (A+ A1(t))z = f̃(t, z) (3.98)

i рiзницевi спiввiдношення в точках перетину розв’язкiв u0(t) й
u0(t) + z(t) з поверхнями τj(u), j ∈ Z :

z(τ̃j(z) + 0)− z(τ̃j(z)) = g̃j(z), (3.99)

z(τ̃ 0
j + 0)− z(τ̃ 0

j ) = g̃0
j , (3.100)

де τ̃ 0
j = τj(u0(τ̃

0
j )), τ̃j(z) = τj(u0(τ̃j(z)) + z(τ̃j(z))),

f̃(t, z) = f(t, u0(t) + z)− f(t, u0(t)) +A1(t)z, A1(t)z = − ∂

∂u
f(t, u0(t))z,

g̃0
j = −gj(u0(τ̃

0
j )), g̃j(z) = gj(u0(τ̃j(z)) + z(τ̃j(z))).

Припустимо, що iснує неспадна функцiя Kξ, 0 ≤ ξ ≤ %, така, що
Kξ → 0 при ξ → 0 i рiвномiрно вiдносно t ∈ R

‖f̃(t, z)‖ ≤ Kξ‖z‖α, ‖z‖α ≤ ξ. (3.101)

Позначимо M0 = K%, отже, supt∈R,‖z‖α≤% ‖f̃(t, z)‖ ≤M0%.

Поряд iз рiвнянням (3.95), (3.96) розглянемо лiнiйне однорiдне рiвнян-
ня

du

dt
+ (A+ A1(t))u = 0. (3.102)

Припускатимемо, що A1(t) задовольняє умову
(M5) функцiя A1(t) : R→ L(Xα, X), α ≥ 0, локально лiпшицева.
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Позначимо через U(t, s) еволюцiйний оператор лiнiйного рiвняння
(3.102). Вiн задовольняє умови

U(τ, τ) = I, U(t, s)U(s, τ) = U(t, τ), t ≥ s ≥ τ.

За теоремою 7.1.3 [42, p. 190] функцiя U(t, τ) неперервна зi значення-
ми в L(Xγ) для всiх 0 ≤ γ < 1 i

‖U(t, τ)x‖γ ≤ LQ(t− τ)(ν−γ)−‖x‖ν,

де (ν − γ)− = min(ν − γ, 0), t− τ ≤ Q, LQ = LQ(Q). Крiм того,

‖U(t, τ)x− x‖γ ≤ LQ(t− τ)ν‖x‖γ+ν, ν > 0, γ + ν ≤ 1.

Означення 3.19. Лiнiйне рiвняння (3.102) називається експоненцiаль-
но стiйким у Xα зi сталими β > 0 i M ≥ 1, якщо для всiх u ∈ Xα

виконується

‖U(t, τ)u‖α ≤Me−β(t−τ)‖u‖α, t ≥ τ.

Також iснує додатна стала M1 (залежна вiд α, δ, γ), така, що

‖U(t, s)u‖γ ≤M1e
−β(t−s) max{1, (t− s)δ−γ}‖x‖δ, t > s, (3.103)

де 0 ≤ δ ≤ γ < 1 (див. [42, p. 226]).

Теорема 3.20. Припустимо, що рiвняння (3.95), (3.96) в областi
Uα
% = {u ∈ Xα, ‖u‖α ≤ %} з деяким фiксованим α ≥ 0 задовольняє умови

(M1) – (M4) i має обмежений на осi розв’язок u0(t), такий, що вико-
нуються (3.101) i умова (M5). Нехай також:

1) усi розв’язки в областi Uα
% перетинають поверхнi t = τj(u) не

бiльш нiж один раз;
2) вiдповiдне лiнiйне рiвняння в варiацiях (3.102) експоненцiально

стiйке в Xα зi сталими β > 0 й M ≥ 1.

Тодi при досить малому N1 > 0 розв’язок u0(t) асимптотично стiй-
кий.
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Доведення. Зафiксуємо довiльнi ε > 0 i η > 0. Нехай t0 ∈ [τ̃ 0
0 + η, τ̃ 0

1 − η]

i u0(t0) = u0. Вiзьмемо таке u1 ∈ Xα, що ‖u0 − u1‖α < δ з деяким δ > 0.

Роз’язок z(t) рiвняння (3.98) – (3.100) з початковим значенням

z0 = z(t0) = u0 − u1

задовольняє iнтегральне рiвняння

z(t) = U(t, t0)z0 +

∫ t

t0

U(t, s)f̃(s, z(s))ds+

+
∑

t0<τ̃0j<t

U(t, τ̃ 0
j )g̃0

j +
∑

t0<τ̃1j<t

U(t, τ̃ 1
j )g̃j(z(τ̃ 1

j )), (3.104)

де τ̃ 1
j = τj(u0(τ̃

1
j ) + z(τ̃ 1

j )).

На iнтервалi без iмпульсiв розв’язок z(t) задовольняє нерiвнiсть

‖z(t)‖α ≤ ‖U(t, t1)z0‖α +

∫ t

t1

‖AαU(t, s)f̃(s, z(s))‖ds ≤

≤M1e
−β(t−t1)‖z(t1)‖α +

∫ t

t1

M1M0e
−β(t−s)

(t− s)α
‖z(s)‖αds.

Тодi за лемою 3.15

‖z(t)‖α ≤M1C̃e
−β(t−t1)‖z(t1)‖α, t− t1 ≤ Q. (3.105)

Отже, якщо початковi данi належать до обмеженої областi з Xα, то вiд-
повiднi розв’язки рiвномiрно обмеженi для t з обмеженого iнтервалу.

Позначимо

J = ∪jJj, Jj = (max{τ̃ 0
j−1, τ̃

1
j−1},min{τ̃ 0

j , τ̃
1
j }] = (τ̃ ′′j−1, τ̃

′
j].

Покажемо, що при достатньо малому N1 рiзниця |τ̃ 1
j − τ̃ 0

j | оцiнюється
через z(τ̃ ′j) таким чином:

|τ̃ 0
j − τ̃ 1

j | ≤
N1

1− K̃1N1θ−1
‖z(τ̃ ′j)‖α = K̃2N1‖z(τ̃ ′j)‖α. (3.106)

Припустимо, що τ̃ 0
j ≥ τ̃ 1

j = τ̃ ′j. Тодi, використовуючи (3.97), отри-
муємо

|τ̃ 1
j − τ̃ 0

j | ≤ N1‖u0(τ̃
1
j ) + z(τ̃ 1

j )− u0(τ̃
0
j )‖α ≤
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≤ N1‖z(τ̃ 1
j )‖α +N1

∥∥∥∫ τ̃0j

τ̃1j

d

dξ
u0(ξ)dξ

∥∥∥
α
≤ N1‖z(τ̃ 1

j )‖α + θ−1K̃1N1|τ̃ 0
j − τ̃ 1

j |.

Отже, виконується (3.106).
Якщо τ̃ 1

j ≥ τ̃ 0
j = τ̃ ′j, то

|τ̃ 1
j − τ̃ 0

j | ≤ N1‖u0(τ̃
1
j ) + z(τ̃ 1

j )− u0(τ̃
0
j )‖α ≤

≤ N1‖u0(τ̃
1
j ) + z(τ̃ 1

j )− u0(τ̃
0
j )− z(τ̃ 0

j ) + z(τ̃ 0
j )‖α ≤

≤ N1‖z(τ̃ 0
j )‖α +N1‖u(τ̃ 1

j )− u(τ̃ 0
j )‖α ≤

≤ N1‖z(τ̃ 0
j )‖α +N1

∥∥∥∫ τ̃1j

τ̃0j

d

dξ
u(ξ)dξ

∥∥∥
α
,

оскiльки за означенням u(ξ) = u0(ξ) + z(ξ). Звiдси отримуємо (3.106). З
останнiх формул також отримуємо оцiнку

‖u0(τ̃
1
j ) + z(τ̃ 1

j )− u0(τ̃
0
j )‖α ≤ ‖z(τ̃ ′j)‖α + θ−1K̃1|τ̃ 1

j − τ̃ 0
j | ≤

≤

(
1 +

θ−1N1K̃1

1− θ−1N1K̃1

)
‖z(τ̃ ′j)‖α ≤ K̃3‖z(τ̃ ′j)‖α. (3.107)

Для t ∈ (τ̃ ′′i , τ̃
′
i+1] маємо

‖z(t)‖α = ‖U(t, t0)z0‖α +

∫ t

t0

‖U(t, s)f̃(s, z(s))‖αds +

+
∥∥∥ ∑
t0<τ̃0j<t

U(t, τ̃ 0
j )g̃0

j +
∑

t0<τ̃1j<t

U(t, τ̃ 1
j )g̃j(z(τ̃ 1

j ))
∥∥∥
α
≤

≤ ‖U(t, t0)z0‖α +

∫ τ̃ ′1

t0

‖U(t, s)f̃(s, z(s))‖αds +

+
i−1∑
j=1

∫ τ̃ ′j+1

τ̃ ′′j

‖U(t, s)f̃(s, z(s))‖αds+
i∑

j=1

∫ τ̃ ′′j

τ̃ ′j

‖U(t, s)f̃(s, z(s))‖αds+

+

∫ t

τ̃ ′′i

‖U(t, s)f̃(s, z(s))‖αds +

+ ‖
∑

t0<τ̃0j<t

U(t, τ̃ 0
j )g̃0

j +
∑

t0<τ̃1j<t

U(t, τ̃ 1
j )g̃j(z(τ̃ 1

j ))‖α. (3.108)
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На iнтервалi [t0, τ̃
′
1] розв’язок z(t) задовольняє оцiнку

‖z(t)‖α ≤M1C̃e
−β(t−t0)‖z0‖α, t ∈ [t0, τ̃

′
1]. (3.109)

Для t ∈ (τ̃ ′′1 , τ̃
′
2] нерiвнiсть (3.108) переписується таким чином:

‖z(t)‖α ≤ ‖U(t, t0)z0‖α +

∫ τ̃ ′1

t0

‖U(t, s)f̃(s, z(s))‖αds +

+

∫ τ̃ ′′1

τ̃ ′1

‖U(t, s)f̃(s, z(s))‖αds+

∫ t

τ̃ ′′1

‖U(t, s)f̃(s, z(s))‖αds +

+ ‖U(t, τ̃ 0
1 )g̃0

1 + U(t, τ̃ 1
1 )g̃j(z(τ̃ 1

1 ))‖α. (3.110)

Використовуючи (3.103), (3.106) i (3.107), зробимо перетворення∫ τ̃ ′′1

τ̃ ′1

‖U(t, s)f̃(s, z(s))‖αds + ‖U(t, τ̃ 0
1 )g̃0

1 + U(t, τ̃ 1
1 )g̃j(z(τ̃ 1

1 ))‖α ≤

≤ ‖AαU(t, τ̃ ′′1 )‖
∫ τ̃ ′′1

τ̃ ′1

‖U(τ̃ ′′1 , s)f̃(s, z(s))‖ds +

+ ‖U(t, τ̃ 1
1 )(g̃j(z(τ̃ 1

1 )) + g̃0
j )‖α + ‖(U(t, τ̃ 0

1 )− U(t, τ̃ 1
1 ))g̃0

j‖α ≤

≤M1e
−β(t−τ̃ ′′1 )|t− τ̃ ′′1 |−αMM0%|τ̃ ′′1 − τ̃ ′1| +

+ N1‖U(t, τ̃ 1
1 )‖α‖u0(τ̃

1
1 ) + z(τ̃ 1

1 )− u0(τ̃
0
1 )‖α +

+ ‖U(t, τ̃ ′′1 )(I − U(τ̃ ′′1 , τ̃
′
1))g̃

0
j‖α ≤

≤M1e
−β(t−τ̃ ′′1 )

(
MM0%

|τ̃ ′′1 − τ̃ ′1|
|t− τ̃ ′′1 |α

+ K̃3N1‖z(τ̃ ′1)‖α + C0
|τ̃ ′′1 − τ̃ ′1|
|t− τ̃ ′′1 |α

‖g̃0
1‖1

)
≤

≤M1N1e
−β(t−τ̃ ′′1 )

(
K̃4 +

K̃5

|t− τ̃ ′′1 |α

)
‖z(τ̃ ′1)‖α ≤

≤ P1N1e
−β(t−τ̃ ′′1 )|t− τ̃ ′′1 |−α‖z(τ̃ ′1)‖α, t ∈ (τ̃ ′′1 , τ̃

′
2], (3.111)

з деякою додатною сталою P1. Припускаючи, що ‖z(t)‖α ≤ ξ при
t ∈ [t0, τ̃

′
1], i пiдставляючи (3.108) i (3.111) в (3.110), отримуємо для

t ∈ (τ̃ ′′1 , τ̃
′
2]:
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‖z(t)‖α ≤M1e
−β(t−t0)‖z0‖α +

M1KξLQ
(t− τ̃ ′′1 )α

e−β(t−τ̃ ′′1 )

∫ τ̃ ′1

t0

‖z(s)‖αds +

+ P1N1e
−β(t−τ̃ ′′1 )(t− τ̃ ′′1 )−α‖z(τ̃ ′1)‖α +

+

∫ t

τ̃ ′′1

M1M0e
−β(t−s)(t− s)−α‖z(s)‖αds ≤

≤M1e
−β(t−t0)‖z0‖α

(
1 +

C̃(M2KξQ̃+ P2N1)

(t− τ̃ ′′1 )α

)
+

+

∫ t

τ̃ ′′1

M1M0

(t− s)α
e−β(t−s)‖z(s)‖αds,

де

M2 = LQM1e
β supj |τ̃ ′′j+1−τ̃ ′j |, P2 = P1e

β supj |τ̃ ′′j −τ̃ ′j |, Q̃ = max
j
{1, (τ̃ ′j+1 − τ̃ ′′j )}.

Позначимо також θ̃ = minj{1, (τ̃ ′j+1 − τ̃ ′′j )}.
Отже, для v(t) = eβt‖z(t)‖α отримуємо

v(t) ≤M1v(t0)

(
1 +

C̃(M2KξQ̃+ P2N1)

(t− τ̃ ′′1 )α

)
+

∫ t

τ̃ ′′1

M2M0

(t− s)α
v(s)ds.

За лемою 3.15 (формула (3.61)) для t ∈ (τ̃ ′′1 , τ̃
′
2]

‖z(t)‖α ≤M1C̃1‖z0‖αe−β(t−t0)

(
1 +

C̃(M2KξQ̃+ P2N1)

(t− τ̃ ′′1 )α

)
. (3.112)

Припустимо, що при t ∈ [t0, τ̃
′
i ] розв’язок u(t) лежить в Uα

% так, що
‖z(t)‖α = ‖u(t) − u0(t)‖α ≤ ξ для t ∈ ∪ij=1Jj з деяким ξ > 0. Зробивши
аналогiчнi (3.111) перетворення у (3.108), отримуємо для t ∈ Ji+1 :

‖z(t)‖α ≤M1e
−β(t−t0)‖z0‖α +

∫ τ̃ ′1

t0

M1KξLQe
−β(t−τ̃ ′′1 )‖z(s)‖αds +

+
i−1∑
j=2

∫ τ̃ ′j

τ̃ ′′j−1

M1KξLQe
−β(t−τ̃ ′′j )‖z(s)‖αds+

i−1∑
j=1

P1N1e
−β(t−τ̃ ′′j )‖z(τ̃ ′j)‖α +

+
1

(t− τ̃ ′′i )α

(∫ τ̃ ′i

τ̃ ′′i−1

M1KξLQe
−β(t−τ̃ ′′i )‖z(s)‖αds+ P1N1e

−β(t−τ̃ ′′i )‖z(τ̃ ′i)‖α

)
+
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+

∫ t

τ ′′i

M1M0e
−β(t−s)(t− s)−α‖z(s)‖αds. (3.113)

Аналогiчно до мiркувань наприкiнцi доведення теореми 3.16 за ме-
тодом математичної iндукцiї доведемо, що якщо ‖z(t)‖α ≤ ξ при
t ∈ ∪i−1

j=1Jj, то

‖z(t)‖α ≤M1C̃1‖z0‖αe−β(t−t0)

(
1 +

C̃1(M2KξQ̃+ P2N1)

(t− τ̃ ′′i )α

)
×

×

(
1 +

C̃1(M2KξQ̃+ P2N1)

(1− α)θ̃α

)i−2

для t ∈ (τ̃ ′′i−1, τ̃
′
i ].

Припустимо, що нерiвнiсть (3.114) виконується для t ∈ ∪nj=1Jj, i до-
ведемо її для t ∈ (τ̃ ′′n , τ̃

′
n+1]. Пiдставляючи у (3.113) нерiвнiсть (3.109) для

t ∈ [t0, τ̃
′
1] i нерiвнiсть (3.114) для t ∈ [τ̃ ′′j−1, τ̃

′
j], j = 2, ..., n, отримуємо для

t ∈ (τ̃ ′′n , τ̃
′
n+1] :

‖z(t)‖α ≤M1e
−β(t−t0)‖z0‖α ×

×

{(
1 + C̃1(e

β(τ̃ ′′1−t0)M1LQQ̃Kξ + eβ(τ̃ ′′1−τ̃ ′1)P1N1)
)

+

+
n−1∑
j=2

∫ τ̃ ′j

τ̃ ′′j−1

M1LQKξC̃1e
β(τ̃ ′′j −τ̃ ′′j−1)Aj−2

ξ

(
1 +

C̃1(M2KξQ̃+ P2N1)

(s− τ̃ ′′j−1)
α

)
ds+

+
n−1∑
j=2

P1N1C̃1e
β(τ̃ ′′j −τ̃ ′j)Aj−2

ξ

(
1 +

C̃1(M2KξQ̃+ P2N1)

(τ̃ ′j − τ̃ ′′j−1)
α

)
+

+
1

(t− τ̃ ′′n)α

∫ τ̃ ′n

τ̃ ′′n−1

M1LQKξC̃1e
β(τ̃ ′′n−τ̃ ′′n−1)An−2

ξ ×

×

(
1 +

C̃1(M2KξQ̃+ P2N1)

(s− τ̃ ′′n−1)
α

)
ds+

+
1

(t− τ̃ ′′n)α
P1N1C̃1e

β(τ̃ ′′n−τ̃ ′n)An−2
ξ

(
1 +

C̃1(M2KξQ̃+ P2N1)

(τ̃ ′n − τ̃ ′′n−1)
α

)}
+Bn(t) ≤
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≤M1e
−β(t−t0)‖z0‖α

{(
1 + C̃1(e

β(τ̃ ′′1−t0)M1LQQ̃Kξ + eβ(τ̃ ′′1−τ̃ ′1)P1N1)
)

+

+
n−1∑
j=2

M1LQKξC̃1e
β(τ̃ ′′j −τ̃ ′′j−1)Aj−2

ξ

(
Q̃+

Q̃C̃1(M2KξQ̃+ P2N1)

(1− α)θ̃α

)
ds+

+
n−1∑
j=2

P1N1C̃1e
β(τ̃ ′′j −τ̃ ′j)Aj−2

ξ

(
1 +

C̃1(M2KξQ̃+ P2N1)

θ̃α

)
+

+
1

(t− τ̃ ′′n)α
M1LQKξC̃1e

β(τ̃ ′′n−τ̃ ′′n−1)An−2
ξ

(
Q̃+

Q̃C̃1(M2KξQ̃+ P2N1)

(1− α)θ̃α

)
+

+
1

(t− τ̃ ′′n)α
P1N1C̃1e

β(τ̃ ′′n−τ̃ ′n)An−2
ξ

(
1 +

C̃1(M2KξQ̃+ P2N1)

θ̃α

)}
+Bn(t),

де

Aξ =

(
1 +

C̃(M2Q̃Kξ + P2N1)

(1− α)θ̃α

)
, Bn(t) =

∫ t

τ̃ ′′n

M2N1

(t− s)α
e−β(t−s)v(s)ds.

Як i ранiше, M2 = M1LQe
β supj |τ̃ ′′j −τ̃ ′′j−1|, P2 = P1e

β supj |τ̃ ′′j −τ̃ ′j |. Тому отри-
муємо

‖z(t)‖α ≤M1e
−β(t−t0)‖z0‖α ×

×

{
Aξ +

n−1∑
j=2

Aj−2
ξ M2KξC̃1Q̃

(
1 +

C̃1(M2KξQ̃+ P2N1)

(1− α)θ̃α

)
+

+
n−1∑
j=2

P2N1C̃1Aj−2
ξ

(
1 +

C̃1(M2KξQ̃+ P2N1)

θ̃α

)
+

+
1

(t− τ̃ ′′n)α
M2KξC̃1Q̃An−2

ξ

(
1 +

C̃1(M2KξQ̃+ P2N1)

(1− α)θ̃α

)
ds +

+
1

(t− τ̃ ′′n)α
P2N1C̃1An−2

ξ

(
1 +

C̃1(M2KξQ̃+ P2N1)

θ̃α

))}
+Bn(t) ≤

≤M1e
−β(t−t0)‖z0‖α

{
Aξ +

n−1∑
j=2

Aj−1
ξ

(
M2KξC̃1Q̃+ P2N1C̃1 + 1− 1

)
+
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+
An−1
ξ

(t− τ̃ ′′n)α

(
M2KξC̃1Q̃+ P2N1C̃1

)}
+ Bn(t) ≤

≤M1e
−β(t−t0)‖z0‖α

{
Aξ +

n−1∑
j=2

Aj−1
ξ (Aξ − 1) +

+
An−1
ξ

(t− τ̃ ′′n)α

(
M2KξC̃1Q̃+ P2N1C̃1

)}
+

+ Bn(t) ≤M1e
−β(t−t0)‖z0‖αAn−1

ξ

(
1 +

C̃1(M2KξQ̃+ P2N1)

(t− τ̃ ′′n)α

)
+ Bn(t).

Отже, для t ∈ (τ̃ ′′n , τ̃
′
n+1] функцiя v(t) = eβt‖z(t)‖α задовольняє нерiв-

нiсть

v(t) ≤ An−1
ξ

(
1 +

C̃1(M2KξQ̃+ P2N1)

(t− τ̃ ′′n)α

)
+M2N1

∫ t

τ̃ ′′n

(t− s)−αv(s)ds.

Застосовуючи (3.61), отримуємо (3.114).
За формулою (3.109), якщо ‖z0‖α ≤ δ = ε

M1C̃
, то ‖z(t)‖α ≤ ε при

t ∈ [t0, τ̃
′
1].

За формулою (3.112) розв’язок z(t) задовольняє нерiвнiсть ‖z(t)‖α < ε

на iнтервалi t ∈ [τ̃ ′′1 + η, τ̃ ′2], якщо

‖z0‖α ≤
ε

M1C̃1

eβ(τ̃ ′2−t0)

(
1 +

C̃1(M2KεQ̃+ P2N1)

ηα

)−1

.

Вiдповiдно розв’язок z(t) задовольняє нерiвнiсть ‖z(t)‖α < ε на iн-
тервалi t ∈ [τ̃ ′′i + η, τ̃ ′i+1], якщо

‖z0‖α ≤
ε

M1C̃1

eβ(τ̃ ′i−t0)

(
1 +

C̃1(M2KεQ̃+ P2N1)

ηα

)−1

A−i+1
ε .

Оскiльки Kε → 0 при ε → 0, то при досить малих ε > 0 й N1 > 0

виконується e−β(τ̃ ′i−t0)Ai−1
ε < 1 при всiх i. Це доводить асимптотичну

стiйкiсть розв’язку u0(t). Теорему доведено.
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Приклад. Розглянемо параболiчне рiвняння з нефiксованими момен-
тами iмпульсної дiї

ut = uxx + f(t, x), (3.114)

∆u

∣∣∣∣∣
t=τj(u)

= u(τj(u) + 0, x)− u(τj(u), x) = cju(τj(u, x)) (3.115)

з граничними умовами Дiрiхле

u(t, 0) = u(t, π) = 0 (3.116)

й поверхнями iмпульсної дiї τj(u) вигляду

τj(u) = σj − bj
∫ π

0

u2(ξ)dξ, (3.117)

де x ∈ [0, π], t ≥ 0, функцiя f(t, x) гельдерова, ω-перiодична за t й на-
лежить до L2(0, π) при кожному фiксованому t, послiдовностi додатних
чисел {bj} i {cj} p-перiодичнi bj+p = bj, cj+p = cj, j ∈ Z, додатне число
σ задовольняє рiвнiсть σp = ω.

Позначимо

X = L2(0, π), A = − ∂2

∂x2
, X1 = D(A) = H2(0, π) ∩H1

0(0, π).

Оператор A є секторiальним iз простими власними числами λk = k2

i вiдповiдними власними функцiями

ϕk(x) =

(
2

π

)1/2

sin kx, k = 1, 2, ....

Оператор (−A) генерує аналiтичну напiвгрупу e−At.
Для функцiї v ∈ X є розклад

v =
∞∑
k=1

ak sin kx, ak =
1

π

∫ π

0

v(x) sin kxdx.

Тодi

Av =
∞∑
k=1

k2ak sin kx, Aαv =
∞∑
k=1

k2αak sin kx, e−Atv =
∞∑
k=1

e−k
2tak sin kx,
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а також
X1/2 = D(A1/2) = H1

0(0, π).

Розглянемо iмпульсне рiвняння (3.114)–(3.116) як абстрактне рiвняння у
просторi H1

0(0, π) :

dv

dt
+ Av = f(t), (3.118)

v(τj(v) + 0)− v(τj(v)) = gj(v(τj(v))), (3.119)

де f : R×X1/2 → X, gj(v) = cjv.

Аналогiчно [20] перевiряємо, що в областi D = {v : ‖v‖1/2 ≤ ρ} з
деяким ρ > 0 вiдсутнє биття, тобто розв’язки перетинають кожну з по-
верхонь iмпульсiв τj(v) не бiльш нiж один раз.

Розглянемо простiр N p-перiодичних послiдовностей y = {yj},
yj ∈ X1/2, yj+p = yj iз нормою ‖y‖S = supj ‖yj‖1/2.

Зафiксуємо y = {yj} ∈ N, ‖y‖S = supj ‖yj‖1/2 ≤ ρ, i розглянемо
рiвняння з фiксованими моментами iмпульсної дiї

dv

dt
+ Av = f(t), t 6= τj(yj), (3.120)

v(τj(yj) + 0)− v(τj(yj)) = cjv(τj(yj)), j ∈ Z. (3.121)

Вочевидь, послiдовнiсть {τj(yj)} задовольняє умову перiодичностi
τj+p(yj+p)− τj(yj) = ω. Рiвняння (3.120), (3.121) має єдиний перiодичний
розв’язок v∗(t, y), який задовольняє iнтегральне рiвняння

v(t, y) =

∫ t

−∞
e−A(t−τ)f(τ)dτ +

∑
τj<t

e−A(t−τj(yj))cjv(τj(yj)).

Якщо вибрати перiодичну послiдовнiсть y∗ = {y∗j}, y∗j ∈ X1/2, таку,
що

u∗(τj(y
∗
j ), y

∗) = y∗j

для всiх j ∈ Z, то функцiя v∗(t, y∗) буде перiодичним розв’язком рiвнян-
ня (3.118), (3.119). Для доведення у просторiN розглянемо вiдображення
S : N→ N,

S(y) = {v∗(τj(yj), y)}j∈Z.
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Вiдображення S переводить деяку область U0 = {y ∈ N, ‖y‖S ≤ ρ} в
себе. Аналогiчно до [20], застосовуючи теорему Шаудера, доводимо, що
в областi U0 вiдображення S має нерухому точку. При достатньо малих
c = supj cj й b = supj bj нерухома точка єдина. Їй вiдповiдає єдиний у D
перiодичний розв’язок рiвняння (3.118) – (3.119). За теоремою 3.20 вiн
асимптотично стiйкий вiдповiдно до означення 3.18.
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Висновки до роздiлу 3

У даному роздiлi дослiджено систему диференцiальних рiвнянь Лотки –
Вольтерра з дифузiєю й iмпульсною дiєю, а також еволюцiйне рiвняння
з iмпульсною дiєю в абстрактному банаховому просторi.

Зокрема, розглянуто систему диференцiальних рiвнянь Лотки –
Вольтерра з дифузiєю

∂u(t, x)

∂t
= µ1∆u(t, x) +

+ u(t, x) (a1(t, x)− b1(t, x)u(t, x)− c1(t, x)v(t, x)) ,

∂v(t, x)

∂t
= µ2∆v(t, x) +

+ v(t, x) (a2(t, x)− b2(t, x)u(t, x)− c2(t, x)v(t, x)) ,

x ∈ Ω, t 6= τk
(
u(t, .), v(t, .)

)
, з крайовими умовами Неймана

∂u(t, x)

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

= 0,
∂v(t, x)

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

= 0,

та загалом нефiксованими моментами iмпульсної дiї

u(t+ 0, x)− u(t, x) = d1ku(t, x) + q1k,

v(t+ 0, x)− v(t, x) = d2kv(t, x) + q2k,

t = τk
(
u(t, .), v(t, .)

)
= θj + rj

∫
Ω

(
u2(t, ξ) + v2(t, ξ)

)
dξ, k ∈ Z.

Ω ⊂ Rn — обмежена область iз гладкою границею ∂Ω, Ω̄ = Ω∪∂Ω, ∂/∂n—
похiдна вздовж зовнiшньої нормалi, ∆u = ∂2u/∂x2

1 + . . . + ∂2u/∂x2
n. Iм-

пульсна дiя вiдбувається в моменти часу t = τk
(
u(t, .), v(t, .)

)
, якi в за-

гальному випадку залежать вiд розв’язкiв. Цi моменти рiвномiрно вiддi-
ленi один вiд iншого.

Система описує взаємодiю двох бiологiчних видiв, якi нерiвномiрно
розподiленi у просторi й зазнають короткочасного зовнiшнього впливу
в моменти часу τk. Функцiї u(t, x) i v(t, x) визначають щiльнiсть двох



137

бiологiчних видiв у момент часу t i просторовiй точцi x. Виходячи з
бiологiчної iнтерпретацiї, функцiї вважаються невiд’ємними.

У випадку фiксованих моментiв iмпульсної дiї (t = τk) знайдено до-
статнi умови перманентностi системи, коли кiлькiсть iндивiдiв кожно-
го виду стабiлiзується в деякiй обмеженiй областi, вiддiленiй вiд нуля.
Знайдено умови iснування, єдиностi й асимптотичної стiйкостi кусково-
неперервного майже перiодичного розв’язку зi значеннями в областi пер-
манентностi.

У випадку нефiксованих моментiв iз поверхнями iмпульсiв знайдено
достатнi умови iснування, єдиностi й асимптотичної стiйкостi кусково-
неперервного майже перiодичного розв’язку.

Також отримано умови стiйкостi обмеженого розв’язку для рiвняння
з нефiксованими моментами iмпульсної дiї

du

dt
+ Au = f(t, u), t 6= τj(u),

u(τj(u) + 0)− u(τj(u)) = gj(u), j ∈ Z,

де u : R → X, X — банаховий простiр, A — секторiальний оператор у
X, послiдовнiсть {τj(u)} функцiй X → R строго зростає для u з деякої
областi простору X.

Основнi результати:
– встановлено умови iснування й асимптотичної стiйкостi строго

додатних кусково-неперервних майже перiодичних розв’язкiв систем
диференцiальних рiвнянь Лотки –Вольтерра з дифузiєю й моментами
iмпульсної дiї — як фiксованими, так i нефiксованими;

– у абстрактному банаховому просторi отримано умови стiйкостi
обмеженого розв’язку нелiнiйного еволюцiйного рiвняння з секторiаль-
ним оператором у лiнiйнiй частинi й нефiксованими моментами iмпульс-
ної дiї.
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ВИСНОВКИ

Дисертацiйну роботу присвячено дослiдженню iснування i стiйкостi iн-
варiантних торiв багаточастотних систем i кусково-неперервних майже
перiодичних розв’язкiв диференцiальних рiвнянь iз iмпульсною дiєю.

У роботi отримано такi науковi результати:
– встановлено достатнi умови iснування i стiйкостi iнварiантного то-

ра при малому збуреннi правої частини слабконелiнiйної багаточастотної
автономної системи диференцiальних рiвнянь у критичному випадку вiд-
повiдної незбуреної системи;

– знайдено умови iснування й асимптотичної стiйкостi кусково-
неперервних майже перiодичних розв’язкiв систем диференцiальних рiв-
нянь iз запiзненням i нефiксованими моментами iмпульсної дiї;

– встановлено умови iснування й асимптотичної стiйкостi строго до-
датних кусково-неперервних майже перiодичних розв’язкiв систем дифе-
ренцiальних рiвнянь Лотки –Вольтерра з дифузiєю й моментами iмпуль-
сної дiї — як фiксованими, так i нефiксованими;

– у абстрактному банаховому просторi отримано умови стiйкостi
обмеженого розв’язку нелiнiйного еволюцiйного рiвняння з секторiаль-
ним оператором у лiнiйнiй частинi й нефiксованими моментами iмпуль-
сної дiї.

Одержанi в дисертацiйнiй роботi результати й методика їхнього отри-
мання можуть бути використанi для вивчення питань iснування i стiй-
костi iнварiантних торiв багаточастотних систем i кусково-неперервних
майже перiодичних розв’язкiв диференцiальних рiвнянь iз iмпульсною
дiєю. Також їх може бути використано для дослiдження задач механiки,
бiологiї й iнших галузей науки й технiки, математичними моделями яких
є вiдповiднi рiвняння.
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