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АНОТАЦIЯ

Герасимова Т.Г. Лiнiйно-алгебраїчнi методи в теорiї операторiв. —

Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математичних

наук за спецiальнiстю 01.01.06 "Алгебра та теорiя чисел". — Київський на-

цiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка. — Iнститут математики На-

цiональної академiї наук України, Київ, 2020.

В дисертацiйнiй роботi розглядаються певнi класифiкацiйнi задачi лiнiй-

ної алгебри, а саме: класифiкацiя взаємоанулюючих матриць над будь-яким

полем, класифiкацiя матриць якi є самоконгруентими за допомогою матриць

з одиничним визначником, критерiї унiтарної подiбностi для матриць в за-

гальному положеннi та нормальних матриць, та зведення пар кососиметри-

чних матриць до канонiчної форми вiдносно конгруентностi.

В першому роздiлi розглядається задача класифiкацiї пар взаємоанулю-

ючих операторiв A,B ∶ V → V, AB = BA = 0 на скiнченновимiрному ве-

кторному просторi V . Пари (A,B) були класифiкованi I. Гельфандом та

В. Пономарьовим [30] над алгебраїчно замкненим полем методом лiнiйних

вiдношень та Л. Назаровою, А. Ройтером, В. Сергейчуком та В. Бондарен-

ко [54] над довiльним полем F з класифiкацiї скiнченнопороджених моду-

лiв над дiадою двох дедекiндових кiлець. В цьому роздiлi наданi канонiчнi

форми матриць (A,B) над будь-яким полем у явнiй формi, а також дано

конструктивне доведення: матрицi (A,B) послiдовно зводяться до їх кано-

нiчних форм перетвореннями подiбностi (A,B) ↦ (S−1AS,S−1BS), де S —

певна невироджена матриця.

На це дослiдження надихнула стаття Облак, в якiй характеризуються

усi можливi пари канонiчних форм Жордана (JA, JB) для пар (A,B) вза-

ємоанулюючих матриць AB = BA = 0 над алгебраїчно замкненим полем.

Для цього, одна матриця зводиться до Жорданової нормальної форми, а
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далi використовуються тiльки тi перетворення подiбностi, що зберiгають її

та зводять другу матрицю до простої форми. В цьому роздiлi продовжено

зведення другої матрицi поки не отримано канонiчну форму (A,B).
Д. Доковiч та Ф. Зехтман [19] розглянули векторний простiр V , надiлений

бiлiнiйною формою. Вони довели, що iзометрiї V над полем F характери-

стики вiдмiнної вiд 2 мають визначник 1 тодi та тiльки тодi коли V не має

ортогональних доданкiв непарної розмiрностi (випадок характеристики 2

був також розглянутий). Їх доведення базується на класифiкацiї бiлiнiйних

форм Рiма. Е. Коклi, Ф. Допiко та Р. Джонсон [14] надали iнше доведення

цього критерiю над R та C, використовуючи канонiчнi пари Томпсона [69]

симетричних та кососиметричних матриць вiдносно конгруентностi. Нехай

M — матриця бiлiнiйної форми на V . В другому роздiлi дисертацiйної ро-

боти наведено iнше доведення цього критерiю над F та отримано необхiднi

та достатнi умови, використовуючи канонiчнi формиM для конгруентностi,

пари (MT ,M) для еквiвалентностi, та M−TM (якщо M невироджена) для

подiбностi.

Класичною задачею лiнiйної алгебри є наступна: якщо A та B комплекснi

квадратнi матрицi, тодi як можна визначити чи A та B унiтарно подiбнi

(тобто, U−1AU = B для унiтарної U)? Бiльш точно, якi iнварiанти повнiстю

визначають матрицю з точнiстю до унiтарної подiбностi?

Нагадаємо декiлька вiдомих розв’язкiв цiєї задачi:

Теорема Шпехта. Матрицi A та B унiтарно подiбнi тодi та тiльки тодi,

коли

trace ω(A,A∗) = trace ω(B,B∗)

для усiх слiв ω з двох некомутуючих змiнних.

Алгоритм Лiтлвуда. Лiтлвуд побудував алгоритм, що зводить кожну ква-

дратную комплексну матрицю A перетворенням подiбностi до певної

матрицi Acan таким чином, що A та B унiтарно подiбнi тодi та тiльки
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тодi, якщо вони зводяться до однакової матрицi Acan = Bcan. Таким чи-

ном, матрицi, що не змiннi за цим алгоритмом є канонiчними вiдносно

унiтарної подiбностi.

Критерiй Арвесона. Нехай A та B — це n× n комплекснi матрицi, та не-

хай A не унiтарно подiбна до прямої суми квадратних матриць менших

розмiрiв. Тодi A та B унiтарно подiбнi тодi та тiльки тодi, коли

∥H0⊗In+H1⊗A∥sp = ∥H0⊗In+H1⊗B∥sp для усiх H0,H1 ∈ Cn×n, (1)

де ∥M∥sp — спектральна норма матрицiM . Спектральна норма матрицi

M — це найбiльше сингулярне числоM ( квадратний корiнь найбiльшо-

го власного числа додатньонапiввизначеної матрицiM∗M). Спектраль-

на норма — це спецiальний випадок операторної норми оскiльки

∥M∥sp = max
∣v∣=1

∣Mv∣

в якiй ∣ ⋅ ∣ — це Евклiдова норма векторiв.

В дисертацiї показано, що спектральна норма в критерiї Арвесона не мо-

же бути замiнена на норму Фробенiуса

∥C∥ ∶=
√
∑ ∣cij ∣2 для кожної C = [cij] ∈ Cm×n.

Мета цього роздiлу надати критерiй унiтарної подiбностi матриць, що є

аналогом критерiю Арвесона (3.3), але з многочленами над C замiсть ма-

тричних многочленiв.

Норма Фробенiуса для матриць не змiнюється при множеннi на унiтарнi

матрицi. Таким чином, якщо A та B унiтарно подiбнi матрицi, тодi ∥A∥ =
∥B∥; бiльш того,

∥h(A)∥ = ∥h(B)∥ для усiх h ∈ C[x].

Доведено, що зворотнє твердження виконується, якщо A — це верхньо-

трикутна матриця Тьоплiца з ненульовою головною дiагоналлю та B — до-

вiльна матриця.
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Зворотнє твердження не виконується навiть для матриць

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0

0 0 2

0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 2 0

0 0 1

0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Доведено, що A та B унiтарно подiбнi тодi та тiльки тодi, якщо

∥h(Ak)∥ = ∥h(Bk)∥ для усiх h ∈ C[x] та k = 1, . . . , n,

де Ak ∶= [aij]ki,j=1 та Bk ∶= [bij]ki,j=1 є лiдуючими основними k × k пiдматри-

цями A та B, та ∥ ⋅ ∥ — норма Фробенiуса.

У наступному роздiлi надано декiлька критерiїв унiтарної подiбностi нор-

мальної матрицi A та довiльної матрицi B у термiнах норми Фробенiуса та

спектральної норми, характеристичних многочленiв та слiдiв матриць.

Нехай S1, S2, S3, S4 — задана скiнченна множина пар n-на-n комплексних

матриць. В п’ятому роздiлi наведений алгоритм, що визначає за скiнченну

кiлькiсть обчислень, чи iснує одна унiтарна матриця U така, що матрицi

кожної пари з S1 унiтарно подiбнi за допомогою U , матрицi кожної пари з

S2 унiтарно конгруентнi за допомогою U , матрицi кожної пари з S3 унiтарно

подiбнi за допомогою Ū , та матрицi кожної пари з S4 унiтарно конгруентнi

за допомогою Ū .

Ця задача включає як спецiальний випадок задачу визначення чи скiн-

ченна кiлькiсть пар матриць є одночасно унiтарно подiбними (S2 = S3 =
S4 = ∅), а також задачу визначення чи скiнченна кiлькiсть пар матриць є

одночасно унiтарно конгруентними (S1 = S3 = S4 = ∅).
В останньму роздiлi надано алгоритм, що для кожної пари кососиметри-

чних матриць будує її регуляцiйний розклад. Канонiчна форма пари (A,B)
вiдносно конгруентностi гарантує, що (A,B) — регулярна частина (A,B) —

визначена з точнiстю до конгруентностi, та (A1, B1), . . . , (At, Bt) — виро-

дженi доданки — однозначно визначенi з точнiстю до перестановок.
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Надано регуляцiйний алгоритм, що використовує елементарнi перетворе-

ння матриць та кожнiй парi кососиметричних матриць над полем характе-

ристики не 2 будує її регуляцiйний розклад вiдносно конгруентностi. Регуля-

цiйнi алгоритми були побудованi для матричних пучкiв В. Дуреном [70], для

циклiв лiнiйних вiдображень В. Сергейчуком [65] та А. Варгою [71], та для

квадратних матриць вiдносно конгруентностi та *конгруентностi Р. Хорном

та В. Сергейчуком [39].

Регуляцiйний розклад — це перший крок до зведення (A,B) до її канонi-

чної форми вiдносно конгруентностi: кожна пара кососиметричних матриць

над алгебраїчно замкненим полем F характеристики не 2 конгруентна пря-

мiй сумi, визначенiй однозначно з точнiстю до перестановки доданкiв, пари

цих форм

Jn(λ) ∶=
⎛
⎝

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 In

−In 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 Jn(λ)
−Jn(λ)T 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

⎞
⎠

(λ ∈ F), Kn, Ln,

де

Jn(λ) ∶=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

λ 0

1 λ

⋱ ⋱
0 1 λ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(n-на-n).

Якщо F не алгебраїчно замкнене, тодi Jn(λ) замiнено на будь-якi нероз-

кладнi канонiчнi матрицi вiдносно подiбностi; наприклад, Jn(λ) може бути

замiнений на блок Фробенiуса

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 −cn
1 ⋱ ⋮
⋱ 0 −c2

0 1 −c1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

в якому p(x)` = xn+c1xn−1+⋅ ⋅ ⋅+cn — цiлий степiнь многочлена p(x), що не-

звiдний над F. Ця канонiчна форма пар кососиметричних матриць вiдносно

конгруентностi була наведена Шарлау [67] в термiнах модулiв Кронекера.
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Надано iнше доведення канонiчних форм пар кососиметричних матриць

над алгебраїчно замкненим полем на основi регуляцiйного алгоритму.

Дмитришин та Крьогрстрьом [17,18] побудували мiнiверсальнi трансфор-

мацiї пар кососиметричних матриць (A,B) вiдносно подiбностi та вивчили

як маленькi збурення A та B змiнюють канонiчнi форми (A,B) вiдносно

конгруентностi.

Розглянутi задачi належать до напрямку, в якому працюють багато укра-

їнських та iноземних науковцiв. Все вищезазначене свiдчить про актуаль-

нiсть теми дисертацiї.

Ключовi слова: канонiчна форма, унiтарна подiбнiсть, конгруентнiсть, ал-

горитм регуляризацiї.

ABSTRACT

Gerasimova T.G. Linear-algebraic methods in operator theory. —

Manuscript.

Thesis for the scientific degree of Candidate of Physical and Mathematical Sci-

ences on the speciality 01.01.06 "Algebra and the theory of numbers". — Taras

Shevchenko National University of Kyiv. — Institute of Mathematics, NAS of

Ukraine, Kyiv, 2020.

Several aspects of the classification problem in linear algebra are considered:

classification of pairs of mutually annihilating operators, classification of matrices

that are self-congruent only via matrices of determinant one, criterion of unitary

similarity for upper triangular matrices in general position and normal matrices,

simultaneous unitary equivalences, and reduction of a pair of skew-symmetric

matrices to its canonical form under congruence.

Pairs (A,B) of mutually annihilating operators AB = BA = 0 on a fi-

nite dimensional vector space over an algebraically closed field were classified
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by Gelfand and Ponomarev [30] by method of linear relations. The classificati-

on of (A,B) over any field was derived by Nazarova, Roiter, Sergeichuk, and

Bondarenko [54] from the classification of finitely generated modules over a dyad

of two local Dedekind rings. It is given canonical matrices of (A,B) over any

field in an explicit form and our proof is constructive: the matrices of (A,B)
are sequentially reduced to their canonical form by similarity transformations

(A,B)↦ (S−1AS,S−1BS).
This research was inspired by Oblak’s article, in which she characterizes all

possible pairs of Jordan canonical forms (JA, JB) for pairs (A,B) of mutually

annihilating matrices AB = BA = 0 over an algebraically closed field. For this

purpose, she puts one matrix in Jordan form, then she uses only those similarity

transformations that preserve it and reduces the second matrix to a simple form.

We continue to reduce the second matrix until obtain a canonical form of (A,B).
-Docović and Szechtman [19] considered a vector space V endowed with a

bilinear form. They proved that all isometries of V over a field F of characteristic

not 2 have determinant 1 if and only if V has no orthogonal summands of odd

dimension (the case of characteristic 2 was also considered). Their proof is based

on Riehm’s classification of bilinear forms. Coakley, Dopico, and Johnson [14]

gave another proof of this criterion overR andC using Thompson’s [69] canonical

pairs of symmetric and skew-symmetric matrices for congruence. Let M be the

matrix of the bilinear form on V . It is given another proof of this criterion

over F using our canonical matrices for congruence and obtain necessary and

sufficient conditions involving canonical forms ofM for congruence, of (MT ,M)
for equivalence, and of M−TM (if M is nonsingular) for similarity.

A classical problem in linear algebra is the following one: if A and B are square

complex matrices, then how can one determine whether A and B are unitarily

similar (i.e., U−1AU = B for a unitary U)? More precisely, which invariants

completely determine a matrix up to unitary similarity?

Let us recall several known solutions to this problem:
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Specht’s theorem. Matrices A and B are unitarily similar if and only if

trace ω(A,A∗) = trace ω(B,B∗)

for all words ω in two noncommuting variables.

Littlewood’s algorithm. Littlewood constructed an algorithm that reduces

each square complex matrix A by transformations of unitary similarity to

some matrix Acan in such a way that A and B are unitarily similar if and

only if they reduce to the same matrix Acan = Bcan. Thus, the matrices

that are not changed by Littlewood’s algorithm are canonical with respect

to unitary similarity.

Arveson’s criterion. Let A and B be n × n complex matrices, and suppose

that A is not unitarily similar to a direct sum of square matrices of smaller

sizes. Then A and B are unitarily similar if and only if

∥H0 ⊗ In +H1 ⊗A∥sp = ∥H0 ⊗ In +H1 ⊗B∥sp for all H0,H1 ∈ Cn×n, (2)

where ∥M∥sp is the spectral norm of M . The spectral norm of M is the

largest singular value ofM (which is the square root of the largest eigenvalue

of the positive-semidefinite matrix M∗M). The spectral norm is a special

case of the operator norm since

∥M∥sp = max
∣v∣=1

∣Mv∣

in which ∣ ⋅ ∣ is the Euclidean norm of vectors.

We show that the spectral norm in Arveson’s criterion cannot be replaced by

the Frobenius norm

∥C∥ ∶=
√
∑ ∣cij ∣2 for each C = [cij] ∈ Cm×n.

The purpose of this chapter is to give a criterion for unitary similarity of

matrices that is analogous to Arveson’s condition (3.3), but with polynomials

over C instead of matrix polynomials.
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The Frobenius norm of a matrix does not change under multiplication by

unitary matrices. Hence, if A and B are unitarily similar matrices, then ∥A∥ =
∥B∥; moreover,

∥h(A)∥ = ∥h(B)∥ for all h ∈ C[x]. (3)

We prove that the converse statement holds if A is an upper triangular Toepli-

tz matrix with nonzero superdiagonal and B is arbitrary.

The converse statement does not hold even for the matrices

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0

0 0 2

0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 2 0

0 0 1

0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(4)

We prove that A and B are unitarily similar if and only if

∥h(Ak)∥ = ∥h(Bk)∥ for all h ∈ C[x] and k = 1, . . . , n,

whereAk ∶= [aij]ki,j=1 andBk ∶= [bij]ki,j=1 are the leading principal k×k submatri-

ces of A and B, and ∥ ⋅ ∥ is the Frobenius norm.

It is given several criteria of unitary similarity of a normal matrix A and any

matrix B in terms of the Frobenius and spectral norms, characteristic polynomi-

als, and traces of matrices.

Let S1, S2, S3, S4 be given finite sets of pairs of n-by-n complex matrices. It is

described an algorithm to determine, with finitely many computations, whether

there is a single unitary matrix U such that each pair of matrices in S1 is unitarily

similar via U , each pair of matrices in S2 is unitarily congruent via U , each pair

of matrices in S3 is unitarily similar via Ū , and each pair of matrices in S4 is

unitarily congruent via Ū .

This problem includes as special cases the problem of determining whether

finitely many pairs of matrices are simultaneously unitarily similar (S2 = S3 =
S4 = ∅) as well as the problem of determining whether finitely many pairs of

matrices are simultaneously unitarily congruent (S1 = S3 = S4 = ∅).
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We give an algorithm that for each pair of skew-symmetric matrices constructs

its regularization decomposition.

The canonical form of (A,B) under congruence ensures that (A,B) — the

regular part of (A,B)— is determined up to congruence, and (A1, B1), . . . , (At, Bt)
— the singular summands — are determined uniquely up to permutations.

We give a regularization algorithm that uses elementary transformations of

matrices and for each pair of skew-symmetric matrices over a field of characteri-

stic not 2 constructs its regularization decomposition under congruence. Regulari-

zation algorithms were constructed for matrix pencils by Van Dooren [70], for

cycles of linear mappings by Sergeichuk [65] and Varga [71], and for square matri-

ces under congruence and *congruence by Horn and Sergeichuk [39].

The regularization decomposition is the first step towards the reduction of

(A,B) to its canonical form under congruence: each pair of skew-symmetric

matrices over an algebraically closed field F of characteristic not 2 is congruent

to a direct sum, determined uniquely up to permutation of summands, of pairs

of the form

Jn(λ) ∶=
⎛
⎝

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 In

−In 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 Jn(λ)
−Jn(λ)T 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

⎞
⎠

(λ ∈ F), Kn, Ln,

where

Jn(λ) ∶=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

λ 0

1 λ

⋱ ⋱
0 1 λ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(n-by-n).

If F is not algebraically closed, then Jn(λ) is replaced by any indecomposable

canonical matrix for similarity; for example, Jn(λ) can be replaced by a Frobeni-

us block ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 −cn
1 ⋱ ⋮
⋱ 0 −c2

0 1 −c1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,
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in which p(x)` = xn + c1xn−1 + ⋅ ⋅ ⋅ + cn is an integer power of a polynomial

p(x) that is irreducible over F. This canonical form of pairs of skew-symmetric

matrices under congruence was given by Scharlau [67] in terms of Kronecker’s

modules.

We give another proof of the canonical form of a pair of skew-symmetric

matrices over an algebraically closed field based on the regularization algorithm.

Dmytryshyn and K̊agström [17, 18] construct miniversal deformations of a

pair of skew-symmetric matrices (A,B) under congruence and study how small

perturbations of A and B change the canonical form of (A,B) under congruence.
Keywords : canonical form, unitary similarity, congruence, regularizing algori-

thm.
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Вступ

Актуальнiсть теми. В дисертацiйнiй роботi розглядаються певнi класи-

фiкацiйнi задачi лiнiйної алгебри, а саме: класифiкацiя взаємоанулюючих

матриць над будь-яким полем, класифiкацiя матриць якi є самоконгруен-

тими за допомогою матриць з одиничним визначником, критерiї унiтарної

подiбностi для матриць в загальному положеннi та нормальних матриць,

та зведення пар кососиметричних матриць до канонiчної форми вiдносно

конгруентностi.

В першому роздiлi розглядається задача класифiкацiї пар взаємоанулю-

ючих операторiвA,B ∶ V → V, AB = BA = 0 на скiнченновимiрному вектор-

ному просторi V . Пари (A,B) були класифiкованi I. Гельфандом та В. По-

номарьовим над алгебраїчно замкненим полем та Л. Назаровою, А. Ройте-

ром, В. Сергейчуком та В. Бондаренко над довiльним полем F як модулi

над F[x, y]/(xy). В цьому роздiлi дисертацiйної роботи дано конструктивне

доведення теореми про канонiчну форму пари (A,B) взаємоанулюючих опе-

раторiв над довiльним полем. Наводиться алгоритм для зведення матриць

пари до канонiчних форм вiдносно перетворень подiбностi.

Д. Доковiч та Ф. Зехтман розглянули векторний простiр V , надiлений

бiлiнiйною формою. Вони довели, що iзометрiї V над полем F характери-

стики вiдмiнної вiд 2 мають визначник 1 тодi та тiльки тодi коли V не має

ортогональних доданкiв непарної розмiрностi (випадок характеристики 2

був також розглянутий). Їх доведення базується на класифiкацiї Рiма бiлi-

нiйних форм. Е. Коклi, Ф. Допiко та Р. Джонсон надали iнше доведення



18

цього критерiю над R та C використовуючи топмсонiвськi канонiчнi пари

симетричних та кососиметричних матриць вiдносно конгруентностi. Нехай

M — матриця бiлiнiйної форми на V . В другому роздiлi дисертацiйної ро-

боти наведено iнше доведення цього критерiю над F та отримано необхiднi

та достатнi умови використовуючи канонiчнi форми M для конгруентностi,

пари (MT ,M) для еквiвалентностi, та M−TM (якщо M невироджена) для

подiбностi.

Класичною задачею теорiї матриць є задача знаходження умов унiтар-

ної подiбностi. Найвiдомiшими результатами у цьому напрямку є теорема

Шпехта, яка надає умову унiтарної подiбностi матриць у термiнах рiвностi

їхнiх слiдiв; канонiчна форма Лiттлвуда вiдносно унiтарної подiбностi; та

критерiй Арвесона, шо надає умову унiтарної подiбностi у термiнах рiвностi

норм.

Необхiднiсть рiзних пiдходiв до питання унiтарної подiбностi обумовлює-

ться широким застосуванням цих результатiв. Зокрема, для окремих класiв

матриць критерiї унiтарної подiбностi можуть бути суттєво послабленi або

адаптованi вiдповiдно до практичних задач. В третьому та четвертому роз-

дiлi дисертацiйної роботи розроблено критерiї унiтарної подiбностi для верх-

ньотрикутних матриць у загальному положенню та нормальних матриць.

Нехай S1, S2, S3, S4 — задана скiнченна множина пар n-на-n комплексних

матриць. В п’ятому роздiлi наведений алгоритм, що визначає за скiнченну

кiлькiсть обчислень, чи iснує одна унiтарна матриця U така, що матрицi

кожної пари з S1 унiтарно подiбнi за допомогою U , матрицi кожної пари з

S2 унiтарно конгруентнi за допомогою U , матрицi кожної пари з S3 унiтарно

подiбнi за допомогою Ū , та матрицi кожної пари з S4 унiтарно конгруентнi

за допомогою Ū .

В шостому роздiлi дисертацiйної роботи наведений алгоритм, що для ко-

жної пари кососиметричних матриць будує її регуляцiйний розклад, викори-

стовуючи елементарнi перетворення матриць. Регуляцiйнi алгоритми були
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побудованi для матричних пучкiв В. Дуреном [70], для циклiв лiнiйних вiд-

ображень В. Сергейчуком [65] та А. Варгою [71], та для квадратних матриць

вiдносно конгруентностi та *конгруентностi Хорном та Сергейчуком [39]. Ре-

гуляцiйний розклад — це перший крок в сторону зведення пари (A,B) до її

канонiчної форми вiдносно конгруентностi.

Розглянутi задачi належать до напрямку, в якому працюють багато укра-

їнських та iноземних науковцiв. Все вищезазначене свiдчить про актуаль-

нiсть теми дисертацiї.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Дисертацiю виконано на кафедрi алгебри та математичної логiки механiко-

математичного факультету Київського нацiонального унiверситету iме-

нi Тараса Шевченка в рамках теми 11БФ038-03 “Застосування алгебро-

геометричних методiв в теорiї груп, напiвгруп, кiлець, зображень, до за-

дач прикладної алгебри та захисту iнформацiї” (номер держреєстрацiї

0111U005264).

Мета i завдання дослiдження. Метою даної роботи є побудова кано-

нiчного виду пар взаємоанулючих матриць над будь-яким полем, опис ма-

триць, якi є самоконгруентими за допомогою матриць з одиничним визна-

чником, встановлення критерiїв унiтарної подiбностi для верхньотрикутних

матриць в загальному положеннi та нормальних матриць, та побудова алго-

ритму зведення пар кососиметричних матриць до канонiчної форми вiдносно

конгруентностi.

Об’єктом дослiдження є лiнiйнi вiдображення, ланцюжки лiнiйних вiд-

ображень та скiнченнi множини пар n-на-n матриць.

Предметом дослiдження є унiтарна подiбнiсть, подiбнiсть, та конгруен-

тнiсть.

Методами дослiдження є класифiкацiйнi методи лiнiйної алгебри, роз-

робленi математиками київської школи теорiї зображень.



20

Наукова новизна одержаних результатiв. Результати роботи, що ви-

носяться на захист, є новими i полягають у наступному:

1. Побудовано канонiчну форму пари взаємоанулюючих матриць у явному

виглядi; дано конструктивне доведення зведення пар матриць до цiєї

форми.

2. Описано матрицi, якi є самоконгруентними тiльки за допомогою матри-

цi з одиничним визначником.

3. Знайдено новий критерiй перевiрки унiтарної подiбностi двох верхньо-

трикутних матриць, що є матрицями або в загальному положеннi або

матрицями, що неподiбнi прямiй сумi квадратних матриць менших роз-

мiрiв. Новий критерiй використовує норми Фробенiуса вiд матричних

полiномiв в якостi iнварiантiв вiдносно унiтарної подiбностi.

4. Одержано новi критерiї унiтарної подiбностi нормальної матрицi та до-

вiльної матрицi. В якостi iнварiантiв були використанi: спектральна

норма, норма Фробенiуса, характеристичний многочлен та слiд матри-

цi.

5. Для скiнченної множини пар n-на-n комплексних матриць S1, S2, S3,

S4 побудовано алгоритм для визначення за скiнченну кiлькiсть обчи-

слювань, чи iснує така унiтарна матриця U , що матрицi кожної пари з

S1 унiтарно подiбнi за допомогою U , матрицi кожної пари з S2 унiтарно

конгруентнi за допомогою U , матрицi кожної пари з S3 унiтарно подiбнi

за допомогою Ū , та матрицi кожної пари з S4 унiтарно конгруентнi за

допомогою Ū .

6. Побудовано алгоритм, який для кожної пари кососиметричних матриць

будує її регуляцiйний розклад.
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Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна робота но-

сить теоретичний характер. Отриманi результати є новими i можуть бути

використаними в дослiдженнях з теорiї матриць i прикладних дослiдженнях.

Особистий внесок здобувача. Визначення загального плану дiяльностi

та постановка задач належать моєму науковому керiвнику В.В.Сергейчуку.

У роботах, якi опублiковано разом зi спiвавторами, внески спiвавторiв є рiв-

ноцiнними. Доведення всiх результатiв дисертацiї, винесених на захист, про-

ведено дисертантом самостiйно.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної роботи до-

повiдалися i обговорювалися на:

• VIII International Workshop "Lie Theory and its Applications in Physics”,

June 15–21, 2009, Varna, Bulgaria.

• Summer School and Advanced Workshop on Trends and Developments in

Linear Algebra, June 22 – July 10, 2009, Trieste, Italy.

• VII International Algebraic Conference in Ukraine, August 18–23, 2009,

Kharkov, Ukraine.

• Ukrainian Mathematical Congress 2009, August 27–29, 2009, Kiev, Ukraine.

• International Conference Celebrating the 50th Anniversary of the Algebra

Department at the Taras Shevchenko National University of Kiev, December

22–23, 2009, Kiev, Ukraine.

• International Conference “Mathematics and Life Sciences: Possibilities,

Interlacements and Limits”, August 05–08, 2010, Kiev, Ukraine.

• International Young Scientists Conference "70 years of KNU’s mechanics

and mathematics faculty”, December 13–15, 2010, Kiev, Ukraine.
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• 4th European Women in Mathematics Summer School, June 6–10, 2011,

Leiden, the Netherlands.

• 3rd International Conference on Matrix Methods in Mathematics and Appli-

cations, MMMA-2011, June 22–25, 2011, Moscow, Russia.

• IX International Workshop "Lie Theory and its Applications in Physics”,

June 20–26, 2011, Varna, Bulgaria.

• 8th International Algebraic Conference in Ukraine, July 5–12, 2011,

Lugansk, Ukraine.

• 22nd International Workshop on Operator Theory and its Applications

(IWOTA 2011), July 3–9, 2011, Seville, Spain.

• The Rome-Moscow school of Matrix Methods and Applied Linear Algebra,

September 3–17, 2011, Moscow, Russia.

• School and Workshop on Computational Algebra and Number Theory, June

18 – June 29, 2012, Trieste, Italy.

• 6th European Congress of Mathematicians, July 2–7, 2012, Krakow, Poland.

• 7th MATHEMATICAL PHYSICS MEETING: Summer School and

Conference on Modern Mathematical Physics, September 9-19 2012,

Belgrade, Serbia.

• The Rome-Moscow school of Matrix Methods and Applied Linear Algebra,

September 1–30, 2012, Moscow, Russia and Rome, Italy.

• X International Workshop "Lie Theory and its Applications in Physics”,

June 17–23, 2013, Varna, Bulgaria.

• Advanced School and Workshop on Matrix Geometries and Applications,

July 1 – July 12, 2013, Trieste, Italy.
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• International Congress of Women Mathematicians, August 12, 14, 2014,

Seoul, South Korea

• International Congress of Mathematicians, August 13–21, 2014, Seoul,

South Korea

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано у роботах [1-16],

що вiдповiдають вимогам до публiкацiї результатiв дисертацiйних робiт у

фахових виданнях iз фiзико-математичних наук. 5 з вказаних робiт надру-

ковано без спiвавторiв, 9 у закорднонних виданнях. Згiдно з мiжнародною

науковометричною базою даних Scopus є 24 посилання на 7 з наведених робiт

автора дисертацiї. h-index цих робiт у вказанiй базi даних становить 3.

Вiдповiдно до класифiкацiї SCImago Journal&Country Rank науковi пу-

блiкацiї [1-7] надруковано у виданнях, якi вiдносятья до квартиля Q1.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається з анотацiї (дво-

ма мовами), вступу, шести роздiлiв, висновкiв i списку використаних дже-

рел, який мiстить 72 найменування. Повний обсяг дисертацiї становить 151

сторiнку, з них 8 сторiнок займає список використаних джерел.

Подяки. Автор висловлює щиру подяку науковому керiвнику провiдному

спiвробiтнику Iнституту математики НАН України доктору фiз.-мат. наук,

професору Сергейчуку Володимиру Васильовичу за допомогу в роботi над

дисертацiєю та нескiнченну вiру в неї.



Роздiл 1

Класифiкацiя пари

взаємоанулюючих операторiв

Результати даного роздiлу опублiкованi в статтi [12].

В даному роздiлi розглядається проблема класифiкацiї пар взаємоанулю-

ючих операторiв

A,B ∶ V → V, AB = BA = 0

на скiнченновимiрному векторному просторi V .

Пари (A,B) були класифiкованi

• в [29] над алгебраїчно замкненим полем методом лiнiйних вiдносин, та

• в [46,54] над довiльним полем F як модулi над F[x, y]/(xy);

Наведена нижче класифiкацiя (A,B) над довiльним полем є констру-

ктивною: наводиться алгоритм для зведення матриць пари до канонiчних

форм вiдносно перетворень подiбностi

(A,B)↦ S−1(A,B)S ∶= (S−1AS,S−1BS), S є невиродженою. (1.1)

Облак у своїй статтi [55] характеризувала усi можливi пари Жорданових

канонiчних форм (JA, JB) для пар (A,B) взаємоанулюючих матриць AB =
BA = 0 над алгебраїчно замкненим полем. Для цiєї мети, вона перетворила
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одну матрицю у Жорданову форму, потiм вона використовувала тiльки тi

перетворення подiбностi, якi зберiгали цю форму та зводили другу матрицю

у просту форму. У цьому роздiлi продовжено зведення другої матрицi поки

не отримано канонiчну форму (A,B).
У пiдроздiлi 1.1 наведена основна теорема роздiлу: класифiкована пара

(A,B) взаємоанулюючих операторiв та надана канонiчна форма цих матри-

чних пар (A,B). У пiдроздiлах 1.2–1.4 доведено основну теорему та зведено

(A,B) до її канонiчної форми (див. кiнець пiдроздiлу 1.1).

Класифiкацiя пар взаємоанулюючих операторiв є досить неочiкуваною

оскiльки

• задача класифiкацiї довiльних пар операторiв (A,B) розглядається як

безнадiйна оскiльки вона мiстить в собi задачу класифiкацiї будь-якої

системи лiнiйних операторiв (тобто, представлення довiльного колча-

ну); дивiться, наприклад, [9, 30], та

• комутативнiсть умовиAB = BA не спрощує задачу класифiкацiї (A,B)
оскiльки вiдповiдно [30] класифiкацiя пар комутуючих операторiв має

як наслiдок класифiкацiю пар довiльних операторiв. Дiйсно, двi пари

(A,B) та (C,D) n×n матриць є подiбними тодi та тiльки тодi коли двi

пари комутуючих та нiльпотентних матриць

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0

0 0 0 0

I 0 0 0

0 I A 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0

I 0 0 0

0 0 0 0

0 B I 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

,

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0

0 0 0 0

I 0 0 0

0 I C 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0

I 0 0 0

0 0 0 0

0 D I 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

є подiбними (усi блоки мають розмiр n × n).

Тим не менш, алгоритм Белiцького [8,62] перетворює довiльну пару (A,B)
n×n матриць до деякої пари (Acan, Bcan) перетвореннями подiбностi такими,

що двi пари (A,B) та (A′, B′) є подiбними тодi та тiльки тодi коли

(Acan, Bcan) = (A′
can, B

′
can).
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Таким чином, пара (Acan, Bcan) може бути розглянута як канонiчна форма

(A,B) вiдносно подiбностi, але не iснує повного опису множини матричних

пар (Acan, Bcan). Алгоритм представлений у роздiлах 1.2–1.4 є спецiальним

випадком алгоритму Белiцького.

1.1 Канонiчна форма матриць пари взаємоанулюючих

операторiв

Усi векторнi простори та матрицi в роздiлi розглядаються над довiльним

полем F.
Визначимо два типи пар взаємоанулюючих операторiв

A ∶ V → V, B ∶ V ⇒ V, AB = BA = 0,

на векторному просторi V (для того, щоб розрiзняти оператори, використа-

ємо подвiйну стрiлку ⇒ для B).

Означення 1.1.1. Пара взаємоанулюючих операторiв A ∶ V → V та

B ∶ V ⇒ V є шляхового типу, якщо вона визначена наступним чином.

Нехай

1 2 3 ⋯ (t − 1) t (t ⩾ 1) (1.2)

— довiльний шлях в якому кожне ребро є одинарною стрiлкою Ð→ або

подвiйною ⇐Ô (такого напряму). Вiзьмемо

V ∶= Fe1 ⊕ Fe2 ⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ Fet

та визначимо дiю A та B на базисних векторах e1, . . . , et як в (1.2), в

якому кожна вершина i замiнена на ei та невизначена дiя є нульовою.

Матрична пара

(A,B) (1.3)

що вiдповiдає A та B у базисi e1, . . . , et називається матричною парою

шляхового типу.
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Очевидно, що пара (1.3) формується взаємоанулюючими t× t матрицями
A = [aij] та B = [bij], в яких

ai+1,i = 1, якщо iÐ→ (i + 1)
bi,i+1 = 1, якщо i⇐Ô (i + 1)

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
у (1.2), i = 1, . . . , t − 1,

та iншi елементи нульовi. Зазначимо, що

A +BT =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0

1 0

⋱ ⋱
0 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Приклад 1.1.1. Граф шляхового типу

1Ð→ 2Ð→ 3⇐Ô 4

визначає наступну дiю A та B на базисних векторах:

e1
AÐ→ e2

AÐ→ e3
B⇐Ô e4

та пара (A,B) задається матричною парою

(A,B) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

Нагадаємо, що кожна квадратна матриця A подiбна прямiй сумi блокiв

Фробенiуса
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 −cn
1 ⋱ ⋮
⋱ 0 −c2

0 1 −c1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (1.4)

в яких p(x)l = xn + c1xn−1 + ⋅ ⋅ ⋅ + cn є цiлим степенем многочлена p(x), що

є незвiдним над F (зазначимо, що p(x)l є мiнiмiальним многочленом (4.4)).
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Пряма сума однозначно визначається матрицею A, з точнiстю до переста-

новки доданкiв; дивiться [58, Роздiл 14]. Якщо F є алгебраїчно замкненим

тодi p(x) = x − λ та читач може використати n-на-n Жорданiв блок

Jn(λ) ∶=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

λ 0

1 λ

⋱ ⋱
0 1 λ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
замiсть (4.4) в усiх твердженнях цього роздiлу.

Означення 1.1.2. Пара взаємоанулюючих операторiв A ∶ V → V та

B ∶ V ⇒ V є циклiчного типу, якщо вона визначена наступним чином.

(i)

1 2 ⋯ t (1.5)

буде циклiчним графом в якому кожне пряме ребро є Ð→ або ⇐Ô та

зiгнуте ребро є ←Ð або Ô⇒ саме з такою орiєнтацiєю.

(ii) Нехай цей граф є аперiодичним, це означає, що циклiчна перенуме-

рацiя його вершин

1 2 ⋯ t → i (i + 1) ⋯ (i − 1) (1.6)

не є iзоморфiзмом для кожного i = 2, . . . , t. Iншими словами, для ко-

жного нетривiального обертання цього циклiчного графу iснує одини-

чна або подвiйна стрiлка, що вiдображається у подвiйну або, вiдпо-

вiдно, одинарну стрiлку.

(iii) По (ii), якщо (1.5) не має подвiйної стрiлки, тодi це петля↺; поста-

вимо у вiдповiднiсть з нею невироджений блок Фробенiуса Φ (або не-

вироджений Жорданiв блок, якщо F алгебраїчно замкнене поле). Якщо
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граф має подвiйну стрiлку, тодi виберемо будь-яку подвiйну стрiлку

та поставимо їй у вiдповiднiсть Φ.

Нехай k × k буде розмiр Φ. Визначимо дiю A та B на kt-вимiрному

векторному просторi

V ∶= V1 ⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ Vt, Vi ∶= Fei1 ⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ Feik,

за допомогою (1.5), в якому кожна вершина i замiнюється на Vi та кожна

стрiлка представляє лiнiйне вiдображення вiдповiдних векторних просто-

рiв. Це лiнiйне вiдображення задається Φ, якщо стрiлка була асоцiйована з

Φ; в протилежному випадку, вiдображення задається одиничною матри-

цею Ik.

Матрична пара (A,B), яка задає A та B у базисi

e11, . . . , e1k; . . . ; et1, . . . , etk

буде називатися матричною парою циклiчного типу. Таким чином,

• якщо t = 1 та петля 1 1 є одинарною стрiлкою (яка асоцiйована з

Φ), тодi (A,B) = (Φ, 0k);

• якщо t = 1 та петля 1 1 є подвiйною стрiлкою (яка асоцiйована з

Φ), тодi (A,B) = (0k,Φ);

• якщо t ⩾ 2, тодi A = [Aij] та B = [Bij] є блочними матрицями

(що мiстять t2 блокiв та кожний блок розмiру k × k), в яких для

i = 1, . . . , t:

Ai+1,i = Ik якщо iÐ→ (i + 1), Bi,i+1 =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

Ik, якщо i⇐Ô (i + 1)

Φ, якщо i
Φ⇐Ô (i + 1)

(1.7)
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(якщо i = t тодi усi i + 1 у (1.7) замiнюються на 1); iншi блоки A та

B є нульовими. Зазначимо, що

A +BT =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0k . . . . . . 0k ∗
∗ 0k 0k

0k ∗ 0k ⋮
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮

0k . . . 0k ∗ 0k

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(t2 блокiв)

в якому 0k є k × k нульовою матрицею, одна зiрка є Φ, та iншi еле-

менти є Ik.

Приклад 1.1.2. Циклiчний граф

1⇐Ô 2
Φ⇐Ô 3Ð→ 4

i
(1.8)

(Φ є 3-на-3) визначає наступну дiю A та B на базис ei1, . . . , eik кожного

простору Vi:

V1
I3⇐Ô V2

Φ⇐Ô V3
I3Ð→ V4i

I3

та пара (A,B) задана матричною парою

(A,B) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

03 03 03 I3

03 03 03 03

03 03 03 03

03 03 I3 03

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

03 I3 03 03

03 03 Φ 03

03 03 03 03

03 03 03 03

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

Нехай P ∶= (A,B) та P ′ ∶= (A′,B′) є двi пари лiнiйних операторiв на

векторному просторi V та V ′, вiдповiдно. Визначимо їх пряму суму

(A,B)⊕ (A′,B′) ∶= (A⊕A′,B ⊕ B′) на V ⊕ V ′.
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Кажуть, що P є iзоморфною до P ′, якщо iснує лiнiйна бiєкцiя ϕ ∶ V → V ′,

що вiдображає P до P ′; це означає, що

ϕA = A′ϕ, ϕB = B′ϕ.

Теорема 1.1.3. (a) Нехай A та B два лiнiйнi оператори на векторному

просторi над будь-яким полем F, та нехай

AB = BA = 0. (1.9)

Тодi (A,B) є iзоморфною прямiй сумi пар шляхового та циклiчного типу,

та ця сума є однозначно визначеною за допомогою (A,B) з точнiстю до

(i) перестановки прямих доданкiв та

(ii) замiни будь-якого заданого доданку циклiчного графу (1.5) парою зада-

ною будь-яким циклiчним графом отриманим з (1.5) шляхом

– циклiчної перенумерацiї його вершин (1.6) та/або

– якщо iснує хоча б двi подвiйнi стрiлки, тодi перенесенням Φ

(асоцiйованого з однiєю подвiйною стрiлкою ) до iншої подвiйної

стрiлки.

(b) Кожна пара (A,B) взаємоанулюючих матриць

AB = BA = 0 (1.10)

подiбна до прямої суми матричних пар шляхового та циклiчного типу,

та ця сума є однозначновизначеною за допомогою (A,B), з точнiстю до

перетворень (i) та (ii).

Наприклад, циклiчний граф (1.8) та циклiчний граф

4
Φ⇐Ô 1⇐Ô 2Ð→ 3

i

дають iзоморфнi пари циклiчного типу.
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(a) Пара шляхового типу задана у (1.2) може бути також задана коротко

послiдовнiстю

(c1, . . . , ct−1)

в якiй

ci ∶=
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

1 якщо iта стрiлка є одинарною,

2 якщо iта стрiлка є подвiйною.
(1.11)

(b) Пара циклiчнго типу задана у (1.5) також може бути задана, з точнiстю

до змiни базису, системою

(c1, . . . , ct; Φ)

в якiй послiдовнiсть (c1, . . . , ct) (задана у (1.11)) є аперiодичною та ви-

значена з точнiстю до циклiчної перестановки.

В iнших пiдроздiлах побудуємо алгоритм, що перетворює пару (A,B) вза-
ємоанулюючих матриць до її канонiчної форми визначеної в Теоремi 1.1.3(b).

• В параграфi 1.2 зводимо загальний випадок до випадку нiльпотентної

A, зводимо A до її канонiчної форми Жордана, обмежуючи себе до

таких перетворень подiбностi, що зберiгають A, та показуємо, що вони

iндукують на деяку пiдматрицю D матрицi B (що мiстить усi ненульовi

елементи матрицi B), матрична проблема розв’язана в [53,54].

• В параграфi 1.3 застосовуємо зведення описане [53,54] та трансформу-

ємо D у блочну форму, таку, що кожний горизонтальний та кожний

вертикальний рядок мiстить не бiльше нiж один ненульовий блок, та

цей блок є невиродженим.

• В параграфi 1.4, розширюючи подiлD на блоки, знаходимо блочну фор-

му A та B таку, що кожна горизонтальна та кожна вертикальна смуга

мiстiть не бiльше нiж один ненульовий блок, та цей блок є невиродже-

ним. З цього випливає розклад вiдповiдної операторної пари (A,B) на
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пряму суму пар шляхового та циклового типiв, що доводить Теорему

1.1.3.

• У додатку даємо альтернативнi доведення двох ключових тверджень з

параграфiв 3 та 4 використовуючi елементарнi перетворення матрицi.

1.2 Зведення до шахової матричної задачi

Почнемо зводити пару (A,B) взаємоанулюючих матриць за допомогою пе-

ретворень унiтарної подiбностi (1.1) до її канонiчної форми, описаної в Тео-

ремi 1.1.3(b).

Лема 1.2.1. (a)

Кожна пара взаємоанулюючих матриць (A,B) є подiбною до прямої

суми

(A′, B′)⊕ (Φ1, 0n1)⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ (Φr, 0nr), (1.12)

в якому A′ є нiльпотентною та кожна Φi є ni ×ni невиродженим блоком

Фробенiуса

(b) Ця пряма сума визначена єдиним чином за допомогою (A,B), з то-

чнiстю до перестанови доданкiв та замiни пари (A′, B′) подiбною парою

(тобто, парою отриманою перетвореннями подiбностi).

Доведення. (a) Iснує невироджена матриця S така, що

S−1(A,B)S = (A′, B′)⊕ (A′′, B′′),

де матриця A′ нiльпотентна та матриця A′′ невироджена. Використовую-

чи (1.10) маємо, що B′′ = 0. Перетворюючи A′′ до своєї канонiчної форми

Фробенiуса Φ1 ⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕Φr, отримаємо (1.12).

(b) Нехай

R−1((A′, B′)⊕ (A′′, 0))R = (C ′,D′)⊕ (C ′′, 0)
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де матриця C ′ нiльпотентна та матриця C ′′ невироджена. Тодi з

(A′ ⊕A′′)R = R(C ′ ⊕C ′′)

випливає, що R = R′ ⊕R′′, а значить

(A′, B′)R′ = R′(C ′,D′), A′′R′′ = R′′C ′′.

Таким чином, можемо припустити, що A нiльпотентна. Тодi 0 — це єдине

власне число матрицi A, та тодi можемо звести матрицю A до її канонiчної

форми Жордана J над будь-яким полем F. Поєднаємо усi Жордановi блоки

одного розмiру в один блок, та отримаємо

J+ ∶= Jm1(0r1)⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ Jmt(0rt), m1 < m2 < ⋅ ⋅ ⋅ < mt, (1.13)

де

Jmi(0ri) ∶=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0ri 0

Iri 0ri

⋱ ⋱
0 Iri 0ri

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(m2
i блокiв). (1.14)

Роблячи аналогiчнi перетворення подiбностi з B, перетворюємо (A,B) до

деякої пари (J+, C), яка подiбна до (A,B). Використовуючи (1.10),

J+C = CJ+ = 0, (1.15)

таким чином, C має форму

C =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

C11 . . . C1t

. . . . . . . . . . . . .

Ct1 . . . Ctt

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(1.16)

(подiлена вiдповiдно до (1.13)) в якiй

Cij =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0

Dij 0 . . . 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(mimj блокiв розмiру ri × rj); (1.17)
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зокрема, Cii подiлена вiдповiдно до (1.14). Поєднаємо усiDij в одну матрицю

D ∶=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

D11 . . . D1t

. . . . . . . . . . . . .

Dt1 . . . Dtt

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. (1.18)

Будемо зводити (J+, C) тими перетвореннями подiбностi S−1(J+, C)S,
що зберiгає J+; тобто,

C ↦ C ′ ∶= S−1CS, S−1J+S = J+. (1.19)

Оскiльки пара (J+, C) подiбна до (J+, C ′), з (1.15) випливає J+C ′ = C ′J+ =
0. Таким чином матриця C ′ має форму визначену у (4.10) та (1.17) з Cij та

Dij замiненими на C ′
ij та D

′
ij.

Таким чином, перетворення (1.19) зберiгає усi (нульовi) блоки матрицi C

зовнi D. У Лемi 1.2.2 показуємо, що перетворення (1.19) iндукує на D на-

ступну матричну задачу (кожна матрична задача задана, за означенням,

набором матриць та набором допустимих перетворень цих матриць; пита-

ння — класифiкувати класи еквiвалентностi набору матриць вiдповiдно до

цих допустимих перетворень; див. [26, Роздiл 1.4]).

Означення 1.2.1. Шахова матрична задача задається

(a) набором усiх блочних матриць D = [Dij], у яких деякi квадратнi блоки

є перекресленими вздовж головної дiагоналi так, що кожна горизон-

тальна та дiагональна смужки мiстять не бiльше одного перекресле-

ного блоку, та

(b) набором наступних допущених перетворень з кожним блоком D:

(i) довiльнi елементарнi перетворення всереденi смужок з насту-

пним обмеженням: кожний перекреслений блок зведений за допо-

могою перетворень подiбностi (тобто, можемо робити елемен-

тарне стовпчкове перетворення в серединi будь-якої вертикальної



36

смужки, але, якщо вона мiстить в собi перекреслений блок, тодi

маємо зробити обернене рядкове перетворення в горизонтальнiй

смужцi, що мiстить цей перекреслений блок);

(ii) якщо u є стовпцем у вертикальнiй смужцi i, v є стовпцем у вер-

тикальнiй смужцi j, та i < j, тодi можемо замiнити v на v+αu,
α ∈ F;

(iii) якщо u є рядком у горизонтальнiй смужцi i, v є рядком у горизон-

тальнiй смужцi j, та i < j, тодi можемо замiнити v на v + αu,
α ∈ F.

Таким чином, усi доступнi перетворення мiж рiзними смужками є

перетвореннями злiва направо та зверху донизу.

Канонiчна форма вiдносно перетворень (i)–(iii) була отримана в [54]. А

саме, було показано, що кожний блок D зводиться перетвореннями (i)–(iii)

до матрицi з додатковим подiлом на блоки так, що кожна горизонтальна та

вертикальна смужка мiстить не бiльше одного ненульового блоку та цей блок

є невироджений. Нагадаємо про цей подiл в Роздiлi 1.3; це буде використано

в Роздiлi 1.4.

Лема 1.2.2. Нехай (A,B) — пара взаємоанулюючих матриць в якiй A є

нiльпотентною. Тодi (A,B) подiбна до деякої пари (J+, C), в якiй J+ має

форму (1.13). Якщо обмежимо себе на цi перетворення подiбностi з C, що

зберiгають J+, тодi

• ми отримаємо шахову матричну задачу для пiдматрицi (1.18) чиї

перекресленi блоки є D11,D22, . . . ,Dtt;

• блоки C зовнi D залишаються нульовими над цими перетвореннями.

Доведення. Зведемо C перетвореннями (1.19). Подiл S вiдповiдно подiлу J+
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в (1.13):

S =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

S11 . . . S1t

. . . . . . . . . . . .

St1 . . . Stt

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. (1.20)

Оскiльки S комутує з J+, кожний Sij має наступну форму описану в [27,

Роздiл VIII, § 2]:

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Rij 0

R′
ij Rij

R′′
ij R′

ij Rij

⋱ ⋱ ⋱ ⋱
⋱ ⋱ R′′

ij R′
ij Rij

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

або

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

Rij

R′
ij Rij

R′′
ij R′

ij Rij

⋱ ⋱ ⋱ ⋱
⋱ ⋱ R′′

ij R′
ij Rij

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(1.21)

(Sij складається з mimj блокiв розмiру ri × rj).
Пiдставляючи (4.10) та (1.20) в SC ′ = CS та упускаючи нульовi елементи,

отримаємо

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

R11 0

⋮ ⋱
Rt1 . . . Rtt

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

D′
11 . . . D′

1t

. . . . . . . . . . . . .

D′
t1 . . . D′

tt

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

D11 . . . D1t

. . . . . . . . . . . . .

Dt1 . . . Dtt

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

R11 . . . R1t

⋱ ⋮
0 Rtt

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
в якому перша та четверта матриця є пiдматрицями S сформованими бло-

ками Sij на позицiях (mi,mj) та (1, 1), вiдповiдно. Тодi
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

D′
11 . . . D′

1t

. . . . . . . . . . . . .

D′
t1 . . . D′

tt

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

R−1
11 0

⋱
∗ R−1

tt

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

D11 . . . D1t

. . . . . . . . . . . . .

Dt1 . . . Dtt

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

R11 ∗
⋱

0 Rtt

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
де зiрки позначають довiльнi блоки. Тодi D зведений перетвореннями (i)–

(iii) з Означення 1.2.1.
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В доповненнi покажемо, що Лема 1.2.2 також може бути доведена елемен-

тарними матричними перетвореннями. Таке примiтивне доведення робить

зведення до шахової матричної задачi яснiше.

1.3 Розв’язання шахової матричної задачi

В цьому роздiлi доведемо наступну лему

Лема 1.3.1. Нехай D — блочна матриця, у якiй деякi квадратнi блоки є

перекресленими вздовж головної дiагоналi таким чином, що кожна гори-

зонтальна або вертикальна смуга мiстить не бiльше одного перекресле-

ного блоку. Тодi iснує алгоритм, що

(a) використовуючи перетворення (i)–(iii) з Означення 1.2.1 та

(b) роблячи додатковi подiли смуг на пiдсмуги так, що подiл кожного пе-

рекресленого блоку на горизонтальнi пiдсмуги дублюють його подiл на

вертикальнi пiдсмуги (тобто, усi дiагональнi пiдблоки перекреслених

блокiв квадратнi)

перетворює D на матрицю D0 подiлену на пiдблоки такi, що

кожна горизонтальна або вертикальна пiдсмуги мi-

стять не бiльше одного ненульового пiдблоку та цей

пiдблок невироджений.

(1.22)

Доведення. Використовуємо iндукцiю по розмiру D. Якщо перша горизон-

тальна смуга D нульова, тодi можемо видалити її зменшуючи розмiр D.

Таким чином допускаємо, що перша горизонтальна смуга D = [Dij] нену-

льова; нехай D1k — перший ненульовий блок.

Випадок 1: D1k не перекресленi. Перетвореннями (i) з Означення 1.2.1 зво-

димо його до форми

D̃1k ∶=
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

Ir 0

0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
(1.23)
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Додаючи лiнiйнi комбiнацiї стовпчикiв D, що перетинають Ir (перетворен-

нями (ii)), робимо нульовими усi елeменти справа вiд Ir. Додаючи лiнiйнi

комбiнацiї рядкiв, що перетинають Ir (перетвореннями (iii)), робимо нульо-

вими усi елементи пiд Ir. Розширюючи подiл (1.23), подiлимо першу гори-

зонтальну смугу на двi пiдсмуги. Якщо новий горизонтальний або верти-

кальний подiл проходить через помiчений блок, тодi робимо перпендику-

лярний подiл (вертикальний або горизонтальний вiдповiдно) такий, що цей

блок подiляється на 4 пiдблоки з квадратними дiагональними пiдблоками

перекресленими вздовж головної дiагоналi. Позначимо отриману матрицю

D̃. Наприклад, якщо новий горизонтальний подiл та новий вертикальний

подiл проходить через перекресленi блоки F та G, тодi

D̃ =

0 . . . 0 Ir 0 0 . . . 0 Ó0 0 0 . . . 0
0 . . . 0 0 0 ∗ . . . ∗ F21 ÓF22 ∗ . . . ∗

0
⋮
0

∗
⋮
∗

Ó0 G12

0 ÓG22

0
⋮
0

∗
⋮
∗

Пiд канонiчними пiдсмугами маємо на увазi горизонтальнi пiдсму-

ги, що мiстять Ir, та вертикальнi пiдсмуги, що мiстять Ir, (ми називаємо

їх “канонiчними” оскiльки вони пiдсмуги канонiчної форми D вiдносно пе-

ретворень (i)–(iii)). Позначимо E блочну матрицю отриману з D̃ шляхом

видалення канонiчних пiдсмуг.

Зведемо D̃ цими перетвореннями (i)–(iii) (визначеними вiдносно початко-

вого подiлу D на блоки), що зберiгає D̃1k та канонiчнi пiдсмуги. Покажемо,

що цi перетворення iндукують на E шахову матричну задачу.

• Використовуючи перетворення (i) можемо додати стовпчики першої
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вертикальної пiдсмуги, що проходить через F до стовпчикiв другої вер-

тикальної пiдсмуги, що проходить через F . Оскiльки F перекреслений,

повиннi зробити обернене рядкове перетворення в F . Це може зiпсу-

вати нульовi пiдблоки F над F21 та F22, вiдновимо їх додаючи лiнiйнi

комбiнацiї стовпчикiв Ir.

• Можемо додавати рядки першої горизонтальної пiдсмуги, що проходить

через G, до рядкiв другої горизонтальної пiдсмуги. Обернене перетво-

рення стовпчикiв в G може зiпсувати нульовi пiдблоки в G злiва вiд

G12 та G22, вiдновимо їх додаючи лiнiйнi комбiнацiї рядкiв Ir.

По iндукцiї за розмiром, Лема 1.3.1 виконується для E; так, що, E зводиться

до блочної матрицi E0 задовiльняючи умову (1.22). Замiнюючи E на E0 в

D̃ та роблячи додатковi подiли на пiдблоки у вiдповiдностi з додатковим

подiлом в E0, отримаємо блочну матрицю D0, що задовiльняє (1.22).

Випадок 2: D1k перекреслений та ненiльпотентний. Можемо звести його

перетвореннями подiбностi.

Перетворимо D1k у форму K ⊕N , в якiй K невироджена матрица Фро-

бенiуса та N нiльпотентна (якщо D1k невироджена тодi N не зявиться).

Використовуючи перетворення (ii) та (iii), зробимо нульовими усi елементи

справа вiд K та пiд K та отримаємо матрицю

D̃ ∶=

0 . . . 0 ÓK 0 0 . . . 0
0 . . . 0 0 ÓN ∗ . . . ∗

∗
0
⋮
0

∗
⋮
∗

∗
(1.24)

Позначимо як E блочну матрицю отриману вiд (1.24) шляхом видалення

горизонтальних та вертикальних пiдсмуг, що мiстять K.

Будемо зводити (1.24) тими перетвореннями (i)–(iii), що зберiгають нулi

справа вiдK та пiдK та, що перетворюютьK в невироджену матрицю та N
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в нiльпотентну матрицю. Цi перетворення iндукують на E шахову матричну

задачу.

За iндукцiєю по розмiру, Лема 1.3.1 виконується для E; тобто, E конвер-

тується у блочну матрицю E0, що задовольняє умову (1.22). Замiнюючи E

на E0 в (1.24), отримаємо блочну матрицю D0, що задовiльняє (1.22).

Випадок 3: D1k помiчений та нiльпотентний. Зведемо його перетворення-

ми подiбностi у форму

D̃1k ∶= Jm1(0r1)⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ Jmt(0rt), m1 > m2 > ⋅ ⋅ ⋅ > mt, (1.25)

в якiй Jmi(0ri) визначений в (1.14). Використовуючи перетворення (ii) та

(iii), зробимо нульовими усi елементи справа вiд Iri та пiд Iri для кожного

Iri в (1.14); якi конвертують D у форму

D̃ ∶= 0 D̃1k F
∗ G ∗

=

0 Jm1(0r1) 0 F1

⋮ ⋱ ⋮
0 0 Jmt(0rt) Ft
∗ G1 . . . Gt ∗

(1.26)

(ми не робимо нових подiлiв в смугах окрiм для смуг D̃1k), в яких

Fi =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Fi

0

⋮
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(mi смуг), Gi = [0 . . . 0 Gi] (mi смуг)

для i = 1, . . . , t.

Пiд канонiчними пiдсмугами маємо на увазi усi горизонтальнi та вер-

тикальнi пiдсмуги D̃, що мiстять Iri з D̃1k. Видалимо в D̃ канонiчнi пiдсмуги

та отримаємо блочну матрицю

E =

0 Ó0r1 . . . 0 F1

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 . . . Ó0rt Ft

∗ G1 . . . Gt ∗
(1.27)
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подiлену як D, в якiй дiлимо додатково першу горизонтальну смугу та k-ту

вертикальну смугу на t пiдсмуг розмiру r1, . . . , rt; пряма в D̃, що перекре-

слює D̃1k вздовж її дiагоналi, стає лiнiєю в E, що перекреслює дiагональнi

блоки 0r1, . . . , 0rt вздовж їх дiагоналей.

Покажемо, що

перетворення (i)–(iii) з Означення 1.2.1 з D̃, що зберi-

гає канонiчнi пiдсмуги та D̃1k iндукують шахову ма-

тричну задачу на E.

(1.28)

Перша горизонтальна смуга D̃ зводиться перетвореннями, що зберiгають

D̃1k:

(S−1 ⊕ I)D̃(I ⊕ S ⊕ I) = D̃′, S−1D̃1kS = D̃1k.

За останньою нерiвнiстю та (1.25), S має форму визначену у (1.20) та (1.21).

Тодi

(S ⊕ I)D̃′ = D̃(I ⊕ S ⊕ I)

виводить

(

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

R11 0

⋮ ⋱
Rt1 . . . Rtt

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⊕ I)E′ = E(I ⊕

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

R11 . . . R1t

⋱ ⋮
0 Rtt

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⊕ I)

(в якiй E′ визначено за допомогою (1.27) з Fi та Gi замiненими F ′
i та G′

i),

та таким чином

E′ = (

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

R−1
11 0

⋱
∗ R−1

tt

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⊕ I)E(I ⊕

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

R11 ∗
⋱

0 Rtt

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⊕ I),

де зiрочки позначають довiльнi блоки. Отже, пiдсмуги першої горизонталь-

ної та kтої вертикальної смуги E зводяться перетвореннями (i)–(iii) з Озна-

чення 1.2.1, що доводить (1.28).
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По iндукцiї за розмiром, E перетворюється у блочну матрицю E0, що

задовольняє умову (1.22). Замiнюючи E на E0 в (1.26), отримаємо блочну

матрицю, що задовольняє (1.22).

Ключовим твердженням в доведеннi Леми 1.3.1 є (1.28). В додатку отри-

маємо твердження (1.28), використовуючи елементарнi матричнi перетворе-

ння.

1.4 Доведення теореми 1.1.3

Нехай A та B взаємоанулюючi оператори на векторному просторi V над

полем F. Нехай A та B їхнi матрицi в деякому базисi V . Змiнюючи базис,

можемо звести (A,B) за допомогою перетворень подiбностi до (1.1). За ле-

мою 1.2.1(a), (A,B) подiбна до (1.12), в якiй кожний доданок (Φi, 0ni) є

циклiчним типом: це задано звичайним циклом ↺ повязаний з Φi. Пря-

ма сума (1.12) однозначно визначена за (A,B), з точнiстю до перестановки

доданкiв та замiною (A′, B′) на подiбну пару.

Отже, достатньо довести теорему 1.1.3 для пар (A,B) в яких A нiльпо-

тентна. Тодi A є також нiльпотентною.

Лема 1.4.1. Нехай (A,B) пара взаємоанулюючих матриць, в якiй A є

нiльпотентною. Тодi алгоритм з роздiлiв 1.2 та 1.3 зводить (A,B) пере-

твореннями подiбностi до пари (A0, B0) матриць, що можуть бути кон-

формно подiдленi на блоки такi, що кожна горизонтальна та вертикальна

смуга мiстить не бiльш одного ненульового блоку та цей блок невиродже-

ний.

Доведення. За лемами 1.2.2 та 1.3.1, (A,B) подiбна до деякої пари

(A0, B0) ∶= (J+, C) блочних матриць в яких J+ є формою (1.13) та пiд-

матриця D з C визначена (1.17) та (1.18) є додатково подiлена на пiдсмуги

такi, що кожна горизонтальна та вертикальна пiдсмуги мiстять не бiльше

одного ненульового пiдблоку та цей пiдблок є невироджений.
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Оскiльки усi дiагональнi блоки D11,D22, . . . ,Dtt матрицi D є помiченими,

за Лемою 1.3.1(b) дiагональнi пiдблоки кожного Dii (вiдповiдно до нового

подiлу) є квадратними; отже, подiл Dii на горизонтальнi пiдсмуги спiвпада-

ють з їх подiлом на вертикальнi пiдсмуги. Кожний Cii в (1.17) мiстить m2
i

квадратних блоки однакового розмiру та один з них — Dii; подiлимо кожен

блок матрицi Cii на пiдблоки вiдповiдно до подiлу Dii та розширимо цей

подiл на усю матрицю C. Оскiльки усi пiдблоки C зовнi D є нульовими,

кожна горизонтальна або вертикальна пiдсмуга C мiстить не бiльше нiж 1

ненульовий пiдблок та цей пiдблок є невиродженим.

Подiлимо J+ на пiдблоки вiдповiдно до подiлу C на пiдблоки. Подiл (1.14)

кожного Jmi(0ri) на блоки є вiдповiдними до подiлу (1.17) матрицi Cii на

блоки; бiльш того, подiл кожного Iri в Jmi(0ri) є вiдповiдним до подiлуDii на

пiдблоки. Таким чином, усi дiагональнi пiдблоки Iri є квадратними; тобто,

вони є одиничними матрицями.

Нехай (A,B) — задана пара (A0, B0) блочних матриць описаних у Лемi

1.4.1. Розкладемо векторний простiр V на пряму суму

V = V1 ⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ Vt (1.29)

вiдповiдно до подiлу A0 та B0 на блоки.

Побудуємо граф Γ з вершинами 1, 2, . . . , t, одиничними стрiлками Ð→, та

подвiйними стрiлками Ô⇒ наступним чином. Якщо блок (i, j) в матрицi

A0 є ненульовим, тодi AVj ⊂ Vi, рисуємо j Ð→ i. Якщо блок (i, j) матрицi

B0 є ненульовими, тодi BVj ⊂ Vi, рисуємо j Ô⇒ i.

Таким чином, кiлькiсть стрiлок дорiвнює кiлькостi ненульових блокiв в

A0 та B0. Кiлькiсть стрiлок в кожнiй вершинi j не бiльше нiж 2. Якщо їх 2

тодi iснує лише 3 можливостi поведiнки стрiлок в j:

iÐ→ j Ð→ k, iÐ→ j ⇐Ô k, i⇐Ô j ⇐Ô k.

Дiйсно,
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• випадки iÐ→ j ←Ð k та iÔ⇒ j ⇐Ô k є неможливими оскiльки кожна

горизонтальна смуга мiстить не бiльш нiж 1 ненульовий блок,

• випадки i←Ð j Ð→ k та i⇐Ô j Ô⇒ k є неможливими оскiльки кожна

вертикальна смуга мiстить не бiльше нiж 1 ненульовий блок,

• випадки i Ð→ j Ô⇒ k та i Ô⇒ j Ð→ k є неможливими через AB =
BA = 0.

Отже, кожен звязний компонент графу Γ є або графом типу шлях (1.2) або

циклiчним графом (1.5) (з точнiстю до перенумерацiї вершин).

Нехай Γ1, . . . ,Γr є усiма зв’язними компонентами Γ. Для кожного Γl, по-

значимо якWl пряму суму усiх просторiв Vi з (1.29), що вiдповiдає вершинам

Γl. Очевидно, Wl є iнварiантом вiдносно операторiв A та B. Позначимо як

Al та Bl їх обмеження на Wl. Тодi

V =W1 ⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕Wr, (A,B) = (A1,B1)⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ (Ar,Br). (1.30)

Випадок 1: r = 1. Тодi Γ має форму (1.2) або (1.5), кожна вершина i

вiдповiдає векторному простору Vi та кожна стрiлка i [i] з

[1] ∶= 2, . . . , [t − 1] ∶= t, [t] ∶= 1

асоцiйована з лiнiйною бiєкцiєю Fi мiж вiдповiдними векторними простора-

ми, що є iндукованими A або B. Починаючи з базису V1 та беручи образи та

прообрази вiдповiдно до F1, . . . ,Ft−1, послiдовно будуємо базиси в V2, . . . , Vt.

Лiнiйнi бiєкцiї F1, . . . ,Ft−1 заданi в цих базисах одиничнимии матрицями:

F1 = ⋅ ⋅ ⋅ = Ft−1 = Id, d ∶= dimV1. (1.31)

Якщо Γ це граф типу шлях, тодi пара (A,B) — це пряма сума d пар типу

шлях (див. Означення 1.1.1).

Нехай Γ — це цикловий граф форми (1.5).
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Якщо (1.5) є перiодичним (див. Означення 1.1.2(ii)), тодi робимо його

аперiодичним наступним чином. Послiдовнiсть (c1, . . . , ct) визначена (1.11)

є перiодичною; тобто,

(c1, . . . , ct) = (c1, . . . , cτ ; cτ+1, . . . , c2τ ; . . . ; c(q−1)τ+1, . . . , cqτ).

для деяких τ < t, що дiлить t. Нехай τ — це мiнiмальна число з такою

властивiстю. Замiнимо Γ на граф, що визначений послiдовнiстю (c1, . . . , cτ)
та замiнимо кожен Vi (i = 1, . . . , τ ) на Vi⊕Vi+τ⊕Vi+2τ⊕ . . . . Отриманий граф

є аперiодичним та дає таку ж пару взаємоанулюючих операторiв.

Отже, Γ є аперiодичною. Оберемо iншi бази у V1, . . . , Vt використовуючи

матрицi переходу S1, . . . , St. Тодi Fi змiниться за правилом

F ′
i =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

S−1
[i]FiSi якщо iÐ→ [i] ,

S−1
i FiS[i] якщо i⇐Ô [i] ,

i = 1, . . . , t,

та тодi матриця

Gi ∶=
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

F−1
i if iÐ→ [i]

Fi якщо i⇐Ô [i]
змiнюється за правилом

G′
i = S−1

i GiS[i], i = 1, . . . , t.

Якщо S1 = ⋅ ⋅ ⋅ = St, тодi матрицi (1.31) не змiнюються та Gt зводиться пе-

ретвореннями подiбностi. Конверутємо її до канонiчної матрицi Фробенiуса

Φ = Φ1 ⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕Φp (1.32)

в якiй кожне Φi — це ni × ni блок Фробенiуса форми (4.4), та отримаємо

(G′
1, . . . , G

′
t) = (I, . . . , I,Φ). (1.33)

Далi беручи

(S1, . . . , St) = (I, . . . , I,Φ, . . . ,Φ)
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ми можемо конвертувати (3.16) у

(G′′
1 , . . . , G

′′
t ) = (I, . . . , I,Φ, I, . . . , I) (1.34)

з Φ у будь-якому мiсцi.

Оскiльки Γ — аперiодичний, то вiн мiстить хоча б 1 подвiйну стрiлку; в

протилежному випадку це одинарна петля↺ асоцiйована за невиродженою

матирицею, але це неможливо оскiльки A є нiльпотентною. Нехай i ⇐Ô
[i] — це подвiйна стрiлка. Згiдно з (1.34) з Φ у мiсцi i, можемо поставити

у вiдповiднiсть G′′
i = F ′′

i = Φ з цiєю стрiлкою. Згiдно з (1.32), (A,B) — це

пряма сума p пар циклiчного типу (див Означення 1.1.2).

Випадок 2: r > 1. Кожна пара (Al,Bl) в розкладi (1.30) вiдноситься до

звязаного графу Γl. За тими ж мiркуваннями як i в Випадку 1, розкладемо

(Al,Bl) на пряму суму пар типу шлях та циклiчного типу.

Отже, розклали (A,B) на пряму суму пар шляхового та циклiчного ти-

пiв, що доводить iснування розкладу з Теореми 1.1.3. Згiдно з (1.34), для

кожного циклiчного графу, що вiдноситься до доданку циклiчного типу, мо-

жемо перемiстити блок Фробенiуса асоцiйованого з подвiйною стрiлкою на

будь-яку iншу подвiйну стрiлку.

Цей розклад однозначно визначений (A,B) з точнiстю до перетворень (i)

та (ii) з Теореми 1.1.3(a) оскiльки кожний прямий доданок є нерозкладним та

рiзнi доданки є iзоморфними тодi та тiльки тодi коли вони є циклiчного ти-

пу та вiдповiднi циклiчнi графи спiвпадають з точнiстю до перетворень (ii).

Таким чином, можемо використати теорему Крула-Шмiдта [7, Глава 1, Тео-

рема 3.6], яка гарантує, що кожне колчанiвське представлення є iзоморфним

до прямої суми нерозкладних представлень визначених однозначно з точнi-

стю до iзоморфiзму доданкiв. Отже, кожна система лiнiйних вiдображень

однозначно розкладається на пряму суму нерозкладних систем, з точнiстю

до iзоморфiзму доданкiв (бiльш того, за [64, Теоремою 2] кожна система

бiлiнiйних форм та лiнiйних вiдображень над C та R єдиним чином роз-
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кладається на пряму суму нерозкладних систем, з точнiстю до iзоморфiзму

доданкiв).

Це доводить твердження (a) Теореми 1.1.3. Твердження (b) випливає з

(a) оскiльки 2 пари лiнiйних операторiв iзоморфнi тодi та тiльки тодi коли

їх матричнi пари подiбнi.

Додаток

Доведення Леми 1.2.2 елементарними перетвореннями

Для спрощення, допускаємо, що усi Жордановi блоки A не бiльш нiж 3-на-3,

загальний випадок розглядається аналогiчно. Тодi

J = J1(0)⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ J1(0)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

p разiв

⊕J2(0)⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ J2(0)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

q разiв

⊕J3(0)⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ J3(0)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

r разiв

,

де p, q, r — це натуральнi числа або нуль. Пара (A,B) подiбна до (J+, C),
в якiй

J+ = J1(0p)⊕ J2(0q)⊕ J3(0r) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0p 0

0q 0q

Iq 0q

0r 0r 0r

Ir 0r 0r

0 0r Ir 0r

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. (1.35)

Оскiльки J+C = CJ+ = 0,

C =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

D11 D12 0 D13 0 0

0 0 0 0 0 0

D21 D22 0 D23 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

D31 D32 0 D33 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.
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Нехай доведемо, що перетворення подiбностi з (J+, C), що зберiгає J+

iндукує на

D ∶=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ÓD11 D12 D13

D21 ÓD22 D23

D31 D32 ÓD33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(в яких блоки D11,D22,D33 перекресленi) шахову матричну задачу.

(i) Можемо зробити з D перетворення (i) з Означення 1.2.1 використову-

ючи наступнi перетворення всерединi шести горизонтальних та шести

вертикальних смуг матриць J+ та C:

– Будь-яке елементарне стовпчкове перетворення в першiй верти-

кальнiй смузi J+ та C одночасно, та потiм обернене рядкове пе-

ретворення.

– Будь-яке елементарне стовпчкове перетворення у другiй вертикаль-

нiй смузi матриць J+ та C та потiм обернене рядкове перетворен-

ня. Останнє перетворення псує одиничний блок на позицiї (3,2) та

(1.35), вiдновлюємо його на обернене рядкове перетворення у третiй

горизонтальнiй смузi та потiм робимо початкове стовпчкове пере-

творення у третiй вертикальнiй смузi.

– Будь-яке елементарне стовпчкове перетворення у вертикальних

смугах 4, 5, 6 вiдповiдно, тодi обернене рядкове перетворення в го-

ризонтальних смугах 4, 5, 6.

Отже, D11, D22, та D33 зводяться перетвореннями подiбностi.

(ii) Можемо зробити з D перетворення (ii) з Означення 1.2.1 наступне. Мо-

жемо додати рядок до вертикальної смуги 1 в D до стовпчика верти-

кальної смуги 2 чи 3 оскiльки вiдповiднi перетворення в J+ та обернене

рядкове перетворення не змiнює J+. Можемо додати стовпець верти-

кальної смуги 2 у D до стовпця вертикальної смуги 3; вiдповiдне пе-
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ретворення в J+ може зiпсувати нульовий блок (3, 4), вiдновимо його

додаванням рядкiв до горизонтальної смуги 5 та обернене стовпчковi

перетворення не змiнять J+.

(iii) Можемо робити з D перетворення (iii) з Означення 1.2.1 наступним

чином. Можемо додати рядок горизонтальної смуги 1 у D до рядка

горизонтальної смуги 2 чи 3 оскiльки вiдовiднi перетворення у J+ не

змiнюють J+. Можемо додати рядок горизонтальної смуги 2 у D до

рядка горизонтальної смуги 3; вiдповiдне перетворення у J+ може зi-

псувати нульовий блок (6, 2), вiдновимо його додаванням стовпчикiв у

вертикальну смугу 5.

Доведення (1.28) елементарними перетвореннями

Для спрощення, використаємо

D̃1k ∶= J5(0p)⊕ J3(0q)

на мiсцi (1.25), тодi матриця (1.26) приймає форму

D̃ = 0 D̃1k F
∗ G ∗

=

1 2 3 4 5 6 7 8

1 0 0p F1

2 0 Ip 0p 0

3 0 Ip 0p 0 0

4 0 Ip 0p 0

5 0 Ip 0p 0

6 0 0q F2

7 0 0 Iq 0q 0

8 0 Iq 0q 0

∗ 0 0 0 0 G1 0 0 G2 ∗

.

Обмежимо себе на тi перетворення (i)–(iii) з Означення 1.2.1 з D̃, що

зберiгають канонiчнi пiдсмуги та D̃1k, та доведемо, що вони iндукують

шахову матричну задачу на пiдматрицi
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E =

1 6

1 0 Ó0p 0 F1

6 0 0 Ó0q F2

∗ G1 G2 ∗
в якiй блоки 0p та 0q перекресленi.

(i) Можемо зробити з E перетворення (i) з Означення 1.2.1 використову-

ючи наступну послiдовнiсть перетворень в D̃ :

– По-перше, робимо будь-якi елементарнi рядковi перетворення у F1.

Оскiльки блок D̃1k перекреслений, повиннi зробити обернере стовпчко-

ве перетворення у вертикальнiй пiдсмузi 1 матрицi D̃1k. Це зiпсує пiд-

блок Ip в позицiї (2,1) матрицi D̃1k, вiдновимо його початковим рядко-

вим перетворенням в горизонтальнiй пiдсмузi 2. Обернене стовпчкове

перетворення псує Ip у позицiї (3,2), вiдновимо її початковим рядковим

перетворенням в горизонтальнiй пiдсмузi 3, i так далi. Отже, зберiга-

ючи пiдматрицю J5(0p) в D̃1k, повиннi зробити будь-яке елементарне

перетворення рядкiв в горизонтальних пiдсмугах 1, 2, 3, 4, 5 одночасно

та потiм обернене перетворення стовпцiв у вертикальних пiдсмугах 1,

2, 3, 4, 5, та таким чином пiдблок 0p у E є перекреслений.

– Аналогiчно, можемо зробити будь-яке елементарне рядкове перетворе-

ння у горизонтальних пiдсмугах 6, 7, 8 та потiм обернене стовпчкове

перетворення у вертикальних пiдсмугах 6, 7, 8, та таким чином пiдблок

0q у E є перекресленим.

(ii) Для кожної p× q матрицi S, можемо замiнити G2 на G2 +G1S насту-

пним чином. Додамо вертиакльнi пiдсмуги 3, 4, та 5 матрицi D̃1k, помноженi
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справа на S, до вертикальних пiдсмуг 6, 7, та 8, вiдповiдно:
q(S⊕S⊕S)ÐÐÐÐÐÐ→

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ ³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
1 2 3 4 5 6 7 8

1 0 0p F1

2 0 Ip 0p 0

3 0 Ip 0p 0

{ 4 0 Ip 0p 0

5 0 Ip 0p 0
−(S⊕S⊕S) q6

6 0 0q F2

{ 7 0 Iq 0q 0

8 0 Iq 0q 0

∗ 0 0 0 0 G1 0 0 G2 ∗

Це перетворення замiнює G2 на G2 + G1S, але також замiнює нульовi пiд-

блоки (4,6) та (5,7) матрицi D̃1k на S. Обернене рядкове перетворення вiд-

будовує нульовi пiдблоки (4,6) та (5,7), але псує нульовi пiдблоки горизон-

тальної пiдсмуги 3 справа вiд D̃1k. Вiдновимо їх додаванням лiнiйну комбi-

нацiю стовпцiв Ip. Таким чином, E може бути зведеним перетвореннями (ii)

з Означення 1.2.1.

(iii) Для кожної q × p матрицi S, можемо замiнити F2 на F2 + SF1 насту-

пним чином. Додамо горизонтальнi пiдсмуги 1, 2, та 3, помноженi злiва на

S, до горизонтальних пiдсмуг 6, 7, та 8, вiдповiдно:
q(−S⊕S⊕S)←ÐÐÐÐÐÐÐ

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ ³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
1 2 3 4 5 6 7 8

1 0 0p F1

{ 2 0 Ip 0p 0

3 0 Ip 0p 0

4 0 Ip 0p 0
(S⊕S⊕S) q

?

5 0 Ip 0p 0

6 0 0q F2

{ 7 0 Iq 0q 0

8 0 Iq 0q 0

∗ 0 0 0 0 G1 0 0 G2 ∗
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Таке перетворення замiняє F2 на F2+SF1, але також замiняє нульовi пiдбло-

ки (7,1) та (8,2) у D̃1k на S. Обернене стовпчкове перетворення вiдновлює

пiдблоки (7,1) та (8,2), але псує нульовi пiдблоки у вертикальнiй пiдсмузi

3 нижче D̃1k. Вiдновлюємо їх додаванням лiнiйних комбiнацiй рядкiв Ip.

Таким чином, E може бути зведене перетвореннями (iii) з Означення 1.2.1.

1.5 Висновки до роздiлу 1

Данний роздiл дисертацiї присвячений проблемi класифiкацiї пар взаємо-

анулюючих операторiв на скiнченновимiрному вектороному просторi. Для

таких пар наведена класифiкацiя над довiльним полем. Бiльше того на-

водиться алгоритм для зведення матриць такої пари до канонiчних форм

вiдносно перетворень подiбностi.

У першому параграфi наведенi означення пар матриць шляхового та ци-

клiчного типу, а також сформульована основна теорема роздiлу.

У другому параграфi зведено загальний випадок до випадку нiльпентної

A, зведено A до її канонiчної форми Жордана, обмежуючи себе до таких пе-

ретворень подiбностi, що зберiгають A, та показуємо, що вони iндукують на

деяку пiдматрицю D матрицi B (що мiстить усi ненульовi елементи матрицi

B).

У третьому параграфi застосовуємо зведення описане в [53, 54] та транс-

формуємо D у блочну форму, таку, що кожний горизонтальний та кожний

вертикальний рядок мiстить не бiльше нiж один ненульовий блок, та цей

блок є невиродженим.

У четвертому параграфi, розширюючи подiл D на блоки, знаходиться

блочна форма A та B така, що кожна горизонтальна та кожна вертикальна

смуга мiстiть не бiльше нiж один ненульовий блок, та цей блок є невиро-

дженим. З цього випливає розклад вiдповiдної операторної пари (A,B) на

пряму суму пар шляхового та циклового типiв, що доводить Теорему 1.1.3.



Роздiл 2

Матрицi, якi самоконгруентнi

тiльки за допомогою матриць з

одиничним визначником

Результати даного роздiлу опублiкованi в статтi [32].

Даний роздiл дисертацiї присвячений питанню критерiю самоконгруен-

тностi за допомогою матрицi з одиничним визначником, використовуючи

канонiчнi матрицi вiдносно конгруентностi.

Д. Доковiч та Ф. Зехтман розглянули векторний простiр V , надiлений

бiлiнiйною формою. Вони довели, що iзометрiї V над полем F характери-

стики вiдмiнної вiд 2 мають визначник 1 тодi та тiльки тодi коли V не має

ортогональних доданкiв непарної розмiрностi (випадок характеристики 2

був також розглянутий). Їх доведення базується на класифiкацiї Рiма бiлi-

нiйних форм. Е. Коклi, Ф. Допiко та Р. Джонсон надали iнше доведення

цього критерiю над R та C використовуючи топмсонiвськi канонiчнi пари

симетричних та кососиметричних матриць вiдносно конгруентностi. Нехай

M — матриця бiлiнiйної форми на V . В другому роздiлi дисертацiйної ро-

боти наведено iнше доведення цього критерiю над F та отримано необхiднi

та достатнi умови використовуючи канонiчнi форми M для конгруентностi,
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пари (MT ,M) для еквiвалентностi, та M−TM (якщо M невироджена) для

подiбностi.

2.1 Вступ

Фундаментальнi результати, отриманi Доковичем та Зехтманом ведуть до

опису усiх n-на-n матриць M над довiльним полем F таким, що

S невироджена та STMS =M дає detS = 1. (2.1)

Над полем характеристики не 2, надамо iнше доведення їх опису та отри-

маємо необхiднi та достатнi умови на M що гарантують (2.1) та включають

канонiчнi форми M для конгруентностi, пари (MT ,M) для еквiвалентно-

стi, та M−TM (якщо M не вироджена) для подiбностi. Авжеж, якщо F має

характеристику 2 тодi кожна невироджена матриця M задовiльняє (2.1).

Векторний простiр V над F з бiлiнiйною формою B ∶ V × V → F нази-

вається бiлiнiйним простором. Лiнiйна бiєкцiя A ∶ V → V називається

iзометрiєю, якщо

B(Ax,Ay) = B(x, y) для усiх x, y ∈ V.

Якщо B задано матрицеюM , тодi умова (2.1) гарантує, що кожна iзометрiя

має визначник 1; так що група iзометрiй мiститься у спецiальнiй лiнiйнiй

групi.

Бiлiнiйний простiр V називається симплектичним, якщо B є невиро-

дженою кососиметричною формою. Вiдомо, що кожна iзометрiя симплекти-

чного простору має визначник 1 [3, Теорема 3.25]. Якщо B задано матрицею

Z2m ∶=
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 Im

−Im 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
, (2.2)

тодi кожна iзометрiя задана симлпектичною матрицею (матриця S є симл-

пектичною, якщо STZ2mS = Z2m), та таким чином кожна симплектична

матриця має визначник 1.
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Позначимо Mn(F) множину n × n матриць над полем F та скажемо, що

A,B ∈Mn(F) є конгруентними, якщо є невироджена S ∈Mn(F) така що

STAS = B; вони є подiбними, якщо S−1AS = B для деякої невиродженої

S ∈Mn(F).
Наступна теорема є наслiдком головної теореми Доковiча та Зехтмана [19,

Теорема 4.6], яка базується на класифiкацiї Рiма бiлiнiйних фор [59].

Теорема 2.1.1. Нехай M — квадратна матриця над полем F характери-

стики вiдмiнної вiд 2. Наступнi умови еквiвалентнi

(i) M задовiльняє (2.1) (тобто кожна iзометрiя на бiлiнiйному просторi

над F з скалярним добутком, заданим матрицеюM має визначник 1),

(ii) M не конгруентна до A ⊕ B, де A — квадратна матриця непарного

розмiру.

- Доковiч та Зехтман [19] також довели, що якщо F складається з бiль-

ше нiж 2 елементiв та його характеристика 2, тодi M ∈ Mn(F) задовiльняє

(2.1) тодi та тiльки тодi коли M не конкруентна до A ⊕ B, в якому кожна

A є виродженим блоком Жордана непарного розмiру . (Очевидно, що ко-

жна M ∈ Mn(F) задовiльняє (2.1), якщо F має лише 2 елементи.) Коклi,

Допiко, та Джонсон [14, Твердження 4.10] надали iнше доведення теореми

2.1.1 для дiйсних та комплексних матриць тiльки: вони використали канонi-

чнi пари Томпсона симетричних та кососиметричних матриць для конгруен-

тностi [69]. Надамо ще одне доведення Теореми 2.1.1 використовуючи нашi

канонiчнi матрицi для конгруентностi [42,64]. Для комплексного поля, пари

канонiчних форм 8 рiзних типiв необхiднi в [14]; нашi канонiчнi форми ли-

ше трьох простих типiв (2.14). Наш пiдхiд до Теореми 2.1.1 через канонiчнi

форми матриць; пiдхiд в [19] через розклад бiлiнiйних просторiв.

Згiдно [14], позначимо через Ξn(F) набiр усiх M ∈ Mn(F), що задовiль-

няють (2.1). Обчислення виявили, що Ξn(F) є замнкненими вiдносно кон-
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груентностi, так що,

M ∈ Ξn(F) та M конгруентно N дає N ∈ Ξn(F). (2.3)

Iмплiкацiю (i)⇒ (ii) Теореми 2.1.1 легко встановити: нехай M буде кон-

груентна до N = A ⊕ B, де A ∈ Mr(F) та r є непарними. Якщо S ∶=
(−Ir) ⊕ In−r, тодi STNS = N та detS = (−1)r = −1, та таким чином

N ∉ Ξn(F). Звiдси маємо з (2.3), що M ∉ Ξn(F).
Iмплiкацiю (ii)⇒ (i) не так легко встановити. Це доводиться в Роздiлi 2.3.

В iншiй частинi цього роздiлу та в роздiлi 2.2 обговорюємо деякi висновки

Теореми 2.1.1. Перший це

Наслiдок 2.1.2. Нехай F буде полем характеристики не 2. Якщо n непар-

не тодi Ξn(F) є порожнiм. M ∈ Ξ2(F) тодi та тiльки тодi коли M не є

симетричною.

Дiйсно, Теорема 2.1.1 гарантує що M ∉ Ξ2(F) тодi та тiльки тодi коли M

є конгруентною до [a] ⊕ [b] для деяких a, b ∈ F, та це виконується тодi та

тiльки тодi коли M є симетричною.

В усiх матричних парах, щорозглядаємо , обидвi матрицi над полем F та

мають однаковий розмiр. Двi матричнi пари (A,B) та (C,D) є еквiвален-

тними, якщо iснують невиродженi матрицi R та S над F такi що

R(A,B)S ∶= (RAS,RBS) = (C,D).

Пряма сума пар (A,B) та (C,D) — це пара

(A,B)⊕ (C,D) ∶= (A⊕C,B ⊕D)

cпряжена до (A,B) — це пара (BT , AT); таким чином, (A,B) це самоспря-

жена, якщо A квадратна та A = BT . Для зручностi позначення напишемо

M−T ∶= (M−1)T .
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Кажемо, що (A,B) є прямим доданком (M,N) вiдносно еквiвален-

тностi, якщо (M,N) еквiвалентна до (A,B) ⊕ (C,D) для деяких (C,D).
Квадратна матриця A є прямим доданкомM вiдносно конгруентностi (вiд-

повiдно, подiбностi), якщоM є конруетною (вiдповiдно подiбною) до A⊕B
для деяких B.

Критерiй (ii) в Теоремi 2.1.1 використовує вiдношення матричної конгру-

ентностi; потрiбно розв’язати систему квадратних рiвнянь, щоб перевiрити,

що двi матрицi конгруентнi. Критерiй (iii) та (iv) в наступнiй теоремi мо-

же бути зручнiшим для використання: потрiбно розв’язати лише систему

лiнiйних рiвнянь, що перевiрити, що двi матрицi еквiвалентнi чи подiбнi.В

роздiлi 2.2покажемо, що з теореми 2.1.1 випливає

Теорема 2.1.3. Нехай M є n × n матриця над полем F характеристики,

вiдмiнної вiд 2. Наступнi умови еквiвалентнi:

(i) M ∉ Ξn(F);

(ii) M має прямий доданок вiдносно конгруентностi, що має непарний

розмiр;

(iii) (MT ,M) має прямий доданок (A,B) вiдносно еквiвалентностi, в якiй

A та B є r × r матрицями та r є непарною.

(iv) (у випадку невиродженої M) M−TM має прямий доданок вiдносно по-

дiбностi, що має непарний розмiр.

Для кожного натурального чилса r, визначимо (r − 1)-на-r матрицi

Fr ∶=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

⋱ ⋱
0 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, Gr ∶=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0

⋱ ⋱
0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (2.4)
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та r-на-r матрицi

Jr(λ) ∶=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

λ 0

1 λ

⋱ ⋱
0 1 λ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, Γr ∶=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 ⋅ ⋅ ⋅

1 ⋅ ⋅ ⋅

−1 −1

1 1

−1 −1

1 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. (2.5)

Зазначимо, що

Γ−Tr Γr подiбна до Jr((−1)r+1) (2.6)

оскiльки

Γ−Tr Γr = (−1)r+1

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋅ ⋅ ⋅

−1 −1 −1 −1

1 1 1

−1 −1

1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

T

⋅ Γr = (−1)r+1

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 2 ∗
1 ⋱
⋱ 2

0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Явнi прямi доданки в умовах (ii)–(iv) Теореми 2.1.3 заданi в наступнiй

теоремi.

Теорема 2.1.4. Нехай M є n× n матрицею над полем F характеристики

вiдмiнної вiд 2. Наступнi умови еквiвалентнi:

(i) M ∉ Ξn(F);

(ii) M має прямий доданок вiдносно конгруентностi, що є або

– невиродженою матрицею Q такою, що Q−TQ подiбна до Jr(1) з

непарним r (якщо F є алгебраїчно замкненим, тодi можемо взя-

ти Q, що буде Γr оскiльки будь-яка така Q конгруентна до Γr),
або

– Js(0) з непарним s.
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(iii) (MT ,M) має прямий доданок вiдносно еквiвалентностi, що є або

(Ir, Jr(1)) з непарним r, або (Ft, Gt) з будь-яким t.

(iv) ( у випадку невиродженої M) M−TM має прямий доданок для подi-

бностi, що є Jr(1) з непарним r.

У наступному роздiлi отримаємо Теореми 2.1.3 та 2.1.4 з Теореми 2.1.1

та дамо алгоритм, щоб визначити чи M ∈ Ξn(F). У роздiлi 2.3 доведемо

теорему 2.1.1.

2.2 З теореми 2.1.1 випливають Теореми 2.1.3 та 2.1.4

Теорема 2.1.4 дає три критерiї дляM ∉ Ξn(F), що включає прямi доданкиM

вiдносно конгруентностi, прямi доданки (MT ,M) вiдносно еквiвалентностi,

та прямi доданки M−TM вiдносно подiбностi. В цьому роздiлi отримаємо цi

критерiї з 2.1.1. З цiєю метою, нагадаємо канонiчну форму квадратних ма-

трицьM вiдносно конгруентностi над F заданої в [64, Теорема 3], та отрима-

ємо канонiчнi форми самоспряжених пар (MT ,M) вiдносно еквiвалентностi

та канонiчних форм коквадратiвM−TM вiдносно подiбностi. Тодi встанови-

ли умови на цi канонiчнi форми пiд якими M ∉ Ξn(F).

2.2.1 Канонiчна форма квадратної матрицi вiдносно конгруен-

тностi.

Кожна квадратна матриця A над полем F, характеристики вiдмiнної вiд

2, подiбна прямiй сумi, однозначно визначенiй з точнiстю до перестановки

доданкiв блокiв Фробенiуса

Φpl =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 −cm
1 ⋱ ⋮
⋱ 0 −c2

0 1 −c1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (2.7)
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в яких

p(x)l = xm + c1xm−1 + ⋅ ⋅ ⋅ + cm

є цiлим степенем многочлена

p(x) = xs + a1x
s−1 + ⋅ ⋅ ⋅ + as (2.8)

що є незвiдним над F. Ця пряма сума називається канонiчною формою

Фробенiуса матрицi A; iнодi вона називається рацiональною канонi-

чною формою (див. [11, Роздiл 6]).

Блок Фробенiуса не має прямих доданкiв вiдносно подiбностi вiдмiнних

вiд себе, тобто вiн нерозкладний вiдносно подiбностi. Також, блок Фробенi-

уса Φ(x−λ)m подiбний до блоку Жордана Jm(λ).
Якщо p(0) = as ≠ 0 в (2.19), ми позначимо

p∨(x) ∶= a−1
s (1 + a1x + ⋅ ⋅ ⋅ + asxs) = p(0)−1xsp(x−1) (2.9)

та помiтимо, що

(p(x)l)∨ = p(0)−lxslp(x−1)l = (p(0)−1xsp(x−1))l = (p∨(x))l. (2.10)

Матриця A−TA називається коквадратом невиродженої матрицi A.

Якщо двi невиродженi матрицi конгруентнi, тодi їх коквадрати подiбнi тому

що

(STAS)−T(STAS) = S−1A−TAS. (2.11)

Якщо Φ є коквадратом, оберемо матрицю A таку що A−TA = Φ та позначимо
T
√

Φ ∶= A ( коквадратний корiнь матрицi Φ).

Лема 2.2.1. Нехай p(x) буде незвiдним многочленом виду (2.19) та нехай

Φpl буде m ×m блоком Фробенiуса (4.4). Тодi

(a) Φpl є коквадратом тодi та тiльки тодi коли

p(x) ≠ x, p(x) ≠ x + (−1)m+1, та p(x) = p∨(x). (2.12)
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(b) Якщо Φpl є коквадратом та m є непарним, тодi p(x) = x − 1.

Доведення. Умови в (a) та явна форма матрицi T
√

Φpl була визначена в [64,

Теоремi 7]; див. [42, Лему 2.3] для детальнiшого доведення.

(b) За (2.12), p(x) = p∨(x). Тодi, as = a−1
s , отже as = ε = ±1 та

p(x) = x2k+1 + a1x
2k + ⋅ ⋅ ⋅ + akxk+1 + akεxk + ⋅ ⋅ ⋅ + a1εx + ε.

Помiтимо, що p(−ε) = 0. Але p(x) є незвiдним, тодi s = 1 та p(x) = x+ ε. За
(2.12) знову, ε ≠ 1. Тодi, p(x) = x − 1.

Визначимо, що коса сума двох матриць:

[AÓ B] ∶=
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 B

A 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.

Теорема 2.2.2. Нехай M є квадратною матрицею над полем F характе-

ристики вiдмiнної вiд 2. Тодi

(a) M є конгруентною прямiй сумi матриць форми

[Φpl Ó Im], Q, Js(0), (2.13)

в якiй Φpl — це m×m блок Фробенiуса, що не є коквадратом, Q є неви-

родженою та Q−TQ є подiбною до блоку Фробенiуса , та s є непарною.

(b) M ∉ Ξn(F) тодi та тiльки тодi, колиM має прямий доданок вiдносно

конгруентностi, що або

– невироджена матриця Q така, що Q−TQ подiбна до Jr(1) з не-

парним r, або

– Js(0) з непарним s.

Доведення. (a) Це твердження є частиною iснування Теореми 3 в [64] (також

представленiй в [42, Теорема 2.2]), в якiй канонiчна форма матрицi вiдносно

конгруентностi над F задана з точнiстю до класифiкацiї форм Ермiта над
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скiнченним розширенням F. Канонiчний блок J2m(0) використаний в [64]

замiсть [Jm(0) Ó Im], але доведення Теореми 3 [64] показує, що цi двi

матрицi конгруентнi.

(b) Частина “тодi” доведення випливає прямо з Теореми 2.1.1. Давайте

доведемо частину “тiльки тодi”. ЯкщоM ∉ Ξn(F), Теорема 2.1.1 гарантує, що

M конгруентно до A⊕B, в якому A квадратна матриця непарного розмiру.

Частина (a) гарантує, що матриця A конгруентна прямiй сумi матриць виду

(2.13), не усi з яких мають парний розмiр. Таким чином, A (а тодi також iM)

має прямi доданки вiдносно конгруентностi, що або Js(0) з s непарним, або

невироджена матриця Q непарного розмiру така, що Q−TQ подiбна до блоку

Фробенiуса Φpl непарного розмiру. Лемма 2.2.1 гарантує, що p(x) = x − 1,

таким чином Q−TQ подiбна до Φ(x−1)r , яка подiбна до Jr(1).

Якщо F алгебраїчно замкнене поле, тодi Теорема 2.2.2 може бути спро-

щена наступним чином.

Теорема 2.2.3. Нехай M —квадратна матриця над алгебраїчно замкне-

ним полем характеристики вiдмiнної вiд 2. Тодi

(a) M конгруентна до прямої суми матриць виду

[Jm(λ)Ó Im], Γr, Js(0), (2.14)

в яких λ ≠ (−1)m+1, кожне ненульове λ визначається з точнiстю

до замiни на λ−1, Γr визначено в (2.5), та s непарна. Ця пряма су-

ма однозначно визначена матрицею M з точнiстю до перестановки

доданкiв.

(b) M ∉ Ξn(F) тодi та тiльки тодi коли M має прямий доданок вiдносно

конгруентностi виду Γr з непарним r або Js(0) з непарним s.

Доведення. (a) Ця канонiчна форма вiдносно конгруентностi була отримана

в [42, Теоремi 2.1(a)]; дивiться також [40,41].

(b) Це твердження випливає з (a) та Теореми 2.1.1.
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Еквiвалентнiсть (i)⇔ (ii) в Теоремi 2.1.4 випливає з Теорем 2.2.2 та 2.2.3.

(Еквiвалентнiсть (i)⇔ (ii) в Теоремi 2.1.3 це iнша форма Теореми 2.1.1.)

2.2.2 Канонiчна форма самоспряженої матричної пари вiдносно

еквiвалентностi

Теорема Кронекера для матричних олiвцiв [27, Роздiл 12] гарантує. що ко-

жна матрична пара (A,B) над C еквiвалентна прямiй сумi пар виду

(Im, Jm(λ)), (Jr(0), Ir), (Fs, Gs), (F Tt , GTt ),

в якiй Fs таGs визначенi в (3.18). Ця пряма сума визначена однозначно через

(A,B), з точнiстю до перестановки доданкiв. Над полем F характеристики

не 2, ця канонiчна форма з блоками Фробенiуса Φpl (див. (4.4)) замiсть блокiв

Жордана Jm(λ) може бути побудована у два кроки:

• Використайте алгоритм Доорена регуляризацiїї [70] для матричних

олiвцiв (якi були розширенi на матрицi циклiв лiнiйних вiдображень

у [65] та на матрицi бiлiнiйних форм в [39]), що перетворити (A,B) у

еквiвалентну пару, що є прямою сумою регулярної частини (Ik, R) з

невиродженою R та канонiчними парами виду (Jr(0), Ir), (Fs, Gs), та
(F Tt , GTt ).

• Зведiть R до прямої суми блокiв Фробенiуса Φpl за допомогою

перетворень подiбностi S−1RS; вiдповiдне перетворення подiбностi

S−1(Ik, R)S = (Ik, S−1RS) розкладає регулярну частину на пряму суму

канонiчних блокiв (Im,Φpl).

Теорема 2.2.4. Нехай M — це квадратна матриця над полем F характе-

ристики вiдмiнної вiд 2.

(a) Самоспряжена пара (MT ,M) еквiвалентна прямiй сумi самоспряже-
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них пар виду

([Im Ó ΦT
pl], [Φpl Ó Im]), ( T

√
Φqr

T
, T
√

Φqr ), (Js(0)T , Js(0)),
(2.15)

в яких Φpl є m×m блоком Фробенiуса, що не є коквадратом, Φqr — це

блок Фробенiуса, що є коквадратом, та s є непарним. Ця пряма сума

однозначно визначена через M , з точнiстю до перестановки прямих

доданкiв та замiн, в якiй кожна Φpl, будь-якої кiлькостi доданкiв виду

([Im Ó ΦT
pl
], [Φpl Ó Im]) за допомогою ([Im Ó ΦT

ql
], [Φql Ó Im]), в

якiй q(x) ∶= p∨(x) визначено в (2.9).

(b) Наступнi три умови еквiвалентнi:

(i) M ∉ Ξn(F);

(ii) (MT ,M) має самоспряжений прямий доданок вiдносно еквiвален-

тностi виду (ΓTr ,Γr) з непарним r, або (Js(0)T , Js(0)) з непарним

s;

(iii) (MT ,M) має пряму суму вiдносно еквiвалентностi виду

(Ir, Jr(1)) з непарним r, або (Ft, Gt) з будь-яким t.

Доведення. Нехай M є квадратною матрицею над полем F характеристики

вiдмiнної вiд 2.

(a) За Теоремою 2.2.2(a), M конгруентна прямiй сумi N матриць виду

(2.13). Таким чином, (MT ,M) еквiвалентна (NT ,N), прямiй сумi пар ви-

гляду (2.15).

Єдинiсть цiєї прямої суми випливає з єдиностi припущення в теоремi Кро-

некера та наступних чотирьох еквiвалентностей:

1. ([Im Ó ΦT
p(x)l], [Φp(x)l Ó Im]) є еквiвалентною до (Im,Φp(x)l) ⊕

(Im,Φp∨(x)l) для кожного незвiдного многочлена p(x) ≠ x.
2. ([Im Ó Jm(0)T ], [Jm(0) Ó Im]) еквiвалентна до (Im, Jm(0)) ⊕

(Jm(0), Im).
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3. ( T
√

Φqr
T
, T
√

Φqr ) еквiвалентна до (I,Φqr).
4. (J2t−1(0)T , J2t−1(0)) еквiвалентна до (F Tt , GTt )⊕ (Gt, Ft).
Щоб перевiрити першу еквiвалентнiсть, помiтимо, що (ΦT

p(x)l, Im) еквiва-

лентно до (Im,Φp∨(x)l) оскiльки

Φ−T
p(x)l подiбна до Φp∨(x)l (2.16)

для кожного невиродженого m×m блоку Фробенiуса Φ ∶= Φp(x)l. Подiбнiсть

(2.16) випливає з факту, що характеристичнi многочлени матриць Φ−T та

Φp∨(x)l рiвнi:

χΦ−T (x) = det(xI −Φ−1) = det((−Φ−1)(I − xΦ))
= det(−Φ−1) ⋅ xm ⋅ det(x−1I −Φ) = χ∨Φ(x) = (p(x)l)∨,

що дорiвнює p∨(x)l згiдно (2.10).

Друга еквiвалентнiсть очевидна.

Щоб перевiрити третю еквiвалентнiсть, обчислимо

T
√

Φqr
−T( T

√
Φqr

T
, T
√

Φqr )I = (I,Φqr).

Матричнi пари четвертої еквiвалентностi є перестановочно еквiвалентни-

ми.

(b) Iмплiкацiя “(i)⇒ (ii)”. Припустимо, що M ∉ Ξn(F). За теоремою

2.2.2(b),M має прямий доданок Q вiдносно конгруентностi такий, що Q−TQ

подiбна до Jr(1) з непарним r, або прямiй сумi Js(0) з непарним s. То-

дi (QT ,Q) або (Js(0)T , Js(0)) є прямою сумою (MT ,M) вiдносно еквiва-

лентностi. Пара (QT ,Q) еквiвалентна до (ΓTr ,Γr) оскiльки Q−TQ та Γ−Tr Γr

подiбнi (вони подiбнi до Jr(1) згiдно (2.6)) та оскiльки

S−1Q−TQS = Γ−Tr Γr Ô⇒ ΓTr S
−1Q−T(QT ,Q)S = (ΓTr ,Γr).

Iмплiкацiя “(ii)⇒ (iii)”. Щоб довести цей напрям, помiтимо, що (ΓTr ,Γr) з

непарним r еквiвалентно до (Ir,Γ−Tr Γr), який еквiвалентний до (Ir, Jr(1))
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через (2.6), та [42, стор. 213] гарантує, що

(J2t−1(0)T , J2t−1(0)) еквiвалентне до (Ft, Gt)⊕ (GTt , F Tt ). (2.17)

“(iii)⇒ (i)” Припустимо твердження в (iii). Згiдно теореми 2.2.2(a), M

конгруентна прямiй сумi N = ⊕iNi матриць виду (2.13). Тодi (MT ,M) еквi-

валентна до (NT ,N) = ⊕i(NT
i ,Ni). Згiдно (iii) та твердження єдиностi в

теоремi Кронекера, деякi (NT
i ,Ni) мають прямий доданок вiдносно еквiва-

лентностi виду (Ir, Jr(1)) з непарним r або (Ft, Gt) з будь-яким t.

• Припустимо, що прямий доданок це (Ir, Jr(1)) з непарним r. Оскiльки

Ni одна з матриць (2.13) та Jr(1) з непарним r є коквадратом згiдно

(2.12), звiдси випливає, що Ni = Q та Q−TQ подiбнi до Jr(1).

• Припустимо, що прямий доданок це (Ft, Gt). Оскiльки Ni — це одна з

матриць (2.13), (2.17) гарантує, що Ni = J2t−1(0).

В обох попереднiх випадках, Ni має непарний розмiр, отже Теорема 2.1.1

гарантує, що M ∉ Ξn(F).

Еквiвалентностi (i)⇔ (iii) в Теоремах 2.1.3 та 2.1.4 випливають з Теореми

2.2.4.

2.2.3 Канонiчна форма коквадрату вiдносно подiбностi

Теорема 2.2.5. Нехай M невироджена матриця над полем F характери-

стики вiдмiнної вiд 2.

(a) Коквадрат M−TM подiбний прямiй сумi коквадратiв

Φpl ⊕Φ−T
pl , Φqr , (2.18)

в якiй Φpl невироджений блок Фробенiуса, що не є коквадратом та Φqr

є блоком Фробенiуса, що є коквадратом. Ця пряма сума однозначно

визначена над M , з точнiстю до перестановки прямих доданкiв та
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замiни, для кожного Φpl, будь-якої кiлькостi доданкiв виду Φpl ⊕ Φ−T
pl

на Φql ⊕Φ−T
ql

, в якiй q(x) ∶= p∨(x), що визначено в (2.9).

(b) M ∉ Ξn(F) тодi та тiльки тодi коли M−TM має прямий доданок для

подiбностi виду Jr(1) з непарним r.

Доведення. (a) Iснування цiєї прямої суми випливає з Теореми 2.2.2(a)

оскiльки M конгруентно прямiй сумi невироджених матриць [Φpl Ó Im] та

Q (див (2.13)); матрицi (2.18) є їх коквадратами. Твердження про єдинiсть

випливає з єдиностi канонiчної форми Фробенiуса та (2.16).

(b) За теоремою 2.2.4(b) та оскiльки M є невиродженою, M ∉ Ξn(F) тодi

та тiльки тодi, коли (MT ,M) має прямий доданок вiдносно еквiвалентно-

стi виду (Ir, Jr(1)) з непарним r. З цього випливає (b) оскiльки (MT ,M)
еквiвалентно до (In,M−TM).

Еквiвалентностi (i)⇔ (iv) в Теоремах 2.1.3 та 2.1.4 випливають з Теореми

2.2.5.

2.2.4 Алгоритм

Наступної простої умови достатньо, щоб гарантувати, що M ∈ Ξn(F).

Лема 2.2.6 ( [14, Теорема 2.3] для F = R або C). Нехай F є полем характе-

ристики, вiдмiнної вiд 2. Якщо M ∈Mn(F) та, якщо його кососиметрична

частина Mw = (M −MT)/2 є невиродженою, тодi M ∈ Ξn(F).

Доведення. Оскiльки Mw кососиметрична та невироджена, тодi iснує неви-

роджена C така що Mw = CTZ2mC, в якiй Z2m визначена в (3.9). Якщо

STMS =M , тодi

STMwS =Mw, (CSC−1)TZ2m(CSC−1) = Z2m,

а отже CSC−1 є симплектичною. Згiдно [3, Теореми 3.25], detCSC−1 = 1,

що випливає з detS = 1.
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Незалежно вiд будь-якої умови на Mw, можна використати алгоритм ре-

гуляризацiї описаний в [39], щоб звести M за послiдовнiстю конгруенцiй

(простi рядковi та стовпчковi операцiї) над формою

B ⊕ Jn1(0)⊕⋯⊕ Jnp(0), B невироджена та 1 ⩽ n1 ⩽ ⋯ ⩽ np. (2.19)

Авжеж, виродженi блоки вiдсутнi та B =M , якщо M невироджена.

Згiдно теореми 2.2.5(b), єдина потрiбна iнформацiя про B в (2.19) це

чи має вона будь-якi блоки Жордана Jr(1) з непарним r. Нехай rk =
rank(B−TB − I)k та набiр r0 = n. Для кожного k = 1, . . . , n, B−TB має

rk−1−rk блоки Jj(1) усiх розмiрiв j ≥ k та рiвно (r2k−r2k+1)−(r2k+1−r2k+2) =
r2k − 2r2k+1 + r2k+2 блокiв виду J2k+1(1) для кожного k = 1, . . . , [n−1

2 ].
Попереднi спостереження ведуть до наступного алгоритму, що визначає

чи задана M ∈Mn(F) є в Ξn(F):

1. Якщо M − − −MT невироджена, тодi зупиняємося: M ∈ Ξn(F).

2. Якщо M вироджена, використовуємо алгоритм регуляризацiї [39] щоб

визначити пряму суму виду (2.19) до якої M конгруентно, та перевi-

ряємо вироджений блок розмiру nj. Якщо будь-який nj непарний, тодi

зупиняємося: M ∉ Ξn(F).

3. Якщо M невироджена або, якщо усi nj парнi, тодi M ∈ Ξn(F) тодi та

тiльки тодi, якщо r2k − 2r2k+1 + r2k+2 = 0 для усiх k = 1, . . . , [n−1
2 ].

Помiтимо, що, якщо M −MT невироджена , тодi (a) немає nj непарних

оскiльки Jr(0) − Jr(0)T вироджена для кожного непарного r, (b) B − BT

невироджена , та (c) rank(B−TB− I) = rank(B−T(B−BT)) = n, отже rk = n
для усiх k = 1, 2, . . . та r2k − 2r2k+1 + r2k+2 = 0 для усiх k = 1, 2, . . ..



70

2.3 Доведення теореми 2.1.1

Iмплiкацiя (i)⇒ (ii) теореми 2.1.1 була встановлена у роздiлi 2.1. В цьо-

му роздiлiдоведемо залишену iмплiкацiю (ii)⇒ (i):вiзьмемо будь-яку M ∈
Mn(F), що не має прямi доданки вiдносно конгруентностi непарного розмi-

ру, та покажемо, щоM ∈ Ξn(F). Продовжимо допускати, як в Теоремi 2.1.1,

що F є полем характеристики вiдмiнної вiд 2.

Згiдно (2.3) та Теореми 2.2.2(a), можемо допустити, що M пряма сума

матриць парних розмiрiв форми [Φpl Ó Im] та Q; див (2.13). Переставляючи

доданки, представимо M у формi

M =M ′ ⊕M ′′, M ′ is n′ × n′, M ′′ is n′′ × n′′, (2.20)

в якiй

(α) M ′ пряма сума усiх доданкiв виду [Φ(x−1)m Ó Im] (m парне за лемою

2.2.1(a)), та

(β) M ′′ пряма сума усiх iнших доданкiв; вони мають форму [Φpl Ó Im]
з p(x) ≠ x − 1 та Q парного розмiру, в якому Φpl є m × m блоком

Фробенiуса, що не є коквадратом та Q−TQ подiбна до блоку Фробенiуса.

Крок 1: Покажемо, що для кожної невиродженої S,

STMS =M Ô⇒ S = S′ ⊕ S′′, S′ є n′ × n′, S′′ є n′′ × n′′. (2.21)

Якщо STMS = M , тодi ST(MT ,M)S = (MT ,M), та отже з R ∶=
S−Tмаємо

(MT ,M)S = R(MT ,M). (2.22)

Щоб довести (2.21), доведемо бiльш загальне припущення: з (2.22) випливає

що

S = S′ ⊕ S′′, R = R′ ⊕R′′, S′, R′ є n′ × n′, S′′, R′′ є n′′ × n′′. (2.23)
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Використовуючи теорему 2.2.3(a), зведемо M ′ та M ′′ в (6.3.2) за допомогою

перетворень конгруентностi над алгебраїчним замиканням F поля F прямих

сум матриць виду [Jm(1)Ó Im] та, вiдповiдно, виду [Jm(λ)Ó Im] з λ ≠ 1

та Γr з парним r. Тодi

• (M ′T ,M ′) еквiвалентно над F прямiй сумi пар виду (Im, Jm(1)) ⊕
(Jm(1), Im), та

• (M ′′T ,M ′′) еквiвалентно над F прямiй сумi пар виду (Im, Jm(λ)) ⊕
(Jm(λ), Im) з 1 ≠ λ ∈ F та (ΓTr ,Γr) з парним r.

Пара (Jm(1), Im) еквiвалентна (Im, Jm(1)). Пара (ΓTr ,Γr) еквiвалентна

(Ir,Γ−Tr Γr), що є еквiвалентною до (Ir, Jr(−1)) згiдно (2.6) оскiльки r парне.
Таким чином,

(α′) (M ′T ,M ′) еквiвалентна прямiй сумi пар виду (Im, Jm(1)), та

(β′) (M ′′T ,M ′′) еквiвалентна прямiй сумi пар, що або виду (Im, Jm(λ)) з

λ ≠ 1 або виду (Jm(0), Im).

Оберемо γ ∈ F, γ ≠ −1, таке що M ′′T + γM ′′ невироджена (якщо M ′′

невироджена, тодiможемо взяти γ = 0; якщо M ′′ невироджена, тодiможемо

обрати будь-який γ ≠ 0,−1 такий, що (MT ,M) не має прямих доданкiв виду

(Im, Jm(−γ−1)).
Тодi з (2.22) випливає що

(MT + γM,M)S = R(MT + γM,M).

Пара (MT +γM,M) еквiвалентна до (In, (MT+γM)−1M), чия канонiчна

пара Кронекера має форму

(In,N) ∶= (In′,N ′)⊕ (In′′,N ′′),

в якiй (α′) та (β′) гарантує, що
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(α′′) N ′ (розмiру n′×n′) є прямою сумою блокiв Жордана з власним числом

(1 + γ)−1, та

(β′′) N ′′ (розмiру n′′ × n′′) є прямою сумю блокiв Жордана з власними чи-

слами, що вiдмiннi вiд (1 + γ)−1.

Якщо (In,N)S̃ = R̃(In,N), тодi S̃ = R̃, NS̃ = S̃N , та (α′′) та (β′′) га-

рантує, що S̃ = S̃′ ⊕ S̃′′, в якiй S̃′ є n′ × n′ та S̃′′ є n′′ × n′′. Тодi (In,N)
отримується з (MT ,M) за допомогою перетворень всерединi (M ′T ,M ′) та

всерединi (M ′′T ,M ′′), з (2.22) випливає (2.23). Це доводить (2.21).

Оскiльки detS = detS′ detS′′, залишається довести, що

M ′ ∈ Ξn′(F), M ′′ ∈ Ξn′′(F).

Крок 2: Покажемо, що M ′′ ∈ Ξn′′(F).
За лемою 2.2.6, достатньо показати, що 2M ′′

w = M ′′ −M ′′T є невиродже-

ною. Це припущення правильне, оскiльки (β) гарантує, що матрицяM ′′ має

пряму суму матриць виду [Φpl Ó Im] з p(x) ≠ x − 1 та Q парного розмiру,

та

• для кожного доданку виду [Φpl Ó Im],

[Φpl Ó Im]w =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 Im −ΦT
pl

Φpl − Im 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
є невиродженою оскiльки 1 не є власним числом Φpl;

• для кожного доданку виду Q, Q−QT = QT(Q−TQ−Ir) є невиродженою

оскiльки Q−TQ подiбна до блоку Фробенiуса Φpl парного розмiру, в якiй

(2.12) гарантує, що p(x) ≠ x− 1, та таким чином 1 не є власним числом

Q−TQ.

Крок 3: Покажемо, що M ′ ∈ Ξn′(F).
Згiдно (α), M ′ є прямою сумою матриць виду

[Φ(x−1)m Ó Im], m є парним, (2.24)
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в якiй Φ(x−1)m блок Фробенiуса, що не є коквадратом; (2.12) гарантує що m

є парним.

Оскiльки C−1Φ(x−1)mC = Jm(1) для деякої невиродженої C, кожний до-

данок [Φ(x−1)m Ó Im] є конгруентним до

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 Im

Jm(1) 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

CT 0

0 C−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 Im

Φ(x−1)m 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

C 0

0 C−T

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,

що є конгруентним до
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 Ĩm

J̃m(1) 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

Ĩm 0

0 Im

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 Im

Jm(1) 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

Ĩm 0

0 Im

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,

в якiй

Ĩm ∶=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1

⋅ ⋅ ⋅

1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, J̃m(1) ∶=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1

1 1

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

1 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(m-на-m).

Матриця [J̃m(1)Ó Ĩm] конгруентна за допомогою матрицi перестановок до

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 K2

K2 L2

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

K2 L2 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, в якiйK2 ∶=
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 1

1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
, L2 ∶=

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 0

1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
. (2.25)

Доведено, що [Φ(x−1)m Ó Im] конгруентна до (2.25). Вiдповiдно,

[Φ(x−1)m Ó Im]⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ [Φ(x−1)m Ó Im] (r доданкiв)

конгруентна до

Am,r ∶=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 Kr

Kr Lr

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

Kr Lr 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(m2 блокiв), (2.26)
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в якiй

Kr ∶=
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 Ir

Ir 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
, Lr ∶=

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 0r

Ir 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.

Таким чином, M ′ конгруентна деякiй матрицi

N = Am1,r1 ⊕Am2,r2 ⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕Amt,rt, m1 > m2 > ⋅ ⋅ ⋅ > mt,

в якiй ri — це кiлькiсть доданкiв [Φ(x−1)mi Ó Imi] розмiру 2mi в прямiй сумi

M ′. Згiдно з (2.3), достатньо довести, що N ∈ Ξn′(F).
Якщо

STNS = N, (2.27)

тодi з (2.11) випливає що

N−TNS = SN−TN, (2.28)

в якiй

N−TN =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

A−T
m1,r1Am1,r1 0

⋱
0 A−T

mt,rtAmt,rt

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. (2.29)

Оскiльки

A−1
mi,ri =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∗ . . . ∗ −LTri Kri

⋮ ⋅ ⋅ ⋅ −LTri Kri

∗ ⋅ ⋅ ⋅ Kri

−LTri ⋅ ⋅ ⋅

Kri 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

ми маємо

A−T
mi,riAmi,ri =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

I2ri Hri ∗ . . . ∗
I2ri Hri ⋱ ⋮

I2ri ⋱ ∗
⋱ Hri

0 I2ri

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, Hri ∶=
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

Iri 0

0 −Iri

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
; (2.30)
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зiрки позначають неспецифiчнi блоки.

Подiл S в (2.28) на t2 блокiв

S =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

S11 . . . S1t

⋮ ⋱ ⋮
St1 . . . Stt

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, Sij є 2miri × 2mjrj,

вiдповiдно до подiлу (2.29), тодi подiл кожного блоку Sij на пiдблоки розмiру

2ri×2rj вiдповiдно до подiлу (2.30) дiагональних блокiв (2.29). Прирiвнюючи

вiдповiднi блоки матриць рiвняння (2.28) (в бiльшостi як у описi Гантмахера

усiх матриць, що комунiкують з матрицею Жордана, [27, Роздiл VIII, §2]),

знайдемо що

• усi дiагональнi блоки S мають форму

Sii =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ci ∗
CHi

⋱
Ci

0 CHi

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, CHi ∶= HriCiHri,

(кiлькiсть дiагональних блокiв парна згiдно (2.24)), та

• усi недiагональнi блоки Sij мають форму

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∗ . . . ∗
⋱ ⋮

∗
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

якщо i < j,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∗ . . . ∗
⋱ ⋮

0 ∗

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

якщо i > j,

в якiй усi зiрки позначають неспецифiчнi пiдблоки.1

1Будь-яка матриця Жордана J є перестановочно подiбна до матрицi Вейра WJ та усiх ма-
триць, що комунiкують WJ , є блочно трикутними; див [62, Section 1.3]. Якщозведемо матрицю
(2.29) одночасними перестановками рядкiв та стовпчикiв до її форми Вейра, тодi такiж пере-
становки зведуть S до блочнотрикутної форми .
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Наприклад, якщо

N = A6,r1 ⊕A4,r2 ⊕A2,r3

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 Kr1

Kr1 Lr1

Kr1 Lr1

Kr1 Lr1

Kr1 Lr1

Kr1 Lr1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⊕

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 Kr2

Kr2 Lr2

Kr2 Lr2

Kr2 Lr2 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⊕
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 Kr3

Kr3 Lr3

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,

тодi

S =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

C1 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
CH1 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

C1 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
CH1 ∗ ∗ ∗

C1 ∗
CH1

∗ ∗ ∗ ∗ C2 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ CH2 ∗ ∗ ∗

∗ ∗ C2 ∗
∗ CH2

∗ ∗ ∗ ∗ C3 ∗
∗ ∗ CH3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

в якiй

CH1 ∶= Hr1C1Hr1, CH2 ∶= Hr2C2Hr2, CH3 ∶= Hr3C3Hr3.

Тепер сфокусуємося на рiвняннi (2.27). Пiдблок у верхньому правому ку-

тку iго дiагонального блоку Ami,ri матрицi N є Kri; див (2.26). Доведемо,

що вiдповiдний пiдблок STNS є CTi KriC
H
i ; таким чином,

CTi KriC
H
i = Kri. (2.31)
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Помноживши першу горизонтальну пiдсмугу її смуги ST на N , отримаємо

(0 . . . 0 ∗ ∣ . . . ∣ 0 . . . 0 ∗ ∣ 0 . . . 0 CTi Kri ∣ 0 . . . 0 ∣ . . . ∣ 0 . . . 0);

помноживши її на останню вертикальну пiдсмугу її вертикальної смуги S,

отримаємо CTi KriC
H
i , що доводить (2.31). Таким чином, detCi detCHi = 1.

Але

detS = detC1 detCH1 ⋯detC1 detCH1 detC2 detCH2 ⋯

Отже, detS = 1, що закiнчує доведення Теореми 2.1.1.

2.4 Висновки до роздiлу 2

Данний роздiл дисертацiї присвячений питанню критерiю самоконгруентно-

стi за допомогою матрицi з одиничним визначником, використовуючи кано-

нiчнi матрицi вiдносно конгруентностi.

У першому параграфi наводиться основна теорема роздiлу: Нехай M —

квадратна матриця над полем F характеристики вiдмiнної вiд 2. Кожна

iзометрiя на бiлiнiйному просторi над F з скалярним добутком, заданим ма-

трицею M має визначник 1, тодi та тiльки тодi, коли M не конгруентна до

A⊕B, де A —квадратна матриця непарного розмiру. Також наводяться ще

двi теореми, якi випливають з основної теореми роздiлу. У другому пара-

графi доводяться цi двi теореми.

У третьому параграфi доводиться основна теорема роздiлу, використову-

ючи канонiчнi матрицi вiдносно конгруентностi.



Роздiл 3

Критерiй унiтарної подiбностi

верхньотрикутних матриць у

загальному положеннi

Результати даного роздiлу опублiкованi в статтi [23].

Мета цього роздiлу — надати критерiй унiтарної подiбностi матриць, що

є аналогом умови Арвесона (3.3), але з многочленами над C замiсть матри-

чних многочленiв. Мета цього роздiлу аналогiчна [24], але [24] використовує

спектральну норму ∥⋅∥sp та використаємо норму Фробенiуса ∥⋅∥. Усi матрицi,
що розглядаємо є комплексними.

Класична задача в лiнiйнiй алгебрi наступна: якщо A та B квадратнi

комплекснi матрицi, тодi як можна визначити чи будуть матрицi A та B

унiтарно подiбнi (тобто, U−1AU = B для деякої унiтарної U)? Бiльш то-

чно, якi iнварiанти повнiстю визначають матрицю з точнiстю до унiтарної

подiбностi?

Нагадаймо декiлька вiдомих розв’язкiв цiєї задачi:

Теорема Шпехта. Матрицi A та B унiтарно подiбнi тодi та тiльки

тодi коли

trace ω(A,A∗) = trace ω(B,B∗)
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для усiх слiв ω двох некомутативних змiнних ; див. [68].

Алгоритм Лiтлвуда. Лiтлвуд [49] побудував алгоритм, що зводить кожну

квадратну комплексну матрицю A перетвореннями унiтарної подiбностi

до деякої матрицi Acan таким чином, що A та B унiтарно подiбнi тодi

та тiльки тодi, коли вони зводяться до однакової матрицi Acan = Bcan.

Таким чином, матрицi, що не змiнюються за алгоритмом Лiтлвуда є

канонiчними вiдносно унiтарної подiбностi. Використаємо це на-

далi; див. зауваження 3.

Iншi версiї алгоритма Лiтлвуда були наданi в [10] та [63]. Системи лi-

нiйних вiдображень на унiтарних та евклiдових просторах були вивченi

в [66] використовуючи алгоритм Лiтлвуда.

Критерiй Арвесона. Нехай A та B є n×n комплекснi матрицi, та припу-

стимо, що A не унiтарно подiбна до прямої суми квадратних матриць

менших розмiрiв. Тодi A та B унiтарно подiбнi тодi та тiльки тодi,

коли

∥H0⊗In+H1⊗A∥sp = ∥H0⊗In+H1⊗B∥sp для усiх H0,H1 ∈ Cn×n, (3.1)

де ∥M∥sp є спектральною нормою M ; див. [4, Теореми 2 та 3], [5, Тео-

рема 2.4.2], [25, Теорема 2.1], та [22]. Спектральна норма M — це най-

бiльше сингулярне значенняM (що є квадратним коренем найбiльшого

власного числа додатньо-напiввизначеної матрицiM∗M). Спектральна

норма — це особливий випадок операторної норми, оскiльки

∥M∥sp = max
∣v∣=1

∣Mv∣

в якiй ∣ ⋅ ∣ — Евклiдова норма векторiв.
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Достатньо перевiрити (3.1) для усiх пар (H0,H1), в яких H1 має форму

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

r1 0

⋱
0 rn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,
r1, . . . , rn ∈ R,
r1 ⩾ . . . ⩾ rn ⩾ 0,

(3.2)

див зауваження 4. Наприклад, двi 2 × 2 комплекснi матрицi A та B є

унiтарно подiбними тодi та тiльки тодi, коли
XXXXXXXXXXXX

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

aI2 + λA bI2

cI2 dI2 + µA

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

XXXXXXXXXXXXsp

=
XXXXXXXXXXXX

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

aI2 + λB bI2

cI2 dI2 + µB

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

XXXXXXXXXXXXsp

для усiх

H0 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

a b

c d

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
, H1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

λ 0

0 µ

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,

a, b, c, d ∈ C, λ, µ ∈ R,
λ ⩾ µ ⩾ 0.

Покажемо у твердженнi 3.4.2, що спектральна норма в критерiї Арвесона

не може бути замiнена на норму Фробенiуса

∥C∥ ∶=
√
∑ ∣cij ∣2 для кожного C = [cij] ∈ Cm×n.

Якщо визначимо значення матричного многочлена

H(x) = H0 +H1x + ⋅ ⋅ ⋅ +Htx
t ∈ Ck×k[x]

(чиї коефiцiєнти Hi є k × k матрицями) у n × n матрицi M через

H(M) ∶= H0 ⊗ In +H1 ⊗M + ⋅ ⋅ ⋅ +Ht ⊗M t ∈ Ckn×kn,

тодi умова (3.1) набуде форми:

∥H(A)∥sp = ∥H(B)∥sp для усiх H ∈ Cn×n[x] степеня ⩽ 1. (3.3)

Норма Фробенiуса матрицi не змiнюється пiд множенням на унiтарнi ма-

трицi. Таким чином, якщо A та B унiтарно подiбнi матрицi, тодi ∥A∥ = ∥B∥;
бiльш того,

∥h(A)∥ = ∥h(B)∥ для усiх h ∈ C[x]. (3.4)
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Доведемо в теоремi 3.1.1, що обернене твердження виконується, якщо A

є верхньотрикутною матрицею Тьоплица з ненульовою супердiагоналлю та

B є довiльною матрицею : умова (3.4) гарантує їх унiтарну подiбнiсть.

Обернене твердження не виконується навiть для матриць

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0

0 0 2

0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 2 0

0 0 1

0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(3.5)

оскiльки вони не унiтарно подiбнi та задовiльняють (3.4); див Лему 3.4.1.

Але їх головнi лiдуючi 2 × 2 пiдматрицi

A2 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 1

0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
, B2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 2

0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
не задовiльнять (3.4). (Пiд лiдуючою основною k × k пiдматрицею Mk ма-

трицi M , розумiємо пiдматрицю на перетинi перших k рядкiв та перших k

стовпцiв.) З цiєї причини, ми даємо критерiй унiтарної подiбностi в якому

умова (3.4) виконується не тiльки на n×n матрицях A та B, але також на їх

лiдуючих основних пiдматрицях. Таким чином, замiсть (3.4) використаємо

умову

∥h(Ak)∥ = ∥h(Bk)∥ для усiх h ∈ C[x] та k = 1, . . . , n. (3.6)

Нехай A та B верхньотрикутнi n×n матрицi. Доведемо, що (3.6) необхiдна

та достатня умова для унiтарної подiбностi A та B у двох випадках:

• якщо A та B не подiбнi до прямих сум квадратних матриць менших роз-

мiрiв (див Теорему 3.1.2, яка була переформульована у термiнах одно-

клiтинних операторiв у твердженнях 3.1.3 та 3.1.4), та

• якщо A та B у загальнiй позицiї (Теорема 3.1.5).

Можемо розглянути тiльки верхньотрикутнi матрицi оскiльки за теоре-

мою Шура про унiтарну триангуляризацiю [37, Теорема 2.3.1]: кожна ква-

дратна матриця A унiтарно подiбна до верхньотрикутної матрицi B чиї
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дiагональнi елементи є власними числами A в будь-якому назначеному по-

рядку ; кажемо, в лексикографiчному порядку:

a + bi ≼ c + di або, якщо a < c, або a = c та b ⩽ d. (3.7)

Унiтарна матриця U , що перетворює A на B = U−1AU легко будується:

зведемо A унiтарними перетворенням до верхньотрикутної матрицi S−1AS

з дiагональними елементами у заданому порядку (така матриця може бути

отримана з форми Жордана матрицi A за допомогою перестановок рядкiв

та стовпцiв), тодi застосувати ортогоналiзацiю Грама-Шмiдта до стовпцiв S

та отримаємо унiтарну матрицю U = ST , де T верхньотрикутна.

3.1 Головнi результати

3.1.1 Критерiй для матриць Тьоплiца

Верхньотрикутна матриця Тьоплiца — це матриця виду

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a0 a1 a2 ⋱ an−1

a0 a1 ⋱ ⋱
a0 ⋱ a2

⋱ a1

0 a0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, a0, . . . , an−1 ∈ C. (3.8)

У роздiлi 3.2, доводимо наступну теорему, яка є першим важливим ре-

зультатом цього роздiлу.

Теорема 3.1.1. Нехай A верхньотрикутна матриця Тьоплiца з ненульо-

вою супердiагоналлю, та нехай B —матриця такого ж розмiру. Тодi A та

B унiтарно подiбнi тодi та тiльки тодi, коли

∥h(A)∥ = ∥h(B)∥ для усiх h ∈ C[x]. (3.9)
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Зауваження 1. (a) Достатньо перевiрити умову (3.9) для усiх h степе-

ня не бiльше n, де n × n — це розмiр A та B. Дiйсно, нехай

∥g(A)∥ = ∥g(B)∥ для усiх g ∈ C[x] степеня не бiльше n. (3.10)

Якщо µ мiнiмальний многочлен A, тодi з (3.10) випливає, що

∥µ(A)∥ = ∥µ(B)∥ = 0 та отже µ(A) = µ(B) = 0. Для h довiльно-

го степеня, маємо h(A) = r(A) та h(Bk) = r(Bk), де r — це за-

лишок вiд дiлення h на µ. Згiдно (3.10), ∥r(A)∥ = ∥r(B)∥, та отже

∥h(A)∥ = ∥h(B)∥.

(b) Теорема 3.1.1, але з ∥h(A)∥sp = ∥h(B)∥sp замiсть ∥h(A)∥ = ∥h(B)∥,
була доведена у [24].

3.1.2 Критерiй для нерозкладних матриць та одноклiтинних опе-

раторiв.

Кажемо, що матриця є нерозкладною вiдносно подiбностi, якщо вона

не подiбна до прямої сум квадратних матриць менших розмiрiв. Це означає,

що матриця подiбна до блоку Жордана. Tаким чином, матриця нерозкла-

дна вiдносно подiбностi тодi та тiльки тодi, коли вона унiтарно подiбна до

матрицi виду

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

λ a12 . . . a1n

λ ⋱ ⋮
⋱ an−1,n

0 λ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, усi ai,i+1 ≠ 0. (3.11)

У частинi 3.3, доведемо наступну теорему, що є другим головним резуль-

татом цього роздiлу.

Теорема 3.1.2. Нехай A та B будуть n×n верхньотрикутними матриця-

ми, що є нерозкладними вiдносно подiбностi. Тодi A та B унiтарно подiбнi
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тодi та тiльки тодi, коли

∥h(Ak)∥ = ∥h(Bk)∥ для усiх h ∈ C[x] та k = 1, . . . , n, (3.12)

де Ak та Bk лiдуючi основнi k × k пiдматрицi A та B.

Зауваження 2. (a) Аналогiчно зауваженню 5(a), достатньо перевiрити

умову (3.12) для усiх h степеня не бiльше n.

(b) Теорема 3.1.2, але з ∥h(Ak)∥sp = ∥h(Bk)∥sp замiсть ∥h(Ak)∥ =
∥h(Bk)∥, була доведена у [24].

Тепер наведемо операторну форму цього критерiю. Норма Фробенiуса

лiнiйного оператора на унiтарному просторi — це норма Фробенiуса його

матрицi в будь-якому ортнормальному базисi. Два оператори A та B на

унiтарному просторi є унiтарно подiбними, якщо iснує унiтарний оператор

U такий, що U−1AU = B. Лiнiйний оператор A ∶ U → U на n-розмiрному

унiтарному просторi U називається одноклiтинним, якщо вiн задовiльняє

одну з наступних еквiвалентних умов :

• його матриця нерозкладна вiдносно подiбностi;

• не iснує iнварiантних пiдпросторiв U ′ та U ′′ A таких, що

dimU ′ + dimU ′′ = n, U ′ ∩ U ′′ = 0;

• усi iнварiантнi пiдпростори A формують ланцюг

0 ⊂ U1 ⊂ U2 ⊂ ⋯ ⊂ Un = U, dimUk = k для усiх k.

Наслiдок 3.1.3. (a) Нехай A та B одноклiтиннi лiнiйнi оператори на n-

розмiрному унiтарному просторi U з ланцюгом iнварiантних пiдпросторiв

0 ⊂ U1 ⊂ U2 ⊂ ⋯ ⊂ Un = U, 0 ⊂ V1 ⊂ V2 ⊂ ⋯ ⊂ Vn = U,
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та нехай

Ak ∶= A∣Uk, Bk ∶= B∣Vk

будуть обмеженнями A та B до їх iнварiантних пiдпросторiв. За теоре-

мою 3.1.2 та зауваженням 2(b), A та B є унiтарно подiбними тодi та

тiльки тодi, коли

~h(Ak)~ = ~h(Bk)~ для усiх h ∈ C[x] та k = 1, . . . , n, (3.13)

де ~ ⋅ ~ або норма Фробенiуса ∥ ⋅ ∥ або спектральна норма ∥ ⋅ ∥sp.

(b) Також, два нiльпотентних лiнiйний операториA та B рангу n−1 на

n-розмiрному унiтарному просторi є унiтарно подiбними тодi та тiльки

тодi, коли (3.13) має мiсце для обмежень Ak та Bk операторiв A та B
на образи Ak та Bk.

Нехай (3.13) має мiсце. Тодi A та B мають однакове власне число: якщо

λ — це власне число A, та h(x) ∶= (x − λ)n, тодi ~h(B)~ = ~h(A)~ = 0 та

таким чином λ власне число B. Таким чином, канонiчний iзоморфiзм алгебр

з одним генератором

C[Ak] ≃ C[Bk], Ak ↦ Bk (3.14)

визначено коректно: алгебри iзоморфнi до C[x]/(x − λ)kC[x].

Наслiдок 3.1.4. Два одноклiтинних лiнiйних оператори A та B на n-

розмiрному унiтарному просторi унiтарно подiбнi тодi та тiльки тодi,

коли вони мають однакове власне число та канонiчний iзоморфiзм (3.14)

iзометричний (тобто, вiн зберiгає спектральну норму або норму Фробенi-

уса ) для кожного k = 1, . . . , n.
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3.1.3 Критерiй для матриць в загальному положеннi

Теорема 3.1.2 не може бути розширена до матриць з декiлькома власними

числами: ми доводимо в Лемi 3.4.3, що будь-якi двi матрицi виду

A ∶=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 −1 a

0 1 1 1

0 0 2 1

0 0 0 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, B ∶=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 −1 b

0 1 1 1

0 0 2 1

0 0 0 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,
a ≠ b,

∣a∣ = ∣b∣ = 1,
(3.15)

не унiтарно подiбнi, але задовiльняють умову (3.12). Тим не менш, у цьому

роздiлi розширимо Теорему 3.1.2 до “майже усiх” верхньотрикутних матриць

наступним чином.

Нехай

Xn ∶=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x11 . . . x1n

⋱ ⋮
0 xnn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(3.16)

матриця, чиї верхньотрикутнi елементи є змiнними; позначимо через

C[xij ∣i ⩽ j ⩽ n] множину многочленiв з цими змiнними. Для простоти запи-

сiв, запишемо f{Xn} замiсть f(x11, x12, x22, . . . ).
Для кожного f ∈ C[xij ∣i ⩽ j ⩽ n], запишемо

Mn(f) ∶= {A ∈ Cn×n ∣A верхньотрикутна та f{A} ≠ 0}. (3.17)

Наприклад, якщо

ϕn{Xn} ∶= x12x23⋯xn−1,n∏
i<j

(xii − xjj), (3.18)

тодi Mn(ϕn) складається з матриць форми

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

λ1 a12 . . . a1n

λ2 ⋱ ⋮
⋱ an−1,n

0 λn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,
λi ≠ λj якшо i ≠ j,

усi ai,i+1 ≠ 0.
(3.19)
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Кажемо, що n × n верхньотрикутнi матрицi у загальному положеннi

мають певну властивiсть, якщо iснує ненульовий многочлен fn ∈ C[xij ∣i ⩽
j ⩽ n] такий, що усi матрицiMn(fn) мають цю властивiсть. Таким чином, ця

властивiсть має мiсце для усiх матриць Cn×n окрiм матриць з алгебраїчного

многовиду меншої розмiрностi.

Третiй головний результат наступна теорема.

Теорема 3.1.5. Двi n × n верхньотрикутнi матрицi A та B у загаль-

ному положеннi з лексикографiчно впорядкованими власними числами на

головнiй дiагоналi (див (3.7)) є унiтарно подiбними тодi та тiльки тодi,

коли

∥h(Ak)∥ = ∥h(Bk)∥ для всiх h ∈ C[x] та k = 1, . . . , n, (3.20)

де Ak та Bk лiдуюучi основнi k × k пiдматрицi A та B.

Теорема 3.1.5 — це теорема iснування: “A та B у загальному положеннi ”

означає “A,B ∈Mn(fn) для деяких fn”. Наведемо fn у явнiй формi в Теоремi

3.1.6.

Для кожного n ⩾ 2 та r = 1, 2, . . . , n, визначимо n × n матрицю

G(n,r){Xn} = [g(n,r)ij {Xn}]

∶=
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

(Xn − x22In)(Xn − x33In)⋯(Xn − xnnIn), якщо r = 1,

(Xn − x11In)(Xn − x22In)⋯(Xn − xr−1,r−1In), якщо r > 1.
(3.21)

Її елементи g(n,r)ij {Xn} є многочленами в елементах з (3.16). Запишемо

fn ∶=
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

ϕn, якщо n = 1, 2, 3,

ϕn ⋅ g(4,1)14 g
(5,1)
15 ⋯g(n,1)1n ⋅ g(3,3)13 g

(4,4)
14 ⋯g(n−1,n−1)

1,n−1 , якщо n ⩾ 4.

(3.22)

де ϕn визначено в (3.18). Теорема 3.1.5 наслiдок наступної теореми, що до-

ведено в роздiлi 3.5.



88

Теорема 3.1.6. Матрицi A,B ∈Mn(fn) унiтарно подiбнi та мають одна-

кову головну дiагональ тодi та тiльки тодi, коли вони задовiльняють умо-

ву (3.20).

За цiєю теоремою та вищою рiвнiстю у (3.22), двi матрицi A та B виду

(3.19) розмiру не бiльше 3 × 3 унiтарно подiбнi тодi та тiльки тодi, коли

вони задовiльняють умову (3.20).

3.2 Доведення теореми 3.1.1

Лема 3.2.1. Для кожної n × n матрицi A = [aij], iснує дiагональна унi-

тарна матриця U така, що елменти першої супердiагоналi U−1AU є не-

вiд’ємними дiйсними числами ∣a12∣, ∣a23∣, . . . , ∣an−1,n∣.

Доведення. Запишемо ai,i+1 у формi riui, в якiй ri ∶= ∣ai,i+1∣ та ∣ui∣ = 1;

вiзьмемо ui ∶= 1, якщо ai,i+1 = 0. Тодi

U−1 ∶= diag(1, u1, u1u2, u1u2u3, . . . )

бажана матриця.

Доведення теореми 3.1.1. Нехай A є n × n верхньотрикутна матриця Тьо-

плiца (3.8) з ненульовою супердiагоналлю (тобто, a1 ≠ 0), нехай B довiльна

n × n матриця, та нехай (3.9) виконується. Нам потрiбно довести, що A та

B унiтарно подiбнi.

Не втрачаючи загальностi, можемо допустити, що A та B задовiльняють

наступнi умови:

• a0 = 0, таким чином An = 0. Щоб гарантувати це, замiнимо A та B на

A′ ∶= A − a0In та B′ ∶= B − a0In.

• Bn = 0, оскiльки за (3.9) маємо ∥Bn∥ = ∥An∥ = 0.
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• A є виродженим блокомЖордана Jn(0). Щоб гарантувати це, вiзьмемо

f(x) ∶= a1 + a2x + ⋅ ⋅ ⋅ + an−1x
n−1

(тодi f(Jn(0)) = A), знайдемо g ∈ C[x] таке, що fg ≡ 1 mod xn (g iснує

оскiльки a1 ≠ 0), та замiнимо A та B на A′ ∶= g(A) та B′ ∶= g(B).
Можемо зробити цю замiну оскiльки

– (3.9) виконується для A′ та B′, та

– якщо A′ та B′ унiтарно подiбнi, тодi A = f(A′) та B = f(B′) унi-

тарно подiбнi також.

• B верхньотрикутна та усi елементи першої супердiагоналi невiд’ємнi

дiйснi числа. Можемо звести B до цiєї форми перетвореннями унiтарної

подiбностi згiдно теореми Шура про триангуляризацiю та леми 3.2.1.

Таким чином,

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0

0 ⋱
⋱ 1

0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 b12 . . . b1n

0 ⋱ ⋮
⋱ bn−1,n

0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, усi bi,i+1 ⩾ 0.

З (3.9)маємо ∥Bn−1∥ = ∥An−1∥, таким чином

b12b23⋯bn−1,n = 1. (3.23)

Роздiливши ∥B∥ = ∥A∥ на n − 1 та використовуючи (3.23), отримаємо

b212 + b223 + ⋅ ⋅ ⋅ + b2n−1,n

n − 1
+ 1

n − 1
∑
i+2⩽j

∣bij ∣2 = 1 = n−1

√
b212b

2
23⋯b2n−1,n.

Згiдно нерiвностi з арифметичним та геометричним середнiм,
b212 + b223 + ⋅ ⋅ ⋅ + b2n−1,n

n − 1
⩾ n−1

√
b212b

2
23⋯b2n−1,n

та рiвнiсть виконується тодi та тiльки тодi b212 = b223 = ⋅ ⋅ ⋅ = b2n−1,n. Таким

чином, b12 = b23 = ⋅ ⋅ ⋅ = bn−1,n = 1 (остання рiвнiсть згiдно (3.23)), bij = 0,

якщо i + 2 ⩽ j, та маємо A = B.
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3.3 Доведення теореми 3.1.2

Лема 3.3.1 ( [51, p. 71]). Нехай

A ∶=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

λ1 a12 . . . a1n

λ2 ⋱ ⋮
⋱ an−1,n

0 λn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

якщо λi = λj та i < j
тодi λi = λi+1 = ⋅ ⋅ ⋅ = λj,

усi ai,i+1 додатнi та дiйснi,

(3.24)

та

B ∶=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

λ1 b12 . . . b1n

λ2 ⋱ ⋮
⋱ bn−1,n

0 λn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,
λ1, . . . , λn є рiвними,

усi bi,i+1 додатнi та дiйснi.

Якшо A та B унiтарно подiбнi, тодi A = B. Бiльш того, якшо U−1AU = B
та U унiтарнi матрицi, тодi U = uIn для деяких u ∈ C з ∣u∣ = 1.

Доведення. Нехай U−1AU = B, де U —унiтарна матриця. Прирiвнюючи еле-

менти матрицьAU = UB вздовж дiагоналей, починаючи з нижньої лiвої

дiагоналi (тобто з елементу(n, 1)), та закiнчуючи на головнiй дiагоналi, зна-

йдемо, що U верхньотрикутна. Оскiльки U унiтарна, то це дiагональна ма-

триця: U = diag(u1, . . . , un). Прирiвнюючи елементи з AU = UB, знайдемо,

що u1 = ⋅ ⋅ ⋅ = un. Таким чином, U = uIn та A = B.

Зауваження 3. За лемою вище, будь-якi двi матрицi виду (3.24) в якiй

дiагональнi елементи знаходяться у лексикографiчному порядку (тобто,

λ1 ≼ ⋅ ⋅ ⋅ ≼ λn; див (3.7)) є або рiвними або унiтарно неподiбними. Цi ма-

трицi є канонiчними формами Мiтчела [51, Теорема 3] верхньотрикутних

матриць, у яких дiагональнi елементи впорядкованi лексикографiчно та

усi елементи першої супердiагоналi є ненульовими; вони є спецiальним ви-

падком канонiчних матриць Лiтлвуда.
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Лема 3.3.2. Кожна матриця виду

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

λ a12 . . . a1n

λ ⋱ ⋮
⋱ an−1,n

0 λ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, усi ai,i+1 є додатними дiйсними числами,

(3.25)

повнiстю визначеннi iндексованою сiм’єю дiйсних чисел

{∥h(Ak)∥}(h,k), де h ∈ C[x] та k = 1, . . . , n. (3.26)

Доведення. За означенням, сiм’я (3.26) — це вiдображення

C[x] × {1, . . . , n}→ R, (h, k)↦ ∥h(Ak)∥.

Таким чином, для кожного r ∈ Rзнаємо набiр усiх (h, k) таких, що

∥h(Ak)∥ = r.
Нехай h є ненульовим многочленом мiнiмального степеня такий, що

∥h(A)∥ = 0. Тодi h(A) = 0, а отже h(x) = (x − λ)n. Таким чином, λ ви-

значена за допомогою (3.26).

Запишемо B ∶= A − λIn. Тодi (3.26) визначає сiм’ю

{∥h(Bk)∥}(h,k) де h ∈ C[x] та k = 1, . . . , n. (3.27)

Додатнє дiйсне число a12 визначено за допомогою (3.27) оскiльки ∥B2∥ = a12.

Це доводить лему для n = 1 та 2.

За iндукцiєю по n, допускаємо, що n ⩾ 3 та що Bn−1 визначена через

(3.27). Оскiльки усi елементи Bn−1 є нульовими окрiм(1, n) елементу, що є

додатнiм дiйсним числом

c ∶= a12a23⋯an−1,n,

ми маємо ∥Bn−1∥ = c. Таким чином, an−1,n визначено за допомогою(3.27).
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За iндукцiєю припускаємо, що an−1,n, an−2,n, . . . , ar+1,n визначенi (3.27) та

знайдемо arn. Нехай α буде комплексним числом для якого ∥Br − αBn−1∥ є

мiнiмальною. Тодi (1, n) елемент матрицi Br − αBn−1 є

a12a23⋯ar−1,rarn + ⋅ ⋅ ⋅ − αc = 0.

Оскiльки неспецiальнi доданки не мiстять arn та тiльки arn є невизначеним

у цiй рiвностi, це визначає arn.

Доведення теореми 3.1.2. Нехай M —n × n верхньотрикутна матриця, яка

є нерозкладною вiдносно подiбностi. За лемою 3.2.1, M унiтарно подiбна до

матрицi A виду (3.25) за допомогою дiагональної унiтарної матрицi. Тодi

∥h(Mk)∥ = ∥h(Ak)∥ для усiх h ∈ C[x] та k = 1, . . . , n. Таким чином, цього

достатньо, щоб довести Теорему 3.1.2 для матриць виду (3.25).

“⇒” Нехай A та B виду (3.25) будуть унiтарно подiбнi. За лемою 3.3.1,

A = B, отже вони задовольняють припущення (3.12).

“⇐” Нехай A та B виду (3.25) задовiльняють (3.12). За лемою 3.3.2, A = B
оскiльки їх iндексованi сiм’ї {∥h(Ak)∥}(h,k) та {∥h(Bk)∥}(h,k) спiвпадають.

3.4 Контрприклади

3.4.1 Умови, якi не гарантують унiтарну подiбнiсть

В цьому роздiлi, даємо приклади матриць виду (3.24) (i навiть для виду

(3.25)), для яких умови (3.4) та

∥H0 ⊗ In +H1 ⊗A∥ = ∥H0 ⊗ In +H1 ⊗B∥ для усiх H0,H1 ∈ Cn×n (3.28)

не гарантують їх унiтарну подiбнiсть.

Для кожної квадратної матрицi A, позначимо через AS її транспоновану
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матрицю вiдносно другої дiагоналi:

AS = ZATZ, Z ∶=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1

. .
.

1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Наприклад, B = AS в (3.5).

Лема 3.4.1. Нехай A матриця виду (3.24) така, що A ≠ AS та головнi

дiагоналi A та AS спiвпадають. Тодi A та B ∶= AS задовiльняють (3.4)

та (3.28), але вони не є унiтарно подiбними.

Доведення. Оскiльки A ≠ AS, A та AS не унiтарно подiбнi за лемою 3.3.1.

Умова (3.4) виконується для A та B = AS оскiльки

∥h(AS)∥ = ∥h(ZATZ)∥ = ∥Zh(AT)Z∥
= ∥h(AT)∥ = ∥h(A)T∥ = ∥h(A)∥.

Iснує матриця перестановок P така, що P T(M ⊗N)P = N ⊗M для усiх

n × n матриць M та N . Таким чином, умова (3.28) еквiвалентна умовi

∥In ⊗H0 +A⊗H1∥ = ∥In ⊗H0 +B ⊗H1∥ для усiх H0,H1 ∈ Cn×n (3.29)

Оскiльки A має форму (3.24),

∥In ⊗H0 +A⊗H1∥2 =

XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

H0 + λ1H1 a12H1 . . . a1nH1

H0 + λ2H1 ⋱ ⋮
⋱ an−1,nH1

0 H0 + λnH1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

2

=∑
i

∥H0 + λiH1∥2 +∑
i<j

∥aijH1∥2,

таким чином A та B = AS задовiльняє (3.28).
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Наслiдок 3.4.2. Нехай A матриця виду (3.25) така, що A ≠ AS. Тодi A
та B = AS нерозкладнi вiдносно подiбностi. За лемою 3.4.1, A та B задо-

вiльняють (3.28), але вони не унiтарно подiбнi. Таким чином, спектральна

норма в умовi Арвесона (3.1) не може бути замiнена нормою Фробенiуса.

Зауваження 4. Достатньо перевiрити умову Арвесона (3.1) для усiх пар

(H0,H1), в яких H1 (або H0) мають форму (3.2). Дiйсно, за аналогiєю з

(3.29), умова (3.1) еквiвалентна умовi

∥In⊗H0 +A⊗H1∥sp = ∥In⊗H0 +B⊗H1∥sp для усiх H0,H1 ∈ Cn×n. (3.30)

За сингулярним розкладом [37, Теорема 7.3.5], для кожної H1 iснують унi-

тарнi матрицiU та V такi що Σ ∶= UH1V мають вид (3.2). Спектральна

норма матрицi не змiнюється над множенням на унiтарнi матрицi, та-

ким чином

∥In ⊗H0 +A⊗H1∥sp = ∥(In ⊗ U)(In ⊗H0 +A⊗H1)(In ⊗ V )∥sp

= ∥In ⊗ (UH0V ) +A⊗Σ∥sp

та умова (3.30) виконується для (H0,H1), якщо це виконується для

(UH0V,Σ).

3.4.2 Теорема 3.1.2 не може бути поширена на матрицi з декiль-

кома власними числами

Теорема 3.1.2 була доведена для матриць виду (3.11); покажемо, що це не

може бути розширне до матриць виду (3.19).

Лема 3.4.3. Матрицi A та B виду (3.15) не унiтарно подiбнi, але задо-

вiльняють (3.12).

Доведення. За лемою 3.3.1, A та B не унiтарно подiбнi оскiльки a ≠ b.
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Доведемо, що A та B задовiльняють (3.12). Напишемо:

Mc ∶=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 −1 c

0 1 1 1

0 0 2 1

0 0 0 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, де c ∈ C and ∣c∣ = 1,

та вiзьмемо будь-яке h ∈ C[x].
Достатньо довести, що ∥h(Mc)∥ не залежить вiд c. Нехай r(x) = α+βx+

γx2 + δx3 — це залишок при дiленнi h(x) на характеристичний многочлен

Mc. Тодi

h(Mc) = r(Mc) = αI4 + βMc + γ

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 −1 3c

0 1 3 5

0 0 4 5

0 0 0 9

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

+ δ

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 −1 9c

0 1 7 19

0 0 8 19

0 0 0 27

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

та таким чином

∥h(Mc)∥2 = ∥r(Mc)∥2 =∥r(M0)∥2 + ∣βc + γ3c + δ9c∣2

=∥r(M0)∥2 + ∣β + 3γ + 9δ∣2∣c∣2

=∥r(M0)∥2 + ∣β + 3γ + 9δ∣2

не залежить вiд c.

Зазначимо, що Mc ∉ M4(f4) (в якiй M4(f4) з Теореми 3.1.6), оскiльки

g
(3,3)
13 {Mc} = 0.

3.5 Доведення теореми 3.1.6

В цьому роздiлi, Mn(f) —набiр (3.17) та fn многочлен (3.22).

Лема 3.5.1. Нехай G(n,r) є матриця визначена в (3.21).

(a) Тiльки перший рядок G(n,1) ненульовий.
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(b) Матриця G(n,r) з 2 ⩽ r ⩽ n має форму

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0r−1 ∗
0 T

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
, (3.31)

в якiй 0r−1 є (r − 1) × (r − 1) нульова матриця та T верхньотрикутна.

(c) Матриця G(r,r) з 2 ⩽ r < n є лiдуюча основна r × r пiдматриця

матрицi G(n,r).

Доведення. Для кожного i = 1, . . . , n, нехай Pi буде n × n верхньотрикутна

матриця, в якiй (i, i) елемент є нульовим. Тодi

P1⋯Pn =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 ∗
∗

⋱
0 ∗

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∗ ∗
0

∗
0 ⋱

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⋯

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∗ ∗
⋱

∗
0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= 0. (3.32)

Ця рiвнiсть може бути доведена за iндукцєю по n: якщо це виконується для

n− 1, тодi добуток лiдуючих основних (n− 1)× (n− 1) пiдматриць матриць

P1, . . . , Pn−1 дорiвнює нулю, та таким чином

(P1⋯Pn−1)Pn =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 . . . 0 ∗
⋱ ⋮ ⋮

0 ∗
0 ∗

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∗ ∗
⋱

∗
0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= 0.

(a) У добутку матриць (3.21), що визначає G(n,1), заберемо перший рядок

та перший стовпчик в кожнiй з його множникiв. Тодi застосуємо (3.32) до

результуючого добутку.

(b) У добутку матриць (3.21), що визначає G(n,r) з r ⩾ 2, замiняємо ко-

жний множник на його лiдуючу основну (r − 1) × (r − 1) пiдматрицю. Тодi

застосуємо (3.32) до отриманого добутку.

(c) Це твердження випливає з (3.21).
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Лема 3.5.2. Якщо A ∈ Mn(fn) та S невиродженi дiагональнi матрицi,

тодi S−1AS ∈Mn(fn).

Доведення. Нехай A ∈Mn(fn) та нехай S є невиродженою дiагональною ма-

трицею. Для кожного i, (i, i) елементи A та S−1AS спiвпадають та S−1AS−
aiiIn = S−1(A − aiiIn)S. Таким чином, G(n,r){S−1AS} = S−1G(n,r){A}S
для кожного r, та таким чином вiдповiднi елементи матриць G(n,r){A} та

G(n,r){S−1AS} є одночасно нульовi або ненульовi. Звертаючи увагу на озна-

чення (3.22) для fn, отримаємо S−1AS ∈Mn(fn).

Наступна лема аналогiчна лемi 3.3.2.

Лема 3.5.3. Кожна матриця A ∈Mn(fn), в якiй усi супердiагональнi еле-

менти є додатнi дiйснi числа, є повнiстю визначеними через iндексованi

сiм’ї дiйсних чисел

{∥h(Ak)∥}(h,k) в якiй h ∈ C[x] та k = 1, . . . , n. (3.33)

Доведення. Матриця A має форму:
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

λ1 a12 . . . a1n

λ2 ⋱ ⋮
⋱ an−1,n

0 λn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,
λi ≠ λj якщо i ≠ j,

усi ai,i+1 є додатними та дiйсними.
(3.34)

Для кожного k, мiнiмальний многочлен µk(x) для Ak визначений сiм’єю

(3.33). Оскiльки λi ≠ λj, якщо i ≠ j, µk(x) є характеристичним многочленом

матрицi Ak, та отже µk(x)/µk−1(x) = x−λk. Таким чином, головна дiагональ

матрицi A визначена через (3.33).

Елемент a12 матрицi A також визначений через (3.33), оскiльки a12 є

додатнiм дiйсним числом, ∥A2∥ визначена через (3.33), та

∥A2∥2 = ∣λ1∣2 + ∣λ2∣2 + a2
12.

Це доводить лему 3.5.3 для n = 2.



98

Нехай n ⩾ 3. Оскiльки fn−1 дiлить fn, можемо використати iндукцiю по

n, та таким чином допускаємо, що (3.33) визначає An−1.

Знайдемо an−1,n. Для кожного r = 2, 3, . . . , n−1, визначимо n×n матрицю

B(r) = [b(r)ij ] ∶= G(n,r){A}(A − λnIn) = (A − λ1In)⋯(A − λr−1In)(A − λnIn).

Оскiльки G(n,n−1){A} має форму (3.31) та (n, n) елемент матрицi A − λnIn
дорiвнює нулю, останнiй стовпчик матрицi B(n−1) is van−1,n, в якiй

v ∶= [g(n,n−1)
1,n−1 {A}, . . . , g(n,n−1)

n−1,n−1{A}, 0]T (3.35)

є (n − 1)им стовпчиком G(n,n−1){A}. Стовпець v вiдомо оскiльки воно ви-

значено матрицею An−1. Перший елемент матрицi v є ненульовим оскiльки

за Лемою 3.5.1(c)

g
(n,r)
1r {A} = g(r,r)1r {A} ≠ 0, r = 2, . . . , n − 1; (3.36)

вони ненульовi оскiльки кожен g(r,r)1r дiлить fn (позначимо, що g(2,2)12 = x12).

Таким чином, ∥v∥ ≠ 0. Додатнє дiйсне число an−1,n повнiстю визначене

через рiвнiсть

∥B(n−1)∥2 = ∥B(n−1)
n−1 ∥2 + ∥v∥2a2

n−1,n,

в якiй B(n−1)
n−1 — це лiдуюча основна (n − 1)-на-(n − 1) пiдматриця B(n−1).

Також визначили матрицю B(n−1) оскiльки їх останнiй стовпчик єvan−1,n.

Розглянемо простiр Cn×n n-на-n матриць як унiтарний простiр iз скаляр-

ним добутком

(X,Y ) ∶=∑
i,j

xij ȳij, X = [xij], Y = [yij] ∈ Cn×n.

Цей скалярний добуток визначений нормою Фробенiуса через рiвнiсть по-

ляризацiї

(X,Y ) = 1

4
(∥X + Y ∥2 − ∥X − Y ∥2) + i

4
(∥X + iY ∥2 − ∥X − iY ∥2).
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За лемою 3.5.1(a),

C ∶= G(n,1){A} = (A − λ2In)⋯(A − λnIn) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

c1 c2 . . . cn

0 . . . 0

⋱ ⋮
0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

в якiй c1, . . . , cn−1 вiдомi. Оскiльки головна дiагональ матрицi A визначена

через (3.33), ∥C∥ визначена через (3.33) також. Використовуючи рiвнiсть

поляризацiї, знайдемо (B(n−1), C). Тодi знайдемо cn з рiвностi

(B(n−1), C) = b(n−1)
11 c̄1 +⋯ + b(n−1)

1,n−1 c̄n−1 + b(n−1)
1n c̄n,

в якiй b(n−1)
1n = g(n,n−1)

1,n−1 {A}an−1,n ≠ 0 (див (3.35) та (3.36)).

За iндукцiєю, припустимо, що an−1,n, an−2,n, . . . , ar+1,n вiдомi та знайдемо

arn для кожного r ⩽ n − 2.

Спочатку припустимо, що r ⩾ 2. Тодi n ⩾ 4, та cn ≠ 0 тому що g(n,1)1n

дiлить fn. Оскiльки ∥B(r)∥ визначено через (3.33) та C вiдомi, визначимо

(B(r), C) використовуючи рiвнiсть поляризацiї. Визначимо b(r)1n з

(B(r), C) = b(r)11 c̄1 +⋯ + b(r)1,n−1c̄n−1 + b(r)1n c̄n.

За (3.31), першi r − 1 стовпчикiв матрицi G(n,r) нульовi, та таким чином

b
(r)
1n = g(n,r)1r {A}arn + g(n,r)1,r+1{A}ar+1,n + ⋅ ⋅ ⋅ + g(n,r)1,n−1{A}an−1,n.

Ця рiвнiсть визначає arn оскiльки тiльки arn невiдомi та g(n,r)1r {A} ≠ 0 по

(3.36).

Нехай тепер r = 1. Оскiльки C у формi D(A − λnIn), в якiй

D = [dij] ∶= (A − λ2In)(A − λ3In)⋯(A − λn−1In).

Тодi cn = d11a1n + d12a2n + ⋅ ⋅ ⋅ + d1,n−1an−1,n.

Ця рiвнiсть визначає a1n, оскiльки тiльки a1n невiдомi та

d11 = (λ1 − λ2)(λ1 − λ3)⋯(λ1 − λn−1) ≠ 0.

Таким чином, визначили усi елементи матрицi A.
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Доведення теореми 3.1.6. За лемами 3.2.1 та 3.5.2, кожна матриця A ∈
Mn(fn) унiтарна подiбна до матрицi A′ ∈ Mn(fn) виду (3.34) через дiа-

гональну унiтарну матрицю. Тодi ∥h(Ak)∥ = ∥h(A′
k)∥ для усiх h ∈ C[x] та

k = 1, . . . , n. Таким чином, достатньо довести теорему 3.1.6 для матриць

A,B ∈Mn(fn) виду (3.34).

“⇒” Нехай A,B ∈Mn(fn) виду (3.34) унiтарноподiбнi та мають однакову

головну дiагональ. За лемою 3.3.1, A = B та таким чином вони задовiльня-

ють (3.20).

“⇐” Нехай A,B ∈Mn(fn) виду (3.34) задовiльняє (3.20). За лемою 3.5.3,

A = B оскiльки їх iндексованi сiм’ї {∥h(Ak)∥}(h,k) та {∥h(Bk)∥}(h,k) спiвпа-

дають.

3.6 Висновки до роздiлу 3

Данний роздiл дисертацiї присвячений вивченню критерiю унiтарної подi-

бностi верхньотрикутних матриць у загальному положеннi.

У першому параграфi наведенi основнi означення та вiдомi результати.

У другому параграфi отримано новий критерiй унiтарної подiбностi

для верхньотрикутної матрицi Тьоплiца: якщо A верхньотрикутна матри-

ця Тьоплiца з ненульовою супердiагоналлю, та B —матриця такого ж роз-

мiру, тодi A та B унiтарно подiбнi тодi та тiльки тодi, коли ∥h(A)∥ =
∥h(B)∥для усiх h ∈ C[x].. Отримано критерiй унiтарної подiбностi для

верхньотрикутних матриць у загальному положеннi: двi n × n верхньотри-

кутнi матрицi A та B у загальному положеннi з лексикографiчно впорядко-

ваними власними числами на головнiй дiагоналi є унiтарно подiбними тодi

та тiльки тодi, коли ∥h(Ak)∥ = ∥h(Bk)∥для всiх h ∈ C[x] та k = 1, . . . , n, де

Ak та Bk лiдуюучi основнi k × k пiдматрицi A та B.

У четвертому, п’ятому та шостому параграфi наводяться доведення цих

теорем.



Роздiл 4

Критерiї унiтарної подiбностi

нормальнiй матрицi

Результати даного роздiлу опублiкованi в статтi [33].

Даний роздiл присвячено критерiю унiтарної подiбностi нормальнiй ма-

трицi.

Класична задача в лiнiйнiй алгебрi наступна: як можна визначити чи

будуть квадратнi комплекснi матрицi A та B унiтарно подiбнi (тобто чи

U−1AU = B для деякої унiтарної матрицi U)? Найвiдомiший розв’язок — це

теорема Шпехта [68]: A та B унiтарно подiбнi тодi та тiльки тодi, якщо

trace ω(A,A∗) = trace ω(B,B∗)

для усiх слiв ω з двох неперестановочних змiнних, де traceA позначає слiд

матрицi A.

Припустимо, що A верхньотрикутна матриця Тьоплiца з ненульовою су-

пердiагоналлю та B довiльна матриця такого ж розмiру. Тодi матрицi A та

B унiтарно подiбнi тодi та тiльки тодi, коли матрицi f(A) та f(B) мають

однаковi спектральнi норми та норми Фробенiуса для усiх комплексних мно-

гочленiв f (див [23, Теорема 2.1] та [24, Теорема 2.1]). Доведемо аналогiчнi

твердження для нормальної матрицi A та довiльної матрицi B. Нагадаємо,

що спектральна норма та норма Фробенiуса комплексної матрицi C = [cij]
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визначаються наступним чином:

∥C∥ ∶=
√
∑ ∣cij ∣2, ∥C∥sp ∶= max

∣v∣=1
∣Cv∣,

в якiй ∣ ⋅ ∣ Евклiдова норма векторiв.

В процесi доведення встановимо, що нормальна матриця A та довiль-

на матриця B унiтарно подiбнi тодi та тiльки тодi, коли ∥A∥ = ∥B∥ та

traceAk = traceBk for k = 1, . . . , n. Аналогiчне твердження було доведе-

но Мурнаганом [52] та, незалежно, Iкрамовим [43]: двi нормальнi матрицi

A та B унiтарно подiбнi тодi та тiльки тодi, коли traceAk = traceBk для

k = 1, . . . , n (зазначимо, що це твердження не випливає прямо з теореми

Шпехта, див [43]).

Наша мета довести наступну теорему в якiй даємо декiлька критерiїв

унiтарної подiбностi нормальної матрицi A та довiльної матрицi B. Матрицi,

що унiтарно подiбнi симетричнiй матрицi дослiдженi в [6, 28].

Теорема 4.0.1. Нехай A довiльна n × n нормальна комплексна матриця

та B довiльна n × n комплексна матриця. Наступнi твердження еквiва-

лентнi:

(i) A та B унiтарно подiбнi;

(ii) B нормальна матриця (тобто, B задовiльняє одну з 89 критерiїв нор-

мальностi з [21] та [34]) та характеристичнi многочлени A та B рiвнi;

(iii) ∥A∥ = ∥B∥ та характеристичнi многочлени A та B рiвнi;

(iv) ∥A∥ = ∥B∥ та traceAk = traceBk для k = 1, . . . , n;

(v) ∥Ak + cIn∥ = ∥Bk + cIn∥ для c ∈ {0, 1, i} та k = 1, . . . , n;

(vi) ∥f(A)∥ = ∥f(B)∥ для усiх f ∈ C[x] степеня не бiльше нiж n;

(vii) ∥f(A)∥sp = ∥f(B)∥sp для усiх f ∈ C[x] степеня не бiльше нiж n, та

характеристичнi многочлени матриць A та B рiвнi.
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З умови (i) випливають (ii)–(vii) оскiльки спектральна норма та норма

Фробенiуса матрицi не змiнюється при множеннi на унiтарнi матрицi. Iм-

плiкацiя (ii)⇒ (i) очевидна. Iмлiкацiї (iv)⇒ (iii)⇒ (i), (vi)⇒ (v)⇒ (iv), та

(vii)⇒ (i) доведенi в роздiлах 4.1, 4.2, та 4.3, вiдповiдно.

Зауваження 5. (a) Якщо B нормальна, тодi умова ∥A∥ = ∥B∥ в (iv) мо-

же бути упущена (див [43] або [52]). Це не може бути опущено для

довiльної матрицi B: якщо

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0 2 0

0 0 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 0

0 2 0

0 0 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

тодiв они мають однаковi характеристичнi многочлени та traceAi =
traceBi для i = 1, . . . , n, але A та B не унiтарно подiбнi.

(b) Якшо B нормальна, тодi умова “∥Ak+cIn∥ = ∥Bk+cIn∥ для c ∈ {0, 1, i}”
в (v) може бути замiнена ∥Ak∥ = ∥Bk∥. Це не може бути замiнено для

довiльної матрицi B: якщо

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0 1 0

0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 0

0 0 0

0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

тодi ∥Ak∥ = ∥Bk∥ для k = 1, . . . , n, але A та B не унiтарно подiбнi.

(c) Умова ∥f(A)∥sp = ∥f(B)∥sp у (vii) не може бути послаблена до ∥A∥sp =
∥B∥sp. Наприклад, якщо

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0 1 0

0 0 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 0

0 1 0

0 0 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

тодi вони мають однаковий характеристичний многочлен та ∥A∥sp =
∥B∥sp = 2, але A та B унiтарно подiбнi.
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(d) Умова “характеристичнi многочлени матриць A та B рiвнi” в (vii) не

може бути опущена. Наприклад, якщо

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0 2 0

0 0 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0 1 0

0 0 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

тодi ∥f(A)∥sp = ∥f(B)∥sp = max(∣f(1)∣, ∣f(2)∣) для усiх f ∈ C[x], але
A та B не унiтарно подiбнi.

4.1 Доведення iмплiкацiй (iv)⇒ (iii)⇒ (i)

Нехай A довiльна n × n нормальна матриця та нехай B довiльна матриця

такого ж розмiру.

Спочатку доведемо, що (iii)⇒ (i). Припустимо, що A та B задовiльняють

(iii). Оскiльки A та B мають однаковi характеристичнi многочлени, вони

мають однаковi власнi числа. Використовуючи перетворення унiтарної подi-

бностi (що зберiгає (iii)), спершу зведемо A до дiагональної форми та потiм

B до верхньотрикутної форми з такою ж головною дiагоналлю,

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

λ1 0

λ2

⋱
0 λn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

λ1 b12 . . . b1n

λ2 ⋱ ⋮
⋱ bn−1,n

0 λn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

що можливо згiдно [37, Теореми 2.3.1].

Оскiльки ∥A∥ = ∥B∥,
∑
i<j

∣bij ∣2 = 0.

Таким чином, B дiагональна та дорiвнює матрицi A з точностi до переста-

новки дiагональних елементiв. Таким чином A та B унiтарно подiбнi, що

доводить (iii)⇒ (i).
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За [37, Задача 12 у роздiлi 1.2], рiвностi Ньютона гарантують, що двi n×n
матрицi A та B мають однаковий характеристичний многочлен тодi та тiль-

ки тодi, коли traceAk = traceBk для k = 1, . . . , n, що доводить (iv)⇒ (iii).

4.2 Доведення iмплiкацiй (vi)⇒ (v)⇒ (iv)

Нехай A довiльна n × n нормальна матриця та нехай B довiльна матриця

такого ж розмiру. Iмплiкацiя (vi)⇒ (v) очевидна, доведемо (v)⇒ (iv).

Припустимо, що A та B задовiльняють (v). Не втрачаючи загальностi,

припустимо, що

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

λ1 0

λ2

⋱
0 λn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

µ1 b12 . . . b1n

µ2 ⋱ ⋮
⋱ bn−1,n

0 µn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(згiдно з [37, Теоремами 2.5.3, 2.3.1]можемо звести їх до цiєї форми перетво-

реннями унiтарної подiбностi, що зберiгає (v)).

Позначимо через Re(z) та Im(z) дiйсну та уявну частини z ∈ C. Умова

(v) дає, що ∥A∥2 = ∥B∥2 та ∥A + I∥2 = ∥B + I∥2, тобто

∑ ∣λi∣2 =∑ ∣µi∣2 +∑
i<j

∣bij ∣2 (4.1)

та

∑ ∣λi + 1∣2 =∑ ∣µi + 1∣2 +∑
i<j

∣bij ∣2. (4.2)

Вiднiмаючи (4.1) з (4.2), отримаємо

∑(∣λi + 1∣2 − ∣λi∣2) =∑(∣µi + 1∣2 − ∣µi∣2),

∑((λi + 1)(λi + 1) − λiλi) =∑((µi + 1)(µi + 1) − µiµi),

∑(λi + λi + 1) =∑(µi + µi + 1),

∑Reλi =∑Reµi. (4.3)
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За (v), ∥A + iI∥2 = ∥B + iI∥2, та таким чином

∑ ∣λi + i∣2 =∑ ∣µi + i∣2 +∑
i<j

∣bij ∣2. (4.4)

Вiднiмаючи (4.1) з (4.4), отримаємо

∑ Imλi =∑ Imµi. (4.5)

За (4.3) та (4.5),

∑λi =∑µi, (4.6)

та таким чином traceA = traceB. Аналогiчнi мiркування доAk таBk замiсть

A та B гарантують, що

traceAk = traceBk для усiх k = 1, . . . , n, (4.7)

що доводить (v)⇒ (iv).

4.3 Доведення iмплiкацiї (vii)⇒ (i)

Нехай A довiльна n × n нормальна матриця та нехай B довiльна матриця

такого ж розмiру. Припустимо, що A та B задовiльняють (vii).

Оскiльки A та B мають однаковий характеристичний многочлен, то во-

ни мають однаковi власнi числа. Використовуючи перетворення унiтарної

подiбностi (що зберiгає (vii)), зведемо A до дiагональної форми, B до верх-

ньотрикутної форми з такою ж самою дiагоналлю, та отримаємо

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

λ1Im1 0

⋱
0 λsIms

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

B1 ∗
⋱

0 Bs

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

в якiй λi ≠ λj, якщо i ≠ j та кожна Bi є mi ×mi верхньотрикутна матриця

з головною дiагоналлю (λi, . . . , λi).
Доведемо, що

B1 = λ1Im1, . . . , Bs = λsIms. (4.8)
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Мiнiмальний многочлен A— це µA(x) = (x−λ1)⋯(x−λs). Оскiльки µA(A) =
0, за (vii)маємо

µA(B) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

µA(B1) ∗
⋱

0 µA(Bs)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= 0,

та таким чином для кожного i

µA(Bi) = (Bi − λ1I)⋯(Bi − λsI) = 0.

Але det(Bi−λjI) ≠ 0, якщо i ≠ j, таким чином усiBi−λiI = 0, якi гарантують

(4.8).

Нам потрiбно довести, що B = B1⊕⋅ ⋅ ⋅⊕Bs. Припустимо вiд супротивного,

що B не дiагональна. Нехай l — це максимальний iндекс, такий що, iснує

ненульовий елемент над Bl = λlIml
у B.

Якщо l < s, тодi B має форму

B =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

C Y

0 Bl

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⊕D,

в якiй C — це верхньотрикутна матриця, Y ≠ 0, та D = Bl+1 ⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ Bs.

Перестановкою рядкiв та такою ж перестановкою стовпчикiв одночасно у A

та B, зробимо

B = D ⊕
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

C Y

0 Bl

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.

Таким чином, можемо припустити, що l = s, тодi

B =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

C Y

0 λsIms

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,

в якiй Y ≠ 0 та

C =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

λ1Im1 ∗
⋱

0 λs−1Ims−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. (4.9)
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Мiнiмальний многочлен матрицi C дорiвнює µC(x) ∶= (x−λ1)⋯(x−λs−1),
та таким чином

µC(A) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0m′ 0

0 µC(λs)Ims

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
, µC(B) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0m′ Z

0 µC(λs)Ims

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
в якому m′ ∶= m1 + ⋅ ⋅ ⋅ +ms−1 та

Z =
s−1

∑
i=1

(C − λ1I)⋯(C − λi−1I)Y (λs − λi+1)⋯(λs − λs−1).

Отже, Z = f(C)Y з

f(x) ∶=
s−1

∑
i=1

(x − λ1)⋯(x − λi−1)(λs − λi+1)⋯(λs − λs−1).

Згiдно (vii),
XXXXXXXXXXXX

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0m′ Z

0 µC(λs)Ims

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

XXXXXXXXXXXX
= ∥µC(B)∥ = ∥µC(A)∥ = ∣µC(λs)∣,

таким чином Z = 0 та f(C)Y = 0. Оскiльки Y ≠ 0, f(C) вироджена матриця

та таким чином f(λ1)f(λ2)⋯f(λs−1) = 0 за (4.9). Тодi,

f(λr) = 0 для деяких r ⩽ s − 1. (4.10)

Позначимо

M ∶=
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

λr 1

0 λs

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
.

Прирiвнюючи (1, 2) елементи в матрицях

(M − λ1I)(M − λ2I)⋯(M − λs−1I)
=(M − λrI)(M − λ1I)⋯(M − λr−1I)(M − λr+1I)⋯(M − λs−1I),

отримаємо

f(λr) = (λs − λ1)⋯(λs − λr−1)(λs − λr+1)⋯(λs − λs−1) ≠ 0,

що суперечить (4.10).
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4.4 Висновки до роздiлу 4

Данний роздiл дисертацiї присвячений критерiю унiтарної подiбностi нор-

мальнiй матрицi.

У першому параграфi наведенi основнi означення та вiдомi результати з

цiєї теми, а також сформульована основна теорема роздiлу:

Нехай A довiльна n × n нормальна комплексна матриця та B довiльна

n × n комплексна матриця. Наступнi твердження еквiвалентнi:

(i) A та B унiтарно подiбнi;

(ii) B нормальна матриця (тобто, B задовiльняє одну з 89 критерiїв нор-

мальностi з [21] та [34]) та характеристичнi многочлени A та B рiвнi;

(iii) ∥A∥ = ∥B∥ та характеристичнi многочлени A та B рiвнi;

(iv) ∥A∥ = ∥B∥ та traceAk = traceBk для k = 1, . . . , n;

(v) ∥Ak + cIn∥ = ∥Bk + cIn∥ для c ∈ {0, 1, i} та k = 1, . . . , n;

(vi) ∥f(A)∥ = ∥f(B)∥ для усiх f ∈ C[x] степеня не бiльше нiж n;

(vii) ∥f(A)∥sp = ∥f(B)∥sp для усiх f ∈ C[x] степеня не бiльше нiж n, та

характеристичнi многочлени матриць A та B рiвнi.

У другому, третьому та четвертому параграфi наведено доведення основ-

ної теореми.



Роздiл 5

Одночаснi унiтарнi

еквiвалентностi

Результати даного роздiлу опублiкованi в статтi [31].

Даний роздiл присвячений розв’язку наступної задачi:

Загальна задача. Нехай S1, S2, S3, S4 задана скiнченна множина пар n-на-

n комплексних матриць. Опишемо алгоритм, щоб визначити, за скiнченну

кiлькiсть обчислень, чи iснує одна унiтарна матриця U така, що кожна пара

матриць в S1 унiтарно подiбнi за допомогою U , кожна пара матриць в S2

унiтарно конгруентнi за допомогою U , кожна пара матриць в S3 унiтарно

подiбнi за допомогою Ū , та кожна пара матриць в S4 унiтарно конгруентнi

за допомогою Ū .

5.1 Вступ

Ця загальна задача включає спецiальнi випадки задачi визначення чи скiн-

ченна кiлькiсть пар матриць одночасно унiтарно подiбнi (S2 = S3 = S4 = ∅)
так само як i задачу визначення чи скiнченна кiлькiсть пар матриць одно-

часно унiтарно конгруентнi (S1 = S3 = S4 = ∅).
Усi матрицi, що розглядаємо комплекснi та квадратнi. Двi матрицi A та
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B однакового розмiру унiтарно подiбнi, якщо iснує унiтарна матриц U така,

що A = UBU∗; вони унiтарно конгруентнi, якщо iснує унiтарна матриця

U така, що A = UBUT . Заданi пари n-на-n матриць (A1, B1), . . . , (Am, Bm)
одночасно унiтарно подiбнi, якщо iснує унiтарна матриця U така, що Aj =
UBjU∗ для кожного j = 1, . . . ,m; вони одночасно унiтарно конгруентнi ,

якщо iснує унiтарна матриця U така, що Aj = UBjUT для кожного j =
1, . . . ,m. Слiд матрицi A позначимо як trA. Використаємо позначення та

термiнологiю з [37].

5.2 Унiтарна подiбнiсть пар матриць

Будь-який скiнченний формальний добуток невiд’ємних степенiв двох неко-

мутюучих змiнних s, t

W(s, t) = sm1tn1sm2tn2⋯smktnk , m1, n1, . . . ,mk, nk ≥ 0

називається словом з s та t. Сумаm1+n1+m2+n2+⋯+mk+nk називається
довжиною слова W(s, t), та невiд’ємнi числа mi та ni називаються його

степенями множникiв . Слово з A та A∗ це

W(A,A∗) = Am1(A∗)n1Am2(A∗)n2⋯Amk(A∗)nk (5.1)

Якщо A = UBU∗ для деяких унiтарних U ∈ Mn, обчислення показують,

що W(A,A∗) = UW(B,B∗)U∗, таким чином W(A,A∗) унiтарно подiбнi до

W(B,B∗). Таким чином, унiтарна подiбнiсть A та B дає, що

trW(A,A∗) = trW(B,B∗) (5.2)

для кожного слова W(s, t) з двох некомутуючих змiнних.

Теорема Шпехта [68] дає протилежний бiк цiєї iмплiкацiї. Рiзнi автори на-

дали обмеження, щоб показати, що тiлькi скiченна кiлькiсть слiв необхiдна

для розгляду [57]; обмеження в наступнiй теоремi згiдно Папачени [56].
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Теорема 5.2.1. Нехай комплекснi n-на-n матрицi A та B заданi. Насту-

пнi твердження еквiвалентнi

(a) A та B унiтарно подiбнi;

(b) trW(A,A∗) = trW(B,B∗) для кожного слова W(s, t) з двох некому-

туючих змiнних;

(c) trW(A,A∗) = trW(B,B∗) для кожного слова W(s, t) з двох некому-

туючих змiнних, чия довжина не бiльше нiж

n

√
2n2

n − 1
+ 1

4
+ n

2
− 2.

5.3 Базова лема

Ключ до отримання критерiю одночасної унiтарної подiбностi та одночасної

унiтарної конгруентностi — це розумiння наслiдкiв певних переплетених вiд-

ношень, що мiстять спецiальну блочну матрицю.

Лема 5.3.1. Розглянемо комплекснi k-на-k блочнi матрицi

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 In A1,3 ⋯ A1,k

0 In ⋱ ⋮
0 ⋱ Ak−2,k

⋱ In

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(5.3)

та

B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 In B1,3 ⋯ B1,k

0 In ⋱ ⋮
0 ⋱ Bk−2,k

⋱ In

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(5.4)

в якому кожен блок є n-на-n. Визначимо Ai,i+1 = Bi,i+1 = In для усiх

i = 1, . . . , k − 1 та Aij = Bij = 0 коли i ≥ j. Нехай W = [Wij]ki,j=1 — це
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nk-на-nk матриця, що подiлена конформно до матриць A та B.

(a) Припустимо, що AW = WB. Тодi W блочна верхньотрикутна та

W11 =W22 = ⋯ =Wkk.

(b) Припустимо, що W унiтарна та AW =WB, так що , A та B унiтар-

но подiбнi та A =WBW ∗. Тодi W11 = U унiтарна та W = U ⊕ U ⊕⋯⊕ U
блочнодiагональна. Бiльш того, Aij = UBijU∗ для усiх i та j.

(c) Припустимо, що AW̄ = WB. Тодi W блочна верхньотрикутна, Wii =
W11, якщо i непарне, та Wii =W11, якщо i парне.

(d) Припустимо, що W унiтарна та AW̄ =WB, так що, A унiтарно кон-

груентна до B та A = WBW T . Тодi W11 = U унiтарна, Wii = U , якщо i

непарне, Wii = Ū , якщо i парне, та W = U ⊕ Ū ⊕U ⊕⋯ блочнодiагональна.

Бiльш того,

(d1) Aij = UBijU∗, якщо i непарне та j парне;

(d2) Aij = UBijUT , якщо i та j обидва непарнi;

(d3) Aij = ŪBijU∗, якщо i та j обидва парнi; та

(d4) Aij = ŪBijUT , якщо i парне та j непарне.

Доведення. Обчислення перевiряє твердження в (a) та (c) про блочну три-

кутнiсть: порiвняємо блоки у вiдповiднiй тотожностях AW =WB та AW̄ =
WB, починаючи з блочної позицiї (k, 1). Працюємо вправо поки досягаємо

блочну позицiю (k, k−1). Рухаємося до блочної позицiї (k−1, 1) та працюємо

вправо поки не досягаємо блочну позицiю (k−1, k−2). Повторюємо цей про-

цес, рухаючись уверх на один блочний рядок одночасно, покi не досягаємо

блочну позицiю (2, 1).

Твердження в (a) та (c) про головнi дiагональнi блоки W випливають

(вiдомо, що W блочноверхньотрикутна ) з порiвняння блокiв у вiдповiдних

тотожностях в позицiях (1, 2),. . . ,(k − 1, k).

Твердження в (b) та (d) проW вiдображають факти, що блочнотрикутна

унiтарна матриця блочнодiагональна, та прямi доданки в унiтарнiй прямiй

сумi унiтарнi. Стверджуванi спiввiдношення в Aij та Bij випливають (вiдо-
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мо, що W блочно дiагональна) з вiдповiдних тотожностей AijWjj = WiiAij

та AijWjj =WiiAij.

Наостанок, якщо матрицi A та B в (5.3) та (5.4) унiтарно подiбнi, тодi

усi пари (Aij, Bij) одночасно унiтарно подiбнi. Якщо A та B унiтарно кон-

груентнi, тодi iснує одна унiтарна матриця U , що включена у чотири типи

унiтарної еквiвалентностi: певнi пари (Aij, Bij) одночасно унiтарно подiбнi

за допомогою U та Ū , та певнi пари одночасно унiтарно конгруентнi за до-

помогою U або Ū .

5.4 Одночасна унiтарна подiбнiсть

Корисно мати явне твердження критерiю для одночасної унiтарної подiбно-

стi, що не є явним у лемi 5.3.1.

Теорема 5.4.1. Нехай заданi пари (A1, B1), . . . , (Am, Bm) n-на-n компле-

ксних матриць. Оберемо k достатньо великим, щоб матриця A в (5.3)

мала хоча б m блокiв над другою блочною супердiагоналю. Помiстимо ма-

трицi A1, . . . , Am у цi блоки у будь-якому порядку, та помiстимо нульовi

матрицi в будь-якi незаповненi блоки.Помiстимо B1, . . . , Bm та нульовi

матрицi у вiдповiднi блоки матрицi B в (5.4). Тодi A унiтарно подiбна

до B, тодi та тiльки тодi, коли пари (A1, B1), . . . , (Am, Bm) одночасно

унiтарно подiбнi.

Наприклад, можемо обрати k = m + 2 та помiстити вiдповiднi матри-

цi пар (A1, B1), . . . , (Am, Bm) в позицiях (1, 3), . . . , (1, k) перших блочних

рядкiв (5.3) та (5.4), або в блоках (1, 3), (2, 4), . . . , (k − 2, k) третьої блочної

супердiагоналi (5.3) та (5.4).

Природнє розширення критерiю Шпехта на бiльш нiж одну пару матриць

випливає з попередньої теореми.
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Наслiдок 5.4.2. Заданi пари (A1, B1), . . . , (Am, Bm) n-на-n компле-

ксних матриць одночасно унiтарно подiбнi тодi та тiльки тодi, ко-

ли trw(A1, A
∗
1, . . . , Am, A

∗
m) = trw(B1, B

∗
1 , . . . , Bm, B

∗
m) для усiх слiв

w(s1, t1, . . . , sm, tm) в 2m некомутуючих змiнних.

Доведення. Нехай k = m + 2, та розглянемо матрицю A виду (5.3), що по-

будована розмiщенням матриць A1, . . . , Am послiдовно у m блокiв третього

блоку супердiагоналi, та розмiщенням нульових блокiв в усiх його iнших

блокiв над третьою блочною супердiагоналлю. Побудуємо матрицю B виду

(5.4), аналогiчно, використовуючи матрицi B1, . . . , Bm.

Розглянемо наступнi припущення:

(a) trw(A1, A
∗
1, . . . , Am, A

∗
m) = trw(B1, B

∗
1 , . . . , Bm, B

∗
m) для усiх слiв

w(s1, t1, . . . , sm, tm) з 2m некомутуючих змiнних;

(b) trW(A,A∗) = trW(B,B∗) для кожного слова W(s, t) з двох некомуту-

ючих змiнних;

(c) A унiтарно подiбна до B;

(d) Пари (A1, B1), . . . , (Am, Bm) одночасно унiтарно подiбнi.

Достатньо показати, що цi чотири припущення еквiвалентнi.

(a)⇒ (b) Кожний блок будь-якого слова W(A,A∗) — це лiнiйна комбiнацiя

одиничної матрицi (можемо вважати, що це порожнє слово) та слiв виду

w(A1, A
∗
1, . . . , Am, A

∗
m).

(b) ⇒ (c) Теорема 5.2.1.

(c) ⇒ (d) Теорема 5.4.1.

(d) ⇒ (a) Аналогiчнi обчислення, що перевiряють тотожностi (5.2).

Одночасна унiтарна подiбнiсть заданих пар (A1, B1), . . . , (Am, Bm) n-на-
n комплексних матриць еквiвалентна до унiтарної подiбностi двох окремих

блочних матриць; Теорема 5.2.1 гарантує, що остання унiтарна подiбнiсть

може бути пiдтверджена або заперечена за скiнченну кiлькiсть обчислень.

Таким чином, iснує скiнченний алгоритм для визначення чи буде скiнченна
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кiлькiсть пар матриць одночасно унiтарно подiбнi.

Бiльш того, критерiй слiду у Твердженнi 5.4.2 вимагає тiльки скiнченну

кiлькiсть обчислень: це потребує перевiрку тiльки достатнiх тотожностей ви-

ду trw(A1, A
∗
1, . . . , Am, A

∗
m) = trw(B1, B

∗
1 , . . . , Bm, B

∗
m), гарантувати задо-

волення скiнченної кiлькостi тотожностей виду trW(A,A∗) = trW(B,B∗),
потрiбних за верхнiм обмеженням Папачени у Теоремi 5.2.1.

5.5 Унiтарна конгруентнiсть пар матриць

До того як розглянемо роль леми 5.3.1 в оцiнцi одночасних унiтарних кон-

груентностей та iнших одночасних унiтарних еквiвалентностей, нам потрi-

бно розглянути найпростiший випадок унiтарної конгруентностi однiєї пари

матриць. Якщо U унiтарна та A = UBUT , обчислення показують, що

AA∗ = U(BB∗)U∗, AĀ = U(BB̄)U∗, та AT Ā = U(BT B̄)U∗, (5.5)

отже, три пари матриць, що вiдносяться до A та B, одночасно унiтарно

подiбнi. Ця необхiдна умова також є i достатньою:

Теорема 5.5.1. Комплекснi n-на-n матрицi A та B унiтарно конгру-

ентнi тодi та тiльки тодi, коли три пари (AA∗, BB∗), (AĀ,BB̄), та

(AT Ā,BT B̄) одночасно унiтарно подiбнi. Якщо будь-яка з матриць A або

B невиродженi, третя пара може бути упущена.

Доведення. Дивiться [38].

Попередня теорема та теорема 5.4.1 дають наступний критерiй унiтарної

конгруентностi.

Теорема 5.5.2. Комплекснi n-на-n матрицi A та B унiтарно конгруентнi
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тодi та тiльки тодi, коли 4n-на-4n матрицi

KA =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 In AA∗ AĀ

0 In AT Ā

0 In

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

та KB =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 In BB∗ BB̄

0 In BT B̄

0 In

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(5.6)

унiтарно подiбнi. Якщо A або B невиродженi, вони унiтарно конгруентнi

тодi та тiльки тодi, коли

K ′
A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 In AA∗ AĀ

0 In 0

0 In

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

та K ′
B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 In BB∗ BB̄

0 In 0

0 In

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(5.7)

унiтарно подiбнi.

Якщо застосувати критерiй в теоремi 5.5.2, обмеження в теоремi 5.2.1

гарантує, що достатньо перевiрити тотожностi виду

trW(KA,K
∗
A) = trW(KB,K

∗
B) (5.8)

для усiх слiв W(s, t) довжини не бiльше

4n

√
32n2

4n − 1
+ 1

4
+ 2n − 2. (5.9)

Матрицi (5.6) та (5.7) нiльпотентнi четвертого iндексу, тож в перевiрцi то-

тожностей зi слiдом (5.8) потрiбно розглянути тiльки слова, усi множниковi

степенi яких дорiвнюють або меншi трьох.

Для n = 2, обмеження (5.9) каже, що достатньо розглянути усi слова дов-

жини не бiльше 37, то ж потрiбно розглянути величезну кiльксть слiв, навiть

у маленькому випадку. Для n = 3 верхнє обмеження на довжину дорiвнює

66; для n = 4 дорiвнює 116. На противагу, коли використовувати критерiй

Шпехта для тестування пари 2-на-2 матриць вiдносно унiтарної подiбностi,
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достатньо перевiрити слiди тiльки трьох слiв довжини не бiльше двох; для

тестування пари 3-на-3 матриць достатньо перевiрити слiди тiльки семи слiв

довжини не бiльше шести. Невiдомо, чи спецiальна форма матриць в (5.6)

та (5.7), деякi спецiальнi характеристики у випадках маленької розмiрностi,

або деякi розумнi спостереження дадуть змогу суттєво зменшити верхнє

обмеження (5.9).

5.6 Одночасна унiтарна еквiвалентнiсть

Зараз покажемо явний розв’язок загальної задачi, що неявне у лемi 5.3.1.

Теорема 5.6.1. Нехай m1, m2, m3, та m4 заданi невiд’ємнi цiлi числа.

Нехай

(A(1)
1 , B

(1)
1 ), . . . , (A(1)

m1 , B
(1)
m1 ), (A(2)

1 , B
(2)
1 ), . . . , (A(2)

m2 , B
(2)
m2 ),

(A(3)
1 , B

(3)
1 ), . . . , (A(3)

m3 , B
(3)
m3 ), (A(4)

1 , B
(4)
1 ), . . . , (A(4)

m4 , B
(4)
m4 )

заданi пари n-на-n комплексних матриць. Оберемо k достатньо великим,

щоб матриця A в (5.3) мала достатньо блокiв над другою блочною супер-

дiагоналю для пристосуваня наступної конструкцiї:

(1) Помiстимо матрицi A(1)
1 , . . . , A

(1)
m1 (у будь-якому бажаному порядку)

в (i, j) блоках матрицi A так, щоб i було непарним, j було парним, та

j − i ≥ 2; помiстимо матрицi B(1)
1 , . . . , B

(1)
m1 у вiдповiднi позицiї в B.

(2) Помiстимо матрицi A(2)
1 , . . . , A

(2)
m2 (у будь-якому бажаному порядку )

в (i, j) блоках матрицi A так щоб i та j були обидва непарнi та j − i ≥ 2;

помiстимо матрицi B(2)
1 , . . . , B

(2)
m2 у вiдповiднi позицiї в B.

(3) Помiстимо матрицi A(3)
1 , . . . , A

(3)
m3 (у будь-якому бажаному порядку) i

(i, j) блоках матрицi A так щоб i та j були обидва парними та j − i ≥ 2;

помiстимо матрицi B(3)
1 , . . . , B

(3)
m3 у вiдповiднi позицiї в B.

(4) Помiстимо матрицi A(4)
1 , . . . , A

(4)
m4 (у будь-якому бажаному порядку)

i (i, j) блоках матрицi A так щоб i було парним, j було непарним, та

j − i ≥ 2; помiстимо матрицi B(4)
1 , . . . , B

(4)
m4 у вiдповiднi позицiї в B.



119

(5) Помiстимо нульовi матрицi у будь-якi незаповненi блоки матриць A

та B.

Тодi A конгруентна до B тодi та тiльки тодi, коли iснує унiтарна ма-

триця U така, що

(1′) A(1)
i = UB(1)

i U∗ для усiх i = 1, . . . ,m1;

(2′) A(2)
i = UB(2)

i UT для усiх i = 1, . . . ,m2;

(3′) A(3)
i = ŪB(3)

i U∗ для усiх i = 1, . . . ,m3; та

(4′) A(4)
i = ŪB(4)

i UT для усiх i = 1, . . . ,m4.

Припустимо, що чотири набори пар n-на-n комплексних матриць заданi

(деякi з цих наборiв можуть бути порожнiми), та вимагається визначити чи

одночаснi унiтарнi еквiвалентностi вказанi у Загальнiй задачi валiднi. Наш

алгоритм буде працювати наступним чином:

Алгоритм 5.6.2. Побудуємо блочнi матрицi A та B згiдно з призначення

у попереднiй теоремi. Потiм побудуємо

KA =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 In AA∗ AĀ

0 In AT Ā

0 In

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

та KB =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 In BB∗ BB̄

0 In BT B̄

0 In

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Чотири заданi набори пар матриць задовiльняють потрiбнi одночаснi унi-

тарнi еквiвалентностi тодi та тiльки тодi, коли KA та KB унiтарно по-

дiбнi. Та унiтарна подiбнiсть може бути пiдтверджена або заперечена за

скiнченну кiлькiсть обчислень використовуючи теорем 5.2.1. У цих обчи-

сленнях, тiльки слова з множниковими степенями не бiльше 3 потрiбно

буде розглянути.

5.7 Висновки до роздiлу 5

Данний роздiл дисертацiї присвячений розв’язанню наступної задачi.



120

Нехай S1, S2, S3, S4 задана скiнченна множина пар n-на-n комплексних

матриць. Опишемо алгоритм, щоб визначити, за скiнченну кiлькiсть обчи-

слень, чи iснує одна унiтарна матриця U така, що кожна пара матриць в

S1 унiтарно подiбнi за допомогою U , кожна пара матриць в S2 унiтарно

конгруентнi за допомогою U , кожна пара матриць в S3 унiтарно подiбнi за

допомогою Ū , та кожна пара матриць в S4 унiтарно конгруентнi за допомо-

гою Ū .

У першому параграфi сформульована основна задача роздiлу.

У другому параграфi наведенi критерiї унiтарної подiбности пар матриць

за теоремою Шпехта, та з обмеженням Папачени.

У третьому параграфi сформульована та доведена базова лема, необхiдна

для розв’язання основної задачi роздiлу.

У четвертому параграфi наведений скiнченний алгоритм для визначення

чи буде скiнченна кiлькiсть пар матриць одночасно унiтарно подiбнi.

У п’ятому параграфi наведений скiнченний алгоритм для визначення чи

буде скiнченна кiлькiсть пар матриць одночасно унiтарно конгруентнi.

У шостому параграфi наведений скiнченний алгоритм для визначення чи

буде скiнченна кiлькiсть пар матриць одночасно унiтарно еквiвалентнi.



Роздiл 6

Зведення пари кососиметричних

матриць до її канонiчної форми

вiдносно конгруентностi

Результати даного роздiлу опублiкованi в статтi [13].

В даному роздiлi надається алгоритм, що для кожної пари кососиметри-

чних матриць будує її регуляцiйний розклад.

6.1 Вступ

Двi пари (A,B) та (A′, B′) квадратних матриць однакового розмiру є кон-

груентними, якщо iснує невироджена матриця S така, що

S(A,B)ST ∶= (SAST , SBST) = (A′, B′).

Прямою сумою пар (A,B) та (A′, B′) є пара

(A,B)⊕ (A′, B′) ∶=
⎛
⎝

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

A 0

0 A′

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

B 0

0 B′

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

⎞
⎠
.

Регуляцiйним розкладом пари (A,B) кососиметричних матриць над по-

лем характеристики, що не дорiвнює 2, є пряма сума

(A,B)⊕ (A1, B1)⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ (At, Bt), (6.1)
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що конгруентна (A,B), в якiй (A,B) є пара невироджених матриць одна-

кового розмiру та кожна (Ai, Bi) є однiєю з пар

Jn ∶=
⎛
⎝

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 In

−In 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 Jn(0)
−Jn(0)T 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

⎞
⎠
, (6.2)

Kn ∶=
⎛
⎝

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 Jn(0)
−Jn(0)T 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 In

−In 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

⎞
⎠
,

Ln ∶=
⎛
⎝

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 Ln

−LTn 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 Rn

−RTn 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

⎞
⎠
, n = 1, 2, . . . , (6.3)

де Jn(0) — це n × n вироджений Жорданiв блок та

Ln ∶=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

⋱ ⋱
0 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, Rn ∶=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0

⋱ ⋱
0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

((n − 1)-на-n). (6.4)

А саме, L1 = ([0], [0]). Канонiчна форма (A,B) вiдносно конгруентностi

(див (6.5)) гарантує, що (A,B) — основна частина пари (A,B) визна-

чнена з точнiстю до конгруентностi, та (A1, B1), . . . , (At, Bt) — виродженi

доданки — визначенi з точнiстю до перестановок.

У частинi 6.2 наведено регуляцiйний алгоритм, що використовує елемен-

тарнi перетворення матриць та для кожної пари кососиметричних матриць

над полем характеристики не 2 будує її регуляцiйний розклад вiдносно кон-

груентностi. Регуляцiйнi алгоритми були побудованi для матричних пучкiв

згiдно Ван Дурена [70], для циклiв лiнiйних вiдображень Сергейчуком [65]

та Варгою [71], та для квадратних матриць вiдносно конгруентностi та *кон-

груентностi Хорном та Сергейчуком [39].

Регуляцiйний розклад (6.1) — це перший крок в сторону зведення пари

(A,B) до її канонiчної форми вiдносно конгруентностi (див Теорему 6.3.1 у

Роздiлi 6.3): кожна пара кососиметричних матриць над алгебраїчно замкне-

ним полем F характеристики не 2 конгруентна прямий сумi, що визначається
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однозначно з точнiстю до перестановки доданкiв, пар виду

Jn(λ) ∶=
⎛
⎝

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 In

−In 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 Jn(λ)
−Jn(λ)T 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

⎞
⎠

(λ ∈ F), Kn, Ln, (6.5)

де

Jn(λ) ∶=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

λ 0

1 λ

⋱ ⋱
0 1 λ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(n-на-n).

Якщо F не алгебраїчно замкнене, тодi Jn(λ) в (6.5) замiнюється будь-якою

нерозкладною канонiчною матрицею вiдносно подiбностi; наприклад, Jn(λ)
може бути замiнена блоком Фробенiуса

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 −cn
1 ⋱ ⋮
⋱ 0 −c2

0 1 −c1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

в якому p(x)` = xn + c1xn−1 + ⋅ ⋅ ⋅ + cn цiлий степiнь многочлена p(x), що

незвiдний над F. Ця канонiчна форма пар кососиметричних матриць над

конгруентнiстю була надана Шарлау [67] у термiнах модулiв Кронекера; див

також [64,69].

У роздiлi 6.3, надамо iнше доведення цiєї канонiчної форми пари косо-

симетричних матриць над алгебраїчно замкненим полем, що базується на

регуляризуючому алгоритмi з Роздiлу 6.2.

Дмитришин та Крагстрем [17, 18] будують мiнiверсальнi деформацiї па-

ри кососиметричних матриць (A,B) вiдносно конгруентностi та вивчають

як маленькi збурення A та B змiнюють канонiчнi форми (A,B) вiдносно

конгруентностi.
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6.2 Регуляцiйний алгоритм для пари кососиметричних

матриць

Розглядаємо тiльки матричнi пари, в яких обидвi матрицi мають однаковий

розмiр. Усi перетворення, що робимо з матричними парами в цьому роздiлi

є перетвореннями конгруентностi. Таким чином,

коли пишемо, що робимо елементарнi перетворення рядкiв

(стовпчикiв) однiєї матрицi з пари, це означає, що також ро-

бимо однаковi елементарнi перевторення рядкiв (вiдповiдно,

стовпчикiв) iншої матрицi, та тодi таке ж елементарне пере-

творення стовпчикiв (вiдповiдно, рядкiв) обох матриць.

(6.6)

Напiврегуляцiйний розклад пари (A,B) кососиметричних матриць пря-

мої суми

(A,B)⊕ (A1, B1)⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ (At, Bt)

що конгруентна (A,B), в якiй A є невиродженою матрицею та кожна пара

(Ai, Bi) має форму Jn або Ln (див (6.2) та (6.3)).

У цьому роздiлi, надаємо алгоритм, який будує регуляцiйний розклад

пари (A,B) кососиметричних матриць над полем F характеристики не 2. З

цiєю метою, достатньо дати алгоритм що будує напiврегуляцiйний розклад

оскiльки, якщо (6.1) є напiврегуляцiйним розкладом пари (A,B) та

(B,A)⊕ (B′
1, A

′
1)⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ (B′

s, A
′
s)

є напiврегуляцiйним розкладом (B,A) (та таким чином кожна (B′
i, A

′
i) є

формою Jn), тодi

(A,B)⊕ (A′
1, B

′
1)⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ (A′

s, B
′
s)⊕ (A1, B1)⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕ (At, Bt)

є регуляцiйним розкладом (A,B).
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Припустимо, що A була зведена до її канонiчної форми вiдносно конгру-

ентностi; таким чином,

(A,B) =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 I 0

−I 0 0

0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

B11 B12 B13

B21 B22 B23

B21 B22 B23

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎞
⎟⎟⎟
⎠

(6.7)

та далi використаємо тiльки тi перетворення конгруентностi S(A,B)ST , що

зберiгає A; таким чином для кожного SAST = A.
Наприклад, можемо взяти S = R ⊕ R−T ⊕ I, в якому R є невиродженою

матрицею. Якщо R є елементарною матрицею, тодi отримаємо перетворе-

ння (i) з наступного параграфу. Наприклад, можемо додати рядок i1, що

множиться на a ∈ F, до рядка j1 (“рядок il” означає iий рядок lої гори-

зонтальної смуги у (6.7)) та робить таке ж перетворення зi стовпчиками.

Цi перетворення зiпсовує блоки (1, 2) та (2, 1) матрицi A; вiдновлюємо їх

вiднiманням стовпчика j2 помноженого на a з стовпчика i2 та розблячи

аналогiчне перетворення рядкiв.

Наступнi перетворення рядкiв, якi згрупованi з аналогiчними перетворе-

ннями стовпчикiв (див (6.6)), не змiнюють A:

(i) – Елементарнi рядковi перетворення у першiй горизонтальнiй смузi

та оберненi рядковi перетворення у другiй горизонтальнiй смузi.

– Елементарнi рядковi перетворення у третiй горизонтальнiй смузi.

(ii) – Додаємо рядок i1, помножений на a ∈ F до рядка j2 з j ≠ i, тодi

додаємо рядок j1, помножений на a до рядка i2.

– Додаємо рядок i1 помножений на a ∈ F до рядка i2.

(iii) – Додаємо рядок i2 помножений на a ∈ F до рядка j1 з j ≠ i, тодi

додаємо рядок j2 помножений на a до рядка i1.

– Додаємо рядок i2 помножений на a ∈ F до рядка i1.



126

(iv) Помножимо рядок i1 на −1, тодi помiняємо його з рядком i2.

(v) Додамо рядок i3 помножений на a ∈ F до рядка у смузi 2 або 3.

На кожному кроцi наступного алгоритму, зводимо пару (A,B) форми

(6.7) перетвореннями (i)–(v) до прямої суми, в якiй деякi прямi доданки

форми Kn або Ln, та видалимо цi доданки. Цей алгоритм зупиняється ко-

лиотримаємо пару (A,B) з невиродженою A.

Напiврегуляцiйний алгоритм для пари (6.7):

1. Якщо B33 ≠ 0, зводимо її перетвореннями (i) до форми

B33 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 Ik 0

−Ik 0 0

0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(k > 0),

потiм, використовуючи перетворення (v), робимо нульовими усi елемен-

ти поза Ik, що розмiщуються в рядках та стовпчиках, якi перетинають

Ik (згiдно (6.6), також робимо нульовi усi елементи поза −Ik що розмi-

щенi у рядках та стовпчиках, якi перетинають −Ik). Видалимо k прямi

доданки K1 = ([ 0 0
0 0 ] , [ 0 1

−1 0 ]) з (A,B) (таким чином, видаляємо рядки

та стовпчики, що перетинають Ik та рядки та стовпчики, що перетина-

ють −Ik). Отримаємо (A,B) з B33 = 0.

2. Якщо стовпчики вертикальної смуги 3 матрицi B лiнiйно залежнi, тодi-

фiксуємо максимальну систему лiнiйно незалежних стовчикiв, та зроби-

мо нульовими iншi стопвчики вертикальної смуги 3; вони дають прямi

доданки L1 = ([0], [0]). Видаляючи їх, отримаємо (A,B) в яких стов-

пчики вертикальної смуги 3 матрицi B лiнiйно незалежнi.

3. Якщо вертикальна смуга 3 матрицi B порожня, тодi A є невиродженою

та напiврегуляцiйний розклад був побудований. Припустимо, що вер-

тикальна смуга 3 матрицi B непорожня. Якщо останнiй стовпчик B13
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нульовий, робимо його ненульовим перетворенями (iv). Зведемо остан-

нiй стовпчик B13 до форми [0 . . . 0 1]T , тодi зробимо нульовоими усi

елементи останнього стовпчика B пiд 1. Зробимо останнiй рядок гори-

зонтальної смуги 1 матрицi B рiвний [0 . . . 0 1] та отримаємо

B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⋮ ⋮
. . . . . . . . . . 1

⋮ ⋮
⋮ 0 ⋮

. . . −1 . . . . . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

в якому крапки означають нульовi елементи. Два випадки можливi:

(a) По-перше припустимо, що останнiй рядок матрицi B23 ненульовий.

Зводимо його до [0 . . . 0 1 0], тодi робимо нульовими усi елементи

матрицi B над 1, зведемо останнiй рядок горизонтальної смуги 2

до [0 . . . 0 1] та отримаємо

B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
. . . . . . . . . . 0 1

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
. . . . . . . . . . 1 0

∶ ∶
. . . 0 . . . −1 0

. . . −1 . . . 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
в якiй крапки позначають нульовi елементи. Таким чином, (A,B)
має прямий доданок

⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

1 2
−1 3

1
4

2 3 1 4

,

1 2
1 3

−1 1
−1 4
2 3 1 4

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠
, (6.8)
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в якому усi неуточненi елементи є нульовими. Переставляючи рядки

та стовпчики як позначено, то отримаємо

⎛
⎜⎜⎜⎜
⎝

1
1 2

−1 3
4

1 2 3 4

,

−1 1
1 2

1 3
−1 4

1 2 3 4

⎞
⎟⎟⎟⎟
⎠
.

Таким чином, (6.8) конгруентно до K2. Видаляємо доданок (6.8)

для (A,B) та повторимо крок 3.

(b) Тепер припустимо, що останнiй рядок B23 нульовий.

Тодi повторимо крок 3, iгноруючи останнi рядки та стовпчики усiх

смуг матриць A та B, та отримаємо

B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∶ ∶ ∶ ∶
. . . . . . . . . . . . . . . 1 0

. . . . . . . . . . . . . . . 0 1

∶ ∶ ∶ ∶
⋮ ⋮ 0 0

⋮ ⋮ 0 . . . 0

∶ ∶ 0

. . . −1 0 . . . 0 ⋮ 0

. . . 0 −1 . . . 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Якщо попереднiй рядок матрицi B23 ненульовий, тодi (A,B) має

прямий доданок виду (6.8), що конгруентно до K2, видалимо його

та повторимо крок (b).
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Повторимо (a) та (b) поки не отримаємо

(A,B) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 I 0 0

0 0 0 I 0

−I 0 0 0 0

0 −I 0 0 0

0 0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

B′
11 0 B′

12 B′
13 0

0 0 0 0 I

B′
21 0 B′

22 B′
23 0

B′
31 0 B′

32 B′
33 0

0 −I 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

, (6.9)

4. Давайте зведемо (6.9) цими перетворенням конгруентностi, що зберiга-

ють A та смуги 2 та 5 матрицi B, i вертикальнi i горизонтальнi. Тодi її

пiдпара

(A′, B′) ∶=
⎛
⎜⎜⎜
⎝

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 I 0

−I 0 0

0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

B′
11 B′

12 B′
13

B′
21 B′

22 B′
23

B′
31 B′

32 B′
33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎞
⎟⎟⎟
⎠

(6.10)

зводиться тими перетворенням конгруентностi, що зберiгають A′, що

означає, що B′ зводиться перетвореннями (i)–(v).1

Застосовуємо до (A′, B′) кроки 1–4:

• Якщо B′
33 ≠ 0, тодi видаляємо доданки форми

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 3
1 4

−1 5
−1 2

1
6

3 4 5 2 1 6

,

1 3
1 4

1 5
−1 2

−1 1
−1 6
3 4 5 2 1 6

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

,

в яких усi неуточненi елементи нульовi. Цi доданки конгруентнi до

K3 оскiльки перестановляючи рядки та стовпчики як було вказано,
1Наприклад, можемо додати рядок i матрицi [B′

31B
′

32B
′

33] до рядка j матрицi [B′

21B
′

22B
′

23].
Це додавання псує нульовий блок (3,2) матрицi A в (6.9);вiдновлюємо його вiднiманням стовпчи-
ка j вертикальної смуги 1 вiд стовпчика i вертикальної смуги 2. Це додавання псує вертикальну
смугу 2 матрицi B;вiдновлюємо його рядками останньої смуги з B.
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отримаємо

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1
−1 2

1 3
1 4

−1 5
6

1 2 3 4 5 6

,

−1 1
−1 2

1 3
1 4

1 5
−1 6

1 2 3 4 5 6

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

Отримали B′
33 = 0.

• Якщо стовпчики вертикальної смуги 3 матрицi B′ лiнiйно залежнi,

тодi видаляємо з (6.9) доданки

L2 =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0

−1 0 0

0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 1

0 0 0

−1 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎞
⎟⎟⎟
⎠
. (6.11)

• Аргументуючи як в кроцi 4, видаляємо з (A,B) усi доданки, що

конгруентнi до K3 та отримаємо (A,B) виду

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

I 0 0

0 0 I 0 0

0 0 I

−I 0 0

0 −I 0 0 0

0 0 −I
0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

B′′
11 0 0 B′′

12 B′′
13 0 0

0 0 0 0 0 I 0

0 0 0 0 0 0 I

B′′
21 0 0 B′′

22 B′′
23 0 0

B′′
31 0 0 B′′

32 B′′
33 0 0

0 −I 0 0 0 0 0

0 0 −I 0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

,

в яких

(A′′, B′′) ∶=
⎛
⎜⎜⎜
⎝

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 I 0

−I 0 0

0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

B′′
11 B′′

12 B′′
13

B′′
21 B′′

22 B′′
23

B′′
31 B′′

32 B′′
33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎞
⎟⎟⎟
⎠

зведенi довiльними перетвореннями конгруентностi, що зберiгають

A′′, та також B′′ зводиться перетвореннями (i)–(v).
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Повторюємо цi зведення докине отримаємо (A(k), B(k)), в яких третя

вертикальня та горизонтальна смуги порожнi. Тодi A(k) = [ 0 I
−I 0 ] та

(A,B) ∶= (A(k), B(k)).

Зауваження 6. Регуляцiйний алгоритм пари (A,B) кососиметричних

матриць побудований Козловим [45, § 3] має прогалину. Кроки 1 та 2 його

алгоритму зводять (A,B) до виду

(A′, B′) ∶=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 −1 0 ⋯ 0

1 0 0 ⋯ 0

0 0 ∗ ⋯ ∗
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 ∗ ⋯ ∗

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 ⋯ 0

0 ∗ ∗ ⋯ ∗
0 ∗ ∗ ⋯ ∗
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 ∗ ∗ ⋯ ∗

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

Вiн стверджує, що крок 3 зводить B′ до виду
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 ⋯ 0

0 0 1 0 ⋯ 0

0 −1 0 0 ⋯ 0

0 0 0 ∗ ⋯ ∗
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 0 ∗ ⋯ ∗

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
в той час зберiгаючи A′, що неможливо: з цими перетвореннями з B′ пер-

ший рядок матрицi A′ зводиться до виду [0 − 1 ∗ ⋯∗]. Канонiчна форма

пар кососиметричних матриць не може бути доведена елементарним шля-

хом (як в [45]) оскiльки вона мiстить в собi канонiчну форму Кронекера з

матричних пучкiв.

6.3 Доведення канонiчної форми пар над алегбраїчно

замкненим полем

В цьому роздiлi, доводимо наступну добре вiдому теорему (див [64, 67, 69])

використовуючи регуляризацiйний алгоритм з роздiлу 6.2 та метод, що був
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розроблений Назаровою та Ройтером [53] (див також [54] та [26, Роздiл 1.8]),

щоб довести канонiчну форму Кронекера для матричних пучкiв.

Теорема 6.3.1. Кожна пара кососиметричних матриць над алгебраїчно

замкненим полем F характеристики не 2 конгруентна прямiй сумi пар

виду

Jn(λ) (λ ∈ F), Kn, Ln

(see (6.5)). Ця сума однозначно визначена, з точнiстю до перестановки

доданкiв.

Пара кососиметричних матриць є нерозкладною, якщо вона не конгру-

ентна прямiй сумi пар кососиметричних матриць менших розмiрiв. Алго-

ритм з Роздiлу 6.2 використовується тiльки в доведеннi наступної леми.

Лема 6.3.2. Над полем характеристики не 2, нехай (A,B) нерозкладна

пара кососиметричних матриць, в якiй A вироджена. Тодi (A,B) конгру-

ентна парi, що задовiльняє наступну умову:

кожний рядок та стовпчик цих матриць мiстить не бiль-

ше одного ненульового елемента що є 1 або −1 та iншi еле-

менти нульовi.

(6.12)

Доведення. Застосовуємо кроки 1–3 напiврегуляцiйного алгоритму з роздiлу

6.2 та отримаємо, що (A,B) конгруентно прямiй сумi (6.9) та пар виду K1,

L1, та K2. Оскiльки (A,B) нерозкладна, є двi можливостi:

• (A,B) конгруентна K1, L1, або K2; вони задовiльняють (6.12).

• (A,B) конгруентна (6.9). Оскiльки A вироджена, розмiр (A′, B′) менше

розмiру (A,B). Використовуючи iндукцiю n, допускаємо, що (A′, B′)
визначено в (6.10) задовiльняє (6.12). Тодi (A,B) задовiльняє (6.12)

також, що випливає з форми (6.9).
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Доведення теореми 6.3.1. Нехай (A,B) нерозкладна пара кососиметри-

чних матриць над F. Два випадки можливi.

Випадок 1: A вироджена. Перетвореннями конгруентностi з (A,B), зро-
бимо A та B, що задовiльняють вимоги (6.12). Покажемо, що отримана

(A,B) зведена до Kn або Ln наступними перетвореннями конгруентностi:

• переставимо рядки i та j та потiм переставимо стовпчики i та j в обох

матрицях,

• помножимо рядок i та стовпчик i на −1 в обох матрицях.

Робимо лише цi перетворення з (A,B). Наприклад (як в (6.6)), якщо пи-

шемо про перестановку двох стовпцiв в A, пам’ятаємо, що робимо такi ж

перетворення зi стовпчиками в B та рядками в A та B.

Нехай A та B будуть (2n−1)×(2n−1) або 2n×2n; роздiлимо їх на блоки

(A,B) =
⎛
⎝

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

A11 A12

A21 A22

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

B11 B12

B21 B22

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

⎞
⎠
, A22 та B22 є n × n.

Оскiльки A вироджена та задовiльняє (6.12), вона має нульовий стов-

пець;переставимо їх з останнiм стовпчиком та отримаємо нульовий останнiй

стовпчик. Якщо останнiй стовпець B також нульовий, тодi L1 = ([0], [0])
прямий доданок в (A,B). Оскiльки (A,B) нерозкладна, (A,B) = L1, що

доводить теорему в цьому випадку.

Залишається розглянути випадок, коли останнiй стовпець B ненульовий.

Тодi вiн мiстить ε ∈ {−1, 1}. Множимо рядок, що мiстить ε на ε, переставимо

це з останнiм рядком [B11B12], та отримаємо

(A,B) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⋮
0

⋮
. . . 0 . . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⋮ ⋮
. . . . . . . 1

⋮ ⋮
. . . −1 . . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

,
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в якiй крапки позначають нульовi елементи. Якщо останнiй рядок пари

[A11A12] нульовий, тодi K1 = ([ 0 0
0 0 ] , [ 0 1

−1 0 ]) прямий доданок пари (A,B),
i також (A,B) = K1, що доводить теорему в цьому випадку.

Залишається розглянути випадок, коли останнiй рядок [A11A12] мiстить
ε ∈ {−1, 1}. Множимо стовпчик, який мiстить ε на ε, переставляємо його з

передостаннiм стовпчиком, та отримаємо

(A,B) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⋮ ⋮ ⋮
. . . . . . . 1 0

⋮ ⋮ ⋮
. . . −1 . . . . .

. . . 0 . . . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⋮ ⋮
. . . . . . . 0 1

⋮ ⋮
0 .

. . . −1 . . . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

Якщо передостаннiй стовпчик матрицi B нульовий, тодi L2 (див (6.11)) пря-

мий доданок пари (A,B), а також (A,B) = L2.

Залишається розглянути випадок, коли попереднiй стовпчик матрицi B

мiстить ε ∈ {−1, 1}. Множимо рядок, що мiстить ε на ε, переставимо його з

передостаннiм рядком пари [B11B12], та отримаємо

(A,B) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⋮ ⋮ ⋮
. 0 0

. . . . . . . . 1 0

⋮ ⋮ ⋮
. . . 0 −1 . . . . .

. . . 0 0 . . . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
. . . . . . . . 1 0

. . . . . . . . 0 1

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
. . . −1 0 . . . . .

. . . 0 −1 . . . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

Якщо передостанний рядок [A11A12] нульовий, тодi K2 прямий доданок

пари (A,B), а також (A,B) = K2.

Залишається розглянути випадок коли передостаннiй рядок [A11A12] мi-
стить ε ∈ {−1, 1}. Множимо стовпчик, що мiстить ε на ε, переставляємо його
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з передостанним стовпчиком та отримаємо

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
. . . . . . . . 1 0 0

. . . . . . . . 0 1 0

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
. . . −1 0 . . . . . .

. . . 0 −1 . . . . . .

. . . 0 0 . . . . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
. . . . . . . . 0 1 0

. . . . . . . . 0 0 1

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 . .

. . . −1 0 . . . . . .

. . . 0 −1 . . . . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

,

i так далi.

Повторюючи це зведення, отримаємо, що (A,B) конгруентна до Kn або

Ln.

Випадок 2: A невироджена. Оскiльки F алгебраїчно замкнене, iснує λ ∈ F
таке, що det(Aλ −B) = 0. За випадком 1, є невироджена S така, що

S(B − λA,A)ST = Kn =
⎛
⎝

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 Jn(0)
−Jn(0)T 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 In

−In 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

⎞
⎠
.

Тодi

S(B,A)ST =
⎛
⎝

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 Jn(λ)
−Jn(λ)T 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
,

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 In

−In 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

⎞
⎠
,

а також (A,B) конгруентно до Jn(λ).

Довели, що кожна пара кососиметричних матриць над F конгруентна

прямiй сумi пари виду Jn(λ), Kn, та Ln. Доведемо тепер єдинiсть та-

кої прямої суми. Двi пари (A,B) та (A′, B′) матриць однакового розмi-

ру є еквiвалентними, якщо iснують невиродженi матрицi R та S такi, що

R(A,B)S ∶= (RAS,RBS) = (A′, B′). Таким чином, конгруентнi пари еквi-

валентнi. За теоремою Кронекера для матричних пучкiв (див. [27, Роздiл

XII]), кожна матрична пара над полем F є еквiвалентною прямiй сумi, одно-

значно визначеною з точнiстю до перестановки доданкiв, пар типу

(In, Jn(λ)), (Jn(0), In), (Ln, Rn), (LTn , RTn), (6.13)
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в якiй n ∈ {1, 2, . . .}, λ ∈ F, та Ln та Rn визначенi в (6.4).

Пари Jn(λ), Kn, Ln еквiвалентнi до

(In, Jn(λ))⊕ (In, Jn(λ)), (Jn(0), In)⊕ (Jn(0), In), (Ln, Rn)⊕ (LTn , RTn).
(6.14)

Таким чином, двi рiзнi прямi суми пар виду Jn(λ), Kn, та Ln (визначенi

з точнiстю до перестановки доданкiв) мають рiзнi канонiчнi форми вiдно-

сно еквiвалентностi, а також цi суми не можуть бути конгруентними, що

доводить єдинiсть в Теоремi 6.3.1.

Зауваження 7. Теорема 6.3.1 може також бути доведена використову-

ючи опис канонiчних форм Кронекера для пар кососиметричних матриць

вiдносно еквiвалентностi та наступне цiкаве твердження з [50, Наслiдок

35.2] (див також [16, § 61 та § 62]) для матричних пар над алгебраїчно

замкненим полем F характеристики не 2:

Нехай (A,B) та (A′, B′) двi матричнi пари, в яких A та

A′, також B та B′, є симетричними або кососиметрични-

ми. Тодi (A,B) та (A′, B′) конгруентнi тодi та тiльки

тодi коли вони еквiвалентнi.

(6.15)

Це твердження було узагальнено для пар кососиметричних матриць над

будь-яким полем характеристики 0 Уiльямсоном [72]. Аналогiчне твер-

дження для довiльної системи форм та лiнiйних вiдображень наведено

в [60] та [64, Теорема 1 та § 2].

Нехай (A,B) пара кососиметричних матриць. За теоремою Кронекера

для матричних пучкiв (див (6.13)), (A,B) еквiвалентна прямiй сумi

⊕
i

(Imi, Jmi(λi))⊕⊕
j

(Jnj(0), Inj)⊕⊕
k

(Lrk , Rrk)⊕⊕
l

(LTsl, R
T
sl) (6.16)

що визначається однозначно з точнiстю до перестановок доданкiв.

Пара (A,B) = (−AT ,−BT) еквiвалентна до (AT , BT), що еквiвалентно
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до

⊕
i

(Imi, Jmi(λi))⊕⊕
j

(Jnj(0), Inj)⊕⊕
k

(LTrk , R
T
rk)⊕⊕

l

(Lsl, Rsl)

Оскiльки сума (6.16) визначена однозначно парою (A,B), з точнiстю до

перестановок прямих доданкiв, доданки третього та четвертого типу в

(6.16) виникає в парах

(Lrk , Rrk)⊕ (−LTrk ,−R
T
rk)

За [69, p. 335], доданки першого та другого типiв також виникає в парах

(In, Jn(λ))⊕ (In, Jn(λ)), (Jn(0), In)⊕ (Jn(0), In).

Оскiльки пари Jn(λ),Kn,Ln еквiвалентнi до (6.14), (A,B) еквiвалентна

прямiй сумi пар типу Jn(λ),Kn,Ln, та ця сума однозначно визначена, з

точнiстю до перестановки доданкiв. За (6.15), (A,B) конгруентна прямiй

сумi.

6.4 Висновки до роздiлу 6

Даний роздiл дисертацiї присвячений зведенню пари кососиметричних ма-

триць до її канонiчної форми вiдносно конгруентностi. У першому параграфi

наведенi основнi означення та результати роздiлу.

У другому параграфi надається регуляцiйний алгоритм, що використо-

вує елементарнi перетворення матриць та для кожної пари кососиметричних

матриць над полем характеристики не 2 будує її регуляцiйний розклад вiд-

носно конгруентностi.

У третьому параграфi наведено iнше доведення цiєї канонiчної форми

пари кососиметричних матриць над алгебраїчно замкненим полем, що базу-

ється на регуляризуючому алгоритмi з другого параграфу.



Висновки
У дисертацiйнiй роботi було розглянуто деякi класифiкацiйнi задачi лiнiйної

алгебри. Отримано такi новi результати:

• Побудовано канонiчну форму пари взаємоанулюючих матриць у явному

виглядi; дано конструктивне доведення зведення пар матриць до цiєї форми.

• Описано матрицi, якi самоконгруентностi тiльки за допомогою матрицi

з одиничним визначником.

• Знайдено новий критерiй перевiрки унiтарної подiбностi двох верхньо-

трикутних матриць, що є матрицями або в загальному положеннi або ма-

трицями, що не подiбнi прямiй сумi квадратних матриць менших розмiрiв.

• Одержано новi критерiї унiтарної подiбностi нормальної матрицi та до-

вiльної матрицi. В якостi iнварiантiв були використанi спектральна норма,

норма Фробенiуса, характеристичний многочлен та слiд матрицi.

• Для скiнченної множини пар n-на-n комплексних матриць S1, S2, S3, S4

побудовано алгоритм для визначення за скiнченну кiлькiсть обчислювань,

чи iснує така унiтарна матриця U така, що матрицi кожної пари з S1 унiтар-

но подiбнi за допомогою U , матрицi кожної пари з S2 унiтарно конгруентнi

за допомогою U , матрицi кожної пари з S3 унiтарно подiбнi за допомогою

Ū , та матрицi кожної пари з S4 унiтарно конгруентнi за допомогою Ū .

• Побудовано алгоритм, який для кожної пари кососиметричних матриць

будує її регуляцiйний розклад.

Одержанi результати можуть бути застосованi для подальшого розвитку

теорiї матричних рiвнянь та теорiї класифiкацiйних задач лiнiйної алгебри.
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