
Âiòàëié Øïàêiâñüêèé

×ÀÑÒÈÍÀ 1

Îïåðàòîðíi àëãåáðè òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ

1 Îñíîâíi ïîíÿòòÿ

Íåõàé K ∈ {R,C} i íåõàé D � îáëàñòü â Kn . Íåõàé X � ëiíiéíèé òîïîëîãi-

÷íèé ïðîñòið íàä ïîëåì K . Ïðèêëàäàìè ïðîñòîðó X ìîæóòü áóòè íàñòóïíi

ïðîñòîðè:

� X = Rn ç òîïîëîãi¹þ ∥x∥ =
√

x21 + · · ·+ x2n ;

� X = Cn ;

� ïðîñòið íåïåðåðâíèõ ôóíêöié X = C(D) â îáëàñòi D ;

� ïðîñòið ôóíêöié X = Cm(D) , ÿêi ìàþòü íåïåðåðâíi ÷àñòèííi ïîõiäíi äî

ïîðÿäêó m âêëþ÷íî;

� ïðîñòið íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié X = C∞(D) â îáëàñòi D ;

� ïðîñòið àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié X = O(D) ,

� X = Lp(D) , 1 ≤ p ≤ ∞ òîùî.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç A(X) êîìóòàòèâíó àñîöiàòèâíó àëãåáðó ëiíiéíèõ

îïåðàòîðiâ, ÿêi âiäîáðàæàþòü ïðîñòið X â ñåáå. Ç îçíà÷åííÿ êîìóòàòèâ-

íî¨ àñîöiàòèâíî¨ àëãåáðè âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíèõ îïåðàòîðiâ K,M,N ∈
A(X) ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi

1. MN = NM ,

2. K(M +N) = KM +KN ,

3. K(MN) = (KM)N ,



äå ÷åðåç MN äëÿ ñïðîùåííÿ áóäåìî ïîçíà÷àòè êîìïîçèöiþ M◦N îïåðàòîðiâ

M i N . Îñêiëüêè A(X) � öå àëãåáðà, òî âèêîíóþòüñÿ âñi àêñiîìè àëãåáðè.

Çîêðåìà, A(X) çàìêíåíà âiäíîñíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ íà ñêàëÿð

ç K . Î÷åâèäíèì òàêîæ ¹ òâåðäæåííÿ: ÿêùî äî êîìóòàòèâíî¨ àñîöiàòèâíî¨

àëãåáðè ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ A(X) ïðè¹äíàòè íóëüîâèé îïåðàòîð, òî ìè çíîâó

îòðèìà¹ìî êîìóòàòèâíó àñîöiàòèâíó àëãåáðó ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ.

Íàâåäåìî äåÿêi ïðèêëàäè àëãåáð A(X) .

Ïðèêëàä 1. Îïåðàòîðè ìíîæåííÿ íà ôóíêöiþ. Íåõàé X = C(D) . Äëÿ

êîæíî¨ ôóíêöi¨ a(x) âèçíà÷èìî (Maf)(x) = a(x)f(x) . Òîäi MaMb = Mab =

Mba = MbMa . Îòæå, A = {Ma : a ∈ C(D)} ¹ êîìóòàòèâíîþ àñîöiàòèâíîþ

àëãåáðîþ.

Ïðèêëàä 2. Àëãåáðà ìíîãî÷ëåíiâ âiä îäíîãî îïåðàòîðà. Íåõàé T = x d
dx .

Ðîçãëÿíåìî A = {P (T ) := a0I + a1T + · · · + anT
n : a0, a1, . . . , an ∈ K} . Äëÿ

áóäü-ÿêèõ ìíîãî÷ëåíiâ P,Q P (T )Q(T ) = Q(T )P (T ) . Òîäi A ¹ êîìóòàòèâ-

íîþ àñîöiàòèâíîþ àëãåáðîþ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ.

Ïðèêëàä 3. Íåõàé X = Rn . Ðîçãëÿíåìî âñi äiàãîíàëüíi ìàòðèöi
a1 0 · · · 0

0 a2 · · · 0
...

... . . . ...

0 0 · · · an


Òîäi AB = BA . Îòæå âñi äiàãîíàëüíi îïåðàòîðè óòâîðþþòü êîìóòàòèâíó

àñîöiàòèâíîþ àëãåáðó.

Ïðèêëàä 4. ×àñòèííi ïîõiäíi. Íåõàé X = C∞(Rn) . Ðîçãëÿíåìî àëãåáðó

A =

∑
|α|≤m

cα∂
α : cα ∈ K,m ∈ N

 ,

äå

∂α =
∂|α|

∂xα1
1 · · · ∂xαn

n
.

Òîáòî A ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ çi ñòàëè-

ìè êîåôiöi¹íòàìè. Ìíîæèíà A óòâîðþ¹ êîìóòàòèâíó àñîöiàòèâíó àëãåáðîþ

âíàñëiäîê ðiâíîñòi ∂xi
∂xj

= ∂xj
∂xi

.

Ïðèêëàä 5. Êîìóòóþ÷i îïåðàòîðè çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè. Íåõàé

A = ∂x + y∂y, B = ex∂y.
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Âîíè êîìóòóþòü. Òîìó âñi îïåðàòîðè P (A,B) , äå P � ïîëiíîì íàä ïîëåì

K , óòâîðþþòü êîìóòàòèâíó àñîöiàòèâíó àëãåáðó. Íàïðèêëàä, A + B , A2 +

3AB +B2 , 5A3 − 2B i ò. ä. Óñi âîíè ïîïàðíî êîìóòóþòü.

Ïðèêëàä 6. Òðèâèìiðíèé âèïàäîê. Íåõàé A1 = ∂x+y∂y+z∂z , A2 = ex∂y ,

A3 = ex∂z . Ìà¹ìî AiAj = AjAi . Òîäi A = P (A1, A2, A3) , äå P � ïîëiíîì

íàä ïîëåì K , óòâîðþþòü êîìóòàòèâíó àñîöiàòèâíó àëãåáðó.

Ïðèêëàä 7. Àëãåáðà ìíîãî÷ëåíiâ âiä iíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà. Íåõàé

(Vf)(x) =
x∫

0

f(t)dt

� îïåðàòîð Âîëüòåððè, ÿêèé ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì. Òîäi âñi îïåðàòîðè âè-

ãëÿäó

P (V) = a0I + a1V + · · ·+ anVn, a0, a1, . . . , an ∈ K

óòâîðþþòü êîìóòàòèâíó àñîöiàòèâíó àëãåáðó, áî âîíè ¹ ìíîãî÷ëåíàìè âiä

îäíîãî îïåðàòîðà V .

Ïðèêëàä 8. Îïåðàòîðè çãîðòêè. Íåõàé X = L1(R) . Äëÿ ôóíêöi¨ k âè-

çíà÷èìî

(Tkf)(x) = (k ∗ f)(x) =
∫
R

k(x− t)f(t)dt.

Òîäi Tk1Tk2 = Tk1∗k2 . Îñêiëüêè çãîðòêà êîìóòàòèâíà, k1 ∗ k2 = k2 ∗ k1 , òî

Tk1Tk2 = Tk2Tk1 . Îòæå, âñi îïåðàòîðè çãîðòêè óòâîðþþòü êîìóòàòèâíó àñîöi-

àòèâíó àëãåáðó ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ.

2 Àëãåáðà ç îïåðàòîðíèìè ñòðóêòóðíèìè êîíñòàíòàìè

Îçíà÷åííÿ 1. Íåõàé X � ëiíiéíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið íàä ïîëåì K .

I íåõàé A(X) � êîìóòàòèâíà àñîöiàòèâíà àëãåáðà ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ, ÿêi

âiäîáðàæàþòü ïðîñòið X â ñåáå.Àëãåáðîþ ç îïåðàòîðíèìè ñòðóêòóðíè-

ìè êîíñòàíòàìè (êîðîòêî � îïåðàòîðíîþ àëãåáðîþ) ðîçìiðíîñòi n íàçâåìî

ìíîæèíó An(A(X), ⋆) åëåìåíòiâ âèãëÿäó

A :=
n∑

k=1

AkEk ,

äå Ak ∈ A(X) ïðè k = 1, 2, . . . , n , à E1, E2, . . . , En � äåÿêi ñèìâîëè, ÿêi íà-

çâåìî áàçèñíèìè åëåìåíòàìè àëãåáðè An(A(X), ⋆) . Ïðè öüîìó ïîñòóëþ¹òüñÿ

âèêîíàííÿ íàñòóïíèõ àêñiîì:
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1. ðiâíiñòü
n∑

k=1

AkEk =
n∑

k=1

BkEk

îçíà÷à¹, ùî Ak ≡ Bk íà X ïðè âñiõ k = 1, 2, . . . , n ;

2.

0 = 0E1 + 0E2 + · · ·+ 0En;

3.
n∑

k=1

AkEk +
n∑

k=1

BkEk =
n∑

k=1

(Ak +Bk)Ek;

4.

Λ ⋆
n∑

k=1

AkEk =

(
n∑

k=1

AkEk

)
⋆ Λ =

n∑
k=1

ΛAkEk ∀Λ ∈ A(X);

5.

Ei ⋆ Ej =
n∑

k=1

Υk
ijEk, i, j = 1, 2, . . . , n, (1)

äå Υk
ij ∈ A(X) ïðè i, j, k = 1, . . . , n , � äåÿêi îïåðàòîðè, ÿêi íàçâåìî

ñòðóêòóðíèìè îïåðàòîðàìè àëãåáðè.

6. (
n∑

i=1

AiEi

)
⋆

(
n∑

j=1

BjEj

)
=

n∑
i,j=1

AiBj(Ei ⋆ Ej). (2)

Îçíà÷åííÿ 2. Îïåðàòîðíà àëãåáðà An(A(X), ⋆) íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðîþ ç

îäèíèöåþ, ÿêùî iñíó¹ åëåìåíò àëãåáðè E0 òàêèé, ùî äëÿ äîâiëüíîãî A ∈
An(A(X), ⋆) ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü E0 ⋆ A = A ⋆ E0 = A . Ïðè öüîìó åëåìåíò

E0 íàçèâà¹òüñÿ îäèíèöåþ àëãåáðè An(A(X), ⋆) .

Îçíà÷åííÿ 3. Îïåðàòîðíà àëãåáðà An(A(X), ⋆) íàçèâà¹òüñÿ êîìóòàòèâ-

íîþ, ÿêùî äëÿ âñiõ i, j = 1, 2, . . . , n ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi Ei ⋆ Ej = Ej ⋆ Ei .

Îçíà÷åííÿ 4. Îïåðàòîðíà àëãåáðà An(A(X), ⋆) íàçèâà¹òüñÿ àñîöiàòèâ-

íîþ, ÿêùî äëÿ âñiõ i, j, k = 1, 2, . . . , n ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi

(Ei ⋆ Ej) ⋆ Ek = Ei ⋆ (Ej ⋆ Ek).

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè îïåðàòîðíèõ àëãåáð.

Ïðèêëàä 10. Íåõàé X = K i Υk
ij ∈ K . Òîäi îòðèìó¹ìî çâè÷àéíó ñêií÷åí-

íîâèìiðíó àëãåáðó íàä K .
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Ïðèêëàä 11.Íåõàé X � äîâiëüíèé ëiíiéíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i A(X)

� êîìóòàòèâíà àñîöiàòèâíà àëãåáðà ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ, ÿêi âiäîáðàæàþòü

ïðîñòið X â ñåáå. Íåõàé A i B � äîâiëüíi ôiêñîâàíi îïåðàòîðè ç àëãåáðè

A(X) .

Ðîçãëÿíåìî äâîâèìiðíó îïåðàòîðíó àëãåáðó A2(A(X), ⋆) ç áàçèñîì E1, E2

i òàáëèöåþ ìíîæåííÿ
⋆ E1 E2

E1 E1 E2

E2 E2 AE1 +BE2

. (3)

Çîêðåìà, â ðîëi îïåðàòîðiâ A i B ìîæíà âçÿòè äîâiëüíó ïàðó îïåðàòîðiâ ç

ïðèêëàäiâ 1 � 9. Òàêîæ î÷åâèäíî, ùî åëåìåíò E1 ¹ îäèíèöåþ 1A2
àëãåáðè

A2(A(X), ⋆) .

Àëãåáðà A2(A(X), ⋆) áóäå îñíîâíèì îá'¹êòîì íàøîãî ïîäàëüøîãî äîñëi-

äæåííÿ ó öié ñòàòòi.

Ïðèêëàä 12. Ðîçãëÿíåìî ÷àñòèííi âèïàäêè ïîïåðåäíüî¨ àëãåáðè

A2(A(X), ⋆) . Ïîêëàäåìî X = C∞(D) , D ⊂ R2 .

1. Íåõàé A = ∂x , B = ∂y . Òîäi îòðèìà¹ìî òàêó îïåðàòîðíó àëãåáðó

⋆ E1 E2

E1 E1 E2

E2 E2 ∂xE1 + ∂yE2

.

2. Â ðiâíîñòÿõ (3), íàïðèêëàä, ïîêëàäåìî

A = x∂x + y∂y, B = x2∂xx + x∂x + y2∂yy + y∂y.

3. Àáî â ðiâíîñòÿõ (3) ìîæåìî ïîêëàñòè

A = x

∫
R

k1(x− t)f(t)dt+ y

∫
R

k2(x− t)f(t)dt,

B = y

∫
R

k3(x− t)f(t)dt+ x

∫
R

k4(x− t)f(t)dt.

4. Àáî â ðiâíîñòÿõ (3) ïîêëàäåìî

A = x

x∫
0

f(t)dt, B = y

x∫
0

t∫
0

f(s)ds.

òîùî.
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3 Êîìóòàòèâíà îïåðàòîðíà àëãåáðà A2(A(X), ⋆)

Ðîçãëÿíåìî àëãåáðó A2(A(X), ⋆) ç òàáëèöåþ ìíîæåííÿ (3).

Òåîðåìà 1. Àëãåáðà A2(A(X), ⋆) ç òàáëèöåþ ìíîæåííÿ (3) ¹ êîìóòàòèâ-

íîþ òà àñîöiàòèâíîþ.

Äîâåäåííÿ. Êîìóòàòèâíiñòü äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè íà áàçèñíèõ åëåìåíòàõ.

Ìà¹ìî

E1 ⋆ E2 = E2 ⋆ E1 = E2,

à òàêîæ

E1 ⋆ E1 = E1, E2 ⋆ E2 = AE1 +BE2.

Îòæå òàáëèöÿ ìíîæåííÿ ¹ ñèìåòðè÷íîþ, òîìó àëãåáðà ¹ êîìóòàòèâíîþ.

Ïåðåâiðèìî àñîöiàòèâíiñòü. Îñêiëüêè E1 ¹ îäèíè÷íèì åëåìåíòîì, óñi ðiâ-

íîñòi àñîöiàòèâíîñòi, ó ÿêèõ áåðå ó÷àñòü E1 , âèêîíóþòüñÿ àâòîìàòè÷íî. Òîìó

äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè ëèøå ðiâíiñòü

(E2 ⋆ E2) ⋆ E2 = E2 ⋆ (E2 ⋆ E2).

Ìà¹ìî

(E2 ⋆ E2) ⋆ E2 = (AE1 +BE2) ⋆ E2.

Çâiäñè

(AE1 +BE2) ⋆ E2 = A(E1 ⋆ E2) +B(E2 ⋆ E2).

Òîìó

(E2 ⋆ E2) ⋆ E2 = AE2 +B(AE1 +BE2) = ABE1 + (A+B2)E2.

Ç iíøîãî áîêó,

E2 ⋆ (E2 ⋆ E2) = E2 ⋆ (AE1 +BE2).

Òîìó

E2 ⋆ (AE1 +BE2) = A(E2 ⋆ E1) +B(E2 ⋆ E2).

Îòæå,

E2 ⋆ (E2 ⋆ E2) = AE2 +B(AE1 +BE2) = ABE1 + (A+B2)E2 .

Òàêèì ÷èíîì,

(E2 ⋆ E2) ⋆ E2 = E2 ⋆ (E2 ⋆ E2).

Îòæå, àëãåáðà ¹ àñîöiàòèâíîþ.

Î÷åâèäíî, ùî îäèíèöåþ àëãåáðè A2(A(X), ⋆) ¹ åëåìåíò E1 .
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Îçíà÷åííÿ 5. Åëåìåíò A ∈ A2(A(X), ⋆) íàçèâà¹òüñÿ îáîðîòíèì, ÿêùî

iñíó¹ åëåìåíò A−1 ∈ A2(A(X), ⋆) òàêèé, ùî A ⋆A−1 = E0 , äå E0 � îäèíèöÿ

àëãåáðè. Ïðè öüîìó åëåìåíò A−1 íàçèâà¹òüñÿ îáåðíåíèì äî åëåìåíòà A .

Òåîðåìà 2. Åëåìåíò Φ = UE1 + V E2 àëãåáðè A2(A(X), ⋆) ¹ îáîðîòíèì

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè îïåðàòîð ∆ := U 2+BUV −AV 2 ¹ îáîðîòíèì â àëãåáði

A(X) . Ïðè öüîìó îáåðíåíèé åëåìåíò ìà¹ âèãëÿä

Φ−1 = ∆−1((U +BV )E1 − V E2).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

Φ = UE1 + V E2, U, V ∈ A(X).

Øóêà¹ìî îáåðíåíèé åëåìåíò ó âèãëÿäi

Ψ = PE1 +QE2, P,Q ∈ A(X).

Òîäi óìîâà Φ ⋆Ψ = E1 åêâiâàëåíòíà ðiâíîñòi

(UE1 + V E2) ⋆ (PE1 +QE2) = E1.

Âèêîðèñòîâóþ÷è òàáëèöþ ìíîæåííÿ (3), îäåðæó¹ìî

Φ ⋆Ψ = (UP + AV Q)E1 + (UQ+ V P +BV Q)E2.

Îòæå, åëåìåíò Ψ ¹ îáåðíåíèì äî Φ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíóþòüñÿ

ðiâíîñòi

UP + AV Q = I, UQ+ V P +BV Q = 0.

Ïîêëàäåìî ∆ := U 2 + BUV − AV 2 . Ïðèïóñòèìî, ùî ∆ ¹ îáîðîòíèì åëå-

ìåíòîì àëãåáðè A(X) . Âiçüìåìî

P = ∆−1(U +BV ), Q = −∆−1V.

Òîäi

UP + AV Q = U∆−1(U +BV )− AV∆−1V.

Îñêiëüêè àëãåáðà A(X) êîìóòàòèâíà, òî ìà¹ìî

UP + AV Q = ∆−1(U 2 +BUV − AV 2) = ∆−1∆ = I.

Äàëi

UQ+ V P +BV Q = −U∆−1V + V∆−1(U +BV )−BV∆−1V.

Çíîâó âèêîðèñòîâóþ÷è êîìóòàòèâíiñòü A(X) , îäåðæó¹ìî

UQ+ V P +BV Q = ∆−1(−UV + UV +BV 2 −BV 2) = 0.
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Îòæå,

Ψ = ∆−1((U +BV )E1 − V E2)

¹ îáåðíåíèì åëåìåíòîì äî Φ .

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî ∆ ¹ îáîðîòíèì â A(X) , òî åëåìåíò Φ = UE1 + V E2

¹ îáîðîòíèì â àëãåáði A2(A(X), ⋆) , ïðè÷îìó

Φ−1 = ∆−1((U +BV )E1 − V E2).

Íàâïàêè, íåõàé Φ ¹ îáîðîòíèì. Òîäi iñíó¹ Ψ = PE1 + QE2 òàêèé, ùî

Φ ⋆Ψ = E1 . Ç óæå îòðèìàíî¨ ñèñòåìè ìà¹ìî

UP + AV Q = I, UQ+ V P +BV Q = 0.

Ç äðóãî¨ ðiâíîñòi ìà¹ìî V P = −(U +BV )Q . Ïîìíîæèìî ïåðøó ðiâíiñòü íà

U +BV . Îòðèìà¹ìî (U +BV )(UP + AV Q) = U +BV . Çâiäñè

U(U +BV )P + AV (U +BV )Q = U +BV.

Îñêiëüêè ç ðiâíîñòi V P = −(U +BV )Q âèïëèâà¹ ðiâíiñòü

V (U +BV )P = −(U +BV )2Q,

òî ïiñëÿ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü îäåðæó¹ìî, ùî åëåìåíò ∆ = U 2+BUV −
AV 2 ìà¹ îáåðíåíèé åëåìåíò â A(X) .

Îòæå, Φ ¹ îáîðîòíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ∆ = U 2 + BUV − AV 2 ¹

îáîðîòíèì â A(X) . Òåîðåìó äîâåäåíî.

Îçíà÷åííÿ 6. Âiäìiííèé âiä íóëÿ åëåìåíò Φ ∈ A2(A(X), ⋆) íàçèâà¹-

òüñÿ äiëüíèêîì íóëÿ, ÿêùî iñíó¹ iíøèé âiäìiííèé âiä íóëÿ åëåìåíò Ψ ∈
A2(A(X), ⋆) òàêèé, ùî Φ ⋆Ψ = 0 .

Îçíà÷åííÿ 7. Åëåìåíò ∆Φ := U 2 + BUV − AV 2 ∈ A2(A(X), ⋆) íàçâåìî

íîðìîþ åëåìåíòà Φ ∈ A2(A(X), ⋆) .

Òåîðåìà 3. ßêùî åëåìåíò Φ = UE1 + V E2 ¹ äiëüíèêîì íóëÿ â àëãåáði

A2(A(X), ⋆) , òî éîãî íîðìà ∆Φ = U 2+BUV −AV 2 ¹ íåîáîðîòíèì åëåìåíòîì

àëãåáðè A(X) . ßêùî, êðiì òîãî, àëãåáðà A(X) ¹ ïîëåì, òî Φ ¹ äiëüíèêîì

íóëÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ∆Φ = 0 .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Φ = UE1+V E2 ¹ äiëüíèêîì íóëÿ. Òîäi iñíó¹ íåíóëüî-

âèé åëåìåíò Ψ = PE1 +QE2 òàêèé, ùî Φ ⋆Ψ = 0 .

Îá÷èñëèìî äîáóòîê

Φ ⋆Ψ = (UE1 + V E2) ⋆ (PE1 +QE2).
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Âèêîðèñòîâóþ÷è òàáëèöþ ìíîæåííÿ, ìà¹ìî

Φ ⋆Ψ = (UP + AV Q)E1 + (UQ+ V P +BV Q)E2.

Ç ðiâíîñòi Φ ⋆Ψ = 0 âèïëèâà¹ ñèñòåìà

UP + AV Q = 0, V P + (U +BV )Q = 0.

Ïðèïóñòèìî, ùî ∆Φ = 0 ¹ îáîðîòíèì åëåìåíòîì àëãåáðè A(X) . Òîäi, çà

òåîðåìîþ ïðî îáåðíåíèé åëåìåíò,

Φ−1 = ∆−1
Φ ((U +BV )E1 − V E2)

iñíó¹. Àëå òîäi ç ðiâíîñòi Φ ⋆Ψ = 0 îäåðæó¹ìî

Ψ = Φ−1 ⋆ (Φ ⋆Ψ) = Φ−1 ⋆ 0 = 0,

ùî ñóïåðå÷èòü âèáîðó Ψ ̸= 0 .

Îòæå, ÿêùî Φ ¹ äiëüíèêîì íóëÿ, òî ∆Φ íå ìîæå áóòè îáîðîòíèì â A(X) .

Íåõàé òåïåð àëãåáðà A(X) ¹ ïîëåì. Òîäi êîæåí íåíóëüîâèé åëåìåíò íå ¹

äiëüíèêîì íóëÿ, à â ïîëi êîæåí íåíóëüîâèé åëåìåíò ¹ îáîðîòíèì. Ó öüîìó âè-

ïàäêó ç íåîáîðîòíîñòi ∆Φ âèïëèâà¹ ∆Φ = 0 . Îòæå, äëÿ ïîëÿ Φ ¹ äiëüíèêîì

íóëÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ∆Φ = 0 .

Íàâïàêè, íåõàé ∆Φ = 0 . Ðîçãëÿíåìî åëåìåíò Φ̃ := (U + BV )E1 − V E2 .

Òîäi

Φ ⋆ Φ̃ = (UE1 + V E2) ⋆ ((U +BV )E1 − V E2)

= (U(U +BV )− AV 2)E1 + (−UV + V (U +BV )−BV 2)E2.

Îñêiëüêè A(X) êîìóòàòèâíà, äðóãà êîìïîíåíòà äîðiâíþ¹ íóëþ: −UV +V U+

BV 2 − BV 2 = 0 . Ïåðøà êîìïîíåíòà äîðiâíþ¹ U 2 + BUV − AV 2 = N(Φ) .

Òîìó

Φ ⋆ Φ̃ = ∆ΦE1.

ßêùî ∆Φ = 0 , òî Φ ⋆ Φ̃ = 0 .

Îòæå, ÿêùî Φ̃ ̸= 0 , òî Φ ¹ äiëüíèêîì íóëÿ.

Òàêèì ÷èíîì, ó âèïàäêó ïîëÿ ìà¹ìî êðèòåðié: Φ ¹ äiëüíèêîì íóëÿ òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè ∆Φ = 0 . Òåîðåìó äîâåäåíî.

Òåîðåìà 4. Åëåìåíò Φ = UE1 + V E2 ∈ A2(A(X), ⋆) ¹ iäåìïîòåíòîì òîäi

i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

U 2 + AV 2 = U, 2UV +BV 2 = V.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé Φ = UE1 + V E2 . Òîäi Φ ⋆Φ = (UE1 + V E2) ⋆ (UE1 +

V E2). Âðàõîâóþ÷è êîìóòàòèâíiñòü àëãåáðè i ¨¨ òàáëèöþ ìíîæåííÿ, îäåðæó-

¹ìî

Φ ⋆ Φ = U 2E1 + 2UV E2 + V 2(AE1 +BE2).

Ïiñëÿ çâåäåííÿ ïîäiáíèõ äîäàíêiâ ìà¹ìî

Φ ⋆ Φ = (U 2 + AV 2)E1 + (2UV +BV 2)E2 = Φ = UE1 + V E2.

Ç îãëÿäó íà àêñiîìó ëiíiéíî¨ íåçàëåæíîñòi áàçèñíèõ åëåìåíòiâ E1, E2 , îäåð-

æó¹ìî ñèñòåìó

U 2 + AV 2 = U, 2UV +BV 2 = V.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Íàñëiäîê 1. ßêùî V = 0 , òî âñi iäåìïîòåíòè ìàþòü âèãëÿä Φ = UE1 , äå

U 2 = U . Çîêðåìà, ÿêùî àëãåáðà A(X) íå ìiñòèòü íåòðèâiàëüíèõ iäåìïîòåí-

òiâ, òî Φ = 0 àáî Φ = E1 .

Òåîðåìà 5. Íåõàé V ¹ îáîðîòíèì åëåìåíòîì àëãåáðè A(X) . Òîäi áóäü-

ÿêèé íåòðèâiàëüíèé iäåìïîòåíò Φ = UE1+V E2 çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ

(B2 + 4A)V 2 = I .

Äîâåäåííÿ. Iç ñèñòåìè U 2 + AV 2 = U , 2UV + BV 2 = V òà îáîðîòíîñòi

V îäåðæó¹ìî 2U + BV = I , òîáòî U = I−BV
2 . Ïiäñòàâëÿþ÷è öåé âèðàç ó

ðiâíÿííÿ U 2 + AV 2 = U , ìà¹ìî(
I −BV

2

)2

+ AV 2 =
I −BV

2
.

Ïiñëÿ ìíîæåííÿ íà 4 , îäåðæó¹ìî (I−BV )2+4AV 2 = 2(I−BV ) . Ðîçêðèâà-

þ÷è äóæêè òà ñêîðî÷óþ÷è îäíàêîâi äîäàíêè, îäåðæó¹ìî (B2 + 4A)V 2 = I .

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Íàñëiäîê 2. Íåõàé iñíó¹ îáîðîòíèé îïåðàòîð S ∈ A(X) , äëÿ ÿêîãî S2 =

B2 + 4A . Òîäi àëãåáðà A2(A(X), ⋆) ìiñòèòü äâà íåòðèâiàëüíi iäåìïîòåíòè

P+ =
I −BS−1

2
E1 + S−1E2, (4)

P− =
I +BS−1

2
E1 + S−1E2.

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî V = S−1 . Òîäi

(B2 + 4A)V 2 = (B2 + 4A)S−2 = I.
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Ç ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî U = I−BV
2 . Îòæå,

P+ =
I −BS−1

2
E1 + S−1E2

¹ iäåìïîòåíòîì.

Àíàëîãi÷íî äëÿ V = −S−1 îäåðæó¹ìî

P− =
I +BS−1

2
E1 + S−1E2.

Áåçïîñåðåäíÿ ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî P± ⋆ P± = P± . Òåîðåìó äîâåäåíî.

Íàñëiäîê 3 (ðîçêëàä Ïiðñà). Íåõàé P+ òà P− � äâà iäåìïîòåíòè àë-

ãåáðè A2(A(X), ⋆) âèãëÿäó (4). Òîäi

A2(A(X), ⋆) = P+ ⋆ A2(A(X), ⋆)⊕ P− ⋆ A2(A(X), ⋆).

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè P+ + P− = E1 i P+ ⋆ P− = 0 , òî äëÿ äîâiëüíîãî

åëåìåíòà Φ ∈ A2(A(X), ⋆) ìà¹ìî

Φ = E1 ⋆ Φ = (P+ + P−) ⋆ Φ = P+ ⋆ Φ + P− ⋆ Φ. (5)

Îòæå,

A2(A(X), ⋆) = P+ ⋆ A2(A(X), ⋆) + P− ⋆ A2(A(X), ⋆).

Îñêiëüêè

P+ ⋆ A2(A(X), ⋆) ∩ P− ⋆ A2(A(X), ⋆) = 0,

òî ìà¹ìî (5).

Òàêèì ÷èíîì, àëãåáðà A2(A(X), ⋆) ðîçêëàäà¹òüñÿ ó ïðÿìó ñóìó äâîõ iäå-

àëiâ, ïîðîäæåíèõ âçà¹ìíî äîïîâíÿëüíèìè iäåìïîòåíòàìè P+ òà P− .

Ðîçãëÿíåìî ïèòàííÿ ïðî ìàêñèìàëüíi iäåàëè.

Íåõàé ìà¹ìî ðîçêëàä

A2(A(X), ⋆) = P+ ⋆ A2(A(X), ⋆)⊕ P− ⋆ A2(A(X), ⋆).

Òîäi êîæåí ç iäåàëiâ

P+ ⋆ A2(A(X), ⋆), P− ⋆ A2(A(X), ⋆)

içîìîðôíèé áàçîâié àëãåáði îïåðàòîðiâ A(X) , òîáòî

P+ ⋆ A2 ≃ A(X), P− ⋆ A2 ≃ A(X).

Îòæå,

A2 ≃ A(X)⊕A(X).
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Ðîçãëÿíåìî ïèòàííÿ ïðî ìàêñèìàëüíiñòü iäåàëiâ P+ ⋆ A2 òà P− ⋆ A2 .

Ìà¹ìî

A2(A(X), ⋆)/(P+ ⋆ A2(A(X), ⋆)) ≃ P− ⋆ A2(A(X), ⋆) ≃ A(X).

Àíàëîãi÷íî

A2(A(X), ⋆)/(P− ⋆ A2(A(X), ⋆)) ≃ P+ ⋆ A2(A(X), ⋆) ≃ A(X).

Îñêiëüêè iäåàë ¹ ìàêñèìàëüíèì òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè ôàêòîð-àëãåáðà

çà íèì ¹ ïîëåì, òî îäåðæó¹ìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò: P+ ⋆ A2(A(X), ⋆) òà

P− ⋆ A2(A(X), ⋆) ¹ ìàêñèìàëüíèìè iäåàëàìè òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè A(X)

¹ ïîëåì.

Çîêðåìà, ÿêùî A(X) = R àáî A(X) = C , òî îáèäâà iäåàëè ¹ ìàêñèìàëü-

íèìè.

Òåîðåìà 7. Íåõàé m � ìàêñèìàëüíèé iäåàë àëãåáðè A(X) . Òîäi iäåàë

m⊕A(X) ¹ ìàêñèìàëüíèì iäåàëîì àëãåáðè A(X)⊕A(X) .

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî M = m⊕A(X) . Òîäi

(A(X)⊕A(X))/M ≃ A(X)/m.

Îñêiëüêè m ¹ ìàêñèìàëüíèì iäåàëîì àëãåáðè A(X) , òî ôàêòîð-àëãåáðà

A(X)/m ¹ ïîëåì. Îòæå, (A(X) ⊕ A(X))/M ¹ ïîëåì, à òîìó M ¹ ìàêñè-

ìàëüíèì iäåàëîì àëãåáðè A(X)⊕A(X) . Òåîðåìó äîâåäåíî.

Íàñïðàâäi, ìà¹ ìiñöå é îáåðíåíà òåîðåìà: âñi ìàêñèìàëüíi iäåàëè àëãåáðè

A(X)⊕A(X) ìàþòü âèãëÿä m⊕A(X) .

Òàêèì ÷èíîì, îïèñ ìàêñèìàëüíèõ iäåàëiâ àëãåáðè A2(A(X), ⋆) çâîäèòüñÿ

äî îïèñó ìàêñèìàëüíèõ iäåàëiâ áàçîâî¨ îïåðàòîðíî¨ àëãåáðè A(X) .

Òåîðåìà 8. ßêùî îïåðàòîð D := B2 + 4A ¹ îáîðîòíèì â àëãåáði A(X) ,

òî àëãåáðà A2(A(X), ⋆) íå ìiñòèòü íåòðèâiàëüíèõ íiëüïîòåíòíèõ åëåìåíòiâ

äðóãîãî ïîðÿäêó. ßêùî æ D := B2 + 4A = 0 , òî åëåìåíò N := E2 − B
2E1 ¹

íiëüïîòåíòîì äðóãîãî ïîðÿäêó:

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Φ = UE1 + V E2 . Òîäi

Φ2 = (U 2 + AV 2)E1 + (2UV +BV 2)E2.

Îòæå, óìîâà Φ2 = 0 åêâiâàëåíòíà ñèñòåìi

U 2 + AV 2 = 0, 2UV +BV 2 = 0.

ßêùî V îáîðîòíèé, òî ç äðóãîãî ðiâíÿííÿ ìà¹ìî 2U + BV = 0 , òîáòî

U = −B
2 V . Ïiäñòàâëÿþ÷è öå â ïåðøå ðiâíÿííÿ, îäåðæó¹ìî

(
B2

4 + A
)
V 2 = 0 ,
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àáî (B2 + 4A)V 2 = 0 . Òîìó, ÿêùî B2 + 4A ¹ îáîðîòíèì, òî V = 0 , à çâiäñè

é U = 0 . Îòæå, íåòðèâiàëüíèõ íiëüïîòåíòiâ äðóãîãî ïîðÿäêó íåìà¹.

Íåõàé òåïåð B2 + 4A = 0 . Ïîêëàäåìî N = E2 − B
2E1 . Òîäi

N 2 = E2
2 −BE2 +

B2

4
E1.

Îñêiëüêè E2
2 = AE1 +BE2 , òî ìà¹ìî

N 2 = AE1 +BE2 −BE2 +
B2

4
E1 =

(
A+

B2

4

)
E1

.

Àëå ç óìîâè B2 + 4A = 0 âèïëèâà¹ A + B2

4 = 0 . Òîìó N 2 = 0 . Òåîðåìó

äîâåäåíî.

4 Ìîíîãåííi ôóíêöi¨ â îïåðàòîðíié àëãåáði A2(A(X), ⋆)

Îçíà÷åííÿ 8. Íåõàé D � îáëàñòü â R2 . Åëåìåíò Z = xE1 + yE2, (x, y) ∈
D , íàçèâàòèìåìî çìiííîþ îïåðàòîðíî¨ àëãåáðè A2(A(X), ⋆) . À åëåìåíò

dZ = dxE1 + dyE2 íàçèâà¹òüñÿ äèôåðåíöiàëîì çìiííî¨ Z .

Îçíà÷åííÿ 9. Íåõàé D � îáëàñòü â R2 . Ðîçãëÿäà¹ìî àëãåáðó

A2(A(X), ⋆) ç òàáëèöåþ ìíîæåííÿ (3), â ÿêié A i B � ôiêñîâàíi îïåðà-

òîðè ç êîìóòàòèâíî¨ àñîöiàòèâíî¨ àëãåáðè ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ A(X) . Íåõàé

U(x, y) : D → A(X) � îïåðàòîðíîçíà÷íà ôóíêöiÿ, ÿêà çàëåæèòü âiä çìiííèõ

x, y . ×àñòèííi ïîõiäíi îïåðàòîðíîçíà÷íî¨ ôóíêöi¨ U ðîçóìiþòüñÿ ó çâè÷àé-

íîìó ñåíñi ÿê ïîõiäíi çà çìiííèìè (x, y) ∈ D . Òåïåð ÷àñòèííà ïîõiäíà âiä

A2 -çíà÷íî¨ ôóíêöi¨ Φ(Z) = U(x, y)E1 + V (x, y)E2 ðîçóìi¹òüñÿ ÿê ÷àñòèííi

ïîõiäíi âiä âiäïîâiäíèõ A(X) -çíà÷íèõ êîìïîíåíò U i V .

Çàóâàæåííÿ 1. Íàäàëi çìiííi x òà y ïîçíà÷àþòü êîîðäèíàòè òî÷êè îáëà-

ñòi D ⊂ R2 . Çìiííi s , t , τ , ξ , η òà iíøi âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ îïèñó ïðî-

ñòîðó X , íà ÿêîìó äiþòü îïåðàòîðè àëãåáðè A(X) . Ïðè äèôåðåíöiþâàííi

îïåðàòîðíîçíà÷íèõ ôóíêöié çà çìiííèìè x òà y âíóòðiøíi çìiííi ïðîñòîðó

X ââàæàþòüñÿ íåçàëåæíèìè âiä x òà y .

Ïðèêëàä 13.

1. Äëÿ äîâiëüíîãî ñòàëîãî îïåðàòîðà W ∈ A(X) ìà¹ìî Wx = Wy = 0 .

Íàïðèêëàä,

(A3 − 4A2B2 + AB −B3)x = 0.

2. Ïîëiíîì âiä îïåðàòîðiâ U(x, y) = xI + yA+ x2B + xyAB . Òîäi

Ux = I + 2xB + yAB, Uy = A+ xAB.
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3. Ìà¹ìî îäèí ôiêñîâàíèé îïåðàòîð A = ∂s i áóäó¹ìî îïåðàòîðíîçíà÷íó

ôóíêöiþ U(x, y) = exI + sin yA . Òîäi Ux = exI , Uy = cos yA .

4. U(x, y) =
n∑

k=0

ak(x, y)A
k . Òîäi Ux =

n∑
k=0

(ak)xA
k .

5. Íåõàé U(x, y) = Z = xE1 + yE2 . Òîäi Zx = E1 , à Zy = E2 .

6. Íåõàé U, V : D → A(X) � äèôåðåíöiéîâíi îïåðàòîðíîçíà÷íi ôóíêöi¨.

Òîäi (U + V )x = Ux + Vx , (UV )x = UxV + UVx .

Îçíà÷åííÿ 10. Íåõàé Φ(Z) = U(x, y)E1+V (x, y)E2 , äå U, V : D → A(X)

� îïåðàòîðíîçíà÷íi ôóíêöi¨, ïðè÷îìó U i V ìàþòü ÷àñòèííi ïîõiäíi Ux , Uy ,

Vx , Vy â D . Òîäi

dΦ =
∂Φ

∂x
dx+

∂Φ

∂y
dy.

Îçíà÷åííÿ 11. Ôóíêöiþ Φ : D → A2(A(X), ⋆) íàçèâàòèìåìî ìîíîãåí-

íîþ â îáëàñòi D , ÿêùî â D iñíóþòü ÷àñòèííi ïîõiäíi Φx , Φy i iñíó¹ åëåìåíò

Φ′(Z) ∈ A2(A(X), ⋆) äëÿ ÿêîãî â êîæíié òî÷öi ç D âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

dΦ = Φ′(Z) ⋆ dZ.

Åëåìåíò Φ′(Z) íàçèâà¹òüñÿ ïîõiäíîþ A2 -çíà÷íî¨ ôóíêöi¨ Φ â îáëàñòi D .

Òåîðåìà 9 (êðèòåðié ìîíîãåííîñòi). Íåõàé ôóíêöiÿ Φ : D →
A2(A(X), ⋆) âèãëÿäó Φ(Z) = U(x, y)E1 + V (x, y)E2 ìà¹ ÷àñòèííi ïîõiäíi

Φx , Φy â D . Òîäi Φ ¹ ìîíîãåííîþ â îáëàñòi D òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè â öié

îáëàñòi ¨¨ êîìïîíåíòè çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó ðiâíÿíü

Uy = AVx, Vy = Ux +BVx. (6)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Φ � ìîíîãåííà ôóíêöiÿ. Òîäi iñíó¹ åëåìåíò Φ′(Z) =

P (x, y)E1 +Q(x, y)E2 òàêèé, ùî dΦ = Φ′(Z) ⋆ dZ .

Ç îäíîãî áîêó,

dΦ = (UxE1 + VxE2)dx+ (UyE1 + VyE2)dy.

À ç iíøîãî áîêó, dZ = dxE1 + dyE2 , òîìó

Φ′(Z) ⋆ dZ = (PE1 +QE2) ⋆ (dxE1 + dyE2).

Ðîçêðèâàþ÷è äóæêè òà âèêîðèñòîâóþ÷è òàáëèöþ ìíîæåííÿ, îäåðæó¹ìî

Φ′(Z) ⋆ dZ = (PE1 +QE2)dx+ (PE2 +Q(AE1 +BE2))dy

= (PE1 +QE2)dx+ (AQE1 + (P +BQ)E2)dy.
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Ïðèðiâíþþ÷è êîåôiöi¹íòè ïðè dx , ìà¹ìî P = Ux, Q = Vx . Ïðèðiâíþþ÷è

êîåôiöi¹íòè ïðè dy , îòðèìó¹ìî Uy = AQ, Vy = P + BQ . Ïiäñòàâëÿþ÷è

ñþäè P = Ux, Q = Vx , îòðèìó¹ìî ñèñòåìó Uy = AVx , Vy = Ux +BVx .

Íàâïàêè, ÿêùî öÿ ñèñòåìà âèêîíó¹òüñÿ, òî, ïîêëàâøè Φ′(Z) = UxE1 +

VxE2 , áåçïîñåðåäíüîþ ïåðåâiðêîþ îäåðæó¹ìî dΦ = Φ′(Z) ⋆ dZ .

Îòæå, Φ ¹ ìîíîãåííîþ ôóíêöi¹þ, ïðè÷îìó

Φ′(Z) =
∂Φ

∂x
(Z). (7)

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Óìîâè ìîíîãåííîñòi (6) ¹ îïåðàòîðíèìè àíàëîãàìè óìîâ Êîøi�Ðiìàíà.

Çàóâàæåííÿ 2. Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî óìîâè Êîøi�Ðiìàíà (6) ìîæíà

çàïèñàòè ó çãîðíóòîìó âèãëÿäi:

Φy = ΦxE2. (8)

Íàâåäåìî ïðèêëàä ìîíîãåííî¨ ôóíêöi¨.

Ïðèêëàä 14. Ôóíêöiÿ Φ(Z) = Z = xE1 + yE2 ìîíîãåííà íà R2 . Äiéñíî,

äëÿ ôóíêöi¨ Φ(Z) = Z ìà¹ìî U(x, y) = x , V (x, y) = y . Òîäi Ux = 1 , Uy = 0 ,

Vx = 0 , Vy = 1 . I ñèñòåìà Êîøi�Ðiìàíà (6) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà òîòîæíîñòi

0 = A · 0 , 1 = 1 +B · 0 . Êðiì òîãî, (Z)′ = E1 = 1A2
.

Òåîðåìà 10. Íåõàé ôóíêöi¨ Φ,Ψ : D → A2(A(X), ⋆) ìîíîãåííi â îáëàñòi

D . Òîäi ¨õíÿ ñóìà (Φ +Ψ)(Z) òàêîæ ¹ ìîíîãåííîþ A2 -çíà÷íîþ ôóíêöi¹þ â

îáëàñòi D . Êðiì òîãî,

(Φ + Ψ)′ = Φ′ +Ψ′. (9)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Φ(Z) = UE1+V E1 , Ψ(Z) = PE1+QE1 . Îñêiëüêè Φ i

Ψ ¹ ìîíîãåííèìè, òî çà êðèòåði¹ì ìîíîãåííîñòi ¨õ êîìïîíåíòè çàäîâîëüíÿþòü

ñèñòåìó (6).

Ðîçãëÿíåìî ñóìó

Θ(Z) := (Φ + Ψ)(Z) = ŨE1 + Ṽ E2.

Òîäi

Θ(Z) = ŨE1 + Ṽ E2,

äå Ũ = U + P, Ṽ = V +Q .

Ìà¹ìî Ũy = (U+P )y = Uy+Py . Âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâè Êîøi�Ðiìàíà äëÿ

Φ i Ψ , îäåðæó¹ìî

Ũy = AVx + AQx = A(Vx +Qx) = A(V +Q)x = AṼx.
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Äàëi Ṽy = (V +Q)y = Vy+Qy . Çíîâó âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâè Êîøi�Ðiìàíà,

ìà¹ìî

Ṽy = (Ux +BVx) + (Px +BQx).

Òîìó

Ṽy = (Ux + Px) +B(Vx +Qx) = (U + P )x +B(V +Q)x.

Îòæå,

Ṽy = Ũx +BṼx.

Òàêèì ÷èíîì, êîìïîíåíòè Ũ , Ṽ çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó

Ũy = AṼx, Ṽy = Ũx +BṼx.

Çà êðèòåði¹ì ìîíîãåííîñòi ôóíêöiÿ Θ = Φ+Ψ ¹ ìîíîãåííîþ.

Êðiì òîãî,

Φ′ = UxE1 + VxE2, Ψ′ = PxE1 +QxE2.

Òîìó

(Φ + Ψ)′ = (U + P )xE1 + (V +Q)xE2

i, îòæå,

(Φ + Ψ)′ = (Ux + Px)E1 + (Vx +Qx)E2 = Φ′ +Ψ′.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Òåîðåìà 11. Íåõàé Λ ∈ A(X) � ôiêñîâàíèé îïåðàòîð, à ôóíêöiÿ Φ :

D → A2(A(X), ⋆) ¹ ìîíîãåííîþ â îáëàñòi D . Òîäi ôóíêöiÿ ΛΦ òàêîæ ¹

ìîíîãåííîþ â îáëàñòi D . Êðiì òîãî,

(ΛΦ)′ = ΛΦ′. (10)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Φ(Z) = U(x, y)E1 + V (x, y)E2 . Òîäi (ΛΦ)(Z) =

ΛU(x, y)E1 + ΛV (x, y)E2 . Ïîçíà÷èìî Ũ = ΛU, Ṽ = ΛV .

Îñêiëüêè Λ ¹ ôiêñîâàíèì îïåðàòîðîì, ÿêèé íå çàëåæèòü âiä x òà y , ìà¹ìî

Ũy = ΛUy, Ṽx = ΛVx , à òàêîæ Ṽy = ΛVy, Ũx = ΛUx .

Îñêiëüêè Φ ¹ ìîíîãåííîþ, ¨¨ êîìïîíåíòè çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó Êîøi�

Ðiìàíà (6):

Uy = AVx, Vy = Ux +BVx.

Òîìó Ũy = ΛUy = ΛAVx . Îñêiëüêè àëãåáðà A(X) êîìóòàòèâíà, òî ΛAVx =

AΛVx = AṼx . Îòæå, Ũy = AṼx .

Äàëi

Ṽy = ΛVy = Λ(Ux +BVx) = ΛUx + ΛBVx.
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Çíîâó âèêîðèñòîâóþ÷è êîìóòàòèâíiñòü àëãåáðè A(X) , îäåðæó¹ìî

ΛUx = Ũx, ΛBVx = BΛVx = BṼx.

Òîìó Ṽy = Ũx +BṼx .

Îòæå, êîìïîíåíòè ôóíêöi¨ ΛΦ çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó Êîøi�Ðiìàíà. Çà

êðèòåði¹ì ìîíîãåííîñòi ôóíêöiÿ ΛΦ ¹ ìîíîãåííîþ â îáëàñòi D .

Ðiâíiñòü (ΛΦ)′ = ΛΦ′ áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ ïîõiäíî¨ òà ç

òîãî, ùî Λ ¹ ôiêñîâàíèì îïåðàòîðîì. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Òåîðåìà 12. Íåõàé ôóíêöi¨ Φ,Ψ : D → A2(A(X), ⋆) ¹ ìîíîãåííèìè â

îáëàñòi D . Òîäi ¨õíié äîáóòîê Φ ⋆ Ψ òàêîæ ¹ ìîíîãåííîþ A2 -çíà÷íîþ ôóí-

êöi¹þ â îáëàñòi D . Êðiì òîãî,

(Φ ⋆Ψ)′ = Φ′ ⋆Ψ+ Φ ⋆Ψ′. (11)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

Φ(Z) = U(x, y)E1 + V (x, y)E2, Ψ(Z) = P (x, y)E1 +Q(x, y)E2.

Òîäi

Φ ⋆Ψ = (UP + AV Q)E1 + (UQ+ V P +BV Q)E2.

Ïîçíà÷èìî

R = UP + AV Q, S = UQ+ V P +BV Q.

Òðåáà äîâåñòè, ùî Ry = ASx, Sy = Rx +BSx .

Îñêiëüêè Φ òà Ψ ìîíîãåííi, òî ìà¹ìî

Uy = AVx, Vy = Ux +BVx,

Py = AQx, Qy = Px +BQx.

Îá÷èñëèìî Ry :

Ry = UyP + UPy + AVyQ+ AV Qy.

Ïiäñòàâëÿ¹ìî óìîâè Êîøi�Ðiìàíà:

Ry = AVxP + UAQx + A(Ux +BVx)Q+ AV (Px +BQx)

= A(VxP + UQx + UxQ+BVxQ+ V Px +BV Qx).

Àëå Sx = UxQ+ UQx + VxP + V Px +BVxQ+BV Qx . Îòæå, Ry = ASx .

Òåïåð îá÷èñëèìî Sy :

Sy = UyQ+ UQy + VyP + V Py +BVyQ+BV Qy.
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Ïiäñòàâëÿ¹ìî óìîâè Êîøi�Ðiìàíà:

Sy = AVxQ+U(Px+BQx)+(Ux+BVx)P+V AQx+B(Ux+BVx)Q+BV (Px+BQx).

Ç iíøîãî áîêó,

Rx = UxP + UPx + AVxQ+ AV Qx,

BSx = B(UxQ+ UQx + VxP + V Px +BVxQ+BV Qx).

Òîìó

Rx +BSx = UxP + UPx + AVxQ+ AV Qx

+BUxQ+BUQx +BVxP +BV Px +B2VxQ+B2V Qx.

Öå çáiãà¹òüñÿ ç îòðèìàíèì âèðàçîì äëÿ Sy , îñêiëüêè àëãåáðà A(X) ¹ êîìó-

òàòèâíîþ. Îòæå, Sy = Rx +BSx .

Òàêèì ÷èíîì, êîìïîíåíòè R, S ôóíêöi¨ Φ⋆Ψ = RE1+SE2 çàäîâîëüíÿþòü

ñèñòåìó Êîøi�Ðiìàíà, à îòæå, Φ ⋆Ψ ¹ ìîíîãåííîþ ôóíêöi¹þ â îáëàñòi D .

Çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè ôîðìóëó äëÿ ïîõiäíî¨. Çà îçíà÷åííÿì ïîõiäíî¨ ìîíî-

ãåííî¨ ôóíêöi¨ ìà¹ìî

Φ′ = Φx = UxE1 + VxE2, Ψ′ = Ψx = PxE1 +QxE2.

Òîäi

(Φ ⋆Ψ)′ = (Φ ⋆Ψ)x = RxE1 + SxE2.

Ç iíøîãî áîêó, çà ïðàâèëîì äèôåðåíöiþâàííÿ äîáóòêó îïåðàòîðíîçíà÷íèõ

êîìïîíåíò,

(Φ ⋆Ψ)x = Φx ⋆Ψ+ Φ ⋆Ψx.

Îòæå,

(Φ ⋆Ψ)′ = Φ′ ⋆Ψ+ Φ ⋆Ψ′.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ç ïîïåðåäíiõ òðüîõ òåîðåì âèïëèâà¹ òàêèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 4. Ìíîæèíà M(D,A2) óñiõ ìîíîãåííèõ â îáëàñòi D A2 -

çíà÷íèõ ôóíêöié óòâîðþ¹ êîìóòàòèâíó ôóíêöiîíàëüíó àëãåáðó âiäíîñíî ïî-

òî÷êîâîãî äîäàâàííÿ òà ⋆ -ìíîæåííÿ.

Íàñëiäîê 4 äà¹ ñïîñiá ïîáóäîâè ìîíîãåííèõ ôóíêöié.

Ç ïðèêëàäó 14 i òåîðåìè 12 âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n

ñòåïåíåâà ôóíêöiÿ

Z⋆n := Z ⋆ Z ⋆ · · · ⋆ Z︸ ︷︷ ︸
n times

¹ ìîíîãåííîþ â R2 .
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Òåïåð ç òåîðåì 10, 11, 12 ñëiäó¹, ùî ïîëiíîì

Pn(Z) =
n∑

k=0

CkZ
⋆k, Ck ∈ A(X), Z⋆0 = E1

¹ ìîíîãåííîþ ôóíêöi¹þ â R2 . Ïðè÷îìó,

(Pn(Z))
′ =

n∑
k=1

kCkZ
⋆(k−1).

Òåîðåìà 13. Íåõàé ôóíêöiÿ Φ : D → A2(A(X), ⋆) âèãëÿäó Φ(Z) =

U(x, y)E1 + V (x, y)E2 ìîíîãåííà â îáëàñòi D i êîìïîíåíòè U, V ∈
C2(D,A(X)) . Òîäi ¨¨ ïîõiäíà Φ′(Z) = Φx(Z) òàêîæ ¹ ìîíîãåííîþ â îáëà-

ñòi D .

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè Φ ¹ ìîíîãåííîþ, òî ¨¨ êîìïîíåíòè çàäîâîëüíÿþòü

ñèñòåìó (6):

Uy = AVx, Vy = Ux +BVx.

Äèôåðåíöiþþ÷è öi ðiâíîñòi ïî çìiííié x , îäåðæó¹ìî

Uxy = AVxx, Vxy = Uxx +BVxx.

Ç iíøîãî áîêó, Φ′(Z) = Φx(Z) = UxE1+VxE2 . Ïîçíà÷èìî Ũ = Ux , Ṽ = Vx .

Òîäi îñòàííi ðiâíîñòi ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

Ũy = AṼx, Ṽy = Ũx +BṼx.

Îòæå, êîìïîíåíòè ôóíêöi¨ Φ′ çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó Êîøi�Ðiìàíà. Çà êðè-

òåði¹ì ìîíîãåííîñòi ôóíêöiÿ Φ′ ¹ ìîíîãåííîþ â îáëàñòi D .

Íàñëiäîê 5. ßêùî ôóíêöiÿ Φ : D → A2(A(X), ⋆) ¹ ìîíîãåííîþ i U, V ∈
Cn(D,A(X)) , òî âñi ïîõiäíi Φ(k)(Z) , k = 1, . . . , n , ¹ ìîíîãåííèìè â îáëàñòi

D .

Çàóâàæåííÿ 3. Ïîäiáíî äî êëàñè÷íîãî êîìïëåêñíîãî i ãiïåðêîìïëåêñíî-

ãî àíàëiçó ìîæíà ôîðìàëüíî ðîçãëÿäàòè ñòåïåíåâi ðÿäè âiäíîñíî îïåðàöi¨ ⋆

òà ââîäèòè ôóíêöi¨ âèãëÿäó expZ , sinZ , cosZ . Îäíàê äîñëiäæåííÿ ïèòàíü

çáiæíîñòi âiäïîâiäíèõ ðÿäiâ ïîòðåáó¹ ââåäåííÿ íà àëãåáði A2(A(X), ⋆) äîäà-

òêîâî¨ òîïîëîãi÷íî¨ ñòðóêòóðè i âèõîäèòü çà ìåæi äàíî¨ ðîáîòè.

5 Çâ'ÿçîê ìîíîãåííèõ ôóíêöié ç îïåðàòîðíî-äèôåðåíöiàëüíèìè

ðiâíÿííÿìè

Ó öüîìó ðîçäiëi âñòàíîâëþ¹òüñÿ çâ'ÿçîê ìiæ ìîíîãåííèìè ôóíêöiÿìè â àë-

ãåáði A2(A(X), ⋆) òà îïåðàòîðíî-äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè. Ïîêàçàíî,
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ùî êîìïîíåíòè ìîíîãåííî¨ ôóíêöi¨ çàäîâîëüíÿþòü ïåâíi ëiíiéíi îïåðàòîðíî-

äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ. Öå äà¹ ìîæëèâiñòü áóäóâàòè ÿâíi ðîçâ'ÿçêè øèðî-

êèõ êëàñiâ îïåðàòîðíî-äèôåðåíöiàëüíèõ, iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ òà iíøèõ

ôóíêöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü çà äîïîìîãîþ àïàðàòó ìîíîãåííèõ ôóíêöié.

Òåîðåìà 14. Íåõàé Φ(Z) = U(x, y)E1 + V (x, y)E2 � ìîíîãåííà ôóíêöiÿ

â îáëàñòi D i ôóíêöi¨ U, V ∈ C2(D,A(X)) . Òîäi ¨¨ êîìïîíåíòè U , V çàäî-

âîëüíÿþòü îäíå i òå æ îïåðàòîðíî-äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

Wyy = AWxx +BWxy. (12)

Äîâåäåííÿ 1. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ Φ ìîíîãåííà, òî ¨¨ êîìïîíåíòè çàäî-

âîëüíÿþòü ñèñòåìó Êîøi�Ðiìàíà (6):

Uy = AVx, Vy = Ux +BVx.

Äèôåðåíöiþþ÷è ïåðøå ðiâíÿííÿ ïî çìiííié y , îäåðæó¹ìî Uyy = AVxy . Äè-

ôåðåíöiþþ÷è äðóãå ðiâíÿííÿ ïî çìiííié x , ìà¹ìî Vxy = Uxx + BVxx . Ïiä-

ñòàâëÿþ÷è îñòàííþ ðiâíiñòü ó ïîïåðåäíþ, îòðèìó¹ìî

Uyy = A(Uxx +BVxx) = AUxx + ABVxx.

Îñêiëüêè ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè Êîøi�Ðiìàíà Uxy = AVxx , òî Uyy =

AUxx +BUxy .

Àíàëîãi÷íî, äèôåðåíöiþþ÷è äðóãå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè Êîøi�Ðiìàíà ïî çìií-

íié y , îäåðæó¹ìî Vyy = Uxy + BVxy . Ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè Êîøi�

Ðiìàíà âèïëèâà¹ Uxy = AVxx . Òîìó Vyy = AVxx +BVxy . Òåîðåìó äîâåäåíî.

Äîâåäåííÿ 2. Íàñëiäêîì óìîâ Êîøi�Ðiìàíà (8) i ðiâíîñòi (7) ¹ ðiâíîñòi

Φx = Φ′, Φy = Φ′E2, (13)

çâiäêè

Φyy = Φ′′E2, Φxy = Φ′′E2, Φxx = Φ′′.

Ðîçãëÿíåìî ðiâíiñòü

Φyy − AΦxx −BΦxy = Φ′′(E2
2 − A−BE2) = 0

âíàñëiäîê ðiâíîñòi E2
2−AE1−BE2 = 0 (ç òàáëèöi ìíîæåííÿ àëãåáðè). Îòæå,

Φ çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

Φyy = AΦxx +BΦxy.

À îñêiëüêè öå ðiâíÿííÿ ëiíiéíå, òî é îïåðàòîðíîçíà÷íi êîìïîíåíòè U, V ôóí-

êöi¨ Φ çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ (12). Òåîðåìó äîâåäåíî.
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Òåïåð äîâåäåìî òåîðåìó, ÿêà îáåðíåíà äî òåîðåìè 14.

Òåîðåìà 15. Íåõàé R2 ⊃ D � îäíîçâ'ÿçíà îáëàñòü, A,B ∈ A(X) � ñòàëi

îïåðàòîðè òàêi, ùî iñíó¹ îáåðíåíèé îïåðàòîð A−1 , ïðè÷îìó A−1 ∈ A(X) .

Íåõàé ôóíêöiÿ U ∈ C2(D,A(X)) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (12). Òîäi iñíó¹ ¹äèíà

ç òî÷íiñòþ äî ñòàëîãî îïåðàòîðà ç àëãåáðè A(X) ôóíêöiÿ V ∈ C1(D,A(X))

òàêà, ùî

Φ(Z) = U(x, y)E1 + V (x, y)E2 (14)

¹ ìîíîãåííîþ â îáëàñòi D .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé îïåðàòîðíîçíà÷íà ôóíêöiÿ U çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

(12). Øóêàòèìåìî ôóíêöiþ V ç óìîâ Êîøi�Ðiìàíà (6):

Uy = AVx, Vy = Ux +BVx.

Îñêiëüêè A ¹ îáîðîòíèì åëåìåíòîì àëãåáðè A(X) , òî Vx = A−1Uy . Òîäi

Vy = Ux +BA−1Uy .

Ïîçíà÷èìî

P := A−1Uy, Q := Ux +BA−1Uy.

Ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî ñèñòåìà

Vx = P, Vy = Q

ìà¹ ðîçâ'ÿçîê.

Äëÿ öüîãî ïåðåâiðèìî óìîâó ñóìiñíîñòi Py = Qx . Ìà¹ìî Py = A−1Uyy .

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíÿííÿ äëÿ U , îäåðæó¹ìî

A−1Uyy = A−1(AUxx +BUxy).

Îñêiëüêè A−1A = I òà A−1B = BA−1 , òî

A−1Uyy = Uxx +BA−1Uxy.

Ç iíøîãî áîêó,

Qx = Uxx +BA−1Uxy.

Îòæå, Py = Qx .

Òîìó äèôåðåíöiàëüíà ôîðìà ω = P dx + Qdy ¹ çàìêíåíîþ. Îñêiëüêè

îáëàñòü D ¹ îäíîçâ'ÿçíîþ, òî ôîðìà ω ¹ òî÷íîþ. Òîìó iñíó¹ ôóíêöiÿ V ,

äëÿ ÿêî¨ dV = ω . Çâiäñè

Vx = P = A−1Uy, Vy = Q = Ux +BA−1Uy. (15)

Òîìó Uy = AVx , à òàêîæ Vy = Ux +BVx .
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Îòæå, óìîâè Êîøi�Ðiìàíà âèêîíóþòüñÿ, à òîìó ôóíêöiÿ (14) ¹ ìîíîãåí-

íîþ.

Äîâåäåìî ¹äèíiñòü V . Íåõàé V1 i V2 � äâà ðîçâ'ÿçêè. Òîäi ç (15) îòðèìó-

¹ìî

(V1 − V2)x = 0, (V1 − V2)y = 0.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî V1 − V2 = C , äå C ∈ A(X) ¹ ñòàëîþ.

Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ V âèçíà÷à¹òüñÿ ç òî÷íiñòþ äî ñòàëîãî îïåðàòîðà ç

àëãåáðè A(X) . Òåîðåìó äîâåäåíî.

Îñêiëüêè

ω = A−1Uy dx+ (Ux +BA−1Uy) dy,

i dV = ω , òî çà óìîâ òåîðåìè 15 îäåðæó¹ìî ÿâíó ôîðìóëó äëÿ ñïðÿæåíî¨

ôóíêöi¨ V :

V (x, y) =

(x,y)∫
(x0,y0)

A−1Uy dx+ (Ux +BA−1Uy) dy,

ïðè÷îìó iíòåãðàë íå çàëåæèòü âiä âèáîðó øëÿõó iíòåãðóâàííÿ.

Çàóâàæåííÿ 5. Îòæå, ïðè iñíóâàííi A−1 ∈ A(X) ìíîæèíà äâi÷i íå-

ïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (12) â îäíîçâ'ÿçíié îáëàñòi

D ïåðåáóâà¹ ó âçà¹ìíîîäíîçíà÷íié âiäïîâiäíîñòi ç ìíîæèíîþ ìîíîãåííèõ

ôóíêöié M(D,A2) . Öå îçíà÷à¹, ùî âñi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (12) â êëàñi

C2(D,A(X)) ìîæíà îòðèìàòè ó âèãëÿäi êîìïîíåíò ìîíîãåííèõ ôóíêöié

Φ : D → A2(A(X), ⋆) . Ïðè öüîìó íàñëiäîê 4 äà¹ ñïîñiá ïîáóäîâè ìîíîãåííèõ

ôóíêöié.

Äàëi íàâåäåìî òåîðåìó ïðî âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (12) � àíàëîã

iíòåãðàëüíî¨ òåîðåìè Êîøi.

Îçíà÷åííÿ 12. Íåõàé γ � êóñêîâî-ãëàäêà êðèâà â R2 . Iíòåãðàë âiä ôóí-

êöi¨ (14) ïî êðèâié γ âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ∫
γ

Φ dZ = E1

∫
γ

(U dx+ AV dy) + E2

∫
γ

V dx+ (U +BV ) dy, (16)

ïðè óìîâi, ùî îïåðàòîðíîçíà÷íi iíòåãðàëè ñïðàâà iñíóþòü.

Òåîðåìà 16. Íåõàé ôóíêöiÿ Φ : D → A2(A(X), ⋆) âèãëÿäó (14) ìîíîãåííà

â îäíîçâ'ÿçíié îáëàñòi D i γ � äîâiëüíà çàìêíåíà êóñêîâî-ãëàäêà êðèâà â

D . Òîäi ∫
γ

Φ dZ = 0.
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Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî ç ðiâíîñòi (16), ôîðìóëè Ãðiíà i óìîâ

Êîøi�Ðiìàíà (6).

6 Ïðèêëàäè

Ðiâíÿííÿ (12) ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðíî-äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì íà êëàñi

îïåðàòîðíî-çíà÷íèõ ôóíêöié. Ïðîòå, ðåàëiçîâóþ÷è îïåðàòîðè A i B íà êîí-

êðåòíèõ ëiíiéíèõ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðàõ X , áóäåìî îòðèìóâàòè ðiçíi êëàñè

ðiâíÿíü àáî ñèñòåì ðiâíÿíü ðiçíèõ ïîðÿäêiâ i âiä ðiçíî¨ êiëüêîñòi çìiííèõ óæå

äëÿ K -çíà÷íèõ ôóíêöié. Ïîÿñíèìî âñå äåòàëüíiøå íà ïðèêëàäàõ.

ßê ìè çàçíà÷àëè ó çàóâàæåííi 1, çìiííi x òà y ïîçíà÷àþòü êîîðäèíàòè

òî÷êè îáëàñòi D ⊂ R2 , à çìiííi s , t , τ , ξ , η òà iíøi âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ

îïèñó ïðîñòîðó X , íà ÿêîìó äiþòü îïåðàòîðè àëãåáðè A(X) . Ïðè äèôåðåí-

öiþâàííi îïåðàòîðíîçíà÷íèõ ôóíêöié çà çìiííèìè x òà y âíóòðiøíi çìiííi

ïðîñòîðó X ââàæàþòüñÿ íåçàëåæíèìè âiä x òà y .

Ïðèêëàä 15. PDE çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè.

1. Íåõàé X = C∞(Ωs) , à îïåðàòîðè A i B çàäàíi ôîðìóëàìè

A =
∂

∂s
, B = 0.

Òîäi ôóíêöiÿ w çàëåæèòü âiä òðüîõ çìiííèõ: w = w(x, y, s) , à ðiâíÿííÿ (12)

íàáóâà¹ âèãëÿäó

wyy =
∂

∂s
(wxx).

Îòæå,

wyy = wxxs. (17)

Òàêèì ÷èíîì, ó öüîìó âèïàäêó îïåðàòîðíî-äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ (12)

ïîðîäæó¹ ëiíiéíå ðiâíÿííÿ â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ òðåòüîãî ïîðÿäêó äëÿ ñêà-

ëÿðíî¨ ôóíêöi¨ w = w(x, y, s) .

2. Äèôåðåíöiàëüíi îïåðàòîðè äðóãîãî ïîðÿäêó. Íåõàé X = C∞(Ωs,t) i

A(s, t) =
∂2

∂s2
, B(s, t) =

∂2

∂t2
.

Òîäi ðiâíÿííÿ (12) äëÿ K -çíà÷íî¨ ôóíêöi¨ w(x, y, s, t) íàáóâà¹ âèãëÿäó

wyy = wxxss + wxytt.

Îòæå, ó öüîìó âèïàäêó îïåðàòîðíî-äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ (12) ïîðî-

äæó¹ ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó äëÿ ôóíêöi¨

w(x, y, s, t) .
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Çàóâàæåííÿ 6. Ëåãêî áà÷èòè, ùî öåé íàø îïåðàòîðíèé ìåòîä óçàãàëü-

íþ¹ ìåòîä Ìåëüíè÷åíêà íàâiòü äëÿ PDE çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè. Îñêiëüêè

â éîãî ìåòîäi ïîòðiáíî, ùîá ó âñiõ äîäàíêàõ ïîõiäíà áóëà îäíîãî i òîãî æ

ïîðÿäêó, à ó íàñ � íi. I ìè âñå îäíî ìîæåìî îòðèìàòè óñi ðîçâ'ÿçêè äàíîãî

ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi êîìïîíåíò ìîíîãåííî¨ ôóíêöi¨.

Ïðèêëàä 16. PDE çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè.

1. Íåõàé X = C∞(Ωs) i

A = s
∂

∂s
, B = A2.

Òîäi îïåðàòîðè A i B êîìóòóþòü, îñêiëüêè B ¹ ñòåïåíåì îïåðàòîðà A .

Îá÷èñëèìî äiþ îïåðàòîðà B . Äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f = f(s) ìà¹ìî

Bf = A2f = s
∂

∂s

(
s
∂f

∂s

)
= sfs + s2fss.

Îòæå,

B = s
∂

∂s
+ s2

∂2

∂s2
.

Òîäi äëÿ ôóíêöi¨ w = w(x, y, s) ðiâíÿííÿ (12) íàáóâà¹ âèãëÿäó

wyy = swxxs + swxys + s2wxyss.

Îòæå, îäåðæó¹ìî ëiíiéíå ðiâíÿííÿ â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ çi çìiííèìè êîå-

ôiöi¹íòàìè.

2. Íåõàé X = C∞(Ωs,t) . Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîðè Åéëåðà

Es = s
∂

∂s
, Et = t

∂

∂t
.

Îñêiëüêè îïåðàòîðè Es i Et äiþòü çà ðiçíèìè çìiííèìè, òî âîíè êîìóòóþòü:

EsEt = EtEs .

Ïîêëàäåìî

A = Es + Et, B = EsEt.

Òîäi îïåðàòîðè A i B òàêîæ êîìóòóþòü, îñêiëüêè âîíè ¹ ìíîãî÷ëåíàìè âiä

êîìóòóþ÷èõ îïåðàòîðiâ Es i Et .

Îá÷èñëèìî

A(wxx) = swxxs + twxxt.

B(wxy) = EsEt(wxy).

Îñêiëüêè Et(wxy) = twxyt , òî

EsEt(wxy) = s
∂

∂s
(twxyt) = stwxyst.

24



Òîäi äëÿ ôóíêöi¨ w = w(x, y, s, t) ðiâíÿííÿ (12) íàáóâà¹ âèãëÿäó

wyy = swxxs + twxxt + stwxyst.

Çíîâó îäåðæó¹ìî ëiíiéíå ðiâíÿííÿ â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ çi çìiííèìè êîå-

ôiöi¹íòàìè.

Ïðèêëàä 17. Cèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïî-

õiäíèìè.

1. Íåõàé X = C∞(Ωs,K2) , òîáòî

w = w(x, y, s) =

(
w1(x, y, s)

w2(x, y, s)

)
Íåõàé

N =

(
0 1

0 0

)
, N 2 = 0.

i ïîêëàäåìî

A = sI +N, B = s2I + sN.

Îïåðàòîðè A i B êîìóòóþòü, îñêiëüêè îáèäâà ¹ ìíîãî÷ëåíàìè âiä îäíîãî

é òîãî ñàìîãî îïåðàòîðà N ç êîåôiöi¹íòàìè, ùî çàëåæàòü âiä s . Òîäi äëÿ

ôóíêöi¨ w = w(x, y, s) ðiâíÿííÿ (12) íàáóâà¹ âèãëÿäó{
(w1)yy = s(w1)xx + (w2)xx + s2(w1)xy + s(w2)xy ,

(w2)yy = s(w2)xx + s2(w2)xy .

Îòæå, îäåðæó¹ìî ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çi çìiííèìè êîåôiöi¹í-

òàìè äëÿ ôóíêöié w1(x, y, s) òà w2(x, y, s) .

Ïðèêëàä 18. Ðiçíèöåâî-äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ.

1. Íåõàé X = C∞(Ωs) , à îïåðàòîðè A i B çàäàíi ôîðìóëàìè

(Thf)(s) = f(s+ h), A = Th, B = 0.

Òîäi äëÿ ôóíêöi¨ w = w(x, y, s) ðiâíÿííÿ (12) íàáóâà¹ âèãëÿäó

wyy(x, y, s) = wxx(x, y, s+ h).

Îòæå, ó öüîìó âèïàäêó îïåðàòîðíî-äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ïîðîäæó¹

ðiçíèöåâî-äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ.

2. Íåõàé X = C∞(Ωs) , à îïåðàòîð çñóâó Th i îïåðàòîðè A,B çàäàíi

ôîðìóëè

(Thf)(s) = f(s+ h), A = a(s)Th, B = b(s)Th,

25



äå ôóíêöi¨ a i b ¹ h -ïåðiîäè÷íèìè, òîáòî

a(s+ h) = a(s), b(s+ h) = b(s).

Ó öüîìó âèïàäêó

A(wxx)(x, y, s) = a(s)wxx(x, y, s+ h), B(wxy)(x, y, s) = b(s)wxy(x, y, s+ h).

Òîìó ðiâíÿííÿ (12) íàáóâà¹ âèãëÿäó

wyy(x, y, s) = a(s)wxx(x, y, s+ h) + b(s)wxy(x, y, s+ h).

Îòæå, ó öüîìó ïðèêëàäi îïåðàòîðíî-äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ïîðîäæó¹

ðiçíèöåâî-äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ çi ñòàëèìè ÷è çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Ïðèêëàä 19. Iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ.

1. Îïåðàòîð Âîëüòåððà. Íåõàé X = C∞(Ωs) , à îïåðàòîð Âîëüòåððà V
çàäàíèé ôîðìóëîþ

(Vf)(s) =
∫ s

0

f(τ) dτ.

Ïîêëàäåìî

A = V , B = 0.

Òîäi äëÿ ôóíêöi¨ w = w(x, y, s) ðiâíÿííÿ (12) íàáóâà¹ âèãëÿäó

wyy(x, y, s) =

∫ s

0

wxx(x, y, τ) dτ.

2. Àëãåáðà ìíîãî÷ëåíiâ âiä îïåðàòîðà Âîëüòåððà. Ïîêëàäåìî

A = I + V + V2, B = 0.

Òîäi ðiâíÿííÿ (12) íàáóâà¹ âèãëÿäó

wyy(x, y, s) = wxx(x, y, s) +

∫ s

0

wxx(x, y, τ) dτ +

∫ s

0

∫ σ

0

wxx(x, y, ρ) dρ dσ.

3. Ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà Âîëüòåððà. Íåõàé

A = (I − λV)−1, B = 0,

äå λ ∈ K � ñïåêòðàëüíèé ïàðàìåòð. Âiäîìî, ùî äëÿ îïåðàòîðà Âîëüòåððà

(I − λV)−1f = f + λ

∫ s

0

eλ(s−τ)f(τ) dτ.

Òîìó ðiâíÿííÿ wyy = A(wxx) íàáóâà¹ âèãëÿäó

wyy(x, y, s) = wxx(x, y, s) + λ

∫ s

0

eλ(s−τ)wxx(x, y, τ) dτ.
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Ó öüîìó âèïàäêó ñïåêòðàëüíèé ïàðàìåòð âõîäèòü ó ÿäðî iíòåãðàëà.

4. Îïåðàòîð Øòóðìà�Ëióâiëëÿ. Íåõàé

L = − d2

ds2
+ q(s),

i íåõàé G(s, τ ;λ) � ôóíêöiÿ Ãðiíà çàäà÷i

Lu = λu.

Òîäi ìîæíà ïîêëàñòè

(Af)(s) =

∫ b

a

G(s, τ ;λ)f(τ) dτ.

Ðiâíÿííÿ wyy = A(wxx) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà

wyy(x, y, s) =

∫ b

a

G(s, τ ;λ)wxx(x, y, τ) dτ.

Òàêèì ÷èíîì, ñïåêòðàëüíèé ïàðàìåòð âõîäèòü ó ðiâíÿííÿ ÷åðåç ôóíêöiþ Ãði-

íà.

Ó öüîìó ïðèêëàäi îäåðæó¹ìî ðiçíîãî òèïó iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿí-

íÿ.

Ïðèêëàä 20. Ðiâíÿííÿ çi çãîðòêîþ.

Íåõàé X = L1(R) , à îïåðàòîðè A i B çàäàíi ôîðìóëàìè

(Af)(s) = (k1 ∗ f)(s) =
∫
R
k1(s− τ)f(τ) dτ,

(Bf)(s) = (k2 ∗ f)(s) =
∫
R
k2(s− τ)f(τ) dτ.

Çðîçóìiëî, ùî AB = BA . Íåõàé w = w(x, y, s) . Òîäi ðiâíÿííÿ (12) íàáóâà¹

âèãëÿäó

wyy(x, y, s) =

∫
R
k1(s− τ)wxx(x, y, τ) dτ +

∫
R
k2(s− τ)wxy(x, y, τ) dτ.

Ó öüîìó âèïàäêó îïåðàòîðíî-äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ïîðîäæó¹ iíòåãðî-

äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ çãîðòêîâîãî òèïó.

Ïðèêëàä 21. Çìiøàíi iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ.

Íåõàé X = C∞(Ωs) , à îïåðàòîð L çàäàíèé ôîðìóëîþ

(Lf)(s) = f ′(s) +

∫ s

0

f(τ) dτ.
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Ïîêëàäåìî

A = L, B = L2.

Òîäi îïåðàòîðè A i B êîìóòóþòü, îñêiëüêè âîíè ¹ ñòåïåíÿìè îäíîãî é òîãî

ñàìîãî îïåðàòîðà L .

Îá÷èñëèìî

L2f = L

(
f ′ +

∫ s

0

f(τ) dτ

)
= f ′′ + f +

∫ s

0

f ′(τ) dτ

+

∫ s

0

∫ σ

0

f(ρ) dρ dσ = f ′′ + 2f − f(0) +

∫ s

0

∫ σ

0

f(ρ) dρ dσ.

Òîìó äëÿ ôóíêöi¨ w = w(x, y, s) ðiâíÿííÿ (12) íàáóâà¹ âèãëÿäó

wyy(x, y, s) = wxxs(x, y, s) +

∫ s

0

wxx(x, y, τ) dτ + wxyss(x, y, s)

+2wxy(x, y, s)− wxy(x, y, 0) +

∫ s

0

∫ σ

0

wxy(x, y, ρ) dρ dσ.

Îòæå, ó öüîìó âèïàäêó îïåðàòîðíî-äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ïîðîäæó¹

çìiøàíå iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ, ÿêå ìiñòèòü ÿê ïîõiäíi, òàê i ií-

òåãðàëüíi ÷ëåíè âiä øóêàíî¨ ôóíêöi¨.

ßêùî îäèí ç îïåðàòîðiâ A àáî B ¹ äèôåðåíöiàëüíèì, à iíøèé � iíòåãðàëü-

íèì, òî ðiâíÿííÿ ðiâíÿííÿ (12) ïîðîäæó¹ çìiøàíi iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíi ðiâ-

íÿííÿ. Òàêi ðiâíÿííÿ øèðîêî çàñòîñîâóþòüñÿ ïðè ìîäåëþâàííi ïðîöåñiâ iç

ïàì'ÿòòþ: â'ÿçêîïðóæíiñòü, òåïëîïðîâiäíiñòü iç ïàì'ÿòòþ, òåîðiÿ ñïàäêîâèõ

ïðîöåñiâ, ïîïóëÿöiéíà äèíàìiêà, êåðóâàííÿ ñèñòåìàìè iç çàïiçíåííÿì òîùî.

Íàïðèêëàä, êëàñè÷íå ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi

ut = uxx

îïèñó¹ ìèòò¹âó ðåàêöiþ ñèñòåìè.

ßêùî æ ìàòåðiàë ìà¹ ïàì'ÿòü, òî âèíèêà¹ iíòåãðàëüíèé äîäàíîê, i ðiâíÿííÿ

íàáóâà¹ âèãëÿäó

ut = uxx +

∫ t

0

k(t− τ)uxx(x, τ) dτ,

äå ôóíêöiÿ k ¹ ÿäðîì ïàì'ÿòi, à iíòåãðàë âðàõîâó¹ âñþ ïîïåðåäíþ iñòîðiþ

ïðîöåñó.

Âèñíîâîê. Öi ïðèêëàäè äîáðå äåìîíñòðóþòü, ùî íàøà òåîðiÿ íå

ïðèâ'ÿçàíà äî êîíêðåòíîãî òèïó ðiâíÿíü. Îäíå îïåðàòîðíî-äèôåðåíöiàëüíå

ðiâíÿííÿ (12), ïiñëÿ ðåàëiçàöi¨ îïåðàòîðiâ A i B ïîðîäæó¹ ðiçíi ðiâíÿííÿ

(àáî ñèñòåìè ðiâíÿíü) äëÿ K -çíà÷íèõ ôóíêöié:
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� ëiíiéíi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè çi ñòàëèìè òà

çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè;

� ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè;

� ðiçíèöåâî-äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ;

� iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ;

� ðiâíÿííÿ çi çãîðòêîþ;

� çìiøàíi iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ.

Ïðè öüîìó, çðîçóìiëî, ùî òèï îòðèìàíîãî ðiâíÿííÿ (ñèñòåìè) äëÿ K -çíà÷íî¨

ôóíêöi¨ âèçíà÷à¹òüñÿ òèïîì îïåðàòîðiâ A i B ç äåÿêî¨ êîìóòàòèâíî¨ àñîöià-

òèâíî¨ àëãåáðè ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ.

7 Ïîáóäîâà ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü (ñèñòåì ðiâíÿíü) äëÿ K -çíà÷íèõ

ôóíêöié

Ó ïàðàãðàôi 5 ìè âñòàíîâèëè çâ'ÿçîê ìiæ ìîíîãåííèìè ôóíêöiÿìè

i ðîçâ'ÿçêàìè îïåðàòîðíî-äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (12). À ñàìå, âñi

ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (12) ìîæíà îòðèìàòè ó âèãëÿäi êîìïîíåíò ìîíîãåííèõ

ôóíêöié. Ïîòiì ó ïàðàãðàôi 6 ìè ïðîäåìîíñòðóâàëè ÿê ïðè ðiçíèõ ðåàëiçàöi-

ÿõ îïåðàòîðiâ A i B , ìè îòðèìóâàëè ðiçíi òèïè ðiâíÿíü àáî ñèñòåì ðiâíÿíü.

Òåïåð âèíèêà¹ ïðèðîäíå ïèòàííÿ: ÿê ìàþ÷è îïåðàòîðíîçíà÷íi ðîçâ'ÿçêè ðiâ-

íÿííÿ (12) áóäóâàòè ðîçâ'ÿçêè âiäïîâiäíîãî éîìó ðiâíÿííÿ (ñèñòåìè ðiâíÿíü)

äëÿ K -çíà÷íî¨ ôóíêöi¨? Ó öüîìó ïàðàãðàôi ìè äàìî âiäïîâiäü íà öå ïèòàííÿ.

Òåîðåìà 17. Íåõàé X � ïðîñòið ôóíêöié âiä çìiííèõ s, t, ... , à A,B :

X → X � ëiíiéíi îïåðàòîðè ç êîìóòàòèâíî¨ àëãåáðè ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ

A(X) . Íåõàé îïåðàòîðíîçíà÷íà ôóíêöiÿ W : D → A(X) ìà¹ íåîáõiäíi ÷à-

ñòèííi ïîõiäíi çà çìiííèìè x, y i çàäîâîëüíÿ¹ îïåðàòîðíî-äèôåðåíöiàëüíå

ðiâíÿííÿ (12) â îáëàñòi D ⊂ R2 . Òîäi äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ φ ∈ X ôóíêöiÿ

w(x, y; s, t, ...) :=
(
W (x, y)φ

)
(s, t, ...)

çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

wyy = (Awxx)(x, y; s, t, ...) + (Bwxy)(x, y; s, t, ...). (18)

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè îïåðàòîðíîçíà÷íà ôóíêöiÿ W çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿ-

ííÿ

Wyy = AWxx +BWxy, (19)
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òî, äiþ÷è îáîìà ÷àñòèíàìè öi¹¨ ðiâíîñòi íà äîâiëüíó ôóíêöiþ φ ∈ X , îäåð-

æó¹ìî

Wyyφ = A(Wxxφ) +B(Wxyφ).

Çà îçíà÷åííÿì ôóíêöi¨

w(x, y; s, t, ...) :=
(
W (x, y)φ

)
(s, t, ...)

òà ç îãëÿäó íà ëiíiéíiñòü îïåðàòîðiâ äèôåðåíöiþâàííÿ ìà¹ìî

Wyyφ = wyy, Wxxφ = wxx, Wxyφ = wxy.

Òîìó ôóíêöiÿ w çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

wyy = Awxx +Bwxy.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ñïðàâåäëèâå îáåðíåíå òâåðäæåííÿ äî òåîðåìè 17.

Òåîðåìà 18. Íåõàé X � ïðîñòið ôóíêöié âiä çìiííèõ (s,t,. . . ), à A,B :

X → X � ëiíiéíi îïåðàòîðè ç êîìóòàòèâíî¨ àëãåáðè ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ

A(X) . Íåõàé îïåðàòîðíîçíà÷íà ôóíêöiÿ W : D → A(X) ìà¹ íåîáõiäíi ÷à-

ñòèííi ïîõiäíi ïî çìiííèõ x, y . Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ φ ∈ X

ôóíêöiÿ

w(x, y; s, t, . . .) := (W (x, y)φ)(s, t, . . .)

çàäîâîëüíÿ¹ â îáëàñòi D ⊂ R2 ðiâíÿííÿ (18). Òîäi îïåðàòîðíîçíà÷íà ôóíêöiÿ

W çàäîâîëüíÿ¹ îïåðàòîðíî-äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ (19) â îáëàñòi D .

Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì ôóíêöi¨ w äëÿ êîæíî¨ φ ∈ X ìà¹ìî

wyy(x, y; s, t, . . .) = (Wyy(x, y)φ)(s, t, . . .), wxx(x, y; s, t, . . .) = (Wxx(x, y)φ)(s, t, . . .),

à òàêîæ

wxy(x, y; s, t, . . .) = (Wxy(x, y)φ)(s, t, . . .).

Òîìó ç ðiâíÿííÿ äëÿ ôóíêöi¨ w âèïëèâà¹, ùî

(Wyy(x, y)φ)(s, t, . . .) = (AWxx(x, y)φ)(s, t, . . .) + (BWxy(x, y)φ)(s, t, . . .)

äëÿ âñiõ çíà÷åíü çìiííèõ s, t, . . . . Îòæå,

(Wyy(x, y)− AWxx(x, y)−BWxy(x, y))φ = 0

äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ φ ∈ X .

Îñêiëüêè îñòàííÿ ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ φ ∈ X , òî

Wyy(x, y)− AWxx(x, y)−BWxy(x, y) = 0,
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ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè. Ïî÷íåìî ç ïðèêëàäó 15.1.

Ïðèêëàä 22. Ó ïðèêëàäi 15.1 ìà¹ìî

A =
∂

∂s
, B = 0.

Òîäi îïåðàòîðíå ðiâíÿííÿ (12) íàáóâà¹ âèãëÿäó

Wyy = AWxx.

Ïiñëÿ ðåàëiçàöi¨ îïåðàòîðà A íà ïðîñòîði ôóíêöié âiä çìiííî¨ s îäåðæó¹ìî

ðiâíÿííÿ (17):

wyy = wxxs. (20)

Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîðíîçíà÷íó ìîíîãåííó ôóíêöiþ

Φ(Z) = Z⋆2 = UE1 + V E2,

äå

U = x2 + y2A, V = 2xy. (21)

Íåõàé φ ∈ C∞(Ωs) . Òîäi äëÿ êîìïîíåíòè U ìà¹ìî

u(x, y, s) :=
(
U(x, y)φ

)
(s) =

(
x2 + y2

∂

∂s

)
φ(s),

òîáòî

u(x, y, s) = x2φ(s) + y2φ′(s). (22)

Äëÿ êîìïîíåíòè V îäåðæó¹ìî

v(x, y, s) :=
(
V (x, y)φ

)
(s) = 2xyφ(s). (23)

Îòæå, çà ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ äiéñíîçíà÷íi ôóíêöi¨ (22) i (23), â ÿêèõ φ

� äîâiëüíà äîñòàòíþ êiëüêiñòü ðàçiâ äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ, ¹ ðîçâ'ÿçêàìè

ðiâíÿííÿ (20). I äiéñíî, â öüîìó ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ. Àíàëîãi÷íî, äîâiëüíà

ìîíîãåííà ôóíêöiÿ äà¹ ÿâíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (20).

Ïðèêëàä 23. Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä 15.2. Îòæå ìà¹ìî îïåðàòîðè

A =
∂2

∂s2
, B =

∂2

∂t2
.

Òîäi ðiâíÿííÿ äëÿ R -çíà÷íî¨ ôóíêöi¨ w(x, y, s, t) íàáóâà¹ âèãëÿäó

wyy = wxxss + wxytt. (24)
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Âiçüìåìî ìîíîãåííó ôóíêöiþ

Φ(Z) = Z⋆3 =
(
x3 + 3xy2A+ y3AB

)
E1 +

(
3x2y + 3xy2B + y3(A+B2)

)
E2.

Îòæå,

U = x3 + 3xy2A+ y3AB, V = 3x2y + 3xy2B + y3(A+B2). (25)

Íåõàé φ(s, t) ∈ C∞(Ωs,t) . Òîäi äëÿ êîìïîíåíòè U ìà¹ìî

u(x, y, s, t) :=
(
U(x, y)φ

)
(s, t) =

(
x3 + 3xy2

∂2

∂s2
+ y3

∂4

∂s2∂t2

)
φ(s, t).

Çâiäñè

u(x, y, s, t) = x3φ(s, t) + 3xy2φss(s, t) + y3φsstt(s, t). (26)

Äëÿ êîìïîíåíòè V îäåðæó¹ìî

v(x, y, s, t) :=
(
V (x, y)φ

)
(s, t).

Îòæå,

v(x, y, s, t) = 3x2yφ(s, t) + 3xy2φtt(s, t) + y3
(
φss(s, t) + φtttt(s, t)

)
. (27)

Çãiäíî ç ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ ôóíêöi¨ u i v ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ (24).

Îòæå, çà ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ äiéñíîçíà÷íi ôóíêöi¨ (26) i (27), â ÿêèõ φ

� äîâiëüíà äîñòàòíþ êiëüêiñòü ðàçiâ äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ, ¹ ðîçâ'ÿçêàìè

ðiâíÿííÿ (24). I äiéñíî, â öüîìó ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ.

Ïðèêëàä 24. Òåïåð ðîçãëÿíåìî PDE çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè. Ó ïðè-

êëàäi 16.1. Îòæå ìà¹ìî îïåðàòîðè

A = s
∂

∂s
, B = A2 = s

∂

∂s
+ s2

∂2

∂s2
.

Îòæå, ðiâíÿííÿ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè äëÿ ôóíêöi¨ w = w(x, y, s) ìà¹

âèãëÿä

wyy = swxxs + swxys + s2wxyss. (28)

Âiçüìåìî ìîíîãåííó ôóíêöiþ Z⋆2 = UE1+V E2 , äå U i V çàäàíi ðiâíîñòÿìè

U = x2 + y2A, V = 2xy + y2B. (29)

Íåõàé φ(s) ∈ C∞(Ωs) . Òîäi äëÿ êîìïîíåíòè U ìà¹ìî

u(x, y, s) := (U(x, y)φ)(s) = x2φ(s) + y2sφ′(s). (30)

Äëÿ êîìïîíåíòè V îäåðæó¹ìî

v(x, y, s) := (V (x, y)φ)(s) = 2xyφ(s) + y2
(
sφ′(s) + s2φ′′(s)

)
. (31)
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Çãiäíî ç ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ R -çíà÷íi ôóíêöi¨ (30) i (31) ¹ ðîçâ'ÿçêàìè

ðiâíÿííÿ (28).

Ïðèêëàä 25. Òåïåð ðîçãëÿíåìî ðiçíèöåâî-äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ç ïðè-

êëàäó 18.1. Îòæå, ìà¹ìî îïåðàòîðè çñóâó

(Thf)(s) = f(s+ h), A = Th, B = 0.

Òîäi ðiâíÿííÿ äëÿ R -ôóíêöi¨ w = w(x, y, s) íàáóâà¹ âèãëÿäó

wyy(x, y, s) = wxx(x, y, s+ h). (32)

Âiçüìåìî ìîíîãåííó ôóíêöiþ Z⋆3 = UE1 + V E2 , äå U , V âèçíà÷åíi ðiâ-

íîñòi (25).

Íåõàé φ(s) ∈ C∞(Ωs) . Òîäi äëÿ êîìïîíåíòè U ìà¹ìî

u(x, y, s) := (U(x, y)φ)(s) =
(
x3 + 3xy2Th

)
φ(s) = x3φ(s)+3xy2φ(s+h). (33)

Äëÿ êîìïîíåíòè V ìà¹ìî

v(x, y, s) := (V (x, y)φ)(s) =
(
3x2y + y3Th

)
φ(s) = 3x2yφ(s)+y3φ(s+h). (34)

Çãiäíî ç ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ ôóíêöi¨ (33) i (34) ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ

(32). Ëåãêî ïåðåâiðèòè iñòèííiñòü öüîãî òâåðäæåííÿ.

Ïðèêëàä 26. Òåïåð ðîçãëÿíåìî iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ç ïðè-

êëàäó 19.1. Íåõàé

(Vf)(s) =
∫ s

0

f(τ) dτ, A = V , B = 0.

Òîäi ðiâíÿííÿ äëÿ R -ôóíêöi¨ w = w(x, y, s) ìà¹ âèãëÿä

wyy(x, y, s) =

∫ s

0

wxx(x, y, τ) dτ. (35)

1. Âèïàäîê Z⋆2 . Ìà¹ìî Z⋆2 = UE1 + V E2 , äå U i V çàäàíi ðiâíîñòÿìè

(29).

Íåõàé φ(s) ∈ C∞(Ωs) . Òîäi

u(x, y, s) := (U(x, y)φ)(s) =
(
x2 + y2V

)
φ(s) = x2φ(s) + y2

∫ s

0

φ(τ) dτ. (36)

Äëÿ äðóãî¨ êîìïîíåíòè ìà¹ìî

v(x, y, s) := (V (x, y)φ)(s) = 2xyφ(s) = 2xyφ(s). (37)

Òîìó R -çíà÷íi ôóíêöi¨ (36) i (37) ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ (35).
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2. Âèïàäîê Z⋆3 .

Îñêiëüêè B = 0 , òî

Z⋆3 =
(
x3 + 3xy2A

)
E1 +

(
3x2y + y3A

)
E2.

Îòæå,

U = x3 + 3xy2A, V = 3x2y + y3A.

Íåõàé φ(s) ∈ C∞(Ωs) . Òîäi

u(x, y, s) := (U(x, y)φ)(s) =
(
x3 + 3xy2V

)
φ(s) = x3φ(s) + 3xy2

∫ s

0

φ(τ) dτ.

(38)

Äëÿ êîìïîíåíòè V ìà¹ìî

v(x, y, s) := (V (x, y)φ)(s) =
(
3x2y + y3V

)
φ(s) = 3x2yφ(s) + y3

∫ s

0

φ(τ) dτ.

(39)

Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöi¨ (38) i (39) ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ (35). Áåçïîñåðå-

äíüîþ ïåðåâiðêîþ, ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ôóíêöi¨ (36), (37), (38) i (39) ¹

ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ (35).

Âèêîðèñòîâóþ÷è iíøi ìîíîãåííi ôóíêöi¨, ìîæåìî áóäóâàòè íåñêií÷åííîâè-

ìiðíi ñiì'¨ ÿâíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (35) òà iíøèõ ðiâíÿíü.

8 Çàêëþ÷íi ïîëîæåííÿ

1. Áóäü-ÿêå îïåðàòîðíî-äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

AWxx +BWxy + CWyy = 0 (40)

â ÿêîìó õî÷à á îäèí îïåðàòîð A àáî B àáî C ç êîìóòàòèâíî¨ àëãåáðè A(X)

ìà¹ îáåðíåíèé ó öié àëãåáði, ìîæíà çâåñòè äî ðiâíÿííÿ (12).

2. ßêùî ìè õî÷åìî, ùîá ìîíîãåííi ôóíêöi¨ çàìiñòü îïåðàòîðíî-

äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (40) áóëè ïîâ'ÿçàíi ç îïåðàòîðíî-

äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì ç áiëüøîþ êiëüêiñòþ íåçàëåæíèõ çìiííèõ

x , y , z ,... , òî ïîòðiáíî ðîçãëÿíóòè êîìóòàòèâíó àëãåáðó ç îïåðàòîðíèìè

ñòðóêòóðíèìè êîíñòàíòàìè áiëüøî¨ ðîçìiðíîñòi.

3. Äëÿ äîñëiäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ îïåðàòîðíî-äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (40)

àáî iíøîãî îïåðàòîðíî-äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ áiëüøî¨ ðîçìiðíîñòi (i,

âiäïîâiäíî, âñiõ ðiâíÿíü i ñèñòåì äëÿ K -çíà÷íèõ ôóíêöié) âèíèêà¹ íåîáõi-

äíiñòü ïîáóäóâàòè àíàëîã êîìóòàòèâíîãî ãiïåðêîìïëåêñíîãî àíàëiçó ó ââåäå-

íèõ íàìè îïåðàòîðíèõ àëãåáð.
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