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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню деяких вiдкри-
тих проблем про екстремальне розбиття комплексної площини за до-
помогою розробки нових пiдходiв i вдосконалення вiдомих методiв
геометричної теорiї функцiй комплексної змiнної. Використання вла-
стивостей конформних вiдображень та симетричних об’єктiв умо-
жливило виявлення геометричних характеристик шуканих екстре-
мальних конфiгурацiй, що дозволило отримати низку нових резуль-
татiв у класичних задачах, а також застосувати їх до розв’язання
iнших проблем теорiї функцiй.

Oбґрунтування вибору теми дослiдження. Геометрична те-
орiя функцiй комплексної змiнної вивчає геометричнi властивостi
вiдображень, якi здiйснюють аналiтичнi функцiї, а також геоме-
тричнi властивостi рiзноманiтних пiдкласiв класу аналiтичних фун-
кцiй. Дослiдження екстремальних задач у межах класiв голомор-
фних функцiй належить до ключових роздiлiв геометричної тео-
рiї функцiй комплексної змiнної. Формування цього наукового на-
пряму припадає на рубiж XIX–XX столiть, коли прогрес у компле-
ксному аналiзi сформував гостру потребу в розробцi iнструмента-
рiю для розв’язання таких задач. Ця тематика є важливою части-
ною математичного аналiзу, її вивчали в своїх роботах багато вi-
домих вчених: А. Пуанкаре, П. Кьобе, Л. Бiбербах, К. Каратеодо-
рi, Т. Гронуолл, М.О. Лаврентьєв, Г. Пойя, Г. Грьотш, Д. Гiльберт,
О. Тейхмюллер, Л. Альфорс, Г.М. Голузiн, Г. Льовнер, А. Шеффер,
Д. Спенсер, Л.I. Колбiна, П.П. Куфарев, А.Е. Фалес, З. Нехарi,
М.О. Лєбєдєв, В.К. Хейман, I.М. Мiлiн, П.М. Тамразов, К. Поме-
ренке, Ю.Є. Алєнiцин, I.Є. Базiлевич, I.А. Алєксандров, I.П. Мiтюк,
К. Фiтцджеральд, Дж.А. Дженкiнс, В.Я. Гутлянський, М. Шиффер,
П.Л. Дюрен, О.К. Бахтiн, Г.П. Бахтiна, Г.В. Кузьмiна, В.М. Дубiнiн,
Є.Г. Ємельянов, В.I. Рязанов та iншi.

Першими задачами в геометричнiй теорiї функцiй були задачi на
дослiдження екстремальних властивостей однолистих функцiй, тоб-
то таких функцiй, значення яких в рiзних точках областi визначення
є рiзними. Особливий iнтерес саме до однолистих вiдображень зумов-
лений тим, що такi вiдображення мають ряд важливих екстремаль-
них властивостей у бiльш загальних класах конформних вiдобра-
жень. Але вiдсутнiсть на множинi однолистих функцiй структури,
яка б перетворювала дану множину на лiнiйний простiр, зумовила
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пошук нових методiв для розв’язання екстремальних задач. Зокре-
ма, теорема Б. Рiмана, яка дає вiдповiдь на питання про iснуван-
ня конформного вiдображення довiльної однозв’язної областi ком-
плексної площини з межею, яка мiстить бiльше нiж одну точку, на
одиничний круг, призвела до введення поняття конформного радiу-
са областi, рiзноманiтнi властивостi якого часто використовувалися
при розв’язаннi вказаних задач.

Одними з перших робiт, у яких системно дослiджувалися власти-
востi однолистих функцiй, були роботи П. Кьобе, де, зокрема, роз-
глядалася проблема вiдповiдностi меж при конформному вiдобра-
женнi. Спираючись на згаданi вище роботи, Л. Бiбербах у 1916 р.
висловив гiпотезу, що на класi 𝑆 однолистих i регулярних у вiдкри-
тому одиничному крузi функцiй правильна нерiвнiсть |𝑐𝑛| ≤ 𝑛, де 𝑐𝑛
— коефiцiєнти розкладу згаданої функцiї в ряд Тейлора. Дана гiпо-
теза була доведена лише у 1984 р. Л. де Бранжем. Роботи П. Кьобе
дали поштовх для розвитку методу площ. Вказаний метод базується
на аналiтико-геометричному фактi, що площа доповнення до образу
областi при її вiдображеннi за допомогою регулярної в нiй функцiї є
строго невiд’ємною, причому цю площу можна аналiтично виразити
через коефiцiєнти Тейлора або Лорана цiєї функцiї. За допомогою
методу площ багато важливих результатiв було отримано М.О. Лє-
бєдєвим та iн.

Дослiдження властивостей однолистих функцiй дало поштовх до
вивчення задач про екстремальне розбиття комплексної площини.
Суть даних задач полягає в тому, що потрiбно розбити компле-
ксну площину (або її область) на кiлька взаємно неперетинних обла-
стей так, щоб певна геометрична або аналiтична характеристика цих
областей була максимальною (або мiнiмальною). Як правило, потрi-
бно знайти максимум деякого функцiонала, складеного з внутрiшнiх
радiусiв областей. Вперше проблема такого типу розглядалася в ро-
ботi М.О. Лаврентьєва 1934 року, де була поставлена i розв’язана
задача про максимум добутку конформних радiусiв двох взаємно
неперетинних однозв’язних областей вiдносно двох наперед заданих
фiксованих точок. Надалi постановка даної задачi узагальнювалася
в багатьох напрямках. Зокрема, для довiльного натурального 𝑛 ≥ 3
розглядалася проблема максимум добутку внутрiшнiх радiусiв 𝑛 вза-
ємно неперетинних областей вiдносно 𝑛 наперед заданих фiксованих
точок, розглядалася також аналогiчна проблема, коли внутрiшнi ра-
дiуси вiдповiдних областей пiдносилися до деяких додатнiх степенiв
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𝛾𝑘, також дослiджувалася задача про екстремальне розбиття вiд-
критого одиничного круга на 𝑛 областей. Вивчення даних проблем
вимагало розробку нових та вдосконалення вже вiдомих методiв гео-
метричної теорiї функцiй.

Вивчення екстремальних задач суттєво пов’язане з розвитком ме-
тодiв теорiї квадратичних диференцiалiв. Ця теорiя тiсно пов’язана
з виникненням у 1928 р. методу смуг Х. Грьотша, який базується на
оцiнках довжин i площ через конформнi iнварiанти (модулi) сiмей
кривих та чотирикутникiв. Важливiсть квадратичних диференцiа-
лiв у вказаних дослiдженнях вiдзначив у 1939 роцi О. Тейхмюллер,
який висловив принцип, згiдно з яким розв’язку кожної екстремаль-
ної задачi вiдповiдає деякий квадратичний диференцiал. Пiзнiше
Дж. Дженкiнсом було доведено основну теорему про коефiцiєнти,
наслiдками з якої є багато важливих результатiв теорiї однолистих
функцiй. Саме на основi методу смуг Х. Грьотша був розвинений ме-
тод естремальної метрики. Суттєвий вклад в розвиток цього методу
внiс П.М. Тамразов. Зокрема, ним у 1966 роцi було доведено теоре-
му про лiнiйнi iнтеграли для екстремальної довжини. Дана теорема
є надiйним iнструментом аналiзу екстремальних образiв у задачах,
що стосуються конформних вiдображень багатозв’язних та нескiн-
ченнозв’язних областей.

В другiй половинi 20 ст. в геометричнiй теорiї функцiй компле-
ксної змiнної при розв’язуваннi екстремальних задач широко вико-
ристовувалися симетризацiйнi методи, якi розроблялися, наприклад,
в роботах У. Хеймана, Дж. Дженкiнса, I.П. Мiтюка. В основi цих
методiв лежить iдея, що екстремальнi конфiгурацiї потрiбно шукати
серед об’єктiв, якi мають певну симетрiю. Серед симетризацiйних ме-
тодiв найбiльше поширення отримав метод роздiляючого перетворе-
ння, iдеєю якого є розбиття деякої множини на частини, з яких потiм
за допомогою певних перетворень утворюються симетричнi об’єкти
або шляхом склеювання, або за допомогою вiдомих способiв симе-
тризацiї. За допомогою цього методу багато суттєвих результатiв в
екстремальних задачах було отримано О.К. Бахтiним.

Однак, незважаючи на те, що кожен з перелiчених методiв за-
безпечив суттєвий прорив при розв’язаннi задач геометричної теорiї
функцiй комплексної змiнної, багато екстремальних задач у цьому
роздiлi математики залишаються на даний момент вiдкритими, при-
чому значна частина з них вiдомi вже досить давно. Оскiльки до екс-
тремальних задач часто зводяться iншi проблеми геометричної теорiї
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функцiй, зокрема теореми спотворення для однолистих i багатоли-
стих функцiй, оцiнки коефiцiєнтiв, а також ряд проблем в сумiжних
роздiлах математики, то актуальною є задача розробки нових пiд-
ходiв та вдосконалення вже вiдомих методiв для отримання точних
розв’язкiв екстремальних задач, а також отримання ефективних оцi-
нок вiдповiдних функцiоналiв.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, тема-
ми. Дисертацiя виконана у вiддiлi комплексного аналiзу i теорiї по-
тенцiалу Iнституту математики НАН України в рамках наукових
тем “Аналiтичнi та геометричнi проблеми комплексного i гiперком-
плексного аналiзу” (номер державної реєстрацiї 0121U100414), “Ме-
тричнi та геометричнi задачi теорiї аналiтичних i субгармонiчних
функцiй та множин” (номер державної реєстрацiї 0116U003060) та
“Розробка аналiтичних та чисельно-аналiтичних методiв дослiдже-
ння задач сучасного природознавства” (номер державної реєстрацiї
0117U004077).

Мета i завдання дослiдження. Основною метою дисертацiй-
ної роботи є вдосконалення та модифiкацiя вiдомих методiв та ство-
рення нових пiдходiв для розв’язання задач про екстремальне розби-
ття комплексної площини, а також застосування отриманих резуль-
татiв в iнших задачах теорiї функцiй та сумiжних галузях матема-
тики.

Оскiльки розв’язання задачi про екстремальне розбиття зводи-
ться до знаходження максимуму деякого функцiонала, то об’єктом
дослiдження є функцiонали, заданi на класах неперетинних областей
розширеної комплексної площини чи на класах однолистих функцiй
без спiльних значень.

Предметом дослiдження є знаходження максимумiв вказаних
функцiоналiв i опис екстремальних конфiгурацiй там, де це можли-
во.

Завдання дослiдження:
� Отримати оцiнку зверху для добутку внутрiшнiх радiусiв 𝑛 непе-
ретинних областей розширеної комплексної площини з фiксованими
полюсами, причому розглянути як випадок, коли всi полюси скiнчен-
нi, так i випадок, коли один з них — нескiнченно вiддалена точка.
� Отримати оцiнку зверху добутку степенiв внутрiшнiх радiусiв 𝑛
неперетинних областей розширеної комплексної площини з фiксова-
ними полюсами, а також знайти достатню умову на показники степе-
нiв, за якої вказаний добуток обмежений для довiльної конфiгурацiї
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полюсiв.
� Отримати оцiнки добутку внутрiшнiх радiусiв 𝑛 неперетинних
областей в задачi про екстремальне розбиття вiдкритого одиничного
круга.
� Дослiдити вiдкриту проблему про знаходження максимуму добу-
тку внутрiшнiх радiусiв 𝑛 областей вiдносно точок одиничного кола
на степiнь 𝛾 внутрiшнього радiусу областi вiдносно точки нуль за
умови, що всi областi попарно не перетинаються, а також аналогi-
чну проблему, за умовами якої областi, якi мiстять точки одиничного
кола, симетричнi вiдносно даного кола та отримати, за можливостi
точнi оцiнки.
� Отримати оцiнки добутку внутрiшнiх радiусiв неперетинних
областей за умови, що на полюси вiдповiдних квадратичних дифе-
ренцiалiв накладено певнi обмеження, наприклад, якщо вони лежать
на деякiй прямiй, вiдрiзку, елiпсi чи гiперболi.
� Знайти можливi застосування отриманих результатiв як в iнших
задачах геометричної теорiї функцiй, так i в iнших галузях матема-
тики, зокрема, отримати за їх допомогою новi теореми спотворення
для однолистих функцiй.

Методи дослiдження. При розв’язаннi завдань дисертацiйної
роботи використовуються методи геометричної теорiї функцiй ком-
плексної змiнної, насамперед, метод роздiляючого перетворення, ме-
тоди теорiї конформних вiдображень та теорiї квадратичних дифе-
ренцiалiв.

Наукова новизна отриманих результатiв. Основнi резуль-
тати, якi визначають наукову новизну та виносяться на захист, є
новими i полягають у такому:
� Отримано оцiнки зверху добутку внутрiшнiх радiусiв 𝑛 непере-
тинних областей розширеної комплексної площини з фiксованими
полюсами; за допомогою цих оцiнок було доведено низку нерiвно-
стей в iнших екстремальних задачах геометричної теорiї функцiй,
а також доведено новi багатоточковi теореми спотворення як для
функцiй, регулярних i однолистих в одиничному крузi, так i для
функцiй, якi регулярно i однолисто вiдображають вказаний круг на
областi, зiркоподiбнi вiдносно точки нуль.
� Отримано оцiнки зверху добутку степенiв внутрiшнiх радiусiв 𝑛
неперетинних областей розширеної комплексної площини з фiксова-
ними полюсами, причому встановлено достатню умову для показни-
кiв степенiв, за якої вказаний добуток обмежений, а також отриманi
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оцiнки використано для доведення багатоточкових теорем спотворе-
ння.
� Отримано оцiнки добутку внутрiшнiх радiусiв 𝑛 неперетинних
областей, якi лежать у вiдкритому одиничному крузi, а також за
допомогою отриманих оцiнок одержано оцiнку добутку внутрiшнiх
радiусiв неперетинних областей з полюсами на елiпсi, однiй чи двох
гiлках канонiчної гiперболи.
� Для багатьох частинних випадкiв розв’язано вiдкриту проблему
про знаходження максимуму добутку внутрiшнiх радiусiв 𝑛 областей
вiдносно точок одиничного кола на степiнь 𝛾 внутрiшнього радiусу
областi вiдносно точки нуль за умови, що всi областi попарно не пе-
ретинаються, а також для багатьох частинних випадкiв розв’язано
аналогiчну проблему, за умовами якої областi, якi мiстять точки оди-
ничного кола, симетричнi вiдносно даного кола.
� Розв’язано декiлька варiантiв задачi про екстремальне розбит-
тя комплексної площини з полюсами на довiльнiй прямiй, зокрема
розглянуто випадок, коли 𝑛 точок лежать на дiйснiй прямiй, а одна
точка поза прямою; випадок, коли всi полюси лежать на прямiй, але
внутрiшнiй радiус однiєї з областей береться в деякому дiйсному до-
датному степенi 𝛾; також отримано оцiнку добуткiв внутрiшнiх радi-
усiв неперетинних областей з вiльними полюсами на вiдрiзку [−1; 1].

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна
робота має теоретичний характер. Одержанi результати i розвине-
нi в нiй методи можуть бути використанi, насамперед, при вивчен-
нi питань комплексного та гiперкомплексного аналiзiв, теорiї много-
членiв, теорiї функцiй, теорiї апроксимацiї, теорiї струн. На основi
доведених оцiнок можна одержати новi оцiнки для функцiй, що ре-
алiзують конформне вiдображення кола на областi з деякими спецi-
альними властивостями. Результати також можуть бути застосованi
до теорем спотворення, оцiнок коефiцiєнтiв однолистих функцiй та
в голоморфнiй динамiцi.

Особистий внесок здобувача. Визначення напрямку та за-
гального плану дослiджень, постановка задач, а також допомога у
пiдборi методiв дослiджень належать професору О.К. Бахтiну та на-
уковому консультанту С.А. Плаксi. У спiльних роботах з О.К. Бахтi-
ним особистий внесок здобувача полягає у перевiрцi робочих гiпотез
i детальному доведеннi тверджень. У статтях з I.В. Денегою особи-
стий внесок здобувача полягає у виборi методiв розв’язання задач
та доведеннi результатiв. Всi спiльнi статтi здобувача з спiвавтора-
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ми, результати яких було включено в дисертацiю, були опублiкованi
вже пiсля здобуття останнiми наукового ступеня доктора фiзико-
математичних наук. Доведення всiх результатiв дисертацiї, якi ви-
носяться на захист, автор провiв особисто.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати роботи були
представленi, доповiдалися i обговорювалися на таких конференцiях:
Ukraine Scientific Conference “Modern Problems Theory of Probability
and Mathematical Analysis” (February 22 – 25, 2017, Vorokhta, Ivano -
Frankivsk Region, Ukraine); Ukraine Scientific Conference “Modern
Problems Theory of Probability and Mathematical Analysis” (February
25 –March 1, 2020, Vorokhta, Ivano - Frankivsk Region, Ukraine);
International conference Complex Analysis and Related Topics dedi-
cated to the 90 - th anniversary of A.A. Goldberg (1930 – 2008) (June 28 –
July 1, 2021, Lviv, Ukraine); The International Conference in Complex
and Functional Analysis dedicated to the memory of Bohdan Vynnytskyi
(13 – 16 September, 2021, Drohobych, Ukraine); Конференцiї моло-
дих вчених “Пiдстригачiвськi читання” (25 – 27 травня 2022р., Львiв,
Україна); Мiжнароднiй науковiй конференцiї “Сучаснi проблеми ме-
ханiки та математики – 2023” (23 – 25 травня 2023р., Львiв, Украї-
на); International Conference of Young Mathematicians (1 – 3 June 2023,
2023, Kyiv, Ukraine); 14 ISAAC Congress 2023 (17 – 21 July, 2023, Ri-
beirão Preto – São Paulo, Brazil); Конференцiї молодих вчених “Пiд-
стригачiвськi читання” (27 – 29 травня 2024р., Львiв, Україна); Кон-
ференцiї молодих вчених “Пiдстригачiвськi читання” (27 – 29 травня
2025р., Львiв, Україна); International Conference of Young Mathemati-
cians (June 4 – 6, 2025, Institute of Mathematics of NAS of Ukraine,
Kyiv, Ukraine); 15 ISAAC Congress 2025 (Astana, Kazakhstan, 21 –
25 July 2025); International conference “Complex and hypercomplex
analysis and their applications” (Ukraine, Zhytomyr, August 6 – 10,
2025); на вченiй радi Iнституту математики НАН України та на се-
мiнарах: Hypercomplex Seminar 2021: (Hyper)Complex Analysis 2021
in memoriam of prof. Julian Lawrynowicz. Bedlewo, Poland, November
11 – 14, 2021; Hypercomplex Seminar 2024: (Hyper)Complex Analysis
in fundamental modelling in memoriam of prof. Julian Lawrynowicz.
Bedlewo, Poland, September 14 – 18, 2024; International Workshop wi-
thin the framework of the HORIZON– 2020 project SOMPATY, May
12 – 16, 2025, Kyiv, Ukraine (SOMPATY–2025); семiнарах вiддiлу
комплексного аналiзу i теорiї потенцiалу Iнституту математики НАН
України (керiвник: доктор фiз.-мат. наук, професор С.А. Плакса); се-
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мiнарi кафедри математичного аналiзу, бiзнес-аналiзу та статистики
Житомирського державного унiверситету iменi Iвана Франка (ке-
рiвник: доктор фiз.-мат. наук, професор Є.О. Севостьянов); Львiв-
ському мiському семiнарi з теорiї аналiтичних функцiй (керiвник:
доктор фiз.-мат. наук, професор О.Б. Скаскiв); семiнарi вiддiлу тео-
рiї функцiй Iнституту математики НАН України (керiвник: доктор
фiз.-мат. наук, професор А.С. Романюк); Семiнарi “Сучасний ана-
лiз” в Київському нацiональному унiверситетi iменi Тараса Шевчен-
ка (керiвники: академiк НАН України, доктор фiз.-мат. наук, профе-
сор I.О. Шевчук, доктори фiз.-мат. наук, професори О.О. Курченко,
В.М. Радченко, А.В. Чайковський).

Публiкацiї. Результати дисертацiї висвiтлено у 38 наукових пу-
блiкацiях, з них 17 – статтi у наукових виданнях, внесених до пе-
релiку наукових фахових видань України та закордонних виданнях,
14 публiкацiй у тезах доповiдей i матерiалах мiжнародних та вiтчи-
зняних конференцiй, 4 статтi у збiрниках праць, 1 стаття в журналi
Доповiдi НАН України, 1 оглядова стаття та 1 препринт. Статтi [1 –
9, 11 – 15, 17] проiндексованi у мiжнародних наукометричних базах
Scopus та/або Web of Science. Стаття [8] опублiкована у виданнi квар-
тиля Q1 вiдповiдно до класифiкацiї SCImago Journal and Country
Rank, статтi [1, 7, 13, 14] у виданнях з квартиля Q2, статтi [2 – 6, 9,
11, 15, 17] у виданнях з квартиля Q3. Статтi [10, 16] опублiкованi у
виданнi категорiї “Б” вiдповiдно до Порядку формування Перелiку
наукових фахових видань України. Публiкацiї [3, 10, 13] одноосiбнi.
Вiдповiдно до п. 2 Наказу № 1220 МОН України вiд 23.09.2019 вка-
занi 17 статей зараховуються як 37 наукових публiкацiй.

Структура й обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається iз ано-
тацiї, списку публiкацiй здобувача, змiсту, перелiку умовних позна-
чень, вступу, 6 роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел, що
мiстить 215 найменувань, i додатка, який мiстить список публiкацiй
здобувача за темою дисертацiї й вiдомостi про апробацiю результа-
тiв дисертацiї. Повний обсяг дисертацiї становить 340 сторiнок дру-
кованого тексту, з них список використаних джерел мiститься на 25
сторiнках, а додаток — на 7 сторiнках.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi обгрунтовано актуальнiсть теми дисертацiйного дослi-
дження, визначено предмет та об’єкт дослiдження, а також сформу-
льовано мету i завдання, визначено методи дослiдження, окреслено
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його наукову новизну, теоретичне i практичне значення, подано iн-
формацiю щодо апробацiї, описано структуру дисертацiйної роботи
та її основний змiст. Крiм того, у вступi проаналiзовано сучасний
стан розглянутих у дисертацiї проблем, сформульовано задачi дослi-
дження й коротко описанi основнi результати, якi визначають нау-
кову новизну й виносяться на захист. Основну частину роботи скла-
дають шiсть роздiлiв.

У першому роздiлi дисертацiйної роботи викладено основнi
поняття та описано методи, якi використовуються при отриманнi
основних результатiв роботи. Зокрема, в даному роздiлi введено по-
няття конформного радiуса однозв’язної областi та поняття внутрi-
шнього радiуса областi, введено поняття трансфiнiтного дiаметра за-
мкненої множини та наведено основнi факти, пов’язанi з трансфiнi-
тним дiаметром, якi будуть використовуватися в роботi, наведено де-
якi основнi поняття з теорiї квадратичних диференцiалiв та описано
частиннi випадки методу роздiляючого перетворення, необхiднi для
доведень результатiв дисертацiйної роботи. Також наведено огляд
лiтератури за темою дослiдження та вказано, яке мiсце займають
отриманi здобувачем результати в окреслених напрямках.

У другому роздiлi дисертацiйної роботи дослiджується задача
про екстремальне розбиття комплексної площини з 𝑛 вiльними по-
люсами на одиничному колi та з фiксованим полюсом в точцi нуль
з умовою, що внутрiшнiй радiус областi, яка мiстить точку нуль,
пiдноситься до деякого додатного степеня 𝛾.

Нехай N и R — множини натуральних i дiйсних чисел вiдповiдно,
C — комплексна площина, C = C

⋃︀
{∞} — розширена комплексна

площина, 𝑈 = {𝑧 : |𝑧| < 1} – вiдкритий одиничний круг, R+ =
(0,∞) — додатна дiйсна пiввiсь.

Нехай дано однозв’язну область 𝐵 ⊂ C i скiнченну точку 𝑎 ∈
𝐵. Тодi, згiдно з теоремою Рiмана про вiдображення, iснує функцiя
𝑓(𝑧), мероморфна в крузi |𝑧| < 1, яка однолисто вiдображає круг
|𝑧| < 1 на область 𝐵 ⊂ C так, що 𝑓(0) = 𝑎.

Величина 𝑅(𝐵, 𝑎) = |𝑓 ′(0)| називається конформним радiусом
областi 𝐵 в точцi 𝑎.

Конформний радiус областi 𝐵 в точцi 𝑎 вводиться також для ви-
падку, коли точка 𝑎 — нескiнченно вiддалена.

Нехай функцiя 𝑓(𝑧), регулярна в областi |𝑧| > 1, за винятком
нескiнченно вiддаленої точки, однолисто вiдображає дану область на
деяку область 𝐵 так, що 𝑓(∞) = ∞. Величину 𝑅(𝐵,∞) = |𝑓 ′(∞)|−1
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називають конформним радiусом областi 𝐵 в нескiнченно вiддаленiй
точцi.

Для багатозв’язних областей аналогом поняття конформного ра-
дiуса є поняття внутрiшнього радiуса, який визначається за допомо-
гою функцiї Грiна.

Нехай 𝐺 — область в 𝐶, 𝐺 ̸= 𝐶. Функцiєю Грiна областi 𝐺 з
полюсом в точцi 𝑧0 ∈ 𝐺 називається дiйсна функцiя 𝑔𝐺(𝑧, 𝑧0), визна-
чена для всiх 𝑧 ∈ 𝐺, 𝑧 ̸= 𝑧0, яка задовольняє такi умови:

1) функцiя 𝑔𝐺(𝑧, 𝑧0) гармонiчна як функцiя вiд 𝑧 в областi𝐺∖{𝑧0};
2) якщо 𝑧 → 𝑧0, то 𝑔𝐺(𝑧, 𝑧0) → +∞, при цьому рiзниця 𝑔𝐺(𝑧, 𝑧0)−

ln
(︁

1
|𝑧−𝑧0|

)︁
є обмеженою;

3) при наближеннi до межi 𝛿𝐺 функцiя 𝑔𝐺(𝑧, 𝑧0) прямує до нуля.
Якщо ж 𝑧0 = ∞, то в другiй умовi вимагається, щоб для 𝑧 → ∞

була обмеженою рiзниця 𝑔𝐺(𝑧, 𝑧0)− ln |𝑧|.
Нехай 𝐺 — область в 𝐶, для якої iснує функцiя Грiна, i нехай

𝑧0 — скiнченна точка цiєї областi. Оскiльки рiзниця 𝜙𝐺(𝑧, 𝑧0) :=

𝑔𝐺(𝑧, 𝑧0) − ln
(︁

1
|𝑧−𝑧0|

)︁
є гармонiчною i обмеженою в областi 𝐺 ∖ 𝑧0,

то її можна доозначити в точцi 𝑧0 так, що дана функцiя буде гармо-
нiчною в областi 𝐺. Тодi для функцiї Грiна областi 𝐺 з полюсом в
точцi 𝑧0 правильна асимптотична формула:

𝑔𝐺(𝑧, 𝑧0) = ln

(︂
1

|𝑧 − 𝑧0|

)︂
+ 𝛾 + 𝑜(1), 𝑧 → 𝑧0

де 𝛾 — деяке дiйсне число.
Величину 𝑒𝛾 називають внутрiшнiм радiусом областi 𝐺 в точцi

𝑧0 i позначають 𝑟(𝐺, 𝑧0).
Для нескiнченно вiддаленої точки правильна асимптотична рiв-

нiсть
𝑔𝐺(𝑧,∞) = ln |𝑧|+ 𝛾 + 𝑜(1), 𝑧 → ∞.

Величину 𝑒𝛾 називають внутрiшнiм радiусом областi 𝐺 в точцi∞
i позначають 𝑟(𝐺,∞).

Проблема 2.1.1. Довести, що максимум функцiонала

𝐼𝑛(𝛾) = 𝑟𝛾(𝐵0, 𝑎0)

𝑛∏︁
𝑘=1

𝑟(𝐵𝑘, 𝑎𝑘),

де 𝐵0, 𝐵1, 𝐵2,...,𝐵𝑛, (𝑛 ≥ 2) — попарно неперетинi областi в C,
𝑎0 = 0, |𝑎𝑘| = 1, 𝑘 = 1, 𝑛, 𝑟(𝐵𝑗 , 𝑎𝑗) — внутрiшнiй радiус областi
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𝐵𝑗 в точцi 𝑎𝑗 (𝑎𝑗 ∈ 𝐵𝑗), 𝑗 = 0, 𝑛 i 𝛾 ≤ 𝑛, досягається для деякої
конфiгурацiї областей, якi мають 𝑛-кратну симетрiю.

Твердження, що система областей 𝐵𝑘 i точок 𝑎𝑘, 𝑘 = 0, 𝑛, має
𝑛-кратну симетрiю означає, що дана система iнварiантна вiдносно
повороту навколо початку координат на кут 2𝑠𝜋

𝑛 для довiльного на-
турального 𝑠 = 1, 𝑛− 1.

Проблема 2.1.1 була поставлена в 1994 роцi в роботi 1 в списку
нерозв’язаних проблем, а потiм повторена в 2014 роцi в монографiї
2, однак перший результат в данiй проблемi було отримано ранiше,
в роботi 3, де за допомогою методу роздiляючого перетворення була
дана вiдповiдь на питання проблеми 2.1.1 при умовi, що 𝛾 = 1. В
роботi 4 за допомогою методу екстремальної метрики аналогiчний
результат був отриманий для однозв’язних областей та 0 < 𝛾 < 1.

В роботi 5 в 1996 роцi було отримано розв’язок проблеми 2.1.1 при
певних обмеженнях на розташування систем точок на одиничному
колi, а саме для систем точок, для яких виконується нерiвнiсть

0 < 𝛼𝑘 ⩽
2𝜋
√
𝛾
; 𝑘 = 1, 𝑛, 𝑛 ⩾ 5,

де 𝛼𝑘 — центральний кут мiж сусiднiми точками на колi. Крiм того,
пiзнiше (див. 6) були отриманi аналогiчнi оцiнки для 𝑛 = 2, 3, 4.

В 2008 роцi в роботi 7 було проблему 2.1.1 було розв’язано для до-
вiльного 𝛾, але починаючи з певного, заздалегiдь невiдомого номера
𝑛.

Надалi дослiдження проблеми 2.1.1 розвивалися в рiзних напрям-
ках. Одним з напрямкiв було отримання результатiв для конкретних

1Dubinin V.N. Symmetrization in the geometric theory of functions of a complex
variable. Russian Math. Surveys. 1994. Vol. 49, No. 1. P. 1–79.

2Dubinin, V.N. Condenser capacities and symmetrization in geometric function
theory. Birkhäuser/Springer, Basel. 2014. 344 p.

3Dubinin V.N. A separating transformation of domains, and problems on extremal
decomposition. J. Sov. Math. 1991. Vol. 53, No. 3. P. 252–263.

4Kuz’mina G.V. The method of extremal metric in extremal decomposition
problems with free parameters. J. Math. Sci. 2003. Vol. 129, No. 3. P. 3843–3851.

5Kovalev L.V. On the problem of extremal partition with free poles on a circle.
Far East. Math. Coll. 1996. Vol. 2. P. 96–98. In Russian.

6Denega I.V. Quadratic differentials and separating transformation in extremal
problems on non-overlapping domains. Dopov. Nats. Akad. Nauk Ukr. 2012. No. 4.
P. 15–19. In Russian.

7Bakhtin A.K., Bakhtina G.P., Zelinskii Yu.B. Topological-algebraic structures
and geometric methods in complex analysis. Proc. Inst. Math. NAS Ukraine. 2008.
Vol. 73. 308 p. In Russian.
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натуральних 𝑛. Зокрема, для 𝑛 = 2 i 0 < 𝛾 ≤ 1.4 твердження про-
блеми було доведено в 2013 роцi в роботi 8, для 𝑛 = 3 i 0 < 𝛾 ≤ 1.5, а
також для 𝑛 = 4 i 0 < 𝛾 ≤ 1.7 в 2012 роцi в роботi 9. Вiдзначимо, що
для 𝑛 = 2 i 0 < 𝛾 ≤ 2 повний розв’язок проблеми 2.1.1 був отриманий
в роботi 10.

В дисертацiйнiй роботi наведено такi результати.
Теорема 2.2.1. [24] Нехай 𝛾 — деяке дiйсне число, таке, що

0 < 𝛾 ≤ 1.7. Тодi для довiльного набору рiзних точок {𝑎𝑘}, 𝑘 = 0, 3,
таких, що 𝑎0 = 0, |𝑎𝑘| = 1, 𝑘 = 1, 3, i довiльного набору взаємно
неперетинних областей {𝐵𝑘}, таких, що 𝑎𝑘 ∈ 𝐵𝑘, 𝑘 = 0, 3, викону-
ється нерiвнiсть:

𝑟𝛾(𝐵0, 𝑎0)

3∏︁
𝑘=1

𝑟(𝐵𝑘, 𝑎𝑘) ≤
(︂
4

3

)︂3 (︀
4𝛾
3

)︀ 𝛾
3(︀

1− 𝛾
9

)︀3+ 𝛾
3

(︃
1−

√
𝛾

3

1 +
√
𝛾

3

)︃2
√
𝛾

.

Знак рiвностi в попереднiй нерiвностi досягається, зокрема, для
випадку, коли точки {𝑎𝑘} i областi {𝐵𝑘} (𝑘 = 0, 3) є, вiдповiдно,
полюсами i круговими областями квадратичного диференцiала

𝑄(𝑤)𝑑𝑤2 = − (9− 𝛾)𝑤3 + 𝛾

𝑤2(𝑤3 − 1)2
𝑑𝑤2.

Зауважимо, що пiзнiше, в роботi 11, було отримано дещо покра-
щений результат для 𝑛 = 3 i 0 < 𝛾 ≤ 2.1 для випадку однозв’язних
областей.

Наступний результат правильний для 𝑛 = 5, 6, 7, 8.
Теорема 2.2.3. [23], [21] Нехай 𝑛 = 5, 6, 7, 8, 𝛾5 = 2.32, 𝛾6 =

2.49, 𝛾7 = 2.67, 𝛾8 = 2.84. Тодi для довiльного дiйсного 𝛾 такого, що
1 < 𝛾 ≤ 𝛾𝑛, виконується нерiвнiсть

𝑟𝛾(𝐵0, 𝑎0)

𝑛∏︁
𝑘=1

𝑟(𝐵𝑘, 𝑎𝑘) ≤ 𝑟𝛾(𝐷0, 𝑑0)
𝑛∏︁

𝑘=1

𝑟(𝐷𝑘, 𝑑𝑘),

8Бахтiн О.К., Заболотний Я.В. Оцiнки добутку внутрiшнiх радiусiв трьох не-
перетинних областей. Доп. Нац. Акад. наук України. 2013. № 10. С. 7–10.

9Заболотний Я.В. Про одну екстремальну задачу В.М. Дубiнiна. Укр. мат.
журн. 2012. 64, № 1. С. 24–31.

10Bakhtin A.K., Denega I.V. Extremal decomposition of the complex plane with
free poles. J. Math. Sci. 2020. Vol. 246, No. 1. P. 1–17.

11Bakhtin A.K. Separating transformation and extremal problems on nonoverlappi-
ng simply connected domains. J. Math. Sci. 2018. Vol. 232. P. 1–13.
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де 𝐵0, 𝐵1, 𝐵2,...,𝐵𝑛, (𝑛 ≥ 2) — попарно неперетинi областi в C,
𝑎0 = 0, |𝑎𝑘| = 1, 𝑘 = 1, 𝑛, де 𝑑𝑘, 𝐷𝑘, — вiдповiдно полюси i круговi
областi квадратичного диференцiала

𝑄(𝑤)𝑑𝑤2 = − (𝑛2 − 𝛾)𝑤𝑛 + 𝛾

𝑤2(𝑤𝑛 − 1)2
𝑑𝑤2.

Iншим напрямком був пошук зростаючої мажоранти для числа 𝛾
для 𝑛 −→ ∞, тобто для довiльного натурального 𝑛 ≥ 𝑛0 для деякого
фiксованого 𝑛0. Так, для 𝑛 ≥ 8 i 1 < 𝛾 ≤ 4

√
𝑛 проблему 2.1.1 було

розв’язано в роботi 12, для 𝑛 ≥ 5 i 1 < 𝛾 ≤ 3
√
𝑛 — в роботi 13. Розгля-

далися також випадки, коли на областi 𝐵𝑘 чи точки 𝑎𝑘 накладалися
певнi обмеження.

В наступнiй теоремi отримано розв’язання проблеми 2.1.1 для ви-
падку 𝑛 ≥ 76 i 1 < 𝛾 ≤ 𝑛, але з умовою, що внутрiшнiй радiус областi,
що мiстить точку нуль, не перевищує одиницi.

Теорема 2.3.1. [17] Нехай задано натуральне число 𝑛, 𝑛 ≥ 76, i
дiйсне число 𝛾 таке, що 1 < 𝛾 ≤ 𝑛. Тодi для довiльного набору по-
парно неперетинних областей 𝐵0, 𝐵1, 𝐵2,...,𝐵𝑛 та довiльного набо-
ру точок комплексної площини 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2,...,𝑎𝑛, таких, що 𝑎0 = 0,
|𝑎𝑘| = 1, 𝑘 = 1, 𝑛, 𝑎𝑘 ∈ 𝐵𝑘 ⊂ C, 𝑘 = 0, 𝑛, причому 𝑟(𝐵0, 𝑎0) ≤ 1,
правильна нерiвнiсть

𝑟𝛾(𝐵0, 𝑎0)
𝑛∏︁

𝑘=1

𝑟(𝐵𝑘, 𝑎𝑘) ≤ 𝑟𝛾 (𝐷0, 0)

𝑛∏︁
𝑘=1

𝑟 (𝐷𝑘, 𝑑𝑘) ,

де 𝑑𝑘, 𝐷𝑘, — вiдповiдно полюси i круговi областi квадратичного ди-
ференцiала

𝐺(𝑤)𝑑𝑤2 = − (𝑛2 − 𝛾)𝑤𝑛 + 𝛾

𝑤2(𝑤𝑛 − 1)2
𝑑𝑤2.

Зауважимо, що за допомогою деякого вдосконалення методу дос-
лiдження, в роботi 14 було доведено, що при виконаннi всiх iнших
умов теореми 2.3.1 можна брати 𝑛 ≥ 4.

12Заболотний Я.В. Застосування роздiляючого перетворення в однiй задачi
про неперетиннi областi. Доп. Нац. Акад. наук України. 2011. № 9. С. 11–14.

13Denega I.V. Quadratic differentials and separating transformation in extremal
problems on non-overlapping domains. Dopov. Nats. Akad. Nauk Ukr. 2012. No. 4.
P. 15–19. In Russian.

14Bakhtin A.K., Denega I.V. Extremal decomposition of the complex plane with
free poles. J. Math. Sci. 2020. Vol. 246, No. 1. P. 1–17.
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Оскiльки з умови 𝐵0 ⊂ 𝑈 випливає, що 𝑟(𝐵0, 𝑎0) ≤ 1, правильне
наступне твердження.

Наслiдок 2.3.1. [17] Нехай 𝐵0, 𝐵1, 𝐵2,...,𝐵𝑛, — попарно непе-
ретиннi областi в C, 𝑎0 = 0, |𝑎𝑘| = 1, 𝑘 = 1, 𝑛, 𝑎𝑘 ∈ 𝐵𝑘, 𝑘 = 0, 𝑛,
причому 𝐵0 ⊂ 𝑈 , де 𝑈 — вiдкритий одиничний круг. Тодi для до-
вiльного натурального 𝑛, 𝑛 ≥ 76 i довiльного дiйсного 𝛾 такого, що
1 < 𝛾 ≤ 𝑛 правильна нерiвнiсть теореми 2.3.1.

В наступнiй теоремi параметр 𝛾 обмежений зверху величиною√
𝑛.

Теорема 2.3.4. [22] Для довiльного натурального 𝑛 ≥ 541 i дiй-
сного 𝛾, такого, що 0 < 𝛾 ≤

√
𝑛, виконується нерiвнiсть

𝑟𝛾(𝐵0, 𝑎0)
𝑛∏︁

𝑘=1

𝑟(𝐵𝑘, 𝑎𝑘) ≤ 𝑟𝛾(𝐷0, 𝑎
0
0)

𝑛∏︁
𝑘=1

𝑟(𝐷𝑘, 𝑎
0
𝑘),

де 𝐵0, 𝐵1, 𝐵2,...,𝐵𝑛, (𝑛 ≥ 2) — попарно неперетинi областi в C, 𝑎0 =
0, |𝑎𝑘| = 1, 𝑘 = 1, 𝑛, причому знак рiвностi досягається, зокрема,
за умов 𝑎𝑘 = 𝑎0𝑘, 𝐵𝑘 = 𝐷𝑘, 𝑘 = 0, 𝑛, де 𝑎0𝑘, 𝐷𝑘, — вiдповiдно полюси
i круговi областi квадратичного диференцiала

𝑄(𝑤)𝑑𝑤2 = − (𝑛2 − 𝛾)𝑤𝑛 + 𝛾

𝑤2(𝑤𝑛 − 1)2
𝑑𝑤2.

Зауважимо, що пiзнiше, в роботi 15, проблему 2.1.1 для випадку
0 < 𝛾 ≤

√
𝑛 було розв’язано для 𝑛 ≥ 3.

Розглядалася також проблема, аналогiчна до проблеми 2.1.1, але
для випадку, коли областi 𝐵𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛, симетричнi вiдносно одини-
чного кола, а саме така проблема:

Проблема 2.1.2. Нехай 𝑛 ∈ N, 𝑛 ≥ 2 i 𝛾 ∈ R+, причому 𝛾 ≤ 𝑛.
Для довiльної системи точок 𝑎𝑘 i областей 𝐵𝑘, 𝑘 = 0, 𝑛, таких,
що 𝑎0 = 0, |𝑎1| = . . . = |𝑎𝑛| = 1, 𝑎𝑘 ∈ 𝐵𝑘 ⊂ C, де 𝐵𝑖

⋂︀
𝐵𝑗 = ∅ для

0 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛 i 𝑖 ̸= 𝑗, причому областi 𝐵1, . . . , 𝐵𝑛 симетричнi вiдносно
одиничного кола, знайти точну верхню оцiнку для функцiонала

𝐼𝑛(𝛾) = 𝑟𝛾(𝐵0, 0)
𝑛∏︁

𝑘=1

𝑟(𝐵𝑘, 𝑎𝑘).

15Bakhtin A.K., Denega I.V. Extremal decomposition of the complex plane with
free poles. J. Math. Sci. 2020. Vol. 246, No. 1. P. 1–17.
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Зауважимо, що проблема 2.1.2 не тотожна з проблемою 2.1.1,
оскiльки для тих випадкiв, де вiдомi екстремальнi конфiгурацiї в
проблемi 2.1.1, областi 𝐵𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛, не є симетричними вiдносно оди-
ничного кола.

Вперше в 1984 р. аналогiчну задачу з вiльними полюсами для си-
метричних однозв’язних областей розглянула Г. Бахтiна в роботi 16.
В 1994 роцi дану задачу було поставлено в роботi 17 як нерозв’язану
проблему. В 2000 р. для 𝛾 = 1 i для всiх 𝑛 ⩾ 2 цю проблему було
розв’язано в роботах 18 19. В роботi 20 проблема була розв’язана для
довiльного 𝑛 ≥ 2 i 0 < 𝛾 < 1. В 21 було знайдено розв’язок даної
задачi для довiльного 𝑛 ≥ 2 i довiльного 𝛾 ∈ (0, 𝛾𝑛), де 𝛾2 = 1.49,
𝛾3 = 3.01, i 𝛾𝑛 = 0.25𝑛2 для 𝑛 ≥ 4, але з деякими обмеженнями
на центральний кут мiж сусiднiми точками 𝑎𝑘. Повного розв’язку
проблеми 2.1.2, як i проблеми 2.1.1, на даний момент невiдомо.

Для випадку трьох вiльних полюсiв, якi належать одиничному
колу, правильний такий результат.

Теорема 2.4.1. [16] Для довiльного набору точок 𝑎𝑘, таких, що
𝑎0 = 0, |𝑎𝑘| = 1, 𝑎1 = 1, 𝑘 = 1, 3, довiльного набору взаємно непере-
тинних областей 𝐵𝑘, 𝑎0 = 0 ∈ 𝐵0 ⊂ C, таких, що 𝑎𝑘 ∈ 𝐵𝑘 ⊂ C,
𝑘 = 1, 3, причому областi 𝐵𝑘, 𝑘 = 1, 3, симетричнi вiдносно одини-
чного кола |𝑤| = 1, i довiльного дiйсного 𝛾, такого, що 0 < 𝛾 ≤ 1.233
правильна нерiвнiсть

𝑟𝛾 (𝐵0, 0)
3∏︁

𝑘=1

𝑟 (𝐵𝑘, 𝑎𝑘) ≤
(︂
4

3

)︂3
(2𝛾)

𝛾
3

27 (9− 2𝛾)
3
2+

𝛾
3

(︂
3−

√
2𝛾

3 +
√
2𝛾

)︂√
2𝛾

.

Знак рiвностi в цiй нерiвностi досягається, зокрема, у випадку,
якщо точки 𝑎𝑘 i областi 𝐵𝑘, 𝑘 = 0, 3, є, вiдповiдно, полюсами i

16Bakhtina G.P. On conformal radii of symmetric non-overlapping domains.
Modern Problems of Real and Complex Analysis. Kyiv: Institute of Mathematics
of AS UkrSSR, 1984. P. 21–27.

17Dubinin V.N. Symmetrization in the geometric theory of functions of a complex
variable. Russian Math. Surveys. 1994. Vol. 49, No. 1. P. 1–79.

18Kovalev L.V. On three nonoverlapping domains. Far East. Math. J. 2000. Vol. 1,
No. 1. P. 3–7. In Russian.

19Kovalev L.V. On the inner radii of symmetric nonoverlapping domains. Russian
Math. (Iz. VUZ). 2000. Vol. 44, No. 6. P. 77–78.

20Zabolotnyi Ya.V., Vygovskaya L.V. On the product of inner radii of symmetric
multiply connected domains. J. Math. Sci. 2018. Vol. 231, No. 3. P. 101–109.

21Bakhtin A.K., Vygovskaya L.V., Denega I.V. Inequalities for the inner radii of
symmetric disjoint domains. Ukr. Math. J. 2019. Vol. 70, No. 9. P. 1477–1483.
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круговими областями квадратичного диференцiала

𝑄(𝑤)𝑑𝑤2 = −𝛾𝑤6 + 2(9− 𝛾)𝑤3 + 𝛾

𝑤2(𝑤3 − 1)2
𝑑𝑤2.

Наступна теорема дає розв’язання проблеми 2.1.2 для випадку

𝑛 ≥ 20 i 1 < 𝛾 ≤ 𝑛
2
3−

2
3

ln(2
√

2 ln(𝑛))
ln(𝑛) .

Теорема 2.4.2. [13] Нехай 𝑛 ∈ N, 𝑛 ≥ 𝑛0 для деякого 𝑛0 ∈ N i 𝛾 ∈

R, 1 < 𝛾 ≤ 𝑛
2
3−𝑞(𝑛), де 𝑞(𝑛) = 2

3

ln
(︁

1
𝑝(𝑛0)

ln(𝑛)
)︁

ln(𝑛) , де можна взяти 𝑛0 =

20 i 𝑝(20) = 1
2
√
2
. Тодi для довiльного набору точок 𝑎𝑘, таких, що

𝑎0 = 0, |𝑎𝑘| = 1, 𝑘 = 1, 𝑛, i довiльного набору взаємно неперетинних
областей 𝐵𝑘, таких, що 𝑎𝑘 ∈ 𝐵𝑘 ⊂ C, 𝑘 = 0, 𝑛, причому областi 𝐵𝑘,
𝑘 = 1, 𝑛, симетричнi вiдносно одиничного кола |𝑤| = 1, правильна
нерiвнiсть

𝑟𝛾 (𝐵0, 0)

𝑛∏︁
𝑘=1

𝑟 (𝐵𝑘, 𝑎𝑘) ≤
(︂
4

𝑛

)︂𝑛 (︀
2𝛾
𝑛2

)︀ 𝛾
𝑛(︀

1− 2𝛾
𝑛2

)︀𝑛
2 + 𝛾

𝑛

(︃
1−

√
2𝛾
𝑛

1 +
√
2𝛾
𝑛

)︃√
2𝛾

.

Знак рiвностi в цiй нерiвностi досягається, зокрема, у випадку, ко-
ли 𝑎𝑘 и 𝐵𝑘, 𝑘 = 0, 𝑛, є, вiдповiдно, полюсами i круговими областями
квадратичного диференцiала

𝑄(𝑤)𝑑𝑤2 = −𝛾𝑤2𝑛 + 2(𝑛2 − 𝛾)𝑤𝑛 + 𝛾

𝑤2(𝑤𝑛 − 1)2
𝑑𝑤2.

Наступна теорема є деяким аналогом теореми 2.3.1 для випадку
симетричних областей.

Теорема 2.4.3.[10] Нехай 𝑛 ∈ N, 𝑛 ≥ 258 i 𝛾 ∈ R, 1 < 𝛾 ≤ 𝑛.
Тодi для довiльного набору точок 𝑎𝑘, таких, що 𝑎0 = 0, |𝑎𝑘| = 1,
𝑘 = 1, 𝑛, i довiльного набору взаємно неперетинних областей 𝐵𝑘,
таких, що 𝑎𝑘 ∈ 𝐵𝑘 ⊂ C, 𝑘 = 0, 𝑛, причому областi 𝐵𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛,
симетричнi вiдносно одиничного кола |𝑤| = 1, а також за умови,
що 𝑟(𝐵0, 0) ≤ 1, правильна нерiвнiсть

𝑟𝛾 (𝐵0, 0)

𝑛∏︁
𝑘=1

𝑟 (𝐵𝑘, 𝑎𝑘) ≤
(︂
4

𝑛

)︂𝑛 (︀
2𝛾
𝑛2

)︀ 𝛾
𝑛(︀

1− 2𝛾
𝑛2

)︀𝑛
2 + 𝛾

𝑛

(︃
1−

√
2𝛾
𝑛

1 +
√
2𝛾
𝑛

)︃√
2𝛾

.

Знак рiвностi в цiй нерiвностi досягається, зокрема, у випадку, ко-
ли 𝑎𝑘 и 𝐵𝑘, 𝑘 = 0, 𝑛, є, вiдповiдно, полюсами i круговими областями
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квадратичного диференцiала

𝑄(𝑤)𝑑𝑤2 = −𝛾𝑤2𝑛 + 2(𝑛2 − 𝛾)𝑤𝑛 + 𝛾

𝑤2(𝑤𝑛 − 1)2
𝑑𝑤2.

Крiм цього, в пiдроздiлi 2.4 дисертацiйної роботи, завдяки введен-
ню деяких обмежень на степiнь 𝛾, вдалося суттєво зменшити номер,
починаючи з якого виконується нерiвнiсть теореми 2.4.3, а також на-
водиться деяке уточнення до результату теореми 2.4.2, отримане за
допомогою дещо iншого методу дослiдження. Зокрема, тут бiльший
номер 𝑛, починаючи з якого правильне твердження теореми, однак
оцiнка отримана для ширшого дiапазона для параметра 𝛾.

Третiй роздiл дисертацiйної роботи присвячений вивченню нас-
тупної проблеми:

Проблема 3.1.1. Нехай 𝑛 ∈ N, 𝑛 ≥ 2, 𝑎𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛, — деякi фi-
ксованi точки розширеної комплексної площини. Знайти максимум

виразу
𝑛∏︀

𝑘=1

𝑟(𝐵𝑘, 𝑎𝑘), де 𝐵𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛 — довiльна конфiгурацiя обла-

стей, таких, що 𝑎𝑘 ∈ 𝐵𝑘 ⊂ C, причому 𝐵𝑖

⋂︀
𝐵𝑗 = ∅ для 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛

та 𝑖 ̸= 𝑗.

Тобто, iншими словами, потрiбно знайти максимум добутку внут-
рiшнiх радiусiв для довiльної конфiгурацiї 𝑛 неперетинних областей,
якi мiстять вiдповiдно 𝑛 заданих фiксованих точок комплексної пло-
щини.

Вперше дана проблема розглядалася в роботi М.О. Лаврентьє-
ва 22, де була поставлена i розв’язана задача про максимум добу-
току конформних радiусiв двох взаємно неперетинних однозв’язних
областей вiдносно двох наперед заданих фiксованих точок. Згiдно з
результатом вище згаданої роботи М.О. Лаврентьєва, для двох до-
вiльних фiксованих скiнченних точок 𝑎1 i 𝑎2 та для будь-якої пари
неперетинних однозв’язних областей 𝐷1 i 𝐷2 таких, що 𝑎𝑘 ∈ 𝐷𝑘 ⊂ C,
𝑘 = 1, 2, правильна нерiвнiсть

𝑅(𝐷1, 𝑎1)𝑅(𝐷2, 𝑎2) ⩽ |𝑎1 − 𝑎2|2,

де рiвнiсть досягається для пiвплощин 𝐷𝑘 i точок 𝑎𝑘, симетричних
вiдносно їх спiльної межi.

22Lavrent’ev M.A. On the theory of conformal mappings. Tr. Fiz.-Mat. Inst.
Steklova. 1934. Vol. 5. P. 159–245. In Russian.
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Цей результат викликав значний iнтерес спецiалiстiв з геометри-
чної теорiї функцiй i узагальнювався в багатьох напрямках. Зокрема,
пiзнiше було отримано аналогiчну нерiвнiсть для випадку, коли одна
з областей 𝐷𝑘 може включати нескiнченно вiддалену точку, а також
для багатозв’язних областей i внутрiшнiх радiусiв.

Для випадку довiльного натурального 𝑛, 𝑛 ⩾ 3 взаємно непере-
тинних однозв’язних областей 𝐵𝑘, i точок 𝑎𝑘 ∈ 𝐵𝑘 ⊂ C ({𝑎𝑘}𝑛𝑘=1

— довiльнi фiксованi скiнченнi та рiзнi точки комплексної площи-
ни) проблему 3.1.1 розглядав Г.М. Голузiн, а при 𝑛 = 3 в 1951 роцi
отримав точну оцiнку для добутку конформних радiусiв трьох непе-
ретинних областей (див. 23)

3∏︁
𝑘=1

𝑅(𝐵𝑘, 𝑎𝑘) ⩽
64

81
√
3
|𝑎2 − 𝑎1||𝑎3 − 𝑎1||𝑎3 − 𝑎2|,

де рiвнiсть досягається, з точнiстю до конформних автоморфiзмiв
розширеної комплексної площини, тiльки для областей, утворених
трьома променями, якi виходять з однiєї точки пiд кутом 2𝜋

3 один
до одного, i точок, якi лежать на бiсектрисах утворених кутiв на
однакових вiдстанях вiд їх спiльної вершини.

Випадок 𝑛 > 3 iстотно вiдрiзняється вiд ситуацiї 𝑛 ⩽ 3, оскiльки
будь-якi три наперед заданi точки можна деяким конформним ав-
томорфiзмом перевести в iншi довiльнi три точки комплексної пло-
щини, наприклад, у вершини правильного трикутника, що значно
спрощує дослiдження, однак для чотирьох i бiльше точок аналогiчне
вiдображення вдається знайти не завжди. В той же час для випадку
𝑛 = 4 в проблемi 3.1.1 в 1980 роцi в роботi 24 було отримано точну
нерiвнiсть

4∏︁
𝑘=1

𝑅(𝐵𝑘, 𝑎𝑘) ⩽
9

48/3

⎛⎝ ∏︁
1≤𝑘<𝑙≤4

|𝑎𝑙 − 𝑎𝑘|

⎞⎠ 2
3

.

Рiвнiсть досягається тiльки в тому випадку, коли, з точнiстю до кон-
формного автоморфiзму, 𝑎1 = −𝑎2 = 1, 𝑎3 = −𝑎4 = 𝑖(2−

√
3), а межа

23Goluzin G.M. Geometric theory of functions of a complex variable. Providence:
AMS, 1969. 676 p.

24Kuz’mina G.V. On the problem of the maximum of the conform radien’s product
of non-overlapping domains. J. Sov. Math. 1982. Vol. 19. P. 1715–1726.
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множини
4⋃︀

𝑘=1

𝐷𝑘 складається iз вiдрiзкiв [
√
3 − 2, 2 −

√
3], променiв

{𝑧|𝑧 = 𝑖𝑡, 𝑡 ∈ [1, +∞)} i {𝑧|𝑧 = 𝑖𝑡, 𝑡 ∈ [−∞, −1)}, частини кру-
гової дуги 𝜌, яка проходить через точки −1, 𝑖, 2 −

√
3, яка лежить

в першому квадрантi, а також кругових дуг, якi ми отримуємо з 𝜌
перетвореннями 𝑤 → −𝑤, 𝑤 → 𝑤, 𝑤 → −𝑤.

Для 𝑛 ⩾ 5 повного розв’язку даної проблеми на даний час не
отримано.

Наведенi вище теореми пiзнiше було узагальнено також для ви-
падку багатозв’язних областей i внутрiшнiх радiусiв.

Сформульованi вище задачi зводяться до оцiнки наступного ви-
разу:

𝑇𝑛 :=

𝑛∏︀
𝑘=1

𝑟(𝐷𝑘, 𝑎𝑘){︃
′∏︀

1⩽𝑘<𝑙⩽𝑛

|𝑎𝑘 − 𝑎𝑙|

}︃ 2
𝑛−1

,

(тут штрих у добутку означає, що для нескiнченно вiддаленої то-
чки пiд вiдповiдним множником розумiємо одиницю), який є iнварi-
антним вiдносно дробово-лiнiйних вiдображень розширеної компле-
ксної площини. Таким чином, виходячи з результатiв робiт М.О. Лав-
рентьєва, Г.М. Голузiна та Г.В. Кузьмiної, отримаємо наступнi оцiн-
ки:

𝑇2 ≤ 1; 𝑇3 ≤ 64
81

√
3
≈ 0.45618; 𝑇4 ≤ 9

48/3
≈ 0.22323.

Також, згiдно з припущенням, висловленим в роботi 25,

𝑇5 ≤ 4
11
3 · 3− 3

4 · 5− 25
6 = 8.656 · 10−2.

В наступнiй теоремi отримано оцiнку виразу, який дослiджується
в проблемi 3.1.1, для довiльного натурального 𝑛 ≥ 2.

Теорема 3.2.1. [14] Нехай 𝑛 ∈ N — деяке натуральне число, 𝑛 ≥
2, 𝑎𝑘 ∈ C, 𝑘 = 1, 𝑛, — деякий набiр фiксованих точок комплексної
площини. Тодi для довiльного набору областей 𝐵𝑘 ⊂ C, таких, що
𝑎𝑘 ∈ 𝐵𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛, 𝐵𝑖 ∩𝐵𝑗 = ∅, 𝑖 ̸= 𝑗, правильна нерiвнiсть:

𝑛∏︁
𝑘=1

𝑟(𝐵𝑘, 𝑎𝑘) ≤ (𝑛− 1)
−𝑛

4

⎛⎝ ∏︁
1≤𝑝<𝑘≤𝑛

|𝑎𝑝 − 𝑎𝑘|

⎞⎠ 2
𝑛−1

.

25Kuz’mina G.V. Problems of extremal decomposition of the Riemann sphere. J.
Math. Sci. 2003. Vol. 118, No. 1. P. 4880–4894.
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З наведеної вище теореми випливає також вiдповiдна оцiнка для
виразу 𝑇𝑛.

У випадку, коли одна з точок 𝑎𝑘 є нескiнченно вiддаленою, в не-
рiвностi попередньої теореми всi множники, якi мiстять дану точку,
перетворяться на одиницю. Зокрема, правильна наступна теорема.

Теорема 3.2.2. [14] Нехай 𝑛 — деяке натуральне число, 𝑛 ≥ 2,
𝑎𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛, — деякий набiр фiксованих точок розширеної компле-
ксної площини, причому 𝑎𝑛 = ∞. Тодi для довiльного набору обла-
стей 𝐵𝑘 таких, що 𝑎𝑘 ∈ 𝐵𝑘 ⊂ C, 𝑘 = 1, 𝑛, 𝐵𝑖 ∩ 𝐵𝑗 = ∅, 𝑖 ̸= 𝑗
правильна нерiвнiсть:

𝑟(𝐵𝑛,∞)
𝑛−1∏︁
𝑘=1

𝑟(𝐵𝑘, 𝑎𝑘) ≤ (𝑛− 1)
−𝑛

4

⎛⎝ ∏︁
1≤𝑝<𝑘≤𝑛−1

|𝑎𝑝 − 𝑎𝑘|

⎞⎠ 2
𝑛−1

.

Отримана в теоремi 3.2.1 оцiнка може бути застосована i для оцiн-
ки функцiонала

𝐼𝑛(𝛾) = 𝑟𝛾(𝐵0, 0)
𝑛∏︁

𝑘=1

𝑟(𝐵𝑘, 𝑎𝑘),

про який йде мова в проблемi 2.1.1. Вiдповiднi нерiвностi були дове-
денi в теоремах 3.3.1 та 3.3.2. в пiдроздiлi 3.3.

Також в роботi дослiджується така проблема:
Проблема 3.3.1. Довести, що максимум функцiонала

𝐽𝑛(𝛾) = [𝑟 (𝐵0, 0) 𝑟 (𝐵𝑛+1,∞)]
𝛾

𝑛∏︁
𝑘=1

𝑟 (𝐵𝑘, 𝑎𝑘) ,

де 𝐵0, 𝐵1, 𝐵2,...,𝐵𝑛, 𝐵𝑛+1, (𝑛 ≥ 2) — попарно неперетинi областi
в C, 𝑎0 = 0, 𝑎𝑛+1 = ∞, |𝑎𝑘| = 1, 𝑘 = 1, 𝑛, 𝑟(𝐵𝑗 , 𝑎𝑗) — внутрiшнiй
радiус областi 𝐵𝑗 в точцi 𝑎𝑗 (𝑎𝑗 ∈ 𝐵𝑗), 𝑗 = 0, 𝑛+ 1, досягається для
деякої конфiгурацiї областей, якi мають 𝑛-кратну симетрiю.

У данiй роботi розглянемо також дещо загальнiший випадок, ко-
ли на точки 𝑎𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛, не накладається умова |𝑎𝑘| = 1.

Справедлива така теорема.
Теорема 3.3.3. [5] Нехай 𝑛 ∈ N, 𝛾 ∈ R+. Тодi для будь-якої фiксо-

ваної системи рiзних точок 𝐴𝑛 = {𝑎𝑘}𝑛𝑘=1 ∈ C∖{0} i для довiльного
набору попарно неперетинних областей 𝐵0, 𝐵𝑛+1, {𝐵𝑘}𝑛𝑘=1 таких,
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що 𝑎0 = 0 ∈ 𝐵0 ⊂ C, 𝑎𝑛+1 = ∞ ∈ 𝐵𝑛+1 ⊂ C, 𝑎𝑘 ∈ 𝐵𝑘 ⊂ C, 𝑘 = 1, 𝑛,
причому iснує 𝜀 > 0 таке, що 𝑟 (𝐵𝑘, 𝑎𝑘) ≥ 𝜀 для ∀𝑘 = 1, 𝑛, справе-
длива нерiвнiсть

𝐽𝑛(𝛾) ⩽ 𝜀−
2𝑛𝛾
𝑛+2 (𝑛+ 1)−

𝛾(𝑛+1)
𝑛+2

(︃
𝑛∏︁

𝑘=1

|𝑎𝑘|

)︃ 2𝛾
𝑛+2 𝑛∏︁

𝑘=1

𝑟 (𝐵𝑘, 𝑎𝑘) .

Також в дисертацiйнiй роботi при дослiдженнi проблеми 3.3.1 бу-
ло отримано нерiвностi для випадкiв, коли точки 𝑎𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛, лежать
на одиничному колi (теорема 3.3.4) чи деякiй прямiй (теорема 3.3.5).

Серед можливих застосувань отриманих результатiв в iнших за-
дачах теорiї функцiй наведемо так званi теореми спотворення. Суть
даних теорем полягає в дослiдженнi того, якi обмеження накладає
однолистiсть вiдображення на деякi елементи, пов’язанi з даним вiд-
ображенням, зокрема, на величину модуля i аргументу похiдної да-
ної функцiї, тобто на величину спотворення, яке робить дана фун-
кцiя у вибраних точках областi. Одним з перших результатiв з даної
тематики була отримана Гроноуллом 26 т.зв. “теорема площ”. Даний

результат полягає в наступному: якщо 𝐹 (𝜁) = 𝜁+
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘
𝜁𝑘

— функцiя,

регулярна, за винятком точки 𝜁 = ∞, i однолиста в областi |𝜁| > 1,

то правильна нерiвнiсть
∞∑︀
𝑘=1

𝑛|𝑎𝑛|2 ≤ 1. Наведена теорема є аналi-

тичним вираженням геометричного факту, що при вiдображеннi за
допомогою функцiї 𝐹 (𝜁) областi |𝜁| > 𝜌, де 𝜌 > 1, доповнення до
образу даної областi має додатну площу.

Для функцiї, регулярної i однолистої в крузi |𝑧| < 1, правильний
наступний результат (див. 27): якщо функцiя 𝑓(𝑧), регулярна i одно-
листа в крузi |𝑧| < 1, не набуває в даному крузi деякого значення
𝑐, то правильна нерiвнiсть |𝑓 ′(0)| < 4|𝑐|. Надалi розглядалися багато
рiзних варiантiв теорем спотворення. Серед недавнiх дослiджень з

26Gronwall T.H. Some Remarks on Conformal Representation. Annals of
Mathematics, Second Series. 1914 – 1915. Vol. 16, No. 1/4. P. 72–76.

27Bieberbach L. Über die Koeffizienten derjenigen Potenzreihen, welche eine
schlichte Abbildung des Einheitskreises vermitteln. S.B.Preuss. Acad. Wiss. 1916.
Vol. 138. P. 940–955.
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даної тематики вiдзначимо, наприклад, роботи 28, 29, 30.
Також розглядалися задачi, де спотворення, яке здiйснює фун-

кцiя, розглядалося в декiлькох заданих точках, або з деякими по-
слабленнями на умову однолистостi. Серед робiт, присвячених данiй
тематицi, вiдзначимо, наприклад, 31, 32.

В наведенiй нижче теоремi наведено оцiнку спотворення, яке чи-
нить функцiя, регулярна i однолиста у вiдкритому одиничному кру-
зi, в 𝑛 рiзних точках даного круга за умови, що данi точки лежать
попарно на рiзних радiусах.

Теорема 3.4.1. [2] Нехай 𝑛 ∈ N, 𝑧𝑘 = 𝜌𝑘 exp 𝑖𝜃𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛 —
деякий набiр точок вiдкритого одиничного круга 𝑈 , 𝜌𝑘 ∈ (0, 1), 𝜌0 :=
𝜌𝑛, 𝜌𝑛+1 := 𝜌1, причому 0 ⩽ 𝜃1 < 𝜃2 < ... < 𝜃𝑛 < 2𝜋, 𝜃0 := 𝜃𝑛,
𝜃𝑛+1 := 𝜃1. Тодi для кожної функцiї 𝑓(𝑧), регулярної i однолистої в
𝑈 , справедлива нерiвнiсть

𝑛∏︁
𝑘=1

|𝑓 ′(𝑧𝑘)| ⩽ (𝑛− 1)−
𝑛
4

𝑛∏︁
𝑘=1

(︂
4𝜌𝑘
𝛼𝑘

⃒⃒⃒⃒
1− (𝜌𝑘 exp 𝑖𝜔𝑘)

𝛼𝑘

1 + (𝜌𝑘 exp 𝑖𝜔𝑘)𝛼𝑘

⃒⃒⃒⃒)︂−1

·

·
𝑛∏︁

𝑘=1

sec

(︃
arg

(︃
(𝜌𝑘 exp 𝑖𝜔𝑘)

𝛼𝑘
2

0

(1−(𝜌𝑘 exp 𝑖𝜔𝑘)𝛼𝑘)

)︃)︃⎛⎝ ∏︁
1⩽𝑝<𝑘⩽𝑛

|(𝑓(𝑧𝑝)−𝑓(𝑧𝑘)|

⎞⎠ 2
𝑛−1

,

де 𝛼𝑘 = 𝜋
𝜃𝑘+1−𝜃𝑘−1

i 𝜔𝑘 = 1
4 (2𝜃𝑘 − 𝜃𝑘+1 − 𝜃𝑘−1).

Також в данiй роботi дослiджується спотворення, яке чинить
функцiя класу 𝑆* в 𝑛 точках, якi належать вiдкритому одиничному
кругу, з умовою, що жоднi двi точки не належать одному радiусу.

Однолиста область називається зiркоподiбною вiдносно деякої то-
чки, якщо вiдрiзок, що з’єднує будь-яку її точку з вказаною то-
чкою, повнiстю належить цiй областi. Позначимо через 𝑆* клас
всiх однолистих i регулярних функцiй 𝑓(𝑧) в крузi 𝑈 , таких, що

28Roth O.A. Distortion theorem for bounded univalent functions. Ann. Acad. Sci.
Fenn. Math. 2002. Vol. 27. P. 257–272.

29Dubinin, V.N., Kim, V.Y. Distortion theorems for functions regular and bounded
in the disk. J Math Sci. 2008. Vol. 150. P. 2018–2026.

30Ogol P., Aminer T., Okelo B. On Analysis of Growth and Distortion Criteria for
Certain Univalent Functions on the Unit Disk. Int. J. Open Problems Compt. Math.
2025. Vol. 18, No. 3. P. 113–132.

31Jenkins J.A. On two-point distortion theorems for bounded univalent regular
functions. Kodai. Math. J. 2001. Vol. 24, No. 3. P. 329–338.

32Kim Seong-A., Minda D. Two-point distortion theorems for univalent functions.
Pacific J. Math. 1994. Vol. 163, No 1. P. 137–157.
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𝑓(0) = 1 − 𝑓 ′(0) = 0, i якi вiдображають 𝑈 на областi, зiркоподiбнi
вiдносно початку координат. Якщо функцiя 𝑓(𝑧) ∈ 𝑆*, то при русi 𝑧
по |𝑧| = 𝑟, 0 < 𝑟 < 1, у визначеному напрямку arg 𝑓(𝑧) змiнюється в
тому ж напрямку, тобто виконується нерiвнiсть

𝑅𝑒

(︂
𝑧𝑓 ′(𝑧)

𝑓(𝑧)

)︂
> 0.

Позначимо також

𝑀 ({𝑧𝑘}𝑛𝑘=1) =
𝑛∏︁

𝑘=1

𝜒
(︀
| 𝑧𝑘 |𝑛2

)︀
· |𝑧𝑘|,

де 𝜒(𝑧) = 1
2

(︀
𝑧 + 1

𝑧

)︀
— функцiя Жуковського.

Правильне наступне твердження.
Теорема 3.4.3. [2] Нехай 𝑛 ∈ N, 𝑅 ∈ R+, 𝑧𝑘 = 𝜌𝑘 exp 𝑖𝜃𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛,

— деякий набiр точок вiдкритого одиничного круга 𝑈 , 𝜌𝑘 ∈ (0, 1),
𝜌0 := 𝜌𝑛, 𝜌𝑛+1 := 𝜌1, причому 0 ⩽ 𝜃1 < 𝜃2 < ... < 𝜃𝑛 < 2𝜋, 𝜃0 := 𝜃𝑛,
𝜃𝑛+1 := 𝜃1. Тодi для кожної функцiї 𝑓 ∈ 𝑆* правильна нерiвнiсть

𝑛∏︁
𝑘=1

|𝑓 ′(𝑧𝑘)| ⩽ 𝑅𝑛
𝑛∏︁

𝑘=1

(︂
4𝜌𝑘
𝛼𝑘

⃒⃒⃒⃒
1− (𝜌𝑘 exp 𝑖𝜔𝑘)

𝛼𝑘

1 + (𝜌𝑘 exp 𝑖𝜔𝑘)𝛼𝑘

⃒⃒⃒⃒)︂−1

·

·
𝑛∏︁

𝑘=1

sec

(︃
arg

(︃
(𝜌𝑘 exp 𝑖𝜔𝑘)

𝛼𝑘
2

0

(1− (𝜌𝑘 exp 𝑖𝜔𝑘)𝛼𝑘)

)︃)︃
𝑀

(︂{︂
𝑓(𝑧𝑘)

𝑅

}︂𝑛

𝑘=1

)︂
,

де 𝛼𝑘 = 𝜋
𝜃𝑘+1−𝜃𝑘−1

i 𝜔𝑘 = 1
4 (2𝜃𝑘 − 𝜃𝑘+1 − 𝜃𝑘+1). Рiвнiсть в попереднiй

нерiвностi досягається для випадку, коли всi 𝜌𝑘 = 𝜌 для деякого
𝜌 ∈ (0, 1), 𝑧𝑘 = 𝜌 exp 𝑖 2𝜋𝑛 (𝑘 − 1), 𝑘 = 1, 𝑛+ 1, 𝑓(𝑧) = 𝑧

(1−𝑧𝑛)
2
𝑛

i 𝑅 =
𝜌

(1−𝜌𝑛)
2
𝑛
.

За допомогою розвинених методiв отримано деякi оцiнки еволю-
цiйного типу для функцiоналiв, якi вивчалися, зокрема, в проблемах
2.1.1, 3.3.1, та для деяких iнших. Вiдповiднi результати наведено в
теоремах 3.5.1 – 3.5.3.

Четвертий роздiл дисертацiйної роботи присвячений вивченню
такої вiдкритої проблеми:

Проблема 4.1.1. Нехай 𝑛 — деяке натуральне число, причому
𝑛 ≥ 3, 𝛼𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛, — деякi додатнi дiйснi числа; 𝑎𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛, —
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деякий набiр точок розширеної комплексної площини. Знайти ма-
ксимум добутку

𝑛∏︁
𝑘=1

(𝑟(𝐵𝑘, 𝑎𝑘))
𝛼𝑘 ,

де 𝐵𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛, — довiльний набiр областей, таких, що 𝑎𝑘 ∈ 𝐵𝑘 ⊂ C,
𝑘 = 1, 𝑛, 𝐵𝑖 ∩𝐵𝑗 = ∅, 𝑖 ̸= 𝑗.

Вiдзначимо, що проблема 3.1.1 є частинним випадком проблеми
4.1.1, якщо всi степенi 𝛼𝑘 взяти рiвними одиницi. Однак якщо про-
блема 3.1.1 має розв’язок для довiльної конфiгурацiї точок 𝑎𝑘, то в
проблемi 4.1.1 для деяких конфiгурацiй точок 𝑎𝑘 i степенiв 𝛼𝑘 добу-
ток внутрiшнiх радiусiв областей 𝐵𝑘 може бути i необмеженим.

В 1952 роцi Л.I. Колбiною 33 було розглянуто задачу про ма-

ксимум 𝐽0 виразу 𝐽 =

⃒⃒⃒⃒(︁
𝑓

′

1(0)
)︁𝛼 (︁

𝑓
′

2(0)
)︁𝛽 ⃒⃒⃒⃒

, де 𝛼 > 0 i 𝛽 > 0,

𝑎1, 𝑎2 — деякi рiзнi точки комплексної площини, функцiї 𝑓1(𝑧) i
𝑓2(𝑧) регулярно i однолисто вiдображають одиничний круг |𝑧| < 1
вiдповiдно на неперетиннi областi 𝐵1 i 𝐵2, причому 𝑓1(0) = 𝑎1,
𝑓2(0) = 𝑎2, (тобто, iншими словами, потрiбно знайти максимум ви-
разу 𝐽 = 𝑅𝛼 (𝐵1, 𝑎1)𝑅

𝛽 (𝐵2, 𝑎2), де 𝐵1, 𝐵2 — неперетиннi однозв’язнi
областi в C, причому 𝑎1 ∈ 𝐵1, 𝑎2 ∈ 𝐵2), i встановлено, що

𝐽0 =
4𝛼+𝛽𝛼𝛼𝛽𝛽

|𝛼− 𝛽|𝛼+𝛽

⃒⃒⃒⃒√
𝛼−

√
𝛽√

𝛼+
√
𝛽

⃒⃒⃒⃒2√𝛼𝛽

|𝑎1 − 𝑎2|𝛼+𝛽
.

Зауважимо, що, згiдно з сказаним вище, умова регулярностi на
функцiї 𝑓1(𝑧) i 𝑓2(𝑧) є суттєвою, тому що у випадку, коли дану умову

замiнити на умову мероморфностi, вираз

⃒⃒⃒⃒(︁
𝑓

′

1(0)
)︁𝛼 (︁

𝑓
′

2(0)
)︁𝛽 ⃒⃒⃒⃒

є нео-

бмеженим для 𝛼 ̸= 𝛽.
Також в 34 було знайдено максимум 𝐼0 виразу

𝐼 = 𝑅𝛼 (𝐵1, 𝑎1)𝑅
𝛽 (𝐵2, 𝑎2)𝑅

𝛾 (𝐵3, 𝑎3)

в аналогiчнiй задачi, i встановлено, що

𝐼0 = 𝐴𝛼,𝛽,𝛾 |𝑎1 − 𝑎2|𝛼+𝛽−𝛾 |𝑎1 − 𝑎3|𝛼−𝛽+𝛾 |𝑎2 − 𝑎3|−𝛼+𝛽+𝛾 ,

33Kolbina L.I. Some extremal problems in conformal mapping. Dokl. Akad. Nauk
SSSR. 1952. Vol. 84, No. 5. P. 865–868. In Russian.

34Kolbina L.I. Conformal mapping of the unit disk onto non-overlapping domains.
Vestnik Leningrad. Univ. 1955. Vol. 5. P. 37–43. In Russian.
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де 𝐴𝛼,𝛽,𝛾 — деяка стала, залежна вiд 𝛼, 𝛽 i 𝛾.
Деякi нерiвностi щодо конформних радiусiв було отримано також

в роботi 35. Зокрема, там було встановлено такий результат: нехай
𝐵𝑘 ⊂ C, 𝑘 = 1, 𝑛, — попарно неперетиннi областi, 𝑎𝑘 — деякi фiксо-
ванi точки, такi, що 𝑎𝑘 ∈ 𝐵𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛. Тодi для довiльного набору

дiйсних чисел 𝛿𝑘, таких, що
𝑛∑︀

𝑘=1

𝛿𝑘 = 0, виконується нерiвнiсть:

𝑛∏︁
𝑘=1

⃒⃒⃒
𝑓

′

𝑘(0)
⃒⃒⃒(𝛿𝑘)2

≤
𝑛∏︁

𝑘=1

𝑛∏︁
𝑙=1
𝑙 ̸=𝑘

|𝑎𝑘 − 𝑎𝑙|−𝛿𝑘𝛿𝑙 .

Проблему 4.1.1 для випадку конформних радiусiв та однозв’язних
областей було сформульовано М.О. Лєбєдєвим в роботi 36. Зокрема,
там розглядалася така екстремальна задача: нехай дано 𝑛 рiзних
фiксованих точок 𝑎𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛, 𝑛 > 3 та 𝑛 деяких додатних дiйсних
чисел 𝛾𝑘. Знайти максимум добутку (якщо вiн iснує)

𝑛∏︁
𝑘=1

𝑅𝛾𝑘 (𝐵𝑘, 𝑎𝑘) −→ max, 𝛾𝑘 > 0, 𝑛 > 3,

де 𝐵𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛, — довiльнi взаємно неперетиннi однозв’язнi областi,
такi, що 𝑎𝑘 ∈ 𝐵𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛. На даний момент у загальному випадку
вказана задача не розв’язана, вдалося отримати її розв’язок тiльки
в деяких частинних випадках.

Також згаданiй вище монографiї М.О. Лєбєдєва було отримано
наступний результат: нехай {𝑓𝑙(𝑧)}𝑛𝑙=0 — деякий набiр функцiй, якi
конформно i однолисто вiдображають вiдкритий одиничний круг
вiдповiдно на неперетиннi областi {𝐵𝑙}𝑛𝑙=0 так, що 𝑓𝑙(0) = 𝑎𝑙, де 𝑎𝑙 —
деякий набiр фiксованих скiнченних точок, i 𝛾𝑙, 𝑙 = 0;𝑛, — фiксованi

комплекснi числа, такi, що
𝑛∑︀

𝑙=0

𝛾𝑙 = 0 i
𝑛∑︀

𝑙=0

|𝛾𝑙| ̸= 0. Тодi правильна

нерiвнiсть

𝑛∏︁
𝑙=0

⃒⃒⃒
𝑓

′

𝑙 (0)
⃒⃒⃒|𝛾𝑙|2

≤
∏︁

0≤𝑘<𝑙≤𝑛

|𝑎𝑘 − 𝑎𝑙|−2𝑅𝑒(𝛾𝑙𝛾𝑘) .

35Nehari Z. Some inequalities in the theory of functions. Trans. Amer. Math. Soc.
1953. Vol. 75, No. 2. P. 256–286.

36Lebedev N.A. The Area Principle in the Theory of Univalent Functions.Moscow:
Nauka, 1975. 336 p. In Russian.
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В данiй роботi при розглядi проблеми 4.1.1 було отримане таке
твердження.

Теорема 4.2.2. [12] Нехай 𝑛 — деяке натуральне число, 𝑛 ≥ 3,
𝑎𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛, — деякий набiр фiксованих точок комплексної площини,

i нехай 𝛾𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛, — деякi додатнi дiйснi числа, причому 𝛾𝑘 ≥
𝑛∑︀

𝑠=1
𝛾𝑠

2𝑛−2

для кожного 𝑘 = 1, 𝑛. Тодi для довiльного набору областей 𝐵𝑘 ⊂ C,
𝑘 = 1, 𝑛, таких, що 𝑎𝑘 ∈ 𝐵𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛, 𝐵𝑖 ∩ 𝐵𝑗 = ∅, 𝑖 ̸= 𝑗, правильна
нерiвнiсть:

𝑛∏︁
𝑘=1

(𝑟(𝐵𝑘, 𝑎𝑘))
𝛾𝑘 ≤

≤ (𝑛− 1)
− 1

4

𝑛∑︀
𝑘=1

𝛾𝑘
𝑛∏︁

𝑖,𝑗=1,𝑖<𝑗

|𝑎𝑗 − 𝑎𝑖|
2

𝑛−2

(︂
𝛾𝑖+𝛾𝑗− 1

𝑛−1

𝑛∑︀
𝑘=1

𝛾𝑘

)︂
.

Для випадку, коли одна з точок 𝑎𝑘 нескiнченно вiддалена, пра-
вильна така теорема.

Теорема 4.2.3. [12] Нехай 𝑛 — деяке натуральне число, 𝑛 ≥ 3,
𝑎𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛, — деякий набiр фiксованих точок комплексної площи-
ни, причому 𝑎𝑛 = ∞, i нехай 𝛾𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛, — деякi додатнi дiйснi

числа, причому 𝛾𝑘 ≥
𝑛∑︀

𝑠=1
𝛾𝑠

2𝑛−2 для ∀𝑘 = 1, 𝑛. Тодi для довiльного набору

областей 𝐵𝑘 ⊂ C, 𝑘 = 1, 𝑛, таких, що 𝑎𝑘 ∈ 𝐵𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛, 𝐵𝑖 ∩𝐵𝑗 = ∅,
𝑖 ̸= 𝑗, правильна нерiвнiсть:

(𝑟(𝐵𝑛, 𝑎𝑛))
𝛾𝑛

𝑛−1∏︁
𝑘=1

(𝑟(𝐵𝑘, 𝑎𝑘))
𝛾𝑘 ≤

≤ (𝑛− 1)
− 1

4

𝑛∑︀
𝑘=1

𝛾𝑘
𝑛−1∏︁

𝑖,𝑗=1,𝑖<𝑗

|𝑎𝑗 − 𝑎𝑖|
2

𝑛−2

(︂
𝛾𝑖+𝛾𝑗− 1

𝑛−1

𝑛∑︀
𝑘=1

𝛾𝑘

)︂
.

Теорема 4.2.2 дозволяє отримати в проблемi 4.1.1 деякi оцiнки
еволюцiйного типу.

Теорема 4.3.1. [3] Нехай 𝑛 — деяке натуральне число, 𝑛 ≥ 3, 𝑎𝑘,
𝑘 = 1, 𝑛, — деякий набiр фiксованих точок комплексної площини,
𝛼𝑘, 𝜃𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛 — деякi додатнi дiйснi числа, якi задовольняють
наступнi умови:
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а) всi 𝛼𝑘 ≥ 𝜆
2𝑛−2 , де 𝜆 :=

𝑛∑︀
𝑘=1

𝛼𝑘;

б) 𝛼𝑘 ≥ 𝜃𝑘 для ∀𝑘 = 1, 𝑛;
в) для ∀𝑘 = 1, 𝑛 виконується нерiвнiсть

𝜃𝑘 ≤ 𝛼𝑘 − 1

2𝑛− 2

𝑛∑︁
𝑠=1

(𝛼𝑠 − 𝜃𝑠).

Тодi для довiльного набору областей 𝐵𝑘 ⊂ C, 𝑘 = 1, 𝑛, таких, що
𝑎𝑘 ∈ 𝐵𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛, 𝐵𝑖 ∩𝐵𝑗 = ∅, 𝑖 ̸= 𝑗 правильна нерiвнiсть:

𝑛∏︁
𝑘=1

(𝑟(𝐵𝑘, 𝑎𝑘))
𝛼𝑘 ≤ (𝑛− 1)−

𝑛∑︀
𝑘=1

(𝛼𝑘−𝜃𝑘)

4 ·

·
𝑛∏︁

𝑖,𝑗=1,𝑖<𝑗

|𝑎𝑗 − 𝑎𝑖|
2

𝑛−2

⎛⎜⎝𝛼𝑖+𝛼𝑗−𝜃𝑖−𝜃𝑗−

𝑛∑︀
𝑘=1

(𝛼𝑘−𝜃𝑘)

𝑛−1

⎞⎟⎠ 𝑛∏︁
𝑘=1

(𝑟(𝐵𝑘, 𝑎𝑘))
𝜃𝑘 .

Отриманi оцiнки можуть бути застосованi i для оцiнки функцiо-
нала

𝐼𝑛(𝛾) = 𝑟𝛾(𝐵0, 0)
𝑛∏︁

𝑘=1

𝑟(𝐵𝑘, 𝑎𝑘),

де 𝑛 ∈ N, 𝑛 ≥ 2, 𝛾 ∈ (0;𝑛] 𝑎0 = 0, |𝑎1| = . . . = |𝑎𝑛| = 1, 𝑎𝑘 ∈ 𝐵𝑘 ∈ C,
де 𝐵𝑖

⋂︀
𝐵𝑗 = ∅ для 0 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛 та 𝑖 ̸= 𝑗. Зокрема, в роботi був

отриманий такий результат.
Теорема 4.4.2. [3] Нехай 𝑛 — деяке натуральне число, 𝑛 ≥ 2, i

𝛾 — деяке дiйсне число, 1 < 𝛾 < 𝑛
2 . Тодi для довiльного набору точок

𝑎𝑘, 𝑘 = 0, 𝑛, таких, що 𝑎0 = 0, |𝑎𝑘| = 1, 𝑘 = 1, 𝑛, причому 𝛼0 ≥ 2𝜋√
𝛾 ,

де 𝛼0 — максимальний центральний кут мiж сусiднiми точками
𝑎𝑘, i довiльного набору попарно неперетинних областей 𝐵𝑘, таких,
що 𝑎𝑘 ∈ 𝐵𝑘, 𝑘 = 0, 𝑛, правильна нерiвнiсть

𝑟𝛾(𝐵0, 𝑎0)

𝑛∏︁
𝑘=1

𝑟(𝐵𝑘, 𝑎𝑘) ≤ 𝑛
3𝑛−2𝛾+1

8

(︃
𝑛−1∏︁
𝑘=1

𝑘𝑛−𝑘

)︃𝑛−2𝛾+1
𝑛(𝑛−1)

·

·
(︂

2𝜋

𝑛− 1

(︂
1− 1

√
𝛾

)︂)︂𝑛−2𝛾+1
2

(︂
4

𝑛2 − 1

)︂𝑛
2 + 1

2𝑛
(︂
𝑛− 1

𝑛+ 1

)︂
.
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В п’ятому роздiлi дисертацiї вивчається задача про екстремаль-
не розбиття обмеженої областi та деякi пов’язанi з нею проблеми.

Центральною в даному роздiлi є така проблема.
Проблема 5.1.1. Нехай 𝑛 ∈ N, 𝑛 ≥ 2, i 𝑈 = {𝑧 :| 𝑧 |< 1} —

одиничний круг. Знайти максимум виразу

𝑛∏︁
𝑘=1

𝑟(𝐵𝑘, 𝑎𝑘),

де 𝑎𝑘 ∈ 𝑈 , 𝑘 = 1, 𝑛, областi 𝐵𝑘 ⊂ 𝑈 , 𝑘 = 1, 𝑛, такi, що 𝑎𝑘 ∈ 𝐵𝑘 ⊂ C,
причому 𝐵𝑖

⋂︀
𝐵𝑗 = ∅ для 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛 та 𝑖 ̸= 𝑗.

В наведенiй вище проблемi 5.1.1 потрiбно знайти таке розбиття
вiдкритого одиничного круга на 𝑛 неперетинних областей, щоб до-
буток внутрiшнiх радiусiв цих областей вiдносно деяких точок, якi
належать вiдповiдно цим областям, був максимальним.

Для випадку двох неперетинних областей, якi лежать у вiдкри-
тому одиничному крузi, проблема 5.1.1 була розв’язана П.П. Ку-
фарєвим в 1950 роцi в роботi 37. У вказанiй роботi було доведе-
но, що для довiльних попарно неперетинних однозв’язних областей
𝐷𝑘 ⊂ {𝑧 : |𝑧| < 1} i точок 𝑧𝑘 ∈ 𝐷𝑘, 𝑘 = 1, 2, правильна нерiвнiсть

2∏︁
𝑘=1

𝑟(𝐷𝑘, 𝑧𝑘) ⩽
4𝜌20(1− 𝜌20)

2

(1 + 𝜌20)
2

,

де 𝜌20 =
√
5− 2. Рiвнiсть досягається для випадку 𝑧1 + 𝑧2 = 0, |𝑧𝑘| =

𝜌0, 𝐷𝑘 — вiдповiднi пiвкруги, для яких точки 𝑧𝑘 лежать на їхнiх
бiсектрисах.

Для випадку 𝑛 = 3 проблема 5.1.1 була розв’язана тiльки на-
прикiнцi XX столiття (див. 38,39). Було доведено, що для довiльних
попарно неперетинних однозв’язних областей 𝐷𝑘 ⊂ {𝑧 : |𝑧| < 1} i
точок 𝑧𝑘 ∈ 𝐷𝑘, 𝑘 = 1, 2, 3, правильна оцiнка:

3∏︁
𝑘=1

𝑟(𝐷𝑘, 𝑧𝑘) ⩽
64

729
(223− 70

√
10).

37Kufarev P.P. On the question of conformal mappings of complementary domains.
Dokl. Akad. Nauk SSSR. 1950. Vol. 73, No. 5. P. 881–884. In Russian.

38Kostyuchenko E.V. Solution of a problem of extremal partition. Far East. Math.
J. 2001. Vol. 2, No. 1. P. 3–15. In Russian.

39Kuz’mina G.V. Problems of extremal decomposition of the Riemann sphere. J.
Math. Sci. 2003. Vol. 118, No. 1. P. 4880–4894.
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Рiвнiсть досягається тiльки для трьох доповняльних секторiв з ве-
личиною центрального кута 2𝜋/3, i точок 𝑧*𝑘, якi лежать на їх бiсе-

ктрисах i на колi радiуса
3
√︀√

10− 3.

Для 𝑛 ≥ 4 практично жодних результатiв в проблемi 5.1.1 на да-
ний момент немає. Тому актуальною є задача хоча б отримати деякi
оцiнки для добутку внутрiшнiх радiусiв 𝑛 неперетинних областей, якi
лежать у вiдкритому одиничному крузi для довiльного натурального
𝑛 ≥ 4.

Нехай 𝑛 ∈ N, 𝑛 ≥ 2. Позначимо𝑀𝑛 максимум виразу
𝑛∏︀

𝑘=1

𝑟(𝐵𝑘, 𝑎𝑘)

для всеможливих конфiгурацiй областей 𝐵𝑘 i точок 𝑎𝑘, таких, що
𝑎𝑘 ∈ 𝑈 , 𝑘 = 1, 𝑛, де 𝑈 = {𝑧 :| 𝑧 |< 1}, областi 𝐵𝑘 ⊂ 𝑈 , 𝑘 = 1, 𝑛, такi,
що 𝑎𝑘 ∈ 𝐵𝑘 ⊂ C, причому 𝐵𝑖

⋂︀
𝐵𝑗 = ∅ для 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛 та 𝑖 ̸= 𝑗.

Правильна наступна теорема:

Теорема 5.2.1. [8] Для довiльного 𝑛 ∈ N, 𝑛 ≥ 2 правильна нерiв-
нiсть:

(
√︀

𝑛2 + 1− 𝑛)

(︃
𝑛+ 1−

√
𝑛2 + 1√

𝑛2 + 1− 𝑛+ 1

)︃𝑛

≤ 𝑀𝑛 ≤
(︂
1

𝑛

)︂𝑛
2

.

В наведенiй вище теоремi 5.2.1 дано оцiнку добутку внутрiшнiх
радiусiв областей, який вивчається в проблемi 5.1.1, причому дано
як верхню, так i нижню оцiнку даного добутку.

Використовуючи отриманi результати для обмежених областей,
можна отримати деякi оцiнки i в проблемi 3.1.1, але з додатковою
умовою, що областi 𝐵𝑘 такi, що 𝐵𝑘 ⊂ C ∖ [−1; 1]

Теорема 5.2.2. [8] Для довiльного набору точок 𝑎𝑘, таких, що
𝑎𝑘 ∈ C ∖ [−1; 1], 𝑘 = 1, 𝑛, i довiльного набору взаємно неперетинних
областей 𝐵𝑘, таких, що 𝑎𝑘 ∈ 𝐵𝑘 ⊂ C ∖ [−1; 1], 𝑘 = 1, 𝑛 правильна
нерiвнiсть

𝑛∏︁
𝑘=1

𝑟 (𝐵𝑘, 𝑎𝑘) ≤
(︂
1

𝑛

)︂𝑛
2

𝑛∏︁
𝑘=1

⃒⃒⃒⃒
⃒
√︀
𝑎2𝑘 − 1

𝑎𝑘 −
√︀

𝑎2𝑘 − 1

⃒⃒⃒⃒
⃒ .

Проблема 5.1.1 пов’язана з проблемою про оцiнку добутку непе-
ретинних областей з полюсами на довiльному елiпсi.

Нехай 𝑁 =
{︁
𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦 : 𝑥2

𝑑2 + 𝑦2

𝑡2 = 1
}︁
, причому 𝑑2−𝑡2 = 1 i нехай

𝑑* = 𝑑 −
√
𝑑2 − 1. Тодi правильна наступна теорема:
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Теорема 5.3.4. [15] Для довiльного натурального 𝑛, 𝑛 ≥ 3,
довiльного набору точок 𝑎𝑘, таких, що 𝑎𝑘 ∈ 𝑁 , 𝑘 = 1, 𝑛, i до-
вiльного набору взаємно неперетинних областей 𝐵𝑘, таких, що
𝑎𝑘 ∈ 𝐵𝑘 ⊂ C ∖ [−1; 1], 𝑘 = 1, 𝑛 правильна нерiвнiсть

𝑛∏︁
𝑘=1

𝑟 (𝐵𝑘, 𝑎𝑘) ≤

(︃
4(𝑑−

√
𝑑2 − 1)

𝑛

)︃𝑛

·(︃
1− (𝑑−

√
𝑑2 − 1)𝑛

1 + (𝑑−
√
𝑑2 − 1)𝑛

)︃𝑛 𝑛∏︁
𝑘=1

⃒⃒⃒⃒
⃒
√︀

𝑎2𝑘 − 1

𝑎𝑘 −
√︀
𝑎2𝑘 − 1

⃒⃒⃒⃒
⃒ ,

причому рiвнiсть досягається, зокрема, для точок i областей, якi
є, вiдповiдно, полюсами i круговими областями квадратичного ди-
ференцiала

𝑄(𝑧)𝑑𝑧2 = −
(︀
𝑧
2 + 1

2𝑧

)︀𝑛−2 (︀(︀ 𝑧
2 + 1

2𝑧

)︀𝑛
+ 1
)︀ (︀

1
4 − 1

2𝑧2 + 1
𝑧4

)︀
(
(︀
𝑧
2 + 1

2𝑧

)︀𝑛 − (𝑑*)𝑛)(1−
(︀
𝑧
2 + 1

2𝑧

)︀𝑛
(𝑑*)𝑛)

𝑑𝑧2.

Зауважимо, що довiльний елiпс 𝑥−𝑥0

𝑑2
0

+ 𝑦−𝑦0

𝑡20
= 1 на комплекснiй

площинi деяким лiнiйним перетворенням 𝑤 = 𝑝𝑧+ 𝑧0 можна переве-

сти в елiпс виду 𝑥2

𝑑2 +
𝑦2

𝑡2 = 1, для якого 𝑑2−𝑡2 = 1, причому внутрiшнi
радiуси вiдповiдних областей при даному перетвореннi будуть вiдно-
ситися як |𝑝| : 1. Тому для того, щоб отримати оцiнку добутку внутрi-
шнiх радiусiв неперетинних областей, якi мiстять точки довiльного
елiпса, потрiбно належним лiнiйним перетворенням перевести його
в елiпс виду 𝑀 i застосувати теорему 5.3.4.

Використовуючи деякi властивостi вiдображень, розглянутих в
попереднiх пiдроздiлах, отримано оцiнку добутку добутку внутрi-
шнiх радiусiв неперетинних областей, якi мiстять точки деякої гi-
перболи.

Нехай 𝑀 =
{︁
𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦 : 𝑥2

𝑑2 − 𝑦2

𝑝2 = 1, 𝑥 > 0
}︁
, — права гiлка де-

якої гiперболи, причому 𝑑2 + 𝑝2 = 1. З останньої умови випли-
ває, що можемо позначити 𝑑 = cos𝛼 i 𝑝 = sin𝛼 для деяко-
го 0 < 𝛼 < 𝜋

2 , а рiвняння гiперболи записати у виглядi 𝑀 ={︁
𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦 : 𝑥2

cos2 𝛼 − 𝑦2

sin2 𝛼
= 1, 𝑥 > 0

}︁
.

Правильна наступна теорема.
Теорема 5.4.1. [4] Нехай 𝑛, 𝑛 ≥ 3, — деяке натуральне число;

𝑀 =
{︁
𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦 : 𝑥2

cos2 𝛼 − 𝑦2

sin2 𝛼
= 1, 𝑥 > 0

}︁
— права гiлка деякої гi-
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перболи; 𝑎𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛, — деякий набiр фiксованих точок комплексної
площини, таких, що 𝑎𝑘 ∈ 𝑀 для 𝑘 = 1, 𝑛, причому 𝑎𝑘 = 𝑥𝑘 + 𝑖𝑦𝑘,
де 𝑥𝑘 = cos𝛼 cosh(𝑡𝑘), а 𝑦𝑘 = sin𝛼 sinh(𝑡𝑘) для деяких дiйсних 𝑡𝑘,
причому

−∞ < 𝑡1 < 𝑡2 < ... < 𝑡𝑛 < +∞.

Тодi для довiльного набору взаємно неперетинних областей 𝐵𝑘,
𝑘 = 1, 𝑛, таких, що 𝑎𝑘 ∈ 𝐵𝑘 ⊂ Ω, 𝑘 = 1, 𝑛, де

Ω = C ∖ ([−∞;−1] ∪ [1; +∞]),

правильна нерiвнiсть

𝑛∏︁
𝑘=1

𝑟 (𝐵𝑘, 𝑎𝑘) ≤ 2
𝑛

2𝑛−1 (2𝑛− 1)
−𝑛

4

𝑛∏︁
𝑘=1

⃒⃒⃒⃒
⃒
√︀
𝑎2𝑘 − 1

𝑎𝑘 −
√︀

𝑎2𝑘 − 1

⃒⃒⃒⃒
⃒ ·∏︁

1≤𝑝<𝑞≤𝑛

(︀
𝑒2𝑡𝑞 − 𝑒2𝑡𝑝

)︀ 2
2𝑛−1

𝑛∏︁
𝑘=1

𝑒
𝑡𝑘

2𝑛−1 .

Також в дисертацiйнiй роботi в теоремi 5.4.2 було отримано оцiн-
ку, аналогiчну до наведеної в попереднiй теоремi, але для випадку,
коли точки 𝑎𝑘,𝑝, 𝑘 = 1, 2, 𝑝 = 1, 𝑛, лежать на двох гiлках гiперболи.

В шостому роздiлi дисертацiї вивчається задача про екстре-
мальне розбиття комплексної площини з полюсами на прямiй та де-
якi пов’язанi з нею проблеми.

Так, в роботi 40 було наведено оцiнку добутку внутрiшнiх радiусiв
неперетинних областей з фiксованими полюсами на дiйснiй прямiй,
а саме було отримано такий результат: для довiльного натурального
𝑛, 𝑛 ≥ 3, деякого набору фiксованих точок 𝑎𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛, дiйсної осi
Im 𝑧 = 0 та для довiльного набору областей 𝐵𝑘 ⊂ C, 𝑘 = 1, 𝑛, таких,
що 𝑎𝑘 ∈ 𝐵𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛, 𝐵𝑖 ∩𝐵𝑗 = ∅, 𝑖 ̸= 𝑗, правильна нерiвнiсть:

𝑛∏︁
𝑘=1

(𝑟(𝐵𝑘, 𝑎𝑘)) ≤
(︂
2

𝑛

)︂𝑛 𝑛∏︁
𝑘=1

(︀
𝑎2𝑘 + 1

)︀
.

Зрозумiло, що випадок, коли точки 𝑎𝑘 лежать на деякiй iншiй
прямiй, зводиться до наведеної вище теореми деяким поворотом.

40Dubinin V.N. Capacities of condensers, generalizations of Grötzsch Lemmas, and
symmetrization. J. Math. Sci. 2007. Vol. 143, No. 3. P. 3053–3068.
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В той же час вiдкритою залишається аналогiчна проблема для
випадку, коли точки 𝑎𝑘 не фiксованi, а розташованi на вiдрiзку [−1; 1]
дiйсної прямої довiльним чином, а саме наступна проблема:

Проблема 6.1.1. Знайти максимум добутку
𝑛∏︀

𝑘=1

(𝑟(𝐵𝑘, 𝑎𝑘)) для

всеможливих конфiгурацiй неперетинних областей 𝐵𝑘 ⊂ C i точок
𝑎𝑘 ∈ 𝐵𝑘 ∩ [−1; 1], 𝑘 = 1, 𝑛, де 𝑛 > 4.

Дану проблему було наведено в списку вiдкритих проблем в ро-
ботi 41 пiд номером 17. Деякi частиннi результати в проблемi 5.1.1
було отримано в роботi 42.

Крiм наведеної вище проблеми 6.1.1, в шостому роздiлi також
розглядаються задачi про екстремальне розбиття комплексної пло-
щини з полюсами на прямiй, але для випадку, коли одна з точок
𝑎𝑘 є нескiнченно вiддаленою, а також випадок, коли одна з точок
𝑎𝑘 лежить поза прямою. Цiкавою також є задача, коли внутрiшнiй
радiус областi, яка мiстить одну з точок прямої, береться в деякому
дiйсному степенi 𝛾. Деякi оцiнки для даного випадку були отриманi
в роботi 43.

В наступнiй теоремi отримано оцiнку добутку внутрiшнiх радiусiв
областей, якi мiстять точки довiльної прямої.

Теорема 6.2.2. [9] Нехай 𝑛 ∈ N. Тодi для будь-яких фiксованих
точок 𝑎𝑘, 𝑘 = 0, 𝑛, якi належать деякiй прямiй 𝑙 = {𝑧 : 𝑧 = 𝑡𝑒𝑖𝜙0},
де 𝑡, 𝜙0 ∈ R, причому 𝜙0 ∈

(︀
−𝜋

2 ;
𝜋
2

]︀
i будь-якого набору взаємно не-

перетинних областей {𝐵𝑘}, 𝑘 = 0, 𝑛, таких, що 𝑎0 = 0 ∈ 𝐵0 ⊂ C,
𝑎𝑘 ∈ 𝐵𝑘 ⊂ C, 𝑘 = 1, 𝑛, справедлива нерiвнiсть

𝑛∏︁
𝑘=0

𝑟 (𝐵𝑘, 𝑎𝑘) ⩽
(𝑛− 1)

−𝑛−1
4

√
𝑛

(︂ ∏︁
1⩽𝑝<𝑘⩽𝑛

|𝑎𝑝 − 𝑎𝑘|
)︂ 2

𝑛

(︃
𝑛∏︁

𝑘=1

|𝑎𝑘|

)︃ 2
𝑛

.

В наступнiй теоремi розглядається випадок, коли 𝑛 точок 𝑎𝑘 на-
лежать дiйснiй прямiй, а точка 𝑎0 лежить поза прямою, причому
внутрiшнiй радiус областi, що мiстить точку 𝑎0, береться в деякому
додатному степенi 𝛾.

41Dubinin, V.N. Condenser capacities and symmetrization in geometric function
theory. Birkhäuser/Springer, Basel. 2014. 344 p.

42Kirillova D.A. Univalent functions without common values. Russian Math. (Iz.
VUZ). 2010. Vol. 54, No. 9. P. 74–76.

43Bakhtin A.K., Denega I.V. Extremal decomposition of the complex plane with
free poles. J. Math. Sci. 2020. Vol. 246, No. 1. P. 1–17.
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Теорема 6.3.1. [1] Нехай 𝑛 — деяке натуральне число, 𝑛 ≥ 5,
𝛾 — деяке додатне дiйсне число, причому 𝛾 ≤ 3

√
𝑛, 𝑎𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛, —

деякий набiр фiксованих точок дiйсної осi Im 𝑧 = 0 i нехай 𝑎0 = 𝑖.
Тодi для довiльного набору областей 𝐵𝑘 ⊂ C, 𝑘 = 0, 𝑛, таких, що
𝑎𝑘 ∈ 𝐵𝑘, 𝑘 = 0, 𝑛, 𝐵𝑖 ∩𝐵𝑗 = ∅, 𝑖 ̸= 𝑗, правильна нерiвнiсть

𝑟𝛾(𝐵0, 𝑖)
𝑛∏︁

𝑘=1

(𝑟(𝐵𝑘, 𝑎𝑘)) ≤

≤ 2𝑛+𝛾

𝑛𝑛

(︀
4𝛾
𝑛2

)︀ 𝛾
𝑛(︀

1− 𝛾
𝑛2

)︀𝑛+ 𝛾
𝑛

(︃
1−

√
𝛾

𝑛

1 +
√
𝛾

𝑛

)︃2
√
𝛾 𝑛∏︁
𝑘=1

(︀
𝑎2𝑘 + 1

)︀
.

Знак рiвностi в наведенiй вище нерiвностi досягається, зокрема,
для точок 𝑎𝑘 i областей 𝐵𝑘, якi при вiдображеннi 𝑤* = 𝑖+𝑖𝑤

1−𝑤 є обра-

зами вiдповiдно точок 𝑑*𝑘 i областей 𝐷*
𝑘 (𝑘 = 1, 𝑛), якi є, в свою

чергу, полюсами i круговими областями квадратичного диференцi-
ала

𝑄(𝑤)𝑑𝑤2 = − (𝑛2 − 𝛾)𝑤𝑛 + 𝛾

𝑤2(𝑤𝑛 − 1)2
𝑑𝑤2.

Нехай 𝑅𝑛 — максимум виразу
𝑛∏︀

𝑘=1

(𝑟(𝐵𝑘, 𝑎𝑘)) для всеможливих

таких конфiгурацiй точок 𝑎𝑘 i областей 𝐵𝑘, якi задовольняють всi
умови проблеми 6.1.1. Правильна наступна теорема.

Теорема 6.3.3. [1] Нехай 𝑛 — деяке натуральне число, 𝑛 ≥ 5, 𝑎𝑘,
𝑘 = 1, 𝑛, — деякий набiр точок вiдрiзка [−1; 1], причому 𝑎1 = −1 i
𝑎𝑛 = 1. Тодi для довiльного набору областей 𝐵𝑘 ⊂ C, 𝑘 = 1, 𝑛, таких,
що 𝑎𝑘 ∈ 𝐵𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛, 𝐵𝑖 ∩𝐵𝑗 = ∅, 𝑖 ̸= 𝑗, правильна нерiвнiсть:

(︂
2

𝑛

)︂𝑛 𝑛∏︁
𝑘=1

(︂
tg2
(︁ 𝜋

2𝑛

)︁
ctg2

(2𝑘 − 1)𝜋

2𝑛
+ 1

)︂
≤ 𝑅𝑛 ≤

≤ (𝑛− 1)
−𝑛

4

𝑛−1∏︁
𝑘=1

(︂
2𝑘

𝑛− 1

)︂ 2(𝑛−𝑘)
𝑛−1

.

В пiдроздiлi 6.4 розглядається задача, де внутрiшнiй радiус обла-
стi, що мiстить одну з точок, береться в деякому додатньому степенi
𝛾, причому розглядаються випадки, коли всi точки або належать
одиничному колу, або дiйснiй прямiй. Правильнi наступнi теореми.
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Теорема 6.4.1. [1] Нехай 𝑛 — деяке натуральне число, 𝑛 ≥ 3,
𝛾 — деяке додатне дiйсне число, причому 𝛾 ̸= 1, 𝑎𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛, —
деякий набiр точок одиничного кола |𝑧| = 1, причому 𝑎1 = 1. Тодi для
довiльного набору однозв’язних областей 𝐵𝑘 ⊂ C, 𝑘 = 1, 𝑛, таких,
що 𝑎𝑘 ∈ 𝐵𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛, 𝐵𝑖 ∩𝐵𝑗 = ∅, 𝑖 ̸= 𝑗, причому ∞ /∈ 𝐵𝑛 ∪𝐵1 ∪𝐵2,
правильна нерiвнiсть:

𝑟𝛾(𝐵1, 1)

𝑛∏︁
𝑘=2

(𝑟(𝐵𝑘, 𝑎𝑘)) ≤
22𝑛+3𝛾−1𝛾𝛾 (𝛾 + 1)

𝛾+1

|𝛾 − 1|1+𝛾(𝛾 + 𝑛− 1)𝛾+𝑛−1

⃒⃒⃒⃒√
𝛾 − 1

√
𝛾 + 1

⃒⃒⃒⃒2√𝛾

.

Теорема 6.4.2. [1] Нехай 𝑛 — деяке натуральне число, 𝑛 ≥ 3,
𝛾 — деяке додатне дiйсне число, причому 𝛾 ̸= 1, 𝑎1 = ∞, 𝑎𝑘, 𝑘 = 2, 𝑛,
— деякий набiр фiксованих точок дiйсної осi Im 𝑧 = 0. Тодi для до-
вiльного набору однозв’язних областей 𝐵𝑘 ⊂ C, 𝑘 = 1, 𝑛, таких, що
𝑎𝑘 ∈ 𝐵𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛, 𝐵𝑖 ∩ 𝐵𝑗 = ∅, 𝑖 ̸= 𝑗, причому −𝑖 /∈ 𝐵𝑛 ∪ 𝐵1 ∪ 𝐵2,
правильна нерiвнiсть:

𝑟𝛾(𝐵1,∞)
𝑛∏︁

𝑘=2

(𝑟(𝐵𝑘, 𝑎𝑘)) ≤

2𝑛+2𝛾𝛾𝛾 (𝛾 + 1)
𝛾+1

|𝛾 − 1|1+𝛾(𝛾 + 𝑛− 1)𝛾+𝑛−1

⃒⃒⃒⃒√
𝛾 − 1

√
𝛾 + 1

⃒⃒⃒⃒2√𝛾 𝑛∏︁
𝑘=2

(︀
𝑎2𝑘 + 1

)︀
.

Наприкiнцi основної частини дисертацiї зроблено загальнi виснов-
ки.

Список наукових праць, де опублiковано результати дисертацiї, й
iнформацiю щодо їхньої апробацiї наведено у додатку.

ВИСНОВКИ
Основнi результати дисертацiї можна сформулювати таким чи-

ном:
1. Завдяки пiдходу, що базується на зв’язку внутрiшнього радiуса

областi та трансфiнiтного дiаметра замкненої множини, а також те-
оремах Пойя та мiнiмiзацiї площi, одержано оцiнки зверху для добу-
тку внутрiшнiх радiусiв системи неперетинних областей з полюсами
в заданих 𝑛 фiксованих точках як у випадку, коли всi точки скiн-
ченнi, так i тодi, коли одна з точок нескiнченно вiддалена. Наведено
приклади, як данi оцiнки можуть бути застосованi в iнших зада-
чах геометричної теорiї функцiй, зокрема в проблемi про максимум
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добутку внутрiшнiх радiусiв 𝑛 неперетинних областей, якi мiстять
точки одиничного кола, i степеня 𝛾 внутрiшнього радiуса областi,
яка мiстить точку нуль, а також у проблемi про максимум добутку
внутрiшнiх радiусiв 𝑛 неперетинних областей, якi мiстять точки оди-
ничного кола i степеня 𝛾 добутку внутрiшнiх радiусiв областей, якi
мiститять, вiдповiдно, точки нуль та нескiнченнiсть. Крiм того, за до-
помогою отриманих оцiнок, було доведено декiлька багатоточкових
теорем спотворення як для функцiй, регулярних та однолистих у
вiдкритому одиничному крузi, так i для функцiй з дещо вужчого
класу 𝑆*.

2. Отримано оцiнки зверху добутку степенiв внутрiшнiх радiусiв 𝑛
неперетинних областей розширеної комплексної площини з фiксова-
ними полюсами, причому встановлено достатню умову для показни-
кiв степенiв, за якої вказаний добуток обмежений, а також отриманi
оцiнки використано для доведення багатоточкових теорем спотворе-
ння.

3. Завдяки пiдходу, що базується на використаннi теореми про
мiнiмiзацiю площi, отримано оцiнку максимуму добутку внутрiшнiх
радiусiв 𝑛 непертинних областей, що лежать в одиничному крузi,
для довiльного натурального 𝑛 ≥ 4, причому знайдено як верхню,
так i нижню оцiнку даного максимуму. За допомогою отриманого
результату було знайдено оцiнки добутку внутрiшнiх радiусiв 𝑛 не-
пертинних областей, якi належать комплекснiй площинi з розрiзом
по вiдрiзку [−1; 1] дiйсної осi.

4. У проблемi про максимум добутку внутрiшнiх радiусiв 𝑛 не-
перетинних областей, якi мiстять точки одиничного кола i степеня
𝛾 внутрiшнього радiуса областi, яка мiстить точку нуль, отримано
такi результати:

а) для випадiв 𝑛 = 3, 8 наведено дiйсне число 𝛾𝑛 таке, що для
даних 𝑛 i 0 < 𝛾 ≤ 𝛾𝑛 знайдено максимум вiдповiдного функцiонала
та вказано екстремальну конфiгурацiю областей, де цей максимум
досягається;

б) для випадку, коли 𝑛 — довiльне натуральне число, бiльше де-
якого фiксованого 𝑛0, i, залежно вiд початкових умов на 𝑛 та областi,
знайдено декiлька способiв задання зростаючої мажоранти для 𝛾;

в) для випадку, коли область, яка мiстить точку нуль, лежить в
одиничному крузi, знайдено екстремальну конфiгурацiю для 𝑛 ≥ 76
i 1 < 𝛾 ≤ 𝑛;

г) коли областi, якi мiстять точки одиничного кола, симетричнi
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вiдносно даного кола, знайдено екстремальне розбиття площини в
умовах сформульованої проблеми як для випадку, коли 𝑛 — деяке
фiксоване число, так i для випадку, коли 𝑛 бiльше деякого фiксова-
ного 𝑛0, i для всiх згаданих випадкiв вказано вiдповiднi обмеження
на 𝛾, для яких вказана конфiгурацiя є екстремальною.

5. Завдяки використанню деяких властивостей конформних вiд-
ображень та квадратичного диференцiала, знайдено оцiнку добутку
внутрiшнiх радiусiв 𝑛 неперетинних областей, якi мiстять точки до-
вiльного елiпса, у таких випадках:

а) для трьох точок, якi лежать на деякому, явно вказаному елiпсi
та трьох непертинних областей, а також вказано конфiгурацiї, для
яких данi оцiнки досягаються;

б) для випадку 𝑛 точок, якi належать довiльному елiпсу з деякою
умовою на пiвосi;

в) для випадку, коли одна точка нескiнченно вiддалена, а iншi
лежать на елiпсi.

6. Знайдено оцiнки добутку внутрiшнiх радiусiв неперетинних
областей для випадку, коли точки, вiдносно яких шукаються вказанi
радiуси, лежать на деякiй гiперболi, причому як для конфiгурацiй,
коли всi точки лежать на однiй гiлцi гiперболи, так i тодi, коли на
кожнiй гiлцi гiперболи лежить однакова кiлькiсть точок.

7. У проблемi про максимум добутку внутрiшнiх радiусiв 𝑛 не-
перетинних областей для випадку, коли всi точки, вiдносно яких бе-
руться внутрiшнi радiуси областей, лежать на вiдрiзку [−1; 1] дiйсної
осi, знайдено як верхню, так i нижню оцiнку даного максимуму.

8. Отримано оцiнку добутку внутрiшнiх радiусiв 𝑛 неперетинних
областей, якi мiстять точки довiльної прямої; 𝑛 + 1 неперетинних
областей, якi мiстять точки деякої прямої, яка проходить через точку
0; 𝑛+ 1 неперетинних областей, якi мiстять точки деякої прямої, де
один з полюсiв — нескiнченно вiддалена точка.

9. Завдяки пiдходу, який базується на використаннi методу роз-
дiляючого перетворення та належного конформного вiдображення,
отримано оцiнку добутку внутрiшнiх радiусiв 𝑛 неперетинних обла-
стей, якi мiстять точки одиничного кола, причому внутрiшнiй радiус
областi, яка мiстить точку 𝑎1 = 1, пiдноситься до деякого степеня.
За допомогою цього результату було отримано аналогiчнi оцiнки для
неперетинних областей з полюсами на дiйснiй прямiй, де внутрiшнiй
радiус областi, яка мiстить нескiнченно вiддалену точку, пiдноситься
до степеня 𝛾.
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АНОТАЦIЇ

Заболотний Я.В. Конформнi вiдображення та симетри-
зацiйнi методи в екстремальних задачах геометричної теорiї
функцiй комплексної змiнної. — Квалiфiкацiйна наукова праця
на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-мате-
матичних наук за спецiальнiстю 01.01.01 “математичний аналiз”
(111 — математика). — Iнститут математики НАН України, Київ,
2026.

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню деяких вiдкритих
проблем про екстремальне розбиття комплексної площини за до-
помогою розробки нових i вдосконалення наявних методiв геоме-
тричної теорiї функцiй комплексної змiнної. Основну увагу зосере-
джено на властивостях конформних вiдображень та симетричних
об’єктiв, якi дозволяють виявити певнi геометричнi характеристи-
ки шуканих екстремальних конфiгурацiй. В данiй тематицi важливi
результати були отриманi, зокрема, М.О. Лаврентьєвим, Г.М. Голу-
зiним, П.П. Куфарєвим, Л.I. Колбiною, З. Нехарi, М.О. Лєбєдєвим,
П.М. Тамразовим, О.К. Бахтiним, Г.П. Бахтiною, П.Л. Дюреном,
В.Я. Гутлянським, Г.В. Кузьмiною та багатьма iншими вiдомими
вченими.

Зокрема, в дисертацiйнiй роботi розглядається екстремальна про-
блема про знаходження максимуму добутку внутрiшнiх радiусiв 𝑛
неперетинних областей, якi мiстять вiдповiдно 𝑛 заданих фiксованих
точок, тобто, iншими словами, проблема про екстремальне розбиття
комплексної площини з 𝑛 фiксованими полюсами i для довiльного
натурального 𝑛 ≥ 5 отримано оцiнку добутку внутрiшнiх радiусiв 𝑛
неперетинних областей як для випадку, коли всi заданi точки скiн-
ченнi, так i тодi, коли одна з заданих точок — нескiнченно вiддалена
точка розширеної комплексної площини. Наведено також приклади
застосувань встановлених оцiнок як в iнших задачах геометричної
теорiї функцiй комплексної змiнної, так i для доведення теорем спо-
творення. Крiм того, встановлено оцiнки для максимуму добутку
внутрiшнiх радiусiв 𝑛 неперетинних областей, якi мiстять вiдповiдно
𝑛 заданих фiксованих точок 𝑎𝑘, але за умови, що внутрiшнi радiу-
си областей беруться в деяких фiксованих додатнiх степенях 𝛾𝑘. В
дисертацiйнiй роботi розв’язання даної проблеми зведено до оцiнки
функцiонала, який iнварiантний щодо конформних автоморфiзмiв
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комплексної площини i отримано його оцiнку для довiльної конфi-
гурацiї 𝑛 неперетинних областей, якi мiстять вiдповiдно 𝑛 заданих
фiксованих скiнченних точок, але при виконаннi певної умови на сте-
пенi 𝛾𝑘. Крiм цього, було отримано оцiнки в задачi про екстремаль-
не розбиття обмеженої областi, а також в екстремальних проблемах,
де на полюси вiдповiдних квадратичних диференцiалiв накладали-
ся певнi умови, наприклад, що цi полюси належать дiйснiй прямiй,
деякому елiпсу чи гiперболi, або що один з полюсiв спiвпадає з поча-
тком координат, а iншi належать одиничному колу. Вiдзначимо, що
в деяких з наведених вище проблем було отримано точнi оцiнки, а в
деяких одночасно верхнi i нижнi оцiнки максимумiв функцiоналiв,
що дослiджуються.

Ключовi слова: неперетиннi областi, аналiтичнi функцiї, конформ-
нi вiдображення, конформний i внутрiшнiй радiус областi, одиничне
коло, функцiонал, екстремальне розбиття, функцiя Грiна, роздiляю-
че перетворення, квадратичний диференцiал, теореми спотворення,
логарифмiчна ємнiсть, трансфiнiтний дiаметр, теорема про мiнiмi-
зацiю площi.

Zabolotnyi Ya.V. Conformal mappings and symmetrization
methods in extremal problems of geometric functions theory
of complex variable. — Qualifying scientific work on the rights of the
manuscript.

Thesis for the degree of Doctor of Physical and Mathematical Sci-
ences, speciality 01.01.01 “Mathematical Analysis” (111 – Mathemat-
ics). — Institute of Mathematics of NAS of Ukraine, Kyiv, 2026.

The thesis is devoted to the study of several open problems on
the extremal partition of the complex plane by developing new meth-
ods and improving existing ones in the geometric function theory of
a complex variable. The main focus is on the properties of confor-
mal mappings and symmetric objects, which allow the identification
of certain geometric characteristics of the desired extremal configura-
tions. In this research area, important results were obtained, in par-
ticular, by M.O. Lavrentiev, G.M. Goluzin, P.P. Kufarev, L.I. Kolbina,
Z. Nehari, M.O. Lebedev, P.M. Tamrazov, O.K. Bakhtin, G.P. Bakhtina,
P.L. Duren, V.Ya. Gutlyanskii, G.V. Kuzmina, and many other promi-
nent scientists.

In particular, in the thesis was considered the extremal problem of
finding the maximum of the product of the inner radii of 𝑛 disjoint
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domains containing 𝑛 given fixed points respectively; in other words,
the problem of the extremal partition of the complex plane with 𝑛 fixed
poles. For an arbitrary natural number 𝑛 ≥ 5, an estimate is obtained
for the product of the inner radii of 𝑛 disjoint domains, both for the
case where all given points are finite and when one of the given points
is the point at infinity of the extended complex plane. Examples of
applications of the established estimates are also provided, both in other
problems of the geometric function theory of a complex variable and for
proving distortion theorems. Furthermore, estimates are established for
the maximum of the product of the inner radii of 𝑛 disjoint domains
containing 𝑛 given fixed points 𝑎𝑘 respectively, provided that the inner
radii of the domains are taken to certain fixed positive powers 𝛾𝑘. In
the dissertation, the solution to this problem is reduced to estimating
a functional that is invariant under conformal automorphisms of the
complex plane, and its estimate is obtained for an arbitrary configuration
of 𝑛 disjoint domains containing 𝑛 given fixed finite points respectively,
under a certain condition on the powers 𝛾𝑘. Additionally, estimates were
obtained for the problem of the extremal partition of a bounded domain,
as well as for extremal problems where certain conditions were imposed
on the poles of the corresponding quadratic differentials — for instance,
that these poles belong to the real line, a certain ellipse or hyperbola, or
that one of the poles coincides with the origin while the others belong to
the unit circle. It is worth noting that for some of the aforementioned
problems, sharp estimates were obtained, while for others, both upper
and lower bounds for the maxima of the investigated functionals were
derived simultaneously.
Key words: non-overlapping domains, analytic functions, conformal
mappings, conformal radius of the domain, an inner radius of the domain,
the unit circle, functional, extremal decomposition, the Green function,
separating transformation, quadratic differential, distortion theorems,
logarithmic capacity, transfinite diameter, theorem on minimizing of the
area.


