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ÀÍÎÒÀÖIß

Çàáîëîòíèé ß.Â. Êîíôîðìíi âiäîáðàæåííÿ òà ñèìåòðèçàöié-

íi ìåòîäè â åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷àõ ãåîìåòðè÷íî¨ òåîði¨ ôóíêöié

êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨. � Êâàëiôiêàöiéíà íàóêîâà ïðàöÿ íà ïðàâàõ ðó-

êîïèñó.

Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ äîêòîðà ôiçèêî-

ìàòåìàòè÷íèõ íàóê çà ñïåöiàëüíiñòþ 01.01.01 � �Ìàòåìàòè÷íèé

àíàëiç� (111 � Ìàòåìàòèêà). � Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè,

Êè¨â, 2026.

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ äåÿêèõ âiäêðèòèõ

ïðîáëåì ïðî åêñòðåìàëüíå ðîçáèòòÿ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè çà äîïîìî-

ãîþ ðîçðîáêè íîâèõ i âäîñêîíàëåííÿ íàÿâíèõ ìåòîäiâ ãåîìåòðè÷íî¨ òåîði¨

ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨. Îñíîâíó óâàãó çîñåðåäæåíî íà âëàñòèâî-

ñòÿõ êîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü òà ñèìåòðè÷íèõ îá'¹êòiâ, ÿêi äîçâîëÿþòü

âèÿâèòè ïåâíi ãåîìåòðè÷íi õàðàêòåðèñòèêè øóêàíèõ åêñòðåìàëüíèõ êîí-

ôiãóðàöié.

Â ðîáîòi äîñëiäæóþòüñÿ çàäà÷i ÿê ç âiëüíèìè, òàê i ç ôiêñîâàíè-

ìè ïîëþñàìè âiäïîâiäíèõ êâàäðàòè÷íèõ äèôåðåíöiàëiâ. Â äàíié òåìà-

òèöi âàæëèâi ðåçóëüòàòè áóëè îòðèìàíi, çîêðåìà, Ì.Î. Ëàâðåíòü¹âèì,

Ã.Ì. Ãîëóçiíèì, Ï.Ï. Êóôàð¹âèì, Ë.I. Êîëáiíîþ, Ç. Íåõàði, Ì.Î. Ë¹á¹-

ä¹âèì, Ï.Ì. Òàìðàçîâèì, Î.Ê. Áàõòiíèì, Ã.Ï. Áàõòiíîþ, Ï.Ë. Äþðåíîì,

Â.ß. Ãóòëÿíñüêèì, Ã.Â. Êóçüìiíîþ òà áàãàòüìà iíøèìè âiäîìèìè â÷åíè-

ìè.

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ñêëàäà¹òüñÿ ç àíîòàöié óêðà¨íñüêîþ òà àíãëié-

ñüêîþ ìîâàìè, ïåðåëiêó óìîâíèõ ïîçíà÷åíü, âñòóïó, øåñòè ðîçäiëiâ, âèñ-

íîâêiâ äî êîæíîãî ðîçäiëó, çàãàëüíèõ âèñíîâêiâ, ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ

äæåðåë i äîäàòêà, ùî ìiñòèòü ñïèñîê ïóáëiêàöié àâòîðà òà âiäîìîñòi ïðî

àïðîáàöiþ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨.

Ó âñòóïi îá ðóíòîâàíî àêòóàëüíiñòü òåìè äèñåðòàöi¨, îïèñàíî ìåòó i

çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ, ïîêàçàíî íàóêîâó íîâèçíó îòðèìàíèõ ðåçóëüòà-
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òiâ, à òàêîæ âèêëàäåíî çìiñò îñíîâíî¨ ÷àñòèíè ðîáîòè.

Ïåðøèé ðîçäië äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ïðèñâÿ÷åíèé îãëÿäó ëiòåðàòó-

ðè çà òåìîþ äèñåðòàöi¨, çîêðåìà, ââåäåíî íåîáõiäíi îçíà÷åííÿ òà êîðîòêî

îïèñàíî ìåòîäè äîñëiäæåíü, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ ôîðìóëþâàííÿ òà

äîâåäåííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè. Ó äàíîìó ðîçäiëi íàâåäåíî äå-

ÿêi îñíîâíi ôàêòè ç òåîði¨ êîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü, îïèñàíî âëàñòèâîñòi

òðàíñôiíiòíîãî äiàìåòðà çàìêíåíî¨ ìíîæèíè òà ñôîðìóëüîâàíî îñíîâíi

òâåðäæåííÿ ç òåîði¨ êâàäðàòè÷íèõ äèôåðåíöiàëiâ, çðîáëåíî îïèñ òèõ ÷àñ-

òèííèõ âèïàäêiâ ìåòîäó ðîçäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ, ÿêi âèêîðèñòîâóþ-

òüñÿ â äèñåðòàöi¨, à òàêîæ ââåäåíî ïîíÿòòÿ (m,n)-ïðîìåíåâî¨ ñèñòåìè

òî÷îê òà äëÿ äàíèõ ñèñòåì íàâåäåíî îñíîâíi ðåçóëüòàòè, ÿêi áóäóòü âè-

êîðèñòîâóâàòèñÿ íàäàëi. Ó ïiäðîçäiëi 1.6 çðîáëåíî êîðîòêèé iñòîðè÷íèé

îãëÿä íàïðÿìêó äîñëiäæåííÿ òà íàâåäåíî ðåçóëüòàòè ïîïåðåäíèêiâ, ÿêi

ïîòðiáíi äëÿ äîâåäåííÿ îñíîâíèõ òåîðåì ðîáîòè.

Ó äðóãîìó ðîçäiëi äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè äîñëiäæó¹òüñÿ ïðîáëåìà ïðî

åêñòðåìàëüíå ðîçáèòòÿ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè ç n âiëüíèìè ïîëþñàìè íà

îäèíè÷íîìó êîëi òà ç ôiêñîâàíèì ïîëþñîì â òî÷öi íóëü äëÿ âèïàäêó, êî-

ëè âíóòðiøíié ðàäióñ îáëàñòi, ÿêà ìiñòèòü ïî÷àòîê êîîðäèíàò, áåðåòüñÿ

â äåÿêîìó äîäàòíîìó ñòåïåíi γ. Îñíîâíi äîñëiäæåííÿ â äàíîìó ðîçäiëi

ïðîâåäåíî â òðüîõ íàïðÿìêàõ. Ïåðøèì íàïðÿìêîì ¹ äîñëiäæåííÿ âêà-

çàíî¨ ïðîáëåìè äëÿ âèïàäêó, êîëè n � ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, i

äëÿ âèïàäiâ n = 3, 8 íàâåäåíî äiéñíå ÷èñëî γn òàêå, ùî äëÿ äàíèõ n

i 0 < γ ≤ γn çíàéäåíî ìàêñèìóì âiäïîâiäíîãî ôóíêöiîíàëà òà âêàçà-

íî åêñòðåìàëüíó êîíôiãóðàöiþ îáëàñòåé, äå öåé ìàêñèìóì äîñÿãà¹òüñÿ.

Äðóãèì íàïðÿìêîì äîñëiäæåííÿ ¹ ðîçãëÿä âèïàäêó, êîëè n � äîâiëü-

íå íàòóðàëüíå ÷èñëî, áiëüøå äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî n0, ïðè÷îìó äëÿ γ,

çàëåæíî âiä ïî÷àòêîâèõ óìîâ íà n òà îáëàñòi, çíàéäåíî äåêiëüêà ñïîñî-

áiâ çàäàííÿ çðîñòàþ÷î¨ ìàæîðàíòè. Òðåòiì íàïðÿìêîì ¹ äîñëiäæåííÿ

âèïàäêó, êîëè îáëàñòi, ÿêi ìiñòÿòü òî÷êè îäèíè÷íîãî êîëà, ñèìåòðè÷íi

âiäíîñíî äàíîãî êîëà, i çíàéäåíî åêñòðåìàëüíå ðîçáèòòÿ ïëîùèíè â óìî-
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âàõ ñôîðìóëüîâàíî¨ ïðîáëåìè ÿê äëÿ âèïàäêó, êîëè n � äåÿêå ôiêñîâàíå

÷èñëî, òàê i äëÿ âèïàäêó, êîëè n áiëüøå äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî n0, i äëÿ

âñiõ çãàäàíèõ âèïàäêiâ íàâåäåíî âiäïîâiäíi îáìåæåííÿ íà γ, äëÿ ÿêèõ

âêàçàíà êîíôiãóðàöiÿ ¹ åêñòðåìàëüíîþ. Êðiì òîãî, îòðèìàíî òî÷íi îöií-

êè ó çãàäàíié âèùå ïðîáëåìi äëÿ âèïàäêó, êîëè íà îáëàñòü, ÿêà ìiñòèòü

òî÷êó íóëü, íàêëàäåíî äåÿêi îáìåæåííÿ, ïðè÷îìó ÿê ç óìîâîþ ñèìåòði¨

íà îáëàñòi, ùî ìiñòÿòü òî÷êè îäèíè÷íîãî êîëà, òàê i áåç íå¨.

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ðîçãëÿäà¹òüñÿ åêñòðåìàëü-

íà ïðîáëåìà ïðî çíàõîäæåííÿ ìàêñèìóìó äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ

n íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé, ÿêi ìiñòÿòü âiäïîâiäíî n çàäàíèõ ôiêñîâàíèõ

òî÷îê, òîáòî, iíøèìè ñëîâàìè, ïðîáëåìà ïðî åêñòðåìàëüíå ðîçáèòòÿ êîì-

ïëåêñíî¨ ïëîùèíè ç n ôiêñîâàíèìè ïîëþñàìè. Äàíà çàäà÷à ïîâíiñòþ

ðîçâ'ÿçàíà òiëüêè äëÿ âèïàäêiâ n = 2, 3, 4. Â ðîáîòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ âèïà-

äîê äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n ≥ 5, ïðè÷îìó ùîäî êîíôiãóðàöi¨ òî÷îê,

âiäíîñíî ÿêèõ çäiéñíþ¹òüñÿ åêñòðåìàëüíå ðîçáèòòÿ, íå íàêëàäà¹òüñÿ æî-

äíèõ äîäàòêîâèõ óìîâ. Îòðèìàíî îöiíêó äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ n

íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé ÿê äëÿ âèïàäêó, êîëè âñi çàäàíi òî÷êè ñêií÷åííi,

òàê i òîäi, êîëè îäíà ç çàäàíèõ òî÷îê � íåñêií÷åííî âiääàëåíà òî÷êà ðîç-

øèðåíî¨ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè. Íàâåäåíî òàêîæ ïðèêëàäè çàñòîñóâàíü

âñòàíîâëåíèõ îöiíîê â iíøèõ çàäà÷àõ ãåîìåòðè÷íî¨ òåîði¨ ôóíêöié êîì-

ïëåêñíî¨ çìiííî¨. Çîêðåìà, îòðèìàíî îöiíêó äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ

îáëàñòåé ó ïðîáëåìi, ÿêà äîñëiäæóâàëàñÿ â äðóãîìó ðîçäiëi äèñåðòàöiéíî¨

ðîáîòè äëÿ âèïàäêiâ, êîëè åêñòðåìàëüíi êîíôiãóðàöi¨ íåâiäîìi, à òàêîæ

çíàéäåíî óìîâó íà âíóòðiøíi ðàäióñè îáëàñòåé, ÿêi ìiñòÿòü òî÷êè îäèíè-

÷íîãî êîëà, ïðè ÿêié ôóíêöiîíàë, ÿêèé äîñëiäæó¹òüñÿ â ïðîáëåìi, îáìå-

æåíèé äëÿ äîâiëüíîãî äîäàòíîãî γ, i íàâåäåíî âiäïîâiäíi îöiíêè. Êðiì

òîãî, áóëè îòðèìàíi äåÿêi îöiíêè ó ïðîáëåìi, äå ðîçãëÿäà¹òüñÿ ôóíêöiî-

íàë, äëÿ ÿêîãî îäèí ïîëþñ âiäïîâiäíîãî êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà �

òî÷êà íóëü, iíøèé � íåñêií÷åííî âiääàëåíà òî÷êà, à ðåøòà n ïîëþñiâ íà-

ëåæàòü îäèíè÷íîìó êîëó. Òàêîæ â äàíîìó ðîçäiëi ïîêàçàíî, ÿêèì ÷èíîì
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îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ìîæíà çàñòîñóâàëè äëÿ îöiíîê ïîõiäíèõ ôóíêöié,

îäíîëèñòèõ â îäèíè÷íîìó êðóçi, òîáòî äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåì ñïîòâîðå-

ííÿ. Ó ðîáîòi íàâåäåíî äåêiëüêà áàãàòîòî÷êîâèõ òåîðåì ñïîòâîðåííÿ, â

ÿêèõ îöiíþ¹òüñÿ äîáóòîê ïîõiäíèõ ôóíêöi¨ êëàñó S â n íàïåðåä çàäàíèõ

ôiêñîâàíèõ òî÷êàõ âiäêðèòîãî îäèíè÷íîãî êðóãà çà óìîâè, ùî äàíi òî÷êè

ïîïàðíî íå íàëåæàòü îäíîìó ðàäióñó âêàçàíîãî êðóãà.

Ó ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ðîçãëÿäà¹òüñÿ åêñòðåìàëü-

íà ïðîáëåìà ïðî çíàõîäæåííÿ ìàêñèìóìó äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ

n íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé, ÿêi ìiñòÿòü âiäïîâiäíî n çàäàíèõ ôiêñîâàíèõ

òî÷îê ak, àëå çà óìîâè, ùî âíóòðiøíi ðàäióñè îáëàñòåé áåðóòüñÿ â äåÿêèõ

ôiêñîâàíèõ äîäàòíiõ ñòåïåíÿõ γk. Ïîâíi ðîçâ'ÿçêè äàíî¨ ïðîáëåìè âiäîìi

òiëüêè äëÿ ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü n i äåÿêèõ çàäàíèõ ñòåïåíiâ γk, îäíàê ó

çàãàëüíîìó âèïàäêó öÿ ïðîáëåìà íå ðîçâ'ÿçàíà, áiëüø òîãî, íàâiòü íå íà-

âåäåíî íåîáõiäíèõ óìîâ íà ñòåïåíi γk, äëÿ ÿêèõ âiäïîâiäíèé ôóíêöiîíàë

îáìåæåíèé ïðè äîâiëüíié êîíôiãóðàöi¨ òî÷îê ak. Â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi

ðîçâ'ÿçàííÿ äàíî¨ ïðîáëåìè çâåäåíî äî îöiíêè ôóíêöiîíàëà, ÿêèé iíâàði-

àíòíèé ùîäî êîíôîðìíèõ àâòîìîðôiçìiâ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè i îòðèìà-

íî éîãî îöiíêó äëÿ äîâiëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨ n íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé, ÿêi

ìiñòÿòü âiäïîâiäíî n çàäàíèõ ôiêñîâàíèõ ñêií÷åííèõ òî÷îê, àëå ïðè âè-

êîíàííi ïåâíî¨ óìîâè íà ñòåïåíi γk. Îòðèìàíî òàêîæ àíàëîãi÷íi îöiíêè çà

óìîâè, ùî îäíà ç òî÷îê ¹ íåñêií÷åííî âiääàëåíîþ. Êðiì òîãî, â ÷åòâåðòî-

ìó ðîçäiëi îòðèìàíî äåÿêi îöiíêè åâîëþöiéíîãî òèïó, êîëè ôóíêöiîíàë,

ÿêèé ìiñòèòü äîáóòêè âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ îáëàñòåé ó äåÿêèõ ôiêñîâàíèõ

ñòåïåíÿõ αk, îöiíþ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ iíøîãî ôóíêöiîíàëà, äå âiäïîâiäíi

ñòåïåíi äîðiâíþþòü θk, çà óìîâè, ùî αk ≥ θk äëÿ âñiõ k = 1, n. Òàêîæ

íàâåäåíî òåîðåìó, â ÿêié îöiíþ¹òüñÿ äîáóòîê äåÿêèõ ñòåïåíiâ ïîõiäíèõ

ôóíêöi¨ êëàñó S â n íàïåðåä çàäàíèõ ôiêñîâàíèõ òî÷êàõ âiäêðèòîãî îäè-

íè÷íîãî êðóãà çà óìîâè, ùî äàíi òî÷êè ïîïàðíî íå íàëåæàòü îäíîìó

ðàäióñó âêàçàíîãî êðóãà.

Ó ï'ÿòîìó ðîçäiëi äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à ïðî åêñ-
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òðåìàëüíå ðîçáèòòÿ âiäêðèòîãî îäèíè÷íîãî êðóãà ç n âiëüíèìè ïîëþñà-

ìè. Ïîâíå ðîçâ'ÿçàííÿ äàíî¨ ïðîáëåìè âiäîìå òiëüêè äëÿ âèïàäêiâ n = 2

i n = 3. Â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi îòðèìàíî îöiíêó äëÿ äîâiëüíîãî íàòó-

ðàëüíîãî n ≥ 4, ïðè÷îìó çíàéäåíî ÿê îöiíêó çâåðõó, òàê i çíèçó, êðiì

òîãî, äëÿ îöiíêè çíèçó çíàéäåíî êîíôiãóðàöiþ îáëàñòåé, äëÿ ÿêî¨ äàíà

îöiíêà äîñÿãà¹òüñÿ. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè áóëè çàñòîñîâàíi â çàäà÷i ïðî

åêñòðåìàëüíå ðîçáèòòÿ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè ç ïîëþñàìè íà äîâiëüíîìó

åëiïñi, ïðè÷îìó â ðiçíèõ ¨¨ ìîäèôiêàöiÿõ, à ñàìå:

1) äëÿ n íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé ç ôiêñîâàíèìè ïîëþñàìè íà äîâiëüíî-

ìó åëiïñi çà óìîâè n ≥ 3, ïðè÷îìó äëÿ âèïàäêó òðüîõ íåïåðåòèííèõ

îáëàñòåé i ç ôiêñîâàíèìè ïîëþñàìè íà çàäàíîìó åëiïñi M åêñòðåìàëüíi

êîíôiãóðàöi¨ âèïèñàíî â ÿâíîìó âèãëÿäi;

2) äëÿ âèïàäêó, êîëè n ïîëþñiâ íàëåæàòü åëiïñó, à îäèí íåñêií÷åííî âiä-

äàëåíèé.

Êðiì òîãî, áóëî îòðèìàíî îöiíêè â àíàëîãi÷íié çàäà÷i çà óìîâè, ùî âiäïî-

âiäíi òî÷êè ëåæàòü íà îäíié àáî äâîõ ãiëêàõ êàíîíi÷íî¨ ãiïåðáîëè. Òàêîæ

îòðèìàíî îöiíêó ìàêñèìóìà äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ n íåïåðåòèí-

íèõ îáëàñòåé, ÿêi íàëåæàòü êîìïëåêñíié ïëîùèíi ç ðîçðiçîì ïî âiäðiçêó

[−1; 1] äiéñíî¨ îñi.

Øîñòèé ðîçäië äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ïðèñâÿ÷åíèé îöiíöi äîáóòêó

âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé, ÿêi ìiñòÿòü òî÷êè äîâiëü-

íî¨ ïðÿìî¨. Äëÿ âèïàäêó äiéñíî¨ ïðÿìî¨ òà n äîâiëüíèõ ñêií÷åííèõ òî÷îê

íà íié òî÷íà îöiíêà áóëà îòðèìàíà â 2006 ðîöi. Â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi

ðîçãëÿäàþòüñÿ âèïàäêè, êîëè:

1) îäíà ç òî÷îê êîíôiãóðàöi¨, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ, ¹ íåñêií÷åííî âiääàëå-

íîþ;

2) n ôiêñîâàíèõ òî÷îê íàëåæàòü ïðÿìié, à îäíà ëåæèòü ïîçà íåþ;

3) âíóòðiøíié ðàäióñ îäíi¹¨ ç îáëàñòåé áåðåòüñÿ â äåÿêîìó äiéñíîìó äî-

äàòíîìó ñòåïåíi γ.

Äëÿ äàíèõ âèïàäêiâ âñòàíîâëåíî ÿê òî÷íi, òàê i (ç âèêîðèñòàííÿì ìå-

6



òîäiâ i ðåçóëüòàòiâ òðåòüîãî ðîçäiëó) ìåíø òî÷íi, îäíàê äåùî ïðîñòiøi

îöiíêè. Òàêîæ îòðèìàíî îöiíêó äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ n íåïåðå-

òèííèõ îáëàñòåé ç ïîëþñàìè íà îäèíè÷íîìó êîëi çà óìîâè, ùî âíóòði-

øíié ðàäióñ îáëàñòi, ùî ìiñòèòü òî÷êó 1, áåðåòüñÿ â ñòåïåíi γ. Çàñòîñîâàíi

ïðè äîâåäåííi äàíèõ òåîðåì ìåòîäè äàëè çìîãó îòðèìàòè îöiíêó â çàäà÷i

ïðî åêñòðåìàëüíå ðîçáèòòÿ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè ç ïîëþñàìè íà âiäðiçêó

[−1; 1] äiéñíî¨ îñi.

Çàãàëîì, â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi îòðèìàíi ðåçóëüòàòè â äåêiëüêîõ êëà-

ñè÷íèõ âiäêðèòèõ ïðîáëåìàõ ãåîìåòðè÷íî¨ òåîði¨ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨

çìiííî¨, ÿêi ¹ ñóòò¹âèìè óçàãàëüíåííÿìè òà ïîñèëåííÿìè ðåçóëüòàòiâ,

ðàíiøå îòðèìàíèõ â äàíié ãàëóçi, à ñàìå ðåçóëüòàòiâ Ì.Î. Ëàâðåíòü¹âà,

Ã.Ì. Ãîëóçiíà, Ï.Ï. Êóôàð¹âà, Â.Ì. Äóáiíiíà, Ã.Â. Êóçüìiíî¨, Ë.Â. Êî-

âàëüîâà, Î.Ê. Áàõòiíà, I.Â. Äåíåãè.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äèñåðòàöiéíà ðî-

áîòà ìà¹ òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ìîæóòü áóòè âèêî-

ðèñòàíi ïðè âèâ÷åííi ïèòàíü êîìïëåêñíîãî òà ãiïåðêîìïëåêñíîãî àíàëiçó,

òåîði¨ ôóíêöié, òåîði¨ âiäîáðàæåíü, ãîëîìîðôíî¨ äèíàìiêè, òåîði¨ ïîëiíî-

ìiâ òà òåîði¨ ñòðóí. Ðåçóëüòàòè òàêîæ ìîæóòü áóòè çàñòîñîâàíi äëÿ äîâå-

äåííÿ òåîðåì ñïîòâîðåííÿ, äëÿ îöiíîê êîåôiöi¹íòiâ îäíîëèñòèõ ôóíêöié

òà äëÿ äîâåäåííÿ íåðiâíîñòåé äëÿ ïîëiíîìiâ òà ¨õíiõ ïîõiäíèõ.

Êëþ÷îâi ñëîâà: íåïåðåòèííi îáëàñòi, êîíôîðìíèé i âíóòðiøíié ðà-

äióñ îáëàñòi, îäèíè÷íå êîëî, ôóíêöiîíàë, åêñòðåìàëüíå ðîçáèòòÿ, ôóí-

êöiÿ Ãðiíà, ðîçäiëÿþ÷å ïåðåòâîðåííÿ, êâàäðàòè÷íèé äèôåðåíöiàë, òåîðå-

ìè ñïîòâîðåííÿ, ëîãàðèôìi÷íà ¹ìíiñòü, òðàíñôiíiòíèé äiàìåòð, òåîðåìà

ïðî ìiíiìiçàöiþ ïëîùi.
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ABSTRACT

Zabolotnyi Ya.V. Conformal mappings and symmetrization

methods in extremal problems of geometric functions theory of

complex variable. � Manuscript.

Doctor of Sciences Thesis on Physics and Mathematics, speciality 01.01.01

�Mathematical analysis� (111 � Mathematics). � Institute of Mathematics

of the National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2026.

The thesis is devoted to the study of some open problems on the extremal

decomposition of the complex plane by developing new and improving exi-

sting methods of geometric function theory of a complex variable. The main

attention when using these methods is paid to the properties of conformal

mappings and symmetric objects, which allow us to identify certain geometric

characteristics of the sought extreme con�gurations. The paper investi-

gates problems with �xed and free poles of the corresponding quadratic

di�erentials. In this area important results were obtained, in particular,

by M.O. Lavrentiev, G.M. Goluzin, P.P. Kufarev, N.I. Kolbina, Ç. Íåõàði,

M.O. Lebedev, P.M. Tamrazov, O.K. Bakhtin, G.P. Bakhtina, P.L. Duren,

V.Ya. Gutlyanskii, G.V. Kuz'mina and many other well-known scientists.

The dissertation consists of abstracts in Ukrainian and English, a list of

symbols, an introduction, six chapters, conclusions for each chapter, general

conclusions, a list of references, and an appendix containing a list of the

author's publications and information on the approbation of the dissertation

results.

The introduction substantiates the relevance of the dissertation topic,

describes the purpose and objectives of the research, shows the scienti�c

novelty of the results obtained, and also outlines the content of the main

part of the work.

The �rst chapter of the thesis is devoted to a review of the literature

on the topic of the dissertation, in particular, the necessary de�nitions are

introduced and the research methods used to formulate and prove the main
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results of the work are brie�y described. In this chapter some basic facts

from the theory of conformal mappings are presented, the properties of the

trans�nite diameter of a closed set are described, basic statements from the

theory of quadratic di�erentials are formulated, are described those special

cases of the separating transformation method used in the thesis, and also is

introduced the concept of a (m,n)-radial system of points, the main results

for these systems are given, which will be used further. In the section 1.6 a

brief historical overview of the research direction is provided and the results

of predecessors that are needed to prove the main theorems of the paper are

presented.

In the second chapter of the thesis the problem of the extremal decomposi-

tion of the complex plane with n free poles on the unit circle and with the

�xed pole at zero for the case when the inner radius of the domain contai-

ning the origin is taken to some positive power γ is investigated. The main

research in this section was conducted in three directions. The �rst direction

is to study this problem for the case when n is a �xed natural number, and

for the cases n = 3, 8 a real number γn is given such that for the given n

and 0 < γ ≤ γn the maximum of the corresponding functional is found and

the extreme con�guration of the domains where this maximum is achieved is

indicated. The second direction of research is to consider the case when n is

an arbitrary natural number greater than some �xed n0, and for γ, dependi-

ng on the initial conditions on n and the domain, several ways of specifying

an increasing majorant have been found. The third direction is to study the

case when the domains containing the points of the unit circle are symmetric

with respect to the given circle, and an extreme decomposition of the plane

is found under the conditions of the formulated problem both for the case

when n is some �xed number, and for the case when n is greater than some

�xed n0, and for all the mentioned cases, the corresponding restrictions on γ

are indicated, for which the speci�ed con�guration is extremal. In addition,

were obtained sharp estimates in the above-mentioned problem for the case
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when some restrictions are imposed on the domain containing the point zero,

both with and without the symmetry condition on the domains containing

the points of the unit circle.

In the third chapter of the thesis the extremal problem of �nding the

maximum of product of inner radii of n mutually non-overlapping domains

containing n given �xed points is considered, respectively, that is, in other

words, the problem of the extremal decomposition of the complex plane with

n �xed poles. Currently, this problem has been completely solved only for the

cases n = 2, 3, 4. In the thesis the case of an arbitrary natural number n ≥ 5

is considered, and no additional conditions are imposed on the con�guration

of points for which the extreme decomposition is performed. An estimate of

the product of the inner radii of n non-overlapping domains is obtained both

for the case when all given points are �nite and when one of the given points

is an in�nitely distant point of the complex plane. Examples of applications

of the found estimates in other problems of the geometric theory of functions

of a complex variable are also given. In particular, was found an estimate

for the product of the inner radii of the domains in the problem studied in

the second chapter of the thesis for cases where the extremal con�gurations

are unknown, and was also found conditions for the inner radii of domains

containing points of the unit circle under which the functional studied in

the problem is bounded for any positive γ, and the corresponding estimates

were given. In addition, were obtained some estimates in the problem where

is considered a functional for which one pole of the corresponding quadratic

di�erential is the point zero, the other is an in�nity, and the remaining n poles

belong to the unit circle. In this chapter also is shown how the obtained results

can be applied to estimates of derivatives of functions that are univalent

in the open unit disc, that is, to prove distortion theorems. In the thesis

is presented several so-called multipoint distortion theorems, in which the

product of derivatives of a function of class S at n predetermined �xed points

of an open unit disc is estimated, provided that the given points do not belong
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to the same radius of the speci�ed disc in pairs.

In the fourth chapter of the thesis is considered an extreme problem simi-

lar to the one considered in the third section, namely the problem of �nding

the max- imum of product of inner radii of n non-overlapping domains contai-

ning respectively n given �xed points ak, but provided that the inner radii of

the domains are taken in some �xed positive powers of γk. Complete solutions

to this problem are known only for initial values n and some given powers γk,

but in the general case this problem is unsolved, moreover, even necessary

conditions on powers γk for which the corresponding functional is bounded

for an arbitrary con�guration of points ak are not given. In the thesis, the

solution of this problem is reduced to the estimation of a functional that is

invariant with respect to conformal automorphisms of the complex plane and

its estimate is obtained for an arbitrary con�guration of n non-overlapping

domains that contain respectively n given �xed �nite points, but under the

ful�llment of a certain condition on powers γk. Similar estimates are also

obtained provided that one of the points is in�nitely distant. In addition, in

the fourth chapter, some evolutionary-type estimates are obtained, when a

functional containing the products of the inner radii of the domains in some

�xed powers αk is estimated using another functional where the correspondi-

ng powers are equal to θk, provided that αk ≥ θk for all k = 1, n. A theorem

in which the product of some powers of the derivatives of a function of class

S at n predetermined �xed points of an open unit disc is estimated is also

given, provided that the given points do not belong in pairs to the same

radius of the speci�ed circle.

In the �fth chapter of the thesis the problem of the extremal decomposi-

tion of an open unit circle with n free poles is considered. The complete

solution to this problem is known only for the cases n = 2 and n = 3. In

the thesis an estimate for an arbitrary natural number n ≥ 4 is obtained,

and both an upper and lower estimate are found, and for the lower estimate,

a con�guration of domains is found for which this estimate is achieved. The
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obtained results were applied to the problem of the extreme decomposition of

the complex plane with poles on an arbitrary ellipse in its various modi�cati-

ons, namely: for n non-overlapping domains with �xed poles on an arbitrary

ellipse under the condition n ≥ 3, and for the case of three non-overlapping

domains and with �xed poles on a given ellipseM the extreme con�gurations

are written out in explicit form; for the case when n poles belong to the elli-

pse and one is in�nitely distant. In addition, were obtained some estimates

in a similar problem provided that the corresponding points lie on one or

two branches of the canonical hyperbola. An estimate of the maximum of

the product of the inner radii of n non-overlapping domains belonging to the

complex plane with a cut along the segment [−1; 1] of the real axis is also

obtained.

The sixth chapter of the thesis is devoted to estimating the product of

the inner radii of non-overlapping domains containing points on an arbitrary

line. For the case of a real line and n arbitrary �nite points on it, an exact

estimate was obtained in 2006. In the thesis are considered cases when one

of the points of the con�guration under consideration is in�nitely distant;

when n �xed points belong to a line, and one lies outside it; when the inner

radius of one of the domains is taken to some real power γ. For these cases,

both accurate and, using the methods and results of the third chapter, less

accurate, but somewhat simpler estimates were found. An estimate of the

product of the inner radii of n non-overlapping domains with poles on the

unit circle was also found, provided that the inner radius of the domain

containing point 1 is taken to the power γ. The methods used in proving

these theorems made it possible to obtain an estimate in the problem of the

extreme partition of the complex plane with poles on the segment [−1; 1] of

the real axis.

In general, in the thesis are obtained results in several classical open

problems of the geometric theory of functions of a complex variable, whi-

ch are signi�cant generalizations and strengthenings of results previously
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obtained in this �eld, namely the results of M.O. Lavrentiev, G.M. Goluzin,

P.P. Kufarev, V.M. Dubinin, G.V. Kuz'mina, L.V. Kovalev, O.K. Bakhtin,

I.V. Denega.

The practical signi�cance of the results. Thesis is a theoretical

investigation. The obtained results can be used in the study of complex

and hypercomplex analysis, function theory, mapping theory, holomorphic

dynamics, polynomial theory and string theory. The results can be applied

to distortion theorems, estimates of coe�cients of univalent functions and to

obtain inequalities for polynomials and their derivatives.

Key words: non-overlapping domains, conformal radius of the domain,

an inner radius of the domain, the unit circle, functional, extremal decomposi-

tion, the Green function, separating transformation, quadratic di�erential,

distortion theorems, logarithmic capacity, trans�nite diameter, theorem on

minimizing of the area.
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Ñïèñîê óìîâíèõ ïîçíà÷åíü

N � ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë;

R � ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë;

R+ � ìíîæèíà äîäàòíèõ äiéñíèõ ÷èñåë;

C � ìíîæèíà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë;

C = C ∪∞ � ðîçøèðåíà êîìïëåêñíà ïëîùèíà;

Re z � äiéñíà ÷àñòèíà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z;

Im z � óÿâíà ÷àñòèíà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z;

Rn � n-âèìiðíèé äiéñíèé ïðîñòið;

Cn � n-âèìiðíèé êîìïëåêñíèé ïðîñòið;

U = {z : |z| < 1} � âiäêðèòèé îäèíè÷íèé êðóã;

x ∈ E � åëåìåíò x íàëåæèòü ìíîæèíi E;

X ⊂ E � ìíîæèíà X ¹ ïiäìíîæèíîþ ìíîæèíè E;

R(B, a) � êîíôîðìíèé ðàäióñ îáëàñòi B ⊂ C âiäíîñíî òî÷êè a ∈ B

(ñòîð. 69, îçí. 1.1.2; ñòîð. 71, îçí. 1.1.3, 1.1.4);

r(B, a) � âíóòðiøíié ðàäióñ îáëàñòi B ⊂ C âiäíîñíî òî÷êè a ∈ B

(ñòîð. 73, îçí. 1.1.6, 1.1.7);

gD(z, z0) � ôóíêöiÿ Ãðiíà îáëàñòi D ç ïîëþñîì â òî÷öi z0 (ñòîð. 72,

îçí. 1.1.5);

Q(z)dz2 � êâàäðàòè÷íèé äèôåðåíöiàë (ñòîð. 77, îçí. 1.3.1);

d(E) � òðàíñôiíiòíèé äiàìåòð êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè E ⊂ C (ñòîð. 75,

îçí. 1.2.1);

dn
(
{ap}np=1

)
� n-é äiàìåòð ñèñòåìè òî÷îê ap, p = 1, n (ñòîð. 189, ïiä-

ðîçäië 3.2.1);



αk, α0 � êóòîâi ïàðàìåòðè (ñòîð. 85-86, îçí. 1.5.1);

Am,n � (m,n)-ïðîìåíåâà ñèñòåìà òî÷îê (ñòîð. 85, îçí. 1.5.2).

MR(Am,n), M(Am,n) � "êåðóþ÷i"ôóíêöiîíàëè (ñòîð. 86, îçí. 1.5.3, ô-

ëè 1.5.3 i 1.5.4).

An � n-ïðîìåíåâà ñèñòåìà òî÷îê (ñòîð. 88, îçí. 1.5.4).

L(An) � "êåðóþ÷èé"ôóíêöiîíàë (ñòîð. 88, ô-ëà 1.5.11).
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Âñòóï

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Ãåîìåòðè÷íà òåîðiÿ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨

âèâ÷à¹ ãåîìåòðè÷íi âëàñòèâîñòi âiäîáðàæåíü, ÿêi çäiéñíþþòü àíàëiòè÷íi

ôóíêöi¨, à òàêîæ ãåîìåòðè÷íi âëàñòèâîñòi ðiçíîìàíiòíèõ ïiäêëàñiâ êëàñó

àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié. Öÿ òåìàòèêà ¹ âàæëèâîþ ÷àñòèíîþ ìàòåìàòè÷íî-

ãî àíàëiçó, ¨¨ âèâ÷àëè â ñâî¨õ ðîáîòàõ áàãàòî âiäîìèõ â÷åíèõ: À. Ïóàí-

êàðå, Ï. Êüîáå, Ë. Áiáåðáàõ, Ê. Êàðàòåîäîði, Ò. Ãðîíóîëë, Ì.Î. Ëàâ-

ðåíòü¹â, Ã. Ïîéÿ, Ã. Ãðüîòø, Ä. Ãiëüáåðò, Î. Òåéõìþëëåð, Ë. Àëüôîðñ,

Ã.Ì. Ãîëóçií, Ã. Ëüîâíåð, À.Øåôôåð, Ä. Ñïåíñåð, Ë.I. Êîëáiíà, Ï.Ï. Êó-

ôàðåâ, À.Å. Ôàëåñ, Ç. Íåõàði, Ì.Î. Ë¹á¹ä¹â, Â.Ê. Õåéìàí, I.Ì. Ìiëií,

Ï.Ì. Òàìðàçîâ, Ê. Ïîìåðåíêå, Þ.�. Àë¹íiöèí, I.�. Áàçiëåâè÷, I.À. Àë¹-

êñàíäðîâ, I.Ï. Ìiòþê, Ê. Ôiòöäæåðàëüä, Äæ.À. Äæåíêiíñ, Â.ß. Ãóòëÿí-

ñüêèé, Ì. Øèôôåð, Ï.Ë. Äþðåí, Î.Ê. Áàõòií, Ã.Ï. Áàõòiíà, Ã.Â. Êóçüìi-

íà, Â.Ì. Äóáiíií, �.Ã. �ìåëüÿíîâ, Â.I. Ðÿçàíîâ òà iíøi.

Ïåðøèìè çàäà÷àìè â ãåîìåòðè÷íié òåîði¨ ôóíêöié áóëè çàäà÷i íà äîñ-

ëiäæåííÿ åêñòðåìàëüíèõ âëàñòèâîñòåé îäíîëèñòèõ ôóíêöié, òîáòî òà-

êèõ ôóíêöié, çíà÷åííÿ ÿêèõ â ðiçíèõ òî÷êàõ îáëàñòi âèçíà÷åííÿ ¹ ði-

çíèìè. Îñîáëèâèé iíòåðåñ ñàìå äî îäíîëèñòèõ âiäîáðàæåíü çóìîâëåíèé

òèì, ùî òàêi âiäîáðàæåííÿ ìàþòü ðÿä âàæëèâèõ åêñòðåìàëüíèõ âëàñòè-

âîñòåé ó áiëüø çàãàëüíèõ êëàñàõ êîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü. Àëå âiäñó-

òíiñòü íà ìíîæèíi îäíîëèñòèõ ôóíêöié ñòðóêòóðè, ÿêà á ïåðåòâîðþâà-

ëà äàíó ìíîæèíó íà ëiíiéíèé ïðîñòið, çóìîâèëà ïîøóê íîâèõ ìåòîäiâ

äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷. Çîêðåìà, òåîðåìà Á. Ðiìàíà, ÿêà

äà¹ âiäïîâiäü íà ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ êîíôîðìíîãî âiäîáðàæåííÿ äî-
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âiëüíî¨ îäíîçâ'ÿçíî¨ îáëàñòi êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè ç ìåæåþ, ÿêà ìiñòèòü

áiëüøå íiæ îäíó òî÷êó, íà îäèíè÷íèé êðóã, ïðèçâåëà äî ââåäåííÿ ïîíÿ-

òòÿ êîíôîðìíîãî ðàäióñà îáëàñòi, ðiçíîìàíiòíi âëàñòèâîñòi ÿêîãî ÷àñòî

âèêîðèñòîâóâàëèñÿ ïðè ðîçâ'ÿçàííi âêàçàíèõ çàäà÷.

Îäíèìè ç ïåðøèõ ðîáiò, äå áiëüø ñèñòåìíî äîñëiäæóâàëèñÿ âëàñòè-

âîñòi îäíîëèñòèõ ôóíêöié, áóëè ðîáîòè Ï. Êüîáå (äèâ., íàïðèêëàä, [109]-

[110]), äå, çîêðåìà, ðîçãëÿäàëàñÿ ïðîáëåìà âiäïîâiäíîñòi ìåæ ïðè êîí-

ôîðìíîìó âiäîáðàæåííi. Ðîáîòè Ï. Êüîáå äàëè ïîøòîâõ äëÿ ðîçâèòêó

ìåòîäó ïëîù. Îäíèì ç ïåðøèõ ðåçóëüòàòiâ ó öüîìó íàïðÿìêó áóëà òàê

çâàíà "òåîðåìà ïëîù" Ãðîíóîëëà [88], ÿêà âiäîáðàæà¹ íàñòóïíèé ãåîìå-

òðè÷íèé ôàêò: ïðè âiäîáðàæåííi îáëàñòi |ζ| > ρ, ρ > 1 çà äîïîìîãîþ

ôóíêöi¨ F (ζ) = ζ +
∞∑
k=1

ak
ζk

íåïîêðèòîþ çàëèøà¹òüñÿ ÷àñòèíà ïëîùèíè,

ÿêà ìà¹ äîäàòíó ïëîùó. Òåîðåìà Ãðîíîóëëà áóëà òàêîæ ïåðøîþ òåîðå-

ìîþ "ñïîòâîðåííÿ". Ñïèðàþ÷èñü íà çãàäàíi âèùå ðîáîòè, Ë. Áiáåðáàõ [43]

ó 1916 ð. âèñëîâèâ ãiïîòåçó, ùî íà êëàñi S îäíîëèñòèõ i ðåãóëÿðíèõ ó âiä-

êðèòîìó îäèíè÷íîìó êðóçi ôóíêöié ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü |cn| ≤ n, äå cn
� êîåôiöi¹íòè ðîçêëàäó çãàäàíî¨ ôóíêöi¨ â ðÿä Òåéëîðà. Äàíà ãiïîòåçà

áóëà äîâåäåíà ëèøå ó 1984 ð. Ë. äå Áðàíæåì (äèâ. [44], iíøå äîâåäåííÿ

öüîãî ðåçóëüòàòó äèâ. [5]). Çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ïëîù áàãàòî âàæëèâèõ

ðåçóëüòàòiâ áóëî îòðèìàíî Ì.Î. Ë¹á¹ä¹âèì òà ií. (äèâ., íàïðèêëàä, [132].)

Äîñëiäæåííÿ ãiïîòåçè Ë. Áiáåðáàõà äàëî ïîøòîâõ äëÿ ðîçâèòêó ðÿäó

iíøèõ ìåòîäiâ ãåîìåòðè÷íî¨ òåîði¨ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨. Çîêðå-

ìà, Ã. Ëüîâíåð âèâiâ ðiâíÿííÿ äëÿ ñiì'¨ âiäîáðàæåíü, ÿêi çáiãàþòüñÿ äî

äàíî¨ ôóíêöi¨ ç êëàñó S, ùî ñòàëî îñíîâîþ äëÿ ïàðàìåòðè÷íîãî ìåòîäó.

Íàñòóïíèì ìåòîäîì âèâ÷åííÿ åêñòðåìàëüíèõ ïðîáëåì ñòàâ ìåòîä

âíóòðiøíiõ âàðiàöié, ðîçðîáëåíèé â ðîáîòàõ Ì. Øèôôåðà (äèâ. [160])

òà Ã.Ì. Ãîëóçiíà (äèâ. [83]). Öåé ìåòîä ïîëÿãà¹ ó âiäøóêàííi äèôåðåíöi-

àëüíîãî ðiâíÿííÿ, ÿêå çàäîâiëüíÿ¹ âiäïîâiäíà åêñòðåìàëüíà ôóíêöiÿ, ùî

äîçâîëèëî ðîçâ'ÿçàòè áàãàòî åêñòðåìàëüíèõ ïðîáëåì, äå âäàëîñÿ îòðè-

ìàòè ðîçâ'ÿçêè âiäïîâiäíèõ ðiâíÿíü.
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Ó 1928 ð. âèíèê ìåòîä ñìóã Õ. Ãðüîòøà (äèâ. [89]). Ñàìå iäå¨, âèñ-

ëîâëåíi â ðîáîòàõ Õ. Ãðüîòøà, ñïðèÿëè ðîçâèòêó òåîði¨ êâàäðàòè÷íèõ

äèôåðåíöiàëiâ. Òàê, Î. Òåéõìþëëåð âèñëîâèâ ïðèíöèï, çãiäíî ç ÿêèì

ðîçâ'ÿçêó êîæíî¨ åêñòðåìàëüíî¨ çàäà÷i âiäïîâiäà¹ äåÿêèé êâàäðàòè÷íèé

äèôåðåíöiàë. Ïiçíiøå Äæ. Äæåíêiíñîì áóëî äîâåäåíî îñíîâíó òåîðåìó

ïðî êîåôiöi¹íòè (äèâ. [102]), íàñëiäêàìè ç ÿêî¨ ¹ áàãàòî âàæëèâèõ ðåçóëü-

òàòiâ òåîði¨ îäíîëèñòèõ ôóíêöié. Ñàìå íà îñíîâi ìåòîäó ñìóã Õ. Ãðüîòøà

áóâ ðîçâèíåíèé ìåòîä åñòðåìàëüíî¨ ìåòðèêè. Ñóòò¹âèé âêëàä â ðîçâèòîê

öüîãî ìåòîäó âíiñ Ï.Ì. Òàìðàçîâ. Çîêðåìà, íèì áóëî äîâåäåíî òåîðåìó

ïðî ëiíiéíi iíòåãðàëè äëÿ åêñòðåìàëüíî¨ äîâæèíè (äèâ. [215]). Äàíà òå-

îðåìà âèñòóïà¹ íàäiéíèì iíñòðóìåíòîì àíàëiçó åêñòðåìàëüíèõ îáðàçiâ

ó çàäà÷àõ, ùî ñòîñóþòüñÿ êîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü áàãàòîçâ'ÿçíèõ òà

íåñêií÷åííîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé.

Â äðóãié ïîëîâèíi 20 ñò. â ãåîìåòðè÷íié òåîði¨ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨

çìiííî¨ ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ øèðîêî âèêîðèñòîâóâà-

ëèñÿ ñèìåòðèçàöiéíi ìåòîäè. Â îñíîâi öèõ ìåòîäiâ ëåæèòü iäåÿ, ùî åêñ-

òðåìàëüíi êîíôiãóðàöi¨ ïîòðiáíî øóêàòè ñåðåä îá'¹êòiâ, ÿêi ìàþòü ïåâ-

íó ñèìåòðiþ. Ñåðåä ðîáiò, íà îñíîâi ÿêèõ áóëè ðîçðîáëåíi âêàçàíi ìåòî-

äè, âiäçíà÷èìî ïðàöi Ó. Õåéìàíà [97], Äæ. Äæåíêiíñà [102], I.Ï. Ìiòþ-

êà [135,136]. Ñåðåä ñèìåòðèçàöiéíèõ ìåòîäiâ íàéáiëüøå ïîøèðåííÿ îòðè-

ìàâ ìåòîä ðîçäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ, ðîçðîáëåíèé i îïèñàíèé â ðîáî-

òàõ [65], [70]. Çà äîïîìîãîþ öüîãî ìåòîäó áàãàòî ñóòò¹âèõ ðåçóëüòàòiâ â

åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷àõ áóëî îòðèìàíî Î.Ê. Áàõòiíèì (äèâ. [24]).

Çàãàëîì, ðiçíèì ìåòîäàì ãåîìåòðè÷íî¨ òåîði¨ ôóíêöié, à òàêîæ ðå-

çóëüòàòàì, ÿêi çà äîïîìîãîþ öèõ ìåòîäiâ âäàëîñÿ îòðèìàòè, ïðèñâÿ÷åíî

÷èìàëî ìîíîãðàôié òà ñòàòåé. Ñåðåä íèõ âiäçíà÷èìî, íàïðèêëàä, ðîáî-

òè I.Î. Àëåêñàíäðîâà [4], Ã.Ì. Ãîëóçiíà [83], Äæ. Äæåíêiíñà [102, 104],

Â.Ì. Äóáiíiíà [65, 70], Ã.Â. Êóçüìiíî¨ [123, 125, 126], Ñ. Ñòî¨ëîâà [166],

Ì.À. Ëåáåä¹âà [132], Ó. Õåéìàíà [97], Ï.Ë. Äþðåíà [73], Ë. Øèôôå-

ðà [163], À.Â. Ãóäìàíà [85], Ê. Ïîììåðåíêå [146].
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Âêàçàíà òåìàòèêà òåîði¨ ôóíêöié òàêîæ ñóòò¹âî ðîçâèâàëà êè¨âñüêîþ

íàóêîâîþ øêîëîþ. Òàê, â ðîáîòàõ Ï.Ì. Òàìðàçîâà áóëî çðîáëåíî ñóòò¹-

âèé âêëàä â ðîçâ'ÿçàííÿ âiäîìî¨ ïðîáëåìè Ì.Ã. ×åáîòàðüîâà, à ñàìå áóëî

çàïðîïîíîâàíî ìåòîä, ÿêèé ïîëÿãà¹ ó âiäøóêàííi êîíòèíóóìó íàéìåí-

øî¨ ¹ìíîñòi, ÿêèé ìiñòèòü äàíi ôiêñîâàíi òî÷êè (äèâ. [175]), à òàêîæ áóëî

âèñóíóòî iäåþ ðîçãëÿäàòè åêñòðåìàëüíi çàäà÷i íå òiëüêè ç ôiêñîâàíè-

ìè, àëå i ç âiëüíèìè ïîëþñàìè âiäïîâiäíèõ êâàäðàòè÷íèõ äèôåðåíöiàëiâ

(äèâ., íàïðèêëàä, [168, 171]). Î.Ê. Áàõòiíèì (äèâ. [24]) áóâ ðîçðîáëåíèé

ìåòîä "êåðóþ÷èõ" ôóíêöiîíàëiâ, ÿêèé äîçâîëèâ ñóòò¹âî ðîçøèðèòè i äî-

ïîâíèòè âiäîìi ðåçóëüòàòè â åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷àõ ãåîìåòðè÷íî¨ òåîði¨

ôóíêöié, çîêðåìà, îòðèìàòè òî÷íi îöiíêè äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ

íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé ç ïîëþñàìè âiäïîâiäíèõ êâàäðàòè÷íèõ äèôåðåí-

öiàëiâ íà ò.çâ. m,n-ïðîìåíåâèõ ñèñòåìàõ òî÷îê. Ñåðåä iíøèõ ðîáiò ñïiâ-

ðîáiíèêiâ âiääiëó êîìïëåêñíîãî àíàëiçó i òåîði¨ ïîòåíöiàëó Iíñòèòóòó ìà-

òåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè ç äàíî¨ òåìàòèêè âiäçíà÷èìî ïóáëiêàöi¨ Î.Ê. Áà-

õòiíà [9, 10, 20, 23, 36], À.Ë. Òàðãîíñüêîãî [176, 178, 179], Â.�. Â'þí [197],

I.Â. Äåíåãè [48,51,52], Ë.Â. Âèãiâñüêî¨ [32,183], I.ß. Äâîðàê [47]. Êðiì òî-

ãî, ñïiâðîáiòíèêàìè âiääiëó, çîêðåìà Ñ.I. Ïëàêñîþ òà éîãî ó÷íÿìè, áóëî

çðîáëåíî ñóòò¹âèé âêëàä â äîñëiäæåííÿ ìîíîãåííèõ ôóíêöié â êîìóòà-

òèâíèõ òà íåêîìóòàòèâíèõ àëãåáðàõ [142�144].

Ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷, à òà-

êîæ ðîçðîáëåíi ìåòîäè çíàéøëè ÷èñëåííi çàñòîñóâàííÿ â ìåõàíiöi, òåîði¨

íàáëèæåííÿ, ãåîìåòði¨ i òîïîëîãi¨, àëãåáði ìíîãî÷ëåíiâ, òåîði¨ ñòðóí. Ñå-

ðåä çíà÷íî¨ êiëüêîñòi îïóáëiêîâàíèõ ïðàöü âiäçíà÷èìî ðîáîòè Ì.Î. Ëàâ-

ðåíòü¹âà [129, 130], Ñ.Í. Ìåðãåëÿíà [134], Ï.Ì. Òàìðàçîâà [169], Ð. Êó-

ðàíòà [46], I.Î. Øåâ÷óêà [162], Â.Ì. Äóáiíiíà [69], Ã. Ìiëîâàíîâi÷à [137],

Ê. Ðàõìàíà i Ã. Øìåéñåðà [147], Ã. Ìiíà [138], Ñ.Ë. Âàëi [184], À.Ã. Ôiðà-

òà [81].

Îäíàê, íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî êîæåí ç ïåðåëi÷åíèõ ìåòîäiâ çàáåçïå-

÷èâ ñóòò¹âèé ïðîðèâ ïðè ðîçâ'ÿçàííi çàäà÷ ãåîìåòðè÷íî¨ òåîði¨ ôóíêöié
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êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨, áàãàòî åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ ó öüîìó ðîçäiëi ìà-

òåìàòèêè çàëèøàþòüñÿ íà äàíèé ìîìåíò âiäêðèòèìè, ïðè÷îìó çíà÷íà

÷àñòèíà ç íèõ âiäîìi âæå äîñèòü äàâíî. Îñêiëüêè äî åêñòðåìàëüíèõ çà-

äà÷ ÷àñòî çâîäÿòüñÿ iíøi ïðîáëåìè ãåîìåòðè÷íî¨ òåîði¨ ôóíêöié, çîêðå-

ìà òåîðåìè ñïîòâîðåííÿ äëÿ îäíîëèñòèõ i áàãàòîëèñòèõ ôóíêöié, îöiíêè

êîåôiöi¹íòiâ, à òàêîæ ðÿä ïðîáëåì â ñóìiæíèõ ðîçäiëàõ ìàòåìàòèêè, òî

àêòóàëüíîþ ¹ çàäà÷à ðîçðîáêè íîâèõ òà âäîñêîíàëåííÿ âæå âiäîìèõ ìå-

òîäiâ äëÿ îòðèìàííÿ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷, à òàêîæ

îòðèìàííÿ åôåêòèâíèõ îöiíîê âiäïîâiäíèõ ôóíêöiîíàëiâ.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè.

Äèñåðòàöiÿ âèêîíàíà ó âiääiëi êîìïëåêñíîãî àíàëiçó i òåîði¨ ïîòåíöiàëó

Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè â ðàìêàõ íàóêîâèõ òåì �Àíàëiòè÷íi

òà ãåîìåòðè÷íi ïðîáëåìè êîìïëåêñíîãî i ãiïåðêîìïëåêñíîãî àíàëiçó� (íî-

ìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0121U100414), �Ìåòðè÷íi òà ãåîìåòðè÷íi çàäà÷i

òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ i ñóáãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié òà ìíîæèí� (íîìåð äåð-

æàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0116U003060) òà �Ðîçðîáêà àíàëiòè÷íèõ òà ÷èñåëüíî-

àíàëiòè÷íèõ ìåòîäiâ äîñëiäæåííÿ çàäà÷ ñó÷àñíîãî ïðèðîäîçíàâñòâà� (íî-

ìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0117U004077).

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ. Ìåòîþ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ¹

âäîñêîíàëåííÿ òà ìîäèôiêàöiÿ âiäîìèõ, à òàêîæ ñòâîðåííÿ íîâèõ ìåòîäiâ

i ïiäõîäiâ äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ ïðî åêñòðåìàëüíå ðîçáèòòÿ êîìïëåêñíî¨

ïëîùèíè, à òàêîæ çàñòîñóâàííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ â iíøèõ çàäà÷àõ

òåîði¨ ôóíêöié òà ñóìiæíèõ ãàëóçÿõ ìàòåìàòèêè.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ôóíêöiîíàëè, çàäàíi íà êëàñàõ íåïåðåòèí-

íèõ îáëàñòåé ðîçøèðåíî¨ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè ÷è íà êëàñàõ îäíîëèñòèõ

ôóíêöié áåç ñïiëüíèõ çíà÷åíü.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ çíàõîäæåííÿ ìàêñèìóìiâ âêàçàíèõ ôóí-

êöiîíàëiâ i îïèñ åêñòðåìàëüíèõ êîíôiãóðàöié òàì, äå öå ìîæëèâî.

Çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ � îòðèìàòè îöiíêè äëÿ ôóíêöiîíàëiâ, çàäàíèõ

íà êëàñàõ íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé, çîêðåìà:
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1) îòðèìàòè îöiíêó çâåðõó äëÿ äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ n íåïåðå-

òèííèõ îáëàñòåé ðîçøèðåíî¨ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè ç ôiêñîâàíèìè ïîëþ-

ñàìè, ïðè÷îìó ðîçãëÿíóòè ÿê âèïàäîê, êîëè âñi ïîëþñè ñêií÷åííi, òàê i

âèïàäîê, êîëè îäèí ç íèõ � íåñêií÷åííî âiääàëåíà òî÷êà;

2) îòðèìàòè îöiíêó çâåðõó äîáóòêó ñòåïåíiâ âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ n

íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé ðîçøèðåíî¨ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè ç ôiêñîâàíèìè

ïîëþñàìè, à òàêîæ çíàéòè äîñòàòíþ óìîâó íà ïîêàçíèêè ñòåïåíiâ, çà

ÿêî¨ âêàçàíèé äîáóòîê îáìåæåíèé äëÿ äîâiëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨ ïîëþñiâ;

3) îòðèìàòè îöiíêè äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ n íåïåðåòèííèõ îá-

ëàñòåé â çàäà÷i ïðî åêñòðåìàëüíå ðîçáèòòÿ âiäêðèòîãî îäèíè÷íîãî êðóãà;

4) äîñëiäèòè âiäêðèòó ïðîáëåìó ïðî çíàõîäæåííÿ ìàêñèìóìó äîáó-

òêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ n îáëàñòåé âiäíîñíî òî÷îê îäèíè÷íîãî êîëà íà

ñòåïiíü γ âíóòðiøíüîãî ðàäióñó îáëàñòi âiäíîñíî òî÷êè íóëü çà óìîâè,

ùî âñi îáëàñòi ïîïàðíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ, à òàêîæ àíàëîãi÷íó ïðîáëåìó,

çà óìîâàìè ÿêî¨ îáëàñòi, ÿêi ìiñòÿòü òî÷êè îäèíè÷íîãî êîëà, ñèìåòðè÷íi

âiäíîñíî äàíîãî êîëà òà îòðèìàòè, çà ìîæëèâîñòi òî÷íi îöiíêè;

5) îòðèìàòè îöiíêè äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ íåïåðåòèííèõ îáëà-

ñòåé çà óìîâè, ùî íà ïîëþñè âiäïîâiäíèõ êâàäðàòè÷íèõ äèôåðåíöiàëiâ

íàêëàäåíî ïåâíi îáìåæåííÿ, íàïðèêëàä, ÿêùî âîíè ëåæàòü íà äåÿêié

ïðÿìié, âiäðiçêó, åëiïñi ÷è ãiïåðáîëi;

6) çíàéòè ìîæëèâi çàñòîñóâàííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ ÿê â iíøèõ

çàäà÷àõ ãåîìåòðè÷íî¨ òåîði¨ ôóíêöié, òàê i â iíøèõ ãàëóçÿõ ìàòåìàòè-

êè, çîêðåìà, îòðèìàòè çà ¨õ äîïîìîãîþ íîâi òåîðåìè ñïîòâîðåííÿ äëÿ

îäíîëèñòèõ ôóíêöié.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Ïðè ðîçâ'ÿçàííi çàâäàíü äèñåðòàöiéíî¨ ðî-

áîòè âèêîðèñòîâóþòüñÿ ìåòîäè ãåîìåòðè÷íî¨ òåîði¨ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨

çìiííî¨, íàñàìïåðåä, ìåòîä ðîçäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ, ìåòîäè òåîði¨

êîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü òà òåîði¨ êâàäðàòè÷íèõ äèôåðåíöiàëiâ.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Óñi îòðèìàíi â ðîáî-

òi ðåçóëüòàòè ¹ íîâèìè. Â äèñåðòàöi¨ ðîçðîáëåíî íîâi ïiäõîäè é ìåòîäè
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äëÿ âèâ÷åííÿ çàäà÷ ïðî åêñòðåìàëüíå ðîçáèòòÿ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè,

çàâäÿêè ÿêèì:

1) îòðèìàíî îöiíêè çâåðõó äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ n íåïåðåòèí-

íèõ îáëàñòåé ðîçøèðåíî¨ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè ç ôiêñîâàíèìè ïîëþñàìè;

çà äîïîìîãîþ öèõ îöiíîê áóëî äîâåäåíî íèçêó íåðiâíîñòåé â iíøèõ åêñ-

òðåìàëüíèõ çàäà÷àõ ãåîìåòðè÷íî¨ òåîði¨ ôóíêöié, à òàêîæ äîâåäåíî íîâi

áàãàòîòî÷êîâi òåîðåìè ñïîòâîðåííÿ ÿê äëÿ ôóíêöié, ðåãóëÿðíèõ i îäíî-

ëèñòèõ â îäèíè÷íîìó êðóçi, òàê i äëÿ ôóíêöié, ÿêi ðåãóëÿðíî i îäíîëè-

ñòî âiäîáðàæàþòü âêàçàíèé êðóã íà îáëàñòi, çiðêîïîäiáíi âiäíîñíî òî÷êè

íóëü;

2) îòðèìàíî îöiíêè çâåðõó äîáóòêó ñòåïåíiâ âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ n

íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé ðîçøèðåíî¨ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè ç ôiêñîâàíèìè

ïîëþñàìè, ïðè÷îìó âñòàíîâëåíî äîñòàòíþ óìîâó äëÿ ïîêàçíèêiâ ñòåïå-

íiâ, çà ÿêî¨ âêàçàíèé äîáóòîê îáìåæåíèé, à òàêîæ îòðèìàíi îöiíêè âè-

êîðèñòàíî äëÿ äîâåäåííÿ áàãàòîòî÷êîâèõ òåîðåì ñïîòâîðåííÿ;

3) îòðèìàíî îöiíêè äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ n íåïåðåòèííèõ îá-

ëàñòåé, ÿêi ëåæàòü ó âiäêðèòîìó îäèíè÷íîìó êðóçi, à òàêîæ çà äîïî-

ìîãîþ îòðèìàíèõ îöiíîê îäåðæàíî îöiíêó äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ

íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé ç ïîëþñàìè íà åëiïñi, îäíié ÷è äâîõ ãiëêàõ êàíî-

íi÷íî¨ ãiïåðáîëè;

4) äëÿ áàãàòüîõ ÷àñòèííèõ âèïàäêiâ ðîçâ'ÿçàíî âiäêðèòó ïðîáëåìó

ïðî çíàõîäæåííÿ ìàêñèìóìó äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ n îáëàñòåé âiä-

íîñíî òî÷îê îäèíè÷íîãî êîëà íà ñòåïiíü γ âíóòðiøíüîãî ðàäióñó îáëàñòi

âiäíîñíî òî÷êè íóëü çà óìîâè, ùî âñi îáëàñòi ïîïàðíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ, à

òàêîæ äëÿ áàãàòüîõ ÷àñòèííèõ âèïàäêiâ ðîçâ'ÿçàíî àíàëîãi÷íó ïðîáëåìó,

çà óìîâàìè ÿêî¨ îáëàñòi, ÿêi ìiñòÿòü òî÷êè îäèíè÷íîãî êîëà, ñèìåòðè÷íi

âiäíîñíî äàíîãî êîëà;

5) ðîçâ'ÿçàíî äåêiëüêà âàðiàíòiâ çàäà÷i ïðî åêñòðåìàëüíå ðîçáèòòÿ

êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè ç ïîëþñàìè íà äîâiëüíié ïðÿìié, çîêðåìà ðîçãëÿ-

íóòî âèïàäîê, êîëè n òî÷îê ëåæàòü íà äiéñíié ïðÿìié, à îäíà òî÷êà ïîçà
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ïðÿìîþ; âèïàäîê, êîëè âñi ïîëþñè ëåæàòü íà ïðÿìié, àëå âíóòðiøíié

ðàäióñ îäíi¹¨ ç îáëàñòåé áåðåòüñÿ â äåÿêîìó äiéñíîìó äîäàòíîìó ñòåïå-

íi γ; òàêîæ îòðèìàíî îöiíêó äîáóòêiâ âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ íåïåðåòèííèõ

îáëàñòåé ç âiëüíèìè ïîëþñàìè íà âiäðiçêó [−1; 1].

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äèñåðòàöiéíà ðî-

áîòà ìà¹ òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè i ðîçâèíåíi â íié

ìåòîäè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi, íàñàìïåðåä, ïðè âèâ÷åííi ïèòàíü êîì-

ïëåêñíîãî òà ãiïåðêîìïëåêñíîãî àíàëiçiâ, òåîði¨ ìíîãî÷ëåíiâ, òåîði¨ ôóí-

êöié, òåîði¨ àïðîêñèìàöi¨, òåîði¨ ñòðóí. Íà îñíîâi äîâåäåíèõ îöiíîê ìîæíà

îäåðæàòè íîâi îöiíêè äëÿ ôóíêöié, ùî ðåàëiçóþòü êîíôîðìíå âiäîáðàæå-

ííÿ êîëà íà îáëàñòi ç äåÿêèìè ñïåöiàëüíèìè âëàñòèâîñòÿìè. Ðåçóëüòàòè

òàêîæ ìîæóòü áóòè çàñòîñîâàíi äî òåîðåì ñïîòâîðåííÿ, îöiíîê êîåôiöi-

¹íòiâ îäíîëèñòèõ ôóíêöié òà â ãîëîìîðôíié äèíàìiöi.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Âèçíà÷åííÿ íàïðÿìêó òà çàãàëüíîãî

ïëàíó äîñëiäæåíü, ïîñòàíîâêà çàäà÷, à òàêîæ äîïîìîãà ó ïiäáîði ìåòîäiâ

äîñëiäæåíü íàëåæàòü ïðîôåñîðó Î.Ê. Áàõòiíó òà íàóêîâîìó êîíñóëüòàí-

òó Ñ.À. Ïëàêñi. Ó ñïiëüíèõ ðîáîòàõ ç Î.Ê. Áàõòiíèì îñîáèñòèé âíåñîê

çäîáóâà÷à ïîëÿãà¹ ó ïåðåâiðöi ðîáî÷èõ ãiïîòåç i äåòàëüíîìó äîâåäåííi

òâåðäæåíü. Ó ñòàòòÿõ ç I.Â. Äåíåãîþ îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à ïî-

ëÿãà¹ ó âèáîði ìåòîäiâ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ òà äîâåäåííi ðåçóëüòàòiâ. Âñi

ñïiëüíi ñòàòòi çäîáóâà÷à ç ñïiâàâòîðàìè, ðåçóëüòàòè ÿêèõ áóëî âêëþ÷åíî

â äèñåðòàöiþ, áóëè îïóáëiêîâàíi âæå ïiñëÿ çäîáóòòÿ îñòàííiìè íàóêîâîãî

ñòóïåíÿ äîêòîðà ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê. Äîâåäåííÿ âñiõ ðåçóëüòàòiâ

äèñåðòàöi¨, ÿêi âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò, àâòîð ïðîâiâ îñîáèñòî.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè äîïîâiäà-

ëèñü íà òàêèõ êîíôåðåíöiÿõ:

� Ukraine Scienti�c Conference �Modern Problems Theory of Probabi-

lity and Mathematical Analysis� (February 22�25, 2017, Vorokhta, Ivano -

Frankivsk Region, Ukraine);

� Ukraine Scienti�c Conference �Modern Problems Theory of Probability

34



and Mathematical Analysis� (February 25 � March 1, 2020, Vorokhta, Ivano -

Frankivsk Region, Ukraine);

� International conference Complex Analysis and Related Topics dedi-

cated to the 90-th anniversary of A. A. Goldberg (1930-2008) (June 28 �

July 1, 2021, Lviv, Ivan Franko National University of Lviv, Ukraine);

� The International Conference in Complex and Functional Analysis

dedicated to the memory of Bohdan Vynnytskyi (13 � 16 September, 2021,

Drohobych, Ukraine);

� Êîíôåðåíöiÿ ìîëîäèõ â÷åíèõ �Ïiäñòðèãà÷iâñüêi ÷èòàííÿ� (25 � 27

òðàâíÿ 2022ð., Ëüâiâ, Óêðà¨íà);

� Ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè ìåõàíiêè òà

ìàòåìàòèêè - 2023� (23 -� 25 òðàâíÿ 2023ð., Ëüâiâ, Óêðà¨íà);

� International Conference of Young Mathematicians (1 -� 3 June 2023,

2023, Kyiv, Ukraine);

� 14 ISAAC Congress 2023 (17 � 21 July, 2023, Ribeirão Preto −
São Paulo, Brazil);

� Êîíôåðåíöiÿ ìîëîäèõ â÷åíèõ �Ïiäñòðèãà÷iâñüêi ÷èòàííÿ� (27 � 29

òðàâíÿ 2024ð., Ëüâiâ, Óêðà¨íà);

� Êîíôåðåíöiÿ ìîëîäèõ â÷åíèõ �Ïiäñòðèãà÷iâñüêi ÷èòàííÿ� (27 � 29

òðàâíÿ 2025ð., Ëüâiâ, Óêðà¨íà);

� International Conference of Young Mathematicians (June 4 � 6, 2025,

Institute of Mathematics of NAS of Ukraine, Kyiv, Ukraine);

� 15 ISAAC Congress 2025 (Astana, Nazarbayev University, Kazakhstan,

21 � 25 July 2025);

� International conference �Complex and hypercomplex analysis and their

applications� (Ukraine, Zhytomyr, August 6 � 10, 2025);

íà â÷åíié ðàäi Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè òà íà ñåìiíàðàõ:

� Hypercomplex Seminar 2021: (Hyper)Complex Analysis 2021 in

memoriam of prof. Julian Lawrynowicz. Bedlewo, Poland, November 11 � 14,

2021;
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�Hypercomplex Seminar 2024: (Hyper)Complex Analysis in fundamental

modelling in memoriam of prof. Julian Lawrynowicz. Bedlewo, Poland,

September 14 � 18, 2024;

� International Workshop within the framework of the HORIZON-2020

project SOMPATY, May 12 � 16, 2025, Kyiv, Ukraine (SOMPATY-2025);

� ñåìiíàðàõ âiääiëó êîìïëåêñíîãî àíàëiçó i òåîði¨ ïîòåíöiàëó Iíñòèòó-

òó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè (êåðiâíèê: äîêòîð ôiç.-ìàò. íàóê, ïðîôåñîð

Ñ.À. Ïëàêñà);

� ñåìiíàði êàôåäðè ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó, áiçíåñ-àíàëiçó òà ñòàòè-

ñòèêè Æèòîìèðñüêîãî äåðæàâíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Iâàíà Ôðàíêà (êå-

ðiâíèê: äîêòîð ôiç.-ìàò.íàóê �.Î. Ñåâîñòüÿíîâ);

� Ëüâiâñüêîìó ìiñüêîìó ñåìiíàði ç òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié (êå-

ðiâíèê: äîêòîð ôiç.-ìàò. íàóê, ïðîôåñîð Î.Á. Ñêàñêiâ);

� ñåìiíàði âiääiëó òåîði¨ ôóíêöié Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà-

¨íè (êåðiâíèê: äîêòîð ôiç.-ìàò. íàóê, ïðîôåñîð À.Ñ. Ðîìàíþê);

� Ñåìiíàði �Ñó÷àñíèé àíàëiç� â Êè¨âñüêîìó íàöiîíàëüíîìó óíiâåðñè-

òåòi iìåíi ÒàðàñàØåâ÷åíêà (êåðiâíèêè: àêàäåìiê ÍÀÍ Óêðà¨íè I.Î. Øåâ-

÷óê, äîêòîðè ôiç.-ìàò. íàóê Î.Î. Êóð÷åíêî, Â.Ì. Ðàä÷åíêî, À.Â. ×àé-

êîâñüêèé).

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî ó 24 íàóêî-

âèõ ðîáîòàõ (äèâ. ñïèñîê ïóáëiêàöié çäîáóâà÷à íà ñ. 14 � 17), ç íèõ 15 iç

íèõ [1 - 9, 11 - 15, 17] íàäðóêîâàíî ó âèäàííÿõ, âíåñåíèõ äî ìiæíàðîäíèõ

íàóêîâî-ìåòðè÷íèõ áàç Scopus òà Web of Science, 2 ñòàòòi [10, 16] îïóáëi-

êîâàíî ó íàóêîâèõ ôàõîâèõ âèäàííÿõ Óêðà¨íè, êàòåãîðiÿ ¾Á¿ (âiäïîâiäíî

äî ï. 2 Íàêàçó � 1220 ÌÎÍ Óêðà¨íè âiä 23.09.2019 �Ïðî îïóáëiêóâàííÿ

ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨ íà çäîáóòòÿ íàóêîâèõ ñòóïåíiâ äîêòîðà i êàíäè-

äàòà íàóê� (çi çìiíàìè) âêàçàíi 17 ñòàòåé çàðàõîâóþòüñÿ ÿê 37 íàóêîâèõ

ïóáëiêàöié), òà â 7 iíøèõ ïóáëiêàöiÿõ. ×àñòêîâî âîíè òàêîæ âèñâiòëåíi ó

ìàòåðiàëàõ ìiæíàðîäíèõ êîíôåðåíöié [1 - 14].

Ñòðóêòóðà äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ iç àíîòàöi¨, ñïèñêó
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ïóáëiêàöié çäîáóâà÷à, çìiñòó, ïåðåëiêó óìîâíèõ ïîçíà÷åíü, âñòóïó, 6 ðîç-

äiëiâ, âèñíîâêiâ, ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë, ùî ìiñòèòü 215 íàéìåíó-

âàíü, i äîäàòêà, ÿêèé ìiñòèòü ñïèñîê ïóáëiêàöié çäîáóâà÷à çà òåìîþ äè-

ñåðòàöi¨ é âiäîìîñòi ïðî àïðîáàöiþ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ïîâíèé îáñÿã

äèñåðòàöi¨ ñòàíîâèòü 340 ñòîðiíîê äðóêîâàíîãî òåêñòó.

Ïîäÿêè. Âèñëîâëþþ ùèðó ïîäÿêó íàóêîâîìó êîíñóëüòàíòó, ïðîôå-

ñîðó, äîêòîðó ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê Ïëàêñi Ñåðãiþ Àíàòîëiéîâè-

÷ó çà êîðèñíi ïîðàäè é ðåêîìåíäàöi¨. Ãëèáîêî ñóìóþ ç ïðèâîäó ïåðåä-

÷àñíî¨ ñìåðòi ïðîôåñîðà, äîêòîðà ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê Áàõòiíà

Îëåêñàíäðà Êîñòÿíòèíîâè÷à, ÿêèé áóâ íàóêîâèì êåðiâíèêîì ìî¹¨ êàí-

äèäàòñüêî¨ äèñåðòàöi¨, ÿêîìó ÿ âäÿ÷íèé çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, à òàêîæ çà

öiííi ïîðàäè òà çàóâàæåííÿ. Òàêîæ âèñëîâëþþ ïîäÿêó äîêòîðó ôiçèêî-

ìàòåìàòè÷íèõ íàóê Äåíåçi Iðèíi Âiêòîðiâíi çà âàæëèâi ðåêîìåíäàöi¨ òà

äîïîìîãó â îôîðìëåííi äåÿêèõ ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè.

Çìiñò äèñåðòàöi¨.

Ó âñòóïi îáãðóíòîâàíî àêòóàëüíiñòü òåìè äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæå-

ííÿ, âèçíà÷åíî ïðåäìåò òà îá'¹êò äîñëiäæåííÿ, à òàêîæ ñôîðìóëüîâàíî

ìåòó i çàâäàííÿ, âèçíà÷åíî ìåòîäè äîñëiäæåííÿ, îêðåñëåíî éîãî íàóêî-

âó íîâèçíó, òåîðåòè÷íå i ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ, ïîäàíî iíôîðìàöiþ ùîäî

àïðîáàöi¨, îïèñàíî ñòðóêòóðó äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè òà ¨¨ îñíîâíèé çìiñò.

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè âèêëàäåíî îñíîâíi ïîíÿò-

òÿ òà îïèñàíî ìåòîäè, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðè îòðèìàííi îñíîâíèõ

ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè, íàâåäåíî îãëÿä ëiòåðàòóðè çà òåìîþ äîñëiäæåííÿ òà

âêàçàíî, ÿêå ìiñöå çàéìàþòü îòðèìàíi çäîáóâà÷åì ðåçóëüòàòè â îêðåñëå-

íèõ íàïðÿìêàõ.

Âèêëàä îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ ïî÷èíà¹òü-

ñÿ ç ðîçäiëó 2.

Íåõàé N è R � ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ i äiéñíèõ ÷èñåë âiäïîâiäíî, C �

êîìïëåêñíà ïëîùèíà, C = C
⋃
{∞} � ðîçøèðåíà êîìïëåêñíà ïëîùèíà,

U = {z : |z| < 1} � âiäêðèòèé îäèíè÷íèé êðóã, R+ = (0,∞) � äîäàòíà
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äiéñíà ïiââiñü.

Íåõàé äàíî îäíîçâ'ÿçíó îáëàñòü B ⊂ C i ñêií÷åííó òî÷êó a ∈ B.

Òîäi, çãiäíî ç òåîðåìîþ Ðiìàíà ïðî âiäîáðàæåííÿ, iñíó¹ ôóíêöiÿ f(z),

ìåðîìîðôíà â êðóçi |z| < 1, ÿêà îäíîëèñòî âiäîáðàæà¹ êðóã |z| < 1 íà

îáëàñòü B ⊂ C òàê, ùî f(0) = a.

Âåëè÷èíà R(B, a) = |f ′(0)| íàçèâà¹òüñÿ êîíôîðìíèì ðàäióñîì

îáëàñòi B â òî÷öi a.

Êîíôîðìíèé ðàäióñ îáëàñòi B â òî÷öi a ââîäèòüñÿ òàêîæ äëÿ âèïàäêó,

êîëè òî÷êà a � íåñêií÷åííî âiääàëåíà.

Íåõàé ôóíêöiÿ f(z), ðåãóëÿðíà â îáëàñòi |z| > 1, çà âèíÿòêîì íåñêií-

÷åííî âiääàëåíî¨ òî÷êè, îäíîëèñòî âiäîáðàæà¹ äàíó îáëàñòü íà äåÿêó

îáëàñòü B òàê, ùî f(∞) = ∞. Âåëè÷èíó R(B,∞) = |f ′(∞)|−1 íàçèâà-

þòü êîíôîðìíèì ðàäióñîì îáëàñòi B â íåñêií÷åííî âiääàëåíié òî÷öi.

Äëÿ áàãàòîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé àíàëîãîì ïîíÿòòÿ êîíôîðìíîãî ðàäióñà

¹ ïîíÿòòÿ âíóòðiøíüîãî ðàäióñà, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ôóí-

êöi¨ Ãðiíà.

Íåõàé G � îáëàñòü â C, G ̸= C. Ôóíêöi¹þ Ãðiíà îáëàñòi G ç ïîëþ-

ñîì â òî÷öi z0 ∈ G íàçèâà¹òüñÿ òàêà äiéñíà ôóíêöiÿ gG(z, z0), âèçíà÷åíà

äëÿ âñiõ z ∈ G, z ̸= z0, ïðè÷îìó âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:

1. ôóíêöiÿ gG(z, z0) ãàðìîíi÷íà ÿê ôóíêöiÿ âiä z â îáëàñòi G \ {z0};
2. ÿêùî z → z0, òî gG(z, z0) → +∞, ïðè öüîìó ðiçíèöÿ gG(z, z0) −

ln
(

1
|z−z0|

)
¹ îáìåæåíîþ;

3. ïðè íàáëèæåííi äî ìåæi δG ôóíêöiÿ gG(z, z0) ïðÿìó¹ äî íóëÿ.

ßêùî æ z0 = ∞, òî â äðóãié óìîâi âèìàãà¹òüñÿ, ùîá äëÿ z → ∞ áóëà

îáìåæåíîþ ðiçíèöÿ gG(z, z0)− ln |z|.
Íåõàé G � îáëàñòü â C, äëÿ ÿêî¨ iñíó¹ ôóíêöiÿ Ãðiíà, i íåõàé z0 �

ñêií÷åííà òî÷êà öi¹¨ îáëàñòi. Îñêiëüêè ðiçíèöÿ φG(z, z0) := gG(z, z0) −
ln
(

1
|z−z0|

)
¹ ãàðìîíi÷íîþ i îáìåæåíîþ â îáëàñòi G \ z0, òî ¨¨ ìîæíà äî-

îçíà÷èòè â òî÷öi z0 òàê, ùî äàíà ôóíêöiÿ áóäå ãàðìîíi÷íîþ â îáëàñòi

G. Òîäi äëÿ ôóíêöi¨ Ãðiíà îáëàñòi G ç ïîëþñîì â òî÷öi z0 ïðàâèëüíà
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àñèìïòîòè÷íà ôîðìóëà:

gG(z, z0) = ln

(
1

|z − z0|

)
+ γ + o(1), z → z0

äå γ � äåÿêå äiéñíå ÷èñëî.

Âåëè÷èíó eγ íàçèâàþòü âíóòðiøíiì ðàäióñîì îáëàñòi G â òî÷öi z0
i ïîçíà÷àþòü r(G, z0).

Äëÿ íåñêií÷åííî âiääàëåíî¨ òî÷êè ïðàâèëüíà àñèìïòîòè÷íà ðiâíiñòü

gG(z,∞) = ln |z|+ γ + o(1), z → ∞.

Âåëè÷èíó eγ íàçèâàþòü âíóòðiøíiì ðàäióñîì îáëàñòi G â òî÷öi ∞ i

ïîçíà÷àþòü r(G,∞).

Ó äðóãîìó ðîçäiëi äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè äîñëiäæó¹òüñÿ çàäà÷à ïðî

åêñòðåìàëüíå ðîçáèòòÿ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè ç n âiëüíèìè ïîëþñàìè íà

îäèíè÷íîìó êîëi òà ç ôiêñîâàíèì ïîëþñîì â òî÷öi íóëü ç óìîâîþ, ùî

âíóòðiøíié ðàäióñ îáëàñòi, ÿêà ìiñòèòü òî÷êó íóëü, ïiäíîñèòüñÿ äî äå-

ÿêîãî äîäàòíîãî ñòåïåíÿ γ.

Ïðîáëåìà 2.1.1. Äîâåñòè, ùî ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëà

In(γ) = rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak),

äå B0, B1, B2,...,Bn, (n ≥ 2) � ïîïàðíî íåïåðåòèíi îáëàñòi â C, a0 = 0,

|ak| = 1, k = 1, n, r(Bj, aj) � âíóòðiøíié ðàäióñ îáëàñòi Bj â òî÷öi

aj (aj ∈ Bj), j = 0, n i γ ≤ n, äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ äåÿêî¨ êîíôiãóðàöi¨

îáëàñòåé, ÿêi ìàþòü n-êðàòíó ñèìåòðiþ.

Òâåðäæåííÿ, ùî ñèñòåìà îáëàñòåé Bk i òî÷îê ak, k = 0, n, ìà¹ n-

êðàòíó ñèìåòðiþ îçíà÷à¹, ùî äàíà ñèñòåìà iíâàðiàíòíà âiäíîñíî ïîâîðîòó

íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò íà êóò 2sπ
n äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî s =

1, n− 1.

Ïðîáëåìà 2.1.1 áóëà ïîñòàâëåíà â 1994 ðîöi â ðîáîòi [65, ñ. 68] â ñïèñêó

íåðîçâ'ÿçàíèõ ïðîáëåì ïiä íîìåðîì 9.2, à ïîòiì ïîâòîðåíà â 2014 ðîöi â
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ìîíîãðàôi¨ [70], îäíàê ïåðøèé ðåçóëüòàò â äàíié ïðîáëåìi áóëî îòðèìàíî

ðàíiøå, â 1988 ðîöi, â ðîáîòi [64], äå çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ðîçäiëÿþ÷îãî

ïåðåòâîðåííÿ áóëà äàíà âiäïîâiäü íà ïèòàííÿ ïðîáëåìè 2.1.1 ïðè óìîâi,

ùî γ = 1. Â ðîáîòi [65] òàêîæ áóëî çàóâàæåíî, ùî ìåòîä, ÿêèé âèêîðè-

ñòîâóâàâñÿ â ðîáîòi [64] äëÿ γ = 1, "ïðîõîäèòü"i ïðè 0 < γ < 1. Â 2003

ðîöi Ã.Â. Êóçüìiíà â ðîáîòi [127], âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä åêñòðåìàëüíî¨

ìåòðèêè, ïiäòâåðäèëà öåé ðåçóëüòàò äëÿ îäíîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé.

Â ðîáîòi [114] â 1996 ðîöi áóëî îòðèìàíî ðîçâ'ÿçîê ïðîáëåìè 2.1.1 ïðè

ïåâíèõ îáìåæåííÿõ íà ðîçòàøóâàííÿ ñèñòåì òî÷îê íà îäèíè÷íîìó êîëi,

à ñàìå äëÿ ñèñòåì òî÷îê, äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà íåðiâíiñòü

0 < αk ⩽
2π
√
γ
; k = 1, n, n ⩾ 5,

äå αk � öåíòðàëüíèé êóò ìiæ ñóñiäíiìè òî÷êàìè íà êîëi. Êðiì òîãî, çà

äîïîìîãîþ ìåòîäó ðîáîòè [114] ïiçíiøå (äèâ. [48]) áóëè îòðèìàíi îöiíêè

äëÿ n = 2, 3, 4, ÿêi íå ðîçãëÿíóòi â [114].

Â 2008 ðîöi â ðîáîòi [24, ñ. 255] áóëî îòðèìàíî âiäïîâiäü íà ïèòàííÿ

ïðîáëåìè 2.1.1 äëÿ äîâiëüíîãî γ, àëå ïî÷èíàþ÷è ç ïåâíîãî, çàçäàëåãiäü

íåâiäîìîãî íîìåðà n.

Íàäàëi äîñëiäæåííÿ â ïðîáëåìi 2.1.1 ðîçâèâàëèñÿ â ðiçíèõ íàïðÿìêàõ.

Îäíèì ç íàïðÿìêiâ áóëî îòðèìàííÿ ðåçóëüòàòiâ äëÿ êîíêðåòíèõ íàòó-

ðàëüíèõ n. Çîêðåìà, äëÿ n = 2 i 0 < γ ≤ 1.4 òâåðäæåííÿ ïðîáëåìè 2.1.1

áóëî äîâåäåíî â 2013 ðîöi â ðîáîòi [192], äëÿ n = 3 i 0 < γ ≤ 1.5, à òàêîæ

äëÿ n = 4 i 0 < γ ≤ 1.7 â 2012 ðîöi â ðîáîòi [203], âèïàäêè n = 5, 6, 7 ðîç-

ãëÿäàëèñÿ â ðîáîòi [202]. Âiäçíà÷èìî, ùî äëÿ n = 2 i 0 < γ ≤ 2 ïîâíèé

ðîçâ'ÿçîê ïðîáëåìè 2.1.1 áóâ îòðèìàíèé â ðîáîòi [35].

Â äàíié ðîáîòi íàâåäåíî òàêi ðåçóëüòàòè.

Òåîðåìà 2.2.1. [193] Íåõàé γ � äåÿêå äiéñíå ÷èñëî, òàêå, ùî

0 < γ ≤ 1.7. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó ðiçíèõ òî÷îê {ak}, k = 0, 3,

òàêèõ, ùî a0 = 0, |ak| = 1, k = 1, 3, i äîâiëüíîãî íàáîðó âçà¹ìíî íå-

ïåðåòèííèõ îáëàñòåé {Bk}, òàêèõ, ùî ak ∈ Bk, k = 0, 3, âèêîíó¹òüñÿ
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íåðiâíiñòü:

rγ(B0, a0)
3∏

k=1

r(Bk, ak) ≤
(
4

3

)3
(
4γ
3

)γ
3(

1− γ
9

)3+γ
3

(
1−

√
γ

3

1 +
√
γ

3

)2
√
γ

.

Çíàê ðiâíîñòi â ïîïåðåäíié íåðiâíîñòi äîñÿãà¹òüñÿ, çîêðåìà, äëÿ âè-

ïàäêó, êîëè òî÷êè {ak} i îáëàñòi {Bk} (k = 0, 3) ¹, âiäïîâiäíî, ïîëþñàìè

i êðóãîâèìè îáëàñòÿìè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà

Q(w)dw2 = −(9− γ)w3 + γ

w2(w3 − 1)2
dw2.

Çàóâàæèìî, ùî ïiçíiøå, â ðîáîòi [31], áóëî îòðèìàíî äåùî ïîêðàùå-

íèé ðåçóëüòàò äëÿ n = 3 i 0 < γ ≤ 2.1 äëÿ âèïàäêó îäíîçâ'ÿçíèõ îáëà-

ñòåé.

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ïðàâèëüíèé äëÿ n = 5, 6, 7, 8.

Òåîðåìà 2.2.3. [26, 206] Íåõàé n = 5, 6, 7, 8, γ5 = 2.32, γ6 =

2.49, γ7 = 2.67, γ8 = 2.84. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî γ òàêîãî, ùî

1 < γ ≤ γn, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) ≤ rγ(D0, d0)
n∏

k=1

r(Dk, dk),

äå B0, B1, B2,...,Bn, (n ≥ 2) � ïîïàðíî íåïåðåòèíi îáëàñòi â C, a0 = 0,

|ak| = 1, k = 1, n, äå dk, Dk, � âiäïîâiäíî ïîëþñè i êðóãîâi îáëàñòi

êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

Iíøèì íàïðÿìêîì áóâ ïîøóê çðîñòàþ÷î¨ ìàæîðàíòè äëÿ ÷èñëà γ äëÿ

n −→ ∞, òîáòî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n ≥ n0 äëÿ äåÿêîãî ôiêñî-

âàíîãî n0. Òàê, äëÿ n ≥ 8 i 1 < γ ≤ 4
√
n ïðîáëåìó 2.1.1 áóëî ðîçâ'ÿçàíî â

ðîáîòi [201], äëÿ n ≥ 5 i 1 < γ ≤ 3
√
n � â ðîáîòi [48]. Ðîçãëÿäàëèñÿ òàêîæ

âèïàäêè, êîëè íà îáëàñòi Bk ÷è òî÷êè ak íàêëàäàëèñÿ ïåâíi îáìåæåííÿ.
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Íàñòóïíà òåîðåìà äà¹ âiäïîâiäü íà çàïèòàííÿ ïðîáëåìè 2.1.1 äëÿ âè-

ïàäêó n ≥ 76, àëå ç óìîâîþ, ùî âíóòðiøíié ðàäióñ îáëàñòi, ùî ìiñòèòü

òî÷êó íóëü, íå ïåðåâèùó¹ îäèíèöi.

Òåîðåìà 2.3.1. [28] Íåõàé çàäàíî íàòóðàëüíå ÷èñëî n, n ≥ 76, i

äiéñíå ÷èñëî γ òàêå, ùî 1 < γ ≤ n. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó ïîïàðíî

íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé B0, B1, B2,...,Bn òà äîâiëüíîãî íàáîðó òî÷îê

êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè a0, a1, a2,...,an, òàêèõ, ùî a0 = 0, |ak| = 1, k =

1, n, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n, ïðè÷îìó r(B0, a0) ≤ 1, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) ≤ rγ (D0, 0)
n∏

k=1

r (Dk, dk) ,

äå dk, Dk, � âiäïîâiäíî ïîëþñè i êðóãîâi îáëàñòi êâàäðàòè÷íîãî äèôå-

ðåíöiàëà

G(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

Îñêiëüêè ç óìîâè B0 ⊂ U âèïëèâà¹, ùî r(B0, a0) ≤ 1, ïðàâèëüíå

íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 2.3.1. [28] Íåõàé B0, B1, B2,...,Bn, � ïîïàðíî íåïåðåòèí-

íi îáëàñòi â C, a0 = 0, |ak| = 1, k = 1, n, ak ∈ Bk, k = 0, n, ïðè-

÷îìó B0 ⊂ U , äå U � âiäêðèòèé îäèíè÷íèé êðóã. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî

íàòóðàëüíîãî n, n ≥ 76 i äîâiëüíîãî äiéñíîãî γ òàêîãî, ùî 1 < γ ≤ n

ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü òåîðåìè 2.3.1.

Â íàñòóïíié òåîðåìi â ðîëi çðîñòàþ÷î¨ ìàæîðàíòè âèñòóïà¹ γ =
√
n.

Òåîðåìà 2.3.4. [205] Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n ≥ 541 i äiéñíîãî

γ, òàêîãî, ùî 0 < γ ≤
√
n, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) ≤ rγ(D0, a
0
0)

n∏
k=1

r(Dk, a
0
k),

äå B0, B1, B2,...,Bn, (n ≥ 2) � ïîïàðíî íåïåðåòèíi îáëàñòi â C, a0 = 0,

|ak| = 1, k = 1, n, ïðè÷îìó çíàê ðiâíîñòi äîñÿãà¹òüñÿ, çîêðåìà, çà óìîâ

ak = a0k, Bk = Dk, k = 0, n, äå a0k, Dk, � âiäïîâiäíî ïîëþñè i êðóãîâi
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îáëàñòi êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

Çàóâàæèìî, ùî ïiçíiøå, â ðîáîòi [35], ïðîáëåìó 2.1.1 äëÿ âèïàäêó

0 < γ ≤
√
n áóëî ðîçâ'ÿçàíî äëÿ n ≥ 3.

Äëÿ îäíîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé ïðîáëåìà 2.1.1 äëÿ âèïàäêó n ≥ 40 i 1 <

γ ≤ n
2
3−

2
3

ln( 56 ln(n))
ln(n) áóëà ðîçâ'ÿçàíà â òåîðåìi 2.3.6.

Ðîçãëÿäàëàñÿ òàêîæ ïðîáëåìà, àíàëîãi÷íà äî ïðîáëåìè 2.1.1, àëå äëÿ

âèïàäêó, êîëè îáëàñòi Bk, k = 1, n, ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî îäèíè÷íîãî êîëà,

à ñàìå òàêà ïðîáëåìà:

Ïðîáëåìà 2.1.2. Íåõàé n ∈ N, n ≥ 2 i γ ∈ R+, ïðè÷îìó γ ≤ n. Äëÿ

äîâiëüíî¨ ñèñòåìè òî÷îê ak i îáëàñòåé Bk, k = 0, n, òàêèõ, ùî a0 = 0,

|a1| = . . . = |an| = 1, ak ∈ Bk ⊂ C, äå Bi

⋂
Bj = ∅ äëÿ 0 ≤ i, j ≤ n

i i ̸= j, ïðè÷îìó îáëàñòi B1, . . . , Bn ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî îäèíè÷íîãî

êîëà, çíàéòè òî÷íó âåðõíþ îöiíêó äëÿ ôóíêöiîíàëà

In(γ) = rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak).

Çàóâàæèìî, ùî ïðîáëåìà 2.1.2 íå òîòîæíà ç ïðîáëåìîþ 2.1.1, îñêiëüêè

äëÿ òèõ âèïàäêiâ, äå âiäîìi åêñòðåìàëüíi êîíôiãóðàöi¨ â ïðîáëåìi 2.1.1,

îáëàñòi Bk, k = 1, n, íå ¹ ñèìåòðè÷íèìè âiäíîñíî îäèíè÷íîãî êîëà.

Âïåðøå â 1984 ð. àíàëîãi÷íó çàäà÷ó ç âiëüíèìè ïîëþñàìè äëÿ ñèìåò-

ðè÷íèõ îäíîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé ðîçãëÿíóëà Ã. Áàõòiíà â ðîáîòi [42]. Â 1994

ðîöi äàíó çàäà÷ó áóëî ïîñòàâëåíî â ðîáîòi [65] ÿê íåðîçâ'ÿçàíó ïðîáëåìó.

Â 2000 ð. äëÿ γ = 1 i äëÿ âñiõ n ⩾ 2 öþ ïðîáëåìó áóëî ðîçâ'ÿçàíî â

ðîáîòàõ [115,116]. Â ðîáîòi [185] ïðîáëåìà áóëà ðîçâ'ÿçàíà äëÿ äîâiëüíîãî

n ≥ 2 i 0 < γ < 1. Â [34] áóëî çíàéäåíî ðîçâ'ÿçîê äàíî¨ çàäà÷i äëÿ

äîâiëüíîãî n ≥ 2 i äîâiëüíîãî γ ∈ (0, γn), äå γ2 = 1.49, γ3 = 3.01, i

γn = 0.25n2 äëÿ n ≥ 4, àëå ç äåÿêèìè îáìåæåííÿìè íà öåíòðàëüíèé

êóò ìiæ ñóñiäíiìè òî÷êàìè ak. Ïîâíîãî ðîçâ'ÿçêó ïðîáëåìè 2.1.2, ÿê i

ïðîáëåìè 2.1.1, íà äàíèé ìîìåíò íåâiäîìî.
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Äëÿ âèïàäêó òðüîõ âiëüíèõ ïîëþñiâ, ÿêi íàëåæàòü îäèíè÷íîìó êîëó,

ïðàâèëüíèé òàêèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2.4.1. [194] Äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó òî÷îê ak, òàêèõ, ùî

a0 = 0, |ak| = 1, a1 = 1, k = 1, 3, äîâiëüíîãî íàáîðó âçà¹ìíî íåïåðåòèí-

íèõ îáëàñòåé Bk, a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C, òàêèõ, ùî ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, 3,

ïðè÷îìó îáëàñòi Bk, k = 1, 3, ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî îäèíè÷íîãî êîëà

|w| = 1, i äîâiëüíîãî äiéñíîãî γ, òàêîãî, ùî 0 < γ ≤ 1.233 ïðàâèëüíà

íåðiâíiñòü

rγ (B0, 0)
3∏

k=1

r (Bk, ak) ≤
(
4

3

)3
(2γ)

γ
3

27 (9− 2γ)
3
2+

γ
3

(
3−

√
2γ

3 +
√
2γ

)√
2γ

.

Çíàê ðiâíîñòi â öié íåðiâíîñòi äîñÿãà¹òüñÿ, çîêðåìà, ó âèïàäêó,

ÿêùî òî÷êè ak i îáëàñòi Bk, k = 0, 3, ¹, âiäïîâiäíî, ïîëþñàìè i êðó-

ãîâèìè îáëàñòÿìè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà

Q(w)dw2 = −γw
6 + 2(9− γ)w3 + γ

w2(w3 − 1)2
dw2.

Íàñòóïíà òåîðåìà äà¹ ðîçâ'ÿçàííÿ ïðîáëåìè 2.1.2 äëÿ âèïàäêó n ≥ 20

i 1 < γ ≤ n
2
3−

2
3

ln(2
√
2 ln(n))

ln(n) .

Òåîðåìà 2.4.2. [207] Íåõàé n ∈ N, n ≥ n0 äëÿ äåÿêîãî n0 ∈ N i

γ ∈ R, 1 < γ ≤ n
2
3−q(n), äå q(n) = 2

3

ln
(

1
p(n0)

ln(n)
)

ln(n) , äå ìîæíà âçÿòè n0 = 20

i p(20) = 1
2
√
2
. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó òî÷îê ak, òàêèõ, ùî a0 = 0,

|ak| = 1, k = 1, n, i äîâiëüíîãî íàáîðó âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé

Bk, òàêèõ, ùî ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n, ïðè÷îìó îáëàñòi Bk, k = 1, n,

ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî îäèíè÷íîãî êîëà |w| = 1, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) ≤
(
4

n

)n
(
2γ
n2

) γ
n(

1− 2γ
n2

)n
2+

γ
n

(
1−

√
2γ
n

1 +
√
2γ
n

)√
2γ

.

Çíàê ðiâíîñòi â öié íåðiâíîñòi äîñÿãà¹òüñÿ, çîêðåìà, ó âèïàäêó, êîëè

ak è Bk, k = 0, n, ¹, âiäïîâiäíî, ïîëþñàìè i êðóãîâèìè îáëàñòÿìè êâàä-
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ðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà

Q(w)dw2 = −γw
2n + 2(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ äåÿêèì àíàëîãîì òåîðåìè 2.3.1 äëÿ âèïàäêó ñè-

ìåòðè÷íèõ îáëàñòåé.

Òåîðåìà 2.4.3. [213] Íåõàé n ∈ N, n ≥ 258 i γ ∈ R, 1 < γ ≤ n. Òîäi

äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó òî÷îê ak, òàêèõ, ùî a0 = 0, |ak| = 1, k = 1, n,

i äîâiëüíîãî íàáîðó âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé Bk, òàêèõ, ùî

ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n, ïðè÷îìó îáëàñòi Bk, k = 1, n, ñèìåòðè÷íi âiä-

íîñíî îäèíè÷íîãî êîëà |w| = 1, à òàêîæ çà óìîâè, ùî r(B0, 0) ≤ 1,

ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) ≤
(
4

n

)n
(
2γ
n2

) γ
n(

1− 2γ
n2

)n
2+

γ
n

(
1−

√
2γ
n

1 +
√
2γ
n

)√
2γ

.

Çíàê ðiâíîñòi â öié íåðiâíîñòi äîñÿãà¹òüñÿ, çîêðåìà, ó âèïàäêó, êîëè

ak è Bk, k = 0, n, ¹, âiäïîâiäíî, ïîëþñàìè i êðóãîâèìè îáëàñòÿìè êâàä-

ðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà

Q(w)dw2 = −γw
2n + 2(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

Òàêîæ â äàíîìó ïiäðîçäiëi, â òåîðåìi 2.4.4, çàâäÿêè ââåäåííþ äåÿêèõ

îáìåæåíü íà ñòåïiíü γ, âäàëîñÿ ñóòò¹âî çìåíøèòè íîìåð, ïî÷èíàþ÷è ç

ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü òåîðåìè 2.4.3, à â òåîðåìi 2.4.5 íàâîäèòüñÿ

äåÿêå óòî÷íåííÿ äî òåîðåìè ðåçóëüòàòó 2.4.2, îòðèìàíå çà äîïîìîãîþ

äåùî iíøîãî ìåòîäó äîñëiäæåííÿ. Çîêðåìà, òóò áiëüøèé íîìåð n, ïî÷è-

íàþ÷è ç ÿêîãî ïðàâèëüíå òâåðäæåííÿ òåîðåìè, îäíàê îöiíêà îòðèìàíà

äëÿ øèðøîãî äiàïàçîíà äëÿ ïàðàìåòðà γ.

Òðåòié ðîçäië äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ïðèñâÿ÷åíèé âèâ÷åííþ íàñòóï-

íî¨ ïðîáëåìè:

Ïðîáëåìà 3.1.1. Íåõàé n ∈ N, n ≥ 2, ak, k = 1, n, � äåÿêi ôiêñîâà-

íi òî÷êè ðîçøèðåíî¨ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè. Çíàéòè ìàêñèìóì âèðàçó
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n∏
k=1

r(Bk, ak), äå Bk, k = 1, n � äîâiëüíà êîíôiãóðàöiÿ îáëàñòåé, òàêèõ,

ùî ak ∈ Bk ⊂ C, ïðè÷îìó Bi

⋂
Bj = ∅ äëÿ 1 ≤ i, j ≤ n òà i ̸= j.

Òîáòî, iíøèìè ñëîâàìè, ïîòðiáíî çíàéòè ìàêñèìóì äîáóòêó âíóòðiø-

íiõ ðàäióñiâ äëÿ äîâiëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨ n íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé, ÿêi ìiñ-

òÿòü âiäïîâiäíî n çàäàíèõ ôiêñîâàíèõ òî÷îê êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè.

Âïåðøå äàíà ïðîáëåìà ðîçãëÿäàëàñÿ â ðîáîòi Ì.Î. Ëàâðåíòü¹âà [129],

äå áóëà ïîñòàâëåíà i ðîçâ'ÿçàíà çàäà÷à ïðî ìàêñèìóì äîáóòîêó êîíôîðì-

íèõ ðàäióñiâ äâîõ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îäíîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé âiäíîñ-

íî äâîõ íàïåðåä çàäàíèõ ôiêñîâàíèõ òî÷îê. Çãiäíî ç ðåçóëüòàòîì ðîáî-

òè [129], äëÿ äâîõ äîâiëüíèõ ôiêñîâàíèõ ñêií÷åííèõ òî÷îê a1 i a2 òà äëÿ

áóäü-ÿêî¨ ïàðè íåïåðåòèííèõ îäíîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé D1 i D2 òàêèõ, ùî

ak ∈ Dk ⊂ C, k = 1, 2, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

R(D1, a1)R(D2, a2) ⩽ |a1 − a2|2,

äå ðiâíiñòü äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ ïiâïëîùèí Dk i òî÷îê ak, ñèìåòðè÷íèõ âiä-

íîñíî ¨õ ñïiëüíî¨ ìåæi.

Öåé ðåçóëüòàò âèêëèêàâ çíà÷íèé iíòåðåñ ñïåöiàëiñòiâ ç ãåîìåòðè÷íî¨

òåîði¨ ôóíêöié i óçàãàëüíþâàâñÿ â áàãàòüîõ íàïðÿìêàõ. Çîêðåìà, ïiçíi-

øå áóëî îòðèìàíî àíàëîãi÷íó íåðiâíiñòü äëÿ âèïàäêó, êîëè îäíà ç îá-

ëàñòåé Dk ìîæå âêëþ÷àòè íåñêií÷åííî âiääàëåíó òî÷êó, à òàêîæ äëÿ

áàãàòîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé i âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ.

Äëÿ âèïàäêó äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n, n ⩾ 3 âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ

îäíîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé Bk, i òî÷îê ak ∈ Bk ⊂ C ({ak}nk=1 � äîâiëüíi

ôiêñîâàíi ñêií÷åííi òà ðiçíi òî÷êè êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè) ïðîáëåìó 3.1.1

ðîçãëÿäàâ Ã.Ì. Ãîëóçií, à ïðè n = 3 â 1951 ðîöi îòðèìàâ òî÷íó îöiíêó

äëÿ äîáóòêó êîíôîðìíèõ ðàäióñiâ òðüîõ íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé (äèâ. [83,

ñ. 165])
3∏

k=1

R(Bk, ak) ⩽
64

81
√
3
|a2 − a1||a3 − a1||a3 − a2|,

äå ðiâíiñòü äîñÿãà¹òüñÿ, ç òî÷íiñòþ äî êîíôîðìíèõ àâòîìîðôiçìiâ ðîç-
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øèðåíî¨ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, òiëüêè äëÿ îáëàñòåé, óòâîðåíèõ òðüîìà

ïðîìåíÿìè, ÿêi âèõîäÿòü ç îäíi¹¨ òî÷êè ïiä êóòîì 2π
3 îäèí äî îäíîãî, i òî-

÷îê, ÿêi ëåæàòü íà áiñåêòðèñàõ óòâîðåíèõ êóòiâ íà îäíàêîâèõ âiäñòàíÿõ

âiä ¨õ ñïiëüíî¨ âåðøèíè.

Âèïàäîê n > 3 iñòîòíî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ñèòóàöi¨ n ⩽ 3, îñêiëüêè áóäü-

ÿêi òðè íàïåðåä çàäàíi òî÷êè ìîæíà äåÿêèì êîíôîðìíèì àâòîìîðôiçìîì

ïåðåâåñòè â iíøi äîâiëüíi òðè òî÷êè êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, íàïðèêëàä,

ó âåðøèíè ïðàâèëüíîãî òðèêóòíèêà, ùî çíà÷íî ñïðîùó¹ äîñëiäæåííÿ,

îäíàê äëÿ ÷îòèðüîõ i áiëüøå òî÷îê àíàëîãi÷íå âiäîáðàæåííÿ âäà¹òüñÿ

çíàéòè íå çàâæäè. Â òîé æå ÷àñ äëÿ âèïàäêó n = 4 â ïðîáëåìi 3.1.1 â

1980 ðîöi â ðîáîòi [121] áóëî îòðèìàíî òî÷íó íåðiâíiñòü

4∏
k=1

R(Bk, ak) ⩽
9

48/3

( ∏
1≤k<l≤4

|al − ak|

) 2
3

.

Ðiâíiñòü äîñÿãà¹òüñÿ òiëüêè â òîìó âèïàäêó, êîëè, ç òî÷íiñòþ äî êîí-

ôîðìíîãî àâòîìîðôiçìó, a1 = −a2 = 1, a3 = −a4 = i(2 −
√
3), à ìå-

æà ìíîæèíè
4⋃

k=1

Dk ñêëàäà¹òüñÿ iç âiäðiçêiâ [
√
3 − 2, 2 −

√
3], ïðîìåíiâ

{z|z = it, t ∈ [1, +∞)} i {z|z = it, t ∈ [−∞, −1)}, ÷àñòèíè êðóãîâî¨

äóãè ρ, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè −1, i, 2−
√
3, ÿêà ëåæèòü â ïåðøîìó

êâàäðàíòi, à òàêîæ êðóãîâèõ äóã, ÿêi ìè îòðèìó¹ìî ç ρ ïåðåòâîðåííÿìè

w → −w, w → w, w → −w.
Äëÿ n ⩾ 5 ïîâíîãî ðîçâ'ÿçêó äàíî¨ ïðîáëåìè íà äàíèé ÷àñ íå îòðè-

ìàíî.

Íàâåäåíi âèùå òåîðåìè ïiçíiøå áóëî óçàãàëüíåíî òàêîæ äëÿ âèïàäêó

áàãàòîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé i âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ.

Ñôîðìóëüîâàíi âèùå çàäà÷i çâîäÿòüñÿ äî îöiíêè íàñòóïíîãî âèðàçó:

Tn :=

n∏
k=1

r(Dk, ak){
′∏

1⩽k<l⩽n

|ak − al|

} 2
n−1

,
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(òóò øòðèõ ó äîáóòêó îçíà÷à¹, ùî äëÿ íåñêií÷åííî âiääàëåíî¨ òî÷êè ïiä

âiäïîâiäíèì ìíîæíèêîì ðîçóìi¹ìî îäèíèöþ), ÿêèé ¹ iíâàðiàíòíèì âiä-

íîñíî äðîáîâî-ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü ðîçøèðåíî¨ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè.

Òàêèì ÷èíîì, âèõîäÿ÷è ç ðåçóëüòàòiâ ðîáiò [129], [83], [121], îòðèìà¹ìî

íàñòóïíi îöiíêè:

T2 ≤ 1; T3 ≤ 64
81
√
3
≈ 0.45618; T4 ≤ 9

48/3
≈ 0.22323.

Òàêîæ, çãiäíî ç ïðèïóùåííÿì, âèñëîâëåíèì â ðîáîòi [125],

T5 ≤ 4
11
3 · 3−

3
4 · 5−

25
6 = 8.656 · 10−2.

Â íàñòóïíié òåîðåìi îòðèìàíî îöiíêó âèðàçó, ÿêèé äîñëiäæó¹òüñÿ â

ïðîáëåìi 3.1.1, äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n ≥ 2.

Òåîðåìà 3.2.1. [195] Íåõàé n ∈ N � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, n ≥ 2,

ak ∈ C, k = 1, n, � äåÿêèé íàáið ôiêñîâàíèõ òî÷îê êîìïëåêñíî¨ ïëîùè-

íè. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó îáëàñòåé Bk ⊂ C, òàêèõ, ùî ak ∈ Bk,

k = 1, n, Bi ∩Bj = ∅, i ̸= j, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü:

n∏
k=1

r(Bk, ak) ≤ (n− 1)−
n
4

 ∏
1≤p<k≤n

|ap − ak|

 2
n−1

.

Ç íàâåäåíî¨ âèùå òåîðåìè âèïëèâà¹ òàêîæ îöiíêà äëÿ âèðàçó Tn.

Íàñëiäîê 3.2.1. Íåõàé äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n ≥ 2 îáëàñòi

Bk i òî÷êè ak, k = 1, n, çàäîâîëüíÿþòü âñiì óìîâàì òåîðåìè 3.2.1.

Òîäi ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü:

Tn ≤ (n− 1)−
n
4 .

Ó âèïàäêó, êîëè îäíà ç òî÷îê ak ¹ íåñêií÷åííî âiääàëåíîþ, â íåðiâíî-

ñòi ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè âñi ìíîæíèêè, ÿêi ìiñòÿòü äàíó òî÷êó, ïåðåòâî-

ðÿòüñÿ íà îäèíèöþ. Çîêðåìà, ïðàâèëüíà íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.2.2. [195] Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, n ≥ 2, ak,

k = 1, n, � äåÿêèé íàáið ôiêñîâàíèõ òî÷îê ðîçøèðåíî¨ êîìïëåêñíî¨ ïëî-

ùèíè, ïðè÷îìó an = ∞. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó îáëàñòåé Bk òàêèõ,
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ùî ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n, Bi ∩Bj = ∅, i ̸= j ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü:

r(Bn,∞)
n−1∏
k=1

r(Bk, ak) ≤ (n− 1)−
n
4

 ∏
1≤p<k≤n−1

|ap − ak|

 2
n−1

.

Îòðèìàíà â òåîðåìi 3.2.1 îöiíêà ìîæå áóòè çàñòîñîâàíà i äëÿ îöiíêè

ôóíêöiîíàëà

In(γ) = rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak),

ïðî ÿêèé éäå ìîâà â ïðîáëåìi 2.1.1. Âiäïîâiäíi íåðiâíîñòi áóëè äîâåäåíi

â òåîðåìàõ 3.3.1 òà 3.3.2.

Òàêîæ â ðîáîòi äîñëiäæó¹òüñÿ òàêà ïðîáëåìà:

Ïðîáëåìà 3.3.1. Äîâåñòè, ùî ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëà

Jn(γ) = [r (B0, 0) r (Bn+1,∞)]γ
n∏

k=1

r (Bk, ak) ,

äå B0, B1, B2,...,Bn, Bn+1, (n ≥ 2) � ïîïàðíî íåïåðåòèíi îáëàñòi â C,
a0 = 0, an+1 = ∞, |ak| = 1, k = 1, n, r(Bj, aj) � âíóòðiøíié ðàäióñ

îáëàñòi Bj â òî÷öi aj (aj ∈ Bj), j = 0, n+ 1, äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ äåÿêî¨

êîíôiãóðàöi¨ îáëàñòåé, ÿêi ìàþòü n-êðàòíó ñèìåòðiþ.

Ó äàíié ðîáîòi ðîçãëÿíåìî òàêîæ äåùî çàãàëüíiøèé âèïàäîê, êîëè íà

òî÷êè ak, k = 1, n, íå íàêëàäà¹òüñÿ óìîâà |ak| = 1.

Ñïðàâåäëèâà òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.3.3. [188] Íåõàé n ∈ N, γ ∈ R+. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôiê-

ñîâàíî¨ ñèñòåìè ðiçíèõ òî÷îê An = {ak}nk=1 ∈ C\{0} i äëÿ äîâiëüíîãî

íàáîðó ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé B0, Bn+1, {Bk}nk=1 òàêèõ, ùî

a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C, an+1 = ∞ ∈ Bn+1 ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n, ïðè÷îìó

iñíó¹ ε > 0 òàêå, ùî r (Bk, ak) ≥ ε äëÿ ∀k = 1, n, ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

Jn(γ) ⩽ ε−
2nγ
n+2 (n+ 1)−

γ(n+1)
n+2

(
n∏

k=1

|ak|

) 2γ
n+2 n∏

k=1

r (Bk, ak) .
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Òàêîæ â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ïðè äîñëiäæåííi ïðîáëåìè 3.3.1 áóëî

îòðèìàíî íåðiâíîñòi äëÿ âèïàäêiâ, êîëè òî÷êè ak, k = 1, n, ëåæàòü íà

îäèíè÷íîìó êîëi (òåîðåìà 3.3.4) ÷è äåÿêié ïðÿìié (òåîðåìà 3.3.5).

Ñåðåä ìîæëèâèõ çàñòîñóâàíü îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ â iíøèõ çàäà-

÷àõ òåîði¨ ôóíêöié íàâåäåìî òàê çâàíi òåîðåìè ñïîòâîðåííÿ. Ñóòü äà-

íèõ òåîðåì ïîëÿãà¹ â äîñëiäæåííi òîãî, ÿêi îáìåæåííÿ íàêëàäà¹ îäíî-

ëèñòiñòü âiäîáðàæåííÿ íà äåÿêi åëåìåíòè, ïîâ'ÿçàíi ç äàíèì âiäîáðàæå-

ííÿì, çîêðåìà, íà âåëè÷èíó ìîäóëÿ i àðãóìåíòó ïîõiäíî¨ äàíî¨ ôóíêöi¨,

òîáòî íà âåëè÷èíó ñïîòâîðåííÿ, ÿêå ðîáèòü äàíà ôóíêöiÿ ó âèáðàíèõ òî-

÷êàõ îáëàñòi. Îäíèì ç ïåðøèõ ðåçóëüòàòiâ ç äàíî¨ òåìàòèêè áóëà îòðè-

ìàíà Ãðîíîóëëîì [88] ò.çâ. "òåîðåìà ïëîù". Äàíèé ðåçóëüòàò ïîëÿãà¹ â

íàñòóïíîìó: ÿêùî F (ζ) = ζ +
∞∑
k=1

ak
ζk

� ôóíêöiÿ, ðåãóëÿðíà, çà âèíÿòêîì

òî÷êè ζ = ∞, i îäíîëèñòà â îáëàñòi |ζ| > 1, òî ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü
∞∑
k=1

n|an|2 ≤ 1. Íàâåäåíà òåîðåìà ¹ àíàëiòè÷íèì âèðàæåííÿì ãåîìåòðè-

÷íîãî ôàêòó, ùî ïðè âiäîáðàæåííi çà äîïîìîãîþ ôóíêöi¨ F (ζ) îáëàñòi

|ζ| > ρ, äå ρ > 1, äîïîâíåííÿ äî îáðàçó äàíî¨ îáëàñòi ìà¹ äîäàòíó ïëîùó.

Äëÿ ôóíêöi¨, ðåãóëÿðíî¨ i îäíîëèñòî¨ â êðóçi |z| < 1, ïðàâèëüíèé íàñ-

òóïíèé ðåçóëüòàò (äèâ. [43]): ÿêùî ôóíêöiÿ f(z), ðåãóëÿðíà i îäíîëèñòà â

êðóçi |z| < 1, íå íàáóâà¹ â äàíîìó êðóçi äåÿêîãî çíà÷åííÿ c, òî ïðàâèëü-

íà íåðiâíiñòü |f ′(0)| < 4|c|. Íàäàëi ðîçãëÿäàëèñÿ áàãàòî ðiçíèõ âàðiàíòiâ
òåîðåì ñïîòâîðåííÿ. Ñåðåä íåäàâíiõ äîñëiäæåíü ç äàíî¨ òåìàòèêè âiä-

çíà÷èìî, íàïðèêëàä, ðîáîòè [149], [67], [140].

Òàêîæ ðîçãëÿäàëèñÿ çàäà÷i, äå ñïîòâîðåííÿ, ÿêå çäiéñíþ¹ ôóíêöiÿ,

ðîçãëÿäàëîñÿ â äåêiëüêîõ çàäàíèõ òî÷êàõ, àáî ç äåÿêèìè ïîñëàáëåííÿìè

íà óìîâó îäíîëèñòîñòi. Ñåðåä ðîáiò, ïðèñâÿ÷åíèõ äàíié òåìàòèöi, âiäçíà-

÷èìî, íàïðèêëàä, [105], [106].

Â íàâåäåíié íèæ÷å òåîðåìi íàâåäåíî îöiíêó ñïîòâîðåííÿ, ÿêå ÷èíèòü

ôóíêöiÿ, ðåãóëÿðíà i îäíîëèñòà ó âiäêðèòîìó îäèíè÷íîìó êðóçi, â n ði-

çíèõ òî÷êàõ äàíîãî êðóãà çà óìîâè, ùî äàíi òî÷êè ëåæàòü ïîïàðíî íà

ðiçíèõ ðàäióñàõ.
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Òåîðåìà 3.4.1. [59] Íåõàé n ∈ N, zk = ρk exp iθk, k = 1, n � äå-

ÿêèé íàáið òî÷îê âiäêðèòîãî îäèíè÷íîãî êðóãà U , ρk ∈ (0, 1), ρ0 := ρn,

ρn+1 := ρ1, ïðè÷îìó 0 ⩽ θ1 < θ2 < ... < θn < 2π, θ0 := θn, θn+1 := θ1.

Òîäi äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f(z), ðåãóëÿðíî¨ i îäíîëèñòî¨ â U , ñïðàâåäëèâà

íåðiâíiñòü

n∏
k=1

|f ′(zk)| ⩽ (n− 1)−
n
4

n∏
k=1

(
4ρk
αk

∣∣∣∣1− (ρk exp iωk)
αk

1 + (ρk exp iωk)αk

∣∣∣∣)−1

·

·
n∏

k=1

sec

(
arg

(
(ρk exp iωk)

αk
2
0

(1− (ρk exp iωk)αk)

))
·

 ∏
1⩽p<k⩽n

|(f(zp)− f(zk)|

 2
n−1

,

äå αk =
π

θk+1−θk−1
i ωk =

1
4 (2θk − θk+1 − θk−1).

Òàêîæ â äàíié ðîáîòi ìè äîñëiäæó¹ìî ñïîòâîðåííÿ, ÿêå ÷èíèòü ôóíê-

öiÿ êëàñó S∗ â n òî÷êàõ, ÿêi íàëåæàòü âiäêðèòîìó îäèíè÷íîìó êðóãó, ç

óìîâîþ, ùî æîäíi äâi òî÷êè íå íàëåæàòü îäíîìó ðàäióñó.

Îäíîëèñòà îáëàñòü íàçèâà¹òüñÿ çiðêîïîäiáíîþ âiäíîñíî äåÿêî¨ òî÷êè,

ÿêùî âiäðiçîê, ùî ç'¹äíó¹ áóäü-ÿêó ¨¨ òî÷êó ç âêàçàíîþ òî÷êîþ, ïîâíiñ-

òþ íàëåæèòü öié îáëàñòi. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç S∗ êëàñ âñiõ îäíîëèñòèõ i

ðåãóëÿðíèõ ôóíêöié f(z) â êðóçi U , òàêèõ, ùî f(0) = 1 − f ′(0) = 0, i

ÿêi âiäîáðàæàþòü U íà îáëàñòi, çiðêîïîäiáíi âiäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò.

ßêùî ôóíêöiÿ f(z) ∈ S∗, òî ïðè ðóñi z ïî |z| = r, 0 < r < 1, ó âèçíà÷åíî-

ìó íàïðÿìêó arg f(z) çìiíþ¹òüñÿ â òîìó æ íàïðÿìêó, òîáòî âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü

Re

(
zf ′(z)

f(z)

)
> 0.

Ïîçíà÷èìî òàêîæ

M ({zk}nk=1) =
n∏

k=1

χ
(
| zk |

n
2

)
· |zk|,

äå χ(z) = 1
2

(
z + 1

z

)
� ôóíêöiÿ Æóêîâñüêîãî.

Ïðàâèëüíå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.
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Òåîðåìà 3.4.3. [59] Íåõàé n ∈ N, R ∈ R+, zk = ρk exp iθk, k = 1, n, �

äåÿêèé íàáið òî÷îê âiäêðèòîãî îäèíè÷íîãî êðóãà U , ρk ∈ (0, 1), ρ0 := ρn,

ρn+1 := ρ1, ïðè÷îìó 0 ⩽ θ1 < θ2 < ... < θn < 2π, θ0 := θn, θn+1 := θ1.

Òîäi äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ S∗ ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

n∏
k=1

|f ′(zk)| ⩽ Rn
n∏

k=1

(
4ρk
αk

∣∣∣∣1− (ρk exp iωk)
αk

1 + (ρk exp iωk)αk

∣∣∣∣)−1

·

·
n∏

k=1

sec

(
arg

(
(ρk exp iωk)

αk
2
0

(1− (ρk exp iωk)αk)

))
M

({
f(zk)

R

}n

k=1

)
,

äå αk = π
θk+1−θk−1

i ωk = 1
4 (2θk − θk+1 − θk+1). Ðiâíiñòü â ïîïåðåäíié íå-

ðiâíîñòi äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ âèïàäêó, êîëè âñi ρk = ρ äëÿ äåÿêîãî ρ ∈ (0, 1),

zk = ρ exp i2πn (k − 1), k = 1, n+ 1, f(z) = z

(1−zn)
2
n
i R = ρ

(1−ρn)
2
n
.

Çà äîïîìîãîþ ðîçâèíåíèõ ìåòîäiâ îòðèìàíî äåÿêi îöiíêè åâîëþöié-

íîãî òèïó äëÿ ôóíêöiîíàëiâ, ÿêi âèâ÷àëèñÿ, çîêðåìà, â ïðîáëåìàõ 2.1.1,

3.3.1, òà äëÿ äåÿêèõ iíøèõ. Âiäïîâiäíi ðåçóëüòàòè íàâåäåíî â òåîðåìàõ

3.5.1-3.5.3.

Â ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè âèâ÷à¹òüñÿ òàêà âiäêðè-

òà ïðîáëåìà:

Ïðîáëåìà 4.1.1. Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, ïðè÷îìó n ≥
3, αk, k = 1, n, � äåÿêi äîäàòíi äiéñíi ÷èñëà; ak, k = 1, n, � äåÿêèé íàáið

òî÷îê ðîçøèðåíî¨ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè. Çíàéòè ìàêñèìóì äîáóòêó
n∏

k=1

(r(Bk, ak))
αk ,

äå Bk, k = 1, n, � äîâiëüíèé íàáið îáëàñòåé, òàêèõ, ùî ak ∈ Bk ⊂ C,
k = 1, n, Bi ∩Bj = ∅, i ̸= j.

Âiäçíà÷èìî, ùî ïðîáëåìà 3.1.1 ¹ ÷àñòèííèì âèïàäêîì ïðîáëåìè 4.1.1,

ÿêùî âñi ñòåïåíi αk âçÿòè ðiâíèìè îäèíèöi. Îäíàê ÿêùî ïðîáëåìà 3.1.1

ìà¹ ðîçâ'ÿçîê äëÿ äîâiëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨ òî÷îê ak, òî â ïðîáëåìi 4.1.1 äëÿ

äåÿêèõ êîíôiãóðàöié òî÷îê ak i ñòåïåíiâ αk äîáóòîê âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ

îáëàñòåé Bk ìîæå áóòè i íåîáìåæåíèì.
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Â 1952 ðîöi Ë.I. Êîëáiíîþ [111] áóëî ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ïðî ìàêñèìóì

J0 âèðàçó J =
∣∣∣(f ′

1(0)
)α (

f
′

2(0)
)β∣∣∣, äå α > 0 i β > 0, a1, a2 � äåÿêi ðiçíi

òî÷êè êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, ôóíêöi¨ f1(z) i f2(z) ðåãóëÿðíî i îäíîëèñòî

âiäîáðàæàþòü îäèíè÷íèé êðóã |z| < 1 âiäïîâiäíî íà íåïåðåòèííi îáëàñòi

B1 i B2, ïðè÷îìó f1(0) = a1, f2(0) = a2, (òîáòî, iíøèìè ñëîâàìè, ïîòðiáíî

çíàéòè ìàêñèìóì âèðàçó J = Rα (B1, a1)R
β (B2, a2), äå B1, B2 � íåïåðå-

òèííi îäíîçâ'ÿçíi îáëàñòi â C, ïðè÷îìó a1 ∈ B1, a2 ∈ B2), i âñòàíîâëåíî,

ùî

J0 =
4α+βααββ

|α− β|α+β

∣∣∣∣√α−
√
β√

α +
√
β

∣∣∣∣2
√
αβ

|a1 − a2|α+β .

Çàóâàæèìî, ùî, çãiäíî ç ñêàçàíèì âèùå, óìîâà ðåãóëÿðíîñòi íà ôóí-

êöi¨ f1(z) i f2(z) ¹ ñóòò¹âîþ, òîìó ùî ó âèïàäêó, êîëè äàíó óìîâó çàìi-

íèòè íà óìîâó ìåðîìîðôíîñòi, âèðàç
∣∣∣(f ′

1(0)
)α (

f
′

2(0)
)β∣∣∣ ¹ íåîáìåæåíèì

äëÿ α ̸= β.

Òàêîæ â [112] áóëî çíàéäåíî ìàêñèìóì I0 âèðàçó

I = Rα (B1, a1)R
β (B2, a2)R

γ (B3, a3)

â àíàëîãi÷íié çàäà÷i, i âñòàíîâëåíî, ùî

I0 = Aα,β,γ|a1 − a2|α+β−γ|a1 − a3|α−β+γ|a2 − a3|−α+β+γ,

äå

Aα,β,γ =
4α+β+γααββγγ

∣∣2(αβ + βγ + αγ)− α2 − β2 − γ2
∣∣√αβ+

√
βγ+

√
αγ− 1

2 (α+β+γ)

|(
√
α +

√
β)2 − γ|2

√
αβ|(

√
β +

√
γ)2 − α|2

√
βγ|(

√
α +

√
γ)2 − β|2

√
αγ

.

Äåÿêi íåðiâíîñòi ùîäî êîíôîðìíèõ ðàäióñiâ áóëî îòðèìàíî òàêîæ

â ðîáîòi [139]. Çîêðåìà, òàì áóëî âñòàíîâëåíî òàêèé ðåçóëüòàò: íåõàé

Bk ⊂ C, k = 1, n, � ïîïàðíî íåïåðåòèííi îáëàñòi, ak � äåÿêi ôiêñîâàíi

òî÷êè, òàêi, ùî ak ∈ Bk, k = 1, n. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó äiéñíèõ

÷èñåë δk, òàêèõ, ùî
n∑

k=1

δk = 0, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:

n∏
k=1

∣∣∣f ′

k(0)
∣∣∣(δk)2 ≤ n∏

k=1

n∏
l=1
l ̸=k

|ak − al|−δkδl .
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Ïðîáëåìó 4.1.1 äëÿ âèïàäêó êîíôîðìíèõ ðàäióñiâ òà îäíîçâ'ÿçíèõ

îáëàñòåé áóëî ñôîðìóëüîâàíî Ì.Î. Ë¹á¹ä¹âèì â ðîáîòi [132, ñ. 32�33].

Çîêðåìà, òàì ðîçãëÿäàëàñÿ òàêà åêñòðåìàëüíà çàäà÷à: íåõàé äàíî n ðiç-

íèõ ôiêñîâàíèõ òî÷îê ak, k = 1, n, n > 3 òà n äåÿêèõ äîäàòíèõ äiéñíèõ

÷èñåë γk. Çíàéòè ìàêñèìóì äîáóòêó (ÿêùî âií iñíó¹)

n∏
k=1

Rγk (Bk, ak) −→ max, γk > 0, n > 3,

äå Bk, k = 1, n, � äîâiëüíi âçà¹ìíî íåïåðåòèííi îäíîçâ'ÿçíi îáëàñòi, òàêi,

ùî ak ∈ Bk, k = 1, n. Íà äàíèé ìîìåíò ó çàãàëüíîìó âèïàäêó âêàçà-

íà çàäà÷à íå ðîçâ'ÿçàíà, âäàëîñÿ îòðèìàòè ¨¨ ðîçâ'ÿçîê òiëüêè â äåÿêèõ

÷àñòèííèõ âèïàäêàõ.

Òàêîæ â ðîáîòi [132, ñ. 220] áóëî îòðèìàíî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò: íå-

õàé {fl(z)}nl=0 � äåÿêèé íàáið ôóíêöié, ÿêi êîíôîðìíî i îäíîëèñòî âiä-

îáðàæàþòü âiäêðèòèé îäèíè÷íèé êðóã âiäïîâiäíî íà íåïåðåòèííi îáëàñòi

{Bl}nl=0 òàê, ùî fl(0) = al, äå al � äåÿêèé íàáið ôiêñîâàíèõ ñêií÷åííèõ

òî÷îê, i γl, l = 0;n, � ôiêñîâàíi êîìïëåêñíi ÷èñëà, òàêi, ùî
n∑
l=0

γl = 0 i

n∑
l=0

|γl| ̸= 0. Òîäi ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

n∏
l=0

∣∣∣f ′

l (0)
∣∣∣|γl|2 ≤ ∏

0≤k<l≤n

|ak − al|−2Re(γlγk) .

Äåÿêi óçàãàëüíåííÿ ïîïåðåäíüî¨ íåðiâíîñòi äëÿ âèïàäêó äiéñíèõ γl

áóëî çàïðîïîíîâàíî â ðîáîòi [87].

Ïðîáëåìó 4.1.1, àíàëîãi÷íî äî ïðîáëåìè 3.1.1, ìîæíà ðîçãëÿäàòè i â

äåùî ìîäèôiêîâàíîìó âèãëÿäi. Íåõàé n� äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, n ≥ 3,

ak, k = 1, n, � äåÿêèé íàáið ôiêñîâàíèõ òî÷îê êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, i

íåõàé γk, k = 1, n, � äåÿêi äîäàòíi äiéñíi ÷èñëà, Bk ⊂ C, k = 1, n, �

äåÿêèé íàáið îáëàñòåé, òàêèõ, ùî ak ∈ Bk, k = 1, n, Bi ∩ Bj = ∅, i ̸= j.
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Ââåäåìî òàêå ïîçíà÷åííÿ:

P (n; {Bk}nk=1; {ak}nk=1; {γk}nk=1) :=

n∏
k=1

(r(Bk, ak))
γk

n∏
i,j=1,i<j

|aj − ai|
2

n−2 (γi+γj− 1
n−1

n∑
k=1

γk)
.

Çàóâàæèìî, ùî àíàëîãi÷íèé âèðàç ðîçãëÿäàâñÿ òàêîæ â ðîáîòi [79].

Ââåäåíèé ôóíêöiîíàë ìà¹ íàñòóïíó âàæëèâó âëàñòèâiñòü.

Òåîðåìà 4.1.1. [196] Ôóíêöiîíàë P (n; {Bk}nk=1; {ak}nk=1; {γk}nk=1) ií-

âàðiàíòíèé ùîäî êîíôîðìíèõ àâòîìîðôiçìiâ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè.

Â äàíié ðîáîòi ïðè ðîçãëÿäi ïðîáëåìè 4.1.1 áóëî îòðèìàíå òàêå òâåð-

äæåííÿ.

Òåîðåìà 4.2.2. [196] Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, n ≥ 3,

ak, k = 1, n, � äåÿêèé íàáið ôiêñîâàíèõ òî÷îê êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, i

íåõàé γk, k = 1, n, � äåÿêi äîäàòíi äiéñíi ÷èñëà, ïðè÷îìó γk ≥
n∑

s=1
γs

2n−2 äëÿ

êîæíîãî k = 1, n. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó îáëàñòåé Bk ⊂ C, k = 1, n,

òàêèõ, ùî ak ∈ Bk, k = 1, n, Bi ∩Bj = ∅, i ̸= j, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü:

n∏
k=1

(r(Bk, ak))
γk ≤ (n− 1)

− 1
4

n∑
k=1

γk
n∏

i,j=1,i<j

|aj − ai|
2

n−2

(
γi+γj− 1

n−1

n∑
k=1

γk

)
.

Äëÿ âèïàäêó, êîëè îäíà ç òî÷îê ak íåñêií÷åííî âiääàëåíà, ïðàâèëüíà

òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.2.3. [196] Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, n ≥ 3,

ak, k = 1, n, � äåÿêèé íàáið ôiêñîâàíèõ òî÷îê êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè,

ïðè÷îìó an = ∞, i íåõàé γk, k = 1, n, � äåÿêi äîäàòíi äiéñíi ÷èñëà,

ïðè÷îìó γk ≥
n∑

s=1
γs

2n−2 äëÿ ∀k = 1, n. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó îáëàñòåé

Bk ⊂ C, k = 1, n, òàêèõ, ùî ak ∈ Bk, k = 1, n, Bi ∩ Bj = ∅, i ̸= j,
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ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü:

(r(Bn, an))
γn

n−1∏
k=1

(r(Bk, ak))
γk ≤

(n− 1)
− 1

4

n∑
k=1

γk
n−1∏

i,j=1,i<j

|aj − ai|
2

n−2

(
γi+γj− 1

n−1

n∑
k=1

γk

)
.

Òåîðåìà 4.2.2 äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè â ïðîáëåìi 4.1.1 äåÿêi îöiíêè åâîëþ-

öiéíîãî òèïó.

Òåîðåìà 4.3.1. [214] Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, n ≥ 3, ak,

k = 1, n, � äåÿêèé íàáið ôiêñîâàíèõ òî÷îê êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, αk,

θk, k = 1, n � äåÿêi äîäàòíi äiéñíi ÷èñëà, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíi

óìîâè:

à) âñi αk ≥ λ
2n−2 , äå λ :=

n∑
k=1

αk;

á) αk ≥ θk äëÿ ∀k = 1, n;

â) äëÿ ∀k = 1, n âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

θk ≤ αk −
1

2n− 2

n∑
s=1

(αs − θs).

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó îáëàñòåé Bk ⊂ C, k = 1, n, òàêèõ, ùî

ak ∈ Bk, k = 1, n, Bi ∩Bj = ∅, i ̸= j ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü:

n∏
k=1

(r(Bk, ak))
αk ≤ (n− 1)−

n∑
k=1

(αk−θk)

4 ·

·
n∏

i,j=1,i<j

|aj − ai|
2

n−2

αi+αj−θi−θj−

n∑
k=1

(αk−θk)

n−1

 n∏
k=1

(r(Bk, ak))
θk .

Îòðèìàíi îöiíêè ìîæóòü áóòè çàñòîñîâàíi i äëÿ îöiíêè ôóíêöiîíàëà

In(γ) = rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak),
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äå n ∈ N, n ≥ 2, γ ∈ (0;n] a0 = 0, |a1| = . . . = |an| = 1, ak ∈ Bk ∈ C, äå
Bi

⋂
Bj = ∅ äëÿ 0 ≤ i, j ≤ n òà i ̸= j. Çîêðåìà, â ðîáîòi áóâ îòðèìàíèé

òàêèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 4.4.1. [196] Íåõàé n ∈ N, n ≥ 3 i 0 < γ ≤ n. Òîäi äëÿ äîâiëü-

íîãî íàáîðó òî÷îê ak, òàêèõ, ùî a0 = 0, |ak| = 1, k = 1, n, i äîâiëüíî-

ãî íàáîðó âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé Bk, òàêèõ, ùî ak ∈ Bk ⊂ C,
k = 0, n, ó âèïàäêó n = 2m äëÿ äåÿêîãî m ∈ N ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) ≤ n−
γ+n
4 2n−γ

(
m−1∏
k=1

sin
kπ

n

) 2(n−γ)
n−1

;

ÿêùî æ ÿêùî n = 2m+ 1, m ∈ N, òî íåðiâíiñòü

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) ≤ n−
γ+n
4 2n−γ

(
m∏
k=1

sin
kπ

n

) 2(n−γ)
n−1

.

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó 4.3.1, äëÿ íàâåäåíîãî âèùå ôóíêöiîíàëà

In(γ) ìîæíà îòðèìàòè òàêîæ äåùî iíøó îöiíêó.

Òåîðåìà 4.4.2. [214] Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, n ≥ 2, i

γ � äåÿêå äiéñíå ÷èñëî, 1 < γ < n
2 . Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó òî÷îê

ak, k = 0, n, òàêèõ, ùî a0 = 0, |ak| = 1, k = 1, n, ïðè÷îìó α0 ≥
2π√
γ , äå α0 � ìàêñèìàëüíèé öåíòðàëüíèé êóò ìiæ ñóñiäíiìè òî÷êàìè

ak, i äîâiëüíîãî íàáîðó ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé Bk, òàêèõ, ùî

ak ∈ Bk, k = 0, n, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) ≤ n
3n−2γ+1

8

(
n−1∏
k=1

kn−k

)n−2γ+1
n(n−1)

·

·
(

2π

n− 1

(
1− 1

√
γ

))n−2γ+1
2
(

4

n2 − 1

)n
2+

1
2n
(
n− 1

n+ 1

)
.

Òåîðåìà 4.2.2 äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè òåîðåìó ñïîòâîðåííÿ, àíàëîãi÷íó äî

òåîðåìè 3.4.2.

Òåîðåìà 4.5.2. [54] Íåõàé n ∈ N, ρk ∈ (0, 1), ρ0 := ρn, ρn+1 := ρ1,

zk = ρk exp iθk, k = 1, n, i íåõàé γk, k = 1, n, � äåÿêi äîäàòíi äiéñíi ÷èñëà,
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ïðè÷îìó γk >

n∑
s=1

γs

2n−2 äëÿ äîâiëüíîãî k = 1, n, i íåõàé mk � òàêi æ, ÿê i

òåîðåìi 3.4.2. Òîäi, äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f(z), ðåãóëÿðíî¨ i îäíîëèñòî¨ ó

âiäêðèòîìó îäèíè÷íîìó êðóçi U , ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

n∏
k=1

|f ′(zk)|γk ⩽ (n− 1)
− 1

4

n∑
k=1

γk
n∏

k=1

(
4ρk
mk

· 1− (ρk)
mk

1 + (ρk)mk

)−γk

·

·
n∏

i,j=1,i<j

|f(zj)− f(zi)|
2

n−2 (γi+γj− 1
n−1

n∑
k=1

γk)
.

Â ï'ÿòîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ âèâ÷à¹òüñÿ çàäà÷à ïðî åêñòðåìàëüíå

ðîçáèòòÿ îáìåæåíî¨ îáëàñòi òà äåÿêi ïîâ'ÿçàíi ç íåþ ïðîáëåìè.

Öåíòðàëüíîþ â äàíîìó ðîçäiëi ¹ òàêà ïðîáëåìà.

Ïðîáëåìà 5.1.1. Íåõàé n ∈ N, n ≥ 2, i U = {z :| z |< 1} � îäèíè÷-

íèé êðóã. Çíàéòè ìàêñèìóì âèðàçó

n∏
k=1

r(Bk, ak),

äå ak ∈ U , k = 1, n, îáëàñòi Bk ⊂ U , k = 1, n, òàêi, ùî ak ∈ Bk ⊂ C,
ïðè÷îìó Bi

⋂
Bj = ∅ äëÿ 1 ≤ i, j ≤ n òà i ̸= j.

Â íàâåäåíié âèùå ïðîáëåìi 5.1.1 ïîòðiáíî çíàéòè òàêå ðîçáèòòÿ âiä-

êðèòîãî îäèíè÷íîãî êðóãà íà n íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé, ùîá äîáóòîê

âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ öèõ îáëàñòåé âiäíîñíî äåÿêèõ òî÷îê, ÿêi íàëåæàòü

âiäïîâiäíî öèì îáëàñòÿì, áóâ ìàêñèìàëüíèì.

Äëÿ âèïàäêó äâîõ íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé, ÿêi ëåæàòü ó âiäêðèòîìó

îäèíè÷íîìó êðóçi, ïðîáëåìà 5.1.1 áóëà ðîçâ'ÿçàíà Ï.Ï. Êóôàð¹âèì â

1950 ðîöi â ðîáîòi [119]. Ó âêàçàíié ðîáîòi áóëî äîâåäåíî, ùî äëÿ äîâiëü-

íèõ ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ îäíîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé Dk ⊂ {z : |z| < 1} i

òî÷îê zk ∈ Dk, k = 1, 2, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

2∏
k=1

r(Dk, zk) ⩽
4ρ20(1− ρ20)

2

(1 + ρ20)
2
,
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äå ρ20 =
√
5 − 2. Ðiâíiñòü äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ âèïàäêó z1 + z2 = 0, |zk| = ρ0,

Dk � âiäïîâiäíi ïiâêðóãè, äëÿ ÿêèõ òî÷êè zk ëåæàòü íà ¨õíiõ áiñåêòðèñàõ.

Äëÿ âèïàäêó n = 3 ïðîáëåìà 5.1.1 áóëà ðîçâ'ÿçàíà òiëüêè íàïðèêiíöi

XX ñòîëiòòÿ (äèâ. [113], [125]). Áóëî äîâåäåíî, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ïîïàðíî

íåïåðåòèííèõ îäíîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé Dk ⊂ {z : |z| < 1} i òî÷îê zk ∈ Dk,

k = 1, 2, 3, ïðàâèëüíà îöiíêà:

3∏
k=1

r(Dk, zk) ⩽
64

729
(223− 70

√
10).

Ðiâíiñòü äîñÿãà¹òüñÿ òiëüêè äëÿ òðüîõ äîïîâíÿëüíèõ ñåêòîðiâ ç âåëè÷è-

íîþ öåíòðàëüíîãî êóòà 2π/3, i òî÷îê z∗k, ÿêi ëåæàòü íà ¨õ áiñåêòðèñàõ i

íà êîëi ðàäióñà 3
√√

10− 3.

Äëÿ n ≥ 4 ïðàêòè÷íî æîäíèõ ðåçóëüòàòiâ â ïðîáëåìi 5.1.1 íà äàíèé

ìîìåíò íåìà¹. Òîìó àêòóàëüíîþ ¹ çàäà÷à õî÷à á îòðèìàòè äåÿêi îöiíêè

äëÿ äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ n íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé, ÿêi ëåæàòü ó

âiäêðèòîìó îäèíè÷íîìó êðóçi äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n ≥ 4.

Íåõàé n ∈ N, n ≥ 2. Ïîçíà÷èìîMn ìàêñèìóì âèðàçó
n∏

k=1

r(Bk, ak) äëÿ

âñåìîæëèâèõ êîíôiãóðàöié îáëàñòåé Bk i òî÷îê ak, òàêèõ, ùî ak ∈ U ,

k = 1, n, äå U = {z :| z |< 1}, îáëàñòi Bk ⊂ U , k = 1, n, òàêi, ùî

ak ∈ Bk ⊂ C, ïðè÷îìó Bi

⋂
Bj = ∅ äëÿ 1 ≤ i, j ≤ n òà i ̸= j.

Ïðàâèëüíà íàñòóïíà òåîðåìà:

Òåîðåìà 5.2.1. [56] Äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N, n ≥ 2 ïðàâèëüíà íåðiâ-

íiñòü:

(
√
n2 + 1− n)

(
n+ 1−

√
n2 + 1√

n2 + 1− n+ 1

)n

≤Mn ≤
(
1

n

)n
2

.

Â íàâåäåíié âèùå òåîðåìi 5.2.1 äàíî îöiíêó äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäió-

ñiâ îáëàñòåé, ÿêèé âèâ÷à¹òüñÿ â ïðîáëåìi 5.1.1, ïðè÷îìó äàíî ÿê âåðõíþ,

òàê i íèæíþ îöiíêó äàíîãî äîáóòêó.

Âèêîðèñòîâóþ÷è îòðèìàíi ðåçóëüòàòè äëÿ îáìåæåíèõ îáëàñòåé, ìî-

æíà îòðèìàòè äåÿêi îöiíêè i â ïðîáëåìi 3.1.1, àëå ç äîäàòêîâîþ óìîâîþ,
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ùî îáëàñòi Bk òàêi, ùî Bk ⊂ C \ [−1; 1]

Òåîðåìà 5.2.2. [56] Äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó òî÷îê ak, òàêèõ, ùî

ak ∈ C \ [−1; 1], k = 1, n, i äîâiëüíîãî íàáîðó âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ

îáëàñòåé Bk, òàêèõ, ùî ak ∈ Bk ⊂ C \ [−1; 1], k = 1, n ïðàâèëüíà

íåðiâíiñòü
n∏

k=1

r (Bk, ak) ≤
(
1

n

)n
2

n∏
k=1

∣∣∣∣∣
√
a2k − 1

ak −
√
a2k − 1

∣∣∣∣∣ .
Ïðîáëåìà 5.1.1 ïîâ'ÿçàíà ç ïðîáëåìîþ ïðî îöiíêó äîáóòêó íåïåðåòèí-

íèõ îáëàñòåé ç ïîëþñàìè íà äîâiëüíîìó åëiïñi. Çîêðåìà, äëÿ âèïàäêó

òðüîõ ïîëþñiâ i òðüîõ íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé ïðàâèëüíà íàñòóïíà òåîðå-

ìà.

Íåõàé L =
{
z = x+ iy : x2

b2 +
y2

c2 = 1
}

� åëiïñ, äå

b = 1
2

(
3
√√

10 + 3 +
3
√√

10− 3
)
i c = 1

2

(
3
√√

10 + 3− 3
√√

10− 3
)
.

Òåîðåìà 5.3.1. [186] Äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó òî÷îê ak, òàêèõ, ùî

ak ∈ L, k = 1, 3, i äîâiëüíîãî íàáîðó âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé

Bk, òàêèõ, ùî ak ∈ Bk ⊂ C \ [−1; 1], k = 1, 3 ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

3∏
k=1

r (Bk, ak) ≤
64

729
(223− 70

√
10)

3∏
k=1

∣∣∣∣∣
√
a2k − 1

ak −
√
a2k − 1

∣∣∣∣∣ ,
ïðè÷îìó ðiâíiñòü äîñÿãà¹òüñÿ, çîêðåìà, äëÿ òî÷îê

a0k = 1
2

(
3
√√

10− 3 · ei(φ+ 2π
3 (k−1)) +

3
√√

10 + 3 · e−i(φ+ 2π
3 (k−1))

)
,

äå k = 1, 3 i φ ∈ [0; 2π3 ), i îáëàñòåé B0
k, ÿêi îáìåæåíi ÷åò-

âåðòèíàìè ãiïåðáîë x2

cos2(φ+ 2π
3 (k−1)+π

3 )
− y2

sin2(φ+ 2π
3 (k−1)+π

3 )
= 1 i

x2

cos2(φ+ 2π
3 (k−1)−π

3 )
− y2

sin2(φ+ 2π
3 (k−1)−π

3 )
= 1 (ÿêi ìîæóòü âèðîäæóâà-

òèñÿ â äiéñíó ÷è óÿâíó ïiâîñi), i ÿêi ìiñòÿòü âiäïîâiäíî òî÷êè

a0k.

Ïðàâèëüíà òàêîæ àíàëîãi÷íà òåîðåìà i äëÿ âèïàäêó n > 3, àëå ïðè

óìîâi, ùî âñi îáëàñòi Bk ëåæàòü â äåÿêîìó êðóçi (äèâ. òåîðåìó 5.3.3).

Òàêîæ â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi áóëî îòðèìàíî îöiíêó äîáóòêó âíóòðiø-

íiõ ðàäióñiâ n íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé, äå n ≥ 3, ç ïîëþñàìè íà åëiïñi ç

ïåâíîþ óìîâîþ íà éîãî ïiâîñi.
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Íåõàé M =
{
z = x+ iy : x2

d2 +
y2

t2 = 1
}
, ïðè÷îìó d2 − t2 = 1 i íåõàé

d∗ = d −
√
d2 − 1. Òîäi ïðàâèëüíà íàñòóïíà òåîðåìà:

Òåîðåìà 5.3.4. [186] Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n, n ≥ 3, äîâiëü-

íîãî íàáîðó òî÷îê ak, òàêèõ, ùî ak ∈ M , k = 1, n, i äîâiëüíîãî íàáîðó

âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé Bk, òàêèõ, ùî ak ∈ Bk ⊂ C \ [−1; 1],

k = 1, n ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

n∏
k=1

r (Bk, ak) ≤

(
4(d−

√
d2 − 1)

n

)n

·(
1− (d−

√
d2 − 1)n

1 + (d−
√
d2 − 1)n

)n n∏
k=1

∣∣∣∣∣
√
a2k − 1

ak −
√
a2k − 1

∣∣∣∣∣ ,
ïðè÷îìó ðiâíiñòü äîñÿãà¹òüñÿ, çîêðåìà, äëÿ òî÷îê i îáëàñòåé, ÿêi ¹,

âiäïîâiäíî, ïîëþñàìè i êðóãîâèìè îáëàñòÿìè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåí-

öiàëà

Q(z)dz2 = −
(
z
2 +

1
2z

)n−2 ((z
2 +

1
2z

)n
+ 1
) (

1
4 −

1
2z2 +

1
z4

)
(
(
z
2 +

1
2z

)n − (d∗)n)(1−
(
z
2 +

1
2z

)n
(d∗)n)

dz2.

Çàóâàæèìî, ùî äîâiëüíèé åëiïñ x−x0

d20
+ y−y0

t20
= 1 íà êîìïëåêñíié ïëî-

ùèíi äåÿêèì ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì w = pz + z0 ìîæíà ïåðåâåñòè â

åëiïñ âèäó x2

d2 +
y2

t2 = 1, äëÿ ÿêîãî d2 − t2 = 1, ïðè÷îìó âíóòðiøíi ðàäió-

ñè âiäïîâiäíèõ îáëàñòåé ïðè äàíîìó ïåðåòâîðåííi áóäóòü âiäíîñèòèñÿ ÿê

|p| : 1. Òîìó äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè îöiíêó äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäió-

ñiâ íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé, ÿêi ìiñòÿòü òî÷êè äîâiëüíîãî åëiïñà, ïîòðiáíî

íàëåæíèì ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì ïåðåâåñòè éîãî â åëiïñ âèäó M i çàñ-

òîñóâàòè òåîðåìó 5.3.4.

Âèêîðèñòîâóþ÷è äåÿêi âëàñòèâîñòi âiäîáðàæåíü, ðîçãëÿíóòèõ â ïîïå-

ðåäíiõ ïiäðîçäiëàõ, îòðèìàíî îöiíêó äîáóòêó äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäió-

ñiâ íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé, ÿêi ìiñòÿòü òî÷êè äåÿêî¨ ãiïåðáîëè.

Íåõàé M =
{
z = x+ iy : x2

d2 −
y2

p2 = 1, x > 0
}
, � ïðàâà ãiëêà äåÿêî¨

ãiïåðáîëè, ïðè÷îìó d2 + p2 = 1. Ç îñòàííüî¨ óìîâè âèïëèâà¹, ùî ìîæåìî
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ïîçíà÷èòè d = cosα i p = sinα äëÿ äåÿêîãî 0 < α < π
2 , à ðiâíÿííÿ ãiïåð-

áîëè çàïèñàòè ó âèãëÿäi M =
{
z = x+ iy : x2

cos2 α − y2

sin2 α
= 1, x > 0

}
.

Ïðàâèëüíà íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.4.1. [60] Íåõàé n, n ≥ 3, � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî;

M =
{
z = x+ iy : x2

cos2 α − y2

sin2 α
= 1, x > 0

}
� ïðàâà ãiëêà äåÿêî¨ ãiïåð-

áîëè; ak, k = 1, n, � äåÿêèé íàáið ôiêñîâàíèõ òî÷îê êîìïëåêñíî¨ ïëî-

ùèíè, òàêèõ, ùî ak ∈ M äëÿ k = 1, n, ïðè÷îìó ak = xk + iyk, äå

xk = cosα cosh(tk), à yk = sinα sinh(tk) äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ tk, ïðè÷îìó

−∞ < t1 < t2 < ... < tn < +∞.

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé Bk,

k = 1, n, òàêèõ, ùî ak ∈ Bk ⊂ Ω, k = 1, n, äå

Ω = C \ ([−∞;−1] ∪ [1; +∞]),

ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

n∏
k=1

r (Bk, ak) ≤ 2
n

2n−1 (2n− 1)−
n
4

n∏
k=1

∣∣∣∣∣
√
a2k − 1

ak −
√
a2k − 1

∣∣∣∣∣ ·∏
1≤p<q≤n

(
e2tq − e2tp

) 2
2n−1

n∏
k=1

e
tk

2n−1 .

Òàêîæ â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi â òåîðåìi 5.4.2 áóëî îòðèìàíî îöiíêó,

àíàëîãi÷íó äî íàâåäåíî¨ â ïîïåðåäíié òåîðåìi, àëå äëÿ âèïàäêó, êîëè

òî÷êè ak,p, k = 1, 2, p = 1, n, ëåæàòü íà äâîõ ãiëêàõ ãiïåðáîëè.

Â øîñòîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ âèâ÷à¹òüñÿ çàäà÷à ïðî åêñòðåìàëüíå

ðîçáèòòÿ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè ç ïîëþñàìè íà ïðÿìié òà äåÿêi ïîâ'ÿçàíi

ç íåþ ïðîáëåìè.

Òàê, â ðîáîòi [66] áóëî íàâåäåíî îöiíêó äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ

íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé ç ôiêñîâàíèìè ïîëþñàìè íà äiéñíié ïðÿìié, à

ñàìå áóëî îòðèìàíî òàêèé ðåçóëüòàò:
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Òåîðåìà [66]. Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, n ≥ 3, ak,

k = 1, n, � äåÿêèé íàáið ôiêñîâàíèõ òî÷îê äiéñíî¨ îñi Im z = 0. Òîäi

äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó îáëàñòåé Bk ⊂ C, k = 1, n, òàêèõ, ùî ak ∈ Bk,

k = 1, n, Bi ∩Bj = ∅, i ̸= j, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü:

n∏
k=1

(r(Bk, ak)) ≤
(
2

n

)n n∏
k=1

(
a2k + 1

)
.

Ïðè÷îìó çíàê ðiâíîñòi äîñÿãà¹òüñÿ, çîêðåìà, äëÿ òî÷îê dk i îáëàñòåé

Dk, ÿêi ¹ îáðàçàìè âiäïîâiäíî òî÷îê d∗k = exp
(
i
(
θ + 2πk

n

))
(d∗k ̸= 1) i

îáëàñòåé D∗
k = {z :

∣∣arg z − θ − 2πk
n

∣∣ < π
n} (k = 1, n) ïðè âiäîáðàæåííi

w∗ = i+iw
1−w .

Çðîçóìiëî, ùî âèïàäîê, êîëè òî÷êè ak ëåæàòü íà äåÿêié iíøié ïðÿìié,

çâîäèòüñÿ äî íàâåäåíî¨ âèùå òåîðåìè äåÿêèì ïîâîðîòîì.

Òàêîæ â ðîáîòi [66] áóëî âiäçíà÷åíî, ùî ïîïåðåäíþ íåðiâíiñòü ìîæ-

íà çàñòîñîâóâàòè äëÿ îöiíêè äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ íåïåðåòèííèõ

îáëàñòåé òîäi, êîëè ôiêñîâàíi òî÷êè ak íàëåæàòü ïåâíîìó âiäðiçêó. Â òîé

æå ÷àñ âiäêðèòîþ çàëèøà¹òüñÿ àíàëîãi÷íà ïðîáëåìà äëÿ âèïàäêó, êîëè

òî÷êè ak íå ôiêñîâàíi, à ðîçòàøîâàíi íà âiäðiçêó [−1; 1] äiéñíî¨ ïðÿìî¨

äîâiëüíèì ÷èíîì, à ñàìå íàñòóïíà ïðîáëåìà:

Ïðîáëåìà 6.1.1. Çíàéòè ìàêñèìóì äîáóòêó
n∏

k=1

(r(Bk, ak)) äëÿ

âñåìîæëèâèõ êîíôiãóðàöié íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé Bk ⊂ C i òî÷îê

ak ∈ Bk ∩ [−1; 1], k = 1, n, äå n > 4.

Äàíó ïðîáëåìó áóëî íàâåäåíî â ñïèñêó âiäêðèòèõ ïðîáëåì â ðîáîòi

[70] ïiä íîìåðîì 17. Äåÿêi ÷àñòèííi ðåçóëüòàòè â ïðîáëåìi 6.1.1 áóëî

îòðèìàíî â ðîáîòàõ [68] i [108].

Êðiì íàâåäåíî¨ âèùå ïðîáëåìè 6.1.1, â øîñòîìó ðîçäiëi òàêîæ ðîç-

ãëÿäàþòüñÿ çàäà÷i ïðî åêñòðåìàëüíå ðîçáèòòÿ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè ç

ïîëþñàìè íà ïðÿìié, àëå äëÿ âèïàäêó, êîëè îäíà ç òî÷îê ak ¹ íåñêií-

÷åííî âiääàëåíîþ, à òàêîæ âèïàäîê, êîëè îäíà ç òî÷îê ak ëåæèòü ïîçà

ïðÿìîþ. Öiêàâîþ òàêîæ ¹ çàäà÷à, êîëè âíóòðiøíié ðàäióñ îáëàñòi, ÿêà
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ìiñòèòü îäíó ç òî÷îê ïðÿìî¨, áåðåòüñÿ â äåÿêîìó äiéñíîìó ñòåïåíi γ. Äå-

ÿêi îöiíêè äëÿ äàíîãî âèïàäêó áóëè îòðèìàíi â ðîáîòi [35].

Â íàñòóïíié òåîðåìi îòðèìàíî îöiíêó äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ

îáëàñòåé, ÿêi ìiñòÿòü òî÷êè äîâiëüíî¨ ïðÿìî¨.

Òåîðåìà 6.2.1. [198] Íåõàé n ∈ N, n ⩾ 2; l = {z : z = z0 + teiφ0} �

äåÿêà ïðÿìà, äå z0 ∈ C, φ0 ∈ R, � äåÿêi ôiêñîâàíi ÷èñëà, ïðè÷îìó

φ0 ∈ (−π
2 ;

π
2 ), à t � ïàðàìåòð, ÿêèé ïðîáiãà¹ ìíîæèíó âñiõ äiéñíèõ

÷èñåë. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ ôiêñîâàíèõ òî÷îê ak, k = 1, n, òàêèõ, ùî

ak = z0 + ρke
iφ0, äå ρk � äiéñíi ÷èñëà, ïðè÷îìó 0 = ρ1 < ρ2 < ... < ρn, i

áóäü-ÿêîãî íàáîðó âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé Bk, k = 1, n, òàêèõ,

ùî ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n, ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

n∏
k=1

r (Bk, ak) ⩽ (n− 1)−
n
4

( ∏
1⩽p<k⩽n

|ρp − ρk|
) 2

n−1

.

ßêùî æ ïðÿìà l, ÿêié íàëåæàòü òî÷êè ak, ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê

êîîðäèíàò, òî äëÿ äàíîãî âèïàäêó îòðèìàíî äåùî iíøó îöiíêó.

Òåîðåìà 6.2.2. [198] Íåõàé n ∈ N. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ ôiêñîâàíèõ

òî÷îê ak, k = 0, n, ÿêi íàëåæàòü äåÿêié ïðÿìié l = {z : z = teiφ0}, äå
t, φ0 ∈ R, ïðè÷îìó φ0 ∈

(
−π

2 ;
π
2

]
i áóäü-ÿêîãî íàáîðó âçà¹ìíî íåïåðåòèí-

íèõ îáëàñòåé {Bk}, k = 0, n, òàêèõ, ùî a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C,
k = 1, n, ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

n∏
k=0

r (Bk, ak) ⩽
(n− 1)−

n−1
4

√
n

( ∏
1⩽p<k⩽n

|ap − ak|
) 2

n

(
n∏

k=1

|ak|

) 2
n

.

Âiäçíà÷èìî, ùî îòðèìàíi â òåîðåìàõ 6.2.1 i 6.2.2 îöiíêè äåùî âiäðiçíÿ-

þòüñÿ âiä îöiíîê, îòðèìàíèõ â ðîáîòi [66], ïðè÷îìó äëÿ ïåâíèõ âèïàäêiâ

îöiíêàìè, îòðèìàíèìè â äàíié äèñåðòàöiéíié ðîáîòi, êîðèñòóâàòèñÿ çðó-

÷íiøå, íàïðèêëàä, ÿêùî òî÷êè ak çàäàíi â ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ.

Â íàñòóïíié òåîðåìi ðîçãëÿäà¹òüñÿ âèïàäîê, êîëè n òî÷îê ak íàëåæàòü

äiéñíié ïðÿìié, à òî÷êà a0 ëåæèòü ïîçà ïðÿìîþ, ïðè÷îìó âíóòðiøíié ðà-
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äióñ îáëàñòi, ùî ìiñòèòü òî÷êó a0, áåðåòüñÿ â äåÿêîìó äîäàòíîìó ñòåïåíi

γ.

Òåîðåìà 6.3.1. [187] Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, n ≥ 5, γ �

äåÿêå äîäàòíå äiéñíå ÷èñëî, ïðè÷îìó γ ≤ 3
√
n, ak, k = 1, n, � äåÿêèé

íàáið ôiêñîâàíèõ òî÷îê äiéñíî¨ îñi Im z = 0 i íåõàé a0 = i. Òîäi äëÿ

äîâiëüíîãî íàáîðó îáëàñòåé Bk ⊂ C, k = 0, n, òàêèõ, ùî ak ∈ Bk,

k = 0, n, Bi ∩Bj = ∅, i ̸= j, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

rγ(B0, i)
n∏

k=1

(r(Bk, ak)) ≤
2n+γ

nn

(
4γ
n2

) γ
n(

1− γ
n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ

n

1 +
√
γ

n

)2
√
γ n∏
k=1

(
a2k + 1

)
.

Çíàê ðiâíîñòi â íàâåäåíié âèùå íåðiâíîñòi äîñÿãà¹òüñÿ, çîêðåìà, äëÿ

òî÷îê ak i îáëàñòåé Bk, ÿêi ïðè âiäîáðàæåííi w∗ = i+iw
1−w ¹ îáðàçàìè âiä-

ïîâiäíî òî÷îê d∗k i îáëàñòåé D
∗
k (k = 1, n), ÿêi ¹, â ñâîþ ÷åðãó, ïîëþñàìè

i êðóãîâèìè îáëàñòÿìè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

Íàñòóïíà òåîðåìà äà¹ îöiíêó äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ îáëàñòåé,

ÿêi ìiñòÿòü òî÷êè äiéñíî¨ ïðÿìî¨, äëÿ âèïàäêó, êîëè îäíà ç äàíèõ òî÷îê

íåñêií÷åííî âiääàëåíà.

Òåîðåìà 6.3.2. [187] Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, n ≥ 3, ak,

k = 1, n− 1, � äåÿêèé íàáið ôiêñîâàíèõ òî÷îê äiéñíî¨ îñi Im z = 0 i

an = ∞. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó îáëàñòåé Bk ⊂ C, k = 1, n, òàêèõ,

ùî ak ∈ Bk, k = 1, n, Bi ∩Bj = ∅, i ̸= j, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü:

r(Bn,∞)
n−1∏
k=1

(r(Bk, ak)) ≤
(
2

n

)n n−1∏
k=1

(
a2k + 1

)
.

Çíàê ðiâíîñòi â äàíié íåðiâíîñòi äîñÿãà¹òüñÿ, çîêðåìà, äëÿ òî÷îê ak i

îáëàñòåé Bk, ÿêi ¹ îáðàçàìè âiäïîâiäíî òî÷îê d
∗
k = exp

(
2πki
n

)
i îáëàñòåé

D∗
k = {z :

∣∣arg z − 2πk
n

∣∣ < π
n} (k = 1, n) ïðè âiäîáðàæåííi w∗ = i+iw

1−w .
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Íåõàé Rn � ìàêñèìóì âèðàçó
n∏

k=1

(r(Bk, ak)) äëÿ âñåìîæëèâèõ òàêèõ

êîíôiãóðàöié òî÷îê ak i îáëàñòåé Bk, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü âñi óìîâè ïðî-

áëåìè 6.1.1. Ïðàâèëüíà íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 6.3.3. [187] Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, n ≥ 5,

ak, k = 1, n, � äåÿêèé íàáið òî÷îê âiäðiçêà [−1; 1], ïðè÷îìó a1 = −1 i

an = 1. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó îáëàñòåé Bk ⊂ C, k = 1, n, òàêèõ,

ùî ak ∈ Bk, k = 1, n, Bi ∩Bj = ∅, i ̸= j, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü:(
2

n

)n n∏
k=1

(
tg2
( π
2n

)
ctg2

(2k − 1)π

2n
+ 1

)
≤ Rn ≤

≤ (n− 1)−
n
4

n−1∏
k=1

(
2k

n− 1

) 2(n−k)
n−1

.

Â ïiäðîçäiëi 6.4 ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à, äå âíóòðiøíié ðàäióñ îáëàñòi,

ùî ìiñòèòü îäíó ç òî÷îê, áåðåòüñÿ â äåÿêîìó äîäàòíüîìó ñòåïåíi γ, ïðè-

÷îìó ðîçãëÿäàþòüñÿ âèïàäêè, êîëè âñi òî÷êè àáî íàëåæàòü îäèíè÷íîìó

êîëó, àáî äiéñíié ïðÿìié. Ïðàâèëüíi íàñòóïíi òåîðåìè.

Òåîðåìà 6.4.1. [187] Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, n ≥ 3, γ �

äåÿêå äîäàòíå äiéñíå ÷èñëî, ïðè÷îìó γ ̸= 1, ak, k = 1, n, � äåÿêèé íàáið

òî÷îê îäèíè÷íîãî êîëà |z| = 1, ïðè÷îìó a1 = 1. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî

íàáîðó îäíîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé Bk ⊂ C, k = 1, n, òàêèõ, ùî ak ∈ Bk,

k = 1, n, Bi ∩ Bj = ∅, i ̸= j, ïðè÷îìó ∞ /∈ Bn ∪ B1 ∪ B2, ïðàâèëüíà

íåðiâíiñòü:

rγ(B1, 1)
n∏

k=2

(r(Bk, ak)) ≤
22n+3γ−1γγ (γ + 1)γ+1

|γ − 1|1+γ(γ + n− 1)γ+n−1

∣∣∣∣√γ − 1
√
γ + 1

∣∣∣∣2
√
γ

.

Òåîðåìà 6.4.2. [187] Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, n ≥ 3, γ �

äåÿêå äîäàòíå äiéñíå ÷èñëî, ïðè÷îìó γ ̸= 1, a1 = ∞, ak, k = 2, n, �

äåÿêèé íàáið ôiêñîâàíèõ òî÷îê äiéñíî¨ îñi Im z = 0. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî

íàáîðó îäíîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé Bk ⊂ C, k = 1, n, òàêèõ, ùî ak ∈ Bk,

k = 1, n, Bi ∩ Bj = ∅, i ̸= j, ïðè÷îìó −i /∈ Bn ∪ B1 ∪ B2, ïðàâèëüíà
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íåðiâíiñòü:

rγ(B1,∞)
n∏

k=2

(r(Bk, ak)) ≤

2n+2γγγ (γ + 1)γ+1

|γ − 1|1+γ(γ + n− 1)γ+n−1

∣∣∣∣√γ − 1
√
γ + 1

∣∣∣∣2
√
γ n∏
k=2

(
a2k + 1

)
.
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Ðîçäië 1

Îãëÿä ëiòåðàòóðè çà òåìîþ äèñåðòàöi¨

1.1 Êîíôîðìíèé òà âíóòðiøíié ðàäióñè

îáëàñòi. Ôóíêöiÿ Ãðiíà

Îäíèì ç îñíîâíèõ ïèòàíü, ÿêi âèâ÷à¹ òåîðiÿ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìií-

íî¨, ¹ äîñëiäæåííÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié çà äîïîìîãîþ âëàñòèâîñòåé âi-

äîáðàæåíü, ÿêi äàíi ôóíêöi¨ çäiéñíþþòü.

Íåõàé N i R � ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ i äiéñíèõ ÷èñåë âiäïîâiäíî, C �

êîìïëåêñíà ïëîùèíà, U = {z : |z| < 1} � âiäêðèòèé îäèíè÷íèé êðóã, i

íåõàé C = C
⋃
{∞} � ðîçøèðåíà êîìïëåêñíà ïëîùèíà, R+ = (0,∞).

Ãîëîìîðôíà (àáî ìåðîìîðôíà, òîáòî òàêà, âñi îñîáëèâi òî÷êè ÿêî¨ �

ïîëþñè) â îáëàñòi B ⊂ C ôóíêöiÿ f(z) íàçèâà¹òüñÿ îäíîëèñòîþ â B,

ÿêùî âîíà çäiéñíþ¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ îáëàñòi B íà

îáëàñòü f(B).

Îçíà÷åííÿ 1.1.1. Âiäîáðàæåííÿ f(z) íàçèâà¹òüñÿ êîíôîðìíèì â äå-

ÿêié òî÷öi z0, ÿêùî â öié òî÷öi äàíå âiäîáðàæåííÿ çáåðiãà¹ êóòè òà

êîåôiöi¹íò ðîçòÿãíåííÿ áóäå îäíàêîâèì ó âñiõ íàïðÿìêàõ. Âiäîáðàæåí-

íÿ f(z) íàçèâà¹òüñÿ êîíôîðìíèì â äåÿêié îáëàñòi B, ÿêùî âîíî êîí-

ôîðìíå â êîæíié òî÷öi äàíî¨ îáëàñòi.

Âiäçíà÷èìî, ùî îäíîëèñòà ôóíêöiÿ çäiéñíþ¹ êîíôîðìíå âiäîáðàæåí-

íÿ îáëàñòi B íà îáëàñòü f(B).

Êëþ÷îâèì ðåçóëüòàòîì ïðè äîñëiäæåííi îäíîëèñòèõ êîíôîðìíèõ âi-

äîáðàæåíü ¹ òåîðåìà Ðiìàíà.
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Òåîðåìà 1.1.1. (Ðiìàí, 1851, äèâ. [83]) Äëÿ äîâiëüíî¨ îäíîçâ'ÿçíî¨ îáëà-

ñòi B ⊂ C, ìåæà ÿêî¨ ñêëàäà¹òüñÿ ç áiëüø íiæ îäíi¹¨ òî÷êè, i

òî÷êè z0 ∈ B, iñíó¹ ¹äèíà ôóíêöiÿ f(z), ÿêà êîíôîðìíî âiäîáðàæà¹

äàíó îáëàñòü íà âiäêðèòèé îäèíè÷íèé êðóã U òàê, ùî f(z0) = 0;

arg(f ′(z0)) = α äëÿ äåÿêîãî α ∈ R.

Íàâåäåíà òåîðåìà Ðiìàíà äîçâîëÿ¹ ââåñòè ïîíÿòòÿ êîíôîðìíîãî ðà-

äióñà.

Íåõàé ôóíêöiÿ f(z), ìåðîìîðôíà â êðóçi |z| < 1, îäíîëèñòî âiäîáðà-

æà¹ êðóã |z| < 1 íà îáëàñòü B ⊂ C òàê, ùî f(0) = a, äå a ∈ B.

Îçíà÷åííÿ 1.1.2. Âåëè÷èíà R(B, a) = |f ′(0)| íàçèâà¹òüñÿ êîíôîðì-

íèì ðàäióñîì îáëàñòi B â òî÷öi a.

Ðèñ. 1.1: Iëþñòðàöiÿ äî îçíà÷åííÿ êîíôîðìíîãî ðàäióñà

Çðîçóìiëî, ùî ïîíÿòòÿ êîíôîðìíîãî ðàäióñà ìà¹ çìiñò ëèøå äëÿ

îäíîçâ'ÿçíî¨ îáëàñòi B. Çãiäíî ç íàâåäåíîþ òåîðåìîþ Ðiìàíà, äëÿ äîâiëü-

íî¨ îäíîçâ'ÿçíî¨ îáëàñòi B ⊂ C, òàêî¨, ùî ìà¹ áiëüø íiæ îäíó ìåæîâó

òî÷êó, i äåÿêî¨ òî÷êè a ∈ B, iñíó¹ ¹äèíà ôóíêöiÿ f(z), ìåðîìîðôíà â

êðóçi |z| < 1, îäíîëèñòî âiäîáðàæà¹ êðóã |z| < 1 íà îáëàñòü B ⊂ C òàê,

ùî f(0) = a, à íàïðÿì äiéñíî¨ äîäàòíî¨ îñi ïåðåõîäèòü â äåÿêèé çàäà-

íèé íàïðÿì, ÿêèé âèõîäèòü ç òî÷êè a. ßêùî æ óìîâó ïðî âiäïîâiäíèé
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ïåðåõiä íàïðÿìêiâ ïðèáðàòè, òî âiäîáðàæåííÿ ïåðåñòàíå áóòè ¹äèíèì,

àëå ïîõiäíi âñiõ öèõ ôóíêöié â òî÷öi 0 áóäóòü âiäðiçíÿòèñÿ íà ìíîæíèê

eiθ äëÿ äåÿêîãî äiéñíîãî θ, òîìó îçíà÷åííÿ êîíôîðìíîãî ðàäióñà çàäàíî

êîðåêòíî.

Ïîíÿòòÿ êîíôîðìíîãî ðàäióñà ìà¹ òàêèé ãåîìåòðè÷íèé çìiñò. Íåõàé

çàäàíî îäíîçâ'ÿçíó îáëàñòü B, ùî ìà¹ áiëüø íiæ îäíó ìåæîâó òî÷êó, i

òî÷êó a ∈ B. Òîäi iñíó¹ ¹äèíà ôóíêöiÿ f(z), ÿêà îäíîëèñòî âiäîáðàæà¹

îáëàñòü B íà êðóã ç öåíòðîì â òî÷öi íóëü òàê, ùî f(a) = 0 i f ′(a) = 1.

Ðàäióñ óòâîðåíîãî êðóãà i áóäå êîíôîðìíèì ðàäióñîì îáëàñòi B i òî÷öi

a.

Íàâåäåìî äåÿêi âëàñòèâîñòi êîíôîðìíîãî ðàäióñà.

Âëàñòèâiñòü 1.1.1. Íåõàé ìà¹ìî ñêií÷åííó òî÷êó a i îäíîçâ'ÿçíi îáëà-

ñòi B1 i B2, ïðè÷îìó a ∈ B1 ⊂ B2 ⊂ C. Òîäi ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

R(B1, a) ≤ R(B2, a).

Âëàñòèâiñòü 1.1.2. Íåõàé ìà¹ìî ñêií÷åííi òî÷êè a1 i a2 i îäíîçâ'ÿçíi

îáëàñòi B1 i B2, i ôóíêöiþ f(z), ÿêà êîíôîðìíî i îäíîëèñòî âiäîáðàæà¹

îáëàñòü B1 íà îáëàñòü B2 òàê, ùî f(a1) = a2. Òîäi ïðàâèëüíà ðiâíiñòü

R(B2, a2) = R(B1, a1)|f
′
(a1)|.

Êîíôîðìíèé ðàäióñ äîâiëüíîãî âiäêðèòîãî êðóãà âiäíîñíî éîãî öåí-

òðà äîðiâíþ¹ éîãî ðàäióñó. Ñïðàâäi, íåõàé B = {z : |z| < p}, äå p ∈ R+.

Âiäîáðàæåííÿ f(z) = pz êîíôîðìíî i îäíîëèñòî âiäîáðàæà¹ êðóã U íà

îáëàñòü B òàê, ùî f(0) = 0. |f ′
(0)| = p. Òîìó

R(B, 0) = p.

Âèïàäîê, êîëè öåíòð êðóãà íå ñïiâïàäà¹ ç òî÷êîþ íóëü, ðîçãëÿäà¹òüñÿ

àíàëîãi÷íî.

Íàñòóïíà ëåìà ïîêàçó¹, ÷îìó äîðiâíþ¹ êîíôîðìíèé ðàäióñ âiäêðèòîãî

îäèíè÷íîãî êðóãà âiäíîñíî òî÷êè, ÿêà íå ¹ öåíòðîì äàíîãî êðóãà.
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Ëåìà 1.1.1. Íåõàé z0 ∈ U . Òîäi

R(U, z0) = 1− |z0|2 .

Ñïðàâäi, âiäîáðàæåííÿ, ÿêå âiäîáðàæà¹ îäèíè÷íèé êðóã íà ñåáå òàê,

ùî w(z0) = 0, ìà¹ âèãëÿä: w = z−z0
1−z0z

eiθ. Çâiäñè |w′(z0)| = 1
1−|z0|2 , à îòæå

R(U, z0) = 1− |z0|2 .

Âiäîáðàæåííÿ, ÿêå âiäîáðàæà¹ îäèíè÷íèé êðóã íà ñåáå òàê, ùî

w(0) = z0, ìà¹ âèãëÿä: w = z+z0
1+z0z

.

Íàñëiäîê ç ëåìè 1.1.1. Äëÿ äîâiëüíî¨ îáëàñòi D ⊂ U i z0 ∈ D

ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü: R(D, z0) ≤ 1− |z0|2 .
Êîíôîðìíèé ðàäióñ îáëàñòi B â òî÷öi a ââîäèòüñÿ òàêîæ äëÿ âèïàäêó,

êîëè òî÷êà a � íåñêií÷åííî âiääàëåíà.

Îçíà÷åííÿ 1.1.3. Íåõàé ìà¹ìî îáëàñòü B i ∞ ∈ B. Òîäi iñíó¹ ¹äèíà

ôóíêöiÿ f(z), ðåãóëÿðíà â îáëàñòi B, çà âèíÿòêîì òî÷êè a, ÿêà â îêîëi

äàíî¨ òî÷êè ðîçêëàäà¹òüñÿ â ðÿä Ëîðàíà íàñòóïíîãî âèãëÿäó:

f(z) = z + c0 + c1z
−1 + ...,

i ÿêà îäíîëèñòî âiäîáðàæà¹ äàíó îáëàñòü íà îáëàñòü w > R. Âåëè÷èíà

R(B,∞) = 1
R i íàçèâà¹òüñÿ êîíôîðìíèì ðàäióñîì îáëàñòi B â íåñêií-

÷åííî âiääàëåíié òî÷öi.

Îçíà÷åííÿ êîíôîðìíîãî ðàäióñà îáëàñòi â íåñêií÷åííî âiääàëåíié

òî÷öi ìîæíà ñôîðìóëþâàòè i â íàñòóïíié, åêâiâàëåíòíié ôîðìi.

Îçíà÷åííÿ 1.1.4. Íåõàé ôóíêöiÿ f(z), ðåãóëÿðíà â îáëàñòi |z| > 1,

çà âèíÿòêîì íåñêií÷åííî âiääàëåíî¨ òî÷êè, îäíîëèñòî âiäîáðàæà¹ äà-

íó îáëàñòü íà äåÿêó îáëàñòü B òàê, ùî f(∞) = ∞. Âåëè÷èíó

R(B,∞) = |f ′(∞)|−1 íàçèâàþòü êîíôîðìíèì ðàäióñîì îáëàñòi B â íåñ-

êií÷åííî âiääàëåíié òî÷öi.
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Çàóâàæèìî, ùî ââåäåíå òàê îçíà÷åííÿ êîíôîðìíîãî ðàäióñà â íåñêií-

÷åííî âiääàëåíié òî÷öi ñïiâïàäà¹ ç ââåäåíèì â [65, ñ. 13], íà âiäìiíó âiä,

íàïðèêëàä, [83].

Ïðèêëàä 1.1.1. Íåõàé B = {z : |z| > p}. Òîäi

R(B,∞) =
1

p
.

Äëÿ áàãàòîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé àíàëîãîì ïîíÿòòÿ êîíôîðìíîãî ðàäióñà

¹ ïîíÿòòÿ âíóòðiøíüîãî ðàäióñà. Äëÿ éîãî ââåäåííÿ íàì áóäå ïîòðiáíå

ïîíÿòòÿ ôóíêöi¨ Ãðiíà îáëàñòi ç ïîëþñîì â äåÿêié òî÷öi.

Îçíà÷åííÿ 1.1.5. Íåõàé G � îáëàñòü â C, G ̸= C. Ôóíêöi¹þ Ãðiíà

îáëàñòi G íàçèâà¹òüñÿ òàêà äiéñíà ôóíêöiÿ gG(z, z0), âèçíà÷åíà äëÿ

âñiõ z, z0 ∈ G, z ̸= z0, ùî äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî z0 ∈ G âèêîíóþòüñÿ

íàñòóïíi óìîâè:

1. ôóíêöiÿ gG(z, z0) ãàðìîíi÷íà ÿê ôóíêöiÿ âiä z â îáëàñòi G \ {z0};
2. ÿêùî z → z0, òî gG(z, z0) → +∞, ïðè öüîìó ðiçíèöÿ gG(z, z0) −

ln
(

1
|z−z0|

)
¹ îáìåæåíîþ äëÿ ñêií÷åííîãî z0, i ðiçíèöÿ gG(z, z0) − ln |z|

îáìåæåíà äëÿ z0 = ∞;

3. ïðè íàáëèæåííi äî ìåæi δG ôóíêöiÿ gG(z, z0) ïðÿìó¹ äî íóëÿ.

Íåõàé G � îáëàñòü â C, äëÿ ÿêî¨ iñíó¹ ôóíêöiÿ Ãðiíà, i íåõàé z0 �

ñêií÷åííà òî÷êà öi¹¨ îáëàñòi. Îñêiëüêè ðiçíèöÿ φG(z, z0) := gG(z, z0) −
ln
(

1
|z−z0|

)
¹ ãàðìîíi÷íîþ i îáìåæåíîþ â îáëàñòi G \ z0, òî ¨¨ ìîæíà äî-

îçíà÷èòè â òî÷öi z0 òàê, ùî äàíà ôóíêöiÿ áóäå ãàðìîíi÷íîþ â îáëàñòi G

(äèâ. [166, ñ. 57]). Òîäi äëÿ ôóíêöi¨ Ãðiíà îáëàñòi G ç ïîëþñîì â òî÷öi z0
ïðàâèëüíà àñèìïòîòè÷íà ôîðìóëà:

gG(z, z0) = ln

(
1

|z − z0|

)
+ γ + o(1), z → z0

äå γ � äåÿêå äiéñíå ÷èñëî.
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Îçíà÷åííÿ 1.1.6. Âåëè÷èíó eγ íàçèâàþòü âíóòðiøíiì ðàäióñîì îáëàñ-

òi G â òî÷öi z0 i ïîçíà÷àþòü r(G, z0).

Äëÿ íåñêií÷åííî âiääàëåíî¨ òî÷êè ïðàâèëüíà àñèìïòîòè÷íà ðiâíiñòü

gG(z,∞) = ln |z|+ γ + o(1), z → ∞.

Îçíà÷åííÿ 1.1.7. Âåëè÷èíó eγ íàçèâàþòü âíóòðiøíiì ðàäióñîì îáëàñ-

òi G â òî÷öi ∞ i ïîçíà÷àþòü r(G,∞).

Âiäçíà÷èìî, ùî äëÿ îäíîçâ'ÿçíî¨ îáëàñòi êîíôîðìíèé ðàäióñ äàíî¨

îáëàñòi â äåÿêié òî÷öi äîðiâíþ¹ ¨¨ âíóòðiøíüîìó ðàäióñó â öié òî÷öi.

Íàâåäåíi íèæ÷å âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ Ãðiíà îïèñàíi, íàïðèêëàä, â [83,

ñ. 262].

Âëàñòèâiñòü 1.1.3. ßêùî ìåæà îáëàñòi G ñêëàäà¹òüñÿ iç ñêií÷åííî¨

êiëüêîñòi çàìêíåíèõ æîðäàíîâèõ êðèâèõ, òî äàíà îáëàñòü ìà¹ ôóíêöiþ

Ãðiíà.

Âëàñòèâiñòü 1.1.4. ßêùî îáëàñòü G ìà¹ ôóíêöiþ Ãðiíà, òî

gG(z, w) = gG(w, z) > 0

äëÿ äîâiëüíèõ z, w ∈ G, z ̸= w.

Âëàñòèâiñòü 1.1.5. Ôóíêöiÿ Ãðiíà gG(z, z0) âëàñòèâîñòÿìè 1-3 âèçíà-

÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî.

Âëàñòèâiñòü 1.1.6. Ôóíêöiÿ Ãðiíà ¹ iíâàðiàíòîì ïðè êîíôîðìíîìó òà

îäíîëèñòîìó âiäîáðàæåííi f , òîáòî ïðàâèëüíà ðiâíiñòü:

gf(B)(f(z), f(z0)) = gB(z, z0), z ∈ B \ {z0}.

Âëàñòèâiñòü 1.1.7. Íåõàé B � îäíîçâ'ÿçíà îáëàñòü i a ∈ B, fa(z) �

ôóíêöiÿ, ÿêà êîíôîðìíî i îäíîëèñòî âiäîáðàæà¹ îáëàñòü B íà îäèíè÷-

íèé êðóã U òàê, ùî fa(a) = 0, f
′

a(a) > 0. Òîäi ôóíêöiÿ Ãðiíà îáëàñòi B

â òî÷öi a ìà¹ òàêèé âèãëÿä:

gB(z, a) = ln
1

|fa(z)|
.
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Äëÿ äîâiëüíî¨ îáëàñòi G êîìïàêòèôiêîâàíî¨ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè

çàâæäè ìîæíà çíàéòè ïîñëiäîâíiñòü îáëàñòåé Gk, k ∈ N, äëÿ ÿêèõ iñíó¹
ôóíêöiÿ Ãðiíà, òàêèõ, ùî ∀k Gk ⊂ G, Gk ⊂ Gk+1 i ∀z ∈ G ∃k0 ∈ N, òàêå,
ùî z ∈ Gk0.

Òîäi ïîñëiäîâíiñòü ãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié

hGk,w(z) = gGk
(z, w)− log

1

|z − w|
, z ∈ G \ {w}

ìîæíà äîîçíà÷èòè ïî íåïåðåðâíîñòi â òî÷öi w. Äàíà ïîñëiäîâíiñòü ðiâ-

íîìiðíî çáiãà¹òüñÿ íà êîìïàêòíèõ ïiäìíîæèíàõ îáëàñòi G àáî äî +∞,

àáî äî äåÿêî¨ ãàðìîíi÷íî¨ ôóíêöi¨ hG,w(z), ÿêà íå çàëåæèòü âiä âèáîðó

îáëàñòåé Gk. Â öüîìó âèïàäêó ôóíêöiÿ

gG(z, w) = hG,w(z) + log
1

|z − w|
íàçèâà¹òüñÿ óçàãàëüíåíîþ ôóíêöi¹þ Ãðiíà îáëàñòi G.

Âiäçíà÷èìî, ùî óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ Ãðiíà, íà âiäìiíó âiä êëàñè÷íî¨,

ïðè íàáëèæåííi äî ìåæi ïðÿìó¹ äî íóëÿ âñþäè, çà âèíÿòêîì, ìîæëèâî,

ìíîæèíè ëîãàðèôìi÷íî¨ ¹ìíîñòi íóëü.

Îçíà÷åííÿ 1.1.8. Âåëè÷èíà

r(G,w) := exp(hG,w(w))

íàçèâà¹òüñÿ âíóòðiøíiì ðàäióñîì îáëàñòi G â òî÷öi w.

Ïðèêëàäè.

Ïðèêëàä 1.1.2. gU(z, 0) = − log |z|.

Ïðèêëàä 1.1.3. gU(z, z0) = log
∣∣∣1−z0z
z−z0

∣∣∣
Ïðèêëàä 1.1.4. Íåõàé B(R) = {z : 1 < |z| < R} äëÿ äiéñíîãî R, òàêîãî,
ùî R > 1 i äîâiëüíîãî äiéñíîãî z0, òàêîãî, ùî z0 ∈ B(R). Òîäi

gB(R)(re
iθ, z0) =

= − log r

logR
log z0 + log

∣∣∣∣1− z0re
iθ

reiθ − z0

∣∣∣∣− ∞∑
k=1

R−n

n

zn0 − z−n
0

Rn −R−n

(
rn − r−n

)
cosnθ.
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Âiäçíà÷èìî, ùî ó âñiõ òâåðäæåííÿõ äàíî¨ ðîáîòè, ÿêùî íå âêàçàíî

ïðîòèëåæíîãî, ðîçãëÿäàþòüñÿ âèêëþ÷íî îáëàñòi, äëÿ ÿêèõ iñíó¹ ôóíê-

öiÿ Ãðiíà ç ïîëþñîì â íàïåðåä çàäàíié òî÷öi, à îòæå i ìîæíà çíàéòè

âíóòðiøíié ðàäióñ öi¹¨ îáëàñòi.

1.2 Òðàíñôiíiòíèé äiàìåòð çàìêíåíî¨ ìíî-

æèíè

Äàíèé ïiäðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé îäíîìó iç ñïîñîáiâ âèìiðþâàííÿ çàìêíåíèõ

ìíîæèí, à ñàìå òðàíñôiíiòíîìó äiàìåòðó. Âêàçàíèé ñïîñiá áóâ çàïðîïî-

íîâàíèé â ðîáîòi [80]. Ïðè ôîðìóëþâàííi îñíîâíèõ âëàñòèâîñòåé òðàíñ-

ôiíiòíîãî äiàìåòðà áóäåìî ñóòò¹âî âèêîðèñòîâóâàòè ðåçóëüòàòè, íàâåäåíi

â ðîáîòi [83].

Íåõàé E � îáìåæåíà íåñêií÷åííà çàìêíåíà ìíîæèíà íà C. Ïîêëàäå-
ìî

V (z1, z2, ..., zn) =
n∏

k,l=1
k<l

(zk − zl),

äå n ≥ 2 i z1, z2, ..., zn ∈ E. Íåõàé Vn = Vn(E) � öå ìàêñèìóì ìîäó-

ëÿ |V (z1, z2, ..., zn)|, êîëè z1, z2, ..., zn ïðîáiãàþòü ðiçíîìàíiòíi ñèñòåìè n

òî÷îê, ÿêi íàëåæàòü ìíîæèíi E. Ïîçíà÷èìî òàêîæ

dn = V
2

n(n−1)
n .

Âëàñòèâiñòü 1.2.1. [83, ñ. 285] Âåëè÷èíà dn íå çðîñòà¹ ç çðîñòàííÿì

n.

Îçíà÷åííÿ 1.2.1. Âåëè÷èíà d(E) = lim
n→∞

dn íàçèâà¹òüñÿ òðàíñôiíiò-

íèì äiàìåòðîì ìíîæèíè E.

Íàñòóïíi ïðèêëàäè, ðîçãëÿíóòi â [83] ïîêàçóþòü, ÷îìó äîðiâíþ¹

òðàíñôiíiòíèé äiàìåòð äåÿêèõ íàéïðîñòiøèõ çàìêíåíèõ ìíîæèí.
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Ïðèêëàä 1.2.1. Òðàíñôiíiòíèé äiàìåòð äîâiëüíîãî êðóãà äîðiâíþ¹ éîãî

ðàäióñó.

Ïðèêëàä 1.2.2. Òðàíñôiíiòíèé äiàìåòð âiäðiçêà äîðiâíþ¹ ÷åòâåðòèíi

éîãî äîâæèíè.

Íàñòóïíà âëàñòèâiñòü âiäîáðàæà¹ ìîíîòîííiñòü òðàíñôiíiòíîãî äià-

ìåòðà ìíîæèíè.

Âëàñòèâiñòü 1.2.2. ßêùî E1 ⊂ E2, òî d(E1) ≤ d(E2).

Âëàñòèâiñòü 1.2.3. Íåõàé ôóíêöiÿ w = f(z) âiäîáðàæà¹ ìíîæèíó

E1 íà ìíîæèíó E2, ïðè÷îìó f(z) � âiäîáðàæåííÿ ñòèñêó, òîáòî

|f(z1)− f(z2)| ≤ |z1 − z2|. Òîäi âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü d(E2) ≤ d(E1)

Íàñòóïíi âëàñòèâîñòi âiäîáðàæàþòü çâ'ÿçîê òðàíñôiíiòíîãî äiàìåòðà

ìíîæèíè ç ïëîñêîþ ìiðîþ Æîðäàíà.

Âëàñòèâiñòü 1.2.4. Çîâíiøíÿ ïëîñêà ìiðà Æîðäàíà îáìåæåíî¨ çàìêíå-

íî¨ ìíîæèíè E íå ïåðåâèùó¹ âåëè÷èíè πd2(E).

Âëàñòèâiñòü 1.2.5. Çîâíiøíÿ ëiíiéíà ìiðà Æîðäàíà îðòîãîíàëüíî¨

ïðîåêöi¨ äîâiëüíî¨ çàìêíåíî¨ ìíîæèíè E íà äîâiëüíó ïðÿìó íå ïåðå-

âèùó¹ âåëè÷èíè 4d(E).

Íàñòóïíà âëàñòèâiñòü âiäîáðàæà¹ çâ'ÿçîê òðàíñôiíiòíîãî äiàìåòðà ç

êîíôîðìíèì ðàäióñîì îáëàñòi â íåñêií÷åííî âiääàëåíié òî÷öi.

Âëàñòèâiñòü 1.2.6. [83] Òðàíñôiíiòíèé äiàìåòð îáìåæåíîãî êîíòèíó-

óìà E äîðiâíþ¹ âåëè÷èíi, îáåðíåíié äî êîíôîðìíîãî ðàäióñà äîïîâíåííÿ

äî äàíî¨ ìíîæèíè â íåñêií÷åííî âiääàëåíié òî÷öi, òîáòî ïðàâèëüíà

ðiâíiñòü d(E) = R−1(CE;∞).

76



1.3 Êâàäðàòè÷íi äèôåðåíöiàëè

Äóæå çðó÷íèì çàñîáîì çîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiçíîìàíiòíèõ åêñòðå-

ìàëüíèõ çàäà÷ â ãåîìåòðè÷íié òåîði¨ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ ¹ êâàä-

ðàòè÷íi äèôåðåíöiàëè. Âïåðøå ¨õíþ âàãîìó ðîëü âiäçíà÷èâ Òåéõìþë-

ëåð, ÿêèé â 1939 ðîöi ñôîðìóëþâàâ çàãàëüíèé ïðèíöèï, çãiäíî ç ÿêèì

ðîçâ'ÿçîê êîæíî¨ åêñòðåìàëüíî¨ çàäà÷i ïîâ'ÿçàíèé ç äåÿêèì êâàäðàòè÷-

íèì äèôåðåíöiàëîì. Âàãîìèé âêëàä â ðîçâèòîê òåîði¨ êâàäðàòè÷íèõ äè-

ôåðåíöiàëiâ áóëî çðîáëåíî â ðîáîòàõ [73,74,82,102,167].

Íàâåäåìî äåÿêi îñíîâíi ïîíÿòòÿ ç òåîði¨ êâàäðàòè÷íèõ äèôåðåíöià-

ëiâ, ÿêi áóäóòü âèêîðèñòîâóâàòèñÿ íàäàëi. Îñíîâíi îçíà÷åííÿ òà òåîðåìè

ñôîðìóëþ¹ìî ó âèãëÿäi, íàâåäåíîìó â ðîáîòi [102].

Îçíà÷åííÿ 1.3.1. [102] Íåõàé E � îði¹íòîâíà ðiìàíîâà ïîâåðõíÿ. Ìè

áóäåìî êàçàòè, ùî íà E âèçíà÷åíî êâàäðàòè÷íèé äèôåðåíöiàë, ÿêùî

êîæíîìó ëîêàëüíîìó ïàðàìåòðó z ïîâåðõíi E ïîñòàâëåíî ó âiäïîâiä-

íiñòü äåÿêó ôóíêöiþ Q (z), ìåðîìîðôíó ó âiäïîâiäíîìó îêîëi, ÿêà çà-

äîâîëüíÿ¹ íàñòóïíié óìîâi: ÿêùî z∗ � iíøèé ëîêàëüíèé ïàðàìåòð äëÿ

E i Q∗ (z∗) � òàêà æ ôóíêöiÿ äëÿ z∗, ïðè÷îìó îêîëè, âiäïîâiäíi z i z∗

ïåðåòèíàþòüñÿ, òî â ñïiëüíèõ òî÷êàõ öèõ îêîëiâ

Q∗ (z∗) = Q (z)

(
dz

dz∗

)2

.

Ç íàâåäåíîãî îçíà÷åííÿ âèïëèâà¹, ùî êâàäðàòè÷íèé äèôåðíåöiàë ií-

âàðiàíòíèé ñòîñîâíî çàìiíè çìiííî¨, òîáòî, iíøèìè ñëîâàìè, ÿêùî îäíî-

ëèñòà ôóíêöiÿ w = f(z) âiäîáðàæà¹ îáëàñòü G ⊂ E íà îáëàñòü G∗ ⊂ E,

òî ôîðìàëüíà ðiâíiñòü Q (z) dz2 = Q∗ (w) dw2 çà îçíà÷åííÿì îçíà÷à¹

Q (z) = Q∗ (f(z)) (f ′(z))
2
;Q∗ (w) = Q

(
f−1(w)

) (
(f−1

)′
(w))2.

Êâàäðàòè÷íi äèôåðåíöiàëè áóäåìî ïîçíà÷àòè ñèìâîëîì

Q (z) dz2. (1.3.1)
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Êâàäðàòè÷íèé äèôåðåíöiàë ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ ìåðîìîðôíîþ ôóíê-

öi¹þ Q (z).

Òî÷êà P ïîâåðõíi E íàçèâà¹òüñÿ íóëåì àáî ïîëþñîì ïîðÿäêà k äè-

ôåðåíöiàëà Q (z) dz2, ÿêùî äëÿ êîæíîãî ëîêàëüíîãî ïàðàìåòðà z âîíà

çîáðàæó¹òüñÿ òî÷êîþ, ÿêà ìà¹ âiäïîâiäíó âëàñòèâiñòü âiäíîñíî Q (z) .

Òî÷êà z0 = ∞ íàçèâà¹òüñÿ íóëåì àáî ïîëþñîì ïîðÿäêà n êâàäðàòè÷íî-

ãî äèôåðåíöiàëà (1.3.1), ÿêùî âiäïîâiäíó âëàñòèâiñòü ìà¹ òî÷êà w0 = 0

âiäíîñíî ôóíêöi¨ Q∗ (w) = Q(1/w)
w4 . Ñóêóïíiñòü íóëiâ òà ïðîñòèõ ïîëþñiâ

áóäåìî íàäàëi ïîçíà÷àòè C, à ñóêóïíiñòü ïîëþñiâ äðóãîãî ïîðÿäêó � H.

Íóëi i ïîëþñè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà íàçèâàþòüñÿ éîãî êðèòè÷íè-

ìè òî÷êàìè.

Â äàíié ðîáîòi ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè êâàäðàòè÷íi äèôåðåíöiàëè, ÿêi

ìàþòü îñîáëèâi òî÷êè, ùî ¹ àáî íóëÿìè, àáî ïðîñòèìè ïîëþñàìè, àáî

ïîëþñàìè äðóãîãî ïîðÿäêó.

Íàñòóïíà òåîðåìà õàðàêòåðèçó¹ ïîâåäiíêó êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöi-

àëà â îêîëi éîãî çâè÷àéíèõ i êðèòè÷íèõ òî÷îê.

Òåîðåìà 1.3.1. [146, t8.1] Íåõàé Q (z) dz2 � êâàäðàòè÷íèé äèôåðåíöi-

àë, çàäàíèé íà âiäêðèòié ìíîæèíi G ⊂ C i z0 ∈ G. Òîäi iñíó¹ òàêå

êîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ w = ϕ(z) äåÿêîãî îêîëó òî÷êè z0, ùî:

à) Q (z) dz2 = dw2, ÿêùî z0 � çâè÷àéíà òî÷êà;

á) Q (z) dz2 = wndw2, ÿêùî z0 � íóëü ïîðÿäêà n;

â) Q (z) dz2 = w−ndw2, ÿêùî z0 � ïîëþñ ïîðÿäêà n, äå n � íåïàðíå

÷èñëî;

ã) Q (z) dz2 = c2w−2dw2, ÿêùî z0 � ïîëþñ äðóãîãî ïîðÿäêó;

ä) Q (z) dz2 =
(
w−n

2 + cw−1
)2
dw2, ÿêùî z0 � ïîëþñ ïàðíîãî ïîðÿäêó

n, n > 2,

äå c � ëèøîê ôóíêöi¨ ϕ(z) â òî÷öi z0.

Âàæëèâèìè åëåìåíòàìè, ÿêi õàðàêòåðèçóþòü êâàäðàòè÷íèé äèôåðåí-

öiàë, ¹ éîãî òðà¹êòîði¨ òà îðòîãîíàëüíi òðà¹êòîði¨.
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Îçíà÷åííÿ 1.3.2. [102]. Íåõàé E � îði¹íòîâíà ðiìàíîâà ïîâåðõíÿ,

Q (z) dz2 � êâàäðàòè÷íèé äèôåðåíöiàë, çàäàíèé íà E. Ìàêñèìàëüíà ðå-

ãóëÿðíà êðèâà, íà ÿêié Q (z) dz2 > 0, íàçèâà¹òüñÿ òðà¹êòîði¹þ äèôå-

ðåíöiàëà Q (z) dz2. Ìàêñèìàëüíà ðåãóëÿðíà êðèâà, íà ÿêié Q (z) dz2 < 0,

íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîþ òðà¹êòîði¹þ äèôåðåíöiàëà Q (z) dz2.

Çàóâàæèìî, ùî òðà¹êòîði¨ òà îðòîãîíàëüíi òðà¹êòîði¨ íå çàëåæàòü âiä

âèáîðó ëîêàëüíèõ ïàðàìåòðiâ, çîêðåìà, ïðè êîíôîðìíîìó i îäíîëèñòîìó

âiäîáðàæåííi òðà¹êòîði¨ ïåðåõîäÿòü â òðà¹êòîði¨.

Òðà¹êòîðiþ êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê iíòå-

ãðàëüíó êðèâó äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

Q (z)

(
dz

dτ

)2

= 1, (1.3.2)

äå τ ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ÿê äiéñíó ÷àñòèíó ôóíêöi¨ ζ =
∫
(Q(z))1/2 dz.

Ïðèêëàä 1.3.1. Ðîçãëÿíåìî çàìêíåíó îáëàñòü G = {z = x + iy : x, y ∈
R; y ∈ [−π; π]}(öå íåñêií÷åííà ñìóãà øèðèíîþ 2π). Ñêëå¨ìî äàíó îáëàñòü

ïî ïðÿìèõ y = −π i y = π (çîêðåìà, íà ðèñóíêó, íàâåäåíîìó íèæ÷å, òî÷êà

N ñêëå¨òüñÿ ç òî÷êîþ P ). Âiäîáðàæåííÿ

w = exp(x+ iy)

ïåðåâîäèòü ïîâåðõíþ, ÿêó ìè îòðèìàëè, íà êîìïëåêñíó ïëîùèíó (äèâ.

ðèñóíîê íèæ÷å). Çíàéäåìî êâàäðàòè÷íèé äèôåðåíöiàë, ÿêèé çàäàíèé íà

äàíié ïîâåðõíi çà äîïîìîãîþ âêàçàíîãî ïåðåòâîðåííÿ.

dw = exp(x+ iy)(dx+ idy) = wdz.

dw2

w2
= dz2.

Öå i áóäå êâàäðàòè÷íèé äèôåðåíöiàë, ÿêèé õàðàêòåðèçó¹ äàíó ïîâåðõ-

íþ ïðè âêàçàíîìó âiäîáðàæåííi. Òàì, äå dw2

w2 > 0,(ùî âiäïîâiäà¹ òðà¹êòî-

ði¨ êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà), ìè îòðèìà¹ìî dz2 > 0, òîáòî dz ∈ R,
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Ðèñ. 1.2: Çîáðàæåííÿ äëÿ ïðèêëàäó

à îòæå ìè ìà¹ìî ãîðèçîíòàëüíó ëiíiþ íà G (çîêðåìà, îáðàçîì ïðÿìî¨

y = π
3 áóäå ïðîìiíü d ïëîùèíè w, òîáòî âêàçàíèé ïðîìiíü ¹ òðà¹êòîði¹þ

êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà). Âiäïîâiäíî, êîëè dw2

w2 < 0,(ùî âiäïîâiäà¹

îðòîãîíàëüíié òðà¹êòîði¨ êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà), ìè îòðèìà¹ìî

dz2 < 0, òîáòî dz � ÷èñòî óÿâíå ÷èñëî, à îòæå ìè ìà¹ìî âåðòèêàëüíó

ëiíiþ íà G (çîêðåìà, êîëî c ïëîùèíè w ¹ îðòîãîíàëüíîþ òðà¹êòîði¹þ).

Îçíà÷åííÿ 1.3.3. Ìíîæèíà K íà E íàçèâà¹òüñÿ F -ìíîæèíîþ âiäíîñ-

íî êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà Q (z) dz2, ÿêùî âñÿêà òðà¹êòîðiÿ äàíîãî

äèôåðåíöiàëà, ÿêà ïåðåòèíà¹òüñÿ ç K, ïîâíiñòþ íàëåæèòü K.

Îçíà÷åííÿ 1.3.4. [102] Êðóãîâîþ îáëàñòþ D (âiäíîñíî Q (z) dz2)

íàçèâà¹òüñÿ ìàêñèìàëüíà çâ'ÿçíà âiäêðèòà F -ìíîæèíà íà E, ÿêà çà-

äîâîëüíÿ¹ íàñòóïíèì âëàñòèâîñòÿì:

1) D ìiñòèòü ¹äèíèé ïîäâiéíèé ïîëþñ A äèôåðåíöiàëà Q (z) dz2;

2) D \ A çàïîâíåíà òðà¹êòîðiÿìè äèôåðåíöiàëà Q (z) dz2, êîæíà ç

ÿêèõ ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ æîðäàíîâó êðèâó, ÿêà âiäîêðåìëþ¹ A âiä ìåæi

D.
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3) ïðè íàëåæíîìó âèáîði ÷èñòî óÿâíî¨ ñòàëî¨ c ôóíêöiÿ

w = exp

{
c

∫ √
(Q (z))dz

}
,

äîïîâíåíà çíà÷åííÿì íóëü â òî÷öi A, âiäîáðàæà¹ D êîíôîðìíî íà êðóã

|w| < R, ïðè÷îìó A ïåðåõîäèòü â òî÷êó w = 0.

Òîáòî, iíøèìè ñëîâàìè, ïðè êîíôîðìíîìó îäíîëèñòíîìó âiäîáðàæåí-

íi w = f(z) îáëàñòi D íà îäèíè÷íèé êðóã, òàêîãî, ùî w(A) = 0, âèêîíó-

¹òüñÿ òîòîæíiñòü

Q (z) dz2 ≡ −kdw
2

w2
(1.3.3)

äëÿ äåÿêîãî äîäàòíîãî äiéñíîãî k.

Íàâåäåíà íèæ÷å òåîðåìà õàðàêòåðèçó¹ ïîâåäiíêó òðà¹êòîðié êâàäðà-

òè÷íîãî äèôåðåíöiàëó Q (z) dz2 â îêîëi ïîëþñà äðóãîãî ïîðÿäêó.

Òåîðåìà 1.3.2. [102] Íåõàé P ∈ H � ïîëþñ äðóãîãî ïîðÿäêó, i z �

ëîêàëüíèé ïàðàìåòð, ïðè÷îìó òî÷öi P âiäïîâiäà¹ z = 0. Íåõàé [Q (z)]−
1
2

ìà¹ (ïðè äåÿêîìó âèáîði ãiëêè êîðåíÿ) òàêèé ðîçêëàä â îêîëi òî÷êè

z = 0:

[Q (z)]−
1
2 = (a+ ib) z

{
1 + b1z + b2z

2 + ...
}
,

äå a, b � äiéñíi, à b1, b2, ... � êîìïëåêñíi ñòàëi. Áóäîâà îáðàçiâ òðà¹ê-

òîðié äèôåðåíöiàëó Q (z) dz2 â ïëîùèíi z âèçíà÷à¹òüñÿ òèì, ÿêèé ç

òðüîõ íàñòóïíèõ âèïàäêiâ ìà¹ ìiñöå.

Âèïàäîê I: a ̸= 0, b ̸= 0. Äëÿ äîñòàòíüî ìàëîãî α > 0 îáðàç âñÿêî¨

òðà¹êòîði¨, ÿêà ïåðåòèíà¹ êðóã |z| < α, â îäíîìó íàïðÿìi ïðÿìó¹ äî

z = 0, à â iíøîìó � âèõîäèòü ç êðóãà |z| < α. I ìîäóëü, i àðãóìåíò

z çìiíþ¹òüñÿ ìîíîòîííî íà îáðàçi òðà¹êòîði¨ â êðóçi |z| < α. Âñÿêèé

îáðàç òðà¹êòîði¨ çàêðó÷ó¹òüñÿ áiëÿ òî÷êè z = 0 i âåäå ñåáå àñèìïòî-

òè÷íî, ÿê ëîãàðèôìi÷íà ñïiðàëü.

Âèïàäîê II: a ̸= 0, b = 0. Äëÿ äîñòàòíüî ìàëîãî α > 0 îáðàç âñÿêî¨

òðà¹êòîði¨, ÿêà ïåðåòèíà¹ êðóã |z| < α, â îäíîìó íàïðÿìi ïðÿìó¹ äî
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z = 0, à â iíøîìó � âèõîäèòü ç êðóãà |z| < α. Ìîäóëü z çìiíþ¹òüñÿ ìî-

íîòîííî íà îáðàçi òðà¹êòîði¨ â êðóçi |z| < α. Ðiçíi îáðàçè òðà¹êòîðié

ìàþòü ðiçíi ãðàíè÷íi íàïðÿìêè â òî÷öi z = 0.

Âèïàäîê III: a = 0, b = 0. Äëÿ âñÿêîãî ϵ > 0 ìîæíà çíàéòè òàêå

÷èñëî α (ϵ) > 0, ùî ïðè 0 < α ≤ α (ϵ) îáðàç òðà¹êòîði¨, ÿêà ïåðåòè-

íà¹ êîëî |z| = α, ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ æîðäàíîâó êðèâó, ÿêà íàëåæèòü

êðóãîâîìó êiëüöþ

α (1 + ϵ)−1 < |z| < α (1 + ϵ) .

1.4 Ìåòîä ðîçäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ

Ïðè äîñëiäæåííi åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ ãåîìåòðè÷íî¨ òåîði¨ ôóíêöié

êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ ñóòò¹âó ðîëü âiäiãðàþòü ðiçíîìàíiòíi ñèìåòðèçàöié-

íi ìåòîäè. Ñóòü äàíèõ ìåòîäiâ ïîëÿãà¹ â iäå¨, ùî ðîçâ'ÿçêè åêñòðåìàëü-

íèõ çàäà÷ ïîòðiáíî øóêàòè ñåðåä îá'¹êòiâ, ÿêi ìàþòü ïåâíó ñèìåòðiþ.

Çîêðåìà, ïðè äîñëiäæåííi â ãåîìåòðè÷íié òåîði¨ ôóíêöié âèêîðèñòîâó-

âàëèñÿ, íàïðèêëàä, êðóãîâà ñèìåòðèçàöiÿ Ïîéà i Ñåãå, ñèìåòðèçàöiÿ âiä-

íîñíî ïðÿìî¨, çàïðîïîíîâàíà Øòåéíåðîì, ñèìåòðèçàöiÿ Ìàðêóñà i ò.ä.

Ñóòò¹âèé ïðîðèâ ïðè ðîçâ'ÿçàííi åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ ãåîìåòðè÷íî¨

òåîði¨ ôóíêöié çàáåçïå÷èâ ìåòîä ðîçäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ (äèâ., íà-

ïðèêëàä, [64,65,70]). Iäå¹þ äàíîãî ìåòîäó ¹ ðîçáèòòÿ äåÿêî¨ ìíîæèíè íà

÷àñòèíè, ç ÿêèõ ïîòiì çà äîïîìîãîþ ïåâíèõ ïåðåòâîðåíü óòâîðþþòüñÿ

ñèìåòðè÷íi îá'¹êòè àáî øëÿõîì ñêëåþâàííÿ, àáî çà äîïîìîãîþ âiäîìèõ

ñïîñîáiâ ñèìåòðèçàöi¨. Íàâåäåíi íèæ÷å ïåðåòâîðåííÿ áàçóþòüñÿ ñàìå íà

iäåÿõ, íàâåäåíèõ â ðîáîòàõ [64,65].

Îïèøåìî, ÿê ïðîâîäèòüñÿ ðîçäiëÿþ÷å ïåðåòâîðåííÿ äëÿ îáëàñòåé. Íå-

õàé äàíî ñèñòåìó n + 2 ðiçíèõ òî÷îê ðîçøèðåíî¨ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè

0, b1, b2, ..., bn,∞, ïðè÷îìó òî÷êè bk, k = 1, n, ëåæàòü ïîïàðíî íà ðiçíèõ

ïðîìåíÿõ, ùî âèõîäÿòü ç ïî÷àòêó êîîðäèíàò (âiäçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó,

ÿêùî ó ñèñòåìó âêàçàíèõ òî÷îê íå âõîäÿòü 0 ÷è ∞, ÷è æîäíà ç íèõ, âñi
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íàâåäåíi íèæ÷å ïåðåòâîðåííÿ ïðîâîäÿòüñÿ àíàëîãi÷íî). Ïðèïóñòèìî äëÿ

êîíêðåòíîñòi, ùî

0 = arg b1 < arg b2 < ... < arg bn < 2π.

Ïîçíà÷èìî

bn+1 := b1, b0 := bn, αk :=
1

π
(arg bk+1 − arg bk) , k = 1, n− 1,

αn := α0 :=
1

π
(2π − arg bn) , αn+1 := α1.

Î÷åâèäíî, ùî
n∑

k=1

αk = 2.

Çàóâàæåííÿ 1.4.1. Âiäçíà÷èìî òàêîæ, ùî íàäàëi ìè iíêîëè áóäå-

ìî îçíà÷óâàòè αk := (arg bk+1 − arg bk). Äëÿ öüîãî âèïàäêó ó íàâåäåíèõ

íèæ÷å ôîðìóëàõ áóäå âíåñåíî âiäïîâiäíi çìiíè.

×åðåçMk ïîçíà÷èìî îáëàñòü, ÿêà óòâîðþ¹òüñÿ ïðè ïåðåòèíi ïðîìåíiâ,

ÿêi âèõîäÿòü ç ïî÷àòêó êîîðäèíàò i ìiñòÿòü, âiäïîâiäíî, òî÷êè bk i bk+1,

òîáòî

Mk := {z : arg bk < arg z < arg bk+1} , k = 1, 2, ..., n,

M0 :=Mn, Mn+1 :=M1.

Ðîçãëÿíåìî ñiì'þ ôóíêöié

ζk (z) = −i
(
e−i arg bkw

) 1
σk , k = 1, 2, ..., n, ζ0 := ζn, ζn+1 := ζ1,

äå äëÿ êîæíîãî k = 1, n áåðåìî òó ãiëêó áàãàòîçíà÷íî¨ ôóíêöi¨ ζk, ÿêà

êîíôîðìíî i îäíîëèñòî âiäîáðàæà¹ îáëàñòi Mk, k = 1, 2, ..., n íà ïðàâó

ïiâïëîùèíó Re ζ > 0. Òîäi âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi àñèìïòîòè÷íi ðiâíîñòi:

|ζk (z)− ζk (bm)| ∼
1

αk
|bm|

1
αk

−1 |z − bm| , z ∈Mk, z → bm,

k = 1, 2, ..., n, m = k, k + 1;
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|ζk (z)| = |z|
1
αk , z ∈Mk z → 0, z → ∞.

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó îáëàñòåé {Bk}n+1
k=0 òàêèõ, ùî 0 ∈ B0 ⊂ C,

∞ ∈ Bn+1 ⊂ C, à òàêîæ bk ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n, ïðè÷îìó

Bk

⋂
Bm = ∅, k ̸= m, k,m = 0, 1, ..., n, n+ 1.

Äëÿ êîæíîãî k = 1, n ðîçãëÿíåìî çâ'ÿçíó êîìïîíåíòó ìíîæè-

íè ζk (Bk

⋂
Mk), ÿêà ìiñòèòü òî÷êó ζk (bk) , i ïîçíà÷èìî ÷åðåç D

(1)
k ,

îá'¹äíàííÿ äàíî¨ êîìïîíåíòè ç ¨¨ âiäîáðàæåííÿì âiäíîñíî óÿâíî¨ îñi, à ÷å-

ðåç D(2)
k−1, k = 1, n, D

(2)
0 := D

(2)
n îá'¹äíàííÿ çâ'ÿçíî¨ êîìïîíåíòè ìíîæèíè

ζk−1 (Bk

⋂
Mk−1), ÿêà ìiñòèòü òî÷êó ζk−1 (bk) , k = 1, n ç ¨¨ âiäîáðàæåí-

íÿì âiäíîñíî óÿâíî¨ îñi. Ðåçóëüòàòîì ðîçäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ îáëàñòi

Bk âiäíîñíî ñiì'¨ äâîõ ôóíêöié {ζk, ζk−1} , k = 1, n íàçâåìî ïàðó ñèìåò-

ðè÷íèõ âiäíîñíî óÿâíî¨ îñi îáëàñòåé
{
D

(1)
k , D

(2)
k−1

}
.

Ðåçóëüòàòîì ðîçäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ îáëàñòi B0 âiäíîñíî ñiì'¨

ôóíêöié {ζk}nk=1 íàçâåìî ñiì'þ ñèìåòðè÷íèõ âiäíîñíî óÿâíî¨ îñi îáëàñòåé

D
(0)
k , k = 1, n, ÿêi îòðèìàíi îá'¹äíàííÿì çâ'ÿçíî¨ êîìïîíåíòè ìíîæèíè

ζk (B0

⋂
Mk), ÿêà ìiñòèòü òî÷êó 0, k = 1, n ç ¨¨ âiäîáðàæåííÿì âiäíîñíî

óÿâíî¨ îñi, à ðåçóëüòàòîì ðîçäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ îáëàñòiBn+1 âiäíîñ-

íî ñiì'¨ ôóíêöié {ζk}nk=1 íàçâåìî âiäïîâiäíî íàáið ñèìåòðè÷íèõ âiäíîñíî

óÿâíî¨ îñi îáëàñòåé D
(∞)
k , k = 1, n, ÿêi îòðèìàíi îá'¹äíàííÿì çâ'ÿçíî¨

êîìïîíåíòè ìíîæèíè ζk (Bn+1

⋂
Mk), ÿêà ìiñòèòü òî÷êó ∞, k = 1, n ç ¨¨

âiäîáðàæåííÿì âiäíîñíî óÿâíî¨ îñi.

Çðîçóìiëî, ùî äëÿ êîæíîãî k = 1, n óòâîðåíà ñèñòåìà îáëàñòåé{
D

(0)
k , D

(1)
k , D

(2)
k , D

(∞)
k

}
¹ ñèñòåìîþ ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé.

Ïðàâèëüíà íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.4.1. (äèâ. [24, ñ. 90].) Ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi íåðiâíîñòi

r (Bk, bk) ≤

r
(
D

(1)
k , ζk (bk)

)
1
αk

· |bk|
1
αk

−1
·
r
(
D

(2)
k−1, ζk−1 (bk)

)
1

αk−1
· |bk|

1
αk−1

−1


1
2

∀k = 1, 2, ..., n,

(1.4.1)
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r (B0, 0) ≤
n∏

k=1

[
r
(
D

(0)
k , 0

)]α2k
2

, (1.4.2)

r (Bn+1,∞) ≤
n∏

k=1

[
r
(
D

(∞)
k ,∞

)]α2k
2

. (1.4.3)

Ïðè÷îìó, ÿêùî äëÿ îáëàñòåé Bk, k = 0, n+ 1 iñíóþòü êëàñè÷íi ôóíê-

öi¨ Ãðiíà, òî â íåðiâíîñòÿõ (1.4.1) äîñÿãà¹òüñÿ çíàê ðiâíîñòi òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè îáëàñòi Bk, k = 1, n âiäïîâiäíî ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî

ïðÿìèõ z = ρ · exp
{
i · 2π

n (k − 1)
}
, ρ > 0, k = 1, n; à â íåðiâíîñòÿõ

(1.4.2) i (1.4.3) âiäïîâiäíî òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè îáëàñòi B0 i Bn+1

ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî ñiì'¨ ïðÿìèõ z = ρ · exp
{
i · 2π

n (k − 1)
}
, ρ > 0,

k = 1, n.

1.5 m,n-ïðîìåíåâi ñèñòåìè òî÷îê òà îñíîâíi

ðåçóëüòàòè, ç íèìè ïîâ'ÿçàíi

Â äàíîìó ïiäðîçäiëi áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè, ç äåÿêèìè çìiíàìè, ïîçíà-

÷åííÿ, çàïðîïîíîâàíi â ðîáîòi [24, ð. 2.2].

Îçíà÷åííÿ 1.5.1. Íåõàé m,n ∈ N. Ñèñòåìó òî÷îê

Am,n :=
{
ak,p ∈ C : k = 1,m, p = 1, n

}
áóäåìî íàçèâàòè (m,n)-ïðîìåíåâîþ, ÿêùî äëÿ âñiõ k = 1,m i p = 1, n

âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ:

0 < |ak,1| < . . . < |ak,n| <∞;

arg ak,1 = arg ak,2 = . . . = arg ak,n =: θk =: θk(Am,n);

0 ≤ θ1 < θ2 < . . . < θm < 2π ≤ θm+1 := 2π + θ1.

(1.5.1)

Îçíà÷åííÿ 1.5.2. Íà ìíîæèíi (m,n)-ïðîìåíåâèõ ñèñòåì òî÷îê ðîç-

ãëÿíåìî íàñòóïíi âåëè÷èíè:

αk := αk(Am,n) :=
1
π [θk+1(Am,n)− θk(Am,n)] ,

k = 1,m, αm+1 := α1, α0 := αm.
(1.5.2)
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Âåëè÷èíè αk(Am,n), k = 1,m, áóäåìî íàçèâàòè êóòîâèìè ïàðàìåòðàìè

ñèñòåìè Am,n.

Î÷åâèäíî, ùî
m∑
k=1

αk(Am,n) =
m∑
k=1

αk = 2.

Âiäçíà÷èìî, ùî ââåäåíi â ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi ïðè îïèñi ìåòî-

äó ðîçäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ êóòîâi ïàðàìåòðè äëÿ ñèñòåìè ç n òî-

÷îê ¹ ÷àñòèííèì âèïàäêîì âiäïîâiäíèõ êóòîâèõ ïàðàìåòðiâ äëÿ (m,n)-

ïðîìåíåâî¨ ñèñòåìè òî÷îê, îòðèìàíèõ çà äîïîìîãîþ âèðàçiâ (1.5.2).

Äëÿ êîæíî¨ (m,n)-ïðîìåíåâî¨ ñèñòåìè òî÷îê Am,n ðîçãëÿíåìî ñèñòå-

ìó îáëàñòåé P (Am,n) = {Pk}mk=1, äå

Pk := Pk(Am,n) := {w ∈ C\{0} : θk(Am,n) < argw < θk+1(Am,n)} , k = 1,m.

Îçíà÷åííÿ 1.5.3. Äëÿ äîâiëüíî¨ (m,n)-ïðîìåíåâî¨ ñèñòåìè

Am,n =
{
ak,p : k = 1,m, p = 1, n

}
òà äåÿêîãî R ∈ R+ ââåäåìî òàêi

ôóíêöiîíàëè:

MR(Am,n) :=
m∏
k=1

n∏
p=1

[
χ

(∣∣∣ak,p
R

∣∣∣ 1
αk

)
· χ
(∣∣∣ak,p

R

∣∣∣ 1
αk−1

)] 1
2

· |ak,p|. (1.5.3)

òà

M(Am,n) :=
m∏
k=1

n∏
p=1

[
χ
(
|ak,p|

1
αk

)
· χ
(
|ak,p|

1
αk−1

)] 1
2 · |ak,p|, (1.5.4)

äå χ(z) = 1
2

(
z + 1

z

)
� ôóíêöiÿ Æóêîâñüêîãî.

Çðîçóìiëî, ùî M1(Am,n) =M(Am,n).

Íåõàé Tm � äîâiëüíèé íàáið m ðiçíèõ òî÷îê îäèíè÷íîãî êîëà i

∂U\Tm ñêëàäà¹òüñÿ ç îá'¹äíàííÿ m íåïåðåòèííèõ äóã ç äîâæèíàìè

γ1 = σ1π, . . . , γm = σmπ, òî

µ(Tm) :=
m∏
k=1

σk. (1.5.5)
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Äëÿ êîæíîãî k = 1,m ïîçíà÷èìî ÷åðåç zk(w) òó ãiëêó áàãàòîçíà÷íî¨

àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ z = −i
(
e−θkiw

) 1
αk , ÿêà îäíîëèñòî i êîíôîðìíî âiä-

îáðàæà¹ îáëàñòi Pk íà ïðàâó ïiâïëîùèíó Re z > 0, ïðè öüîìó ïðîìiíü

argw = 1
2 (θk + θk+1) âiäîáðàæà¹òüñÿ íà äîäàòíó äiéñíó ïiââiñü (θk i αk

âèçíà÷åíi âiäïîâiäíî â (1.5.1) i (1.5.2)). Òîäi ôóíêöiÿ

ζ
(R)
k (w) :=

R
1
αk − zk(w)

R
1
αk + zk(w)

(1.5.6)

îäíîëèñòî i êîíôîðìíî âiäîáðàæà¹ îáëàñòü Pk íà îäèíè÷íèé êðóã

U = U1, k = 1,m. Ïîçíà÷èìî ω
(1)
k,p(R) := ζ

(R)
k (ak,p), ω

(2)
k,p(R) :=

ζ
(R)
k (ak+1,p), an+1,p := a1,p, ω

(2)
0,p(R) := ω

(2)
n,p(R), (k = 1, n, p = 1,m). Äëÿ

âñiõ k = 1,m ìíîæèíà {ω(1)
k,p(R)}mp=1 ∪ {ω(2)

k,p(R)}mp=1 ñêëàäà¹òüñÿ ç 2n ðiç-

íèõ òî÷îê íà ∂UR. Ïîçíà÷èìî

µk(R) := µ
(R)
k (Am,n) := µ

(
{ω(1)

k,p(R)}
n
p=1 ∪ {ω(2)

k,p(R)}
n
p=1

)
, k = 1,m.

(1.5.7)

Âåëè÷èíè µk(R) áóäåìî íàçèâàòè êîåôiöi¹íòèìè çìiùåííÿ.

Ïðàâèëüíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.5.1. [24, ñ. 95] Íåõàé çàôiêñîâàíî R ∈ R+, m,n ∈ N i m ⩾ 3.

Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ (m,n)-ïðîìåíåâî¨ ñèñòåìè òî÷îê Am,n = {ak,p},
k = 1,m, p = 1, n, i äîâiëüíî¨ ñèñòåìè âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñ-

òåé {Bk,p}, ak,p ∈ Bk,p ⊂ C, k = 1,m, p = 1, n, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

m∏
k=1

n∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) ⩽ 2mn ·

(
m∏
k=1

αk

)n

·

(
m∏
k=1

µk(R)

) 1
2

·MR(An,m). (1.5.8)

Çíàê ðiâíîñòi â (1.5.8) äîñÿãà¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè òî÷êè ak,p

i îáëàñòi B̃k,p, k = 1,m, p = 1, n, ¹, âiäïîâiäíî, ïîëþñàìè i êðóãîâèìè

îáëàñòÿìè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà

Q(w)dw2 = − wm−2(Rm + wm)2n−2[
(R

m
2 − iw

m
2 )2n + (R

m
2 + iw

m
2 )2n

]2 dw2, (1.5.9)
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i cap
(
B̃k,p\Bk,p

)
= 0 äëÿ âñiõ k = 1,m, p = 1, n. Êóòîâi ïàðàìåòðè

i êîåôiöi¹íòè çìiùåííÿ â (1.5.8) âèçíà÷åíi ñïiââiäíîøåííÿìè (1.5.2),

(1.5.7).

Îäíèì ç íàñëiäêiâ íàâåäåíî¨ âèùå òåîðåìè 1.5.1 ¹ òàêèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1.5.2. [24, ñ. 115] Íåõàé m,n ∈ N i m ⩾ 3. Òîäi äëÿ äî-

âiëüíî¨ (m,n)-ïðîìåíåâî¨ ñèñòåìè òî÷îê Am,n = {ak,p}, k = 1,m,

p = 1, n, i äîâiëüíî¨ ñèñòåìè âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé {Bk,p},
ak,p ∈ Bk,p ⊂ C, k = 1,m, p = 1, n, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

m∏
k=1

n∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) ⩽

(
2

n

)nm

·

(
m∏
k=1

αk

)n

·M(Am,n). (1.5.10)

Çíàê ðiâíîñòi â äàíié íåðiâíîñòi äîñÿãà¹òüñÿ, çîêðåìà, òîäi, êîëè òî÷-

êè ak,p i îáëàñòi Bk,p, k = 1,m, p = 1, n, ¹, âiäïîâiäíî, ïîëþñàìè i

êðóãîâèìè îáëàñòÿìè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà

Q(w)dw2 = − wm−2(1 + wm)2n−2[
(1− iw

m
2 )2n + (1 + iw

m
2 )2n

]2 dw2.

Äëÿ âèïàäêó ñèñòåìè, äå íà êîæíîìó ïðîìåíi ìiñòèòüñÿ ïî îäíié òî-

÷öi, ââåäåìî òàêå îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.5.4. Íåõàé n ∈ N. Íàáið òî÷îê An :=
{
ak ∈ C : k = 1, n

}
áóäåìî íàçèâàòè n-ïðîìåíåâîþ ñèñòåìîþ òî÷îê, ÿêùî |ak| ∈ R+, k =

1, n, i

0 ≤ arg a1 < arg a2 < . . . < arg an < 2π.

Ïîçíà÷èìî òàêîæ an+1 := a1, αk :=
1

π
arg

ak+1

ak
, αn+1 := α1, k = 1, n.

Äëÿ ìíîæèíè âñiõ n-ïðîìåíåâèõ ñèñòåì òî÷îê ââåäåìî òàêèé "êåðó-

þ÷èé" ôóíêöiîíàë:

L(An) :=
n∏

k=1

χ

(∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣ 1
2αk

)
|ak|. (1.5.11)
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1.6 Êîðîòêèé iñòîðè÷íèé îãëÿä òà ðåçóëüòà-

òè ïîïåðåäíèêiâ, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ

â ðîáîòi

Ïî÷àòêîì ðîçâèòêó òåîði¨ åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ íà êëàñàõ íåïåðåòèííèõ

îáëàñòåé áóëà ðîáîòà Ì.Î. Ëàâðåíòü¹âà [129]. Çîêðåìà, â öié ðîáîòi áóëà

âïåðøå ïîñòàâëåíà i ðîçâ'ÿçàíà çàäà÷à ïðî äîáóòîê êîíôîðìíèõ ðàäióñiâ

äâîõ âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îäíîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé âiäíîñíî äâîõ íàïåðåä

çàäàíèõ ôiêñîâàíèõ òî÷îê. Ïiçíiøå äàíèé ðåçóëüòàò áóëî óçàãàëüíåíî

íà âèïàäîê áàãàòîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé i âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ, çîêðåìà, ïðà-

âèëüíà òàêà òåîðåìà (äèâ., íàïðèêëàä, [24, ñ. 79]).

Òåîðåìà 1.6.1. Íåõàé a1 i a2 � äåÿêi ôiêñîâàíi òî÷êè êîìïëåêñíî¨ ïëî-

ùèíè C, Dk, k = 1, 2, � äîâiëüíi âçà¹ìíî íåïåðåòèííi îáëàñòi â C,
ïðè÷îìó a1 ∈ D1 i a2 ∈ D2. Òîäi ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

r(D1, a1) · r(D2, a2) ⩽ |a1 − a2|2. (1.6.1)

Ïðè÷îìó, ÿêùî îáëàñòi Dk, k = 1, 2, ìàþòü êëàñè÷íó ôóíêöiþ Ãðiíà,

çíàê ðiâíîñòi â íåðiâíîñòi (1.6.1) äîñÿãà¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

îáëàñòi D1, D2 îáìåæåíi êîëîì
∣∣∣z−a1
z−a2

∣∣∣ = C, äå C � äîâiëüíà äîäàòíà

êîíñòàíòà.

Ïiçíiøå Ã.Ì. Ãîëóçií óçàãàëüíèâ çàäà÷ó Ì.Î. Ëàâðåíòü¹âà íà âè-

ïàäîê äîâiëüíîãî ñêií÷åííîãî ÷èñëà n, n ⩾ 3, ôiêñîâàíèõ ñêií÷åííèõ

òî÷îê {ak}nk=1, i ïîñòàâèâ ïèòàííÿ ïðî ìàêñèìóì äîáóòêó êîíôîðìíèõ

ðàäióñiâ n âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îäíîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé Bk, òàêèõ, ùî

ak ∈ Bk ⊂ C, à äëÿ n = 3 îòðèìàâ òî÷íó îöiíêó äëÿ äîáóòêó êîíôîðì-

íèõ ðàäióñiâ òðüîõ íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé (äèâ. [83, ñ. 165]).

Íàäàëi äàíèé ðåçóëüòàò òåæ áóâ óçàãàëüíåíèé íà âèïàäîê áàãà-

òîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé i âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ. Òåîðåìó Ãîëóçiíà ñôîðìóëþ-

¹ìî â òàêîìó âèãëÿäi.
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Ðèñ. 1.3: Îäíà ç åêñòðåìàëüíèõ êîíôiãóðàöié â òåîðåìi 1.6.1

Òåîðåìà 1.6.2. Íåõàé a1, a2 i a3 � äåÿêi ôiêñîâàíi òî÷êè êîìïëåêñíî¨

ïëîùèíè C, Bk, k = 1, 2, 3, � äîâiëüíi âçà¹ìíî íåïåðåòèííi îáëàñòi â

C, ïðè÷îìó ak ∈ Bk, k = 1, 2, 3. Òîäi ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

3∏
k=1

r(Bk, ak) ⩽
64

81
√
3
|a2 − a1||a3 − a1||a3 − a2|, (1.6.2)

äå ðiâíiñòü äîñÿãà¹òüñÿ, ç òî÷íiñòþ äî êîíôîðìíèõ àâòîìîðôiçìiâ

ðîçøèðåíî¨ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, òiëüêè äëÿ îáëàñòåé, ÿêi ¹ ðiâíèìè

êóòàìè i òî÷îê, ÿêi ëåæàòü íà áiñåêòðèñàõ öèõ êóòiâ íà îäíàêîâèõ

âiäñòàíÿõ âiä ¨õ ñïiëüíî¨ âåðøèíè.

Âiäçíà÷èìî, ùî çíàê ðiâíîñòi â íåðiâíîñòi 1.6.2 äîñÿãà¹òüñÿ, çîêðåìà,

äëÿ îáëàñòåé B0
k òà òî÷îê a

0
k, ÿêi ¹, âiäïîâiäíî, ïîëþñàìè òà êðóãîâèìè

îáëàñòÿìè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà

Q(w)dw2 = − w

(w3 − 1)2
dw2.

Äëÿ âèïàäêó n = 4 òî÷íà íåðiâíiñòü äëÿ äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäió-

ñiâ áóëà îòðèìàíà Ã.Â. Êóçüìiíîþ â 1980 ðîöi â ðîáîòi [121]. Çîêðåìà,

ïðàâèëüíà òåîðåìà.
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Ðèñ. 1.4: Åêñòðåìàëüíà êîíôiãóðàöiÿ â òåîðåìi 1.6.2

Òåîðåìà 1.6.3. Íåõàé ak, k = 1, 4, � äåÿêi ôiêñîâàíi òî÷êè êîìïëåêñíî¨

ïëîùèíè C, Bk, k = 1, 4, � äîâiëüíi âçà¹ìíî íåïåðåòèííi îáëàñòi â C,
ïðè÷îìó ak ∈ Bk, k = 1, 4. Òîäi ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

4∏
k=1

r(Bk, ak) ⩽
9

48/3

( ∏
1≤k<l≤4

|al − ak|

) 2
3

. (1.6.3)

Ðiâíiñòü äîñÿãà¹òüñÿ òiëüêè â òîìó âèïàäêó, êîëè, ç òî÷íiñòþ äî êîí-

ôîðìíîãî àâòîìîðôiçìó, a1 = −a2 = 1, a3 = −a4 = i(2 −
√
3), à ìåæà

ìíîæèíè
4⋃

k=1

Dk ñêëàäà¹òüñÿ iç âiäðiçêiâ [
√
3 − 2, 2 −

√
3], ïðîìåíiâ

{z|z = it, t ∈ [1, +∞)} i {z|z = it, t ∈ [−∞, −1)}, ÷àñòèíè êðóãîâî¨ äó-

ãè ρ, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè −1, i, 2−
√
3, ÿêà ëåæèòü â ïåðøîìó

êâàäðàíòi, à òàêîæ êðóãîâèõ äóã, ÿêi ìè îòðèìó¹ìî ç ρ ïåðåòâîðåí-

íÿìè w → −w, w → w, w → −w.

Âiäçíà÷èìî, ùî òåîðåìè Ëàâðåíòü¹âà, Ãîëóçiíà i Êóçüìiíî¨, ÿêi ìè

âæå çãàäóâàëè ðàíiøå, ìè íàâîäèìî òóò, îñêiëüêè âîíè ñóòò¹âî âèêîðè-

ñòîâóþòüñÿ ïðè äîâåäåííi äåÿêèõ ðåçóëüòàòiâ äàíî¨ ðîáîòè.
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Ðèñ. 1.5: Åêñòðåìàëüíà êîíôiãóðàöiÿ â òåîðåìi 1.6.3

Äëÿ n ⩾ 5 ïîâíîãî ðîçâ'ÿçêó ïðîáëåìè ïðî ìàêñèìóì äîáóòêó âíó-

òðiøíiõ ðàäióñiâ n íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé âiäíîñíî n ôiêñîâíèõ òî÷îê íà

äàíèé ÷àñ íå îòðèìàíî, îäíàê áóëî âèñëîâëåíî ïðèïóùåííÿ (äèâ. [125]),

ùî äëÿ äàíîãî âèïàäêó ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

5∏
k=1

R(Bk, ak) ⩽ 4
11
3 · 3−

3
4 · 5−

25
6

( ∏
1≤k<l≤5

|al − ak|

) 1
2

≈

≈ 8.656 · 10−2

( ∏
1≤k<l≤5

|al − ak|

) 1
2

,

ïðè÷îìó ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ, çîêðåìà, êîëè {a1, a2, a3, a4, a5} =

{1, e− 2πi
3 , 0, e

2πi
3 ,∞}, à îáëàñòi Bk, k = 1, 5 ¹ âiäïîâiäíî êðóãîâèìè îá-

ëàñòÿìè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà

Q(z)dz2 = −z
6 + 7z2 + 1

z2(z3 − 1)2
dz2.

Íàâåäåíi âèùå òåîðåìè ïiçíiøå áóëî óçàãàëüíåíî òàêîæ äëÿ âèïàäêó

áàãàòîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé i âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ.

Ðîçãëÿäàëèñÿ òàêîæ åêñòðåìàëüíi çàäà÷i çìiøàíîãî òèïó, òîáòî çà-

äà÷i, â ÿêié ÷àñòèíà ïîëþñiâ ôiêñîâàíà, à ÷àñòèíà ìà¹ ïåâíèé ñòóïiíü

"âiëüíîñòi". Îäíó ç òàêèõ çàäà÷ áóëî ñôîðìóëüîâàíî â ðîáîòi [65] ó ñïè-

ñêó íåðîçâ'ÿçàíèõ ïðîáëåì.
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Ðèñ. 1.6: Êîíôiãóðàöiÿ äëÿ n=5, íàâåäåíà â ðîáîòi [125]

Ïðîáëåìà 2.1.1. Äîâåñòè, ùî ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëà

In(γ) = rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak),

äå B0, B1, B2,...,Bn, (n ≥ 2) � ïîïàðíî íåïåðåòèíi îáëàñòi â C, a0 = 0,

|ak| = 1, k = 1, n, r(Bj, aj) � âíóòðiøíié ðàäióñ îáëàñòi Bj â òî÷öi

aj (aj ∈ Bj), j = 0, n i γ ≤ n, äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ äåÿêî¨ êîíôiãóðàöi¨

îáëàñòåé, ÿêi ìàþòü n-êðàòíó ñèìåòðiþ.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ γ > n âêàçàíèé ôóíêöiîíàë ïðè âèêîíàííi âñiõ

óìîâ ïðîáëåìè 2.1.1 ¹ íåîáìåæåíèì. Â òîé æå ÷àñ äëÿ äîâiëüíîãî íàòó-

ðàëüíîãî n ≥ 2 i γ ≤ n äàíèé ôóíêöiîíàë îáìåæåíèé, à òîìó ¹ çìiñò

ñòàâèòè ïèòàííÿ ïðî éîãî ìàêñèìóì.

Â 1988 ðîöi â ðîáîòi [64] áóëî äîâåäåíî íàñòóïíó òåîðåìó:

Òåîðåìà 1.6.4. Äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ òî÷îê ak, k = 1, ..., n, n ≥ 2, ÿêi

ëåæàòü íà êîëi |z| = 1, òî÷êè a0 = 0 i äîâiëüíèõ ïîïàðíî íåïåðåòèí-

íèõ îáëàñòåé Dk, k = 0, ..., n, òàêèõ, ùî ak ∈ Dk ⊂ C, k = 0, ..., n,
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Ðèñ. 1.7: Ñõåìàòè÷íà iëþñòðàöiÿ äëÿ ïðîáëåìè 2.1.1.

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:

n∏
k=0

r(Dk, ak) ≤
4n+

1
nnn

(n2 − 1)
1
n+n

(
n− 1

n+ 1

)2

.

ßêùî æ îáëàñòi Dk ìàþòü êëàñè÷íó ôóíêöiþ Ãðiíà, òî ðiâíiñòü äî-

ñÿãà¹òüñÿ â òîìó i òiëüêè òîìó âèïàäêó, êîëè îáëàñòi Dk i òî÷êè ak

¹ âiäïîâiäíî êðóãîâèìè îáëàñòÿìè i ïîëþñàìè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåí-

öiàëà

Q(w)dz2 = −(αz)n(n2 − 1) + 1

z2((αz)n − 1)2
dw2,

äå α - äîâiëüíà ñòàëà, |α| = 1

Äàíà òåîðåìà äà¹ âiäïîâiäü íà ïèòàííÿ ïðîáëåìè 2.1.1 ïðè óìîâi, ùî

γ = 1.

Çàóâàæèìî, ùî ìåòîä äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1.1, çàïðîïîíîâàíèé â ðî-

áîòi [64], ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè i äëÿ âèïàäêó 0 < γ < 1.
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Íàñòóïíèé âàæëèâèé ðåçóëüòàò ó ïðîáëåìi 2.1.1 áóâ îòðèìàíèé â 1996

ðîöi â ðîáîòi [114], à ñàìå òóò áóëî äîâåäåíî òàêó òåîðåìó.

Òåîðåìà 1.6.5. Íåõàé ak = exp(iθk), k = 1, n, n ⩾ 5 � òî÷êè îäèíè÷íî-

ãî êîëà, ïðè÷îìó 0 = θ1 < θ2 < ... < θn < 2π, θk+1 − θk ⩽ 2/
√
γ, k = 0, n,

θ0 = θn − 2π, θn+1 = 2π, äå γ � ôiêñîâàíå äiéñíå ÷èñëî, 0 < γ ≤ n. Òîäi

äëÿ äîâiëüíî¨ ñèñòåìè ïîïàðíî íåïåðòèííèõ îáëàñòåé Dk, k = 0, ..., n,

òàêèõ, ùî (ak ∈ Dk ⊂ C), k = 0, ..., n, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:

rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) ≤
4n+

γ
nγ

γ
nnn

(n2 − γ)
γ
n+n

(
n−√

γ

n+
√
γ

)2
√
γ

.

Âiäçíà÷èìî, ùî ðåçóëüòàò ðîáîòè [114] öiêàâèé òàêîæ ìåòîäîì äîñëiä-

æåííÿ. Êðiì òîãî, ç òåîðåìè 1.6.5 âèïëèâà¹ ðîçâ'ÿçàííÿ ïðîáëåìè 2.1.1

äëÿ n ⩾ 5 i γ ∈ (0, 1]. Â 2003 ðîöi â ðîáîòi [127] öåé ðåçóëüòàò äëÿ n ⩾ 2 i

γ ∈ (0, 1] äëÿ îäíîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé áóâ ïiäòâåðäæåíèé iíøèì ìåòîäîì.

Â ìîíîãðàôi¨ [24] áóëî âñòàíîâëåíî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1.6.6. Äëÿ äîâiëüíîãî γ ∈ R+ iñíó¹ òàêå n0(γ) ∈ N, ùî äëÿ

n ≥ n0(γ) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

Iγ = rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) ≤ rγ(B
(0)
0 , a0)

n∏
k=1

r(B
(0)
k , a

(0)
k )

äëÿ äîâiëüíî¨ ñèñòåìè òî÷îê An = {ak}nk=1, |ak| = 1, k = 1, n, a1 = 1,

i äîâiëüíî¨ ñèñòåìè ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé {Bk}nk=0, 0 ∈ B0,

ak ∈ Bk, k = 1, n. Çíàê ðiâíîñòi äîñÿãà¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

ak = a
(0)
k , B̃k = B

(0)
k , k = 0, n, a0 = 0, äå a

(0)
k è B

(0)
k ¹, âiäïîâiäíî,

ïîëþñàìè i êðóãîâèìè îáëàñòÿìè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2,

i cap (B̃k\Bk) = 0, k = 0, n.
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Òàêèì ÷èíîì, äàíà òåîðåìà äà¹ âiäïîâiäü íà ïèòàííÿ çàäà÷i ïðè äî-

âiëüíîìó γ, àëå ïî÷èíàþ÷è ç ïåâíîãî, çàçäàëåãiäü íåâiäîìîãî íîìåðà.

Íàäàëi äîñëiäæåííÿ â ïðîáëåìi 2.1.1 ðîçâèâàëèñÿ â ðiçíèõ íàïðÿì-

êàõ. Îäíèì ç íàïðÿìêiâ áóëî îòðèìàííÿ ðåçóëüòàòiâ äëÿ êîíêðåòíèõ íà-

òóðàëüíèõ n. Çîêðåìà, äëÿ âèïàäêó n = 2 ïðîáëåìó 2.1.1 áóëî ïîâíiñòþ

ðîçâ'ÿçàíî â ðîáîòi [35]. Äëÿ âèïàäêiâ n = 3, 1 < γ ≤ 1.5 i n = 4,

1 < γ ≤ 1.7 ïðîáëåìó 2.1.1 áóëî ðîçâ'ÿçàíî â ðîáîòi [203]. Äåÿêi ðåçóëü-

òàòè äëÿ êîíêðåòíèõ çíà÷åíü n áóëî îòðèìàíî òàêîæ â ðîáîòi [202].

Iíøèì íàïðÿìêîì áóâ ïîøóê çðîñòàþ÷î¨ ìàæîðàíòè äëÿ ÷èñëà γ äëÿ

n −→ ∞. Òàê, â ðîáîòi [201] áóëî îòðèìàíî ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê ïðîáëå-

ìè 2.1.1 äëÿ âèïàäêó n ≥ 8, 1 < γ ≤ 4
√
n. Äëÿ âèïàäêó n ≥ 5, 1 < γ ≤ 3

√
n

àíàëîãi÷íèé ðåçóëüòàò áóëî îòðèìàíî â ðîáîòi [48]. Â ðîáîòi [204] áóâ

îòðèìàíèé íàñòóïíèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 1.6.7. Äëÿ äîâiëüíîãî 1
3 < α < 2

3 iñíó¹ íàòóðàëüíå n0, òàêå,

ùî äëÿ n ≥ n0 i 0 < γ ≤ nα âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:

rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) ≤ rγ(D0, a
0
0)

n∏
k=1

r(Dk, a
0
k)

äå B0, B1, B2,...,Bn, � ïîïàíî íåïåðåòèííi îáëàñòi â C, a0 = 0, |ak| = 1,

a1 = 1, k = 1, n, r(Bj, aj) � âíóòðiøíié ðàäióñ îáëàñòi Bj â òî÷öi aj

(aj ∈ Bj), j = 0, n, ïðè÷îìó çíàê ðiâíîñòi äîñÿãà¹òüñÿ, íàïðèêëàä, äëÿ

ak = a0k, Bk = Dk, k = 0, n, äå a0k, Dk, � âiäïîâiäíî ïîëþñè i êðóãîâi

îáëàñòi êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà

Q(w)dw2 = − (n2−γ)wn+γ
w2(wn−1)2 dw

2

Ïðè÷îìó â ÿêîñòi n0 ìîæíà âçÿòè

[
e

1

( 23−α)2

]
+ 1

Äàíèé ðåçóëüòàò âêàçó¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ïîêàçíèêà ñòåïåíÿ
1
3 < α < 2

3 çàâæäè ìîæíà âêàçàòè íîìåð n0, ïî÷èíàþ÷è ç ÿêîãî äëÿ äî-

âiëüíîãî γ, òàêîãî, ùî 0 < γ ≤ nα ìîæíà âêàçàòè ìàêñèìóì ôóíêöiîíà-

ëà (2.1.1) â ïðîáëåìi 2.1.1, îäíàê ïðè íàáëèæåííi ïîêàçíèêà äî 2
3 äàíèé
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íîìåð ïî÷èíà¹ ñòðiìêî çðîñòàòè. Òîìó àêòóàëüíèì ¹ çàâäàííÿ ÿêùî íå

çáiëüøèòè ïîêàçíèê ñòåïåíÿ, òî õî÷à á âêàçàòè ìåíøèé íîìåð, ïî÷èíà-

þ÷è ç ÿêîãî àíàëîãi÷íèé ðåçóëüòàò ïî÷èíà¹ âèêîíóâàòèñÿ.

Ðîçãëÿäàëàñÿ òàêîæ ïðîáëåìà, àíàëîãi÷íà äî ïðîáëåìè 2.1.1, àëå äëÿ

âèïàäêó, êîëè îáëàñòi Bk, k = 1, n, ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî îäèíè÷íîãî êîëà,

à ñàìå òàêà ïðîáëåìà:

Ïðîáëåìà 2.1.2. Íåõàé n ∈ N, n ≥ 2 i γ ∈ R+. Äëÿ äîâiëüíî¨

ñèñòåìè òî÷îê ak i îáëàñòåé Bk, k = 0, n, òàêèõ, ùî a0 = 0, |a1| = . . . =

|an| = 1, ak ∈ Bk ⊂ C, äå Bi

⋂
Bj = ∅ äëÿ 0 ≤ i, j ≤ n i i ̸= j, i îáëàñòi

B1, . . . , Bn ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî îäèíè÷íîãî êîëà, çíàéòè òî÷íó âåðõíþ

îöiíêó äëÿ ôóíêöiîíàëà

In(γ) = rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak).

Çàóâàæèìî, ùî ïðîáëåìà 2.1.2 íå òîòîæíà ç ïðîáëåìîþ 2.1.1, îñêiëüêè

äëÿ òèõ âèïàäêiâ, äå âiäîìi åêñòðåìàëüíi êîíôiãóðàöi¨ â ïðîáëåìi 2.1.1,

îáëàñòi Bk, k = 1, n, íå ¹ ñèìåòðè÷íèìè âiäíîñíî îäèíè÷íîãî êîëà. Ïîâ-

íîãî ðîçâ'ÿçêó ïðîáëåìè 2.1.2, ÿê i ïðîáëåìè 2.1.1, íà äàíèé ìîìåíò íå-

âiäîìî.

Íàâåäåìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò, ÿêèé äà¹ âiäïîâiäü íà ïèòàííÿ ïðî-

áëåìè 2.1.2 äëÿ âèïàäêó γ ∈ (0, 1) äëÿ äîâiëüíîãî n ≥ 2.

Òåîðåìà 1.6.8. [185] Íåõàé n ∈ N, n ≥ 2, γ ∈ (0, 1). Òîäi äëÿ äîâiëü-

íîãî íàáîðó òî÷îê ak, òàêèõ, ùî a0 = 0, a1 = 1, |ak| = 1, k = 1, n, i

äîâiëüíîãî íàáîðó ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé Bk, a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C,
ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n, ïðè÷îìó îáëàñòi Bk, k = 1, n, ñèìåòðè÷íi âiäíî-

ñíî îäèíè÷íîãî êîëà |w| = 1, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) ≤
(
4

n

)n
(
2γ
n2

) γ
n(

1− 2γ
n2

)n
2+

γ
n

1− 2
√

γ
2

n

1 +
2
√

γ
2

n

2
√

γ
2

.

Çíàê ðiâíîñòi â öié íåðiâíîñòi äîñÿãà¹òüñÿ, çîêðåìà, êîëè ak i Bk,

k = 0, n, ¹, âiäïîâiäíî, ïîëþñàìè i êðóãîâèìè îáëàñòÿìè êâàäðàòè÷íîãî
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äèôåðåíöiàëà

Q(w)dw2 = −γw
2n + 2(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

Äîñëiäæóâàëàñÿ òàêîæ íàñòóïíà ïðîáëåìà.

Ïðîáëåìà 3.3.1. Äîâåñòè, ùî ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëà

Jn(γ) = [r (B0, 0) r (Bn+1,∞)]γ
n∏

k=1

r (Bk, ak) ,

äå B0, B1, B2,...,Bn, B∞, (n ≥ 2) � ïîïàðíî íåïåðåòèíi îáëàñòi â C,
a0 = 0, an+1 = ∞, |ak| = 1, k = 1, n, r(Bj, aj) - âíóòðiøíié ðàäióñ

îáëàñòi Bj â òî÷öi aj (aj ∈ Bj), j = 0, n+ 1, äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ äåÿêî¨

êîíôiãóðàöi¨ îáëàñòåé, ÿêi ìàþòü n - êðàòíó ñèìåòðiþ.

Äëÿ âèïàäêó γ = 1
2 i n ≥ 2 òî÷íó îöiíêó ôóíêöiîíàëà Jn(γ) áóëî

îòðèìàíî â ðîáîòi [64]. Ïiçíiøå, â ðîáîòi [125] àíàëîãi÷íó îöiíêó áóëî

îòðèìàíî äëÿ n ≥ 2 i γ ∈ (0; n
2

8 ], àëå äëÿ âèïàäêó îäíîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé.

Îäíàê ïèòàííÿ ïðî îöiíêó ôóíêöiîíàëà Jn(γ) äëÿ γ > n2

8 ó áiëüøîñòi

âèïàäêiâ çàëèøà¹òüñÿ âiäêðèòèì.

Ïiçíiøå, â ðîáîòàõ [36,52] áóâ îòðèìàíèé íàñòóïíèé ðåçóëüòàò

Òåîðåìà 1.6.9. Íåõàé n ∈ N, γ ∈ R+. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôiêñîâàíî¨ ñèñ-

òåìè ðiçíèõ òî÷îê An = {ak}nk=1 ∈ C\{0} i íàáîðó áóäü-ÿêèõ îáëàñòåé,
ùî âçà¹ìíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ, B0, B∞, {Bk}nk=1, a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C,
∞ ∈ B∞ ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n, ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

Jn(γ) ⩽


(n+ 1)−γ n+1

n+2 (Jn(0))
1− 2γ

n+2

n∏
k=1

|ak|
2γ
n+2 , γ ∈

(
0, n+2

2

]
;

(n+ 1)−
n+1
2

n∏
k=1

|ak|, γ > n+2
2 .

×àñòêîâèé âèïàäîê òåîðåìè 1.6.9 äëÿ (n,m)-ïðîìåíåâèõ ñèñòåì òî÷îê

ïðè n ⩾ 2 áóëî ðîçãëÿíóòî â ðîáîòi [36].
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Äîñëiäæóâàëèñÿ òàêîæ ïðîáëåìè ïðî äîáóòîê âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ

âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé, àëå ç äîäàòêîâîþ óìîâîþ îáìåæåíîñòi

íà îáëàñòi r(Bk, ak). Íàéïðèðîäíiøèì â äàíîìó âèïàäêó ¹ ðîçãëÿäàòè

çàäà÷ó ïðî åêñòðåìàëüíå ðîçáèòòÿ âiäêðèòîãî îäèíè÷íîãî êðóãà.

Ïðîáëåìà 5.1.1. Çíàéòè ìàêñèìóì âèðàçó
n∏

k=1

r(Bk, ak), äå n ∈ N,

n ≥ 2, ak ∈ U , k = 1, n, äå U :| z |< 1, îáëàñòi Bk ⊂ U , k = 1, n, òàêi,

ùî ak ∈ Bk ⊂ C, ïðè÷îìó Bi

⋂
Bj = ∅ äëÿ 1 ≤ i, j ≤ n òà i ̸= j.

Äëÿ âèïàäêó äâîõ íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé, ÿêi íàëåæàòü îäèíè÷íîìó

êîëó, ïðàâèëüíà íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.6.10. [119] Äëÿ äîâiëüíèõ ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ

îäíîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé Dk ⊂ {z : |z| < 1} i òî÷îê zk ∈ Dk, k = 1, 2,

ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü:

2∏
k=1

r(Dk, zk) ⩽
4ρ20(1− ρ20)

2

(1 + ρ20)
2
. (1.6.4)

äå ρ20 =
√
5− 2. Ðiâíiñòü äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ âèïàäêó z1+ z2 = 0, |zk| = ρ0,

Dk - âiäïîâiäíi ïiâêðóãè.

Äëÿ n = 3 ó ïðîáëåìi 5.1.1 ïðàâèëüíèé íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1.6.11. [113], [125] Äëÿ äîâiëüíèõ ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ

îäíîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé Dk ⊂ {z : |z| < 1} i òî÷îê zk ∈ Dk, k = 1, 2, 3,

ïðàâèëüíà îöiíêà:

3∏
k=1

r(Dk, zk) ⩽
64

729
(223− 70

√
10). (1.6.5)

Ðiâíiñòü äîñÿãà¹òüñÿ òiëüêè äëÿ ñåêòîðiâ âåëè÷èíîþ 2π/3, i òî÷îê z∗k,

ÿêi ëåæàòü íà ¨õ áiñåêòðèñàõ i íà êîëi ðàäióñà
3
√√

10− 3.

Äëÿ n ≥ 4 ïðàêòè÷íî æîäíèõ ðåçóëüòàòiâ â ïðîáëåìi 5.1.1 íà äàíèé

ìîìåíò íåìà¹.

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò áóäå ïîòðiáíèé íàì ïðè äîâåäåííi îäíîãî ç ðå-

çóëüòàòiâ, íàâåäåíèõ â äàíié ðîáîòi.
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Òåîðåìà 1.6.12. [62] Íåõàé n ⩾ 3, n ∈ N, λ,R ∈ R+, λ < R. Òîäi äëÿ

äîâiëüíèõ n ðiçíèõ òî÷îê ak, |ak| = λ, k = 1, n, i äîâiëüíî¨ ñèñòåìè

ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé {Dk}nk=1, ak ∈ Dk ⊂ UR, k = 1, n,

ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

n∏
k=1

r (Dk, ak) ⩽

(
4λ

n

)n

·
[
Rn − λn

Rn + λn

]n
. (1.6.6)

ßêùî îáëàñòi Dk, k = 1, . . . , n, ìàþòü êëàñè÷íi ôóíêöi¨ Ãðiíà, òî ðiâ-

íiñòü â (5.1.2) äîñÿãà¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ak i Dk ¹, âiäïî-

âiäíî, ïîëþñàìè i êðóãîâèìè îáëàñòÿìè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà

Q(w)dw2 = − wn−2(wn +Rn)

(wn − λn)2(R2n − λnwn)2
dw2.

Çíà÷íèé iíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþòü çàäà÷i, äå òî÷êè ak, õî÷ i íå ôiêñî-

âàíi, àëå çíàõîäÿòüñÿ íà äåÿêié íàïåðåä çàäàíié ïðÿìié ÷è, íàïðèêëàä,

íà îäèíè÷íîìó êîëi. Îäíà ç òàêèõ çàäà÷ çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ðîçäiëÿ-

þ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ áóëà ðîçâ'ÿçàíà â ðîáîòi [64], äå áóëî äîâåäåíî, ùî

äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó ðiçíèõ òî÷îê ak, k = 1, n, n ≥ 2, ÿêi íàëåæàòü

îäèíè÷íîìó êîëó |z| = 1, i äîâiëüíèõ ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé

Bk, òàêèõ, ùî ak ∈ Bk ∈ C, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü
n∏

k=1

(r(Bk, ak)) ≤
(
4

n

)n

. (1.6.7)

Ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi â çàäà÷àõ ç �âiëüíèìè� ïîëþñàìè, ìîæíà çàñòî-

ñîâóâàòè i ïðè ðîçâ'ÿçàííi çàäà÷, äå âiäïîâiäíi òî÷êè ôiêñîâàíi. Òàê, â

ðîáîòi [66] áóëî âiäçíà÷åíî, ùî íåðiâíiñòü (1.6.7) çàñòîñóâàòè äëÿ îöií-

êè äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ îáëàñòåé, ÿêi ìiñòÿòü ôiêñîâàíi òî÷êè

íà äiéñíié ïðÿìié, à ñàìå áóëî îòðèìàíî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò, ÿêèé ìè

ñôîðìóëþ¹ìî ó âèãëÿäi, ÿêèé áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íàäàëi.

Òåîðåìà 1.6.13. [66] Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, n ≥ 3, ak,

k = 1, n � äåÿêèé íàáið ôiêñîâàíèõ òî÷îê äiéñíî¨ îñi Im z = 0. Òîäi
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äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó îáëàñòåé Bk ⊂ C, k = 1, n, òàêèõ, ùî ak ∈ Bk,

k = 1, n, Bi ∩Bj = ∅, i ̸= j, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü:

n∏
k=1

(r(Bk, ak)) ≤
(
2

n

)n n∏
k=1

(
a2k + 1

)
. (1.6.8)

Ïðè÷îìó çíàê ðiâíîñòi äîñÿãà¹òüñÿ, çîêðåìà, äëÿ òî÷îê dk i îáëàñòåé

Dk, ÿêi ¹ îáðàçàìè âiäïîâiäíî òî÷îê d∗k = exp
(
i
(
θ + 2πk

n

))
(d∗k ̸= 1) i

îáëàñòåé D∗
k = {z :

∣∣arg z − θ − 2πk
n

∣∣ < π
n} (k = 1, n)ïðè âiäîáðàæåííi

w∗ = i+iw
1−w .

Òàêîæ â ðîáîòi [66] áóëî âiäçíà÷åíî, ùî íåðiâíiñòü (1.6.8) ìîæíà çàñòî-

ñîâóâàòè äëÿ îöiíêè äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé

äëÿ âèïàäêó, êîëè ôiêñîâàíi òî÷êè ak íàëåæàòü ïåâíîìó âiäðiçêó.
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 1

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè:

� ââåäåíî ïîíÿòòÿ êîíôîðìíîãî ðàäióñà îäíîçâ'ÿçíî¨ îáëàñòi òà ïî-

íÿòòÿ âíóòðiøíüîãî ðàäióñà îáëàñòi;

� ââåäåíî ïîíÿòòÿ òðàíñôiíiòíîãî äiàìåòðà çàìêíåíî¨ ìíîæèíè òà

íàâåäåíî îñíîâíi ôàêòè, ïîâ'ÿçàíi ç òðàíñôiíiòíèì äiàìåòðîì, ÿêi áóäóòü

âèêîðèñòîâóâàòèñÿ â ðîáîòi;

� íàâåäåíî äåÿêi îñíîâíi ïîíÿòòÿ ç òåîði¨ êâàäðàòè÷íèõ äèôåðåíöià-

ëiâ;

� îïèñàíî ÷àñòèííi âèïàäêè ìåòîäó ðîçäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ, íå-

îáõiäíi äëÿ äîâåäåíü ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè;

� çðîáëåíî êîðîòêèé iñòîðè÷íèé îãëÿä òåîði¨ åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷

ïðî íåïåðåòèííi îáëàñòi;

� ñôîðìóëüîâàíî ðåçóëüòàòè ïîïåðåäíèêiâ, ÿêi çiãðàëè ñóòò¹âó ðîëü

ïðè äîâåäåííi òâåðäæåíü äàíî¨ ðîáîòè, çîêðåìà, äåÿêi âiäîìi òåîðåìè â

çàäà÷i ïðî ìàêñèìóì äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ n íåïåðåòèííèõ îáëà-

ñòåé, ÿêi ìiñòÿòü òî÷êè îäèíè÷íîãî êîëà i ñòåïåíÿ γ âíóòðiøíüîãî ðàäióñà

îáëàñòi, ÿêà ìiñòèòü òî÷êó íóëü, ðåçóëüòàòè â çàäà÷i ïðî åêñòðåìàëüíå

ðîçáèòòÿ îäèíè÷íîãî êðóãà, òåîðåìà ïðî åêñòðåìàëüíå ðîçáèòòÿ êîìïëå-

êñíî¨ ïëîùèíè ç ïîëþñàìè íà äiéñíié ïðÿìié.
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Ðîçäië 2

Çàäà÷à ïðî åêñòðåìàëüíå ðîçáèòòÿ

êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè ç n âiëüíèìè

ïîëþñàìè íà îäèíè÷íîìó êîëi òà ç

ôiêñîâàíèì ïîëþñîì â òî÷öi íóëü

2.1 Ôîðìóëþâàííÿ ïðîáëåì òà äåÿêi äî-

ïîìiæíi òâåðäæåííÿ, ÿêi âèêîðèñòîâó-

þòüñÿ ïðè äîâåäåííi îñíîâíèõ ðåçóëüòà-

òiâ

Äàíèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé îäíié åêñòðåìàëüíié çàäà÷i çìiøàíîãî òèïó,

òîáòî çàäà÷i, â ÿêié ÷àñòèíà ïîëþñiâ (òîáòî òî÷îê, âiäíîñíî ÿêèõ øóêà-

þòüñÿ âíóòðiøíi ðàäióñè îáëàñòåé) ôiêñîâàíà, à ÷àñòèíà ìà¹ ïåâíèé ñòó-

ïiíü �âiëüíîñòi�. Öÿ ïðîáëåìà áóëà ñôîðìóëüîâàíà â ðîáîòi [65] ó ñïèñêó

íåðîçâ'ÿçàíèõ ïðîáëåì ïiä íîìåðîì 9.2, à ïîòiì ïîâòîðåíà â ðîáîòi [70]

ïiä íîìåðîì 16.

Ïðîáëåìà 2.1.1. Äîâåñòè, ùî ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëà

In(γ) = rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak), (2.1.1)

äå n ∈ N, γ ∈ R+, ïðè÷îìó γ ≤ n, B0, B1, B2,...,Bn, (n ≥ 2) � ïîïàðíî

íåïåðåòèíi îáëàñòi â C, a0 = 0, |ak| = 1, k = 1, n, r(Bj, aj) � âíóòðiø-
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íié ðàäióñ îáëàñòi Bj â òî÷öi aj (aj ∈ Bj), j = 0, n, äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ

äåÿêî¨ êîíôiãóðàöi¨ îáëàñòåé, ÿêi ìàþòü n-êðàòíó ñèìåòðiþ.

Âiäçíà÷èìî, ùî äëÿ γ > n ïðè âèêîíàííi âñiõ iíøèõ óìîâ ïðîáëå-

ìè 2.1.1 ôóíêöiîíàë (2.1.1) ¹ íåîáìåæåíèì. Êðiì òîãî, òâåðäæåííÿ, ùî

ñèñòåìà îáëàñòåé Bk i òî÷îê ak, k = 0, n, ìà¹ n-êðàòíó ñèìåòðiþ òóò

îçíà÷à¹, ùî äàíà ñèñòåìà iíâàðiàíòíà âiäíîñíî ïîâîðîòó íàâêîëî ïî÷àò-

êó êîîðäèíàò íà êóò 2sπ
n äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî s = 1, n− 1. Äëÿ

îòðèìàííÿ ðîçâ'ÿçêó ïðîáëåìè 2.1.1 ïðè ïåâíèõ ôiêñîâàíèõ çíà÷åííÿõ

n i γ äîñòàòíüî çíàéòè êîíôiãóðàöiþ îáëàñòåé Bk i òî÷îê ak, k = 0, n,

ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì äàíî¨ ïðîáëåìè, òàêó, ùîá çíà÷åííÿ âèðàçó

(2.1.1) äëÿ áóäü-ÿêî¨ iíøî¨ êîíôiãóðàöi¨ íå ïåðåâèùóâàëà çíà÷åííÿ äà-

íîãî âèðàçó äëÿ âêàçàíî¨ êîíôiãóðàöi¨. Çðó÷íèì çàñîáîì äëÿ ïîøóêó

êîíôiãóðàöié, ÿêi ìîæóòü áóòè åêñòðåìàëüíèìè, ¹ ìåòîä ðîçäiëÿþ÷îãî

ïåðåòâîðåííÿ.

Ââåäåìî äåÿêi ïîçíà÷åííÿ, ÿêi áóäóòü íàì ïîòðiáíi íàäàëi. Çãiäíî ç

óìîâîþ ïðîáëåìè, a0 = 0, |ak| = 1, k = 1, n. Ïðèïóñòèìî, äëÿ êîíêðå-

òíîñòi, ùî

0 = arg a1 < arg a2 < ... < arg an < 2π.

Äàëi, îçíà÷èìî ÷èñëà αk òàêèì ÷èíîì:

α1 :=
1

π
(arg a2 − arg a1);α2 :=

1

π
(arg a3 − arg a2); ...

αn :=
1

π
(2π − arg an).

(2.1.2)

Çðîçóìiëî, ùî α1 + α2 + ...+ αn = 2.

Ïîçíà÷èìî òàêîæ

α0 = max
k
αk, k = 1, n. (2.1.3)

Çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ðîçäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ áóâ îòðèìàíèé íàñ-

òóïíèé ðåçóëüòàò.
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Ëåìà 2.1.1. [114], [24]. Äëÿ ñèñòåìè îáëàñòåé Dk, k = 0, n i òî÷îê ak,

k = 0, n, äå Dk, ak � âiäïîâiäíî êðóãîâi îáëàñòi i ïîëþñè êâàäðàòè÷íîãî

äèôåðåíöiàëà

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2

ïðàâèëüíà ðiâíiñòü

I0n(γ) = rγ(D0, a0)
n∏

k=1

r(Dk, ak) =

=

(
4

n

)n
(
4γ
n2

) γ
n(

1− γ
n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ

n

1 +
√
γ

n

)2
√
γ

.

Âïåðøå çíà÷åííÿ I0n(γ) îòðèìàíî â ðîáîòi [64] ïðè γ = 1, äëÿ äîâiëü-

íîãî γ � â ðîáîòi [114]. Ôîðìà I0n(γ), ÿêà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â äàíié ðîáîòi,

áóëà çàïðîïîíîâàíà â ðîáîòi [24].

Íàäàëi íàì ÷àñòî áóäå ïîòðiáíî âèêîðèñòîâóâàòè ïîâåäiíêó ââåäåíîãî

ôóíêöiîíàëà I0n(γ) ÿê ôóíêöi¨ âiä γ.

Ëåìà 2.1.2. Ïðàâèëüíà ðiâíiñòü

(I0n(γ))
′
γ = I0n(γ)

(
1

n
ln

(
4γ

n2 − γ

)
+

1
√
γ
ln

(
n−√

γ

n+
√
γ

))
. (2.1.4)

Äîâåäåííÿ ëåìè 2.1.2. Çíàéäåìî ïîõiäíó âèðàçó I0n(γ), âêàçàíîãî

â ëåìi 2.1.1. Âiäçíà÷èìî ñïî÷àòêó, ùî

(I0n(γ))
′ = I0n(γ)

(
ln
(
I0n(γ)

))′
. (2.1.5)

Äàëi îòðèìà¹ìî:

(
ln
(
I0n(γ)

))′
=

ln

 (
4γ
n2

) γ
n(

1− γ
n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ

n

1 +
√
γ

n

)2
√
γ
′

=

=

(
γ

n
ln

4γ

n2
−
(
n+

γ

n

)
ln
(
1− γ

n2

)
+ 2

√
γ ln

(
1−

√
γ

n

)
− 2

√
γ ln

(
1 +

√
γ

n

))′
=
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=
1

n
ln

4γ

n2
+

1

n
− 1

n
ln
(
1− γ

n2

)
+
n+ γ

n

1− γ
n2

· 1

n2
+

1
√
γ
ln

(
1−

√
γ

n

)
−

− 1

n
(
1−

√
γ

n

) − 1
√
γ
ln

(
1 +

√
γ

n

)
− 1

n
(
1 +

√
γ

n

) =

=
1

n
ln

(
4γ

n2 − γ

)
+
1

n

(
1 +

n2 + γ

n2 − γ
− n

n−√
γ
− n

n+
√
γ

)
+

1
√
γ
ln

(
n−√

γ

n+
√
γ

)
=

=
1

n
ln

(
4γ

n2 − γ

)
+

1
√
γ
ln

(
n−√

γ

n+
√
γ

)
.

Ïiäñòàâèâøè äîâåäåíó âèùå ðiâíiñòü â (2.1.5), îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü

(2.1.4). Ëåìó 2.1.2 äîâåäåíî.

Òàêîæ ó äàíîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ àíàëîãi÷íà çàäà÷à, àëå ç äî-

äàòêîâîþ óìîâîþ, ùî îáëàñòi, ÿêi ìiñòÿòü òî÷êè îäèíè÷íîãî êîëà, ñè-

ìåòðè÷íi ùîäî äàíîãî êîëà.

Ïðîáëåìà 2.1.2. Íåõàé n ∈ N, n ≥ 2 i γ ∈ R+, ïðè÷îìó γ ≤ n. Äëÿ

äîâiëüíî¨ ñèñòåìè òî÷îê ak i îáëàñòåé Bk, k = 0, n, òàêèõ, ùî a0 = 0,

|a1| = . . . = |an| = 1, ak ∈ Bk ⊂ C, äå Bi

⋂
Bj = ∅ äëÿ 0 ≤ i, j ≤ n

i i ̸= j, ïðè÷îìó îáëàñòi B1, . . . , Bn ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî îäèíè÷íîãî

êîëà, çíàéòè òî÷íó âåðõíþ îöiíêó äëÿ ôóíêöiîíàëà

In(γ) = rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak).

Çàóâàæèìî, ùî ïðîáëåìà 2.1.2 íå òîòîæíà äî ïðîáëåìè 2.1.1, îñêiëüêè

â åêñòðåìàëüíèõ êîíôiãóðàöiÿõ â ïðîáëåìi 2.1.1, ó âèïàäêàõ, äå âîíè

âiäîìi, îáëàñòi, ÿêi ìiñòÿòü òî÷êè îäèíè÷íîãî êîëà, íå ¹ ñèìåòðè÷íèìè

âiäíîñíî äàíîãî êîëà.

Êîíôiãóðàöiþ îáëàñòåé, ÿêà ìîæå áóòè åêñòðåìàëüíîþ, áóëî çíàéäåíî

çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ðîçäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ.
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Ëåìà 2.1.3. [64], [34] Äëÿ ñèñòåìè îáëàñòåé Dk, k = 0, n i òî÷îê ak,

k = 0, n, äå Dk, ak � âiäïîâiäíî êðóãîâi îáëàñòi i ïîëþñè êâàäðàòè÷íîãî

äèôåðåíöiàëà

Q(w)dw2 = −γw
2n + 2(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

J0
n(γ) = rγ(D0, a0)

n∏
k=1

r(Dk, ak) =

=

(
4

n

)n
(
2γ
n2

) γ
n(

1− 2γ
n2

)n
2+

γ
n

(
1−

√
2γ
n

1 +
√
2γ
n

)√
2γ

.

Çíà÷åííÿ J0
n(γ) äëÿ âèïàäêó îáëàñòåé, ñèìåòðè÷íèõ âiäíîñíî îäèíè÷-

íîãî êîëà, ó ôîðìi, ÿêà çàïèñàíà âèùå, áóëî îòðèìàíî, íàïðèêëàä, â

ðîáîòi [34]. Âiäçíà÷èìî, ùî iíêîëè, äå öå íå âèêëèêàòèìå íåïîðîçóìiíü,

ôóíêöiîíàë, îòðèìàíèé â ëåìi 2.1.3, ìè òåæ ïîçíà÷àòèìåìî I0n(γ).

Íàäàëi íàì ÷àñòî áóäå ïîòðiáíî âèêîðèñòîâóâàòè ïîâåäiíêó ââåäåíîãî

ôóíêöiîíàëà J0
n(γ) ÿê ôóíêöi¨ âiä γ.

Ëåìà 2.1.4. Ïðàâèëüíà ðiâíiñòü

(J0
n(γ))

′
γ = J0

n(γ)

(
1

n
ln

(
2γ

n2 − 2γ

)
+

1√
2γ

ln

(
n−

√
2γ

n+
√
2γ

))
. (2.1.6)

Äîâåäåííÿ ëåìè 2.1.4. Çíàéäåìî ïîõiäíó âèðàçó J0
n(γ), âêàçàíîãî

â ëåìi 2.1.2. Çàñòîñó¹ìî äëÿ âèðàçó J0
n(γ) ôîðìóëó (2.1.5). Áóäåìî ìàòè:

(
ln
(
J0
n(γ)

))′
=

ln

 (
2γ
n2

) γ
n(

1− 2γ
n2

)n
2+

γ
n

(
1−

√
2γ
n

1 +
√
2γ
n

)√
2γ
′

=

=

(
γ

n
ln

2γ

n2
−
(n
2
+
γ

n

)
ln

(
1− 2γ

n2

))′
+
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+

(√
2γ ln

(
1−

√
2γ

n

)
−
√

2γ ln

(
1 +

√
2γ

n

))′

=

=
1

n
ln

2γ

n2
+

1

n
− 1

n
ln

(
1− 2γ

n2

)
+

n
2 +

γ
n

1− 2γ
n2

· 2

n2
+

1√
2γ

ln

(
1−

√
2γ

n

)
−

− 1

n−
√
2γ

− 1√
2γ

ln

(
1 +

√
2γ

n

)
− 1

n+
√
2γ

=

=
1

n
ln

(
2γ

n2 − 2γ

)
+

1

n

(
1 +

n2 + 2γ

n2 − 2γ
− n

n−
√
2γ

− n

n+
√
2γ

)
+

+
1√
2γ

ln

(
n−

√
2γ

n+
√
2γ

)
=

=
1

n
ln

(
2γ

n2 − 2γ

)
+

1√
2γ

ln

(
n−

√
2γ

n+
√
2γ

)
.

Ïiäñòàâèâøè äîâåäåíó âèùå ðiâíiñòü â (2.1.5), îòðèìà¹ìî (2.1.6).

Ëåìó 2.1.4 äîâåäåíî.

Íåõàé n ∈ N i An :=
{
ak ∈ C : k = 1, n

}
� äåÿêà n-ïðîìåíåâà ñèñòåìà

òî÷îê (äèâ. îçíà÷åííÿ 1.5.4), äå

0 = arg a1 < arg a2 < . . . < arg an < 2π.

Íåõàé Pk = Pk(An) := {w : arg ak < argw < arg ak+1}, an+1 := a1,

αk :=
1

π
arg

ak+1

ak
, αn+1 := α1, k = 1, n. Î÷åâèäíî, ùî

n∑
k=1

αk = 2.

Íåõàé äàíî ìíîæèíó D ⊂ C i òî÷êó a ∈ D. Çâ'ÿçíîþ êîìïîíåíòîþ

ìíîæèíè D, ùî ìiñòèòü òî÷êó a, íàçèâàòèìåìî ìàêñèìàëüíó ïiäìíî-

æèíó ìíîæèíè D, ÿêà ìiñòèòü òî÷êó a, i ÿêà íå ìîæå áóòè ïîêðèòà

îá'¹äíàííÿì äâîõ íåïåðåòèííèõ íåïîðîæíiõ âiäêðèòèõ ìíîæèí.

Íåõàé D � âiäêðèòà ìíîæèíà â C, ÿêà ìiñòèòü ïðîìåíåâó ñèñòåìó

òî÷îê An = {ak}nk=1. ßêùî a ∈ D, òîäi ïîçíà÷èìî ÷åðåç D(a) çâ'ÿçíó
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êîìïîíåíòó D, ÿêà ìiñòèòü òî÷êó a; Dk(ap) � çâ'ÿçíó êîìïîíåíòó ìíî-

æèíè D(ap)∩Pk(An), ÿêà ìiñòèòü òî÷êó ap, p ∈ {k, k+1}, k = 1, n; Dk(0)

� çâ'ÿçíó êîìïîíåíòó ìíîæèíè D(0)∩ Pk(An), ÿêà ìiñòèòü òî÷êó w = 0.

Âíóòðiøíiì ðàäióñîì r (D, ak) âiäêðèòî¨ ìíîæèíè D âiäíîñíî òî÷êè

a íàçèâà¹òüñÿ âíóòðiøíié ðàäióñ çâ'ÿçíî¨ êîìïîíåíòè ìíîæèíè D, ÿêà

ìiñòèòü òî÷êó a.

Íåõàé âiäêðèòà ìíîæèíà D ìiñòèòü äîâiëüíó n-ïðîìåíåâó ñèñòåìó

òî÷îê An = {ak}nk=1, òîäi áóäåìî ãîâîðèòè, ùî òàêà ìíîæèíà çàäîâîëüíÿ¹

óìîâó íåïåðåòèííîñòi âiäíîñíî ñèñòåìè An, ÿêùî ìíîæèíè Dk(ak) i

Dk(ak+1) ïîïàðíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ äëÿ êîæíîãî k = 1, n, an+1 = a1,

òîáòî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Dk(ak) ∩Dk(ak+1) = ∅.

Íåõàé {Bk}nk=1 � äîâiëüíèé íàáið îáëàñòåé òàêèõ, ùî ak ∈ Bk ⊂ C,

k = 1, n. Íåõàé D̃ =
n⋃

k=1

Bk. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ñèñòåìà îáëàñòåé

{Bk}nk=1 çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ÷àñòêîâîãî ïåðåòèíó âiäíîñíî äåÿêî¨ ïðî-

ìåíåâî¨ ñèñòåìè An, ÿêùî âiäêðèòà ìíîæèíà D̃ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó íåïå-

ðåòèííîñòi âiäíîñíî öi¹¨ æ ñèñòåìè òî÷îê An.

Î÷åâèäíî, ùî âèïàäîê âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé ¹ ÷àñòèííèì

âèïàäêîì îáëàñòåé, ÿêi ÷àñòêîâî ïåðåòèíàþòüñÿ.

Äëÿ äîâåäåííÿ äåÿêèõ íàñòóïíèõ ðåçóëüòàòiâ íàì áóäå ïîòðiáíà òàêà

òåîðåìà, ÿêó ìè äîâåäåìî ñïî÷àòêó â äåùî çàãàëüíiøîìó âèãëÿäi, íiæ

áóäåìî íàäàëi âèêîðèñòîâóâàòè.

Òåîðåìà 2.1.1. [200] Íåõàé n ∈ N, n ⩾ 3. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ n-

ïðîìåíåâî¨ ñèñòåìè òî÷îê An = {ak}nk=1 i áóäü-ÿêîãî íàáîðó îáëàñòåé

{Bk}nk=1, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ÷àñòêîâîãî

ïåðåòèíó âiäíîñíî ïðîìåíåâî¨ ñèñòåìè An, à òàêîæ ïðè óìîâi, ùî

r(Bi, ai)r(Bj, aj) ⩽ |ai − aj|2 äëÿ 1 ≤ i, j ≤ n, i ̸= j, ñïðàâåäëèâà íå-
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ðiâíiñòü
n∏

k=1

r(Bk, ak) ⩽ 2nL(An)
n∏

k=1

αk, (2.1.7)

äå L(An) � äèâ. (1.5.11). Çíàê ðiâíîñòi â (2.1.7) äîñÿãà¹òüñÿ òîäi, êî-

ëè ak i Bk, k = 1, n, ¹, âiäïîâiäíî, ïîëþñàìè i êðóãîâèìè îáëàñòÿìè

êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà

Q(w)dw2 = − wn−2

(wn −Rn)2
dw2, (2.1.8)

äå Rn = L(An).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1.1. Ðîçãëÿíåìî âiäêðèòó ìíîæèíó

D =
n⋃

k=1

Bk.

Î÷åâèäíî, ùî

r (Bk, ak) ⩽ r (D, ak) = r (D(ak), ak) . (2.1.9)

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî
n∏

k=1

r (Bk, ak) ⩽
n∏

k=1

r (D, ak) . (2.1.10)

Íåõàé ζ = πk(w) ïîçíà÷à¹ îäíîçíà÷íó ãiëêó áàãàòîçíà÷íî¨ àíàëiòè-

÷íî¨ ôóíêöi¨ −i
(
e−i arg akw

) 1
αk , k = 1, n, ÿêà çäiéñíþ¹ îäíîëèñòå i êîí-

ôîðìíå âiäîáðàæåííÿ

Pk := {w : arg ak < argw < arg ak+1}

íà ïðàâó ïiâïëîùèíó Re ζ > 0. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ôóíêöié

ζ = πk(w) = −i
(
e−i arg akw

) 1
αk , k = 1, n.

Ñiì'ÿ ôóíêöié {πk(w)}nk=1 ¹ äîïóñòèìîþ äëÿ ðîçäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåí-

íÿ îáëàñòåé Bk, k = 1, n, âiäíîñíî êóòiâ {Pk}nk=1. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ω
(1)
k ,
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k = 1, n, îáëàñòü ïëîùèíè Cζ îòðèìàíó â ðåçóëüòàòi îá'¹äíàííÿ çâ'ÿçíî¨

êîìïîíåíòè ìíîæèíè πk(Pk

⋂
Bk), ÿêà ìiñòèòü òî÷êó ω

(1)
k = πk(ak), ç ¨¨

ñèìåòðè÷íèì âiäîáðàæåííÿì âiäíîñíî óÿâíî¨ îñi; ÷åðåç Ω
(2)
k , k = 1, n,

îáëàñòü ïëîùèíè Cζ îòðèìàíó â ðåçóëüòàòi îá'¹äíàííÿ çâ'ÿçíî¨ êîì-

ïîíåíòè ìíîæèíè πk(Pk

⋂
Bk+1), ÿêà ìiñòèòü òî÷êó ω

(2)
k = πk(ak+1),

ç ¨¨ ñèìåòðè÷íèì âiäîáðàæåííÿì âiäíîñíî óÿâíî¨ îñi; Bn+1 := B1,

πn(an+1) := πn(a1). Â îêîëi òî÷êè w = ak âåëè÷èíó w ìîæåìî çàïèñà-

òè ó âèãëÿäi

w = ak + (w − ak).

Òîäi ìà¹ ìiñöå òàêèé ðîçêëàä ó ðÿä:

−i
(
e−i arg akw

) 1
αk = −i

(
e−i arg ak(ak + (w − ak))

) 1
αk =

= −i
(
e−i arg akak

(
1 +

1

ak
(w − ak)

)) 1
αk

= −i
(
|ak|

(
1 +

1

ak
(w − ak)

)) 1
αk

=

= −i|ak|
1
αk

(
1 +

1

ak
(w − ak)

) 1
αk

= −i|ak|
1
αk

(
1 +

1

αk

1

ak
(w − ak) + o(1)

)
=

= −i|ak|
1
αk − i

1

αk

|ak|
1
αk

ak
(w − ak) + o(1).

Çâiäñè îòðèìó¹ìî àñèìïòîòè÷íó ðiâíiñòü

|πk(w)− ω
(1)
k | = 1

αk
|ak|

1
αk

−1 · (w − ak)(1 + o(1)),

äå
o(1)

|w − ak|
→ 0, w → ak.

Òàêèì ÷èíîì, ç âèçíà÷åííÿ ôóíêöié πk âèïëèâà¹, ùî

|πk(w)− πk(ak)| =
1

αk
|ak|

1
αk

−1|w − ak|+ o(1), (2.1.11)

w → ak, w ∈ Pk,

|πk(w)− πk(ak+1)| =
1

αk
|ak+1|

1
αk

−1|w − ak+1|+ o(1),
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w → ak+1, w ∈ Pk, k = 1, n.

Òîäi, âèêîðèñòàâøè âiäïîâiäíi ðåçóëüòàòè ðîáiò [24,70], îòðèìó¹ìî íåðiâ-

íîñòi

r(D, ak) ⩽

r
(
Ω

(2)
k−1, ω

(2)
k−1

)
r
(
Ω

(1)
k , ω

(1)
k

)
1

αk−1
|ak|

1
αk−1

−1 1
αk
|ak|

1
αk

−1


1
2

, k = 1, n. (2.1.12)

Òàêèì ÷èíîì, îäåðæó¹ìî îöiíêó

n∏
k=1

r(D, ak) ⩽ (2.1.13)

⩽
n∏

k=1

αk

n∏
k=1

|ak|

|ak|
1
2

(
1

αk−1
+ 1

αk

)
[

n∏
k=1

r
(
Ω

(1)
k , ω

(1)
k

)
r
(
Ω

(2)
k , ω

(2)
k

)] 1
2

.

Çðîçóìiëî, ùî îáëàñòi Ω(1)
k i Ω(2)

k íå ïåðåòèíàþòüñÿ ïðè âñiõ k = 1, n.

Êðiì òîãî,

ω
(1)
k = πk(ak) = −i

(
e−i arg akak

) 1
αk = −i|ak|

1
αk ,

ω
(2)
k = πk(ak+1) = −i

(
e−i arg akak+1

) 1
αk = i|ak+1|

1
αk , (2.1.14)∣∣ω(1)

k − ω
(2)
k

∣∣ = |ak|
1
αk + |ak+1|

1
αk , k = 1, n.

Âðàõóâàâøè ñïiââiäíîøåííÿ (2.1.14) â íåðiâíîñòi (2.1.13), ìà¹ìî

n∏
k=1

r(D, ak) ⩽
n∏

k=1

αk

n∏
k=1

|ak|
1
αk + |ak+1|

1
αk

|akak+1|
1

2αk

|ak|×

×
n∏

k=1

r
(
Ω

(1)
k , ω

(1)
k

)
r
(
Ω

(2)
k , ω

(2)
k

)
∣∣ω(1)

k − ω
(2)
k

∣∣2


1
2

.

Çâiäñè iç ñïiââiäíîøåííÿ (1.5.11), îäåðæó¹ìî

n∏
k=1

r(D, ak) ⩽
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⩽ 2n
n∏

k=1

αk

n∏
k=1

χ

(∣∣∣ ak
ak+1

∣∣∣ 1
2αk

)
|ak|

 n∏
k=1

r
(
Ω

(1)
k , ω

(1)
k

)
r
(
Ω

(2)
k , ω

(2)
k

)
∣∣ω(1)

k − ω
(2)
k

∣∣2


1
2

.

Îñêiëüêè çà óìîâîþ òåîðåìè

r
(
Ω

(1)
k , ω

(1)
k

)
r
(
Ω

(2)
k , ω

(2)
k

)
∣∣ω(1)

k − ω
(2)
k

∣∣2 ⩽ 1, k = 1, n,

òîìó âèêîíó¹òüñÿ (2.1.7). Ðiâíiñòü â (2.1.7) äîñÿãà¹òüñÿ òîäi, êîëè â íå-

ðiâíîñòÿõ (2.1.12) ðåàëiçó¹òüñÿ çíàê ðiâíîñòi ïðè âñiõ k = 1, n. Êðiì òîãî,

iç óìîâ ðåàëiçàöi¨ çíàêà ðiâíîñòi â (2.1.12) [70] îòðèìó¹ìî ñèìåòðè÷íiñòü

Bk âiäíîñíî ïðîìåíÿ argw = arg ak, k = 1, n. Çâiäñè, ñëiäó¹, ùî αk = 2
n ,

k = 1, n. Òàêèì ÷èíîì, ðiâíiñòü â íåðiâíîñòi (2.1.7) ìîæå áóòè òîäi, êîëè

Bk i ak, k = 1, n, ¹, âiäïîâiäíî, ïîëþñè òà êðóãîâi îáëàñòi êâàäðàòè÷íîãî

äèôåðåíöiàëà (2.1.8).

Òåîðåìà 2.1.1 äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 2.1.1. [24, ñ. 122-123] Íåõàé L(An) = 1, òîäi çà âñiõ óìîâ

òåîðåìè 2.1.1 ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

n∏
k=1

r(Bk, ak) ⩽ 2n
n∏

k=1

αk, (2.1.15)

ïðè÷îìó çíàê ðiâíîñòi â öié íåðiâíîñòi äîñÿãà¹òüñÿ òîäi, êîëè ak i Bk,

k = 1, n, ¹, âiäïîâiäíî, ïîëþñàìè òà êðóãîâèìè îáëàñòÿìè êâàäðàòè-

÷íîãî äèôåðåíöiàëà

Q(w)dw2 = − wn−2

(wn − 1)2
dw2.

Âiäçíà÷èìî, ùî íåðiâíiñòü (2.1.15) âèêîíó¹òüñÿ, çîêðåìà, çà óìîâè,

ùî |ak| = 1, k = 1, n, îñêiëüêè ó öüîìó âèïàäêó L(An) = 1.
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2.2 Ðîçâ'ÿçàííÿ ïðîáëåìè 2.1.1 äëÿ äåÿêèõ

ôiêñîâàíèõ çíà÷åíü n òà ïðè ïåâíèõ

îáìåæåííÿõ íà ñòåïiíü âíóòðiøíüîãî ðà-

äióñà îáëàñòi, ùî ìiñòèòü òî÷êó íóëü

Â äàíîìó ïiäðîçäiëi íàâåäåíî ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi â ïðîáëåìi 2.1.1 äëÿ

âèïàäêó êîíêðåòíèõ ôiêñîâàíèõ çíà÷åíü n.

Çîêðåìà, ïðàâèëüíà íàñòóïíà ëåìà.

Ëåìà 2.2.1. Íåõàé n ∈ N, n ≥ 2; γ ∈ R, ïðè÷îìó 0 < γ < n; ak,

k = 0, n, � äåÿêèé íàáið òî÷îê êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, òàêèõ, ùî a0 = 0,

|ak| = 1, k = 1, n; B0, B1, B2,...,Bn, � ïîïàðíî íåïåðåòèíi îáëàñòi â C,
ïðè÷îìó aj ∈ Bj, j = 0, n; r(Bj, aj) � âíóòðiøíié ðàäióñ îáëàñòi Bj â

òî÷öi aj. Òîäi ïðè óìîâi, ùî r(B0, a0) ≥ q
1

γ−n âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:

rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) ≤ q.

Äîâåäåííÿ ëåìè 2.2.1. Íåõàé r(B0, a0) = p ≥ q
1

γ−n . Çàñòîñóâàâøè

òåîðåìó Ëàâðåíòü¹âà [129] (äèâ. ôîðìóëó (1.6.1)) äëÿ îáëàñòåé B0 i B1,

îòðèìà¹ìî, ùî

r(B0, 0) · r(B1, a1) ≤| a1 |= 1.

Îñêiëüêè r(B0, 0) = p, òî r(B1, a1) ≤ 1
p . Àíàëîãi÷íî r(Bk, ak) ≤ 1

p äëÿ

k = 2, n. Òîäi

rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) ≤ pγ · 1
pn = pγ−n ≤ (q

1
γ−n )γ−n = q.

Ëåìó 2.2.1 äîâåäåíî.

Â íàñòóïíié òåîðåìi ðîçãëÿäà¹òüñÿ âèïàäîê, äå êiëüêiñòü òî÷îê {ak},
ÿêi ëåæàòü íà îäèíè÷íîìó êîëi, äîðiâíþ¹ òðüîì.
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Òåîðåìà 2.2.1. [193] Íåõàé γ � äåÿêå äiéñíå ÷èñëî, òàêå, ùî

0 < γ ≤ 1.7. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó ðiçíèõ òî÷îê {ak}, k = 0, 3,

òàêèõ, ùî a0 = 0, |ak| = 1, k = 1, 3, i äîâiëüíîãî íàáîðó âçà¹ìíî íå-

ïåðåòèííèõ îáëàñòåé {Bk}, òàêèõ, ùî ak ∈ Bk, k = 0, 3 âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü:

rγ(B0, a0)
3∏

k=1

r(Bk, ak) ≤
(
4

3

)3
(
4γ
3

)γ
3(

1− γ
9

)3+γ
3

(
1−

√
γ

3

1 +
√
γ

3

)2
√
γ

. (2.2.1)

Çíàê ðiâíîñòi â íåðiâíîñòi (2.2.1) äîñÿãà¹òüñÿ, çîêðåìà, äëÿ âèïàäêó,

êîëè òî÷êè ak i îáëàñòi Bk (k = 0, 3) ¹, âiäïîâiäíî, ïîëþñàìè i êðóãî-

âèìè îáëàñòÿìè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà

Q(w)dw2 = −(9− γ)w3 + γ

w2(w3 − 1)2
dw2.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.2.1. Çãiäíî ç óìîâîþ òåîðåìè, a0 = 0, |ak| =
1, k = 1, 3. Ïðèïóñòèìî, íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ùî

0 = arg a1 < arg a2 < arg a3 < 2π.

Îçíà÷èìî ÷èñëà αk, k = 1, 3, òà α0 òàê, ÿê i ó ôîðìóëàõ (2.1.2) òà (2.1.3).

Çàóâàæèìî, ùî àíàëîãi÷íó òåîðåìó äëÿ âèïàäêó 0 < γ ≤ 1.5 áóëî

äîâåäåíî â ðîáîòi [203], à äëÿ âèïàäêó 0 < γ ≤ 2.3 ïðè âèêîíàííi äîäà-

òêîâî¨ óìîâè α0 ≤ 2π√
γ � â ðîáîòi [48]. Òîìó íàì çàëèøà¹òüñÿ ðîçãëÿíóòè

âèïàäîê 1.5 < γ ≤ 1.7 i α0 >
2π√
γ . Äëÿ çðó÷íîñòi áóäåìî äîâîäèòè îñíîâíå

òâåðäæåííÿ äëÿ α0 ≥ 2π√
γ .

Ïîçíà÷èìî

I3(γ) := rγ(B0, a0)
3∏

k=1

r(Bk, ak).

Ïîçíà÷èìî òàêîæ I03(γ) çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëà I3(γ) äëÿ êîíôiãóðàöi¨

îáëàñòåé Bk i òî÷îê ak, (k = 0, 3), ÿêi ¹ êðóãîâèìè îáëàñòÿìè i ïîëþñàìè

êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà Q(w)dw2. Çãiäíî ç ëåìîþ 2.1.1, ïðàâèëüíà
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ðiâíiñòü

I03(γ) =

(
4

3

)3
(
4γ
3

)γ
3(

1− γ
9

)3+γ
3

(
1−

√
γ

3

1 +
√
γ

3

)2
√
γ

.

Íåõàé, äëÿ êîíêðåòíîñòi, r(B0, 0) = p. Òîäi, çãiäíî ç òåîðåìîþ 2 ðîáîòè

[121] (äèâ. ôîðìóëó (1.6.3)), âðàõîâóþ÷è, ùî |ak − a0| = 1 äëÿ k = 1, 3,

ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

3∏
k=0

r (Bk, ak) ≤
9

4
8
3

(|a1 − a2| · |a1 − a3| · |a2 − a3|)
2
3 ,

à òîìó îòðèìà¹ìî:

I3(γ) = rγ(B0, a0)
3∏

k=1

r(Bk, ak) =

= pγ−1
3∏

k=0

r(Bk, ak) ≤ 9 · 4−
8
3pγ−1

( ∏
0≤i<j≤3

|ai − aj|

) 2
3

=

= 9 · 4−
8
3pγ−1

( ∏
1≤i<j≤3

|ai − aj|

) 2
3

. (2.2.2)

Äîâåäåìî ñïî÷àòêó, ùî òâåðäæåííÿ òåîðåìè ïðàâèëüíå äëÿ γ = 1.7.

Ïîçíà÷èìî p0(γ) = (I03(γ))
1

γ−3 .

Áåçïîñåðåäíiì îá÷èñëåííÿì îòðèìà¹ìî, ùî I03(1.7) ≈ 0.3763.

Äàëi, äëÿ γ = 1.7 i n = 3 çàñòîñó¹ìî ëåìó 2.2.1, âçÿâøè q = I03(1.7).

Îòðèìà¹ìî, ùî äëÿ r(B0, a0) ≥ (I03(1.7))
1

1.7−3 ≈ 2.1208 ïðàâèëüíà íåðiâ-

íiñòü rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) ≤ I03(1.7), à òîìó ó öüîìó âèïàäêó âiäïîâiäíi

êîíôiãóðàöi¨ îáëàñòåé Bk i òî÷îê ak íå ìîæóòü áóòè åêñòðåìàëüíèìè.

Íåõàé òåïåð r(B0, 0) ≤ (I03(1.7))
1

1.7−3 . Òîäi, çà (2.2.2), îòðèìà¹ìî, ùî

I3(γ) ≤ 9 · 4−
8
3pγ−1 (|a1 − a2| · |a1 − a3| · |a2 − a3|)

2
3 .

Íåõàé, äëÿ êîíêðåòíîñòi α0 = α1. Îñêiëüêè, çà ïðèïóùåíÿì α0 ≥ 2√
γ > 1,
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îòðèìà¹ìî:

|a1 − a2| ≤ 2 sin
π
(
2− 2√

γ

)
2

= 2 sin π

(
1− 1

√
γ

)
= 2 sin

π
√
γ
.

Äàëi, îñêiëüêè α2 + α3 = 2 − α1 ≤ 2 − 2√
γ , òî, äîñëiäèâøè âèðàç

|a1 − a3| · |a2 − a3| ïðè äàíié óìîâi, îòðèìà¹ìî, ùî éîãî ìàêñèìóì

äîñÿãà¹òüñÿ ó âèïàäêó, êîëè α2 i α3 ðiâíi ìiæ ñîáîþ, à òîäi

|a1 − a3| = |a2 − a3| ≤ 2 sin
π

2

(
1− 1

√
γ

)
.

Îòæå, äëÿ α0 ≥ 2√
γ îòðèìà¹ìî

I3(γ) ≤ 9 · 4−
8
3pγ−1 (|a1 − a2| · |a1 − a3| · |a2 − a3|)

2
3 ≤

≤ 9 · 4−
5
3pγ−1

0 (γ) sin
4
3
π

2

(
1− 1

√
γ

)
sin

2
3
π
√
γ
.

Ïiäñòàâèâøè âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ γ i p0(γ), îòðèìà¹ìî, ùî

I3(1.7) ≤ 0.3289 < 0.3763 < I03(1.7),

à îòæå äëÿ âèïàäêó γ = 1.7 òåîðåìà 2.2.1 äîâåäåíà.

Íåõàé òåïåð γ ∈ (1.5; 1.7). Çãiäíî ç ëåìîþ 2.1.2

(I03(γ))
′
γ = I03(γ)

(
1

3
ln

(
4γ

9− γ

)
+

1
√
γ
ln

(
3−√

γ

3 +
√
γ

))
.

Îñêiëüêè äëÿ äàíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà γ îáèäâà äîäàíêè â äóæêàõ â

ïðàâié ÷àñòèíi íàâåäåíî¨ âèùå ðiâíîñòi ¹ âiä'¹ìíèìè, òî ïðè óìîâàõ òåî-

ðåìè (I03(γ))
′
γ < 0, à òîìó ôóíêöiîíàë I03(γ) ñïàäà¹ ÿê ôóíêöiÿ âiä γ íà

ïðîìiæêó (1.5; 1.7), à îòæå íà äàíîìó ïðîìiæêó I03(γ) ≥ I03(1.7) ≈ 0.3763.

Âèêîíàâøè åëåìåíòàðíi äîñëiäæåííÿ âèðàçó

9 · 4−
5
3pγ−1

0 (γ) sin
4
3
π

2

(
1− 1

√
γ

)
· sin

2
3
π
√
γ

ÿê ôóíêöi¨ âiä γ ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî íà ïðîìiæêó (1.5; 1.7) äàíà ôóíêöiÿ

çðîñòà¹.

117



Ðèñ. 2.1: Ìàëþíîê äî òåîðåìè 2.2.1.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äëÿ âñiõ γ ∈ (1.5; 1.7] i ïðè âèêîíàííi âñiõ óìîâ

òåîðåìè 2.2.1
I3(γ)

I03(γ)
≤ I3(1.7)

I03(1.7)
< 1,

çâiäêè i âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü (2.2.1).

Òåîðåìó 2.2.1 äîâåäåíî.

Çàóâàæèìî, ùî ïiçíiøå, â ðîáîòi [31] çà äîïîìîãîþ äåÿêîãî âäîñêîíà-

ëåííÿ ìåòîäó äîñëiäæåííÿ áóëî äîâåäåíî òåîðåìó, àíàëîãi÷íó äî òåîðåìè

2.2.1, äëÿ âèïàäêó 1 < γ ≤ 2.1.

Â íàñòóïíié òåîðåìi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÷àñòêîâèé âèïàäîê ïðîáëåìè 2.1.1

äëÿ n = 4, àëå ç äåÿêèì îáìåæåííÿì íà âíóòðiøíié ðàäióñ îáëàñòi, ùî

ìiñòèòü òî÷êó íóëü.

Òåîðåìà 2.2.2. Äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî γ, òàêîãî, ùî 2.09 < γ ≤ 4,

äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó òî÷îê ak, k = 0, 4, òàêèõ, ùî a0 = 0, |ak| = 1,

k = 1, 4, i äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé B0,

B1, B2, B3, B4 â C, òàêèõ, ùî ak ∈ Bk, k = 0, 4, òà ïðè äîäàòêîâié
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óìîâi r(B0, a0) ≤ 1
2 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:

rγ(B0, a0)
4∏

k=1

r(Bk, ak) <
(γ4)

γ
4

(1− γ
16)

4+γ
4

(
1−

√
γ

4

1 +
√
γ

4

)2
√
γ

. (2.2.3)

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.2.2.

Çàóâàæèìî, ùî íåðiâíiñòü (2.2.3) áåç äîäàòêîâèõ îáìåæåíü íà îáëàñòü

B0 äëÿ âèïàäêó n = 4 i γ = 1 áóëà äîâåäåíà â ðîáîòi [64], 0 < γ < 1 � â

ðîáîòi [127], 1 < γ ≤ 2.09 � â ðîáîòi [30].

Ïîçíà÷èìî

I4(γ) = rγ(B0, a0)
4∏

k=1

r(Bk, ak)

òà

I04(γ) =
(γ4)

γ
4

(1− γ
16)

4+γ
4

(
1−

√
γ

4

1 +
√
γ

4

)2
√
γ

.

Çãiäíî ç ëåìîþ 2.1.2

(I04(γ))
′
γ = I04(γ)

(
1

4
ln

(
4γ

16− γ

)
+

1
√
γ
ln

(
4−√

γ

4 +
√
γ

))
.

Åëåìåíòàðíèìè äîñëiäæåííÿìè â ðiâíîñòi (2.1.4) ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî

ôóíêöiÿ I04(γ) ñïàäà¹ íà ïðîìiæêó 2.09 < γ ≤ 4.

Çãiäíî ç óìîâîþ çàäà÷i, a0 = 0, |ak| = 1, k = 1, 4. Ïðèïóñòèìî äëÿ

êîíêðåòíîñòi, ùî

0 ≤ arg a1 < arg a2 < arg a3 < arg a4 < 2π.

Îçíà÷èìî ÷èñëà αk, k = 1, 4, òà α0 òàê, ÿê i ó ôîðìóëàõ (2.1.2)

òà (2.1.3). Çàóâàæèìî, ùî çãiäíî ç ðåçóëüòàòîì ðîáîòè [114], íåðiâíiñòü

(2.2.3) ¹ ïðàâèëüíîþ çà óìîâè, ùî α0 ≤ 2√
γ . Òîìó íàì çàëèøà¹òüñÿ ðîç-

ãëÿíóòè âèïàäîê α0 >
2√
γ . Äëÿ çðó÷íîñòi ðîçãëÿäàòèìåìî äåùî øèðøèé

âèïàäîê α0 ≥ 2√
γ .

Ïîçíà÷èìî òàêîæ

π

(
1− 1

√
γ

)
:= µ(γ).
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Ðèñ. 2.2: Åêñòðåìàëüíà êîíôiãóðàöiÿ äëÿ n=4

Çà óìîâîþ

I4(γ) = rγ(B0, a0)
4∏

k=1

r(Bk, ak) ≤
(
1

2

)γ 4∏
k=1

r(Bk, ak).

Çà òåîðåìîþ 2 ðîáîòè [121] ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

4∏
k=1

r(Bk, ak) ≤
9

4
8
3

(|a1−a2| · |a1−a3| · |a2−a3| · |a1−a4| · |a2−a4| · |a3−a4|)
2
3 .

Âèêîðèñòîâóþ÷è äâi îñòàííi íåðiâíîñòi, îòðèìà¹ìî:

rγ(B0, a0)
4∏

k=1

r(Bk, ak) ≤(
1

2

)γ
9

4
8
3

(|a1 − a2| · |a1 − a3| · |a2 − a3| · |a1 − a4| · |a2 − a4| · |a3 − a4|)
2
3 .

Äàëi, âðàõîâóþ÷è, ùî α0 ≥ 2√
γ , i, äîñëiäèâøè îñòàííié âèðàç íà åêñ-

òðåìóì ïðè äàíié óìîâi íà α0, îòðèìà¹ìî, ùî éîãî ìàêñèìóì äîñÿãà¹òüñÿ

äëÿ âèïàäêó, êîëè îäíå ç αk =
2√
γ , à âñi iíøi ðiâíi ìiæ ñîáîþ, à îòæå ìà-

òèìåìî íàñòóïíó íåðiâíiñòü:

I4(γ) ≤
(
1

2

)γ

16 · 9

4
8
3

sin2
(
µ(γ)

3

)
sin

4
3

(
2µ(γ)

3

)
sin

2
3 µ(γ) =
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=

(
1

2

)γ
9

4
2
3

sin2
(
µ(γ)

3

)
sin

4
3

(
2µ(γ)

3

)
sin

2
3 µ(γ).

Íåõàé 9

4
2
3
sin2

(
µ(γ)
3

)
sin

4
3

(
2µ(γ)
3

)
sin

2
3 µ(γ) = Φ(γ). Ðîçiá'¹ìî ïðîìiæîê

γ ∈ (2.09; 4] íà äåêiëüêà ìåíøèõ ïðîìiæêiâ.

Íåõàé ñïî÷àòêó γ ∈ (2.09; 2.8]. Òîäi, âðàõóâàâøè, ùî Φ(γ) çðîñòà¹ íà

âêàçàíîìó ïðîìiæêó, îòðèìà¹ìî

I4(γ) ≤
(
1

2

)2.09

Φ(2.8) = 0.092058.

Â òîé æå ÷àñ

I04(2.8) = 0.097443,

òîáòî äëÿ γ ∈ (2.09; 2.8]

I4(γ) < 0.092058 < I04(2.8) ≤ I04(γ),

à îòæå äëÿ α0 ≥ 2√
γ i γ ∈ (2.09; 2.8] êîíôiãóðàöi¨ îáëàñòåé íå ìîæóòü

áóòè åêñòðåìàëüíèìè.

Íåõàé òåïåð γ ∈ (2.8; 3.2]. Òîäi

I4(γ) ≤
(
1

2

)2.8

Φ(3.2) = 0.074467 < 0.078027 ≈ I04(3.2),

òîáòî äëÿ γ ∈ (2.8; 3.2]

I4(γ) < 0.074467 < I04(3.2) ≤ I04(γ),

à îòæå äëÿ α0 ≥ 2√
γ i γ ∈ (2.8; 3.2] êîíôiãóðàöi¨ îáëàñòåé íå ìîæóòü áóòè

åêñòðåìàëüíèìè.

Àíàëîãi÷íî äëÿ γ ∈ (3.2; 3.5]

I4(γ) ≤
(
1

2

)3.2

Φ(3.5) ≈ 0.065995 < 0.066642 < I04(3.5) ≤ I04(γ).

Äëÿ γ ∈ (3.5; 3.7]

I4(γ) ≤
(
1

2

)3.5

Φ(3.7) ≈ 0.058435 < 0.060225 < I04(3.7) ≤ I04(γ).
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Äëÿ γ ∈ (3.7; 3.85]

I4(γ) ≤
(
1

2

)3.7

Φ(3.85) ≈ 0.053862 < 0.05593 < I04(γ) ≤ I04(γ).

Äëÿ γ ∈ (3.85; 4]

I4(γ) ≤
(
1

2

)3.85

Φ(4) ≈ 0.051116 < 0.052025 < I04(4) ≤ I04(γ).

Âiäçíà÷èìî, ùî ðîçáèòòÿ ïiââiäðiçêà (2.09;4] íà äåêiëüêà ïðîìiæêiâ

íàì çíàäîáèëîñÿ òîìó, ùî íà äàíîìó ïiââiäðiçêó ôóíêöiÿ
(
1
2

)γ
ñïàäà¹, à

ôóíêöiÿ Φ(γ) � çðîñòà¹.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äëÿ γ ∈ (2.09; 4] i α0 ≥ 2√
γ

I4(γ) < I04(γ) =
(γ4)

γ
4

(1− γ
16)

4+γ
4

(
1−

√
γ

4

1 +
√
γ

4

)2
√
γ

.

À öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ α0 ≥ 2√
γ , äëÿ êîíôiãóðàöié îáëàñòåé, ÿêi çàäî-

âîëüíÿþòü óìîâè òåîðåìè 2.2.2, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (2.2.3). À òîìó,

âðàõîâóþ÷è ðåçóëüòàòè ðîáîòè [114], îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü (2.2.3) äëÿ

çàãàëüíîãî âèïàäêó.

Òåîðåìà 2.2.2 äîâåäåíà.

Â íàñòóïíié òåîðåìi ðîçãëÿäà¹òüñÿ âèïàäîê, êîëè êiëüêiñòü òî÷îê, ÿêi

íàëåæàòü îäèíè÷íîìó êîëó, äîðiâíþ¹ 5, 6, 7 àáî 8.

Òåîðåìà 2.2.3. [26, 206] Íåõàé n = 5, 6, 7, 8, γ5 = 2.32, γ6 = 2.49,

γ7 = 2.67, γ8 = 2.84. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî γ, òàêîãî, ùî

1 < γ ≤ γn, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

In(γ) := rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) ≤ rγ(D0, d0)
n∏

k=1

r(Dk, dk),

äå B0, B1, B2,...,Bn, (n ≥ 2), � ïîïàðíî íåïåðåòèíi îáëàñòi â C, a0 = 0,

|ak| = 1, k = 1, n, à dk, Dk, � âiäïîâiäíî ïîëþñè i êðóãîâi îáëàñòi êâàä-

ðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2. (2.2.4)
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Çàóâàæèìî, ùî, âðàõîâóþ÷è ðåçóëüòàòè ðîáîòè [25], íàì äîñòàòíüî

äîâåñòè òåîðåìó 2.2.3 äëÿ n0.38 < γ ≤ γn, îäíàê äëÿ ïîâíîòè âèêëàäîê

äîâåäåííÿ ïðîâåäåíî äëÿ âèïàäêó 1 < γ ≤ γn.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.2.3. Íåõàé, ÿê i â ïîïåðåäíiõ òåîðåìàõ,

0 = arg a1 < arg a2 < ... < arg an < 2π;

α1 :=
1
π(arg a2 − arg a1), α2 :=

1
π(arg a3 − arg a2) ... αn := 1

π(2π − arg an),

à òàêîæ α0 = max
k
αk.

Çàóâàæèìî, ùî âèïàäîê αk
√
γ ≤ 2 áóâ ðîçãëÿíóòèé â ðîáîòi [114].

Òîìó íàì çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè ïðàâèëüíiñòü òåîðåìè äëÿ α0
√
γ > 2.

Äëÿ çðó÷íîñòi âñi íàñòóïíi ìiðêóâàííÿ áóäåìî ïðîâîäèòè äëÿ α0 ≥ 2√
γ .

Âèðàç In(γ) çàïèøåìî â íàñòóïíîìó âèãëÿäi:

In(γ) = rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) =

(
n∏

k=1

(r(B0, a0)r(Bk, ak)r(Bk+1, ak+1)

) γ
n
(

n∏
k=1

r(Bk, ak)

)1− 2γ
n

,

äå Bn+1 := B1, an+1 := a1 i, âiäïîâiäíî, r(Bn+1, an+1) = r(B1, a1).

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó Ãîëóçiíà [83, ñ. 165], îòðèìà¹ìî íàñòóïíi

îöiíêè:

r(B0, a0)r(Bk, ak)r(Bk+1, ak+1) ≤

≤ 64

81
√
3
· |ak − a0| · |ak+1 − a0| · |ak+1 − ak| =

64

81
√
3
|ak+1 − ak|.

Çâiäñè áóäåìî ìàòè:(
n∏

k=1

(r(B0, a0)r(Bk, ak)r(Bk+1, ak+1)

) γ
n

≤

≤
(

64

81
√
3

)γ
(

n∏
k=1

|ak+1 − ak|

) γ
n

. (2.2.5)
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Âiäçíà÷èìî, ùî çãiäíî ç òåîðåìîþ 5.1.1 ðîáîòè [24] (äèâ. òàêîæ íàñëi-

äîê 2.1.1 äàíî¨ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè), ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü:

n∏
k=1

r(Bk, ak) ≤ 2n
n∏

k=1

αk. (2.2.6)

Âèêîðèñòîâóþ÷è (2.2.6), îòðèìà¹ìî:(
n∏

k=1

r(Bk, ak)

)1− 2γ
n

⩽

[
2n

n∏
k=1

αk

]1− 2γ
n

⩽

[
2nα0

(
2− α0

n− 1

)n−1
]1− 2γ

n

<

<

[
2n+1

(n− 1)n−1√γ

(
2− 2

√
γ

)n−1
]1− 2γ

n

. (2.2.7)

Âðàõîâóþ÷è (2.2.5) i (2.2.7), à òàêîæ òå, ùî α0 ≥ 2√
γ , îòðèìà¹ìî íà-

ñòóïíó íåðiâíiñòü:

In(γ) <

(
64

81
√
3

)γ
(

n∏
k=1

|ak+1 − ak|

) γ
n
[

2n+1

(n− 1)n−1√γ

(
2− 2

√
γ

)n−1
]1− 2γ

n

≤

≤
(

64

81
√
3

)γ (
2 sin

(
π

n− 1

(
1− 1

√
γ

))) (n−1)γ
n
(
2 sin π

(
1− 1

√
γ

)) γ
n

·

·

[
2n+1

(n− 1)n−1√γ

(
2− 2

√
γ

)n−1
]1− 2γ

n

=: Pn(γ).

Íåõàé I0n(γ) � çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëà In(γ) äëÿ îáëàñòåéDk i òî÷îê dk,

çãàäàíèõ â óìîâi òåîðåìè. Òîäi, çãiäíî ç ëåìîþ 2.1.1 (äèâ. òàêîæ òåîðåìó

5.2.3 [24]), âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü:

I0n(γ) = rγ (D0, 0)
n∏

k=1

r (Dk, dk) =

=

(
4

n

)n
(
4γ
n2

) γ
n(

1− γ
n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ

n

1 +
√
γ

n

)2
√
γ

, (2.2.8)
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äå Dk � çãàäàíi âèùå êðóãîâi îáëàñòi êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà

(2.2.4).

Òîäi
In(γ)

I0n(γ)
<
Pn(γ)

I0n(γ)
.

Ïåðåéäåìî äî ðîçãëÿäó êîíêðåòíèõ çíà÷åíü n.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê n = 5 i α0
√
γ ≥ 2. Äëÿ γ = 2.32, âðàõîâóþ÷è

(2.2.8), îòðèìà¹ìî, ùî P5(2.32)
I05 (2.32)

< 0.0516
0.0518 < 0.997 < 1, à çíà÷èòü äëÿ äàíèõ

çíà÷åíü n i γ äëÿ äîâiëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨ îáëàñòåé Bk i òî÷îê ak, ÿêi

çàäîâiëüíÿþòü âñi óìîâè òåîðåìè 2.2.3, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü I5(2.32) ≤
I06(2.32), òîáòî äëÿ γ = 2.32 òåîðåìà äîâåäåíà.

Íåõàé òåïåð 1 < γ < 2.32. Åëåìåíòàðíèìè äîñëiäæåííÿìè ïåðåêîíó¹-

ìîñÿ, ùî ôóíêöiÿ P5(γ) ìîíîòîííî çðîñòà¹ íà äàíîìó ïðîìiæêó, à îòæå

P5(γ) < P5(2.32). Â òîé æå ÷àñ, çãiäíî ç ëåìîþ 2.1.2, îòðèìà¹ìî, ùî

(I05(γ))
′
γ = I05(γ)

(
1

5
ln

(
4γ

25− γ

)
+

1
√
γ
ln

(
5−√

γ

5 +
√
γ

))
.

Äëÿ 1 < γ < 2.32 îáèäâà âèðàçè, âiä ÿêèõ áåðåòüñÿ ëîãàðèôì, ìåíøi

îäèíèöi, òîìó (I05(γ))
′
γ < 0. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ I05(γ) ìîíî-

òîííî ñïàäà¹, à îòæå I05(γ) > I05(2.32). Ïiäñóìîâóþ÷è âèùå ñêàçàíå, äëÿ

äîâiëüíîãî γ òàêîãî, ùî 1 < γ < 2.32 âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi íåðiâíîñòi:

I5(γ)

I05(γ)
<
P5(γ)

I05(γ)
<
P5(2.32)

I05(2.32)
< 1.

Îòæå, äëÿ n = 5 i 1 < γ < 2.32 äëÿ äîâiëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨ îáëàñòåé

Bk i òî÷îê ak, ÿêi çàäîâiëüíÿþòü âñi óìîâè òåîðåìè 2.2.3, âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü I5(γ) < I05(γ), òîáòî äëÿ n = 5 òåîðåìà äîâåäåíà.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê n = 6 i α0
√
γ ≥ 2. Äëÿ γ = 2.49, âðàõîâóþ÷è

(2.2.8), îòðèìà¹ìî, ùî P6(2.49)
I06 (2.49)

< 0.988 < 1, à çíà÷èòü äëÿ äàíèõ çíà÷åíü n

i γ äëÿ äîâiëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨ îáëàñòåé Bk i òî÷îê ak, ÿêi çàäîâiëüíÿþòü

âñi óìîâè òåîðåìè 2.2.3, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü I6(2.49) ≤ I06(2.49), òîáòî

äëÿ γ = 2.49 òåîðåìà äîâåäåíà.

125



Íåõàé òåïåð 1 < γ < 2.49. Åëåìåíòàðíèìè äîñëiäæåííÿìè ïåðåêîíó¹-

ìîñÿ, ùî ôóíêöiÿ P6(γ) ìîíîòîííî çðîñòà¹ íà äàíîìó ïðîìiæêó, à îòæå

P6(γ) < P6(2.49). Â òîé æå ÷àñ, çãiäíî ç ëåìîþ 2.1.2, îòðèìà¹ìî, ùî

(I06(γ))
′
γ = I06(γ)

(
1

6
ln

(
4γ

36− γ

)
+

1
√
γ
ln

(
6−√

γ

6 +
√
γ

))
.

Äëÿ 1 < γ < 2.49 îáèäâà âèðàçè, âiä ÿêèõ áåðåòüñÿ ëîãàðèôì, ìåíøi

îäèíèöi, òîìó (I06(γ))
′
γ < 0. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ I06(γ) ìîíî-

òîííî ñïàäà¹, à îòæå I06(γ) > I06(2.49). Ïiäñóìîâóþ÷è âèùå ñêàçàíå, äëÿ

äîâiëüíîãî γ òàêîãî, ùî 1 < γ < 2.49 âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi íåðiâíîñòi:

I6(γ)

I06(γ)
<
P6(γ)

I06(γ)
<
P6(2.49)

I06(2.49)
< 1.

Îòæå, äëÿ n = 6 i 1 < γ < 2.49 äëÿ äîâiëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨ îáëàñòåé

Bk i òî÷îê ak, ÿêi çàäîâiëüíÿþòü âñi óìîâè òåîðåìè 2.2.3, âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü I6(γ) < I06(γ), òîáòî äëÿ n = 6 òåîðåìà äîâåäåíà.

Íåõàé òåïåð n = 7. Äëÿ γ = 2.67 îòðèìà¹ìî, ùî P7(2.67)
I07 (2.67)

< 0.995 < 1,

à çíà÷èòü äëÿ äàíèõ çíà÷åíü n i γ äëÿ äîâiëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨ îáëàñòåé

Bk i òî÷îê ak, ÿêi çàäîâiëüíÿþòü âñi óìîâè òåîðåìè 2.2.3, âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü I7(2.67) < I07(2.67), òîáòî äëÿ γ = 2.67 òåîðåìà äîâåäåíà.

Âèïàäîê n = 7 i 1 < γ < 2.67 ðîçãëÿäà¹òüñÿ àíàëîãi÷íî äî âèïàäêó

n = 6.

Äëÿ n = 8 i γ = 2.84 îòðèìà¹ìî, ùî P8(2.84)
I08 (2.84)

< 0.991 < 1, i àíàëîãi÷-

íèìè ìiðêóâàííÿìè äî ïîïåðåäíiõ âèïàäêiâ ïîêàçó¹ìî, ùî òâåðäæåííÿ

òåîðåìè ïðàâèëüíå ÿê äëÿ γ = 2.84, òàê i äëÿ 1 < γ < 2.84.

Òåîðåìà 2.2.3 äîâåäåíà.

Çàãàëîì, îòðèìàíi íà äàíèé ìîìåíò ðåçóëüòàòè â ïðîáëåìi 2.1.1 äëÿ

êîíêðåòíèõ çíà÷åíü n îïèøåìî â òàáëèöi.
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n 3 4 5 6 7 8

A (0, 1.5] (0, 2.09] (0, 1.84] (0, 1.97] (0, 2.09] (0, 2.20]

B (1.5, 1.7] (2.09, 4]∗ (1.84, 2.32] (1.97, 2.49] (2.09, 2.67] (2.20, 2.84]

C 2015 2017 2015 2017 2017 2017

D (1.7, 2.1] (2.09, 2.5] � � � �

E 2017 2017 � � � �

Ðÿäîê A � çíà÷åííÿ γ, äëÿ ÿêîãî ðåçóëüòàò áóâ ðàíiøå;

Ðÿäîê B � çíà÷åííÿ γ, îòðèìàíå â ðîáîòi;

Ðÿäîê C � ðiê îòðèìàííÿ ðåçóëüòàòó â ðÿäêó B;

Ðÿäîê D � çíà÷åííÿ γ, îòðèìàíå ïiçíiøå;

Ðÿäîê E � ðiê îòðèìàííÿ ðåçóëüòàòó â ðÿäêó D;

(2.09, 4]∗ � ðåçóëüòàò îòðèìàíî ç äîäàòêîâîþ óìîâîþ r(B0, 0) ≤ 1
2 .

2.3. Åêñòðåìàëüíå ðîçáèòòÿ êîìïëåêñíî¨ ïëî-

ùèíè, çàäàíå óìîâàìè ïðîáëåìè 2.1.1,

äëÿ âèïàäêó äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n,

ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî íîìåðà

Â äàíîìó ïiäðîçäiëi äîñëiäæó¹òüñÿ ïðîáëåìà 2.1.1 ó áiëüø çàãàëüíèõ âè-

ïàäêàõ, à ñàìå äëÿ âèïàäêó n ≥ n0 äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî n0, òîáòî

äëÿ äîâiëüíî¨ êiëüêîñòi îáëàñòåé, áiëüøî¨ âiä äåÿêîãî íàïåðåä çàäàíîãî

íàòóðàëüíîãî ÷èñëà. Îñêiëüêè ôóíêöiîíàë (2.1.1), ìàêñèìóì ÿêîãî ïîò-

ðiáíî çíàéòè â äàíié ïðîáëåìi, îáìåæåíèé äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî

n ≥ 2 i 0 < γ ≤ n, òî àêòóàëüíîþ çàëèøà¹òüñÿ çàäà÷à, ÿêùî âæå íå

âäà¹òüñÿ îòðèìàòè ïîâíå ðîçâ'ÿçàííÿ ïðîáëåìè 2.1.1, òî çíàéòè õî÷à á

îáìåæåííÿ íà n òà γ, äëÿ ÿêîãî öå ðîçâ'ÿçàííÿ ìîæíà îòðèìàòè. Îäíèì

ç íàïðÿìêiâ äîñëiäæåííÿ â äàíîìó ïiäðîçäiëi áóâ ïîøóê çðîñòàþ÷î¨ ìà-

æîðàíòè äëÿ γ ïðè n ≥ n0. Iíøèì íàïðÿìêîì áóâ ïîøóê äåÿêèõ äî-
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äàòêîâèõ îáìåæåíü íà êîíôiãóðàöiþ îáëàñòåé Bk i òî÷îê ak, ïðè ÿêèõ

ìîæíà çíàéòè ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëà (2.1.1) äëÿ 0 < γ ≤ n, òîáòî áåç

æîäíèõ äîäàòêîâèõ îáìåæåíü íà γ.

Íàñòóïíà òåîðåìà äà¹ âiäïîâiäü íà çàïèòàííÿ ïðîáëåìè 2.1.1 äëÿ âè-

ïàäêó n ≥ 76, àëå ç óìîâîþ, ùî âíóòðiøíié ðàäióñ îáëàñòi, ùî ìiñòèòü

òî÷êó íóëü, íå ïåðåâèùó¹ îäèíèöi.

Òåîðåìà 2.3.1. [28] Íåõàé çàäàíî íàòóðàëüíå ÷èñëî n, n ≥ 76, i äiéñíå

÷èñëî γ òàêå, ùî 1 < γ ≤ n. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó ïîïàðíî íåïå-

ðåòèííèõ îáëàñòåé B0, B1, B2,...,Bn òà äîâiëüíîãî íàáîðó òî÷îê êîìï-

ëåêñíî¨ ïëîùèíè a0, a1, a2,...,an, òàêèõ, ùî a0 = 0, |ak| = 1, k = 1, n,

ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n, ïðè÷îìó r(B0, a0) ≤ 1, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) ≤ rγ (D0, 0)
n∏

k=1

r (Dk, dk) , (2.3.1)

äå dk, Dk, � âiäïîâiäíî ïîëþñè i êðóãîâi îáëàñòi êâàäðàòè÷íîãî äèôå-

ðåíöiàëà

G(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2. (2.3.2)

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.3.1. Ïðèïóñòèìî, íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi,

ùî

0 = arg a1 < arg a2 < ... < arg an < 2π.

Îçíà÷èìî ÷èñëà αk, k = 1, n, òà α0 òàê, ÿê i ó ôîðìóëàõ (2.1.2) òà

(2.1.3).

Âiäçíà÷èìî, ùî, âðàõîâóþ÷è ðåçóëüòàò ðîáîòè [114], íàì äîñòàòíüî

ïîêàçàòè ïðàâèëüíiñòü òåîðåìè ïðè óìîâi α0 > 2√
γ . Äëÿ çðó÷íîñòi

ïîäàëüøi äîñëiäæåííÿ áóäåìî ïðîâîäèòè äëÿ α0 ≥ 2√
γ .

Ââåäåìî íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ. Òàê, íåõàé

I0n(γ) = rγ (D0, 0)
n∏

k=1

r (Dk, dk) . (2.3.3)
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Ïîçíà÷èìî òàêîæ

Qn(γ) =

1√
γ

(
1− 1√

γ

)n−1

(n− 1)−(n−1)

1
nn

( 4γ

n2
)
γ
n

(1− γ

n2
)
n+

γ
n

(
1−

√
γ

n

1+
√
γ

n

)2
√
γ

. (2.3.4)

Ïðàâèëüíà ëåìà.

Ëåìà 2.3.1. Íåõàé n � ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî òàêå, ùî n ≥ 6,

1 < γ ≤ n, p ≥ 1, äå p, γ � äåÿêi äiéñíi ÷èñëà. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ êîí-

ôiãóðàöi¨ íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé Bk i òî÷îê ak (k = 0, n), òàêèõ, ùî

a0 = 0, |ak| = 1, k = 1, n, ak ∈ Bk, k = 0, n, äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ

óìîâè r(B0, a0) ≤ p i α0 ≥ 2√
γ , ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü:

rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak)

I0n(γ)
≤ pγQn(γ), (2.3.5)

äå I0n(γ), Qn(γ) � äèâ. âiäïîâiäíî (2.3.3), (2.3.4).

ßêùî, äî òîãî æ, äëÿ äåÿêîãî γ1 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

pγ1Qn(γ1) ≤ 1, òî äëÿ äîâiëüíîãî γ2 òàêîãî, ùî 1 < γ2 < γ1 áóäå âè-

êîíóâàòèñÿ íåðiâíiñòü pγ2Qn(γ2) ≤ 1.

Äîâåäåííÿ ëåìè 2.3.1.

Ñïî÷àòêó äîâåäåìî íåðiâíiñòü (2.3.5). Çãiäíî ç ëåìîþ 2.1.1 (äèâ. òàêîæ

[114], òåîðåìó 5.2.3 ðîáîòè [24])

I0n(γ) =

(
4

n

)n
(
4γ
n2

) γ
n(

1− γ
n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ

n

1 +
√
γ

n

)2
√
γ

. (2.3.6)

Çãiäíî ç íåðiâíiñòþ, îòðèìàíîþ ïðè äîâåäåííi íàñëiäêó 2.1.1,

n∏
k=1

r(Bk, ak) ≤ 2n
n∏

k=1

αk.

Ïðè óìîâi α0
√
γ > 2 i r(B0, a0) ≤ p, ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà íåðiâíiñòü

(äèâ. òàêîæ äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.2.3 [24]):
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rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) ⩽ pγ · 2nα0

(
2−α0

n−1

)n−1
=

pγ · 2nα0(2− α0)
n−1(n− 1)−(n−1).

Ç âðàõóâàííÿì ïîïåðåäíüî¨ íåðiâíîñòi i ðiâíîñòi (2.3.6), îòðèìà¹ìî

íàñòóïíèé ëàíöþæîê íåðiâíîñòåé:

rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak)

I0n(γ)
⩽

⩽
pγ · 2n · α0(2− α0)

n−1(n− 1)−(n−1)

I0n(γ)
⩽

⩽
pγ · 2n · 2√

γ

(
2− 2√

γ

)n−1

(n− 1)−(n−1)

(
4
n

)n ( 4γ

n2
)
γ
n

(1− γ

n2
)
n+

γ
n

(
1−

√
γ

n

1+
√
γ

n

)2
√
γ

= pγQn(γ).

Òàêèì ÷èíîì, íåðiâíiñòü (2.3.5) äîâåäåíî.

Äîñëiäèìî ïîâåäiíêó âèðàçó Qn(γ) ÿê ôóíêöi¨ âiä γ ïðè ôiêñîâàíîìó

n. Çàóâàæèìî, ùî[
ln

(
1
√
γ

(
1− 1

√
γ

)n−1

(n− 1)−(n−1)

)]′

γ

=
n−√

γ

2γ(
√
γ − 1)

> 0. (2.3.7)

Òàêèì ÷èíîì, ÷èñåëüíèê âèðàçó Qn(γ) çðîñòà¹ ïî γ ïðè äîâiëüíîìó

n.

Ùîá äîâåñòè, ùî çíàìåííèê äàíîãî âèðàçó ñïàäà¹, äîñòàòíüî ïîêàçà-

òè ñïàäàííÿ I0n(γ). Çãiäíî ç ëåìîþ 2.1.2 îòðèìà¹ìî(
ln I0n(γ)

)′
=

(
1

n
ln

(
4γ

n2 − γ

)
+

1
√
γ
ln

(
n−√

γ

n+
√
γ

))
.

Îáèäâà äîäàíêè, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ â ïðàâié ÷àñòèíi ïîïåðåäíüî¨ ðiâ-

íîñòi, ïðè óìîâàõ ëåìè 2.3.1 ¹ âiä'¹ìíèìè. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ôóíê-

öiÿ I0n(γ) ñïàäà¹ ïðè ôiêñîâàíîìó n ≥ 6. Òàêèì ÷èíîì, íà ïðîìiæêó

γ ∈ (1;n] âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

I0n(γ2) ≤ I0n(γ1).
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Âðàõîâóþ÷è îñòàííþ íåðiâíiñòü i íåðiâíiñòü (2.3.7) îòðèìà¹ìî, ùî

ôóíêöiÿ Qn(γ) ìîíîòîííî çðîñòà¹ ïî γ íà ïðîìiæêó (1; γ1], à îòæå

In(γ2)

I0n(γ2)
≤ pγ2Qn(γ2) < pγ1Qn(γ1) ≤ 1,

äå In(γ) = rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak).

Ëåìà 2.3.1 äîâåäåíà.

Ïðèñòóïèìî òåïåð äî äîâåäåííÿ îñíîâíîãî òâåðäæåííÿ òåîðåìè 2.3.1.

Ðîçãëÿíåìî äëÿ ïî÷àòêó âèïàäîê γ = n. Òîäi, çãiäíî ç ëåìîþ 2.3.1,

In(n)

I0n(n)
≤ Qn(n) =

1√
n

(
1− 1√

n

)n−1

(n− 1)−(n−1)

1
nn

4
n

(1− 1
n)

n+1

(
1− 1√

n

1+ 1√
n

)2
√
n

=

=
1

4
n

3
2

(
n− 1

n

)2
((

1− 1√
n

)√
n
)n−1√

n


(
1 + 1√

n

)√n

(
1− 1√

n

)√n


2

.

Äîñëiäèìî íàâåäåíèé âèùå âèðàç äëÿ n ≥ 76. Ïîñëiäîâíiñòü(
1 + 1√

n

)√n

çðîñòà¹ äî e, òîìó
(
1 + 1√

n

)2√n

< e2, à ïîñëiäîâíiñòü(
1− 1√

n

)2√n

çðîñòà¹ äî e−2, à òîìó
(
1− 1√

n

)−2
√
n

≤
(
1− 1√

76

)−2
√
76

<

8.3677. Òîäi
(1+ 1√

n)
2
√
n

(1− 1√
n)

2
√
n < 8.3677e2. Êðiì òîãî,

(
n−1
n

)2
< 1.

Òàêèì ÷èíîì,

Qn(n) <
1

4
· e2 · 8.3677 · n

3
2

((
1− 1√

n

)√
n
)n−1√

n

<

< 15.4677n
3
2

(
1

e

)n−1√
n

< 15.4677n
3
2e−

√
n+ 1√

n .

Âðàõîâóþ÷è, ùî äëÿ n ≥ 76 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü e
1√
n < 1.1215,

îñòàòî÷íî îòðèìó¹ìî îöiíêó

Qn(n) < 17.5131n
3
2e−

√
n.
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Äîñëiäèìî âèðàç q(x) = x
3
2e−

√
x äëÿ x ∈ [76,+∞).

(q(x))′ =
√
xe−

√
x

(
3

2
−

√
x

2

)
< 0.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî âèðàç q(n) = n
3
2e−

√
n ñïàäà¹ ïðè çðàñòàííi n.

Îñêiëüêè äëÿ n = 94 ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü 17.5131 · q(94) < 0.9827 < 1,

òî äëÿ n ≥ 94 ìà¹ìî Qn(n) ≤ Q94(94) < 1. Áåçïîñåðåäíiì îá÷èñëåííÿì

âèðàçó Qn(n) äëÿ 76 ≤ n < 94 îòðèìà¹ìî, ùî

Q76(76) < 0.9639; Q85(85) < 0.6879;

Q77(77) < 0.9280; Q86(86) < 0.6630;

Q78(78) < 0.8935; Q87(87) < 0.6390;

Q79(79) < 0.8605; Q88(88) < 0.6160;

Q80(80) < 0.8287; Q89(89) < 0.5939;

Q81(81) < 0.7982; Q90(90) < 0.5727;

Q82(82) < 0.7689; Q91(91) < 0.5522;

Q83(83) < 0.7408; Q92(92) < 0.5326;

Q84(84) < 0.7138; Q93(93) < 0.5137.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ n ≥ 76 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü Qn(n) < 1. Ç ëåìè

2.3.1 âèïëèâà¹, ùî äëÿ äàíèõ n i ïðè óìîâi r(B0, a0) ≤ 1 ïðàâèëüíà

íåðiâíiñòü

rn(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak)

I0n(n)
< 1.

Òîäi

rn(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) < I0n(n).

Äî òîãî æ, îñêiëüêè äëÿ n ≥ 76 i γ = n, à òàêîæ ïðè óìîâi r(B0, a0) ≤
1 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (2.3.1), òî, çãiäíî ç ëåìîþ 2.3.1, äàíà íåðiâíiñòü

áóäå âèêîíóâàòèñÿ i äëÿ äîâiëüíîãî γ òàêîãî, ùî 1 < γ ≤ n.

Òåîðåìà 2.3.1 äîâåäåíà.
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Çàóâàæèìî, ùî çà äîïîìîãîþ äåÿêîãî âäîñêîíàëåííÿ ìåòîäó äîñëiä-

æåííÿ, â ðîáîòi [35] áóëî äîâåäåíî, ùî ïðè âèêîíàííi âñiõ iíøèõ óìîâ

òåîðåìè 2.3.1 ìîæíà áðàòè n ≥ 4.

Ç òåîðåìè 2.3.1 âèïëèâà¹ íàñòóïíèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 2.3.1. Íåõàé B0, B1, B2,...,Bn, � ïîïàðíî íåïåðåòèííi îá-

ëàñòi â C, a0 = 0, |ak| = 1, k = 1, n, ak ∈ Bk, k = 0, n, ïðè÷îìó B0 ⊂ U ,

äå U � îäèíè÷íèé êðóã. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n, n ≥ 76,

i äîâiëüíîãî äiéñíîãî γ òàêîãî, ùî 1 < γ ≤ n, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

(2.3.1).

Äëÿ äîâåäåííÿ äàíîãî íàñëiäêó äîñòàòíüî çàóâàæèòè, ùî ç óìîâè

B0 ⊂ U âèïëèâà¹, ùî r(B0, a0) ≤ 1.

Ïðàâèëüíèé òàêîæ i äåùî ñèëüíiøèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2.3.2. [28] Íåõàé B0, B1, B2,...,Bn, (n ≥ 2) � ïîïàðíî íåïåðå-

òèííi îáëàñòi â C, a0 = 0, |ak| = 1, k = 1, n, ak ∈ Bk, k = 0, n. Òîäi äëÿ

äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n, n ≥ 76, iñíó¹ òàêå äîäàòíå ÷èñëî ε(n), ùî

äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî γ òàêîãî, ùî 1 < γ ≤ n, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

(2.3.1) ïðè óìîâi r(B0, a0) ≤ 1 + ε(n).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.3.2. Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n, n ≥ 76,

ðîçãëÿíåìî ÷èñëî p(n) = 1

(Qn(n))
1
n
. Çà òåîðåìîþ 2.3.1 Qn(n) < 1, à îòæå

p(n) > 1. Òîäi äëÿ γ = n i ïðè óìîâi r(B0, a0) ≤ p(n) çãiäíî ç ëåìîþ 2.3.1

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:

rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak)

I0n(γ)
≤ pnQn(n) ≤

(
1

(Qn(n))
1
n

)n

Qn(n) = 1.

Êðiì òîãî, äëÿ n ≥ 76 i p(n) = 1

(Qn(n))
1
n
çà ëåìîþ 2.3.1 ïðè äîâiëüíîìó

γ2(n) òàêîìó, ùî 1 < γ2(n) < n áóäå âèêîíóâàòèñÿ íåðiâíiñòü In(γ2(n))
I0n(γ2(n))

< 1.

Òîäi çà ε(n) ìîæíà âçÿòè äîâiëüíå 0 < ε < p(n)− 1.

Òåîðåìà 2.3.2 äîâåäåíà.
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Çàóâàæèìî, ùî âèðàç p(n) − 1 çðîñòà¹ äëÿ 76 ≤ n ≤ 361 i ñïàäà¹

äëÿ n > 361, ïðè÷îìó lim
n→∞

(p(n) − 1) = 0. Çîêðåìà, äëÿ 104 ≤ n ≤ 6662

çà ε(n) ìîæíà âçÿòè ÷èñëî 0.01, äëÿ 192 ≤ n ≤ 865 � ÷èñëî 0.02, äëÿ

n = 361 � ÷èñëî 0.02246191.

Îäíàê, ÿêùî ïðè óìîâàõ òåîðåìè 2.3.1 ðîçãëÿäàòè âèïàäîê

1 < γ ≤ γ0 < n, òî ìîæíà äåùî çìåíøèòè íîìåð n, ïî÷èíàþ÷è ç ÿêîãî

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (2.3.1). Çîêðåìà, ïðàâèëüíå íàñòóïíå òâåðäæåí-

íÿ.

Òåîðåìà 2.3.3. Íåõàé α ∈ R, ïðè÷îìó 0 < α < 1. Òîäi iñíó¹ n0(α) ∈ N
òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíèõ íàòóðàëüíîãî n ≥ n0(α), äiéñíîãî γ, òàêîãî,

ùî 1 < γ ≤ nα, äîâiëüíîãî íàáîðó òî÷îê ak, òàêèõ, ùî a0 = 0, |ak| = 1,

k = 1, n, i äîâiëüíîãî íàáîðó âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé Bk, òà-

êèõ, ùî ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n, à òàêîæ çà óìîâè r(B0, 0) ≤ 1, ïðàâèëü-

íà íåðiâíiñòü

rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) ≤
(
4

n

)n
(
4γ
n2

) γ
n(

1− γ
n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ

n

1 +
√
γ

n

)2
√
γ

. (2.3.8)

Çîêðåìà, äëÿ âèïàäêó α = 0.9 ìîæíà âçÿòè n0(α) = 26, äëÿ α = 0.8

âçÿòè n0(α) = 13, äëÿ α = 0.7 âçÿòè n0(α) = 8.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.3.3. Âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 2.3.1, îòðèìà¹ìî:

In(n
α)

I0n(n
α)

≤ Qn(n
α) =

n−α/2
(
1− n−α/2

)n−1
(n− 1)−(n−1)

n−n (4nα−2)
nα−1

(1−nα−2)
n+nα−1

(
1−nα/2−1

1+nα/2−1

)2nα
2

=

= n1−
α
2

(
1− 1

n2−α

)n+ 1
n1−α

(
1 +

1

n− 1

)n−1(
1

4
n2−α

)nα−1

·

·

((
1− 1

nα/2

)nα/2
) n−1

nα/2

(1 + nα/2−1
)n1−α/2(

1− nα/2−1
)n1−α/2

 2
n1−α

.
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Ïîçíà÷èìî

R1(n) =

(
1 +

1

n− 1

)n−1

; R2(n, α) = n1−
α
2

((
1− 1

nα/2

)nα/2
) n−1

nα/2

;

R3(n, α) =

(
1− 1

n2−α

)n+ 1
n1−α

; R4(n, α) =

(
1

4
n2−α

)nα−1

;

R5(n, α) =

(1 + nα/2−1
)n1−α/2(

1− nα/2−1
)n1−α/2

 2
n1−α

.

Îöiíèìî êîæåí ç âèðàçiâ Rs(n, α), s = 1, 5. Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âè-

ïàäîê α = 0.9 i n ≥ 26.

Òàê,

R1(n) < e. (2.3.9)

Äàëi,

R2(n, 0.9) = n0.55

((
1− 1

n0.45

)n0.45
) n−1

n0.45

< n0.55
(
1

e

) n−1
n0.45

.

Ôóíêöiÿ n0.55
(
1
e

) n−1
n0.45 ìîíîòîííî ñïàäà¹ äëÿ n ≥ 26, çîêðåìà, äëÿ çðó÷-

íîñòi ïîäàëüøèõ îá÷èñëåíü, ðîçãëÿíåìî n ≥ 65. Äëÿ äàíèõ çíà÷åíü n

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

R2(n, 0.9) < 0.00056. (2.3.10)

Äàëi,

R3(n, 0.9) < 1. (2.3.11)

Åëåìåíòàðíèìè äîñëiäæåííÿìè ïåðåâiðÿ¹ìî, ùî çíà÷åííÿ âèðàçó

R4(n, 0.9) =
(
1
4n

1.1
)n−0.1

íå ïåðåâèùó¹ 35, 428, òîìó

R4(n, 0.9) < 35, 428. (2.3.12)

I íàñàìêiíåöü, âèðàç R5(n, 0.9) ñïàäà¹ äëÿ n ≥ 26, à òîìó

R5(n, 0.9) < R5(26, 0.9) < 18.45. (2.3.13)
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Âðàõîâóþ÷è (2.3.9)-(2.3.13), äëÿ n ≥ 65 îòðèìà¹ìî:

Qn(n
0.9) < e · 0.00056 · 35, 428 · 18.45 < 0.996 < 1.

Áåçïîñåðåäíiìè îá÷èñëåííÿìè ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî äëÿ âñiõ n, òàêèõ,

ùî 26 ≤ n < 65, òàêîæ ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü Qn(n
0.9) < 1. Òîìó, âðàõî-

âóþ÷è ëåìó 2.3.1, òåîðåìà ïðàâèëüíà äëÿ âñiõ n ≥ 26 i 1 < γ ≤ n0.9.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê α = 0.8 i n ≥ 13.

Òàê, íåðiâíîñòi (2.3.9) òà (2.3.11) òåæ ñïðàâäæóþòüñÿ.

Äëÿ âèïàäêó R2(n, 0.8) îòðèìà¹ìî

R2(n, 0.8) = n0.6

((
1− 1

n0.4

)n0.4
) n−1

n0.4

< n0.6
(
1

e

) n−1
n0.4

.

Ôóíêöiÿ n0.6
(
1
e

) n−1
n0.4 ìîíîòîííî ñïàäà¹ äëÿ n ≥ 13. Äëÿ çðó÷íîñòi

ïîäàëüøèõ îá÷èñëåíü ðîçãëÿíåìî n ≥ 27. Äëÿ äàíèõ çíà÷åíü n âèêî-

íó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

R2(n, 0.8) < 0.00688. (2.3.14)

Êðiì òîãî, çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ äîñëiäæåíü ïåðåâiðÿ¹ìî, ùî

çíà÷åííÿ âèðàçó R4(n, 0.8) =
(
1
4n

1.2
)n−0.2

íå ïåðåâèùó¹ 5, 76565, òîìó

R4(n, 0.8) < 5, 76565. (2.3.15)

I íàñàìêiíåöü, âèðàç R5(n, 0.8) ñïàäà¹ äëÿ n ≥ 27, à òîìó

R5(n, 0.8) < R5(27, 0.8) < 8.02447. (2.3.16)

Âðàõîâóþ÷è (2.3.9), (2.3.11) òà (2.3.14)-(2.3.16), äëÿ n ≥ 27 îòðèìà¹ìî:

Qn(n
0.8) < e · 0.00688 · 5, 76565 · 8.02447 < 0.86527 < 1.

Áåçïîñåðåäíiìè îá÷èñëåííÿìè ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî äëÿ âñiõ n, òàêèõ,

ùî 13 ≤ n < 27, òàêîæ ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü Qn(n
0.8) < 1. Òîìó, âðàõî-

âóþ÷è ëåìó 2.3.1, òåîðåìà ïðàâèëüíà äëÿ âñiõ n ≥ 13 i 1 < γ ≤ n0.8.
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Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê α = 0.7 i n ≥ 8.

Òàê, íåðiâíîñòi (2.3.9) òà (2.3.11) òåæ ñïðàâäæóþòüñÿ.

Äëÿ âèïàäêó R2(n, 0.7) îòðèìà¹ìî

R2(n, 0.7) = n0.65

((
1− 1

n0.35

)n0.35
) n−1

n0.35

< n0.65
(
1

e

) n−1
n0.35

.

Ôóíêöiÿ n0.65
(
1
e

) n−1
n0.35 ìîíîòîííî ñïàäà¹ äëÿ n ≥ 8, çîêðåìà, äëÿ çðó÷-

íîñòi ïîäàëüøèõ îá÷èñëåíü, ðîçãëÿíåìî n ≥ 17. Äëÿ äàíèõ çíà÷åíü n

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

R2(n, 0.7) < 0.01668. (2.3.17)

Åëåìåíòàðíèìè äîñëiäæåííÿìè ïåðåâiðÿ¹ìî, ùî çíà÷åííÿ âèðàçó

R4(n, 0.7) =
(
1
4n

1.3
)n−0.3

íå ïåðåâèùó¹ 3.18256, òîìó

R4(n, 0.7) < 3.18256. (2.3.18)

I íàñàìêiíåöü, âèðàç R5(n, 0.7) ñïàäà¹ äëÿ n ≥ 17, à òîìó

R5(n, 0.7) < R5(17, 0.7) < 5.60843. (2.3.19)

Âðàõîâóþ÷è (2.3.9), (2.3.11) òà (2.3.17)-(2.3.19), äëÿ n ≥ 17 îòðèìà¹ìî:

Qn(n
0.7) < e · 0.01668 · 3.18256 · 5.60843 < 0.80931 < 1.

Áåçïîñåðåäíiìè îá÷èñëåííÿìè ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî äëÿ âñiõ n, òàêèõ,

ùî 8 ≤ n < 17, òàêîæ ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü Qn(n
0.7) < 1. Òîìó, âðàõîâó-

þ÷è ëåìó 2.3.1, òåîðåìà ïðàâèëüíà äëÿ âñiõ n ≥ 8 i 1 < γ ≤ n0.7.

Òàêèì ÷èíîì, íåðiâíiñòü (2.3.8) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âèïàäêiâ α = 0.9 i

n0(α) = 26; äëÿ α = 0.8 i n0(α) = 13, à òàêîæ äëÿ α = 0.7 i n0(α) = 8.

Òåîðåìó 2.3.3 äîâåäåíî.

Ó âèïàäêó, ÿêùî ïðè äîñëiäæåííi ïðîáëåìè 2.1.1 íå ñòàâèòè æîäíèõ

äîäàòêîâèõ óìîâ íà îáëàñòi Bk, k = 1, n, ìîæíà íàêëàñòè äåÿêi îáìåæåí-

íÿ íà ïàðàìåòð γ, à ñàìå ñïðîáóâàòè çíàéòè äåÿêó ìàæîðàíòó äëÿ γ, ÿêà
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çðîñòà¹ ïðè çðîñòàííi n. Äàíó ìàæîðàíòó çðó÷íî øóêàòè ó âèãëÿäi nα

äëÿ äåÿêîãî 0 < α < 1. Çîêðåìà, â 2011 ðîöi â ðîáîòi [201] áóëî âñòàíîâ-

ëåíî ìàæîðàíòó γn = n
1
4 äëÿ n ≥ 8, à ïiçíiøå, â 2012 ðîöi, â ðîáîòi [48]

áóëî âñòàíîâëåíî ìàæîðàíòó γn = n
1
3 äëÿ n ≥ 5.

Â íàñòóïíié òåîðåìi ðîçãëÿäà¹òüñÿ âèïàäîê n ≥ 541 i 0 < γ ≤
√
n.

Òåîðåìà 2.3.4. [205] Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n ≥ 541, äîâiëüíîãî

äiéñíîãî γ òàêîãî, ùî 0 < γ ≤
√
n, äîâiëüíîãî íàáîðó òî÷îê ak, òàêèõ,

ùî a0 = 0, |ak| = 1, k = 1, n, i äîâiëüíîãî íàáîðó âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ

îáëàñòåé Bk, k = 0, n, òàêèõ, ùî ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n, âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü

rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) ≤
(
4

n

)n
(
4γ
n2

) γ
n(

1− γ
n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ

n

1 +
√
γ

n

)2
√
γ

,

ïðè÷îìó ðiâíiñòü äîñÿãà¹òüñÿ, çîêðåìà, äëÿ òî÷îê a0k i îáëàñòåé Dk,

ÿêi ¹, âiäïîâiäíî, ïîëþñàìè i êðóãîâèìè îáëàñòÿìè êâàäðàòè÷íîãî äè-

ôåðåíöiàëà

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2. (2.3.20)

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.3.4. Âðàõîâóþ÷è ðåçóëüòàòè ðîáîòè [64], íàì

äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî äàíèé ðåçóëüòàò ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ 1 < γ ≤
√
n.

Âñòàíîâèìî ñïî÷àòêó, ùî íàâåäåíå òâåðäæåííÿ ïðàâèëüíå äëÿ γ =
√
n. Â äîâåäåííi ñóòò¹âî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðîìiæíi ðåçóëüòàòè, îòðè-

ìàíi ïiä ÷àñ äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.2.3 ðîáîòè [24], ÿêi, â ñâîþ ÷åðãó, áó-

ëè îòðèìàíi çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ðîçäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ îáëàñòåé,

ÿêèé äåòàëüíî ðîçðîáëåíèé â ðîáîòi [64].

Íåõàé I0n(γ) � çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëà In(γ) äëÿ îáëàñòåé Dk i òî÷îê

a0k, çãàäàíèõ â óìîâi òåîðåìè. Òîäi, çãiäíî ç ëåìîþ 2.1.1, âèêîíó¹òüñÿ
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ðiâíiñòü:

I0n(γ) = rγ (D0, 0)
n∏

k=1

r
(
Dk, a

0
k

)
=

=

(
4

n

)n
(
4γ
n2

) γ
n(

1− γ
n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ

n

1 +
√
γ

n

)2
√
γ

, (2.3.21)

äå Dk, a0k � çãàäàíi âèùå êðóãîâi îáëàñòi òà ïîëþñè êâàäðàòè÷íîãî äè-

ôåðåíöiàëà (2.3.20).

Çãiäíî ç óìîâîþ òåîðåìè, a0 = 0, |ak| = 1, k = 1, n. Ïðèïóñòèìî, äëÿ

êîíêðåòíîñòi, ùî

0 = arg a1 < arg a2 < ... < arg an < 2π.

Îçíà÷èìî ÷èñëà αk òàêèì ÷èíîì:

α1 :=
1
π(arg a2 − arg a1), α2 :=

1
π(arg a3 − arg a2) ... αn := 1

π(2π − arg an).

Âðàõîâóþ÷è ðåçóëüòàòè ðîáîòè [114], íàì çàëèøà¹òüñÿ ëèøå äîâåñòè

ïðàâèëüíiñòü òåîðåìè 2.3.4 ïðè óìîâi α0
√
γ > 2, äå α0 = max

k
αk. Çíîâó

æ òàêè, çà òåîðåìîþ 5.2.3 [24], ïðè óìîâi α0
√
γ > 2 îòðèìà¹ìî íàñòóïíó

íåðiâíiñòü:

rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) ⩽
[
2nα0

(
2−α0

n−1

)n−1
]1− γ

n

=[
2nα0(2− α0)

n−1(n− 1)−(n−1)
]1− γ

n .

Îöiíèìî òåïåð âåëè÷èíó

Pn(γ) :=

rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak)

rγ(D0, 0)
n∏

k=1

r(Dk, a0k)
⩽

⩽

[
2 · 2n−1 · α0(2− α0)

n−1(n− 1)−(n−1)
]1− γ

n

(
4
n

)n−1−γ(1− 1
n) ( 4

n

)γ+1− γ
n
(
4γ
n2

) γ
n
(
1− γ

n2

)−n− γ
n

(
1−

√
γ

n

1+
√
γ

n

)2
√
γ
⩽
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⩽
[n
4

]γ+1− γ
n

[
1− 1

√
γ

]n−1−γ n−1
n

·

·
(
n2

4γ

) γ
n (

1− γ

n2

)n+ γ
n

(
1 +

√
γ

n

1−
√
γ

n

)2
√
γ

·

·
(

2
√
γ

)1− γ
n
(

n

n− 1

)n−1−γ n−1
n

.

Çâiäñè

Pn(
√
n) ≤

[n
4

]√n+1− 1√
n

[
1− 1

4
√
n

]n−1−n−1√
n

·

·

(
n

3
2

4

) 1√
n (

1− 1

n
3
2

)n+ 1√
n

(
1 + 1

n
3
4

1− 1

n
3
4

)2n
1
4

·

·
(

4

n
1
4

)1− 1√
n
(

n

n− 1

)n−1−n−1√
n

.

Äîñëiäèìî ïîâåäiíêó íàñòóïíèõ ôóíêöié íà ïðîìiæêó x ∈ [547;∞):

g(x) =
[x
4

]√x+1− 1√
x

[
1− 1

4
√
x

]x−1−x−1√
x

;

f1(x) =

(
x

3
2

4

) 1√
x

;

f2(x) =

(
1− 1

x
3
2

)x+ 1√
x

;

f3(x) =

(
1 + 1

x
3
4

1− 1

x
3
4

)2x
1
4

;

f4(x) =

(
4

x
1
4

)1− 1√
x

;

f5(x) =

(
x

x− 1

)x−1−x−1√
x

.
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Ôóíêöiÿ f1(x) ¹ ìîíîòîííî ñïàäíîþ íà ïðîìiæêó x ∈ [547;∞), òîìó

äëÿ ∀n ≥ 547 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:(
n

3
2

4

) 1√
n

≤

(
547

3
2

4

) 1√
547

≤ 1.4121.

Äëÿ ôóíêöi¨ f2(x) íà äàíîìó ïðîìiæêó âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

f2(x) < 1.

Ôóíêöi¨ f3(x), f4(x) íà ïðîìiæêó [547;+∞) ¹ ìîíîòîííî ñïàäíèìè, à

òîìó ∀n ≥ 547 âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi íåðiâíîñòi:

f3(x) =

(
1 + 1

n
3
4

1− 1

n
3
4

)2n
1
4

≤

(
1 + 1

547
3
4

1− 1

547
3
4

)2·547
1
4

≤ 1.18653.

f4(x) =

(
4

x
1
4

)1− 1

x
1
2 ≤ 0.83385.

Äîñëiäèìî ôóíêöiþ f5(x). Îñêiëüêè x
x−1 > 1 äëÿ ∀x ∈ [547;+∞), òî

f5(x) =

(
x

x− 1

)x−1−x−1

x
1
2 ≤

(
x

x− 1

)x−1

=

(
1 +

1

x− 1

)x−1

Ôóíêöiÿ
(
1 + 1

x−1

)x−1
¹ ìîíîòîííî çðîñòàþ÷îþ íà ïðîìiæêó

[547;+∞), ïðè÷îìó

lim
x→∞

(
1 +

1

x− 1

)x−1

= e,

òîìó ∀x ∈ [547;+∞)

f5(x) < e.

Çâiäñè ðîáèìî âèñíîâîê, ùî äëÿ ∀n ≥ 547(
n

n− 1

)n−1−n−1

n
1
2 ≤ e.
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Âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñòi äîñëiäæåíèõ ôóíêöié fj(x), j = 1, 5, áóäåìî

ìàòè:

P (
√
n) = g(n)

5∏
j=1

fj(n) < g(n) ·1.4121 ·1 ·1.18653 ·0.83385 ·e < 3.7978g(n).

Çàëèøèëîñÿ äîñëiäèòè ôóíêöiþ g(x). Âçÿâøè âiä äàíî¨ ôóíêöi¨ ëîãà-

ðèôìi÷íó ïîõiäíó, îòðèìà¹ìî

(ln (g(x)))′ < 0,

à òîìó ôóíêöiÿ g(x) ¹ ìîíîòîííî ñïàäíîþ äëÿ x ≥ 547. Çâiäñè

g(n) ≤ g(547) ≤ 0.26187

Îòðèìà¹ìî, ùî P (
√
n) ≤ 3.7978 · 0.26187 < 0.9946 < 1.

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî äëÿ

n = 541 P (
√
541) = 0.99954 < 1;

n = 542 P (
√
542) = 0.98446 < 1;

n = 543 P (
√
543) = 0.96960 < 1;

n = 544 P (
√
544) = 0.95495 < 1;

n = 545 P (
√
545) = 0.94050 < 1;

n = 546 P (
√
546) = 0.92624 < 1.

Îòæå, äëÿ n ≥ 541 ïðè γ =
√
n i α0

√
γ > 2 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

In(γ) = rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) ≤ rγ(D0, 0)
n∏

k=1

r(Dk, dk) = I0n(γ)

äëÿ äîâiëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨ îáëàñòåé B0, B1, B2,...,Bn.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äëÿ γ =
√
n åêñòðåìàëüíîþ ¹ êîíôiãóðàöiÿ, çà-

ïèñàíà â óìîâi òåîðåìè 2.3.4, òîìó äëÿ äàíîãî âèïàäêó òåîðåìà äîâåäåíà.

Íåõàé òåïåð γ ∈ (1;
√
n). Âðàõóâàâøè, ùî

In(γ) ≤
[
2 · 2n−1 · α0(2− α0)

n−1(n− 1)−(n−1)
]1− γ

n

,
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à ôóíêöiÿ [
2 · 2n−1 · 2

√
γ

(
2− 2

√
γ

)n−1

(n− 1)−(n−1)

]1− γ
n

ïðè ôiêñîâàíîìó n ìîíîòîííî çðîñòà¹ ïî γ íà ïðîìiæêó (1;
√
n], îòðè-

ìà¹ìî, ùî

In(γ) ≤ In(
√
n).

Äîñëiäèìî ìîíîòîííiñòü ôóíêöi¨

I0n(γ) =

(
4

n

)n
(
4γ
n2

) γ
n(

1− γ
n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ

n

1 +
√
γ

n

)2
√
γ

.

Çãiäíî ç ëåìîþ 2.1.2

(I0n(γ))
′ =

= I0n(γ)

(
1

n
ln

(
4γ

n2 − γ

)
+

1
√
γ
ln

(
n−√

γ

n+
√
γ

))
.

Íåâàæêî ïåðåêîíèòèñÿ, ùî îáèäâà äîäàíêè â äóæêàõ îñòàííüîãî âè-

ðàçó ¹ âiä'¹ìíèìè ïðè ôiêñîâàíîìó n i γ ∈ (1;
√
n).

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

I0n(γ) ≥ I0n(
√
n).

À çâiäñè

Pn(γ) =
In(γ)
I0n(γ)

< In(
√
n)

I0n(
√
n)

= Pn(
√
n) < 1,

òîáòî In(γ) < I0n(γ).

Òåîðåìó 2.3.4 äîâåäåíî.

Çàóâàæèìî, ùî ïiçíiøå, â ðîáîòi [35] áóëî äîâåäåíî àíàëîãi÷íó òåîðå-

ìó, àëå äëÿ n ≥ 3.

Íàñòóïíà òåîðåìà äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n ≥ 2 i γ < n
2 äà¹

îöiíêó ÷àñòêè

rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak)

rγ(D0, d0)
n∏

k=1

r(Dk, dk)
,
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äå rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) � ôóíêöiîíàë, ÿêèé äîñëiäæó¹òüñÿ â ïðîáëåìi

2.1.1, à rγ(D0, d0)
n∏

k=1

r(Dk, dk) � çíà÷åííÿ äàíîãî ôóíêöiîíàëà äëÿ êîí-

ôiãóðàöi¨ îáëàñòåé i òî÷îê, ÿêà îïèñàíà â ëåìi 2.1.1. Çîêðåìà, ÿêùî äëÿ

ïåâíèõ çíà÷åíü n i γ âäàñòüñÿ äîâåñòè, ùî äàíà ÷àñòêà íå ïåðåâèùó¹

îäèíèöi, òî öå äîçâîëèòü âêàçàòè åêñòðåìàëüíó êîíôiãóðàöiþ äëÿ äàíèõ

çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ.

Òåîðåìà 2.3.5. Íåõàé n ∈ N, n ≥ 2, γ ∈ R, � äåÿêi ÷èñëà, ïðè÷îìó

γ < n
2 ; ak, k = 1, n, � äåÿêèé íàáið òî÷îê êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, òàêèé,

ùî a0 = 0, |ak| = 1, k = 1, n, ïðè÷îìó

0 = arg a1 < arg a2 < ... < arg an < 2π

òà iñíó¹ k òàêå, ùî arg ak+1 − arg ak ≥ 2π√
γ (arg an+1 := 2π); B0, B1,

B2,...,Bn � ïîïàðíî íåïåðåòèíi îáëàñòi â C òàêi, ùî ak ∈ Bk, k = 0, n.

Òîäi âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:

rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak)

rγ(D0, d0)
n∏

k=1

r(Dk, dk)
< nγ+1+ γ

n

(
8π

81
√
3

)γ

·

·
(
1− 1

√
γ

)n−γ−1+ 2γ
n e
√
γ

(
1 +

√
γ

n

1−
√
γ

n

)2
√
γ

,

äå dk, Dk, � âiäïîâiäíî ïîëþñè i êðóãîâi îáëàñòi êâàäðàòè÷íîãî äèôå-

ðåíöiàëà

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2. (2.3.22)

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.3.5. Çãiäíî ç óìîâîþ òåîðåìè, a0 = 0, |ak| =
1, k = 1, n. Ïîçíà÷èìî

α1 :=
1
π(arg a2 − arg a1), α2 :=

1
π(arg a3 − arg a2) ... αn := 1

π(2π − arg an).
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Ïîçíà÷èìî òàêîæ α0 = max
k
αk. Çàóâàæèìî, ùî ç óìîâè òåîðåìè âèï-

ëèâà¹, ùî α0 ≥ 2√
γ .

Ïîçíà÷èìî

In(γ) = rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak).

Íåõàé I0n(γ) � çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëà In(γ) äëÿ îáëàñòåé Dk i òî÷îê

dk, çãàäàíèõ â óìîâi òåîðåìè. Òîäi, çãiäíî ç ëåìîþ 2.1.1, âèêîíó¹òüñÿ

ðiâíiñòü:

I0n(γ) = rγ (D0, 0)
n∏

k=1

r (Dk, dk) =

=

(
4

n

)n
(
4γ
n2

) γ
n(

1− γ
n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ

n

1 +
√
γ

n

)2
√
γ

. (2.3.23)

Âèêîíà¹ìî ç âèðàçîì In(γ) íàñòóïíi ïåðåòâîðåííÿ:

In(γ) = rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) =

(
n∏

k=1

(r(B0, a0)r(Bk, ak)r(Bk+1, ak+1)

) γ
n
(

n∏
k=1

r(Bk, ak)

)1− 2γ
n

,

äå Bn+1 := B1, an+1 := a1, i, âiäïîâiäíî, r(Bn+1, an+1) = r(B1, a1).

Çãiäíî ç òåîðåìîþ Ãîëóçiíà [83, ñ. 165]

r(B0, a0)r(Bk, ak)r(Bk+1, ak+1) ≤

≤ 64

81
√
3
|ak − a0| · |ak+1 − a0| · |ak+1 − ak|.

Âðàõîâóþ÷è, ùî |ak − a0| = 1 i |ak+1 − a0| = 1, îòðèìà¹ìî

r(B0, a0)r(Bk, ak)r(Bk+1, ak+1) ≤
64

81
√
3
|ak+1 − ak|.

Òàêèì ÷èíîì,(
n∏

k=1

(r(B0, a0)r(Bk, ak)r(Bk+1, ak+1)

) γ
n

≤
(

64

81
√
3

)γ
(

n∏
k=1

|ak+1 − ak|

) γ
n

.
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Ïðèïóñòèìî äëÿ êîíêðåòíîñòi, ùî α0 = αn. Äîñëiäèâøè îñòàííié âè-

ðàç ïðè óìîâi α0 ⩾ 2√
γ , îòðèìà¹ìî, ùî ìàêñèìóì éîãî äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ

αn = 2√
γ , à âñi iíøi αk =

1
n−1

(
2− 2√

γ

)
äëÿ k = 1, n− 1, à òîìó

(
n∏

k=1

(r(B0, a0)r(Bk, ak)r(Bk+1, ak+1)

) γ
n

≤

≤
(

64

81
√
3

)γ (
2 sin

(
π

n− 1

(
1− 1

√
γ

))) (n−1)γ
n
(
2 sin π

(
1− 1

√
γ

)) γ
n

.

(2.3.24)

Îöiíèìî òåïåð âèðàç

(
n∏

k=1

r(Bk, ak)

)1− 2γ
n

. Çãiäíî ç íåðiâíiñòþ, îòðè-

ìàíîþ ïiä ÷àñ äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.2.3 ðîáîòè [24], ìà¹ìî:(
n∏

k=1

r(Bk, ak)

)1− 2γ
n

⩽

[
2n

n∏
k=1

αk

]1− 2γ
n

⩽

[
2nα0

(
2− α0

n− 1

)n−1
]1− 2γ

n

<

<

[
2n+1

(n− 1)n−1√γ
·
(
2− 2

√
γ

)n−1
]1− 2γ

n

. (2.3.25)

Âðàõîâóþ÷è (2.3.24) i (2.3.25), îòðèìà¹ìî íàñòóïíó íåðiâíiñòü:

In(γ) <

(
64

81
√
3

)γ (
2 sin

(
π

n− 1

(
1− 1

√
γ

))) (n−1)γ
n

·

·
(
2 sin π

(
1− 1

√
γ

)) γ
n

[
2n+1

(n− 1)n−1√γ

(
2− 2

√
γ

)n−1
]1− 2γ

n

.

Òîäi, âðàõîâóþ÷è îñòàííþ íåðiâíiñòü i ðiâíiñòü (2.3.23), îòðèìà¹ìî:

In(γ)

I0n(γ)
<

(
64

81
√
3

)γ (
2 sin

(
π

n− 1

(
1− 1

√
γ

))) (n−1)γ
n

·

·
(
2 sin π

(
1− 1

√
γ

)) γ
n

[
2n+1

(n− 1)n−1√γ

(
2− 2

√
γ

)n−1
]1− 2γ

n

·
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(n
4

)n(n2
4γ

) γ
n (

1− γ

n2

)n+ γ
n

(
1 +

√
γ

n

1−
√
γ

n

)2
√
γ

.

Çàóâàæèìî, ùî sin
(

π
n−1

(
1− 1√

γ

))
<

(
π

n−1

(
1− 1√

γ

))
, à

sin π
(
1− 1√

γ

)
< π

(
1− 1√

γ

)
. Âèêîíàâøè äåÿêi î÷åâèäíi ïåðåòâîðåííÿ,

îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü:

In(γ)

I0n(γ)
< 2−

2γ
n

(
8π

81
√
3

)γ (
1− 1

√
γ

)n−γ−1+ 2γ
n
(

n

n− 1

)n−γ−1+ γ
n

·

·n
γ+1+ γ

n

√
γ

(
1− γ

n2

)n+ γ
n

(
1 +

√
γ

n

1−
√
γ

n

)2
√
γ

.

Òàêèì ÷èíîì,

In(γ)

I0n(γ)
< nγ+1+ γ

n

(
8π

81
√
3

)γ (
1− 1

√
γ

)n−γ−1+ 2γ
n

Pn(γ), (2.3.26)

äå

Pn(γ) =

(
n

n− 1

)n−γ−1+ γ
n 2−

2γ
n

√
γ

(
1− γ

n2

)n+ γ
n

(
1 +

√
γ

n

1−
√
γ

n

)2
√
γ

.

Âðàõóâàâøè, ùî
(

n
n−1

)n−γ−1+ γ
n < e, 2−

2γ
n < 1 i

(
1− γ

n2

)n+ γ
n < 1, îòðè-

ìà¹ìî, ùî

Pn(γ) <
e
√
γ

(
1 +

√
γ

n

1−
√
γ

n

)2
√
γ

. (2.3.27)

Âðàõîâóþ÷è (2.3.26) i (2.3.27), îòðèìà¹ìî, ùî

rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak)

rγ(D0, d0)
n∏

k=1

r(Dk, dk)
< nγ+1+ γ

n

(
8π

81
√
3

)γ

·

·
(
1− 1

√
γ

)n−γ−1+ 2γ
n e
√
γ

(
1 +

√
γ

n

1−
√
γ

n

)2
√
γ

.

Òåîðåìó 2.3.5 äîâåäåíî.
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Ïîçíà÷èìî

Gn(γ) = nγ+1+ γ
n

(
8π

81
√
3

)γ (
1− 1

√
γ

)n−γ−1+ 2γ
n e
√
γ

(
1 +

√
γ

n

1−
√
γ

n

)2
√
γ

.

Ç òåîðåìè 2.3.5 âèïëèâà¹ òàêèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 2.3.2. Íåõàé n ∈ N, n ≥ 10, i 1 < γ ≤ γn, äå γn � êîðiíü

ðiâíÿííÿ Gn(γ) = 1. Òîäi âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) ≤
(
4

n

)n
(
4γ
n2

) γ
n(

1− γ
n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ

n

1 +
√
γ

n

)2
√
γ

(2.3.28)

äå Bk, k = 0, n � ïîïàðíî íåïåðåòèííi îáëàñòi â C, a0 = 0, |ak| = 1,

k = 1, n, aj ∈ Bj, j = 0, n, ïðè÷îìó ðiâíiñòü äîñÿãà¹òüñÿ, íàïðèêëàä,

äëÿ îáëàñòåé Dk i òî÷îê dk, ÿêi ¹ âiäïîâiäíî êðóãîâèìè îáëàñòÿìè i

ïîëþñàìè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

Äîâåäåííÿ íàñëiäêó 2.3.2. Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî

k = 1, n ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü arg ak+1 − arg ak ≤ 2π√
γ (arg an+1 := 2π), òî

íåðiâíiñòü (2.3.28) âèïëèâà¹ ç ðåçóëüòàòó ðîáîòè [114]. Ó ïðîòèëåæíîìó

âèïàäêó âèêîíóþòüñÿ âñi óìîâè òåîðåìè 2.3.5, à òîìó äëÿ γ = γn íàñëiäîê

2.3.2 äîâåäåíî. Çàëèøèëîñÿ ðîçãëÿíóòè âèïàäîê 1 < γ < γn.

Äëÿ êîæíîãî êîíêðåòíîãî n ≥ 10 äîñëiäèìî âèðàç Gn(γ) ÿê ôóíêöiþ

âiä γ íà ìîíîòîííiñòü. Âiäçíà÷èìî, ùî

(Gn(γ))
′ = Gn(γ) (ln (Gn(γ)))

′ ;

ln (Gn(γ)) =
(
γ + 1 +

γ

n

)
lnn+γ ln

8π

81
√
3
+

(
n− γ − 1 +

2γ

n

)
ln

(
1− 1

√
γ

)
+

+ 1− 1

2
ln γ + 2

√
γ ln

(
1 +

√
γ

n

)
− 2

√
γ ln

(
1−

√
γ

n

)
.
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(ln (Gn(γ)))
′ =

(
1 +

1

n

)
lnn+ ln

8π

81
√
3
+

(
−1 +

2

n

)
ln

(
1− 1

√
γ

)
+

+
n− γ − 1 + 2γ

n

2γ(
√
γ − 1)

− 1

2γ
+

1
√
γ
ln

(
1 +

√
γ

n

)
− 1

√
γ
ln

(
1−

√
γ

n

)
+

+
1

n+
√
γ
+

1

n−√
γ
.

Âiäçíà÷èìî, ùî â íàâåäåíîìó âèðàçi ïðè óìîâàõ íàñëiäêó 2.3.2(
1 +

1

n

)
lnn+ ln

8π

81
√
3
− 1

2γ
> ln 10− 1, 8− 0.5 > 0,

à âñi iíøi äîäàíêè áiëüøi íóëÿ, òîìó çâiäñè âèïëèâà¹, ùî Gn(γ) çðîñòà¹

ïî γ äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî n. À öå îçíà÷à¹, ùî ∀n ≥ 10 i ∀γ òàêîãî,

ùî 1 < γ ≤ γn ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü Gn(γ) < 1, ùî é äîâîäèòü íåðiâíiñòü

(2.3.28).

Íàñëiäîê 2.3.2 äîâåäåíî.

Ïðèáëèçíi ðîçâ'ÿçêè γn ðiâíÿííÿ Gn(γ) = 1 äëÿ äåÿêèõ n íàâåäåíî â

òàáëèöi

γ100 ≈ 9.95; γ1100 ≈ 35.64;

γ200 ≈ 14.28; γ1200 ≈ 37.38;

γ300 ≈ 17.70; γ1300 ≈ 39.07;

γ400 ≈ 20.62; γ1400 ≈ 40.70;

γ500 ≈ 23.24; γ1500 ≈ 42.28;

γ600 ≈ 25.64; γ1600 ≈ 43.81;

γ700 ≈ 27.86; γ1700 ≈ 45.31;

γ800 ≈ 29.96; γ1800 ≈ 46.76;

γ900 ≈ 31.94; γ1900 ≈ 48.19.

γ1000 ≈ 33.83; γ2000 ≈ 49.58.

Â íàñòóïíié òåîðåìi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïðîáëåìà 2.1.1 äëÿ âèïàäêó n ≥ 40

òà 1 < γ ≤ γn, îäíàê ç óìîâîþ îäíîçâ'ÿçíîñòi îáëàñòåé Bk. Äëÿ ¨¨ äîâå-

äåííÿ íàì áóäå ïîòðiáíà òàêà ëåìà.
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Ëåìà 2.3.2. [29] Íåõàé n ∈ N, n ≥ 2, γ > 0. Íåõàé ñèñòåìà âçà¹ì-

íî íåïåðåòèííèõ îäíîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé {B0, B1, B2, . . . , Bn} òàêà, ùî

0 ∈ B0, ak ∈ Bk ∩ Γ, k = 1, n, äå Γ = {z : |z| = 1} � îäèíè÷íå êîëî, i

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) > I0n(γ). Òîäi ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

r (B0, 0) ≤ n−
n

2(n−γ) I0n(γ)
− 1

n−γ .

Ïðàâèëüíå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ:

Òåîðåìà 2.3.6. [199] Íåõàé n ∈ N, γ ∈ R, ïðè÷îìó n ≥ 40 i

1 < γ ≤ n
2
3−

2
3

ln( 56 ln(n))
ln(n) . Òîäi âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) ≤
(
4

n

)n
(
4γ
n2

) γ
n(

1− γ
n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ

n

1 +
√
γ

n

)2
√
γ

, (2.3.29)

äå Bk, k = 0, n, � ïîïàðíî íåïåðåòèííi îäíîçâ'ÿçíi îáëàñòi â C, a0 = 0,

|ak| = 1, k = 1, n, aj ∈ Bj, j = 0, n, ïðè÷îìó ðiâíiñòü äîñÿãà¹òüñÿ,

çîêðåìà, äëÿ îáëàñòåé Dk i òî÷îê dk, ÿêi ¹ âiäïîâiäíî êðóãîâèìè îáëàñ-

òÿìè i ïîëþñàìè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.3.6. Ââåäåìî íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ. Íåõàé

rγ(D0, d0)
n∏

k=1

r(Dk, dk) = I0n(γ).

Çàóâàæèìî, ùî, çãiäíî ç ëåìîþ 2.1.1, ïðàâèëüíà ðiâíiñòü

I0n(γ) =

(
4

n

)n
(
4γ
n2

) γ
n(

1− γ
n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ

n

1 +
√
γ

n

)2
√
γ

. (2.3.30)

ßê i â ïîïåðåäíiõ òåîðåìàõ, ïðèïóñòèìî, äëÿ êîíêðåòíîñòi, ùî

0 = arg a1 < arg a2 < ... < arg an < 2π.
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Îçíà÷èìî ÷èñëà αk, k = 1, n, òà α0 òàê, ÿê i ó ôîðìóëàõ (2.1.2) òà

(2.1.3).

Çãiäíî ç ëåìîþ 2.3.2, à òàêîæ ç ðåçóëüòàòîì ðîáîòè [114], íàì çàëè-

øà¹òüñÿ äîñëiäèòè âèïàäîê r (B0, 0) ≤ n−
n

2(n−γ) I0n(γ)
− 1

n−γ i α0 >
2√
γ .

Äîâåäåìî, ùî ïðè äàíèõ óìîâàõ

rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak)

(
4
n

)n ( 4γ

n2
)
γ
n

(1− γ

n2
)
n+

γ
n

(
1−

√
γ

n

1+
√
γ

n

)2
√
γ
< 1,

òîáòî îòðèìà¹ìî ñóïåðå÷íiñòü ç óìîâîþ rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) > I0n(γ).

Òàê, rγ(B0, a0) ≤ n−
nγ

2(n−γ) I0n(γ)
− γ

n−γ .

Òàêîæ, çãiäíî ç òåîðåìîþ 5.2.3 ðîáîòè [24] ïðàâèëüíà íàñòóïíà íåðiâ-

íiñòü: (
n∏

k=1

r(Bk, ak)

)
⩽ 2n

n∏
k=1

αk ⩽ 2nα0

(
2− α0

n− 1

)n−1

<

<
4n

(n− 1)n−1√γ

(
1− 1

√
γ

)n−1

. (2.3.31)

Òàêèì ÷èíîì, ïðàâèëüíà íàñòóïíà íåðiâíiñòü:

rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak)

I0n(γ)
≤

4n

(n−1)n−1√γ

(
1− 1√

γ

)n−1

n
nγ

2(n−γ) I0n(γ)
n

n−γ

:= Gn(γ)

Âðàõîâóþ÷è îñòàííþ íåðiâíiñòü i ðiâíiñòü (2.3.30), îòðèìà¹ìî íàñòóï-

íèé âèðàç:

Gn(γ) = n
nγ+2n+2γ
2(n−γ)

(
n

n− 1

)n−1(
1− 1

√
γ

)n−1

(
1− γ

n2

)n2+γ
n−γ

(
1

4
√
γ

)n+γ
n−γ

(
1 +

√
γ

n

1−
√
γ

n

) 2n
√
γ

n−γ

.

(2.3.32)
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Çàóâàæèìî, ùî äëÿ òîãî, ùîá äîâåñòè òåîðåìó 2.3.6 äëÿ äåÿêèõ n i γ,

íàì äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî äëÿ íèõ Gn(γ) < 1.

Îöiíèìî âèðàç Gn(γ) ïðè óìîâàõ òåîðåìè. Òàê,
(

n
n−1

)n−1
< e.

Äàëi,
(
1− γ

n2

)n2+γ
n−γ < 1. Òàêîæ ïðàâèëüíà íàñòóïíà îöiíêà:(

1+
√
γ

n

1−
√
γ

n

) 2n
√
γ

n−γ (
1

4
√
γ

)n+γ
n−γ

< 0.06 < 1
e .

Òàêèì ÷èíîì,

Gn(γ) < n
nγ+2n+2γ
2(n−γ)

(
1− 1

√
γ

)n−1

. (2.3.33)

Îöiíèìî òåïåð âèðàç n
nγ+2n+2γ
2(n−γ)

(
1− 1√

γ

)n−1

ïðè óìîâàõ òåîðåìè.

Ïðàâèëüíi íàñòóïíi ïåðåòâîðåííÿ:

n
nγ+2n+2γ
2(n−γ)

(
1− 1

√
γ

)n−1

= n
nγ+2n+2γ
2(n−γ)

((
1− 1

√
γ

)√
γ
)n−1√

γ

<

<

n(1
e

) 2n2−2n−2nγ+2γ
nγ

√
γ+2n

√
γ+2γ

√
γ


nγ+2n+2γ
2(n−γ)

=

n(1
e

) n

γ
3
2

2− 2
n− 2γ

n +
2γ

n2

1+ 2
γ+ 2

n


nγ+2n+2γ
2(n−γ)

.

(2.3.34)

Îñêiëüêè â ðîáîòi [?] çàäà÷ó áóëî ðîçâ'ÿçàíî äëÿ n ≥ 3 i 1 < γ ≤
√
n,

òî íàì äîñòàòíüî ðîçãëÿäàòè òiëüêè γ >
√
n.

Äëÿ n ≥ 40 i
√
n < γ ≤ n

2
3−

2
3

ln( 56 ln(n))
ln(n) ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

2− 2
n−

2γ
n + 2γ

n2

1+ 2
γ+

2
n

> 6
5 , òîìó îòðèìà¹ìî:

n

(
1

e

) n

γ
3
2

2− 2
n− 2γ

n +
2γ

n2

1+ 2
γ+ 2

n

< n

(
1

e

) 6
5

n

γ
3
2
. (2.3.35)

Âðàõóâàâøè, ùî γ ≤ n
2
3−

2
3

ln( 56 ln(n))
ln(n) , îòðèìà¹ìî, ùî

6

5

n

γ
3
2

≥ 6

5

n

n
3
2

(
2
3−

2
3

ln( 56 ln(n))
ln(n)

) =
6

5
n

ln( 56 ln(n))
ln(n) .
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Òàêèì ÷èíîì,

n

(
1

e

) 6
5

n

γ
3
2 ≤ n

(
1

e

) 6
5n

ln( 56 ln(n))
ln(n)

= n

(
1

e

) 6
5n

logn( 56 ln(n))

= 1.

Ïiäñòàâèâøè äàíèé ðåçóëüòàò â íåðiâíîñòi (2.3.35) i (2.3.34), îòðèìà-

¹ìî, ùî n
nγ+2n+2γ
2(n−γ)

(
1− 1√

γ

)n−1

< 1.

Òàêèì ÷èíîì, â íåðiâíîñòi (2.3.33) îòðèìà¹ìî, ùî äëÿ çàäàíèõ â òåî-

ðåìi 2.3.6 n i γ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü Gn(γ) < 1, à öå îçíà÷à¹, ùî

rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) ≤ I0n(γ),

ùî ñóïåðå÷èòü íàøîìó ïðèïóùåííþ.

Òåîðåìà 2.3.6 äîâåäåíà.

ßêùî æ âiäêèíóòè óìîâó îäíîçâ'ÿçíîñòi, ìîæíà îòðèìàòè äåùî iíøå

òâåðäæåííÿ. Äëÿ éîãî äîâåäåííÿ íàì áóäå ïîòðiáíà òàêà ëåìà.

Ëåìà 2.3.3. [33] Íåõàé n ∈ N, n ≥ 2, γ > 0 i a0 = 0. Òî-

äi äëÿ äîâiëüíî¨ ñèñòåìè ôiêñîâàíèõ òî÷îê An = {ak}nk=1 ⊂ C/{0},
òàêî¨, ùî

n∏
k=1

|ak| ≤ 1 i äîâiëüíîãî íàáîðó íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé

{B0, B1, B2, . . . , Bn} òàêîãî, ùî ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n ïðàâèëüíà íå-

ðiâíiñòü

rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) ≤ n−
γ
2

(
n∏

k=1

r(Bk, ak)

)1− γ
n

.

Ïðàâèëüíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.3.7. Íåõàé n ∈ N, n ≥ 14 i 1 < γ ≤ n
2
3−

2
3
ln(ln(n))
ln(n) . Òîäi âèêîíó-

¹òüñÿ íåðiâíiñòü

rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) ≤
(
4

n

)n
(
4γ
n2

) γ
n(

1− γ
n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ

n

1 +
√
γ

n

)2
√
γ

(2.3.36)
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äå Bk, k = 0, n, � ïîïàðíî íåïåðåòèííi îáëàñòi â C, a0 = 0, |ak| = 1,

k = 1, n, ak ∈ Bk, k = 0, n, ïðè÷îìó ðiâíiñòü äîñÿãà¹òüñÿ, çîêðåìà,

äëÿ îáëàñòåé Dk i òî÷îê dk, ÿêi ¹ âiäïîâiäíî êðóãîâèìè îáëàñòÿìè i

ïîëþñàìè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.3.7. Ââåäåìî íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ. Íåõàé

rγ(D0, d0)
n∏

k=1

r(Dk, dk) = I0n(γ).

Çàóâàæèìî, ùî, çãiäíî ç ëåìîþ 2.1.1 ïðàâèëüíà ðiâíiñòü

I0n(γ) =

(
4

n

)n
(
4γ
n2

) γ
n(

1− γ
n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ

n

1 +
√
γ

n

)2
√
γ

. (2.3.37)

ßê i â ïîïåðåäíiõ òåîðåìàõ, ïðèïóñòèìî, äëÿ êîíêðåòíîñòi, ùî

0 = arg a1 < arg a2 < ... < arg an < 2π.

Îçíà÷èìî ÷èñëà αk, k = 1, n, òà α0 òàê, ÿê i ó ôîðìóëàõ (2.1.2) òà

(2.1.3).

Çãiäíî ðåçóëüòàòîì ðîáîòè [114], íàì çàëèøà¹òüñÿ ðîçãëÿíóòè âèïà-

äîê α0 >
2√
γ .

Äîâåäåìî, ùî ïðè äàíié óìîâi

rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak)

I0n(γ)
< 1.

Òàêîæ, çãiäíî ç òåîðåìîþ 5.2.3 ðîáîòè [24] ïðàâèëüíà íàñòóïíà íåðiâ-

íiñòü: (
n∏

k=1

r(Bk, ak)

)
⩽ 2n

n∏
k=1

αk ⩽ 2nα0

(
2− α0

n− 1

)n−1

<

<
4n

(n− 1)n−1√γ

(
1− 1

√
γ

)n−1

, (2.3.38)
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òîìó

rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) <

< n−
γ
24n−γ

(
1

n− 1

)n2−n−nγ+γ
n

(
1

γ

)n−γ
2n
(
1− 1

√
γ

)n2−n−nγ+γ
n

.

Òàêèì ÷èíîì, ïðàâèëüíà íàñòóïíà íåðiâíiñòü:

rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak)

I0n(γ)
≤ 4−γ− γ

nnn−
γ
2+

2γ
n

(
1

γ

)n+γ
2n

(
1

n− 1

)n2−n−nγ+γ
n

(
1− 1

√
γ

)n2−n−nγ+γ
n (

1− γ

n2

)n+ γ
n

(
1 +

√
γ

n

1−
√
γ

n

)2
√
γ

:= Gn(γ).

Âiäçíà÷èìî òàêîæ, ùî

nn−
γ
2+

2γ
n

(
1

n− 1

)n2−n−nγ+γ
n

= n
γ
2+1+ γ

n

(
n

n− 1

)n−1−γ+ γ
n

.

Âðàõîâóþ÷è îñòàííi ðiâíîñòi, îòðèìà¹ìî íàñòóïíèé âèðàç:

Gn(γ) = 4−γ− γ
n

(
1

γ

)n+γ
2n

n
γ
2+1+ γ

n

(
1− 1

√
γ

)n2−n−nγ+γ
n

(
n

n− 1

)n−1−γ+ γ
n (

1− γ

n2

)n+ γ
n

(
1 +

√
γ

n

1−
√
γ

n

)2
√
γ

.

(2.3.39)

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ òîãî, ùîá äîâåñòè òåîðåìó 2.3.7 äëÿ äåÿêèõ n i γ,

íàì äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî äëÿ íèõ Gn(γ) < 1.

Îñêiëüêè â ðîáîòi [35] çàäà÷ó áóëî ðîçâ'ÿçàíî äëÿ n ≥ 3 i 1 < γ ≤
√
n,

òî íàì äîñòàòíüî ðîçãëÿäàòè òiëüêè γ >
√
n.

Îöiíèìî âèðàç Gn(γ) ïðè óìîâàõ òåîðåìè. Òàê,
(

n
n−1

)n−1−γ+ γ
n < e.

Äàëi,
(
1− γ

n2

)n+ γ
n < 1. Òàêîæ ïðàâèëüíà íàñòóïíà îöiíêà:(

1+
√
γ

n

1−
√
γ

n

)2
√
γ

4−γ− γ
n

(
1
γ

)n+γ
2n

< 0.06 < 1
e .
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Òàêèì ÷èíîì,

Gn(γ) < n
γ
2+1+ γ

n

(
1− 1

√
γ

)n2−n−nγ+γ
n

. (2.3.40)

Îöiíèìî òåïåð âèðàç n
γ
2+1+ γ

n

(
1− 1√

γ

)n2−n−nγ+γ
n

ïðè óìîâàõ òåîðåìè.

Ïðàâèëüíi òàêîæ íàñòóïíi ïåðåòâîðåííÿ:

n
γ
2+1+ γ

n

(
1− 1

√
γ

)n2−n−nγ+γ
n

= n
γ
2+1+ γ

n

((
1− 1

√
γ

)√
γ
)n2−n−nγ+γ√

nγ

<

<

n(1
e

) 2(n2−n−nγ+γ)
nγ

√
γ+2n

√
γ+2γ

√
γ


γ
2+1+ γ

n

=

=

n(1
e

) n

γ
3
2

2(1− 1
n− γ

n+
γ

n2 )
1+ 2

γ+ 2
n


γ
2+1+ γ

n

.

Äëÿ n ≥ 14 i
√
n < γ < n

2
3−

2
3
ln(ln(n))
ln(n) (äëÿ òèõ âèïàäêiâ, êîëè

√
n ≥ n

2
3−

2
3
ln(ln(n))
ln(n) òâåðäæåííÿ òåîðåìè ïðàâèëüíå íà îñíîâi ðîáîòè [35])

ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü
1− 1

n−
γ
n+

γ

n2

1+ 1
γ+

1
n

> 0.5, òîìó îòðèìà¹ìî:

n

(
1

e

) 2n

γ
3
2

1− 1
n− γ

n+
γ

n2

1+ 1
γ+ 1

n

< n

(
1

e

) n

γ
3
2
<

< n

(
1

e

) n

n

3
2( 2

3−
2
3
ln(ln(n))
ln(n) )

= n

(
1

e

)n
ln(ln(n))
ln(n)

= 1.

Òàêèì ÷èíîì, â íåðiâíîñòi (2.3.40) îòðèìà¹ìî, ùî äëÿ çàäàíèõ â òåî-

ðåìi 2.3.7 n i γ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü Gn(γ) < 1, à öå îçíà÷à¹, ùî

rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) ≤ I0n(γ).

Òåîðåìà 2.3.7 äîâåäåíà.
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2.4. Åêñòðåìàëüíå ðîçáèòòÿ êîìïëåêñíî¨ ïëî-

ùèíè äëÿ âèïàäêó, êîëè îáëàñòi, ÿêi ìi-

ñòÿòü òî÷êè îäèíè÷íîãî êîëà, ñèìåòðè÷-

íi âiäíîñíî äàíîãî êîëà

Äàíèé ïiäðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé äîñëiäæåííþ ïðîáëåìè 2.1.2, òîáòî ïîò-

ðiáíî çíàéòè ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëà

In(γ) = rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak),

äå ak, Bk, k = 0, n, � äåÿêèé íàáið, âiäïîâiäíî, òî÷îê i îáëàñòåé ðîç-

øèðåíî¨ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, òàêèõ, ùî a0 = 0, |a1| = . . . = |an| = 1,

ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n, äå Bi

⋂
Bj = ∅ äëÿ 0 ≤ i, j ≤ n i i ̸= j, i îáëàñòi

B1, . . . , Bn ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî îäèíè÷íîãî êîëà.

Â íàñòóïíié òåîðåìi äîñëiäæó¹òüñÿ âèïàäîê, êîëè êiëüêiñòü îáëàñòåé,

ÿêi ìiñòÿòü òî÷êè îäèíè÷íîãî êîëà i ÿêi ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî äàíîãî êîëà,

äîðiâíþ¹ òðüîì.

Òåîðåìà 2.4.1. [194] Äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó òî÷îê ak, òàêèõ, ùî a0 =

0, |ak| = 1, k = 1, 3, äîâiëüíîãî íàáîðó âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé

Bk, òàêèõ, ùî a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, 3, ïðè÷îìó îáëàñòi

Bk, k = 1, 3, ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî îäèíè÷íîãî êîëà |w| = 1, i äîâiëüíîãî

äiéñíîãî γ, òàêîãî, ùî 0 < γ ≤ 1.233, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

rγ (B0, 0)
3∏

k=1

r (Bk, ak) ≤
(
4

3

)3
(2γ)

γ
3

27 (9− 2γ)
3
2+

γ
3

(
3−

√
2γ

3 +
√
2γ

)√
2γ

. (2.4.1)

Çíàê ðiâíîñòi â öié íåðiâíîñòi äîñÿãà¹òüñÿ, çîêðåìà, ó âèïàäêó, ÿêùî

òî÷êè ak i îáëàñòi Bk, k = 0, 3, ¹, âiäïîâiäíî, ïîëþñàìè i êðóãîâèìè

îáëàñòÿìè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà

Q(w)dw2 = −γw
6 + 2(9− γ)w3 + γ

w2(w3 − 1)2
dw2. (2.4.2)
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Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.4.1. Çãiäíî ç óìîâîþ, a0 = 0, |ak| = 1, k =

1, 3. Ïðèïóñòèìî, íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ùî

0 = arg a1 < arg a2 < arg a3 < 2π.

Îçíà÷èìî ÷èñëà αk, k = 1, 3, òà α0 òàê, ÿê i ó ôîðìóëàõ (2.1.2) òà

(2.1.3).

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ n = 3 âèïàäîê 0 < γ < 1 áóâ ðîçãëÿíóòèé â

ðîáîòi [185], âèïàäîê γ = 1� â ðîáîòi [116], à âèïàäîê α0 ≤ 2√
2γ
� â ðîáîòi

[34]. Òàêèì ÷èíîì, íàì äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè âèïàäîê 1 < γ ≤ 1.233 i

α0 >
2√
2γ
. Äëÿ çðó÷íîñòi â ïîäàëüøèõ ìiðêóâàííÿõ áóäåìî ââàæàòè, ùî

α0 ≥ 2√
2γ
.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.4.1 ãðóíòó¹òüñÿ íà ìåòîäàõ i iäåÿõ ðîáiò [24, 65,

116]. Ïîçíà÷èìî

I3(γ) := rγ (B0, 0)
3∏

k=1

r (Bk, ak) .

Ïîêàæåìî, ùî ïðè óìîâi α0 ≥ 2√
2γ

çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëà I3(γ) çàäî-

âîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (2.4.1).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç B(0)
k i a(0)k âiäïîâiäíî êðóãîâi îáëàñòi òà ïîëþñè êâà-

äðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà 2.4.2. Çà ëåìîþ 2.1.3 (äèâ. òàêîæ [64,65]), îòðè-

ìà¹ìî

I03(γ) := rγ
(
B

(0)
0 , 0

) 3∏
k=1

r
(
B

(0)
k , a

(0)
k

)
=

=

(
4

3

)3
(2γ)

γ
3

27 (9− 2γ)
3
2+

γ
3

(
3−

√
2γ

3 +
√
2γ

)√
2γ

.

Âiäçíà÷èìî, ùî äëÿ îáëàñòåé Bk i òî÷îê ak, k = 0, 3, âèêîíóþòüñÿ âñi

óìîâè ëåìè 2.2.1, à òîìó ïðàâèëüíå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ: íåõàé B0, B1,

B2,...,Bn, (n ≥ 2), � ïîïàðíî íåïåðåòèíi îáëàñòi â C, a0 = 0, |ak| = 1,

k = 1, 3, (aj ∈ Bj), j = 0, 3 i q ∈ R, q > 0, r(Bj, aj) � âíóòðiøíié ðàäióñ

îáëàñòi Bj â òî÷öi aj i 0 < γ < 3. Òîäi ïðè óìîâi, ùî

r(B0, a0) ≥ q
1

γ−n
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âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:

rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) ≤ q.

Âçÿâøè â ëåìi 2.2.1 q = I0n(γ), îòðèìà¹ìî, ùî äëÿ

r(B0, a0) ≥
(
I0n(γ)

) 1
γ−n ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü (2.4.1). Òîìó íàì äîñòàòíüî

ðîçãëÿäàòè òiëüêè âèïàäîê r(B0, a0) <
(
I0n(γ)

) 1
γ−n .

Çàóâàæèìî, ùî:

rγ (B0, 0)
3∏

k=1

r (Bk, ak) = rγ−1 (B0, 0)
3∏

k=0

r (Bk, ak) . (2.4.3)

Çà òåîðåìîþ 2 ðîáîòè [121], âðàõóâàâøè, ùî α0 ≥ 2√
2γ
, à òàêîæ òå, ùî

|ak − a0| = 1 äëÿ k = 1, 3, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

3∏
k=0

r (Bk, ak) ≤
9

4
8
3

(|a1 − a2| · |a1 − a3| · |a2 − a3|)
2
3 <

<
9

4
8
3

(
8 sin2

π

2

(
1− 1√

2γ

)
sin π

(
1− 1√

2γ

)) 2
3

.

Òàêèì ÷èíîì, â (2.4.3) îòðèìà¹ìî

rγ (B0, 0)
3∏

k=1

r (Bk, ak) <
9

4
5
3

(
I03(γ)

)γ−1
γ−3

(
sin2

π

2

(
1− 1√

2γ

)
sin π

(
1− 1√

2γ

)) 2
3

. (2.4.4)

Äàëi, íåõàé

J3(γ) =
I3(γ)

I03(γ)
=

rγ(B0, 0)
3∏

k=1

r(Bk, ak)

rγ(B
(0)
0 , 0)

3∏
k=1

r(B
(0)
k , a

(0)
k )

.

Âèêîðèñòîâóþ÷è (2.4.4), îòðèìà¹ìî íàñòóïíó íåðiâíiñòü:

J3(γ) ⩽
9

4
5
3

(
sin2

π

2

(
1− 1√

2γ

)
sin π

(
1− 1√

2γ

)) 2
3 (
I03(γ)

) 2
γ−3 . (2.4.5)
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Çàóâàæèìî, ùî J3(1.233) < 1, òàêèì ÷èíîì äëÿ γ = 1.233 i äîâiëüíîãî

íàáîðó îáëàñòåéBk i òî÷îê ak, k = 0, 3, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè òåîðåìè

2.4.1, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü I3(γ) < I03(γ), à çíà÷èòü äëÿ äàíîãî âèïàäêó

òåîðåìà äîâåäåíà.

Ïåðåâiðèìî òåïåð ïðàâèëüíiñòü òâåðäæåííÿ òåîðåìè 2.4.1 äëÿ âèïàä-

êó 1 < γ < 1.233. Äëÿ öüîãî äîñëiäèìî âèðàç, çàïèñàíèé â ïðàâié ÷àñòèíi

íåðiâíîñòi (2.4.5), íà ìîíîòîííiñòü ïî γ.

Òàê, íåõàé äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ γ1 i γ2 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü 1 < γ1 <

γ2 ≤ 1.233. Òîäi 1− 1√
2γ1

< 1− 1√
2γ2
, à îòæå i

sin2
π

2

(
1− 1√

2γ1

)
sin π

(
1− 1√

2γ1

)
≤

≤ sin2
π

2

(
1− 1√

2γ2

)
sin π

(
1− 1√

2γ2

)
.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèðàç
(
I03(γ)

) 2
γ−3 =

(
I03(γ)

)− 2
3−γ äëÿ äàíèõ γ1 i γ2.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 2.1.4 òà åëåìåíòàðíi îá÷èñëåííÿ, îòðèìà¹ìî, ùî

1 > I03(1) > I03(γ1) > I03(γ2), à òîìó
(
I03(γ2)

)−1
>
(
I03(γ1)

)−1
> 1. Âiäçíà-

÷èìî òàêîæ, ùî 2
3−γ2

> 2
3−γ1

, à îòæå

(
I03(γ1)

) 2
γ1−3 <

(
I03(γ2)

) 2
γ2−3 .

Âðàõîâóþþ÷è íàâåäåíi âèùå ìiðêóâàííÿ, îòðèìà¹ìî, ùî âèðàç, çà-

ïèñàíèé â ïðàâié ÷àñòèíi íåðiâíîñòi (2.4.5), ìîíîòîííî çðîñòà¹ ïî γ

íà ïðîìiæêó [1; 1.233], à òîìó äëÿ äîâiëüíîãî γ ç äàíîãî ïðîìiæêó

J3(γ) < J3(1.233) < 1, à òîìó äëÿ äàíèõ γ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

I3(γ) < I03(γ).

Òåîðåìà 2.4.1 äîâåäåíà.

Â íàñòóïíié òåîðåìi ïðîáëåìà 2.1.2 ðîçãëÿäà¹òüñÿ ó âèïàäêó, êîëè

ñòåïiíü γ, äî ÿêîãî ïiäíîñèòüñÿ âíóòðiøíié ðàäióñ îáëàñòi, ÿêà ìiñòèòü

òî÷êó íóëü, îáìåæåíèé äåÿêèì ñòåïåíåì ÷èñëà n.
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Òåîðåìà 2.4.2. [207] Íåõàé n ∈ N, n ≥ n0 äëÿ äåÿêîãî n0 ∈ N i íåõàé

äàíî äiéñíå ÷èñëî γ òàêå, ùî 1 < γ ≤ n
2
3−q(n), äå q(n) = 2

3

ln
(

1
p(n0)

ln(n)
)

ln(n) ,

ïðè÷îìó ìîæíà âçÿòè n0 = 20 i p(20) = 1
2
√
2
. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó

òî÷îê ak, òàêèõ, ùî a0 = 0, |ak| = 1, k = 1, n, i äîâiëüíîãî íàáîðó

âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé Bk, òàêèõ, ùî ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n,

ïðè÷îìó îáëàñòi Bk, k = 1, n, ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî îäèíè÷íîãî êîëà

|w| = 1, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) ≤
(
4

n

)n
(
2γ
n2

) γ
n(

1− 2γ
n2

)n
2+

γ
n

(
1−

√
2γ
n

1 +
√
2γ
n

)√
2γ

. (2.4.6)

Çíàê ðiâíîñòi â öié íåðiâíîñòi äîñÿãà¹òüñÿ, çîêðåìà, ó âèïàäêó, êîëè

ak i Bk, k = 0, n, ¹, âiäïîâiäíî, ïîëþñàìè i êðóãîâèìè îáëàñòÿìè êâàä-

ðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà

Q(w)dw2 = −γw
2n + 2(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2. (2.4.7)

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.4.2 ãðóíòó¹òüñÿ íà ìåòîäàõ i iäåÿõ

ðîáiò [24,115,116].

Ïîçíà÷èìî

In(γ) := rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) .

Äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî n i äiéñíîãî γ, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

òåîðåìè, ïîçíà÷èìî a0k i B
0
k, k = 0, n, âiäïîâiäíî ïîëþñè i êðóãîâi îáëàñòi

êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà (2.4.7). Ïîçíà÷èìî òàêîæ

I0n(γ) = rγ(B0
0 , 0)

n∏
k=1

r(B0
k, a

0
k). (2.4.8)

Çãiäíî ç ëåìîþ 2.1.3, ïðàâèëüíà ðiâíiñòü

I0n(γ) =

(
4

n

)n
(
2γ
n2

) γ
n(

1− 2γ
n2

)n
2+

γ
n

(
1−

√
2γ
n

1 +
√
2γ
n

)√
2γ

. (2.4.9)
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Íåõàé äëÿ êîíêðåòíîñòi

0 = arg a1 < arg a2 < . . . < arg an < 2π.

Îçíà÷èìî ÷èñëà αk, k = 1, n, òà α0 òàê, ÿê i ó ôîðìóëàõ (2.1.2) òà

(2.1.3).

Çàóâàæèìî, ùî âèïàäîê âèïàäîê α0 ≤ 2√
2γ

áóâ ðîçãëÿíóòèé â ðîáîòi

[34]. Òàêèì ÷èíîì, íàì äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè âèïàäîê α0 >
2√
2γ
. Äëÿ

çðó÷íîñòi äîâåäåííÿ áóäåìî ïðîâîäèòè äëÿ äåùî çàãàëüíiøîãî âèïàäêó,

à ñàìå α0 ≥ 2√
2γ
. Ïîêàæåìî, ùî ïðè äàíié óìîâi çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëà

In(γ) çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (2.4.6).

Ïðàâèëüíi íàñòóïíi ëåìè.

Ëåìà 2.4.1. Äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N, n ≥ 2, äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó òî÷îê

ak, òàêèõ, ùî |ak| = 1, k = 1, n, ïðè÷îìó α0 ⩾ 2√
2γ
, i äîâiëüíîãî íàáîðó

âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé Bk, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n, ïðàâèëüíà

íåðiâíiñòü:

n∏
k=1

r (Bk, ak) ≤
4n√
2γ

(
1− 1√

2γ

)n−1

(n− 1)−(n−1). (2.4.10)

Äîâåäåííÿ ëåìè 2.4.1. Çãiäíî ç òåîðåìîþ 5.1.1 ðîáîòè [24] (äèâ.

òàêîæ íàñëiäîê 2.1.1), ïðàâèëüíà íàñòóïíà îöiíêà:

n∏
k=1

r (Bk, ak) ≤ 2n
n∏

k=1

αk. (2.4.11)

Äàëi, âðàõîâóþ÷è òå, ùî
n∑

k=1

αk = 2, i âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü ìiæ

ñåðåäíiì ãåîìåòðè÷íèì i ñåðåäíiì àðèôìåòè÷íèì, îòðèìà¹ìî:

2n
n∏

k=1

αk ≤ 2nα0

(
2− α0

n− 1

)n−1

= 2nα0(2− α0)
n−1(n− 1)−(n−1).

À îñêiëüêè α0 ⩾ 2√
2γ
, âèêîðèñòîâóþ÷è åëåìåíòàðíi äîñëiäæåííÿ
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ôóíêöi¨ íà ìàêñèìóì, îòðèìà¹ìî â íåðiâíîñòi (2.4.11)

n∏
k=1

r (Bk, ak) ≤ 2n
2√
2γ

(
2− 2√

2γ

)n−1

(n− 1)−(n−1) =

=
4n√
2γ

(
1− 1√

2γ

)n−1

(n− 1)−(n−1).

Ëåìó 2.4.1 äîâåäåíî.

Ïîçíà÷èìî an+1 := a1, an+2 := a2, Bn+1 := B1, Bn+2 := b2.

Ëåìà 2.4.2. Íåõàé òî÷êè ak i îáëàñòi Bk, k = 0, n, çàäîâîëüíÿþòü

âñi óìîâè òåîðåìè 2.4.2. Òîäi ïðè óìîâi α0 ⩾ 2√
2γ

ïðàâèëüíà íàñòóïíà

íåðiâíiñòü:

n∏
k=1

(r (B0, 0) r (Bk, ak) r (Bk+1, ak+1) r (Bk+2, ak+2)) ≤

≤
(
9π2

4
4
3

)n(
1− 1√

2γ

) 6n−8
3
(

1

n− 1

) 6n−4
3
(√

2γ + n− 2

4γ

) 4
3

.

(2.4.12)

Äîâåäåííÿ ëåìè 2.4.2. Çãiäíî ç íåðiâíiñòþ òåîðåìè 2 ðîáîòè [121],

äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó òî÷îê as i âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé Bs,

òàêèõ, ùî as ∈ Bs, s = 1, 4, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü:

4∏
s=1

r (Bs, as) ≤
9

4
8
3

∏
1≤k<l≤4

|al − ak|
2
3 ,

à òîìó

r (B0, 0) r (Bk, ak) r (Bk+1, ak+1) r (Bk+2, ak+2) ≤

≤ 9

4
8
3

(|ak+1 − ak||ak+2 − ak+1||ak+2 − ak+1|)
2
3 =

=
9

4
5
3

(
sin

παk

2
sin

παk+1

2
sin

π(αk + αk+1)

2

) 2
3

.

Äàëi, ïîñòàíîâèâøè αn+1 = α1, îòðèìà¹ìî:

n∏
k=1

(r (B0, 0) r (Bk, ak) r (Bk+1, ak+1) r (Bk+2, ak+2)) ≤

163



≤
(

9

4
5
3

)n n∏
k=1

(
sin

παk

2
sin

παk+1

2
sin

π(αk + αk+1)

2

) 2
3

=

=

(
9

4
5
3

)n n∏
k=1

(
sin2

παk

2
sin

π(αk + αk+1)

2

) 2
3

.

Ïðèïóñòèìî äëÿ êîíêðåòíîñòi, ùî α0 = αn. Äîñëiäèâøè îñòàííié âè-

ðàç ïðè óìîâi α0 ⩾ 2√
2γ
, îòðèìà¹ìî, ùî ìàêñèìóì éîãî äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ

âèïàäêó, êîëè αn = 2√
2γ
, à âñi iíøi αk = 1

n−1

(
2− 2√

2γ

)
äëÿ k = 1, n− 1.

Âðàõóâàâøè òàêîæ íåðiâíiñòü sin x < x äëÿ x > 0, îòðèìà¹ìî(
9

4
5
3

)n n∏
k=1

(
sin2

παk

2
sin

π(αk + αk+1)

2

) 2
3

≤

≤
(
9π2

4
5
3

)n(
1

n− 1

(
1− 1√

2γ

)) 4n−4
3
(

2

n− 1

(
1− 1√

2γ

)) 2n−4
3
(√

2γ + n− 2

2γ(n− 1)

) 4
3

=

=

(
9π2

4
4
3

)n(
1− 1√

2γ

) 6n−8
3
(

1

n− 1

) 6n−4
3
(√

2γ + n− 2

4γ

) 4
3

,

à çâiäñè i âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü (2.4.12). Ëåìó 2.4.2 äîâåäåíî.

Ëåìà 2.4.3. Íåõàé òî÷êè ak i îáëàñòi Bk, k = 0, n, çàäîâîëüíÿþòü

âñi óìîâè òåîðåìè 2.4.2. Òîäi ïðè óìîâi α0 ⩾ 2√
2γ

ïðàâèëüíà íàñòóïíà

íåðiâíiñòü:

J(n, γ) :=
In(γ)

I0n(γ)
≤ nγ+1− 5γ

3n

(
1− 1√

2γ

)n−γ−1+ γ
3n
(
9π2

4
13
3

)γ

P (n, γ)

(2.4.13)

äå

P (n, γ) =

(
n

n− 1

)n−γ−1+ 5γ
3n (√

2γ
) 3γ

n −1

·

·
(√

2γ + n− 2

4γ

) 4γ
3n
(
1− 2γ

n2

)n
2+

γ
n

(
1 +

√
2γ
n

1−
√
2γ
n

)√
2γ

.
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Äîâåäåííÿ ëåìè 2.4.3.Äëÿ ïî÷àòêó ïðîâåäåìî îöiíêó âèðàçó In(γ),

âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíîñòi (2.4.10) i (2.4.12).

In(γ) = rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) =

=

(
n∏

k=1

r (B0, 0) r (Bk, ak) r (Bk+1, ak+1) r (Bk+2, ak+2)

) γ
n
(

n∏
k=1

r(Bk, ak)

)1− 3γ
n

≤

≤
(
9π2

4
4
3

)γ (
1− 1√

2γ

)n−γ−1+ γ
3n
(

1

n− 1

)n−γ−1+ 5γ
3n 4n−3γ(√

2γ
)1− 3γ

n

(√
2γ + n− 2

4γ

) 4γ
3n

.

Âèêîðèñòîâóþ÷è îòðèìàíó âèùå íåðiâíiñòü i ðiâíiñòü (2.4.9), îòðèìà-

¹ìî íàñòóïíó îöiíêó

J(n, γ) ≤
(
9π2

4
4
3

)γ (
1− 1√

2γ

)n−γ−1+ γ
3n
(

1

n− 1

)n−γ−1+ 5γ
3n 4n−3γ(√

2γ
)1− 3γ

n(√
2γ + n− 2

4γ

) 4γ
3n (n

4

)n(2γ
n2

) γ
n
(
1− 2γ

n2

)n
2+

γ
n

(
1 +

√
2γ
n

1−
√
2γ
n

)√
2γ

=

= nγ+1− 5γ
3n

(
1− 1√

2γ

)n−γ−1+ γ
3n
(
9π2

4
13
3

)γ

P (n, γ).

(2.4.14)

Ëåìó 2.4.3 äîâåäåíî.

Äëÿ çàêií÷åííÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.4.2 äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî âè-

ðàç, çàïèñàíèé â ïðàâié ÷àñòèíi íåðiâíîñòi (2.4.14), ïðè óìîâàõ òåîðåìè

ìåíøèé âiä îäèíèöi.

Îöiíèìî äëÿ ïî÷àòêó âèðàç P (n, γ), ïðè÷îìó âèïàäîê 1 < γ ≤ 2

ðîçãëÿíåìî îêðåìî.

Òàê,
(

n
n−1

)n−γ−1+ 5γ
3n =

(
1 + 1

n−1

)(n−1)(1− 3nγ−5γ
3n(n−1)) < e. Äàëi,(√

2γ
) 3γ

n −1
< 1.16 (äëÿ 1 < γ ≤ 2 îòðèìà¹ìî

(√
2γ
) 3γ

n −1
< 0.75). Ïîòiì(√

2γ+n−2
4γ

) 4γ
3n

< 1.15. Äàëi, âèðàç
(
1− 2γ

n2

)n
2+

γ
n < 1, à âèðàç

(
1+

√
2γ
n

1−
√
2γ
n

)√
2γ

<

4.45 (äëÿ 1 < γ ≤ 2 îòðèìà¹ìî

(
1+

√
2γ
n

1−
√
2γ
n

)√
2γ

< 1.5).
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Âðàõîâóþ÷è öå, îòðèìà¹ìî ùî P (n, γ) < 6e (äëÿ 1 < γ ≤ 2 îòðèìà¹ìî

P (n, γ) < 1.29e).

Ïðàâèëüíi òàêîæ íàñòóïíi ïåðåòâîðåííÿ:

nγ+1− 5γ
3n

(
1− 1√

2γ

)n−γ−1+ γ
3n
(
9π2

4
13
3

)γ

=

=

(
9π2

4
13
3

)γ

nγ+1− 5γ
3n

((
1− 1√

2γ

)√
2γ
)n−γ−1+

γ
3n√

2γ

<

<

n(1
e

) n−γ−1+
γ
3n√

2γ(γ+1− 5γ
3n )

γ+1− 5γ
3n (

9π2

4
13
3

)γ

.

Îöiíèìî ïðè äàíèõ n i γ âèðàç

n

(
1

e

) n−γ−1+
γ
3n√

2γ(γ+1− 5γ
3n )

=
n

el
,

äå l =
n(1−n−1− γ

n+
γ

3n2
)

√
2γ

3
2 (1+γ−1−5n−1)

.

Çàóâàæèìî òàêîæ, ÷òî äëÿ äàíèõ n i γ ìà¹ìî:(
1− n−1 − γ

n + γ
3n2

)
√
2
(
1 + γ−1 − 5

3n
−1
) > p(20) =

1

2
√
2
,

à îòæå îòðèìà¹ìî:

n

el
<

n

e
p(n)· n

γ
3
2

<
n

e
p(n)· n

n
3
2 (

2
3−q(n))

=
n

ep(n)·n
ln( 1

p(n)
ln(n))

ln(n)

= 1.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ 1 < γ ≤ 2 â íåðiâíîñòi (2.4.14) îòðèìà¹ìî:

J(n, γ) ≤ 1.29e
9π2

4
13
3

< 0.77 < 1.

Äëÿ 2 < γ â íåðiâíîñòi îòðèìà¹ìî:

J(n, γ) ≤ 6e

(
9π2

4
13
3

)2

< 0.8 < 1.
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À îñêiëüêè J(n, γ) = In(γ)
I0n(γ)

, òî äëÿ n ≥ 20 i 1 < γ ≤ n
2
3−q(n) i α0 ⩾ 2√

2γ

ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü In(γ) < I0n(γ), à òîìó, âðàõîâóþ÷è (2.4.9), äëÿ äà-

íîãî âèïàäêó íåðiâíiñòü (2.4.6) äîâåäåíà.

Òàêèì ÷èíîì, íåðiâíiñòü (2.4.6) äîâåäåíà i äëÿ α0 ⩾ 2√
2γ
, i äëÿ

α0 <
2√
2γ
.

Òåîðåìó 2.4.2 äîâåäåíî.

Çàóâàæèìî, ùî âçÿâøè â òåîðåìi 2.4.2 n0 > 20, ìè ìîæåìî óòî÷íèòè

âèðàç p(n0), à îòæå é çàïèñàòè åêñòðåìàëüíi êîíôiãóðàöi¨ äëÿ áiëüøèõ γ

äëÿ òîãî æ íàòóðàëüíîãî n.

Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ äåÿêèì àíàëîãîì òåîðåìè 2.3.1 äëÿ âèïàäêó ñè-

ìåòðè÷íèõ îáëàñòåé.

Òåîðåìà 2.4.3. [213] Íåõàé n ∈ N, n ≥ 258 i γ ∈ R, 1 < γ ≤ n.

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó òî÷îê ak, òàêèõ, ùî a0 = 0, |ak| = 1, k =

1, n, i äîâiëüíîãî íàáîðó âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé Bk, òàêèõ,

ùî ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n, ïðè÷îìó îáëàñòi Bk, k = 1, n, ñèìåòðè÷íi

âiäíîñíî îäèíè÷íîãî êîëà |w| = 1, à òàêîæ çà óìîâè, ùî r(B0, 0) ≤ 1,

ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) ≤
(
4

n

)n
(
2γ
n2

) γ
n(

1− 2γ
n2

)n
2+

γ
n

(
1−

√
2γ
n

1 +
√
2γ
n

)√
2γ

. (2.4.15)

Çíàê ðiâíîñòi â öié íåðiâíîñòi äîñÿãà¹òüñÿ, çîêðåìà, ó âèïàäêó, êîëè

ak i Bk, k = 0, n, ¹, âiäïîâiäíî, ïîëþñàìè i êðóãîâèìè îáëàñòÿìè êâàä-

ðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà

Q(w)dw2 = −γw
2n + 2(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2. (2.4.16)

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.4.3. ßê i â ïîïåðåäíiõ òåîðåìàõ, íåõàé

0 = arg a1 < arg a2 < . . . < arg an < 2π.

Îçíà÷èìî ÷èñëà αk, k = 1, n, òà α0 òàê, ÿê i ó ôîðìóëàõ (2.1.2) òà

(2.1.3).
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Çàóâàæèìî, ùî âèïàäîê âèïàäîê α0 ≤ 2√
2γ

áóâ ðîçãëÿíóòèé â ðîáîòi

[34]. Òàêèì ÷èíîì, íàì äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè âèïàäîê α0 >
2√
2γ
. Äëÿ

çðó÷íîñòi äîâåäåííÿ áóäåìî ïðîâîäèòè äëÿ äåùî çàãàëüíiøîãî âèïàäêó,

à ñàìå α0 ≥ 2√
2γ
.

Ââåäåìî íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ. Òàê, íåõàé

In(γ) = rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) ,

à òàêîæ

I0n(γ) = rγ (D0, 0)
n∏

k=1

r (Dk, dk) ,

äå dk i Dk, k = 1, n, � âiäïîâiäíî ïîëþñè i êðóãîâi îáëàñòi êâàäðàòè÷íîãî

äèôåðåíöiàëà (2.4.16). Çãiäíî ç ëåìîþ 2.1.3

I0n(γ) =

(
4

n

)n
(
2γ
n2

) γ
n(

1− 2γ
n2

)n
2+

γ
n

(
1−

√
2γ
n

1 +
√
2γ
n

)√
2γ

. (2.4.17)

Òàêîæ, çãiäíî ç ëåìîþ 2.4.1, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

n∏
k=1

r (Bk, ak) ≤
4n√
2γ

(
1− 1√

2γ

)n−1

(n− 1)−(n−1). (2.4.18)

Ïîçíà÷èìî òàêîæ

Qn(γ) =

1√
2γ

(
1− 1√

2γ

)n−1

(n− 1)−(n−1)

1
nn

( 2γ

n2
)
γ
n

(1− 2γ

n2
)
n
2 +

γ
n

(
1−

√
2γ
n

1+
√
2γ
n

)√
2γ

. (2.4.19)

Äîâåäåìî ñïî÷àòêó íàñòóïíó ëåìó.

Ëåìà 2.4.4. Íåõàé n ≥ 2 � ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, γ > 1 �

äåÿêå äiéñíå ÷èñëî. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨ íåïåðåòèííèõ îáëàñ-

òåé Bk i òî÷îê ak (k = 0, n), òàêèõ, ùî a0 = 0, |ak| = 1, k = 1, n,
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ak ∈ Bk, k = 0, n, äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ óìîâè r(B0, a0) ≤ 1 i α0 ≥ 2√
2γ
,

ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü:

rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak)

I0n(γ)
≤ Qn(γ), (2.4.20)

äå I0n(γ), Qn(γ) � äèâ. âiäïîâiäíî (2.4.17), (2.4.19).

ßêùî, äî òîãî æ, ÿêùî γ1(n) � êîðiíü ðiâíÿííÿ Qn(γ) = 1, òî äëÿ

äîâiëüíîãî γ2 òàêîãî, ùî 1 < γ2 < γ1(n) áóäå âèêîíóâàòèñÿ íåðiâíiñòü

Qn(γ2) < 1.

Äîâåäåííÿ ëåìè 2.4.4. Âiäçíà÷èìî, ùî ïðàâèëüíiñòü íåðiâíîñòi

(2.4.20) âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi (2.4.18) i ç ðiâíîñòi (2.4.17). Òîìó íàì çà-

ëèøà¹òüñÿ äîâåñòè, ùî ç ïðàâèëüíiñòü íåðiâíîñòi Qn(γ1) ≤ 1 âèïëèâà¹

ïðàâèëüíiñòü íåðiâíîñòi Qn(γ2) < 1 äëÿ äîâiëüíîãî γ2 > 1 i γ2 < γ1.

Äîñëiäèìî ôóíêöiþ Qn(γ) íà ìîíîòîííiñòü.

Ñïî÷àòêó âiçüìåìî ëîãàðèôìi÷íó ïîõiäíó âiä ÷èñåëüíèêà äàíîãî âè-

ðàçó. Òàê, [
ln

(
1√
2γ

(
1− 1√

2γ

)n−1

(n− 1)−(n−1)

)]′

γ

=

=

[
−1

2
ln(2γ) + (n− 1) ln

(
1− 1√

2γ

)
− (n− 1) ln (n− 1)

]′

γ

=

=
n−

√
2γ

2γ(
√
2γ − 1)

> 0,

òîìó ÷èñåëüíèê âèðàçó Qn(γ) çðîñòà¹ ïî γ äëÿ äîâiëüíèõ n i γ, ÿêi çà-

äîâîëüíÿþòü óìîâàì ëåìè 2.4.4.

Ç iíøîãî áîêó, çãiäíî ç ëåìîþ 2.1.4(
I0n(γ)

)′
= I0n(γ)

(
1

n
ln

(
2γ

n2 − 2γ

)
+

1√
2γ

ln

(
n−

√
2γ

n+
√
2γ

))
< 0,

òîìó çíàìåííèê âèðàçó Qn(γ) ñïàäà¹ ïî γ äëÿ òèõ n i γ, ÿêi çàäîâîëüíÿ-

þòü óìîâàì ëåìè 2.4.4.
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Òàêèì ÷èíîì, îòðèìà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ Qn(γ) ìîíîòîííî çðîñòà¹ ïî γ,

òîáòî Qn(γ2) < Qn(γ1) < 1.

Ëåìó 2.4.4 äîâåäåíî.

Ïåðåéäåìî òåïåð äî äîâåäåííÿ îñíîâíîãî òâåðäæåííÿ òåîðåìè 2.4.3.

Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê γ = n. Òîäi, çãiäíî ç ëåìîþ 2.4.4,

In(n)

I0n(n)
≤ Qn(n) =

1√
2n

(
1− 1√

2n

)n−1

(n− 1)−(n−1)

1
nn

2
n

(1− 2
n)

n
2 +1

(
1−

√
2√
n

1+
√
2√
n

)√
2n

=

=
n

3
2

2
√
2

(
1− 2

n

)n
2+1(

1 +
1

n− 1

)n−1
((

1− 1√
2n

)√
2n
)n−1√

2n


(
1 +

√
2√
n

)√
n√
2

(
1−

√
2√
n

)√
n√
2


2

.

Ïîçíà÷èìî òåïåð

P1(n) :=

(
1− 2

n

)n
2+1(

1 +
1

n− 1

)n−1

;

P2(n) :=


(
1 +

√
2√
n

)√
n√
2

(
1−

√
2√
n

)√
n√
2


2

;

P3(n) :=
n

3
2

2
√
2

((
1− 1√

2n

)√
2n
)n−1√

2n

.

Äîñëiäèìî êîæåí ç öèõ âèðàçiâ äëÿ n ≥ 258. Òàê,

P1(n) <
1

e
· e = 1.

Äàëi, âèðàç P2(n) ñïàäà¹ äî e4 i äëÿ n ≥ 258 ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

P2(n) ≤ 55.1682. Â òîé æå ÷àñ âèðàç P3(n) ìîíîòîííî çðîñòà¹ äëÿ n ≤ 16 i

ñïàäà¹ äëÿ n > 16, ïðè÷îìó P3(258) ≈ 0.0180. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ n ≥ 258

îòðèìà¹ìî:

Qn(n) = P1(n)P2(n)P3(n) < 1 · P2(258) · P3(258) <
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< 55.1704 · 0.0182 < 1.

Âèêîðèñòîâóþ÷è îñòàííþ íåðiâíiñòü i íåðiâíiñòü (2.4.20), îòðèìà¹ìî,

ùî äëÿ n ≥ 258, äîâiëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨ îáëàñòåé Bk i òî÷îê ak, k = 0, n,

ÿêi çàäîâîëüíÿþòü âñiì óìîâàì òåîðåìè 2.4.3, à òàêîæ äëÿ äîâiëüíîãî

äiéñíîãî γ, òàêîãî, ùî 1 < γ ≤ n, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü:

rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) ≤ I0n(γ).

À çâiäñè, âðàõîâóþ÷è (2.4.17), i îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü (2.4.15).

Òåîðåìó 2.4.3 äîâåäåíî.

Ïðàâèëüíèé íàñòóïíèé íàñëiäîê:

Íàñëiäîê 2.4.1. Íåõàé n ∈ N, n ≥ 258 i γ ∈ R, 1 < γ ≤ n. Òîäi

äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó òî÷îê ak, òàêèõ, ùî a0 = 0, |ak| = 1, k = 1, n,

i äîâiëüíîãî íàáîðó âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé Bk, òàêèõ, ùî

ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n, ïðè÷îìó îáëàñòi Bk, k = 1, n, ñèìåòðè÷íi

âiäíîñíî îäèíè÷íîãî êîëà |w| = 1, à òàêîæ ÿêùî B0 ⊂ U , äå U � âiä-

êðèòèé îäèíè÷íèé êðóã, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü (2.4.15). Çíàê ðiâíîñòi â

öié íåðiâíîñòi äîñÿãà¹òüñÿ, çîêðåìà, ó âèïàäêó, êîëè ak i Bk, k = 0, n,

¹, âiäïîâiäíî, ïîëþñàìè i êðóãîâèìè îáëàñòÿìè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåí-

öiàëà (2.4.16).

Ïðàâèëüíiñòü äàíîãî íàñëiäêó âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 2.4.3 òà ç òîãî, ùî

ÿêùî B0 ⊂ U , òî ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü r(B0, a0) ≤ 1.

Òàêîæ ìîæíà ñóòò¹âî çìåíøèòè íîìåð n0, ïî÷èíàþ÷è ç ÿêîãî âèêîíó-

¹òüñÿ íåðiâíiñòü (2.4.15), ÿêùî áðàòè γ ≤ γ0 äëÿ äåÿêîãî γ0 < n. Çîêðåìà,

ïðàâèëüíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.4.4. [213] Íåõàé α, γ ∈ R, ïðè÷îìó 0 < α < 1. Òîäi iñíó¹

n0(α) ∈ N òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíèõ íàòóðàëüíîãî n ≥ n0(α), äiéñíî-

ãî γ, òàêîãî, ùî 1 < γ ≤ nα, äîâiëüíîãî íàáîðó òî÷îê ak, òàêèõ, ùî

a0 = 0, |ak| = 1, k = 1, n, i äîâiëüíîãî íàáîðó âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ
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îáëàñòåé Bk, òàêèõ, ùî ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n, ïðè÷îìó îáëàñòi Bk,

k = 1, n, ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî îäèíè÷íîãî êîëà |w| = 1, à òàêîæ çà

óìîâè r(B0, 0) ≤ 1, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü (2.4.15). Çíàê ðiâíîñòi â öié

íåðiâíîñòi äîñÿãà¹òüñÿ, çîêðåìà, ó âèïàäêó, êîëè ak i Bk, k = 0, n, ¹,

âiäïîâiäíî, ïîëþñàìè i êðóãîâèìè îáëàñòÿìè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöi-

àëà (2.4.16). Çîêðåìà, äëÿ âèïàäêó α = 0.9 ìîæíà âçÿòè n0(α) = 78,

äëÿ α = 0.8 âçÿòè n0(α) = 38, äëÿ α = 0.7 âçÿòè n0(α) = 23, äëÿ

α = 0.6 âçÿòè n0(α) = 16.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.4.4. Âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 2.4.4, îòðèìà¹ìî:

In(n
α)

I0n(n
α)

≤ Qn(n
α) =

1√
2
n−α/2

(
1− 1√

2
n−α/2

)n−1

(n− 1)−(n−1)

n−n · (2nα−2)
nα−1

(1−2nα−2)
n
2 +nα−1

(
1−

√
2nα/2−1

1+
√
2n

α
2 −1

)√2n
α
2

=

=
n1−

α
2

√
2

(
1− 2

n2−α

)n
2+

1
n1−α

(
1 +

1

n− 1

)n−1(
1

2
n2−α

)nα−1

·

·

((
1− 1√

2nα/2

)√
2nα/2

) n−1√
2nα/2

(1 +√
2nα/2−1

)n1−α/2
√
2(

1−
√
2nα/2−1

)n1−α/2
√
2


2

n1−α

.

Ïîçíà÷èìî

R1(n) =

(
1 +

1

n− 1

)n−1

; R2(n, α) =
n1−

α
2

√
2

((
1− 1√

2nα/2

)√
2nα/2

) n−1√
2nα/2

;

R3(n, α) =

(
1− 2

n2−α

)n
2+

1
n1−α

; R4(n, α) =

(
1

2
n2−α

)nα−1

;

R5(n, α) =

(1 +√
2nα/2−1

)n1−α/2
√
2(

1−
√
2nα/2−1

)n1−α/2
√
2


2

n1−α

.

Ðîçãëÿíåìî êîæåí ç íàâåäåíèõ â òåîðåìi âèïàäêiâ îêðåìî.

Âèïàäîê α = 0.9.
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Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê α = 0.9 i n ≥ 78. Îöiíèìî êîæåí ç

âèðàçiâ Rk(n, α), k = 1, 5.

Òàê,

R1(n) < e. (2.4.21)

Äàëi,

R2(n, 0.9) =
n0.55√

2

((
1− 1√

2n0.45

)√
2n0.45

) n−1√
2n0.45

<
n0.55√

2

(
1

e

) n−1√
2n0.45

.

Ôóíêöiÿ n0.55
√
2

(
1
e

) n−1√
2n0.45 ìîíîòîííî ñïàäà¹ äëÿ n ≥ 78, îäíàê äëÿ çðó÷-

íîñòi ïîäàëüøèõ îá÷èñëåíü âiçüìåìî n ≥ 119. Îòðèìà¹ìî

R2(n, 0.9) <
1190.55√

2

(
1

e

) 119√
2·1190.45

< 0.000593. (2.4.22)

Äàëi,

R3(n, 0.9) < 1. (2.4.23)

Âèðàç R4(n, 0.9) =
(
1
2n

1.1
)n−0.1

îáìåæåíèé çãîðè, ïðè÷îìó ïðàâèëüíà

íåðiâíiñòü

R4(n, 0.9) < 45. (2.4.24)

Êðiì òîãî, âèðàç R5(n, 0.9) ñïàäà¹ äëÿ n ≥ 78, à òîìó

R5(n, 0.9) ≤ R5(78, 0.9) < 13.4876. (2.4.25)

Âðàõîâóþ÷è íåðiâíîñòi (2.4.21)-(2.4.25), äëÿ n ≥ 119 îòðèìà¹ìî

Qn(n
0.9) < e · 0.000593 · 45 · 13.4876 < 0.98 < 1.

Áåçïîñåðåäíiìè îá÷èñëåííÿìè ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî äëÿ âñiõ n, òàêèõ,

ùî 78 ≤ n < 119, òàêîæ ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü Qn(n
0.9) < 1. Òîìó, âðàõî-

âóþ÷è ëåìó 2.4.4, òåîðåìà 2.4.4 ïðàâèëüíà äëÿ âñiõ n ≥ 78 i 1 < γ ≤ n0.9.

Âèïàäîê α = 0.8.

Äîñëiäèìî òåïåð âèïàäîê α = 0.8 i n ≥ 38, îäíàê äëÿ çðó÷íîñòi

áóäåìî ðîçãëÿäàòè âèïàäîê n ≥ 45.
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Òàê, íåðiâíîñòi (2.4.21) òà (2.4.23) äëÿ äàíîãî âèïàäêó òåæ ñïðàâäæó-

þòüñÿ.

Äàëi,

R2(n, 0.8) =
n0.6√
2

((
1− 1√

2n0.4

)√
2n0.4
) n−1√

2n0.4

<
n0.6√
2

(
1

e

) n−1√
2n0.4

.

Ôóíêöiÿ n0.6
√
2

(
1
e

) n−1√
2n0.4 ìîíîòîííî ñïàäà¹ äëÿ n ≥ 45, òîìó

R2(n, 0.8) <
450.6√

2

(
1

e

) 45√
2·450.4

< 0.00784. (2.4.26)

Âèðàç R4(n, 0.8) =
(
1
2n

1.2
)n−0.2

çðîñòà¹ äëÿ n ≤ 264 i ñïàäà¹ äëÿ

n > 264, òîìó

R4(n, 0.8) ≤ P4(264, 0.8) < 7.14534. (2.4.27)

I íàñàìêiíåöü, âèðàç R5(n, 0.8) ñïàäà¹ äëÿ n ≥ 45, à òîìó

R5(n, 0.8) ≤ R5(45, 0.8) < 6.56181. (2.4.28)

Âðàõîâóþ÷è (2.4.21), (2.4.23) òà (2.4.26)-(2.4.28), äëÿ n ≥ 45 îòðèìà-

¹ìî:

Qn(n
0.8) < e · 0.00784 · 7.14534 · 6.56181 < 0.99922 < 1.

Áåçïîñåðåäíiìè îá÷èñëåííÿìè ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî äëÿ âñiõ n, òàêèõ,

ùî 38 ≤ n < 45, òàêîæ ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü Qn(n
0.8) < 1. Òîìó, âðàõî-

âóþ÷è ëåìó 2.4.4, òåîðåìà 2.4.4 ïðàâèëüíà äëÿ âñiõ n ≥ 38 i 1 < γ ≤ n0.8.

Âèïàäîê α = 0.7.

Äîñëiäèìî òåïåð âèïàäîê α = 0.7 i n ≥ 23. Äëÿ çðó÷íîñòi ñïî÷àòêó

ðîçãëÿíåìî âèïàäîê n ≥ 26.

Òàê, íåðiâíîñòi (2.4.21) òà (2.4.23) äëÿ äàíîãî âèïàäêó òåæ ñïðàâäæó-

þòüñÿ.

Äàëi,

R2(n, 0.7) =
n0.65√

2

((
1− 1√

2n0.35

)√
2n0.35

) n−1√
2n0.35

<
n0.65√

2

(
1

e

) n−1√
2n0.35

.
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Ôóíêöiÿ n0.65
√
2

(
1
e

) n−1√
2n0.35 ìîíîòîííî ñïàäà¹ äëÿ n ≥ 26, òîìó

R2(n, 0.7) <
260.65√

2

(
1

e

) 26√
2·260.35

< 0.02065. (2.4.29)

Âèðàç R4(n, 0.7) =
(
1
2n

1.3
)n−0.3

çðîñòà¹ äëÿ n ≤ 48 i ñïàäà¹ äëÿ n > 48,

òîìó

R4(n, 0.7) ≤ P4(48, 0.7) < 3.89035. (2.4.30)

I íàñàìêiíåöü, âèðàç R5(n, 0.7) ñïàäà¹ äëÿ n ≥ 26, à òîìó

R5(n, 0.7) ≤ R5(26, 0.7) < 4.57172. (2.4.31)

Âðàõîâóþ÷è (2.4.21), (2.4.23) òà (2.4.29)-(2.4.31), äëÿ n ≥ 26 îòðèìà-

¹ìî:

Qn(n
0.7) < e · 0.02065 · 3.89035 · 4.57172 < 0.99836 < 1.

Áåçïîñåðåäíiìè îá÷èñëåííÿìè ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî äëÿ âñiõ n, òàêèõ,

ùî 23 ≤ n < 26, òàêîæ ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü Qn(n
0.7) < 1. Òîìó, âðàõî-

âóþ÷è ëåìó 2.4.4, òåîðåìà 2.4.4 ïðàâèëüíà äëÿ âñiõ n ≥ 23 i 1 < γ ≤ n0.7.

Âèïàäîê α = 0.6.

Äîñëiäèìî òåïåð âèïàäîê α = 0.6 i n ≥ 16. Äëÿ çðó÷íîñòi ñïî÷àòêó

ðîçãëÿíåìî âèïàäîê n ≥ 18.

Òàê, íåðiâíîñòi (2.4.21) òà (2.4.23) äëÿ äàíîãî âèïàäêó òåæ ñïðàâäæó-

þòüñÿ.

Äàëi,

R2(n, 0.6) =
n0.7√
2

((
1− 1√

2n0.3

)√
2n0.3
) n−1√

2n0.3

<
n0.7√
2

(
1

e

) n−1√
2n0.3

.

Ôóíêöiÿ n0.6
√
2

(
1
e

) n−1√
2n0.3 ìîíîòîííî ñïàäà¹ äëÿ n ≥ 18, òîìó

R2(n, 0.6) <
180.6√

2

(
1

e

) 20√
2·180.3

< 0.03426. (2.4.32)
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Âèðàç R4(n, 0.6) =
(
1
2n

1.4
)n−0.4

çðîñòà¹ äëÿ n ≤ 20 i ñïàäà¹ äëÿ n > 20,

òîìó

R4(n, 0.6) ≤ P4(20, 0.6) < 2.87557. (2.4.33)

I íàñàìêiíåöü, âèðàç R5(n, 0.6) ñïàäà¹ äëÿ n ≥ 18, à òîìó

R5(n, 0.6) ≤ R5(18, 0.6) < 3.57431. (2.4.34)

Âðàõîâóþ÷è (2.4.21), (2.4.23) òà (2.4.32)-(2.4.34), äëÿ n ≥ 18 îòðèìà-

¹ìî:

Qn(n
0.6) < e · 0.03426 · 2.87557 · 3.57431 < 0.95719 < 1.

Áåçïîñåðåäíiìè îá÷èñëåííÿìè ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî äëÿ n = 16 òà n =

17 òàêîæ ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü Qn(n
0.6) < 1. Òîìó, âðàõîâóþ÷è ëåìó

2.4.4, òåîðåìà 2.4.4 ïðàâèëüíà äëÿ âñiõ n ≥ 16 i 1 < γ ≤ n0.6.

Òàêèì ÷èíîì, íåðiâíiñòü (2.4.15) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âèïàäêiâ α = 0.9 i

n0(α) = 78; äëÿ α = 0.8 i n0(α) = 38; äëÿ α = 0.7 i n0(α) = 23, à òàêîæ

äëÿ α = 0.6 i n0(α) = 16.

Òåîðåìó 2.4.4 äîâåäåíî.

Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ äåÿêèì àíàëîãîì òåîðåìè 2.3.7 äëÿ âèïàäêó ñè-

ìåòðè÷íèõ îáëàñòåé.

Òåîðåìà 2.4.5. [213] Íåõàé n ∈ N, n ≥ 31, α ∈ R, ïðè÷îìó

0 < α <
2

3
− 2

3

ln (1.25 ln(n))

ln(n)
.

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî äiéñíîãî γ, òàêîãî, ùî 1 < γ ≤ nα, äîâiëüíîãî íàáîðó

òî÷îê ak, òàêèõ, ùî a0 = 0, |ak| = 1, k = 1, n, i äîâiëüíîãî íàáîðó

âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé Bk, òàêèõ, ùî ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n,

ïðè÷îìó îáëàñòi Bk, k = 1, n, ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî îäèíè÷íîãî êîëà

|w| = 1, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü (2.4.15). Çíàê ðiâíîñòi â öié íåðiâíîñòi

äîñÿãà¹òüñÿ, çîêðåìà, ó âèïàäêó, êîëè ak i Bk, k = 0, n, ¹, âiäïîâiäíî,

ïîëþñàìè i êðóãîâèìè îáëàñòÿìè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà (2.4.16).
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Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.4.5. Îçíà÷èìî ÷èñëà αk, k = 1, n, òà α0 òàê,

ÿê i ó ôîðìóëàõ (2.1.2) òà (2.1.3). ßê i â ïîïåðåäíiõ òåîðåìàõ, íàì äî-

ñòàòíüî ðîçãëÿíóòè âèïàäîê α0 ≥ 2√
2γ
. Òàêîæ, âðàõóâàâøè ðåçóëüòàò

ðîáîòè [35], íàì äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè òiëüêè âèïàäîê α > 1
2 .

Çãiäíî ç ëåìîþ 2.3.3 (äèâ. òàêîæ [35]), ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü:

rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) ≤ n−
γ
2

(
n∏

k=1

r(Bk, ak)

)1− γ
n

.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîïåðåäíþ íåðiâíiñòü òà íåðiâíiñòü (2.4.18), ìà¹ìî

rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) ≤

≤ 22n−2γ−n−γ
2n n−

γ
2

(
1

n− 1

)n2−n−nγ+γ
n

(
1

γ

)n−γ
2n
(
1− 1√

2γ

)n2−n−nγ+γ
n

.

Âðàõóâàâøè òàêîæ, ùî

nn−
γ
2+

2γ
n

(
1

n− 1

)n2−n−nγ+γ
n

= n
γ
2+1+ γ

n

(
n

n− 1

)n−1−γ+ γ
n

,

îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü

rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak)

I0n(γ)
≤ 4−γ−n+γ

4n n
γ
2+1+ γ

n

(
1

γ

)n+γ
2n

(
n

n− 1

)n−1−γ+ γ
n
(
1− 1√

2γ

)n2−n−nγ+γ
n

(
1− 2γ

n2

)n
2+

γ
n

(
1 +

√
2γ
n

1−
√
2γ
n

)√
2γ

:= Gn(γ).

Îöiíèìî âèðàç Gn(γ) ïðè óìîâàõ òåîðåìè. Çîêðåìà, ïðàâèëüíà íàñ-

òóïíà îöiíêà:

(
1+

√
2γ
n

1−
√
2γ
n

)√
2γ

4−γ−n+γ
4n

(
1
γ

)n+γ
2n

< 1
e . Òàêîæ ïðàâèëüíi íåðiâíî-

ñòi
(

n
n−1

)n−1−γ+ γ
n < e i

(
1− 2γ

n2

)n
2+

γ
n < 1.
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Òàêèì ÷èíîì, ùîá äîâåñòè, ùî ïðè óìîâàõ òåîðåìè Gn(γ) < 1, íàì

äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî n
γ
2+1+ γ

n

(
1− 1√

2γ

)n2−n−nγ+γ
n

< 1.

Ïðàâèëüíi íàñòóïíi ïåðåòâîðåííÿ.

n
γ
2+1+ γ

n

(
1− 1√

2γ

)n2−n−nγ+γ
n

= n
γ
2+1+ γ

n

((
1− 1√

2γ

)√
2γ
)n2−n−nγ+γ

n
√
2γ

<

<

n(1
e

) √
2(n2−n−nγ+γ)

nγ
√
γ+2n

√
γ+2γ

√
γ


γ
2+1+ γ

n

=

=

n(1
e

) n

γ
3
2

√
2(1− 1

n− γ
n+

γ

n2 )
1+ 2

γ+ 2
n


γ
2+1+ γ

n

.

Äëÿ n ≥ 31 i n0.5 < γ < n
2
3−

2
3
ln(1.25 ln(n))

ln(n) ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü√
2(1− 1

n−
γ
n+

γ

n2
)

1+ 2
γ+

2
n

> 0.8, òîìó îòðèìà¹ìî:

n

(
1

e

) n

γ
3
2

√
2(1− 1

n− γ
n+

γ

n2 )
1+ 2

γ+ 2
n

< n

(
1

e

) 0.8n

γ
3
2
<

< n

(
1

e

) n

1.25n

3
2( 2

3−
2
3
ln(1.25 ln(n))

ln(n) )
= n

(
1

e

) 1
1.25n

ln(1.25 ln(n))
ln(n)

= 1.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ çàäàíèõ â òåîðåìi 2.4.5 n i γ ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

Gn(γ) < 1, à öå îçíà÷à¹, ùî

rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) ≤ I0n(γ),

çâiäêè i âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè. Òåîðåìó 2.4.5 äîâåäåíî.

Çàóâàæåííÿ. Îöiíþþ÷è âèðàç
√
2(1− 1

n−
γ
n+

γ

n2
)

1+ 2
γ+

2
n

äëÿ áiëüøèõ n, ìîæåìî

îòðèìàòè i óòî÷íåíi îöiíêè äëÿ γ. Òàê, äëÿ n ≥ 80 äàíèé âèðàç áiëü-

øå îäèíèöi, à òîìó, ïîâòîðþþ÷è ìiðêóâàííÿ òåîðåìè 2.4.5, äëÿ òàêèõ n

ìîæíà áðàòè 1 < γ ≤ n
2
3−

2
3
ln(ln(n))
ln(n) i ò.ä.
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 2

Â äðóãîìó ðîçäiëi äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ðîçãëÿäà¹òüñÿ âiäêðèòà ïðîáëå-

ìà ïðî ìàêñèìóì äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ n íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé,

ÿêi ìiñòÿòü òî÷êè îäèíè÷íîãî êîëà i ñòåïåíÿ γ âíóòðiøíüîãî ðàäióñà

îáëàñòi, ÿêà ìiñòèòü òî÷êó íóëü, ÿê ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, òàê i ó âèïàä-

êó, êîëè îáëàñòi, ÿêi ìiñòÿòü òî÷êè îäèíè÷íîãî êîëà, ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî

äàíîãî êîëà.

Çîêðåìà, â äðóãîìó ðîçäiëi îòðèìàíî òàêi ðåçóëüòàòè:

� äëÿ âèïàäiâ n = 3, 8 íàâåäåíî äiéñíå ÷èñëî γn òàêå, ùî äëÿ äàíèõ

n i 0 < γ ≤ γn çíàéäåíî ìàêñèìóì âiäïîâiäíîãî ôóíêöiîíàëà òà âêàçàíî

åêñòðåìàëüíó êîíôiãóðàöiþ îáëàñòåé, äå öåé ìàêñèìóì äîñÿãà¹òüñÿ;

� äëÿ âèïàäêó, êîëè n � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, áiëüøå äåÿêîãî

ôiêñîâàíîãî n0, i, çàëåæíî âiä ïî÷àòêîâèõ óìîâ íà n òà îáëàñòi, çíàéäåíî

äåêiëüêà ñïîñîáiâ çàäàííÿ çðîñòàþ÷î¨ ìàæîðàíòè äëÿ γ;

� äëÿ âèïàäêó, êîëè îáëàñòü, ÿêà ìiñòèòü òî÷êó íóëü, ëåæèòü â

îäèíè÷íîìó êðóçi, çíàéäåíî åêñòðåìàëüíó êîíôiãóðàöiþ äëÿ n ≥ 76 i

1 < γ ≤ n;

� êîëè îáëàñòi, ÿêi ìiñòÿòü òî÷êè îäèíè÷íîãî êîëà, ñèìåòðè÷íi âiä-

íîñíî äàíîãî êîëà çíàéäåíî åêñòðåìàëüíå ðîçáèòòÿ ïëîùèíè â óìîâàõ

ñôîðìóëüîâàíî¨ ïðîáëåìè ÿê äëÿ âèïàäêó, êîëè n � äåÿêå ôiêñîâàíå

÷èñëî, òàê i äëÿ âèïàäêó, êîëè n áiëüøå äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî n0, i äëÿ

âñiõ çãàäàíèõ âèïàäêiâ âêàçàíî âiäïîâiäíi îáìåæåííÿ íà γ, äëÿ ÿêèõ âêà-

çàíà êîíôiãóðàöiÿ ¹ åêñòðåìàëüíîþ.

Çðîáëåíî ïîðiâíÿëüíèé àíàëiç îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ ç ðåçóëüòàòàìè,

îòðèìàíèìè â ðîáîòàõ ïîïåðåäíèêiâ.

Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî â ðîáîòàõ [26, 28, 193, 194, 199, 200,

205�207,213].
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Ðîçäië 3

Çàäà÷à ïðî åêñòðåìàëüíå ðîçáèòòÿ

êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè ç n äîâiëüíèìè

ôiêñîâàíèìè ïîëþñàìè

3.1 Äåÿêi äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ, ÿêi âèêî-

ðèñòîâóþòüñÿ ïðè äîâåäåííi îñíîâíèõ

ðåçóëüòàòiâ ðîçäiëó

Îäíi¹þ ç çàäà÷, ÿêi âèâ÷àþòüñÿ â äàíié ðîáîòi, ¹ òàêà ïðîáëåìà:

Ïðîáëåìà 3.1.1. Íåõàé n ∈ N, n ≥ 2, ak, k = 1, n, � äåÿêi ôiêñîâà-

íi òî÷êè ðîçøèðåíî¨ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè. Çíàéòè ìàêñèìóì âèðàçó
n∏

k=1

r(Bk, ak), äå Bk, k = 1, n, � äîâiëüíà êîíôiãóðàöiÿ îáëàñòåé, òàêèõ,

ùî ak ∈ Bk ⊂ C, ïðè÷îìó Bi

⋂
Bj = ∅ äëÿ 1 ≤ i, j ≤ n òà i ̸= j.

Òîáòî, iíøèìè ñëîâàìè, ïîòðiáíî çíàéòè ìàêñèìóì äîáóòêó âíóòðiø-

íiõ ðàäióñiâ äëÿ äîâiëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨ n íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé, ÿêi ìiñ-

òÿòü âiäïîâiäíî n çàäàíèõ ôiêñîâàíèõ òî÷îê êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè.

Ïðîáëåìó 3.1.1 ìîæíà ðîçãëÿäàòè òàêîæ â äåùî ìîäèôiêîâàíîìó âèã-

ëÿäi.

Ïðîáëåìà 3.1.1*. Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n ≥ 2, äîâiëüíî-

ãî íàáîðó òî÷îê ak, k = 1, n, òà îáëàñòåé Bk, k = 1, n, òàêèõ, ùî

ak ∈ Bk ⊂ C, ïðè÷îìó Bi

⋂
Bj = ∅ äëÿ 1 ≤ i, j ≤ n òà i ̸= j, çíàéòè
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îöiíêó âèðàçó

Tn :=

n∏
k=1

r(Dk, ak){
′∏

1⩽k<l⩽n

|ak − al|

} 2
n−1

(3.1.1)

(òóò øòðèõ ó äîáóòêó îçíà÷à¹, ùî äëÿ íåñêií÷åííî âiääàëåíî¨ òî÷êè

ïiä âiäïîâiäíèì ìíîæíèêîì ðîçóìi¹ìî îäèíèöþ).

Çàóâàæèìî, ùî âèðàç Tn ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî äðîáîâî-ëiíiéíèõ âi-

äîáðàæåíü ïëîùèíè. Âèõîäÿ÷è ç ðåçóëüòàòiâ ðîáiò [129], [83], [121], îòðè-

ìà¹ìî íàñòóïíi îöiíêè:

T2 ≤ 1; T3 ≤ 64
81
√
3
≈ 0.45618; T4 ≤ 9

48/3
≈ 0.22323.

Òàêîæ áóëî âèñëîâëåíî ïðèïóùåííÿ (äèâ. [125]), ùî T5 ≤ 4
11
3 · 3− 3

4 ·
5−

25
6 ≈ 8.656 · 10−2, i âêàçàíî êîíôiãóðàöiþ, äëÿ ÿêî¨ â ïîïåðåäíié íåðiâ-

íîñòi äîñÿãà¹òüñÿ ðiâíiñòü.

Çàóâàæèìî, ùî ïðîáëåìó 3.1.1* ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê çàäà÷ó ç âiëü-

íèìè ïîëþñàìè, îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî n ïîòðiáíî çíàéòè

ìàêñèìóì Tn ïî âñåìîæëèâèõ êîíôiãóðàöiÿõ òî÷îê ak i îáëàñòåé Bk, ÿêi

çàäîâîëüíÿþòü óìîâè äàíî¨ ïðîáëåìè, i çíàéäåíèé ìàêñèìóì ìîæå íå äî-

ñÿãàòèñÿ äëÿ äåÿêèõ ôiêñîâàíèõ êîíôiãóðàöié òî÷îê ak, òîìó ïðîáëåìà

3.1.1* íå òîòîæíà äî ïðîáëåìè 3.1.1. Òîáòî íàâiòü ó âèïàäêó, êîëè äëÿ

äåÿêîãî êîíêðåòíîãî n ≥ 5 âäàñòüñÿ îòðèìàòè òî÷íó îöiíêó ó ïðîáëå-

ìi 3.1.1*, öå íå îçíà÷àòèìå, ùî äëÿ äàíî¨ âêàçàíî¨ êîíôiãóðàöi¨ n òî÷îê

äàíà îöiíêà áóäå òî÷íîþ â óìîâàõ ïðîáëåìè 3.1.1.

Ïðè äîñëiäæåííi ïðîáëåìè 3.1.1 ðîçãëÿäàâñÿ òàêîæ iíøèé ôóíêöiî-

íàë

Pn =

n∏
k=1

r(Dk, ak)

n∏
k=1

|ak+1 − ak|
, an+1 := a1,

iíâàðiàíòíèé ùîäî êîíôîðìíèõ àâòîìîðôiçìiâ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ âèïàäêiâ n = 2 i n = 3 ôóíêöiîíàëè Pn i Tn ñïiâïà-
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äàþòü.

Äëÿ âèïàäêó n = 4 ïðàâèëüíà íàñòóïíà òåîðåìà:

Òåîðåìà 3.1.1. [107] Íåõàé ak, k = 1, 4, � äåÿêi ôiêñîâàíi òî÷êè ðîç-

øèðåíî¨ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨ íåïåðå-

òèííèõ îäíîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé Bk, k = 1, 4, òàêèõ, ùî ak ∈ Bk ⊂ C,
ïðè÷îìó Bi

⋂
Bj = ∅ äëÿ 1 ≤ i, j ≤ 4 òà i ̸= j, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü:

4∏
k=1

r(Dk, ak)

4∏
k=1

|ak+1 − ak|
≤ 1

4
, a5 := a1.

Ðiâíiñòü äîñÿãà¹òüñÿ, ç òî÷íiñòþ äî êîíôîðìíèõ àâòîìîðôiçìiâ, äëÿ

ak = exp
(
iπk
2

)
i Dk = {z :

∣∣∣arg z − π(k−1)
2

∣∣∣ < π
4}, k = 1, ..., 4.

Ôóíêöiîíàë Pn ¹ îáìåæåíèì äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n ≥ 2.

Çîêðåìà, ïðàâèëüíà íàñòóïíà ëåìà.

Ëåìà 3.1.1. Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n ≥ 2 ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

Pn ≤ 1.

Äîâåäåííÿ ëåìè 3.1.1. Ïîçíà÷èìî an+1 := a1 i Dn+1 := D1. Òîäi

r(Dn+1, an+1) = r(D1, a1). Îòðèìà¹ìî

n∏
k=1

r(Dk, ak) =

√√√√ n∏
k=1

r2(Dk, ak) =

√√√√ n∏
k=1

r(Dk, ak)r(Dk+1, ak+1).

Çãiäíî ç íåðiâíiñòþ (1.6.1), äëÿ k = 1, n áóäåìî ìàòè, ùî

r(Dk, ak)r(Dk+1, ak+1) ≤ |ak − ak+1|2, à òîìó

n∏
k=1

r(Dk, ak) ≤

√√√√ n∏
k=1

|ak − ak+1|2 =
n∏

k=1

|ak − ak+1|.

Öå îçíà÷à¹, ùî
n∏

k=1

r(Dk, ak) ≤
n∏

k=1

|ak+1 − ak|, à îòæå i Pn ≤ 1.

Ëåìó 3.1.1 äîâåäåíî.
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3.2. Îöiíêè äîáóòêiâ âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ íå-

ïåðåòèííèõ îáëàñòåé âiäíîñíî n íàïåðåä

çàäàíèõ òî÷îê

Íåõàé n ∈ N � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, n ≥ 2. Äëÿ êîæíî¨ êîíôiãóðàöi¨

îáëàñòåé Bk, k = 1, n, i òî÷îê ak, òàêèõ, ùî ak ∈ Bk ∈ C i äëÿ äîâiëüíîãî

íàáîðó iíäåêñiâ k1; k2; ...kp, ki ≤ n, i = 1, p ââåäåìî íàñòóïíèé âåêòîð ç

äiéñíèìè êîîðäèíàòàìè

−→r k1;k2;...kp :=
(
r(Bk1, ak1); r(Bk2, ak2); ...; r(Bkp, akp)

)
. (3.2.1)

Íàäàëi ïiä âåêòîðîì −→r k1;k2;...kp áóäåìî ðîçóìiòè ñàìå âåêòîð ç êîîð-

äèíàòàìè r(Bki, aki), ÿêùî íå âêàçàíî iíøîãî.

Äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà −→r = (r1; r2; ...; rn) íîðìà öüîãî âåêòîðà âè-

çíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ ∥−→r ∥ =

√
n∑

k=1

r2k.

Äëÿ ââåäåíî¨ âèùå êîíôiãóðàöi¨ îáëàñòåé Bk i òî÷îê ak ïðàâèëüíi òàêi

òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 3.2.1. Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, n ≥ 2, íåõàé p, k �

äåÿêi íàòóðàëüíi ÷èñëà, òàêi, ùî 1 ≤ p, k ≤ n, p ̸= k; îáëàñòi Bp, Bk i

òî÷êè ap, ak òàêi, ùî ap ∈ Bp, ak ∈ Bk, Bp∩Bk = ∅, i íåõàé B(k)
p i a

(k)
p �

îáðàçè âiäïîâiäíî ìíîæèíè Bp i òî÷êè ap ïðè âiäîáðàæåííi w = 1
z−ak

.

Òîäi ïðàâèëüíà ðiâíiñòü

r(B(k)
p , a(k)p ) =

r(Bp, ap)

|ap − ak|2
. (3.2.2)

Äîâåäåííÿ ëåìè 3.2.1. Çà îçíà÷åííÿì ôóíêöi¨ Ãðiíà ìà¹ìî, ùî äëÿ

z → ap ïðàâèëüíèé àñèìïòîòè÷íèé ðîçêëàä

GBp
(z, ap) = ln

1

|z − ap|
+ ln r(Bp, ap) + o(1). (3.2.3)
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Ç iíøîãî áîêó, âèêîðèñòîâóþ÷è êîíôîðìíó iíâàðiàíòíiñòü ôóíêöi¨

Ãðiíà äëÿ âiäîáðàæåííÿ w = 1
z−ak

, áóäåìî ìàòè:

GBp
(z, ap) = G

B
(k)
p
(w, a(k)p ) = ln

1

|w − a
(k)
p |

+ ln r(B(k)
p , a(k)p ) + o(1) =

= ln
1∣∣∣ 1

z−ak
− 1

ap−ak

∣∣∣ + ln r(B(k)
p , a(k)p ) + o(1) =

= ln
|z − ak||ap − ak|

|z − ap|
+ ln r(B(k)

p , a(k)p ) + o(1) =

= ln
1

|z − ap|
+ ln |ap − ak||ap − ak + z − ap|+ ln r(B(k)

p , a(k)p ) + o(1) =

= ln
1

|z − ap|
+ ln |ap − ak|2 + ln

∣∣∣∣1 + z − ap
ap − ak

∣∣∣∣+ ln r(B(k)
p , a(k)p ) + o(1) =

= ln
1

|z − ap|
+ ln |ap − ak|2r(B(k)

p , a(k)p ) + o(1).

Ç íàïèñàíîãî âèùå i ðiâíîñòi (3.2.3), îòðèìà¹ìî

r(Bp, ap) = |ap − ak|2r(B(k)
p , a(k)p ),

çâiäêè i âèïëèâà¹ ðiâíiñòü (3.2.2).

Ëåìó 3.2.1 äîâåäåíî.

Ëåìà 3.2.2. Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, n ≥ 2, ak ∈ C,
k = 1, n, � äåÿêèé íàáið ôiêñîâàíèõ òî÷îê êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè;

Bk ⊂ C, k = 1, n, � äåÿêèé íàáið îáëàñòåé, òàêèõ, ùî ak ∈ Bk, k = 1, n,

Bi ∩Bj = ∅, i ̸= j. Òîäi äëÿ êîæíîãî k = 1, n ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü:

r(Bk, ak) ≤ (n− 1)−
1
2

 n∏
p=1
p̸=k

|ap − ak|


2

n−1
 n∏

p=1
p̸=k

r(Bp, ap)


− 1

n−1

(3.2.4)

Äîâåäåííÿ ëåìè 3.2.2. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ iäå¹þ, çàïðîïîíîâàíîþ â ðî-

áîòi [115], à òàêîæ ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 1 ðîáîòè [33]. Íåõàé d(E) �
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òðàíñôiíiòíèé äiàìåòð êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè E ⊂ C (äèâ. îçíà÷åí-

íÿ 1.2.1, àáî, íàïð., [83, ñ. 286]). Íåõàé B(k)
p i a(k)p � îáðàçè âiäïîâiäíî

ìíîæèíè Bp i òî÷êè ap ïðè âiäîáðàæåííi w = 1
z−ak

. Ç êîíôîðìíî¨ iíâà-

ðiàíòíîñòi ôóíêöi¨ Ãðiíà âèïëèâà¹ íàñòóïíå ñïiââiäíîøåííÿ:

r(Bk, ak) = r(B
(k)
k ,∞). (3.2.5)

Çãiäíî ç òåîðåìîþ 3 [83, ñ. 304] (äèâ. òàêîæ [65, ñ. 15]) âíóòðiøíié

ðàäióñ îáëàñòi, ÿêà ìiñòèòü íåñêií÷åííî âiääàëåíó òî÷êó, äîðiâíþ¹ âåëè-

÷èíi, îáåðíåíié äî òðàíñôiíiòíîãî äiàìåòðà äîïîâíåííÿ äî äàíî¨ îáëàñòi,

òîáòî ïðàâèëüíà ðiâíiñòü:

r(B
(k)
k ,∞) =

1

d
(
C \B(k)

k

) . (3.2.6)

Äàëi, çãiäíî ç âiäîìîþ òåîðåìîþ Ïîéà [145, ñ. 28], ïðàâèëüíà íàñòóïíà

íåðiâíiñòü:

d(E) ≥
√
µE

π
,

äå µE ïîçíà÷à¹ ìiðó Ëåáåãà êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè E. Çâiäñè îòðèìà¹ìî

1

d
(
C \B(k)

k

) ≤ 1√
1
πµ
(
C \B(k)

k

) . (3.2.7)

Âðàõîâóþ÷è ìîíîòîííiñòü òà àäèòèâíiñòü ìiðè Ëåáåãà, áóäåìî ìàòè:

1√
1
πµ
(
C \B(k)

k

) ≤

1

π
µ

 n⋃
p=1
p̸=k

B
(k)
p




− 1
2

=

1

π

n∑
p=1
p̸=k

µ
(
B

(k)
p

)
− 1

2

.

(3.2.8)

Âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (3.2.5)-(3.2.8), îòðèìà¹ìî:

r(Bk, ak) ≤

1

π

n∑
p=1
p̸=k

µ
(
B

(k)
p

)
− 1

2

.
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Äàëi, çà òåîðåìîþ ïðî ìiíiìiçàöiþ ïëîùi [83, ñ. 34], îòðèìà¹ìî íåðiâ-

íiñòü µB ≥ πr2 (B, a), à òîìó â ïîïåðåäíié íåðiâíîñòi îòðèìà¹ìî:

r(Bk, ak) ≤

1

π

n∑
p=1
p̸=k

µ
(
B

(k)
p

)
− 1

2

≤

 n∑
p=1
p̸=k

r2(B(k)
p , a(k)p )


− 1

2

. (3.2.9)

Çàóâàæåííÿ 3.2.1. Íåðiâíiñòü (3.2.9) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿ-

äi r(Bk, ak) ≤ ∥−→r 1;2;...;k−1;k+1;...;n∥−1, äå êîîðäèíàòàìè âåêòîðà
−→r 1;2;...;k−1;k+1;...;n ¹ âåëè÷èíè r(B

(k)
p , a

(k)
p ).

Äàëi, çà íåðiâíiñòþ Êîøi, îòðèìà¹ìî:

n∑
p=1
p̸=k

r2(B(k)
p , a(k)p ) ≥ (n− 1)

 n∏
p=1
p̸=k

r(B(k)
p , a(k)p )


2

n−1

,

à çâiäñè áóäåìî ìàòè n∑
p=1
p̸=k

r2(B(k)
p , a(k)p )


− 1

2

≤ (n− 1)−
1
2

 n∏
p=1
p̸=k

r(B(k)
p , a(k)p )


− 1

n−1

. (3.2.10)

Äàëi, âèêîðèñòîâóþ÷è (3.2.9), (3.2.10) òà (3.2.2), îòðèìà¹ìî

r(Bk, ak) ≤

≤ (n−1)−
1
2

[
|a1 − ak|2|a2 − ak|2...|ak−1 − ak|2|ak+1 − ak|2...|an − ak|2

r(B1, a1)r(B2, a2)...r(Bk−1, ak−1)r(Bk+1, ak+1)...r(Bn, an)

] 1
n−1

=

= (n− 1)−
1
2

 n∏
p=1
p̸=k

|ap − ak|


2

n−1
 n∏

p=1
p̸=k

r(Bp, ap)


− 1

n−1

,

ùî é äîâîäèòü íåðiâíiñòü (3.2.4).

Ëåìó 3.2.2 äîâåäåíî.

Ïðàâèëüíà íàñòóïíà òåîðåìà.
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Òåîðåìà 3.2.1. [53,195] Íåõàé n ∈ N � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, n ≥ 2,

ak ∈ C, k = 1, n � äåÿêèé íàáið ôiêñîâàíèõ òî÷îê êîìïëåêñíî¨ ïëîùè-

íè. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó îáëàñòåé Bk ⊂ C, òàêèõ, ùî ak ∈ Bk,

k = 1, n, Bi ∩Bj = ∅, i ̸= j ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü:

n∏
k=1

r(Bk, ak) ≤ (n− 1)−
n
4

 ∏
1≤p<k≤n

|ap − ak|

 2
n−1

. (3.2.11)

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.2.1.

Âèõîäÿ÷è ç ëåìè 3.2.2, îòðèìà¹ìî íàñòóïíi íåðiâíîñòi:

r(B1, a1) ≤ (n− 1)−
1
2

[
|a2 − a1|2|a3 − a1|2...|an − a1|2

r(B2, a2)r(B3, a3)...r(Bn, an)

] 1
n−1

,

r(B2, a2) ≤ (n− 1)−
1
2

[
|a1 − a2|2|a3 − a2|2...|an − a2|2

r(B1, a1)r(B3, a3)...r(Bn, an)

] 1
n−1

,

...

r(Bp, ap) ≤ (n−1)−
1
2

[
|a1 − ap|2|a2 − ap|2...|ap−1 − ap|2|ap+1 − ap|2...|an − ap|2

r(B1, a1)r(B2, a2)...r(Bp−1, ap−1)r(Bp+1, ap+1)...r(Bn, an)

] 1
n−1

,

...

r(Bn, an) ≤ (n− 1)−
1
2

[
|a1 − an|2|a2 − an|2...|an−1 − an|2

r(B1, a1)r(B2, a2)...r(Bn−1, an−1)

] 1
n−1

.

Ïåðåìíîæèâøè îòðèìàíi íåðiâíîñòi, áóäåìî ìàòè

n∏
k=1

r(Bk, ak) ≤
n∏

k=1

(n− 1)−
1
2

 n∏
p=1
p̸=k

|ap − ak|


2

n−1
 n∏

p=1
p̸=k

r(Bp, ap)


− 1

n−1

 =

= (n− 1)−
n
2

n∏
k=1

 n∏
p=1
p̸=k

|ap − ak|


2

n−1

n∏
k=1

 n∏
p=1
p̸=k

r(Bp, ap)


− 1

n−1

.

(3.2.12)
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Çàóâàæèìî, ùî

n∏
k=1

 n∏
p=1
p̸=k

|ap − ak|


2

n−1

=

 n∏
p,k=1
p̸=k

|ap − ak|


2

n−1

=

 ∏
1≤p<k≤n

|ap − ak|

 4
n−1

,

à òàêîæ ùî

n∏
k=1

 n∏
p=1
p̸=k

r(Bp, ap)


1

n−1

=

(
n∏

k=1

rn−1(Bk, ak)

) 1
n−1

=
n∏

k=1

r(Bk, ak).

Ç íàïèñàíîãî âèùå òà ç íåðiâíîñòi (3.2.12) îòðèìà¹ìî

n∏
k=1

r(Bk, ak) ≤ (n− 1)−
n
2

( ∏
1≤p<k≤n

|ap − ak|

) 4
n−1

n∏
k=1

r(Bk, ak)
,

çâiäêè áóäåìî ìàòè

(
n∏

k=1

r(Bk, ak)

)2

≤ (n− 1)−
n
2

 ∏
1≤p<k≤n

|ap − ak|

 4
n−1

.

Äîáóâàþ÷è êîðiíü ç îáîõ ÷àñòèí ïîïåðåäíüî¨ íåðiâíîñòi, îòðèìà¹ìî:

n∏
k=1

r(Bk, ak) ≤ (n− 1)−
n
4

 ∏
1≤p<k≤n

|ap − ak|

 2
n−1

,

ùî é äîâîäèòü íåðiâíiñòü (3.2.11).

Òåîðåìó 3.2.1 äîâåäåíî.

Äîâåäåíà òåîðåìà äîçâîëÿ¹ ïðîâåñòè îöiíêó âèðàçó Tn äëÿ âñiõ

n ∈ N.
Ïðàâèëüíèé íàñòóïíèé ðåçóëüòàò:
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Íàñëiäîê 3.2.1. Íåõàé äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n ≥ 2 îáëàñòi Bk

i òî÷êè ak, k = 1, n, çàäîâîëüíÿþòü âñiì óìîâàì òåîðåìè 3.2.1. Òîäi

ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü:

Tn ≤ (n− 1)−
n
4 . (3.2.13)

Ïîðiâíÿ¹ìî öþ îöiíêó ç òî÷íèìè îöiíêàìè, îòðèìàíèìè â ðîáîòàõ

[129], [83], [121]. Òàê, äëÿ n = 2 çà ôîðìóëîþ (3.2.13) îòðèìà¹ìî T2 ≤ 1,

ùî çáiãà¹òüñÿ ç òî÷íîþ îöiíêîþ, îòðèìàíîþ â ðîáîòi [129]. Äëÿ n = 3

îòðèìà¹ìî T3 ≤ 2−
3
4 ≈ 0.5947, â òîé ÷àñ ÿê îòðèìàíå â ðîáîòi [83] òî÷-

íå çíà÷åííÿ T3 = 64
81
√
3
≤ 0.4562; äëÿ äàíîãî âèïàäêó âiäíîñíà ïîõèáêà

δ3 ≈ 30%; äëÿ n = 4 îòðèìà¹ìî T4 ≤ 1
3 ≈ 0.3334, â òîé ÷àñ ÿê îòðèìàíå

â ðîáîòi [121] òî÷íå çíà÷åííÿ T4 = 9
48/3

≤ 0.2233 (âiäíîñíà ïîõèáêà δ4 ≈
49%).

Òàêîæ áóëî âèñëîâëåíî ïðèïóùåííÿ (äèâ. [125]), ùî T5 ≤ 4
11
3 ·

3−
3
4 · 5− 25

6 = 8.656 · 10−2, ïðè÷îìó ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ, çîêðåìà, êîëè

{a1, a2, a3, a4, a5} = {1, e− 2πi
3 , 0, e

2πi
3 ,∞}, à îáëàñòi Bk, k = 1; 5 ¹ âiäïîâiä-

íî êðóãîâèìè îáëàñòÿìè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà

Q(z)dz2 = −z
6 + 7z2 + 1

z2(z3 − 1)2
dz2.

Çãiäíî ç íåðiâíiñòþ (3.2.13) îòðèìà¹ìî T5 ≤ 4−
5
4 ≈ 0.1769, òîáòî äëÿ

öüîãî âèïàäêó âiäíîñíà ïîõèáêà δ5 ≈ 104%.

Äëÿ çðó÷íîñòi âåëè÷èíó dn
(
{ap}np=1

)
:=

( ∏
1⩽k<l⩽n

|ak − al|

) 2
n−1

áóäåìî

íàçèâàòè n-ì äiàìåòðîì ñèñòåìè òî÷îê {ap}np=1, ap ∈ C.
Òåîðåìó 3.2.1, âèêîðèñòîâóþ÷è ââåäåíå ïîíÿòòÿ n-ãî äiàìåòðà ñèñòå-

ìè òî÷îê, ìîæíà çàïèñàòè â äåùî iíøié ôîðìi.

Òåîðåìà 3.2.1*. Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, n ≥ 2, ak ∈ C,
Bk ⊂ C, k = 1, n � äåÿêèé íàáið âiäïîâiäíî òî÷îê i îáëàñòåé êîìïëåêñ-

íî¨ ïëîùèíè, òàêèõ, ùî ak ∈ Bk, k = 1, n, Bi ∩ Bj = ∅, i ̸= j. Òîäi
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ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü:

n∏
k=1

r(Bk, ak) ≤ (n− 1)−
n
4 · dn

(
{ap}np=1

)
.

Òåîðåìó 3.2.1 ìîæíà òàêîæ ñôîðìóëþâàòè äëÿ âèïàäêó îäíîçâ'ÿçíèõ

îáëàñòåé i êîíôîðìíèõ ðàäióñiâ.

Òåîðåìà 3.2.1**. Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, n ≥ 2, ak ∈ C,
k = 1, n, � äåÿêèé íàáið ôiêñîâàíèõ òî÷îê êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè. Òîäi

äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó ôóíêöié fk, k = 1, n, ðåãóëÿðíèõ i îäíîëèñòèõ â

êðóçi |z| < 1, äëÿ ÿêèõ fk(0) = ak, ïðè÷îìó fi(z1) ̸= fj(z2) äëÿ äîâiëüíèõ

íàòóðàëüíèõ 1 ≤ i, j ≤ n òà i ̸= j òà äîâiëüíèõ z1, z2 ∈ U , ïðàâèëüíà

íåðiâíiñòü:

n∏
k=1

|f ′k(0)| ≤ (n− 1)−
n
4

 ∏
1≤p<k≤n

|ap − ak|

 2
n−1

. (3.2.14)

Ó âèïàäêó, êîëè îäíà ç òî÷îê ak ¹ íåñêií÷åííî âiääàëåíîþ, òîäi â

íåðiâíîñòi (3.2.11) âñi ìíîæíèêè â ïðàâié ÷àñòèíi íåðiâíîñòi, ÿêi ìiñòÿòü

äàíó òî÷êó, ïåðåòâîðÿòüñÿ íà îäèíèöþ. Çîêðåìà, ïðàâèëüíà íàñòóïíà

òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.2.2. [195] Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, n ≥ 2, ak,

k = 1, n � äåÿêèé íàáið ôiêñîâàíèõ òî÷îê ðîçøèðåíî¨ êîìïëåêñíî¨ ïëî-

ùèíè, ïðè÷îìó an = ∞. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó îáëàñòåé Bk òàêèõ,

ùî ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n, Bi ∩Bj = ∅, i ̸= j, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü:

r(Bn,∞)
n−1∏
k=1

r(Bk, ak) ≤ (n− 1)−
n
4

 ∏
1≤p<k≤n−1

|ap − ak|

 2
n−1

. (3.2.15)

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.2.2. ßê i â òåîðåìi 3.2.1, çàôiêñó¹ìî äåÿêå

íàòóðàëüíå k òàêå, ùî 1 ≤ k ≤ n−1. Íåõàé B(k)
p i a(k)p � îáðàçè âiäïîâiäíî

ìíîæèíè Bp i òî÷êè ap ïðè âiäîáðàæåííi w = 1
z−ak

. Ïðîâiâøè àíàëîãi÷íi
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ïåðåòâîðåííÿ, îòðèìà¹ìî, ÿê i â (3.2.10), ùî

r(Bk, ak) ≤ (n− 1)−
1
2

 n∏
p=1
p̸=k

r(B(k)
p , a(k)p )


− 1

n−1

. (3.2.16)

Äîâåäåìî, ùî r(B(k)
n , a

(k)
n ) = r(B

(k)
n , 0) = r(Bn,∞).

Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì ôóíêöi¨ Ãðiíà

GBn
(z,∞) = ln |z|+ ln r(Bn,∞) + o(1), z → ∞.

Ç iíøîãî áîêó, âèêîðèñòîâóþ÷è êîíôîðìíó iíâàðiàíòíiñòü ôóíêöi¨

Ãðiíà äëÿ âiäîáðàæåííÿ w = 1
z−ak

, áóäåìî ìàòè:

GBn
(z,∞) = G

B
(k)
n
(w, 0) = ln

1

|w|
+ ln r(B(k)

n , 0) + o(1) =

= ln
1∣∣∣ 1

z−ak

∣∣∣ + ln r(B(k)
n , 0) + o(1) = ln |z − ak|+ ln r(B(k)

n , 0) + o(1) =

= ln |z|+ ln
∣∣∣1− ak

z

∣∣∣+ ln r(B(k)
n , 0) + o(1) =

= ln |z|+ ln r(B(k)
n , 0) + o(1),

à çâiäñè i âèïëèâà¹ ðiâíiñòü r(B(k)
n , 0) = r(Bn,∞).

Äëÿ 1 ≤ p ≤ n−1, p ̸= k, ïðîâiâøè ïåðåòâîðåííÿ, ÿê i â òåîðåìi 3.2.1,

îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü

r(B(k)
p , a(k)p ) =

r(Bp, ap)

|ap − ak|2
.

Òàêèì ÷èíîì, ç (3.2.16) äëÿ 1 ≤ k ≤ n− 1, îòðèìà¹ìî:

r(Bk, ak) ≤ (n− 1)−
1
2

n−1∏
p=1
p̸=k

|ap − ak|


2

n−1
 n∏

p=1
p̸=k

r(Bp, ap)


− 1

n−1

. (3.2.17)

ßêùî æ k = n, òî ïðàâèëüíà ðiâíiñòü:

r(Bn,∞) =
1

d
(
C \Bn

) ,
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à äàëi, ïðîâiâøè ìiðêóâàííÿ, àíàëîãi÷íi äî ïðîâåäåíèõ â ëåìi 3.2.2, îòðè-

ìà¹ìî

r(Bn,∞) ≤

(
n−1∑
p=1

r2(Bp, ap)

)− 1
2

,

à çâiäñè

r(Bn,∞) ≤ (n− 1)−
1
2

(
n−1∏
p=1

r(Bp, ap)

)− 1
n−1

. (3.2.18)

Àíàëîãi÷íî äî òåîðåìè 3.2.1, âðàõîâóþ÷è (3.2.17) i (3.2.18), îòðèìà¹-

ìî:

r(Bn,∞)
n−1∏
k=1

r(Bk, ak) ≤ (n− 1)−
n
2

 n−1∏
p,k=1
p̸=k

|ap − ak|


2

n−1

r(Bn,∞)
n−1∏
k=1

r(Bk, ak)

.

Çâiäñè âèïëèâà¹ íàñòóïíà íåðiâíiñòü:

(
r(Bn,∞)

n−1∏
k=1

r(Bk, ak)

)2

≤ (n− 1)−
n
2

 n−1∏
p,k=1
p̸=k

|ap − ak|


2

n−1

.

À çâiäñè áóäåìî ìàòè:

r(Bn,∞)
n−1∏
k=1

r(Bk, ak) ≤ (n− 1)−
n
4

 ∏
1≤p<k≤n−1

|ap − ak|

 2
n−1

,

ùî é äîâîäèòü íåðiâíiñòü (3.2.15).

Òåîðåìó 3.2.2 äîâåäåíî.

Òåîðåìó 3.2.2 òåæ ìîæíà çàïèñàòè â äåùî iíøié ôîðìi.

Òåîðåìà 3.2.2*. Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, n ≥ 2, Bk,

ak, k = 1, n, � äåÿêèé íàáið âiäïîâiäíî îáëàñòåé i òî÷îê ðîçøèðåíî¨

êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, òàêèõ, ùî ak ∈ Bk, k = 1, n, Bi ∩ Bj = ∅, i ̸= j i
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an = ∞. Òîäi ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

r(Bn,∞)
n−1∏
k=1

r(Bk, ak) ≤ (n− 1)−
n
4 · dn−1

(
{ap}n−1

p=1

)
.

Äëÿ âèïàäêó îäíîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé òåîðåìó 3.2.2 ìîæíà ñôîðìóëþ-

âàòè òàê:

Òåîðåìà 3.2.2**. Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, n ≥ 2, ak,

k = 1, n, � äåÿêèé íàáið ôiêñîâàíèõ òî÷îê ðîçøèðåíî¨ êîìïëåêñíî¨ ïëî-

ùèíè, ïðè÷îìó an = ∞. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó ôóíêöié fk, k = 1, n,

äå äëÿ k = 1, n− 1 ôóíêöi¨ fk ðåãóëÿðíi i îäíîëèñòi â êðóçi |z| < 1, ïðè-

÷îìó fk(0) = ak, à ôóíêöiÿ fn � ðåãóëÿðíà i îäíîëèñòà â îáëàñòi |z| > 1,

çà âèíÿòêîì íåñêií÷åííî âiääàëåíî¨ òî÷êè, ïðè÷îìó fn(∞) = ∞, êðiì

òîãî, fi(z1) ̸= fj(z2) äëÿ äîâiëüíèõ íàòóðàëüíèõ 1 ≤ i, j ≤ n, i ̸= j òà

äîâiëüíèõ z1, z2, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

1

|f ′n(∞)|

n−1∏
k=1

|f ′k(0)| ≤ (n− 1)−
n
4

 ∏
1≤p<k≤n−1

|ap − ak|

 2
n−1

. (3.2.19)

3.3. Çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè 3.2.1 äëÿ îòðèìàí-

íÿ îöiíîê â iíøèõ åêñòðåìàëüíèõ çàäà-

÷àõ ãåîìåòðè÷íî¨ òåîði¨ ôóíêöié

Îòðèìàíà â íåðiâíîñòi (3.2.11) îöiíêà ìîæå áóòè çàñòîñîâàíà i äëÿ îöiíêè

ôóíêöiîíàëà

In(γ) = rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak), (3.3.1)

äå n ∈ N, n ≥ 2, γ ∈ (0;n], a0 = 0, |a1| = . . . = |an| = 1, ak ∈ Bk ∈ C,
äå Bi

⋂
Bj = ∅ äëÿ 0 ≤ i, j ≤ n òà i ̸= j. Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî â

ðîáîòi [33] áóëî äàíî òî÷íó îöiíêó äàíîãî ôóíêöiîíàëà äëÿ âèïàäêó n = 2

i γ ∈ (0; 2], òîìó äîñòàòíüî ðîçãëÿäàòè âèïàäîê n ≥ 3. Ïðàâèëüíà òàêà

òåîðåìà.
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Òåîðåìà 3.3.1. [195] Íåõàé n ∈ N, γ ∈ R, n ≥ 3 i 0 < γ ≤ n. Òîäi

äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó òî÷îê ak, òàêèõ, ùî a0 = 0, |ak| = 1, k = 1, n,

i äîâiëüíîãî íàáîðó âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé Bk, òàêèõ, ùî

ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n, ó âèïàäêó n = 2m äëÿ äåÿêîãî m ∈ N ïðàâèëüíà

íåðiâíiñòü

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) ≤ 2n−γn−
γ
2 (n− 1)−

n−γ
4

(
m−1∏
k=1

sin
kπ

n

) 2(n−γ)
n−1

; (3.3.2)

ÿêùî æ n = 2m+ 1, m ∈ N, òî íåðiâíiñòü

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) ≤ 2n−γn−
γ
2 (n− 1)−

n−γ
4

(
m∏
k=1

sin
kπ

n

) 2(n−γ)
n−1

. (3.3.3)

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.3.1. Çãiäíî ç òåîðåìîþ 1 ðîáîòè [33], ïðà-

âèëüíà íåðiâíiñòü:

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) ≤ n−
γ
2

(
n∏

k=1

r (Bk, ak)

)n−γ
n

. (3.3.4)

Äàëi, çãiäíî ç íåðiâíiñòþ (3.2.11), ìà¹ìî

n∏
k=1

r(Bk, ak) ≤ (n− 1)−
n
4

 ∏
1≤p<k≤n

|ap − ak|

 2
n−1

. (3.3.5)

Ïðèïóñòèìî, äëÿ êîíêðåòíîñòi, ùî

0 = arg a1 < arg a2 < . . . < arg an < 2π.

Ïîçíà÷èìî

α1 :=
1
π(arg a2 − arg a1), α2 :=

1
π(arg a3 − arg a2), ...

αn := 1
π(2π − arg an).

Çâiäñè ∏
1≤p<k≤n

|ap − ak| =
∏

1≤p<k≤n

2 sin
π(αp + ...+ αk−1)

2
. (3.3.6)
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Âðàõóâàâøè, ùî
n∑

k=1

αk = 2, i äîñëiäèâøè äîáóòîê, çàïèñàíèé â ïðàâié

÷àñòèíi íåðiâíîñòi (3.3.6), îòðèìà¹ìî, ùî ìàêñèìóì äàíîãî âèðàçó äîñÿ-

ãà¹òüñÿ òîäi, êîëè âñi αk ðiâíi ìiæ ñîáîþ, à òîìó äëÿ n = 2m îòðèìà¹ìî

∏
1≤p<k≤n

(
2 sin

π(αp + ...+ αk−1)

2

)
≤ 2

n2−n
2

(
m−1∏
k=1

sin
kπ

n

)n

.

Ïiäñòàâèâøè îòðèìàíó íåðiâíiñòü â (3.3.5), áóäåìî ìàòè:

n∏
k=1

r(Bk, ak) ≤ 2n (n− 1)−
n
4

(
m−1∏
k=1

sin
kπ

n

) 2n
n−1

. (3.3.7)

Äàëi, âèêîðèñòîâóþ÷è (3.3.7) i (3.3.4), îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü (3.3.2).

ßêùî æ n = 2m+ 1, òî îòðèìà¹ìî

∏
1≤p<k≤n

(
2 sin

π(αp + ...+ αk−1)

2

)
≤ 2

n2−n
2

(
m∏
k=1

sin
kπ

n

)n

,

çâiäêè áóäåìî ìàòè

n∏
k=1

r(Bk, ak) ≤ 2n (n− 1)−
n
4

(
m∏
k=1

sin
kπ

n

) 2n
n−1

, (3.3.8)

à äàëi, ïiäñòàâèâøè îòðèìàíó íåðiâíiñòü â (3.3.5) i (3.3.6), i îòðèìà¹ìî

(3.3.3).

Òåîðåìó 3.3.1 äîâåäåíî.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ γ > n â çàãàëüíîìó âèïàäêó ôóíêöiîíàë (3.3.1)

íåîáìåæåíèé, îäíàê äëÿ äåÿêèõ ïiäêëàñiâ ìíîæèíè äîïóñòèìèõ êîíôi-

ãóðàöié îáëàñòåé ôóíêöiîíàë (3.3.1) îáìåæåíèé äëÿ äîâiëüíîãî γ ∈ R+.

Ïðàâèëüíà òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.3.2. [195] Íåõàé n ∈ N, n ≥ 2, γ, ε ∈ R, γ > 0 i ε > 0. Òîäi

äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó òî÷îê ak, òàêèõ, ùî a0 = 0, |ak| = 1, k = 1, n,

i äîâiëüíîãî íàáîðó âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé Bk, òàêèõ, ùî
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ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n, ïðè÷îìó ∥−→r 1;2;...;n∥ ≥ ε, äå −→r 1;2;...;n äèâ.(3.2.1)

à) ó âèïàäêó n = 2 ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

rγ (B0, 0)
2∏

k=1

r (Bk, ak) ≤ 4

(
1

ε

)γ

;

á) ó âèïàäêó n = 2m, m ∈ N, m ≥ 2, íåðiâíiñòü

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) ≤ 2n
(
1

ε

)γ

(n− 1)−
n
4

(
m−1∏
k=1

sin
kπ

n

) 2n
n−1

;

â) ÿêùî æ n = 2m+ 1, m ∈ N, òî íåðiâíiñòü

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) ≤ 2n
(
1

ε

)γ

(n− 1)−
n
4

(
m∏
k=1

sin
kπ

n

) 2n
n−1

.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.3.2. Ïðàâèëüíà ëåìà.

Ëåìà 3.3.1. Íåõàé îáëàñòi Bk i òî÷êè ak, k = 0, n çàäîâîëüíÿþòü âñiì

óìîâàì òåîðåìè 3.2.2. Òîäi ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü:

r(B0, 0) ≤
1

ε
. (3.3.9)

Äîâåäåííÿ ëåìè 3.3.1. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ w = 1
z . Âðàõî-

âóþ÷è (3.2.2), îòðèìà¹ìî, ùî r(B(0)
k , a

(0)
k ) = r(Bk, ak). Òîäi, ïîâòîðþþ÷è

ìiðêóâàííÿ ëåìè 3.2.2, çãiäíî ç íåðiâíiñòþ (3.2.9), îòðèìà¹ìî:

r(B0, 0) ≤
1√

n∑
k=1

r2(B
(0)
k , a

(0)
k )

= ∥−→r 1;2;...;n∥−1.

Âðàõîâóþ÷è òå, ùî ∥−→r 1;2;...;n∥ ≥ ε, áóäåìî ìàòè

r(B0, 0) ≤
1

ε
,

ùî i äîâîäèòü íåðiâíiñòü (3.3.9).
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Ëåìó 3.3.1 äîâåäåíî.

Âèêîðèñòîâóþ÷è Ëåìó 3.3.1, îòðèìà¹ìî

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) ≤
(
1

ε

)γ n∏
k=1

r (Bk, ak) . (3.3.10)

Äàëi, äëÿ âèïàäêó n = 2, çà òåîðåìîþ Ëàâðåíòü¹âà [129], áóäåìî ìàòè,

ùî
2∏

k=1

r (Bk, ak) ≤ 4, à òîìó â (3.3.10) îòðèìà¹ìî

rγ (B0, 0)
2∏

k=1

r (Bk, ak) ≤ 4

(
1

ε

)γ

.

Äëÿ âèïàäêó n = 2m, m ≥ 2, âðàõîâóþ÷è (3.3.7), îòðèìà¹ìî

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) ≤ 2n
(
1

ε

)γ

(n− 1)−
n
4

(
m−1∏
k=1

sin
kπ

n

) 2n
n−1

.

ßêùî æ n = 2m+ 1, òî, ïiäñòàâèâøè (3.3.8) â (3.3.10), îòðèìà¹ìî

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) ≤ 2n
(
1

ε

)γ

(n− 1)−
n
4

(
m∏
k=1

sin
kπ

n

) 2n
n−1

.

Òåîðåìó 3.3.2 äîâåäåíî.

Íàñëiäîê 3.3.1. Íåõàé îáëàñòi Bk i òî÷êè ak, k = 0, n, çàäîâîëüíÿþòü

âñiì óìîâàì òåîðåìè 3.3.2, ïðè÷îìó
n∏

k=1

r (Bk, ak) ≥ ε. Òîäi ó âèïàäêó

n = 2 ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

rγ (B0, 0)
2∏

k=1

r (Bk, ak) ≤ 4

(
1√
2ε

)γ

;

ó âèïàäêó n = 2m, m ∈ N, m ≥ 2, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) ≤ 2n
(

1
n
√
ε
√
n

)γ

(n− 1)−
n
4

(
m−1∏
k=1

sin
kπ

n

) 2n
n−1

;
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ÿêùî æ n = 2m+ 1, m ∈ N, òîäi íåðiâíiñòü

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) ≤ 2n
(

1
n
√
ε
√
n

)γ

(n− 1)−
n
4

(
m∏
k=1

sin
kπ

n

) 2n
n−1

.

Äëÿ äîâåäåííÿ äàíîãî íàñëiäêó äîñòàòíüî çàóâàæèòè, ùî çà íåðiâíi-

ñòþ ìiæ ñåðåäíiì ãåîìåòðè÷íèì i ñåðåäíiì êâàäðàòè÷íèì áóäåìî ìàòè,

ùî

n

√√√√ n∏
k=1

r (Bk, ak) ≤
1√
n

√√√√ n∑
k=1

r2 (Bk, ak),

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ∥−→r 1;2;...;n∥ ≥ n
√
ε
√
n, à äàëi âèêîðèñòàòè Ëåìó 3.3.1

i íåðiâíîñòi (3.3.7) òà (3.3.8).

Îòðèìàíi îöiíêè ìîæíà çàñòîñóâàòè i ïðè äîñëiäæåííi íàñòóïíî¨

ïðîáëåìè.

Ïðîáëåìà 3.3.1. Äîâåñòè, ùî ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëà

Jn(γ) = [r (B0, 0) r (Bn+1,∞)]γ
n∏

k=1

r (Bk, ak) , (3.3.11)

äå B0, B1, B2,...,Bn, Bn+1, (n ≥ 2) � ïîïàðíî íåïåðåòèíi îáëàñòi â C,
a0 = 0, an+1 = ∞, |ak| = 1, k = 1, n, r(Bj, aj) � âíóòðiøíié ðàäióñ

îáëàñòi Bj â òî÷öi aj (aj ∈ Bj), j = 0, n+ 1, äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ äåÿêî¨

êîíôiãóðàöi¨ îáëàñòåé, ÿêi ìàþòü n-êðàòíó ñèìåòðiþ.

Ó äàíié ðîáîòi ðîçãëÿíåìî òàêîæ äåùî çàãàëüíiøèé âèïàäîê, êîëè íà

òî÷êè ak, k = 1, n, íå íàêëàäà¹òüñÿ óìîâà |ak| = 1.

Ïðàâèëüíi òàêi ëåìè.

Ëåìà 3.3.2. [188] Íåõàé n ∈ N, γ ∈ R+. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôiêñî-

âàíî¨ ñèñòåìè ðiçíèõ òî÷îê An = {ak}nk=1 ∈ C\{0} i äëÿ äîâiëüíîãî

íàáîðó ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé B0, Bn+1, {Bk}nk=1 òàêèõ, ùî
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a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C, an+1 = ∞ ∈ Bn+1 ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n, ïðè÷î-

ìó iñíó¹ ε > 0 òàêå, ùî r (Bk, ak) ≥ ε äëÿ ∀k = 1, n. Òîäi ïðàâèëüíà

íåðiâíiñòü

r (B0, 0) ⩽ ε−
n

n+1

(
n∏

k=1

|ak|
) 2

n+1

(n+ 1)
1
2 (r (Bn+1,∞))

1
n+1

. (3.3.12)

Äîâåäåííÿ ëåìè 3.3.2. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ w = 1
z , i íåõàé

B+ =
{
z : 1

z ∈ B
}
.

Òîäi, ïîâòîðþþ÷è ìiðêóâàííÿ ëåìè 3.2.2, çãiäíî ç íåðiâíiñòþ (3.2.9),

îòðèìà¹ìî

r (B0, 0) ⩽
1[

n+1∑
k=1

r2
(
B+

k , a
+
k

)] 1
2

. (3.3.13)

Çíàéäåìî âåëè÷èíè r
(
B+

k , a
+
k

)
äëÿ k = 1, n. Âiäçíà÷èìî, ùî

gBk
(z, ak) = − ln |z − ak| + ln r(Bk, ak) + o(1), o(1) ⇒ 0, z → ak.

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ Ãðiíà iíâàðiàíòíà ïðè êîíôîðìíîìó òà îäíîëèñòîìó

âiäîáðàæåííi, ìà¹ìî

gBk
(z, ak) = gB+

k
(w+, a+k ), w+ =

1

z
.

Çâiäñè,

gB+
k
(w+, a+k ) = gB+

k

(
1

z
,
1

ak

)
= ln

1

|1z −
1
ak
|
+ ln r(B+

k , a
+
k ) + o(1) =

= ln
|zak|

|z − ak|
+ ln r(B+

k , a
+
k ) + o(1) =

= ln
1

|z − ak|
+ ln |ak|2 + ln r(B+

k , a
+
k ) + ln

|z|
|ak|

+ o(1).

Îñêiëüêè äëÿ z → ak âèðàç ln
|z|
|ak| → 0, îòðèìó¹ìî

gB+
k
(w+, a+k ) = ln

1

|z − ak|
+ ln |ak|2r(B+

k , a
+
k ) + o(1).
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Òàêèì ÷èíîì,

r
(
B+

k , a
+
k

)
=
r (Bk, ak)

|ak|2
. (3.3.14)

Çíàéäåìî òåïåð r
(
B+

n+1, a
+
n+1

)
. Îñêiëüêè an+1 = ∞, òî ç iíâàðiàíòíî-

ñòi ôóíêöi¨ Ãðiíà îòðèìà¹ìî

gBn+1
(z,∞) = gB+

n+1
(w, 0) = ln

1

|w|
+ ln r(B+

n+1, 0) + o(1) =

= ln |z|+ ln r(B+
n+1, 0) + o(1),

à çâiäñè i âèïëèâà¹ ðiâíiñòü

r(B+
n+1, 0) = r(Bn+1,∞). (3.3.15)

Ïiäñòàâèâøè ðiâíîñòi (3.3.14) i (3.3.15) â íåðiâíiñòü (3.3.13), îòðèìà¹-

ìî:

r (B0, 0) ⩽

[
r2 (Bn+1,∞) +

n∑
k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4

]− 1
2

.

Çà íåðiâíiñòþ Êîøi îòðèìà¹ìî

r2 (Bn+1,∞) +
n∑

k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4
≥

≥ (n+ 1)

(
r (Bn+1,∞)

n∏
k=1

r (Bk, ak)

|ak|2

) 2
n+1

,

à îòæå

r (B0, 0) ⩽

(
n∏

k=1

r (Bk, ak)

)− 1
n+1

(
n∏

k=1

|ak|
) 2

n+1

(n+ 1)
1
2 (r (Bn+1,∞))

1
n+1

.

Âðàõóâàâøè, ùî, çãiäíî ç óìîâîþ òåîðåìè äëÿ k = 1, n ïðàâèëüíà

íåðiâíiñòü r (Bk, ak) ≥ ε, îòðèìà¹ìî

(
n∏

k=1

r (Bk, ak)

)− 1
n+1

≤ ε−
n

n+1 . Ïiä-

ñòàâèâøè äàíèé âèðàç â ïîïåðåäíþ íåðiâíiñòü, i îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü

(3.3.12).
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Ëåìó 3.3.2 äîâåäåíî.

Çíàéäåìî òåïåð îöiíêó äëÿ âèðàçó r (Bn+1,∞) . Ïðàâèëüíà ëåìà.

Ëåìà 3.3.3. [188] Íåõàé n ∈ N, γ ∈ R+. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôiêñî-

âàíî¨ ñèñòåìè ðiçíèõ òî÷îê An = {ak}nk=1 ∈ C\{0} i äëÿ äîâiëüíîãî

íàáîðó ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé B0, Bn+1, {Bk}nk=1 òàêèõ, ùî

a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C, an+1 = ∞ ∈ Bn+1 ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n, ïðè÷î-

ìó iñíó¹ ε > 0 òàêå, ùî r (Bk, ak) ≥ ε äëÿ ∀k = 1, n. Òîäi ïðàâèëüíà

íåðiâíiñòü

r (Bn+1,∞) ⩽
ε−

n
n+1

(n+ 1)
1
2 (r (B0, 0))

1
n+1

. (3.3.16)

Äîâåäåííÿ ëåìè 3.3.3. Ïðîâiâøè ç âåëè÷èíîþ r (Bn+1,∞) ïåðåòâî-

ðåííÿ, àíàëîãi÷íi äî ïðîâåäåíèõ â ëåìi 3.2.2 òà òåîðåìi 3.2.2, îòðèìà¹ìî

íåðiâíiñòü

r (Bn+1,∞) ⩽
1[

n∑
k=0

r2 (Bk, ak)

] 1
2

.

Äàëi, çà íåðiâíiñòþ Êîøi, îòðèìà¹ìî

n∑
k=0

r2 (Bk, ak) ⩾ (n+ 1)

[
n∏

k=0

r (Bk, ak)

] 2
n+1

,

à òîìó

r (Bn+1,∞) ⩽

(
n∏

k=1

r (Bk, ak)

)− 1
n+1

(n+ 1)
1
2 (r (B0, 0))

1
n+1

.

Âiäçíà÷èìî, ùî, çãiäíî ç óìîâîþ òåîðåìè äëÿ k = 1, n ïðàâèëüíà íåðiâ-

íiñòü r (Bk, ak) ≥ ε, à òîìó

(
n∏

k=1

r (Bk, ak)

)− 1
n+1

≤ ε−
n

n+1 . Ïiäñòàâèâøè

äàíèé âèðàç â ïîïåðåäíþ íåðiâíiñòü, i îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü (3.3.16).

Ëåìó 3.3.3 äîâåäåíî.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìè 3.3.2 i 3.3.3, îòðèìà¹ìî òàêó òåîðåìó.
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Òåîðåìà 3.3.3. [188] Íåõàé n ∈ N, γ ∈ R+. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôiêñî-

âàíî¨ ñèñòåìè ðiçíèõ òî÷îê An = {ak}nk=1 ∈ C\{0} i äëÿ äîâiëüíîãî

íàáîðó ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé B0, Bn+1, {Bk}nk=1 òàêèõ, ùî

a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C, an+1 = ∞ ∈ Bn+1 ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n, ïðè÷îìó

iñíó¹ ε > 0 òàêå, ùî r (Bk, ak) ≥ ε äëÿ ∀k = 1, n, ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

Jn(γ) ⩽ ε−
2nγ
n+2 (n+ 1)−

γ(n+1)
n+2

(
n∏

k=1

|ak|

) 2γ
n+2 n∏

k=1

r (Bk, ak) , (3.3.17)

äå Jn(γ) � äèâ. (3.3.11).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.3.3. Ïåðåìíîæèâøè íåðiâíîñòi (3.3.12) i

(3.3.16), îòðèìà¹ìî íàñòóïíèé ëàíöþæîê íåðiâíîñòåé:

r (B0, 0) r (Bn+1,∞) ⩽ ε−
2n
n+1

(
n∏

k=1

|ak|
) 2

n+1

(n+ 1) (r (B0, 0) r (Bn+1,∞))
1

n+1

;

(r (B0, 0) r (Bn+1,∞))
n+2
n+1 ⩽ ε−

2n
n+1

(
n∏

k=1

|ak|
) 2

n+1

n+ 1
;

r (B0, 0) r (Bn+1,∞) ⩽ ε−
2n
n+2 (n+ 1)−

n+1
n+2

(
n∏

k=1

|ak|

) 2
n+2

,

à çâiäñè

[r (B0, 0) r (Bn+1,∞)]γ
n∏

k=1

r (Bk, ak) ≤

≤ ε−
2nγ
n+2 (n+ 1)−

γ(n+1)
n+2

(
n∏

k=1

|ak|

) 2γ
n+2 n∏

k=1

r (Bk, ak) ,

ùî é äîâîäèòü íåðiâíiñòü (3.3.17).

Òåîðåìó 3.3.3 äîâåäåíî.
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Çàóâàæåííÿ 3.3.1. Çàóâàæèìî, ùî óìîâà r (Bk, ak) ≥ ε äëÿ k = 1, n

¹ ñóòò¹âîþ, îñêiëüêè âîíà äîçâîëèëà îòðèìàòè îöiíêó r (B0, 0) i

r (Bn+1,∞) áåç æîäíèõ äîäàòêîâèõ îáìåæåíü íà γ.

Òåîðåìà 3.3.3 ìà¹ äîñèòü çàãàëüíèé õàðàêòåð, îäíàê ÿêùî òî÷êè ak çà-

äîâîëüíÿþòü ïåâíèì óìîâàì, òî ìîæíà çàïèñàòè áiëüø êîíêðåòíi îöiíêè.

Â íàñòóïíié òåîðåìi ðîçãëÿäà¹òüñÿ âèïàäîê, êîëè âñi òî÷êè ak, k = 1, n,

íàëåæàòü îäèíè÷íîìó êîëó. Çîêðåìà, ïðàâèëüíèé íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.3.4. [188] Íåõàé n ∈ N, γ ∈ R+. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôiêñî-

âàíî¨ ñèñòåìè ðiçíèõ òî÷îê An = {ak}n+1
k=0 ∈ C\{0} òàêèõ, ùî a0 = 0,

an+1 = ∞, |ak| = 1 äëÿ k = 1, n, i íàáîðó áóäü-ÿêèõ îáëàñòåé, ùî âçà-

¹ìíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ, B0, Bn+1, {Bk}nk=1, òàêèõ, ùî a0 ∈ B0 ⊂ C,
an+1 ∈ Bn+1 ⊂ C, i ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n, ïðè÷îìó iñíó¹ ε > 0 òàêå,

ùî r (Bk, ak) ≥ ε äëÿ ∀k = 1, n, i ÿêùî n = 2m äëÿ äåÿêîãî m ∈ N,
ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

Jn(γ) ⩽ 2nε−
2nγ
n+2 (n+ 1)−

γ(n+1)
n+2 (n− 1)−

n
4

(
m−1∏
k=1

sin
kπ

n

) 2n
n−1

; (3.3.18)

ÿêùî æ n = 2m+ 1, òî íåðiâíiñòü

Jn(γ) ⩽ 2nε−
2nγ
n+2 (n+ 1)−

γ(n+1)
n+2 (n− 1)−

n
4

(
m∏
k=1

sin
kπ

n

) 2n
n−1

. (3.3.19)

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.3.4. Îñêiëüêè îïèñàíà â óìîâi äàíî¨ òåîðåìè

êîíôiãóðàöiÿ îáëàñòåé Bk i òî÷îê ak çàäîâîëüíÿ¹ âñiì óìîâàì òåîðåìè

3.3.3, òî äëÿ íå¨ ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü (3.3.17). Çàóâàæèìî, ùî, îñêiëüêè

|ak| = 1, k = 1, n, òî (
n∏

k=1

|ak|

) 2γ
n+2

= 1. (3.3.20)

Îöiíèìî òåïåð âèðàç
n∏

k=1

r (Bk, ak) . Çãiäíî íåðiâíiñòþ (3.2.11), ïðà-
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âèëüíà íåðiâíiñòü

n∏
k=1

r(Bk, ak) ≤ (n− 1)−
n
4

 ∏
1≤p<k≤n

|ap − ak|

 2
n−1

. (3.3.21)

Íåõàé, äëÿ êîíêðåòíîñòi

0 = arg a1 < arg a2 < . . . < arg an < 2π.

Ïîçíà÷èìî

α1 :=
1
π(arg a2 − arg a1), α2 :=

1
π(arg a3 − arg a2) ... αn := 1

π(2π − arg an).

Ïðîâiâøè ìiðêóâàííÿ, àíàëîãi÷íi äî ïðîâåäåíèõ â òåîðåìi 3.3.1, äëÿ

âèïàäêó n = 2m îòðèìà¹ìî

n∏
k=1

r(Bk, ak) ≤ 2n (n− 1)−
n
4

(
m−1∏
k=1

sin
kπ

n

) 2n
n−1

. (3.3.22)

Äàëi, ïiäñòàâèâøè íåðiâíîñòi (3.3.22) i (3.3.20) â íåðiâíiñòü (3.3.17),

îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü (3.3.18).

ßêùî æ n = 2m+ 1, òî îòðèìà¹ìî

n∏
k=1

r(Bk, ak) ≤ 2n (n− 1)−
n
4

(
m∏
k=1

sin
kπ

n

) 2n
n−1

. (3.3.23)

Ïiäñòàâèâøè íåðiâíîñòi (3.3.23) i (3.3.20) â íåðiâíiñòü (3.3.17), îòðè-

ìà¹ìî íåðiâíiñòü (3.3.19).

Òåîðåìó 3.3.4 äîâåäåíî.

Â íàñòóïíié òåîðåìi ðîçãëÿäà¹òüñÿ âèïàäîê, êîëè âñi òî÷êè ak, k =

1, n, íàëåæàòü äåÿêié ïðÿìié, ÿêà ïàðàëåëüíà óÿâíié îñi.

Òåîðåìà 3.3.5. [188] Íåõàé n ∈ N, γ ∈ R+. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôiê-

ñîâàíî¨ ñèñòåìè ðiçíèõ òî÷îê An = {ak}nk=1 ∈ C\{0}, òàêî¨, ùî

{ak} = 1 + iyk, äå yk, k = 1, n � äåÿêi äiéñíi ÷èñëà, i íàáîðó áóäü-ÿêèõ
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îáëàñòåé, ùî âçà¹ìíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ, B0, Bn+1, {Bk}nk=1, òàêèõ, ùî

a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C, an+1 = ∞ ∈ Bn+1 ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n, ïðè÷îìó

iñíó¹ ε > 0 òàêå, ùî r (Bk, ak) ≥ ε äëÿ äîâiëüíîãî k = 1, n, ñïðàâåäëèâà

íåðiâíiñòü

Jn(γ) ⩽ ε−
2nγ
n+2 (n+ 1)−

γ(n+1)
n+2 (n− 1)−

n
4(

n∏
k=1

(1 + y2k)

) γ
n+2

 ∏
1≤p<k≤n

|yp − yk|

 2
n−1

. (3.3.24)

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.3.5. Äëÿ ïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî äëÿ k =

1, n âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü |ak| =
√
1 + y2k, à òîìó(

n∏
k=1

|ak|

) 2γ
n+2

=

(
n∏

k=1

(
1 + y2k

)) γ
n+2

. (3.3.25)

Äàëi, âðàõóâàâøè, ùî âñi òî÷êè {ak}, k = 1, n, íàëåæàòü îäíié ïðÿìié,

òî ç íåðiâíîñòi (3.2.11) îòðèìà¹ìî

n∏
k=1

r(Bk, ak) ≤ (n− 1)−
n
4

 ∏
1≤p<k≤n

|yp − yk|

 2
n−1

. (3.3.26)

Ïiäñòàâèâøè âèðàçè (3.3.25) i (3.3.26) â íåðiâíiñòü (3.3.17), îòðèìà¹ìî

íåðiâíiñòü (3.3.24).

Òåîðåìó 3.3.5 äîâåäåíî.

Çàóâàæåííÿ 3.3.2. Çàóâàæèìî, ùî âèïàäîê, êîëè òî÷êè {ak}, k = 1, n,

íàëåæàòü äåÿêié äîâiëüíié ïðÿìié, ÿêà íå ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êî-

îðäèíàò, çàâæäè ìîæíà çâåñòè äî òåîðåìè 3.3.5 äåÿêèì ëiíiéíèì ïåðå-

òâîðåííÿì.

3.4. Òåîðåìè ñïîòâîðåííÿ

Äàíèé ïiäðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé çàñòîñóâàííþ îòðèìàíèõ ðàíiøå ðåçóëü-

òàòiâ äëÿ îòðèìàííÿ ò.çâ. òåîðåì ñïîòâîðåííÿ, ïðè÷îìó ðîçãëÿäàþòüñÿ
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ÿê ôóíêöi¨, ÿêi ðåãóëÿðíi òà îäíîëèñòi â îäèíè÷íîìó êðóçi, òàê i âàæëè-

âèé ÷àñòèííèé âèïàäîê ôóíêöié, ÿêi íàëåæàòü äî êëàñó S∗, ÿêèé áóäå

îïèñàíèé íèæ÷å.

Äëÿ âñòàíîâëåííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ äàíîãî ïiäðîçäiëó äîâåäåìî

íàñòóïíi ëåìè.

Ëåìà 3.4.1. [59] Íåõàé B = {z : Re z > 0} � ïðàâà ïiâïëîùèíà i a ∈ B.

Òîäi

R(B, a) = 2Re a. (3.4.1)

Äîâåäåííÿ ëåìè 3.4.1. Íåõàé a = xa + iya, äå xa, ya � âiäïîâiäíî

äiéñíà òà óÿâíà ÷àñòèíè ÷èñëà a. Çðîçóìiëî, ùî xa > 0. Âiäîáðàæåííÿ,

ÿêå âiäîáðàæà¹ îäèíè÷íèé êðóã íà ïðàâó ïiâïëîùèíó òàê, ùî f(0) = a,

ìà¹ âèãëÿä f(z) = xa+xaz
1−z + iya. Òîäi f

′
(z) = 2xa

(1−z)2 , à òîìó

R(B, a) = f
′
(0) = 2xa = 2Re a.

Ëåìó 3.4.1 äîâåäåíî.

Â íàñòóïíié ëåìi ïiä zα ìè ìà¹ìî íà óâàçi ôóíêöiþ zα := exp(α ln(z)),

ïðè÷îìó ìè áåðåìî òó ãiëêó ôóíêöi¨ ln(z), äå ln
(
1
e

)
= −1.

Ëåìà 3.4.2. [59] Íåõàé Pα = {z : 0 < |z| < 1;−π
α < arg(z) < π

α}, äå
α ∈ R, α > 1. i z0 ∈ Pα. Òîäi

R(Pα; z0) =
4

α

∣∣∣∣z0(1− zα0 )

(1 + zα0 )

∣∣∣∣ cos
(
arg

(
z

α
2
0

(1− zα0 )

))
. (3.4.2)

Äîâåäåííÿ ëåìè 3.4.2. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ w1(z) = zα. Äàíà

ôóíêöiÿ âiäîáðàæà¹ ñåêòîð Pα íà âiäêðèòèé îäèíè÷íèé êðóã ç ðîçðiçîì

ïî ïiâiíòåðâàëi (−1; 0]. Äàëi, ôóíêöiÿ w2(ζ) =
ζ

(1−ζ)2 âiäîáðàæà¹ âiäêðè-

òèé îäèíè÷íèé êðóã ç ðîçðiçîì ïî ïiâiíòåðâàëi (−1; 0] íà ïëîùèíó ç ðîç-

ðiçîì ïî äiéñíié âiä'¹ìíié ïiâîñi, à òîìó w2(w1(z)) =
zα

(1−zα)2 âiäîáðàæà¹

ñåêòîð Pα ñàìå íà äàíó îáëàñòü. Ôóíêöiÿ w3(z) =
√
w2(w1(z)) = z

α
2

1−zα ,

äå ìè áåðåìî òó ãiëêó ôóíêöi¨
√
z, äå

√
1 = 1, âiäîáðàæà¹ ñåêòîð Pα íà
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ïðàâó ïiâïëîùèíó B = {z : Re z > 0}, ïðè÷îìó w3(z0) =
z
α
2
0

1−zα0
. Äëÿ òîãî,

ùîá âiäîáðàçèòè ïðàâó ïiâïëîùèíó íà âiäêðèòèé îäèíè÷íèé êðóã òàê,

ùîá òî÷êà w3(z0) ïåðåéøëà â 0, ïîòðiáíî, ùîá òî÷êà, ñèìåòðè÷íà òî÷öi

w3(z0) âiäíîñíî óÿâíî¨ îñi, ïåðåéøëà â ∞. Äëÿ öüîãî âiçüìåìî ôóíêöiþ

w4(z) =
w3(z)−w3(z0)

w3(z)+w3(z0)
. Ôóíêöiÿ

w4(z) := w4(z, α) =

z
α
2

1−zα − z
α
2
0

1−zα0

z
α
2

1−zα + z
α
2
0

1−zα0

(3.4.3)

êîíôîðìíî âiäîáðàæà¹ ñåêòîð Pα íà âiäêðèòèé îäèíè÷íèé êðóã, ïðè÷îìó

w4(z0) = 0. Òîäi

w
′

4(z0) = (w4(w3(z0)))
′
= w

′

4(w3(z0))w
′

3(z0). (3.4.4)

Â òîé æå ÷àñ, çà ëåìîþ 3.4.1

w
′

4(w3(z0)) =
1

R(B,w3(z0))
=

1

2Re (w3(z0))
. (3.4.5)

Òàêîæ âiäçíà÷èìî, ùî

w
′

3(z0) =
αz

α
2
0

2z0

1 + zα0
(1− zα0 )

2
. (3.4.6)

Ïiäñòàâèâøè âèðàçè (3.4.5) i (3.4.6) ó ðiâíiñòü (3.4.4), îòðèìà¹ìî, ùî

R(Pα; z0) =

∣∣∣∣ 1

w
′
4(z0)

∣∣∣∣ = 4

α

∣∣∣∣∣z0(1− zα0 )
2

z
α
2
0 (1 + zα0 )

∣∣∣∣∣Re z
α
2
0

(1− zα0 )
.

Òàêîæ, âðàõóâàâøè, ùî∣∣∣∣∣1− zα0

z
α
2
0

∣∣∣∣∣Re z
α
2
0

(1− zα0 )
= cos

(
arg

(
z

α
2
0

(1− zα0 )

))
,

i ïiäñòàâèâøè îòðèìàíèé âèðàç â ïîïåðåäíþ ôîðìóëó, îòðèìà¹ìî (3.4.2).

Ëåìó 3.4.2 äîâåäåíî.

Ç ëåìè 3.4.2 âèïëèâà¹ íàñòóïíèé íàñëiäîê.
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Íàñëiäîê 3.4.1. Íåõàé n ∈ N, Pn = {z : 0 < |z| < 1;−π
n < arg(z) < π

n}
i ÷èñëî p ∈ R, 0 < p < 1. Òîäi

R(Pn; p) =
4p(1− pn)

n(1 + pn)
. (3.4.7)

Ïðàâèëüíiñòü äàíîãî íàñëiäêó âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî ó ôîðìóëi (3.4.2)

äëÿ äiéñíîãî z0 âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü cos

(
arg

(
z
α
2
0

(1−zα0 )

))
= 1.

Ïðàâèëüíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.4.1. [59] Íåõàé n ∈ N, zk = ρk exp iθk, k = 1, n, � äå-

ÿêèé íàáið òî÷îê âiäêðèòîãî îäèíè÷íîãî êðóãà U , ρk ∈ (0, 1), ρ0 := ρn,

ρn+1 := ρ1, ïðè÷îìó 0 ⩽ θ1 < θ2 < ... < θn < 2π, θ0 := θn, θn+1 := θ1.

Òîäi äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f(z), ðåãóëÿðíî¨ i îäíîëèñòî¨ â U , ñïðàâåäëèâà

íåðiâíiñòü

n∏
k=1

|f ′(zk)| ⩽ (n− 1)−
n
4

n∏
k=1

(
4ρk
αk

∣∣∣∣1− (ρk exp iωk)
αk

1 + (ρk exp iωk)αk

∣∣∣∣)−1

·

·
n∏

k=1

sec

(
arg

(
(ρk exp iωk)

αk
2
0

(1− (ρk exp iωk)αk)

))
·

 ∏
1⩽p<k⩽n

|(f(zp)− f(zk)|

 2
n−1

,

(3.4.8)

äå αk =
π

θk+1−θk−1
i ωk =

1
4 (2θk − θk+1 − θk−1).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.4.1. Íåõàé ψk =
θk−1+θk

2 , k = 1, n. Ðîçãëÿíåìî

íàáið ñåêòîðiâ ∆k, k = 1, n, ââåäåíèõ íàñòóïíèì ÷èíîì:

∆k = {w ∈ U : ψk < argw < ψk+1}.

Äàíi ñåêòîðè íå ïåðåòèíàþòüñÿ, ïðè÷îìó zk ∈ ∆k.

Ðîçãëÿíåìî íàáið ôóíêöié φk(z) := w4(z · exp(−iωk), αk), k = 1, n, äå

w4 � äèâ (3.4.3), ωk = 1
4 (2θk − θk+1 − θk−1) i â ðîëi ïàðàìåòðà âèñòóïà¹

αk =
π

θk+1−θk−1
. Äëÿ êîæíîãî k = 1, nôóíêöiÿ φk(z) îäíîëèñòî âiäîáðàæà¹
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Ðèñ. 3.1: Ìàë. äî òåîðåìè 3.4.1

ñåêòîð ∆k íà âiäêðèòèé îäèíè÷íèé êðóã òàê, ùî φk(zk) = 0, ïðè÷îìó,

çãiäíî ç ðiâíiñòþ (3.4.2)

R(∆k; zk) =
1

φ
′

k(zk)
=

=
4ρk
αk

∣∣∣∣1− (ρk exp iωk)
αk

1 + (ρk exp iωk)αk

∣∣∣∣ cos
(
arg

(
(ρk exp iωk)

α
2
0

(1− (ρk exp iωk)α)

))
. (3.4.9)

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Bk, k = 1, n, îáëàñòi, ÿêi ¹ îáðàçàìè ñåêòîðiâ ∆k ïðè

âiäîáðàæåííi ôóíêöi¹þ f(z). Çðîçóìiëî, ùî îáëàñòi Bk òàêîæ óòâîðþþòü

ñèñòåìó îáëàñòåé, ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ, ïðè÷îìó f(zk) ∈ Bk, k = 1, n.

Äëÿ êîæíîãî k = 1, n ôóíêöi¨ f(φ−1
k (ζ)) çäiéñíþþòü îäíîëèñòå i êîí-
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ôîðìíå âiäîáðàæåííÿ U íà îáëàñòi Bk òàê, ùî f(φ−1
k (0)) = f(zk) i

|f ′(φ−1
k (0))| = |f ′(zk)|

|φ′
k(0)|

= r (Bk, f(zk)) .

Çâiäñè îòðèìà¹ìî, ùî

n∏
k=1

|f ′(zk)| =
n∏

k=1

(r (Bk, f(zk)) |φ′
k(0)|) . (3.4.10)

Çãiäíî ç òåîðåìîþ 3.2.1 (äèâ. òàêîæ òåîðåìó 2.1 ðîáîòè [195]), ïðà-

âèëüíà íåðiâíiñòü

n∏
k=1

r (Bk, f(zk)) ⩽ (n− 1)−
n
4

 ∏
1⩽k<p⩽n

|f(zk)− f(zp)|

 2
n−1

.

Âèêîðèñòîâóþ÷è äàíó íåðiâíiñòü, à òàêîæ ðiâíiñòü (3.4.10), ìà¹ìî íåðiâ-

íiñòü

n∏
k=1

|f ′(zk)|
n∏

k=1

(R(∆k; zk)) ⩽ (n− 1)−
n
4

 ∏
1⩽p<k⩽n

|f(zp)− f(zk)|

 2
n−1

.

Ïîäiëèâøè îáèäâi ÷àñòèíè îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi íà
n∏

k=1

(R(∆k; zk)) i âðà-

õóâàâøè ðiâíiñòü (3.4.9), îäåðæó¹ìî íåðiâíiñòü (3.4.8).

Òåîðåìó 3.4.1 äîâåäåíî.

Îäíàê, ÿêùî ïîáóäóâàòè ñèñòåìó ñåêòîðiâ ∆k iíøèìè ÷èíîì, ìîæíà

îòðèìàòè õî÷ i ìåíø òî÷íó, îäíàê äåùî ïðîñòiøó íåðiâíiñòü.

Íåõàé θk ∈ R, k = 1, n, ïðè÷îìó 0 ⩽ θ1 < θ2 < ... < θn < 2π,

θ0 := θn, θn+1 := θ1. Äëÿ êîæíîãî k = 1, n ïîçíà÷èìî ÷åðåç mk íàéìåíøå

íàòóðàëüíå ÷èñëî, äëÿ ÿêîãî

π

mk
⩽ min

{
θk+1 − θk

2
,
θk − θk−1

2

}
.
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Òåîðåìà 3.4.2. [54] Íåõàé n ∈ N, ρk ∈ (0, 1), ρ0 := ρn, ρn+1 := ρ1,

zk = ρk exp iθk, k = 1, n. Òîäi äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f(z), ðåãóëÿðíî¨ i îäíî-

ëèñòî¨ â âiäêðèòîìó îäèíè÷íîìó êðóçi U , ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

n∏
k=1

|f ′(zk)| ⩽ (n−1)−
n
4

n∏
k=1

(
4ρk
mk

· 1− (ρk)
mk

1 + (ρk)mk

)−1
 ∏

1⩽p<k⩽n

|(f(zp)− f(zk)|

 2
n−1

.

(3.4.11)

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî íàáið ñåêòîðiâ

∆k =

{
w ∈ U :

∣∣argw − θk
∣∣ < π

mk

}
,

k = 1, n. Çðîçóìiëî, ùî äàíi ñåêòîðè íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Òîäi îáëàñòi

f(∆k) =: Bk, f(zk) ∈ Bk, k = 1, n, òàêîæ óòâîðþþòü ñèñòåìó îáëàñòåé,

ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ.

Íåõàé z = φk(ζ) � îäíîëèñòå i êîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ U íà ∆k,

k = 1, n, φk(0) = zk, φ′
k(0) > 0. Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíiñòü (3.4.7), îòðè-

ìà¹ìî, ùî

|φ′
k(0)| =

(
4ρk
mk

· 1− (ρk)
mk

1 + (ρk)mk

)
. (3.4.12)

Òîäi ôóíêöi¨ f(φk(ζ)) çäiéñíþþòü îäíîëèñòå i êîíôîðìíå âiäîáðàæåí-

íÿ U íà îáëàñòi Bk òàê, ùî f(φk(0)) = f(zk) i

|f ′(φk(0))| = |f ′(zk)| · |φ′
k(0)| = r (Bk, f(zk)) .

Çâiäñè îòðèìà¹ìî, ùî

n∏
k=1

|f ′(zk)| =
n∏

k=1

(
r (Bk, f(zk))

|φ′
k(0)|

)
(3.4.13)

Çãiäíî ç òåîðåìîþ 3.2.1, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

n∏
k=1

r (Bk, f(zk)) ⩽ (n− 1)−
n
4

 ∏
1⩽k<p⩽n

|f(zk)− f(zp)|

 2
n−1

.
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Âèêîðèñòîâóþ÷è äàíó íåðiâíiñòü, à òàêîæ ðiâíîñòi (3.4.12) i (3.4.13), ìà-

¹ìî íåðiâíiñòü

n∏
k=1

|f ′(zk)|·
n∏

k=1

(
4ρk
mk

· 1− (ρk)
mk

1 + (ρk)mk

)
⩽ (n−1)−

n
4

 ∏
1⩽p<k⩽n

|f(zp)− f(zk)|

 2
n−1

.

Ïîäiëèâøè îáèäâi ÷àñòèíè îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi íà
n∏

k=1

(
4ρk
mk

· 1−(ρk)
mk

1+(ρk)
mk

)
,

îäåðæó¹ìî íåðiâíiñòü (3.4.11).

Òåîðåìó 3.4.2 äîâåäåíî.

Ç òåîðåìè 3.4.2 îòðèìó¹ìî ïîäàëüøå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 3.4.2. Íåõàé n ∈ N, ρ ∈ (0, 1), zk = ρ exp i2πn (k − 1), k = 1, n.

Òîäi, äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f(z), ðåãóëÿðíî¨ i îäíîëèñòî¨ â U , ñïðàâåäëèâà

íåðiâíiñòü

n∏
k=1

|f ′(zk)| ⩽ (n− 1)−
n
4

(
4ρ

n
· 1− ρn

1 + ρn

)−n
 ∏

1⩽p<k⩽n

|f(zp)− f(zk)|

 2
n−1

.

Äëÿ äîâåäåííÿ äàíîãî ðåçóëüòàòó äîñòàòíüî ïîêëàñòè â ðiâíîñòi

(3.4.12) âñi ρk = ρ i mk = n.

Íàâåäåíi âèùå îöiíêè â òåîðåìèõ 3.4.1 i 3.4.2 ïðàâèëüíi äëÿ äîâiëüíèõ

ôóíêöié, ðåãóëÿðíèõ i îäíîëèñòèõ â îäèíè÷íîìó êðóçi U çà óìîâè, ùî

âèáðàíi òî÷êè zk ïîïàðíî íå íàëåæàòü îäíîìó ðàäióñó. Îäíàê äëÿ äåÿêèõ

âóæ÷èõ êëàñiâ ôóíêöié ìîæíà çàïèñàòè i äåùî òî÷íiøó îöiíêó.

Îäíîëèñòà îáëàñòü íàçèâà¹òüñÿ çiðêîïîäiáíîþ âiäíîñíî äåÿêî¨ òî÷êè,

ÿêùî âiäðiçîê, ùî ç'¹äíó¹ áóäü-ÿêó ¨¨ òî÷êó ç âêàçàíîþ òî÷êîþ, ïîâíiñ-

òþ íàëåæèòü öié îáëàñòi. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç S∗ êëàñ âñiõ îäíîëèñòèõ i

ðåãóëÿðíèõ ôóíêöié f(z) â êðóçi U , òàêèõ, ùî f(0) = 1 − f ′(0) = 0, i

ÿêi âiäîáðàæàþòü U íà îáëàñòi, çiðêîïîäiáíi âiäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò.

ßêùî ôóíêöiÿ f(z) ∈ S∗, òî ïðè ðóñi z ïî |z| = r, 0 < r < 1, ó âèçíà÷åíî-

ìó íàïðÿìêó arg f(z) çìiíþ¹òüñÿ â òîìó æ íàïðÿìêó, òîáòî âèêîíó¹òüñÿ
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íåðiâíiñòü

Re

(
zf ′(z)

f(z)

)
> 0.

Ïîçíà÷èìî òàêîæ

M ({zk}nk=1) =
n∏

k=1

χ
(
| zk |

n
2

)
· |zk|, (3.4.14)

äå χ(z) = 1
2

(
z + 1

z

)
� ôóíêöiÿ Æóêîâñüêîãî.

Ïðàâèëüíå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3.4.3. [59] Íåõàé n ∈ N, R ∈ R+, zk = ρk exp iθk, k = 1, n, �

äåÿêèé íàáið òî÷îê âiäêðèòîãî îäèíè÷íîãî êðóãà U , ρk ∈ (0, 1), ρ0 := ρn,

ρn+1 := ρ1, ïðè÷îìó 0 ⩽ θ1 < θ2 < ... < θn < 2π, θ0 := θn, θn+1 := θ1.

Òîäi äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ S∗ ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

n∏
k=1

|f ′(zk)| ⩽ Rn
n∏

k=1

(
4ρk
αk

∣∣∣∣1− (ρk exp iωk)
αk

1 + (ρk exp iωk)αk

∣∣∣∣)−1

·

·
n∏

k=1

sec

(
arg

(
(ρk exp iωk)

αk
2
0

(1− (ρk exp iωk)αk)

))
M

({
f(zk)

R

}n

k=1

)
, (3.4.15)

äå αk = π
θk+1−θk−1

i ωk = 1
4 (2θk − θk+1 − θk+1). Ðiâíiñòü â íåðiâíîñòi

(3.4.15) äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ âèïàäêó, êîëè âñi ρk = ρ äëÿ äåÿêîãî ρ ∈ (0, 1),

zk = ρ exp i2πn (k − 1), k = 1, n+ 1, f(z) = z

(1−zn)
2
n
i R = ρ

(1−ρn)
2
n
.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.4.3. Ðîçãëÿíåìî íàáið ñåêòîðiâ ∆k i ôóíêöié

φk(z), k = 1, n, òàêèõ, ÿê i â òåîðåìi 3.4.1. Îáëàñòi Dk = f(∆k), k = 1, n,

óòâîðþþòü ñèñòåìó îáëàñòåé, ÿêi íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Îñêiëüêè f(z) ∈ S∗,

òî òî÷êè f(zk) ëåæàòü ïîïàðíî íà ðiçíèõ ïðîìåíÿõ, ÿêi âèõîäÿòü ç ïî-

÷àòêó êîîðäèíàò. Ïîçíà÷èìî βk = 1
π arg

f(zk+1)
f(zk)

, f(zn+1) := f(z1). Îáëàñòi

Dk i òî÷êè f(zk) çàäîâîëüíÿþòü âñi óìîâè òåîðåìè 3.1.1 ðîáîòè [24] (äèâ.

òåîðåìó 1.5.1, à òàêîæ [13], [22].) Âðàõóâàâøè, ùî

n∏
k=1

βk ≤
(
2

n

)n

,
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à òàêîæ òå, ùî äîáóòîê âiäïîâiäíèõ êîåôiöi¹íòiâ çìiùåííÿ íå ïåðåâèùó¹

îäèíèöi, îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü

n∏
k=1

r (Dk, f(zk)) ⩽

(
4R

n

)n

·M
({

f(zk)

R

}n

k=1

)
. (3.4.16)

Äëÿ êîæíîãî k = 1, n ôóíêöi¨ f(φ−1
k (ζ)) çäiéñíþþòü îäíîëèñòå i êîí-

ôîðìíå âiäîáðàæåííÿ U íà îáëàñòi Dk òàê, ùî f(φ−1
k (0)) = f(zk), à òîìó

ïðàâèëüíà ðiâíiñòü

n∏
k=1

|f ′(zk)| =
n∏

k=1

(r (Dk, f(zk)) |φ′
k(0)|) (3.4.17)

Ïiäñòàâèâøè íåðiâíiñòü (3.4.16) â (3.4.17), à òàêîæ âðàõóâàâøè (3.4.9)

îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü (3.4.15).

Òåîðåìó 3.4.3 äîâåäåíî.

3.5. Åâîëþöiéíi íåðiâíîñòi äëÿ äîáóòêiâ âíóò-

ðiøíiõ ðàäióñiâ

Äàíèé ïiäðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé îòðèìàííþ äåÿêèõ åâîëþöiéíèõ íåðiâíîñ-

òåé äëÿ ôóíêöiîíàëiâ íàñòóïíèõ òèïiâ:

In(1) = r (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) ,

Yn(1) = r (B∞,∞)
n∏

k=1

r (Bk, ak) ,

Jn (1) = r (B0, 0) r (B∞,∞)
n∏

k=1

r (Bk, ak) ,

äå n ∈ N, An = {ak}nk=1 � äîâiëüíà ôiêñîâàíà ñèñòåìà òî÷îê ìíîæè-

íè C\{0}, B0, B∞ i {Bk}nk=1 � äîâiëüíà ñèñòåìà ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ
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îáëàñòåé, òàêèõ, ùî a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C, ∞ ∈ B∞ ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C,
k = 1, n.

Ñêîðèñòà¹ìîñü ìåòîäîì, çàïðîïîíîâàíèì â ðîáîòàõ [33,115], à òàêîæ

äåÿêèìè âèðàçàìè, îòðèìàíèìè ïðè äîâåäåííi ëåì 3.2.2, 3.3.2 òà 3.3.3.

Ïðàâèëüíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.5.1. [56] Íåõàé n ∈ N, τ ∈ (0, 1). Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ñèñ-

òåìè ôiêñîâàíèõ ðiçíèõ òî÷îê An = {ak}nk=1 ∈ C\{0}, a0 = 0, òà

äëÿ äîâiëüíî¨ ñèñòåìè ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé Bk òàêèõ, ùî

ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

In(1) ⩽ n−
1−τ
2 In(τ) (In(0))

− 1−τ
n

(
n∏

k=1

|ak|

) 2(1−τ)
n

, (3.5.1)

äå In(τ) := rτ(B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak), In(0) =
n∏

k=1

r (Bk, ak).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.5.1. Íåõàé d(E) � òðàíñôiíiòíèé äiàìåòð

êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè E ⊂ C. Âiäîìî (äèâ. [24, 70,83]), ùî

capE = d(E) =
1

r(C\E,∞)
.

Òàêîæ, çãiäíî ç òåîðåìîþ 2 [39] ïðàâèëüíi ñïiââiäíîøåííÿ

r (B0, 0) = r
(
B+

0 ,∞
)
=

1

d
(
C \B+

0

) , B+ =

{
z :

1

z
∈ B

}
. (3.5.2)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ìiðêóâàííÿ, àíàëîãi÷íi äî íàâåäåíèõ ïðè äîâåäåííi ëå-

ìè 3.3.2 (äèâ. íåðiâíiñòü (3.3.13)), îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü

r (B0, 0) ⩽
1[

n∑
k=1

r2
(
B+

k , a
+
k

)] 1
2

. (3.5.3)

Òàêîæ, çãiäíî ç ðiâíiñòþ (3.3.14),

r
(
B+

k , a
+
k

)
=
r (Bk, ak)

|ak|2
.
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Ïiäñòàâèâøè äëÿ êîæíîãî k = 1, n äàíó ðiâíiñòü â íåðiâíiñòü (3.5.3),

îòðèìà¹ìî

r (B0, 0) ⩽
1[

n∑
k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4

] 1
2

.

Äîìíîæèâøè îáèäâi ÷àñòèíè ïîïåðåäíüî¨ íåðiâíîñòi íà
n∏

k=1

r (Bk, ak) , áó-

äåìî ìàòè

In(1) ⩽

n∏
k=1

r (Bk, ak)[
n∑

k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4

] 1
2

. (3.5.4)

Çãiäíî ç íåðiâíiñòþ Êîøi ìiæ ñåðåäíiì àðèôìåòè÷íèì i ñåðåäíiì ãåîìåò-

ðè÷íèì, ïðàâèëüíå íàñòóïíå ñïiââiäíîøåííÿ

1

n

n∑
k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4
⩾

(
n∏

k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4

) 1
n

.

Çâiäñè îòðèìà¹ìî

(
n∑

k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4

) 1
2

⩾

n( n∏
k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4

) 1
n

 1
2

⩾ n
1
2

(
n∏

k=1

r (Bk, ak)

|ak|2

) 1
n

.

Ïiäñòàâèâøè îòðèìàíó íåðiâíiñòü â (3.5.4), áóäåìî ìàòè

In(1) ⩽ n−
1
2

(
n∏

k=1

r (Bk, ak)

)1− 1
n
(

n∏
k=1

|ak|

) 2
n

. (3.5.5)

Î÷åâèäíî, ùî

In(1) = rτ (B0, 0)

(
r1−τ (B0, 0)

n∏
k=1

r (Bk, ak)

)
=

= rτ (B0, 0) (In(1))
1−τ

(
n∏

k=1

r (Bk, ak)

)τ

.
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Âèêîðèñòîâóþ÷è äàíó ðiâíiñòü òà íåðiâíiñòü (3.5.5), áóäåìî ìàòè

In(1) ⩽ rτ(B0, 0)

n− 1−τ
2

(
n∏

k=1

r (Bk, ak)

)1− 1−τ
n
(

n∏
k=1

|ak|

) 2(1−τ)
n

 .

Ïiñëÿ ïåâíèõ ïåðåòâîðåíü îòðèìà¹ìî

In(1) ⩽ rτ(B0, 0)

n− 1−τ
2

n∏
k=1

r (Bk, ak)

(
n∏

k=1

r (Bk, ak)

)− 1−τ
n
(

n∏
k=1

|ak|

) 2(1−τ)
n

 =

= n−
1−τ
2 rτ(B0, 0)

n∏
k=1

r (Bk, ak)

(
n∏

k=1

r (Bk, ak)

)− 1−τ
n
(

n∏
k=1

|ak|

) 2(1−τ)
n

,

çâiäêè i âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü (3.5.1).

Òåîðåìó 3.5.1 äîâåäåíî.

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó 3.2.1 òà íåðiâíiñòü (3.5.5), ç òåîðåìè 3.5.1

îòðèìà¹ìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Íàñëiäîê 3.5.1. Íåõàé n ∈ N, n ⩾ 2. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ñèñòåìè ôiê-

ñîâàíèõ ðiçíèõ òî÷îê An = {ak}nk=1 ∈ C\{0}, a0 = 0, òà äëÿ äîâiëüíîãî

íàáîðó âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé Bk òàêèõ, ùî ak ∈ Bk ⊂ C,
k = 0, n, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

In(1) ⩽ n−
1
2 (n− 1)−

n−1
4

 ∏
1⩽p<k⩽n

|ap − ak|

 2
n ( n∏

k=1

|ak|

) 2
n

.

Àíàëîãi÷íî ìîæíà îòðèìàòè îöiíêó i äëÿ ôóíêöiîíàëà Yn(1).

Òåîðåìà 3.5.2. [56] Íåõàé n ∈ N, τ ∈ (0, 1). Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ñèñòåìè

ôiêñîâàíèõ ðiçíèõ òî÷îê An = {ak}nk=1 ∈ C òà äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó

ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé B∞, Bk, ∞ ∈ B∞ ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C,
k = 1, n, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

Yn(1) ⩽ n−
1−τ
2 Yn(τ) (Yn(0))

− 1−τ
n , (3.5.6)

äå Yn(τ) := rτ(B∞,∞)
n∏

k=1

r (Bk, ak), Yn(0) =
n∏

k=1

r (Bk, ak).
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Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.5.2. ßê i â ëåìi 3.3.3, îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü

r (Bn+1,∞) ⩽
1[

n∑
k=1

r2 (Bk, ak)

] 1
2

.

Äàëi áóäåìî ìàòè

Yn(1) ⩽

n∏
k=1

r (Bk, ak)[
n∑

k=1

r2 (Bk, ak)

] 1
2

. (3.5.7)

Çãiäíî ç íåðiâíiñòþ Êîøi ìiæ ñåðåäíiì àðèôìåòè÷íèì i ñåðåäíiì ãåîìåò-

ðè÷íèì, ïðàâèëüíå íàñòóïíå ñïiââiäíîøåííÿ

n∑
k=1

r2 (Bk, ak) ⩾ n

(
n∏

k=1

r (Bk, ak)

) 2
n

.

Ïiäñòàâèâøè îòðèìàíó íåðiâíiñòü â (3.5.7), áóäåìî ìàòè

Yn(1) ⩽ n−
1
2

(
n∏

k=1

r (Bk, ak)

)1− 1
n

. (3.5.8)

Î÷åâèäíî, ùî

Yn(1) = rτ (B∞,∞)

(
r1−τ (B∞,∞)

n∏
k=1

r (Bk, ak)

)
=

= rτ (B∞,∞) (Yn(1))
1−τ

(
n∏

k=1

r (Bk, ak)

)τ

.

Âèêîðèñòîâóþ÷è äàíó ðiâíiñòü òà íåðiâíiñòü (3.5.8), áóäåìî ìàòè

Yn(1) ⩽ n−
1−τ
2 rτ(B∞,∞)

(
n∏

k=1

r (Bk, ak)

)τ+ (1−τ)(n−1)
n

=

= n−
1−τ
2 rτ(B∞,∞)

(
n∏

k=1

r (Bk, ak)

)1− 1−τ
n

=
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= n−
1−τ
2 rτ(B∞,∞)

n∏
k=1

r (Bk, ak)

(
n∏

k=1

r (Bk, ak)

)− 1−τ
n

=

= n−
1−τ
2 Yn(τ) (Yn(0))

− 1−τ
n ,

ùî é äîâîäèòü íåðiâíiñòü (3.5.6).

Òåîðåìó 3.5.2 äîâåäåíî.

Ïðàâèëüíèé òàêîæ íàñòóïíèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 3.5.2. Íåõàé n ∈ N, n ⩾ 2. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ñèñòåìè ôiêñî-

âàíèõ ðiçíèõ òî÷îê An = {ak}nk=1 ∈ C òà äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó ïîïàðíî

íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé B∞, Bk, ∞ ∈ B∞ ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n,

ïðàâèëüíà íàñòóïíà íåðiâíiñòü

Yn(1) ⩽ n−
1
2 (n− 1)−

n−1
4

 ∏
1⩽p<k⩽n

|ap − ak|

 2
n

.

Äàíèé íàñëiäîê âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 3.2.1 òà íåðiâíîñòi (3.5.8).

Íàñòóïíà òåîðåìà ïðèñâÿ÷åíà îöiíöi ôóíêöiîíàëà Jn(1).

Òåîðåìà 3.5.3. [56] Íåõàé n ∈ N, τ ∈ (0, 1). Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ñèñòå-

ìè ôiêñîâàíèõ ðiçíèõ òî÷îê An = {ak}nk=1 ∈ C\{0} òà äëÿ äîâiëüíîãî

íàáîðó ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé B0, B∞, Bk, a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C,
∞ ∈ B∞ ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

Jn(1) ⩽ (n+ 1)−(1−τ)n+1
n+2 Jn(τ) [Jn(0)]

− 2(1−τ)
n+2

n∏
k=1

|ak|
2(1−τ)
n+2 , (3.5.9)

äå Jn(τ) := [r (B0, 0) r (B∞,∞)]τ
n∏

k=1

r (Bk, ak), Jn(0) =
n∏

k=1

r (Bk, ak).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.5.3. Âèêîðèñòîâóþ÷è ìiðêóâàííÿ, ïðîâåäåíi

ïðè äîâåäåííi, âiäïîâiäíî, ëåì 3.3.2 òà 3.3.3, îòðèìà¹ìî íåðiâíîñòi

r (B0, 0) ⩽

[
r2 (B∞,∞) +

n∑
k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4

]− 1
2
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òà

r (B∞,∞) ⩽

[
r2 (B0, 0) +

n∑
k=1

r2 (Bk, ak)

]− 1
2

.

Äàëi, âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü Êîøi ìiæ ñåðåäíiì àðèôìåòè÷íèì òà

ñåðåäíiì ãåîìåòðè÷íèì, îòðèìà¹ìî òàêi îöiíêè

r (B0, 0) ⩽ (n+ 1)−
1
2

(
r (B∞,∞)

n∏
k=1

r (Bk, ak)

)− 1
n+1 n∏

k=1

|ak|
2

n+1

òà

r (B∞,∞) ⩽ (n+ 1)−
1
2

(
r (B0, 0)

n∏
k=1

r (Bk, ak)

)− 1
n+1

.

Ïåðåìíîæèâøè äâi ïîïåðåäíi íåðiâíîñòi òà ïðîâiâøè åëåìåíòàðíi ïå-

ðåòâîðåííÿ, áóäåìî ìàòè

(r (B0, 0) r (B∞,∞))1+
1

n+1 ⩽
1

n+ 1

(
n∏

k=1

|ak|
) 2

n+1

(
n∏

k=1

r (Bk, ak)

) 2
n+1

.

Ïiäíåñåìî îòðèìàíó íåðiâíiñòü äî ñòåïåíÿ n+1
n+2 . Îòðèìà¹ìî

r (B0, 0) r (B∞,∞) ⩽ (n+ 1)−
n+1
n+2

(
n∏

k=1

r (Bk, ak)

)− 2
n+2
(

n∏
k=1

|ak|

) 2
n+2

.

(3.5.10)

Î÷åâèäíî, ùî

r (B0, 0) r (B∞,∞)
n∏

k=1

r (Bk, ak) =

= [r (B0, 0) r (B∞,∞)]τ
(
[r (B0, 0) r (B∞,∞)]1−τ

n∏
k=1

r (Bk, ak)

)
.

Ïiäñòàâèâøè íåðiâíiñòü (3.5.10) â ïîïåðåäíþ ðiâíiñòü, îòðèìà¹ìî

Jn (1) ⩽ [r (B0, 0) r (B∞,∞)]τ
(

n∏
k=1

r (Bk, ak)

)
·
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·

(n+ 1)−
(1−τ)(n+1)

n+2

(
n∏

k=1

r (Bk, ak)

)− 2(1−τ)
n+2

(
n∏

k=1

|ak|

) 2(1−τ)
n+2

 ,

çâiäêè i âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü (3.5.9).

Òåîðåìà 3.5.3 äîâåäåíà.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ¹ íàñëiäêîì íåðiâíîñòi (3.5.10) òà òåîðåìè 3.2.1.

Íàñëiäîê 3.5.3. Íåõàé n ∈ N, n ⩾ 2. Òîäi, äëÿ äîâiëüíî¨ ñèñòåìè

ôiêñîâàíèõ ðiçíèõ òî÷îê An = {ak}nk=1 ∈ C\{0} òà äëÿ äîâiëüíîãî íà-

áîðó ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé B0, B∞, Bk, a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C,
∞ ∈ B∞ ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

Jn (1) ⩽ (n+1)−
n+1
n+2

(n− 1)−
n
4

 ∏
1⩽p<k⩽n

|ap − ak|

 2
n−1


1− 2

n+2 (
n∏

k=1

|ak|

) 2
n+2

.
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ðîçãëÿäà¹òüñÿ âiäîìà åêñ-

òðåìàëüíà ïðîáëåìà ïðî ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëà
n∏

k=1

r(Bk, ak), äå ak,

k = 1, n, � äåÿêi ôiêñîâàíi òî÷êè êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, à Bk, k = 1, n, �

äîâiëüíèé íàáið îáëàñòåé, òàêèõ, ùî ak ∈ Bk, k = 1, n, Bi ∩ Bj = ∅,
i ̸= j. Äëÿ n = 2 äàíó ïðîáëåìó ðîçâ'ÿçàâ Ì.Î. Ëàâðåíòü¹â, äëÿ n = 3 �

Ã.Ì. Ãîëóçií, äëÿ n = 4 � Ã.Â. Êóçüìiíà. Äëÿ n ≥ 5 ïîâíîãî ðîçâ'ÿçêó

äàíî¨ ïðîáëåìè íà äàíèé ìîìåíò íå îòðèìàíî.

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi îòðèìàíî îöiíêè äîáóòêó, âêàçàíîãî â çãàäàíié

ïðîáëåìi, äëÿ âèïàäêó äîâiëüíèõ n ≥ 2 ôiêñîâàíèõ ñêií÷åííèõ òî÷îê

êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, à òàêîæ äëÿ âèïàäêó, êîëè îäíà ç òî÷îê íåñêií-

÷åííî âiääàëåíà. Òàêîæ íàâåäåíî ïðèêëàäè, ÿê äàíi îöiíêè ìîæóòü áó-

òè çàñòîñîâàíi â iíøèõ çàäà÷àõ ãåîìåòðè÷íî¨ òåîði¨ ôóíêöié, çîêðåìà â

ïðîáëåìi 2.1.1, à òàêîæ ó ïðîáëåìi 3.3.1. Êðiì òîãî, çà äîïîìîãîþ îöiíîê,

îòðèìàíèõ ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 3.2.1, áóëî îòðèìàíî äåêiëüêà áàãàòî-

òî÷êîâèõ òåîðåì ñïîòâîðåííÿ ÿê äëÿ ôóíêöié, ðåãóëÿðíèõ òà îäíîëèñòèõ

ó âiäêðèòîìó îäèíè÷íîìó êðóçi, òàê i äëÿ ôóíêöié ç äåùî âóæ÷îãî êëàñó

S∗. Òàêîæ îòðèìàíî äåÿêi îöiíêè åâîëþöiéíîãî òèïó äëÿ äîáóòêiâ âíó-

òðiøíiõ ðàäióñiâ îáëàñòåé, äå íà òî÷êè ak íàêëàäàþòüñÿ ïåâíi äîäàòêîâi

óìîâè, çîêðåìà, ùî îäíà ç íèõ äîðiâíþ¹ íóëþ àáî íåñêií÷åííî âiääàëåíà.

Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó îïóáëiêîâàíi â ðîáîòàõ [53,54,56,59,188,195,210].
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Ðîçäië 4

Çàäà÷à ïðî äîáóòîê äåÿêèõ ñòåïåíiâ

âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé

âiäíîñíî n íàïåðåä çàäàíèõ ôiêñîâàíèõ

òî÷îê

4.1 Äåÿêi äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ, ÿêi âèêî-

ðèñòîâóþòüñÿ ïðè äîâåäåííi îñíîâíèõ

ðåçóëüòàòiâ

Â äàíîìó ðîçäiëi âèâ÷à¹òüñÿ òàêà ïðîáëåìà:

Ïðîáëåìà 4.1.1. Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, ïðè÷îìó n ≥ 3,

γk, k = 1, n, � äåÿêi äîäàòíi äiéñíi ÷èñëà; ak, k = 1, n, � äåÿêèé íàáið

òî÷îê êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè. Çíàéòè ìàêñèìóì äîáóòêó

n∏
k=1

(r(Bk, ak))
γk , (4.1.1)

äå Bk, k = 1, n, � äîâiëüíèé íàáið îáëàñòåé, òàêèõ, ùî ak ∈ Bk,

k = 1, n, Bi ∩Bj = ∅, i ̸= j.

Òîáòî, iíøèìè ñëîâàìè, äëÿ äàíèõ n ôiêñîâàíèõ òî÷îê êîìïëåêñíî¨

ïëîùèíè i n íàïåðåä çàäàíèõ äiéñíèõ ÷èñåë γk ïîòðiáíî çíàéòè ìàêñèìóì

âèðàçó (4.1.1) äëÿ âñåìîæëèâèõ êîíôiãóðàöié îáëàñòåé Bk, ÿêi çàäîâîëü-

íÿþòü âñiì óìîâàì ïðîáëåìè 4.1.1.
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Âiäçíà÷èìî, ùî ïðîáëåìà 3.1.1 ¹ ÷àñòèííèì âèïàäêîì ïðîáëåìè 4.1.1,

ÿêùî âñi ñòåïåíi αk âçÿòè ðiâíèìè îäèíèöi. Îäíàê ÿêùî ïðîáëåìà 3.1.1

ìà¹ ðîçâ'ÿçîê äëÿ äîâiëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨ òî÷îê ak, òî â ïðîáëåìi 4.1.1 äëÿ

äåÿêèõ êîíôiãóðàöié òî÷îê ak i ñòåïåíiâ αk äîáóòîê âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ

îáëàñòåé Bk ìîæå áóòè i íåîáìåæåíèì.

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíèé êîíòðïðèêëàä. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî íàñòó-

ïíó çàäà÷ó, ÿêà ¹ ÷àñòèííèì âèïàäêîì ïðîáëåìè 4.1.1.

Òàê, íåõàé äàíî äåÿêå äiéñíå ε > 0; a1 = 0, a2 = 1; îäíîçâ'ÿçíi îáëàñòi

B1 i B2 òàêi, ùî a1 ∈ B1, a2 ∈ B2, B1 ∩ B2 = ∅; ôóíêöi¨ f1(z) i f2(z)
îäíîëèñòî âiäîáðàæàþòü âiäêðèòèé îäèíè÷íèé êðóã U , âiäïîâiäíî, íà

îáëàñòi B1 i B2 òàê, ùî f1(0) = 0, f2(0) = 1. Çíàéòè ìàêñèìóì âèðàçó

P (ε) = |f ′1(0)| · |f ′2(0)|1+ε

çà óìîâè, ùî ôóíêöi¨ f1(z) i f2(z) ðåãóëÿðíi, çà âèíÿòêîì îäíi¹¨, ÿêà,

ìîæëèâî, ìåðîìîðôíà.

Íåõàé B1 = {z : |z| < k} i B2 = {z : |z| > k} äëÿ äåÿêîãî

äiéñíîãî k, 0 < k < 1. Òîäi f1(z) = kz, f2(z) = k 1+zk
z+k . Âiäïîâiä-

íî |f ′1(0)| = k i f ′2(z) = k k2−1
(z+k)2 , à òîìó |f ′2(0)| = 1−k2

k . Òàêèì ÷èíîì,

P (ε) = k ·
(
1−k2

k

)1+ε

= (1−k2)1+ε

kε . ßêùî k ñïðÿìóâàòè äî íóëÿ, òî âèðàç

P (ε) ïðÿìó¹ äî íåñêií÷åííîñòi.

Äàíèé ïðèêëàä ìà¹ ìiñöå ëèøå òîäi, êîëè îäíà ç îáëàñòåé B1 i B2

ìîæå ìàòè íåñêií÷åííiñòü âíóòðiøíüîþ òî÷êîþ. ßêùî îáèäâi ôóíêöi¨

ðåãóëÿðíi, òî ìàêñèìóì iñíó¹ çàâæäè.

Äëÿ äîñëiäæåííÿ âèðàçó (4.1.1) ââåäåìî íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ.

Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, n ≥ 3, ak, k = 1, n, � äåÿêèé

íàáið ôiêñîâàíèõ òî÷îê êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, i íåõàé γk, k = 1, n, �

äåÿêi äîäàòíi äiéñíi ÷èñëà, Bk ⊂ C, k = 1, n, � äåÿêèé íàáið îáëàñòåé,
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òàêèõ, ùî ak ∈ Bk, k = 1, n, Bi ∩Bj = ∅, i ̸= j. Ïîçíà÷èìî

P (n; {Bk}nk=1; {ak}nk=1; {γk}nk=1) :=

n∏
k=1

(r(Bk, ak))
γk

n∏
i,j=1,i<j

|aj − ai|
2

n−2 (γi+γj− 1
n−1

n∑
k=1

γk)
.

(4.1.2)

Çàóâàæèìî, ùî âèðàç, àíàëîãi÷íèé äî (4.1.2), ðîçãëÿäàâñÿ òàêîæ â

ðîáîòi [79].

Âèðàç 4.1.2 ìà¹ íàñòóïíó âàæëèâó âëàñòèâiñòü.

Òåîðåìà 4.1.1. [196] Ôóíêöiîíàë P (n; {Bk}nk=1; {ak}nk=1; {γk}nk=1) iíâàði-

àíòíèé ùîäî êîíôîðìíèõ àâòîìîðôiçìiâ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.1.1. Íåõàé îáëàñòi Bk, òî÷êè ak i ÷èñëà γk,

k = 1, n � òàêi æ, ÿê i â ïðîáëåìi 4.1.1. Íåõàé

w = f(z) =
az + b

cz + d
(4.1.3)

� äåÿêèé êîíôîðìíèé àâòîìîðôiçì êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, i íåõàé

B∗
k = f(Bk) òà a∗k = f(ak) äëÿ äîâiëüíîãî k = 1, n.

Äëÿ äîâiëüíîãî k ôóíêöiÿ Ãðiíà äëÿ îáëàñòi Bk i òî÷êè ak ìà¹ âèãëÿä

GBk
(z, ak) = ln

1

|z − ak|
+ ln r(Bk, ak) + o(1).

Ç êîíôîðìíî¨ iíâàðiàíòíîñòi ôóíêöi¨ Ãðiíà âèïëèâà¹, ùî

GB∗
k
(w, a∗k) = ln

1

|w − a∗k|
+ ln r(B∗

k, a
∗
k) + o(1).
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Âðàõîâóþ÷è 4.1.3, áóäåìî ìàòè

GB∗
k
(w, a∗k) = ln

1∣∣∣az+b
cz+d −

aak+b
cak+d

∣∣∣ + ln r(B∗
k, a

∗
k) + o(1) =

= ln
|cz + d||cak + d|

|(az + b)(cak + d)− (cz + d)(aak + b)|
+ ln r(B∗

k, a
∗
k) + o(1) =

= ln
|cz + d||cak + d|

|adz − cbz + bcak − adak|
+ ln r(B∗

k, a
∗
k) + o(1) =

= ln
|cz + d||cak + d|2

|(cak + d)(z − ak)(ad− bc)|
+ ln r(B∗

k, a
∗
k) + o(1) =

= ln
1

|z − ak|
+ ln

|cak + d|2

|ad− bc|
r(B∗

k, a
∗
k) + ln

|cz + d|
|cak + d|

+ o(1) =

= ln
1

|z − ak|
+ ln

|cak + d|2

|ad− bc|
r(B∗

k, a
∗
k) + o(1).

Çâiäñè îòðèìà¹ìî, ùî:

r(B∗
k, a

∗
k) = r(Bk, ak)

|ad− bc|
|cak + d|2

.

Áóäåìî ìàòè

n∏
k=1

(r(B∗
k, a

∗
k))

γk =
n∏

k=1

(r(Bk, ak))
γk |ad− bc|

n∑
k=1

γk

n∏
k=1

|cak + d|2γk
. (4.1.4)

Â òîé æå ÷àñ

|a∗i − a∗j | =
∣∣∣∣aai + b

cai + d
− aaj + b

caj + d

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣(ad− bc)(ai − aj)

(cai + d)(caj + d)

∣∣∣∣ .
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Òîìó îòðèìà¹ìî

n∏
i,j=1,i<j

|a∗i − a∗j |
2

n−2

(
γi+γj− 1

n−1

n∑
k=1

γk

)
=

n∏
i,j=1,i<j

|ai − aj|
2

n−2 (γi+γj− 1
n−1

n∑
k=1

γk)

|ad− bc|
2

n−2

(
(n−1)

n∑
k=1

γk−n(n−1)
2(n−1)

n∑
k=1

γk

)
n∏

k=1

(cak + d)

− 2
n−2

(n−1)γk−
n∑

p=1
p̸=k

γp−
n∑

k=1

γk


=

=
n∏

i,j=1,i<j

|ai − aj|
2

n−2

(
γi+γj− 1

n−1

n∑
k=1

γk

)
|ad− bc|

n∑
k=1

γk
n∏

k=1

(cak + d)−2γk.

Âðàõîâóþ÷è îñòàííþ ðiâíiñòü i ðiâíiñòü (4.1.4), áóäåìî ìàòè:

P (n; {B∗
k}nk=1; {a∗k}nk=1; {γk}nk=1) =

n∏
k=1

(r(B∗
k, a

∗
k))

γk

n∏
i,j=1,i<j

|a∗j − a∗i |
2

n−2 (γi+γj− 1
n−1

n∑
k=1

γk)
=

=
n∏

k=1

(r(Bk, ak))
γk |ad− bc|

n∑
k=1

γk

n∏
k=1

|cak + d|2γk

n∏
k=1

(cak + d)2γk

|ad− bc|
n∑

k=1

γk

×

×
n∏

i,j=1,i<j

|ai−aj|
− 2

n−2

(
γi+γj− 1

n−1

n∑
k=1

γk

)
=

n∏
k=1

(r(Bk, ak))
γk

n∏
i,j=1,i<j

|aj − ai|
2

n−2 (γi+γj− 1
n−1

n∑
k=1

γk)
=

= P (n; {Bk}nk=1; {ak}nk=1; {γk}nk=1).

Òåîðåìó 4.1.1 äîâåäåíî.

Òàêèì ÷èíîì, ïðîáëåìó 4.1.1, àíàëîãi÷íî äî ïðîáëåìè 3.1.1, ìîæíà

ðîçãëÿäàòè òàêîæ â äåùî ìîäèôiêîâàíîìó âèãëÿäi.

Ïðîáëåìà 4.1.1*. Íåõàé äàíî íàòóðàëüíå ÷èñëî n, n ≥ 2, i äåÿêèé

íàáið äîäàòíèõ äiéñíèõ ÷èñåë γk, k = 1, n. Çíàéòè ìàêñèìóì âèðà-

çó P (n; {Bk}nk=1; {ak}nk=1; {γk}nk=1) ïî âñåìîæëèâèõ êîíôiãóðàöiÿõ òî÷îê
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ak, k = 1, n òà îáëàñòåé Bk, k = 1, n, òàêèõ, ùî ak ∈ Bk ⊂ C, ïðè÷îìó
Bi

⋂
Bj = ∅ äëÿ 1 ≤ i, j ≤ n òà i ̸= j.

Âiäçíà÷èìî, ùî ïðîáëåìà 4.1.1* íå òîòîæíà äî ïðîáëåìè 4.1.1, îñêiëü-

êè ìàêñèìóì âèðàçó P (n; {Bk}nk=1; {ak}nk=1; {γk}nk=1), çíàéäåíèé ïî âñå-

ìîæëèâèõ êîíôiãóðàöiÿõ òî÷îê ak, äëÿ ïåâíî¨ êîíêðåòíî¨ êîíôiãóðàöi¨

ìîæå i íå äîñÿãàòèñÿ.

4.2. Îöiíêè äîáóòêiâ äåÿêèõ ñòåïåíiâ âíóò-

ðiøíiõ ðàäióñiâ íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé

âiäíîñíî n íàïåðåä çàäàíèõ ôiêñîâàíèõ

òî÷îê

Íàñòóïíå äîïîìiæíå òâåðäæåííÿ äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè îöiíêó âèðàçó

(4.1.1) çà äîïîìîãîþ äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ âêàçàíèõ îáëàñòåé â

ïåâíîìó ñòåïåíi.

Òåîðåìà 4.2.1. [196] Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, n ≥ 3, ak,

k = 1, n, � äåÿêèé íàáið ôiêñîâàíèõ òî÷îê êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, αk,

k = 1, n, � äåÿêi äîäàòíi äiéñíi ÷èñëà, i íåõàé λ :=
n∑

k=1

αk. Òîäi äëÿ

äîâiëüíîãî íàáîðó îáëàñòåé Bk ⊂ C, k = 1, n, òàêèõ, ùî ak ∈ Bk,

k = 1, n, Bi ∩Bj = ∅, i ̸= j, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü:

n∏
k=1

(r(Bk, ak))
αk ≤ (n− 1)−

λ
2
n−1
n−2 ·

n∏
i,j=1,i<j

|aj − ai|
2(αi+αj)

n−2

(
n∏

k=1

r(Bk, ak)

) λ
n−2

. (4.2.1)

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.2.1. ßê i ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 3.2.1, çàôiê-

ñó¹ìî äåÿêå íàòóðàëüíå 1 ≤ k ≤ n i íåõàé B(k), a(k) � îáðàçè âiäïîâiäíî

ìíîæèíè B òà òî÷êè a ïðè âiäîáðàæåííi 1
z−ak

. Ïðîâiâøè ìiðêóâàííÿ,
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àíàëîãi÷íi äî ïðîâåäåíèõ ïðè äîâåäåííi ëåìè 3.2.1, äëÿ êîæíîãî p ̸= k

îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü

r(B(k)
p , a(k)p ) =

r(Bp, ap)

|ap − ak|2
. (4.2.2)

Òàêîæ, àíàëîãi÷íî äî ëåìè 3.2.2, äëÿ êîæíîãî k = 1, n îòðèìà¹ìî

íåðiâíiñòü

r(Bk, ak) ≤

 n∏
p=1
p̸=k

|ap − ak|


2

n−1

(n− 1)
1
2

 n∏
p=1
p̸=k

r(Bp, ap)


1

n−1

.

Çâiäñè áóäåìî ìàòè, ùî

(r(Bk, ak))
αk ≤

 n∏
p=1
p̸=k

|ap − ak|


2αk
n−1

(n− 1)
αk
2

 n∏
p=1
p̸=k

r(Bp, ap)


αk
n−1

. (4.2.3)

Òîäi, âðàõîâóþ÷è (4.2.3) i òå, ùî λ :=
n∑

k=1

αk, îòðèìà¹ìî

n∏
k=1

(r(Bk, ak))
αk ≤ (n−1)−

λ
2 ·

n∏
i,j=1,i<j

|aj − ai|
2(αi+αj)

n−1

(
n∏

k=1

r(Bk, ak)

) λ
n−1

(
n∏

k=1

(r(Bk, ak))
αk

) 1
n−1

.

Ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi îòðèìà¹ìî:

(
n∏

k=1

(r(Bk, ak))
αk

)1− 1
n−1

≤ (n− 1)−
λ
2

n∏
i,j=1,i<j

|aj − ai|
2(αi+αj)

n−1

(
n∏

k=1

r(Bk, ak)

) λ
n−1

.
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À çâiäñè, ïiäíîñÿ÷è îáèäâi ÷àñòèíè îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi äî ñòåïåíÿ
n−1
n−2 , i îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü (4.2.1).

Òåîðåìó 4.2.1 äîâåäåíî.

Ïðàâèëüíèé íàñòóïíèé íàñëiäîê:

Íàñëiäîê 4.2.1. Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, n ≥ 3, ak,

k = 1, n, � äåÿêèé íàáið ôiêñîâàíèõ òî÷îê êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, αk,

k = 1, n, � äåÿêi äîäàòíi äiéñíi ÷èñëà. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó îá-

ëàñòåé Bk ⊂ C, k = 1, n, òàêèõ, ùî ak ∈ Bk, k = 1, n, Bi ∩ Bj = ∅,
i ̸= j, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü:

n∏
k=1

(r(Bk, ak))
αk+

n∑
k=1

αk

n−2 ≤ (n− 1)−

n∑
k=1

αk

2
n−1
n−2

n∏
i,j=1,i<j

|aj − ai|
2(αi+αj)

n−2 .

Ââåäåìî íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ. Íåõàé I0(n) =
n∏

k=1

r(Bk, ak) i

I(n; {αk}nk=1) =
n∏

k=1

rαk(Bk, ak). Òîäi ç òåîðåìè 4.2.1 âèïëèâà¹ íàñòóïíèé

íàñëiäîê:

Íàñëiäîê 4.2.2. Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, n ≥ 3, ak,

k = 1, n, � äåÿêèé íàáið ôiêñîâàíèõ òî÷îê êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, αk,

k = 1, n, � äåÿêi äîäàòíi äiéñíi ÷èñëà, i íåõàé λ :=
n∑

k=1

αk. Òîäi äëÿ äî-

âiëüíîãî íàáîðó îáëàñòåé Bk ⊂ C, k = 1, n, òàêèõ, ùî ak ∈ Bk, k = 1, n,

Bi ∩Bj = ∅, i ̸= j, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü:

I
λ

n−2

0 (n)I(n; {αk}nk=1) ≤ (n− 1)−
λ
2
n−1
n−2

n∏
i,j=1,i<j

|aj − ai|
2(αi+αj)

n−2 .

ßêùî â òåîðåìi 4.2.1 íàêëàñòè óìîâó, ùî âíóòðiøíi ðàäióñè îáëàñòåé

Bk íå ìîæóòü áóòè ìåíøèìè äåÿêîãî äîäàòíüîãî ÷èñëà ε, öå äîçâîëèòü

îòðèìàòè îöiíêó âèðàçó (4.1.1), íå âèêîðèñòîâóþ÷è çíà÷åíü âíóòðiøíiõ

ðàäióñiâ îáëàñòåé â ïðàâié ÷àñòèíi íåðiâíîñòi.
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Íàñëiäîê 4.2.3. Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, n ≥ 3, ak,

k = 1, n, � äåÿêèé íàáið ôiêñîâàíèõ òî÷îê êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, αk,

k = 1, n, � äåÿêi äîäàòíi äiéñíi ÷èñëà, i íåõàé λ :=
n∑

k=1

αk. Òîäi äëÿ äî-

âiëüíîãî íàáîðó îáëàñòåé Bk ⊂ C, k = 1, n, òàêèõ, ùî ak ∈ Bk, k = 1, n,

Bi ∩Bj = ∅, i ̸= j, à òàêîæ çà óìîâè, ùî r(Bk, ak) ≥ ε äëÿ äåÿêîãî ε > 0

i äëÿ âñiõ k = 1, n, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü:

n∏
k=1

(r(Bk, ak))
αk ≤ ε−

nλ
n−2 (n− 1)−

λ
2
n−1
n−2

n∏
i,j=1,i<j

|aj − ai|
2(αi+αj)

n−2 . (4.2.4)

Ïðàâèëüíiñòü íåðiâíîñòi (4.2.4) âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi (4.2.1) òà ç óìî-

âè, ùî r(Bk, ak) ≥ ε äëÿ âñiõ k = 1, n.

Äëÿ âèïàäêó îäíîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé òà êîíôîðìíîãî ðàäióñà òåîðåìó

4.2.1 ìîæíà çàïèñàòè â íàñòóïíié ôîðìi:

Òåîðåìà 4.2.1*. Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, n ≥ 3, ak,

k = 1, n, � äåÿêèé íàáið ôiêñîâàíèõ òî÷îê êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, αk,

k = 1, n, � äåÿêi äîäàòíi äiéñíi ÷èñëà, i íåõàé λ :=
n∑

k=1

αk. Òîäi äëÿ

äîâiëüíîãî íàáîðó ôóíêöié fk, k = 1, n, ðåãóëÿðíèõ i îäíîëèñòèõ â êðóçi

|z| < 1, äëÿ ÿêèõ fk(0) = ak, ïðè÷îìó fi(z1) ̸= fj(z2) äëÿ äîâiëüíèõ

íàòóðàëüíèõ 1 ≤ i, j ≤ n òà i ̸= j òà äîâiëüíèõ z1, z2 ∈ U , ïðàâèëüíà

íåðiâíiñòü:

n∏
k=1

|f ′k(0)|
αk ≤ (n− 1)−

λ
2
n−1
n−2

n∏
i,j=1,i<j

|aj − ai|
2(αi+αj)

n−2

(
n∏

k=1

|f ′k(0)|
) λ

n−2

. (4.2.5)

Âèêîðèñòîâóþ÷è îòðèìàíó âèùå òåîðåìó 4.2.1, äîâåäåìî íàñòóïíèé

ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 4.2.2. [196] Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, n ≥ 3, ak,

k = 1, n, � äåÿêèé íàáið ôiêñîâàíèõ òî÷îê êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, i íå-

õàé γk, k = 1, n, � äåÿêi äîäàòíi äiéñíi ÷èñëà, ïðè÷îìó γk ≥
n∑

s=1
γs

2n−2 äëÿ
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êîæíîãî k = 1, n. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó îáëàñòåé Bk ⊂ C, k = 1, n,

òàêèõ, ùî ak ∈ Bk, k = 1, n, Bi ∩Bj = ∅, i ̸= j, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü:

n∏
k=1

(r(Bk, ak))
γk ≤ (n− 1)

− 1
4

n∑
k=1

γk
n∏

i,j=1,i<j

|aj − ai|
2

n−2

(
γi+γj− 1

n−1

n∑
k=1

γk

)
.

(4.2.6)

Çàóâàæèìî, ùî óìîâà γk ≥
n∑

s=1
γs

2n−2 ¹ ñóòò¹âîþ, îñêiëüêè â ïðîòèëåæíîìó

âèïàäêó ïðè âèêîíàííi âñiõ iíøèõ óìîâ òåîðåìè 4.2.2 äëÿ äåÿêèõ íàáîðiâ

îáëàñòåéBk i òî÷îê ak íåðiâíiñòü (4.2.6) ìîæå i íå âèêîíóâàòèñÿ. Â òîé æå

÷àñ â äàíié òåîðåìi íå íàêëàäåíî íiÿêèõ äîäàòêîâèõ óìîâ íà âíóòðiøíi

ðàäióñè îáëàñòåé Bk, íà âiäìiíó âiä, íàïðèêëàä, íàñëiäêó 4.2.3.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.2.2.

Äëÿ òîãî, ùîá âèêîðèñòàòè íåðiâíiñòü, îòðèìàíó â íàñëiäêó 4.2.1,

çíàéäåìî òàêi ÷èñëà αk, ùîá äëÿ êîæíîãî k áóëà ïðàâèëüíîþ ðiâíiñòü

γk = αk +

n∑
s=1

αs

n−2 , òîáòî íàñòóïíi ðiâíîñòi:

γ1 = α1 +

n∑
s=1

αs

n− 2
;

γ2 = α2 +

n∑
s=1

αs

n− 2
;

...

γk = αk +

n∑
s=1

αs

n− 2
;

...

γn = αn +

n∑
s=1

αs

n− 2
.

(4.2.7)
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Äîäàâøè âñi ðiâíîñòi â (4.2.7), îòðèìà¹ìî:

n∑
k=1

γk =
2n− 2

n− 2

n∑
k=1

αk,

à çâiäñè
n∑

k=1

αk =
n− 2

2n− 2

n∑
k=1

γk. (4.2.8)

Ïiäñòàâèâøè ðiâíiñòü (4.2.8) â êîæíó ç ðiâíîñòåé (4.2.7), äëÿ êîæíîãî

k = 1, n îòðèìà¹ìî:

γk = αk +

n∑
s=1

γs

2n− 2
,

à çâiäñè

αk = γk −
1

2n− 2

n∑
s=1

γs.

Ç íåðiâíîñòi (4.2.1) äëÿ ñòåïåíiâ αk îòðèìà¹ìî:

n∏
k=1

(r(Bk, ak))
αk+

λ
n−2 ≤ (n− 1)−

λ
2
n−1
n−2

n∏
i,j=1,i<j

|aj − ai|
2(αi+αj)

n−2 , (4.2.9)

äå λ =
n∑

k=1

αk.

Êðiì òîãî, áóäåìî ìàòè:

αk +
λ

n− 2
= γk;

−λ
2

n− 1

n− 2
= − n− 2

2n− 2

n− 1

2(n− 2)

n∑
k=1

γk = −1

4

n∑
k=1

γk;

2(αi + αj)

n− 2
=

2

n− 2

(
γi + γj −

1

n− 1

n∑
k=1

γk

)
.

Ïiäñòàâèâøè îñòàííi ðiâíîñòi â íåðiâíiñòü (4.2.9), îòðèìà¹ìî íåðiâ-

íiñòü (4.2.6).

Òåîðåìó 4.2.2 äîâåäåíî.
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Äëÿ âèïàäêó îäíîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé òà êîíôîðìíîãî ðàäióñà òåîðåìó

4.2.2 ìîæíà çàïèñàòè â íàñòóïíié ôîðìi:

Òåîðåìà 4.2.2*. Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, n ≥ 3, ak,

k = 1, n, � äåÿêèé íàáið ôiêñîâàíèõ òî÷îê êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, i íå-

õàé γk, k = 1, n, � äåÿêi äîäàòíi äiéñíi ÷èñëà, ïðè÷îìó γk >

n∑
s=1

γs

2n−2 äëÿ

êîæíîãî k = 1, n. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó ôóíêöié fk, k = 1, n, ðå-

ãóëÿðíèõ i îäíîëèñòèõ â êðóçi |z| < 1, äëÿ ÿêèõ fk(0) = ak, ïðè÷îìó

fi(z1) ̸= fj(z2) äëÿ äîâiëüíèõ íàòóðàëüíèõ 1 ≤ i, j ≤ n òà i ̸= j òà

äîâiëüíèõ z1, z2 ∈ U , ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü:

n∏
k=1

|f ′k(0)|
γk ≤ (n− 1)

− 1
4

n∑
k=1

γk
n∏

i,j=1,i<j

|fj(0)− fi(0)|
2

n−2

(
γi+γj− 1

n−1

n∑
k=1

γk

)
.

Ç òåîðåìè 4.2.2 âèïëèâà¹ íàñòóïíèé íàñëiäîê:

Íàñëiäîê 4.2.4. Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, n ≥ 3, ak,

k = 1, n, � äåÿêèé íàáið ôiêñîâàíèõ òî÷îê êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, i íå-

õàé γk, k = 1, n, � äåÿêi äîäàòíi äiéñíi ÷èñëà, ïðè÷îìó

γk ≥

n∑
s=1

γs

2n− 2
, k = 1, n.

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó îáëàñòåé Bk ⊂ C, k = 1, n, òàêèõ, ùî

ak ∈ Bk, k = 1, n, Bi ∩Bj = ∅, i ̸= j, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü:

P (n; {Bk}nk=1; {ak}nk=1; {γk}nk=1) ≤ (n− 1)
− 1

4

n∑
k=1

γk
.

Çàóâàæåííÿ 4.2.1. Äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî n ≥ 2 i äå-

ÿêèõ íàáîðiâ äîäàòíiõ ÷èñåë {αk} i {γk}, k = 1, n, ôóíêöiîíàë

In(αk) =
n∏

k=1

(r(Bk, ak))
αk áóäåìî íàçèâàòè ñïðÿæåíèì äî ôóíêöiîíà-

ëà In(γk) =
n∏

k=1

(r(Bk, ak))
γk , ÿêùî äëÿ íèõ âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

γk = αk +
1

n−2

n∑
k=1

αk i αk = γk − 1
2n−2

n∑
k=1

γk. Òàêèì ÷èíîì, ìè îöiíþ¹ìî

ôóíêöiîíàë In(γk) çà äîïîìîãîþ ñïðÿæåíîãî ôóíêöiîíàëà.
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Çàóâàæåííÿ 4.2.2. Ðiâíîñòi (4.2.7) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ñèñòåìó n ðiâ-

íÿíü ç íåâiäîìèìè {αk} äëÿ k = 1, n, çàäàíó ìàòðè÷íèì ðiâíÿííÿì

AX = B, (4.2.10)

äå

A =


n−1
n−2

1
n−2 . . . 1

n−2
1

n−2
n−1
n−2 . . . 1

n−2

. . . . . . . . . . . .
1

n−2
1

n−2 . . . n−1
n−2

 ;

X =


α1

α2

. . .

αn

 i B =


γ1

γ2

. . .

γn

 .

Çíàéøîâøè îáåðíåíó ìàòðèöþ A−1 i ïîìíîæèâøè ¨¨ íà îáèäâi ÷àñòè-

íè ðiâíîñòi (4.2.10), îòðèìà¹ìî ìàòðèöþ X .

Ïðàâèëüíi íàñòóïíi òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 4.2.5. Íåõàé {ak}3k=1 i {Bk}3k=1 � äåÿêèé íàáið âiäïîâiäíî

òî÷îê i îáëàñòåé êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, ïðè÷îìó ak ∈ Bk ⊂ C. Òîäi
ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü:

3∏
k=1

r(Bk, ak) ⩽ 2−
3
4 |a2 − a1||a3 − a1||a3 − a2|.

Äëÿ äîâåäåííÿ äàíîãî íàñëiäêó äîñòàòíüî ïîñòàâèòè â íåðiâíîñòi

(4.2.6) γ1 = γ2 = γ3 = 1.

Îñêiëüêè 2−
3
4 ≈ 0.5946, à 64

81
√
3
≤ 0.4562, òî íàøà îöiíêà íåíàáàãàòî

ïîñòóïà¹òüñÿ òî÷íié îöiíöi Ã.Ì. Ãîëóçiíà [83, ñ. 165].

Íàñëiäîê 4.2.6. Íåõàé {ak}3k=1 i {Bk}3k=1 � äåÿêèé íàáið âiäïîâiäíî

òî÷îê i îáëàñòåé êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, ïðè÷îìó ak ∈ Bk ⊂ C, i γk,
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k = 1, 3 � äåÿêi äîäàòíi äiéñíi ÷èñëà, ïðè÷îìó γk ≥
3∑

k=1

γk

4 äëÿ äîâiëüíîãî

k = 1, 3. Òîäi ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü:

3∏
k=1

(r(Bk, ak))
αk ≤ 2−

3∑
k=1

γk

4 |a1 − a2|α+β−γ|a1 − a3|α−β+γ|a2 − a3|−α+β+γ.

Çàóâàæåííÿ 4.2.3. Îöiíêà, îòðèìàíà â òåîðåìi 4.2.2, äëÿ áàãàòüîõ îêðå-

ìèõ âèïàäêiâ òî÷íiøà çà îöiíêó, îòðèìàíó â Òåîðåìi 1 [132, ñ. 220]. Ðîç-

ãëÿíåìî, íàïðèêëàä, íàñòóïíó êîíôiãóðàöiþ: a3 = 0, ak = exp(2πi3 k),

k = 0, 2 i γk = 1, k = 0, 3. Òîäi çà íåðiâíiñòþ (4.2.6) îòðèìà¹ìî:

3∏
k=0

(r(Bk, ak))
γk ≤ 1

3

(
(
√
3)3
) 2

3

= 1.

Âçÿâøè æ â íåðiâíîñòi Òåîðåìi 1 [132, ñ. 220] γ0 = γ1 = 1; γ2 = γ3 =

−1, îòðèìà¹ìî:

3∏
k=0

(r(Bk, ak))
γk ≤ (

√
3)2(

√
3)2(

√
3)−2 = 3.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ âêàçàíî¨ êîíôiãóðàöi¨ íàøà îöiíêà òî÷íiøà.

Ó âèïàäêó, êîëè îäíà ç òî÷îê ak ¹ íåñêií÷åííî âiääàëåíîþ, â ïðàâié

÷àñòèíi íåðiâíîñòi (4.2.6) âñi ìíîæíèêè, ÿêi ìiñòÿòü äàíó òî÷êó, ïåðåòâî-

ðÿòüñÿ íà îäèíèöþ. Çîêðåìà, ïðàâèëüíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.2.3. [196] Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, n ≥ 3, ak,

k = 1, n, � äåÿêèé íàáið ôiêñîâàíèõ òî÷îê êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, ïðè-

÷îìó an = ∞, i íåõàé γk, k = 1, n, � äåÿêi äîäàòíi äiéñíi ÷èñëà, ïðè÷îìó

γk ≥
n∑

s=1
γs

2n−2 äëÿ ∀k = 1, n. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó îáëàñòåé Bk ⊂ C,
k = 1, n, òàêèõ, ùî ak ∈ Bk, k = 1, n, Bi ∩Bj = ∅, i ̸= j, ïðàâèëüíà
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íåðiâíiñòü:

(r(Bn, an))
γn

n−1∏
k=1

(r(Bk, ak))
γk ≤

(n− 1)
− 1

4

n∑
k=1

γk
n−1∏

i,j=1,i<j

|aj − ai|
2

n−2

(
γi+γj− 1

n−1

n∑
k=1

γk

)
. (4.2.11)

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.2.3. Ïðàâèëüíà ëåìà, àíàëîãi÷íà äî òåîðåìè

4.2.1.

Ëåìà 4.2.1. Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, n ≥ 3, ak, k = 1, n, �

äåÿêèé íàáið ôiêñîâàíèõ òî÷îê êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, ïðè÷îìó an = ∞,

i íåõàé αk, k = 1, n, � äåÿêi äîäàòíi äiéñíi ÷èñëà. Òîäi äëÿ äîâiëüíî-

ãî íàáîðó îáëàñòåé Bk ⊂ C, k = 1, n, òàêèõ, ùî ak ∈ Bk, k = 1, n,

Bi ∩Bj = ∅, i ̸= j, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü:

n∏
k=1

(r(Bk, ak))
αk ≤ (n− 1)−

λ
2
n−1
n−2 ·

n−1∏
i,j=1,i<j

|aj − ai|
2(αi+αj)

n−2

(
n∏

k=1

r(Bk, ak)

) λ
n−2

, (4.2.12)

äå λ :=
n∑

k=1

αk.

ßê i â òåîðåìi 4.2.1, çàôiêñó¹ìî äåÿêå íàòóðàëüíå k òàêå, ùî

1 ≤ k ≤ n− 1. Ïðîâiâøè ïåðåòâîðåííÿ, àíàëîãi÷íi äî ïðîâåäåíèõ â ëå-

ìi 3.2.2, îòðèìà¹ìî

r(Bk, ak) ≤ (n− 1)−
1
2

 n∏
p=1
p̸=k

r(B(k)
p , a(k)p )


− 1

n−1

. (4.2.13)

Äîâåäåìî, ùî r(B(k)
n , a

(k)
n ) = r(B

(k)
n , 0) = r(Bn,∞).
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Âèêîðèñòîâóþ÷è êîíôîðìíó iíâàðiàíòíiñòü ôóíêöi¨ Ãðiíà äëÿ âiä-

îáðàæåííÿ w = 1
z−ak

, âðàõîâóþ÷è, ùî a(k)n = 0, áóäåìî ìàòè:

GBn
(z,∞) = G

B
(k)
n
(w, 0) = ln

1

|w|
+ ln r(B(k)

n , 0) + o(1) =

= ln
1∣∣∣ 1

z−ak

∣∣∣ + ln r(B(k)
n , 0) + o(1) = ln |z − ak|+ ln r(B(k)

n , 0) + o(1) =

= ln |z|+ ln
∣∣∣1− ak

z

∣∣∣+ ln r(B(k)
n , 0) + o(1) =

= ln |z|+ ln r(B(k)
n , 0) + o(1),

à çâiäñè i âèïëèâà¹ ðiâíiñòü r(B(k)
n , 0) = r(Bn,∞).

Äëÿ 1 ≤ p ≤ n − 1, p ̸= k, ïðîâiâøè ïåðåòâîðåííÿ, ÿê i â ëåìi 3.2.1,

îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü r(B(k)
p , a

(k)
p ) =

r(Bp,ap)
|ap−ak|2 .

Òàêèì ÷èíîì, ç (4.2.13) äëÿ 1 ≤ k ≤ n− 1 îòðèìà¹ìî:

r(Bk, ak) ≤ (n− 1)−
1
2

n−1∏
p=1
p̸=k

|ap − ak|


2

n−1
 n∏

p=1
p̸=k

r(Bp, ap)


− 1

n−1

.

Çâiäñè áóäåìî ìàòè

(r(Bk, ak))
αk ≤ (n− 1)−

αk
2

n−1∏
p=1
p̸=k

|ap − ak|


2αk
n−1
 n∏

p=1
p̸=k

r(Bp, ap)


− αk

n−1

.

(4.2.14)

ßêùî æ k = n, òî îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü, àíàëîãi÷íó äî (4.2.13)

r(Bn,∞) ≤ (n− 1)−
1
2

(
n−1∏
p=1

r(Bp, ap)

)− 1
n−1

.

(r(Bn,∞))αn ≤ (n− 1)−
αn
2

(
n−1∏
p=1

r(Bp, ap)

)− αn
n−1

. (4.2.15)
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Ïåðåìíîæèâøè äëÿ k = 1, n íåðiâíîñòi (4.2.14) i (4.2.15), îòðèìà¹ìî

íåðiâíiñòü (4.2.12).

Äàëi, ïîçíà÷èâøè γk = αk+
λ

n−2 , i ïðîâiâøè ïåðåòâîðåííÿ, àíàëîãi÷íi

äî ïðîâåäåíèõ â òåîðåìi 4.2.2, i îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü (4.2.11).

Òåîðåìó 4.2.3 äîâåäåíî.

4.3. Îöiíêè äîáóòêó äåÿêèõ ñòåïåíiâ âíóòðiø-

íiõ ðàäióñiâ åâîëþöiéíîãî òèïó

Ìåòîþ äàíîãî ïiäðîçäiëó ¹ îòðèìàííÿ îöiíîê åâîëþöiéíîãî òèïó äëÿ äî-

áóòêó äåÿêèõ ñòåïåíiâ âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé. Äàíi

îöiíêè ìîæóòü áóòè êîðèñíèìè, íàïðèêëàä, òîäi, êîëè íàì âiäîìi òî÷íi

îöiíêè äëÿ ïåâíî¨ ôiêñîâàíî¨ êîíôiãóðàöi¨ òî÷îê ak òà ïåâíîãî íàáîðó

ñòåïåíiâ θk, à íàì ïîòðiáíî çíàéòè îöiíêè äëÿ öi¹¨ æ êîíôiãóðàöi¨ òî÷îê,

îäíàê äëÿ iíøîãî íàáîðó ñòåïåíiâ αk. Îòðèìàíi òàêèì ÷èíîì îöiíêè ìî-

æóòü áóòè òî÷íiøèìè, íiæ îòðèìàíi áåçïîñåðåäíüî.

Ïðàâèëüíà ëåìà.

Ëåìà 4.3.1. [214] Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, n ≥ 3, ak,

k = 1, n, � äåÿêèé íàáið ôiêñîâàíèõ òî÷îê êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, αk,

k = 1, n, � äåÿêi äîäàòíi äiéñíi ÷èñëà, i íåõàé λ :=
n∑

k=1

αk, ïðè÷îìó

âñi αk ≥ λ
2n−2 . Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó îáëàñòåé Bk ⊂ C, k = 1, n,

òàêèõ, ùî ak ∈ Bk, k = 1, n, Bi ∩ Bj = ∅, i ̸= j, i äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó

íåâiä'¹ìíèõ äiéñíèõ ÷èñåë δk, k = 1, n, òàêèõ, ùî δk ≤ αk, k = 1, n,

ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü:

n∏
k=1

(r(Bk, ak))
αk ≤ (n− 1)−

n∑
k=1

δk

2
n−1
n−2 ·

·
n∏

i,j=1,i<j

|aj − ai|
2(δi+δj)

n−2

n∏
k=1

(r(Bk, ak))
αk−δk−

n∑
k=1

δk

n−2 . (4.3.1)
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Äîâåäåííÿ ëåìè 4.3.1. Çàóâàæèìî, ùî, çãiäíî ç òåîðåìîþ 4.2.1,

óìîâà αk ≥ λ
2n−2 , k = 1, n, ¹ äîñòàòíüîþ äëÿ òîãî, ùîá ôóíêöiîíàë

n∏
k=1

(r(Bk, ak))
αk áóâ îáìåæåíèì.

Ïðàâèëüíi íàñòóïíi ðiâíîñòi:

n∏
k=1

(r(Bk, ak))
αk =

n∏
k=1

(r(Bk, ak))
αk−δk+δk =

=
n∏

k=1

(r(Bk, ak))
αk−δk

n∏
k=1

(r(Bk, ak))
δk . (4.3.2)

Çãiäíî ç ðåçóëüòàòîì òåîðåìè 4.2.1, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

n∏
k=1

(r(Bk, ak))
δk ≤ (n− 1)−

n∑
s=1

δs

2
n−1
n−2 ·

n∏
i,j=1,i<j

|aj − ai|
2(δi+δj)

n−2

(
n∏

k=1

r(Bk, ak)

) n∑
k=1

δk

n−2

.

Ïiäñòàâèâøè îñòàííþ íåðiâíiñòü â ðiâíiñòü (4.3.2), îòðèìà¹ìî:

n∏
k=1

(r(Bk, ak))
αk ≤

n∏
k=1

(r(Bk, ak))
αk−δk 1

(n− 1)

n∑
s=1

δs

2
n−1
n−2

·

n∏
i,j=1,i<j

|aj − ai|
2(δi+δj)

n−2

(
n∏

k=1

r(Bk, ak)

) n∑
s=1

δs

n−2

=

= (n− 1)−

n∑
k=1

δk

2
n−1
n−2

n∏
i,j=1,i<j

|aj − ai|
2(δi+δj)

n−2

n∏
k=1

(r(Bk, ak))
αk−δk−

n∑
s=1

δs

n−2 ,

ùî é äîâîäèòü íåðiâíiñòü (4.3.1).

Ëåìó 4.3.1 äîâåäåíî.

Òàêèì ÷èíîì, âèáèðàþ÷è ÷èñëà δk, ìè ìîæåìî îòðèìóâàòè îöiíêè

äëÿ ôóíêöiîíàëà (4.1.1) çà äîïîìîãîþ çíà÷åíü ôóíêöiîíàëà äëÿ iíøèõ

ñòåïåíiâ âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ.

Ïðàâèëüíà íàñòóïíà òåîðåìà.
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Òåîðåìà 4.3.1. [214] Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, n ≥ 3, ak,

k = 1, n, � äåÿêèé íàáið ôiêñîâàíèõ òî÷îê êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, αk,

θk, k = 1, n, � äåÿêi äîäàòíi äiéñíi ÷èñëà, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíi

óìîâè:

à) âñi αk ≥ λ
2n−2 , äå λ :=

n∑
k=1

αk;

á) αk ≥ θk äëÿ ∀k = 1, n;

â) äëÿ äîâiëüíîãî k = 1, n âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

θk ≤ αk −
1

2n− 2

n∑
s=1

(αs − θs). (4.3.3)

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó îáëàñòåé Bk ⊂ C, k = 1, n, òàêèõ, ùî

ak ∈ Bk, k = 1, n, Bi ∩Bj = ∅, i ̸= j ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü:

n∏
k=1

(r(Bk, ak))
αk ≤ (n− 1)−

n∑
k=1

(αk−θk)

4 ·

·
n∏

i,j=1,i<j

|aj − ai|
2

n−2

αi+αj−θi−θj−

n∑
k=1

(αk−θk)

n−1

 n∏
k=1

(r(Bk, ak))
θk . (4.3.4)

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.3.1. Âiäçíà÷èìî, ùî, ÿê i â ëåìi 4.3.1, óìî-

âà αk ≥ λ
2n−2 , k = 1, n, íàì ïîòðiáíà äëÿ òîãî, ùîá ôóíêöiîíàë

n∏
k=1

(r(Bk, ak))
αk áóâ îáìåæåíèì.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 4.3.1, çíàéäåìî óìîâè, äëÿ ÿêèõ âñi ñòåïåíi, äî

ÿêèõ ïiäíîñÿòüñÿ r(Bk, ak) â ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (4.3.1), äîðiâíþþòü

íàïåðåä çàäàíèì ÷èñëàì θk. Iíøèìè ñëîâàìè, íàì ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçàòè

ñèñòåìó ðiâíÿíü
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α1 − δ1 −

n∑
k=1

δk

n− 2
= θ1;

α2 − δ2 −

n∑
k=1

δk

n− 2
= θ2;

...

αs − δs −

n∑
k=1

δk

n− 2
= θs;

...

αn − δn −

n∑
k=1

δk

n− 2
= θn.

(4.3.5)

Äîäàâøè âñi ðiâíîñòi â ñèñòåìi (4.3.5), îòðèìà¹ìî

n∑
k=1

αk −
2n− 2

n− 2

n∑
k=1

δk =
n∑

k=1

θk,

à çâiäñè
n∑

k=1

δk =
n− 2

2n− 2

n∑
k=1

(αk − θk) .

Ïiäñòàâèâøè îñòàííþ ðiâíiñòü â êîæíó ç ðiâíîñòåé (4.3.5), äëÿ êî-

æíîãî k = 1, n îòðèìà¹ìî:

δk = αk − θk −
1

n− 2

n∑
k=1

δk = αk − θk −
1

2n− 2

n∑
k=1

(αk − θk) .

Çàóâàæèâøè, ùî çãiäíî ç (4.3.3) äëÿ êîæíîãî k = 1, n ïðàâèëüíà

íåðiâíiñòü δk ≥ 0.

Ïiäñòàâèâøè îñòàííi ðiâíîñòi â íåðiâíiñòü (4.3.1), îòðèìà¹ìî íåðiâ-

íiñòü (4.3.4).

Òåîðåìó 4.3.1 äîâåäåíî.
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Íàñëiäîê 4.3.1. [214] Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, n ≥ 3, ak,

k = 1, n, � äåÿêèé íàáið ôiêñîâàíèõ òî÷îê êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, αk,

k = 1, n, � äåÿêi äîäàòíi äiéñíi ÷èñëà, ïðè÷îìó äëÿ äîâiëüíîãî k = 1, n

αk > 1 i

αk ≥ 1 +

n∑
s=1

αs − n

2n− 2
. (4.3.6)

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó îáëàñòåé Bk ⊂ C, k = 1, n, òàêèõ, ùî

ak ∈ Bk, k = 1, n, Bi ∩Bj = ∅, i ̸= j, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü:

n∏
k=1

(r(Bk, ak))
αk ≤ (n− 1)−

n∑
k=1

αk−n

4 ·

·
n∏

i,j=1,i<j

|aj − ai|
2

n−2

αi+αj−

n∑
k=1

αk+3n−2

n−1

 n∏
k=1

r(Bk, ak).

Äëÿ äîâåäåííÿ äàíîãî íàñëiäêó äîñòàòíüî ïîêëàñòè â íåðiâíîñòi

(4.3.4) âñi θk = 1.

Çàóâàæèìî, ùî óìîâà (4.3.6) ïîòðiáíà äëÿ âèêîíàííÿ óìîâè (4.3.3).

Íàñëiäîê 4.3.2. [214] Íåõàé ak, k = 1, 4, � äåÿêèé íàáið ôiêñîâàíèõ

òî÷îê êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, αk, k = 1, 4 � äåÿêi äîäàòíi äiéñíi ÷èñëà,

ïðè÷îìó

αk ≥ 1 +

4∑
s=1

αs − 4

6
.

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó îáëàñòåé Bk ⊂ C, k = 1, 4, òàêèõ, ùî

ak ∈ Bk, k = 1, 4, Bi ∩ Bj = ∅, i ̸= j, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

4∏
k=1

(r(Bk, ak))
αk ≤ 9

48/3
· 3−

4∑
k=1

αk−4

4

4∏
i,j=1,i<j

|aj − ai|

αi+αj−

4∑
k=1

αk

3 − 8
3


.
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Äëÿ äîâåäåííÿ äàíîãî íàñëiäêó äîñòàòíüî âiäçíà÷èòè, ùî, çãiäíî ç

òåîðåìîþ 2 ðîáîòè [121], ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

4∏
k=1

r(Bk, ak) ⩽
9

48/3

( ∏
1≤k<l≤4

|al − ak|

) 2
3

,

i ïiäñòàâèòè äàíèé âèðàç â íåðiâíiñòü (4.3.6).

Âiäçíà÷èìî, ùî âèêîðèñòîâóþ÷è íàñëiäîê 4.2.3, ìîæíà îòðèìàòè äå-

ùî iíøi îöiíêè åâîëþöiéíîãî òèïó, îäíàê ç ïåâíèìè îáìåæåííÿìè íà

âíóòðiøíi ðàäióñè îáëàñòåé. Çîêðåìà, ïðàâèëüíà òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.3.2. Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, n ≥ 3, ak,

k = 1, n, � äåÿêèé íàáið ôiêñîâàíèõ òî÷îê êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, αk, θk,

k = 1, n, � äåÿêi äîäàòíi äiéñíi ÷èñëà, ïðè÷îìó αk ≥ θk äëÿ ∀k = 1, n.

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó îáëàñòåé Bk ⊂ C, k = 1, n, òàêèõ, ùî

ak ∈ Bk, k = 1, n, Bi∩Bj = ∅, i ̸= j, à òàêîæ çà óìîâè, ùî r(Bk, ak) ≥ ε

äëÿ äåÿêîãî ε > 0 äëÿ âñiõ k = 1, n, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü:

n∏
k=1

(r(Bk, ak))
αk ≤ ε

− n
n−2

n∑
k=1

(αk−θk)
(n− 1)−

n∑
k=1

(αk−θk)

4
n−1
n−2 ·

·
n∏

i,j=1,i<j

|aj − ai|
2

n−2 (αi+αj−θi−θj)
n∏

k=1

(r(Bk, ak))
θk . (4.3.7)

Âiäçíà÷èìî, ùî óìîâà r(Bk, ak) ≥ ε äîçâîëÿ¹ íå íàêëàäàòè äîäàòêî-

âèõ óìîâ íà ñòåïåíi αk, íàïðèêëàä, ùî âñi αk ≥ λ
2n−2 , äå λ :=

n∑
k=1

αk, ÿê

öå áóëî â òåîðåìàõ 4.2.2 i 4.3.1.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.3.2. Çðîçóìiëî, ùî
n∏

k=1

(r(Bk, ak))
αk =

n∏
k=1

(r(Bk, ak))
αk−θk

n∏
k=1

(r(Bk, ak))
θk .

Çàñòîñóâàâøè äî âèðàçó
n∏

k=1

(r(Bk, ak))
αk−θk íåðiâíiñòü (4.2.4) òà ïiä-

ñòàâèâøè â ïîïåðåäíþ ðiâíiñòü, îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü (4.3.7).

Òåîðåìó 4.3.2 äîâåäåíî.
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Íàñëiäîê 4.3.3. Íåõàé ak, k = 1, 4, � äåÿêèé íàáið ôiêñîâàíèõ òî÷îê

êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, αk, k = 1, 4, � äåÿêi äîäàòíi äiéñíi ÷èñëà, ïðè-

÷îìó αk ≥ 1 äëÿ âñiõ k. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó îáëàñòåé Bk ⊂ C,
k = 1, 4, òàêèõ, ùî ak ∈ Bk, k = 1, 4, Bi ∩ Bj = ∅, i ̸= j, à òàêîæ çà

óìîâè, ùî r(Bk, ak) ≥ ε äëÿ äåÿêîãî ε > 0 äëÿ âñiõ k = 1, 4, ïðàâèëüíà

íåðiâíiñòü:

4∏
k=1

(r(Bk, ak))
αk ≤ 9

48/3
·ε−

4∑
k=1

αk−4

2 ·3−
3

(
4∑

k=1
αk−4

)
8

4∏
i,j=1,i<j

|aj−ai|(αi+αj− 4
3).

Äëÿ äîâåäåííÿ äàíîãî íàñëiäêó äîñòàòíüî âiäçíà÷èòè, ùî, çãiäíî ç

òåîðåìîþ 2 ðîáîòè [121], ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

4∏
k=1

r(Bk, ak) ⩽
9

48/3

( ∏
1≤k<l≤4

|al − ak|

) 2
3

,

i ïiäñòàâèòè äàíèé âèðàç â íåðiâíiñòü (4.3.7), âçÿâøè â çãàäàíié íåðiâíîñòi

n = 4 òà θk = 1 äëÿ k = 1, 4.

4.4. Çàñòîñóâàííÿ îòðèìàíèõ îöiíîê â iíøèõ

åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷àõ ãåîìåòðè÷íî¨ òå-

îði¨ ôóíêöié

Îòðèìàíà â íåðiâíîñòi (4.2.6) îöiíêà ìîæå áóòè çàñòîñîâàíà i äëÿ îöiíêè

ôóíêöiîíàëà

In(γ) = rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak), (4.4.1)

äå n ∈ N, n ≥ 2, γ ∈ (0;n] a0 = 0, |a1| = . . . = |an| = 1, ak ∈ Bk ∈ C, äå
Bi

⋂
Bj = ∅ äëÿ 0 ≤ i, j ≤ n òà i ̸= j. Ïðàâèëüíà íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.4.1. [196] Íåõàé n ∈ N, n ≥ 3 i 0 < γ ≤ n. Òîäi äëÿ äîâiëü-

íîãî íàáîðó òî÷îê ak, òàêèõ, ùî a0 = 0, |ak| = 1, k = 1, n, i äîâiëüíîãî
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íàáîðó âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé Bk, òàêèõ, ùî ak ∈ Bk ⊂ C,
k = 0, n, ó âèïàäêó n = 2m äëÿ äåÿêîãî m ∈ N ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) ≤ n−
γ+n
4 2n−γ

(
m−1∏
k=1

sin
kπ

n

) 2(n−γ)
n−1

; (4.4.2)

ÿêùî æ ÿêùî n = 2m+ 1, m ∈ N, òî íåðiâíiñòü

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) ≤ n−
γ+n
4 2n−γ

(
m∏
k=1

sin
kπ

n

) 2(n−γ)
n−1

. (4.4.3)

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.4.1. Çàñòîñó¹ìî íåðiâíiñòü (4.2.6) äëÿ n + 1

îáëàñòåé äëÿ ôóíêöiîíàëà (4.4.1), âçÿâøè γ0 = γ i γk = 1 äëÿ k = 1, n.

Îòðèìà¹ìî íàñòóïíó íåðiâíiñòü:

rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) ≤ n−
γ+n
4

∏
1≤i<j≤n

|aj − ai|
2

n−1(1−
γ
n). (4.4.4)

Íåõàé, äëÿ êîíêðåòíîñòi,

0 = arg a1 < arg a2 < . . . < arg an < 2π.

Ïîçíà÷èìî

α1 :=
1

π
(arg a2 − arg a1), α2 :=

1

π
(arg a3 − arg a2)...

αn :=
1

π
(2π − arg an), α0 = max

k
αk.

(4.4.5)

Çâiäñè ∏
1≤i<j≤n

|aj − ai| =
∏

1≤i<j≤n

2 sin
π(αi + ...+ αj−1)

2
. (4.4.6)

Âðàõóâàâøè, ùî
n∑

k=1

αk = 2, i, äîñëiäèâøè äîáóòîê, çàïèñàíèé â ïðà-

âié ÷àñòèíi íåðiâíîñòi (4.4.6), îòðèìà¹ìî, ùî ìàêñèìóì äàíîãî âèðàçó
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äîñÿãà¹òüñÿ òîäi, êîëè âñi αk ðiâíi ìiæ ñîáîþ, à òîìó äëÿ n = 2m îòðè-

ìà¹ìî

∏
1≤i<j≤n

(
2 sin

π(αi + ...+ αj−1)

2

)
≤ 2

n2−n
2

(
m−1∏
k=1

sin
kπ

n

)n

.

Ïiäñòàâèâøè îòðèìàíó íåðiâíiñòü â (4.4.4), áóäåìî ìàòè:

rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) ≤ n−
γ+n
4

(
2

n2−n
2

(
m−1∏
k=1

sin
kπ

n

)n) 2(n−γ)
n(n−1)

=

= n−
γ+n
4 2n−γ

(
m−1∏
k=1

sin
kπ

n

) 2(n−γ)
n−1

.

ùî é äîâîäèòü íåðiâíiñòü (4.4.2).

ßêùî æ n = 2m+ 1, òî îòðèìà¹ìî

∏
1≤p<k≤n

(
2 sin

π(αp + ...+ αk−1)

2

)
≤ 2

n2−n
2

(
m∏
k=1

sin
kπ

n

)n

.

Äàëi, ïiäñòàâèâøè îòðèìàíó íåðiâíiñòü â (4.4.4), áóäåìî ìàòè:

rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) ≤ n−
γ+n
4

(
2

n2−n
2

(
m∏
k=1

sin
kπ

n

)n) 2(n−γ)
n(n−1)

=

= n−
γ+n
4 2n−γ

(
m∏
k=1

sin
kπ

n

) 2(n−γ)
n−1

.

ùî é äîâîäèòü (4.4.3).

Òåîðåìó 4.4.1 äîâåäåíî.

Îäíàê, çà äîïîìîãîþ íåðiâíîñòåé åâîëþöiéíîãî òèïó, äîâåäåíèõ â òåî-

ðåìi 4.3.1, ìîæíà îòðèìàòè äåùî iíøi îöiíêè ôóíêöiîíàëà (4.4.1).

Ïðèïóñòèìî äëÿ êîíêðåòíîñòi, ùî

0 = arg a1 < arg a2 < . . . < arg an < 2π.
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Íåõàé òàêîæ αk, k = 1, n, òà α0 � òàêi æ, ÿê i â (4.4.5).

Çàóâàæèìî, ùî â ðîáîòi [114] áóëî çíàéäåíî ìàêñèìóì âèðàçó (4.4.1)

äëÿ äîâiëüíîãî n ⩾ 5 i α0 ≤ 2√
γ , òîìó íàì äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè âèïà-

äîê α0 >
2√
γ . Äëÿ çðó÷íîñòi âiçüìåìî α0 ≥ 2√

γ . Âiäçíà÷èìî òàêîæ, ùî

âèðàç (4.4.1) ïðè âèêîíàííi âñiõ óìîâ ïðîáëåìè 2.1.1 iíâàðiàíòíèé ñòî-

ñîâíî ïîâîðîòó âiäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò íà äîâiëüíèé êóò, à òîìó, íå

çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæíà âçÿòè αn = α0, îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíî¨

êîíôiãóðàöi¨ òî÷îê ak i îáëàñòåé Bk çàâæäè ìîæíà çíàéòè òàêó êîíôiãó-

ðàöiþ, äå a1 = 1 i αn = α0, ïðè÷îìó çíà÷åííÿ âèðàçó (4.4.1) íå çìiíèòüñÿ.

Ïðàâèëüíà íàñòóïíà ëåìà.

Ëåìà 4.4.1. Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, n ≥ 2, i γ � äåÿêå

äiéñíå ÷èñëî, 1 < γ < n
2 . Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó òî÷îê ak, k = 0, n,

òàêèõ, ùî a0 = 0, |ak| = 1, k = 1, n, i äîâiëüíîãî íàáîðó ïîïàðíî íåïå-

ðåòèííèõ îáëàñòåé Bk, òàêèõ, ùî ak ∈ Bk, k = 0, n, ïðàâèëüíà íåðiâ-

íiñòü

rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) ≤ n
3n−2γ+1

8

n∏
i,j=1,i<j

|aj − ai|
n−2γ+1
n(n−1) ·

·
(

4

n2 − 1

)n
2+

1
2n
(
n− 1

n+ 1

)
. (4.4.7)

Äîâåäåííÿ ëåìè 4.4.1. Çíàéäåìî ñïî÷àòêó îöiíêó âèðàçó

r2γ(B0, a0)
n∏

k=1

r2(Bk, ak) =

(
rγ(B0, a0)

n∏
k=1

r(Bk, ak)

)2

.

Äëÿ öüîãî â íåðiâíîñòi (4.3.4) äëÿ ñèñòåìè n+ 1 îáëàñòåé Bk i òî÷îê ak,

k = 0, n, âiçüìåìî α0 = 2γ, αk = 2 äëÿ k = 1, n i θk = 1 äëÿ k = 0, n. Äëÿ

äàíî¨ êîíôiãóðàöi¨ îòðèìà¹ìî, ùî
n∑

k=0

(αk − θk) = 2γ + n− 1; |ak − a0| = 1, k = 1, n;

αi + αj − θi − θj −

n∑
k=0

(αk − θk)

n
= 1− 2γ − 1

n
, 1 ≤ i < j ≤ n.

(4.4.8)
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Ïiäñòàâèâøè ðiâíîñòi (4.4.8) â íåðiâíiñòü (4.3.4), îòðèìà¹ìî

r2γ(B0, a0)
n∏

k=1

r2(Bk, ak) ≤ n−
2γ+n−1

4 ·

·
n∏

i,j=1,i<j

|aj − ai|
2

n−1(1−
2γ−1
n )

n∏
k=0

(r(Bk, ak)) . (4.4.9)

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ âèðàçó (4.4.1) äëÿ âèïàäêó äîâiëüíîãî n ≥ 2 i

γ = 1 áóëî âñòàíîâëåíî íàñòóïíó íåðiâíiñòü (äèâ. [64, ñ. 56]):

r(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) ≤ nn
(

4

n2 − 1

)n+ 1
n
(
n− 1

n+ 1

)2

.

Ïiäñòàâèâøè äàíó íåðiâíiñòü â (4.4.9) i äîáóâøè êîðiíü ç îáîõ ÷àñòèí,

îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü (4.4.7).

Ëåìó 4.4.1 äîâåäåíî.

Ïðàâèëüíà íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.4.2. [214] Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, n ≥ 2, i γ

� äåÿêå äiéñíå ÷èñëî, 1 < γ < n
2 . Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó òî÷îê ak,

k = 0, n, òàêèõ, ùî a0 = 0, |ak| = 1, k = 1, n, ïðè÷îìó α0 ≥ 2√
γ , äå

α0 � äèâ. (4.4.5), i äîâiëüíîãî íàáîðó ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé

Bk, òàêèõ, ùî ak ∈ Bk, k = 0, n, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

rγ(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) ≤ n
3n−2γ+1

8

(
n−1∏
k=1

kn−k

)n−2γ+1
n(n−1)

·

·
(

2π

n− 1

(
1− 1

√
γ

))n−2γ+1
2
(

4

n2 − 1

)n
2+

1
2n
(
n− 1

n+ 1

)
. (4.4.10)

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.4.2.

Çíàéäåìî îöiíêó âèðàçó
∏

1≤i<j≤n

|aj − ai|. Áóäåìî ìàòè

∏
1≤i<j≤n

|aj − ai| =
∏

1≤i<j≤n

2 sin
π(αi + ...+ αj−1)

2
.
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Âðàõóâàâøè, ùî sin(x) < x äëÿ x > 0, â ïîïåðåäíié íåðiâíîñòi îòðè-

ìà¹ìî ∏
1≤i<j≤n

|aj − ai| < π
n(n−1)

2

∏
1≤i<j≤n

(αi + ...+ αj−1). (4.4.11)

Âèêîíàâøè ïðè íàâåäåíèõ âèùå óìîâàõ, çîêðåìà äëÿ αn = α0 ≥ 2√
γ ,

åëåìåíòàðíi äîñëiäæåííÿ âèðàçó, ÿêèé çàïèñàíèé ó ïðàâié ÷àñòèíi íåðiâ-

íîñòi (4.4.11), îòðèìà¹ìî, ùî éîãî ìàêñèìóì äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ αn = 2√
γ ,

n−1∑
k=1

αk = 2
(
1− 1√

γ

)
i αk =

2
n−1

(
1− 1√

γ

)
äëÿ k = 1, n− 1.

Ïiäñòàâèâøè îòðèìàíi çíà÷åííÿ â íåðiâíiñòü (4.4.11), îòðèìà¹ìî íå-

ðiâíiñòü

∏
1≤i<j≤n

|aj − ai| <
(

2π

n− 1

(
1− 1

√
γ

))n(n−1)
2

n−1∏
k=1

kn−k.

Ïiäñòàâèâøè íàâåäåíó âèùå íåðiâíiñòü â (4.4.7), îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü

(4.4.10).

Òåîðåìó 4.4.2 äîâåäåíî.

4.5. Çàñòîñóâàííÿ îòðèìàíèõ îöiíîê â òåîðå-

ìàõ ñïîòâîðåííÿ

Îöiíêè, îòðèìàíi â òåîðåìi 4.2.2, ìîæíà çàñòîñóâàòè äëÿ îòðèìàííÿ òåî-

ðåì ñïîòâîðåííÿ äëÿ ôóíêöié, ðåãóëÿðíèõ i îäíîëèñòèõ â îäèíè÷íîìó

êðóçi.

Ïðàâèëüíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.5.1. Íåõàé n ∈ N, zk = ρk exp iθk, k = 1, n, � äåÿêèé íàáið

òî÷îê âiäêðèòîãî îäèíè÷íîãî êðóãà U , ρk ∈ (0, 1), ρ0 := ρn, ρn+1 := ρ1,

ïðè÷îìó 0 ⩽ θ1 < θ2 < ... < θn < 2π, θ0 := θn, θn+1 := θ1, i íåõàé γk,

k = 1, n, � äåÿêi äîäàòíi äiéñíi ÷èñëà, ïðè÷îìó γk >

n∑
s=1

γs

2n−2 äëÿ ∀k = 1, n.
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Òîäi äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f(z), ðåãóëÿðíî¨ i îäíîëèñòî¨ â U , ñïðàâåäëèâà

íåðiâíiñòü

n∏
k=1

|f ′(zk)|γk ⩽ (n− 1)
− 1

4

n∑
k=1

γk
n∏

k=1

(
4ρk
αk

∣∣∣∣1− (ρk exp iωk)
αk

1 + (ρk exp iωk)αk

∣∣∣∣)−γk

·

·
n∏

k=1

secγk

(
arg

(
(ρk exp iωk)

αk
2
0

(1− (ρk exp iωk)αk)

))
·

·
∏

1⩽p<k⩽n

|(f(zp)− f(zk)|
2

n−2

(
γi+γj− 1

n−1

n∑
k=1

γk

)
, (4.5.1)

äå αk =
π

θk+1−θk−1
i ωk =

1
4 (2θk − θk+1 − θk−1).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.5.1. ßê i â òåîðåìi 3.4.1, íåõàé ψk =
θk−1+θk

2 ,

k = 1, n, i ðîçãëÿíåìî íàáið ñåêòîðiâ ∆k, k = 1, n, òàêèõ, ùî

∆k = {w ∈ U : ψk < argw < ψk+1}.

Ðîçãëÿíåìî íàáið ôóíêöié φk(z) := w4(z · exp(−iωk), αk), k = 1, n, äå

w4 � äèâ (3.4.3), ωk = 1
4 (2θk − θk+1 − θk−1) i â ðîëi ïàðàìåòðà âèñòóïà¹

αk =
π

θk+1−θk−1
. Äëÿ êîæíîãî k = 1, nôóíêöiÿ φk(z) îäíîëèñòî âiäîáðàæà¹

ñåêòîð ∆k íà âiäêðèòèé îäèíè÷íèé êðóã òàê, ùî φk(zk) = 0, ïðè÷îìó,

çãiäíî ç ðiâíiñòþ (3.4.2),

R(∆k; zk) =
4ρk
αk

∣∣∣∣1− (ρk exp iωk)
αk

1 + (ρk exp iωk)αk

∣∣∣∣ cos
(
arg

(
(ρk exp iωk)

α
2
0

(1− (ρk exp iωk)α)

))
.

(4.5.2)

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Bk, k = 1, n, îáëàñòi, ÿêi ¹ îáðàçàìè ñåêòîðiâ ∆k ïðè

âiäîáðàæåííi ôóíêöi¹þ f(z). Çðîçóìiëî, ùî îáëàñòi Bk òàêîæ óòâîðþþòü

ñèñòåìó îáëàñòåé, ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ, ïðè÷îìó f(zk) ∈ Bk, k = 1, n.

Äëÿ êîæíîãî k = 1, n ôóíêöi¨ f(φ−1
k (ζ)) çäiéñíþþòü îäíîëèñòå i êîí-

ôîðìíå âiäîáðàæåííÿ U íà îáëàñòi Bk òàê, ùî f(φ−1
k (0)) = f(zk) i

|f ′(φ−1
k (0))| = |f ′(zk)|

|φ′
k(0)|

= r (Bk, f(zk)) .
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Çâiäñè îòðèìà¹ìî, ùî

n∏
k=1

|f ′(zk)|γk =
n∏

k=1

(r (Bk, f(zk)) |φ′
k(0)|)

γk . (4.5.3)

Çãiäíî ç òåîðåìîþ 4.2.2 (äèâ. òàêîæ òåîðåìó 1.2 ðîáîòè [196]), ïðà-

âèëüíà íåðiâíiñòü

n∏
k=1

(r(Bk, ak))
γk ≤ (n− 1)

− 1
4

n∑
k=1

γk
n∏

i,j=1,i<j

|aj − ai|
2

n−2

(
γi+γj− 1

n−1

n∑
k=1

γk

)
.

Âèêîðèñòîâóþ÷è äàíó íåðiâíiñòü, à òàêîæ ðiâíiñòü (4.5.3), ìà¹ìî íåðiâ-

íiñòü

n∏
k=1

|f ′(zk)|γk
n∏

k=1

(R(∆k; zk))
γk ⩽

(n− 1)
− 1

4

n∑
k=1

γk
n∏

i,j=1,i<j

|f(zj)− f(zi)|
2

n−2

(
γi+γj− 1

n−1

n∑
k=1

γk

)
.

Ïîäiëèâøè îáèäâi ÷àñòèíè îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi íà
n∏

k=1

(R(∆k; zk))
γk i, âðà-

õóâàâøè ðiâíiñòü (4.5.2), îäåðæó¹ìî íåðiâíiñòü (4.5.1).

Òåîðåìó 4.5.1 äîâåäåíî.

Îäíàê, ÿêùî ïîáóäóâàòè ñèñòåìó ñåêòîðiâ ∆k iíøèìè ÷èíîì, çîêðåìà

òàê, ÿê i â òåîðåìi 3.4.2, ìîæíà îòðèìàòè õî÷ i ìåíø òî÷íó, îäíàê äåùî

ïðîñòiøó íåðiâíiñòü.

Íåõàé θk ∈ R, k = 1, n, ïðè÷îìó 0 ⩽ θ1 < θ2 < ... < θn < 2π,

θ0 := θn, θn+1 := θ1. Äëÿ êîæíîãî k = 1, n ïîçíà÷èìî ÷åðåç mk íàéìåíøå

íàòóðàëüíå ÷èñëî, äëÿ ÿêîãî

π

mk
⩽ min

{
θk+1 − θk

2
,
θk − θk−1

2

}
.

Òåîðåìà 4.5.2. [54] Íåõàé n ∈ N, ρk ∈ (0, 1), ρ0 := ρn, ρn+1 := ρ1,

zk = ρk exp iθk, k = 1, n, i íåõàé γk, k = 1, n, � äåÿêi äîäàòíi äiéñíi
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÷èñëà, ïðè÷îìó γk >

n∑
s=1

γs

2n−2 äëÿ ∀k = 1, n. Òîäi äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f(z),

ðåãóëÿðíî¨ i îäíîëèñòî¨ ó âiäêðèòîìó îäèíè÷íîìó êðóçi U , ñïðàâåäëèâà

íåðiâíiñòü

n∏
k=1

|f ′(zk)|γk ⩽ (n− 1)
− 1

4

n∑
k=1

γk
n∏

k=1

(
4ρk
mk

· 1− (ρk)
mk

1 + (ρk)mk

)−γk

·

·
n∏

i,j=1,i<j

|f(zj)− f(zi)|
2

n−2 (γi+γj− 1
n−1

n∑
k=1

γk)
. (4.5.4)

Äîâåäåííÿ. Iäåÿ äîâåäåííÿ äàíî¨ òåîðåìè àíàëîãi÷íà äî âiäïîâiäíî¨

iäå¨ â òåîðåìi 3.4.2. Ðîçãëÿíåìî íàáið ñåêòîðiâ

∆k =

{
w ∈ U :

∣∣argw − θk
∣∣ < π

mk

}
,

k = 1, n. Çðîçóìiëî, ùî äàíi ñåêòîðè íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Òîäi îáëàñòi

f(∆k) =: Bk, f(zk) ∈ Bk, k = 1, n, òàêîæ óòâîðþþòü ñèñòåìó îáëàñòåé,

ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ.

Íåõàé z = φk(ζ) � îäíîëèñòå i êîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ U íà ∆k,

k = 1, n, φk(0) = zk, φ′
k(0) > 0. Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíiñòü (3.4.7), îòðè-

ìà¹ìî, ùî

|φ′
k(0)| =

(
4ρk
mk

· 1− (ρk)
mk

1 + (ρk)mk

)
. (4.5.5)

Òîäi ôóíêöi¨ f(φk(ζ)) çäiéñíþþòü îäíîëèñòå i êîíôîðìíå âiäîáðàæåí-

íÿ U íà îáëàñòi Bk òàê, ùî f(φk(0)) = f(zk) i

|f ′(φk(0))| = |f ′(zk)| · |φ′
k(0)| = r (Bk, f(zk)) .

Çâiäñè îòðèìà¹ìî, ùî
n∏

k=1

|f ′(zk)|γk =
n∏

k=1

(
r (Bk, f(zk))

|φ′
k(0)|

)γk

. (4.5.6)

Çãiäíî ç òåîðåìîþ 4.2.2, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü
n∏

k=1

(r(Bk, ak))
γk ≤ (n−1)

− 1
4

n∑
k=1

γk
n∏

i,j=1,i<j

|aj−ai|
2

n−2 (γi+γj− 1
n−1

n∑
k=1

γk)
. (4.5.7)
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Ïiäñòàâèâøè íåðiâíiñòü (4.5.7) i ðiâíiñòü (4.5.5) â (4.5.6), îòðèìà¹ìî

íåðiâíiñòü (4.5.4).
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 4

Ó ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ðîçãëÿäà¹òüñÿ âiäîìà åêñòðå-

ìàëüíà ïðîáëåìà ïðî çíàõîäæåííÿ ìàêñèìóìó äîáóòêó äåÿêèõ ñòåïåíiâ

âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ n íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé, ÿêi ìiñòÿòü, âiäïîâiäíî,

n íàïåðåä çàäàíèõ ôiêñîâàíèõ òî÷îê, à ñàìå äëÿ íàáîðó ôiêñîâàíèõ

òî÷îê ak òà çàäàíèõ ñòåïåíiâ γk ïîòðiáíî çíàéòè îöiíêó ôóíêöiîíàëà
n∏

k=1

(r(Bk, ak))
γk ïî âñåìîæëèâèõ êîíôiãóðàöiÿõ íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé

Bk, äå k = 1, n. Â çàãàëüíîìó âèïàäêó äàíà ïðîáëåìà íà äàíèé ìîìåíò

íå ðîçâ'ÿçàíà, îäíàê äåÿêi ÷àñòèííi âèïàäêè äîñëiäæóâàëèñÿ â ðîáîòàõ

Ë.I. Êîëáiíî¨, Ç. Íåõàði, Ì.À. Ëåáåä¹âà, Ë.Ë. Ãðîìîâî¨ òà iíøèõ. Âiäîìî

òàêîæ, ùî äàíà ïðîáëåìà ìà¹ ðîçâ'ÿçîê íå äëÿ âñiõ êîíôiãóðàöié ôiêñî-

âàíèõ òî÷îê ak òà çàäàíèõ ñòåïåíiâ γk.

Ó òåîðåìàõ 4.2.1-4.2.3 çíàéäåíî îöiíêó øóêàíîãî äîáóòêó ÿê äëÿ âè-

ïàäêó, êîëè âñi òî÷êè ak ñêií÷åííi, òàê i ó âèïàäêó, êîëè îäíà ç íèõ

íåñêií÷åííî âiääàëåíà. Òàêîæ â äàíîìó ðîçäiëi íàâåäåíî ôóíêöiîíàë, çà

äîïîìîãîþ ÿêîãî ìîæíà îöiíþâàòè øóêàíèé äîáóòîê âíóòðiøíiõ ðàäi-

óñiâ, i äîâåäåíî, ùî âií iíâàðiàíòíèé ùîäî êîíôîðìíèõ àâòîìîðôiçìiâ

êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè.

Â òåîðåìi 4.3.1 íàâåäåíî äåÿêi îöiíêè åâîëþöiéíîãî òèïó, à ñàìå ïî-

êàçàíî, ÿê äîáóòîê äåÿêèõ ñòåïåíiâ âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ íåïåðåòèííèõ

îáëàñòåé ìîæíà îöiíèòè çà äîïîìîãîþ äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ òèõ

æå îáëàñòåé, àëå âæå â iíøèõ, ìåíøèõ ñòåïåíÿõ.

Ó ïiäðîçäiëi 4.4 ïîêàçàíî, ÿê îòðèìàíi îöiíêè ìîæíà çàñòîñîâóâà-

òè â iíøèõ çàäà÷àõ ãåîìåòðè÷íî¨ òåîði¨ ôóíêöié, çîêðåìà i ó ïðîáëåìi,

ÿêà äîñëiäæóâàëàñÿ â ðîçäiëi 2 äàíî¨ ðîáîòè. Êðiì òîãî, â ïiäðîçäiëi 4.5

çà äîïîìîãîþ ïîïåðåäíiõ îöiíîê áóëî îòðèìàíî áàãàòîòî÷êîâi òåîðåìè

ñïîòâîðåííÿ äëÿ ôóíêöié, ðåãóëÿðíèõ i îäíîëèñòèõ â îäèíè÷íîìó êðóçi

(òåîðåìè 4.5.1 i 4.5.2).

Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó áóëè îïóáëiêîâàíi â ðîáîòàõ [54,196,214].
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Ðîçäië 5

Åêñòðåìàëüíå ðîçáèòòÿ îáìåæåíî¨ îáëàñòi òà

äåÿêi ïîâ'ÿçàíi çàäà÷i

5.1. Ôîðìóëþâàííÿ ïðîáëåìè òà äåÿêi äîïî-

ìiæíi òâåðäæåííÿ

ßê óæå âiäçíà÷àëîñÿ ðàíiøå, çãiäíî ç òåîðåìîþ ïðî óíiôîðìiçàöiþ àíà-

ëiòè÷íèõ ôóíêöié, äîâiëüíà îäíîçâ'ÿçíà ðiìàíîâà ïîâåðõíÿ êîíôîðìíî

åêâiâàëåíòíà îäíié ç òðüîõ îáëàñòåé: âiäêðèòîìó îäèíè÷íîìó êðóãó, êîì-

ïëåêñíié ïëîùèíi àáî ñôåði Ðiìàíà, òîáòî êîìïëåêñíié ïëîùèíi, êîìïàê-

òèôiêîâàíié îäíi¹þ íåñêií÷åííî âiääàëåíîþ òî÷êîþ. Òîìó çàäà÷à ïðî

åêñòðåìàëüíå ðîçáèòòÿ îáìåæåíî¨ îáëàñòi íå çâîäèòüñÿ äî ïðîáëåì, ðîç-

ãëÿíóòèõ â ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ. Íàéáiëüø ïðèðîäíüî â äàíîìó íàïðÿìêó

ðîçãëÿíóòè çàäà÷ó ïðî åêñòðåìàëüíå ðîçáèòòÿ îäèíè÷íîãî êðóãà, à ñàìå

â äàíîìó ðîçäiëi äîñëiäæó¹òüñÿ íàñòóïíà ïðîáëåìà.

Ïðîáëåìà 5.1.1. Íåõàé n ∈ N, n ≥ 2, i U = {z :| z |< 1} � âiäêðèòèé

îäèíè÷íèé êðóã. Çíàéòè ìàêñèìóì âèðàçó
n∏

k=1

r(Bk, ak),

äå ak ∈ U , k = 1, n, îáëàñòi Bk ⊂ U , k = 1, n, òàêi, ùî ak ∈ Bk ⊂ C,
ïðè÷îìó Bi

⋂
Bj = ∅ äëÿ 1 ≤ i, j ≤ n òà i ̸= j.

Òîáòî, iíøèìè ñëîâàìè, äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî n ïîòðiáíî ðîç-

áèòè âiäêðèòèé îäèíè÷íèé êðóã íà n íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé, ùîá äîáó-
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òîê âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ äàíèõ îáëàñòåé áóâ ìàêñèìàëüíèì. Âiäçíà÷èìî,

ùî ïðîáëåìà 5.1.1 âiäíîñèòüñÿ äî çàäà÷ ç âiëüíèìè ïîëþñàìè, îñêiëü-

êè ìàêñèìóì ïîòðiáíî çíàéòè ïî âñåìîæëèâèõ êîíôiãóðàöiÿõ òî÷îê ak,

ÿêi íàëåæàòü êðóãó U , òà îáëàñòåé Bk, ÿêi òåæ íàëåæàòü äàíîìó êðóãó,

ìiñòÿòü äàíi òî÷êè ak i ïîïàðíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ ìiæ ñîáîþ.

Äëÿ n = 2 äàíà ïðîáëåìà áóëà ðîçâ'ÿçàíà â ðîáîòi [119], äëÿ n = 3 � â

ðîáîòàõ [113,125]. Äëÿ n ≥ 4 ïîâíîãî ðîçâ'ÿçêó äàíî¨ ïðîáëåìè íà äàíèé

ìîìåíò íåâiäîìî.

Ñóòò¹âó ðîëü â äîñëiäæåííi â äàíîìó ðîçäiëi âiäiãðàâàòèìå âiäîáðà-

æåííÿ, ÿêå çäiéñíþ¹ ôóíêöiÿ w(z) = z−
√
z2 − 1, òîáòî ôóíêöiÿ, îáåðíå-

íà äî ôóíêöi¨Æóêîâñüêîãî. Â íàñòóïíié ëåìi âñòàíîâëåíî, ÿê çìiíþ¹òüñÿ

âíóòðiøíié ðàäióñ îáëàñòi ïðè äàíîìó âiäîáðàæåííi.

Ëåìà 5.1.1. Íåõàé B ⊂ C \ [−1; 1] � äåÿêà îáëàñòü i òî÷êà a ∈ B

(a ̸= ∞), i íåõàé B∗ i a∗ � îáðàçè âiäïîâiäíî ìíîæèíè B i òî÷êè a

ïðè âiäîáðàæåííi w(z) = z −
√
z2 − 1, äå ìè áåðåìî òó ãiëêó êîðåíÿ,

äëÿ ÿêî¨
√
1 = 1. Òîäi ïðàâèëüíà ðiâíiñòü

r(B, a) =

∣∣∣∣∣
√
a2 − 1

a−
√
a2 − 1

∣∣∣∣∣ r(B∗, a∗). (5.1.1)

Äîâåäåííÿ ëåìè 5.1.1. Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì ôóíêöi¨ Ãðiíà äëÿ îáëà-

ñòi B ç ïîëþñîì â òî÷öi a, ïðàâèëüíà ðiâíiñòü

gB(z, a) = ln
1

|z − a|
+ ln r(B, a) + o(1). (5.1.2)

Âðàõîâóþ÷è êîíôîðìíó iíâàðiàíòíiñòü ôóíêöi¨ Ãðiíà, áóäåìî ìàòè:

gB(z, a) = gB∗(w, a∗) = ln
1

|w − a∗|
+ ln r(B∗, a∗) + o(1). (5.1.3)

Îöiíèìî òåïåð âèðàç ln 1
|w−a∗| . Áóäåìî ìàòè:

ln
1

|w − a∗|
= ln

∣∣∣∣ 1

z −
√
z2 − 1− a+

√
a2 − 1

∣∣∣∣ =
257



= ln
1

|z − a|
+ ln

∣∣∣∣∣ 1

1−
√
z2−1−

√
a2−1

z−a

∣∣∣∣∣ =
= ln

1

|z − a|
+ ln

∣∣∣∣∣∣ 1

1− (
√
z2−1−

√
a2−1)(

√
z2−1+

√
a2−1)

(z−a)(
√
z2−1+

√
a2−1)

∣∣∣∣∣∣ =
= ln

1

|z − a|
+ ln

∣∣∣∣∣ 1

1− z+a√
z2−1+

√
a2−1

∣∣∣∣∣ =
= ln

1

|z − a|
+ ln

∣∣∣∣∣
√
z2 − 1 +

√
a2 − 1√

z2 − 1 +
√
a2 − 1− z − a

∣∣∣∣∣ =
= ln

1

|z − a|
+ ln

∣∣∣∣∣
√
a2 − 1

a−
√
a2 − 1

∣∣∣∣∣+ ln

∣∣∣∣∣∣∣
√

z2−1
a2−1 + 1

1 +
√
z2−1−z√
a2−1−a

∣∣∣∣∣∣∣ .
Ïiäñòàâèâøè äàíèé âèðàç â (5.1.3), à òàêîæ âðàõóâàâøè, ùî ïðè z → a

âèðàç ln

∣∣∣∣∣
√

z2−1
a2−1

+1

1+

√
z2−1−z√
a2−1−a

∣∣∣∣∣→ 0, îòðèìà¹ìî:

GB(z, a) = ln
1

|z − a|
+ ln

(∣∣∣∣∣
√
a2 − 1

a−
√
a2 − 1

∣∣∣∣∣ r(B∗, a∗)

)
+ o(1).

Ïîðiâíÿâøè äàíèé âèðàç ç (5.1.2), áóäåìî ìàòè:

ln r(B, a) = ln

(∣∣∣∣∣
√
a2 − 1

a−
√
a2 − 1

∣∣∣∣∣ r(B∗, a∗)

)
,

à çâiäñè i îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü (5.1.1).

Ëåìó 5.1.1 äîâåäåíî.
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5.2. Îöiíêè äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ n íå-

ïåðåòèííèõ îáëàñòåé, ÿêi ëåæàòü ó âiä-

êðèòîìó îäèíè÷íîìó êðóçi

Îñêëüêè ïðîáëåìà 5.1.1 íà äàíèé ìîìåíò ðîçâ'ÿçàíà òiëüêè äëÿ n = 2

òà n = 3, àêòóàëüíîþ ¹ çàäà÷à îòðèìàòè ÿêùî íå òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê, òî

õî÷à á îöiíêó ìàêñèìóìó äîáóòêó
n∏

k=1

r(Bk, ak), ïðè÷îìó, ÿêùî ìîæëèâî,

îòðèìàòè îöiíêó íå òiëüêè çãîðè, à i çíèçó, ùîá ìîæíà áóëî ïîáà÷èòè

ïðèáëèçíó âåëè÷èíó ïîõèáêè.

Íåõàé n ∈ N, n ≥ 2. Ïîçíà÷èìî Mn ìàêñèìóì âèðàçó
n∏

k=1

r(Bk, ak)

äëÿ âñåìîæëèâèõ êîíôiãóðàöié îáëàñòåé Bk i òî÷îê ak, òàêèõ, ùî ak ∈ U ,

k = 1, n, äå U = {z :| z |< 1}, îáëàñòi Bk ⊂ U , k = 1, n, òàêi, ùî ak ∈ Bk,

ïðè÷îìó Bi

⋂
Bj = ∅ äëÿ 1 ≤ i, j ≤ n òà i ̸= j.

Ïðàâèëüíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.2.1. [56] Äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N, n ≥ 2, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü:

(
√
n2 + 1− n)

(
n+ 1−

√
n2 + 1√

n2 + 1− n+ 1

)n

≤Mn ≤
(
1

n

)n
2

. (5.2.1)

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.2.1.

Äëÿ äîâåäåííÿ ëiâî¨ ÷àñòèíè íåðiâíîñòi (5.2.1) äîñòàòíüî çíàéòè êîí-

ôiãóðàöiþ îáëàñòåé B∗
k i òî÷îê a

∗
k, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü âñi óìîâè òåîðåìè

5.2.1, äëÿ ÿêèõ
n∏

k=1

r(B∗
k, a

∗
k) ≥ (

√
n2 + 1− n)

(
n+1−

√
n2+1√

n2+1−n+1

)n
.

Íåõàé Pn � ñåêòîð îäèíè÷íîãî êðóãà, òàêèé, ùî

Pn = {z : |z| < 1;−π
n < arg(z) < π

n} i íåõàé äàíî p ∈ R, 0 < p < 1.

Çãiäíî ç íàñëiäêîì 3.4.1 (äèâ. ôîðìóëó (3.4.7)), ïðàâèëüíà ðiâíiñòü

R(Pn; p) =
4p(1− pn)

n(1 + pn)
, (5.2.2)

äå n ∈ N, n ≥ 2.
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Âèçíà÷èìî, äëÿ ÿêîãî çíà÷åííÿ p çíà÷åííÿ êîíôîðìíîãî ðàäióñà ñåê-

òîðà Pn áóäå ìàêñèìàëüíèì. Äëÿ öüîãî äîñëiäèìî âèðàç, çàïèñàíèé ó

ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (5.2.2). Îòðèìà¹ìî(
4p(1− pn)

n(1 + pn)

)′

p

=
4

n

((1 + (n+ 1)pn)(1 + pn)− npn(1− pn))

(1 + pn)2
=

=
4

n

(1 + pn − (n+ 1)pn − (n+ 1)p2n − npn + np2n)

(1 + pn)2
=

4

n

(−p2n − 2npn + 1)

(1 + pn)2
.

Ïðèðiâíÿâøè âèðàç, çàïèñàíèé â ÷èñåëüíèêó ïîïåðåäíüî¨ ðiâíîñòi, äî

íóëÿ, îòðèìà¹ìî, ùî ìàêñèìóì êîíôîðìíîãî ðàäióñà ñåêòîðà R(Pn; p)

äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ âèïàäêó pn =
n
√√

n2 + 1− n i äîðiâíþ¹

Rmax(Pn; pn) =
n
√√

n2 + 1− n(n+ 1−
√
n2 + 1)√

n2 + 1− n+ 1
.

Ðîçáèâøè îäèíè÷íå êîëî íà n ñåêòîðiâ ç öåíòðàëüíèì êóòîì 2π
n i âçÿâ-

øè òî÷êè ak íà áiñåêòðèñàõ öèõ ñåêòîðiâ íà âiäñòàíi n
√√

n2 + 1− n âiä

öåíòðà, îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü

n∏
k=1

R(Pn, pn) =
(√

n2 + 1− n
)(n+ 1−

√
n2 + 1√

n2 + 1− n+ 1

)n

,

ùî é äîâîäèòü ëiâó ÷àñòèíó íåðiâíîñòi (5.2.1).

Äîâåäåìî òåïåð, ùî Mn ≤
(
1
n

)n
2 . Íåõàé ïëîùà îáëàñòi S(Bk) = Sk.

Çðîçóìiëî, ùî
n∑

k=1

Sk ≤ π. Çà òåîðåìîþ ïðî ìiíiìiçàöiþ ïëîùi (äèâ.

[83, ñ. 34]), ñåðåä îáëàñòåé ç îäíàêîâîþ ïëîùåþ íàéáiëüøèé âíóòði-

øíié ðàäióñ ìà¹ êðóã âiäíîñíî öåíòðà, à òîìó πr2 (Bk, ak) ≤ Sk, à îò-

æå
n∑

k=1

πr2 (Bk, ak) ≤
n∑

k=1

Sk i
n∑

k=1

r2 (Bk, ak) ⩽ 1. Çà íåðiâíiñòþ Êîøi ìiæ

ñåðåäíiì àðèôìåòè÷íèì i ñåðåäíiì ãåîìåòðè÷íèì

n∑
k=1

r2 (Bk, ak)

n
≥ n

√√√√ n∏
k=1

r2 (Bk, ak).
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À òîìó

n∏
k=1

r (Bk, ak) ⩽


n∑

k=1

r2 (Bk, ak)

n


n
2

⩽

(
1

n

)n
2

,

ùî é äîâîäèòü ïðàâó ÷àñòèíó íåðiâíîñòi (5.2.1).

Òåîðåìó 5.2.1 äîâåäåíî.

Äëÿ n = 4, íàïðèêëàä, îòðèìà¹ìî îöiíêó 0.04575 ≤ M4 ≤ 0.0625,

òîáòî ïîõèáêà îöiíêè âèðàçó M4 ¹ âiäíîñíî íåâåëèêîþ.

Íåðiâíiñòü (5.2.1) ìîæíà çàñòîñóâàòè òàêîæ äëÿ îöiíêè äîáóòêó âíóò-

ðiøíiõ ðàäióñiâ íåîáìåæåíèõ íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé, à ñàìå ðîçãëÿäàòè

çàäà÷ó, àíàëîãi÷íó äî ïðîáëåìè 3.1.1, àëå ç óìîâîþ, ùî âñi îáëàñòi Bk

ëåæàòü â êîìïëåêñíié ïëîùèíi ç ðîçðiçîì ïî âiäðiçêó [−1; 1] äiéñíî¨ îñi.

Çîêðåìà, ïðàâèëüíà íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.2.2. [56] Äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó òî÷îê ak, òàêèõ, ùî

ak ∈ C \ [−1; 1], k = 1, n, i äîâiëüíîãî íàáîðó âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ

îáëàñòåé Bk, òàêèõ, ùî ak ∈ Bk ⊂ C \ [−1; 1], k = 1, n, ïðàâèëüíà

íåðiâíiñòü
n∏

k=1

r (Bk, ak) ≤
(
1

n

)n
2

n∏
k=1

∣∣∣∣∣
√
a2k − 1

ak −
√
a2k − 1

∣∣∣∣∣ . (5.2.3)

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.2.2.

Íåõàé B∗
k - îáðàç ìíîæèíè Bk ïðè âiäîáðàæåííi w = z −

√
z2 − 1, äå

ìè áåðåìî òó ãiëêó êîðåíÿ, äëÿ ÿêî¨
√
1 = 1.

Çãiäíî ç ëåìîþ 5.1.1, îòðèìà¹ìî:

r(Bk, ak) =

∣∣∣∣∣
√
a2k − 1

ak −
√
a2k − 1

∣∣∣∣∣ r(B∗
k, a

∗
k). (5.2.4)

À îòæå

n∏
k=1

r (Bk, ak) =
n∏

k=1

r(B∗
k, a

∗
k)

n∏
k=1

∣∣∣∣∣
√
a2k − 1

ak −
√
a2k − 1

∣∣∣∣∣ . (5.2.5)
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Ôóíêöiÿ w = z −
√
z2 − 1 âiäîáðàçèëà òî÷êè ak íà òî÷êè a∗k, ÿêi ëå-

æàòü â îäèíè÷íîìó êîëi, à îáëàñòi Bk, ÿêi ìiñòÿòü âiäïîâiäíî òî÷êè ak,

íà îáëàñòi B∗
k, ÿêi ìiñòÿòü âiäïîâiäíî òî÷êè a

∗
k, ïðè÷îìó B

∗
k ⊂ U , äå U �

îäèíè÷íèé êðóã. Òîìó äëÿ íèõ âèêîíóþòüñÿ âñi óìîâè òåîðåìè 5.2.1. Îò-

æå,
n∏

k=1

r(B∗
k, a

∗
k) ≤

(
1

n

)n
2

.

Ïiäñòàâèâøè îòðèìàíó íåðiâíiñòü â íåðiâíiñòü (5.2.5) i îòðèìà¹ìî íå-

ðiâíiñòü (5.2.3).

Òåîðåìó 5.2.2 äîâåäåíî.

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó 5.2.2 òà íåðiâíiñòü (3.5.5), îòðèìà¹ìî íàñ-

òóïíèé ðåçóëüòàò.

Íàñëiäîê 5.2.1. [56] Íåõàé n ∈ N, n ⩾ 2. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ñèñòåìè

ôiêñîâàíèõ ðiçíèõ òî÷îê An = {ak}nk=1 ∈ C\[−1, 1] òà äëÿ äîâiëüíî¨

ñèñòåìè íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé Bk, k = 0, n, òàêèõ, ùî a0 = 0 ∈
B0 ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C \ [−1, 1], k = 1, n, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

In(1) ⩽ n−
n
2

(
n∏

k=1

∣∣∣∣∣
√
a2k − 1

ak −
√
a2k − 1

∣∣∣∣∣
)1− 1

n
(

n∏
k=1

|ak|

) 2
n

,

äå

In(1) = r (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) .

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó 5.2.2 òà ôîðìóëó (3.5.8), îòðèìà¹ìî íàñòó-

ïíèé ðåçóëüòàò.

Íàñëiäîê 5.2.2. [56] Íåõàé n ∈ N, n ⩾ 2. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ñèñòåìè

ôiêñîâàíèõ ðiçíèõ òî÷îê An = {ak}nk=1 ∈ C\[−1, 1] òà äëÿ äîâiëüíîãî

íàáîðó ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé B∞, Bk, ∞ ∈ B∞ ⊂ C, ak ∈
Bk ⊂ C \ [−1, 1], k = 1, n, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

Yn(1) ⩽ n−
n
2

(
n∏

k=1

∣∣∣∣∣
√
a2k − 1

ak −
√
a2k − 1

∣∣∣∣∣
)1− 1

n

,
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äå

Yn(1) = r (B∞,∞)
n∏

k=1

r (Bk, ak) .

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ¹ íàñëiäêîì ç òåîðåì 3.5.3 òà 5.2.2 (äèâ. ôîð-

ìóëó 3.5.10).

Íàñëiäîê 5.2.3. [56] Íåõàé n ∈ N, n ⩾ 2. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ñèñòåìè

ôiêñîâàíèõ ðiçíèõ òî÷îê An = {ak}nk=1 ∈ C\[−1, 1] òà äëÿ äîâiëüíîãî

íàáîðó ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé B0, B∞, Bk, a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C,
∞ ∈ B∞ ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C \ [−1, 1], k = 1, n, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

Jn (1) ⩽ (n+ 1)−
n+1
n+2

(
(n)−

n
2

n∏
k=1

∣∣∣∣∣
√
a2k − 1

ak −
√
a2k − 1

∣∣∣∣∣
)1− 2

n+2
(

n∏
k=1

|ak|

) 2
n+2

,

äå

Jn = r (B0, 0) r (B∞,∞)
n∏

k=1

r (Bk, ak) .

5.3. Îöiíêè äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ íå-

ïåðåòèííèõ îáëàñòåé, ÿêi ìiñòÿòü òî÷êè

äîâiëüíîãî åëiïñà

Ìåòîä, âèêîðèñòàíèé ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 5.2.2, ìîæíà çàñòîñóâàòè

òàêîæ äëÿ îöiíêè äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ îáëàñòåé ç ïîëþñàìè íà

äåÿêîìó åëiïñi. Çîêðåìà, äëÿ âèïàäêó òðüîõ ôiêñîâàíèõ òî÷îê òà òðüîõ

íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé ìîæíà çàïèñàòè òî÷íi îöiíêè.

Íåõàé L =
{
z = x+ iy : x2

b2 +
y2

c2 = 1
}

� åëiïñ, äå

b = 1
2

(
3
√√

10 + 3 +
3
√√

10− 3
)
i c = 1

2

(
3
√√

10 + 3− 3
√√

10− 3
)
.

Òîäi ïðàâèëüíà íàñòóïíà òåîðåìà:

Òåîðåìà 5.3.1. [186] Äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó òî÷îê ak, òàêèõ, ùî

ak ∈ L, k = 1, 3, i äîâiëüíîãî íàáîðó âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé
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Bk, òàêèõ, ùî ak ∈ Bk ⊂ C \ [−1; 1], k = 1, 3, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

3∏
k=1

r (Bk, ak) ≤
64

729
(223− 70

√
10)

3∏
k=1

∣∣∣∣∣
√
a2k − 1

ak −
√
a2k − 1

∣∣∣∣∣ , (5.3.1)

ïðè÷îìó ðiâíiñòü äîñÿãà¹òüñÿ, çîêðåìà, äëÿ òî÷îê

a0k = 1
2

(
3
√√

10− 3 · ei(φ+ 2π
3 (k−1)) +

3
√√

10 + 3 · e−i(φ+ 2π
3 (k−1))

)
,

äå k = 1, 3, i φ ∈ [0; 2π3 ), i îáëàñòåé B0
k, ÿêi îáìåæåíi ÷åò-

âåðòèíàìè ãiïåðáîë x2

cos2(φ+ 2π
3 (k−1)+π

3 )
− y2

sin2(φ+ 2π
3 (k−1)+π

3 )
= 1 i

x2

cos2(φ+ 2π
3 (k−1)−π

3 )
− y2

sin2(φ+ 2π
3 (k−1)−π

3 )
= 1 (ÿêi ìîæóòü âèðîäæóâà-

òèñÿ â äiéñíó ÷è óÿâíó ïiâîñi), i ÿêi ìiñòÿòü âiäïîâiäíî òî÷êè

a0k.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.3.1. Íåõàé B∗
k � îáðàç ìíîæèíè Bk ïðè âi-

äîáðàæåííi w = z −
√
z2 − 1, äå ìè áåðåìî òó ãiëêó êîðåíÿ, äëÿ ÿêî¨

√
1 = 1. Çãiäíî ç ëåìîþ 5.1.1, ïðàâèëüíà ðiâíiñòü

r(Bk, ak) =

∣∣∣∣∣
√
a2k − 1

ak −
√
a2k − 1

∣∣∣∣∣ r(B∗
k, a

∗
k). (5.3.2)

À îòæå
3∏

k=1

r (Bk, ak) =
3∏

k=1

r(B∗
k, a

∗
k)

3∏
k=1

∣∣∣∣∣
√
a2k − 1

ak −
√
a2k − 1

∣∣∣∣∣ . (5.3.3)

Ôóíêöiÿ w = z −
√
z2 − 1 âiäîáðàçèëà òî÷êè ak, ÿêi ëåæàòü íà åëi-

ïñi L, íà òî÷êè a∗k, ÿêi ëåæàòü íà êîëi ç öåíòðîì â ïî÷àòêó êîîðäèíàò

i ðàäióñîì 3
√√

10− 3, à îáëàñòi Bk, ÿêi ìiñòÿòü âiäïîâiäíî òî÷êè ak åëi-

ïñà, íà îáëàñòi B∗
k, ÿêi ìiñòÿòü âiäïîâiäíî òî÷êè a∗k, ïðè÷îìó B

∗
k ⊂ U ,

äå U � îäèíè÷íèé êðóã. Çãiäíî ç òåîðåìîþ 3.1 ðîáîòè [113], ïðàâèëüíà

íåðiâíiñòü:
3∏

k=1

r(B∗
k, a

∗
k) ≤

64

729
(223− 70

√
10), (5.3.4)

ïðè÷îìó ðiâíiñòü äîñÿãà¹òüñÿ òiëüêè äëÿ ñåêòîðiâ îäèíè÷íîãî êîëà ç

öåíòðàëüíèì êóòîì 2π
3 i äëÿ òî÷îê a∗k, ÿêi ëåæàòü íà ¨õíiõ áiñåêòðèñàõ i

íà êîëi ðàäióñîì 3
√√

10− 3.
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Âðàõîâóþ÷è îñòàííþ íåðiâíiñòü i íåðiâíiñòü (5.3.3), áóäåìî ìàòè:

3∏
k=1

r (Bk, ak) ≤
64

729
(223− 70

√
10)

3∏
k=1

∣∣∣∣∣
√
a2k − 1

ak −
√
a2k − 1

∣∣∣∣∣ ,
ïðè÷îìó ðiâíiñòü äîñÿãà¹òüñÿ, çîêðåìà, äëÿ òî÷îê a0k i îáëàñòåé B

0
k, çà-

çíà÷åíèõ â óìîâi òåîðåìè, ÿêi ïðè âiäîáðàæåííi w = z −
√
z2 − 1 ¹, âiä-

ïîâiäíî, ïðîîáðàçàìè òî÷îê a∗k i ñåêòîðiâ, äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

â íåðiâíîñòi (5.3.4).

Òåîðåìà 5.3.1 äîâåäåíà.

Òåîðåìó 5.3.1 ìîæíà çàïèñàòè i â íàáàãàòî çàãàëüíiøîìó âèãëÿäi:.

Òåîðåìà 5.3.2. [186] Äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó òî÷îê ak, òàêèõ, ùî

ak ∈ C \ [−1; 1], k = 1, 3, i äîâiëüíîãî íàáîðó âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ

îáëàñòåé Bk, òàêèõ, ùî ak ∈ Bk ⊂ C \ [−1; 1], k = 1, 3, ïðàâèëüíà

íåðiâíiñòü

3∏
k=1

r (Bk, ak) ≤
64

729
(223− 70

√
10)

3∏
k=1

∣∣∣∣∣
√
a2k − 1

ak −
√
a2k − 1

∣∣∣∣∣ , (5.3.5)

ïðè÷îìó ðiâíiñòü äîñÿãà¹òüñÿ, çîêðåìà, äëÿ òî÷îê a0k i îáëàñòåé B0
k,

ÿêi îïèñàíi â òåîðåìi 5.3.1.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.3.2. Äëÿ äîâåäåííÿ äàíî¨ òåîðåìè äîñòàòíüî

âiäçíà÷èòè, ùî íåðiâíiñòü (5.3.4) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨

òî÷îê a∗k ∈ B∗
k ⊂ U , k = 1, 3, äå B∗

k � íåïåðåòèííi îáëàñòi, i ïîâòîðèòè

ìiðêóâàííÿ òåîðåìè 5.3.1.

Òåîðåìà 5.3.2 äîâåäåíà.

Çàóâàæåííÿ 5.3.1. Çàóâàæèìî, ùî âèïàäîê, êîëè òî÷êè ak ∈ L, öi-

êàâèé íàñàìïåðåä ó çâ'ÿçêó ç òèì, ùî ðiâíiñòü â íåðiâíîñòi (5.3.1) äî-

ñÿãà¹òüñÿ ñàìå äëÿ öüîãî âèïàäêó, ïðè÷îìó åêñòðåìàëüíi êîíôiãóðàöi¨

îáëàñòåé ìîæíà çàïèñàòè â ÿâíîìó âèãëÿäi.
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Çàóâàæåííÿ 5.3.2. Òåîðåìà 5.3.2 äà¹ äåùî iíøó îöiíêó äëÿ äîáóòêó

âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ òðüîõ íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé, íiæ òåîðåìà Ãîëóçi-

íà [83, c. 156�165]. Îöiíêà, äàíà â òåîðåìi 5.3.2, äëÿ áàãàòüîõ îêðåìèõ

âèïàäêiâ òî÷íiøà. Îäíàê âiäçíà÷èìî, ùî îöiíêó òåîðåìè 5.3.2 ìîæíà

çàñòîñîâóâàòè òiëüêè òîäi, êîëè îáëàñòi Bk íàëåæàòü ðîçøèðåíié êîì-

ïëåêñíié ïëîùèíi ç ðîçðiçîì ïî äåÿêîìó âiäðiçêó. Âèïàäîê, êîëè äàíèé

âiäðiçîê íå ñïiâïàäà¹ ç âiäðiçêîì [−1; 1], ìîæíà çâåñòè äî âèïàäêó, ÿêèé

ðîçãëÿäà¹òüñÿ â òåîðåìi 5.3.2, äåÿêèì ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì.

Ïðàâèëüíà òàêîæ àíàëîãi÷íà òåîðåìà i äëÿ âèïàäêó n > 3, àëå ïðè

óìîâi, ùî âñi îáëàñòi Bk ëåæàòü â äåÿêîìó êðóçi, à òî÷êè ak íà âêàçàíîìó

âèùå åëiïñi L.

Òåîðåìà 5.3.3. [186] Íåõàé n ∈ N, n > 3, R ∈ R+,

R > 1
2

(
3
√√

10 + 3 +
3
√√

10− 3
)
; χ(z) = 1

2

(
z + 1

z

)
� ôóíêöiÿ Æóêîâ-

ñüêîãî, R0 = χ(R) i íåõàé UR0
= {z : |z| < R0}. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨

ñèñòåìè ðiçíèõ òî÷îê An = {ak}nk=1 ∈ L i äîâiëüíî¨ ñèñòåìè ïîïàð-

íî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé {Bk}nk=1, ak ∈ Bk ⊂ UR0
\ [−1, 1], k = 1, n,

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

n∏
k=1

r (Bk, ak) ⩽

(
2

n

)n

· (
√
10− 3)

n
3 ·

n∏
k=1

∣∣∣∣∣
√
a2k − 1

ak −
√
a2k − 1

∣∣∣∣∣(
n∏

k=1

χ

((
3

√√
10− 3

) 1
αk

)
χ

((
3

√√
10− 3

) 1
αk−1

)) 1
2

,

äå

α1 :=
1
π(arg a2 − arg a1),α2 :=

1
π(arg a3 − arg a2)... αn := 1

π(2π − arg an).

Ðiâíiñòü òóò âèêîíó¹òüñÿ òîäi, êîëè ak i Bk, k = 1, n, ¹, âiäïîâiäíî,

ïîëþñàìè i êðóãîâèìè îáëàñòÿìè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà

Q(z)dz2 = −
(
z
2 +

1
2z

)n−2 (1
4 −

1
2z2 +

1
4z4

) (
Rn +

(
z
2 +

1
2z

)n)2[(
z
2 +

1
2z

)n − (
√
2− 1)2Rn

]2 [(z
2 +

1
2z

)n − (
√
2 + 1)2Rn

]2 dz2.
(5.3.6)
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Äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.3.3

Àíàëîãi÷íî äî òåîðåìè 5.3.1, íåõàé ôóíêöiÿ w = z −
√
z2 − 1 âiä-

îáðàæà¹ òî÷êè ak, ÿêi ëåæàòü íà åëiïñi L íà òî÷êè a∗k, ÿêi ëåæàòü íà

êîëi ç öåíòðîì â ïî÷àòêó êîîðäèíàò i ðàäióñîì 3
√√

10− 3, à îáëàñòi Bk,

ÿêi ìiñòÿòü âiäïîâiäíî òî÷êè ak åëiïñà, íà îáëàñòi B∗
k ⊂ U , ÿêi ìiñòÿòü

âiäïîâiäíî òî÷êè a∗k.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ìiðêóâàííÿ, àíàëîãi÷íi äî íàâåäåíèõ ïðè äîâå-

äåííi íàñëiäêó 3.1.19 [24, c. 125], óòâîðèìî (n, 2)-ïðîìåíåâó ñèñòåìó

A∗
n,2 = {a∗k,p}, i ïîêëàäåìî a∗k,p := R2(a∗k,l)

−1, p + l = 3, k = 1, n,

p ∈ {1, 2}, i ñèñòåìó îáëàñòåé {B∗
k,p}, a∗k,p ∈ B∗

k,p, B
∗
k,p ñèìåòðè÷íà äî

îáëàñòi B∗
k,l, k + l = 3, k = 1, n, p ∈ {1, 2}. Äàëi, çàñòîñóâàâøè òåîðåìó

3.1.1. [24, c. 95], ìà¹ìî îöiíêó

n∏
k=1

2∏
p=1

r(B∗
k,p, a

∗
k,p) ⩽

⩽ (2R)2n

(
n∏

k=1

αk

)2( n∏
k=1

µk(R)

) 1
2
[

n∏
k=1

χ

(∣∣∣a∗k,1
R

∣∣∣ 1
αk

)
χ

(∣∣∣a∗k,1
R

∣∣∣ 1
αk−1

)]
.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ

n∏
k=1

2∏
p=1

|a∗k,p| = R2n,

r(B∗
k,3−p, a

∗
k,3−p) = r(B∗

k,p, a
∗
k,p) ·

R2

|a∗k,p|2
,

îòðèìó¹ìî

n∏
k=1

2∏
p=1

r(B∗
k,p, a

∗
k,p) =

[
n∏

k=1

r(B∗
k,1, a

∗
k,1)

]2
·R2n ·

[
n∏

k=1

|a∗k,1|

]−2

⩽

⩽ (2R)2n
(
1

2

)2n
(

n∏
k=1

αk

)2 n∏
k=1

χ

(∣∣∣a∗k,1
R

∣∣∣ 1
αk

)
χ

(∣∣∣a∗k,1
R

∣∣∣ 1
αk−1

)
.

267



Òîäi[
n∏

k=1

r(B∗
k,1, a

∗
k,1)

]2
⩽

(
n∏

k=1

αk

)2 n∏
k=1

χ

(∣∣∣a∗k,1
R

∣∣∣ 1
αk

)
χ

(∣∣∣a∗k,1
R

∣∣∣ 1
αk−1

)
·

[
n∏

k=1

|a∗k,1|

]2
.

Äîáóâàþ÷è êâàäðàòíèé êîðiíü ç îáîõ ÷àñòèí íåðiâíîñòi, îòðèìó¹ìî

n∏
k=1

r(B∗
k,1, a

∗
k,1) ⩽

(
n∏

k=1

αk

)
·

(
n∏

k=1

χ

(∣∣∣a∗k,1
R

∣∣∣ 1
αk

)
χ

(∣∣∣a∗k,1
R

∣∣∣ 1
αk−1

)) 1
2

·
n∏

k=1

|a∗k,1|.

Âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü
n∏

k=1

αk ⩽

(
2

n

)n

, îòðèìó¹ìî

n∏
k=1

r
(
B∗

k,1, a
∗
k,1

)
⩽

(
2

n

)n

·

(
n∏

k=1

χ
(∣∣a∗k,1∣∣ 1

αk

)
χ
(∣∣a∗k,1∣∣ 1

αk−1

)) 1
2

·
n∏

k=1

|a∗k,1| ⩽

⩽

(
2

n

)n

·

(
n∏

k=1

χ

((
3

√√
10− 3

)n
2

)
χ

((
3

√√
10− 3

)n
2

)) 1
2

·
(

3

√√
10− 3

)n

⩽

⩽

(
2

n

)n

· 1

2n

((
3

√√
10− 3

)n
2

+

(
3

√√
10− 3

) 2
n

)n

·
(

3

√√
10− 3

)n

⩽

⩽

(
1

n

)n

·
(√

10− 3
)n

3 ·
((√

10− 3
)n

6

+
(√

10− 3
) 2

3n

)n

,

ðiâíiñòü òóò äîñÿãà¹òüñÿ òîäi, êîëè a∗k,1 i B∗
k,1, k = 1, n, ¹, âiäïîâiäíî,

ïîëþñàìè i êðóãîâèìè îáëàñòÿìè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà

Q(w)dw2 = − wn−2(Rn + wn)2[
wn − (

√
2− 1)2Rn

]2 [
wn − (

√
2 + 1)2Rn

]2 dw2, (5.3.7)

ÿêi ëåæàòü â U .

Äàëi, âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíiñòü (5.3.2), îòðèìó¹ìî

n∏
k=1

r (Bk, ak) ⩽

(
2

n

)n

·

(
n∏

k=1

χ
(
|a∗k|

1
αk

)
χ
(
|a∗k|

1
αk−1

)) 1
2

·
n∏

k=1

|a∗k|·
n∏

k=1

∣∣∣∣∣
√
a2k − 1

ak −
√
a2k − 1

∣∣∣∣∣ .
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Âèêîíóþ÷è çàìiíó çìiííî¨ â êâàäðàòè÷íîìó äèôåðåíöiàëi (5.3.7) çà ôîð-

ìóëîþ

w =
1

2

(
z +

1

z

)
,

ìà¹ìî

dw =
1

2

(
1− 1

z2

)
dz,

òîäi

dw2 =
1

4

(
1− 2

z2
+

1

z4

)
dz2.

I, òàêèì ÷èíîì, îäåðæó¹ìî êâàäðàòè÷íèé äèôåðåíöiàë (5.3.6).

Òåîðåìó 5.3.3 äîâåäåíî.

Ìåòîä äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.3.1 äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè îöiíêó äîáóòêó

âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ n íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé, ÿêi ìiñòÿòü òî÷êè ak, ÿêi,

â ñâîþ ÷åðãó, íàëåæàòü äîâiëüíîìó åëiïñó.

Íåõàé M =
{
z = x+ iy : x2

d2 +
y2

t2 = 1
}
, ïðè÷îìó d2 − t2 = 1 i íåõàé

d∗ = d −
√
d2 − 1. Òîäi ïðàâèëüíà òåîðåìà:

Òåîðåìà 5.3.4. [186] Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n, n ≥ 3, äîâiëüíî-

ãî íàáîðó òî÷îê ak, òàêèõ, ùî ak ∈ M , k = 1, n, i äîâiëüíîãî íàáîðó

âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé Bk, òàêèõ, ùî ak ∈ Bk ⊂ C \ [−1; 1],

k = 1, n, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

n∏
k=1

r (Bk, ak) ≤

(
4(d−

√
d2 − 1)

n

)n(
1− (d−

√
d2 − 1)n

1 + (d−
√
d2 − 1)n

)n

·

·
n∏

k=1

∣∣∣∣∣
√
a2k − 1

ak −
√
a2k − 1

∣∣∣∣∣ , (5.3.8)

ïðè÷îìó ðiâíiñòü äîñÿãà¹òüñÿ, çîêðåìà, äëÿ òî÷îê i îáëàñòåé, ÿêi ¹,

âiäïîâiäíî, ïîëþñàìè i êðóãîâèìè îáëàñòÿìè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåí-

öiàëà

Q(z)dz2 = −
(
z
2 +

1
2z

)n−2 ((z
2 +

1
2z

)n
+ 1
) (

1
4 −

1
2z2 +

1
z4

)
(
(
z
2 +

1
2z

)n − (d∗)n)(1−
(
z
2 +

1
2z

)n
(d∗)n)

dz2. (5.3.9)
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Äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.3.4. Íåõàé, ÿê i â òåîðåìi 5.3.1, B∗
k � îáðàç

ìíîæèíè Bk, k = 1, n, ïðè âiäîáðàæåííi w = z −
√
z2 − 1, äå ìè áåðåìî

òó ãiëêó êîðåíÿ, äëÿ ÿêî¨
√
1 = 1. Òîäi òî÷êè a∗k, ÿêi ¹ îáðàçàìè òî÷îê ak

ïðè äàíîìó âiäîáðàæåííi, ëåæàòü íà êîëi ç öåíòðîì â ïî÷àòêó êîîðäèíàò

i ðàäióñîì d∗ = d −
√
d2 − 1, à B∗

k ⊂ U , k = 1, n. Çãiäíî ç ðåçóëüòàòàìè

ðîáîòè [62], äëÿ îáëàñòåé B∗
k i òî÷îê a

∗
k, k = 1, n ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü:

n∏
k=1

r (B∗
k, a

∗
k) ≤

(
4d∗

n

)n(
1− (d∗)n

1 + (d∗)n

)n

, (5.3.10)

ïðè÷îìó ðiâíiñòü â îñòàííié íåðiâíîñòi äîñÿãà¹òüñÿ òîäi, êîëè òî÷êè a∗k i

îáëàñòi B∗
k ¹, âiäïîâiäíî, ïîëþñàìè i êðóãîâèìè îáëàñòÿìè êâàäðàòè÷íî-

ãî äèôåðåíöiàëà

Q(w)dw2 = − wn−2(wn + 1)

(wn − (d∗)n)(1− wn(d∗)n)
dw2. (5.3.11)

Âðàõóâàâøè ðiâíiñòü (5.3.2), à òàêîæ òå, ùî d∗ = d−
√
d2 − 1, i ïiäñòà-

âèâøè äàíèé âèðàç â íåðiâíiñòü (5.3.10), i îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü (5.3.8),

ïðè÷îìó ïîëþñè i êðóãîâi îáëàñòi êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà (5.3.9)

¹ ïðîîáðàçàìè, âiäïîâiäíî, ïîëþñiâ i êðóãîâèõ îáëàñòåé êâàäðàòè÷íîãî

äèôåðåíöiàëà (5.3.11) ïðè âiäîáðàæåííi w = z −
√
z2 − 1, òîìó ðiâíiñòü

â íåðiâíîñòi (5.3.8) âèêîíó¹òüñÿ ñàìå äëÿ íèõ.

Òåîðåìó 5.3.4 äîâåäåíî.

Çàóâàæåííÿ 5.3.3. Çàóâàæèìî, ùî äîâiëüíèé åëiïñ x−x0

d20
+ y−y0

t20
= 1 íà

êîìïëåêñíié ïëîùèíi äåÿêèì ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì w = pz + z0 ìîæ-

íà ïåðåâåñòè â åëiïñ âèäó x2

d2 +
y2

t2 = 1, äëÿ ÿêîãî d2 − t2 = 1, ïðè÷îìó

âíóòðiøíi ðàäióñè âiäïîâiäíèõ îáëàñòåé ïðè äàíîìó ïåðåòâîðåííi áóäóòü

âiäíîñèòèñÿ ÿê |p| : 1. Òîìó äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè îöiíêó äîáóòêó

âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé, ÿêi ìiñòÿòü òî÷êè äîâiëüíî-

ãî åëiïñà, ïîòðiáíî íàëåæíèì ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì ïåðåâåñòè éîãî â

åëiïñ âèäó M i çàñòîñóâàòè òåîðåìó 5.3.4.
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Ìîæíà ðîçãëÿäàòè òàêîæ çàäà÷ó, äå îäíà ç òî÷îê ak íåñêií÷åííî âiä-

äàëåíà, à iíøi íàëåæàòü äåÿêîìó åëiïñó. Ïðàâèëüíà íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.3.5. [58] Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, n ≥ 3; ak,

k = 0, n � äåÿêèé íàáið ôiêñîâàíèõ òî÷îê êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, òàêèõ,

ùî a0 = ∞, ak ∈ M äëÿ k = 1, n, äå M =
{
z = x+ iy : x2

d2 +
y2

t2 = 1
}
�

äåÿêèé åëiïñ, ïðè÷îìó d2 − t2 = 1 i íåõàé d∗ = d −
√
d2 − 1. Òîäi äëÿ

äîâiëüíîãî íàáîðó âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé Bk, k = 0, n, òàêèõ,

ùî ak ∈ Bk ⊂ C \ [−1; 1], k = 0, n, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

√
r (B0,∞)

n∏
k=1

r (Bk, ak) ⩽

⩽
√
2(d∗)n

n∏
k=1

∣∣∣∣∣
√
a2k − 1

ak −
√
a2k − 1

∣∣∣∣∣ 22n+
1
n

(n2 − 2)
1
n+

n
2

(
n−

√
2

n+
√
2

)√
2

. (5.3.12)

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.3.5. Íåõàé B∗
k, a

∗
k � îáðàçè âiäïîâiäíî ìíî-

æèíè Bk i òî÷êè ak, k = 0, n ïðè âiäîáðàæåííi w =
1

d∗
(
z −

√
z2 − 1

)
,

äå ìè áåðåìî òó ãiëêó êîðåíÿ, äëÿ ÿêî¨
√
1 = 1. Çàóâàæèìî, ùî w âiäî-

áðàæà¹ åëiïñ M íà îäèíè÷íå êîëî, òîìó |a∗k| = 1 äëÿ k = 1, n, à òàêîæ

a∗0 = 0. Òàêîæ âiäçíà÷èìî, ùî
n⋃

k=0

B∗
k ⊂ D, äå D =

{
w : |w| < 1

d∗

}
.

Âñòàíîâèìî, ÿê çìiíþ¹òüñÿ âíóòðiøíié ðàäióñ îáëàñòi ïðè âiäîáðà-

æåííi w. Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê k = 1, n.

Âèêîðèñòîâóþ÷è êîíôîðìíó iíâàðiàíòíiñòü ôóíêöi¨ Ãðiíà, áóäåìî ìà-

òè:

GBk
(z, ak) = GB∗

k
(w, a∗k) = ln

1

|w − a∗k|
+ ln r(B∗

k, a
∗
k) + o(1). (5.3.13)

Îöiíèìî òåïåð âèðàç ln 1
|w−a∗k|

. Áóäåìî ìàòè:

ln
1

|w − a∗k|
= ln

∣∣∣∣∣ d∗

z −
√
z2 − 1− ak +

√
a2k − 1

∣∣∣∣∣ =
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= ln
1

|z − ak|
+ ln

∣∣∣∣∣∣ d∗

1−
√
z2−1−

√
a2k−1

z−ak

∣∣∣∣∣∣ =

= ln
1

|z − ak|
+ ln

∣∣∣∣∣∣∣∣
d∗

1− (
√
z2−1−

√
a2k−1)(

√
z2−1+

√
a2k−1)

(z−ak)(
√
z2−1+

√
a2k−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= ln
1

|z − ak|
+ ln

∣∣∣∣∣∣ d∗

1− z+ak√
z2−1+

√
a2k−1

∣∣∣∣∣∣ =
= ln

1

|z − ak|
+ ln d∗

∣∣∣∣∣
√
z2 − 1 +

√
a2k − 1

√
z2 − 1 +

√
a2k − 1− z − ak

∣∣∣∣∣ =
= ln

1

|z − ak|
+ ln d∗

∣∣∣∣∣
√
a2k − 1

ak −
√
a2k − 1

∣∣∣∣∣+ ln

∣∣∣∣∣∣∣
√

z2−1
a2k−1

+ 1

1 +
√
z2−1−z√
a2k−1−ak

∣∣∣∣∣∣∣ .
Ïiäñòàâèâøè äàíèé âèðàç â (5.3.13), à òàêîæ âðàõóâàâøè, ùî ïðè

z → ak âèðàç ln

∣∣∣∣∣∣
√

z2−1

a2
k
−1

+1

1+

√
z2−1−z√
a2
k
−1−ak

∣∣∣∣∣∣→ 0, áóäåìî ìàòè:

GBk
(z, ak) = ln

1

|z − ak|
+ ln d∗

∣∣∣∣∣
√
a2k − 1

ak −
√
a2k − 1

∣∣∣∣∣ r(B∗
k, a

∗
k) + o(1).

Çâiäñè îòðèìà¹ìî:

r(Bk, ak) = d∗

∣∣∣∣∣
√
a2k − 1

ak −
√
a2k − 1

∣∣∣∣∣ r(B∗
k, a

∗
k). (5.3.14)

Äîâåäåìî òåïåð, ùî

r(B0,∞) = 2d∗r(B∗
0 , 0). (5.3.15)
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GB0
(z,∞) = GB∗

0
(w, 0) = ln

1

|w|
+ ln r(B∗

0 , 0) + o(1) =

= ln
d∗∣∣z −√
z2 − 1

∣∣ + ln r(B∗
0 , 0) + o(1) =

= ln d∗|z +
√
z2 − 1|+ ln r(B∗

0 , 0) + o(1) =

= ln |z|+ ln 2d∗ + ln

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 +

√
1− 1

z2

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+ ln r(B∗
0 , 0) + o(1) =

= ln |z|+ ln 2d∗r(B∗
0 , 0) + o(1),

ùî é äîâîäèòü ðiâíiñòü (5.3.15).

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíîñòi (5.3.14) i (5.3.15), îòðèìà¹ìî, ùî

√
r (B0,∞)

n∏
k=1

r (Bk, ak) =

=
√
2(d∗)

1
2+n

n∏
k=1

∣∣∣∣∣
√
a2k − 1

ak −
√
a2k − 1

∣∣∣∣∣√r (B∗
0 , 0)

n∏
k=1

r(B∗
k, a

∗
k). (5.3.16)

Ïîçíà÷èìî B∗
n+1 =

{
w : |w| > 1

d∗

}
. Âiäçíà÷èìî, ùî r (B∗

n+1,∞) = d∗.

Òîìó ïðàâèëüíà ðiâíiñòü√
r (B∗

0 , 0)
n∏

k=1

r(B∗
k, a

∗
k) =

1√
d∗

√
r (B∗

0 , 0) r
(
B∗

n+1,∞
) n∏
k=1

r(B∗
k, a

∗
k).

(5.3.17)

Îáëàñòi B∗
k, k = 0, n+ 1 óòâîðþþòü ñèñòåìó âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ

îáëàñòåé, äëÿ ÿêèõ ïðàâèëüíi âñi óìîâè òåîðåìè 6 ðîáîòè [64]. Òîìó ïðà-

âèëüíà íåðiâíiñòü:

√
r (B∗

0 , 0) r
(
B∗

n+1,∞
) n∏
k=1

r(B∗
k, a

∗
k) ⩽

22n+
1
n

(n2 − 2)
1
n+

n
2

(
n−

√
2

n+
√
2

)√
2

.
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Ïiäñòàâèâøè íàâåäåíó íåðiâíiñòü ïîñëiäîâíî â ðiâíîñòi (5.3.17) i

(5.3.16), i îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü òåîðåìè.

Òåîðåìó 5.3.5 äîâåäåíî.

Äëÿ âèïàäêó, êîëè îáëàñòi Bk, k = 0, n, ¹ îäíîçâ'ÿçíèìè, àíàëîãi÷íó

òåîðåìó ìîæíà äîâåñòè äëÿ íàáàãàòî øèðøîãî äiàïàçîíó γ.

Òåîðåìà 5.3.6. [58] Íåõàé n, n ≥ 3 � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî; γ �

äåÿêå äîäàòíå äiéñíå ÷èñëî, ïðè÷îìó γ ≤ n2

8
; ak, k = 0, n � äåÿêèé íàáið

ôiêñîâàíèõ òî÷îê êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, òàêèõ, ùî a0 = ∞, ak ∈M äëÿ

k = 1, n, äå M =
{
z = x+ iy : x2

d2 +
y2

t2 = 1
}
� äåÿêèé åëiïñ, ïðè÷îìó

d2 − t2 = 1 i íåõàé d∗ = d −
√
d2 − 1. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó

âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îäíîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé Bk, k = 0, n, òàêèõ, ùî

ak ∈ Bk ⊂ C \ [−1; 1], k = 0, n ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

rγ (B0,∞)
n∏

k=1

r (Bk, ak) ≤ 2γ(d∗)n
n∏

k=1

∣∣∣∣∣
√
a2k − 1

ak −
√
a2k − 1

∣∣∣∣∣ · P, (5.3.18)

äå

P = exp

(
4γ

n
log

√
γ

n
− n log

2

n
− 2n

(
1

2
−

√
γ

n

)2

log

(
1

2
−

√
γ

n

))
·

exp

(
−2n

(
1

2
+

√
γ

n

)2

log

(
1

2
+

√
γ

n

))
.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.3.6. ßê i â òåîðåìi 5.3.5, íåõàé B∗
k, a

∗
k �

îáðàçè âiäïîâiäíî ìíîæèí Bk i òî÷îê ak, k = 0, n, ïðè âiäîáðàæåííi

w =
1

d∗
(
z −

√
z2 − 1

)
, äå ìè áåðåìî òó ãiëêó êîðåíÿ, äëÿ ÿêî¨

√
1 = 1.

Ïðîâiâøè àíàëîãi÷íi ïåðåòâîðåííÿ, îòðèìà¹ìî ðiâíîñòi (5.3.14) i (5.3.15).

Äàëi áóäåìî ìàòè

rγ (B0,∞)
n∏

k=1

r (Bk, ak) =

= 2γ(d∗)γ+n
n∏

k=1

∣∣∣∣∣
√
a2k − 1

ak −
√
a2k − 1

∣∣∣∣∣ rγ (B∗
0 , 0)

n∏
k=1

r(B∗
k, a

∗
k). (5.3.19)
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Ïîçíà÷èìî B∗
n+1 =

{
w : |w| > 1

d∗

}
. Âiäçíà÷èìî, ùî r (B∗

n+1,∞) = d∗.

Òîìó ïðàâèëüíà ðiâíiñòü

rγ (B∗
0 , 0)

n∏
k=1

r(B∗
k, a

∗
k) =

1

(d∗)γ
(r (B∗

0 , 0) r (B
∗
n+1,∞))γ

n∏
k=1

r(B∗
k, a

∗
k).

(5.3.20)

Îáëàñòi B∗
k, k = 0, n+ 1 óòâîðþþòü ñèñòåìó âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ

îáëàñòåé, äëÿ ÿêèõ ïðàâèëüíi âñi óìîâè òåîðåìè 2 ðîáîòè [125]. Çãiäíî ç

äàíîþ òåîðåìîþ, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü:

(r (B∗
0 , 0) r (B

∗
n+1,∞))γ

n∏
k=1

r(B∗
k, a

∗
k) ≤ P.

Ïiäñòàâèâøè íàâåäåíó íåðiâíiñòü ïîñëiäîâíî â ðiâíîñòi (5.3.19) i

(5.3.20), i îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü (5.3.18).

5.4. Îöiíêè äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ íå-

ïåðåòèííèõ îáëàñòåé, ÿêi ìiñòÿòü òî÷êè

äåÿêî¨ ãiïåðáîëè

Âèêîðèñòîâóþ÷è äåÿêi âëàñòèâîñòi âiäîáðàæåíü, ðîçãëÿíóòèõ â ïîïåðåä-

íiõ ïiäðîçäiëàõ, îòðèìà¹ìî îöiíêó äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ íåïåðå-

òèííèõ îáëàñòåé, ÿêi ìiñòÿòü òî÷êè äåÿêî¨ ãiïåðáîëè.

ÍåõàéM =
{
z = x+ iy : x2

d2 −
y2

p2 = 1, x > 0
}
� ïðàâà ãiëêà äåÿêî¨ ãi-

ïåðáîëè, ïðè÷îìó d2+p2 = 1. Ç îñòàííüî¨ óìîâè âèïëèâà¹, ùî ìîæåìî ïî-

çíà÷èòè d = cosα i p = sinα äëÿ äåÿêîãî 0 < α < π
2 , à ðiâíÿííÿ ãiëêè ãi-

ïåðáîëè çàïèñàòè ó âèãëÿäi M =
{
z = x+ iy : x2

cos2 α − y2

sin2 α
= 1, x > 0

}
.

Ïðàâèëüíà íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.4.1. [60] Íåõàé n, n ≥ 3, � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî;

M =
{
z = x+ iy : x2

cos2 α − y2

sin2 α
= 1, x > 0

}
� ïðàâà ãiëêà äåÿêî¨ ãiïåð-
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áîëè; ak, k = 1, n, � äåÿêèé íàáið ôiêñîâàíèõ òî÷îê êîìïëåêñíî¨ ïëî-

ùèíè, òàêèõ, ùî ak ∈ M äëÿ k = 1, n, ïðè÷îìó ak = xk + iyk, äå

xk = cosα cosh(tk), à yk = sinα sinh(tk) äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ tk, ïðè÷îìó

−∞ < t1 < t2 < ... < tn < +∞.

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé Bk,

k = 1, n, òàêèõ, ùî ak ∈ Bk ⊂ Ω, k = 1, n, äå

Ω = C \ ([−∞;−1] ∪ [1; +∞]),

ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

n∏
k=1

r (Bk, ak) ≤ 2
n

2n−1 (2n− 1)−
n
4

n∏
k=1

∣∣∣∣∣
√
a2k − 1

ak −
√
a2k − 1

∣∣∣∣∣ ·∏
1≤p<q≤n

(
e2tq − e2tp

) 2
2n−1

n∏
k=1

e
tk

2n−1 . (5.4.1)

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.4.1. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ

w(z) = z −
√
z2 − 1, äå ìè áåðåìî òó ãiëêó áàãàòîçíà÷íî¨ ôóíêöi¨

z−
√
z2 − 1, ÿêà âiäîáðàæà¹ îáëàñòü Ω íà âåðõíþ ïiâïëîùèíó Im(w) > 0.

Îáðàçîì íàâåäåíî¨ ãiëêè ãiïåðáîëè M ïðè äàíîìó âiäîáðàæåííi áóäå

ïðîìiíü w = ρeiα, äå ρ > 0, à îáðàçîì òî÷îê ak ïðè äàíîìó âiäîáðàæåííi

áóäóòü òî÷êè a∗k = etk+iα äëÿ k = 1, n.

Íåõàé B∗
k, a

∗
k � îáðàçè âiäïîâiäíî îáëàñòi Bk i òî÷êè ak, k = 1, n ïðè

âiäîáðàæåííi w(z). Ïðîâiâøè ïåðåòâîðåííÿ, àíàëîãi÷íi äî ïðîâåäåíèõ â

ëåìi 5.1.1, îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü

r(Bk, ak) =

∣∣∣∣∣
√
a2k − 1

ak −
√
a2k − 1

∣∣∣∣∣ r(B∗
k, a

∗
k). (5.4.2)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíîñòi (5.4.2) äëÿ êîæíîãî k, îòðèìà¹ìî, ùî

n∏
k=1

r (Bk, ak) =
n∏

k=1

∣∣∣∣∣
√
a2k − 1

ak −
√
a2k − 1

∣∣∣∣∣
n∏

k=1

r(B∗
k, a

∗
k). (5.4.3)
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Ðèñ. 5.1: Ñèñòåìà n ôiêñîâàíèõ òî÷îê ak ∈M

Îöiíèìî òåïåð âèðàç
n∏

k=1

r(B∗
k, a

∗
k). Âñi òî÷êè a

∗
k = etk+iα áóäóòü çíà-

õîäèòèñÿ íà ïðîìåíi w = ρeiα, à âñi îáëàñòi B∗
k çíàõîäÿòüñÿ ó âåðõ-

íié ïiâïëîùèíi Im(w) > 0. Äëÿ k = 1, n ïîçíà÷èìî a∗−k = −etk+iα i

B∗
−k = {w : −w ∈ B∗

k}. Çðîçóìiëî, ùî äëÿ êîæíîãî k òî÷êè a∗−k ñèìåò-

ðè÷íi òî÷êàì a∗k, à îáëàñòi B
∗
−k ñèìåòðè÷íi îáëàñòÿì B

∗
k âiäíîñíî ïî÷àòêó

êîîðäèíàò, ïðè÷îìó âñi òî÷êè a∗k i a
∗
−k ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié.

Ðèñ. 5.2: Ñèñòåìà 2n òî÷îê òà âiäïîâiäíèõ íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé

Î÷åâèäíî, ùî

n∏
k=1

r(B∗
k, a

∗
k) =

n∏
k=1

r(B∗
−k, a

∗
−k).
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Òàêèì ÷èíîì,

n∏
k=1

r(B∗
k, a

∗
k) =

√√√√ n∏
k=1

r(B∗
k, a

∗
k)

n∏
k=1

r(B∗
−k, a

∗
−k) =

√√√√√ n∏
k=−n
k ̸=0

r(B∗
k, a

∗
k).

(5.4.4)

Ðîçãëÿíåìî âèðàç
n∏

k=−n
k ̸=0

r(B∗
k, a

∗
k). Ìà¹ìî ñèñòåìó 2n òî÷îê i íåïåðå-

òèííèõ îáëàñòåé, äëÿ ÿêèõ ïðàâèëüíi âñi óìîâè òåîðåìè 2.1 ðîáîòè [195]

(äèâ. òåîðåìó 3.2.1). Òîìó ìà¹ìî

n∏
k=−n
k ̸=0

r(B∗
k, a

∗
k) ≤ (2n− 1)−

n
2

 ∏
−n≤p<q≤n

p,q ̸=0

|a∗q − a∗p|


2

2n−1

. (5.4.5)

Âiäçíà÷èìî, ùî äëÿ äîâiëüíèõ 0 < p < q ≤ n ïðàâèëüíà ðiâíiñòü

|a∗q − a∗p| = |a∗−p − a∗−q| = etq − etp. (5.4.6)

ßêùî æ −n ≤ p < 0 < q ≤ n, ïðè÷îìó −p ̸= q, òîäi ìà¹ìî

|a∗q − a∗p| = |a∗−p − a∗−q| = etq + et−p. (5.4.7)

I íàñàìêiíåöü, ÿêùî 0 < −p = q ≤ n, òîäi

|a∗q − a∗p| = 2etq . (5.4.8)

Âðàõóâàâøè ðiâíîñòi (5.4.6)-(5.4.8), îòðèìà¹ìî∏
−n≤p<q≤n

p,q ̸=0

|a∗q − a∗p| = 2n
∏

1≤p<q≤n

(
e2tq − e2tp

)2 n∏
k=1

etk.

Ïiäñòàâèâøè îòðèìàíèé âèðàç ñïî÷àòêó â íåðiâíiñòü (5.4.5), à ïîòiì

i â ðiâíiñòü (5.4.4), îòðèìà¹ìî

n∏
k=1

r(B∗
k, a

∗
k) ≤ 2

n
2n−1 (2n− 1)−

n
4

∏
1≤p<q≤n

(
e2tq − e2tp

) 2
2n−1

n∏
k=1

e
tk

2n−1 .
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Ïiäñòàâèâøè äàíó íåðiâíiñòü â ðiâíiñòü (5.4.3), îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü

(5.4.1).

Òåîðåìó 5.4.1 äîâåäåíî.

Íåõàé òåïåð N =
{
z = x+ iy : x2

d2 −
y2

p2 = 1
}
� äåÿêà ãiïåðáîëà, ïðè-

÷îìó d2 + p2 = 1, i íåõàé N1 =
{
z = x+ iy : x2

d2 −
y2

p2 = 1, x > 0
}

i

N2 =
{
z = x+ iy : x2

d2 −
y2

p2 = 1, x < 0
}
� âiäïîâiäíî ¨¨ ïðàâà i ëiâà ãiëêè.

Ïîçíà÷èìî d = cosα i p = sinα äëÿ äåÿêîãî 0 < α < π
2 , à ðiâíÿííÿ

ãiïåðáîëè çàïèøåìî ó âèãëÿäi N =
{
z = x+ iy : x2

cos2 α − y2

sin2 α
= 1
}
.

Òåîðåìà 5.4.2. [60] Íåõàé n, n ≥ 3 � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî;

N =
{
z = x+ iy : x2

cos2 α − y2

sin2 α
= 1
}

� äåÿêà ãiïåðáîëà (0 < α < π
2 ),

N1, N2 � âiäïîâiäíî ¨¨ ïðàâà i ëiâà ãiëêè; ak,p, k = 1, 2, p = 1, n � äåÿêèé

íàáið ôiêñîâàíèõ òî÷îê êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, òàêèõ, ùî a1,p ∈ N1, à

a2,p ∈ N2 äëÿ p = 1, n, ïðè÷îìó ak,p = xk,p+iyk,p, äå x1,p = cosα cosh(t1,p),

y1,p = sinα sinh(t1,p), x2,p = − cosα cosh(t2,p) i y2,p = sinα sinh(t2,p) äëÿ

äåÿêèõ äiéñíèõ tk,p, ïðè÷îìó

−∞ < t1,1 < t1,2 < ... < t1,n < +∞,

−∞ < t2,1 < t2,2 < ... < t2,n < +∞.

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé Bk,p,

k = 1, 2, p = 1, n, òàêèõ, ùî ak,p ∈ Bk,p ⊂ Ω, äå Ω = C \ ([−∞;−1] ∪
[1; +∞]), ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

2∏
k=1

n∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) ⩽

(
2

n

)2n

·
2∏

k=1

n∏
p=1

∣∣∣∣∣∣∣
√
a2k,p − 1

ak,p −
√
a2k,p − 1

∣∣∣∣∣∣∣ ·
·
(
2α

π

(
1− 2α

π

))n 2∏
k=1

n∏
p=1

[
χ
(
e

tk,pπ

π−2α

)
· χ
(
e

tk,pπ

2α

)] 1
2

· etk,p. (5.4.9)

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.4.2. ßê i â òåîðåìi 5.4.1, ðîçãëÿíåìî âi-

äîáðàæåííÿ w(z) = z −
√
z2 − 1, äå ìè áåðåìî òó ãiëêó áàãàòîçíà÷íî¨
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ôóíêöi¨ z −
√
z2 − 1, ÿêà âiäîáðàæà¹ îáëàñòü Ω íà âåðõíþ ïiâïëîùèíó

Im(w) > 0. Îáðàçîì ãiëêè N1 ãiïåðáîëè ïðè äàíîìó âiäîáðàæåííi áóäå

ïðîìiíü w = ρeiα äëÿ äåÿêîãî ρ > 0, à îáðàçîì òî÷îê a1,p ïðè äàíîìó

âiäîáðàæåííi áóäóòü òî÷êè a∗1,p = et1,p+iα äëÿ p = 1, n; âiäïîâiäíî îáðàçîì

ãiëêè N2 ãiïåðáîëè ïðè äàíîìó âiäîáðàæåííi áóäå ïðîìiíü w = ρei(π−α)

äëÿ ρ > 0, à îáðàçîì òî÷îê a2,p ïðè äàíîìó âiäîáðàæåííi áóäóòü òî÷êè

a∗2,p = et2,p+i(π−α) äëÿ p = 1, n. Äëÿ k = 1, 2, p = 1, n, ïîçíà÷èìî B∗
k,p

îáëàñòü, ÿêà ¹ îáðàçîì îáëàñòi Bk,p ïðè âiäîáðàæåííi w(z).

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíîñòi (5.4.2) äëÿ îáëàñòåé Bk,p, îòðèìà¹ìî, ùî

2∏
k=1

n∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) =
2∏

k=1

n∏
p=1

∣∣∣∣∣∣∣
√
a2k,p − 1

ak,p −
√
a2k,p − 1

∣∣∣∣∣∣∣
2∏

k=1

n∏
p=1

r(B∗
k,p, a

∗
k,p).

(5.4.10)

Îöiíèìî òåïåð âèðàç
2∏

k=1

n∏
p=1

r(B∗
k,p, a

∗
k,p). Âñi òî÷êè a

∗
1,p áóäóòü çíàõî-

äèòèñÿ íà ïðîìåíi w = ρeiα, òî÷êè a∗2,p � íà ïðîìåíi w = ρei(π−α), à

âñi îáëàñòi B∗
k,p çíàõîäèòèìóòüñÿ ó âåðõíié ïiâïëîùèíi Im(w) > 0. Äëÿ

p = 1, n ïîçíà÷èìî a∗3,p = −et1,p+iα i B∗
3,p = {w : −w ∈ B∗

1,p}, à òàêîæ

a∗4,p = −et2,p+i(π−α) i B∗
4,p = {w : −w ∈ B∗

2,p}. Î÷åâèäíî, ùî

2∏
k=1

n∏
p=1

r(B∗
k,p, a

∗
k,p) =

4∏
k=3

n∏
p=1

r(B∗
k,p, a

∗
k,p),

à òîìó
2∏

k=1

n∏
p=1

r(B∗
k,p, a

∗
k,p) =

√√√√ 4∏
k=1

n∏
p=1

r(B∗
k,p, a

∗
k,p). (5.4.11)

Ðîçãëÿíåìî âèðàç
4∏

k=1

n∏
p=1

r(B∗
k,p, a

∗
k,p). Ìà¹ìî ñèñòåìó (4, n)-ïðîìåíåâó

ñèñòåìó òî÷îê A4,n :=
{
a∗k,p ∈ C : k = 1, 4, p = 1, n

}
i íåïåðåòèííèõ îá-

ëàñòåé B∗
k,p, äëÿ ÿêèõ ïðàâèëüíi âñi óìîâè òåîðåìè 1.5.2. Ç ðiâíîñòåé

(1.5.2) ìà¹ìî

α1 = α3 = 1− 2α

π
; α2 = α4 =

2α

π
,
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à òîìó (
4∏

k=1

αk

)n

=

(
2α

π

(
1− 2α

π

))2n

. (5.4.12)

Äàëi, âðàõóâàâøè, ùî äëÿ p = 1, n ïðàâèëüíi ðiâíîñòi

|a∗1,p| = |a∗3,p| = et1,p i |a∗2,p| = |a∗4,p| = et2,p, ó âèðàçi (1.5.4) îòðèìà¹-

ìî

M(A4,n) :=
2∏

k=1

n∏
p=1

χ
(
e

tk,pπ

π−2α

)
· χ
(
e

tk,pπ

2α

)
· e2tk,p. (5.4.13)

Ïiäñòàâèâøè (5.4.12) i (5.4.13) â (1.5.10), îòðèìà¹ìî

4∏
k=1

n∏
p=1

r
(
B∗

k,p, a
∗
k,p

)
⩽

(
2

n

)4n

·
(
2α

π

(
1− 2α

π

))2n

·

2∏
k=1

n∏
p=1

χ
(
e

tk,pπ

π−2α

)
· χ
(
e

tk,pπ

2α

)
· e2tk,p.

Ïiäñòàâèâøè îòðèìàíó íåðiâíiñòü ïîñëiäîâíî â (5.4.11) i (5.4.10),

îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü (5.4.9).

Òåîðåìó 5.4.2 äîâåäåíî.
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 5

Â ï'ÿòîìó ðîçäiëi äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ðîçãëÿäà¹òüñÿ âiäêðèòà ïðîáëåìà

ïðî åêñòðåìàëüíå ðîçáèòòÿ âiäêðèòîãî îäèíè÷íîãî êðóãà, ÿêà ïîëÿãà¹

â çíàõîäæåííi ìàêñèìóìó äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ n íåïåðåòèííèõ

îáëàñòåé, ÿêi ëåæàòü â äàíîìó êðóçi, âiäíîñíî n äîâiëüíèõ òî÷îê, êîæíà

ç ÿêèõ íàëåæèòü âiäïîâiäíié îáëàñòi. Ïîâíi ðîçâ'ÿçêè äàíî¨ ïðîáëåìè

âiäîìi òiëüêè äëÿ n = 2 i n = 3.

Â äàíîìó ðîçäiëi îòðèìàíî îöiíêó ìàêñèìóìó äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðà-

äióñiâ n íåïåðòèííèõ îáëàñòåé, ëåæàòü â îäèíè÷íîìó êðóçi äëÿ äîâiëüíî-

ãî íàòóðàëüíîãî n ≥ 4, ïðè÷îìó çíàéäåíî ÿê âåðõíþ, òàê i íèæíþ îöiíêó

äàíîãî ìàêñèìóìó. Çà äîïîìîãîþ îòðèìàíîãî ðåçóëüòàòó áóëî çíàéäåíî

îöiíêè äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ n íåïåðòèííèõ îáëàñòåé, ÿêi íàëå-

æàòü êîìïëåêñíié ïëîùèíi ç ðîçðiçîì ïî âiäðiçêó [−1; 1] äiéñíî¨ îñi.

Òàêîæ â äàíîìó ðîçäiëi çíàéäåíî îöiíêó äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ

n íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé, ÿêi ìiñòÿòü òî÷êè äîâiëüíîãî åëiïñà, ó òàêèõ

âèïàäêàõ:

� äëÿ òðüîõ òî÷îê, ÿêi ëåæàòü íà äåÿêîìó, ÿâíî âêàçàíîìó åëiïñi

òà òðüîõ íåïåðòèííèõ îáëàñòåé, à òàêîæ âêàçàíî êîíôiãóðàöi¨, äëÿ ÿêèõ

äàíi îöiíêè äîñÿãàþòüñÿ;

� äëÿ âèïàäêó n òî÷îê, ÿêi íàëåæàòü äîâiëüíîìó åëiïñó ç äåÿêîþ

óìîâîþ íà ïiâîñi;

� äëÿ âèïàäêó, êîëè îäíà òî÷êà íåñêií÷åííî âiääàëåíà, à iíøi ëåæàòü

íà åëiïñi.

Êðiì òîãî, ðîçãëÿäàëàñÿ çàäà÷à, êîëè òî÷êè, âiäíîñíî ÿêèõ øóêàþ-

òüñÿ âíóòðiøíi ðàäióñè íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé, ëåæàòü íà äåÿêié ãiïåð-

áîëi, i çíàéäåíî âiäïîâiäíi îöiíêè ÿê ó âèïàäêó, êîëè âñi òî÷êè ëåæàòü

íà îäíié ãiëöi ãiïåðáîëè, òàê i ó âèïàäêó, êîëè íà êîæíié ãiëöi ãiïåðáîëè

ëåæèòü îäíàêîâà êiëüêiñòü òî÷îê.

Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî â ðîáîòàõ [56,58,60,186].
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Ðîçäië 6

Îöiíêè äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ

íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé, ÿêi ìiñòÿòü òî÷êè

äîâiëüíî¨ ïðÿìî¨

6.1. Ôîðìóëþâàííÿ ïðîáëåìè òà äåÿêi äîïî-

ìiæíi òâåðäæåííÿ

Â äàíîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ çàäà÷i ïðî åêñòðåìàëüíå ðîçáèòòÿ êîìï-

ëåêñíî¨ ïëîùèíè, äå áiëüøiñòü ïîëþñiâ âiäïîâiäíèõ êâàäðàòè÷íèõ äèôå-

ðåíöiàëiâ ëåæàòü íà äåÿêié ïðÿìié, çîêðåìà ðîçãëÿäàþòüñÿ âèïàäêè, êî-

ëè îäíà ç òî÷îê ak ¹ íåñêií÷åííî âiääàëåíîþ, à òàêîæ âèïàäîê, êîëè îäíà

ç òî÷îê ak ëåæèòü ïîçà ïðÿìîþ. Öiêàâîþ òàêîæ ¹ çàäà÷à, êîëè âíóòði-

øíié ðàäióñ îáëàñòi, ÿêà ìiñòèòü îäíó ç òî÷îê ïðÿìî¨, áåðåòüñÿ â äåÿêîìó

äiéñíîìó ñòåïåíi γ. Äåÿêi îöiíêè äëÿ äàíîãî âèïàäêó áóëè îòðèìàíi â ðî-

áîòi [35]. Ìåòîþ äàíî¨ ðîáîòè ¹ îòðèìàííÿ áiëüø òî÷íèõ îöiíîê äëÿ öüîãî

âèïàäêó.

Âñi âêàçàíi âèùå çàäà÷i âiäíîñÿòüñÿ äî ò.çâ. êëàñó çàäà÷ ç ôiêñîâà-

íèìè ïîëþñàì, îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n çàâæäè ìîæíà

çíàéòè íàáið ç n òî÷îê, ÿêi íàëåæàòü ïåâíié ïðÿìié, à òàêîæ íàáið ç

n íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé òàêèé, ùî äîáóòîê âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ íàâå-

äåíèõ îáëàñòåé ó âêàçàíèõ òî÷êàõ áóäå áiëüøèì âiä äîâiëüíîãî íàïåðåä

âêàçàíîãî äiéñíîãî ÷èñëà. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ðîçãëÿäàòè çàäà÷ó ïðî ìà-

êñèìóì äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé ç âiëüíèìè
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ïîëþñàìè íà ïðÿìié â êëàñè÷íié ïîñòàíîâöi íåìà¹ ñåíñó. Îäíàê öiêàâîþ

¹ íàñòóïíà ïðîáëåìà:

Ïðîáëåìà 6.1.1. Çíàéòè ìàêñèìóì äîáóòêó
n∏

k=1

(r(Bk, ak)) äëÿ âñå-

ìîæëèâèõ êîíôiãóðàöié íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé Bk ⊂ C i òî÷îê

ak ∈ Bk ∩ [−1; 1], k = 1, n, äå n > 4.

Äàíó ïðîáëåìó áóëî íàâåäåíî â ñïèñêó âiäêðèòèõ ïðîáëåì â ðîáîòi

[70] ïiä íîìåðîì 17. Äåÿêi ÷àñòèííi ðåçóëüòàòè â ïðîáëåìi 6.1.1 áóëî

îòðèìàíî â ðîáîòàõ [68] i [108].

Äëÿ äîâåäåííÿ äåÿêèõ ðåçóëüòàòiâ äàíîãî ðîçäiëó íàì áóäå ïîòðiáíà

íàñòóïíà ëåìà.

Ëåìà 6.1.1. Íåõàé n ∈ N. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ ôiêñîâàíèõ ñêií÷åííèõ

òî÷îê ak, k = 0, n, i áóäü-ÿêîãî íàáîðó âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé

Bk, k = 0, n, òàêèõ, ùî a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n,

ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

r (B0, a0) ⩽

(
n∑

k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4

)− 1
2

. (6.1.1)

Äîâåäåííÿ ëåìè 6.1.1. Âiäçíà÷èìî, ùî ïðàâèëüíiñòü òâåðäæåííÿ

ëåìè 6.1.1 äëÿ âèïàäêó n = 1 âèïëèâà¹ ç òåîðåìè Ëàâðåíòü¹âà (äèâ.

òåîðåìó 1.6.1, à òàêîæ [129]). Òîìó äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè âèïàäîê n ≥ 2.

Íåõàé d(E) � òðàíñôiíiòíèé äiàìåòð êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè E ⊂ C i

íåõàé B+ =
{
z : 1

z ∈ B
}
, à òàêîæ a+ = 1

a .

Ïîâòîðþþ÷è ìiðêóâàííÿ ëåìè 3.2.2, çãiäíî ç íåðiâíiñòþ (3.2.9), îòðè-

ìà¹ìî

r (B0, 0) ⩽
1[

n∑
k=1

r2
(
B+

k , a
+
k

)] 1
2

. (6.1.2)
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Çàñòîñóâàâøè iíâàðiàíòíiñòü ôóíêöi¨ Ãðiíà ïðè êîíôîðìíîìó òà

îäíîëèñòîìó âiäîáðàæåííi, ïîâòîðþþ÷è ìiðêóâàííÿ ëåìè 3.3.2, ÿê i â

(3.3.14), îòðèìà¹ìî

r
(
B+

k , a
+
k

)
=
r (Bk, ak)

|ak|2
.

Ïiäñòàâèâøè äëÿ êîæíîãî k îòðèìàíó ðiâíiñòü â íåðiâíiñòü (6.1.2), îäåð-

æèìî íåðiâíiñòü (6.1.1).

Ëåìó 6.1.1 äîâåäåíî.

6.2. Îöiíêè äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ îá-

ëàñòåé, ùî ìiñòÿòü òî÷êè äåÿêî¨ ïðÿìî¨

Âèêîíó¹òüñÿ òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 6.2.1. [198] Íåõàé n ∈ N, n ⩾ 2; l = {z : z = z0 + teiφ0} �

äåÿêà ïðÿìà, äå z0 ∈ C, φ0 ∈ R, � äåÿêå ôiêñîâàíå ÷èñëî, ïðè÷îìó

φ0 ∈ (−π
2 ;

π
2 ], à t � ïàðàìåòð, ÿêèé ïðîáiãà¹ ìíîæèíó âñiõ äiéñíèõ

÷èñåë. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ ôiêñîâàíèõ òî÷îê ak, k = 1, n, òàêèõ, ùî

ak = z0 + ρke
iφ0, äå ρk � äiéñíi ÷èñëà, ïðè÷îìó 0 = ρ1 < ρ2 < ... < ρn, i

áóäü-ÿêîãî íàáîðó âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé Bk, k = 1, n, òàêèõ,

ùî ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n, ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

n∏
k=1

r (Bk, ak) ⩽ (n− 1)−
n
4

( ∏
1⩽p<k⩽n

|ρp − ρk|
) 2

n−1

. (6.2.1)

Ïðàâèëüíiñòü îöiíêè 6.2.1 âèïëèâà¹ ç Òåîðåìè 3.2.1 áåçïîñåðåäíiì çàñ-

òîñóâàííÿì ôîðìóëè 3.2.11.

Â íàñòóïíié òåîðåìi ðîçãëÿäà¹òüñÿ âèïàäîê, êîëè ïðÿìà l, ÿêié íàëå-

æàòü òî÷êè ak, ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò, i äëÿ äàíîãî âèïàäêó

îòðèìàíî äåùî iíøó îöiíêó.

Òåîðåìà 6.2.2. [198] Íåõàé n ∈ N. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ ôiêñîâàíèõ òî-

÷îê ak, k = 0, n, ÿêi íàëåæàòü äåÿêié ïðÿìié l = {z : z = teiφ0}, äå
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φ0 ∈ R, ïðè÷îìó φ0 ∈
(
−π

2 ;
π
2

]
, à t � ïàðàìåòð, ÿêèé ïðîáiãà¹ ìíîæèíó

âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë, i áóäü-ÿêîãî íàáîðó âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé

{Bk}, k = 0, n, òàêèõ, ùî a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n,

ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

n∏
k=0

r (Bk, ak) ⩽
(n− 1)−

n−1
4

√
n

( ∏
1⩽p<k⩽n

|ap − ak|
) 2

n

(
n∏

k=1

|ak|

) 2
n

. (6.2.2)

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 6.2.2. Âçÿâøè äî óâàãè íåðiâíiñòü (6.1.1), îäåð-

æó¹ìî

n∏
k=0

r (Bk, ak) ⩽

n∏
k=1

r (Bk, ak)[
n∑

k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4

] 1
2

.

Iç íåðiâíîñòi Êîøi ïðî ñåðåäí¹ àðèôìåòè÷íå i ñåðåäí¹ ãåîìåòðè÷íå îòðè-

ìó¹ìî íàñòóïíå ñïiââiäíîøåííÿ

1

n

n∑
k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4
⩾

(
n∏

k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4

) 1
n

.

Çâiäñè (
n∑

k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4

) 1
2

⩾ n
1
2

(
n∏

k=1

r (Bk, ak)

|ak|2

) 1
n

.

I, îñòàòî÷íî, ìà¹ìî

n∏
k=0

r (Bk, ak) ⩽

n∏
k=1

r (Bk, ak)

n
1
2

(
n∏

k=1

r (Bk, ak)

|ak|2

) 1
n

=

= n−
1
2

(
n∏

k=1

r (Bk, ak)

)1− 1
n
(

n∏
k=1

|ak|

) 2
n

.

Çâiäñè, âèêîðèñòàâøè îöiíêó (6.2.1) òåîðåìè 6.2.1, îäåðæó¹ìî íåðiâíiñòü

(6.2.2) äàíî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìó 6.2.2 äîâåäåíî.
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Íàñëiäîê 6.2.1. Íåõàé n ∈ N. Òîäi çà âñiõ óìîâ òåîðåìè 6.2.2, ñïðà-

âåäëèâà íåðiâíiñòü

r (B0, 0) ⩽
1

n

√
n∏

k=1

r (Bk, ak)

1√
n

(
n∏

k=1

|ak|

) 2
n

.

Íåõàé gBk
(z, ak) � ôóíêöiÿ Ãðiíà îáëàñòi Bk ç ïîëþñîì â òî÷öi ak

(k = 1, n), äå

gBk
(z, ak) = − ln |z − ak|+ hk(z, ak) + o(1), z → ak äëÿ ak ̸= ∞.

Íåõàé òàêîæ r(B, a) = eh(z,a).

Íàñëiäîê 6.2.2. [61] Íåõàé n ∈ N � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî; ak ∈ C,
k = 0, n � ôiêñîâàíi òî÷êè ïðÿìî¨ l = {z : z = teiφ0}, a0 = 0; fk, k = 0, n

� ôóíêöi¨, ðåãóëÿðíi òà îäíîëèñòi ó âiäêðèòîìó îäèíè÷íîìó êðóçi U i

íå ïðèéìàþòü â äàíîìó êðóçi îäíàêîâèõ çíà÷åíü, òîáòî fi(z1) ̸= fj(z2)

äëÿ äîâiëüíèõ íàòóðàëüíèõ 0 ⩽ i, j ⩽ n, i ̸= j i äîâiëüíèõ z1, z2 ∈ U ,

äëÿ ÿêèõ fk(0) = ak, f0(0) = 0, fk(U) = Bk, k = 1, n. Òîäi âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü:
n∑

k=0

hk(z, ak) ⩽ (6.2.3)

⩽ −n− 1

4
ln (n− 1)− 1

2
lnn+

2

n
ln

 ∏
1⩽p<k⩽n

|ap − ak|

+
2

n
ln

(
n∏

k=1

|ak|

)
.

Äëÿ äîâåäåííÿ íåðiâíîñòi 6.2.3 ïîòðiáíî ïðîëîãàðèôìóâàòè íåðiâ-

íiñòü 6.2.2.

Â íàñòóïíié òåîðåìi ðîçãëÿäà¹òüñÿ âèïàäîê, àíàëîãi÷íèé äî ðîçãëÿ-

íóòîãî â òåîðåìi 6.2.2, àëå çà óìîâè, ùî âíóòðiøíié ðàäióñ îáëàñòi, ÿêà

ìiñòèòü òî÷êó 0, ïiäíîñèòüñÿ äî äåÿêîãî äîäàòíîãî ñòåïåíÿ γ.

Òåîðåìà 6.2.3. [198] Íåõàé n ∈ N, γ ∈ R+. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ ôiêñîâà-

íèõ òî÷îê ak, k = 0, n, ÿêi íàëåæàòü ïðÿìié l = {z : z = teiφ0}, t ∈ R,
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φ0 ∈
(
−π

2 ;
π
2

]
i áóäü-ÿêîãî íàáîðó âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé {Bk},

k = 0, n, òàêèõ, ùî a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n, ñïðàâåäëèâà

íåðiâíiñòü

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) ⩽

⩽ n−
γ
2 (n− 1)

γ−n
4

 ∏
1⩽p<k⩽n

|ap − ak|

 2
n−1(1−

γ
n)( n∏

k=1

|ak|

) 2γ
n

. (6.2.4)

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 6.2.3. Ïiäíiñøè íåðiâíiñòü (6.1.1) äî ñòåïåíÿ

γ, ìà¹ìî

rγ (B0, a0) ⩽

(
n∑

k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4

)−γ
2

.

Çãiäíî íåðiâíîñòi Êîøi ïðî ñåðåäí¹ àðèôìåòè÷íå i ñåðåäí¹ ãåîìåòðè÷íå(
n∑

k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4

)γ
2

⩾ n
γ
2

(
n∏

k=1

r (Bk, ak)

|ak|2

) γ
n

.

Òàêèì ÷èíîì,

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) ⩽ n−
γ
2

(
n∏

k=1

r (Bk, ak)

)1− γ
n
(

n∏
k=1

|ak|

) 2γ
n

.

Äàëi, çàñòîñóâàâøè îöiíêó (6.2.1) òåîðåìè 6.2.1, îäåðæó¹ìî íåðiâíiñòü

(6.2.4) äàíî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìó 6.2.3 äîâåäåíî.

Â íàñòóïíié òåîðåìi ðîçãëÿäà¹òüñÿ âèïàäîê, êîëè âíóòðiøíié ðàäióñ

îäíi¹¨ ç îáëàñòåé Bk áåðåòüñÿ âiäíîñíî íåñêií÷åííî âiääàëåíî¨ òî÷êè.

Òåîðåìà 6.2.4. [198] Íåõàé n ∈ N. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ ôiêñîâàíèõ òî÷îê
ak, k = 1, n+ 1, ÿêi íàëåæàòü äåÿêié ïðÿìié l = {z : z = z0 + teiφ0},
äå z0 ∈ C, φ0 ∈ R, � äåÿêå ôiêñîâàíå ÷èñëî, ïðè÷îìó φ0 ∈ (−π

2 ;
π
2 ], à

t � ïàðàìåòð, ÿêèé ïðîáiãà¹ ìíîæèíó âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë, i áóäü-ÿêîãî
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íàáîðó âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé Bk, k = 1, n+ 1, òàêèõ, ùî

an+1 = ∞ ∈ Bn+1 ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n, ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

n+1∏
k=1

r (Bk, ak) ⩽
(n− 1)−

n−1
4

√
n

( ∏
1⩽p<k⩽n

|ap − ak|
) 2

n

. (6.2.5)

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 6.2.4. Ïîâòîðþþ÷è ìiðêóâàííÿ, àíàëîãi÷íi äî

ïðîâåäåíèõ â ëåìi 3.2.2 (äèâ. íåðiâíiñòü (3.2.9)), i òåîðåìó ïðî ìiíiìiçàöiþ

ïëîùi [83], îäåðæó¹ìî íåðiâíiñòü

r (Bn+1, an+1) ⩽
1[

n∑
k=1

r2 (Bk, ak)

] 1
2

.

Äàëi iç íåðiâíîñòi Êîøi ïðî ñåðåäí¹ àðèôìåòè÷íå i ñåðåäí¹ ãåîìåòðè÷íå,

ìà¹ìî (
n∑

k=1

r2 (Bk, ak)

) 1
2

⩾ n
1
2

[
n∏

k=1

r (Bk, ak)

] 1
n

.

Çâiäñè, îäåðæó¹ìî

r (Bn+1, an+1) ⩽ n−
1
2

[
n∏

k=1

r (Bk, ak)

]− 1
n

.

I, òàêèì ÷èíîì,

r (Bn+1, an+1)
n∏

k=1

r (Bk, ak) ⩽ n−
1
2

[
n∏

k=1

r (Bk, ak)

]1− 1
n

.

Çàñòîñóâàâøè îöiíêó (6.2.1) äî ïðàâî¨ ÷àñòèíè îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi, îäåð-

æó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ (6.2.5).

Òåîðåìó 6.2.4 äîâåäåíî.

Íàñëiäîê 6.2.3. Íåõàé n ∈ N. Òîäi çà âñiõ óìîâ òåîðåìè 6.2.4, ñïðàâå-

äëèâà íåðiâíiñòü

r (Bn+1, an+1) ⩽
1

n

√
n∏

k=1

r (Bk, ak)

1√
n
.
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Òåîðåìà 6.2.5. [198] Íåõàé n ∈ N, γ ∈ R+. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ

ôiêñîâàíèõ òî÷îê ak, k = 1, n+ 1, ÿêi íàëåæàòü äåÿêié ïðÿìié

l = {z : z = z0 + teiφ0}, äå z0 ∈ C, φ0 ∈ R � äåÿêå ôiêñîâàíå ÷èñëî,

ïðè÷îìó φ0 ∈ (−π
2 ;

π
2 ], à t � ïàðàìåòð, ÿêèé ïðîáiãà¹ ìíîæèíó âñiõ

äiéñíèõ ÷èñåë, i áóäü-ÿêîãî íàáîðó âçà¹ìíî íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé Bk,

k = 1, n+ 1, òàêèõ, ùî an+1 = ∞ ∈ Bn+1 ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n,

ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

rγ (B∞,∞)
n∏

k=1

r (Bk, ak) ⩽

⩽ n−
γ
2 (n− 1)

γ−n
4

 ∏
1⩽p<k⩽n

|ap − ak|

 2
n−1(1−

γ
n)

.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 6.2.5 àíàëîãi÷íå äîâåäåííþ òåîðåìè 6.2.3.

Íàäàëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàñòîñóâàííÿ îäåðæàíèõ îöiíîê äîáóòêiâ âíóò-

ðiøíiõ ðàäióñiâ îáëàñòåé ó òðàäèöiéíîìó ðîçäiëi ãåîìåòðè÷íî¨ òåîði¨

ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨, à ñàìå äîâîäÿòüñÿ íîâi òåîðåìè äëÿ ñiìåé

ìåðîìîðôíèõ ôóíêöié, ÿêi ïîïàðíî íå ïðèéìàþòü ñïiëüíèõ çíà÷åíü.

Íàâåäåìî íàñëiäêè òåîðåì 6.2.1, 6.2.2 òà 6.2.4. Íîâèçíà öèõ íàñëiäêiâ

ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî, ìè ðîçãëÿäà¹ìî áàãàòîëèñòi ôóíêöi¨ ç ôiêñîâàíèìè

çíà÷åííÿìè fk(0) íà äåÿêié ïðÿìié. Íà âiäìiíó âiä îñòàííiõ ðîáiò ó öié

ãàëóçi, ìè äîâîäèìî îöiíêè ìîäóëiâ ïîõiäíèõ áiëüø íiæ ó äâîõ òî÷êàõ.

Òåîðåìà 6.2.6. [198] Íåõàé n ∈ N, n ⩾ 2 � äåÿêå íàòóðàëüíå

÷èñëî, ak ∈ C, k = 1, n, � äåÿêèé íàáið ôiêñîâàíèõ òî÷îê ïðÿìî¨

l = {z : z = z0 + teiφ0}, äå z0 ∈ C, φ0 ∈ R, � äåÿêå ôiêñîâàíå ÷èñëî,

ïðè÷îìó φ0 ∈ (−π
2 ;

π
2 ], à t � ïàðàìåòð, ÿêèé ïðîáiãà¹ ìíîæèíó âñiõ

äiéñíèõ ÷èñåë; fk, k = 1, n � ôóíêöi¨, ìåðîìîðôíi i îäíîëèñòi â êðóçi

|z| < 1, âiäîáðàæàþòü öåé êðóã íà âçà¹ìíî íåïåðåòèííi îáëàñòi òàê,

ùî fk(0) = ak, ïðè÷îìó fi(z1) ̸= fj(z2) äëÿ äîâiëüíèõ íàòóðàëüíèõ

1 ⩽ i, j ⩽ n, i ̸= j òà äîâiëüíèõ z1, z2 ∈ U . Òîäi ïðàâèëüíà íàñòóïíà
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íåðiâíiñòü

n∏
k=1

|f ′k(0)| ⩽ (n− 1)−
n
4

( ∏
1⩽p<k⩽n

|fp(0)− fk(0)|
) 2

n−1

. (6.2.6)

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 6.2.6. Ïîçíà÷èìî fk(U) = Dk, fk(0) = ak,

k = 1, n. Òîäi òî÷êè ak äëÿ k = 1, ..., n íàëåæàòü ïðÿìié l i îáëàñòi Dk

îäíîçâ'ÿçíi, ïîïàðíî íå ïåðåòèííi, ak ∈ Dk ⊂ C, k = 1, ..., n. Â ñèëó

ðiâíîñòi

r(Bk, ak) = |f ′k(0)|, k = 1, ..., n,

íåðiâíiñòü (6.2.6) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 6.2.1.

Òåîðåìó 6.2.6 äîâåäåíî.

Ïåðåä ôîðìóëþâàííÿì íàñòóïíî¨ òåîðåìè âiäçíà÷èìî òàêèé ôàêò.

Íåõàé ôóíêöiÿ f ðåãóëÿðíà â êðóçi U = {z : |z| < 1} i ïðèéìà¹ òàì

çíà÷åííÿ w, ùî íàëåæèòü îáëàñòi D, âíóòðiøíié ðàäióñ ÿêî¨ r(D, a) â

òî÷öi a ∈ D. ßêùî f(0) = a, òî ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü Õåéìàíà [98]:

|f ′(0)| ⩽ r(D, a). (6.2.7)

Ðiâíiñòü â (6.2.7) äîñÿãà¹òüñÿ òîäi, êîëè f âiäîáðàæà¹ êðóã U êîíôîðì-

íî i îäíîëèñòî íà D, â öüîìó âèïàäêó r(D, a) íàçèâàþòü êîíôîðìíèì

ðàäióñîì îáëàñòi D â òî÷öi a.

Òåîðåìà 6.2.7. [198] Íåõàé n ∈ N � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, ak ∈ C,
k = 1, n, � äåÿêèé íàáið ôiêñîâàíèõ òî÷îê ïðÿìî¨ l = {z : z = teiφ0}, äå
φ0 ∈ R, � äåÿêå ôiêñîâàíå ÷èñëî, ïðè÷îìó φ0 ∈ (−π

2 ;
π
2 ], à t � ïàðàìåòð,

ÿêèé ïðîáiãà¹ ìíîæèíó âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë; fk, k = 0, n � ôóíêöi¨, ìå-

ðîìîðôíi i îäíîëèñòi â êðóçi U , äëÿ ÿêèõ fk(0) = ak, k = 1, n, f0(0) = 0,

i ÿêi ïîïàðíî íå ïðèéìàþòü â äàíîìó êðóçi ñïiëüíèõ çíà÷åíü, òîáòî

fi(z1) ̸= fj(z2) äëÿ äîâiëüíèõ íàòóðàëüíèõ 0 ⩽ i, j ⩽ n, i ̸= j òà äîâiëü-
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íèõ z1, z2 ∈ U . Òîäi ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

n∏
k=0

|f ′k(0)| ⩽
(n− 1)−

n−1
4

√
n

( ∏
1⩽p<k⩽n

|fp(0)− fk(0)|
) 2

n

(
n∏

k=1

|fk(0)|

) 2
n

.

(6.2.8)

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 6.2.7. ßê i â ïîïåðåäíié òåîðåìi, ïîêëàäåìî

fk(U) = Dk, fk(0) = ak, k = 0, ..., n. Òîäi òî÷êè ak äëÿ k = 0, ..., n,

íàëåæàòü ïðÿìié l òà îáëàñòiDk ïîïàðíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ, ak ∈ Dk ⊂ C,
k = 0, ..., n. Òîäi íåðiâíiñòü (6.2.8) âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 6.2.2.

Âðàõóâàâøè íåðiâíiñòü Õåéìàíà (6.2.7), ç òåîðåìè 6.2.1 òåïåð ëåãêî

ñëiäó¹ íåðiâíiñòü (6.2.8).

Òåîðåìó 6.2.7 äîâåäåíî.

Òåîðåìà 6.2.8. [198] Íåõàé n ∈ N � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, ak ∈ C,
k = 1, n, � äåÿêèé íàáið ôiêñîâàíèõ òî÷îê ïðÿìî¨ l = {z : z = z0+te

iφ0},
äå z0 ∈ C, φ0 ∈ R, � äåÿêå ôiêñîâàíå ÷èñëî, ïðè÷îìó φ0 ∈ (−π

2 ;
π
2 ], à t �

ïàðàìåòð, ÿêèé ïðîáiãà¹ ìíîæèíó âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë; fk, k = 1, n, �

ôóíêöi¨, ìåðîìîðôíi i îäíîëèñòi â êðóçi U , à ôóíêöiÿ fn+1 � ðåãóëÿðíà i

îäíîëèñòà â îáëàñòi |z| > 1, çà âèíÿòêîì íåñêií÷åííî âiääàëåíî¨ òî÷êè,

ïðè÷îìó fn+1(∞) = ∞, i äàíi ôóíêöi¨ ïîïàðíî íå ïðèéìàþòü ñïiëüíèõ

çíà÷åíü fi(z1) ̸= fj(z2) äëÿ äîâiëüíèõ íàòóðàëüíèõ 1 ⩽ i, j ⩽ n + 1,

i ̸= j òà äîâiëüíèõ z1, z2 ∈ U , äëÿ ÿêèõ fk(0) = ak, fn+1(0) = ∞. Òîäi

ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

1∣∣f ′n+1(0)
∣∣ n∏
k=1

|f ′k(0)| ⩽ n−
1
2 (n− 1)−

n−1
4

( ∏
1⩽p<k⩽n

|fp(0)− fk(0)|
) 2

n

.

Äîâåäåííÿ öüîãî ðåçóëüòàòó àíàëîãi÷íå äîâåäåííþ òåîðåì 6.2.6 i 6.2.7.
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6.3. Çàäà÷à ïðî åêñòðåìàëüíå ðîçáèòòÿ êîìï-

ëåêñíî¨ ïëîùèíè ç ïîëþñàìè íà äiéñíié

ïðÿìié òà äåÿêi ¨¨ ìîäèôiêàöi¨

Â äàíîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ äåÿêi ìîäèôiêàöi¨ çàäà÷i ïðî åêñòðå-

ìàëüíå ðîçáèòòÿ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè ç ïîëþñàìè íà äiéñíié ïðÿìié,

çîêðåìà, â íàñòóïíié òåîðåìi ðîçãëÿäà¹òüñÿ âèïàäîê, êîëè n òî÷îê ak

íàëåæàòü äiéñíié ïðÿìié, à òî÷êà a0 ëåæèòü ïîçà ïðÿìîþ, ïðè÷îìó âíó-

òðiøíié ðàäióñ îáëàñòi, ùî ìiñòèòü òî÷êó a0, áåðåòüñÿ â äåÿêîìó ñòåïåíi

γ.

Òåîðåìà 6.3.1. [187] Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, n ≥ 5, γ �

äåÿêå äîäàòí¹ äiéñíå ÷èñëî, ïðè÷îìó γ ≤ 3
√
n, ak, k = 1, n, � äåÿêèé

íàáið ôiêñîâàíèõ òî÷îê äiéñíî¨ îñi Im z = 0 i íåõàé a0 = i. Òîäi äëÿ

äîâiëüíîãî íàáîðó îáëàñòåé Bk ⊂ C, k = 0, n, òàêèõ, ùî ak ∈ Bk,

k = 0, n, Bi ∩Bj = ∅, i ̸= j, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

rγ(B0, i)
n∏

k=1

(r(Bk, ak)) ≤
2n+γ

nn

(
4γ
n2

) γ
n(

1− γ
n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ

n

1 +
√
γ

n

)2
√
γ n∏
k=1

(
a2k + 1

)
.

(6.3.1)

Çíàê ðiâíîñòi â íàâåäåíié âèùå íåðiâíîñòi äîñÿãà¹òüñÿ, çîêðåìà, äëÿ

òî÷îê ak i îáëàñòåé Bk, ÿêi ïðè âiäîáðàæåííi w∗ = i+iw
1−w ¹ îáðàçàìè âiä-

ïîâiäíî òî÷îê d∗k i îáëàñòåé D
∗
k (k = 1, n), ÿêi ¹, â ñâîþ ÷åðãó, ïîëþñàìè

i êðóãîâèìè îáëàñòÿìè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 6.3.1.

Íåõàé B∗
k, a

∗
k, k = 0, n, � îáðàçè âiäïîâiäíî îáëàñòåé Bk i òî÷îê ak

ïðè âiäîáðàæåííi

w =
z − i

z + i
. (6.3.2)
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Îáðàçîì äiéñíî¨ îñi ïðè äàíîìó âiäîáðàæåííi áóäå îäèíè÷íå êîëî |z| = 1.

Çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ w ¹ îáåðíåíèì âiäíîñíî âiäîáðàæåííÿ w∗.

Äîâåäåìî, ùî äëÿ k = 1, n ïðàâèëüíà ðiâíiñòü

r(Bk, ak) =
a2k + 1

2
r(B∗

k, a
∗
k). (6.3.3)

Çà îçíà÷åííÿì ôóíêöi¨ Ãðiíà ìà¹ìî, ùî äëÿ z → ak ïðàâèëüíèé

àñèìïòîòè÷íèé ðîçêëàä

GBk
(z, ak) = ln

1

|z − ak|
+ ln r(Bk, ak) + o(1).

Ç iíøîãî áîêó, âèêîðèñòîâóþ÷è êîíôîðìíó iíâàðiàíòíiñòü ôóíêöi¨

Ãðiíà äëÿ âiäîáðàæåííÿ w = z−i
z+i , áóäåìî ìàòè:

GBk
(z, ak) = GB∗

k
(w, a∗k) = ln

1

|w − a∗k|
+ ln r(B∗

k, a
∗
k) + o(1) =

= ln
1∣∣∣z−i

z+i −
ak−i
ak+i

∣∣∣+ln r(B∗
k, a

∗
k)+o(1) = ln

|z + i||ak + i|
2|z − ak|

+ln r(B∗
k, a

∗
k)+o(1) =

= ln
1

|z − ak|
+ ln

1

2
|ak + i||z − ak + ak + i|+ ln r(B∗

k, a
∗
k) + o(1) =

= ln
1

|z − ak|
+ ln

1

2
|ak + i|2 + ln

∣∣∣∣1 + z − ak
ak + i

∣∣∣∣+ ln r(B∗
k, a

∗
k) + o(1).

Âðàõóâàâøè, ùî äëÿ z → ak âèðàç ln
∣∣∣1 + z−ak

ak+i

∣∣∣→ 0, îòðèìà¹ìî, ùî

GBk
(z, ak) = ln

1

|z − ak|
+ ln

1

2
|ak + i|2r(B∗

k, a
∗
k) + o(1).

À öå îçíà÷à¹, ùî

r(Bk, ak) =
|ak + i|2

2
r(B∗

k, a
∗
k). (6.3.4)

Âðàõóâàâøè òàêîæ, ùî äëÿ âñiõ k = 1, n ak � äiéñíå ÷èñëî, òîìó

|ak + i|2 = a2k + 1, i îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü (6.3.3).

Äëÿ îáëàñòi B0 òà òî÷êè a0 = i, âðàõîâóþ÷è (6.3.4), îòðèìà¹ìî ðiâ-

íiñòü

r(B0, i) = 2r(B∗
0 , 0).
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Çâiäñè îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü

rγ(B0, i)
n∏

k=1

(r(Bk, ak)) =

n∏
k=1

(
a2k + 1

)
2n−γ

rγ(B∗
0 , 0)

n∏
k=1

(r(B∗
k, a

∗
k)) . (6.3.5)

Çàóâàæèìî, ùî ïðè óìîâàõ òåîðåìè, âðàõîâóþ÷è ðåçóëüòàòè ðîáîòè

[48], ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

rγ(B∗
0 , 0)

n∏
k=1

(r(B∗
k, a

∗
k)) ≤

(
4

n

)n
(
4γ
n2

) γ
n(

1− γ
n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ

n

1 +
√
γ

n

)2
√
γ

.

Ïiäñòàâèâøè äàíèé âèðàç â ðiâíiñòü (6.3.5), i îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü

(6.3.1).

Òåîðåìó 6.3.1 äîâåäåíî.

Çàóâàæèìî, ùî âèïàäîê, êîëè òî÷êè ak, k = 1, n, íàëåæàòü äåÿêié äî-

âiëüíié ïðÿìié, à òî÷êà a0 � ïîçà äàíîþ ïðÿìîþ, çàâæäè ìîæíà çâåñòè

äî âèïàäêó, îïèñàíîãî â òåîðåìi 6.3.1, äåÿêèì ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì.

Âiäçíà÷èìî òàêîæ, ùî çà äîïîìîãîþ ðåçóëüòàòiâ, îòðèìíèõ â äðóãîìó

ðîçäiëi äàíî¨ ðîáîòè, ìîæíà äîâåñòè àíàëîãi÷íi òåîðåìè äëÿ iíøèõ êîí-

ôiãóðàöié n òà γ.

Íàñòóïíà òåîðåìà äà¹ îöiíêó äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ îáëàñòåé,

ÿêi ìiñòÿòü òî÷êè äiéñíî¨ ïðÿìî¨ äëÿ âèïàäêó, êîëè îäíà ç äàíèõ òî÷îê

íåñêií÷åííî âiääàëåíà. Íà âiäìiíó âiä òåîðåì 6.2.4-6.2.5 äàíî¨ ðîáîòè, òóò

ðîçãëÿäà¹òüñÿ òiëüêè âèïàäîê, êîëè ñòåïiíü, äî ÿêîãî ïiäíîñèòüñÿ âíóò-

ðiøíié ðàäióñ îáëàñòi, ÿêà ìiñòèòü íåñêií÷åííî âiääàëåíó òî÷êó, äîðiâíþ¹

îäèíèöi, îäíàê äëÿ öüîãî âèïàäêó íàâåäåíî òî÷íi îöiíêè.

Òåîðåìà 6.3.2. [187] Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, n ≥ 3, ak,

k = 1, n− 1, � äåÿêèé íàáið ôiêñîâàíèõ òî÷îê äiéñíî¨ îñi Im z = 0 i

an = ∞. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó îáëàñòåé Bk ⊂ C, k = 1, n, òàêèõ,

ùî ak ∈ Bk, k = 1, n, Bi ∩Bj = ∅, i ̸= j, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü:

r(Bn,∞)
n−1∏
k=1

(r(Bk, ak)) ≤
(
2

n

)n n−1∏
k=1

(
a2k + 1

)
. (6.3.6)
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Çíàê ðiâíîñòi â äàíié íåðiâíîñòi äîñÿãà¹òüñÿ, çîêðåìà, äëÿ òî÷îê ak i

îáëàñòåé Bk, ÿêi ¹ îáðàçàìè âiäïîâiäíî òî÷îê d
∗
k = exp

(
2πki
n

)
i îáëàñòåé

D∗
k = {z :

∣∣arg z − 2πk
n

∣∣ < π
n} (k = 1, n) ïðè âiäîáðàæåííi w∗ = i+iw

1−w .

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 6.3.2. Íåõàé B∗
k, a

∗
k, k = 1, n � îáðàçè âiäïî-

âiäíî îáëàñòåé Bk i òî÷îê ak ïðè âiäîáðàæåííi

w =
z − i

z + i
.

Âèêîðèñòîâóþ÷è (6.3.3), îòðèìà¹ìî, ùî äëÿ k = 1, n− 1 ïðàâèëüíà

ðiâíiñòü

r(Bk, ak) =
a2k + 1

2
r(B∗

k, a
∗
k).

Âèðàçèìî òåïåð r(Bn,∞) ÷åðåç r(B∗
n, a

∗
n), çàóâàæèâøè, ùî a

∗
n = 1.

Çà îçíà÷åííÿì ôóíêöi¨ Ãðiíà ìà¹ìî, ùî äëÿ z → ∞ ïðàâèëüíèé

àñèìïòîòè÷íèé ðîçêëàä

GBn
(z,∞) = ln |z|+ ln r(Bn,∞) + o(1).

Äàëi áóäåìî ìàòè:

GBn
(z,∞) = GB∗

n
(w, 1) = ln

1

|w − 1|
+ ln r(B∗

n, a
∗
n) + o(1) =

= ln
1∣∣z−i

z+i − 1
∣∣ + ln r(B∗

n, a
∗
n) + o(1) = ln

|z + i|
2

+ ln r(B∗
n, a

∗
n) + o(1) =

= ln |z|+ ln

∣∣∣∣1 + i

z

∣∣∣∣+ ln
1

2
r(B∗

n, a
∗
n) + o(1).

Âðàõóâàâøè, ùî äëÿ z → ∞ âèðàç ln
∣∣1 + i

z

∣∣→ 0, îòðèìà¹ìî, ùî

r(Bn,∞) =
r(B∗

n, 1)

2
. (6.3.7)

Äàëi, âðàõóâàâøè ðiâíîñòi (6.3.3) i (6.3.7), à òàêîæ òåîðåìó 3 ðîáîòè

[64], áóäåìî ìàòè:

n∏
k=1

(r(Bk, ak)) =

(
1

2

)n n−1∏
k=1

(a2k + 1) ·
n∏

k=1

(r(B∗
k, a

∗
k)) ≤

(
2

n

)n n−1∏
k=1

(
a2k + 1

)
,
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ùî é äîâîäèòü íåðiâíiñòü (6.3.6).

Çíàê ðiâíîñòi ïåðåâiðÿ¹òüñÿ áåçïîñåðåäíüî.

Òåîðåìó 6.3.2 äîâåäåíî.

Íàñëiäîê 6.3.1. Íåõàé n ∈ N � äåÿêå íàòóàëüíå ÷èñëî, n ≥ 2,

ak ∈ R, k = 1, n− 1, � äåÿêèé íàáið ôiêñîâàíèõ òî÷îê äiéñíî¨ îñi, fk(z),

k = 1, n− 1, � ôóíêöi¨, ðåãóëÿðíi i îäíîëèñòi â êðóçi |z| < 1, äëÿ

ÿêèõ fk(0) = ak; an = ∞, fn(z) � ðåãóëÿðíà i îäíîëèñòà â îáëàñòi

|z| > 1, çà âèíÿòêîì íåñêií÷åííî âiääàëåíî¨ òî÷êè i fn(∞) = ∞, ïðè-

÷îìó fi(z1) ̸= fj(z2) äëÿ äîâiëüíèõ íàòóðàëüíèõ 1 ≤ i, j ≤ n òà i ̸= j

òà äîâiëüíèõ ðiçíèõ z1, z2 ∈ U . Òîäi ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü:

1

|f ′n(∞)|

n−1∏
k=1

|f ′k(0)| ≤
(
2

n

)n n−1∏
k=1

(
f 2k (0) + 1

)
.

Íàñòóïíà òåîðåìà äà¹ äåÿêó îöiíêó âèðàçó
n∏

k=1

(r(Bk, ak)) äëÿ òî÷îê ak

i îáëàñòåé Bk, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü âñi óìîâè ïðîáëåìè 6.1.1, i íåõàé Rn �

ìàêñèìóì âèðàçó äàíîãî âèðàçó äëÿ âñåìîæëèâèõ òàêèõ êîíôiãóðàöié

òî÷îê ak i îáëàñòåé Bk, îäíàê ç äîäàòêîâîþ óìîâîþ, ùî a1 = −1 i an = 1.

Òåîðåìà 6.3.3. [187] Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, n ≥ 5, ak,

k = 1, n, � äåÿêèé íàáið òî÷îê âiäðiçêà [−1; 1], ïðè÷îìó a1 = −1 i

an = 1. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó îáëàñòåé Bk ⊂ C, k = 1, n, òàêèõ,

ùî ak ∈ Bk, k = 1, n, Bi ∩Bj = ∅, i ̸= j, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü:(
2

n

)n n∏
k=1

(
tg2
( π
2n

)
ctg2

(2k − 1)π

2n
+ 1

)
≤ Rn ≤

≤ (n− 1)−
n
4

n−1∏
k=1

(
2k

n− 1

) 2(n−k)
n−1

. (6.3.8)

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 6.3.3. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó ëiâó ÷àñòèíó íåðiâ-

íîñòi (6.3.8). Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî çíàéòè êîíôiãóðàöiþ îáëàñòåé Bk i
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òî÷îê ak, k = 1, n, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè òåîðåìè 6.3.3, äëÿ ÿêèõ

äàíà íåðiâíiñòü ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â ðiâíiñòü.

Ðîçãëÿíåìî íàáið òî÷îê a∗k = e
(2k−1)π

n i i îáëàñòåé

B∗
k = {z :

∣∣∣arg z − (2k−1)π
n

∣∣∣ < π
n} äëÿ k = 1, n. Çðîçóìiëî, ùî â öüî-

ìó âèïàäêó a∗k ∈ B∗
k, ïðè÷îìó äëÿ äàíèõ òî÷îê i îáëàñòåé, çãiäíî ç

òåîðåìîþ 3 ðîáîòè [64], ïðàâèëüíà ðiâíiñòü

n∏
k=1

(r(B∗
k, a

∗
k)) =

(
4

n

)n

.

Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ φ = tg
(

π
2n

)
i+iw
1−w i íåõàé Dk i dk � îáðàçè âiä-

ïîâiäíî îáëàñòåé B∗
k i òî÷îê a∗k, k = 1, n, ïðè âiäîáðàæåííi φ. Åëåìåí-

òàðíèìè îá÷èñëåííÿìè ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî îòðèìàíà ñèñòåìà îáëàñòåé

Dk i òî÷îê dk, k = 1, n, çàäîâîëüíÿ¹ âñi óìîâè òåîðåìè 6.3.3, ïðè÷îìó

dk = − tg π
2n ctg

(2k−1)π
2n . Òîìó, âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíiñòü (6.3.3), îòðèìà¹-

ìî, ùî

r(Dk, dk) =
tg2
(

π
2n

)
ctg2 (2k−1)π

2n + 1

2
r(B∗

k, a
∗
k),

à çâiäñè

n∏
k=1

(r(Bk, ak)) ≥
n∏

k=1

(r(Dk, dk)) =

(
2

n

)n n∏
k=1

(
tg2
( π
2n

)
ctg2

(2k − 1)π

2n
+ 1

)
.

Ëiâà ÷àñòèíà íåðiâíîñòi (6.3.8) äîâåäåíà.

Ç iíøîãî áîêó, äëÿ îáëàñòåé Bk i òî÷îê ak, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü âñi

óìîâè òåîðåìè 6.3.3, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (3.2.11) ç òåîðåìè 3.2.1 (äèâ.

òàêîæ òåîðåìó 2.1 ðîáîòè [195]), à òîìó ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

n∏
k=1

r(Bk, ak) ≤ (n− 1)−
n
4

 ∏
1≤p<k≤n

|ap − ak|

 2
n−1

. (6.3.9)

Åëåìåíòàðíèìè äîñëiäæåííÿìè ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî âèðàç, ÿêèé çíà-

õîäèòüñÿ â ïðàâié ÷àñòèíi íåðiâíîñòi (6.3.9), äîñÿãà¹ ñâîãî ìàêñèìàëüíîãî
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çíà÷åííÿ ó âèïàäêó, êîëè âñi âiäñòàíi ìiæ ñóñiäíiìè òî÷êàìè ak íà âiä-

ðiçêó [−1; 1] ðiâíi ìiæ ñîáîþ, òîáòî ó âèïàäêó ak+1 − ak = 2
n−1 . Òîäi

îòðèìà¹ìî, ùî ∏
1≤p<k≤n

|ap − ak|

 2
n−1

=
n−1∏
k=1

(
2k

n− 1

) 2(n−k)
n−1

.

Ïiäñòàâèâøè îòðèìàíó ðiâíiñòü â íåðiâíiñòü (6.3.9), îòðèìà¹ìî ïðàâó

÷àñòèíó íåðiâíîñòi (6.3.8).

Òåîðåìó 6.3.3 äîâåäåíî.

6.4 Îöiíêè äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ íå-

ïåðåòèííèõ îáëàñòåé, ÿêi ìiñòÿòü òî÷êè

ïðÿìî¨ äëÿ âèïàäêó, êîëè âíóòðiøíié ðà-

äióñ îäíî¨ ç îáëàñòåé áåðåòüñÿ â äåÿêîìó

äîäàòíîìó ñòåïåíi

Â äàíîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïðîáëåìà ïðî ìàêñèìóì äîáóòêó

âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ îáëàñòåé ç ïîëþñàìè íà äiéñíié ïðÿìié, äå îäèí ç

âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ áåðåòüñÿ â äåÿêîìó äîäàòíîìó ñòåïåíi γ. Äëÿ îòðè-

ìàííÿ îöiíîê â äàíié ïðîáëåìi çíàäîáèëàñÿ íàñòóïíà òåîðåìà, äå îòðè-

ìàíî îöiíêè â çàäà÷i, äå âñi òî÷êè ak íàëåæàòü îäèíè÷íîìó êîëó, àëå

âíóòðiøíié ðàäióñ îáëàñòi, ÿêà ìiñòèòü òî÷êó a1 = 1, ïiäíîñèòüñÿ äî äå-

ÿêîãî ñòåïåíÿ γ.

Òåîðåìà 6.4.1. [187] Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, n ≥ 3, γ �

äåÿêå äîäàòíå äiéñíå ÷èñëî, ïðè÷îìó γ ̸= 1, ak, k = 1, n, � äåÿêèé íàáið

òî÷îê îäèíè÷íîãî êîëà |z| = 1, ïðè÷îìó a1 = 1. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî

íàáîðó îäíîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé Bk ⊂ C, k = 1, n, òàêèõ, ùî ak ∈ Bk,
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k = 1, n, Bi ∩ Bj = ∅, i ̸= j, ïðè÷îìó ∞ /∈ Bn ∪ B1 ∪ B2, ïðàâèëüíà

íåðiâíiñòü:

rγ(B1, 1)
n∏

k=2

(r(Bk, ak)) ≤
22n+3γ−1γγ (γ + 1)γ+1

|γ − 1|1+γ(γ + n− 1)γ+n−1

∣∣∣∣√γ − 1
√
γ + 1

∣∣∣∣2
√
γ

.

(6.4.1)

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 6.4.1. Âiäçíà÷èìî, ùî âèïàäîê γ = 1 áóâ ðîç-

ãëÿíóòèé â ðîáîòi [64].

Ïðèïóñòèìî äëÿ êîíêðåòíîñòi, ùî

0 = arg a1 < arg a2 < ... < arg an < 2π.

Äàëi, îçíà÷èìî ÷èñëà αk òàêèì ÷èíîì:

α1 := (arg a2 − arg a1); α2 := (arg a3 − arg a2); ...;

αn := (2π − arg an).

Íåõàé

Pk := {w : arg ak < argw < arg ak+1},

k = 1, n, arg an+1 := 2π, P0 := Pn, Pn+1 := P1. Î÷åâèäíî, ùî

α1 + α2 + ...+ αn = 2π.

Ïðè êîæíîìó k = 1, n ïîçíà÷èìî ÷åðåç zk(w) òó ãiëêó ìíîãîçíà÷íî¨

àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ z = −i(e−i arg akw)
π
αk , z0 := zn, zn+1 := z1, ÿêà êîí-

ôîðìíî i îäíîëèñòî âiäîáðàæà¹ îáëàñòi Pk, k = 1, n íà ïðàâó ïiâïëîùèíó

Re z > 0.

Òîäi äëÿ îáëàñòåé Bk, k = 1, n, çàäàíèõ â óìîâi òåîðåìè 6.4.1, ïîçíà-

÷èìî ÷åðåç D(1)
k îá'¹äíàííÿ çâ'ÿçíî¨ êîìïîíåíòè ìíîæèíè zk(Bk

⋂
Pk),

ùî ìiñòèòü òî÷êó zk(ak) ç ¨¨ âiäîáðàæåííÿì âiäíîñíî óÿâíî¨ îñi, à ÷å-

ðåç D(2)
k−1 � îá'¹äíàííÿ çâ'ÿçíî¨ êîìïîíåíòè ìíîæèíè zk−1(Bk

⋂
Pk−1),

ùî ìiñòèòü òî÷êó zk−1(ak) ç ¨¨ âiäîáðàæåííÿì âiäíîñíî óÿâíî¨ îñi. Ñiì'þ

äâîõ ñèìåòðè÷íèõ âiäíîñíî óÿâíî¨ îñi îáëàñòåé {D(1)
k ;D

(2)
k−1}, áóäåìî íà-

çèâàòè ðåçóëüòàòîì ðîçäiëÿþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ îáëàñòi Bk.
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Ðèñ. 6.1: Ðîçäiëÿþ÷å ïåðåòâîðåííÿ îáëàñòåé â òåîðåìi 6.4.1.

Çãiäíî ç òåîðåìîþ 3 ðîáîòè [64], äëÿ êîæíîãî k = 2, n ïðàâèëüíà

íåðiâíiñòü:

r(Bk, ak) ≤
1

π

√
αk−1αk

(
r(D

(1)
k ,−i)r(D(2)

k−1, i)
)

(6.4.2)

Òàêîæ îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü

rγ(B1, 1) ≤
1

πγ

(√
α1αn

(
r(D

(1)
1 ,−i)r(D(2)

n , i)
))γ

. (6.4.3)

Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíîñòi (6.4.2) i (6.4.3), îòðèìà¹ìî:

rγ(B1, 1)
n∏

k=2

(r(Bk, ak)) ≤
1

πn−1+γ
L1L2L3, (6.4.4)
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äå

L1 := (α1αn)
γ+1
2

n−1∏
k=2

αk;

L2 :=

√
r(D

(2)
1 , i)rγ(D

(1)
1 ,−i)

√
rγ(D

(2)
n , i)r(D

(1)
n ,−i);

L3 :=
n−1∏
k=2

√
r(D

(1)
k ,−i)r(D(2)

k , i).

Îöiíèìî òåïåð êîæåí ç âèðàçiâ Lp, äå p = 1, 3.

Äëÿ îöiíêè âèðàçó L1 çàóâàæèìî, ùî
n∑

k=1

αk = 2π, à òîìó, äîñëiäèâøè

äîáóòîê (α1αn)
γ+1
2

n−1∏
k=2

αk íà óìîâíèé åêñòðåìóì, îòðèìà¹ìî, ùî

L1 ≤ 2n−2 (γ + 1)γ+1

(
π

γ + n− 1

)γ+n−1

. (6.4.5)

Îöiíèìî âèðàç L2. Îñêiëüêè âñi îáëàñòi, âíóòðiøíi ðàäióñè ÿêèõ âõî-

äÿòü â äàíèé âèðàç, ¹ îäíîçâ'ÿçíèìè i íå ìiñòÿòü íåñêií÷åííî âiääàëåíî¨

òî÷êè, òî äëÿ íèõ ñïðàâäæóþòüñÿ âñi óìîâè òåîðåìè Ë.I. Êîëáiíî¨ [111],

à îòæå ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

r(D
(2)
1 , i)rγ(D

(1)
1 ,−i) ≤ 41+γγγ

|γ − 1|1+γ

∣∣∣∣√γ − 1
√
γ + 1

∣∣∣∣2
√
γ

21+γ.

Àíàëîãi÷íó íåðiâíiñòü îòðèìà¹ìî òàêîæ äëÿ äîáóòêó

rγ(D
(2)
n , i)r(D

(1)
n ,−i). Çâiäñè îòðèìà¹ìî

L2 ≤
81+γγγ

|γ − 1|1+γ

∣∣∣∣√γ − 1
√
γ + 1

∣∣∣∣2
√
γ

. (6.4.6)

Îöiíèìî òåïåð âèðàç L3. Äëÿ êîæíîãî k = 2, n− 1 çà òåîðåìîþ

Ì.Î. Ëàâðåíòü¹âà [129] ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

r(D
(1)
k ,−i)r(D(2)

k , i) ≤ |i− (−i)|2 = 4,

à òîìó

L3 ≤ 2n−2. (6.4.7)
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Ïiäñòàâèìî òåïåð íåðiâíîñòi (6.4.5)-(6.4.7) ó âèðàç (6.4.4). Îòðèìà¹ìî

rγ(B1, 1)
n∏

k=2

(r(Bk, ak)) ≤
1

πn−1+γ
· 2n−2 (γ + 1)γ+1

(
π

γ + n− 1

)γ+n−1

·

· 81+γγγ

|γ − 1|1+γ

∣∣∣∣√γ − 1
√
γ + 1

∣∣∣∣2
√
γ

2n−2 =
22n+3γ−1γγ (γ + 1)γ+1

|γ − 1|1+γ(γ + n− 1)γ+n−1

∣∣∣∣√γ − 1
√
γ + 1

∣∣∣∣2
√
γ

,

ùî é äîâîäèòü íåðiâíiñòü (6.4.1).

Òåîðåìó 6.4.1 äîâåäåíî.

Âèïàäîê, êîëè a1 ̸= 1, çâîäèòüñÿ äî òåîðåìè 6.4.1 âiäïîâiäíèì ïîâî-

ðîòîì, òîìó ôîðìóëà (6.4.1) çàëèøà¹òüñÿ ïðàâèëüíîþ.

Òåîðåìó 6.4.1 ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ îöiíêè äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðà-

äióñiâ îáëàñòåé, ÿêi ìiñòÿòü òî÷êè äiéñíî¨ ïðÿìî¨, äå ðàäióñ îäíi¹¨ ç îá-

ëàñòåé ïiäíîñèòüñÿ äî äåÿêîãî ñòåïåíÿ γ. Çîêðåìà, ïðàâèëüíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 6.4.2. [187] Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, n ≥ 3, γ �

äåÿêå äîäàòíå äiéñíå ÷èñëî, ïðè÷îìó γ ̸= 1, a1 = ∞, ak, k = 2, n �

äåÿêèé íàáið ôiêñîâàíèõ òî÷îê äiéñíî¨ îñi Im z = 0. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî

íàáîðó îäíîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé Bk ⊂ C, k = 1, n, òàêèõ, ùî ak ∈ Bk,

k = 1, n, Bi ∩ Bj = ∅, i ̸= j, ïðè÷îìó −i /∈ Bn ∪ B1 ∪ B2, ïðàâèëüíà

íåðiâíiñòü:

rγ(B1,∞)
n∏

k=2

(r(Bk, ak)) ≤

2n+2γγγ (γ + 1)γ+1

|γ − 1|1+γ(γ + n− 1)γ+n−1

∣∣∣∣√γ − 1
√
γ + 1

∣∣∣∣2
√
γ n∏
k=2

(
a2k + 1

)
. (6.4.8)

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 6.4.2. Íåõàé B∗
k, a

∗
k, k = 1, n � îáðàçè âiäïî-

âiäíî îáëàñòåé Bk i òî÷îê ak ïðè âiäîáðàæåííi

w =
z − i

z + i
.

Çðîçóìiëî, ùî a∗1 = 1 i |a∗k| = 1 äëÿ k = 2, n. Òàêîæ, âèêîðèñòîâóþ÷è
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ôîðìóëè (6.3.3) i (6.3.7), îòðèìà¹ìî, ùî

rγ(B1,∞)
n∏

k=2

(r(Bk, ak)) =

n∏
k=2

(
a2k + 1

)
2γ+n−1

rγ(B∗
1 , 1)

n∏
k=2

(r(B∗
k, a

∗
k)) . (6.4.9)

Äëÿ îáëàñòåé B∗
k i òî÷îê a

∗
k, k = 1, n, ñïðàâäæóþòüñÿ âñi óìîâè òåîðåìè

6.4.1, à òîìó, ïiäñòàâèâøè íåðiâíiñòü (6.4.1) â ðiâíiñòü (6.4.9), i îòðèìà¹ìî

íåðiâíiñòü (6.4.8).

Òåîðåìó 6.4.2 äîâåäåíî.

Çàóâàæèìî, ùî òåîðåìà 6.4.2 äà¹ äåùî iíøó îöiíêó, âiäìiííó âiä îòðè-

ìàíî¨ â òåîðåìi 6.2.5, à òàêîæ ñóòò¹âî äîïîâíþ¹ ðåçóëüòàò ðîáîòè [35].

Âèïàäêè, êîëè òî÷êà a1 ¹ ñêií÷åííîþ, ðîçãëÿäà¹òüñÿ àíàëîãi÷íî. Äëÿ

öüîãî âèïàäêó ïðàâèëüíi íàñòóïíi îöiíêè.

Òåîðåìà 6.4.3. Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, n ≥ 3, γ � äåÿêå

äîäàòíå äiéñíå ÷èñëî, ïðè÷îìó γ ̸= 1, ak, k = 1, n � äåÿêèé íàáið ôiêñî-

âàíèõ ñêií÷åííèõ òî÷îê äiéñíî¨ îñi Im z = 0. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó

îáëàñòåé Bk ⊂ C, k = 1, n, òàêèõ, ùî ak ∈ Bk, k = 1, n, Bi ∩Bj = ∅,
i ̸= j, −i /∈ Bn ∪B1 ∪B2, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü:

rγ(B1, a1)
n∏

k=2

(r(Bk, ak)) ≤

2n+2γγγ (γ + 1)γ+1 (a21 + 1
)γ

|γ − 1|1+γ(γ + n− 1)γ+n−1

∣∣∣∣√γ − 1
√
γ + 1

∣∣∣∣2
√
γ n∏
k=2

(
a2k + 1

)
.

Òåîðåìà 6.4.4. Íåõàé n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, n ≥ 3, γ � äåÿêå

äîäàòíå äiéñíå ÷èñëî, ïðè÷îìó γ ̸= 1, ak, k = 1, n− 1, � äåÿêèé íàáið

ôiêñîâàíèõ ñêií÷åííèõ òî÷îê äiéñíî¨ îñi Im z = 0 i an = ∞. Òîäi äëÿ

äîâiëüíîãî íàáîðó îáëàñòåé Bk ⊂ C, k = 1, n, òàêèõ, ùî ak ∈ Bk,
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k = 1, n, Bi ∩Bj = ∅, i ̸= j, −i /∈ Bn ∪B1 ∪B2, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü:

rγ(B1, a1)
n∏

k=2

(r(Bk, ak)) ≤

2n+2γγγ (γ + 1)γ+1 (a21 + 1
)γ

|γ − 1|1+γ(γ + n− 1)γ+n−1

∣∣∣∣√γ − 1
√
γ + 1

∣∣∣∣2
√
γ n−1∏
k=2

(
a2k + 1

)
.
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 6

Â øîñòîìó ðîçäiëi äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à ïðî ìàê-

ñèìóì äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé ç ïîëþñàìè

íà äåÿêié ïðÿìié, à òàêîæ ðiçíi ¨¨ ìîäèôiêàöi¨ òà ñóìiæíi çàäà÷i. Òàêîæ

ðîçãëÿäà¹òüñÿ âèïàäîê, êîëè âñi òî÷êè, âiäíîñíî ÿêèõ áåðóòüñÿ âíóòðiøíi

ðàäióñè îáëàñòåé, ëåæàòü íà âiäðiçêó [−1; 1] äiéñíî¨ îñi.

Çîêðåìà, â äàíîìó ðîçäiëi áóëî îòðèìàíî îöiíêó äîáóòêó âíóòðiøíiõ

ðàäióñiâ n íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé, ÿêi ìiñòÿòü òî÷êè äîâiëüíî¨ ïðÿìî¨;

n + 1 íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé, ÿêi ìiñòÿòü òî÷êè äåÿêî¨ ïðÿìî¨, ÿêà ïðî-

õîäèòü ÷åðåç òî÷êó 0; n + 1 íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé, ÿêi ìiñòÿòü òî÷êè

äåÿêî¨ ïðÿìî¨, äå îäèí ç ïîëþñiâ � íåñêií÷åííî âiääàëåíà òî÷êà. Òàêîæ

îòðèìàíî îöiíêè äëÿ àíàëîãi÷íèõ âèïàäêiâ, äå âíóòðiøíi ðàäióñè îáëàñ-

òåé, ÿêi ìiñòÿòü òî÷êè 0 ÷è ∞, ïiäíîñÿòüñÿ äî äåÿêîãî äiéñíîãî ñòåïåíÿ.

Òàêîæ ðîçãëÿäàëàñÿ çàäà÷à, äå n òî÷îê ak ëåæàòü íà äåÿêi ïðÿìié,

à îäíà ç òî÷îê ïîçà äàíîþ ïðÿìîþ, i äëÿ öüîãî âèïàäêó áóëè îòðèìàíi

òî÷íi îöiíêè. Ó ïðîáëåìi ïðî ìàêñèìóì äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ n

íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé äëÿ âèïàäêó, êîëè âñi òî÷êè, âiäíîñíî ÿêèõ áå-

ðóòüñÿ âíóòðiøíi ðàäióñè îáëàñòåé, ëåæàòü íà âiäðiçêó [−1; 1] äiéñíî¨ îñi,

çíàéäåíî ÿê âåðõíþ, òàê i íèæíþ îöiíêó äàíîãî ìàêñèìóìó.

Òàêîæ áóëî îòðèìàíî îöiíêó äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ n íåïåðå-

òèííèõ îáëàñòåé, ÿêi ìiñòÿòü òî÷êè îäèíè÷íîãî êîëà, ïðè÷îìó âíóòði-

øíié ðàäióñ îáëàñòi, ÿêà ìiñòèòü òî÷êó a1 = 1, ïiäíîñèòüñÿ äî äåÿêîãî

ñòåïåíÿ. Çà äîïîìîãîþ öüîãî ðåçóëüòàòó áóëî îòðèìàíî àíàëîãi÷íi îöiíêè

äëÿ íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé ç ïîëþñàìè íà äiéñíié ïðÿìié, äå âíóòðiøíié

ðàäióñ îáëàñòi, ÿêà ìiñòèòü íåñêií÷åííî âiääàëåíó òî÷êó, ïiäíîñèòüñÿ äî

ñòåïåíÿ γ.

Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî â ðîáîòàõ [61,187,198].
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Âèñíîâêè

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ âiäêðèòèõ ïðîáëåì ïðî

åêñòðåìàëüíå ðîçáèòòÿ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè çà äîïîìîãîþ ðîçðîáêè íî-

âèõ i âäîñêîíàëåííÿ íàÿâíèõ ìåòîäiâ ãåîìåòðè÷íî¨ òåîði¨ ôóíêöié êîìï-

ëåêñíî¨ çìiííî¨. Çà äîïîìîãîþ ÿê âäîñêîíàëåííÿ êëàñè÷íèõ, òàê i âèêî-

ðèñòàííÿ íåùîäàâíî ðîçðîáëåíèõ ìåòîäiâ òåîði¨ ôóíêöié òà òåîði¨ âiäî-

áðàæåíü âäàëîñÿ îòðèìàòè ðÿä íîâèõ ðåçóëüòàòiâ ó ñêëàäíèõ âiäêðèòèõ

ïðîáëåìàõ, áiëüøiñòü ç ÿêèõ ïîñòàâëåíî âæå äîñòàòíüî äàâíî i íàä ÿêèìè

ïðàöþþòü ìàòåìàòèêè â áàãàòüîõ êðà¨íàõ ñâiòó. Òàêîæ â ðîáîòi íàâåäå-

íî äåÿêi ìîæëèâi çàñòîñóâàííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ â iíøèõ çàäà÷àõ

òåîði¨ ôóíêöié. Äîñëiäæåííÿ ïðîâåäåíî íà íàéâèùîìó ñâiòîâîìó ðiâíi.

Ðåçóëüòàòè äîñëiäæåíü îïóáëiêîâàíî ó 24 âiò÷èçíÿíèõ òà çàêîðäîííèõ

ìàòåìàòè÷íèõ âèäàííÿõ, à òàêîæ äîïîâiäàëèñü íà 14 ìiæíàðîäíèõ íàó-

êîâèõ êîíôåðåíöiÿõ. Îòðèìàíi â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ðåçóëüòàòè òà ðîç-

âèíåíi ìåòîäè ìàþòü íàóêîâó ïåðñïåêòèâó i ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi

ÿê ïðè ïîäàëüøîìó äîñëiäæåííi íàâåäåíèõ ïðîáëåì, òàê i â ñóìiæíèõ

ãàëóçÿõ ìàòåìàòèêè.

Çîêðåìà, â ðîáîòi äëÿ áàãàòüîõ ÷àñòèííèõ âèïàäêiâ ðîçâ'ÿçàíî âiäêðè-

òó ïðîáëåìó ïðî çíàõîäæåííÿ ìàêñèìóìó äîáóòêó âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ

n îáëàñòåé âiäíîñíî òî÷îê îäèíè÷íîãî êîëà íà ñòåïiíü γ âíóòðiøíüîãî

ðàäióñà îáëàñòi âiäíîñíî òî÷êè íóëü çà óìîâè, ùî âñi íàâåäåíi îáëàñòi ïî-

ïàðíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ, ïðè÷îìó òî÷íi îöiíêè çãàäàíîãî äîáóòêó îòðè-

ìàíî ÿê ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, òàê i çà óìîâè, ùî îáëàñòi, âíóòðiøíi

ðàäióñè ÿêèõ áåðóòüñÿ â òî÷êàõ îäèíè÷íîãî êîëà, ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî
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äàíîãî êîëà. Òàêîæ îäåðæàíî îöiíêè çâåðõó äëÿ äîáóòêó äåÿêèõ ñòå-

ïåíiâ âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ ñèñòåìè íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé ç ïîëþñàìè â

çàäàíèõ n ôiêñîâàíèõ òî÷êàõ ÿê ó âèïàäêó, êîëè âñi ñòåïåíi äîðiâíþþòü

îäèíèöi, òàê i ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, à òàêîæ íàâåäåíî äîñòàòíþ óìî-

âó íà ñòåïåíi, çà ÿêî¨ íàâåäåíèé ôóíêöiîíàë îáìåæåíèé ïðè äîâiëüíié

êîíôiãóðàöi¨ òî÷îê. Çà äîïîìîãîþ íàâåäåíèõ îöiíîê áóëî îòðèìàíî áàãà-

òîòî÷êîâi òåîðåìè ñïîòâîðåííÿ äëÿ ôóíêöié, îäíîëèñòèõ ó âiäêðèòîìó

îäèíè÷íîìó êðóçi. Áóëî îäåðæàíî îöiíêè çâåðõó äîáóòêiâ âíóòðiøíiõ ðà-

äióñiâ îáëàñòåé, ùî âçà¹ìíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ, ó âèïàäêàõ, êîëè ïîëþñè

âiäïîâiäíèõ êâàäðàòè÷íèõ äèôåðåíöiàëiâ ðîçìiùåíi íà äîâiëüíié ïðÿìié,

äåÿêîìó åëiïñi ÷è äåÿêié ãiïåðáîëi, à òàêîæ ó çàäà÷i ïðî åêñòðåìàëüíå

ðîçáèòòÿ îáìåæåíî¨ îáëàñòi.

Â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi çíà÷íî óçàãàëüíåíi é ïîñèëåíi âiäîìi ðåçóëü-

òàòè Â.Ì. Äóáiíiíà, Ã.Â. Êóçüìiíî¨, Ì.À. Ëåáåä¹âà, Ë.Â. Êîâàëüîâà,

Î.Ê. Áàõòiíà, I.Â. Äåíåãè.

Îòðèìàíi â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ðåçóëüòàòè é ðîçâèíåíi â íié ìåòî-

äè ìîæóòü áóòè êîðèñíèìè â ïîäàëüøèõ äîñëiäæåííÿõ êîìïëåêñíîãî i

ãiïåðêîìïëåêñíîãî àíàëiçiâ òà ¨õ çàñòîñóâàííÿõ.
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