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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Дисертацiйну роботу присвячено дослiдженню важливих екс-
тремальних задач теорiї наближень на класах диференцiйовних фун-
кцiй однiєї та багатьох змiнних. В роботi встановлено асимптоти-
чнi оцiнки низки важливих апроксимативних характеристик фун-
кцiональних класiв, асимптотично непокращуванi нерiвностi типу
Лебега та iнтерполяцiйнi аналоги таких нерiвностей на класах 2𝜋-
перiодичних функцiй, якi задаються за допомогою поняття (𝜓, 𝛽)–
похiдної. Також дослiджено екстремальнi властивостi деяких важли-
вих точкових множин на многовидах (𝑑-вимiрнiй сферi, багатовимiр-
ному торi, одиничному кубi в R𝑑, проєктивних просторах) на класах
диференцiйовних функцiй багатьох змiнних.

Oбґрунтування вибору теми дослiдження. Одне iз основних
завдань теорiї наближень полягає у замiнi заданої функцiї iншою,
бiльш простою, чи бiльш зручною у використаннi. I тут виникають
питання: наскiльки простою є нова функцiя та її побудова i наскiль-
ки великою є похибка наближення. Часто виникає потреба з якомога
меншою похибкою обчислити наближене значення визначених iнте-
гралiв, коли аналiтичне обчислення складне або неможливе. Ще у
20-х роках XIX-го столiття К. Гаусс заклав основи теорiї найкращого
вибору точок (вузлiв) iнтегрування для максимальної полiномiальної
точностi (тепер її називають теорiєю гаусових квадратур). Замiсть
рiвновiддалених вузлiв, як у методi трапецiй чи Сiмпсона, К. Гаусс
запропонував використовувати вузли, якi є коренями ортогональних
полiномiв, таких як полiноми Лежандра. Цi вузли мiнiмiзують по-
хибку для наближення iнтегралiв, що забезпечує високу точнiсть.

З розвитком математичного аналiзу та обчислювальних методiв
з’явилися новi постановки задач для характеризацiї оптимальностi
квадратурних формул. Зокрема, А.М. Колмогоров, запропонував iн-
ший пiдхiд до оцiнок похибок чисельних методiв в задачi про ква-
дратури, якi базуються на основi iдей теорiї апроксимацiї. Iстотний
розвиток цього пiдходу був розвинутий в роботах С.М. Нiкольсько-
го, М.П. Корнєйчука, В.П. Моторного, Т.Н Бусарова, А.О. Лигуна,
О.А. Женсикбаєва, К.I Осколкова, В.Ф. Бабенка, С.В. Бородачова,
Н.В. Парфiнович, Д.С. Скороходова та багатьох iнших. Зокрема,
було доведено оптимальнiсть формули з рiвновiддаленими вузлами
та рiвними коєфiцiєнтами – формули прямокутникiв на класах Собо-
лєва перiодичних функцiй. Також розв’язувалась задача про опти-



2

мальнiсть iнтервального аналогу формули прямокутникiв на окре-
мих класах перiодичних функцiй. А також згодом розповсюджено цi
результати на бiльш широкi класи функцiй.

В 40-х роках ХХ столiття завдяки iдеям С. Улама та Дж. фон Не-
ймана, певною альтернативою класичним методам побудови квадра-
турних формул, особливо в багатовимiрному iнтегруваннi стали ме-
тоди Монте-Карло (MC методи). Наближене обчислення iнтегралiв∫︀
ℳ
𝑓(x)𝑑𝜇(x), по багатовимiрним областях ℳ виконується за допомо-

гою вагових сум
𝑁∑︀
𝑘=1

𝜔𝑘𝑓(x𝑘), одержаних на основi поточкових зна-

чень пiдiнтегральної функцiї 𝑓 .
В 50–60-х роках ХХ столiття поряд з методом Монте-Карло на-

був популярностi метод квазi-Монте-Карло (QMC метод), який базу-
ється на використаннi детермiнiстичних чисел 𝑥0, . . . ,𝑥𝑁−1 ∈ [0, 1]𝑑

з низькою розбiжнiстю (low-discrepancy point sets). QMC методи, в
яких вдало вибранi вузли iнтегрування, дають кращий (менший) по-
рядок похибки iнтегрування, нiж MC методи.

Широке прикладне застосування у фiзицi, iнженерiї, медици-
нi, фiнансах, машинному навчаннi, комп’ютернiй графiцi та iнших
областях, змотивувало та спонукало дослiдникiв активно працюва-
ти над розробкою та вдосконаленням QMC методiв. Значний внесок
у розвиток даної проблематики внесли Г. Нiдерайтер, М. Коробов,
Х. Уанг, Ян Слоан, С. Смоляк, Х. Шваб, Г. Вожняковський, Х. Лем’є,
П. Л’екюер, Ф. Хiнкернель, Й. Дiк, Ф. Куо, Ф. Пiлiсхаммер, Р. Кулс,
Д. Нуенс, П. Крiтцер та iн. Тому ефективна побудова нових QMC
методiв та дослiдження їх властивостей є надзвичайно важливою
задачею.

Теорiя апроксимацiї перiодичних функцiй тригонометрични-
ми многочленами була започаткована в роботах П.Л. Чебишова,
К. Вейєрштраса, Д. Джексона, Ш. Валле-Пуссена та iн. Серед по-
лiномiальних методiв наближень перiодичних функцiй суми Фур’є
за своєю унiверсальнiстю i простотою побудови займають особливе
мiсце. В гiльбертовому просторi вони забезпечують найкраще сере-
дньоквадратичне наближення серед всiх тригонометричних полiно-
мiв фiксованого порядку i навiть реалiзують точнi значення попере-
чникiв в цьому просторi класiв згорток породжених твiрними ядрами
загального вигляду.

Дослiдження апроксимативних властивостей частинних сум
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Фур’є 𝑆𝑛(𝑓) в рiвномiрнiй метрицi в залежностi вiд диференцiально-
рiзницевих властивостей породжуючої функцiї 𝑓 було започаткова-
не А. Лебегом, який вперше виразив похибку рiвномiрних вiдхи-
лень ‖𝑓 − 𝑆𝑛(𝑓)‖𝐶 сум Фур’є вiд заданої функцiй через найкращi
наближення 𝐸𝑛(𝑓) тригонометричними полiномами порядку 𝑛 (не-
рiвностi Лебега), та знайшов точнi порядковi оцiнки похибок набли-
жень сумами Фур’є на класах диференцiйовних функцiй. Подальший
розвиток дана тематика набула завдяки роботам С.Н. Бернштейна,
Д. Джексона, Л. Фейєра, В. Рогозинського, Ш. Валле Пуссена та iн.
В 1935 роцi А.М. Колмогоров для класiв диференцiйовних функцiй
𝑊 𝑟, 𝑟 ∈ N, встановив асимптотичнi рiвностi при 𝑛→ ∞

ℰ𝑛(𝑊 𝑟
∞)𝐶 = sup

𝑓∈𝑊 𝑟
∞

‖𝑓 − 𝑆𝑛(𝑓)‖𝐶 =
4

𝜋2

ln𝑛

𝑛𝑟
+ 𝒪

(︁ 1

𝑛𝑟

)︁
. (1)

Згодом С.М. Нiкольський одержав аналог формули (1) в iнте-
гральнiй метрицi, а також знайшов асимптотичнi рiвностi для вiд-
хилень сум Фур’є на класах Лiпшиця та функцiональних компактах,
якi задаються за допомогою модулiв неперервностi.

Пiзнiше цi результати розповсюджувалися на рiзноманiтнi лiнiй-
нi методи наближення, нормованi простори та функцiональнi кла-
си. Задачу вiдшукання асимптотичних рiвностей вiдхилень лiнiй-
них методiв наближення на тих чи iнших функцiональних кла-
сах в рiвномiрнiй та iнтегральнiй метриках стали назвати задачею
Колмогорова–Нiкольського. Вiдзначимо iстотний внесок у розвиток
даного напряму дослiджень таких математикiв як В.К. Дзядик,
О.В. Єфiмов, М.П. Корнєйчук, Б. Надь, С.Б. Стєчкiн, С.А. Теля-
ковський, О.П. Тiман, М.П. Тiман, О.I. Степанець, В.П. Моторний,
В.Т. Гаврилюк, Р.М. Тригуб, В.Ф. Бабенко, С.Б. Вакарчук, В.М. Ко-
новалов, П.В. Задерей, С.А. Пiчугов, та iн.

Поряд з цим вiдбувалось дослiдження властивостей тригономе-
тричних сум, побудованих на основi дискретної iнформацiї про до-
слiджувану функцiю. Найбiльш природними серед таких сум є iнтер-
поляцiйнi тригонометричнi полiноми Лагранжа 𝑆𝑛(𝑓) з рiвномiрним
розподiлом вузлiв iнтерполяцiї. Аналоги нерiвностей Лебега для та-
ких полiномiв 𝑆𝑛(𝑓) були встановленi Бернштейном, а дослiдженням
апроксимативних властивостей на класах диференцiйовних фун-
кцiй займались С.М. Нiкольський, В.П. Моторний, Й.М. Гангзбург,
В.Т. Гаврилюк, В.К. Дзядик, Г.П. Неваi, К.I. Осколков, I.I. Шара-
пудiнов та iн.
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На початку 80-х рокiв О.I. Степанець запровадив поняття (𝜓, 𝛽)–
похiдної, яка означається за допомогою фiксованої послiдовностi
𝜓(𝑘) i числового параметра (зсуву аргументу). З’явились класи
(𝜓, 𝛽)–диференцiйовних функцiй 𝐿𝜓𝛽N та 𝐶𝜓𝛽N, якi узагальнюють вi-
домi класи Соболєва та Вейля-Надя. Як виявилось, за допомогою
(𝜓, 𝛽)–похiдних можна класифiкувати весь спектр сумовних (непе-
рервних) перiодичних функцiй i, водночас, розрiзняти бiльш тонкi
властивостi функцiй у порiвняннi iз звичайними похiдними чи навiть
похiдними дробового порядку в розумiннi Вейля чи Вейля-Надя.

Дослiдження О.I. Степанця, його учнiв та послiдовникiв дозво-
лили здiйснити iстотний просув у розв’язаннi задач Колмогорова–
Нiкольського для лiнiйних методiв наближення, якi базуються на
класичних методах пiдсумовування Фур’є чи тих чи iнших iнтерпо-
ляцiйних процесiв на нових класах 𝐿𝜓𝛽N та 𝐶𝜓𝛽N, а згодом i на їх
узагальненнях 𝐿𝜓N та 𝐶𝜓N. Вiдзначимо в цьому напрямку дослi-
дження О.I. Степанця, С.О. Теляковського, О.К. Кушпеля, П.В. За-
дерея, В.I. Рукасова, А.С. Романюка, А.С. Сердюка, В.С. Романю-
ка, В.В. Савчука, I.В. Соколенка, Ю.I. Харкевича, С.О. Чайченка,
А.Л. Шидлiча, В.А. Войтовича, Є.Ю. Овсiя та iн.

Незважаючи на серйозний просув у данiй тематиицi, залишалася
вiдкритою низка деяких дуже важливих питань, пов’язаних iз знахо-
дженням асимптотичних рiвностей або ж точних порядкових оцiнок
для наближень сумами Фур’є, найкращих ортогональних тригоно-
метричних наближень, найкращих наближень в рiвномiрнiй та iнте-
гральнiй метриках на класах 𝐶𝜓𝛽,𝑝 (𝐿𝜓𝛽,𝑝), зокрема у випадках, коли
послiдовностi 𝜓(𝑘) спадають до нуля швидше за довiльну степеневу
функцiю. Дослiдженню цих питань присвячено роздiли 2 та 3 дисер-
тацiйної роботи.

В багатьох роздiлах математики та iнших наук (зокрема для мо-
делювання фiзичних процесiв, мiнiмiзацiї похибки наближень та iн.)
виникає задача про розподiл великих скiнченних точкових множин
на многовидах якомога бiльш рiвномiрно в тому чи iншому сенсi. За-
звичай розглядають декiлька показникiв “якостi“ точкових множин,
якi оцiнюють ефективнiсть розподiленостi точкової конфiгурацiї, а
саме: похибка iнтегрування, дискрепанс, роздiлення та пакування.
Ще однiєю важливою властивiстю, яку можна додати до цього спи-
ску, є гiперрiвномiрнiсть.

Вперше поняття гiперрiвномiрностi послiдовностей точкових мно-
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жин було представлено в 2003 р. в роботi С. Торкiато i Ф. Стiлiнге-
ра в просторi R𝑑, а на компактних просторах — в 2018 р. в роботi
Й. Браухарта, П. Грабнера та В. Куснера, де в ролi компактного мно-
говида була розглянута 𝑑-вимiрна одинична сфера. В обох випадках
гiперрiвномiрнiсть була означена порiвнянням поведiнки дисперсiї
послiдовностi точкових конфiгурацiй з випадком незалежно одна-
ково розподiлених точок (independent and identically distributed або
скорочено i.i.d. конфiгурацiй), тобто дисперсiя гiперрiвномiрної то-
чкової множини є меншою нiж дисперсiя i.i.d. точкової конфiгурацiї.
Гiперрiвномiрнiсть знайшла велику кiлькiсть рiзноманiтних застосу-
вань в рiзних сферах, вона дозволяє створити єдину основу для кла-
сифiкацiї i структурної характеристики кристалiв, квазiкристалiв i
екзотичних невпорядкованих рiзновидiв. Тому подальше дослiдже-
ння гiперрiвномiрностi точкових множин, зокрема на компактних
многовидах, таких як 𝑑-вимiрний тор, залишається перспективним
i актуальним. Вивченню цих та деяких iнших питань присвячено 5
роздiл дисертацiї.

Проблеми вiдшукання оптимальних точкових конфiгурацiй на
сферi в останнi десятилiття набули особливо широкої популярностi.
У цьому напрямку активно працюють багато вiдомих математикiв
зi всього свiту, зокрема Я. Слоан, Е. Сафф, Дж. Бек, В. Чен, Р. Во-
мерслей, Г. Вожняковський, Х. Мхаскар, К. Столярський та iншi.
Окремо вiдзначимо українських дослiдникiв: М. В’язовську А. Бон-
даренка, Д. Радченка, якi у 2013 роцi одержали вагомi результа-
ти, пов’язанi з проблемою про iснування сферичних 𝑡-дизайнiв на
𝑑-вимiрнiй сферi. Сферичнi 𝑡-дизайни є однiєю з найвiдомiших то-
чкових конфiгурацiй. Велика кiлькiсть прикладних задач можуть
бути сформульованi як задача дискретної мiнiмальної 𝑠-енергiї Рiсса
та дискретної логарифмiчної енергiї. Дискретна логарифмiчна енер-
гiя означається як середнє значення деякої 𝑁 -точкової конфiгурацiї
логарифмiчного потенцiалу, який також ще називають потенцiалом
Кулона, i який є одним з ключових понять теорiї електричного по-
ля. Тому актуальним є дослiдження властивостей та знаходження
оцiнок похибок iнтегрування, енергiй для 𝑡-дизайнiв та для iнших
точкових множин.

Поряд iз 𝑑-вимiрною сферою, iншими, не менш важливими компа-
ктними многовидами, є проєктивнi простори. Зауважимо, що кожен
з проєктивних просторiв може бути вкладений в одиничну сферу
достатньо великої розмiрностi, в цьому випадку хордальна вiдстань
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стає евклiдовою вiдстанню. В часткових випадках на комплексному
та дiйсному проєктивному просторi логарифмiчна енергiя та енергiя
Рiсса дослiджувались в роботах О. Алехайне, А. Асерди, Ф. Асiли,
К. Бельтрана, У. Етайо. Мiнiмальна енергiя Рiсса на сферi дослiджу-
валась в роботах Е. Саффа, Дж. Вагнера, Д. Хардiна, Й. Браухарта
та iн. Виникла необхiднiсть результати, якi ранiше були отриманi для
сфери, розповсюдити на проєктивнi простори FP𝑑−1 над полем дiй-
сних чисел, комплексних чисел, кватернiонiв та октонiонiв. Розв’я-
занню цiєї задачi присвячено роздiл 4 дисертацiйного дослiдження.

Пiдсумовуючи сказане, робимо висновок, що дослiдження, пов’я-
занi з вивченням апроксимативних властивостей сум Фур’є, iнтерпо-
ляцiйних полiномiв, а також з вивченням екстремальних властиво-
стей точкових множин на багатовимiрних многовидах, є актуальни-
ми.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, тема-
ми. Дисертацiю виконано у вiддiлi теорiї функцiй Iнституту матема-
тики НАН України згiдно з науково-дослiдними темами «Дослiдже-
ння структурних та апроксимацiйних властивостей функцiональ-
них множин» (номер держреєстрацiї 0121U100477),«Апроксимацiйнi
характеристики та структурнi властивостi функцiональних мно-
жин» (номер держреєстрацiї 0116U003102), «Розробка аналiтичних
та чисельно-аналiтичних методiв дослiдження задач сучасного при-
родознавства» (номер держреєстрацiї 0117U004077) та грантом НАН
України дослiдницьким лабораторiям/групам молодих вчених НАН
України «Еволюцiйнi крайовi задачi й апроксимативнi властивостi
функцiональних множин та їх застосування» (номер держреєстрацiї
0118U005389).

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiї є знахо-
дження асимптотичних оцiнок низки важливих апроксимацiйних ха-
рактеристик функцiональних множин (наближень сумами Фур’є,
наближень iнтерполяцiйними тригонометричними полiномами, най-
кращих наближень, найкращих ортогональних наближень, найгiр-
ших похибок чисельного iнтегрування), знаходження асимптотичних
оцiнок для дискретних енергiй та встановлення нових екстремаль-
них властивостей та факту гiперрiвномiрностi точкових конфiгура-
цiй (сферичних 𝑡-дизайнiв, QMC-дизайнiв, ймовiрнiсних точкових
конфiгурацiй та iн.) на деяких рiманових многовидах.

Об’єктом дослiдження є класи (𝜓, 𝛽)–диференцiйовних в сенсi
Степанця функцiй та багатовимiрнi точковi конфiгурацiї.
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Предметом дослiдження є асимптотична поведiнка (в сенсi силь-
ної або слабкої асимптотики) апроксимативних характеристик кла-
сiв (𝜓, 𝛽)–диференцiйовних функцiй (похибок наближень сумами
Фур’є ℰ𝑛(𝐹 )𝑠, наближень iнтерполяцiйними тригонометричними по-
лiномами ℰ̃𝑛(𝐹 ;𝑥), найкращих наближень 𝐸𝑛(𝐹 )𝑠, найкращих ор-
тогональних наближень 𝑒⊥𝑚(𝐹 )𝑠); асимптотична поведiнка дискре-
тних енергiй 𝐸𝐾(Ω, 𝑋𝑁 ), ℰ𝐾(Ω, 𝑁) на одиничнiй багатовимiрнiй сфе-
рi та проєктивних просторах та найгiрших похибок iнтегрування
wce(𝑄[𝑋𝑁 ];𝑋) на гiльбертових просторах на сферi та на торi в про-
сторi R𝑑; властивостi гiперрiвномiрностi деяких визначених (детер-
мiнiстичних) та ймовiрнiсних точкових множин.

Завдання дослiдження:
∙ Знайти асимптотичнi рiвностi для точних верхнiх меж наближень
сумами Фур’є в рiвномiрнiй метрицi на класах 2𝜋–перiодичних фун-
кцiй, якi представляються у виглядi згорток функцiй, якi належать
до одиничних куль просторiв 𝐿𝑝, з узагальненими ядрами Пуассона.
∙ Знайти асимптотичнi рiвностi для точних верхнiх меж наближень
сумами Фур’є в метриках просторiв Лебега на класах узагальнених
iнтегралiв Пуассона перiодичних функцiй, якi належать одиничнiй
кулi простору 𝐿1.
∙ Встановити нерiвностi типу Лебега, на множинах 2𝜋–перiодичних
функцiй 𝑓 , котрi задаються (𝜓, 𝛽)–iнтегралами вiд функцiй 𝜙 iз 𝐿1,
в яких рiвномiрнi норми вiдхилень сум Фур’є виражаються через
найкращi наближення в середньому тригонометричними полiнома-
ми функцiй 𝜙. Довести асимптотичну непокращуванiсть одержаних
оцiнок за умови, коли послiдовностi 𝜓(𝑘) спадають до нуля швидше
за довiльну степеневу функцiю.
∙ Встановити асимптотичнi рiвностi для точних верхнiх меж рiвно-
мiрних наближень сумами Фур’є на класах (𝜓, 𝛽)–iнтегралiв вiд фун-
кцiй 𝜙, що належать одиничнiй кулi з простору 𝐿1 у випадку, коли
послiдовностi 𝜓(𝑘) спадають швидше за довiльну степеневу функцiю
i повiльнiше за геометричну прогресiю.
∙ Встановити асимптотично непокращуванi нерiвностi типу Лебега
для 2𝜋-перiодичних функцiй 𝑓 , якi означаються узагальненими iнте-
гралами Пуассона функцiй 𝜙 з 𝐿𝑝, в яких рiвномiрнi норми вiдхилень
функцiй вiд їх частинних сум Фур’є виражаються через найкращi
наближення функцiй 𝜙 в метрицi простору 𝐿𝑝.
∙ Отримати точнi порядковi оцiнки для наближень сумами Фур’є,
найкращих наближень та найкращих тригонометричних наближень
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в iнтегральних метриках класiв 2𝜋–перiодичних функцiй, чиї (𝜓, 𝛽)–
похiднi належать до одиничної кулi простору 𝐿∞.
∙ Встановити асимптотично непокращуванi iнтерполяцiйнi анало-
ги нерiвностей типу Лебега для узагальнених iнтегралiв Пуассона
функцiй 𝜙 з простору 𝐿𝑝, 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞. В зазначених нерiвностях мо-
дулi вiдхилень iнтерполяцiйних полiномiв Лагранжа при кожному
𝑥 ∈ R виражаються через найкращi наближення 𝐸𝑛(𝜙)𝐿𝑝

функцiй 𝜙
тригонометричними полiномами в 𝐿𝑝–метриках.
∙ Знайти асимптотичнi рiвностi для точних верхнiх меж поточко-
вих наближень iнтерполяцiйними тригонометричними полiномами
Лагранжа на класах 𝐶𝛼,𝑟𝛽,𝑝 узагальнених iнтегралiв Пуассона фун-
кцiй, що належать одиничним кулям просторiв 𝐿𝑝, 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞.
∙ Встановити iнтерполяцiйнi аналоги нерiвностей типу Лебега на
множинах 𝐶𝜓𝛽 𝐿1 2𝜋–перiодичних функцiй 𝑓 , котрi задаються згор-
тками твiрного ядра Ψ𝛽(𝑡) з функцiями 𝜙 iз 𝐿1. Показати, що коли
послiдовностi модулiв коефiцiєнтiв Фур’є цього ядра спадають до
нуля швидше за довiльну степеневу функцiю, отриманi нерiвностi в
рядi важливих випадкiв є асимптотично точними.
∙ Встановити асимптотичнi рiвностi для точних верхнiх меж пото-
чкових наближень iнтерполяцiйними тригонометричними полiнома-
ми на класах згорток твiрного ядра Ψ𝛽 iз функцiями 𝜙, що належать
одиничнiй кулi з простору 𝐿1, у випадку коли послiдовностi модулiв
коефiцiєнтiв Фур’є цього ядра спадають до нуля швидше за довiльну
степеневу функцiю.
∙ Отримати оцiнки знизу та зверху для найгiршої похибки iнте-
грування на одиничнiй сферi S𝑑 ⊂ R𝑑+1, 𝑑 ≥ 2, на модифiкованих
класах типу Соболєва H 𝑑

2 ,𝛾(S𝑑), 𝛾 > 1
2 , з критичним показником 𝑑

2
та додатковим логарифмiчним множником. Встановити оцiнку звер-
ху для найгiршої похибки iнтегрування, для сферичних 𝑡-дизайнiв,
а також оцiнку знизу найгiршої похибки iнтегрування для довiльної
точкової множини.
∙ Знайти асимптотичнi рiвностi для дискретних 𝑠-енергiй Рiсса
та логарифмiчної енергiй для послiдовностей добре розподiлених 𝑡-
дизайнiв та так званих стратифiкованих вибiрок (jittered sampling)
на одиничнiй сферi.
∙ Встановити двостороннi оцiнки для мiнiмальних 𝑠-енергiй, енер-
гiй Рiсса, дискретної логарифмiчної енергiї та енергiї Грiна на проє-
ктивних просторах FP𝑑−1 над скалярними областями F дiйсних чи-
сел, комплексних чисел, кватернiонiв чи октонiонiв. Записати оцiнки
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в загальному виглядi для всiх чотирьох проєктивних просторiв: дiй-
сного, комплексного проєктивних просторiв, проєктивного простору
кватернiонiв та простору Келi через їх параметри.
∙ Означити поняття гiперрiвномiрнiстi послiдовностей точкових
множин на 𝑑-вимiрному торi TΛ для великих i малих куль та
куль промiжного розмiру. Встановити, чи гiперрiвномiрнi точковi
множини є рiвномiрно розподiленi на 𝑑-вимiрному торi. Дослiдити
на гiперрiвномiрнiсть послiдовностi QMC–дизайнiв класiв Соболєва
𝑊𝛼,2(TΛ), ймовiрнiснi точковi процеси (вiдповiдно до стратифiкова-
них вибiрок) i деякi детермiнантовi точковi процеси для великих i
малих куль та куль промiжного розмiру на 𝑑-вимiрному торi.

Методи дослiдження. У роботi застосовуються загальнi ме-
тоди математичного аналiзу, теорiї функцiй, теорiї ймовiрностей, а
також деякi методи чисельного аналiзу та теорiї потенцiалу. Крiм
того, використано методи теорiї екстремальних задач, методи тео-
рiї дискрепансу, теорiї (𝑡,𝑚, 𝑠)–сiток, методи мiнiмiзацiї потенцiалiв
вiдповiдним чином вдосконаленi, розвинутi або модифiкованi, у за-
лежностi вiд особливостей розв’язуваних задач.

Наукова новизна отриманих результатiв. Основнi результа-
ти, якi визначають наукову новизну, i виносяться на захист, такi:
∙ Отримано асимптотичнi рiвностi для точних верхнiх меж набли-
жень сумами Фур’є в рiвномiрнiй метрицi на класах 2𝜋–перiодичних
функцiй, якi представляються у виглядi згорток функцiй 𝜙, якi на-
лежать до одиничних куль просторiв 𝐿𝑝, з узагальненими ядрами
Пуассона.
∙ Знайдено асимптотичнi рiвностi для точних верхнiх меж набли-
жень сумами Фур’є в метриках просторiв Лебега на класах узагаль-
нених iнтегралiв Пуассона перiодичних функцiй, якi належать оди-
ничнiй кулi простору 𝐿1.
∙ Встановлено нерiвностi типу Лебега, на множинах 2𝜋–
перiодичних функцiй 𝑓 , котрi задаються (𝜓, 𝛽)–iнтегралами вiд
функцiй 𝜙 iз 𝐿1, в яких рiвномiрнi норми вiдхилень сум Фур’є
виражаються через найкращi наближення в середньому триго-
нометричними полiномами функцiй 𝜙. Доведено асимптотичну
непокращуванiсть одержаних оцiнок за умови, коли послiдовностi
𝜓(𝑘) спадають до нуля швидше за довiльну степеневу функцiю.
∙ Встановлено асимптотичнi рiвностi для точних верхнiх меж рiв-
номiрних наближень сумами Фур’є на класах (𝜓, 𝛽)–iнтегралiв вiд
функцiй 𝜙, що належать одиничнiй кулi з простору 𝐿1 у випадку, ко-
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ли послiдовностi спадають швидше за довiльну степеневу функцiю i
повiльнiше за геометричну прогресiю.
∙ Встановлено асимптотично непокращуванi нерiвностi типу Лебе-
га для 2𝜋-перiодичних функцiй 𝑓 , якi означаються узагальненими
iнтегралами Пуассона функцiй 𝜙 з 𝐿𝑝, в яких рiвномiрнi норми вiд-
хилень функцiй вiд їх частинних сум Фур’є виражаються через най-
кращi наближення функцiй 𝜙 в метрицi простору 𝐿𝑝.
∙ Отримано точнi порядковi оцiнки для наближень сумами Фур’є,
найкращих наближень та найкращих тригонометричних наближень
в iнтегральних метриках класiв 2𝜋–перiодичних функцiй, чиї (𝜓, 𝛽)–
похiднi належать до одиничної кулi простору 𝐿∞.
∙ Встановлено асимптотично непокращуванi iнтерполяцiйнi анало-
ги нерiвностей типу Лебега для узагальнених iнтегралiв Пуассона
функцiй 𝜙 з простору 𝐿𝑝, 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞. В зазначених нерiвностях мо-
дулi вiдхилень iнтерполяцiйних полiномiв Лагранжа при кожному
𝑥 ∈ R виражаються через найкращi наближення 𝐸𝑛(𝜙)𝐿𝑝

функцiй 𝜙
тригонометричними полiномами в 𝐿𝑝–метриках.
∙ Знайдено асимптотичнi рiвностi для точних верхнiх меж пото-
чкових наближень iнтерполяцiйними тригонометричними полiнома-
ми Лагранжа на класах 𝐶𝛼,𝑟𝛽,𝑝 узагальнених iнтегралiв Пуассона фун-
кцiй, що належать одиничним кулям просторiв 𝐿𝑝, 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞.
∙ Встановлено iнтерполяцiйнi аналоги нерiвностей типу Лебега на
множинах 𝐶𝜓𝛽 𝐿1 2𝜋–перiодичних функцiй 𝑓 , котрi задаються згор-
тками твiрного ядра Ψ𝛽(𝑡) з функцiями 𝜙 iз 𝐿1. Показано, що коли
послiдовностi модулiв коефiцiєнтiв Фур’є цього ядра спадають до
нуля швидше за довiльну степеневу функцiю, отриманi нерiвностi в
рядi важливих випадкiв є асимптотично точними.
∙ Встановлено асимптотичнi рiвностi для точних верхнiх меж пото-
чкових наближень iнтерполяцiйними тригонометричними полiнома-
ми на класах згорток твiрного ядра Ψ𝛽 iз функцiями 𝜙, що належать
одиничнiй кулi з простору 𝐿1, у випадку коли послiдовностi модулiв
коефiцiєнтiв Фур’є цього ядра спадають до нуля швидше за довiльну
степеневу функцiю.
∙ Отримано оцiнки знизу та зверху для найгiршої похибки iнте-
грування на одиничнiй сферi S𝑑 ⊂ R𝑑+1, 𝑑 ≥ 2, на модифiкованих
класах типу Соболєва H 𝑑

2 ,𝛾(S𝑑), 𝛾 > 1
2 , з критичним показником 𝑑

2 та
додатковим логарифмiчним множником. Встановлено оцiнку зверху
для найгiршої похибки iнтегрування, для сферичних 𝑡-дизайнiв, а
також оцiнку знизу найгiршої похибки iнтегрування для довiльної
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точкової множини.
∙ Знайдено асимптотичнi рiвностi для дискретних 𝑠-енергiй Рiсса
та логарифмiчної енергiй для послiдовностей добре розподiлених 𝑡-
дизайнiв та стратифiкованих вибiрок на одиничнiй сферi.
∙ Встановлено двостороннi оцiнки для мiнiмальних 𝑠-енергiй, енер-
гiй Рiсса, дискретної логарифмiчної енергiї та енергiї Грiна на проє-
ктивних просторах FP𝑑−1 над скалярними областями F дiйсних чи-
сел, комплексних чисел, кватернiонiв чи октонiонiв. Записано оцiнки
в загальному виглядi для всiх чотирьох проєктивних просторiв: дiй-
сного, комплексного проєктивних просторiв, проєктивного простору
кватернiонiв та простору Келi через їх параметри.
∙ Означено поняття гiперрiвномiрнiстi послiдовностей точкових
множин на 𝑑-вимiрному торi TΛ для великих i малих куль та куль
промiжного розмiру. Встановлено, що гiперрiвномiрнi точковi мно-
жини є рiвномiрно розподiленi на 𝑑-вимiрному торi. Дослiджено
на гiперрiвномiрнiсть послiдовностi QMC–дизайнiв класiв Соболєва
𝑊𝛼,2(TΛ), ймовiрнiснi точковi процеси (вiдповiдно до стратифiкова-
них вибiрок) i деякi детермiнантовi точковi процеси для великих i
малих куль та куль промiжного розмiру на 𝑑-вимiрному торi.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна
робота носить в основному теоретичний характер. Результати ро-
боти i методика їх отримання можуть бути використанi при дослi-
дженнi рiзноманiтних питань математичного аналiзу, теорiї набли-
ження функцiй та обчислювальної математики. Результати, пов’я-
занi з побудовою полiномiальних решiткових квадратурних формул
(polynomial lattice rules), можуть мати застосування в страхуваннi,
зокрема при розрахунках вимог до необхiдного капiталу для забез-
печення платоспроможностi (Solvency Capital Requirement).

Особистий внесок здобувача. Результати дисертацiйної робо-
ти опублiковано у 15-ти статтях, з яких двi одноосiбнi. Всi результа-
ти, якi виносяться на захист, є власними результатами здобувачки.

Статтi [1, 3, 4, 7, 9, 11, 14, 15] написано спiльно з науковим кон-
сультантом А.С. Сердюком, якому належить визначення напрямiв
дослiджень та деяких iдей щодо розв’язання поставлених задач. Вне-
сок обох авторiв зазначених робiт рiвноцiнний. Здобувачка незале-
жно i самостiйно здiйснювала доведення усiх результатiв спiльних
робiт, наслiдкiв з них, брала участь у формулюваннi та перевiрцi
робочих гiпотез дослiджень.

У роботi [2] всi спiвавтори незалежно виконували обрахунки або
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перевiряли їх, а також брали участь у їхньому обговореннi.
У статтях [5, 6] в доведеннi основного результату та допо-

мiжних тверджень внесок всiх спiвавторiв рiвноцiнний, спiвав-
тори незалежно виконували обрахунки, обгрунтування результа-
тiв та їх перевiрку, а також брали участь у їхньому обгово-
реннi. Результати робiт [5, 6] включенi О. Осiсiогу (O. Osisiogu)
у дисертацiю на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї
“Quasi-Monte Carlo Methods: Component-by- Component Algorithms”
(https://epub.jku.at/obvulihs/content/titleinfo/7872975/full.pdf)

У роботах [12, 13] внесок авторiв рiвноцiнний. Дисертантка неза-
лежно i самостiйно здiйснювала доведення усiх результатiв спiльних
робiт, брала участь у формулюваннi та перевiрцi робочих гiпотез до-
слiджень.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати роботи бу-
ли представленi, доповiдалися i обговорювалися на: international
Conference “Constructive Functions 2025” in conjunction with the 37th
Shanks Lecture Celebrating Ed Saff’s 80th birthday, Vanderbilt Uni-
versity, Nashville, Tennessee, USA, May 19-22, 2025; international
Conference “Unexpected Phenomena in Energy Minimization and Polari-
zation” (UP24), Sofia, Bulgaria, December 9-13, 2024; international
Conference on Approximation and Potential Theory. September 22-24,
2023, Georgia, USA; workshop “From Modeling and Analysis to Approxi-
mation and Fast Algorithms” , September, 02-06, 2023, Hasenwinkel,
Germany; international workshop entitled “Current Trends in Analysis
and Approximation Theory July 18, 2023, Roma, Italy; мiжнародiй на-
уковiй конференцiї “Algebraic and geometric methods of analysis” ,
29 травня- 1 червня 2023 р., Одеса; мiжнародiй науковiй конфе-
ренцiї “Сучаснi проблеми механiки та математики — 2023”, 23–25
травня 2023 р., Львiв, Україна; мiжнароднiй науковiй конферен-
цiї “Прикладна математика та iнформацiйнi технологiї”, 22-24 ве-
ресня 2022 р, Чернiвцi; the International online conference “Current
trends in abstract and applied analysis”, May 12 – 15, 2022, Ivano-
Frankivsk; international conference “Theory of approximation functions
and its applications”, June 6–10, 2022 Lutsk; мiжнародних семiнарах
(Hyper)Complex Seminar, Бедлево (Польща), 2016, 2017, 2018, 2021;
9th International Online Conference on “Mathematical Analysis, Di-
fferential Equation & Applications MADEA 9”, Kyrgyz-Turkish Manas
University (Bishkek), June 21-25, 2021; online Seminar “From Modeling
Analysis to Approximation”, University of Lübeck, Germany, April 23,
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2021, Lübeck, Germany; 11th International Skorobahat’ko Conference,
October 26- 30, 2020, Online talk, Lviv; conference in Monte Carlo
& Quasi-Monte Carlo Methods in Scientific Computing, August 10-
14, 2020, online talk, Oxford, UK; workshop “Analytical Modeling and
Approximation Methods”, March 4-8, 2020, Berlin; workshop Algorithms
& Complexity in High Dimensions, September 30-October 4, 2019, Graz,
Austria; 8th Workshop on High-Dimensional Approximation, September
9-13, 2019, ETH, Zurich, Switzerland; the 15th International Symposi-
um on Orthogonal Polynomials, Special Functions and Applications
(OPSFA) 22-25 July, 2019 Hagenberg, Austria; international congress
on industrial and applied Mathematics, July 15-19, 2019, Valencia,
Spain; the 12th International Conference on Monte Carlo Methods and
Applications, July 8-12, 2019, Sydney, Australia; workshop “Approxi-
mation, sampling, and compression in high dimensional problems”,
Isaac Newton Institute for Mathematical Sciences, June 16-23, 2019,
Cambridge, UK; Conference Optimal Point Configurations and Potenti-
al Theory, CIEM, Castro Urdiales, April 8th-11th, 2019, Cantabria,
Spain; Final AMMODIT Conference “Mathematics for Life Sciences”,
March 18-22, 2019, Kyiv; RICAM Special Semester on Multivariate
Algorithms and their Foundations in Number Theory, Workshop: Di-
screpancy, November 30, 2018, Linz, Austria; Midwestern Workshop on
Asymptotic Analysis, October 6, 2018, Indiana University, Bloomington,
USA; MCQMC conference, July 1-6; 2018, Rennes, France; conference
“Harmonic Analysis and Applications”, June 4-8, 2018, Strobl, Austria;
ICERM Semester Program on “Point Configurations in Geometry, Physi-
cs and Computer Science”, February 25- March 25, 2018, ICERM, Brown
University, USA; international Conference in Approximation Theory,
May 8-11, 2017, Savannah, USA; workshop Optimal Point Configurati-
ons and Orthogonal Polynomials 2017, April 19-22, 2017, Castro Urdi-
ales, Spain; the 7th European Congress of Mathematics, July 18-22,
2016, Berlin; семiнарах вiддiлу теорiї функцiй (Iнститут математики
НАН України; керiвник семiнару: доктор фiз.-мат. наук, професор,
А.С. Романюк); семiнарах кафедри математичного аналiзу та опти-
мiзацiї Днiпровського нацiонального унiверситету iменi Олеся Гонча-
ра, керiвник семiнару — доктор фiз.-мат. наук, проф. Н. В. Парфiно-
вич; cемiнарi “Сучасний аналiз” в Київському нацiональному унiвер-
ситетi iменi Тараса Шевченка, керiвники семiнару — академiк НАН
України I.О. Шевчук, доктор фiз.-мат. наук, проф. О.О. Курченко,
доктор фiз.- мат. наук, проф. В.М. Радченко; семiнарi з теорiї аналi-
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тичних функцiй Львiвського нацiонального унiверситету iменi Iвана
Франка, керiвник семiнару — доктор фiз.-мат. наук, проф. О.Б. Ска-
скiв; семiнарах молодих вчених Iнституту математики НАН України;
cемiнарi кафедри теорiї функцiй та методики навчання математики,
ВНУ iменi Лесi Українки, Луцьк; seminar “From Modeling Analysis
to Approximation”, University of Lübeck, Germany, керiвник семiна-
ру – проф. Ю. Престiн; Computational Analysis Seminar, Vanderbi-
lt University, Nashville, USA, керiвник семiнару – проф. Ед. Сафф;
колоквiумi iнституту математики унiверситету Любека, Нiмеччина,
керiвник семiнару – проф. Ю. Престiн; postdoc seminar, ICERM,
Brown University, USA; SFB-Seminar iнституту аналiзу i теорiї чи-
сел Технiчного унiверститету в Грацi, Австрiя, керiвник семiнару –
проф. П. Грабнер; Point Distributions Webinar — щотижневому он-
лайн семiнарi, органiзованому в 2020–2022 рр., органiзатори вебiна-
ру — D. Ferizovic, M. Mastrianni, R. Matzke, T. Stepaniuk, A. Vlasiuk.
https://vlasiuk.com/PDseminar/

Публiкацiї. Результати дисертацiї висвiтлено у 51 науковiй пу-
блiкацiї, з них 15 — статтi у наукових виданнях, внесених до перелiку
наукових фахових видань України, закордонних виданнях, а також
35 публiкацiй у тезах доповiдей i матерiалах мiжнародних та вiтчи-
зняних конференцiй. Статтi [2 –14], проiндексованi у мiжнародних
наукометричних базах Scopus або Web of Science. Статтi [2], [5], [6],
[8], [9], [12]–[13] опублiкованi у виданнях з квартиля Q1-Q2 вiдповiд-
но до класифiкацiї SCImago Journal and Country Rank, статтi [3], [4],
[11] i [14] у виданнях з квартиля Q3. Вiдповiдно до п. 2 Наказу № 1220
МОН України вiд 23.09.2019 вказанi 15 статей зараховуються як 33
науковi публiкацiї. Результати дисертацiї додатково вiдображено у
публiкацiї [16]. Публiкацiї [8], [10] одноосiбнi.

Структура й обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi змi-
сту, анотацiї, перелiку умовних позначень, вступу, п’яти роздiлiв,
списку використаних джерел, що мiстить 251 найменування, i дода-
ткiв. Загальний обсяг дисертацiї налiчує 383 сторiнках, iз них список
використаних джерел мiститься на 22 сторiнках, а додатки — на 35
сторiнках.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ
У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дослiдження, сфор-

мульовано мету, об’єкт, предмет, завдання й методи дослiдження,
зазначено наукову новизну отриманих результатiв, їхнє практичне
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значення, зв’язок роботи з науковими темами й особистий внесок
здобувача, наведено перелiк публiкацiй за темою дисертацiї.

У першому роздiлi наведено основнi означення та огляд лiтера-
тури. Зокрема в пiдроздiлi 1.1 означено класи перiодичних (𝜓, 𝛽)–
диференцiйовних функцiй, класи (𝜓, 𝛽)–iнтегралiв, iнтерполяцiйних
полiномiв Лагранжа та таких апроксимативних характеристик кла-
сiв функцiй, як наближення сумами Фур’є, найкращi тригонометри-
чнi наближення, найкращi тригонометричнi ортогональнi наближен-
ня та поточковi наближення iнтерполяцiйними полiномами Лагран-
жа. В пiдроздiлi 1.2 зроблено огляд вiдомих результатiв наближень
сумами Фур’є в сенсi сильної та слабкої асимптотики, а в пiдроз-
дiлi 1.3 — огляд вiдомих результатiв стосовно наближення iнтерпо-
ляцiйними полiномами Лагранжа на класах 2𝜋–перiодичних, дифе-
ренцiйовних функцiй. В пiдроздiлi 1.4 дано означення сферичних
𝑡-дизайнiв, найгiршої похибки чисельного iнтегрування, дискретних
енергiй на одиничнiй 𝑑-вимiрнiй сферi та наведено коротку iстори-
чну довiдку дослiдження згаданих величин. Iсторичнi вiдомостi що-
до встановлення оцiнок дискретних енергiй на проєктивних просто-
рах подано в пiдроздiлi 1.5. Поняття гiперрiвномiрностi та характе-
ристики гiперрiвномiрних точкових множин на скiнченних многови-
дах наведено в пiдроздiлi 1.6. В пiдроздiлi 1.7 сформульовано задачу
найгiршої похибки чисельного iнтегрування для точкових множин
побудованих методом квазi-Монте Карло, а також зроблено огляд
вiдомих результатiв.

Другий роздiл дисертацiї присвячено розв’язанню зада-
чi Колмогорова-Нiкольського для сум Фур’є на класах (𝜓, 𝛽)–
диференцiйовних функцiй та деяким сумiжним питанням.

Нехай 𝐿𝑝, 1 ≤ 𝑝 < ∞, простiр 2𝜋–перiодичних сумовних у 𝑝-му
степенi на [0, 2𝜋) функцiй 𝑓 : R → R, з нормою ‖𝑓‖𝐿𝑝

= ‖𝑓‖𝑝 :=(︁ 2𝜋∫︀
0

|𝑓(𝑡)|𝑝𝑑𝑡
)︁ 1

𝑝

; 𝐿∞ — простiр вимiрних i суттєво обмежених 2𝜋–

перiодичних функцiй 𝑓 : R → R з нормою ‖𝑓‖∞ = ess sup
𝑡

|𝑓(𝑡)|; 𝐶 —

простiр неперервних 2𝜋–перiодичних функцiй 𝑓 : R → R з нормою
‖𝑓‖𝐶 = max

𝑡
|𝑓(𝑡)|.

Означення 1.1. Нехай 𝑓 — функцiя iз 𝐿1, 𝜓(𝑘) — довiльна фiксова-
на послiдовнiсть дiйсних чисел i 𝛽 — фiксоване дiйсне число. Нехай
далi 𝜓(𝑘) — довiльна фiксована послiдовнiсть дiйсних чисел i 𝛽 —
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фiксоване дiйсне число. Якщо ряд
∞∑︁
𝑘=1

1

𝜓(𝑘)

(︁
𝑎𝑘 cos

(︁
𝑘𝑥+

𝛽𝜋

2

)︁
+ 𝑏𝑘 sin

(︁
𝑘𝑥+

𝛽𝜋

2

)︁)︁
,

де 𝑎𝑘 := 1
𝜋

𝜋∫︀
−𝜋
𝑓(𝑡) cos 𝑘𝑡𝑑𝑡, 𝑏𝑘 := 1

𝜋

𝜋∫︀
−𝜋
𝑓(𝑡) sin 𝑘𝑡𝑑𝑡 — коєфiцiєнти Фур’є

функцiї 𝑓 , є рядом Фур’є деякої функцiї 𝜙 з 𝐿1, то цю функцiю нази-
вають (𝜓, 𝛽)-похiдною функцiї 𝑓 i позначають через 𝑓𝜓𝛽 (·) = 𝐷𝜓

𝛽 (𝑓, ·).
Множину всiх функцiй 𝑓 , для яких iснує (𝜓, 𝛽)-похiдна, позна-

чають через 𝐿𝜓𝛽 . Якщо 𝑓 ∈ 𝐿𝜓𝛽 i, крiм того, 𝑓𝜓𝛽 ∈ N, N ⊂ 𝐿1 то
кажуть, що функцiя 𝑓 належить класу 𝐿𝜓𝛽N. Якщо 𝑓 ∈ 𝐿𝜓𝛽 i, крiм
того, 𝑓𝜓𝛽 ∈ 𝐵𝑝 = ‖𝜙‖𝑝 ≤ 1, 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, то записують 𝑓 ∈ 𝐿𝜓𝛽,𝑝. Пiд-
множини неперервних функцiй iз 𝐿𝜓𝛽 та 𝐿𝜓𝛽N позначають через 𝐶𝜓𝛽
та 𝐶𝜓𝛽N вiдповiдно.

Якщо послiдовнiсть 𝜓(𝑘) i параметр 𝛽 є такими, що ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝜓(𝑘) cos(𝑘𝑥− 𝛽𝜋
2 ) є рядом Фур’є сумовної функцiї Ψ𝛽(𝑥) (в цьому

випадку записують, що (𝜓, 𝛽) ∈ 𝐹0), то елементи 𝑓 з множини 𝐿𝜓𝛽N
при будь–якому 𝛽 ∈ R i майже для всiх 𝑥 ∈ R представляються за
допомогою згортки

𝑓(𝑥) =
𝑎0
2

+
1

𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

Ψ𝛽(𝑥− 𝑡)𝜙(𝑡)𝑑𝑡, 𝑎0 ∈ R, 𝜙 ∈ N, 𝜙 ⊥ 1. (2)

Якщо функцiї 𝑓 та 𝜙 пов’язанi за допомогою спiввiдношення (2), то
функцiю 𝑓 називають (𝜓, 𝛽)–iнтегралом функцiї 𝜙. Множину всiх
(𝜓, 𝛽)–iнтегралiв функцiї 𝜙 ∈ N позначають через 𝐿

𝜓

𝛽N. При цьому

покладають 𝐶
𝜓

𝛽N = 𝐶 ∩ 𝐿
𝜓

𝛽N. Якщо (𝜓, 𝛽) ∈ 𝐹0, 𝜓(𝑘) ̸= 0, то, як

показав О.I. Степанець, має мiсце рiвнiсть 𝐿
𝜓

𝛽N = 𝐿𝜓𝛽N.
Якщо 𝜓(𝑘) = 𝑘−𝑟, 𝑟 > 0, то майже скрiзь 𝑓𝜓𝛽 = 𝑓𝑟𝛽 i в цьому ви-

падку класи 𝐶𝜓𝛽,𝑝 є вiдомими класами Вейля–Надя 𝑊 𝑟
𝛽,𝑝. У випадку,

коли 𝜓(𝑘) = 𝑒−𝛼𝑘
𝑟

, 𝛼 > 0, 𝑟 > 0, класи 𝐶𝜓𝛽N, 𝛽 ∈ R, позначають
через 𝐶𝛼,𝑟𝛽 N i називають класами узагальнених iнтегралiв Пуасона.

Вiдхилення вiд функцiї 𝑓 ∈ 𝐿𝑝 її частинної суми Фур’є 𝑆𝑛−1(𝑓 ;𝑥)
порядку 𝑛− 1 будемо позначати через 𝜌𝑛(𝑓 ;𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑆𝑛−1(𝑓 ;𝑥).
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Для довiльного класу 𝐹 ⊂ 𝐿𝑝, 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, розглянемо величини

ℰ𝑛(𝐹 )𝐿𝑝
= ℰ𝑛(𝐹 )𝑝 = sup

𝑓∈𝐹
‖𝜌𝑛(𝑓 ; ·)‖𝑝, 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞.

Вслiд за О.I. Степанцем позначимо через M множину дода-
тних, неперервних, опуклих донизу функцiй 𝜓(𝑡), 𝑡 ≥ 1, таких що
lim
𝑡→∞

𝜓(𝑡) = 0. При розглядi багатьох екстремальних задач буває до-
статнiм обмежитись випадком, коли послiдовностi 𝜓(𝑘), 𝑘 ∈ N, що
задають класи 𝐿𝜓𝛽N (𝐶𝜓𝛽N), є звуженнями на множину натуральних
чисел N функцiй 𝜓(𝑡) неперервного аргументу 𝑡 ≥ 1 з множини M.

Для довiльної функцiї 𝜓 iз M розглядають характеристики:
𝜂(𝑡) = 𝜂(𝜓; 𝑡) := 𝜓−1 (𝜓(𝑡)/2) , 𝜇(𝑡) = 𝜇(𝜓; 𝑡) := 𝑡

𝜂(𝑡)−𝑡 , де 𝜓−1 —
обернена до 𝜓 функцiя.

За допомогою характеристики 𝜇(𝜓; 𝑡) з множини M видiляють
наступну пiдмножину: M+

∞ = {𝜓 ∈ M : 𝜇(𝜓; 𝑡) ↑ ∞} .
У пiдроздiлi 2.1 знайдено асимптотичнi рiвностi для точних верх-

нiх меж рiвномiрних наближень сумами Фур’є на класах 𝐶𝛼,𝑟𝛽,𝑝 уза-
гальнених iнтегралiв Пуассона функцiй, що належать одиничним ку-
лям просторiв 𝐿𝑝.

Для всiх 𝛼 > 0, 𝑟 ∈ (0, 1) i 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞ позначимо через 𝑛0 =
𝑛0(𝛼, 𝑟, 𝑝) найменше натуральне число 𝑛 таке, що

1

𝛼𝑟

1

𝑛𝑟
+
𝛼𝑟𝜒(𝑝)

𝑛1−𝑟
≤

{︃ 1/14, 𝑝 = 1,
1

(3𝜋)3 · 𝑝−1
𝑝 , 1 < 𝑝 <∞,

1/(3𝜋)3, 𝑝 = ∞,

де 𝜒(𝑝) = 𝑝 при 1 ≤ 𝑝 <∞ i 𝜒(𝑝) = 1 при 𝑝 = ∞.
Основним результатом пiдроздiлу 2.1 є наступне твердження:

Теорема 2.3. Нехай 0 < 𝑟 < 1, 1 ≤ 𝑝 < ∞, 𝛼 > 0 i 𝛽 ∈ R. Тодi при
1 < 𝑝 <∞ i 𝑛 ≥ 𝑛0(𝛼, 𝑟, 𝑝) справедлива оцiнка

ℰ𝑛(𝐶𝛼,𝑟𝛽,𝑝 )𝐶 =𝑒−𝛼𝑛
𝑟

𝑛
1−𝑟
𝑝

(︂
‖ cos 𝑡‖𝑝′

𝜋
1+ 1

𝑝′ (𝛼𝑟)
1
𝑝

𝐹
1
𝑝′
(︁

1
2 ,

3−𝑝′
2 ; 3

2 ; 1
)︁

+𝛾(2)𝑛,𝑝

(︁(︁
1 +

(𝛼𝑟)
𝑝′−1

𝑝

𝑝′ − 1

)︁ 1

𝑛
1−𝑟
𝑝

+
(𝑝)

1
𝑝′

(𝛼𝑟)1+
1
𝑝

1

𝑛𝑟

)︁)︂
,

при 𝑝 = 1 i 𝑛 ≥ 𝑛0(𝛼, 𝑟, 1) має мiсце оцiнка

ℰ𝑛(𝐶𝛼,𝑟𝛽,1 )𝐶 = 𝑒−𝛼𝑛
𝑟

𝑛1−𝑟
(︂

1

𝜋𝛼𝑟
+ 𝛾

(2)
𝑛,1

(︁ 1

(𝛼𝑟)2
1

𝑛𝑟
+

1

𝑛1−𝑟

)︁)︂
,
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де 𝐹 (𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑑) — гiпергеометрична функцiя Гаусса, 1
𝑝 + 1

𝑝′ = 1, i ве-

личина 𝛾(2)𝑛,𝑝 = 𝛾
(2)
𝑛,𝑝(𝛼, 𝑟, 𝛽) така, що |𝛾(2)𝑛,𝑝| ≤ (14𝜋)2.

В пiдроздiлi 2.2 отримано сильну асимптотику для точних верхнiх
меж наближень сумами Фур’є в метриках просторiв 𝐿𝑠 на класах
𝐶𝛼,𝑟𝛽,1 . При цьому виявилось, що величини ℰ𝑛(𝐶𝛼,𝑟𝛽,𝑝 )𝐶 та ℰ𝑛(𝐿𝛼,𝑟𝛽,1)𝑝′

пов’язанi за допомогою спiввiдношення lim
𝑛→∞

ℰ𝑛(𝐶
𝛼,𝑟
𝛽,𝑝 )𝐶

ℰ𝑛(𝐿
𝛼,𝑟
𝛽,1 )𝑝′

= 1.

Найкращим наближенням функцiї 𝑓 в метрицi простору 𝐿𝑝, озна-
чають величину вигляду

𝐸𝑛(𝑓)𝐿𝑝
= 𝐸𝑛(𝑓)𝑝 = inf

𝑡𝑛−1∈𝒯2𝑛−1

‖𝑓(·) − 𝑡𝑛−1(·)‖𝑝, 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, 𝑛 ∈ N,

де 𝒯2𝑛−1 — пiдпростiр усiх тригонометричних полiномiв 𝑡𝑛−1 порядку
не вищого за 𝑛− 1.

В пiдроздiлi 2.3 встановлено нерiвностi типу Лебега для множин
𝑓 ∈ 𝐶𝛼,𝑟𝛽 𝐶, в яких рiвномiрнi норми вiдхилень функцiй вiд їх ча-
стинних сум Фур’є вираженi через найкращi наближення 𝐸𝑛(𝑓𝛼,𝑟𝛽 )𝐿𝑝

функцiй 𝑓𝛼,𝑟𝛽 тригонометричними полiномами в метрицi простору
𝐿𝑝, 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞.

Зокрема, має мiсце теорема.
Теорема 2.9. Нехай 0 < 𝑟 < 1, 𝛼 > 0, 𝛽 ∈ R i 𝑛 ∈ N. Тодi, при
1 < 𝑝 < ∞, для довiльної функцiї 𝑓 ∈ 𝐶𝛼,𝑟𝛽 𝐿𝑝 i 𝑛 ≥ 𝑛0(𝛼, 𝑟, 𝑝), має
мiсце нерiвнiсть

‖𝑓(·) − 𝑆𝑛−1(𝑓 ; ·)‖𝐶 ≤ 𝑒−𝛼𝑛
𝑟

𝑛
1−𝑟
𝑝

(︂
‖ cos 𝑡‖𝑝′

𝜋
1+ 1

𝑝′ (𝛼𝑟)
1
𝑝

𝐹
1
𝑝′
(︁

1
2 ,

3−𝑝′
2 ; 3

2 ; 1
)︁

+ 𝛾𝑛,𝑝

(︁(︁
1+

(𝛼𝑟)
𝑝′−1

𝑝

𝑝′ − 1

)︁ 1

𝑛
1−𝑟
𝑝

+
(𝑝)

1
𝑝′

(𝛼𝑟)1+
1
𝑝

1

𝑛𝑟

)︁)︂
𝐸𝑛(𝑓𝛼,𝑟𝛽 )𝐿𝑝 , (3)

де 𝐹 (𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑑) — гiпергеометрична функцiя Гаусса, а 1
𝑝 + 1

𝑝′ = 1.
Крiм того, для довiльної функцiї 𝑓 ∈ 𝐶𝛼,𝑟𝛽 𝐿𝑝 можна знайти фун-

кцiю ℱ(𝑥) = ℱ(𝑓 ;𝑛;𝑥), таку, що 𝐸𝑛(ℱ𝛼,𝑟
𝛽 )𝐿𝑝

= 𝐸𝑛(𝑓𝛼,𝑟𝛽 )𝐿𝑝
i для

𝑛 ≥ 𝑛0(𝛼, 𝑟, 𝑝) виконується наступна рiвнiсть

‖ℱ(·) − 𝑆𝑛−1(𝐹 ; ·)‖𝐶 = 𝑒−𝛼𝑛
𝑟

𝑛
1−𝑟
𝑝

(︂
‖ cos 𝑡‖𝑝′

𝜋
1+ 1

𝑝′ (𝛼𝑟)
1
𝑝

𝐹
1
𝑝′
(︁

1
2 ,

3−𝑝′
2 ; 3

2 ; 1
)︁

+ 𝛾𝑛,𝑝

(︁(︁
1 +

(𝛼𝑟)
𝑝′−1

𝑝

𝑝′ − 1

)︁ 1

𝑛
1−𝑟
𝑝

+
(𝑝)

1
𝑝′

(𝛼𝑟)1+
1
𝑝

1

𝑛𝑟

)︁)︂
𝐸𝑛(𝑓𝛼,𝑟𝛽 )𝐿𝑝

. (4)
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В (3) i (4) величина 𝛾𝑛,𝑝 = 𝛾𝑛,𝑝(𝛼, 𝑟, 𝛽) така, що |𝛾𝑛,𝑝| ≤ (14𝜋)2.

Крiм того, в пiдроздiлi 2.3 асимптотично непокращуванi нерiв-
ностi Лебега встановленi i для будь-якої 𝑓 ∈ 𝐶𝛼,𝑟𝛽 𝐿1 та 𝑓 ∈ 𝐶𝛼,𝑟𝛽 ,
𝑟 ∈ (0, 1), 𝛼 > 0, 𝛽 ∈ R.

В пiдроздiлi 2.4 на класах (𝜓, 𝛽)–диференцiйовних функцiй вста-
новлено нерiвностi типу Лебега, в яких рiвномiрнi норми вiдхилень
сум Фур’є виражаються через найкращi наближення в середньому
тригонометричними полiномами їх (𝜓, 𝛽)–похiдних.

Теорема 2.11. Нехай
∞∑︀
𝑘=1

𝑘𝜓(𝑘) < ∞, 𝜓(𝑘) > 0, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝛽 ∈ R i

𝑛 ∈ N. Тодi для довiльної функцiї 𝑓 ∈ 𝐶𝜓𝛽 𝐿1 має мiсце нерiвнiсть

‖𝑓(·) − 𝑆𝑛−1(𝑓 ; ·)‖𝐶 ≤ 1

𝜋

∞∑︁
𝑘=𝑛

𝜓(𝑘)𝐸𝑛(𝑓𝜓𝛽 )𝐿1 .

Крiм того, для довiльної функцiї 𝑓 ∈ 𝐶𝜓𝛽 𝐿1 можна знайти
функцiю ℱ(𝑥) = ℱ(𝑓 ;𝑛, 𝑥) з множини 𝐶𝜓𝛽 𝐿1 таку, що 𝐸𝑛(ℱ𝜓

𝛽 )𝐿1 =

𝐸𝑛(𝑓𝜓𝛽 )𝐿1 i має мiсце рiвнiсть

‖ℱ(·)−𝑆𝑛−1(ℱ ; ·)‖𝐶 =
(︁ 1

𝜋

∞∑︁
𝑘=𝑛

𝜓(𝑘) +
𝜉

𝑛

∞∑︁
𝑘=1

𝑘𝜓(𝑘+𝑛)
)︁
𝐸𝑛(𝑓𝜓𝛽 )𝐿1

. (5)

В (5) величина 𝜉 = 𝜉(𝑓 ;𝑛;𝜓;𝛽) є такою, що −2 ≤ 𝜉 ≤ 0.

Крiм того, в пiдроздiлi 2.4 в рiвномiрнiй метрицi в рядi важливих
випадкiв розв’язано задачу Колмогорова-Нiкольського для величин
ℰ𝑛(𝐶𝜓𝛽,1)𝐶 . Зокрема, для послiдовностей 𝜓 ∈ M+

∞ доведено таке твер-
дження.

Теорема 2.15. Нехай 𝛽 ∈ R, 𝜓 ∈ M i характеристики 𝛼(𝑡) =

𝛼(𝜓; 𝑡) := 𝜓(𝑡)
𝑡|𝜓′(𝑡)| , 𝜓

′(𝑡) := 𝜓′(𝑡 + 0), i 𝜆(𝑡) = 𝜆(𝜓; 𝑡) := 𝜓(𝑡)
|𝜓′(𝑡)| задо-

вольняють умови 𝛼(𝑡) ↓ 0 i 𝜆(𝑡) ↑ ∞, 𝑡→ ∞.
Тодi для всiх 𝑛 ∈ N таких, що 𝛼(𝑛) ≤ 1/4, виконується оцiнка

ℰ𝑛(𝐶𝜓𝛽,1)𝐶 = 𝜓(𝑛)𝜆(𝑛)
(︁ 1

𝜋
+

𝜉1
𝜆(𝑛)

+ 𝜉2𝛼(𝑛)
)︁
,

де −1 ≤ 𝜉1 ≤ 1 + 1
𝜋 та −4 ≤ 𝜉2 ≤ 4

3

(︀
1 + 1

𝜋

)︀
.
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Наслiдок 2.8. Нехай 𝜓(𝑘) = (𝑘 + 2)− ln ln(𝑘+2), 𝑘 = 1, 2, ..., 𝛽 ∈ R i
𝑛 ∈ N. Тодi при 𝑛→ ∞ виконується асимптотична рiвнiсть

ℰ𝑛(𝐶𝜓𝛽,1)𝐶 =
1

𝜋
𝜓(𝑛)

𝑛

ln ln(𝑛+ 2)
+ 𝒪(1)𝜓(𝑛)

𝑛

(ln ln(𝑛+ 2))2
.

Наслiдок 2.9. Нехай 𝜓(𝑘) = 𝑒− ln2(𝑘+1), 𝑘 = 1, 2, ..., 𝛽 ∈ R i 𝑛 ∈
N.Тодi при 𝑛→ ∞ має мiсце асимптотична рiвнiсть

ℰ𝑛(𝐶𝜓𝛽,1)𝐶 =
1

2𝜋
𝜓(𝑛)

𝑛

ln(𝑛+ 1)
+ 𝒪(1)𝜓(𝑛)

𝑛

ln2(𝑛+ 1)
.

Наслiдок 2.10. Нехай 𝜓(𝑘) = 𝑒−
𝑘+2

ln(𝑘+2) , 𝑘 = 1, 2, ..., 𝛽 ∈ R i 𝑛 ∈ N
Тодi при 𝑛→ ∞ має мiсце асимптотична рiвнiсть

ℰ𝑛(𝐶𝜓𝛽,1)𝐶 =
1

𝜋
𝜓(𝑛) ln(𝑛+ 2) + 𝒪(1)𝜓(𝑛).

Пiдроздiл 2.5 присвячено знаходженню точних порядкових оцi-
нок для наближень сумами Фур’є, найкращих наближень та найкра-
щих ортогональних тригонометричних наближень в метриках про-
сторiв 𝐿𝑝, 1 ≤ 𝑝 <∞, класiв 2𝜋–перiодичних функцiй, (𝜓, 𝛽)–похiднi
яких належать до одиничної кулi простору 𝐿∞. А саме, розглянуто
випадок, коли послiдовнiсть 𝜓(𝑘) належить множинi всiх додатнiх,
майже спадних послiдовностей.

Нехай 𝐿̃𝑝, простiр 2𝜋–перiодичних функцй 𝑓 : R → C, сумовних
в степенi 𝑝 на [0, 2𝜋), в якому норма задається формулою ‖𝑓‖𝐿̃𝑝

=(︁ 2𝜋∫︀
0

|𝑓(𝑡)|𝑝𝑑𝑡
)︁ 1

𝑝

; 𝐿̃∞ — простiр 2𝜋—перiодичних, сумовних i суттєво

обмежених функцiй 𝑓 : R → C з нормою ‖𝑓‖𝐿̃∞
= ess sup

𝑡
|𝑓(𝑡)|.

Для довiльного класу 𝐹 ⊂ 𝐿̃𝑝, 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, розглянемо величини

𝑒⊥𝑚(𝐹 )𝐿̃𝑝
= sup
𝑓∈𝐹

inf
𝛾𝑚

‖𝑓(𝑥) − 𝑆𝛾𝑚(𝑓 ;𝑥)‖𝐿̃𝑝
, 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, (6)

де 𝛾𝑚 — довiльнi набори з 𝑚 цiлих чисел, a 𝑆𝛾𝑚(𝑓 ;𝑥) =
∑︀
𝑘∈𝛾𝑚

𝑓(𝑘)𝑒𝑖𝑘𝑥,

𝑓(𝑘) := 1
2𝜋

𝜋∫︀
−𝜋
𝑓(𝑡)𝑒−𝑖𝑘𝑡𝑑𝑡,

В пiдроздiлi 2.6 встановлено точнi порядковi оцiнки для вели-
чин 𝑒⊥𝑛 (𝐿𝜓𝛽,𝑝)𝐿̃∞

у випадку, коли послiдовнiсть 𝜓(𝑘) прямує до нуля
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швидше за довiльну степеневу функцiю, але повiльнiше нiж геоме-
трична прогресiя. Аналогiчнi оцiнки також одержанi в 𝐿̃𝑝-метрицi,
1 < 𝑝 ≤ ∞ для величин 𝑒⊥𝑛 (𝐿𝜓𝛽,1)𝐿̃𝑝

.
Третiй роздiл присвячено дослiдженню питань наближення

iнтерполяцiйними тригонометричними полiномами на класах 2𝜋-
перiодичних функцiй, якi задаються за допомогою згорток з фiксо-
ваними твiрними ядрами.

В пiдроздiлi 3.1 встановлено асимптотично непокращуванi iнтер-
поляцiйнi аналоги нерiвностей типу Лебега для 2𝜋–перiодичних фун-
кцiй 𝑓 , якi представляються узагальненими iнтегралами Пуассона
функцiй 𝜙 з простору 𝐿𝑝, 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞.

При довiльних фiксованих 𝛼 > 0, 𝑟 ∈ (0, 1) i 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞ позначимо
через 𝑛* = 𝑛*(𝛼, 𝑟, 𝑝) найменший з номерiв 𝑛 такий, що

ln𝜋𝑛

𝛼𝑟𝑛𝑟
+
𝛼𝑟𝜒(𝑝)

𝑛1−𝑟
≤

⎧⎪⎨⎪⎩
1
14 , 𝑝 = 1,

1
(3𝜋)3 · 𝑝−1

𝑝 , 1 < 𝑝 <∞,
1

(3𝜋)3 , 𝑝 = ∞,

де 𝜒(𝑝) = 𝑝 при 1 ≤ 𝑝 <∞ i 𝜒(𝑝) = 1 при 𝑝 = ∞.
Для будь–якої 𝑓(𝑥) iз 𝐶 через ̃︀𝑆𝑛−1(𝑓 ;𝑥) будемо позначати три-

гонометричний полiном порядку 𝑛− 1, що iнтерполює 𝑓(𝑥) у вузлах
𝑥
(𝑛−1)
𝑘 = 2𝑘𝜋

2𝑛−1 , 𝑘 ∈ Z, тобто такий, що

𝑆𝑛−1(𝑓 ;𝑥
(𝑛−1)
𝑘 ) = 𝑓(𝑥

(𝑛−1)
𝑘 ), 𝑘 = 0, 1, ..., 2𝑛− 2. (7)

Позначимо через 𝜌𝑛(𝑓 ; ·) вiдхилення вiд функцiї 𝑓 ∈ 𝐶 її iнтерпо-
ляцiйного полiнома Лагранжа 𝑆𝑛−1(𝑓 ; ·), тобто 𝜌𝑛(𝑓 ;𝑥) = 𝑓(𝑥) −
𝑆𝑛−1(𝑓 ;𝑥).

Теорема 3.1. Нехай 0 < 𝑟 < 1, 𝛼 > 0, 1 < 𝑝 < ∞, 𝛽 ∈ R i 𝑛 ∈ N.
Тодi, для всiх 𝑥 ∈ R i довiльної функцiї 𝑓 ∈ 𝐶𝛼,𝑟𝛽 𝐿𝑝 при 𝑛 ≥ 𝑛*(𝛼, 𝑟, 𝑝)
має мiсце нерiвнiсть

|𝜌𝑛(𝑓 ;𝑥)| ≤ 2𝑒−𝛼𝑛
𝑟

𝑛
1−𝑟
𝑝

⃒⃒⃒⃒
sin

2𝑛−1

2
𝑥

⃒⃒⃒⃒(︁
‖ cos 𝑡‖𝑝′

𝜋
1+ 1

𝑝′ (𝛼𝑟)
1
𝑝

𝐹
1
𝑝′
(︁

1
2 ,

3−𝑝′
2 ; 3

2 ; 1
)︁

+𝛾*𝑛,𝑝

(︁(︁
1 +

(𝛼𝑟)
𝑝′−1

𝑝

𝑝′ − 1

)︁ 1

𝑛
1−𝑟
𝑝

+
𝑝

1
𝑝′

(𝛼𝑟)1+
1
𝑝𝑛𝑟

)︁)︁
𝐸𝑛(𝑓𝛼,𝑟𝛽 )𝐿𝑝 . (8)

Крiм того, для довiльної функцiї 𝑓 ∈ 𝐶𝛼,𝑟𝛽 𝐿𝑝 можна вказати
функцiю ℱ(·) = ℱ(𝑓 ;𝑛;𝑥, ·), таку, що 𝐸𝑛(ℱ𝛼,𝑟

𝛽 )𝐿𝑝 = 𝐸𝑛(𝑓𝛼,𝑟𝛽 )𝐿𝑝 i для
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𝑛 ≥ 𝑛*(𝛼, 𝑟, 𝑝) виконується наступна рiвнiсть:

|𝜌𝑛(ℱ ;𝑥)| = 2𝑒−𝛼𝑛
𝑟

𝑛
1−𝑟
𝑝

⃒⃒⃒⃒
sin

2𝑛−1

2
𝑥

⃒⃒⃒⃒(︁
‖ cos 𝑡‖𝑝′

𝜋
1+ 1

𝑝′ (𝛼𝑟)
1
𝑝

𝐹
1
𝑝′
(︁

1
2 ,

3−𝑝′
2 ; 3

2 ; 1
)︁

+𝛾*𝑛,𝑝

(︁(︁
1 +

(𝛼𝑟)
𝑝′−1

𝑝

𝑝′ − 1

)︁ 1

𝑛
1−𝑟
𝑝

+
𝑝

1
𝑝′

(𝛼𝑟)1+
1
𝑝𝑛𝑟

)︁)︁
𝐸𝑛(𝑓𝛼,𝑟𝛽 )𝐿𝑝

. (9)

В (8) i (9) 𝐹 (𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑑) — гiпергеометрична функцiя Гаусса, а ве-
личини 𝛾*𝑛,𝑝 = 𝛾*𝑛,𝑝(𝛼, 𝑟, 𝛽, 𝑓, 𝑥) такi, що |𝛾*𝑛,𝑝| < 20𝜋4.

В пiдроздiлi 3.1 аналогiчна теорема встановлена i для множин
𝐶𝛼,𝑟𝛽 𝐿1. В цьому ж пiдроздiлi також знайдено асимптотичнi рiвностi
для точних верхнiх меж поточкових наближень iнтерполяцiйними
тригонометричними полiномами на класах 𝐶𝛼,𝑟𝛽,𝑝 узагальнених iнте-
гралiв Пуассона функцiй, що належать одиничним кулям просторiв
𝐿𝑝, 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞.

В пiдроздiлi 3.2 одержано iнтерполяцiйнi аналоги нерiвностей ти-
пу Лебега на множинах 𝐶𝜓𝛽 𝐿1 2𝜋–перiодичних функцiй 𝑓 , котрi за-
даються згортками твiрного ядра Ψ𝛽 , 𝛽 ∈ R, з функцiями 𝜙 iз 𝐿1.
Показано, що коли послiдовностi 𝜓(𝑘) спадають до нуля швидше за
довiльну степеневу функцiю, отриманi нерiвностi в рядi важливих
випадкiв є асимптотично точними. В цих випадках також встановле-
но асимптотичнi рiвностi для точних верхнiх меж поточкових набли-
жень iнтерполяцiйними тригонометричними полiномами на класах
згорток твiрного ядра Ψ𝛽 iз функцiями 𝜙, що належать одиничнiй
кулi з простору 𝐿1.

Теорема 3.5. Нехай
∞∑︀
𝑘=1

𝑘𝜓(𝑘) < ∞, 𝜓(𝑘) > 0, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝛽 ∈ R i

𝑛 ∈ N. Тодi, для всiх 𝑥 ∈ R i довiльної функцiї 𝑓 ∈ 𝐶𝜓𝛽 𝐿1 має мiсце
нерiвнiсть

|𝜌𝑛(𝑓 ;𝑥)| ≤ 2

𝜋

⃒⃒⃒
sin

2𝑛− 1

2
𝑥
⃒⃒⃒(︁ ∞∑︁

𝑘=0

∞∑︁
𝜈=(2𝑘+1)𝑛−𝑘

𝜓(𝜈)
)︁
𝐸𝑛(𝑓𝜓𝛽 )𝐿1

.

Крiм того, для довiльної функцiї 𝑓 ∈ 𝐶𝜓𝛽 𝐿1 можна вказати фун-
кцiю ℱ(·) = ℱ(𝑓 ;𝑛;𝑥, ·) таку, що 𝐸𝑛(ℱ𝜓

𝛽 )𝐿1
= 𝐸𝑛(𝑓𝜓𝛽 )𝐿1

i для якої
виконується наступна рiвнiсть:

|𝜌𝑛(ℱ ;𝑥)|= 2

𝜋

⃒⃒⃒
sin

2𝑛− 1

2
𝑥
⃒⃒⃒(︁ ∞∑︁
𝑘=𝑛

𝜓(𝑘)+
𝜉

𝑛

∞∑︁
𝑘=1

𝑘𝜓(𝑘+𝑛)
)︁
𝐸𝑛(𝑓𝜓𝛽 )𝐿1

. (10)
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В (10) величина 𝜉 = 𝜉(𝑓 ;𝑛;𝜓;𝛽;𝑥) є такою, що − (1 + 2𝜋) ≤ 𝜉 ≤ 1.
В пiдроздiлi 3.2 також знайдено оцiнки точних верхнiх меж по-

точкових наближень iнтерполяцiйними тригонометричними полiно-
мами на класах 𝐶𝜓𝛽,1 i вказанi конкретнi важливi ситуацiї, коли за-
значенi оцiнки перетворюються в асимптотичнi рiвностi.

Теорема 3.7. Нехай
∞∑︀
𝑘=1

𝑘𝜓(𝑘) < ∞, 𝜓(𝑘) > 0, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝛽 ∈ R i

𝑛 ∈ N. Тодi, для всiх 𝑥 ∈ R виконується рiвнiсть

ℰ̃𝑛(𝐶𝜓𝛽,1;𝑥) =
2

𝜋

⃒⃒⃒
sin

2𝑛− 1

2
𝑥
⃒⃒⃒(︁ ∞∑︁

𝑘=𝑛

𝜓(𝑘) +
Θ

𝑛

∞∑︁
𝑘=1

𝑘𝜓(𝑘 + 𝑛)
)︁
. (11)

В (11) величина Θ = Θ(𝑛;𝜓;𝛽;𝑥) є такою, що − (1 + 𝜋) ≤ Θ ≤ 1.
Четвертий роздiл присвячено знаходженню оцiнок похибки чи-

сельного iнтегрування та дискретних енергiй на проєктивних просто-
рах.

В пiдроздiлi 4.1 отримано двостороннi оцiнки для найгiршої по-
хибки iнтегрування на одиничнiй сферi S𝑑 ⊂ R𝑑+1, 𝑑 ≥ 2, на класах
H 𝑑

2 ,𝛾(S𝑑), 𝛾 > 1
2 , з додатковим логарифмiчним множником.

Нехай S𝑑 = {x = (𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑑) ∈ R𝑑+1 : 𝑥21 + 𝑥22 + ... + 𝑥2𝑑 = 1},
де 𝑑 ≥ 2, — одинична сфера в евклiдовому просторi R𝑑+1, з мiрою
Лебега 𝜎𝑑, нормалiзованою за допомогою спiввiдношення 𝜎𝑑(S𝑑) = 1.
Означення 3.8. Сферичний 𝑡-дизайн — це скiнченна множина 𝑋𝑁 ,
𝑋𝑁 ⊂ S𝑑 з характеристичною властивiстю, що рiвновагове прави-
ло iнтегрування з вузлами з 𝑋𝑁 iнтегрує всi сферичнi полiноми 𝑝
порядку ≤ 𝑡 точно, тобто,

1

𝑁

∑︁
x∈𝑋𝑁

𝑝(x) =

∫︁
S𝑑
𝑝(x)𝑑𝜎𝑑(x), deg(𝑝) ≤ 𝑡.

Тут 𝑁 — кiлькiсть точок (потужнiсть) сферичного дизайну.
Означення 3.9. Послiдовнiсть 𝑁 -точкових множин 𝑋𝑁 ={︀
x1, . . . ,x𝑁

}︀
, називається добре розподiленою, якщо iснує додатня

константа 𝑐 така, що min
𝑖 ̸=𝑗

|x𝑖 − x𝑗 | > 𝑐

𝑁
1
𝑑
.

Означення 3.10. Найгiрша похибка чисельного iнтегрування мето-
ду 𝑄[𝑋𝑁 , 𝜔] (квадратурна похибка) в банаховому просторi 𝐵 фун-
кцiй на S𝑑 з нормою ‖ · ‖𝐵 означається за допомогою формули

wce(𝑄[𝑋𝑁 , 𝜔];𝐵) := sup
𝑓∈𝐵,‖𝑓‖𝐵≤1

|𝑄[𝑋𝑁 , 𝜔](𝑓) − I(𝑓)|,
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де I(𝑓) :=
∫︀
S𝑑 𝑓(x)𝑑𝜎𝑑(x), а 𝑄[𝑋𝑁 , 𝜔](𝑓) :=

𝑁∑︀
𝑖=1

𝜔𝑖𝑓(x𝑖) з заданими ва-

гами 𝜔1, . . . , 𝜔𝑁 ∈ R, що задовольняють спiввiдношення
𝑁∑︀
𝑖=1

𝜔𝑖 = 1.

Через 𝑄[𝑋𝑁 ](𝑓) позначють рiвноваговий метод чисельного iнтегру-
вання.

Означимо простiр H( 𝑑
2 ,𝛾)(S𝑑) для 𝛾 > 1

2 як множину всiх функцiй
𝑓 ∈ 𝐿2(S𝑑) чиї коефiцiенти Фур’є-Лапласа 𝑓ℓ,𝑘 задовольняють умову

‖𝑓‖2
H( 𝑑

2
,𝛾)

:=

∞∑︁
ℓ=0

(1 + 𝜆ℓ)
𝑑
2 (ln (3 + 𝜆ℓ))

2𝛾
𝑍(𝑑,ℓ)∑︁
𝑘=1

|𝑓ℓ,𝑘|2 <∞,

де 𝑍(𝑑, ℓ) — розмiрнiсть простору сферичних гармонiк порядку ℓ ∈
N0 на S𝑑.

Наступне твердження мiстить порядковi оцiнки для найгiршої по-
хибки iнтегрування для добре розподiлених сферичних 𝑡-дизайнiв.
Теорема 4.1. Нехай 𝑑 ≥ 2, 𝛾 > 1

2 — фiксоване число, i {𝑋𝑁} —
послiдовнiсть 𝑁 точкових добре розподiлених сферичних 𝑡-дизайнiв,
𝑡 i 𝑁 задовольняють спiввiдношення 𝑁 = 𝑁(𝑡) ≍ 𝑡𝑑. Тодi, iснують
додатнi сталi 𝐶(1)

𝑑,𝛾 i 𝐶(2)
𝑑,𝛾 , такi, що

𝐶
(1)
𝑑,𝛾

𝑁
1
2 (ln𝑁)

𝛾− 1
2

≤ wce(𝑄[𝑋𝑁 ];H( 𝑑
2 ,𝛾)(S𝑑)) ≤

𝐶
(2)
𝑑,𝛾

𝑁
1
2 (ln𝑁)

𝛾− 1
2

.

Наступне твердження мiстить оцiнку зверху найгiршої похибки
iнтегрування для довiльних сферичних 𝑡-дизайнiв.
Теорема 4.3. Нехай 𝑑 ≥ 2, 𝛾 > 1

2 фiксованi числа i послiдовнiсть
{𝑋𝑁} — послiдовнiсть 𝑁 точкових сферичних 𝑡-дизайнiв. Тодi iснує
додатня стала 𝐶𝑑,𝛾 така що

wce(𝑄[𝑋𝑁 ];H( 𝑑
2 ,𝛾)(S𝑑)) ≤ 𝐶𝑑,𝛾𝑡

− 𝑑
2 (ln 𝑡)

−𝛾+ 1
2 ,

де константа 𝐶𝑑,𝛾 залежить лише вiд 𝑑 i 𝛾.
Теорема 4.4. Нехай 𝑑 ≥ 2, 𝛾 > 1

2 i 𝑄[𝑋𝑁 , 𝜔] — довiльний 𝑁 -
точковий квадратурний метод. Тодi, iснує додатня стала 𝐶𝑑,𝛾 , та-
ка, що

wce(𝑄[𝑋𝑁 , 𝜔];H( 𝑑
2 ,𝛾)(S𝑑)) ≥ 𝐶𝑑,𝛾𝑁

− 1
2 (ln𝑁)

−𝛾
,

де константа 𝐶𝑑,𝛾 залежить вiд 𝑑 i 𝛾, i не залежить нi вiд методу
𝑄[𝑋𝑁 , 𝜔], нi вiд кiлькостi вузлiв 𝑁 .
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В цьому пiдроздiлi також встановленi деякi властивостi послiдов-
ностi QMC–дизайнiв для класiв H( 𝑑

2 ,𝛾)(S𝑑), для всiх 𝛾 > 1
2 .

В пiдроздiлi 4.2 знайдено асимптотичнi рiвностi для дискретної
𝑠-енергiї Рiсса послiдовностей добре розподiлених 𝑡-дизайнiв на оди-
ничнiй сферi S𝑑 ⊂ R𝑑+1, 𝑑 ≥ 2. Показано, що такi детермiнiстичнi
конструкцiї як сферичнi 𝑡-дизайни є не менш вдалими у порiвняннi
зi стохастичними.

Нехай 𝐾𝑑 — додатньо визначена функцiя

𝐾𝑑(𝑡) :=

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑃
(𝑑)
𝑛 (𝑡), 𝑎𝑛 ≥ 0.

де 𝑃 (𝑑)
𝑛 — 𝑛-й узагальнений полiном Лежандра.

Через 𝐸𝐾𝑑
(𝑋𝑁 ) := 1

𝑁2

𝑁∑︀
𝑖,𝑗=1

𝐾𝑑(⟨x𝑖,x𝑗⟩) позначають дискретну

енергiю функцiї 𝐾𝑑 для 𝑁 -точкової множини 𝑋𝑁 точок на S𝑑. Серед
дискретних енергiй важливе значення вiдiграють, зокрема, дискре-
тна 𝑠-енергiя Рiсса та логарифмiчна енергiя.

Означення 4.5. Для заданого 𝑠 > 0 дискретна 𝑠-енергiя Рiсса мно-
жини 𝑁 точок 𝑋𝑁 на S𝑑 означається наступним чином:

𝐸
(𝑠)
𝑑 (𝑋𝑁 ) :=

1

2

𝑁∑︁
𝑖,𝑗=1,
𝑖̸=𝑗

|x𝑖 − x𝑗 |−𝑠, (12)

де |x| — евклiдова норма в R𝑑+1 вектора x.

У випадку 𝑠 = 𝑑− 1 енергiю (12) називають енергiєю Ньютона (а
при 𝑑 = 2 — енергiєю Кулона).

Означення 4.6. Логарифмiчною енергiєю множини 𝑁 рiзних точок
(𝑁 -точкової множини) 𝑋𝑁 := {x1, ...,x𝑁} на сферi S𝑑 називають
величину

𝐸
(𝑑)
log (𝑋𝑁 ) :=

𝑁∑︁
𝑖,𝑗=1,
𝑖̸=𝑗

log
1

|x𝑖 − x𝑗 |
.

Теорема 4.9. Нехай 𝑑 ≥ 2 — фiксоване цiле число, i {𝑋𝑁(𝑡)} —
послiдовнiсть добре розподiлених сферичних 𝑡–дизайнiв на S𝑑, 𝑡 i
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𝑁(𝑡) задовольняють умову 𝑁 ≍ 𝑡𝑑. Тодi для 𝑠–енергiї Рiсса 𝐸(𝑠)
𝑑 (𝑋𝑁 )

вигляду (12), виконується наступна асимптотична рiвнiсть

𝐸
(𝑠)
𝑑 (𝑋𝑁 ) =

1

2

Γ(𝑑+1
2 )Γ(𝑑− 𝑠)

Γ(𝑑− 𝑠+ 1)Γ(𝑑− 𝑠
2 )
𝑁2 + 𝒪

(︁
𝑁1+ 𝑠

𝑑

)︁
.

Розглянемо розбиття сфери на областi 𝐴𝑖 з однаковою площею i
невеликими дiаметрами: diam(𝐴𝑖) ≤ 𝐶𝑁− 1

𝑑 при 𝑖 = 1, ..., 𝑁 , де 𝐶 —
константа, яка не залежить вiд 𝑁 . Нехай 𝜎*

𝑗 — звуження мiри 𝑁𝜎 до
𝐴𝑖: 𝜎*

𝑖 (·) = 𝜎(𝐴𝑖 ∩ ·)𝑁 . Тодi кожна 𝜎*
𝑗 є ймовiрнiсною мiрою. Нагада-

ємо, що якщо точки вибранi випадковим чином в кожнiй областi, то
таку вибiрку називають стратифiкованою.

В теоремах 4.10 та 4.11 дисертацiйного дослiдження знайдено
оцiнки зверху для iнтегралiв енергiй

1

𝑁2

∫︁
𝐴1

...

∫︁
𝐴𝑁

𝑁∑︁
𝑖,𝑗=1

𝐾𝑑(⟨x𝑖,x𝑗⟩𝑑𝜎*
1(x1)...𝑑𝜎*

𝑁 (x𝑁 ),

1

𝑁2

∫︁
𝐴1

...

∫︁
𝐴𝑁

𝑁∑︁
𝑖,𝑗=1,
𝑖̸=𝑗

𝐾𝑑(⟨x𝑖,x𝑗⟩)𝑑𝜎*
1(x1)...𝑑𝜎*

𝑁 (x𝑁 )

вiдповiдно до ймовiрнiсної моделi стратифiкованих вибiрок.
В пiдроздiлi 4.3 знайдено асимптотичнi рiвностi для дискретної

логарифмiчної енергiї для добре розподiлених сферичних 𝑡-дизайнiв
на одиничнiй сферi S𝑑 ⊂ R𝑑+1. Також одержано точнi порядковi оцiн-
ки для дискретної 𝑠-енергiї Рiсса, в сингулярному випадку 𝑠 ≥ 𝑑,
послiдовностей добре розподiлених сферичних 𝑡-дизайнiв.

Основними результатами пiдроздiлу 4.3 є наступна теорема.

Теорема 4.12. Нехай 𝑑 ≥ 2 фiксоване число, {𝑋𝑁(𝑡)} — послiдов-
нiсть добре розподiлених 𝑡-дизайнiв на сферi S𝑑 з 𝑁(𝑡) ≍ 𝑡𝑑. Тодi,
для логарифмiчної енергiї 𝐸(𝑑)

log (𝑋𝑁 ) виконується оцiнка

𝐸
(𝑑)
log (𝑋𝑁 ) = 𝑁2

∫︁
S𝑑

∫︁
S𝑑

log
1

|x− y|
𝑑𝜎𝑑(x)𝑑𝜎𝑑(y) − 1

𝑑
𝑁 log𝑁 + 𝒪(𝑁).

В цьому ж пiдроздiлi також знайденi оцiнки зверху величин
𝐸

(𝑑)
𝑠 (𝑋𝑁 ) при 𝑠 ≥ 𝑑.
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В пiдроздiлi 4.4 встановлено двостороннi оцiнки для мiнiмальних
𝑠-енергiй Рiсса, дискретної логарифмiчної енергiї та енергiї Грiна
на проєктивних просторах FP𝑑−1 над скалярними областями F (дiй-
снi або комплекснi числа, кватернiони чи октонiони). Показано, що
детермiнантовi точковi конфiгурацiї для кожного з цих просторiв
забезпечують оцiнки зверху для згаданих енергiй.

На цих проєктивних просторах енергiї 𝐸𝐾(𝜔𝑁 ) =
∑︀𝑁
𝑖,𝑗=1
𝑖 ̸=𝑗

𝐾(𝑥𝑖, 𝑥𝑗)

задаються за допомогою так званих хордальних 𝑠-ядер Рiсса

𝐾𝑠(𝑥, 𝑦) =
1

𝜌(𝑥, 𝑦)𝑠
=

1

sin(𝜃(𝑥, 𝑦))𝑠
для 𝑠 > 0,

або хордального логарифмiчного ядра

𝐾0(𝑥, 𝑦) = − log(𝜌(𝑥, 𝑦)) = − log sin(𝜃(𝑥, 𝑦)),

де 𝜌 i 𝜗 — хордальнi та геодезичнi метрики, вiдповiдно.
Позначимо

ℰ𝐽𝑠(Ω, 𝑁) = min
𝜔𝑁⊂Ω

𝐸𝐽𝑠(𝜔𝑁 )

Для кожного двоточкового однорiдного простору Ω з базовою ска-
лярною площиною F, поставимо у вiдповiднiсть параметри

𝛼 = (𝑑− 1)
dimR(F)

2
− 1, 𝛽 =

{︃
𝛼, якщо Ω = S𝑑−1;
dimR(F)

2 − 1, якщо Ω = FP𝑑−1.

Далi, через 𝐷 = dim(Ω) = 2𝛼+ 2 позначимо розмiрнiсть простору Ω
як дiйсного многовиду.

В пiдроздiлi 4.4 одержано оцiнки зверху енергiй Рiсса та логари-
фмiчної енергiй для стратифiкованих вибiрок, а також оцiнки зверху
для математичних сподiвань величин 𝐸𝐾𝑠 i 𝐸𝐺 для детермiнантного
точкового процесу, який прийнято називати гармонiчним ансамблем.
Зокрема, для енергiї Рiсса має мiсце твердження.

Теорема 4.17. Для математичного сподiвання енергiї Рiсса при
0 < 𝑠 < 𝐷 справедлива асимптотична при 𝑛→ ∞ рiвнiсть

EX𝑁

[︀
𝐸𝐾𝑠

]︀
= 𝐼𝐾𝑠

(𝜎)𝒦(𝛼,𝛽)
𝑛 (1)2

− Γ(𝑠+1)Γ(𝛼+1− 𝑠
2 )Γ(𝛽+1)

Γ( 𝑠
2+1)2Γ(𝛼+2+ 𝑠

2 )Γ(𝛼+1)Γ(𝛼+𝛽+2)𝑛
𝑠+𝐷 + 𝒪(𝑛𝑠+𝐷−1).
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Крiм того, в термiнах кiлькостi точок 𝑁 детермiнантного то-
чкового процесу мають мiсце спiввiдношення

ℰ𝐾𝑠
(𝑁)≤EX𝑁

[︀
𝐸𝐾𝑠

]︀
=𝐼𝐾𝑠

(𝜎)𝑁2− Γ(𝑠+1)Γ(𝛼+1− 𝑠
2 )Γ(𝛽+1)

Γ( 𝑠
2+1)2Γ(𝛼+2+ 𝑠

2 )Γ(𝛼+1)Γ(𝛼+𝛽+2)

×
(︁

Γ(𝛼+𝛽+2)Γ(𝛼+2)
Γ(𝛽+1)

)︁ 2𝛼+𝑠+2
2𝛼+2

𝑁1+ 𝑠
𝐷 + 𝒪(𝑁1+ 𝑠−1

𝐷 ).

Наступне твердження мiстить оцiнку знизу для мiнiмальної енер-
гiї Грiна.

Теорема 4.23. Для енергiї Грiна 𝐸𝐺(𝜔𝑁 ) для будь-якого набору рi-
зних точок 𝜔𝑁 = {𝑥1, . . . , 𝑥𝑁} ⊂ Ω при 𝛼 = 1/2 (тобто Ω = RP3),
виконується оцiнка

𝐸𝐺(𝜔𝑁 ) ≥ −3

4
𝜋

1
3𝑁2−2/3 + 𝒪(𝑁 log(𝑁)).

При 𝛼 > 1/2 (тобто, для довiльних проєктивних просторiв Ω =
FP𝑑−1, за винятком RP2 i RP3), має мiсце нерiвнiсть

𝐸𝐺(𝜔𝑁 ) ≥ −1 + 𝛼

4𝛼

(︁ Γ (𝛽 + 1)

Γ(𝛼+ 𝛽 + 2)

)︁ 1
𝛼+1

𝑁2− 2
𝐷 + 𝒪(𝑁2− 3

𝐷 ).

Для мiнiмальних дискретних енергiй Рiсса, Грiна та логарифмi-
чної енергiї на проєктивних просторах має мiсце твердження.

Теорема 4.24. Для кожного проєктивного простору FP𝑑−1 i 0 <
𝑠< dim(FP𝑑−1) iснують додатнi сталi 𝐶𝑠, 𝐶 ′

𝑠, 𝐶0, 𝐶
′
0, 𝐶𝐺, 𝐶 ′

𝐺 такi,
що для 𝑁 ≥ 2

−𝐶𝑠𝑁
1+ 𝑠

dim(FP𝑑−1) ≤ ℰ𝐾𝑠
(FP𝑑−1, 𝑁) − 𝐼𝐾𝑠

(𝜎)𝑁2 ≤ −𝐶 ′
𝑠𝑁

1+ 𝑠

dim(FP𝑑−1) ,

−𝐶0𝑁 log(𝑁) ≤ ℰ𝐾0
(FP𝑑−1, 𝑁) − 𝐼𝐾0

(𝜎)𝑁2 ≤ −𝐶 ′
0𝑁 log(𝑁).

−𝐶𝐺𝑁
2− 2

dim(FP𝑑−1) ≤ ℰ𝐺(FP𝑑−1, 𝑁) ≤ −𝐶 ′
𝐺𝑁

2− 2

dim(FP𝑑−1) ,

у випадку FP𝑑−1 = RP2

−𝐶𝐺𝑁 log(𝑁) ≤ ℰ𝐺(FP𝑑−1, 𝑁) ≤ −𝐶 ′
𝐺𝑁 log(𝑁),

де 𝐼𝐾(𝜇) =
∫︀∫︀

Ω×Ω

𝐾(𝑥, 𝑦) 𝑑𝜇(𝑥) 𝑑𝜇(𝑦).
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У п’ятому роздiлi дослiджуються властивостi точкових множин
на 𝑑–вимiрному торi та на одиничному кубi в просторi R𝑑 з точки
зору задачi про найгiршу похибку iнтегрування.

В пiдроздiлi 5.1 запропоновано означення i дослiджено деякi вла-
стивостi поняття гiперрiвномiрностi на 𝑑-вимiрному торi TΛ.

Нехай Λ = 𝐴Z𝑑 — гратка в R𝑑, утворена деякою несингуляр-
ною квадратною матрицею 𝐴 = [𝑣1, ..., 𝑣𝑑]. Далi, позначимо через

ΩΛ :=
{︁
𝑤 : 𝑤 =

𝑑∑︀
𝑗=1

𝛼𝑗𝑣𝑗 , 𝛼𝑗 ∈ [0, 1), 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑑
}︁

фундаменталь-

ну множину фактор-простору TΛ = R𝑑/Λ, тобто, набору множин
вигляду {ΩΛ + 𝑣, 𝑣 ∈ Λ}.

Через 𝐵(x, 𝑅) позначимо Евклiдову кулю радiусом 𝑅 i з центром
x, x ∈ R𝑑.
Означення 5.1. Послiдовнiсть точкових множин (𝑋𝑁 )𝑁∈𝐴 на-
зивають рiвномiрно розподiленою на ΩΛ, якщо для всiх куль
𝐵(x, 𝑅), x ∈ R𝑑, 𝑅 ∈ [0, 12diam(TΛ)] виконується спiввiдношення

lim
𝑁→∞

1
𝑁

𝑁∑︀
𝑗=1

1𝐵(x,𝑅)(x𝑗) = Vol(𝐵(x, 𝑅)). Тут diam(TΛ) := sup
x,y∈ΩΛ

|x−y|.

Варто зазначити, що дисперсiя ймовiрнiсного точкового процесу
для вiдкритих куль радiуса 𝑅 визначається за допомогою формули

𝑉 (𝑋𝑁 , 𝑅) := E
(︂ ∫︁
ΩΛ

(︁ 𝑁∑︁
𝑗=1

1𝐵(x,𝑅)(x𝑗) −𝑁Vol
(︀
𝐵(x, 𝑅)

)︀)︁2

𝑑𝜇(x)

)︂
.

Аналогiчно до означення гiперрiвномiрностi послiдовностей то-
чкових множин на одиничнiй сферi, означимо гiперрiвномiрнiсть по-
слiдовностей точкових множин на 𝑑-вимiрному торi у трьох режи-
мах.
Означення 5.3. (Гiперрiвномiрнiсть). Нехай (𝑋𝑁 )𝑁∈N — послiдов-
нiсть точкових множин на ΩΛ. Цю послiдовнiсть називають

∙ гiперрiвномiрною для великих куль, якщо

𝑉 (𝑋𝑁 , 𝑅) = 𝑜(𝑁) 𝑁 → ∞

для всiх 𝑅 ∈ (0, 12diam(TΛ));

∙ гiперрiвномiрною для малих куль, якщо

𝑉 (𝑋𝑁 , 𝑅𝑁 ) = 𝑜(𝑁Vol(𝐵(x, 𝑅𝑁 ))) при 𝑁 → ∞
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i послiдовнiсть (𝑅𝑁 )𝑁∈N така, що
(1) lim

𝑁→∞
𝑅𝑁 = 0 (2) lim

𝑁→∞
𝑁Vol(𝐵(x, 𝑅𝑁 )) = ∞, (ця умова

еквiвалентна до умови 𝑅𝑁𝑁
1
𝑑 → ∞);

∙ гiперрiвномiрною для куль промiжного розмiру, якщо

lim sup
𝑁→∞

𝑉 (𝑋𝑁 , 𝑡𝑁
− 1

𝑑 ) = 𝒪(𝑡𝑑−1) при 𝑡→ ∞.

В пiдроздiлi 5.1 встановлено, що гiперрiвномiрнi точковi множи-
ни є рiвномiрно розподiленi на 𝑑-вимiрному торi у випадку великих
куль, малих куль та куль промiжного розмiру вiдповiдно. Доведено,
що послiдовностi QMC-дизайнiв для класiв Соболєва є гiперрiвно-
мiрними. Також доведено наступнi теореми:
Теорема 5.5. Точковий процес стратифiкованих вибiрок є гiпер-
рiвномiрним у всiх трьох режимах.
Теорема 5.6. Детермiнантовий точковий процес є гiперрiвномiр-
ний для великих куль i малих куль. Для куль промiжного розмiру
має мiсце слабша (у порiвняннi з гiперрiвномiрнiстю) властивiсть

lim
𝑁→∞

𝑉 (𝑋𝑁 , 𝑡𝑁
− 1

𝑑 ) = 𝒪
(︀
𝑡𝑑−1 ln 𝑡

)︀
.

В пiдроздiлi 5.2 побудовано полiномiальнi решiтковi кубатур-
нi формули, якi вписуються в концепцiю так званих методiв квазi
Монте-Карло (QMC методiв), за допомогою методу, що збирає твiр-
ний вектор полiномiв 𝑔 ∈ (F𝑏[𝑥])𝑑 покомпонентно-поцифровим, так
званим CBC-DBD (component by component, digit by digit) способом.

Нехай 𝛾 = (𝛾𝑗)𝑗≥1 — незростаюча послiдовнiсть додатних дiйсних
чисел. Для пiдмножини u ⊆ {1: 𝑑} := {1, . . . , 𝑑} покладемо 𝛾u :=∏︀
𝑗∈u 𝛾𝑗 i, крiм того, будемо вважати, що 𝛾∅ = 1, де ∅ — порожня

множина. З очевидних причин ваги 𝛾u називають вагами добутку.
Для простої основи 𝑏 ≥ 2 i заданого параметра гладкостi 𝛼 ≥ 1,

покладемо 𝜓𝑏(𝑘) := ⌊log𝑏(𝑘)⌊ для 𝑘 ∈ N i для 𝑑 ∈ N, цiлочисель-
ного вектора 𝑘 = (𝑘1, . . . , 𝑘𝑑) ∈ N𝑑0 i послiдовностi ваг 𝛾 = (𝛾𝑗)𝑗≥1,
означимо ваговi спаднi функцiї 𝑟𝛼,𝛾(𝑘) = 𝛾−1

supp(𝑘)

∏︀
𝑗∈supp(𝑘) 𝑏

𝛼𝜓𝑏(𝑘𝑗)

з supp(𝑘) := {𝑗 ∈ {1: 𝑑} : 𝑘𝑗 ̸= 0}.
Для дiйсного 𝛼 > 1 i послiдовностi строго додатнiх ваг 𝛾 =

(𝛾𝑗)𝑗≥1, ваговий простiр Уолша означають наступним чином:

𝑊𝛼
𝑑,𝛾 := {𝑓 ∈ 𝐿2([0, 1]𝑑) : ‖𝑓‖𝑊𝛼

𝑑,𝛾
:= sup

𝑘∈N𝑑
0

|𝑓(𝑘)| 𝑟𝛼,𝛾(𝑘) <∞},
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де 𝑓(𝑘) :=
∫︀
[0,1]𝑑

𝑓(𝑥) wal𝑘(𝑥) d𝑥 — 𝑘-тi коефiцiєнти Уолша функцiї
𝑓 , а wal𝑘(𝑥) — 𝑘-та функцiя Уолша за основою 𝑏.

Щоб оцiнити якiсть QMC методiв у вагових просторах Уолша ви-
користовують найгiршу похибку iнтегрування wce(𝑄𝑏𝑚,𝑑[𝑃 ];𝑊𝛼

𝑑,𝛾),
де 𝑃 = 𝑃 (𝑔, 𝑝) — полiномiальна решiтка 𝑏𝑚 точок 𝑥𝑛 ∈ [0, 1)𝑑, поро-
джена твiрним вектором 𝑔 = (𝑔1, . . . , 𝑔𝑑) ∈ (F𝑏[𝑥])𝑑.

Пiдроздiл 5.2 мiстить CBC–DBD алгоритм побудови твiрних ве-
кторiв полiномiальних решiткових точкових множин, який складає-
ться з двох циклiв. Зовнiшнiй цикл, в якому будуються рiзнi компо-
ненти, i внутрiшнiй, в якому будуються коєфiцiєнти (цифри) кожної
компоненти.

Для точок, отриманих за допомогою CBC–DBD алгоритму зна-
йдено оцiнку зверху для найгiршої похибки iнтегрування. Зокрема,
в теоремi 5.13 пiдроздiлу 5.2 було показано, що для простого числа
𝑏, 𝑚, 𝑑 ∈ N з 𝑚 ≥ 4, 𝑁 = 𝑏𝑚, i ваг добутку 𝛾 = (𝛾u)u⊆{1:𝑑}, де
𝛾u =

∏︀
𝑗∈u 𝛾𝑗 , 𝛾𝑗 > 0, для яких виконується оцiнка

∑︀
𝑗≥1 𝛾𝑗 < ∞,

для довiльних 𝛿 > 0, 𝛼 > 1 i твiрного вектора 𝑔, отриманого за до-
помогою зазначеного вище алгоритму, який застосований до вагової
послiдовностi 𝜂 = 𝛾 = (𝛾𝑗)𝑗≥1, має мiсце оцiнка

wce(𝑄𝑏𝑚,𝑑[𝑔];𝑊𝛼
𝑑,𝛾𝛼) ≤ 1

𝑁𝛼

(︀
𝐶(𝛾𝛼) + 𝐶 (𝛾, 𝛿) 𝑁𝛼𝛿

)︀
,

з додатними константами 𝐶(𝛾𝛼) i 𝐶 (𝛾, 𝛿), якi не залежать вiд 𝑑 i 𝑁 .
В пiдроздiлi 5.3 розглянуто альтернативний спосiб покомпонен-

тної побудови кубатурних формул, який не залежить вiд гладкiсного
параметра 𝛼 класiв 𝑊𝛼

𝑑,𝛾 . На вiдмiну вiд CBC–DBD алгоритму, цей
алгоритм мiстить лише один цикл.

Для точок, отриманих за допомогою CBC алгоритму вказано
оцiнку зверху для найгiршої похибки iнтегрування.

Хоча результати пiдроздiлiв 5.2–5.3 не мiстять положень, якi ви-
носяться на захист, вони наведенi з метою бiльш повного висвiтлення
високої ефективностi полiномiальних решiткових кубатурних фор-
мул QMC-методiв, у створеннi яких здобувачка брала безпосередню
участь. Цi результати можуть знайти широке застосування при ви-
рiшеннi багатьох прикладних проблем.

Наприкiнцi дисертацiї наведено висновки.
У додатках А–К наведенi таблицi, допомiжнi вiдомостi, доведен-

ня лем 2.1–2.2, твердження 2.2, наслiдкiв 2.4–2.6. Список наукових
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праць, де опублiковано результати дисертацiї, й iнформацiю щодо
їхньої апробацiї наведено у додатку Л.

ВИСНОВКИ
Основнi результати дисертацiї можна сформулювати таким чи-

ном:
— Знайдено асимптотичнi рiвностi для точних верхнiх меж набли-

жень сумами Фур’є в рiвномiрнiй метрицi на класах 2𝜋–перiодичних
функцiй, якi представляються у виглядi згорток функцiй, якi на-
лежать до одиничних куль просторiв 𝐿𝑝, з узагальненими ядрами
Пуассона.

— Знайдено асимптотичнi рiвностi для точних верхнiх меж на-
ближень сумами Фур’є в метриках просторiв Лебега на класах уза-
гальнених iнтегралiв Пуассона перiодичних функцiй, якi належать
одиничнiй кулi простору 𝐿1.

— Встановлено нерiвностi типу Лебега, на множинах 2𝜋–
перiодичних функцiй 𝑓 , котрi задаються (𝜓, 𝛽)–iнтегралами вiд фун-
кцiй 𝜙 iз 𝐿1, в яких рiвномiрнi норми вiдхилень сум Фур’є виражаю-
ться через найкращi наближення в середньому тригонометричними
полiномами функцiй 𝜙. Доведено асимптотичну непокращуванiсть
одержаних оцiнок за умови, коли послiдовностi 𝜓(𝑘) спадають до
нуля швидше за довiльну степеневу функцiю.

— Встановлено асимптотичнi рiвностi для точних верхнiх меж
рiвномiрних наближень сумами Фур’є на класах (𝜓, 𝛽)–iнтегралiв вiд
функцiй 𝜙, що належать одиничнiй кулi з простору 𝐿1 у випадку,
коли послiдовностi спадають швидше за довiльну степеневу функцiю
i повiльнiше за геометричну прогресiю.

— Встановлено асимптотично непокращуванi нерiвностi типу Ле-
бега для 2𝜋-перiодичних функцiй 𝑓 , якi означаються узагальнени-
ми iнтегралами Пуассона функцiй 𝜙 з 𝐿𝑝, в яких рiвномiрнi норми
вiдхилень функцiй вiд їх частинних сум Фур’є виражаються через
найкращi наближення функцiй 𝜙 в метрицi простору 𝐿𝑝.

— Отримано точнi порядковi оцiнки для наближень сумами
Фур’є, найкращих наближень та найкращих тригонометричних на-
ближень в iнтегральних метриках класiв 2𝜋–перiодичних функцiй,
чиї (𝜓, 𝛽)–похiднi належать до одиничної кулi простору 𝐿∞.

— Встановлено асимптотично непокращуванi iнтерполяцiйнi ана-
логи нерiвностей типу Лебега для узагальнених iнтегралiв Пуассона
функцiй 𝜙 з простору 𝐿𝑝, 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞. В зазначених нерiвностях мо-
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дулi вiдхилень iнтерполяцiйних полiномiв Лагранжа при кожному
𝑥 ∈ R виражаються через найкращi наближення 𝐸𝑛(𝜙)𝐿𝑝 функцiй 𝜙
тригонометричними полiномами в 𝐿𝑝–метриках.

— Знайдено асимптотичнi рiвностi для точних верхнiх меж по-
точкових наближень iнтерполяцiйними тригонометричними полiно-
мами Лагранжа на класах 𝐶𝛼,𝑟𝛽,𝑝 узагальнених iнтегралiв Пуассона
функцiй, що належать одиничним кулям просторiв 𝐿𝑝, 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞.

— Встановлено iнтерполяцiйнi аналоги нерiвностей типу Лебега
на множинах 𝐶𝜓𝛽 𝐿1 2𝜋–перiодичних функцiй 𝑓 , котрi задаються згор-
тками твiрного ядра Ψ𝛽(𝑡) з функцiями 𝜙 iз 𝐿1. Показано, що коли
послiдовностi модулiв коефiцiєнтiв Фур’є цього ядра спадають до
нуля швидше за довiльну степеневу функцiю, отриманi нерiвностi в
рядi важливих випадкiв є асимптотично точними.

— Встановлено асимптотичнi рiвностi для точних верхнiх меж
поточкових наближень iнтерполяцiйними тригонометричними полi-
номами на класах згорток твiрного ядра Ψ𝛽 iз функцiями 𝜙, що на-
лежать одиничнiй кулi з простору 𝐿1, у випадку коли послiдовностi
модулiв коефiцiєнтiв Фур’є цього ядра спадають до нуля швидше за
довiльну степеневу функцiю.

— Отримано оцiнки знизу та зверху для найгiршої похибки iнте-
грування на одиничнiй сферi S𝑑 ⊂ R𝑑+1, 𝑑 ≥ 2, на модифiкованих
класах типу Соболєва H 𝑑

2 ,𝛾(S𝑑), 𝛾 > 1
2 , з критичним показником 𝑑

2 та
додатковим логарифмiчним множником. Встановлено оцiнку зверху
для найгiршої похибки iнтегрування, для сферичних 𝑡-дизайнiв, а
також оцiнку знизу найгiршої похибки iнтегрування для довiльної
точкової множини.

— Знайдено асимптотичнi рiвностi для дискретних 𝑠-енергiй Рiсса
та логарифмiчної енергiй для послiдовностей добре розподiлених 𝑡-
дизайнiв та стратифiкованих вибiрок на одиничнiй сферi.

— Встановлено двостороннi оцiнки для мiнiмальних 𝑠-енергiй,
енергiй Рiсса, дискретної логарифмiчної енергiї та енергiї Грiна на
проєктивних просторах FP𝑑−1 над скалярними областями F дiй-
сних чисел, комплексних чисел, кватернiонiв чи октонiонiв. Записа-
но оцiнки в загальному виглядi для всiх чотирьох проєктивних про-
сторiв: дiйсного, комплексного проєктивних просторiв, проєктивного
простору кватернiонiв та простору Келi через їх параметри.

— Означено поняття гiперрiвномiрнiстi послiдовностей точкових
множин на 𝑑-вимiрному торi TΛ для великих i малих куль та куль
промiжного розмiру. Встановлено, що гiперрiвномiрнi точковi мно-
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жини є рiвномiрно розподiленi на 𝑑-вимiрному торi. Дослiджено
на гiперрiвномiрнiсть послiдовностi QMC–дизайнiв класiв Соболєва
𝑊𝛼,2(TΛ), ймовiрнiснi точковi процеси (вiдповiдно до стратифiкова-
них вибiрок) i деякi детермiнантовi точковi процеси для великих i
малих куль та куль промiжного розмiру на 𝑑-вимiрному торi.
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ристик функцiональних множин та екстремальних власти-
востей багатовимiрних точкових конфiгурацiй. — Квалiфiка-
цiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-мате-
матичних наук за спецiальнiстю 01.01.01 “математичний аналiз”
(111 — математика). — Iнститут математики НАН України, Київ,
2025.

В дисертацiйнiй роботi на класах 2𝜋–перiодичних функцiй високої
гладкостi, якi задаються за допомогою поняття (𝜓, 𝛽)–похiдної, вста-
новлено асимптотичнi рiвностi для похибок наближень частинними
сумами Фур’є, а також iнтерполяцiйними тригонометричними полi-
номами Лагранжа. Встановлено асимптотично непокращуванi нерiв-
ностi типу Лебега для сум Фур’є, а також для iнтерполяцiйних три-
гонометричних полiномiв на множинах перiодичних функцiй високої
гладкостi, (𝜓, 𝛽)–похiднi яких належать просторам 𝐿𝑝.

На одиничнiй сферi встановлено двостороннi оцiнки для найгiр-
шої похибки iнтегрування для певних класiв неперервних функцiй
та оцiнки дискретних енергiй для добре розподiлених 𝑡-дизайнiв. Ви-
вчено питання гiперрiвномiрностi точкових множин на 𝑑-вимiрному
торi. Також дослiджено властивостi точкових множин (зокрема
QMC-дизайнiв, детермiнантних точкових процесiв) в контекстi мi-
нiмiзацiї найгiршої похибки iнтегрування та мiнiмiзацiї дискретних
енергiй на одиничному 𝑑-вимiрному кубi та двоточкових однорiдних
просторах.

В дисертацiї означено поняття гiперрiвномiрнiстi послiдовностей
точкових множин на 𝑑-вимiрному торi TΛ та дослiджено на гiперрiв-
номiрнiсть послiдовностi QMC–дизайнiв класiв Соболєва 𝑊𝛼,2(TΛ)
при всiх 𝛼 > 𝑑

2 , ймовiрнiснi точковi процеси на основi стратифiкова-
них вибiрок i деякi детермiнантовi точковi процеси.
Ключовi слова: сума Фур’є, узагальненi iнтеграли Пуассона,
(𝜓, 𝛽)–похiдна, нерiвностi типу Лебега, iнтерполяцiйнi тригономе-
тричнi полiноми Лагранжа, задача Колмогорова-Нiкольського, най-
краще тригонометричне наближення, дискретна енергiя, сферичний
𝑡-дизайн, детермiнантнi точковi процеси, найгiрша похибка iнте-
грування, гiперрiвномiрнiсть, методи квазi-Монте-Карло, проєктивнi
простори, простори Уолша.



42

Stepaniuk T. A. Investigation of approximation character-
istics of functional and extremal properties of multivariate
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Thesis for the degree of Doctor of Physical and Mathematical Sci-
ences, speciality 01.01.01 “Mathematical Analysis” (111 – Mathemat-
ics). — Institute of Mathematics of NAS of Ukraine, Kyiv, 2025.

In the dissertation, asymptotic equalities are established for approx-
imation errors by partial Fourier sums and by Lagrange trigonometric
interpolation polynomials on classes of 2𝜋–periodic functions of high
smoothness defined via the concept of the (𝜓, 𝛽)–derivative. Asymptot-
ically unimprovable Lebesgue-type inequalities are obtained for Fourier
sums as well as for interpolation trigonometric polynomials on sets of
periodic functions of high smoothness whose (𝜓, 𝛽)–derivatives belong
to the spaces 𝐿𝑝.

On the unit sphere, two-sided estimates are obtained for the worst-
case integration error for certain classes of continuous functions, as well
as estimates of discrete energies for well-distributed 𝑡–designs. The prob-
lem of hyperuniformity of point sets on the 𝑑–dimensional torus is inves-
tigated. Furthermore, the properties of point sets (in particular, QMC
designs and determinantal point processes) are studied in the context
of minimizing the worst-case integration error and minimizing discrete
energies on the unit 𝑑–dimensional cube and on two-point homogeneous
spaces.

The dissertation introduces the concept of hyperuniformity of the
sequence of point sets on the 𝑑–dimensional torus TΛ and investigates
the hyperuniformity of QMC-designs of the Sobolev classes 𝑊𝛼,2(TΛ)
for all 𝛼 > 𝑑

2 , probabilistic point processes based on jittered samplings,
and some determinantal point processes.
Key words: Fourier sum, generalized Poisson integrals, (𝜓, 𝛽)-
derivative, Lebesgue-type inequalities, Lagrange interpolation trigono-
metric polynomials, Kolmogorov-Nikolsky problem, best trigonometric
approximation, discrete energy, spherical 𝑡-design, determinantal point
processes, worst case integration error, hyperuniformity, quasi-Monte
Carlo methods, projective spaces, Walsh spaces.


