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ÇÀÃÀËÜÍÀ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÎÁÎÒÈ

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíî âèâ÷åííþ ñêií÷åííèõ ìàéæå-
êiëåöü ç îäèíèöåþ òà ëîêàëüíèõ ìàéæå-êiëåöü ç îáìåæåííÿìè íà
àäèòèâíi ãðóïè.

Oá ðóíòóâàííÿ âèáîðó òåìè äîñëiäæåííÿ.Õàðàêòåðíîþ ðè-
ñîþ ñó÷àñíîãî åòàïó ðîçâèòêó àëãåáðè ¹ ïiäâèùåííÿ àêòèâíîñòi äî-
ñëiäæåíü â îáëàñòÿõ, ùî óçàãàëüíþþòü òåîði¨ êëàñè÷íèõ àëãåáðà¨-
÷íèõ ñèñòåì, íàïðèêëàä, òåîðiÿ ìàéæå-êiëåöü. Ìàéæå-êiëüöÿ âèíè-
êàþòü ïðèðîäíèì ÷èíîì ïðè âèâ÷åííi ñèñòåì íåëiíiéíèõ âiäîáðà-
æåíü i âèâ÷àþòüñÿ ïðîòÿãîì áàãàòüîõ äåñÿòèëiòü.

Îñíîâè àêñiîìàòèêè òåîði¨ ìàéæå-êiëåöü áóëè çàêëàäåíi â ðîáîòàõ
Îðå, Ôóðòâàíãëåðà�Òàóññêi òà Òàóññêi-Òîää.

Äîñëiäæåííÿ ìàéæå-êiëåöü ïîâ'ÿçàíå ç ðîáîòàìè Áåéäëåìàíà, Áå-
òøà, Áëåêåòòà, Âåíäòà, Ìåéñîíà, Õ. Íîéìàí, Ïåòåðñîíà, Õåçåðëi òà
iíøi.

Îäíi¹þ ç ïåðøèõ ðîáiò â Óêðà¨íi, â ÿêié ðîçãëÿäàþòüñÿ ìàéæå-
êiëüöÿ, ¹ ñòàòòÿ Êàëóæíiíà òà Ñóùàíñüêîãî, îïóáëiêîâàíî â 1978
ðîöi. Ïåðøîþ äèñåðòàöi¹þ â Óêðà¨íi, â ÿêié ðîçãëÿäàþòüñÿ ìàéæå-
êiëüöÿ, ¹ äîêòîðñüêà äèñåðòàöiÿ Óñåíêà çàõèùåíà ó 1999 ðîöi.

Âiäîìî, ùî áóäü-ÿêà ñêií÷åííà àáåëåâà ãðóïà A ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ
ïðèìàðíèõ öèêëi÷íèõ ïiäãðóï, êîæíó ç ÿêèõ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê
àäèòèâíó ãðóïó äåÿêîãî êiëüöÿ ëèøêiâ Z/piZ. Çâiäñè A ¹ àäèòèâ-
íîþ ãðóïîþ ïðÿìî¨ ñóìè öèõ êiëåöü. Îòæå, êîæíà ñêií÷åííà àáåëåâà
ãðóïà ¹ àäèòèâíîþ ãðóïîþ àñîöiàòèâíîãî (i íàâiòü êîìóòàòèâíîãî)
êiëüöÿ ç îäèíèöåþ. Îäíàê, ó âèïàäêó ìàéæå-êiëåöü ç îäèíèöåþ àíà-
ëîãi÷íèé ðåçóëüòàò äëÿ ñêií÷åííèõ íåàáåëåâèõ ãðóï íå âèêîíó¹òüñÿ.

Ïèòàííÿ ïðî òå, ÿêi ãðóïè ìîæóòü áóòè àäèòèâíèìè ãðóïà-
ìè ìàéæå-êiëåöü ç îäèíèöåþ, äîñëiäæó¹òüñÿ ç êiíöÿ 1960-õ ðîêiâ.
Íàä âèðiøåííÿì öüîãî ïèòàííÿ ïðàöþâàëè Áîéêåòò, Äæîíñîí, Äîé,
Êëåé, Êðiììåë, Ëàé, Ëåêñòîí, Ëîêõàðò, Ìàëîí, Ìåêñîí, Íèáàóåð,
Ðà¹âñüêà Ì., Ñèñàê òà iíøi.

Â äèñåðòàöi¨ ðîçãëÿíóòî ìàéæå-êiëüöÿ íà ãðóïàõ Ìiëëåðà�
Ìîðåíî, Øìiäòà.

Ìîíîãðàôi¨ Ïiëüöà, Ìåëäðóìà, Êëåÿ, Ê. Ôåððåðî òà Ã. Ôåððåðî,
Ëîêõàðòà ïðèñâÿ÷åíi çàãàëüíié òåîði¨ ìàéæå-êiëåöü.

Íàãàäà¹ìî, ùî êiëüöå R ç îäèíèöåþ, ìíîæèíà L âñiõ íåîáîðî-
òíèõ åëåìåíòiâ ÿêîãî óòâîðþ¹ iäåàë â R (à îòæå, ôàêòîð-êiëüöå R/L
¹ òiëîì), íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíèì êiëüöåì. ßê ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ,
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â îçíà÷åííi ëîêàëüíîãî êiëüöÿ äîñòàòíüî íàñïðàâäi ïðèïóñêàòè, ùî
L ¹ òiëüêè ïiäãðóïîþ àäèòèâíî¨ ãðóïè êiëüöÿ R. Çàìiíèâøè â íüî-
ìó ñëîâî �êiëüöå� íà �ìàéæå-êiëüöå�, îòðèìó¹ìî îçíà÷åííÿ ëîêàëü-
íèõ ìàéæå-êiëåöü, âèâ÷åííÿ ÿêèõ ðîçïî÷àâ Ìåêñîí. Âiäîìî, ùî ñêií-
÷åííà ãðóïà ¹ àäèòèâíîþ ãðóïîþ äåÿêîãî ëîêàëüíîãî êiëüöÿ òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè âîíà ¹ àáåëåâîþ p-ãðóïîþ. ßê áóëî ïîêàçàíî Ìå-
êñîíîì, àäèòèâíà ãðóïà R+ ñêií÷åííîãî ëîêàëüíîãî ìàéæå êiëüöÿ
R ¹ p-ãðóïîþ, à éîãî ïiäãðóïà L íåîáîðîòíèõ åëåìåíòiâ ¹ iäåàëîì â
R. Çâiäñè âèïëèâà¹, çîêðåìà, ùî ôàêòîð-ãðóïà R/L ¹ åëåìåíòàðíîþ
àáåëåâîþ. Áiëüø òîãî, íèì áóëî âñòàíîâëåíî, ùî êîæíà àáåëåâà p-
ãðóïà, âiäìiííà âiä öèêëi÷íî¨ ãðóïè òà ãðóïè ïîðÿäêó 4, ¹ àäèòèâíîþ
ãðóïîþ ëîêàëüíîãî ìàéæå-êiëüöÿ, ùî íå ¹ êiëüöåì, à òàêîæ îïèñàíi
âñi íåiçîìîðôíi íóëü-ñèìåòðè÷íi ëîêàëüíi ìàéæå-êiëüöÿ ç åëåìåí-
òàðíîþ àáåëåâîþ àäèòèâíîþ ãðóïîþ ïîðÿäêó p2, ÿêi íå ¹ ìàéæå-
ïîëÿìè.

Îäíàê, çàäà÷à êëàñèôiêàöi¨ ñêií÷åííèõ íåàáåëåâèõ p-ãðóï, ùî ¹
àäèòèâíèìè ãðóïàìè ëîêàëüíèõ ìàéæå-êiëåöü, çàëèøà¹òüñÿ äàëå-
êîþ âiä ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïðÿìi äîáóòêè ìåòàöèêëi÷íèõ p-ãðóï Ìiëëåðà�
Ìîðåíî òà öèêëi÷íèõ p-ãðóï, ïðÿìi äîáóòêè íåìåòàöèêëi÷íèõ p-ãðóï
Ìiëëåðà�Ìîðåíî òà öèêëi÷íèõ p-ãðóï äîñëiäæóþòüñÿ â äàíîìó ðó-
êîïèñi.

Âiäîìî, íàïðèêëàä, ùî óçàãàëüíåíi ãðóïè êâàòåðíiîíiâ òà ãðóïà
äiåäðà ïîðÿäêó 8 íå ìîæóòü áóòè àäèòèâíèìè ãðóïàìè ëîêàëüíèõ
ìàéæå-êiëåöü. Êðiì òîãî, ÿê ïîêàçàâ Ôåéãåëüñòîê, äëÿ êîæíîãî ïðî-
ñòîãî ÷èñëà p òà öiëîãî n > p iñíó¹ ãðóïà ïîðÿäêó pn, ÿêà íå ¹ àäè-
òèâíîþ ãðóïîþ ëîêàëüíîãî ìàéæå-êiëüöÿ.

Âèâ÷åííþ ëîêàëüíèõ ìàéæå-êiëåöü ïðèñâÿ÷åíi ðîáîòè Àìáåðãà,
Ãîðîäíiêà, Ãóáåðòà, Ìåêñîíà, Ðà¹âñüêî¨ Ì., Ñèñàêà, Ôåéãåëñòîêà òà
iíøèõ.

Îñêiëüêè ïîâíiñòþ îïèñàíi óñi íóëü-ñèìåòðè÷íi ëîêàëüíi ìàéæå-
êiëüöÿ ïîðÿäêó p2, òî íàñòóïíèì êðîêîì ¹ õàðàêòåðèçàöiÿ ëîêàëüíèõ
ìàéæå-êiëåöü íà àáåëåâèõ òà íåàáåëåâèõ ãðóïàõ ïîðÿäêó p3 òà íà
ãðóïàõ ïîðÿäêó p4 êëàñó íiëüïîòåíòíîñòi 2 òà êëàñó íiëüïîòåíòíîñòi
3.

Ñïèñîê óñiõ 698 íåiçîìîðôíèõ ëîêàëüíèõ ìàéæå-êiëåöü ïîðÿäêó
íå áiëüøå 31 ìiñòÿòüñÿ â ïàêåòi SONATA ñèñòåìè êîìþòåðíî¨ àëãå-
áðè GAP. Îäíàê êëàñèôiêàöiÿ ìàéæå-êiëåöü ïîðÿäêó 32 i âèùå âè-
ìàãà¹ íàáàãàòî ñêëàäíiøèõ îá÷èñëåíü. Äëÿ ëîêàëüíèõ ìàéæå-êiëåöü
âîíè áóëè ðåàëiçîâàíi â íîâîìó GAP-ïàêåòi LocalNR.
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Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìà-
ìè. Ðîáîòà âèêîíóâàëàñÿ â Iíñòèòóòi ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè ó
âiääiëi àëãåáðè i òîïîëîãi¨ çãiäíî iç çàãàëüíèì ïëàíîì äîñëiäæåíü
ó ðàìêàõ íàóêîâî-äîñëiäíèõ òåì �Òåîðiÿ çîáðàæåíü òà ¨¨ çàñòîñó-
âàííÿ â àëãåáði, ãåîìåòði¨ é òîïîëîãi¨� (íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨
0111U002096, 2011�2015 ðð.), �Ðîçðîáêà é çàñòîñóâàííÿ íîâèõ ìåòî-
äiâ ó òåîði¨ çîáðàæåíü, àáñòðàêòíié àëãåáði òà àëãåáðà¨÷íié ãåîìå-
òði¨� (íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0116U003125, 2016�2020 ðð.), �Äî-
ñëiäæåííÿ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì òà åâîëþöiéíèõ çàäà÷ òîïîëîãi÷íèìè,
ñòîõàñòè÷íèìè òà àëãåáðè÷íèìè ìåòîäàìè� (íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹-
ñòðàöi¨ 0117U004091, 2017�2021 ðð.) òà �Êàòåãîðíi, êîìáiíàòîðíi òà
àíàëiòè÷íi ìåòîäè äîñëiäæåííÿ ïðîáëåì òåîði¨ çîáðàæåíü, àëãåáðà-
¨÷íî¨ ãåîìåòði¨, àëãåáðà¨÷íî¨ òà äèôåðåíöiàëüíî¨ òîïîëîãi¨� (íîìåð
äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0121U100395, 2021�2025 ðð.), �Ñó÷àñíi ìåòîäè
àëãåáðè i òîïîëîãi¨ òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ� (íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨
0126U000346, 2026�2030 ðð.).

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ. Ðîçâèòîê òåîði¨ ìàéæå-êiëåöü
ç îäèíèöåþ òà ïîâ'ÿçàíèõ ç íèìè ãðóï.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ñêií÷åííi ìàéæå-êiëüöÿ ç îäèíèöåþ òà
ëîêàëüíi ìàéæå-êiëüöÿ.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ àäèòèâíi ãðóïè ñêií÷åííèõ ìàéæå-
êiëüöÿ ç îäèíèöåþ òà ëîêàëüíèõ ìàéæå-êiëåöü, êëàñèôiêàöiÿ ñêií-
÷åííèõ ëîêàëüíèõ ìàéæå-êiëåöü.

Çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ:
� Îïèñàòè ìàéæå-êiëüöÿ ç îäèíèöåþ íà ãðóïàõ ïîðÿäêó p3.
� Îòðèìàòè íåîáõiäíi óìîâè iñíóâàííÿ ìàéæå-êiëåöü ç îäèíèöåþ
íà àáåëåâèõ ãðóïàõ ïîðÿäêó p3.
� Îòðèìàòè íåîáõiäíi óìîâè iñíóâàííÿ ìàéæå-êiëåöü ç îäèíèöåþ
íà íåàáåëåâèõ ãðóïàõ ïîðÿäêó p3.
� Îïèñàòè ëîêàëüíi ìàéæå-êiëüöÿ ç àäèòèâíèìè ãðóïàìè ïîðÿä-
êó p3. Âèçíà÷èòè ôîðìóëè ìíîæåííÿ äëÿ òàêèõ ìàéæå-êiëåöü òà
îïèñàíî ôóíêöi¨, ùî ¨õ çàäàþòü.
� Íàâåñòè ïðèêëàä ëîêàëüíèõ ìàéæå-êiëåöü ç àäèòèâíîþ ãðóïîþ
ïîðÿäêó p3.
� Äàòè îöiíêó íèæíüî¨ ìåæi êiëüêîñòi ëîêàëüíèõ ìàéæå-êiëåöü íà
ãðóïàõ ïîðÿäêó p3.
� Íàâåñòè àëãîðèòì ïîáóäîâè ëîêàëüíîãî ìàéæå-êiëüöÿ ç åëåìåí-
òàðíîþ àáåëåâîþ àäèòèâíîþ ãðóïîþ ïîðÿäêó 53, ùî ðåàëiçîâàíî â
ñèñòåìi êîìï'þòåðíî¨ àëãåáðè GAP.
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� Ïðîàíàëiçóâàòè iñíóâàííÿ òà êiëüêiñòü íåiçîìîðôíèõ ëîêàëüíèõ
ìàéæå-êiëåöü íà ãðóïàõ ïîðÿäêó p3.
� Íàâåñòè äåÿêi ñòðóêòóðíi ðåçóëüòàòè ñòîñîâíî ãðóï ïîðÿäêó p4.
� Îòðèìàòè íåîáõiäíi óìîâè iñíóâàííÿ ìàéæå-êiëåöü ç îäèíèöåþ íà
ãðóïàõ ïîðÿäêó p4. Âèçíà÷èòè ôîðìóëè ìíîæåííÿ äëÿ òàêèõ ìàéæå-
êiëåöü òà îïèñàíî ôóíêöi¨, ùî ¨õ çàäàþòü.
� Îïèñàòè ëîêàëüíi ìàéæå-êiëüöÿ ç àäèòèâíèìè ãðóïàìè ïîðÿäêó
p4. Âêàçàòè ôîðìóëè ìíîæåííÿ äëÿ òàêèõ ìàéæå-êiëåöü òà îïèñàíî
ôóíêöi¨, ùî ¨õ çàäàþòü.
� Íàâåñòè ïðèêëàä ëîêàëüíîãî ìàéæå-êiëüöÿ ïîðÿäêó 54 = 625.
� Äàòè àëãîðèòì ïîáóäîâè ëîêàëüíîãî ìàéæå-êiëüöÿ ç íåàáåëå-
âîþ àäèòèâíîþ ãðóïîþ ïîðÿäêó 54, ùî ðåàëiçîâàíî â ñèñòåìi
êîìï'þòåðíî¨ àëãåáðè GAP.
� Íàâåñòè íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ ìàéæå-êiëåöü ç
îäèíèöåþ íà ãðóïàõ Ìiëëåðà�Ìîðåíî.
� Ïîêàçàòè, ùî íå iñíó¹ ìàéæå-êiëåöü ç îäèíèöåþ, àäèòèâíà ãðóïà
ÿêèõ içîìîðôíà ãðóïi Øìiäòà.
� Äîñëiäèòè ïðÿìi äîáóòêè p-ãðóï Ìiëëåðà�Ìîðåíî òà öèêëi÷íèõ
p-ãðóï ÿê àäèòèâíi ãðóïè ìàéæå-êiëåöü ç îäèíèöåþ òà ëîêàëüíèõ
ìàéæå-êiëåöü. Âèçíà÷èòè ôîðìóëè ìíîæåííÿ äëÿ òàêèõ ìàéæå-
êiëåöü òà îïèñàíî ôóíêöi¨, ùî ¨õ çàäàþòü.
� Îïèñàòè ïîáóäîâó ìàéæå-êiëåöü ç îäèíèöåþ.
� Íàâåñòè äåÿêi ôóíêöi¨ äëÿ ëîêàëüíèõ ìàéæå-êiëåöü ç ïàêåòó
LocalNR, à ñàìå: UnitsOfNearRing(R) (âèâiä: ñïèñîê îáîðîòíèõ åëå-
ìåíòiâ ìàéæå-êiëüöÿ, ÿêùî R ¹ ìàéæå-êiëüöåì ç îäèíèöåþ, iíàêøå
âèâiä ìà¹ âèãëÿä Error, no units exist), IsLocalNearRing(R) (âè-
âiä: çíà÷åííÿ true, ÿêùî R ¹ ëîêàëüíèì ìàéæå-êiëüöåì, iíàêøå âè-
âiä ìà¹ çíà÷åííÿ false.), IsLocalRing(R) (âèâiä: çíà÷åííÿ true, ÿêùî
R ¹ ëîêàëüíèì êiëüöåì, iíàêøå âèâiä ìà¹ çíà÷åííÿ false), NearRi-
ngNonUnits(R) (âèâiä: ñïèñîê íåîáîðîòíèõ åëåìåíòiâ R), NonUni-
tsAsAdditiveSubgroup(R) (âèâiä: àäèòèâíà ïiäãðóïà íåîáîðîòíèõ åëå-
ìåíòiâ R).
� Îïèñàòè ìàéæå-êiëüöÿ ç îäèíèöåþ ïàêåòó SONATA òà åíäîöè-
êëi÷íi ãðóïè.
� Ïðîàíàëiçóâàòè ëîêàëüíi ìàéæå-êiëüöÿ ïîðÿäêó 32.
� Íàâåñòè ÷àñòêîâó êëàñèôiêàöiþ ëîêàëüíèõ ìàéæå-êiëåöü ïîðÿä-
êó 128.
� Çíàéòè 2-ïîðîäæåíi åíäîöèêëi÷íi ãðóïè ïîðÿäêó 256 òà åêñïîíåí-
òè 16, ÿêi íå ¹ àäèòèâíèìè ãðóïàìè ëîêàëüíèõ ìàéæå-êiëåöü.
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Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Ó ðîáîòi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ìåòîäè òåî-
ði¨ ãðóï òà òåîði¨ ìàéæå-êiëåöü. Äëÿ ïîáóäîâè ïðèêëàäiâ ëîêàëüíèõ
ìàéæå-êiëåöü áóëè íàïèñàíi àëãîðèòìè òà ïðîãðàìè íà ìîâi GAP,
ÿêi áóëî ðåàëiçîâàíî íà êëàñòåðàõ òà ñóïåðêîìï'þòåðàõ;
� Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè (ì. Êè¨â, Óêðà¨íà);
� Iíñòèòóòó êiáåðíåòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè (ì. Êè¨â, Óêðà¨íà);
� Êè¨âñüêîãî ïîëiòåõíi÷íîãî iíñòèòóòó iìåíi Iãîðÿ Ñiêîðñüêîãî
(ì. Êè¨â, Óêðà¨íà);
� CIRCA (ì. Ñåíò Àíäðþñ, Øîòëàíäiÿ, Âåëèêà Áðèòàíiÿ);
� CIRUS (ì. Åäèíáóðã, Øîòëàíäiÿ, Âåëèêà Áðèòàíiÿ);
� Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè Ïîëüñüêî¨ Àêàäåìi¨ Íàóê (ì. Âàðøàâà,
Ïîëüùà).

Íàóêîâà íîâèçíà îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Îñíîâíi ðåçóëü-
òàòè, ÿêi âèçíà÷àþòü íàóêîâó íîâèçíó òà âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò, ¹
íîâèìè i ïîëÿãàþòü ó òàêîìó:
� Îïèñàíî ìàéæå-êiëüöÿ ç îäèíèöåþ íà ãðóïàõ ïîðÿäêó p3.
� Íàâåäåíî íåîáõiäíi óìîâè iñíóâàííÿ ìàéæå-êiëåöü ç îäèíèöåþ íà
àáåëåâèõ ãðóïàõ ïîðÿäêó p3.
� Íàâåäåíî íåîáõiäíi óìîâè iñíóâàííÿ ìàéæå-êiëåöü ç îäèíèöåþ íà
íåàáåëåâèõ ãðóïàõ ïîðÿäêó p3.
� Îïèñàíî ëîêàëüíi ìàéæå-êiëüöÿ ç àäèòèâíèìè ãðóïàìè ïîðÿäêó
p3. Âèçíà÷åíî ôîðìóëè ìíîæåííÿ äëÿ òàêèõ ìàéæå-êiëåöü òà îïè-
ñàíî ôóíêöi¨, ùî ¨õ çàäàþòü.
� Íàâåäåíî ïðèêëàä ëîêàëüíîãî ìàéæå-êiëüöÿ ç àäèòèâíîþ ãðóïîþ
ïîðÿäêó p3.
� Äàíî îöiíêó íèæíüî¨ ìåæi êiëüêîñòi ëîêàëüíèõ ìàéæå-êiëåöü íà
ãðóïàõ ïîðÿäêó p3.
� Íàâåäåíî àëãîðèòì ïîáóäîâè ëîêàëüíîãî ìàéæå-êiëüöÿ ç åëåìåí-
òàðíîþ àáåëåâîþ àäèòèâíîþ ãðóïîþ ïîðÿäêó 53, ùî ðåàëiçîâàíî â
ñèñòåìi êîìï'þòåðíî¨ àëãåáðè GAP.
� Ïðîàíàëiçîâàíî iñíóâàííÿ òà êiëüêiñòü íåiçîìîðôíèõ ëîêàëüíèõ
ìàéæå-êiëåöü íà ãðóïàõ ïîðÿäêó p3.
� Íàâåäåíî äåÿêi ñòðóêòóðíi ðåçóëüòàòè ñòîñîâíî ãðóï ïîðÿäêó p4.
� Îòðèìàíî íåîáõiäíi óìîâè iñíóâàííÿ ìàéæå-êiëåöü ç îäèíèöåþ
íà ãðóïàõ ïîðÿäêó p4.
� Âèçíà÷åíî ôîðìóëè ìíîæåííÿ äëÿ òàêèõ ìàéæå-êiëåöü òà îïèñà-
íî ôóíêöi¨, ùî ¨õ çàäàþòü.
� Îïèñàíî ëîêàëüíi ìàéæå-êiëüöÿ ç àäèòèâíèìè ãðóïàìè ïîðÿäêó
p4. Âêàçàíî ôîðìóëè ìíîæåííÿ äëÿ òàêèõ ìàéæå-êiëåöü òà îïèñàíî
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ôóíêöi¨, ùî ¨õ çàäàþòü.
� Íàâåäåíî ïðèêëàä ëîêàëüíîãî ìàéæå-êiëüöÿ ïîðÿäêó 54 = 625.
� Äàíî àëãîðèòì ïîáóäîâè ëîêàëüíîãî ìàéæå-êiëüöÿ ç íåàáåëå-
âîþ àäèòèâíîþ ãðóïîþ ïîðÿäêó 54, ùî ðåàëiçîâàíî â ñèñòåìi
êîìï'þòåðíî¨ àëãåáðè GAP.
� Íàâåäåíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ ìàéæå-êiëåöü ç
îäèíèöåþ íà ãðóïàõ Ìiëëåðà�Ìîðåíî.
� Ïîêàçàíî, ùî íå iñíó¹ ìàéæå-êiëåöü ç îäèíèöåþ, àäèòèâíà ãðóïà
ÿêèõ içîìîðôíà ãðóïi Øìiäòà.
� Îïèñàíî ïðÿìi äîáóòêè p-ãðóï Ìiëëåðà�Ìîðåíî òà öèêëi÷íèõ
p-ãðóï ÿê àäèòèâíi ãðóïè ìàéæå-êiëåöü ç îäèíèöåþ òà ëîêàëüíèõ
ìàéæå-êiëåöü. Âèçíà÷åíî ôîðìóëè ìíîæåííÿ äëÿ òàêèõ ìàéæå-
êiëåöü òà îïèñàíî ôóíêöi¨, ùî ¨õ çàäàþòü.
� Îïèñàíî ïîáóäîâó ìàéæå-êiëåöü ç îäèíèöåþ.
� Íàâåäåíî äåÿêi ôóíêöi¨ äëÿ ëîêàëüíèõ ìàéæå-êiëåöü ç ïàêåòó
LocalNR, à ñàìå: UnitsOfNearRing(R) (âèâiä: ñïèñîê îáîðîòíèõ åëå-
ìåíòiâ ìàéæå-êiëüöÿ, ÿêùî R ¹ ìàéæå-êiëüöåì ç îäèíèöåþ, iíàêøå
âèâiä ìà¹ âèãëÿä Error, no units exist), IsLocalNearRing(R) (âè-
âiä: çíà÷åííÿ true, ÿêùî R ¹ ëîêàëüíèì ìàéæå-êiëüöåì, iíàêøå âè-
âiä ìà¹ çíà÷åííÿ false.), IsLocalRing(R) (âèâiä: çíà÷åííÿ true, ÿêùî
R ¹ ëîêàëüíèì êiëüöåì, iíàêøå âèâiä ìà¹ çíà÷åííÿ false), NearRi-
ngNonUnits(R) (âèâiä: ñïèñîê íåîáîðîòíèõ åëåìåíòiâ R.), NonUni-
tsAsAdditiveSubgroup(R) (âèâiä: àäèòèâíà ïiäãðóïà íåîáîðîòíèõ åëå-
ìåíòiâ R).
� Îïèñàíî ìàéæå-êiëüöÿ ç îäèíèöåþ ïàêåòó SONATA òà åíäîöè-
êëi÷íi ãðóïè.
� Ïðîàíàëiçîâàíî ëîêàëüíi ìàéæå-êiëüöÿ ïîðÿäêó 32.
� Íàâåäåíî ÷àñòêîâó êëàñèôiêàöiþ ëîêàëüíèõ ìàéæå-êiëåöü ïîðÿä-
êó 128.
� Çíàéäåíî 2-ïîðîäæåíi åíäîöèêëi÷íi ãðóïè ïîðÿäêó 256 òà åêñïî-
íåíòè 16, ÿêi íå ¹ àäèòèâíèìè ãðóïàìè ëîêàëüíèõ ìàéæå-êiëåöü.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äèñåðòàöiéíà
ðîáîòà íîñèòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè, à òàêîæ
ìåòîäèêà ¨õ îòðèìàííÿ, ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi äëÿ ïîäàëüøîãî
ðîçâèòêó òåîði¨ ìàéæå-êiëåöü, òåîði¨ ãðóï, ñèñòåìè GAP, i ó äåÿêèõ
iíøèõ ãàëóçÿõ íàóêè, çîêðåìà, òåîði¨ êîäóâàííÿ.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨,
ÿêi âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò, îòðèìàíi àâòîðîì îñîáèñòî. Òðè ñòàòòi îïó-
áëiêîâàíà áåç ñïiâàâòîðiâ. Ó ñïiëüíèõ ç íàóêîâèì êîíñóëüòàíòîì òà
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Ì.Þ. Ðà¹âñüêîþ ïóáëiêàöiÿõ çà òåìîþ äèñåðòàöi¨ ðîçïîäië îñîáè-
ñòèõ âíåñêiâ òàêèé:
� ó ðîáîòàõ [1, 2, 17, 18, 19, 20] �� âèçíà÷åííÿ íàïðÿìêó äîñëiäæåíü,
ïîñòàíîâêà çàäà÷, iäå¨ âiäíîñíî âèáîðó ìåòîäèê ðîçâ'ÿçóâàííÿ, ïîáó-
äîâà àëãîðèòìó, áðàâ ó÷àñòü ó íàïèñàíi ôóíêöié, îáãîâîðåííi ðåçóëü-
òàòiâ, êîíòðîëü ÿêîñòi âèêëàäåííÿ ðåçóëüòàòiâ íàëåæèòü íàóêîâîìó
êîíñóëüòàíòó ß.Ï. Ñèñàêó.
� ó ñòàòòi [1] �� â äèñåðòàöiþ âêëþ÷åíî òåîðåìó 1. Çäîáóâà÷êà áðà-
ëà ó÷àñòü â îáãîâîðåííi àëãîðèòìó.
� ó ñòàòòi [2] �� çäîáóâà÷êà áðàëà ó÷àñòü ó íàïèñàíi ôóí-
êöié äëÿ ìàéæå-êiëåöü: UnitsOfNearRing, IsLocalNearRing, IsLocalRi-
ng, NearRingNonUnits, NonUnitsAsAdditiveSubgroup. Â äèñåðòàöiþ
âêëþ÷åíî òâåðäæåííÿ 1 òà ãiïîòåçó.
� ó ñòàòòi [3] �� âíåñîê àâòîðiâ ðiâíîöiííèé. Â äèñåðòàöiþ âêëþ÷åíî
ëåìó 4.
� ó ñòàòòÿõ [5, 9, 10, 12, 13, 16, 17, 18, 19] �� ñïiâàâòîðêà Ì.Þ. Ðà-
¹âñüêà ïåðåâiðÿëà ðåçóëüòàòè òà áðàëà ó÷àñòü â îáãîâîðåííi ðåçóëü-
òàòiâ, ïîñòàíîâöi ãiïîòåç òà ôiíàëüíîìó îôîðìëåííi ðåçóëüòàòiâ.
� ó ñòàòòi [6] �� âíåñîê àâòîðiâ ðiâíîöiííèé. Â äèñåðòàöiþ âêëþ÷åíî
òåîðåìó 13.
� ó ñòàòòi [7] �� âíåñîê àâòîðiâ ðiâíîöiííèé. Â äèñåðòàöiþ âêëþ÷åíî
ëåìó 1, òåîðåìó 1, ëåìó 2, òåîðåìó 2.
� ó ñòàòòi [14] �� âíåñîê àâòîðiâ ðiâíîöiííèé. Â äèñåðòàöiþ âêëþ-
÷åíî ëåìó 5, ëåìó 6, òåîðåìó 4.
� ó ñòàòòi [15] �� âíåñîê àâòîðiâ ðiâíîöiííèé. Â äèñåðòàöiþ âêëþ-
÷åíî ëåìó 5, òåîðåìó 3.
� ó ïàêåòi [20] �� çäîáóâà÷êà òà Ì.Þ. Ðà¹âñüêà áðàëè ó÷àñòü ó
íàïèñàíi ôóíêöié, ïîáóäîâi ëîêàëüíèõ ìàéæå-êiëåöü, îôîðìëåííi òà
ïåðåâiðöi.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè áóëè
ïðåäñòàâëåíi, äîïîâiäàëèñÿ i îáãîâîðþâàëèñÿ íà: Âîðêøîï, ïðèñâÿ-
÷åíèé 70-ði÷÷þ Þðiÿ Âiêòîðîâè÷à Áîäíàð÷óêà, 23 ãðóäíÿ 2025 ðî-
êó, Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò �Êè¹âî-Ìîãèëÿíñüêà àêàäåìiÿ�, Êè¨â,
Óêðà¨íà; Ukraine Mathematics Conference �At the End of the Year
2025�, December 18�19, 2025, Taras Shevchenko National University
of Kyiv, Kyiv, Ukraine; Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ, ïðèñâÿ÷åíà 75-é
ði÷íèöi âiä äíÿ íàðîäæåííÿ Âîëîäèìèðà Ìàñëþ÷åíêà, 25�27 âåðå-
ñíÿ 2025 ðîêó, ×åðíiâåöüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Þðiÿ
Ôåäüêîâè÷à, ×åðíiâöi, Óêðà¨íà; 15th Ukraine Algebra Conference,
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July 8�12, 2025, Lviv, Ukraine; The conference of young scientists �Pi-
dstryhach Readings � 2025�, May 27�29, 2025, Lviv, Ukraine; GAP Days
Spring 2024, March 11�15, 2024, University of Kaiserslautern-Landau,
Kaiserslautern, Germany; Ukraine Algebra Conference �At the End of
the Year 2023� (online), December 26�27, 2023, Kyiv, Ukraine, XIX
Ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ iìåíi àêàäåìiêà Ìèõàéëà Êðàâ÷ó-
êà, ïðèñâÿ÷åíà 125-ði÷÷þ ÊÏI iì. Iãîðÿ Ñiêîðñüêîãî (îíëàéí), 11�
12 æîâòíÿ 2023 ðîêó, Êè¨â, Óêðà¨íà; AAA103, The 103rd Workshop
on General Algebra, June 9�11, 2023, University of Tartu, Tartu,
Estonia; Online Twinning Conference (online), March 27�30, 2023, Digi-
tal Theme UK-Ukraine Twinning Initiative, Great Britain; International
Algebraic Conference �At the End of the Year 2022� (online), December
27�28, 2022, Kyiv, Ukraine; International conference-workshop �GAP
Days Summer 2022�, October 17�21, 2022, RWTH Aachen University,
Aachen, Germany; International Conference �On the Trail of Women
in Mathematics �Contemporary Women in Mathematics�, September
15�17, 2022, Gdansk, Poland; Ïiäñòðèãà÷iâñüêi ÷èòàííÿ � 2021 (îí-
ëàéí), 26�28 òðàâíÿ 2021 ðîêó, Ëüâiâ, Óêðà¨íà; 11th International
Skorobohatko Mathematical Conference, October 26�30, 2020, Lviv,
Ukraine; Êîíôåðåíöiÿ ìîëîäèõ ó÷åíèõ �Ïiäñòðèãà÷iâñüêi ÷èòàííÿ �
2020�, 26�28 òðàâíÿ 2020 ðîêó, Ëüâiâ, Óêðà¨íà; 11th International
Skorobohatko Mathematical Conference, October 26�30, 2020, Lviv,
Ukraine; GAP-Singular-Meeting as part of the OpenDreamKit project,
August 15�23, 2019, PfalzAkademie, Lambrecht, Germany; Ìiæíàðî-
äíî¨ íàóêîâî¨ êîíôåðåíöi¨ �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè ìåõàíiêè òà ìàòåìàòè-
êè�, ÿêà ïðèñâÿ÷åíà 90-ði÷÷þ âiä äíÿ íàðîäæåííÿ àêàäåìiêà ÍÀÍ
Óêðà¨íè ßðîñëàâà Ñòåïàíîâè÷à Ïiäñòðèãà÷à òà 40-ði÷÷þ ñòâîðåíî-
ãî íèì Iíñòèòóòó ïðèêëàäíèõ ïðîáëåì ìåõàíiêè i ìàòåìàòèêè ÍÀÍ
Óêðà¨íè, 22�25 òðàâíÿ 2018 ðîêó, Ëüâiâ, Óêðà¨íà; 11th International
Algebraic Conference in Ukraine dedicated to the 75th anniversary of
V. V. Kirichenko, July 03�07, 2017, Kyiv, Ukraine; XI Ëiòíÿ øêîëà
�Àëãåáðà, Òîïîëîãiÿ, Àíàëiç�, 1�14 ñåðïíÿ 2016 ðîêó, Îäåñà, Óêðà¨-
íà; Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ ìîëîäèõ ìàòåìàòèêiâ ïðèñâÿ÷åíà 100-
ði÷÷þ ç äíÿ íàðîäæåííÿ àêàäåìiêà ÍÀÍ Óêðà¨íè Þðiÿ Îëåêñi-
éîâè÷à Ìèòðîïîëüñüêîãî (1917�2008), 7�10 ÷åðâíÿ 2017 ðîêó, Êè-
¨â, Óêðà¨íà; Summer School on Algebra, Statistics and Combinatori-
cs, June 27 � July 2, 2016, Espoo, Finland; AAA89: Workshop on
General Algebra, February 26 � March 01, 2015, Dresden, Germany;
The International Algebraic Conference dedicated to 100-th anniversary
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of L. A. Kaluzhnin, 07�12 July, 2014, Kyiv, Ukraine; IX-à Ëiòíÿ øêî-
ëà �Àëãåáðà, òîïîëîãiÿ i àíàëiç�, 7�18 ëèïíÿ 2014 ðîêó, Ïîëÿíèöÿ,
Óêðà¨íà; IV Ìiæíàðîäíà Ãàíñüêà êîíôåðåíöiÿ, 30 ÷åðâíÿ � 1 ëèïíÿ
2014 ðîêó, ×åðíiâöi, Óêðà¨íà; Humboldt Kolleg �Education and Sci-
ence and their Role in Social and Industrial Progress of Society�, June
12�15, 2014, Kyiv, Ukraine; Âñåóêðà¨íñüêà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ �Çà-
ñòîñóâàííÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìåòîäiâ â íàóöi i òåõíiöi�, 22�23 ëèñòîïàäà
2013 ðîêó, Ëóöüê, Óêðà¨íà; 2nd EUMLS Conference Mathematics for
Life Sciences, September 05�10, 2013, Olenivka, Crimea, Ukraine; çàñi-
äàííÿõ Â÷åíî¨ ðàäè Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè; Àëãåáðà-
¨÷íèé ñåìiíàð Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, Êè¨â, Óêðà¨íà,
êåðiâíèê � ÷ë.-êîð. Þ. À. Äðîçä, àêàäåìiê Ñ. I. Ìàêñèìåíêî; ëàáî-
ðàòîði¨ òîïîëîãi¨ Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, Êè¨â, Óêðà¨-
íà, êåðiâíèê � àêàäåìiê Ñ. I. Ìàêñèìåíêî; �Àëãåáðà� Âàðøàâñüêîãî
óíiâåðñèòåòó, Âàðøàâà, Ïîëüùà, êåðiâíèê � ïðîô. ßí Îêíiíñüêèé;
�Secant group� â IÌ ÏÀÍ, Âàðøàâà, Ïîëüùà, êåðiâíèê � ïðîô. ßðî-
ñëàâ Áó÷èíñüêèé; �Algebra and Discrete Mathematics� â Óíiâåðñèòåòi
ìiñòà Ëiíö, Ëiíö, Àâñòðiÿ, êåðiâíèê � ïðîô. Ìàíóåëü Êàóåðñ; Sci-
enti�c Seminar �Geometry, Topology, Applications�, Ëüâiâ, Óêðà¨íà, êå-
ðiâíèê � ïðîô. Ò. Î. Áàíàõ; ðîçøèðåíå çàñiäàííÿ �Ïiä êiíåöü ðîêó�
Àëãåáðà¨÷íîãî ñåìiíàðó Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi
Òàðàñà Øåâ÷åíêà, Êè¨â, Óêðà¨íà, êåðiâíèê � ïðîô. À. Ï. Ïåòðàâ÷óê;
Ñåìiíàð ìîëîäèõ â÷åíèõ Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, Êè¨â,
Óêðà¨íà, îðãàíiçàòîð � Ðàäà ìîëîäèõ â÷åíèõ IÌ ÍÀÍÓ.

Ïóáëiêàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ âèñâiòëåíî ó 42 íàóêîâèõ ïó-
áëiêàöiÿõ, ç íèõ 15 � ñòàòòi ó íàóêîâèõ âèäàííÿõ, âíåñåíèõ äî ïå-
ðåëiêó íàóêîâèõ ôàõîâèõ âèäàíü Óêðà¨íè òà çàêîðäîííèõ âèäàííÿõ,
à òàêîæ 22 ïóáëiêàöi¨ ó òåçàõ äîïîâiäåé i ìàòåðiàëàõ ìiæíàðîäíèõ
òà âiò÷èçíÿíèõ êîíôåðåíöié. Ñòàòòi [5, 1, 2, 6, 9, 10, 14, 12] ïðîií-
äåêñîâàíi ó ìiæíàðîäíèõ íàóêîìåòðè÷íèõ áàçàõ Scopus àáî Web of
Science. Ñòàòòþ [5] îïóáëiêîâàíî ó âèäàííi ç êâàðòèëÿ Q1 âiäïîâiäíî
äî êëàñèôiêàöi¨ SCImago Journal and Country Rank, ñòàòòi [1, 2, 6, 9,
10, 14] ó âèäàííÿõ ç êâàðòèëÿ Q3, ñòàòòþ [12] ó âèäàííi ç êâàðòèëÿ
Q4. Âiäïîâiäíî äî ï. 2 Íàêàçó � 1220 ÌÎÍ Óêðà¨íè âiä 23.09.2019
âêàçàíi 15 ñòàòåé çàðàõîâóþòüñÿ ÿê 23 íàóêîâi ïóáëiêàöi¨. Ðîáîòè [1,
2, 5 �7, 9 �16, 20] ïðîiíäåêñîâàíî ó áàçi Zentrablatt Math, à ðîáîòè [1,
5, 6, 9, 10, 12, 14, 15] ïðîiíäåêñîâàíî ó áàçi MathSciNet. Ñòàòòi [4, 8,
11] îäíîîñiáíi.

Ñòðóêòóðà é îáñÿã äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç ïå-
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ðåëiêó óìîâíèõ ïîçíà÷åíü, âñòóïó, ñåìè ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ, ñïèñêó
âèêîðèñòàíèõ äæåðåë, ùî ìiñòèòü 130 íàéìåíóâàíü òà äîäàòêó çi
ñïèñêîì ïóáëiêàöié i àïðîáàöi¹þ ðåçóëüòàòiâ. Ïîâíèé îáñÿã ðîáîòè
ñòàíîâèòü 325 ñòîðiíîê äðóêîâàíîãî òåêñòó iç íèõ ñïèñîê âèêîðèñòà-
íèõ äæåðåë ìiñòèòüñÿ íà 16 ñòîðiíêàõ, à äîäàòîê � íà 13 ñòîðiíêàõ.

ÎÑÍÎÂÍÈÉ ÇÌIÑÒ ÐÎÁÎÒÈ

Ó âñòóïi îá ðóíòîâàíî àêòóàëüíiñòü òåìè äèñåðòàöi¨, ñôîðìóëüî-
âàíî ìåòó òà çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ, íàóêîâó íîâèçíó îäåðæàíèõ ðå-
çóëüòàòiâ.

Ó ðîçäiëi 1 íàâåäåíî îãëÿä ëiòåðàòóðè çà òåìîþ äèñåðòàöi¨.
Â ðîçäiëi 2 íàâåäåíî îñíîâíi îçíà÷åííÿ òà ðåçóëüòàòè, ùî ñòîñóþ-

òüñÿ ìàéæå-êiëåöü ç îäèíèöåþ òà ãðóï ïîðÿäêó p3. Ó ïiäðîçäiëàõ 2.1
òà 2.2 íàâåäåíî ðåçóëüòàòè ïðî ãðóïè ïîðÿäêó p3 òà ìàéæå-êiëüöÿ ç
îäèíèöåþ, âiäïîâiäíî, ÿêi áóäå âèêîðèñòàíî â ïîäàëüøèõ äîñëiäæå-
ííÿõ.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ìiñòèòü êëàñèôiêàöiþ ãðóï ïîðÿäêó p3

(äèâ. Ì. Õîëë1).
Òâåðäæåííÿ 2.1. Íåõàé G � ãðóïà ïîðÿäêó p3. Äàëi äàíi âè-

çíà÷àëüíi ñïiââiäíîøåííÿ âñiõ íåiçîìîðôíèõ ãðóï G. Àáåëåâi ãðóïè:

1) ap3 = 1;

2) ap2 = 1, bp = 1, ab = ba;

3) ap = bp = cp = 1, ab = ba, ac = ca, cb = bc.

Íåàáåëåâi ãðóïè ïîðÿäêó 23 = 8:

4) ãðóïà äiåäðà, a4 = 1, b2 = 1, a−1b = ba;

5) ãðóïà êâàòåðíiîíiâ, a4 = 1, b2 = a2, a−1b = ba.

Íåàáåëåâi ãðóïè ïîðÿäêó p3, p � íåïàðíå:

4*) ap2 = 1, bp = 1, b−1ab = a1+p;

5*) ap = 1, bp = 1, cp = 1, ab = bac, ac = ca, bc = cb.

Íàâåäåìî îñíîâíi îçíà÷åííÿ.
Îçíà÷åííÿ 2.4. Íåïîðîæíÿ ìíîæèíà R ç äâîìà áiíàðíèìè

îïåðàöiÿìè “ + ” òà “ · ” íàçèâà¹òüñÿ ìàéæå-êiëüöåì, ÿêùî:

1Õîëë Ì. Òåîðiÿ ãðóï, Ì.: Âèäàâíèöòâî iíîçåìíî¨ ëiòåðàòóðè, 1962 (ðîñ.).



11

1) (R,+) � ãðóïà ç íåéòðàëüíèì åëåìåíòîì 0;

2) (R, ·) � íàïiâãðóïà;

3) x · (y + z) = x · y + x · z äëÿ âñiõ x, y, z ∈ R.

Òàêå ìàéæå-êiëüöå íàçèâà¹òüñÿ ëiâèì ìàéæå-êiëüöåì. ßêùî æ
àêñiîìó 3) çàìiíèòè àêñiîìîþ (x + y) · z = x · z + y · z äëÿ âñiõ
x, y, z ∈ R, òî îòðèìà¹ìî ïðàâå ìàéæå-êiëüöå.

Ãðóïà (R,+) ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç R+ òà íàçèâà¹òüñÿ àäèòèâíîþ
ãðóïîþ, à ¨¨ íåéòðàëüíèé åëåìåíò 0 � íóëåì ìàéæå-êiëüöÿ R.

Ìàéæå-êiëüöå R, â ÿêîìó íàïiâãðóïà (R, ·) ¹ ìîíî¨äîì ç îäèíè-
÷íèì åëåìåíòîì i, íàçèâà¹òüñÿ ìàéæå-êiëüöåì ç îäèíèöåþ i.

Ïiäðîçäië 2.3 ïðèñâÿ÷åíî âèâ÷åííþ ìàéæå-êiëåöü ç îäèíèöåþ íà
àáåëåâèõ ãðóïàõ ïîðÿäêó p3. Îòðèìàíi íåîáõiäíi óìîâè iñíóâàííÿ
ìàéæå-êiëåöü ç îäèíèöåþ íà òàêèõ ãðóïàõ.

Íåõàé G(p, p, p) � ãðóïà çi ñïiââiäíîøåííÿìè 3) ç òâåðäæåííÿ 2.1.
Íåõàé R � ìàéæå-êiëüöå ç îäèíèöåþ, àäèòèâíà ãðóïà R+ ÿêî-

ãî içîìîðôíà ãðóïi G(p, p, p). Òîäi R+ = 〈a〉 + 〈b〉 + 〈c〉 äëÿ äåÿêèõ
a, b, c ∈ R, ùî çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ ap = bp = cp = 1,
a + b = b + a, a + c = c + a, c + b = b + c. Çîêðåìà, êîæíèé åëåìåíò
x ∈ R ¹äèíèì ÷èíîì çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi x = ax1 + bx2 + cx3 ç
êîåôiöi¹íòàìè 0 ≤ x1 < p, 0 ≤ x2 < p òà 0 ≤ x3 < p.

Áåç âòðàòè çàãàëüíîñòi, ìîæíà ïðèïóñòèòè, ùî a ¹ îäèíèöåþ â
R, òîáòî ax = xa = x äëÿ êîæíîãî x ∈ R. Áiëüø òîãî, äëÿ êîæíîãî
x ∈ R iñíóþòü òàêi êîåôiöi¹íòè α(x), β(x), γ(x), λ(x), µ(x) òà ν(x),
ùî

xb = aα(x) + bβ(x) + cγ(x)

òà
xc = aλ(x) + bµ(x) + cν(x).

Çðîçóìiëî, ùî âîíè ¹äèíèì ÷èíîì âèçíà÷åíi çà ìîäóëåì p, òîìó
äåÿêi âiäîáðàæåííÿ α : R→ Zp, β : R→ Zp, γ : R→ Zp, λ : R→ Zp,
µ : R→ Zp, ν : R→ Zp.

Òåîðåìà 2.7. ßêùî x, y = ay1 + by2 + cy3 ∈ R, òî

xy = a(x1y1 + α(x)y2 + λ(x)y3) + b(x2y1 + β(x)y2 + µ(x)y3)+

+c(x3y1 + γ(x)y2 + ν(x)y3),

ïðè÷îìó âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi òâåðäæåííÿ:
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(0) α(0) ≡ 0 (mod p), β(0) ≡ 0 (mod p), γ(0) ≡ 0 (mod p),
λ(0) ≡ 0 (mod p), µ(0) ≡ 0 (mod p) òà ν(0) ≡ 0 (mod p) òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè ìàéæå-êiëüöå R ¹ íóëü-ñèìåòðè÷íèì;

(1) α(a) = 0, β(a) = 1, γ(a) = 0, λ(a) = 0, µ(a) = 0, ν(a) = 1
(mod p);

(2) α(xy) ≡ x1α(y) + α(x)β(y) + λ(x)γ(y) (mod p);

(3) β(xy) ≡ x2α(y) + β(x)β(y) + µ(x)γ(y) (mod p);

(4) γ(xy) ≡ x3α(y) + γ(x)β(y) + ν(x)γ(y) (mod p);

(5) λ(xy) ≡ x1λ(y) + α(x)µ(y) + λ(x)ν(y) (mod p);

(6) µ(xy) ≡ x2λ(y) + β(x)µ(y) + µ(x)ν(y) (mod p);

(7) ν(xy) ≡ x3λ(y) + γ(x)µ(y) + ν(x)ν(y) (mod p).

Ðîçäië 3 ïðèñâÿ÷åíî âèâ÷åííþ ëîêàëüíèõ ìàéæå-êiëåöü ïîðÿäêó
p3. Ó ïiäðîçäiëi 3.1 íàâåäåíå îçíà÷åííÿ ëîêàëüíèõ ìàéæå-êiëåöü òà
¨õ îñíîâíi âëàñòèâîñòi. Ïiäðîçäië 3.2 ïðèñâÿ÷åíî âèâ÷åííþ ëîêàëüíi
ìàéæå-êiëåöü íà àáåëåâèõ ãðóïàõ ïîðÿäêó p3. Öåé ðîçäië ñêëàäà-
¹òüñÿ ç îäíîãî ïiäïóíêòó 3.2.1, â ÿêîìó ïîáóäîâàíî ïðèêëàäè ëî-
êàëüíèõ ìàéæå-êiëåöü ç åëåìåíòàðíîþ àáåëåâîþ àäèòèâíîþ ãðóïîþ
ïîðÿäêó p3. Ó ïiäðîçäiëi 3.3 âèâ÷àþòüñÿ ëîêàëüíi ìàéæå-êiëüöÿ íà
íåàáåëåâèõ ãðóïàõ ïîðÿäêó p3. Â òðüîõ ïiäïóíêòàõ 3.3.1, 3.3.2 òà
3.3.3 öüîãî ðîçäiëó îòðèìàíi íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ
ëîêàëüíi ìàéæå-êiëüöÿ, àäèòèâíi ãðóïè ÿêèõ içîìîðôíi G1, G2 òà
G3, âiäïîâiäíî.

Îçíà÷åííÿ 3.1. Ìàéæå-êiëüöå R ç îäèíèöåþ íàçèâà¹òüñÿ ëî-
êàëüíèì, ÿêùî ìíîæèíà L âñiõ íåîáîðîòíèõ åëåìåíòiâ iç R óòâî-
ðþ¹ ïiäãðóïó àäèòèâíî¨ ãðóïè R+. Â öüîìó âèïàäêó L áóäåìî íàçè-
âàòè ïiäãðóïîþ íåîáîðîòíèõ åëåìåíòiâ ìàéæå-êiëüöÿ R.

Ìà¹ìî íàñòóïíó òåîðåìó.
Òåîðåìà 3.11. Iñíó¹ ùîíàéìåíøå p íåiçîìîðôíèõ ëîêàëüíèõ

ìàéæå-êiëåöü íà åëåìåíòàðíié àáåëåâié ãðóïi ïîðÿäêó p3.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç G1 ãðóïó çi ñïiââiäíîøåííÿìè 5*) òâåðäæåí-

íÿ 2.1, G2 ãðóïó çi ñïiââiäíîøåííÿìè 4*) òâåðäæåííÿ 2.1, G3 ãðóïó
çi ñïiââiäíîøåííÿìè 2) òâåðäæåííÿ 2.1.

Íåõàé R � ëîêàëüíå ìàéæå-êiëüöå, àäèòèâíà ãðóïà ÿêîãî R+ içî-
ìîðôíà G1. Òîäi R

+ = 〈a〉 + 〈b〉 + 〈c〉 äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ a, b i
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c ç R, ùî çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ ap = 0, bp = 0, cp = 0,
a + b = b + a + c, a + c = c + a i b + c = c + b. Çîêðåìà, êîæåí åëå-
ìåíò x ∈ R îäíîçíà÷íî çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi x = ax1 + bx2 + cx3 ç
êîåôiöi¹íòàìè 0 ≤ x1 < p, 0 ≤ x2 < p i 0 ≤ x3 < p.

Îñêiëüêè ïîðÿäîê åëåìåíòà a äîðiâíþ¹ åêñïîíåíòi ãðóïè G, òî çà
ëåìîþ 2.2 ìîæíà ââàæàòè, ùî a ¹ îäèíèöåþ â R, òîáòî ax = xa = x
äëÿ êîæíîãî x ∈ R. Êðiì òîãî, äëÿ êîæíîãî x ∈ R iñíóþòü òàêi
êîåôiöi¹íòè α(x), β(x) i γ(x), ùî

xb = aα(x) + bβ(x) + cγ(x).

Çðîçóìiëî, ùî âîíè òàê îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíi çà ìîäóëåì p, ùî âè-
çíà÷åíi äåÿêi âiäîáðàæåííÿ α : R→ Zp, β : R→ Zp i γ : R→ Zp.

Îòæå, ìà¹ìî ïðèêëàäè p+ 1 ìàéæå-êiëüöåâèõ äîáóòêiâ i ôîðìó-
ëþ¹ìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.15. Íà êîæíié íåìåòàöèêëi÷íié íåàáåëåâié ãðóïi
ïîðÿäêó p3 iñíó¹ ùîíàéìåíøå p+1 íåiçîìîðôíèõ ëîêàëüíèõ ìàéæå-
êiëåöü.

Ìà¹ìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.
Òâåðäæåííÿ 3.17. Íà êîæíié ãðóïi ïîðÿäêó p3 ç p > 2 iñíó¹

ëîêàëüíå ìàéæå-êiëüöå.
Íåõàé R � ëîêàëüíå ìàéæå-êiëüöå, ÿêå íå ¹ ìàéæå-ïîëåì, àäè-

òèâíà ãðóïà ÿêîãî R+ içîìîðôíà G3. Òîäi R
+ = 〈a〉+ 〈b〉 äëÿ äåÿêèõ

åëåìåíòiâ a i b ç R, ùî çàäîâîëüíÿþòü âiäíîøåííÿ ap2 = 0, bp = 0 òà
b+ a = a+ b.

Îòæå, ôîðìóëþ¹ìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 3.21. Íà êîæíié ìåòàöèêëi÷íié àáåëåâié ãðóïi ïî-

ðÿäêó p3 iñíó¹ ùîíàéìåíøå p + 1 íåiçîìîðôíèõ ëîêàëüíèõ ìàéæå-
êiëåöü.

Ðîçäië 4 ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ ïiäðîçäiëiâ 4.1, 4.2 òà 4.3. Â öüîìó
ðîçäiëi âèâ÷àþòüñÿ ìàéæå-êiëüöÿ ç îäèíèöåþ ïîðÿäêiâ p4. Ó ïiäðîç-
äiëi 4.1 íàâåäåíî êëàñèôiêàöiþ ãðóï ïîðÿäêó p4. Ïiäðîçäiëàõ 4.2 òà
4.3 îòðèìàíî íåîáõiäíi óìîâè iñíóâàííÿ ìàéæå-êiëåöü ç îäèíèöåþ íà
ãðóïàõ êëàñó íiëüïîòåíòíîñòi 2 òà êëàñó íiëüïîòåíòíîñòi 3, âiäïîâiä-
íî.

Ãðóïè ïîðÿäêó p4 ç p > 3 îïèñàíî â òàêié òåîðåìi (äèâ., íàïðè-
êëàä, Áåðíñàéä2).

2Burnside W. Theory of groups of �nite order, Cambridge: At the University press,
1897, 430 p.
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Òåîðåìà 4.1. Iñíó¹ 10 íåiçîìîðôíèõ ãðóï ïîðÿäêó p4 ç p > 3,
ÿêi ¹:
6 íåiçîìîðôíèõ ãðóï êëàñó íiëüïîòåíòíîñòi 2, ÿêi ¹:

� G1 = 〈a, b | ap2 = bp = [a, [a, b]] = [b, [a, b]] = [a, b]p = e〉 =
(Cp2 × Cp) o Cp;

� G2 = 〈a, b | ap2 = bp
2

= e, [b, a] = bp〉 = Cp2 o Cp2 ;

� G3 = 〈a, b | ap3 = bp = e, [b, a] = ap
2〉 = Cp3 o Cp;

� G4 = 〈a, b, d | ap = bp = cp = dp = [a, c] = [b, c] = [a, d] = [b, d] =
[c, d] = e〉 = Cp × ((Cp × Cp) o Cp), äå c = [a, b];

� G5 = 〈a, b, c | ap2 = bp = cp = [a, c] = [b, c] = e, [b, a] = ap〉 =
Cp × (Cp2 o Cp);

� G6 = 〈a, b, c | ap2 = bp = cp = [a, b] = [a, c] = e, [c, b] = ap〉 =
(Cp2 × Cp) o Cp.

4 íåiçîìîðôíi ãðóïè êëàñó íiëüïîòåíòíîñòi 3, ÿêi ¹:

� H1 = 〈a, b | ap = bp = cp = [a, c]p = [b, c] = e, [a, [a, c]] =
[b, [a, c]] = e〉 = (Cp × Cp × Cp) o Cp, äå c = [a, b];

� H2 = 〈a, b | ap2 = bp = [a, b]p = [b, [a, b]] = e, [a, [a, b]] = ap〉 =
(Cp2 o Cp) o Cp;

� H3 = 〈a, b | ap2 = bp = [a, b]p = [a, [a, b]] = e, [b, [a, b]] = ap〉 =
(Cp2 o Cp) o Cp;

� H4 = 〈a, b | ap2 = bp = [a, b]p = [a, [a, b]] = e, [b, [a, b]] = a2p〉 =
(Cp2 × Cp) o Cp.

Ðîçãëÿíåìî ãðóïè êëàñó íiëüïîòåíòíîñòi 2 ïîðÿäêó p4.
Íåõàé G4 � àäèòèâíî çàïèñàíà ãðóïà ç òåîðåìè 4.1. Òîäi G4 =

〈a〉+ 〈b〉+ 〈c〉+ 〈d〉 äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ a, b, c i d ç R, ùî çàäîâîëü-
íÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ ap = 0, bp = 0, cp = 0, dp = 0, a+ b = b+a+ c,
a+ c = c+ a, b+ c = c+ b, a+ d = d+ a, b+ d = d+ b i c+ d = d+ c.

Íåõàé R � ìàéæå-êiëüöå ç îäèíèöåþ àäèòèâíà ãðóïà R+ ÿêîãî
içîìîðôíà ãðóïi G4. Òîäi

R+ = 〈a〉+ 〈b〉+ 〈c〉+ 〈d〉
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äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ a, b, c i d ç R çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ
ap = 0, bp = 0, cp = 0, dp = 0, a+b = b+a+c, a+c = c+a, b+c = c+b,
a + d = d + a, b + d = d + b i c + d = d + c. Çîêðåìà, êîæåí åëåìåíò
x ∈ R ¹äèíèì ÷èíîì çàïèñàíèé ó âèãëÿäi x = ax1 + bx2 + cx3 + dx4 ç
êîåôiöi¹íòàìè 0 ≤ x1 < p, 0 ≤ x2 < p, 0 ≤ x3 < p i 0 ≤ x4 < p.

Îñêiëüêè ïîðÿäîê åëåìåíòà a ðiâíèé åêñïîíåíòi ãðóïè G, òî çà
ëåìîþ 2.2 ìîæíà ïðèïóñòèòè, ùî a ¹ îäèíèöåþ â R, òîáòî ax = xa =
x äëÿ êîæíîãî x ∈ R. Êðiì òîãî, äëÿ êîæíîãî x ∈ R iñíóþòü òàêi
êîåôiöi¹íòè α(x), β(x), γ(x), ϕ(x), λ(x), µ(x), ν(x) i ψ(x), ùî

xb = aα(x) + bβ(x) + cγ(x) + dϕ(x)

i

xd = aλ(x) + bµ(x) + cν(x) + dψ(x).

Çðîçóìiëî, ùî âîíè îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíi òàê ïî ìîäóëþ p, ùî
âèçíà÷åíi äåÿêi âiäîáðàæåííÿ α : R → Zp, β : R→ Zp, γ : R→ Zp,
ϕ : R→ Zp, λ : R→ Zp, µ : R→ Zp, ν : R→ Zp i ψ : R→ Zp.

Ëåìà 4.5. Íåõàé R � ìàéæå-êiëüöå ç îäèíèöåþ àäèòèâíà ãðó-
ïà R+ ÿêîãî içîìîðôíà ãðóïi G4. ßêùî a ñïiâïàäà¹ ç îäèíè÷íèì åëå-
ìåíòîì â R, x = ax1 + bx2 + cx3 + dx4, y = ay1 + by2 + cy3 + dy4 ∈ R,

xb = aα(x) + bβ(x) + cγ(x) + dϕ(x)

i

xd = aλ(x) + bµ(x) + cν(x) + dψ(x),

òî

xy = a(x1y1 + α(x)y2 + λ(x)y4) + b(x2y1 + β(x)y2 + µ(x)y4)+

+c(−x1x2
(
y1
2

)
− α(x)β(x)

(
y2
2

)
− x2α(x)y1y2 − λ(x)µ(x)

(
y4
2

)
−

−x2α(x)y3 + x3y1 + γ(x)y2 + x1β(x)y3 + ν(x)y4) + d(x4y1+

+ϕ(x)y2 + ψ(x)y4).

Áiëüø òîãî, äëÿ âiäîáðàæåíü
α : R → Zp, β : R → Zp, γ : R → Zp, ϕ : R → Zp, λ : R → Zp, µ : R →
Zp, ν : R→ Zp i ψ : R→ Zp âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi òâåðäæåííÿ:
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(0) α(0) ≡ 0 (mod p), β(0) ≡ 0 (mod p), γ(0) ≡ 0 (mod p);

ϕ(0) ≡ 0 (mod p), λ(0) ≡ 0 (mod p), µ(0) ≡ 0 (mod p),

ν(0) ≡ 0 (mod p) i ψ(0) ≡ 0 (mod p) òîäi é ëèøå òîäi,
êîëè ìàéæå-êiëüöå R ¹ íóëü-ñèìåòðè÷íèì;

(1) α(xy) ≡ x1α(y) + α(x)β(y) + λ(x)ϕ(y) (mod p);

(2) β(xy) ≡ x2α(y) + β(x)β(y) + µ(x)ϕ(y) (mod p);

(3) γ(xy) ≡ −x1x2
(
α(y)
2

)
− α(x)β(x)

(
β(y)
2

)
− x2α(x)α(y)β(y)−

− λ(x)µ(x)
(
ϕ(y)
2

)
− x2α(x)γ(y) + x3α(y) + γ(x)β(y) +

+ x1β(x)γ(y) + ν(x)ϕ(y) (mod p);

(4) ϕ(xy) ≡ x4α(y) + ϕ(x)β(y) + ψ(x)ϕ(y) (mod p);

(5) λ(xy) ≡ x1λ(y) + α(x)µ(y) + λ(x)ψ(y) (mod p);

(6) µ(xy) ≡ x2λ(y) + β(x)µ(y) + µ(x)ψ(y) (mod p);

(7) ν(xy) ≡ −x1x2
(
λ(y)
2

)
− α(x)β(x)

(
µ(y)
2

)
− x2α(x)λ(y)µ(y)−

− λ(x)µ(x)
(
ψ(y)
2

)
− x2α(x)ν(y) + x3λ(y) + γ(x)µ(y) +

+ x1β(x)ν(y) + ν(x)ψ(y) (mod p);

(8) ψ(xy) ≡ x4λ(y) + ϕ(x)µ(y) + ψ(x)ψ(y) (mod p).

Ìè ðîçãëÿíåìî ãðóïè êëàñó íiëüïîòåíòíîñòi 3 ïîðÿäêó p4.
Íåõàé H1 � àäèòèâíî çàïèñàíà ãðóïà ç òåîðåìè 4.1. Òîäi H1 =

〈a〉+ 〈b〉+ 〈c〉+ 〈d〉 äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ a, b, c i d ç R çàäîâîëüíÿþòü
ñïiââiäíîøåííÿ ap = bp = cp = dp = 0, b + c = c + b, a + d = d + a,
b+ d = d+ b, äå c = −a− b+ a+ b i d = −a− c+ a+ c.

Íåõàé R � ìàéæå-êiëüöå ç îäèíèöåþ, àäèòèâíà ãðóïà ÿêîãî R+

içîìîðôíà H1. Òîäi R
+ = 〈a〉 + 〈b〉 + 〈c〉 + 〈d〉 äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ

a, b, c i d of R çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ ap = bp = cp = dp = 0,
b + c = c + b, a + d = d + a, b + d = d + b, äå c = −a − b + a + b
i d = −a − c + a + c. Çîêðåìà, êîæåí åëåìåíò x ∈ R îäíîçíà÷íî
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çàïèñó¹òüñÿ ó ôîðìi x = ax1 + bx2 + cx3 + dx4 ç êîåôiöi¹íòàìè 0 ≤
x1 < p, 0 ≤ x2 < p, 0 ≤ x3 < p i 0 ≤ x4 < p.

Îñêiëüêè ïîðÿäîê åëåìåíòà a äîðiâíþ¹ åêñïîíåíòi ãðóïè G, òîáòî
p, ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî ìè ìîæåìî ïðèïóñòèòè, ùî a ¹ îäèíèöåþ â
R, òîáòî ax = xa = x äëÿ êîæíîãî x ∈ R. Êðiì òîãî, äëÿ êîæíîãî
x ∈ R iñíóþòü òàêi êîåôiöi¹íòè α(x), β(x), γ(x), φ(x), ùî

xb = aα(x) + bβ(x) + cγ(x) + dφ(x).

Çðîçóìiëî, ùî âîíè îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíi çà ìîäóëåì p, òîìó âè-
çíà÷åíi äåÿêi âiäîáðàæåííÿ α : R → Zp, β : R→ Zp, γ : R→ Zp,
φ : R→ Zp.

Ëåìà 4.17. Íåõàé R � ìàéæå-êiëüöå ç îäèíèöåþ, àäèòèâíà
ãðóïà ÿêîãî R+ içîìîðôíà H1. ßêùî a çáiãà¹òüñÿ ç îäèíè÷íèì åëå-
ìåíòîì R, x = ax1 + bx2 + cx3 + dx4, y = ay1 + by2 + cy3 + dy4 ∈ R,

xb = aα(x) + bβ(x) + cγ(x) + dφ(x),

òîäi

xy = a(x1y1 + α(x)y2) + b(x2y1 + β(x)y2) + c(x3y1 − x1x2
(
y1
2

)
−

−x2α(x)y1y2 + γ(x)y2)− α(x)β(x)

(
y2
2

)
+ x1β(x)y3−

−x2α(x)y3) + d(x4y1 + x2

(
x1
2

)(
y1
2

)
− x1x3

(
y1
2

)
+

+x1
2x2

(
y1

y1 − 3

)
+ x2y1

(
α(x)y2

2

)
− α(x)x3y1y2+

+x1x2α(x)

(
y1
2

)
y2 + φ(x)y2 + β(x)

(
α(x)

2

)(
y2
2

)
−

−α(x)γ(x)

(
y2
2

)
+ α(x)2β(x)

(
y2

y2 − 3

)
+ x1γ(x)y3−

−β(x)

(
x1
2

)
y3 + x2

(
α(x)

2

)
y3 − x3α(x)y3 + x21β(x)y4−

−x1x2α(x)y4).

Êðiì òîãî, äëÿ âiäîáðàæåíü
α : R→ Zp, β : R→ Zp, γ : R→ Zp, φ : R→ Zp ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi
òâåðäæåííÿ:
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(0) α(0) ≡ 0 (mod p), β(0) ≡ 0 (mod p), γ(0) ≡ 0 (mod p);

òà φ(0) ≡ 0 (mod p) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìàéæå-êiëüöå
R ¹ íóëü-ñèìåòðè÷íèì;

(1) xc = c(x1β(x)−x2α(x))+d(x1γ(x)−β(x)
(
x1

2

)
+x2

(
α(x)
2

)
−x3α(x));

(2) xd = d(x1
2β(x)− x1x2α(x));

(3) α(xy) ≡ x1α(y) + α(x)β(y) (mod p);

(4) β(xy) ≡ x2α(y) + β(x)β(y) (mod p);

(5) γ(xy) ≡ x3α(y)− x1x2
(
α(y)
2

)
− x2α(x)α(y)β(y) + γ(x)β(y)−

− α(x)β(x)
(
β(y)
2

)
+ x1β(x)γ(y)− x2α(x)γ(y) (mod p);

(6) φ(xy) ≡ x4α(y) + x2
(
x1

2

)(
α(y)
2

)
− x1x3

(
α(y)
2

)
+ x1

2x2
(
α(y)
α(y)−3

)
+

+ x2α(y)
(
α(x)β(y)

2

)
− α(x)x3α(y)β(y) + x1x2α(x)

(
α(y)
2

)
y2 +

+ φ(x)β(y) + β(x)
(
α(x)
2

)(
β(y)
2

)
− α(x)γ(x)

(
β(y)
2

)
+

+ α(x)2β(x)
(
β(y)
β(y)−3

)
+ x1γ(x)γ(y)− β(x)

(
x1

2

)
γ(y) +

+x2
(
α(x)
2

)
γ(y)−x3α(x)γ(y)+x21β(x)φ(y)−x1x2α(x)φ(y) (mod p).

Ó ðîçäiëi 5 îïèñàíî ëîêàëüíi ìàéæå-êiëüöÿ ïîðÿäêó p4. Ïiäðîç-
äië 5.1 ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ ëîêàëüíi ìàéæå-êiëüöÿ íà ãðóïàõ
ïîðÿäêó p4 òà êëàñó íiëüïîòåíòíîñòi 2. À ñàìå, ïîêàçàíî, ùî äëÿ íå-
ïàðíèõ p iç 6 òàêèõ ãðóï 4 ¹ àäèòèâíèìè ãðóïàìè ëîêàëüíèõ ìàéæå-
êiëåöü. Äåÿêi ïðèêëàäè òàêèõ ìàéæå-êiëåöü ÿâíî ïîáóäîâàíi. Ó ïiä-
ðîçäiëi 5.2 äîñëiäæóþòüñÿ ãðóïè êëàñó íiëüïîòåíòíîñòi 3 ïîðÿäêó
p4, ÿêi ¹ àäèòèâíèìè ãðóïàìè ëîêàëüíèõ ìàéæå-êiëåöü. Â òðüîõ ïiä-
ðîçäiëàõ 5.2.1, 5.2.2 òà 5.2.3 öüîãî ðîçäiëó îòðèìàíi íåîáõiäíi òà äî-
ñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ ëîêàëüíi ìàéæå-êiëåöü, àäèòèâíi ãðóïè ÿêèõ
içîìîðôíi H1 òà H2. Ó ïiäðîçäiëi 5.2.4 ñôîðìóëüîâàíî ãiïîòåçó ùîäî
ãðóï H3 òà H4.

Íåõàé R � ëîêàëüíå ìàéæå-êiëüöå, àäèòèâíà ãðóïà ÿêîãî R+ içî-
ìîðôíà G4. Òîäi R

+ = 〈a〉+ 〈b〉+ 〈c〉+ 〈d〉 äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ a, b,
c òà d ç R, ùî çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ ap = 0, bp = 0, cp = 0,
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dp = 0, a + b = b + a + c, a + c = c + a, b + c = c + b, d + c = c + d,
a+ d = d+ a i b+ d = d+ b.

Ìà¹ìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 5.6. Äëÿ êîæíîãî íåïàðíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p iñíó¹

ëîêàëüíå ìàéæå-êiëüöå R, àäèòèâíà ãðóïà ÿêîãî R+ içîìîðôíà G4.
Íåõàé G6 � àäèòèâíî çàïèñàíà ãðóïà ç òåîðåìè 4.1. Òîäi G6 =

〈a〉+ 〈b〉+ 〈c〉 äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ a, b òà c ç R, ùî çàäîâîëüíÿþòü
ñïiââiäíîøåííÿ ap2 = 0, bp = 0, cp = 0, a + b = b + a, a + c = c + a,
c+ b = b+ c+ ap.

Ëåìà 5.12. G6 íå ¹ åíäîöèêëi÷íîþ.
Ãiïîòåçà 5.13. Íå iñíó¹ ëîêàëüíîãî ìàéæå-êiëüöÿ, àäèòèâíà

ãðóïà ÿêîãî içîìîðôíà G6.
Íåõàé R � ëîêàëüíå ìàéæå-êiëüöå, àäèòèâíà ãðóïà ÿêîãî R+ içî-

ìîðôíà H1. Òîäi R
+ = 〈a〉 + 〈b〉 + 〈c〉 + 〈d〉 äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ a,

b, c i d ç R çàäîâîëüíÿþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ ap = bp = cp = dp = 0,
b + c = c + b, a + d = d + a, b + d = d + b, äå c = −a − b + a + b i
d = −a− c+ a+ c.

Ìà¹ìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 5.17. Äëÿ êîæíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p > 3 iñíó¹ ëîêàëü-

íå ìàéæå-êiëüöå R, àäèòèâíà ãðóïà ÿêîãî R+ içîìîðôíà H1.
Ïðîàíàëiçóâàâøè ãðóïèH3 òàH4 ïîðÿäêó 625 çà äîïîìîãîþ GAP,

ç'ÿñóâàëè, ùî íå iñíó¹ ëîêàëüíèõ ìàéæå-êiëåöü íà öèõ ãðóïàõ. Öå
äîçâîëÿ¹ çðîáèòè íàñòóïíå ïðèïóùåííÿ.

Ãiïîòåçà 5.23. Íå iñíó¹ ëîêàëüíîãî ìàéæå-êiëüöÿ, àäèòèâíà
ãðóïà ÿêîãî içîìîðôíà H3 ÷è H4.

Ó ðîçäiëi 6 âèâ÷àþòüñÿ ìàéæå-êiëüöÿì ç îäèíèöåþ íà äåÿêèõ
íåàáåëåâèõ ãðóïàõ. Ó ïiäðîçäiëi 6.1 äàíî îçíà÷åííÿ òà îïèñ ãðóï
Ìiëëåðà�Ìîðåíî òà ãðóï Øìiäò. Ó ïiäðîçäiëi 6.2 îïèñàíî âñi ìîæëè-
âi òèïè ãðóï Ìiëëåðà�Ìîðåíî, ÿêi ¹ àäèòèâíèìè ãðóïàìè ìàéæå-
êiëåöü ç îäèíèöåþ. Ó ïiäðîçäiëi 6.3 ïîêàçàíî, ùî íå iñíó¹ ìàéæå-
êiëåöü ç îäèíèöåþ, àäèòèâíà ãðóïà ÿêèõ içîìîðôíà ãðóïi Øìiäòà.
Ïiäðîçäië 6.4 ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ ïiäïóíêòiâ 6.4.1, 6.4.2 òà 6.4.3.
Ó öüîìó ïiäðîçäiëi äîñëiäæóþòüñÿ ïðÿìi äîáóòêè ìåòàöèêëi÷íèõ p-
ãðóï Ìiëëåðà�Ìîðåíî òà öèêëi÷íèõ p-ãðóï ÿê àäèòèâíi ãðóïè ìàéæå-
êiëåöü ç îäèíèöåþ òà ëîêàëüíèõ ìàéæå-êiëåöü. Áiëüø òîãî, âèçíà÷å-
íî ôîðìóëè ìíîæåííÿ äëÿ òàêèõ ìàéæå-êiëåöü òà îïèñàíî ôóíêöi¨,
ùî ¨õ çàäàþòü. Ó ïiäðîçäiëi 6.5 âèâ÷àþòüñÿ ïðÿìi äîáóòêè íåìåòà-
öèêëi÷íèõ p-ãðóï Ìiëëåðà�Ìîðåíî òà öèêëi÷íèõ p-ãðóï ÿê àäèòèâíi
ãðóïè ìàéæå-êiëåöü ç îäèíèöåþ òà ëîêàëüíèõ ìàéæå-êiëåöü. Öåé ïiä-
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ðîçäië ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ ïiäïóíêòiâ 6.5.1, 6.5.2 òà 6.5.3. Â ïåðøîìó
ïiäïóíêòi 6.5.1 íàâåäåíî ïîïåðåäíi ðåçóëüòàòè. Â ïiäïóíêòi 6.5.2 äî-
ñëiäæóþòüñÿ ìàéæå-êiëüöÿ ç îäèíèöåþ íà ãðóïàõ F (pm, pn, p, pk). Â
ïiäïóíêòi 6.5.3 âèçíà÷åíî ôîðìóëè ìíîæåííÿ äëÿ ëîêàëüíèõ ìàéæå-
êiëåöü íà ãðóïàõ F (pm, pn, p, pk) òà îïèñàíî ôóíêöi¨, ùî ¨õ çàäàþòü.

Íàãàäà¹ìî, ùî ãðóïîþØìiäòà àáî ìiíiìàëüíîþ íåíiëüïîòåíòíîþ
íàçèâà¹òüñÿ ñêií÷åííà íåíiëüïîòåíòíà ãðóïà, áóäü-ÿêà âëàñíà ïiä-
ãðóïà ÿêî¨ íiëüïîòåíòíà.

Ìà¹ìî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà 6.12. Íå iñíó¹ ìàéæå-êiëåöü ç îäèíèöåþ, àäèòèâíà

ãðóïà ÿêèõ içîìîðôíà ãðóïi Øìiäòà.
Íåõàé R � ëîêàëüíå ìàéæå-êiëüöå, àäèòèâíà ãðóïà ÿêîãî R+ içî-

ìîðôíà F (pm, pn, pk). Òîäi R+ = 〈a〉+ 〈b〉+ 〈c〉 ç åëåìåíòàìè a, b òà
c, äå a ñïiâïàäà¹ ç îäèíè÷íèì åëåìåíòîì R òà âèêîíóþòüñÿ ñïiââiä-
íîøåííÿ ap

m

= bp
n

= cp
k

= 1, b−1ab = a1+p
m−1

, ca = ac òà cb = bc, äå
m ≥ 2, n ≥ 1 òà k ≥ 1.

Òåîðåìà 6.18. Äëÿ êîæíîãî íåïàðíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p, m ≥ n
òà m ≥ k iñíó¹ ëîêàëüíå ìàéæå-êiëüöå R, àäèòèâíà ãðóïà ÿêîãî R+

içîìîðôíà F (pm, pn, pk).
Ðîçäië 7 ïðèñâÿ÷åíî çàñòîñóâàííþ ñèñòåìè GAP äëÿ äîñëiäæåí-

íÿ òà êëàñèôiêàöi¨ ëîêàëüíèõ ìàéæå-êiëåöü. Â ïåðøèõ äâîõ ïiäðîç-
äiëàõ 7.1 òà 7.2 âèâ÷à¹òüñÿ ïîáóäîâà òà êëàñèôiêàöiÿ ìàéæå-êiëåöü ç
îäèíèöåþ. Â ïiäðîçäiëi 7.3 îïèñàíî äåÿêi ôóíêöi¨ ç ïàêåòó LocalNR, à
ñàìå, UnitsOfNearRing 7.3.1, IsLocalNearRing 7.3.2, IsLocalRing 7.3.3,
NearRingNonUnits 7.3.4 òà NonUnitsAsAdditiveSubgroup 7.3.5. Â ïiä-
ðîçäiëi 7.4 äîñëiäæåíî ìàéæå-êiëüöÿ ç îäèíèöåþ i ëîêàëüíi ìàéæå-
êiëüöÿ, òà åíäîöèêëi÷íi ãðóïè. Ïiäðîçäië 7.5 ïðèñâÿ÷åíî êëàñèôi-
êàöi¨ ëîêàëüíèõ ìàéæå-êiëåöü ìàëèõ ïîðÿäêiâ, à ñàìå, ëîêàëüíèõ
ìàéæå-êiëåöü ïîðÿäêó 32 7.5.1 òà 128 7.5.2 òà 7.5.3.

Àëãîðèòì ïîáóäîâè ìàéæå-êiëåöü ç îäèíèöåþ áàçó¹òüñÿ íà íàñòó-
ïíié òåîðåìi.

Òåîðåìà 7.1. Íåõàé G � ãðóïà, i íåõàé ìíîæèíà EndG óñiõ åí-
äîìîðôiçìiâ G ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê ìîíî¨ä ùîäî êîìïîçèöi¨ åíäîìîð-
ôiçìiâ. Òîäi G � àäèòèâíà ãðóïà ìàéæå-êiëüöÿ ç îäèíèöåþ òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè iñíóþòü åëåìåíò g ∈ G òà ïiäìîíî¨ä F ç EndG
òàêi, ùî G = gF òà gφ = gψ ëèøå òîäi, êîëè φ = ψ äëÿ áóäü-ÿêèõ
φ, ψ ∈ F .

Ïàêåò LocalNR ìiñòèòü áiáëiîòåêó ëîêàëüíèõ ìàéæå-êiëåöü äî ïî-
ðÿäêó 361 òà äåÿêi ôóíêöi¨ äëÿ àíàëiçó ñêií÷åííèõ ìàéæå-êiëåöü.
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Ïîòî÷íà âåðñiÿ öüîãî ïàêåòó � 1.0.4, âèïóùåíà 15.03.2024.
Ñïèñîê íàóêîâèõ ïðàöü, äå îïóáëiêîâàíî ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨, é

iíôîðìàöiþ ùîäî ¨õíüî¨ àïðîáàöi¨ íàâåäåíî ó äîäàòêó À.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ
Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òàêèì ÷è-

íîì:
� Îïèñàíî ìàéæå-êiëüöÿ ç îäèíèöåþ íà ãðóïàõ ïîðÿäêó p3.
� Íàâåäåíî íåîáõiäíi óìîâè iñíóâàííÿ ìàéæå-êiëåöü ç îäèíèöåþ

íà àáåëåâèõ ãðóïàõ ïîðÿäêó p3.
� Íàâåäåíî íåîáõiäíi óìîâè iñíóâàííÿ ìàéæå-êiëåöü ç îäèíèöåþ

íà íåàáåëåâèõ ãðóïàõ ïîðÿäêó p3.
� Îïèñàíî ëîêàëüíi ìàéæå-êiëüöÿ ç àäèòèâíèìè ãðóïàìè ïîðÿäêó

p3. Âèçíà÷åíî ôîðìóëè ìíîæåííÿ äëÿ òàêèõ ìàéæå-êiëåöü òà îïè-
ñàíî ôóíêöi¨, ùî ¨õ çàäàþòü.

� Íàâåäåíî ïðèêëàä ëîêàëüíîãî ìàéæå-êiëüöÿ ç àäèòèâíîþ ãðó-
ïîþ ïîðÿäêó p3.

� Äàíî îöiíêó íèæíüî¨ ìåæi êiëüêîñòi ëîêàëüíèõ ìàéæå-êiëåöü
íà ãðóïàõ ïîðÿäêó p3.

� Íàâåäåíî àëãîðèòì ïîáóäîâè ëîêàëüíîãî ìàéæå-êiëüöÿ ç åëå-
ìåíòàðíîþ àáåëåâîþ àäèòèâíîþ ãðóïîþ ïîðÿäêó 53, ùî ðåàëiçîâàíî
â ñèñòåìi êîìï'þòåðíî¨ àëãåáðè GAP.

� Ïðîàíàëiçîâàíî iñíóâàííÿ òà êiëüêiñòü íåiçîìîðôíèõ ëîêàëüíèõ
ìàéæå-êiëåöü íà ãðóïàõ ïîðÿäêó p3.

� Íàâåäåíî äåÿêi ñòðóêòóðíi ðåçóëüòàòè ñòîñîâíî ãðóï ïîðÿäêó
p4.

� Îòðèìàíî íåîáõiäíi óìîâè iñíóâàííÿ ìàéæå-êiëåöü ç îäèíèöåþ
íà ãðóïàõ ïîðÿäêó p4.

� Âèçíà÷åíî ôîðìóëè ìíîæåííÿ äëÿ òàêèõ ìàéæå-êiëåöü òà îïè-
ñàíî ôóíêöi¨, ùî ¨õ çàäàþòü.

� Îïèñàíî ëîêàëüíi ìàéæå-êiëüöÿ ç àäèòèâíèìè ãðóïàìè ïîðÿäêó
p4. Âêàçàíî ôîðìóëè ìíîæåííÿ äëÿ òàêèõ ìàéæå-êiëåöü òà îïèñàíî
ôóíêöi¨, ùî ¨õ çàäàþòü.

� Íàâåäåíî ïðèêëàä ëîêàëüíîãî ìàéæå-êiëüöÿ ïîðÿäêó 54 = 625.
� Äàíî àëãîðèòì ïîáóäîâè ëîêàëüíîãî ìàéæå-êiëüöÿ ç íåàáåëåâîþ

àäèòèâíîþ àäèòèâíîþ ãðóïîþ ïîðÿäêó 54, ùî ðåàëiçîâàíî â ñèñòåìi
êîìï'þòåðíî¨ àëãåáðè GAP.

� Íàâåäåíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ ìàéæå-êiëåöü
ç îäèíèöåþ íà ãðóïàõ Ìiëëåðà�Ìîðåíî.
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� Ïîêàçàíî, ùî íå iñíó¹ ìàéæå-êiëåöü ç îäèíèöåþ, àäèòèâíà ãðóïà
ÿêèõ içîìîðôíà ãðóïi Øìiäòà.

� Îïèñàíî ïðÿìi äîáóòêè p-ãðóï Ìiëëåðà�Ìîðåíî òà öèêëi÷íèõ
p-ãðóï ÿê àäèòèâíi ãðóïè ìàéæå-êiëåöü ç îäèíèöåþ òà ëîêàëüíèõ
ìàéæå-êiëåöü. Âèçíà÷åíî ôîðìóëè ìíîæåííÿ äëÿ òàêèõ ìàéæå-
êiëåöü òà îïèñàíî ôóíêöi¨, ùî ¨õ çàäàþòü.

� Îïèñàíî ïîáóäîâà ìàéæå-êiëåöü ç îäèíèöåþ.

� Íàâåäåíî äåÿêi ôóíêöi¨ äëÿ ëîêàëüíèõ ìàéæå-êiëåöü ç ïàêåòó
LocalNR, à ñàìå: UnitsOfNearRing(R) (âèâiä: ñïèñîê îáîðîòíèõ åëå-
ìåíòiâ ìàéæå-êiëüöÿ, ÿêùî R ¹ ìàéæå-êiëüöåì ç îäèíèöåþ, iíàêøå
âèâiä ìà¹ âèãëÿä Error, no units exist), IsLocalNearRing(R) (âè-
âiä: çíà÷åííÿ true, ÿêùî R ¹ ëîêàëüíèì ìàéæå-êiëüöåì, iíàêøå âè-
âiä ìà¹ çíà÷åííÿ false.), IsLocalRing(R) (âèâiä: çíà÷åííÿ true, ÿêùî
R ¹ ëîêàëüíèì êiëüöåì, iíàêøå âèâiä ìà¹ çíà÷åííÿ false), NearRi-
ngNonUnits(R) (âèâiä: ñïèñîê íåîáîðîòíèõ åëåìåíòiâ R.), NonUni-
tsAsAdditiveSubgroup(R) (âèâiä: àäèòèâíà ïiäãðóïà íåîáîðîòíèõ åëå-
ìåíòiâ R).

� Îïèñàíî ìàéæå-êiëüöÿ ç îäèíèöåþ ïàêåòó SONATA òà åíäîöè-
êëi÷íi ãðóïè.

� Ïðîàíàëiçîâàíî ëîêàëüíi ìàéæå-êiëüöÿ ïîðÿäêó 32.

� Íàâåäåíî ÷àñòêîâó êëàñèôiêàöiþ ëîêàëüíèõ ìàéæå-êiëåöü ïî-
ðÿäêó 128.

� Çíàéäåíî 2-ïîðîäæåíi åíäîöèêëi÷íi ãðóïè ïîðÿäêó 256 òà åêñ-
ïîíåíòè 16, ÿêi íå ¹ àäèòèâíèìè ãðóïàìè ëîêàëüíèõ ìàéæå-êiëåöü.

Ñïèñîê îïóáëiêîâàíèõ ïðàöü çà òåìîþ äèñåðòàöi¨

1. Sysak Ya., Raievska I., Raievska M. Construction of local nearrings
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13 (2), 161�169,
https://bmj.chnu.edu.ua/media/gbdhv1v1/

161-169_raievska_raievska_cor.pdf (Êàòåãîðiÿ Á)
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as additive groups of local nearrings. Carpathian Math. Publ., 2025,
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ÀÍÎÒÀÖI�

Ðà¹âñüêà I.Þ. Ñêií÷åííi ìàéæå-êiëüöÿ ç îäèíèöåþ òà ëî-
êàëüíi ìàéæå-êiëüöÿ ç äåÿêèìè îáìåæåííÿìè íà àäèòèâíi
ãðóïè. � Êâàëiôiêàöiéíà íàóêîâà ïðàöÿ íà ïðàâàõ ðóêîïèñó.

Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ äîêòîðà ôiçèêî-
ìàòåìàòè÷íèõ íàóê çà ñïåöiàëüíiñòþ 01.01.06 � �àëãåáðà òà òåîðiÿ
÷èñåë�. � Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè Íàöiîíàëüíî¨ àêàäåìi¨ íàóê Óêðà¨íè,
Êè¨â, 2026.

Äèñåðòàöiþ ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ ìàéæå-êiëåöü ç îäèíèöåþ
òà ëîêàëüíèõ ìàéæå-êiëåöü, òà ¨õ ïîáóäîâi çà äîïîìîãîþ ñèñòåìè
êîìï'þòåðíî¨ àëãåáðè GAP.

Î÷åâèäíî, ùî êîæíå àñîöiàòèâíå êiëüöå ¹ ìàéæå-êiëüöåì, i êî-
æíà ãðóïà ¹ àäèòèâíîþ ãðóïîþ ìàéæå-êiëüöÿ, àëå íå îáîâ'ÿçêîâî
ìàéæå-êiëüöÿ ç îäèíèöåþ. Êëåé ââiâ ìåõàíiçì, íåîáõiäíèé i äîñòà-
òíié äëÿ ïîáóäîâè âñiõ ìàéæå-êiëåöü, àäèòèâíà ãðóïà ÿêèõ ¹ ñêií-
÷åííîþ òà öèêëi÷íîþ. Ìåêñîí äîâiâ, ùî ÿêùî òàêå ìàéæå-êiëüöå ìà¹
ìóëüòèïëiêàòèâíó îäèíèöþ, òî öå ìàéæå-êiëüöå ¹ êiëüöåì. Ïèòàííÿ
ïðî òå, ÿêi ãðóïè ìîæóòü áóòè àäèòèâíèìè ãðóïàìè ìàéæå-êiëåöü ç
îäèíèöåþ, äîñëiäæó¹òüñÿ ç êiíöÿ 1960-õ ðîêiâ. Îäèí ç ïåðøèõ ðå-
çóëüòàòiâ â öüîìó íàïðÿìêó áóâ îòðèìàíèé Êëåéîì i Ìàëîí, ÿêi
ïîêàçàëè, ùî ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó iñíó¹ ¹äèíå ìàéæå-êiëüöå
ç îäèíèöåþ, àäèòèâíà ãðóïà ÿêîãî öèêëi÷íà, i ÿêå ôàêòè÷íî ¹ êî-
ìóòàòèâíèì êiëüöåì. Òàêîæ áóëî âñòàíîâëåíî, ùî àäèòèâíà ãðóïà
ñêií÷åííîãî ìàéæå-êiëüöÿ ç îäèíèöåþ ¹ ïðîñòîþ òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè öå ìàéæå-êiëüöå ¹ ïîëåì ïðîñòîãî ïîðÿäêó. Áiëüø òîãî, äîâå-
äåíî, ùî êîæíà íåöèêëi÷íà ãðóïà, ïîðÿäîê ÿêî¨ ¹ äîáóòêîì ðiçíèõ
ïðîñòèõ ÷èñåë, òà ñèìåòðè÷íà ãðóïà Sn ïðè n ≥ 3 íå ìîæóòü áóòè
àäèòèâíèìè ãðóïàìè ìàéæå-êiëåöü ç îäèíèöåþ. Êëåé ïîêàçàâ, ùî
íå iñíó¹ ìàéæå-êiëüöÿ ç îäèíèöåþ, àäèòèâíà ãðóïà ÿêîãî içîìîðôíà
ãðóïi êâàòåðíiîíiâQ8 òà âñòàíîâèâ, ùî iñíó¹ ñiì íåiçîìîðôíèõ êëàñiâ
ìàéæå-êiëåöü ç îäèíèöåþ íà ãðóïi äiåäðà D4 ïîðÿäêó 8.

Äîñëiäæåííÿ ëîêàëüíèõ ìàéæå-êiëåöü áóëî iíiöiéîâàíî Ìåêñî-
íîì, ÿêèé âèçíà÷èâ ðÿä ¨õ îñíîâíèõ âëàñòèâîñòåé i, çîêðåìà, äîâiâ,
ùî àäèòèâíà ãðóïà íóëü-ñèìåòðè÷íîãî ëîêàëüíîãî ìàéæå-êiëüöÿ ¹ p-
ãðóïîþ. Öèì àâòîðîì áóëî îïèñàíî óñi íåiçîìîðôíi íóëü-ñèìåòðè÷íi
ëîêàëüíi ìàéæå-êiëüöÿ ç íåöèêëi÷íîþ àäèòèâíîþ ãðóïîþ ïîðÿäêó
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p2, ÿêi íå ¹ ìàéæå-ïîëÿìè. Çàçíà÷èìî, ùî çàëèøà¹òüñÿ âiäêðèòèì
ïèòàííÿ, ÿêi íåàáåëåâi p-ãðóïè ìîæóòü áóòè àäèòèâíèìè ãðóïàìè
ëîêàëüíèõ ìàéæå-êiëåöü.

Ðàçîì iç ñèñòåìîþ GAP ðîçïîâñþäæó¹òüñÿ áàãàòî ïàêåòiâ äëÿ
íå¨, íàïðèêëàä, ïàêåò �Systems of nearrings and their applications�
(SONATA) � öå ïàêåò äëÿ ïîáóäîâè òà äîñëiäæåííÿ ñêií÷åííèõ
ìàéæå-êiëåöü òà ìàéæå-êiëåöü ç îäèíèöåþ. Â öüîìó ïàêåòi ìiñòè-
òüñÿ áiáëiîòåêà âñiõ 68659 ìàéæå-êiëåöü ïîðÿäêó ìåíøèõ çà 16, òà
âñiõ ìàéæå-êiëåöü ç îäèíèöåþ ïîðÿäêó ìåíøîãî çà 32. À òàêîæ, ði-
çíîìàíiòíi ôóíêöi¨ äëÿ àíàëiçó ñòðóêòóðè òà åëåìåíòiâ ñêií÷åííèõ
ìàéæå-êiëåöü.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ìàéæå-êiëüöÿ ç îäèíèöåþ, ëîêàëüíi ìàéæå-êiëüöÿ,
àäèòèâíà ãðóïà, ãðóïè Ìiëëåðà�Ìîðåíî, ãðóïè Øìiäòà, GAP,
SONATA, LocalNR.

Raievska I. Iu. Finite nearrings with identity and local near-
rings with some restrictions on additive groups. — Qualifying
scientific work on the rights of the manuscript.

Thesis for the degree of Doctor of Physical and Mathematical Sci-
ences, speciality 01.01.06 “Algebra and Number Theory”. — Institute of
Mathematics of National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2026.

It is obvious that every associative ring is a nearring, and every group
is the additive group of a nearring, but not necessarily of a nearring
with identity. Clay introduced a mechanism necessary and sufficient to
construct all nearrings whose additive group is finite and cyclic. Maxson
proved that if such an nearring has a multiplicative identity, then this
nearring is a ring. The question of which groups can be additive groups
of nearrings with identity has been studied since the late 1960s. One
of the first results in this direction was obtained by Clay and Malone,
who showed that up to isomorphism there exists a unique nearring with
unity whose additive group is cyclic and which is in fact a commutative
ring. It was also established that the additive group of a finite nearring
with unity is prime if and only if this nearring is a field of prime order.
Moreover, it was proved that every non-cyclic group whose order is the
product of distinct primes and the symmetric group Sn for n ≥ 3 cannot
be additive groups of nearrings with identity. Clay showed that there
is no nearring with unity whose additive group is isomorphic to the
quaternion groupQ8 and established that there are seven non-isomorphic
classes of nearrings with unity on the dihedral group D4 of order 8.
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The study of local nearrings was initiated by Maxson, who deter-
mined a number of their basic properties and, in particular, proved that
the additive group of a zero-symmetric local nearring is a p-group. This
author described all non-isomorphic zero-symmetric local nearrings with
a non-cyclic additive group of order p2 that are not nearfields. Note that
it remains an open question which non-abelian p-groups can be additive
groups of local nearrings.

Many packages for GAP are distributed together with the system, for
example, the “Systems of nearrings and their applications” (SONATA)
package — this is a package for constructing and studying finite nearrings
and nearrings with identity. This package contains a library of all 68659
nearrings of order less than 16, and all nearrings with identity order less
than 32. Also, various functions for analyzing the structure and elements
of finite nearrings.
Key words: Nearrings, local nearrings, additive group, Millera–Moreno
groups, Shmidt group, GAP, SONATA, LocalNR.


