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1 Групи
Одна i󰑬 мотивацiйних iдей теорiї груп пол󰑱гає в тому, що в математицi ду󰑨е часто виника󰑧т󰑭
бiнарнi операцiї на певних об’єктах (наприклад, мно󰑨инах), 󰑱кi 󰑬адовол󰑭н󰑱󰑧т󰑭 певнi власти-
востi. Нагадаємо, що бiнарна операцi󰑱 на мно󰑨инi X є просто вiдобра󰑨енн󰑱м ◦ : X×X −→ X.
В цих нотатках, дл󰑱 елементiв a, b ∈ X ми будемо по󰑬начати 󰑬наченн󰑱 вiдобра󰑨енн󰑱 ◦ на парi
(a, b) наступними еквiвалентними способами

◦(a, b) = a ◦ b = a · b = ab.

Наступнi два приклади є д󰑨ерелом нашої мотивацiї.

Приклад 1.1. Ро󰑬гл󰑱немо мно󰑨ину цiлих чисел Z i󰑬 󰑬адано󰑧 на нiй бiнарно󰑧 операцiє󰑧
додаванн󰑱 +: Z× Z → Z. Маємо наступнi властивостi:

1. Асоцiативнiст󰑭: дл󰑱 буд󰑭-󰑱ких чисел a, b, c ∈ Z виконуєт󰑭с󰑱 рiвнiст󰑭: (a+b)+c = a+(b+c).

2. Iснуванн󰑱 нейтрал󰑭ного елемента: у мно󰑨инi Z iснує елемент 0, такий, що дл󰑱 буд󰑭-
󰑱кого a ∈ Z маємо: a+ 0 = 0 + a = a.

3. Iснуванн󰑱 оберненого елемента: дл󰑱 ко󰑨ного елемента a ∈ Z iснує протиле󰑨не йому
число −a ∈ Z, таке, що виконуєт󰑭с󰑱 рiвнiст󰑭: a+ (−a) = (−a) + a = 0.

Приклад 1.2. Ро󰑬гл󰑱немо мно󰑨ину Aut(X) усiх бiєктивних вiдобра󰑨ен󰑭 мно󰑨ини X на себе i󰑬
операцiє󰑧 компо󰑬ицiї вiдобра󰑨ен󰑭 ◦ : Aut(X)×Aut(X) → Aut(X). Маємо наступнi властивостi:

1. Асоцiативнiст󰑭: дл󰑱 довiл󰑭них бiєктивних вiдобра󰑨ен󰑭 f, g, h : X −→ X виконуєт󰑭с󰑱
наступна рiвнiст󰑭: (f · g) · h = f · (g · h).

2. Iснуванн󰑱 нейтрал󰑭ного елемента: у мно󰑨инi Aut(X) iснує тото󰑨не вiдобра󰑨енн󰑱 idX ,
таке, що дл󰑱 буд󰑭-󰑱кого вiдобра󰑨енн󰑱 f ∈ Aut(X) маємо: f · idX = idX · f = f .

3. Iснуванн󰑱 оберненого елемента: дл󰑱 ко󰑨ного бiєктивного вiдобра󰑨енн󰑱 f ∈ Aut(X) iснує
обернене вiдобра󰑨енн󰑱 f−1 ∈ Aut(X), 󰑱ке 󰑬адовол󰑭н󰑱є: f · f−1 = f−1 · f = idX .

󰑯к ми бачимо, цi два, апрiорi рi󰑬них, об’єкти ма󰑧т󰑭 схо󰑨i властивостi, а саме: обидвi операцiї
є асоцiативними, ма󰑧т󰑭 нейтрал󰑭ний елемент i ма󰑧т󰑭 оберненi елементи. Ми пока󰑨емо, що
такi об’єкти мо󰑨на вивчати схо󰑨им чином 󰯹 пiд егiдо󰑧 теорiї груп.

1.1 Напiвгрупи, моноїди, групи, та їх приклади
󰑪амiст󰑭 того, щоб одра󰑬у дати о󰑬наченн󰑱 групи, 󰑱ке має бути вiдносно громi󰑬дким 󰑬 огл󰑱ду
на 󰑬гаданi властивостi прикладiв 1.1 та 1.2, ми будемо поступово дослiд󰑨увати властивостi
асоцiативностi, iснуванн󰑱 нейтрал󰑭ного елемента та обернених елементiв.

О󰑬наченн󰑱 1.1. Напiвгрупо󰑧 на󰑬иваєт󰑭с󰑱 мно󰑨ина S ра󰑬ом i󰑬 󰑬адано󰑧 на нiй бiнарно󰑧 опе-
рацiє󰑧 ◦ : S × S → S, 󰑱ка 󰑬адовол󰑭н󰑱є умову асоцiативностi. Тобто, дл󰑱 буд󰑭-󰑱ких a, b, c ∈ S
виконуєт󰑭с󰑱 рiвнiст󰑭:

(a · b) · c = a · (b · c).

Очевидно, що цiлi числа i󰑬 операцiє󰑧 додаванн󰑱 i мно󰑨ина всiх бiєкцiй мно󰑨ини X i󰑬 операцiє󰑧
компо󰑬ицiї є прикладами напiвгруп. Проте цi об’єкти тако󰑨 󰑬адовол󰑭н󰑱󰑧т󰑭 додатковi умови
(а саме: iснуванн󰑱 нейтрал󰑭ного елемента i iснуванн󰑱 обернених елементiв). Легко побудувати
приклад напiвгрупи, 󰑱ка не має анi нейтрал󰑭ного елемента анi обернених елементiв.
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Приклад 1.3. Мно󰑨ина натурал󰑭них1 чисел N i󰑬 операцiє󰑧 додаванн󰑱 є класичним прикла-
дом напiвгрупи. Дiйсно дл󰑱 буд󰑭-󰑱ких a, b, c ∈ N маємо рiвнiст󰑭:

(a+ b) + c = a+ (b+ c).

Тако󰑨 легко навести приклад бiнарної операцiї, 󰑱ка не є асоцiативно󰑧. Наприклад, ви󰑬начимо
функцi󰑧 f : N×N −→ N 󰑱к f(n,m) = nm. Iншим прикладом слугуватиме вiл󰑭на напiвгрупа на
двох елементах.

Приклад 1.4. Нехай S є мно󰑨ино󰑧 всiх слiв над абетко󰑧 i󰑬 двох елементiв {a, b}. Ви󰑬начимо
бiнарну операцi󰑧 конкатенацiї

◦ : S × S −→ S, (w1, w2) 󰀁−→ w1w2.

Тобто, операцi󰑱 конкатенацiї скле󰑧є два слова в одне, наприклад: aba · bbb = ababbb. Бе󰑬посе-
редн󰑭о перевiр󰑱єт󰑭с󰑱, що конкатенацi󰑱 є асоцiативно󰑧 операцiє󰑧, от󰑨е, надiл󰑱є мно󰑨ину S
структуро󰑧 напiвгрупи. Аналогiчно мо󰑨на ви󰑬начити напiвгрупу на довiл󰑭нiй абетцi

Насправдi, вищеви󰑬начена напiвгрупа S має нейтрал󰑭ний елемент. Дiйсно, нехай ∅ є поро󰑨нiм
словом, тодi очевидно, що ∅ · w = w · ∅ = w дл󰑱 довiл󰑭ного слова w ∈ S. 󰑪 огл󰑱ду на наступне
о󰑬наченн󰑱, напiвгрупа S на󰑬иваєт󰑭с󰑱 вiл󰑭ним моноїдом на двох елементах.

О󰑬наченн󰑱 1.2. Моноїдом на󰑬иваєт󰑭с󰑱 мно󰑨ина M ра󰑬ом i󰑬 󰑬адано󰑧 на нiй бiнарно󰑧 опера-
цiє󰑧 ◦ : M ×M → M , 󰑱ка 󰑬адовол󰑭н󰑱є такi двi умови:

1. Асоцiативнiст󰑭: дл󰑱 буд󰑭-󰑱ких a, b, c ∈ M виконуєт󰑭с󰑱 рiвнiст󰑭: (a · b) · c = a · (b · c).

2. Iснуванн󰑱 нейтрал󰑭ного елемента: iснує такий елемент e ∈ M , що дл󰑱 буд󰑭-󰑱кого a ∈ M
виконуєт󰑭с󰑱 рiвнiст󰑭: a · e = e · a = a.

Iншими словами, моноїдом є напiвгрупа i󰑬 нейтрал󰑭ним елементом. I󰑬 о󰑬наченн󰑱 випливає, що
буд󰑭-󰑱кий моноїд є напiвгрупо󰑧. Помiтимо, що мно󰑨ина натурал󰑭них чисел i󰑬 додаванн󰑱м
не є моноїдом. Дiйсно, дл󰑱 довiл󰑭ного a ∈ N елементи a + 1 i 1 рi󰑬нi. Проте 󰑱кщо ро󰑬гл󰑱нути
аналогiчно ви󰑬начену напiвгрупу (N∪{0},+), то 0 є нейтрал󰑭ним елементом. От󰑨е, (N∪{0},+)
є моноїдом. Вiл󰑭ний моноїд, 󰑱к свiдчит󰑭 на󰑬ва, є моноїдом.

Приклад 1.5. Ро󰑬гл󰑱немо двоелементну мно󰑨ину M = {1,∞}. 󰑪адамо на цiй мно󰑨инi бi-
нарну операцi󰑧 мно󰑨енн󰑱 ◦ : M × M → M , 󰑱ка дiє 󰑬а правилами 󰑬вичайного мно󰑨енн󰑱 дл󰑱
одиницi (тобто 1 · 1 = 1), а тако󰑨 󰑬а правилом:

1 ·∞ = ∞ · 1 = ∞ ·∞ = ∞.

Ц󰑱 структура утвор󰑧є моноїд. Дiйсно, легко переконатис󰑱, що ц󰑱 операцi󰑱 є асоцiативно󰑧 i
1 ∈ M є нейтрал󰑭ним елементом.

В усiх попереднiх прикладах мо󰑨на переконатис󰑱, що нейтрал󰑭ний елемент єдиний. Дл󰑱 N∪{0}
доведенн󰑱 ц󰑭ого написано перед прикладом 1.5, а у випадку вiл󰑭ного моноїда на двох елементах
мо󰑨на ро󰑬гл󰑱нути функцi󰑧, 󰑱ка слову ставит󰑭 у вiдповiднiст󰑭 кiл󰑭кiст󰑭 лiтер у н󰑭ому. В такому
випадку нейтрал󰑭ний елемент має бути словом бе󰑬 лiтер, а єдиним таким є ∅.

Лема 1.1. Нехай M 󰯹 моноїд; тодi нейтрал󰑭ний елемент єдиний. Тобто дл󰑱 довiл󰑭них двох
елементiв e, e′ 󰑱кi 󰑬адовол󰑭н󰑱󰑧т󰑭

ae = ea = a, ae′ = e′a = a

виконуєт󰑭с󰑱 e = e′.

Доведенн󰑱. Дiйсно, e = ee′ = e′.

Введемо домовленiст󰑭: дл󰑱 комутативних моноїдiв (тобто тих, 󰑱кi 󰑬адовол󰑭н󰑱󰑧т󰑭 ab = ba дл󰑱
всiх a, b ∈ M), 󰑱кщо не оголошено iнакше, бiнарна операцi󰑱 по󰑬начатимет󰑭с󰑱 +, а нейтрал󰑭-
ний елемент по󰑬начатимет󰑭с󰑱 0. Дл󰑱 необов’󰑱󰑬ково комутативних моноїдiв бiнарна операцi󰑱
по󰑬начатимет󰑭с󰑱 󰑬гiдно i󰑬 початковими домовленост󰑱ми (див. початок ро󰑬дiлу), а одиничний
елемент по󰑬начатимет󰑭с󰑱 1.
Щоб додати приклади 1.1 та 1.2 до того, що охопл󰑧󰑧т󰑭 нашi о󰑬наченн󰑱, 󰑬алишаєт󰑭с󰑱 єдина
умова 󰯹 iснуванн󰑱 обернених елементiв. 󰑯к пока󰑬у󰑧т󰑭 приклади 1.4 та 1.5, моноїди не ма-
󰑧т󰑭 мiстити обернених елементiв, проте, 󰑱к пока󰑬ує наступна лема, 󰑱кщо елемент a ∈ M має
обернений, то вiн єдиний.

1В цих нотатках мно󰑨ина натурал󰑭них чисел не мiстит󰑭 нул󰑱.
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Лема 1.2. Нехай M 󰯹 моноїд, a ∈ M 󰯹 його елемент; тодi обернений елемент до a (󰑱кщо вiн
iснує) є єдиним. Тобто дл󰑱 довiл󰑭них двох елементiв b, b′ 󰑱кi 󰑬адовол󰑭н󰑱󰑧т󰑭

ab = ba = 1, ab′ = b′a = 1

виконуєт󰑭с󰑱 b = b′.

Доведенн󰑱. Дiйсно, b = b1 = bab′ = 1b′ = b′.

О󰑬наченн󰑱 1.3. Групо󰑧 на󰑬иваєт󰑭с󰑱 мно󰑨ина G ра󰑬ом i󰑬 󰑬адано󰑧 на нiй бiнарно󰑧 операцiє󰑧
◦ : M ×M → M , 󰑱ка 󰑬адовол󰑭н󰑱є наступнi умови:

1. Асоцiативнiст󰑭: дл󰑱 буд󰑭-󰑱ких a, b, c ∈ M виконуєт󰑭с󰑱 рiвнiст󰑭: (a · b) · c = a · (b · c).

2. Iснуванн󰑱 нейтрал󰑭ного елемента: iснує такий елемент e ∈ M , що дл󰑱 буд󰑭-󰑱кого a ∈ M
виконуєт󰑭с󰑱 рiвнiст󰑭: a · e = e · a = a.

3. Iснуванн󰑱 оберненого елемента: дл󰑱 ко󰑨ного елемента x ∈ G iснує елемент y ∈ G, 󰑱кий
󰑬адовол󰑭н󰑱є: x · y = e, де e 󰯹 нейтрал󰑭ний елемент групи G.

Ми ка󰑨емо, що група G є абелево󰑧 (або комутативно󰑧), 󰑱кщо дл󰑱 довiл󰑭них a, b ∈ G вико-
нуєт󰑭с󰑱 a · b = b · a.

Очевидно, що буд󰑭-󰑱ка група є моноїдом, а от󰑨е, напiвгрупо󰑧, але не буд󰑭-󰑱кий моноїд є
групо󰑧 (󰑱к пока󰑬ує приклад i󰑬 (N ∪ {0},+)). Тако󰑨 󰑬ро󰑬умiло, що першi приклади (Z,+) та
(Aut(X), ◦) є групами. Група (Z,+) є абелево󰑧, проте (Aut(X), ◦) не має бути абелево󰑧.

Вправа 1. Пока󰑨iт󰑭, що (Aut(X), ◦) є абелово󰑧 тодi i лише тодi, коли |X| ≤ 2.

Оскiл󰑭ки ко󰑨на група є моноїдом, то 󰑬 лем 1.1 та 1.2 випливає єдинiст󰑭 нейтрал󰑭ного елемен-
та та обернених. Нотацiйнi домовленостi про по󰑬наченн󰑱 операцiй, сформул󰑭ованi пiсл󰑱 леми
1.1, ма󰑧т󰑭 мiсце. Бiл󰑭ш при аддитивному 󰑬аписi (випадок комутативних груп) обернений до
елемента a ∈ G по󰑬начатимет󰑭с󰑱 −a. В 󰑬агал󰑭ному випадку (випадку необов’󰑱󰑬ково комута-
тивних груп) обернений до елемента a ∈ G по󰑬начатимет󰑭с󰑱 a−1. Ми пiдсумовуємо ц󰑧 секцi󰑧
прикладами груп.

Приклад 1.6 (Векторнi простори). Нехай K є полем (наприклад, K = R або K = C) i V
є K-векторним простором. 󰑪а ви󰑬наченн󰑱м векторного простору, V надiлено ассоцiативно󰑧
операцiє󰑧 додаванн󰑱

+: V × V −→ V.

Очевидно, що 0 ∈ V є нейтрал󰑭ним елементом, i дл󰑱 довiл󰑭ного v ∈ V 󰑬найдет󰑭с󰑱 обернений
елемент −v ∈ V такий, що v + (−v) = 0.

Приклад 1.7 (Обертовнi матрицi). Нехай K є полем i V є K-векторним простором. Ро󰑬гл󰑱-
немо мно󰑨ину GL(V ) всiх обертовних K-лiнiйних вiдобра󰑨ен󰑭 A : V −→ V . Бiнарна операцi󰑱
компо󰑬ицiї лiнiйних вiдобра󰑨ен󰑭 надiл󰑱є мно󰑨ину GL(V ) структуро󰑧 групи. Наприклад, 󰑱кщо
V = Rn, то GL(V ) спiвпадає i󰑬 мно󰑨ино󰑧 всiх оборотних дiйсних n × n-матриц󰑭, а операцi󰑱
компо󰑬ицiї спiвпадає 󰑬i 󰑬вичайним мно󰑨енн󰑱м матриц󰑭.

Приклад 1.8 (󰑪алишки по модул󰑧 n). Нехай n ∈ N. Ро󰑬гл󰑱немо групу (Z,+) i введемо вiд-
ношенн󰑱 еквiвалентностi ∼ ви󰑬начене наступним чином: дл󰑱 a, b ∈ Z маємо

a ∼ b ⇐⇒ a− b дiлит󰑭с󰑱 на n.

По󰑬начимо мно󰑨ину класiв сумi󰑨ностi Z/ ∼ чере󰑬 Z/nZ i ви󰑬начимо бiнарну операцi󰑧 + на
Z/nZ наступним чином:

+: Z/nZ× Z/nZ −→ Z/nZ, [a] + [b] = [a+ b].

Нам треба перевiрити, що ви󰑬наченн󰑱 коректне, ад󰑨е елемент [a + b] має 󰑬але󰑨ати лише вiд
[a] та [b], а не вiд представникiв цих класiв. Помiтимо, що 󰑱кщо a, a′ 󰑬адовол󰑭н󰑱󰑧т󰑭 [a] = [a′] i
b, b′ 󰑬адовол󰑭н󰑱󰑧т󰑭 [b] = [b′], то

(a+ b)− (a′ + b′) = (a− a′) + (b− b′) дiлит󰑭с󰑱 на n,
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оскiл󰑭ки a− a′ i b− b′ дiл󰑱т󰑭с󰑱 на n. От󰑨е, клас [a+ b] не 󰑬але󰑨ит󰑭 вiд вибору представникiв
дл󰑱 a та b. Перевiримо асоцiативнiст󰑭:

[a] + ([b] + [c]) = [a] + [b+ c] = [a+ (b+ c)] = [(a+ b) + c] = [a+ b] + [c] = ([a] + [b]) + [c].

Легко бачити, що клас [0] є нейтрал󰑭ним елементом дл󰑱 Z/nZ i дл󰑱 a ∈ Z оберненим елементом
до [a] є елемент [−a].

Приклад 1.9 (Симетрiї квадрата). Ро󰑬гл󰑱немо квадрат ABCD, i мно󰑨ину D4 󰑱ка складаєт󰑭с󰑱
i󰑬 наступних бiєкцiй квадрату ABCD:

1. Тото󰑨ного вiдобра󰑨енн󰑱 id;

2. Поворотiв Rπ/2, Rπ, R3π/2 на кути π/2, π, та 3π/2, вiдповiдно;

3. Симметрiй SBD, SAC вiдносно головних дiагоналей;

4. Симметрiй вiдносно сторiн Sh, Sv.

Вi󰑬уал󰑭но цi симетрiї мо󰑨на 󰑬обра󰑬ити наступними мал󰑧нками:

A B

CD

Rπ/2

D A

BC

A B

CD

Rπ

C D

AB

A B

CD

R3π/2

B C

DA

A B

CD

id

A B

CD

A B

CD

SBD

C B

AD

A B

CD

SAC

A D

CB

A B

CD

Sv

B A

DC

A B

CD

Sh

D C

BA

󰑯к тiл󰑭ки ми пока󰑨емо, що компо󰑬ицi󰑱 двох вище󰑬а󰑬начених перетворен󰑭 є одним i󰑬 вище-
󰑬а󰑬начених перетворен󰑭 󰯹 стане очевидним, що операцi󰑱 компо󰑬ицiї є асоцiативно󰑧, ад󰑨е це
просто компо󰑬ицi󰑱 бiєкцiй квадрата. Помiтимо, що

Rk
π/2 = Rkπ/2, S2 = 1, Rπ/2SBD = Sh, Rπ/2Sh = SAC , Rπ/2SAC = Sv, Rπ/2Sv = SBD,

де S є буд󰑭-󰑱ким перетворенн󰑱м, 󰑬а󰑬наченим справа. Одиничним елементом є id, а оберненi
󰑬ро󰑬умiлi i󰑬 наведених спiввiдношен󰑭.

Приклад 1.10. Нехай K4 є мно󰑨ино󰑧 {1, a, b, ab} i󰑬 бiнарно󰑧 операцiє󰑧 · : K4 × K4 −→ K4

ви󰑬начено󰑧 󰑱к

1 · 1 = 1, 1 · a = a, 1 · b = b, 1 · ab = ab,

a · 1 = a, a · a = 1, a · b = ab, a · ab = b,

b · 1 = b, b · a = ab, b · b = 1, b · ab = a,

ab · 1 = ab, ab · a = b, ab · b = a, ab · ab = 1.

Легко перевiрити, що K4 є комутативно󰑧 групо󰑧, в 󰑱кiй дл󰑱 ко󰑨ного x ∈ K4 виконуєт󰑭с󰑱
x2 = 1.

4



Групу K4 мо󰑨на легко побудувати 󰑱к добуток Z/2Z × Z/2Z. Дл󰑱 двох груп (G1, ◦1), (G2, ◦2)
ви󰑬начимо нову групу (G1 × G2, ◦), де дл󰑱 a, c ∈ G1 та b, d ∈ G2 операцi󰑱 ◦ 󰑬адана 󰑱к покоор-
динатне мно󰑨енн󰑱, тобто

(a, b)(c, d) = ◦((a, b), (c, d)) = (◦1(a, c), ◦2(b, d)) = (ac, bd).

Очевидно, що елемент (1G1
, 1G2

) є нейтрал󰑭ним елементом дл󰑱 G1×G2, та елемент (a−1, b−1) ∈
G1×G2 є оберненим до (a, b) ∈ G1×G2. Єдине, що 󰑬алишаєт󰑭с󰑱 перевiрити, 󰯹 це асоцiативнiст󰑭
операцiї. Дл󰑱 (a, b), (c, d), (x, y) ∈ G1 ×G2 маємо

(a, b)[(c, d)(x, y)] = (a, b)(cx, dy) = (a(cx), b(dy)) = ((ac)x, (bd)y) = (ac, bd)(x, y) = [(a, b)(c, d)](x, y).

От󰑨е, G1×G2 дiйсно є групо󰑧. Ро󰑬гл󰑱немо Z/2Z×Z/2Z, 󰑱ка складаєт󰑭с󰑱 i󰑬 елементiв (0, 0), (1, 0),
(0, 1), (1, 1). Помiтимо, що 󰑬робити наступнi перепо󰑬наченн󰑱:

1 := (0, 0), a := (1, 0), b := (0, 1), ab := (1, 1), · := +,

то елементи 1, a, b, ab 󰑬адовол󰑭н󰑱󰑧т󰑭 спiввiдношенн󰑱 групи K4. От󰑨е, 󰑬 точнiст󰑧 до перейме-
нуванн󰑱 елементiв, K4 спiвпадає i󰑬 Z/2Z× Z/2Z.

1.2 Пiдгрупи, гомоморфi󰑬ми та фактор групи
󰑯к i в буд󰑭-󰑱кiй частинi математики, ви󰑬начивши об’єкти, наступним кроком стає ро󰑬робка
методiв, 󰑱кi опису󰑧т󰑭 в󰑬аємодi󰑧 мi󰑨 ними. Наприклад, у вправi 1.9, 󰑱кщо 󰑬амiст󰑭 групи D4

ро󰑬гл󰑱нути лише групу поворотiв квадрата (󰑱ка складаєт󰑭с󰑱 i󰑬 бiєкцiй id, Rπ/2, Rπ, R3π/2), то
ми помiтимо, що, перейменувавши елементи id, Rπ/2, Rπ, R3π/2 на [0], [1], [2], [3], ми отримаємо
групу Z/4Z. От󰑨е, в певному сенсi D4 "мiстит󰑭" Z/4Z. Щоб формалi󰑬увати слово 󰯺мiстит󰑭󰯻,
нам потрiбнi де󰑱кi о󰑬наченн󰑱.

О󰑬наченн󰑱 1.4. Нехай (G, ◦) – група. Пiдмно󰑨ина H ⊂ G на󰑬иваєт󰑭с󰑱 пiдгрупо󰑧, 󰑱кщо
викону󰑧т󰑭с󰑱 наступнi умови:

1. Дл󰑱 довiл󰑭них a, b ∈ H маємо a · b ∈ H;

2. Дл󰑱 довiл󰑭ного a ∈ H маємо a−1 ∈ H.

Помiтимо, що пiдмно󰑨ина H = {id, Rπ/2, Rπ, R3π/4} ⊂ D4 є пiдгрупо󰑧. Дiйсно, компо󰑬ицi󰑱
двох поворотiв є поворотом, от󰑨е, H 󰑬адовол󰑭н󰑱є перший пункт о󰑬наченн󰑱. Помiтимо тако󰑨
що

id−1 = id, R−1
π/2 = R3π/2, R−1

π = Rπ, R−1
3π/2 = Rπ/2.

От󰑨е, довiл󰑭ний обернений до елемента 󰑬 H мiстит󰑭с󰑱 в H. Маємо, що H 󰑬адовол󰑭н󰑱є другий
пункт i є пiдгрупо󰑧.

Лема 1.3. Нехай (G, ◦) є групо󰑧 i H ⊂ G є пiдгрупо󰑧. Ви󰑬начимо бiнарну операцi󰑧

◦ : H ×H −→ H,

󰑱к 󰑬ву󰑨енн󰑱 бiнарної операцiї i󰑬 G на H. Тодi (H, ◦) є групо󰑧.

Доведенн󰑱. Асоцiативнiст󰑭 операцiї ◦ : H ×H −→ H очевидна, ад󰑨е це 󰑬ву󰑨енн󰑱 асоцiативної
операцiї i󰑬 G. Дл󰑱 ко󰑨ного елемента h ∈ H iснує обернений h−1 ∈ G, але 󰑬а друго󰑧 умово󰑧
о󰑬наченн󰑱 пiдгрупи маємо h−1 ∈ H; от󰑨е, H мiстит󰑭 оберненi дл󰑱 всiх своїх елементiв. На-
󰑱внiст󰑭 нейтрал󰑭ного елемента випливає i󰑬 першого пункту о󰑬наченн󰑱 пiдгрупи та тото󰑨ностi
hh−1 = h−1h = e.

Ми довели, що пiдгрупа групи є сама по собi групо󰑧, от󰑨е, ми мо󰑨емо ро󰑬гл󰑱дати мно󰑨ину
H = {id□, Rπ/2, Rπ, R3π/4} ⊂ D4 󰑱к групу, повнiст󰑧 󰑬абувши про те, що вона мiстит󰑭с󰑱 в D4.
Проте щоб отото󰑨нити H i󰑬 Z/4Z, нам тако󰑨 потрiбно 󰑬робити спiвставленн󰑱 елементiв групи
Z/4Z i󰑬 елементами групи H, тобто побудувати вiдобра󰑨енн󰑱 f : Z/4Z −→ H. Очевидно, що
довiл󰑭не вiдобра󰑨енн󰑱 не переконає нас, що цi двi групи iдентичнi, тому маємо 󰑬найти ви󰑬наче-
нн󰑱 вiдобра󰑨ен󰑭, 󰑱кi пова󰑨а󰑧т󰑭 структуру групи. Ц󰑱 󰑬адача є простiшо󰑧 дл󰑱 напiвгруп, ад󰑨е
напiвгрупа є менш вибагливо󰑧 структуро󰑧. Єдине, що нашi вiдобра󰑨енн󰑱 ма󰑧т󰑭 пова󰑨ати, 󰯹
це операцiї напiвгруп.
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О󰑬наченн󰑱 1.5. Нехай (G, ◦) та (H, •) 󰯹 двi напiвгрупи. Вiдобра󰑨енн󰑱 f : G −→ H на󰑬иває-
т󰑭с󰑱 гомоморфi󰑬мом, 󰑱кщо, дл󰑱 довiл󰑭них g, h ∈ G виконуєт󰑭с󰑱 рiвнiст󰑭:

f(g ◦ h) = f(g) • f(h).

Iншими словами, гомоморфi󰑬м мi󰑨 двома напiвгрупами 󰯹 це вiдобра󰑨енн󰑱, 󰑱ке 󰑬берiгає опера-
цiї напiвгруп. Очевидно, що компо󰑬ицi󰑱 двох гомоморфi󰑬мiв є гомоморфi󰑬мом, ад󰑨е дл󰑱 двох
гомоморфi󰑬мiв f : G −→ H та g : H −→ K мi󰑨 напiвгрупами G,H та K виконуєт󰑭с󰑱

g ◦ f(ab) = g(f(ab)) = g(f(a)f(b)) = g(f(a))g(f(b)) = (g ◦ f)(a)(g ◦ f)(b).

Ви󰑱вл󰑱єт󰑭с󰑱, що нам не треба докладати додаткових 󰑬усил󰑭, щоб ви󰑬начити ре󰑬оннi вiдобра-
󰑨енн󰑱 мi󰑨 групами, 󰑱к пока󰑬ує наступна лема.

Лема 1.4. Нехай (G, ◦) та (H, •) 󰯹 двi групи i f : G −→ H 󰯹 гомоморфi󰑬м напiвгруп. Вико-
ну󰑧т󰑭с󰑱 наступнi тверд󰑨енн󰑱:

1. Вiдобра󰑨енн󰑱 f 󰑬аберiгає нейтрал󰑭нi елементи, тобто 󰑱кщо 1G та 1H є нейтрал󰑭ними
елементами груп G та H вiдповiдно, то f(1G) = 1H ;

2. Вiдобра󰑨енн󰑱 f 󰑬берiгає оберненi елементи, тобто дл󰑱 елемента a ∈ G виконуєт󰑭с󰑱 рiв-
нiст󰑭 f(a)−1 = f(a−1).

Доведенн󰑱. Дл󰑱 першої умови помiтимо, що дл󰑱 довiл󰑭ного a ∈ G маємо f(a) = f(1G ◦ a) =
f(1G) • f(a). Помно󰑨ивши на обернений до f(a) в групi H маємо рiвнiст󰑭

1H = f(a) • f(a)−1 = f(1G) • f(a) • f(a)−1 = f(1G) • 1H = f(1G).

Дл󰑱 другого пункту помiтимо, що 1H = f(1G) = f(a◦a−1) = f(a)•f(a−1). Аналогiчно пока󰑬ує-
т󰑭с󰑱, що 1H = f(a−1)• f(a). 󰑪 єдиностi оберненого елемента випливає, що f(a−1) = f(a)−1.

Ми довели, що гомоморфi󰑬м мi󰑨 двома групами автоматично 󰑬берiгає вс󰑧 структуру групи
(тобто одиничний елемент i оберненi), от󰑨е, є ре󰑬онним ви󰑬наченн󰑱м вiдобра󰑨енн󰑱 мi󰑨 група-
ми. Легко переконатис󰑱, що вкл󰑧ченн󰑱 пiдгрупи в групу є гомоморфi󰑬мом. У вище󰑬гаданому
порiвн󰑱ннi Z/4Z та D4 маємо, що вiдобра󰑨енн󰑱

f : Z/4Z −→ D4, [k] 󰀁−→ Rkπ/2

є гомоморфi󰑬мом, 󰑱кий отото󰑨н󰑧є Z/4Z i󰑬 пiдгрупо󰑧 D4, 󰑱ка складаєт󰑭с󰑱 i󰑬 поворотiв. Наве-
демо бiл󰑭ше прикладiв пiдгруп та гомоморфi󰑬мiв.

Приклад 1.11 (Унiтарнi матрицi). Нехай H є дiйсним або комплексним Гiл󰑭бертовим про-
стором i󰑬 скал󰑱рним добутком 〈·, ·〉. Пригадаємо, що обме󰑨ений лiнiйний оператор U ∈ B(H)
на󰑬иваєт󰑭с󰑱 унiтарним, 󰑱кщо UU∗ = U∗U = 1. Бе󰑬посередн󰑭о випливає, що U 󰯹 обертовний
оператор, от󰑨е, мно󰑨ина унiтарних операторiв є пiдмно󰑨ино󰑧 групи обертовних операторiв
i󰑬 операцiє󰑧 компо󰑬ицiї. Ми по󰑬начимо мно󰑨ину унiтарних операторiв чере󰑬 U(H). Очевидно,
що дл󰑱 унiтарних операторiв U, V ∈ U(H) виконуєт󰑭с󰑱

U−1 = U∗ ∈ U(H), UV ∈ U(H).

От󰑨е, U(H) є пiдгрупо󰑧 групи обертовних операторiв, i вкл󰑧ченн󰑱 i : U(H) −→ GL(H) є
iн’єктивним гомоморфi󰑬мом.

Приклад 1.12. Дл󰑱 натурал󰑭ного числа n ∈ N ро󰑬гл󰑱немо вiдобра󰑨енн󰑱 π : Z −→ Z/nZ,
󰑬адане 󰑱к π(n) = [n]. I󰑬 побудови групи Z/nZ випливає, що π є с󰑧р’єктивним гомоморфi󰑬мом.

Приклади 1.8 i 1.12 у󰑬агал󰑭н󰑧󰑧т󰑭с󰑱 до конструкцiї, 󰑱ка на󰑬иваєт󰑭с󰑱 фактор-групо󰑧. Щоб
󰑬робити це у󰑬агал󰑭ненн󰑱 май󰑨е бе󰑬посереднiм, ми поставимо приклади 1.8 i 1.12 в трiшки
iнакший контекст. Помiтимо, що мно󰑨ина чисел nZ = {nk | k ∈ Z} є пiдгрупо󰑧 групи Z.
Вiдношенн󰑱 еквiвалентностi i󰑬 о󰑬наченн󰑱 групи Z/nZ мо󰑨на переформул󰑧вати 󰑱к

[a] = [b] ⇐⇒ a− b ∈ nZ.

В такому ра󰑬i очевидно, що 󰑱кщо a, a′, b, b′ ∈ Z такi що [a] = [a′] i [b] = [b′], то [a+ b] = [a′ + b′],
ад󰑨е

[a+ b] = [a′ + b′] ⇐⇒ a+ b− a′ − b′ = (a− a′) + (b− b′) ∈ nZ.
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󰑯к наслiдок, ми ви󰑬начили бiнарну операцi󰑧 на мно󰑨инi класiв еквiвалентностi, 󰑱ка 󰑬адовол󰑭-
н󰑱є о󰑬наченн󰑧 групи. Бiл󰑭ше того, вiдобра󰑨енн󰑱 a 󰀁−→ [a] є гомоморфi󰑬мом груп. Проте дл󰑱
некомутативних груп ми маємо перешкоду. Припустимо, що ми хочемо повторити процес дл󰑱
довiл󰑭ної групи G i ї ї пiдгрупи H. В 󰑬агал󰑭ному випадку група G не має бути комутативно󰑧,
од󰑨е, нам доведет󰑭с󰑱 ро󰑬рi󰑬н󰑱ти право та лiво. Ви󰑬начимо два вiдношенн󰑱 еквiвалентностi на
G наступним чином:

a ∼l b ⇐⇒ a−1b ∈ H, a ∼r b ⇐⇒ ba−1 ∈ H.

Легко переконатис󰑱, що ви󰑬наченi вiдношенн󰑱 є вiдношенн󰑱ми еквiвалентностi. Дiйсно, 󰑱кщо
a ∼l b, то b−1a = (a−1b)−1 ∈ H, от󰑨е, b ∼l a i вiдношенн󰑱 ∼l є симетричним. Дл󰑱 рефлексив-
ностi помiтимо, що a−1a = 1 ∈ H, от󰑨е a ∼l a. Нарештi, 󰑱кщо a ∼l b та b ∼l c, то a−1b та
b−1c нале󰑨ат󰑭 групi H, але тодi їхнiй добуток a−1c те󰑨 нале󰑨ит󰑭 H, от󰑨е, вiдношенн󰑱 ∼l є
тран󰑬итивним. Класс елемента a по вiдношенн󰑧 ∼l по󰑬начимо чере󰑬 aH i на󰑬иватимемо лiвим
класом сумi󰑨ностi елемента a 󰑬а пiдгрупо󰑧 H. Мо󰑨на мислити aH 󰑱к мно󰑨ину елементiв
b ∈ G, таких, що a ∼l b. По󰑬наченн󰑱 aH аргументоване наступними рiвност󰑱ми

aH = {b ∈ G | a ∼l b} = {b ∈ G | a−1b = h ∈ H} = {b ∈ G | b = ah, h ∈ H} = {ah | h ∈ H}.

Аналогiчно мо󰑨на ви󰑬начити правий клас сумi󰑨ностi елемента a 󰑬а пiдгрупо󰑧 H, 󰑱кий по-
󰑬начатимет󰑭с󰑱 Ha 󰑱к клас елемента a по вiдношенн󰑧 ∼r. Аналогiчно доводит󰑭с󰑱 рiвнiст󰑭

Ha = {b ∈ G | a ∼r b} = {b ∈ G | ba−1 = h ∈ H} = {b ∈ G | b = ha, h ∈ H} = {ha | h ∈ H}.

Мно󰑨ину всiх лiвих класiв сумi󰑨ностi по󰑬начимо чере󰑬 G/H.

Лема 1.5. Нехай G група i H ≤ G пiдгрупа, тодi ма󰑧т󰑭 мiсце декомпо󰑬ицiї

G =
󰁊

[a]∈G/∼l

aH =
󰁊

[a]∈G/∼r

Ha.

Два лiвi (правi) класи сумi󰑨ностi або непертиннi, або спiвпада󰑧т󰑭.

Доведенн󰑱. Доведенн󰑱 дл󰑱 правих класiв сумi󰑨ностi аналогiчне до випадку лiвих класiв су-
мi󰑨ностi. Дл󰑱 довiл󰑭ного елемента a очевидно, що a ∈ aH, ад󰑨е 1 ∈ H, от󰑨е, об’єднанн󰑱
всiх класiв сумi󰑨ностей покриває групу G. Нехай a, b ∈ G i припустимо, що c ∈ aH ∩ bH.
Тодi дл󰑱 довiл󰑭ного x ∈ aH маємо x ∼ a ∼ c ∼ b, от󰑨е x ∈ bH. Ми пока󰑬али, що aH ⊂ bH.
Симетричний аргумент пока󰑬ує, що bH ⊂ aH, от󰑨е, aH = bH. Ми довели, що 󰑱кщо пере-
тин двох класiв сумi󰑨ностi нетривiал󰑭ний, то вони спiвпада󰑧т󰑭. Декомпо󰑬ицiї i󰑬 умови леми
виплива󰑧т󰑭 автоматично.

Наслiдок 1.1. Нехай G 󰯹 група i H 󰯹 її пiдгрупа; довiл󰑭нi два лiвi (правi) класи сумi󰑨ностi
по H є рiвнопоту󰑨ними. 󰑯кщо G скiнченна група, то |G| = |H||G/ ∼r | = |H||G/ ∼r |, де | · |
по󰑬начає кiл󰑭кiст󰑭 елементiв мно󰑨ини. От󰑨е, кiл󰑭кiст󰑭 елементiв скiнченної групи дiлит󰑭с󰑱
на кiл󰑭кiст󰑭 елементiв пiдгрупи.

Доведенн󰑱. Достатн󰑭о пока󰑬ати, що класи aH та bH рiвнопоту󰑨нi дл󰑱 довiл󰑭них a, b ∈ G.
Дiйсно, ви󰑬начимо бiєкцiї

f : aH −→ bH, x 󰀁−→ ba−1x;

g : bH −→ aH, x 󰀁−→ ab−1x;

Легко перевiрити, що f та g є в󰑬аємно оберненими вiдобра󰑨енн󰑱ми, от󰑨е, бiєкцi󰑱ми. 󰑯кщо
група G скiнченна, то мно󰑨ини G/ ∼r, G/ ∼l, та H є скiнченними, от󰑨е

|G| =
󰁛

a∈G/∼l

|aH| =
󰁛

a∈G/∼l

|H| = |G/ ∼l ||H|.

Доведенн󰑱 дл󰑱 правих класiв сумi󰑨ностi аналогiчне.

Помiтимо, що дл󰑱 комутативних груп (󰑱к, наприклад, Z) вiдношенн󰑱 еквiвалентностi ∼l та ∼r

спiвпада󰑧т󰑭, в той час 󰑱к в 󰑬агал󰑭ному цi вiдношенн󰑱 є рi󰑬ними. Це створ󰑧є певнi проблеми
i󰑬 ви󰑬наченн󰑱м добутку на мно󰑨инi класiв еквiвалентностi, а саме, добуток, 󰑬аданий 󰑱к [ab] =
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[a][b], мо󰑨е 󰑬але󰑨ати вiд вибору представникiв дл󰑱 [a] та [b] (порiвн󰑱йте i󰑬 прикладом 1.8).
Дiйсно, припустимо, що a ∼ a′ та b ∼ b′, маємо

[ab] = [a′b′] ⇐⇒ (ab)−1(a′b′) = b−1a−1a′b′ ∈ H. (1)

Елемент a−1a′ дiйсно нале󰑨ит󰑭 пiдгрупi H, бiл󰑭ш того, оскiл󰑭ки b ∼ b′, то b′ ∈ Hb, от󰑨е

b−1a−1a′b′ ∈ b−1Hb′ = b−1Hb = {b−1hb | h ∈ H}.

Але немає 󰑨одних гарантiй, що цей елемент нале󰑨ит󰑭 пiдгрупi H. Наступний приклад пока󰑬ує,
що це, бiл󰑭ш того, неправда.

Приклад 1.13. Нехай X = {1, 2, 3} 󰯹 мно󰑨ина i󰑬 тр󰑭ох елементiв, i S3 = Aut(X) є групо󰑧
її бiєкцiй. Нехай H є пiдгрупо󰑧 в S3 тих бiєкцiй f : X → X, 󰑱кi 󰑬адовол󰑭н󰑱󰑧т󰑭 f(3) = 3.
Ро󰑬гл󰑱немо бiєкцiї

f1 : X −→ X, 1 󰀁→ 1, 2 󰀁→ 3, 3 󰀁→ 2;

f2 : X −→ X, 1 󰀁→ 3, 2 󰀁→ 1, 3 󰀁→ 2;

g : X −→ X, 1 󰀁→ 2, 2 󰀁→ 3, 3 󰀁→ 1;

Таким чином, маємо f−1
2 f1(3) = f−1

2 (2) = 3, от󰑨е, f−1
2 f1 ∈ H, проте g−1f−1

2 f1g(3) = 1. От󰑨е,
навiт󰑭 󰑱кщо f1 ∼ f2 та g ∼ g, еквiвалентнiст󰑭 f1g ∼ f2g не виконуєт󰑭с󰑱.

󰑪ва󰑨а󰑧чи на приклад 1.13, 󰑬амiст󰑭 того, щоб ро󰑬гл󰑱дати довiл󰑭нi пiдгрупи, ми обме󰑨имос󰑱
пiдгрупами, дл󰑱 󰑱ких вiдношенн󰑱 ∼l та ∼r спiвпада󰑧т󰑭. Наступне тверд󰑨енн󰑱 характери󰑬ує
такi пiдгрупи.

О󰑬наченн󰑱-Тверд󰑨енн󰑱 1.1. Пiдгрупа H групи G на󰑬иваєт󰑭с󰑱 нормал󰑭но󰑧 (по󰑬начатиме-
т󰑭с󰑱 H ⊳G), 󰑱кщо виконуєт󰑭с󰑱 одна (всi) i󰑬 наступних еквiвалетних умов:

1. gHg−1 = H дл󰑱 довiл󰑭ного g ∈ G;

2. gH = Hg дл󰑱 довiл󰑭ного g ∈ G;

3. Вiдношенн󰑱 еквiвалентностi ∼r та ∼l спiвпада󰑧т󰑭.

Доведенн󰑱. Припустимо, що виконуєт󰑭с󰑱 перша умова. Тодi маємо рiвностi:

Hg = {hg | h ∈ H} = {hg | h = gh′g−1 ∈ gHg−1} = {gh′ | h′ ∈ H} = gH.

От󰑨е, виконуєт󰑭с󰑱 друга умова. Припустимо, що виконуєт󰑭с󰑱 друга умова, тодi a ∼l b еквiва-
лентно a ∈ bH = Hb, от󰑨е, a ∈ Hb, що еквiвалентно a ∼r b. Симетричним аргументом дово-
дит󰑭с󰑱, що i󰑬 a ∼r b випливає a ∼l b, от󰑨е, два вiдношенн󰑱 еквiвалентностi рiвнi i пункт три
виконуєт󰑭с󰑱. Нарештi, 󰑱кщо виконуєт󰑭с󰑱 третiй пункт, то дл󰑱 x ∈ gHg−1 маємо g−1x ∈ Hg−1,
от󰑨е g−1x ∼r g−1, але тодi g−1x ∼l g−1, от󰑨е x = gg−1x ∈ H. Маємо gHg−1 ⊂ H. Навпа-
ки, 󰑱кщо x ∈ H = gg−1H, то g−1x ∈ g−1H, от󰑨е g−1x ∼l g−1, але тодi g−1x ∼r g−1, от󰑨е
g−1x ∈ Hg−1. Маємо x ∈ gHg−1.

Очевидно, що буд󰑭-󰑱ка пiдгрупа комутативної групи є нормал󰑭но󰑧, бо вiдношенн󰑱 ∼l та ∼r

спiвпада󰑧т󰑭. 󰑯к пока󰑬ує приклад 1.13, пiдгрупа групи S3, 󰑱ка складаєт󰑭с󰑱 i󰑬 бiєкцiй, фiксу-
󰑧чих точку 3, не є нормал󰑭но󰑧. Ми побачимо бiл󰑭ше прикладiв нормал󰑭них пiдгруп в не-
комутативних групах 󰑬годом. Поверта󰑧чис󰑭 до у󰑬агал󰑭ненн󰑱 конструкцiї 1.8, нехай N ⊳ G є
нормал󰑭но󰑧 пiдгрупо󰑧, тодi в (1) маємо

b−1a−1a′b′ ∈ b−1Hb′ = b−1Hb = H,

от󰑨е, клас [ab] = [a′b′] не 󰑬але󰑨ит󰑭 вiд вибору представникiв класiв [a] та [b].

О󰑬наченн󰑱-Тверд󰑨енн󰑱 1.2. Нехай G 󰯹 група i N ⊳ G 󰯹 нормал󰑭на пiдгрупа. Мно󰑨ина
класiв еквiвалентностi G/ ∼, де ∼ ви󰑬начено 󰑱к a ∼ b ⇐⇒ a−1b ∈ N , i󰑬 операцiє󰑧 [ab] = [a][b],
є групо󰑧, 󰑱ка на󰑬иваєт󰑭с󰑱 фактор-групо󰑧 G по N i по󰑬начаєт󰑭с󰑱 G/N . Вiдобра󰑨енн󰑱

π : G −→ G/N, g 󰀁−→ [g]

є гомоморфi󰑬мом груп, 󰑱кий на󰑬иватимемо канонiчно󰑧 проекцiє󰑧 G на G/N .
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Доведенн󰑱. Доведенн󰑱 бе󰑬посередн󰑭о випливає i󰑬 вищеописаної побудови.

Приклад 1.14. Нехай V є скiнченно-вимiрним векторним простором i SO(V ) ⊂ GL(V ) по󰑬на-
чає пiдмно󰑨ину всiх обертовних матриц󰑭 i󰑬 ви󰑬начником 1. Оскiл󰑭ки ви󰑬начник є мiл󰑭типлi-
кативно󰑧 функцiє󰑧 (тобто, det(AB) = det(A) det(B), дл󰑱 довiл󰑭них A,B ∈ GL(V )), то моєна
переконатис󰑭, що дл󰑱 A,B ∈ SO(V ) виконуєт󰑭с󰑱

det(AB) = det(A) det(B) = 1, det(A−1) = det(A) = 1.

От󰑨е, SO(V ) є пiдгрупо󰑧 групи GL(V ). Бiл󰑭ше того, помiтимо, що det(A−1BA) = det(B) дл󰑱
довiл󰑭них A,B ∈ GL(V ), от󰑨е, дл󰑱 довiл󰑭ного A ∈ SO(V ) маємо BAB−1 ∈ SO(V ). Ви󰑱вл󰑱-
єт󰑭с󰑱, що SO(V ) є нормал󰑭но󰑧 пiдгрупо󰑧 в GL(V ). 󰑯к ми переконаємос󰑭 пi󰑬нiше, 󰑱кщо V є
векторним простором над полем K, фактор-групо󰑧 GL(V ) по SO(V ) є

GL(V )/SO(V ) ∼= K× = K \ {0}.

1.3 󰑯дро, обра󰑬 i де󰑱кi класи морфi󰑬мiв
В минулiй секцiї ми ви󰑬начили головнi приклади гомоморфi󰑬мiв, а саме 󰯹 вкл󰑧ченн󰑱 пiдгрупи
в групу та канонiчна проекцi󰑱 󰑬 групи на фактор-групу по нормал󰑭нiй пiдгрупi. Очевидно, що
перше є iн’єктивним, а друге с󰑧р’єктивним. В цiй секцiї ми пока󰑨емо, що буд󰑭-󰑱кий гомомор-
фi󰑬м є компо󰑬ицiє󰑧 проекцiї, отото󰑨ненн󰑱 та вкл󰑧ченн󰑱 пiдгрупи.

О󰑬наченн󰑱 1.6. Нехай G та H 󰯹 групи i f : G −→ H 󰯹 гомоморфi󰑬м груп.

1. f на󰑬иваєт󰑭с󰑱 i󰑬оморфi󰑬мом, 󰑱кщо 󰑬найдет󰑭с󰑱 гомоморфi󰑬м груп g : H −→ G такий, що

g ◦ f = idG, f ◦ g = idH . (2)

Гомоморфi󰑬м g на󰑬иваєт󰑭с󰑱 оберненим до f . Двi групи, мi󰑨 󰑱кими iснує i󰑬оморфi󰑬м,
на󰑬ива󰑧т󰑭с󰑱 i󰑬оморфними. В такому випадку ми використовуємо по󰑬наченн󰑱 G ∼= H.

2. f на󰑬иваєт󰑭с󰑱 моно(морфi󰑬мом), 󰑱кщо f є iнєктивним вiдобра󰑨енн󰑱м;

3. f на󰑬иваєт󰑭с󰑱 епi(морфi󰑬мом), 󰑱кщо f є с󰑧рєктивним вiдобра󰑨енн󰑱м

Легко переконатис󰑱, що вiдношенн󰑱 ∼= на мно󰑨инi всiх груп є вiдношенн󰑱м еквiвалентностi.
Дiйсно, дл󰑱 довiл󰑭ної групи G тото󰑨нє вiдобра󰑨енн󰑱 пока󰑬ує, що G ∼= G. 󰑯кщо G ∼= H i
f : G −→ H 󰯹 це i󰑬оморфi󰑬м, то 󰑬а о󰑬наченн󰑱м iснує гомоморфi󰑬м g : H −→ G, 󰑱кий тако󰑨
є i󰑬оморфi󰑬мом, от󰑨е H ∼= G. Нарештi, 󰑱кщо f : G −→ H i h : H −→ K є i󰑬оморфi󰑬мами, i󰑬
оберненими g : H −→ G та t : K −→ H, то g ◦ t є оберненим до h ◦ f .

Лема 1.6. Гомоморфi󰑬м груп є i󰑬оморфi󰑬мом тодi i тiл󰑭ки тодi, коли вiн є бiєктивним.

Доведенн󰑱. Очевидно, що i󰑬оморфi󰑬м груп 󰑬ав󰑨ди є бiєкцiє󰑧. Навпаки, нехай f : G −→ H
є бiєктивним гомоморфi󰑬мом груп. Оскiл󰑭ки f є бiєкцiє󰑧, то 󰑬найдет󰑭с󰑱 вiдобра󰑨енн󰑱 мно-
󰑨ин g : H −→ G таке, що (2) виконуєт󰑭с󰑱. 󰑪алишаєт󰑭с󰑱 переконатис󰑱, що g є гомоморфi󰑬мом.
Дiйсно, дл󰑱 a, b ∈ H нехай a′, b′ ∈ G 󰯹 такi елементи, що f(a′) = a i f(b′) = b. Маємо

g(ab) = g(f(a′)f(b′)) = g(f(a′b′)) = a′b′ = (g ◦ f)(a′)(g ◦ f)(b′) = g(a)g(b).

От󰑨е, g : H −→ G є гомоморфi󰑬мом груп i f є i󰑬оморфi󰑬мом.

Апрiорi ко󰑨ен i󰑬оморфi󰑬м є просто перена󰑬иванн󰑱м елементiв групи, сумiсним i󰑬 операцi󰑱ми
цих груп, от󰑨е, i󰑬оморфнi групи ма󰑧т󰑭 мислитис󰑭 󰑱к тото󰑨нi об’єкти.

Наслiдок 1.2. 󰑯кщо гомоморфi󰑬м груп є i моно, i єпi одночасно, то вiн є i󰑬оморфi󰑬мом.

Очевидно, не буд󰑭-󰑱кий гомоморфi󰑬м є i󰑬оморфi󰑬мом, мономорфi󰑬мом чи єпiморфi󰑬мом. На-
приклад, вкладiт󰑭 2Z в Z i профакторте по 4Z. Виходит󰑭 гомоморфi󰑬м груп

f : 2Z −→ Z/4Z, 2n 󰀁−→ [2n].

Це вiдобра󰑨енн󰑱 не є iн’єктивним, ад󰑨е f(4) = [0]. Воно не є с󰑧р’єктивним, ад󰑨е 󰑨одне число,
󰑱ке дає остачу 3 при дiленнi на 4, не дiлит󰑭с󰑱 на 2. Виникає питанн󰑱, чи мо󰑨на ви󰑬начити
󰯺мiру󰯻 iн’єктивностi чи с󰑧р’єктивностi гомоморфi󰑬му.
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О󰑬наченн󰑱 1.7. Нехай f : G −→ H 󰯹 гомоморфi󰑬м груп. 󰑯дром гомоморфi󰑬му f на󰑬иваєт󰑭с󰑱
мно󰑨ина ker(f) = {g ∈ G | f(g) = 1H} ⊂ G. Обра󰑬ом гомоморфi󰑬му на󰑬иваєт󰑭с󰑱 мно󰑨ина
im(f) = {f(g) | g ∈ G} ⊂ H.

Лема 1.7. Нехай f : G −→ H 󰯹 гомоморфi󰑬м груп. Тодi його 󰑱дро є нормал󰑭но󰑧 пiдгрупо󰑧 в
G; його обра󰑬 є пiдгрупо󰑧 в H. Бiл󰑭ш того наступнi речi єквiвалентнi:

1. f є моно тодi i лише тодi, коли ker(f) = {1};

2. f є єпi тодi i лише тодi, коли im(f) = H.

Доведенн󰑱. 󰑪ро󰑬умiло, що ker(f) та im(f) є пiдгрупами, ад󰑨е f(xy) = f(x)f(y). Помiтимо, що
f(g−1xg) = f(g)−1f(x)f(g) = f(g)−1f(g) = 1H , дл󰑱 довiл󰑭ного g ∈ G, а от󰑨е

g−1 ker(f)g = {gxg−1 | f(x) = 0} = {x | f(x) = 0} = ker(f).

Маємо, що ker(f) є нормал󰑭но󰑧 пiдгрупо󰑧. Той факт, що f є епiморфi󰑬мом, тодi i тiл󰑭ки
тодi, коли im(f) = H, є просто переформул󰑧ванн󰑱м о󰑬наченн󰑱. Щодо 󰑱дра, очевидно, що
i󰑬 iн’єктивностi f випливає ker(f) = {1}. Навпаки, припустимо, що f не є iн’єкцiє󰑧, тодi є
елементи g ∕= h в G, такi, що f(g) = f(h). Але тодi g−1h ∕= 1G i 󰑬адовол󰑭н󰑱є f(g−1h) = 1H ,
от󰑨е, є нетривiал󰑭ним елементом 󰑱дра.

Ми довели, що групи ker(f) та im(f) дiйсно є “мiрами” того, що гомоморфi󰑬м є мономорфi󰑬мом
або єпiморфi󰑬мом вiдповiдно.

Лема 1.8. Нехай f : G −→ H 󰯹 гомоморфi󰑬м груп i K ⊳ G є нормал󰑭но󰑧 пiдгрупо󰑧, тако󰑧,
що K ⊂ ker(f). Тодi 󰑬найдет󰑭с󰑱 єдиний гомоморфi󰑬м груп g : G/K −→ H, дл󰑱 󰑱кого наступна
дiаграмма коммутує:

G H

G/K.

f

π
g

Iншими словами, g ◦ π = f , де π : G −→ G/K 󰯹 канонiчна проекцi󰑱.

Доведенн󰑱. Нехай a ∈ G/K i a′ ∈ G такий, що π(a′) = a. Ви󰑬начимо вiдобра󰑨енн󰑱

g : G/K −→ H, a 󰀁−→ f(a′).

Варто перевiрити, що g не 󰑬але󰑨ит󰑭 вiд вибору представника дл󰑱 аргументу. Нехай a′, a′′ є
двома елементами групи G, 󰑱кi 󰑬адовол󰑭н󰑱󰑧т󰑭 π(a′) = π(a′′). В такому ра󰑬i елемент (a′)−1a′′

нале󰑨ит󰑭 ker(π) = N . Оскiл󰑭ки N ⊂ ker(f), маємо f((a′)−1a′′) = 1, а от󰑨е f(a′) = f(a′′). 󰑯к
наслiдок, вiдобра󰑨енн󰑱 g не 󰑬але󰑨ит󰑭 вiд вибору представника дл󰑱 аргументу. Перевiримо, що
g є гомоморфi󰑬мом. Дл󰑱 a, b ∈ G/K нехай a′, b′ ∈ G такi, що π(a′) = a та π(b′) = b. Оскiл󰑭ки π
є гомоморфi󰑬мом, то π(a′b′) = ab, от󰑨е маємо:

g(ab) = f(a′b′) = f(a′)f(b′) = g(a)g(b).

Коммутативнiст󰑭 дiаграми тепер очевидна. Дiйсно, дл󰑱 елементiв a, b групи G маємо рiвностi
g ◦ π(a) = g(π(a)) = f(a). 󰑪алишаєт󰑭с󰑱 довести єдинiст󰑭. Припустимо, що g′ : G/K −→ H 󰯹
iнший гомоморфi󰑬м, 󰑱кий 󰑬адовол󰑭н󰑱є g′ ◦ π = f . Але тодi дл󰑱 довiл󰑭ного a ∈ G/K i a′ ∈ G,
󰑱кий 󰑬адовол󰑭н󰑱є π(a′) = a, маємо g′(a) = g′ ◦ π(a′) = f(a′) = g(a).

Минула лема дає певну декомпо󰑬ицi󰑧 гомоморфi󰑬мiв у компо󰑬ицi󰑧 епiморфi󰑬му π та ново-
го гомоморфi󰑬му g. 󰑪 iншого боку, iснує тривiал󰑭на декомпо󰑬ицi󰑱 гомоморфi󰑬мiв у компо-
󰑬ицi󰑧 мономорфi󰑬му та iншого вiдобра󰑨енн󰑱. Дiйсно, нехай f : G −→ H 󰯹 гомоморфi󰑬м, а
i : im(f) −→ H 󰯹 гомоморфi󰑬м вкл󰑧ченн󰑱 пiдгрупи. Ви󰑬начимо гомоморфi󰑬м

h : G −→ im(f), g 󰀁−→ f(g).

Очевидно бачити, що f = i ◦ h i гомоморфi󰑬м i є iн’єктивним, а от󰑨е, моно, а гомоморфi󰑬м
h є с󰑧р’єктивним, от󰑨е, епi. Тако󰑨 легко помiтити, що вiдобра󰑨енн󰑱 h є єдиним таким, що
󰑬адовол󰑭н󰑱є f = i ◦ h. Скомбiнувавши попередн󰑧 лему i󰑬 цим 󰑬аува󰑨енн󰑱м, мо󰑨на отримати
теорему.

10



Теорема 1.1. Нехай f : G −→ H 󰯹 гомоморфi󰑬м груп. Iснує єдиний i󰑬оморфi󰑬м

f̃ : G/ ker(f) −→ im(f),

такий, що f = i ◦ f̃ ◦ π, де π : G −→ G/ ker(f) є канонiчно󰑧 проекцiє󰑧, а i : im(f) −→ H є
канонiчним вкл󰑧ченн󰑱м.

Доведенн󰑱. 󰑪астосову󰑧чи лему 1.8 до f та пiдгрупи N = ker(f) (󰑱ка є нормал󰑭но󰑧 󰑬а лемо󰑧
1.7) отримаємо гомоморфi󰑬м груп g : G/ ker(f) −→ H. 󰑪а побудово󰑧 g очевидно, що групи im(g)
та im(f) спiвпада󰑧т󰑭. 󰑪астосову󰑧чи вище󰑬гадане 󰑬аува󰑨енн󰑱 до гомоморфi󰑬му g, отримуємо
гомоморфi󰑬м f̃ : G/ ker(f) −→ im(f). Єдинiст󰑭 випливає i󰑬 єдиностi вiдобра󰑨енн󰑱 g. Вiдобра-
󰑨енн󰑱 f̃ с󰑧р’єктивне 󰑬а побудово󰑧. Щоб побачити iн’єктивнiст󰑭, припустимо, що a ∈ G/ ker(f)
󰑬адовол󰑭н󰑱є f̃(a) = 1. В такому ра󰑬i, дл󰑱 довiл󰑭ного a′ ∈ G, 󰑱кий 󰑬адовол󰑭н󰑱є π(a′) = a, маємо
f(a′) = 1, от󰑨е a′ ∈ ker(f), але тодi π(a′) = 1 = a. От󰑨е, ker(f̃) = {1} i f̃ є iн’єктивним 󰑬а
лемо󰑧 1.7. 󰑯к наслiдок, f̃ є i󰑬оморфi󰑬мом.

Ц󰑱 теорема i дає ба󰑨ану декомпо󰑬ицi󰑧, анонсовану на початку секцiї.

Приклад 1.15. Пригадаємо 󰑬 прикладу 1.14, що SO(V ) є нормал󰑭но󰑧 пiдгрупо󰑧 в GL(V )
обертовних матриц󰑭 i󰑬 ви󰑬начником 1. Легко помiтити, що вiдобра󰑨енн󰑱

det : GL(V ) −→ K× = K \ {0}

є гомоморфi󰑬мом груп, 󰑱дро 󰑱кого (󰑬а ви󰑬наченн󰑱м) є SO(V ). Легко помiтити тако󰑨, що det є
с󰑧р’єктивним. От󰑨е 󰑬а Теоремо󰑧 1.1 маємо

GL(V )/ SO(V ) ∼= im(det) = K×.

Приклад 1.16. Група G на󰑬иваєт󰑭с󰑱 циклiчно󰑧, 󰑱кщо 󰑬найдет󰑭с󰑱 g ∈ G такий, що ко󰑨не
h ∈ G 󰑬адовол󰑭н󰑱є h = gn дл󰑱 де󰑱кого n ∈ Z. Легко бачити, що циклiчнi групи комутативнi,
ад󰑨е дл󰑱 h, k ∈ G 󰑬найдут󰑭с󰑱 n,m ∈ Z такi, що h = gn та k = gm, але тодi

hk = gngm = gn+m = gmgn = kh.

Очевидно, що групи Z та Z/nZ є циклiчними, i рол󰑭 елемента g викону󰑧т󰑭 елементи 1 ∈ Z,
[1] ∈ Z/nZ. Насправдi, iнших циклiчних груп не iснує. Дiйсно, нехай G 󰯹 циклiчна група i
g ∈ G є таким елементом, що дл󰑱 довiл󰑭ного h ∈ G виконуєт󰑭с󰑱 h = gn дл󰑱 де󰑱кого n ∈ Z.
Побудуємо вiдобра󰑨енн󰑱

f : Z −→ G, k 󰀁−→ gk.

Легко перевiрити, що f є гомоморфi󰑬мом, ад󰑨е f(k)f(l) = gkgl = gk+l = f(k+ l). Бiл󰑭ше того,
оскiл󰑭ки G циклiчна, то f є с󰑧р’єктивним. От󰑨е, 󰑬а теоремо󰑧 1.1 маємо i󰑬оморфi󰑬м

G ∼= Z/ ker(f),

де ker(f) є пiдгрупо󰑧 (автоматично нормал󰑭но󰑧 чере󰑬 комутативнiст󰑭 Z) в Z. Але всi пiдгрупи
Z ма󰑧т󰑭 вигл󰑱д nZ, де n ∈ N. Дiйсно, 󰑱кщо H є пiдгрупо󰑧 в Z i a, b ∈ H є додатнiми числами,
то 󰑬а теоремо󰑧 Бе󰑬у маємо

gcd(a, b) = ca+ bd

дл󰑱 де󰑱ких c, d ∈ Z, от󰑨е gcd(a, b) нале󰑨ит󰑭 H. Виберемо a ∈ H 󰯹 найменше додатне число в
H. 󰑯кщо gcd(a, b) ∕= a дл󰑱 всiх b ∈ H, то a не є найменшим, от󰑨е, маємо протирiчч󰑱. Iнакше
маємо H = aZ.

1.4 Пор󰑱дки елементiв та класифiкацi󰑱 скiнчених комутативних груп
Попереднi викладки да󰑧т󰑭 нам 󰑬могу вiдносно легко будувати гомоморфi󰑬ми i доводити, що
двi групи i󰑬оморфнi. Постає питанн󰑱, чи мо󰑨на виписати повний список скiнченних груп. У
󰑬агал󰑭ному випадку це вiдкрите питанн󰑱, 󰑱ке навр󰑱д чи коли-небуд󰑭 буде вирiшене, проте дл󰑱
комутативних груп в цiй секцiї ми дамо повне рiшенн󰑱 цiєї проблеми. Почнемо 󰑬 того, що ми
досi не 󰑬наємо, чи групи K4 та Z/4Z є рi󰑬ними. Доволi простим i корисним в цiй ситуацiї
iнварiантом стає пон󰑱тт󰑱 пор󰑱дку елемента.

О󰑬наченн󰑱 1.8. Дл󰑱 g ∈ G його пор󰑱дком на󰑬иваєт󰑭с󰑱 найменше натурал󰑭не число n ∈ N,
󰑱ке 󰑬адовол󰑭н󰑱є gn = 1G; 󰑱кщо такого числа не 󰑬найдет󰑭с󰑱, то n = ∞. Пор󰑱док елемента
g ∈ G по󰑬начатисет󰑭с󰑱 󰑱к ord(g). Дл󰑱 скiнченної групи її пор󰑱дком на󰑬иваєт󰑭с󰑱 кiл󰑭кiст󰑭 її
елементiв.

11



Очевидно, що скiнченна група не мо󰑨е мати елементiв нескiнченного пор󰑱дку. Дiйсно, 󰑱кщо G
скiнченна група, то мно󰑨ина {gn | n ∈ N} ⊂ G має бути скiнченно󰑧, от󰑨е, дл󰑱 де󰑱ких n < m
виконуєт󰑭с󰑱 gn = gm. Помно󰑨ивши на g−n, маємо gm−n = 1G, от󰑨е ord(g) ≤ m− n.

Лема 1.9. 󰑯кщо f : H −→ G 󰯹 гомоморфi󰑬м груп, то дл󰑱 довiл󰑭ного g ∈ G пор󰑱док f(g)
дiлит󰑭 пор󰑱док g. 󰑯кщо f є мономорфi󰑬мом, то виконуєт󰑭с󰑱 рiвнiст󰑭

ord(g) = ord(f(g)).

Доведенн󰑱. Нехай H0 ≤ H є пiдгрупо󰑧 в H 󰑱ка пород󰑨ена елементом g, тобто

H0 = {1, g, g2, . . . , gord(g)−1}.

Нехай i : H0 −→ H є гомоморфi󰑬мом вкл󰑧ченн󰑱 H0 в H. Помiтимо, що обра󰑬 f ◦ i : H0 −→ G
складаєт󰑭с󰑱 i󰑬 степенiв f(g) i має пор󰑱док ord(f). 󰑪а теоермо󰑧 1.1 маємо

ord(g) = |H0| = | ker(f ◦ i)|| im(f ◦ i)| = | ker(f ◦ i)| ord(f(g)).

От󰑨е, ord(f(g)) дiлит󰑭 ord(g), i 󰑱кщо f є мономорфi󰑬мом, то f ◦ i є мономорфi󰑬мом, от󰑨е, 󰑱дро
гомоморфi󰑬му f ◦ i складаєт󰑭с󰑱 лише i󰑬 нейтрал󰑭ного елемента i ord(g) = ord(f(g)).

Наслiдок 1.3. Нехай g ∈ G, тодi пор󰑱док елемента дiлит󰑭 пор󰑱док групи ord(g)||G|.

Доведенн󰑱. Достатн󰑭о ро󰑬гл󰑱нути пiдгрупу H = {1, g, g2, . . . , gord(g)−1} ≤ G.

Тепер ми мо󰑨емо легко довести, що K4 не i󰑬оморфна до Z/4Z. Бiл󰑭ше того, це єдинi групи
на мно󰑨инi i󰑬 чотир󰑭ох елементiв. Дiйсно, Z/4Z має елемент пор󰑱дку 4, проте всi елементи
K4 окрiм нейтрал󰑭ного ма󰑧т󰑭 пор󰑱док 2. 󰑯кщо H 󰯹 це група i󰑬 чотир󰑭ох елементiв, то 󰑱кщо
вона має елемент x пор󰑱дку 4, вона є i󰑬оморфно󰑧 до Z/4Z, чере󰑬 вiдобра󰑨енн󰑱 [k] 󰀁−→ xk.
Iнакше, ко󰑨ен її елемент має пор󰑱док 2, от󰑨е H = {1, a, b, ab}, де елементи a, b 󰑬адовол󰑭н󰑱󰑧т󰑭
спiввiдношенн󰑱 a2 = b2 = 1, ab = ba.
Ми мо󰑨емо спробувати почати класифiкувати скiнченнi групи. Нехай G є скiнченно󰑧 групо󰑧.
󰑯кщо G має нетривiал󰑭ну власну нормал󰑭ну пiдгрупу H1 (тобто H1 ∕= {1} та H1 ∕= G), то
H1 є ново󰑧 скiнченно󰑧 групо󰑧, пор󰑱док 󰑱кої строго менший 󰑬а пор󰑱док G. Повтор󰑧󰑧чи ц󰑧
процедуру дл󰑱 H1 i дл󰑱 її нормал󰑭них пiдгруп ми отримуємо ланц󰑧󰑨ок нормал󰑭них пiдгруп

Hn ⊳Hn−1 ⊳ . . . ⊳H1 ⊳G.

Оскiл󰑭ки група G скiнченна, то ланц󰑧󰑨ок нормал󰑭них пiдгруп не мо󰑨е бути нескiнченним,
от󰑨е, останн󰑱 i󰑬 пiдгруп Hn є групо󰑧, 󰑱ка не мiстит󰑭 нетривiал󰑭них власних нормал󰑭них пiд-
груп (еквiвалентно, 󰑱кщо K ⊳ Hn є нормал󰑭но󰑧 пiдгрупо󰑧, то або K = Hn, або K = {1}).
Група H на󰑬иваєт󰑭с󰑱 просто󰑧, 󰑱кщо вона не мiстит󰑭 нетривiал󰑭них власних нормал󰑭них пiд-
груп. Класифiкацi󰑱 простих груп 󰑬авершена, i ми маємо повний (нескiнченний) список простих
груп, проте доведенн󰑱, 󰑱к i повний список простих груп, є компiл󰑱цiє󰑧 декiл󰑭кох сотен󰑭 робiт
рi󰑬них авторiв i точно не є матерiалом дл󰑱 лiтнiх шкiл. Натомiст󰑭 ми сфокусуємос󰑱 на кла-
сифiкацiї комутативних груп. У комутативному випадку ко󰑨на пiдгрупа є нормал󰑭но󰑧, от󰑨е,
просто󰑧 комутативно󰑧 групо󰑧 є група, єдинi пiдгрупи 󰑱кої 󰯹 це вона сама та {1}.

Лема 1.10. Дл󰑱 ко󰑨ного простого числа p ∈ N iснує єдина група пор󰑱дку p. Бiл󰑭ше того,
ко󰑨на проста комутативна група має простий пор󰑱док.

Доведенн󰑱. Дiйсно, нехай p ∈ N є простим числом i G є групо󰑧 i󰑬 p елементiв. Елемент x ∈
G \ {1G} має скiнченний пор󰑱док, нерiвний одиницi, от󰑨е ord(x) дiлит󰑭 p, але тодi ord(x) = p.
Побудуємо

f : Z −→ G, [k] 󰀁−→ xk.

Помiтимо, що f(a) = 1 тодi i тiл󰑭ки тодi, коли a дiлит󰑭с󰑱 на p, от󰑨е, ker(f) = pZ. Бiл󰑭ше того,
оскiл󰑭ки G має p елементiв i x має пор󰑱док p, то пiдмно󰑨ина {1, x, x2, . . . , xp−1} групи G має
p елементiв i 󰑬бiгаєт󰑭с󰑱 i󰑬 G. От󰑨е, f є с󰑧р’єктивним. 󰑪а теоремо󰑧 1.1 маємо i󰑬оморфi󰑬ми:

Z/pZ ∼= Z/ ker(f) ∼= im(f) = G.

Дл󰑱 другої частини нехай G 󰯹 проста комутативна група. Дл󰑱 x ∈ G \ {1G} пiдмно󰑨ина
{1, x, x2, . . .} групи G є пiдгрупо󰑧, вiдмiнно󰑧 вiд тривiал󰑭ної, от󰑨е, вона рiвна G i G є скiн-
ченно󰑧 циклiчно󰑧 групо󰑧 (от󰑨е, має вигл󰑱д Z/nZ). Припустимо, що n не є простим числом,
i нехай k ∈ N 󰯹 нетривiал󰑭ний дiл󰑭ник n. Тодi елемент [n/k] ∈ Z/nZ має пор󰑱док k ∕= n, от󰑨е,
пород󰑨ує нетривiал󰑭ну пiдгрупу. Маємо протирiчч󰑱, от󰑨е G ∼= Z/pZ дл󰑱 де󰑱кого простого
числа p.
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О󰑬наченн󰑱 1.9. Нехай p ∈ N є простим числом. Скiнченна група G на󰑬иваєт󰑭с󰑱 p-групо󰑧,
󰑱кщо пор󰑱док ко󰑨ного її елемента є степiнн󰑧 p.

Наприклад, дл󰑱 простого числа p довiл󰑭ний добуток груп вигл󰑱ду Z/pkZ є p-групо󰑧. Прикла-
дом некомутативної 2-групи є D4 (пор󰑱док D4 дорiвн󰑧є 8, от󰑨е, пор󰑱док ко󰑨ного 󰑬 її елементiв
є степiнем двiйки).

Лема 1.11. Нехай G скiнченна комутативна група i p ∈ N 󰯹 просте число, 󰑱ке дiлит󰑭 пор󰑱док
G. Тодi G мiстит󰑭 пiдгрупу пор󰑱дку p.

Доведенн󰑱. Ми доведемо це тверд󰑨енн󰑱 iндукцiє󰑧 󰑬а пор󰑱дком групи G. Оскiл󰑭ки достатн󰑭о
ро󰑬гл󰑱дати пор󰑱дки, 󰑱кi дiл󰑱т󰑭с󰑱 на p, то нехай G є групо󰑧, пор󰑱док 󰑱кої рiвний p. 󰑯к в󰑨е
було 󰑬а󰑬начено, єдино󰑧 тако󰑧 групо󰑧 є Z/pZ, а вона мiстит󰑭 елемент пор󰑱дку p.
Припустимо, що тверд󰑨енн󰑱 доведено дл󰑱 всiх груп, пор󰑱док 󰑱ких менший 󰑬а pk, i нехай G є
групо󰑧 пор󰑱дку p(k+1). Оскiл󰑭ки єдиними простими комутативними групами є групи вигл󰑱ду
Z/pZ, пор󰑱дком 󰑱ких є p, то G має нетривiал󰑭ну власну пiдгрупу H. Оскiл󰑭ки всi пiдгрупи ко-
мутативної групи нормал󰑭нi, то G/H є групо󰑧 та |G| = |H||G/H|. От󰑨е, p дiлит󰑭 |H| або G/H.
Але пор󰑱дки цих пiдгруп є строго меншими 󰑬а пор󰑱док |G|, от󰑨е, 󰑬а припущенн󰑱м iндукцiї
тверд󰑨енн󰑱 справд󰑨уєт󰑭с󰑱 дл󰑱 H та G/H. В першому випадку (󰑱кщо p дiлит󰑭 пор󰑱док H), 󰑬а
припущенн󰑱м маємо, що H мiстит󰑭 елемент пор󰑱дку p, але тодi i G мiстит󰑭 елемент пор󰑱дку p.
В другому випадку (󰑱кщо p дiлит󰑭 пор󰑱док G/H), 󰑬а припущенн󰑱м G/H має елемент пор󰑱дку
p, i нехай g ∈ G його прообра󰑬. Оскiл󰑭ки канонiчна проекцi󰑱 π : G −→ G/H є гомоморфi󰑬мом,
то p = ord(π(g)) дiлит󰑭 ord(g). От󰑨е, ord(g) = pk, але тодi gk ∈ G має пор󰑱док p. От󰑨е, G
мiстит󰑭 елемент пор󰑱дку p.

I󰑬 попередн󰑭ої леми легко випливає, що ко󰑨на p-група має пор󰑱док pk, дл󰑱 󰑱когос󰑭 k ∈ N.
Дiйсно, нехай G є p-групо󰑧, i припустимо, що просте число q ∕= p дiлит󰑭 пор󰑱док G. Але тодi
G має пiдгрупу пор󰑱дку q, а от󰑨е, елемент пор󰑱дку q, що суперечит󰑭 о󰑬наченн󰑧 p-групи.

Приклад 1.17. Ро󰑬гл󰑱немо циклiчну p-групу Z/pkZ. Оскiл󰑭ки елемент [1] ∈ Z/pkZ є поро-
д󰑨у󰑧чим, то його пор󰑱док рiвний pk. Дл󰑱 елементу g = [pk−1] ∈ Z/pkZ маємо

p[pk−1] = p

pk−1󰁛

i=1

[1] =

pk󰁛

i=1

[1] = 0,

от󰑨е ord(g) ≤ p. Пор󰑱док елемента g не мо󰑨е бути строго меншим 󰑬а p, ад󰑨е тодi вiн не
дiлитиме пор󰑱док групи Z/pkZ. Бiл󰑭ше того, припустимо, що h ∈ Z/pkZ є елементом пор󰑱дку
p. Оскiл󰑭ки Z/pkZ є циклiчно󰑧, то 󰑬найдет󰑭с󰑱 цiле число n таке, що h = [n]. Маємо, що
0 = ph = p[n] = [pn], от󰑨е, pn дiлит󰑭с󰑱 на pk, а тодi n = apk−1, дл󰑱 󰑱когос󰑭 a ∈ Z. Але
ко󰑨ен такий клас [n] нале󰑨ит󰑭 пiдгрупi, пород󰑨енiй [pk−1] в Z/pkZ. От󰑨е, циклiчна p-група
має єдину пiдгрупу пор󰑱дку p.

Лема 1.12. Нехай p 󰯹 просте число, а G 󰯹 скiнченна комутативна p-група, 󰑱ка мiстит󰑭 єдину
пiдгрупу пор󰑱дку p. Тодi G є циклiчно󰑧.

Доведенн󰑱. Ми 󰑬нову 󰑬астосуємо iндукцi󰑧 󰑬а кiл󰑭кiст󰑧 елементiв у G. 󰑯кщо |G| = p, то
G ∼= Z/pZ 󰑬а попередн󰑭о доведеним i є циклiчно󰑧. Припустимо, що тверд󰑨енн󰑱 доведено
дл󰑱 всiх комутативних груп, пор󰑱док 󰑱ких менший або рiвний pk, i нехай G має пор󰑱док pk+1.
Ви󰑬начимо вiдобра󰑨енн󰑱

φ : G −→ G, g 󰀁−→ gp.

Легко перевiрити, що φ є гомоморфi󰑬мом. Помiтимо, що 󰑱дром гомоморфi󰑬му φ є в точностi
елементи, пор󰑱дки 󰑱ких рiвнi p. Оскiл󰑭ки G має єдину пiдгрупу H, пор󰑱док 󰑱кої рiвний p, то
H ⊂ ker(φ). Бiл󰑭ше того, 󰑱кщо H ∕= ker(φ), то 󰑬найдет󰑭с󰑱 елемент пор󰑱дку p в G, 󰑱кий не
нале󰑨ит󰑭 H, але тодi вiн породит󰑭 iншу пiдгрупу пор󰑱дку p, вiдмiнну вiд H, що суперечит󰑭
припущенн󰑧. От󰑨е, ker(φ) = H. 󰑯кщо H = G, то G має пор󰑱док p, а от󰑨е G ∼= Z/pZ i
тверд󰑨енн󰑱 очевидне. Iнакше φ(G) є нетривiал󰑭но󰑧 власно󰑧 пiдгрупо󰑧 в G, i󰑬оморфно󰑧 G/H.
Оскiл󰑭ки G є p-групо󰑧, то пор󰑱док im(φ) ∼= G/H має дiлитис󰑭 на p. 󰑪а попередн󰑭о󰑧 лемо󰑧
im(φ) має пiдгрупу пор󰑱дку p. Оскiл󰑭ки im(φ) є пiдгрупо󰑧 в G, то така пiдгрупа є єдино󰑧 (i
рiвно󰑧 H = ker(φ)) в im(φ). 󰑪астосову󰑧чи припущенн󰑱 iндукцiї, im(φ) є циклiчно󰑧 групо󰑧.
󰑪алишаєт󰑭с󰑱 пока󰑬ати, що G сама є циклiчно󰑧. Нехай g0 ∈ im(φ) є пород󰑨у󰑧чим цiєї групи i
g ∈ G є довiл󰑭ним прообра󰑬ом g0 пiд дiє󰑧 гомоморфi󰑬му φ. Нехай G0 є пiдгрупо󰑧 G, 󰑱ка поро-
д󰑨ена елементом g. Оскiл󰑭ки G є p-групо󰑧, група G0 те󰑨 є p-групо󰑧, а от󰑨е, 󰑬а попередн󰑭о󰑧
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лемо󰑧 мiстит󰑭 пiдгрупу пор󰑱дку p. Оскiл󰑭ки така пiдгрупа в G єдина, то G0 мiстит󰑭 H. Нехай
h ∈ G, тодi дл󰑱 певного k ∈ N маємо φ(h) = φ(gk), от󰑨е hg−k ∈ H ⊂ G0, але тодi h ∈ G0. От󰑨е,
G0 = G є циклiчно󰑧 групо󰑧, 󰑱ка пород󰑨ена g.

Перед тим, 󰑱к продов󰑨ити шл󰑱х до повної класифiкацiї скiнченних комутативних груп, нам
треба охарактери󰑬увати, коли група G i󰑬оморфна добутку своїх пiдгруп. Наприклад, 󰑱кщо H
та K є групами та G ∼= H ×K, то G мiстит󰑭 пiдгрупи H × {1} та {1}×K, 󰑱кi i󰑬оморфнi до H
та K вiдповiдно. Помiтимо, що H × {1}∩ {1}×K = {1× 1}, де 1× 1 є нейтрал󰑭ним елементом
добутку H ×K ∼= G. От󰑨е, двi пiдгрупи ма󰑧т󰑭 тривiал󰑭ний перетин. Ви󰑱вл󰑱єт󰑭с󰑱, що це i є
характери󰑬ацiє󰑧.

Лема 1.13. Нехай G є групо󰑧, H,K є нормал󰑭ними пiдгрупами в G. Тодi вiдобра󰑨енн󰑱

i : H ×K 󰀁−→ G, (h, k) 󰀁−→ hk

є i󰑬оморфi󰑬мом тодi i лише тодi, коли викону󰑧т󰑭с󰑱 наступнi умови:

1. H ∩K = {1G};

2. HK = {hk | h ∈ H, k ∈ K} = G.

Доведенн󰑱. Помiтимо, що двi нормал󰑭нi пiдгрупи, перетин 󰑱ких тривiал󰑭ний, комуту󰑧т󰑭 (тоб-
то дл󰑱 довiл󰑭них h ∈ H та k ∈ K виконуєт󰑭с󰑱 hk = kh). Дiйсно, 󰑱кщо h ∈ H та k ∈ K, то
hkh−1 ∈ K 󰑬а нормал󰑭нiст󰑧 пiдгрупи K, от󰑨е, hkh−1k ∈ K. 󰑪 iншого боку, kh−1k−1 ∈ H 󰑬а
нормал󰑭нiст󰑧 H, от󰑨е, hkh−1k ∈ H. Оскiл󰑭ки перетин тривiал󰑭ний, маємо hkh−1k−1 = 1G,
от󰑨е hk = kh. Нарештi, чере󰑬 те, що H та K комуту󰑧т󰑭, вiдобра󰑨енн󰑱 i є гомоморфi󰑬мом,
обра󰑬ом 󰑱кого є добуток HK. I󰑬 другої умови випливає, що i є епiморфi󰑬мом. 󰑯дром i є пари
(h, k), такi, що hk−1 = 1G. Оскiл󰑭ки H є пiдгрупо󰑧, то пара (h, k), 󰑱ка 󰑬адовол󰑭н󰑱є hk−1 = 1G,
складаєт󰑭с󰑱 i󰑬 елементiв H, от󰑨е k ∈ H ∩K. I󰑬 першої умови випливає, що h = k = 1G та i є
мономорфi󰑬мом. От󰑨е, i є i󰑬оморфi󰑬мом.

Лема 1.14. 󰑯кщо G є скiнченно󰑧 комутативно󰑧 p-групо󰑧 i C є циклiчно󰑧 пiдгрупо󰑧 G
максимал󰑭ного пор󰑱дку, то G = C ×H дл󰑱 де󰑱кої пiдгрупи H групи G.

Доведенн󰑱. 󰑪нов-таки, 󰑬астосовуємо iндукцi󰑧 󰑬а пор󰑱дком групи. 󰑯кщо |G| = p, то G сама по
собi є циклiчно󰑧 (ад󰑨е вона i󰑬оморфна Z/pZ) i маємо C := G та H = {1G}. Припустимо, що
ми довели тверд󰑨енн󰑱 дл󰑱 всiх груп, пор󰑱док 󰑱ких не перевищує pk, i G має пор󰑱док pk+1.
󰑪а лемо󰑧 1.11 група G мiстит󰑭 пiдгрупу пор󰑱дку p. 󰑯кщо така група є єдино󰑧, то 󰑬а лемо󰑧
1.12 група G є циклiчно󰑧, i ми 󰑬нов покладемо C := G та H = {1G}. Iнакше група G мiстит󰑭
принаймнi двi рi󰑬нi пiдгрупи пор󰑱дку p. Нехай C є циклiчно󰑧 пiдгрупо󰑧 G максимал󰑭ного
пор󰑱дку. Оскiл󰑭ки C циклiчна, вона не мо󰑨е мiстити бiл󰑭ше однiєї пiдгрупи пор󰑱дку p, то
нехай K є пiдгрупо󰑧 пор󰑱дку p в G, 󰑱ка не мiстит󰑭с󰑱 в C. Маємо C ∩K = {1G}, ад󰑨е iнакше
їхнiй спiл󰑭ний елемент породит󰑭 K всерединi C, що суперечит󰑭 припущенн󰑧. Ро󰑬гл󰑱немо групу
G/K, 󰑱ка є комутативно󰑧 групо󰑧 пор󰑱дку pk. Оскiл󰑭ки C∩K = {1G}, то компо󰑬ицi󰑱 вкладенн󰑱
i : C −→ G та проекцiї π : G −→ G/K є iн’єктивно󰑧, от󰑨е C є циклiчно󰑧 пiдгрупо󰑧 фактор-
групи G/K. 󰑯кщо C не є циклiчно󰑧 групо󰑧 максимал󰑭ного пор󰑱дку в G/K, то 󰑬найдет󰑭с󰑱
елемент g ∈ G такий, що пор󰑱док [g] ∈ G/K бiл󰑭ший 󰑬а пор󰑱док C, але тодi пор󰑱док g ∈ G є
бiл󰑭шим 󰑬а пор󰑱док C, що суперечит󰑭 максимал󰑭ностi пор󰑱дку C в G. От󰑨е, C є циклiчно󰑧
групо󰑧 максимал󰑭ного пор󰑱дку в G/K i 󰑬а припущенн󰑱м iндукцiї маємо G/K ∼= C ×H ′, дл󰑱
󰑱коїс󰑭 пiдгрупи H ′ ≤ G/K. Ро󰑬гл󰑱немо пiдгрупу H = π−1(H ′) в групi G. Очевидно, що C та H
є нормал󰑭ними пiдгрупами в G (󰑱к i буд󰑭-󰑱кi пiдгрупи), добуток 󰑱ких дорiвн󰑧є G. 󰑪алишаєт󰑭с󰑱
пока󰑬ати, що C∩H = {1G}. Дiйсно, 󰑱кщо x ∈ C∩H, то π(x) ∈ C×{1}∩{1}×H ′, от󰑨е, π(x) = 1,
󰑬 чого випливає, що x ∈ K. Оскiл󰑭ки C та K перетина󰑧т󰑭с󰑱 тривiал󰑭но, маємо x = 1G. I󰑬 леми
1.13 випливає, що G ∼= C ×H.

Теорема 1.2. Довiл󰑭на скiнченна комутативна група є добутком циклiчних p-груп.

Доведенн󰑱. Нехай G комутативна група. Побачимо, що дл󰑱 a, b ∈ G пор󰑱док елемента ab дiлит󰑭
ord(a) ord(b). Дiйсно, виконуєт󰑭с󰑱 рiвнiст󰑭

(ab)ord(a) ord(b) = (aord(a))ord(b)(bord(b))ord(a) = 1,

От󰑨е, гомоморфi󰑬м φ : Z −→ G, 󰑱кий вiдправл󰑱є k в (ab)k, мiстит󰑭 ord(a) ord(b) в своєму 󰑱дрi,
󰑱ке складаєт󰑭с󰑱 i󰑬 чисел, 󰑱кi дiл󰑱т󰑭с󰑱 на ord(ab).
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Нехай G скiнченна комутативна група i Gp = {g ∈ G | ord(g) = pk, k ∈ N} є пiдгрупо󰑧 всiх
елементiв, пор󰑱док 󰑱ких є степiнн󰑧 p. Нехай тако󰑨 Gp = {g ∈ G | p не дiлит󰑭 ord(g)}. Те, що
Gp та Gp є пiдгрупами, випливає i󰑬 вищедоведеної властивостi пор󰑱дку добутку елементiв. I󰑬
побудови випливає, що Gp ∩ Gp = {1G}. Помiтимо тако󰑨, що 󰑱кщо дл󰑱 g ∈ G маємо ord(g) =
pkm, де m не дiлит󰑭с󰑱 на p, то pk та m є в󰑬аємно простими, от󰑨е 󰑬а теоремо󰑧 Бе󰑬у маємо

1 = am+ bpk,

дл󰑱 де󰑱ких a, b ∈ Z. От󰑨е, g = gamgbp
k

, де пор󰑱док елемента gam є степiнн󰑧 p, а пор󰑱док
елемента gbp

k

не дiлит󰑭с󰑱 на p. 󰑯к наслiдок, G = GpG
p. I󰑬 леми 1.13 випливає, що група G

i󰑬оморфна добутку Gp×Gp, де Gp є p-групо󰑧, а пор󰑱док Gp не дiлит󰑭с󰑱 на p. Повтор󰑧󰑧чи ц󰑧
процедуру дл󰑱 Gp i простих чисел, 󰑱кi фiгуру󰑧т󰑭 в ро󰑬кладi |Gp|, отримуємо, що G i󰑬оморфна
добутку груп, ко󰑨на 󰑬 󰑱ких є p-групо󰑧, дл󰑱 󰑱когос󰑭 простого числа p. 󰑪алишаєт󰑭с󰑱 довести,
що ко󰑨на комутативна p-група є добутком циклiчних груп.
Нехай G є комутативно󰑧 p-групо󰑧. 󰑯кщо G має пор󰑱док p, то тверд󰑨енн󰑱 доведене. Припусти-
мо, що ми довели стверд󰑨енн󰑱 дл󰑱 довiл󰑭ної комутативної p-групи, пор󰑱док 󰑱кої не перевищує
pk. Дл󰑱 комутативної p-групи G пор󰑱дку pk нехай C ≤ G є циклiчно󰑧 пiдгрупо󰑧 максимал󰑭-
ного пор󰑱дку. I󰑬 леми 1.14 випливає, що G ∼= C×H, де H ≤ G 󰯹 де󰑱ка пiдгрупа в G. Оскiл󰑭ки
H є пiдгрупо󰑧 меншого пор󰑱дку, то H є добутком циклiчних p-груп, от󰑨е, G тако󰑨.
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