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Нотацiя Дiрака.
H “ Cd´ комплексний гiльбертiв простiр розмiрностi d .
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Нотацiя Дiрака.

Спряжений вектор (бра вектор):

xv | “ |vy
:

“ pα0 α1 . . . αd´1q.

Скалярний добуток: якщо |wy “
ř

i βi |iy, то

xv |wy “ xv | ¨ |wy “

d´1
ÿ

i“0

αiβi .

Маємо що xv |wy “ xw |vy.

Норма вектору: || |vy || “
a

xv |vy “

b

řd´1
i“0 |αi |

2.

Ортонормований базис |v0y , . . . , |vd´1y:

xvi |viy “ 1, xvi |vjy “ 0, i ‰ j .
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Дiя матриць.

Дiя матрицi на вектор: A |vy “ A ¨ |vy, xw |A “ xw | ¨ A.
Зокрема, xi |A|jy це елемент A на мiсцi ij .

Спряжена матриця: A: “ A
T . Маємо що pABq: “ B:A:.

Оператор проєктування на |vy: Pv “ |vyxv |. Pv |wy “ |vy xv |wy.

Самоспряжена матриця: A “ A:. За спектральною теоремою
завжди iснує розклад

A “

d´1
ÿ

i“0

λi |viyxvi | ,

де λi власнi числа, а |viy вiдповiднi власнi вектори, що
утворюють ортонормований базис.
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Унiтарнi оператори.
Матриця U називається унiтарною, якщо вона зберiгає скалярнi
добутки мiж векторами, зокрема, ортонормований базис
переводиться в ортонормований.

Це еквiвалентно тому, що U:U “ I , тобто її стовпчики
утворюють ортонормований базис (так само й рядки).
Стовпчики U дорiвнюють U |iy, тож це є ортонормований
базис, в який переходить стандартний пiд дiєю U.

Навпаки, будь-який ортонормований базис |viy можна отримати
зi стандартного унiтарним оператором

U “
ÿ

i

|viy xi | .

Звiдси слiдує, що будь-який ОНБ можна перевести в будь-який
iнший унiтарним оператором (причому єдиним чином), i що
добуток унiтарних операторiв є унiтарним.
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Тензорнi добутки.
Для матриць A “ raij s

k,l
i“1,j“1, B “ rbmns

p,q
m“1,n“1 розмiрiв k ˆ l

та p ˆ q вiдповiдно їх тензорним добутком (добутком
Кронекера) називають матрицю

A b B “
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˚

˝

a1,1B a1,2B . . . a1,lB
a2,1B a2,2B . . . a2,lB

...
...

. . .
...

ak,1B ak,2B . . . ak,lB

˛

‹

‹

‹

‚

“ raijbmns

розмiру kp ˆ lq.
Зокрема, для вектор-стовпчикiв |vy та |wy розмiру k та p їх
тензорним добутком буде вектор-стовпчик |vy b |wy розмiру kp.

Не важко персвiдчитись, що якщо множина
t|iy b |my | i “ 0, . . . , k ´ 1, m “ 0, . . . , p ´ 1u впорядкована
лексикографiчно, тобто |0y b |0y , |0y b |1y , . . . , |1y b |0y , |1y b

|1y , . . . , |ky b |m ´ 1y , |ky b |my, то, вона спiвпадає зi
стандартним базисом в Ckp.
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Тензорнi добутки.

Тензорний добуток є асоцiативною операцiєю та лiнiйною по
обидвох аргументах, тобто A b pB b C q “ pA b Bq b C та

pα1A1 ` α2A2q b B “ α1pA1 b Bq ` α2pA2 b Bq.

Виконуються наступнi кориснi властивостi: pA b Bq: “ A: b B:.
Властивiсть змiшаного добутку:

pA b BqpC b Dq “ AC b BD,

якщо розмiри узгодженi.
Зокрема, для векторiв:

pA b Bqp|vy b |wyq “ A |vy b B |wy .
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Постулати квантової механiки.
Постулат 1. Квантовiй фiзичнiй системi можна поставити у
вiдповiдiсть комплексний гiльбертiв простiр H. Станами
системи є вектори |vy P H одничної довжини, тобто xv |vy “ 1.
При цьому вектори, якi вiдрiзняються глобальною фазою e iθ,
θ P R, тобто |uy “ e iθ|vy, вважаються еквiвалентними станами
(їх неможливо розрiзнити фiзично), |uy „ |vy.

Найпростiшим прикладом є кубiт — система розмiрностi 2,
H “ C2. Станами є вектори |vy “ a0 |0y ` a1 |1y, ai P C,
|a0|2 ` |a1|2 “ 1. Числа ai називають амплiтудами.

Кажуть, що стан |vy “ a0|0y ` a1|1y знаходиться у суперпозицiї
вiдносно стандартного базису, якщо вiн не еквiвалентний до
базисного стану, тобто a0 ‰ 0, a1 ‰ 0. При цьому вiдносна фаза
вже грає роль.
Наприклад, 1?

2
p|0y ` |1yq та 1?

2
p|0y ` e iθ|1yq це вже рiзнi стани,

якщо e iθ ‰ 1.
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Постулати квантової механiки.
Постулат 2. Вимiрювання стану системи.
Нехай t|b0y , . . . , |bd´1yu це ортонормований базис H “ Cd .
Вимiрюванню фон Неймана вiдповiдає набiр ортопроекторiв
Pi “ |biyxbi |,

P0 ` P1 ` ¨ ¨ ¨ ` Pd´1 “ I .

Результатом вимiрювання стану |vy P H буде iндекс i з
ймовiрнiстю pi “ TrpPi |vyxv |q “ |xbi |vy|2. При цьому система
переходить у новий стан Pi |vy {

?
pi „ |biy.

Для кубiту прикладом є вимiрювання |vy “ a0|0y ` a1|1y у
стандартному базисi. Результатом вимiрювання буде 0 з
ймовiрнiстю |a0|2 (при цьому система перейде у стан |0y), та 1
з ймовiрнiстю |a1|2 (при цьому система перейде у стан |1y).
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Постулати квантової механiки.
Постулат 3. Унiтарнi перетворення станiв.
Фiзично стан замкненої квантової системи проходить
детермiновану унiтарну еволюцiю в часi, що описується
рiвнянням Шредiнгера.
В квантових обчисленнях та iнформацiї вважається, що це
контрольований процес. Тож вважається, що на стан |vy P H
ми можемо подiяти будь-яким унiтарним перетворенням U щоб
перевести систему у стан U |vy, а сам по собi вiн не змiнюється
(якщо не вимiрюється).

Процес вимiрювання, що вiдповiдає базису t|b0y , . . . , |bd´1yu,
застосований до стану |vy, еквiвалентний до вимiрювання стану
U: |vy у стандартному базисi, iз застосуванням U до кiнцевого
стану, де U |iy “ |biy, @i (тобто U “

ř

i |biy xi |).
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Постулати квантової механiки.
Постулат 4. Композицiї квантових систем.
Якщо є двi квантовi системи, яким вiдповiдають гiльбертовi
простори H1 та H2, то сукупнiй системi вiдповiдає гiльбертiв
простiр H1 b H2. При цьому якщо перша система перебуває у
станi |v1y P H1, а друга у станi |v2y P H2, то сукупна система
перебуває у станi |v1y b |v2y P H1 b H2.

Але сукупна система може перебувати i в станах, якi не можна
виразити як |v1y b |v2y, а лише як їх лiнiйнi комбiнацiї
(суперпозицiї). Такi стани називають заплутаними.
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Приклад однокубiтної системи - поляризацiя свiтла
(Див. https://youtube.com/watch?v=DvEdm6a-9Tw)
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Унiтарнi перетворення кубiту. Матрицi Паулi.

Матрицi Паулi:

I “

ˆ

1 0
0 1

˙

, X “

ˆ

0 1
1 0

˙

, Y “

ˆ

0 ´i
i 0

˙

, Z “

ˆ

1 0
0 ´1

˙

.

Вони задовольняють

X 2 “ Y 2 “ Z 2 “ I , XYZ “ iI , ZYX “ ´iI ,

XY “ ´YX , YZ “ ´ZY , ZX “ ´XZ .

I ,X ,Y ,Z утворюють базис в просторi матриць 2 ˆ 2.
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Унiтарнi перетворення кубiту.

Матрицi повороту вiдносно x ,y та z :

Rxpθq “ cospθ{2qI ´ i sinpθ{2qX “

ˆ

cospθ{2q ´i sinpθ{2q

´i sinpθ{2q cospθ{2q

˙

,

Ry pθq “ cospθ{2qI ´ i sinpθ{2qY “

ˆ

cospθ{2q ´ sinpθ{2q

sinpθ{2q cospθ{2q

˙

,

Rzpθq “ cospθ{2qI ´ i sinpθ{2qZ “

ˆ

e´iθ{2 0

0 e iθ{2

˙

.

Матриця Адамара H та фазовi зсуви S та T :

H “
1

?
2

ˆ

1 1
1 ´1

˙

, S “

ˆ

1 0
0 i

˙

, T “

ˆ

1 0

0 e iπ{4

˙

.
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Унiтарнi перетворення кубiту.

Будь-яку унiтарну матрицю U P LpHq можна зобразити як

U “ e iα
ˆ

a b
´b̄ ā

˙

, де |a|2 ` |b|2 “ 1. Звiдси можна отримати

наступний загальний вигляд

U “ e iα
ˆ

e´iβ´iδ cospγ{2q ´e´iβ`iδ sinpγ{2q

e iβ´iδ sinpγ{2q e iβ`iδ cospγ{2q

˙

.

Тож будь-яку унiтарну матрицю можна записати як

U “ e iαRzpβqRy pγqRzpδq.
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Сфера Блоха.

Кожний чистий стан кубiту можна задати вектором

|ψy “ cospθ{2q|0y ` e iϕ sinpθ{2q|1y,

де 0 ď θ ď π, 0 ď ϕ ă 2π. Це можна зобразити як точку з
координатами

a⃗ “ pax , ay , azq “ psin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θq

на дiйснiй трьохвимiрнiй одиничнiй сферi з центром у p0, 0, 0q.
Зокрема, |0y це точка p0, 0, 1q, а |1y це точка p0, 0,´1q.
Iнтерактивна сфера Блоха –
https://javafxpert.github.io/grok-bloch/
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Сфера Блоха.
Також цей же зв’язок можна записати як

|ψyxψ| “
1

2
pI ` axX ` ayY ` azZ q.

Звiдси можна отримати, що

ax “ xψ|X |ψy, ay “ xψ|Y |ψy, az “ xψ|Z |ψy,

де використано циклiчнiсть слiду Trp|ψyxψ|X q “ xψ|X |ψy.

Дiя гейту Rzpγq на |ψy вiдповiдає повороту на сферi Блоха
навколо осi z на кут γ проти годинникової стрiлки. Аналогiчно
для гейтiв Rxpγq та Ry pγq.

Це по сутi задає iзоморфiзм мiж поворотами в R3 та
унiтарними однокубiтними гейтами:

SOp3q – SUp2q{x´I y
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Унiверсальнi набори однокубiтних гейтiв

Скiнченна множина G однокубiтних гейтiв називається
унiверсальною, якщо будь-який унiтарний гейт можна отримати
як добуток скiнченної кiлькостi елементiв з G .
Наприклад, усi повороти tRy pθq,Rzpθqu є унiверсальною
множиною.

Скiнченна множина G однокубiтних гейтiв називається
апроксимативно унiверсальною, якщо будь-який унiтарний гейт
можна як завгодно точно наблизити добутком скiнченної
кiлькостi елементiв з G .
Наприклад, пара гейтiв tH,T u є апроксимативно
унiверсальною. Будь-яка пара поворотiв U,V вiдносно рiзних
осей, i така, що UV є iррацiональним поворотом, є
апроксимативно унiверсальною.

Теорема Соловея-Кiтаєва дає оцiнку кiлькiстi гейтiв з
унiверсального набору потрiбних для апроксимацiї.
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Багато-кубiтна система
Система кубiтiв моделюється комплексним гiльбертовим
простором, що є тензорним добутком просторiв для одиночних
кубiтiв. Тобто, для n кубiтiв це простiр розмiрностi 2n:

H “ C2 b C2 b ... b C2 “ pC2qbn » C2n .

Стандартний базис такої системи це усi можливi тензорнi
добутки стандартних базисiв t|0y, |1yu по кожному з кубiтiв,
тобто

|b1b2...bny :“ |b1y|b2y...|bny :“ |b1y b |b2y b ... b |bny

для всiх можливих значень бiтiв bi (всього буде 2n комбiнацiй).
Наприклад, для двох кубiтiв стандартним базисом буде

t|00y , |01y , |10y , |11yu.

Порядок базисних елементiв вiповiдає порядку чисел
pb1b2...bnq2 (тобто якщо розумiти це як двiйковий запис).
Також цей порядок узгоджений з добутком Кронекера.
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Заплутанiсть
Якщо кожен окремий кубiт перебуває у станi |viy P C2, то
загальна система перебуває у станi, що є тензорним добутком:

|vy “ |v1y b |v2y b ... b |vny.

Такий стан також називають станом-добутком.
Але ж будь-яка лiнiйна комбiнацiя векторiв (суперпозицiя)
також є вектором у pC2qbn.
Лiнiйнi комбiнацiї, взагалi кажучи, не є тензорними добутками.
Типовий приклад – це стан Белла двох кубiтiв:

1
?
2

p|00y ` |11yq ‰ |v1y|v2y “ pa0 |0y ` a1 |1yq b pb0 |0y ` b1 |1yq

“ a0b0 |00y ` a0b1 |01y ` a1b0 |10y ` a1b1 |11y .

Стан, який не є станом-добутком, називають заплутаним.
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Вимiрювання

Результатом вимiрювання у стандартному базисi стану

|vy “

2n
ÿ

b“b1b2...bn

αb|b1b2...bny,
ÿ

b

|αb|2 “ 1,

буде iндекс b “ b1b2...bn з ймовiрнiстю |αb|2 “ |xb1b2...bn|vy|2,
при цьому система перейде у новий стан |b1b2...bny.
Аналогiчно для вимiрювань в iнших базисах.

Наприклад, ймовiрностi при вимiрюваннi стану Белла
1?
2
p|00y ` |11yq будуть

p00 “
1

2
, p01 “ 0, p10 “ 0, p11 “

1

2
.
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Унiтарнi перетворення. Добутки унiтарних.
Унiтарнi перетворення на pC2qbn це матрицi U, що
задовольняють U:U “ I , тобто U´1 “ U:. Наприклад, добуток

U “ U1 b U2 b ... b Un

є унiтарним, де Ui це однокубiтнi унiтарнi матрицi.
Результатом дiї такой операцiї на стан-добуток |v1y|v2y...|vny

буде стан-добуток U1|v1y b U2|v2y b ... b Un|vny.
Звiдси випливає, що дiя такої операцiї на заплутаному станi
завжди буде заплутаний стан (оскiльки обернене перетворення
до унiтарного є унiтарним).
Оскiльки

U1 b U2 b ... b Un “

U1 b I b ... b I ¨

¨I b U2 b ... b I ¨

¨I b I b ... b Un (1)

то таку унiтарну операцiю можна розумiти як послiдовнiсть
однокубiтних перетворень (причому порядок не важливий).
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Унiтарнi перетворення. Перестановки базису.
Будь-якiй перестановцi 2n елементiв стандартного базису
вiдповiдає перестановочна матриця. Такi матрицi є унiтарними.
Для одного кубiту iснує єдина нетотожня перестановочна

матриця, це X “

ˆ

0 1
1 0

˙

. Для двох кубiтiв перестановочних

матриць буде вже 4! = 24. Особливою серед них видiляють
матрицю CNOT (або ж CX):

CNOT “

¨

˚

˚

˝

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

˛

‹

‹

‚

,

яка дiє за правилом CNOT|00y “ |00y, CNOT|01y “ |01y,
CNOT|10y “ |11y, CNOT|11y “ |10y.
Також її можна записати як

CNOT “ |0yx0| b I ` |1yx1| b X .
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Унiтарнi перетворення. Перестановки базису.
Матрицю CNOT неможливо представити як тензорний добуток
двох унiтарних, тобто

CNOT ‰ U1 b U2

Подiємо матрицею CNOT на стан-добуток |`y|0y. Отримаємо

CNOT|`y|0y “
1

?
2
CNOTp|00y ` |10yq “

1
?
2

p|00y ` |11yq,

тобто стан Белла, який є заплутаним.
Також окремо видiляють SWAP матрицю

SWAP “

¨

˚

˚

˝

1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

˛

‹

‹

‚

,

що мiняє мiсцями значення бiтiв у двiйковому позначеннi
базису. Бiльше того, для будь-яких станiв-добуткiв вона мiняє
мiсцями стани кубiтiв, тобто SWAP|vy|uy “ |uy|vy.
Але вона також не є тензорним добутком двох унiтарних.
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Унiтарнi перетворення. Перестановки базису.

Для трьох кубiтiв серед перестановочних матриць видiляють
матрицю Тоффолi, яку позначають CCNOT або ж CCX:

CCNOT “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 1 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

Вона змiнює значення третього бiту лише коли першi два
одинички, тобто
CCNOT|110y “ |111y, CCNOT|111y “ |110y.
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Унiтарнi перетворення. Перестановки кубiтiв.

Для перестановки π чисел t1, 2, . . . , nu можна визначити
SWAPπ, що дiє на просторi n кубiтiв, через

SWAPπ |b1b2 . . . bny “
ˇ

ˇbπp1qbπp2q . . . bπpnq

D

по всiх наборах значень бiтiв bi .

Для неї також виконується

SWAPπ |v1y |v2y . . . |vny “
ˇ

ˇvπp1q

D ˇ

ˇvπp2q

D

. . .
ˇ

ˇvπpnq

D

для будь-яких однокубiтних станiв |viy.
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Унiтарнi перетворення. Дiагональнi матрицi.

Також в деяких задачах зручно оперувати дiагональними
унiтарними матрицями, що мають вигляд

U “

¨

˚

˚

˚

˝

u1,1 0 . . . 0
0 u2,2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . u2n,2n

˛

‹

‹

‹

‚

де |ui ,i | “ 1.
I хоча їх дiя на базиснi стани фiзично не вiдчутна, бо

U|b1b2...bny “ ub,b|b1b2...bny,

але дiя на суперпозицiю базисних векторiв вже є суттєвою,
загалом.
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Унiверсальний набiр

Будь-яку унiтарну матрицю U на n кубiтах можна реалiзувати
як добуток

U “ U1U2 . . .Uk

де кожне Ui це або однокубiтна операцiя, або CNOT .
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Основна модель i мета квантових обчислень

1 Маємо доступ до n кубiтiв у станi |inity “ |00 . . . 0y

2 Можемо подiяти унiтарним перетворенням U

3 Пiсля чого вимiряти стан |finaly “ U |inity у стандартному
базисi

Як це використати?
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Змiшанi стани та матриця (оператор) густини

Змiшаним станом на системi H називається ймовiрнiстний
розподiл на (чистих) станах на H. Наприклад, для дискретного
розподiлу це буде множина пар tp|viy, pi qu, де |viy P H це деякi
чистi стани, а pi це вiдповiднi ймовiрностi, pi ě 0,

ř

i pi “ 1.

Результат вимiрювання змiшаного стану задовiльняє правилу
повної ймовiрностi. Тобто, при вимiрюваннi у базисi t|ujyu

результатом буде мiтка uj з ймовiрнiстю

rj “
ÿ

i

pi |xvi |ujy|2,

при цьому змiшаний стан перейде у чистий стан |ujy.
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Змiшанi стани та матриця (оператор) густини

Для змiшаного стану вводять поняття матрицi густини:

ρ “
ÿ

i

pi |viyxvi |.

Виявляється, що змiшанi стани неможливо вiдрiзнити фiзично,
якщо у них однаковi матрицi густини. При цьому матриця
густини повнiстю описує змiшаний стан. Наприклад, при
вимiрюваннi ρ у базисi t|ujyu результатом буде мiтка uj з
ймовiрнiстю

rj “ Trpρ|ujyxuj |q “ xuj |ρ|ujy.

Унiтарна ж дiя U переводить ρ у матрицю густини UρU:.
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Частковий слiд

Для тензорного добутку двох гiльбертових просторiв H1 b H2

iснує поняття часткового слiду.
Частковий слiд по другiй системi це лiнiйний оператор
Tr2 : LpH1 b H2q Ñ LpH1q, який на матрицях виду A b B дiє як

Tr2pA b Bq “ ATrpBq,

а на всiх iнших матрицях – по лiнiйностi. Альтернативно, його
дiю на матрицю M P LpH1 b H2q можна записати як

Tr2pMq “
ÿ

i

I b xi | ¨ M ¨ I b |iy,

де t|iyu це базис H2.
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Частковий слiд

Частковий слiд вiд матрицi густини описує редукований стан
системи. Тобто, якщо ρ це матриця густини на H1 b H2, то
Tr2pρq це буде якась матриця густини на H1, яка повнiстю
описує стан на першiй пiдсистемi.
Зауважимо, що взагалi кажучи,

ρ ‰ Tr2pρq b Tr1pρq.
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