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Анотацiя
Iскра О.З. Крайовi задачi та керування в еволюцiйних системах. —
Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття ступеня доктора фiлософiї за спецiальнiстю 111
Математика. — Iнститут математики НАН України, Київ, 2026.

Дисертацiйну роботу присвячено дослiдженню крайових задач та моде-
люванню динамiчних процесiв, якi описуються зв’язаною системою опера-
торних рiвнянь Рiккатi, Сильвестра та нелiнiйною системою операторно-
диференцiальних рiвнянь. Методи дослiдження для широкого класу дифе-
ренцiальних, iнтегральних рiвнянь дослiджувалися М. Боголюбовим, Ю. Ми-
тропольським, А.Самойленком [36]. Системи звичайних диференцiальних рiв-
нянь i перiодичнi крайовi задачi розглядалися А. Мишкiсом та iншими дослi-
дниками. Розв’язнiсть iнтегро-диференцiальних рiвнянь вивчалася Ю. Лан-
до. В класичнiй теорiї операторних рiвнянь зазвичай дослiджуються задачi,
якi мають єдиний розв’язок, тобто оператор вихiдної задачi має обернений.
Такi задачi знаходять застосування в теорiї оптимального керування, тео-
рiї iгор, теорiї стiйкостi руху. Останнiм часом дослiджуються випадки, коли
порушується єдинiсть розв’язку. Це так званi резонанснi або критичнi зада-
чi. Вони стали широко вiдомими пiсля робiт A. Тихонова, A. Самойленка,
О. Бойчука та iнших математикiв [36]. У нелiнiйному випадку з допомогою
операторного рiвняння для породжуючих операторiв знайдено необхiднi та
достатнi умови iснування розв’язкiв i побудовано вiдповiднi iтеративнi збiжнi
алгоритми для їх знаходження.

У першому роздiлi роботи наведено теоретичнi вiдомостi та основнi тео-
реми, з допомогою яких отримано основнi результати дисертацiї. Це основнi
поняття з теорiї топологiчних та векторних просторiв, твердження вiдносно
узагальнено-обернених, псевдообернених за Муром–Пенроузом операторiв та
розв’язностi операторних рiвнянь з нормально-розв’язними, d-нормальними,
n-нормальними, нетеровими та фредгольмовими операторами.

У другому роздiлi дослiджується крайова задача для системи операторно-
диференцiальних рiвнянь зi значеннями у просторi Гiльберта{

φ′(t, ε) = φ(t, ε) + ψ(t, ε) + εf1(t, φ(t, ε), ψ(t, ε), ε) + g1(t),

ψ′(t, ε) = φ(t, ε) + εf2(t, φ(t, ε), ψ(t, ε), ε) + g2(t). t ∈ J
(1)
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Шукається пара розв’язкiв φ(t, ε), ψ(t, ε), якi при ε = 0 перетворюються на
один iз розв’язкiв φ0(t, c), ψ0(t, c) породжуючої лiнiйної операторної системи.
Отримано необхiднi та достатнi умови розв’язностi такої системи. Слiд заува-
жити, що основною новизною цього роздiлу є те, що отримана теорiя працює
навiть у тому випадку, коли вiдповiдний породжуючий оператор лiнiйної си-
стеми може мати незамкнену множину значень. Результати проiлюстровано
прикладами найпростiших лiнiйних крайових задач. Розв’язнiсть поставленої
крайової задачi еквiвалентна до розв’язностi операторного рiвняння

Qc = α− l

∫ ·

0

U(·)U−1(τ)g(τ)dτ,

де U(t) - еволюцiйний оператор, Q = lU(·) : H → H1.
У третьому роздiлi дослiджується зв’язана система операторних рiвнянь

Рiккатi

AiiXi(ε) +Xi(ε)Bii + ε

n∑
j=1,j ̸=i

Xj(ε)CijXj(ε) = Di, i = 1, n,

де Aii, Bii, Cij, Di ∈ L(H), i = 1, n - множина лiнiйних та обмежених операто-
рiв. Отримано необхiднi та достатнi умови розв’язностi розглянутої системи
у гiльбертовому просторi. Побудовано iтерацiйнi алгоритми для знаходжен-
ня наближених розв’язкiв. У першiй частинi розглянуто лiнiнйу незбурену
породжуючу систему, яка складається з незалежних рiвнянь. Для неї дове-
дено лему, яка є критерiєм розв’язностi такої системи, та побудовано вiд-
повiдну множину розв’язкiв. Наведено приклади лiнiйно збурених зв’язаних
систем матричних рiвнянь Сильвестра, що iлюструють у тому числi отрима-
ну лему. Розв’язок збуреної системи будується з допомогою матричного ряду
за степенями параметра ε. У другiй частинi розглянуто нелiнiйно збурену
зв’язану систему операторних рiвнянь Рiккатi. Необхiдна умова встановлю-
ється теоремою 2.1, яка отримується з допомогою так званого операторного
рiвняння для породжуючих операторiв. Суть задачi полягає в тому, що шу-
кається розв’язок Xi(ε) збуреної системи, який при ε = 0 перетворється на
один iз розв’язкiв X0

i (H1, H2, ..., Hn) незбуреної лiнiйної операторної системи.
Для отримання достатньої умови у вихiднiй системi робиться замiна змiнних
Xi(ε) = Yi(ε) + X0

i (H1, H2, ..., Hn), де оператори H1, H2, ..., Hn задовольня-
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ють операторне рiвняння для породжуючих операторiв. При отриманнi до-
статньої умови отримується операторно-блочна матриця B0, дiагональ якої
складається з нульових операторiв. Достатня умова полягає в тому, що

PN(B∗
0)


PN(L∗

1)

PN(L∗
2)

...

PN(L∗
n)

 = 0,

де PN(B∗
0)

- проєктор на нуль-простiр оператора B∗
0 , спряженого до оператора

B0 , що є блочною операторною матрицею вигляду

B0 =


0 B12

0 B13
0 ... B1n

0

B21
0 0 B23

0 ... B2n
0

... ... ... ... ...

Bn1
0 Bn2

0 ... Bn,n−1
0 0

 .

Тут Bij
0 - лiнiйнi та обмеженi оператори.

Оператори Li є лiнiйними операторами, що породжують незбурену систе-
му та мають наступний вигляд:

LiX
0
i := AiiX

0
i +X0

iBii = Di.

У четвертому роздiлi дослiджується слабко лiнiйно збурена система

A11X1(ε) +X1(ε)B11 + ε
(
A12X2(ε) + A13X3(ε) + · · ·+ A1nXn(ε)

)
+

+C1U1 = H1 + εH1,

A22X2(ε) +X2(ε)B22 + ε
(
A21X1(ε) + A23X3(ε) + · · ·+ A2nXn(ε)

)
+

+C2U2 = H2 + εH2,

· · ·
AnnXn(ε) +Xn(ε)Bnn + ε

(
An1X1(ε) + An2X2(ε) + · · ·+ Ann−1Xn−1(ε)

)
+

+CnUn = Hn + εHn

(2)
з крайовими умовами

ℓiXi(ε) = αi. (3)

Тут Aik, Bii, Hi, Ci, H i ∈ L(H)
(
i = 1, n, k = 1, n

)
— лiнiйнi та обмеженi опе-
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ратори, якi дiють iз простору Гiльберта H у себе, Ui ∈ L(H) — керування.
Лiнiйнi та обмеженi оператори ℓi переводять розв’язки (4.1) у простiр Гiль-
берта H1, αi ∈ H1. операторних рiвнянь iз керуваннями та додатковими кра-
йовими умовами. Достатня умова розв’язностi такої системи отримується з
використанням розв’язностi набору операторних систем

DRl−1 = Fl−1,

D =

[
D0

D1

]
,

D0 =


0 B0

12 B0
13 · · · B0

1n

B0
21 0 B0

23 · · · B0
2n

... ... ... . . . ...
B0
n1 B0

n2 B0
n3 · · · 0

 , D1 =


0 B1

12 B1
13 · · · B1

1n

B1
21 0 B1

23 · · · B1
2n

... ... ... . . . ...
B1
n1 B1

n2 B1
n3 · · · 0


з коефiцiєнтами, що визначаються вiдповiдними формулами. Для простоти
розглянуто випадок, коли оператор D нормально-розв’язний. Тодi достатня
умова розв’язностi набуває вигляду

PN(D∗)



PN(L∗
1)

PN(L∗
2)...

PN(L∗
n)

PN(G∗
1)

PN(G∗
2)...

PN(G∗
n)


= 0,

де PN(D∗) - проєктор на ядро спряженого оператора D∗. Оператори Gi =

ℓiPN(Li) визначаються таким чином.
Додаток мiстить список публiкацiй за темою дисертацiї та вiдомостi про

апробацiю результатiв дисертацiї.
Основнi результати, якi визначають наукову новизну дисертацiї:
- отримано необхiднi та достатнi умови iснування розв’язкiв лiнiйних та

нелiнiйних крайових задач у просторах Банаха та Гiльберта;
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- представлено збiжнi iтерацiйнi процедури для знаходження розв’язкiв у
нелiнiйному випадку;

- отримано необхiднi та достатнi умови розв’язностi операторної зв’язаної
системи рiвнянь Рiккатi в гiльбертовому просторi;

- побудовано iтерацiйнi алгоритми для знаходження наближених
розв’язкiв;

- отримано умови розв’язностi для зв’язаних систем рiвнянь Сильвестра
з крайовими умовами та керуваннями;

- отримано збiжнi алгоритми, що мiнiмiзують заданий функцiонал.
Ключовi слова: псевдооберненi за Муром-Пенроузом оператори, рiвня-

ння Сильвестра, рiвняння Рiккатi, крайовi задачi, квазiрозв’язки, рiвняння
для породжуючих операторiв, розгалуження розв’язкiв.
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ABSTRACT

Iskra O.Z. Boundary-value problems and control in evolution systems.
— Qualification scientific work in the form of a manuscript.

Dissertation for the degree of Doctor of Philosophy in specialty 111
”Mathematics” – Institute of Mathematics of the National Academy of Sciences
of Ukraine, Kyiv, 2026.

The dissertation work is devoted to the study of boundary value problems
and modeling of dynamic processes including the interconnected system of Riccati
and Sylvester operator equations and the nonlinear system of operator-differential
equations. Research methods for a wide class of differential and integral equati-
ons were studied by M. Bogolyubov, Yu. Mitropolsky, A. Samoilenko. Systems of
ordinary differential equations and periodic boundary value problems were consi-
dered by A. Myshkis and other researchers. The solvability of integro-differential
equations was studied by Yu. Lando. In the classical theory of operator equations,
as a rule, problems are studied that have a unique solution, that is, the operator
of the original problem has an inverse. Such problems are used in the theory of
optimal control, game theory, and stability of motion. Cases are studied when the
uniqueness of the solution is violated. These are the so-called resonant or critical
problems, which became widely known after the works of A. Tikhonov, A. Samoi-
lenko, O. Boichuk and other mathematicians [36]. In the nonlinear case, using the
operator equation for generating operators, necessary and sufficient conditions
for the existence of solutions were found and corresponding iterative convergent
algorithms were constructed for finding them. In the case of periodic problems,
these equations are called equations for generating amplitudes.

The first section presents theoretical information and basic theorems with the
help of which the main results of the dissertation are obtained. These are basic
concepts from the theory of topological and vector spaces, statements regardi-
ng generalized inverse, pseudoinverse Moore–Penrose operators and solvability of
operator equations. Among the latter, equations with normally solvable, d-normal,
n-normal, Fredholm with zero and nonzero index.

In the second section, a boundary value problem for a system of operator-
differential equations with values in Hilbert space is investigated. A pair of soluti-
ons φ(t, ε), ψ(t, ε) is sought, which at ε = 0 transform into one of the solutions
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φ0(t, c), ψ0(t, c) of the generating linear operator system. Necessary and sufficient
conditions for the solvability of such a system are obtained. It should be noted
that the main novelty of this section is that the obtained theory works even in the
case when the corresponding generating operator of the linear system can have an
open set of values. The results are illustrated by examples of the simplest linear
boundary value problems. The solvability of the given boundary value problem is
equivalent to the solvability of the operator equation

Qc = α− l

∫ ·

0

U(·)U−1(τ)g(τ)dτ, Q = lU(·) : H → H1.

In the third section, a coupled system of Riccati operator equations is investi-
gated. Necessary and sufficient conditions for the solvability of the considered
system in Hilbert space are obtained. Iterative algorithms for finding approxi-
mate solutions are constructed. In the first part, a linear unperturbed system is
considered. In this case, we have a system of independent equations for which a
lemma is proved, which is a criterion for the solvability of such a system, and
the corresponding set of solutions is constructed. Examples of linearly perturbed
coupled systems of matrix Sylvester equations are given, illustrating the obtai-
ned lemma. The solution of the perturbed system is constructed using a matrix
series in powers of the parameter ε. In the second part, a nonlinearly perturbed
coupled system of Riccati operator equations is considered. The necessary condi-
tion is established in Theorem 2.1, which is obtained using the so-called operator
equation for generating operators. The essence of the problem is that a solution
Xi(ε) of the perturbed system is sought, which at ε = 0 will turn into one of
the solutions X0

i (H1, H2, ..., Hn) of the unperturbed linear operator system. To
obtain a sufficient condition in the original system, the variables are replaced by
Xi(ε) = Yi(ε) + X0

i (H1, H2, ..., Hn), where the operators H1, H2, ..., Hn satisfy
the operator equation for the generating operators. When a sufficient condition is
obtained, an operator block matrix B0 appears, the diagonal of which consists of
zero operators. A sufficient condition is that

PN(B∗
0)


PN(L∗

1)

PN(L∗
2)

...

PN(L∗
n)

 = 0,
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where B0 is the operator matrix of the form

B0 =


0 B12

0 B13
0 ... B1n

0

B21
0 0 B23

0 ... B2n
0

... ... ... ... ...

Bn1
0 Bn2

0 ... Bnn−1
0 0

 .

The operators Li are linear operators that generate an unperturbed system
and have the following form

LiX
0
i := AiiX

0
i +X0

iBii = Di.

In the fourth section, a weakly linearly perturbed system of operator equations
with controls and additional boundary conditions is investigated. Problems of
this kind are encountered in practice in machine learning, namely reinforcement
learning. If we look at control as reinforcement, that is, the system will receive
reinforcement in the form of control in order to reach a given regime (satisfy the
boundary conditions). Such problems also appear when studying the conditions of
the input to the state introduced by Sontag (see [80], [81]). A sufficient condition
for the solvability of such a system is obtained using the solvability of the set of
operator systems

DRl−1 = Fl−1,

D =

[
D0

D1

]
,

D0 =


0 B0

12 B0
13 · · · B0

1n

B0
21 0 B0

23 · · · B0
2n

... ... ... . . . ...
B0
n1 B0

n2 B0
n3 · · · 0

 , D1 =


0 B1

12 B1
13 · · · B1

1n

B1
21 0 B1

23 · · · B1
2n

... ... ... . . . ...
B1
n1 B1

n2 B1
n3 · · · 0


with coefficients determined by the corresponding formulas. For simplicity we
consider the case when the operator D is normally solvable. Then the sufficient
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solvability condition takes the form

PN(D∗)



PN(L∗
1)

PN(L∗
2)...

PN(L∗
n)

PN(G∗
1)

PN(G∗
2)...

PN(G∗
n)


= 0,

where the operators Gi = ℓiPN(Li).
The appendix contains a list of publications on the topic of the dissertation

and information on the approval of the dissertation results.
The main results that determine the scientific novelty of the dissertation:
- necessary and sufficient conditions for the existence of solutions of linear and

nonlinear boundary value problems in Banach and Hilbert spaces are obtained.
- convergent iterative procedures for finding solutions in the nonlinear case are

presented.
- necessary and sufficient conditions for the solvability of an operator-coupled

system of Riccati equations in Hilbert space are obtained.
- iterative algorithms for finding approximate solutions are constructed.
- solvability conditions for coupled systems of Sylvester equations with

boundary conditions and controls are obtained.
- convergent algorithms that minimize the given functional were obtained.
Keywords: pseudoinverse Moore-Penrose operators, Sylvester equations,

Riccati equation, boundary-value problems, quasisolutions, equation for the
generating operators, branching of solutions.
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

Rn (Zn) — n-вимiрний евклiдiв простiр (iз цiлочисельними координатами);
J — вiдрiзок на дiйснiй прямiй (скiнченний або нескiнченний);
BC(J,H) — банахiв простiр неперервних та обмежених на J вектор-функцiй
зi значеннями у просторi Гiльберта H;
L(B1,B2) — банахiв простiр лiнiйних обмежених операторiв, що дiють
iз простору Банаха B1 у простiр Банаха B2;
SGI(B1,B2) — простiр лiнiйних сильно узагальнено-оборотних операторiв,
що дiють iз простору Банаха B1 у простiр Банаха B2;
GI(B1,B2) — простiр лiнiйних узагальнено-оборотних операторiв,
що дiють з простору Банаха B1 в простiр Банаха B2;
PI(H1,H2) — простiр лiнiйних псевдообернених за Муром–Пенроузом
операторiв, що дiють iз простору Гiльберта H1 у простiр Гiльберта H2;
R(L) — множина значень оператора L;
N(L) — ядро оператора L;
(G[·])(t) — узагальнений оператор Грiна;
L− — узагальнено-обернений до оператора L;
L
+ — сильний псевдообернений за Муром–Пенрозуом до оператора L;

PY (PY ) — проєктор (ортопроєктор) на пiдпростiр Y ;
простору Банаха (Гiльберта);
C1(J,H) — банахiв простiр неперервно-диференцiйовних вектор-функцiй на
вiдрiзку J ⊂ R зi значеннями у просторi Гiльберта H.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Дисертацiю присвячено дослiдженню крайових за-
дач для систем операторно-диференцiальних рiвнянь, зв’язаних систем опе-
раторних рiвнянь Рiккатi та Сильвестра з керуванням. Рiвняння Рiккатi ви-
користовується в теорiї оптимального керування, теорiї iгор [36] та стiйкостi
руху [36], [39]. Зв’язанi системи рiвнянь Рiккатi застосовуються при дослi-
дженнi деяких класiв нейронних мереж [40], зв’язаних систем та є важливими
iнструментами в чисельному й аналiтичному моделюваннi рiзних фiзичних та
iнженерних процесiв [36]. Вони використовуються в багатьох прикладних на-
уках, наприклад, у задачах моделювання еволюцiї та стiйкостi динамiчних
систем [39].

Рiвняння Рiккатi можуть застосовуватися для аналiзу динамiчних систем,
включаючи системи керування, де вивчається стiйкiсть, бiфуркацiї або змiна
поведiнки в залежностi вiд змiни параметрiв. Одним iз прикладiв застосува-
ння є оцiнка стiйкостi та бiфуркацiй у динамiцi траєкторiї керування рухом
лiтального об’єкту пiд час його польоту, коли вхiднi параметри системи змi-
нюються в часi (наприклад, при змiнi кута або швидкостi) [111].

Рiвняння Рiккатi дозволяють розв’язувати як лiнiйнi, так i нелiнiйнi зада-
чi оптимального керування, що має важливе значення у складних динамiчних
системах.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Ро-
боту виконано у вiддiлi диференцiальних рiвнянь та теорiї коливань Iнститу-
ту математики НАН України в рамках державної науково-дослiдної роботи
”Конструктивнi та якiснi методи аналiзу функцiонально-диференцiальних,
iмпульсних та рiзницевих систем”, № 0120U100191.

Мета i завдання дослiдження. Метою роботи є дослiдження крайо-
вих задач для систем операторно-диференцiальних рiвнянь, зв’язаних систем
операторних рiвнянь Рiккатi та Сильвестра, знаходження необхiдних та до-
статнiх умов розв’язностi.

Об’єкт дослiдження: крайовi задачi, зв’язанi системи операторних рiв-
нянь Рiккатi та Сильвестра.
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Завдання дослiдження:
- дослiдити необхiднi та достатнi умови розв’язностi крайових задач для

нелiнiйних систем операторно-диференцiальних рiвнянь iз оператором, що
може мати не завжди замкнену множину значень;

- отримати необхiднi та достатнi умови розв’язностi для зв’язаних систем
операторних рiвнянь Рiккатi;

- отримати необхiднi та достатнi умови розв’язностi для зв’язаних систем
операторних рiвнянь Сильвeстра з керуванням;

- побудувати iтеративнi збiжнi алгоритми наближених розв’язкiв, що пря-
мують до точних розв’язкiв вихiдної задачi.

Методи дослiдження. У роботi використано методи диференцiальних рiв-
нянь та функцiонального аналiзу.

Наукова новизна одержаних результатiв.
Основнi результати, якi визначають наукову новизну та винесенi на за-

хист:
- отримано необхiднi та достатнi умови iснування розв’язкiв крайової за-

дачi для системи операторно-диференцiальних рiвнянь;
- показано, що крайова задача для системи операторно-диференцiальних

рiвнянь може бути розв’язаною i в тому випадку, коли лiнiйний породжуючий
оператор має незамкнену множину значень;

- знайдено необхiднi та достатнi умови iснування розв’язкiв зв’язаної си-
стеми операторних рiвнянь Рiккатi, незбурена частина яких є системою не-
залежних рiвнянь Сильвестра;

- побудовано iтеративнi збiжнi алгоритми для знаходження наближених
розв’язкiв таких систем;

- отримано умови розв’язностi для зв’язаних систем рiвнянь Сильвестра
з крайовими умовами та керуванням.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна робота
має теоретичний характер. Отриманi в нiй результати можуть бути викори-
станими в дослiдженнях диференцiальних рiвнянь та нейронних мереж.

Особистий внесок здобувача. Визначення загального плану дослi-
джень та постановка задач належать науковому керiвнику. Основнi резуль-
тати здобувачем отримано самостiйно, а в роботах, якi опублiковано у спiв-
авторствi, внесок усiх авторiв є рiвноцiнним.
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Апробацiя результатiв. Результати дисертацiї доповiдались та обгово-
рювались на таких конференцiях та семiнарах:

Семiнар вiддiлу диференцiальних рiвнянь та теорiї коливань Iнституту
математики НАН України вiд 24 лютого 2025 року;

International conference PDMU-2024, Problems of decision making under
uncertainties, XXXIX International Conference, Brno (Chech Republic), 9–10
September 2024;

International scientific conference ”Applied mathematics and information
technology”, Ukraine, Chernivtsi, 22-24 September 2022.

Публiкацiї.
Основнi результати дисертацiї опублiковано у двох статтях у фахових на-

укових журналах [110], [111] та однiй колективнiй монографiї [112]. Роботи
[110], [112] iндексовано в мiжнароднiй науковометричнiй базi даних Scopus.

Також результати роботи представлено в матерiалах конференцiй [113],
[114].

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi списку пу-
блiкацiй автора, змiсту, перелiку умовних позначень, анотацiї (двома мова-
ми), списку публiкацiй автора, змiсту, перелiку умовних позначень, вступу,
чотирьох роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел, що складається
з 225 джерел та додатку. Загальний обсяг дисертацiї — 137 сторiнки, з яких
список використаних джерел та додаток займають 17 та 1 сторiнку вiдповiд-
но.
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Подяка. Автор висловлює глибоку вдячнiсть своєму науковому керiвни-
ку, доктору фiзико-математичних наук О. О. Покутному за наданi поради
та рекомендацiї, терпiння, iнструкцiї та коментарi протягом усього навчання
в аспiрантурi. Завдяки його безцiнному досвiду, розумiнню та великiй пiд-
тримцi автор подолав цей важливий крок. Вдячнiсть науковцям й керiвнику
вiддiлу диференцiальних рiвнянь Iнституту математики НАН України за їхнi
важливi i влучнi коментарi до моїх виступiв на семiнарах кафедри й цiннi
зауваження. Окрема подяка всiм учасникам семiнарiв вiддiлу диференцiаль-
них рiвнянь i теорiї коливань за розширення свiтогляду й отримання нових
знань. А також свiтлiй пам’ятi покiйного академiка Нацiональної академiї на-
ук України О. А. Бойчука, одного з перших вчених, що розвинув напрямок
крайових задач теорiї диференцiальних рiвнянь.
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РОЗДIЛ 1
ПОПЕРЕДНI ВIДОМОСТI

На сьогоднi добре вiдомою є теорiя нормально-розв’язних операторних
рiвнянь. Це рiвняння з оператором, який має замкнену множину значень.
Для таких операторiв за умови доповнювальностi ядра та множини значень
у вихiдних просторах iснують або узагальнено-оберненi (для банахових про-
сторiв), або псевдооберненi за Муром–Пенроузом оператори (в гiльбертових
просторах).

У роздiлi 1 наведено вiдомi необхiднi для дослiджень основнi означення
та твердження теорiї топологiчних просторiв та псевдообернениз операторiв.

У роздiлi 2 розвинуто теорiю для розв’язання крайової задачi для системи
операторно-диференцiальних рiвнянь i в тому випадку, коли вiдповiдний опе-
ратор має незамкнену множину значень. Для дослiдження таких рiвнянь ви-
користовується означення сильного псевдооберненого за Муром–Пенрозуом
оператора, введеного у роботах О. Бойчука та О. Покутного [38], [39]. З до-
помогою цього оператора поставлену задачу вдається повнiстю дослiдити.

У роздiлi 3 розглянуто систему зв’язаних операторних рiвнянь Рiккатi.
Встановлено необхiднi та достатнi умови розв’язностi. Побудовано рiвняння
для породжуючих операторiв, за допомогою якого дослiджується вiдповiдна
задача. Розвинено iтеративний метод, який дозволяє отримати послiдовнiсть
наближень, що збiгаються до точного розв’язку. Бiльше того, показано, що
такi задачi мають прикладне застосування.

У роздiлi 4, присвяченому дослiдженню зв’язаної системи рiвнянь Силь-
вестра з керуванням, отримано умови за яких збурена система має розв’язки.

Наведемо деякi факти з теорiї крайових задач, що являють собою окремий
iсторичний iнтерес та використовуються при отриманнi основних результатiв
дисертацiї.

1.1. Крайовi задачi

Теорiя крайових задач для операторно-диференцiальних рiвнянь бере
свої початки з класичних робiт iз функцiонального аналiзу та iнтеграль-
них рiвнянь типу Вольтерри. Такi задачi моделюють багато природних, фi-
зичних, технiчних, економiчних, соцiальних процесiв. Розроблення констру-
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ктивних методiв аналiзу лiнiйних та нелiнiйних крайових задач для широко-
го класу диференцiальних, iнтегральних, функцiонально-диференцiальних,
iнтегро-диференцiальних систем, систем iз запiзненням та iмпульсом займає
одне з центральних мiсць у якiснiй теорiї диференцiальних рiвнянь. У перi-
одичному випадку такi задачi вивчалися М. Боголюбовим, Ю. Митрополь-
ським, А. Самойленком [36], [39]. Системи звичайних диференцiальних рiв-
нянь з iмпульсним впливом i перiодичнi крайовi задачi для них вивчалися
А. Мишкiсом та iншими. Перiодичнi крайовi задачi для систем диференцi-
альних рiвнянь iз запiзненням дослiджувалися А. Самойленком, Ю. Митро-
польським, Д. Мартинюком, Дж. Хейлом [106]. Слiд зазначити, що методи
їх дослiдження почали виокремлюватися ще до появи методiв функцiональ-
ного аналiзу. Теорiя крайових задач для операторних рiвнянь застосовується
при дослiдженнi iнтегро-диференцiальних рiвнянь iз вiдхиленим аргументом.
Розв’язнiсть iнтегро-диференцiальних рiвнянь та крайових задач для них ви-
вчалась Ю. Ландо, О. Бойчуком, В. Журавльовим. Зазначенi вище крайовi
задачi в основному дослiджувалися у так званому регулярному (нерезонан-
сному) випадку. Це випадок, коли операторне рiвняння Qz = f цих крайових
задач має розв’язки при будь-якiй правiй частинi, тобто оператор Q вихiдної
задачi має обернений Q−1 (де в оператор Q можуть входити також й крайовi
умови). Це гарантує єдинiсть розв’язку поставленої задачi. У нерегулярному,
критичному (резонансному) випадку для розв’язання таких типiв рiвнянь по-
чала активно застосовуватися теорiя псевдообернених за Муром-Пенроузом
матриць та узагальнено-обернених операторiв, яким присвячено класичнi ро-
боти Е. Мура [170], Р. Пенроуза [200], [201], статтi M. Нашеда [179], Г. Вотруби
[180] та iнших математикiв.

Дослiдження операторно-диференцiальних рiвнянь у банахових та гiль-
бертових просторах пов’язано з розвитком теорiї напiвгруп операторiв.
Основними фундаментальними результатами є роботи Е. Хiлле, Р. Фiлiпса
[107]. Окремий iнтерес становлять роботи, де дослiджуються диференцiальнi
рiвняння зi сталими операторними коефiцiєнтами.

Крайовi задачi для диференцiальних рiвнянь мають велике значення в рi-
зних галузях науки та технiки. Проблеми такого типу виникають у механiцi,
фiзицi, теорiї керування, а також у економiцi та бiологiї. Однак багато з цих
задач є некоректними, тобто їх не можна розв’язати за допомогою стандар-
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тних методiв обернення операторiв. Псевдооберненi оператори дозволяють
розв’язувати крайовi задачi, навiть коли оператори є виродженими.

Класичнi крайовi задачi, такi як задача Дiрiхле або Неймана, вимагають
точного знання початкових чи граничних умов. Проте на практицi цi умови
часто вiдомi приблизно або мiстять шум. Саме тут псевдооберненi оператори
показали свою силу як iнструмент регуляризацiї.

Зокрема, у роботах деяких вiдомих вчених [36] розглядалися задачi з не-
коректною постановкою, для яких псевдообернений оператор забезпечував
розв’язок, навiть якщо класичне обернення призводило до експоненцiально-
го накопичування похибок.

Iнтегральнi рiвняння з виродженими ядрами [48] та задачi, що включа-
ють сингулярнi точки або гiперболiчнi та елiптичнi рiвняння з виродженнями,
стали об’єктом численних дослiджень у другiй половинi ХХ столiття. Псев-
дооберненi оператори виявилися надзвичайно корисними в побудовi псевдо-
розв’язкiв для таких задач. Зокрема, у випадку, коли класичний iнтегральний
оператор має нескiнченну кiлькiсть нульових власних значень, пiдхiд iз ви-
користанням псевдообернених операторiв дозволяє побудувати проєктор на
пiдпростiр узагальнених розв’язкiв.

У сучаснiй математичнiй фiзицi крайовi задачi формулюються в абстра-
ктних просторах — таких як гiльбертовi або банаховi простори. Тут ключову
роль вiдiграють нескiнченновимiрнi оператори, якi можуть бути нелiнiйними
або незамкненими. У такому контекстi псевдооберненi оператори слугують
аналогом обернених операторiв для незамкнених зi щiльною областю визна-
чення, що дозволяє застосовувати варiацiйнi методи.

Псевдооберненi оператори природно можуть бути сформульованi як
розв’язки варiацiйних задач, де шукається мiнiмум певного функцiонала. У
цьому контекстi псевдообернений оператор часто застосований як регуляри-
зований градiєнт або узагальнений лiнiйний солвер [39], [225]. Такi пiдходи є
ключовими в методi скiнченних елементiв, особливо при розв’язаннi задач зi
змiнними коефiцiєнтами або складною геометрiєю.

Окрема увага придiляється класу операторiв Фредгольма, для яких псев-
дообернення має особливо привабливу структуру. Вiдомо, що для Фредголь-
мового оператора Q з iндексом нуль iснує псевдообернений оператор Q+. У
цьому випадку проєкцiї QQ+ i Q+Q вiдiграють роль проєкторiв на образ i
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ядро вiдповiдно, що дозволяє чiтко описати структуру розв’язкiв крайових
задач.

У теорiї оптимального керування псевдооберненi оператори застосовую-
ться до задач зi зворотним зв’язком, де треба мiнiмiзувати функцiонал витрат
при обмеженнях у виглядi крайових задач або диференцiальних рiвнянь.

Цi пiдходи активно використовуються в авiацiйнiй технiцi, моделюваннi
траєкторiй дронiв та супутникiв, де крайовi умови формулюють геометричнi
або кiнематичнi обмеження, а псевдооберненi оператори забезпечують точну
та стiйку оборотнiсть навiть при неточностях або недовизначеностях у даних.

Сучасна ера штучного iнтелекту вiдродила iнтерес до псевдообернених
матриць та операторiв завдяки їх використанню в лiнiйнiй регресiї, SVM
(машини опорних векторiв), регуляризованих методах (наприклад, регуля-
ризацiя за Тихоновим), а також при тренуваннi нейронних мереж iз мали-
ми даними [40]. Псевдообернений оператор слугує аналiтичним засобом при
розв’язаннi задач перенавчання та систем iз високою кореляцiєю ознак або з
виродженою матрицею Грама.

У квантовiй теорiї псевдооберненi оператори застосовуються для формалi-
зацiї необоротних процесiв, для побудови проєкторiв у системах iз вимiрюва-
нням, а також для опису динамiки у вiдкритих квантових системах. Вiдомi
приклади застосування псевдообернених операторiв для опису станiв кван-
тових систем зi втратами або шумом, де класична еволюцiя не може бути
зворотною.

Пiдсумовуючи вищесказане, можна стверджувати, що псевдооберненi опе-
ратори стали не лише засобом для розв’язання некоректних задач, але й по-
тужною унiверсальною концепцiєю, яка дозволяє формулювати новi пiдходи
у фундаментальних та прикладних науках. Майбутнi дослiдження, ймовiрно,
будуть зосередженi на нелiнiйних узагальненнях псевдообернення, адаптив-
них псевдоiнверсiях, а також на побудовi псевдообернених у категорiях вищих
абстрактних структур — наприклад, у функторних категорiях.

Перейдемо тепер до питання розвитку теорiї крайових задач для iнте-
гральних, диференцiальних та операторно-диференцiальних рiвнянь.

Крайовi задачi — один iз центральних об’єктiв у теорiї диференцiальних
та iнтегральних рiвнянь. Вони виникають природно при моделюваннi фiзи-
чних, iнженерних та бiологiчних процесiв. Їхнiй розвиток тiсно пов’язаний iз
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загальним розвитком математичного аналiзу, математичної фiзики, функцiо-
нального аналiзу та сучасної теорiї операторiв.

Зародження поняття крайових задач припадає приблизно на XVIII – XIX
ст. Першi задачi з крайовими умовами з’явилися у зв’язку з вивченнями фi-
зичних явищ — зокрема, задачi про коливання струни (Даламбер, Ойлер), те-
плообмiну (Фур’є), потенцiалу (Лаплас). У класичних диференцiальних рiв-
няннях цi задачi часто мали вигляд:

Qu = f, lu = α,

де Q — диференцiальний оператор, l — крайовий оператор (наприклад, значе-
ння функцiї або її похiдної на границi). Для таких рiвнянь iз певними дифе-
ренцiальними операторами досить ефективною виявилася апрiорна технiка.

Ж. Фур’є запровадив метод розкладу у тригонометричнi ряди для задач
теплопровiдностi, що дало початок спектральнiй теорiї та розгляду власних
значень крайових задач.

Класична теорiя крайових задач для звичайних та частинних диференцi-
альних рiвнянь з’явилася у XIX – поч. XX ст.

У другiй половинi XIX ст. класична теорiя крайових задач стала фор-
малiзованою i вiдбулася класифiкацiя за типами крайових умов. Тут слiд
зазначити роботи Штурма–Лiувiлля для задачi на власнi значення з симе-
тричними операторами, що забезпечили базу для гармонiчного аналiзу.

Наступний крок — роботи Пуанкаре, Рiмана, що стосуються задач iз ча-
стинними диференцiальними рiвняннями на площинi, зокрема задача Дiрiхле
для рiвняння Лапласа. Задача Кошi для гiперболiчних рiвнянь з’явилася у
зв’язку з вивченням хвильових явищ (Гадамар, Лоренц). Формалiзацiя умов
iснування та єдиностi розв’язкiв започаткувала вивчення добре поставлених
задач.

Розглянемо етапи розвитку теорiї iнтегральних рiвнянь та крайових задач
для них.

Пiд впливом фiзики та нових аналiтичних методiв виникла потреба у
розв’язаннi крайових задач для iнтегральних рiвнянь, що беруть свої початки
ще вiд робiт Е. Фредгольма (1903) (теорiя лiнiйних iнтегральних рiвнянь), Д.
Гiльберта (зв’язок iнтегральних операторiв iз операторною теорiєю).

Для задач Дiрiхле–Неймана розроблялись iнтегральнi представлення че-
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рез потенцiали одиничного та подвiйного шару (Пуанкаре, Нейман, Ганкер).
Застосування граничних iнтегральних рiвнянь дозволяло знижувати розмiр-
нiсть задачi (з областi — на її межу).

Соболєв увiв простори узагальнених функцiй (тепер названi на його
честь), що дозволило розглядати крайовi задачi в слабкому сенсi. Це ма-
ло вирiшальне значення для теорiї елiптичних, гiперболiчних i параболiчних
рiвнянь (узагальненi розв’язки, простори Соболєва та Шварца, Гiльберта та
Банаха). Добре вiдомi класичнi теореми Лакса–Мiльграма. Розвиток узагаль-
нених функцiй уможливив побудову фундаментальних розв’язкiв для задач
Кошi, задач з iмпульсними джерелами, а також обернених задач.

Наступним кроком в iсторiї крайових задач стали операторно-
диференцiальнi рiвняння (1950–1980-тi). Почалося активне вивчення крайо-
вих задач в абстрактних просторах, особливо гiльбертових та банахових, що
дало початок розвитку для операторно-диференцiальних рiвнянь:

d

dt
x(t) = A(t)x(t) + f(t),

де A(t) — не обов’язково обмеженi оператори в гiльбертовому просторi.
Розвиток теорiї напiвгруп (Хiлле, Гаусдорф, Пазi) та спектральної тео-

рiї операторiв (Стоун, Данфорд, Шварц) забезпечив фундамент для дослi-
дження крайових задач для звичайних диференцiальних рiвнянь. Особли-
ва увага придiлялася задачам еволюцiйного типу. Серед них — задачi типу
Кошi–Дiрiхле для рiвнянь iз частинними похiдними, задачi з операторними
коефiцiєнтами, що описують складнi системи з пам’яттю, запiзненням, тер-
тям. Сучаснi напрямки розвитку теорiї крайових задач було започатковано в
1990-х роках.

Розвиток обчислювальних методiв та застосування до складних фiзичних
систем сприяв вивченню таких напрямкiв:

1. Нелiнiйнi крайовi задачi (рiвняння з виродженням, зсувом, запiзнен-
ням).

2. Сингулярнi крайовi задачi, включаючи тi, де крайовi умови мiстять
параметри або зв’язок.

3. Крайовi задачi з iнтегро-диференцiальними умовами, що моделюють
розподiленi системи керування.
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4. Задачi з динамiчними умовами на межi — актуальнi для бiомеханiки,
теплопереносу з фазовими переходами.

5. Крайовi задачi мовою псевдообернених операторiв.
Сучасна тенденцiя — вивчення крайових задач через призму псевдообер-

нених за Муром–Пенроузом операторiв. Це особливо ефективно при неєди-
ностi розв’язку або якщо крайова задача є перевизначеною.

6. Задачi з недовизначеними або перевизначеними умовами (наприклад,
iз лiнiйними залежними крайовими умовами).

7. Моделi з обмеженнями, в яких класичний оператор не має оберненого.
8. Використання множини норм як критерiю вибору серед оптимально

можливих розв’язкiв.
9. Використання псевдообернених операторiв дозволяє будувати аналiти-

чнi або чисельнi розв’язки в умовах некоректної постановки задачi, що є клю-
човим у багатьох обернених та некласичних задачах.

Зi сказаного вище можемо зробити такi висновки.
Iсторiя крайових задач — це шлях вiд геометричних i фiзичних iнтуї-

цiй до глибоких узагальнень у функцiональному аналiзi та теорiї операторiв.
Вивчення крайових задач для iнтегральних, диференцiальних та операторно-
диференцiальних рiвнянь продовжує залишатися активною й глибоко мiжди-
сциплiнарною галуззю. Сучаснi дослiдження охоплюють дедалi бiльше класiв
задач iз застосуванням сучасної алгебри, геометрiї, топологiї та чисельного
аналiзу.

Наведемо стислу iсторiю розвитку крайових задач для операторно-
диференцiальних рiвнянь.

Класична теорiя бере свої початки вiд задач Дiрiхле, Неймана, Зоммер-
фельда. Стосовно задачi Дiрiхле було сказано вище. Витоки задачi Дiрiхле
лежать у теорiї потенцiалу та електростатики. Вперше вона була сформульо-
вана в роботах Рiмана та Дiрiхле як задача знаходження гармонiчної функцiї
за її значенням на межi областi. Розвиток задачi був тiсно пов’язаний iз по-
будовою фундаментального розв’язку рiвняння Лапласа та методiв вiдбиття.
Метод Пуанкаре (кiн. XIX ст.) використав iнтегральнi представлення для
аналiзу розв’язкiв, що стало переходом до теорiї сингулярних iнтегральних
рiвнянь.

Наступним кроком є задача Зоммерфельда. Вона постала у контекстi хви-
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льових рiвнянь — особливо в акустицi, оптицi та радiофiзицi. Ця задача фор-
мулюється таким чином. Необхiдно встановити умови на нескiнченностi, що
забезпечує правильну поведiнку хвиль. Теорiя Зоммерфельда iдеально лягла
в рамки методу функцiї Ґрiна та iнтегралiв над нескiнченними контурами. У
XX столiттi вiдбувся перехiд до задач зi складними контурами та хвильовими
фронтами, особливо у дифракцiйнiй теорiї.

Наступним кроком у розвитку крайових задач є поява узагальнених по-
становок крайових задач в певних функцiональних просторах.

Основна революцiя вiдбулася з появою гiльбертових i банахових просто-
рiв. Розв’язки задач почали розглядати в сенсi узагальнених функцiй (Дiрi-
хле, Соболєв). У 1930–1950-х роках з’являється поняття слабкого розв’язку
крайової задачi (варiацiйний метод).

Розглянемо слабку постановку у просторi Соболєва. Необхiдно знайти

u ∈ H1(Ω)

таку, що для всiх

v ∈ H1
0(Ω)

∫
Ω

∆u∆vdx =

∫
Ω

fvdx.

Це варiацiйна форма задачi Дiрiхле. Саме в такiй формi вона стала осно-
вою чисельних методiв (сiтковi, метод скiченних елементiв).

Наступним кроком розвитку крайових задач є задачi для iнтегро-
диференцiальних рiвнянь та рiвнянь iз запiзненням. Одним iз прикладiв є
рiвняння з пам’яттю.

Вiдокремимо також фiзичнi моделi. Серед них — тепло з ефектами
пам’ятi, в’язкопружнi середовища. Однiєю з таких задач є наступне рiвня-
ння:

ut(x, t) = ∆u(x, t) +

∫ t

0

K(t− s)∆u(x, s)ds+ f(x, t).

Такi задачi потребують додаткових умов сумiсностi для ядер iнтеграла та
коректної постановки на границi. Наступним прикладом задачi є еволюцiйне
рiвняння з запiзненням

u′(t) = Au(t) +Bu(t− τ).
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Постановка крайових умов пов’язана з фазовим простором (функцiї
на вiдрiзку [t − τ, t]), що вимагало розвитку спецiальних просторiв станiв
(1970–90-i). Серед них операторнi рiвняння в гiльбертових просторах. Iдея
редукцiї крайової задачi до рiвняння в абстрактному виглядi

Qu = f, u ∈ D(Q) ⊂ H,

з крайовими умовами, якi реалiзуються через розширення областi визначе-
ння оператора Q. Однiєю з задач Гiльберта–Шмiдта є встановлення компа-
ктностi обернених операторiв у задачах Дiрiхле–Неймана — фундамент теорiї
iнтегральних рiвнянь. Це започаткувало так звану теорiю операторних напiв-
груп. Засновниками вважаються Хiлле, Йосiда, Феллер. Теорiя C0-напiвгруп
дозволила формалiзувати еволюцiйнi задачi типу

du(t)

dt
= Au(t), u(0) = u0.

Сучаснi крайовi задачi формулюють як задачi на генератори напiвгруп iз
нелокальними або узагальненими крайовими умовами (Фаторiнi, Пазi). Ще
одним поштовхом у теорiї крайових задач є задачi для диференцiальних рiв-
нянь iз частинними похiдними (PDE) у складних геометрiях. Тут можуть ви-
никати геометричнi ускладнення. Це задачi з кутовими областями, конiчни-
ми точками та розривами, межi яких вимагають особливих функцiональних
просторiв (взваженi Соболєвськi простори). Розробка теорiї здiйснювалася
Лiонсом, Кондратьєвим (1970-i — 2000-i). Серед сучасних напрямкiв можна
вiдзначити такi, як теорiя граничного шару — в гiдродинамiцi для описання
тонких областей зi швидкою змiною розв’язку.

Задачi передачi — задачi з рiзними рiвняннями в пiдобластях (наприклад,
теплопровiднiсть iз матерiалами з рiзною провiднiстю). Ще одним кроком при
дослiдженнi таких задач стало розумiння важливостi використання нерiвно-
стей. Серед останнiх можна вiдзначити нерiвностi типу Фрiдрiхса та їх роль
у коректностi крайових задач. Важливе мiсце в iсторiї займає розвиток енер-
гетичних оцiнок. Саме цi нерiвностi стали ключем до доведення єдиностi та
стiйкостi слабких розв’язкiв.

Наступним кроком є крайовi задачi у динамiчних, стохастичних системах
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вигляду
du = (Au+ f)dt+BdW.

Вони виникають у задачах фiльтрацiї, фiнансах, теплопровiдностi з випадко-
вими коливаннями. Крайовi умови — часто у виглядi вiдбиття процесiв (сто-
хастичнi крайовi умови типу Неймана). Умови на границi самi мають часову
динамiку — наприклад, у задачах теплообмiну з iнерцiйною оболонкою.

Опишемо деякi кроки розвитку крайових задач для рiвнянь iз оператор-
ним коефiцiєнтом. Еволюцiйнi системи та оператори в системах iз розподiле-
ними параметрами розвивалися в 1930–1950-i роки.

У задачах математичної фiзики природно виникали системи рiвнянь, де
коефiцiєнти були матричними або операторними (наприклад, система тепло-
провiдностi в анiзотропному середовищi). Однiєю з перших постановок була
задача Кошi iз необмеженим оператором у гiльбертовому просторi. Поступово
стало зрозумiло, що крайовi задачi для диференцiальних рiвнянь у частин-
них похiдних iз операторними коефiцiєнтами вимагають нових пiдходiв. Слiд
зазначити також задачi зi скалярним аргументом та операторним коефiцiєн-
том, формульованi в абстрактних просторах. Iз розвитком функцiонального
аналiзу (Шаудер, Соболєв, Лiонс) вiд постановок задач у класичному розу-
мiннi з’явилася можливiсть перейти до постановок задач в узагальненому
виглядi. Основними труднощами, з якими зiткнулися дослiдники, стали ви-
падки з несамоспряженим оператором питання дослiдження спектру таких
задач, встановлення аналогiв теореми Штурма–Лiувiлля (немає аналогiв).
Прорив у цьому напрямку вiдбувся завдяки роботi Вiшика (1960-i роки). Ро-
боти Марка Вiшика та його школи (1960–1970-i) започаткували теорiю елiпти-
чних крайових задач iз операторними коефiцiєнтами. Формулювання задач у
гiльбертових просторах iз застосуванням у фiзичних процесах iз розподiлени-
ми параметрами стало можливим завдяки рiвнянням у частинних похiдних.
Для таких задач важливими питаннями стали регулярнiсть крайових умов,
елiптичнiсть у сенсi Агмона–Дуглiса–Нiренберга, побудова оберненого опе-
ратора з оцiнками у функцiональних просторах. Окремого розвитку набули
нелокальнi крайовi умови та умовнi обмеження. Тут можна згадати класичну
задачу Дiрiхле з крайовими умовами на кiнцях вiдрiзку

u(0) = u(1) = 0,
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що було змiнено на змiшану крайову умову типу

αu(0) + βu(1) = γ.

Окремого розвитку набула спектральна теорiя та квазiрозв’язки для тако-
го типу задач. При вироджених операторних коефiцiєнтах виникає потреба в
псевдообернених розв’язках. Теорiя Мура–Пенроуза, побудова узагальненого
оберненого оператора стала основою для розв’язання вироджених задач.

Перейдемо тепер до основних означень та тверджень iз теорiї топологi-
чних та векторних просторiв, якi знадобляться при отриманнi основних ре-
зультатiв.
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1.2. Топологiчнi та векторнi простори

Наведемо стандартнi означення векторного та топологiчного просторiв
[39].
Означення 1.1. Векторний (лiнiйний) простiр E над полем Φ (Φ = R,C)
дiйсних (комплексних) чисел – це множина з операцiями додавання та мно-
ження на скаляри (x, y ∈ E → x + y ∈ E; x ∈ E, λ ∈ Φ → λx ∈ E) з
наступними властивостями:

1) x+ y = y + x;

2) x+ (y + z) = (x+ y) + z;

iснує нульовий елемент θ:
3) θ : x+ θ = θ + x = x;

для довiльного елемента x iснує елемент −x (обернений до елемента x):
4) x+ (−x) = θ;

5) (λµ)x = λ(µx);

6) (λ+ µ)x = λx+ µx;

7) λ(x+ y) = λx+ λy;

8) 1 · x = x.

Топологiчний простiр — це множина, надiлена структурою вiдкритих
множин, яка дає можливiсть розглядати збiжнiсть та неперервнiсть.
Означення 1.2. Топологiчний простiр — це множина, S з видiленою роди-
ною пiдмножин T ⊂ 2S, якi називаються вiдкритими множинами й задо-
вольняють наступнi властивостi:

(i) T замкнена вiдносно скiнченних перетинiв, тобто якщо A,B ∈ T, то
A
⋂
B ∈ T;

(ii) T замкнена вiдносно довiльних об’єднань, тобто якщо Aα ∈ T для
всiх α з деякої множини iндексiв I, то

⋃
α∈I Aα ∈ T;

(iii) ∅, S ∈ T.

T називається топологiєю в S.
Означення 1.3. Множина B ⊂ T називається базою топологiї T, якщо
довiльна T ⊂ T має вигляд T =

⋃
αBα для деякої сiм’ї {Bα} ⊂ B.

Нехай x — точка топологiчного простору S. Mножина N називається око-
лом точки x, якщо iснує вiдкрита множина U така, що x ∈ U ⊂ N .

Множину N пiдмножин топологiчного простору S називають базою околiв
точки x, якщо кожна з N ∈ N є околом точки x i для довiльного околу M
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точки x iснує така множина N ∈ N, що N ⊂ M . Поширеною є також назва
фундаментальна система околiв.
Означення 1.4. Нехай < S,T > та < T,U >—два топологiчних просто-
ри. Функцiя f : S → T називається неперервною, якщо f−1[A] ∈ T для
кожної A ∈ U, тобто прообраз довiльної вiдкритої множини є вiдкритою
множиною.

Функцiя f називається вiдкритою, якщо f [B] вiдкрита для кожної B ∈
T. Якщо f вiдкрита й неперервна, вона називається взаємно неперервною.
Взаємно неперервна бiєкцiя називається гомеоморфiзмом.

Гомеоморфiзми—це iзоморфiзми топологiчних просторiв.
Означення 1.5. Нехай < S,T > – топологiчний простiр, та нехай A ⊂ S.
Iндукована (вiдносна) топологiя на A визначається сiм’єю множин TA =

{O
⋂
A|O ∈ T}. Пiдмножина B ⊂ A називається вiдкритою в iндукованiй

топологiї, якщо B ∈ TA.
Топологiчний простiр називається вiддiльним або гаусдорфовим, якщо до-

вiльнi двi його рiзнi точки мають неперетиннi околи. Важливий клас топо-
логiчних просторiв утворюють метричнi простори. За базу топологiї в ньому
можна обрати сiм’ю його куль.

Нехай E—векторний простiр над полем Φ (Φ = R,C) дiйсних або ком-
плексних чисел. Кажуть, що топологiя T в E узгоджується з алгебраїчною
структурою, якщо алгебраїчнi операцiї в E неперервнi, тобто x + y є непе-
рервною функцiєю пари змiнних x, y та λx—неперервна функцiя пари змiнних
λ, x. Топологiчний векторний простiр над Φ— це векторний простiр над Φ,
надiлений топологiєю, що узгоджується з його алгебраїчною структурою.
Означення 1.6. [91] Покриттям множини T називають родину Σ (або
iнодi родину (Ai)) пiдмножин у X, об’єднання яких спiвпадає з X. Покрит-
тя Σ′ називається пiдпокриттям покриття Σ, якщо кожна з множин
системи Σ′ належить Σ.

Покриття Σ топололгiчного простору T називається вiдкритим [91], якщо
кожна множина з Σ вдкрита в T.

Систему Σ (або iнодi сiм’ю (Ai)) пiдмножин множини T називають центро-
ваною, якщо кожна непорожня скiнченна пiдсистема в (Ai) має непорожнiй
перетин.

Нехай T - топологiчний простiр. Вiдомо [91], що наступнi твердження є
еквiвалентними:
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(a) Кожне вiдкрите покриття простору T мiстить скiнченне пiдпокриття;
(b) Якщо система Σ (або сiм’я (Ai)) замкнених множин простору T цен-

трована, то перетин всiх множин системи Σ (або сiм’i (Ai)) непорожнiй.
(с) Кожна сiтка точок iз T має в T граничну точку.
(d) Кожна сiтка точок iз T мiстить збiжну пiдсiтку.

Означення 1.7. [91] Топологiчний простiр T називається компактним,
якщо вiн володiє топологiєю (i вiдповiдно кожною) iз вказаних вище вла-
стивостей (a)–(d).

Бурбакi називають компактними простори, якi не тiльки задовольняють
наведене означення, а є й гаусдорфовими.

У кожному топологiчному векторному просторi iснує базис урiвноважених
околiв. У найбiльш важливих топологiчних векторних просторах iснує також
базис опуклих околiв. Такi простори називають локально-опуклими.

Нехай E—локально-опуклий простiр, M та N— векторнi пiдпростори про-
стору E, якi перетинаються лише в нулi. Прямою (алгебраїчною) сумою про-
сторiв M та N називається множина всiх векторiв x1 + x2, x1 ∈M, x2 ∈ N ,
якщо вони породжують весь простiр E (це означає виконання умов M +N =

E,M ∩ N = ∅). Позначається: E = M+̇N . Якщо, крiм того, M та N є за-
мкненими пiдпросторами (надiленими вiдповiдною iндукованою топологiєю),
то кажуть про розклад у пряму (топологiчну) суму замкнених пiдпросторiв
та пишуть E = M ⊕ N . У цьому випадку пiдпростiр M називають топо-
логiчним прямим доповненням пiдпростору N у E. Пiдпростiр, для якого
iснує топологiчне пряме доповнення, називається топологiчно доповнюваль-
ним. Кожним двом таким пiдпросторам можна поставити у вiдповiднiсть
вiдображення PM ∈ L(E,M), PN ∈ L(E,N). Бiльше того,

PM + PN = 1, P 2
M = PM , P 2

N = PN .

Таким чином, кожне з цих вiдображень є проєктором (тобто лiнiйним та iдем-
потентним вiдображенням). Вiдображення PN називається проєкцiєю просто-
ру E на пiдпростiр N паралельно пiдпростору M .

На жаль, пряма сума двох пiдпросторiв може не бути пiдпростором (тобто
може бути незамкненою).

Далi наведемо твердження стосовно доповнювальностi та розкладу в то-
пологiчнi суми пiдпросторiв вихiдного простору.
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Теорема 1.1. [39] Нехай B—банахiв простiр, B1 та B2 —два його пiд-
простори, якi перетинаються лише в нулi. Для того, щоб пряма сума
B1 ⊕ B2 була пiдпростором, необхiдно та достатньо, щоб iснувала така
стала k ≥ 0, така, що:

||x1 + x2|| ≥ k(||x1||+ ||x2||), x1 ∈ B1, x2 ∈ B2.

Якщо B = H—простiр Гiльберта, то довiльний його пiдпростiр має пряме
доповнення, за яке можна обрати ортогональне доповнення до пiдпростору.

Теорема 1.2. 1. Якщо B1—n-вимiрний пiдпростiр простору Банаха B, то
для B1 iснує замкнене доповнення, яке може бути заданим за допомогою n

лiнiйно незалежних функцiоналiв.
2. Якщо B2 – замкнений пiдпростiр у просторi Банаха B, заданий скiн-

ченним набором з n лiнiйно незалежних функцiоналiв

B2 = {x : fi(x) = 0, i = 1, ..., n},

то для B2 iснує доповнення розмiрностi n.

Проблема доповнювальностi банахових пiдпросторiв пов’язана з вiдомою
проблемою Банаха (див., наприклад, оглядову статтю М. Попова).

Один iз найперших прикладiв недоповнювального пiдпростору був по-
будований Р. Фiлiпсом. Вiдомо, що простори c0 (збiжних до нуля послi-
довностей) та l∞ (обмежених послiдовностей) є банаховими вiдносно норми
||ξ||∞ := sup{|ξk|k ∈ N} (ξ = (ξ1, ξ2, ...)), причому c0—замкнений пiдпростiр
простору l∞ корозмiрностi 1. Фiлiпсом було доведено, що пiдпростiр c0 в l∞
недоповнювальний. Цей результат на той час був досить нетривiальним. На-
справдi виконується така теорема.

Теорема 1.3. (Лiнденштраус, Цафрiрi). [107] Наступнi властивостi бана-
хового простору E еквiвалентнi:

(i) будь-який пiдпростiр у E має топологiчне пряме доповнення;
(ii) простiр E топологiчно iзоморфний деякому гiльбертовому простору.

Насправдi питанням доповнювальностi займалося дуже багато математи-
кiв в 70-i роки. Є результати, схожi на тi, якi анонсує теорема Лiнденштрауса–
Цафрiрi, але в банахових просторах. Такi результати було отримано харкiв-
ською школою математикiв та польськими колегами [107]. Є приклади бана-
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хових просторiв, у яких усi їх доповнювальнi пiдпростори iзометрично iзо-
морфнi вихiдному.

Для локально-опуклих просторiв справджуються наступнi теореми вiдно-
сно розкладу простору в топологiчнi прямi суми пiдпросторiв.

Теорема 1.4. Нехай локально опуклий простiр E є алгебраїчною прямою
сумою власних векторних пiдпросторiв M та N , p та q—проєкцiї E на M
та N , а h та k—канонiчнi вiдображення E на E/M та E/N . Тодi наступнi
твердження рiвносильнi:

1) E є топологiчною сумою пiдпросторiв M та N ;
2) p—неперервне;
3) q—неперервне;
4) h—iзоморфiзм N на E/M ;
5) k—iзоморфiзм M на E/N .

Теорема 1.5. Векторний пiдпростiр M локально-опуклого простору E є
доповнювальним тодi й тiльки тодi, коли iснує неперервний лiнiйний про-
єктор p простору E в себе такий, що p(E) =M i p2 = p.

Наприкiнцi цiєї частини не можна не вiдзначити, що простiр Фреше має
й щодо доповнювальностi переваги над iншими локально-опуклими просто-
рами. Справедливе наступне твердження.

Теорема 1.6. Якщо простiр Фреше є алгебраїчною прямою сумою двох вла-
сних векторних пiдпросторiв, то вiн є їх топологiчною сумою.

1.3. Узагальнено-оберненi та псевдооберненi оператори

Розглянемо iсторiю розвитку теорiї узагальнено-обернених та псевдообер-
нених операторiв бiльш детально.

Останнiм часом це є одним iз основних iнструментiв функцiонального ана-
лiзу, який дозволяє розв’язувати задачi, де традицiйнi методи обернення опе-
раторiв не застосовуються. Псевдооберненi оператори за Муром–Пенроузом є
ключовим iнструментом у аналiзi операторних рiвнянь, зокрема для задач iз
некоректними даними, коли звичайне обернення не iснує або не є стiйким. Цi
оператори з’являються при аналiзi вироджених матриць та лiнiйних опера-
торiв у нескiнченних просторах. Iдея псевдообернених матриць була вперше
сформульована американським математиком E. Муром у 1920-х роках. E.
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Мур звернув увагу на проблему виродження матриць при розв’язуваннi лi-
нiйних рiвнянь i запропонував новий спосiб обчислення обернених елементiв
для матриць, що не мають звичайного обернення. Роджер Пенроуз у 1955
роцi розвинув iдеї E. Мура i ввiв теоретичне визначення псевдооберненого
оператора для матриць i операторiв на гiльбертових просторах. Р. Пенро-
уз сформулював чотири важливi умови для псевдообернених операторiв, якi
повиннi задовольняти матрицi або лiнiйнi оператори в даному контекстi. Це
визначення стало основою для подальших дослiджень у теорiї лiнiйних опе-
раторiв. У наступнi десятилiття поняття псевдооберненого оператора було
розширене й адаптоване до бiльш складних математичних структур, таких
як нескiнченновимiрнi простори та операцiї в контекстi квантової механiки та
машинного навчання. Нехай Q — матриця або лiнiйний оператор у просторi
Rn або Cn. Псевдообернена матриця Q+ визначається як така, що задоволь-
няє чотири умови:

QQ+Q = Q,

Q+QQ+ = Q+,

(QQ+)∗ = QQ+,

(Q+Q)∗ = Q+Q.

Цi умови дозволяють знайти псевдообернену матрицю навiть у виродженому
випадку.

Псевдообернена матриця може бути виражена через її сингулярний роз-
клад. Для матрицi Q вiн виглядає так:

Q = UΣV ∗,

де U та V — ортогональнi матрицi, а Σ — дiагональна матриця. Псевдооберна
матриця виражається через розклад як

Q+ = V Σ+U ∗,

де Σ+ — дiагональна матриця, яка отримана iнверсiєю всiх ненульових еле-
ментiв Σ.

При розв’язаннi крайових задач, зокрема при аналiзi диференцiальних
рiвнянь, часто з’являються ситуацiї, коли оператор не має звичайного обер-
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неного. У таких випадках використовуються псевдооберненi оператори для
знаходження розв’язкiв або наближених розв’язкiв, що узагальнюють поня-
ття псевдооберненої за Муром-Пенроузом матрицi. Розглянемо класичну за-
дачу Дiрiхле для одновимiрного диференцiального рiвняння:−u′′(x) = f(x), x ∈ (0, 1),

u(0) = u(1) = 0.

Вона може бути записана у виглядi операторного рiвняння Qu = f , де
Q = − d2

dx2 є лiнiйним оператором. Псевдообернення оператора Q дозволяє
знайти розв’язок навiть тодi, коли оператор є виродженим або некоректним.
Останнiм часом також активно використовуються iтерацiйнi методи для на-
ближеного обчислення псевдообернених операторiв, зокрема методи на основi
градiєнтного спуску та методи, що базуються на дослiдженнi власних зна-
чень. У галузi машинного навчання псевдооберненi оператори використову-
ються для обчислення важливих характеристик у регресiї та класифiкацiї.
Наприклад, метод найменших квадратiв можна реалiзувати через псевдо-
обернення для розв’язання системи лiнiйних рiвнянь. У квантовiй механiцi
псевдообернення використовуються для розв’язання задач, що стосуються
спектрального аналiзу операторiв Гамiльтона, якi можуть бути вироджени-
ми або не мають стандартних обернених. Псевдооберненi оператори є важли-
вою частиною функцiонального аналiзу, й їхнє використання в математичних
задачах та фiзицi має глибоке корiння. Їхнiй розвиток був обумовлений не-
обхiднiстю оброблення й розв’язання задач, де традицiйнi методи обернення
операторiв не застосовнi через виродження, невизначенiсть або нестiйкiсть
розв’язкiв. Концепцiя псевдообернених операторiв зародилася з теорiї псев-
дообернених матриць яка, як вже зазначалося, бере початок з роботи Е. Мура
20-х рокiв минулого столiття. Е. Мур вивчав системи лiнiйних рiвнянь i звер-
нув увагу на проблеми, пов’язанi з виродженими або невизначеними матриця-
ми. Однiєю з його основних цiлей було знайти методи для оброблення таких
систем, де звичайне обернення не можна застосувати. Вiн запропонував поня-
ття псевдооберненої матрицi, що дозволяє знайти наближення ”оберненого”
елемента для вироджених матриць.

У 1960–1970-х роках розвиток теорiї псевдообернених операторiв отримав
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новий iмпульс завдяки роботам, присвяченим узагальнено оберненим опера-
торам. Одним iз важливих крокiв було введення загальних принципiв для
визначення псевдообернених операторiв у бiльш складних контекстах, зокре-
ма для операторiв, що дiють у нескiнченновимiрних просторах.

У 1970-х роках з’явилися першi дослiдження, якi стосуються псевдообер-
нених операторiв на нескiнченновимiрних просторах, зокрема для операторiв,
що виникають у теорiї крайових задач для диференцiальних рiвнянь. У цих
роботах було розглянуто застосування псевдообернених до задач iз некоре-
ктними даними, де традицiйнi методи обернення не могли бути застосованi.

У XXI столiттi дослiдження в галузi псевдообернених операторiв продов-
жуються, зокрема в контекстi застосування в iнженерiї, фiзицi та машинному
навчаннi. Псевдооберненi оператори активно використовуються для чисель-
них методiв, якi дозволяють ефективно розв’язувати граничнi задачi для опе-
раторiв, якi не мають стандартного оберненого оператора [36].

Застосування псевдообернених операторiв у сучасних методах машинно-
го навчання, зокрема в алгоритмах регресiї та класифiкацiї, також стало ва-
жливою темою дослiджень. Одним iз основних застосувань є використання
псевдообернених операторiв для розв’язання задач лiнiйної регресiї через ме-
тод найменших квадратiв, де псевдообернений оператор дозволяє обчислити
наближений розв’язок.

Псевдооберненi оператори використовуються в квантовiй механiцi для
аналiзу спектральних властивостей гамiльтонiанiв, якi можуть бути виро-
дженими або мати складну структуру власних значень. У теорiї керування
вони застосовуються для моделювання систем, де iснують невизначеностi, що
не дозволяють застосовувати звичайнi методи обернення.

У XXI столiттi псевдооберненi оператори знайшли широке застосування
в рiзних галузях науки. Вони стали важливим iнструментом для розв’язання
задач у квантовiй механiцi, теорiї поля, а також у теорiї керування та опти-
мiзацiї. У багатьох фiзичних задачах, зокрема у спектральному аналiзi, ви-
користовуються псевдооберненi оператори для знаходження власних значень
i розв’язкiв рiвнянь, що описують фiзичнi процеси.

Крiм того, псевдооберненi оператори активно застосовуються в теорiї ма-
шинного навчання. Вони використовуються для розв’язання задач регресiї,
оптимiзацiї та апроксимацiї, особливо коли маємо справу з виродженими або



38

некоректними даними. Зазначимо, що розвиток теорiї псевдообернених опе-
раторiв є досить активним i перспективним [114]. Це стосується подальшого
вдосконалення методiв для розв’язання складних крайових задач, що виника-
ють у нелiнiйних та багатовимiрних системах. Також велике значення має їх
застосування в аналiзi та синтезi складних систем, де виникають невизначе-
ностi та нестiйкостi. Розвиток методiв псевдообернених операторiв є важли-
вим кроком до вдосконалення чисельних методiв, зокрема для розв’язання
крайових задач для диференцiальних рiвнянь, що виникають у фiзицi та iн-
женерiї. Розвиток теорiї псевдообернених операторiв має значний вплив на
багато галузей науки та технiки. Вiд початкових робiт Мура та Пенроуза
до сучасних застосувань у iнженерiї, фiзицi та машинному навчаннi, псевдо-
оберненi оператори дозволяють розв’язувати складнi задачi з виродженими
або нестiйкими операторами. Теоретичнi та практичнi досягнення в цiй галузi
вiдкривають новi можливостi для дослiджень i розв’язання реальних задач.

У цiй частинi мова йтиме всюди тiльки про лiнiйнi перетворення та опе-
ратори. Данi означення з’являються ще в роботах Е. Дойча [83].

Нехай V iW—векторнi простори над довiльним полем, L(V,W )—множина
всiх лiнiйних перетворень, що дiють iз одного векторного простору V в iнший
векторний простiр W . Для лiнiйного перетворення A ∈ L(V,W ) через R(A)
й N(A) позначатимемо вiдповiдно образ (множину значень перетворення A)
та ядро A (множина елементiв x: AX = θ).
Означення 1.8. [83]. Нехай A ∈ L(V,W ). Лiнiйне перетворення B ∈
L(W,V ) називається напiвоберненим для A, якщо ABA = A.
Означення 1.9. [83]. Нехай A ∈ L(V,W ). Лiнiйне перетворення B ∈
L(W,V ) називається рефлексивно напiвоберненим для A, якщо ABA = A й
одночасно BAB = B.
Означення 1.10. [83]. Нехай A ∈ L(V,W ), H—пiдпростiр V такий, що
V = H⊕N(A), й нехай J пiдпростiр W такий, що W = R(A)⊕J. Тодi пара
(H, J) називається A-допустимою парою.

Наявнiсть пар (H, J) для будь-якого лiнiйного перетворення над вектор-
ними просторами випливає з того факту, що будь-який пiдпростiр векторного
простору має алгебраїчне доповнення.
Означення 1.11. [83]. Нехай A ∈ L(V,W ) й (H, J)—A-допустима пара.
Тодi вiдображення

A+
H,J : W → V,
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A+
H,Jy = A−1

H y1, y = y1 + y2, y1 ∈ R(A), y2 ∈ J

називається (H, J)-псевдооберненим до A.
У цьому означеннi вiдображення AH : H → R(A) дiє за наступним пра-

вилом: AHx = Ax, x ∈ H. Згiдно з теоремою 12 [83] це вiдображення має
лiнiйне обернене A−1

H .
Будь-яке псевдообернене вiдображення є також i рефлексивно напiво-

берненим. Для будь-якого лiнiйного вiдображення над векторними просто-
рами iснує псевдообернене. Таким чином, у нас є зв’язок мiж узагальнено-
оборотними перетвореннями та вiдповiдними пiдпросторами просторiв V та
W .

Узагальнення цих результатiв на випадок просторiв iз додатковою геоме-
тричною структурою не завжди можливо й потребує додаткових вимог.

Наприклад, у гiльбертовому просторi для того, щоб множина значень лi-
нiйного оператора була пiдпростором, вона повинна бути замкненою. У тако-
му випадку iснує ортогональне доповнення до цього пiдпростору. У банахово-
му просторi навiть умова замкненостi пiдпростору виявляється не достатньою
для iснування топологiчного доповнення до всього простору (про це йшла мо-
ва й попереднiй частинi). Наявнiсть скалярного добутку робить таку задачу
бiльш прозорою й конструктвиною. У сепарабельному гiльбертовому просто-
рi з ортонормованим базисом {ei} можна в аналiтичному виглядi будувати
ортогональнi доповнення до пiдпросторiв i вiдповiднi оператори ортогональ-
ного проєктування.

Оскiльки замкненiсть множини значень є суттєвою умовою, то серед кла-
су операторiв, що дiють iз одного банахового простору в iнший, видiляють
нормально-розв’язнi. Iснують декiлька еквiвалентних означень цього класу
операторiв.
Означення 1.12. Щiльно визначений оператор Q, що дiє з одного банахово-
го простору B1 в iнший B2, називається нормально-розв’язним, якщо його
множина значень замкнена: R(Q) = R(Q).

Надалi L(B1, B2) позначатимемо простiр лiнiйних неперервних операто-
рiв, що дiють iз одного простору Банаха в iнший.

Для множини M у банаховому просторi B та множини N у його спряже-
ному просторi B∗ видiляють наступнi поняття ортогональностi:

M⊥ = {f ∈ B∗ : < x, f >= 0, ∀x ∈M};
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⊥N = {x ∈ B : < x, f >= 0, ∀f ∈ N}.

У теорiї векторних просторiв над деяким полем K вiдомi такi факти [91].
Теорема 1.7. Нехай E—векторний простiр над K, (fi)1≤i≤n—скiнченна
лiнiйно-незалежна система форм на E∗. Лiнiйна форма f є лiнiйною ком-
бiнацiєю лiнiйних форм (fi)1≤i≤n тодi й тiльки тодi, коли

N(f) ⊃ ∩{N(fi) : 1 ≤ i ≤ n}.

Зокрема, якщо ∩{N(fi) : 1 ≤ i ≤ n} = {0}, то форми (fi)1≤i≤n породжують
простiр E∗; вiдповiдно в цьому випадку dim E∗ ≤ n та dim E ≤ n.

Для рiвнянь вигляду Qx = y з нормально-розв’язним оператором iснують
необхiднi й достатнi умови розв’язностi.
Теорема 1.8. Для того, щоб замкнений щiльно визначений оператор Q ∈
L(B1, B2), у якого R(Q) ̸= B2, був нормально розв’язним, необхiдно й до-
статньо, щоб виконувалась одна з наступних умов:

а) ⊥N(Q∗) = R(Q);
б) рiвняння Qx = y розв’язне лише для тих y ∈ B2, що задовольняють

умову
ϕ(y) = 0,

де ϕ —будь-який розв’язок однорiдного спряженого рiвняння

Q∗ϕ = 0.

Але ця теорема дає тiльки умови розв’язностi. Загальний розв’язок таких
рiвнянь можна визначити не завжди.

У випадку банахового простору оператор Q ∈ L(B1, B2) називається
узагальнено оборотним, якщо iснує оператор X ∈ L(B2, B1) такий, що
QXQ = Q [36]. Зауважимо, що у випадку лiнiйних векторних просторiв такий
оператор мав назву напiвоберненого. Оператор X називається узагальнено-
оберненим до оператора Q й позначається Q−. Зауважимо, що зi множини
узагальнено-оборотних до Q операторiв можна видiлити такий Y , що буде
виконуватися додаткова умова Y QY = Y . Якщо оператор має узагальнено-
обернений, тодi можна побудувати загальний розв’язок операторного рiвнян-
ня Qx = y. За певних додаткових умовах нормально-розв’язний оператор є
узагальнено-оборотним. А саме, є вiрним такий критерiй.
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Теорема 1.9. Для того, щоб оператор Q ∈ L(B1, B2) був узагальнено-
оборотним, необхiдно й достатньо, щоб:

1. Q був нормально-розв’язним оператором;
2. Пiдпростiр N(Q) мав пряме доповнення в B1;
3. Пiдпростiр R(Q) мав пряме доповнення в B2.

Лема 1.1. [36]. Якщо Q ∈ L(B1, B2)—замкнений оператор та iснує замкне-
ний лiнiйний пiдпростiр M простору B2 такий, що

B2 =M ⊕R(Q),

то Q є нормально-розв’язним оператором.
Якщо оператор Q вiдображає простiр B у себе, то справджується таке

твердження.
Теорема 1.10. [91] Нехай L—векторний пiдпростiр векторного простору
E. Всi його алгебраїчнi доповнення в E iзоморофнi, оскiльки кожне з них
iзоморфне факторпростору E/L.

Розмiрнiсть факторпростору E/L називається корозмiрнiстю (або фа-
кторрозмiрнiстю) пiдпростору L та позначають як корозмiрнiсть або роз-
мiрнiсть коядра (codim L або coker L).
Теорема 1.11. Нехай векторний простiр E є прямою сумою векторних
пiдпросторiв L та M . Тодi

(i) dim E = dim L+ dim M,

якщо
(ii) dim L(E/L) < +∞,

то
dim E/L = dim E − dim L (dim L = dim E − dim E/L).

Означення 1.13. [36]. Замкнений щiльно визначений оператор Q : B → B

називається зведено оборотним, якщо

B = N(Q)⊕R(Q).

Звичайно, що в гiльбертовому просторi нормальна розв’язнiсть еквiва-
лентна узагальненiй оборотностi. Будь-який скiнченновимiрний оператор є
узагальнено-оборотним (1 - 3 випливає з теореми 1.9).
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Якщо оператор Q ∈ L(H1, H2) дiє з простору Гiльберта H1 у простiр Гiль-
берта H2, то зi множини узагальнено-обернених операторiв Q− ∈ L(H2, H1)

можна обрати єдиний, що задовольняє властивостi:

1. QQ−Q = Q; 2. Q−QQ− = Q−;

3. (QQ−)∗ = QQ−; 4. (Q−Q)∗ = Q−Q.

Такий оператор називають псевдооберненим за Муром–Пенроузом [200] опе-
ратором i позначають Q+. Цей оператор має додатковi екстремальнi власти-
востi, на вiдмiну вiд звичайного узагальнено-оберненого [36]. Насправдi для
iснування Q+ достатньо виконання лише властивостей 1 та 3. Надалi буде-
мо писати, що Q ∈ PI(H1,H2), якщо оператор Q має псевдообернений за
Муром–Пенроузом оператор, PI(H1,H2) — множина всiх таких операторiв.
Екстремальна властивiсть оператора Q полягає в тому, що серед усiх еле-
ментiв, якi мiнiмiзують норму рiзницi (нев’язки) ||Qx− y||, елемент Q+y має
найменшу довжину.

Серед нормально-розв’язних операторiв видiляють декiлька класiв, якi
являють окремий iнтерес.

Нехай n = n(Q) = dimN(Q), d = d(Q) = dimN(Q∗). Iндекс оператора
визначається як indQ = n(Q)− d(Q) (див. [36]).

Згiдно з класифiкацiєю С. Крейна нормально-розв’язний замкнений опе-
ратор, у якого n(Q) або d(Q) скiнчене, називається n-нормальним або d-
нормальним оператором вiдповiдно.

У випадку, коли обидва числа n(Q) та d(Q) є скiнченними, оператор Q

називається нетеровим (фредгольмовим). Якщо ж додатково оператор Q є
оператором нульового iндексу, то вiн називається фредгольмовим (фредголь-
мовим iндексу ноль). Слiд зауважити, що в iноземнiй лiтературi останнi два
типи операторiв часто не розрiзняють i називають їх або фредгольмовими,
або F - операторами.

Вказанi вище теореми про представлення дають можливiсть отримати
конструкцiю узагальнено-оберненого до нетерового оператора з допомогою
спецiальних скiнченновимiрних операторiв, що додаються до вихiдного нете-
рового [36].

Це оператори проектування на ядро та образ нетерового оператора. Те-
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орiя узагальнено-обернених операторiв ефективно використовується при до-
слiдженнi рiвнянь iз оператором, що має вказанi вище властивостi.

1.4. Лiнiйнi рiвняння з обмеженим оператором

Добре вiдомим [39] є той факт, що для будь-якої прямокутної матрицi
розмiру m× n iснує псевдообернена за Муром—Пенроузом завдяки тому, що
довiльний скiнченновимiрний оператор має замкнену множину значень.

На жаль, такого результату для лiнiйних вiдображень у нескiнченновимiр-
них, навiть, у просторах Гiльберта не було через наявнiсть складнiшої геоме-
трiї. Як вiдомо, у просторах Гiльберта для довiльного лiнiйного обмеженого
оператора Q псевдообернений за Муром—Пенроузом оператор Q+ iснує тодi
й тiльки тодi, коли вiн є нормально-розв’язним (тобто має замкнену множи-
ну значень). Таким чином, умова замкненостi множини значень оператора L
видiляє пiдклас нормально-розв’язних операторiв, що мають псевдооберне-
ний [39]. Для просторiв Банаха та загальнiших топологiчних просторiв цiєї
умови виявляється недостатньо, навiть для того, щоб iснував узагальнено-
обернений оператор Q. Iснування такого оператора забезпечує умова допов-
нювальностi образу нормально-розв’язного оператора R(Q) = R(Q) та його
ядра N(Q). Для операторiв, що не мають замкненої множини значень, такої
завершеної теорiї не було розроблено до появи робiт [39]. У цьому пiдроздiлi
наводяться вiдповiднi конструкцiї для повноти картини. Саме таким питан-
ням й присвячено цей пiдроздiл, де розглядаються визначення та побудова
узагальнено-обернених операторiв до лiнiйних обмежених, що дiють у про-
сторах Фреше, Банаха та Гiльберта з не обов’язково замкненою множиною
значень. Для того щоб розв’язати цю задачу, пропонується розширити вихi-
дний простiр й оператор Q на нього таким чином, щоб розширений оператор
Q був нормально-розв’язним. Використовуючи розширений оператор Q, для
рiвняння Qx = y видiляють три типи розв’язкiв, якi гарантують їх iснування
за додаткових умов на правi частини. Нехай Q : H1 → H2 — довiльний лiнiй-
ний обмежений оператор, що дiє з простору Гiльберта H1 у простiр Гiльберта
H2. При цьому не припускається замкненiсть множини його значень.

Покажемо, як можна ввести поняття сильного псевдооберненого за Му-
ром—Пенроузом оператора для довiльного лiнiйного обмеженого оператора.
Ця конструкцiя була введена у роботах Бойчука О.А., Покутного О.О. [39].
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Зауважимо, що простори Гiльберта H1 та H2 можна розкласти в ортого-
нальнi суми:

H1 = N(Q)⊕X,H2 = R(Q)⊕ Y. (1.1)

В цьому випадку пiдпростiр X = N(Q)⊥, а пiдпростiр Y = R(Q)
⊥

є
ортогональними доповненнями до нуль-простору та замикання образу R(Q)
оператора Q. Виходячи з розкладiв (1.1) iснують оператори ортогонального
проєктування (ортопроєктори) PN(Q), PX та PR(Q),PY , що проєктують вихi-
днi простори на вiдповiднi пiдпростори PN(Q) : H1 → N(Q), PX : H1 → X,
PR(Q) : H2 → R(Q), PY : H2 → Y . Позначивши через H фактор-простiр
простору H1 за ядром N(Q) (H = H1/N(Q)) можна стверджувати, що iснує
неперервна бiєкцiя p : X → H та проєкцiя j : H1 → H. Згiдно усталеної
термiнологiї трiйка (H1, H, j) є локально тривiальним розшаруванням з ти-
повим шаром PN(Q)H. З допомогою введених вiдображень можна визначити
оператор

Q = PR(Q)Qj
−1p : X → R(Q) ⊂ R(Q).

В термiнах стрiлок та вiдображень маємо такий ланцюг

X
p−−→ H

j−1

−−→ H1

H1
Q−−→ H2

P
R(Q)−−−→ R(Q) ⊂ R(Q).

Так визначений оператор є лiнiйним, неперервним та iн’єктивним x1 ̸= x2,

тодi Qx1 ̸= Qx2). Тодi можна скористатися процесом поповнення за нормою
||x||X = ||x||F , де у якостi простору F = R(Q) береться замикання множини
значень оператора Q. Таким чином отримаємо новий простiр X й оператор
Q, що розширений на вiдповiдний простiр X який буде гомеоморфним до
простору R(Q) :

Q : X → R(Q), X ⊂ X.

Розширений оператор Q може бути визначений таким чином Q = QPX :

H1 → H2. Бiльше того справедливi будуть такi розклади

H1 = N(Q)⊕X, H2 = R(Q)⊕ Y.

Якщо x ∈ H1, то Qx = Qx. У роботi [39] було введено такi означення.
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Означення 1.14. Оператор Q
+
: H2 → H1 називається сильним псевдо-

оберненим до оператора Q.

Якщо оператор Q має замкнену множину значень, то псевдообернений до
нього Q+ спiвпадає з сильним псевдооберненим Q

+.
Наведемо приклад оператора iз незамкненою множиною значень, що був

наведений у монографiї [39].
Розглянемо оператор Q : l2 → l2 який визначається таким чином

Qx = Q(x1, x2, ..., xn, ...) = (0, x2,
x3
2
, ...,

xn
n− 1

, ...).

Ядро цього оператора складається з набору векторiв {α(1, 0, 0, ...), α ∈ R}.
Профакторизований оператор Q : l2 → l2 має такий вигляд:

Q(y1, y2, ..., yn, ...) = (y1,
y2
2
, ...,

yn
n
, ...).

У роботi [39] показано, що його множина значень незамкнена. Попов-
нивши простiр l2 за нормою ||x||H = ||Qx||l2, отримаємо розширений про-
стiр H ⊃ l2, у якому вiдповiдний розширений оператор буде нормально-
розв’язним. Простiр H досить широкий i мiстить у собi простiр обмежених
послiдовностей m. Таким чином, сильний псевдообернений Q

+
: l2 → H до

оператора Q має такий вигляд:

(Qstrong)
+x = Q

+
x = Q

+
(x1, x2, ..., xn, ...) = (0, x2, 2x3, ..., (n− 1)xn, ...).

У випадку просторiв Фреше та Банаха така конструкцiя має мiсце не зав-
жди. У тому випадку, коли вихiднi простори H1 та H2 є векторними просто-
рами, поняття узагальнено-оберненого оператора було введено ще в роботi
Е. Дойча [83] (про що йшла мова в попереднiй главi). За рахунок процесу
поповнення, про який говорилося вище, можна поширити це поняття й на
випадок просторiв Фреше та Банаха з необов’язково замкненою множиною
значень. Цей приклад наведено тут, оскiльки вiн буде використовуватися в
подальших дослiдженнях крайових задач для операторно-диференцiальних
рiвнянь.

У загальних топологiчних просторах, коли задано лiнiйний та обмежений
оператор Q, що дiє з простору Банаха (Фреше) B1 у простiр Банаха (Фре-
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ше) B2, додатково треба припускати доповнювальнiсть пiдпросторiв N(Q) та
R(Q), тобто що виконуються наступнi розклади у прямi суми пiдпросторiв:

B1 = N(Q)⊕X,B2 = R(Q)⊕ Y (1.2)

i вiдповiднi розклади одиницi:

IB1
= PN(Q) + PX , IB2

= PR(Q) + PY ,

де PN(Q), PX , PR(Q), PY — проектори на вiдповiднi пiдпростори. Доповнюваль-
нiсть пiдпросторiв є суттєвою умовою для iснування узагальнено-обернених
(або сильних узагальнено-обернених) операторiв. Цi розклади у просторах
Гiльберта завжди iснують, i тому поняття сильного псевдооберненого опера-
тора, на вiдмiну вiд поняття сильного узагальнено-оберненого, можна визна-
чити для довiльного лiнiйного обмеженого оператора.

Для бiльш загальних топологiчних просторiв можна ввести таке означен-
ня.

Означення 1.15. [39] Нехай Q : B1 → B2 — лiнiйний обмежений оператор,
що дiє з простору Банаха B1 у простiр Банаха B2, а пiдпростори X ⊂ B1

та Y ⊂ B2 такi, що виконується умова (1.2). Тодi пару (X, Y ) будемо
називати узагальненою Q-допустимою парою.

Розглянувши звужений оператор QX : X → R(Q), QXx = Qx, x ∈ X

(який буде лiнiйним, неперервним та iн’єктивним) та поповнивши простiр
X за нормою ||x|| = ||QXx||B2

й розширивши QX на поповнений простiр X

за неперервнiстю, отримаємо оператор QX . Далi конструкцiя аналогiчна до
вiдповiдної у просторi Гiльберта.

Означення 1.16. [39] Нехай Q ∈ L(B1, B2) та (X, Y ) — узагальнена Q-
допустима пара. Тодi вiдображення

Q−
X,Y : B2 → B1,

Q−
X,Y y = Q

−1
X y1, y = y1 + y2, y1 ∈ R(Q), y2 ∈ Y,

називатимемо сильним (X, Y )-узагальнено-оберненим до Q.

Безпосередньо з означення сильного (X, Y )-узагальнено-оберненого опе-
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ратора випливають наступнi властивостi:

QQ−
X,YQ = Q, Q−

X,YQQ
−
X,Y = Q−

X,Y на X,

або з замiною Q на QX :

QXQ
−
X,YQX = QX , Q−

X,YQXQ
−
X,Y = Q−

X,Y на X.

Аналогiв властивостей 3 та 4 (попереднього пiдроздiлу) з означення псевдо-
оберненого оператора в загальному випадку немає.
Зауваження 1.1. Аналогiчнi пiдходи можна застосовувати й у тому ви-
падкау, коли вихiднi простори є просторами Фреше. У такому випадку по-
повнювати слiд за злiченною системою напiвнорм. Насправдi запропонова-
ний пiдхiд залишається застосовним у випадку деяких бiльш загальних,
нiж Фреше локально-опуклих просторах, а вiдповiдне поповнення будується
за системою напiвнорм, що визначають топологiю простору.
Зауваження 1.2. Якщо вихiднi простори є просторами Гiльберта, то
сильний псевдообернений оператор Q

+ до оператора Q зi введеного вище
означення буде також i сильним (X, Y )-узагальнено оберненим до Q у сенсi
означення (1.16). Таким чином, у просторах Гiльберта довiльний лiнiйний
обмежений оператор має сильний (N(Q)⊥, R(Q)

⊥
)-узагальнено-обернений,

де X = N(Q)⊥, Y = R(Q)
⊥
.

Зауваження 1.3. На загальнi локально-опуклi простори означення, запро-
понованi вище, в загальному випадку перенести неможливо, тому, що, як
зазначалося у попередньому пiдроздiлi, факторпростiр повного локально-
опуклого простору за його замкненим пiдпростором може бути не повним.

Для отримання загального вигляду розв’язкiв крайових задач для
операторно-диференцiальних рiвнянь та їх класифiкацiї нам знадобляться
факти з теорiї лiнiйних операторних рiвнянь iз обмеженим оператором.

Розглянемо у просторах Банаха B1 та B2 лiнiйне рiвняння

Qx = y, (1.3)

де y— елемент простору B2, Q-такий лiнiйний обмежений оператор, що па-
ра (X, Y ) є узагальненою Q- допустимою. Вiдомо [36], що в загальному ви-
падку розв’язок такого рiвняння може iснувати не для всiх правих частин
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i може бути не єдиним. Коли розв’язку не iснує у звичайному сенсi, то ча-
сто знаходять такий елемент x = x ∈ B1, який мiнiмiзує норму нев’язки
||Qx−y||B2

= infx∈B1
||Qx−y||B2

. Його називають псевдо- або квазiрозв’язком
у залежностi вiд того, визначений вiн на просторах Гiльберта чи Банаха вiд-
повiдно [36]. Для iснування такого розв’язку умова замкненостi множини зна-
чень оператора Q є суттєвою, але в загальному випадку така варiацiйна зада-
ча може не мати розв’язку. Для розв’язання такої задачi й використовуються
наведенi вище конструкцiї. Бiльше того, екстремальний елемент може нале-
жати не вихiдному простору B1, а вiдповiдному розширеному простору B1.

Далi введемо такi означення розв’язкiв для рiвняння (1.3), якi гарантують
їх iснування в тому чи iншому сенсi.

Використавши побудовану вище конструкцiю, розширимо вихiдний про-
стiр B1 i оператор Q, заданий на ньому таким чином, щоб варiацiйна задача
на розширеному просторi завжди мала розв’язки у певному сенсi. Вiдобра-
ження, яке буде встановлювати вiдповiднiсть мiж розв’язками та правими
частинами, в загальному випадку виявляється багатозначним.

Означення узагальнених розв’язкiв. Основнi результати сформулюємо у
просторах Банаха та Гiльберта. У цьому випадку для рiвняння (1.3) будемо
видiляти такi три типи розв’язкiв.

1) Класичнi розв’язки.
Розглянемо випадок, коли оператор Q нормально-розв’язний. Тодi, як

вiдомо [36], [39] неоднорiднiсть y ∈ R(Q) у рiвняннi (1.3) належить обра-
зу оператора тодi й тiльки тодi, коли PN(Q∗)y = 0. У цьому випадку iснує
узагальнено-обернений оператор Q− або у випадку просторiв Гiльберта псев-
дообернений за Муром–Пенроузом операторQ+, за допомогою яких множина
розв’язкiв рiвняння (1.3) у просторi Банаха має вигляд

x = Q−y + PN(Q)c, ∀c ∈ B1,

а у просторi Гiльберта

x = Q+y + PN(Q)c, ∀c ∈ H1.

2) Сильнi узагальненi розв’язки.
Розглянемо випадок, коли множина значень оператора Q не є замкненою.
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Оскiльки оператор Q має (X, Y )—узагальнену Q - допустиму пару, то для
просторiв B1 та B2 виконується розклад (1.2).

Тодi ми можемо вести мову про сильний узагальнений розв’язок рiвняння
(1.3). Оскiльки оператор QX здiйснює гомеоморфiзм мiж просторами X та
R(Q), то iснує Q−1

X та коректним буде наступне означення.
Означення 1.17. Елемент Q

−1
X y будемо називати сильним узагальненим

розв’язком рiвняння (1.3), якщо y ∈ R(Q).
Тодi множина всiх сильних узагальнених розв’язкiв рiвняння (1.3) буде

мати вигляд
x = Q−

X,Y y + PN(Q)c, ∀c ∈ B1,

а оператор Q−
X,Y y := Q

−1
X y1, де y = y1 + y2, y1 ∈ R(Q), y2 ∈ Y .

У просторi Гiльберта ця множина може бути представлена в такому ви-
глядi:

x = Q+y + PN(Q)c, ∀c ∈ H1.

3) Узагальненi квазiрозв’язки.
Розглянемо випадок, коли y /∈ R(Q). Для елемента y це рiвносильно вико-

нанню умови PN(Q∗)y ̸= 0. У цьому випадку сильних узагальнених розв’язкiв
не iснує, але iснують такi елементи з X, що є розв’язками варiацiйної задачi
inf ||Qx− y||B2

, де Q = QXPX та iнфiмум береться по всiх елементах x ∈ X.
Цi елементи й будемо називати узагальненими квазiрозв’язками.
Означення 1.18. Довiльний елемент зi множини {Q−

X,Y y+PN(Q)c}c∈B1
бу-

демо називати узагальненим квазiрозв’язком рiвняння (1.3).
Означення 1.19. Зазначимо, що якщо R(Q) = R(Q), то узагальненi ква-
зiрозв’язки спiвпадають зi звичайними квазiрозв’язками.
Зауваження 1.4. З наведеного вище означення елемент Q−

X,Y y може мати
не найменшу норму на вiдповiдному просторi, на вiдмiну вiд Q+

y.
Основним твердженням, яке використовується при отриманнi результатiв,

що представленi в дисертацiї, є наступна теорема [39].
Теорема 1.12. Нехай для оператора Q iснує (X, Y ) узагальнена Q—
допустима пара.

a) 1. Сильнi узагальненi розв’язки рiвняння (1.3) iснують тодi й тiльки
тодi, коли елемент y ∈ B2 задовольняє умову

PN(Q
∗
)y = 0; (1.4)
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якщо y ∈ R(Q), то отриманi розв’язки будуть класичними.
2. Якщо умова (1.4) виконується, то множина сильних узагальнених

розв’язкiв рiвняння (1.3) буде мати вигляд

x = Q−
X,Y y + PN(Q)c, ∀c ∈ B1;

(У випадку просторiв Гiльберта множина сильних узагальнених розв’язкiв
рiвняння (1.3) буде мати вигляд x = Q

+
y + PN(Q)c, ∀c ∈ H1.)

b) 1. Узагальненi квазiрозв’язки рiвняння (1.3) iснують тодi й тiльки
тодi, коли елемент y ∈ B2 задовольняє умову

PN(Q
∗
)y ̸= 0. (1.5)

(У випадку просторiв Гiльберта узагальненi псевдорозв’язки рiвняння (1.3)
iснують тодi й тiльки тодi, коли елемент y ∈ H2 задовольняє умову
(φ, y) ̸= 0.)

2. Якщо умова (1.5) виконується, то множина узагальнених квазi-
розв’язкiв буде мати вигляд

x = Q−
X,Y y + PN(Q)c, ∀c ∈ B1.

(у просторi Гiльберта множина узагальнених псевдорозв’язкiв буде мати
вигляд x = Q

+
y + PN(Q)c, ∀c ∈ H1).

Зауваження 1.5. У просторах Гiльберта зазначенi вище проєктори бу-
дуть ортопроєкторами.

1.5. Перспективи дослiджень

Наведемо у цiй частинi декiлька задач, якi можуть бути розв’язанi, зав-
дяки запропонованiй у дисертацiї методицi.

1. Зв’язанi системи лiнiйних операторних рiвнянь Сильвeстра.
Розглянемо наступну систему зв’язаних рiвнянь Сильвeстра у просторi

Гiльберта:

AiiXi(ε) +Xi(ε)Bii + ε

 n∑
k=1,k ̸=i

AikXk(ε)

+ (1.6)
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+ε2

 n∑
k=1,k ̸=i

BikXk(ε)

 = Hi + εH i + ε2H̃i i = 1, n.

Тут Aij, Bij, Hi, H i, H̃i ∈ L(H), i, j = 1, n - лiнiйнi та обмеженi операто-
ри, що дiють у гiльбертовому просторi H. Необхiдно знайти достатнi умови
iснування розв’язкiв Xi(ε) даної системи у двох випадках (Xi(ε) — лiнiйнi та
обмеженi оператори).

а) Породжуюча система рiвнянь (ε = 0) має розв’язки;
б) Породжуюча система не має розв’язкiв.
Дана задача має бути дослiджена й у тому випадку, коли вiдповiдний

породжуючий оператор має незамкнену множину значень.
Аналогiчно можна дослiдити задачу, де сумування вiдбувається до εk.
2. Зв’язанi системи нелiнiйних операторних рiвнянь Сильвестра.
Розглянемо наступну систему зв’язаних рiвнянь Сильвестра у просторi

Гiльберта:

AiiXi(ε) +Xi(ε)Bii+

+εRi(X1(ε), X2(ε), ..., Xi−1(ε), Xi+1(ε), ..., Xn(ε))+

+ε2R̃i(X1(ε), X2(ε), ..., Xi−1(ε), Xi+1(ε), ..., Xn(ε)) = Hi. i = 1, n.

Тут Aii, Bii, Hi ∈ L(H), — i = 1, n — лiнiйнi та обмеженi оператори,
що дiють у гiльбертовому просторi H. Нелiнiйностi Ri, R̃i задовольняють
додатковi обмеження.

Необхiдно знайти необхiднi та достатнi умови iснування розв’язкiв такої
системи за умови, що породжуюча система (ε = 0) має розв’язки й вiдповiднi
розв’язки Xi(ε) при ε→ 0 прямують до розв’язкiв X0

i породжуючої задачi

AiiX
0
i +X0

iBii = Hi, i = 1, n. (1.7)

Дана задача має бути дослiджена й у тому випадку, коли вiдповiдний
породжуючий оператор має незамкнену множину значень.

3. Розглянемо наступну систему керування зв’язаних рiвнянь Сильвестра
у просторi Гiльберта
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AiiXi(ε) +Xi(ε)Bii + ε

 n∑
k=1, k ̸=i

AikXk(ε)

+ (1.8)

+ε2

 n∑
k=1, k ̸=i

BikXk(ε)

+ CiUi = Hi + εH i + ε2H̃i(t), i = 1, n.

Тут Aij, Bij, Ci, Hi, H i, H̃i(t) ∈ L(H), i = 1, n — лiнiйнi та обмеженi опера-
тори, що дiють у гiльбертовому просторi H. Необхiдно знайти достатнi умови
iснування розв’язкiв Xi системи (1.6) за додаткових умов

ℓiXi(ε) = αi, i = 1, n, (1.9)

де ℓi, i = 1, n, — лiнiйнi та обмеженi оператори, що дiють з простору H у
простiр H1 (ℓi ∈ L(H,H1)), αi ∈ H1 у двох випадках (Xi(ε) — лiнiйнi та
обмеженi оператори).

а) Породжуюча система рiвнянь (ε = 0) має розв’язки.
б) Породжуюча система не має розв’язкiв.
Бiльше того, необхiдно знайти умови на норми розв’язкiв Xi в залежностi

вiд норм Ui та αi (аналоги так званих умов input to state stability).
Дана задача має бути дослiджена й у тому випадку, коли вiдповiдний по-

роджуючий оператор має незамкнену множину значень. Оператор крайових
умов пiсля пiдстановки вiдповiдних розв’язкiв теж може мати незамкнену
множину значень.

4. Зв’язанi системи керування нелiнiйних операторних рiвнянь Сильве-
стра.

Розглянемо наступну систему зв’язаних рiвнянь Сильвестра у просторi
Гiльберта:

AiiXi(ε) +Xi(ε)Bii+

+εRi(X1(ε), X2(ε), ..., Xi−1(ε), Xi+1(ε), ..., Xn(ε))+

+ε2R̃i(X1(ε), X2(ε), ..., Xi−1(ε), Xi+1(ε), ..., Xn(ε)) + CiUi = Hi, i = 1, n.

Тут Aii, Bii, Ci, Hi ∈ L(H), i = 1, n — лiнiйнi та обмеженi оператори, що
дiють в гiльбертовому просторi H з додатковими умовами
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ℓiXi(ε) = αi. (1.10)

Потрiбно знайти необхiднi та достатнi умови iснування розв’язкiв такої
системи за умови, що породжуюча система (ε = 0) має розв’язки.

Бiльше того, необхiдно знайти умови на норми розв’язкiв Xi в залежно-
стi вiд норм Ui та αi (аналоги так званих умов input to state stability). На
нелiнiйностi Ri, R̃i накладаються додатковi умови.

Дана задача має бути дослiджена й у тому випадку, коли вiдповiдний по-
роджуючий оператор має незамкнену множину значень. Оператор крайових
умов пiсля пiдстановки вiдповiдних розв’язкiв теж може мати незамкнену
множину значень.

5. Зв’язанi системи лiнiйних операторно-диференцiальних рiвнянь Силь-
вестра.

Розглянемо наступну крайову задачу для операторно-диференцiальних
систем зв’язаних рiвнянь Сильвестра у просторi Гiльберта:

dXi(t, ε)

dt
= Aii(t)Xi(t, ε) +Xi(t, ε)Bii(t)+

+ε
(∑n

k=1, k ̸=iAikXk(t, ε)
)
+ ε2

(∑n
k=1, k ̸=iBikXk(t, ε)

)
+

+Hi(t) + εH i(t) + ε2H̃i(t), i = 1, n, t ∈ J,

ℓiXi(·, ε) = αi. (1.11)

Тут Aij(t), Bij(t), Hi(t), H i(t), H̃i(t) ∈ L(H), i, j = 1, n, — лiнiйнi та обме-
женi оператори, що при кожному t ∈ J дiють у гiльбертовому просторi H
(t ∈ J, J ⊂ R). Лiнiйнi та обмеженi оператори ℓi переводять розв’язки
операторно-диференцiальної системи в деякий простiр Гiльберта H1, αi ∈ H1.

Необхiдно знайти достатнi умови iснування розв’язкiв Xi(t, ε) системи
(1.6) у двох випадках (Xi(t, ε) — лiнiйнi та обмеженi оператори).

а) Породжуюча крайова задача (ε = 0) має розв’язки.
б) Породжуюча крайова задача не має розв’язкiв.
Така задача являє окремий iнтерес у випадку постiйних операторних кое-

фiцiєнтiв (Aii(t) = Aii, Bii(t) = Bii) так i у випадку необмежених операторних
коефiцiєнтiв. Бiльше того, окремим випадком є дослiдження розв’язкiв таких
задач на всiй осi (з крайовими умовами на нескiнченностi).
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Дана задача має бути дослiджена й у тому випадку, коли вiдповiдний по-
роджуючий оператор має незамкнену множину значень. Оператор крайових
умов пiсля пiдстановки вiдповiдних розв’язкiв теж може мати незамкнену
множину значень.

6. Зв’язанi системи нелiнiйних операторно-диференцiальних рiвнянь
Сильвестра.

Розглянемо наступну крайову задачу для операторно-диференцiальних
нелiнiйних систем зв’язаних рiвнянь Сильвестра у просторi Гiльберта:

dXi(t, ε)

dt
= Aii(t)Xi(t, ε) +Xi(t, ε)Bii(t)+

+εRi(X1(t, ε), X2(t, ε), ..., Xi−1(t, ε), Xi+1(t, ε), ..., Xn(t, ε))+

+ε2R̃i(X1(t, ε), X2(t, ε), ..., Xi−1(t, ε), Xi+1(t, ε), ..., Xn(t, ε))+

+Hi(t), i = 1, n,

ℓiXi(·, ε) = αi. (1.12)

Тут Aij(t), Bii(t), Hi(t), H i(t) ∈ L(H), i, j = 1, n, — лiнiйнi та обмеже-
нi оператори, що при кожному t ∈ J дiють в гiльбертовому просторi H

(t ∈ J, J ⊂ R). Лiнiйнi та обмеженi оператори ℓi переводять розв’язки
операторно-диференцiальної системи в деякий простiр Гiльберта H1, αi ∈ H1.

Потрiбно знайти необхiднi та достатнi умови iснування розв’язкiв такої
системи за умови, що породжуюча система (ε = 0) має розв’язки й вiдповiднi
розв’язки Xi(t, ε) при ε → 0 прямують до розв’язкiв X0

i (t) породжуючої
крайової задачi

dX0
i (t)

dt
= Aii(t)X

0
i (t) +X0

i (t)Bii(t) +Hi(t), i = 1, n, (1.13)

ℓiX
0
i (·) = αi. (1.14)

Дана задача має бути дослiджена й у тому випадку, коли вiдповiдний по-
роджуючий оператор має незамкнену множину значень. Оператор крайових
умов пiсля пiдстановки вiдповiдних розв’язкiв теж може мати незамкнену
множину значень.

7. Розглянемо наступну операторно-диференцiальну крайову задачу для
системи керування зв’язаних рiвнянь Сильвестра у просторi Гiльберта:
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dXi(t, ε)

dt
= Aii(t)Xi(t, ε) +Xi(t, ε)Bii(t)+

+ε
(∑n

k=1, k ̸=iAikXk(ε)
)
+ ε2

(∑n
k=1, k ̸=iBikXk(ε)

)
+

+Ci(t)Ui +Hi(t) + εH i(t) + ε2H̃i(t), i = 1, n

ℓiXi(·, ε) = αi. i = 1, n (1.15)

Тут Aij(t), Bij(t), Hi(t), H i(t), H̃i(t) ∈ L(H), i, j = 1, n — лiнiйнi та обме-
женi оператори, що при кожному t ∈ J дiють в гiльбертовому просторi
H (t ∈ J, J ⊂ R). Лiнiйнi та обмеженi оператори ℓi переводять розв’язки
операторно-диференцiальної системи у деякий простiр Гiльберта H1, αi ∈ H1.
Задача роглядається у двох випадках (Xi(t, ε) — лiнiйнi та обмеженi опера-
тори).

а) Породжуюча задача (ε = 0) має розв’язки;
б) Породжуюча задача не має розв’язкiв.
Бiльше того, необхiдно знайти умови на норми розв’язкiв Xi в залежностi

вiд норм Ui та αi (аналоги так званих умов input to state stability).
Дана задача має бути дослiджена й у тому випадку, коли вiдповiдний по-

роджуючий оператор має незамкнену множину значень. Оператор крайових
умов пiсля пiдстановки вiдповiдних розв’язкiв теж може мати незамкнену
множину значень.

8. Зв’язанi системи керування нелiнiйних операторних рiвнянь Сильве-
стра.

Розглянемо наступну систему зв’язаних рiвнянь Сильвестра у просторi
Гiльберта:

dXi(t, ε)

dt
= Aii(t)Xi(t, ε) +Xi(t, ε)Bii(t)+

+εRi(X1(t, ε), X2(t, ε), ..., Xi−1(t, ε), Xi+1(t, ε), ..., Xn(t, ε))+

+ε2R̃i(X1(t, ε), X2(t, ε), ..., Xi−1(t, ε), Xi+1(t, ε), ..., Xn(t, ε))+

+Ci(t)Ui +Hi(t), i = 1, n,

ℓiXi(·, ε) = αi. (1.16)

Тут Aii(t), Bii(t), Hi(t), H i(t) ∈ L(H), i, j = 1, n — лiнiйнi та обмеже-
нi оператори, що при кожному t ∈ J дiють в гiльбертовому просторi H

(t ∈ J, J ⊂ R). Лiнiйнi та обмеженi оператори ℓi переводять розв’язки
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операторно-диференцiальної системи в деякий простiр Гiльберта H1, αi ∈ H1.
Задача роглядається у двох випадках (Xi(t, ε) — лiнiйнi та обмеженi опера-
тори).

Необхiдно знайти необхiднi та достатнi умови iснування розв’язкiв такої
системи за умови, що породжуюча система (ε = 0) має розв’язки й вiдповiднi
розв’язки Xi(ε) при ε→ 0 прямують до розв’язкiв X0

i породжуючої задачi

dX0
i (t)

dt
= Aii(t)X

0
i (t) +X0

i (t)Bii(t) +Hi(t), i = 1, n, (1.17)

ℓiX
0
i (·, ε) = αi. (1.18)

Бiльше того, необхiдно знайти умови на норми розв’язкiв Xi в залежностi
вiд норм Ui та αi (аналоги так званих умов input to state stability). На нелi-
нiйностi Ri, R̃i накладаються додатковi умови, що залежать вiд умов задачi.

Дана задача має бути дослiджена й у тому випадку, коли вiдповiдний по-
роджуючий оператор має незамкнену множину значень. Оператор крайових
умов пiсля пiдстановки вiдповiдних розв’язкiв теж може мати незамкнену
множину значень. Чи можна аналогiчну задачу розв’язати у випадку, коли
присутнi нелiнiйностi за ступенями вище, нiж 2, при εk?

9. Зв’язанi системи лiнiйних операторно-диференцiальних рiвнянь Cиль-
вестра з iмпульсами.

Розглянемо наступну крайову задачу для операторно-диференцiальних
систем зв’язаних рiвнянь Сильвестра у просторi Гiльберта з iмпульсними
умовами:

dXi(t,ε)
dt = Aii(t)Xi(t, ε) +Xi(t, ε)Bii(t)+

ε
(
+
∑n

k=1, k ̸=iAikXk(t, ε)
)
+ ε2

(∑n
k=1, k ̸=iBikXk(t, ε)

)
+

+Hi(t) + εH i(t) + ε2H̃i(t), i = 1, n, t ∈ J

ℓiXi(·, ε) = αi, (1.19)

ϕjixi(·, ε) := EjXi(τj+, ε)− (Ej + Sj)Xi(τj−, ε) = Gj
i , j = 1, p. (1.20)

Тут Aij(t), Bij(t), Hi(t), H i(t), H̃i(t) ∈ L(H), i, j = 1, n — лiнiйнi та
обмеженi оператори, що при кожному t ∈ J дiють в гiльбертовому про-
сторi H (t ∈ J, J ⊂ R). Лiнiйнi та обмеженi оператори ℓi переводять
розв’язки операторно-диференцiальної системи в деякий простiр Гiльберта
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H1, αi ∈ H1. Ej, Sj — лiнiйнi та обмеженi оператори у функцiональних про-
сторах, що переводять вiдповiднi розв’язки в деякий простiр Гiльберта H3,
Gj
i ∈ L(H3) з певними додатковими умовами продовжуваностi через точки

розриву τj, j = 1, p.
Необхiдно знайти достатнi умови iснування розв’язкiв Xi(t, ε) вiдповiдної

крайовох задачi у двох випадках (Xi(t, ε) — лiнiйнi та обмеженi оператори).
а) Породжуюча крайова задача (ε = 0) має розв’язки;
б) Породжуюча крайова задача не має розв’язкiв.
Така задача являє собою окремий iнтерес як у випадку постiйних опе-

раторних коефiцiєнтiв (Aii(t) = Aii, Bii(t) = Bii), так i у випадку необмеже-
них операторних коефiцiєнтiв. Бiльше того, окремим випадком є дослiдження
розв’язкiв таких задач на всiй осi (з крайовими умовами на нескiнченностi).

Дана задача має бути дослiджена й у тому випадку, коли вiдповiдний по-
роджуючий оператор має незамкнену множину значень. Оператор крайових
умов пiсля пiдстановки вiдповiдних розв’язкiв теж може мати незамкнену
множину значень.

10. Зв’язанi системи нелiнiйних операторно-диференцiальних рiвнянь
Сильвестра.

Розглянемо наступну крайову задачу для операторно-диференцiальних
нелiнiйних систем зв’язаних рiвнянь Сильвестра у просторi Гiльберта з iм-
пульсами:

dXi(t, ε)

dt
= Aii(t)Xi(t, ε) +Xi(t, ε)Bii(t)+

+εRi(X1(t, ε), X2(t, ε), ..., Xi−1(t, ε), Xi+1(t, ε), ..., Xn(t, ε))+

+ε2R̃i(X1(t, ε), X2(t, ε), ..., Xi−1(t, ε), Xi+1(t, ε), ..., Xn(t, ε))+

+Hi(t), i = 1, n,

ℓiXi(·, ε) = αi. (1.21)

ϕjiXi(·, ε) := EjXi(τj+, ε)− (Ej + Sj)Xi(τj−, ε) = Gj
i , j = 1, p. (1.22)

Тут Aij(t), Bii(t), Hi(t), H i(t) ∈ L(H), i, j = 1, n — лiнiйнi та обмеженi опера-
тори, що при кожному t ∈ J дiють у гiльбертовому просторi H (t ∈ J, J ⊂
R). Лiнiйнi та обмеженi оператори ℓi переводять розв’язки операторно-
диференцiальної системи в деякий простiр Гiльберта H1, αi ∈ H1. Ej, Sj —
лiнiйнi та обмеженi оператори у функцiональних просторах, що переводять
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вiдповiднi розв’язки в деякий простiр Гiльберта H3, Gj
i ∈ L(H3) з певни-

ми додатковими умовами продовжуваностi через точки розриву τj, j = 1, p.
Нелiнiйностi Ri, R̃i задовольняють додатковим умовам.

Необхiдно знайти необхiднi та достатнi умови iснування розв’язкiв такої
системи за умови, що породжуюча система (ε = 0) має розв’язки й вiдповiднi
розв’язки Xi(t, ε) при ε → 0 прямують до розв’язкiв X0

i (t) породжуючої
крайової задачi

dX0
i (t)

dt
= Aii(t)X

0
i (t) +X0

i (t)Bii(t) +Hi(t), i = 1, n. (1.23)

ℓiX
0
i (·) = αi. (1.24)

ϕjiX
0
i (·, ε) := EjX

0
i (τj+)− (Ej + Sj)X

0
i (τj−) = Gj

i , j = 1, p. (1.25)

Дана задача має бути дослiджена й у тому випадку, коли вiдповiдний по-
роджуючий оператор має незамкнену множину значень. Оператор крайових
умов пiсля пiдстановки вiдповiдних розв’язкiв теж може мати незамкнену
множину значень.

11. Розглянемо наступну операторно-диференцiальну крайову задачу для
системи керування зв’язаних рiвнянь Сильвестра у просторi Гiльберта:

dXi(t, ε)

dt
= Aii(t)Xi(t, ε) +Xi(t, ε)Bii(t)+

+ε
(∑n

k=1,k ̸=iAikXk(ε)
)
+ ε2

(∑n
k=1,k ̸=iBikXk(ε)

)
+

+Ci(t)Ui +Hi(t) + εH i(t) + ε2H̃i(t), i = 1, n,

ℓiXi(·, ε) = αi, i = 1, n, (1.26)

ϕjiXi(·, ε) := EjXi(τj+, ε)− (Ej + Sj)Xi(τj−, ε) = Gj
i , j = 1, p. (1.27)

Тут Aij(t), Bij(t), Hi(t), H i(t), H̃i(t) ∈ L(H), i, j = 1, n — лiнiйнi та
обмеженi оператори, що при кожному t ∈ J дiють у гiльбертовому про-
сторi H (t ∈ J, J ⊂ R). Лiнiйнi та обмеженi оператори ℓi переводять
розв’язки операторно-диференцiальної системи в деякий простiр Гiльберта
H1, αi ∈ H1. Ej, Sj — лiнiйнi та обмеженi оператори у функцiональних про-
сторах, що переводять вiдповiднi розв’язки в деякий простiр Гiльберта H3,
Gj
i ∈ L(H3) з певними додатковими умовами продовжуваностi через точки

розриву τj, j = 1, p. Задача роглядається у двох випадках (Xi(t, ε) — лiнiйнi
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та обмеженi оператори).
а) Породжуюча задача (ε = 0) має розв’язки.
б) Породжуюча задача не має розв’язкiв.
Бiльше того, необхiдно знайти умови на норми розв’язкiв Xi в залежностi

вiд норм Ui та αi (аналоги так званих умов input to state stability).
Дана задача має бути дослiджена й у тому випадку, коли вiдповiдний по-

роджуючий оператор має незамкнену множину значень. Оператор крайових
умов пiсля пiдстановки вiдповiдних розв’язкiв теж може мати незамкнену
множину значень.

12. Зв’язанi системи керування нелiнiйних операторних рiвнянь Сильве-
стра.

Розглянемо наступну систему зв’язаних рiвнянь Сильвестра у просторi
Гiльберта з iмпульсами:

dXi(t, ε)

dt
= Aii(t)Xi(t, ε) +Xi(t, ε)Bii(t)+

+εRi(X1(t, ε), X2(t, ε), ..., Xi−1(t, ε), Xi+1(t, ε), ..., Xn(t, ε))+

+ε2R̃i(X1(t, ε), X2(t, ε), ..., Xi−1(t, ε), Xi+1(t, ε), ..., Xn(t, ε))+

+Ci(t)Ui +Hi(t), i = 1, n,

ℓiXi(·, ε) = αi, (1.28)

ϕjiXi(·, ε) := EjXi(τj+, ε)− (Ej + Sj)Xi(τj−, ε) = Gj
i , j = 1, p. (1.29)

Тут Aij(t), Bii(t), Hi(t), H i(t) ∈ L(H), i, j = 1, n — лiнiйнi та обмеже-
нi оператори, що при кожному t ∈ J дiють у гiльбертовому просторi H

(t ∈ J, J ⊂ R). Лiнiйнi та обмеженi оператори ℓi переводять розв’язки
операторно-диференцiальної системи в деякий простiр Гiльберта H1, αi ∈ H1.
Ej, Sj — лiнiйнi та обмеженi оператори у функцiональних просторах, що пе-
реводять вiдповiднi розв’язки в деякий простiр Гiльберта H3, Gj

i ∈ L(H3) з
певними додатковими умовами продовжуваностi через точки розриву τj, j =
1, p. Задача роглядається у двох випадках (Xi(t, ε) — лiнiйнi та обмеженi
оператори).

Необхiдно знайти необхiднi та достатнi умови iснування розв’язкiв такої
системи за умови, що породжуюча система (ε = 0) має розв’язки й вiдповiднi
розв’язки Xi(ε) при ε→ 0 прямують до розв’язкiв X0

i породжуючої задачi
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dX0
i (t)

dt
= Aii(t)X

0
i (t) +X0

i (t)Bii(t) +Hi(t), i = 1, n, (1.30)

ℓiX
0
i (·, ε) = αi, (1.31)

ϕjiX
0
i (·) := EjX

0
i (τj+)− (Ej + Sj)X

0
i (τj−) = Gj

i , j = 1, p. (1.32)

Бiльше того, необхiдно знайти умови на норми розв’язкiв Xi в залежностi
вiд норм Ui та αi (аналоги так званих умов input to state stability).

Умови на нелiнiйностi Ri залежать вiд вiдповiдної задачi й будуть визна-
ченi окремо. Вони вiдрiзняються при отриманнi необхiдних та достатнiх умов.
Звичайно, що для того, щоб задовольнити необхiднi умови вiд нелiнiйностей
Ri, треба менше вимог, нiж при отриманнi достатнiх умов. I досi питання мi-
нiмальної гладкостi при дослiдженнi таких задач є нетривiальною задачею.
Для отримання певних оцiнок iнколи достатньо вимагати вiд нелiнiйностей
лише умови аналогу лiпшицевостi. Але при цьому сталi Лiпшиця можуть за-
лежати вiд параметра ε. Зазвичай вимагають диференцiйовностi за Фреше в
околi породжуючого розв’язку лiнiйної породжуючої задачi. Для того, щоб
необхiдна та достатня умови iснування спiвпадали, вимагають iще додатково
оборотностi вiдповiдного оператора похiдної Фреше. Це аналог умови просто-
ти кореня рiвняння для породжуючих амплiтуд у випадку перiодичної задачi
для звичайної нелiнiйної системи диференцiальних рiвнянь.

Дана задача має бути дослiджена й у тому випадку, коли вiдповiдний по-
роджуючий оператор має незамкнену множину значень. Оператор крайових
умов пiсля пiдстановки вiдповiдних розв’язкiв теж може мати незамкнену
множину значень.

Зауваження 1.6. Зауважимо, що аналогiчнi задачi можна розглядати у
випадку рiзницевих операторних крайових задач для системи рiвнянь Ля-
пунова та задач на часових шкалах.

Концепцiя input-to-state stability (ISS) введена у роботах E. Д. Зонтага
[224], [225], [223] для звичайних диференцiальних рiвнянь (ODE), яка об’єднує
класичну теорiю Ляпунова, теорiю стiйкостi входу-виходу та має широке за-
стосування в теорiї нелiнiйного керування, зокрема для надiйної стабiлiзацiї
нелiнiйних систем.

У роботi [214] розроблено iнструменти для дослiдження властивостей
input-to-state stability (ISS) нескiнченновимiрних систем керування. Будую-
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ться локальнi i глобальнi функцiї ISS Ляпунова для абстрактних рiвнянь у
банахових просторах. Доведено принцип лiнеаризацiї, який дозволяє побуду-
вати локальну функцiю ISS Ляпунова для системи, лiнiйним наближенням
якої є система рiвнянь Ляпунова.

У роботi [215] розглянуто iмпульснi системи, якi мають ISS функцiю Ля-
пунова. Забезпечено побудову локальних функцiй ISS Ляпунова методом лi-
неаризацiї. Результати узагальнюються на випадок банахового простору.

У роботi [216] дослiджено стiйкiсть нелiнiйної системи для параболiчного
рiвняння в частинних похiдних (PDE), на яку впливають зовнiшнi збурен-
ня. Авторами розроблено пiдхiд для побудови вiдповiдної коерцитивної фун-
кцiї Ляпунова, за допомогою якої встановлюється коректнiсть розглянутої
системи та встановлюються умови, якi гарантують властивiсть input-to-state
stability (ISS).

У роботах тих же вчених показано, що iснування некоерцитивних функцiй
Ляпунова передбачає нормо-iнтегральну стiйкiсть для рiвняння теплопровiд-
ностi з граничними умовами Дiрiхле. Ця властивiсть, у свою чергу, еквiвален-
тна input-to-state stability, якщо система задовольняє певнi м’якi припущення
щодо регулярностi.

У статтi [217] розроблено метод орiєнтованих многовидiв для дослiдження
геометричних властивостей множин траєкторiй нелiнiйних диференцiальних
систем iз керуванням. Новий метод дослiдження стiйкостi нелiнiйних збу-
рених диференцiальних систем започатковано на концепцiї матричнозначних
функцiй Ляпунова. Цей метод узагальнено для систем iз iмпульсною дiєю, ди-
ференцiальних рiвнянь iз розривними правими частинами та для гiбридних
систем. Розроблений метод орiєнтованих многовидiв звiв проблему керова-
ностi до дослiдження розв’язностi диференцiальних рiвнянь вiдносно допо-
мiжних функцiй при загальних припущеннях щодо регулярностi векторних
полiв керованої системи. Отриманi в роботi результати демонструють ефе-
ктивнiсть застосування методу траєкторiй множин для розв’язування обер-
нених задач теорiї керування.

Стаття [218] надає iнструменти на основi Ляпунова для встановлення
integral input-to-state stability (iISS) i input-to-state stability (ISS) для деяких
класiв нелiнiйних параболiчних рiвнянь. Показано, що для взаємозв’язкiв ди-
ференцiальних рiвнянь у частинних похiдних вибiр правильного стану та вхi-
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дних просторiв є вирiшальним, зокрема для пiдсистем iISS, якi не є ISS.
У роботi [219] представлено метод побудови integral input-to-state stabili-

ty (iISS) функцiй Ляпунова для бiлiнiйних нескiнченновимiрних систем ке-
рування в гiльбертовому просторi. Видiлено проблеми, що виникають через
нескiнченну вимiрнiсть простору.

У роботi [220] розглянуто основнi результати щодо властивостi input-to-
state stability (ISS) для нескiнченновимiрних систем, надано широку бiблiо-
графiю з цiєї тематики. Показано, що метод Ляпунова дуже корисний як для
лiнiйних, так i для нелiнiйних систем, включаючи параболiчнi та гiперболiчнi
диференцiальнi рiвняння в частинних похiдних.

У роботi [221] розглянуто нелiнiйнi iмпульснi системи iз збуреннями в ба-
нахових просторах. Авторами знайдено умови часу затримки, що гарантують
властивiсть input-to-state stability (ISS). На вiдмiну вiд багатьох наявних ре-
зультатiв, знайденi умови охоплюють випадок, коли неперервна та дискретна
динамiка може бути нестiйкою одночасно.

У роботi [222] доведено, що властивiсть input-to-state stability (ISS) нелi-
нiйних систем над банаховими просторами еквiвалентна iснуванню коерци-
тивної неперервної за Лiпшицем функцiї ISS Ляпунова для цiєї системи. Для
лiнiйних нескiнченновимiрних систем показано, що властивiсть ISS еквiвален-
тна iснуванню некоерцитивної функцiї ISS Ляпунова. Авторами побудовано
двi простiшi конструкцiї коерцитивної та некоерцитивної функцiй ISS Ляпу-
нова для таких систем.

У роботах, що згадувалися вище, узагальнено добре вiдомi критерiї input-
to-state stability (ISS), доведенi E.Д. Зонтаг i Я. Ванг для систем звичайних
диференцiальних рiвнянь (ODE). В окремих випадках для диференцiальних
рiвнянь у банахових просторах доведено навiть ширшi критерiї для власти-
востей input-to-state stability (ISS). У цiй же роботi введено нове поняття
сильної ISS, яка еквiвалентна ISS у випадку ODE, але яка є строго слабшою,
нiж ISS у нескiнченновимiрному випадку.

Як показує цей огляд робiт, властивостi input-to-state stability (ISS) вiдi-
грають вирiшальну роль при дослiдженнi задач, що у свою чергу свiдчить
про багато не розв’язаних проблем i перспективнiсть даної тематики.
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РОЗДIЛ 2
КРАЙОВI ЗАДАЧI ДЛЯ СИСТЕМ ОПЕРАТОРНО-

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ У БАНАХОВОМУ ТА
ГIЛЬБЕРТОВОМУ ПРОСТОРI

У цьому роздiлi розвинемо конструктивнi методи аналiзу лiнiйних та не-
лiнiйних крайових задач для операторно-диференцiальних рiвнянь у банахо-
вому та гiльбертовому просторi. Такi задачi займають центральне мiсце в якi-
снiй теорiї диференцiальних рiвнянь (див. [116]-[135]). Специфiка таких задач
полягає d тому, що оператор у лiнiйнiй частинi рiвняння не має оберненого. Це
не дозволяє використовувати традицiйнi методи, що базуються на принципi
стискаючих вiдображень та нерухомої точки. Для аналiзу нелiнiйних систем
диференцiальних рiвнянь розвинуто iдеї методу Ляпунова–Шмiдта та ефе-
ктивнi методи теорiї збурень iз використанням теорiї узагальнено-обернених
[36] та сильно узагальнено-обернених операторiв [38].

У цьому роздiлi отримано необхiднi та достатнi умови iснування розв’язкiв
лiнiйних та нелiнiйних крайових задач у просторах Банаха та Гiльберта.
Представлено збiжнi iтерацiйнi процедури для знаходження розв’язкiв у не-
лiнiйному випадку.

Розвиток псевдообернених за Муром–Пенроузом операторiв та їх зв’язок
iз крайовими задачами має давню iсторiю.

2.1. Постановка задачi.

Розглянемо крайову задачу вигляду

{
φ′(t, ε) = φ(t, ε) + ψ(t, ε) + εf1(t, φ(t, ε), ψ(t, ε), ε) + g1(t),

ψ′(t, ε) = φ(t, ε) + εf2(t, φ(t, ε), ψ(t, ε), ε) + g2(t), t ∈ J
(2.1)

з крайовою умовою
l(φ(·, ε), ψ(·, ε)) = α, (2.2)

де φ, ψ ∈ C1(J,H), C1(J,H) банахiв простiр неперервно-диференцiйовних
вектор-функцiй на вiдрiзку J ⊂ R зi значеннями у просторi Гiльберта H;
вектор-функцiї f1, f2 сильно-диференцiйовнi; l лiнiйний та обмежений опера-
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тор, що переводить розв’язки рiвняння (2.1) у простiр Гiльберта H1; вектор-
функцiї g1(t), g2(t) ∈ C(J,H). Знайдемо необхiднi та достатнi умови iснуван-
ня розв’язкiв φ(t, ε), ψ(t, ε) крайової задачi (2.1), (2.2), що при ε = 0 перетво-
рюються на один з розв’язкiв породжуючої лiнiйної крайової задачi вигляду{

φ′
0(t) = φ0(t) + ψ0(t) + g1(t),

ψ′
0(t) = φ0(t) + g2(t), t ∈ J

(2.3)

l(φ0(·), ψ0(·)) = α. (2.4)

Спочатку дослiдимо породжуючий лiнiйний випадок.

2.2. Лiнiйна крайова задача для системи операторно-
диференцiальних рiвнянь у гiльбертовому просторi

Розглянемо лiнiйну породжуючу крайову задачу (2.3), (2.4). Позначимо
через U(t) еволюцiйний оператор однорiдної системи:{

φ′
0(t) = φ0(t) + ψ0(t),

ψ′
0(t) = φ0(t), t ∈ J

(2.5)

U ′(t) = AU(t), U(0) = I,

де матрична операторнозначна функцiя має форму

A =

(
1 1

1 0

)
,

та еволюцiйний оператор U(t) має форму

U(t) = etA =
∞∑
n=0

1

n!

(
tnFn+1 tnFn

tnFn tnFn−1

)
,

де Fn послiдовнiсть Фiбоначчi:

F0 = 0, F1 = 1, Fn+2 = Fn+1 + Fn, n ≥ 0,
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або

U(t) =

(
1+

√
5

2
√
5
e

1+
√
5

2 t +
√
5−1
2
√
5
e

1−
√
5

2 t e
1+

√
5

2 t − e
1−

√
5

2 t

e
1+

√
5

2 t − e
1−

√
5

2 t 2
5+

√
5
e

1+
√
5

2 t + 2
5−

√
5
e

1−
√
5

2 t

)
(2.6)

У цьому випадку множина розв’язкiв рiвняння (2.3) має вигляд(
φ0(t, c)

ψ0(t, c)

)
= etAc+

∫ t

0

e(t−τ)Ag(τ)dτ =

=
+∞∑
n=0

1

n!

(
tnFn+1c1 + tnFnc2

tnFnc1 + tnFn−1c2

)
+

+
+∞∑
n=0

1

n!

∫ t

0

(
(t− τ)nFn+1g1(τ) + (t− τ)nFng2(τ)

(t− τ)nFng1(τ) + (t− τ)nFn−1g2(τ)

)
dτ,

де c = (c1, c2)
T , c1, c2 ∈ H, g(t) = (g1(t), g2(t))

T (або з допомогою представле-
ння (2.6)). Пiдставляючи в крайову умову (2.2) отримаємо операторне рiвня-
ння

Qc = α− l

∫ ·

0

U(·)U−1(τ)g(τ)dτ,Q = lU(·) : H ×H → H1. (2.7)

У попереднiй часстинi наведено конструкцiю сильного псевдооберненого
опаератора Q+ до оператора Q, що була запропонована у монографiї [39] для
повноти викладення.

Використовуючи теорем 2.1 можна вести мову про рiзнi типи розв’язкiв
вихiдної крайової задачi (2.3), (2.4) для системи операторно-диференцiальних
рiвнянь. Отже, будемо розглядати три типи розв’язкiв вихiдної задачi.

1. Класичнi розв’язки. Якщо у рiвняннi (2.7) елемент α −
l
∫ ·
0 U(·)U

−1(τ)g(τ)dτ ∈ R(Q), Q = lU(·) ∈ R(Q), то маємо випадок
класичних розв’язкiв φ, ψ ∈ C1(J,H).

2. Сильнi узагальненi розв’язки. Якщо α− l
∫ ·
0 U(·)U

−1(τ)g(τ)dτ ∈ R(Q),
то φ, ψ ∈ C1(J,H).

3. Сильнi узагальненi псевдорозв’язки. Якщо α− l
∫ ·
0 U(·)U

−1(τ)g(τ)dτ ∈
H/R(Q), то φ, ψ ∈ C1(J,H).

Використовуючи теорiю сильних узагальнених розв’язкiв (див. [132])
отримаємо наступний результат.

Теорема 2.1. 1. a) Крайова задача (2.3), (2.4) має сильнi узагальненi
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розв’язки тодi й тiльки тодi, коли виконуються умови

PN(Q
∗
){α− l

∫ ·

0

U(·)U−1(τ)g(τ)dτ} = 0; (2.8)

якщо α − l
∫ ·
0 U(·)U

−1(τ)f(τ)dτ ∈ R(Q) то узагальненi розв’язки будуть
класичними;

b) за умови (2.8) множина розв’язкiв має вигляд(
φ0(t, c)

ψ0(t, c)

)
= U(t)PN(Q)c+ (G[g, α])(t), ∀c ∈ H (2.9)

де PN(Q),PN(Q
∗
)— ортопроєктори на ядро та коядро оператора Q вiдповiдно

(Q— розширення оператора Q, (див. [38])),

(G[g, α])(t) =

∫ t

0

U(t)U−1(τ)g(τ)dτ +Q
+
{
α− l

∫ ·

0

U(·)U−1(τ)g(τ)dτ

}

— узагальнений оператор Грiна, Q+— сильний псевдообернений за Муром–
Пенрозуом оператор [38].

2. a) Крайова задача (2.3), (2.4) має сильнi псевдорозв’язки тодi й тiльки
тодi, коли виконуються умови

PN(Q
∗
)

{
α− l

∫ ·

0

U(·)U−1(τ)f(τ)dτ

}
̸= 0; (2.10)

b) за умови (2.10) множина сильних псевдорозв’язкiв має такий вигляд:(
φ0(t, c)

ψ0(t, c)

)
= U(t)PN(Q)c+ (G[g, α])(t), ∀c ∈ H.

2.3. Приклад

Наведемо приклад оператора Q, який має незамкнену множину значень
i за допомогою нього задаються крайовi умови в композицiї з еволюцiєю.
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Якщо Q дiє з простору l2 × l2 у простiр l2 за правилом

Q

(
c1 = (c11, c

2
1, c

3
1, ..., c

n
1 , ...)

c2 = (c12, c
2
2, c

3
2, ..., c

n
2 , ...)

)
=

(
(c11,

c21
2 ,

c31
3 , ...,

cn1
n , ...)

(c12,
c22
,
c32
3 , ...,

cn2
n , ...)

)
,

то за аналогiєю з прикладом iз монографiї ([39, 29 c.]) доводиться незамкне-
нiсть множини значень i будується псевдообернений за Муром–Пенроузом
оператор.

Розглянемо випадок, коли вихiдна породжуюча система (2.3) двовимiрна
й має такий вигляд: {

φ′
0(t) = φ0(t) + ψ0(t) + 1,

ψ′
0(t) = φ0(t), t ∈ J = [0, T ].

(2.11)

Загальний розв’язок системи (2.11) має такий вигляд:(
φ0(t, c)

ψ0(t, c)

)
= U(t)c+

∫ t

0

U(t− τ)g(τ)dτ.

У нашому випадку покоординатно отримаємо для першої координати
φ0(t, c1, c2):

φ0(t, c1, c2) =

(
1 +

√
5

2
√
5
e

1+
√
5

2 t +

√
5− 1

2
√
5
e

1−
√
5

2 t

)
c1+

+
(
e

1+
√
5

2 t − e
1−

√
5

2 t
)
c2+

+

∫ t

0

(
1 +

√
5

2
√
5
e

1+
√
5

2 (t−τ) +

√
5− 1

2
√
5
e

1−
√
5

2 (t−τ)

)
dτ. (2.12)

Порахуємо окремо iнтерал у правiй частинi представлення (2.12):

∫ t

0

(
1 +

√
5

2
√
5
e

1+
√
5

2 (t−τ) +

√
5− 1

2
√
5
e

1−
√
5

2 (t−τ)

)
dτ =

=
1 +

√
5

2
√
5
e

1+
√
5

2 te
− (1+

√
5)

2 τ

− (1+
√
5)

2

|t0 +
√
5− 1

2
√
5
e

(1−
√
5)

2 te
− (1−

√
5)

2 t

− (1−
√
5)

2

|t0 =
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=
1√
5

(
2− e

1+
√
5

2 t − e
1−

√
5

2 t
)
=

1√
5

(
2− e

1+
√
5

2 t − e
1−

√
5

2 t
)
.

Таким чином,

φ0(t, c1, c2) =

(
1 +

√
5

2
√
5
e

1+
√
5

2 t +

√
5− 1

2
√
5
e

1−
√
5

2 t

)
c1+

+
(
e

1+
√
5

2 t − e
1−

√
5

2 t
)
c2+

+
1√
5

(
2− e

1+
√
5

2 t − e
1−

√
5

2 t
)
= (2.13)

=

(
1 +

√
5

2
√
5
e

1+
√
5

2 t +

√
5− 1

2
√
5
e

1−
√
5

2 t

)
c1+

+
(
e

1+
√
5

2 t − e
1−

√
5

2 t
)
c2+

+
1√
5

(
2− e

1+
√
5

2 t − e
1−

√
5

2 t
)
= (2.14)

=

(
1 +

√
5

2
√
5
e

1+
√
5

2 t +

√
5− 1

2
√
5
e

1−
√
5

2 t

)
c1+

+
(
e

1+
√
5

2 t − e
1−

√
5

2 t
)
c2+

+
1√
5

(
2− e

1+
√
5

2 t − e
1−

√
5

2 t
)
.

Аналогiчно — для другої координати ψ0(t, c1, c2):

ψ0(t, c1, c2) =
(
e

1+
√
5

2 t − e
1−

√
5

2 t
)
c1 +

(
2

5 +
√
5
e

1+
√
5

2 t +
2

5−
√
5
e

1−
√
5

2 t

)
c2+

+

∫ t

0

(
e

(1+
√
5)

2 (t−τ) − e
(1−

√
5)

2 (t−τ)
)
dτ. (2.15)

Порахуємо iнтеграл у (2.15):∫ t

0

(
e

(1+
√
5)

2 (t−τ) − e
(1−

√
5)

2 (t−τ)
)
dτ =

= e
1+

√
5

2 te
− 1+

√
5

2 τ

−1+
√
5

2

|t0 − e
1−

√
5

2 te
− 1−

√
5

2 τ

−1−
√
5

2

|t0 =
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=
4
√
5

(1−
√
5)(1 +

√
5)

+
2

1 +
√
5
e

1+
√
5

2 t − 2

1−
√
5
e

1−
√
5

2 t.

Остаточно отримаємо:

ψ0(t, c1, c2) =
(
e

1+
√
5

2 t − e
1−

√
5

2 t
)
c1 +

(
2

5 +
√
5
e

1+
√
5

2 t +
2

5−
√
5
e

1−
√
5

2 t

)
c2−

(2.16)

−
√
5 +

2

1 +
√
5
e

1+
√
5

2 t − 2

1−
√
5
e

1−
√
5

2 t.

Розглянемо задачу, коли крайовi умови мають такий вигляд:

φ0(0) = 0, φ0(ln5) =
1√
5

(
2− 5

1+
√
5

2 − 5
1−

√
5

2

)
.

У цьому випадку сталi c1 = c2 = 0. Розв’язок буде мати такий вигляд:

φ0(t) =
1

λ

(
2− e

1+λ
2 t − e

1−λ
2 t
)
=

1√
5

(
2− e

1+
√
5

2 t − e
1−

√
5

2 t
)
.

Знайдемо значення розв’язку у точцi ln1010. Отримаємо рiвнiсть

φ0(ln10
10) =

1√
5

(
2− 105+5

√
5 − 105−5

√
5
)
.

Приклад 2.2. Розглянемо випадок бiльш загальних крайових умов:

lα,β (φ0(·), ψ0(·)) =

(
αφ0(0) + βφ0(T )

αψ0(0) + βψ0(T )

)
=

(
γ

δ

)
=

(
φγ

φδ

)
. (2.17)

Для зручностi розв’язки неоднорiдної системи, розглянутої в попередньому
прикладi, представимо в такому виглядi:

φ0(t, c1, c2) =

(
1 +

√
5

2
√
5
e

1+
√
5

2 t +

√
5− 1

2
√
5
e

1−
√
5

2 t

)
c1+ (2.18)

+
(
e

1+
√
5

2 t − e
1−

√
5

2 t
)
c2 + h1(t), (2.19)

ψ0(t, c1, c2) =
(
e

1+
√
5

2 t − e
1−

√
5

2 t
)
c1+ (2.20)

+

(
2

5 +
√
5
e

1+
√
5

2 t +
2

5−
√
5
e

1−
√
5

2 t

)
c2 + h2(t).
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Тут

h1(t) =
1√
5

(
2− e

1+
√
5

2 t − e
1−

√
5

2 t
)
=

1√
5

(
2− e

1+
√
5

2 t − e
1−

√
5

2 t
)
=

=
1√
5

(
2− 2e

t
2ch

√
5

2
t

)
,

h2(t) =
4
√
5

(1−
√
5)(1 +

√
5)

+
2

1 +
√
5
e

1+
√
5

2 t − 2

1−
√
5
e

1−
√
5

2 t =

= −
√
5 +

2

1 +
√
5
e

1+
√
5

2 t − 2

1−
√
5
e

1−
√
5

2 t =

= −e
t
2sh

√
5

2
t+

√
5e

t
2ch

√
5

2
t−

√
5.

Пiдставляючи у крайову умову (2.17), отримаємо систему лiнiйних алгебраї-
чних рiвнянь: {

(α + βF (T ))c1 + βG(T )c2 = γ1,

βG(T )c1 + (α + βH(T ))c2 = δ1.
(2.21)

У цiй системi введено такi позначення:

F (t) =
1 + λ

2λ
e

1+λ
2 t +

λ− 1

2λ
e

1−λ
2 t,

G(t) = e
1+λ
2 t − e

1−λ
2 t,

H(t) =
2

5 +
√
5
e

1+λ
2 t +

2

5−
√
5
e

1−λ
2 t,

γ1 = γ − βh1(T ),

δ1 = δ − βh2(T ).

Розглянемо декiлька можливих випадкiв.
1). Визначник основної системи не дорiвнює нулю:

∆ =

∣∣∣∣∣ (α + βF (T )) βG(T )

βG(T ) (α + βH(T ))

∣∣∣∣∣ =
= (α + βF (T ))(α + βH(T ))− β2G2(T ) ̸= 0.
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Таким чином маємо, що

C−1 =
1

∆

(
α + βH(T ) −βG(T )
−βG(T ) α + βF (T )

)
.

Таким чином маємо, що(
c1

c2

)
=

1

∆

(
(α + βH(T ))γ1 − βG(T )δ1

−βG(T )γ1 + (α + βF (T ))δ1

)
.

Знайдемо коренi вiдповiдного рiвняння (коли ∆ = 0). Для цього перепи-
шемо його в такому виглядi:

α2 + αβ(F (T ) +H(T )) + β2(F (T )H(T )−G2(T )) = 0.

Випадок, коли α = 0, розглянемо окремо. Якщо α ̸= 0, то маємо квадратне
рiвняння вiдносно α:

D = β2(F (T ) +H(T ))2 − 4β2(F (T )H(T )−G2(T )) =

= β2(F (T )−H(T ))2 + 4β2G2(T ).

Його коренi можна знайти за такою формулою:

α1,2 =
−β(F (T ) +H(T ))±

√
D

2
=

=
−β(F (T ) +H(T ))± β

√
(F (T )−H(T ))2 + 4G2(T )

2
=

=
−β
(
(F (T ) +H(T ))±

√
(F (T )−H(T ))2 + 4G2(T )

)
2

.

Отже, для того, щоб ∆ ̸= 0, достатньо, щоб

α ̸=
−β
(
(F (T ) +H(T ))±

√
(F (T )−H(T ))2 + 4G2(T )

)
2

.

У цьому випадку вихiдна задача має єдиний розв’язок при довiльних γ, β.
Знайдемо його за допомогою побудови оберненої матрицi до матрицi, що скла-
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дається з лiвих частин. Ii можна знайти у такому ж виглядi

C−1 =
1

∆

(
α + βH(T ) −βG(T )
−βG(T ) α + βG(T )

)
,

де
∆ = (α + βH(T ))(α + βG(T ))− β2G2(T ).

У цьому випадку отримаємо розв’язок системи (2.21):

c1 =
γ1(α + βH(T ))− δ1βH(T )

(α + βF (T ))(α + βH(T ))− β2G2(T )
.

Аналогiчно для сталої c2:

c2 =
δ1(α + βF (T ))− γ1βG(T )

(α + βF (T ))(α + βH(T ))− β2G2(T )
.

2 ). Розглянемо випадок, коли ∆ = 0. А саме,

α =
−β
(
(F (T ) +H(T )) +

√
(F (T )−H(T ))2 + 4G2(T )

)
2

.

Система (2.21) розв’язна тодi й тiльки тодi, коли виконується така умова
розв’язностi:

βG(T ) (δ − αh2(0)− βh2(T )) = (α + βH(T )) (γ − αh1(0)− βh1(T )) . (2.22)

У нашому випадку h2(0) = 0, h1(0) = 0, i умова (2.22) набуде такого вигляду:

βG(T ) (δ − βh2(T )) = (α + βH(T )) (γ − βh1(T )) . (2.23)

В конкретному виглядi (нам вiдомi вiдповiднi функцiї G(T ), H(T )) умова
(2.23) набуде такого вигляду:

2
√
5 (δ − βh2(T )) =

(√
21 + 1

)
(γ − βh1(T )) . (2.24)

У нашому випадку умова розв’язностi приведе до такого спiввiдношення
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мiж сталими c1, c2:

c2 =
2
√
5γ1 + (

√
21− 1)δ1

2
√
5δ1 − (

√
21 + 1)γ1

c1.

З умови (2.24) отримуємо рiвняння для значення часу T :

10βe
T
2 sh

√
5

2
T − βe

T
2 ch

√
5

2
T
(
10
√
5 + 2

√
21 + 2

)
=

=
(√

5 +
√
105
)
γ − 10δ − β

(
2 + 2

√
21− 10

√
5
)
. (2.25)

Загальний розв’язок крайової задачi (2.21), (2.17) буде мати такий вигляд:

φ0(t, c1) =

(
1 +

√
5

2
√
5
e

1+
√
5

2 t +

√
5− 1

2
√
5
e

1−
√
5

2 t

)
c1+ (2.26)

+
(
e

1+
√
5

2 t − e
1−

√
5

2 t
) 2

√
5γ1 + (

√
21− 1)δ1

2
√
5δ1 − (

√
21 + 1)γ1

c1 + h1(t), (2.27)

ψ0(t, c1) =
(
e

1+
√
5

2 t − e
1−

√
5

2 t
)
c1+ (2.28)

+

(
2

5 +
√
5
e

1+
√
5

2 t +
2

5−
√
5
e

1−
√
5

2 t

)
2
√
5γ1 + (

√
21− 1)δ1

2
√
5δ1 − (

√
21 + 1)γ1

c1 + h2(t).

3 ). Розглянемо випадок, коли

α =
−β
(
(F (T ) +H(T ))−

√
(F (T )−H(T ))2 + 4G2(T )

)
2

.

Тодi з (2.21) маємо, що
(√

5−1
2
√
5

)(
α + βe

1−
√
5

2 T
)
c2 = γ − αh1(0)− βh1(T ),

−
(
α + βe

1−
√
5

2 T
)
c2 = δ − αh2(0)− βh2(T ).

(2.29)

Звiдси знаходимо, що

c2 = −δ − αh2(0)− βh2(T )

α + βe
1−λ
2 T
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за умови розв’язностi(
2
√
5

1−
√
5

)
(γ − αh1(0)− βh1(T )) = δ − αh2(0)− βh2(T ).

У цьому випадку множина розв’язкiв крайової задачi буде мати такий
вигляд:

φ0(t, c1) =
1 +

√
5

2
√
5
e

1+
√
5

2 tc1+

√
5− 1

2
√
5
e

1−
√
5

2 t−δ + αh2(0) + βh2(T )

α + βe
1−

√
5

2 T
+h1(t), (2.30)

ψ0(t, c1, c2) = e
1+

√
5

2 tc1 − e
1−

√
5

2 t−δ + αh2(0) + βh2(T )

α + βe
1−

√
5

2 T
+ h2(t), (2.31)

де
h1(t) =

1√
5

(
2− e

1+
√
5

2 t − e
1−

√
5

2 t
)
=

1√
5

(
2− e

1+
√
5

2 t − e
1−

√
5

2 t
)
=

=
1√
5

(
2− 2e

t
2ch

√
5

2
t

)
,

h2(t) =
4λ

(1− λ)(1 + λ)
+

2

1 + λ
e

1+λ
2 t − 2

1− λ
e

1−λ
2 t =

= −
√
5 +

2

1 +
√
5
e

1+
√
5

2 t − 2

1−
√
5
e

1−
√
5

2 t =

= −e
t
2sh

√
5

2
t+

√
5e

t
2ch

√
5

2
t−

√
5.

.
Розглянемо далi випадок, коли δ = 0. Тодi

c2 = −1

2
+

√
5

2
cth

√
5

2
T −

√
5

2e
T
2 sh

√
5
2 T

.

Умова розв’язностi набуде такого вигляду:(
2
√
5

1−
√
5

)(
γ − β

1√
5
(2− 2e

T
2 ch

√
5

2
T )

)
=

= −β

(
−e

T
2 sh

√
5

2
T +

√
5e

T
2 ch

√
5

2
T −

√
5

)
.
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З цiєї умови безпосередньо випливає, що

γ = β

(
1−

√
5

2
√
5

)(
−1 + e

T
2+

√
5
2 T
)
.

Якщо, наприклад, β = 2, то

γ = 2

(
1−

√
5

2
√
5

)(
−1 + e

T
2+

√
5
2 T
)
.

Нехай

c1 = e−
√
5
2 Tsh

√
5

2
T +

√
5

2
e−

√
5
2 T ch

√
5

2
T −

√
5.

Тодi

ψ0(T ) =
1

2
e

1−
√
5

2 T −
√
5

2
e

1−
√
5

2 T cth

√
5

2
T +

√
5e

1−
√
5

2 T

2e
T
2 sh

√
5
2 T

.

З цього представлення випливає, що

2

(
ψ0(T )−

√
5e

1−
√
5

2 T

2e
T
2 sh

√
5
2 T

+

√
5

2
e

1−
√
5

2 T cth

√
5

2
T

)
= e

1−
√
5

2 T .

Знайдемо значення лiвої частини в точцi T = ln(102024)
4

1−
√
5 . Пiдставляючи

у праву частину отримаємо, що

2

(
ψ0(T )−

√
5e

1−
√
5

2 T

2e
T
2 sh

√
5
2 T

+

√
5

2
e

1−
√
5

2 T cth

√
5

2
T

)
= e

1−
√
5

2 T =

= e
1−

√
5

2 ln(102024)
4

1−
√
5
= 4048.

4). Нехай α = 0.
У цьому випадку визначник ∆ буде мати такий вигляд:

∆ = β2
(
F (T )H(T )−G2(T )

)
.

Розглянемо два випадки: a) ∆ ̸= 0. Тодi

B−1 =
1

∆

(
βH(T ) −βG(T )
−βG(T ) βF (T )

)
.
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У цьому випадку матимемо, що(
c1

c2

)
=

1

∆

(
βH(T ) −βG(T )
−βG(T ) βF (T )

)(
γ1

δ1

)
.

Таким чином, остаточно матимемо:

c1 =
(γ1H(T )− δ1G(T ))

β (F (T )H(T )−G2(T ))
.

Аналогiчно — для сталої c2:

c2 =
(δ1F (T )− γ1G(T ))

β (F (T )H(T )−G2(T ))
.

У цьому випадку множина розв’язкiв крайової задачi буде мати такий вигляд:

φ0(t, c1) =
1 + λ

2λ
e

1+λ
2 t (γ1H(T )− δ1G(T ))

β (F (T )H(T )−G2(T ))
+ (2.32)

+
λ− 1

2λ
e

1−λ
2 t (δ1F (T )− γ1G(T ))

β (F (T )H(T )−G2(T ))
+ h1(t),

ψ0(t, c1, c2) = e
1+λ
2 t (γ1H(T )− δ1G(T ))

β (F (T )H(T )−G2(T ))
− (2.33)

−e
1−λ
2 t (δ1F (T )− γ1G(T ))

β (F (T )H(T )−G2(T ))
+ h2(t).

б) ∆ = 0. Знайдемо момент часу T , для якого визначник дорiвнює ну-
лю. Вiдповiдне рiвняння F (T )H(T ) = G2(T ) пiсля спрощення набуде такого
вигляду:

4e
√
5T + 4e−

√
5T = 13. (2.34)

Пiсля замiни змiнної x = e
√
5T в (2.34) отримаємо квадратне рiвняння

4x2 − 13x+ 4 = 0.

Дискримiнант дорiвнює
D = 105,
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а коренi — вiдповiдно

x1 =
13 +

√
105

8
, x2 =

13−
√
105

8
.

Повертаючиcь до змiнної T , знаходимо вiдповiднi моменти часу у виглядi

T1 =
1√
5
ln

(
13 +

√
105

8

)
,

T2 =
1√
5
ln

(
13−

√
105

8

)
.

З першого рiвняння знаходимо

c1 =
γ1 − βG(T )c2

βF (T )
. (2.35)

Пiсля пiдстановки у друге рiвняння отримуємо умову розв’язностi вихiдної
системи:

δ1 =
G(T )

F (T )
γ1.

Стала c2 у цьому випадку обирається довiльною, а стала c1 знаходиться з
рiвностi (2.35). Загальний розв’язок набуде такого вигляду:

φ0(t, c2) =

(
1 +

√
5

2
√
5
e

1+
√
5

2 t +

√
5− 1

2
√
5
e

1−
√
5

2 t

)
γ1 − βG(T )c2

βF (T )
+ (2.36)

+
(
e

1+
√
5

2 t − e
1−

√
5

2 t
)
c2 + h1(t),

ψ0(t, c2) =
(
e

1+
√
5

2 t − e
1−

√
5

2 t
) γ1 − βG(T )c2

βF (T )
+ (2.37)

+

(
2

5 +
√
5
e

1+
√
5

2 t +
2

5−
√
5
e

1−
√
5

2 t

)
c2 + h2(t).

Зауваження 2.1. Якщо розглядати систему (2.11) зi значеннями в сепа-
рабельному просторi H iз ортонорованим базисом {ei}i∈N, то крайова умова
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(2.17) може бути переписана у виглядi злiченної системи рiвнянь{
αφ0i

0 + βφTi0 = γi,

αψ0i
0 + βψTi0 = δi,

де вiдповiднi значення

φ0i
0 = (φ0(0), ei), φTi0 = (φ0(T ), ei), φ0(0) =

+∞∑
i=1

φ0i
0 ei, γi = (γ, ei),

ψ0i
0 = (ψ0(0), ei), ψTi0 = (ψ0(T ), ei), ψ0(0) =

+∞∑
i=1

ψ0i
0 ei, δi = (δ, ei).

Оператор, що визначається лiвою частиною, також може мати неза-
мкнену множину значень.

Приклад 2.3. Розглянемо крайову задачу для однорiдної системи (2.11),
де оператор крайових умов у просторi l2 такого вигляду:

l(φ0(·), ψ0(·)) =

{
(φ1

0(0),
φ2
0(0)
2 , ..., φ

n
0

n , ...) = (1, 12 ,
1
3 , ...,

1
n , ...),

(ψ0(0),
ψ0(0)
2 , ..., ψ0(0)

n , ...) = (1, 12 ,
1
3 , ...,

1
n , ...).

У даному випадку оператор розглядається зi значеннями у просторi l2. Не-
важко зрозумiти, використовуючи модельний приклад, що так визначений
оператор крайових умов породжує операторно-диференцiальну крайову за-
дачу з незамкненим оператором. Оскiльки простiр l2 сепарабельний, то вiд-
повiдна i-та координата розв’язку матиме такий вигляд:

φi0(t, c
i
1, c

i
2) =

(
1 +

√
5

2
√
5
e

1+
√
5

2 t +

√
5− 1

2
√
5
e

1−
√
5

2 t

)
ci1+

+
(
e

1+
√
5

2 t − e
1−

√
5

2 t
)
ci2,

ψi0(t, c
i
1, c

i
2) =

(
e

1+
√
5

2 t − e
1−

√
5

2 t
)
ci1+

+

(
2

5 +
√
5
e

1+
√
5

2 t +
2

5−
√
5
e

1−
√
5

2 t

)
ci2.
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Знайдемо значення розв’язкiв у точцi нуль:

φ0(0) = (φ1
0(0), φ

2
0(0), ..., φ

n
0(0), ...),

ψ0(0) = (ψ1
0(0), ψ

2
0(0), ..., ψ

n
0 (0), ...).

Маємо такi два вектори:

φ0(0) = (c11,
c21
2
, ...,

cn1
n
, ...),

ψ0(0) = (c12,
c22
2
, ...,

cn2
n
, ...).

Пiдставляючи у крайову умову, отримаємо такi операторнi рiвняння вiдносно
сталих ci1, ci2: {

(c11,
c21
2 , ...,

cn1
n , ...) = (1, 12 ,

1
3 , ...,

1
n , ...),

(c12,
c22
2 , ...,

cn2
n , ...) = (1, 12 ,

1
3 , ...,

1
n , ...).

Зрозумiло, що розв’язок такої системи рiвнянь не належить простору l2.
В даному випадку маємо таке операторне рiвняння вiдносно оператора Q =

lU(·):

Q

(
c1

c2

)
= Q

(
(c11, c

2
1, ..., c

n
1 , ...)

(c12, c
2
2, ..., c

n
2 , ...)

)
:=

(
(c11,

c21
2 , ...,

cn1
n , ...)

(c12,
c22
2 , ...,

cn2
n , ...)

)
.

Тобто дiя цього оператора розкладається на дiю двох послiдовностей, кожна
з яких є оператором iз наведеного вище прикладу. Для того, щоб зробити
вихiдну задачу розв’язною в узагальненому сенсi, нам необхiдно провести
процедуру поповнення за вiдповiдною нормою

||

(
c1

c2

)
||H×H = ||Q

(
c1

c2

)
||l2×l2.

Згiдно з конструкцiєю, наведеною вище, отримаємо, що сильний псевдообер-
нений оператор Q+

: l2 × l2 → H ×H має вигляд:

Q
+

(
x1

x2

)
=

(
(x11, 2x

2
1, ..., nx

n
1 , ...)

(x12, 2x
2
2, ..., nx

n
2 , ...)

)
.
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Вiдповiдно сильний узагальнений розв’язок операторного рiвняння матиме
вигляд:

c1 = c2 = (1, 1, ..., 1, ...).

Таким чином сильний узагальнений розв’язок вихiдної крайової задачi мати-
ме вигляд

φi0(t) =
1 + 3

√
5

2
√
5

e
1+

√
5

2 t − 1 +
√
5

2
√
5
e

1−
√
5

2 t,

ψi0(t) =
7 +

√
5

5 +
√
5
e

1+
√
5

2 t − 3−
√
5

5−
√
5
e

1−
√
5

2 t.

2.4. Нелiнiйний випадок

Отримаємо необхiднi та достатнi умови розв’язностi нелiнiйної крайової
задачi (2.1), (2.2). Необхiдну умова можемо сформулювати у такому виглядi.
Теорема 2.2. Припустимо, що крайова задача (2.1), (2.2) має розв’язок,
який перетворюється на один iз розв’язкiв породжуючої крайової задачi
(2.3), (2.4) у виглядi (2.9) (ε = 0) з елементом c = c0. Тодi цей елемент
c0 задовольняє операторне рiвняння для породжуючих елементiв

F (c) = PN(Q
∗
)l

∫ ·

0

U(·)U−1(τ)f(τ, φ0(τ, c), ψ0(τ, c), ε)dτ = 0. (2.38)

Тут

f(t, φ(t, ε), ψ(t, ε), ε) =

(
f1(t, φ(t, ε), ψ(t, ε), ε)

f2(t, φ(t, ε), ψ(t, ε), ε)

)
.

Доведення. Якщо крайова задача (2.1), (2.2) має розв’язок, то з теореми 2.1
випливає, що виконано наступну умову:

PN(Q
∗
)

{
α− l

∫ ·

0

U(·)U−1(τ)(g(τ) + εf(τ, φ(τ, ε), ψ(τ, ε), ε))dτ

}
= 0.

Оскiльки, крайова задача (2.1), (2.2) має розв’язок, то, виходячи з критерiю
(2.8), остаточно отримаємо (ε→ 0):

PN(Q
∗
)

{
l

∫ ·

0

U(·)U−1(τ)f(τ, φ0(τ, c), ψ0(τ, c), 0)dτ

}
= 0.

Для отримання достатньої умови iснування розв’язкiв зробимо замiну змiн-
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них
φ(t, ε) = φ(t, ε) + φ0(t, c0),

ψ(t, ε) = ψ(t, ε) + ψ0(t, c0),

де елемент c0 задовольняє рiвняння для породжуючих елементiв (2.38). Та-
ким чином отримаємо крайову задачу{

φ′(t, ε) = φ(t, ε) + ψ(t, ε) + εf1(t, φ(t, ε) + φ0(t, c0), ψ(t, ε) + ψ0(t, c0), ε),

ψ
′
(t, ε) = φ(t, ε) + εf2(t, φ(t, ε) + φ0(t, c0), ψ(t, ε) + ψ0(t, c0), ε),

(2.39)
l(φ(·, ε), ψ(·, ε)) = 0. (2.40)

Припустимо, що вектор-функцiї f1, f2 сильно-диференцiйовнi в околi по-
роджуючого розв’язку:

f1, f2 ∈ C1(||φ− φ0|| ≤ q1, ||ψ − ψ0|| ≤ q2),

q1, q2 — додатнi сталi.
Розкладемо нелiнiйностi таким чином:

f1(t, φ(t, ε) + φ0(t, c0), ψ(t, ε) + ψ0(t, c0), ε) = f1(t, φ0(t, c0), ψ0(t, c0), 0)+

+f ′1φ(t, φ0(t, c0), ψ0(t, c0), 0)φ(t, ε) + f ′1ψ(t, φ0(t, c0), ψ0(t, c0), 0)ψ(t, ε)+

+R1(t, φ(t, ε), ψ(t, ε), ε),

f2(t, φ(t, ε) + φ0(t, c0), ψ(t, ε) + ψ0(t, c0), ε) = f2(t, φ0(t, c0), ψ0(t, c0), 0)+

+f ′2φ(t, φ0(t, c0), ψ0(t, c0), 0)φ(t, ε) + f ′2ψ(t, φ0(t, c0), ψ0(t, c0), 0)ψ(t, ε)+

+R2(t, φ(t, ε), ψ(t, ε), ε),

де
R1(t, 0, 0, 0) = R′

1φ(t, 0, 0, 0) = R′
1ψ(t, 0, 0, 0) = 0,

R2(t, 0, 0, 0) = R′
2φ(t, 0, 0, 0) = R′

2ψ(t, 0, 0, 0) = 0.

Тодi крайова задача (2.39)–(2.40) набуде вигляду:

φ′ = φ+ ψ + ε{f1 + f ′1φφ+ f ′1ψψ + R1}, (2.41)
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ψ
′
= φ+ ε{f2 + f ′2φφ+ f ′2ψψ + R2},

l(φ(·, ε), ψ(·, ε)) = 0. (2.42)

Нехай

F (t, ε) =

(
f1 + f ′1φφ+ f ′1ψψ + R1

f2 + f ′2φφ+ f ′2ψψ + R2

)
.

За умови розв’язностi, крайової задачi (2.41), (2.42) (див. також [36], [38]):

PN(Q
∗
)

{
l

∫ ·

0

U(·)U−1(τ)F (τ, ε)dτ

}
= 0, (2.43)

маємо, що множина її розв’язкiв має вигляд:(
φ(t, c)

ψ(t, c)

)
= U(t)PN(Q)c+ ε(G[F, 0])(t),∀c ∈ H, (2.44)

де (G[F, 0])(t) - узагальнений оператор Грiна крайової задачi (2.41), (2.42).
Пiдставляючи розв’язки в умову (2.43), отримаємо операторне рiвняння

B0c = b, (2.45)

де оператор B0 має вигляд

B0 = PN(Q
∗
)l

∫ ·

0

U(·)U−1(τ)

(
f ′1φ f ′1ψ
f ′2φ f ′2ψ

)
U(τ)PN(Q)dτ, (2.46)

b = −PN(Q
∗
)l

∫ ·

0

U(·)U−1(τ)

(
f1 + R1

f2 + R2

)
dτ− (2.47)

−PN(Q
∗
)l

∫ ·

0

U(·)U−1(τ)

(
f ′1φ f ′1ψ
f ′2φ f ′2ψ

)
G[F, 0](τ)dτ.

Припустимо, що виконується умова:

PN(B
∗
0)
PN(Q

∗
) = 0,
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тодi рiвняння (2.45) розв’язне. Один iз розв’язкiв має вигляд

c = B
+
0 b.

Таким чином, приходимо до такої теореми.

Теорема 2.3 (достатня умова). Припустимо, що виконується умова

PN(B
∗
0)
PN(Q

∗
) = 0.

Тодi для довiльного елемента c = c0 ∈ H, що задовольняє рiвняння для
породжуючих елементiв (2.38), iснує розв’язок крайової задачi (2.1), (2.2),
який може бути знайдений за допомогою такого iтерацiйного процесу:

ck = −B+

0 PN(Q
∗
)l

∫ ·

0

U(·)U−1(τ)

(
f1(τ, φ0 + φk, ψ0 + ψk, ε) + R1(τ, φk, ψk, ε)

f2(τ, φ0 + φk, ψ0 + ψk, ε) + R2(τ, φk, ψk, ε)

)
dτ−

−B+
0 PN(Q

∗
)l

∫ ·

0

U(·)U−1(τ)

(
f ′1φ f ′1ψ
f ′2φ f ′2ψ

)
hk+1(τ, ε)dτ,(

φk(t, ck)

ψk(t, ck)

)
= U(t)PN(Q)ck + hk+1(t, ε),

R1(t, φ(t, ε), ψ(t, ε), ε) = f1(t, φ(t, ε) + φ0(t, c0), ψ(t, ε) + ψ0(t, c0), ε)−

−f1(t, φ0(t, c0), ψ0(t, c0), 0)− f ′1φ(t, φ0(t, c0), ψ0(t, c0), 0)φ(t, ε)−

−f ′1ψ(t, φ0(t, c0), ψ0(t, c0), 0)ψ(t, ε),

R2(t, φ(t, ε), ψ(t, ε), ε) = f2(t, φ(t, ε) + φ0(t, c0), ψ(t, ε) + ψ0(t, c0), ε)−

−f2(t, φ0(t, c0), ψ0(t, c0), 0)− f ′2φ(t, φ0(t, c0), ψ0(t, c0), 0)φ(t, ε)−

−f ′2ψ(t, φ0(t, c0), ψ0(t, c0), 0)ψk(t, ε),

φ(t, ε) = φ0(t, c0) + lim
k→∞

φk(t, ε),

ψ(t, ε) = ψ0(t, c0) + lim
k→∞

ψk(t, ε).

Збiжнiсть її iтерацiйного процесу може бути доведена, як у роботах [36],
[39].
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2.5. Висновки до другого роздiлу

У другому роздiлi з використанням теорiї сильних псевдообернених опе-
раторiв, отримано наступнi результати:

1. Отримано критерiй розв’язностi та побудовано загальний ви-
гляд розв’язкiв лiнiйної перiодичної крайової задачi для операторно-
диференцiальної системи рiвнянь.

2. Отримано необхiднi умови iснування розв’язкiв нелiнiйної крайової за-
дачi (2.1), (2.2).

3. Отримано достатнi умови iснування розв’язкiв нелiнiйної крайової за-
дачi (2.1), (2.2).

4. Розглянуто приклади, якi iлюструють цi результати.
Крiм того показано, що така теорiя працює для операторiв iз незамкненою

множиною значень.
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РОЗДIЛ 3
ЗВ’ЯЗАНI СИСТЕМИ ОПЕРАТОРНИХ РIВНЯНЬ

СИЛЬВЕСТРА ТА РIККАТI

Як вiдомо, рiвняння Рiккатi, використовується в теорiї оптимального ке-
рування, теорiї iгор, стiйкостi руху [50]. У вище зазначених роботах такi за-
дачi дослiджувалися як у критичному так i у некритичному випадку, коли
може порушуватися єдинiсть розв’язку та задача може бути розв’язною не
при всiх правих частинах. Такi задачi є некоректними за Адамаром.

Даний роздiл присвячений дослiдженню операторної системи зв’язаних
рiвнянь Рiккатi. Слiд зауважити, що результати даної частини узагальню-
ють добре вiдомi результати [44], [47] та [142] на випадок таких задач. До-
слiджено умови бiфуркацiї та розгалуження розв’язкiв. У даному роздiлi за
допомогою теорiї та методики, розробленої в роботах Бойчука O.A. (див. [44]
- [70]) та його учнiв дослiджено зв’язану систему операторних рiвнянь Рiкка-
тi, що останнiм часом є дуже актуальним напрямком у прикладних задачах
та застовується при дослiдженнi певних нейронних мереж [40]. Основна ме-
тодика може бути застосованою й у випадку задач iз оператором, що має
незамкнену множину значень [38], [39]. На прикладах лiнiйних збурень по-
казано, як отримати iндукцiйну систему матричних рiвнянь Сильвестра, яку
треба розв’язувати на кожному кроцi iтеративного процесу.

3.1. Постановка задачi

Розглянемо наступну операторну систему зв’язаних рiвнянь Рiккатi:

AiiXi(ε) +Xi(ε)Bii + ε
n∑

j=1,j ̸=i

Xj(ε)CijXj(ε) = Di, i = 1, n, (3.1)

де Aii, Bii, Cij, Di ∈ L(H) — лiнiйнi та обмеженi оператори (матрицi), що
дiють у просторi Гiльберта H. Знайдемо необхiднi та достатнi умови iсну-
вання розв’язкiв Xi(ε), якi при ε = 0 перетворюються на один iз розв’язкiв
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X0
i = Xi(0) породжуючої системи

LiX
0
i := AiiX

0
i +X0

iBii = Di. (3.2)

3.2. Лiнiйний випадок

Дослiдимо спочатку лiнiйну задачу (3.2). Припустимо для простоти, що
оператори Li мають замкнену множину значень (R(Li) = R(Li)), тобто є
нормально-розв’язними. Тодi, як вiдомо [36], задача (3.2) буде розв’язною
тодi й тiльки тодi, коли виконуються такi умови розв’язностi:

PN(L∗
i )
Di = 0, i = 1, n. (3.3)

Тут PN(L∗
i )
= I − LiL

+
i — ортопроєктори на коядро операторiв Li. Тодi мно-

жина розв’язкiв (3.2) має такий вигляд:

X0
i = L+

i Di + PN(Li)Hi, Hi ∈ L(H), (3.4)

Hi - довiльнi лiнiйнi та обмеженi оператори, де L+
i — псевдооберненi за

Муром–Пенроузом до операторiв Li, PN(Li) — проєктори на вiдповiднi ядра
операторiв Li [36].

Таким чином отримуємо допомiжне твердження.

Лема 3.1. Система (3.2) розв’язна тодi й тiльки тодi, коли виконуються
умови (3.3). За виконання умов (3.3) множина розв’язкiв системи (3.2) має
вигляд (3.4).

3.3. Слабко-збуренi зв’язанi системи операторних рiвнянь Рiккатi

Слабко-лiнiйно збуренi системи операторних рiвнянь Рiккатi мають такий
вигляд
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

A11X1(ε) +X1(ε)B11 + ε
(
A12X2(ε) + A13X3(ε) + · · ·+ A1nXn(ε)

)
=

= H1 + εH1,

A22X2(ε) +X2(ε)B22 + ε
(
A21X1(ε) + A23X3(ε) + · · ·+ A2nXn(ε)

)
=

= H2 + εH2,

· · ·
AnnXn(ε) +Xn(ε)Bnn + ε

(
An1X1(ε) + An2X2(ε) + · · ·+ Ann−1Xn−1(ε)

)
=

= Hn + εHn

(3.5)
Розв’язки такої системи знаходять у такому виглядi

Xi(ε) =
+∞∑
k=0

Xk
i ε

k.

Проiлюструємо це на прикладах.

3.4. Приклади

1. Розглянемо наступну зв’язану систему:

(
5 1

0 −5

)
︸ ︷︷ ︸

A11

X1(ε) +X1(ε)

(
6 1

0 6

)
︸ ︷︷ ︸

B11

+

+ε

(
7 1

0 −7

)
︸ ︷︷ ︸

A12

X2(ε) =

(
−5 1

0 0

)
︸ ︷︷ ︸

H1

+ε

(
−8 1

0 0

)
︸ ︷︷ ︸

H1

,

(
4 1

0 −5

)
︸ ︷︷ ︸

A22

X2(ε) +X2(ε)

(
6 1

0 6

)
︸ ︷︷ ︸

B22

+

+ε

(
2 1

0 −1

)
︸ ︷︷ ︸

A21

X1(ε) =

(
−9 1

0 0

)
︸ ︷︷ ︸

H2

+ε

(
−4 1

0 0

)
︸ ︷︷ ︸

H2

.

(3.6)

Для ε0 вiдповiдна незбурена система має такий вигляд:
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

(
5 1

0 −5

)
X1

1 +X1
1

(
6 1

0 6

)
=

(
−5 1

0 0

)
,(

4 1

0 −5

)
X1

2 +X1
2

(
6 1

0 6

)
=

(
−9 1

0 0

)
.

(3.7)

i є всюди розв’язною. Розв’язок першої системи будемо шукати в такому ви-
глядi:

X1
1 =

(
x111 x112
x121 x122

)
.

Пiдставляючи у першу пiдсистему, отримаємо таку систему рiвнянь:

5x111 + x121 + 6x111 = −5,

5x112 + x122 + x111 + 6x112 = 1,

−5x121 + 6x121 = 0,

−5x122 + x121 + 6x122 = 0.

Iз цих рiвнянь знаходимо, що

X1
1 =

(
− 5

11
16
121

0 0

)
.

Розв’язок другої системи будемо шукати у виглядi

X1
2 =

(
x211 x212
x221 x222

)
.

Пiдставляючи у другу пiдсистему, отримаємо таку систему рiвнянь:

4x211 + x221 + 6x211 = −9,

4x212 + x222 + x211 + 6x212 = 1,

−5x221 + 6x221 = 0,

−5x222 + x221 + 6x222 = 0.
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Таким чином,

X1
2 =

(
− 9

10
19
100

0 0

)
.

Розв’язок вiдповiдної збуреної зв’язаної системи будемо шукати в такому ви-
глядi:

Xi =
∞∑
k=0

εkXk+1
i ,

X1 = X1
1 + εX2

1 + ε2X3
1 + ε3X4

1 + · · ·+ εnXn+1
1 + · · · ,

X2 = X1
2 + εX2

2 + ε2X3
2 + ε3X4

2 + · · ·+ εnXn+1
2 + · · · .

(3.8)

Для ε1 отримаємо таку систему матричних рiвнянь:

(
5 1

0 −5

)
X2

1 +X2
1

(
6 1

0 6

)
+

(
7 1

0 −7

)
X1

2 =

(
−8 1

0 0

)
,(

4 1

0 −5

)
X2

2 +X2
2

(
6 1

0 6

)
+

(
2 1

0 −1

)
X1

1 =

(
−4 1

0 0

)
.

(3.9)

Пiдставляючи в останню систему розв’язки, отриманi на попередньому кроцi,
матимемо таку матричну систему рiвнянь:

(
5 1

0 −5

)
X2

1 +X2
1

(
6 1

0 6

)
+

(
7 1

0 −7

)(
− 9

10
19
100

0 0

)
=

(
−8 1

0 0

)
,(

4 1

0 −5

)
X2

2 +X2
2

(
6 1

0 6

)
+

(
2 1

0 −1

)(
− 5

11
16
121

0 0

)
=

(
−4 1

0 0

)
.

(3.10)



(
5 1

0 −5

)
X2

1 +X2
1

(
6 1

0 6

)
=

(
−63

10
133
100

0 0

)
,(

4 1

0 −5

)
X2

2 +X2
2

(
6 1

0 6

)
=

(
−10

11
32
121

0 0

)
.

(3.11)

Розв’язки, як i на попередньому кроцi, будемо шукати у виглядi матриць

X2
1 =

(
x311 x312
x321 x322

)
, X2

2 =

(
x411 x412
x421 x422

)
.
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Пiдставляючи у (3.11), отримаємо такi рiвняння для визначення невiдомих:

5x311 + x321 + 6x311 = −63

10
,

5x312 + x322 + x311 + 6x312 =
133

100
,

−5x321 + 6x321 = 0,

−5x322 + x321 + 6x322 = 0,

4x211 + x221 + 6x211 = −10

11
,

4x212 + x222 + x211 + 6x212 =
32

121
,

−5x221 + 6x221 = 0,

−5x222 + x221 + 6x222 = 0.

У цьому випадку маємо такi розв’язки:

X2
1 =

(
− 63

110
2093
12100

0 0

)
,

X2
2 =

(
− 1

11
43
1210

0 0

)
.

На i-му кроцi отримаємо таку систему матричних рiвнянь:

(
5 1

0 −5

)
X i

1 +X i
1

(
6 1

0 6

)
+

(
7 1

0 −7

)
X i−1

2 =

(
0 0

0 0

)
,(

4 1

0 −5

)
X i

2 +X i
2

(
6 1

0 6

)
+

(
2 1

0 −1

)
X i−1

1 =

(
0 0

0 0

)
, i ≥ 3.

(3.12)

2. Розглянемо таку зв’язану систему лiнiйних операторних рiвнянь Силь-
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вестра: 

(
2 1

0 6

)
X1(ε) +X1(ε)

(
9 1

0 −1

)
+

+ε

(
5 1

0 8

)
X2(ε) =

(
20 1

0 −6

)
+ ε

(
−10 1

0 7

)
,(

3 1

0 0

)
X2(ε) +X2(ε)

(
5 1

0 2

)
+

+ε

(
3 1

0 5

)
X1(ε) =

(
1 1

0 −21

)
+ ε

(
6 1

0 10

)
.

(3.13)

При ε = 0 отримаємо таку систему:

(
2 1

0 6

)
X1(0) +X1(0)

(
9 1

0 −1

)
=

(
20 1

0 −6

)
,(

3 1

0 0

)
X2(0) +X2(0)

(
5 1

0 2

)
=

(
1 1

0 −21

)
.

(3.14)

Як i у попередному прикладi, розв’язок отриманої на першому кроцi системи
будемо шукати в наступному виглядi:

X1(0) = X1
1 =

(
x111 x112
x121 x122

)
, X2(0) = X1

2 =

(
x211 x212
x221 x222

)
.

Пiдставляючи данi вирази у (3.14), отримаємо такi рiвняння вiдносно
x111, x

1
12, x

1
21, x

1
22, x211, x212, x221, x222:

2x111 + x121 + 9x111 = 20,

2x112 + x122 + x111 − x112 = 1,

6x121 + 9x121 = 0,

6x122 + x121 − x122 = −6,

3x211 + x221 + 5x211 = 1,

3x212 + x222 + x211 + 2x212 = 1,

5x221 = 0,
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x222 + 2x222 = −21.

Точний розв’язок цiєї системи має такий вигляд:

X1
1 =

(
20
11

21
55

0 −6
5

)
, X1

2 =

(
1
8

91
40

0 −21
2

)
. (3.15)

При ε1 отримаємо таку систему матричних рiвнянь:

(
2 1

0 6

)
X2

1 +X2
1

(
9 1

0 −1

)
+

+

(
5 1

0 8

)
X1

2 =

(
−10 1

0 7

)
,(

3 1

0 0

)
X2

2 +X2
2

(
5 1

0 2

)
+

+

(
3 1

0 5

)
X1

1 =

(
6 1

0 10

)
.

(3.16)

Пiдставляючи розв’язки (3.15) в систему матричних рiвнянь (3.16), отрима-
ємо таку зв’язану систему матричних рiвнянь:

(
2 1

0 6

)
X2

1 +X2
1

(
9 1

0 −1

)
+

+

(
5 1

0 8

)(
1
8

91
40

0 −21
2

)
=

(
−10 1

0 7

)
,(

3 1

0 0

)
X2

2 +X2
2

(
5 1

0 2

)
+

+

(
3 1

0 5

)(
20
11

21
55

0 −6
5

)
=

(
6 1

0 10

)
.

(3.17)
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Пiсля перетворень отримаємо таку систему:

(
2 1

0 6

)
X2

1 +X2
1

(
9 1

0 −1

)
=

(
−85

8
1
8

0 91

)
,(

3 1

0 0

)
X2

2 +X2
2

(
5 1

0 2

)
=

(
6
11

58
55

0 16

)
.

(3.18)

На i-му кроцi отримаємо таку систему матричних рiвнянь:

(
2 1

0 6

)
X i

1 +X i
1

(
9 1

0 −1

)
+

+

(
5 1

0 8

)
X i−1

2 =

(
0 0

0 0

)
,(

3 1

0 0

)
X i

2 +X i
2

(
5 1

0 2

)
+

+

(
3 1

0 5

)
X i−1

1 =

(
0 0

0 0

)
, i ≥ 3.

(3.19)

3.5. Нелiнiйний випадок

Розглянемо нелiнiйну систему (3.1) за умови, що породжуюча система
(3.2) має розв’язок. Для цього перепишемо систему (3.1) у виглядi:

LiXi(ε) = −ε
n∑

j=1,j ̸=i

Xj(ε)CijXj(ε) +Di. (3.20)

Будемо дивитися на праву частину (3.20) як на неоднорiднiсть. Тодi необхiдна
та достатня умова розв’язностi буде мати вигляд

−ε
n∑

j=1, j ̸=i

PN(L∗
i )
Xj(ε)CijXj(ε) + PN(L∗

i )
Di = 0. (3.21)
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Оскiльки виконується умова (3.3), то дiлячи на ε й переходячи до границi,
коли ε→ 0, отримаємо

n∑
j=1, j ̸=i

PN(L∗
i )
X0
jCijX

0
j = 0. (3.22)

Пiдставляючи у (3.1) розв’язки (3.4), отримаємо систему рiвнянь вiдносно
операторiв Hi:

Fi(H1, H2, ..., Hn) =
n∑

j=1, j ̸=i

PN(L∗
i )

(
L+
j Dj + PN(Lj)Hj

)
Cij

(
L+
j Dj + PN(Lj)Hj

)
= 0. (3.23)

Таким чином, отримуємо необхiдну умову iснування розв’язкiв нелiнiйної
операторної системи зв’язаних рiвнянь Рiккатi.

Теорема 3.1. (Необхiдна умова iснування). Нехай система (3.20) має
розв’язок Xi(ε), який перетворюється на один iз розв’язкiв Xi(0) = X0

i

лiнiйної породжуючої системи (3.2) з операторами Hi = H0
i . Тодi цi опера-

тори задовольняють нелiнiйну операторну систему для породжуючих опе-
раторiв (3.23).

Для отримання достатньої умови зробимо замiну змiнних

Xi(ε) = Yi(ε) +X0
i . (3.24)

Тодi отримаємо наступну задачу:

LiYi(ε) = −ε
n∑

j=1, j ̸=i

(
Yj(ε) +X0

j

)
Cij
(
Yj(ε) +X0

j

)
. (3.25)

Будемо шукати умови розв’язностi та загальний вигляд розв’язкiв Yi(ε), якi
належать простору Гiльберта H та перетворюються в нуль при ε = 0. Задача
(3.25) буде розв’язною тодi й тiльки тодi, коли виконуються наступнi умови
розв’язностi:

n∑
j=1, j ̸=i

PN(L∗
i )

(
Yj(ε) +X0

j

)
Cij
(
Yj(ε) +X0

j

)
= 0. (3.26)

За виконання умов розв’язностi (3.26) множина розв’язкiв нелiнiйної опе-
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раторної системи (3.20) має вигляд:

Yi(ε) = Y i(ε) + PN(Li)H i(ε), H i(ε) ∈ L(H), (3.27)

де

Y i(ε) = −ε
n∑

j=1, j ̸=i

L+
i

(
Yj(ε) +X0

j

)
Cij
(
Yj(ε) +X0

j

)
, (3.28)

Hi(ε) - довiльнi оператори.
Пiдставляючи вираз (3.27) в умови розв’язностi (3.26), отримаємо опера-

торну систему вiдносно операторiв H1(ε), H2(ε), ..., Hn(ε):

n∑
j=1, j ̸=i

Bij
0 Hj(ε) = −

n∑
j=1, j ̸=i

PN(L∗
i )
Yj(ε)CijYj(ε)− (3.29)

−
n∑

j=1, j ̸=j

PN(L∗
i )
ℓi
(
Y 1(ε), Y 2(ε), ..., Y i−1(ε), Y i+1(ε), ..., Y n(ε)

)
,

де

Bij
0 Hj(ε) := PN(L∗

i )
PN(Lj)Hj(ε)CijX

0
j + PN(L∗

i )
X0
jCijPN(Lj)Hj(ε),

ℓi
(
Y 1(ε), Y 2(ε), ..., Y i−1(ε), Y i+1(ε), ..., Y n(ε)

)
:=

=
n∑

j=1, j ̸=i

(
PN(L∗

i )
Y j(ε)CijX

0
j + PN(L∗

i )
X0
jCijY j(ε)

)
.

Цю систему ми можемо записати у нступному виглядi:

B0


H1(ε)

H2(ε)

...

Hn(ε)

 =


PN(L∗

1)

∑n
j=1, j ̸=1

(
Y j(ε)C1jX

0
j +X0

jC1jY j(ε)
)

PN(L∗
2)

∑n
j=1, j ̸=2

(
Y j(ε)C2jX

0
j +X0

jC2jY j(ε)
)

...

PN(L∗
n)

∑n
j=1, j ̸=n

(
Y j(ε)CnjX

0
j +X0

jCnjY j(ε)
)
 , (3.30)
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де операторна матриця B0 має вигляд

B0 =


0 B12

0 B13
0 ... B1n

0

B21
0 0 B23

0 ... B2n
0

... ... ... ... ...

Bn1
0 Bn2

0 ... Bnn−1
0 0

 . (3.31)

Нехай B0 - нормально-розв’язна. Тодi iснує обмежений ортопроєктор PN(B∗
0)

.
Достатньою умовою розв’язностi системи (3.30) з операторною матрицею
(3.31) є наступна умова:

PN(B∗
0)


PN(L∗

1)

PN(L∗
2)

...

PN(L∗
n)

 = 0. (3.32)

За виконання умови (3.32) один iз розв’язкiв системи (3.30) має такий
вигляд:

H1(ε)

H2(ε)

...

Hn(ε)

 = B+
0


PN(L∗

1)

∑n
j=1, j ̸=1

(
Y j(ε)C1jX

0
j +X0

jC1jY j(ε)
)

PN(L∗
2)

∑n
j=1, j ̸=2

(
Y j(ε)C2jX

0
j +X0

jC2jY j(ε)
)

...

PN(L∗
n)

∑n
j=1, j ̸=n

(
Y j(ε)CnjX

0
j +X0

jCnjY j(ε)
)
 .

(3.33)
Пiдставляючи у (3.27) та використовуючи методику, запропоновану в роботах
[38], [39], отримуємо достатню умову розв’язностi операторної системи (3.32)
та вiдповiдний iтерацiйний алгоритм побудови наближеного розв’язку.

Теорема 3.2. (Достатня умова iснування). За виконання умови (3.32) та
необхiдної умови (3.23) нелiнiйна операторна система зв’язаних рiвнянь
Рiккатi (3.1) має принаймнi один розв’язок. Вiн може бути знайдений за
допомогою наступної iтерацiйної процедури:

Y
k+1
i (ε) = −ε

n∑
j=1, j ̸=i

L+
i

(
Y k
j (ε) +X0

j

)
Cij
(
Y k
j (ε) +X0

j

)
, (3.34)
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
H
k
1(ε)

H
k
2(ε)

...

H
k
n(ε)

 = B+
0


PN(L∗

1)

∑n
j=1, j ̸=1

(
Y
k
j (ε)C1jX

0
j +X0

jC1jY
k
j (ε)

)
PN(L∗

2)

∑n
j=1, j ̸=2

(
Y
k
j (ε)C2jX

0
j +X0

jC2jY
k
j (ε)

)
...

PN(L∗
n)

∑n
j=1, j ̸=n

(
Y
k
j (ε)CnjX

0
j +X0

jCnjY
k
j (ε)

)

 ,

(3.35)
Y k+1
i (ε) = Y

k+1
i (ε) + PN(Li)H

k
i (ε), k = 0,∞, (3.36)

Yi(ε) = Y i(ε) + PN(Li)H i(ε), H i(ε) ∈ L(H).

Область збiжностi можна оцiнити аналогiчно [36], [159].

3.6. Приклад

Наведемо приклад зв’язаної системи нелiнiйних матричних рiвнянь Рiк-
катi i покажемо як застосовувати до нього необхiдну умову розв’язностi.

Розглянемо наступний приклад

(
1 −2

−1 3

)
X1(ε) +X1(ε)

(
3 1

2 −1

)
=

(
30 15

20 2025

)
+

+εX2(ε)

(
2030 1500

2000 20250

)
X2(ε),(

3 −4

−3 1

)
X2(ε) +X2(ε)

(
5 −3

−1 2

)
=

(
10 −70

−20 −210

)
+

+εX1(ε)

(
200 150

200 202

)
X1(ε).

При ε = 0 отримаємо таку породжуючу систему з двох незалежних ма-
тричних рiвнянь

(
1 −2

−1 3

)
X1(0) +X1(0)

(
3 1

2 −1

)
=

(
30 15

20 2025

)
,(

3 −4

−3 1

)
X2(0) +X2(0)

(
5 −3

−1 2

)
=

(
10 −70

−20 −210

)

В даному випадку будемо використовувати кронекерiв добуток для того
щоб переписати всю систему у матричному виглядi, де множення буде вiдбу-
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ватися тiльки лiвроуч з втратою розмiрностi вдвiчi. Але в такому виглядi си-
стему буде зручно дослiдити i перевiрити чи виконується умова розв’язностi.

Запишемо породжуючi системи у такому виглядi

LiXi := AiiXi +XiBii = Hi, i = 1, 2. (3.37)

Перепишемо (3.37) у такому виглядi

vec(AiiXi +XiBii) = (I ⊗ Aii +BT
ii ⊗ I)vec(X) = vec(Hi), i = 1, 2. (3.38)

де ⊗ позначає добуток Кронекера, vec(X) - векторизацiя X, I - одинична
матриця.

Вiдповiднi матричнi оператори запишуться в такому виглядi:

Livec(Xi) := (I ⊗ Aii +BT
ii ⊗ I) vec(X) = vec(Hi), i = 1, n. (3.39)

L1 =


4 −2 2 0

−1 6 0 2

1 0 0 −2

0 1 −1 2

 ,L2 =


8 −4 −1 0

−3 6 0 −1

−3 0 5 −4

0 −3 −3 3

 .

L+
1 = L−1

1 =
1

12


2 0 4 4

0 2 2 0

2 2 −6 −8

1 0 −4 2

 , L+
2 = L−1

2 = − 1

129


3 24 27 44

18 15 33 49

81 132 84 156

99 147 117 162

 ,

Вiдповiднi проєктори матимуть такий вигляд

PN(L1) = PN(L∗
1)
= PN(L2) = PN(L∗

2)
= 04×4,

де 04×4 - нульовi матрицi розмiру 4× 4.
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В даному випадку вектори vec(H1), vec(H2) мають такий вигляд

vec(H1) =


30

20

15

2025

 , vec(H2) =


10

−20

−70

−210

 .

Вiдповiднi породжуючi векторнi розв’язки мають такий вигляд:

vec(X1(0)) = L+
1 vec(H1) =


685
35
6

−8095
6

335

 ,

vec(X2(0)) = L+
2 vec(H2) =


−11580

−12720

−40470

−44160

 .

Таким чином, розв’язки породжуючої системи мають такий вигляд

X1(0) =

(
685 −8095

6
35
6 335

)
, X2(0) =

(
−11580 −40470

−12720 −44160

)
.

Можемо зауважити, що необхiднi умови виконуються, оскiльки проєкто-
ри на вiдповiднi пiдпростори є нульовими. Таким чином у цьому випадку
ми бачимо, як виглядає породжуючий розв’язок i бiльше того, що необхiдна
умова виконується автоматично. Окрiм того, слiд зауважити, що достатня
умова виконується автоматично i в нелiнiйної системи є єдиний розв’язок
який прямує до розв’язку породжуючої системи X1(0), X2(0).

3.7. Висновки до третього роздiлу

У третьому роздiлi отримано такi результати:
1. Отримано необхiднi та достатнi умови розв’язностi операторної

зв’язаної системи рiвнянь Рiккатi в гiльбертовому просторi.
2. Побудовано iтерацiйнi алгоритми для знаходження наближених
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розв’язкiв.
3. Розглянуто приклади лiнiйно збурених матричних рiвнянь Сильвестра,

що узгоджуються iз загальною теорiєю в нелiнiйному випадку.
Зазначимо, що з допомогою теорiї, розробленої в роботах [38], [39], можна

дослiджувати цi задачi й у тому випадку, коли оператори Li мають незамкне-
ну множину значень.
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РОЗДIЛ 4
ЗВ’ЯЗАНI СИСТЕМИ РIВНЯНЬ СИЛЬВЕСТРА З

КЕРУВАННЯМ ТА КРАЙОВИМИ УМОВАМИ

Даний роздiл присвячено отриманню умов розв’язностi крайових задач
для зв’язаних систем рiвнянь Сильвестра з керуваннями.

Як вiдомо, поняття стiйкостi входу за станом було запропоновано Зонта-
гом (див. [80], [209]) i знаходить багато застосувань. У данiй частинi дослiдимо
зв’язанi системи (див. [212]) операторних рiвнянь Сильвестра з керуваннями
та крайовими умовами. Ця задача була поставлена в роботi [46] (див. також
першу частину [45]). Слiд також вiдмiтити статтi [29], [194], [195], [196]), де ви-
користовувався пiдхiд, заснований на псевдооберненнi за Муром–Пенроузом
[40], та дослiджувалася нейронна мережа Хопфiлда (така мережа належить
до класу зв’язаних систем). У [81] дослiджувалася грубiсть дихотомiї для
зв’язаних систем. Слiд зауважити, що задачi такого вигляду зустрiчаються
на практицi в машинному навчаннi, а саме навчаннi з пiдкрiпленням. Якщо
дивитися на керування як на пiдкрiплення, то система отримає пiдкрiплення
у виглядi керування для того, щоб вийти на заданий режим (задовольнити
крайовi умови). Такi задачi також з’являються при дослiдженнi умов стiйко-
стi входу за станом, уведеного Зонтагом (див. [80] – [81]).

4.1. Постановка задачi

Розглянемо слабко збурену зв’язану систему лiнiйних операторних рiв-
нянь:

A11X1(ε) +X1(ε)B11 + ε
(
A12X2(ε) + A13X3(ε) + · · ·+ A1nXn(ε)

)
+

+C1U1 = H1 + εH1,

A22X2(ε) +X2(ε)B22 + ε
(
A21X1(ε) + A23X3(ε) + · · ·+ A2nXn(ε)

)
+

+C2U2 = H2 + εH2,

· · ·
AnnXn(ε) +Xn(ε)Bnn + ε

(
An1X1(ε) + An2X2(ε) + · · ·+ Ann−1Xn−1(ε)

)
+

+CnUn = Hn + εHn

(4.1)
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з крайовими умовами
ℓiXi(ε) = αi. (4.2)

Тут Aik, Bii, Hi, Ci, H i ∈ L(H)
(
i = 1, n, k = 1, n

)
— лiнiйнi та обмеженi опе-

ратори, якi дiють iз простору Гiльберта H у себе, Ui ∈ L(H) — керування.
Лiнiйнi та обмеженi оператори ℓi переводять розв’язки системи (4.1) у про-
стiр Гiльберта H1, αi ∈ H1. Задача полягає у знаходженнi достатнiх умов
iснування розв’язкiв Xi(ε) ∈ L(H), умов керування зв’язаних операторних
систем (4.1) та побудови вiдповiдної множини розв’язкiв.

У данiй частинi будемо розглядати випадок, коли породжуюча задача
(ε = 0) має розв’язки. Зазначимо, що для ε = 0 породжуюча задача склада-
ється з n незалежних операторних рiвнянь

LiX
0
i := AiiX

0
i +X0

iBii = Hi − CiUi, i = 1, n, (4.3)

та крайових умов
ℓiX

0
i = αi. (4.4)

4.2. Лiнiйна крайова задача

Основнi результати отримано за припущення, що оператори Li є
нормально-розв’язними

(
R(Li) = R(Li)

)
[36, c. 20].

Розглянемо випадок, коли породжуюча система рiвнянь (4.3) має
розв’язки. Необхiднi та достатнi умови розв’язностi системи (4.3) мають та-
кий вигляд:

PN(L∗
i )
(Hi − CiUi) = 0, i = 1, n. (4.5)

Тут PN(Li) = I −L+
i Li та PN(L∗

i )
= I −LiL

+
i — ортопроєктори, що вiдобража-

ють простiр Гiльберта H на вiдповiднi ядра N(Li) та коядра N(L∗
i ) операто-

рiв Li; L+
i —псевдооберненi за Муром–Пенроузом до операторiв Li [36, c. 60].

За виконання умов (4.5) розв’язки X0
i системи (4.3) мають вигляд:

X0
i = L+

i (Hi − CiUi) + PN(Li)Di, Di ∈ L(H)− (4.6)

сталi оператори. Пiдставляючи (4.6) у (4.4), отримаємо систему операторних
рiвнянь:

BiDi = αi − ℓiL
+
i (Hi − CiUi) , (4.7)
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де Bi = ℓiPN(Li).
Припустимо для простоти, що R(Bi) = R(Bi), тобто оператори Bi -

нормально-розв’язнi. Система операторних рiвнянь (4.7) розв’язна тодi й
тiльки тодi, коли виконуються умови:

PN(B∗
i )

(
αi − ℓiL

+
i (Hi − CiUi)

)
= 0,

за виконання яких множина розв’язкiв системи (4.7), має вигляд:

Di = B+
i

(
αi − ℓiL

+
i (Hi − CiUi)

)
+ PN(Bi)Ei, Ei ∈ L(H). (4.8)

Пiдставляючи (4.8) у (4.6), отримаємо загальнi розв’язки крайової задачi
(4.3), (4.4):

X0
i = L+

i (Hi − CiUi) + PN(Li)B
+
i

(
αi − ℓiL

+
i (Hi − CiUi)

)
+

+PN(Li)PN(Bi)Ei, Ei ∈ L(H).
(4.9)

Таким чином, доведено теорему.

Теорема 4.1. За умов виконання системи{
PN(L∗

i )
(Hi − CiUi) = 0,

PN(B∗
i )

(
αi − ℓiL

+
i (Hi − CiUi)

)
= 0, i = 1, n,

(4.10)

породжуюча крайова задача (4.3), (4.4) має множину розв’язкiв

X0
i = L+

i (Hi − CiUi) + PN(Li)B
+
i

(
αi − ℓiL

+
i (Hi − CiUi)

)
+

+PN(Li)PN(Bi)Ei, Ei ∈ L(H).

Зауваження 4.1. З теореми 4.1 та представлення (4.9) можна отримати
такi оцiнки на норми розв’язкiв:

||X0
i || ≤ F 1

i ||Ei||+ F 2
i ||Ui||+ F 3

i ||αi||+ F 4
i ||Hi||,

де

F 1
i = ||PN(Li)PN(Bi)||, F 2

i = ||LiCi||+ ||PN(Li)B
+
i ℓiL

+
i Ci||, F 3

i = ||PN(Li)B
+
i ||,
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F 4
i = ||L+

i ||+ ||PN(Li)B
+
i ℓiL

+
i ||.

Цi нерiвностi є аналогом так званих оцiнок стiйкостi входу за станом
(див., наприклад [209]).

Зауваження 4.2. Коли множини значень операторiв Li та Bi незамкненi,
отримуємо умови так званої узагальненої керованостi (див. [39]).

Розглянемо крайову задачу (4.1), (4.2), коли породжуюча (ε = 0) задача
(4.3), (4.4) розв’язна. У цьому випадку можемо розв’язати поставлену задачу
(4.1), (4.2) з допомогою рядiв

Xi(ε) =
+∞∑
k=0

εkXk
i ,

де Xk
i — лiнiйнi та обмеженi оператори, якi отримуються з допомогою iтера-

цiйного процесу.
При ε = 0 отримаємо:

L1X
0
1 = A11X

0
1 +X0

1B11 = H1 − C1U1,

L2X
0
2 = A22X

0
2 +X0

2B22 = H2 − C2U2,

· · ·
LnX

0
n = AnnX

0
n +X0

nBnn = Hn − CnUn.

з крайовими умовами
ℓiX

0
i = αi. (4.11)

Оскiльки умови (4.5) виконано (породжуюча крайова задача розв’язна),
то система має множину розв’язкiв

X0
1 = L+

1 (H1 − C1U1) + PN(L1)C
0
1 ,

X0
2 = L+

2 (H2 − C2U2) + PN(L2)C
0
2 ,

· · ·
X0
n = L+

n (Hn − CnUn) + PN(Ln)C
0
n,

(4.12)

де лiнiйнi та обмеженi оператори C0
i будуть знайденi з крайових умов (4.11).

Пiдставляючи у (4.11), отримаємо таку систему операторних рiвнянь:

G0
iC

0
i = αi − ℓiL

+
i (Hi − CiUi) , (4.13)



105

де G0
i = ℓiPN(Li) (це аналогiчна формула згiдно перепозначень для оператора

Bi, введеного вище). Умови розв’язностi мають вигляд

PN(G0∗
i )

(
αi − ℓiL

+
i (Hi − CiUi)

)
= 0. (4.14)

За умов (4.14) множина розв’язкiв системи (4.13) має вигляд

C0
i = G0+

i

(
αi − ℓiL

+
i (Hi − CiUi)

)
+ PN(G0

i )
R0
i , R0

i ∈ L(H1), (4.15)

де R0
i — лiнiйнi та обмеженi оператори (з точнiстю до перепозначень опера-

тори Ei). Пiдставляючи у (4.9), отримаємо такi представлення:

X0
i = L+

i (Hi − CiUi) + PN(Li)G
0+
i

(
αi − ℓiL

+
i (Hi − CiUi)

)
+ (4.16)

+PN(Li)PN(G0
i )
R0
i .

При ε1 отримаємо крайову задачу
A11X

1
1 +X1

1B11 + A12X
0
2 + A13X

0
3 + · · ·+ A1nX

0
n = H1,

A22X
1
2 +X1

2B22 + A21X
0
1 + A23X

0
3 + · · ·+ A2nX

0
n = H2,

· · ·
AnnX

1
n +X1

nBnn + An1X
0
n + An2X

0
2 + · · ·+ Ann−1X

0
n−1 = Hn,

(4.17)

ℓiX
1
i = 0, i = 1, n. (4.18)

Пiдставивши у (4.17) розв’язки X0
1 , X

0
2 , . . . , X

0
n, знайденi на попередньому

кроцi, отримаємо систему
L1X

1
1 = H1 −

∑n
k=2A1kX

0
k ,

L2X
1
2 = H2 −

∑n
k=1,k ̸=2A2kX

0
k ,

· · ·
LnX

1
n = Hn −

∑n−1
k=1 AnkX

0
k .

(4.19)

За умови розв’язностi

PN(L∗
i )

H i −
n∑

k=1,k ̸=i

AikX
0
k

 = 0, i = 1, n, (4.20)
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множина розв’язкiв X1
i системи (4.19) має вигляд:

X1
i = L+

i

H i −
n∑

k=1,k ̸=i

AikX
0
k

+ PN(Li)C
1
i , i = 1, n. (4.21)

Пiдставляючи (4.15) у (4.12) знаходимо оператори X0
i . Отриманi вирази для

X0
i далi пiдставляємо у (4.20) й отримаємо таку систему операторних рiвнянь

вiдносно R0
i :

n∑
k=1, k ̸=i

PN(L∗
i )
AikPN(Lk)PN(G0

k)
R0
k = (4.22)

= PN(L∗
i )
H i −

n∑
k=1, k ̸=i

PN(L∗
i )
AikL

+
k (Hk − CkUk)−

−
n∑

k=1, k ̸=i

PN(L∗
i )
AikPN(Lk)G

0+
k

(
αk − ℓkL

+
k (Hk − CkUk)

)
.

Позначивши

B0
ik =

n∑
k=1, k ̸=i

PN(L∗
i )
AikPN(Lk)PN(G0

k)
, (4.23)

H i = H i −
n∑

k=1, k ̸=i

AikL
+
k (Hk − CkUk)−

−
n∑

k=1, k ̸=i

AikPN(Lk)G
0+
k

(
αk − ℓkL

+
k (Hk − CkUk)

)
.

з (4.22) отримаємо систему

n∑
k=1, k ̸=i

B0
ikR

0
k = PN(L∗

i )
H i. (4.24)

Пiдставляючи розв’язки (4.21) у крайовi умови (4.18), отримаємо систему
операторних рiвнянь:

G0
iC

1
i = ℓiL

+
i

H i −
n∑

k=1,k ̸=i

AikX
0
k

 . (4.25)
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Подальшi конструкцiї є справедливими у тому випадку, коли оператори G0
i

є нормально-розв’язними (R(G0
i ) = R(G0

i )). Необхiдна та достатня умови
розв’язностi системи (4.25) мають вигляд:

PN(G0∗
i )ℓiL

+
i

H i −
n∑

k=1,k ̸=i

AikX
0
k

 = 0, (4.26)

де PN(G0∗
i ) - ортопроєктори. Пiдставляючи (4.12) у (4.26), отримаємо таку

систему операторних рiвнянь:

n∑
k=1, k ̸=i

PN(G0∗
i )ℓiAikPN(Lk)PN(G0

k)
R0
k =

= PN(G0∗
i )ℓiL

+
i H i −

n∑
k=1, k ̸=i

PN(G0∗
i )ℓiAikL

+
k (Hk − CkUk)−

−
n∑

k=1, k ̸=i

PN(G0∗
i )ℓiAikPN(Lk)G

0+
k

(
αk − ℓkL

+
k (Hk − CkUk)

)
.

Позначивши

B1
ik =

n∑
k=1, k ̸=i

PN(G0∗
i )ℓiAikPN(Lk)PN(G0

k)
, (4.27)

M i = ℓiL
+
i H i −

n∑
k=1, k ̸=i

ℓiAikL
+
k (Hk − CkUk)−

−
n∑

k=1, k ̸=i

ℓiAikPN(Lk)G
0+
k

(
αk − ℓkL

+
k (Hk − CkUk)

)
.

Отримаємо систему вiдносно операторiв R0
k:

n∑
k=1, k ̸=i

B1
ikR

0
k = PN(G∗

i )
M i. (4.28)

Рiвняння (4.24), (4.28) — звичайнi матричнi операторнi рiвняння. Таким
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чином, отримаємо операторне рiвняння:

DR0 :=

[
D0

D1

]
R0 =

[
F 0
0

F 1
0

]
= F0, (4.29)

де операторнi матрицi D0, D1 та вектори F 0
0 , F 1

0 мають вигляд:

D0 =


0 B0

12 B0
13 · · · B0

1n

B0
21 0 B0

23 · · · B0
2n

... ... ... . . . ...
B0
n1 B0

n2 B0
n3 · · · 0

 , D1 =


0 B1

12 B1
13 · · · B1

1n

B1
21 0 B1

23 · · · B1
2n

... ... ... . . . ...
B1
n1 B1

n2 B1
n3 · · · 0

 ,

(4.30)
а

F 0
0 =


PN(L∗

1)
H1

PN(L∗
2)
H2

...
PN(L∗

n)
Hn

 , F 1
0 =


PN(G∗

1)
M 1

PN(G∗
2)
M 2

...
PN(G∗

n)
Mn

 . (4.31)

Для простоти розглянемо випадок, коли оператор D нормально-розв’язний(
R(D) = R(D)

)
. Тодi достатня умова розв’язностi рiвняння (4.29) має такий

вигляд:

PN(D∗)



PN(L∗
1)

PN(L∗
2)...

PN(L∗
n)

PN(G∗
1)

PN(G∗
2)...

PN(G∗
n)


= 0, (4.32)

де PN(D∗) - ортопроєктор. При виконаннi умови (4.32) один iз розв’язкiв рiв-
няння (4.29) має такий вигляд:

R0 = R
0
= D+

[
F 0
0

F 1
0

]
. (4.33)
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Розв’язки X1
i мають вигляд

X1
i = L+

i

H i −
n∑

k=1, k ̸=i

AikX
0
k

+ (4.34)

+PN(Li)C
1
i , i = 1, n.

При ε2 отримаємо систему
A11X

2
1 +X2

1B11 +
∑n

k=2A1kX
1
k = 0,

A22X
2
2 +X2

2B22 +
∑n

k=1, k ̸=2A2kX
1
k = 0,

· · ·
AnnX

2
n +X2

nBnn +
∑n−1

k=1 AnkX
1
k = 0,

(4.35)

або 
L1X

2
1 = −

∑n
k=2A1kX

1
k ,

L2X
2
2 = −

∑n
k=1, k ̸=2A2kX

1
k ,

· · ·
LnX

2
n = −

∑n−1
k=1 AnkX

1
k .

(4.36)

з крайовими умовами
ℓiX

2
i = 0, i = 1, n. (4.37)

Необхiдна та достатня умови розв’язностi операторної системи (4.36) ма-
ють вигляд

PN(L∗
i )

 n∑
k=1, k ̸=i

AikX
1
k

 = 0, i = 1, n. (4.38)

За умови (4.38) операторна система (4.36) має множину розв’язкiв:

X2
1 = −

∑n
k=2L

+
1 A1kX

1
k + PN(L1)C

2
1 ,

X2
2 = −

∑n
k=1, k ̸=2L

+
2 A2kX

1
k + PN(L2)C

2
2 ,

· · ·
X2
n = −

∑n−1
k=1 L

+
nAnkX

1
k + PN(Ln)C

2
n.

(4.39)

Пiдставимо (4.39) у крайовi умови (4.37) та отримаємо систему операторних
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рiвнянь:

G0
iC

2
i = −

n∑
k=1, k ̸=i

ℓiL
+
i AikX

1
k . (4.40)

Умови розв’язностi мають таку форму:

n∑
k=1, k ̸=i

PN(G0∗
i )ℓiL

+
i AikX

1
k = 0. (4.41)

З (4.25) маємо

C1
i = G0+

i ℓiL
+
i

H i −
n∑

k=1, k ̸=i

AikX
0
k

+ PN(G0
i )
R1
i , R1

i ∈ L(H1).

З (4.21) маємо

X1
i = L+

i

H i −
n∑

k=1, k ̸=i

AikX
0
k

+ (4.42)

+PN(Li)G
0+
i ℓiL

+
i

H i −
n∑

k=1, k ̸=i

AikX
0
k

+

+PN(Li)PN(G0
i )
R1
i , i = 1, n.

Пiдставляючи (4.42) у (4.38) i (4.41) отримаємо таку операторну систему:

DR1 =

[
F 0
1

F 1
1

]
= F1, (4.43)

де

F 0
1 =


∑n

k=2 PN(L∗
1)
A1k

(
L+
k + PN(Lk)G

0+
k ℓkL

+
k

) (∑n
k=2A1kX

0
k −H1

)∑n
k=1, k ̸=2 PN(L∗

1)
A2k

(
L+
k + PN(Lk)G

0+
k ℓkL

+
k

) (∑n
k=2A2kX

0
k −H1

)
· · ·∑n−1

k=1 PN(L∗
1)
Ank

(
L+
k + PN(Lk)G

0+
k ℓkL

+
k

) (∑n−1
k=1 AnkX

0
k −Hn

)


(4.44)
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F 1
1 =


∑n

k=2 PN(G0∗
1 )ℓ1L

+
1 A1k

(
L+

k + PN(Lk)G
0+
k ℓkL

+
k

) (∑n
k=2A1kX

0
k −H1

)∑n
k=1, k ̸=2 PN(G0∗

2 )ℓ2L
+
2 A2k

(
L+

k + PN(Lk)G
0+
k ℓkL

+
k

) (∑n
k=1,k ̸=2A2kX

0
k −H2

)
· · ·∑n−1

k=1 PN(G0∗
n )ℓnL

+
nAnk

(
L+

k + PN(Lk)G
0+
k ℓkL

+
k

) (∑n−1
k=1 AnkX

0
k −Hn

)

 .

(4.45)

Оскiльки умови (4.32) виконано, то один iз розв’язкiв рiвняння (4.43) має
вигляд

R1 = D+F1. (4.46)

Пiдставляючи отриманий розв’язок у (4.39), отримаємо розв’язок на другому
кроцi iтерацiйного процесу у виглядi

X1
i = L+

i

H i −
n∑

k=1, k ̸=i

AikX
0
k

+

+PN(Li)G
0+
i ℓiL

+
i

H i −
n∑

k=1, k ̸=i

AikX
0
k

+

+PN(Li)PN(G0
i )
D+F i

1, i = 1, n.

Для коефiцiєнта εl, l ≥ 2, розв’язок має такий вигляд:

X l
1 = −

∑n
k=2L

+
1 A1kX

l−1
k + PN(L1)C

l
1,

X l
2 = −

∑n
k=1, k ̸=2L

+
2 A1kX

l−1
k + PN(L2)C

l
2,

· · ·
X l
n = −

∑n−1
k=1 L

+
nA1kX

l−1
k + PN(Ln)C

l
n

(4.47)

за умов розв’язностi:

PN(L∗
i )

 n∑
k=1, k ̸=i

AikX
l−1
k

 = 0, i = 1, n, (4.48)

що еквiвалентна такiй операторнiй системi:

DRl−1 = Fl−1, (4.49)



112

де блочний оператор

D =

[
D0

D1

]
має вигляд (4.30), а

F 0
l−1 =


∑n

k=2 PN(L∗
1)
A1k

(
L+
k + PN(Lk)G

0+
k ℓkL

+
k

) (∑n
k=2A1kX

l−1
k

)∑n
k=1, k ̸=2 PN(L∗

1)
A2k

(
L+
k + PN(Lk)G

0+
k ℓkL

+
k

) (∑n
k=2A2kX

l−1
k

)
· · ·∑n−1

k=1 PN(L∗
1)
Ank

(
L+
k + PN(Lk)G

0+
k ℓkL

+
k

) (∑n−1
k=1 AnkX

l−1
k

)
 ,

(4.50)

F 1
l−1 =


∑n

k=2 PN(G0∗
1 )ℓ1L

+
1 A1k

(
L+

k + PN(Lk)G
0+
k ℓkL

+
k

) (∑n
k=2A1kX

l−1
k

)∑n
k=1, k ̸=2 PN(G0∗

2 )ℓ2L
+
2 A2k

(
L+

k + PN(Lk)G
0+
k ℓkL

+
k

) (∑n
k=1,k ̸=2A2kX

l−1
k

)
· · ·∑n−1

k=1 PN(G0∗
n )ℓnL

+
nAnk

(
L+

k + PN(Lk)G
0+
k ℓkL

+
k

) (∑n−1
k=1 AnkX

l−1
k

)

 . (4.51)

За умови (4.32) операторна система (4.49) розв’язна, й один iз розв’язкiв
має вигляд:

Rl−1 = D+Fl−1. (4.52)

Таким чином доведено наступне твердження.

Теорема 4.2. (Достатня умова розв’язностi операторної крайової задачi
(4.1), (4.2)). За умов розв’язностi (4.10), (4.32) операторна система (4.1),
(4.2) розв’язна. Множина розв’язкiв може бути представлена у виглядi
рядiв, що абсолютно збiжнi для достатньо малого параметра ε:

Xi(ε) =
+∞∑
k=0

εkXk
i .

Коефiцiєнти цих рядiв можуть бути знайденi за формулами (4.12), (4.33),
(4.15), (4.46), (4.47), (4.52), що мають вигляд

X0
i = L+

i (Hi − CiUi) + PN(Li)G
0+
i

(
αi − ℓiL

+
i (Hi − CiUi)

)
+

+PN(Li)PN(G0
i )
R0
i ,

Rl−1 = D+Fl−1,
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D0 =


0 B0

12 B0
13 · · · B0

1n

B0
21 0 B0

23 · · · B0
2n

... ... ... . . . ...
B0
n1 B0

n2 B0
n3 · · · 0

 , D1 =


0 B1

12 B1
13 · · · B1

1n

B1
21 0 B1

23 · · · B1
2n

... ... ... . . . ...
B1
n1 B1

n2 B1
n3 · · · 0

 ,

F 0
l−1 =


∑n

k=2 PN(L∗
1)
A1k

(
L+
k + PN(Lk)G

0+
k ℓkL

+
k

) (∑n
k=2A1kX

l−1
k

)∑n
k=1, k ̸=2 PN(L∗

1)
A2k

(
L+
k + PN(Lk)G

0+
k ℓkL

+
k

) (∑n
k=2A2kX

l−1
k

)
· · ·∑n−1

k=1 PN(L∗
1)
Ank

(
L+
k + PN(Lk)G

0+
k ℓkL

+
k

) (∑n−1
k=1 AnkX

l−1
k

)
 ,

F 1
l−1 =


∑n

k=2 PN(G0∗
1 )ℓ1L

+
1 A1k

(
L+

k + PN(Lk)G
0+
k ℓkL

+
k

) (∑n
k=2A1kX

l−1
k

)∑n
k=1, k ̸=2 PN(G0∗

2 )ℓ2L
+
2 A2k

(
L+

k + PN(Lk)G
0+
k ℓkL

+
k

) (∑n
k=1,k ̸=2A2kX

l−1
k

)
· · ·∑n−1

k=1 PN(G0∗
n )ℓnL

+
nAnk

(
L+

k + PN(Lk)G
0+
k ℓkL

+
k

) (∑n−1
k=1 AnkX

l−1
k

)

 .

Зауваження 4.3. Використовуючи запропонований у даному роздiлi ме-
тод, можемо дослiдити випадок, коли породжуюча задача (ε = 0) може
бути нерозв’язною. У такому випадку, можемо отримати умови так зва-
ної слабкої керованостi (див. [61]). У цьому випадку розв’язок збуреної задачi
необхiдно шукати у виглядi

Xi(ε) =
+∞∑
k=−1

εkXk
i

або у виглядi

Xi(ε) =
+∞∑
k=−p

εkXk
i ,

починаючи з вiд’ємного степеня ε. За методом невизначених коефiцiєнтiв
отримаємо матричнi системи рiвнянь типу Сильвестра, прирiвнюючи ко-
ефiцiєнти при вiдповiдних степенях εl.

4.3. Приклади

1. Розглянемо таку крайову задачу з керуванням

D11X1(ε) +X1(ε)D12 + εD13X2(ε) = H1 − C1U1,
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D21X2(ε) +X2(ε)D22 + εD23X1(ε) = H2 − C2U2,

ℓ1X1(ε) = α1,

ℓ2X2(ε) = α2.

В данiй задачi всi матрицi є двовимiрними. Використовуючи символ Кро-
неккера, дану задачу можемо переписати у такому виглядi в породжуючому
випадку (ε = 0):

D1X1(0) = H1 − C1U 1,

D2X2(0) = H2 − C2U 2,

де

D1 =


D1

11 +D2
11 D1

12 0 0

D1
21 D1

22 +D2
11 0 0

0 0 D1
11 +D2

22 D1
12

0 0 D1
21 D1

22 +D2
22

 ,

D2 =


D3

11 +D4
11 D3

12 0 0

D3
21 D3

22 +D4
11 0 0

0 0 D3
11 +D4

22 D3
12

0 0 D3
21 D3

22 +D4
22

 ,

D1 = (I ⊗D11) + (D12 ⊗ I), X1(0) = vec(X1(0)) =


X1

11(0)

X1
12(0)

X1
21(0)

X1
22(0)

 ,

D2 = (I ⊗D21) + (D22 ⊗ I), X2(0) = vec(X2(0)) =


X2

11(0)

X2
12(0)

X2
21(0)

X2
22(0)

 .

За умов розв’язностi
PN(D

∗
1)
(H1 − C1U 1) = 0,

PN(D
∗
2)
(H2 − C2U 2) = 0,
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множини розв’язкiв мають такий вигляд

X1(0) = D
+
1 (H1 − C1U 1) + PN(D1)

E1,

X2(0) = D
+
2 (H2 − C2U 2) + PN(D2)

E2.

З умов розв’язностi знаходимо керування як розв’язок такої системи рiвнянь

Q1U 1 := PN(D
∗
1)
C1U 1 = PN(D

∗
1)
H1,

Q2U 2 = PN(D
∗
2)
C2U 2 = PN(D

∗
2)
H2.

Достатньою умовою розв’язностi є така

PN(Q∗
1)
PN(D

∗
1)
= 0,

PN(Q∗
2)
PN(D

∗
2)
= 0.

Множини керувань знаходяться таким чином

U 1 = Q+
1 PN(D

∗
1)
H1 + PN(Q1)F 1,

U 2 = Q+
2 PN(D

∗
2)
H2 + PN(Q2)F 2.

Таким чином множини розв’язкiв мають таку форму

X1(0) = D
+
1 (H1−C1Q

+
1 PN(D

∗
1)
H1+PN(Q1)F 1)+PN(D1)

E1, ∀F 1 ∈ R2×2, (4.53)

X2(0) = D
+
2 (H2−C2Q

+
2 PN(D

∗
2)
H2+PN(Q2)F 2)+PN(D2)

E2, ∀F 2 ∈ R2×2. (4.54)

Пiдставляючи в крайову умову отримаємо таку систему рiвнянь вiдносно
H1, F 1, H2, F 2:

ℓ1

(
D

+
1 (H1 − C1Q

+
1 PN(D

∗
1)
H1 + PN(Q1)F 1) + PN(D1)

E1

)
= α1,

ℓ2

(
D

+
2 (H2 − C2Q

+
2 PN(D

∗
2)
H2 + PN(Q2)F 2) + PN(D2)

E2

)
= α2.
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Звiдси випливає, що маємо таку систему рiвнянь вiдносно H1, H2, F 1, F 2 та-
кого вигляду:

R1F 1 +R2E1 = α1,

R3F 2 +R4E2 = α2.

Остаточно маємо таку систему

R

(
F 1 E1

F 2 E2

)
= α =

(
α1

α2

)
,

де матриця R визначається таким чином:

R =

(
R1 R2

R3 R4

)

За умови розв’язностi
PR∗α = 0

множина розв’язкiв матиме такий вигляд(
F 1 E1

F 2 E2

)
= R

+
α + PN(R)G,∀G ∈ R2×2.

Пiдставляючи в (4.53), (4.54) отримаємо множину розв’язкiв на першому кро-
цi (ε = 0). На k-му кроцi отримаємо таку систему з вiдповiдними умовами

D11X
k
1 +Xk

1D12 +D13X
k−1
2 = 0,

D21X
k
2 +Xk

2D22 +D23X
k−1
1 = 0,

ℓ1X
k
1 = 0, ℓ2X

k
2 = 0.

2. Розглянемо таку матричну задачу керування(
0 1

0 0

)(
x11 x12

x21 x22

)
+

(
x11 x12

x21 x22

)(
1 0

0 1

)
= (4.55)

=

(
1 0

0 1

)
+

(
c1 0

0 c2

)(
u1 0

0 u2

)
(4.56)
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з крайовими умовами

ℓ1x11 = α1, ℓ2x12 = α2, ℓ3x22 = α3, ℓ4x21 = α4, (4.57)

де ℓi ̸= 0, ℓi, αi ∈ R, i = 1, 3, ℓ4 = 1, α4 = 0, ci ̸= 0, ci ∈ R.
Легко побачити, що

x11 = 1 + c1u1, x12 = −(1 + c2u2), x22 = 1 + c2u2, x21 = 0.

З крайових умов (4.57) маємо

x11 =
α1

ℓ1
, x12 =

α2

ℓ2
, x22 =

α3

ℓ3
.

Таким чином, розглянута задача є розв’язною тодi й тiльки тодi, коли
виконано наступнi умови:

u1 =
1

c1

(
α1

ℓ1
− 1

)
, u2 =

1

c2

(
α3

ℓ3
− 1

)
= − 1

c2

(
α2

ℓ2
+ 1

)
.

Розглянемо випадок, коли l1 = (1 + 105)5, α1 = (1 + 105)6(1− 105 + 1010).
Знайдемо керування u1, якщо c1 = 104. У цьому випадку маємо x11 = (1 +

105)(1− 105 + 1010), а керування u1 = 1011.

4.4. Висновки до четвертого роздiлу

У четвертому роздiлi розглянуто крайову задачу для збуреної зв’язаної
системи для лiнiйних операторних рiвнянь Сильвестра.

1. Встановлено необхiднi та достатнi умови розв’язностi лiнiйної поро-
джуючої крайової задачi за припущення, що оператори вiдповiдної системи
є нормально-розв’язними.

2. Доведено, що розв’язок може бути знайдений у виглядi абсолютно збi-
жних для достатньо малого параметра ε рядiв.

3. Отримано умови iснування розв’язкiв слабкозбуреної крайової задачi.
4. Побудовано збiжний iтерацiйний алгоритм знаходження розв’язку слаб-

козбуреної крайової задачi.
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ЗАГАЛЬНI ВИСНОВКИ

В представленiй дисертацiйнiй роботi отримано умови iснування
розв’язкiв крайових задач для операторно-диференцiальних рiвнянь, що ви-
користовуються при моделюваннi динамiчних процесiв. Серед основних ре-
зультатiв вiдзначимо наступнi:

- наведено огляд лiтератури стосовно розвитку теорiї крайових задач;
- наведено огляд лiтератури стосовно узагальнено-обернених та псевдо-

обернених за Муром–Пенроузом операторiв;
- зроблено iсторичний огляд розвитку та наведено галузi застосувань опе-

рацiї псевдообернення та крайових задач;
- отримано необхiднi та достатнi умови iснування розв’язкiв крайової за-

дачi для системи операторно-диференцiальних рiвнянь;
- показано, що крайова задача для системи операторно-диференцiальних

рiвнянь може бути розв’язаною i в тому випадку, коли лiнiйний породжуючий
оператор має незамкнену множину значень;

- показано процес поповнення операторних рiвнянь iз незамкненою мно-
жиною, який застосовується до вiдповiдної операторно-диференцiальної кра-
йової задачi;

- наведено приклади крайових задачi в сепарабельному гiльбертовому
просторi l2, на яких продемонстровано запропоновану у роботi методику до-
слiдження;

- видiлено класи класичних, сильних узагальнених та сильних псевдо-
розв’язкiв операторно-диференцiальної крайової задачi зi значеннями у вихi-
дному гiльбертовому просторi та поповненому просторi;

- знайдено необхiднi та достатнi умови iснування розв’язкiв зв’язаної си-
стеми операторних рiвнянь Рiккатi, незбурена частина яких являє собою си-
стему незалежних рiвнянь Сильвестра;

- побудовано iтерацiйнi збiжнi алгоритми для знаходження наближених
розв’язкiв таких систем;

- отримано умови розв’язностi для зв’язаних систем рiвнянь Сильвестра
з крайовими умовами та керуванням;

- дослiджено слабко лiнiйно збуренi системи рiвнянь Сильвестра;
- показано, що розв’язки можуть бути знайденими з допомогою рядiв за

ступенями малого параметра ε, що є збiжними для параметра ε ∈ [0, ε∗];
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- наведено приклади зв’язаних систем матричних рiвнянь, для яких побу-
довано iтерацiйнi системи, що дають вiдповiднi внески у розв’язки у виглядi
матричного ряду.
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