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Актуальнiсть та загальна характеристика роботи

Робота присвячена розробцi та застосуванню комплексних пiдхо-
дiв до вивчення алгебраїчних, топологiчних та динамiчних iнварiантiв
складних систем, що еволюцiонують або змiнюються пiд дiєю груп пе-
ретворень. Актуальнiсть дослiдження зумовлена необхiднiстю створення
нових математичних методiв для аналiзу нелiнiйних процесiв у фiзицi,
матерiалознавствi, соцiодинамiцi та теорiї обробки даних.

Теорiя когомологiй груп бере свiй початок у працях В. Гуревича
та була суттєво розвинена у 1940-х роках С. Ейленбергом, С. Маклей-
ном, В. Екманом, Х. Хопфом, Д. К. Фаддєєвим та iншими дослiдниками.
Подальший розвиток цiєї теорiї тiсно пов’язаний iз теорiєю зображень i
проєктивними зображеннями, де когомологiї природно виникають як на-
бори факторiв. Вагомий внесок у розвиток цього напряму зробили також
I. Такахасi, Л. Рейтен, К. Рiдтман, Ю. А. Дрозд та iншi.

Обчислення когомологiй конкретних груп є складною та актуаль-
ною проблемою сучасної алгебри. У багатьох випадках виникає потреба
у спецiальних методах дослiдження, зокрема для скiнченних абелевих
та неабелевих груп. Важливими є також результати, пов’язанi з напiв-
прямими добутками груп, якi вивчалися Маккеєм та iншими авторами,
проте загальнi результати щодо їхнiх зображень i когомологiй тривалий
час залишалися неповними.

Особливий iнтерес становлять когомологiї решiток, тобто скiнчен-
но породжених вiльних модулiв над груповими кiльцями. Такi об’єкти
вiдiграють важливу роль у теорiї кристалографiчних груп i груп Чер-
нiкова. Для циклiчних груп порядку 𝑝 i 𝑝2, а також для кляйнiвської
четверної групи, вiдповiднi класифiкацiйнi результати були отриманi в
працях Ю. А. Дрозда, А. I. Плакош, Л. А. Назарової та iнших дослiдни-
кiв. Водночас у загальному випадку задача класифiкацiї та обчислення
когомологiй залишається складною.

Для кляйнiвської групи характерною є наявнiсть нескiнченної кiль-
костi незвiдних, попарно неiзоморфних решiток, а також пiдвищена пе-
рiодичнiсть когомологiй. Це суттєво ускладнює дослiдження вiдповiдних
структур. Використовуючи результати Л. А. Назарової, К. Рiнгеля, К.
Роггенкампа, Ю. А. Дрозда, а також напрацювання А. I Плакош, у робо-
тi отримано повний опис когомологiй решiток над кляйнiвською групою.

Значну роль у дослiдженнi вiдiграє застосування технiки порядкiв
Бакстрема, методiв теорiї сагайдакiв Ауслендера–Райтена та сучасних
пiдходiв теорiї зображень. Це дозволяє ефективно поєднати структурнi,
гомологiчнi та категорнi методи для розв’язання поставлених задач.
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Отриманi результати мають важливе значення для подальшого
розвитку теорiї зображень, когомологiй груп i напiвгруп, а також для
класифiкацiї кристалографiчних i чернiковських груп, що пiдтверджує
актуальнiсть i наукову значущiсть виконаного дослiдження.

Сучасний розвиток науки характеризується величезною увагою до
вивчення складних нелiнiйних систем i вiдповiдних до них процесiв i
явищ природи й суспiльства. Свої початки теорiя динамiчних систем бе-
ре в роботах I. Ньютона з механiки. Саме Ньютон запропонував спосiб
описувати рiзнi процеси i явища за допомогою диференцiальних рiвнянь
i динамiчних систем. Теорiя динамiчних систем стала унiверсальним зна-
ряддям для пояснення рiзноманiтних явищ, що спостерiгалися в механi-
цi, астрономiї, статистичнiй фiзицi, радiофiзицi, електронiцi, гiдродина-
мiцi, теорiї коливань тощо. В Українi значний внесок у розвиток теорiї
складних динамiчних систем i її застосувань зробили М. М. Боголюбов,
Ю. О. Митропольський, А. М. Самойленко, О. М. Шарковський, Ю. Л.
Майстренко, О. М. Тимоха, В. Д. Кошманенко, О. А. Бурилко, I. М.
Сушко, А. А. Панчук та iншi.

В. Д. Кошманенком вперше було розглянуто математичну модель
конфлiкту в термiнах стохастичних векторiв з скiнченним набором пози-
цiй для двох незнищенних противникiв. Говорячи строго було побудовано
модель динамiчної системи конфлiкту з вiдштовхувальною взаємодiєю у
просторi подiленому на регiони. Закон динамiки в цiй моделi можна вва-
жати узагальненими векторними варiантами рiвнянь Лотки–Вольтерри.
Термiн динамiчна система конфлiкту як iнструмент для математичного
опису процесу конфлiктної боротьби мiж двома i декiлькома протидiю-
чими сторонами розвинуто у рядi наступних робiт В.Д. Кошманенка з
його учнями i колегами. Було одержано серiю результатiв, як теорети-
чного значення так i в побудовi та дослiдженi конкретних моделей з рi-
зним способом задання конфлiктного перетворення. Основна задача – це
вивчення поведiнки траєкторiй системи при 𝑡 → ∞, встановлення iснува-
ння i знаходження граничних асимптотичних станiв, пошук атракторiв
та їхнiх басейнiв, доведення iснування нерухомих точок (рiвноважних
станiв), iснування циклiчних орбiт та дослiдження хаотичної поведiнки.
Динамiчнi системи конфлiкту дослiджуються не лише в термiнах стоха-
стичних векторiв i дискретних мiр, а й у термiнах кусково рiвномiрно
розподiлених мiр, абсолютно неперервних мiр, структорноподiбних мiр.

Актуальнiсть представлених дослiджень складних систем зумов-
лена необхiднiстю розробки та глибокого аналiзу математичних моделей
для опису складних еволюцiйних процесiв у системах iз конфлiктною
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взаємодiєю. У сучасних умовах вивчення нелiнiйної динамiки таких си-
стем є критично важливим для розумiння процесiв у соцiодинамiцi, еко-
номiцi, екологiї та теорiї формування переконань.

Гладкi функцiї на многовидах є одним з основних об’єктiв матема-
тики сьогодення i мають застосування в рiзних галузях науки. Аналiти-
чнi властивостi таких функцiй часто несуть iнформацiю про геометрiю
та топологiю многовиду, на якому вони визначенi. М. Морс довiв, що в
околi кожної своєї невиродженої критичної точки гладка функцiя, пiсля
деякої замiни координат, має стандартний вигляд квадратичного много-
члену (лема Морса). Це дозволило йому встановити зв’язок мiж числом
невироджених критичних точок рiзних iндексiв з рангами та скрутами
груп гомологiй многовиду (слабкi та сильнi нерiвностi Морса), а також
отримати оцiнки на число замкнутих геодезичних рiманового многовиду.
Таким чином, виявилось, що “геометрична” структура многовиду сут-
тєво визначається функцiями Морса на ньому. Розвитком цих iдей, якi
отримали назву теорiя Морса, займалися Л. Люстерник, Л. Шнiрельман,
Г. Чогошвiлi, Л. Ельсгольц, Р. Бот, Е. Вiттен, С. Новiков, В. Шарко та
багато iнших математикiв XX ст. Їх результати заклали надiйний фунда-
мент для подальших дослiджень многовидiв методами гладких функцiй
та дослiджень просторiв гладких функцiй на многовидах.

Задачi класифiкацiї функцiй Морса, а також бiльш загальних кла-
сiв функцiй на гладких многовидах, вивчалися, зокрема, математиками
київської топологiчної школи — В. Шарком, О. Пришляком, О. Каду-
бовським, Є. Полуляхом, С. Максименком та їхнiми учнями. Одним з
основних результатiв цих дослiджень є опис компонент зв’язностi про-
сторiв функцiй Морса у високих розмiрностях, отриманий В. Шарком.
Для поверхонь вiдповiднi питання детально дослiджувалися В. Шарком
i С. Максименком.

З загальної точки зору, двi функцiї Морса є гладко еквiвалентни-
ми тодi й лише тодi, коли вони належать до однiєї так званої право-лiвої
орбiти дiї добутку групи дифеоморфiзмiв поверхнi та групи дифеоморфi-
змiв прямої на просторi гладких функцiй. Ця дiя задається композицiєю
функцiї з вiдповiдними дифеоморфiзмами злiва i справа.

С. Максименко дослiджував гомотопiчнi властивостi стабiлiзато-
рiв та орбiт гладких функцiй на поверхнях вiдносно таких право-лiвих
i правих дiй груп дифеоморфiзмiв. Для широкого класу функцiй на по-
верхнях ним було встановлено зв’язок мiж фундаментальними групами
компонент зв’язностi орбiт гладких функцiй i компонентами зв’язностi
стабiлiзаторiв вiдповiдних функцiй.
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Також було показано, що орбiти для широкого класу гладких фун-
кцiй з iзольованими особливостями мають гомотопiчний тип клiтинного
комплексу. Це дало змогу описати гомотопiчний тип орбiт таких фун-
кцiй на всiх компактних поверхнях, а також алгебраїчну структуру фун-
даментальних груп орбiт для всiх компактних поверхонь, за винятком
сфери, тора, проективної площини, стрiчки Мебiуса та пляшки Клейна.
Зауважимо, що функцiї на цих “виняткових” поверхнях допускають “не-
тривiальнi симетрiї”, якi iстотно ускладнюють дослiдження вiдповiдних
орбiт. На сьогоднi добре дослiдженими є лише гомотопiчнi iнварiанти
орбiт функцiй на торi (роботи С. Максименко i Б. Фещенка) та стрiчцi
Мебiуса (роботи С. Максименка i I. Кузнєцової), тодi як решта випадкiв
або вивченi лише частково, або залишаються практично недослiджени-
ми.

Дослiдження гомотопiчних властивостей таких просторiв є скла-
дною задачею, що вимагає розробки нових методiв i технiк, i водночас
сприяє суттєвому розвитку iнструментарiю сучасної топологiї.

Змiст роботи, наукова новизна i цiннiсть результатiв роботи

Одержано повний опис когомологiчних та зображувальних iнварi-
антiв алгебраїчних структур, пов’язаних з дiями скiнченних груп (зокре-
ма, четверної групи Кляйна та спорiднених об’єктiв); розвинено аналi-
тичнi методи дослiдження еволюцiйних процесiв у динамiчних системах
з конкуруючою взаємодiєю; дослiджено гомотопiчнi властивостi орбiт
гладких функцiй на поверхнях. Здiйснено систематичне дослiдження ко-
гомологiй груп i решiток, класифiкацiю окремих класiв груп i напiвгруп,
аналiз зображувальних типiв вiдповiдних алгебраїчних структур, а та-
кож комплексний аналiз поведiнки траєкторiй динамiчних систем кон-
флiкту у просторах стохастичних векторiв та ймовiрнiсних мiр.

Об’єктом дослiдження були алгебраїчнi структури, що виникають
з дiй скiнченних груп, зокрема групи, решiтки, напiвгрупи та пов’язанi
з ними алгебри; нелiнiйнi динамiчнi системи конфлiкту в дискретному
часi, що задаються рiзницевими рiвняннями на просторах стохастичних
векторiв та ймовiрнiсних мiр; рiзнi класи гладких вiдображень поверхонь
та їх гомотопiчнi властивостi.

Предметом дослiдження були когомологiї, зображення та зображу-
вальнi типи зазначених алгебраїчних структур, а також їх класифiкацiй-
нi та гомологiчнi властивостi; властивостi траєкторiй, структура грани-
чних атракторiв, вплив векторiв взаємодiї та параметрiв бiфуркацiї на
стабiльнiсть системи, а також стратегiї мiнiмiзацiї втрат та формування
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точкового спектра; гладкi функцiї на 2-торi та дифеоморфiзми 2-тора,
що зберiгають функцiї.

А. I. Плакош вивчала зв’язки мiж когомологiчними iнварiантами
та зображувальною теорiєю, ролi дiй груп у побудовi та класифiкацiї ал-
гебраїчних структур, а також використанню апарату сагайдакiв Ауслен-
дера–Райтен для опису сизигiй i зображувальних типiв. Дослiдження
поєднує методи теорiї зображень скiнченних груп i напiвгруп, гомоло-
гiчної та когомологiчної алгебри, теорiї порядкiв i сагайдакiв, а також
конструктивнi й класифiкацiйнi методи сучасної алгебри.

О. Р. Сатур ключову увагу придiлила встановленню фундамен-
тальних закономiрностей, що пов’язують параметри мiкроскопiчної вза-
ємодiї (вектор взаємодiї, стратегiї “мiнiмальних зусиль” чи “єдиного прi-
оритету”) з макроскопiчними властивостями граничних станiв системи
(стiйкiсть, циклiчнiсть, спектральний тип граничних мiр). Дослiдження
поєднує методи функцiонального аналiзу, теорiї динамiчних систем та
теорiї iгор для розв’язання задач про iснування рiвноважних атракто-
рiв, структуру їхнього спектра, а також для побудови оптимiзацiйних
стратегiй, що мiнiмiзують ресурснi втрати сторiн у процесi конфлiктно-
го перерозподiлу простору.

Б. Г. Фещенко описав алгебраїчну структуру фундаментальних
груп орбiт широкого класу гладких функцiй на 2-торi, а також iнших
груп, що “частково контролюють” гомотопiчний тип орбiт. При дослi-
дженнi використовувалися методи алгебри, алгебраїчної, геометричної
та диференцiальної топологiї, теорiї динамiчних систем та теорiї особли-
востей.

Робота має теоретичний характер. Її результати та методи їх отри-
мання мають потенцiйне застосування i створюють математичне пiд-
ґрунтя для вирiшення актуальних задач у сучасних технологiях, при-
родничих та соцiальних науках:

Теорiя автоматiв та формальних мов: результати з теорiї зобра-
жень напiвгруп i алгебр Манна можуть бути використанi в алгебраїчних
пiдходах до дослiдження автоматiв i формальних мов, зокрема при ви-
вченнi структурних властивостей обчислювальних моделей.

Криптографiя та теорiя кодування: дослiдження алгебраїчних ре-
шiток i когомологiчних iнварiантiв скiнченних груп формують теорети-
чну базу для подальших робiт у галузi алгебраїчних методiв криптогра-
фiї та теорiї кодування.

Теорiя симетрiй та математична кристалографiя: Отриманi ре-
зультати щодо кристалографiчних i чернiковських груп сприяють розви-
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тку математичних методiв опису симетрiй у кристалографiї та сумiжних
галузях.

Соцiодинамiка та економiка: Розробленi моделi дозволяют прогно-
зувати динамiку суспiльної думки (“iдеологiчна кристалiзацiя”) та ана-
лiзувати конкурентнi стратегiї на ринках з обмеженими ресурсами.

Бiологiя та мультиагентнi системи: Динамiка систем iз взає-
модiєю моделює конкуренцiю бiологiчних популяцiй, а також процеси
синхронiзацiї в роях роботiв та розподiлених мережах.

Аналiз даних (TDA) та геоiнформатика: Методи теорiї Морса за-
стосовуються для видiлення топологiчних ознак у великих даних (“Big
Data”) та моделювання рельєфу мiсцевостi в GIS.

Усi результати є новими та складають суттєве доповнення у роз-
виток вiдповiдних напрямiв. Вони доповiдалися на рiзних мiжнародних
наукових конференцiях, школах та наукових семiнарах як в Українi так
i за її межами.

Основнi результати роботи

1. Доведено, що для четверної групи Кляйна сизиґiї решiток збiга-
ються з трансляцiєю Ауслендера–Райтен, iнформацiя про яку мiститься
в сагайдаку (дає концептуальний мiст мiж гомологiчними операцiями та
структурою сагайдака).

2. Повнiстю обчислено когомологiї Тейта всiх решiток над четвер-
ною групою Кляйна та простежено дiю автоморфiзмiв групи на них (пер-
ший i поки єдиний у свiтовiй лiтературi випадок повного обчислення
когомологiй решiток для групи з нескiнченною кiлькiстю неiзоморфних
нерозкладних решiток).

3. Наведено класифiкацiю принципово нового класу чернiковських
2-груп — груп iз кляйнiвською верхiвкою та цiлком звiдною базою (роз-
ширює структурну теорiю чернiковських груп та дає новi приклади).

4. Обчислено у явному виглядi когомологiї регулярних решiток над
четверною групою Кляйна (ранiше аналогiчнi результати були вiдомi ли-
ше для циклiчних груп зi скiнченною кiлькiстю нерозкладних решiток);
як застосування отримано класифiкацiю нових класiв багатовимiрних
кристалографiчних груп та груп Чернiкова (перспектива застосувань у
кристалографiї та теорiї кодування).

5. Для скiнченновимiрних алгебр Манна з напiвпростими базами
встановлено зв’язок зображень iз зображеннями сагайдакiв та зважених
графiв i звiдси виведено повний опис зображувальних типiв (скiнчен-
ний/ручний/дикий) (унiфiкує критерiї зображувальної складностi через

7



комбiнаторнi моделi). Отриманi результати застосовано до повного опи-
су зображувальних типiв скiнченних матричних напiвгруп Рiса, зокре-
ма 0-простих напiвгруп та їх взаємно анулюючих об’єднань (принципово
новий внесок у теорiю зображень напiвгруп без вiдомих аналогiв у лiте-
ратурi; методи мають потенцiал широких застосувань).

6. Отримано повний опис усiх нерозкладних цiлочисельних зобра-
жень знакозмiнної групи 𝐴4 та проаналiзовано неоднозначнiсть їх роз-
кладу; обчислено зображення i когомологiї, встановлено зв’язки мiж зо-
браженнями та вiдповiдними когомологiями i дослiджено їх гомологiчнi
властивостi (розвиває теорiю цiлочисельних зображень скiнченних груп i
когомологiй груп). Результати спецiалiзовано до бакстремiвських кiлець
та застосовано до аналiзу ширших класiв алгебраїчних об’єктiв, зокрема
напiвгруп, груп Чернiкова та кристалографiчних груп (демонструє пере-
носимiсть методiв i їхню унiверсальнiсть для сумiжних класiв структур).

7. Дослiджено клас динамiчних систем конфлiкту, поведiнка яких
характеризується вектором взаємодiї, що визначає динамiку всiєї систе-
ми та її граничнi стани. Доведено iснування рiвноважних граничних ста-
нiв та встановлено умови, за яких замiсть нерухомих точок у системi
виникають граничнi цикли (𝜔-граничнi множини). Показано, що перi-
од таких циклiв повнiстю визначається перiодичнiстю координат векто-
ра взаємодiї. Проiлюстровано нелiнiйну динамiку перерозподiлу ресурсiв
на конкретних комп’ютерних прикладах для систем з рiзною кiлькiстю
компонентiв.

8. Дослiджено математичну модель конфлiкту з притягальною вза-
ємодiєю, у якiй еволюцiя системи визначається набором додатних пара-
метрiв. Доведено iснування нерухомих станiв системи та знайдено їхнiй
явний аналiтичний вигляд у формi рiвноважних стохастичних векторiв.
Обґрунтовано стiйкiсть граничних станiв та доведено збiжнiсть довiль-
них початкових траєкторiй до граничного рiвноважного атрактора. Про-
аналiзовано властивостi граничних розподiлiв мас, що пiдтверджує тен-
денцiю систем iз притяганням до концентрацiї ресурсiв у специфiчних
точках простору станiв.

9. Запропоновано математичну модель конфлiкту, у якiй два грав-
цi зафiксованi на скiнченнiй кiлькостi регiонiв простору iснування та
на кожному кроцi взаємодiї докладають мiнiмальних зусиль. Встановле-
но динамiку змiни стохастичних векторiв станiв опонентiв та проведено
аналiз стiйкостi граничних станiв залежно вiд параметра бiфуркацiї 𝛼.
Доведено, що при 𝛼 = 1 траєкторiї збiгаються до нестiйкого стацiонар-
ного стану, тодi як при 𝛼 = 2 система демонструє здатнiсть зберiгати
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початковi переваги гравцiв у станi рiвноваги. Виявлено умови, за яких
мiнiмальнi ймовiрностi присутностi опонентiв у регiонах прямують до
нуля, що вiдповiдає витiсненню одного з гравцiв з певної позицiї.

10. Проведено спектральний аналiз граничних за часом станiв ди-
намiчних систем конфлiкту, що описуються в термiнах iмовiрнiсних мiр.
Сформульовано та доведено фундаментальний критерiй: необхiдною i
достатньою умовою виникнення мiр iз чисто точковим спектром є засто-
сування хоча б одним з опонентiв стратегiї “єдиного прiоритету”. Вста-
новлено експоненцiальну швидкiсть концентрацiї розподiлiв з точковим
спектром та доведено його щiльнiсть у фазовому просторi. Запропоно-
вано застосування отриманих спектральних результатiв у новiй моделi
формування переконань, де поява точкового спектра iнтерпретується як
“топологiчна кристалiзацiя” iдеологiчної позицiї iндивiда.

11. Побудовано систему рiзницевих рiвнянь для опису динамiки
територiального перерозподiлу та чисельних втрат опонентiв, якi ве-
дуть конфлiктну боротьбу. У термiнах стратегiй впорядкованих початко-
вих розподiлiв отримано ряд достатнiх умов, що гарантують мiнiмiзацiю
втрат ресурсiв у моделях iз трьома регiонами. Встановлено взаємозв’я-
зок мiж швидкiстю збiжностi системи до стацiонарного стану та iнтен-
сивнiстю кiлькiсних втрат опонентiв. Доведено теорему про iснування
стратегiй, що забезпечують перевагу однiєї зi сторiн за умови фiксованої
сумарної маси ресурсiв.

12. Дослiджено комбiнаторнi властивостi функцiй Морса на 2-торi
зi значеннями у колi, а також бiльш широкого класу гладких функцiй
ℱ(𝑇 2, 𝑆1) ⊂ 𝐶∞(𝑀,𝑆1) з iзольованими особливостями на 2-торi. Дове-
дено, що графи функцiй з ℱ(𝑇 2, 𝑆1) є або деревами, або мiстять єдиний
цикл.

13. Для функцiй з ℱ(𝑇 2, 𝑆1), графи яких є деревами, встановлено
iснування спецiальної вершини, тобто такої вершини, що зв’язнi компо-
ненти доповдення тора до рiвня, що їй вiдповiдає, є вiдкритими дисками.
Дослiджувались групи автоморфiзмiв зiрки спецiальної вершини, що iн-
дукованi дифеоморфiзмами зi стабiлiзатора функцiї, зокрема її локаль-
ний стабiлiзатор.

14. Для функцiй з ℱ(𝑇 2, 𝑆1), графи яких є деревами, дослiджува-
лась “комбiнаторна” дiя локального стабiлiзатора спецiальної вершини
на 2-торi його дифеоморфiзмами. Встановлено, що ця “комбiнаторна”
дiя iндукує вiльну дiю локального стабiлiзатора на 2-торi дифеоморфi-
змами, що зберiгають задану функцiю. Доведено, що локальний стабi-
лiзатор спецiальної вершини є iзоморфним до добутку двох циклiчних
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груп Z𝑛 × Z𝑛𝑚 для деяких 𝑛,𝑚 ∈ N.
15. Описано алгебраїчну структуру фундаментальної групи орбiт

та групу зв’язних компонент стабiлiзаторiв для функцiй з ℱ(𝑇 2, 𝑆1) на
2-торi вiдносно дiї групи дифеоморфiзмiв тора, а також груп автоморфi-
змiв графiв таких функцiй iндукованих дифеоморфiзмами з стабiлiзато-
рiв.

Публiкацiї результатiв роботи та їх цитування

Робота складається з 49 наукових праць, опублiкованих у 2013—
2025 роках, серед яких 20 статтей у провiдних вiтчизняних та мiжнаро-
дних фахових виданнях та 29 тез наукових конференцiй. У мiжнародних
журналах опублiковано 15 статтей, з яких 14 статтей — в журналах з
iмпакт-фактором. Загальна кiлькiсть сторiнок у журнальних публiкацi-
ях — 260 с.

Усi публiкацiї є реферованими. У мiжнароднiй наукометричнiй базi
даних Google Scholar 115 цитувань, h-iндекс = 6. У мiжнароднiй науко-
метричнiй базi даних Scopus зазначено 10 публiкацiй, якi мають загалом
16 цитувань та h-iндекс = 3, у базi даних Web of Science вказано 14 пу-
блiкацiй, якi мають загалом 45 цитувань та h-iндекс = 2.
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